N

N
N

HAL

open science

Modeles 3D hybrides pour les machines électriques
Théo Carpi

» To cite this version:

Théo Carpi. Modeles 3D hybrides pour les machines électriques. Autre. Institut National Polytech-

nique de Toulouse - INPT, 2021. Frangais. NNT: 2021INPT0034 . tel-04170590

HAL Id: tel-04170590
https://theses.hal.science/tel-04170590
Submitted on 25 Jul 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-04170590
https://hal.archives-ouvertes.fr

i Ly -

:
4
f
i
I
£

THESE

Université
de Toulouse En vue de I'obtention du
DOCTORAT DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

Délivré par:
Institut National Polytechnique de Toulouse (Toulouse INP)
Discipline ou spécialité :
Génie Electrique

Présentée et soutenue par :
M. THEO CARPI
le jeudi 1 avril 2021

Titre :

Modeles 3D hybrides pour les machines électriques

Ecole doctorale :
Génie Electrique, Electronique, Télécommunications (GEETS)

Unité de recherche :
Laboratoire Plasma et Conversion d'Energie ( LAPLACE)

Directeur(s) de Thése :
M. YVAN LEFEVRE

Rapporteurs :
M. DANIEL MATT, UNIVERSITE MONTPELLIER 2
M. GEORGES BARAKAT, UNIVERSITE DU HAVRE

Membre(s) du jury :
M. CHRISTOPHE ESPANET, UNIVERSITE DE FRANCHE COMTE, Président
M. JEAN-FRANCOIS LLIBRE, UNIVERSITE TOULOUSE 2, Membre
MME MAYA HAGE HASSAN, CENTRALESUPELEC GIF SUR YVETTE, Membre
M. NELSON SADOWSKI, UNIV.FED.DE SANTA CATARINA FLORIANOPOLIS, Membre
M. YVAN LEFEVRE, UNIVERSITE TOULOUSE 2, Membre







Remerciements

Ces travaux de these se sont déroulés au sein du groupe GREM3 (Groupe de Recherche en
Electrodynamique) au Laboratoire LAPLACE. Je tiens a remercier en premier lieu Yvan Le-
fevre et Carole Hénaux pour m’avoir offert I’opportunité de travailler sur ce sujet de thése
parfaitement adapté a ce que je recherchais.

Un grand merci & Yvan Lefévre, mon directeur de these, avec qui j’ai énormément appris.
Ce fut un plaisir de travailler a tes cotés pendant 3 ans sur ce nouveau concept de machine
auquel j’ai tout de suite accroché. Tu m’as transmis un peu de ta vision des machines et cela
me sera plus que bénéfique pour la suite de ma carricre. Je tiens également a remercier Jean-
Francois Llibre qui m’a co-dirigé pendant la seconde moiti¢ de ma thése. La qualité de son
encadrement et le temps qu’il a pu se dégager furent extrémement bénéfiques. Merci éga-
lement & Dominique Harribey pour son savoir-faire et sa bonne humeur. Sa contribution sur le
développement de la machine toroidale fut indéniable.

Merci a Toulouse Tech Transfert, et plus particulierement Louison Maechler et Vincent
Chaudon pour leur collaboration aboutissant a un brevet.

Je tiens a remercier sincérement les membres du jury Georges Barakat, Daniel Matt, Chris-
tophe Espanet, Nelson Sadowski et Maya Hage Hassan qui ont apporté un regard extérieur
trés enrichissant aux travaux menés dans cette these. Je remercie plus particulierement Nelson
Sadowski pour m’avoir accueilli au Laboratoire GRUCAD de Floriandpolis au Brésil pour
une mission de deux mois. Je garderai a jamais un excellent souvenir de ces deux mois passés
la-bas.

Je remercie toute 1’équipe GREM3 pour leur accueil chaleureux et la bonne ambiance qui y
régne. Je remercie également mes collegues doctorants et plus particuliecrement Youness et
Maxime, avec qui j’ai pu partager rires, boulot ou encore enseignements. Merci a Robin et
Jonathan, mes potes de I’'n7 avec qui je me suis lancé et dans cette aventure.

Un grand merci & mes amis et toute ma famille sans qui je n’aurai pu traverser toutes ces
années d’études.



Remerciements 4

\

Un immense merci a mes parents, comptables hors pairs qui ont géré mon compte en
banque de main de maitre pendant ces trois années marquées par un revenu dérisoire. Merci
Pére de m’avoir transmis cette fabuleuse passion pour le football qui fut une source
d’inspiration inépuisable pour venir a bout de ce sujet difficile mais passionnant. Merci Mére
pour ces repas du dimanche exquis qui furent et qui sont encore une source d’énergie d’une
puissance inégalée.

Enfin, merci @ ma sceur Pauline a.k.a « Paul Scholes » pour m’avoir permis de réviser les
cours de I’N7 pendant ma thése et ainsi rattraper les innombrables cours manqués pendant ma
formation d’ingénieur. En outre, ses conseils avisés en mati¢re de conversion électroméca-

nique m’ont guidé et ont sans nul doute contribu¢ a 1’¢laboration de la machine de demain.









Résumé

Dans le domaine des actionneurs ¢lectriques dédiés aux systémes embarqués,
I’augmentation de la densité de puissance ou de la puissance spécifique est devenue un enjeu
primordial. En termes de couple spécifique, les machines électriques offrant les meilleures
performances sont les machines a aimants permanents, qui sont 1I’objet d’étude de ce manus-
crit.

Parmi les axes possibles d’amélioration des machines €lectriques, 1’augmentation de la sur-
face d’interaction entre I’onde de champ magnétique rotorique et ’onde de densité de courant
surfacique statorique permet d’envisager un gain important en termes de couple spécifique.
Dans ce but, nous avons pensé a une nouvelle configuration géométrique de machine, qui
théoriquement tire 100% du cuivre présent pour générer un couple. Cette machine présente
une géomeétrie toroidale et constitue 1’objet d’étude de cette thése. Ainsi, nous nous attache-
rons a 1’¢élaboration du modé¢le de cette nouvelle machine dans le but d’étudier ses perfor-
mances et de les comparer aux configurations de machines déja existantes. Pour y aboutir,
nous étudierons préalablement ce qui se fait en termes de modélisation analytique dans la lit-
térature. Ainsi, nous chercherons a élaborer une méthode de modélisation commune a toutes
ces configurations géométriques y compris la nouvelle topologie toroidale afin de pouvoir les
comparer sous les mémes hypotheses mathématiques.

Dans ce but, une méthode de modélisation hybride liant la méthode analytique a la mé-
thode des différences finies a été développée pour modéliser en trois dimensions les machines
¢électriques. L’objectif de cette modélisation est de rester simple au niveau de la complexité du
développement et du temps de calcul afin de les intégrer dans des algorithmes de dimension-
nement/optimisation. Cette méthode sera validée par éléments finis et expérimentalement sur
le cas d’une machine a flux axial avant d’€tre utilisée pour modéliser la nouvelle configura-

tion de machine proposée dans cette thése.






Abstract

In the field of electric actuators dedicated to embedded systems, increasing power density
has become a major challenge. In terms of torque mass ratio, the electrical machines offering
the best performance are permanent magnet machines, which are the focus of this manuscript.
However, on all existing machines, the presence of heads winding on which no torque is pro-
duced can be noticed, in addition, the production of heat over them is associated with a loss in
the overall power balance.

Among the possible areas for improvement of electrical machines, increasing the interac-
tion area between the rotor magnetic field and the stator current density enables a significant
gain in terms of torque mass ratio. To this end, we have thought of a new machine structure,
which theoretically draws 100% of the copper present in the machine to generate torque. This
machine has a toroidal structure and is the subject of this research. Thus, we will focus on the
elaboration of the model of this new machine structure in order to study its performances and
to compare them to the already existing machine structures. In order to achieve this goal, we
will first investigate what is done in terms of analytical modeling on existing machines. Thus,
we will seek to develop a modeling method common to all these machines including the pro-
posed new structure in order to be able to compare them under the same mathematical as-
sumptions.

For this purpose, a hybrid modeling method linking the analytical method to the finite dif-
ference method has been developed to model in three dimensions electric machines. The goal
of this modeling is to remain relatively simple in terms of complexity and computation time
in order to integrate them into sizing/optimization algorithms. This method will be developed
and validated by finite elements and experimentally on the case of an axial flux machine be-
fore being used to model the new machine structure proposed in this thesis.
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Introduction Générale

Dans le domaine des machines électriques tournantes, 1’augmentation de la densité de
puissance (W/m?) ou de la puissance spécifique (W/kg) est devenue un enjeu primordial no-
tamment dans le domaine des transports, aussi bien aérien que routier [1]. En termes de
couple spécifique (N.m/kg), les machines électriques offrant les meilleures performances sont
les machines a aimant permanents, qui sont I’objet d’étude de ce manuscrit.

Pour une machine synchrone a poéles lisses a flux radial, le couple est proportionnel au
champ magnétique d’entrefer, a la charge linéique et a la surface d’alésage du stator [2]. La
surface d’alésage peut étre considérée comme une surface ou interagit 1’onde de champ ma-
gnétique produit par le rotor et I’onde de densité de courant surfacique produit par les cou-
rants statoriques [1]. La recherche de 1’augmentation du couple spécifique peut étre vue
comme la recherche de I’augmentation de cette surface d’interaction a masse constante.

Si on s’intéresse de plus pres a I’évolution des configurations géométriques des machines a
aimant permanents, on constate une évolution dans ce sens. En effet, les machines conven-
tionnelles a flux radial ont d’abord évolué de la configuration mono-entrefer vers la configu-
ration poly- entrefers [3] [4]. Ainsi, comparativement a la machine a mono- entrefer, la sur-
face d’interaction est doublée. Sur la Figure 0-1 on peut voir que deux types de bobinage sont
utilisés : soit on utilise deux fois le bobinage classique réparti ou dentaire (Figure 0-1 (b)),
soit un bobinage en anneau Gramme (Figure 0-1 (a)). Ce dernier est appelé plus communé-
ment dans la littérature récente bobinage toroidal. Cette topologie double entrefer a ¢galement
été déclinée sur les machines tubulaires afin d’augmenter la force générée [5], [6].

Figure 0-1 : Vue éclatée du bobinage (a) toroidal et (b) radial de la machine a double ro-
tor comprenant 12 poles au rotor et 18 encoches au stator [3]
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De¢s leur apparition les machines a flux axial, intéressantes de par leur structure compacte
[7], sont majoritairement congues avec un double-entrefer. Cependant, cette machine s’est vue
déclinée sous plusieurs topologies comme on peut le voir sur la Figure 0-2. Les types YASA
et TORUS sont les plus connus et permettent d’augmenter considérablement la puissance spé-
cifique [8], [9].

(a) (&)

Figure 0-2 : Machines a flux axial a rotor interne (a), de type TORUS (b) et de type YASA
() [9]

Enfin, si on regarde de plus prés les machines a flux radial & double entrefer ainsi que la
machine a flux axial de type TORUS, nous retrouvons le méme type de bobinage en anneau
Gramme dit toroidal, ou les bobinages sont enroulés autour d’un tore de section rectangulaire.
Il est donc possible de combiner les configurations géométriques radiales et axiales pour
augmenter encore plus la surface d’interaction. Ce type de machine est appelé machine hy-
bride a flux radial et axial. Elle a été illustrée dans [10] (cf. Figure 0-3) et [11] (cf. Figure 0-
4). Cet assemblage n’est possible qu’avec un bobinage toroidal. En effet, les conducteurs sont
bobinés radialement et rebouclés axialement, rendant possible la création d’une force dans la
direction azimutale sur une grande partie de la surface de cuivre disponible. Tout autre bobi-
nage, par exemple ceux des Figure 0-1 (b) et Figure 0-2 (c) ne permettent pas cet assemblage
hybride.
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Figure 0-3 :Machine hybride a flux radial et axial : 1 - stator, 2 — enroulements stator, 3 -
rotor, 4 — aimant permanent, 5 - résine, 6 - chassis,7 - arbre [10]
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radial core——e I

stator core integrated coil

(a) (b)

Figure 0-4 : Structure de la machine hybride : (a) assemblage de la structure, (b) vue en
coupe [11]

Cette évolution des machines qui tend vers une meilleure utilisation du cuivre nous a
amené a penser a une nouvelle configuration géométrique de machine. Cette machine présente
une configuration toroidale et constitue 1’objet d’étude de cette these.

La machine toroidale idéale a aimants permanents est représentée sur la Figure 0-5. Le ro-

tor est constitué d’un noyau ferromagnétique toroidal sur lequel sont placés les aimants per-
manents de forme toroidale également. Les aimants orientés alternativement sont représentés
en rouge et bleu. Le stator est constitué d’un tore creux, il est représenté en transparence afin
de voir I’intérieur de la machine. Enfin les conducteurs sont positionnés sur la surface inté-
rieur du stator. La machine représentée est dite « idéale » puisque le mouvement du rotor ne

peut étre récupére.

Aimants <

Conducteurs

(a) (b)

Figure 0-5 : Représentation 3D théorique de la machine torique idéale (a) vue complete,
(b) vue en coupe

Dans un souci de conception, il faudrait inclure une ouverture au niveau du stator extérieur
permettant de récupérer le mouvement comme illustré en Figure 0-6. Dans ce cas la machine
est dite « réelle ». La machine idéale permet la création d’un couple sur 100% du cuivre dis-
ponible. La machine réelle aurait donc un comportement dégradé par rapport a la machine
étudiée ici. Par conséquent, le but de 1’étude est d’évaluer le gain en puissance spécifique de
cette machine par rapport aux autres configurations de machines existantes. Ces travaux de
thése se concentrent sur I’élaboration du modéle analytique du champ magnétique de la ma-
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chine toroidale idéale et du modele pour évaluer son couple. Pour comparer les performances
de cette machine aux machines existantes, il est intéressant de trouver une méthode de modé-
lisation unifiée a tous types de machines. Ce qui permettra de faire une comparaison crédible

de leurs performances.

(a)

Figure 0-6 : Représentation de la machine torique réelle dans deux configurations : (a) ro-
tor exterieur, (b) rotor intérieur

Afin de mettre en ceuvre le modele de cette nouvelle machine, nous avons étudié ce qui se
fait en termes de modélisation analytique du champ magnétique des machines existantes.

La modélisation des machines électriques repose sur la résolution des équations de Max-
well régissant le comportement de I’¢lectromagnétisme. La méthode de séparation des va-
riables est la plus utilisée. Elle repose sur un principe simple qui est de supposer la solution
comme étant le produit de trois fonctions dépendant chacune d’une seule variable du systeme
de coordonnées considéré. Le spectre de ce manuscrit se limite a cette méthode de résolution
pour la simplicité de son principe de base et son adaptabilité a un grand nombre de systémes
de coordonnées [12]. Cette méthode treés répandue en 2D devient plus complexe en 3D, ce qui
est le cas de la machine a flux axial et de la machine toroidale.

Les machines ¢€lectriques existent avec ou sans encoches et peuvent également présenter
une saillance au niveau du rotor. Des modéles analytiques précis de ces machines existent
[13], [14] mais sont tres lourds pour étre utilisés dans le cadre d’un dimensionnement. Cette
these est consacrée a la modélisation des machines sans encoches. Par ailleurs, moyennant
certaines hypotheses, il est possible de modéliser sans encoches une machine qui initialement
en présente en utilisant le coefficient de Carter [15], ce qui permet un dimensionnement pour
un cahier des charges donné. Ainsi, on se limitera a la modélisation des machines sans en-
coches a aimants permanents en surface. On s’attachera a établir des modeles rapides et
simples dans le but de les utiliser pour dimensionner les machines. Si besoin, cette étude peut
étre complétée par une analyse plus poussé€e via un logiciel de simulation numérique par ¢€lé-
ments finis pour étudier plus en détail les aspects dont le mod¢le ne tient pas compte.

Ce manuscrit est scindé en quatre parties.

Le premier chapitre constitue une introduction aux outils mathématiques qui serviront a
¢tablir les modeles analytiques du champ magnétique dans les machines étudiées dans ce ma-
nuscrit. La méthode d’évaluation du couple propre a ces machines est explicitée.
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Le deuxieme chapitre s’attache a présenter ce qui existe en maticre de modélisation analy-
tique du champ magnétique en deux dimensions des machines électriques illustrant les prin-
cipes mathématiques exposés dans le premier chapitre. Sous certaines hypothéses les ma-
chines a flux axial peuvent étre modélisées aussi en 2D. De méme, un premier modele de la
machine toroidal est présenté. La derniére partie du chapitre est consacrée a la modélisation
unifiée de ces différentes machines dans le but de comparer leurs performances pour un cahier
des charges donné.

Le troisiéme chapitre présente un nouveau modele hybride du champ magnétique dans les
machines a flux axial. Ce modele répond aux contraintes de simplicité de modélisation et de
temps de calcul rapide. Les résultats de cette méthode sont comparés aux résultats de simula-
tions numériques par ¢léments finis et aux résultats de mesures effectuées sur un prototype
monté sur un banc expérimental.

Enfin le quatriéme et dernier chapitre est dédi¢ a I’établissement du modele du champ
magnétique en trois dimensions de la machine toroidale. Pour ce faire, un systeme de coor-
données particulier est utilisé. Ce modele étant compleétement nouveau, il ne peut pas
s’appuyer sur des résultats issus de la littérature, un soin particulier a la validation de ce mo-
dele est donc apporté.
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1.1 Introduction

L’étude des machines électriques est multi-physique. Elle lie 1’électromagnétisme, la mé-
canique et la thermique. Leur étude est donc complexe et nécessite souvent le recours a la
modélisation numérique généralement par éléments finis. Or, cette méthode requiert un temps
de calcul conséquent et s’adapte mal a la comparaison des performances de machines élec-
triques de configurations différentes.

Le couple est une des principales grandeurs qui permettent de dimensionner les machines
¢lectriques. La méthode du tenseur de Maxwell est généralement appliquée pour calculer le
couple d’une machine a partir du champ magnétique total dans I’entrefer. Dans une premicre
partie on va décrire les sources de champ magnétique dans une machine synchrone avec des
aimants permanents aimantés en surface. Ceci nous conduit a retrouver, a partir du tenseur de
Maxwell, une méthode de calcul du couple a 1’aide uniquement du champ magnétique a vide
et de la distribution des densités de courants surfacique équivalentes.

Il est donc proposé ici d’¢laborer des modeles analytiques du champ magnétique a vide.
Du fait de la diversité des configurations géométriques des machines électriques il est quasi-
ment obligatoire d’élaborer un modele pour chacune d’elles. L’intérét de trouver une ap-
proche unifiée prend d’autant plus de sens.

La modélisation analytique du champ magnétique a vide repose sur des principes mathé-
matiques. Ce chapitre introductif présentera donc les concepts utilisés dans ces travaux et
constitue une premiére étape vers I’approche unifiée recherchée.

La méthode de séparation des variables est appliquée pour modéliser analytiquement le
champ magnétique. Cette méthode simple sur le principe, permet de résoudre les équations de
Laplace ou de Poisson. Ces équations font intervenir des opérateurs mathématiques
s’exprimant de facon différente suivant le systeme de coordonnées adapté a la configuration
de la machine étudiée.

Afin de modéliser la machine toroidale, le recours aux coordonnées toroidales est indis-
pensable. Les grands principes de coordonnées curvilignes orthogonales sont donc présentés.
Enfin, les conditions d’application de la méthode de séparation des variables sont rappelées.

1.2 Mc¢éthodologie de modélisation

Cette section est consacrée a la méthode proposée pour évaluer le couple dans les machines
synchrones a aimants permanents en surface avec ou sans encoches. La méthode est explicitée
dans le cas de la machine a flux radial. Les parametres qui définissent sa géométrie sont : Ry,
et R.yt, les rayons intérieur et extérieur de la machine, R, le rayon du rotor, R, le rayon des
aimants, R le rayon d’alésage et début du stator, R, le rayon définissant le début de la culasse
et L,, la longueur axiale (Figure 1-1).
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(b)

Figure 1-1 : Schéma représentatif d 'une paire de pédles de la machine a flux radial avec
encoches (a) ou sans encoches (b)

La méthode conventionnelle utilisée pour calculer le couple d’une machine fait appel au
tenseur de Maxwell qui s’exprime en fonction du champ magnétique total dans 1’entrefer. Le
champ magnétique total est le champ résultant des champs produits par les aimants au rotor et
par les courants au stator. Le couple s’exercant sur le rotor d’une machine est donné par :

Yem = jj Rs.By.Hg.dS (1.1)
z

ou Y., est le couple électromagnétique de la machine s’exercant sur le rotor, B, la compo-
sante radiale du champ magnétique dans ’entrefer, Hy la composante azimutale du champ
d’excitation magnétique dans I’entrefer et X est la surface cylindrique au rayon d’alésage Rg
du stator. Il faut donc envisager un modele pour chaque source de champ si on considére la
méthode du tenseur de Maxwell [14].

1.2.1 Description mathématiques des sources

Le champ magnétique dans les machines ¢électriques est régi par les équations de Maxwell.
Les équations de la magnétostatique suffisent a notre étude :

divB =0 (1.2)

rotH =j (1.3)

ou B représente le champ magnétique, H le champ d’excitation magnétique, et j la densité
volumique de courant. Dans la suite du manuscrit, les vecteurs seront représentés en gras. Ici,
J représente donc les courants des phases A, B et C du stator. Les lois constitutives des mi-
lieux magnétiques imposent :
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B = popH + poM (1.4)

ou U, est la perméabilité magnétique de ’air, u, la perméabilité relative du milieu considéré

et M est I’aimantation du milieu considérée non nulle dans le cas des aimants permanents.

Les sources de champs magnétiques des machines ¢€lectriques sont donc modélisées par les
grandeurs j dans le cas des courants et M dans le cas des aimants. Le domaine d’étude dans
lequel est résolu les équations du champ est constitué¢ de régions qui sont des milieux dans
lesquels les propriétés des matériaux sont homogenes. Les régions a considérer sont : la cu-
lasse rotorique et la culasse statorique, les aimants permanents, 1’entrefer, les conducteurs et
les encoches s’il y en a.

Du fait de la périodicité induite par I’alternance des pdles et du bobinage, les termes
sources peuvent étre modélisés a 1’aide de fonctions périodiques décomposables en séries de
Fourier comme celles montrées sur la Figure 1-2 ou €, (8) est la densité linéique de conduc-
teurs, M (@) est I’aimantation des aimants permanents et 6 est la coordonnée azimutale du
repere cylindrique.

Ci(6)
’\+C
+A +C oy
|—C I -B
_Cm
M(6)
N
+M
» O
-M

Figure 1-2 : Fonctions périodiques pour modéliser les sources de champ magnétique dans
la machine a flux radial

= Définition de la source de champ inducteur

L’aimantation est purement radiale sur la Figure 1-2. Si on généralise & n’importe quelle

distribution d’aimantation on peut écrire :

M, = Z M,.,.cosnpt + Z M, .sin npf (1.5)
n=0 n=0

My = Z Mg, .cosnp6 + Z Mg, .sin np6 (1.6)
n=0 n=0
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ou M, et My sont les composantes radiale et azimutale de 1’aimantation. Cette description est
valable pour r € [R,,R,]. 1l est donc possible de cette maniére de prendre en compte
n’importe quelle distribution d’aimants, par exemple les aimants permanents distribués en
réseau de type Halbach.

L’arc polaire a,, est défini comme le rapport entre ’angle d’ouverture d’un péle et le pas
polaire /p. Il est égal a 1 sur la Figure 1-2. La zone des aimants comprise entre R, et R, est
donc constituée uniquement d’aimants permanents, on peut alors modéliser cette région avec
la perméabilité relative du matériau considérée w,.. Or dans le cas ou il est inférieur a 1, du fait
de la présence d’air entre les aimants dans la zone [R,, R,], la rupture de perméabilité impose
de distinguer les régions au sein de cette zone. La perméabilité des aimants permanents étant

proche de celle de I’air, dans la suite du manuscrit elles sont supposées €gales Ugimant = Hair-
= Définition de la source de champ de réaction d’induit

Concernant la modélisation des courants, on calcule d’abord la distribution linéique de
conducteurs pour chaque phase [16]. Elle a été utilisée pour calculer la distribution de densité
de courant volumique j(6,t) dans une machine sans encoches [17]. La distribution linéique

de conducteurs de chaque phase i = A, B ou C peut s’écrire sous la forme :

C;i(0) = Z Cic,-cosnpb + Z Cis,-sinnpf (1.7)
n=0 n=0

Cette description est valable pour r € [Rg, Rc], Cic, et Cis,, sont les coefficients de la série de

Fourier de la phase i a calculer en fonction de la forme d’onde de la Figure 1-2. Cette mé-
thode est applicable & n’importe quel type de bobinage [16].

Dans I’optique d’évaluer le couple moyen d’une machine, la modélisation du champ ma-
gnétique dans les machines avec encoches, peut s’effectuer en utilisant le coefficient de Carter
pour se ramener a une machine sans encoches. Dans ce cas, il est possible de passer d’une
distribution de densité volumique de courant a une distribution de densité surfacique de cou-

rant [ 16], positionnée au niveau du rayon d’alésage R, par la relation (1.8).

i=q
K@O,t) = z OO (1.8)

ou [;(t) est le courant d’alimentation de la phase i et g le nombre de phases de la machine
considérée.

Note importante, la définition de la distribution de densité surfacique de courant doit res-
pecter la condition :

divK =0 (1.9)

Cette condition est vérifiée naturellement pour la machine a flux radial. Il faut en tenir compte

pour d’autres configurations de machine, comme pour la machine a flux axial [18].
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54,

Figure 1-3 : Modélisation de la densité surfacique de courant

+A

K=K(@®,t)e,

g

1.2.1 Conditions de passage et conditions aux limites

Considérons le probléme magnétostatique de la Figure 1-4. Le domaine d’étude () est
constitué des régions Q4, Q, et 3. On considere généralement que le champ magnétique a
I’extérieur du domaine d’étude est nul. En un élément de surface dS, a la frontiére du do-

maine (Q, le flux sortant est nul, donc :
B.dSs=0 =>B.n=0 (1.10)

ou m est la normale a la frontiere. Le champ magnétique est donc tangentiel a la fronticre.

ns- 'QZ

Figure 1-4 : Domaine d’étude et sous domaines associés

Les équations de Maxwell (1.2) et (1.3) et la loi constitutive des milieux magnétiques (1.4)
régissent le comportement magnétique dans les différentes régions Q,, 0, et (3. Les condi-
tions de passage permettent de relier le champ magnétique d’une région a I’autre. Pour une
interface surfacique Z;; entre deux régions (); et €);, les conditions de passage sont données
par les équations suivantes [19] :

(Bj—B;).n;; =0 (win
(Hi—H;)xn; =k

Sl]
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ou B; et H; sont respectivement le champ magnétique et le champ d’excitation magnétique
dans la région i, n;; la normale a Iinterface Z;; de i vers j et ksu est la densité surfacique de
courant de I’interface X;;. Il y a donc continuite de la composante normale du champ magne-
tique a I’interface entre deux milieux et discontinuité de la composante tangentielle du champ
d’excitation magnétique dans le cas ou I’interface présente une distribution surfacique de cou-
rant. La prise en compte des courants sous forme de densité surfacique de courant K inter-
vient donc dans la modélisation en tant que condition de passage la ou la prise en compte sous

forme de densité volumique de courant j intervient dans la loi d’Ampere (1.3).

Dans le cas d’une interface air fer représentée sur la Figure 1-5, sans densité surfacique de
courant, les conditions de passage (1.11) deviennent :

Figure 1-5 : condition de passage a l’interface air-fer

Bnair = aner
(1.12)
Htair = Htfer
D’aprés le schéma 1-5, on peut écrire :
tan 0y = He, /Hy,,, et tanbpe, = Htfer/aner (1.13)
Soit :
tan 0,4, _ aner (1.14)
tan e,  Hypg;,
La loi constitutive des milieux magnétiques (1.4) permet finalement d’écrire :
tan 8,; i
awr :ualr (115)

tan efer a .ufer

La perméabilité magnétique du fer étant trés grande devant celle de I’air, on peut considérer
que 0,; = 0°. Plus généralement, si la perméabilité est infinie d’un c6té, 0 est nul de I’autre
coté. Cela se traduit par un champ d’excitation magnétique normal a I’interface. Cette condi-
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tion de passage peut étre prise en tant que condition limite pour s’affranchir de 1’étude du

champ magnétique dans les culasses de la machine :
H =0 (1.16)

Nous avons vu que I’utilisation du coefficient de Carter permet de ne pas considérer le
champ magnétique dans les encoches statoriques. Considérer la perméabilité du fer infinie
permet de ne pas prendre en compte le champ magnétique dans les culasses et ainsi limiter le
domaine d’étude aux aimants permanents et a ’entrefer. Ainsi, le nombre de régions a consi-
dérer a été réduit grace a :

- T’utilisation du coefficient de Carter qui permet de ne pas prendre en compte les en-

coches,

- la formulation en densité surfacique de courant K qui permet de prendre en compte les

courants sous forme de conditions aux limites au lieu d’étre terme source dans la loi
d’ Ampére,
- TI’hypothése d’une perméabilité du fer infinie qui permet de ne pas prendre en compte le

champ magnétique dans les culasses.
1.2.2 M¢éthode de calcul du couple

Nous avons vu que le couple est calculé par la méthode du tenseur de Maxwell (1.1). Or
cette méthode nécessite d'établir les expressions du champ induit et du champ inducteur. 11 est
cependant possible de se limiter a I’étude du champ inducteur grace aux hypotheses présen-
tées précédemment. Cela a été démontré dans [16], nous rappelons ici le raisonnement de fa-

con plus générale.

Si on néglige la saturation des matériaux magnétiques, on peut décomposer le champ ma-
gnétique dans I’entrefer comme la somme du champ produit par les aimants et du champ pro-
duit par les courants :

B=B,+B, (1.17)

ou B, est le champ magnétique produit par les aimants seuls (Figure 1-6 (a)) et B, est le
champ magnétique produit par les courants seuls (Figure 1-6 (b)). En insérant (1.17) dans la
I’expression du couple appliqué au rotor (1.1) on aboutit a :

Yem = .ff Rs. [Bra'HGa + Bra'Hec t BTc'HHa + BTC'HQC]'dS (1'18)
2:alésage 1 2 3 4

Dans le cas du calcul du champ inducteur, a I’interface entrefer-fer, autrement dit sur
Z,l¢sage> 1€ champ magnétique est normal et sa composante tangentiel est nulle:

H,=Hy, =0 (1.19)
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I entrefer \f\lg 7

I aimants -

(a) (b)

Figure 1-6 : Schéma représentatif du calcul du champ inducteur (a) et du champ induit (b)
dans le cas d’une machine a flux radial

Le premier terme et le troisiéme terme de (1.18) sont donc nuls. Le quatriéme terme symbo-
lise les interactions des courants entre eux. Ces interactions s’annulent mutuellement entre
elles et le quatriéme terme est nul.

Dans le cas du calcul du champ produit par les courants, a 1’interface entrefer-fer, autre-

ment dit sur Zjjgsage, 1a condition aux limites suivante s’applique (cf. 1.2.1) :

(Hfer — Hgir) X €, = K (1.20)
En négligeant H,, di a la perméabilité infinie du fer il vient :

HtaiT = HtC = —K(Q, t) (1.21)

L’équation du couple s’exercant sur le rotor (1.18) se réduit alors au deuxiéme terme et on
peut écrire :

Yem = — ff Rs.By,.K(0,1).dS (1.22)

2:a\lésage

ou B, , est le champ magnétique radial produit par les aimants au rayon d’alésage.

On peut donc calculer le couple a 1’aide du champ magnétique inducteur et de la prise en
compte des courants sous la forme d’une distribution de densité surfacique de courant. C’est
la méthode qui sera adoptée dans la suite du manuscrit. Nous nous concentrerons donc sur la
méthode de modélisation analytique du champ inducteur dans les machines électriques a ai-
mants permanents dans le but d’identifier une méthode de modélisation applicable aux diffé-
rentes configurations existantes (linéaire, radiale, axiale ou tubulaire) et également a la nou-
velle machine toroidale idéale proposée.

On peut aussi calculer le couple s’exercant sur le stator par la loi de Laplace. En effet, si on
considere 1’action d’un champ magnétique B sur une portion ¢lémentaire Ryd6 de conducteur
de longueur L, égale a la longueur du stator et parcourue par un courant d/, la loi de Laplace

donne I’expression de la force exercée sur la portion de conducteur :
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dF = L, dle, X B (1.23)

En remarquant qu’une distribution de courant ne peut pas exercer de force globale ou de
couple sur elle-méme, le champ magnétique a considérer dans (1.23) est le champ produit par
les aimants B,. Le courant dI peut étre calculé a 1’aide de la distribution surfacique de cou-
rant a ’angle 0 de la portion considérée :

dl = K(0,t)R,d6 (1.24)
En insérant cette relation dans (1.23) :
dF = Ly.Rs.K(6,t).B,,.d0 (1.25)

ou dF est la force ¢lémentaire portée par eg, B, est le champ magnétique radial produit par

les aimants au niveau de la portion de conducteur considérée. Le couple élémentaire se déduit

de la force par la formule du bras de levier, on a donc :
dylaplace = LmRSZ K(Q, t) Bra. de (1 26)

En intégrant sur la surface d’alésage, le couple s’exercant sur le stator est donc :

Viaplace = ff Rs. By, K(0,t).dS (1.27)

2:alésage

ou dS = L,R;dO . Ce couple exercé sur le stator est opposé au couple s’exergant sur le rotor
donné par le tenseur de Maxwell (1.22). Les deux méthodes de calcul sont donc équivalentes
sous les hypotheses considérées.

Cette méthode a fait ses preuves pour le dimensionnement de machine a flux radial a en-
coches [1], [20], validant ainsi ’utilisation du coefficient de Carter et la modélisation des
sources de courant de cette manicre.

En revanche, le recours a cette méthode pour modéliser les vraies machines sans encoches
ne donne pas de résultats satisfaisants. En effet, réduire I’épaisseur du bobinage sans encoches
a une densité superficielle infiniment mince induit un écart trop important avec la réalité¢ due a
la variation du champ magnétique selon 1’épaisseur du bobinage [21]. La méthode de calcul
du couple est applicable a condition de considérer dans ce cas la densité volumique de courant
dans le bobinage :

Yem = — W r.B,.j(0,1).dS (1.28)

Vbobinage

La Figure 1-7 résume les deux méthodes de calcul du couple qui s’exerce sur le rotor en
considérant soit une densité surfacique de courant soit une densité volumique de courant. Ain-
si, seule la modélisation analytique du champ produit par les aimants permanents est néces-

saire pour évaluer le couple.
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2 &

Modélisation sous forme de densité

. Modélisation sous forme de densité
surfacique de courant

volumique de courant

{Coefficient de Carter)

Epaisseur de bobinage : ey,
Entrefer mécanique: e

Vor(8,) = — ﬂ r.B,,.K(8,).dS Vo = — M r.B,,.j(0,0).dS

zalésage Vbobinage

N\ /

I entrefer

Il aimants

Modgélisation analytique du champ inducteur

Figure 1-7 : Résumé de la méthode de calcul du couple par modélisation analytique du
champ magnétique dans les machines électriques
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1.2.3 Interprétation qualitative des machines sous forme d’onde

Du fait de la périodicité de la distribution des sources, nous pouvons faire 1’hypothése que
le champ magnétique au rayon d’alésage et la distribution surfacique de courant sont des
ondes sinusoidales [22]. Cela revient a considérer uniquement le fondamental du développe-
ment précédent. Nous considérons les machines synchrones a aimants permanents, les deux
ondes ont donc la méme période temporelle. Toujours dans le but d’illustrer notre propos,

considérons le cas des machines a flux radial :

B, = B, cos(pf — wt + a) e, (1.29)

K = K,,, cos(pf — wt) e, (1.30)

ou B, est la composante radiale du champ magnétique produit par les aimants au niveau du
rayon d’alésage, K est la distribution surfacique de courant, w est la pulsation électrique des
courants d’alimentation et a le déphasage entre les deux ondes.

Le calcul du couple de la section précédente appliquée au cas considéré donne :
C = mR2. L. Kpy. By cos(a) (1.31)

ou R est le rayon d’alésage. La partie droite de la Figure 1-8 illustre les ondes dans le cas ou

la machine posséde 1 paire de poles.

|
1 +a

W@@-@@\ K = K, cos(f — wt) e,
|
&
|

Figure 1-8 : Modélisation sous forme d’ondes de la machine a flux radial

Dans le cas ou le déphasage est non nul, @ # 0, des forces de sens opposé sont générées du
fait de I’inversion du signe du courant mais non de celui du champ. Le couple s’en retrouve
diminué. La Figure 1-9 illustre ce phénomene. Dans le cas de la Figure 1-10, I’onde de cou-
rant et ’onde de champ magnétique sont en phase et changent de signe en méme temps. Ainsi
les forces ¢lémentaires de Laplace sont toutes orientées suivant +eg et contribuent donc
toutes dans le méme sens. Le calcul montre que 1’on obtient un couple maximum dans le cas

ou les deux ondes sont en phase.
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B, = By, cos(0 — wt + a) e,

K = K, cos(6 — wt) e,

Figure 1-9 : Onde de Champ magnétique et de courant pour p=1 et pour un déphasage a
entre les deux ondes

Le cas étudié consideére deux ondes purement sinusoidales. Cependant, en extrapolant ce
principe a des signaux contenant des harmoniques, cet exemple révele 1’éventuelle existence
de couples résistants dus aux changements de signes non simultanés des ondes de courant et
de champ magnétique.

B = B, cos(6 — wt) e,
K =K, cos(0 — wt) e,
dF =K X B

Figure 1-10 : Onde de Champ magnétique et de courant pour p=1 et sans déphasage entre
les deux ondes

Nous effectuerons des dimensionnements a couple maximum qui correspondent au cas des
ondes en phase. Nous verrons par la suite comment tirer parti de tout le cuivre disponible dans
la machine pour produire un couple utile grace a la nouvelle géométrie toroidale proposée. On
s’affranchira de 1’étude temporelle et on considérera les ondes de la forme suivante :
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B, = B, cos(pf) e, (1.32)
K = K, cos(pf) e, (1.33)
C = nR2.L,,. Ky, By (1.34)

1.2.4 Structure toroidale

La Figure 1-11 présente la machine toroidale en coupe 2D dans le syst¢tme de coordonnées
toroidal trivial :

x = (R+r.cos8).cos ¢
y=(R+r.cos8)sing (1.35)
z=r.5in6
La machine toroidale envisagée est constituée d’un tore externe creux constituant le stator
et d’un tore interne constituant le rotor. Les aimants permanents sont une portion de tore sui-
vant les trois coordonnées (7, 8, ¢). On peut envisager un stator externe et un rotor interne ou
inversement. La distribution surfacique de courant est placée sur la surface intérieure du tore
externe et les conducteurs sont bobinés suivant eg. Une spire est donc schématisée par un
cercle dans un plan a ¢ constant. Les aimants permanents sont positionnés en surface du tore
interne de facon a obtenir un champ magnétique B suivant e,. et sont placés avec des aimanta-
tions alternées periodiquement suivant e,
On obtient donc une force de Laplace portée par e, qui s’applique sur la totalit€ d’une
spire. La longueur active est désormais maximisée et est égale a la longueur d’une spire et il
n’y a pas de tétes de bobines.

o 150 300 (mm)

Figure 1-11 : Représentation de la machine toroidale idéale dans son systéeme de coordon-
nées (1,0, @)

Afin d’envisager sa fabrication, il est obligatoire d’intégrer une ouverture au stator pour

avoir acces au mouvement généré. Cette ouverture diminue la surface d’interaction champ-
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courant entre la distribution du courant et le champ magnétique inducteur. Ce qui implique un
comportement dégradé vis-a-vis de la machine idéale. L ouverture doit donc étre aussi petite
que possible. Elle sera déterminée par les contraintes mécaniques liées a la technologie de
fabrication de la machine (Figure 1-12).

On ne prendra pas en compte cette ouverture dans la modélisation proposée dans ces tra-
vaux. Nous nous concentrons sur la modélisation analytique du champ magnétique de la ma-

chine toroidale car elle n’a jamais été faite.

Yy

Figure 1-12 : Idée de conception de la machine toroidale

Dans cette premicre sous partie, nous avons vu la méthodologie d’obtention du couple
d’une machine a partir de la modélisation analytique du champ inducteur. Le cas de la ma-
chine a flux radial a été pris en exemple mais cette méthode est généralisable a toute machine.
L’analyse qualitative sous forme d’ondes des machines a permis de justifier ’intérét de la
machine toroidale.

Nous passons désormais a la modélisation analytique du champ inducteur par méthode de
séparation des variables. Afin de généraliser le propos a toute configuration géométrique,
nous devons au préalable rappeler les coordonnées curvilignes orthogonales. Cela permettra
d’envisager des modélisations dans les reperes cartésien (machine linéaire), cylindrique (ma-

chine a flux radial, machine a flux axial et machine tubulaire) et enfin toroidal.

1.3 Coordonnées curvilignes orthogonales

Méme si la méthode de séparation des variables est tres utilisée dans la modélisation analy-
tique des machines ¢€lectriques, le besoin de I’appliquer a une topologie nouvelle nous impose
de revenir a certaines bases mathématiques. Dans cette sous partie nous rappelons les prin-
cipes de coordonnées curvilignes orthogonales.
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1.3.1 Définitions

Le cas des coordonnées curvilignes orthogonales est un cas particulier des coordonnées
curvilignes. Les coordonnées curvilignes orthogonales sont détaillées dans [12] et [23], les
notations utilisées sont celles de [12].

Soit un repére cartésien (0, eq, €3, €3), un point M de I’espace repéré par ses coordonnées

(x1,%2,%3)

r=0M =

'

Xi€j (1.36)

=1

Soit un systéme de coordonnées curvilignes quelconque (uq, Uy, u3), les coordonnées car-
tésiennes s’expriment en fonction des nouvelles coordonnées par :

x1 = x1(uq, Uy, u3), Xy = Xo(Uqg, Uy, U3), X3 = x3(Uqg, Uy, U3) (1.37)
De méme, on peut définir les fonctions suivantes :
Uy = uy (X, X2, X3), Uy = Uy (xq, x5, x3), Uz = uz(xy, x2, X3) (1.38)

Ces derniéres équations définissent les équations cartésiennes des surfaces iso-coordonnée.
La Figure 1-13 illustre les surfaces iso-coordonnée au voisinage d’un point M. Par définition
d’un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales, les tangentes aux lignes de coordon-

nées passant par M sont orthogonales entre elles.

£ Us

Vg22du,

-

v

X

Figure 1-13 : Représentation schematique d’un systeme de coordonnées curvilignes ortho-
gonales quelconque [23]

On a ainsi un repére orthogonal local naturel (M, rq,13,73) ou :

_or 1.39)
rk = auk ( .
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Dans le repére cartésien, un élément de longueur ds est donnée par :

3

ds? = z dax? (1.40)

Cet ¢lément de longueur s’écrit dans le repére local naturel :

3
ds? = Egiiduf (1.41)
i=1

Avec :
= 0
X
z ( ") (1.42)
Juy;
k=1
Les coefficients g;; sont les diagonales du tenseur métrique du systéme de coordonnées con-

sidéré (uqy,u,, uz). Dans 1’équation (1.41) on reconnait les distances infinitésimales 7; du;,
1, du, et r3 dus. On peut en déduire la formule d’un élément d’aire u,-u, par exemple :

dAlZ = [7”1 dul] [rz duz] == Tlrzdul. duz (143)
De méme, 1’élément de volume est exprimé par, g étant le déterminant du tenseur métrique:

dV == (911.922.933)1/2du1. duz. du3 - \/E dul. duz. dU3 (144)

1.3.2 Opérateurs différentiels

Afin de déterminer les opérateurs gradient, divergence, rotationnel et laplacien, considé-
rons une fonction scalaire Q(x, y, z) et une fonction vectorielle A(x,y, z). Ces fonctions peu-
vent aussi étre exprimées en fonction des coordonnées curvilignes: Q(uq,uy, us) et
A(uy,uy, uz).

En tout point M, on définit une base locale orthonormée (a4, a,, az), avec :

1

v Ikk

Pour faciliter les calculs et les interprétations, les vecteurs sont repérés dans cette base :

a, = Ty (1.45)

Ay, u3) = ) A (0, 105,u5)8, (1.46)

i=1
La composante du gradient grad Q dans la direction de u,, autrement dit MB sur la Fi-
gure 1-14, représente la variation de Q pour un déplacement d’une unité de longueur :
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1 09Q i Q 1 0Q i q 1 0Q
——, gra =——, gra = —
V911 Ouy “ vV Y22 du, " v 933 Ouz

On peut ainsi exprimer le gradient dans la base locale orthonormée par :

grad, Q= (1.47)

= 100
grad ) = Z a; (1.48)
=1

Pour le calcul de la divergence de A, le théoréme d’Ostrogradsky donne :

ff div Adt = # A.dS (1.49)
%4 S

Cette formule signifie que la divergence du vecteur A sur une unité de volume dt est égale
au flux sortant de ce volume €lémentaire. En appliquant cette formule pour calculer le flux de
A aux surfaces BCFE et MAGD et en faisant la différence, on obtient :

0
a_ 922g33 .Al).dul.duz.du3 (150)
Uy

En réalisant la méme opération pour les autres faces, on obtient finalement :

_ 1[0 2 9
divA = J9 [a_u1 <1/922933 Al) + 6_u2< [9119%-33 A2> + 6_113(‘/922911'43) (1.51)

Soit :
3
, 1 (19
div A =—Z— 9 4, (1.52)
Jg&oui\ | i

L’expression du rotationnel se déduit de la formule de Stokes :

ff rot A.dS =j5 A.dM (1.53)
S

c

La circulation d’un vecteur le long d’un contour C est égale au flux de son rotationnel a
travers la surface définie par le contour. Appliqué au cas de la Figure 1-14, on obtient respec-
tivement les circulations le long de MA, AG, GD, DM

A
f AdM == ﬂgzz.Azduz (154)
M
G d(+/g334
j A.dM = ,/g33.A3du3+.(§+j3)du2.du3 (1.55)
A
b d(+/ 9224
j AdM = —,/gzz.AzduZ _(égTz:Z)dU3.du2 (156)
G



Séparation des variables 39

M
f A. dM == _,[g33.A3du3 (157)
D

La somme des circulations est donc €gale au produit de la composante rot,, A par la sur-
face MAGD :

(1.58)

0 A d A
rotulA ( 933 3)_ ( 922 2)]

1
- \ 922933 l du, dus

On effectue la méme opération pour les composantes suivant u, et us; :

ou, Jus

rotA= g=1/? {a1\/ﬁ la( g33A3) _6( 922142)]

d A 0 A
+a2@[ ( 911 1)_ ( 933 3)

Jus ou,y (1.59)

d A d A
e e

Enfin, le laplacien est défini par :
AQ = div grad Q) (1.60)

Ce qui donne :

@‘m)+ a <@an>+ ] (@an)l (L61)

1|0
AQ = —
\/E l(’)ul <g11 Juy Ouy \ ga2 0U, Juz \ gs3 0us

1.4 Séparation des variables

Afin de modéliser le champ magnétique produit par les aimants permanents, on se place en
circuit ouvert, c’est-a-dire que les bobinages ne sont pas alimentés. Dans ce cas, les équations

du champ magnétique (1.2) et (1.3) deviennent :

divB =0 (1.62)

rotH=0 (1.63)
La loi constitutive des milieux magnétique (1.4) n’est pas impactée et reste :
B = popH + oM (1.64)

La résolution analytique des équations de Maxwell impose de passer en formulation de po-
tentiel, permettant ainsi de combiner les équations (1.62) et (1.63). Deux méthodes sont pos-
sibles. La premicre consiste a faire appel au potentiel vecteur. Le fait que la divergence de
B soit nulle permet d’écrire qu’il existe un potentiel 4 tel que :
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B =rotA (1.65)

Ici, A est un vecteur et posséde 3 composantes. Etant donné le caractére 3D du champ dans la
machine toroidale, cela nécessiterait le calcul de ces 3 composantes. Il existe une autre formu-
lation permise par ces équations. En effet, I’équation (1.63) permet d’écrire qu’il existe un
potentiel scalaire magnétique Q tel que :

H = —grad () (1.66)

Son utilisation permet de réduire le nombre d’inconnues dans le cas tridimensionnel, contrai-
rement au cas bidimensionnel ou le potentiel vecteur n’a qu’une composante. Dans ce manus-
crit, nous choisissons donc la formulation en potentiel scalaire magnétique.

La combinaison des équations (1.62), (1.63) et (1.66) donne :

AQ =divM (1.67)

Nous aboutissons a une équation de Poisson pour calculer le champ magnétique a vide. La
méthode de séparation des variables est trés répandue dans la résolution de telles équations,
elle est applicable a un trés grand nombre de systeémes de coordonnées [12]. Nous présentons

dans la section suivante ses principes généraux et ses conditions d’application.
1.4.1 Séparation simple

La méthode de séparation des variables permet de passer d’une équation aux dérivées par-
tielles, que 1’on ne sait pas résoudre analytiquement, a des €équations différentielles ordinaires
qui peuvent étre résolues analytiquement.

Le principe de la méthode de séparation des variables est de considérer la solution comme
le produit de fonctions dépendant uniquement d’une variable. Cela permet de transformer le
laplacien (1.67) en une somme de termes, chacun contenant uniquement des dérivées selon
une des coordonnées du repére considéré. Ainsi on peut remplacer les d (d ronds) des dérivées
partielles par des d (d droits) des dérivées simples. Isoler un de ces termes permet de considé-
rer les deux autres constants et permet d’obtenir une équation différentielle ordinaire sur une
des variables du repere. La constante est alors appelée constante de séparation, ce processus
peut étre réitéré sur les deux autres composantes, aboutissant a une « s€paration » des va-
riables.

Le but de cette section est d’appliquer ce principe au cas général des coordonnées curvi-
lignes pour établir les conditions de séparabilité en vue d’appliquer cette méthode a la ma-
chine toroidale.

La méthode de séparation des variables et ses conditions d’application sont présentées dans
[24] et [25]. Nous ne rentrerons pas dans les détails de la démonstration mathématique mais
certains principes doivent étre rappelés pour mieux appliquer la méthode.
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La méthode de séparation des variables permet d’obtenir la forme de la solution du lapla-

cien (1.67) qu’on peut écrire sous la forme :

i (‘/_ an) 0 (1.68)

gii ou
Une €équation est séparable simplement si la solution () peut se mettre sous la forme :

Q = Uy (uy). Uz (up). Us(u3) (1.69)

Supposons que ce soit le cas, en insérant (1.62) dans (1.61) et en divisant par
Ul (ul) U2 (uZ) U3 (U3), on obtient :

3
J3 av) _
Z U; ou; <gu du; ) =0 (1.70)

Afin d’obtenir une équation différentielle ordinaire, il faut « séparer » les variables de

chaque terme de (1.70), et ainsi obtenir trois termes chacun dépendant des dérivées d’une
seule et unique coordonnée. Le point bloquant provient du coefficient \/E /gii qui empéche le

passage aux dérivées droites. Une condition nécessaire de séparabilité est donc :

V9 _ f1up). F1(uz, u3)

11

f fou2). Fa(ug, uz) (1.71)
22

f f33). F3(ug,uz)
33

Si cette condition est satisfaite, en I’introduisant dans (1.70), on obtient :

25—( : du;) =0 (1.72)

Le passage aux dérivées droites est obtenu mais les équations ne sont pas séparées. On in-
troduit ici le déterminant de Stickel afin de faciliter les calculs :

Dy (uy) Prp(uy) Py3(uy)

S =|Py1(uy) Dpp(uy) Pp3(uy)

Dy (uz) Pap(uz) Piz(uz) (1.73)

3
S = Z i1 (ui). M;
i=1

ou M; est le cofacteur de 1’élément @4 (u;). Les ®;; sont des fonctions de u; seulement. Les
conditions nécessaires et suffisantes pour la séparation simple du laplacien dans un repére
orthogonal sont [24] :
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( i _ My
| I M
{ ; (1.74)
l\é_y - ka (U |-
i k=1

Les quantités g;; et f; dépendent du systéme de coordonnées. Le choix des fonctions ®;;
est arbitraire mais est lié aux coordonnées par les équations et sont déterminées de sorte que
les conditions (1.74) soient satisfaites. Une fois ces conditions satisfaites, on aboutit a la sépa-

ration suivante pour chaque coordonnée u; :

1d [ dU; s _
f du (fl du. ) § a;. P (u) =0, i=123 (1.75)
L L L

j=2

ou les @; sont les constantes de séparation, @y = 0 dans le cas du laplacien [24].

1.4.2 R-séparation

Quand la séparation simple n’est pas possible, il est possible de recourir a une autre tech-
nique de séparation des variables, la R-séparation. On dit qu’un systéme de coordonnées est

R-séparable, si la solution peut se mettre sous la forme :

_ Uy (uy). Uz (uz). Us(us)
R(uq, up, uz)

(1.76)

L’ajout d’une fonction R quelconque permet d’élargir la technique de séparation des va-
riables 1a ou la séparation simple n’est pas possible. Il faut alors trouver une fonction R non-
nulle qui vérifie les conditions de R-séparabilité définies dans [24] et qui permet la séparation
en 3 équations différentielles ordinaires. Afin d’établir les conditions permettant la R-
séparabilité, substituer (1.76) dans le laplacien donne :

23: G <1dU UaR> 4 -
_1U6 g \R'du; R?0u;/| (1.

ou R(uy,uy,uz) est une fonction a définir plus tard. Afin de se ramener a une condition de
séparabilité, il faut isoler dR /du; de U;. Pour cela, il est nécessaire que :

ﬁszﬁ-Fi (1.78)
Jii

En insérant dans 1’équation précédente, on obtient :
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= F, oR

ZF R ﬁ T - fiU; 6 =0 (1.79)
- A B
Chaque terme A et B donne apres dérivation :
ORdU; = _df,dU; d*U;
— i =t 1.80
=figu ou; du; T+ Rdui du; +Rf; du? ( )
dU; OR df; aR dZR

= . 1.81
ﬁdui a + ld a lﬁ ( )

Finalement, apres simplifications puis en factorisant, (1.79) devient :

> (B (92 - (1 25)) =

i=1

Soit une fonction arbitraire Q(uq,u,, u3), en multipliant par RQ 1’expression (1.82), puis,

en rassemblant tous les termes non souhaités empéchant la séparation dans la constante a4, on

obtient :
RZQii d ( )+[a =0 (1.83)
= UL' dul 1 .
_ﬂipi(fa_}e) (1.84)
\/E - laui laui )

La suite de la démonstration est donnée dans [24]. Les conditions nécessaires et suffisantes
de R-séparabilité de I’équation de Laplace sont :

S
9= Q3= =0 (1.85)
3
% l—lfl (up R2 =0

S représente toujours le déterminent de la matrice de Stackel et Q(uq, u,, U3) est une autre
fonction arbitraire a déterminer d’apres les conditions de séparation. On aboutit alors a la sé-

paration suivante, identique a la séparation simple :

3
1d
ﬁ dul dul .

j=2
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1.4.3 Application au cas toroidal trivial

Figure 1-14 : Coordonnées toroidales triviales

Les équations de la section 1.3 sont appliquées au cas des coordonnées toroidales triviales.
La Figure 1-14 montre le systéme de coordonnées (7,6, @) ou R est le grand rayon du tore.

Les coordonnées cartésiennes (x, y, z) s’expriment en fonction des coordonnées toroidales :

x = (R+1rcos8)cos ¢
y=([R+rcosf)sing (1.87)
z=r.sin0

Les coefficients métriques sont :

grr = 1
Jog =17
9pp = (R +1cos6)? (1.88)

Dou: g =712 (R +rcosB)?
Les expressions de 1’aire élémentaire et du volume élémentaire du tore sont :

dA = (ga2- 933)Y?duy.duz = 1. (R +rcos8).db.de (1.89)

dV = g*/2.duy.duy. dug = 7. (R + rcos6).dr.db.de (1.90)
Les expressions des opérateurs différentiels donnent quant a eux :

dQ—aQ dQ_laQ 4 = 1 a0 (1.91)
gracet =5, grate’t =1 5q" gra"’_(R+r.c050)6<p
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_ 1 9 9
divA = m [g (7". (R + r.cos Q)Ar) + %((R + r.cos Q)AQ)
5 (1.92)
+%(r.A¢,)]
6((R + 7.cos 9).A(p) d(rdy)
=71r(R+r. 6 —
rotA= r(R+r.cos ){al [ 30 30
d((R+r.cos0)A da(A
+a,r (« 5;:5 )Ar) (ar"’) (1.93)
+a3 (R + r.cos0) a(gfe) - agér) }
AQ = 1 6( (R + 9)69>+6 (R+r.cosf)oQ
7. (R+r.cos@) |ar\" TeosY ey ) T a6 r 06
(1.94)

N 0 ( T GQ)
dp \(R+r.cos)dp
La premiere condition nécessaire de séparabilité simple (1.71) est que les termes interve-

nant dans le laplacien soient exprimables par un produit de la forme :

g@ =1.(R+71.cos0) =f (".F(0,p)

Trr

Vg _R+r.cosb

r = fp(0).Fo(r, ) (1.95)
00

vo_ v _

9 “ R+r.cosf fo@-Fo,6)

Il est impossible de mettre les termes sous la forme d’un méme produit en raison du terme
R + rcos 8. Ainsi, la séparation simple n’est pas possible pour le systétme de coordonnées
toroidal trivial. De méme, I’ajout d’une fonction R(r, 8, @) ne permet également pas de sépa-
ration, il est impossible de satisfaire la premiere condition de R-séparabilité (1.78) :

gﬂ =r.(R+r.cos0) = szr(T)-Fr(e' )

) Vg _R+r.cosb _ R*f ,(6). Fo(r, @) (1.96)
Yoo
G_
9,, R¥rcosd R So@-Fen6)

La mod¢lisation par séparation de variable dans le repére toroidal trivial n’est donc pas pos-
sible.
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1.4.4 Nouveau repere toroidal R-séparable

Dans [12], qui recense un grand nombre de systemes de coordonnées permettant la mé-
thode de riables, on trouve un nouveau repere toroidal R-séparable. En notant ch et sh les
fonctions cosinus et sinus hyperboliques, ce repere est défini par les coordonnées suivantes :

( ashn

x= chn—cos@cosw

h
=20 iny (1.97)
chn —cos@
asinf

1Y

\ chhn—cose

Pour compléter cette partie, un rappel sommaire des principaux résultats est fait. Un déve-

loppement plus détaillé sera fait au chapitre 4.
Les composantes du tenseur métrique et le laplacien sont dans ce cas :

(g =gy =™

4911—922—((:}”7_(:059)2
a’.sh?n

L g33:(chn—cos€)2

(1.98)

a3.shn
D’ou : =
ou ‘/E (chn — cos0)3

(chn —cos@)3[0 shn o0 0 1 Q)

Doy 0 1oy
a’shn on \(chn — cos0) dn 06 \(chn — cos@) 00

(chn — cos §)? 02Q (1.99)

a’sh?n  0yY?

La R-séparation est ici possible avec un terme R(1,0) = (chn — cos 8) /2 [24] :

Q(,0,y) = (chn — cos 9)%. H().0(6). YY) (1.100)

Les trois équations différentielles ordinaires séparées permises par cette méthode sont :

deH_I_ T dH+<1 a3 >H—O
dn? ot dn \4 *2 shzn/ ™
d?e
3 ¥T +a,0=0 (1.101)
@ Y=0
\ 42 +az¥ =

ou a, et az sont les constantes de séparation. La modélisation analytique par méthode de sé-
paration des variables en coordonnées toroidales est donc permise et nous pouvons envisager
la modélisation de la machine toroidale idéale dans ce systeéme de coordonnées.
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1.5 Conclusion

Ce premier chapitre a permis de présenter la méthode de modélisation des machines élec-
triques utilisée dans ces travaux de thése. En partant de la méthode du tenseur de Maxwell ou
de I’expression de la force de Laplace, on montre que le couple peut étre calculé a partir du
champ magnétique produit par les aimants permanents et la distribution des courants.

L’utilisation du coefficient de Carter permet de s’affranchir de la modélisation des en-
coches. Dans les travaux qui seront présentés par la suite, on étudie les machines synchrones a
aimants permanents sans saillance au rotor et on opte pour décrire les courants par une distri-
bution de densité de courant surfacique localisée sur la surface d’alésage du stator. Ainsi, la
méthode de calcul du couple pour une machine avec ou sans encoches se fait a partir de la
modélisation analytique du champ inducteur.

Nous nous bornons donc a déterminer une méthode de modélisation du champ a vide des
machines a aimants permanents sans encoches et sans saillances au rotor afin de 1’appliquer
aux machines existantes et a la nouvelle machine toroidale idéale en vue de comparer leurs
performances.

La mod¢lisation du champ inducteur passe par la résolution des équations de Maxwell.
Nous avons choisi une formulation en potentiel scalaire magnétique. Notre but étant
d’¢élaborer des modéles simples et rapides, nous avons opté pour la méthode de séparation des
variables pour résoudre 1’équation de Poisson. Elle repose sur un principe simple et est appli-
cable a un grand nombre de systémes de coordonnées. Seulement, son application au cas du
repere toroidal trivial dans lequel nous avons dessiné la nouvelle machine est impossible. 11
faut faire appel a un systéme de coordonnées toroidal qui n’est pas simplement séparable mais
R-séparable.

Nous nous intéressons dans le prochain chapitre aux modeles analytiques 2D du champ
magnétique a vide des machines électriques. Ceci permet d’appliquer les concepts de modéli-
sation présentés dans ce premier chapitre et d’¢tudier les modélisations 2D existantes dans la

littérature.
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Chapitre 2

Mod¢lisation analytique en deux dimensions
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2.1 Introduction

Le chapitre 1 a introduit la méthode de calcul du couple des machines synchrones a ai-
mants permanents montés en surface. Les modélisations se limiteront donc ici au calcul du
champ magnétique en circuit ouvert. Ce chapitre servira a la fois d’illustration des concepts
présentés précédemment ainsi que d’état de 1’art de ce qui se fait actuellement sur la modéli-
sation du champ magnétique par méthode de séparation des variables en 2D.

Les mod¢lisations 2D du champ magnétique de différentes configurations géométriques de
machines sont présentées. Une modélisation 2D dans des configurations géométriques de ma-
chine nécessitant normalement une modélisation 3D est développée. Ces différentes ap-
proches vont nous permettre de dégager une démarche unifiée pour les chapitres suivants.

Pour donner une premiére justification a la recherche proposée, nous allons évaluer les per-
formances de la machine toroidale avec un mod¢le simplifié. Pour cela, nous allons utiliser un
modele de dimensionnement de machine développé pour les machines a flux radial et a flux
axial avec des ondes de champ magnétique et de densité de courant surfacique sinusoidales.
Pour évaluer le couple de la machine toroidale, nous utilisons une machine de configuration
géométrique proche : la machine tubulaire. Le mod¢le de dimensionnement choisi est donc
appliqué a la machine tubulaire.

De ce fait, nous disposons donc d’outils de dimensionnement unifié¢ pour comparer les per-
formances de la machine a flux radial, de la machine a flux axial et de la machine toroidale
approchée par une machine tubulaire. A partir de ces outils, une méthode de comparaison des
performances de ces machines est proposée. Les systemes embarqués ont comme objectif
I’amélioration du couple spécifique qui constitue donc un des critéres pour comparer les ma-

chines.

2.2 Etat de I’art de la modélisation en deux dimensions

La section 2.2 présente les modeles établis par la méthode de séparation des variables pour
différentes topologies de machines synchrones a aimants permanents. Les topologies sui-
vantes seront étudiées :

- le moteur linéaire dans le repére cartésien,
- le moteur tubulaire dans le repére cylindrique,
- le moteur a entrefer radial dans le repére cylindrique,

- le moteur a entrefer axial dans le repére cylindrique.

L’état de I’art de ces différentes modélisations aura pour objectif 1’illustration des principes
mathématiques définis au chapitre 1 et permettra d’identifier potentiellement une méthode de
modélisation unifiée applicable a chaque machine.
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2.2.1 Machine linéaire dans le repére cartésien

=  Définition du probleme

Le cas le plus simple consiste a modéliser le champ magnétique des aimants dans une ma-
chine linéaire dessinée dans le repére cartésien. Cette résolution a été proposée dans [26]. Soit
la configuration schématisée Figure 2-1, les aimants permanents sont orientés alternativement,

la géométrie est répétée périodiquement suivant e,.
1
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Figure 2-1 : Géométrie et parametres du probleme

Comme montré dans [26], on peut réduire le domaine d’étude a I’aimant et 1’entrefer. On
considére que de part et d’autre du domaine d’étude il y a un milieu ferromagnétique de per-
meabilit¢ infinie (us., €tant trés grand, il est considéré comme infini pour notre probleme).
La composante tangentielle du champ d’excitation magnétique sur les interfaces aimant-fer et
air-fer, H, est nulle (cf. section 1.2.2). Le domaine d’étude comporte donc deux milieux : les
aimants (y < 0) et ’entrefer (y > 0).

Seconde hypothése, les perméabilités de ’air et des aimants étant trés proches, on suppose
que : Ugimant = Hair = Ho- On écrit les équations de Maxwell dans I’aimant et ’entrefer dans
le cadre de I’approximation des états quasi-stationnaires. N’ayant aucune distribution surfa-

cique de courant, elles deviennent :
divB =0 2.1
TrotH =0 (2.2)
De plus les lois constitutives des milieux nous donnent dans 1’aimant et I’entrefer :
B, = uy(Hy, + M) (2.3)
B, =u\H, (24)

ou B, et H, sont respectivement le champ magnétique et le champ d’excitation magnétique
dans I’entrefer et B, et H,, le champ magnétique et le champ d’excitation magnétique dans
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les aimants. M est I’aimantation et s’exprime par M = M(x)e,, M en fonction de x étant re-
présentée Figure 2-2 :
M(x)

A
M

N
WV

A Z5N—

N T

Figure 2-2 : Aimantation en fonction de x

La fonction M peut se décomposer en série de Fourier. Le calcul de ses coefficients nous
donne la décomposition suivante :

Mx) = Z M, (2n + 1)7tx

Avec M, =

(2.5)

sin [(Zn +1)= ap]

(2n+1)
L’équation (2.2) nous permet d’introduire le potentiel scalaire Q tel que

H = —grad Q, ou()est une fonction de x et y. En combinant ce résultat aux équations

(2.1), (2.3) et (2.4) et comme M est uniforme (sa divergence est nulle), on obtient 1’équation

aux dérivées partielles, valable dans les aimants et I’entrefer :

020 0%Q

AQ =0 soit 6_ 6y =0 (2.6)

=  Meéthode de séparation des variables

Afin de résoudre le laplacien, on applique la méthode de séparation des variables [27]. On
pose alors la fonction (1 sous la forme du produit d’une fonction dépendant uniquement de x
et d’une fonction dépendant uniquement de y :

Qx,y) = f(x).g(») (2.7)

En remplagant dans 1’équation aux dérivées partielles, on aboutit a deux équations diffé-
rentielles ordinaires :

it (2.8)
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ol +m? est appelée la constante de séparation. Le signe peut étre choisi ici positif ou négatif.
Si on le choisit positif, la résolution des équations différentielles ordinaires sur f et g nous
donnent comme solution une combinaison linéaire des fonctions ch et sh pour f, et une com-
binaison linéaire des fonctions cos et sin pour g (2.9) et inversement si on le choisit négatif
(2.10).

f(x) = ¢q.ch(inx) + c¢,.sh(mx)
{ (2.9)
9g() = c3.cos(my) + c,.sin(my)
f(x) = cq.cos(mx) + c,.sin(mx)
{ (2.10)
g(¥) = cz.ch(my) + ¢4 sh(my)

Or, la périodicité de notre probléme nous impose une constante de séparation négative pour
avoir une dépendance périodique en x. En effet, la géométrie de la distribution des aimants

nous amene a choisir une solution pour ( de la méme forme que M. Onadonc c, = 0etm =

2n+1 . . . . .. .
@nti)m par identification. Par principe de superposition, on peut sommer toutes les solutions

précédentes pour aboutir a une solution () de la forme :
Qx,y) = Z[an ch(my) + b,, sh(my)].cos(mx) (2.11)
n=0
avec :
Cn+Dm
m=———————

- (2.12)

A y fixé, () est, tout comme M, une série de Fourier en x. La forme de cette solution est va-
lable pour chaque milieu mais n’est pas égale dans les deux. Les solutions pour les aimants et

I’entrefer s’écrivent donc respectivement :

Q. (x,y) = z [an, ch(my) + by, sh(my)]. cos(mx) (2.13)
n=0

Q.(x,y) = Z[ane ch(my) + by, sh(my)]. cos(mx) (2.14)
n=0

= Détermination de la solution finale

I1 reste a déterminer les coefficients des deux solutions. Pour cela on applique les condi-
tions de passage et les conditions aux limites données section 1.2.2 au probléme traité ici. On
obtient les équations :
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Hy, (x,—hg) =0 (2.15)
Conditions limites :
Hy, (x,e) =0 (2.16)
Hxa(x' 0) = er(x; 0) (2.17)
Conditions de passage :
Bya(x' 0) = Bye(x' 0) (2.18)
Les deux conditions aux limites (2.15) et (2.16) nous donnent, sachant que H, = — z—i :
an, ch(mhy) — by, sh(mhy) =0
(2.19)
an, ch(me) + by, sh(me) =0
soit :
= by, th(mh,)
(2.20)
an, = —by, th(me)
Les expressions des potentiels scalaires (2.13) et (2.14) deviennent alors :
", sh(m(y +hy))
Q,(x,y) = z . 2.21
() = ) bug g s cos(m) 21)
n=0
sh(m(y —e
Q.(x,y) = Z by, (chiy ) .cos(mx) (2.22)

Il reste a utiliser les conditions de passage a I’interface aimant-entrefer. On écrit 1’équation
(2.18) avec ’aide des lois constitutives des milieux sous la forme suivante :

By (x,0) = By (x,0) & po[Hy (x,0) + M(x)] = poHy (x,0) (2.23)
Les équations (2.17) et (2.23) issues des conditions de passage donnent alors respective-
ment :
Hy,(x,0) = H,, (x,0) (2.24)
Hy (x,0) = H, (x,0) = M(x) (2.25)

Avec la continuité de la composante tangentielle (2.24) et les nouvelles expressions des po-
tentiels scalaires (2.21) et (2.22) on obtient :

sh(mh,) sh(me)

"ach(mh,) "€ ch(me) (2.26)
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Et donc :

th(mh,)

bn, = =bn, th(me)

(2.27)

On constate que la continuité de la composante normale du champ (2.25) nous impose de
poser au départ une solution de la méme forme que la fonction M. En combinant cette équa-
tion au résultat précédent (2.27), a ’expression des potentiels scalaires (2.21) et (2.22) et a
I’expression (2.5) de M, on en déduit I’expression des coefficients by, , :

p = M 1
"a T T, ' 4 th(nhg) (2.28)
th(me)

Les expressions finales du potentiel scalaire dans les aimants et 1’entrefer une fois simpli-

fiées sont :

- M, sh(me)
0?' sh(m(e + hy))

Q(x,y) =

n=

.sh(m(y + hy)) . cos(mx) (2.29)

- M,  sh(mh,)
0?sh(m(e + hy))

Q(x,y) = — .sh(m(y —e)). cos(mx) (2.30)

n=
Les composantes axiales et tangentielles du champ magnétique dans I’entrefer peuvent en-

suite €tre aisément calculées grace a (2.4) avec m donné en (2.12).
»  Comparaison avec les élements finis :

La comparaison est faite via le logiciel de simulation FEMM [28]. Les parametres

d’entrées sont les suivants :

- L= 5cm
- e=1lcm
- h,=3cm
- a,=038

- M = H_avec H. = 772 kA/m valeur issue de la librairie de matériaux FEMM pour le
type d’aimant choisi, ici SmCo (27 MGOQOe).

Les dimensions sont choisies arbitrairement et n’ont pour but que I’illustration de la mé-
thode et la validation du modele. Suivant x, le probleme est limité par une condition aux li-
mites de périodicité, seulement trois pdles sont représentés. Pour se placer sous les mémes
hypothéses que la résolution analytique, on fixe Ugimant = Hair = Uo €t on met en place les
mémes conditions aux limites (H; = 0)eny = e ety = —h,.

Une information importante tirée de cette étude concerne le nombre d’harmoniques. Le
tracé de la solution analytique ne peut pas se faire avec un nombre infini d’harmoniques d’une
part mais, d’autre part, le nombre d’harmoniques est limité par le calcul numérique. En effet,
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lorsque des solutions font intervenir des fonctions hyperboliques, on constate qu’a partir d’un
certain rang, le logiciel de calcul numérique, ici Matlab, approxime certains calculs a I’infini
ou a 0. Ceci a pour conséquence de créer des formes indéterminées et de rendre le calcul im-
possible. Le meilleur résultat est obtenu avec 188 harmoniques. Les résultats analytiques pour
ce nombre d’harmoniques ainsi que les simulations sous FEMM sont présentés en Figures 2-3
a2-8.

Le temps de calcul est de 0.1 seconde pour la solution analytique et de 1.0 seconde pour la

V2N

simulation par ¢léments finis.

Figure 2-3 : Lignes de champ de la solution par éléments finis (tracé sous FEMM)

1.5 T T T T T T T

1k

a5 1 1 1 1 1 1 1

Figure 2-4 : Direction du champ pour la solution analytique (tracé sous MATLAB)

Les Figures 2-3 et 2-4 permettent de comparer la forme des lignes de champ pour les deux
méthodes de calcul sur une longueur permettant de visualiser trois aimants permanents.
L’allure des lignes de champ sont sensiblement identiques. Pour avoir une idée plus précise,
on trace les composantes normale et tangentielle de B sur une période en fonction de x
poury = e/2 et on calcule I’erreur en pourcentage entre les deux méthodes le long de cette
ligne.

Ces résultats sont illustrés Figures 2-5 et 2-6. On obtient une erreur d’environ 2% au
maximum validant ainsi la modélisation. Si nous tragons la forme d’onde de 1’aimantation du
modele analytique Figure 2-7, on constate que le signal n’est pas parfaitement carré. Un plus
grand nombre d’harmoniques pourrait éventuellement améliorer le taux d’erreur entre les
deux méthodes de calcul.
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I1 est également intéressant de vérifier la continuité de la composante normale du champ B
a D’interface aimant-entrefer. La Figure 2-8 trace I’évolution de la composante normale du
modele analytique de B en fonction dey pour x = 0 (I’axe de 1’aimant central). La ligne

rouge représente ’interface aimant entreferen y = 0.

0.85 ——
0.8r
\\
~
075} “\_ Aimants | Entrefer 1
\
™
E N
- 07T N,
m AN
\\
™,
0.65 N
.
\\
06|
0.55 " - - - - - -
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ] 0.5 1

position verticale [cm)

Figure 2-8 : Continuité de la composante B,, a l'interface aimant-entrefer
2.2.2 Machine a flux radial

La machine a flux radial est illustrée en 2D en Figure 2-9. Le modéle de la machine a flux
radial sans encoches a été développé dans [29] et [30].

r A

Figure 2-9 : Géométrie du moteur a entrefer radial

Le systéme de coordonnées choisi ici est le systeme de coordonnées cylindriques. La géo-
métrie du probléme présente une invariance par rotation suivant z. L’aimantation devient
alors M = M(0)e, :
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M(0) = Z M,.cos(2n + 1)p0O

n=0

(2.31)

Avec, M, = ™ _ sin ((Zn + 1)2%)

n- 2n+1)n
ou ay, est ’arc polaire définissant I’angle d’ouverture de I’aimant, compris entre 0 et 1. Les
équations de Maxwell restent les mémes que vues précédemment mais du fait du systéme de

coordonnées cylindriques, la divergence de M n’est plus nulle dans les aimants :

divB =0 (2.32)

rotH=20

(2.33)
= H= —grad ()

Dans les milieux on a toujours :

B, = pto(Hy + M) (2.34)
B, = uoH, (2.35)
D’ou:
0 dans 'entrefer
AQ = (2.36)

div M dans les aimants

Contrairement au cas cartésien, I’apparition du second membre nous impose donc de trou-

ver une solution particuliere pour compléter la solution homogene.
=  Meéthode de séparation des variables

Le laplacien en coordonnées cylindriques s’écrit :

220 1940 10%Q
2ty ar Trzoez = ° 237
On applique de nouveau la méthode de séparation des variables [27] pour résoudre
I’équation homogene. On pose cette fois 2 sous la forme du produit d’une fonction f dépen-
dant uniquement de r et d’une fonction g dépendant uniquement de 8. En remplagant dans

(2.37), on obtient :

r2 [d2f 1df 1 d2g
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La constante de séparation est choisie positive pour respecter la périodicité du probleme
suivant 8 et ainsi obtenir une fonction g en cosinus. La solution de 1’équation en f donne

comme solution une combinaison linéaire des fonctions r - r™ etr - r~™ [23]:

o

Q(r,0) = Z[an.rm + b,,.r"™].cos(m8), m=02n+1)p (2.39)

n=0
=  Solution particuliere

Dans I’entrefer la solution homogeéne (2.39) est la solution finale. Mais dans les aimants, il
faut compléter cette solution par une solution particuliére vérifiant 1’équation avec second

membre. Pour cela on évalue la divergence de M :

oM, M, 10Myz O0M, M,
divM = — 4+ —— = — 2.40
v 0r+r+r60+62 T (2.40)
On cherche donc une solution particuliére vérifiant :
0, 100 190, M, 15:1\/1 2n + 1)pd 2.41
a2 r or r2060%2 r r n-cos(2n +1)p 24D
n=0
On choisit une solution de la forme :
Qp(r,0) = Z C;.T.cosmé (2.42)
n=0
En substituant (2.42) dans (2.41), on obtient la valeur de C; :
MTl

C; = 243
1T 1-m2 (243)

Cette expression est valide pour m # 1, le cas m = 1 est traité¢ dans [30] mais ne sera pas
traité ici, le nombre de paires de pdles des machines étant généralement > 1. Les expressions

des potentiels scalaires dans les aimants et I’entrefer deviennent respectivement :

Q,(r,0) = E[ana.rm + byp,.r"™].cosmf + Z C,.7.cosmé (2.44)
n=0 n=0
Q. (r,0) = Z[ane.rm + by,. 7" ™].cosm@ (2.45)
n=0

Reste donc a déterminer les quatre coefficients a 1’aide des conditions de passage et des

conditions aux limites.
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=  Détermination de la solution finale

Les conditions de passage et conditions aux limites détaillées section 1.2.2 sont appliquées

au cas de la machine a flux radial, ce qui donne :

Hg,(R,,6) =0 (2.46)

Conditions limites :
Hg,(Rs,60) =0 (2.47)
Ho,(Rq,8) = Hg (Rq, 0) (2.48)

Conditions de passage :
Bry(Ra)0) = By ,(Rq, 0) (249)

Ce qui amene, a 1’aide des lois constitutives des milieux magnétiques, a un systéme de 4

équations a 4 inconnues :

09, _ 00, 00,
08 |r =R 90 |r=Rr, 00 |r=
CL: ' CP: =R =R (2.50)
0Qe _ 00, 00, e
20 r:RS or T':Ra or T:Ra_ ()
Autrement dit :

( Ang-Re™ + by R+ C R = 0

4 ny-Rs™ + by, R =0 2.51)

l A, Ry™ + by, Ry ™ = ay Ry™ + by Ry ™ + C1.R, '

m.[an, Ry™ = buyRa ™+ 0 — m.[an, R = by, Ry = M,

Le systeme précédent permet le calcul des coefficients du potentiel scalaire magnétique
puis des différentes composantes du champ magnétique.

»  Comparaison avec le calcul par éléments finis

Les parametres sont les méme que précédemment en y ajoutant les données suivantes :

- R,=10cm
- Ry=R,+h,
- R;=R,+e

Les résultats des calculs analytiques et ceux obtenus par simulation sous FEMM [28] sont
présentés des Figures 2-10 a 2-12. L’allure des lignes de champs est cohérente pour ce modele
également. Les erreurs et temps de calcul sont similaires au probléme précédent. La différence
majeure avec le modéle établi en cartésien réside dans 1’utilisation des fonctions r +— r™ et
r — r~™3a la place des fonctions hyperboliques. De plus, dans ce repére, I’apparition d’un
second membre dans I’équation aux dérivées partielles a nécessité 1’ajout d’une solution
particuliere.
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Figure 2-12 : Comparaison des composantes radiales (a) et tangentielles (b) du champ
magnétique pour v = R, + e/2
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2.2.3 Machine tubulaire

La partie mobile de cette machine se déplace linéairement le long de son axe Oz. Les ai-
mants sont aimantés radialement mais cette fois 1’alternance des paires de poles se fait suivant

I’axe z. Ce modele a été développé dans [31].
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Figure 2-13 : Géométrie de la machine linéaire tubulaire

Le probléme présente une invariance par rotation suivant 8. L’aimantation devient alors
M= M(z)e,:
- 2n+ )m
M(z) = Z M,. cos%z (2.52)
n=0
Le calcul des coefficients est identique au cas traité section 2.2.1. Les équations de Max-

well restent les mémes mais du fait du systeme de coordonnées cylindriques, la divergence de
M n’est plus nulle dans les aimants :

divB =0 (2.53)

rotH=0

(2.54)
= H= —grad ()

Combiné¢ aux lois constitutives des milieux magnétiques on obtient 1’équation différentielle
suivante :
0 dans I'entrefer
AQ = (2.55)
div M dans les aimants
La encore, la présence d’'un second membre impose la recherche d’une solution particu-

liere.
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=  Meéthode de séparation des variables

Le laplacien en coordonnées cylindriques dans le plan (7, z) s’écrit :

o' 100 0% (2.56)
or? r or 0z

On applique de nouveau la méthode de séparation des variables [27] pour résoudre
I’équation homogene. On pose cette fois (2 sous la forme du produit d’une fonction f dépen-
dant uniquement de 7 et d’une fonction g dépendant uniquement de z. En remplagant dans

(2.56), on obtient :

R = ——- < = 2.
dr? r dr g dz? m 2.57)

lldzf_l_lgl 1 d?g 5
f
la constante de séparation est choisie positive pour respecter la périodicité du probléme sui-
vant z et ainsi obtenir une fonction g en cosinus. L’équation en f est une équation différen-
tielle de Bessel qui nous donne comme solution une combinaison linéaire des fonctions de
Bessel modifiées de premicre et deuxieme especes d’ordre 0 [23] :
s
a(r,2) = z[an. lyomr) + by Ko (mr)).cosmz,  m=@n+ DT (258)

n=0

»  Solution particuliere

Dans I’entrefer la solution homogene (2.58) est la solution totale. Mais dans les aimants, il
faut compléter cette solution par une solution particuliére vérifiant I’équation avec second

membre. Pour cela on évalue la divergence de M :

oM, M, 10Myg O0M, M,
-6 — 2.59
ar + T + r 00 + dz T ( )

divM =

La recherche d’une solution particuliere de cette équation n’est pas intuitive. C’est pour-
quoi [31] propose une alternative en réécrivant I’aimantation comme le produit d’une fonction
dépendante uniquement de r et d’une fonction dépendante uniquement de z. M se réécrit

alors :
(0]
n+ m o)
M(z) = h(r).z M,,. cos————2 , h(r) = (— + czr) (2.60)
r
n=0

Cette modification du terme source induit généralement une erreur inférieure a 1% en con-
sidérant les moteurs les plus couramment utilisés [31], ce qui est acceptable. La fonction
h(r) est choisie de sorte a faiblement altérer I’aimantation. Les coefficients c; et ¢, sont ainsi

choisis de sorte a obtenir h(R,) = 1et h(R,) = 1. Soit: ¢; = RrRa

1
etc, = . La forme
Ry+Rq +

de h pour ces coefficients est illustrée en Figure 2-14.
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Figure 2-14 : Trace de h en fonction de v pour R, = 10 cmet R, = 13 cm

Dans I’expression de la divergence de I’aimantation, le terme dérivé par rapport au rayon
n’est plus nul :

oM, M
divM= —+ — (2.61)
or T
Cette méthode permet alors d’obtenir une solution particuliére de la forme :
oo Mn
Q, = —2¢, Z Wcos mz (2.62)
n=0
Les potentiels scalaires dans les aimants et 1’entrefer s’expriment donc par :
(00} oo Mn
Q,(x,y) = z[ana. lo(mr) + by . Ko (mr)]. cosmz — 2c, Z g cosmz (2.63)
n=0 n=0
Q.(x,y) = Z [an,-lo(mr) + by, . Ko (mr)]. cosmz (2.64)
n=0

= Détermination de la solution finale

Il reste a déterminer les coefficients des séries précédentes. Pour cela on applique les con-
ditions de passage et les conditions aux limites (section 1.2.2) suivant la nouvelle géométrie
du probléme :

HZa(Rr, 6)=0 (2.65)

Conditions limites :
H,,(R;,6) =0 (2.66)
HZa(Ra, 0) = HZe(Ra, 6) (2.67)

Conditions de passage :
B,,(Rq,0) = B, ,(Rq,0) (2.68)
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Ce qui amene, a I’aide des lois constitutives des milieux magnétiques, a un systéme de 4

€quations a 4 inconnues :

( 0Q, — 0
0z |r =R,
0Q, — 0
0z |r =R,
< (2.69)
00, _ 00,
0z |[r=R, 0z |r=R,
oQ Q)
a - = = M(r,z)
\ Or T=Ra or r:Ra T:Ra
Soit :
My,
anallo(m RT') + bna'KO (m RT) - ZCZW = 0
a, Jo(mR)+ b, . Kog(mR,) =0
< ne-lo(m Rs) + by .. Ko (m Ry) (2.70)

n

an,-lo(MRy) + by . Ko (MRy) = ay . lo(MmRy) + by . Ko (MRy) — 2¢, 2
m|a,,.1;(MRy) — by . Ky (MRy) | + C; — m[ay,.1;(mRy) — by, . Ky (mRy) | = M,

La résolution du systéme (2.70) permet d’obtenir les expressions des coefficients et fina-

lement les différentes composantes du champ magnétique.

»  Comparaison aux éléments finis

Les parameétres d’entrées sont les mémes que précédemment. Les résultats de la simulation
FEMM [28] sont présentés des Figures 2-15 a 2-17. Dans le cas de la machine tubulaire, nous
avons pu constater 1’apparition des fonctions de Bessel pour la solution dans la direction ra-
diale. Le temps de calcul et la précision sont toujours similaires a ce qui a été¢ détaillé précé-

demment.

1.264e+000 : =1,331e+000
1.198e+000 : 1.264e+000
1.131e+000 : 1,198e+000
1.0685e+000 : 1,131e+000
9,980e-001 © 1.065e+000
9,315e-001 : 9.980=-001
8.64%-001 ; 9.315e-001
7.984e-001 ; 5.6492-001
7.31%-001 : 7.984s-001
6.653e-001 ; 7.319=-001
5.988e-001 : 6.653=-001
5.323e-001 : 5.988=-001
4.638e-001 ; 5.323=-001
3.992e-001 : 4.658=-001

MU Z N 2=\ 7

o
—

) p—
3.327e-001 ; 3.992e-001
2.662e-001 ; 2.327e-001
1.086e-001 ; 2.662e-001
1.331e-001 : 1.995e-001
6.65%-002 ; 1.331e-001
<6.558e-005 : 6.65%e-002

Density Plot: [B|, Tesla

Figure 2-15 : Lignes de champs obtenues par simulation par éléments finis



Etat de ’art de la modélisation en deux dimensions 67

0.145 T T T T T T T
0.14

0.1356

0.13

0.125

012

0.115

0.11

0.105

0.1

0.095 1 1 1 1 1 1 1
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

Figure 2-16 : Lignes de champ obtenues par calcul analytique
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Figure 2-17 : Tracé de la composante normale et tangentielle de B pour r = R, + e /2

2.2.4 Machine a flux axial

Comme nous I’avons vu en introduction, la machine a flux axial offre plus de possibilités
structurelles (TORUS, YASA par exemple) que les machines conventionnelles a flux radial.
Ceci est rendu possible par le caractere tridimensionnel du champ magnétique dans cette ma-
chine, permettant des chemins de flux différents au sein du stator [32]. Par rapport aux ma-
chines présentées précédemment, la machine a flux axial ne présente pas d’invariance, ce qui
impose une ¢tude en 3 dimensions du champ magnétique. Le caractere 3D de cette modélisa-
tion rend le calcul plus lourd que dans le cas 2D di a la présence d’un plus grand nombre de
régions a distinguer, ce qui conduit a plus de conditions de passages et donc plus d’équations
a résoudre.

Cependant, plusieurs modélisations ont été proposées a partir d’une résolution 2D analy-
tique [33]-[36]. IIs reposent sur la modélisation analytique faite dans un plan de coupe cylin-
drique a un rayon r donné, comme illustré Figure 2-18. Regardons de plus prés cette résolu-
tion.
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Soit le probleme de la Figure 2-18, 1’aimantation s’écrit dans ce cas :
M = M(6)e, = Z M,.cos[(2n + 1)p6] e,
n=0 (2.71)

4M . 4
Avec M, = GntDn sin[(2n + 1) 2 p]

Les équations de Maxwell réécrites avec les conditions définies ci-dessus aboutissent au
laplacien homogéne dans I’entrefer et dans les aimants du fait de la divergence nulle de M :

AQ =0 (2.72)

\

FrPT AT FFTFTFTTFFFTIFry rJ
| < . > | 0
| |
|

(a)

(b)

Figure 2-18 : vue en 3D de la machine a flux axial (a) ainsi que la coupe a rayon donné
utilisée pour la modélisation en 2D

=  Meéthode de séparation des variables

Le laplacien en coordonnées cylindriques avec une indépendance vis-a-vis du rayon
s’écrit :
lz A U U 2.73)
r2 062 = 0z2
On applique de nouveau la méthode de séparation des variables [27] pour résoudre
I’équation homogéne. On pose ici ) sous la forme du produit d’une fonction f dépendant

uniquement de 8 et d’une fonction g dépendant uniquement de z. En remplacant dans (2.73),
on obtient :

11dy_ 1dg_

= 2.74
r2 f d6? g dz? m @79

On constate que la solution dépend toujours de r. On aura donc une solution finale paramé-

trée par la position radiale de la coupe cylindrique. On réécrit les équations sous la forme sui-
vante :
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= —m? f(6) = c¢;.cos(mB) + c,.sin(m0)
= (2.75)
_ m? g(z) = c3.ch (?) + c4.sh (?)

(Le
f
n
g dz2 1

l

On intégre la constante r a la solution en z de fagon a conserver une solution en 6 con-

&Q&|
\‘\

forme a la source M. La solution générale s’écrit alors dans les deux milieux [37]:

[0e]

0,0,2) = Z[ana ch (mz) + by, sh( Necos(md), m=@n+Dp (276)

n=0

oo

Q.(0,z) = Z[ane ch (g) + by, sh (g)] cos(m@), m=_2n+1p (2.77)

n=0

= Détermination de la solution finale

Le probléme est similaire a celui présenté pour la machine linéaire, et les calculs sont les
A m o e . . ..
mémes en remplagant x par 8, y par z et m par — Les conditions aux limites et conditions de

passage appliquées au probléme donnent :

Hg,(8,—hg) =0 (2.78)

Conditions limites :
Hg,(0,€) =0 (2.79)
Hga(g, 0) = ng(g, 0) (280)

Conditions de passage :
B,,(0,0) = B,,(6,0) (2.81)

Les expressions finales du potentiel scalaire dans les aimants et 1’entrefer une fois simpli-
fiées sont :
oo me
r.M, sh (T) m(z + hg)
Q,00,2) = - e + i) .sh " .cos(m@) (2.82)
n=0 sh —

o ha)
Q.00,2) = Z r

h(ME=9) osime) 2
(m(e n ha)) S " .cos(m (2.83)

Des expressions précédentes on peut en déduire le champ magnétique dans les différentes
régions. Ce modéle est identique au modele cartésien a ceci prés que m est remplacé par m/r,
il n’est donc pas validé ici.
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Des modeéles appelés quasi-3D enrichissent ces modéles 2D d’une dépendance radiale afin
de mieux rendre compte de 1’aspect 3D. Par exemple, la solution 2D est multipliée par une

fonction dépendante de r déterminée par simulation numérique en ¢léments finis [37].

En conclusion de la section 2.2, on peut dire que la méthode de séparation des variables
fonctionne trés bien dans le cas 2D, en termes de temps de calcul et de simplicité dans la mise
en ceuvre.

Toutes les solutions présentent une certaine similitude due a I’alternance des aimantations.
Ce sont des fonctions périodiques qui peuvent étre décomposées en une série de Fourier sui-
vant la coordonnée qui décrit cette alternance. Nous avons donc une premiére unification
permise par la description en série de Fourier.

Les coefficients de cette série de Fourier dépendent de 1’autre coordonnée et sont régis par
une équation différentielle qui varie selon la configuration géométrique de la machine consi-
dérée. En outre, la présence d’un second membre non nul de cette équation différentielle con-
duit a la recherche d’une solution particuliere qui peut s’avérer difficile. L unification d’une
démarche systématique permettant de trouver ces coefficients serait donc intéressante. Celle-
ci sera proposée dans le chapitre 3 dans le cas de la modélisation analytique en 3D du champ

magnétique de la machine a flux axial.

2.3 Modéle de dimensionnement de la machine toroidale

Récemment, ont été développé des machines a aimants permanents en surface disposés en
réseau Halbach [38]. Les réseaux Halbach permettent d’obtenir des niveaux de champ magné-
tique d’entrefer tres €leveés, ceci peut favoriser 1’obtention de machines avec un couple mas-
sique tres ¢levé. De plus, ces réseaux Halbach permettent d’obtenir une onde sinusoidale du
champ magnétique d’entrefer. La méthode d’évaluation du couple montrée section 1.2.3
montre que pour tirer la meilleure partie d’une telle onde il faut avoir une onde de densité de
courant surfacique sinusoidale et en phase avec I’onde de champ magnétique.

Dans [18] nous avons développé une méthode unifiée de dimensionnement pour les ma-
chines a flux axial et a flux radial avec des ondes de champ magnétique et de densité de cou-
rant purement sinusoidales.

Ainsi, cette section propose d’appliquer cette méthode de dimensionnement au cas de la
machine tubulaire, en premiere approximation de la machine toroidale. Aprés avoir décrit
comment la machine toroidale est approchée a une machine tubulaire, les grandes étapes de la
méthode unifiée de dimensionnement sont rappelées et appliquées au cas de la machine tubu-
laire. Une fois I’algorithme établi pour les trois types de machines : radiale, axiale et tubu-
laire, nous comparons ces trois types de machines pour trois cahiers des charges donnés afin
de démontrer, par cette méthode, le gain attendu de la nouvelle configuration de machine pro-
posée dans cette these.
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2.3.1 Méthode unifiée de dimensionnement

La méthode unifi¢e de dimensionnement [18] pour les machines a flux axial et a flux radial
(Figure 2-19) repose sur une approche de dimensionnement développé dans [20]. Dans cette
approche, un modele trés simplifi¢ a été utilisé pour calculer les dimensions du rotor. Dans
[18], du fait que I’onde de champ magnétique est sinusoidale, le mod¢le analytique du champ
magnétique inducteur utilisant la méthode développée précédemment est utilis€¢ pour calculer
I’épaisseur des aimants permanents. De plus, un modéle analytique du champ magnétique de
la réaction d’induit a pu étre associé pour tenir compte du champ total de 1’entrefer. Ceci per-
met de calculer les épaisseurs des culasses et des dents de maniére précise et donc d’obtenir in
fine des dimensions plus conformes a la réalité. Les mémes équations de dimensionnement et
le méme type de modele analytique du champ magnétique sont donc appliqués a chaque ma-
chine, permettant une comparaison soumise aux mémes hypothéses.

Les équations de dimensionnement sont établies a partir des spécifications du cahier des
charges et des niveaux technologiques a disposition pour le dimensionnement de la machine
considérée [1], [2], [20]. Ces spécifications peuvent Etre thermiques (par exemple
I’échauffement maximal admissible par les bobinages), mécaniques (puissance mécanique
désirée ou vitesse de rotation nominale), magnétiques (champ magnétique maximal au niveau
du rayon d’alésage, défini par le matériau utilisé par les aimants permanents), ou encore géo-

métriques (comme le nombre de paires de pdles ou le coefficient de forme de la machine).

Figure 2-19 : Schémas de la machine a flux radial (a) et flux axial (b) [18]

L’ensemble des données d’entrées sont rassemblées dans le Tableau 2-1. En sortie sont
calculées les dimensions géométriques de chaque machine permettant le calcul de la masse et
donc la comparaison du couple massique.

Notons que les topologies de machines a flux axial sont tres variées, celles des machines a
flux radial le sont également mais dans une moindre mesure (cf. introduction générale). Ici

sont étudiées les machines mono-entrefer. Cette premiere étude de comparaison entre ma-
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chines pourra €tre enrichie des diverses configurations existantes de machines a flux axial ou
radial (non effectué¢ dans ce manuscrit).
Nous allons étendre ce mod¢le unifié a la machine tubulaire.

Spécifications mécaniques Spécifications thermiques

Puissance mécanique de la machine, B, Température ambiante (C°), Tymp

Vitesse de rotation nominale (tt/min), N Echauffement admissible des bobinages

(C°), AT
Niveau technologique choisi pour la machine Paramétres géométriques fixés
Pression tangentielle, o Nombre de paires de poles, p

Coefficient de forme, A

Champ magnétique maximale dans I’entrefer, By, Epaisseur d’entrefer, ¢

Densité de courant, j s Coefficients de tétes de bobines, k,,,
Champ magnétique maximale dans les dents B, et la Coefficient de remplissage des encoches,
culasse B, ks

Tableau 2-1 : Données d’entrées de l’algorithme de dimensionnement unifié [18]

2.3.2 Extension du modéle unifié a la machine tubulaire

2.3.2.1 Machine tubulaire comme approximation de la machine toroidale

La machine tubulaire a aimants permanents est représentée en vue globale ainsi qu’en
coupe sur la Figure 2-20. Les aimants permanents sont aimantés radialement. L’alternance des
poles se fait selon la direction axiale de la machine. La distribution de densité surfacique de
courant est localisée sur la surface interne du stator. La longueur axiale d’un pole est notée L

tandis que la longueur totale de la machine est notée L,, = 2pL.

Stator

Aimants
Permanents

Rotor
Densité surfacique
de courant

Figure 2-20 : Vue 3D (a) et vue en coupe (b) de la machine tubulaire considérée.
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Leurs géométries étant relativement semblables, on peut assimiler la machine toroidale
idéale a une machine tubulaire si on considere que la longueur L,, de la machine tubulaire est
égale au périmétre de la machine toroidale 2R;,,., comme illustré Figure 2-21. La longueur
angulaire d’un po6le de la machine torique mR;,,./p est donc assimilée a la longueur d’un
pole de la machine tubulaire L ; et le rayon d’alésage de la machine tubulaire 1, est égal au
rayon d’alésage de la machine toroidale 1y,,.. Cette approximation nous permet dans cette
section de comparer la configuration toroidale aux configurations axiales et radiales en négli-
geant I’impact de la rotation autour de I’axe z de la machine toroidale.

Le mouvement de la partie mobile de la machine tubulaire est linéaire et non rotatif con-
trairement aux machines a flux axial et radial. La force produite par la machine tubulaire est
donc ramenée au grand rayon R;,,. de la machine toroidale pour en déduire le couple et donc

« simuler » son comportement dans le cas d’un mouvement rotatif.

PR L

Figure 2-21 : La machine tubulaire comme approximation de la machine toroidale

2.3.2.2 Equations de dimensionnement

La méthode unifiée de dimensionnement [18] utilise la modélisation sous forme d’ondes
présentée section 1.2.4. Ainsi, le champ magnétique dans 1’entrefer produit par les aimants
(champ inducteur) et la densité surfacique de courant (champ de réaction d’induit) sont consi-
dérées comme deux ondes sinusoidales en phases (position de couple maximum) et position-
nées au niveau du rayon d’alésage du stator :

s
B(z,t) = B,, cos (ZZ — wt) (2.84)

K(z,t) = K,,, cos (%z — wt) (2.85)
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ou L est la longueur d’un pdle, B, et K,,, sont les amplitudes de chaque onde définies par le
niveau de technologie du cahier des charges. La valeur de B, dépend du matériau choisi pour
les aimants permanents et de I’épaisseur d’entrefer permis par le niveau technologique. On
peut par exemple envisager un champ maximal dans ’entrefer B,, = 1 T. Cette donnée est
ensuite utilisée en entrée de 1’algorithme de dimensionnement. Elle définit I’amplitude de
I’onde de champ inducteur de 1’équation (2.84). B et K sont respectivement portés par e, et
eg dans le cas de la machine tubulaire. Les ondes étant en phase, nous choisissons I’instant

t = 0 pour la suite du développement.

La modélisation sous forme de densité surfacique de courant d’un bobinage a encoches est
rendue possible par 'utilisation du coefficient de Carter (section 1.2.3). Cette modélisation
sous forme d’ondes est intéressante pour la comparaison entre machines car n’importe quel
bobinage peut étre ramené a une distribution surfacique. Les topologies de machines étant
différentes, il est complexe d’imposer le méme bobinage a chaque machine. L’utilisation de la
distribution surfacique permet donc de s’affranchir de cette difficulté.

Les ondes étant supposées sinusoidales, les modéles analytiques du champ inducteur et in-
duit sont donc appliqués au premier ordre. De plus, la distribution d’aimants Halbach est celle
qui permet le mieux de se rapprocher d’un champ sinusoidal dans I’entrefer, elle est prise en

compte ici de maniére idéale.

=  FExpression du couple

Passons aux équations de dimensionnement selon le principe appliqué dans [18]. La pre-
miere équation a établir est celle du couple, en passant d’abord par le calcul de la force de la
machine tubulaire. La loi de Laplace permet d’écrire :

Lim 21 T
F= f f B,,K,, cos? (—z) Tyupd0. dz (2.86)
0 0 L

soit :
F = BrmsKrms- 2T0up- Lim (2.87)

ou By,s et K,.ns sont les valeurs efficaces des ondes définies précédemment (2.84) et (2.85).
Ce produit définit la pression tangentielle appliquée au rotor ¢ = B, K;-ms. Le rayon
d’alésage de la machine tubulaire 1y, est défini Figure 2-20. Dans (2.87) on reconnait
I’expression de la surface du rotor de la machine tubulaire (a I’entrefer prés). Si on rameéne

cette force a un couple pour un rayon donné R;,,., on obtient :
T = Riore- BrmsKrms- 20 tup. Lm (2.88)
En remplagant L, par les dimensions de la machine toroidale on obtient :

T = 41°Trup Riyre- BrmsKrms (2.89)
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on retrouve bien 1’expression de I’aire d’un tore : 4727, Riore. En posant le coefficient de
forme de la machine toroidale A = 13, /Rtpre, ON A :

T = 4m? . R?ore- BrmsKrms = Riore-Sact: 0 (2.90)

ou S, = 4m2ARE,, . est la surface active de la machine toroidale.

= Expression des pertes joules

La définition de la charge liné¢ique dans le cas de la machine tubulaire donne :

N, I
Ay = T Tms T 2.91)
m
ou g est le nombre de phases, N,, le nombre de conducteurs par phase et I, la valeur effi-
cace du courant d’alimentation. Par analogie, on obtient dans le cas de la machine toroidale :

_ qNy s

= (2.92)
27Rore

rms

La charge linéique A, est liée a la densité surfacique de courant K, par la relation :
Krms = kwArms (2.93)

ou k,, est le coefficient de bobinage défini dans [39]. La résistance est donnée par la relation
suivante ou L pnducteur €St 1a longueur d’une spire dans le cas de la machine tubulaire et p¢,,
est la résistivité du cuivre a la température du bobinage (illustrée en Figure 2-22) :

L
Rs = pew Sconducteur Nw (2'94)
conducteur
Les pertes joules dont données par :
P = q.Rg. 126 (2.95)

Lconducteur = 2MTtyp

Figure 2-22 : Schéma de la longueur d’une spire dans le cas de la machine tubulaire
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En utilisant la relation (2.94), il vient :

2T eyp
P = Q-pCu-S—Nw-Irms-Irms (2.96)
conducteur
ramenées a un tore, on a :
P; = pcy. 4ﬂ21Rgore-Arms-jrms = Pcu-Sact- Arms- Jrms (2.97)

Notons ici que dans le cas d’une machine tubulaire et dans le cas de la machine toroidale
idéale, le coefficient de tétes de bobines k,,, n’apparait pas car il est égal a 1. Dans le cas
axial et radial, ce coefficient est > 1 ce qui indique potentiellement des pertes plus ¢élevées
que pour la machine tubulaire. Le calcul des pertes fer est également ajouté selon la formule
de Bertotti.

»  Dimensionnement des parties ferromagnétiques

La définition sous forme d’ondes sinusoidales des sources aimants et courants, définies par
les équations (2.84) et (2.85), permet de considérer que le champ total est également sinu-
soidal :

T
Btotai(Z,t) = By, COS (Z z) (2.98)

L’amplitude du champ magnétique total est calculé a partir de I’amplitude du champ induc-
teur imposée par le cahier des charges B, et de ’amplitude du champ magnétique de réaction
d’induit By, . . déduite du calcul analytique de la section 2.3.2.4. Les champs magnétiques
inducteur et induit étant en quadrature de phase, on obtient :

Bm,,, = |B2 + B3

(2.99)

induit

Le calcul du flux généré par pole (2.100) permet de déterminer les flux qui vont circuler

dans la machine et donc les dimensions des différentes parties ferromagnétiques.

5 (o T
o, = ij; Bin,py COS (Zz).rtubde.dz (2.100)
2

Le calcul donne :
®, = 4.74ypL. By, (2.101)

Sachant que ngre correspond a la longueur L, on a dans le cas toroidal :

_ 47TrtoreRtore
P *E Mot
p

(2.102)
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La Figure 2-23 illustre le passage du flux polaire ®,, et du flux de la culasse stator ®,, et
du flux de la culasse rotor ®@,, dans la machine. Ainsi, on en déduit I’expression de ®,, en

fonction de B,,_et S, tout d’abord, ensuite en fonction de @, et enfin grace a la conservation
du flux :

2
by, = By (W(reup + hs + hy,)” = (e + hs)?) (2.103)
o
td, =—L 2.104
etdy =— ( )

ou B, est le champ magnétique moyen de la culasse stator a ne pas dépasser, h,_la hauteur

de la culasse stator et hg la hauteur d’encoche.

Figure 2-23 : Schéma présentant la circulation du flux dans la culasse stator et rotor

On obtient ainsi I’équation de dimensionnement de la hauteur de culasse.

P 4.1pL. B
_ p _ tub Mtot
Ry, (hy, + 20 + hy)) = T~ ZnE, (2.105)
Cette équation donne dans le cas toroidal :
d 21¢oreRtore B
_ 4 _ torefMtore Pmyiot
o (hys + 2010re + ) = 5 B = ot St (2.106)
Le méme raisonnement peut étre appliqué pour le dimensionnement de la culasse rotor
h,, :
P 4. 7supL. By
hy, (=hy, +2R))=—2—= il 2.107
o (=hy, 1) 2.m.B,,_ 2.1.B,, ( )

ou R, est le rayon externe de la culasse rotorique. Soit pour le tore :
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q) ZrtoreRtore Bm
hy (=h, +2R,) = —t—= o (2.108)
Y Y 2.1.B,, p B,
Déterminons désormais la largeur d’encoche. La Figure 2-24 schématise une dent et ses
dimensions.

St = It' ZTITmb

Figure 2-24 : Schéma représentant une dent ainsi que ses dimensions

Le flux passant par I’ensemble des N, dents est :

cbt == Nt.lt.ZH:.rtub.Bt (2109)

ou B; est le champ maximal permis dans les dents. En considérant que le flux des pdles passe
en totalité par les dents il vient :

2. Lin. By,
lp = ——o—tot

T (2.110)
t- Dt
pour un tore on a :

_ 4.Ryppe-B

Mtot
¢ =

2.111
N,.B, @111)

Pour déterminer la hauteur d’encoche, nous passons par I’équilibre des densités de cou-
rant :

q- Ny Lrms = Ngiot- Is10t = Nsiot- kfill- Ssiot-Jrms (2.112)

ou Sgor = hs. s est la section de I’encoche, ks le coefficient de remplissage et N le
nombre d’encoches. Or la charge linéique impose :

q. Ny Lo = Ay Ly (2.113)
On déduit donc 1’équation de dimensionnement de la hauteur d’encoche :

Arms- Lm
hs = - 2.114
* Nslotkfillls]rms ( )
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soit pour un tore :

Arms- 27-[ Rtore

hg = (2.115)

Nslotkfill lsjrms

L’ensemble des équations de dimensionnement ont été exprimées sur la méme méthode
que [18]. Reste a déterminer la hauteur d’aimant a I’aide du calcul du champ inducteur et du
calcul du champ de réaction d’induit pour permettre le calcul du champ total.

2.3.2.3 Calcul du champ inducteur

= Définition du probleme

Le probléme traité ici est le méme que celui détaillé en section 2.2.3 mais au premier ordre,
c’est-a-dire en ne considérant que le fondamental. De plus, ce cas présente une distribution
Halbach qui nécessite 1’ajout d’une composante suivant eg de 1’aimantation. Le systéme de
coordonnées choisi ici est le systtme de coordonnées cylindriques et la géométrie du pro-

bleéme présente une invariance par rotation suivant 6.

rA\

\ J"ffffffffff!)’ff!lff!lff!f
Rg/ e (I) i

RAMha Pl |»| i |e| V|-

FF
N .
|
< ' >
R1 L'
|
VYNY . >

Figure 2-25 : Schéma représentant la géométrie du probleme destiné au calcul du champ
inducteur

La distribution d’aimants Halbach est choisie idéale :
T

T
M(z) = M.coszz.er—M.sinzz.eg (2.116)

Les équations de Maxwell donnent en circuit ouvert les équations aux dérivées partielles
suivantes sur le potentiel scalaire magnétique () :
0 dans l'entrefer

AQ = (2.117)
div M dans les aimants
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La méthode de séparation des variables est appliquée de la méme maniére que dans la sec-
tion 2.2.3 mais au premier ordre. On obtient une solution sinusoidale ne faisant pas intervenir
la description en série de Fourier.

Q(r,z) = [a.ly(mr) + b.K, (mr)].cos(imz), m= (2.118)

La présence d’un second membre impose la présence d’une solution particuliére a ajouter a
la solution homogene (2.118). Nous utilisons la méme méthode que [31], ’aimantation se

réécrit alors :
M(r,z) = (% + czr) .M. cos (%Z) e, — M.sin (%Z) .eg (2.119)

RyR 1
ra et Cy =
Ry+Rg Ry+Rg

avec ¢; = (cf. 2.2.3). 1l vient la solution particuliére suivante :

M M
Q, = <_2 _+_) 2.120
» Cy o cos(mz) ( )
Les potentiels scalaires dans les aimants et I’entrefer s’expriment donc par :

Q. (r,z) = [ag.Io(mr) + b,. Ky (mr)].cos(mz) + (—2c2 % + %) cos(mz) (2.121)

Q. (r,z) = [a,.ly(mr) + b,.K, (mr)].cos(mz) (2.122)

On applique les conditions de passage et conditions aux limites générales (section 1.2.2) au
probléme traité pour déterminer les coefficients des formes (2.121) et (2.122).

H,,(R,z) =0 (2.123)
Conditions limites :
H,,(Rs,z) =0 (2.124)
Hza(RarZ) = Hze(RarZ) (2125)
Conditions de passage :
B, (R, 2) = B, (R, 2) (2.126)

Ce qui amene, a I’aide des lois constitutives des milieux magnétiques, a un systéme de 4

€quations a 4 inconnues :

( 0Q, _o
0z |r =R,
99, 4
aZ r = RS
. (2.127)
00, _0Q,
0z [r=R, 0z |r=R,
o0 GIY)
2 - = = M(r,2)
\ dr |[r =R, or |r =R, r =R,
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Soit le systéme a résoudre :

2
ae.lo(mRg) + b.. Ky (mRy) =0

M
lae. I[o(mRy) +b..Kg (mR,) = ag.Ig(mR,) + by Ky (mRy) + (—202 2 + %>
mla,.1;(mR,) — ba. Ky (MRy) | — m[a..l;(mRy) — b.. Ky (mR,) | = M

M M
aa-lo(m Rr) + by. Ko (m Rr) + (—Zczm— + %> =0

(2.128)

La résolution du systéme conduit a I’expression de la composante B, dans 1’entrefer :
Bre(r: z) = — Yo grad, Qe =
UoM[Ky(mR). I, (m.1) + Iy(m. Rg). K, (m.1)]. D. cos(mz)
[Kl (mRa)IO(mRa) + Il(mRa)KO(mRa)] [KO(mRs)IO(mRT) - IO(mRs)KO(mRr)]

D = (€. K (mR,) — Ko(mR,))Io(mR,) — (C1. K1 (MR,) — Ko(mRy))Io(mR,) (2.129)
+ (Ko(mRy) — Ko(mR,)). C,. 1, (mR,)

M M
6= (2eagz+ )

Nous obtenons une solution de la forme suivante :
T
B(r,z) = By(r).cos (Zz) (2.130)

Afin de déterminer la hauteur d’aimant h, nécessaire pour obtenir un champ magnétique
maximal de B, au niveau du rayon d’alésage r = R;, il suffit de résoudre I’équation suivante
sur I’inconnue h,, :

By (R3)= By, (2.131)

2.3.2.4 Calcul du champ induit

= Définition du probleme

A
/ [l A A Il KZK(Z,t)eg
R e ©.L .
R, hy, | ’|\
VA
: (7]
1
R, .
1
\ ;
T I ........................ > 7

Figure 2-26 : Géométrie du probleme destiné au calcul de la réaction d’induit
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Pour calculer le champ magnétique produit par la réaction d’induit, les aimants permanents
sont retirés de 1’étude. La perméabilité¢ des aimants étant considérée comme égale a celle de
I’air, il n’y a qu’une seule région a considérer. Le probléme est toujours formulé en potentiel
scalaire. La source est ici la densité surfacique de courant K. La densité volumique de courant

J est donc nulle et les équations de Maxwell donnent alors :
AQ =0 (2.132)

La méthode de séparation des variables permet d’aboutir a la forme de la solution :

Q(r,z) = [a.Iy(mr) + b.K, (mr)].sin(mz), m= I (2.133)

On applique les conditions aux limites afin de déterminer les coefficients de (2.133) :

( on
oz |lr =R =0
T=fr (2.134)
|6_.Q =K cos(zz)
kaZ r=RS M L

soit :

An,-lo(MR;) + by . Ko (MR,) =0

Ky (2.135)
ane. Io(m RS) + bne. Ko (m RS) == W

La résolution du systéme conduit a I’expression du potentiel scalaire magnétique :

Q _Ku —Ko(m.R,).Iy(mr) + I,(m.R,.). Ky (mr)
0 2) = Ko (m R 1o (mR.) + 1o (m.R.) Ko (mR,)

.sin(mz) (2.136)

La composante radiale du champ magnétique B, en est ensuite déduite :

—Ky(m.R,).I;(mr) — I,(m.R,.).K; (mr)
Ko(m.Ry).Io(mR,.) + I,(m. R;).Ky(mR,)

B.(r,2z) = uy.Ky - .sin(mz) (2.137)

L’expression (2.137) prise au rayon d’alésage permet le calcul du champ total nécessaire
au dimensionnement des parties ferromagnétiques.

Le calcul du champ inducteur, du champ de la réaction d’induit et les équations de dimen-
sionnement ont été établies pour la machine a flux radial et la machine a flux axial dans [18].
L’ensemble des équations de dimensionnement est désormais établi pour les trois types de
machines : machine a flux radial, machine a flux axial et machine tubulaire en approximation
a la machine toroidale.

Le Tableau 2-2 récapitule ’ensemble des €quations importantes de dimensionnement pour
les trois machines considérées. Le dimensionnement simultané de ces trois machines a partir

d’un méme cahier des charges va permettre la comparaison de leurs performances.
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Paramétre RFM AFM TFM
L R..: — R; Tt
) /R3 ( ext lnt)/Rm ore/Rtore
Sact 2mAR2 2mAR2, 4m2AR%,,,
T SactRBO- SactRmO- Sacthorea
2LR.B 2.1 .B AT iore Riore
b, 3 TM/p rbm TM/p. By, — B
0]
h hy (h,. + 2(reore + hs) ) = —F
Vs Vs Vs tore S
‘1717//1 <;l5p/)L ( ) 2.m. By,
2 R3By 2 RmBy d
s s _ 14
h)’-r th(_hJ/r + 2R1) - 2. 1T Byr
h SactArms . SactArms . Arms- 2m. Rtore
S Nslstfill]rms NsAskfill]rms Nslotkfilllsjrms
Nl N.A Nl
Tsiot § S/ZnR3 s S/Sact ° S/Zn'rtore
P]' pCuSact kwhArmsjrms pCuSact kwhArmsjrms Pcu- Sact- Arms-jrms

Tableau 2-2 : Récapitulatif des équations de dimensionnement des trois types de machine
considerés

Les variables des colonnes RFM et AFM utilisées dans le Tableau 2-2 sont données dans
[18].

2.3.3 Comparaison des performances

2.3.3.1 Définition du cahier des charges

Les parametres d’entrées de 1’algorithme de dimensionnement sont donnés dans le Ta-
bleau 2-3. Ce sont ces parametres que nous allons régler pour faire respecter a chaque ma-
chine le cahier des charges qui sera introduit par la suite. Les grandeurs définissant les con-
traintes thermiques et mécaniques existent en nombre pour les machines a flux radial [20],
mais peu sont répertoriées pour les machines a flux axial qui sont récentes. Cette section ex-
plique donc les choix qui ont été faits pour établir un dimensionnement cohérent pour les trois

types de machines.

Les comparaisons sont effectuées sur trois cahiers des charges distincts. Les puissances
mécaniques seront comprises entre 0,7 MW et 1 MW, soit des applications forte puissance, la
ou nous pensons que la configuration toroidale peut présenter un gain significatif. Les champs
magnétiques maximaux dans les culasses et le champ rémanent des aimants permanents se-
ront fixés pour les trois machines, autrement dit, les mémes matériaux sont utilisés. De méme
nous choisissons de fixer la pression tangentielle a des valeurs classiquement définies pour les
machines radiales [20].
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Paramétre Symbole Unité
Vitesse de rotation nominale N tr/min
Puissance mécanique Prec MW
Champ maximal dans I’entrefer B, T
Pression tangentielle o Pa
Densité de courant volumique Jrms A/m?
Champ maximal dans la culasse stator By, T
Champ maximal dans la culasse rotor By, T
Champ maximal dans les dents B, T
Nombre de paires de pdles p
Champ rémanent des aimants permanents Ji T
Coefficient de forme de la machine A
Epaisseur d’entrefer e mm

Tableau 2-3 : Parametres d’entrées de [’algorithme de dimensionnement

Afin de minimiser I’impact des pertes fer au rotor, il a été choisi de travailler a basse vi-
tesse. D’autre part, les contraintes mécaniques jouent un role majeur dans le dimensionne-
ment. Le plus souvent, cette contrainte mécanique a pour conséquence une vitesse linéaire
limite en périphérie du rotor, afin de limiter les efforts dus au mouvement de rotation [40],
[41]. Ces deux contraintes nous ont conduit a I’idée d’imposer une vitesse linéaire en périphé-
rie a peu pres égale pour les trois machines et correspondant a un fonctionnement en basse
vitesse (30m/s, 50m/s et 70m/s). La vitesse linéaire étant un parameétre de sortie de
I’algorithme de dimensionnement, il faut régler les parametres d’entrées du Tableau 2-3 pour
obtenir en sortie une vitesse linéaire égale a la valeur imposée. Les parametres non contraints
qui seront potentiellement différents pour chaque machine sont :

- la vitesse de rotation nominale N,
- le nombre de paires de pdles p,
- le facteur de forme A de chaque machine.

La pression tangentielle est aussi définie par des contraintes mécaniques. Elle est donc
fixée a une méme valeur pour chaque machine pour une vitesse linéaire donnée. Mais cette
valeur est différente pour chaque vitesse linéaire, afin de balayer un spectre plus large de con-
traintes mécaniques. Les valeurs de pressions tangentielles choisies sont 1a encore issues des
dimensionnements des machines a flux radial [20].

Concernant I’aspect magnétique, le champ magnétique imposé dans I’entrefer B,, impacte
I’épaisseur d’aimant. Elle est déterminée a partir d’une équation algébrique (2.131). Suivant la
valeur de B,,, cette équation peut avoir zéro solution, une solution ou deux solutions. La va-
leur de B, imposée est choisie de maniere a avoir au moins une solution. S’il existe deux so-
lutions, on choisit toujours la plus grande de manicre a assurer une certaine sécurité vis-a-vis
d’éventuels phénomenes de démagnétisation.
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L’aspect thermique joue un réle majeur dans les valeurs permises de la charge linéique et
de la densité de courant. Mieux une machine évacue la chaleur, plus elle peut admettre un
courant important qui permet donc une production de couple plus conséquente. C’est une part
non négligeable pour la comparaison du couple spécifique. Pour modéliser cet aspect, une
¢tude thermique simple a été réalisée.

Si on reprend la formule des pertes joules généralisée a chaque machine, on a :

P = kwh: Peu- Sact: Arms- Jrms (2.138)

ou k,,, est le coefficient de tétes de bobines de chaque machine, p., la résistivité du cuivre et
Sqact la surface définie par I’alésage du stator ou siége la production de chaleur. La chaleur

s’évacue par la surface extérieure de chaque machine, on peut donc poser :
Q = hy. AT. S pt (2.139)

ou h., est le coefficient de transfert convectif dont la valeur dépend du type de refroidisse-
ment, S,,; est la surface extérieure de la machine considérée a travers laquelle la chaleur
s’évacue et AT = Tyt — Tymp représente 1’échauffement de la surface extérieure de la ma-

chine. En régime permanent a 1’équilibre thermique, si on néglige les pertes fer, on a :
P =0 (2.140)

L’échauffement du moteur a donc pour expression :

S

. act
rms* rms S

Rep- AT = kyyp Poy. A (2.141)

ext

Finalement, plus le rapport S, ¢/Sext €st petit, plus la machine évacue efficacement la cha-
leur et plus le courant peut étre augmenté par rapport aux autres machines pour au final obte-
nir un méme échauffement de bobinage. Ainsi, une fois toutes les étapes précédentes satis-
faites, le courant d’alimentation de chaque machine est modulé pour obtenir au final un coef-
ficient h.,.AT égal entre chaque configuration étudiée. Considérer constant le produit
h¢y. AT permet de s’affranchir de I’étude du systéme de refroidissement et de supposer une
efficacité identique pour chaque machine. Notons par ailleurs que le coefficient de tétes de
bobines pour les machines a flux radial et axial a été calculé dans le cas ou la machine pré-

sente une encoche par pdle et par phase.

2.3.3.2 Résultats

Les résultats de simulation sont présentés dans les Tableaux 2-4 a 2-9. Les résultats du di-
mensionnement a v;;,, = 30 m/s sont données Tableaux 2-4 et 2-5, ceux du dimensionnement
a v;;, = 50 m/s sont données dans les Tableaux 2-6 et 2-7 et les résultats du dimensionne-
ment & v;;, = 70 m/s sont rassemblés dans les Tableaux 2-8 et 2-9. Le premier Tableau il-
lustre les parametres d’entrées qui ont permis de respecter les conditions imposées précé-
demment tandis que le deuxiéme Tableau présente les paramétres de sorties. Le dimension-
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nement a 70 m/s commence a s’¢loigner du fonctionnement a basse vitesse mais permet tout
de méme une comparaison sur une plage plus large de contraintes mécaniques.

Le dimensionnement de 1I’ensemble des machines est établi a partir de modéles simplifiés
mais permettant de tenir compte des aspects mécaniques, thermiques et magnétiques. Les
mémes hypothéses sont appliquées a chaque machine. Ainsi, I’approche unifiée permet une
comparaison pertinente des performances des configurations étudiées. De plus, cette approche
s’inscrit dans 1’idée principale du manuscrit qui est de modéliser par une méthode rapide et
simple les machines ¢€lectriques.

La machine a flux radiale est nommée RFM, la machine a flux axial AFM et la machine to-
roidale id€ale est appelée TFM. Les pertes fer au rotor sont négligees, Py, représente donc les
pertes fer au stator. La longueur principale de la machine a flux axial est définie comme étant
sa hauteur totale hyo; = 2hy, + hg + e + hy.

Les valeurs d’entrées choisies sont trés optimistes notamment la pression tangentielle ou
encore les champs de saturation dans les culasses et dents. Ceci explique les valeurs de sorties
relativement importantes du couple et de la puissance spécifiques, en ajoutant le fait que la
masse calculée est seulement celle des parties actives des différentes machines considérées.
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Paramétres d’entrées RFM AFM TFM
Vitesse de rotation nominale N tr/min 900 600 900
Puissance mécanique Prec MW 0.7 0.7 0.7
Champ rémanent des aimants permanents ] T 1.1
Champ maximal dans I’entrefer B, T 1.2+%] 1.1 %] 1.095 |
Pression tangentielle o Pa 50000
Densité de courant volumique Jrms A/m? 7.00.10°  4.60.10° 1.08.107
Champ maximal dans la culasse stator By, T 1.6
Champ maximal dans la culasse rotor B, T 1.9
Champ maximal dans les dents B; T 1.6
Nombre de paires de poles p 16 16 16
Coefficient de forme de la machine A 0.6 0.5 0.181
Epaisseur d’entrefer mm 1

Tableau 2-4 : Parametres d’entrées du dimensionnement a vy, = 30 m/s

Parameétres de sorties du dimensionnement

Gain de TFM %

Structure de machine RFM AFM TFM Ecart %

Puissance spécifique SP W/kg 2497.1 15725 2889.9 392.8 15.73%

Couple spécifique ST Nm/kg 26.49 25.02 30.66 4.168 15.73%
Pertes joules P; w 6309.9 6104.1 9791.7
Pertes fer Py, w 4268.2 4046.8 3586.8
Pertes totales P, w 10578 10151 13378
rendement 0.9851 0.9857 0.9813
Mgimants kg 52.14 68.25 53.99
Myotor kg 113.88 164.18 105.28
M gents kg 51.54 93.18 4452
Masses Meuiasse stator kg 73.89 95.93 60.89
Mstator kg 166.45 280.97 136.94
M yivre kg 41.00 91.84 31.52

Mioteur kg 280.32 445.15 242.22 -38.1 —8.56%
Hauteur de culasse stator h,, m 0.0188 0.0211 0.0095
Hauteur de culasse rotor hyr m 0.0158 0.0177 0.0303
Epaisseur d’aimants h, m 0.0147 0.0152 0.0144
Hauteur d’encoche hg m 0.0275 0.0421 0.0178
Rayon d'alésage m 0.3402 0.4139 0.0498
Longueur principale (L, Ator, Reore) m 0.204 0.0551 0.275

Coefficient tétes de bobines k,,p, 1.35 1.42 1
Ratio Sgcr/Sext 0.84 1.14 0.65

Echauffement des bobinages h,. AT W/m? 12129 12430 11690
Charge linéique Ajms A/m 54662 59631 59903
Densité de courant surfacique K, s A/m 53569 58439 58705
Vitesse linéaire maximale vy, m/s 31.97 32.51 30.51

Tableau 2-5 : Parametres de sorties du dimensionnement pour vy, = 30 m/s
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Paramétres d’entrées RFM AFM TFM
Vitesse de rotation nominale N tr/min 2500 1500 2450
Puissance mécanique Prec MW 1 1 1
Champ maximal dans I’entrefer B, T 1.18 %] 1.18 + ] 1.08 x
Pression tangentielle o Pa 30000
Densité de courant volumique Jrms A/m? 7.00.10°  8.15.10° 1.14.107
Champ maximal dans la culasse stator B, T 1.6
Champ maximal dans la culasse rotor By, T 1.9
Champ maximal dans les dents B; T 1.6
Nombre de paires de pdles P 15 18 14
Champ rémanente des aimants permanents ] T 1.1
Coefficient de forme de la machine A 0.53 0.9 0.18
Epaisseur d’entrefer e mm 1
Tableau 2-6 : Parametres d’entrées du dimensionnement a v;;, = 50 m/s
Parameétres de sorties du dimensionnement Gain de TFM %
Structure de machine RFM AFM TFM Ecart %
Puissance spécifique SP W/kg 2339.9 1921.5 2776.2 436.3 18.65%
Couple spécifique ST Nm/kg 20.31 22.37 22.09 —0.28 -1.27%
Pertes joules P; w 5958.8 8811.4 9196.9
Pertes fer Prer w 7803 7673.7 6537.9
Pertes totales Py W 13762 16485 15735
rendement 0.9864 0.9837 0.9845
Mgimants kg 88.99 129.5 90.82
Myotor kg 207.83 275.08 187.29
Mgents kg 45.23 57.58 33.71
Masses Mcwasse stator kg 135.59 145.53 114.56
Mstator kg 219.55 245.34 172.92
Meyivre kg 38.72 42.24 24.65
Mmoteur kg 427.37 520.42 360.21 —67.16 —12.90%
Hauteur de culasse stator h,, m 0.024 0.0185 0.0138
Hauteur de culasse rotor hyr m 0.0202 0.0155 0.0365
Epaisseur d’aimants h, m 0.0167 0.0164 0.0162
Hauteur d’encoche hg m 0.0164 0.0141 0.0101
Rayon d'alésage m 0.442 0.409 0.0601
Longueur principale (L, Aot Reore) m 0.234 0.0515 0.334
Coefficient tétes de bobines k,,p, 1.39 1.19 1
Ratio Sgce/Sext 0.89 0.87 0.71
Echauffement des bobinages h,,. AT W/m? 8114.3 7939.1 8281.4
Charge linéique Ajms A/m 33353 33353 36441
Densité de courant surfacique
Ko, A/m 32686 32686 35712
Vitesse linéaire maximale v;;,, m/s 50.90 50.98 49.43

Tableau 2-7 : Parametres de sorties du dimensionnement pour vy, = 50 m/s
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Paramétres d’entrées AFM RFM TFM
Vitesse de rotation nominale N tr/min 2500 1500 2400
Puissance mécanique Prec MW 1 1 1
Champ maximal dans I’entrefer B, T 122 %] 1.13 %] 1.08 %]
Pression tangentielle o Pa 40000
Densité de courant volumique Jrms A/m? 7.00.10¢  5.25.10° 1.00.107
Champ maximal dans la culasse stator By, T 1.6
Champ maximal dans la culasse rotor By, T 1.9
Champ maximal dans les dents B, T 1.6
Nombre de paires de pdles D 16 18 16
Champ rémanent des aimants permanents ] T 1.1
Coefficient de forme de la machine A 0.8 0.7 0.17
Epaisseur d’entrefer e mm 1

Tableau 2-8 : Parametres d’entrées du dimensionnement a vy, = 70 m/s

Parameétres de sorties du dimensionnement

Gain de TFM %

Structure de machine RFM AFM TFM Ecart %

Puissance spécifique SP W/kg 5628.2 3677.8 6539.2 911 16.19%

Couple spécifique ST Nm/kg 21.50 23.40 26.01 2.60 11.13%
Pertes joules P; w 3758.5 4223.3 5512.3
Pertes fer Prey W 10668 9243.6 8398.3
Pertes totales Py w 14427 13467 13911
rendement 0.9857 0.9868 0.9863
Mgimants kg 36.26 49.30 34.34
Myotor kg 73.85 106.94 66.026
Mgents kg 34.24 58.53 28.48
Masses Meuiasse stator kg 45.16 57.65 37.63
Mgtaror kg 103.83 164.96 86.90
Meyivre kg 24.42 48.79 20.79

Mopoteur kg 177.68 2719 152.92 —24.76 -9.11%
Hauteur de culasse stator h,,_ m 0.0140 0.0143 0.0078
Hauteur de culasse rotor hyr m 0.0118 0.0121 0.0266
Epaisseur d’aimants h, m 0.0125 0.0123 0.0123
Hauteur d’encoche hg m 0.0220 0.0293 0.0154
Rayon d'alésage m 0.2668 0.3308 0.0418
Longueur principale (L, Reoe, Reore) m 0.2135 0.0398 0.2456

Coefficient tétes de bobines k,,;, A/m 1.245 1.249 1
Ratio Sgce/Sext 0.85 1.02 0.64

Echauffement des bobinages h,. AT W/m? 8913.3 8754.2 8746.1
Charge linéique Ay A/m 43013 46438 48588
Densité de courant surfacique Ky, A/m 42152 45510 47617
Vitesse linéaire maximale vy, m/s 69.59 70.14 71.98

Tableau 2-9 : Parametres de sorties du dimensionnement pour vy, = 70 m/s
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Le premier dimensionnement est effectu¢ a 30 m/s et la puissance mécanique est fixée a
0.7 MW. Ce dimensionnement est celui qui représente le mieux le fonctionnement a basse
vitesse. Premier constat, la machine toroidale présente un gain au niveau de la puissance mas-
sique et du couple massique de 15% par rapport a la machine radiale. Ce gain correspond a
une masse diminuée de quasiment 9%. Ces premiers résultats confirment 1’idée selon laquelle
la machine toroidale idéale offre un meilleur couple spécifique en améliorant I’utilisation du
cuivre. Ceci peut s’expliquer par un meilleur refroidissement au vu du ratio S, /Sex¢ effecti-
vement en faveur de la TFM. La densité volumique de courant j,.,,,s d’entrée est donc plus
¢levée pour la machine toroidale, pour au final obtenir un échauffement des bobinages sensi-

blement identique entre les trois machines.

Le deuxieme dimensionnement est réalisé a v;;;,, = 50 m/s et B, = 1 MW. Ici, nous ob-
tenons un gain de 18% en puissance spécifique contre une baisse de 1.27% en couple spéci-
fique. Contrairement au cas précédent, les vitesses de rotation d’entrées présentent de plus
gros écarts pour ce deuxieme dimensionnement. La puissance mécanique étant constante, les
¢carts de vitesse nominale d’entrée entrainent un écart important au niveau du couple imposé
a la machine, ayant pour conséquence un déséquilibrage des résultats entre le couple et la
puissance spécifique de sortie. On constate tout de méme un gain sur la masse de quasiment

13% en faveur de la machine toroidale.

Le dernier dimensionnement a été effectué a v;;,, = 70 m/s et By, = 1 MW. Dans ce cas,
la disparité des vitesses d’entrée se fait moins ressentir sur les résultats. Les gains respectifs
sur le couple et la puissance spécifique sont de 16% et 11%, soit une réduction de masse de
9%. Le ratio S;.¢+/Sext €St toujours meilleur pour la machine toroidale. Ces résultats corrobo-

rent les conclusions énoncées précédemment.

L’approximation de la machine toroidale idéale a une machine tubulaire a permis de mon-
trer sur quelques dimensionnements que la recherche d’une meilleure utilisation du cuivre a
bien un impact positif sur le couple spécifique. Ces résultats sont bien évidemment soumis a
la validité de I’hypothése disant que le dimensionnement tubulaire est suffisamment proche
du dimensionnement toroidal. De plus, une méthode similaire a déja été appliquée pour modé-
liser la machine a flux axial [33][34], ou la modélisation 2D dans le plan de coupe cylindrique
de la machine a flux axial est résolue dans le repére cartésien a la place du repére cylindrique.

Enfin, les résultats montrent que la configuration toroidale permet un gain significatif de
par la création d’un couple sur la totalité¢ de la spire et également 1’avantage géométrique

permettant une meilleure évacuation des pertes.



Modeéle de dimensionnement de la machine toroidale 91

2.3.3.3 Validation

Les équations de dimensionnement ont ét¢ validées pour le cas de la machine a flux radial
[20]. La méme méthode a été appliquée au cas de la machine a flux axial dans [18] et dans ce
manuscrit au cas de la machine tubulaire. Cette méthode de modélisation est utilisée ici pour
comparer les machines et prouver le gain de performances de la machine toroidale. La valida-
tion sur un dimensionnement réel de machine n’est pas 1’objet de ces travaux. Afin de valider
les résultats précédents, la méme méthode de validation partielle que dans [18] est utilisée.

Elle consiste a vérifier le calcul de la hauteur d’aimant fait a partir du modéle analytique du
champ inducteur (section 2.3.2.3). Plus précisément, nous vérifierons que la hauteur d’aimant
h, donnée par 1’algorithme produit, au niveau du rayon d’alésage, un champ magnétique dont
I’amplitude atteint bien la valeur spécifiée B,,.Cela valide ainsi le fait que la distribution
d’aimants en réseau Halbach génére bien le flux inducteur souhaité dans la machine.

La validation est faite par ¢éléments finis via le logiciel FEMM [28]. La distribution
d’aimants en réseau Halbach utilisée pour la modélisation est considérée idéale. Nous pren-
drons, pour la validation, une distribution constituée de sept segments par pdle. La validation
est effectuée uniquement pour le dimensionnement, a v;;,, = 30 m/s.

Un pdle est modélisé sous FEMM en axisymétrique afin de calculer le champ magnétique
au rayon d’alésage de la machine tubulaire avec les dimensions géométriques du dimension-

nement a vy;, = 30 m/s Tableau 2-4. Le probléme et son maillage sont illustrés Figure 2-27.

z A z A

«=SmCo 21 MGOe «=SmCo 21 MGOe
=5mCo 27 MGOe =omCo 27 MGOe
‘Z{SmCo 271 MGOe ‘Z(SmCo 2[4 MGOe
iSmCo 27AMGOe iSmCo 27 AGOe
\&SmCo 271 MGOe \%SmCo 271 MGOe
~apmCo 27 MGOe ~apmCo 27 MGOe

_=$mCo 21 MGOe 1 ~=$mCo 21 MGOe r

R1 Rz Rg Rl RZ RS
(a) (b)

Figure 2-27 : Géométrie d’un pole de la machine tubulaire (a) et son maillage (b)
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1.194e+000 : >1.257e+000
1.132e+000 : 1.194e+000
1.069e+000 : 1.132e+000
1.007e+000 : 1.069e+000
9.446e-001 : 1.007e+000
8.821e-001 : 9.446e-001
8.197e-001 : 8.821e-001
7.573e-001 : 8.197e-001
6.948e-001 : 7.573e-001
6.324e-001 : 6.948e-001
5.700e-001 : 6.324e-001
5.075e-001 : 5.700e-001
4.451e-001 : 5.075e-001
3.827e-001 : 4.451e-001
3.202e-001 : 3.827e-001
2.578e-001 : 3.202e-001
1.953e-001 : 2.578e-001
1.329e-001 : 1.953e-001
7.048e-002 : 1.329e-001
<8.041e-003 : 7.048e-002

nsity Plot: |B|, Tesla

g

Figure 2-28 : Résultat de simulation du champ inducteur de la machine tubulaire.

Le maximum du champ magnétique dans I’entrefer doit étre égal a la valeur spécifiée dans
le Tableau 2-4, soit :

B,, = 1.095 %] = 1.2045 T (2.142)

Le résultat de la simulation est présenté en Figure 2-28. On trace en Figure 2-29 la compo-
sante radiale du champ magnétique au rayon d’alésage B,(R3,z) sur un quart de pole afin de
calculer son amplitude et de comparer sa valeur a celle spécifiée. On obtient une amplitude de
1.2043 T soit une erreur de 0.5% ce qui valide les équations de dimensionnement.

14 T T T T T

- Simulation &lements finis
1.2 —;/\
B

fondamental .
1T =

0.8

0.6 [

0.4

Champ magnétique [T]

i i i i i
] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
position axiale z [m]

Figure 2-29 : Champ magnétique radial au rayon d’alésage en fonction de la position
axiale
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2.4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’illustrer les principes mathématiques nécessaires a 1’établissement
des mod¢les du champ magnétique dans les machines. Les modéles de différentes configura-
tions géométriques ont été présentés permettant d’observer une grande similitude permise
notamment par la description des sources en série de Fourier. Nous avons donc une premicre
unification des mod¢les analytiques du champ magnétique permise par la description en série
de Fourier.

Ces modeles 2D analytiques ont permis d’établir une méthode de dimensionnement appli-
quée a trois types de machines : radiale, axiale et tubulaire, cette derniére pour approximer la
machine toroidale. Cette méthode unifiée appliquée a un méme cahier des charges a ensuite
permis de mettre en avant les avantages de la nouvelle machine proposée et de montrer un
gain intéressant au niveau de la masse et donc du couple massique. Ce gain aux alentours de
10% au niveau de la masse et de 15% au niveau du couple massique permet de justifier la
poursuite des travaux de recherche sur cette nouvelle configuration.

Reste désormais a établir un modele analytique 3D du champ magnétique a vide de la ma-
chine toroidale. Préalablement, le prochain chapitre porte sur la modélisation 3D de la ma-

chine a flux axial avec pour but de dégager une méthode généralisable a toutes configurations.
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Chapitre 3
Mod¢lisation Hybride en 3 Dimensions
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3.1 Introduction

Le chapitre précédent présente la modélisation analytique 2D du champ magnétique a vide
des machines synchrones a aimants permanents sans saillance au rotor et sans encoches par
méthode de séparation des variables. Les machines linéaires, tubulaires et a flux radial présen-
tent une invariance par translation ou par rotation de la géométrie, des propriétés magnétiques
et de ’aimantation des aimants permanents permettant la réduction du probléme a un pro-
bléme 2D. En revanche, les machines a flux axial ne présentent pas d’axes d’invariance par
translation ou rotation. Ceci empéche une modélisation du champ magnétique en 2D.

Dans les méthodes par séparation de variables en 2D la solution peut étre considérée
comme une série de solutions élémentaires. En 2D, une solution élémentaire est le produit de
deux fonctions la premicre est fonction d’une coordonnée de position du repére et 1’autre
fonction de 1’autre coordonnée. Comme les machines étudiées présentent une périodicité spa-
tiale le long d’un des axes de coordonnées, la premicre fonction est une fonction trigonomé-
trique en sinus ou cosinus. La deuxiéme fonction est une fonction solution d’une équation
différentielle. Le type de cette fonction change suivant la configuration géométrique de la
machine. Dans le cas de la machine linéaire par exemple la deuxiéme fonction est une fonc-
tion hyperbolique, dans le cas de la machine tubulaire, une fonction de Bessel. De plus sui-
vant la configuration géométrique, a cette deuxiéme fonction il faut ajouter une fonction par-
ticuliére.

Ce chapitre est dédié a 1’élaboration d’un modéle appelé modele hybride car il associe le
modele analytique par méthode de séparation des variables a un modele numérique en diffé-
rences finies. Ce modéle est généralisable a toutes les configurations géométriques de ma-
chines présentant une périodicité géométrique et des propriétés magnétiques suivant un ou
deux axes de coordonnées. Nous allons 1’appliquer a la modélisation du champ magnétique a
vide de la machine a flux axial.

3.2 Etat de l’art de la modélisation analytique du champ magné-

tique a vide dans les machines a flux axial

Hormis I’existence des modeles dits quasi-3D basés sur une modélisation 2D [33]-[37] vus
au chapitre précédent, il existe, dans la littérature, des modeles analytiques en trois dimen-
sions de machine a flux axial a aimants permanents. [42] a établi un modele 3D en faisant
appel a la description en série de Fourier ainsi que la transformation de Hankel, qui s’éloigne
donc de ce que nous proposons dans ce chapitre. [43], [44] et [45] modélisent également la
machine a flux axial a aimants permanents sans encoches en faisant appel a la méthode de
riables. Ils proposent un modele 3D purement analytique.
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(a)
Figure 3-1 : Schéma de la machine a flux axiale traitée dans (a) [44] et (b) [43]

Pour analyser leurs méthodes, partons de I’équation aux dérivées partielles issue des équa-
tions de Maxwell. Le probléme est formulé en terme de potentiel scalaire magnétique () :
AQ=divM (3.1
Suivant la méthode de séparation des variables, la forme de la solution élémentaire est [12] :
Q(r,0,z) = f(r).g(0).h(2) (3.2)
En remplacant dans 1’équation de Poisson (3.1), on obtient :
1[d?f 1df 11d%g 1d?h
- |l—+-—|+=——+-——==0 33
f[dr2+rdr +r2gd92+hd22 (3-3)

En isolant les termes en z, en @ puis en r on obtient trois équations différentielles :

1 d?h
- (3.4)
1d?
_Eag=ﬂ (3.5)
d*f 1df 7
|- B G5)

L’équation (3.6) est une équation différentielle de Bessel. A partir de 1a, les solutions pos-
sibles dépendent du signe des constantes de séparation u et A, jusque-la appartenant a R. Ce-
pendant, la description en série de Fourier de I’aimantation suivant la direction de 1’alternance
des pdles impose de choisir une solution en @ sinusoidale, p doit donc étre choisie positive et

identifiée a la périodicité du terme source u = m? = (n.p)2.
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» Casl:u=m?etd=—k?

([d*f  1df . m?
4' [d‘rz r dr + (k B r_2>f =0 {f(r) = ¢y Jm(kr) + €. Vi (k1) 3
= (3.7)
L 1 d?h _ 2 h(z) = c3.ch(kz) + c4.sh(kz)
h dz?
» Cas2:pu=m?etd=k>?:
d*f 1df , m?
lﬁ"’r dr —<k +r_2>f=0 f(r) = cq. L (kr) + ¢y Ky (k1)
, = { (3.8)
| _1d°h 2 h(z) = c3.cos(kz) + c,.sin(kz)
h dz?

Si la constante est positive (3.7), f est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel de
premicre et deuxiémes espéces, si la constante est choisie négative (3.8) on a alors les fonc-
tions de Bessel modifiées de premiére et deuxiéme espece. Ainsi, la forme de ces solutions
sommeées sur 1’indice n, par principe de superposition donnent un potentiel scalaire sous la
forme d’une série de Fourier en 6 pour un r et z donné :

[0e]

QO(r,0,z) = [a,. Jm (k)
ngg;w. (3.9)

+ b,,. Y, (kr)].[c,.ch(kz) + d,,.sh(kz)] .cos(m8@)

o)

O(r,0,z) = [a,. L, (kr)
n=123 (3.10)

+ b,.K,,(kr)].[c,.cos(kz) + d,.sin(kz)] . cos(m®)

La résolution par séparation des variables en trois dimensions introduit une deuxiéme cons-
tante de séparation k par rapport a la résolution 2D. La périodicité en 8 permet, par identifica-
tion a la description des sources, de discrétiser la constante m afin d’obtenir une solution en
série de Fourier par rapport a 8. En revanche, nous n’avons a ce stade aucune information sur
k, ce qui fait toute la difficulté du probléme 3D. Le développement effectué dans les articles
[44] et [45] proposent deux solutions différentes a partir de ce point du raisonnement.

[43] propose de résoudre le probléme en faisant appel a une description en série de Fou-

rier-Bessel suivant la coordonnée r du terme source, i.e. de I’aimantation M.

M(r,0) = Z JOOMn.]np(kr) cos(npB) dk (3.11)
0

n=1,3

Les coefficients M,, sont ensuite calculés par la transformée de Hankel. Cela est rendu pos-
sible de par les propriétés d’orthogonalité des fonctions de Bessel [43]. Il est possible de les
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utiliser de la méme manicre que les fonctions sinusoidales dans le cas des séries de Fourier.

Le potentiel scalaire magnétique est ici de la forme :

oo
Q=- Z f Ap. Jnp(kr).cos(npf) .sh(kz) .dk (3.12)
n=1,3"9

On reconnait ici la solution du cas 1 (3.9) détaillé précédemment avec la présence des
fonction hyperboliques sh suivant z. Grace a ’utilisation des séries de Fourier Bessel, la
constante de séparation k est ici intégrée de [0, o] en supposant que les conditions aux limites
de champ normal s’étendent infiniment suivant r. Les coefficients 4,, sont ensuite déterminés
grace aux conditions limites et conditions de passage pour chaque région considérée.

L’avantage de cette méthode de résolution est qu’il n’y a que deux régions a considérer,
celle des aimants et de 1’entrefer, limitant le nombre d’interfaces et de conditions aux limites.
Cependant le niveau de complexité des fonctions de Bessel couplée a la description en série
de Fourier-Bessel en fait un mod¢le difficile a manipuler et a implémenter dans un algorithme
d’optimisation par exemple.

[44] résout le probléme d’une autre maniére, au lieu de proposer une description en série
de Fourier-Bessel comme I’article précédent, la méthode des images est utilisée afin d’étendre
le probléme dans la direction axiale. La méthode des images rend alors possible la description

des sources en une double série de Fourier suivant les coordonnées axiales et azimutales.

M,(0,z) = Z z My, cos(np@) . cos (—z) z M,,, cos(npB) (3.13)
n=1,3,5 k=1 n=1,3,5
Cette description est valable quelque soit 6 et z et pour © € [Rint, Rext]- Rint€t Reye €tant
les rayons internes et externes des aimants permanents. Il y a donc 3 régions a considérer, la
région des aimants et I’air devant et derriere les aimants dans la direction radiale. Ainsi, la
méthode de séparation des variables est appliquée suivant le cas 2 (3.10) et la forme de la so-
lution devient :
Q(r,0,z) = Z[an.lm(kr) + b,.K,,,(kr)] .cos(kz).cos(np@) (3.14)
n=0

La forme de la solution semble dans ce cas plus conventionnelle que celle de 1’article pré-
cédent. Cependant, du fait de la présence de 3 régions, le calcul des coefficients (deux pour
chaque région, soit un total de six) est beaucoup plus lourd et I’expression finale du champ

magnétique a vide est extrémement longue.

Le chapitre 2 met en évidence les points communs existants dans les développements ana-
lytiques des modeles des différentes topologies de machine mais aussi leurs différences. La
périodicité de la disposition des pdles unifie la méthode par I’utilisation de la série de Fourier.
D’autre part, la recherche des fonctions propres, solutions de 1’équation homogene aboutit a
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des solutions différentes dans les autres directions la ou la périodicité est absente. La re-
cherche de solution particuliére, si nécessaire, est un obstacle supplémentaire a 1’unification

de la méthode. Cela impose ’utilisation d’un modele unique a chaque machine.

Le passage au 3D complexifie davantage le probléme. Dans le cas de la machine a flux
axial, la recherche de solution particuliére n’est pas nécessaire si les poles sont orientés axia-
lement, cependant la méthode de séparation nécessite I’introduction d’une deuxiéme constante
de séparation afin de proposer une forme de solution suivant chaque coordonnée du repére
considéré. Une des deux constantes est identifiée a la périodicité des poles, déja présente dans
le cas 2D. L’autre constate, arbitraire est un obstacle a I’avancée du probléme. Elle nécessite
le recours a de nouveaux principes mathématiques [42] et [43] pour aboutir a une solution. La
solution proposée dans [44] est intéressante car elle permet I’introduction d’une périodicité
suivant une deuxiéme coordonnée du repére considéré par la méthode des images. Cette
double périodicité est donc modélisable par série de Fourier, unifiant la méthode dans deux
des trois directions de la résolution en 3D.

Nous proposons dans ce chapitre une méthode hybride se basant sur la double périodicité
permise par la méthode des images [44]. Une méthode des différences finies est ensuite intro-
duite afin d’obtenir la solution dans la troisiéme et derniére direction du systéme de coordon-
nées choisi. La méthode des différences finies est simple a développer dans le cas 1D et
s’applique a tout systéme de coordonnées. Nous pouvons ainsi envisager son application a
tout type de machine. Nous proposons, dans ce chapitre de développer et valider cette mé-
thode sur le cas de la machine a flux axial.

3.3 Mc¢thode de modélisation hybride en 3 dimensions

3.3.1 Definition du probleme

La méthode développée dans cette section a fait 1’objet d’un article [46]. Elle est dévelop-
pée plus en détail ici. Considérons le cas simple d’'une machine a flux axial a aimants perma-
nents comportant un seul entrefer, c’est-a-dire un rotor et un stator. Les aimants sont une por-
tion radiale, angulaire et axiale d’un cylindre.

Cette forme d’aimant est appelée forme « trapéze » et est la plus simple a modéliser car
elle est définie comme un segment radial, angulaire et axial du repére cylindrique. Cela per-
met de délimiter la zone des aimants par des surfaces iso-coordonnées, permettant une facile
description mathématique du probléme. Nous considererons ici des aimants aimantés axiale-
ment. La Figure 3-2 illustre le probléme ainsi que ses principales dimensions. Notons que
I’entrefer contient également la dimension axiale des bobines e = e, + €0, afin

d’effectuer ultérieurement les calculs de couple statique et de force électromotrice (cf. section
1.2.3).
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Zone de bobinage
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Figure 3-2 : Schéma de la machine et vue en coupe cylindrique d’une paire de poles

Le nombre de régions a considérer est beaucoup plus important que dans le cas de la modé-
lisation en 2D pour lequel il n’y a que deux régions a considérer. Les régions sont délimitées
par les surfaces iso-coordonnées du repere cylindrique (cf. section 1.2.1). Par conséquent, plus
le nombre de régions a considérer est élevé, plus la complexité du probléme augmente. 11 est
donc primordial de réduire au maximum le nombre de régions a considérer avant d’entamer le
calcul 3D. Les hypothéses suivantes sont donc établies :

* La perméabilité des aimants est considérée égale a celle de I’air donc uy. Dans la
zone des aimants (0 < z < h, sur la Figure 3-2), les aimants permanents et 1’air
peuvent donc étre considérés comme un seul et méme milieu.

» Les interfaces avec le fer sont remplacées par des conditions aux limites de flux
normal, représentés en bleu sur la Figure 3-3. Le fer n’est pas considéré dans
I’étude.

= Le champ magnétique a I’intérieur proche de I’axe et a I’extérieur sont négligées.
Le probléme est donc limité radialement par deux conditions aux limites de flux pa-
ralléle sur les deux surfaces cylindriques (en r = Ry etr = R;) présentées en rouge

sur la Figure 3-3.

Figure 3-3 : Conditions aux limites de flux normal (bleu) et conditions aux limites de flux
tangentiel (rouge)
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A ce stade, il y a donc 4 régions a considérer : la zone des aimants (région II), I’entrefer
au-dessus des aimants (région IV) mais également I’entrefer devant et derriére les aimants
dans la direction radiale (respectivement régions I et I) comme illustré Figure 3-4, ce qui
donne cinq interfaces et quatre conditions aux limites. Dans ce cas, il faudrait alors établir une
forme de solution pour chacune de ces régions et calculer leurs coefficients en appliquant les
équations issues des conditions de passage et conditions aux limites, ce qui rend le calcul trés
lourd comparé au cas en deux dimensions. Il est cependant possible de réduire le nombre de
régions grace a la méthode des images.

Conditions aux limites
de flux paralléle

Conditions aux limites
de flux normal

Y

Figure 3-4 : Représentation en 3 dimensions des régions a considérer

La méthode des images est utilisée ici de la méme fagon que dans [44]. Elle consiste a con-
sidérer un nouveau probleme équivalent dans lequel les conditions de flux normal sont rem-
placées par une disposition symétrique des sources (ici les aimants permanents) par rapport au
plan sur lequel est appliqué la condition aux limites (i.e. les plans z = 0 et z = h, + e). Nous
obtenons alors un nouveau probléme €tendu dans la direction axiale dont la solution est exac-
tement la méme que celle du probleme initial. La Figure 3-5 illustre la méthode appliquée au
cas traité ici.

structure
equivalente

z > 7

A

Lignes de champ

[ Périodicité
ha + e} EELILL IS TSI SIS SIS SIS SIS SIS ha + et dd L LAl L Jobibbe LILESLL Axiale

ha T hy +

Solution
T O iii7rsrssss s s s s 7 77 rr i s s s s s s s s st 77 i identique r

! | 6

Périodicité angulaire

Figure 3-5 : Principe de la méthode des images appliquée a la machine a flux axial
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Le positionnement symétrique des aimants par rapport a la surface sur laquelle est appli-
quée initialement la condition aux limites permet de conserver un flux normal a cette surface
dans le nouveau probléme. Ainsi, le nouveau probléme présente exactement la méme solution
dans la zone définie initialement. De plus, du fait de la présence de deux conditions de flux
normal, cette nouvelle géométrie peut étre répétée indéfiniment dans la direction axiale. Plus
précisément, 1’image par rapport au plan z = 0 peut elle-méme étre répétée par rapport au
plan z = h, + e, et ainsi de suite jusqu’a obtenir une répétition périodique de la source ini-
tiale.

La périodicité axiale induite par la méthode des images vient s’ajouter a la périodicité an-
gulaire déja existante. Cette double périodicité peut étre modélisée par une double série de
Fourier suivant les coordonnées 6 et z. On écrit donc 1’aimantation (purement axiale ici) des
aimants permanents sous la forme :

M,(0,z) = z z M, cos(np@) . cos (an z) (3.15)
n ok

ou M, sont les coefficients de la série de Fourier a calculer suivant les formes d’ondes de la
Figure 3-7, n et k sont les rangs d’harmoniques respectivement dans la direction 6 et z, p est
le nombre de paires de poles et m/7T est la demi période de 1’aimantation dans la direction
axiale (avec T = h, + e). Cette modélisation permet donc a elle seule de décrire le compor-
tement des sources dans les régions I/, région des aimants permanents et IV, région de
I’entrefer au-dessus des aimants.

Modéliser 1’aimantation sous la forme d’une double série de Fourier dans les directions
axiales et azimutales permet donc d’unifier les régions II et IV (désormais appelée région I1)
et ainsi de réduire le nombre de régions a considérer de 4 a 3, et le nombre de conditions de
passage de 5 a 2 comme illustré Figure 3-6.

Conditions aux limites
de flux paralléle

Conditions de passage

Conditions aux limites
de flux normal

Avant application de Aprés application de
La méthode des images La méthode des images

Figure 3-6 : Réduction du nombre de régions apres application de la méthode des images
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Le calcul des coefficients M, se fait par ’intermédiaire des formes d’ondes M, (6) et
M, (z) présentées Figure 3-7. Cette description est valable dans toute la région I1. La forme
d’onde M,(z) de la Figure 3-7 est tracée suivant une ligne axiale traversant un pdle orienté
suivant +e,. Si nous prenons un pole sud les créneaux sont identiques a ceux de la Figure 3-7
mais négatifs et si cette ligne est placée entre deux poles alors M,(z) = 0,Vz.

M,(8)

M) “

I
o

Figure 3-7 :Formes d’ondes de ['aimantation dans la région 11

Le calcul des coefficients est détaillé en Annexe. L’expression finale de I’aimantation est :

M,(0,z) = z z Moy cos(np@).cos?z + z M, cos(np0) (3.16)

n=13,5 k=1 n=1,3,5
8M na,mT 3.17
M, = - sin(knaq) sin( P ) @17
4M | ma,m (3.18)
My = aq Esm ( > )

ou a, est I’arc polaire, a; = hq/(h, + €) est I’équivalent de I’arc polaire dans la direction
axiale défini suite a I’application de la méthode des images et M est I’aimantation des aimants
permanents.

S’assurer de 1’exactitude du calcul de la double série de Fourier est primordial avant de se
lancer dans la résolution des équations de Maxwell pour éviter toute erreur de calcul. Pour ce
faire, il est possible de tracer I’expression (3.16) sur une surface cylindrique pour un rayon
donné dans la région 11 (R, <1 < R,y:). Considérons, pour cette validation seulement, que
I’aimantation des aimants permanents est €gale a 1’unité. Nous obtenons alors le tracé en 3D
de la Figure 3-8 dans lequel I’axe x et y de la Figure représentent respectivement 1’axe des 6
et ’axe des z de notre probléme en 3D. L’axe z de la Figure représente la valeur de
I’aimantation, 1 pour un pdle nord et —1 pour un pdle sud en fonction de la position angulaire
et axiale sur la surface cylindrique considérée. Le résultat est tracé pour 1000 harmoniques

afin d’avoir un signal proche du signal carré.
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0 20

40 (mm)

Figure 3-8 : Aimantation en fonction de 0 et z pour M = 1

Les hypothéses du probléme étant posées et les sources étant modélisées proprement, la ré-
solution de I’équation de Poisson par la méthode de séparation des variables en 3D peut dé-
sormais étre appliquée.

Une implication majeure de la méthode des images est qu’a partir de la définition initiale
d’une machine a flux axial, I’extension du probleme dans la direction axiale permet finale-
ment de modéliser des machines poly-entrefer. Il suffit donc de considérer la solution pour
z € [0,h, + e] pour une machine mono-entrefer et la solution dans I’intervalle z €
[0,2(h, + e)] dans le cas d’une machine double-entrefer.

3.3.2 Application de la méthode de séparation des variables

Nous cherchons a modéliser le champ magnétique produit par les aimants permanents en

circuit ouvert. L’équation aux dérivées partielles est :
0 dans [ et Il
AQ =

(3.19)
divM dansl!I

L’aimantation n’ayant qu’une composante axiale, le second membre développé donne :

M, ~ ~of kn  (km
o Zg 5 ; (— 7) M. cos(np@) . sin (T z) (3.20)
n=1,3, =

ou T = h, + e. Le laplacien ou 1’équation de Poisson (3.19) peuvent alors étre écrit dans les

régions respectives :

aZQI,III 16.01’111 1 aZQI,III aZQI,III
a2 Ty or Tz gez T g

=0 (3.21)

920" 100" 1 92 azn"_aMZ

_ —_ — 3.22
or? +r or +r2 002 + 0z2 0z ( )

Nous appliquons une séparation simple dans le cas du repere cylindrique, le potentiel sca-

laire s’écrit :
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O, 8,2) = f(r).g(8).h(2) (3.23)

En insérant la forme séparée (3.23) dans le laplacien (3.19) nous aboutissons a une équa-

tion différentielle ordinaire pour chaque fonction f, g et h :

([d*f 1df ay

a2t var) (et ) s=
2

< % — —ag (3.24)
d%h

L E=—a2.h

ou a4 et a, sont les constantes de séparations qui peuvent étre choisies positives ou négatives.
Leur signe est choisi de sorte que la forme de la solution soit la méme que celle de la source,
ici de ’aimantation des aimants. Nous souhaitons que les fonctions g et h soient sinusoidales,
les constantes de séparation sont donc choisies positives. Classiquement, les solutions de
chaque fonction sont [12] :

fir—o Aly (ayr) + B.K, (ayr)
g:60 - C.cos(a;0) + D.sin(a,0) (3.25)
h:z - E.cos(a,z)+ F.sin(a,z)

ou A, B, C, D, E et F sont des constantes arbitraires. I, (a,7) et K, (a,7) sont des fonctions

de Bessel modifiées de premicre et deuxieéme espéce d’ordre a;. Le développement est
jusqu’ici identique aux modeles purement analytiques développés dans [43], [44].

Pour généraliser la méthode de séparation des variables, nous proposons de résoudre
I’équation différentielle définissant la fonction f par la méthode des différences finies. Le
laplacien nous impose de choisir le potentiel scalaire magnétique sous la méme forme que le
terme source, ainsi nous fixons D = 0 et E = 0 et les constantes de séparation a,et a, sont
identifiées respectivement a n.p et km/t. Le principe de superposition permet de sommer

toutes les solutions existantes sur n et k pour obtenir une solution de la forme :

Q(r,0,z) = Z z Wk (1) cos(npB) sin (— Z) (3.26)
n=135 k=1 t

Le terme f(r) de I’équation (3.24) a été renommé w,; () apres application du principe de
superposition et représente les coefficients de la série de Fourier dépendant de r et du rang
d’harmonique (n, k). Un terme supplémentaire w,, devrait étre ajouté pour respecter la forme
des sources. Cependant, seule la composante axiale B, du champ magnétique a vide est consi-
dérée ici pour les calculs ultérieurs du couple et de la force électromotrice. Ainsi, ce terme
indépendant de z disparait d’apres la loi constitutive des matériaux magnétiques en raison de
la dérivée suivant la coordonnée axiale :
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(3.27)

3.3.3 Application de la méthode des différences finies

La forme de la solution issue de la méthode de séparation des variables conserve les solu-
tions en O et z. Nous devons désormais calculer la fonction w,; par la méthode des diffé-
rences finies. Pour ce faire, il faut établir une nouvelle équation différentielle sur wy,. En
insérant la forme de la solution (3.26) dans le laplacien défini dans chaque région (3.21) et
(3.22), nous obtenons :

d2w. 1 deo A1 kK22 n?p?
nk lawpe ™™ SN R P 7 (3.28)
dr? r dr 7° T2 e
dzwnkn 1 dwnku kznz n2p2 11 kr
dr? rar T T e S Mo T (329)

Il y a donc n x k équations a résoudre pour chaque région I, II et III. Pour chaque couple
(n, k), une méthode des différences finies a pas variable est appliquée pour R, =1 = R,
comme illustré Figure 3-9.

Uj—q Uu; Uiy,

& & &
L 4 g ®

Figure 3-9 : Schéma de principe de la discrétisation a pas variable dans la numérotation
globale

Les formules de Taylor au second ordre sont appliquées au cas du pas variable pour calcu-

ler les dérivées de la nouvelle inconnue w,,, :

(dwnk) _ hi 2w g — (hi—12 - hiz)ui + h% Uy, (3.30)
dr J; hihi_1(h; + h;_1)
dzw:k _5 hi—ju;—q — (hi—y — hpu; + hyuiyg (331
drs /. hihi_1(h; + hi_1)

ou u; est la valeur de w,; pour r = 1; et h; est le pas de discrétisation entre r; etr;,,. Les
équations (3.28) et (3.29) ainsi que la discrétisation proposée en (3.30) et (3.31) peuvent étre
traduites en une équation matricielle pour Rie =7 = Ry, Roxyt 27 = Ripe €t Ry 27 = Ryt

I I _ plI
Ank'vnk - Bnk

I 11 _ pll

Ank'vnk - Bnk (3'32)
mar 11 _ plil

Ank'vnk - Bnk
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ou v, est le vecteur contenant les valeurs de w,, en chaque point du probléme discrétisé
radialement, A, est la matrice contenant les coefficients calculés grace aux formules de Tay-
lor, et By, le vecteur représentant le second membre de 1’équation différentielle (3.28) et
(3.29).

Chaque région est liée a une condition de passage ou une condition limite rappelée ci-
dessous et illustrée Figure 3-10. Dans le cas général, a I’interface entre deux milieux i et j
elles s’écrivent :

Condition aux limites:  H, =0 (3.33)

3.34

Conditions de passage : {

ou n;; est la normale a 'interface ij de i vers j.

A T’aide de la loi constitutive des milieux magnétiques, liant le champ magnétique B et le
champ d’excitation magnétique H, on peut écrire :

H£'| T‘=R0 = 0

11

(3.35)
Hr | r=R; = 0

H.=0 =>[

n
0000

// % CL2
Ry S 8 % ’
Rext <)) X % y T

%
/¢
&

R, CL1

Figure 3-10 : Conditions aux limites (rouge) et conditions de passage (orange) entre les
différentes régions.

HY| oy, = HY| =gy, (3.36)
(Bi—Bj).my; =0 =
H”| _ =H”I| _
T | Y=Rext T | r=Rext
I _ yglI
H9| r=Rint — HQ T=Rint
HL| = HY|
Z 7"=Rint VA r=RiTlt (337)
1 gl
{He "=Rext —Hg T=Rext

11 —pylll
HZ | T=Rext _Hz | T=Rext

(Hl—H])an]=() =
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Les équations sont écrites pour chaque interface. Il est a noter que la continuité de la com-
posante tangentielle a ’interface se décline en deux équations distinctes en 6 et z. La compo-
sante M, est nulle ici, d’ou dans 1’équation (3.36), on peut exprimer la continuité du champ
magnétique par la continuit¢é du champ d’excitation magnétique car la perméabilit¢ de

I’aimant est supposée égale a celle de I’air.

A D’aide de la définition du potentiel scalaire magnétique liant le champ d’excitation ma-
gnétique H au potentiel scalaire magnétique () et de la forme de la solution (3.26) qui permet
de relier Q0 a w,;, on peut réécrire ces conditions de passage et conditions aux limites (3.35) a

(3.37) sous leurs formes analytiques pour chaque couple (n, k) :

1
H,| 0 i
=R = T'=R0 -
{ TR (338)
Hy |T=R1 =0 Onk =0
 dr | =Ry
((dwp! dwp,!!
I — gl r | 7TRine T r
{Hr| T=Rine — Hy | T=Rint N d d r=Rint (3 39)
11 — gl 11 111 ’
Hr | T=Rext _Hr | T=Rext |dwnk dwnk
dr -~ dr
L T=Rext T=Rext
1 — ylI I — 11
Hel =Rint — H@ T=Rint N Wnk | =Rint — Wnk | =Rint (3 40)
HIl — HIIl I| — II| '
z| r=Rint — "z | r=Rint Wnk T=Rint — Wnk =Rint

”I| T=Rext
(3.41)

11 gl 11 —
{He T=Rext —HB T=Rext - {wnk | T=Rext =Wnk
T=Rext

11 gl 111
HZ | T=Rext _HZ | T=Rext |

11 —
Wng | T=Rext =Wnk

Les deux équations (3.40) et (3.41) issues de la continuité de la composante tangentielle du
champ d’excitation magnétique H aboutissent finalement a la méme équation sur wy et im-
posent la continuité de la fonction wy, a I’interface entre les régions I /11 et I1/111. Les condi-
tions de passage et aux limites (3.38) et (3.39) sont ensuite discrétisées pour donner :

( uiI _ui—11
CL1:r =R, T ~0
—
CPl1:r=R; u —u_q! _ =l
int hi_l hi »
<u-”—u- JT T 10 (3.42)
CP2: r= Rext i i— _ i+ /
hi—q h;
charr=t w
hi—1

Les équations matricielles établies dans chaque région et les conditions de passage et aux
limites discrétisées (3.42) peuvent étre rassemblées sous une seule et méme équation matri-

cielle :
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A Ve = B (3.43)

CL1 0

[ \
cP1
Avec, Ay =] Al : (3.44)
CP2
Al 0
0 CL2

ou CL1, CP1, CP2 et CL2 représentent respectivement les équations issues des conditions de
passage et conditions discrétisées par la différence finie (3.42). Ce systéme matriciel inver-
sible permet de calculer le vecteur solution v,,; pour chaque couple (n, k) par différence fi-

nies.

L’expression finale de la composante axiale du champ magnétique est déduite de la loi
constitutive des milieux magnétiques et de la forme de la solution liant le potentiel scalaire

magnétique Q a w, :

B,(11,6,2) = uy| — Z Z Vi cos(npf) .Tncos (Tnz) +M,(6,2) (3.45)

n=1,3,5 k=1

ou r; € [Ry, Ry]. La solution est donc discrétisée suivant la direction radiale mais est continue
dans les directions angulaire et axiale, donc continue sur les surfaces cylindriques discrétisées
radialement comme illustré en Figure 3-11. La composante axiale du champ magnétique per-
met ensuite le calcul du couple et de la force électromotrice.

"y,

Figure 3-11 : La composante axiale du champ magnétique continue sur les surfaces cylin-
driques et discrétisées radialement
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3.4 Calcul du couple statique et de la force ¢lectromotrice

La méthode proposée permet de déterminer le couple statique et la force €électromotrice a
partir de la composante axiale du champ magnétique et ce pour n’importe quel bobinage (cf.
section 1.2.2). Dans une machine a flux axial, les portions de conducteurs utiles a la création
de I’effort sont positionnées radialement. C’est pourquoi ils sont considérés ici comme des
segments radiaux placés au centre de gravité de la bobine en z = h, + e — e, /2 et entre
les rayons 74 et r, comme montré Figure 3-12, ou ej,,est 1’épaisseur des bobines dans la di-

rection axiale.

Figure 3-12 : Représentation d’un conducteur en fonction de sa position angulaire

Au lieu de considérer le volume total du conducteur et la densité volumique de courant j le
traversant comme présenté section 1.2.2, nous proposons une méthode simplifiée. Les con-
ducteurs sont considérés ici comme des fils sans épaisseur. Calculons d’abord le couple et la
force ¢électromotrice sur un unique conducteur filamentaire. La force €lectromotrice représente
le taux de variation azimutale du champ magnétique le long du conducteur. Ainsi, on peut
calculer la force électromotrice générée sur un conducteur ¢lémentaire en fonction de la posi-
tion relative du rotor par rapport au stator grace a 1’expression :

T2

€elementaire (9) = j T. -Qrotor- Bz(r' 9' ha +e— ebob/z)- dr (3-46)
rl

ou, Q,ptor €st la vitesse mécanique du rotor. De méme, le couple produit sur un conducteur

¢lémentaire, a courant et a nombre de conducteurs unitaire est donné par la force de Laplace :

T2

Celementaire (6) = f r. BZ(rr 0; ha +e— ebob/z)- dr (3'47)

rl

Le calcul du couple statique et de la force électromotrice élémentaire font appel tous deux
a la méme intégrale. On peut donc définir une fonction élémentaire commune qui, une fois
calculée, rend le calcul pour le bobinage complet plus aisé :

T2

felementaire (9) = f r. Bz(r' 9, ha +e— ebob/z)- dr (3'48)

rl
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Cette fonction est le calcul de base a effectuer sur un conducteur élémentaire pour ensuite
déduire les valeurs de couple et de force électromotrice de la machine en fonction du nombre
de conducteurs par pole et par phase n., du courant I}, dans chaque phase k, et de la vitesse de
rotation du rotor ,,;,,. Par exemple, considérons le bobinage triphasé donné en Figure 3-13

comprenant une encoche par pole et par phase.

—phase 1
phase 2
— phase 3

S

Figure 3-13 : Conducteurs allers (Ay) et retour (Ry) d’un bobinage triphasé donné

On peut ainsi calculer les forces électromotrices et couple statique produits sur chaque
conducteur aller et retour de la phase k, nommé respectivement A, et R; en fonction de la
position relative du rotor par rapport au stator 6. La force électromotrice totale sur la phase k
est alors donnée par I’expression :

etotk(e) = p-nc. (eAk(g) - eRk(e)) (3.49)

ou ey, (0) et eg, (8) sont les forces électromotrices générés respectivement sur le conducteur
aller et le conducteur retour de la phase k, n. est le nombre de conducteurs par pole et par
phase et p est le nombre de paires de poles de la machine AFPM.

Le couple généré sur la phase k est calculé de la fagon suivante :

Ce(6) = ponc. (I 4, (8) = I C, (8)) (3.50)

ou Ij est le courant parcouru dans la phase k, Cy, (8) et Cg, (6) sont les couples ¢lémentaires

calculés sur les conducteurs allers et retours de la phase k en fonction de 6 (la position rela-
tive du rotor par rapport au stator). Le couple appliqué sur I’ensemble du bobinage est donc la
somme des couples générés sur chaque phase.

3.5 Validation par éléments finis

Afin de valider le mode¢le hybride ainsi propos¢, comparons-le a une simulation par élé-
ments finis formulée en terme de potentiel scalaire magnétique. La simulation est réalisée
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sous Ansys Emag 3D [47]. Le but étant de comparer les deux méthodes de calcul, la simula-

tion par €léments finis est soumise aux mémes hypothéses que le modele analytique, a savoir :

- La perméabilité des aimants est considérée €gale a celle de ’air donc p,.

- Les interfaces avec le fer sont remplacées par des conditions aux limites de flux

normal sur les plans z =0 etz = h, + e.

- Le probléme est limité radialement par deux conditions aux limites de flux parall¢le

sur deux surfaces cylindriques enr = Ry etr = R;.

Les parametres d’entrées des deux méthodes de calcul sont rassemblés dans le Tableau 3-1.

La Figure 3-14 présente la géométrie du probléme ainsi que son maillage. Le maillage est

réalisé de sorte que les nceuds soient positionnés régulierement suivant le systéme de coor-

données cylindriques, ainsi les points de comparaison entre les deux modéles correspondront

aux valeurs du potentiel a des nceuds du maillage et non a des valeurs interpolées.

Parameétre Symbole Value
Champ rémanent des aimants permanents B, 1.29T
Hauteur d’aimant hq 5 mm
Entrefer total e 6 mm
Rayon interne du probléme Ry 10 mm
Rayon externe du probléme Ry 32 mm
Rayon intérieur des aimants permanents Rint 13.5 mm
Rayon extérieur des aimants permanents Ryt 28.5 mm
Nombre de paires de poles p 4
Arc polaire ap 0.8
Vitesse de rotation nominale N 1500 tr/min
Nombre de conducteurs par phase n. 12
Courant maximal Iy 2A

Tableau 3-1 : Paramétres d’entrées utilisés pour la validation du modeéle

ANSYS/| |
R18.2 i
T | | et ™
acr 19 2020
19156114

ELEWENTS

Axiel Flux PH motor

(b)

Figure 3-14 :(a) Représentation en 3D du probleme résolu sous Ansys Emag, (b) Repre-
sentation en 3D du maillage utilisé
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Les parametres d’entrées sont également appliqués au modele hybride. Les résultats sont
présentés pour 16 harmoniques. Afin de donner un apercu de la solution calculée par la modé-
lisation hybride, la Figure 3-15 montre la composante axiale du champ magnétique généré par
3 poles au milieu de I’entrefer sur le plan z = h, + e/2 et la Figure 3-16 le champ magné-
tique au milieu de la région des aimants permanents sur le plan z = h, /2. L’aimantation des
aimants est une fonction présentant des créneaux, par conséquent elle requiert beaucoup
d’harmoniques pour décrire le signal exact, c’est ce qui explique les ondulations présentes
dans la région des aimants. Le champ magnétique est calculé pour z € [0, h, + e] donc dans
la région des aimants permanents et de 1’entrefer dans le but de réaliser une évaluation com-
pléte du modéele proposé.
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Figure 3-15 : Composante axiale du champ magnétique sur le plan z = hy, + e /2
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Figure 3-16 : Composante axiale du champ magnétique sur le plan z = h, /2

Nous comparons les résultats sur une ligne radiale a z = h, + e/2 et 8 = 0, une courbe
circulaire & ¥ = Ry + 0.8. (Rext — Rint) €t z = h, + €/2 et une ligne axiale & v = Ry, +
0.8. (Rext — Rint) €t 8 = 0. Ces résultats sont rassemblés sur les Figures 3-17 a 3-19.

L’erreur quadratique moyenne entre le modele et la simulation par éléments finis est calcu-
1ée pour chaque tracé. Elle est respectivement de 1.4%, 1.6% et 4.6% pour chaque coordonnée

T, 8 et z. L’erreur est plus importante suivant la coordonnée axiale. Or, nous avons vu sur la
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Figure 3-16 que la forme d’onde nécessite un grand nombre d’harmoniques di a son allure
carrée dans la région des aimants, ce qui n’est pas le cas de I’entrefer.

Le tracé de la Figure 3-19 traverse a la fois la région des aimants et de 1’entrefer, ainsi, en
ne considérant que I’entrefer, qui porte notre attention ici, I’erreur est de 1.5%.
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Figure 3-17 : Composante axiale du champ magnétique en fonction de la coordonnée r
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Figure 3-19 : Composante axiale du champ magnétique en fonction de la coordonnée z



Modélisation Hybride en 3 Dimensions

116

Nous comparons par la suite les résultats obtenus pour le couple et la force électromotrice

a partir du champ magnétique calculé respectivement par modélisation hybride et par élé-

ments finis. Cette comparaison peut se faire pour n’importe quel bobinage. Nous présentons

ici la comparaison faite a 1’aide du bobinage de la Figure 3-20 (b). Il s’agit d’un bobinage

triphasé a une encoche par pole et par phase utilisé dans le cadre d’un prototype de machine a

flux axial sans encoche a double-entrefer pour drone. Chaque portion radiale des bobines est

approximée a un fil parcourue par le courant total de cette portion de fagon a pouvoir appli-

quer la méthode de calcul développée section 3.4.

Figure 3-20 : Bobinage triphasé (a) ramené a des phases concentrées en un fil (b).

Comme précisé dans le Tableau 3-1, le couple statique et la force électromotrice sont cal-

culés pour une amplitude de courant de 2A et une vitesse de rotation de 1500 tr/min. Les

formes d’ondes en fonction de la position relative du rotor par rapport au stator 8 sont présen-

tées Figure 3-21.
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Figure 3-21 : Formes d’ondes du couple statique et de la force électromotrice
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Les erreurs quadratiques moyennes sur ces deux tracés sont de 0.7% et 0.4% respective-
ment pour la force électromotrice et le couple statique. Ces erreurs sont directement reliées
aux erreurs sur le champ magnétique calculée précédemment, mais fournissent un point de
comparaison supplémentaire puisque ces grandeurs sont calculées au plan z = h, + e.

Les erreurs présentées étant faibles, nous pouvons donc dire que la modéle hybride déve-

loppé ici donne des résultats trés proches de ceux obtenus par simulations numériques.

Le modele hybride comporte plusieurs boucles imbriquées, ainsi le temps de calcul aug-
mente exponentiellement avec le nombre d’harmoniques. Il est donc important de garder un
nombre d’harmoniques relativement faible pour conserver un temps de calcul court. D’autre
part, plus le rang d’harmonique est faible, plus I’erreur est grande. Il y a donc un compromis a
effectuer entre précision et temps de calcul pour utiliser ce modele de fagon optimale. Etu-
dions le temps de calcul et D’erreur quadratique moyenne en fonction du nombre
d’harmoniques. L’ordinateur est équipé d’un processeur Intel 3.6 GHz avec 16 Go de mé-
moire RAM. Chaque probléme est discrétisé de fagon a obtenir un nombre de nceuds iden-
tiques : 1 894 053. La simulation numérique par éléments finis dure 27 secondes. L’erreur

quadratique et le temps de calcul sont donnés en Figure 3-22.

Nombre Erreur quadratique

d’Harmoniques muy(llanne[%]q U e e | = : \
5 2,46 | 1,42 o
8 2,43 . 2,47 | & B
11 1,62 | 4,52 | ; 2 ‘ —:
16 1,37 . 8,06 [2. | | P
21 1,32 ‘ 15,23 | 3 |‘ :
31 1,29 31,05 ) \ =
M 1,29 . 53,68 | 2., \
51 1,27 | 81,54 | . L"j |
101 1,26 1 33517 | ‘ :0 20 40 60 80 100

Nombre d'harmoniques

Figure 3-22 : Temps de calcul et erreur quadratique en fonction du nombre d'harmoniques

La Figure 3-22 présente les chiffres de précision suivant la coordonnée radiale 7, la plus in-
fluencée par le nombre d’harmoniques. Les erreurs et temps de calcul pour un nombre
d’harmoniques inférieur a 5 ne sont pas présentés car non pertinents, le signal ne contenant
pas assez d’harmoniques. Nous pouvons constater la présence d’un palier au-dela de 16 har-
moniques. Il n’est donc pas nécessaire, tout du moins pour ce probleme, d’aller au-dela en
termes d’harmoniques. Ce palier correspondant a un temps de calcul de 8 secondes ou le mo-
dele est plus rapide que la simulation par éléments finis. C’est un temps de calcul acceptable
en vue de son insertion dans un algorithme de dimensionnement, d’autant plus qu’il peut cer-
tainement étre optimisé en jouant sur le nombre d’harmoniques et en ne considérant que

I’entrefer ou encore en optimisant le nombre de nceuds utiles a la description du probléme.
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Le modele hybride 3D proposé ici permet donc de prédire le champ magnétique a vide, le
couple statique et la force électromotrice de fagon efficace. Ce modele est ainsi validé dans le
cas de la machine a flux axial. L’utilisation de la méthode des différences finies en lieu et
place de la fonction f issue de la méthode de séparation des variables est généralisable a toute
configuration géométrique de machine. La méthode des différences finies en 1D est relative-
ment simple et permet un développement rapide. Il s’agit 1a d’une premiére preuve de la per-
tinence de ce modele hybride et permet d’envisager son application a d’autres configurations
géométriques de machines électriques. L’unification recherchée est donc atteinte.

Cette généralisation permet de modéliser avec flexibilité le champ magnétique a vide
d’une grande variété de machines a flux axial : poly-entrefer, distribution en réseau Hal-
bach. Cependant, ces avantages sont également des caractéristiques des modeles déja exis-
tants [43]-[45]. La partie suivante présente un degré de liberté supplémentaire offert par le
modele hybride, il s’agit de la généralisation de la forme des aimants.

3.6 Généralisation de la forme d’aimants

Il existe une grande variété de machines a flux axial comprenant une grande diversité de
forme d’aimants permanents et de bobinages [48]-[50]. La forme des aimants peut varier tant
pour des raisons de colit que pour des raisons de performances. Nous proposons ici, une géné-
ralisation de la forme des aimants a partir du modéle hybride établi précédemment. A notre
connaissance, la prise en compte des formes des aimants n’a pas encore été faite avec les mo-

déles analytiques en 3D du champ magnétique.
3.6.1 Mod¢lisation d’une forme d’aimant quelconque

= Définition du probleme

Le modéle développé dans cette section reprend les mémes étapes que celles détaillées

précédemment. 11 est également soumis aux mémes hypotheses :

- La perméabilité des aimants permanents est égale a celle de 1’air p,,.

- Les interfaces avec le fer sont remplacées par des conditions aux limites de flux nor-
mal.

- Le probleéme est délimité radialement par des conditions aux limites de flux tangentiel.

- La méthode des images est également appliquée ici. Les conditions aux limites de flux
normal sont remplacées par une répétition périodique des aimants permanents dans la
direction axiale. Il y a donc une double périodicité axiale et angulaire de la distribution
des aimants.

Considérons la forme d’aimant quelconque de la Figure 3-23 vue de dessus. Cette forme

quelconque peut étre paramétrée par une variation radiale de ’arc polaire a,(r) (constant

dans le modéle précédent) et I’ajout d’un déphasage S(r) représentant le déphasage entre
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I’axe radial central de I’aimant et la position centrale d’une tranche au rayon r. La fonction

B (r) permet de prendre en compte 1’aspect asymétrique de la forme de I’aimant.
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Figure 3-23 : Paramétrisation d 'une forme d’aimant quelconque

I1 est donc possible de définir I’aimantation axiale de 1’aimant M, en fonction des deux pa-
rametres définis précédemment sous la forme :

k
M,(r,0,z) = z z My (r) cos(np6 + B(1)) cos <7nz) (3.51)
n k

ol My (r) sont les coefficients de la série de Fourier a déterminer en fonction de a,(r) et

B(r), p est le nombre de paires de poles et T = h, + e. La Figure 3-24 représente la dépen-
dance angulaire et axiale de I’aimantation.
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Figure 3-24 : Formes d’ondes de |’aimantation en fonction de 0 et z

Grace a la description en double série de Fourier, il y a 3 régions a considérer séparées par
des surfaces cylindriques. Afin de faciliter la résolution du probléme, la série de Fourier dé-
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crite avec un cosinus et un déphasage [ est a la place décrite en termes de fonctions cosinus et
sinus :

M,(r,0,z) = Z Z M., (r) cos(npf) cos (anz)
n ok

+ Z Z M. () sin(np@) cos (an z)
n Kk

(3.52)

= Application de la séparation des variables

La combinaison des équations de maxwell dans le cas d’un circuit ouvert permet d’aboutir
a I’équation aux dérivées partielles suivante :

0 dans/ etll]
0= (3.53)
divM dansl!/
Le second membre s’écrit :
OMZ_ZZ krtM () cos( 6)_<kn)
oy — Mcp, r) cos(npf) sin - Z
n k
(3.54)

km ] - (kn
+ z zk: - TMSnk(r) sin(np@) sin (T z)
n

Figure 3-25 : Différentes régions du probleme considéré

La méthode de séparation des variables est appliquée de la méme maniére que précédem-
ment. Le potentiel scalaire magnétique () est pris comme le produit de trois fonctions f, g et
h chacune dépendant respectivement d’une coordonnée du repére cylindrique r, 6 et z. Apres
avoir inséré cette forme dans le laplacien, nous obtenons trois équations différentielles ordi-

naires sur chacune des fonctions (3.55). Les constantes de séparation sont choisies positives
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de fagon a obtenir des fonctions sinusoidales suivant les coordonnées angulaires et azimutales,
ainsi la solution est de la méme forme que le terme source.

([4°f | 1df a,
|t S)r =0
2 fir—> Aly (azr) + B.Ky (azr)
< _g = —a.g ={g:0 > C.cos(ay0) + D.sin(a,0) (3.55)
flgh h:z— E.cos(a,z) + F.sin(a,z)
\ @ = —az.h

La fonction f est conservée inconnue, la constante E est choisie nulle pour coller a la

forme de I’aimantation. Apres application du principe de superposition, nous obtenons :

O(r,0,z) = Z Z wc,,,. (1) cos(nph) sin (— z)
+ i i ws, . (1) sin(npd) sin <— z)
n ok

ou la fonction f est renommée en w, , et w,  qui sont les coefficients respectivement des

(3.56)

séries de Fourier en cosinus et sinus dépendant des rangs d’harmoniques n et k et du rayon r.

np et krr /T sont respectivement les périodicités dans la direction angulaire et axiale.

»  Meéthode des différences finies

Nous cherchons désormais a résoudre w.,, et wg,, par différences finies. Pour obtenir une
équation différentielle sur ces nouvelles inconnues, on insere la forme de la solution (3.56)
dans 1I’équation aux dérivés partielles initiale (3.53). L’unicité de la description en série de
Fourier conduit a une équation différentielle pour chaque inconnue et pour chaque région con-
sidérée (Figure 3-25) :

( d*w,, ' +1 dwc,,' _ k?m? N n?p? W 1=
dr? r dr 72 r2 Cnk
2 I I 2.2 2.2
L O 180y (KT 0PN iy, KT (3.57)
dr? r dr 72 r2 Cnk Cnk T
o, M +1 dw,, ! ) K22 N n2p? g
\ dr? r dr T2 vz ) @enk T
( d*ws,, ' +1 dws,, ' B k?m? N n?p? =g
dr? r dr 72 r2 Snk
) d*ws,, 't 1 dws,, " k?m?  n?p? 0y km (3.58)
T e R R "
o, M +1 dw,, M B K22 N nZp? g
\ dr? r dr 72 r2 Snk




Modélisation Hybride en 3 Dimensions 122

Il y a donc n x k équations différentielle a résoudre par différences finies pour chaque ré-
gion et pour chaque inconnue w, , et wg , . La généralisation de la forme de I’aimant revient
a appliquer la méme méthode de résolution que celle développée précédemment mais le calcul
est effectué a la fois pour les coefficients de la fonction cosinus et de la fonction sinus. Il y a
donc deux fois plus d’équations a résoudre, cependant, la complexité du probléme reste relati-

vement du méme niveau.

= Différences finies

Le probléme est maintenant abordé sous 1’angle des différences finies, reprenons le cas
d’une discrétisation a pas variable utilisée pour le modele hybride initial. Les formules de

Taylor au deuxi¢éme ordre permettent le calcul des différentes dérivées de w,, et w; , :

(d_a)) _ i *uimg — (hioa® = b )ug + b’ ugeg (3.59)
dr/; hihi—y (h; + hi—y)
d? 0\ _ ) hiatiog = (s = hdw + b (3.60)
dr? ), hihi—1(h; + hi—1)

ou w représente w¢,, Ou Ws_ ., U; est la valeur de w,,, ou w,, , pour r = 1; et h; est le pas
de discrétisation entre 1; et r;, 1. Ces équations peuvent étre traduites en équations matricielles
pourRine =717 = Ry, Roxt =27 = Ripr €t Ry 27 = Ryt

1 ) I
(Aan'ank =B

I I 1
Cnk (Asnk'vsnk =B

Snk

n . mn _pl n 1 _pl
iAan'Uan = Bek €t \Aspp-Vspx = B

(3.61)

I I

Wt =nt \atw =
ou v, est le vecteur contenant les valeurs de wy,, en chaque point du probléme discrétisé
radialement, A, est la matrice contenant les coefficients calculés grace aux formules de Tay-
lor, et By, le vecteur représentant le second membre de 1’équation différentielle (3.57) et
(3.58).

Les systemes matriciels de chaque région sont reliés par les conditions aux limites et con-

ditions de passages suivantes :
Bf| y=g, = 0

3.62
Bl1| ,_p, =0 (362

Conditions aux limites :

1 — nRII 11 —plI
BT'l r=Rint — Br | T=Rint BT | T=Rext _BT | T=Rext

. . I gl I _ gl
Conditions de passage : H9| r=Rin, =Heg | r=Rpp; €t H9| r=Roy; —Hg | r=Rpy (3.63)

1 —lI 1 —glI
HZl T=Rint _HZ | r=Rint HZ| T=Rext _HZ | T=Rext
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La continuité de la composante tangentielle du champ magnétique H; conduit a la continui-
t¢ des fonctions w , et wg , tandis que la continuite de la composante normale du champ

magnétique B, conduit a la continuité de dw,_, /07 et dws , /OT.

L'ajout des conditions d'interface et des conditions aux limites donne un systéme matriciel
pour chaque rang d'harmonique regroupant toutes les équations mentionnées précédemment :

A =B

Cnk

e Venn (3.64)

A =B

Snk

s Vs (3.65)

Chaque systéme inversible permet de calculer les solutions v, , et vg . L’expression fi-

nale de la composante axiale du champ magnétique est déduite de la loi constitutive des mi-
lieux magnétiques et de la solution hybride du potentiel scalaire magnétique () :

B,(r;,0,2z) = —u, lz Zvc .- cos(npf) . k_n .COS (k—nz)

S km km
+ Z Z Vs SIN(MPO) .~ cos (7Z> + M,(r;,0,2)
n

k

(3.66)

La méthode générale étant désormais développée, elle est dans la section suivante appli-

quée au cas des aimants permanents de forme cylindrique.
3.6.2 Application au cas d’aimants cylindriques

Nous appliquons la méthode développée pour un prototype de machine a flux axial mono-
entrefer pour drone, illustrée en Figure 3-26, sans encoches et comprenant des aimants per-
manents de forme cylindrique. Cette forme est souvent utilisée dans les machines a flux axial
[48]-[50].

()

Figure 3-26 : Représentation en 3 dimensions du probleme traité (a) et de son maillage (b)
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Les aimants présentent une symétrie par rapport a une droite radiale passant par leur
centre. La fonction S (r) est nulle dans ce cas (Figure 3-23). La description en série de Fourier

de I’aimantation est donc réduite a 1I’expression suivante :

(o] (o] k
M,(r,0,z) = Z Z My (r) cos(npB) . cos (_n z)
n=1,3,5 k=1 t
o (3.67)
+ Z M, (1) cos(npB)
n=1,3,5

8M hy\ . (na,(rm

M, (r) = - sin (kn T) sin (T
(3.68)

Mpo(r) = ?aE sin >

hy4M <nap(r)n>

Le schéma de la Figure 3-27 permet de lier I’arc polaire au rayon r ainsi que les autres pa-

rametres de la machine de fagon a dessiner une forme circulaire :

a,(r) = acos (%) / ( il ) (3.69)

2p

01 [

L

0 L L N L " L L L
0012 0014 OMMe OO18 002 0022 0024 002 002 003

rayon (m)

(b)
Figure 3-27 : Modification de la forme d’aimant (a) en jouant sur a,(r) (b)

R, est la position radiale du centre de l'aimant et R le rayon de l'aimant cylindrique. La
formule établie permet de créer une forme circulaire exacte a partir de la forme initiale en
« trapeze ».

Les paramétres de la machine sont donnés dans le Tableau 3-2. La validation par éléments
finis se fait toujours sous Ansys Emag [47]. Les hypothéses du modéle sont également appli-
quées a la simulation. La Figure 3-26 présente le probléme ainsi que le maillage de 1’étude
numérique. Le modéle hybride est toujours calculé pour 16 harmoniques.
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Pour valider le fonctionnement de la fonction a,(r) , la Figure 3-28 présente les tracés du
champ magnétique sur le plan z = h, /2 dans le cas des aimants « trapézes » et des aimants
cylindriques.

Etudions I’erreur quadratique moyenne entre le modele et le calcul par €¢léments finis sur 3
lignes radiales, a des angles différents: 8 = 0°, 8 = 5.5° et 8 = 7.5° et au milieu de
I’entrefer. Elle est d’environ 1.3% pour chaque tracé de la Figure 3-29.

Parametre Symbole Valeur
Aimantation de 1’aimant M 1.026 MA/m
(Rémanence de 1’aimant) (By) 1.29T

Hauteur d’aimant hq 5 mm

Entrefer total e 6 mm

Rayon minimum du domaine R, 10 mm
Rayon maximum du domaine R, 32 mm
Position du centre de I’aimant R, 21.06 mm
Rayon des aimants R 7.5 mm
Nombre de paires de poles p 4

Tableau 3-2 : Parametres de la machine a flux axial considérée

Enfin, étudions D’erreur sur des tracés dépendant de 1’angle, pour 3 rayons r; = Ry +
0-1(Rext - Rint)a rz - RiTlt + O'S(Rext - Rint) et T‘3 == Rint + 0-8(Rext - Rint)- L’el‘l’eul‘ est
d’environ 1.6% sur chacun des tracés de la Figure 3-30.
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Figure 3-28 : Champ magnétique sur le plan z = h, /2 dans le cas d’aimans (a) « tra-
pezes » et (b) cylindriques
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Figure 3-29 : Tracés du champ magnétique sur le plan z = h, + e /2 pour trois angles
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Figure 3-30 : Tracés du champ magnétique sur le plan z = h, + e /2 pour trois rayons 1y,
Ty etrs.

L’ensemble des résultats valide la méthode de modification de la forme des aimants per-
manents. Les résultats du modele hybride sont calculés sur une grille comportant 141 points,
91 points et 221 points respectivement dans les directions radiale, azimutale et axiale. Le
nombre total de points de calcul est alors de 2 087 787 dans le volume considéré.

Le matériel informatique utilisé est le méme que précédemment. Le temps de calcul pour
16 harmoniques est de 39 secondes pour générer la solution compléte. Sachant que le calcul
de la solution finale n’a pas été¢ optimisé, ce temps est environ 5 fois plus important que le
temps de calcul pour le modele de la machine a flux axial a aimants de forme trapézoidale.
L’analyse par ¢léments finis a mis 43 secondes pour 461 994 nceuds dans le méme volume.

Si on calcule le champ magnétique uniquement dans 1’entrefer utile au calcul du couple, le
temps de calcul passe a 11 secondes, ce qui reste un temps de calcul correct.

L’analyse détaillée du temps de calcul et de I’erreur quadratique moyenne est donnée dans
le graphique de la Figure 3-31. Nous pouvons constater que 1’erreur en fonction de chaque
coordonnée du repere cylindrique semble présenter un palier au-dela d’un certain rang. Nous
pouvons également noter que la encore, une bonne précision peut étre atteinte pour un nombre

d’harmoniques relativement faible.
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Le développement du modele hybride généralisé¢ a n’importe quelle forme d’aimant per-

manent permet de mettre en avant un avantage majeur dans la modélisation des machines a
flux axial par rapport aux modeles 3D purement analytiques. Cette méthode de modélisation
est donc applicable a un trés grand nombre de machines a flux axial.
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Figure 3-31 : Précision et temps de calcul en fonction du nombre d’harmoniques
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Cette section est dédiée a la validation expérimentale du modéle hybride. Nous appliquons
le modele au cas d’un prototype de machine a flux axial a aimants permanents sans encoches
et possédant un bobinage triphasé. Les aimants permanents sont de forme cylindrique, de cette
facon nous validons a la fois le modele, la méthode de calcul de couple et de force électromo-

trice et la généralisation de la forme d’aimant. Le prototype est présenté Figure 3-32.

(@)

Figure 3-32 : Moteur de drone avant assemblage (a) et assemblé (b)

(b)
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Le moteur est constitué¢ de deux rotors, comprenant les aimants cylindriques collés sur un
disque en fer constituant la culasse rotor. Les dimensions de la machine étudiée sont données
dans le Tableau 3-3. Le moteur est placé sur un banc de test comprenant un capteur d’effort
(Figure 3-33). Ainsi, deux essais sont réalisés :

- un essai a vide permettant la mesure et le tracé de la force ¢lectromotrice,

- un essai en charge permettant la mesure du couple statique.

Figure 3-33 : Banc de test utilisé pour la validation expérimentale

Parameétre Symbole Value
Champ rémanent des aimants permanents B, 1.345T
Hauteur d’aimant hq 3 mm
Entrefer mécanique e 1 mm
Epaisseur axiale des bobines €bob 4 mm
Epaisseur axiale de la culasse rotor €fer 2 mm
Rayon interne de la culasse rotor fint 10 mm
Rayon externe de la culasse rotor f oxt 32.5 mm
Rayon interne du probléme R, 10 mm
Rayon externe du probléme Ry 32 mm
Rayon intérieur des aimants permanents Rint 13.5 mm
Rayon extérieur des aimants permanents Ryt 28.5 mm
Nombre de paires de poles p 4
Nombre de conducteurs par bobine n. 12

Tableau 3-3 : Dimensions de la machine a flux axial étudiée
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Pour caractériser la machine, nous calculons les coefficients k; et k, de la machine a partir
des résultats d’essais. Ces coefficients sont définis par les relations de proportionnalité entre
couple et courant d’une part pour k;, et, d’autre part, entre force €électromotrice et vitesse de
rotation pour k,.

C =kl (3.70)

E=k,Q (3.71)

ou C est le couple, I la valeur efficace courant, E la valeur efficace de la force électromotrice
a vide dans une phase et {1 la vitesse de rotation du moteur.

La puissance ¢lectromagnétique P,,,, peut s’exprimer :

P =C.Q0 =k IO (3.72)
La puissance ¢électromagnétique peut s’exprimer également, au calage optimal :

P, = 3EI = 3k, QI (3.73)
La combinaison des équations (3.72) et (3.73) donne le rapport théorique entre k; et k,

dans le cas considéré.

—*£=3 (3.74)

»  Fssai a vide :

Pour cet essai a vide, le moteur est entrainé en rotation aux alentours de 3000 tr/min. Nous

relevons la tension entres phases et visualisons la forme d’onde de la tension a 1’oscilloscope
Figure 3-34.

) 3160145 Thu Jul 13 14: g
1200 2 3 0.0s 1.000%/ Arréter £ 01 2.08Y
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100MSals
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_ 213.47Hz
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- 1w

Menu Acquisit
40 Mode acg
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Figure 3-34 : Forme d’onde de la tension entre phases lors de [’essai a vide
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La tension relevée possede une allure sinusoidale, elle est donc destinée a étre alimentée
par une alimentation sinusoidale également.

Les relations f = p N/60 et Q = 2N /60 permettent de déduire la vitesse de rotation en
rad/s depuis la fréquence du signal. La valeur créte a créte de la tension U, est relevée a
’oscilloscope afin de calculer la force électromotrice ainsi que la valeur de k,. Les résultats
sont rassemblés dans le Tableau 3-4.

Essai a vide

Vitesse de rotation

. N = 3197 tr/m
en tr/min

Vit de rotati
itesse de rotation Q = 334.85rad/s

en rad/sec
Force électromo- cc
E=——F—= 2592V
trice 2.424/3
Coefficient k, 0.00774 Vs/rad

Tableau 3-4 : Resultats de mesures des deux essais a vide

La valeur expérimentale de I’amplitude de la force électromotrices est comparée au modele
hybride. Pour cela, le calcul de force électromotrice est effectué selon la méthode vue dans la
section 3.4 pour la vitesse de I’essai a vide. De la Figure 3-35, nous obtenons une force élec-

tromotrice d’amplitude 3.62 V soit une erreur de 1.2 % avec la valeur trouvée expérimenta-
lement.

N=3197 tr/min
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Figure 3-35 : Tracé de force électromotrice en fonction de la position angulaire issu du
modele hybride a une vitesse de rotation N = 3197 tr /mn
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»  Mesure du couple statique

Le but de cet essai est de mesurer le couple statique de la machine pour différentes valeurs
de courant afin de les comparer d’une part au modele théorique et d’autre part de tracer la
courbe C(I) pour déterminer le coefficient k; de la machine.

Pour réaliser cet essai, la machine a flux axial est entrainée en rotation lente. Le couple est
mesur¢ a partir d’un capteur de force positionné a une longueur L = 114 mm de ’axe de ro-
tation. La sensibilité du capteur est de 2,5 N/V. On a donc un coefficient de conversion entre

le couple mesuré et la tension mesurée de :
0,114 X = = 0.285 Nm/V (3.75)

Le courant d’alimentation est continu. Afin de simuler le fonctionnement normal du mo-

teur alimenté en triphasé, nous réalisons le montage suivant (illustré Figure 3-36) :

o 2 phases alimentées en série
o la 1%¢ phase voit le courant +1p.
o la 2" phase voit le courant - I

Figure 3-36 : Schéma d’alimentation des phases

Ce montage correspond a un instant donné du fonctionnement en triphasé comme montré

Figure 3-38. Ainsi, le courant d’alimentation continu Ip. correspond a une fraction de

I’amplitude de I’alimentation sinusoidale I :
V3. 3
Inc =71 =_21 (3.76)

Figure 3-37 : Instant choisi du fonctionnement en triphasé pour réaliser |’essai en continu
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Les mesures de couples sont effectuées pour les courants d’alimentation continus suivants
Ipc =2A 5A 7.5A et 10A. Un exemple de forme d’onde de 1’image en tension du couple
statique mesuré en fonction du temps est donné Figure 3-38. Le tracé étant bruité et non par-
faitement symétrique, un post-traitement numérique lui est appliqué afin de s’affranchir de ces

imprécisions de mesures.

Volt

6,00E-01

Figure 3-38 : Exemple de forme d’onde de |'image en tension du couple mesuré en fonc-
tion du temps, ici pour un courant de phase de 10A dans le cas du montage 1.

D’autre part, le couple statique est également calculé par ’intermédiaire du modele hy-
bride. L’erreur entre les amplitudes maximales du couple statique mesuré expérimentalement
et calculé par le modéele peut ainsi €tre estimée. L ensemble des résultats sont donnés dans le
Tableau 3-5. La valeur de k; est également calculée en chaque point a titre indicatif pour
comparer sa stabilité par rapport a la valeur issue du tracé C(I).

Inc (A) 3 5 7,5 10
1(4) 2.45 4.08 6.12 8.17
AV, aptenr (V) 0.4113 0.6678 1.0078 1.3517
C expérimental (Nm) 0.0586 0.0952 0.1436 0.1926
k, 0.0239 0.0233 0.0234 0.0236
C modéle (Nm) 0.0579 0.0966 0.1449 0.1931
Erreur (%) 1.2 1.5 0.9 0.3

Tableau 3-5 : Ensemble des résultats expérimentaux dans le cas du montage 2

ou AV, qpreur represente la valeur créte a créte du signal récupéré a Ioscilloscope. Les er-

reurs sont trés faibles entre modéle hybride et mesures expérimentales.
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Nous obtenons pour k; une valeur de 0.023 Nm/A et une valeur mesurée k, =
0.00774 Vs/rad, on trouve bien (3.74). L’ensemble des résultats valident la pertinence des
essais réalisés et, de surcroit valident ¢galement le mod¢le hybride.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que la modélisation des machines électriques nécessitant
une ¢tude en trois dimensions était bien plus complexe que le cas en deux dimensions. Un
modele du champ magnétique a vide de la machine a flux axial sans saillance au rotor asso-
ciant la méthode de séparation des variables a la méthode différences finies a ét¢ développé.
Ce modgele présente un temps de calcul trés acceptable pour le dimensionnement des machines
et est applicable a un grand nombre de configurations de machines a flux axial existantes.

Les résultats du modele développé ont été comparés aux résultats de simulations numé-
riques par ¢léments finis et a des mesures faites sur un prototype de machine a flux axial mon-
té sur un banc expérimental. Les résultats sont en bon accord vis-a-vis des résultats des simu-
lations numériques et des mesures. Les temps de calcul sont trés acceptables et permettent
d’envisager son utilisation pour le dimensionnement de machines a flux axial par variations
paramétriques ou a 1’aide d’algorithmes d’optimisation.

Le modele hybride développé répond bien a 1’objectif de modele simple et rapide pour di-
mensionner les machines. Premiérement, ’utilisation de la méthode des différences finies
permet de s’affranchir de I’étude des fonctions propres spécifiques a chaque configuration de
machine. Deuxiémement, il permet de s’affranchir de la recherche d’une solution particu-
liere ; recherche pouvant 1a aussi nécessiter de lourds développements spécifiques a chaque
configuration. Enfin la prise en compte de la forme des aimants montre la flexibilit¢ du mo-
dele hybride.

Dans le prochain chapitre le modele hybride de la nouvelle machine toroidale sera déve-
loppé dans un repere toroidal R-séparable.
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Chapitre 4
Mod¢lisation Hybride en 3 Dimensions de

la machine toroidale
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4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 1 que la méthode de séparation des variables ne pouvait pas étre
appliquée au cas du systéme de coordonnées toroidal trivial, rendant impossible la modélisa-
tion de la machine toroidale suivant notre approche unifiée de modélisation. Une modélisation
en 2D de la machine tubulaire comme approximation de la machine toroidale a été proposé au
chapitre 2. Le chapitre 3 a permis d’établir un modele hybride 3D de la machine a flux axial
combinant la modélisation analytique par méthode de séparation des variables a la méthode
des différences finies.

Afin d’établir un modele analytique en 3D de la machine toroidale, il faut faire appel a un
systéme de coordonnées toroidal R-séparable. L’obtention d’un tel modele démontrerait alors
la flexibilité du concept de modele hybride et I’idée d’unification, objectif de cette thése. La
machine toroidale décrite dans ce systéme de coordonnées est légerement différente de celle
décrite dans le systéme trivial. Ce chapitre commence donc par la présentation du systéme de
coordonnées, puis la description de la nouvelle machine dans ce systéme.

Méme si on adapte la configuration de la nouvelle machine dans ce systéme,
I’établissement d’un modéle le plus simplifié possible nécessitera la formulation
d’hypotheses. Bien que la littérature fasse état de résolutions d’équations aux dérivées par-
tielles dans ce systéme de coordonnées [12], [S1]-[53], ces résolutions portent sur le champ
¢lectrostatique et non le champ magnétique. L’établissement du modéle ne peut donc se réfé-
rer a un travail antérieur.

La validation des résultats par simulation numérique par ¢léments finis est donc une étape
nécessaire. Or dans les codes de calcul par éléments finis le repére toroidal ne fait pas parti
des reperes de travail offerts a 1’utilisateur pour faciliter la description de la géométrie ou de
I’aimantation. Ainsi, devant ces difficultés de mise en ceuvre, le modele numérique par €lé-
ments finis ne peut étre une référence mais sera quand méme établi. Pour pallier a I’absence
de modele de référence, un deuxieme modele hybride nécessitant beaucoup moins
d’hypotheses sera mis au point. Les résultats obtenus a 1’aide de ces trois modeles seront

comparés.
4.2 Systeme de coordonnées toroidales R-séparable

4.2.1 Caractéristiques du systeme de coordonnées toroidales

Dans [12] est présenté le systeme de coordonnées toroidales applicable a notre probleme
de machine toroidale. L’expression des coordonnées cartésiennes (x,y,z) en fonction des
nouvelles coordonnées (1, 8,1) est la suivante :
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( a sh
X = ncosdi
a sh
1y= nsintp (4.1)
_asin@
\ 2= A

ou A = chn — cos 0 est introduit pour simplifier les écritures. Les surfaces a iso-coordonnées
sont illustrées Figure 4-1. Les surfaces iso 1 sont des tores, les surfaces iso 8 sont des sphéres

et les surfaces iso 1 sont des plans.

7-0]
Figure 4-1 : Surfaces a iso coordonnée du systeme de coordonnées toroidales [12]

Le schéma Figure 4-2 dans le plan Oxz permet de mieux comprendre ce systéme de coor-
données. Les sphéres iso 6 passent par le point de coordonnées (x = a,z = 0), la coordonnée
n parcourt la sphere en se rapprochant de ce point lorsque 1 — oo. La coordonnée peut étre
apparentée au rayon interne du tore. A 8 = 0 ou 8 = 2m, la sphére devient le plan Oxy privée
du disque de centre (0, 0) et de rayon a. Pour 0 < 8 < m, le centre et le rayon de la sphére se
déplacent de fagon a parcourir la moitié¢ supérieure du tore en passant toujours par le point
(x = a,z = 0) jusqu’a arriver au disque de centre (0, 0) et de rayon a pour 6 = 7. De méme,
pour T < 6 < 2m, la sphere parcourt la moitié inférieure du tore. Ainsi, la coordonnée 6 peut

étre assimilée a la position angulaire a I’intérieur du tore.
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1.6,9)

&

Tine = a.shn

I

| ",
S S N —— |

Teentre = Q. coth n
Figure 4-2 : Comportement des coordonnées toroidales dans le plan Oxz

Dans [51], une explication détaillée de ce systeme de coordonnées montre que Y étant
I’angle azimutal, la distance r a ’axe z peut s’écrire :
a

r=A

shn (4.2)

Dans I’intervallen > 0, -t < 8 < met 0 <Y < 2m, il peut étre montré que :
r?2 +z% + a? = 2a®A 1 chn = 2ar cothn (4.3)
De cette équation est déduit :
(r —acothn)? + z2 = a? /sh?n 4.4)

Ainsi, pour tout 1 fixé, I’équation (4.4) est celle d’un cercle de centre (r = acothn,z =
0) dans tout plan azimutal, donc d’un tore d’axe z dans 1’espace. Lorsque 11 — oo, ce tore est
réduit au cercle de rayon a et de centre ’origine dans le plan Oxy aussi appelé le cercle de
référence. Si 7 — 0 le rayon du tore devient treés grand au point de coincider avec 1’axe z.

Dans (4.3), le terme 2a?A~!chn peut-étre réécrit 2a? + 2az cotf (sachant que: z =
asinf
A

). Si bien que les surfaces iso € sont données par I’équation :

2
(4.5)

2 2

r“+(z—a.cotf)* = —

( ) sin? 6

Dans tout plan azimutal, il s’agit d’un cercle de centre (r = 0,z = a.cot8) et de rayon
a

~ Isin@]

Dans I’espace, ce sont donc des spheres d’axe z.

4.2.2 Séparation des variables en coordonnées toroidales

Les solutions du laplacien par séparations des variables sont données dans [12]. Les opéra-
teurs vectoriels dans ce nouveau systéme de coordonnées sont également présentés et nous

seront utiles par la suite :

A[ 00 00 ey 0Q

o0 00 ey 46
€157t € %0 T shnoy (4.6)

dQ=-—
gra "
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A3 [0 /shny 0 (Ep A O0Ey
j = — | — — = R 4.7
div E ashn[an(AZ E">+Shn60 (AZ)]+ashn gV #.7)

e, eg eyshn
A2 a 0 d

rotE = o 96 (4.8)
ashn E, Eo Eyshn
A A A
A3 d /shnoQ d (100 AZ 020
0= [—(S 77—)+sh77—<——)]+—— (4.9)
a’shnlon\ A 0on 00 \Ad6 a? sh? n oy?

ou ey, eg et ey, sont les vecteurs unitaires du repére local. La séparation simple sous la forme

Q=H(1).0(0).W({) n’est pas possible dans ce systéme de coordonnées. Comme présenté
dans [1], il faut procéder a une R-séparation de la maniére suivante :

Q=VA.H®).000). YY) (4.10)

La séparation donne dans le cas général les équations différentielles ordinaires suivantes

pour chaque fonction H, ® et ¥ :

(d2H+ th dH+<1 % >H—0
dn? cotn dn = \4 %27 h2 n)
dZ
] W+a2®=0 (411)
d*y
+ a3LP = 0
\ dy?

A partir de ce point, plusieurs valeurs sont possibles pour les constantes de séparation «, et

as:
= 1cas:a, =pletas = q>
L’équation différentielle en H peut s’écrire :

5 d*H dH q® , 1
(f —1)d—nz+2€%— 5,2—_1+(p —Z) H=0,avec§=ch17 (412)
Les solutions de cette équation sont les polynomes associés de Legendre de premiere et de

seconde especes :

H(m) = AP 1(chn) + B;Q% 1(chn) (4.13)
(2 p—3

Les équations différentielles en © et ¥ donnent quant a elles :
d?e
W+a2® =0 = 0(0) = A, sinpb + B, cos pb (4.14)
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d*y
d_lljz +a;¥Y =0 = YY) = A;sinqyp + B cos qyp (4.15)

» 2meeas:q, =pletaz =0
d*H dH (

1
(62_1)d_172+255_ pz——>H=O,avec€=chn

4 (4.16)
= H(n) = Al?p_%(ch m) +B1Q _1(chn)
2
&0 0=0 = 0(9) = A,sinpd +B 0 (4.17)
d92+a2 =0 = 0(0) = A,;sinpf + B, cosp .
d*y
agz =0 = YW =45+ By (4.18)
= 3meeag:q, =0etaz; =0
d*H dH 1
(¢?—1)——+2{———H = 0,avec ¢ = coshy
dn? dn 4
(4.19)
= H(n) = A;P _1(coshn) + B;Q 1(coshn)
2 2
d?e
—gz=0 = 0(8) =4; + B0 (4.20)
d*y
FE 0 = YY) =A; + B3y 4.21)

Le cas ou ) est indépendant de Y est également présenté dans [12], les solutions en H et ©
sont celles données dans le cas n°2.

4.2.3 Nouvelle machine toroidale

Dans le chapitre 2 nous avons décrit une machine dans le systéme trivial de coordonnées
toroidales ou tous les tores sont concentriques comme le montre la Figure 4-3 (a). La nouvelle
machine est adaptée au systeme de coordonnées R-séparable. L’alternance des poéles se fait
toujours dans la direction azimutale, mais les tores ne sont plus concentriques comme le
montre la Figure 4-3 (b). Dans le systeéme trivial les régions comme les aimants permanents,
les culasses sont délimitées par des surfaces iso 7. Leur épaisseur « radiale » est constante
(Figure 4-3 (a)). Dans le systeme R-séparable, ces mémes régions sont délimitées par des sur-
faces iso 7. Leur épaisseur «radiale » n’est pas constante (Figure 4-3 (b)). De méme
I’aimantation des aimants permanents qui était « radiale » suivant e, dans le systeme trivial se

fait suivant e,, dans le systéme R-s¢parable.
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(a) (b)

Figure 4-3 : Vues en coupe de la machine toroidale dans le systeme trivial (a), et dans le
systeme R-séparable (b)

4.3 Calcul du champ magnétique a vide

4.3.1 Définition du probléme

Comme dans les exemples précédents, le domaine d’étude est constitué¢ de I’entrefer et des
aimants permanents et on considére que la perméabilité de ces deux milieux est celle du vide.

Le champ magnétique B a vide dans ces régions est régi par les équations de Maxwell :

divB =0 (4.22)

rotH=j=0 (4.23)

ou H est le champ d’excitation magnétique et j le vecteur densité de courant nul ici. Le rota-
tionnel de H étant nul, on peut introduire le potentiel scalaire magnétique (1 :

H= —grad Q (4.24)

Les lois constitutives des milieux magnétiques nous permettent ensuite de relier les champs
B et H et donc de relier directement le champ B au potentiel scalaire magnétique :

B = u,(H+ M) (4.25)

ou u, est la perméabilité du vide et M le vecteur magnétisation magnétique dans le cas ou le

milieu considéré est aimanté.

Le probléme est donc celui illustré Figure 4-4. Seul le champ produit par les aimants est
considéré. Le probleme consiste donc en un tore intérieur en fer sur lequel sont posés les ai-
mants permanents et d’un tore creux extérieur en fer laissant la place a un entrefer toroidal

entre lui et les aimants.
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I Entrefer

X

IT Aimants Permanents

Fer

Figure 4-4 : Schéma en coupe de la machine toroidale considérée

L’aimantation est orientée suivant ey, ’alternance des pdles se fait suivant ey, le vecteur

magnétisation peut donc s’écrire :

M=-M,()).e, = —Z M,,.cos(npy). ey, (4.26)
Les coefficients se calculent d’apres la forme d’onde de la Figure 4-5.

M, @)

A
M

> Y

>
7

N

ap

s
P

N
v___ L

/s
p
Figure 4-5 : Forme d’onde de [’aimantation en fonction de

Le fer étant considéré de perméabilité infinie, il ne sera pas considéré et sera donc rempla-
c€ par une condition aux limites de champ B = Bje, normal au niveau des tores correspon-
dant au rotor et stator. Le probléme est donc réduit a I’é¢tude du milieu aimanté et de
I’entrefer.

La combinaison des équations de Maxwell ainsi que la formulation en potentiel scalaire

magnétique nous amene a I’équation aux dérivées partielles :

AQ = div M (4.27)
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La divergence non nulle de I’aimantation imposerait dans le cas d’une résolu-
tion purement analytique, la recherche d’une solution particuliere, qui plus est
dans le systéme R-séparable. Le modé¢le hybride permet donc un gain de temps
considérable car il évite une telle recherche, déja complexe dans le systéme cy-

lindrique comme nous avons pu le voir au chapitre 2.

" Méthode de séparation des variables et forme de la solution

Dans le systeme de coordonnées toroidales, le laplacien et la divergence sont donnés par :

A3 (@ /shy 00 9 /100 A2 920
0= (5 5) + shnag (350 )|+ e 50 (4.28)
a’shnlon\ A 0n 00 \A 06 a? sh? n oy?
1—sh?n) —chn.cosf
div M = - n) —chn M, () (4.29)

a.shn

A partir de (4.26) et (4.29) on peut dire que le second membre de 1’équation de Poisson
(4.27) est une série de Fourier suivant la coordonnée azimutale . La forme de la solution
issue de la méthode de séparation des variables (4.10) est de la méme forme que le second
membre de cette équation. La fonction W de (4.11) est donc une fonction périodique de Y
décrite par une série de Fourier. A partir de ce point, deux approches de modélisation peuvent

étre envisagées.

La premiere est de supposer que la fonction © est constante, autrement dit, la constante de
séparation a, est imposée nulle dans (4.11). Ce cas n’est pas répertorié¢ dans la littérature [2].
Ce chapitre s’attache donc a valider cette hypothese forte. Ce modele est appelée modele hy-
bride 1D car il fait appel a une méthode de différences finies 1D pour déterminer la fonction
H a partir de 1’équation différentielle qui la définit dans (4.11). C’est le concept de modele
hybride développé au chapitre 3.

La deuxiéme forme de solution alternative proposée repose sur le fait que non seulement
H mais aussi © sont inconnues. Les équations qui régissent ces deux fonctions dans (4.11)
sont résolues par la méthode des différences finies 2D, suivant n et 8. L’avantage de cette
méthode est qu’elle ne pose pas d’hypotheses supplémentaires sur la fonction 0. Cela permet
ainsi d’étudier la validité de I’hypothese faite sur le modele hybride 1D. Elle offre également
une alternative de modélisation au cas ou I’hypothese 1D se révelerait inexacte. Ce modele est
appelé modele hybride 2D.
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4.3.2 Modéle hybride 1D

= Justification de la forme de la solution

Le milieu aimanté est décrit par la série de Fourier donnée par I’équation (4.26). C’est une
série de Fourier a une variable. La solution de I’équation en ® donnée dans [12] est une com-
binaison linéaire des fonctions cos et sin. La forme de la solution doit étre la méme que celle
du terme source afin de satisfaire la continuité de la composante normale du champ magné-
tique a I'interface entre les aimants et 1’entrefer. Ainsi, conserver ces fonctions sinusoidales
dans la forme finale conduirait & une double série de Fourier en 8 et 1, ce qui posera un pro-
bléme au moment de gérer la continuité de la composante normale.

On souhaite obtenir une solution sous la forme suivante :

Q=vVA.H®).C.¥@) (4.30)

La fonction O se veut donc constante égale a C, ce qui revient a considérer que la constante
de séparation a, = 0 dans le développement issu de [12], mais ce cas n’y est pas exposé.
Nous traitons ce cas en partant du cas général issu de [12] et en proposant une méthode de

résolution spécifique. Le cas 1 de la section 4.2.2 avec @, = 0 donne :

(d*H + coth dH N (1 as >H _o
dn? cotn dn  \4 sinh2n/)
d?e
] - = 431
57 =0 (4.31)
ks +a;¥ =0
\ dgz T BE T

La fonction H est conservée inconnue d’apres le principe du modéele hybride. Son équation
différentielle est résolue par la méthode des différences finies 1D dans la direction 7. Les

deux autres équations donnent quant a elles les solutions :

d*o (4.32)
W=0 = @(9)=A29+Bz .
d*y _
d_l,l)z +a3¥ =0 = YY) = A3 sinqy + B; cos qy (4.33)

La constante A, est donc choisie nulle. Par principe de superposition, on obtient :

Q= \/ZZ w, (n).cos(npy) (4.34)

La fonction H est renommée w,, et représente donc les coefficients de la série de Fourier
dépendant de 1 et intégre la constante B, issue de la solution en 0.
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La forme de cette solution peut étre interprétée de la maniere suivante : il y a une inva-
riance du terme source suivant 6. Pourtant on constate bien que ’entrefer et 1’épaisseur
d’aimant ne sont pas constants. Il y a donc invariance du terme source mais non de la géomé-
trie du probléme suivant 6. Cette invariance du terme source a conduit a I’idée de poser une
fonction constante en 6 suite a I’application de la méthode de séparation des variables. Du fait
de la R-séparation, et du terme R dépendant de 0, cette hypothése ne veut pas dire que la solu-
tion finale est invariante en 8 mais que toute la dépendance suivant cette coordonnée est por-

tée par le terme provenant de la R-séparation.

"  Meéthode des différences finies 1D

Afin de résoudre le probleme, il est nécessaire d’avoir une équation différentielle sur la
nouvelle inconnue w,,. Pour cela, on insére la forme de la solution (4.34) dans 1’équation aux
dérivées partielles initiales (4.27).

div M dans les aimants
0= \/ZZ w,(m).cos(npy) - AQ= { 0 dans l'entrefer (4.35)

Les expressions de la divergence (4.7) et du laplacien (4.9) permettent de réécrire de
I’équation différentielle (4.35) de la forme :

020  9%0 N sh?n 9Q shnsin969+ 1 020
on A 00  sh?ndy?
(4.36)

Les dérivées respectives de Q en 1, 6 et 1 sont exprimées en fonction de w,(n) et de ses
dérivées. Afin de simplifier les expressions :

z [Shn w, (1) + \/_ ] cos(npy) (4.37)
h sh?n hndw, ~d?w,
°o Z lc il wy (1) — 1732 w, (M) + S\/_U dw +vVA d:; lCOS(Tlpl/J) (4.38)
sin @
Z [ wn (1) ] cos(npip) (4.39)
cosf sin® 6
092 Z l( 4A3/2> wy (17) l cos(npy) (4.40)
2
272 =VA. Z(—nzpz)- wn (1) cos(np) (4.41)
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Ainsi, I’expression du laplacien en fonction de w,, () donne :

%w sh?n sh?n\\dw chn sh?n sin?@ cos@
shn VA =+ +\/Z(ch17— ) =+ shn( - - + )
Z[ o ( VA AJ)om 2VB 455 4ar 2VA

(4.42)

+

sinh sh? sin? 0\ n?p2J/A
7 <chn - 1 ) P }wn cos(npy)

2VA A A sh?p

L’équation différentielle sur le potentiel scalaire magnétique Al = div M conduit ainsi a
une égalité sur les coefficients de la série de Fourier du premier et du second membre :

02w sh?p sh?n\\odw chn sh?np sin?6 cos@
shnVA——="+ +\/Z<chn— ) =+ shn( - - + >
Z[ o’ ( VA A ) an WA 40 4 2VE

sinhn ( sh?n  sin? 9) n?p?VA
+ chn — - -

ey S-S0 2 | cosun) (443)

_ 2sh?p ZM
=3 chn A . n-cos(npy)

L’équation a résoudre par différences finies portant sur les coefficients w, (1) aprés simpli-

fication est donc la suivante :

N 62wn+ N aa)n+ 1 n?p? I 2sh?n y (4.4
shy 52+ 5+~ vy ) O = " ava BT A n 44)

en divisant par shn, on retrouve I’équation différentielle issue du cas général (4.31).

Le probléme est ensuite discrétisé suivant e, comme sur la Figure 4-6. L approximation de

Taylor au second ordre est utilisée pour calculer les dérivées de w,,.

(dwn) _ hior?uig — (hio® = RPw + hiPuggy (4.45)

dn /, hihi_1(h; + hi_q)

<d2(‘-;n> _5 hi—qui—q — (hi—g — hpu; + hiugyq (4.46)
dn? J, hihi—1(hi + hi_1)

ou les u; sont les valeurs de la fonction w,, aux points 1; et h; sont les pas variables entre
chaque points. Les équations différentielles dans I’entrefer (indice e) et les aimants (indice a)

sont donc traduites en équation matricielles :

{Ag.vg =BG 447

AS.ve = BS
Les A, (i, ) sont les coefficients calculés grace au membre de gauche de 1’équation diffé-
rentielle (4.44) avec ’expression des dérivées discrétisées (4.45) et (4.46). v, est le vecteur

représentant ’inconnue w,, discrétisée et les B, (i) sont exprimés grice au membre de droite
de I’équation différentielle (4.44).
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!
, i+l
hf
Z a G‘-.V-. i U
¢ Pourun # donné entrefer T
/ y Uj_q
i = nlrl (interface)
x = .
aimants ;s
Figure 4-6 : Schéma de la discrétisation du probleme
» Conditions de passage et conditions aux limites
Les conditions aux limites et conditions de passage, s’écrivent dans le cas général :
Condition aux limites:  H, =0 (4.48)
H,—Hj)xn=k
Conditions de passage : {( 1= Hu) SLi (4.49)
(BI — B").n =0
Appliqué au probléme, les équations précédentes donnent :
. . Hy =0
Conditions aux limites : { (4.50)
Hg =0
(H,—H.)xe, =0
Conditions de passage : 4.51
passag {(Ba—Be).e,,zo 4.51)
Les projections conduisent a :
Hgy (nr) =0
CL1:4, “ 4.52
{H¢a<nr> =0 (4:52)
Hg (775) =0
CL2:4, ¢ 4.53
{H¢e<ns) =0 (*:33)
Hg,(na) = He ,(1q)
CcP1: { 0a M) = 0 a (4.54)
Hwa(na) - Hwe(na)
CP2:Hy (na) + My(¥) = Hy ,(na) (4.55)
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ou 7, et 1, sont les coordonnées correspondantes respectivement au rayon d’alésage stator et
au rayon du rotor. Pour déterminer le champ d’excitation magnétique H il faut calculer le gra-
dient de (1 (4.24). L’expression (4.6) exprimée en fonction de la nouvelle inconnue w,, pour
chaque composante suivant 7, 8,y devient :

A
grad 0 =— [grad, Q.e, + grady Q.eq + grad,, Q.ey] (4.56)
avec :
h d
grad, Q = Z [ﬂ wn,(n) + \/Zdinn] cos(npy) (4.57)
sin 6
grady Q = Z [ wn (M) ] cos(npy) (4.58)
A .
grady, Q = m\/z. Z(—np). wn (). sin(npy) (4.59)

Ainsi, les conditions aux limites et de passage deviennent respectivement :

wply, =0 (4.60)
e —

wply, =0 (4.61)
wH = wsy 4.62
n T]a n na ( )

dw} a dw;

_ - M., =—

dn | na A% n dn | 7a (4.63)

Les deux équations données pour chaque condition CL1, CL2 et CP1 sont identiques, les
conditions aux limites et de passage a discrétiser sont donc réduites aux quatre équations ci-

dessus.
pouri=1leti=n, u® =0 (4.64)
uf = uf
pour i = nirl, Uipr — W U — Ui _ —iM (4.65)
h; hi—q A

On peut ainsi compléter les équations différentielles discrétisées dans les deux milieux par
les équations issues des conditions aux limites et conditions de passage afin d’obtenir un
unique systéme matriciel permettant la résolution par différences finies :
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An.v, = B, (4.60)

[ %)
A8
An =\ hy/hihiy —Ch + Ry [hihioy By [hihiy ) (4.67)
1

\ .
0

ou la ligne médiane de la matrice correspond a I’interface aimant-entrefer. On peut enfin re-
trouver les composantes du champ magnétique B a partir du potentiel scalaire magnétique
résolu par différences finies (4.24 et 4.25) :

A h do,
By = =t ) [ wnn) + VAL cosCup) —po M) (468)
A in 6
Bo=~tog- ) [ wn(0) |- costow) (4.69)
A3/2
By = o g ) - 0a ). (np1) (4.70)

ou les termes w, (1) et dw, /dn sont calculés a partir de la solution v, obtenue par différence
finie. La dérivée dw,/0n peut-étre calculée grace a une dérivée a droite, a gauche ou bien
une dérivée centrée.

4.3.3 Modele 2D

Le probleme discrétisé en (), 8) ainsi que les conditions aux limites sont schématisés sur la
Figure 4-7.

En termes de coordonnées toroidales, le laplacien et la divergence donnent respective-
ment :

A® (9 sshy 90 9 /100 A2 92Q
0= {_< —) shn—(——)} s 2= @.71)
a’shnlon\ A 0n 06 \A 06 a? sh? n 0y?
1—sh?n) — ch7.cosf
divm = — L= sh7m) = chn. cos My, () 4.72)

a.shn
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0=m ; 8 =-m
] =Jm wg = 0, fori=1vj

j=1

n=1ns

| {
i entrefer 3

COHdlthﬂ a _______.-’ A

. Condition aux
I’interface

limites de
périodicités

i almants 3

n="n wy =0,  fori=iy,Vj

Figure 4-7 : Domaine d’étude de la méthode des différences finies 2D dans le plan (1, 6)

»  Forme de la solution

Du cas général donné dans [12], on considére la solution en 1 et on conserve les fonctions
H et O inconnues afin de réaliser une méthode des différences finies 2D suivant les coordon-
nées 71 et 8. Par principe de superposition, on peut poser la solution ) de la méme forme que
le terme source :

Q= Z w,(n, 8).cos(npy) (4.73)

Afin d’avoir 1’équation qui régit le fonction w,, on insére la forme de la solution (4.74)
dans I’équation aux dérivées partielles initiales (4.27).

divMd | ' t
Q= Z wy(n,0).cos(npy) - AQ= { ”6 d:::ssl’ef:esnatl;r:fi? S (4.74)

On obtient :
Z (1 —=chncosf).A aa)n+A_2 62a)n+A_2 62wn_A.sin96a)n
a?shn “on  a? on?  a? 962 a? 060
AZ
2.2
npt— shznwnl .cos(npy) 4.75)

(1 —sh?n) —chn.cos@

= ashy z M,,.cos(npy)
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On aboutit donc a 1I’équation aux dérivées partielles sur les coefficients w,, (1, 8) :
(1 -chncosh).A dw,, A* 0%w, A? 0%w, A.sinfiw,

a?shn " an +E' on? +E' 262 a® 96 4.76)
A? (1 —sh?n) —chn.cos@ .
— n?p2. W, = — M,
a?sh?n a.shn

Le probléme est ensuite discrétis€ suivant e, et eg comme sur la Figure 4-8.

L’approximation de Taylor au second ordre est utilisée pour calculer les dérivées de w,, En

prenant pour référence la valeur w, de la fonction w,, au point de coordonnées (n;, 8;) :

(awn) h, h, — h, h, @77
= Wy ————— Wy ———————W _
on/, hy (hy + h3) 2 hyhy ° hy(hy + hy) *
0% wy, B 2 2 N 2 478
07 ) T ol T 1) 2 gy 0 halha + ) (4:78)
a(l)n h3 h3 - h1 hl
— -2 g 4.79
( 20 )0 ho(hy + 1)t hihy 0 ha(hy + hy) 4.79)
0% wy, B 2 2 N 2 4.80
002 ) T hy(hy T h) T Ik 0 T gy ) (4.50)
Ni-19 W4
hy
w w w
. e— - *
9!, +1 hl h3 91— 1
hy
L]
Ni+1™ w,
Figure 4-8 : Schéma de la discrétisation du probleme
Les conditions aux limites et conditions de passage, s’écrivent dans le cas général :
Condition aux limites: H; =0 (4.81)
Conditions de passage : {(HI ~Hp) xn=0 (4.82)
Passages 1 B, -B.n=0 '

Appliqué au probleéme, les équations précédentes donnent :

Condition aux limites: ~ Hg =0etHy =0 (4.83)
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Conditions de passage : {(HI ~Hu) x ey =0 (4.84)
Passage: 1 s, - By).ep =0 .
Les projections conduisent a :
Hg (nr) =0
CL1:4, * 4.85
{Hwa(nr) =0 (389
Hg (775) =0
CL2:4, ° 4.86
{Hwe(ns) =0 (4:56)
Ho ,(n4) = Hp,(na)
CP1: {Hea @l 0erla (4.87)
wa(na) = Hwe(na)
CP2: Hna(na) + Mn W) = Hne(na) (4.88)
Traduit en potentiel scalaire magnétique on a :
_aaﬂea T
CL1: " (4.89)
210, _ 0
k oy 1Ny B
_aa!;e n =0
. N
CL2: 3 5p, iy (4.90)
oy Ins
21, a4,
) a6 Ina a6 Ina
CP1: { 00, o, (4.91)
\" 3% 1na~ " 99 Ina
P2 Ad N, Ao, (4.92)
" a dn N " adn Mg ’
Soit :
dwq
=0
CL1:< 06 |, (4.93)
wply, =0
Jdwp| 0
cL2:{ a6 l, ~ (4.94)

Ns
wplp, =0
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dws _ Owg
a — e
@n Na @n Na
cp2. —29%n M, = 29 (4.96)
" aodnina " adn In. '

Les deux équations énoncées pour les CL1, CL2 et CP1 sont identiques, une seule peut étre

conservée. Ainsi, les conditions aux limites et de passage peuvent se résumer a :

wply, =0 (4.97)
wrlp, =0 (4.98)
a = wf 4.99
Wn |y = On|p, (4.99)
dwd a dws
— —— M. =— 4.100
aT] Na A " aT} Na ( )
= Discrétisation
Les formules de Taylor donnant les valeurs des dérivées sont rappelées en suivant :
dwn> h4 h.4, - h.z hz
= Wy ———— Wy ———————< W 4.101
( an/, hy(hs + hy) 2 hyhy ° ho(hy +hy) " ( )
o) _ 2 - + - 4.102
a7 ) T Rl ) % T gha 0T Rl + 1) (.10
d(l)n h3 h3 - hl hl
— S 4.103
( do >0 ho(hs +h) 0 hihy 0 ha(hy + hy) 3 (4.10)
don) _ - - + : 4.104
T2 N R WL W R ke (3164
Ainsi, la discrétisation peut s’écrire :
d*w,
an? = AWy + Agwo + A4Wy (4.105)
0
dwy,
( ) — bywy + bowy + byw, (4.106)
dn /,
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d’w
< d92n>0 = C]_(l)l + Coa)o + C3(l)3 (4107)
dw
( n) == d1w1 + doa)o + d3a)3 (4108)
d6 /,
ou :
2 2 2
Q= gy = ———— gy = —— (4.109)
hy(hy + hy) hyh, hy(hy + hy)
h4_ h4_ - hz h2
bh=——"——by=——-—---—-,by=——-"—— 4.110
2 s+ 1) 0 T T Thohy P T Ty, + Ry (4.110)
= 2 = 2 = 2 4111
O e ) T T hahy T hy(hy + ) @110
hs hs — hy hy
di=—————,dy=——,dy=————— 4.112
e ) T T T BT Thy( Ry (4.112)

s Construction du ceeur de la matrice A

La construction du cceur de la matrice A s’effectue par I’intermédiaire de la discrétisation
de I’équation aux dérivées partielles sur les coefficients de la série de Fourier du potentiel
scalaire magnétique. Les formules de Taylor discrétisées (4.105 a 4.112) sont utilisées en ré-

férence au schéma de discrétisation présenté Figure 4-9.

O=m 0 =—-m
I =Jm ) j=1
I = 4
n=1ns
‘ 1| 3
0 h
| 2
I =iy
nm="Mr

Figure 4-9 : Schéma de la discrétisation et numérotation locale
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L’indice i correspondant a I’interface aimant-entrefer est appelé nirl. L’équation aux dé-
rivées partielles a résoudre par différences finies est I’équation (4.76) qui est rappelée ici pour

faciliter la compréhension de la suite :

(1—chncosh).A dw, A? 0%°w, A? 0’w, A.sinfiw,

a?shn “on | a?’ an? +§' 902 a? 96
A? (1 —sh?n) —chn.cos@ (4.113)
—n?p2. wy, = — M
a?shznp " a.shn "

On a donc pour j = [2:j,, — 1] et i = [2:i,, — 1] \ {nlr1}, les numéros de nceuds sui-

vants :
ng=0G—1) i, +i (4.114)
ng=J*iy,+i (4.115)
n,=0G—-1D*ip+i+1 (4.116)
nyg=0G—2)*i,+i (4.117)
n=0G—-D*ip+i—1 (4.118)

Et la matrice A correspondante :

(1 —chncosf).A A? A? A.sin 8
A(no,n0)= aZShT] .b0+ﬁ.a0 +;.C0_Td0
A2 (4.119)
2.2
P Gz she n
A? A.sin 6
A(no, nl) = ; Cl - az dl (4120)
(1 —chncosh).A A?
A(no,nz) = az Sh}’] .bz +;.a2 (4121)
A? A.sin 6
A(no, n3) == E.C3 - az d3 (4122)
(1 —chncosh).A A?
A(no, Tl4) = az Sh‘r] ' b4_ + E. a4_ (4123)
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(1—sh2n)—chn.cost9M s i
B(n,) = a.shy n Sti=mr (4.124)
0 sinon

=  Conditions aux limites :

Les conditions aux limites s’écrivent avec des dérivées au premier ordre. La Figure 4-10
montre le placement des points pour les deux conditions aux limites en 1 = 7,- soit i = i, et
1 =1, soit i = 1. Les conditions aux limites sont :

a),‘}lnr =0 (4.125)
wplp, =0 (4.126)
En termes de différences finies on a donc :
pouri =1,Vj=0: wy =0 (4.127)
pouri =i, Vj=0: wo =0 (4.128)

Onadoncpourj =[1:j,]eti=1eti=1i,, les coefficients de la matrice A suivants :

A(ng,ng) =1, avecng = (G —1) xi, +i (4.129)
B(ny) =0, avecng = (G —1) xi, +1i (4.130)
J=Im 0| w,=0, fori=1,vj =1
=1
I =iy
0] wp=0, fori=1i,,VJj

Figure 4-10 : Schéma de principe des conditions aux limites
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= (Conditions de passage :

La condition de passage énoncée précédemment est :

wd = wg 4.131
n |, = @n g ( )
dws a dwg
677 Na A n aT] Na ( )

La premiere condition nous impose un u, identique dans le milieu aimanté et 1’entrefer. La
deuxiéme équation est la continuité de la composante normale du champ B. La discrétisation

nous donne :
_S“’Zh;z“’o_ M, = _g“’oh;‘}“"* (4.133)
Soit :
“’2];“’0_“’0};“’4=—%Mn (4.134)
Ce qui donne :
:—j—%wo P2, (4.135)

Ceci est appliqué pour tous les nceuds ng, n, et n, et ce pour i = nlrl et Vj, comme illus-
tré en Figure 4-11.

i=1 4
;entrefer
i=nlrl pz===
| aimants 0
| 2
I =iy

Figure 4-11 : Schéma de principe des conditions de passage
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=  (Condition de périodicité

La condition de périodicité consiste a imposer la continuité en 6 entre les points 6 = —m
(pour j =1) et 8 = m — pas (pour j = j,,). Ou pas est le pas de discrétisation suivant la
coordonnée 8. Le schéma de principe est présenté en Figure 4-12.

6 =1 — pas f=-m 6=m—pas
J=Jm j=1 J=Jm
i=1
aE
1 1E
0 Z
2 [
i =i

Figure 4-12 : Schéma de principe de la condition de périodicité en 0 = —m

Cette condition de périodicité se traduit par la méme construction que le coeur de la matrice
décrite précédemment mais avec le premier point qui doit étre relié au dernier. L’équation aux
dérivées partielles discrétisée énoncée précédemment (4.76) nous permet de remplir la ma-
trice A. Elle est redonnée ci-dessous pour illustrer la suite des calculs.

(1 -chncosB).A dw,, A* 0%w, A? 0%w, A.sinfiw,

—t . +—. -
a’shn on a? on? a® 06?2 a’? 06
, ., N (1 —sh?n) —chn.cos@ (4.136)
— NP ————wy = — M,
a?sh?n a.shn
Onadoncpourj=1leti=[2:i, — 1]\ {nlrl}, les numéros de nceuds suivants :
(1 —chncosfh).A A? A? A.sin@
A(no,no): azshn .bo‘l‘;.ao +?.C0_Td0
2 (4.137)
_ nzpz A
"a?sh?n
A? A.sin 8
A(ng,ny) = 22 €1 — 72 1 (4.138)
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(1—-chncosB).A

A(nyg, =
A? A.sin
A(ng,ng3) = —.C3—
a
(1—-chncosB).A
A(n0in4) = '

a’shn

1 —sh?n) —chn.cos@
( m) n v

B(ng) =4 a.shn
0

AZ

;.az (4.139)

3 (4.140)

2—z.a4 (4.141)
si i>nlrl (4.142)
sinon

La continuité a été réalisée pour la premiere colonne (i = [1:i,,],j = 1), il faut remplir de

la méme maniére les indices correspondant a la derniére colonne (i = [1:i,,],j = jm — 1).

L’équation aux dérivées partielles discrétisée énoncée précédemment (4.76) nous permet

de remplir la matrice A. Elle est redonnée ci-dessous pour illustrer la suite des calculs.

(1 —chncosB).A dw,, A? 0%w, A? 0’°w, A.sinfiw,
+ +
a?shn “dn  a? on?  a? 962 a? 06
, ., O B (1—sh2n)—chn.cost9M (4.143)
WP eghy ¥ T a.shp "
9 — 1 8 =m — pas = —m1
j=1 ] =Jm j=1
| 4
1| 3
f 0 |h;

Figure 4-13 : Schéma de principe de la condition de périodicité en 0 = 1
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On adonc pour j = j, eti = [2:i, — 1] \ {nlrl}, les numéros de nceuds suivants :

nog=(—1) % iy +i (4.144)
n, =i (4.145)
ny=(G—1)%ipm+i+1 (4.146)
Ny = (j—2) % iy + 1 (4.147)
ny=0G—1D*ipm+i—1 (4.148)

Le point 1 est donc celui positionné sur la colonne j = 1. La matrice A correspondante
dont les coefficients sont calculés avec hy; = hg(1) est alors :

(1 —chncosh).A N? A? A.sin @
A(no,no): azshn .b0+;.a0 +E.CO_7dO
(4.149)
—n2p2, A®
a?sh?n
A? A.sin 6
A(ng,ny) = a2 €1 — a2 1 (4.150)
(1 —chncosf).A A?
A = . —. 4.151
(o, n2) aZshy 2t 72 az ( )
A? A.sinf
(1 —chncosf).A A?
A = . —. 4.153
(1, 14) aZshy b, + 72 Ay ( )
(1 —sh?n) —chn.cosd o
B(no) =4~ ashy M S i (4.154)

0 sinon

Les conditions aux limites, conditions de passage et conditions de périodicité viennent
compléter la matrice remplie grace a la discrétisation de la nouvelle inconnue w,. La solution

peut désormais étre calculée.
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= Solution

Une fois les matrices A et B complétées, la solution du probléme vient naturellement en ré-

solvant le systéme suivant pour chaque rang d’harmonique n :
A.U=B (4.155)

Ainsi, le potentiel scalaire magnétique () peut s’écrire en fonction de la matrice solution U :

Q= Z U.cos(npy) (4.156)

La solution est donc discréte suivant 77 et 8 et continue en . Les 3 composantes du champ

B sont ensuite déduites de la loi constitutive des milieux magnétiques liant B et H et donc ().

A dw,(n, 6
B, = _ﬂoa-z%-cos(nplp) — HoMy () (4.157)
Bo= oy 2O cosmpy) (4.158)
A dw,(n, 0 ,
By = Mo'a. sh7 Z @ 6(:]7 ).(np).sm(nptp) (4.159)

Le gradient en coordonnées toroidales fait intervenir les dérivées partielles suivant chacune
des 3 coordonnées 7, 8 et Y. 1l faut donc calculer le gradient numérique de la solution discrete

U suivant 1 et @ afin d’aboutir au résultat souhaiteé.
4.4 Validation par éléments finis

=  Modele élements finis

Dans le but de valider les modeles hybrides 1D et 2D du champ magnétique a vide présen-
tés précédemment, ils sont comparés a une simulation numérique par éléments finis sous AN-
SYS Electronics Desktop [54].

Les symétries du probléme permettent de modéliser sur un quart de pole (Figure 4-14). Ce-
ci permet de réduire le temps de calcul. Le domaine d’étude est réduit a un pdle grace aux
plans de symétries (1, 8) passant entre deux poles successifs. Puis, il est réduit a un demi pole
grice au plan de symétrie (x, y). Enfin, il est réduit a un quart de pole grace au plan de symé-
trie (n,0) coupant le pdle en son milieu. Les conditions limites correspondant a ce domaine

réduit sont illustrées Figure 4-14.
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Flux Normal

Figure 4-14 : Conditions aux limites utilisées dans la simulation éléments finis

Afin de modéliser par €léments finis le probléme traité, il faut appliquer une aimantation
suivant le systtme de coordonnées toroidal et plus précisément suivant e, dans notre cas. Or,
ce systeme n’est pas un repere de travail du logiciel ANSYS Electronics Desktop [54]. 1l est
tout de méme possible de s’en rapprocher. Pour rappel, on a vu dans la Figure 4-2 que la
coordonnée 71 se déplace le long des sphéres dessinées par les surfaces a 8 = cste. Ainsi,
pour une sphére donnée, la direction e, du repére toroidal est la méme que la direction eg du
repere sphérique dont 1’origine est positionnée en (r = 0,z = a.cot8). Il est donc possible de
découper ’aimant par une suite de sphéres de centre (r = 0,z = a.cotf) et de rayon r =

Y séparées par un intervalle A@, comme illustré Figure 4-15.

Figure 4-15 : Découpage de [’aimant en portions sphériques

Ainsi, a chaque portion est attribuée une aimantation suivant ey d’un repere sphérique
propre a chaque portion. Chaque repére est positionné de facon a ce que 1’aimantation soit
exacte au milieu de chaque portion. De part et d’autre du milieu, I’aimantation différe 1égere-
ment de ’aimantation toroidale théorique. Cette simulation par éléments finis est donc lége-
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rement €loignée de la réalité mais le nombre de portions est choisi de sorte a minimiser cette
erreur. On peut donc la considérer quand méme comme une référence pour la validation du
modele.

I1 a été choisi de découper 1’aimant en 101 portions, afin de se rapprocher suffisamment
d’une aimantation parfaitement toroidale. Un nombre impair de portions est choisi de sorte
que la courbe permettant de valider le modéle suivant e, passe parfaitement au milieu d’une
portion d’aimant, la ou I’approximation de 1’aimantation toroidale & une aimantation sphé-

rique est exacte.

Afin de valider le modéle, la composante B, du champ magnétique, celle permettant la
production du couple, est comparée a celle simulée numériquement par €léments finis sur

trois chemins différents. Ces chemins sont choisis de fagon & comparer la composante B,

relativement a chaque coordonnée 7, 6 et Y. Le premier chemin étudie la validité du modele
suivant la coordonnée 1, a 8 = /2 et p = 0 (I’origine des Y étant choisie au milieu d’un

pole). Le second chemin étudie quant a lui la dépendance en 6, an = M9aD 1m0y ety =0, ou
98D gy = asinh Ry/(R,/2 + Rs/2) correspondant a I’entrefer moyen. Le dernier chemin
étudie la dépendance en Y a n = 98D 1y et 8 = m/2. La Figure 4-16 illustre les différents

chemins.

n= ngapmoy etd =m/2

O=m/2etyp=0

n= ngapmoy ety =0

Figure 4-16 : Modélisation du quart de pole sous Ansys Maxwell

»  Comparaison des résultats

Chaque méthode de calcul a été détaillée ainsi que le processus de validation par éléments
finis. Afin de comparer les trois méthodes de calcul, les trois modeles sont appliqués a un
méme jeu de valeurs géométriques d’entrée. Ces valeurs sont issues du dimensionnement éta-
bli au chapitre 2 et sont données dans le Tableau 4-1. La Figure 4-17 illustre la géométrie ain-

si que son maillage.
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Parameétre Symbole Valeur
Grand rayon du tore R, 275 mm
Hauteur d’aimant hq 14.4 mm
Entrefer e 1 mm
Rayon rotor R, 34.4 mm
Rayon aimants R, 48.8 mm
Rayon d’alésage R, 49.8 mm
Champ rémanent ] 11T
Aimantation rémanente M 8.753 10° A/m

Tableau 4-1 : Parameétres de la machine toroidale

Les modeles développés précédemment font intervenir une série de Fourier suivant . Ain-
si, les deux modeles hybrides sont appliqués pour un nombre d’harmoniques égal a 15. Le
nombre d’harmoniques joue sur la qualité du signal final. Plus I’allure suivant ¥ de la compo-
sante By, se rapproche d’un signal carré, plus il nécessitera d’harmoniques pour se rapprocher
du signal réel. Cependant, augmenter le nombre d’harmoniques augmente également le temps
de calcul. On choisira donc un compromis entre temps de calcul et précision du résultat. Afin
de mettre en évidence ce phénomene, les modeles 1D et 2D sont également calculés pour 35
harmoniques.

-
{“N
e

0 35 70 (mm) 0 35 70 (mm)

Figure 4-17 : Vue 3D du quart de pole simulé sous Ansys Maxwell (a) ainsi que son mail-

lage (b)

Les Figures 4-18 a 4-20 présentent les résultats des trois méthodes de calcul sur les trois
chemins choisis pour la comparaison et ce pour 15 harmoniques. On constate une bonne con-
cordance des résultats entre les trois méthodes. L’erreur quadratique moyenne entre les mo-
deles 1D/2D, 1D/FEA et 2D/FEA sont répertoriées dans le Tableau 4-2. Tous les calculs ont
été exécutés sur un PC équipé d’un processeur Intel Core 17-8650U, 1.90-2.11GHz avec 32Go
de mémoire Ram. Les informations relatives au temps de calcul sont rassemblées dans le Ta-
bleau 4-3.
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Les erreurs quadratiques sont faibles entre les différents modeles ce qui valide les diffé-
rentes méthodes développées dans ce chapitre. Cette triple comparaison permet donc de vali-
der a la fois :

- P’hypothése faite pour 1’établissement du modéle 1D,

- la possibilité d’utiliser la méthode hybride qui fait appel a une différence finie 2D,

- mais aussi le découpage de I’aimant toroidal en portions et de I’approximation faite a

une aimantation sphérique pour chaque portion dans le calcul par éléments finis.

La dépendance en 1 est sensiblement affectée par le nombre d’harmoniques. En effet,
comme ¢énoncé précédemment, plus on se rapproche d’un signal carré, plus le nombre
d’harmoniques requis pour décrire précisément le signal est important. Le nombre
d’harmoniques influe tout de méme mais dans une moindre mesure pour les signaux suivants
n et 6. Les résultats présentés portent sur I’étude du champ magnétique produite par les ai-
mants permanents, de cette étude peut étre déduit le couple statique et la fem pour un bobi-

nage donné selon la méthode présentée au chapitre 1.

Modeéle 1D/2D Modele 1D /FEA Modele 2D/FEA

Erreur RMS 15h 35h 15h 35h 15h 35h
Suivant n 0.47 % 0.47% 1.12 % 0.53% 0.72 % 0.45%
Suivant 0.54 % 0.56 % 0.87 % 0.40 % 0.43% 0.52%
Suivant 0.82 % 0.89 % 4.61 % 1.39 % 4.54% 1.16%

Tableau 4-2 : Erreurs quadratiques moyennes entre chacun des modéles

Modele 1D Modele 2D FEA
 Nombre 15 35 15 35
d’harmoniques
Nombre de mailles 4 876 200 4 876 200 3 685455
Temps de calcul 17s 39s Tmin4ls 15min02s 4h04min42s

Tableau 4-3 : Comparaison des temps de calcul entre les différentes méthodes
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B'*;(n} pour 15 harmoniques
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Figure 4-19 : Composante B, suivant 6

Blu(q,b} pour 15 harmoniques

o
o

e
=]

15

@ [rad]
(b)

: (a) 15 harmoniques (b) 35 harmoniques

B"(‘([)} pour 35 harmoniques

maodele 1D
modéle 20
Elements finis

o
o
T

=1
py

<
=]
T

o
o
T

<
s
T

e
w
T

=1
]
T

=1
e

Induction magnétique axiale [T]

=1
T

0.02 0.04 0.06
i [rad]

(a)

0.08 0.1

modéle 10
modéle 2D

Elements finis

e
-
[X]
=]

0.02 0.

04 0.06

¥ [rad]
(b)

0.08 01

Figure 4-20 : Composante By, suivant ) : (a) 15 harmoniques (b) 35 harmoniques



Conclusion 167

4.5 Conclusion

Le concept de modele hybride développé au chapitre 3 est appliqué ici au cas du repére to-
roidal. Deux mode¢les ont été développés, 1’un faisant appel a une méthode de différences fi-
nies en 1D, et 'autre en 2D. Les bons résultats obtenus montrent que le concept offre une
adaptabilité pour I’appliquer & de nombreux cas de configurations géométriques de machines.

En effet, au chapitre précédent, elle a été appliquée au cas de la machine a flux axial et a
permis de modéliser un grand nombre de ses aspects géométriques. Dans ce chapitre, elle a
permis I’obtention d’une solution rapide dans un systéeme R-séparable et présentant un second
membre non nul. Et ce, en ayant recours soit & un modele 1D soumis a d’hypothéses simpli-
ficatrices fortes, soit 2 un modéle 2D soumis a moins d’hypothéses mais plus consommateur
au niveau du temps de calcul. Ce passage a la méthode de différences finies en 2D permet
d’envisager de traiter des cas qui ne sont pas faisables avec la méthode en 1D et est une
preuve supplémentaire de flexibilité. Le modéle hybride respecte donc 1’objectif fixé de mo-
dele unifié de calcul.

Ce chapitre clos 1’¢tude théorique de la machine toroidale idéale proposée dans cette these.
L’aspect conception et I’étude de faisabilité de la machine toroidale ont permis de déposer un
brevet suite aux résultats encourageants du chapitre 2. Le point majeur restant a accomplir est
I’étude des performances de la machine réelle qui a donc un comportement dégradé vis-a-vis
de la machine idéale.

L’¢laboration de ce modele ouvre plusieurs portes pour continuer les travaux de cette
these. On pourrait envisager :

- la comparaison des performances de la machine dessinée dans ce systéme toroidal R-
séparable avec une machine dessinée dans le systéme toroidal trivial. Cette étude doit
cependant étre menée par simulations numériques en ¢léments finis,

- la comparaison avec les performances d’une machine toroidale approximée a une ma-
chine tubulaire.
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Conclusion Générale

Les travaux de cette thése s’inscrivent dans le domaine des machines ¢lectriques dédiées
aux systémes embarqués ou I’augmentation de la densité de puissance ou de la puissance spé-
cifique est devenue un enjeu majeur. Dans ce cadre, nous avons pu constater que les configu-
rations géométriques de machines a aimants permanents ont évolué et se sont diversifiées
dans le sens de I’augmentation d’interaction entre le champ inducteur et les courants, interac-
tion a I’origine du couple. Ainsi, si cette surface d’interaction augmentée, le couple augmente
pour une masse de conducteur et d’aimant donnée, répondant alors aux contraintes toujours
plus importantes de couple spécifique des systémes embarqués. De cette analyse est née I’idée
d’une nouvelle configuration de machine théorique présentant une géométrie toroidale.

La version « idéale » de cette machine n’est cependant pas manufacturable. Pour récupérer
le mouvement du rotor une ouverture doit étre pratiquée dans sa version dite « réelle ». Cette
ouverture peut dégrader les performances théoriques.

Si le couple spécifique de la machine idéale est suffisamment €levé, la conception et
I’é¢tude de la machine réelle pourront étre envisagées dans les années a venir. La premicre
problématique est donc la modélisation de la machine toroidale qui est non référencée dans la
littérature au moment de 1’écriture de ce manuscrit. La deuxiéme problématique est la compa-
raison de ses performances aux machines tournantes les plus utilisées actuellement : la ma-
chine a flux radial et la machine a flux axial. Une méthode de dimensionnement unifiée doit
donc étre élaborée pour proposer une comparaison pertinente.

Ces deux problématiques ont conduit a axer ces travaux de recherche sur la modélisation
analytique du champ magnétique a vide des machines synchrones a aimant permanents sans
saillance au rotor. Les machines a flux radial conventionnelles permettent une modélisation
2D. Cependant, les machines a flux axial imposent une modélisation 3D, tout comme la nou-
velle machine a flux toroidal proposée dans cette thése. Nous avons donc cherché a identifier
une méthode de modélisation applicable a toutes configurations géométriques de machines
synchrones a aimants permanents en vue de les dimensionner a partir d’un méme cahier des
charges et de les comparer a partir d’'un méme jeu de parametres d’entrées et sous les mémes
hypothéses de modélisation.

Afin de modéliser ces différentes topologies de machines, les équations du champ magné-
tique a vide de ces machines doivent étre résolues analytiquement. Pour cela, la méthode de
séparation des variables, applicable a un grand nombre de systémes de coordonnées et donc a
différentes configurations de machine est utilisée.



Conclusion Générale 170

Le premier chapitre développe les grands principes utilisés tout au long du manuscrit. La
modélisation analytique par la méthode de séparation de variables offre une rapidité de calcul
la rendant plus appropriée au dimensionnement que I’utilisation de la modélisation numérique
par ¢éléments finis. Les grands principes des systémes de coordonnées curvilignes orthogo-
nales sont rappelés permettant d’expliquer les conditions d’application de la méthode de sépa-
ration des variables. Ces principes sont appliqués d’abord au cas du repere toroidal trivial
conventionnellement utilisé et montrent que la méthode de séparation des variables ne
s’applique pas a ce repére. Un nouveau repere toroidal, ou la R-séparation des variables est
possible, est donc proposé.

Le chapitre 2 présente 1’état de I’art de la modélisation analytique du champ a vide dans les
machines existantes en se focalisant d’abord sur les modélisations en deux dimensions. Les
modélisations du champ a vide des machines lin€aires et tubulaires ainsi que celle des ma-
chines a flux radial et a flux axial y sont détaillées. Bien que la modélisation de machine a
flux axial nécessite une étude 3D, sous certaines hypotheses, la modélisation 2D peut s’y ap-
pliquer.

Ces modélisations 2D ont permis d’appliquer une méthode de dimensionnement, initiale-
ment développée pour la machine a flux radial, aux machines tubulaires et aux machines a
flux axial sous un méme développement analytique unifié. La machine tubulaire présente une
géométrie trés proche de la machine toroidale idéale. Sous certaines hypothéses on peut ap-
proximer le champ magnétique et ainsi le couple de la configuration toroidale par ceux de la
configuration tubulaire.

La méthode unifiée de dimensionnement appliquée aux machines a flux radial, axial et to-
roidal sous hypothéses 2D a permis une premicre comparaison des performances des ma-
chines étudi¢es. Trois dimensionnements ont été réalisés, a basse vitesse et forte puissance.
Les résultats ont pu démontrer un gain de I’ordre de 10% en masse, et de 15% en couple spé-
cifique de la machine toroidale devant les machines axiales et radiales. Ces premiers résultats
encourageants permettent donc de considérer plus sérieusement la topologie présentée dans
cette these et justifie la poursuite des travaux.

Des modeles analytiques 3D de la machine a flux axial existent et t¢émoignent de la diffi-
culté d’appliquer la méthode de séparation de variables au cas tridimensionnel. Une méthode
alternative de résolution a alors été proposée au chapitre 3. Il s’agit d’une modélisation hy-
bride liant la modélisation analytique par méthode de séparation des variables a la méthode
des différences finies. L utilisation d’une méthode en différences finies 1D permet de généra-
liser la méthode a un tres grand nombre de machines axiales existantes. Afin d’illustrer notre
propos, nous avons proposé€, a partir de ce modele, la prise en compte d’une forme quel-
conque d’aimant permanent. La méthode a ensuite été validée a la fois par simulations numé-
riques a I’aide d’un code de calcul élément finis et par des mesures de couple sur un banc ex-
périmental.

Le dernier chapitre est consacré au modele de la machine toroidale idéale. Le chapitre 1 a
démontré I’impossibilité de modélisation dans le repere toroidal trivial. Il faut donc faire ap-
pel au systeme R-séparable dans lequel la géométrie de la machine est légerement modifice.
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Une fois le repere présenté ainsi que la nouvelle topologie associée, le modele est établi en se
basant sur la méthode hybride développée et validée au chapitre 3.

Cependant le modéle nécessite le recours a une hypothése forte sur la forme de la solution.
Cette hypothéese forte et le peu de références sur la modélisation analytique du champ a vide
des machines électriques dans ce repere toroidal impose une validation rigoureuse. C’est
pourquoi nous avons choisi de développer un deuxieéme modele hybride faisant appel a la mé-
thode des différences finies en 2D et s’affranchissant de 1’hypothése forte du modele 1D.

Les résultats des deux mode¢les hybrides sont comparés aux résultats de simulations numé-
riques par ¢léments finis. Dans ces modéles analytiques hybrides, les aimantations et les inter-
faces de milieux sont décrites de fagon simple et naturelle dans le repere toroidal. Finalement,
les deux méthodes sont comparées a une simulation par éléments finis. L’absence du repére
toroidal utilisé dans les codes de calcul par éléments finis impose 14 aussi certaines hypo-
théses sur I’aimantation, justifiant d’autant plus la comparaison entre trois modeles. Les résul-
tats montrent une bonne concordance entre les trois méthodes, validant mutuellement les trois
modeles : le modele hybride avec une méthode différences finies 1D, le modele hybride avec
différences finies en 2D et les éléments finis. Le dernier modéle développé avec une méthode
en différences finies 2D prouve 1’adaptabilité du concept de modéle hybride développé dans
ce manuscrit.

Finalement, ces travaux de thése partant initialement d’un aspect structurel sur les ma-
chines électriques se sont focalisés sur la modélisation analytique du champ a vide dans les
machines synchrones a aimants permanents de configurations géométriques différentes. Les
nouvelles machines demandant une analyse 3D ont conduit a 1’élaboration d’une nouvelle
méthode hybride liant a la fois la modélisation analytique par séparation de variables et la
méthode des différences finies. Elle offre un temps de calcul performant comparé aux mo-
deles numériques par éléments finis. Elle est plus généralisable a toutes les configurations
géométriques qu’un développement purement analytique en 3D.

Les premiers résultats trés encourageants sur les performances de la topologie toroidale
sont tout de méme soumis a de futurs travaux a mener. La premiére repose sur les résultats du
chapitre 2 soumis a la validité de I’approximation de la machine toroidale a la machine tubu-
laire. La machine toroidale a été déclinée sous deux formes distinctes, celle dessinée dans le
repére trivial et celle dessinée dans le repere toroidal R-séparable. Cela impose donc de com-
parer ces trois structures afin d’en quantifier les écarts.

Le manuscrit se borne a 1’étude de la machine idéale. La machine réelle présente une ou-
verture pour récupérer le mouvement du rotor. Cette ouverture doit rester aussi petite que pos-
sible pour se rapprocher au maximum de la configuration idéale. Cela pose donc des problé-
matiques de conception qui n’ont pas €té présentées dans cette thése mais qui ont tout de
méme été étudiées et ont abouti a la rédaction d’un brevet.

En plus de cette ouverture, la réalisation de toutes les piéces présente un enjeu a priori in-
surmontable actuellement. On pense qu’une réalisation par segments et assemblage pourrait
étre possible a termes a condition d’abord de bien définir les segments élémentaires de base,
ensuite de développer des techniques spécifiques de fabrication de ces segments et enfin de
concevoir de nouvelles techniques pour les assembler. Le développement des techniques
d’impression 3D [55], [56] peut contribuer a faciliter une telle recherche.
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Au moment de I’écriture de cette thése des chercheurs canadiens [57] ont évalué par simu-
lations numériques a 1’aide d’un code de calcul par éléments finis 3D les performances d’une
machine toroidale réelle. Le couple calculé est supérieur de 30 a 40% par rapport a ceux d’une
machine a flux radial, d’une machine a flux axial de type YASA ou d’une machine a flux
axial de type TORUS évaluées dans les mémes conditions. Ces résultats associés aux notres
montrent I’intérét de faire des recherches pour une premiere réalisation de ce type machine
pour en évaluer expérimentalement les performances.
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Annexe : Calcul de la série de Fourier de deux variables

v

T
o

El

v

Figure 5-0-1 :Aimantation en fonction de 0 et z

On écrit M, sous la forme d’une double série de Fourier en 6 et z donc les coefficients My,

sont & déduire des formes d’ondes de la Fig. 5.

km
M,(0,z) = z ZMnk cosnpl.cos—z (5.1)
n k

T

Orthogonalité des fonctions sinusoidales :
Soit C;(R) I’ensemble des applications continues, T-périodiques de R vers R.

Et le produit scalaire associé¢ < f,g > = %f;”f(t). g(t).dt

La famille {(t - cos nwt),ey, (t = sinnwt),ey+} est orthogonale pour le produit sca-
laire considéré.
Démonstration :

T
f cosnwt.cosmwt.dt =0sin#m
0

~| = 3R

T
f sinnwt.sinmwt.dt =0sin#m
0

1 T
?f cosnwt.sinmwt.dt =0sin +#m
0

Les deux applications considérées sont donc 2 a 2 orthogonales.

On utilise donc I’orthogonalité des fonctions sinusoidales pour en déduire I’expression des
coefficients de la série de Fourier. Pour un couple (k’, n’) € N* donné, on intégre
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Annexe : Calcul de la série de Fourier de deux variables

I’équation (5.1) sur une période dans les directions axiales et angulaires de la maniére sui-

vante :

!

k'm
M,(0,z) .cosn'pb .cos —Z dz.d6

ff

|
"ﬁlﬁ\ﬁlﬁ

(5.2)

n
T D
km k'm
= J. J. Z ZMnk cosan.cosTZ .cosn'p@.cosTZ.dz.dH
—-T n k

_r
P

Le membre de droite est donc différent de 0 seulement si (n’,k’) = (n, k). C’est donc le
cas considéré désormais. On admet que I’intégrale d’une somme infinie est égale a la somme

de I’intégrale, ainsi on obtient :

J

km
M,(6,z) .cosnpb .cos —Z dz.d6

|
<~ |3

" (53)
T p
km
= M. f cos’—z.dz f cos?npf .do
-7 ' _r
Soit :
n
T 14
km T
f fMZ(H, z).cosnpf.cos—z dz.d0 = M,.—.T (5.4)
-t _T ' p
P
La parité de M, (0, z) nous permet d’écrire :
(5.5)

n
T D
km I8
4f fMZ(H,Z).cosan.cos7z dz.df = Mnk.g.r
0 0

On découpe ensuite I’intervalle d’intégration sur des segments ou la valeur de M, (6, z) est

conne :
VA VA
agt %pp aqT )
kr kr
J j M cosnpf .cos—z.dzd0 —f J M cos npf .cos—z.dzd6
t - t (5.6)
o0 (P
T

= Mnk-ﬁ
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Ainsi :
V3 T
/aqr p2p aqt ) \
kr km
M| cos—zdz . f cos np6 d@—f cos—zdz. f cosnpl do
T t - (5.7)
0 ° (-2
T
= Mnk.@
Chaque intégrale est calculée séparément :
aqT e n
kT P2p p
1_f cos—zdz 2= f cosnph d 3= J cos nph do
0
a
km ’ (-2
1= [— sm—z] “pzp T
k 0 2 = [— sin np@] 1 P
T . 3 = |—.sinnpl
1 =-—.sinkna, np _n\r
kT[ 1 (1 2 )p
L 8
2=—.sinnzaq, 1 (5.8)
np 2 =— (sin nm — sinnw (1
np
p
-7))
1 .
3 =—cosnmsin—nnr
np 2
Les équations (5.7) et (5.8) donnent alors :
M( T I 1 /4 T I ap )
ol sinkmag . — - .sinn— 5 .sin kmag . - COS T COS — =Nt
T (5.9
= Mnk-4__
Soit :
4M 14
k= .sinkmay, . sinnzap(l — cosni) (5.10)
Or (1 — cosnm) vaut 2 si n est impair et 0 si n est pair, donc :
8M om
Mk (n impairy = - sin kmay . sinn = ap (5.11)

M, (0) ne présente pas de valeur moyenne, cependant M, (z) oui, on calcule alors le terme

pour k = 0, on projette donc uniquement sur des fonctions sinusoidales en 8:

J

M,(6,z) .cosn'p6.dz.d6 (5.12)

|
ﬁl:l\"c:l:l
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T
T P
= f f(z My, cosan).cosn’pH.dZ. do
Z: m\'n
P

Le calcul se développe de la méme fagon que précédemment, le terme de droite est diffeé-

)

rent de 0 seulementsin = n’:

n n
T P T P
f fMZ(H,Z).cosn’pH.dz. do = f anO.cosz nph .dz.do (5.13)
o m - _T
P P
Le second membre se calcule facilement :
n
T P )
T
f fMZ(H,Z) .cosn'pf.dz.d0 = —M,, (5.14)
-t _T P
p
Le premier membre quant a lui donne :
TL' V[
agt %rp aqT )
4f f M.cosan.dZ.d0+4f f —M .cosnpf .d6.dz
a
0 0 0 (1_717)% (5.15)
s
= no- E . ZT
Soit :
4M( L sinn® L sinn® )—M 7TZ 5.16
aq‘r.np.smnzap aqr.np.smnzap.cosnn = no'p' T (5.16)
Finalement :
4M &
MnO(n impair) =aq W Sin ni ap (5.17)

L’expression de I’aimantation en fonction de 6 et z est donc :
M,(0,z) = z Z M, cosnpf. cos—z + Z M,,, cos npf (5.18)
n=13,5 k=1 n=1,3,5

( 8M . Na,T
J M, = 2 Sin kmag sin

(5.19)
4M  na,m
L M, = aqum >
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