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Introduction générale

La propagation des ondes électromagnétiques est un phénomeéne essentiel en physique.
La tres grande diversité des applications civiles ou militaires (télécommunication, imagerie,
détection, furtivité, guerre électronique ...) exige des outils de simulation numérique utiles a
la prédiction, a la conception ou a la maintenance. Dans cette thése, nous nous focalisons sur
des problémes de diffraction d’ondes qui sont d’une part posés sur des domaines de plusieurs
centaines de longueurs d’ondes, et qui d’autre part nécessitent le développement de schémas

assurant une précision équivalente aux méthodes classiques dites moyennes fréquences.

Limites des solveurs classiques :

Plus précisément, de nombreuses méthodes numériques existent pour simuler les ondes
électromagnétiques (Eléments Finis (EF) [51, 66, 78] , Différences Finies (DF) [96], Elé-
ments Finis de Frontiere (BEM) [16, 83, 93, 100], ...). Cependant, ces méthodes rencontrent

deux problemes importants.

1. Le phénomene de dispersion numérique apparait dans le contexte de milieux de propa-
gation non dissipatifs et de trés grande taille devant la longueur d’onde [2, 3, 62, 63].
Le nombre de points de discrétisation par longueur d’onde doit alors étre important
pour espérer obtenir une solution numérique précise du probleme de Maxwell, ie re-
transcrivant correctement les phases de 'onde. Une conséquence directe est une aug-

mentation de la taille des systémes linéaires a résoudre.

2. Le colit mémoire de la méthode est directement lié a la résolution du systeme linéaire
de grande taille. De plus, ce colit augmente beaucoup plus vite que le nombre de
degrés de liberté. En particulier, dans le cadre d’une factorisation LU 3D, il est actuel-
lement impossible d’envisager ce type d’approche pour la simulation de grandes scénes

de calcul, méme sur des architectures HPC.

Les solveurs directs modernes et leurs limites :

Des méthodes numériques existent pour lutter contre la dispersion numérique et le cofit
mémoire.

Les méthodes d’EF d’ordre élevé [27, 82], les méthodes de Galerkin Discontinues (GD)
basées sur des fonctions de base polynomiales [26, 36, 38, 43, 50, 59, 19], les méthodes
d’Eléments Finis de Frontiére (BEM) [16, 83, 93, 100] et les méthodes d’équations intégrales

[14] limitent 'augmentation du nombre de points de discrétisation.
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Des méthodes de condensation telles que des méthodes de GD Hybride (HDG en anglais)
[24, 79, 84] et de Trefftz [10, 22, 76, 54, 55, 67, 88, 47, 95] ont été introduites afin d’amélio-
rer les approches précédentes en réduisant drastiquement cette fois-ci la mémoire nécessaire
au stockage de la factorisation LU tout en garantissant une précision équivalente.

Néanmoins, il nous semble que les gains importants induits par ces techniques d’optimi-

sation permettent seulement de traiter des domaines de taille intermédiaire.

Les solveurs itératifs modernes et leurs limites :

Une alternative aux méthodes directes est de mettre en place des approches itératives
pour limiter le colit mémoire. Nous pouvons approximativement les classer selon deux caté-
gories dans le cadre des problemes d’ondes.

La premiére, dite algébrique, met principalement en oeuvre des méthodes de Krylov (Gra-
dient Conjugué, GMRES, multi-grilles algébriques, ...). A notre connaissance, ces méthodes
ont des tres bonnes performances pour les formulations coercives. Il est toutefois commu-
nément admis que les méthodes itératives algébriques appliquées a des systémes pseudo-
elliptiques amenant a des matrices dites indéfinies convergent lentement [41]. De plus, la
construction d’un préconditionneur efficace reste une question ouverte et est encore ’'objet
de nombreux travaux [25, 90, 97].

La seconde catégorie, dite géométrique, repose sur des partitionnements du domaine de
calcul et correspond aux Méthodes de Décomposition de Domaine (DDM) itératives [28, 29,
37,39, 75, 99]. Elles bénéficient d'un cadre théorique trés solide qui assure leur convergence.
Cependant, ce formalisme classique est souvent difficile a mettre en ceuvre sur des super-
calculateurs.

Une autre approche est celle initiée par Cessenat-Després dans un cadre de milieux ho-
mogenes [21]. Il s’agit d'une Formulation Variationnelle Ultra-Faible (UWVF en anglais)
[17, 22, 35, 60, 72, 98] dont I'inconnue est de méme nature (traces entrantes et sortantes)
que les conditions de transmission utilisées dans les DDM. Cette formulation étant contrac-
tante par construction, des solveurs itératifs de type "Jacobi" (relaxés ou non) sont naturel-
lement envisageables [21]. Néanmoins, en pratique nous notons que ce solveur souffre de
problemes de convergence liés aux erreurs d’arrondis lorsque la taille du domaine devient

importante.

Notre alternative, une méthode de Trefftz variationnelle itérative :

Nous pensons que les méthodes de Trefftz possédent toutes les caractéristiques pour ini-
tier la construction d’'un solveur capable de simuler des grandes scénes de calcul hétérogenes.
En effet, d'une part, leur construction est basée sur des fonctions de base adaptées a la phy-

sique (solutions locales) permettant de diminuer drastiquement le phénomeéne de pollution
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numérique et ainsi de réduire la taille du probleme a résoudre. D’autre part, elles peuvent
contrer le caractére indéfini inhérent aux systemes linéaires issus de la discrétisation des
équations d’ondes en proposant des formulations coercives.

Cependant, cette méthode n’est pas la seule alternative pour le traitement numérique des
grands domaines ou des hautes fréquences. De maniére non exhaustive, nous pouvons citer
les formulations intégrales de type BEM ou de collocation, lorsqu’elles sont accélérées par
une méthode de Fast Multipole [33, 34] ou par une Adaptive Cross Approximation [11, 68].
Leur implémentation reste toutefois trés complexe a mettre en ceuvre dans le cas des milieux
hétérogenes. D’autre part, les méthodes de lancer de rayons issues de 'optique géométrique
permettent de simuler des ondes électromagnétiques sur des domaines de plusieurs cen-
taines ou milliers de longueurs d’ondes [7, 8]. Néanmoins, cette méthode exige encore des
développements afin d’espérer obtenir des solutions précises au voisinage des matériaux dif-
fractants.

Pour développer un solveur de Trefftz, plusieurs verrous doivent successivement étre le-
vés afin de passer a 1’échelle en termes de capacité de simulation. Toutes les méthodes de
Trefftz ne sont pas adaptées aux solveurs itératifs. La premiére étape consiste a réaliser un
rapprochement entre les différents concepts de construction (Trefftz/UWVF) afin de dériver
les formulations mieux adaptées aux enjeux de la simulation des problémes électromagné-
tiques tridimensionnels en milieu hétérogene.

La seconde difficulté concerne les erreurs d’arrondis. Généralement, des ondes planes
sont utilisées comme fonctions de base pour dériver les méthodes de Trefftz [46, 48, 49,
54, 77, 88]. En pratique, la mise en place d’'une base d’ondes planes est facilement réa-
lisable. Mais ces fonctions n’approchent pas avec précision les effets de pointe ou encore
les ondes piégées dans des géométries complexes. De plus, ce choix de base de discrétisa-
tion induit de nombreux problémes de conditionnement, provoquant a leur tour de nom-
breuses erreurs d’arrondis car les ondes planes sont linéairement dépendantes numérique-
ment [9, 30, 49, 52, 72, 77, 87]. Cela peut conduire a une solution numérique imprécise, au
sens ou elle n’approche pas correctement la solution exacte du probléme. Afin d’éviter cela,
ces auteurs ont développé des stratégies, telles que 'emploi d’ondes planes évanescentes ou
I'orthogonalisation de la base d’ondes planes donnant une solution numérique plus précise.
Une autre voie consiste a ne pas se restreindre aux solutions analytiques et a considérer des
solutions locales approchées des équations de Maxwell [64, 65].

Pour conclure, cette theése ne s’intéresse pas a la totalité des méthodes de Trefftz. Le
concept de méthode de Trefftz, introduit par le mathématicien Allemand Erich Trefftz, pro-
pose une méthode numérique reposant sur des solutions locales des équations aux dérivées
partielles étudiées [67]. Nous nous sommes limités aux méthodes de Trefftz variationnelles

alors qu’il est aussi possible d’écrire des méthodes de collocation. Dans notre cas, elles sont
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généralement considérées comme des méthodes de GD, aussi appelées Trefftz-GD. Elles sont
en effet dotées d’un cadre théorique rigoureux qui permet d’obtenir des algorithmes numé-

riques performants et convergents a coup sr.

L’objectif de la thése est de développer une méthode de type Trefftz itérative pour
la simulation d’ondes électromagnétiques sur de grands domaines de calcul en trois
dimensions.

Le solveur de Trefftz itératif développé durant la thése repose sur un code Fortran. Il a

été créé de toutes pieces, hormis les librairies de résolution telles que :
— MUMPS®[4], librairie de résolution de systémes linéaires,

— Talgorithme de GMRES du CERFACS®[44], développé par Luc Giraud, Serge Grat-
ton, Valérie Fraysse et Julien Langou, librairie performante de résolution itérative de

systemes linéaires.
De plus, notre code s’appelle GOTEM3, ol cet acronyme a été choisi pour
— Go, comme nous développons un solveur a faible colit mémoire : Giga-octet,
— T, comme nous développons une méthode de type Trefftz,
— EM, comme nous simulons des ondes ElectroMagnétiques,

— 3, comme nous étudions un probléme défini sur un domaine en 3 dimensions.

Nous répondons a I'objectif de la thése en passant par cing étapes, ou chacune est asso-
ciée a un chapitre de ce manuscrit.

Dans un premier temps, nous étudions deux méthodes numériques représentatives des
caractéristiques des méthodes classiques existantes pour simuler les ondes électromagné-
tiques. En particulier, nous choisissons d’expliquer une méthode d’EF de Nédélec d’ordre
élevé et une méthode de GD. Nous suivrons des étapes similaires pour leurs présentations
respectives, a savoir : la dérivation de la formulation variationnelle, puis sa discrétisation
pour enfin obtenir le systéme matriciel associé. Pour conclure ce chapitre, nous mettrons en
évidence les limites de ce type de solveurs, au sens ol ils consomment trop de mémoire pour
espérer les utiliser pour traiter des grandes scénes de calcul.

Dans le second chapitre, nous proposons une alternative aux méthodes d’EF de Nédé-
lec ou de GD du Chapitre 1 : une méthode de type Trefftz. Nous construirons des formes
générales de formulations variationnelles Trefftz pour les cas des milieux hétérogenes. Des
critéres sur les parameétres de pénalisation méneront a la coercivité des formulations et ainsi
au caractere bien posé du probleme variationnel de Trefftz. Une des particularités des for-

mulations Trefftz est qu’elles sont définies sur la frontiere des éléments du maillage. En effet,

4
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elles font intervenir la composante tangentielle du champ électrique et la trace tangentielle
du champ magnétique. Nous introduirons deux types de traces numériques dans ce chapitre :
celles obtenues par un solveur de Riemann dans le cas d’'un milieu homogene, et celles de
type upwind dans le cas hétérogene. Ces deux points de vue s’averent étre équivalents entre
eux, et ménent a des cas particuliers des formulations variationnelles Trefftz bien posées.
Nous résoudrons finalement le systeme matriciel associé grace a une factorisation LU. Le cofit
mémoire de la méthode se révele étre moins important que celui des méthodes classiques,
et la méthode de Trefftz directe est alors une bonne alternative. En effet, nous doublons la
taille des domaines qu’il est possible de traiter. Toutefois, le stockage de la factorisation LU
est inévitable et est un frein pour considérer de trés grands domaines de calcul.

Pour remédier a cela, nous formulons dans le Chapitre 3 une méthode de Trefftz itérative,
basée sur des algorithmes de Krylov pour la résolution du systeme linéaire. Nous étudions
en particulier 'UWVF obtenue a partir des traces numériques de Cessenat-Després, que nous
présentons pour le cas des milieux hétérogénes. Nous verrons que ces traces numériques
sont équivalentes aux traces numériques introduites dans le Chapitre 2. Ainsi, nous obte-
nons des formulations de Riemann, upwind ou de Cessenat-Després équivalentes, au sens ou
la solution d’une est la solution d’'une autre a une bijection pres. Deux méthodes reposant
sur 'emploi de bases de Krylov sont exploitées : la méthode de GMRES et la méthode que
nous nommons Krylov Galerkin (KG). En pratique, elles utilisent une stratégie de restart que
nous expliquerons. En considérant un nombre réduit de vecteurs dans I'espace de Krylov,
cette technique permet de considérablement réduire le colit mémoire de la méthode et ré-
pond ainsi a 'objectif principal de notre démarche scientifique. Ensuite, nous introduirons
une méthode de KG qui s’inspire de la méthode de GMRES comme elle est aussi basée sur
un espace de Krylov. La construction de ce dernier sera explicitée et son intérét mis en avant.
Cette méthode de KG utilise la propriété de coercivité des formulations Trefftz, au sens ou
le spectre de la matrice se situe dans le demi-plan complexe, et la solution numérique est
alors supposée converger rapidement vers la solution exacte. Néanmoins, nous proposerons
d’accélérer la convergence en mettant en jeu le préconditionneur de Cessenat-Després. Nous
verrons qu’il rend la matrice contractante, de telle sorte que son spectre est contenu dans
le cercle unité quelle que soit la taille du domaine considéré. Cela témoigne de I'amélio-
ration du conditionnement du systéme. Enfin, nous présenterons des résultats numériques
dans le cas particulier d’'un algorithme de GMRES. Nous mettrons en valeur les faibles cofits
mémoire de la méthode de GMRES UWVF face aux méthodes directes des Chapitres 1 et 2.
De plus, nous analyserons la convergence de la solution, accélérée dans le cas d'un systéme
préconditionné.

Ensuite, nous proposons trois stratégies qui scinderont le quatriéme chapitre. Premiere-

ment, nous élaborerons une technique de désassemblage de la matrice Trefftz. Cette derniére
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est fondée sur le caractere cartésien du maillage que nous utiliserons. Elle apportera des
gains considérables en mémoire, menant a la considération de plus d’'un milliard de degrés
de liberté dans le domaine de calcul. Elle diminuera aussi les temps d’exécution grace a son
adaptation HPC (utilisation d’'OpenMP). Deuxiémement, nous développerons une réduction
de la base d’ondes planes. Cette stratégie a pour but d’améliorer le conditionnement du pro-
bléme tout en diminuant le colit mémoire de sa résolution. En se basant sur la construction
d’une base réduite, nous éliminerons les fonctions de base donnant peu d’information a la
description de la solution numérique. Toutefois, nous verrons par des études numériques
qu’il est important de ne pas trop réduire la base Trefftz au risque d’obtenir une solution nu-
mérique erronée. Troisiemement, nous introduirons un préconditionneur global, au sens ou
il implique les trois directions de propagation du domaine. Nous expliquerons sa construc-
tion et son implémentation informatique, et nous mettrons en avant son efficacité face a un
préconditionneur de Cessenat-Després.

Dans le dernier chapitre !, nous souhaitons remédier aux problémes de conditionnements
liés aux ondes planes et ainsi aux phénomenes de dispersion numérique. Une alternative
est par exemple de développer une méthode Quasi-Trefftz. Le mot-clé "quasi" correspond
a 'emploi de solutions numériques approchées comme fonctions de base Trefftz. Nous ex-
pliquerons notre approche dans un cas en deux dimensions qui exploite déja les capacités
d’une telle méthode. En premier, nous passons en revue les équations de Maxwell, le pro-
bléme du second ordre associé et les hypotheses nécessaires a la dérivation de la méthode.
Ensuite, nous élaborerons la formulation variationnelle Trefftz donnée sur un maillage dont
les éléments peuvent prendre différentes configurations géométriques (pas seulement des
triangles et des quadrangles). Puis, nous donnerons des approximations a la fois de I'espace
de Trefftz et des fonctions de base. Plus précisément, il s’agira d’utiliser une méthode d’EF de
Nédélec d’ordre élevé (similaire au Chapitre 1) pour résoudre localement les équations de
Maxwell. Finalement, le probléme de dispersion numérique est atténué grace au phénomene
de super-convergence observé pour des cas numériques dans lesquels le domaine est géomé-
triquement complexe (frontiéres ou obstacles). Ce dernier chapitre ouvre des perspectives

d’évolution évidentes pour notre solveur.

1. Il s’agit d’'une transcription (en anglais) de l'article [45] qui a été rédigé durant la these.
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Lexique mathématique

Voici quelques notations mathématiques (liste non exhaustive) utiles a la compréhension
du manuscrit. Ce lexique permet de recenser les plus importantes, mais certaines d’entre

elles sont définies plus en détail dans le document.

Notations :

— T est 'ensemble des éléments du maillage,

— JF est 'ensemble des faces du maillage,

— Jint est 'ensemble des faces intérieures du maillage,

— oyt est l'ensemble des faces extérieures du maillage,

— Dq est le co6té du domaine en longueur d’onde (),

— La composante tangentielle sur la surface 97" d’un élément 7' € T est notée
'ytET = (nT X ET> X nr,

— La trace tangentielle (ou trace "tournée") sur la surface 07 d’un élément 7" € T est
notée yLH” := ny x HT,

— La notation #ddl est le nombre de degrés de liberté global

— La notation #ddlelem est le nombre de degrés de liberté par élément,

— Roq = (1 — Zaq)/(1 + Zayq) est le coefficient de réflexion sur 02,

— Zga = (1 — Rgq)/(1 + Ryq) est I'impédance relative a la frontiére 012,

— Sur un élément T' € T, la trace entrante d’une onde électromagnétique est définie par
YnE" = wE" + Zpy[HT,

— Sur un élément T € T, la trace sortante d’'une onde électromagnétique est définie par
YouwE" = wE" = Zpy HT,

— La trace numérique électrique est notée (ﬁ) "

— La trace numérique magnétique est notée (. H) P

— L'opérateur bijectif 81, : L2(0T) — Xy, x! — ET associe une trace sortante x! a

un champ volumique E7,
— MEMSMRES .« ¢4t mémoire du solveur GMRES,
— MEMSMRES + ¢ofit mémoire du solveur GMRES préconditionné,

prec

— ¢ est le seuil de troncature pour réduire la base d’ondes planes.



Accronymes :

MUMPS : MUItifrontal Massively Parallel Solver,

GMRES : General Minimal RESidual,

EF : Eléments Finis,

GD : Galerkin Discontinu,

HDG : Galerkin Discontinu Hybride (ou Hybrid Discontinuous Galerkin en anglais),
KG : Krylov Galerkin,

UWVF : Formulation Variationnelle Ultra-Faible (ou Ultra-Weak Variational Formula-

tion en anglais),

FV : Formulation Variationnelle,

CD : Cessenat-Després,

HPC : High Performance Computing,
PMV : Produit Matrice-Vecteur,

To : TeraOctet, Go : GigaOctet.



Cadre de développement des solveurs numériques basés sur des formulations faibles

Cadre de développement des solveurs numériques ba-

sés sur des formulations faibles

Différentes mises en ceuvre interviennent dans la construction des méthodes numériques.
En effet, des méthodes de type Différences Finies (DF) ou encore de type Equations Intégrales
par exemple, n’utilisent pas les mémes stratégies que des méthodes d’Elements Finis (EF) ou
de Galerkin Discontinues (GD). Dans le cadre de cette these, uniquement des techniques
d’EF ou de GD (de GD d’ordre élevé et de Trefftz) sont présentées. Leurs développements

reposent sur les quatre points suivants.

Modélisation du probleme par un systeme d’équations aux dérivées partielles

bien posé

Dans cette thése, nous étudions un probleme de Maxwell adimensionné afin de simplifier
les calculs. Pour construire ce probleme, nous rappelons dans un premier temps les formules

générales de Maxwell en absence de charges et de courants pour un milieu linéaire et isotro-

pique

v-d = 0, Vxe = _glta’ d = gpere,
d
Vb = 0, Vxh = %—t, b = poprh,

ou ¢y (resp. &, ) et ug (resp. u,) sont la permittivité (resp. permittivité relative) et la per-
méabilité (resp. perméabilité relative) du vide (resp. du milieu). De plus, e, h, d et b sont
respectivement : le champ électrique, le champ magnétique, le déplacement électrique et
I'induction magnétique. Nous nous placons en régime harmonique. Ils peuvent alors étre
représentés par quatre fonctions complexes normalisées E, D, H et B, associées a leurs

amplitudes normalisées

€0
eo, do=c¢eoeo, ho=4/—eo et by = /S0 o,
1o
menant a

e(x,t) = eoR (exp(iwt)E(x)), h(x,t) = hoR (exp(iwt)H(x)),
d(x,t) = doR (exp(iwt)D(x)), b(x,t) = bR (exp(iwt)B(x)),

ol w est la fréquence angulaire. Celle-ci est représentative de la dépendance fréquentielle du
\ (s , W _1 .
probléme. Nous définissons le nombre d’onde ky := —, ot ¢g = (gop0) 2 est la vitesse dans
C
le vide. Nous obtenons le probléme de Maxwell normalisé suivant, défini sur un domaine

Lipschitz connexe borné Q C R3.
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Probléeme 1 (Probleme de Maxwell du premier ordre). Le probléme de Maxwell hétérogéne

du premier ordre s’écrit

VxH = ikyeE, sur 2,
V x E

—tko ur-H, sur €2,

muni de la condition de bord d’impédance

ME + Zsango x yH =g sur 09, 1)

ot les champs E et H sont tous les deux dans Uespace H (rot, () défini par
H(rot,Q) := {u : Q) — (Cg,/ lul?dx < oo,/ |V x uf?dx < oo},
Q Q

et ol nous posons différentes définitions et notations :
— nyq € R3 est la normale sortante unitaire de 052,

— Zaq : 00 — RT est une fonction constante par morceaux, avec une partie réelle stricte-

ment non positive ; elle sera méme supposée réelle dans tout le manuscrit,

— mE = E — (E-npq)npg = (npg X E) X ngq est la composante tangentielle du champ

électrique,

— vwH =H — (H - nyq) npg = (ngo x H) x nyq est la composante tangentielle du champ

magnétique,

— &, et u, sont des fonctions constantes par morceaux définies sur une partition de €), qui

est
Q= U O
p=1,....P P
avec P sous-domaines polyédriques non dégénérés notés €2, et Q, N Q, =0, si p # q.

— g: 900 — C3 est un champ tangentiel appartenant a Uespace fonctionnel suivant
L3(00) = {u € (L2(99))", u-ng=0}.

Le Probleme 1 est bien posé lorsqu’il est complété par une condition de bord d’impédance
imposée sur la frontiere du domaine 0f2, voir [78]. Ce probléme est d’ordre 1. Il peut aussi
s’écrire sous la forme d’'un probléeme du second ordre, muni de la méme condition de bord

d’impédance.

Probleme 2 (Probléme de Maxwell du second ordre). Le probléme de Maxwell hétérogéne du

10
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second ordre s’écrit

ke E+Vx (u'VxE) = 0, surf,
Zaa (2)
wE — - ngg X (VxE) = g, surodf.
ikopr

Maillage du domaine en éléments géométriques

Pour mailler le domaine de calcul €2, nous considérons un maillage en trois dimensions
composé d’éléments polyédriques 7' ne se chevauchant pas. En effet, le maillage est choisi
selon les partitions 2,, 1 < p < P, de (), dans lesquelles ¢, et j, sont constants. Autrement
dit, il existe un unique 1 < py < P tel que T C . Les fonctions ¢, et i, sont alors
constantes par morceaux. De plus, nous notons T I’ensemble des éléments 7', et F 'ensemble
des faces F' de Q2. Nous comptons au total #elem := card(T) éléments. Nous définissons aussi

les ensembles de faces suivants :

— l'ensemble F;,; des faces intérieures
Fint :={0TNOK : T,K € TavecT # K etaire(0T N 0K) # 0},

ou l'aire d’une face I est notée aire(I) (égale a zéro pour les arétes et pour les som-

mets),

— l'ensemble F.4: des faces extérieures
Fext :={0T NN : T € T etaire(0T NON) # 0},
— T'ensemble Fr des faces associées a un élément 7' € T

Fr = {F € Fint UTF et : aire(F NOT) # 0}

Construction de la formulation variationnelle

La formule de Stokes est I'ingrédient majeur nécessaire pour construire la formulation

variationnelle. Soit u € H (rot,2) et v € H (rot, §2), elle prend la forme générale suivante

/QVXU-V—U-VXV=<naQX’YtUa’YtV>8Q’ (3)

_1
ou <., '>aQ peut étre interprété comme un produit de dualité entre H, *(rotpqn,0f2) et
1

_1
H, ?(divpqn, 002) [15]. Lopérateur nyq x définit alors un isomorphisme entre H, *(rotgq, 0f2)

11
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_1
et H, ?(divpn, 092). De plus, les composantes tangentielles v, E et ,H définissent un opéra-

teur continu [26]
_1
v+ H(rot, Q) — H, 2 (rotaq, 0).

Nous pouvons alors introduire 'opérateur de trace tangentielle [26]

_1
vx = H(rot, Q) — H, *(divpq, 0N).
La condition de bord d’impédance (1) s’écrit alors aussi
“E + ZgovxH =g sur .

La formule de Stokes est appliquée aux champs E et H. Dans le contexte des méthodes
d’EF ou de GD, ces fonctions sont supposées suffisamment réguliéres, de telle sorte que le
produit de dualité devient une intégrale. Plus précisément, les traces des fonctions E et H
doivent étre dans L?(092). Nous les choisissons par conséquent dans 'espace Hiy(€2), défini
par

Hipp(Q) = {u € H(rot,Q), tel que vu € L?(ag)}.

De plus, nous définissons Hi,,,(€2) pour un couple E := (E, H) solution du Probleme 1

Hinp(?) := {E = (B,H) € H(rot, 2) x H{(rot, ),

tel que 1,E € L2(99) et 7 H € L?(@Q)}.

En prenant E dans Hiy,,(€2) (resp. E dans Hin,p(€2)), une hypothese forte est imposée sur
les traces des champs électrique et magnétique. D’aprés [78], il existe alors une unique
solution au Probléme 1 (resp. 2) muni d’une condition de bord d’impédance. Ainsi, pour
le Probleme 1 d’ordre 1 et pour le Probleme 2 d’ordre 2, nous poserons leurs problémes

variationnels respectifs.

Obtention de la solution numérique

Les solveurs déterminent les solutions numériques des Probléemes 1 ou 2 par différents
moyens selon la méthode numérique utilisée. Pour les méthodes directes, nous inversons
le systéme matriciel associé a la méthode numérique grace a un solveur MUMPS®, voir
[4]. Pour les méthodes itératives, voir [23, 40, 71], nous utilisons un algorithme de Jacobi,
une méthode de GMRES [92] ou une méthode de Krylov Galerkin (que nous expliquons en
Section 3.3).

12
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Des résultats numériques appuieront les avantages et les inconvénients des méthodes dé-
veloppées. Une remarque importante valable pour 'intégralité du manuscrit est que les
distances sont données en longueur d’onde A\. Comme nous posons le nombre d’onde
dans le vide ky = 27, alors A = 1 meétre est fixé. Notre objectif est de simuler 'onde électro-
magnétique sur des domaines de taille (200)\)3 = 8-10%)3. Cela équivaut aussi naturellement
a des domaines de taille (400%)% = 64-10°(3)3 ou encore (800%)3 = 512-10° (3)3, ot \, 5 ou
% sont les tailles / des éléments du maillage. Ainsi, résoudre un probléme avec D = 200\

revient a considérer un maillage avec 8 millions d’éléments dans le cas ou h = 1.

13



CHAPITRE 1

PERFORMANCES DES METHODES CLASSIQUES POUR LA

SIMULATION DE GRANDES SCENES DE CALCUL

Sommaire
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1.2.1 Construction de la formulation variationnelle . . . ... .. 30
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1.2.4 Convergencedusolveur . . ... ............... 48
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1.4 Conclusion . . ... .. ... ...ttt neenneen. 53

Nous rappelons premiérement l'objectif de cette thése : simuler une onde électroma-
gnétique sur de grandes scénes de calcul. L’augmentation de la taille du domaine étudié
implique cependant de nombreuses difficultés : stabilité, précision, temps de calcul ou en-

core colit mémoire de la méthode numérique. Ce dernier point est un probléme majeur pour
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les méthodes classiques, et nous le mettons en avant dans le premier chapitre en étudiant

des méthodes numériques qui nous semblent étre représentatives de celles existantes :
— une méthode d’EF de Nédélec sur un maillage structuré,
— une méthode de GD sur un maillage non structuré.

Chacune d’entre elles constitue une partie du Chapitre 1. Tout d’abord, nous dérivons une
formulation variationnelle quasi-elliptique basée sur le probléeme de Maxwell d’ordre 2 pour
la méthode de Nédélec (Section 1.1.1); puis une seconde hyperbolique basée sur la pro-
bleme de Maxwell d’ordre 1 pour la méthode de GD (Section 1.2.1). Ces points de départ
trés différents pour les formulations nous permettent de balayer un large spectre de mé-
thodes. C’est en ce sens que nous jugeons étudier deux exemples de méthodes qui sont a
I'image de celles que nous pouvons trouver dans la littérature. De plus, nous définissons
les espaces EF (Sous-sections 1.1.2 et 1.2.2) sur lesquels nous discrétisons chaque formula-
tion (Sous-sections 1.1.3 et 1.2.3) menant a leur probléeme matriciel respectif. Finalement,
afin de vérifier le bon développement des deux solveurs, nous présentons des courbes de
convergence pour chacun d’entre eux (Sous-sections 1.1.4 et 1.2.4).

La derniere section porte sur une étude du coit mémoire de ces méthodes, ol nous pour-
rons confirmer qu’elles ne sont pas appropriées pour simuler des ondes électromagnétiques

sur de grands domaines de calcul.

1.1 Eléments finis de type Nédélec

Nous débutons par la dérivation d’'une méthode d’EF de Nédélec d’ordre élevé [81, 83].
Il existe plusieurs familles d’EF de Nédélec construites a partir de simplexes ou d’hexaédres.
En particulier, nous employons celle que nous jugeons capable d’offrir les meilleurs résultats
dans notre contexte : la premieére famille des EF de Nédélec. Plus précisément, nous la consi-
dérons pour des cellules hexaédriques [82]. Dans cette section, nous nous restreignons au
cas des cubes qui sont suffisants pour mettre en avant les limites des solveurs classiques. Dans
un premier temps, nous explicitons les formes sesquilinéaire et antilinéaire de la formulation
variationnelle. Puis, en choisissant des points d’interpolation adaptés, nous discrétisons la
formulation. Une fois la convergence du schéma montrée numériquement, le colit mémoire

du solveur de Nédélec est mis en évidence.

1.1.1 Construction de la formulation variationnelle

Le Probléme 2 de Maxwell du second ordre est utilisé pour la méthode d’EF de Nédélec.
Nous I'étudions dans le cas ou € est associé a un domaine homogéne. Autrement dit, nous

imposons ¢, = 1 et pu, = 1.
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Remarque 1.1. Le Probléeme 2 du second ordre est lié uniquement a Uinconnue E. Il permet de

limiter le nombre total d’inconnues du probléme matriciel final.

Nous rappelons que ce probléme est muni d’une condition de bord d’'impédance, voir le
systéeme (2). Nous construisons la formulation variationnelle en prenant une fonction test

E' € Himp(rot, Q). En multipliant et en intégrant sur €2, nous avons
—ké/ E-ﬁ—i—/ Vx(VxE)-E =0.
Q Q
Puis en utilisant la formule de Stokes (3), nous obtenons
—kg/E-W+/V><E-V><E/+/ ngo x V x E-vE = 0.
Q Q a0
Nous introduisons ensuite la condition de bord

—k:g/E~ﬁ+/V><E-V><E’+/ ﬂ('y,gE—g)-%E’:O,
Q Ja a0 Lo

Ainsi, le probléme variationnel associé au Probleme 2 est le suivant.

Probleme 3. [Probléme variationnel du probléme d’'ordre 2] Trouver E € Hiyp(rot, ), tel que
pour tout E' € Hiyp(rot, )
a(E,E) = (E),

avec
. o ik o
a(E,E’):—k;g/E.E'+/V><E-V><E/+/ 0 B E,
Q Q 90 Lo
et
" -
(B = [ g E.
Q Zon

Ce probleme admet une unique solution d’aprés [78].

1.1.2 Définition de ’espace Elément Fini de Nédélec

Nous choisissons de créer un espace Elément Fini de la premiére famille de Nédélec [81].
Nous rappelons sa forme générale. Pour cela, nous utilisons un élément fini de référence
(f, ﬂr, fjr), ol 7 € N est Pordre de la méthode. L’élément de référence T est le cube unité
défini par T = [0, 1]>. L’ensemble des fonctions de base polynomiales de référence sont dans

I'espace N, défini par
’j\\fr = Qr,r+1,r+l (f) X Qr+1,r,r+1 (f) X Qr+1,7‘+1,r (j—\')’

ott Qu1n2,n3(T) =P ([0, 1]) ® P2([0, 1]) ® P"3([0, 1)).
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L’ensemble des degrés de liberté de I'élément de référence est 3,. Pour un élément quel-
conque du maillage, nous notons le nombre total de degrés de liberté #ddlelem. Dans notre
cas, pour définir les degrés de liberté et les fonctions de base associées, nous introduisons

G

les points de Gauss (:Ek et de Gauss-Lobatto (iEL)k o NGE associés au segment

R
unité [0, 1] [82]. Ce choi)]z_irlfdliji\tf un élément fini unisolvant et permet d’assurer aisément la
conformité dans H(rot,{2) nécessaire a cette méthode d’EF. Plus précisément, I'utilisation
d’une telle discrétisation permet de raccorder facilement les traces (tangentielles dans notre
contexte) entre les éléments du maillage. Ainsi, nous assurons la continuité de la solution
numérique.

D’une part, les points de Gauss sont les zéros du polynéme de Legendre d’ordre N¢ — 1,
voir les Tableaux 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4. D’autre part, les points de Gauss-Lobatto sont les zéros
de la dérivée du polyndome de Legendre d’ordre  := N — 1 auxquels nous ajoutons les

points {0} et {1}, voir les Tableaux 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8. Leurs poids de quadrature sont

respectivement (d),?)k L we €t (L:)]?L)k L oL
k|1
ie | 1
Fl2
~G
wy |1

TABLE 1.1 — Point et poids de Gauss sur le segment [0, 1] pour N¢ = 1.

k 1 2

1 1 1+ L
G V3 V3
o 2 2
R 1 1
Sl 3

TABLE 1.2 — Points et poids de Gauss sur le segment [0, 1] pour N¢ = 2.

Nous définissons ensuite par tensorisation 3 familles de points sur T :
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2 1 9 3
3 3

12 14—

i’G \/g l \/§
k 2 2 2
5 4 5
/\G e - e
Wh 18 |9 18

k 1 2 3 4

N N . 1 v|1 n

xf 1—:651; 1—:630 5—5 54‘5
1 2

37" 1 g Ne! e,

Wi §n2_y2 5 W Wo wy

TABLE 1.4 — Points et poids de Gauss sur le segment [0, 1] pour N¢ = 4, avec n :=

_1 |6 V96 1|6 V96
2724+ ety =272, - — —.
7 /245 7T /245

k 1 2

0 |1

@,?L 0.51]0.5

TABLE 1.5 — Points et poids de Gauss-Lobatto sur le segment [0, 1] pour NX = 2.

— La famille 1 : &} 2GE2GL) pour ix = 1, N et iy,iz = 1, NGL, voir la

ix,iy,iz -

Figure 1.1,
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~GL
Wk

OL 5—-v5 | 5+5h

0 1
T 10 10
o | L] 5 5 |1
Wy,

2| 12 2 |12

TABLE 1.7 — Points et poids de Gauss-Lobatto sur le segment [0, 1] pour N* = 4,

N 7 — /21 05 7+ /21
k 14 14

1 49 16 49 1

@GL Y - Y
ko920 180 45 180 20

TABLE 1.8 — Points et poids de Gauss-Lobatto sur le segment [0, 1] pour N* = 5.

— La famille 2 : 22 ; ;, := (25%, 2§, 25%) pour iy = 1, N¢ et ix,iz = 1, N“%, voir la
Figure 1.2,

— La famille 3 : 23 ; ;, :== (&%, 251, 27) pour iz = 1, N et ix,iy = 1, N®%, voir la
Figure 1.3.

Remarque 1.2. Par convenance, nous utilisons le mot clé famille ci-dessus. Cependant, nous
notons qu’il n’a aucun lien avec les premiére et deuxiéme familles de Nédélec que nous pouvons

trouver dans la littérature.
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N
N
~)

=

V--=-=----

\

\
AY
0.
\
[ J
°

FIGURE 1.1 — Points de Gauss et de Gauss-Lobatto de la famille 1 pour les ordres
r=1,4.

Zw) T ZAZy) T
X X

FIGURE 1.2 — Points de Gauss et de Gauss-Lobatto de la famille 2 pour les ordres
r=1,4.

Nous définissons alors 'ensemble des degrés de liberté locaux a partir de ces points.

Définition 1.1 (Degrés de liberté). Les degrés de liberté sont définis aux points i’i{(,iy,iz: par les

formes linéaires A oll f = 1,3 sont les numéros des familles de points sur T. L’ensemble

ix,iy,iz’

de degrés de liberté est défini par
S . Nt ~9 ~3
ET T {(Aix,iy,iz). s ) (Aix7iy,iz). N (Aix,iyjz). o }a
1X,1y,512 ix,1y,iz ix,iy,iz
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N
N
~)

ZAZ}(/ T

\-----0-F--
°
V---0---¢--

~)
~)

FIGURE 1.3 — Points de Gauss et de Gauss-Lobatto de la famille 3 pour les ordres
r=1,4.

ol nous définissons, pour tout p € N,

— Pour la famille 1 : pourix =1,--- ,N@ et iy,iz=1,--- , NL,

Al ~1
Aix,iy,iz(p) = p(ajix,iy,iz) €y,

— Pour la famille 2 : pouriy =1,--- ,N®etix,iz=1,--- , NCL,
12 2
Aix7iy7iz(p) = p(xix,iy,iz) €2,

— Pour la famille 3 : pouriz=1,--- ,N® et ix,iy =1,--- , NG

2

~

3 ~3
Aix,iy,iz(p) = p(mix,iy,iz) " €3,

ol (e1, ez, e3) est la base canonique de R? et ott nous avons choisi la loi standard
N .= N9+ 1.

Définition 1.2 (Base de référence). Les fonctions de base associées a Uélément fini (f, ﬂr, f)r)

sont définies par

A

ix,iy,iz

(

b7 . .
JX,)Y»)z

) = 01,9 Oix,jx diy jy Oiz.ja>
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ol f=1,3et g =1,3 sont des numéros de famille. Plus précisément, nous avons

PS5 (2)SGE ()G (2)

d)ilx,iy,iz (j;? Q’ 2) = 0 ’
0
0

feivaa(#:9:2) = | 6 @)6G(@0)0G"(2) |
0
0

?x,iy,iz (j:u ya 2) = 0 )

PG () ()05 (2)

ot les fonctions q@f :[0,1] - Cet gﬁkGL : [0, 1] — C sont respectivement les polynémes d’interpo-

lation de Lagrange associés aux points de Gauss et Gauss-Lobatto défnis sur [0,1] :

Ainsi, dans chaque élément T, nous comptons #ddlelem := 3 x N& x (N&%)? degrés de
liberté locaux, de numéros ij,. = 1, #ddlelem. Chacun d’entre eux est associé a une fonction
de base vectorielle gilf“‘f : T — C3, avec f = 1,3, le numéro des familles. Par famille, nous
avons N, := N%(N&5)?2 fonctions de base vectorielles, ie #ddlelem := 3 x N,., pour un ordre

r donné. Ces fonctions de base sont définies comme suit.

Définition 1.3 (Base locale). Soit un cube, de numéro igern, défini par
T T T T T T
T:= [imin’ Lin + h] X [yminv Ymin + h] X [Zmin7 Zmin + h]v

et soit un noeud (z,vy, z) € T, nous définissons

—: R
orlem S (2,y,2) =l 1 (3.9, 2), (1.1)

loc

avec (x,y,z) = Fr(&,9,2) ou Fr : T — Testla transformation affine définie par

Tomin + b
FT(QA%gvz) = ymm—i-hy 5 (12)
+ hZ

mzn

22



CHAPITRE 1. PERFORMANCES DES METHODES CLASSIQUES POUR LA
SIMULATION DE GRANDES SCENES DE CALCUL

et out les indices (ix, iy, iz) sont liés d ij,. par
ijoc = NoeudsGGLToLoc( f,ix, iy, iz),

voir la Remarque 1.4, et correspondent aux indices des noeuds d’interpolation de Gauss et de

Gauss-Lobatto variant suivant les familles :
— f=1:ix=1,N%etiy,iz =1, N,
— f=2:iy=1,NC%etix,iz=1, NI,
— f=3:iz=1,NCetix, iy =1, NI,

Remarque 1.3. Dans la définition des fonctions de base (1.1), nous n’avons pas utilisé la

-1

transformation classique associée a la conformité H(rot,(2), ie (Jf, )™, car dans le cas des

PR .1
cubes elle se réduit a la matrice Elgxg.
De plus, compte tenu de (1.2), les éléments du maillage sont tous de méme taille et ont les

mémes points de Gauss et de Gauss-Lobatto.

Remarque 1.4. Les degrés de liberté locaux ij,. sont en correspondance avec trois indices

(ix, iy, iz) et une famille f. Ce lien est créé grdce a l'algorithme suivant :

floc =0
f=1
do iz =1, NCL
do iy =1, NGL
do ix=1,NC
lloc = lloc + 1
NoeudsGGLToLoc(f, ix, iy, iz) = ijo¢
end do
end do
end do
f=2
do iz=1,NCL
do ix =1, NG
do iy =1,N¢
lloc = 1loc + 1
NoeudsGGLToLoc(f, ix, iy, iz) = iloc
end do
end do

end do

f=3
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do ix =1, NG
do iy =1, NGL
do iz=1NC
lloc = lloc + 1
NoeudsGGLToLoc(f, ix, iy, iz) = ijo¢
end do
end do

end do

Définition 1.4 (Connectivité). Limage des noeuds :i:{;’iyﬁz par Uensemble des transformations
Fr définit naturellement la position des degrés de liberté globaux. Nous introduisons une table
de connectivité NoeudsGGLToGlob liant la numérotation locale a une numérotation globale
par

iglob = NoeudsGGLToGlob (iclem, f, ix, iy, iz).

Définition 1.5 (Fonctions de base globales). A chaque degré de liberté global igon, nous as-

. . — L .
socions une fonction de base ¢, . Pour T' de numéro iciem, cette fonction de base globale est

définie par
= i . . 7 e Vs
P igiop (T, Y, 2) = (i)if:;‘m’f(x,y, z), si(x,y,z) €T, ol igl}, Vérifie la Déf. 1.4,
_> )
¢iglob(x7 y? Z) = 07 St (.’E,y, Z) ¢ T,

1.1.3 Discrétisation de la formulation

Nous discrétisons le Probleme 3 sur I'espace N, de dimension finie, défini par

_)
N, :=  span ( { ¢jglob} )
fg1op=1,7ddl
Cela nous mene naturellement au systéme linéaire suivant.

Probléeme 4 (Probléme matriciel). Le Probléme 3 revient a chercher les coefficients [Eh] du

iglob

vecteur solution [E"] du systéme matriciel
AE" =F,

y - . . . . e (—L2 M. . . . . ) . .
ouA = (Alglobdglob)lglobdglob=1,#ddl = ( kO Mlglob sJglob +nglob JJglob + Blglob 7ngob)lglobanlobzlv#ddl
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et F:= (Fi,, )ion=1,#da sont définis par

— =
Miglob :jglob = /Q QS jglob : ¢ iglob )
— - =
Riglobnglob = Q v X ¢jglob ’ v X (b iglOb’ (1'3)
ik‘o — —
Biglob>jg10b = \/BQ Z(‘)Q Yt ¢jglob Tt d) iglob7
et
iglob = Zko g ¢i lob * (1.4)
¢ Q Zoq ¢

Remarque 1.5. La matrice M est la matrice de masse. La matrice R est la matrice de rigidité.

La matrice B est la matrice de bord.

Les intégrales définies dans (1.3) et (1.4) sont calculables numériquement. Nous choisis-

sons une loi basée sur les points de Gauss et de Gauss-Lobatto.

Remarque 1.6. D’une part, N points d’intégration de Gauss permettent d’intégrer exactement
les polynémes d’ordre 2N — 1. D’autre part, N points d’intégration de Gauss-Lobatto per-
mettent d’intégrer exactement les polynémes de degré 2NG" — 3. Ainsi, en fonction du nombre
de noeuds de Gauss et de Gauss-Lobatto, nous intégrons de manieére exacte différents ordres de

polynémes, voir le Tableau 1.9.

N¢ | N¢E | r | Ordre du polyndme
1 2 1 1
2 3 2 3
3 4 3 5
4 ) 4 7

TABLE 1.9 — Ordres des polynémes intégrables de maniere exacte en fonction du
nombre de points de Gauss N¢ et du nombre de points de Gauss-Lobatto N¢~.

Dans le cadre de cette méthode, nous choisissons un maillage cartésien. De cette ma-
niere, pour calculer les matrices M, R et B de (1.3), nous construisons des matrices dites
élémentaires, resp. Mele™ Relem et Belem indépendantes de I'élément considéré. Les degrés
de liberté locaux ijoc, jloc = 1, #ddlelem servent a la description des matrices. Nous rappelons
qu’ils sont respectivement en bijection avec une famille f (resp. g) et les indices (ix, iy, iz)
(resp. (jx, jy,jz)), voir la Remarque 1.4. La matrice B°*™ est une matrice élémentaire définie
sur les faces du cube unité. Nous avons alors ijc, jloc = 1,2 N, ot NPord .= NG NG,

Ces matrices élémentaires sont elles-mémes construites grace a des matrices de référence

M, R et C. Nous pouvons ainsi définir les trois matrices élémentaires Mele™ Relem et Belem,
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Définition 1.6 (Matrice de masse élémentaire). La matrice de masse élémentaire Mee™, de

dimension #ddlelem, a la structure suivante

(Melem,l,l) OerNT ONT><NT
elem
M= Oy, (MER22) Oy, |
ONTXNT ONTXNT (Melem,3,3)

otl les matrices MelemLL ¢ CNrxNr -\ felem,22 ¢ CNrxNe o Vfelems3:3 ¢ CNexNr - sont définies
par

elem,1,1 | ;337G AsGL NiGL

toesior = 17 Mg Mg 5 Mg 3

elem,2,2 — h3 MGL MG MGL

ilocslloc ixX,jx iy,jy iz,jz>

elem,3,3 ,_ h3 1/\\/IGL 1/\\/IGL K\/IG

ilomjloc iX,jX iy’jy 1Z,jZ7

ott la matrice de masse 1D de Gauss, construite sur le segment de référence [0, 1], est définie par

—~ 1 —~, = .
MO = [ dH@)a @),

Définition 1.7 (Matrice de rigidité élémentaire). La matrice de rigidité élémentaire R®'*™, de

dimension #ddlelem, a la structure suivante

(Relem,1,1> (Relem,l,Q) (Relem,1,3>
Relem = (Relem,2,1> (Relem,2,2) (Relem,2,3> ,
(Rolcm,3,1> (Rclom,3,2) (Rclom,3,3>

. - lem,1,1 elem,2,2 ppelem,3,3 ppelem,1,2 Relem,1,3 pelem,2,1 pelem,2,3 Toelem,3,1
Ou les matrlces Re em , Re em B Re em ’ Re em 8 Re em } Re em , Re em f Re em
et Relem:3:.2 dans CN*Nr | sont définies par

reemLl . p MG MGE RGL 4+ MC . MCL RGL

ilocyloc i, jx =Yy, jy - Viz,jz ix,jx =Yz, jz - Vy jy

REm22 N NIGE REL + h MY, MOLRTE

ilOC:leC iY7jy iX,jX iZ,jZ iY7jy IZ,jZ 1X,jX7

R = p MG, MGE RGE + h MG, MSE RGE

ilocsjloc iz,jz = ik, jx My Ly iz,jz =" My, jy X, jxo

elem,1,2 | A~ ~ AAGL
R = —h CixijijJyM-

iloc:jloc 1Z,jZ7

elem,1,3 | ~ . waGL
Rilocvjloc = —h CIX7JXCJZ71ZMiYJY’
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)

elem,2,1 | AAGL
RO Gy iy Ce i M

locslloc iz,j2>

Relem 2,3 — _} C CJZ 1ZMGL

locslloc iy,jy 1X,]X?

elem,3,1 | ~ NFGL
Rilocvjloc = —h ClZvJZCJX 1XM1y Jjy>

elem,3,2 ~ ~ AfGL
R; 77 = —h Gy, ,Cjy iy M

locslloc X JX7

ol la matrice de rigidté 1D de Gauss, construite sur le segment de référence |0, 1], est définie par

So (L0 () 097 (x)
Rij '_/ oxr '’

la matrice de rigidité 1D de Gauss-Lobatto est définie de la méme maniére par

Re - [ 065 () o™ (a)
Lo 0 ox ox ’

et ot la matrice mixte 1D de Gauss est définie par
GL( )

~ 1 097" (x
( G. = .G 7‘1
1,] ° /O d)J (‘I‘) 61' ‘

Définition 1.8 (Matrice de bord élémentaire). La matrice de bord élémentaire B¢*™, de di-

mension 2 x NP°'d (nombre de degrés de liberté sur une face), a la structure suivante

(BM)  Opora

Belem _ Oxrs (32:2> )

ot les matrices B! et B%2, de dimension N>°'4, sont définies par

B11 _MG MGL

ij iz,jz Y ix,jx

B2? .= M¢ . MSL

1] ix,jx ¥ riz,jz"

Finalement, nous avons intégralement décrit les matrices du Probléeme matriciel 4.

1.1.4 Convergence du solveur

La solution numérique E* € N, du probléme variationnel discret est représentée par
le vecteur solution [E"] € C#44!, Ce dernier est obtenu grace a la résolution du Probléme
matriciel 4 a 'aide d’une factorisation LU de la matrice A, réalisée par le solveur MUMPS®
[4]. Nous souhaitons vérifier si le solveur de Nédélec développé converge vers la solution

du probléme. Pour cela nous cherchons a simuler une onde électromagnétique dont nous
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connaissons analytiquement la solution exacte E®*. Nous étudions I'erreur relative e”
h
h B — B .
el = (1.8)
B2

avec la norme L? définie par

|E|f. = Z/ ET.ET, pourtout E € L2
rer’T
Remarque 1.7. Soit [E¥] (resp. [E"]) le vecteur des valeurs des degrés de liberté de linterpo-
lation de la solution exacte E®* (resp. de la solution numérique E") aux noeuds de Gauss et de

Gauss-Lobatto. En pratique, Uerreur relative 1.2 de (1.8) est donnée par

VR — [B2) MR — ()

[Eex] * MV [Eex]

ot M est la matrice de masse définie par (1.3).

Nous étudions le cas ot = [0,1]3 et g = VEine + ZoayxHine, OU Zgo = 1 et avec
une onde plane électromagnétique incidente sur la frontiere du domaine. Ainsi, la solution
numérique E” doit retranscrire I'onde plane a l'intérieur du domaine et I'erreur relative e”
doit étre proche de 0. La solution exacte de I'onde plane est connue analytiquement. Pour
cet exemple, elle est de direction d = (1,0,0)" et de polarisation p = (0,1,0)7, et nous

cherchons son champ électrique défini par
E(x) := p e 4> pour x € C.

Nous rappelons que le c6té d'un cube 7' € T est noté h. Si le schéma converge, la solution
numérique E" s’approche de la solution exacte E®* lorsque h diminue. Les courbes sur la
Figure 1.4 montrent la convergence du solveur d’EF de Nédélec d’ordre élevé pour les diffé-
rents ordres d’approximation r allant de 1 a 4. Les pentes associées a chacune des courbes

donnent un taux de convergence de r + 1, ce qui est cohérent avec la théorie.
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i | r=1
107 ¢ € r=
g |—r=3
102} |—r=4

/
2, 10—3% Iy - ,/
/)
v TS FYE

1072 1071 10°
h

FIGURE 1.4 — Courbes représentant la norme L? en fonction de la taille  du c6té des
éléments 7" du maillage, pour différents ordres d’approximation r = 1, 4.
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1.2 Meéthode de Galerkin Discontinu

La seconde méthode classique étudiée est une méthode de GD appliquée a un maillage
tétraédrique [26, 50]. Plus précisément, nous dérivons la formulation variationnelle associée
a une méthode de GD pour le Probleme 1 de Maxwell écrit sous sa forme hyperbolique en
régime harmonique. Son caractere bien posé nous méne a sa discrétisation a I'aide d’'un
espace élément fini bien choisi. Le systéme matriciel obtenu est résolu grace au solveur

MUMPS®. Enfin, nous montrons que la méthode de GD est convergente.

1.2.1 Construction de la formulation variationnelle

Dans le cadre d’'une méthode de GD, le schéma numérique met en jeu des fonctions de
base discontinues. Nous devons alors mettre en place des stratégies pour assurer la continuité
de la solution entre les éléments 7" € T. Pour cela, le principe est d’ajouter des termes de
pénalisation. Ces derniers peuvent étre des traces numériques ou des termes judicieusement
choisis assurant le caractere bien posé du probleme.

Les formulations du premier ordre permettent d’écrire naturellement des formulations
de GD bien posées. Elles utilisent des traces numériques de nature physique de type centrés,
upwind, ou encore de Riemann. Il existe aussi des formulations de GD pour les équations
du second ordre [18]. Elles sont basées sur des pénalisations intérieures de type naturelles,
symétriques ou asymétriques. Mais leurs conditions d’utilisation sont plus délicates. En effet,
certains termes de pénalisation introduisent des formulations variationnelles mal posées ou
mal conditionnées et provoquent des problemes de convergence. Par exemple, la version sy-
métrique pour un probleme d’ordre 2 nécessite I'ajout d’'un terme de pénalisation tres grand
pour assurer le caractere bien posé du probleme. Cependant, la valeur optimale de ce pa-
rametre n’est pas connue, de telle sorte qu'une valeur non adaptée tend plutdt a détériorer
le conditionnement du probleme. De cette facon, les traces employées dans le cadre d’'une
formulation hyperbolique contrent ces inconvénients. Elles sont alors de bonnes candidates
pour espérer simuler 'onde électromagnétique sur de grands domaines. Pour construire la
formulation variationnelle associée a la méthode de GD, nous considérons le Probléme 1 de
Maxwell adimensionné du premier ordre. En particulier, nous choisissons des traces numé-
riques de Riemann. Nous détaillerons leur construction dans le Chapitre 2.

A nouveau, nous supposons que le domaine € est associé & un milieu homogéne, ie e, = 1

et u = 1. De plus, nous introduisons le cadre fonctionnel suivant pour la méthode de GD

X:= H Xr, avec Xgp := Hinp(T).
TeT

Nous considérons un élément 7 et sa frontiere 97T. La restriction a 'élément T de la solution
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E = (E,H) du Probléme 1 s’écrit
ET .= (ET,HT) € X7.

De la méme facon, la restriction a I’élément 7' de la fonction test E’ s’écrit
ET .= (ET,HT) € Xr.

Tout d’abord, pour un élément 7', nous remarquons que pour E € H(rot,T) et H € H(rot,T),
tels que v E € L2(09) et vH € L?(99), la formule de Stokes s'écrit

/VXE-H—/E-VXH:—/ B -7, H, (1.9)
T T T
ou de maniere équivalente
/VXE~H—/E~V><H:/ v E - ~vH, (1.10)
T T oT
ol y; désigne la composante tangentielle et v désigne la trace tangentielle définie par
WCXFu =nr X u,

avec u € C? et ny la normale unitaire sortante & 7. Nous multiplions par E’7 € Xr les

équations du systeme de Maxwell restreintes a un élément T°

/VXET~F+¢1€OHT-F = 0,
JT

/—VxHT-FHkOET-F = 0.
T

En sommant sur les éléments 7' € T, nous obtenons

> [ VxEHT+ikHHT = o,
e’ T
Z/—VxHT-FHkOET-F = 0.
rer”’T

Puis nous utilisons les formules de Stokes (1.9) et (1.10)

3 / ET .V x HT + ikoHT - H7T 3 / +ET - THT,
T oT

TeT TeT (1.11)
Z/—HT.VxE'THkOET.F = —Z/ vHT - ALET.
Te7’T Tey /T
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Nous rappelons que la frontiére de ’élément T est constituée de faces F' € Fp. Sur chacune
de ces faces, nous imposons des traces numériques. Ces derniéres nous permettent de ré-
tablir la continuité de la solution numérique et de prendre en compte la condition de bord
d’impédance. Les traces sont différentes selon si la face est intérieure ou de bord. Nous choi-
sissons des traces numériques obtenues par un solveur de Riemann, voir [13, 80, 86]. Soit

F € Ty, séparant deux éléments 7' € T et K € T, nous introduisons les définitions suivantes.

Définition 1.9 (Moyenne et saut). La moyenne de la composante tangentielle et le saut de la

trace tangentielle de u € C? sur F' € Ty, sont respectivement donnés par

L yeul + yuf
{%U}F S
[vxu]r = ny x ul +ng x uf,
ol ny (resp. ng) est la normale unitaire sortante a OT (resp. 0K).

Définition 1.10 (Traces numériques intérieures). Les traces numeériques intérieures de (E, H) €

—

X notées v, E et vwH sont définies sur chaque face intérieure F' € Fi,, par

W E v<Hlr T < ElF
(E)F = {vE}r — [[Xz]] et (vH)p = {vH}r+ [[XQ]]
ou de maniére équivalente par
R nr X [vxE]r  [v«H]r
E)p=vE" _
(’Y/t\)\F wE" + ) X?[ I 2Eﬂ , 112
(vH)p = wH + =L ;X L 7X2 £

Remarque 1.8. Pour une face intérieure F' € Fiy, la solution exacte vérifie

— —

T K T K
(WB)r = (WE) o = (WEX) et (3 H)jp = (HT) = (HS) .
Nous disons alors que les traces numériques intérieures sont consistantes.

Définition 1.11 (Traces numériques de bord). Les traces numeériques de E et de H sur une
face de bord F' € Fp N Feyt sont définies par

— 1
(wE)r = WwE'— ———(wE" + ZpoytH' — g),
L+ Zoa (1.13)
(vIH)p = FIHT — ——— (RET + ZporlHT —g),
1+ Zaa
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ol g est défini dans la condition de bord d‘impédance (1). De maniére équivalente, nous avons

— 14+ Rpo 1 — Ryo
(GB)r = — 22 (BT~ HT) 4~
_— 1 — Ryq 1 — Ryq
(wH)r = T(%HT +~LET) - 5 (ngn x g),
oll la seconde équation s’écrit aussi
e 1 — Rpq 1 — Rpq
(VH)p = —— (1 H' —3BY) + — g,

avec Ryq le coefficient de réflexion sur la frontiére du domaine. De plus, nous avons

Zoo — 1 o Rpn — 1
Ryq = ou de maniére équivalente Zyq = ———.
0% Zoa +1 q 0% Ryn +1

Remarque 1.9. Pour une face extérieure F' € Fory N Fp, la solution exacte vérifie
(vE)|r = (’YtET)‘F et (%H)|F = (%HT)|F-

Nous disons alors que les traces numériques de bord sont consistantes.

Remarque 1.10. L'obtention des traces numériques définies par (1.12) et (1.13) est détaillée

dans la suite du document grdce a un solveur de Riemann, voir le Chapitre 2.

Dans le membre de droite de I'équation (1.11), nous décomposons l'intégrale sur 97 en
une somme sur les faces de 7. Puis, nous remplacons les traces 1;E” et 4 H” par leurs traces

numériques, voir les Remarques 1.8 et 1.9,

Z/ET-VXH’T—H'kOHT-H’T = > Y /%E-WZH'K,
= TeT FeFr ' T
Z/—HT-VxE/TﬂkOET-F - -y ¥ /%H.ﬁﬁ.
Ter’T TeT Fegy ¥

La derniére étape consiste a appliquer de nouveau la formule de Stokes

z/vXET.ﬁHkOHT.ﬁ N
TeT T
Z/—VXHT-WH/%ET-W .
=

ou

o= ) ) /F(’@—%ET)W?H’T,

TeT FeFr
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et
T
S S [ () STE
TeT FeFr
Nous rappelons que ny x yLu = —vu, pour u € C3. En séparant les faces intérieures et

extérieures, nous avons

o= ). > / WE — ’YtET) VIHT

TET FeFmnFr ¥ (1.14)

+ Z Z / %E fytE> §H’T,

TG(.T FE?extﬂfFT F

et
- - ¥ [ (vE-sET)STET
TE€T FEFinNFr (1.15)
£33 [ (- IHT) BT
TeT FEFextNFT
Nous introduisons les traces numériques (1.12) et (1.13) dans (1.14)
ny X [y Ejr  [vwHlr\
Iy = Z Z /( [[x]] [[X2]]>-7£H’T
TeT FGlentﬂfTT
1-— RaQ 14 Rpq —e—
- > / (5 B+ 2 ET) T, (1.16a)
TeT FEFextNF
1-— RaQ Ti
H/T
DN
TeT FEFextNFT

puis dans (1.15)

H E —_—
F 2
TET FE?{ntm?T
RaQ +1 1 — Rpa —=F

- > / (FH ot H - 2y BT (1.16b)

TET FeFexinFr * T

1-R —_

+3 ¥ / — )

TeT FeFeunFr * ¥

Finalement, nous utilisons que (n7 x yZu) - (ny x y,u) = vLu - v;u, et nous simplifions les
intégrales en sommant sur toutes les faces intérieures puis sur toutes les faces extérieures.

Nous obtenons alors la formulation suivante.

Probléeme 5 (Formulation variationnelle de GD). La formulation variationnelle de la méthode

de GD associée au probléme de Maxwell du premier ordre est

Trouver E € X tel que pour tout E' € X a(E,E') = {(E),
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avec
a(E,E) = > ap(EE) + > VEEE) + > @(E,E),
TeT FeFint FeETFoxt
/ L~ Rog T (1.17)
() = [ (8- %8 +g-7TH),
80 2
et

aT(E,E’):/ VXET-F—VXHT-W—MO/HT-F+ET‘F,
T T

WEE) = [ Bl TETe - BBl BT

[v<xH]F - [vxH]r + [v<E]F - [7«E]r
9 )

1 — Rpa

. 1+R -
BEE) = WBT BT 4 O T S THT

1-R —  14R S
+ / —s % ET. VIHT + —s 697£HT - 1ET,
F

(1.18)

Remarque 1.11. Nous détaillons ci-dessous les calculs pour la forme intérieure b, ot nous ne

considérons que les sommes sur les faces intérieures dans J; et Jo. A partir de (1.16a) et (1.16b),

il suit
bilfﬂlt(]E,E/) = Z Z / [th]]F TH/T 4 Lix=1e [['Yx E]]F TE/T
TeT FEfﬂntm?T
i Z Z / nry X [['YXH]]F TE’T ny X [[’YXE]]F TH’T
TeT FeFintNIr 2 2

En appliquant Uopérateur ny x a la deuxiéme ligne de la formule ci-dessus, nous obtenons

) H -

BEE) = Y Y [ “’“ e S Dol “F BT
TeT FEFineNI

«H]F - %E'T [v<E]r - 7 HT

DD I s :

TeT FEFineNI

Lors du parcours des faces intérieures, la face F' qui sépare deux éléments T et K est considérée
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deux fois (une fois vis a vis de T, une fois vis a vis de K). Ainsi, nous avons

) H
b%‘lt(E,E/) — Z /F [[’7><2 ]]F . (VEHIT'F’Y?:H,K)
Ferfint
< E|r
+ Z /F[[ XQ]] ~(’y£E’T+’y§E’K)
Fe?int
E/T+ E/K
+ Z / [v<H]F - n 9 n
Feg:int

H'T H'K
- ¥ /[[’YXE]]F'%-

Fe?irlt ’

Cela méne finalement a

bi}lt(E,E/) _ Z / [v«H]F - [y«H']F 4 [v<E]F - [vxE]r

FeTin ' F 2 2
+ 2 [l GETE - bEle G
Fe?int

Le Probleme 5 associé a la méthode de GD est défini. Maintenant, nous nous appuyons

sur une base d’EF pour le discrétiser.

1.2.2 Définition de ’espace Elément Fini

Pour discrétiser la formulation variationnelle de GD, nous nous basons sur un espace €élé-
ments finis. Nous considérons un maillage tétraédrique, ou T est 'ensemble des tétraedres.
Chaque tétraedre 7' € T est défini par ses quatre sommets (xg, X1, X2, X3), voir la Figure 1.5.

Tout d’abord, nous définissons un élément fini de référence (T,P,(T),%,(T)), ol ¢ € N
est Pordre de la méthode. Plus précisément, une fonction polynomiale p : 7 — C est dans

~

lensemble P, (T') si et seulement si elle vérifie
4 q—Ng g Ny Ng
p&)= > > > anmym. & 9 2™, pour k= (£,9,2) €T,

nz=0ny=0 n,=0

ol p est un polynome de degré total inférieur ou égal a q et an,n, . € C sont les poids

associés a chaque monome du polynome.

Définition 1.12 (Elément de référence). Soit T Uélément de référence. Il est défini par

(2,9,2) e R?

T .= {)E

BHg+2<1, 820,520, 20},
avec ses sommets X; = e; pour 1 <i < 3et %o = (0,0,0)7, otl les e; sont les vecteurs de la base
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canonique.

Nous associons a P, (T') un ensemble ¥, (T) de degrés de liberté. Pour définir les degrés

de liberté et les fonctions de base associées, nous introduisons les noeuds de référence.

Définition 1.13 (Noeuds de référence). Les noeuds locaux de Lagrange X;, indicés

floc2sllocs?

par (iock )k=1,3, sont définis dans U'élément de référence par

A

) ) . . (Uocl loc2 loc3
Xlloclzlloc2711003 T ) ) :

q q q

Ces points d’interpolation de référence X;,_,, satisfont

i1002 7iloc3

0<iper <q, avec 0< k<3, et ico=q— iloc1 = loc2 — iloc3,

ol q € N*, et le cas ¢ = 0 n’est pas considére.

Définition 1.14 (Degrés de liberté). Les degrés de liberté sont définis aux points X;,

i10c2711063

par les formes linéaires A L'ensemble des degrés de liberté de T est défini par

iloc 1 111062 :iloc3 *

Eq (T) = {(Ailocl:iloc2711003)iloclziloc27i1003’ tel que Ai10C17i10027i10C3 (p) = p(Xi10C17i10027i10C3)7

Vp € Py(T) et 0 < ijoep, < ¢, pour 0 < k < 3}.

Remarque 1.12. [Ensemble des degrés de liberté d’'un élément quelconque] On définit aussi

plus généralement Uensemble des degrés de liberté d’un élément quelconque T par

Eq (T) = {(Ailocl7i10027iloc3)iloclyiloc27iloc3’ tel que Ai10617i10C27iIOC3 (p) = p(ﬁiloclyiloc27iloc3)7
Vp € Py(T) et 0 < ijpe, < g, pour 0 < k < 3}.

Définition 1.15 (Base de référence). Les fonctions de base scalaires associées a l'élément fini
(T, P, (T), Eq(f)) sont définies par

~

A

iloc 1 7i10c2 ’iloc3 (d)jlocl ’jloc2 7jloc3 ) = 5iloc 1 7jloc1 5iloc2 ’jloc2 (siloc?, 7j10c3 °

Plus précisément, les fonctions ¢j,. ., jioeq.jies SONt les polyndomes de Lagrange scalaires définis

par

¢j10017j10627j10c3 (ﬁjloclvjloc%jloc;;) = ¢jloc0(1 - ‘/i‘ - g - 2)¢j1001 ('ﬁ)(?bjlocz (Q)(?bjlocg (2)7
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X1
¥ X

FIGURE 1.5 — Elément quelconque et ses sommets (xg, X;, Xz, X3).

avec les fonctions polynomiales de Lagrange 1D

>

SRS

, pour k>1 et ¢o(2)=1.

R k—1
oc(®) =1
i=0

|
Q|

Remarque 1.13. La fonction polynomiale de Lagrange Qgilocl: est égale a 1 au point

iloc2711063

d’interpolation X;,_, | et est égale a 0 a tous les autres points de référence.

i10c2 7iloc3

Le lien entre I'’élément de référence et un élément arbitraire, de numéro igen,, est défini

comme suit.

Définition 1.16. Chaque élément quelconque T, de sommets (xg, X1, X2, X3), est l'image de T

par Uapplication affine ?T définie par
E)T(f{i) =x; avec Xj:= (x;,y;i,2) et x= E)T()A()

Nous calculons aussi la matrice jacobienne de cette transformation géométrique

oz aﬂ 0z 1 — Xy T2 — Ty I3 — T
I oy oy oy |
$T S T 87; | = Y1—Y Y2—Y Y3—Yo
% % @ Z1—20 Z2—20 23— 20
or 0y 0z

Ces fonctions vectorielles sont associées a chaque degré de liberté numéroté (localement

ou globalement). Nous utilisons donc deux espaces éléments finis. Le premier est local, relatif
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a un élément 7. Le second est global, relatif au maillage. Ils sont respectivement définis par

Xllovi(;lem (T) = (?q(T))(S et X%lOb = H §§}]Oaicelem (T)
TeT

Plus précisémment, nous définissons X!°¢  (resp. Xgl"b), composé de toutes les fonctions de

qvielem

base locales (resp. globales), pour k = 1, 6.

Définition 1.17. L’espace de fonctions de base locales X!°¢  prend la forme

‘Lielem

XIOC = Span({gielim,k : k — ]_76 et ilOC _ 17Nq}>,

@slelem 1lo
out N, est le nombre de degrés de liberté scalaires de 'élément T

Définition 1.18. L’espace de fonctions de base globales XglOb prend la forme

— 6 . ) .
X?Ob = span({ ¢iglob € [LQ(Q)} : Viglob = LocToGlob(ieglem; iloc; K),

— - _>ieemv
Supp <¢iglob) = Tet (qbiglob)lT = (;Silcl)c k})’

oll igloh, le numéro global du degré de liberté, est associé a : Uélément T' de numéro iclem, au

numéro local du degré de liberté ijoc, pour ijoc = 1, Ny, et aux composantes k = 1, 6.

La bijection entre (iciem, iloc, k) et le numéro global du degré de liberté iy, est représen-

tée par la table de connectivité construite a I'aide de I'algorithme suivant

iglob = 1
do elem = 1, #elem
do ijoc = 1, Ng
do k=1,6
LocToGlob(ielem; ilocs k) = iglob
iglob = Iglob + 1
end do
end do

end do

L’approximation numérique de la solution dans chaque élément 7', notée E»T" = (E»T HMT),
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est alors définie par :

6 Ng ) N
BT = 3 3 ERd

k=1ij0c=1

ou nous avons

lelem,1
iloc
ielem72
iloc
ielem73
iloc
felem 4
iloc
ielema5
floc
lclem,0
iloc

Ny

by

ijoc=1

%elem k —
lloc

lelem X
iloc ’
ielemvy
iloc ’
ielemvz
iloc )
lelem X
iloc ’
%elem Y

lloc ’

lelem»Z

iloc ’

ielem7X
iloc

Eielemvy
lloc
lelem»Z
floc
lelem X
iloc
lelem,Y
iloc
iClcmuz
iloc

¢}elem ,

loc

et o1 les composantes selon I'axe x (resp. y ou z) de R? sont notées E;?™ ™ et Hy*'™™ (resp.

E?elemvy

lloc

électrique et au champ magnétique

et Hy' ™Y, ou By et H'*™*). Nous avons aussi pour les restrictions au champ

Eh’T(x)

Hh’T(X)

iloc=1

lelem X
loc
Elelem7y

el
e pilem(x)  pourx €T,

lelem,Z
loc

ielem X
lloc

H%elemvy qﬁielem (X)

loc lloc

pourx € 7.

lelemZ
lloc
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1.2.3 Discrétisation de la formulation

Nous cherchons dans cette partie a décrire la matrice A, le vecteur F et le vecteur solu-

tion [E"]. Ce dernier prend la forme

El ET‘ielem X
E2 ETl ET‘ielem Y
: ET2 ETielem Z
[EM] = = , avec Eleem := g C#ddlelem
: . H’Ticlcm X
ET#elem HTielem Y
H’Tielem Z
Eqal

ol les composantes x,y et z du champ électrique
ET‘iclcm = (ET‘iolcm ’X7 ET‘iclcm 7y7 E’Ticlcm VZ) T E (C3 Nq ,

sont définies par

' T X
Eﬂelem ,X = (E lelem’ )
lloc iloc=1,Ng’
ETielem Y = (E.T'ielem ,Y) .
lloc iloc=1,Ng’
1 i z
ET‘elem Z = (E lelem’ ) . R
lloc iloc=1,Ng

et celles du champ magnétique
HTielem = (HTielem 7X, HTielem ’y’ HTielem ’Z)T - C3 Nq,

sont définies par

: T; X
HTlelem X = (H lelem ) .
loc iloc=1,Ng’
HT’ielem’y R H’Tielem Y
o= foe=1,Ng’
loc lloc A
HT‘iclcm’Z — (H,‘Tielem ’Z)
! lloc iloczl,Nq’

ol nous donnons un exemple détaillé pour la composante x

! Ti ,
(E’Tlelem 7X) . El ISP
(E’Tielem ’X) 9 E;ielem X
ETielem T . = R
: T; X
E’Tlelem X lelem’
( ) Nq ENq
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et

. T b
(HTlelem ,X) 1 Hl ielem X
(HTielem ’X) HTielem X

H’I‘iclcm X = 2 = 2

! T; X

Hcrlelem X lelem’

( )Nq HNq

Remarque 1.14. Par convention, nous considérons que nous avons toujours l'indice icjen, associé

a lélément T, sauf mention contraire.
) —
Nous prenons comme fonction test ¢ i, . Nous avons
#ddl .
Z ]Engob ¢ Jglob? QS lglob) = g( ¢ iglob)7 pour iglob = ]-’ #ddl

jglob=1

Ces équations induisent un systéme linéaire de la forme A[E"] = F défini par :

— — — _ )
Aiglobnglob = a( (bjglob’ ¢ iglob) et Figlob = E( d) iglob) avec lgIOb’JgIOb = 1’ #ddl
Nous rappelons la forme sesquilinéaire définie en (1.17)

aB,E) = ar(EE)+ Y 0FEE)+ D bF(EE).
TeT FeTFint FEFoxt

La matrice A est décomposée de la méme facon.

Définition 1.19 (Matrice globale). La matrice globale A est définie par

A=) Ar+ > B+ > B, (1.19)

TeT FeFint FeFext

ot les différentes matrices sont définies par

— — —
R _ Jelem >k i
(AT)iglonglob = aT( ¢_£glob7 (b_;glob> - CLT( _glcozm ) ¢11C<l)zm )
int . pint _ pint(lelemsKj Ticlem,
B i 1= B (D Gran) = B, ),
t ._ t _ t (7 Jelem Kj felems
(B?{ )iglonglob = b? (¢jglob7 ¢iglob) - b?( ( jleoecm ! ¢1iim )

avec

iglob = LOCTOGIOb(ieIema iloca kl) et jglob = LOCTOGIOb(jelemajloca kj)a
out ielemajelem = 17 #elem: iloc»jloc = 17 Nq et kia kj = 17 6.
Dans le but de définir les matrices globales de (1.19), nous introduisons des matrices

élémentaires de masse et de rigidité associées a un élément T'.
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Définition 1.20 (Matrice de masse scalaire). La matrice de masse scalaire associée a T est

1loc :Jloc lloc

eler — M — el el s
(M ele n)lloc,Jloc . St / ¢eem ji)ecm pour ljoc; Jloc = 17 Nq‘

Remarque 1.15. Pour igop, jglob = 1, #ddl, la matrice de masse scalaire permet de définir une
matrice de masse globale M qui est bloc diagonale. Ce constat se déduit rapidement grdce au
support local des fonctions de base globales. Ainsi, la méthode de GD peut s’avérer attractive

pour Uétude de problémes temporels [26].

Définition 1.21 (Matrices de rigidité scalaires). Les matrices de rigidité scalaires, de dimension
Ny x Ng, sont

lelem
ielem,1). . — lelem;1 iclem Jloc : : _
(R cem )llocdloc - :R‘llowjloL (blloc s pour iioc, jloc = 1, Nqa
. . a ¢%elem
i 1 s _ lclcr1172 _ lelem Jloc : : _
(R cem )Hocdloc - Riloczjloc - / (biloc 8 ,  PoUT ljoc, Jloc = 17 Nqa
T M
. lelem
i 1 ,3 . . _ 1e1em73 1elem Jloc . . _
(Rietem:3), . = Rplm” = (;Slloc ., pour ijec, jloc = 1, Ny.

A partir de ces matrices élémentaires, nous pouvons plus facilement expliciter les termes

de la matrice Ar.

Définition 1.22 (Matrice des termes volumiques). La matrice A est donnée par

— — — ’ |
CLT( quglob’ ¢ iglob) = CLT( Jleclfcm , ¢ felem k ) 07

1loc

=T

ivem = I, voir la Figure 1.6. Autrement dit, tous les termes de la matrice sont

sauf si T;

elem
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nuls, a Uexception des termes suivants

_>
Jelem>K;j 1elem7 — _a 1elem . ks
GT( Jloc ’ ¢ iloc ) - ’LkOMlloc Jloc pour 1 S kJ’ kl S 6’
Jelem7 1elem 75 ielem73
ar ( ’ ¢ 1loc ) iloc:jloc ’
Jelem» lelem ,6 lelem,2
ar ( ’ ¢ 1loc ) ilOC7j10C ’
Jclcm7 1clcm 74 — iClCln13
ar ( Jloc ) ¢ iloc ) - flocsiloc”?
Jelem,2 ielem,0 1elennl
ar ( jloc ) ¢ iloc ) 110C7J10C
jelern 3 ielem 4 — lelem,2
ar ( Jloc ’ ¢ iloc ) - flocsiloc”?
a (_>J:elem 73 gielem 75) — _:Rl.ielem.v1
T Jloc ’ lloc liocsJloc’
Jelem,4 lelem,2 — lelem»3
ar ( jloc ’ ¢) iloc ) ilOC7j10C ’
a (g.]:elem 74 gielem ,3) — lelem12
T Jloc ) lloc Tlocsiloc”?
jelem 0 lelem,1 felem,3
(IT( Jl oc ’ ¢ 1loc ) iloczjloc )
.]elem» lelem 3 lelem,1
ar ( ) ¢ lloc ) i]OC7j10C ’
Jelem7 lelem71 — ielem72
ar ( Jloc ) ¢ 1loc ) - flocsiloc?
Jelem»6 lelem 2 lelem,1
ar ( Jloc ) ¢ 1loc ) - ilOC:leC :
Pour chaque élément T, associé au numéro iqen, la matrice A a la structure suivante
__Z'k-OMielem 0 0 0 ]Rlielem’3 Rielem )2
O 7ik0Mielem 0 iRielem )3 0 Rielenul
0 0 _ikOMielem Rielem )2 _]R'ielem:1 0
Apr =
O _Rlelem 3 Rlelem )2 _ikOMlelem 0 0
Rielem 3 0 _Rielennl 0 _ikOMielem 0
_Rielem )2 Rielem71 0 0 0 —Zk() Mielem

Maintenant, nous cherchons a déterminer la matrice B* représentant la forme b}2* de la

formulation variationnelle. Nous la rappelons

bR EE) = [ lHle (BT = [xBle - (0 T

[v«H]r - [vxH]r + [7<E]r - [vxE]r
5 .

Nous remarquons que

o - .
VR Do Pigen) =0 saufsi F e Fet F C {T,K}.

Définition 1.23 (Matrice des faces intérieures). La matrice Blnt représentant la forme inté-
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FIGURE 1.6 — Emplacements des blocs non nuls de la matrice A.

rieure bi® est donnée par

in 1 j j .e em:.e em
(BFt) p—— EF ((C.]elem)k " + (D.]elem)ki?kj) (Mval Jel )

iglobnglob 2 lelemsJelem 1,Kj i10C7j10C7

avec &

lelemsJelem

= 0saufsi F C {T, K}, ol nous avons

F B

{ gielem’jelem 1 pour 1 = ZS s
F .

sielenlyjelem 1 pOur T ;é B ,

et les matrices Clelem et Diclem données par

1-— n% —ning —ning 0 0 0
—ning 1 — n% —naong 0 0 0
Ciictom _ —ning —nong 1— n% 0 0 0
0 0 0 1-— n% —nine —Ning '
0 0 0 —nine 1 — n% —nong
0 0 0 —ning —nong 1-— n%
et
0 0 0 -n3 ne
0 0 ng 0 —n1
Dielem _ 0 0 —MNn2 nq 0
0 ns —nN9 0 0
—ng 0 niy 0 0
no —nNn1 0 0



CHAPITRE 1. PERFORMANCES DES METHODES CLASSIQUES POUR LA
SIMULATION DE GRANDES SCENES DE CALCUL

ol ny := (ny,na,n3)" est la normale sortante unitaire d I'élément T.

Remarque 1.16. Nous considérons alternativement les éléments T et K pour construire les
matrices globales. Ainsi, nous remarquons que les blocs non nuls de la matrice B, voir la

Figure 1.7, sont

1 . : o] .
_ (Clelem + Dlelem)Mch‘lcmalclcm , pour iolem = 1’ #ddlelem’
2 - iclcmaiclcm
_5 (Clelem + Dlelem)Mlﬁvlem yJelem , pour lelema Jelem — 1’ #ddlelem’
dielem 7jelem
3 (CJelem + DJelem)M‘]ﬁ}cm’ldcm ) pour jelem, lelem = 1, #ddlelem,
- jelemvielem
1 . ) . . .
7(CJelem + DJelem)MJ}?‘lem sJelem , pour jelem = 1’ #ddlelem
2 4 JjelemJelem

K [-_--_---__-----zC

-

~

TT

1

1

1

[}

1

Nl

1

1

1

1

1

1

1
NEIZCICIEMIICCINC

[ S ——

FIGURE 1.7 — Emplacements des blocs non nuls de la matrice Bit® .

Nous définissons ensuite la matrice B&*" associée a la forme sesquilinéaire (1.18) que

nous rappelons ici

1-R —  14R S

ER) = [ ST ST 0 T S T
F

1— Ryq ————= 14 Ryq —

+ /F —5 B HT + — =yl BT

Nous remarquons que

- - ,
DF (D igions Pigor) =0 saufsi F € Foxy N Ty et T, =T

elem elem *

Les valeurs non nulles sont calculées a partir des actions des opérateurs de composante
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tangentielle et de trace tangentielle sur les fonctions de base globales, a savoir

fytET[Wdem’k‘] et ’y:XFET[qblelem’k‘], pour ijoc = 1, N, et k; =1,6.

loc iloc

Nous notons dans la suite : le numéro igjey, associé a 'élément T et le NnUMErO jgjem aSSOCI€ a

I'élément K. Nous définissons des matrices de masse de frontiere pour chaque face F' € Fy.

Définition 1.24 (Matrice de masse de frontiére). La matrice de masse sur une face F' € Frp

est définie par

(Mlﬁlemdelem)iloc,hoc = L‘¢ge1em jclem pour ilocajloczlyzvq- (1.20)

Jloc lloc

Dans le cas ol F' € Fp est une face extérieure, 'élément 7' n’a pas de voisin K a travers
F, de telle sorte que nous prenons K = T dans (1.20). Ainsi, les coefficients de la matrice

deviennent, pour F' € Feyy,
lelem lel _ iel fel : : _
(M;‘em ¢ em)ilomjloc - A ¢j(130im ii)im pour locs Jloe = 17 NQ'

Grace aux outils et aux définitions ci-dessus, nous pouvons désormais introduire la matrice

des bords extérieurs.

Définition 1.25 (Matrice des bords extérieurs). Soit F' € Foy N Fp, ot T € T, la matrice

associée a la forme sesquilinéaire b%* est définie par

ext . rF ext ielem ext iglem ielem 7ielem
( F )iglobnglob T CielemJelem (Dl Cl + D2 C2 )ki,kj (MF )

ilocslloc ’

N AF _ S : ) F _
oug, . =0, sauf si Ti ., = Tj.,..., = T (Figure 1.8), ou nous avons Giotomsiotom = Ls

iglob = LOCTOGIOb(ieIema locs ki) et jglob = LOCTOGIOb(jelemajlom kj)a

et
DTXt::diag<1_R 1-R 1-R 1+R 1+R 1+R)’
2 2 2 2 2 2
DEXt:Zdiag<1+R 1+R 1+4R 1-R 1—-R 1—R>’
2 2 2 2 2
1—n —ning —ning 0 0 0
—ning 1 —mnj —ngny 0 0 0
Ciflem _ —ning —ngng 1 — n% 0 0 0 ,
0 0 0 L—nf —ning —ning
0 0 0 —ning 1—n3 —nong
0 0 0 —ning —nang 1 — n%
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0 0 —n3 ng
0 0 ng 0 —nq
Ci;lem _ 0 0 0 —ng N1 0 7
0 ng —-nz 0 0 0
—n3 0 n1 0 0
ng —nq 0 0

oll ny = (ny,n2,n3)' est la normale sortante unitaire a I'élément T.

=
T
1
1
1
1
!
1
1
1
1
1
!
!
|

i

e

FIGURE 1.8 — Emplacements des blocs non nuls de la matrice B$*.

Pour conclure, le probléme matriciel associé a la méthode de GD est le suivant.

Probleme 6 (Probléme matriciel). Le systéme matriciel de la méthode GD est
A[E" =F,

avec

A = ZAT + Z BI}I?lt + Z Bext’

TeT FE?mt FeFext

ott A, B2t B sont définis par les Définitions 1.22, 1.23 et 1.25, et avec éfini par
1A ijt B%t d par les D 1.22, 1.23 et 1.25 Fd ol

— 1-— }%8g) — —
(F)iglob = g(qsiglob) = /aQ 2 (g : ¢ig10b + g ’ gbiglob)'

1.2.4 Convergence du solveur

Le solveur trouve la solution numérique [E"] du Probléme 6 grice a une factorisation LU

de la matrice A. Afin de vérifier que notre solveur de GD simule correctement une onde élec-
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tromagnétique, nous mettons en place une étude de convergence. Comme pour la méthode
d’EF de Nédélec, nous étudions le cube unité 2 = [0, 1]? oll une onde plane électromagné-
tique E;,., de direction d = (1,0,0)T et de polarisation p = (0,1,0)7, est imposée sur sa
frontiere. En particulier, nous choisissons g = v:Einc + ZoaVxHine, avec Zgg = 1.

Nous connaissons la valeur analytique E* := (E®*, H**) de 'onde plane que nous sou-

haitons obtenir dans le domaine, avec
E™(x) :=p e d* et H™(x):= (p x d) e*0d*  pourx e C>.
Nous étudions la convergence L? du schéma. L’erreur associée s'écrit
e i= |E" — By,
avec la norme L2, définie par

IE|2; = > / E|> +|H?, pourtout E=(E,H)ecX
ey’ T
Nous notons h := mj@x(hT) ol hp est la hauteur du tétraedre T' € 7. Nous rappelons que nous
utilisons des fonctions de base polynomiales scalaires de F,(7’), ou ¢ est le degré maximal
du polynome. Nous avons développé I'algorithme pour ¢ = 1, 3. Ainsi, trois ordres d’approxi-
mation sont possibles. Pour chacun d’entre eux, la méthode de GD converge, voir la Figure

1.9. En effet, la norme e”

, en ordonnées, devient petite lorsque h, en abscisses, diminue. Les
oscillations sur les courbes proviennent de l'utilisation d’'un maillage irrégulier généré auto-
matiquement par le logiciel GMSH®. A taille de domaine fixée, D, = 1), et en donnant une
taille d’élément h au logiciel, il est difficile d’obtenir des éléments tétraédriques de taille ho-
mogene. Par conséquent, bien que nous diminuons de maniere réguliere le pas de maillage,

ce n’est pas le cas du nombre d’éléments.

1.3 Incapacités a traiter de grands domaines de calcul

Dans cette section, nous analysons les colits mémoire des méthodes présentées. Pour
cela, nous augmentons la taille D, du domaine a précision fixée et a pas de maillage h fixé
pour chaque ordre d’approximation. Pour la méthode d’EF de Nédélec, nous construisons des

courbes a précision donnée. Nous définissons I'erreur relative associée aux méthodes

B — B2
ep = ————
' [ |2
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1=q=1

i ] —9

101} D

= e q—3
- 1 ]
10-2} /2 i
< i /- E
© i /] ]

.- F)
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4 /!
10 /

10—1.5 10—1 10—0.5
h

FIGURE 1.9 — Courbes représentant la norme L2 en fonction de la taille h des éléments
T € T du maillage, pour différents ordres d’approximation q.

Nous utilisons des cubes de c6té h pour mailler ). Les pas de maillage / sont choisis, pour
chaque ordre d’approximation possible r = 1,4, de telle sorte a obtenir ¢, = 10% pour
Dq = 5\, voir le Tableau 1.10. Puis, ils sont fixés pour toute ’étude du colit mémoire, ie

lorsque nous augmentons Dg, pour chaque ordre d’approximation.

Remarque 1.17. L’erreur est choisie relativement grande et ne produit pas une solution numé-
rique précise. En effet, pour obtenir une meilleure précision sur la solution numérique, ie e, = 1%
par exemple, nous aurions dil utiliser davantage de mémoire (plus de points de discrétisation ou
plus d’éléments). De cette facon, nous sommes méme optimistes vis a vis du coilt mémoire de la
méthode. En effet, si nous prouvons son cotit mémoire trop important pour e, = 10% alors cela

ne pourra que étre pire pour e, = 1%.

La Figure 1.10 représente les cofits de la factorisation LU du solveur d’EF pour chaque ré-
solution du systéme matriciel. Le colit mémoire est proportionnel & (Dg)*, comme le montre
les pentes des courbes sur la Figure 1.10. Ainsi, nous retrouvons bien le colit mémoire théo-

rique d’une factorisation LU réalisée avec la librairie MUMPS®, voir [5].

r 1 2 3 4

1 1 5 1
h(A\) | ==002| —=01] —=027| ==05
) 50 10 18 2

TABLE 1.10 — Taille i du c6té d’un cube pour les différents ordres de la méthode d’EF
de Nédélec r = 1, 4.

50



CHAPITRE 1. PERFORMANCES DES METHODES CLASSIQUES POUR LA
SIMULATION DE GRANDES SCENES DE CALCUL

Nous procédons de la méme facon pour la méthode de GD. Nous fixons les hauteurs des
tétraedres h pour chaque ordre d’approximation ¢ allant de 1 a 3, voir le Tableau 1.11. De
nouveau, nous retrouvons le coit mémoire théorique d’une factorisation LU réalisée avec
MUMPS®, voir la Figure 1.11. En impliquant a la fois le champ électrique E et le champ
magnétique H, l'utilisation d’'un probleme d’ordre 1 augmente le nombre d’inconnues et

limite la capacité a traiter de grands domaines de calcul. De plus, avec notre implémentation

q 1 2 3

1 1 2
h(A\) | ==01|-=02|-=04
() 10 5 5

TABLE 1.11 — Taille de la hauteur d’'un tétraedre h pour les différents ordres de la
méthode de GD d’ordre ¢ = 1, 3.

de ces méthodes et a colit mémoire égal, ie 1 Tera Octet (To), nous pouvons simuler une onde
électromagnétique sur un domaine allant jusqu’a DE** = 21\ avec la méthode de Nédélec,
contrairement a la méthode de GD qui ne traite que des domaines de taille maximale D3** =
9\, voir les Figures 1.10 et 1.11. Cette différence s’explique principalement a cause des six
composantes présentes dans la méthode de GD et du caractére discontinu des fonctions de

base.

ol
’ /y /ff e
10° ‘/// |

10}
10—2 % %

100 101
Dq

Mémoire (Go)

FIGURE 1.10 — Colit mémoire de la résolution du probleme de Nédélec pour diffé-
rentes tailles de domaine Dq,.

Remarque 1.18. Nous avons choisi de ne pas investiguer dans cette thése les méthodes de
compression de type Block-Low Rank (BLR), car ce type d’approche nous semble moins approprié

a notre contexte haute fréquence.
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FIGURE 1.11 - Cofit mémoire de la résolution du probleme de GD pour différentes
tailles de domaine Dq,.

Une alternative peut étre d’utiliser une méthode itérative. Nous donnons I'exemple d’'une
méthode de Generalised Minimal RESidual (GMRES) ici. Comme le montre la Figure 1.12,
la méthode de GD ne converge pas pour Dg = 5\, au sens ou le résidu GMRES ne diminue
pas au fur et a mesure des itérations. De plus, pour la méthode d’EF, nous observons que
plus de 107 itérations sont nécessaires pour atteindre un résidu GMRES de 1%. Le code d’EF
met du temps a converger, pour une taille de domaine pourtant extrémement raisonnable :
Dq = 10\ Cet exemple montre les limites de ces méthodes méme en utilisant un solveur
itératif de type GMRES. Ces taux de convergence pourraient étre améliorés par l'utilisation
d’un préconditionneur. Néanmoins, sa construction est difficile dans le cadre des systémes
indéfinis. Nous traiterons ce probléme avec la méthode de Trefftz développée dans cette
these.

Pour conclure, il est donc nécessaire de développer de nouvelles méthodes a faible cofit

mémoire.
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FIGURE 1.12 — Résidu GMRES pour la méthode d’EF de Nédélec et pour la mé-
thode de GD en fonction du nombre d’itérations de la méthode itérative, pour

1.4 Conclusion

Dans le chapitre 1, nous avons introduit deux méthodes numériques représentatives des
méthodes classiques existantes pour la simulation d’ondes électromagnétiques.

La premiéere, la méthode d’EF de Nédélec d’ordre élevé, repose sur un maillage cubique
dont la discrétisation est réalisée grace a des degrés de liberté localisés a des noeuds de
Gauss et de Gauss-Lobatto, voir la Section 1.1. La formulation ainsi que de la solution sont
interpolées a I'aide de fonctions de base de Lagrange vectorielles. Ce choix introduit des
produits tensoriels de matrices, ce qui facilite son implémentation et induit une matrice de
masse diagonale.

La seconde, la méthode de GD d’ordre élevé, est basée sur une formulation d’ordre 2
du probleme de Maxwell, voir la Section 1.2. Nous employons un maillage tétraédrique et
des fonctions de base de type Lagrange pour assembler le systéme matriciel. Nous maillons
le domaine de calcul en tétraedres et nous interpolons les quantités intégrables grace aux
fonctions de Lagrange scalaires. La complexité de ce solveur provient de la forme que prend
sa solution numérique. L'évaluation des champs E et H en trois dimensions implique le
calcul de 6 composantes a chaque degré de liberté du domaine. Le colit mémoire pour la
résolution s’en voit alors considérablement augmenté.

Plus particuliérement, les résolutions directes des systemes associés a ces deux méthodes
présentent clairement des problemes de cofit mémoire, voir la Section 1.3. Trés rapidement,

lorsque la taille du domaine augmente, le colit mémoire des deux méthodes dépasse 1To.
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De plus, méme en utilisant une résolution itérative, les résultats numériques ne sont pas
concluants au sens ou I'algorithme itératif ne converge pas ou devient trop cofiteux en temps
pour obtenir la solution.

La conclusion est, qu’en I’état, ces méthodes ne permettent pas de simuler avec précision
une onde électromagnétique sur de grands domaines. Il existe de multiples solutions pour
pallier ce probléme. Les idées les plus connues sont I'utilisation de méthodes de Décomposi-
tion De Domaine (DDM) [37, 99] ou encore HDG [24, 79, 84] qui réduisent le colit mémoire
de stockage de la factorisation LU. Dans le cadre de cette thése, nous étudions une méthode
de GD particuliére, nommée méthode de Trefftz [54, 88]. Nous proposons une méthode
de Trefftz capable de traiter de plus grandes scénes de calcul que les méthodes classiques.
Dans le chapitre suivant, nous mettons en place le solveur de Trefftz direct, ie utilisant une

factorisation LU pour sa résolution.
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2.5 Conclusion . . . . . . i i i it e e e e e e e e e e e e e e e 102

Dans le Chapitre 1, nous avons présenté deux méthodes numériques classiques (d’EF et
de GD) que nous jugeons représentatives de celles existantes dans la littérature. Il est clair
qu’elles font face toutes les deux a un probleme de co(it mémoire, voir les Figures 1.10 et
1.11. Une méthode alternative doit étre mise en place afin de pouvoir traiter de trés grandes
scénes de calcul. Nous explorons dans cette section la capacité des méthodes de Trefftz
[46, 48, 49, 77] a pallier ces difficultés mémoire comme elles impliquent moins de degrés
de liberté.

L’objectif du Chapitre 2 est de construire un solveur Trefftz direct. La méthode de Trefftz
met en jeu deux types d’espaces : les espaces de Trefftz continus et discrets dont les élé-
ments sont des solutions locales des équations de Maxwell. Le point de départ de toutes ces
constructions est une formule de réciprocité sur ces espaces. Nous investiguons alors deux
points de vue afin de dériver des formulations bien posées et coercives. Le premier consiste
a utiliser des perturbations basées sur des formes consistantes. Le caractere bien posé de
ces formulations est prouvé en assurant la coercivité grace a des critéres portant sur les pa-
rametres de pénalisation. Le second utilise la notion de traces numériques. Celles-ci sont
obtenues par un solveur de Riemann, dans le cas homogene, et par un schéma upwind, dans
le cas hétérogene. Elles sont donc étroitement liées a la nature hyperbolique du systéme de
Maxwell. Nous verrons qu’elles s’averent équivalentes. Bien que leur présentation soit moins
concise, les traces de Riemann relient les choix des parameétres de pénalisation de la méthode
de GD a la physique du phénomene étudié. Nous prouvons ensuite le caractere bien posé de
la méthode de Trefftz. Dans le cas hétérogene, la formulation variationnelle upwind obtenue
admet une propriété de coercivité faible que nous démontrons. Ceci nous permet d’assurer
le caractére bien posé de la méthode de Trefftz dans le cas général.

Enfin, nous présentons la structure du probléme matriciel pour un maillage cartésien. Le
solveur Trefftz direct basé sur des traces numériques upwind dans le cas de milieux hété-
rogenes est implémenté. Cela mene au code GoTEM3, dans lequel la résolution du systeme
matriciel est réalisée grace a une factorisation LU de la matrice A. Des résultats numériques
témoignent de la convergence de ce solveur et mettent en avant son faible colit mémoire
face aux méthodes du Chapitre 1. Toutefois, le fait d’avoir recours a une factorisation LU ne
fait que retarder I'explosion mémoire et ne permet pas de traiter des domaines de plusieurs

centaines de longueurs d’onde.

2.1 Espaces continus et discrets de type Trefftz

Dans cette partie, nous allons tout d’abord définir I'espace de Trefftz continu. Celui-ci est

I'espace fonctionnel nécessaire a la dérivation et a 'étude des formulations Trefftz présentées
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dans ce chapitre. Nous présentons ensuite 'espace de Trefftz discret, basé sur des espaces
d’approximation d’ondes planes. Ceci permet la discrétisation des formulations. Enfin, nous
introduisons la formule de réciprocité, liée a la formule des travaux virtuels et associée a ces
espaces. Elle est le point de départ de la construction des formulations Trefftz.

L’'objectif de cette thése est de simuler des ondes électromagnétiques avec précision sur
des domaines de grande taille et complexes, tant géométriquement que dans leur composi-
tion matérielle. En effet, les industriels manipulent des géométries constituées de différents
composants. C’est pourquoi il est indispensable de développer un solveur Trefftz adapté aux
hétérogénéités des matériaux. Dans les cas hétérogenes, les caractéristiques physiques du
milieu varient. Toutefois, les parametres physiques sont supposés constants sur chaque €élé-
ment 7. Cette restriction ne semble pas poser de difficultés en pratique et est couramment

réalisée dans les librairies de simulation. Nous introduisons 'impédance normalisée relative

T

Hy

Zr = —=,
T Ug;p

ol nous rappelons que ¢, et i, sont respectivement la permitivité relative et la perméabilité

a un élément 7" notée

relative, dont les restrictions & un élément T sont respectivement notées e et .
Nous notons X7 I'espace de Trefftz local continu défini pour 7" € T comme ’ensemble

des fonctions

ET .= (ET,HT) € H(rot,T) x H(rot, T) vérifiant (2.1a)
VxH! =ikoe,ET et V xET = —ikypu,H, surT, (2.1b)
wET e L2(0T) et ~+HT € LZ(9T). (2.1¢)

Remarque 2.1. La condition (2.1c) ne joue pas en faveur des méthodes de Trefftz. En effet,
elle nécessite une régularité H %(T) de la solution du probléme de Maxwell. Cette hypothése
est le plus souvent satisfaite méme dans le cas hétérogéne, bien qu’il soit possible de construire
des domaines a faible régularité. Nous pouvons nous référer aux travaux [12, 31, 32, 53] qui

traitent partiellement cette problématique.

L’espace X7 est équipé d’un produit scalaire hermitien, pondéré par a > 0 et 5 > 0,

(ET,ET)x, = / (a wE - ET + gyHT - ’YtH’T>- (2.2)

oT

Remarque 2.2. Ce résultat se prouve facilement en utilisant les propriétés du produit scalaire

L2 et le théoréme du prolongement unique [58, 89]. Nous avons

ET BNy, = 0 = wEY =0et vH? =0sur 0T — ET = (ET,H') = 0dans T.
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Ainsi, 'espace de Trefftz global continu X est défini élément par élément par

Xg‘ = H XT. (23)
TeT

Il est équipé du produit scalaire

(B, E)x, == Y _(ET,E7)x,.
TeT
Remarque 2.3. Chaque fonction E € X est associée a une fonction définie sur ) dont la
restriction a T est ET. Chaque ET = (ET, H") satisfait (2.1b) et E est généralement discontinue

a travers les faces.

Maintenant, nous définissons I'espace de Trefftz global discret X%. C’est un sous-espace

vectoriel de dimension finie de X+. Il est défini comme

Xh= ] X} c Xg, (2.4)
TeT

oli I'espace de Trefftz local discret X% est défini par

X% = span {vé € XT},
¢=1,Nrp
ol les fonctions v¥ sont des ondes planes électromagnétiques de direction df. et de polarisa-
tion p%., et ol N7 est le nombre de degrés de liberté par élément. I’espace global discret de
Trefftz X2, défini par (2.4), implique des fonctions de base hétérogénes. Plus précisément,
lespace de Trefftz local discret X% est la base engendrée par I'ensemble des ondes planes
hétérogenes définies pour ¢ = 1, Ny par

ET — pé eiko 577’“”;(1%1)(

v T T )
vy = (E'",H") e Xy avec

. ¢
HY = Zp(ph x db) /M e dp - x

(2.5)

avec x € T et ol Zy = y/ul' /el est une impédance normalisée définie sur 7'. Plus préci-
sément, la direction de propagation d% appartient & D, ot D est un sous-espace discret de
la sphére unité, et la polarisation p% appartient & Sg, oli Sq est une base orthonormale du
sous-espace vectoriel de deux dimensions (d%)+ C R?.

Différents choix pour D existent dans le cas d'une base discrete d’ondes planes. Par
exemple, les directions peuvent étre données par les sommets d’un maillage surfacique de la

sphere unité [77] ou du cube unité. Dans cette thése, la seconde approche est considérée en
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utilisant un maillage cartésien de la surface du cube. Gréce a ce dernier, nous définissons les
directions de propagation discretes a partir des vecteurs orientés du centre du cube vers 'en-
semble des noeuds du maillage. Par exemple, la discrétisation de la surface d’'un cube avec 4
carrés par face correspond a 9 points par face, et conduit a 26 directions différentes, comme
le montre la Figure 2.1. Nous considérons des ondes planes en 3 dimensions et associons
donc deux polarisations a chaque direction. De cette fagon, nous avons une base de Ny = 52
ondes planes pour cet exemple.

Bien souvent, les espaces d’ondes planes induisent des problémes de stabilité de la mé-
thode numérique. De nombreuses recherches ont étudié I'erreur entre la solution numé-
rique et la solution exacte en fonction du nombre d’ondes planes dans I'espace discret, voir
[9, 49, 52, 77]. 1l savére qu'une augmentation du nombre de fonctions de base tend a mal
conditionner le systeme étudié. Pour éviter ce phénomene, nous développons dans cette
thése une stratégie de réduction du nombre de fonctions de base pour espérer obtenir un

nombre optimal d’ondes planes, voir la Section 4.2.

L

FIGURE 2.1 - 26 directions d’ondes planes dans le cube unité.

D’autres fonctions de base auraient pu étre mises en jeu. Par exemple, nous aurions pu
employer des ondes évanescentes qui favorisent la stabilité de la méthode, voir [54, 85], en
particulier pour les méthodes UWVF [72]. Un autre exemple est celui des fonctions de type
Bessel [54]. En présence de singularités, elles permettent de pallier le mauvais condition-
nement induit par les ondes planes et évitent un raffinement local du maillage qui pourrait
provoquer des cofits de calcul importants. Cependant, contrairement aux ondes planes, ces
fonctions ne peuvent pas étre intégrées précisément par une simple quadrature et des mé-
thodes spécifiques doivent étre utilisées. Nous aurions aussi pu avoir recours a des fonctions
qui satisfont les équations de Maxwell de maniére approchée. Plus précisément, cela revient
par exemple a déterminer des solutions numériques en résolvant sur chaque élément des
problémes de Maxwell, puis de les choisir comme fonctions de base. Cette méthode s’appelle
quasi-Trefftz [64, 65], et nous en donnons un exemple dans ce manuscrit, voir le Chapitre 5.

Un important avantage de l'utilisation d’ondes planes est leur facilité d'implémentation

59



CHAPITRE 2. SOLVEUR DIRECT DE TYPE TREFFTZ

et de dérivation. C’est pourquoi les autres possibilités n’ont pas été investiguées dans cette
these. Néanmoins, elles pourraient étre étudiées dans le futur pour améliorer les perfor-
mances de notre solveur.

Nous associons aux espaces de Trefftz (discrets ou non) une formule de réciprocité. Elle
est basée sur la formule des travaux virtuels. Ainsi, la formule de réciprocité établit un lien
entre la physique du phénomene et sa modélisation mathématique. De plus, elle s’appuie sur
les restrictions a 7" € T de la composante tangentielle du champ électrique et de la trace

tangentielle du champ magnétique, respectivement définies comme
+ET = (nT x ET) xny et THT :=np x HY, (2.6)

oll ny € R3 est la normale sortante unitaire de 97.

Proposition 2.1 (Formule de réciprocité). Sur Xg, nous avons la formule de réciprocité sui-
vante : pour tout E € Xy et E' € X,

r(E,E) = > rp(EE)=0,
TeT - (27)
avec rp(E,E) = / (VEHT - BT + ET A LHT).
orT

Démonstration. Nous prenons E7 = (ET,HT> et BT = (E’T,H’T) dans X;. A partir de
I'aspect physique du phénomeéne électromagnétique, nous écrivons la formule des travaux
virtuels

Wr = iko/TE;FET BT+ fHT .HT, pourT e 7.

Puisque ET € X et E'T € X7, et donc satisfont (2.1), nous avons
WT:/TVXHT-F—VxET-WZ/THT-W—ET-W.
En soustrayant ces deux dernieres expressions de W, nous avons
| V< HTET-HTVXET+ [ BTV HT -V xEHT 0,
Gréace a la formule de Stokes [78], nous obtenons la formule de réciprocité locale

rr(E,E') = /

- ((nT x HT) . ET + ET . (np x ﬁ)) =0, pourE etE dansXy.

La preuve se termine en utilisant les définitions (2.6). O
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Remarque 2.4. La formule de réciprocité (2.7) est alors équivalente a

r(EE) = ) / ’YTHT WET + 4ET "YZH/T) =0
FeFr

2.2 Formulations variationnelles Trefftz vues par les

formes consistantes

Une formulation variationnelle Trefftz est construite a partir de la formule de réciprocité
(2.7). Cette formule n’assure cependant aucun contrdle sur le niveau de continuité de la
solution numérique, au sens ol nous ne pouvons rien garantir sur les sauts de la solution
numérique entre les éléments du maillage. Nous perturbons alors la formule de réciprocité
en ajoutant des formes consistantes élémentaires bien choisies qui assurent, a convergence,

la continuité de la solution aux interfaces du maillage.

2.2.1 Formes consistantes intérieures et de bord

Avant de déterminer les formes consistantes intérieures et de bord, nous introduisons

tout d’abord les notations générales du probleme variationnel de Trefftz.

Probléme 7 (Probléme variationnel de Trefftz). Le probléme variationnel de Trefftz est :

Trouver E € Xy tel que pour tout E' € Xy
a(E,E') = ((E), (2.8)

avec a et ¢ définies selon deux conventions possibles. D’une part, un assemblage par éléments

conduit a
a(B,E)=>" > arr(EE), (2.9)
TeT FeFr
et
") = Z Z lr p(E). (2.10)
TeT FeFr

D’autre part, un assemblage par faces conduit a
a(E,E') = > ap(E,E), (2.11)
Feg
et

= > Ip(E).

FeF

61



CHAPITRE 2. SOLVEUR DIRECT DE TYPE TREFFTZ

Dans le but de déterminer la forme sesquilinéaire a et la forme antilinéaire ¢, nous
construisons les formes consistantes élémentaires pour les faces intérieures et extérieures.
Nous prenons E € Xy et E' € Xy. La solution exacte [E vérifie sur F' € Fj,; séparant deux

éléments T et K
(’ytE)IF = (%ET)|F = (”ytEK)‘F et (WZH)‘F = (’ngT)‘F = (VZHK)W' (2.12)

L’existence des deux opérateurs de trace ; et 7. nous permettent de construire quatre

formules faibles équivalentes a (2.12) pour F' € F :

/ ’ytET : ’ytﬁ — / ’ytEK . ’ytﬁ = / <’7tET — ’%EK> . ’ytﬁ = O, (2133)
F F F
7aT F(E E’) 7aT F(]E E")
/nytET : fygﬁ — /F%EK . fyfﬁ = /F (’ytET — ’ytEK) : fygﬁ =0, (2.13b)
a2l (EE) =22 (EE)
/F v H" -y ET — /F Y HE BT = /F (VEHT - THS) BT =0, (2130
—aT F(IE E’) —aT F(E E’)

/ *yTHT Zﬁ — /F'y:XFHK . ’yfﬁ = /F (’y:‘fHT — 'y:XFHK) ’yzﬁ =0, (2.13d)

—aTF(E E’) —aTF(IE E’)

N T . . ’1 7 . 2.1 1.2 .
ol nous définissons huit formes consistantes élémentaires a7 et a7 ., pour i = 1, 4.

Remarque 2.5. Ces formes sont appelées consistantes par abus, comme ce sont en réalité leurs

soustractions (pour chaque i = 1,4) qui sont nulles pour la solution exacte. Nous avons choisi
.. i1 i,2 , . . PO .

de distinguer a. . et ag: . pour nous permettre d’avoir des notations adaptées a la fois au cas

des faces intérieures et a celui des faces extérieures.

Les formes af}}F (resp. aéz?F) représentent une interaction de I'élément 7' sur lui-méme
(resp. de I'élément T avec son voisin K). Il est important de remarquer ici que ces formes
consistantes dites élémentaires sont bien définies relativement a un élément 7'. De plus, la
notion d’interactions fait référence aux intégrales impliquant les produits scalaires de

1. deux traces de fonctions provenant de ’élément 7T : interaction sur lui-méme,

2. une trace de fonction provenant de I'élément 7" et une autre de I’élément K : interac-

tion de T" avec son voisin.

Pour construire la formulation Trefftz, I'idée est de perturber la formule de réciprocité en

utilisant ces formes. Pour les faces F' € JFj,; N Fp partageant deux éléments 7' et K, nous
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associons a chaque couple de formes af}}F et af}?F, un coefficient o, - € R, i = 1,4. Comme
les équations (2.13a), (2.13b), (2.13c) et (2.13d), sont toutes égales a zéro, elles peuvent

étre ajoutées a"T7 r fois a la formule de réciprocité. En effet, nous avons

o pag (B, E) — o pag’p(E,E') =0, (2.14a)
o pay (B, B) — o paZ’p(E,E') =0, (2.14b)
o pap (B, E) — o pafs (B, E') =0, (2.14¢)
ot pag (B, E) — o pag’p(E,E') = 0. (2.14d)

Finalement, avec un assemblage par éléments, nous définissons a7 r et {7 pour les faces

intérieures du maillage, voir (2.9) et (2.10).

Définition 2.1. Soient T' € T et F' € Fiy, N F7. La forme sesquilinéaire arp : Xy x Xg — C
est définie par

4
arr(E,E) ZQTFGTF(E E'), avec aiT,F(EaE/) = aTF(E E') - a’TF(E E'),

=1
ol les formes aiﬁF : Xg x Xq — C sont définies en (2.13a), (2.13b), (2.13c) et (2.13d).

De plus, nous définissons la forme antilinéaire {7 : Xg — C par
lr p(E') = 0.

Chacun des coefficients correspond a des interactions de I'élément 7' sur lui-méme ou
avec un voisin K. La formulation variationnelle pour F' € JFj, s’écrit comme un tableau de
coefficients, voir le Tableau 2.1. Dans ce tableau, nous symbolisons les types d’interactions

par

— a®® pour les intégrales impliquant deux traces de type champ électrique

ETOUK et 4ET, voir (2.14a),

— afbE pour les intégrales impliquant une trace de type champ électrique v,ET°"K et

une trace de type champ magnétique y. H'?, voir (2.14b),

— a®* pour les intégrales impliquant une trace de type champ magnétique

yTHTOUK et une trace de type champ électrique 1 E'7, voir (2.14¢),

— oM pour les intégrales impliquant deux traces de type champ magnétique .

et yLH'T, voir (2.14d).

THTouK
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Interactions sur 7 | o®F aBH e | o HH

A 1 2 3 4
Lui-méme arp arp ar arp
i 1 2 3 4
Voisin —Qarp | —Qrp | —Qrp | —Qrp

TABLE 2.1 — Tableau de coefficients d'une formulation Trefftz pour F' € Fy.

Maintenant, nous définissons les formes consistantes élémentaires pour les faces de bord
F € Fext. Dans ce cas, 'élément K, voisin de T', peut étre assimilé a un élément virtuel Koy
extérieur au domaine Q. Sur la face commune F séparant T' et K.y, différentes conditions
aux limites peuvent étre imposées : condition de Dirichlet, condition de Neumann ou condi-
tion d’impédance. Une condition de bord implique la présence d’'un champ incident E;,,. sur
F € Fexy N Fr. Nous allons voir par la suite que cela induit des formes sesquilinéaires asso-
ciées au bord et des formes linéaires associées au second membre du Probléme variationnel
7. Ainsi, les formes consistantes associées a une face extérieure correspondent a des inter-
actions de bord (interaction entre T' et K.4) et a des interactions du second membre. De
nouveau, ces formes sont utiles pour la perturbation de la formule de réciprocité afin de
créer la formulation. L’ajout est réalisé grace aux quatre coefficients réels 3!, 52, 33 et 2.

Une condition aux limites de Dirichlet s’écrit

HE = 7Eipe sur 09, ot E;,.:R3 — C3. (2.15)

Nous considérons une face F € Foy N Fr d’un élément T et située sur le bord du do-
maine 90f). Nous pouvons reformuler la restriction de (2.15) a la face F' en utilisant les deux
identités suivantes : VE' = (E', H') € Xy,

/ ’)/tET . ’}’tﬁ = / ’}/tEg;.w . ’}/tﬁ, (2163)
F F
a;“’,lF(IEle/) ::elT,F(E/)
/F wET  ATHT = /F'ytEg;w ~ALHT, (2.16b)
2 (ER) 3 (®)

ol nous reconnaissons les formes consistantes élémentaires a%}F et a%lF précédentes. Ces
formes peuvent étre ajoutées autant de fois que nous le souhaitons a la formule de réciprocité
(2.7). La premiére, (2.16a), est ajoutée B}; fois. La seconde, (2.16b), est ajoutée B% fois. Cela
s’écrit :

Brare(E,E) = Bply p(E),
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Bray(B,E) = f363 p(E).

. 3 Do 1,1 2,1
Nous remarquons que les formes (1. . et /2. . peuvent s’exprimer a l'aide de a7} et a7 de

(2.13a). Ainsi, nous avons
Bhap (B, E) = Bhays(Eine, E),

Bray (B, E) = razs(Bine, E).

Finalement, nous définissons les formes ar et {7 r pour une face ' € Fo N Fr dans le cas

d’une condition de bord de Dirichlet.

Définition 2.2. Soit une face F' € Foxy N Fr associée a un élément T € T, sur laquelle nous
imposons une condition aux limites de Dirichlet. Nous définissons les formes sesquilinéaire ar

et antilinéaire {7  sur Xg par
ar,r(E,E) = fLap'p(E,E) + a3 p(E E),

et
gT,F (E,) = 511761;’71}7 (Einm E,) + B%a?ﬁ}F(EinCa E/)

Pour une condition de bord de Dirichlet, nous avons finalement le Tableau 2.2.

Interactions sur 7' | ®F | ¢BH | LE | (HH
Bord BL | BE 0 0
d 1 2
24 membre Br Bz 0 0

TABLE 2.2 — Tableau de coefficients d’'une formulation Trefftz pour F' € F.,;NFr avec
une condition de bord de Dirichlet.

Une condition aux limites de Neumann prend la forme

v H =y Hjp sur 99, ot H;,. : R — C3. (2.19)

Soit une face F' € Foy N Fp. Nous pouvons restreindre (2.19) a la face F' en utilisant les

deux identités suivantes :

/F VIHT  HET = /F vIHipe - wET (2.20)

3,1 3,1
aiy ' (EE) =0 ()
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/F ViHT A THT = /F Vo Hine - 7, HT (2.21)

4,1 4,1
ap's (EE) =l (E)

\ . . . 1 4.1
ou nous reconnaissons dans les membres de droite les formes consistantes a?f F et agp

appliquées au champ incident E;,.. Les équations (2.20) et (2.21), peuvent étre ajoutées 6}”;

et 3% fois a la formule de réciprocité
3 3,1 3 3,1
/BFCLT,F(E>E/) = /BFaT7F(}EinCa E/)u

Bhapn(E.E) = Bhare (B, E).

Définition 2.3. Soit F' € Ty NFp associée a un élément T' € T sur laquelle nous imposons une
condition aux limites de Neumann. Nous définissons les formes sesquilinéaire ar et antilinéaire
{7 p sur Xg par

ar (B, E) = p3a3'p(E,E) + Bhaz p(E,E),

et
trr(E) = 5?«“61%,11?(&%7 E') + 5%“%,1}7(&%: E').

Ainsi, sous la condition (2.19), le tableau d’interactions devient le Tableau 2.3.

Interactions sur T | a®F | ¢BH | oHE | oHH
Bord 0 0 B3| Br
2"d membre 0 0 B | Bt

TABLE 2.3 — Tableau de coefficients d’'une formulation Trefftz pour F' € F.,NTF avec
une condition de bord de Neumann.

Nous pouvons écrire la condition de bord d’impédance (1) sous la forme

Y“E + Zoanoga X vvH = 1Eine + Zoa npa X v:Hipe sur 042,

ol Ejpe : R3 x R3 — (((:3)2 (299

Nous reconnaissons ici des formes consistantes élémentaires déja définies précédemment.
Elles sont de nouveau associées aux coefficients 3%, i = 1, 4. Cependant, pour déterminer les
valeurs des 3%, nous introduisons de nouveaux coefficients x € R et § € R. Nous écrivons

tout d’abord la restriction de (2.22) aux faces extérieures d'un élément T : soit F' € Fext NTF 7,
’YtET + ZF 73:HT = ’YtEinc + ZF ’Y?SHmc sur F,
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avec Zr = Zyq - Nous reformulons alors cette condition sous la forme faible pour chaque
face F € Feyy N Fr : pour tout B = (E’T, H’T) € Xp,

Zp / 1 T HT 4 /F wE' A fHT = Zp /F Vi Hine - 7 HT + / Eine -y HT,

ap'(EE) a2 (EE) o p(E) 07 o (E)

et

agp(EE) arp(EE) b r(®) b, p(E)

Les combinaisons de formes consistantes élémentaires ci-dessus peuvent étre ajoutées ~ ou

0 fois a la formule de réciprocité (2.7) :
Zp 8 app(B, ) + 607 (B, E') = Zp 6 01, p(E) + 663 p(E),

Zp kayp(B,E) + kapp(B,E) = Zp r 64 p(E) + k05 p(E).

. . . . 117 . 1,1 2,1 1
De nouveau, nous reconnaissons ici les formes consistantes élémentaires aT’ F» aT’ Fs a% F et

aélF considérées pour un champ incident E;;,.

Zp 8 app(B,E) + 6 ap (B, E) = Zp 6 ag p(Bine, ) + 6 a7t (Eine, E),

Zp kayp(E,E) + kay p (B, E) = Zp £ a3 p(Eine, B) + £ ap p(Eine, E').

Définition 2.4. Soit F' € Ty NFp associée a un élément T' € T sur laquelle nous imposons une
condition de bord dimpédance. Nous définissons les formes sesquilinéaire ar p et antilinéaire

{7 p sur Xg par
ar (B, B) = Bpagp(B,E) + Bl (B, E) + BEa3 (B, E) + frag(E,E),
et
lr,p(E') = Bpagp(Bine, E') + BEar o (Bine, E) + Fap (Bine, ') + Bhaz p (Bine, E),

Ol‘lﬁ%«“:’% 5%:5, 5%:ZFI€€I?,8%:ZF5.

Finalement, nous écrivons a7 r et {7 r sous la forme d’un tableau de coefficients, voir le
Tableau 2.4.
Les formes consistantes élémentaires sont maintenant définies. Il reste a exprimer les

formulations variationnelles Trefftz générales en fonction de celles-ci.
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Interactions sur 7 | oFE aBH e oHH

Bord Bp=r| Bt =0|Pp="2rk | Br=2r0

274 membre Bh=k|Bo=06|Bb=Zrk| Bt =2r0

TABLE 2.4 — Tableau de coefficients d’'une formulation Trefftz pour F' € F.,NTF avec
une condition de bord d’'impédance.

2.2.2 Construction des formulations

Comme nous I'avons mentionné précédemment, les formulations variationnelles Trefftz
définies sur toutes les faces F' € JF s’écrivent grace a une perturbation de la formule de
réciprocité (2.7) par une combinaison de formes consistantes.

Dans un premier temps, nous exprimons la formule de réciprocité (2.7) a l'aide des

formes consistantes définies en (2.13b) et (2.13c¢).

Définition 2.5. Soient E € Xg et E' € Xgq, la formule de réciprocité (2.7) se décompose en

formes consistantes comme

re(B,E) = Y rpp(BE) = > a7 (B E)+aj L (EE) =0.
FeFr FeFr
Nous prenons un coefficient £ € R associé a la formule de réciprocité. En effet, étant
nulle, elle peut aussi étre ajoutée autant de fois que nous le souhaitons a la formulation
Trefftz.
La forme sesquilinéaire a du Probléme 7 s’écrit, au choix, sous la forme d'une somme
sur les éléments T' € T, voir (2.9), ou d'une somme sur les faces F' € &, voir (2.11). Nous

prenons 'exemple d’un assemblage par faces.

Probléeme 8 (Formulation variationnelle Trefftz avec formes consistantes). Trouver E € Xq
tel que pour tout E' € Xg
a(E,E’) = K(E’),

avec

a(E,E)=> ap(E,E) et ((E)=Y IpE),

Fed FeF

ou
4

re(E,E) + > ak(E,E) pour F € Fin,

ap(E,E') := !

re(B,E) 4+ ) ak(E,E)  pour F € Fext,
=1
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et
0 pour F' € Fiy,

Ip(E) = 4
F< ) Z aZF (Einca E/) pour Fe 9:ext;
i=1

avec

FF(E,E,) = fT T’T7F(E,E,) + gK TK7F(E,E/), pour F e ?,

ol nous rappelons que pour F € Fp
rrp(EE) = af p(E,E) + a3 0 (E, B).
Dans ce probléme, nous définissons aussi

a (B, E) — a2(E, /), pour F € Fipg et i =1,4,
,B}agz’lF(E,E’), pour F € Fooy NTFpeti=1,4,

a%(E,E) := {

ol nous avons pour F séparant deux éléments T et K
ap (E,E) = o paf p(B, B) + ol pafy p(E,E), pour F € FpNTFyeti=14,
ap (E,E) = o paf’p(B, B) + ol pa’ p(E,E), pour F € FpNFyeti=14.

Finalement, pour une condition de bord d’impédance par exemple, la formulation varia-
tionnelle Trefftz est résumée grace au Tableau 2.5, ot nous avons assemblé les Tableaux 2.1
et 2.4 et ol Bi. = K, % =0, B3 = Zp k et B4 = Zr § (voir le Tableau 2.4).

Interactions sur 7 | a®F a®H at B o H
Lui-méme arp | Ohp+Eér | o p+Er 044T,F
Voisin —abp | —0Fp —a}p | —app
Bord B Ba+&r | By +¢&r Br
274 membre Br Br B3 B

TABLE 2.5 — Tableau de coefficients d’'une formulation Trefftz pour F' € F; avec une
condition de bord d'impédance.

2.2.3 Caractere bien posé des formulations Trefftz

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, la convergence du schéma numérique dépend de

la coercivité de la forme sesquilinéaire associée a la formulation variationnelle. Dans cette
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section, nous prouvons, sous certaines conditions, la coercivité de la forme sesquilinéaire
associée a une formulation Trefftz.
Le théoréme suivant énonce les conditions sur les coefficients o . et 5% pour assurer la

coercivité de la forme sesquilinéaire a.

Théoréme 2.1 (Coercivité faible d’'une formulation Trefftz). Sous les conditions suivantes,

pour toute face intérieure F =T N K € Fiyt -

1 | |

arp = OQgp = ap> 0,
4 4 4

Qrp = Ogp = Qp> 0,
2 _ .3

arp = O

pour toute face extérieure F' € Feyt : ﬁ}y, ﬁ% > 0, et il existe une constante fixe v € R telle que :

0 pt+ahp = v, VT €T et VF € Fr N Fin,
/8127—’_6% = VE € Fext-

la forme sesquilinéaire a : Xg x Xq — C vérifie la propriété de coercivité suivante :

R(a(E,E)) = |E[&p.

ou

IEIE&D = Il + B2, (2.23)
avec

2 2
[ElZc= 3 [ (ab IDeElne? + ot [bxHlsf),
FeTint
et
[ElZ0i= 3> [ (8F B+ 85 P,

FeFex

otl
[VE]lrF = WET — wEX et [y«H]r := 7L H' —yIHE. (2.25)

Démonstration. Tout d’abord, nous ajoutons £ = —v/2 — &7 fois la réciprocité. La forme

sesquilinéaire a se décompose sous la forme

a(E,E) = > Cp(E,E), pourE € Xy,
FeF
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avec pour une face F' =T N K € JFy, intérieure

Cr(E,E)

_I_

+ o+ o+ 4+

€ ([ BT ATHT 45 THT )
€ ([ BN A 4o fEY K )
O‘%FF/ (%ET - ’YtEK) -ET + 0‘}(7F/F (’YtEK - %ET) - EK
/ (%ET —%EK) W‘{'O‘%{,F/F (wB" — 4ET) - A FHK
aTF/( THN) BT +alp [ (GEHS oK HT) S ER
(e

aTF/ —VXHK) -'YEHTJra?‘gF/F(foK—vX H") -7 FHE,

Nous regroupons judicieusement les termes et tenons compte des hypotheses du théoreme :

Cr(E,E)

_l’_

(6 ) [ " TR — [ T8
F F
(f +O‘§<,F) [/F’YtEK AEHE — /F%EK : ’YfHK}
agij {/ ’ytEK-W—/ wEXK W}
F F
ok [ BT AFER — [ BT R
F F
abr[ [ (WET = wES) - BT + [ (wEN — ") 7E]
JF

044T,F[/F(75HT—7:£HK) THT+/ (vEHX — 4L HT) A KK,

Nous remarquons que les quatre premiéres lignes sont des nombres complexes imaginaires

purs. Les deux derniéres lignes nous donnent ensuite la définition de la semi-norme || - ||2,

pour une face intérieure F'. Les faces extérieures se traitent de maniére similaire. O

Sous ces conditions, la forme a du Probléme 8 est coercive sur Xy. Nous montrons main-

tenant qu’elle est injective.

Théoréme 2.2 (Injectivité des formulations). Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, la forme

a associée au Probléme 8, est injective. En effet, nous avons

aE,E)=0 = E=0.

Démonstration. Comme a(E,E) = 0, nous avons ||E||%, = 0 et alors

[vElrr =[v«H]r =0, sur F € Fjy et yE= fy;FH =0, sur F' € Foy. (2.26)

Nous rappelons que si E” vérifie (2.1) et s'il existe une face F € F telle que ,ET = 0 et
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vPHT = 0 sur F, alors grace au théoréme de prolongement unique E” = 0.

Soit T C T I'ensemble des éléments défini par
7= {reT|E" =0}

Nous devons maintenant montrer que T = 7.

(a) L’ensemble T est non vide comme E7 s’annule dans tout élément T avec une face F' C Fr
incluse dans la frontiére extérieure Foy, voir (2.26).

(b) Soit T € T et K € T avec une face commune F € Fr N F. Nous cherchons & montrer

queT € T. Avec (2.26), nous avons
WE)p=(EX)r=0 et (yIH")p=(—fH")p=0 surFeFprng,
ce qui implique, par le théoreme de prolongement unique,

E' =0 dansT =— T 9.

(c) D’aprés le caractére complet du graphe du voisinage, il suit que 7 = T. Ainsi, nous avons
ET =0. O

De cette facon, I'unicité de la solution du Probleme 8 est prouvée. Son existence est
assurée grace au fait que la solution de (2.1), voir [78], est aussi une solution du Probléme 8.
Cependant, cela ne veut pas dire qu'une formulation variationnelle (2.8) est bien posée pour
tout ¢ € (Xg)*. Ce dernier point reste une question ouverte.

Finalement, a condition d’ajouter judicieusement des formes consistantes a la formule de
réciprocité (Théoreme 2.1), la coercivité de la formulation est assurée, et il existe une unique
solution au Probleme 8. Une bonne perturbation, au sens ou elle assure la coercivité, peut
consister a utiliser des traces numériques obtenues par un solveur de Riemann ou upwind.

C’est 'objet de la section suivante.

2.3 Formulations variationnelles Trefftz vues par les

traces numériques

Nous avons construit dans les parties précédentes des formulations Trefftz par ’'approche
des formes consistantes. Bien que cette derniere nous donne des critéres pour construire des
formulations coercives, elle ne nous fournit pas un choix de coefficients effectifs. Cela peut
entrainer des défauts d’approximation. Dans cette section, nous allons utiliser 'approche des

solveurs de Riemann dans le cas homogéne et des schémas upwind dans le cas hétérogéne
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pour réaliser ce choix. Tout d’abord, nous tenons a expliquer brievement les démarches de
construction d’une formulation variationnelle par l'utilisation de traces numériques. Ces der-
niéres sont ensuite dérivées grace a un solveur de Riemann ou a un schéma upwind. Enfin,
nous prouvons la coercivité faible de la formulation variationnelle Trefftz upwind. Il s’avérera

que ces deux approches sont équivalentes, voir le Chapitre 3.

2.3.1 Démarche de construction

La mise en place des formulations variationnelles Trefftz est précédemment passée par
une perturbation de la formule de réciprocité. Dans la suite du manuscrit, 'idée reste la
méme. Cependant, il ne s’agit plus d’ajouter des formes consistantes mais de définir une trace
numérique généralisée au sens ou elle peut s’appliquer aux fonctions discontinues. Cette
trace numérique est une extension de la définition de la trace d’une fonction continue pour
les fonctions discontinues. En adoptant une approche similaire aux méthodes de GD mixtes
polynomiales [43, 55], la formulation Trefftz est déduite en insérant les traces numériques
[86], dans la formule de réciprocité (2.7).

Pour une fonction continue les composantes tangentielles des champs électromagné-
tiques s’écrivent

(E)p = (WE")p = (wE"),
(vH) p = (%HT)‘F = (’YtHK)‘F-

Cette identité n’est plus valable pour les fonctions discontinues et est remplacée par la notion

de traces numériques

(VE) p = of wE" + (1 — ol )uEX + of (U H" +7FHY), (2.27a)
(’m)‘F =l yHT + (1 - ol )y HE + ol VTET + A/EER), (2.27b)

ot af € Rpouri = 1,4 et ol F est une face intérieure. Cette écriture assure que la trace nu-
mérique coincide avec la trace classique quand elles sont appliquées aux fonctions continues.
Toutefois, en fixant arbitrairement ces quatre coefficients nous obtenons le plus souvent des
problemes mal posés ne vérifiant pas les conditions du Théoréme 2.1.

Nous introduisons aussi la notion de trace numérique de bord qui coincide avec la notion

de trace tangentielle pour les solutions vérifiant la condition d’impédance
(wE) = B B (%E + ZoovxH — %g),

(v/tﬁ)w =y H + B3 nag X (%E + ZoayxH — ’Ytg),
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ol 3" € R pour i = 1,2 et ol F est une face extérieure. La construction d’'une formulation

variationnelle Trefftz passe par deux étapes :
1. le choix de ces quatre parametres par des arguments physiques,

2. linsertion des traces numériques obtenues dans la formule de réciprocité locale (2.7)

et la définition de la forme sesquilinéaire a comme

WEE) =Y Y / (vTH-3ET + 3B -1 THT).
TeT Fear’ ¥

Dans cette these, les traces numériques sont obtenues grace a un solveur de Riemann
dans le cas homogene et grace a un schéma upwind ou a une méthode UWVF dans le cas
hétérogeéne. Nous expliquons les deux premieres possibilités dans la présente section. L'ob-
tention de traces numériques par une méthode UWVF sera présentée dans le Chapitre 3.

La seconde étape permet d’établir une formulation variationnelle Trefftz dont les coef-
ficients sont déterminés avec les définitions des traces numériques obtenues. La coercivité
sera alors démontrée grace a une preuve directe bien que nous aurions pu aussi avoir re-
cours au Théoréme 2.1. Ce dernier point est implicitement attaché aux choix des parametres
de pénalisation liés a la physique associée au systéme hyperbolique de Maxwell.

Il s’averera que cette approche est donc équivalente a la méthode de perturbations par

les formes consistantes.

2.3.2 Détermination des traces numériques en utilisant un pro-

bleme de Riemann pour les milieux homogenes

Tout d’abord, le principe sera de considérer un probleme hyperbolique ne dépendant que
d’une seule des trois dimensions de R3. Ce choix permet une résolution analytique du sys-
téme hyperbolique et d’en déduire les traces numériques de Riemann. En effet, elles prennent
une forme nettement moins compliquée lorsque la solution ne dépend plus des trois coor-
données spatiales du domaine.

Par la suite, nous définissons les traces numériques de Riemann pour le probléme initial
en distinguant les faces intérieures et de bord. Elles sont obtenues en considérant des ondes
a incidence normale aux frontiéres des éléments. Ces traces numériques ne sont déterminées
que pour une solution dépendant d’'une variable spatiale. Malgré cela, elles sont une valeur
ajoutée pour la compréhension de la méthode de Trefftz aux interfaces entre les éléments du

maillage.
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Systéme hyperbolique de Maxwell

Tout probleme de propagation peut étre vu comme un systeme hyperbolique. En particu-

lier, la solution E du Probléme 1 satisfait aussi le probleme hyperbolique général suivant

OE OE OE OE

- t)=A;—(x,t Ay,— t As—(x,t

at (X’ ) 18X (X7 )+ 2ay (X’ )+ 382 (X7 )’

ou x € R3 t € Rt, x,y,z sont les composantes de R?, et oll nous adoptons la notation

(comme dans la Section 1.2)

Ey
Eo
Es > T T
= , ouE = [El,EQ,Eg] et H= [Hl,HQ,Hg] .
H,
Hy

Hsj |

Afin de définir les traces numériques de Riemann ayant des expressions simples, nous consi-
dérons des champs électromagnétiques a incidence normale par rapport a I'interface considé-
rée. Nous supposons que les conditions initiales sont indépendantes de y et de z. Autrement

dit, nous admettons que nous avons
E(x,y,z,t) = E(x,t) et H(x,y,zt) = H(x,t).

Le systéeme hyperbolique devient finalement

%If(x,t) = AIZIE(X7t)7 ot A;:RS— RS (2.29)

Bien qu’associé a une solution qui ne dépend que de x et de ¢, ce probleme reste bien posé.

Sa solution est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 2.3 (Solution du systéme hyperbolique de Maxwell). La solution du systéme

(2.29) est donnée par

— —

E(X,t) = El(X,O)‘I)1+H1(X,O)(I)2
Ey + H. - FEs — H- —
%(xfcot,())@;wrM(X—COt,O)QM
Ey— H — Es+ H -
%(X-i-cot’@)‘l%+%(X+Cot,0)‘b6,
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\ . . \ = . .
ol ¢ est la vitesse d’'une onde dans le vide, et ou les vecteurs ® ; sont donnés, pour i = 1,6, par

1] 0] [0] [0 ] [0 ] 0]

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1
= | [ By | | Bye= | | Bai=| | By= | | Bei=

0 1 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 1

0] 10] 1] | 0] | —1] 0]

Démonstration. Le systéme de Maxwell peut s’écrire comme

0FE3 0B, 1 0H; OHz O0Hy 10k

Oy 0z cp Ot oy dz  ¢cg Ot

0B, 0B; 1 0H, 0Hy 0Hs 1 09E,

0z Ox co Ot 0z ox  cg Ot

0E, 0B 1 0Hj; OHy OHy, 1 0E;

Ox dy co Ot Ox ody ¢y Ot

Comme la solution est indépendante de y et de z, nous simplifions ces équations

14m, 10E

0 = Co ot ’ 0 = Co ot ’
_9Bs _ _10H: _9Hy _ 10E
Ox co Ot ox ¢ Ot
or, _Tom, o, _ 1o,
Ox co Ot ox ¢y Ot

Il suit que F; et H; sont indépendants du temps. Ils sont donc constants et égaux a la

condition initiale pour tout t € R*
Ei(x,t) = E1(x,0) et Hi(x,t) = Hi(x,0).

Les autres coordonnées vérifient le systeme matriciel hyperbolique suivant

ou ou

it A

at (X7t> Co 1 aX (X7t>7

avec
Es 0 0 0 -1
E 0 0 1
U= 3 et A1:

Ho 0 1 0
Hs 10 0
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Afin de déterminer U, nous diagonalisons la matrice A;

1 0 0 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0
AP=PA avec P= et A =
0 —1 1 0 0 10
1 0 -1 0 0O 0 01
N —-
Cela nous conduit a une base orthogonale de vecteurs propres ¢ ;
_>
B = span({ ¢, pour i = 1,4}),
. —
ol les vecteurs ¢ ; sont de la forme
1 0 0
— 0 — — 0 — 1
¢1: ) ¢2: ) ¢3: ) ¢4: . (230)
0 -1 0 1
1 0 —1 0

De par les valeurs de la matrice diagonale A, nous avons

— — — — - SN
Aipr1=—01, A1pa=—0¢2, Ai1d3z3= 03, et A1 ps= 4.

Le vecteur solution U peut étre décomposé dans la base B grace aux coefficients (g;);—1.4 :
R xRt = C

4
%
X t) = Zsi(xvt)¢z
i=1
En prenant en compte I'expression de U dans le systéme hyperbolique, nous avons

4 881 Oe;
27 2001:21)\ 8X(Xt)¢

1=1

Par conséquent, les coordonnées ¢;(x, t) satisfont

Og; 0s;
5 - (x,t) = co Ai&(x,t)- (2.31)

L’équation (2.31) est une équation de transport dont la solution s’écrit

67;(X, t) = Ei(X + Ajcot, 0)
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Il suit que
e1(x,t) =e1(x —cot,0), ea(x,t) = e2(x — cot, 0),
e3(x,t) = e3(x + cot,0), ea(x,t) = ea(x + cot, 0).

De maniére plus concrete, ces fonctions décrivent des modes électromagnétiques se pro-
pageant a la vitesse ¢y, vers la droite (resp. gauche) pour 1 et o (resp. €3 et 4), voir la
Figure 2.2. Comme || ¢,|> = 2 pour tout 5 allant de 1 & 4, nous pouvons normaliser la base

B et les modes ont pour valeur

U(x,t
gilx,t) = (x?): ¢ pouri =1,4.
Ainsi, nous avons
U t)- 61 Eo+ H B+ H
X .
1xt) = =gt = S0 = k- aath0),
_)
U(x,t) - FEs — H FEs— H
oty = QD 02 Bs—Hp o\ Bs—Ho
03y Bod P @32
). - — H- — H-
feor) = D0l 0o B By Bt iy o)
%
U(x,t) - By + H By + H
cifety = DD 0n Bt My Bty o),
2 2 2
La solution prend la forme suivante
— —
U(x,t) = e1(x — cot, 0) ¢ 1 + &2(x — cot, 0) P 2
— —
+ e3(x + cot,0) @3+ ea(x + ¢cot,0) P 4, (2.33)

ou les coefficients (g;);=1 4 peuvent étre déterminés grace aux valeurs trouvées en (2.32).
Ainsi, la solution au point (x,¢) est donnée par les valeurs des fonctions ¢; évaluées sur les

lignes caractéristiques
— Xx — ¢ot = cte pour 1 et 5 (de couleur rouges sur la Figure 2.2),
— X+ cgt = cte pour €3 et £4 (de couleur bleues sur la Figure 2.2).

Le résultat du théoréme suit naturellement avec la forme de la solution E. O

Remarque 2.6. Le fait que la solution ne dépende que de x peut étre vu non pas comme une
hypothése mais comme une conséquence du caractére isotropique du systeme de Maxwell et de

la nature invariante de la condition initiale suivant y et z.
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isovaleur de &1 et g9
isovaleur de €3 et g4

(x1)

Condition initiale ¢ = 0
X — cot X+ cot

FIGURE 2.2 — Lignes des caractéristiques impliquées dans le calcul de U(x, t).

Dérivation des traces numériques intérieures

Dans cette section, nous déterminons les coefficients définissant les traces numériques
(2.27a) et (2.27b) sur les faces intérieures I € JFy,¢, séparant deux éléments 7" et T

La résolution du systeme hyperbolique sur le maillage T ne conduirait pas a une expres-
sion simple du champ électromagnétique. Nous simplifions donc la géométrie en considérant
deux demi-espaces R3T et Rf’f, avec n la normale au plan définissant 'interface entre les

demi-espaces, voir la Figure 2.3,
RS~ = {x eR3telquex -n < 0},

R>* = {x€R3 telquex-nzo}.

Afin de se placer dans le cadre du Théoreme 2.3, nous utilisons la coordonnée x relative a

FIGURE 2.3 — Deux sous-espaces de R3.
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la normale n a l'interface entre les demi-espaces,

Remarque 2.7. Nous assimilerons la normale n a la normale a une interface F' entre deux

éléments du maillage.

Nous supposons a nouveau que les champs électromagnétiques E = (E, H) ne dépendent

que de la variable x
E(x,t) = E(x,t) pour x € R>™ et E(x,t) = E(x,t) pour x € R>™T.

D’autre part, nous supposons que les conditions initiales sont constantes par morceaux sur

la partition définie par R3S~ et RST
E(x,0) =E~ pourx € R>~ et E(x,0) =E" pourx € R>™.

Nous associons a R3 une base orthonormale (?1 =n, ?2, ?3), et nous adoptons les nota-
tions suivantes
EZ:E?Z et HZ:H?z

La détermination des traces intérieures revient a trouver la valeur du champ électroma-
gnétique pour x = 0 et ¢t > 0 de E(x, t). Les traces numériques de Riemann intérieures sont

alors les composantes tangentielles de E(0, ¢) et sont énoncées dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.4 (Traces numériques intérieures de Riemann). Pour F' € Fyy, les traces numeé-

riques de Riemann intérieures sont de la forme

(V/tE)w = {nE}r — [[W;ﬂ]Fv (W/tﬁ)w = {vH}r +

[[’Yx E]]F
g

Remarque 2.8. Chaque solution réguliére du probléme de Maxwell est continue entre les élé-

ments. Ainsi, ses sauts sont nuls
[v<E]r =0 et [yxH]r=0.

Par conséquent, la solution exacte vérifie

(VE)p = (vE)r et (H)p = (%H)p. (2.35)
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Par ailleurs, les traces numériques (2.27a) et (2.27b) sont données par

_ 1 | 1
(VE) = 5 uE + SnB" — S (Vi HT +47HE),

— 1 1 1
(H) = §%HT + ?ytHK + 5(fy’—QET + BB,
Démonstration. Nous cherchons la valeur de la solution E(x,¢) en x = 0, puis nous en pren-
drons ses traces. Le Théoréme 2.3 est I'ingrédient principal pour résoudre ce probléeme de

transmission. Nous devons trouver les valeurs des fonctions ¢;, pour i = 1,4. Comme (2.32)

est vraie pour —cot < x < ¢ot, nous avons alors pour x = 0

Ea(0.1) = E{;E;_HJ;H;
B5(0,4) = E3—2+E§r +H2+;H2’
Hy(0.) = H2—2kH2+ n E?T;E?)’
Hy(0,) = H?T‘;H; a E;;E;

Dans ce cas, la valeur de E(0,¢) dépend des quatre modes se propageant vers la droite ou
vers la gauche, voir la Figure 2.2. Cette derniére expression peut étre interprétée en tant que

composantes tangentielles. En effet, nous avons

wE = (0, B2, E3) T,
VFE =nt x 1E = (0, E3, —E)T,
YxE=n" x yE = (0, —E3, E»)",

+

n":=-nen :=n,

et nous obtenons les traces de Riemann intérieures

— Et+yE- AfH" 4+~ H”
(P)/tE)‘F — N ;’Yt - Vx ‘;r}/x ,
— HY +yH™  E" 9 E”

('YtH)‘F _ Mt —;775 + T —;’YX )

Nous concluons en adoptant les notations suivantes

Et +yE™
{mE}r = %a
['xE]Jr = n” xE™ +nt x ET.
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Dérivation des traces numériques de bord

En utilisant un raisonnement similaire nous pouvons déterminer les traces numériques
de bord de Riemann. Pour les faces de bord F' € F.;, nous résolvons cette fois le probléeme
de Maxwell dans le sous-espace vérifiant x := x-n < 0, ie R%~. Le probléme tridimensionnel

initial est

1 0H
VXE:——a—, pour x < 0,
co Ot
1 OE
VxH= —a—, pour x < 0.
Co ot

Ce systeme de Maxwell est muni d'une condition de bord d’impédance
7E + ZsayxH =g, pourx =0,

avec g = y;g un champ tangent constant et d'une condition initiale constante
E(x,0)=E~ et H(x,0)=H".

Nous recherchons une solution ne dépendant que de x. En utilisant le Théoréme 2.3, E;(x,t) =
E et Hi(x,t) = H; sont constants.
La trace numérique de Riemann est alors définie comme la valeur de la composante

tangentielle du champ électromagnétique E(x,¢) enx =0 et ¢ > 0.

Théoréme 2.5 (Traces numériques de bord de Riemann). Pour F € JFey, les traces numeé-

riques de bord de Riemann prennent la forme

— 1+ Raq _ _ 1 — Ryq
(wE)Fr = ( (BT — < H ) + V8,
2R 2R
T3 — 4190 — — — 4190
(’YtH)|F = D) (’YtH + < E ) - 5 Tx8s

ol Ryq est lié a Uimpédance Zyq par

_ Zoa —1

Roq = 220~ —
L P |

(2.37)

Remarque 2.9. Si la condition de bord d'impédance est vérifiée, alors la trace de Riemann
coincide avec la trace classique. En effet, nous avons de maniére équivalente

(V/tENF =7E" - (%E_ + ZooyxH™ — %g),

14+ Zyq

(vxH)jp =7<H™ — (%E_ + ZoayxH™ — %g)-

1
14+ Zaqn
Démonstration. Nous devons déterminer E(0, ¢), pour ¢t > 0, puis en prendre sa composante
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isovaleur de 1 et &9

isovaleur de e3 et g4

X — cot = cte +
X+ cot = cte

YE+ ZogyxH=g

X

Condition initiale t =0

FIGURE 2.4 — Lignes des caractéristiques rencontrant a la fois la condition initiale et
la condition de bord.

tangentielle pour obtenir le résultat du théoréme. Nous utilisons la solution U du systéme

hyperbolique, donnée par (2.33) et que nous rappelons ici

— —
U(x,t) = e1(x — ¢cot,0) ¢ 1 + e2(x — cot, 0) ¢ 2

— —
+ e3(x + ¢ot, 0 + e4(Xx + ¢ot, 0 .
3( ot,0) ¢ 3 + 4 0t,0) ¢4 (2.38)

Pour une face extérieure, ie pour x < 0 et ¢ > 0, nous devons donc trouver les valeurs des

coefficients

g; (x) = ei(x) pourx < 0etl < <4, voir la Figure 2.4,
e/ (x) = &;(x) pour x > 0 et 3 < i < 4,voir la Figure 2.5.

Ces fonctions sont calculées grace a
— la condition initiale poure; , 1 < i <4,
— la condition de bord d’impédance pour €5 et ¢ .

En écrivant (2.38) en ¢ = 0, nous avons pour x < 0

— T () b1 +e5(x) Pate5(x) B3 +er(x) b
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isovaleur de 1 et &5

isovaleur de €3 et 4

vE+ ZooyxH=g

X

Condition initiale t =0

FIGURE 2.5 — Lignes des caractéristiques impliquées dans le calcul de U(x,t) pour
une face de bord.

En agissant de la méme maniére que pour (2.32), nous avons

. _E;Jng _ Eg—H{ __EEfH:; __E§+H5
1 = 5 I e— I — =5 -
2

52 - 2 3 83 — 2 5
Par conséquent, U a les coefficients suivants pour x < —cpt
EQ(X,t) :E2_7 E3(X,t) :E?)_, HQ(X,t) :HQ_, H3(X,t) :Hg—

Nous déterminons les fonctions 3 et 5 . La condition de bord d’impédance en x = 0 et en

t > 0 s’écrit

0 1 0 0
1B+ ZoayxH =mg <= |Ex(0,t)| + |0 X |ZonH2(0,t)| = [g2(t)] >
E3(O, t) 0 ZQQHg(O, t) gg(t)

c’est a dire

En prenant x = 0 dans (2.38), il suit que

U(0,t) = 51_(—Cot)$1 + 65(—00t)g2 + E;J{(Cot)g?) + €I(Cot)g4-
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En utilisant (2.30), nous obtenons

E5(0,1) g1 (—cot) + €5 (cot)
E3(0,t) | g5 (—cot) + &5 (cot)
Hy(0,8) | | =5 (—cot) +&f (cot)
H3(0,t) g1 (—cot) — €5 (cot)

Ceci nous meéne finalement au systéme linéaire suivant

€] + 6; + Zso (6;— - €1_) = g2,

82_+€I+Zag(€;f —82_) =g3.

Nous déduisons les coefficients constants eZ’

1 Zoo —1 _
+
€3 = + €15
3 1+Zagg2 Zoa+ 11
1 Zoo —1 _
T =

+ €5 -
1+ 202 " Zog +1°2

Comme nous I'avons vu en (2.37), le coefficient de réflexion est défini classiquement par

Zoa — 1

Ry = ——.

0N Z(99 +1

Comme 1 _ 1= Roa nous avons
14+ Zsa N 2 ’

1 — Ryq _ 1—Rpyq ES +Hy
€§ =T 5 & + Rone, = 5 82 +Raﬂ%,
1 — Rpo _ 1 — Rpo E; — H,
51272 gs + fosy = ——— g3 + Rogo———= 5 2.

Nous rappelons que pour —c¢pt < x < 0, U peut étre évalué comme suit

s R — —
U(x,t)=¢e] d1+ey datef os+ef da

De cette facon, grace a (2.30) et (2.32), nous pouvons conclure

E5(0,t) e +ed
BE3(0,t)| | &5 +ef
Hy(0,t)| |—e5 +¢f
Hs(0,t) €] — 5;

———— + Rpq

Ey +Hy 11— R
2 2
Ey —Hy 1-— Rpo
2 + 2
Hy —E; 1— R
2 2

22

23

g3
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Nous déduisons les valeurs des traces numériques grace aux valeurs du champ électroma-

gnétique
— 1+ R _ _ 1-R
(nE)r), = 5 o0 (Eg + H. )+ 5 X,
— - 14+ Rpq _ _ 1 — Rpq
(HE)r); = 5 (E —H ) t— 3,
— 1- Ra _ _ 1-— Ra
(vH)p), = 5 & (H —E3 ) + 5 s,
— 1 — Ryo _ _ 1 — Rsn
(vH)p), = 5 (Hs E, ) - 8

En prenant en compte le fait que pour u € C3, nous avons

{ Yt = (07u23u3)T7

yxu=n" x yu = (0,—uz,uz)",

nous obtenons les traces numériques de Riemann extérieures. O

2.3.3 Détermination des traces numériques upwind pour des mi-
lieux hétérogenes

Nous rappelons que la formule de réciprocité peut étre perturbée par des formes consis-
tantes bien choisies (Section 2.2.1), ou par des traces numériques de Riemann (Section 2.3.2).
Mais la perturbation peut aussi étre réalisée grace a d’autres traces numériques, introduites
dans cette partie. Elles sont elles aussi représentatives de la physique du phénomeéne et sont
obtenues par l'introduction de traces upwind.

Nous calculons ces traces dans le cas hétérogene. Nous rappelons tout d’abord les traces

entrantes et sortantes a incidence normale Jout | X1 = L7(0T) définies classiquement par

VLRT .= ET + ZpylHT et AL ET =BT — ZpyTHT, (2.39)

représentées dans la Figure 2.6. Soit 7' € T, les traces numériques électrique et magnétique

sur une face F séparant T et I'un de ses voisins K sont respectivement notées (v,E) . et

F €
(vI'Hm )‘ - Le champ magnétique est considéré a travers sa trace tangentielle qui est orientée

(fy:XFH)|F = —(’ny)lF ‘=17 X ('y/tI\-I)|F

Une trace numérique upwind sur une face F' intérieure est une combinaison linéaire des

traces sortantes des deux éléments T et K, voir la Figure 2.6 :
(HE) = aTguE" + o ER, (2.40a)
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( T ) ﬂT’Yout /BKPYout (240b)

ou de maniere équivalente

T. T wT _ oK. T K

( H) ﬁ 7outE B ’YoutE
Afin de définir une méthode numérique consistante, elle doit généraliser la notion de trace
classique. Ainsi, comme pour les flux de Riemann, nous assurons pour des champs électro-

magnétiques continus que

(ﬂlF = BDp = 0EYp = (0B (2.41)
(/V;CH)\F = (7£HT>|F = _(7>I<<HK)\F = ('YEH)\F'
T K
’}/IHET ’YIHEK
%)TutET ’Vgl(ltEK
F

FIGURE 2.6 — Traces entrante et sortante sur une face F' € JF, séparant deux élé-
ments T et K.

Théoreme 2.6 (Traces numériques upwind intérieures). Pour deux éléments T et K séparés
par une face F, 'unique combinaison de traces upwind prolongeant la notion de trace classique
est donnée par (2.40a) et (2.40b) avec

v ZK Kk_ 2T T 1 K 1

ol =—"— o= = = .
2T+ Zk Zr+ Zk b Zr+ Zk Zr + 2k

Démonstration. L’équation (2.40a) s’écrit
YE = (@’ + )YE + (o Z — o' Z7 )y H.
De la méme fagon, nous avons pour (2.40b)

TH = (8% - BYYRE + (8" Zr + 8% Zk )7L H.
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Nous en déduisons que les coefficients o’ et o€ satisfont

al +aof = 1,
aKZK - aTZT = 0,
BT - BK = Oa
BYZr+ B8 Zx = 1.
Il ne nous reste plus qu’a résoudre ce systeme d’équations. O
T
V"
—
R
T R o
Tou YE+ ZooviH =g

F

FIGURE 2.7 — Traces entrante et sortante d’'un élément 7" dont la face F est sur le
bord du domaine.

Nous traitons maintenant le cas des faces extérieures, voir la Figure 2.7. Nous adoptons

une approche similaire et établissons le théoréme suivant.

Théoréme 2.7 (Traces numériques upwind de bord). L’'unique combinaison de traces upwind
prolongeant la notion de trace classique pour les champs électromagnétiques vérifiant la condi-

tion d'impédance est donnée par

('@)m = OW:SFutET + fE, (2.42a)
(V¥H) ;= BB + fa, (2.42b)
avec
Zo0 Zr 1 1
=" =7 | - & = T S 5 = 8.
ZT + Zao fe Zr + Zan P Zoa + Zr U Zoq + ZTg

Démonstration. Comme la solution exacte vérifie (2.41), et grace a la définition d’'une trace

sortante (2.39), nous développons (2.42a) et (2.42b)

(1 - a)%E+ aZrylH = fg, (2.43)

—BuE+ (14 BZr)vLH = fa. (2.44)
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Nous rappelons la condition de bord d'impédance (1)
WE + Zsgongg x vH =g sur 99.

Nous identifions les équations (2.43) et (2.44) a la condition d’impédance, et il suit

aZ
7 L = Zsq,
-«
fE = (]‘ - Oé)g,
1+ BZp
— = Zoa,
—p
fu = —fsg
Les valeurs des coefficients des traces de bord sont finalement déduites de ce systeme. [

Remarque 2.10. Dans le cas homogeéne, les traces numériques upwind intérieures et de bord
sont équivalentes aux traces numeériques de Riemann. En effet, en prenant Zr = Zx = 1, nous

retrouvons les Théorémes 2.4 et 2.5.

2.3.4 Construction de la formulation variationnelle upwind

Nous avons dérivé les traces numériques upwind pour les faces intérieures et de bord.
Grace a ces dernieres, nous mettons en place la formulation variationnelle upwind pour
les milieux hétérogenes. Conformément a 'étape 2 de la démarche de construction d’une
formulation Trefftz, voir la Sous-section 2.3.1, nous insérons les traces numériques upwind

dans la formule de réciprocité (2.7).

Probléme 9 (Probléme upwind). Trouver E € X2 tel que pour tout E' € X2

> % [ (B ATHT A TH 3BT <o,
TeT Fedr

avec les traces upwind intérieures pour F' € Fy, définies comme

— ZK T T 2T K mK
E = 2K TET, 2T Kpg
(’Yt )\F Zr + Zr Yout + Zx + 21 Yout ) (2.45)
e~ 1 1 .
TH = T ET K EK
(PYX )‘F ZK + ZT’YOut + ZK + ZT’Yout ’

et les traces upwind de bord pour F' € Feyy définies comme

/\ Zoo T @l Zr T
E — - + e —— ’
(e )|F Zoa + Zr Tout Zoq + ZTg (2.46)
TH), - - fE LT
(7 )IF ' Zoqo + ZT%ut " Zoo + ZTg
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Remarque 2.11 (Elément virtuel). Une face extérieure F' € Foyq peut étre vue comme une face
séparant un élément T et un élément virtuel extérieur au domaine. Plus précisément, en notant
Zoo = Zx et g7 = yE . EX, Péquation (2.46) devient (2.45).

Le Probléeme 9 est interprété comme un probléeme variationnel. Cela méne au probléeme

suivant.
Probleme 10 (Probleme variationnel uwpind). Le Probléme 9 s’écrit
Trouver E € X2 tel que pour tout E' € X2 a(E,E) = ((E),

oll la forme sesquilinéaire a et la forme antilinéaire ¢ sont données par

WEE) =Y Y / (% + o + oflB + ), (2.472)
TeT Fegp

(=Y ¥ /F (5 + ).

TeT FeEFTrNText

ol nous avons, si F' € Fyy interfacant deux éléments voisins T et K,

1 R
EE' ._ T K T
= —(wE' —E?) -y E
arp Zr g 7 (% Mt ) Yt )
/ T e ———
afd = g (nE" = uE) - HT,
2.48a
HE ._ ZK Te? _ ~THEY .~ ET ( )
a'T,F = ZT+ZK (7>< T ) Vt ’
' 21 ZK | 7T TerKy\  TE0T
a%g = Zr + Zr (7><H - 7><H ) ’ 7§H/T>
et Si F' € Foxt
1 _— / Z —_—
EE" ._ T T EH' | _ T T . . TyT
a = —yE' -y ET q = ———yE* - ALHT,
T,F ZTZ_i_ ZaQ ’yt ’yt T,F Z%1 +Z28Q fyt f}/X
HE' ._ o0 TyyT T HH ._ T 40Q TvyT ~TyyT
a = ——~.H" -yE"1, « = ——~ H" -~ HT, 2.48b
T.F ZT _Ezaﬂ’yx Yt T,F ZT}Z@Q’YX Tx ( )
g = ——— T ET . =T T THT,
nr Zr+Zoa® nE Zr+ Zoo®

Remarque 2.12. Comme la solution exacte vérifie (2.35), la formulation variationnelle du

Probléme 10 refléte alors la continuité de sa solution.

Démonstration. Le Probléme 9 s’écrit

Z Z /jT,F = 0, avec jT,F = ’ﬁ"ng/T—F’Y;H"WE/T.
TeT Fegr ' F
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(a) Si F' € Fiy, en utilisant les définitions des traces numériques (2.45), nous avons

e = ez gz

1 T T 1 K K
= T ET 4+~ K EK).ET
+( ZK n Z Yout ZK + ZT Yout ) Ve

K pK
VoutE ) : VZXFH/T

En prenant en compte la définition des opérateurs de traces sortante et entrante dans (2.39),

nous obtenons

_ ZK T TyyT Zr K TerK TH/'T
Irp = [ZK+ZT (BT = ZryfBT) + 5= (BN o+ Z H )| -+TH
B 1 _ TrT 1 K Tk T
+ Fo 7 OB = 2 HY) o (BN 4 2 )| BT

En développant, nous avons

(ZkwE" + ZryEX) (ZrykB" + Zgy HY)

J = TH/T . E/T _ EE' _ HH'
T’F ZK + ZT rYX + ZK + ZT ’yt a’TF CL’I‘F‘
Nous remarquons ensuite que
7 Z Z 7
K n T —1 et o0 " T _
Zx +Zr  Zg + Zr Zoo + 4t Zoo + Zr
Cela meéne a
Irp =BT ATHT + 4 THT - BT — o — ol — ol — ol }F (2.49)

(b) Si F € Fext, nous avons de la méme facon

Irr = yE" ATHT +4THT BT + ETF + ETF - GJTE% —a%f} GJI!% a%”}l

(2.50)
Le Probléme 10 suit de (2.49), (2.50) et de la formule de réciprocité (2.7). O

2.3.5 Coercivité faible de la formulation upwind

Le caractere bien posé du Probléme 9 repose sur la coercivité de la forme sesquilinéaire
a définie par (2.47a). Cette propriété est établie vis a vis d'une norme sous-jacente a la mé-
thode de Galerkin Discontinue, que nous nommerons : norme GD. Cette derniére met en jeu
les sauts de la composante (resp. trace) tangentielle du champ électrique (resp. magnétique),
définis par (2.25).

91



CHAPITRE 2. SOLVEUR DIRECT DE TYPE TREFFTZ

Proposition 2.2 (Coercivité faible pour la norme GD). La forme sesquilinéaire a est positive

comme R(a(E,E)) > 0. Nous définissons la norme GD par

IE|lcp = \/R(a(E,E)), pourtout E € Xg,

pour laquelle nous avons (similairement a (2.23))

IE&D = IEIG: + IElS

avec
1 — Zr LK ——
E|2, = / ——— [vE]rr- - [E + — 2 [v«H]r - [<H]Fr),
i = 3 f gz tvBler - DBlne + 777 b Hlr - b Hlr)
1 — Zt Zaq s
B2, — /7EE+7HH
e Fg%:m s ( Tt Zog T Tt Zpg TN )

La preuve de la Proposition 2.2 utilise la remarque suivante.

Remarque 2.13 (Point de vue par face). Nous pouvons décomposer lintégrale sur 0T en

utilisant un point de vue par face

S S s [

TeT Feffext FE?111‘1

otl, dans le membre de droite, T (resp. T et K) est un élément (resp. sont deux éléments) avec

une face F.

Démonstration. En utilisant (2.47a), nous pouvons écrire la partie réelle de a« comme

R@EE) =3 3 [ R(aFf +aflf +afff + afif).
TeT FeFp ' F

(a) Nous montrons dans un premier temps que

=3 > / R(afh + af ) = 0. 2.51)
TeT FeFr FT
=R

Nous évaluons JlT # en distinguant les cas des faces intérieures F' € Jj, et des faces exté-
rieures F' € Foyt.

Pour F' € JFjy, en utilisant les définitions des formes (2.48a) et en rappelant que R(z27y) =
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R(yT), nous avons

Zr — %
9l = Rw(—2L _ (AET — EE)  ATHT + — 2% A ET . (ATHT — ~THK
T.F (ZT+ZK (e YE") -y HT + ZT+ZK% (vL 0% )),
—pe— Z —_— 7 -
- T . TTr - “T K. THT _ 2K RT . THK
= 3‘%(%E VIHT - BN THT - 2B )

De maniere similaire, en utilisant (2.48b) pour F' € F.t, nous obtenons

Zr

BT ATHT + =%y BT ATHT) = R(yET-ATHT).
ZT + Zoa

Ji =
T.F R ( Zr + Zayo

Comme R (rp(E,E)) =2 ) / R(wET - yLHT), voir la Remarque 2.4, et en sommant sur
F
FeFp
les faces I’ € ¥, nous obtenons

> [t = ROrED)

FeFp
Zr — K T
- Y / %(7%EK ALHT + —————yE" . ﬁHK).
P F Zr + Zxk Zr+ ZKi
E?ngjint

Nous remarquons que R (rr(E,E)) = 0, d’apres (2.7). En sommant sur les éléments, nous

prenons ensuite le point de vue par face de la Remarque 2.13

Z - -
1 r K K
"= B R AT e SEHT))
int
ZK T THEK T RPK
+F€§C; /F§R<ZT+ZK(%E A HE + ¢ E "YfHK))
int

Comme ny = —ng, NOUS remarquons que
VZHK + 'nyK =0 et 'nyT + WZHT =0.

Nous avons finalement (2.51).

(b) 1l reste a évaluer

2=y Y Lm(ﬁ%) et P =3 % /Fafe(af;{f;).

TeT FeJr TeT FeFr

Nous utilisons a nouveau (2.48) et nous sommons sur les éléments. En différenciant les cas
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des faces intérieures et des faces extérieures, nous avons

1 R
7?2 = /3% —— (wET — 4EX) . 4ET
Y%Feggr;?im F (ZT+ZK t t t )
1 .
+ /éR ————yET . ET).
TXG;IFeff;?ext F <ZT+Z‘99t t )

Nous assemblons grace a un point de vue par face, voir la Remarque 2.13,

1 -
72 = / —— (wET —yEX) . yET
Fezfﬂm F%(ZT‘FZK (v WET) )
1 -
——— (wEX — 4ET) . EE
i Fezs;int/F%(ZK-FZT(% WET) )
1 _
R(———ET . ,ET).
+ FE%EH/F <ZT+ZaQ% Ve )

En utilisant la définition du saut du champ électrique (2.25), nous obtenons la formule

suivante pour 72, qui s’annule pour F' € Fiye,
J? = Z / #H’YtEHTF [Elr e+ Z / é’YtET -y ET.
FeT, P ZT + ZK ’ ’ F F ZT + ZaQ
int egjext

Par un raisonnement similaire et avec la définition du saut du champ magnétique dans

(2.25), nous obtenons aussi

ZrZx S 21290 Tyl TaT
P — /7 H]p - T H|p + /7 HT ., THT,
Fezj;t 7z Hle - T H]e F;%Xt Ttz W

Nous avons finalement prouvé
IE[&p = R (a(E,E)) = 92 + 5°.

Ceci termine la preuve. O

La coercivité de la formulation upwind assure l'unicité de la solution du probléme de
Maxwell hétérogene en adaptant le Théoréeme 2.2. Ainsi, I'unicité de la solution du Pro-
bléme 9 (et de maniere équivalente du Probleme 10) est prouvée. D’autre part, I'existence
de la solution numérique est assurée par le théoréme du rang lorsque celle-ci est utilisée au

niveau discret.
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2.4 Résultats numériques pour le solveur de Trefftz
direct

L’espace de Trefftz discret X2 méne a l'introduction du systéme matriciel linéaire A[E"] =
F associé aux méthodes de Trefftz. En particulier, la matrice A est composée de blocs ma-
triciels étant chacun lié a deux éléments T et K. Nous interprétons ces blocs comme des
interactions élémentaires entre les éléments de T. Ces liens entre les blocs matriciels et les
interactions élémentaires sont mathématiquement représentés par ce que nous avons appelé
précédemment : les formes consistantes élémentaires, voir la Section 2.2.1. Elles ont mené a
des formulations variationnelles Trefftz coercives. Nous assemblons ici la matrice Trefftz A
au format creux !. Puis, nous étudions la convergence de la solution numérique en résolvant
le systéme matriciel & 'aide du solveur MUMPS®. Enfin, nous mettons en lumiére le faible

cotit mémoire de la méthode de Trefftz directe face aux solveurs directs du Chapitre 1.

Le maillage T étudié est cartésien et est schématisé par la Figure 2.8, ou
— Dg (D = 5 ici) est la longueur du cube, en longueur d’onde A,
— T est un élément cubique quelconque du maillage de co6té h (h = 1 ici),

— Torigine du repére est (0,0,0).

Z T
Ly
X ////
77
%
8%
hI A

(0,0,0)

FIGURE 2.8 — Schéma du maillage cartésien T, pour Dy = 5\ et h = 1.

2.4.1 Caractéristiques du systeme linéaire

Nous rappelons que X% est défini par (2.4), et que 'espace de Trefftz local discret est

un espace d’ondes planes. L’espace X2 est de dimension #ddl := N #elem, avec #elem :=

1. Ce format permet de diminuer le colit mémoire de la méthode en ne stockant que les valeurs
non nulles de la matrice A.
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card(7T), le nombre total d’éléments du maillage. Le systéme matriciel associé au Probleme 9

s’écrit comme suit.

Probléme 11 (Probléme matriciel). Trouver E" € X2 tel que pour tout E' € X2
a(BE"E)=1(E) <= A[E"]=F, (2.52)
avec A € CHddx#ddl or | ¢ C#4dl géfinis composantes par composantes par
Ajglob jelob i= a(W8P wisloPy et By = 1(W'°P)  pour iglob, jglob = 1, #ddl.

La matrice globale A est décomposée en blocs de matrices élémentaires

N
— Lk NxN . . o
ielemvjelem T (Aielemzjelem)€ k=1 € C ) avec 16161’[17.]6161‘[1 - 17 #elem7 (2'53)
ou
AGE o a(wf wf ) avec (,k=1,N
lelemsJelem Jelem’ lelem 7’ ’ ’ :

Une fois assemblés, les blocs élémentaires forment la matrice A. Elle est constituée de lignes
et de colonnes de blocs élémentaires correspondant a des éléments, voir la Figure 2.9. Au-
trement dit, la ligne bloc de numéro iy, contient des informations relatives a I'élément

de numéro igey. Elle inclut un terme diagonal A qui représente l'interaction de E”

lelemslelem

avec lui-méme, voir la Définition 2.1, et aussi avec le bord, voir la Définition 2.4. La matrice

contient aussi des termes A; correspondant a une interaction entre I'inconnue rela-

elem>lelem ?
tive & Pélément icjem, notée ET, et celle relative & 'élément jejom, notée EX. Les éléments T
et K sont distincts et partagent une face commune F'. Ce sont des interactions de 1’élément
T avec un voisin, voir la Définition 2.1.

Dans cette thése, nous considérons le cas particulier d’'un maillage cartésien. Soit une
ligne bloc de numéro iqe,. En fonction de la colonne considérée (correspondant a un élément
K ou Kgy) et de la nature de la face, nous distinguons différentes couleurs d’interactions

(voir la Figure 2.9) :
— En noir : interactions de I'élément de numMEro igey, avec lui-méme, voir la Figure 2.10,

— En rouge : interactions voisines intervenant sur les faces gauche et droite de I'élément

de NuUmMEro igem, voir la Figure 2.10,

— En bleu : interactions voisines intervenant sur les faces avant et arriére de 1’élément de

NUMETO iglem, Voir la Figure 2.11,

— En vert : interactions voisines intervenant sur les faces basse et haute de ’élément de

NUMETO iglem, Voir la Figure 2.11.
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FIGURE 2.9 — Structure de la matrice A pour un domaine Dg = 3\ (ie #elem = 27).

FIGURE 2.10 — Interactions d’un élément avec lui-méme (a gauche) et avec ses voisins
ou avec le bord via ses faces gauche et droite (a droite).

FIGURE 2.11 - Interactions d’'un élément avec ses voisins ou avec le bord, via ses
faces basse et haute (a gauche) et avant et arriere (a droite).

La discrétisation du probléme implique un vecteur colonne complexe [E"] de dimension

#ddl, représentant E" € X%. Ses composantes [E"] sont les amplitudes des fonctions de

iglob

base (wf_ )i..—1,n € X, ot X} est la base engendrée par (2.5). Cela conduit & I'expression
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suivante
#ddl #elem N
h __ h ) iglob _ hiloc floc
E - Z [E ]lglObW - Z Z [E ]ielernwielenl’ (2.54)
iglob=1 ielem=1i10c=1

avec iglob := (iglem — 1) #elem + ijoc, €t

Wiglob = w?loc

lelem

{ [E]igrob = [EP]lee |

Remarque 2.14. En pratique, le tableau LocToGlob assurant un lien entre les numérotations

locale et globale des degreés de liberté prend la valeur

iglob = LocToGlob(iglem, lloc) = (lelem — 1) #elem + ijc.

2.4.2 Convergence du solveur de Trefftz direct

Dans le but d’étudier la convergence du schéma numérique en fonction du pas de maillage
h, nous considérons un domaine cubique de coté fixé a Dy = 1A. Nous simulons un di-
poéle assimilé a une source ponctuelle xg := (xg, Yo, z0) placée a 'avant du domaine x;, =

(0.5,—0.5,0.5). Ce dipOle est défini par son champ électrique et son champ magnétique [69]

x ehorr 1 ko oy ) L ko oo
B = G (= 5+ 57 k)< (d x %) +2(5 — —2)(d-%)%],
ex error ikj{) N
HY(x) = (=7 +k))(xxd),

ol x = (2,,2) €, %€ Q,r=(2—20)2+ (y —y0)2 + (z — 20)% et oud := (1,0,0)T est
le moment dipolaire.
Le tableau de coefficients 2.6 définit la formulation variationnelle utilisée. L’erreur abso-

lue ponctuelle entre E" et E°* est définie par
e = [E"(x1) — E™(x1)|, avecx; :=(0.5,0.5,0.5), le centre de Q.

Remarque 2.15. L’utilisation d’une erreur ponctuelle est critiquable comme elle est associée
a une semi-norme. Toutefois, nous n’avons pas rencontré de cas, jusqu’a maintenant, ot cet

indicateur d’erreur converge alors que la solution numérique diverge.

La convergence du schéma est claire d’aprés la Figure 2.12. En effet, e” diminue lorsque
la taille 1 des éléments diminue. Ainsi, nous avons développé une méthode de Trefftz conver-
gente associée au Tableau 2.6 et simulant un dip6le électromagnétique. Un exemple d’un tel
dipole est donné en Figure 2.13 pour une taille de domaine D = 35\, N = 52, Rg = 0 et
xo = (17.5,17.5,—0.5).
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Dans GoTEM3, nous pouvons aussi considérer des domaines contenant des obstacles.
Nous visualisons en Figure 2.14 'amplitude du champ électromagnétique généré par un di-
pole situé en xg = (5, —2.5,5). Le domaine ) = [0, 10]3, dans lequel un gobelet parfaitement
métallique a été placé, est maillé avec h = % Nous laissons I'onde se propager a l'infini, ie
Rgn = 0 et nous utilisons N = 52 ondes planes. Pour ce cas numérique, nous avons utilisé

au total 420Go de mémoire.

i e 1 Trefftz LU pour Rpq = 0.9
100 f —— Trefftz LU pour Rgn = 0

10~}

T /‘,/~
© H

1077} /
104}

1075 | rsirremreee
10 109
h

FIGURE 2.12 — Erreur absolue entre la solution numérique E”" et la solution exacte
E** en fonction de la taille des éléments & pour le solveur de Trefftz direct.

Interactions de T | a®E | oBH | ¢HE | (HH

. A 1 1 1 1
Lui-méme 1 1 1 1

fal 1 1 1 1

Voisin -5 | 1| —1 -5
1 1 1 1
Bord 3 3 3 3
nd 1 1 1 1
2" membre i i i i

TABLE 2.6 — Tableau de coefficients de la formulation Trefftz utilisée pour les expé-
riences numériques de convergence.

2.4.3 Colit mémoire de la méthode

Pour étudier le coiit mémoire du solveur de Trefftz direct, nous simulons une onde élec-
tromagnétique sur un domaine €2 cubique. Les éléments du maillage sont des cubes de c6té
h = 1. La factorisation LU de la matrice A du Probleme 11 requiert beaucoup plus de mé-

moire que la matrice elle-méme. En effet, sans permutation, elle nécessite deux matrices
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FIGURE 2.13 — Simulation d’'un champ électromagnétique généré par un dipole situé
en xo = (17.5,17.5,—0.5), par la méthode de Trefftz directe.

Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 1 15 22.6e+00

—— | —

FIGURE 2.14 - Visualisation de 'amplitude du champ électromagnétique généré par
un dipole situé en xo = (5, —2.5,5), pour Dg = 10\, h = %, Roq = 0et N = 52.

bandes, voir la Figure 2.15. De plus, méme avec des stratégies de pivot, cette factorisation a
un cofit mémoire de 'ordre de (Dg)*, voir [5]. Il s’agit du facteur bloquant de la méthode
de Trefftz directe. ’augmentation du cofit mémoire de la factorisation de MUMPS® évolue
comme pour la méthode d’EF de Nédélec et de GD, voir la Figure 2.16. Néanmoins, la mé-
thode de Trefftz directe permet de simuler des ondes électromagnétiques sur de plus grands
domaines, ie jusqu’a la taille maximale D{** = 35\ (pour 1To), ce qui apparait clairement
sur la Figure 2.17. Les méthodes classiques introduites dans le Chapitre 1 sont limitées aux

domaines de taille DF** = 19\. En ce sens, nous pouvons dire que nous avons obtenu de
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FIGURE 2.15 — Structure de la décomposition LU de A : a gauche, la matrice trian-
gulaire inférieure L ; a droite, la matrice triangulaire supérieure U.

GD - Ordre g =1

10° | b
g //// ] GD - Ordre ¢ = 2
102 | 4/ GD - Ordre ¢ = 3

i e //‘r / |-~ NEDELEC-r—1
C 10} Iyes % | NEDELEC - r = 2
8 é | // / |- NEDELEC-r=3

S 10 Eeas |-~ NEDELEC-r =4

NS i | / |-~ TREFFTZ LU - N = 52
E 10—1 s / -

10~2 o 4
10° 10

Dq

FIGURE 2.16 — Comparaison des cofits mémoire des méthodes de Trefftz directe, de
Nédélec et de GD, en fonction de la taille du domaine D, (échelle loglog).

meilleurs résultats avec un solveur de Trefftz direct sur un maillage cubique.
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103 E . - - GD - Ordre ¢ =1
f / // / E GD - Ordre g =2
102 | e 4 - |- GD-Ordreqg=3
o B /7 // : NEDELEC - r = 1
ST = ; NEDELEC - r = 2
s | /f -/ |- NEDELEC -7 =3
S 1004 {—— NEDELEC-r =14
G - {——TREFFTZ LU - N = 52
E ].071 8 E
10—2 FE J/
0 10 20 30
Dq

FIGURE 2.17 — Comparaison des cofits mémoire des méthodes de Trefftz directe, de
Nédélec et de GD, en fonction de la taille du domaine Dg, (échelle semilog).

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit des formulations variationnelles Trefftz consis-
tantes. Nous avons exhibé des critéres assurant la coercivité de la méthode. Puis, nous avons
proposé un choix optimal de parameétres grace aux solveurs de Riemann, au sens ou ils n’en-
gendrent pas de réflexions a incidence normale. Cette approche a été généralisée au cas
de milieux hétérogenes, grace aux traces numériques upwind qui se révelent équivalentes

aux traces numériques de Riemann. Les formulations homogénes (resp. hétérogeénes) sont

Interactionsde 7' | a®F a®H att® ottt
Lui-méme 1 1 1 1
Voisin -1 -1 -1 1
Bord 1—Rpa | 1 —Rpa | 14+ Ry | 1 4+ Rpa
274 membre 1—Rogqg | 1 —Rsa | 1+ Roq | 1+ Rag

TABLE 2.7 — Tableau de coefficients d'une formulation Trefftz basée sur les traces
numériques de Riemann pour F' € F; avec une condition de bord d’impédance.
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associées au Tableau 2.7 (resp. Tableau 2.8).

Remarque 2.16. Le Tableau 2.7 s'obtient a partir des Théorémes 2.4 et 2.5 en insérant les

traces de Riemann dans la formule de réciprocité (2.7). Le Tableau 2.8 s’obtient a partir du

Probléme 10.

Interactions de T a® B a®H aHE aHH
Lui-méme ! Zr s I 2K
Zr + Ly Zr + Ly Zr+ Zy Zr + Ly
.. 1 Zp K Zr Lk
Voisin — — — —
L+ L L+ Zr L+ Zr L+ Zr
1 Zr Z9a 21 Zao
Bord
Zr + Zaa Zr + Zaq Zr + Zsa Zr + Zaoa
274 membre 1 Zr Zo0 Zr Zoo
Zr+Zoa | Zr+ Zoo | Zr+ Zoa | Zr+ Zag

TABLE 2.8 — Tableau de coefficients d’'une formulation Trefftz basée sur les traces
numériques upwind pour F' € Fr avec une condition de bord d’impédance. Dans le
cas ou F' € Jy;, nous prenons F':= 0T NIK.

La méthode de Trefftz directe permet de considérer des tailles de domaine environ deux
fois plus grandes qu’avec des méthodes classiques du Chapitre 1, voir la Figure 2.18. Mal-
heureusement, la résolution directe du probléme de Trefftz est extrémement cotiteuse. Afin
de remédier au probléme de colit mémoire, I'idée est d’appliquer un solveur itératif pour

résoudre le Probléme 11 de Trefftz.
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DF* = 21 Méthodes classiques
Chapitre 1

4

DE*>* =35\ | Méthode de Trefftz LU
#ddl = 2 x 10° Chapitre 2

FIGURE 2.18 — Augmentation de la taille D, qu’il est possible de considérer grace a la
mise en place d’'une méthode de Trefftz, ot D{** est la taille maximale atteinte dans
chacun des chapitres pour 1To de mémoire, et ou #ddl = N x #elem avec N = 52
eth=1.
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3.5 Conclusion . . . . . . v i i ittt e e e e e e e e e e e e e 138

Le Chapitre précédent nous a permis de construire une formulation variationnelle Trefftz
hétérogene, grace aux traces numériques upwind. Sa version homogene a été obtenue a
I'aide des traces numériques de Riemann. Elle a mené a un solveur de résolution directe
qui améliore les capacités mémoire des méthodes d’EF et de GD du Chapitre 1. Ce progres
est toutefois limité, au sens oll nous ne pouvons pas considérer des domaines de taille su-
périeure a 35\ avec 1To de mémoire. Bien que ce solveur pourrait étre davantage optimisé,
ses capacités resteraient freinées par I'utilisation d’une factorisation LU. C’est pourquoi nous
décidons de mettre en place un solveur de Trefftz itératif.

Premiérement, nous introduisons des nouvelles traces numériques : celles de Cessenat-
Després [21] menant a une UWVF. Cette derniére s’avere étre équivalente au Probleme 10
du Chapitre 2. Néanmoins, 'UWVF Trefftz permet d’introduire naturellement une décompo-
sition dite "réguliére-singuliere" adaptée a un algorithme itératif de bloc-Jacobi. Malheureu-
sement, nous verrons que ce dernier rencontre des problemes de convergence dans certains
cas.

Les méthodes itératives [23] permettent de considérablement diminuer le colit mémoire
d'une méthode en évitant la factorisation LU de la matrice A. Dans le Chapitre 3, nous
mettons donc en ceuvre deux méthodes itératives basées sur des espaces de type Krylov
[91] :

— une méthode de General Minimum RESidual (GMRES), reposant sur la théorie établie
dans [91], et pour laquelle nous utilisons 'algorithme de GMRES développé par le
CERFACS®[44],

— une méthode de Krylov Galerkin (KG), dont la théorie est établie a partir du point de
vue de Galerkin de la méthode de Trefftz.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques fondements de la méthode de GMRES :
les espaces de Krylov (utilisés par les deux méthodes énoncées ci-dessus), et la stratégie de
restart, permettant de diminuer le colit mémoire de l'algorithme. L’idée principale est de
minimiser un résidu sur 'espace de Krylov. Ce dernier est construit grace a une orthogo-
nalisation des vecteurs le composant. Pour toutes les matrices considérées, la méthode de
GMRES implique le produit auto-adjoint A*A de telle sorte que le spectre associé sera tou-
jours a partie réelle positive. Cela conduit a de bonnes propriétés de convergence. Mais cette
méthode ne tire alors pas profit du caractére coercif de la forme sesquilinéaire a de 'TUWVF.
Ainsi, nous développons la deuxieme méthode qui, basée sur la théorie de Galerkin, bénéficie
d’un spectre a partie réelle positive d a la coercivité et non a la construction de la méthode
elle-méme.

Dans un second temps, nous expliquons la méthode de KG en détaillant la construc-

tion des espaces de Krylov par un algorithme de pseudo-orthogonalisation. Ensuite, nous
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établissons la convergence de la méthode a partir des propriétés du probleme UWVF de
Cessenat-Després. De plus, nous écrivons une version préconditionnée de ce probléme dans
le but d’accélérer la convergence du solveur de KG.

Finalement, nous comparons ces deux méthodes de Krylov. Puis, nous choisissons d’em-
ployer la méthode de GMRES pour observer les vitesses de convergence de la méthode UWVF

itérative préconditionnée ou non.

3.1 Formulation Trefftz par le schéma UWVF de Cessenat-
Després pour les milieux hétérogenes

Cette section a pour but d’introduire les traces de Cessenat-Després et la formulation
Trefftz UWVF hétérogene associée. Celle-ci est équivalente a la formulation upwind. De cette
facon, nous prouvons aussi 'équivalence entre les traces numériques de Riemann, upwind
et de Cessenat-Després. Nous développons ensuite un algorithme itératif de Jacobi basé sur
une décomposition de Cessenat-Després. Cette derniére meéne au probléme itératif UWVF
discret dont la matrice associée est strictement contractante. Néanmoins, nous constaterons
que cette propriété n’est pas toujours vraie numeériquement a cause des erreurs d’arrondis. De
plus, nous montrerons aussi que cet algorithme peut diverger dans certaines configurations.

Cela nous conduira aux méthodes de Krylov de la Section 3.2.

3.1.1 Dérivation des traces numériques de Cessenat-Després dans

le cas hétérogene

Le but de cette partie est d’expliciter les traces numériques de Cessenat-Després. Pour
cela nous introduisons, pour chaque T' € T, l'opérateur de Cessenat-Després U’ hétérogéne

associant a la trace sortante x” d’un champ électromagnétique

x! =4l ET 550 vEBT — ZpyTHT (3.1

sa trace entrante U7x7 :

urx" .= A" 550 vwET + ZpTHT. (3.2)
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Trace sortante Espace volumique Trace entrante
1 1
1 1
Point de vue T |T V(FSFut | ET : “/fn ’YilnEl
des traces upwind | /out : :
pwin 1 1
T _ (T 1, , T _ (ATY\—1
8()111 o ( mm) : : Sin < /’in)
1 1
1 1
Point de vue ¢ . .
T\—1 _ T T! !
des traces de | x (U")™" =5, © Sin: ' urx”
Cessenat-Després L L >
' ' T _ T QT
1 1 us = Yin © Sout

FIGURE 3.1 — Comparaison entre les points de vue des traces numériques upwind et
de Cessenat-Després.

Plus précisément, Popérateur UT : L?(0T) — L2(9T) est défini par UT := ~I o 8T . avec

I'opérateur solution

T
8out

L2(OT) — Xg, x' — ET vérifiant (2.1), (3.3)

et vL,ET = x'. Ces opérateurs sont représentés et liés aux traces upwind dans la Figure
3.1. En utilisant les définitions ci-dessus, la composante tangentielle électrique et la trace

tangentielle magnétique sont déduites

wET = % (UTXT + XT) et ’)/EHT = 2;7“ (UTXT — XT) . (3.4)

Le Probléme 9 peut alors étre reformulé avec les notations de Cessenat-Després. En effet, les
traces numériques upwind (2.45) pour les faces intérieures, s’écrivent en fonction de x” et
de xX P P
K xT + L xK
Zx + Zr Zx + Zr
1 <ZK—ZTXT 227 XK_|_XT>7
2 \Zk +Zr Zx + Zr
TH S N - UK
SE Zx+ 21 Zx+2r
1 Zx —
(I, )
2/ \Zi + Zp Ly + Zp

(’)/:]\'3)‘}7 =
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et les traces upwind de bord (2.46) pour les faces extérieures deviennent aussi
_— ZoQ T Zr T
E = X +
G )‘F Zoo + Zr Zoo + ZTg
1 /Zygg — Z 27
( o0 = Zr 1 T gT_i_xT)?
2 \Zoq + Zr Zoq + 21
TH - _ XT + T
(v )|F Zoq + Zr Zoo + ZTg
1 Lo — 2 27
( o0 = Zr 1 | T gT_XT)_
227 \Zoq + Zr Zoo + Zr

Nous pouvons directement définir la trace entrante numérique U”'x en identifiant aux for-
mules (3.4). Nous avons alors pour F' € Fp,

(08 ) o = 5 (UT%) o +x7) et (1H) (), <), @5

F =22

ou UTx est la trace numérique de Cessenat-Després associée a 'élément 1" définie par
+ —x pour F' € Fiy, (3.6a)

ZBQ - ZT T 2ZT T
= F € Fext. 3.6b
7 Zoo + 21 " Zoo + 205 POV & Jex (3.65)

Remarque 3.1. Comme pour la Remarque 2.11, la formule (3.6b) peut étre vue comme une

interaction avec un élément virtuel extérieur a €, ott nous aurions Zypo = Zi et g = xX.

(UTx)

En remplacant les traces numériques du Probleme 9 par (3.5), nous obtenons pour tout

x' € L7(07) := [] Li(o7)
TET

Z[, Z;" (x" %7 Wk - UTRT) = 0.
Tey /0T

Cela mene a une nouvelle facon d’écrire la formulation variationnelle Trefftz. Celle-ci est la

Formulation Variationnelle Ultra-Faible (UWVF) hétérogéne de Cessenat-Després.

Probléme 12 (Probléme de Cessenat-Després). Trouver x € L2(97) tel que pour tout x' €

L2(07) nous avons

(%, X' )2(0m) — (Ux, Ux’) =0, (3.7)

L3 (07)
T —
ol (’LLX) = UTx, (Ux')" := UTxT et oit le produit scalaire sur L2(8T) est défini par
(%% )120m) = > [ Zp'x"-xT. (3.8)
rey T
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Comme illustré sur la Figure 3.1, un lien est établi entre le Probléeme 12 basé sur les
traces hétérogenes de Cessenat-Després, voir (3.1), (3.2) et (3.5), et le Probléme 9 basé sur
les traces upwind, voir (2.45) et (2.46).

Théoréme 3.1 (Equivalence des formulations). Le Probléme 9 est équivalent au Probléme 12

au sens otl

— Six est solution du Probléme 12 alors |, défini par ET = 81 . xT, est solution du Probléme

9.

— Si E est solution du Probléme 9 alors x, défini par x* = 4L \ET, est solution du Probléme
12.

3.1.2 Construction de I’algorithme itératif de type Jacobi

En prenant en compte les traces numériques de Cessenat-Després définies par (3.6), nous

obtenons la formulation variationnelle du Probléme 12.

Probléme 13 (Formulation variationnelle de Cessenat-Després). Trouver x € L2(97) tel que

pour tout x' € L?(07T)
a(x,x') = 1(x'), avec a(x,x)= (X,X/)L?(afn —k(x,x), (3.9

ot la forme sesquilinéaire k : L?(0T) x L?(0T) — C et la forme antilinéaire 1 : L?(0T) — C
sont données par
k(x,x') := (IIyx, Ux)

et 1(x') = (gy, Ux') (3.10)

L2(87) L2(a7)

avec Iy : L2(0T) — L2(07) lopérateur de trace et gy € L?(0T) le second membre, tous les
deux définis sur chaque T' € T et pour toute face F' € Fr, par

(U/\Tx) si F € Fins,
(Myx) %, = (Ix),, = . (3.11)
R L Zoo—Zr 1 Gpcg '
Zaﬂ + ZT exts
. 0 siF € Fin,
(gU)‘F = 277 T
2T | F e Fops.
Zoq + ZTg S E Jext

La proposition suivante assure que 'opérateur k est contractant. Ainsi, (3.9) et (3.10)

conduisent a un probléme de point fixe.
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Proposition 3.1 (Opérateurs contractants). Si V' est un espace de Hilbert, les normes de l'opé-

rateur linéaire A : V. — V et de la forme sesquilinéaire a : V x V — C sont définies par

[(Ax,x)y| |a(x, x')v|
Ay := sup  sup = et |lafly:= sup sup o
xev\{0} xev\{oy [1x[lv [[X'[lv xev\{o} x’evifoy [1x[lv [[x'][v

Nous avons les trois propriétés suivantes :
(i) L'opérateur Iy : L(9T) — L§(97) vérifie [yl 2 (om) < L.
(i) L'opérateur U : Lf(9T) — L7 (97) vérifie [Ufl 2 (o7) = 1.

(it L'opérateur k : L(9T) x L§(9T) — C est contractant, ie [[k[l 2y < L.

Démonstration. (i) En prenant le point de vue de la sommation par face (voir la Remarque 2.13),

nous avons pour tout x € L?(97)

/ ZM x| + ZH T x| pour F € Fyy,
F

2/3 i) X|2:Z Ky avec Kp:= =4, =45
T

TeT Feg 1777« |2
/FZT T x| pour F' € Fey.

Pour F' € ;¢ séparant deux éléments 7" et K, nous avons par (3.11)

ZK ZrN\2| r2  2%r—ZK), 1 % K —F 427 K12
— Z SAOT T EK) (T 4K .xT
et
(2T — ZK\? 2 2(Zx — Zr) —= —= 47k 2
— VA 144 “K K TR AL KT T LK T
&2 / K (ZT+ZK> a +(ZT+ZK)2(X e )+(ZT+ZK)2’X |
Ainsi, il suit que
JCFZ/ Zfl|XT|2 + Z[—(1|XK|2‘
F
Nous obtenons pour F' € Feyt
I AL Y7 Bk A
SKF_/FZT T x"| _/FZT (Z8Q+ZT) T, (3.13)

Zoo — Zr

< 1 et en utilisant la définition du produit scalaire global
Zoq + Zr

En remarquant que

(3.8), nous avons

/Z I‘XT’ + 7 1\xK| pour F € Fyy,

Tux|If2pr) = > K avee Kp < / "

FeF pour F € Foyy.
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En appliquant la Remarque 2.13, nous obtenons un assemblage par éléments menant a

Melyon < 3 % [ 200 = Ixlorn, = Mullizen <1
TeT FeFr

a
Démonstration. (ii) Nous rappelons que nous avons la formule de réciprocité (2.7). Nous

remarquons alors que

J1 =7

=0
9 ’

rr(EE) = [ (JIHT BT T S THT) -

avec J; et J, définis par

Iy = / Z7ALET ATET = / Zp (wET + ZpylHT) - (fytE’T—l—ZTfy;FH/T),
oT or

et

32 - / ZT 70ut ’YoutE/T = /8T Z'J_“1<’7tET - ZT’Y?SHT) . (’}/tE,T — ZT’)/Z:H/T).

Par conséquent, pour tout E”' € X7, E'"' € X7 et pour tout x* € L?(9T), x'"' € L}(dT), nous

avons

/8T T ’Yout 70utE/T 7/ ZT 71n i?lElT = (ET7E/T)X (SgutXT SoutX T)XT'

Comme 8T, : L2(0T) — Xr est bijectif, alors I'espace X7 peut étre paramétrisé par LZ(9T).
2

En sommant sur les éléments 7" € T, cela mene a ||x\|L2 o) ||UX||L%(8(I).

Ainsi, nous avons [|U|p2(g5) = 1. O

Démonstration. (iii) En utilisant le point de vue de Cessenat-Després, le Probleme 12 et

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

k(X7X/) = (HuX,uX/) S ||HUXHL$(8‘T) HuX

L2(87) /HL2 (8T) HXHL2 aT) HX/HL2 Gk

()

Ainsi H]k|||L?(m) < 1 et cela conclut la preuve. O

Remarque 3.2. La propriété (ii) de la Proposition 3.1 peut étre appliquée au Probléme 12.

Plus précisément, nous pouvons remplacer (x,x’ )Lf (om) par (Ux, Ux') dans le membre de

L2(97)
gauche de Uéquation (3.7). Nous obtenons ainsi une autre formulation UWVF hétérogeéne

Trouver x € L2(97) tel que pout tout x' € LZ(dT), nous avons

(Ux — Ux, Ux’) = 0.

L2 ()
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Cette formulation variationnelle traduit la continuité de la solution, ie UTxT = (UTx).

La Proposition 3.1 n’assure pas que 'opérateur k est strictement contractant. Nous choi-
sissons d’introduire un probléme itératif de Trefftz seulement a I'échelle discrete, ot il est
possible d’obtenir le caractere strictement contractant de la matrice associée a k.

Le Probleme 12 est discrétisé sur l'espace de dimension finie Y2 c L?(97)

Yh=J[ Y;, avec Y} =~ X}
TeT
Remarque 3.3. L'espace discret global Y de Cessenat-Després, ot nous considérons des traces
sortantes d’'ondes planes, est de la méme nature que Uespace discret global X2 upwind ou de

Riemann.

Plus précisément, pour chaque T € T, I'espace discret local de dimension finie Y% est
composé des traces sortantes des ondes planes de X/, définies dans (2.5). Comme %Tut est
un opérateur bijectif, 'espace Y% est de dimension N := dim(Y%) = dim(X%) = Nr. Par
conséquent, la base Y/ est donnée par

£

lelem

Y& = span({w = ~L v tel que v € X2 pour £ =1, N et igjer le n° de T})

L’espace Y2 a la dimension #ddl := N #elem, avec #elem := card(7) le nombre total d’é1é-

ments dans le maillage. Chaque solution numérique x" € Y% est représentée par un vecteur

complexe [x"] de dimension #ddl. Ainsi, la solution numérique x” s’écrit
p q
#ddl #elem N
h h iglob h1e ¢
X = Z [X ]iglolegl b= Z Z[X ]ielemwielem7
iglob=1 iclem=1/¢=1
teleb ” (3.14)
. . [Xh]iglob = I:Xhheclcnﬂ
avec igloh := (lelem — 1) #elem + £, et ,

wiglob =W

lelem
La formulation UWVF hétérogéne discréte de Cessenat-Després est donnée.

Probléme 14 (Probléme UWVF discret). Trouver x" € Y tel que pour tout x' € Y%, nous
avons
a(x" x)=1x) <= A[x]=F, (3.15)

avec A ¢ C#ddx#ddl ot B ¢ C#4d! définis composante par composante par

. . - Jglob yxriglob . . iglob : : _
iglob Jglob ‘= a(wlslob wi'slob) et Fi,, == 1(w'eleb)  pour igiob, jglob = 1, #ddl.

Remarque 3.4. Comme dans le Chapitre 2, la matrice globale A est composée des blocs matri-

ciels A POUT iglem, jelem = 1, #elem définis par (2.53).

lelemsJelem
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La Proposition 3.1 méne a une décomposition réguliere-singuliere de la matrice A. Dans
le cas homogene, cela correspond a une décomposition bloc-Jacobi [23]. Cela nous conduit,
méme dans notre configuration hétérogene, a considérer la possibilité d’appliquer un algo-

rithme de Jacobi. Nous introduisons alors un probleme itératif UWVF discret.

Probléme 15 (Probléme itératif UWVF discret). A partir de la récurrence suivante, déterminer
la suite xi2¢ € Y, n e N*, avec x}*° = 0,
j j h
(3,41, X )r2(0m) — k(x79,x') =1(x'), vx' € Y7,

ou de maniére équivalente, en utilisant une décomposition réguliére-singuliére de la matrice

A := M — N : déterminer la suite [x1**] € C#4d 5, € N*, avec [x)*] = 0

Mx;;$,] = N[x] + F, (3.16)
avec M ¢ C#adx#ddl o N ¢ Cc#ddIx#ddl géfinjes par

. . - Jglob iglob . . ._ Jglob iglob
iglobsiglob * (Wgo , WES )Lf(afj) et iglobsiglob * k(wgo , WE® )a (3.17)

pour i,zg;lobnglob = 17 #ddl

Remarque 3.5. Grdce aux propriétés des supports des fonctions de base, la matrice M prend la
forme d’une matrice hermitienne diagonale par blocs, voir la Figure 3.2,

Lk k
= (

lelem ’

¢ . .
Wielem)L% (8(-]') 5iclcm sJelem pour lelem> Jelem = 17 #elem et 67 k - 17 N,

lelem»Jelem

ce qui permet une inversion rapide du systéeme linéaire (3.16). La structure de la matrice N est

aussi illustrée en Figure 3.2.

FIGURE 3.2 — Structures des matrices M et N de la décomposition de Cessenat-
Després de la matrice A.
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Afin d’assurer la convergence du Probléme itératif 15, la matrice M~'N associée a la
forme k doit étre strictement contractante. En d’autres termes, son rayon spectral, noté
p(M~IN), doit vérifier p(M~'N) < 1. La discrétisation est naturellement conforme, ie

Y2 < L2(07), et nous méne au résultat suivant

_ k(x, x’
AMIN) < [Kly = sup  sup X!

oo < lkllzen <1
e\ (0} reviy(oy [1Xllyn [1%[lyn (07 ==

avec ||x[[yn = [|x[[L2(a7)- Il nous reste donc a exclure toutes les valeurs propres présentes sur
T
le cercle unité.

Proposition 3.2 (Matrice strictement contractante). La matrice M~ N est strictement contrac-
tante, ie p(M~IN) < 1.

Démonstration. Nous agissons par l'absurde. Nous supposons qu'il existe x" € Y2 et A € C,

tels que x" # 0 et |\| = 1. Nous avons
k(x", %) = A(x"X)200), VX €Y} = N[x"=IM[x"],

avec x" représenté par [x"] a travers (3.14). Compte tenu de la définition de k, en (3.10),

cela conduit a

M = MU[F5 ) = T [0 ) — AU, Thix") 2 )

~A(Iyx", Ux")1 297 + AP UX"[[ 12 ) -
Grace a la Proposition 3.1, nous obtenons
T — XU 2o < X2 0m) — AN X120y — AN 220, + M 122 -

Ainsi, nous avons

T = AUX"{| 259y <

0 — IIix" = xux" (3.18)
|A]=1

Nous montrons maintenant que x" = 0. Ceci nous permettra de conclure.
Nous introduisons I’espace
Ti={rev|x"=0}c7.

1l reste & prouver que T = T pour obtenir la Proposition 3.2.

(a) Nous montrons que T est non-vide. D’apres (3.18) et comme U est unitaire d’apres la
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Proposition 3.1, nous avons

||HuXh||L§(m) = HUXhHLg(afr) = HXhHLg(afr)'

D’apres (3.13) qui peut se reformuler comme

4750
[z i = [ 5t [ s b T

il suit que

_ AZs0 7
= Iy om — ot oy = 3 [ o
@7 (07 TET FEFrNFoxt M
>0

comme Zyq est une fonction a partie réelle strictement positive, voir la page 1 et ol nous

T comme la restriction de x" & T. Nous avons

avons écrit, pour simplifier les notations, x
alors x” = 0sur F € Fr N Fexs.
De plus, avec la Définition (3.11) de l'opérateur de trace restreint a un élément H%; et en

utilisant (3.18), nous avons aussi

i _ L oo~ Zr

=0 F e FrN Fext. 3.19
A Zoa +ZT sur T ext ( )

En combinant que xI' = 0sur F € Fr N Foy et (3.19), et en utilisant (3.4), nous obtenons

par le théoreme du prolongement unique
WE' =y H =0sur F = E'=0et x’ =0dansT.
(b) Soit T € T et K € T avec une face commune F € Fr N Fg. Nous devons montrer que

T cT.

Comme K € T, il suit que x = 0 et UXxX = 0. D’aprés (3.18), nous avons sur F

HlTlxh = AurxT,
H{th = AUEXE.

Ensuite, comme les traces numériques intérieures de Cessenat-Després (3.6a) définissent
K T ) \
(I )IF et (HU)|F d’apres (3.11), nous obtenons

- —x - x 2R ToT T K auTxT
Zx + Zr Zx + Zr L + Zr Zx + Zr

menant 3 x7 = 0 et U'x? = 0 sur F, comme Z7 > 0, Zxc > 0 et A # 0. Ainsi, T € T. D’apres
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la définition des traces en (3.4), nous avons aussi ;E7 = v,H” = 0 sur F, conduisant &
ET =0 et xT = 0 dans T d’apreés le théoréme du prolongement unique.
(¢) En utilisant le caractére complet et connexe du graphe de voisinage, nous concluons

finalement que T = 7. O

Remarque 3.6. Cette preuve assure lunicité de la solution de la formulation variationnelle
(3.15). Combinée avec le théoréme du rang, ceci méne au caractére bien posé du Probléme 15

de dimension finie.

Remarque 3.7. Un résultat plus faible a été prouvé dans le contexte d’'une méthode itérative de
sous-relaxation par Cessenat-Després [22]. Ce résultat prend la forme de p ((1 — 8)Lyadix#aa + BM™IN) <
1 pour tout § €]0, 1. En particulier, la Proposition 3.2 affine ce résultat en traitant le cas limite
B = 1. Il sera ainsi par la suite inutile d’avoir recours a des algorithmes de relaxation pour faire

converger les algorithmes de point fixe [22].

3.1.3 Problemes d’erreurs d’arrondis dans l’algorithme itératif

de Cessenat-Després

Nous avons prouvé théoriquement le caractére strictement contractant de la matrice
M~!N. Cependant, des erreurs d’arrondis peuvent ralentir ou méme faire diverger I'algo-
rithme itératif en pratique. Comme montré dans le Tableau 3.1, la Proposition 3.2 n’est plus
vraie numériquement. En effet, 'algorithme itératif diverge numériquement et aléatoirement

selon les cas. En particulier, il diverge ici pour D = 80X (Tableau 3.1).

D (A) 10 30 50 80 100
p(MIN) | 1—0.0097 | 1—0.0033 | 1 —0.0024 | 1+ 0.00064 | 1 — 0.00043

TaBLE 3.1 — Comparaisons du rayon spectral p(M~'N) de la matrice M~'IN grice a
la méthode de la puissance itérée, sur différentes tailles de domaine Dq,.

Un autre aspect problématique d’'une méthode de Jacobi est qu’elle peine a résoudre tous
les problémes. Nous étudions ce phénomeéne sur un exemple tres simple. Nous considérons
le cas ou A est une matrice diagonale de dimension 1000. Cette matrice est de méme taille

qu’une matrice Trefftz pour un domaine de c6té 2.7 . Elle prend la forme

AN -0

0 -+ Atooo
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out (Aj)i=1,1000 sont ses valeurs propres. Nous désignons par A, (resp. Amqz) la plus petite

(resp. grande) valeur propre de A. La décomposition
A =M - N = M(Tyqaixgaa — M 'N),

peut s’écrire matriciellement comme

A1 — Ao 0
A - 0 Ao - 0 o
: : = IR Liqdixsda + : : ;
0 - Agaa 0 - X 0 C Agddl — Ao
Ao
Ami A ..
oll nous posons \g = M, dans le but d’assurer p(M~'N) < 1. Nous choisissons

comme solution de référence la solution numérique obtenue par l'inversion du probléme
A[x] = F, avec F un vecteur aléatoire. L'erreur entre [x] et le vecteur solution obtenu par
une méthode de Jacobi a l'itération n, noté [x)2°] € C10%, est

en = 13T = ]Il

Nous souhaitons comparer cette erreur a celle obtenue avec une autre méthode itérative, par
exemple la méthode de GMRES. En effet, le but de cette étude est a la fois de prouver les
limites d’'un algorithme de Jacobi mais aussi d’en trouver une alternative. De la méme fagon,
Perreur entre [x] € C1°% et la solution obtenue par une méthode de GMRES a l'itération n,

représentée par [x,] € C!0% est

en = ll[xn] = [x]ll2.

Dans cette étude, nous observons l'influence des valeurs propres sur la convergence des
solveurs de Jacobi et de GMRES. Dans un premier temps, nous considérons 1000 valeurs
propres choisies entre 0.25 et 0.75. Elles sont calculées aléatoirement, grace a -, un réel
aléatoire,

Ap = 0.254+ 7, 0.5, pour n =1,1000 et v, € [0,1].

Comme illustré sur la Figure 3.3, les deux méthodes convergent vers la solution numérique
de référence. Dans un second temps, nous remplacons la valeur propre maximale par A, =
100. Dans ce cas, le message est clair : la méthode de Jacobi ne converge plus tandis que le
solveur de GMRES est quasiment insensible a cette modification, voir la Figure 3.4. Ainsi,
il parait préférable de privilégier une méthode de GMRES plutot qu'une méthode de Jacobi

pour traiter un spectre plus étalé de matrices.
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Méthode de GMRES Méthode de GMRES
—— Méthode de Jacobi —— Méthode de Jacobi
2 T T T  ——— — ™ T T T T
10 ,,\‘\’\\ 102 TV
1071 "\ 10—1
Q§ 10—4 ¥ Q): 1074
—7
10 107
1071 T 10-10 L [ S S
100 10! 10° 10!
FIGURE 3.3 — Comparaison des erreurs FIGURE 3.4 — Comparaison des erreurs
obtenues avec la méthode de GMRES obtenues avec la méthode de GMRES
et la méthode de Jacobi en fonction et la méthode de Jacobi en fonction
du nombre d’itérations, pour A,,;, = du nombre d’itérations, pour A, =
0.25 et Ao = 0.75. 0.25 et A\, = 100.

3.2 Solveur GMRES basé sur le code du CERFACS®

Dans la section précédente, nous avons exhibé des cas pour lesquels les algorithmes
itératifs classiques ne convergent pas. Cela nous pousse a utiliser la méthode de GMRES,
dont nous rappelons la théorie de convergence dans cette section. I'algorithme de GMRES
est connu pour sa stabilité. Cette propriété est particulierement utile pour des scénes de
calcul géométriquement complexes, hétérogénes ou encore remplies d’obstacles. De plus,
son principe est, comme son nom l'indique, de mettre en jeu un algorithme de minimisation
de la norme du résidu

_ IF = Al
r([x]) = Tl

sur un sous-espace de Krylov de dimension finie N, défini par :
Ky ] = Span({A’“F, pour 0 < k < Niyy — 1}), (3.20)

ou Ny, est choisi petit face au nombre d’inconnues #ddl. Lorsqu’elle est associée a une
stratégie de restart, cette méthode a un colit mémoire bien moins important qu'une méthode
de factorisation LU et est appropriée pour simuler des ondes sur de grands domaines. Nous

introduisons la technique de restart dans cette section.
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3.2.1 Théorie générale de convergence de la méthode de GMRES
appliquée au probleme UWVF

Une méthode de GMRES est un algorithme itératif ayant recours a des espaces de Krylov
qui permettent de réduire la dimension de I'espace d’approximation [91, 92]. L’algorithme

de GMRES a pour but de résoudre le probléme de minimisation suivant.

Probleme 16 (Probleme de GMRES). Trouver la solution [xp, ] € [Kn,,, ] qui minimise r

défini par
IF — Alx]l2
T([X]) == (321)
1|2
avec lUespace de Krylov [KNkry} défini par
[KNkry] = span({AkF, pour 0 <k < Nkry — 1})

= Span( {F AF, A°F, ..., ANkry—lF}). (3.22)

Remarque 3.8. Le résidu GMRES, voir (3.21), utilisé dans le Probléeme 16 est le résidu standard
utilisé dans le code du CERFACS®[44].

A chaque itération du solveur GMRES, le résidu défini par (3.21) est estimé et employé
comme un critere d’arrét pour l'algorithme. Le Probléme de minimisation 16 s’écrit aussi

comme la résolution d’une équation normale.

Probleme 17 (Probléme de GMRES matriciel). Trouver [xn, ] € [Ky,,,] tel que pour tout

[Xl] € I:KNkry}
W] A*Alxy,,] = [ AF.

Cela définit une fonction [xy, ] = KRYLOV(A,F, Nyy). En écrivant le probleme de
minimisation sous la forme d’équations normales, nous mettons en avant les risques d’accu-
mulation d’erreurs d’arrondis dues au produit A*A dont le nombre de conditionnement est
beaucoup plus grand que celui de A.

Dans la littérature, beaucoup de bornes de convergence existent pour majorer la norme
du résidu GMRES [40, 70]. Mais ces bornes sont généralement pessimistes. En pratique,
la méthode de GMRES a de bien meilleurs comportements. Bien que non optimal, nous

rappelons le résultat de convergence classique des méthodes de GMRES [92].

Proposition 3.3. [Résultat de convergence GMRES - [92]] Supposons que la matrice A est
diagonalisable, ie A = XDX ™!, et posons

€™ = min max A
Jnin max (M)l
p(0)=1
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ott p(A) est le rayon spectral de A, P™ Uensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a

m. Alors la norme du résidu a Uétape m du GMRES satisfait
0 < e™ IXPIXTHNEOI avee (I[P ) = llxmaa] — ]Il

Remarque 3.9. Il est théoriquement discutable que A soit diagonalisable, bien que nous ayons

observé cette propriété en pratique.

La convergence de la méthode dépend du spectre de la matrice A. Nous prenons de
nouveau I'exemple simple de la Sous-section 3.1.3. Nous placons artificiellement une valeur
propre proche de 0 : A\, = 1072, Cette fois-ci, la méthode de GMRES peine & converger.
Un effet plateau persiste jusqu’a la sixieme itération pour ce cas pourtant de taille trés pe-
tite, voir la Figure 3.5. La méthode de Jacobi, quant a elle, ne converge toujours pas (en
comparaison avec la Figure 3.4). Par cet exemple, nous illustrons que la méthode de GMRES

peut avoir des difficultés a converger lors de la présence de petites valeurs propres. Nous

—— Méthode de Jacobi
Méthode de GMRES
102 —
T T —a-e-00e0eestam
10°
1072
S
107
10-6
1078 ‘ PR
109 10!

FIGURE 3.5 — Comparaison des erreurs obtenues avec la méthode de GMRES et la
méthode de Jacobi en fonction du nombre d’itérations, pour \,,;, = 1072 et \jor =
0.75.

montrons en Figure 3.6 le spectre de A pour une taille de domaine D, = 6. Il contient de
nombreuses valeurs propres proches de 0, en rouge sur la Figure 3.6. Cela pénalise la vitesse
de convergence de la solution numérique.

Nous avons pour but d’écarter le spectre de la matrice A de la valeur 0. C’est pourquoi
nous introduirons un préconditionneur modifiant ce spectre dans la Sous-section 3.3.3.

De plus, la méthode de GMRES implique la matrice A*A dont la partie réelle est positive,

sans pour autant se servir de la propriété de coercivité de la forme sesquilinéaire a. Dans le
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FIGURE 3.6 — Parties réelle et complexe, resp. R(\*) et S(\A), du spectre \* de la
matrice A pour Dy = 6\ et N = 52,

but d’exploiter cette particularité, ie R ([x]*A[x]) > 0, nous choisissons de mettre en place

une méthode de Krylov Galerkin dans la Section 3.3.

3.2.2 Stratégie de restart

Une méthode de GMRES converge en théorie en #ddl itérations. Cette convergence théo-
rique induit un colit mémoire trop important pour stocker I'espace de Krylov en double pré-
cision. En effet, en utilisant 1To de mémoire, nous ne pouvons pas considérer des cas au dela
de D ~ 15X (ie #ddl ~ 175500), ce qui n’est méme pas la taille maximale que peut traiter
la méthode de Trefftz directe (factorisation LU), voir la Figure 2.16. C’est pourquoi nous uti-
lisons en pratique un espace de Krylov de taille petite, ott Ny, << #ddl. Malheureusement,
ce nombre devient trop petit pour espérer avoir une approximation précise de la solution
numérique du systeme. Ainsi, il est nécessaire de mettre en oeuvre une stratégie de restart
qui consiste a effectuer des résolutions GMRES successives. Nous choisissons 7 comme seuil

de convergence. L’algorithme prend alors la forme suivante

function GMRES — RESTART (A, [xI])
[rNkry] =F — A[X%)nit]; [XNkry] — [X%)nit];
do while (mwwj>n)

[6XNkry] = KRYLOV(A, [I‘Nkry], Nkry)

[XNkry] = [XNkry] + [éxNkry]
_IF = AR, 2

TNy, = ! norme du residu GMRES
o |2
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end do

end function

ou dxy,,, est une approximation de lerreur x — xp,,, commise par la solution numeérique
X Ny, @ litération Nigy .

Cette stratégie est implémentée dans I'algorithme GMRES du CERFACS®[44]. Ce dernier
est optimisé et adapté pour traiter de grandes scenes de calcul. Dans ce solveur, la méthode
d’Arnoldi, incluant un algorithme de Gram-Schmidt Modifié (GSM), est employée pour le
calcul de la base de Krylov. Elle est explicitée dans [92] par exemple.

Remarque 3.10. A partir de maintenant, nous ne précisons plus systématiquement qu’il s’agit
d’une méthode "avec restart", bien que cette stratégie est toujours utilisée afin de considérer de

grandes scénes de calcul.

3.3 Solveur de Krylov Galerkin

Nous développons une nouvelle méthode de Krylov nommée : Krylov Galerkin (KG). Elle
est similaire a celle de GMRES au sens ou elle utilise aussi des espaces de Krylov. Plus préci-
sément, il ne s’agit plus de minimiser un résidu, mais de résoudre le probleme de Galerkin :

Trouver [xp,,, ] € [Ky,,] tel que
X" Alxn,,,] = [XTF, pourtout x’ € [Ky,, ].

Toutefois, nous ne bénéficions plus du caractere auto-adjoint de la matrice A*A. Cela nous
conduit alors a employer un algorithme de pseudo-orthogonalisation plutot que d’orthogo-
nalisation (comme dans le solveur GMRES). Cela a pour conséquence négative d’avoir une
matrice de dimension réduite triangulaire et non plus diagonale.

Dans un premier temps, nous allons détailler la construction de la base de I'espace de
Krylov [KNHY] en utilisant un algorithme de Gram-Schmidt. Celle-ci est adaptée a la résolu-
tion du probleme et rend la matrice associée triangulaire inférieure. Dans un second temps,
nous introduisons le probleme de Krylov UWVF préconditionné. Grace a la théorie de Ga-
lerkin, nous établissons un résultat de convergence. En particulier, nous prouverons que, si
l'algorithme itératif de Cessenat-Després décrit par le Probléeme 15 converge, alors la solution
obtenue par une méthode de KG appliquée au probleme UWVF préconditionné converge elle

aussi.
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3.3.1 Construction des espaces de Krylov associés au probleme
UWVF de Galerkin

Dans cette section, nous proposons un nouvel algorithme de résolution itérative du Pro-
bléme 14 UWVF qui respecte le cadre Galerkin du schéma numérique étudié.
Ce nouveau probléme est nommé Probléeme de KG UWVF et est défini de la facon sui-

vante.

Probléme 18 (Probléme de KG UWVF). Pour Ny, € N*, déterminer XNy € Ky solution
de

/ / /
Trouver x ., € Kn,, a(xNkry, x') =1(x"), ¥x' € Ky

ou de maniére équivalente
Trouver [xn,,] € [Kn,, ], X T AR, ] = X]T°F, V[x] € [Ky,],

avec Ky, le sous-espace vectoriel de Y% défini par Uensemble des fonctions XNy, Teprésentées
par [xn,,,] € [Kn,,,| a travers la bijection définie par (3.14), ott Ky | est Uespace de Krylov
associé a A et a F défini par (3.22).

La résolution du Probléme 18 nécessite 'utilisation d’une base de I'espace de Krylov
[Kn,,] défini par (3.22). Il est connu que les vecteurs générateurs A*F ne sont pas des
bons choix. Ainsi, comme pour 'approche de GMRES, un processus d’orthogonalisation rela-
tivement a la matrice associée au probléme doit étre mis en place pour la construction d'une
base adaptée. Néanmoins, contrairement au GMRES qui est basé sur un systeme hermitien,
nous ne pouvons pas ici assurer une stricte orthogonalité des vecteurs. Effectivement, bien
que A soit positive (au sens ou R(x*Ax) > 0,Vx # 0), elle est aussi non symétrique, et seule
une pseudo-orthogonalité de la base peut étre assurée.

Un vecteur [y] € C#44! est pseudo-orthogonal a [z] € C#94 relativement a la matrice A,
s'il vérifie

aly,z) =0 = |[z]"Aly]=0.
Remarque 3.11. La spécificité de la pseudo-orthogonalité par rapport a Uorthogonalité est que

y peut étre orthogonal a z sans que z ne soit orthogonal a y.
L'idée est de construire une base (z;)<;<n,, —1 € Kn,,qui verifie
\a(zj,zj)| =1 et a(zj,zi) =0 pouri<j. (3.23)

Ainsi, si la seconde condition de (3.23) est vérifiée, nous avons aussi [z]*A[z;] = 0 pour

i < j. Autrement dit, la pseudo-orthogonalisation rend la matrice associée au Probleme 18
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triangulaire inférieure. Ce point n’est pas fondamental comme Ny, est choisi petit dans
notre cas. La réelle utilité de ce procédé de pseudo-orthogonalisation est de lutter contre
les erreurs d’arrondis en reconditionnant la base de Krylov constituée des vecteurs A* F.
De plus, le fait que la matrice A soit de grande dimension rend la construction de la base
de l'espace de Krylov [KNkry} compliquée compte tenu du nombre de produits matriciels a
effectuer. Nous expliquons maintenant sa construction.

L’espace de Krylov utilisé pour la résolution du Probléme 18 peut s’écrire
[KNkry] = span({[zk], pour 0 < k < Nigy — 1})

La base {[zx], pour 0 < k < Ny, — 1} est construite a partir d’'un processus itératif. En
particulier, le (k + 1)®™¢ vecteur, pseudo-orthogonal a tous les vecteurs [z;] € C#9, pour

i=0,k, est de la forme

k
[Zr41] = Bry1 (Alze] =D ajyy[zi]),
i=0

avec ;41 € RT et a}€ 41 € C. Il est nécessaire de déterminer les valeurs des coefficients (1
et oz/i,C 41 pour tout 0 < i < k. Tout d’abord, nous cherchons a calculer les a}C 41+ D’apres (3.23),

nous avons que

k
[z¢)*A(Alz] — ) ajq[z]) =0, pour ¢ < k.
i=0

De plus, comme a(z;,z;) = 0 pour ¢ < i, nous obtenons

l
(2" A(Alzi] — Y ajyq[zi]) =0, pour £ < k. (3.24)
i=0

—1

Nous posons [z, ] := Alz;] — Z oy 1[zi]. En pratique, cette suite sera calculée a I'aide de
i=0

la récurrence qui évitera de recalculer la somme a chaque itération

{[z2+1] = Alz),
[Zij.lﬁ = [Ziﬂ]_aiﬂ[zé]-

Ainsi, '’équation (3.24) devient
[20]* Alzf ) — of .y [se]" Alz] = 0, pour £ < k.

Finalement, nous obtenons la valeur du coefficient o,

’ [Zé]*A[ZiJrﬂ

o =T our ¢ < k.
ML 2" Alz] P
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Le deuxiéme coefficient 85,1 permet de normaliser le vecteur obtenu et a pour valeur

1

Bry1 = - —
VI Az

La solution xy,,, € Ky, du probléme de KG est représentée par le vecteur [xy,, | € C#Id,

qui est exprimé dans la base des [z;] € [Ky,,,| comme

Niry—1
k
[XNkry] - Z uNkry [Zk} ‘
k=0

Elle est solution du systéme triangulaire suivant

L llNkry = B, avec Li,j = a(zj7 Zi) et Bi = f(zi)’ (326)
ou de maniere équivalente

Livj = [Zj]*A[Zj] et B; .= [Zj]*F,

— [0 1 o Ny T
avec uy,,, = [u Niry? Wiy " U 1"

Remarque 3.12. Dans le systéme (3.26), nous avons L € CNey*Nery ot B € CNiry, Ainsi, nous
réduisons considérablement le coiit mémoire de la méthode comme N,y est en pratique choisi

petit (voir la stratégie de restart Section 3.2.2).

D’une part, la pseudo-orthonormalisation se réalise grace a une méthode de Gram-Schmidt
par exemple. D’autre part, la résolution du probleme matriciel (3.26) s’effectue rapidement
grace a un algorithme de Descente. L’algorithme de KG pour le Probléeme 18 prend alors la

forme

function KrylovGalerkin(A,F) result ([uy,,])
[20] = F
do k=0, Ny —2
! algorithme de pseudo-orthonormalisation
[Zk+1] = GramSchmidt(A, [zo], .. ., [zk])
do /=0,k+1 ! construction matrice

Lii1e = [Zr41]"Alz]

end do
end do
do i=0, Ny —1
B; = [z]"F;
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end do
[un,,,] = Descente(L, B)
end function

En pratique, le procédé de pseudo-orthonormalisation peut se faire de différentes fagcons. En

premier, nous donnons I'exemple d’un algorithme de Gram-Schmidt classique qui prend la

forme suivante

function GramSchmidt(A, [zol,...,[2zk]) result ([zg41])
a=0
[22+1] = Alzy]
| pseudo-orthogonalisation avec les autres

! vecteurs de la base

do i=0,k

ol = [zi]" Az}, ]

U [z Al

[i;:rlﬂ = [Z;c-i-l] - ak+1[zz}
end do
! pseudo-normalisation

211
Zk+1] =
[2x+1) FRH17% A [5h+1
23] Alz ]

end function

Ce dernier peut se simplifier en évitant le stockage des informations :

function GramSchmidt(A, [zo],...,[2zr]) result ([zg41])
a=0
2k 1] = Alz]
! pseudo-orthogonalisation avec les autres
I vecteurs de la base
do 1i=0,k

(2] Alzg 1]

(2] Alz]
[2k41] = [Zh41] — ozi]

end do

! pseudo-normalisation

(2o = [Zh+41]
\/’ [Zk+1]*A[Zk:+1]‘

end function

127



CHAPITRE 3. SOLVEUR ITERATIF HETEROGENE DE TYPE TREFFTZ

Dans ce processus de pseudo-orthonormalisation, les produits par A peuvent devenir trés
coliteux en termes de temps de calcul lorsque #ddl devient grand. Il faut donc éviter le
plus possible de calculer A[z;] € C#94. 11 est possible de construire d’'une autre facon la
base de Krylov, en préférant un stockage restreint des informations plutot que leur calcul a
chaque itération. L’idée est donc de stocker en mémoire la matrice triangulaire inférieure L.
De maniere équivalente, nous stockons les PMV A [z;|. Ainsi, un seul PMV Az ] est réalisé
a chaque itération et nous utilisons les données précédemment calculées pour réaliser la

pseudo-orthonormalisation. La fonction associée prend la forme suivante

function GramSchmidtlProd(A, [zo],...,[zx], [z*]) Tesult ([zj41], [zm])
a. =0
[zAA] = A[z®] ! PMV de 1’algorithme
do i=1,k ! coefficients pour la pseudo-orthogonalisation
i = [z - [2A]
do £f=1,i—1
a; = a; —aylyy
end do
oy
ai_-Lm
end do
[zx41] = 28] ! nouveaux vecteurs de la base
i) = [224]
do i=1,k ! pseudo-orthogonalisation des vecteurs
(Zk41] = [Zh41] — u[zi]

WQH]Z{ZﬁH]—C%h?]

end do

I coefficient de normalisation

1

Bry1 =

|hk+ﬂ‘[Z?¥J
I normalisation des nouveaux vecteurs de la base
[Zk11] = Br+1 [Zht1]
[Z?-s-l] = Br+1 [Zl?-i-l]

end function

Remarque 3.13. Bien que le stockage des informations engendre davantage d’erreurs d’arrondis

au fur et a mesure des itérations, cet algorithme diminue les temps de calcul en pratique.

Remarque 3.14. L’algorithme de pseudo-orthonormalisation a privilégier (entre Gram-Schmidt
classique ou modifié par exemple) dépend finalement de la valeur de Ny,. Pour les cas les plus

petits, Ualgorithme de Gram-Schmidt classique reste un bon compromis.
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La méthode de KG a mis en valeur I'intérét de construire [Ky,, ]. Elle permet aussi de
lutter contre les erreurs d’arrondis, comme elle ne requiert pas l'inversion d’'une matrice a
chaque itération contrairement a la méthode itérative de Jacobi par exemple. De plus, la
dimension réduite Ny, permet de diminuer le colit mémoire de la méthode.

Dans la partie suivante, nous cherchons a montrer que cette méthode de KG UWVF est

bien posée et convergente.

3.3.2 Méthode de Krylov UWVF bien posée et convergente

Le Probléme de KG UWVF 18 est bien posé comme il est une approximation conforme
du Probléme UWVF 12, lui-méme équivalent au Probléme upwind 9, dont la forme sesquili-
néaire (Probleme 10) est coercive (Proposition 2.2). De plus, la convergence de la solution

du Probléme 18 repose sur la théorie de Galerkin établie pour le Probleme UWVF 12.

Proposition 3.4 (Convergence méthode de KG UWVF). Soient x" € Y} et x,, € Ky, des
solutions respectives des Problémes 12 et 18, ou Ky, est le sous-espace vectoriel de Y2 défini
par : xn,,, € Ky, représenté par [xn,,, | € [Ky,,] a travers la bijection (3.14), ot Ky, ]
est Uespace de Krylov défini par (3.22). La convergence de la méthode de KG UWVF est assurée

par
HEh—ENkryHGD < \/iyrﬁ%m Hxh_yHL?(m)’

Nigry

ol Eng, = SoutXn,, €t E" = 8,ux", voir la définition de cette bijection en (3.3) et dans la

Figure 3.1.

Démonstration. Nous posons & := ||[E" — Ey,__ ||&p- Nous rappelons que

8 == %(a(xh - XNkry7Xh - XNkry))'

Comme a(x" — Xy, ,Xn,,, —y) = 0 pour tout y € Ky, , nous avons

€ =R(ax" — xp,,, x" —y)) = R(x" - y]"AX" — xn,,]).
Comme M est symétrique définie positive, nous avons

1
X"~y A" —xn,,] = X" - y]MEMTIAX - xp, ]
= [M:[x" -y MR AR - xpy,.

Nous appliquons ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et nous obtenons

VM2t — y]] "M [xh — y]y/ M2 Al - x,, ]] M2 AP — xy,, ],
VI =y Mt - y] (AR - x| M ARKE - x,,).

™
IN

IA
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Nous montrons maintenant que, pour tout [x] € C#44 nous avons
[AX]]MTHAR] < 2R([x]"Alx]).
Nous utilisons la décomposition de Cessenat-Després A = M — N. Nous obtenons
[AX]]™M ™ A[x]] = [x]"M[x] — [x]*N[x] - [x]"N*[x] + [x] N*M"'N[x].
Soit [z] € C#4d! ayant pour valeur [z] = M~!N[x]. Il suit que
[x]*N*M'N[x] = [z]*N[x] = k(x, z).

En utilisant (iii) de la Proposition 3.1, nous avons

X" N"M NI < [|x200m 2llz 07 = /12 Mz)y/[x]*MIx].

Cela conduit a

VIZ Mz /3 Mx] < /[x]*N*M-IN[x],/[x]*M][x].

Ainsi, nous obtenons [x]*N*M~!N[x] < [x]*M]x], menant &
(AR M AK] < 2[x]"M[x] - 2R([x]"N[x]) = 2R([x]*Alx]) = 2||E[|gp.

olt E = 8,ux. Le résultat suit de ||E* — Enp, llep < V2 |xh - yllLzeam)- O

3.3.3 Préconditionneur de Cessenat-Després

Il est crucial d’utiliser un préconditionneur afin d’améliorer la convergence des méthodes
itératives de type Krylov que nous développons dans ce chapitre. En particulier, nous por-
tons notre attention sur le préconditionneur de Cessenat-Després basé sur la matrice M.
Nous proposons ici une version adaptée a 'approche de KG UWVF et nous en étudions la

convergence.

prec

Probléme 19 (Probleme de KG UWVF préconditionné). Pour Ny, € N*, trouver XNy €

prec I S prec prec
KN,» ou de maniére équivalente [x Nkry] € K Nkry]’ tel que nous avons

A %) = 1), v € KB e )" AR | = [x)'F, VX € KR,

ott Uespace de dimension finie K" est l'image de [K*" | a travers (3.14). L'espace [K; ™ | C
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C#4dl et défini par
_1
(KR ) =M= {KR ),
avec {K%ffy} un sous-espace vectoriel de C#ddl
KN} = span({&kf, pour 0 < k < Nigy — 1})
= span({f JAF, ... ,Aszry_lﬁ })’

otl

menant d
[KR;E:;] — Span({M_lF, e (M—1N>Nkry*1M—lF})'

Remarque 3.15. Nous remarquons que la matrice A devient

A= Lyqaix#aa —N  avec N := M_%NM_%,

1 1 . , . .
car MT2MM ™2 = Iuqdix#da comme M est la matrice représentant le produit scalaire sy-
métrique dans Y2. Cela engendre un gain en mémoire et en temps de calcul considérable, en
particulier pour les grands domaines, ie Do > 100\, comme lUalgorithme itératif ne nécessite

plus Uinversion de M. De plus, nous avons alors

Nkryf Nkryf

{KRe t :span({f,ﬁf, LA 1§}> = span({f‘,ﬁf, ...,N

1~
F}).
Remarque 3.16. Il existe d’autres préconditionneurs associés a la résolution du systéme
—1 —1 prec _ —1 _ —1 prec
M AM, {XNkry} =M F, avec[xpn,,|=M; {XNkry}'

Ils généralisent Uapproche précédente ot M} = My = M2:. Les préconditionneurs a gauche
(M; = M et My = Lyqqix#dd) et a droite (My = Lyqdix#da e¢ Mo = M) donnent des
résultats similaires a la méthode employée. Pour rappel, le résidu GMRES s’écrit dans le cas
général

e IMTTAMG H{xy,, b — M 'F2

Niwy " apreCH{XNkry}HQ + Bprec

) (3.27)

otL aPC x| M Ao, BP™ = [|M] ' F||2, voir [44].

Nous remarquons que [xJ]f‘,E ] € €744l a solution du Probléme itératif UWVF discret 15,
ry
: 3 prec . jac prec P 1 . L
appartient a [K Nkry}’ te xy, € Ky, . Ainsi, nous établissons le théoréme de convergence

suivant pour le probleme de KG UWVF préconditionné.
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Théoréme 3.2 (Convergence de la méthode de KG UWVF préconditionnée). La méthode de
KG UWVF préconditionnée converge au moins au méme taux de convergence que la méthode
itérative UWVF 15. Nous avons

h h j
IE" —EX llep < v2[x" — xR iz om,

ol E?\ﬁffy = Soutxljvrf:; et EM = 8,u:x", voir la définition de cette bijection en (3.3) et dans la

Figure 3.1.

Remarque 3.17. Le Théoréme 3.2 affirme que Ualgorithme de KG converge dés que Ualgorithme
de Cessenat-Després converge. D’autre part, la Proposition 3.2 énonce que Xﬁiry € Y’g? converge
vers x" € Y avec un taux de convergence p(M_%NM_%) < 1. Ainsi, nous avons
Hxh —Xjfr;yHLf(air) e 0.
kry —>+00

Comme nous I'avons vu grace a la Proposition 3.3, la convergence de la solution numé-
rique obtenue par une méthode de Krylov est liée aux spectres des matrices étudiées. Le taux
de convergence du solveur itératif UWVF (resp. de KG préconditionné) dépend du spectre
de A (resp. A), voir la Figure 3.6 (resp. Figure 3.7). Dans cet exemple, nous vérifions bien la
propriété de contraction décrite par la Proposition 3.2 (ie valeurs propres de A dans le cercle
unité). Nous verrons que la présence de moins de valeurs propres proches de 0 (en rouge
Figure 3.7) améliorera la convergence des solveurs de type Krylov. De plus, A a un nombre
de conditionnement plus petit que A, voir le Tableau 3.2. Cela témoigne des meilleures

propriétés pour la convergence.

14

ROA)

-11

FIGURE 3.7 — Parties réelle et complexe, resp. §R(X§) et %(XK), du spectre M de la
matrice A pour Dg = 6\ et N = 52.
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Do (V) || 1 9 3 4 5 6
k(A) || 18.5 | 23.4 | 45.1 | 60.7 | 88.8 | 113
K(A) 4821109256299 | 59.8 | 60.9

TABLE 3.2 — Comparaison des nombres de conditionnement de A et de A en fonction
de 'DQ

3.4 Résultats numériques pour les méthodes itératives

de Krylov

Dans un premier temps, nous mettons en avant les bénéfices en termes de colit mémoire
de I'utilisation d’un algorithme itératif. Nous donnons en particulier celui associé au solveur
GMRES qui se révele étre du méme ordre pour 'algorithme de KG. Dans un second temps,
nous souhaitons comparer les performances des deux méthodes de Krylov développées dans
les Sections 3.2 et 3.3. Nous avons implémenté dans GoTEM3 l'algorithme de KG associé au
Probléme 19. 11 utilise la stratégie de restart et la méthode de Gram-Schmidt a un PMV par
A (voir page 128).

Remarque 3.18. Les solutions xy,,, € Y% et les fonctions test x' € YR employées dans les
Problémes 16 (ou de maniére équivalente 17), 18 et 19 sont en bijection avec E € X1 et E' €
Xé} du Probléme variationnel 10, voir (3.3) et la Figure 3.1. Comme nous Uavions briévement
suggéré grdce a la Remarque 3.3, il existe bien une bijection entre les espaces de dimension finie
Y2 et X2 Nous utiliserons la solution numérique volumique, ie E € X%, pour interpréter nos

résultats numériques dans la section suivante.

3.4.1 Gains mémoire face aux solveurs directs

Nous étudions dans cette partie le colit mémoire d'une méthode de GMRES en fonction
de la taille de I'espace de Krylov Ny, et face aux solveurs utilisant une factorisation LU.
La méthode de GMRES est moins cofiteuse qu'une méthode directe pour la résolution du
probleme de Maxwell, voir la Figure 3.8. Cependant, le solveur GMRES reste relativement
limité, au sens ou il n’est pas possible de considérer une taille de domaine supérieure a
Do = 150™2* ) avec 1To de mémoire. Ce phénomene est dii au cofit de stockage de I'ensemble
de la base de Krylov. Plus précisément, son cotit mémoire [44] en complexes double précision

est environ donné par

MEMOSMBES . — (N X Nigy + Nigy X #ddl 4 5 x #ddl + MEMA) x 16, (3.28)

ol nous avons
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— x16 pour le stockage en double précision,

— Niry X Nigy pour le stockage de la matrice L, définie par (3.26),

— Ny X #ddl pour le stockage de I'espace Krylov [Ky,, |, défini par (3.20),
— 5 x #ddl pour le stockage des vecteurs de travail, comme F par exemple,

— MEM* pour le cofit de stockage de la matrice A, qui est approché par
MEMA :=7 x N x #ddl = 7 x N? x #elem,

ou nous rappelons que #elem est le nombre d’éléments du maillage, et ou cette esti-
mation provient de la structure de la matrice A en Figure 2.9. En effet, nous devons
considérer au maximum 7 blocs matriciels (pour les 7 interactions possibles : 1 sur
I'élément lui-méme et 6 avec ses voisins, voir Sous-section 2.4.1) ayant N colonnes

par bloc ligne (ie par élément) comme nous avons N fonctions de base par élément.

Remarque 3.19. Dans Uestimation (3.28), nous négligeons notamment le coilt mémoire de

stockage des structures associées au maillage.

Le facteur Ny, est déterminant dans le colit mémoire de la méthode. En effet, a colit mé-
moire équivalent (environ 1To), la méthode de GMRES avec Ny,, = 10 x 103 peut traiter
un domaine de taille maximale Dg** = 50\ contre D{** = 150\ avec Ny, = 20, voir la Fi-
gure 3.8. Nous rappelons ici I'intérét, en ce qui concerne la mémoire, d’utiliser une stratégie

de restart avec Ny,y petit.

i 11— GD - Ordre ¢ =3
1%} F 45t NEDELEC - r = 4
102k |—— TREFFTZ LU - N =52
=) g 1 GMRES non préc. Ny, = 10 x 10°
S ]+ GMRES non préc. Ny = 5 x 10°
.% 10 GMRES non préc. Ny = 103
g i {——  GMRES non préc. Nigy = 20
= 107!
1072
1073 koo — —
10° 10! 102
Dq

FIGURE 3.8 — Colit mémoire des méthodes directes face a la méthode de GMRES non
préconditionnée pour N = 52, pour différentes tailles de I'espace de Krylov Ny.
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3.4.2 Etudes de convergence

Nous proposons d’étudier un domaine 2 = [0,10]? en longueur d’onde, oit A = 0.5 et
Rgq = 0. Nous simulons un dipble électromagnétique, dont nous rappelons la définition du

champ électromagnétique, voir [69],

o eikor 1 iko o\ R 1 ’ik() A

E™(x) = 4er{ —T—2+7+k0)(x><(dxx))+2(r—2—7)(d-x)x}, 329
1RQT o

H(x) = (" i) (x x a),

drr ~ r

otr = /(@—20)2+W—u)2+ (z—20)% x := (x,5,2) € L, x e T :=[0,1]3 ot d :=
(1,0,0)T est le moment dipolaire et xo = (5, —2.5,5) dans cet exemple.

Nous calculons la solution obtenue grice & une factorisation LU, notée E™f et choisie
comme solution de référence. Nous analysons I'erreur entre la solution de référence et les
solutions numériques des algorithmes préconditionnés de GMRES UWVF, et de KG UWVF,
respectivement notées EGMRES et EKG  Les erreurs relatives associées sont définies par le
produit scalaire hermitien de I'espace X, voir (2.2). Nous nommons cette erreur : 'erreur

relative Trefftz. Nous avons respectivement pour les deux solutions :

5 ([Eref] o [EGMRES])*M([Eref] _ [EGMRES])
€z ‘= [Eref]*M[Eref] ,
() — [EXC)"M([E"] - [EXC)

[Exef|*M[Eref] )

2
€tz ‘=

ol M est définie par (3.17).

Comme nous pouvons le voir sur la Figure 3.9, la diminution de e, au fur et a mesure des
itérations semble 1égérement plus rapide pour la méthode de KG. Cela confirme le meilleur
controle attendu de la norme Trefftz par 'approche KG UWVF. Néanmoins, des investigations
numériques plus poussées seront nécessaires afin d’évaluer si nous pouvons tirer profit de
cet avantage. En ce qui concerne le cofit de ce nouvel algorithme, des études sont encore a
mener car il est probable que notre implémentation soit moins optimisée que I'algorithme de
GMRES du CERFACS®. En effet, il s'avére qu’en termes de temps d’exécution et de mémoire,
cette derniere méthode a de meilleures performances d’environ un tiers. Nous conseillons
donc de l'utiliser, comme ses interfaces d’entrées et de sorties et ses nombreuses options sont
pratiques a manipuler.

Maintenant, nous souhaitons comparer la convergence des solveurs GMRES UWVF pré-
conditionnés ou non. Nous employons la méthode de GMRES du CERFACS®. Pour comparer
les convergences selon un méme indicateur d’erreur, nous utilisons la norme Trefftz plu-

tot que le résidu GMRES. Elle nous parait plus adaptée pour étudier, au sens physique, la
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—-— KG
— GMRES

1071 <

\\\
N

\%
1077

1079

€tz

\-\\\

®

0 50 100 150 200 250 300
Nombre d’itérations

FIGURE 3.9 — Erreur relative Trefftz en fonction du nombre d’itérations pour la mé-
thode de GMRES et pour la méthode de KG.

convergence de la solution numérique vers la solution exacte du probleme.

Nous choisissons comme solution de référence [Eﬁiry] € [Kn,, ] la solution numérique

du solveur GMRES UWVF non préconditionné convergée a e°° = 107'2 (résidu défini par
ry

(3.27)). Ensuite nous étudions l'erreur relative Trefftz entre cette solution de référence et

la solution numérique [Ex,,,] € [Ku,,] (resp. [EX" ] € [K}" ]) du Probleme 18 non pré-

conditionné (resp. 19 préconditionné) a chaque itération du GMRES jusqu’a la convergence

eNr . = 107%. Autrement dit nous calculons :
ry

o2 = ([Eg\e}iw] - [ENkry])*M<[E§\?£ry} - [ENkry])
w Ex_MEY | |

kry

(3.30)

Nous analysons les convergences des solutions des solveurs GMRES UWVF non précon-
ditionné et de GMRES UWVF préconditionné. Nous étudions un domaine sans obstacle
Q = [1,40] en longueur d’onde, avec une taille h = 1 pour les éléments du maillage.
Nous simulons un dip6le assimilé a une source ponctuelle placée a 'avant du domaine
xp = (20,—5,20). Dans le cas ou Ryn = 0, voir Figure 3.10, (resp. Rgo = 0.9, voir Fi-
gure 3.11), le solveur GMRES préconditionné utilise 25% (resp. 20%) moins d’itérations que
le solveur GMRES non préconditionné. Ainsi, la méthode avec préconditionneur de Cessenat-
Després (en orange et en bleu) a besoin de moins d’itérations que la méthode non précondi-

tionnée.
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; —  GMRES UWVF Ryq =0
\ GMRES UWVF préc. Ryq =0

.
A

—_
9
=

—_
)
w

AN

AN

0 200 400 600
Nombre d’itérations

—
=
ot

Erreur relative Trefftz

—_
3
N

FIGURE 3.10 — Courbes de convergence du solveur GMRES UWVF non précondi-
tionné et preconditionné, pour D = 40\, h = 1, Ny, = 500 et Ryo = 0.

o0 —  CGMRES UWVF Rag — 0.9
\ |— GMRES UWVF préc. Rag = 0.9
10!

FREAN
ool N

N
107* E \

1075 | N

RN

0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000

Nombre d’itérations

Erreur relative Trefftz

10}

FIGURE 3.11 — Courbes de convergence du solveur GMRES UWVF non précondi-
tionné et preconditionné, pour D = 40\, h = 1, N,y = 500 et Ry = 0.9.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons explicité une UWVF basée sur les traces numériques de
Cessenat-Després. Il s’avere que celle-ci est équivalente aux formulations dérivées dans le
Chapitre 2. En effet, le Probleme 12 de Cessenat-Després est équivalent au Probleme 9 ob-
tenu a partir des traces numériques upwind. Plus particulierement, les traces numériques de
Riemann, de type upwind ou de Cessenat-Després meénent a des formulations équivalentes.
Le processus de construction des formulations Trefftz et leur caractére bien posé est résumé
dans la Figure 3.12.

Ces différents points de vue peuvent étre utilisés au sein de deux méthodes de Krylov :
une méthode de GMRES ou une méthode de Krylov Galerkin (KG). Elles sont toutes deux
définies sur un espace de Krylov, voir le Tableau 3.3 ou nous détaillons aussi d’autres si-
militudes et différences. Dans les deux cas, nous tirons profit de la stratégie de restart, qui
permet de réduire le colit mémoire de la méthode. Dans la Section 3.3, nous avons décrit
le procédé de pseudo-orthogonalisation mis en jeu par la méthode de KG (Gram-Schmidt a
un PMV). De plus, la théorie de Galerkin nous a permis d’établir un résultat de convergence
pour le probleme UWVF de Cessenat-Després. Cette convergence a enfin pu étre accélérée
grace a la mise en place d'un préconditionneur.

L’emploi des méthodes de Krylov permet de diminuer drastiquement le colit mémoire de
la méthode de Trefftz, qui est estimé par (3.28) dans le cas du solveur GMRES par exemple.
Comme observé dans les résultats numériques de ce chapitre, il est intéressant d’utiliser
une petite dimension pour la taille de la base de I'espace de Krylov (/Vy,y petit). Cela rend
nécessaire l'utilisation de restart dans les algorithmes de Krylov mais permet la considération
de grands domaines de calcul, jusqu'a D3** = 150\ longueurs d’onde, voir la Figure 3.13,
pour Ny,y = 20 et pour un cofit MEMSMRES — 1092Go.

De plus, en comparant les résultats numériques associés a ces méthodes de Krylov, nous
nous sommes apercus quun bon compromis est l'utilisation de la méthode de GMRES du
CERFACS®. Grace a son implémentation optimisée, 'algorithme de GMRES s’est révélé étre
plus efficace en termes de temps de calcul et de colit mémoire. Toutefois, Le nombre d’ité-
rations de la méthode de KG étant légerement inférieur, de futures optimisations pourraient

mener a une meilleure efficacité.
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Probleme de Maxwell 1

A 4

Principe de réciprocité - Prop 2.1

Perturbations par des
formes consistantes - Section 2.2.1

A4

7 , C 't‘ « .7
Méthodes de Trefftz générales - Tab 2.5 riteres sur ) Coercivite

parameétres Thm 2.1
Choix particulier
de méthode
Traces upwind Solveur de Riemann Traces de CD
{ Thm 2.6 et 2.7 Thm 2.4 et 2.5 Def 3.6
Coercivité
FV-Pb9 — FV -Pb 12 Prop 2.2

. el 7
Bien ;posees

A 4

Pb point fixe - Prop 3.1 et Prop 3.2

A4

Pb itératif 15

FIGURE 3.12 — Processus de construction des différentes formulations variationnelles
de Trefftz bien posées.
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DF* = 21\ Méthodes classiques
Chapitre 1

A 4

DF*>* =35\ | Méthode de Trefftz LU
#ddl = 2 x 10° Chapitre 2

DG =150\ | Méthode de Trefftz Krylov
#ddl = 0.2 x 10° Chapitre 3

FIGURE 3.13 — Augmentation de la taille D, qu’il est possible de considérer grace
a la mise en place d’'une méthode de Trefftz directe puis de GMRES, ou Dg** est
la taille maximale atteinte dans chacun des chapitres pour 1To de mémoire, et ou
#ddl = N x #elem avec N =52 et h = 1.
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Méthodes de Krylov

Méthode de GMRES (Section 3.2)

Méthode de Krylov Galerkin (Section 3.3)

Probléme variationnel

Trouver x € Y! tel que Vx’' € Y%,

a(x,x’) = ((x)

Vu sous la forme

Trouver [x}, " | € [KNMJ minimisant

prec

IAxN,) = Flll2 XTAXY] = XTF

Trouver [x” | € [KI]’JECJ tel que V[x'] € [K?\chy

}

Equation résolue

[XTAARR] = [x]'F XA ] = [X]'F

Espace de Krylov

K% | = span( {F, AF, A°F, ..

AN IF | )

Procédé d’ortho.

GSM (Arnoldi) [92]

Gram-Schmidt 1 PMV (page 128)

TABLE 3.3 — Différences entre les deux méthodes de Krylov développées :

Galerkin (préconditionnée en bleu).

la méthode de GMRES et la méthode de Krylov

7
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CHAPITRE 4

STRATEGIES DE STABILISATION ET D’ACCELERATION DE LA

RESOLUTION ITERATIVE ADAPTEES AU CALCUL HPC
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Dans le Chapitre 3, nous avons dérivé des méthodes itératives de type Trefftz : les mé-
thodes de Krylov. En particulier, nous utilisons en pratique la méthode de GMRES dans la-
quelle la stratégie de restart permet de fortement augmenter la taille des domaines que
GoTEMS3 peut considérer. Mais le stockage de la matrice A reste important lorsque Dg, aug-

mente. Par exemple, pour D = 150\ le cofit de stockage approché de A est MEM# =
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1022Go. Pour N = 52, Ni;y = 20 et pour l'algorithme de GMRES, nous avons alors

MEMA

NIEN[CVRES ~ 91%.

Ainsi, c’est le stockage de A qui nous empéche d’étudier des tailles de scénes de calcul
Dq > 150\, Avec ce constat, nous remarquons qu’une stratégie doit nécessairement étre dé-
veloppée pour réduire MEM®. En particulier, I'idée est de ne plus stocker la matrice A mais
seulement les informations nécessaires au calcul du PMV par A. Ceci constitue la premiére
section de ce chapitre.

Dans la méme optique, nous dérivons d’autres stratégies pour répondre aux deux objec-

tifs de cette partie :
1. diminuer le colit mémoire de la méthode de GMRES de type Trefftz,

2. accélérer la convergence de la solution numérique grace a des améliorations du condi-

tionnement de la matrice A.

Plus précisément, nous dérivons une stratégie de réduction de la base d’ondes planes Y.
Cette démarche permet d’agir sur les deux objectifs de ce chapitre, a savoir la réduction du
colit mémoire de GoOTEM3 et I'amélioration du conditionnement de la matrice. Par la suite,

nous présentons un préconditionneur global, qui accélere la convergence.

4.1 Stratégie de désassemblage

L’assemblage de la matrice A engendre un colit mémoire conséquent qui devient de plus

en plus grand lorsque la taille du domaine augmente, voir le Tableau 4.1.

Dg (N) 5 10 20 100 200
#elem 012 1000 8000 106 8 x 10°
Colit avec assemblage A | 344 Mo | 2.75 Go | 22.04 Go | 2.75 To | 2204 To

TABLE 4.1 — Colits mémoire pour le stockage de la matrice A en fonction de la taille
du domaine D¢, et du nombre d’éléments #elem, pour N = 52 et h = 1.

Tout d’abord, nous mettons en place une technique de désassemblage, qui consiste a
segmenter A en blocs matriciels. Puis, nous analysons les performances de cette technique

en termes :
— de gain mémoire, grace au caractere structuré de la matrice,

— de temps de calcul, grace a l'utilisation de librairies OpenMP.
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4.1.1 Principe de la stratégie

La stratégie de désassemblage est basée sur la structure cartésienne du maillage et sur
l'utilisation des blocs de matrice élémentaires, définis par (2.53), qui composent la matrice

A. Nous rappelons ces blocs matriciels

N
0,k N 0k
Aielemvjelem = (A >€ k=1 € CNXN? ou A = a(wk WE )? (4-1)

lelemsjelem lelemsjelem Jelem’ lelem

avec iglem, jelem = 1, #elem et £,k =1, N.
Nous expliquons I'implémentation informatique de ces matrices dans GoTEM3. Nous
considérons un domaine cubique {2 maillé de cubes T' € T. Nous rappelons que 3 types

d’interactions sont possibles dans chaque élément 7T :
— élément T avec lui-méme,
— élément T avec son voisin K,
— élément T avec le bord, ie avec un élément "virtuel" K., voir la Remarque 3.1.

Chacune d’entre elle peut intervenir sur les 6 faces du cube 7'. Ainsi, les matrices élémentaires

sont stockées informatiquement en construisant les tableaux suivants :

MatInteraction(k, f,ijoc, jloc) aVeC iloc, jloc = 1, NV, (4.2)

ol ijec, jloc SONt les numéros des fonctions de base de Yf}, et avec k le type d’interaction de
I'élément T et f le type de face :

k= lui—méme, voisin, bord,
f = gauche, droite, bas, haut, avant, arriere.

Les matrices A, M et N sont constituées des blocs élémentaires, voir les Figures 2.9 et 3.2.
L’idée est de ne pas les assembler mais de générer seulement le minimum d’information
nécessaire aux PMV bloc par bloc. En effet, de par la structure cartésienne du maillage, les
matrices élémentaires se répetent et sont les mémes pour tous les élements 7' (couleurs dans

les Figures 2.9 et 3.2). Plus précisément, un PMV par A désassemblé prend la forme suivante.

function produitParA(u) result (prod)
allocate (v(N))
allocate (prod(#ddl))
do elem =1,#elem ! pour tous les elements
do f=1,6 ! pour toutes les faces
! partie du vecteur correspondant a l’element

u;,.. = u((elem — 1) x N+ 1:elem x N)
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jelem = voisin(iglem, f) ! numero du voisin
! si face sur le bord du domaine
if (type(jelem) ==Dbord) then
AlelemsJelem = MatInteraction(bord, f, :, :)
v=v+ Aielem,jelemuielem
else ! si face commune avec le voisin
AlclemsJelem = MatInteraction(voisin, f, :, :)
v = v + Alelem,jelem w,,
AlelemsJelem = MatInteraction(luiMeme, f, :, :)
v=v+ Aielem,jelemuielem
end if
end do
prod((elem — 1) X N +1:elem x N) =v
end do

end function

Le tableau voisin(ielem, f) donne I’élément voisin, numéroté jeem, de icem Vvia sa face f
(gauche, droite, bas, haut, avant ou arriére).

Le colit mémoire de GOTEM3 avec désassemblage, noté MEMGMEES | est estimé par
(3.28) o MEM? est remplacé par le cofit de stockage des tableaux élémentaires (4.2).

Plus précisément, nous avons

MEMGNRES = (Niqy X Niay + Ny % #ddl + 5 x #ddl + MEMZ,) x 16, (4.3)

des

avec
MEMZA, := 3 x 6 x N2, 4.4

ol le facteur 3 (resp. 6) fait référence aux types d’interactions (resp. aux six faces d’'un cube),
et enfin N? a la taille des blocs élémentaires (4.1). Par exemple, nous avons MEMdAes =
0.7Mo avec N = 52 et MEM#4,, = 11Mo avec N = 196. Le cofit mémoire de stockage de
la matrice A (ie des interactions entre les éléments) devient alors finalement négligeable

devant le cofit total du solveur GMRES.

4.1.2 Gain mémoire face a des systemes assemblés

Nous souhaitons observer le gain mémoire obtenu avec la stratégie de désassemblage.
Dans cette partie, nous ne distinguons pas la méthode de GMRES non préconditionnée de

MGMRES

celle préconditionnée comme leurs colits mémoire ME sont tous les deux définis

par (3.28).
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GMRES

Jon 5) d’'une méthode de

Nous comparons les cotits mémoire MEMSMEES (resp. MEM
GMRES assemblée (resp. désassemblée), pour différentes tailles Ny, de la base de 'espace
de Krylov. Il s’avere que les méthodes de GMRES avec la matrice A assemblée sont peu, et
méme de moins en moins, impactées par une diminution du nombre de vecteurs de Krylov
(Niry) lorsque la taille du domaine augmente, voir la Figure 4.1. De plus, si nous comparons
a des versions avec désassemblage, le fait de ne plus stocker la matrice A n’impacte pas le
colit mémoire du solveur GMRES lorsque Ny, > 103, voir la Figure 4.2. En revanche, le
désassemblage engendre une diminution importante de MEMSG2Y*ES Jorsque Niy < 10°.

Cette différence de colit devient de plus en plus grande lorsque Ny, diminue.

103 —e— Sans désassemblage Ny, = 5 x 10
Sans désassemblage Ny, = 103

— 102 € Sans désassemblage Ny, = 500
C% ) B {—— Sans désassemblage Ni., = 100
= 107} {—— Sans désassemblage Ny, = 20
I I
3100}
g B
D
= 107!

1072

1073k |

0 50 100 150
Dq

FIGURE 4.1 — Coflits mémoire de la méthode de GMRES sans désassemblage de A en
fonction de la taille du domaine D, et pour différents Ny,,.

En particulier, le gain mémoire avec une technique de désassemblage est représenté dans
le Tableau 4.2. Par exemple, pour Ny, = 20 et Do = 50, nous utilisons, avec le désassem-
blage, seulement 6% de la mémoire utilisée avec une méthode de GMRES sans désassem-

blage.

Niry 5x 10% | 10® | 500 | 100 | 20
Gain (%) 6.7 27 | 42 | 78 | 94

TABLE 4.2 — Gain mémoire avec un solveur GMRES désassemblé pour une taille de
domaine Dg = 50).

Finalement, nous analysons les colits mémoire d'une méthode de GMRES désassemblée
MEMGMERES face & ceux des méthodes directes ou de GMRES assemblée sur la Figure 4.3.
Nous retrouvons le facteur (Dg)* pour les méthodes avec factorisation LU, tandis que pour

la méthode de GMRES nous avons (Dg)3. Le gain mémoire engendré par le désassemblage,
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o + | —*— Sans désassemblage Ny, =5 x 10°
M e —+ Avec désassemblage Ny, =5 x 103
Sans désassemblage Ny, = 103

10° |

102 |
ol fA

AN

g Avec désassemblage Ny, = 103
e ‘ff/;,z'x Sans désassemblage Ny, = 500
= 100 |-+ Avec désassemblage Ny, = 500
\% 10-1 f 1 Sans désassemblage Ny, = 100
= {—— Avec désassemblage Ny, = 100

102 3 | —e—  Sans désassemblage Ny, = 20
i 1—— Avec désassemblage Ny, = 20

0 100 200 300 400
Dq

FIGURE 4.2 — Comparaison des colits mémoire de la méthode de GMRES avec la
stratégie de désassemblage ou non, pour différents N,,.

rendu possible grace a la structure cartésienne de la géométrie, est flagrant, voir la Fi-
gure 4.4. En effet, pour Ny, = 20, contrairement a un solveur avec assemblage ot nous
atteignions DH** = 150\, nous pouvons désormais traiter des tailles de domaine allant jus-
qua DG = 370

103fHW FIErron fiE + GD-¢g=3
HFH /’xf ? /|- NEDELEC - r = 4
102 |- 4/ 4 - TREFFTZ LU - N = 52
= ) b / f.‘ / /}p“f ] GMRES non préc. Ny, = 1000
o 10 / / /',f.f {—=— GMRES non préc. Ny, = 20
= 100 F 4 / | GMRES non préc. désassemblé Ny, = 1000
= - o / //// {—— GMRES non préc. désassemblé Ny, = 20
\5 10_1 E E
— E 3 E
= g
10—2 | ////
Fraftro:
1073} *
10° 10! 102
Dq

FIGURE 4.3 — Comparaison des cofits mémoire des méthodes directes et de GMRES
avec ou sans la stratégie de désassemblage, en échelle loglog, pour différents Ny, .

Remarque 4.1. En pratique, avec 1To de mémoire, il n’est pas possible de traiter exactement un
cas D™ = 370\, mais un domaine du méme ordre de grandeur : DE** = 315\, Ceci est dil au
colit mémoire causé par le stockage des structures (géométriques notamment) et des tableaux de

travail du code GoTEM3. En effet, ce cotit est négligé dans Uestimation de MEMSMRES en (4.3).
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103 o | o } o —— GD - Ordre ¢ =3
J,.r"r PR castes B NEDELEC - 7 = 4
102} e |- TREFFTZ LU - N = 52
CX / }W"’W 1 GMRES non préc. Nigy = 1000
2 10 '/( | GMRES non préc. Ny, = 20
2 100k / |+ GMRES non préc. désassemblé Ny, = 1000
= [ |—— GMRES non préc. désassemblé Ny, = 20
IE 1071 E 1
= §
1072
1073} |
0 100 200 300 400

Dq

FIGURE 4.4 — Comparaison des cofits mémoire des méthodes directes et de GMRES
avec ou sans la stratégie de désassemblage, en échelle semilog, pour différents N, .

4.1.3 Stratégie adaptée au calcul HPC

Nous étudions maintenant le temps de calcul associé au solveur GMRES. Nous regardons,
ici et tout au long du manuscrit, les temps d’exécution obtenus pour des résidus GMRES
égaux, définis par (3.21) ou (3.27) selon la méthode employée. De par la structure de la
fonction produitParA, voir la Sous-section 4.1.1, nous remarquons qu’elle est particuliere-
ment adaptée a une parallélisation OpenMP. Ceci permet de considérablement réduire les
temps de calcul, voir le Tableau 4.3, ou les temps d’exécution sont associés aux courbes des
Figures 3.10 et 3.11. Avec une stratégie de désassemblage, 'effet de I'utilisation des librai-
ries OpenMP est accentué. Plus précisément, la parallélisation est réalisée sur 24 threads : 2
sockets de 12 coeurs, de type Broadwell Intel®Xeon®CPU E5 — 2650v4 a 2.20GHz et & 256Go
de mémoire. Les PMV par A prennent 68% du temps total d’exécution pour une version
sans OpenMP, contre 25% du temps total d’exécution pour une version avec OpenMP. Ainsi,
I'usage de ces librairies réduit drastiquement les temps de calcul. De plus, pour une taille
de domaine Dy = 100\ par exemple, la proportion de temps des PMV par A est de 'ordre
de 20% environ pour la méthode préconditionnée ou non, voir le Tableau 4.4. L'impact de
I’OpenMP est alors accentué lorsque nous augmentons la taille du domaine. Concernant les
temps totaux d’exécution dans le cas d’une plus grande taille D, la méthode précondition-
née prend un temps du méme ordre que celle non préconditionnée (voir la deuxiéme ligne
du Tableau 4.3).

Remarque 4.2. Dans le cas du Tableau 4.3 et des Figures 3.10 et 3.11, ou Do = 40\, h = 1
et Niry = 100, 77Go de mémoire sont utilisés avec une méthode de GMRES non préconditionnée

assemblée, contre 51Go lorsqu’elle est désassemblée.

Finalement, nous pensons qu’il est préférable de privilégier un préconditionnement de
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Cessenat-Després, car il converge plus rapidement et consomme moins de mémoire (méme

pour une taille de domaine raisonnable).

Temps (s) GMRES UWVF non préc. | GMRES UWVF préc.
Sans OpenMP 3905.620 3427.433
Avec OpenMP 004.7141 473.3549

TABLE 4.3 — Temps d’exécution de la méthode de GMRES UWVF non préconditionnée
et préconditionnée, pour Do = 40\, h = 1 et Ryy = 0, pour des résidus GMRES
égaux (107%).

Temps (s) GMRES UWVF non préc. | GMRES UWVF préc.
Avec OpenMP 21800.97 21135.12
PMV par A 20.5% 19.5%

TABLE 4.4 — Temps d’exécution de la méthode de GMRES UWVF non préconditionnée
et préconditionnée, pour Dy = 100\, h = 1 et Ry = 0, pour des résidus GMRES
égaux (107%).

Remarque 4.3. Ces temps ont été obtenus sur un méme nceud de calcul et avec les mémes
options de compilation. Bien entendu, les temps en eux-mémes restent contestables dans le sens
ol ils peuvent changer selon les optimisations (de compilation ou d’implémentation). Toutefois,

les comparaisons et les proportions des Tableaux 4.3 et 4.4 sont un bon indicateur.

4.2 Stratégie de réduction de I’espace de fonctions de

base

Dans cette section, nous décrivons une stratégie de sélection des fonctions de base. C’est
une maniére de limiter le colit mémoire de la méthode de Trefftz GMRES et aussi d’accélérer
le calcul de sa solution numérique. Ce dernier aspect est lié a une amélioration du condition-
nement de la matrice associée au systéme matriciel. Des résultats numériques témoigneront

de I'intérét d’appliquer cette stratégie de réduction de base.

4.2.1 Construction d’'une base réduite

Le préconditionnement de la matrice A accélere la convergence du solveur GMRES (Fi-

gures 3.10 et 3.11). Mais des travaux précédents [9, 30, 72, 87] ont montré que les ondes
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planes de la base Y2 peuvent étre linéairement dépendantes numériquement. Cela se traduit
par une matrice M ayant un tres grand nombre de conditionnement, qui est le rapport entre
la plus grande et la plus petite valeur propre. De plus, des erreurs d’arrondis sur une petite
valeur propre de M donnent naissance a de grandes erreurs d’arrondis pour M~z (ou M~!
dans le cas ou nous utilisons une approche classique). Cela impacte alors la convergence du
solveur GMRES et peut parfois le faire diverger. Ainsi, le but de la stratégie de réduction est
de déterminer un sous espace de Y2 en ne gardant que les vecteurs propres associés aux plus
grandes valeurs propres. Cela assure une représentation de x € Y% & travers (3.14), sans le
bruit numérique pouvant étre causé par le caractére numériquement lié de la base d’ondes
planes. La matrice hermitienne M représente le produit scalaire L?(97T), voir sa définition en
(3.17). De par la structure cartésienne du maillage, la matrice M est en fait une répétition
du bloc matriciel élémentaire Mee™ ¢ CV*N | voir la Figure 3.2. Cette derniére est définie
par

N . .
Mo = (M L), e VN o Mg = (wslob wslob)

lelemlelem lelemslelem

L2 (07"

ol igioh = (felem — 1)N + £ et igioh = (iclem — 1)V + k. Sa diagonalisation s’écrit
Melem — TelemAelem<Telem)* avec Telem c RNXN et Aelem c RNXN’

ol T¢*™ est la matrice orthogonale de vecteurs propres et A°°™ est la matrice diagonale des

valeurs propres satisfaisant
A=Ay > -0 > Ay avec AJ§™ =), pourl=1,N.

La réduction de base consiste dans un premier temps a sélectionner les N,.q vecteurs propres

associés aux plus grandes valeurs propres de M a partir du critére suivant :
)\Nred 2 )\15 > )\Nred+17

ou la valeur seuil e > 0 contréle la précision relative de cette approximation. Ces vecteurs

sont alors collectés dans la matrice rectangulaire T¢™ définie par
(ngém)&k = (Telem)&k pour ! = 1,N et k= 1aNred~
La matrice des valeurs propres réduite est donnée par

ASI™ o= (TSln) MO TEk € RVt Mo,
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Nous associons a chaque vecteur propre une fonction normalisée notée wi’ ., de l'espace
m oy
h

Y7

N 1

n o elem - N _
Wielemvred T Z(Tred )Z,’VZ)\TZ Wielem’ oun = 1’ Nred'
=1

Nous définissons enfin I'espace réduit Y/ ., dans lequel la solution réduite sera recherchée

Yf},red := span({w}’ cn=1,...,Nwa}) C Y5,

lelem7red

ou T est 'élement de numéro iqe, du maillage 7. La solution numérique réduite s’exprime

alors dans la base de départ et dans la base réduite

T AN L ¢
Xred = Z [Xred]e Wielem - Z {Xred}f Wielem,redv
(=1 /=1

avec [Xyedls (resp. {Xyed }¢) les coordonnées dans la base de départ (resp. dans la base ortho-

gonale réduite) liées par
1
T 1 lem\~ 3% T
[xred] = Tl?e%m(Ae em)regl {Xred}'

Remarque 4.4. Nous notons #ddleq := Nyeq X #elem, le nombre global réduit de degrés de

liberté. Les matrices globales réduites

Tyoq € CHUHALct  op A C#ddheax#ddlea

s’'obtiennent facilement par un assemblage diagonal des blocs matriciels élémentaires TS €
(CNXNred et A?é%m c CNredXNred‘

Cela méne a un probléme UWVF réduit utilisant moins d’inconnues et défini sur Y2 . C

Y%, 11 est par conséquent moins cofliteux & résoudre numériquement.

Probleme 20 (Probleme UWVF réduit). Le probléme UWVF réduit s’écrit

h
Trouver X;eq € Yqued, tel que nous avons

a(xred> X{red) = I(X;ed)v ined € Y‘]Jl’,redﬂ (45)

ou de maniére équivalente :

Trouver {Xyeq} € C#ddked  tel que nous avons

(X! g} Aved{Xred} = {Xloq Freas V{x\oq} € CPdled o £ddleq := Nyeq X #elem,

avec

_1 _1 _1
A = Aregl T:(ed AT,.q Areg{ et Freq = Aregl T:(ed F, (4.6)
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oll T\eq et Aeq sont définies par la Remarque 4.4.

Remarque 4.5. La réduction de base associée a Uespace Y2 _, peut étre interprétée comme un
préconditionneur symeétrique, voir (4.6), et est donc en adéquation avec U'approche KG UWVF,

voir le Probléme 19.

Comme Y"}’md C Y%, la théorie de convergence établie dans la Proposition 3.2 reste vraie
pour le systeme réduit (4.5). Par conséquent, le Théoreme 3.2 donne une méthode itérative
UWVF GMRES réduite convergente.

Par ailleurs, nous remarquons que M devient la matrice identité, mais de dimension

#ddl,eq cette fois-ci (voir la Remarque 3.15),

1 1
o 1
L ddleq x#ddleq = Aped TreaMTred A g -

Remarque 4.6. Le préconditionneur de Cessenat-Després est alors automatiquement contenu
dans la formulation réduite. Le Probléme de KG UWVF 19 peut aussi s’écrire en version réduite :

prec,red prec,red
ek Ny

Trouver x5 , tel que nous avons
kry

prec;red _/\ ! / prec,red
a(xNkry ,x' ) =1(x"), vx' € KNkry ,

.y JSR prec,red prec,red #ddlyeq
ou de maniére équivalente {XNkry }e {KNkry } € C#ddhed tel que nous avons

’ d 5 d
() Area (R0 = [ Frea, IX} € (KRN,

‘ . o d . d
ol lespace de dimension finie K" est l'image de {K}. "™
ry T

{Kﬁ’\fffy’red} est défini par

} a travers (3.14). L’espace

y

(R i span({Fred, AvedFreds - AN 1B}
Nyry—
= span({Frea, NeeaFred, -+, Nyt Fiea}).

En utilisant le solveur GMRES pour résoudre le Probleme 20, nous avons le colit mémoire

suivant
MEMGYRES = (Niy X Ny + Nicry X #ddlreq + 5% #ddlreq + MEMA, o0) X 16, (4.7)
ou, similairement a (4.4), nous avons
MEM{ req i= 3 X 6 X N2

Le terme dominant est maintenant Ny, X #ddl,eq au lieu de N,y x #ddl. La valeur de
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MEMZMRES vis & vis de MEMY*5 dépend clairement de la valeur seuil ¢, qui détermine
le nombre réduit de fonctions de base N,.q. Cependant, ¢ doit étre choisi de telle sorte a
diminuer le coit mémoire de la méthode sans pour autant dégrader la solution numérique
obtenue. C’est pourquoi nous ne présentons pas les courbes mémoire de MEM%\;{&ES lorsque
la taille D, du domaine augmente. Il s’agit surtout de trouver un bon compromis pour amé-
liorer le conditionnement du systéeme tout en maintenant une précision suffisante pour la

solution numérique.

4.2.2 Impact du nombre de fonctions de base sur la solution nu-
mérique
En filtrant la base d’ondes planes par I'intermédiaire du produit hermitien M, nous uti-

lisons localement un nombre réduit de fonctions de base, noté N,.q. Cette quantité dépend

de la valeur de ¢ et de la taille de chaque élément A, voir les Tableaux 4.5 et 4.6.

1075 [ 107® | 107* | 1072 | 1072 | 107! 1

0.25 52 46 36 30 16 6 0
0.5 52 52 52 46 42 30 6
1 52 52 o2 o2 52 52 42

TABLE 4.5 — Valeurs de N,.q en fonction de ¢ et h, lors de la réduction d’une base
contenant NV = 52 ondes planes.

10716 (107 1078|107 | 107 | 1077 | 1075 | 107* | 1073 | 1072

0.25 || 180 | 175 | 154 | 126 96 70 48 36 30 16
0.5 196 | 196 | 190 | 186 | 174 | 132 96 84 70 48
1 196 | 196 | 196 | 196 | 196 | 190 | 180 | 174 | 148 | 114

TABLE 4.6 — Valeurs de N,.q en fonction de ¢ et h, lors de la réduction d’une base
contenant N = 196 ondes planes.

Les valeurs propres sont représentées dans les Figures 4.5 et 4.6 pour N = 52 et N =
196 respectivement. Comme nous pouvons le voir elles dépendent de la taille h de chaque
élément du maillage. Grace a ces figures nous voyons rapidement qu'une troncature a un

seuil € donné induira une diminution du nombre de fonctions de base.
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1 ]
10§ 1. n=

|~h=05
— . {eh=0.25

1071 | T Saniaiaiaiad

L

103 ,,,,,,

Valeur propre

010 20 30 40 50

FIGURE 4.5 — Valeurs propres classées par ordre croissant en fonction du pas de
maillage A utilisé pour N=52.

+ h =
1
0 T | h=05

£ 10 . A
= o
2. -
5 107? =
'Es =
- 10—14 ﬂ

10719
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FIGURE 4.6 — Valeurs propres classées par ordre croissant en fonction du pas de
maillage A utilisé pour N=196.

Avec la stratégie de réduction, le colit mémoire de la méthode de GMRES désassemblée
réduite, voir (4.7), dépend majoritairement de la valeur de Ny, x #ddleq. En effet, dans
Pespace de Krylov, nous avons Ny, vecteurs de la méme taille que F,oq € C#ddled, Pour une
grande scene de calcul, Do = 200\ par exemple, les cofits de stockage (en Go) du second

membre sont donnés a titre indicatif en Tableau 4.7 en fonction de Nyeq.

N =196 | N =52 | Nwea | 175 | 96 | 48 46 36 30 24 16 6
25.1 6.66 Frea | 2241123 | 6.14 | 5.89 | 461 | 3.84 | 3.07 | 2.05 | 0.77

TABLE 4.7 — Cotlit mémoire (en Go) pour le stockage du vecteur F et le vecteur réduit
F..q en fonction de N,.q, dans le cas oit D = 200\ (ie #elem = 8 x 10° si h = 1).

Nous nous proposons désormais de regarder 'impact du nombre de fonctions de base
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sur la solution numérique. Pour cela, nous simulons un dipble électromagnétique défini par
(3.29), placé a l'avant du domaine, ie xo = (9.5, —20,9.5). Celui-ci se propage dans un do-
maine 2 = [0,20]3 oll nous placons trois tiges pour lesquelles nous imposons une condition
de métal parfait sur leur bord, ie (v;E)|r = 0. Lors d’une simulation ou la taille des éléments
est h = 1 et ou N = 52, voir la Figure 4.7, nous observons clairement des discontinuités aux
interfaces entre les éléments. De plus, en comparant avec les Figures 4.8 et 4.9, nous remar-
quons que nous perdons beaucoup d’information en maillant si grossiérement. En effet, un
maillage avec h = 0.25 (Figure 4.9) donne une visualisation nettement meilleure au sens ou
la solution numérique ne présente pas de discontinuités apparentes et ol le comportement

de 'onde électromagnétique parait plausible compte tenu de la configuration étudiée.

Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 0.1 015 0.2 0.25 03 3.9e-01

— | D —

FIGURE 4.7 — Coupe perpendiculaire a I'axe x ou 'amplitude du champ électroma-
gnétique associé a un dipole électromagnétique est représentée, dans le casou h = 1
et ou les trois tiges sont des objets parfaitement conducteurs.

Par conséquent, nous étudions, dans le cas ou h = 0.25, la convergence de la solution
numérique du Probléme 20 vis a vis du parametre . Afin de comparer la solution numérique
avec la solution exacte E®*, nous simulons un dipdle électromagnétique, toujours défini par
(3.29). Nous prenons un domaine €2 = [0, 5]® sans obstacle & l'intérieur, maillé avec h = 0.25,
et oll Ry = 0. Ce domaine est de taille petite face a ce que nous pouvons considérer avec le
solveur Trefftz. Néanmoins, cela va nous permettre de comparer, a ¢ fixé, les précisions de

e,LU

o » obtenue a partir d'une factorisation LU,

— la solution E

— la solution obtenue par une méthode de GMRES, notée EZ:GMF | convergée a s =
ry

prec

10712 (voir la définition de e},° en (3.27)) et pour Ny, = 100.
kry
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Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 0.1 015 0.2 0.25 0.3 3.7e-01

_*l H

FIGURE 4.8 — Coupe perpendiculaire a 'axe x ou 'amplitude du champ électromagné-
tique associé a un dipOle électromagnétique est représentée, dans le cas ou h = 0.5
et ou les trois tiges sont des objets parfaitement conducteurs.

148
Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 0.1 0.15 0.2 025 03 3.7e-01

— | —

FIGURE 4.9 — Coupe perpendiculaire a I'axe x ou 'amplitude du champ électromagné-
tique associé a un dipole électromagnétique est représentée, dans le cas ou h = 0.25
et ou les trois tiges sont des objets parfaitement conducteurs.

. . . MRE! o 7 .
Les erreurs relatives entre la solution analytique E®* et ]Efég RES (ou de maniére équivalente
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Efé'c‘iu), sont définies par

||E6,ref _ EeXHOO .
€ ._ red h _ hio .
oo *= IE*]oo o ou[[E e = E%%E (xi),

\ meref e, GMRES e, LU . N .
oun E ;" = E 4 ou E 7" et avec 27 points (x;);=1,27 € (2. Ces coordonnées sont as-

tucieusement choisies de telle sorte a calculer la norme dans différentes zones du domaine
Q.

Les valeurs de e sont de l'ordre de 2% lorsque ¢ < 10~%, voir les Figures 4.10 et 4.11.
Cette erreur d’approximation est la méme pour Efél(‘iu et pour Efég‘MRES. Ainsi, nous pouvons
dire que nos solveurs, direct et itératif, limitent les erreurs d’arrondis.

Par ailleurs, plus ¢ devient grand, plus N,.q devient petit. Cela méne a la fois a une
réduction du temps de calcul et du coit mémoire, voir les Tableaux 4.8 et 4.9. Dans ces
tableaux, nous élaborons un récapitulatif des résultats numériques obtenus pour calculer la

solution LU Efé'&u et la solution GMRES EfégMRES en fonction de ¢.

Remarque 4.7. Le Tableau 4.8 met a nouveau en avant les limites mémoire des solveurs directs.
En effet, pour un probléme non réduit (ie ¢ = 107%), la factorisation LU cofite en mémoire plus
de 10? fois plus cher qu’avec une méthode de GMRES (voir le Tableau 4.9).

5 1076 | 107 | 107* | 1073 | 1072

Nied 52 46 36 30 16
Temps pour ES5Y (s) || 5.7624 | 4.5768 | 3.2300 | 1.9434 | 0.6205
Mémoire (Go) 108.711 | 86.996 | 51.772 | 35.016 | 9.855

TABLE 4.8 — Résultats numériques pour obtenir la solution de référence E55’ en

fonction du seuil de réduction de base ¢ pour un domaine Dy = 5\, h = 0.25 et
N = 5H2.

Enfin, nous étudions pour ¢ fixé l'erreur relative Trefftz (définie par (3.30)) entre la

solution GMRES convergée a eﬁ’vrfr‘; = 10712, Ef}ﬁMRES, et la solution GMRES convergée

a e} = 1078, notée EZ 4, voir la Figure 4.12. Il savére que la réduction n’accélere que
kry re:
trés légérement la convergence du solveur GMRES, en termes d’itérations, sauf pour le cas
¢ = 1072 ol nous utilisons moins d’itérations. Dans la suite, nous affinons notre étude dans
le but de savoir si ce seuil permet d’obtenir une solution numérique précise.
Les gains mentionnés précédemment incitent a considérer des valeurs seuil £ grandes.
Toutefois, nous devons trouver un bon compromis afin de réduire les cofits tout en préservant
la précision de la solution numérique. Compte tenu de la courbe d’erreur relative avec la

solution exacte du dipdle, en Figure 4.11, nous pensons quun choix raisonnable est e = 1074,
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€ 1076 1075 1074 1073 1072
Nied 52 46 36 30 16
#ddlyeq 6500 5750 4500 3750 2000
Temps pour EZGMRES (s) 7189 5594 3420 2364 614
Mémoire (Go) 0.023 0.019 0.013 0.010 0.004
€o 1.6x1072 | 1.6x1072 | 2.2x1072 | 4.1x1072 | 0.23
TABLE 4.9 — Résultats numériques pour la solution de référence E=GM (conver-

prec

gence a e Ny = 107'2, avec Ny, = 100), en fonction du seuil de réduction de base e
pour un domaine Dg = 5\, h = 0.25 et N = 52.

1071}
/
e ‘//

10°% 10°® 10~* 10=% 1072
13

102}

FIGURE 4.10 - Erreur relative infinie entre la solution obtenue par une factorisation
LU, notée Eféﬁu, et la solution exacte du champ généré par un dipole électromagné-

tique localisé en xy = (2.5, —0.5,2.5), Do = 5\, h = 0.25, Ryq = 0.

pour lequel nous obtenons €5, ~ 2% d’erreur, voir le Tableau 4.9. Nous confirmons aussi
ce choix visuellement. Les Figures 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20 représentent, pour différentes
valeurs de ¢, 'amplitude du champ du dipole électromagnétique et la composante x du
champ électrique EfégMRES. L’onde se propage vers la droite dans €2 sans obstacle. Nous
comparons ces représentations a celle de la solution non réduite (prise comme référence) en
Figure 4.21. Les visualisations conformes a cette derniére sont celles associées a4 ¢ < 1074
(Figures 4.19 et 4.20). Ainsi, bien que le solveur GMRES converge pour ¢ = 1072, voir
la Figure 4.12, nous écartons cette possibilité visuellement (Figure 4.17) et aussi grace a
son erreur relative avec la solution analytique (e, = 23% dans le Tableau 4.9 ou dans la
Figure 4.11).

Maintenant, nous étudions le cas d'une stratégie de réduction appliquée a un probleme

UWVF préconditionné résolu par GMRES ou N >> 52. Par exemple, nous choisissons N =
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.

10~}
/
R ‘//

10°% 10°®> 10~* 10=% 102
13

102}

FIGURE 4.11 - Erreur relative infinie entre la solution obtenue par le solveur GMRES,

notée ]EféSMRES, et la solution exacte du champ généré par un dipdle électromagné-

tique localisé en xy = (2.5, —0.5,2.5), pour N = 52, D = 5\, h = 0.25, Rypq = 0.

10° GMRES UWVF réduit e = 1072
— GMRES UWVF réduit € = 1073
L — GMRES UWVF réduit e = 1074
10 — GMRES UWVF réduit ¢ = 10-°
GMRES UWVF non réduit
< 1074 ~
106 \
108

0 50 100 150 200 250 300
Nombres d’itérations

FIGURE 4.12 — Erreur relative Trefftz entre la solution GMRES réduite E:; et la

. /4 V4 M E V4 Y —
solution de référence E-GM™S | convergée a e = 10712 pour Dg = 5), h = 0.25,

Rpqo =0et N = 52.

196 ondes planes. Dans ce cas, ’'algorithme de GMRES préconditionné non réduit ne converge
pas, voir la Figure 4.13. Cette courbe met en avant les problémes de conditionnement de la
méthode lorsque trop d’ondes planes sont considérées face a la taille h de chaque élément.
Il est alors nécessaire d’appliquer une stratégie de réduction de base.

De la méme facon que précédemment nous analysons l'effet des valeurs de ¢ sur :

— la précision de la solution GMRES EfﬁMRES, convergée a e}*° = 107! dans le cas
ry
N =196 et Ny, = 100, par rapport a la solution exacte E®¥,

— la vitesse de convergence du GMRES (en termes d’itérations et de temps d’exécution),
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| —  GMRES UWVF non réduit
GMRES UWVF réduit € = 1077
10-2 \\

0 02 04 06 08 1 12
Nombre d’itérations .14

FIGURE 4.13 — Convergence des solutions numériques GMRES UWVF précondition-
nées : non réduite et pour ¢ = 1077, pour N = 196, xg = (2.5, —0.5,2.5), Dg = 5\,
h =0.25, Rgq = 0.

— la mémoire utilisée pour obtenir la solution numérique EZ_; convergée a e}*° = 1078
kry

(ou de maniere équivalente IEZSMRES).

Tout d’abord, la solution GMRES converge vers la solution exacte, voir la Figure 4.14.
Nous observons que l'erreur ¢S associée au ¢ le plus petit est nettement plus faible (de
lordre de 10~7) que lorsque nous avons considéré N = 52 (de l'ordre de 1072), voir la
Figure 4.11. En ce sens, nous pouvons dire qu’il semble préférable d’'utiliser une taille plus
grande pour la base d’ondes planes, en sélectionnant ensuite les meilleurs modes grace a la
réduction. Ainsi, nous ferons face a moins d’erreurs d’arrondis.

Par ailleurs, la vitesse de convergence de la solution E_;, en termes d’itérations, est accé-
1érée de l'ordre de 15% entre la solution & ¢ = 1072 et celle & ¢ = 10716, voir la Figure 4.15,
ol nous avons calculé l'erreur Trefftz entre ES_ ; et ]EfégMRES (respectivement convergées a
R =107 et e =10""2).

Maintenant, nous allons observer les gains en termes de temps de calcul et de colit mé-
moire, lorsque la valeur de ¢ devient grande. Nous choisissons comme valeur de référence
e = 1076, voir Figure 4.30. Ce choix est discutable vis a vis de 'erreur d’arrondi mais la
Figure 4.14 montre la fiabilité de la solution méme pour ce seuil de troncature. Nous com-
parons sa visualisation a celles obtenues pour toutes les autres valeurs de e considérées, voir
les Figures 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29. Dans cette configuration, nous choi-
sissons ¢ = 10~° comme compromis judicieux a adopter pour le seuil de réduction. En effet,
nous observons visuellement une différence avec la solution de référence dés que ¢ < 107°.
Un bilan des résultats numériques pour chacune des solutions EfﬁMRES est effectué dans

les Tableaux 4.10 et 4.11. Nous remarquons que nous avons une erreur ¢5_ > 2% dés que
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¢ > 10~*. En confrontant les résultats pour ¢ = 10~!6 et pour ¢ = 107, nous avons réduit
de 94% le temps de calcul et de 75% la mémoire utilisée pour calculer la solution numérique

ae=1075.

01| /
0| ~
W8 1070 /

07 /
107}

=

1076 % —

10717 107 107" 107 10=°> 1072
g

FIGURE 4.14 — Erreur relative infinie entre la solution de référence obtenue par le
solveur GMRES UWVF préconditionné réduit, notée E55" et la solution exacte
du dipole électromagnétique, pour différentes valeurs de ¢, pour N = 196, x, =

(2.5,—-0.5,2.5), Do = 5\, h = 0.25, Ry = 0.

€ 10716 1071 10~1 107°
Nied 180 154 126 96
#ddl,eq (x10%) 1440 1232 1008 768
Temps pour E ; (s) 4121 2936 1888 1085
Mémoire (Go) 0.151 0.129 0.105 0.080
e 6.35x1077 | 1.42x107% | 5.563x107% | 4.83x107°

TABLE 4.10 — Résultats numériques pour la solution GMRES UWVF réduite E% MRS

prec

(convergence a e Ny = 10712, avec Ny = 100), en fonction du seuil de réduction de
base ¢ pour un domaine Dg, = 5\, h = 0.25 et N = 196.

Nous avons aussi testé I'effet de la réduction sur des cas avec obstacles et pour N = 196.
Nous doublons la taille du domaine étudié, ie Q2 = [0,10]3, dans lequel nous plagons un
gobelet parfaitement métallique. Nous choisissons toujours h = 0.25 et Ry = 0. Cette fois-
ci nous prenons comme solution de référence celle obtenue avec ¢ = 10~ 7. Effectivement,
comme nous avons pu le constater, ce seuil de troncature donne une solution numérique
précise (voir la Figure 4.14). Nous obtenons des résultats semblables a la configuration sans
obstacle, au sens o1 un bon compromis parait étre ici ¢ = 10~* et entraine une diminution

du temps de calcul et de la mémoire utilisée, voir le Tableau 4.12 et la Figure 4.16.
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— GMRES UWVF réduit € = 1072

oo\ — GMRES UWVF réduit € = 1073

\ —— GMRES UWVF réduit & — 10-*

L0-3 — GMRES UWVF réduit ¢ = 107

) —— GMRES UWVF réduit ¢ = 107

< 10-5 — GMRES UWVF réduit ¢ = 10~

\ \ GMRES UWVF réduit e = 10~

GMRES UWVF réduit ¢ = 1013

1077 \\ NN [— GMRES UWVF réduit & = 10-16
1079

0 100 200 300
Nombres d’itérations

FIGURE 4.15 — Erreur relative Trefftz entre la solution GMRES réduite E:; et la

solution de référence ]EiﬁMRES obtenue par un solveur GMRES convergé a e‘]{,rf:; =

10712, pour Do = 5\, h = 0.25, Rgq = 0 et N = 196.

5 1077 1075 1074 1073 1072

Nred 70 48 36 30 16
#ddl,eq (x10%) 560 384 288 240 128
Temps pour E; 4 (s) 496.1 254.9 141.8 99.68 25.61
Mémoire (Go) 0.058 0.04 0.03 0.02 0.01
e, 6.46x107% | 6.33x1073 | 2.39x 1072 | 4.59x1072 | 0.59

TABLE 4.11 — Résultats numériques pour la solution GMRES UWVF réduite ES 5 "

(convergence a e‘ﬁff = 107", avec Ny, = 100), en fonction du seuil de réduction de

base ¢ pour un domaine D, = 5\, h =0.25 et N = 196.

.

4
1%%@@00»

2 B
Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 4 6 8 1l.le+01
S T —

w
Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 4 6 8 1l.le+01
S —

Amplitude du champ électromagnétique
0.0e+00 4 6 8 1l.le+01
S W . —

FIGURE 4.16 — Amplitude du champ électromagnétique se propageant dans un gobe-
let parfaitement métallique, pour N = 196 et pour (de gauche a droite) : ¢ = 1072,
e=10"%ete =10"".
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£ 1077 [ 1074 | 1072
Mémoire (Go) | 0.56 | 0.28 | 0.13
Temps (h) 55 | 11.3 | 0.58

TABLE 4.12 — Résultats numériques du cas avec gobelet associés a la Figure 4.16,
pour N = 196.

Ces constats témoignent tres clairement des gains obtenus en utilisant une stratégie de
réduction de base. D’une part, dans le cas ot N = 196, la stratégie est primordiale au sens ou
elle permet a la solution de converger. D’autre part, elle permet d’améliorer le conditionne-
ment du probléme de Trefftz en sélectionnant des fonctions de base appropriées pour décrire
la solution numérique. Enfin, elle apporte aussi des gains en termes de temps de calcul et de
mémoire du solveur GoOTEM3.

Pour perfectionner cette stratégie, une idée serait de choisir des valeurs grandes de ¢ au
début des itérations GMRES. Cela privilégierait 'aspect propagatif de 'onde, qui a besoin
de moins d’ondes planes pour étre décrit par la solution numérique. Au bout d’un certain
nombre d’itérations (selon un critere de précision de la solution par exemple), nous sélec-
tionnerions une valeur plus petite pour ¢ afin de traduire correctement les continuités dans la
description de la solution numérique. Toutefois, nous n’avons pas investigué cette possibilité

dans cette these et cela reste une perspective a exploiter.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du dlpole electromagnethue
3.9e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.6e+00 -2 3.2e+00
S E—— S E— | \ SE—

FIGURE 4.17 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique ES5M ™ pour N = 52 et
e = 1072; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

ESSMRES (3 droite) pour Dg = 5), h = 0.25 et Ry = 0.
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)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du dlpole electromagnethue
3.9e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.6e+00 -2 3.2e+00
S R N — L . \ |

FIGURE 4.18 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique ES5V " pour N = 52 et
e = 107?; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EGMRES (4 droite) pour Dg = 5, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du dlpole electromagnethue
3.9e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.6e+00 -2 3.2e+00
S E— - S — L - \ ]

FIGURE 4.19 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoéle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique ]Ereg’ RES pour N = 52 et
e = 107*; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (é droite) pour D = 5, h = 0.25 et Ryq = 0.
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)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du dlpole electromagnethue
3.9e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.6e+00 -2 3.2e+00
_ | o \ |

FIGURE 4.20 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipéle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique E=SM™ pour N = 52 et
e = 107°; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (a droite) pour Dg = 5A, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
7.3e-01 4 6 8.5e+00 -5.6e+00 -2 3.2e+00
I R — L S—— \ |

FIGURE 4.21 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique EZSM™ pour N = 52 et
e = 107%; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (a droite) pour D = 5\, h = 0.25 et Ryg = 0.
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)))

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du dlpole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
IS S N — | L \ |

FIGURE 4.22 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé a la solution numérique E2SM™ pour N = 196 et
e = 107%; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (a droite) pour Dg = 5A, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
I N—— S — L —— l |

FIGURE 4.23 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 107%; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EjegMRES (a droite) pour D, = 5\, h = 0.25 et Ry = 0.
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)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
IS S S — | L 1 |

FIGURE 4.24 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipéle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 107%; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (a droite) pour Dg = 5A, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
S —— L —— 1 |

FIGURE 4.25 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipo0le, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 107°; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

E;SMRES (a droite) pour D = 5\, h = 0.25 et Ryq = 0.
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)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
IS S S — | L 1 |

FIGURE 4.26 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipdle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 1077; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

EfegMRES (a droite) pour Dg = 5A, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
S —— L —— 1 |

FIGURE 4.27 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 107?; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

E;SMRES (a droite) pour D = 5\, h = 0.25 et Ryq = 0.
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))

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
IS S S — | L 1 |

FIGURE 4.28 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipéle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
e = 1071%; sa magmtude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

E;SMRES (a droite) pour D = 5\, h = 0.25 et Ry = 0.

)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
S —— L —— 1 |

FIGURE 4.29 — Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipoOle, situé
en xo = (2.5, —0.5,2.5), associé a la solution numérique EZGM*™ pour N = 196 et
= 10713; sa magnitude (& gauche) et la composante x de son champ électrique

E;SMRES (é droite) pour Dy = 5, h = 0.25 et Ryq = 0.
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)

Amplitude du champ électromagnétique Champ électrique du d1pole electromagnethue
2.7e-01 2 4 6 8.5e+00 -5.7e+00 -2 3.2e+00
L L | | L } |

FIGURE 4.30 - Visualisation du champ électromagnétique généré par un dipdle, situé
en xo = (2.5,—0.5,2.5), associé 4 la solution numérique EZSM™ pour N = 196 et
e = 10716; sa magnitude (a gauche) et la composante x de son champ électrique

Efe(d;MRES (‘a droite) pour D = 5\, h = 0.25 et Ry = 0.
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4.3 Stratégie d’un préconditionneur global

Dans cette section nous décrivons un préconditionneur qui a pour but d’accélérer la
convergence de la méthode. Pour mettre en lumiere cette approche, nous étudions le spectre

de la matrice préconditionnée et les gains en temps et en itérations de cette mise en place.

4.3.1 Définition du préconditionneur

Les ondes électromagnétiques étudiées se propagent dans tout le domaine. Cet aspect
encourage a la mise en place d’'un préconditionneur "global", au sens ou il n’implique pas
seulement des interactions locales. Une approche similaire a été introduite dans [97]. Nous
en proposons une alternative basée sur différents sous-ensembles de faces (gauche/droite,
avant/arriere, bas/haut) des éléments cubiques du maillage. Cela méne a trois décomposi-
tions régulieres-singulieéres [23] M — N de A. Ces derniéres sont associées aux trois formes
sesquilinéaires suivantes, définies a partir du Probléme 13 de Cessenat-Després et de I'espace

d’ondes planes Y.

Définition 4.1. Pour tout x € Y2 et pour tout x' € Y%, nous définissons les trois formes

sesquilinéaires K*/Y/7 (k*, kY, k?) et leurs matrices associées N*/¥/z ¢ C#ddx#ddl gy

kX/Y/Z(X,X/) — Z Z (Hux7uTxl)L2(F) — [X/]*NX/Y/Z[X],
TeT FE?’XT/y/zﬁ?int ‘

ol nous définissons par
— JT Pensemble des faces gauche et droite de T,
— ’J"yT Uensemble des faces avant et arriére de T,
— 37T Pensemble des faces basse et haute de T.

De plus, les trois matrices réguliéres associées sont définies comme M*/¥/Z := A + N*/¥/z,

¥

FIGURE 4.31 - Structures des matrices de la décomposition dans la direction x pour
Dg = 3 : la matrice M* a gauche, et la matrice N* a droite.
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W

FIGURE 4.32 — Structures des matrices de la décomposition dans la direction y pour
Dg = 3 : la matrice MY a gauche, et la matrice NY a droite.

FIGURE 4.33 — Structures des matrices de la décomposition dans la direction z pour
Dq = 3 : la matrice M* a gauche, et la matrice N* a droite.

Ainsi, nous associons a ces trois décompositions régulieres-singuliéres, trois précondition-
neurs [y] = P*/Y/ZF. Soient [y] € C#dd! et [x] € C#44! nous introduisons les trois schémas
itératif suivants

M*/¥/?[y] = F.

Mais en appliquant seulement I'un de ces préconditionneurs, nous ne transmettons pas
I'information dans tout le domaine a chaque itération du solveur GMRES. En pratique, nous
proposons alors de les combiner, de telle sorte a obtenir un préconditionneur global impli-

quant les trois directions x,y et z :

M*[x°] = F,
MYx!] = F+ N,
M?ly] = F+N?x!].

Ce nouveau préconditionneur associe a F le vecteur [y] € C#4d., Ainsi, nous obtenons une
méthode itérative de la forme [y] = P*Y*F. Cela nous introduit un inverse approché du sys-

teme linéaire A[x| = F. C’est pourquoi cette méthode itérative définie un préconditionneur
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global appliqué au Probléme non préconditionné de KG UWVF 18,
PY*A[x] = PY*F,

ol nous utilisons un préconditionnement a gauche et ou

PY7 = (M?) ' 4+ (MP) T INF (M) T 4 (M) TN (M) I INY (V)
La version réduite de ce préconditionnement existe aussi. Le préconditionneur global

réduit est

1 1 1 1

P;(ZE{ = (Mzred) _l+ (Mzred) - Nfed (Myred) _1+ (Mzred) - Nxzred (Myred) - Ni/ed (Mﬁed) i

Nous ne donnons pas ici de théorie assurant la convergence du solveur GMRES précondi-
tionné & gauche associé a P)Y3. Cependant, deux caractéristiques de ce nouveau précon-
ditionneur peuvent étre mises en avant. D’'une part, I'idée de définir un préconditionneur
"global" provient, comme nous ’avons mentionné précédemment, de I'aspect propagatif des
ondes électromagnétiques. Plus précisément, avec les sous-ensembles de faces et les appli-
cations successives des préconditionneurs P*/¥/2, nous espérons communiquer I'information
d’un bout a l'autre du domaine (dans les trois directions x, y et z), et cela plus rapidement
qu’avec un préconditionneur de Cessenat-Després. D’autre part, dans les nombreux cas que
nous avons testés, le spectre de P}Y A q est concentré autour de 1 (voir la Figure 4.35),
et enleve les petites valeurs propres présentes pour A,.q (en rouge dans la Figure 4.34) qui
ralentissent la convergence. Dans la Figure 4.36, nous étudions l'erreur relative de la norme
du résidu définie par
. . lAB—F|
IF

Le domaine étudié est Q = [0,200] x [0,40] x [0,40] et a des éléments de taille h = 1. Nous
optons pour un seuil de troncature ¢ = 107 et N = 196, de telle sorte qu’il n’y a pas de
"réelle" réduction, voir le Tableau 4.6. L'utilisation de la matrice préconditionnée P7{A cq
permet d’avoir nettement moins d’itérations qu’avec la matrice A,.q, voir la Figure 4.36. En
effet, a précision égale, de I'ordre de 1% pour le résidu GMRES, nous utilisons 343 itérations
avec le préconditionneur global contre 1441 avec le préconditionneur de Cessenat-Després,
soit 4 fois moins d’itérations. Le préconditionneur global accélere aussi les temps de calcul.
En effet, I'utilisation de ce nouveau préconditionneur a la place de celui de Cessenat-Després

diminue d’un facteur 2 environ le temps de calcul.
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S(APreaheea)

R(APreaheea)

FIGURE 4.34 — Parties réelle et complexe, FIGURE 4.35 — Parties réelle et com-
resp. R(AArd) et F(A\Aa), du spectre A2+ plexe, resp. R(A\Preaed) et F(\Preahred) du

de A,.q, pour Dy = 6\ et N = 52. spectre A\Pratred de PY2A .4, pour Do =
6\ et N = 52.
10°F |— GMRES UWVF préc. CD
i |— GMRES UWVF préc. global
107!
S
1072
1073

500
1,000
1,500
2,000 b

Nombre d’itérations

FIGURE 4.36 — Erreur relative e, de la norme du résidu pour la solution GMRES
UWVF préconditionnée par Cessenat-Després et pour la solution GMRES UWVF pré-
conditionnée par P, ot N,y = 25.

red»

4.3.2 Stratégies d’implémentation

Le préconditionneur global implique les inverses (M%,4) ™!, (MY ) ! et (MZ,)~!. Afin de
les calculer, nous mettons en place des permutations, transformant les matrices MY, et MZ_,
sous la méme forme que M ;. Ainsi, nous obtenons des matrices tridiagonales, ou bandes,
et leurs factorisations LU sont moins cofiteuses en mémoire et en temps de calcul. Pour les
obtenir, nous avons recours en pratique a la fonction zgbtrf des librairies Lapack®. De plus,
une factorisation LU de I'intégralité des matrices n’est pas nécessaire. En effet, nous utilisons
de nouveau I'aspect cartésien du maillage et nous remarquons que seules les inversions des

blocs matriciels en Figure 4.37 sont nécessaires. Ces plus petites matrices correspondent aux
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barres 1D dans chaque direction du domaine, voir la Figure 4.38.

FIGURE 4.37 — Matrices a inverser pour obtenir, (de gauche a droite sur la fi-
gure) : (M*,)~! (pour les interactions gauche/droite), (M 4)~! (pour les interac-
tions avant/arriere) et (M?,)~! (pour les interactions bas/haut).

z direction x
Y LT 77
_/..%../..)/. 7/
[ |/ |/ | V] /1
4%
_____ | | I /
| | |/ //
_______1_1_//(./
| | | ./
e
— ! ~

direction vy
FIGURE 4.38 — Sous-domaines globaux ou "barres 1D" dans un cube, pour Dg = 5.
Plus précisément, leur stockage a un colit mémoire estimé a

MEM™? := (#elem” + #elem” + #elem®) x 3 x N2y x 16,

(S]

ol
— Helem”™ (resp. #elem” et #elem?) est le nombre d’éléments dans la direction x (resp. y

et z),

— le facteur 3 x N2, fait référence aux blocs des matrices permutées tridiagonales, voir
la Figure 4.37,

— le facteur 16 fait référence au stockage en double précision.

Par ailleurs, pour le calcul des PMV, I'astuce présentée dans la stratégie de désassemblage est

employée a nouveau. Les produits (Mfgg/ “)~lu, pour u € C#ddled sont réalisés grace a la

fonction zgbtrs des librairies LAPACK®. Cette derniére résout de facon optimisée les systémes

associés a la factorisation L, , ,U, ,/, de chacune des matrices (M)r(e/g/ a1
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi plusieurs stratégies afin de réduire le colit mémoire
de la méthode et d’améliorer son conditionnement.

D’une part, la structure cartésienne du maillage a rendu possible la mise en place de la
stratégie de désassemblage de la matrice de Trefftz, engendrant un gain mémoire considé-
rable pour la méthode itérative. En effet, nous pouvons traiter un domaine de taille deux fois
plus grande : de DE** = 150\ a DF** = 370\ (qui s’avere étre DF** = 315\ en pratique),
voir la Figure 4.39. De plus, le désassemblage permet de réduire les temps de calcul grace a
sa structure adaptée aux librairies OpenMP.

D’autre part, la stratégie de réduction de base conduit a la fois a 'amélioration du condi-
tionnement de la matrice et a la réduction du coit mémoire de la méthode. Cette réduction
des fonctions de base donne des matrices de plus petites tailles tout en ne perdant pas d’in-
formations pour décrire la solution numérique en choisissant un seuil de troncature ¢ adapté.
En particulier, nous avons vu que pour N = 196 ondes planes, ¢ = 107° ou ¢ = 10~ sont
des bons compromis dans 'exemple de la simulation d’un dip6le dans €.

Enfin, la stratégie de préconditionnement global implique trois décompositions régulieres-
singulieres associées aux différentes directions du domaine (x, y et z). Sur un exemple de
domaine parallélépipédique, nous avons montré que ce préconditionneur global utilise, a
précision fixée, quatre fois moins d’itérations que le préconditionneur de Cessenat-Després
et presque deux fois moins de temps pour atteindre cette convergence. Il accélére donc le
solveur GMRES en termes de temps de calcul et du nombre d’itérations bien qu’il s’avere
avoir un colit mémoire tres 1égerement plus important.

Pour conclure, ces stratégies ont apporté de nettes améliorations aux méthodes de type
Trefftz Krylov : diminution du colit mémoire et accélération de la convergence de I'algo-
rithme sans dégradation de la solution numérique. Elles doivent toutefois étre utilisées a
bon escient et en fonction du cas d’application.

Jusqu’ici nous n’avons pas investigué un aspect important de la méthode de Trefftz : le
choix des fonctions de base, qui sont des solutions locales du probleme de Maxwell. Les
ondes planes utilisées peuvent avoir des difficultés a approcher avec précision les effets de
pointe ou encore les ondes piégées dans des géométries complexes. De plus, ce choix de
fonctions de base induit de nombreux problémes de conditionnement, provoquant a leur
tour de nombreuses erreurs d’arrondis. Nous avons proposé des stratégies pour remédier
a ce phénomeéne (en jouant sur le nombre de fonctions de base par exemple, Section 4.2)
mais aucune d’entre elles ne consistait a employer un autre type de fonctions de base. Par
conséquent, nous mettons en oeuvre dans le chapitre suivant une nouvelle version de la

méthode de Trefftz, utilisant des fonctions de base qui sont des solutions numériques (donc
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DF>>* = 21\ Méthodes classiques
Chapitre 1

A 4

Dgax = 35\ | Méthode de Trefftz LU
#ddl = 2 x 108 Chapitre 2

A4

DG =150\ | Méthode de Trefftz Krylov
#ddl = 0.2 x 10° Chapitre 3

A

DE>* = 370\ Méthode de Krylov désassemblée
#ddl = 2 x 10° Chapitre 4 Section 4.1

FIGURE 4.39 — Augmentation de la taille Dg, qu’il est possible de considérer grace a
la mise en place d’'une méthode de Trefftz directe puis de GMRES et enfin de GMRES
désassemblée, ou D> est la taille maximale atteinte dans chacun des chapitres pour
1To de mémoire, et ol #ddl = N x #elem avec N =52 et h = 1.

approchées) locales du probleme. Cette méthode est connue sous le nom de Quasi-Trefftz.

177



CHAPITRE 5

METHODE QUASI-TREFFTZ

Sommaire
5.1 Model problem : the simplified Maxwell equations . .. ... .. 181
5.2 Construction of a Trefftzscheme . . . . . ... ... ........ 183
5.2.1 Notations and definitions . . . ... ... ... ....... 183
5.2.2 The Trefftz continuous formulation . . . . ... ... .... 185
5.3 Discretization of the Trefftz formulation ... ........... 187

5.3.1 Identification of spaces X1 and Xy with L?(0T) and L?(9T) 188

5.3.2 Galerkin approximation of the Trefftz formulation. . . . . . 191
5.3.3 Example of finite element approximationof S . . . . . . .. 193
5.4 Numerical investigation of the proposed Trefftz method . . . . . 194
5.4.1 Numerical erroranalysis . . . .. ... ... ......... 195
5.4.2 [Illustrative examples . . . . . . . . . . ... ... .. .. 200
55 Conclusion . ... ... ... 204

Une attention particuliére a été apportée au colit mémoire de la méthode de Trefftz (et
donc de GoTEM3) dans les chapitres précédents. Cela a permis d’augmenter la taille des
scénes de calcul, voir la Figure 4.39. En parallele, nous avons aussi étudié le conditionne-
ment des matrices, dont 'amélioration accélére la convergence du solveur GMRES. Nous
choisissons désormais d’orienter notre recherche scientifique vers une méthode employant

d’autres fonctions de base. En effet, les ondes planes employées pour dériver le probléme de
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Trefftz dans les Chapitres 2 et 3 ne prennent pas en compte les modes évanescents ou les
effets de coin, ou des singularités peuvent apparaitre.

Le présent chapitre est une transcription de l'article [45]. Il s’agit de I'étude d’'une mé-
thode de type quasi-Trefftz pour la simulation d’ondes électromagnétiques en deux dimen-
sions. Les fonctions de base d'une méthode quasi-Trefftz sont des solutions locales appro-
chées du probleme étudié. Elles peuvent étre construites a partir d’approximations de Taylor
par exemple [65], ou encore a partir de la résolution local du probleme, grace a un solveur
classique, tel que celui d’EF de Nédélec du Chapitre 1 par exemple. Ces fonctions de base
sont ensuite utilisées pour créer la formulation variationnelle Trefftz.

Par manque de temps durant la thése, nous n’avons pas appliqué ce type de méthode
au cas tri-dimensionnel. Cependant, bien que traitant uniquement des cas en dimension
2, cet article révele le potentiel des méthodes quasi-Trefftz pour simuler les ondes électro-
magnétiques avec précision. En particulier, des expériences numériques montrent que les
phénomenes de propagation d’ondes aussi bien a basses qu’a hautes fréquences sont pris
en considération. Ces méthodes sont alors une bonne alternative aux méthodes de Trefftz
utilisant des ondes planes. Elles sont une perspective d’amélioration qu'’il serait possible de

mettre en place dans GoTEM3 dans un futur proche.

Introduction

Numerical methods like the Finite Element Method (FEM), see [3, 66, 78], and the Fi-
nite Difference Method (FDM), see [96] for example, are widely used to solve time-harmonic
electromagnetic wave equations. One limitation they all face is called the pollution effect.
When considering the numerical solution of a propagation phenomenon with wavenumbers
k posed on domains with length L, the numerical accuracy deteriorates when kL becomes
large. This has been highlighted in the following articles [62, 63]. This phenomenon is re-
lated to a numerical dispersion and is called numerical pollution. A detailed analysis with
error estimates has been proposed in [74]. This issue is of particular importance at high fre-
quency or on large domains where the number of degrees of freedom per wavelength should
be chosen large to achieve a given accuracy.

Classically, numericians resort to one or more of the following remedies, which can be
combined. The first one consists in considering high-order FEM, see for example [2]. A se-
cond answer to the numerical pollution issue is Discontinuous Galerkin (DG) finite elements
that are less dispersive [1]. This latter approach can be of particular interest in the context
of inverse problems.

The German mathematician Erich Trefftz proposed a paradigm in which basis functions

are taken to be local solutions to the partial differential equations system of interest. The
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intuition behind this idea is that such basis functions can better approximate physical phe-
nomena, and be especially less dispersive than classical polynomial basis functions. Trefftz
methods gather simultaneously the possibility of being flexible like high-order method and
of being less dispersive at low-order as pointed out in [95].

Another important feature of Trefftz methods relies on the difficulty to solve wave pro-
blems on huge domains due to memory limitation. This fact is less relevant in homogeneous
media where accelerated Boundary Element Method (BEM) [33, 93, 100] or integral equa-
tion collocation method [14] can be used. A natural idea is also to resort to a domain decom-
position method to successively deal with different subdomains. Trefftz formalism, especially
in the context of the Ultra-Weak Variational Formulation (UWVF) [17, 21, 22, 35, 98], seems
to be one of the most relevant solutions.

Moreover, Trefftz methods have also a variety of formulations which offer a high flexibi-
lity. In addition to the UWVF method and to the approach based on the reciprocity principle
considered in this paper, the least square method [47] is another Trefftz method which is of
great interest. On the other hand, the partition of unity method [6] shares also some simi-
larities with Trefftz methods even if local basis functions are not exact solutions of Maxwell
equations. This is particularly true for problems involving corner singularities but this subject
is out of scope for our paper.

In the context of long range propagation, most Trefftz methods are associated to plane
wave basis [46, 48, 49, 55, 77] or other analytical solution like Bessel functions. Hiptmair
et al. have contributed significantly in this paradigm on the theoretical level. In particular, a
good starting point would be [54] which is a survey of Trefftz type methods. The main draw-
back of these methods is that they are associated to ill-conditioned linear system which leads
in double precision to a lack of accuracy. So much so that in [30, 72], methods improving
linear system properties have been presented. Moreover, these types of basis approximate
accurately only a few kind of wave functions. For example, plane wave basis functions have
difficulties to approximate evanescent modes, corner singularities or transitions between
light and shadows which are located behind obstacles. In some sense these methods have
the same limitation than geometrical optic methods and have difficulties to compute near
field accurately.

An important advance was proposed in [56, 57] where the local solutions were not ana-
lytical but constructed thanks to a local solver, which was in this case a BEM. This has led
to a method where all kinds of waves are correctly computed. A similar idea was later deve-
loped in [10] where a symmetric Trefftz method was associated to a local BEM to compute
solutions of the Helmholtz equation in two dimensions. In the latter paper, it was remarked
that an accurate resolution of the local solver impressively increases the global accuracy. This

is rather surprising since this improvement does not cause any extra cost. Our approach is
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comparable to static condensation methods [99] and to hybridizable discontinuous Galerkin
methods [84] where interior degrees of freedom are eliminated from the final system. Ho-
wever, a local BEM solver is not always appropriate. It cannot easily handle heterogeneous
or anisotropic domains. BEM is also less popular in the numerical simulation community.
In this paper, the local basis will be computed thanks to a local FEM solver. A wide class
of wave equations will then be studied. To highlight this last aspect, we have considered
electromagnetic wave propagation in heterogeneous media.

In the present paper, we propose to parameterize the local Trefftz basis functions by an
impedance condition (also called Fourier-Robin condition). This is a second improvement of
[10] where the elements should be included in a strip of width of half a wavelength to avoid
numerical resonance frequencies. This enables to consider a wide class of elements with no
size restriction.

The objective of this paper is to develop a Trefftz electromagnetic method and to in-
vestigate its performance in particular with respect to the pollution effect. It is structured
as follows. Section 5.1 reviews Maxwell equations and introduce the second-order Maxwell
problem and its hypotheses. Next, our Trefftz scheme is elaborated in Section 5.2. The as-
sociated continuous formulation is provided on a general mesh. Section 5.3 is devoted to
the discretization of this latter formulation, which leads to approximations of both Trefftz
spaces and local Trefftz basis functions. An example of FEM local solver is presented and
uses Nédélec FEM. The final section relates results from our Trefftz method implementation.
Numerical error analysis will illustrate improvements on the pollution effect. Examples of

wave propagation on different domains will show the method’s robustness and accuracy.

5.1 Model problem : the simplified Maxwell equations

The Maxwell system models the propagation of an electromagnetic wave. It reads, in

absence of charges and currents and for an isotropic linear medium ' :

v-d = 0, Vxe = —(Z—l;, d = gpere,
od
V-b = 0, Vxh = 5 b = poprh,

where ¢ (resp. €, ) and pq (resp. ) are the permittivity (resp. relative permittivity) and the
permeability (resp. relative permeability) of the vacuum (resp. of the medium).
This system involves the electric and magnetic field intensities e and h and the elec-

tric displacement and the magnetic induction d and b. In this article we suppose that all

1. All along this paper, bold terms refer to either vectors or vectorial functions.
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these fields are time-harmonic. They can therefore be represented by four complex valued

functions :

(eap(

R (exp(—iwt)H(x)),
wt)D(x)),  b(x,t) = R(exp(

e(x,t) = R(exp(—iwt)E(x)), h(x,t) =
R (exp(—i wt)B(x)) ,

—1
(exp( —i
where w is the angular frequency that accounts for time-harmonic dependency. It leads to

the following time-harmonic Maxwell system :

vV-D = 0, VxE = —iwB, D =c¢geE,
vV-B = 0, VxH = iwD, B=puou-H.

We suppose, moreover, that the propagation domain Q x R, with Q C R?, is invariant in

the z-direction. We consider only the transverse electric polarization :

E(x) = Ei(z,y)es + Ey(z,y)ey, D(x) = D(x,y)es + Dy(x,y)ey,
B(x) = B.(z,y)e., H(x) = H.(z,y)e..

In this paper, we assume that the computational domain Q C R? is a connected domain
with polygonal boundary, see Fig. 5.1. This is representative of most applications, see Fig
5.11 for an example. Moreover, we assume that {2 can be decomposed into P subdomains

denoted Q,i.e Q= |J Q,and Q,NQ, =0, if p # ¢, such that ¢, and , are constant on
p=1,....P
each subdomain.

Finally, we consider the following second-order Maxwell equation subjected to an impe-

dance boundary condition :

1
V x (VxE)—kSerzo in Q,
oy
ikoYnx (Exn) — nx(1V><E):h on 02, (5.1a)
fir
where
1
— g = and kg = had are the wave speed of light and the wavenumber in vacuum
v EOHO €o
respectively,

— the function Y € L*>°(01) is an admittance coefficient with strictly non-positive real

part,
— the normal n € R? is the outward unit normal to OS2,

— the boundary term h : 92 — C? is taken to be a purely tangential function in the
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functional space
2
)

L2(0Q) == {ue (LQ(OQ)) u-n:O},

— the solution of this problem is in the following classical Sobolev space H (rot, (2)
H(rot,Q) = {w Q= C2,/ |w|?dx < oo,/ |V x w|?dz < oo}.
Q Q

Remarque 5.1. In this paper, we consider a two dimensional problem. However, this problem
can be seen as a three dimensional problem on §2 x R whose solution is independent of the z-
component. The two dimensional vector field E is composed of the two first components of a three
dimensional electromagnetic field problem which is independent of z and with no z-component.
Equivalently, C*-vectors (E,, E,) are identified to C3-vectors (E,, E,,0) and H, € C to C3-
vectors (0,0, H,). In this context, the V x operators acting on vector fields or on scalar fields are
defined as
VxE = 8,B,-0E, and VxH = (9,H.,~0,H.).

In the same way, nx operators are given by
nxE = n,By~nyB, and nxH. = (nH.,—n,H.).

These hypotheses being considered, (5.1) is well-posed in the Hadamard sense. For proof
in the context of homogeneous media, we refer to [20, 78]. Physical interpretation of the
impedance boundary condition can also be found in [94].

This model is simple enough for numerical implementation, and sufficiently rich to per-

form a comparison with different numerical methods.

5.2 Construction of a Trefftz scheme

5.2.1 Notations and definitions

The domain 2 is meshed by non-overlapping polygonal elements 7. These open sets are
called macro-elements, see Fig. 5.2. The mesh does not need to include only triangles or
quadrangles (see the colored pentagon in Fig. 5.2) and allows to consider a large variety of
geometrical configurations. The set of all macro-elements T is denoted by T and respects the
partition of (2. In other words, one element 7" € T cannot intersect two different subdomains
Q,, p=1,..., P, at the same time. In particular, since there exists a unique pp = 1, ..., P such

that 7" C Q,,, ¢, and p, are constant on each macro-element 7'.
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o2 Q

FIGURE 5.1 — Schematic view of the
computational domain 2. The domain
boundary is denoted by 0f2. The unit
normal and tangent vectors are repre-
sented in red and blue respectively at
one point of the boundary.

FIGURE 5.2 — An example of Trefftz
mesh. Interior (resp. exterior) faces
are denoted by ;. (resp. Feut),
see dashed red segments (resp. bold
segments). Two neighboring macro-
elements are for example K and 7.

All along this paper, we call edges of an element 7" as faces and we define the following

sets :

— the set F;,,; of interior macro-faces :

Fint :={0TNOK : T,K € Twith T # K and length(0T N 0K) # 0}, (5.2)

where length(I) refers to the length of the segment I (that is zero for isolated points),

— the set F.,; of exterior macro-faces :

Fext :={0T NI : T € T and length(0T N ON) # 0},
— the set Fr of macro-faces associated to a macro-element 7 :
Fr:={F € Fint UFep : length(F NIT) # 0}. (5.3)

We construct an infinite dimensional Trefftz space X, which will be instrumental in the
construction of the proposed method. It is defined for 7" € T as the set of functions wp

satisfying
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wr € H(rot,T),
1
V x <V X wT> — /ﬁ%ETwT = 0,
ur
wr x np € L2(9T), (5.4a)

ny x (V x wr) € L2(dT), (5.4b)
where pr = 1, e = ;7 and ny is the outward unit normal to 97'.

Remarque 5.2. If (2.1a) and (2.1c) are both satisfied, then either (5.4a) implies (5.4b) or
(5.4b) implies (5.4a). In two dimensions, this result is a consequence of the regularity theory of
Helmholtz equation which can be found in [73].

It also leads to the global variational space Xy defined element by element,

Xf] = H XT. (55)
TeT

Remarque 5.3. Any element w = (wr)rer € X7 is a vector with components wr in L*(T).
However, w can also be identified to a complex valued function of §2 whose restriction to T is
equal to wy. As a function of ), w € Xg is discontinuous across faces and does not satisfy

Maxwell equation in the whole domain 2 but only in every element T € 7.

5.2.2 The Trefftz continuous formulation

The Trefftz variational formulation of (5.1) is deduced from the following duality formula

" 1 1
/ (ET -nr X <V X wT> —nr X <V X ET> wT) ds =0, for wr € Xp, (5.6)
oT ur ur

where E is the restriction to T of the analytical solution E to the Maxwell equations (5.1).
Indeed, since Er satisfies the Maxwell equation in every element we apply the following

Green formula :

[ ()@ xom v (L9 xme)

kgETET
1
= / <nT X (V X ET) wT> ds.
oT HT

The test function w also satisfies the Maxwell equation in every element. Therefore, by in-

(5.7a)
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terchanging the roles of E and w, we get

Z /T (<1V X ET) -(V xwr) —kgETETwT) dx

TeT Kr

_ Z/aT<ET-nT>< (/jTVXwT)>dS.

TeT

(5.7b)

It remains to subtract (5.7b) to (5.7a) to get (5.6). The expression on the left hand side of
(5.6) defines a sesquilinear form. The integral over 9T will be decomposed following the set
of faces Fr, see (5.3), of the element T'

or=|J F

FeFr

It leads to : Vw € Xy
Zi(E,w) = Z Z ?iT,F(E,w) = 0,
TeT FeFr
with
N 1 - 1 -
aTyp(E,w) = / <ET snr X (V X wT) —nr X <V X ET> . wT> dS,
F ur ur

where the solution E is assumed to belong to the space X+ and w to H(rot,T), see (2.1a).
We should distinguish the case of an interior face belonging to the interior skeleton F;,,;

to the case of an exterior face belonging to F,;.

— If F € JF;,, this face is shared with another element K, see Figure 5.2. Taking into

account the continuity of the solution across the interface F’
nr X (IITXET) = ng X (IIK XEK),

and

nT><<M1TV><ET) +nK><<IulKV><EK) -0,

we have, for F' € Tz,

aT,F(E7 w) = aT’F(E, w)

with a7 : Xg x Xg — C defined by

1 1
arr(BE,w) = / (EK ‘np X (v X wT> +ng x (v X EK) w) ds. (5.8)
F ur MK

— If F' € Jcu, this face is subject to the impedance condition (5.1a). The form ar r is
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rewritten in a way that the symmetry of the final sesquilinear form is respected

drr(E,w) = /

1 1
(ET-IITX <V><L4JT> + nr X <VXET>LUT>dS
F

ur Hr

1
—2/ (nT X (V X ET> -wT>ds.
F ur

ik?()y nrXx (ETXIIT)—h

We have, for F' € Fout,

6T7F(E,w) = aT,F(E,w) — Zﬂp(&))

with a7 5 : Xg x Xy — C and l7 : Xy — C defined by

~ 1 . . 1

aT,F(E7w) 2:/ (ET -np X (V X wT> +wr -nr X (V X ET>) ds
F ur Hur

— 2ikg AY (ET X IlT) . (TT X IIT)dS (5.9)

and
Prp(w) = —2/ h - @7 ds. (5.10)
F

Finally, with a7 5 defined by (5.8) and (5.9), ZT, r defined by (5.10) for boundary faces
and by taking the convention : ZT7 r(w) = 0,YF € Fip, the Trefftz formulation takes the
form : find E € X5 such that for all w € X4,

Z Z aT,F(E,w) = Z Z ZTyp(w). (5.11)
TeT Fep TeT FeFp
Remarque 5.4. It is rather natural to add penalization terms to this formulation like in interior
penalty DG method (see for example [61]). It is surprising that these additional terms do not
lead to any accuracy improvement and deteriorate the linear system conditioning. We refer to

[54] for an elaborate theoretical discussion of such penalization in Trefftz formulations.

5.3 Discretization of the Trefftz formulation

We have now established the variational formulation. The next step consists in approxi-
mating the space X. We are first pointing out the existence of an isomorphism between X
and L?(97), a trace space defined on the skeleton of the mesh. A Galerkin approximation

then leads to a discretization of L?(97). Many methods exist to choose associated basis func-
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tions. For example plane waves or Bessel functions are analytical local solutions on Trefftz
elements and can be employed as basis functions. A comparative discussion of plane waves
and Bessel functions discretizations can be found in [47].

In this article, a different approach is proposed. Local basis functions are defined as solu-
tions of a boundary value problem (5.12). An impedance boundary condition is considered
to design a well-posed problem. Perfect conductor condition could have been as well conside-
red but resonances phenomena could occur. Once those Trefftz basis functions are defined,
(5.11) can not be computed analytically, since the solution operator associated to the iso-
morphism between L?(97) and X7 is not explicit. To overcome this difficulty, we propose to
use a second approximation based on a FEM. In [10, 56, 57] BEM is proposed to compute
the local basis functions for Helmholtz equations. However, FEM are, to our opinion, more

flexible and can deal with a wider variety of physical models.

5.3.1 Identification of spaces X7 and Xy with L?(9T) and L?(97)

We start with the identification of the local space Xt with L?(9T) for each T € 7. It is
based on the following result : let g € LZ(97) and Yy € L>°(9T) with a strictly non-positive
real part, then there exists a unique wy € H(rot, T') (see [78]) such that

1
V x (V X wT> — kSETwT =0 in T,
KT
1
iko YT nr X (wT X IlT) — nrp X (V X wT> =gT on 8T, (5.12&)
ur

where we recall that physical parameters are constant in the element 7'. The solution of
(5.12) satisfies the regularity statements (5.4a) and (5.4b). Consequently, wr belongs to the
space X7. Reciprocally all functions of X are obviously solutions of the problem (5.12). In

particular, the local solution operator St : L?(0T) — X defined by

Srgr = wr, (5.13)

where wr is the solution of (5.12), induces an isomorphism between the spaces L?(9T") and

Xr. This leads to the following characterization of the space X :
Xr = {STgT such that g € Lf(aT)}.

Remarque 5.5. At most frequencies, it would have been also possible to consider Perfect Electric

Condition (PEC) or alternatively Perfect Magnetic Condition (PMC) to parametrize Xp. In this
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case (5.12a) would have been replaced by one of the following boundary conditions

nr X (wT X l’lT) = gr on 8T, (5.12&’)

1
nr X (V X wT>
KT

gr on OT. (5.124")

However, the PEC and PMC are associated to spurious modes predicted by the Maxwell spectral
theory in bounded domains. These resonances phenomena do not occur with an impedance

boundary condition.
The global Trefftz space X, see (5.5), is therefore in bijection with the space

L7(07) == [ Li(o7),

TeT

through the global solution operator S : L?(9T) — Xg. We associate to the solution E (resp.
the test functions w) an element of the trace space f (resp. g) by Sf = E (resp. Sg = w)
which is defined by (5.13) on every element by E; = Spfp (resp. wp = Srgr ), see
Fig. 5.3.

The Trefftz formulation (5.11) can be written in the following form : find f € LZ(97)
such that for all g € L(97),

> > arr(Sf.Sg) = > > lrr(Se). (5.14)

TeT Fedr TeT Fedr

The variational problem (5.14) involves the tangential trace of the rotational. Most of
numerical methods are not adapted to the evaluation of this quantity. An important feature
of the presented numerical method consists in computing the rotational thanks to (5.12a)

that is satisfied by w = Sg. Similarly, E = Sf satisfies the following equation :
1 .
nr X <V X STfT> = Zk‘o YT nr X (STfT X IIT) — fT.
Hur

Finally, we have the variational problem : find f € L?(97) such that for all g € L2(97),

Z Z aTyp(f,g) = Z Z ET,F(g)a

TeTFedr TeT Fedr

where ar g : L2(07) x L2(0T) — C and {1 f : L2(0T) — C, defined by

arr(f,g) = arr(Sf,Sg)
= kg /F (TT— YK) (l’lK X SKfK) . (l’lT X STgT)ds (5.15a)

*/ (g?-SKfK+fK~STgT)dS for F' € F;p,
F
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Decomposition of the
solution with the global = FIGURE 5.4 — Interaction between two local basis func-

solution operator S  tions ¢r; and ¢k ,;, between two neighboring ele-

element by element. ments, where j=loc2glob(T, {) and i=loc2glob(K, ().
CLT’F(f, g) = aT,F(Sfa Sg)
= kg /F (YT —i—YiT — QY) (nT X STfT) . (nT X STgT)ds (5.15b)

- / (g7 - Srfr + fr - Srgr)ds for F e T,
F

lrr(g) = lrp(Sg)=0 for F €Ty,
gT,F(g) = ZTJ:(Sg) = -2 th-STgTds for FeF. ..

Remarque 5.6. Trefftz methods lead to variational formulations based on trace spaces. The

construction of (5.15) supports this particularity.

Remarque 5.7. In case Yy = Y = Y € R, the formulation is drastically simplified for both

cases ' € Fyy and F € Fiyy.

Remarque 5.8. Considering a complex bilinear form instead of a sesquilinear form will lead to
an alternative interesting simpler formulation. Indeed, the problem (5.15) will be simplified by
erasing the complex conjugate symbol. Both formulations should be numerically tested to deter-
mine advantages and disadvantages of the two formulations. Both formulations are equivalent

when Y7 is real. In the case Y = Y =Y € C, this second formulation can also be drastically

simplified.
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5.3.2 Galerkin approximation of the Trefftz formulation

The discretization of (5.15) goes through the choice of a finite dimensional space to
approximate L?(97). This space is constructed from a partition Fp, in segments of each
macro-face F' € Fjy U Fepr. They will be called micro-faces.

From these partitions, we then define for each T' € T, the set I, := (J JFp,, of micro-
FeFp

faces associated to T and an approximation space of L?(9T) :

Vi, ={v:0T — C?* . VF, € 1, VIF, € [P4(F,)]? such that vip, -nr =0},

where P4(F,) := {p: F, = C : po®p, € PI([0,1])} with ¢, being the affine mapping
from [0, 1] to F}, and P¢([0, 1]) is the space of polynomials of degree ¢ € N. An alternative
definition can be found in [78], that is : P4(F),) is the space of polynomials of maximum
degree ¢ € N in arc length on F),.

Finally a conforming approximation space of L?(97) is defined by

q._ q
Vu T H VT,/L‘
TeT

We propose a first discrete Trefftz formulation of (5.15) as follows : find f! € V}? such that
forall gf € V7,

a(fi, gj) = (&), (5.16)

where

£l.80):=> > arp(fl,gl)and ((g%) =Y > lrr(gl).

TeT Fedr TeT FeIr

A linear system is then associated to this variational formulation by introducing a basis

of V1. As for any discontinuous finite element, we refer to local and global basis functions.

— Local basis functions are defined on 97" and are denoted by ¢, € Vj‘{ u with1 < ¢ <
(¢+1) Nt,, where N, is the number of micro-faces of 7" and (¢+1) is the dimension

of the local polynomial approximation space.

— Global basis vectors can be seen as global "functions". They are defined on 07 by

wi € Vil with 1 <i < card(V/]). The dimension of the space V] is given by

card(Vy¢) = Y "(q+1) Ny

TeT

Local (resp. global) basis functions are defined on the boundary 9T (resp. 9T) and lead

to local functions wy = Sy (resp. global functions w = S¢) defined on the whole element
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T (resp. the whole set 7).

To construct matrices associated to (5.16), we must define a link between ¢7, and ¢;.
That is why we introduce a local numbering and a global numbering linked by the following
bijective operator loc2glob :

i = loc2glob(T, ¢),

where i is the global number associated to the local number ¢ = 1,...,(¢ + 1)Nr, of the
macro-element 7" € 7.
The global basis functions (¢;);_;, _ cara(vys) are constructed as follows :

if i = loc2glob (T, ¢) then ¢; := (¢K,)key are defined by

= 0, ifK#£T,
{“’K’ K # (5.17)

pKi= $re, fK=T.

The basis defined above leads to a characterization of the space V. Indeed, we can

describe f = (f%u)Teq € Vi using ¢; :

card(V,7)
f1= > fip;, with f; € C.

j=1

Let us consider the restriction £7 i of flonT €7,

card(V,7)
5, = fier.5;
j=1
where 7 ; is the restriction of ¢; on T'. According to (5.17), only components from the ele-
ment 7" are non-zero, see Fig. 5.4. This sum can thus be formulated for local basis functions

of T only :

(q+1)NT,u
q _ A
fr, = > focglob(T0)PT,e-
=1

-----

Vie1,...,card(V,),
card(Vy,)

> fialej, @) = L) (5.18)
j=1
If j = loc2glob(T, ¢) and ¢ = loc2glob(kK, ¢') then a(p;, ¢;) = 0 if, and only if,
(T # K and length(0T N 0K) # 0) or (T = K s.tlength(02N 9T) = O),

where length is defined in (5.2).
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Therefore the matrix associated to the sesquilinear form « is sparse.

The linear system (5.18) can then be used to find £l € Vi. To solve this system we
must compute Sg; (see (5.15a) and (5.15b)). However, S is usually not known, such that
w =S¢, € Xp,i =1,...,(¢ + 1)Nr,, cannot be known explicitly. We have to determine
an approximation S, of the linear operator S. The latter can be described by using several
methods as a FDM, an integral equations method, or a FEM. In this paper, Nédélec finite

elements [78] are taken as an example and are described in the next section.

Remarque 5.9. For this reason our Trefftz method should be called quasi-Trefftz. Indeed, effec-

tive basis functions are not exact solutions of our Maxwell problem.

5.3.3 Example of finite element approximation of S

The construction of the Trefftz linear system requires to compute an approximation of
Se¢; = (Sk¥K,j) ey The function Sk ; is equal to zero except on the macro-element
K =T such that j = loc2glob(T',¢). In this element, an approximation of Sy¢; is obtained
by discretizing the local problem (5.12) for g7 = ¢r . This problem reads : find wr, =
Ster; € H(rot,T'), such that

1 .
V X (V X UAJTj) — /ﬂ%&[@ﬂg = 0 m T,
ur
. . 1 . R
Zk‘o YT nr X (wT7g X nT) — np X <V X wTyg) = YT on OT.
ur

It will be approximated with a high-order Nédélec FEM, see for example [81, 82]. The
associated variational formulation of (5.19) takes the form : find @7y = Srer; € H(rot, T)
such that V4 € H(rot,T)

— 1
/ (SBT,Z : 1/’)(13 = _kg/ ET((ZJT,g . ’lﬂ)dx + | —(Vx (IJTj) . (V X 1[))dx
or T T UT

+’Lk‘0 /BT YT(IIT X (.:.JTyg) : (I’IT X E)ds

Now, let T, (7) be a triangular mesh of the macro-element 7" € T, see Fig 5.5.

The Nédélec finite element space Vﬁy of order p € N, see [78], is defined by :
Vi, = {ve H(rot,T):VT, € T,(T), v, € N°(T,)},

where
W(TV) = TP(TV)2 + 8p+1(TV)
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a nano-element

a micro-face

FIGURE 5.5 — Discretization of a macro-element 7.

2

with 8?(T,,) = {p € (PP(T,))" : ( v ) -p = 0} and P?(T,,) the space of homogeneous
Y

polynomial functions of degree p.
Finally, a finite element approximation S’}’ycpTJ of Srepr,; is computed by solving the

following discrete problem : find &) = S%. @7 € V1, such that Vo € VT,

~up T 1 ~ -
—kS/TsT(wT§~¢)dm+ TM—T(waTZ)-(Vx¢)d:U+

(@1 -)ds.

iko [ Yr(nr x @) (nr x P)ds = [
oT ’ oT

The Nédélec FEM is implemented by using basis functions deduced from the ones pro-
posed in [42] for a high-order Raviart-Thomas approximation, by applying a simple 7 /2

rotation.

5.4 Numerical investigation of the proposed Trefftz
method

This section presents some numerical results from the implementation of the Trefftz me-
thod. The first part focuses on a numerical analysis of the convergence and the pollution
error. The second part is qualitative and deals with classical examples.

Our method is natively adapted to small or large macro-elements since the parametri-
zation of the space X1 by an impedance condition avoids spurious modes, see Remark 5.5.
In this paper, we subdivide the computation domain into macro-elements whose sizes are at
most a few wavelengths. This size is a good compromise in terms of computational effort.
Indeed, it induces an interesting sparsity of the Trefftz linear system, and it avoids increases

of both the system conditioning and the memory required for the local solver.
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Our implementation is based on a particular choice of local basis functions. Indeed, they
have distinct local numberings, ranging from 1 to (¢+1) N, (see 5.3.2), and have Lagrange

interpolation polynomial values. They are defined as follows :

— the subscript ¢ is defined by ¢ = (i, —1)(¢ + 1) + ., where i, is the micro-face number
of F,, € ¥, such that 1 <i, < Nr,, and ¢, is the local number of the basis function
suchthat1 </, <q+1,

— forall £, € Ip,,

(0,007 if F,, # F;,

L tor if F = Fy,

9

PraF, © Pr, = {

where the unit tangent vector function is defined by tsr = ny x (0,0,1)7 and Lgu is
the é,fh Lagrange interpolation polynomial constructed from the (¢ + 1) Gauss points
in [0, 1].

In our implementation, the mesh T,,(T") associated to each macro-element 7 verifies the

following property :

VT, € T,(T), either length(0T, N0T)=0 or 3F, € I,
such that 07, N 0T = F), (see Fig. 5.5).

In other words, we don’t refine the mesh 7,(7") in order to improve the quality of the
approximation S%V. Consequently, only p-convergence of Nédélec FEM has yet been imple-
mented. Nevertheless, in presence of singularities, a more efficient approach would be an
hp-version of the local solver. A DG method using geometrically graded meshes is especially
adapted.

Finally, the local admittance Y7 used in the definition of S (see (5.12a)) is chosen to be

equal to \/er/ur.

5.4.1 Numerical error analysis
Relationship between V;  and V7,

We study the link between approximation orders ¢ and p by considering the following

problem :
Vx(VXE)-KE=0 in Q,
ikn x (Exn) — nx (VxE)=h" ondQ,
where h™¢ = jkyn x (E™ x n) — n x (V x E"), with E”¢ an incident plane wave

whose direction of propagation is (1,1)”, and the computational domain (2 is represented in
Fig. 5.6.
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The analytical solution of this problem is obviously E = E™¢ due to its well-posedness

character.

Re(u) X
8.332e-01

042188

o

-0.42188

-8.543e-01

FIGURE 5.6 — The macro-element (2, an example of triangular mesh T,(2) and the
representation of the analytical solution.

For the simulation, only one macro-element is used i.e T = {Q}. As the example displayed
in Fig. 5.6, 7,,(Q) is a triangular mesh. In order to study their relationship, approximation
orders ¢ and p are respectively varying from 0 to 2 and from 0 to 4.

Let us introduce the relative error in H-curl norm :

VIELD —ElZ o + IV x (BEL - E) I3
e .=

VIERq+ IV x E o

9

where E?7, denotes the numerical solution of our Trefftz scheme.
Curves obtained from our simulation, see Fig. 5.7, show the relative error in function of
the quantity kh/(27(q + 1)) which is equivalent to the inverse of the number of points per

wavelength. In our case, h is the longest length of micro-faces.
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Trefftz order g = 0 Trefftz orderq = 1 Trefftz order g = 2 Nédélec
order p
0 e 0
1
—21 / S A 2
= 3
* 4

logyo(e)

-101

—-12 1

-14
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logro(2) logio(42) logio ()

FIGURE 5.7 — Convergence curves in H-curl error of the Trefftz scheme for some local
Nédélec approximations.

These plots show that the Trefftz order ¢ and the FEM order p must be carefully chosen.
Indeed, if p < ¢, a projection of the "trace" basis functions ¢, onto lower-order polynomials
occurs leading to a loss in precision and convergence. Consequently, the condition p > ¢
must be satisfied for the proposed Trefftz scheme. As a matter of fact, the higher the local
Nédélec FEM order, the closer the basis functions are to the exact Maxwell solutions. When
p is sufficiently large, the lack of conformity in our local approximation becomes then ne-
gligible. Mathematically, the convergence rate of the error induced by the variational crime
perpetrated in the discretization of the sesquilinear form should be at least of the same order
as the one of the underlying Trefftz method. The bound of this condition, i.e p = ¢, denotes a
convergence rate similar to Nédélec FEM of order p. In case p > ¢, a super-convergence phe-
nomenon is pointed out. By super-convergence, we mean that the Trefftz method converges
at a higher rate than a comparable Nédélec FEM with the same number of degrees of free-
dom on the boundary. Let us recall that introducing extra degrees of freedom for the Nédélec
finite element solver has no extra cost since they are eliminated from the final system. In all
plots, highest order curves are close to each other. It reveals a saturation phenomenon. The
superposition of curves in Fig. 5.7 demonstrates that the local solver is almost exact in com-
parison with the Trefftz solver. It brings the optimal choice p = ¢ + 1. This is exactly what

one should expect from a Trefftz method and motivates their use instead of standard ones.
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Evaluation of the pollution error

One of the main motivations of Trefftz type methods is reducing the impact of the pollu-
tion effect, by which more classical FEM tend to be limited when the computational domain
becomes large in terms of wavelength. We analyze the behaviour of the proposed Trefftz

scheme regarding this effect by considering the following problem :

VxVXxE-KE = 0 inQ=]0,L]x][0,1],
nx (Exn) = 0 ify=0o0ry=1,
nx (Exn) = -1 ifzx=0,

iknx (Exn) —nxVxE = 0 ifr=1L,

(5.21)

where ko = 27 and L = M )y with \g = 27 /ky and M = 10, ..., 200.

This problem is slightly different than the one initially considered in this paper (see
(5.1)). Indeed, in this latter, we have decided to consider only an impedance boundary
condition to simplify the presentation. Dirichlet boundary conditions as these ones used in
(5.21) can straightforwardly be included in the scheme.

The problem (5.21) models a duct of height 1 and length L where an incoming plane
wave is generated at = = 0, propagating freely to the right, and finally arriving at a transpa-
rent boundary condition on the right side.

In this numerical example, the computational domain for the Trefftz method is decom-
posed in the set of macro-elements T = {7},, := [m—1,m] x [0,1] : m =1, ..., M }. The mesh
used by the global Nédélec FEM is made of the union of Trefftz macro-elements meshes. In
each of them, three triangular meshes T, (7},,) based on spatial discretization steps h = 1/N
for N = 6,9, 12 are considered and an "optimal" Nédélec approximation order p is chosen i.e
p=gq-+1.

The aim of these simulations is a comparison of the relative L>°-error

IE — Enlloo

€00 = 100
- 1E]oc

induced by the Trefftz and the classical Nédélec FEM. It is known that this error is directly
related to numerical dispersion and it is a relevant way to analyze the pollution effect. Here,
the analytical solution of (5.21) is E(z) = e~ *""e,. Empirically we observe that the rela-
tive maximum error as a function of duct length L can be well approximated by a linear
interpolation of the form

€interpolated = al +b

with b > 0and a > 0.
The figure 5.8 (resp. 5.9) shows the results obtained with ¢ = 1 (resp. ¢ = 2) and a
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classical Nédélec FEM of order p = 1 (resp. p = 2). We can draw the following conclusions.
The pollution error is always more important for the FEM. Comparing the curves, we see
that both interpolation parameters a and b tend to be roughly one order of magnitude larger
for the FEM than for the Trefftz method at comparable meshes and orders.

Trefftz DG: q=1 Nédélec FEM: p =1
101 N=6 a=3.16E-02 N=6 a=7.88E-02
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FIGURE 5.8 — Relative maximum order induced by the Trefftz DG method for (¢, p) =
(1,2) and the classical Nédélec FEM of order p = 1 in function of L.

Trefftz DG: q = 2 Nédélec FEM: p = 2
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FIGURE 5.9 — Relative maximum order induced by the Trefftz DG method for (¢, p) =
(2,3) and the classical Nédélec FEM of order p = 2 in function of L.
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5.4.2 Illustrative examples

We consider three examples to point out Trefftz method’s accuracy and flexibility. Two
of them consist of the computation of scattered field by bounded obstacles, see Fig 5.11 and
Fig 5.12. The other one is a heterogeneous duct problem. In all simulations, the domain is
decomposed in a set T of macro-elements 7'. Triangular meshes 7T, (7") are constructed by
using spatial discretization steps h,. From now on, we set the Trefftz order ¢ = 2 and the
Nédélec FEM order p = 3.

Duct propagation with variable dielectric parameters

In this example, we consider a duct problem with variable dielectric parameters defined

by :

V><<1VXE>—5T/<:§E = 0 inQ=][0,6]x][0,1],

Hor
x (E x =0 ify=0ory=1,
n x (E xn) y y (5.22)
nx (Exn) = -1 ifz=0,
1
ik:anx(Exn)—nx<V><E> = 0 if v =6,
Hr
where kg = 37, Y = /e, /iy,
1 ifo<z<?2 1 ifo<z<?2
er(r,y) =9 3 f2<z<4 andp(z,y)=4 2 if2<z<4 .
2 ifd<x<6 2 ifd<x<6

For this simulation, the Trefftz approximation is characterized by the following table :

Q [0,6] x [0,1]

T | {T=[m,m+2x[0,1] : m=0,1,2}

hy 1/12

(¢:p) (2,3)

We recall the definition of the relative wave travelling speed and the relative impedance

associated to a dielectric media :

and Z, = B

HrEr Er
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Now, we use the first macro-element (in blue in Fig. 5.10) where ¢, = Z, = 1 as a refe-

rence. In the second macro-element (in red in Fig. 5.10), we have ¢, = 1 and Z, = 2 and

physically, we must observe, in comparison to the first region, a doubling of the wave ampli-

tude without modification of the wavenumber. In the third macro-element (in yellow in Fig.

5.10), we have ¢, = 1/2 and Z, = 1 and this situation leads to a doubling of the wavenumber

without modification of the wave amplitude. Blue, red and yellow macro-elements in figure

5.10 are the meshes of the Nédélec local solver.

The figure 5.10 shows the imaginary part of the numerical solution computed by our

Trefftz scheme. We observe that the desired physical behaviour imposed with amplitude and

frequency changes by (5.22), is correctly reproduced.

Im(E_y)
2.56+00

l _2
-2.5e+00

Macro-elements

0 1

FIGURE 5.10 — A plane wave generated on the left edge (macro-element 0) propaga-
ting towards the right (towards macro-element 2). On macro-element 0 : reference
plane wave. On macro-element 1 : twice the amplitude. On macro-element 2 : twice
the wavenumber.
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Scattering by a perfectly conducting disk and a L-shaped obstacle

In this part, we present two test-cases which model the scattering of an incident plane
wave by perfectly conducting obstacles in an unbounded domain. Meshes T, (7") are construc-
ted from two spatial discretization steps 1%, close to the obstacle, and h¢*, close to the exte-
rior boundary of the computational domain. We set the dielectric parameters to ¢, = p, = 1
and the wavenumber to kg = 10m.

The first obstacle is smooth and convex and corresponds to a disk D(0, R). The perfectly
conducting character of this latter is taken into account by imposing the homogeneous Diri-
chlet boundary condition, n x E = 0 on the circle C(0, R).

For this simulation, the Trefftz approximation is characterized by the following table :

Q ([-1,1] x [~1,1]) \ D(0, R), with R = 0.4

T 4 macro-elements 7' (bottom right of Fig. 5.11)

hobs 1/30
hert 1/15
(¢:p) (2,3)

The scattered and total electric fields computed by the Trefftz method are represented
in Fig. 5.11. We observe that the method accurately computes the electromagnetic wave
propagation in such situation. In particular, the "shadow" region in the total field on the
right side of the disk is well restored. Moreover, the non-convex macro-elements such as

those used in this example are well supported.
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FIGURE 5.11 — On top left :

circle.

Re(B) Y
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Y

o< X

An At
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g
Macro-elements
Z X ,
0 1 2 3

scattered field (x-component). On top right : scattered
field (y-component). On bottom left : total field (y-component). On bottom right :
colour macro-elements with embedded FEM triangular mesh, refined close to the

The second experiment uses the L-shaped obstacle 2;, described in Fig. 5.12, which has

a length and height of 1, and a thickness of 0.2. It leads to a non-convex and non-smooth

problem whose approximation is defined by the following table :

Q (LA < [, 1))\

T 12 macro-elements 7' (top of Fig. 5.12)
hobs 1/30
hext 1/15
(¢,p) (2,3)

The numerical solution represented in the figures on bottom of Fig. 5.12 shows that the

proposed Trefftz method seems to work well in presence of singularities and to accurately
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compute the interference phenomenon which takes place in the trapping region induced
by non-convexity of the obstacle according to classic electromagnetic theory. Moreover, this
example gives a good idea of the method flexibility in terms of computational domain parti-

tioning by using macro-elements.

Re(E) X
2.0e+00

-2.2e+00

< -

Z

FIGURE 5.12 — On the top : T and T,(7") associated to the L-shaped computational
domain. On the bottom : x and y- components of the real part of the numerical
solution.

5.5 Conclusion

In this paper, we have presented a Trefftz method associated to a Nédélec FEM approxi-
mation for a two dimensional Maxwell problem. As highlighted in our numerical analysis, a
super-convergence phenomenon appears. This crucial aspect points out the "performance" of
such a method. In a similar way, the propagation of electromagnetic waves through domains
with obstacles emphasizes its robustness. This encourages us to consider a three dimensional
implementation. However, these two dimensional cases are not really representative of three
dimensional simulations which are more complex to implement.

Trefftz methods provide a particularly adapted framework for enriched Galerkin method
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in the context of multi-scale modeling as presented by Dauge et al. at the Enumath 2019
conference. This question is of particular importance for Maxwell equations. We are rather
convinced that the proposed formulation is perfectly adapted to this type of problems.

The iterative solution of Trefftz problems is not dealt with in this paper. This seems to be
a good alternative to efficient preconditioner like in [97]. Testing GMRES solver [91] seems
a good question for a future research program but is mostly relevant for three dimensional

problems.
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Conclusion

Dans le Chapitre 1, nous avons introduit deux méthodes numériques que nous jugions
représentatives (en termes de colit mémoire) des méthodes standard existantes. La premiere,
la méthode d’EF, basée sur le probléme de Maxwell d’ordre 2, permet de simuler des ondes
électromagnétiques sur des domaines (composés de cubes dans notre cas) allant jusqu'a
D> = 27\. La seconde est une méthode de GD dérivée a partir du probleme de Maxwell
d’ordre 1. La formulation variationnelle associée a été discrétisée sur un domaine maillé en
tétraedres. Cette deuxiéme méthode a eu finalement des capacités limitées en termes de
mémoire face a la premiere méthode : DG** = 9. Les méthodes d’EF et de GD que nous
avons présentées dans le Chapitre 1 sont alors inutilisables dans le cadre de grandes scénes
de calcul. Toutefois, nos implémentations auraient pu étre davantage optimisées. De plus,
dans le cas ot un nombre tres important de seconds membres est considéré, des méthodes
directes performantes resteront, quoi qu’il arrive, plus compétitives que des méthodes itéra-
tives. Leurs performances sont alors a ne pas négliger.

Dans le Chapitre 2, nous avons développé une méthode de Trefftz directe, reposant sur
une factorisation LU. Cette méthode est basée sur une formulation variationnelle et sur un
espace discret. Ce dernier est composé d’ondes planes dans notre cas, bien qu’elles causent
des problemes de conditionnement. Nous avons présenté deux approches de construction
des formulations variationnelles Trefftz. Dans les deux cas, il s’agit d’'une perturbation de
la formule de réciprocité que nous avons introduite. Cette derniére provient notamment de
la formule des travaux virtuels et transcrit la physique du phénomeéne étudié. D’une part,
une approche par I'ajout de formes consistantes a été présentée. Cela nous a permis d’écrire
les formulations Trefftz sous la forme d’un tableau de coefficients pour lesquels nous avons
donné des criteres pour assurer la coercivité de la formulation. D’autre part, nous avons expli-
qué la notion de traces numériques. Ces dernieres peuvent aussi étre utilisées pour perturber
la formule de réciprocité et mener a des formulations variationnelles Trefftz bien posées. Il
s’agit d’'une généralisation de traces de fonctions continues au cas discontinu (ainsi adaptées
au GD). Plus précisément, les traces numériques de Riemann, dans le cas homogene, et les
traces numériques upwind, dans le cas hétérogéne, ont été employées. Ces derniéres ont
été obtenues grace a un choix de parameétres permettant a la fois d’assurer la coercivité et
de controler la continuité de la solution numérique. Ces formulations Trefftz, définies sur le
squelette du maillage, permettent d’obtenir une méthode de faible colit mémoire et ainsi de
simuler des ondes électromagnétiques sur des domaines de taille D3** = 35\. Cependant,
nous avons observé que l'utilisation d’une factorisation LU reste un frein pour considérer des
tailles de domaine supérieures. Une méthode de Trefftz directe est donc seulement adaptée

pour traiter des scenes de calcul de taille intermédiaire.
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Dans le Chapitre 3, nous avons mis en place une méthode de Trefftz itérative menant
a l'implémentation du code GoTEM3. Nous avons débuté par la dérivation des traces nu-
mériques de Cessenat-Després. Elles ont conduit a une nouvelle formulation variationnelle
Trefftz UWVF consistante, coercive et équivalente a la formulation upwind construite dans
le Chapitre 2. L'UWVF nous a permis de mettre en oeuvre un solveur de type Jacobi. Ce
dernier n’a pas de bonnes propriétés de convergence lorsque le spectre de la matrice devient
trop étalé. Nous avons alors choisi de développer deux méthodes de Krylov. Elles sont toutes
les deux définies sur des espaces de Krylov. La premiere est une méthode de GMRES. Elle
consiste a minimiser la norme du résidu associé au systeme matriciel. Elle est tres géné-
ralement utilisée avec une stratégie de restart, permettant de diminuer son colit mémoire.
La seconde méthode présentée dans le Chapitre 3, une méthode de Krylov Galerkin, em-
ploie elle aussi le restart et est définie sur un espace de Krylov. Contrairement a la premiere,
son cadre de travail de Galerkin donne de bonnes propriétés pour prouver sa convergence
dans le cas d'un préconditionnement de type Cessenat-Després. Nous espérions alors obtenir
de meilleurs résultats de convergence en appliquant la méthode de Krylov Galerkin pour
résoudre le probléme de Trefftz UWVF (préconditionné ou non). Or, il s’est avéré que la
méthode de Krylov Galerkin que nous avons développée a un temps de calcul et un cofit
mémoire plus élevé que I'algorithme de GMRES du CERFACS®. Elle converge cependant en
moins d’itérations que la méthode de GMRES, ce qui révele le potentiel de cette méthode. De
plus, nous avons aussi observé que la méthode de GMRES UWVF avec préconditionnement
de Cessenat-Després donne un gain en termes de nombre d’itérations face a une méthode
non préconditionnée. Finalement, nous avons construit une méthode de Trefftz itérative ba-
sée sur un algorithme GMRES. En choisissant un nombre de vecteur adapté dans 'espace de
Krylov, nous atteignons une taille de domaine Dg** = 150\ (pour 1To de mémoire).

Dans le Chapitre 4, nous avons développé un nouveau préconditionneur "global", mettant
en jeu les trois dimensions du domaine et assurant une convergence plus rapide de la solution
numérique au fur et a mesure des itérations GMRES. En effet, ce préconditionneur a fait
trés largement ses preuves face a celui de Cessenat-Després. Nous avons pu observer des
diminutions d’un facteur 2 en temps de calcul, et d'un facteur 4 en nombre d’itérations. Dans
ce méme chapitre, nous avons aussi proposé une stratégie de réduction de la base d’ondes
planes afin d’écarter celles qui apportent peu d’informations a la description de la solution
numérique. Cela a mené a lintroduction d’'un probleme de Trefftz GMRES UWVF réduit
pour lequel le cofit de stockage de I'espace de Krylov est alors diminué vis a vis de celui sans
réduction. Des gains, a la fois en temps d’exécution, en nombre d’itérations et en mémoire,
ont été observés. Enfin, la stratégie permettant de passer de DE** = 150\ a DF** = 370\
est le désassemblage de la matrice Trefftz. Cela a été rendu possible grace a la structure

cartésienne du maillage. C’est en grande partie grace a cette mise en oeuvre que nous avons
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simulé une onde électromagnétique a I’échelle d’'un cas industriel. Il s’agit d'un écho radar
sur un porte-avion considéré parfaitement conducteur, de taille 24 x 61 x 154 meétres (pour
une longueur d’onde d’un metre), avec une taille d’élément h = 0.25 et Ry = 0, voir la
Figure 5.13. Sur cette figure, nous observons 'ombre sous le bateau et le champ proche
électromagnétique généré par 'onde incidente. Les grandes dimensions de cette expérience
numérique et les colits associés (voir le Tableau 5.1) témoignent de la robustesse du code
GoTEMS3.

FIGURE 5.13 - Visualisation de 'amplitude d'une onde électromagnétique frappant
le bateau de type porte-avion.

Helem Nie N 4ddl,eq 4ddl
> 14.4 x 10° 46 52 > 0.663 x 10° > 0.75 x 10°
Niry Nb Itérations | Cotlit (Go) | Temps (h) Résidu GMRES eﬁ’\fffy
10 800 389 28.6 3.8 x1072

TABLE 5.1 — Résultats associés a l'expérience numérique du bateau, voir la Fi-
gure 5.13.

Nous avons finalement proposé une méthode Quasi-Trefftz pour pallier les problemes de
conditionnement causés par le caractere numériquement lié des ondes planes. La démarche
consiste a résoudre localement les équations de Maxwell grace a une méthode d’EF de Né-
délec d’ordre élevé, ou l'ordre est noté p. En particulier, nous avons mis en évidence une
relation de quasi-optimalité entre 'ordre ¢ de la méthode de Trefftz et celui de la méthode

d’EF utilisée : p = ¢ + 1. De plus, I'erreur de dispersion numérique sur la solution Trefftz est
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inférieure a celle de la solution d’EF, alors que cette derniére est pourtant déja connue pour

étre de bonne qualité.

Perspectives

Le travaux présentés dans cette these autour du développement d’un solveur de Trefftz

amenent a plusieurs perspectives de recherche. Nous les classons en trois themes.

Amélioration de la formulation :

Tout d’abord, nous pensons qu'une approche Quasi-Trefftz possede toutes les caractéris-
tiques pour envisager de traiter des scenes de calcul tridimensionnelles plus complexes. La
mise en place de cette approche nécessite le développement d’un solveur local rapide pour
construire les fonctions de base. Pour cela, différents solveurs peuvent étre utilisés. Nous pro-
posons d’étudier une approche appelée Différences Spectrales. Elle consisterait dans notre
cas a chercher la solution, sous forme de polynémes élément par élément, d'un systéme
multi-second membres des équations fortes de Maxwell associé au calcul des fonctions de
base.

La seconde amélioration est de dériver une formulation a partir d’opérateurs de trans-
mission plus précis. En effet, la méthode de Trefftz est un décomposeur de domaine naturel
qui s’appuie sur une approximation des opérateurs de transmission/réflexion. Cette derniére
a un impact sur le nombre d’itérations nécessaires au solveur itératif pour converger a une
précision donnée. Nous envisageons d’étudier deux approches : par des conditions d’ordre

élevé ou par un apprentissage automatique.

Amélioration de la méthode itérative et de préconditionnement :

Plusieurs stratégies peuvent étre étudiées afin d’améliorer la vitesse de convergence des
solveurs de type Krylov. Premiérement, il serait intéressant d’employer la version flexible
d’un algorithme GMRES. Cette option permet d’alterner les préconditionneurs au fur et a
mesure des itérations et ainsi d’accélérer la convergence. De plus, nous pourrions implémen-
ter notre propre variante flexible dans GoTEM3. 1l s’agirait d’augmenter la taille de I'espace
réduit au cours des itérations. Cette tactique permettrait d’accélérer les premiéres itérations
sans détériorer la précision finale. Par ailleurs, la recherche de différents préconditionneurs

globaux est aussi un enjeu majeur comme pour tous les problemes de propagation d’ondes.

Implémentation et HPC :
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Dans le but de tenir compte de la courbure des obstacles, nous pourrions premierement
avoir recours a des maillages hybrides qui consistent a utiliser des tétraédres et des prismes
au voisinage de la frontiere. Cette tache trés complexe nécessitera une coopération avec
des équipes spécialisées. Deuxiémement, I'extension de la stratégie de désassemblage a des
problémes hétérogénes est en cours. Elle permettra de considérer des milieux de propaga-
tion hétérogénes constitués de différents matériaux diélectriques ou méme magnétiques. Par
ailleurs, 'amélioration des performances de GoOTEM3 passera par une implémentation paral-
lele hybride OpenMP/MPL. 1l ne s’agit pas seulement de diminuer les temps d’exécution mais
de pouvoir considérer des cas numériques de 'ordre du PetaOctet. Le passage de la mémoire
partagée a la mémoire distribuée est donc un changement de paradigme notamment dans le
cadre d’'une méthode de Krylow.
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Résumé : La simulation d’ondes électromagnétiques en trois dimensions intervient dans
de nombreuses applications civiles et militaires et met trés souvent en jeu la résolution de
tres grands systemes linéaires. La mémoire nécessaire pour la factorisation LU de la matrice
croit trés rapidement avec la taille du domaine de calcul de telles sortes que les méthodes
de type EF ou GD classiques sont inutilisables. Cela conduit naturellement a employer une
méthode itérative. Dans cette these, nous développons GoTEM3, un solveur Trefftz itératif
HPC basé sur des espaces de Krylov.

Les méthodes de Trefftz peuvent étre interprétées comme des méthodes de Galerkin Dis-
continues dont les fonctions de base sont des solutions locales des équations aux dérivées
partielles étudiées. Les formulations variationnelles Trefftz sont présentées sous le point de
vue de formes consistantes ou de traces numériques. Ces derniéres sont obtenues alternative-
ment, pour les milieux homogenes, par un solveur de Riemann, et dans le cas général des mi-
lieux hétérogenes, par un probléme de Cessenat-Després ou upwind. Elles conduisent toutes
a des formulations équivalentes et coercives. Un algorithme itératif reposant sur 'TUWVF de
Cessenat-Després meéne a un probleme de point fixe dont la matrice est contractante. Toute-
fois, cette propriété n’est parfois plus vérifiée numériquement a cause des erreurs d’arrondis.
Nous mettons alors en place un solveur GMRES et un solveur de type Krylov Galerkin dans
GoTEMS3. Les fonctions de base employées sont des ondes planes et peuvent devenir linéai-
rement dépendantes numériquement. Un nouveau préconditionneur global, au sens ou il
implique les trois dimensions du domaine, permet d’obtenir une solution numérique précise
avec nettement moins d’itérations qu'un préconditionneur de Cessenat-Després. L’améliora-
tion du conditionnement passe aussi par une stratégie de réduction de la base d’ondes planes,
conduisant a des diminutions du temps d’exécution et du colit mémoire. Ce dernier aspect
est particulierement optimisé avec un désassemblage de la matrice, rendu possible grace au
caracteére cartésien du maillage. Ainsi, GOTEM3 simule les ondes électromagnétiques sur des
domaines contenant plus d'un milliard de degrés de liberté.

Mot-clés : Equations de Maxwell, Haute fréquence, Méthode de Trefftz, Méthode itérative,
Ondes planes, Espace de Krylov, GMRES, Préconditionnement, Réduction de base, Désas-
semblage.

Abstract : Three-dimensional electromagnetic waves simulation is used in several civil
and military applications. It often involves large linear systems leading to memory cost and
computation time issues. When using a LU factorisation, the memory needed to invert the
matrix increases very quickly with the domain size. In this thesis, we develop GoTEM3 : a
HPC Trefftz iterative solver.

Trefftz methods can be interpreted as Discontinuous Galerkin methods whose basis func-
tions are local solutions of the studied partial differential equations. Trefftz variational for-
mulations are presented following either the consistant forms or the numerical traces point
of view. The latter are obtained, in the homogeneous case, thanks to a Riemann solver, and in
the heterogeneous case, thanks to a Cessenat-Després or an upwind problem. They all lead to
equivalent and coercive variational formulations. A fixed point algorithm based on Cessenat-
Després UWVF is written and uses a contractant matrix. However, this property might not
be numerically satisfied due to rounding errors. We then derive two Trefftz iterative sol-
vers based on Krylov spaces : a GMRES solver and a Krylov Galerkin solver. In this thesis,
basis functions are plane waves and can become numerically dependant. A new global pre-
conditioner, implying the three directions of the domain, outperforms the Cessenat-Després
preconditioner by using significantly fewer iterations. Conditioning enhancement is also per-
formed thanks to a plane waves basis reduction, leading to both time and memory gains.
This latter aspect is strongly improved by the use of a free-matrix strategy achieved thanks
to the cartesian structure of the mesh. GOTEM3 is therefore a code simulating electromagne-
tic waves on domains containing more than one billion of degrees of freedom.

Keywords : Maxwell equations, High frequency, Trefftz method, Iterative method, Plane
waves, Krylov space, GMRES, Preconditioning, Basis reduction, Free-matrix.
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