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Résumé

Développement d’un solveur tout-couplé parallèle 3D pour la
simulation des écoulements diphasiques incompressibles à forts

rapports de viscosités et de masses volumiques.

Les équations de Navier-Stokes diphasiques interviennent dans plusieurs applications indus-
trielles et environnementales. Leur résolution pose cependant de nombreux problèmes et devient
un enjeu majeur pour les mathématiciens et les ingénieurs. Dans le cadre des écoulements di-
phasiques incompressibles, les difficultés sont multiples : d’une part, le couplage vitesse-pression
induit par la contrainte d’incompressibilité et les forts rapports de masses volumiques et de
viscosités conduisent à des systèmes linéaires très mal conditionnés et, d’autre part, une discré-
tisation inconsistante entre le transport de la quantité de mouvement et le transport de masse
mènent à une divergence du code de calcul dans certaines situations. Ce travail est consacré
au développement et à la mise en oeuvre d’un outil de simulation directe d’écoulements dipha-
siques prenant en compte toutes les échelles interfaciales afin de répondre à nos besoins. Dans
ce contexte, un solveur tout-couplé original parallèle 3D permettant d’assurer le couplage di-
rect entre la vitesse et la pression a été développé. Ce solveur a été validé sur des problèmes
à l’aide de plusieurs solutions analytiques, de cas tests et d’expériences numériques, quels que
soient les ordres de grandeur des discontinuités de masses volumiques et de viscosités à travers
l’interface. Une bonne scalabilité associée au solveur tout-couplé a été observée, ceci pour un
nombre de processeurs allant de 40 à 12800. Un schéma conservatif AMP (Algebraic Momentum
Preserving) basé sur une discrétisation consistante de la masse volumique et de la quantité de
mouvement a été construit et validé. Les comparaisons quantitatives et qualitatives ont permis
de montrer la robustesse du notre solveur tout-couplé combiné avec le nouveau schéma AMP
lorsqu’il fait face à des problèmes complexes.
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Abstract

Development of a fully-coupled 3D parallel solver for the
simulation of two-phase incompressible flows at large viscosity

and density ratios

The two-phase Navier-Stokes equations are involved in several industrial and environmental
applications. However, their resolution poses many problems and becomes a major issue for
mathematicians and engineers. In the context of incompressible two-phase flows, the challenges
are two-fold : on the one hand, the velocity-pressure coupling induced by the incompressibility
constraint and the high density and viscosity ratios lead to very ill-conditioned linear systems
and, on the other hand, an inconsistent discretization between momentum transport and mass
transport lead to a divergence of the computational code in some situations. This work is de-
voted to the development and implementation of a direct simulation tool for two-phase flows
taking into account all interfacial scales in order to meet our needs. In this context, an original
3D parallel fully-coupled solver allowing the direct coupling between velocity and pressure has
been developed. This solver has been validated on problems using several analytical solutions,
numerical benchmarks and experiments, regardless of the ratios of density and viscosity discon-
tinuities across the interface. Good scalability associated with the fully-coupled solver has been
observed, for a number of processors ranging from 40 to 12800. A conservative scheme AMP (Al-
gebraic Momentum Preserving) based on a consistent discretization of density and momentum
has been constructed and validated. Quantitative and qualitative comparisons have shown the
robustness of our fully-coupled solver combined with the new AMP scheme when facing complex
problems.
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Chapitre 1

Introduction générale

Problématique et enjeux de la thése

L’omniprésence des écoulements diphasiques rend leur prédiction nécessaire dans des domaines
aussi variés que celui de l’énergie, l’hydraulique, l’océanographie, le génie chimique, l’industrie
pétrolière ou encore le génie civil, où les conditions et les régimes rencontrés diffèrent gran-
dement. Par exemple, dans l’énergie, l’atomisation des jets (Fig. 1.1) [43, 93, 112, 149] ou les
sprays rencontrés lors du refroidissement de parois de bâtiments ou dans les moteurs, résultent
des interactions entre un jet liquide, un plénum rempli de gaz et (potentiellement) un jet gazeux
[113] . Dans le génie chimique où pour les besoins du procédé, des écoulements diphasiques sont
délibérément produits où l’on met deux phases en contact, un liquide et un gaz par exemple,
pour former une nouvelle espèce à leur interface commune. Les écoulements d’impact de goutte
sur des surfaces (Fig. 1.2a) [195, 197, 198], la fabrication des dépots par jet de plasma ther-
mique (Fig. 1.2b) en particuliers métalliques, sont diphasiques et turbulents. En océanographie,
le déferlement d’une vague (Fig. 1.2c) [27, 53, 127] sur une plage est un problème diphasique
(eau-air), caractérisé par un fort degré de turbulence, dont les grandes échelles de la surface libre
sont pilotées par les effets inertiels et gravitationnels, tandis que les structures fines apparaissent
ou croissent du fait des contraintes visqueuses et de la tension de surface. Ce genre d’écoule-
ments intéresse particulièrement l’industrie pétrolière qui reste l’un des sous-domaines les plus
actifs au niveau de la mécanique des fluides. Comme exemple, nous pouvons citer le processus
de la séparation des émulsions eau/huile. En ce qui concerne le domaine du génie civil, le béton
frais est, par exemple, constitué de particules solides discrètes distribuées aléatoirement dans
une matrice liquide [150]. Un autre exemple facile à décrire et qui montre de façon qualitative
les problèmes rencontrés concerne l’instabilité 3D d’un jet visqueux (Fig. 1.2d)[101, 129, 169],
pour n’en donner qu’une liste non-exhaustive.

Il est donc intéressant de pouvoir contrôler le comportement de ces écoulements, qui peuvent
faire l’objet d’un dysfonctionnement comme la crise d’ébullition dans les centrales nucléaires
(Fig. 1.3a), le débordement des barrages (Fig. 1.3b) ou la cavitation dans les turbomachines.
Par exemple, la crise d’ébullition est un problème de sureté nucléaire qui engendre une augmen-
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Figure 1.1 – L’atomisation d’un jet d’eau dans l’air - L’injection se fait de gauche à droite . La
fragmentation du jet met en présence différentes tailles de l’interface, allant des grosses structures
aux gouttes les plus fines en passant par les échelles intermédiaires [112].

tation de la température à la paroi (flux maximal), et qui présente un risque lié aux substances
radioactives. D’autres conséquences liées à ce phénomène critique pourraient conduire dans cer-
taines situations à une dégradation brutale de l’échange thermique, suivi d’une rupture des
gaines de crayon de combustibles. Le débordement de barrage est un phénomène diphasique où
les ouvrages retenant de l’eau peuvent se rompre sous la pression de l’eau et dont les enjeux
sont également importants. Quant à la cavitation dans les pompes, elle traduit les changements
de phases liquide-vapeur suite à une diminution de pression. Elle s’accompagne de phénomènes
physiques comme l’implosion des bulles de vapeur ou des ondes de choc qui détériorent le fonc-
tionnement de la pompe.

L’approche expérimentale, bien que très largement utilisée dans plusieurs travaux de recherche,
souffre parfois de certaines limitations. Elle est aussi plus délicate à appliquer à certains pro-
blèmes diphasiques. En effet, outre la complexité de ces écoulements c’est-à-dire, la topologie
des interfaces (phases séparées ou dispersées), la nature des interactions (frottements, effets
capillaires ...), les régimes d’écoulement (en terme de nombres de Reynolds ou de Weber, par
exemple) ou encore la présence de différentes gammes d’échelles spatio temporelles (allant de la
phase séparée à l’échelle des petites interfaces), il est parfois impossible de reproduire les condi-
tions réelles à l’échelle du laboratoire et, également, de mesurer des variables intéressantes telles
que la PDF des gouttelettes, la surface interfaciale ou l’intensité de la turbulence. Les difficultés
rencontrées dans ces études expérimentales viennent, entre autres, des aspects mutli-échelles et
multi-physiques, qui ont motivé le développement de nouvelles stratégies numériques, qui nous
sont ainsi apparues comme une alternative intéressante pour surmonter les challenges en ques-
tion. C’est dans cette philosophie que nous allons mettre en place une approche numérique de
simulation directe capable de décrire les différents phénomènes qui interviennent dans un écou-
lement diphasique incompressible de deux fluides non-miscibles. Elle sera utilisée et développée
sur la base de modules de programmation écrits dans le code de calcul "FUGU", qui est un
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(a) L’impact d’un liquide sur une surface (Splash).
[http://physique.unice.fr/sem6/2012-2013/PagesWeb/
PT/Splash/Html/Index.html]

(b) Revêtement par projection de plasma.
[https://www.cleanpart.com/fr/Services-Produits/
Revetements-par-projection-thermique/
Revetement-par-projection-de-plasma]

(c) Formation du rouleau de déferlement d’une
vague avec entraînement de sédiment (Laboratoire
LEGI).
[https://images.cnrs.fr/en/photo/20150001_0066]

(d) Ecoulement d’un jet a faible nombre de Rey-
nolds [129].

Figure 1.2 – Exemples d’écoulements à caractère diphasique à phase séparée, mettant en jeu
différentes échelles.

logiciel de simulation de mécanique des fluides numérique écrit en langage Fortran et développé
au laboratoire MSME. Au cours de ces dernières années, cette approche s’est imposée comme
un outil incoutournable d’investigation adopté par les mécaniciens des fluides pour compléter
l’expérimentation afin de réduire les risques induits par certaines expériences et de répondre
aux exigences fondamentales et applicatives. Elle se heurte toutefois à plusieurs difficultés qui
doivent être surmontées, en termes non seulement de sensibilité des résultats numériques au
choix du modèle, de la description précise de l’interface entre les deux phases et du maillage,
mais également de la robustesse et la précision du solveur et d’algorithmes de résolution, per-
mettant de simuler des problèmes diphasiques complexes à forts rapports de masses volumiques
et de viscosités sans créer d’oscillations numériques ou diverger. En effet, la simulation à petite
échelle de ces écoulements nécessite la prise en compte de la turbulence loin des interfaces d’une
part, et le couplage entre les fluides en présence aux interfaces d’autre part (en particulier la
vorticité générée à ces interfaces par le cisaillement et les rapports de masses volumiques et

http://physique.unice.fr/sem6/2012-2013/PagesWeb/PT/Splash/Html/Index.html
http://physique.unice.fr/sem6/2012-2013/PagesWeb/PT/Splash/Html/Index.html
https://www.cleanpart.com/fr/Services-Produits/Revetements-par-projection-thermique/Revetement-par-projection-de-plasma
https://www.cleanpart.com/fr/Services-Produits/Revetements-par-projection-thermique/Revetement-par-projection-de-plasma
https://www.cleanpart.com/fr/Services-Produits/Revetements-par-projection-thermique/Revetement-par-projection-de-plasma
https://images.cnrs.fr/en/photo/20150001_0066
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de viscosités). Or la structure mathématique des équations de Navier-Stokes incompressibles
(système différentiel non-linéaire algébrique) rend sa résolution difficile en présence de forts rap-
ports de masses volumiques et de viscosités en particulier qui détériorent le conditionnement du
système et dont les distributions spatiales varient dans le temps. Ainsi, il faut pouvoir faire en
sorte que ces solveurs et algorithmes d’analyse numérique s’exécutent sur des machines massi-
vement parallèles, nécessitant une optimisation pour tirer profit de calculs intensifs répartis sur
des milliers de processeurs.

(a) Comportement thermomécanique de la gaine du
combustible [163].

(b) La rupture du barrage de Teton en 1976 aux
États-Unis, image Wikipédia.

(c) La cavitation dans les hélices de bateaux. Ce phénomène s’accompagne de la formation de bulles de
vapeur à l’intérieur du liquide dans les zones de basse pression qui se produisent dans les endroits où le
liquide a été accéléré à des vitesses élevées.
[https://vibrationdata.wordpress.com/2021/09/13/marine-propeller-cavitation/]

Figure 1.3 – Exemples de dysfonctionnement des écoulements diphasiques.

Le problème révèle différents aspects. Tout d’abord, le choix du modèle décrivant le problème
diphasique entre les deux phases. Ensuite, le suivi correct de l’interface en tenant compte des
changements de topologies éventuels (coalescence, rupture). Puis, potentielement, le dévelop-
pement d’une approche consistante de l’advection de la quantité du mouvement et la masse
volumique à l’aide des schémas numériques d’ordres élevés en temps et en espace lorsqu’on fait
face à des problèmes complexes à forts ratios de masses volumiques. Enfin, le dernier aspect s’ar-

https://vibrationdata.wordpress.com/2021/09/13/marine-propeller-cavitation/
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ticule autour du traitement du couplage vitesse-pression nécessitant un solveur robuste et des
algorithmes de résolution sur des serveurs HPC. Concernant le choix du modèle, il existe deux
approches de modélisation numérique. Les modèles dits bi-fluides décrivent le mélange polypha-
sique à différents niveaux ([52, 99]). Dans leur version la plus complète, ces modèles prennent la
forme de deux systèmes de Navier-Stokes, couplés par des termes sources supplémentaires qui
représentent les échanges (masse, quantité de mouvement et énergie) entre les deux phases. Au
contraire, le modèle 1-fluide consiste à modéliser le mélange polyphasique par un milieu fluide
unique, mais dont les propriétés thermodynamiques sont des fonctions discontinues du temps et
de l’espace. Il comprend également des termes sources additionnels (effets capillaires) ([172]).
Il en résulte un système similaire aux équations de Navier–Stokes, complété par une équation
scalaire d’advection qui décrit l’évolution de l’interface.

Quant à lui, le traitement numérique des interfaces (notamment le suivi des interfaces) est né-
cessaire pour modéliser les discontinuités des propriétés physiques à travers l’interface, pour
chaque itération temporelle, en particulier en présence de grands rapports de masses volumiques
et de viscosités, ainsi que la conservation de la masse. Il permettra aussi de traiter les diffé-
rents aspects liés à la présence d’interfaces de forme complexe et de phénomènes capilaires. On
trouve dans la littérature différentes approches pour simuler numériquement les interfaces et
leurs évolutions au cours du temps. Parmi celles-ci, nous distinguons les approches eulerienne
dites de front capturing (VOF, Level set,...) qui reconstruisent l’interface de manière implicite
en utilisant une fonction caractéristique de phase, et celles lagrangiennes dites front tracking qui
suivent explitement l’interface. Dans la méthode VOF (Volume Of Fluid) introduite par Hirt et
Nichols [96], un champ scalaire additionnel décrit la fraction du volume dans chaque maille. Le
gradient de ce champ permet de reconstruire l’interface. En ce qui concerne la méthode Level-
Set [132, 134], une description régulière de l’interface est utilisée, représentée par une iso-surface
d’une fonction distance à l’interface. Par ailleurs, la méthode CLSVOF [166] qui implique un
couplage entre les méthodes Level-Set et VOF, bénéficie des avantages de ces deux méthodes.
Les méthodes de suivi de front telles que celles de Tryggvason et al [171] ou celles developpées
par S.Shin et D.Juric [164] reposent sur l’advection lagrangienne d’une chaîne de marqueurs
reliés par des segments : la position de l’interface est ainsi représentée par ces marqueurs. Cette
méthode a l’avantage de fournir une description explicite de la position de l’interface et procure
des résultats précis puisqu’elle est décrite à une échelle plus petite que le maillage associé aux
vitesses eulériennes (résolution sous-maille).

En outre, le traitement du couplage vitesse-pression a fait l’objet de nombreux travaux et est re-
lativement bien maîtrisé en ce qui concerne les écoulements monophasiques. En revanche, dans le
contexte de la modélisation des écoulements diphasiques à forts rapports de masses volumiques
et de viscosités, des difficultés numériques apparaissent, liées à la présence de grandes déforma-
tions de l’interface et des sauts de propriétés matériels qui y sont associés. Elles conduisent à
des systèmes linéaires mal conditionnés, ce qui rend la résolution beaucoup plus difficile. Pour
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faire face à ce problème, de gros progrès ont été réalisés au cours des dernières décennies, et
de nombreuses méthodes ont été proposées. Ces méthodes peuvent être classées en deux caté-
gories. D’une part, les méthodes approchées dites segregated, approximent le système original
en utilisant un splitting en temps, ce qui aboutit à deux équations découplées : l’une pour
mettre à jour le champ de vitesse et l’autre le champ de pression. Cela soulève un certain
nombre de problèmes, tels que l’apparition de couches limites numériques en raison du splitting
en temps, ou la nécessité de définir des conditions aux limites de pression qui n’existent pas
dans le problème de départ. Comme références, nous pouvons citer les méthodes de projection-
correction introduites par Chorin [36] et Temam [167], la méthode de projection incrémentale de
J-L.Guermond [87], la méthode de projection vectorielle de J-P.Caltagirone [32] et la méthode
de projection scalaire cinématique (KSP) [34] introduite par Caltagirone et Vincent. D’autre
part, les méthodes exactes dites monolithique, résolvent les deux champs (vitesse et pression) si-
multanément, préservant ainsi la consistance du système discrétisé avec les équations continues.
Dans ces méthodes exactes, le problème persiste sous la forme de recherche d’un point-selle sur
le couple vitesse-pression. La recherche de ce point selle peut être faite via l’utilisation d’une
méthode de régularisation et lagrangien augmenté ou bien une méthode couplée (FC). Dans le
cadre du lagrangien augmenté, un terme suplémentaire est ajouté à l’équation de conservation
de quantité de mouvement pour pénaliser la contrainte d’incompressibilité. Nous pouvons évo-
quer à ce sujet la méthode du lagrangien augmenté standard (SAL) introduite par Fortin et
Glowinski [71] pour des écoulements en régime de Stokes, la méthode du lagrangien augmenté
adaptatif algébrique (AAAL) de Vincent et al [180, 185]. En ce qui concerne les méthodes cou-
plées (FC), elles sont purement algébriques, utilisant ainsi des préconditionneurs spécifiques par
blocs de vitesse et complément de Schur. Dans la littérature, un grand nombre de techniques de
précondionnement pour le complément de Schur ont été proposées. Dans le contexte de Stokes,
Elman et Silvester [59] ont publié une approche pour les écoulements homogènes. Plus tard,
un autre préconditionneur plus sophistiqué pour les écoulements hétérogènes a été développé
par Bramble et al [26] en s’inspirant des travaux de Cahouet-Chabard [30]. Dans le cadre de
Navier-Stokes à coefficient constant, nous pouvons trouver de nombreux développements pour
construire une bonne estimation du complément de Schur. Par exemple, Elman [64] a suggéré
une nouvelle technique appelée LSC (Least Squares Commutator). Plus récemment, Key et
al [104] ont conçu un préconditionneur appelé PCD (Pressure Convection Diffusion). En ce qui
concerne les écoulements diphasiques à fort rapports de masses volumiques et de viscosités,
Bootland et ses collaborateurs [21] ont suggéré un préconditionnement efficace en étendant les
préconditionneurs proposé par Kay et al [104] à la simulation des écoulements hétérogènes à
coefficients variables. Pour le bloc de vitesse, il existe une variété de préconditionneurs. Parmi
eux, les préconditionnements de Gauss incomplet de type ILU ou MILU [37, 107, 155, 194].
Ces préconditionnements ne sont pas facilement parallélisables car ils induisent une dépendance
globale sur les inconnues, et nécessitent donc des échanges nombreux et répétés en échanges
en parallélisation MPI. D’autres préconditioneurs originaux s’appuient sur les approches mul-
tigrilles, que ce soit géométrique [78, 124, 192] ou algébrique [131, 188, 191]. Ces techniques
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utilisent généralement des résolutions inexactes, en effectuant une seule itération (cycle V, W ou
F). Enfin, pour que ces techniques soient efficaces il est indispensable de choisir des composants
multigrilles tels que : le lisseur à utiliser, le nombre d’itérations de pré-lissage et post-lissage
ou encore le facteur de déraffinement de maillage entre les niveaux. D’autres préconditionneurs
issus des techniques de décomposition de domaine permettent de résoudre des problèmes de plus
en plus gros, en divisant le domaine d’étude en sous-domaines où la résolution est plus abor-
dable. Dans ces techniques, nous trouvons deux grandes familles, les méthodes de décompostion
de domaines avec recouvrement [146, 170] (type Schwarz), et celles sans recouverment [118,
121] (type FETI et BDD). Au final, ces méthodes couplées sont peu utilisées en mécanique des
fluides numérique pour éviter certaines difficultés liées au préconditionnement des solveurs ité-
ratifs mais elles peuvent bénéficier de récentes avancées dans le domaine des solveurs itératifs
et des pré-conditionneurs, et sur leurs implémentation dans des bibliothèques parallèles open
source (HYPRE [69], MUMPS [7, 8], LIS [108]). L’intérêt de ces méthodes exactes réside dans
le fait qu’elles offrent une résolution très précise sans erreur de splitting temporel. Les stratégies
qui en résultent, bien que plus difficiles à mettre en œuvre et plus coûteuses pour une itéra-
tion temporelle de résolution, s’avèrent plus robustes et présentent de meilleures propriétés de
convergence, avec peu de restrictions de CFL.

Ci-dessus les techniques de suivi d’interface et les méthodes de traitement du couplage vitesse-
pression décrites offrent de très bons résultats, et permettent d’avoir une très bonne description
des écoulements diphasiques incompressibles. Néanmoins, certains problèmes physiques tels que
la nappe cisaillée ou l’advection d’une sphère dense dans un fluide parfait, ont permis de mettre
en avant l’incapacité du code de calcul basé sur ces méthodes à traiter des problèmes diphasiques
à forts rapports de masses volumiques. En effet, dans le cas de l’advection d’une sphère dense
dans un fluide parfait ou pour la nappe liquide cisaillée, les simulations numériques deviennent
instables et les vitesses sont mal évaluées, conduisant par la suite à une divergence du code de
calcul. Pour contourner cette difficulté, une discrétisation consistante entre le transport de la
quantité de mouvement et le tranport de masse doit être considérée. Dans la litterature, dif-
férentes approches connues sous le nom de "Momentum conserving scheme", ont été mises en
place afin d’améliorer la stabilité du code de calcul. L’idée génératrice de ces méthodes consiste
à calculer les flux de la quantité de mouvement de façon cohérente avec les flux de la masse
volumique. Autrement dit, une discontinuté de la quantité de mouvement est transportée avec
la même vitesse que celle d’une discontinuté de la masse volumique, tout en utilisant les mêmes
schémas de discrétisation spatio-temporelle. À ce sujet, nous pouvons évoquer différents auteurs
qui ont proposé des nouvelles stratégies pour limiter ces instabilités numériques. Par exemple,
Li et al. [115] pour la méthode MOF (moment of fluid), Vaudor et al. [176] et Zuzio et al. [201]
pour une méthode CLS-VOF en adoptant l’approche de Rudman [151] sans la sous-grille, Le
Chenadec et Pitsch [112] et Owkes et Desjardins [135] pour les méthodes VOF à interface raide
(Sharp interface method), Fuster et al. [75], Arrufat et al. [10] et Sagar et al. [138]. pour les
méthode VOF conservatives, Nangia et al. [125] et Raessi et Pitsch [147] pour une méthode
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Level-Set, pour n’en citer que quelques-uns.

Compte tenu des enjeux exposés précédemment, nous nous proposons dans cette thèse de dé-
velloper un solveur tout-couplé parallèle 3D, capable de simuler des écoulements diphasiques
à forts rapports de masses volumiques et viscosités sur plus d’un milliard de cellules. Le sol-
veur sera évalué selon des critères à la fois théoriques (structure mathématique) et numériques
(discrétisation, préconditionnement, parallélisation...). L’implémentation sera effectuée dans un
code de simulation numérique directe "FUGU", developpé au laboratoire MSME. Notons que le
processus de développement du solveur est divisé en plusieurs étapes, dont la vérification et la
validation. La vérification est guidée par la pertinence de la solution d’un modèle numérique com-
parée à des solutions analytiques dont les ordres de convergence spatio-temporels des schémas
sont calculés. En contrepartie, la validation vise à étudier la capacité d’un code à retranscrire
et caractériser des cas physiques en comparant les solutions numériques à des expériences, ou
parfois à des benchmarks numériques. Par la suite, la parallélisation du code constitue un des
enjeux majeurs de la thèse et qui sera déterminante pour réaliser des simulations massivement
parallèles. Sur le plan technique, le développement et la validation du solveur se sont appuyés
progressivement sur les machines de calcul de l’équipe et sur des projets GENCI mobilisant ainsi
des millions d’heures de calcul sur différents supercalculateurs nationaux (Occigen de CINES,
Irene de TGCC et JeanZay de l’IDRIS).

Plan du manuscrit

Le reste de ce mémoire est structuré comme suit :

• Le deuxième chapitre a pour objectifs de présenter les différentes approches pour la modé-
lisation et la simulation d’un écoulement diphasique à phases séparées, et de faire un état
de l’art des principales méthodes de suivi d’interface. La procédure retenue pour décrire
l’advection de l’interface est ensuite analysée dans des cas-tests proposés dans la littérature.

• Le chapitre 3 est consacrée à la résolution numérique du modèle à 1-fluide. Cela concerne
le couplage entre la méthode de VOF et les équations de Navier-Stokes basées sur l’ap-
proximation du modèle à 1-fluide sur un maillage décallé. Le traitement numérique associé
au couplage vitesse-pression est décrit dans son intégralité et deux familles de solveurs
sont présentées et analysées.

• Le chapitre 4 évoque la mise en évidence d’un solveur original tout-couplé pour la simu-
lation des équations de Navier-Stokes diphasiques. Dans un premier temps, nous allons
nous attacher à la présentation des différents aspects algébriques du solveur (structure de
matrice et formulation du point selle). Ensuite, nous détallions la stratégie du précondi-
tionnement par bloc utilisée afin d’améliorer la convergence du solveur. Puis, nous passons
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quelques cas de validation du solveur tout-couplé sur des problèmes à la fois monopha-
siques et diphasiques. Enfin, nous nous focalisons sur des comparaisons qualitatives et
quantitatives des différents solveurs dédiés au traitement du couplage vitesse-pression afin
de tester leur robustesse lorsqu’ils font face à des problèmes raides.

• Le chapitre 5 aborde l’extention 3D parallèle du solveur tout-couplé afin de simuler des pro-
blèmes diphasiques incompressible sur des architectures massivement parallèles. Le solveur
et les différentes méthodes numériques sont validés à l’aide de divers cas test, présentant
des forts ratios de masses volumiques et de viscosités. Une étude de scalabilité forte est
menée afin de mesurer les performances du solveur parallèle.

• Le chapitre 6 est consacré au couplage des équations de Navier-Stokes diphasiques avec le
transport de la quantité de mouvement et le transport de la masse volumique, connu sous le
nom de "Momentum conserving scheme". Les schémas de discrètisation spatio-temporelle
sont détaillés. De nombreux cas-tests sont exposés afin de valider la méthode.

• Nous terminons ce manuscrit par les principales conclusions tirées des travaux de cette
thèse et les perspectives à envisager pour la suite.
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Chapitre 2

Différentes approches pour la
modélisation et la simulation d’un
écoulement diphasique
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Le processus physique que nous modélisons dans ce chapitre est la dynamique de deux fluides
incompressibles (le volume est considéré comme étant constant quelle que soit la pression qu’il
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subit), qui ont des propriétés physiques différentes. Nous nous intéressons en particulier aux
écoulements diphasiques incompressibles de deux fluides newtoniens (le tenseur des contraintes
dépend linéairement du taux de déformation) comme l’eau et l’air. De ce fait, les principales
distinctions entre les deux fluides seront leurs masses volumiques et leurs viscosités. En outre,
les fluides sont considérés comme étant isothermes, négligeant ainsi les variations de masses
volumiques et de viscosités dues aux changements de température. De plus, on suppose aussi
que les deux fluides sont non miscibles et l’interface qui les sépare est considérée comme une
surface de discontinuité à travers de laquelle les propriétés physiques des deux fluides changent
brusquement.
Dans la suite du chapitre, nous développons les équations de Navier-Stokes pour un écoulement
monophasique incompressible. Puis, nous présentons les modèles utilisés pour la modélisation et
la simulation des écoulements diphasiques, à savoir le modèle à deux fluides et le modèle à un
fluide. Ces modèles sont présentés dans la section 2.1 et consistent en des systèmes d’équations
différentielles partielles couplées. Ensuite, nous passons en revue des méthodes dédiées au suivi
d’interface, en particulier la méthode VOF développée dans cette thèse. Enfin, des cas de vali-
dation sont présentés afin de mettre en évidence les capacités de la méthode de suivi d’interface
retenue dans le cadre de ce travail. ’

2.1 Équations de Navier-Stokes pour un écoulement monopha-
sique incompressible (NS1)

Soit Ω(t) un volume matériel que l’on suit dans son mouvement, de contour ∂Ω(t) et de nor-
male extérieure next à ∂Ω (Fig. 2.1). Les particules fluides qui se trouvent dans Ω(t = t0) à
l’instant t = t0 sont transportées par le champ de vitesse locale ū. En un point géométrique
donné x̄ de coordonnées cartésiennes (x, y, z), nous notons g(x̄, t) = ρ, T, C, · · · (respectivement
ḡ(x̄, t) = ρū, ∇̄P, · · · ) toute grandeur scalaire (respectivement vectorielle) attachée au systéme
Ω(t) dépendant de la position x̄(x, y, z) et du temps t. La valeur totale prise par la grandeur
g(x̄, t) (respectivement ḡ(x̄, t)) s’écrit :

G(t) =
∫

Ω(t)
g(x̄, t) dΩ (2.1)

Ḡ(t) =
∫

Ω(t)
ḡ(x̄, t) dΩ (2.2)

La dérivée particulaire de la grandeur G(t) tient compte de la variation de la grandeur g(x̄, t)
dans le temps, mais aussi de la variation par convection du flux entrant et sortant du volume
Ω(t). Elle s’exprime à l’aide du théorème de Leibniz-Reynolds comme suit :

d

dt
G(t) =

∫
Ω(t)

(
∂g(x̄, t)
∂t

+∇ · (g(x̄, t)ū)
)
dΩ (2.3)

En revanche, la dérivée particulaire d’une intégrale de volume de la grandeur vectorielle Ḡ
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s’écrit :

d

dt
Ḡ(t) =

∫
Ω(t)

(
∂ḡ(x̄, t)
∂t

+∇ · (ḡ(x̄, t)⊗ ū)
)
dΩ (2.4)

Figure 2.1 – Milieu continu de volume Ω limité par la surface ∂Ω munie d’une normale
extérieure next.

2.1.1 L’équation de conservation de la masse

Tout d’abord, nous considérons le principe de conservation de masse. Soit ρ la masse volumique
du fluide. Si nous prenons g(t) = ρ dans l’équation (2.3), ce principe s’énonce comme suit :

d

dt

∫
Ω(t)

ρdΩ =
∫

Ω(t)

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρū)

)
dΩ = 0 (2.5)

L’égalité est valable quelque soit le volume de contrôle Ω(t), et on en déduit l’équation locale de
conservation de la masse sous forme conservative :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρū) = 0 (2.6)

Comme∇·(ρū) = ρ∇·ū+ū∇ρ et d’après la définition de la dérivée particulaire (Dρ
Dt = ∂ρ

∂t +ū∇ρ),
l’équation de conservation de masse (2.6) peut se réécrire comme suit :

Dρ

Dt
+ ρ∇ · ū = 0, (2.7)

Si le fluide est supposé incompressible et isotherme, alors ρ = constante. Cela conduit finalement
à une deuxième forme de l’équation de continuité, nommée aussi l’équation de conservation de
la masse,

∇ · ū = 0, (2.8)
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2.1.2 L’équation de bilan de la quantité de mouvement

Nous considérons maintenant le bilan de la quantité de mouvement. Pour une particule fluide,
la quantité de mouvement de l’élément fluide contenu dans Ω(t) est donnée par :

M̄(t) =
∫

Ω(t)
ρū dΩ(t) (2.9)

La deuxième loi de Newton ou le principe fondamental de la dynamique (PFD), la variation
temporelle de la quantité de mouvement M̄(t) est égale à la résultante des forces F̄ (t) agissant
sur Ω(t). Ces forces sont décomposées en une force volumique F̄v(t) et une force surfacique F̄s(t).
Nous nous limitons au cas où la seule force volumique agissant sur le volume est la gravité :

F̄v(t) =
∫

Ω(t)
ρḡ dΩ (2.10)

où ḡ est le vecteur de l’accélération gravitationnelle. La force surfacique F̄s(t) est utilisée pour
décrire les forces internes, c’est-à-dire les forces qu’un fluide exerce sur lui-même. Elles com-
prennent les forces de pression et la résultante des forces visqueuses exercées sur le contour
∂Ω(t) de Ω(t). Ces forces, dites contraintes, sont caractérisées par une densité superficielle t̄,

F̄s(t) =
∫

∂Ω(t)
t̄ ∂Ω (2.11)

appelée le vecteur contrainte. Ce vecteur est lié linéairement au tenseur des contraintes σ par la
loi suivante (souvent appelée théorème de Cauchy), de sorte que la force surfacique F̄s(t) puisse
être représentée comme :

F̄s(t) =
∫

∂Ω(t)
σ · n̄ext ∂Ω (2.12)

On repart du principe fondamental de la dynamique (PFD) :

dM̄(t)
dt

= F̄v(t) + F̄s(t) (2.13)

dM̄(t)
dt

=
∫

Ω(t)
ρḡ dΩ(t) +

∫
∂Ω
σ · n̄ext ∂Ω (2.14)

qui se réécrit en utilisant le théorème de la divergence :

dM̄(t)
dt

=
∫

Ω(t)
ρḡ dΩ(t) +

∫
Ω(t)
∇ · σ dΩ(t) (2.15)

En utilisant le théorème de Leibniz-Reynolds (2.4) dans le premier membre de (2.15), nous
obtenons ainsi :
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d

dt
M̄(t)dV =

∫
Ω(t)

(
∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū)

)
dΩ (2.16)

=
∫

Ω(t)
ρḡ dΩ +

∫
Ω(t)
∇ · σ dΩ(t) (2.17)

Comme le domaine à intégrer est arbitraire et que les fonctions intégrées sont supposées conti-
nues, nous obtenons l’équation aux dérivées partielles suivante, qui représente l’équation locale
du mouvement :

(
∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū)

)
= ρḡ +∇ · σ. (2.18)

En utilisant les hypothèses supplémentaires que le milieu est isotrope (c’est-à-dire que ses pro-
priétés sont les mêmes dans toutes les directions de l’espace) et que l’action du tenseur de
contrainte est indépendant du réferentiel choisi (invariance sous un changement de repère), on
peut montrer que le tenseur de contrainte doit avoir la forme suivante :

σ = −pI + λ∇ · ū+ T (2.19)

où p est la pression, µ la viscosité dynamique, I le tenseur identité et T =
[
µ
(
∇ū+∇T ū

)]
le

tenseur des taux de déformation. D’autres considérations physiques conduisent à des relations
pour les paramètres µ et λ par exemple, µ>0 (pour un fluide visqueux) et λ = −2

3µ. Dans le
cas d’un fluide incompressible, c’est-à-dire ∇ · ū = 0, l’expression du tenseur de contraintes se
simplifie à :

σ = −pI + T (2.20)

On obtient ainsi les équations fondamentales de Navier-Stokes sous forme conservative pour un
écoulement incompressible monophasique :

∇ · ū = 0, (2.21)

(
∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū)

)
= ρū−∇p+∇ · T . (2.22)

2.2 Le modèle 2-fluides discontinu pour les interfaces résolues

L’aspect diphasique des écoulements n’est pas a priori pris en compte dans les équations du
système (2.21) et (2.22) présentées auparavant. Dans la suite, nous allons rappeler quels sont
les modèles existants pour décrire des écoulements diphasiques. Nous porterons une attention
particulière sur ceux fréquemment employés. Parmi eux, on y trouve le modèle à deux fluides
dans lequel les deux phases sont décrites séparément. Quant au modèle à un fluide, il remplace
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le mélange diphasique par un seul fluide. Nous verrons plus en détails les différences entre ces
deux modèles.

Équations de conservation de la masse et du mouvement

Nous considérons maintenant un écoulement diphasique, c’est-à-dire que Ω(t) contient un mé-
lange de deux phases incompressibles non miscibles différentes (liquide-liquide ou liquide-gaz) qui
peuvent se déplacer dans le temps et ont des propriétés physiques différentes ρk et µk (k = 1, 2).
Pour chaque point et pour chaque instant t ∈ [O, T ], où T est un réel positif, Ω(t) est subdivisé
en deux sous-domaines ouverts Ω1(t) et Ω2(t), chacun d’eux contenant respectivement l’une des
phases. Ces phases sont séparées entre elles par une interface Γ(t) = Ω̄1(t)∩Ω̄2(t), qui correspond
au bord entre les deux fluides (voir Fig. 2.2).

Figure 2.2 – Définition d’un problème diphasique modèle Ω constitué de deux phases Ω1, Ω2
et d’une interface Γ.

Dans chacune des phases et à chaque instant t ∈ [O, T ], l’écoulement diphasique est décrit dans
chaque sous-domaine Ωk(t), k = 1, 2 par les équations de Navier-Stokes suivantes :

∀ t ∈ [O, T ] , ∀ x̄ ∈ Ωk(t)

 ∇ · ūk = 0
∂ρkūk

∂t +∇ · (ρkūk ⊗ ūk) = ρkḡ −∇pk +∇ · T k

(2.23)

avec ūk et pk respectivement la vitesse et la pression dans le domaine Ωk(t), µk et ρk respecti-
vement la viscosité et la masse volumique du fluide dans le domaine Ωi(t).

Nous en arrivons maintenant aux conditions de saut traduisant les principes de conservation sur
l’interface. Comme les phases sont visqueuses et en l’absence de changement de phase (pas de
flux de matière à travers l’interface), on peut supposer que le champ de vitesse est continu à
l’interface. La relation de saut dans les directions normale et tangentielle à l’interface s’écrit :
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ū1 · n̄1 + ū2 · n̄2 = 0
ū1 · t̄1 + ū2 · t̄2 = 0

(2.24)

Par ailleurs, sans source de masse on sait que la conservation de la quantité de mouvement à la
traversée d’une interface qui sépare deux fluides newtoniens s’écrit :

(
−p1I + T 1

)
· n̄1 +

(
−p2I + T 2

)
· n̄2 = σκ (2.25)

Dans les conditions de saut précédentes, n̄ est la normale à l’interface Γ(t), t̄ le vecteur tangent
à l’interface Γ(t) σ le coefficient de tension superficielle ou encore tension de surface, κ la
courbure locale. Si l’on se réfère par exemple aux travaux de Drew et al. et Ishhii et al. [52, 99],
les équations de Navier-Stokes (2.23) associées aux relations de sauts (2.24) et (2.25) forment ce
qu’on appelle le modèle 2-fluides pour les interfaces résolues.

2.3 Représentation des écoulements diphasique incompressibles
par un modèle MUF

Pour pallier les difficultés liées au modèle à deux fluides, en l’occurrence la mise en place d’un
maillage non structuré ou curviligne mobile, notre choix s’est porté vers l’utilisation du modèle
à un fluide (MUF) de Kataoka [102]. Il consiste à établir une formulation de mélange dite
mono fluide des écoulements diphasiques, faisant intervenir des variables spatialement filtrées.
L’avantage de ce modèle est qu’il transforme un problème qui résout chaque fluide séparément
en un formalisme qui permet de condenser la dynamique diphasique en une seule équation
locale instantanée, faisant apparaitre à la fois les bilans de chacune des deux phases et le bilan
à l’interface. L’idée majeure de ce modèle selon Kataoka, consiste à introduire une nouvelle
variable, l’indicatrice de phase χk (x̄, t), afin de décrire localement l’appartenance de chaque
point à une phase ou à une autre telle que :

χk (x̄, t) =

 1 si x̄ ∈ Ωk(t)
0 sinon

(2.26)

Cette fonction indicatrice vérifie les propriétés suivantes :

χk (x̄, t)χk (x̄, t) = χk (x̄, t) (2.27)

χ1 (x̄, t)χ2 (x̄, t) = 0 (2.28)

2∑
k=1

χk (x̄, t) = 1 (2.29)
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∇χk (x̄, t) = −n̄kδI (2.30)

Par ailleurs, l’équation d’advection de χk s’écrit classiquement :

∂χk

∂t
+ ŪI · ∇χk = 0 (2.31)

où ŪI est la vitesse de l’interface, n̄k la normale unitaire à l’interface sortante de la phase k et δI

la distribution de Dirac attachée à l’interface. Ainsi, en multipliant l’équation de conservation
de masse de la phase k par χk, nous obtenons :

χk∇ · ūk = 0 (2.32)

d’où :

∇ · (ūkχk)− ūk · ∇χk = 0 (2.33)

Ce qui est important, c’est que l’équation est maintenant valide sur tout le domaine, ce qui
donne en utilisant l’équation (2.31) :

∂χk

∂t
+∇ · (ūkχk) +

(
ŪI − ūk

)
· ∇χk = 0, x̄ ∈ Ω(t) (2.34)

Comme nous ne considérons que des écoulements isothermes et sans changement de phase, le
champ de vitesse est continu à l’interface et, par conséquent, la vitesse de l’interface est égale à la
vitesse de phase de part et d’autre de l’interface

(
ŪI = ūk

)
. Dans ce cas, l’équation d’advection

de la fonction indicatrice χk devient :

∂χk

∂t
+∇ · (ūkχk) = 0 (2.35)

Puisque ρk est supposée constante, l’équation précédente peut être multipliée par ρk de façon à
obtenir une équation de bilan de masse sur tout le domaine pour la phase k :

∂ρkχk

∂t
+∇ · (ρkūkχk) = 0

(2.36)

En utilisant l’équation (2.33) et l’expression du gradient de χk (2.30). On obtient alors :

∇ · (ūkχk) + ūk · n̄kδI = 0 (2.37)

On procède de la même façon avec l’équation de conservation de la quantité de mouvement, on
obtient l’équation de bilan de quantité de mouvement diphasique pour la phase k :
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χk

(
∂ρkūk

∂t
+∇ · (ρkūk ⊗ ūk)

)
= χkρkḡ − χk∇pk + χk∇ · T k (2.38)

En prenant soin de soustraire ce qu’on a ajouté grâce à l’équation de d’advection (2.35) et
à l’expression du gradient de χk (2.30). On obtient l’équation de conservation de quantité de
mouvement en formulation diphasique discontinue. Pour tout indice de phase k égal à 1 ou 2, il
vient

(
∂χkρkūk

∂t
+∇ · (χkρkūk ⊗ ūk)

)
= χkρkḡ −∇χkpk +∇ ·

(
χkT k

)
+
(
−pkI + T k

)
· n̄kδI (2.39)

C’est ici que les descriptions à un ou deux fluides divergent : si on filtre mais sans faire la
somme, on a le modèle à deux fluides d’Ishhii et al. [52, 99]. Maintenant, nous allons procéder
à la sommation des équations (2.36) (2.37) et (2.39) sur les deux phases en tenant compte des
bilans aux interfaces (2.24) et (2.25). On obtient :

∂

∂t

( 2∑
k=1

ρkχk

)
+∇ ·

( 2∑
k=1

ρkūkχk

)
= 0 (2.40)

∇ ·
( 2∑

k=1
ūkχk

)
+

2∑
k=1

ūk · n̄kδI = 0 (2.41)

∂

∂t

( 2∑
k=1

χkρkūk

)
+∇·(

2∑
k=1

χkρkūk⊗ūk) =
2∑

k=1
χkρkḡ−∇

2∑
k=1

χkpk +∇·
2∑

k=1
χkT k +σκn̄δI (2.42)

2.4 Filtrage des équations diphasiques

La résolution numérique des équations du milieu diphasique nécessite leur discrétisation en des
points discrets du maillage. De ce fait, une épaisseur numérique de l’interface est générée à travers
de laquelle les grandeurs physiques varient de façon continue, afin d’accéder à l’évolution du
mélange des deux phases. Cela revient à faire un filtrage spatial pour séparer les grandes échelles
des petites échelles (l’interface) de l’écoulement diphasique, analogiquement à la Simulation des
Grandes Echelles (LES) [157]. Pour mettre en place ce filtrage spatial, nous définissons ainsi un
noyau F , ∀ x̄ et x̄′ :

∫
V
F
(
x̄− x̄′)

dx̄′ = 1 (2.43)

où V est le volume caractéristique du filtre (généralement de l’ordre de la taille de la cellule).
Notons que l’intérêt de l’application du filtre F est de se débarrasser des relations de saut, et
de passer d’une vision discontinue à une vision continue dans laquelle les phases sont vues via
une concentration appelée fraction volumique notée Ck (x̄, t). Cette dernière représente le taux
d’occupation de la phase k autour du point x̄ à l’instant t. Elle est définie comme étant le résultat
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du filtrage de la fonction indicatrice χk (x̄, t) :

χk = Ck (x̄, t) =
∫

V
F
(
x̄− x̄′)

χk

(
x̄

′
, t
)
dx̄

′ (2.44)

Connaissant la fraction volumique Ck de la phase k, on peut définir pour chaque grandeur
physique Φk (x̄, t) sa moyenne locale Φ̂k (x̄, t), donnée par la moyenne de Favre :

CkΦ̂k = χkΦk =
∫

V
F
(
x̄− x̄′)

χk

(
x̄

′
, t
)

Φk

(
x̄

′
, t
)
dx̄

′ (2.45)

Le filtrage du système composé des équations (2.41), (2.40) et (2.42) avec l’hypothèse de com-
mutation entre les opérations de filtrage et de dérivation conduit à :

∇ ·
( 2∑

k=1

̂̄ukCk

)
+

2∑
k=1

ūk · n̄kδI = 0 (2.46)

∂

∂t

( 2∑
k=1

ρ̂kCk

)
+∇ ·

( 2∑
k=1

ρ̂kūkCk

)
= 0 (2.47)

∂

∂t

( 2∑
k=1

ρ̂kūkCk

)
+∇ ·

( 2∑
k=1

̂ρkūk ⊗ ūkCk

)
=

2∑
k=1

Ckρ̂kḡ −∇
2∑

k=1
p̂kCk+

∇ ·
2∑

k=1
CkT̂ k + σκn̄δI (2.48)

Nous définissons également les moyennes des grandeurs filtrées comme suit :

ū =
2∑

k=1
Ck
̂̄uk (2.49)

p =
2∑

k=1
Ckp̂k (2.50)

ρ =
2∑

k=1
Ckρ̂k (2.51)

ρū =
2∑

k=1
Ckρ̂k

̂̄uk (2.52)

T =
2∑

k=1
CkT̂ (2.53)

Considérons les définitions précédentes les équations (2.46) (2.47) et (2.48) peuvent s’écrire
comme suit :
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∇ · ū+
2∑

k=1
ūk · n̄kδI = 0 (2.54)

∂ρ

∂t
+∇ ·

(
ρū
)

= 0 (2.55)

∂

∂t

(
ρū
)

+ ∇ ·
(
ρū⊗ ū

)
= ρḡ − ∇p + ∇ · T + σκn̄δI (2.56)

En se servant des travaux de Girault et al.[79], nous trouvons la relation suivante :

ρū = ρū+ C1C2 (ρ̂1 − ρ̂2)
(̂̄u1 − ̂̄u2

)
(2.57)

De même selon [79], nous avons :

ρū⊗ ū = ρū⊗ ū+ C1C2ρ̂1ρ̂2
ρ

(̂̄u1 − ̂̄u2
) (̂̄u1 − ̂̄u2

)
(2.58)

Pour la suite, le symbole − sera omis pour alléger l’écritue. Ainsi, en supposant l’absence de
glissement entre les phases

(̂̄u1 − ̂̄u2
)
, nous obtenons finalement la formulation 1-fluide pour des

écoulements diphasiques

∇ · ū = 0 (2.59)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρū) = 0 (2.60)

∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū) = ρḡ −∇p+∇ · T + σκn̄δI (2.61)

2.5 Etat de l’art sur les schémas d’advection de l’interface

Dans la section précédente, nous venons de dégager le système d’équations à résoudre pour si-
muler les écoulements multiphasiques incompressibles à phases séparées. Dans le modèle à un
fluide, nous avons constaté l’apparition d’un nouveau terme source de tension de surface. Par
ailleurs, la masse volumique et la viscosité ne sont plus constantes. En effet, dans les mailles
coupées par l’interface, la masse volumique et la viscosité varient tandis qu’ailleurs elles sont
constantes. En utilisant cette formulation, on doit connaître la position de l’interface afin de cal-
culer les propriétés physiques utilisées dans l’équation (2.61) à partir des propriétés individuelles
de chaque fluide, et de calculer les quantités interfaciales telles que la normale à l’interface et
la courbure interfaciale. Ceci est réalisé en utilisant une fonction de marqueur qui identifiera
chaque fluide dans le système. Dans la section suivante, nous passons brièvement en revue les
différentes possibilités d’utiliser une fonction marqueur afin de calculer toutes les quantités liées
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à l’advection de masse et à la déformation de l’interface, puis nous expliquons les méthodes
mises en œuvre dans le code FUGU utilisé dans ce travail.

Comme nous l’avons indiqué précédemment, nous utilisons une fonction marqueur afin de décrire
et suivre l’évolution de l’interface. Dans la littérature, il existe deux classes de méthodes pour
assurer le suivi spatio-temporel de l’interface, différenciées entre les méthodes lagrangiennes et
les méthodes dites euleriennes. Dans les méthodes lagrangiennes, au lieu d’utiliser directement
une fonction marqueur, on utilise des marqueurs, qui sont transportés de manière lagrangienne
par le champ de vitesse local comme suit :

dX̄i

dt
= ū

(
t, X̄i (t)

)
(2.62)

où X̄i la position du marqueur i. La fonction marqueur est ensuite reconstruite à partir des
positions de marqueurs. Dans les méthodes eulériennes, la fonction marqueur est directement
advectée. Une telle fonction peut être, par exemple, une fonction discrète qui prend la valeur
1 dans un fluide et 0 dans un autre et une valeur intermédiaire dans les mailles coupées par
l’interface, de sorte qu’elle peut être utilisée comme fonction de pondération dans une interpo-
lation linéaire ou harmonique utilisée pour calculer les propriétés physiques dans la formulation
à un fluide. Par exemple, si M(x̄, t) est une fonction marqueur qui est égale à 1 dans le fluide
1 et à 0 dans le fluide 2, la masse volumique dans l’équation (2.60) peut être calculée comme
ρ(x̄, t) = M(x̄, t)ρ1 + (1−M(x̄, t)) ρ2.

2.6 Les méthodes lagrangiennes

2.6.1 MAC

Une des premières méthodes utilisant une formulation lagrangienne est la méthode Marker-And-
Cell (MAC) développée par Harlow et Welch [92]. Dans cette méthode, le fluide est identifié par
des particules marqueurs (Fig. 2.3) distribuées dans toute la région du fluide, et les équations de
conservation sont résolues sur une grille régulière qui couvre à la fois la partie remplie de fluide
et la partie vide du domaine. L’un de ses avantages remarquables est la conservation exacte de
la masse. Cependant, plusieurs inconvénients se présentent : tout d’abord, elle se restreint aux
écoulements bidimensionnels à surface libre, où seul un fluide est en mouvement. Ensuite, elle
est très coûteuse en temps de calcul, puisqu’elle nécessite un nombre important de marqueurs
par rapport au nombre de points résolus dans le maillage eulerien. De plus, l’interface n’est pas
précisément définie, de sorte que le calcul des caractéristiques topologiques comme la normale
où la courbure est complexe.

2.6.2 Front tracking

Dans les méthodes de Front-Tracking, telle que celle développée par Unverdi et Tryggvason [171],
l’interface est remplie de points marqueurs (Fig. 2.4) qui sont ensuite advectés en utilisant la
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Figure 2.3 – Schéma de la méthode MAC.

vitesse du fluide interpolée à l’emplacement des points marqueurs (Eq. 2.62). L’intérêt de ces
méthodes, comme l’ont démontré par ailleurs Popinet et Zaleski [143], est qu’elles permettent
de suivre une interface avec une description sous-maille de celle-ci, puisqu’elle repose sur un
maillage lagrangien de marqueurs placés sur l’interface. Une fois que la position des marqueurs
est connue, on peut calculer une fonction marqueur utilisée pour évaluer les propriétés physiques.
De plus, la courbure de l’interface peut être calculée précisément si nécessaire pour inclure les
forces de tension de surface, qui sont déterminantes pour appréhender la physique à l’interface
des écoulements diphasiques. Ces forces de tension superficielle sont déterminées via la relation de
Frenet appliquée aux tensions localisées aux points d’intersection entre le maillage de l’interface
et les volumes de contrôle du maillage. Malgré les avantages présentés précédemment, des limites
apparaissent à nouveau lorsque des topologies d’interface complexes se développent pendant la
simulation, comme la coalescence et la rupture de la surface de l’interface. En outre, l’advection
de l’interface ne garantie pas la conservation du volume qui est une propriété fondamentale pour
les écoulements incompressibles. Rajoutons à ces inconvénients l’extension au cas tridimensionnel
qui n’est pas immédiate pour ce qui est de la gestion du maillage.

2.7 Les méthodes Eulériennes

2.7.1 Les Méthodes Level Set

Dans les méthodes Level set [132, 134], la fonction marqueur est définie comme étant la distance
signée entre les points x̄ de la grille et l’interface la plus proche,
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(a) (b)

Figure 2.4 – Principe de la méthode Front-tracking : (a) topologie simple (b) topologie com-
plexe

ϕ (x̄, t) = ± min
ȳ∈Γ(t)

∥x̄− ȳ∥2 (2.63)

où l’interface correspand à l’isocontour ϕ = 0 (Fig. 2.5). Pour suivre l’évolution de l’interface,
la fonction marqueur ϕ est directement advectée par le champ de vitesse ū suivant l’équation
d’advection suivante :

∂ϕ

∂t
+ ū · ∇ϕ = 0 (2.64)

La définition de la fonction distance signée implique que ∥∇ϕ∥2 = 1, ce n’est pas le cas après
advection par l’équation (2.64). Il serait donc nécessaire de rajouter une procédure de réinitia-
lisation qui modifiera ϕ pour que la condition ∥∇ϕ∥2 = 1 soit satisfaite. Néanmoins, ni l’étape
d’advection, ni la procédure de réinitialisation ne garantissent la conservation de masse, ce qui
constitue le principal inconvénient de la méthode Level Set. Pour améliorer les performances de
cette méthode, de nombreuses évolutions ont été apportées. Par exemple, nous pouvons citer la
méthode de Olsson et Kreiss [133] intitulée "Conservative Level-Set", la méthode proposée par
Desjardins et al [44] nommée "Accurate Conservative Level-Set" et leurs éventuelles modifica-
tions. Enfin, la méthode CLSVOF [166] qui combine les méthodes Level-Set et VOF, tire profit
des avantages de ces deux méthodes. En effet, la conservation de la masse est bien garantie, et
les propriétés géométriques peuvent être facilement calculées.

2.7.2 Les Méthodes Volume Of Fluid (VOF)

Il s’agit de la première méthode basée sur une approche eulérienne à champ discontinu. Elle a
été initialement introduite par Hirt et Nichols en 1981 [96] pour représenter un milieu dipha-
sique par l’intermédiaire d’une variable scalaire représentant la fraction volumique d’un fluide
sur chaque cellule. Cette fonction, appelée fonction couleur C, peut varier de 0 à 1, chacune
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Figure 2.5 – Isosurfaces de la fonction Level-set ϕ. L’interface est située à ϕ = 0. Le signe de
ϕ permet de connaître la phase dans laquelle on se situe.

des deux valeurs extrêmes représentant la présence d’un seul des deux fluides dans la cellule.
Si la valeur de la fraction volumique est comprise entre ces deux valeurs, la cellule en question
contient un mélange et l’interface est présente.

La méthode est principalement constituée de deux étapes. La première est l’advection de la
fonction de couleur, la seconde est la reconstruction de l’interface à partir de la fonction de
couleur. La fonction couleur C est advectée ainsi par le champ de vitesse local ū et est la
solution de l’équation d’advection suivante :

∂C

∂t
+ ū · ∇C = 0 (2.65)

qui peut s’écrire sous forme conservative comme suit :

∂C

∂t
+∇ · (ūC) = C∇ · ū. (2.66)

2.7.2.1 Reconstruction géométrique de l’interface

La résolution numérique de l’équation (2.66) doit garantir la conservation exacte de la masse.
Néanmoins, elle reste délicate et constitue un des enjeux majeurs de la simulation des écoule-
ments diphasiques. En effet, comme la fonction couleur C est discontinue, la diffusion numérique
peut par exemple induire un lissage de la discontinuité au cours du temps. Pour contourner ce
problème, l’interface est reconstruite dans le but de calculer les flux convectifs de façon géomé-
trique. Pour ce faire, différentes techniques ont été développées. La figure 2.6 présente un exemple
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(a)

(b) (c)

Figure 2.6 – Principe de la méthode VOF, (2.6a) Interface réelle et fonction couleur associée,
(2.6b) classe de méthodes SLIC pour reconstruire l’interface, (2.6c) classe de méthodes PLIC
pour reconstruire l’interface.

de la méthode VOF et de deux des principales techniques de reconstruction de l’interface. La
méthode SLIC (Simple Line Interface Calculation) (voir Fig. 2.6b) introduite par Noh et Wood-
ward [130], représente l’interface dans chaque cellule du maillage à l’aide de segments de droite
alignés avec la grille eulerienne. La position et l’orientation des segments dépend des valeurs de
C dans la cellule où sera reconstruite l’interface, ainsi que dans deux cellules voisines. Dans la
pratique, cette méthode s’avère insuffisante pour décrire l’évolution de l’interface. En effet, des
morceaux de l’interface se détachent d’une manière non physique, puisque les interfaces générées
sont discontinues. Enfin on notera que la méthode ne considère qu’un bloc 3 × 1 autour de la
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cellule d’intérêt, alors que l’interface reconstruite dans la cellule peut avoir une représentation
différente par direction. Une amélioration directe de cet algorithme est la méthode PLIC (Pie-
cewise Linear Interface Calculation) (voir Fig. 2.6c) introduite par DeBar [41] et Youngs [199].
Elle consiste à approximer l’interface par des segments de droite dans chaque cellule, qui peut
être orientée arbitrairement par rapport à l’axe des coordonnées. L’orientation des segments est
déterminée par la normale à l’interface, qui est trouvée en considérant la valeur de la couleur C
à la fois dans la cellule considérée et dans les cellules adjacentes. D’autres méthodes de recons-
truction d’interface utilisent toutes un bloc 3×3 de cellules voisines pour déterminer la normale
en son centre mais elles sont au mieux du premier ordre. À cette classe appartient la méthode
"center of mass" de Saltzman et Puckett [144], qui utilisent ce stencil de différentes manières pour
obtenir le centre de masse du bloc, et par la suite la normale n̄ pointant du centre de la cellule
vers ce centre de masse. Une autre manière pour déterminer la normale est d’utiliser directement
le gradient de la fonction couleur comme dans les travaux de Parker et Young. Dans le cadre
des méthodes de second ordre, on trouve les méthodes LVIRA (Least-squares Volume-of-fluid
Interface Reconstruction Algorithm) et ELVIRA (E pour Efficient) développées respectivement
par Puckett et al [145] et Pilliod [142]. Dans ces méthodes, une norme de l’erreur (norme ∥.∥2)
entre la fonction couleur et l’interface reconstruite est minimisée. Une autre approche a été pré-
sentée par Aulisa et al [13], où plusieurs interpolations linéaires (planes en trois dimensions) ont
été ainsi sélectionnées par une procédure d’ajustement via une méthode des moindres carrés.
Cette méthode est considérée comme étant du second ordre lorsqu’elle est appliquée de manière
itérative.

2.7.2.2 Les algorithmes d’advection

Une fois que l’interface de chaque cellule est construite à partir de la fonction couleur C à
l’instant tn, un algorithme d’advection est utilisé pour assurer l’advection de l’interface. La po-
sition de l’interface et les fractions volumiques C au temps tn+1 sont ainsi déterminées. Dans la
littérature, on trouve deux méthodes d’advection basées sur un splitting de directions : la mé-
thode CIAM (Calcul d’Interface Affine par Morceaux) [117, 160] et l’algorithme de Weymouth
et Yue [77], nous décrivons d’abord leurs aspects communs.

Après addition et soustraction d’un terme proportionnel à la divergence de la vitesse, l’équation
(2.65) conduit à

∂C

∂t
+∇ · (ūC) = C∇ · ū (2.67)

La partie discrète de cette équation est obtenue en faisant une intégration spatio-temporelle de
l’équation (2.67)

Cn+1
i,j,k − Cn

i,j,k

∆t ∆Ω = −
∑

facesf

F
(C)
f + ∆t

∫
Ω
C∇ · ū dΩ (2.68)
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où le premier terme du second membre est la somme des flux de la VOF sur la face de la cellule
i, j, k. Bien évidemment, le terme de "compression" du côté droit disparaît pour un écoulement
incompressible, mais il est utile de le conserver en raison de son utilité dans le transport par
splitting de directions. Dans l’équation précédente, les flux F

(C)
f de la VOF, seront calculés

via des reconstructions géométriques à cause de la discontinuité de la fonction couleur C. Ils
s’écrivent comme suit :

F
(C)
f = ∆t

∫
Ω
ū · n̄fC dS (2.69)

Avec n̄f la normale à la face f du volume de contrôle Ω.
Une fois l’interface de chaque cellule construite à partir de la fonction couleur C, l’équation (2.68)
est utilisée pour mettre à jour les fractions de volume durant l’étape d’advection. Comme indiqué
plus haut, les méthodes VOF standard utilisent un splitting temporel dans lequel le problème
d’advection est divisé en plusieurs mises à jour séquentielles de la fraction volumique dans
chacune des dimensions spatiales. Le splitting de l’équation (2.68) est formulé comme suit :

Cn,1
i,j,k − C

n,0
i,j,k

∆t ∆Ω = Fi+1/2,j,k − Fi−1/2,k +
∫

Ω
C
∂u

∂x
dΩ (2.70)

Cn,2
i,j,k − C

n,1
i,j,k

∆t ∆Ω = Gi,j+1/2,k −Gi,j−1/2,k +
∫

Ω
C
∂v

∂y
dΩ (2.71)

Cn,n+1
i,j,k − Cn,2

i,j,k

∆t ∆Ω = Hi,j,k+1/2 −Hi,j,k−1/2 +
∫

Ω
C
∂w

∂z
dΩ (2.72)

où F , G et H sont les flux de la fonction couleur C advectés dans les première, deuxième et
troisième directions ; c’est à dire que le fluide est initialement transporté le long de x, puis de
y, et enfin (pour les écoulements 3D) de z. Pour alléger la notation, nous utilisons une nouvelle
réécriture de (2.70)-(2.72)) sous la forme suivante :
écrite de manière discrète comme suit :

∆C
∆t ∆Ω = ∆mFm +

∫
Ω
C
∂um

∂xm
dΩ Pour m = 1, 2, 3; (2.73)

Ici,m représente l’indice cartésien et ∆mFd décrit le flux net dans cette direction. Dans l’équation
précédente, nous remettons à l’échelle les variables d’espace et de temps de sorte que le volume de
la cellule et le pas de temps soient égaux à 1. Toute composante de vitesse u devient u′ = u∆t/h
et la valeur Ci,j,k est également la fraction volumique de fluide de référence dans la cellule i, j, k.
Après ces transformations, l’équation (2.73) devient :

Cn,l+1
i,j,k = Cn,l

i,j,k − F
(C)
m− − F

(C)
m+ + cm

∂um

∂xm
(2.74)

avec l’exposant l = 0, 1, 2 qui est l’indice de sous-étape, i.e. Cn,0
i,j,k = Cn

i,j,k et Cn,3
i,j,k = Cn+1

i,j,k . La
face avec l’exposant m− (resp m+) est la face "gauche" (resp droite) dans la direction m et
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F
(C)
m sont les flux de la VOF provenant d’une cellule à l’autre dans chaque direction. Ces flux

sont ainsi estimés par des considérations géométriques à partir de la fonction couleur C et de
la reconstruction de l’interface. L’expression ∂um

∂xm
est une approximation par volumes finis de la

dérivée spatiale qui correspond à la m ième composante du vecteur vitesse le long de la direction
m, et le coefficient de compression cm représente une approximation de la fonction de couleur.

À chaque application de l’équation (2.74) correspond une sous-étape d’advection. Après chaque
sous-étape d’advection, une nouvelle reconstruction de l’interface est effectuée à partir des frac-
tions volumiques Cn,l+1

i,j,k mises à jour en calculant la normale à l’interface n̄. Une fois que la
normale à l’interface n̄ est déterminée, un nouveau vecteur normal colinéaire noté m̄ et de
norme L1 unitaire est alors déduit de n̄, de sorte que |mx| + |my| + |mz| = 1. Considérant le
volume V = Ci,j,k dans la cellule (i, j, k) la constante du plan α (déterminée comme dans [161])
est définie de façon à ce que le plan coupe exactement un volume V dans la cellule.

m̄ · n̄ = α (2.75)

VOF CIAM (Calcul d’Interface Affine par Morceaux)

La méthode CIAM fait référence à une méthode VOF générique avec une étape de reconstruc-
tion linéaire par morceaux, comme cela est décrit dans la littérature. Toutefois l’interface est
reconstruite dans chaque cellule. Celle-ci est advectée via un schéma lagrangien qui consiste à
déplacer chaque point de cette interface par le champ de vitesse u′ en plusieurs sous-étapes.
Dans chaque sous-étape temporelle m de l’advection, le champ de vitesse est orienté dans la
direction m, et ne dépend que de la composante xm ∈ [0, 1]) de la variable spatiale normalisée.
La vitesse sur l’interface est calculée par interpolation linéaire, à partir des vitesses euleriennes
um− sur la face gauche et um+ sur la face droite de la cellule de sorte que :

u
′
m(xm) = −um− (1− xm) + um+xm (2.76)

où l’origine de la coordonnée xm est choisie sur la face gauche.
Ensuite, les points de l’interface sont advectés de manière lagrangienne pour décrire l’évolution
de l’interface comme le montre l’équation :

dxm

dt
= u

′
m (2.77)

Afin de suivre l’évolution de l’interface, un schéma explicite d’ordre 1 est utilisé. Comme le
temps a été remis à l’échelle, le pas de temps est égal à l’unité et il disparaît des équations.
Ainsi, nous obtenons la position des points de l’interface à l’instant t+ ∆t comme suit :

xn+1
m = xn

m + u
′
m(xm) = −um− + (1 + um+ + um−)xn

m (2.78)

Chaque advection donne la position des points xn+1
m en fonction de la position d’origine xn

m, et
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comprime les distances le long de la direction m par un facteur (1 + um+1 + um−). Il en résulte
au plus trois segments de l’interface dans chaque cellule. Les volumes résultants sont représentés
sur la figure 2.7 et sont intitulés V1, V2 et V3. Finalement, la fonction couleur Cn+1

i,j,k est obtenue
en additionnant trois contributions.

Cn+1
i,j,k = V1 + V2 + V3 (2.79)

Comme il existe une corrélation entre l’advection des points xn+1
m de l’interface et la définition

(2.69) de F (C)
f , alors V1 = −F (C)

m+ , V3−F (C)
m+ et V2 = (1 + um+1 + um−)Cn,l

i,j,k. L’expression finale
de la sous-étape du splitting temporel s’écrit comme suit :

Cn,l+1
i,j,k = (1 + um+1 + um−)Cn,l

i,j,k − F
(C)
m+ − F

(C)
m− (2.80)

(a)

Figure 2.7 – Formation des volumes V1, V2 and V3

Ce qui montre que l’approximation de la dérivée ∂um
∂xm

= um+ + um− et le
coefficient de compression cm = Cn,l

i,j,k. Nous notons que la séquence de trois sous-étapes lagran-
giennes de l’équation (2.80) n’aboutit pas à la conservation du volume à la précision machine.

Cn+1
i,j,k − C

n
i,j,k = −

∑
facesf

F
(C)
f +

3∑
m=1

cm (um+1 + um−) (2.81)

Bien que les termes de flux s’annulent lors de l’intégration sur les faces de chaque cellule, la
somme des termes de compression ne s’annule pas puisque cm change à chaque sous-étape l.

VOF de Weymouth et Yue

Pour pallier au problème de conservation de masse de la méthode VOF-CIAM, Weymouth et
Yue ont proposé un nouvel algorithme qui préserve la masse à la précision machine. Dans cet
algorithme, le coefficient de compression est indépendant de la direction m, de sorte que cm = c,
et il est défini comme suit :

c = H
(
Cn

i,j,k − 1/2
)

(2.82)

où H est une fonction de Heaviside, c’est-à-dire que c = 0 lorsque Cn
i,j,k < 1/2 et c = 1 pour
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Cn
i,j,k > 1/2. Les flux F (C)

f dans l’équation (2.81) sont par ailleurs définis différemment via une
procédure géométrique, comme étant la quantité de matière entrant ou sortant à travers les faces
d’un volume de contrôle donné, comme le montre la figure 2.8. En utilisant ces définitions simples,
le schéma de l’advection conserve le volume à la précision machine. En effet, la sommation des
trois sous-étapes de l’équation (2.74) aboutit à

Cn+1
i,j,k − C

n
i,j,k = −

∑
facesf

F
(C)
f + c

3∑
m=1

(um+ + um−) (2.83)

Figure 2.8 – Principe de la méthode de VOF Ye & Weymouth

Nous notons que l’algorithme précédent requiert une étape supplémentaire de clipping (borner
C entre 0 et 1) pour éviter les conséquences des erreurs d’arrondi. Ce clipping appliqué à la fin
de chaque étape d’advection directionnelle consiste à réinitialiser les valeurs de Ci,j,k de sorte
que Ci,j,k est prise égale à 0 lorsque Ci,j,k < ϵc ou à 1 pour Ci,j,k > 1− ϵc. Quand la tension de
surface est nulle, le choix de ϵc = 10−12 est satisfaisant. Sinon, ϵc = 10−8 donne des résultats
plus stables en présence d’une interface plus lisse.
Avec ces principes simples des methodes VOF, nous obtenons une procédure robuste et efficace,
qui permet de gérer naturellement les changements de topologie de l’interface, les ruptures et
connexions, ainsi que la conservation de masse. Toutefois, ces méthodes présentent des difficultés
qui résident dans l’évaluation des grandeurs qui caractérisent l’interface, telles que la normale
et la courbure surtout en 3D à cause des formes d’interface raides. Un autre défaut connu
concerne la génération de brisures ou fragments numériques dès lors que les échelles des structures
interfaciales sont de taille proche de celle de la maille.

2.7.3 La méthode Smooth volume of fluid (SVOF)

Les palliatifs aux inconvénients de la méthode VOF peuvent être contournés en utilisant une
autre classe de méthodes permettant de régulariser la VOF. Les méthodes de profil d’interpola-
tion sous contrainte (CIP) [158] consistent à résoudre une équation de transport pour la fonction
de couleur. Basée sur le CIP, la fonction couleur et son gradient sont calculés pour aboutir à
une fonction d’interpolation cubique. Cette méthode est connue pour sa faible diffusivité nu-
mérique et sa bonne stabilité. Cependant, son principal inconvénient réside dans l’épaisseur de
l’interface qui n’est pas contrôlée. Une méthode VOF régularisée récente consiste à introduire
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une fonction lisse de volume de fluide (SVOF) obtenue en résolvant une équation de diffusion à
faible coût comme décrit dans [76, 90]. Cette procédure numérique présente à priori deux avan-
tages. D’une part, la diffusion contrôlée de points d’interface à travers desquels les propriétés
physiques varient fortement mais continuellement. D’autre part, comme les propriétés physiques
sont continues, les propriétés de convergence pour le solveur deviennent meilleures, même en
présence de grands rapports de viscosités et densités. En outre, l’application de la modélisation
de type CSF [24] (Continuum Surface Tension) à SVOF améliore considérablement la représen-
tation de l’approximation des forces de tension superficielle.

La fonction couleur lisée Cs (Smooth VOF) varie entre 0 et 1 comme C (obtenue via l’Eq. (2.83)),
et dont la diffusion sur un pas de temps fictif ∆t = 1s est contrôlée autour de C = 0.5. Cette
fonction est obtenue en procédant à une opération de lissage sur la fonction de couleur C par
résolution de l’équation de Helmhotz suivante (le lecteur est invité à se reporter à [76, 90] pour
plus d’informations),

Cs,n+1 +∇ ·D∇Cs,n+1 = Cn+1 (2.84)

où D = Li∆h2 est le coefficient de diffusion qui est alors défini par le produit du volume de
contrôle ∆h2 et d’un paramètre numérique Li. On peut constater que ce paramètre Li permet
de faire en sorte que la fonction couleur lissée Cs,n+1 s’étende sur une distance Li = k∆h de part
et d’autre de l’interface, où k est compris entre 0.2 et 2. On notera que l’opération de lissage
décrite ci-dessus dans l’équation (2.84), revient à remplacer la discontinuité de l’interface par
une zone d’épaisseur ajustable, à travers duquel la transition entre les deux phases a eu lieu. Par
conséquent, cette méthode ne génère pas de déformation artificielle près de l’interface et fournit
des stencils suffisamment larges pour mieux estimer la normale et la courbure de l’interface,
comme dans les méthodes Level Set.

2.8 Validations de transport

Nous avons fait précédemment un état de l’art des différentes techniques de suivi d’interface,
classées en deux catégories : lagrangiennes et eulériennes. Notre choix s’est porté sur l’utilisation
des méthodes eulériennes, et particulièrement la méthode VOF de Yue et Weymouth.

Afin de montrer les capacités de la méthode retenue à décrire correctement l’interface, même
lorsque celle-ci est fortement étirée et déformée, trois configurations classiques ont été choisies :
la translation d’une sphère dans un champ constant, la rotation d’une sphère et la déformation
d’une sphère dans un champ tournant. Dans chaque configuration, nous résolvons l’équation de
transport suivante :

∂C

∂t
+∇ · (ūC) = C∇ · ū (2.85)
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Pour évaluer les erreurs commises lors du transport, nous avons choisi deux types d’erreur. D’une
part, l’erreur de conservation de masse intégrée sur le domaine de calcul. Elle est définie comme
suit :

ϵmass =
∫

V c(x̄, t) dV −
∫

V c(x̄, 0) dV∫
V c(x̄, 0) dV (2.86)

D’autre part, l’erreur géométrique qui mesure la différence entre l’interface calculée et l’interface
exacte :

ϵgeo =
∫

V
[c(x̄, T )− cexacte(x̄, T )] dV (2.87)

Pour chaque configuration, nous réalisons une étude de convergence en calculant l’ordre de
précision numérique induit grâce à la relation suivante :

ordre =
log

(
ϵh1
ϵh2

)
log

(
h1
h2

) (2.88)

où ϵh1 et ϵh2 sont respectivement les erreurs associées aux maillages de pas h1 et h2.

2.8.1 Translation d’une sphère dans un champ constant

Pour commencer, nous considérons la translation diagonale d’une sphère de rayon r = 0.15m,
centrée au point (0.5, 0.5, 0.5) dans un domaine cubique Ω = [0, 1]3. Le champ de vitesse utilisé
est ū = (1, 1, 1). Le pas de temps est constant et est fixé à ∆t = 10−3s. L’advection est arrêtée
après un tour complet et donc lorsque t = 1s.

Comme présenté sur la figure 2.9, après un tour complet la sphère retrouve sa position initiale.
Qualitativement, nous pouvons facilement vérifier que l’advection de la sphère est parfaitement
calculée grâce au schéma de Weymouth & Yue. En parallèle, nous avons mené une étude de
convergence en maillage pour évaluer la capacité du schéma à conserver la forme de l’interface
et son volume. Pour ces simulations (voir Fig. 2.10), nous remarquons que l’algorithme conserve
bien le volume à la précision machine. De plus, l’erreur géométrique sur la forme de la sphère
diminue en fonction du maillage à l’ordre 1.

2.8.2 Rotation d’une sphère dans un champ statique

Nous nous intéressons maintenant à l’étude de la rotation d’une sphère dans un champ statique.
Dans un domaine cubique de coté L = 1m, une sphère est initialisée, centrée au point (0.5, 0.5,
0.75), avec un rayon de 0.2m. Ce test est important car il ne privilégie aucune direction, et par
la suite c’est un bon moyen pour vérifier la validité du schéma de transport.

Pour les simulations numériques, nous choisissons un pas de temps ∆t = 5 · 10−4s sur une grille
5123, et nous les adaptons pour les autres maillages afin de respecter la condition CFL. Ainsi le
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Figure 2.9 – Translation diagonale d’une sphère dans un champ constant. Maillage 5123 :
Évolution de l’interface sphérique.

Figure 2.10 – Translation diagonale d’une sphère dans un champ constant. De gauche à droite,
erreur sur la conservation du volume et sur la forme initiale de l’interface.
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champ de vitesse est défini afin que la sphère tourne dans le sens horaire.

u(x, y, z) = −π2

(
y − L

2

)
v(x, y, z) = π

2

(
x− L

2

)
w(x, y, z) = 0

(2.89)

Comme l’illustre la figure 2.11, nous obtenons des résultats très satisfaisants, avec une conser-
vation de masse à la précision machine, et un taux de convergence d’ordre 1 pour l’erreur sur la
forme (voir Fig. 2.12). En effet, pendant le transport, l’interface reste circulaire et au bout du
temps physique t = 3s elle revient à sa place initiale (sans subir aucune déformation).

Figure 2.11 – Rotation d’une sphère dans un champ tournant sans déformation. Maillage 5123 :
Évolution de l’interface sphérique.
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Figure 2.12 – Rotation d’une sphère dans un champ tournant sans déformation. De gauche à
droite, erreur sur la conservation du volume et la forme de l’interface.

2.8.3 Advection d’une sphère dans un champ avec cisaillement

Ce cas test a été proposé par Enright et al. [65] à partir des travaux de Leveque [114]. Initiale-
ment, une goutte sphérique de rayon r = 0.15 est placée aux coordonnées (0.35, 0.35, 0.35) dans
une boite périodique de coté L = 1. Dans cette configuration, l’interface est transportée avec le
champ de vitesse suivant :

u(x, y, z) = 2 sin2(πx) sin(2πy) sin(2πz)

v(x, y, z) = − sin(2πx) sin2(πy) sin(2πz)

w(x, y, z) = − sin(2πx) sin(2πy) sin2(πz)

(2.90)

Ce champ de vitesse est modulé par une fonction de temps f(t) définie par f(t) = cos(πt/T ),
avec T = 3s la période. Ainsi, le champ de vitesse est réversible, en d’autres termes, la sphère
revient à sa position initiale en t = T .
La figure 2.13 présente les résultats que nous avons obtenus pour une interface sphérique avec
un maillage de 5123. Nous pouvons voir que nous arrivons à des interfaces qui sont similaires à
celles proposées dans les travaux d’Enright (voir Figs. 2.15). Nous avons également réalisé une
étude de convergence en calculant l’ordre de précision spatial. Nous dressons les résultats de
l’étude de convergence dans la figure 2.14. Nous pouvons constater une conservation de la masse
à la précision machine quelque soit le maillage. En outre, un ordre 2 est obtenu sur l’erreur
géométrique, ce qui valide notre méthode de transport.

2.9 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les différentes approches pour la modélisation des écoule-
ments diphasiques à phases séparées, à savoir le modèle à deux fluides et le modèle à un fluide.
De plus, nous avons récapitulé les différentes techniques de suivi d’interface (les méthodes eulé-
riennes et lagrangiennes). Notre choix s’est porté sur l’utilisation des méthodes eulériennes, et
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Figure 2.13 – Déformation d’une sphère dans un champ tournant avec cisaillement. Maillage
5123 : Évolution de l’interface sphérique.

Figure 2.14 – Déformation d’une sphère dans un champ tournant avec cisaillement. De gauche
à droite, erreur sur la conservation du volume et la forme de l’interface.
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Figure 2.15 – Déformation d’une sphère dans un champ tournant avec cisaillement. Solution
d’Enright et al. [65] sur un maillage 5123.

en particulier, la méthode VOF de Yue et Weymouth qui gère intrinsèquement le changement
topologique de l’interface tout en assurant aussi la conservation du volume. À la fin du cha-
pitre, nous avons pu valider la méthode VOF sur plusieurs cas-tests académiques. Nous avons
obtenu un ordre 1 ou 2 de convergence spatiale pour la méthode et une précision machine sur
la conservation du volume.
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Dans le chapitre 2 de ce manuscrit nous avons mis en œuvre les différentes procédures numé-
riques retenues pour simuler un écoulement diphasique : le modèle à un fluide qui remplace le
mélange diphasique par un seul fluide, et la méthode VOF qui décrit l’évolution de l’interface
dans un champ de vitesse donné ū. Avec le champ de pression p, le champ de vitesse ū devient à
présent une deuxième inconnue et représente la vitesse de l’écoulement qui doit satisfaire à la fois
l’équation de conservation de quantité de mouvement et l’équation de conservation de la masse.
Ainsi, le chapitre 3 est consacré aux techniques de résolution des équations de Navier-Stokes
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diphasiques incompressibles. Dans un premier temps, nous rappelons le modèle d’écoulement di-
phasique utilisé pour la résolution des équations de Navier-Stokes. Ensuite, nous décrivons les
différents algorithmes dédiés au traitement du couplage vitesse-pression, à savoir les méthodes
découplées (la formulation fonction courant-vorticité et projection-correction) et les méthodes
couplées (l’algorithme d’Uzawa, la décomposition d’opérateur, le lagrangien augmenté et l’algo-
rithme SIMPLE). Enfin, nous détaillons les schémas de discrétisation spatiale des différents
termes des équations de conservation, ainsi qu’une technique de pénalisation qui gère de façon
naturelle les conditions aux limites.

3.1 Modèle d’écoulement diphasique utilisé pour la résolution
des équations de Navier-Stokes

Dans le cadre de ce travail, la simulation numérique des écoulements diphasiques incompres-
sibles non miscibles sera faite à l’aide d’un modèle de mélange appelé "modèle à un fluide" de
Katoaka [102]. Les équations à résoudre sont : l’équation de conservation du volume (∇·ū = 0) et
le bilan de quantité de mouvement du mélange, augmenté par les effets capillaires qui agissent
proche de l’interface. Nous négligerons les phénomènes de transfert de chaleur, et donc nous
n’aurons pas à résoudre l’équation de l’énergie. Une équation supplémentaire sera également ré-
solue : l’équation d’advection d’un champ scalaire aussi appelé la fonction couleur, utilisée pour
caractériser la présence de l’interface, ainsi que les propriétés de l’écoulement au travers d’un
fluide équivalent (masse volumique et viscosité). La fonction C, qui peut prendre des valeurs
comprises entre 0 et 1, représente le taux de présence d’un des deux fluides dans un volume
de contrôle. En effet, si cette fonction prend des valeurs différentes de 0 et de 1, le volume de
contrôle en question contient un mélange des deux fluides, ce que signifie que l’interface y est
présente. L’originalité du modèle à un fluide réside sur le fait qu’il tient implicitement compte
des relations de saut à travers l’interface induites par la tension superficielle, ce qui revient
aux équations classiques de Navier-Stokes à une phase dès que C = 1 ou C = 0 partout. Les
équations du modèle à un fluide gouvernant le mouvement de l’écoulement diphasique s’écrivent
comme suit :

∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū) +Bpenu (f(ū)− ū∞) = −∇p+∇ · T + ρḡ + F̄s, (3.1)

∇ · ū = 0, (3.2)

∂C

∂t
+∇ · (ūC) = C∇ · ū, (3.3)

L’équation (5.2a) décrit la conservation de la quantité de mouvement, l’équation (5.2b) traduit la
conservation de masse (les deux phases sont immiscibles et incompressibles) et l’équation (5.2c)
représente l’advection de la fonction de couleur C. Dans les équations précédentes, ū est le champ
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de vitesse, p le champ de pression, t le temps, ρ et µ la masse volumique et la viscosité du fluide
de mélange, calculées via des moyennes arithmétiques, géométriques ou discontinues, à partir de
ρ1, ρ2, µ1 et µ2 qui sont les masses volumiques et les viscosités des fluides 1 et 2 respectivement.
En outre, T représente le tenseur des taux de déformations pour un fluide Newtonien [32],
tandis que Bpenu est un tenseur d’ordre 2 pour spécifier les conditions aux limites [137], dont les
composantes diagonales tendent vers l’infini le long de la frontière et sont identiquement nulles
à l’intérieur du domaine de fluide. En outre, F̄s est le terme capillaire agissant sur l’interface,
modélisé dans cette étude par le modèle CSF de Brackbill [24]. La masse volumique et la viscosité
du mélange peuvent être définies selon une moyenne arithmétique :

ρ(C) = ρ1C + (1− C)ρ2 (3.4)

µ(C) = µ1C + (1− C)µ2. (3.5)

La moyenne harmonique peut aussi être utilisée, elle s’écrit :

ρ(C) = ρ1 ρ2
ρ2C + (1− C)ρ1

, (3.6)

µ(C) = µ1 µ2
µ2C + (1− C)µ1

. (3.7)

D’autres choix sont possibles pour calculer les lois de mélange du modèle 1 fluide, et corres-
pondent à l’utilisation des moyennes discontinues comme suit :

si C ≥ 0.5 alors ρ = ρ1 et µ = µ1 (3.8)

si C < 0.5 alors ρ = ρ2 et µ = µ2 (3.9)

où ρ1, ρ2, µ1 et µ2 sont les masses volumiques et les viscosités des fluides 1 et 2. Par principe
du mélange, les propriétés physiques mentionnées ci-dessus sont constantes dans le temps par
phase. C (et donc ρ et µ) ne varient dans l’espace qu’à proximité de l’interface, c’est-à-dire dans
les cellules dans lesquelles les volumes de contrôle sont coupés par l’interface [76, 90].

En ce qui concerne le tenseur des taux de déformations T , Caltagirone et Vincent [32] ont proposé
une nouvelle technique de second ordre, intitulée Viscous Penalty Method. L’intérêt majeur de
cette formulation est qu’elle permet de distinguer toutes les contributions physiques reflétant les
effets de la compressibilité, de l’élongation, du cisaillement et de la rotation. Le fractionnement
de ces contributions permet alors d’agir différemment sur chaque terme pour imposer fortement
la contrainte associée. Après une décomposition appropriée, nous supposons que le tenseur des
taux de déformation est donné par :
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T = κ

∂u
∂x 0
0 ∂v

∂y

+ ζ

 0 ∂u
∂y

∂v
∂x 0

− η
 0 ∂u

∂y −
∂v
∂x

∂v
∂x −

∂u
∂y 0

 (3.10)

avec κ = 2µ la viscosité d’élongation, ζ = 2µ la viscosité de cisaillement, et η = µ la viscosité
de rotation.

Pour traiter la force capillaire F̄s définie dans l’équation (5.2a), nous utilisons la méthode de
la force continue CFS (Continum Surface Force) introduite par Brackbill et al. [24]. Dans cette
méthode, nous procédons à une opération de lissage de la fonction couleur (comme cela est
décrit dans la subsection (2.7.3)) afin de régulariser sa valeur à l’interface. Basé sur CFS, la
force capillaire s’écrit comme suit :

F̄s = −σκ (x̄)∇Cs (x̄) = −σ∇ · n̄ (x̄)∇Cs (x̄) (3.11)

où σ est le coefficient de tension de surface supposé constant ici, x̄ étant un point quelconque de
la région fictive remplaçant l’interface réelle, n̄ est la normale à l’interface et κ (x̄) la courbure
locale.

En considérant que les quantités ρ et µ sont localement constantes, et en tenant compte de
l’équation de transport de la masse volumique ∂ρ

∂t + ∇ · ρū = 0, les équations de conservation
(5.2a-5.2b) peuvent être réécrites :

ρ

[
∂ū

∂t
+∇ · (ū⊗ ū)

]
+Bpenu · (f(ū)− ū∞) = −∇p+∇ · T + ρḡ + F̄s, (3.12)

∇ · ū = 0, (3.13)

3.2 Intégration temporelle des équations de Navier-Stokes di-
phasiques

Les problèmes que nous étudions étant des problèmes instationnaires, le pas de temps ∆t est
donc un paramètre numérique très important pour la qualité de la solution numérique. Il est donc
nécessaire de choisir un schéma d’intégration en temps, avant que les équations de Navier-Stokes
incompressibles (eq. 3.12-3.13) soient résolues. Cette intégration temporelle est réalisée par un
schéma d’Euler d’ordre 1 ou 2, et les termes convectifs sont linéarisés en utilisant l’extrapolation
d’Adams-Bashforth. Le système semi-discret qui en résulte s’écrit d’une manière généralisée
comme suit :
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ρn+1

∆t
(
αūn+1 − βūn + γūn−1

)
+ ρn+1∇ ·

((
2ūn − ūn−1

)
⊗ ūn+1

)
+Bpenu ·

(
f(ūn+1)− ū∞

)
= −∇pn+1 +∇ · T

n+1
+ ρn+1ḡ + F̄s, (3.14)

∇ · ūn+1 = 0, (3.15)

Pour finir, les valeurs des paramètres α, β et γ dépendent du schéma temporel utilisé :

— α = 1, β = −1 et γ = 0 : pour le schéma d’Euler d’ordre 1.

— α = 3/2, β = −2 et γ = 1/2 : pour le schéma de Gear ou Euler d’ordre 2.

Ainsi, après une discrétisation appropriée, le système générique qui en résulte est un système
linéaire non symétrique de type point de selle qui prend la forme suivante :

 Fu BT
p

Bu 0

 ūn+1

pn+1

 =

 f̄

0

 (3.16)

On peut réécrire (3.16) sous la forme Ax = b avec Fu = M
(ρ)
u + N

(ρ)
u + L

(µ)
u , Bu représente

la matrice de la divergence, BT
p l’opérateur de gradient de pression discret, M (ρ)

u la matrice
de masse agissant sur la vitesse, L(µ)

u l’opérateur des contributions visqueuses, N (ρ)
u désigne la

partie linéarisée du terme convectif et f̄ représente le second membre associé à la vitesse.

La résolution du système d’équations de Navier-Stokes (3.16) nécessite un traitement spécifique
du couplage vitesse-pression, dans la mesure où l’équation de conservation de quantité de mou-
vement (3.14) doit être satisfaite en même temps que la contrainte d’incompressibilité (3.15).
Une étude biblioraphique a permis de constater l’existence d’un certain nombre d’approches
par lesquelles les équations peuvent être formulées, ainsi qu’un grand nombre de méthodes de
discrétisation pour relever le défi du couplage pression-vitesse. Les techniques populaires trai-
tant ce couplage peuvent être classées en deux catégories : les méthodes découplées de type
projection-correction de Chorin et Temam [36, 167] dites approchées, approximent le système
original via un splitting d’opérateurs, il en résulte deux équations découplées : l’une pour mettre
à jour le champ de vitesse et l’autre le champ de pression. Ces méthodes requièrent l’imposition
de conditions aux limites sur la pression qui ne sont pas claires à établir et elles induisent la
résolution d’une équation de type Poisson à coefficients variables qui est très délicate et difficile
dès lors qu’il existe un fort rapport de masses volumiques à l’interface. D’autres techniques de
découplage s’appuient sur l’utilisation de la formualtion fonction de courant-vorticité [73] ayant
pour but d’éliminer la pression des équations et par la suite réduire le nombre de variables
à résoudre. En outre, les méthodes couplées dites exactes, résolvent simultanément les deux
champs (vitesse et pression) en incluant la contrainte dans le système linéaire, contrairement
aux méthodes approchées qui induisent une erreur de spliting qui n’est pas consistante avec
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les équations du modèle continu. Dans les méthodes couplées, le système à résoudre est connu
sous le nom du point selle sur le couple vitesse-pression. Ce système de point selle peut être
résolu soit directement via la méthode d’Uzawa, une méthode de type décomposition d’opéra-
teurs, soit au moyen d’une méthode de pénalité (lagrangien augmenté (AL)). À ce propos, la
méthode d’Uzawa permet la résolution du système linéaire (3.16) par un algorithme itératif de
minimisation, dans lequel chaque itération nécessite la résolution d’une équation sur le champs
de vitesse. Une mise à jour ultérieure du champ de pression est effectuée de manière explicite.
Quant à la méthode de décomposition d’opérateurs, elle consiste à décomposer les opérateurs
différentiels en une somme d’opérateurs simples (sous-problèmes) du problème général, tout en
assurant le couplage entre la vitesse et la pression. La première étape consiste donc à résoudre
le problème d’advection-diffusion. La deuxième étape repose sur la résolution du problème de
Stokes dégénéré. En ce qui concerne la méthode du lagrangien augmenté (AL), elle a été proposée
initialement par Fortin et Glowinski [71] principalement pour les écoulements monophasiques
en régime de Stokes. Cette approche a été récemment étendue à la simulation des écoulements
diphasiques par Vincent et al. [180, 185]. Elle consiste à introduire un paramètre numérique r
qui pénalise la contrainte d’incompressibilité, qui doit être fixé par l’utilisateur afin de résoudre
au mieux le problème proposé. D’autres algorithmes de couplage vitesse-pression utilisés dans
tous les codes de CFD commerciaux ont connu leur succès depuis la mise en place de la mé-
thode SIMPLE de Patankar [139] et de nombreuses variantes (SIMPLER [139], SIMPLESC [50],
PISO [100]). Basées sur un procédé itératif, ces techniques simplifient énormément le formalisme
et aussi l’implémentation des équations de conservation. Le détail de ces différentes approches
couplées et découplées est donné dans les sections (3.2.1) à (3.2.5). Pour simplifier le formalisme,
nous considérons un schéma d’Euler d’ordre 1 pour l’intégration temporelle.

3.2.1 Formulation fonction de courant-vorticité ψ-ω

La formulation de fonction courant et celle de la vorticité a été l’un des premiers algorithmes pour
résoudre les équations de Navier-Stokes incompressibles. L’algorithme original a été développé
par Froom [73] afin d’éliminer le terme de pression, qui complique la résolution de la quantité
de mouvement. Pour contourner cette difficulté, Froom s’est appuyé sur d’autres variables du
mouvement que la vitesse, à savoir la vorticité ω = ∇× ū :

ω =
(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(3.17)

et la fonction courant ψ, définie en 2D par les relations :

u = ∂ψ

∂y
v = −∂ψ

∂x
(3.18)

Cette fonction de courant satisfait l’équation de conservation de masse puisque :

∇ · ū = ∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= ∂2ψ

∂x∂y
− ∂2ψ

∂y∂x
= 0 (3.19)
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Considérons un écoulement bidimensionnel incompressible, et plaçons nous dans l’hypothèse où
µ =cte et ρ =cte. Alors, d’après l’équation de quantité de mouvement écrite sous forme non
conservative, et en l’absence de termes sources on a les deux équations suivantes :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+ µ

ρ

(
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)
(3.20)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −1

ρ

∂p

∂v
+ µ

ρ

(
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2

)
(3.21)

Pour éliminer la pression p, dérivons les équations (3.20)-(3.21) par rapport à y et x respective-
ment,

∂2u

∂y∂t
+ ∂u

∂y

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂y∂x
+ ∂v

∂y

∂u

∂y
+ v

∂2u

∂y2 = −1
ρ

∂2p

∂y∂x
+ µ

ρ

(
∂3u

∂y∂x2 + ∂3u

∂y3

)
(3.22)

∂2v

∂x∂t
+ ∂u

∂x

∂v

∂x
+ u

∂2v

∂x2 + ∂v

∂x

∂v

∂y
+ v

∂2v

∂x∂y
= −1

ρ

∂2p

∂x∂y
+ µ

ρ

(
∂3v

∂x3 + ∂3v

∂x∂y2

)
(3.23)

En permutant les opérateurs de différentiation et en soustrayant (3.23) de (3.22), on montre
que :

∂

∂t

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ u

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ v

∂

∂y

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+
(
∂u

∂x
+ ∂v

∂y

)(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
=

µ

ρ

[
∂2

∂x2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ ∂2

∂y2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)]
(3.24)

Notons que le quatrième terme du premier membre est nul selon l’équation de conservation
de masse (∇ · ū = 0). En outre, en substituant la vorticité définie par (3.17), nous obtenons
l’équation de transport de la vorticité :

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= µ

ρ

(
∂2ω

∂x2 + ∂2ω

∂y2

)
= µ

ρ
∆ω (3.25)

D’autre part, nous pouvons exprimer facilement la vorticité ω en fonction de ψ :

ω = ∂v

∂x
− ∂u

∂y
= −∂

2ψ

∂x2 −
∂2ψ

∂y2 = −∆ψ (3.26)

Ainsi le système à résoudre est alors composé des équations (3.25) et (3.26) :

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= µ

ρ
∆ω (3.27)

ω + ∆ψ = 0 (3.28)

La résolution du système (3.27) et (3.28) nécessite l’implémentation des conditions aux limites
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pour chaque variable. Elle donne successivement ω, puis ψ et enfin les champs de vitesse u et
v par différenciation de la fonction courant. Si le champ de pression est souhaité, il peut être
obtenu a posteriori en résolvant l’équation de Poisson suivante (voir [73] pour plus de détails) :

∆p = 2ρ
[
∂2ψ

∂x2
∂2ψ

∂y2 −
(
∂2ψ

∂x∂y

)]
(3.29)

La formulation fonction de courant-vorticité a été largement utilisée pour des écoulements in-
compressibles monophasiques et bidimensionnels. En revanche, elle est devenue moins populaire
parce que son extention aux écoulements tridimensionnels est délicate. En effet, la fonction de
courant et la vorticité deviennent des vecteurs à trois composantes en trois dimensions. On a
donc un système de six EDP au lieu de deux nécessaires. En outre, la formulation possède des
difficultés liées à la présence des propriétés physiques variables, et des conditions aux limites qui
ne sont pas aisées à imposer.

3.2.2 La méthode de Prédiction-Correction

La littérature sur les méthodes de projection est vaste et de nombreuses variantes et formula-
tions existent. Dans le cadre de ce travail, la méthode de projection proposée par Goda [81] est
considérée, où le gradient de pression est maintenu dans l’étape de prédiction. Contrairement à
l’approche de Goda, où l’étape de prédiction est effectuée explicitement, une résolution impli-
cite est choisie ici afin de s’affranchir de la condition de stabilité de type CFL. Le principe de la
méthode de projection repose essentiellement sur le découplage des champs de vitesse et de pres-
sion, et l’algorithme qui en résulte comporte deux étapes. D’abord, une étape de prédiction où
une vitesse intermédiaire ū∗ qui ne satisfait pas la contrainte d’incompressiblité, est déterminée
comme solution de l’équation suivante :

ρn+1
[(ū∗ − ūn)

∆t +∇ · (ūn ⊗ ū∗)
]

+Bpenu · (f(ū∗)− ū∞) = −∇pn +∇ · [µn+1(∇ū∗ +∇ū∗T )] + ρn+1ḡ + F̄s (3.30)

La deuxième étape de correction, constitue la projection de la vitesse prédite ū∗ sur un champ a
divergence nulle. Elle consiste ainsi à calculer l’incrément de pression p∗ comme étant la solution
de l’équation de Helmholtz suivante, avec des conditions aux limites homogènes de Neumann :

∇ ·
( ∆t
ρn+1∇p

∗
)

+ αp (f(p∗)− p∞) = ∇ · ū∗ (3.31)

où le terme de pénalisation αp tend vers zéro à l’intérieur du domaine Ω, et l’infini sur sa frontière
Γ. Après l’étape de prédiction et celle de projection, la mise à jour de la vitesse et de la pression
est effectuée comme suit :

ūn+1 = ū∗ − ∆t
ρn+1∇p

∗, (3.32)
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pn+1 = pn + p∗. (3.33)

L’intérêt de la méthode de projection réside dans sa simplicité et sa facilité de mise en œuvre.
Cependant, cette approche souffre de nombreuses limitations : l’opérateur de splitting induit une
perte de précision temporelle sur la solution numérique, et impose l’utilisation des conditions
aux limites appropriées pour le champ de pression dans l’étape de projection qui n’existent pas
dans le système original (couplé). En effet, l’inconsistance des conditions aux limites induit des
erreurs numériques dans le champ de pression qui donnent lieu à des couches limites artificielles
comme décrit dans [85, 89]. En outre, lorsque des écoulements multiphasiques sont simulés avec
de grands rapports de masses volumiques, une attention particulière sur le solveur itératif est
indispensable à l’inversion du système matriciel résultant de la discrétisation de l’équation de
Helmholtz Eq. (3.31), qui devient très mal conditionnée en raison des discontinuités dans l’opé-
rateur laplacien ∇·

(
∆t

ρn+1∇p∗
)
. Dans le contexte de la modélisation des écoulements diphasiques

à très grands rapports de masses volumiques et de viscosités, de nombreuses variantes de cette
technique ont été proposées depuis une quarantaine d’années. On peut citer par exemple la mé-
thode à pas fractionnaires proposée par Guermond et Salgado [84], et qui consiste à extraire la
masse volumique de l’équation de Poisson en pénalisant la divergence de la vitesse. Plus récem-
ment Caltagirone et Breil [32] ont adopté une méthode qui porte sur une projection vectorielle
du champ de vitesse, en utilisant uniquement la décomposition de Hodge-Helmholtz et une cor-
rection de vitesse. Une autre approche intitulée Fast pressure-correction a été développée par
Dodd et Ferrante [47]. Elle repose sur la décomposition du gradient de pression en deux termes,
l’un avec un terme de densité variable traité de façon explicite et l’autre avec un terme de densité
constant traité implicitement.

3.2.3 La méthode d’Uzawa

La méthode d’Uzawa est une méthode itérative de minimisation dans laquelle chaque itération
nécessite la résolution d’une équation sur le champ de vitesse. L’algorithme part d’une valeur
initiale et itère en la corrigeant pour se rapprocher de la solution du problème. Enfin, les champs
de vitesse et de pression sont résolus de manière couplée, en même temps que la contrainte d’in-
compressibilité. Les résolutions secondaires requises peuvent être remplacées par des résolutions
inexactes et la recherche du point selle sur le couple (ūn+1, pn+1) peut se faire grâce à l’algo-
rithme d’Uzawa.

Une fois que le système est discrétisé, nous avons avec les notations précédentes

 Fu BT
p

Bu 0

 ūn+1

pn+1

 =

 f̄

0

 . (3.34)

En développant le système (4.24), nous obtenons :



78 3.2. Intégration temporelle des équations de Navier-Stokes diphasiques

Fuū
n+1 +BT

p p
n+1 = f̄ (3.35)

Buū
n+1 = 0 (3.36)

De l’équation (3.35), il vient :

ūn+1 = F−1
u

(
f̄ −BT

p p
n+1

)
(3.37)

et alors de la seconde équation (3.36) :

(
BuF

−1
u BT

p

)
pn+1 =

(
BuF

−1
u

)
f̄ (3.38)

En posant S = BuF
−1
u BT

p le complément de schur et C =
(
BuF

−1
u

)
f̄ , ceci s’écrit encore :

Spn+1 = C (3.39)

On peut montrer que S est une matrice bien conditionnée et donc (3.39) peut être résolu par
des méthodes itératives bien établies. Cependant, la difficulté de cette approche est que le com-
plément de Schur est dense et donc très coûteux à former. Suite à cela, la recherche du point
selle sur le couple

(
ūn+1, pn+1) peut se faire grâce à l’algorithme d’Uzawa suivant :

1

2 ! Initialisation
3 k = 0 : p(0) ∈ Rm é tant donné , t rouver u(0) ∈ Rn t e l que
4 Fuu

(0) = f̄ −BT
p p

(0)

5

6 ! k ≥ 0 :
(
u(k), p(k)

)
étant connus, calculer successivement :

7 r(k) = BTu(k)

8 p(k+1) = p(k) − λr(k)

9 ! puis trouver u(k) ∈ Rn tel que
10 Fuu

(k) = f −BT
p p

(k+1)

Listing 3.1 – L’algorithme d’Uzawa

où le pas de descente λ > 0 est un paramètre de cet algorithme. Le test d’arrêt peut être effectué
sur le résidu : ||r(k)|| < ϵ, où ϵ est le seuil de convergence.

L’approche d’Uzawa permet d’éviter les effets indésirables des couches limites numériques, qui
peuvent être causées par le découplage vitesse pression et qui sont responsables de la limitation de
la précision des champs de vitesse et de pression. Elle s’avère utile pour le problème de Stokes en
régime stationnaire, puisqu’elle converge indépendamment du maillage. Toutefois, les conditions
pour assurer la convergence sont souvent fortes et la convergence est trop lente pour le cas de
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Stokes généralisé ainsi que pour le cas de Navier-Stokes, en particulier avec des écoulements
à grand nombre de Reynolds. En outre, il faut noter que l’algorithme ne converge pas tout
le temps. Par ailleurs, il peut se produire un phénomène d’oscillations, où la convergence est
atteinte après une suite infinie d’oscillations.

3.2.4 La méthode de décomposition d’opérateurs

Les méthodes de décomposition d’opérateurs portent sur la résolution de problèmes du type :

(P)


dϕ
dt +A (ϕ) = 0
ϕ (0) = ϕ0

où A = A1 + A2 est la somme de deux opérateurs plus simples que A. En utilisant le schéma
de Marchuk-Yanenko [80], le problème initial (P) est subdivisé en deux sous problèmes plus
abordables :

(P)


ϕn+1/2−ϕn

∆t +A1
(
ϕn+1/2

)
= 0

ϕn+1−ϕn+1/2

∆t +A2
(
ϕn+1) = 0

En appliquant ce schéma de décomposition au système (3.14) et (3.15), nous obtenons deux sous-
problèmes, le problème d’advection-diffusion (3.40) et le problème de Stokes dégénéré (3.41). La
première étape est moins coûteuse et consiste donc à résoudre le problème d’advection-diffusion :

ρn+1
[(ū∗ − ūn)

∆t +∇ · (ūn ⊗ ū∗)
]

+Bpenu · (f(ū∗)− ū∞) = −∇pn +∇ · [µn+1(∇ū∗ +∇ū∗T )] + ρn+1ḡ + F̄s (3.40)

La deuxième étape est la résolution du problème de Stokes dégénéré via un algorithme d’Uzawa :

ρn+1 (ūn+1 − ū∗)
∆t +∇pn+1 = 0 (3.41)

∇ · ūn+1 = 0 (3.42)

La méthode de décomposition d’opérateurs présente un avantage majeur, qui réside dans sa
haute précision numérique. En effet, la propriété d’incompressibilité est toujours garantie grâce
au processus d’Uzawa. Cependent, il présente un coût énorme en temps de calcul, limitant par
la suite son utilisation.

3.2.5 La méthode du lagrangien augmenté standard

Pour pallier les difficultés liées aux méthodes citées précédemment, une méthode exacte ap-
pelée lagrangien augmenté standard (SAL) a été proposée. Initialement développée par Fortin
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et Glowinski [71] pour étudier des écoulements monophasiques en régime de Stokes, cette mé-
thode a été récemment étendue à la simulation des écoulements diphasiques par Vincent et ses
collaborateurs [180, 185] pour tirer avantage de sa robustesse, sa simplicité et son efficacité.
Contrairement à la méthode de projection, l’approche du lagrangien augmenté est une méthode
d’optimisation qui consiste à remplacer le problème initial en un problème de minimisation sous
contrainte, où on aboutit à la recherche d’un point selle sur le couple vitesse-pression. Ce qui
permet de satisfaire les deux équations du système en même temps.

Le principe de cette méthode repose sur le fait que l’équation de conservation de masse n’est
pas utilisée dans sa forme originale, elle est transformée en une équation de pression qui sera
couplée à celle de la vitesse. En effet, si l’on se place dans le cadre d’un écoulement compressible
entre deux instants successifs t et t+ dt, la différentielle de la masse volumique par rapport à la
pression et la température s’écrit :

dρ

dt
=
(
∂ρ

∂p

)
T

dp

dt
+
(
∂ρ

∂T

)
p

dT

dt
(3.43)

Comme l’équation de conservation de masse pour un fluide compressible s’écrit :

dρ

dt
+ ρ∇ · ū = 0 (3.44)

On trouve :

(
∂ρ

∂p

)
T

dp

dt
+
(
∂ρ

∂T

)
p

dT

dt
+ ρ∇ · ū = 0 (3.45)

Soit :

χT
dp

dt
+ β

dT

dt
+∇ · ū = 0 (3.46)

Où : χT = 1
ρ

(
∂ρ
∂p

)
T

et β = 1
ρ

(
∂ρ
∂T

)
p

sont respectivement, les coefficient de compressibilité iso-
therme, et de dilatation thermique isobare.

Pour un écoulement isotherme, on écrit la variation thermodynamique de la pression (3.46) entre
deux instants d’équilibre du système comme suit :

pn+1 = pn − r∇ · ūn+1 (3.47)

Ici, n se réfère à un indice associé au temps physique n∆t, ∆t est le pas de temps supposé
constant à chaque itération résolue et r = χT

∆t représente le paramètre du lagrangien augmenté
utilisé pour imposer la contrainte d’incompressibilité. Ainsi, connaissant les champs initiaux de
vitesse ū∗,0 = ūn et de pression p∗,0 = pn, la solution est donnée par l’algorithme d’Uzawa [173] :
tant que |∇ · ū∗,m| > ϵ, résoudre :
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ρn+1
[(
ū∗,m − ū∗,0)

∆t +∇ ·
(
ū∗,0 ⊗ ū∗,m

)]
+Bpenu · (f(ū∗,m)− ū∞)

= −∇p∗,0 + r∇ (∇ · ū∗,m) +∇ · [µn+1(∇ū∗,m +∇ū(∗,m)T )] + ρn+1ḡ + F̄s, (3.48)

p∗,m = p∗,0 − r∇ · ū∗,m (3.49)

avec, ϵ le seuil de précision basé sur le niveau de divergence souhaité et m l’indice d’itération.
Ainsi pour m = 1, 2 · · ·n le processus itératif corrige simultanément la pression et la vitesse
jusqu’à la convergence vers la solution (ūn+1, pn+1). En pratique, une itération du lagrangien
augmenté (AL) avec une valeur adéquate du paramètre r suffit pour obtenir une bonne solution.
Un choix approprié de r doit garantir que la contrainte d’incompressiblité est satisfaite, tout
en assurant que la valeur du terme lagrangien augmenté (AL) soit comparable au plus grand
terme des équations de Navier-Stokes. En prenant des valeurs très faibles de r, l’importance est
donnée aux équations de Navier-Stokes alors que lorsque r est très grand, le champ de vitesse
sera à divergence nulle mais ne satisfera pas les équations de Navier-Stokes. Généralement, des
valeurs de r 10 à 1000 fois plus grandes que les autres termes adimensionnels dans les équations
de bilan de quantité de mouvement donnent des résultats satisfaisants.

La méthode du lagrangien augmenté présente de nombreux avantages. D’une part, elle évite
d’imposer des conditions aux limites sur le champ de pression. D’autre part, cette méthode est
très robuste, dans la mesure où elle permet de simuler des écoulements diphasiques à très grands
rapports de masses volumiques et de viscosités (ρ2

ρ1
≪ 1 ou ρ2

ρ1
≫ 1 ainsi que µ2

µ1
≪ 1 ou µ2

µ1
≫ 1),

contrairement à la méthode de projection. D’autres avantages sont liés à l’utilisation de grands
pas de temps, ce qui présente un intérêt majeur lorsqu’on veut obtenir rapidement une solution
pilotée par un pas de temps supérieur à la condition de stabilité. Néanmoins, cette méthode
possède des inconvénients, qui résident sur le fait qu’elle coûte cher numériquement. En effet,
la simulation des écoulements diphasiques avec des grands rapports de masses volumiques et de
viscosités requiert l’utilisation de grandes valeurs du paramètre r, ce qui conduit à des systèmes
linéaires mal conditionnés dont le coût d’inversion est cher. En outre, il est important de préciser
que la solution numérique dépend fortement du choix du paramètre r, lui-même très sensible
aux paramètres du problème tels que les rapports de masses volumiques et de viscosités, mais
aussi au maillage.

Des améliorations de la méthode du lagrangien augmenté ont été proposées par Vincent et ses
collaborateurs. Contrairement à la méthode standard du lagrangien augmenté, où le paramètre
de pénalité fixé par l’utilisateur est constant, la méthode du lagrangien augmenté adaptative et
algébrique (AALL) automatise le calcul du paramètre r qui devient une fonction du temps et
de l’espace r(t,M) qui s’adapte localement. Ainsi, l’estimation de r(t,M) repose sur l’analyse
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de la matrice issue de la discrétisation de l’équation de vitesse pénalisée.

3.2.6 La méthode SIMPLE

La méthode SIMPLE de Patankar [139] fait partie des familles de solveur qui traitent le couplage
vitesse-pression via un processus itératif. Dans la littérature, il existe de nombreuses variantes
de cette méthode, comme SIMPLER, SIMPLEC ou encore PISO. Nous décrivons par la suite
la méthode SIMPLE. Pour avoir un aperçu des autres variantes, nous invitons le lecteur à se
référer à [50, 100, 139].
Dans un premier temps, nous rappelons les équations de Navier-Stokes à résoudre :

ρn+1
[(

∂ū

∂t

)n+1
+ (∇ · (ū⊗ ū))n+1

]
= − (∇p)n+1 +

(
∇ ·

[
µn+1

(
∇ū+∇T ū

)])n+1
+ ρn+1ḡ,

(3.50)

∇ · ūn+1 = 0. (3.51)

Ensuite, nous linéarisons le terme convectif en prenant la vitesse advective à l’instant n :

ρn+1
[(

∂ū

∂t

)n+1
+∇ ·

(
ūn ⊗ ūn+1

)]
= − (∇p)n+1 +

(
∇ ·

[
µn+1

(
∇ū+∇T ū

)])n+1
+ ρn+1ḡ.

(3.52)
Dans l’équation précédente, la pression pn+1 à l’instant n + 1 n’est pas connue. Il est donc
intéressant de considérer la pression à l’instant n tout en résolvant une vitesse intermédiaire ū∗

(qui ne satisfait pas l’équation de conservation de masse), il vient :

ρn+1
[(
∂ū

∂t

)∗
+∇ · (ūn ⊗ ū∗)

]
= − (∇p)n +

(
∇ ·

[
µn+1

(
∇ū+∇T ū

)])∗
+ ρn+1ḡ, (3.53)

Les équations du mouvement (3.52)-(3.53) discrétisées via des volumes finis, peuvent se mettre
sous les formes suivantes :

Aū
P ū

n+1 +
∑

K=E,W,N,S

Aū
K ū

n+1
K = b̄n

u −
(
∇pn+1

)
VP (3.54)

Aū
P ū

∗ +
∑

K=E,W,N,S

Aū
K ū

∗
K = b̄n

u − (∇pn)VP

(3.55)

avec b̄n
u est le second membre dont on aura soustrait les gradients de pression ∇pn+1 et ∇pn
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aux instants n + 1 et n, VP le volume de contrôle, P le nœud au centre de chaque volume de
contrôle, E et W les nœuds Est et Ouest et N et S les nœuds Nord et Sud.

A ce niveau, aucune des deux variables n’est correcte. Le champ de vitesse intermédiaire ū∗

devra être corrigé par une vitesse corrective ū′ , telle que :

ūn+1 = ū∗ + ū
′
. (3.56)

La pression pn+1, tel que le couple
(
ūn+1, pn+1) vérifie les équations de conservations (3.50) et

(3.51) est obtenue en introduisant une pression corrective comme suit :

pn+1 = pn + p
′
. (3.57)

Pour obtenir le champ correctif ū′ , il faut soustraire l’équation (3.55) de l’équation (3.54). On
obtient alors :

Aū
P ū

′ +
∑

K=E,W,N,S

Aū
K ū

′
K = −

(
∇p′)

VP . (3.58)

Il s’en suit :

ū
′ = −

∑
K=E,W,N,S

Aū
K ū

′
K

Aū
P

− VP

Aū
P

(
∇p′) (3.59)

À priori, le premier terme du second membre de (3.59) n’est pas connu. L’approche à suivre
sera donc de négliger ce terme. Cette hypothèse simplificatrice n’influence pas le résultat final,
puisque ū′ représente une correction qui tend vers zéro une fois l’algorithme convergé. Ainsi, la
relation entre la vitesse corrective et la pression corrective s’exprime par :

ū
′ = − VP

Aū
P

(
∇p′) (3.60)

L’introduction de l’expression corrigée (3.60) dans l’équation de conservation de la masse (3.51),
donne l’équation de correction de pression. Elle s’écrit sous la forme suivante :

∇ · ū∗ = ∇ ·
[
VP

Aū
P

(
∇p′)] (3.61)

Enfin, l’algorithme SIMPLE sera résumé comme suit :

1 ! Initialisation des champs de vitesse et de pression
2 Cho i s i r pm = pn et ūm = ūn

3 ! Résolution de l’équation de quantité de mouvement pour obtenir le champ prédicteur ūm à
4 ! l’itération m entre deux itérations temporelles n et n+1
5 Aū

P ū
m +∑K Aū

K ū
m
K= b̄n

u − (∇pn)VP

6 ! Résolution de l’équation de correction de pression pour obtenir la pression corrective p′
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7 ∇ ·
[

VP

Aū
P

(
∇p′

)]
= ∇ · ūm

8 ! Détermination de la correction de vitesse ū′

9 ū
′ = − VP

Aū
P

(
∇p′

)
10 ! Mise à jour de la vitesse et de la pression
11 ūm+1 = ūm + ū

′

12 pm+1 = pm + p
′

Listing 3.2 – L’algorithme SIMPLE

En résumé, l’algorithme SIMPLE permet de simplifier l’écriture des équations de conservation.
Cependant, des difficultés de convergence apparaissent et peuvent conduire à une divergence
de l’algorithme. En effet, la simplification effectuée dans l’équation (3.59) affecte le taux de
convergence et surestime la pression corrective p′ . Pour pallier cette difficulté, il est intéressant
d’introduire un coefficient de sous-relaxation aussi bien pour la composante de vitesse que celle
de la pression. Les équations (3.56)-(3.57) deviennent :

ūn+1 = ū∗ + αuū
′ (3.62)

pn+1 = pn + αpp
′ (3.63)

Certains auteurs préconisent que αu + αp = 1, où αu et αp représentent les coefficients de sous-
relaxation associés respectivement à la vitesse et la pression. Toutefois, l’ajustement des facteurs
de sous-relaxation reste difficile, et présente une forte dépendence à la nature du problème. Le
remède à ce problème se fait via l’utilisation de nombreuses autres variantes, à savoir SIMPLER,
SIMPLEC et PISO.

3.3 Bilan des algorithmes de couplage vitesse-pression

Le tableau (3.1) regroupe les propriétés des différentes familles de solveurs présentées plus haut.
Pour résumer, la principale difficulté des méthodes de projection-correction réside dans le fait
qu’elles sont beaucoup plus sensibles au rapport de masses volumiques au travers des interfaces.
Rajoutons à cela l’inconsistance entre les équations continues et les équations discrètes. Quant
à la formulation fonction de courant-vorticité, elle est limitée aux écoulements monophasiques
bidimensionnels, et nécessite des conditions aux limites assez difficiles à mettre en place. Dans
les méthodes de décomposition d’opérateur ou celle d’Uzawa, nous avons pu voir que le proces-
sus itératif rend ces méthodes plus coûteuses en temps de calcul, malgré leur haute précision
numérique. En ce qui concerne la méthode du lagrangien augmenté, elle présente beaucoup
d’avantages et reste très robuste même en présence de forts rapports de masses volumiques et
de viscosités. Cependant, cette méthode coûte cher numériquement à cause du paramètre numé-
rique r, qui reste difficile à fixer. En effet, un choix judicieux du paramètre r permet d’accélérer
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la convergence mais c’est une opération qui n’est pas évidente. Les autres algorithmes de cou-
plage vitesse-pression, tel que SIMPLE, restent robustes mais ils présentent l’inconvénient d’être
itératifs.

Compte tenu des difficultés citées ci-dessus, nous avons fait le choix d’aborder la résolution du
point selle du point de vue algébrique par des pré-conditionneurs spécifiques afin d’améliorer les
propriétés spectrales du système algébrique (3.16). Cette approche intitulée solveur tout-couplé,
permet d’assurer le couplage direct, sans perturbation des champs de vitesse et de pression.
Une telle stratégie, aussi préconditionnée par des préconditionneurs triangulaires par bloc et
des estimations du complément de Schur, s’est avérée être efficace et robuste malgré la présence
de grands rapports de viscosités et de masses volumiques. Ses performances dépendent en effet
fortement de celles du solveur de systèmes linéaires. Nous reviendrons plus en détails sur cette
approche lorsque nous aborderons la mise en évidence de l’intérêt d’un solveur tout-couplé
original (voir chapitre 4).

Table 3.1 – Récapitulatif des spécificités et des performances de certains algorithmes de cou-
plage vitesse-pression. ψ-ω : formulation fonction courant-vorticité, PC : Projection-correction,
DO : Décomposition d’opérateurs, LA : lagrangien augmenté.

Couplage Consistance Coût de calcul ∇ · ū = 0 CL sur la pression ρ2
ρ1
≫ 1

ψ-ω Non Raisonable Exacte Oui Impossible
PC Non Raisonable Exacte Oui Très sensible

Uzawa Oui Cher Exacte Non Sensible
DO Non Cher Exacte Non Sensible
LA Oui Cher Exacte Non Sensible

SIMPLE Non Cher Exacte Oui Sensible

3.4 Intégration spatiale des équations de Navier-Stokes dipha-
siques

Nous avons fait le choix de résoudre numériquement les équations de conservation du modèle
à un fluide (voir Eqs. 3.14-3.15) sur un maillage cartésien uniforme de type MAC, introduit
initialement par Harlow et Welch. Les variables discrètes de vitesse et de pression sont disposées
de façon décalée, elles possèdent chacune leur propre volume de contrôle comme cela est sché-
matisé sur la figure 3.1. Ce choix permet de garantir une discrétisation naturelle des opérateurs
différentiels tels que la divergence et le gradient, et évite également les oscillations sur le champ
de pression. Il a aussi l’avantage de traiter naturellement les conditions aux limites, tout en
engendrant des nœuds fictifs à l’extérieur du domaine physique. La discrétisation spatiale que
nous allons présenter en 2D ici a été généralisée en 3D.

Avant d’être résolues numériquement, les équations du modèle à un fluide doivent être discrétisées
spatialement. Il existe ainsi une grande variété de méthodes numériques qui permettent de
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discrétiser ce système d’équations, comme la méthode des différences finies, la méthode des
éléments finis et celle des volumes finis. Ici, nous adoptons une approche volumes finis, qui
assure la conservation de la masse et de la quantité de mouvement sur chaque volume de contrôle.
Cette méthode consiste à intégrer le système d’équations de conservation (voir Eqs. 3.14-3.15) sur
chaque volume de contrôle Ωi,j délimité par la surface Σi,j . Ainsi, si nous intégrons la formulation
locale du modèle à un fluide avec un schéma d’Euler d’ordre 1, nous obtenons une description
globale de l’écoulement diphasique comme suit :

∫
Ωū(i,j)

ρn+1

∆t
(
ūn+1 − ūn−1

)
dV +

∫
Ωū(i,j)

ρn+1∇ ·
(
ūn ⊗ ūn+1

)
dV+∫

Ωū(i,j)

Bpenu

(
f(ūn+1)− ū∞

)
dV = −

∫
Ωū(i,j)

∇pn+1dV+
∫

Ωū(i,j)

∇·T
n+1

dV+
∫

Ωū(i,j)

ρn+1ḡdV+
∫

Ωū(i,j)

F̄sdV,

(3.64)

∫
Ωp(i,j)

∇ · ūn+1dV = 0. (3.65)

Figure 3.1 – Maillage décalé de type MAC. Volumes de contrôle utilisés. La pression pi,j ,
la viscosité d’élongation κi,j et la fonction de couleur Ci,j sont localisées aux nœuds de la grille
eulérienne, la vitesse horizontale ui,j est définie sur les faces gauche et droite du volume de
contrôle (en vert) associé à pi,j et la vitesse verticale vi,j est définie sur les côtés inférieur et
supérieur du volume de contrôle associé à pi,j , la vorticité Ωi,j , et les viscosités de cisaillement
et rotation ηi,j et ζi,j sont disposées aux sommets du volume de contrôle associé à pi,j .

Nous utilisons ensuite le théorème de la divergence pour transformer les intégrales sur les volumes
de contrôle Ωi,j , en intégrales surfaciques sur le contour Σi,j de normale n̄. Nous obtenons :
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∫
Ωū(i,j)

ρn+1

∆t
(
ūn+1 − ūn

)
dV +

∫
Σū(i,j)

ρn+1ūn+1ūn · n̄ dS+∫
Ωū(i,j)

Bpenu

(
f(ūn+1)− ū∞

)
dV = −

∫
Ωū(i,j)

∇pn+1dV+
∫

Σū(i,j)

T
n+1
·n̄dS+

∫
Ωū(i,j)

ρn+1ḡdV+
∫

Ωū(i,j)

F̄sdV,

(3.66)

∫
Ωp(i,j)

∇ · ūn+1dV = 0. (3.67)

Pour estimer les flux à travers le contour Σi,j , nous définissons les pas d’espace ∆x et ∆y
respectivement dans la direction x et y. Par souci de simplicité, nous nous limitons au cas où le
maillage est régulier, c’est-à-dire ∆x = ∆y = h.

3.4.1 Calcul du terme convectif

Nous discrétisons le terme convectif de l’équation (3.66) en premier ordre en temps, en supposant
que la masse volumique ρn+1 est constante dans le volume de contrôle Ωu(i,j) :

∫
Ωū(i,j)

ρn+1∇ · (ūn ⊗ ūn+1) dΩ ≈ ρn+1
∫

Σū(i,j)

ūn
(
ūn+1 · n̄

)
dΣ (3.68)

L’approximation des flux de l’équation (C.1), à chaque face de volume de contrôle Ωu(i,j)

(Fig. 3.2a) se fait via un schéma centré d’ordre 2. Elle s’écrit dans la direction x comme suit :

ρn+1
∫

Σu(i,j)

ūn
(
ūn+1 · n̄

)
dΣu(i,j) ≈ρn+1

i,j

(
un

i,j + un
i+1,j

2
un+1

i,j + un+1
i+1,j

2 −
un

i−1,j + un
i,j

2
un+1

i−1,j + un+1
i,j

2

)
h+

ρn+1
i,j

(
vn

i,j + vn
i,j+1

2
un+1

i,j + un+1
i,j+1

2 −
vn

i,j−1 + vn
i,j

2
un+1

i,j−1 + un+1
i,j

2

)
h

(3.69)

De la même façon, le calcul des flux à chaque face du volume de contrôle Ωv(i,j) (Fig. 3.2b) est
défini comme suit :

ρn+1
∫

Σv(i,j)

v̄n
(
ūn+1 · n̄

)
dσū(i,j) ≈ρn+1

i,j

(
un

i+1,j + un
i+1,j−1

2
vn+1

i,j + vn+1
i+1,j

2 −
un

i,j + un
i,j−1

2
vn+1

i−1,j + vn+1
i,j

2

)
h+

ρn+1
i,j

(
vn

i,j + vn
i,j+1

2
vn+1

i,j + vn+1
i,j+1

2 −
vn

i,j−1 + vn
i,j

2
vn+1

i,j−1 + vn+1
i,j

2

)
h

(3.70)
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(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.2 – Discrétisation des flux convectifs

3.4.2 Calcul du terme Visqueux

Le tenseur des taux de déformation est donné par :

T = κ

∂u
∂x 0
0 ∂v

∂y

+ ζ

 0 ∂u
∂y

∂v
∂x 0

− η
 0 ∂u

∂y −
∂v
∂x

∂v
∂x −

∂u
∂y 0

 (3.71)

avec κ = 2µ la viscosité d’élongation, ζ = 2µ la viscosité de cisaillement et η = µ la viscosité de
rotation.

Cet opérateur est approximé implicitement, en utilisant un schéma centré d’ordre 2. Son approxi-
mation s’écrit pour la composante u de vitesse comme étant une somme de trois contributions
(élongation, cisaillement et rotation). En utilisant les points de maillage présentés sur les fi-
gures 3.3a-3.4a-3.5a et nécessaires pour l’approximation en volume finis, le terme visqueux pour
la composante horizontale u se poursuit de la façon suivante :

• Le terme de compression dans direction x s’écrit :

∫
Σu(i,j)

∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
dV ≈

[
κ
∂u

∂x
∆y
]fx

bx

≈
(
κi,j

un+1
i+1,j − u

n+1
i,j

∆x − κi−1,j

un+1
i,j − u

n+1
i−1,j

∆x

)
∆y

(3.72)

avec fx (bx) la face avant (arrière) dans la direction x.

• Le terme de cisaillement dans direction x s’écrit :

∫
Σu(i,j)

∂

∂y

(
ζ
∂u

∂y

)
dV ≈

[
ζ
∂u

∂y
∆x
]fy

by

≈
(
ζi,j+1

un+1
i,j+1 − u

n+1
i,j

∆y − ζi,j

un+1
i,j − u

n+1
i,j−1

∆y

)
∆x

(3.73)
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avec fy (by) la face avant (arrière) dans la direction y.

(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.3 – Discrétisation des flux de compression

• Le terme de rotation dans direction x s’écrit :

∫
Σu(i,j)

∂

∂y

(
−η∂u

∂y
+ η

∂v

∂x

)
dV ≈

[
−η∂u

∂y
+ η

∂v

∂x

]fy

by

∆x

≈
(
−ηi,j+1

un+1
i,j+1 − u

n+1
i,j

∆y + ηi,j+1
vn+1

i,j+1 − v
n+1
i−1,j+1

∆x

)
∆x

+
(
ηi,j

un+1
i,j − u

n+1
i,j−1

∆y − ηi,j

vn+1
i,j − v

n+1
i−1,j

∆x

)
∆x

(3.74)

Pour la composante v verticale de vitesse, le terme visqueux est approximé en utilisant les points
de maillage illustrés sur les figures 3.3b-3.4b-3.5b.

• Le terme de compression dans direction y s’écrit :

∫
Σv(i,j)

∂

∂y

(
κ
∂v

∂y

)
dV ≈

[
κ
∂v

∂y
∆x
]fx

bx

≈
(
κi,j

vn+1
i,j+1 − v

n+1
i,j

∆y − κi−1,j

vn+1
i,j − v

n+1
i,j−1

∆x

)
∆x

(3.75)

• Le terme de cisaillement dans direction y s’écrit :

∫
Σv(i,j)

∂

∂x

(
ζ
∂v

∂x

)
dV ≈

[
ζ
∂v

∂x
∆y
]fy

by

≈
(
ζi+1,

vn+1
i+1,j − v

n+1
i,j

∆x − ζi,j

vn+1
i,j − v

n+1
i−1,j

∆x

)
∆y

(3.76)
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(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.4 – Discrétisation des flux de caisailement

• Le terme de rotation dans direction y s’écrit :

∫
Σv(i,j)

∂

∂x

(
η
∂v

∂x
− η∂u

∂y

)
dV

≈
[
η
∂v

∂x
− η∂u

∂y

]fy

by

∆y

≈
(
ηi+1,j

vn+1
i+1,j − v

n+1
i,j

∆x − ηi,j

un+1
i+1,j − u

n+1
i+1,j−1

∆x

)
∆y

−
(
ηi,j

vn+1
i,j − v

n+1
i−1,j

∆x − ηi,j

un+1
i,j − u

n+1
i,j−1

∆y

)
∆y

(3.77)

(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.5 – Discrétisation des flux de rotation

3.4.3 Calcul du gradient de pression

Si on se réfère à la figure 3.6a,
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• le gradient de pression pour la composante horizontale de la vitesse u s’écrit :

∫
Σu(i,j)

pn+1nx dS ≈
[
pn+1∆y

]fx

bx

≈
(
pn+1

i,j − p
n+1
i−1,j

)
∆y

(3.78)

De façon analogue (Fig. 3.6a),

• la composante verticale du gradient est discrétisée de la façon suivante :

∫
Σu(i,j)

pn+1ny dS ≈
[
pn+1∆x

]fy

by

≈
(
pn+1

i,j − p
n+1
i,j−1

)
∆x

(3.79)

(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.6 – Discrétisation du gradient de pression

3.4.4 Calcul de la divergence de la vitesse

La divergence ∇ · ūn+1 du champ de vitesse ūn+1 =
(
un+1, vn+1) est approximée au centre des

cellules (Fig. 3.7) par :

∫
Ωp(i,j)

∇ · ūn+1dV ≈
[(

∂u

∂x

)n+1
∆x∆y

]fx

bx

+
[(

∂v

∂y

)n+1
∆x∆y

]fy

by

≈
(
un+1

i+1,j − u
n+1
i,j

∆x +
vn+1

i,j+1 − v
n+1
i,j

∆x

)
∆x∆y

(3.80)

3.4.5 Expression du terme capillaire

Comme nous l’avons annoncé ci-dessus, le terme capilaire F̄s de l’équation (3.12) est approximé
de façon explicite via la méthode CFS. L’intégration de ce terme dans un volume de contrôle
Ωi,j se poursuit de la façon suivante :
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Figure 3.7 – Discrétisation de la divergence de la vitesse

Fs,(i,j) ≈
∫

Ωū(i,j)

σ∇ · n̄∇C dΩ (3.81)

L’inconvénient majeur de cette approche est la génération de courants parasites à proximité de
l’interface. Quand la dynamique est dominée par la viscosité ou la gravité, les effets de la ten-
sion superficielle sont négligeables et les courants parasites sont insignifiants. Cependant, dans
certaines situations, comme les instabilités de bulles, les effets capillaires sont dominants et les
courants parasites générés peuvent perturber la solution numérique, et générer des déformations
artificielles de l’interface. Pour contourner ce problème, une fonction couleur lissée notée Cs

(voir Eq. (2.84)) est utilisée pour estimer les propriétés géométriques de l’interface, à savoir la
normale n̄ et la courbure κ.

Pour pouvoir discrétiser correctement le terme capilaire en utilisant la méthode CSF nous avons
besoin de calculer la normale n̄. Pour ce faire, nous utilisons directement la fonction couleur
lissée Cs :

n̄ = ∇ ·
( ∇Cs

∥∇Cs∥

)
(3.82)

Le gradient de la fonction couleur lissée ∂Cs

∂x est calculé sur les mêmes points de discrétisation
que le champ de vitesse. La première composante est discrétisée comme schématisé sur la figure
3.8a :

∂Cs

∂x
≈
Cs

i,j − Cs
i−1,j

h
(3.83)

De façon analogue, l’approximation de la deuxième composante ∂Cs

∂y est présentée sur la figure
3.8b :

∂Cs

∂y
≈
Cs

i,j − Cs
i,j−1

h
(3.84)



93

(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

Figure 3.8 – Discrétisation du gradient de la fonction couleur

3.4.6 Traitement des conditions aux limites

Pour compléter la formulation du modèle à un fluide, les conditions aux limites associées au
champ de vitesse ū sur la frontière du domaine peuvent être spécifiées en utilisant la méthode de
pénalisation [137]. Cela offre un traitement de manière naturelle pour imposer différents types de
conditions aux limites, telles que les conditions de Dirichlet ou/et de Neumann. Numériquement,
cette méthode est basée sur l’utilisation d’un terme de contrôle Bpenu ·

(
f(ūn+1)− ū∞

)
, qui est

ajouté à l’équation de bilan de la quantité de mouvement :

NS(ūn+1) +Bpenu ·
(
f(ūn+1)− ū∞

)
= 0 (3.85)

avec

Bpenu =

 αu 0
0 αv

 (3.86)

qui est un tenseur d’ordre deux dont les composantes diagonales tendent vers l’infini le long de
la frontière du domaine et sont identiquement nulles à l’intérieur du domaine. Ici, f(ūn+1) est
une fonction discrète de un+1 et vn+1, qui s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des
vitesses résolues un+1

i,j et vn+1
i,j .

f(un+1) = a0u
n+1
i,j + a1u

n+1
i−1,j + a2u

n+1
i+1,j + a3u

n+1
i,j−1 + a4u

n+1
i,j+1, (3.87)

f(vn+1) = a0v
n+1
i,j + a1v

n+1
i−1,j + a2v

n+1
i+1,j + avu

n+1
i,j−1 + a4v

n+1
i,j+1. (3.88)

Le traitement des conditions aux limites de Dirichlet, appliquées à la limite gauche par exemple
(voir Fig .3.9) est piloté par les coefficients ai qui sont alors définis comme suit : a0 = a2 = 1

2

et a1 = a3 = a4 = 0. Ainsi, l’équation de la quantité de mouvement discrète à la limite gauche
devient :
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Figure 3.9 – Traitement des conditions aux limites de la frontière gauche en 2D

NS(un+1
i,j ) + αu

(1
2u

n+1
0,j + 1

2u
n+1
1,j − u∞ 1

2 ,j

)
= 0. (3.89)

avec u∞ 1
2 ,j = 0.

Pour imposer des conditions aux limites homogènes de type Neumann, les coefficients sont fixés
à a0 = −1, a2 = 1 et a1 = a3 = a4 = 0. L’équation résultante sous forme discrète s’écrit :

NS(un+1
i,j ) + αu

(
−un+1

0,j + un+1
1,j − u∞ 1

2 ,j

)
= 0. (3.90)

avec u∞ 1
2 ,j = 0.

Pour les autres parois (à gauche, à droite, en haut ou en bas du domaine), les coefficients ai

associés aux directions relatives (normale ou tangentielle) à la paroi sont données dans le tableau
3.2.

3.5 Conclusion

Le long de ce chapitre, nous avons retracé en détail les différents algorithmes dédiés au traite-
ment du couplage vitesse-pression, en particulier, la méthode de projection-correction et celle
du lagrangien augmenté, implémentées dans le code "FUGU".

Nous nous sommes ensuite attachés à la discrétisation des équations de conservation sur une
grille décalée de type MAC. Une attention particulière a été portée à la pénalisation de l’équa-
tion de bilan de la quantité de mouvement afin d’imposer les conditions aux limites.

En perspective de ce chapitre, nous souhaitons développer une approche exacte monolithique qui
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Table 3.2 – Tableau des valeurs des coefficients de pondération de la combinaison linéaire
f(ūn+1).

Position de la paroi
Condition limite À gauche À droite En haut En Bas

ū · n̄ ū · t̄ ū · n̄ ū · t̄ ū · n̄ ū · t̄ ū · n̄ ū · t̄
a0 = 1

2 a0 = 1 a0 = 1
2 a0 = 1 a0 = 1

2 a0 = 1 a0 = 1
2 a0 = 1

a1 = 0 a1 = 0 a1 = 1
2 a1 = 0 a1 = 0 a1 = 0 a1 = 0 a1 = 0

Dirichlet a2 = 1
2 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0

a3 = 0 a3 = 0 a3 = 0 a3 = 0 a3 = 1
2 a3 = 0 a3 = 0 a3 = 0

a4 = 0 a4 = 0 a4 = 0 a4 = 0 a4 = 0 a4 = 0 a4 = 1
2 a4 = 0

a0 = −1 a0 = 1 a0 = 1 a0 = −1
a1 = 0 a1 = −1 a1 = 0 a1 = 0

Neumann a2 = 1 a2 = 0 a2 = 0 a2 = 0
a3 = 0 a3 = 0 a3 = −1 a3 = 0
a4 = 0 a4 = 0 a4 = 0 a4 = 1

fera l’objet du chapitre suivant. Cette approche nous permettra de traiter le couplage vitesse-
pression ainsi que la simulation des problèmes raides à forts rapports de masses volumiques et
de viscosités.
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Mise en évidence de l’intérêt d’un
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Dans le chapitre 3 de ce manuscrit, nous avons porté une attention particulière aux algorithmes
du traitement du couplage vitesse-pression dédiés à la résolution des équations de Navier-Stokes.
Le code de calcul maison (FUGU) de l’équipe, qui existait déjà, repose uniquement sur deux mé-
thodes de résolution : la projection standard de type GODA [81] et le lagrangien augmenté [180,
185]. À ce niveau, notre apport majeur réside essentiellement dans la mise en place d’une ap-
proche exacte. Elle sera basée sur le développement d’un solveur tout-couplé d’une part, et d’une
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stratégie de préconditionnement par bloc d’autre part.
Au début de ce chapitre, nous allons décrire le solveur tout-couplé développé dans le cadre de
cette thèse, ainsi que quelques préconditionneurs classiques et spécifiques par bloc destinés à la
résolution des systèmes à point selle. Dans la suite du chapitre, nous allons nous attacher à la
validation du solveur tout-couplé à travers différents cas test monophasiques et diphasiques. Ceci
nous permettra de juger des capacités du solveur et de la qualité du couplage entre les différentes
méthodes numériques utilisées dans le cadre de ce travail. Nous allons aussi comparer les perfor-
mances du solveur par rapport aux méthodes déja existantes, à savoir la méthode de projection
standard et la méthode du lagrangien augmenté. L’apport majeur du solveur tout-couplé sur des
écoulements diphasiques à forts rapports de masses volumiques et viscosités est également abordé.

4.1 Développement du solveur tout-couplé en 2D

À ce jour, le solveur tout-couplé, qui est très largement utilisé par la communauté des éléments
finis dans le contexte de la simulation des écoulements stationnaires et monophasiques. À ce jour,
cette approche n’a pas suscité beaucoup d’intérêt de la part de la communauté des différences
finies et des volumes finis. L’objectif de ce travail est de développer un solveur tout-couplé efficace
pour résoudre les équations de Navier-Stokes diphasiques et incompressibles. Ainsi, après une
discrétisation appropriée via une approche de type volumes finis pénalisés, le système générique
qui en résulte est un système linéaire non symétrique de type point selle qui prend la forme
suivante :  Fu BT

p

Bu 0

 ūn+1

pn+1

 =

 f̄

0

 (4.1)

où Fu = M
(ρ)
u +N

(ρ)
u + L

(µ)
u , et enfin :

• Buū
n+1 ≈

∫
Ωi,j,k

∇ · ūn+1dV est la partie discrète de la divergence,

• BT
p p

n+1 ≈
∫

Ωi,j,k
∇pn+1dV est l’opérateur de gradient de pression discret,

• M (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Ωi,j,k

(
ρn+1

∆t ū
n+1 +Bpenuf(ūn+1)

)
dV est la matrice de masse,

• L(µ)
u ūn+1 ≈ −

∫
Σi,j,k

Tn+1 · n̄dS est l’opérateur de contraintes visqueuses,

• N (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Σi,j,k

ρūn+1ūn · n̄dS est la partie discrète du terme convectif,

• f̄ ≈
∫

Ωi,j,k

(
ρn

∆t ū
n +Bpenuū∞ + F̄s

)
dV est le second membre associé à la vitesse.

Le système réduit peut être réécrit sous la forme Ax̄ = b̄, de N équations à N inconnues à
coefficients dans R. Dans ce système, A est une matrice carée d’ordre N , qui est associée aux
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coefficients de discrétisation en temps et en espace et b̄ le second membre à valeurs dans R
associé à chaque composante du vecteur solution x̄. Ainsi, la solution du problème diphasique
s’écrit :

x̄ = A−1 × b̄. (4.2)

Pour calculer x̄ =
(
ūn+1, pn+1)T , nous distinguons deux classes de méthodes de résolutions

d’un système linéaire, les méthodes directes et les méthodes itératives, chacune adaptée à des
types de matrices particulieres (matrices symétriques, matrices pleines, matrices creuses, ...). Les
méthodes directes basées sur une élimination de Gauss ou une décomposition LU [3, 7, 8, 15,
19, 20, 39] sont suffisament robustes pour divers problèmes, puisqu’elles nécessitent un nombre
fini d’opérations pour trouver la solution exacte. En revanche, elles sont plus coûteuses en temps
et en mémoire. Lorsque la taille du système augmente elles deviennent impraticables pour des
problèmes 3D, car elles nécessitent des matrices qui deviennent pleines lors de la résolution même
si elles sont initialement creuses. L’alternative aux méthodes directes consiste en l’utilisation de
solveurs itératifs, pour lesquels une approximation de la solution est générée. Parmi elles, on peut
citer l’approche GMRES [154] (ou une de ses variantes, par exemple le RGMRES [174] ou le
FGMRES [46]), les solveurs multigrilles géométriques [11, 14, 162], algébriques [131, 153, 175] ou
bien hybrides [119] (géométrique-algébrique), les méthodes de décomposition de domaines [118,
121, 146, 170] et les méthodes de type gradient conjugué et ses variantes [49, 83, 94]. Il est
donc nécessaire d’estimer la structure de notre système linéaire afin de choisir la méthode la
plus judicieuse suivant la nature du système matriciel. Si on se réfère aux différents schémas de
discrétisation proposés dans le chapitre précédent (schéma centré) pour évaluer les flux sur les
faces des volumes de contrôle, on remarque que chaque équation du système linéaire ne couple
que quelques composantes de la solution (5 pour le schéma centré en 2D, 4 pour le couplage
entre u et v, 2 pour le gradient de pression et 4 pour la divergence du champ de vitesse). Pour
un maillage de dimension Nx ×Ny, le vecteur solution comportera (Nx + 1)×Ny composantes
u, Nx × (Ny + 1) composantes v et Nx × Ny composantes p, soit N = Nx × (3Ny + 1) + Ny

composantes et A sera une matrice caréee N × N coefficients. Il apparait alors clairement que
la matrice A générée par la discrétisation des équations de Navier-Stokes en formulation à un
fluide sera très creuse, et seules 11 diagonales non-nulles interviendront dans la matrice si on
discrétise par exemple les termes non-linéaires et les termes visqueux via un schéma centré (voir
figure 4.1). Nous aurons donc intéret à utiliser des solveurs itératifs, qui s’avérent très utiles
pour optimiser le stockage et limiter les opérations.

Nous avons opté pour l’utilisation d’une méthode itérative, dans laquelle on construit une suite(
x(k)

)
k∈N

d’élements de RN qui va converger (sous certaines conditions) vers la solution x̄ du
système. Nous avons choisi d’utiliser une méthode itérative de type gradient conjugué BiCG-
STAB(2) qui s’est montré plus efficace que le GMRES (10 % en moyenne) pour résoudre des
systèmes vectoriels couplés de type lagrangien augmenté ou tout-couplé. Cette méthode a été
privilégiée en dépit de ses propriétés de convergence non-monotone. Ces méthodes furent intro-
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Figure 4.1 – Structure de la matrice tout-couplée provenant de la discrétisation des équations
de conservation, 5 diagonales non nulles issues du schéma centré (en rouge pour la composante
u, en vert pour la composante v), les diagonales en noir pour le couplage entre u et v, en magenta
pour le gradient de pression et en cyan pour la divergence du champ de vitesse.

duites en 1952 par Hestenes et Stiefel [94], pour les matrices symétriques définies positives, et
furent étendues à des matrices réguliéres quelconques par Van Der Vost [49]. Si on suppose que
les conditions initiales (ū0,p0) du problème diphasique considérées sont défnies, l’état initial est
décrite par l’indice 0, l’itération à travers laquelle les valeurs des différents paramètres et vec-
teurs sont connus par k et l’étape courante par k + 1, l’algorithme de résolution correspondant
est alors le suivant (Van Der Vorst [49]) :

1 ! L’initialisation
2 k = 0 ! k ∈ N+, le nombre d’itération
3 x̄(0) ∈ RN

4 q̄ = Ax̄(0) ! x̄(0) ∈ R est la solution initiale
5 r̄(0) = b̄− q̄ ! le résidu initial du système préconditionné
6 ˜̄r = r̄(0) ! ˜̄r est un vecteur arbitraire, tel que ˜̄r · r̄(0) ̸= 0
7 ξ0 = ω2 = 1 ; α = 0 ; ū = 0̄
8 ξ0 = ω2 = 1 ; α = 0 ; ū = 0̄
9 whi le ∥r̄(k)∥2

∥r̄(0)∥2
> ε do

10 k = k + 1
11 ξ0 = −ω2ξ0

12 ! Étape paire
13 ξ1 = ˜̄r · r̄(k−1) ; β = αξ1/ξ0 ; ξ0 = ξ1 ! produit scalaire #1
14 v̄ = Aū ! produit matrice-vecteur #1
15 γ = ˜̄r · v̄ ; α = ξ/γ ! produit scalaire #2
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16 r̄(k) = r̄(k−1) − αv̄ ! combinaison linéaire #1
17 s̄ = Ar̄(k) ! produit matrice-vecteur #2
18 x̄(k) = x̄(k−1) + αū ! combinaison linéaire #2
19 ! Étape impaire
20 ξ1 = ˜̄r · s̄ ; β = αξ1/ξ0 ! produit scalaire #3
21 v̄ = s̄− βv̄ ! combinaison linéaire #3
22 w̄ = Av̄ ! produit matrice-vecteur #3
23 γ = ˜̄r · w̄ ; α = ξ0/γ ! produit scalaire #4
24 ū = r̄(k) − βū ! combinaison linéaire #4
25 r̄(k) = r̄(k) − αv̄ ! combinaison linéaire#5
26 s̄ = s̄− αw̄ ! combinaison linéaire#6
27 t̄ = As̄ ! produit matrice-vecteur #4
28 ! GCR(2)
29 ω1 = r̄(k) · s̄ ! produit scalaire #5
30 λ = s̄ · s̄ ! produit scalaire #6
31 ν = s̄ · t̄ ! produit scalaire #7
32 τ = t̄ · t̄ ! produit scalaire #8
33 ω2 = r̄(k) · t̄ ! produit scalaire #9
34 τ = τ − ν2/λ ; ω2 = (ω2 − νω1/λ)/τ ; ω1 = (ω1 − νω2)/λ
35 x̄(k) = x̄(k) + ω1r̄

(k) + ω2s̄+ αū ! combinaison linéaire #7
36 r̄(k) = r̄(k) − ω1s̄− ω2t̄ ! combinaison linéaire #8
37 ū = ū− ω1v̄ − ω2w̄ ! combinaison linéaire #9
38 End While

Listing 4.1 – L’algorithme du BiCGSTAB(2)

où ϵ est un paramètre de contrôle de la convergence de l’algorithme BiCGSTAB(2) relatif au
résidu de la solution à la kième itération. Le défaut majeur de ce critère est qu’il n’est pas
normalisé et par conséquence ne permet pas de comparer la précision des calculs dans des
situations différentes. Une autre option efficace et très répandue pour imposer le critère d’arrêt,
consiste à normaliser le résidu r̄k par la norme du résidu initial r̄(0) et à définir le critère d’arrêt
comme suit :

∥r̄k∥2
∥r̄(0)∥2

≤ ϵ (4.3)

où encore par une adimensionalisation par la norme du seconde membre ∥b̄∥ tel que :

∥r̄k∥2
∥b̄∥2

≤ ϵ. (4.4)

Du fait de l’indépendance du nombre d’itérations pour converger en fonction de la valeur initiale
de la solution x̄(0), nous avons retenu le critère d’arrêt qui correspond à la normalisation de ∥r̄k∥2
par ∥b̄∥2.
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En pratique, on peut montrer que l’algorithme converge en au plus N itérations (N la dimension
du système linéaire) et que le nombre d’itérations est proportionnel à la racine carrée du condi-
tionnement de la matrice A. Ce conditionnement mesure la sensibilité du système aux erreurs
d’arrondis et aux petites perturbations des données de problème (le second membre b et la ma-
trice A) qui pilotent la stabilité de la solution, ce qui traduit la difficulté à résoudre le système
Ax̄ = b̄. Dans les problèmes qui nous concernent, les coefficients de A, qui dépendent entre
autre de la masse volumique ρ et de la viscosité µ , admettront des valeurs hétérogènes à l’inter-
face entre les deux fluides. La matrice A sera donc très mal conditionnée, avec des coefficients
extra-diagonaux qui pourront être grands et des coefficients diagonaux d’ordre de grandeur très
différents. Finalement, l’efficacité du solveur BICSGTAB(2) peut être mise à mal par un mau-
vais conditionnement de la matrice A, d’où la nécessité d’introduire un préconditionneur pour
accélérer la convergence du solveur [16, 189]. Le principe du préconditionnement ainsi que les
différentes techniques issues de la littérature seront abordées plus en détail dans la prochaine
section.

4.2 Préconditionnement du système Ax̄ = b̄

Comme nous l’avons déja mentionné, la performance des solveurs itératifs dépend fortement
du conditionnement du système matriciel Ax̄ = b̄ à résoudre, que l’on peut lier à la nature du
problème étudié. Dans le contexte de la simulation des écoulements diphasiques instationnairse,
de forts rapports de masses volumiques et de viscosités couplent fortement les composantes de
vitesse, et compliquent sérieusement les choses pour obtenir un taux de convergence élevé. Il
est donc nécessaire d’employer un préconditionnement pour accélérer la convergence du solveur
itératif et d’éviter les éventuelles instabilités numériques. Une telle technique consiste à trans-
former le système original Ax̄ = b̄ en un autre équivalent en utilisant un précondionnement à
gauche comme suit :

P−1Ax̄ = P−1b̄ (4.5)

ou à droite par :
AP−1ȳ = b̄, ȳ = Px̄. (4.6)

On peux aussi combiner ces deux types pour aboutir à un préconditionnement mixte, à gauche
et à droite :

P−1
G AP−1

D x̄ = P−1
G b̄ (4.7)

qui ont la même solution, où les matrices de préconditionnement P, PG et PD sont des approxi-
mations de A (P ≈ A) et dont l’inverse peut être appliqué de manière efficace. Dans le cas idéal
où P = A, le solveur BICGSTAB(2) converge en une itération. Mais, en pratique cela nécessite
un coût en temps CPU trop important : c’est une méthode directe. Par ailleurs, prendre P = I

permet de calculer P−1 plus facilement, mais dans ce cas la méthode itérative est appliquée à la



103

matrice originale et donc, encore une fois, rien n’a été gagné. En pratique, le préconditionneur P
est choisit pour que le conditionnement de P−1A soit meilleur que celui de A, et que l’application
de l’inverse de P ne soit pas trop onéreuse en temps temps de calcul et en stockage mémoire.
Pour le solveur BICGSTAB(2) préconditionné, chaque produit matrice-vecteur Ax̄ = z̄ sera
suivi par le calcul de P−1z̄ = ȳ. La même transformation doit être appliquée au terme source
P−1b̄. Alors, pour résoudre le système P−1Ax̄ = P−1b̄ avec un critère d’arrêt choisi ϵ et en se
donnant une solution initiale x̄(0), le BiCGSTAB(2) préconditionné procède comme suit :

1 ! L’initialisation
2 k = 0 ! k ∈ N+, le nombre d’itération
3 x̄(0) ∈ RN

4 b̄ = P−1b̄ ! Préconditionnement est appliqué au second membre
5 z̄ = Ax̄(0) ! x̄(0) ∈ R est la solution initiale
6 q̄ = P−1z̄

7 r̄(0) = b̄− q̄ ! le résidu initial du système préconditionné
8 ˜̄r = r̄(0) ! ˜̄r est un vecteur arbitraire, tel que ˜̄r · r̄(0) ̸= 0
9 ξ0 = ω2 = 1 ; α = 0 ; ū = 0̄

10 ξ0 = ω2 = 1 ; α = 0 ; ū = 0̄
11 whi le ∥r̄(k)∥2

∥b̄∥2
> ε do

12 k = k + 1
13 ξ0 = −ω2ξ0

14 ! Étape paire
15 ξ1 = ˜̄r · r̄(k−1) ; β = αξ1/ξ0 ; ξ0 = ξ1 ! produit scalaire #1
16 z̄ = Aū ! produit matrice-vecteur #1
17 v̄ = P−1z̄ ! preconditionneur #1
18 γ = ˜̄r · v̄ ; α = ξ/γ ! produit scalaire #2
19 r̄(k) = r̄(k−1) − αv̄ ! combinaison linéaire #1
20 z̄ = Ar̄(k) ! produit matrice-vecteur #2
21 s̄ = P−1z̄ ! preconditionneur #2
22 x̄(k) = x̄(k−1) + αū ! combinaison linéaire #2
23 ! Étape impaire
24 ξ1 = ˜̄r · s̄ ; β = αξ1/ξ0 ! produit scalaire #3
25 v̄ = s̄− βv̄ ! combinaison linéaire #3
26 z̄ = Av̄ ! produit matrice-vecteur #3
27 w̄ = P−1z̄ ! preconditionneur #3
28 γ = ˜̄r · w̄ ; α = ξ0/γ ! produit scalaire #4
29 ū = r̄(k) − βū ! combinaison linéaire #4
30 r̄(k) = r̄(k) − αv̄ ! combinaison linéaire#5
31 s̄ = s̄− αw̄ ! combinaison linéaire#6
32 z̄ = As̄ ! produit matrice-vecteur #4



104 4.2. Préconditionnement du système Ax̄ = b̄

33 t̄ = P−1z̄ ! preconditionneur #4
34 ! GCR(2)
35 ω1 = r̄(k) · s̄ ! produit scalaire #5
36 λ = s̄ · s̄ ! produit scalaire #6
37 ν = s̄ · t̄ ! produit scalaire #7
38 τ = t̄ · t̄ ! produit scalaire #8
39 ω2 = r̄(k) · t̄ ! produit scalaire #9
40 τ = τ − ν2/λ ; ω2 = (ω2 − νω1/λ)/τ ; ω1 = (ω1 − νω2)/λ
41 x̄(k) = x̄(k) + ω1r̄

(k) + ω2s̄+ αū ! combinaison linéaire #7
42 r̄(k) = r̄(k) − ω1s̄− ω2t̄ ! combinaison linéaire #8
43 ū = ū− ω1v̄ − ω2w̄ ! combinaison linéaire #9
44 End While

Listing 4.2 – L’algorithme du BiCGSTAB(2) préconditionné

Nous en arrivons au coeur du problème qui est le choix du préconditionneur P. Trouver un
bon préconditionneur est une question fort délicate et reste une tâche non triviale. Néanmoins,
l’investigation mathématique et une analyse approfondie sont des outils indispensables pour
l’élaboration d’un bon préconditionneur. Un passage en revue de la littérature sur ce sujet a
permi de mettre en exergue l’existence de plusieurs techniques. Parmi elles, on peut citer les
méthodes de factorisation de Gauss incomplète LU ou MILU et leur généralisation ILU(p) [155],
les méthodes multigrilles algébriques ou géométriques [11, 14, 119, 131, 153, 162, 175] en encore
les méthodes de décomposition de domaines [118, 121, 146, 170]. Nous donnons ci-dessous une
briève description de ces techniques.

4.2.1 Méthodes de factorisation incomplète ILU

La méthode de factorisation de Gauss incomplète LU compte parmi les méthodes de précondi-
tionnement les plus classiques pour les matrices creuses. Celles-ci reposent sur une décomposition
de la forme A = LU −R où L est la matrice creuse triangulaire inférieure et U la matrice creuse
triangulaire supérieure ont des coefficients non nuls aux mêmes emplacements que la matrice A
(remplissage prédéfini), et R est le résidu ou l’erreur de la factorisation. Pour les matrices avec
un stencil à 5 points, issues de la discrétisation des équations aux dérivées partielles elliptiques
par exemple, la figure 4.2 illustre une factorisation ILU(0) de la matrice A.
D’une manière générale, l’algorithme ci-dessous représente la construction des matrices triangu-
laires L et U à partir de A :

1 ! Données : A la matrice à factoriser, N la taille de la matrice
2 Pour k = 1 à N faire

3 Pour i = k + 1 à N faire

4 A( i , k ) = A( i , k ) /A(k , k )
5 Pour j = k + 1 à N faire
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Figure 4.2 – La factorisation ILU(0) pour une matrice à un stencil de cinq points.

6 A( i , j )=A( i , j )−A( i , k )×A(k , j )
7 end

8 end

9 end

Listing 4.3 – Factorisation Incompléte LU

4.2.2 Méthodes multigrilles

Les méthodes multigrilles exploitent la discrétisation des équations aux dérivées partielles en
utilisant une hiérarchie de grilles. L’objectif principal est d’obtenir une convergence optimale du
solveur itératif, essentiellement avec un cycle V ou W . Ces cycles multigrilles sont schématisés
sur la figure 4.3 par itération du préconditionneur multigrille.

Dans la littérature, nous trouvons deux grandes familles de multigrilles : d’une part, les multi-
grilles algébriques qui reposent uniquement sur la matrice du système à résoudre. D’autre part,
les multigrilles géométriques qui nécessitent de générer des maillages grossiers, souffrent de la
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Figure 4.3 – Schémas de V-cycle et W-cycle des méthodes multigrilles

construction de ces maillages notamment quand ils sont non structurés ou encore lorsque la géo-
métrie du problème est complexe. Hormis ces différences, il existe des caractéristiques communes
entre ces deux techniques multigrilles. La figure 4.3 en présente certaines telles que le lissage,
en l’occurence la méthode Jacobi ou le Red-Black Gauss-Seidel qui réduit rapidement les hautes
fréquences, l’opération de restriction R, qui consiste à projeter le résidu sur la grille grossiére,
l’opération de prolongation P , qui calcule le résidu sur la grille fine et la correction pour obtenir
la solution améliorée.

Figure 4.4 – Passages entre les différentes grilles : prolongation et restriction.

En pratique, lorsqu’on souhaite résoudre le système linéaire P ȳ = z̄, la mise en oeuvre de la
méthode multigrille à deux niveaux s’établit comme ci-dessous :

1 ! Données : Ph la matrice du système sur la grille fine de taille h
2 ! 1) Pré-lissage
3 on r é sout Phȳh = z̄h sur l a g r i l l e f i n e de t a i l l e h , en i t é rant
4 que lques i t é r a t i o n s de Jacobi ou Red−Black Gauss−S e i d e l pour
5 obten i r une approximation ŷh

6 ! 2) Calcul du résidu r̄h
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7 r̄h = z̄h − Phȳh

8 ! 3) Restriction
9 on r e s t r e i n t le r é s idu sur l a g r i l l e g r o s s i é re de t a i l l e h

2 pour
10 obten i r z̄h/2 . En p a r a l l éle , nous dé f i n i s s o n s l a matr ice Ph/2 sur l a

g r i l l e g r o s s i é re de t a i l l e h
2 .

11 ! 4) Pré-lissage
12 on r é sout Ph/2ȳh/2 = z̄h/2 sur l a g r i l l e g r o s s i é re de t a i l l e h

2 avec
13 pr é c i s i o n , en i t é rant que lques i t é r a t i o n s de Jacobi ou Red−Black
14 Gauss−S e i d e l .
15 ! 6) Prolongation
16 On pro longe ȳh/2 sur l a g r i l l e f i n e de t a i l l e h pour
17 obten i r l a c o r r e c t i o n ȳC .
18 ! 7) Correction
19 On c o r r i g e l a s o l u t i o n ȳ

′
h=ŷh + ȳC

20 ! 8) Post-lissage
21 On termine le cy lce , par que lques i t é r a t i o n s de Jacobi ou
22 Red−Black Gauss−Se ide l , en prenant ȳ

′
h comme cond i t i on i n i t i a l e

23 pour t rouver ȳh , t e l que Phȳh = z̄h .

Listing 4.4 – Mise en oeuvre pratique d’une méthode multigrille à deux niveaux

Figure 4.5 – Configuration à deux grilles, cycle en V.

4.2.3 Décomposition de domaine de Schwarz

Les méthodes de décomposition de domaine type Schwarz font référence à un ensemble de
techniques qui sont articulées autour du principe de partitionnement. Ces méthodes ont été
principalement développées pour résoudre des équations aux dérivées partielles sur des domaines
en deux ou trois dimensions.
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Considérons le problème de la résolution de l’équation de Laplace ∆T = 0 sur un domaine
Ω partitionné en deux sous-domaines disjoints Ω1 et Ω2, séparés par une interface commune Γ
comme le montre la figure 4.6. Les méthodes de décomposition de domaine tentent de résoudre le
problème sur l’ensemble du domaine Ω à partir de solutions des problèmes sur les sous-domaines
Ω1 et Ω2 en faisant un raccord à l’interface Γ.

Figure 4.6 – Découpage du domaine Ω en 2 sous-domaines disjoints Ω1 et Ω2 sans recouvrement.

L’algorithme de Schwarz le plus fondamental consiste en un procédé itératif. Il repose sur la
génération d’une suite de solutions Tn

1 sur Ω1 et Tn
2 sur Ω2 de la façon suivante :

1 ! Initialisations : Choisir T 0
1 ⊂ Ω1 et T 0

2 ⊂ Ω2

2 ! Pour tout n ≥ 0, effectuer de façon successive :
3 ! Calcul de Tn+1

1 ⊂ Ω1

4 ∆Tn+1
1 = 0 sur Ω1

5 T1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1

6 Tn+1
1 = Tn

2 sur Γ
7 ! Calcul de Tn+1

2 ⊂ Ω2

8 ∆Tn+1
2 = 0 sur Ω2

9 T2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2

10 Tn+1
2 = Tn+1

1 sur Γ
11 ! Le critère d’arrêt est satisfait
12 Lorsque Tn

1 et Tn
2 sont suf f i samment proches sur Γ

Listing 4.5 – Procédé itératif de décomposition de domaine

4.2.4 Bilan et préconditionneur retenu

Malgré leur coût faible, l’inconvénient majeur des algorithmes de factorisation incomplète ILU
réside dans leur robustesse en parallèle. En effet, ces méthodes sont souvent utilisées en tant
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que préconditionneurs locaux et parallélisent mal vu leur dépendance globale à la structure al-
gébrique du système. Les autres techniques de préconditionnements à savoir les méthodes multi-
grilles et celles de décomposition de domaine possédent un taux de convergence indépendant de
la discrétisation et se parallélisent mieux, conduisant à des coûts de calcul qui se rapprochent de
la limite théorique (proportionnels à la taille du problème). Cependant, elles sont très utilisées
lorsque la matrice A est issue d’une discrétisation d’EDP scalaire. Dans le cadre des équations
de Navier-Stokes, et comme une résolution tout-couplée est visée, nous serons amenés à aborder
le problème du point de vue algébrique par des préconditionnements spécifiques, destinés à la
résolution de points selles. Cette voie purement algébrique consiste à construire un précondi-
tioneur par bloc, c’est à dire qui agit indépendamment sur les variables du problème (u, v et
p). Nous nous orientons donc vers une l’utilisation de ces techniques, inspirées des travaux de
Niall [21] que nous enrichissons par le développement d’un nouveau préconditionneur original
pour le bloc de vitesse en se basant sur des considérations algébriques. Nous verrons dans la
section suivante 4.3 plus de détails sur le choix et l’implémentation de ces techniques.

4.3 Les techniques de préconditionnement par blocs

Dans cette section, on anticipe la présentation des techniques du préconditionnement par blocs,
reposant sur une factorisation algébrique de la matrice A. L’objectif sera donc se ramener à un
système résolvable P−1Ax̄ = P−1b̄, qui allie rapidité et précision. Nous allons donc en premier
lieu présenter la décomposition par blocs de la matrice A. Puis, nous déduisons la construction
exacte du préconditionneur P en se basant sur cette factorisation. Ensuite, nous exposons les
différents choix pour élaborer une estimation du bloc de vitesse, en particulier l’approche que
nous avons développée. Enfin, nous attachons aux différentes approximations utilisées dans la
littérature pour approcher le complement de Schur, lorsqu’on fait face à la résolution des équa-
tions de Navier-Stokes.

Afin de construire un préconditionneur P approprié, nous considérons la décomposition LDU
par blocs de la matrice initiale A, donnée par : Fu BT

p

Bu 0

 =

 Iu 0
BuF

−1
u Ip

 Fu 0
0 Sp

 Iu F−1
u BT

p

0 Ip

 = LDU (4.8)

Ici Sp = −BuF
−1
u BT

p est le complément de Schur du bloc de pression et Fu est l’opérateur
de convection-diffusion augmenté de la matrice de masse. Dans ce travail, nous utilisons le
préconditionneur triangulaire par blocs qui figure parmi les préconditionneurs les plus populaires
pour les problèmes de point selle. Pour ce faire, nous prenons le produit DU de l’équation (I.8) :

P =

 Fu BT
p

0 Sp

 . (4.9)
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Par conséquent, l’application du préconditionneur de l’équation (I.9) implique la résolution du
système suivant, où les composantes sont trouvées une par une par des substitutions : Fu BT

p

0 Sp

 r̄u

r̄p

 =

 z̄u

z̄p

 (4.10)

où (r̄u, r̄p)T = b̄, q̄, v̄k, s̄k, t̄k et w̄k sont une séquence de vecteurs générés à chaque itération
du BiCGSTAB(2) (pour plus de détails, le lecteur est invité à se reporter à l’algorithme 4.2).
Ainsi, lorsque l’inverse du préconditionneur triangulaire P−1 est appliqué à la matrice A, le
système préconditionné P−1A possède une seule valeur propre λ = 1 de multiplicité Nbvx +
Nbvy +Nbp. Le polynôme caractéristique de P−1A est de degré 2, ce qui garantit la convergence
d’un solveur de sous-espace de Krylov tel que GMRES en deux itérations. En effet, en considérant
le problème des valeurs propres pour le système préconditionné P−1A, ces valeurs peuvent
facilement être obtenues à partir du problème généralisé des valeurs propres suivant : Fu BT

p

Bu 0

 ū

p

 = λ

 Fu BT
p

0 Sp

 ū

p

 (4.11)

A partir de la première ligne de l’équation (4.11) on obtient (1 − λ)(Fuū + BT
p p) = 0, admet-

tant deux solutions possibles. La première solution est une valeur propre λ = 1 de multiplicité
Nbvx + Nbvy, et la seconde correspond à ū = −F−1

u BT
p p. Ensuite, la substitution de ū dans la

deuxième ligne de l’équation (4.11) conduit à −BuF
−1
u BT

p p = λSpp, ce qui donne la deuxième
valeur propre λ = 1 de multiplicité Nbp. De même, si à la place du préconditionneur triangulaire
supérieur P = DU , on se sert du préconditionneur bloc-diagonal D, λ = 1 apparaît comme une
valeur propre de multiplicité au moins nu − np pour tout vecteur propre propre

[
ūT , 0̄T

]T
avec

Bū = 0, alors que λ = 1
2 ±

√
5

2 de multiplicité np comme cela est décrit dans [190].

Puisque la convergence dépend des valeurs propres λ du système préconditionné (plus les valeurs
propres sont petites, plus la convergence est rapide), on s’attend à ce que le préconditionneur
triangulaire par blocs soit plus performant et il est par conséquent retenu pour ce travail. Cette
approche a cependant un inconvénient majeur, qui est que l’inversion des blocs Sp et Fu ne peut
pas être effectuée dans des calculs réalistes. ELle est en effet plus coûteuse que la résolution du
problème du point selle (5.6) par des méthodes directes. Par conséquent, l’inversion des blocs
Sp et Fu doit être approximée par des matrices Ŝp et F̂u. Cette approximation est discutée dans
la section suivante.

4.3.1 Les technniques de préconditionnemnt pour le bloc de vitesse

Dans le cadre des équations de Navier-Stokes, Fu est l’opérateur de convection-diffusion pour
lequel des méthodes connues de résolution approchée peuvent être appliquées. Les bon choix de
F̂u pour approcher Fu s’avère décisif pour construire un préconditionneur robuste. En effet, dans
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le cadre du lagrangien augmenté ou tout-couplé, ce bloc de vitesse est mal conditionné, ce qui
soulève des difficultés considérables, tel que le couplage entre les composantes de la vitesse et
les forts rapports de masses volumiques et de viscosités lorsque des écoulements multiphasiques
sont en jeu.

Dans la littérature il existe une variété de préconditionneurs, par exemple le préconditionnement
de type ILU [37, 107, 155, 194], également appelé factorisation incomplète de Gauss, qui permet
d’atteindre de faibles résidus lorsque plusieurs millions d’inconnues sont impliquées. Ces pré-
conditionnements ne sont pas facilement parallélisables car ils induisent une dépendance globale
sur les inconnues, et nécessitent donc des échanges nombreux et répétés dans un parallélisme
distribué. Il est donc possible d’utiliser les variantes d’ILU dans une implémentation par blocs,
c’est-à-dire que le préconditionnement est tronqué et n’utilise que les variables disponibles sur le
processeur. Néanmoins, dans la plupart des cas représentatifs, les préconditionneurs classiques
de la littérature tels que ILU et leurs variantes ne permettent pas de résoudre efficacement les
équations de Navier-Stokes entièrement couplée. D’autres techniques multigrilles [78, 124, 131,
188, 191, 192] spécialisées ont été proposées pour les systèmes de points de selle couplés dans
les écoulements incompressibles (ainsi que pour d’autres applications). Dans ces méthodes mul-
tigrilles, une séquence de grilles est utilisée : en partant de la grille fine, sur laquelle on souhaite
calculer la solution, jusqu’à une grille plus grossière, où une solution exacte ou approximative
est beaucoup moins coûteuse. Une autre classe de méthodes à plusieurs niveaux est celle des
méthodes de décomposition de domaine [118, 121, 146, 170], qui sont le plus souvent utilisées
comme préconditionneurs pour accélerer la convergence du solveur itératif. Ces approches multi-
niveaux, que ce soit multigrille ou décomposition de domaine sont largement utilisées, surtout
dans le cas des équations elliptiques. L’intérêt de leur utilisation réside dans le fait de procu-
rer un taux de convergence indépendant de la discrétisation, conduisant à des coûts de calcul
proportionnels à la taille du problème.

4.3.1.1 Préconditioneur triangulaire pour le bloc de vitesse Fu

Notre objectif ici est de développer des approximations plus efficaces, essentiellement basées
sur des considérations algébriques, et qui utilisent le complément de Schur. Pour ce faire, nous
allons aborder les différentes manières d’approximer le bloc de vitesse Fu. Ainsi, nous détaillons
également les aspects techniques incluant la factorisation du bloc de vitesse F̂u mais aussi le
calcul de l’action de F̂−1

u sur un vecteur quelconque z̄.
Considérons la matrice creuse et non symétrique Fu, résultant de la discrétisation des équations
de bilan de quantité de mouvement. Cette matrice peut être scindée en blocs de matrices 2× 2
comme suit :

Fu =

 Fuu Fuv

Fvu Fvv

 (4.12)

Le préconditionnement envisagé dans notre cas exploite la décomposition LU de l’équation (4.12),



112 4.3. Les techniques de préconditionnement par blocs

en prenant le bloc triangulaire supérieur U :

F̃u =

 Fuu Fuv

0 Fvv − FvuF
−1
uu Fuv

 (4.13)

où Fvv − FvuF
−1
uu Fuv est le complément idéal de Schur de Fuu dans Fu, qui peut être réécrit

comme ci-dessous en définissant une nouvelle matrice G = F−1
vv FvuF

−1
uu Fuv :

Fvv − FvuF
−1
uu Fuv = Fvv

(
I − F−1

vv FvuF
−1
uu Fuv

)
= Fvv (I −G) . (4.14)

Par conséquent, l’action de l’inverse de F̃u sur un vecteur standard z̄ = (zu, zv)T doit être
effectuée par une substitution élémentaire. Ceci peut être réalisé en résolvant deux systèmes
linéaires et en effectuant un produit matrice-vecteur. L’algorithme correspondant 4.1 est le
suivant :

Le preconditionneur triangulaire par bloc pour le bloc de vitesse Fu

1 ! So lve Fvv (I −G) r̄v = z̄v

2 ! Update z̄u ←− z̄u − Fuv r̄v

3 ! So lve Fuur̄u = z̄u

Table 4.1 – Approximation de l’action de l’inverse F̃u sur un vecteur z̄ = (zu, zv)T , le vecteur
solution est ȳ = (ru, rv)T .

Concernant l’application de l’inverse du bloc Fvv(I − G) sur un vecteur z̄, on suppose que les
matrices (I −G) et Fvv sont inversibles, et que l’inverse (I −G)−1 peut être développé comme
une série infinie des différents termes qui sont présents dans l’opérateur (I −G). En utilisant le
développement en série de Neumann suivant [123] :

(I −G)−1 = I +G+G2 + · · ·+Gn ≈
∞∑

k=0
Gk (4.15)

qui peut s’écrire comme suit :

(I −G)−1 ≈
∞∑

k=0

(
F−1

vv FvuF
−1
uu Fuv

)k
(4.16)

Ainsi, l’inverse du bloc Fvv(I −G) peut s’écrire comme :

[Fvv(I −G)]−1 = (I −G)−1F−1
vv ≈

[ ∞∑
k=0

(F−1
vv FvuF

−1
uu Fuv)k

]
F−1

vv (4.17)

À l’ordre 1, un préconditionneur triangulaire par bloc se décline comme suit

[Fvv(I −G)]−1 ≈
(
I + F−1

vv FvuF
−1
uu Fuv

)
F−1

vv (4.18)

En remplaçant (5.16) dans la première étape de l’algorithme 4.1, l’action de l’inverse du bloc
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Fvv(I −G) sur le vecteur z̄v s’effectuera suivant l’algorithme 4.2.

Le preconditionneur triangulaire par bloc pour le bloc de vitesse Fu

1 ! So lve Fvv r̄v1 = z̄v

2 ! Compute r̄∗
r1 = Fuv r̄v1

3 ! So lve Fuur̄u1 = r̄∗
v1

4 ! Compute r̄∗
v1 = Fvur̄u1

5 ! So lve Fvv r̄v2 = r̄∗
v1

6 ! Compute r̄v = r̄v1 + r̄v2

Table 4.2 – Approximation de l’action de l’inverse Fvv(I − G) sur le vecteur z̄v, le vecteur
solution est ȳ = (rv)T .

À l’ordre 0, on obtient le bloc de Gauss-Seidel (bloc de Jacobi si Auv = 0). Dans notre problème
principal, la matrice de (I.13) est obtenue en tronquant par exemple le développement à l’ordre
0 ce qui conduit à :

[Fvv(I −G)]−1 ≈ F−1
vv (4.19)

Dans le cadre de cette étude, à l’ordre 0, le bloc de Gauss-Seidel s’est révélé légèrement plus
performant que le bloc de Jacobi et le préconditionneur triangulaire. Il a donc été préféré. En
effet, nous avons réalisé une comparaison en 2D de différents préconditionneurs dédiés au bloc
de vitesse, pour un problème diphasique de la montée d’une bulle à différentes conditions de
CFL. En outre, aucun gain de temps CPU n’est obtenu lorsque l’ordre de l’approximation est
augmenté. Finalement, la forme de notre préconditionneur de vitesse à l’ordre 0 sera la suivante :

F̃u ≈ F̂u =

 Fu Fuv

0 Fvv

 . (4.20)

4.3.2 Les technniques de préconditionnement pour le complément de Schur

Dans cette section, nous décrivons deux méthodes d’approximation de l’opérateur de Schur
Sp = −BuF

−1
u BT

p qui peuvent être utilisées dans le préconditionneur (4.10). Pour l’écoulement
de Stokes stationnaire, où Fu contient seulement le terme de diffusion Aµ, le complement de
Schur est équivalent à la matrice de masse [60] :

S−1
p ≈Mp =

∫
Ωp(i,j)

dV (4.21)

Pour des écoulements de Stokes instationnaires, le terme de diffusion est contrebalancé par le
terme temporel. Dans ce cas, le préconditionneur de Cahouet-Chabard [30] présente un bon
candidat pour approximer l’inverse du Schur, via l’introduction d’une matrice de masse Mp et
un laplacien Ap = BuM

−1
u BT

p comme suit :

S−1
p ≈ µM−1

p + 1
∆t

(
Bu(M−1

u )BT
p

)−1
(4.22)



114 4.3. Les techniques de préconditionnement par blocs

où Mu est la matrice de masse dans l’espace de vitesse.

En ce qui concerne les écoulements incompressibles de type Navier-Stokes, nous trouvons une va-
riété de méthodes de factorisation approximant le complément de Schur Sp. Bien qu’elles n’aient
pas été envisagées dans cette thèse, ces techniques incluent le préconditionneur Simple [148] où
le Schur est approché comme suit :

Sp ≈ Bu(diag(Fu))−1BT
p (4.23)

Une autre approche consiste à augmenter le nouveau système linéaire afin que le nouveau système
admette une approximation plus simple de son complément de Schur. Ces idées sont à l’origine
du lagrangien augmenté [17, 18], pour lequel nous remplaçons le système d’origine (5.6) par : Fu + rBT

p D
−1Bu BT

p

Bu 0

 ūn+1

pn+1

 =

 f̄

0

 (4.24)

où D est une matrice symétrique définie positive et r > 0 est un paramètre psoitif. Notons que,
par construction, les solutions ūn+1 et pn+1 restent inchangées. De plus, si D est une matrice
diagonale, alors F (r)

u = Fu+rBT
p D

−1Bu sera creuse. Par la suite, le préconditionneur triangulaire
supérieur par bloc est alors utilisé sur le système augmenté (4.24)

Pr =

 F̂
(r)
u BT

p

0 Ŝ
(r)
p

 (4.25)

où, comme précédemment, F̂ (r)
u approche F

(r)
u et Ŝ(r)

p approche S
(r)
p = −Bu(F (r)

u )−1BT
p . En

pratique, sous un choix approprié de r l’approximation du complément de Schur, définie par son
inverse se lit comme suit :

(S(r)
p )−1 ≈ µM−1

u + rD−1. (4.26)

D’autres techniques reposent sur l’utilisation de commutateurs approchés, avec l’utilisation du
commutateur entre l’opérateur de divergence Bu et l’opérateur de convection-diffusion Fu. Parmi
ces techniques, nous trouvons le préconditionneur PCD (Pressure Convection Diffusion) utilisé
dans les travaux de Kay et al [104], où l’inverse du complément de Schur est approximé par :

S−1
p ≈ A−1

p FpM
−1
p . (4.27)

où Ap = BuB
T
p qui représente un laplacian discret, et Fp qui est l’opérateur de convection-

diffusion agissant dans l’espace de pression. On peut également utiliser d’autres types de ces
techniques, de telle sorte que le commutateur discret soit petit au sens des moindres carrés.
Ainsi, l’approximation inverse du complément de Schur intitulée préconditionneur LCS (Least-
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Squares Commutator) [56, 57] prend alors la forme suivante :

S−1
p ≈

(
BuM

−1
u BT

p

)−1 (
BuM

−1
u FM−1

u BT
p

) (
BuM

−1
u BT

p

)−1
. (4.28)

Pour des écoulements diphasiques à forts rapports de masses volumiques et de viscosités, la
matrice de masse appropriée est redimensionnée par la viscosité µ de la façon suivante :

M (1/µ)
p ≈

∫
Ωp(i,j)

µ−1dV. (4.29)

Si on l’admet que le PCD est toujours sous la forme de (4.27), mais avec une mise à l’échelle
supplémentaire de la matrice de masse M (1/µ)

p , alors, nous avons besoin de redimensionner le
laplacian discret de sorte que :

A(µ)
p ≈

∫
Ωp(i,j)

µ∆ϕdV. (4.30)

Ces choix donnent l’approximation du complément de Schur suivante :

S−1
p ≈

(
A(µ)

p

)−1
Fp

(
M (1/µ)

p

)−1
. (4.31)

Cependant, d’après les travaux de Bootland et al [21], la performance de ce préconditionneur
dépend fortement du rapport de masse volumique entre les deux fluides. En particulier, l’ap-
proximation du complément de Schur décrite via l’équation (4.31) se révèle moins efficace dans
les cas diphasique instationnaire à forts rapports de masses volumiques. Pour étendre l’utilisa-
tion du PCD à la simulation des écoulements diphasiques à forts rapports de masses volumiques
et de viscosités, nous devons subdiviser l’opérateur Fp et traiter les termes séparément et de
manière appropriée. Pour un écoulement diphasique l’opérateur Fp est séparé en trois parties :

Fp = A(µ)
p +N (ρ)

p + ∆t−1M (ρ)
p . (4.32)

Après un splitting approprié de l’équation (4.32) et une scaling adéquat des différents opérateurs,
Bootland et al [21] arrivent à construire une approximation de l’inverse de Schur par la relation
suivante :

Ŝ−1
P CD = (M1/µ

p )−1 + (A1/ρ
p )−1( N (1)

p + 1
∆tM

(1)
p )(M (1)

p )−1. (4.33)

Ici, l’exposant entre parenthèses est donné comme 1 pour bien montrer qu’il s’agit de termes
non adimensionnés, c’est à dire dont la définition ne comprend ni ρ ni µ. Nous avons donc :

N (1)
p ≈

∫
Ωp(i,j)

∇ · (ū∇ϕ) dV. (4.34)

En revanche le terme A1/ρ
p correspond à un laplacian à masse volumique variable, qui est donné

par :
A(1/ρ)

p ≈
∫

Ωp(i,j)

∇ ·
(1
ρ
∇ϕ
)
dV. (4.35)
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Afin d’approximer l’inverse du complément de Schur Ŝ−1
P CD, nous utilisons le solveur multigrille

PFMG ou SMG de la bibliothèque HYPRE [69], pour lequel l’action de (A1/ρ
p )−1 est requise.

Ce solveur a été conçu spécifiquement pour les équations elliptiques à coefficients variables. Les
matrices de masse diagonales à savoir (M1/µ

p )−1 et (M (1)
p )−1 sont alors inversées, en appliquant

un redimensionment aux vecteurs appropriés suivi d’un produit matrice-vecteur pour l’opérateur
N

(1)
p + 1

∆tM
(1)
p . En outre, le préconditionneur PCD requiert certains choix de conditions aux

limites (le lecteur se référa à [61] pour plus d’informations), qui doivent être compatibles avec
les conditions physiques aux limites appliquées à la vitesse ū. En effet, le choix de conditions
aux limites de Dirichlet pour la vitesse ū implique l’application de conditions aux limites de
Neumann pour les opérateurs discrets A(1/ρ)

p et N (1)
p + 1

∆tM
(1)
p . D’autre part, l’utilisation des

conditions aux limites d’entrée ou de sortie respectivement pour la vitesse ū entraîne l’utilisation
des conditions de Robin pour les opérateurs discrets de l’approximation de Schur. En ce qui
concerne le bloc de vitesse, il nécessite la résolution de deux systèmes linéaires Fvv et Fuu, qui
sont tous deux effectués à l’aide du solveur multigrille de la bibliothèque HYPRE [69]. Ces
résolutions sont complétées par deux produits matrice-vecteur et deux mises à jour du second
membre. Finalement, l’algorithme appliqué au préconditionneur triangulaire par bloc est résumé
dans le tableau 4.3.

4.4 Validations sur des configurations monophasiques et dipha-
siques

Dans les sections précédentes, nous avons développé un solveur tout-couplé implicite pour traiter
le couplage vitesse-pression issu des équations de Navier-Stokes en 2D. Nous avons également
mis en place quelques préconditionneurs pour le système à point selle. Dans cette partie, nous
allons nous attacher à la validation du solveur tout-couplé, à travers des cas monophasiques et
diphasiques afin de prouver sa robustesse. L’apport majeur du nouveau solveur tout-couplé sur la
simulation des écoulements diphasiques avec forts rapports de propriétés physiques à l’interface
entre deux fluides sera également étudié.

4.4.1 Cavité entrainée

Le premier cas test porte sur l’étude numérique de l’écoulement incompressible et bidimensionnel
au sein d’une cavité carrée de côté L = 1m, entièrement remplie d’un fluide visqueux. Dans
cette configuration, les conditions aux limites à appliquer sont de type Dirichlet homgène, à
l’exception de la paroi supérieure qui se déplace à une vitesse u0 = −1m.s−1. 0 Pour valider le
solveur tout-couplé, nous considérons les résultats numériques obtenus pour trois nombres de
Reynolds (Re = 100, 1000 and 5000). Nous les comparons à ceux issus des travaux de Botella et
Peyret [23]. Pour nous assurer de la qualité de nos résultats et leurs convergences numériques vers
ceux de références, nous estimons l’ordre de convergence via une extrapolation de Richardson
(pour plus de détails, le lecteur est invité à se reporter à [128]). Ainsi, nous utilisons différents
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Le préconditionneur triangulaire par bloc

1 Solve


Fuu Fuv BT

pu

0 Fvv BT
pv

0 0 ŜP CD


 r̄u

r̄v

r̄p

 =

 z̄u

z̄v

z̄p


2 ! 1 Approximate the i n v e r s e o f Schur ŜP CD

3 −Two mass matrix s o l v e (M (1/µ)
p )−1 and (M (1)

p )−1

4 r̄p1 = (M (1)
p )−1z̄p r̄p2 = (M (1/µ)

p )−1z̄p

5 −Matrix−vecto r product f o r the operator F
(1)
P

6 r̄p3= = F
(1)
P r̄p2

7 −Solve Laplace operator A
1/ρ
P

8 r̄p4 = (A1/ρ
P )−1r̄p3 ! with mu l t i g r id s o l v e r

9 r̄p = r̄p4+r̄p1

10 ! 2 Update z̄u and z̄v

11 z̄u = z̄u −BT
pur̄p

12 z̄v = z̄v −BT
pv r̄p

13 ! 3 Approximate the v e l o c i t y block F̂u

14 −Matrix s o l v e Fvv

15 r̄v=F−1
vv z̄v ! with mu l t i g r id s o l v e r

16 −Matrix−vecto r product f o r the operator Fuv

17 ¯̂ru = Fuv r̄v

18 −Update z̄u

19 z̄u = z̄u − ¯̂ru

20 −Matrix s o l v e Fuu

21 r̄u=F−1
uu z̄u ! with mu l t i g r id s o l v e r

Table 4.3 – Description de l’application du préconditionneur triangulaire par blocs. M1/µ
p

est la matrice de masse normalisée par l’inverse de la viscosité 1/µ, M (1)
p est la matrice de

masse standard, N (1)
p représente la partie discrète du terme convectif standard dans l’espace de

pression, A1/ρ
p est le laplacien normalisé, qui correspond à la discrétisation du terme ∇·

(
1
ρ∇P

)
,

et Fu est l’opérateur de convection-diffusion pour l’équation de la quantité de mouvement. Ici,
r̄ = (ru, rv, rp)T est ègale à b̄, q̄, v̄, s̄, w̄ et t̄ dans le BICGSTAB(2) (voir Algo.4.2).

maillages cartésiens uniformes, tout en maintenant le pas de temps constant et égal à ∆t = 10−3s

et un résidu de ϵ = 10−6 pour le solveur BiCGSTAB(2).
Comme nous nous intéressons seulement aux écoulements permanents ici, les itérations tempo-
relles sont achevées si le critère stationnaire est satisfait (10−6).

max
(∥∥∥un+1 − un

∥∥∥ , ∥∥∥vn+1 − vn
∥∥∥) ≤ 10−6 max

(∥∥∥un+1
∥∥∥ , ∥∥∥vn+1

∥∥∥) (4.36)

ici, le nombre de Reynolds est défini comme suit :

Re = ρu0L

µ
(4.37)

où ρ est la masse volumique, µ est la viscosité dynamique, L est la hauteur de la cavité, et u0

est la vitesse caractéristique de l’écoulement.
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Les figures 4.7a et 4.7b montrent l’évolution de la vitesse horizontale u et verticale v le long de
la ligne médiane de la cavité, obtenues par le solveur tout-couplé pour Re = 100 avec différents
maillages cartésiens. Il apparaît clairement de ces figures que les résultats sont qualitativement
similaires dès le maillage 32 × 32 pour les deux composantes de vitesse u et v. En outre, le ta-
bleau 4.4 fournit les valeurs numériques correspondant au maximum de la vitesse u sur la ligne
médiane verticale (notée umax), au maximum de la vitesse v sur la ligne médiane horizontale
(vmax), à la vorticité ωcentre, aux vitesses ucentre et vcentre au centre de la cavité. Ces valeurs
sont comparées à la solution de référence. Comme nous pouvons le constater dans le tableau 4.4,
tous les résultats de calcul sont en bon accord avec la référence et les écarts ne dépassent pas
0.006%. Comme nous pouvions nous y attendre, les taux de convergence estimés pour les gran-
deurs ucenter, vcenter, ωcenter, umax et vmax sont 2.00, 1.94, 2.05, 2.05 et 2.04, correspondant à la
précision du schéma centré utilisé.
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Figure 4.7 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 100. Compa-
raison des profils de la première (gauche) et de la deuxième (droite) composante de la vitesse
extraits sur des droites verticale et horizontale situées au milieu de la cavité avec les résultats
de Botella et Peyret [23].

N ucenter order vcenter order ωcenter order umax order vmax order
64 0.20876 1.39 0.05804 3.03 1.17746 5.01 0.21375 - 0.17991 3.72
128 0.20904 1.41 0.05767 2.34 1.17461 5.97 0.21395 1.65 0.17956 2.09
256 0.20912 1.85 0.05757 1.89 1.17446 1.29 0.21402 1.56 0.17959 2.10
512 0.20914 1.98 0.05754 1.82 1.17440 1.47 0.21403 2.53 0.17957 1.91
1024 0.20914 2.00 0.05753 1.94 1.17439 2.05 0.21403 2.05 0.17957 2.04
Extra - - - - 1.17439 - 0.21403 - 0.179560 -

Ref [23] - - - - 1.17441 - 0.21404 - 0.179572 -

Table 4.4 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 100. Comparaison
de quelques caractéristiques de l’écoulement le long de la ligne médiane avec les valeurs de
référence de Botella et Peyret, [23]. Ici, Extra est la valeur interpolée via une extrapolation de
Richardson.

Le deuxième cas test est étudié pour Re = 1000, où la dynamique de l’écoulement est prin-
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cipalement dominée par les forces d’inertie. L’objectif de ce cas est de vérifier la capacité du
solveur tout-couplé à capturer les différentes structures présentées dans l’écoulement, telles que
les tourbillons primaire, secondaire droit et secondaire gauche, et à estimer la vorticité au niveau
de ces endroits. De nouveau, les résultats numériques sont confrontés à ceux de référence [23],
en conservant les mêmes paramètres numériques que dans l’étude précédente.

À Re = 1000, la fonction courant de l’écoulement est illustrée à la figure 4.8. L’existence de
trois tourbillons différents est évidente. Le tourbillon primaire noté PV est de grande taille et
centré dans la cavité, les autres tourbillons secondaires représentés par LSV et RSV sont de
petite taille et situés respectivement près des coins inférieurs gauche et droit de la cavité. La
figure 4.9 présente la vitesse u extraite de la ligne centrale verticale et la vitesse v le long de
la ligne centrale horizontale. Les résultats numériques présentent une bonne concordance avec
ceux de réference, ce qui confirme la pertinence du solveur tout-couplé. En plus de cela, les
tableaux 4.5, 4.6, et 4.7 synthétisent les valeurs de la vorticité au centre de chaque tourbillon
et leurs positions. Ces résultats présentent tous une précision de second ordre dans la zone
de convergence asymptotique. En ce qui concerne les positions des tourbillons, la différence est
toujours inférieure à 0.11%, et pour la vorticité, l’écart le plus important est de l’ordre de 0.06%.

X

Y
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0

0.2

0.4

0.6

0.8
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Figure 4.8 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 1000. Les
contours de la fonction courant sont donnés, montrant l’apparition de tourbillons primaire et
secondaire.

Pour valider la capacité du solveur tout-couplé à simuler des problèmes stationnaires plus com-
plexes, le cas de Re = 5000 est également étudié. La figure 4.10 illustre les profils des compo-
santes horizontale (u) et verticale (v) et de la vorticité (ω) le long des lignes centrales x = 0.5 et
y = 0.5. Les extrema de vitesse sur les lignes centrales de la cavité, les intensités du tourbillon
et leurs emplacements sont respectivement indiqués dans les tableaux 4.8 et 4.9. Il ressort de
ces tableaux que l’accord entre les solutions numériques et les valeurs de référence est très bon.
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Figure 4.9 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 1000. Com-
paraison des profils de la première (gauche) et de la deuxième (droite) composante de la vitesse
extraits sur des droites verticale et horizontale situées au milieu de la cavité avec les résultats
de Botella et Peyret [23].

N x order y order ω order
32 0.460674 0.545429 2.16344
64 0.467474 0.560757 2.07752
128 0.468837 1.31 0.564257 2.13 2.06684 3.01
256 0.469113 2.30 0.565009 2.21 2.06693 -
512 0.469185 1.93 0.565183 2.11 2.06737 2.29

Extra 0.469179 - 0.56518 - 2.067369 -
Ref [23] 0.4692 - 0.5652 - 2.067753 -

Table 4.5 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 1000. L’extra-
polation de Richardson pour le tourbillon primaire : (x, y) la position du centre du tourbillon,
et ω est la valeur de la vorticité à cet emplacement.

N x order y order ω order
32 0.08940 0.08617 -1.50012
64 0.12906 0.10731 -1.23281
128 0.13438 2.89 0.11081 2.59 -1.13287 1.41
256 0.13556 2.16 0.11157 2.20 -1.11431 2.42
512 0.13586 1.96 0.11174 2.12 -1.11053 2.30

Extra 0.13584 - 0.11173 - -1.1105301 -
Ref [23] 0.1360 - 0.1118 - -1.109789 -

Table 4.6 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 1000. L’ex-
trapolation de Richardson pour le tourbillon secondaire droit : (x, y) la position du centre du
tourbillon, et ω est la valeur de la vorticité à cet emplacement.

4.4.2 Écoulement de Poiseuille stationnaire

Dans ce cas test, nous souhaitons simuler numériquement au moyen du solveur tout-couplé,
l’écoulement de Poiseuille généré par un gradient de pression. Nous faisons les simulations pour
deux types d’écoulements, un écoulement monophasique et un écoulement diphasique pour lequel
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N x order y order ω order
32 0.9073 0.0985712 -0.736348
64 0.9152 0.0808984 -0.401598
128 0.916427 2.68 0.0786425 2.96 -0.361584 3.06
256 0.916657 2.41 0.07821 2.38 -0.354138 2.42
512 0.916709 2.14 0.0781233 2.31 -0.352588 2.26

Extra 0.916708 - 0.078116 - -0.3525867 -
Ref [23] 0.9167 - 0.0781 - -0.3522861 -

Table 4.7 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 1000. L’ex-
trapolation de Richardson pour le tourbillon secondaire gauche : (x,y) la position du centre du
tourbillon, et ω est la valeur de la vorticité à cet emplacement.
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Figure 4.10 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 5000. Com-
paraison des composantes horizontale et verticale et de vorticité avec les valeurs de reférence
(https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html)

le rapport de viscosité est de 10. Pour cette étude, l’objectif principal est de comparer les résultats
obtenus par la simulation numérique avec les résultats exactes. Ces comparaisons permettront
de valider notre solveur tout-couplé et de vérifier l’implémentation du terme visqueux.
L’écoulement de fluide se fait dans une cavité carrée de 1m de coté. Pour la dynamique, nous

 https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html


122 4.4. Validations sur des configurations monophasiques et diphasiques

ymin umin xmax vmax xmin vmin

Present work 0.0742196 -0.44616 0.079103 0.445349 0.958007 -0.574624
Ref 0.0742967 -0.4473136 0.0796881 0.4475084 0.9574605 -0.5761359

Table 4.8 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 5000. Extrema
de la vitesse à travers les lignes centrales de la cavité, obtenus en utilisant une grille cartésienne
512× 512 - Ref sont les valeurs de références données sur le site : https://www.acenumerics.
com/the-benchmarks.html.

x xref y yref ω ωref

PV 0.515265 0.5150938 0.535095 0.5352620 -1.94649 -1.940636
TL1 0.0630822 0.06335432 0.909118 0.9092568 2.08812 2.091562
BR1 0.805512 0.8046258 0.072499 0.07274724 2.76827 2.752178
BR2 0.978491 0.9783737 0.018725 0.01877709 -0.0350574 -0.0349262
BL1 0.0727551 0.07285072 0.137474 0.1370630 1.52971 1.518861

Table 4.9 – Écoulement de la cavité entraînée pour un nombre de Reynolds de 5000, sur une
grille cartésienne 512×512. Carte des tourbillons de la cavité. Ref dénote les valeurs de références
données sur le site : https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html. PV, BR, BL, and
TL représentent les tourbillons primaire, inférieur droit, inférieur gauche et supérieur gauche,
respectivement.

supposons qu’il y a adhérence des fluides aux parois supérieure et inférieure, c’est à dire que la
vitesse du fluide sur les parois est nulle. En revanche, des conditions de périodicité sont imposées
sur la vitesse à l’entrée et à la sortie de la cavité. En considérant un temps suffisamment long
et en négligeant les effets de gravité, nous pouvons comparer la solution numérique stationnaire
à la solution analytique définie comme suit :

u (y) =


∆P
2µ1

(
y2 + y

µ1(d2 −H2)− µ2d
2

µ2d− µ1(d−H)

)
, si y ≤ d

∆P
2µ1

(
y2 + y

(µ1(d2 −H2)− µ2d
2) +H(d2 −Hd)(µ2 − µ1)

µ2d− µ1(d−H)

)
, si y > d

(4.38)

avec H la distance entre les deux plans horizontaux, d la position de l’interface entre les deux
fluides et ∆P = pout − pin la différence entre les pressions à la sortie et à l’entrée de la cavité.
Par définition, 0 < d < H.
Pour quantifier les niveaux d’erreurs, nous définissons l’erreur ∥Eu∥ commise sur la vitesse
horizontale u entre la solution numérique et la solution analytique en norme ∥.∥2 et ∥.∥∞.

∥Eu∥2 =

√√√√∑i=1...Ny
∥uref(i)− ucalc(i)∥2∑

i=1...Ny
∥uref(i)∥2

(4.39a)

∥Eu∥∞ = max |uref(i)− ucalc(i)|
max |uref(i)|

(4.39b)

où Ny représente le nombre de mailles de la grille dans la direction verticale, uref(i) la vitesse
exacte calculée au nœud i du maillage et ucalc(i) la solution numérique en i.

 https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html
 https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html
 https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html
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Figure 4.11 – Simulation numérique sur un maillage 8 × 257 de l’écoulement de Poiseuille
2D par le solveur tout-couplé, avec un résidu de ϵ = 10−12 pour le solveur BiCGSTAB(2).
Comparaison entre la solution analytique et celle issue du calcul.

4.4.2.1 Résultats obtenus en écoulement monophasique

Dans cette partie, nous présentons les résultats de la simulation que nous avons obtenus en
écoulement monophasique. Le tracé 4.11 de la composante u du champ de vitesse montre que
les simulations numériques tendent vers les solutions exactes. Quel que soit le maillage, l’erreur
entre solution numérique et analytique est de l’ordre de la précision machine, conformément à
ce qui est attendu avec un schéma centré sur un maillage régulier.

4.4.2.2 Résultats obtenus en écoulement diphasique

Comme précédemment énoncé, l’étude de l’écoulement diphasique se fait avec un rapport de
viscosité de 10. Les comparaisons des solutions numériques aux solutions exactes permettent
non seulement de valider notre solveur tout-couplé, mais aussi de connaitre le choix optimal
pour évaluer les viscosités (moyennes harmoniques ou arithmétiques).

Dans cette partie, nous faisons une étude de convergence en maillage pour un écoulement de
Poiseuille diphasique avec un rapport de viscosité de 10. Pour ce faire, nous étudions l’évolution
de la vitesse horizontale u sur l’axe x = H/2 pour différents maillages. Nous obtenons les résultats
présentés dans la figure 4.12. Les solutions sont confondues quelles que soient les moyennes
utilisées pour approximer la viscosité.
Le tableau 4.10 donne les erreurs 4.39a et 4.39b pour le solveur tout-couplé et la méthode
VOF avec une viscosité obtenue soit avec une moyenne arithmétique, soit avec une moyenne
harmonique. Nous constatons que la méthode VOF/PLIC avec une viscosité obtenue via une
moyenne harmonique est toujours plus précise et converge à l’ordre 2 avec des niveaux d’erreur
∥L∥2 et ∥L∥∞ identiques. Quant à elle, la méthode VOF/PLIC avec une moyenne arithmétique
est moins précise et converge à l’ordre 1.
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VOF-PLIC µ arithmétique
h ∥Eu∥2 Ordre ∥Eu∥∞ Ordre

1/9 5,44E-02 9,14E-02
1/17 3,01E-02 0,85 5,16E-02 0,82
1/33 1,58E-02 0,92 2,73E-02 0,92
1/65 8,14E-03 0,95 1,40E-02 0,96
1/129 4,12E-03 0,98 7,12E-03 0,98
1/257 2,08E-03 0,99 3,58E-03 1,0

VOF-PLIC µ harmonique
h ∥Eu∥2 Ordre ∥Eu∥∞ Ordre

1/9 8,48E-03 1,17E-02
1/17 2,40E-03 1,82 3,31E-03 1,82
1/33 6,45E-04 1,90 8,75E-04 1.91
1/65 1,67E-04 1,94 2,25E-04 1.96
1/129 4,27E-05 1,97 5,76E-05 1.97
1/257 1,09E-05 1,97 1,49E-05 1,95

Table 4.10 – Simulation numérique sur des maillage 8× (9, 17, 33, 65, 129, 257) de l’écoulement
de Poiseuille 2D par le solveur tout-couplé, avec un résidu de ϵ = 10−12 pour le solveur BiCG-
STAB(2). Normes d’erreur entre profil de vitesse théorique et simulé selon le maillage. Approche
VOF-PLIC avec une moyenne calculée de façon arithmétique et une méthode VOF-PLIC avec
une moyenne harmonique.

(a) VOF/PLIC µ arithmétique (b) VOF/PLIC µ harmonique

Figure 4.12 – Simulation numérique sur un maillage 8×257 de l’écoulement de Poiseuille dipha-
sique 2D par le solveur tout-couplé, avec un résidu de ϵ = 10−12 pour le solveur BiCGSTAB(2).
Comparaison entre la solution analytique et simulation.

4.4.2.3 Tourbillons de Taylor-Green

Les tourbillons de Taylor-Green sont une solution analytique périodique des équations de Navier-
Stokes incompressible en deux dimensions. Ils décrivent un ensemble de tourbillons qui s’amor-
tissent avec le temps. Ils sont utilisés comme benchmark pour valider des solutions numériques.
La configuration géométrique est simple, il s’agit de prendre une boite périodique
Ω = (0, 1)× (0, 1). Dans ce cas, les solutions analytiques s’écrivent avec ν = µ

ρ :

u(x, y, t) = V0 cos(2πx) sin(2πy) e−8π2ν t, (4.40)
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v(x, y, t) = −V0 sin(2πx) cos(2πy) e−8π2ν t. (4.41)

En nous servant des équations (4.40)-(4.41), deux quantités physiques intéressantes peuvent être
évaluées : l’énergie cinétique Ek et l’enstrophie Ens :

Ek =
∫ 1

0

∫ 1

0
ρ

(u2 + v2)
2 dxdy = ρ V 2

0 F 2(t)
4 (4.42)

Ens =
∫ 1

0

∫ 1

0
ρ
ω2

2 dxdy = 2π2ρ V 2
0 F 2(t) (4.43)

où ω =
(

∂v
∂x −

∂u
∂y

)
dénote la vorticité en deux dimensions et F (t) = e−8π2ν t.

L’énergie cinétique Ek et l’enstrophie ζ sont deux grandeurs scalaires. Elles seront donc cal-
culées au nœuds de pression comme suit :

Ek ≃
∑
Ωp

ρ

2 (u2
p + v2

p) Ωp, (4.44)

ζ ≃
∑
Ωp

ρ

2 ω2
p Ωp. (4.45)

Les carrés des composantes de vitesses u2
p et v2

p sont obtenus par les interpolations suivantes :

u2
p = 1

2 (u2
i,j + u2

i+1,j), (4.46)

v2
p = 1

2 (v2
i,j + v2

i,j+1). (4.47)

La vorticité est définie comme étant le rotationnel de la vitesse (ω̄ = ∇× ū). En 2D, la vorticité
se réduit à un scalaire qui sera exprimé aux nœuds de viscosité (voir Fig. 4.13) :

ω(i, j) = v(i, j)− v(i− 1, j)
∆x − u(i, j)− u(i, j − 1)

∆y . (4.48)

Le carré de la vorticité ω2
p est obtenu en faisant la moyenne des carrés des quatres vorticités qui

viennent d’être exprimées. Nous aurons donc :

ω2
p = ω2(i, j) + ω2(i+ 1, j) + ω2(i, j + 1) + ω2(i+ 1, j + 1)

4 (4.49)

Afin de mesurer la performance et la robustesse des solveurs implementés dans le code FUGU, les
erreurs relatives à l’énergie cinétique Ek et à l’enstrophie Ens sont calculées pour un écoulement
d’un fluide visqueux et parfait. Les résultats numériques sont comparés aux valeurs analytiques
obtenues à partir des équations (4.42) et (4.62). Considérons donc qexacte

t la quantité exacte, qt
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Figure 4.13 – Discrétisation de l’énergie cinétique Ek et de l’enstrophy Ens

la quantité numérique et nt le nombre de pas de temps. L’erreur relative en norme L2 sur la
quantité qt est estimée comme suit :

Errrel
2 (qt) =

(∑nt
k=1

∥∥qexacte
t − qt

∥∥2∑nt
k=1 ∥qexacte

t ∥2

)1/2

(4.50)

Dans la suite, nous utilisons trois solveurs : le solveur tout-couplé, le lagrangien augmenté stan-
dard (avec r = 106 dans le cas d’un fluide parfait et r = 102 dans le cas d’un fluide visqueux) et
la méthode de projection-correction. Pour la discrétisation spatiale, cinq maillages ont été simu-
lés, allant de 16×16 à 256×256, avec un résidu de ϵ = 10−12 pour le solveur BiCGSTAB(2). En
ce qui concerne la discrétisation temporelle, nous avons imposé un pas de temps ∆t = 10−3s,
pour lequel un temps physique de 0.3 seconde a été réalisé. Par ailleurs, la masse volumique est
prise égale à 1kg ·m−3, et la viscosité a été fixée à 10−3Pa · s pour le cas visqueux.

Afin de mieux comparer les trois solveurs et comprendre l’effet du paramètre r du lagrangien
augmenté, nous avons effectué une analyse quantitative à travers différentes valeurs du para-
mètre r allant de 103 à 107 (voir Fig. 4.14). On peut observer sur cette figure la sensibilité de
l’erreur au paramètre du lagrangien augmenté. En revanche, on peux constater qu’une valeur
de r = 106 semble être un bon choix afin de conserver l’énergie cinétique Ek à la précision ma-
chine. Notons qu’au-delà de cette valeur, le coût du calcul avec cette méthode devient trop élevé.

Pour un écoulement avec un fluide parfait (µ = 0Pa·s), les figures 4.15a-4.15b donnent les erreurs
L2 pour l’énergie cinétique Ek et l’enstrophie Ens entre la solution exacte et les solutions nu-
mériques, obtenues avec différents maillages. Pour l’enstrophie Ens, comme les approximations
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Figure 4.14 – Simulation numérique de l’écoulement de Taylor-Green 2D par le solveur lagran-
gien augmenté. Variation de l’erreur relative à la solution exacte de l’énergie cinétique Ek en
fonction du maillage, et pour différentes valeurs du paramètre du lagrangien augmenté r.

des dérivées sont du second ordre, tous les solveurs ont une précision du second ordre, sauf la
projection standard avec ∆t = 10−3s qui est dans l’incapacité d’atteindre la précision attendue.
En ce qui concerne l’énergie cinétique Ek, les résultats montrent que le solveur tout-couplé et le
lagrangien augmenté sont plus efficaces que la projection standard, car ils conservent l’énergie
cinétique Ek à la précision machine. Par conséquent, on peut clairement observer l’impact du
pas de temps ∆t sur la méthode de projection standard, causé par le splitting des opérateurs qui
introduit une dissipation numérique. En effet, lorsque le pas de temps est divisé par 10, l’erreur
sur l’énergie cinétique est divisée par 100.

Le même cas a été simulé pour un temps physique de 20 secondes, en gardant les mêmes pa-
ramètres numériques que dans le premier cas. Dans ce cas, tous les solveurs convergent avec la
précision machine, à l’exception de la projection standard qui diverge après 6 secondes à cause
de l’accumulation d’erreurs, y compris pour de petits pas de temps de l’ordre de ∆t = 10−6s.
En outre, il a été démontré que les schémas skew-symetriques préservent l’énergie cinétique à
la précision machine [74]. Nous notons également que les méthodes spectrales sont également
capables de préserver cette quantité à la précision machine [165]. Dans ce travail, le schéma
centré, combiné avec les techniques du lagrangien augmenté ou solveur tout-couplé, conserve
donc également l’énergie cinétique de façon discrète.

La figure 4.16 montre les résultats obtenus pour le cas visqueux avec µ = 10−3Pa · s. Pour le
solveur tout-couplé et le lagrangien augmenté, on peut facilement remarquer que l’enstrophie
Ens et l’énergie cinétique Ek convergent avec une précision du second ordre. L’impact du pas
de temps est remarquable pour la méthode de projection standard. En effet, les résultats avec
∆t = 10−4s sont significativement meilleurs que ceux obtenus avec ∆t = 10−3s. On peut en
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Figure 4.15 – Simulation numérique de l’écoulement de Taylor-Green 2D par le solveur tout-
couplé. Évolution des normes d’erreurs en fonction du maillage utilisé pour l’énergie cinétique
Ek et l’enstrophie Ens, dans le cas d’un fluide parfait (µ = 0).

conclure que la méthode de projection standard n’est pas en mesure de procurer de bons résultats
avec de grands pas de temps, puisque le splitting introduit une erreur dans les champs de vitesses,
et conduit donc à des erreurs numériques importantes. Par ailleurs, les effets de la dissipation
numérique disparaissent pour la projection standard, lorsque de petits pas de temps sont utilisés,
ceci rend la méthode plus coûteuse en temps de calcul et peut limiter son utilisation.
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Figure 4.16 – Simulation numérique de l’écoulement de Taylor-Green 2D par le solveur tout-
couplé. Évolution des normes d’erreurs en fonction du maillage utilisé pour l’énergie cinétique
Ek et l’enstrophie Ens, dans le cas d’un fluide visqueux (µ = 10−3).

Pour finir, figure 4.17 présente le temps d’exécution (en secondes) pour les trois différents solveurs
dans les cas visqueux et non visqueux, sur le maillage le plus fin 256 × 256. Pour obtenir la
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même qualité de solutions numériques quel que soit le cas étudié (visqueux et non visqueux),
nous constatons que la méthode de projection standard est la plus coûteuse en temps CPU par
rapport aux deux autres méthodes. Nous observons également pour les deux cas que la méthode
du lagrangien augmenté est plus rapide que la méthode tout-couplé. Ceci peut s’expliquer par le
fait que les deux solveurs ont besoin d’une itération pour converger vers la solution exacte, et que
la taille du système à résoudre dans le cas de la méthode tout-couplé est plus grande que celle
de la méthode du lagrangien augmenté. En plus de cela, les résultats montrent que la méthode
tout-couplé permet d’économiser 84% (cas non visqueux) et 63% (cas visqueux) du temps CPU
par rapport à la projection standard, tout en consommant plus de 75% (cas non visqueux) et
22% (cas visqueux) du temps CPU par rapport à la méthode du lagrangien augmenté.
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Figure 4.17 – Simulation numérique de l’écoulement de Taylor-Green 2D par le solveur tout-
couplé, lagrangien augmenté et la projection standard. Temps de calcul CPU requis pour simuler
l’écoulement de Taylor-Green sur une grille cartésienne fine 256× 256.

4.4.3 Goutte statique (loi de Laplace)

Afin de vérifer le traitement de la condition de saut à travers l’interface, un cas d’une goutte
statique est étudié. Il consiste à définir une interface circulaire de rayon r = 0.25m centrée en
(0.5m, 0.5m), et placée dans une cavité carré de coté L = 1m, comme cela est schématisé sur
la figure 4.18. Les nombres caractéristiques qui pilotent ce cas (le nombre capillaire Ca et le
nombre de Laplace La) sont définis par les équations (4.51) et (4.52) respectivement :

Ca = ∥u∥∞ µ1
σ

, (4.51)

La = ρ1Dσ

µ12 . (4.52)
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où ρ1 et µ1 correspondent aux masse volumique et viscosité de la goutte, σ est le coefficient de
tension de surface et D le diamètre de la goutte.
Initialement, les deux fluides à l’intérieur et à l’extérieur de la goutte sont au repos, et en

Figure 4.18 – Cas de la goutte statique

l’absence de la gravité, la solution théorique de ce cas-test est régie par la loi de Laplace. Cette
loi s’exprime comme suit :

[p] = σκ = σ

R
(4.53)

où [p] = p2 − p1 représente le saut de pression entre les fluides 1 et 2, σ est le coefficient de
tension de surface et κ la courbure locale. Pour quantifier les erreurs commises sur la pression,
nous avons calculé l’erreur relative du saut de pression par rapport à σ/R. Pour avoir zéro
courant parasite, nous avons remplacé la courbure κ dans les équations de bilan de quantité de
mouvement par salveur exacte 1

R . Nous avons ainsi défini l’erreur :

∥E∆P max∥ = |∆Pmax − σ/R|
σ/R

(4.54)

où ∆Pmax représente la différence maximale entre les pressions à l’extérieur et l’extérieur de la
goutte.

le tableau 4.11 regroupe les résultats de ce test pour différents nombres de Laplace, pour un
maillage 128×128, avec un résidu de ϵ = 10−12 pour le solveur BiCGSTAB(2). Nous constatons
bien que l’erreur sur la pression est de l’ordre de l’erreur machine, quel que soit le nombre de
Laplace. Nous faisons les mêmes remarques pour l’évolution du nombre capillaire en fonction du
nombre de Laplace.
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La ∥E∆P max∥ Ca

0.5 2,57E-14 5,63E-14
5 2,78E-13 4,78E-16
50 4,40E-15 1,52E-16
500 3,29E-15 1,11E-16
5000 8,54E-15 2,83E-17
50000 3,20E-15 3,25E-17

Table 4.11 – Simulation numérique de l’écoulement d’une goutte statique 2D par le solveur
tout-couplé. Erreur sur le saut de pression ∥E∆P max∥ dans la goutte et évolution des nombres
capillaires en fonction du nombre de Laplace (valeurs précises aprés 5 secondes de simulation).

4.4.4 Montée d’une bulle dans un liquide

Le problème de la montée d’une bulle dans un liquide au repos est classique dans la littérature. Il
met en jeu une physique très variée et des changements de topologie. Afin de valider les résultats
de nos simulations numérique, notre attention a été portée vers l’étude proposée par Hysing et
al [98], en utilisant l’approche tout-couplé, le lagrangien augmenté adaptatif avec r = 103 et la
méthode de projection standard. L’état initial de la simulation est simple, elle se compose d’une
boite rectangulaire (Lx × Ly) remplie du liquide dans laquelle une bulle de diamètre D = 0.5m
est placé au point (0.5m, 0.5m), comme cela est schématisé sur la figure 4.19.

Figure 4.19 – Configuration initiale du problème de la montée d’une bulle dans une colonne
liquide.

La bulle est moins dense que le fluide environnant (ρ2 < ρ1). Elle est entraînée vers le haut par la
force d’Archimède (g = 9.81m ·s−2), tandis que sa déformation est contrebalancée par la tension
de surface σ = 1.98N ·m−1. Aux limites, nous imposons des conditions de non glissement sur
les parois horizontales, alors que sur les parois verticales, nous fixons une condition de glissement.
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Nous choisisons ici de traiter la seconde configuration d’Hysing, qui est caractérisée par des
forts rapports de masses volumiques et de viscosités, respectivement (ρ1/ρ2 = 103 et µ1/µ2 =
102). L’intérêt principal de cette configuration est de comparer le temps de résolution des trois
solveurs. Pour pouvoir effectuer des comparaisons détaillées, trois pas de temps ont été choisis :
∆t = 10−3s, 5 · 10−3s et 10−2s tout en maintenant le résidu constant (ϵ = 10−7 pour le solveur
BiCGSTAB(2)).
Pour l’analyse qualitative des résultats, nous avons considéré l’évolution temporelle de deux
quantités :

— Le centre de masse Yc

Yc =
∫

Ω2
y dx∫

Ω2
1 dx, (4.55)

— La vitesse de montée Vc

Vc =
∫

Ω2
V dx∫

Ω2
1 dx . (4.56)

Ici, Yc correspond au centre de masse de la bulle, Vc désigne la vitesse de montée de la bulle, et
Ω2 représente le sous-domaine occupé par la bulle.
Avant de comparer les trois solveurs, les solutions numériques sur la grille la plus fine (h = 1/320)
avec le solveur tout-couplé sont confrontées aux solutions de références, obtenues grâce aux codes
de calcul de différentes équipes à savoir TP2D (groupe 1), FreeLIFE (groupe 2) et MooNMD
(groupe 3). Comme nous pouvons le voir sur la Fig. 4.20b, l’estimation du centre de masse par le
solveur tout-couplé est en bon accord avec les valeurs de référence. Quant à la vitesse de montée
de la bulle, les solutions semblent s’écarter les unes des autres à partir de t = 1s. Pour des
temps longs (t = 2.5s), la solution du solveur tout-couplé et la référence du groupe 2 semblent
converger, mais malgré tout il est difficile de faire une discrimination entre les différents codes.
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Figure 4.20 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée d’une bulle dans une colonne
liquide par le solveur tout-couplé. Comparaison de la vitesse d’ascension 4.20a et de la position
du centre de masse 4.20b pour le cas-test 2

(
ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102). Comparaison entre le

solveur tout-couplé et les solutions des autres groupes [98].

Les figures 4.21, 4.22 et 4.23 illustrent l’évolution temporelle de la vitesse de montée et le
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centre de masse de la bulle, obtenue sur un maillage fin 320× 640 avec les solveurs tout-couplé,
lagrangien augmenté et la projection standard. Les solutions procurent des résultats en bon
accord avec ceux de Hysing et al.[98], bien qu’ils ne soient pas présentés ici. Les simulations
montrent également que les résultats obtenus par les solveurs tout-couplé et lagrangien augmenté
sont insensibles au pas de temps. En effet, pour ces deux solveurs, la vitesse de montée et
l’évolution du centre de masse sont qualitativement similaires quel que soit le pas de temps
utilisé. Cela diffère donc de la méthode de projection standard, pour laquelle de grands pas
de temps induisent de toute évidence des erreurs significatives sur la vitesse de montée (voir
Fig.4.23).
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Figure 4.21 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée d’une bulle dans une colonne
d’eau par le solveur tout-couplé. Comparaison de la vitesse d’ascension 4.21a et de la position
du centre de masse 4.28c pour le cas-test 2

(
ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102). Les solutions ont été

obtenues pour différents pas de temps : ∆t = 10−3s (représenté par des triangles bleus), ∆t =
5 · 10−3s (représenté par des carrés rouges) et ∆t = 10−2s (représenté par des croix noires).

La figure 4.24 compare la forme de la bulle à t = 3s pour les trois solveurs en utilisant différents
pas de temps. Il ressort de ces figures que les solveurs tout-couplé et lagrangien augmenté sont
plus précis que la méthode de projection standard. En effet, dans les régions résolues de la bulle,
la forme globale de la bulle est convergée, et les régions filamentaires ressemblent aux résultats
de référence [98]. Ici, les solutions n’ont pas été précisément comparées à celles de Hysing, car
même dans le cas de Hysing, il existe une dispersion importante entre les méthodes, et aucune
ne peut être considérée comme une solution de référence. Mais malgré tout, la forme globale de
la bulle est similaire à celle de Hysing, alors que pour la méthode de projection standard, nous
notons une grande différence lorsque le pas de temps est modifié, dans les régions résolues mais
aussi au niveau des ligaments. Pour le deuxième cas (ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102), nous concluons
que les méthodes tout-couplé et lagrangien augmenté sont en mesure de procurer des meilleurs
résultats avec de grands pas de temps que la méthode de projection.
Dans ce qui suit, nous considèrons les temps CPU nécessaires à chacune des méthodes pour si-
muler la montée de la bulle. Ces temps CPU sont illustrés dans la figure 4.25. Pour les trois pas
de temps, la méthode du lagrangien augmenté est la plus lente à converger. D’autre part, la diffé-
rence entre la méthode tout-couplé et la méthode de projection strandard est significative, ainsi
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Figure 4.22 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée d’une bulle dans une
colonne liquide par la méthode du lagrangien augmenté adaptatif. Comparaison de la vi-
tesse d’ascension 4.22a et de la position du centre de masse 4.22b pour le cas-test 2(
ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102). Les solutions ont été obtenues pour différents pas de temps :

∆t = 10−3s (représenté par des triangles bleus), ∆t = 5 · 10−3s (représenté par des carrés
rouges) et ∆t = 10−2s (représenté par des croix noires).
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Figure 4.23 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée d’une bulle dans une colonne
liquide par la méthode de la projection standard. Comparaison de la vitesse d’ascension 4.23a
et de la position du centre de masse 4.23b pour le cas-test 2

(
ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102). Les

solutions ont été obtenues pour différents pas de temps :∆t = 10−3s (représenté par des triangles
bleus), ∆t = 5 ·10−3s (représenté par des carrés rouges) et ∆t = 10−2s (représenté par des croix
noires).

pour le petit pas de temps ∆t = 10−3s le solveur tout-couplé économise 80% du temps CPU par
rapport au lagrangien augmenté, alors qu’elle économise 57% de temps par rapport à la méthode
de projection standard. Ces écarts importants sont liés au fait que le lagrangien augmenté et
projection standard nécessitent un grand nombre d’itérations pour converger. Lorsque des forts
rapports de masses volumiques et de viscosités sont considérés, l’utilisation d’une grande valeur
du paramètre r est nécessaire pour satisfaire la contrainte d’incompressibilité. Cela conduit à un
système linéaire très mal conditionné, d’où le coût élevé de la méthode du lagrangien augmenté.
Pour la projection standard, le coût du calcul est lié à la résolution de l’équation de Poisson à
coefficients variables.
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Figure 4.24 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée de bulle dans une colonne
liquide par le solveur tout-couplé. Formes de l’interface à l’instant final t = 3s pour le cas test 2(
ρ1/ρ2 = 103, µ1/µ2 = 102). Plusieurs pas de temps ont été utilisé : ∆t = 10−3s (représenté par

des lignes en pointillés en rouge), ∆t = 5 · 10−3s (représenté par des lignes discontinues en bleu)
et ∆t = 10−2s (représenté par des lignes pleines en noir).

4.4.5 Chute d’une sphère dense dans l’air

Le présent cas test a pour objectif de tester la capacité du solveur tout-couplé à simuler des écou-
lements diphasiques avec des forts rapports de masses volumiques et de viscosités, et à comparer
ce solveur à la méthode de projection standard et la méthode du lagrangien augmenté adaptatif.
La configuration étudiée correspond à un cylindre dense de masse volumique ρ2, de viscosité
dynamique µ2 et de rayon r = 0.0125m. Initialement centré à (0.05 m, 0.15 m), le cylindre est
lâché sans vitesse initiale dans une cavité rectangulaire remplie d’air, ayant pour densité et vis-
cosité respectivement ρ1 et µ1. Les dimensions de la cavité sont 0.2 m de hauteur et 0.1 m de
largeur. Pour les conditions aux limites, nous imposons des conditions de non glissement sur les
parois horizontales, alors que sur les parois verticales, nous fixons une condition de glissement.
L’intérêt de ce cas découle de la prise en compte des forts rapports de masses volumiques et de
viscosités. De plus, si on suppose que l’air n’a pas d’effet sur la chute de la sphère dense, une
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Figure 4.25 – Simulation numérique de l’écoulement d’une montée d’une bulle dans une colonne
liquide par le solveur tout-couplé, lagrangien augmenté et la projection standard. Temps de calcul
CPU requis pour simuler l’écoulement de la montée de la bulle sur une grille cartésienne fine
320× 640.

solution analytique de la vitesse de cette bille VC peut être facilement trouvée : Vc = −gt.

Au regard des paramètres numériques, les simulations sont effectuées sur cinq grilles cartésiennes
(50 × 100, 100 × 200, 200 × 400, et 400 × 800), avec un résidu ϵ = 10−6 pour le solveur
BiCGSTAB(2). Pour les dérivées temporelles, un pas de temps constant ∆t = 6.25× 10−5s est
choisi, et 2300 pas de temps ont été effectués, correspondant à un temps physique de l’ordre de
0.144 secondes. Les paramètres physiques du cas-test sont fournis dans le tableau 4.12.

Test case ρ1 ρ2 µ1 µ2 g ρ2/ρ1 µ2/µ1
1 1.1768 105 1.85× 10−5 105 -9.81 105 1010

Table 4.12 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air. Ici, ρ2 et µ2
désignent la masse volumique et la viscosité du fluide à l’intérieur de la particule ρ1 et µ1
désignent la masse volumique et la viscosité du fluide environnant et g représente la gravité.

En analysant les résultats numériques (Fig. 4.26), nous pouvons constater que les solveurs tout-
couplé et le lagrangien augmenté adaptatif restent robustes et précis, même en présence de forts
rapports de masses volumiques et viscosités. Ainsi, un bon accord est observé entre les deux
méthodes, avec de légères différences sur les champs de vorticité. Dans les mêmes conditions,
la méthode de projection standard ne parvient pas à converger à la fin de la simulation vers la
solution souhaitée. En effet, le solveur BICGStab(2) n’a pas pu atteindre le résidu souhaité pour
résoudre l’équation de Poisson à coefficients variables et par conséquent, l’étape de correction
ne permettait pas de réduire le niveau de divergence élevé de la vitesse prédite. Les résultats
présentés pour la projection utilisent un pas de temps 10 fois plus petit que les 2 autres solveurs
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pour qu’elle converge.

Commentaires sur la vitesse de chute et le centre de masse

L’objectif de cette partie est d’évaluer la précision du solveur tout-couplé et de comparer les
solutions numériques aux solutions exactes. Pour ce faire, nous avons observé au cours du temps
deux quantités distinctes. Ces quantités sont définies comme suit :

— Centre de masse Yc

Yc =
∫

Ω2
y dx∫

Ω2
1 dx, (4.57)

— Vitesse de chute vc

Vc =
∫

Ω2
v dx∫

Ω2
1 dx. (4.58)

Ici, Yc correspond au centre de masse de la bille, Vc désigne la vitesse de chute de la bille, et
Ω2 représente le sous-domaine occupé par la bille. Sur le plan quantitatif nous avons comparé
nos résultats numériques (4.57) et (4.58) aux solutions exactes qui peuvent être réécrites sous la
forme :

V exacte
c = −gt (4.59)

Y exacte
c = −gt

2

2 + 0.15 (4.60)

Pour évaluer les erreurs numériques commises, nous avons utilisé l’erreur relative en norme L2,
qui s’écrit comme suit : .

Errrel
2 (qt) =

(∑nt
k=1

∥∥qexacte
t − qt

∥∥2∑nt
k=1 ∥qexacte

t ∥2

)1/2

(4.61)

Ici, qexacte
t est la quantité exacte, qt est la quantité numérique et nt représente le nombre de pas

de temps.
Sur la figure 4.27 sont présentés les résultats des simulations de la chute d’une particule dense.
Les solutions obtenues sur les différents maillages sont confrontées aux solutions exactes. De
cette figure, il apparait clairement que les solutions obtenues convergent bien vers la solution
exacte, y compris pour le maillage grossier. Le tableau 4.13 regroupe les normes d’erreurs calcu-
lées pour la position du centre de masse et pour la vitesse de la chute de la particule. Il ressort
de ce tableau que le niveau d’erreur est toujours faible pour le solveur tout-couplé. Même si les
erreurs sont saturées (du fait que les simulations sont effectuées avec un fluide dense et visqueux
autour de la particule alors que la théorie suppose que le cas se fait dans le vide), l’écart relatif
entre la théorie et la simulation numérique n’excède pas 0.01%.

Afin de caractériser l’influence des méthodes numériques et de leur discrétisation, nous allons
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Figure 4.26 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air par le solveur
tout-couplé, le lagrangien augmenté et la méthode de projection standard sur une grille carté-
sienne 400×800. Dans la première ligne, le solveur tout-couplé (représenté par les champs) et le
lagrangien augmenté (par les isolignes). Dans la deuxième rangée, le solveur tout-couplé (repré-
senté par les champs) et la méthode de projection standard (représentée par les isolignes avec
∆t = 6.25× 10−6 s). Les différents champs présentés dans chaque ligne sont : à gauche : vitesse
horizontale [0 m, 0.1 m]× [0 m, 0.11 m], au milieu : vitesse verticale [0 m, 0.1 m]× [0 m, 0.10 m],
à droite : la norme de la vorticité [0.02 m, 0.08 m]× [0.034 m, 0.089 m].

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16

F
a
ll
in

g
 V

e
lo

c
it

y
 i
n
 [

m
/s

]

Time in [s] 

mesh 50x100
mesh 100x200
mesh 200x400
mesh 400x800
Exact solution

(a) La vitesse verticale de la chute

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16

C
e
n
te

r 
o
f 

m
a
s
s
 i
n
 [

m
]

Time in [s] 

mesh 50x100
mesh 100x200
mesh 200x400
mesh 400x800
Exact solution

(b) L’évolution du centre de masse

Figure 4.27 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air par le solveur
tout-couplé sur différentes grilles cartésiennes avec

(
ρ1/ρ2 = 105, µ1/µ2 = 1010).

comparer les résultats issus du solveur tout-couplé sur la grille la plus fine à ceux fournis par
la projection standard et lagrangien augmenté adaptatif, les performances de chaque solveur
sont aussi évaluées. L’ensemble des résultats est présenté dans le tableau 4.14. Comme illustré
dans ce dernier, les niveaux d’erreur sont comparables entre le solveur tout-couplé et la méthode
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Maillage ∆t Errrel
2 (Vc) Errrel

2 (Yc)
50× 100 6.25× 10−5s 5.05× 10−5 8.41× 10−4

100× 200 6.25× 10−5s 2.37× 10−5 5.74× 10−4

200× 400 6.25× 10−5s 2.62× 10−5 2.38× 10−4

400× 800 6.25× 10−5s 3.07× 10−5 2.21× 10−4

Table 4.13 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air par le solveur tout-
couplé sur différentes grilles cartésiennes avec

(
ρ1/ρ2 = 105, µ1/µ2 = 1010). Normes d’erreurs

Errrel
2 (Vc) de la vitesse de chute et Errrel

2 (Yc) de l’évolution du centre de masse.

Method Errrel
2 (Vc) Errrel

2 (Yc) CPU Time in [s]
FC avec ∆t = 6 · 25× 10−5s 5.05× 10−5 2.21× 10−4 44986

AAL avec ∆t = 6 · 25× 10−5s 6.63× 10−5 1.25× 10−4 101933
SP avec ∆t = 6 · 25× 10−5s NC NC -
SP avec ∆t = 6 · 25× 10−6s 3.36× 10−5 7.05× 10−5 486941

Table 4.14 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air par le solveur
tout-couplé, le lagrangien augmenté et la méthode de projection standard sur une grille fine de
taille 400× 800 avec

(
ρ1/ρ2 = 105, µ1/µ2 = 1010). Normes d’erreurs Errrel

2 (Vc) de la vitesse de
chute et Errrel

2 (Yc) de l’évolution du centre de masse obtenues à l’instant final t = 0.144s. FC :
le solveur tout-couplé, AAL : le lagrangien augmenté adaptatif et SP : la méthode de projection
standard. NC (Non Communiqué), c’est à dire que la simulation s’est interrompue en raison de
la divergence du solveur.

du lagrangien augmenté adaptatif pour le même pas de temps ∆t = 6.25 × 10−5s. Cependant,
le solveur tout-couplé se révèle plus rapide car il économise 56% du temps CPU par rapport
au lagrangien augmenté adaptatif. Ces grandes différences peuvent être expliquées par le fait
que la méthode du lagrangien augmenté adaptative nécessite un grand nombre d’itérations
pour converger, tout cela avec une saturation du solveur BICGStab(2). En effet en présence
de forts rapports de masses volumiques et de viscosités, des grandes valeurs du paramètre r
du lagrangien augmenté seront nécessaires afin d’imposer la contrainte d’incompressibilité. Par
conséquent, la discrétisation des équations de conservation donne lieu à des systèmes linéaires
très mal conditionnés, et rend la convergence du solveur itératif délicate. En ce qui concerne
la méthode de projection standard, des difficultés numériques apparaissent liées à la présence
d’un fort saut de masse volumique et plus particulièrement à la résolution de l’équation de
Poisson. Enfin, pour procurer la même qualité de solution que les autres solveurs, la méthode
de projection requiert une réduction du pas de temps. Ce choix apparaît judicieux pour réduire
la dissipation numérique causée par le splitting temporel. Néaumoins, elle rend la méthode de
projection standard extrêmement coûteuse en temps de calcul.

Commentaires sur l’Enstrophie

L’enstrophie est une quantité intégrale qui est associée à la dissipation et aux effets de la turbu-
lence à petite échelle. Il est important de relever qu’il s’agit d’un étude bidimensionnelle et qu’en
deux dimensions, la cascade d’énergie qui pourrait être liée à la turbulence et à l’enstrophie est
différente de celle qui se produit en trois dimensions. Mathématiquement, l’enstrophie est définie
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comme étant l’intégrale du carré de la vorticité sur le domaine, et elle s’écrit Ens1 pour le fluide
1 :

Ens1 =
∫

V

ω2

2 dV (4.62)

où ω =
(

∂v
∂x −

∂u
∂y

)
est la vorticité en deux dimensions. La partie discrète de l’enstrophie Ens1,

dans laquelle Ci,j est la fonction de couleur située aux nœuds de viscosité (Ci,j = 0 dans le fluide
1 et Ci,j = 1 dans le fluide 2) s’écrit :

Ens1 ≃
∑
i,j

(1− Ci,j)
ω2

i,j

2 ∆V (4.63)

Dans cette partie, nous étudions l’évolution de l’enstrophie dans le fluide 1. Les résultats sont
illustrés dans la figure 4.28 en échelle logarithmique, pour différents maillages. Comme nous
pouvons le voir sur cette figure, l’enstrophie augmente avec le temps de façon monotone. En
ce qui concerne la convergence de l’enstrophie, la simulation sur une grille de 200 × 400 est
suffisante pour faire converger l’enstrophie pour les solveurs tout-couplé et lagrangien augmenté
adaptatif. En revanche, l’enstrophie diverge sur la grille la plus fine pour la projection standard,
pour les mêmes raisons que celles évoquées précédemment.

4.4.6 Nappe liquide cisaillée périodique

Afin de montrer la capacité du solveur tout-couplé à conserver l’énergie cinétique, un cas-test
académique est étudié. Ce cas consiste à définir une nappe liquide périodique, d’épaisseur δ =
3.10−4 m, et à la placer au centre d’un domaine domaine 2D carré, comme cela est schématisé sur
la figure 4.29. Deux rapports de masses volumiques de 10 et 103 sont considérés. Les viscosités
du liquide et du gaz ainsi que la tension de surface sont prises égales à zéro afin de conserver
l’énergie cinétique initiale. Le champ de vitesse initiale est définie comme suit :

U =

 u = A− 0.04 cos(2πx
L ) L

2π
−2
δ e− 2y

δ

v = 0.04 sin(2πx
L ) e− 2y

δ

(4.64)

A =

 30 m.s−1 dans le gaz
2 m.s−1 dans le liquide

(4.65)

Les résultats obtenus pour les deux rapports de masse volumique avec le solveur tout-couplé
et le lagrangien augmenté adaptatif sont reportés sur la figure 4.30. Dans les deux cas, l’énergie
cinétique obtenue par le solveur tout-couplé est conservée dans le temps avec une erreur à la
précision machine, ce qui est en bon accord avec la théorie. Dans le cas du lagrangien augmenté
adaptatif, on note une légère augmentation de l’énergie cinétique mais les résultats sont plutôt
encourageants. Au contraire, la projection standard subit une soudaine divergence et par la suite
l’énergie cinétique diverge, y compris pour de petits pas de temps. De plus, il a été démontré
qu’une discrétisation consistante de la quantité de mouvement et de la masse volumique améliore
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Figure 4.28 – Simulation numérique de la chute d’une sphère dense dans l’air sur différentes
grilles cartésiennes avec

(
ρ1/ρ2 = 105, µ1/µ2 = 1010). Évolution de l’enstrophie pour le solveur

tout-couplé (a), le lagrangien augmenté adaptatif (b) et la projection standard (c). Tout est
calculé avec ∆t = 6.2510−6s sauf le cas jaune réalisé avec la projection standard.

significativement la conservation de l’énergie cinétique jusqu’à ce que l’interface commence à se
déformer. Après cet instant, l’énergie cinétique décroît, comme cela est décrit par exemple dans
les travaux de Mukundan et al [12]. En revanche, des instabilités interfaciales apparaissent plus
rapidement pour les schémas WENO classique et Weno conservatif. Dans cette étude, un schéma
centré utilisé dans le cadre du solveur tout-couplé ou du lagrangien augmenté conserve l’énergie
cinétique pendant des temps plus longs sans l’apparition d’instabilités interfaciales.

4.4.7 Simulation de l’instabilité d’un jet visqueux en 2D

L’instabilité d’un jet visqueux à faible nombre de Reynolds est un phénomène fondamental,
car il intervient dans de nombreuses applications industrielles telles que l’industrie alimentaire
comme la confection de gâteaux, les applications aéronautiques à savoir la mise au point de
fusées ou encore aérospatiales lors du remplissage des boosters par du propergol. Ce problème a
été étudié expérimentalement par Tomé et al. [168]. qui ont permis entre autre de caractériser
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Figure 4.29 – Cas de la nappe liquide cisaillée périodique.
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Figure 4.30 – Simulation numérique d’une nappe liquide cisaillée périodique sur une grille
cartisienne (256 × 256). Évolution temporelle de l’énergie cinétique normalisée, obtenue par
différents solveurs avec un critère d’arrêt ϵ = 10−6 du BiCGSTAB(2). Le rapport de masses
volumiques (a) est de 100 et le rapport de masses volumiques (b) est 1000.

et d’établir des critères pour le déclenchement de l’instabilité. Ensuite, de nombreuses études
numériques [179, 196] ont été menées pour simuler ce problème dans des configurations 2D et
3D, pour lesquelles les résultats de calcul ont été comparés à des expériences. Le présent cas est
doublement intéressant : d’une part, la possibilité de comparer les solutions numériques avec les
solutions expérimentales. D’autre part, les forts rapports de viscosités et de masses volumiques
près de l’interface conduisent à des systèmes linéaires mal conditionnés, ce qui constitue un
véritable challenge pour notre solveur tout-couplé.
La configuration à simuler consiste à injecter un fluide visqueux sous l’action de la gravité dans
une cavité carrée de coté L = 1m et remplie d’air. L’injection se fait à débit constant, avec une
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vitesse égale à V = 1 m.s−1 et sur une ouverture de diamètre D = 0.08 m. Enfin, pour la prise
en compte des conditions aux limites, nous avons utilisé des conditions limites de glissement
sur les parois solides de la cavité et des conditions limites de flux nuls en sortie, dans la partie
supérieure de la cavité. Les paramètres physiques de ces calculs sont explicités dans le tableau
4.15.

Test case ρ1[kg ·m−3] ρ2[kg ·m−3] µ1[Pa · s] µ2[Pa · s] Re H
D V0[m · s−1]

1 1.1768 1800 1.85× 10−3 500 0.1728 12.5 0.6
2 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 0.6 10 1
3 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 3.6 10 6

Table 4.15 – Simulation numérique de l’instabilité d’un jet visqueux en 2D par le solveur
tout-couplé. Ici, ρ2 et µ2 correspondent respectivement à la masse volumique et à la viscosité
du propergol, ρ1 et µ1 représentent respectivement la masse volumique et la viscosité du gaz,
Re = ρ2DV0

µ2
est le nombre de Reynolds associé au propergol, H

D est le rapport de forme du jet
et V0 est la vitesse d’injection. Dans le présent travail, le propergol (fluide 2) est supposé se
comporter comme un fluide newtonien, pour des raisons de simplicité.

Dans leur étude, Tomé et al. présentent deux paramètres importants afin de caractériser les
limites de stabilité du jet en fonction du nombre de Reynolds Re et du rapport de forme H/D
entre la hauteur de la cavité et le diamètre d’injection. D’après cette étude, des instabilités se
développent pour des rapports de H/D supérieurs à 3π et pour un nombre de Reynolds infé-
rieur à 0.52. Ainsi, l’objectif de cette étude est de comparer la performance de trois méthodes
(tout-couplé, lagrangien augmenté adaptatif et la projection standard) pour traiter ce type de
problème et de fournir une bonne prédiction de leur comportement physique associé. Les sys-
tèmes linéaires isssus de la discrétisation seront résolus avec le même solveur, le BiCGSTAB(2)
avec un critère d’arrêt ϵ = 10−6.

La figure 4.31 présente différents résultats de simulation d’injection qui sont caractéristiques
de la topologie du jet et du remplissage de la cavité. L’évolution du propergol dans le temps
est considérée pour trois nombres de Reynolds Re = 0.1728, Re = 0.6 et Re = 3.6 pour un
maillage 320×320 et un pas de temps ∆t = 5.10−4s. De ces figures, il ressort que les simulations
numériques avec le solveur tout-couplé donnent d’excellents résultats pour la physique du jet,
qui sont en bon accord avec le critère théorique établi par Tomé et al. En effet, le premier cas
Re = 0.1728 correspond bien à une instabilité, alors que dans les deuxième et troisième cas,
Re = 0.6 et Re = 3.6, les oscillations du jet n’apparaissent pas. Dans le premier cas, nous
observons une diminution du diamètre du jet dans la partie centrale de la cavité, mais le jet
reste symétrique, ceci parce qu’il n’y a pas d’instablité. Au contraire, dès que le propergol touche
la paroi inférieure de la cavité, le jet se déstabilise, et une instabilité se développe et emprisonne
les bulles d’air. Enfin, nous présentons les lignes de courant sur la figure 4.32 pour le premier cas,
ce qui permet d’évaluer l’interaction entre les deux fluides. Sur ces figures, nous observons des
recirculations dans l’air, dont la taille augmente puis diminue en alternance avec les oscillations
du jet.
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Figure 4.31 – Simulation numérique du remplissage d’une cavité par un jet visqueux. Résultats
correspondant à trois configurations, simulées par le solveur tout-couplé, sur une grille carté-
sienne 320 × 320. L’interface est représentée au instants t = 0.25 s et 0.75 s (première ligne),
t = 1.25 s et 2 s (deuxième ligne). La colonne 1 correspond à Re = 0.1728, la colonne 2 corres-
pond à Re = 0.6 et la colonne 3 correspond à Re = 3.6.

Les résultats ainsi obtenus avec la méthode du lagrangien augmenté adaptatif sont présentés dans
la figure 4.33 pour Re = 0.1728. Les résultats montrent bien une cohérence entre le solveur tout-
couplé et la méthode du lagrangien augmenté adaptatif aux temps t = 1s et t = 2s. Ensuite, nous
relèvons des différences significatives entre ces deux solveurs puisque l’instabilité ne se produit
pas au même moment, ceci étant dû à la nature du paramètre r du lagrangien augmenté, qui
se comporte comme une viscosité. Ces écarts sont également causés par la nature instable de
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l’écoulement qui amplifie différemment les erreurs numériques en fonction de la différence des
solveurs qui ne sont pas pareillement sensibles aux erreurs de troncature. En dépit de tout, le
plus important est que ces méthodes déclenchent une instabilité pour le même Re et dans la
même situation d’injection. Toutefois, comme nous l’observons sur la figure 4.33, les simulations
obtenues avec la méthode de projection divergent pour Re = 0.1728 après 2800 itérations. Ceci
est encore une conséquence directe de l’étape de correction, qui ne parvient pas à réduire le
niveau de divergence de la vitesse prédite.

Figure 4.32 – Simulation numérique du remplissage d’une cavité par un jet visqueux. Résultats
correspondant à la première configuration, simulée par le solveur tout-couplé, sur une grille
cartésienne 320×320. L’interface est représentée aux temps t = 0, 25 s et 0, 75 s (première ligne),
t = 1, 25 s et 2 s (deuxième ligne). Le cas test correspond à un jet instable pour Re = 0, 1728.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un solveur tout-couplé original pour la simulation numé-
rique des équations de Navier-Stokes diphasiques et incompressibles 2D. Ce solveur repose sur
une résolution simultanée des inconnues du problème diphasique, à savoir la pression p et le
champ de vitesse ū. Une attention particulière a été portée aux différentes techniques de pré-
conditionnement, lorsque une résolution tout-couplée est mise en place.

Dans le reste du chapitre, nous avons donc présenté différents cas test afin de vérifier l’implémen-
tation du solveur tout-couplé. Ils ont été validés en se référant soit à des solutions analytiques
comme dans le cas des tourbllions de Green-Taylor, l’écoulement de Poiseuille, la goutte statique
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Figure 4.33 – Simulation numérique du remplissage d’une cavité par un jet visqueux. Résultats
correspondant à la premiére configuration, simulée par différents solveurs sur une grille carté-
sienne 320 × 320. L’interface est représentée au temps t = 0.25 s (première ligne), t = 0.75 s
(deuxième ligne), t = 1.25 s (troisième ligne) et t = 2 s (quatrième ligne). Première colonne (sol-
veur tout-couplé), deuxième colonne (méthode du lagrangien augmenté adaptatif) et troisième
colonne (la méthode de projection standard).

et la sphère dense, soit à un benchmark numérique tel que le cas de la cavité entrainée ou encore
la montée d’une bulle dans une colonne liquide, soit par des expériences comme dans le cas
d’instabilté d’un jet visqueux.

Après cette campagne de validation, nous pouvons conclure que le solveur tout-couplé nous a
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permis de simuler des problèmes complexes à forts rapports de masses volumiques et de visco-
sités. Nous avons également pu constater que le solveur tout-couplé et le lagrangien augmenté
permettent d’utiliser des pas de temps plus grands que la méthode de projection standard,
qui ne parvient pas à converger dans certains cas. De ce fait, une prochaine étape consiste à
étendre l’utilisation du solveur tout-couplé à la simulation des problèmes diphasiques 3D sur des
architectures massivement parallèles.
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Abstract :

In the framework of the in-house code Fugu, a fully-coupled solver is developed for massively
parallel simulations of three-dimensional incompressible multiphase flows. The linearized mo-
mentum and continuity equations arising from the implicit solution of the fluid velocities and
pressure are solved simultaneously. The method uses a BiCGStab(2) [48] iterative solver with
PFMG or SMG preconditioners and an efficient sparse matrix-vector multiplication using the
CSR storage format. The construction and the tracking of the interface separating the different
involved phases is based on a conservative VOF method [193]. Test cases, such as spherical
bubble rising in quiescent liquid and free fall of a dense sphere are carried out to validate the
models, especially in the presence of strong density and viscosity ratios between fluid phases.
Other cases, like the phase inversion, demonstrate the ability of the new fully-coupled solver to
solve two-phase problems with more than 1 billion degree of freedom, with excellent scalability.

Keywords : Fully coupled solver ; linear system preconditionning,
two-phase flows, large density and viscosity ratios, HPC

Multiphase flows with separated phases are ubiquitous in nature and in industrial applica-
tions. Energy [40, 70], environment [120], chemical engineering [2, 136], hydrology, material
processes [111, 184], petroleum engineering [35], vehicle design [187] or civil engineering, are
examples of applications where the conditions and two-phase flow regimes encountered spread
wide and far in terms of density and viscosity ratios, inertial, viscous, gravity or capillary effects.
As the physics of these ubiquitous flows are, however, very complex, it is therefore interesting to
be able to characterize their behaviour, in order to control and understand malfunctions such as
for boiling in nuclear power plants, overflow in dams or cavitation in turbomachinery, to mention
just a few.

The experimental study, although widely developed in many research works, sometimes suffers
from certain limitations or implementation difficulties. It is even more difficult to apply to some
two-phase problems. Indeed, in addition to the complexity of these flows, i.e. the topology of
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the interfaces (separated or dispersed phases), the nature of the interactions (friction, capillary
effects, etc.), the flow regimes (in terms of Reynolds or Weber numbers, for example) or the
presence of different scales in space and time (from the separated phase to the scale of small
interfaces), it is sometimes impossible to simultaneously reproduce the real conditions at the
laboratory scale and to measure quantities of interest such as droplet size distributions, inter-
facial area density or turbulence intensity. Consequently, numerical simulation has become an
indispensable tool to better understand and therefore control the bearing of complex two-phase
flows. Over the past few decades, this approach has become a central tool for investigation,
adopted by the fluid mechanics community to complement experiments.

However, numerical simulation faces several challenges that need to be overcome, not only in
terms of the sensitivity of the numerical results to the choice of model and mesh, but also in terms
of the robustness and accuracy of the solver and solution algorithms, allowing the simulation of
complex two-phase problems with high density or viscosity ratios without causing numerical os-
cillations or divergence and with acceptable time-to-solution. Certainly, the simulation of these
flows at a small scale requires taking into account the turbulence far from the interfaces on the
one hand, and the coupling between the fluids present at the interfaces on the other hand (in par-
ticular the vorticity generated at these interfaces by the shear and the density or viscosity ratios).
Due to the mathematical structure of the Navier-Stokes incompressible equations considered in
the resent work (algebraic non-linear differential system), it is difficult to solve them, especially
in the presence of high density and viscosity ratios which deteriorate the conditioning of the
system and whose spatial distributions vary in space and time. Thus, it is necessary to make
numerical solvers and related algorithms run on massively parallel machines, and to optimise
them in order to take advantage of intensive computing distributed over thousands of processors.

The problem reveals two aspects : the first is related to the choice of the model and the se-
cond to the efficiency of the solver and resolution algorithms on HPC architectures. Concerning
the choice of model, there are two approaches to numerical modelling of two-phase flows. The
so-called two-fluid models describe multiphase mixing at different levels [51, 99]. In their most
complete version, these models take the form of two Navier-Stokes systems, coupled by addi-
tional source terms that represent the exchanges (mass, momentum and energy) between the
two phases. An important aspect is that both sets of equations hold over the entirety of the
domain, which challenges the model in the void regions (where only one phase is present). In
contrast, the one-fluid approach consists in modelling the two-phase flow as a single fluid, posses-
sing discontinuous thermodynamic properties as well as source terms representing the capillary
effects [172]. This results is a single set of Navier-Stokes equations, supplemented by a scalar
advection equation to characterize the interface presence. The one-fluid model is devoted to
fully resolved interfaces without any further closure requirements whereas two-fluid models are
generally adapted to two-phase dispersed flows laying on a scale separation assumption. In the
present work, the one-fluid model will be considered.
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In addition, the treatment of velocity-pressure coupling in incompressible flows has been the
subject of numerous documented studies and is relatively well controlled as far as single-phase
flows are concerned. On the contrary, in the context of two-phase flows with high density and
viscosity ratios, numerical difficulties appear, linked to the presence of large interface deforma-
tions and associated material fluid property jumps. They lead to ill-conditioned linear systems,
which yields a much more challenging problem. At the discrete level, the problem persists in the
form of a saddle point system which is costly to solve. Upon discretization and linearisation, it
leads to a system of the form Fu BT

p

Bu 0

ūn+1

pn+1

 =

f̄
0

 (5.1)

where Fu includes the convective and viscous transport operators, BT
p the pressure gradient

operator, Bu the velocity divergence and ūn+1 and pn+1 denote the velocity and the pressure
resolved variables at time (n + 1)∆t, with ∆t denoting the time step used for the temporal
integration. There are two approaches to solve this large system of equations : either the use
of specialized solvers (e.g. iterative with preconditioning), known as exact or coupled method,
or the transformation into an approximate problem whose solution is more affordable (Chorin-
Temam type projection [36] and its variants [86, 88], known as the approximate or segregated
method).

Segregated method do not solve for all of the unknowns at the same time. Instead, it approxi-
mates the original system via operator splitting, resulting in two decoupled equations : one to
update the velocity field and the other the pressure field. Instead, coupled methods solve both
fields (velocity and pressure) simultaneously, thus preserving the consistency of the discretized
system with the continuous equations. In coupled methods, the original saddle point system is
inverted, thus keeping the velocity-pressure coupling at each time step. This saddle point system
can be solved either directly by a fully-coupled solver [22, 54, 55, 126] or with an augmented
Lagrangian (AL) method [72, 186, 187]. The interest of these methods is to allow a very accurate
and robust resolution, without splitting errors (except the one related to the linearization of the
inertial term). This work develops a coupled method, in particular block preconditioners dedica-
ted to the resolution of the saddle point systems from the discretization of the one-fluid model.
They rely on recent advances in the field of iterative solvers and preconditioners, and their im-
plementation with open source parallel libraries (HYPRE [68], MUMPS [5, 6] and LIS [109]).
The objective is to include the massively parallel computing component in the 3D numerical mo-
deling of a physical problem in order to reduce the execution time of computationally expensive
applications.

In the following, the models and the numerical algorithms are described. Then different test
cases are presented in order to verify the accuracy and robustness of the developed fully-coupled
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solver : 3D rising bubble, shearing of a periodic planar liquid sheet, free fall of a dense sphere
and the phase inversion between two incompressible liquids.

5.1 Models and numerical methods

All the developments described and validated in the present work are part of the Fugu code
developed by the Heat and Mass Transfer team of MSME laboratory at Gustave Eiffel University.

5.1.1 Governing equations of two-phase flows

In this work, the dynamics of the two immiscible phases is described by the One Fluid Model
(OFM) [103]. The incompressible Navier-Stokes equations are solved for an equivalent single fluid
with variable material properties, with an additional source term in the momentum equations
that introduces the capillary force. An additional advection equation describes the evolution of
the phase function C, witch is an indicator field transported by the incompressible fluid velocity
ū. One defines C (t, x̄) = 1 (C (t, x̄) = 0) if x̄ belongs to the domain spanned by fluid 1 (fluid 2)
at time t. The OFM is flexible in the sense that it can be solved on a fixed mesh, and can be
used to simulate various geometries or interface conditions. With mixing rules for the effective
density ρ and viscosity µ, the governing equations read

ρ
∂ū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū) + ¯̄B ·

(
f̄(ū)− ū∞

)
= −∇̄p+∇ · ¯̄T + ρḡ + F̄s (5.2a)

∇ · ū = 0 (5.2b)
∂C

∂t
+ ū · ∇̄C = 0 (5.2c)

ρ(C) = ρ1C + (1− C)ρ2 (5.2d)

µ(C) = µ1C + (1− C)µ2 (5.2e)

where ū = (u, v, w)T is the fluid velocity, p the pressure field, t the time, ρ and µ are the density
and viscosity of the equivalent fluid given by an arithmetic average, with ρ1, ρ2, µ1 and µ2

the densities and the viscosities of fluids 1 and 2, respectively. In addition, the viscous stress
tensor for a newtonian fluid is ¯̄T =

[
µ
(
∇ū+ (∇ū)T

)]
, whereas F̄s = σκn̄δI is the capillary

term acting on the interface, modelled in this study by the Continuum Surface tension Force
model (CSF) [25]. Finally, ¯̄B ·

(
f̄(ū)− ū∞

)
is a darcy-like penalty term used for specifying

domain boundary conditions or immersed boundaries [9]. For example, at bound Γ, the tensor
¯̄B has diagonal components that tend to infinity while they are identically zero inside the fluid
domain Ω. The user-specified function f̄(ū) can vary over space and specify problem dependent
boundary conditions (Dirichlet, Neumann, Robin).

5.1.2 Discretization of mass and momentum equations

Without loss of generaly, a conservative VOF approach from [193] is used to solve Eq. (5.2c)
beforehand rewritten in its conservative form. As the interface tracking technique is not the main
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topic of this paper, the focus is on the discretization of mass and momentum equations and the
resulting linear system. The system (5.2) is then split. Phase function evolution (Eq. (5.2c)) is
first solved. From the up to date value of C, mixing rules (Eqs. (5.2d) and (5.2e)) are applied in
order to obtain the fluid density ρ and viscosity µ. Finally, a sub system made up of the mass
and the momentum budjet equations (Eqs. (5.2a)-(5.2b)) remains to be solved.

5.1.2.1 Temporal integration

For unsteady applications, and to some extend for temporal based solvers, the time step ∆t is
an important numerical parameter for the stability and the quality of the numerical solution.
The solution is obtained over different discrete times, given by tn = n∆t, with n the iteration
number. For sake of simplicity, the time integration is performed in the following with a first
order backward Euler scheme. Note that the use of high order schemes, like Gear scheme, does
not introduce additional difficulty. In such case, the convective terms are linearized using the
Adams-Bashforth extrapolation [97]. With the first order Euler scheme, the resulting semi-
discrete system is written as :

ρ

∆t
(
ūn+1 − ūn

)
+∇ ·

(
ρūn ⊗ ūn+1

)
+ ¯̄B ·

(
f̄(ūn+1)− ū∞

)
= −∇pn+1

+∇ · ¯̄Tn+1 + ρḡ + F̄s

(5.3a)

∇ · ūn+1 = 0 (5.3b)

where ¯̄Tn+1 =
[
µ
(
∇ūn+1 + (∇ūn+1)T

)]
.

5.1.2.2 Spatial discretization

The OFM formulation (Eqs. (5.2)) are solved on Cartesian uniform staggered meshes, as ori-
ginally proposed by Harlow et al. [91]. The discrete velocity and pressure variables are then
arranged in a staggered way, each one having its appropriate control volume and connectivities
with other coupled variables as illustrated in Fig 5.1. Staggered meshes guarantee the consis-
tency of the differential operators such as the divergence and the gradient and it also avoids
spurious oscillations on the pressure field. Furthermore, the spatial operators acting in the one-
fluid formulation are discretized using a finite volume approximation [95, 140]. This method
consists of integrating conservation equations on each control volume Ωi,j,k whose delimiting
contour surface is Σi,j,k, where i, j and k are control volume indexes in x-, y- and z-directions,
respectively. Using divergence and gradient theorems, space integration of sub-system (5.3) leads
to 

[
M (ρ)

u +N (ρ)
u + L(µ)

u

]
ūn+1 +BT

p p
n+1 = f̄ (5.4a)

Buū
n+1 = 0 (5.4b)
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Figure 5.1 – Staggered u-velocity (left) and pressure (right) unknowns and their respective
local indexes. Velocity control volume is centered on u-velocity (▽ symbols). Local index 0
stands for global indexes i, j and k. Directional full (±1) or half shifts (±1/2) allow to reach
neighbours used in the 3 points discretization stencil. The horizontal velocity is linked through
divergence and diffusive terms to v- and w- components (□ and D) and also to the pressure (◦).
Similar notations and connectivities are adopted for the treatment of v- and w-components. All
the three velocity component then involve 17 coupled variables.

where 

Buū
n+1 ≈

∫
Σp(i,j,k)

ūn+1 · n̄ dS (5.5a)

M (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Ωū(i,j,k)

[
ρūn+1

∆t + ¯̄B · f̄(ūn+1)
]
dV (5.5b)

N (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Σū(i,j,k)

(ρūn+1 ⊗ ūn) · n̄ dS (5.5c)

L(µ)
u ūn+1 ≈ −

∫
Σū(i,j,k)

¯̄Tn+1 · n̄ dS (5.5d)

BT
p p

n+1 ≈
∫

Σū(i,j,k)

pn+1n̄ dS (5.5e)

f̄ ≈
∫

Ωū(i,j,k)

[
ρ

∆t ū
n + ¯̄B · ū∞ + ρḡ + F̄s

]
dV (5.5f)

with n̄ the outward pointing normal with respect to the control volume Σi,j,k. To characterize
fluxes across surfaces Σi,j,k of control volume Ωi,j,k, mesh spacing ∆x, ∆y and ∆z are defined,
respectively in the x-, y- and z-directions. For the sake of simplicity, constant mesh spacing are
presented. Moreover, the integrals are explicitly written for the velocity component u in the
x-direction (the extension to the other components is carried out in the same way) and for each
control volume. Details are given in appendix B with particular focus on the treatment of the
viscous stress tensor. The penalty terms used for handling boundary conditions are discussed in
appendix C.
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5.1.2.3 Linear system solving

Finite volumes and penalty methods on a staggered mesh, together with an implicit temporal
discretization of Eqs. (5.2a) and (5.2b), result in large and non-symmetric linear saddle point
systems. The unknowns of the problem, the discrete velocity ū and pressure p fields, are coupled
by the incompressibility constraint ∇· ū = 0. As presented in the introduction, this saddle point
system can be reformulated as follows :Fu BT

p

Bu 0

ūn+1

pn+1

 =

f̄
0

 (5.6)

with Fu = M
(ρ)
u +N (ρ)

u + L
(µ)
u . The reduced system can be rewritten as Ax̄ = b̄ with A the matrix

associated to discretization coefficients in time and space, b̄ the second member associated with
each component of the solution vector and x̄ = (ūn+1, pn+1)T the searched flow solution.
In order to compute x̄, it is necessary to choose a method for solving a linear system. Many
techniques exist to solve Eq. (5.6). A wide range of methods, known as direct methods, include
Gaussian elimination, factorisation techniques (LU, QR, Cholesky, . . .) and multifrontal me-
thods. These techniques are very robust with respect to various problems but typically do not
scale well with problem size and are impractical in three-dimensional configurations. Alterna-
tive approaches are iterative methods, such as fixed-point (Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation, . . .),
Krylov or multigrid methods. They are however usually effective for specific kind of matrices
(symmetric, dense or sparse matrices for example). It is therefore necessary to estimate the
structure of the linear system. According to the discretization schemes proposed in the previous
paragraph, with the evaluations of fluxes on faces of each control volumes, each equation of
the linear system couples only a few components of the solution. With the choice of 3 points
stencil per direction, if u-component equation is for example considered, 7 degree of freedom
are coupled by the diffusive or inertial terms, 8 more are used for the coupling between u and v
as well as between u and w and 2 more are needed for the pressure gradient (see Fig. 5.1). On
the whole, 17 degrees of freedom are coupled for each control volume. In addition, 6 additional
degrees of freedom are used for the velocity divergence. The same reads for equations v- and
w-velocity components. With the example of a mesh composed of Nx×Ny×Nz control volumes,
and N = Nx = Nz = Nz, the solution vector has 4N3 + 3N2 unknowns, the additional 3N2

coming from the choice of staggered meshes. The matrix A will be a square sparse matrix of
(4N3 +3N2)2 coefficients. Thus, only 17 non-zero diagonals (see Fig. 5.2) acting on each velocity
component and 6 non-zero diagonals coming from the discretization of the velocity divergence
will be involved in the matrix. In order to save memory space, only the non-zero coefficients
arising from the discretization of the incompressible Navier-Stokes equations (Eqs. (5.2a)-(5.2b))
have to be considered and the Compressed Storage Raw (CSR) storage format is used.

It is then clear that the matrix generated by the discretization of the Navier-Stokes equations in
a one-fluid formulation will be very sparse. There is therefore no interest in using direct methods.
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Figure 5.2 – Structure of the fully-coupled matrix, 7 diagonal form the 3 directional points
stencil (in red for u-, green for v- and blue for w-component, respectively). Black lines for velocity
coupling, magenta for pressure gradient and cyan for divergence.

The proposed strategy to solve this sparse linear system is to employ a Krylov solver, here the
BiCGStab(2) [48] solver, on the entire system. This involves building an efficient preconditioner
P ≈ A to stabilize and accelerate the iterative solver convergence. Indeed, for difficult problems
corresponding to ill conditioned matrices, it is essential to combine the BiCGStab(2) algorithm
with a suitable preconditionner to avoid possible numerical instabilities. Then, instead of solving
Ax̄ = b̄, the left-preconditioned system P−1Ax̄ = P−1b̄ is preferred, for which cond(P−1A) <
cond(A) is expected. Therefore, in the BiCGStab(2) algorithm, every matrix-vector product
z̄ = Ax̄ is followed by the computation of P−1z̄. The same transformation must be applied to
the second member b̄ ← P−1b̄. Then, before describing the construction of the preconditioner
P, solving the system Ax̄ = b̄ with a chosen threshold ε and by giving an initial guess x̄(0), is
given with the pseudo code given in appendix D.

5.1.3 Block preconditionning techniques

To build the preconditioning matrix P required in subsection 5.1.2.3, a large variety of precondi-
tioners exist. Among them, ILU type preconditioning, also called incomplete Gauss factorisation,
allows to reach low residuals when several millions of unknowns are involved. However, these
preconditioners are not easily scalable as they induce a global dependence on the unknowns, and
therefore require numerous and repeated exchanges in the domain decomposition framework. It
is possible to use ILU techniques and their derived versions in a block implementation, i.e. the
preconditioning is performed in a decomposed fashion where the linear operators, decomposed
along rows, neglect the contributions from the out-of-core degrees-of-freedoms. Nevertheless, in
most of the representative cases, the classical preconditioners of the literature such as ILU fail to
provide an efficient solution of the fully-coupled Navier-Stokes equations. This was highlighted
in a number of documented studies [182], in the context of the augmented Lagrangian method
for example with applications to both unsteady laminar and turbulent two-phase flows, but it
was limited to 3D cases around 100 million cells. The strategy implemented in this work is to
build the preconditioner of the problem by taking a LU block decomposition of the original
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matrix A and to introduce a second spatial discretization of the momentum equation in the
discrete pressure space. Applied on the linear system (5.6), the LU block factorization givesFu BT

p

Bu 0

 =

 Iu 0
BuF

−1
u Ip

Fu BT
p

0 Sp

 (5.7)

where Sp = −BuF
−1
u BT

p is the Schur complement of the pressure block. Thus, if the upper-
triangular block U is considered as preconditioner, the preconditioning operator P directly reads :

P =

Fu BT
p

0 Sp

 (5.8)

According to this choice, the iterative solver would need exactly two iterations to compute the
solution. However, it is not feasible to use the exact Schur complement Sp and the velocity
block Fu as a part of the preconditioning operator, as they require the knowledge of their
inverses, respectively S−1

p and F−1
u , two dense matrices that are time-dependent and impractical

to compute. Due to this difficulty, an approximation of the action of the inverse of the velocity
block Fu and the Schur complement Sp on any vector has to be considered. The way to achieve
this is described in next sections.

5.1.3.1 For the Velocity block

It is important to note here that an appropriate resolution of the Navier-Stokes equations entails
the use of an efficient preconditioning of the velocity blocks. This is especially true when an
augmented Lagrangian or a fully-coupled solver is used. These velocity blocks are sparse, large
and ill-conditioned in the presence of large viscosity ratios. They therefore require resolution by
an efficient and robust preconditioning, which must address the challenge raised by the coupling
between velocity components due to the large viscosity ratios typically encountered in multiphase
flows applications. In this context, this section describes some techniques for the preconditioning
of the coupling between velocity components, essentially based on an approximate algebraic
preconditioner for the Schur complement.
Let us consider the sparse and non-symmetric matrix Fu, arising from the discretization of the
linearized momentum equations (Eqs. (5.5)). This matrix can be split into a 3×3 blocks matrix,
rewritten in the following compact form

Fu =

 Auv Auvw

Awvu Fww

 (5.9)

with

Auv =

Fuu Fuv

Fvu Fvv

 , Auvw =

Fuw

Fvw

 and Awvu =
[
Fwu Fwv

]
(5.10)

The preconditioning studied in our case takes advantage of the block LU decomposition of
Eq. (5.9), by carefully considering the specific block upper triangular preconditioner given by :
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F̃u =

Auv Auvw

0 Fww −AwvuA
−1
uvAuvw

 (5.11)

where AwvuA
−1
uvAuvw is the exact Schur complement of Fu, which can be rewritten as below by

introducing a new matrix G :

Fww −AwvuA
−1
uvAuvw = Fww

(
I − F−1

wwAwvuA
−1
uvAuvw

)
= Fww (I −G)

(5.12)

As a result, the direct action of the inverse of F̃u on a standard vector (zu, zv, zw)T should be
done by a backward elementary substitution. This can be achieved by solving two linear systems
and realizing a matrix-vector product. In the corresponding algorithm given in appendix E,
approximations of the inverses of Fww (I −G) and Auv are required.

In terms of application of the inverse of the block Fww(I−G) to the vector z̄, it is assumed that
the matrices (I − G) and Fww are invertible, and that the inverse (I − G)−1 can be developed
as an infinite series of expansions of the different terms that are present in the operator (I−G).
Using the following Neumann series expansion [122] and the definition of G (Eq. (I.10)), it comes

(I −G)−1 ≈
∞∑

k=0
Gk

≈
∞∑

k=0

(
F−1

wwAwvuA
−1
uvAuvw

)k
(5.13)

Thus, the inverse of the block Fww(I −G) writes :

[Fww(I −G)]−1 ≈
[ ∞∑

k=0
(F−1

wwAwvuA
−1
uvAuvw)k

]
F−1

ww. (5.14)

When a single term (order 0) of the infinite series is kept, F̃u from Eq. (5.11) becomes the
block Gauss-Seidel preconditioner. In the case where Auvw = 0 is assumed, F̃u is a block Jacobi
preconditioner.

Now in the addressed problem, the matrix from Eq. (I.13) is obtained by truncating for example
the expansion at the order 0 which leads to the following :

[Fww(I −G)]−1 ≃ F−1
ww (5.15)

When two terms are retained (order 1), a block triangular preconditioner is built, which reads

[Fww(I −G)]−1 ≃
(
I + F−1

wwAwvuA
−1
uvAuvw

)
F−1

ww (5.16)

Now, regardless of the truncation order, the inverse of the block Auv is not known explicitly in
Eq. (5.11). So, an approximation of this block has to be found. The latter is done following the
same reasoning as above from Eq. (5.11) but considering the Auv block defined in Eq. (5.10)
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instead of Fu. This leads, at order 0, to :

Ã(0)
uv =

Fuu Fuv

0 Fvv

 (5.17)

and at order 1 to

Ã(1)
uv =

Fuu Fuv

0 Fvv − FvuF
−1
uu Fuv

 (5.18)

Eventually, the form of our velocity preconditioner at orders 0 is :

F̃ (0)
u ≈


Fuu Fuv Fuw

0 Fvv Fvw

0 0 Fww

 (5.19)

In this study, the Gauss-Seidel block was found to perform slightly better than Jacobi block
and triangular block preconditioners. It was therefore preferred. Indeed, 2D comparison of the
different preconditioners dedicated to the velocity block, for a two-phase flow problem of the
rising of a bubble at different CFL conditions has been conducted. In addition, it appears that no
improvement in time-to-solution was obtained when increasing the order of the approximation.

5.1.3.2 For the Schur complement

In the literature, a number of preconditioning techniques for the Schur complements Sp have
been proposed. In the context of Stokes flow, Elman et al. [58] proposed an approach for
homogenous flows. Later, a more sophisticated preconditionner for heterogeneous flows was
developed by Cahouet et al. [29]. In the context of the incompressible Navier-Stokes equations
with constant coefficient, we can find numerous issues to construct a good approximation of the
Schur complement Sp. For example, [62] suggested a new technique referred to as LSC (Least
Squares Commutator). More recently, Kay et al. [105] have studied a preconditionner coined
PCD (Pressure Convection Diffusion). A few studies have also been dedicated to two-phase flows
at large density and viscosity ratios. The projection preconditionner, which has been developed
by Cai et al. [31] for variable coefficient problems, and adapted by Nangia et al. [126], is
one example. In addition, Bootland et al. [22] have proposed extensions of the PCD and LSC
techniques to two-phase flows. To improve performances, the PCD preconditioning with suitable
scalability are retained in this work. This preconditioner is given by S−1

p = ŜP CD with

Ŝ−1
P CD = (M (1/µ)

p )−1 + (A(1/ρ)
p )−1(N (1)

p + ∆t−1M (1)
p )(M (1)

p )−1 (5.20)
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with the following operators defined for the pressure space discretization

A(1/ρ)
p ϕ ≈

∫
Ωp

∇ ·
(
ρ−1∇ϕ

)
dV (5.21a)

M (1/µ)
p ϕ ≈

∫
Ωp

1
µ
dV (5.21b)

N (1)
p ϕ ≈

∫
Ωp

∇ · (ūϕ) dV (5.21c)

where M (1/µ)
p is the diagonal pressure mass matrix scaled by the inverse of the viscosity 1/µ,

M
(1)
p is the diagonal standard pressure mass matrix, N (1)

p represents the convective term in the
pressure space, and A

(1/ρ)
p is the scaled Laplacian that corresponds to the discretization of the

term ∇ ·
(
ρ−1∇ϕ

)
. In order to approximate the inverse of the Schur complement Ŝ−1

P CD, the
multigrid solver of the HYPRE library [68] is used, for which the action of A(1/ρ)

p is required.
This solver was indeed designed specifically for elliptic equations with variable coefficients. The
two diagonal mass matrix are then inverted, namely (M (1/µ)

p )−1 and (M (1)
p )−1, by applying

a rescaling to suitable vectors followed by a matrix-vector product for the operator F (1)
p =

N
(1)
p + ∆t−1M

(1)
p . Furthermore, the pressure convection-diffusion preconditioner requires the

construction of a Laplace A(1/ρ)
p and a convection-diffusion operator N (1)

p + ∆t−1M
(1)
p , together

with some choices of boundary conditions (the reader is referred to [63] for more information).
In relation to the velocity block, it requires the resolution of three linear systems, involving
velocity blocks Fww, Fvv and Fuu, which are all performed using the aforementioned multigrid
solver. These resolutions are completed by two matrix vector products and two updates of the
second member. The algorithm applied to block triangular preconditionner is summarized in the
algorithm presented in appendix E.

5.2 Fully coupled solver parallelization

The numerical simulation of an unsteady two-phase flow, possibly in turbulent regime, requires
very important resources in terms of mesh size, computational time and memory storage. The
decomposition domain based parallelization of the different steps, resulting from the equations
discretization, is essential to achieve calculations on grids with more than a billion points. Indeed,
parallelization has multiple objectives. On the one hand, to obtain reasonable computational
times, ideally inversely proportional to the computational resources. And on the other hand,
to be able to deal with realistic simulations in terms of dimensionless numbers and physical
phenomena solved.
Numerical tests have revealed that about 90% of the total CPU time is dedicated to the linear
solver for serial applications. Therefore, the focus for optimization concerns the parallel algo-
rithmic processing of this specific part of the code, by leveraging the combined use of iterative
solver BiCGStab(2), block and multigrid preconditioners. The solver requires a large number of
matrix-vector multiplication, dot products, linear combinations and several applications of the
multigrid preconditioners. These operations are the most important in terms of execution times.
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A domain decomposition approach is used to share the spatial data across processes, using a
Cartesian decomposition of the global mesh, with MPI exchanges across subdomain boundaries.
This parallelization is adapted to massively parallel computers with distributed memory.

5.2.1 Parallel operations

In the BiCGStab(2) algorithm (see appendix D), for each iteration, are performed :
— 4 matrix-vector multiplications

The strategy used involves partitioning the rows of the matrix, as well as the vectors
between the processors. Each processor Pi performs locally the product of a block Ai and
a vector Xi. The resulting vector (A×X)i has the dimension of the number of rows of the
matrix Ai. Therefore, no communication is needed in the local computation of the matrix-
vector product, instead, this distribution implements short communication messages before
the beginning of each calculation.

— 9 dot products.
The 9 dot products of this algorithm represent global values using distributed components
of local vectors. Thus, each processor calculates a partial dot product of two correspon-
ding local vectors by multiplying these two vectors and summing the components of the
partial result. Then each processor sends its partial result to all the others and receives
the products of the other processors that it sums to its own result. Therefore, a global
communication is necessary in this scalar product.

— 9 linear combinations.
Each processor contains a part of each global vector included in the operation Xi ←
Xi + αYi, called local vector. The result vector of the linear combination obtained is also
a local vector. Therefore, no communication is necessary in this operation.

— 16 multigrid preconditioner applications, corresponding to 4 multigrid per component (u,
v, w and p).
To apply the preconditioner P which is involved in the Bicgstab(2) algorithm, we will need
to solve 16 matrix subsystems per iteration. This is done by using the HYPRE parallel
computation library, which offers a large choice of interfaces (structured, semi-structured
or algebraic) and multigrid preconditioners (algebraic as BoomerAMG and geometric like
PFMG or SMG). In order to take advantage of the higher efficiency of PFMG, this solution
strategy has been implemented in the code as it reveals to be the most efficient multigrid
solver for our multiphase problems and fully-coupled approach.

5.2.2 Performance evaluation

The classical approach to qualifying a solver in the high-performance computing domain is to
check its scalability. It allows to evaluate the performance of a parallel solver when the number
of cores is increased. Two metrics, the speed-up S and the efficiency E are defined and two kinds
of scalability achieved within two different contexts are distinguished:
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— Strong scalability: for a fixed problem size, the number of processes is increased. Ideally,
one hopes for linear scalability. In the case of an application that performs a large number
of computations, the aim is to find the point at which a reasonable computational time is
achieved but still limits the overhead induced by a parallel process.

The speed-up S(p) is defined as the gain of a parallel computation with p processes com-
pared to the same algorithm over a number of reference processes pref .

S(p) = tref

tp
pref (5.22)

where tref is the time cost for pref processes (note that tref not necessary equals to tseq

as the reference might not be the sequential case), and tp the amount of time to complete
the same unit of work with p processes.

— Weak scalability: both number of processes and problem size are increased proportionally,
such that the quantity of data to be processed per process holds constant. In the case
of ideal weak scalability, a constant execution time of the program should be achieved.
This corresponds to a constant efficiency which is therefore independent of the number of
processes.

In this case the speed-up is defined by

S(p) = tref

tp
p (5.23)

For both cases, the efficiency provides an assessment of the ”performance” of the parallel com-
putation. In theory it is less than 1, but for superscalar algorithms the efficiency can exceed this
conventional value. The following expression is used to define the efficiency :

E(p) = S(p)
p

(5.24)

In this section, the parallel performance of the in-house code Fugu and specifically the new fully-
coupled solver are evaluated. For this purpose, we will consider the strong and weak scalability
of the solver as defined above, by checking the evolution of two criteria : the speed-up and the
efficiency.
The weak and strong scalability tests are carried out on the simulation of the liquid-liquid phase
inversion, on two French supercomputers : SKL Irene, from CEA’s Very Large Computing Centre
(TGCC) in Bruyères-le-Châtel and for the Jean Zay : HPE SGI 8600 computer from the Institute
for Development and Resources in Intensive Scientific Computing (IDRIS-CNRS). The number
of processors is increased until 12800. Figure 5.3 presents the speed-up and efficiency for strong
and weak approaches. The previous definitions (Eqs. (5.22)-(5.24)) allow a direct comparison of
metrics.
Both scalability analysis have been performed over 30 time iterations of the phase inversion
problem tackled in Sec. 5.3.1 at fixed residual ε = 10−4 of the iterative solver. Performances
have been evaluated using complete computing nodes, i.e. the number of cores/processors is a
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Figure 5.3 – Strong (filled symbols) scalability on a 138 million scalar cell mesh and weak
scalability (empty ones) on meshes corresponding to 603 × p (from 5 millions up to 1.1 billion
scalar cells).

multiple of 24 (40) for the SKL Irene (Jean Zay) supercalculator.
First, a good scalability S associated with the fully-coupled solver is obtained (Fig. 5.3a) with
a speed-up close to the ideal one. No significant differences are visible between the two super-
computers.
Thereafter, it can be seen that the code is able to exploit the available computing resources on
these supercomputers. The parallel efficiency E is 96% for a calculation on 6400 cores with 273

cells/core on Jean Zay and 89% for a calculation on 8064 cores with 253 cells/core on Irene. In
the worst case, the weak scalability study (Fig. 5.3b) shows that the parallel efficiency obtained
with 603 cells/core loading does not deteriorate that much when increasing the problem size.
Indeed, the computational overhead is less than 20% up to a 5120 cores on Jean Zay and 3072
cores on SKL Irene.

5.3 Applications to physical cases

This part is addressed to the validation of the fully-coupled solver, and more specifically the
numerical methodologies developed, specifically on two-phase flow test cases. Single phase va-
lidations on standard flow problems of the literature have previously been considered in [55]
for the 2D fully coupled method. The contribution of the fully-coupled method when tackling
complex problems with high density and viscosity ratio will also be studied.

5.3.1 Phase inversion between two incompressible liquids

A two-phase flow, water-oil for instance, where one phase is dispersed in the other, can cor-
respond to a phase inversion, i.e., the dispersed phase becoming the continuous phase. This
unsteady phenomenon is then accompanied by several small and large scale interfacial pro-
cesses, such as deformation, ligament formation, interface break-up and coalescence [66]. In this
work, a three-dimensional phase inversion case recently studied by Saeedipour et al. [156],
is investigated. In the following, the geometry and the physical parameters of the problem are
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briefly presented before a discussion about the numerical results as well as their comparisons
with the reference [156]. An initial cubic blob of light liquid, referred to as fluid 1, is placed
at a bottom corner of a cubic box filled with a heavier liquid, called fluid 2. The size of the
box is (H,H,H), while the size of the blob of light fluid is (H/2, H/2, H/2). All box walls are
considered as slip walls, so that the normal components as well as normal derivatives of tan-
gential components are zero. Gravitational acceleration g is applied in the vertical direction.
The dimensionless numbers governing the dynamics of this problem are therefore the Reynolds
number Re = ρ1HUg/µ1 and the Weber number We = ρ1HUg

2/σ. The velocity scale used in
previous studies [66] is Ug =

√
gH/2(ρ2 − ρ1)/ρ1. The liquids properties are ρ1 = 1000 kg/m3,

ρ2 = 900 kg/m3, µ1 = µ2 = 1 Pa·s, g = −9.81 m/s2 and σ = 0.45 kg/s2. The height H = 1 m,
leads to Re = 211 and We = 121.

The macroscopic quantities of interest are defined and widely discussed in [66]. In this paper,
the focus is on the enstrophy time evolution. Concerning the numerical parameters, the simula-
tions are carried out on four grid ranging from 1283 to 10243 cells. The residual of the iterative
BiCGStab(2) solver is initially fixed to ε = 10−5. As far as the time derivatives, a constant time
step ∆t = 10−3 s is chosen, and a time corresponding to 10 s of the flow motion is crossed.
For the smaller mesh 10243, it should be noted that the simulations were performed on 6696
processors of the HPC Occigen cluster of CINES and have taken about 125h of computing time.

Before discussions about the numerical properties of the simulations, it should be noted that all
quantities of interest presented in Figures (5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13) (kinetic
and potential energy, enstrophy, dissipation, interfacial area and volume of light fluid in the top
of the cavity) and defined in [66] well converge, for all times, through the references solution
from a mesh size of 2563. The exception for convergence is the interfacial area which is very
dependent on the computation strategy. Moreover, in line with the VOF used method [193],
the volume of light fluid remains constant to almost machine accuracy along the simulation,
regardless of the mesh size.

Figure 5.4 – Kinetic energy in fluid 1 Figure 5.5 – Kinetic energy in fluid 2
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Figure 5.6 – Potential energy in fluid 1 Figure 5.7 – Potential energy in fluid 2

Figure 5.8 – Enstrophy in fluid 1 Figure 5.9 – Enstrophy in fluid 2

Figure 5.10 – Dissipation in fluid 1 Figure 5.11 – Dissipation in fluid 2

Figure 5.12 – Interfacial area Figure 5.13 – Mass conservation

Figure 5.16 presents the time evolution of the enstrophy integrated for both fluids over the



167

 5.75

 5.8125

 5.875

 5.9375

 6

 6.0625

 3  3.1  3.2  3.3  3.4  3.5

e
n

s
tr

o
p

h
y
 (

m
3
/s

)

time (s)

fluid-1 ref.
ε = 1.10

-3
, CPU=10.09h

ε = 1.10
-2

, CPU=6.80h
ε = 5.10

-2
, CPU=4.60h

Figure 5.14 – the effect of the residual.
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Figure 5.16 – Enstrophy in fluid 1: study of the effect of the residual and the time step on the
quality of the solution.

whole domain. Results are compared with those of [156]. A very relevant parameter to analyze
in numerical simulation in general and for our case in particular, is the effect of the residual. For
this, three different residuals are considered : ε = 10−3, 10−2 and 5× 10−3. The results obtained
on the enstrophy of the heavy fluid for example, always being compared with the reference data,
are shown in the figure 5.14. The mesh used for such simulations is 5123, with a reference time
step ∆t = 10−3 s. We can show the effect of the residual values on the enstrophy solution near
the first peak. The time step is fixed, ∆t = 10−3 s. The initial residual is ε0 = 10−3. With a 10
times larger value of residual, ε = 10ε0, the computational cost is reduced by 30% and by 50%
with a residual threshold ε = 50ε0. On the plotted interval, the difference between simulations
are about 2h while a robust 1% difference is again observed from the reference solution [156].
The same quantity, the enstrophy of the heavy fluid, is considered, but this time we carry out a
comparison based on the CFL condition (or time step). For a grid 5123 and a residual threshold
value ε = 10−3, the results are exported on the figure 5.15. Plotting the enstrophy curves for
this second comparison first confirms insensitivity of the calculation to CFL condition, contrary
to what we may be expected. This may be justified by the way the equations are solved. Indeed,
the use of an implicit scheme via a fully-coupled solver, allows to simulate problems with CFL
higher than 1 and to obtain an expected physical meaning of the simulations. With a fixed
residual, ε = 10−3, and a reference time step ∆t = 10−3 s, the computational cost is reduced by
almost 30% with a time step ∆t/2 and about 60% with ∆t/4. On this range of time steps, the
obtained peak intensity varies less than 1%.

5.3.2 3D rising bubble

This first case is based on a numerical benchmark [1] investigating rising bubbles in a liquid
column. The studied cases allow to evaluate the robustness of the complete algorithm when
the interface is in motion and undergoes relatively large deformations. The authors [1] compare
different solutions of two configurations, achieved using numerical codes developed by different
teams. Three groups participated in these two test cases : group 1 (IGPM, RWTH Aachen) with
the DROPS code Finite element/Level-set, group 2 (INS, University of Bonn) with the code
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NaSt3D finite difference/Level set, and group 3 with the code OpenFOAM finite volume/VOF.
A qualitative analysis of the characteristic parameters of the rising bubble, such as the time
evolution of the centre of mass or the rising velocity of the bubble, allowed the authors to
establish reference solutions for chosen parameters. Here are compared the simulation results
with the reference solutions from [1] 2.
A brief description of the problem set-up and characteristics is presented. Initially, a bubble of
radius R0 = 0.25 m and centre (0.5 m, 0.5 m, 0.5 m) is placed inside a rectangular tank of
dimensions [0, 1] × [0, 1] × [0.2] m3. Under the effect of buoyancy force, the bubble rises in the
z-direction. The bubble density, ρ2, is lower than that of the surrounding liquid (ρ1). No slip
boundary conditions at the walls is assumed, i.e., ū = 0̄ on all boundaries. The dimensionless
numbers of this flow are the Reynolds number Re = ρ1UgD/µ1, and the less common Eötvös
number Eo = ρ1Ug

2D/σ yielding the ratio between gravitational forces and surface tension
effects. The terms ρ1 and µ1 are the density and viscosity of the carrier fluid, D the bubble
diameter, Ug =

√
gD the gravitational velocity and σ the surface tension coefficient. In both

tackled configurations, the evolution of the bubble is studied over 3 s. Table 5.1 gives the physical
properties and dimensionless parameters associated with the two configurations.

Case ρ1 (kg/m3) ρ1/ρ2 µ1 (Pa·s) µ1/µ2 g (m/s2) σ (N/m2) Re Eo
1 1000 10 10 10 0.981 24.5 35 10
2 1000 1000 10 100 0.981 1.96 35 125

Table 5.1 – Physical parameters describing the test cases. Here, ρ2 and µ2 refers to the fluid
density and viscosity respectively inside the bubble whereas ρ1 and µ1 are related to the density
and viscosity of the surrounding fluid. Also, g is the magnitude of the gravity acceleration and
σ is the surface tension coefficient.

For the qualitative analysis of the results, the following characteristics are studied : the barycen-
ter xc of the bubble and the rise velocity ūc. Note that these quantity definitions can be found
in [1]. To validate our solver, we have defined a reference solution on a fine mesh according to
the authors [1].
For both test cases, the simulations were carried out on three grids with a mesh size h = 1/32,
1/64 and 1/128 and time step size ∆t = 10−3 s. As far as the residual of the BiCGSTAB(2), a
constant value ϵ = 10−4 is chosen. It has to be noted that the simulation were performed on 144
processors of the HPC cluster Occigen of CINES and required about 4h of computing time. Our
reference solution is defined as the one achieved on the finest grid 128×128×256, i.e. h = 1/128
with the fully-coupled solver. It will be further compared with those of the three groups from
the benchmark. It should be noted that the reference solution of the first group (with DROPS
code) is provided on a regular initial grid containing 4× 8× 4 cells, each being subdivided into
6 tetrahedra. This grid is then dynamically and adaptively refined near the interface, leading
to a mesh size of h = 1/32 within the refinement zone. The time step size ∆t = 2.5 × 10−4 s
in the benchmark simulations. The results of the second group (NaSt3DGPF) is achieved with

2. The references data of all quantities of interest are available in the website : http://wissrech.ins.
uni-bonn.de/research/projects/risingbubblebenchmark.

http://wissrech.ins.uni-bonn.de/research/projects/risingbubblebenchmark
http://wissrech.ins.uni-bonn.de/research/projects/risingbubblebenchmark
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Figure 5.17 – Bubble rise for test case 1. The interface C = 0.5 is plotted at times t = 3s (first
row) and t = 2s (second row). First column holds for DROPS code, second column for NaSt3D,
third column for OpenFoam and fourth column to our Fully-coupled solver.

121 × 121 × 241 grid cells and time step size ∆t = 10−4 s. Lastly, group 3 (OpenFOAM) has
constructed a reference solution on a regular grid with 128 × 128 × 256 cells and a time step
∆t = 10−4 s.

Test case 1

The simulations of the rising bubble obtained at instant t = 2 s and t = 3 s are shown in Fig. 5.17.
It can be observed that the overall shape of the bubble is similar with the fully-coupled approach
to that of others groups. Indeed, as for the references, the bubble reaches a stable ellipsoidal
shape by extending itself in directions perpendicular to the flow.
Time evolution of the rising velocity are shown in figure 5.18a for different grid refinements.
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Figure 5.18 – Test case 1. a Rise velocity w-component as un function of time. b Center of
mass position. Plain lines stand for the present work while symbols refer to benchmark results [1]
from different codes.

Also, the state of the simulation between 0.75 s and 1.25 s is visualized in a zoomed extracted
in Fig. 5.18a. It can be concluded that a very nice convergence of the solutions is obtained for
the fully-coupled solver from grid h = 1/32. Furthermore, the solutions provide results in good
agreement with those of the DROPS and NaSt3D codes. Furthermore, in the final part of the
simulation, significant differences are noted between the fully-coupled solver and the OpenFOAM
code. With respect to the evolution of the position of the centre of mass, we can clearly see on
the Fig. 5.18b that the solutions converge from the grid h = 1/32, they are in accordance with
the references.
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Test case 2

This test was also carried out on grids with a mesh size h = 1/32, 1/64 and 1/128 and time
step size ∆t = 10−3 s. As for the reference solutions, the same numerical parameters are used as
in the previous case. According to the diagram of Clift et al. [38], the bubble in test 2 is in a
dimpled ellipsoidal-cap regime where its shape can be strongly deformed with the interface dug
in its wake. This is in particular due to the value of the surface tension that is lower than in test
case 1. In Figure 5.19, the evolution of the interface of test 2 is reported at t = 2 s and t = 3
s. The numerical shapes corresponding to C = 0.5 iso-surface correlates well with experimental
result predicted by the diagram of [38]. As illustrated in this figure, the Fully-coupled solver
provides results comparable to the one of the benchmark. In fact, in the resolved regions of the
bubble, the overall shape of the bubble is converged as for the other groups in the benchmark.
However, the bubble shapes strongly differ at the bottom edge between the codes.

Figure 5.19 – Same as Fig. 5.17 for test case 2.

The rising velocity over time is visualized in Figure 5.20a. We notice that all the codes have a ve-
locity peak which is of the order of 0.37 at t = 0.5. After this time, the bubble velocity decreases
to reach a stabilized state. Also, our simulations are in better agreement with the results of
DROPS and OpenFOAM codes than the simulations of NaSt3D code. Finally, Fig. 5.20b shows
the evolution of the barycenter of the bubble. Here, the numerical results show good agreement
between all codes with less sensitivity of the results regarding the numerical approaches. On
a global point of view, the Fugu solver has been favourably compared to the results of bench-
mark [1], which validates the accuracy and the physical relevancy of the fully-coupled solver.
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5.3.3 Free fall of a dense sphere

The free fall of a dense sphere in air may seem like a simple process at first sight. However,
predicting the behaviour of this two-phase system perfectly is not easy on a numerical point of
view. Indeed, the high density and viscosity ratios lead to ill-conditioned linear systems and dif-
ficulties in solving issues. Consequently, this test case has a great interest to us for two reasons.
On the one hand, it allows checking whether the resolution is robust, when complex unsteady
two-phases problems are undertaken, in which density and viscosity ratio may exceed 106. On
the other hand, since the exact solution of the falling velocity (wc = −gt m/s in a void medium)
and center of mass (zc = −gt2/2 + z0 m) are known, thereafter we can evaluate the accuracy of
the fully-coupled solver.

The initial configuration consists of highly viscous liquid droplet of radius r = 0.0125 m, density
ρ = ρ2 and dynamic viscosity µ = µ2 which is released without initial velocity in air. Gravity is
set at g = −9.81 m/s−2 in the z-direction, while the surface tension coefficient σ is set to zero.
The sphere is centered at (x0, y0, z0) = (0.05 m, 0.05 m, 0.15 m) in a parallelepiped cavity full
of air whose density and viscosity are ρ = ρ1 and µ = µ1 respectively. The cavity is 0.2 m high,
0.1 m long and 0.1 m wide.

Concerning the numerical parameters, the simulations are carried out on a Cartesian grid contai-
ning 128 × 128 × 256 cells, with a residual of ε = 10−4 for the BiCGStab(2). As far as the time
derivatives, a constant time step ∆t = 1× 10−4 s is chosen, and 1500 time steps are computed,
corresponding to 0.15 second of the flow motion. It has to be noted that the simulation were
performed on 144 processors of the HPC cluster Occigen of CINES and required about 5h of
computing time. The physical parameters for the test case are ρ1 = 1 kg/m3, µ1 = 1 Pa·s,
ρ2/ρ1 = µ2/µ1 = 106 and g = −9.81 m/s2.

As in the case of the rising bubble, the qualitative analysis of the results is focused on the
barycenter xc of the bubble and the rise velocity ūc. The simulation results of the fully-coupled
solver after 1500 time iterations are illustrated in Fig. 5.21. The corresponding colour function
at the interface, vertical velocity and vorticity magnitude are presented. It can be seen that the
fully coupled solver accurately predicts the fall of the sphere when neglecting the drag force.
Unquestionably, the computation shows that the strain rate tensor inside the ball vanishes as
∥∇· ¯̄T∥ ≈ 0. Fig. (5.22) reports the evolution over time of the position of the falling velocity and
the centre of mass of the sphere, obtained by the fully-coupled solver when the reference grid
128 × 128 × 256 is considered as well as the corresponding analytical solutions. The numerical
solution is in good agreement with the reference solution.
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(a) phase function C (b) ∥ū∥ (c) ∥∇̄ × ū∥

Figure 5.21 – Numerical simulation of a free fall of dense sphere at t = 0.144 s, obtained on
a fine mesh 128 × 128 × 256, by the fully coupled solver. The different fields presented in each
row are: on the left, the color function, i nthe middle, the velocity magnitude and on the right,
the vorticity magnitude.
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Figure 5.22 – Vertical velocity and center of mass for the free fall of a dense and viscous drop(
ρ1/ρ2 = µ1/µ2 = 106) obtained by the fully coupled method with several meshes. left: Vertical

velocity and right: center of mass.

5.4 Conclusions

An original fully-coupled solver has been presented for computing three-dimensional unsteady
and incompressible two phase flows, in which the velocity-pressure coupling is kept at each
time step. The tracking of the interface has been modelled by solving an advection equation
of phase function by means of a conservative VOF scheme. The Navier-Stokes equations have
been successfully solved using our new fully-coupled solver thanks to the development of new
block preconditioning techniques for the velocity block. The latter has been done by means of an
infinite series development of the different terms of the velocity block. Further, we demonstrated
the ability of the solver to deal with complex cases, for high density and viscosity ratios, such as
the case of the free fall of dense sphere or rising bubble in a water column. In addition, we have
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shown that fully-coupled solver is able to resolve two-phase problems on more than 1 billions
cells, with excellent scalability. In addition, the fully coupled solver is very insensitive to the
time step and the residual level of the iterative method, which is a nice feature of the approach,
that is not true for time splitting or segregated methods such as the projection technique.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le solveur tout-couplé 3D parallèle, pour lequel
les équations de Navier-Stokes diphasiques et incompressibles sont résolues sous forme conserva-
tive. Cependant, un cas particulier comme l’advection d’une sphère dense dans un fluide parfait
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affecte la stabilité du code, et mène à une perte non contrôlée de l’énergie cinétique. Ces insta-
bilités sont liées à la discrétisation des termes convectifs sur le maillage décalé, et en particulier
à l’inconsistance dans le transport de la masse volumique et de la quantité de mouvement.
Dans ce chapitre, nous développons une nouvelle stratégie capable de surmonter ces instabilités
numériques. Pour ce faire, nous allons conjuguer le transport de la quantité de mouvement avec
le transport de la masse volumique afin d’aboutir à une maîtrise de la consistance, de la stabilité
et de la précision du code de calcul.
Nous faisons en premier lieu un état de l’art des différentes méthodes existantes permettant d’as-
surer la consistance entre le transport de la masse volumique et de la quantité de mouvement. La
section 6.2 est consacrée au nouveau schéma de transport consistant que nous avons développé
dans le code FUGU, et que nous nommerons schéma AMP (Algebraic Momentum Preserving) ou
formulation conservative. Enfin, nous présentons quelques cas de validation et de comparaison
afin de montrer les améliorations significatives apportées par le nouveau schéma, notamment en
termes de stabilité du code.

6.1 Problématique et État de l’art

Nous nous intéressons ici à la modélisation et à la simulation des écoulements diphasiques in-
compressibles. L’objectif est de proposer un schéma numérique consistant pour le modèle à un
fluide. Tout d’abord, nous rappelons les équations du mouvement directement établies à partir
de la loi fondamentale de la dynamique, la seconde loi de Newton qui se présente sous la forme
suivante :

ργ̄ = ρ
dū

dt
=
∑

F̄ (6.1)

où ρ est la masse volumique du mélange variable et discontinue (au niveau de l’interface), γ̄ et
ū sont respectivement les composantes d’accéleration et de vitesse, t le temps et F̄ la résultante
des forces qui agissent sur un volume matériel Ω.
Pour un écoulement diphasique, si p représente le champ de pression, ḡ l’accelération gravita-
tionnelle, σ la tension de surface, κ la courbure locale à l’interface et C la fonction couleur, le
modèle à un fluide dans sa forme standard s’écrit :

dC

dt
= ∂C

∂t
+ ū · ∇C = 0 (6.2)

ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū

)
= −∇p+∇ · [µ(∇ū+∇ūT )] + ρḡ + σκ∇C (6.3)

∇ · ū = 0 (6.4)

ρ = ρ1C + ρ2 (1− C) (6.5)
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µ = µ1C + µ2 (1− C) (6.6)

Notons que la combinaison des équations (6.2), (6.4) et (6.5) permet de vérifier l’équation de
conservation de masse ∂ρ

∂t +∇ · (ρū) = 0. En effet,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρū) = ∂ρ

∂t
+ ū · ∇ρ+ ρ∇ · ū = (ρ1 − ρ2)

[
∂C

∂t
+ ū · ∇C

]
= 0. (6.7)

La formulation à un fluide présentée ci-dessus est non conservative dans sa forme, car appliquée
à des variables non conservées (pression p et vitesse ū). D’un autre côté, la consistance entre
la masse volumique et la quantité de mouvement n’est pas garantie en raison, entre autre, de
l’utilisation de maillage décalé, et spécialement la discontinuté de la masse volumique dans les vo-
lumes de contrôles coupés par l’interface. Pour des écoulements incompressibles monophasiques
ou des écoulements incompressibles dilatables avec une masse volumique constante dans le terme
inertiel comme les équations considérées pour la convection naturelle sous l’approximation de
Boussinesq, il est équivalent de considérer la formulation non conservative ρ

(
∂ū
∂t + ū · ∇ū

)
ou la

forme conservative ∂ρū
∂t +∇ · (ρū⊗ ū) du terme inertiel. Pour les écoulements diphasiques avec

interfaces et masses volumiques variables, ceci n’est plus valable, même lorsque chaque phase
séparée est incompressible, en raison de la présence d’une masse volumique moyenne et variable
dans les volumes de fluide locaux coupés par l’interface. Lorsque des forts rapports de masse
volumique sont considérés, l’une des questions les plus importantes de la communauté est le
problème de consistance entre la masse volumique et la quantité de mouvement. Pour faire une
étude rigoureuse sur cette problématique, nous nous proposons d’abord de passer en revue les
connaissances déjà acquises sur ce problème et les méthodes qui ont été utilisées.

Au cours des dernières décennies, la communauté diphasique s’est intéressée à la raison fon-
damentale et à la résolution des instabilités numériques associées aux écoulements diphasiques
dont les rapports de masses volumiques sont de l’ordre de 100 à 1000 et plus. Dans le cadre
des méthodes VOF, l’une des premières méthodes développées pour surmonter le problème de
la consistance entre la masse volumique et la quantité de mouvement a été proposée par Rud-
man [152]. Dans son approche, Rudman calcule les flux de quantité de mouvement et de masse
directement à partir des flux de la VOF. Ceci est réalisé via l’utilisation d’une sous-grille fine
pour le transport de l’interface, lorsque un maillage décalé est mis en place. Afin de contourner
le coût de l’utilisaiton d’une sous-grille fine, Sussman et al [28] utilisent un maillage colocalisé
(toutes les variables résident au centre des cellules) pour assurer plus facilement la consistance
entre la conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Des avancées récentes ont
été proposées par Le Chenadec et Pitsch [112], et plus tard par Owkes et Desjardins [135] en
ce qui concerne les schémas basés sur les VOF-unsplit, qui utilisent des reconstructions géomé-
triques (conservatives) des flux. Par exemple, Le Chenadec et Pitsch emploient une technique
intitulée "Lagrangian remap", permettant de construire des flux consistants de masse volumique
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et quantité de mouvement, tandis que Owkes et Desjardins advectent la masse volumique sur
une grille deux fois plus fine (même principe que Rudman) pour assurer la consistance. D’autres
méthodes ont également été abordées par Fuster et al. [75], Arrufat et al [10] et Sagar et al [138].
Dans ces méthodes, les équations de bilan de la quantité de mouvement et de masse volumique
sont résolues sur chaque volume de contrôle, en reconstruisant dans chacun d’eux les fractions
volumiques associées. Par rapport à la méthode Level set et à toutes les méthodes équivalentes
qui reposent sur l’utilisation d’une fonction distance signée, le concept de transport consistant a
initialement été proposé par Raessi et Pitsch [147]. Le point clé de leur approche est la définition
des flux de masse de façon geométrique à partir de la fonction Level set, mais aussi l’utilisation
des mêmes flux de masse pour évaluer les flux de la quantité de mouvement. À ce problème, une
solution plus efficace a été établie par Desmons et al [45]. Dans leur méthode HOMP (high-order
momentum preserving), une résolution d’une équation d’advection supplémentaire est mise en
place pour la prédiction de la masse, de manière cohérente avec le terme inertiel de l’équation
de la quantité de mouvement. L’utilisation la plus récente de ces techniques pour la simulation
d’écoulements diphasiques à forts rapports de masses volumiques a été menée par Nangia et
al [125]. Dans leurs travaux récents, Nangia et ces collaborateurs ont proposé une approche
similaire à celle établie par Desmons et al [45] pour évaluer les flux de masse volumique. Une
fois connus, les flux sont ensuite introduits dans le calcul du terme convectif. Dans le cadre des
méthodes CLS-VOF, Vaudor et al [177] reprenent les différents développements proposés par
Rudman sans l’utilisation d’une sub-grille. Plus récemment, une méthode CMOM (Consistent
Mass-Momentum transpot) a été développée par Zuzio et al [201]. L’idée génératrice de cette
méthode est de résoudre sur chaque volume de contrôle de vitesse une équation de transport de
moment ainsi qu’une équation supplémentaire de transport de la masse pour obtenir une masse
prédite cohérente avec la solution du transport de quantité de mouvement. Dans ce schéma, les
flux de masse sont évalués à partir de la fonction de couleur VOF et sont ensuite utilisés pour
calculer le terme convectif de la quantité de mouvement. Pour avoir une vue d’ensemble des
spécificités des nombreuses méthodes dans la littérature, nous renvoyons le lecteur au tableau
6.1, qui donne une synthèse de ces approches basées sur les méthodes VOF et Level-set.
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Rudman [152] Bussman
et al [28]

Le chenadec
et Pitsch [112]

Oweks
et Desjardins [135]

Fuster
et al [75]

Maillage 2D décalé 3D hexaédrique
colocalisé 3D décalé 3D décalé 3D décalé

Advection de
l’interface VOF VOF VOF VOF VOF

Calcul des
flux

Split, flux
algébriques,

euler

Unsplit, flux
géométriques,

euler

Unsplit, flux
géométriques,

semi-lagrangien

Unsplit, flux
géométriques,

semi-lagrangien

split, flux
géométriques,

euler
Tension de

surface CSF Non spécifiée VOF convolution Fonctions
de hauteur

Fonctions
de hauteur

Couplage
vitesse-
pression

Projection-
correction

Projection-
correction

Projection-
correction

Projection-
correction

Projection-
correction

Raessi
et Pitsch [147]

Vaudor
et al [177]

Nangia
et al [126]

Desmons
et al [45]

Zuzio
et al [202]

Maillage 2D décalé 3D décalé 3D décalé 3D décalé 3D décalé
Advection de

l’interface Level Set Level Set Level Set Level Set Level Set

Calcul des
flux

Level Set, semi-
lagrangien

split, flux
géométriques,

euler

split, flux
algébriques,

euler

split, flux
géométriques,

euler

split, flux
géométriques,

euler
Tension de

surface
Ghost
Fluid

Ghost
Fluid CSF CSF Ghost

Fluid
Couplage
vitesse-
pression

Projection-
correction

Projection-
correction

Tout-
couplé

Projection-
correction

Projection-
correction

Table 6.1 – Synthèse des schémas de transport consistant de la quantité de mouvement et de
la masse volumique.

6.2 Développement d’un schéma AMP (Algebraic Momentum
Preserving)

Nous nous intéressons maintenant au nouveau schéma basé sur les travaux de Nangia et al [125].
Contrairement à l’approche de Nangia et al portant sur un transport de la masse volumique
et une déduction du terme convectif des équations de Navier-Stokes à partir du transport de
la masse volumique, nous avons choisi de conjuger le transport de la masse volumique avec la
quantité de mouvement pour maintenir la stabilité du code, notamment lorsque des instabili-
tés interfaciales se développent. L’idée majeure repose sur la reformulation et la discrétisation
consistante du terme inertiel dans les équations de bilan de la quantité de mouvement. Dans le
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contexte du MUF, le terme inertiel peut être formulé sous une forme conservative comme suit :

si ρ est variable :

ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū

)
= ∂ (ρū)

∂t
− ū∂ρ

∂t
+ ρū · ∇ū = ∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū)− ū∂ρ

∂t
− ū∇ · (ρū)

= ∂ρū

∂t
+∇ · (ρū⊗ ū)− ū

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρū)

]
. (6.8)

Considérons maintenant l’équation de transport de masse et le bilan de quantité de mouvement
(pour plus de clarté, nous supposons qu’il n’y a pas de viscosité, ni de gravité, ni de tension
superficielle). ∀α ∈ (x, y, z), les équations de conservation peuvent être exprimées comme suit :

∂ρα

∂t
+∇ · (ραū) = 0 (6.9)

∂ραuα

∂t
+∇ · (ραuα ⊗ ū) = −∇αp (6.10)

∇ · ū = 0 (6.11)

Les équations de Navier-Stokes (6.9)-(6.10) (sous forme conservative) peuvent être reformulées
sous forme de notation d’opérateur comme suit :

∂ρα

∂t
+N (ρα, ū) = 0 (6.12)

∂ραūα

∂t
+N (ραūα, ū) = −∇αp (6.13)

En faisant un splitting temporel de l’équation (6.13), nous trouvons :

ρn+1
α − ρn

α

∆t +N
(
ρ∗,n+1

α , ū∗,n+1
)

= 0 (6.14)

ρ∗∗
α ū

∗∗
α − ρn

αū
n
α

∆t +N
(
ρ∗,n+1

α ū∗,n+1
α , ū∗,n+1

)
= 0 (6.15)

ρn+1
α ūn+1

α − ρ∗∗
α ū

∗∗

∆t = −∇αp (6.16)

∇ · ū = 0 (6.17)

où les quantités
(
ū∗,n+1

α , ρ∗,n+1
α

)
sont les extrapolations de la vitesse eulérienne et de la masse

volumique à l’instant n+1. L’idée précédemment évoquée consiste à résoudre l’équation de conti-
nuité auxiliaire (6.14) en parallèle avec l’équation de bilan de quantité de mouvement (6.15).
Ceci est réalisé pour chaque composante de vitesse et dans chaque volume de contrôle, d’une
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manière qui assure la consistance discrète des flux de masse volumique et de quantité de mou-
vement. Dans la suite du chapitre, nous contractons la masse volumique ρn+1

α et la quantité de
mouvement ρ∗∗

α ū
∗∗
α dans une seule variable Φ, avec Φ = ρα ou Φ = ραūα. Pour plus de simplicité

dans les notations, les équations (6.14)-(6.15) deviennent :

Φn+1 − Φn

∆t +N
(
Φ, ū∗,n+1

)
= 0 (6.18)

ou encore :
∂Φ
∂t

+N (Φ, ū) = 0 (6.19)

6.2.1 Avancement en temps de la solution

Concernant l’intégration temporelle de l’équation (6.19), nous utilisons un schéma d’ordre trois
en temps de type Runge-Kutta à trois étapes (SSP-RK3) [82]. Ce schéma d’avancement en temps
peut être vu comme une combinaison convexe de pas d’un schéma d’Euler d’ordre 1. Pour une
CFL (condition de Courant-Friedreichs-Lewy) où ∆t < min

(
u

∆x ,
v

∆y ,
w

∆z

)
, l’ensemble du schéma

d’avancement s’articule donc de la façon suivante :

ϕ1 = ϕn −∆t∇ · (ϕnūn
adv) avec ūn

adv = ūn (6.20)

ϕ2 = 3
4ϕ

n + 1
4ϕ

1 − 1
4∆t∇ ·

(
ϕ1ū1

adv

)
(6.21)

ϕn+1 = 1
3ϕ

n + 2
3ϕ

2 − 2
3∆t∇ ·

(
ϕ2ū2

adv

)
(6.22)

où ū1
adv et ū2

adv sont les vitesses extrapolées de manière appropriée pour maintenir la précision
du schéma. Elle s’écrivent sous la forme :

ū1
adv = 2ūn − ūn−1 (6.23)

ū2
adv = 3

2 ū
n − 1

2 ū
n−1 (6.24)

6.2.2 Discrétisation spatiale de la solution

Nous venons d’exposer une discrétisation temporelle de l’équation de transport de la fonction
Φ écrite sous sa forme conservative (6.20),(6.21),(6.22). IL reste alors à discrétiser la partie
convective de l’équation, c’est à dire les variations spatiales de la fonction Φ. Dans le code
FUGU, la discrétisation spatiale des équations de Navier-Stokes est basée sur une formulation
en volumes finis. La partie convective est donc intégrée sur chaque volume élémentaire pour
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donner : ∫
Ωi,j,k

∇ · (Φūadv) dV =
∫

Σi,j,k

Φ ūadv · n̄ dS. (6.25)

Par souci de simplicité de mise en œuvre des schémas numériques, nous décrivons la discrétisation
du terme ∇ · (Φūadv), dans laquelle Φ est définie sur les faces x et est advectée par une vitesse
ūadv,∫

Ωi,j,k

∇ · (Φūadv) dV ≈ [(ϕeue − ϕwuw) ∆y∆z + (ϕnvn − ϕsvs) ∆x∆z + (ϕfwf − ϕbwb) ∆x∆y]

(6.26)

les vitesse advectives ue, uw, vn, vs, wf , et wb sur les faces du volume de contrôle sont obtenues
en faisant la moyenne des composantes de vitesses adjacentes. Comme le montre la figure 6.1,
ces composantes de vitesse se présentent comme suit :

ue = ui+1,j,k + ui,j,k

2 ,

uw = ui−1,j,k + ui,j,k

2 ,

vn = vi,j+1,k + vi−1,j+1,k

2 ,

vs = vi,j,k + vi−1,j,k

2 ,

wf = wi,j,k+1 + wi−1,j,k+1
2 ,

wb = wi,j,k + wi−1,j,k

2 .

x

y

z

Φw

Φe

Φs

Φn

Φ(i,j,k)
Φ(i−1,j,k)

Φ(i+1,j,k)

u(i+1,j,k)

Φ(i,j−1,k)

Φ(i,j+1,k)

Φi,j,k−1

Φi,j,k+1

Φb

Φf

vi,j,k

w(i, j, k)

Figure 6.1 – Disposition des noeuds autour du volume de contrôle utilisé pour la discrétisation
des flux ϕ sur les différentes faces.

Pour prendre en compte les variations spatiales de la fonction Φ et ses valeurs sur les faces du
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volume de contrôle (ϕe, ϕw, ϕn, ϕs, ϕf et ϕw) nous nous orientons naturellement vers l’utilisation
des schémas d’ordres élévés. Ce choix est en parfait accord avec l’utilisation d’un schéma d’ordre
élevé en temps, afin de générer un schéma stable. C’est à ce niveau que l’application d’un schéma
WENO5 [200], CUI [141] ou encore CUBISTA [4] prend toute son importance pour calculer avec
une plus grande précision les variations spatiales de Φ. Ces schémas sont consistants et seront
donc convergents à condition de respecter la condition CFL.

6.2.2.1 Intégration spatiale : schéma CUI et CUBISTA

Pour trouver une approximation des flux numériques, nous présentons un schéma upwind d’ordre
3 avec un limiteur qui respecte les critères de variation totale décroissante (TVD) et de consis-
tance pour éviter toute oscillation de la solution. Pour une face décalée f ∈ e, w, n, s, f, b, la
valeur en amont ΦC , la valeur décentrée en amont ΦU et la valeur en aval ΦD sont repérées
en fonction de la direction de la vitesse advective. Par exemple, la Fig.6.2a illustre le cas où
ue > 0 pour lequel le volume de contrôle à droite de la face e est identifié comme aval (ΦD), et
les volumes de contrôles situés à gauche de la face e sont attribués à l’amont (ΦC) et à l’amont
decentré ΦU . De manière analogue, les stencils à trois points sont utilisés pour les autres faces
du volume de contrôle. Finalement, l’approximation du flux Φf sur une face f peut s’écrire sous
forme de variable normalisée comme suit :

Pour le schéma CUI : Φ̃f =



3Φ̃C si 0 < Φ̃C < 2
13

5
6 Φ̃C + 1

3 si 2
13 < Φ̃C < 4

5

1 si 4
5 < Φ̃C < 1

Φ̃C sinon

(6.27)

Pour le schéma CUBISTA : Φ̃f =



7
4 Φ̃C si 0 < Φ̃C < 3

8
3
4 Φ̃C + 3

8 si 3
8 < Φ̃C < 3

4
1
4 Φ̃C + 3

4 si 3
4 < Φ̃C < 1

Φ̃C sinon

(6.28)

où la valeur normalisée Φ̃f est définie par

Φ̃f = Φ− ΦU

ΦD − ΦU
. (6.29)

Une procédure similaire peut être utilisée pour évaluer une discrétisation des quantités advectées
sur les volumes de contrôles de la variable v et w.

6.2.2.2 Intégration spatiale : schéma Weno5

Afin de compléter la discrétisation spatiale du terme convectif, nous introduisons un nouveau
schéma de 5ème ordre de type Weno. Basé sur une formulation conservative, ce schéma s’appuie
sur l’utilisation d’un stencil de 5 points pour évaluer au mieux les flux. Par exemple pour obtenir
une meilleure approximation du flux f ∈ e, w, n, s, f, b à la face f , le schéma WENO5 utilise la
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(a) Lorsque ue ≥ 0 (b) Lorsque ue < 0

Figure 6.2 – Stencil du schéma CUI pour évaluer la quantité ϕ sur la face est du volume de
contrôle.

(a) Lorsque un ≥ 0 (b) Lorsque un < 0

Figure 6.3 – Stencil du schéma CUI pour évaluer la quantité ϕ sur la face nord du volume de
contrôle.

valeur en amont ΦC , les valeurs décentrées en amont ΦU et ΦUU , et les valeurs décentrées en aval
ΦD et ΦDD. Les figures 6.4a et 6.4b illustrent les cas où uf > 0 et uf < 0 pour lequels les flux
sur la face f sont discrétisés. Etant donné ce stencil, nous construisons ainsi une discrétisation
du flux Φf comme suit :

Φf = α1 q1 + α2 q2 + α3 q3
α1 + α2 + α3

(6.30)

où les termes q1, q2 et q3 sont les suivants,

q1 = 1
3ΦUU + 1

3ΦU + 1
3ΦC

q2 = 1
6ΦU + 5

6ΦC + 1
3ΦU

q3 = 1
3ΦC + 5

6ΦD + 1
6ΦDD

avec
α1 =

1
10

(IS1 + ϵW ENO)2 (6.31)

α2 =
6
10

(IS2 + ϵW ENO)2 (6.32)

α3 =
3
10

(IS3 + ϵW ENO)2 (6.33)
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où ϵW ENO assure que le dénominateur soit non nul et les termes IS, dénotant l’indicateur de
régularité, sont définis par :

IS1 = 13
12 (ΦUU − 2 ΦU + ΦC)2 + 3

12 (ΦUU − 4 ΦU + 3 ΦC)2 + ϵW ENO (6.34)

IS2 = 13
12 (ΦU − 2 ΦC + ΦU )2 + 3

12 (ΦD − ΦU )2 + ϵW ENO (6.35)

IS3 = 13
12 (ΦC − 2 ΦD + ΦDD)2 + 3

12 (3 ΦC − 4 ΦD + ΦDD)2 + ϵW ENO (6.36)

(a) Lorsque ue ≥ 0 (b) Lorsque ue < 0

Figure 6.4 – Stencil du schéma WENO pour évaluer la quantité ϕ sur la face est du volume
de contrôle.

6.2.3 Couplage du schéma AMP au modèle à un fluide

Le point de départ de notre réfexion sur la stabilisation du code repose sur la conjugaison
du transport de la masse volumique et la quantité de mouvement de façon consistante. Une
fois que les équations de continuité et de quantité de mouvement sont résolues, des valeurs
"intermédiaires" de la quantité de mouvement et une mise à jour de la masse volumique sont
obtenues. Enfin, le couplage du nouveau schéma AMP avec le MUF se résume ainsi :

• Étape 0 : Sur chaque volume de contrôle (Voir Fig.6.5), nous calculons Cn
α par interpola-

tion géométrique de C centrée

• Étape 1 : Sur chaque volume de contrôle, nous calculons la masse volumique ρn
α à partir

de la fonction couleur Cn
α

ρn
α = Cn

α ρα2 + (1− Cn
α) ρα1 (6.37)

• Étape 2 : Sur chaque volume de contrôle, nous calculons le moment ρn
αū

n
α à partir de la

masse volumique ρn
α et la vitesse Eulerienne ūn

α.

• Étape 3 : Nous mettons ensuite à jour la masse volumique ρn+1
α et le moment intermédiaire

ρ∗∗
α ū

∗∗
α de manière à assurer la consistance discrète des flux de masse et de quantité de
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Figure 6.5 – Disposition des noeuds autour du volume de contrôle utilisé pour la construction
de la couleur Cn

α .

mouvement. Dans ce qui suit, pour alléger l’écriture le symbole Φ désigne à la fois la
masse volumique ρn+1

α et le moment intermédiaire ρ∗∗
α ū

∗∗
α .

ϕ1 = ϕn −∆t∇ · (ϕnūn
adv) avec ūn

adv = ūn (6.38)

ϕ2 = 3
4ϕ

n + 1
4ϕ

1 − 1
4∆t∇ ·

(
ϕ1ū1

adv

)
(6.39)

ϕn+1 = 1
3ϕ

n + 2
3ϕ

2 − 2
3∆t∇ ·

(
ϕ2ū2

adv

)
(6.40)

avec :
ū1

adv = 2ūn − ūn−1 (6.41)

ū2
adv = 3

2 ū
n − 1

2 ū
n−1 (6.42)

Étape 4 : Nous résolvons les équations de Navier-Stokes incompressibles afin d’obtenir les
champs de vitesse ūn+1 et de pression pn+1. Ceci est réalisé en utilisant la masse volumique ρn+1

et le moment intermédiaire ρ∗∗ū∗∗.

ρn+1
α ūn+1

α − ρ∗∗
α ū

∗∗
α

∆t = −∇αp (6.43)

∇ · ū = 0 (6.44)

6.3 Validations et Résultats

Dans cette section, nous présentons différents cas-tests prouvant l’importance de la mise en place
d’un schéma consistant dans la stabilité et la précision du code pour des problèmes diphasiques,
en particulier pour des cas raides à forts rapports de masse volumique de l’ordre 103 à 106. À ce
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point, nous considérons deux formulations du modèle MUF, une conservative (schéma AMP) et
l’autre non conservative (schéma centré). Nous comparons également les résultats issus de chaque
formulation à des solutions analytiques ou à des problèmes de référence tirés de la littérature.

6.4 Advection d’une goutte dense dans un fluide parfait

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à une configuration académique dans la-
quelle on considère le déplacement d’une goutte à masse volumique élevée [42, 112, 126, 202].
L’objectif principal sera de vérifier la bonne implémentation numérique du nouveau schéma
AMP, en comparant les résultats obtenus par la simulation numérique avec ceux analytiques.
Cette comparaison permettra non seulement de valider nos simulations numériques mais aussi
de tester les propriétés du nouveau schéma lorsque des écoulements diphasiques à forts rapports
de masses volumiques sont considérés.

L’interface est initialement une goutte de rayon R = 0.2m, centrée dans une boîte carrée de
coté L = 1m. Au début du calcul, la goutte possède une vitesse initiale U = 1ms−1 dans
un gaz au repos. Les masses volumiques de la goutte et du gaz sont : ρgoutte = 106 kgm−3,
ρgaz = 1 kgm−3. Les viscosités de la goutte et du gaz, la gravité ainsi que la tension de surface
sont considérées nulles. En l’absence de ces effets, l’énergie cinétique devrait se conserver, et le
phénomène devrait être purement périodique. Pour cette raison, nous avons choisi d’utiliser des
conditions aux limites périodiques.

(a) (b) (c)

Figure 6.6 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 642 : Forme de la goutte après une période avec la formulation non conservative. (a) :
forme initiale de la goutte à t = 0 s, (b) : forme finale de la goutte à t = 1 s et (c) : module de
la vitesse à t = 1 s

Dans un premier temps, nous démontrons l’importance d’un schéma de transport consistant
de la masse volumique et de la quantité de mouvement pour des écoulements diphasiques à
fort rapport de masse volumique. Les figures (6.6-6.7) montrent la forme de la goutte sur deux
maillages différents 642 et 1282, lorsque les simulations numériques sont effectuées avec un schéma
inconsistant, c’est-à-dire en utilisant une formulation non conservative pour le modèle MUF.
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(a) (b) (c)

Figure 6.7 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 1282 : Forme de la goutte après une période avec la formulation non conservative. (a) :
forme initiale de la goutte à t = 0 s, (b) : forme finale de la goutte à t = 1 s et (c) : module de
la vitesse à t = 1 s

Après un tour complet au temps t = 1s, la goutte est fortement déformée et aucune convergence
en maillage n’est observée, ce qui montre bien que la formulation non conservative n’est pas
robuste pour une configuration à fort rapport de masse volumique. Dans ces conditions, nous
constatons une perte de l’ordre de 8 % de l’énergie cinétique due aux erreurs sur la quantité de
mouvement à l’interface.

(a) (b) (c)

Figure 6.8 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 2562 : Forme de la goutte après une période avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type WENO. (a) : forme initiale de la goutte à t = 0 s, (b) : forme finale
de la goutte à t = 1 s et (c) : module de la vitesse à t = 1 s

Sur les figures (6.8-6.9-6.10) nous présentons les résultats obtenus avec le nouveau schéma de
transport (AMP). Ces figures montrent clairement les améliorations apportées par le nouveau
schéma. En effet, la sphère reste circulaire et nous n’apercevons aucune différence entre sa
forme initiale et sa forme finale. Quant à l’évolution de l’énergie cinétique, le nouveau schéma
conserve bien cette grandeur à une precision de l’ordre de 10−7 contrairement à la formulation
non conservative qui introquit une dissipation non négligeable (voir Figs.6.12 et 6.11)
Pour finir avec le cas de la sphère dense en 2D, le tableau 6.2 présente les erreurs geométriques
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(a) (b) (c)

Figure 6.9 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 2562 : Forme de la goutte après une période avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type CUI. (a) : forme initiale de la goutte à t = 0 s, (b) : forme finale
de la goutte à t = 1 s et (c) : module de la vitesse à t = 1 s

(a) (b) (c)

Figure 6.10 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 2562 : Forme de la goutte après une période avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type Cubista. (a) : forme initiale de la goutte à t = 0 s, (b) : forme finale
de la goutte à t = 1 s et (c) : module de la vitesse à t = 1 s

Figure 6.11 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 1282 : évolution de l’énergie cinétique en fonction du temps pour la formulation non
conservative.
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(a) (b)

Figure 6.12 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide par-
fait. Maillage 2562 : évolution de l’énergie cinétique en fonction du temps pour la formulation
conservative. (a) : énergie cinétique Ek(t) normalisée sur sa valeur initiale EK(0), (b) : erreur
en norme L1 sur l’énergie cinétique EK(t) par rapport à sa valeur initiale EK(0)

en norme L2 qui mesurent la différence entre le champ de couleur à l’instant final (Cfinal) et
le champ de couleur à l’instant initial (Cinitial). Pour chacun des trois schémas (WENO, CUI
et CUBISTA) de la formulation conservative, l’erreur géometrique sur l’interface diminue en
fonction du maillage à l’ordre 1. Par contre, nous remarquons une divergence de la formulation
non conservative avec le schéma centré.

Maillage WENO CUI CUBISTA CENTRÉ
32× 32 2,17E-03 - 2,17E-03 - 2,17E-03 - 4,19E-02 -
64× 64 7,53E-04 1.52 7,54E-04 1.52 7,54E-04 1.52 6,67E-02 -
128× 128 4,32E-04 0.81 4,19E-04 0.84 4,18E-04 0.85 7,22E-02 -
256× 256 2,52E-04 0.77 2,50E-04 0.75 2,51E-04 0.74 Divergence

Table 6.2 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Comparaison entre la formulation conservative (schéma WENO, CUI et CUBISTA) et la formu-
lation non conservative (schéma centré). Normes d’erreur entre le champ de couleur à l’instant
final (Cfinal) et le champ de couleur à l’instant initial (Cinitial).

Ce cas test a également été réalisé en 3D. La solution de référence est obtenue à l’aide du
schéma CUBISTA pour un maillage 2563. La figure 6.14 illustre une comparaison de la solution
issue de la formulation conservative avec la solution exacte. Nous constatons encore une fois une
conservation de l’énergie cinétique de la sphère, avec une précision de l’ordre de 10−7. Cela se
confirme en observant l’évolution temporelle de la sphère présentée sur la figure 6.14. En effet,
grâce au schéma conservatif, la sphère préserve sa forme initiale sans subir aucune déformation,
conservant par la suite son énergie cinétique initiale.

6.5 Nappe liquide cisaillée périodique

Dans ce cas, on considère une nappe liquide périodique [12], d’épaisseur δ = 300µm, sur un
domaine carré de coté L = 10 δ. Ce cas test permet d’identifier les problèmes de stabilité et
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(a) (b)

Figure 6.13 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide par-
fait. Maillage 2563 : évolution de l’énergie cinétique en fonction du temps pour la formulation
conservative. (a) : énergie cinétique Ek(t) normalisée sur sa valeur initiale EK(0), (b) : erreur
en norme L1 sur l’énergie cinétique EK(t) par rapport à sa valeur initiale EK(0).

de dissipation des schémas numériques. Les masses volumiques du liquide et du gaz sont :
ρliquide = 103 et ρgaz = 1. Les viscosités du liquide et du gaz, la gravité ainsi que la tension
de surface sont nulles. À l’état initial, la nappe liquide évolue à une vitesse Ul = 2ms−1, et
est entourée par un courant gazeux possédant une vitesse Ug = 15ms−1. Par ailleurs, une
perturbation (6.45) est introduite afin de déclencher une instabilité,

v (x, y) = 10−2 Ul sin(2πx
L

) exp
[
−
(2 y
δ

)2
]
. (6.45)

Du fait des conditions aux limites périodiques, l’énergie cinétique totale Ek (somme des énergies
cinétiques des phases liquide et gazeuse) doit rester constante au cours du temps, jusqu’au
déclenchement de l’instabilité. L’interface à l’instant où l’instabilité se développe est illustré
sur les figures 6.15-6.16-6.17-6.18. Nous constatons que la formulation non conservative entraîne
un développement plus tôt de l’instabilité avec le schéma centré. Alors qu’avec la formulation
conservative (schémas WENO, CUI et CUBISTA), l’interface reste peu perturbée.
Pour comprendre l’impact de ces instablités, les figures 6.19 et 6.20 illustrent l’évolution de
l’énergie cinétique obtenue avec le nouveau schéma AMP (à l’aide des schéma WENO, CUI et
CUBISTA) et la formulation non conservative (à l’aide du schéma centré et upwind). Pour le
schéma AMP, nous observons que le niveau d’énergie cinétique totale reste constant, avec une
légère diminuation qui est provoquée par la formation de tourbillons localisés à l’interface. En
revanche, une diminution significative de l’énergie cinétique est constatée vers la fin de simulation
pour la formulation non conservative. Cette diminution est dûe à la dissipation numérique induite
par les schémas et à l’inconsistance entre le transport de la masse volumique et la quantité de
mouvement.

6.6 Rupture de barrage

Le problème de rupture de barrage compte parmi les plus anciens problèmes rencontrés en
hydraulique. Ce problème a été largement étudié dans la littérature par plusieurs approches ex-
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.14 – Simulation numérique de l’advection d’une goutte dense dans un fluide parfait.
Maillage 2563 : forme de la goutte après une période avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type CUBISTA. La simulation a été réalisée sur 512 processeurs du
cluster HPC Irene de TGCC.

périmentales, théoriques et numériques. C’est pour cette raison que nous avons jugé nécessaire
de passer ce cas afin de valider le nouveau schéma de transport et de nous assurer de la qualité
des résultats obtenus.

Pour la résolution du problème, on s’intéressera au cas pour lequel la position initiale du barrage
est représentée sur la figure 6.21. Ce choix correspond aux expériences décrites par Kleefsman
et al. [106]. Ainsi, la colonne d’eau située en amont du barrage se propage directement sur un
sol sec après la rupture du barrage. On appellera ce cas : rupture sur fond sec en présence d’un
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(a) (b)

Figure 6.15 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
représentation de l’évolution de l’interface de la nappe avec la formulation non conservative pour
des schémas de transport de type centré. (a) : champ de vitesse, (b) : forme de l’interface.

(a) (b)

Figure 6.16 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
représentation de l’évolution de l’interface de la nappe avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type WENO. (a) : champ de vitesse, (b) : forme de l’interface.

obstacle. Nous notons que la rupture du barrage sera supposée être instantanée. La colonne
d’eau en amont du barrage s’effondrera sous l’effet de la gravité.

Les paramètres physiques utilisés lors de la simulation sont les suivants :

ρ = 1000kg ·m−3 et µ = 10−3kg ·m−3 · s−1 dans l’eau

ρ = 1kg ·m−3 et µ = 10−5kg ·m−3 · s−1 dans l’air

σ = 0.72N ·m−1.

(6.46)

En utilisant la même définition que dans l’article [178], la vitesse à laquelle se déplace l’onde de
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(a) (b)

Figure 6.17 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
représentation de l’évolution de l’interface de la nappe avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type CUI. (a) : champ de vitesse, (b) : forme de l’interface.

(a) (b)

Figure 6.18 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
représentation de l’évolution de l’interface de la nappe avec la formulation conservative pour un
schéma de transport de type Cubista. (a) : champ de vitesse, (b) : forme de l’interface.

choc après la rupture du barrage est de l’ordre :

U0 =
√
gH (6.47)

avec H la hauteur du barrage avant rupture et g la gravité. Cette vitesse caractéristique du
problème est utilisée pour évaluer les nombres adimensionnels qui pilotent la dynamique du
problème :

Re = ρHU0
µ
≈ 3.13× 106 (6.48)

le nombre de Reynolds, qui est très grand par rapport à 1. Cela signifie que les effets de viscosité
peuvent être négligés par rapport aux effets d’inertie. L’eau avance donc sans aucune résistance.
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Figure 6.19 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
évolution de l’énergie cinétique Ek(t) normalisée sur sa valeur initiale EK(0) avec la formulation
non conservative.

(a) (b)

Figure 6.20 – Simulation numérique de la nappe liquide cisaillée périodique. Maillage 2562 :
évolution de l’énergie cinétique en fonction du temps pour la formulation conservative. (a) :
énergie cinétique Ek(t) normalisée sur sa valeur initiale EK(0), (b) : erreur en norme L1 sur
l’énergie cinétique EK(t) par rapport à sa valeur initiale EK(0).

Figure 6.21 – Rupture de barrage sur un fond sec

We = ρHV

σ
≈ 4347.22 (6.49)

le nombre de Weber est lui aussi très grand devant 1, ce qui qui nous permet de dire que les
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effets de tension de surface sont négligeables par rapport à ceux d’inertie. Nous travaillons donc
sur un problème de surface libre.

Figure 6.22 – Simulation numérique de la rupture de barrage sur fond sec avec la formulation
conservative. L’évolution temporelle de la surface libre est présentée. Paramètres de calcul :
maillage 320× 100× 100, CFL = 0.4 et résidu ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2). La simulation
a été réalisé sur 120 processeurs du cluster HPC JeanZay de l’IDRIS.

Nous présentons, sur la figure 6.22, l’évolution de la surface libre après la rupture de barrage. Il
ressort de ces figures que l’évolution temporelle de la surface libre, issue de la simulation numé-
rique sur un maillage 320×100×100, montre bien les capacités du code avec le nouveau schéma
conservatif à simuler la physique du problème d’impact d’une surface libre sur un obstacle. Ce-
pendant, nous notons une divergence du code avec l’ancienne formulation non conservative, à
cause de l’inconsistance entre le transport de la masse volumique et la quantité de mouvement.
Pour faire une analyse qualitative, les figures 6.23a-6.23b-6.23c et 6.23d montrent deux instants
de début de la simulation ainsi que des images de la vidéo de l’expérience (aux mêmes moments).
Nous pouvons constater une cohérence entre les résultats issus de la simulation numérique et
ceux de l’expérience. Toutefois, pour appuyer cette analyse et valider notre approche, nous pro-
posons d’analyser la figure 6.24 qui indique l’évolution de la hauteur H4 au cours du temps.
Nous notons une décroissance temporelle de la hauteur de liquide dans la retenue, qui est en
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bon accord avec les expériences.

(a) Capture de l’interface à t = 0.41s (b) Expérience de Kleefsman et al. à t = 0.41s

(c) Capture de l’interface à t = 0.56s (d) Expérience de Kleefsman et al. à t = 0.56

Figure 6.23 – Simulation numérique de la rupture de barrage sur fond sec avec la formulation
conservative. L’évolution temporelle de la surface libre est présentée en comparaison avec l’expé-
rience de Kleefsman et al. aux temps 0.4s et 0.56s. paramètres de calcul : maillage 320×100×100,
CFL = 0.4 et résidu ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2).

Figure 6.24 – Simulation numérique de la rupture de barrage sur fond sec avec la formulation
conservative. L’évolution temporelle de la hauteur H4 est présentée en comparaison avec l’expé-
rience de Kleefsman et al [106]. Paramétres de calcul : maillage 320× 100× 100, CFL = 0.4 et
résidu ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2).

6.7 Étude paramétrique de l’inversion de phase liquide/liquide

6.7.1 Introduction

Le problème d’inversion de phase d’un fluide léger dans un fluide lourd dans une boîte close est
un sujet d’étude qui a été initialement proposé par Vincent et Caltagirone [183]. La figure 6.25
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représente la configuration 3D qui est généralement utilisée. Les premières études réalisées sont
passées de l’étude de faisabilité de ce genre de problème au calcul de grandeurs physiques plus
complexes. Les études suivantes [67, 181] ont progressivement ajouté des variables d’études.
Tout d’abord, l’étude de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle puis, plus récemment,
l’étude de l’enstrophie, de la dissipation et de l’aire interfaciale. L’un des objectif des ces études
est d’arriver à faire converger les résultats lorsque le maillage est raffiné. Cela permettrait de
mettre en évidence la convergence des résultats et donc que l’usage d’un maillage plus grossier
serait suffisant pour simuler ce genre de problème. Ainsi il serait possible de diminuer les temps
et les coûts de calcul. L’autre intérêt est de définir une configuration simple et reproductible de
type atomisation numérique.

Figure 6.25 – Configuration initiale pour un cas 3D de l’inversion de phase liquide/liquide.

Comme nous le verrons plus tard, les nombres de Bond et d’Archimède sont les nombres adimen-
sionnels qui pilotent la dynamique de ce problème. Ces deux nombres dépendent des propriétés
physiques des fluides et de la dimension du domaine. Les masses volumiques sont généralement
celle de l’huile pour le fluide léger et celle de l’eau pour le fluide lourd. Ce sont les valeurs des
viscosités et de la tension de surface qui sont généralement modifiées afin d’imposer les valeurs
des nombres de Bond et d’Archimède (ou des nombres de Reynolds et de Weber pour les études
les moins récentes).

Nous avons constaté que les premières études menées avaient des nombres de Bond et d’Ar-
chimède très élevés. Les forces de volume hydrostatique ou de gravité et les effets d’Archimède
étaient donc très importants. Les études suivantes ont progressivement choisi d’imposer des pro-
priétés physiques permettant de diminuer ces deux nombres et donc de diminuer la dispersion et
la fragmentation. Au cours des précédentes études nous avons constaté que l’étude de l’enstro-
phie et de l’aire interfaciale n’étaient pas systématiques, de plus, leurs convergences n’étaient
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pas atteintes lorsque le maillage de calcul était raffiné. Une récente étude [159] a montré que la
divergence de l’enstrophie se trouvait dans le haut de la boîte proche de l’interface où un grand
nombre de changements de topologies se produisent. Une des clés serait donc d’après cette étude
de contrôler les instants pour lesquels la topologie change dans cette zone. La dernière étude
publiée en avril 2021, [156], est la seule étude que nous avons relevé qui a réussi une convergence
en maillage de l’enstrophie. C’est d’ailleurs cette étude que nous avons réalisée dans le chapitre
5, où une convergence de l’enstrophie a été atteinte. Dans l’article [156] deux cas ont été réalisés
afin de voir si la position du fluide léger a une influence sur la convergence en maillage. Le
premier cas avec le fluide léger placé dans un coin du domaine et le second avec le fluide léger
qui est décallé d’une longueur h dans les 3 directions par rapport au premier cas. Les deux cas
ont réussi à atteindre une convergence en maillage de l’enstrophie.

6.7.2 Géométrie, conditions initiales et paramètres physiques

Comme décrit dans la figure 6.25, un volume cubique d’un fluide léger (identifié comme le
fluide1) est placé dans la partie inférieure d’une boîte remplie d’un fluide lourd (le fluide 2).
Nous pourrons assimiler les fluides 1 et 2 comme étant respectivement de l’huile et de l’eau.
Nous imposerons une viscosité égale pour les 2 fluides (µ1 = µ2 = µ). La boîte est de dimension
(H, H, H) et le cube de fluide 1 (H/2, H/2, H/2). Nous considérerons un glissement libre et un
mouillage partiel sur les murs extérieurs. Nous considérerons également que les angles de contact
de 90ř sont équivalents à une symétrie de réflection. L’accélération gravitationnelle est choisie
comme étant g = (0,0,−9.81). Les différents paramètres physiques des cas d’étude A et B sont
donnés dans le tableau 6.3, les nombres adimensionnels associés sont aussi présentés dans ce
tableau. Ces paramètres ont été choisis afin d’avoir un cas amenant à une situation dans laquelle
les nombres de Bond et d’Archimède sont plus faibles que les études existantes : le cas A, et une
situation intermédiaire, le cas B. Nous supposons que le cas A, du fait de ses paramètres, aura
moins de dispersion et de fragmentation et qu’il sera donc plus simple à faire converger sur les
grandeurs étudiées. Le cas B étant proche d’études ayant déjà été réalisées, nous ne pouvons pas
affirmer que les résultats convergeront.

ρ1 ρ2 µ1 µ2 σ H Ar1/2 Bo

(kg.m−3) (kg.m−3) (Pa.s) (Pa.s) (kg.s−2) (m)
Case A 1000 900 0.1566046 0.1566046 0.122625 0.1 200 80
Case B 1000 900 0.01957557 0.01957557 0.015328 0.1 1600 640

Table 6.3 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide par le solveur tout-
couplé. Ici, ρ2 et µ2 correspondent respectivement à la masse volumique et à la viscosité du
fluide léger, ρ1 et µ1 représentent respectivement la masse volumique et la viscosité du fluide
lourd, σ est la tension de surface, Ar est nombre d’Archimède et Bo est le nombre de Bond.

Pour, cette nouvelle étude, il a été proposé d’utiliser les nombres de Bond et d’Archimède au
lieu de nombres de Reynolds et de Weber afin d’utiliser des nombres adimensionnels qui ne
dépendent pas directement de la vitesse. Les nombres adimensionnels qui pilotent la dynamique
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de ce problème sont donc la racine carrée du nombre d’Archimède (Ar1/2) et le nombre de Bond
(Bo) définis de la manière suivante :

Ar1/2 =
√
ρ2 (ρ2 − ρ1) gH3

µ3 (6.50)

Bo = (ρ2 − ρ1) gH2

σ
(6.51)

Le nombre de Bond compare les forces de volume hydrostatiques ou de gravité aux forces de
tensions superficielles.

• Si Bo < 1, les forces de tensions superficielles sont plus importantes que les forces de vo-
lume hydrostatique ou de gravité.

• Si Bo > 1, les forces de volume hydrostatique ou de gravité sont plus importantes que les
forces de tensions

Le nombre d’Archimède quant à lui compare les effets d’Archimède à la dissipation visqueuse

• Si Ar < 1, la dissipation visqueuse est plus importante que les effets d’Archimède.

• Si Ar > 1, les effets d’Archimède sont plus importants que la dissipation visqueuse.

Nous pouvons exprimer ces équations en fonction de la vitesse dont la formule sera donnée par
la suite :

Ar1/2 = ρ2UgH

µ
(6.52)

Bo =
2ρ2U

2
gH

σ
(6.53)

Dans cette étude, nous utiliserons la définition suivante pour la vitesse :

Ug =
√

(ρ2 − ρ1) gH
2ρ2

(6.54)

6.7.3 Simulations et résultats

Concernant les paramètres numériques, les simulations ont été réalisées sur une grille cartésienne
allant de 1283 à 5133 cellules, avec un résidu de ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2). Pour le cas
5133 il faut noter que les simulations ont été réalisées sur 4096 processeurs du cluster HPC Irene
de TGCC. Comme nous l’avons mentionné précédement, nous avons réalisé des simulations sur
les cas A et B pour différents maillages, nous ne présentons dans cette section que les résultats
du cas 1. Les résultats du cas B seront présentés dans l’annexe A. Pour les deux cas, nous mon-
trerons des modélisations à différents instants afin de voir comment évoluent les deux fluides au
cours du temps. Nous traçerons également les différentes grandeures que nous avons calculées
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au cours du temps.

Dans cette partie, il faudra faire attention aux notations employées. Le code FUGU utilisé pour
les simulations est implémenté de manière à ce que les indices 1 et 2 correspondent respectivement
au fluide lourd et au fluide léger. Les grandeurs et les graphes qui suivront utiliseront la logique
du code comme notations. Au cours des simulations, 9 grandeurs ont été calculées :

• R2, représente la quantité de fluide léger dans le huitième supérieur du domaine. R2=0
s’il n’y a que du fluide lourd et R2=1 s’il y a que du fluide léger. Compte tenu du volume
initial de goutte de liquide V2 = H3/8, il est défini comme :

R2 =
∫

Ωsup
C dV

V2
. (6.55)

• Vol2, représente le volume de fluide léger, il permet de vérifier que le volume de fluide léger
reste constant au cours du temps. Il se calcule comme :

V ol2 =
∫

Ωsup

C dV. (6.56)

• EK1, réprésente l’énergie cinétique du fluide lourd (1) :

Ek1 = 1
2

∫
Ω

(1− C) ρ1ū
2 dV. (6.57)

• EK2, réprésente l’énergie cinétique du fluide léger (2) :

Ek2 = 1
2

∫
Ω
Cρ2ū

2 dV. (6.58)

• EP1, réprésente l’énergie potentielle du fluide lourd (1) :

EP1 = 1
2

∫
Ω

(1− C) ρ1ḡz dV. (6.59)

• EP2, réprésente l’énergie potentielle du fluide léger(2) :

EP2 = 1
2

∫
Ω
Cρ2ḡz dV. (6.60)

• ER1, réprésente l’enstrophie du fluide lourd (1) :

ER1 =
∫

Ω
(1− C) (∇× ū)2 dV. (6.61)

• ER2, réprésente l’enstrophie du fluide léger (2) :

ER2 =
∫

Ω
C (∇× ū)2 dV. (6.62)
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• Di1, réprésente la dissipation du fluide lourd (1) :

Di1 =
∫

Ω
(1− C) 2µ1S : S dV. (6.63)

• Di2, réprésente la dissipation du fluide léger (2) :

Di2 =
∫

Ω
Cµ2S : S dV (6.64)

avec S = 1/2
(
∇ū+ (∇ū)T

)
.

• Aire, réprésente l’aire interfaciale. Contrairement aux études précédentes, où elle est ap-
proximée comme étant ∑int Scell où Scell = ∆x∆y = ∆y∆z = ∆x∆z, dans cette étude,
elle est évaluée à partir de la normale à l’interface n⃗, en calculant dans un cube unitaire,
la surface coupée par le plan n̄ · x̄ = α conformément à l’approche PLIC de la méthode
VOF [116]

• Esurf qui est l’énergie interfaciale.

Esurf = σ ×Aire. (6.65)

• ϵ est la dissipation issue du bilan d’énergie qui s’écrit :

ϵ = d

dt
(Ek1 + EK2 + Ep1 + Ep2 + Esurf ) . (6.66)

6.7.3.1 Simulations

Dans nos simulations présentées sur la figure 6.26, nous observons les mêmes phénomènes que
dans la figure A.1. Tout d’abord la montée du fluide léger vers le haut de la boite, environs 1 s
pour le cas A. Ensuite, le fluide léger recircule avec plus au moins de fragmentation et dispersion.
Dans le case A, les nombres d’Archimèdes sont moins élevés que pour le cas B, il y a donc moins
de dispersion et de fragmentation. Les 2 fluides vont ensuite se stabiliser progressivement avec
la remontée des dernières goutte du fluide léger vers le haut avec un mouvement oscillant de
type ballotement dans la cavité.

6.7.3.2 Résultats

Dans un premier temps nous avons effectué une analyse de convergence pour évaluer l’effet de la
taille du maillage sur la solution physique. L’étude est réalisée sur différents maillage structurés
de taille 1283, 2563 et 5123. Comme cité précédemment l’énergie cinétique, l’énergie potentielle,
l’énergie interfaciale, l’enstrophie, l’aire interfaciale, la dissipation, le volume de l’huile, le ratio
et le bilan énergétique sont les caractéristiques physiques étudiées. La solution physique semble
converger quand la taille du maillage devient plus fine.
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(a) t = 0s (b) t = 1s

(c) t = 2 (d) t = 3s

(e) t = 4s (f) t = 5s

Figure 6.26 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. L’évolution tem-
porelle de l’interface des 2 fluides est représentée en jaune. Paramétres de calcul : un maillage
256× 256× 256, une CFL = 0.5 et un résidu ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2).

6.7.3.3 R2 et Vol2

Pour le cas A, la figure 6.27 illustre l’évolution du ratio R2 et du volume Vol. Nous pouvons
observer que R2 tend vers 1 à la fin des simulations. R2 étant un coefficient nous indiquant la
quantité de fluide léger dans le haut du domaine d’étude. Si R2 = 1, cela signifie qu’il y 100%
de fluide léger dans le 8ème supérieur de la boite, ce qui correspond à la quantité de fluide léger.
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L’inversion de phase s’est donc bien produite. Les courbes traçant Vol étant constants au cours
du temps, nous vérifions bien que les volumes de fluides léger sont bien conservées quelque soit
la grille utilisée.
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Figure 6.27 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : le ration R2,
(b) : le volume de fluide léger Vol.

6.7.3.4 L’aire interfaciale et l’énergie surfacique

Connaissant les topologies initiales et finales nous pouvons calculer facilement l’aire interfaciale
et l’énergie surfacique à ces instants. À l’instant initial, le fluide léger a la forme d’un cube de
hauteur H/2 avec 3 faces en contact avec le fluide lourd. Les autres faces sont en contact avec les
parois et ne sont donc pas comptabilisées. Nous avons donc Aire = 3× 0, 053m2 = 7, 5 10−3m2

et Esurf = 9.196875 10−4 J . Lorsque t tends vers l’infini, la surface est plane et est de dimension
H2 = 10−2m2. Quant à elle, l’énergie surfacique Esurf est de l’ordre 1.122625 10−4 J .

À partir de la figure 6.28, nous pouvons constater que les valeurs initiales de l’aire interfaciale et
de l’énergie surfacique correspondent bien à ce que l’on vient de calculer. Les différences que nous
pouvons observer sont de l’ordre de 0.25%. Concernant les valeurs finales de l’aire interfaciale
et de l’énergie surfacique, nous avons un écart de l’ordre de 4%. Cela s’explique par le fait que
sur la durée de nos simulations, les fluides n’ont pas encore atteint un état stable et l’interface
des 2 fluides n’est donc pas plane. Nous pouvons néanmoins observer que les graphes convergent
progressivement vers la valeur attendue.

6.7.3.5 L’énergie potentielle

Connaissant les topologies à l’instant initial et à l’instant final, nous pouvons déterminer facile-
ment l’énergie potentielle des 2 fluides à ces instants et ainsi vérifier que l’énergie potentielle de
nos simulations est cohérente. A l’instant initial, t tend vers 0 seconde :

Einit
p,1 = ρ1 g H

4/32 (6.67)
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Figure 6.28 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : L’aire inter-
faciale Aire. (b) : L’énergie surfacique Esurf .

Einit
p,2 = ρ2 g H

4 15/32 (6.68)

Lorsque l’inversion de phase est achevée :

Efinal
p,1 = ρ1 g H

4 15/128 (6.69)

Efinal
p,2 = ρ2 g H

4 49/128 (6.70)

Nous regroupons les différentes valeurs obtenues dans le tableau 6.4.

Valeur théorique Cas A Écart
Einit

p,1 0.45984375 0.4598433 9.87 ×10−5 %
Einit

p,2 0.027590625 0.0275909 1.32 ×10−3 %
Efinal

p,1 0.3755390625 0.3755524 3.55 ×10−3 %
Efinal

p,2 0.10346484375 0.1034528 1.16 ×10−2 %

Table 6.4 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. Valeurs initiales et
finales de l’énergie potentielle pour un maillage 5123.

Si l’on compare les valeurs obtenues, nous remarquons que la différence entre les valeurs théo-
riques et numériques est comprise entre 0 et 1.16× 10−2 %. Nous pouvons donc considérer que
les valeurs que nous obtenons pour l’énergie potentielle sont correctes.

6.7.3.6 L’énergie cinétique

Si on se fie à l’Appendix A de [67], nous pouvons approximer la décroissance de l’énergie ciné-
tique selon l’écoulement des fluides. Dans le fluide léger nous pouvons approximer la décroissance
de l’énergie cinétique par une équation de la forme Kt−2 et dans le fluide lourd par une équation
de la forme Ke−ct, ou K et c sont des constantes. L’approximation en Kt−2 rappelle l’approxi-
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Figure 6.29 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Ep, 1, énergie
potentielle dans le fluide lourd. (b) : Ep, 2, énergie energie potentielle dans le fluide léger.

mation de la turbulence isotrope homogène. Lorsque la turbulence est isotrope homogène, cela
signifie que toutes les caractéristiques de la turbulence sont invariantes par rotation. Lorsque la
décroissance est de la forme Ke−ct, le problème d’inversion de phase est dans une configuration
dans laquelle il y a peu de rupture et de coalescence dans le fluide léger. Pour le cas A, figure 6.30,
nous pouvons voir que pour le fluide lourd l’équation n’est pas respectée. La décroissance est
plutôt de la forme Kt−4. En revanche, pour le fluide léger, l’approximation de la forme Ke−ct

se vérifie.

(a) (b)

Figure 6.30 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Ek, 1, énergie
cinétique en coordonnées log-log dans le fluide lourd. (b) : Ek, 2, énergie cinétique en coordonnées
log-log dans le fluide léger. L’approximation des décroissances est en ligne noire.

6.7.3.7 L’enstrophie

Si on se fie toujours à l’Appendix de [67], la décroissance de l’enstrophie est de la forme Kt−3.
Dans les deux fluides nous avons bien une décroissance de la forme Kt−3. Concernant l’enstro-
phie, nous pouvons également observer l’amplitude maximale à t ≈ 1s.



207

(a) (b)

Figure 6.31 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Er, 1, enstro-
phie en coordonnées log-log dans le fluide lourd. (b) : Er, 2, enstrophie en coordonnées log-log
dans le fluide léger. L’approximation des décroissances est en ligne noire.

6.7.3.8 La dissipation

Bien que les formules de l’enstrophie et de la dissipation soient différentes, il existe une rela-
tion entre ces deux grandeurs. En effet, si on se réfère à l’article [110] la dissipation peut être
approximée à partir de l’enstrophie comme suit Di,n ≈ µnEr,n

(a) (b)

Figure 6.32 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Di,1, dis-
sipation dans le fluide lourd. (b) : Di,2, dissipation dans le fluide léger. Comparaison entre la
dissipation calculée par le code et la dissipation calculée avec l’approximation Di,n ≈ µEr,n.

Nous allons tracer dans un graphique la dissipation calculée par le code et la dissipation calculée
par cette équation Di,n ≈ µEr,n afin de comparer les résultats que nous obtenons. Nous pou-
vons voir dans les figures 6.32a et 6.32b que sur chaque graphique les courbes approximatives
déterminées avec l’équation suivent bien les mêmes variations que les courbes déterminées par
le code. Nous pouvons donc considérer l’enstrophie comme étant un marqueur de la dissipation.

6.7.3.9 Commentaires généraux

Pour l’ensemble des grandeurs que nous avons calculées, nous remarquons que les convergences
en maillage sont atteintes. Nous avons également remarqué que les courbes présentant des pics,
comme l’énergie cinétique (Voir Fig.6.33) et l’enstrophie (Voir Fig.6.34), se produisent au même
instant pour un cas donné. Nous pouvons prendre pour exemple le cas A. Ces maxima d’enstro-
phie et d’énergie cinétique se produisent vers 1s. Si on se référe à la figure 6.26, nous pouvons
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observer que ces maxima ont lieu lorsque le fluide léger atteint le haut de la boîte. C’est après
avoir atteint le haut de la boîte que le fluide va se fragmenter et recirculer avant de se stabiliser.
Il semble donc normal que l’énergie cinétique et l’enstrophie diminuent ensuite.
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Figure 6.33 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Ek, 1, énergie
cinétique dans le fluide lourd. (b) : Ek, 1, énergie cinétique dans le fluide léger.
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Figure 6.34 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Er, 1, enstro-
phie dans le fluide lourd. (b) : Er, 1, enstrophie dans le fluide léger.

Nous pouvons également constater une conservation de l’énergie totale, comme c’est illustré sur
la figure 6.35. En effet, la variation de l’énergie totale est égale à la dissipation malgré une légère
différence de l’ordre 10−3.

6.8 Caractérisation de l’instabilité 3D d’un jet visqueux à faible
nombre de Reynolds

La caractérisation de l’instabilité 3D d’un jet visqueux à faible nombre de Reynolds est un
phénomène classique, aussi bien dans la nature que dans l’industrie. Afin de bien comprendre
ce phénomène, des expériences, des simulations numériques et des analyses dimensionnelles sont
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Figure 6.35 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : bilan énergé-
tique. (b) : comparaison entre la dissipation ϵ et la variation temporelle de l’énergie totale.

utilisée dans la littérature. Dans cette étude, le problème étudié est le suivant : une cavité cubique
de coté H, remplie d’air est étudiée. Comme cela est schématisé sur la figure 6.36, nous injectons
un fluide très visqueux à un débit constant dans la partie supérieure de la cavité, tandis que la
force gravitationnelle agit avec une intensité constante g dans le sens négatif de la direction z.

Figure 6.36 – Configuration initiale pour l’injection d’un jet visqueux à faible nombre de
Reynolds.

Pour les bords du domaine, nous avons utilisé des conditions limites de glissement sur les parois
solides, et des conditions limites de sortie, dans la partie supérieure de la cavité. Les caractéris-
tiques de la simulation numérique sont données dans le tableau 6.5.
En outre, Tomé et al [168] donnent deux paramètres déterminants pour l’apparition de l’instabi-
lité : le rapport d’aspect du jet H/D > 3π et Re < 0.52, où Re est le nombre de Reynolds basé
sur le diamètre d’entrée D et la vitesse d’entrée V0. Ainsi, le but de cette étude est de vérifier la
capacité de la méthode entièrement couplée à traiter ce type de problème et de fournir une bonne
prédiction du comportement physique associé. En ce qui concerne les simulations numériques,
les matrices résultant de la discrétisation seront résolues avec le même solveur, le BiCGStab(2)



210 6.8. Caractérisation de l’instabilité 3D d’un jet visqueux à faible nombre de Reynolds

Test case ρ1 ρ2 µ1 µ2 Re H
D V0 ρ2/ρ1 µ2/µ1

1 1.1768 1800 1.85× 10−3 500 0.1728 12.5 0.6 1529 1.6× 105

2 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 0.6 10 1 1529 2.7× 105

Table 6.5 – Les paramètres physiques décrivant le cas du jet visqueux. Ici, ρ2 et µ2 représentent
respectivement la masse volumique et la viscosité du propergol, ρ1 et µ1 représentent respecti-
vement la masse volumique et la viscosité du gaz, Re = ρ2DV0

µ2
est le nombre de Reynolds associé

au propergol, H
D est le rapport d’aspect du jet et V0 est la vitesse d’entrée. (pour des raisons de

simplicité, le propergol est supposé se comporter comme un fluide newtonien).

avec un résidu de ϵ = 10−5.

6.8.1 Résultats

Les figures 6.37-6.38 présentent l’évolution du liquide au cours du temps pour deux nombres
de Reynolds : Re = 0.6 et Re = 0.1728, en utilisant un maillage de 1003 rafiné au niveau
de l’injecteur. De ces figures, nous pouvons constater que nos simulations numériques avec le
solveur tout-couplé procurent de très bons résultats quant à la physique du jet, qui sont en bon
accord avec le critère théorique donné par Tomé et al [168]. En effet, le premier cas Re = 0.1728
correspond à une instabilté du jet, alors que dans le deuxième, Re = 0.6 l’oscillation du jet
n’apparaît pas.

(a) t = 1.875 (b) t = 1.875

(c) t = 2.5s (d) t = 3.25s

Figure 6.37 – Simulation numérique du remplissage d’une cavité par un jet visqueux. Résultats
correspondant à Re = 0.6, simulés par le solveur tout-couplé, sur une grille cartésienne 1003,
Re = 0.6. L’interface des deux fluides est représentée en bleu.
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(a) t = 0.625s (b) t = 1.875s

(c) t = 2.5s (d) t = 3.25s

Figure 6.38 – Simulation numérique du remplissage d’une cavité par un jet visqueux. Résultats
correspondant à Re = 0.6, simulés par le solveur tout-couplé, sur une grille cartésienne 1003,
Re = 0.1728. L’interface des deux fluides est représentée en rose.

6.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit une formulation conservative (AMP) tele qu’elle est implé-
mentée dans le code de résolution d’écoulements diphasiques FUGU. Grâce à l’intégration de
cette formulation, nous avons proposé une discrétisation consistante de la masse volumique et
de la quantité de mouvement permettant de stabiliser le code lorsqu’on a des instabilités nu-
mériques. Pour le cas de sphère dense, le nouveau schéma a permis de réduire la dissipation
numérique au niveau de la précision machine. En ce qui concerne la nappe cisaillée, nous avons
montré également que le nouveau schéma permettait d’éliminer la formation de tourbillons non
physiques localisés à l’interface. Ceux-ci sont à l’orgine de la diminution significative de l’énergie
cinétique. De plus, cette méthode s’est révélée efficace dans le cas de la rupture de barrage avec
des résultats en accord avec les références de la littérature. Nous avons ensuite réalisé deux
nouveaux cas d’inversion de phase avec des paramètres physiques différents. Nous avons obtenus
des résultats très encourageants pour nos deux cas d’étude pour des maillages allant jusqu’à
5123. Enfin à travers le dernier cas du jet visqueux, nous avons pu montrer la robustesse du
notre solveur tout-couplé combiné avec le nouveau schéma de transport, lorsqu’il fait face à des
problèmes raides de forts rapports de masses volumiques et de viscosités.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Cette thèse s’est articulée autour du développement et de la validation d’une approche mono-
lithique destinée à simuler des écoulements diphasiques incompressibles et complexes (au sens
des forts rapports de masses volumiques et de viscosités), et de l’application de cette approche
à l’étude de quelques problèmes physiques. Pour ce faire, nous avons construit un solveur tout-
couplé original parallèle 3D permettant d’assurer le couplage direct entre la vitesse et la pression
par la contrainte d’incompressibilité ∇ · ū = 0, et d’aboutir à une résolution très précise et ro-
buste, sans erreur de splitting en temps, des écoulements diphasiques incompressibles.

Aprés avoir établi les équations du modèle à un fluide (MUF) à partir des équations locales mono-
phasiques, nous avons construit une méthode de suivi d’interface permettant de gérer l’évolution
de l’interface par le biais de l’équation du taux de présence. Notre choix s’est porté vers l’utili-
sation d’une méthode eulérienne, et en particulier, la méthode VOF de Yue et Weymouth [77]
qui gére intrinséquement le changement topologique de l’interface. Cette méthode a ainsi été
validée avec succès sur plusieurs cas-tests académiques. Nous avons obtenu un ordre 1 ou 2 de
convergence spatiale pour la méthode et une précision machine sur la conservation du volume.

Le couplage entre la méthode de suivi d’interface et la résolution des équations de Navier-Stokes
représente une étape déterminante dans la simulation des écoulements diphasiques. En effet, le
terme capillaire et les propriétés physiques qui apparaissent dans le bilan de la quantité de mou-
vement nécessitent généralement l’utilisation de techniques de suivi d’interfaces et la mise en
place d’un solveur pour le calcul du champ de vitesse requis pour gérer l’évolution de l’interface.
Le calcul de ce champ de vitesse implique un traitement spécifique du couplage vitesse-pression
et une satisfaction de la contrainte d’incompressibilité. Une très large littérature a été consacrée
au traitement du couplage vitesse-pression. En ce sens, nous avons présenté les deux grandes
catégories d’approches, avec tout d’abord l’utilisation d’approches découplées comme la mé-
thode de projection-correction, puis l’utilisation d’approches couplées telles que le lagrangian
augmenté. L’utilisation d’une méthode de type projection-correction pour traiter le couplage
vitesse-pression comporte de sérieuses difficultés, à savoir l’imposition de conditions limites sur
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la pression et le fait qu’elles sont beaucoup plus sensibles au rapport de masses volumiques. La
méthode du lagrangian augmenté présente, quant à elle, une résolution trés robuste puisqu’elle
permet de passer des cas diphasiques à forts rapports de masses volumiques. Néanmoins, elle
présente un défaut majeur qui réside dans son coût d’utilisation.

La mise en place des approches citées précédemment présente des difficultés et peut devenir
rapidement coûteuse. Nous nous sommes donc orientés vers le développement d’un solveur tout-
couplé original et exact afin de palier à ces défauts. Ce solveur permet de satisfaire les équations
du modéle à 1 fluide en même temps, sans passer par l’opérateur de splitting temporel, ni par
l’introduction d’un paramètre numérique de pénalisation. C’est d’ailleurs ce qui justifie l’appel-
lation "méthode exacte" si les systèmes linéaires creux issus de la discrétisation des équations de
conservation sont résolus avec une précision machine. Notre stratégie pour résoudre ces systèmes
linéaires creux est de faire appel au solveur BiCGStab(2) sur la totalité du système, en choisis-
sant la structure CSR (compressed storage raw) afin de ne stocker que les coefficients non nuls de
la matrice, et ensuite de construire un préconditionneur efficace pour accélérer la convergence du
solveur itératif. L’établissement du préconditionneur a été fait en utilisant l’opérateur pression-
convection-diffusion (PCD) pour le bloc pression, et le préconditionneur triangulaire par bloc
pour le bloc de vitesse. La méthodologie développée a consisté en l’utilisation des solveurs multi-
grille SMG et PFMG scalaires (pour chaque composante de vitesse et la pression) de la librairie
HYPRE, couramment utilisée dans la communauté du HPC. Le solveur tout-couplé s’est ainsi
montré robuste dans des cas de validations diphasiques à forts rapports de masses volumiques et
de viscosités. La montée d’une bulle dans une colonne d’eau, la chute d’une sphère dense dans
l’air ou encore l’instabilité d’un jet visqueux furent utilisés pour montrer et tester l’efficacité du
solveur tout-couplé. De plus, nous avons mesuré les temps passés strictement dans le solveur
tout-couplé et ceux passés dans la méthode du lagrangian augmenté et celle de la projection
standard, nous avons relevé une différence significative. En effet, le solveur tout-couplé permet
de réduire le temps CPU de 50% à 80% par rapport à la méthode du lagrangien augmenté,
alors que cette réduction est comprise entre 57% et 90% par rapport à la méthode de projection
standard.

L’extension du solveur tout-couplé pour la résolution de problèmes diphasiques tridimensionnels
autour du calcul massivement parallèle a été achevée avec succès et constitue une contribution
majeure de cette thése. Cette contribution nous a permis de répondre à nos attentes, dans le sens
où la contrainte d’incompressibilité est satisfaite avec un seuil situé entre 10−4 et 10−8, quels que
soient les rapports de masses volumiques (ρ2

ρ1
≥ 106) et de viscosités (µ2

µ1
≥ 106) à la traversée

de l’interface. En ce qui concerne le développement du solveur tout-couplé parallèle, nous avons
constaté que sa mise en œuvre nécessite d’employer un préconditionneur pour obtenir une conver-
gence rapide du solveur itératif. Pour ce faire, nous nous sommes appuyés sur les travaux de Niall
Bottland pour préconditionner le bloc de pression (complément de Schur) que nous avons enrichi
par le développement d’un nouveau préconditionneur original pour le bloc de vitesse. Nous avons
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parallélisé ces préconditionneurs via l’utilisation de multigrilles géométriques (SMG et PFMG)
de la bibliothèque gratuite HYPRE dont la précision et l’efficacité sont avérées. De très bonnes
courbes de performance sont obtenues si on utilise un nombre minimum de points par sous-bloc
parallèle (323 cellules par proc). Nous avons réussi à conserver des performances trés correctes,
une efficacité entre 96% et 100% jusqu’à 6400 processeurs sur la machine SKL IRENE du CEA,
et une efficacité entre 89% et 100% jusqu’à 8064 processeurs sur la machine JEAN ZAY de
l’IDRIS. Dans la suite, nous avons pu mener tout un ensemble de simulations parallèles sur des
problèmes physiques variés et des maillages contenant de 4 millions (cas de la sphére dense et
la montée d’une bulle dans une collone d’eau) à 1 milliard de points (cas de l’inversion de phase).

Notre seconde contribution dans ce travail concerne les aspects spécifiquement diphasiques des
équations du modèle, c’est-à-dire le traitement du terme convectif dans le bilan de quantité de
mouvement via un schéma AMP, en particulier lorsque le rapport des masses volumiques de
deux fluides est élevé. Au cours de cette démarche, nous avons réécrit l’équation de la quan-
tité de mouvement sous forme conservative ou divergentielle. Ensuite, nous avons conjugué le
transport de la quantité de mouvement avec le transport de la masse volumique sur le volume
de contrôle de chaque composante de vitesse. Lors du transport, les flux des deux quantités
(masse volumique et quantité de mouvement) ont été évalués de manière consistante en utilisant
des schémas algébriques TVD type CUI et CUBISTA. Concernant l’intégration temporelle des
équations, un schéma d’ordre trois de Runge-Kutta (SSP-RK3) a été implémenté. Au final, nous
avons validé ce nouveau schéma AMP sur des problèmes d’écoulements diphasiques pour les
cas à forts rapports de masses volumiques (de 103 à 106), notamment pour le cas de la sphère
dense et la nappe liquide cisaillée, le schéma AMP a permis de mettre en exergue la dissipation
numérique causée par les erreurs de quantité de mouvement à l’interface. Sur le plan physique,
nous avons pu valider nos simulations en les comparant à des expériences, comme dans le cas de
la rupture de barrage et l’injection d’un fluide visqueux dans une cavité. Nous avons également
abordé le problème de l’inversion de phase, où des phénomènes de coalescence ou de rupture
sont mis en jeu. L’étude de convergence menée est très prometteuse et nous poursuivons l’étude
détaillée afin de réaliser un benchmark numérique avec plusieurs codes CFD développés dans
des laboratoires français, sous la supervision de Stéphane Zaleski.

Au niveau de la valorisation scientifique, le développement du solveur tout-couplé 2D a per-
mis la publication d’un article portant sur la résolution des équations de Navier-Stokes pour
des écoulements incompressibles monophasiques et diphasiques dans le journal CiCP. L’article
a été soumis en décembre 2020 et accepté en mars 2021. Un deuxiéme article portant sur le
développement d’un solveur tout-couplé pour la simulation des écoulements diphasiques à forts
rapports de masses volumiques et de viscosités a été accepté dans le journal Fluids MDPI. En
juin 2022, un acte de congrès sur le développement d’un solveur tout-couplé parallèle 3D pour
la simulation des écoulements diphasiques incompressibles a été rédigé et soumis pour un sym-
posium au Congrès Mécanique Français. Une étude de performance (scalabilité forte et faible)
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du solveur tout-couplé est en cours, et fera l’objet d’une publication quand elle sera finalisée.
Quand il sera abouti, un nouveau Benchmark numérique sur le problème d’inversion de phases
fera aussi l’objet d’une publication.

Concernant les perspectives, ce travail de thèse peut être amélioré notamment sur le plan nu-
mérique en :

— analysant l’impact des conditions aux limites dans le préconditionneur PCD en particulier
lorsque des conditions d’entrée/sortie (inflow/outflow) sont utilisées pour le champ de
vitesse.

— mettant en œuvre une linéarisation de Newton qui s’avère plus efficace pour pouvoir ré-
soudre correctement le terme convectif du bilan de la quantité de mouvement.

— évaluant de manière consistante les flux de masse et de quantité de mouvement en utilisant
la reconstruction géométrique de la VOF.

La poursuite de la réflexion sur l’extension du solveur tout-couplé que nous avons mis en œuvre
à des écoulements compressibles tridimensionnelles est également envisagée et a été en partie
abordée dans la thèse (voir l’annexe I), même si elle n’est pas présentée ici. Une autre piste de
travail consiste à impliciter les termes capilaires, en utilisant des méthodes de type frontières
immergées. D’autres voies possibles portent sur la simulation numérique des configurations réelles
d’écoulements diphasiques comme le cisaillement d’une nappe liquide et la comparaison des
solutions à des expériences. A plus long terme, nous pouvons rajouter l’aspect anisotherme et
les transferts de masse et de chaleur avec ou sans changement de phase.
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236 A. Cas B de l’inversion de phase liquide/liquide

(a) t = 0s (b) t = 1s

(c) t = 2 (d) t = 3s

(e) t = 4s (f) t = 5s

Figure A.1 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. L’évolution tem-
porelle de l’interface des 2 fluides est représentée en jaune. Paramétres de calcul : un maillage
256× 256× 256, une CFL = 0.5 et un résidu ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2).
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Figure A.2 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Ek, 1, énergie
cinétique dans le fluide lourd. (b) : Ek, 2, énergie cinétique dans le fluide léger.
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Figure A.3 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Ep, 1, énergie
potentielle dans le fluide lourd. (b) : Ep, 2, énergie potentielle dans le fluide léger.
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Figure A.4 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : Er, 1, enstro-
phie dans le fluide lourd. (b) : Er, 1, enstrophie dans le fluide léger.
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Figure A.5 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : L’aire inter-
faciale Aire. (b) : L’énergie surfacique Esurf .
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Figure A.6 – Simulation numérique de l’inversion de phase liquide/liquide. (a) : le ration R2,
(b) : le volume de fluide léger Vol.
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Annexe B

Physical boundary conditions

To complete the one-fluid formulation, the boundary conditions of the fluid domain are imposed
via the penalty term ¯̃̄

B · (f(ū)− ū∞) on Γ = ∂Ω. Boundary conditions such as Dirichlet or
Neumann can be enforced on the domain borders. Since the physical boundaries of the fluid
domain coincide with the nodes of the scalar meshes, it is no longer the variable ūn+1 that has
to be penalised, but a function f

(
ūn+1) of this variable. where

¯̄̄
B =


αu 0 0
0 αv 0
0 0 αw

 (B.1)

is a tensor field whose diagonal components tend to infinity along the boundary Γ and are
identically zero inside the fluid domain Ω. Here, f(ūn+1) is a discrete function of un+1, vn+1

and wn+1 , which is written as a linear combination of resolved velocities un+1
i,j,k , vn+1

i,j,k , wn+1
i,j,k and

their neighbors :

f(u) = a0u
n+1
i,j,k + a1u

n+1
i−1,j,k + a2u

n+1
i+1,j,k + a3u

n+1
i,j−1,k + a4u

n+1
i,j+1,k + a5u

n+1
i,j,k−1 + a6u

n+1
i,j,k+1 (B.2)

f(v) = a0v
n+1
i,j,k + a1v

n+1
i−1,j,k + a2v

n+1
i+1,j,k + a3v

n+1
i,j−1,k + a4v

n+1
i,j+1,k + a5v

n+1
i,j,k−1 + a6v

n+1
i,j,k+1, (B.3)

f(w) = a0w
n+1
i,j,k +a1w

n+1
i−1,j,k +a2w

n+1
i+1,j,k +a3w

n+1
i,j−1,k +a4w

n+1
i,j+1,k +a5w

n+1
i,j,k−1 +a6w

n+1
i,j,k+1. (B.4)

The treatment of the Dirichlet boundary conditions, applied to the left boundary for example
is controlled by the coefficients ai which are then set to the following values : a0 = a2 = 1

2 and
a1 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0. Thus, the discrete momentum equation on the left boundary
becomes :

NS(un+1
i,j,k) + αu

(1
2u

n+1
i,j,k + 1

2u
n+1
i+1,j,k − u∞

)
= 0. (B.5)
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Annexe C

Discretization with finite volumes in
Fugu code

Convective term

One recalls the convective term discretized to first order in time, and integrated over the control
volume Ω, bounded by the surface Σ :∫

Ω
∇ · (ρū⊗ ū) dV =

∫
Σ
ρuℓumnm dS ≈

∫
Σ
ρn+1un

mu
n+1
ℓ nm dS (C.1)

The discretization on the 3D staggered mesh of the convective term is performed with a centered
scheme in a semi-implicit way. It is written for the velocity component u :

(C.1)⇒ρn+1
i,j,k

(
un

i,j,k + un
i+1,j,k

2
un+1

i,j,k + un+1
i+1,j,k

2 −
un

i−1,j,k + un
i,j,k

2
un+1

i−1,j,k + un+1
i,j,k

2

)
∆y∆z

+ρn+1
i,j,k

(
vn

i,j,k + vn
i,j+1,k

2
un+1

i,j,k + un+1
i,j+1,k

2 −
vn

i,j−1,k + vn
i,j,k

2
un+1

i,j−1,k + un+1
i,j,k

2

)
∆x∆z

+ρn+1
i,j,k

(
wn

i,j,k + wn
i,j,k+1

2
un+1

i,j,k + un+1
i,j,k+1

2 −
wn

i,j,k−1 + wn
i,j,k

2
un+1

i,j,k−1 + un+1
i,j,k

2

)
∆x∆y

(C.2)

with ∆x, ∆y and ∆z the sizes of the parallelepipedic control volume in the x-, y- and z-direction,
respectively.

Viscous terms

The viscous stress tensor is decomposed as Tℓm = κΛℓm +ζΞℓm−ηΓℓm where Λ, Ξ and Γ pseudo-
tensors are defined in Caltagirone et al. [33]. The coefficient κ, ζ and η are elongational, shear
and rotational viscosities. They are linked to the dymanical viscosity by κ = ζ = 2µ and η = µ.
Pseud-tensors Λ, Ξ and Γ respectively read

Λ =


∂u
∂x 0 0
0 ∂v

∂y 0
0 0 ∂w

∂z

 , Ξ =


0 ∂u

∂y
∂u
∂z

∂v
∂x 0 ∂v

∂z
∂w
∂x

∂w
∂y 0

 , Γ =


0 ∂u

∂y −
∂v
∂x

∂u
∂z −

∂w
∂x

∂v
∂x −

∂u
∂y 0 ∂v

∂z −
∂w
∂y

∂w
∂x −

∂u
∂z

∂w
∂y −

∂v
∂z 0

 (C.3)

241



242 C. Discretization with finite volumes in Fugu code

The viscous operator is approximated implicitly using standard second-order, centered finite-
differences. It is written explicitly for the u-velocity component :

C.0.0.1 Elongation viscosity (κΛℓm),m, u-component

∫
∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
dV ≈

(
κi+ 1

2 ,j,k

un+1
i+1,j,k − u

n+1
i,j,k

∆x − κi− 1
2 ,j,k

un+1
i,j,k − u

n+1
i−1,j,k

∆x

)
∆y∆z (C.4)

Shear viscosity (ζΞℓm),m, u-component

∫
∂

∂y

(
ζ
∂u

∂y

)
+ ∂

∂z

(
ζ
∂u

∂z

)
dV ≈

(
ζi,j+ 1

2 ,k

un+1
i,j+1,k − u

n+1
i,j,k

∆y − ζi,j− 1
2 ,k

un+1
i,j,k − u

n+1
i,j−1,k

∆y

)
∆x∆z

+
(
ζi,j,k+ 1

2

un+1
i,j,k+1 − u

n+1
i,j,k

∆z − ζi,j,k− 1
2

un+1
i,j,k − u

n+1
i,j,k−1

∆z

)
∆x∆y

(C.5)

Rotational viscosity (−ηΓℓm),m, u-component

∫
∂

∂y

(
−η∂u

∂y
+ η

∂v

∂x

)
+ ∂

∂z

(
−η∂u

∂z
+ η

∂w

∂x

)
dV

≈
(
−ηi,j+ 1

2 ,k

un+1
i,j+1,k − u

n+1
i,j,k

∆y + ηi− 1
2 ,j+1,k

vn+1
i,j+1,k − v

n+1
i−1,j+1,k

∆x

)
∆x∆z

+
(
ηi,j− 1

2 ,k

un+1
i,j,k − u

n+1
i,j−1,k

∆y − ηi− 1
2 ,j,k

vn+1
i,j,k − v

n+1
i−1,j,k

∆x

)
∆x∆z

+
(
−ηi,j,k+ 1

2

un+1
i,j,k+1 − u

n+1
i,j,k

∆z + ηi− 1
2 ,j,k+1

wn+1
i,j,k+1 − w

n+1
i−1,j,k+1

∆x

)
∆x∆y

+
(
ηi,j,k− 1

2

un+1
i,j,k − u

n+1
i,j,k−1

∆z − ηi− 1
2 ,j,k

wn+1
i,j,k − w

n+1
i−1,j,k

∆x

)
∆x∆y

(C.6)

Pressure Gradient ∇p, u-component

For the horizontal velocity component u, the pressure gradient is discretized as follows :∫
∂p

∂x
dV ≈ (pi+ 1

2 ,j,k − pi− 1
2 ,j,k)∆x∆y∆z (C.7)
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Divergence ∇ · ūn+1

The divergence ∇ · ū of the velocity field ūn+1 ≈ (un+1, vn+1, wn+1)T is approximated at cell
centers by

∫
∇ · ūn+1dV ≈

un+1
i+ 1

2 ,j,k
− un+1

i− 1
2 ,j,k

∆x +
vn+1

i,j+ 1
2 ,k
− vn+1

i,j− 1
2 ,k

∆y +
wn+1

i,j,k+ 1
2
− wn+1

i,j,k− 1
2

∆z

∆x∆y∆z

(C.8)
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Algorithm 1 Solving strategy with BiCGStab(2) solver assuming preconditioner P is
known.
1: procedure Initialisation
2: k = 0 . k ∈ N+, iteration number
3: b̄ = P−1b̄ . Precond is applied on r.h.s.
4: z̄ = Ax̄(0) . x̄(0) ∈ R is an initial guess
5: q̄ = P−1z̄
6: r̄(0) = b̄− q̄ . Initial residual of the preconditioned system
7: ˜̄r = r̄(0) . ˜̄r is an arbitrary vector, such that ˜̄r · r̄(0) 6= 0
8: ξ0 = ω2 = 1; α = 0; ū = 0̄
9: end procedure

10: while ‖r̄
(k)‖2
‖r̄(0)‖2 > ε do

11: k = k + 1
12: ξ0 = −ω2ξ0

Even step
13: ξ1 = ˜̄r · r̄(k−1); β = αξ1/ξ0; ξ0 = ξ1 . dot product #1
14: z̄ = Aū . matrix-vector #1
15: v̄ = P−1z̄ . preconditionner #1
16: γ = ˜̄r · v̄; α = ξ/γ . dot product #2
17: r̄(k) = r̄(k−1) − αv̄ . linear combination #1
18: z̄ = Ar̄(k) . matrix-vector #2
19: s̄ = P−1z̄ . preconditionner #2
20: x̄(k) = x̄(k−1) + αū . linear combination #2

Odd step
21: ξ1 = ˜̄r · s̄; β = αξ1/ξ0 . dot product #3
22: v̄ = s̄− βv̄ . linear combination #3
23: z̄ = Av̄ . matrix-vector #3
24: w̄ = P−1z̄ . preconditionner #3
25: γ = ˜̄r · w̄; α = ξ0/γ . dot product #4
26: ū = r̄(k) − βū . linear combination #4
27: r̄(k) = r̄(k) − αv̄ . #5
28: s̄ = s̄+ αw̄ . #6
29: z̄ = As̄ . matrix-vector #4
30: t̄ = P−1z̄ . preconditionner #4

Generalized conjugate gradient part
31: ω1 = r̄(k) · s̄ . dot product #5
32: λ = s̄ · s̄ . #6
33: ν = s̄ · t̄ . #7
34: τ = t̄ · t̄ . #8
35: ω2 = r̄(k) · t̄ . #9
36: τ = τ − ν2/λ; ω2 = (ω2 − νω1/λ)/τ ; ω1 = (ω1 − νω2)/λ
37: x̄(k) = x̄(k) + ω1r̄

(k) + ω2s̄+ αū . linear combination #7
38: r̄(k) = r̄(k) − ω1s̄− ω2t̄ . #8
39: ū = ū− ω1v̄ − ω2w̄ . #9
40: end while

1
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Velocity preconditioning

Algorithm 1 Block triangular block preconditionner for the velocity block. Approxima-
tion of the inverse of the velocity block F̃u on a vector (zu, zv, zw)T , the solution vector is
(ru, rv, rw)T

1: Fww (I −G) r̄w = z̄w . Solve
2: r̄uv ←− r̄uv − Auvwz̄w . Update
3: Auvr̄uv = z̄uv with z̄uv = (zu, zv)

T . Solve

Pressure preconditioning

Algorithm 2 Representation of the application of the block triangular preconditioner.
M

(1/µ)
p is the diagonal pressure mass matrix scaled by the inverse of the viscosity 1/µ, M

(1)
p

is the diagonal standard pressure mass matrix, N
(1)
p represents the standard convective

matrix in the pressure space, A
(1/ρ)
p is the scaled Laplacian, which corresponds to the

discretisation of the term ∇·(ρ−1∇φ), and F is the convection-diffusion-reaction operator
for the momentum equation.

Solve




Fuu Fuv Fuw BT
pu

0 Fvv Fvw BT
pv

0 0 Fww BT
pw

0 0 0 ŜPCD







r̄u
r̄v
r̄w
r̄p


 =




z̄u
z̄v
z̄w
z̄p




Approximate the inverse of Schur ŜPCD
1: r̄p1 = (M

(1)
p )−1z̄p . 2 × mass matrix solve (M

(1/µ)
p )−1 and (M

(1)
p )−1

2: r̄p2 = (M
(1/µ)
p )−1z̄p

3: r̄p3 = F
(1)
P r̄p2 . Matrix-vector product for the operator F

(1)
P

4: r̄p4 = (A
(1/ρ)
P )−1z̄p3 . Solve Laplace operator A

(1/ρ)
P

5: r̄p = r̄p4+r̄p1
Update z̄u, z̄u and z̄w

6: z̄u = z̄u −BT
pur̄p

7: z̄v = z̄v −BT
pvr̄p

8: z̄w = z̄w −BT
pwr̄p

Approximate the velocity block F̂u
9: r̄w = F−1

wwz̄w . Matrix solve Fww
10: ˆ̄zuv = Fuwr̄w + Fvwr̄w . Matrix-vector product for the operator Fuw and Fvw
11: z̄uv=z̄uv−¯̂zuv . Update r̄uv
12: r̄v=F

−1
vv z̄v . Matrix solve Fvv

13: ¯̂zu = Fuvr̄v . Matrix-vector product for the operator Fuv
14: z̄u = z̄u − ¯̂zu . Update r̄uu
15: r̄u=F

−1
uu z̄u . Matrix solve Fuu

1
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Abstract. The presented work is dedicated to the mathematical and numerical model-
ing of unsteady single- and two-phase flows using finite volume and penalty methods.
Two classes of Navier-Stokes solvers are considered. Their accuracy and robustness are
compared to identify their respective strengthes and weaknesses. Exact (also referred
to as monolythic) solvers such as the Augmented Lagrangian and the Fully Coupled
methods address the saddle-point structure on the pressure-velocity couple of the dis-
cretized system by means of a penalization term or even directly, whereas approximate
(segregated) solvers such as the Standard Projection method rely on operator splitting
to break the problem down to decoupled systems. The objective is to compare all ap-
proaches in the context of two-phase flows at high viscosity and density ratios. To
characterize the interface location, a volume-of-fluid (VOF) approach is used based
on a Piecewise Linear Interface Construction (PLIC). Various 2D simulations are per-
formed on single- and two-phase flows to characterize the behavior and performances
of the various solvers.

AMS subject classifications: 76M12

Key words: Monolythic solvers, Augmented Lagrangian, two-phase flows, saddle point, projec-
tion method.

1 Introduction

The Navier-Stokes equations play a crucial role in several industrial and environmental
applications that include weather forecast, combustion and propulsion, civil engineering,
aerodynamics, and hydrodynamics. However, their resolution causes many problems
and remains a challenging task for mathematicians as well as engineers. In the context
of incompressible two-phase flows, the difficulties are two-fold: on the one hand, the
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velocity-pressure coupling induced by the incompressibility constraint, which must hold
at every instant, gives rise to a saddle-point problem for which dedicated solvers must be
designed. On the other hand, large density and viscosity ratios in the presence of large
interface distortions yield ill-conditioned linear systems. Multiple strategies have been
devised over the years to solve these ill-conditioned linear systems (the reader is referred
to [7, 9] for more information).

The devised solutions the pressure-velocity coupling challenge can be classified in
two categories. On the one hand, segregated methods, introduced by Chorin [8] and
Temam [36], approximate the original system using time splitting, thereby resulting in
two decoupled equations: one to update the velocity field and the other the pressure field.
This raises a number of issues, such as the appearance of numerical artifacts as a conse-
quence of the splitting error, or the need for pressure boundary conditions that do not
exist in the original problem. On the other hand, coupled methods solve both fields (ve-
locity and pressure) simultaneously, hence preserving the consistency of the discretized
system with the continuous equations (as opposed to segregated methods, which intro-
duce a splitting error that is inconsistent with the continuous system). The system to be
solved in coupled methods is known as a saddle point system on the pressure-velocity
couple. This saddle point system can in turn be solved either directly (this strategy will be
referred to as the Fully Coupled, or FC, method) or by means of a penalty method (Aug-
mented Lagrangian, AL). The AL method was proposed initially by Fortin and Glowin-
ski [14] primarily for single-phase Stokes flows. This approach was recently applied to
two-phase flows by Vincent and coworkers [24, 38]. This is an iterative method, where
each iteration requires the solution of the velocity equation modified to include an addi-
tional term that penalizes the incompressibility constraint. A subsequent update of the
pressure field is performed explicitly. FC methods on the other hand are purely alge-
braic, using specific block preconditioners so as to improve the spectral properties of the
original saddle point system. In recent years, significant efforts have been dedicated to
this approach, and several techniques have been proposed in the context of single-phase
flows, in the Stokes or steady regimes primarily, using finite element methods [11, 26].

In the context of two-phase flow modeling at high density and viscosity ratios, sev-
eral techniques have been investigated to tackle the induced stiffness. For projection
methods (PR), Guermond and Salgado [18] have studied a new fractional time-step tech-
nique for variable density flows, which consist in extracting the density from the Poisson
equation by penalizing the divergence of the velocity. The validity of this method is
demonstrated for Rayleigh-Taylor instability at small density ratio. More recently, Dodd
and Ferrante [10] have proposed a fast pressure-correction method for simulating incom-
pressible two-phase flows with large density and viscosity ratios. The method is based
on the splitting of the pressure gradient into two terms, one with a variable density which
is explicitly treated and the other one with a constant density treated implicitly. The re-
sults obtained for a capillary wave show that this method is able to treat two-phase flow
problems with density and viscosity ratios up to 105. Nevertheless, the explicit treatment
of the velocity prediction imposes a restriction on the time-step size to maintain numer-
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ical stability. Another approach followed by Caltagirone and Breil [6] relies on a vector
projection of the velocity field, using only a velocity correction and Hodge-Helmholtz
decomposition. Three-dimensional tests show that this method is very effective for sim-
ulating two-phase flows with very large ratios of density and viscosity (ρ2/ρ1>1000 and
µ2/µ1>1000). However, the solution of large sparse linear systems on all velocity compo-
nents is complex, and as in the scalar projection method, it also has a time splitting error.
In addition to these techniques, Guo and Xu [19] have proposed an accurate method for
phase field models of two-phase incompressible flows, using the convex splitting princi-
ple. The numerical results presented for a rising bubble and a phase separation configu-
ration of a binary fluid at low Reynolds show the high order accuracy and the stability of
this method.

Regarding the Augmented Lagrangian method, Vincent et al. [38] have proposed the
Algebraic Adaptive Augmented Lagrangian (AAAL) for simulating two-phase flows. As
opposed to the Standard Augmented Lagrangian (SAL), where the penalty parameter is
constant, AAAL automates the parameter selection locally by analysing the matrix aris-
ing from the discretization of the penalized velocity equation. The robustness of this
method has been demonstrated by simulating the free fall of a dense cylinder, with large
density and viscosity ratios (105 and 1010, respectively). Although this method is very
effective for two-phase flows with large contrasts, it is computationally expensive, be-
cause the linear systems to be solved are ill-conditioned and the only preconditioner
identified by the authors as sufficiently robust (ILU [32]) does not scale well in paral-
lel implementation with distributed memory. For the FC method, studies on two-phase
flows have been documented as well. In the case of steady Stokes motions, Cai et al. [28]
have investigated the rise of a bubble at high contrasts (rρ = rµ = 103). For unsteady
Navier-Stokes equations, Bootland et al. [2] have proposed a new preconditioner (termed
Pressure Convection-Diffusion, or PCD). Numerical results for a dynamic dam-break
problem (air-water) showed that the PCD can be an effective approach for two-phase
flows. A distinctive feature of the aforementioned FC methods is that they all rely on spe-
cific block-triangular preconditioners. Other authors, including Bosch et al. [22], model
the flow differently by coupling the Navier–Stokes equation and the Cahn–Hilliard [4]
equation to also yield coupled scheme. Such an approach, also preconditioned by block-
triangular preconditioners and Schur complement approximations, has proved to be ac-
curate and robust in the presence of large viscosity and density ratios.

The main objective of the present work is to further investigate Fully Coupled meth-
ods, the robustness of which can ultimately unlock new applications such as the simu-
lation of two-phase flows at large density and viscosity ratios. The challenge effectively
lies at the algebraic level, and the poor conditioning of the linear systems must be ad-
dressed in order to challenge the widespread use of segregated methods. In this context,
the main objective of the current study is to review robust parallel preconditioners and
to compare their performance with well-established alternatives. The paper is organized
as follows: in Section 2 the Navier-Stokes equations are formulated for two-phase incom-
pressible flows, and the temporal and spatial discretizations are presented. The solution
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strategies used in our simulations are delineated in Section 3, with a particular emphasis
for the block preconditioners used on the saddle point systems. Section 4 is dedicated
to numerical results for single- and two-phase flows. This section also provides detailed
comparisons with respect to various documented solvers for incompressible flows.

2 Governing equations

The one-fluid formulation, developed by Kataoka [25] for multiphase flows, is consid-
ered. In its incompressible form, the one-fluid model consists of the Navier-Stokes equa-
tion augmented with the capillary effect, supplemented by the divergence-free condition
and a transport equation for a color function, denoted C, used to characterize the inter-
face location and the fluid properties (mass density and viscosity). In the proposed work,
C will be chosen as the volume fraction occupied by a reference phase. The originality of
the one-fluid model is that it takes implicitly into account the jumps relations across the
interface induced by surface tension, which reverts to the classical single phase Navier-
Stokes equations away from the interface.

Let Ω⊂Rd be an open bounded domain, with smooth boundary Γ= ∂Ω and n the
unit normal to Γ. The one-fluid model equations governing the multiphase flow motion
read:

∂ρ(C)u

∂t
+∇·(ρ(C)u⊗u)=−∇p+∇·[µ(C)(∇u+∇uT)]+ρ(C)g+Fs, (2.1)

∇·u=0, (2.2)

∂C

∂t
+u·∇C=0. (2.3)

Eq. 2.1 represents the conservation of linear momentum, Eq. 2.2 the conservation of vol-
ume (the phases are immiscible and incompressible), and Eq. 2.3 the advection of the
color function C. In Eqs. 2.1, 2.2, and 2.3, u is the velocity field, p the pressure field, t the
time, g the gravity field, and ρ and µ the mixture density and dynamic viscosity, respec-
tively. Fs is the capillary term, modeled in this study by the continuum surface tension
force model [3]. The mixture density and viscosity are defined according to the following
constitutive laws :

ρ(C)=ρ1C+(1−C)ρ2, (2.4)

µ(C)=µ1C+(1−C)µ2, (2.5)

where ρ1, ρ2, µ1 and µ2 are the densities and the viscosities of fluids 1 and 2. By mix-
ture density or viscosity, it is understood that the aforementioned material properties
are phase-wise constant. C (as well as ρ and µ, therefore) vary spatially in the interface
vicinity only, that is in the vicinity of the cells or control volumes cut by the interface.

The current study focuses on solution techniques for the incompressible two-phase
Navier-Stokes equations (2.1) and (2.2). The solution of the advection equation (2.3) is
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performed with by the Volume-of-Fluid (VOF) method, using the Piecewise Linear Inter-
face Construction (PLIC) technique [39]. The spatial discretization of the Navier-Stokes
equations (2.1) and (2.2) is performed on a staggered mesh based on the MAC scheme
of Harlow and Welch [20]. This approach guarantees the consistency of the differential
operators such as the divergence and the gradient and it also avoids oscillations on the
pressure field. A centered approximation of the convective term alleviates any numerical
viscosity. The resulting semi-discrete system is advanced in time implicitly by means of
a second order integration scheme (Gear scheme, Eq. (2.6)):

(
∂u

∂t

)n+1

=
3
2un+1−2un+ 1

2un−1

∆t
, (2.6)

and the convective term is linearized using Adams-Bashforth extrapolation (Eq. (2.7)):

un+1⊗un+1≈
(

2un−un−1
)
⊗un+1, (2.7)

where n refers to the temporal iteration associated to physical time n∆t. The timestep ∆t
is assumed constant.

2.1 Physical boundary conditions

To complete the one-fluid formulation, boundary conditions for the velocity field u on
Γ= ∂Ω must be specified using penalisation [31]. This provides a unified treatment for
imposing different types of boundary conditions, such as Dirichlet and Neumann con-

ditions. Numerically, this method is based on a control term Bpenu( f (u)−u∞), which is
added to the momentum equation:

NS(un+1)+Bpenu

(
f (un+1)−u∞

)
=0, (2.8)

where

Bpenu=

(
αu 0
0 αv

)
(2.9)

is a tensor field whose diagonal components tend to infinity along the boundary Γ and
are identically zero inside the fluid domain Ω. Here, f (un+1) (Eq. (2.10) and Eq. (2.11)) is
a discrete function of un+1 and vn+1, which is written as a linear combination of resolved
velocities un+1

i,j , vn+1
i,j and their neighbors:

f (u)= a0un+1
i,j +a1un+1

i−1,j+a2un+1
i+1,j+a3un+1

i,j−1+a4un+1
i,j+1, (2.10)

f (v)= a0vn+1
i,j +a1vn+1

i−1,j+a2vn+1
i+1,j+avun+1

i,j−1+a4vn+1
i,j+1. (2.11)

The treatment of the Dirichlet boundary conditions, applied to the left boundary for ex-
ample (see Fig. 1) is controlled by the coefficients ai which are then set to the following
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Figure 1: Left: staggered pressure and velocity unknowns in the global domain. Right: left boundary treatment
in 2D.

values: a0= a2=
1
2 and a1= a3= a4=0. Thus, the discrete momentum equation on the left

boundary becomes:

NS(un+1
i,j )+αu

(
1

2
un+1

0,j +
1

2
un+1

1,j −u∞ 1
2 ,j

)
=0. (2.12)

To impose homogeneous Neumann boundary conditions, the coefficients are set to a0 =
−1, a2=1 and a1= a3 = a4=0. The resulting equation in discrete form is:

NS(un+1
i,j )+αu

(
−un+1

0,j +un+1
1,j −u∞ 1

2 ,j

)
=0, (2.13)

with u∞ 1
2 ,j =0.

The semi-discretized system, referred to as the penalized one-fluid model, finally
reads:

ρ(Cn+1)

∆t

(
3

2
un+1−2un+

1

2
un−1

)
+∇·

(
ρ(Cn+1)

(
2un−un−1

)
⊗un+1

)

+Bpenu

(
f (un+1)−u∞

)

=−∇pn+1+∇·[µ(Cn+1)(∇un+1+
(
∇un+1

)T
)]+ρ(Cn+1)g+Fs, (2.14)

∇·un+1=0, (2.15)

Cn+1−Cn

∆t
+un ·∇Cn =0. (2.16)
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3 Numerical methods

As mentioned in the introduction, multiple approaches to the numerical solution of the
Navier-Stokes equations have been devised. In this section, such approaches for solving
the motion equations in the context of two-phase flow modeling are presented.

3.1 Projection method

The literature on projection methods is vast and many variants and formulations exist.
In the present work, the projection method proposed by Goda [16] is considered, where
a pressure gradient is retained in the prediction step. As opposed to the original work of
Goda, where the prediction step is performed explicitly, an implicit resolution is chosen
here so as to overcome the time-step restrictions and guarantee numerical stability. The
projection method essentially decouples velocity and pressure fields, and the resulting
algorithm consists of two steps: first, a velocity prediction is performed, where u∗ is
computed as the solution of a decoupled momentum equation.

ρ(Cn+1)
(

3
2 u∗−2un+ 1

2un−1
)

∆t
+∇·

(
ρ(Cn+1)

(
2un−un−1

)
⊗u∗

)

+Bpenu( f (u∗)−u∞)=−∇pn+∇·[µ(Cn+1)(∇u∗+∇u∗T)]+ρ(Cn+1)g+Fs. (3.1)

The predicted velocity however does not satisfy the divergence-free condition Eq. (2.15).
In the second step, therefore, the intermediate velocity is corrected by projecting it on
a divergence-free subspace. This step is performed by computing a pressure increment
p∗ as the solution of the following Helmholtz equation, with homogeneous Neumann
boundary conditions:

∇·
(

∆t

ρ(C)
∇p∗

)
+αp( f (p∗)−p∞)=∇·u∗, (3.2)

where the penalisation term αp vanishes in Ω and tends to infinity as Γ is approached.
The velocity and pressure updates are performed as follows:

un+1=u∗− ∆t

ρ(C)
∇p∗, (3.3)

pn+1= pn+p∗. (3.4)

The appeal for the projection method stems from its simplicity and ease of implementa-
tion. However, this approach suffers from well-known limitations: the splitting operator
introduces an error that reduces the temporal accuracy of the numerical solution, and in-
troduces the need for appropriate boundary conditions for the pressure field in the pro-
jection step which do not exist in the original (coupled) system. Indeed, the inconsistency
of the boundary conditions induces numerical errors in the pressure field, giving rise to
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artificial boundary layers as described in [17]. Additionally, when multiphase flows are
simulated with large density ratios, the challenging task is to solve the linear system aris-
ing from the discretization of the variable coefficient Helmholtz equation (3.2), which
become ill-conditioned due to discontinuities in the Laplacian operator∇·( ∆t

ρ(C)
∇p∗

)
.

3.2 Augmented Lagrangian method

The Augmented Lagrangian was proposed to alleviate the shortcomings of the projec-
tion method. Originally developed by Fortin and Glowinski [14] for single-phase Stokes
flows, this method has been extended recently for two-phase flows [24,38] to take advan-
tage of its robustness and efficiency. The principle of this method is that the conservation
equation of mass is not used in its original form, but rather transformed into an explicit
pressure Eq. (3.6) that will be coupled to the velocity. The resolution consists in finding a
saddle point on the couple

(
un+1,pn+1

)
. Starting with u∗,0=un and p∗,0=pn, the solution

is given by an Uzawa algorithm [24]: while |∇·u∗,m|>ǫ, solve

ρ(C)
(

3
2u∗,m−2u∗,0+ 1

2u∗,−1
)

∆t
+∇·

(
ρ(C)

(
2u∗,0−u∗,−1

)
⊗u∗,m

)
+Bpenu( f (u∗,m)−u∞)

=−∇p∗,0+r∇(∇·u∗,m)+∇·[µ(C)(∇u∗,m+∇u(∗,m)T)]+ρg+Fs, (3.5)

p∗,m= p∗,0−r∇·u∗,m, (3.6)

where ǫ is the divergence threshold and m is the iteration index. So for m= 1,2···n, the
iterative process simultaneously corrects the pressure and the velocity until convergence
to the solution

(
un+1,pn+1

)
. In practice, one iterative step of the Augmented Lagrangian

with a suitable value of the parameter r suffices to obtain a good solution. A proper choice
of parameter r guarantees that the incompressibility constraint Eq. (2.15) is satisfied while
simultaneously ensuring that the magnitude of the Augmented Lagrangian term remains
comparable to the largest of the other terms in the Navier-Stokes equations. For low r
values, the importance is given to the Navier-Stokes equations whereas for large values,
the velocity field will be divergence-free but will not satisfy the Navier-Stokes equations.
In practice, values of r between 10 to 1000 times larger than the other dimensionless terms
yield satisfactory results. The reader is referred to recent work on the automation of its
computation for more information [37].

The Augmented Lagrangian method has many advantages. On the one hand, it
avoids imposing boundary conditions on the pressure field. On the other hand, using
the Augmented Lagrangian method, two-phase flows at high density and viscosity ra-
tios (

ρ2

ρ1
≪ 1 or

ρ2

ρ1
≫ 1 as well as

µ2

µ1
≪ 1 or

µ2

µ1
≫ 1) can be simulated, as opposed to the

ranges achievable with the Standard Projection method. However, the disadvantage of
this method is its numerical cost, as a result of the effect of parameter r. Indeed, the
simulation of two-phase flows with high density and viscosity ratios, together with large
values of the parameter r, leads to ill-conditioned linear systems. In addition, it has to be
highlighted that the numerical solution strongly depends on the choice of the parameter
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r, itself largely sensitive to problem parameters such as the density and viscosity ratios,
and grid sizes.

3.3 Fully Coupled method

To date, the Fully Coupled (FC) method, although widely used in the finite element com-
munity in the context of stationary and single-phase flow simulations, has not found
much traction within the finite difference and finite volume communities. The objective
of this study is to investigate Fully Coupled approaches in the context of unsteady two-
phase flow simulated by finite volumes and penalty methods. They require the solution
of systems of the following form:

(
1

∆t M
(ρ)
u +N

(ρ)
u + L

(µ)
u BT

p

Bu 0

)(
un+1

pn+1

)
=

(
f

0

)
, (3.7)

or Ax=b. Eq. (3.7) represents a non-symmetric saddle-point problem, where the matrix
Bu is the discrete negative divergence, BT

p represents the discrete pressure gradient oper-

ator, M
(ρ)
u is the velocity mass matrix, L

(µ)
u is the discrete velocity Laplacian, N

(ρ)
u denotes

the linearized convective operator, and f represents the right-hand side vector.
To solve this sparse linear system, direct methods such as Gaussian elimination are

very robust with respect to various problem but do not scale well with problem size and
are impractical in three-dimensional configurations. In the context of large-scale systems,
preferred resolution techniques include iterative solution techniques, such as the gener-
alized minimal residual (GMRES [33]), algebraic or geometric multigrid methods [35],
and the conjugate gradient and its variants [23]. In this study, the BiCGStab(2) algo-
rithm [23] was found to perform slightly better than GMRES (10% on average) for both
Fully Coupled and Augmented Lagrangian systems, and was therefore preferred in spite
of the favorable monotonous convergence property of GMRES that BiCGStab(2) does not
share.

Because the performances of the iterative methods depends on the conditioning of
the system, the use of an efficient preconditioner proves necessary to accelerate the con-
vergence of the iterative solver and to avoid possible numerical instabilities. The pre-
conditioning can be considered as a transformation of the original system Ax=b into an
equivalent one P−1Ax= P−1b, where the preconditioning matrix P is an approximation
of A (P≈A) whose inverse can be efficiently applied.

In order to build a suitable preconditioner P, we consider the block LDU decomposi-
tion of the original matrix A, given by:

(
Fu BT

p

Bu 0

)
=

(
Iu 0

BuF−1
u Ip

)(
Fu 0
0 Su

)(
Iu F−1

u BT
p

0 Ip

)
. (3.8)

Here Su =−BuF−1
u BT

p is the Schur complement of the pressure block and Fu =
1

∆t M
(ρ)
u +

N
(ρ)
u + L

(µ)
u is the convection-diffusion-reaction operator. In this work, one of the most
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Algorithm Triangular preconditioner

1: Solve Spzp = rp.
2: Update ru←− ru−BT

p zp.
3: Solve Fuzu = ru.

popular block triangular preconditioner for saddle point problems is used, by taking the
DU product of Eq. (3.8):

P=

(
Fu BT

p

0 Sp

)
. (3.9)

Thus, the application of the preconditioner of Eq. (3.9) entails the following backward
substitution: (

Fu BT
p

0 Sp

)(
zu

zp

)
=

(
ru

rp

)
, (3.10)

where

(
ru

rp

)
=b and p and

(
ru

rp

)
=b,vk,sk,tk and wk are a sequence of vectors gener-

ated at each BiCGSTAB(2) (for further details, the reader is referred to Appendix A).

When the triangular preconditioner P−1 is applied to A, the preconditioned system
P−1A has a single eigenvalue λ=1 of multiplicity nu+np. The characteristic polynomial
of P−1A has degree 2, which guarantees that a Krylov subspace solver such as GMRES
converges in two iterations. Indeed, by considering the eigenvalue problem for the pre-
conditioned system P−1A, this values can easily be obtained from the following general-
ized eigenvalue problem:

(
Fu BT

p

Bu 0

)(
u

p

)
=λ

(
Fu BT

p

0 Sp

)(
u

p

)
. (3.11)

From the first line of equation of (3.11) we obtain (1−λ)(Fuu+BT
p p)= 0, admitting two

possible solutions. The first eigenvalue is λ=1 of multiplicity nu, and the second corre-
sponds to u=−F−1

u BT
p p. Then, the substitution of u in the second row of (3.11) leads to

−BuF−1
u BT

p p=λSp p, which gives the second eigenvalue λ=1 of multiplicity np.

Likewise, if instead of the upper triangular preconditioner P=DU, the diagonal block
preconditioner D is used, then λ=1 appears to be as an eigenvalue of multiplicity at least

nu−np for any eigenvector
[
uT,0T

]T
with Bu=0, while λ= 1

2±
√

5
2 of multiplicity np as de-

scribed in [11]. As the convergence depends on the eigenvalues λ of the preconditioned
system (the smaller the eigenvalue the faster the convergence), the block triangular pre-
conditioner is expected to perform better and is therefore selected for this work.

This approach has however one major drawback, which is that the inversion of Sp and
Fu can not be performed in realistic computations. They are indeed more expensive than
solving the saddle point (3.7) by direct methods. As a result, they must be approximated
by matrices Ŝp and F̂u.
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Finding an effective approximation for the Schur complement S is not obvious. In
recent years, a variety of preconditioners for incompressible flow problems has been
introduced. These include the Cahouet-Chabard preconditioner [5] for homogeneous
Stokes flows. This preconditioner has been extended [28] to two-phase flows in the case
of steady Stokes flow. The Augmented Lagrangian formulation can also be used as a pre-
conditioner, for example in the case of the Oseen problem [27] or the steady Stokes equa-
tions with variable viscosity [27]. Recently, Bootland and coworkers [2] have proposed
two preconditioners coined the Pressure Convection Diffusion (PCD) preconditioner and
the Least Squares Commutator (LSC) preconditioner. For these preconditioners, the re-
sults show that the PCD preconditioner is more efficient than the LSC preconditioner. In
this work, the pressure convection diffusion (PCD) preconditioning with suitable scal-
ing is therefore chosen, the aforementioned study showing it to be the most effective at
solving unsteady two-phase flows [2]. This preconditioner is given by:

Ŝ−1
PCD =(M

1/µ
p )−1+(A

1/ρ
p )−1

(
N

(1)
p +

1

∆t
M

(1)
p

)
(M

(1)
p )−1, (3.12)

where M
1/µ
p is the diagonal pressure mass matrix scaled by the inverse of the viscosity

1/µ, M
(1)
p is the diagonal standard pressure mass matrix, N

(1)
p represents the convective

term in the pressure space, and A
1/ρ
p is the scaled Laplacian that corresponds to the dis-

cretisation of the term∇·( 1
ρ∇P

)
.

In order to approximate the inverse of the Schur complement Ŝ−1
PCD, the Semi Coarsen-

ing Multigrid (SMG) solver of the HYPRE library [13] is used, where the action of A
(1/ρ)
p

is required. This solver was indeed designed specifically for elliptic equations with vari-

able coefficients. The two diagonal mass matrix are then inverted, namely (M
(1/µ)
p )−1 and

(M
(1)
p )−1, by applying a rescaling to suitable vectors followed by a matrix-vector product

for the operator F
(1)
p =N

(1)
p + 1

∆t M
(1)
p . As described in the work of Elman et al. [12], the use

of this preconditioner requires appropriate boundary conditions, which must be compat-
ible with the physical boundary conditions applied to the velocity u. Indeed, the choice
of Dirichlet boundary conditions for the velocity u implies the application of Neumann

boundary conditions for the discrete operators A
(1/ρ)
p and N

(1)
p + 1

∆t M
(1)
p . On the other

hand, the use of inflow or outflow boundary conditions respectively for the velocity u
results in the use of Robin conditions in the case of inflow and Dirichlet or Neumann
(depending on the Reynolds number) boundary conditions in the case of outflow for the
discrete operators of the Schur approximation ŜPCD.

Thus, to build a robust and efficient preconditioning P, a good approximation F̂u is
required. Many approximations of the velocity block Fu have been documented, for the
most part based on the use of tailored multigrid implementations. These include product
splitting, block Jacobi, block Gauss-Seidel, block diagonal, and block triangular precon-
ditioners (see [1] for more details). In the current study, the block Gauss-Seidel precondi-
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Figure 2: Graphical representation of the application of the block triangular preconditioner.

tioner

F̂u =

(
Fuu Fuv

0 Fvv

)

was found to perform satisfactorily. This preconditioner requires the solution of two lin-
ear systems, Fvv and Fuu, which are both performed using the aforementioned multigrid
solver (SMG). The algorithm applied to block triangular preconditioner is summarized
in the graphical representation shown in Fig. 2.

4 Numerical results

4.1 Single phase flows: Driven cavity

The first benchmark problem considered is a lid driven cavity for viscous incompressible
fluid flow in a two-dimensional square domain of side L=1m. In this configuration, all
boundaries are walls, the top side moves at velocity u0=−1m·s−1, while the other three
sides are no slip walls. Three Reynolds numbers are solved (Re = 100, 1000, and 5000)
with the Fully Coupled solver, the lower two being compared with the results of Botella
and Peyret [30]. The convergence rate is estimated by means of a Richardson extrapola-
tion (for further details, the reader is referred to Appendix B). Several uniform Cartesian
meshes are used, while the timestep is maintained constant and equal to 10−3s. As only
the steady flow is considered here, the iterations are terminated when the stationary cri-
terion

max
(∥∥∥un+1−un

∥∥∥,
∥∥∥vn+1−vn

∥∥∥
)
≤ǫmax

(∥∥∥un+1
∥∥∥,
∥∥∥vn+1

∥∥∥
)

(4.1)
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(a) u-velocity on the vertical centerline at x=0.5 (b) u-velocity on the horizontal centerline at y=0.5

Figure 3: Lid driven cavity at Re=100 — comparison of the horizontal and vertical velocity along the centerline
through the center of the cavity to results of Botella and Peyret [30].

Table 1: Lid driven cavity at Re = 100 – comparison of some characteristic values along the middle-line to
reference values of Botella and Peyret [30] -∗ is the Richardson interpolated value.

N ucenter order vcenter order ωcenter order umax order vmax order

64 0.20876 1.39 0.05804 3.03 1.17746 5.01 0.21375 - 0.17991 3.72

128 0.20904 1.41 0.05767 2.34 1.17461 5.97 0.21395 1.65 0.17956 2.09

256 0.20912 1.85 0.05757 1.89 1.17446 1.29 0.21402 1.56 0.17959 2.10

512 0.20914 1.98 0.05754 1.82 1.17440 1.47 0.21403 2.53 0.17957 1.91

1024 0.20914 2.00 0.05753 1.94 1.17439 2.05 0.21403 2.05 0.17957 2.04
∗ - - - - 1.17439 - 0.21403 - 0.179560 -

Ref. [30] - - - - 1.17441 - 0.21404 - 0.179572 -

is satisfied (ǫ=10−6). The Reynolds number is defined as:

Re=
ρu0L

µ
, (4.2)

where ρ is the density, µ is the dynamic viscosity, L is the length of the cavity, and u0 is
the reference velocity of the flow.

Figs. 3(a) and 3(b) show the velocity plots along the middle-line of the cavity, obtained
by the Fully Coupled method for Re=100 with various uniform Cartesian meshes. It is
clear from these figures that the results are qualitatively similar starting from the mesh
32×32 for both velocities components u and v. Additionally, Table 1 includes the nu-
merical values corresponding to the maximum of the velocity u on the vertical centerline
(denoted umax), the maximum of the velocity v on the horizontal centerline (vmax), the
vorticity ωcenter, the velocity ucenter, and vcenter at the center of the cavity. These values are
compared to the reference solution. As can be seen in Table 1, all computational results
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Figure 4: Stream function contours of primary and secondary vortex, obtained at Re=1000.

are in good agreement with the reference [30] and the differences do not exceed 0.006%.
The estimated accuracy for ucenter, vcenter, ωcenter, umax and vmax at the finest mesh are
2.00, 1.94, 2.05, 2.05 and 2.04, as expected given the second order accuracy of the spatially
centered scheme.

A second test is considered for Re = 1000, for which the flow dynamics are largely
dominated by inertial forces. The objective of this test is to investigate the ability of the
solver to capture the different structures such as primary, right secondary and left sec-
ondary vortex, and to evaluate the vorticity at these locations. Again, the numerical re-
sults are compared to the reference solution [30], keeping the same numerical parameters
as in the previous study.

At Re=1000, the stream function of the flow is illustrated in Fig. 4. The existence of
three distinct vortices is visible. The primary vortex denoted PV is large and centered
in the cavity, the other secondary vortices represented by LSV and RSV are small and
located near the left and right bottom corner of the cavity, respectively. In Fig. 5, the
velocity u extracted from the vertical centerline and the velocity v along the horizontal
centerline are presented. The numerical results show good agreement [30], which vali-
dates the accuracy of the solver. In addition, Tables 2, 3, and 4 summarize the values of
the vorticity at the center of each vortex and their positions. All results exhibit second
order accuracy in the asymptotic convergence zone. For the positions of the vortex, the
difference is always smaller than 0.11%, and for the vorticity, the largest discrepancy is of
the order of 0.06%.

To validate the ability of the Fully Coupled solver to simulate more complicated sta-
tionary problems, the case at Re=5000 is also investigated. The profiles of the horizontal
(u) and vertical (v) velocity components and vorticity (ω) along the centerlines x=0.5 and
y= 0.5 are shown in Fig. 6. Velocity extrema on the centerlines of the cavity, intensities
of the vortex and their corresponding locations are given in Tables 5 and 6, respectively.
As can be seen in these tables, the agreement between the current solution and the refer-
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(a) u-velocity on the vertical centerline at x=0.5 (b) v-velocity on the horizontal centerline at y=0.5

Figure 5: Lid driven cavity at Re=1000 — comparison of the horizontal and vertical velocity along the centerline
through the center of the cavity to results of Botella and Peyret [30].

Table 2: Lid driven cavity at Re=1000 — Richardson extrapolation for the primary vortex: (x,y) the location
of the center of the vortex, and ω is the value of the vorticity at this location.

N x order y order ω order

32 0.460674 0.545429 2.16344

64 0.467474 0.560757 2.07752

128 0.468837 1.31 0.564257 2.13 2.06684 3.01

256 0.469113 2.30 0.565009 2.21 2.06693 -

512 0.469185 1.93 0.565183 2.11 2.06737 2.29

Extra 0.469179 - 0.56518 - 2.067369 -

Ref. [30] 0.4692 - 0.5652 - 2.067753 -

Table 3: Lid driven cavity at Re= 1000 — Richardson extrapolation for the left secondary vortex: (x,y) the
location of the center of the vortex, and ω is the value of the vorticity at this location.

N x order y order ω order

32 0.08940 0.08617 -1.50012

64 0.12906 0.10731 -1.23281

128 0.13438 2.89 0.11081 2.59 -1.13287 1.41

256 0.13556 2.16 0.11157 2.20 -1.11431 2.42

512 0.13586 1.96 0.11174 2.12 -1.11053 2.30

Extra 0.13584 - 0.11173 - -1.1105301 -

Ref. [30] 0.1360 - 0.1118 - -1.109789 -
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Table 4: Lid driven cavity at Re= 1000 — Richardson extrapolation for the right secondary vortex: (x,y) the
location of the center of the vortex, and ω is the value of the vorticity at this location.

N x order y order ω order

32 0.9073 0.0985712 -0.736348

64 0.9152 0.0808984 -0.401598

128 0.916427 2.68 0.0786425 2.96 -0.361584 3.06

256 0.916657 2.41 0.07821 2.38 -0.354138 2.42

512 0.916709 2.14 0.0781233 2.31 -0.352588 2.26

Extra 0.916708 - 0.078116 - -0.3525867 -

Ref. [30] 0.9167 - 0.0781 - -0.3522861 -

(a) u-velocity on the vertical centerline at y=0.5 (b) v-velocity on the horizontal centerline at x=0.5

(c) vorticity on the vertical centerline at x=0.5 (d) vorticity on the horizontal centerline at y=0.5

Figure 6: Lid driven cavity at Re = 5000 — Comparison of the horizontal, vertical velocity and vor-
ticity along the centerline through the center of the cavity to reference results (given on the site
https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html).
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Table 5: Extrema of the velocity through the centerlines of the cavity, at Re= 5000 ob-
tained using a 512×512 Cartesian grid – Ref is the reference values given on the site
https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html.

ymin umin xmax vmax xmin vmin

Present work 0.0742196 -0.44616 0.079103 0.445349 0.958007 -0.574624

Ref 0.0742967 -0.4473136 0.0796881 0.4475084 0.9574605 -0.5761359

Table 6: Cavity vortex map, at Re=5000 obtained using a 512×512 Cartesian grid. Ref denotes the reference
values given on the site https://www.acenumerics.com/the-benchmarks.html. PV, BR, BL, and TL denote
primary, bottom right, bottom left, and top left vortices, respectively.

x xre f y yre f ω ωre f

PV 0.515265 0.5150938 0.535095 0.5352620 -1.94649 -1.940636

TL1 0.0630822 0.06335432 0.909118 0.9092568 2.08812 2.091562

BR1 0.805512 0.8046258 0.072499 0.07274724 2.76827 2.752178

BR2 0.978491 0.9783737 0.018725 0.01877709 -0.0350574 -0.0349262

BL1 0.0727551 0.07285072 0.137474 0.1370630 1.52971 1.518861

ences values is small, albeit large than the smaller Reynolds number values (on the order
of 1.64%).

4.2 Single phase flows: Green-Taylor vortex

The second test case is the unsteady Green-Taylor vortex, used as a benchmark to vali-
date numerical implementations. This problem is defined in two dimensions on a square
domain Ω=(0,1)×(0,1), with periodic boundary conditions. In this case, the analytical
solution has the following form with ν= µ

ρ :

u(x,y,t)= V0 cos(2πx) sin(2πy) e−8π2ν t, (4.3)

v(x,y,t)=−V0 sin(2πx) cos(2πy) e−8π2ν t. (4.4)

Using Eqs. (4.3)-(4.4), two interesting physical quantities can be evaluated: the kinetic
energy Ek and the enstrophy ζ:

Ek=
∫ 1

0

∫ 1

0
ρ
(u2+v2)

2
dxdy=

ρ V2
0 F2(t)

4
, (4.5)

ζ=
∫ 1

0

∫ 1

0
ρ

ω2

2
dxdy=2π2ρ V2

0 F2(t), (4.6)

where ω=
(

∂v
∂x− ∂u

∂y

)
is the vorticity in two dimensions and F(t)= e−8π2ν t.
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Figure 7: Calculation of the kinetic energy Ek and the enstrophy ζ.

The following discrete analogs of the kinetic energy Ek and enstrophy ζ are used:

Ek≃∑
Ωp

ρ

2
(u2

p+v2
p) Ωp, (4.7)

ζ≃∑
Ωp

ρ

2
ω2

p Ωp. (4.8)

The squared velocity components u2
p et v2

p are obtained by the following interpolations:

u2
p=

1

2
(u2

i,j+u2
i+1,j), (4.9)

v2
p=

1

2
(v2

i,j+v2
i,j+1). (4.10)

The vorticity is defined as the rotational of the velocity (~ω=∇×~u). In 2D, the vorticity is
reduced to a scalar that will be expressed at the viscosity node (see Fig. 7):

ω(i, j)=
v(i, j)−v(i−1, j)

∆x
− u(i, j)−u(i, j−1)

∆y
. (4.11)

The square of vorticity ω2
p is obtained by the mean of the squares of the four vorticities

that have been just expressed. The following equation is obtained:

ω2
p=

ω2(i, j)+ω2(i+1, j)+ω2(i, j+1)+ω2(i+1, j+1)

4
. (4.12)



M. El Ouafa, S. Vincent and V. Le Chenadec / Commun. Comput. Phys., x (20xx), pp. 1-33 19

Figure 8: Relative L2 error of the kinetic energy Ek for the inviscid Taylor-Green test case with different
Lagrangian parameters r.

In order to quantify the efficiency and robustness of the methods that were presented
previously, relative errors on the kinetic energy Ek and enstrophy ζ are calculated for both
viscous and inviscid flows. The numerical results are confronted to the analytic values
obtained from Eqs. (4.5) and (4.6). So, let qexact

t be the exact quantity, qt the numerical
quantity and nt the number of time steps. The error on qt is estimated by the following
expression:

Errrel
2 (qt)=

(
∑nt

k=1

∥∥qexact
t −qt

∥∥2

∑nt
k=1‖qexact

t ‖2

)1/2

. (4.13)

For this case, three solvers are used: the Fully Coupled with PCD, the Standard Aug-
mented Lagrangian (with r=106 in the inviscid case and r=102 in the viscous case) and
the Standard Projection. Five meshes are simulated, ranging from 16×16 to 256×256,
with a residual of ǫ = 10−12 for the BiCGSTAB(2). A constant timestep of ∆t = 10−3s is
selected and 2000 time iterations are computed, corresponding to 0.3 seconds of flow
motion. The fluid properties are 1kg·m−3 for the density and 10−3Pa·s for the dynamic
viscosity in viscous case respectively (Figs. 9 and 10). The characteristic velocity V0 is
chosen equal to 1m·s−1.

In order to compare the three solvers more effectively, the effect of the Augmented
Lagrangian parameter is considered in Fig. 8, for r values in the range 104 and 107, and
for each mesh size. It can be observed in this figure that a value r=106 of the Augmented
Lagrangian parameter appears to be a good choice in order to conserve the kinetic energy
Ek to the order of machine precision. Note that beyond this value, the cost of calculating
with this method becomes very high.

The L2 error of the enstrophy ζ and kinetic energy Ek are shown in Figs. 9(a) and 9(b)
for the inviscid flow. There is no dissipation phenomenon (µ=0Pa·s). For the enstrophy
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(a) Enstrophy ζ (b) Kinetic energy Ek

Figure 9: Kinetic energy Ek and enstrophy ζ conservations and accuracy of the different methods in the inviscid
Taylor-Green test case.

ζ, as the approximations of the derivatives are second order, all solvers have second or-
der accuracy, except the Standard Projection with ∆t= 10−3s which is unable to follow
the expected accuracy. Concerning the kinetic energy Ek, the results show that the Fully
Coupled and the Augmented Lagrangian perform better than the Standard Projection,
because they conserve the kinetic energy Ek to the order of machine accuracy. There-
fore, the impact of the time step ∆t on the Standard Projection is clearly observed due to
operator splitting that introduces numerical dissipation. Indeed, when the time step is
divided by 10, the error on the kinetic energy error is divided by 100. The same case was
simulated on physical times up to 20 seconds, by keeping the same numerical parame-
ters as in the first case. In this case, all solvers continue to converge to machine precision,
except the Standard Projection that fails after 6 seconds due to the accumulation of er-
rors, even for small time steps of the order ∆t = 10−6s. In addition, it has been shown
that skew-symmetric schemes preserve energy to machine accuracy on fine meshes [15].
We also note that spectral methods are also able to preserve this invariant to machine
precision [34]. The centered scheme combined with either Fully Coupled or Augmented
Lagrangian techniques therefore also conserves kinetic energy discretely.

Result for the viscous case with µ = 10−3Pa·s are presented in Fig. 10. For the en-
strophy ζ and the kinetic energy Ek, it is easily noticeable that the Fully Coupled and
Augmented Lagrangian converge with second order accuracy. The effect of the time step
is visible for the Standard Projection. Indeed, results with ∆t=10−4s are noticeably better
than those obtained with ∆t=10−3s. It can be concluded that the Standard Projection is
not able to give good results with large time steps, because the splitting introduces spuri-
ous dissipation, and therefore leads to significant numerical errors. Moreover, the effect
of numerical dissipation disappears for the Standard Projection, when small time steps
are chosen, at the cost of increased computational time.
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(a) Enstrophy ζ (b) Kinetic energy Ek

Figure 10: Kinetic energy Ek and Enstrophy ζ conservations and accuracy of the different methods in the viscous
Taylor-Green test case.

Figure 11: CPU time(s) of Navier-Stokes solvers for Taylor-Green test case (fine mesh 256×256).

Fig. 11 reports the CPU time (in second) for the three different solvers of Navier-
Stokes in the viscous and inviscid cases, on the finest mesh 256×256. Obtaining the same
quality of numerical solutions whatever the studied case (viscous and inviscid), it is seen
that the Standard Projection method is the most expensive in CPU time compared to
the two other methods. We also observe for both cases that the Augmented Lagrangian
method is faster than the Fully Coupled method. This can be explained by the fact that
the two solvers need one iteration to converge to the exact solution, and that the size of
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the system to be solved in the case of the Fully Coupled method is larger than that of the
Augmented Lagrangian. In addition, the results show that the Fully Coupled method
saves 84% (inviscid case) and 63% (viscous case) of the CPU time compared to the Stan-
dard Projection, while consuming more than 75% (inviscid case) and 22% (viscous case)
of the CPU time compared to the Augmented Lagrangian.

4.3 Two-phase flows: Rising bubble

The rise of a two-dimensional bubble is studied numerically using the Fully Coupled ap-
proach with the PCD preconditioner, the Adaptive Augmented Lagrangian with r=103

and the Standard Projection method. Two configurations are studied : the first corre-
sponds to a numerical benchmark proposed by Hysing and coworkers [21]. Initially, a
bubble of diameter D= 0.5m is centered in a rectangular 2m high and 1m wide domain.
Dirichlet and symmetric boundary conditions are used for the horizontal and the verti-
cal boundaries respectively. The bubble is driven up by a constant gravity g=0.98m·s−2

in the negative y direction, while the deformation of the bubble is counterbalanced by
the surface tension, whose coefficient σ is set to 1.98N ·m−1. The first case (ρ1/ρ2 =
102,µ1/µ2 = 101) was simulated, but in this case all the methods give the same results
as those of Hysing.

The second configuration is characterized by high density and viscosity ratios, re-
spectively (ρ1/ρ2 =103 and µ1/µ2=102). The main interest of this case is to compare the
time-to-solution of the three methods. To provide detailed comparisons, three time steps
are chosen : ∆t=10−3s, 5·10−3s and 10−2s while target residual is kept constant (ǫ=10−7

for the BiCGSTAB(2) solver).

In the following, the temporal evolution of two quantities will be considered in order
to compare qualitatively the different methods.

• Center of mass Yc

Yc=

∫
Ω2

y dx∫
Ω2

1 dx
, (4.14)

• Vertical velocity Uc

Uc=

∫
Ω2

U dx∫
Ω2

1 dx
. (4.15)

Here Yc denotes the center of mass of the bubble, Uc denotes the velocity at the center
of mass of the bubble, and Ω2 represents the subdomain occupied by the bubble.

Before comparing the three solvers, the solutions computed on the finest grid (h =
1/320) with the Fully Coupled method are compared to the corresponding results of the
codes TP2D (group 1), FreeLIFE (group 2) and MooNMD (group 3) given by Hysing et
al. [21]. As can be seen in Fig. 12(b), the estimate of the center of mass by the Fully
Coupled method is in good agreement with the references values. Regarding the rise



M. El Ouafa, S. Vincent and V. Le Chenadec / Commun. Comput. Phys., x (20xx), pp. 1-33 23

(a) rise velocity (b) center of mass

Figure 12: Vertical velocity and center of mass for test case 2
(
ρ1/ρ2 =103,µ1/µ2=102

)
. Comparisons between

the Fully Coupled method and all groups of Hysing et al. [21].

(a) rise velocity (b) center of mass

Figure 13: Vertical velocity and center of mass for test case 2
(
ρ1/ρ2 =103,µ1/µ2=102

)
obtained by the Fully

Coupled method with several time steps. ∆t= 10−3s (represented by triangles), ∆t= 5·10−3s (represented by
squares) and ∆t=10−2s (represented by crosses).

velocity of the bubble, the solutions seem to deviate from each other starting at t= 1·s.
At long times (t= 2·5s), the solution of the Fully Coupled method and the reference of
group 2 seem to converge although it is difficult to discriminate between methods in this
case.

Figs. 13, 14 and 15 show the vertical velocity and the center of mass of the bubble,
obtained on the fine mesh 320×640 with FC, ALL and PR methods. The solutions provide
results in good agreement with those of Hysing et al. [21], although they are not presented
here. Also, the simulations show that the results obtained by the Fully Coupled and
the Augmented Lagrangian methods are insensitive to the time step. Indeed, for these
two methods the rise velocity and the center of mass profiles are qualitatively similar



24 M. El Ouafa, S. Vincent and V. Le Chenadec / Commun. Comput. Phys., x (20xx), pp. 1-33

(a) rise velocity (b) center of mass

Figure 14: Vertical velocity and center of mass for test case 2
(
ρ1/ρ2 =103,µ1/µ2=102

)
obtained by the

Adaptive Augmented Lagrangian (r = 103) with several time step. ∆t = 10−3s (represented by triangles),
∆t=5·10−3s (represented by squares) and ∆t=10−2s (represented by crosses).

(a) rise velocity (b) center of mass

Figure 15: Vertical velocity and center of mass for test case 2
(
ρ1/ρ2 =103,µ1/µ2=102

)
obtained by the

Standard Projection with several time step. ∆t= 10−3s (represented by triangles), ∆t= 5·10−3s (represented
by squares) and ∆t=10−2s (represented by crosses).

regardless of the time step. This is in contrast to the projection method, for which large
time steps clearly induce significant errors on the rise velocity. Fig. 16 compares the shape
of the bubble at t=3s for all three methods using different time steps. It can be observed
from these figures that the Fully Coupled and the Augmented Lagrangian methods are
more accurate than the Standard Projection method. Indeed, in the resolved regions of
the bubble, the overall shape of the bubble is converged, and the filamentary regions
resemble the reference results [21]. The solutions were not precisely compared with those
of Hysing, because even in the case of Hysing there is a significant dispersion between
the methods, none of which can serve as a reference solution. The overall shape of the
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(a) Fully Coupled (b) Adaptive Augmented Lagrangian

(c) Standard Projection

Figure 16: Bubble shapes at time t = 3s for test case 2
(
ρ1/ρ2 =103,µ1/µ2=102

)
with several time steps.

∆t = 10−3s (represented by dash-dotted line ), ∆t = 5·10−3s (represented by dashed lines) and ∆t = 10−2s
(represented by solid lines).

bubble however is similar to that of Hysing, whereas for the projection method, a large
difference is noticed when the time step is changed, in the resolved regions but also on
the point of break up. For the second case (ρ1/ρ2=103, µ1/µ2=102), we conclude that the
Fully Coupled and the Augmented Lagrangian methods are able to give the best results
with large timesteps, which is not possible for the projection method.

In the following, the CPU times necessary for each method to simulate the rising bub-
ble are considered. These CPU times are shown in Fig. 17. For the three time steps, the
Augmented Lagrangian method is the slowest to converge. On the other hand, the dif-



26 M. El Ouafa, S. Vincent and V. Le Chenadec / Commun. Comput. Phys., x (20xx), pp. 1-33

Figure 17: CPU time(s) of Navier-Stokes solvers for rising bubble test case 2 (fine mesh 320×640).

ference between the Fully Coupled and the Standard Projection method is significant, as
well for the small time step ∆t=10−3s the Fully Coupled method saves 80% of the CPU
time compared to the Augmented Lagrangian, while it saves 57% more time than the
Standard Projection. These large differences can be explained by the fact that the Aug-
mented Lagrangian and Standard Projection take a lot of iterations to converge. As larger
density and viscosity ratios are considered, the use of a very large value of the parame-
ter r is required to satisfy the incompressibility constraint. This leads to ill-conditioned
linear system, hence the high cost of the Augmented Lagrangian method. For the Stan-
dard Projection, the cost of the computation is related to the resolution of the Helmholtz’s
equation with variable coefficients.

4.4 Two-phase flow: Free fall of a dense square

The present test case aims at checking the ability of the Fully Coupled method to simulate
multiphase flows with high density and viscosity ratios, compared to other methods like
the Augmented Lagrangian and the Standard Projection. The two-dimensional free fall
of a dense square is tested. Initially, a rigid square of side L = 0.00125m, density ρ2 =
107kg·m−3 and dynamic viscosity µ2=105Pa·s is released without velocity in a quiescent
gas. Gravity is set at g= 9.81m·s−2 while the surface tension coefficient σ is set to zero.
The square is centered at (0.05m,0.175m) in a rectangular cavity full of gas whose density
and viscosity are ρ1=1kg·m−3 and µ1=1Pa·s respectively. The dimensions of the cavity
are 0.2m high and 0.1m wide. The interest of this case lies in the possibility of comparing
numerical solutions (Eq. (4.15)) to an exact reference value for the falling velocity Vc =
−gt, obtained analytically by neglecting the effect of the gas on the solid. Considering
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Figure 18: Adaptive Augmented Lagrangian method (r=103): vorticity magnitude and isoline (C=0.5) for the
free fall of a dense cylinder with 64×128, 128×256, 256×512 and 512×1024 meshes.

Figure 19: Fully Coupled method: vorticity magnitude and isoline (C=0.5) for the free fall of a dense cylinder
with 64×128, 128×256, 256×512 and 512×1024 meshes.

analytical solutions as the appropriate reference solution, the errors committed in this
test are evaluated using the definition (4.13), where qexact

t is the falling velocity.

The case is simulated on four Cartesian grids (64×128, 128×256, 256×512 and 512×
1024), with a constant time step ∆t=5·10−5s and a residual of ǫ=10−7 for the BiCGSTAB(2).
Figs. 18 and 19 illustrate the simulation results for the four grids at time t=0.15s after 3000
temporal iterations with the AAL and FC methods. The corresponding vorticity magni-
tude and isoline C=0.5 of the color function at the interface are presented. It can be seen
that the Fully Coupled and the Augmented Lagrangian approaches give qualitatively
similar results for the same time step (∆t= 5·10−5s). On the contrary, the Standard Pro-
jection method requires a smaller time step (∆t=5·10−6s) to obtain a comparable result.
Despite this small time step, the simulation with the Standard Projection on a 128×256
grid fails to converge after a few thousand iterations because the correction step is not
able to reduce the divergence of the predicted velocity.

Fig. 20 presents a comparison of the error levels reached by the FC and AAL solvers
on the calculation of the vertical velocity at t= 0.15s, as well as the corresponding CPU
time. As shown in Fig. 20, the Fully Coupled method gives low relative errors, it also
saves 25% of the CPU time compared to the Adaptive Augmented Lagrangian on the
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Figure 20: CPU time(s) and error (%) of the vertical velocity for free fall of a dense cylinder.

fine mesh 512×1024. Nevertheless, the solutions obtained are always better with the
Fully Coupled method than with the Augmented Lagrangian, even though the BiCG-
Stab(2) error levels saturate as the number of iterations increases. However, the Standard
Projection method requires a time step 10 times smaller than the other methods to achieve
the same error levels. Finally, this method cannot converge on the mesh 128×256.

5 Conclusion

Three methods were investigated to solve the Navier-stokes equations for incompressible
single- and two-phase flows at large density and viscosity ratios. In the single-phase case,
the results obtained for the lid-driven cavity case by the Fully Coupled method agree
well with those of the literature, and exhibit second order convergence. The unsteady
Green-Taylor vortex case has proven the ability of the Fully Coupled and Augmented
Lagrangian methods to preserve energy within machine accuracy, whereas the Standard
Projection methods introduces numerical dissipation. In two-phase cases, all methods
were validated on two benchmarks : the rise of a two-dimensional bubble and the free
fall of a dense object. These benchmarks highlighted the fact that the Fully Coupled and
Adaptive Augmented Lagrangian methods are more efficient to solve two-phase flows
(with larger time step ∆t). On the contrary, the Standard Projection method has difficul-
ties for large time steps, due to the accumulation of errors introduced by the pressure-
velocity splitting. Large viscosity ratios however introduce a strong coupling between
the velocity components, and future work will therefore focus on the preconditioning of
the velocity block.
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A The BiCGSTAB(2) method

The biconjugate gradient stabilized method (BiCGSTAB(2)) is an iterative method intro-
duced by Van Der Vorst [23] to solve efficiently large, sparse and nonsymmetric linear
systems. Contrary to other BiCG variants such as the conjugate gradient squared al-
gorithm (CGS) and the biconjugate gradient (BiCG), this specific method combines two
BiCG (called even and odd) with a Generalized Conjugate Residual (GCR) algorithm.
This solver is deemed robust and very stable, while reaching convergence quickly in
spite of the higher computational cost of each iteration.

In practice, for more difficult problems, it is essential to combine the BiCGSTAB(2)
algorithm with a suitable preconditioner P of Eq. (3.9) to accelerate the convergence of
the iterative solver and to avoid possible numerical instabilities. Instead of solving Ax=b,
P−1Ax=P−1b is preferred, a system for which cond(P−1 A)≪ cond(A). Therefore, in the
BiCGSTAB(2) algorithm, every matrix-vector product Ax = p will be followed by the
calculation P−1y = p, the same transformation must be applied to the second member
P−1b= b. Then, to solve the Ax= b system by giving an initial guess x(0), BiCGSTAB(2)
proceeds as below:

Algorithm: Preconditioned BiCGSTAB(2) (solve Ax=b with the tolerance ǫ)

1. Initializations

x(0)∈RN

b=P−1b

p=Ax(0)

q=P−1 p

r(0)=b−q

r̃(0)= p0= r(0)

ρ
(0)
0 =ω

(0)
2 =1, α(0)=0

2. For k=1,2,3,··· until convergence do

ρk−1
0 =−ωk−1

2 ρk−1
0

Even step

ρk
1=(r̃(0),rk−1)
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βk =αk−1ρk
1/ρk−1

0 , ρk
0 =ρk

1

p=Auk−1

vk =P−1 p

γk=(r̃(0),vk), αk =ρk
0/γk

rk+1= rk−αkvk

p=Ark

sk =P−1 p

xk+1= xk+αkuk

Odd step

ρk
1=(r̃(0),sk), βk =αkρk

1/ρk
0

vk = sk−βkvk

p=Avk

wk=P−1 p

γk=(r̃(0),wk), αk =ρk
0/γk

uk= rk−βkuk

rk = rk−αkvk

sk = sk+αkwk

p=Ask

tk =P−1 p

GCR part

ωk
1=(rk,sk), µk =(sk,sk), νk =(sk,tk)

τk=(tk,tk), ωk
2=(rk,tk), τk =τk− νkνk

µk

ωk
2=(ωk

2−νkωk
1/µk)/τk, ωk

1=(ωk
1−νkωk

2/νk)/µk

xk= xk+ωk
1rk+ωk

2sk+αkuk

rk = rk−ωk
1sk−ωk

2tk

uk=uk−ωk
1vk−ωk

2wk

3. test conveergence

If residual ≤ǫ exit

end if

end for

B The Richardson extrapolation

In order to compute the convergence rate of the numerical solutions, Richardson extrapo-
lation [29] is used. It allows evaluating the convergence order α of the numerical method,
but also obtaining an approximation f ex of the exact solution f , without the need for an
analytical solution to the problem. For this purpose, we choose generally (at least) three
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meshes (with size grids noted h1, h2 and h3 such as h1/h2 = h2/h3) in the convergence
region.

The Richardson extrapolation can be a useful method for extracting the convergence
order and values extrapolated to the higher order. So, let f ex be the extrapolated quan-
tity, fhi

the numerical solution on the grid of size hi, α the convergence order and Cα a
coefficient depending on α. In practice, using three grids with h1/h2=h2/h3, the value of
the convergence order is given as follows:

α=
ln[( fh1

− fh2
)/( fh2

− fh3
)]

ln(h1/h2)
. (B.1)

By using Eq. (B.1), the extrapolated quantity f ex is given by the following:

f ex = fh3
−Cαhα

3 , (B.2)

where

Cα=
fh2
− fh3

f α
h2
− f α

h3

. (B.3)
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Abstract: In this paper, we investigate the accuracy and robustness of three classes of methods
for solving two-phase incompressible flows on a staggered grid. Here, the unsteady two-phase
flow equations are simulated by finite volumes and penalty methods using implicit and monolithic
approaches (such as the augmented Lagrangian and the fully coupled methods), where all velocity
components and pressure variables are solved simultaneously (as opposed to segregated methods).
The interface tracking is performed with a Volume-of-Fluid (VOF) method, using the Piecewise
Linear Interface Construction (PLIC) technique. The home code Fugu is used for implementing the
various methods. Our target application is the simulation of two-phase flows at high density and
viscosity ratios, which are known to be challenging to simulate. The resulting strategies of monolithic
approaches will be proven to be considerably better suited for these two-phase cases, they also allow
to use larger time step than segregated methods.

Keywords: velocity-pressure coupling; fully coupled solvers; augmented lagrangian; two-phase
flows; saddle point; projection method; preconditioning; smooth VOF

1. Introduction

Understanding the physics of unsteady incompressible two-phase flows at large
contrast ratios [1] and their numerical modeling via Navier-Stokes equations has become
an important tool that allows understanding further physics of multiphase flows and
therefore controls the behavior of these flows in several industrial and environmental
applications. However, they remain among the most difficult to simulate numerically for
two correlated reasons: the difficulties in the mathematical formalism of these equations
resulting from the velocity-pressure coupling [2] and the numerical processing of the
interfaces [3] which can be decoupled from solving the Navier-Stokes system. On the one
hand, the numerical processing of the interfaces, in particular the interface tracking, which
is indispensable for each time iteration, is required for the modeling of discontinuities
in physical properties across the interface, in particular in the presence of large density
and viscosity ratios, together with the conservation of mass. On the other hand, the main
difficulty lies in the linear system that arises from these equations. This is a challenging
problem to invert because of (1) the incompressibility constraint that results in a saddle-
point structure (zero diagonal pressure block), and (2) large viscosity ratios that strongly
couple the velocity components in the interface vicinity.

In the past two decades, much progress has been achieved to treat the different aspects
related to the presence of complex shape interfaces and capilary phenomena. On the one
hand, Sharp-Interface methods (SIM) considering the interface as a discontinuity, is still
the most currently used by the scientific community to deal with two phase-flows. This
class of methods fall along to one of the two following approaches: Front Tracking and
Front Capturing methods. Front Tracking methods of Tryggvason et al. [4] rely on the
Lagrangian advection of a chain of markers connected by segments, where the position
of the interface is thus represented by these markers. This method has the advantage of
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providing an explicit description of the position of the interface, and provides accurate
results since it is described at a smaller scale than the mesh associated with the Eulerian
velocities (sub-grid resolution). However, problems of connectivity and topology changes
make this method difficult to use, especially in 3D. The Interface capturing methods on the
other hand consist of capturing the presence of the front directly by using a characteristic
phase function. In these approaches, we can cite the level-set method developed by the
mathematicians Stanley Osher and James Sethian [5,6], for which a regular description
of the interface is used, represented by the zero of a regular function, the signed distance
to the interface. Although this method is accurate for the computation of normals and
curvature, it does not ensure the mass conservation due to the numerical diffusion of the
advection schemes such as the WENO scheme [7], which can cause a modification of the
position of the interface. In addition to this, these schemes require the use of a large stencil,
which is computationally expensive. Conservative level-set method introduced by Ollson
and Kreiss [8,9] is often used, requires the construction of an additional color function,
by introducing a diffuse profile via a hyperbolic tangent function. This method conserves
the mass of each phase, but require a reinitialization after each advection step. The Volume
Of Fluid (VOF) method introduced by Hirt and Nichols [10], use a stiff description of the
interface, for which the interface presence is explicitly taken into accout by the volume
fraction so called color funtion. The interface location is reconstructed by means of linear
approximations in the cells [11]. This method remains very interesting since it allows
ensuring a very volume conservation of each phase. However, it suffers from many
limitations such as difficult access to the geometric characteristics such as curvatures and
normals, and the generation of artificial deformation near the interface when its thickness is
of the order of a cell. Finally, the CLSVOF [12] method which involves a coupling between
the Level-Set and VOF methods, benefits from the advantages of both these methods.
Indeed, the mass is well conserved, and the geometrical properties can be easily calculated.
Although these important advantages are important, unfortunately, the implementation
of this method remains difficult. A last class of front-capturing method is the Moment Of
Fluid method [13] that can be viewed as an extension of the VOF with the addition of the
centroid of the phase together with the volume fraction.

Another class of two-flow modeling approach, called the Diffuse Interface Method
(DIM), relies on the definition of a physical interfacial thickness whereby the physical
properties vary rapidly yet continuously. In the literature, a wide variety of this class
of methods has been proposed. These include phase-field methods [14], based on the
convection-diffusion equation of the phase, by introducing physical effects that govern
interfaces. This method does not require any reinitialization to ensure mass conservation,
and has proved also to be very accurate for computing curvature and surface tension
forces. Nevertheless, their main drawback it is computationally more expensive, and the
mesh size must be small enough to capture the smaller resolved interfacial structures.
Another DIM approach is to use the Second Gradient (SG), a technique developed initially
by van der Waals [15], and extended for the simulation of liquid-vapor flows with phase
change by Didier Jamet [16]. The idea is to propose a smooth variation of the physical
properties along the diffuse interface by holding into account the influence of the gradient
of the density field and the double gradient of the velocity field. Even if it is challenging to
model, this method can yield simulate complex coupled problems. However, both of these
interface diffuse methods preserve the interface dynamics through the conservation and
give a satisfactory description for the normal and curvatures. It has been demonstrated
that at high resolutions, the VOF method yielded higher accuracy at a lower cost compared
to diffuse interface methods (see [17]). In this work, our choice was to go with the VOF
methods. The remedies for these drawbacks can be circumvented using another class of
methods allowing to regularize the VOF. Constrained interpolation profile (CIP) methods
of [18], consist of solving hyperbolic equations for the color function. Based on the CIP,
the color function and its gradient are calculated to form a cubic interpolation function.
This method is known for low numerical diffusivity and good stability. However, its
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main drawback lies in the interface thickness that is not controlled. A recent regularized
VOF method consists in introducing an original smooth volume of fluid function (SVOF)
obtained by solving a low cost diffusion equation, as described in [19,20]. This numerical
procedure has a priori two advantages. On the one hand, the spread of interfaces through
which the physical properties vary strongly but continuously. On the other hand, as the
physical properties are continuous, the convergence properties for the fully coupled solver
become better, even in the presence of large contrast ratios. In addition, the application
of the continuum surface tension force model [21] to SVOF significantly improves the
representation of the approximation of surface tension forces.

Furthermore, the treatment of velocity-pressure coupling has been the subject of much
work and is a relatively well-controlled problem concerning single-phase flows. On the
contrary, in the context of two-phase flow modeling at large density and viscosity ratios,
numerical difficulties appear, related to the presence of large interface distortions involving
ill-conditioned linear systems. To deal with the velocity-pressure coupling challenge, two
strategies can be used: segregated methods introduced independently by Chorin [22] and
Temam [23], approximate the original system using time splitting, thereby resulting in
two decoupled equations: one to update the velocity field and the other the pressure field
although these methods stem from their simplicity and ease of implementation. They still
suffer from serious limitations: the splitting operator introduces an error that reduces the
temporal accuracy of the numerical solution [24], and the need for pressure boundary
conditions that do not exist in the original problem and who are more sensitive to the
ratio of densities through the interfaces. The implicit and monolithic approaches such
as the augmented Lagrangian (AL) and the fully coupled (FC) methods, solve simultane-
ously all velocity components and pressure variables, hence preserving the consistency
of the discretized system with the continuous equations (while the segregated methods
have a time splitting error). The augmented Lagrangian has been developed by Fortin
and Glowinski [25] for single-phase Stokes flows and extended by Vincent et al. [26,27] for
two-phase flows. The advantages of the augmented Lagrangian method are numerous.
The resolution is very robust, and it allows us to simulate a large number of complex un-
steady two-phases problems, in which density and viscosity ratio may exceed 106. Besides,
this approach avoids imposing boundary conditions on the pressure field. The main draw-
back of the augmented Lagrangian is its numerical expense to achieve low residuals for the
inversion of a linear system and divergence levels. Fully coupled methods [28–31], on the
other hand, are purely algebraic, using specific various block preconditioning and Schur
complements approximation techniques to solve a saddle point on both fields (velocity
and pressure). The resulting strategies, although more difficult to implement and more
expensive on a time step basis, prove to be more robust, and very effective for simulating
two-phase flows with very large ratios of density and viscosity. They lead to having better
convergence properties, with little CFL restrictions.

While the vast majority of related documented studies rely on explicit and segregated
methods (such as projection methods), we describe here a fully coupled method for dealing
with velocity-pressure coupling, to take advantage of its robustness, principally for the
simulation of two-phase flows at large density and viscosity ratios, which has been little
studied in the literature. Furthermore, it has been demonstrated that the fully-coupled
solver hence preserving the consistency of the discretized system with the continuous equa-
tions at large contrast ratio in most cases, which allows to simplify the implementation and
to potentially overcome the momentum conserving method contributions (Sussman [32],
Raessi [33], Le chenadec [34], Desjardins [35], Ménard [36], . . . ). To characterize the inter-
face location, a PLIC VOF approach is used in the present work. The conclusions arising on
solvers would be clearly applicable to level set, CLSVOF, phase field or MOF methods also.

This paper is organized as follows: In Section 2 the Naviers-Stokes equations are for-
mulated for two-phase incompressible flows, and the temporal and spatial discretizations
are presented. Section 3 is dedicated to numerical results for two-phase flows to show the
advantages of the Fully coupled methods. In Section 4 concluding remarks are drawn.
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2. Model and Numerical Methods
2.1. Penalized One-Fluid Model

In the framework of numerical simulation of two-phase incompressible flows involv-
ing non-miscible fluids, the one-fluid formulation, developed by Kataoka [37], is considered
here. In each of the two fluid phases, the equations to be solved are the conservation of
linear momentum, the conservation of volume (the phases are immiscible and incompress-
ible), augmented with the capillary effect. Heat transfer phenomena will be neglected,
and therefore we do not have to solve the energy equation. An additional equation will
also be solved: the transport equation of a scalar field called the color function.

We consider an open bounded domain Ω ⊂ R3, with boundary Γ. Let be u the fluid
velocity, p the pressure field, t the time, ρ the mixture density, T viscous stress tensor,
f the momentum body force, Fs the capillary term acting on the interface, modeled in this
study by the continuum surface tension force model (CSF) [21] and Bpenu a tensor field
for specifying boundary conditions, whose diagonal components tend to infinity along
the boundary Γ and are identically zero inside the fluid domain Ω. The coupling between
the one fluid model developped by Kataoka and a penalty method [38] (to treat different
types of boundary conditions) give the penalized one-fluid model. In its conservative form,
the equations governing the multiphase flow motion then read:

∂ρ(C)u
∂t

+∇ · (ρ(C)u⊗ u) + Bpenu( f (u)− u∞) = −∇p +∇ · T + f + Fs, (1)

∇ · u = 0, (2)

To characterize the topology of the interface and the fluid properties (mass density
and viscosity), the color function C, which vary between 0 and 1, indicates the presence of
the interface. It is just advected by the incompressible fluid velocity that is zero divergence
under the assumption that no phase change occurs. As previously mentionned, only
isothermal incompressible two-phase are considered here. The tracking of the spatio-
temporal evolution of the colour function C, requires the resolution of the following
advection equation:

∂C
∂t

+ u · ∇C = 0. (3)

To complete the one-fluid formulation, the mixture density ρ(Cs) and the expression of
the viscous stress tensor T must be specified. As mass is an extensive quantity, the mixture
density is defined according to the following constitutive law (arithmetic average, which
allows satisfying the conservation of mass intrinsically):

ρ(Cs) = ρ1Cs + (1− Cs)ρ2, (4)

where ρ1 and ρ2 are the densities of fluid 1 and 2. Cs is the smoothed color function ranging
from 0 and 1 as C, whose spread around C = 0.5 is controlled. This function is obtained
by performing a smoothing operation on the color function C by solving the following
Helmhotz equation (the reader is referred to [19,20] for more information),

∇ · D∇Cs,n+1 + Cs,n+1 = Cs,n (5)

where D = Li∆h2 is the diffusion coefficient, which is then defined as the product of the
control volume ∆h2 and a numerical parameter Li. It can be noticed that this parameter
allows to ensure that the smoothed color function Cs spans a distance Li = k∆h on either
side of the interface, where k is taken between 0.2 and 2 (see [19,20]). Note that the smooth-
ing operation described above in Equation (5), is equivalent to replacing the interface
discontinuity with a zone of adjustable thickness, through which the transition between the
two phases has taken place. As a consequence, this method has some advantages. On the
one hand, it avoids the generation of artificial deformation near the interface and provides



Fluids 2021, 6, 23 5 of 17

large enough discrete stencils to estimate the normal and the curvature of the interface.
On the other hand, using this technique leads to better convergence properties for the
implicit solvers, which proves to be more robust, when coping with large viscosity ratios
that strongly couple the velocity components in the interface vicinity.

Concerning the viscous stress tensor T, Caltagirone and Vincent [39] proposed a
new technique called “Viscous Penalty Method” of second order. The major interest of
this formulation is that it allows distinguishing all the physical contributions reflecting
the effects of compressibility, elongation, shearing, and rotation. The splitting of these
contributions then makes it possible to act differently on each term to strongly impose
the associated stress. After suitable decomposition, we assume the viscous stress tensor is
given by:

T = κ

(
∂u
∂x 0
0 ∂v

∂y

)
+ ζ

(
0 ∂u

∂y
∂v
∂x 0

)
− η

(
0 ∂u

∂y − ∂v
∂x

∂v
∂x − ∂u

∂y 0

)
(6)

where κ = 2µ for the elongation viscosity, ζ = 2µ for the shearing viscosity, and η = µ for
the rotation viscosity, the evaluation of the viscous operator ∇ · T involves in particular
the estimates of the elongation viscosity κ = 2µ at the pressures nodes, and the pure
shearing ζ = 2µ and rotation η = µ viscosities at the center of the Cartesian grid cells.
By using a mixed average for the viscosity, which was initially proposed by Benkenida and
Magnaudet [40], and then Vincent et al. [41], the general jump conditions of the momentum
equations across the interface are satisfied. In this situation, the diagonal viscous stress
is proportional to an elongation viscosity which is determined as a linear function of the
smoothed color function called Cs,

κi,j = 2µ1Cs
i,j + 2µ2(1− Cs

i,j) (7)

As regards to the off diagonal components of the viscous stress tensor, the pure
shearing ζ and rotation η viscosities will be computed by a harmonic average combined
with a linear interpolation (Equation (9)) of the adjacent color functions located at the
vertices of the cell (see Figure 1), as follows:

ζi,j = 2ηi,j = 2×
(

µ1µ2

µ2C̃S
i,j + µ1

(
1− C̃S

i,j

)
)

(8)

With,

C̃S
i,j =

CS
i,j + CS

i,j−1 + CS
i−1,j + CS

i−1,j−1

4
(9)

2.2. Discretization Schemes and Solvers

In the present work, the unsteady two-phase flow equations are approximated by
finite volumes and penalty methods (to treat different types of boundary conditions), on a
staggered mesh according to the MAC scheme of Harlow and Welch [42]. The discrete
velocity and pressure variables are located in a staggered way, each having its own control
volume, as shown in the Figure 1. This choice guarantees the consistency of the differential
operators such as the divergence and the gradient, and it also avoids oscillations on the
pressure field. Knowing that the solution of the advection Equation (3) is performed with
the VOF method, using the Piecewise Linear Interface Construction (PLIC) technique.
The resulting semi-discrete system of mass and momentum conservation equations is ad-
vanced in time, implicitly using a second-order integration scheme. In contrast, a centered
scheme for the pressure gradient, divergence velocity, convective, and viscous terms is
used. To avoid applying the Newton linearization and invert the full Jacobian, which
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proves more efficient but more expensive for unsteady flow, the convective fluxes are
linearized using Adams-Bashforth extrapolation as follows:

un+1 ⊗ un+1 ≈
(

2un − un−1
)
⊗ un+1. (10)

Here, n refers to a time index associated with physical time n∆t and ∆t is assumed to be the
constant time step of each solved iteration. So, after suitable linearization and discretization,
and, as an implicit Fully Coupled (FC) resolution is targeted, the generic system is a
nonsymmetric linear system of saddle point type which takes the following form:

(
1

∆t M(ρ)
u + N(ρ)

u + L(µ)
u BT

p
Bu 0

)(
un+1

pn+1

)
=

(
f
0

)
(11)

or Ax = b. Here, the matrix Bu is the discrete negative divergence and BT
p represents

the discrete pressure gradient operator, M(ρ)
u is the velocity mass matrix, L(µ)

u is the dis-
crete viscous velocity Laplacian, N(ρ)

u denotes the convective matrix and f represents the
right-hand side vector. Our strategy to solve this sparse linear system is to employ the
BiCGStab(2) [43] solver on the entire system, by choosing compressed storage raw (CSR)
structure in order to store only the non-null coefficients of the matrix, and then built an
efficient preconditioner to accelerate the convergence of the iterative solver. This strategy
can be established on the use of pressure convection-diffusion (PCD) preconditioning
for the pressure block, and the block Gauss-Seidel preconditioner for the velocity block
(See [44] for further details).

Figure 1. Staggered pressure and velocity unknowns in the global domain. the pressure pi,j, the elon-
gation viscosity κi,j and the colour function Ci,j are located at the nodes of the Eulerian grid, the hori-
zontal velocity ui,j is defined on the left and right sides of the control volume (in green) associated
with pi,j and vertical velocity vi,j is defined on the bottom and top sides of the control volume
associated with pi,j, the vorticity ωi,j, and the rotational ηi,j and ζi,j shear viscosities are located at the
vertices of the control volume associated with pi,j.

3. Numerical Results

As mentioned in the introduction, different approaches have been used to solve the
Navier-stokes equations. In the following, we have conducted different simulations of
two-phase flow modeling, to demonstrate the accuracy and performance of our new fully
coupled solver compared to existing resolution algorithms, and implemented in a home-
made code (FUGU) developed at MSME Research Laboratory. The common point of these
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simulations is that the high density and viscosity ratios seriously complicates the resolution,
which constitutes a challenging task.

3.1. Free Fall of Dense Cylindre

The present test case aims at checking the ability of the fully coupled method to
simulate multiphase flows with high density and viscosity ratios compared to the standard
projection (SP) and adaptative augmented Lagrangian methods. The two-dimensional
free fall of a dense cylinder is tested, which has a great interest in having an exact solu-
tion but also more severe parameters with high density and viscosity ratios. The initial
configuration, consists of a rigid cylinder of radius r = 0.0125 m, density ρ = ρ2 and
dynamic viscosity µ = µ2 which is released without velocity in air. Gravity is set at
g = −9.81 m · s−2 in the y direction, while the surface tension coefficient σ is set to zero.
The cylinder is centered at (0.05 m, 0.15 m) in a rectangular cavity full of air whose density
and viscosity are ρ = ρ1 and µ = µ1 respectively. The cavity is 0.2 m high and 0.1 m wide.
The boundary conditions are slip lateral walls (u · n = 0) and no-slip on the top and bottom
walls (t ·

(
∇u +∇Tu

)
· n = 0).

Concerning the numerical parameters, the simulations are carried out on five Cartesian
grids (50 × 100, 100 × 200, 200 × 400, and 400 × 800), with a residual of ε = 10−6 for the
BiCGSTAB(2). As far as the time derivatives, a constant time step ∆t = 6.25× 10−5 s is
chosen, and 2300 time steps are computed, corresponding to 0.144 s of the flow motion.
The physical parameters for the test-cases are given in Table 1.

Table 1. Physical parameters describing the test cases. Here, ρ2 and µ2 refers to the fluid density and viscosity respectivly
inside the droplet, ρ1 and µ1 ,refers to the density and viscosity of the surrounding fluid respectivly and g is the gravity.

Test Case ρ1 [kg· m−3] ρ2 [kg· m−3] µ1 [Pa · s] µ2 [Pa · s] g [m · s−2] ρ2/ρ1 µ2/µ1

1 1.1768 105 1.85× 10−5 105 −9.81 105 1010

The results obtained by the fully coupled and adaptative augmented Lagrangian
solvers are presented in Figure 2 at t = 0.144 s. It can be seen that these method stays
more robust when coping with large viscosity ratios. Hence, a good agreement is ob-
served between both methods, with slight differences in the vorticity fields. Unfortunately,
the standard projection method fails to converge towards the end of the simulation because
the solver was unable to reach the desired residual to solve the Poisson equation with
variable coefficients, and therefore the correction step was not able to reduce the divergence
of the predicted velocity. The time step must, therefore, be decreased to ensure a correct
quality of numerical solution, performed by the standard projection method. Nevertheless,
significant differences can be observed from the field of vorticity magnitude.

3.1.1. Comments on the Falling Velocity and Center of Mass

To evaluate the accuracy of the Fully-coupled method, comparison of results with
quantitative and qualitative results are now proposed. To do so, two distinct quantities
will be used to describe their temporal evolution. These quantities are defined as follows:

• Center of mass Yc

Yc =

∫
Ω2

y dx∫
Ω2

1 dx
, (12)

• Vertical velocity Uc

Uc =

∫
Ω2

U dx∫
Ω2

1 dx
. (13)

Here Yc denotes the center of mass of the cylinder, Uc denotes the velocity at the center of
mass of the cylinder, and Ω2 represents the subdomain occupied by the cylinder. Since the
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exact solution of the falling velocity (Uc = −gt) and center of mass (Yc = −gt2/2+ 0.15) are
known, relative errors obtained during this test case can be evaluated using Equation (14).

Errrel
2 (qt) =




∑nt
k=1

∥∥∥qre f
t − qt

∥∥∥
2

∑nt
k=1

∥∥∥qre f
t

∥∥∥
2




1/2

(14)

where qre f
t is the reference quantity, qt is the temporal evolution of quantity q, nt is the

number of time steps, n is the mesh refinement level and h the cell size.
Time evolution of the falling velocity and center of mass are shown in Figure 3 for

different grid refinements. This figure demonstrates a clear convergence of the numerical
simulations to the exact solution even for coarse grids. The corresponding error between
the numerical results and the exact solution is shown in Table 2. It is clear from this table
that the error level is always low for the fully coupled numerical solutions. Even though
errors are saturated (perhaps due to the fact that the simulation are given with a dense and
viscous fluid around the cylinder whereas the theory is obtained in vacuum), the results
are at least accurate to around 0.01% compared to the exact solution.

In order to be aware of the influence of the numerical methods and their discretization,
the results given by the fully coupled method on the finer grid are compared to those of
standard projection and adaptative augmented Lagrangian solvers, the performances of
each solver are also evaluated. As shown in Table 3, the error levels are comparable for the
Fully-coupled and augmented Lagrangian solver for the same time step ∆t = 6.25× 10−5 s.
However, the fully coupled solver is faster because it saves 56% of the CPU time compared
to the adaptative augmented Langrangian. These large differences can be explained by the
fact that the augmented Lagrangian takes a lot of iterations to converge, with a saturation
of the BiCG-Stab(2) solver. Furthermore, the use of a very large value of the parameter
r is required to satisfy the incompressibility constraint. This leads to an ill-conditioned
linear system, hence inducing the high cost of the augmented Lagrangian method. This is
in contrast with the projection method, which requires a time step ten times smaller than
other methods to obtain the same quality of solution. This choice seems reasonable in order
to reduce the numerical dissipation due to splitting operators. However, this brings the
standard projection method to be the most expensive in CPU time.

Table 2. Free fall of a dense cylindre—Values of Errrel
2 (Uc) and Errrel

2 (Yc) according to grid, obtained
with Fully-coupled (FC) method, throughout the simulation, after 0.144 s.

Grid ∆t Errrel
2 (Uc) Errrel

2 (Yc)

50× 100 6.25× 10−5 s 5.05× 10−5 8.41× 10−4

100× 200 6.25× 10−5 s 2.37× 10−5 5.74× 10−4

200× 400 6.25× 10−5 s 2.62× 10−5 2.38× 10−4

400× 800 6.25× 10−5 s 3.07× 10−5 2.21× 10−4

Table 3. Free fall of a dense cylindre—Values of Errrel
2 (Uc) and Errrel

2 (Yc) obtained with FC, AAL,
and SP at the end of the simulation for t = 0.144 s, on a grid of size 400× 800. NC indicates the
simulation stopped due to divergence of the solver.

Method Errrel
2 (Uc) Errrel

2 (Yc) CPU Time in [s]

FC with ∆t = 6.25× 10−5 s 5.05× 10−5 2.21× 10−4 44,986
AAL with ∆t = 6.25× 10−5 s 6.63× 10−5 1.25× 10−4 101,933

SP with ∆t = 6.25× 10−5 s NC NC -
SP with ∆t = 6.25× 10−6 s 3.36× 10−5 7.05× 10−5 486,941
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Figure 2. Free fall of dense cylinder at t = 0.144 s, obtained on a fine mesh 400 × 800 by the three methods. In the
first row, FC (shown by fields) and AAL (by isolines). In the second row, FC (shown by fields) and SP (by isolines with
∆t = 6.25× 10−6 s). The different fields presented in each row are: left horizontal velocity [0 m, 0.1 m]× [0 m, 0.11 m],
middle: vertical velocity [0 m, 0.1 m]× [0 m, 0.10 m], and right: vorticity magnitude [0.02 m, 0.08 m]× [0.034 m, 0.089 m].
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Figure 3. Vertical velocity and center of mass for test case 1
(
ρ1/ρ2 = 105, µ1/µ2 = 1010) obtained by the fully coupled

method with several meshes. (a) Vertical velocity and (b) center of mass.

3.1.2. Comments on the Enstrophy

The enstrophy is a crucial integral quantity that is associated to dissipation and the
effects of small-scale turbulence. It has to be noted that a two-dimensional work is perfomed
here and that in two-dimensions, the energy cascade that coud be related to turbulence and
enstrophy is different from what occurs in three dimensions. Mathematically, the enstrophy
is defined as the integral of vorticity square over the domain, and it will be written as Ens1
for fluid 1 :

Ens1 =
∫

V

ω2

2
dV (15)
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where ω =
(

∂v
∂x − ∂u

∂y

)
is the vorticity in two dimensions. The following discrete analog of

the enstrophy Ens1 is used, in wich C̃i,j is the color function located at the viscosities nodes
(C̃i,j = 0 in fluid 1 and C̃i,j = 1 in fluid 2).

Ens1 '∑
i,j

(
1− C̃i,j

)ω2
i,j

2
∆V (16)

In this part, the evolution of the enstrophy in fluid 1 is investigated, for different grid
sizes and test cases as in the previous study. The results are illustrated in Figure 4 on
a logarithmic scale, for different grid sizes. As can be seen in this figure, the enstrophy
increases over time in a monotonous way. As far as the convergence of the enstrophy,
the 200× 400 grid simulation is enough to converge the enstrophy for the fully coupled
and the adaptative augmented Lagrangian solvers. In contrast, the enstrophy diverges on
the finer grid for the standard projection, for the same reasons as the one mentioned before.
And a time step ten times smaller is then needed to obtain the same solutions as the exact
solvers (fully coupled and adaptative augmented Lagrangian solvers).
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Figure 4. Time evolution of enstrophy in fluid 1 for the free fall of dense cylindre case. Obtained by several numerical
methods with several Cartesian mesh. (a) FC method, (b) AAL method and (c) SP method.

3.2. Liquid Sheet Atomisation

To demonstrate the efficiency and robustness of the monolithic solvers for preserving
kinetic energy, a flow interacting with a liquid sheet of thickness δ = 3 × 10−4 m is
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investigated [45]. This problem is defined in two dimensions on a square domain of side
L = 3 × 10−3 m with periodic and symmetry boundary conditions for the horizontal
and vertical sides of the domain, respectively. Simulations are carried out on a 256× 256
Cartesian grids with a density ratio of 100 and 1000, while viscosity and capillary forces are
set to zero, in order to preserve the initial kinetic energy during the simulation. The initial
velocity field is defined as:

U =

{
u = A− 0.04 cos( 2πx

L ) L
2π
−2
δ e−

2y
δ

v = 0.04 sin( 2πx
L ) e−

2y
δ

(17)

A =

{
30 m · s−1 in the gas
2 m · s−1 in the liquid

(18)

The results of the time evolutions of the kinetic energy are reported in Figure 5 for
all density ratios. It can be observed that whatever the density ratio, the total kinetic
energy obtained by the fully coupled solver is conserved over time to almost computer
error, which is in good agreement with the theory. As regard to the adaptative augmented
Lagrangian solver, a slight increase in the kinetic energy is noticed here but the results are
encouraging. On the contrary, the standard projection crashes after a few time iterations
even for very small time steps. Consequently, the kinetic energy diverges due to the
numerical dissipation generated by the splitting of operators. Besides, it has been shown
that the conserving momentum method improves the conservation of the kinetic energy
until the interface begins to deform. After this instant, kinetic energy decreases with
projection methods, as reported for example in the work of Mukundan et al. [45]. On the
other hand, these interfacial instabilities appear more quickly for the classic WENO and
conservative Weno schemes. In this work, a centered scheme with either Fully Coupled or
Augmented Lagrangian techniques conserves the kinetic energy for longer times compared
to existing methods in the literature without the apparence of interfacial instabilities,
which is an interesting result allowing to encourage more researchers to work with the
monolithic solvers.
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Figure 5. Time evolution of normalized kinetic energy for the high density ratio periodic Liquid sheet. Results obtained by
different numerical methods, where (a) density ratio is 1000 and (b) density ratio is 100.

3.3. Simulation of 2D Viscous Jet Buckling

The jet buckling problem is an essential phenomen since it is involved in many indus-
trial applications such as the food industry or the aeronautics and aerospace applications
with the filling of rocket boosters with propergol. The corresponding flow conditions are at
low Reynolds number. This problem has been studied initially by Tomé et al. [46], who have
provided a physical criterion which establishes the experiments with buckling jets. Then
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many numerical investigations [47–49] have been conducted to simulate this problem in 2d
and 3d configurations, for which the computational results are compared with experiments.
The interest of this case lies in two reasons: on the one hand, the possibility of comparing
the numerical solutions with experimental ones. On the other hand, the strong viscosity
and density gradients near the interface yield ill-conditioned linear systems, which is a
task challenge at the algebraic level. For numerical simulations, a square cavity of side
L = 1 m full of gas is considered. In its upper part, a highly viscous fluid is injected at
inlet velocity and inlet width equal to −1 m · s−1 and D = 0.08 m, respectively, while the
gravitational force acts with a constant intensity g = 9.81 m · s−2 in the negative y-direction.
For boundaries, a slip wall is employed on the solid walls and outflow boundary conditions
at the outlet in the upper part of the cavity, outside the injector. The characteristics of the
simulations are given in Table 4:

Table 4. Physical parameters describing the test cases. Here, ρ2 and µ2 refer to the propergol density and viscosity
respectivly, ρ1 and µ1, refer to the density and viscosity of the gas respectivly, Re = ρ2DV0

µ2
is the Rynolds number associated

to the propergol, H
D is the aspect ratios of the jet and V0 is the inlet velocity. In the present work, propergol (fluid 2) is

assumed to behave like a Newtonian fluid, for the sake of simplicity.

Test Case ρ1 [kg · m−3] ρ2 [kg · m−3] µ1 [Pa · s] µ2 [Pa · s] Re H
D V0 [m · s−1] ρ2/ρ1 µ2/µ1

1 1.1768 1800 1.85× 10−3 500 0.1728 12.5 0.6 1529 1.6× 105

2 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 0.6 10 1 1529 2.7× 105

3 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 3.6 10 6 1529 2.7× 105

In their study, Tomé et al. give two important parameters to ensure the occurrence of
buckling: the aspect ratios of the jet H/D > 3π and Re < 0.52, where Re is the Reynolds
number based on the inflow diameter D and the velocity inlet V0. Thus, the objective of
this study is to compare the performance of three methods (the fully-coupled, adaptative
augmented Lagrangian, and the standard projection) to deal with this kind of problem and
to provide a good prediction of their associated physical behavior whereby the matrices
resulting from discretization will be solved with the same solver, the BiCGSTAB(2) with a
residual of ε = 10−6.

First the evolution of the liquid over time is considered for three Reynolds numbers
Re = 0.1728, Re = 0.6 and Re = 3.6 (see Figure 6) using a 320 × 320 Cartesian grid
and a time step ∆t = 5× 10−4 s. From these figures, It is noticeable that the numerical
calculations with the fully-coupled method provide excellent results for the physics of the
jet, which are in good agreement with the theoretical criterion given in [46]. Indeed, the first
case Re = 0.1728 corresponds to a buckling jet, whereas second and third cases (also in first
case for short times), Re = 0.6 and Re = 3.6 the jet oscillation does not appear. In the first
case, it is observed that the diameter of the jet decreases in the middle part of the cavity,
but the jet remains symmetric, this is because no buckling occurs. On the contrary, in the
first case, as soon as it hits the lower wall of the cavity, the jet destabilizes, and helicoïdal
instability develops and traps air bubbles in the coiling motion of the viscous fluid. Finally,
the streamlines are shown in Figure 7 for the first case, which gives the possibility to
evaluate the interaction of both flows. From these figures, recirculations are observed,
the size of which increases and then decreases alternately with the oscillations of the jet.

The results obtained with the adaptative augmented Lagrangian method are pre-
sented in Figure 8 for Re = 0.1728, using also a 320× 320 Cartesian grid and a time step
∆t = 5× 10−4 s. The computation shows coherence between the fully coupled and the
adaptative augmented Lagrangian methods at times t = 1 s and t = 2 s. Then, significant
differences are noticed because the instability did not occur at the same time as with the
fully coupled method, due to the nature of the augmented Lagrangian parameter, which
behaves like a viscosity. These differences are also due to the unstable nature of the flow
that amplifies numerical erros differently in accordance with the difference of the solvers
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that are not sensitive similarly to truncation errors. The good point is that they trigger an
instability for the same Re and in the relevant injection situation. However, it has been seen
that the standard projection method for Re = 0.1728 on 320× 320 mesh, fails to converge
after 2800 iterations because the correction step was not able to reduce the divergence of the
predicted velocity. The cases of Re = 0.6 and Re = 3.6 were simulated with the adaptative
augmented Lagrangian and the standard projections methods. However, in these cases, all
methods give the same results as those of the fully coupled method.

Figure 6. Numerical simulation of a viscous liquid (propergol) jet injected in a square cavity (1 m× 1 m) on a 320× 320 grid:
the interface is plotted at time t = 0.25 s, 0.25 s and 0.2 s (first row), t = 0.75 s, 0.75 s and 0.3 s (second row), t = 1.25 s, 1.25 s
and 0.6 s (third row) and t = 2 s, 2 s and 0.9 s (fourth row). First column Re = 0.1728, second column Re = 0.6 and third
column Re = 3.6. Simulations are carried out wit hthe FC method.
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Figure 7. Numerical simulation of a viscous liquid (propergol) jet injected in a square cavity (1 m× 1 m) on a 320× 320 grid:
the interface is plotted at time t = 0.25 s and 0.75 s (first row), t = 1.25 s and 2 s (second row). Test case 1 corresponds to
Re = 0.1728.

Figure 8. Numerical simulation of a viscous liquid (propergol) jet injected in a square cavity (1 m× 1 m) on a 320× 320 grid:
the interface is plotted at time t = 0.25 s (first row), t = 0.75 s (second row), t = 1.25 s (third row) and t = 2 s (fourth row).
First column (FC method), second column (AAL method) and third column (SP method).
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4. Conclusions

A monolithic solver for simulating incompressible two-phase flows, at large density
and viscosity ratios, has been develloped and coupled with a VOF method such as PLIC
technique. The coupled strategies belong to the two distinct classes of methods: the
adaptative augmented Lagrangian method and the fully-coupled solver. These were
chosen in order to overcome the difficulties associated with the segregated methods (such
as projection methods). This allowed us to simulate complex cases characterized by high
density and viscosity ratios, such as the free fall of dense cylindre and the viscous jet
buckling, but also to potentially overcome the momentum conserving method in the case
of Liquid sheet atomisation. We have also shown that this monolithic solvers allow to use
larger time steps than segregated methods, which fails to converge in some cases. In future
work, it will be intented to investigate fully coupled solvers on complex 3D and on a
massively parallel computers.
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Résumé
Les équations de Navier-Stokes diphasiques jouent un rôle crucial dans plusieurs applications indus-
trielles et environnementales. Cependant, leur résolution pose de nombreux problèmes et devient un
enjeu important pour les mathématiciens ansi que les ingénieurs. Dans le contexte des écoulements di-
phasiques incompressibles, les difficultés sont multiples : d’une part, le couplage vitesse-pression induit
par la contrainte d’incompressibilité, donne lieu à un problème de point selle pour lequel des solveurs
dédiés doivent être développés. Et, d’autre part, les forts rapports de densité et de viscosité en présence
de grandes déformations de l’interface conduisent à des systèmes linéaires très mal conditionnés. Nous
décrivons ici un solveur tout-couplé parallèle 3D, didié à la simulation des écoulements diphasiques
incompressibles. Les équations linéarisées de quantité de mouvement et de continuité découlant de la
solution implicite des vitesses et de la pression dans les fluides sont résolues simultanément. Nous avons
simulé un cas de l’instabilité d’un jet visqueux pour vérifier les modèles, notamment en présence de forts
rapports de densité et de viscosité. Nous avons également réalisé un cas d’inversion de phase 3D, pour
démontrer la capacité de notre nouveau solveur tout-couplé à résoudre des problèmes diphasiques sur
un milliards de cellules.

Abstract :
The Navier-Stokes equations play a crucial role in several industrial and environmental applications.
However, their resolution causes many problems and and remains a challenging task for mathematicians
as well as engineers. In the context of incompressible two-phase flows, the difficulties are multiple : on
the one hand, the velocity-pressure coupling induced by the incompressibility constraint, gives rise to
a saddle point problem for which suitable solvers must be developed. And, on the other hand, the high
density and viscosity ratios in the presence of large interface deformations lead to very ill-conditioned
linear systems. We describe here a fully-coupled 3D parallel solver for the simulation of two-phase in-
compressible flows. The linearized momentum and continuity equations arising from the implicit solving
of the fluid velocities and pressure are solved simultaneaously. The instability of a 3D viscous jet is simu-
lated, in order to to validate the models, especially in the presence of strong density and viscosity ratios.
We also performed a 3D phase inversion case, in order to exhibit the capacity of our new fully-coupled
solver to deal with two-phase problems on a billion cells.

Mots clefs : Solveur tout-couplé, point-selle, 3D paralléle, écoulements di-
phasiques, fort ratios
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1 Introduction
Les écoulements diphasiques incompressibles mettant en œuvre un liquide et un gaz sont omnipré-
sents dans de nombreuses applications industrielles et académiques et, par conséquent, ils font l’objet
de nombreuses études numériques. Les écoulements d’impact de gouttes sur des surfaces, la fabrication
de dépots par jet de plasma thermique, le déferlement d’une vague sur une plage, l’atomisation des jets
ou les sprays rencontrés lors du refroidissement de parois de bâtiments ou dans les moteurs sont, par
exemple, des problèmes diphasiques et turbulents.
La modélisation et la simulation numérique de ce type d’écoulement reste un grand défi en raison,
entre autres des aspects mutli-échelles (allant de la phase séparée à l’échelle des petites interfaces) et
multi-physiques (phases séparées ou dispersées, frottements, effets capillaires, changement de phase,
mouillabilité...). En effet, les forts rapports de densité et de viscosité dans les écoulements diphasiques
engendrent souvent un cisaillement important et des discontinuités à l’interface fluide-fluide. Ces dis-
continuités compliquent particulièrement la discrétisation des équations de conservation, et conduisent
à des instabilités numériques. En outre, le traitement du couplage vitesse-pression dans les écoulements
monophasiques incompressibles a fait l’objet de nombreux travaux et est relativement bien maîtrisé. Au
contraire, dans le cadre d’écoulements diphasiques avec de larges rapports de densité et de viscosité,
des difficultés numériques apparaissent, liées à la présence de fortes déformations de l’interface et à des
sauts de propriétés des fluides matériels qui y sont associés. Elles conduisent à des systèmes linéaires
mal conditionnés, ce qui rend le problème beaucoup plus difficile à résoudre. Au niveau discret, le pro-
blème persiste sous la forme de recherche d’un point selle dont la résolution est couteuse. Pour faire face
à ce probléme, de gros progrès ont cependant été réalisés au cours des dernières décennies, et de nom-
breux méthodes ont été proposées, elles peuvent être classés ainsi en deux catégories. D’une part, les
méthodes approchées, introduites par Chorin et Temam [6, 21] et leurs variantes [10, 4, 3, 11], aprroxi-
ment le système original en utilisant le splitting en temps, ce qui aboutit à deux équations découplées :
l’une pour mettre à jour le champ de vitesse et l’autre le champ de pression. Cela soulève un certain
nombre de problèmes, tels que l’apparition de couches numériques en raison de splitting en temps, ou
la nécessité de conditions limites de pression qui n’existent pas dans le problème original. D’autre part,
les méthodes exactes résolvent les deux champs (vietsse et pression) simultanément, préservant ainsi
la consistance du système discrétisé avec les équations continues. Dans ces méthodes exactes, le sys-
téme à point selle peut être résolu soit directement par un solveur tout-couplé [16, 1, 18, 17], soit par
une méthode de Lagrangian augmenté (AL) [9, 23]. L’intérêt de ces méthodes réside dans le fait qu’elles
permettent une résolution très précise et robuste, sans erreur de splitting (sauf celle liée à la linéarisation
du terme d’inertie) des écoulements diphasiques incompressibles.

Nous développons ici une méthode exacte 3D parallèle , tout-couplée, pour simuler des écoulements
supposés incompressibles et diphasiques. Nous décrivons d’abord le modèle, les schémas de discreti-
sations et les solveurs seront présentées dans un seconde temps. Nous validons ensuite notre approche
numérique de VOF lorsqu’elle est appliquée à la résolution de l’équation d’advection de la fraction vo-
lumique. Ensuite, Nous considérerons un cas 3D d’inversion de phase, pour montrer la capacité de la
méthode à traiter des cas diphasiques sur plus d’un milliard de cellules. Enfin, un cas 3D d’un jet vis-
queux sera présenté à fin de mettre en valeur l’intérêt. du solveur tout-couplé à simuler des problémes
raides à fort rapport de masse volumique et de viscosité.
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2 Méthodes numériques
2.1 Approche diphasique de la résolution des équation de Navier-

Stokes
Dans ce travail, l’écoulement diphasique est décrit par le modèle à un fluide de Katoaka [14], basé
sur une approche eulérienne où les phases sont vues via des fractions de volume. Dans chacune des
deux phases fluides, les équations à résoudre sont : l’équation de conservation de la masse et l’équation
de conservation de la quantité de mouvement, avec un terme source additionnel dans l’équation de la
quantité de mouvement (la force capillaire) et une équation d’advection supplémentaire pour la fonction
de phase C. La fonction C, qui peut prendre des valeurs comprises entre 0 et 1 représente le taux de
présence d’un des deux fluides dans un volume de contrôle. Les équations de modèle à un fluide dans le
cas diphasique s’écrivent ainsi :

∂ρu
∂t

+∇ · (ρu⊗ u) +Bpenu (f(u)− u∞) = −∇p+∇ ·T+ ρg + Fs, (1)

∇ · u = 0, (2)
∂C

∂t
+∇ · (uC) = C∇ · u, (3)

ρ(C) = ρ1C + (1− C)ρ2, (4)

µ(C) = µ1C + (1− C)µ2 (5)

Avec u le champ de vitesse, p le champ de pression, t le temps, ρ etµ la masse volumique et la viscosité du
fluide de mélange, données par une moyenne arithmétique, avec ρ1, ρ2,µ1 etµ2 les masses volumiques et
les viscosités des fluides 1 et 2 respectivement. En outre,T représente le tenseur des taux de déformations
pour un fluide Newtonien [5], tandis que Bpenu est un tenseur d’ordre 2 pour spécifier les conditions
aux limites [19], dont les composantes diagonales tendent vers l’infini le long de la frontiére et sont
identiquement nulles à l’intérieur du domaine de fluide. En outre, Fs est le terme capillaire agissant sur
l’interface, modélisé dans cette étude par le modèle CSF de Brackbill [2].

2.2 Schémas de discrétisation et solveurs
Dans le présent article, les équations du modéle diphasique incompressible et instationnaire sont ap-
proximées via des volumes finis pénalisés (pour traiter différents types de conditions aux limites), sur
un maillage décalé. Les variables discrètes de vitesse et de pression sont disposées de manière déca-
lée, chacune ayant son propre volume de contrôle, comme le montre la Figure 1. Ce choix garantit la
concordance des opérateurs différentiels tels que la divergence et le gradient, et il évite également les
oscillations sur le champ de pression. Sachant que la solution de l’équation d’advection (3) est effectuée
avec la méthode VOF conservative de Weymouth [12], qui conserve le volume à la précision machine.
Ainsi, Le systéme semi-discret résultant de la discretisations des équations de conservation de la masse
(Eq. 2) et de la quantité de mouvement est avancé dans le temps, en utilisant un schéma implicite De Gear
du second ordre. En revanche, un schéma centré pour le gradient de pression, la divergence de vitesse,
les termes convectifs et visqueux est utilisé. Pour éviter de mettre en œuvre la linéarisation de Newton
et d’inverser le Jacobien complet, qui s’avère plus efficace mais plus coûteux pour les écoulements ins-
tationnaires, les termes convectifs sont linéarisés en utilisant l’extrapolation d’Adams-Bashforth comme
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suit :
un+1 ⊗ un+1 ≈

(
2un − un−1

)
⊗ un+1. (6)

Figure 1 – Grille décalée de vitesse et pression : représentation des nœuds supplémentaires de vitesse
en dehors de la frontière physique.

Ici, n désigne un indice de temps associé au temps physique n∆t et ∆t est supposé être le pas de
temps constant à chaque itération résolue. Ainsi, après une linéarisation et une discrétisation appropriées,
et, comme une résolution implicite tout-couplé (Fully Coupled) est visée, le système générique est un
système linéaire non symétrique de type point selle. Les deux inconnues du problème, i.e. la vitesse u et
la pression p, sont couplées par la contrainte d’incompressibilité ∇ · u = 0. Ce système de points selle
peut être reformulé comme suit :

(
1
∆t M

(ρ)
u +N

(ρ)
u + L

(µ)
u BT

p

Bu 0

)(
un+1

pn+1

)
=

(
f

0

)
(7)

Où la matrice Bu est la partie discrète de la divergence et BT
p représente l’opérateur discret du gradient

de pression. En outre, M (ρ)
u est la matrice de masse de la vitesse, L(µ)

u est le Laplacien discret de la
vitesse, N (ρ)

u désigne la matrice associée au terme convectif et f représente le terme source. Le système
réduit peut être réécrit sous la formeAx = b avecA la matrice associée aux coefficients de discrétisation
spatio-temporelle et b le second membre associé à chaque composante du vecteur solution. La solution
du problème diphasique est alors :

x = A−1 × b (8)

Notre stratégie pour résoudre ce système linéaire creux est de faire appel au solveur BiCGStab(2) [13] sur
la totalité du système, en choisissant la structure CSR (compressed storage raw) afin de ne stocker que les
coefficients non nuls de la matrice, et ensuite de construire un préconditionneur efficace pour accélérer
la convergence du solveur itératif. Cette stratégie peut être mise en place en utilisant le préconditionneur
pression-convection-diffusion (PCD) [1] pour le bloc pression, et le préconditionneur triangulaire par
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bloc pour le bloc de vitesse (nous invitions le lecteur à consulter [17, 18] pour plus de détails).

3 Résultats
3.1 Cas test pour l’équation d’advection
Afin de montrer les capacités de notre méthode VOF à décrire correctement l’interface, même lorsque
celle-ci est fortement étirée et déformée, un cas test standard de transport d’interface est étudié. Ce cas
test a été proposé par Enright et al. [7] à partir des travaux de Leveque [15]. Initiallement, une goutte
sphérique de rayon r = 0.15 est placé aux coordonnées (0.35, 0.35, 0.35) dans une boite periodique de
coté L = 1. Dans cette configuration, l’interface est transportée avec le champ de vitesse suivant :

u(x, y, z) = 2 sin2(πx) sin(2πy) sin(2πz)

v(x, y, z) = − sin(2πx) sin2(πy) sin(2πz)

w(x, y, z) = − sin(2πx) sin(2πy) sin2(πz)

(9)

Ce champs de vitesse est modulé par une fonction de temps f(t) définie par f(t) = cos(πt/T ), avec
T = 3s la période. Ainsi, le champs de vitesse est réversible, en d’autres termes, la goutte revient à sa
position initiale en t = T .

La figure 2 présente les résultats que nous avons obtenus pour une interface sphérique avec un maillage
de 5123. Nous pouvons voir que nous arrivons à des interfaces qui sont similaires à celles proposées dans
les travaux de Douglas Enright. Nous avons également réalisé une étude de convergence en calculant
l’ordre de précision spatial. Pour ce faire, nous avons choisi deux types d’erreur : d’une part, l’erreur de
conservation de masse intégrée sur le domaine de calcul. Elle est définie comme suit,

ϵmass =

∫
V c(x, t) dV −

∫
V c(x, 0) dV∫

V c(x, 0) dV (10)

Et d’autre part, l’erreur géometrique qui mesure la différence entre l’interface calculée et l’interface
exacte :

ϵgeo =

∫

V
[c(x, T )− cexacte(x, T )] dV (11)

Nous dressons les résultats de l’étude de convergence dans le tableau 1. Nous constatons une conser-
vation de la masse à la precision machine quelque soit le maillage. En outre, un ordre 2 est obtenu sur
l’erreur géometrique ce qui valide notre méthode de transport.

Maillage ϵmass ordre ϵgeo ordre
323 2.05×10−12 - 7.82×10−3 -
643 4.69×10−13 - 2.72×10−3 1.52
1283 5.72×10−14 - 6.50×10−4 2.07
2563 2.18×10−14 - 1.51×10−4 2.11

Table 1 – Etude de convergence schéma VOF de Weymouth : Goutte sphérique dans un champs de
vitesse réversible.
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Figure 2 – Maillage 5123 : Évolution de l’interface sphérique dans un champ de vitesse réversible à
divergence nulle

3.2 Cas d’application : L’inversion de phase eau-huile
Un écoulement diphasique, eau-huile par exemple, dans lequel une des phases est dispersée dans une
autre, peut correspondre à une inversion de phase, c’est-à-dire, la phase dispersée devenant la phase
continue. Ce phénoméne instationnaire est ensuite accompagné de plusieurs processus interfaciaux à
petite et grande échelle, tels que la déformation, la formation de ligaments, la rupture de l’interface et
la coalescence (voir figure 3b).

Ici, nous menons une simulation numérique directe sur un cas d’inversion de phase étudié récement
par Saeedipour et al [20], afin de montrer la capacité de notre solveur tout-couplé à faire des simula-
tions massivement paralléle. Les quantités d’intérêt seront donc les grandeurs macrosopiques, telles que
l’énergie potentielle, l’énergie cinétique, l’enstrophie, la dissipation visqueuse, l’aire interfaciale et le
volume du fluide léger dans la partie supérieure du domaine. Dans ce qui suit, nous présentons la géo-
metrie et les paramétres physiques du probléme. Ensuite, nous discutons les résultats des simulations
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(a) Géométrie du probléme

(b) Exemple d’inversion de phase simulée dans une boîte
fermée illustrant le caractère multi-échelle de l’écoule-
ment interfacial.

Figure 3 – Probléme de l’inversion de phase liquide/liquide dans une boîte fermée [8]

numériques ainsi que leurs comparaisons avec les références.

3.2.1 Géometrie et paramétres physiques

Comme décrit sur la figure 3a, un volume cubique d’un fluide léger (identifié comme le fluide 2) est placé
dans la partie inférieure d’une boîte remplie d’un fluide lourd (le fluide 1). Nous pourrons assimiler les
fluides 1 et 2 comme étant respectivement de l’eau et de l’huile. Nous imposerons une viscosité égale
pour les 2 fluides (µ1 = µ2 = µ). La boîte est de dimension (H , H , H) et la goutte de fluide 1 (H/2,
H/2,H/2). Nous considérerons un glissement libre et un mouillage partiel sur les murs extérieurs. Nous
considérerons également que les angles de contact de 90° sont équivalents à la symétrie d’un miroir.
L’accélération gravitationnelle est choisie comme étant g = (0,0,−9.81). Les différents paramètres du
cas d’étude sont donnés dans le tableau 2. Les nombres adimensionnels qui gouvernent la dynamique de
ce problème sont donc le nombre de Reynolds (Re) et le nombre de Weber (We) définis de la manière
suivante :

Re =
ρ1HUg

µ1
(12)

We =
ρ1HUg

2

σ
(13)

Dans cette étude, nous utiliserons la définition suivante pour la vitesse caractéristique :

Ug =
ρ2 − ρ1

ρ1

√
gH

2
(14)

Ainsi, nous définissons l’énergie cinétique et l’énergie potentielle pour la phase n de la manière suivante :

Ekn =
1

2

∫

Ω
Cnρnu

2 dV (15)

Epn =

∫

Ω
Cnρngz dV (16)
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avecCn la fonction couleur définie telle queCn = 1 dans le fluide n etCn = 0 ailleurs. Nous définissons
également Cn la fonction couleur de la phase n : C1 = C et C2 = 1 − C. L’évolution en temps de
l’intégrale de l’enstrophie dans les deux fluides sera également déterminée. Elle sera définie par :

Ern =

∫

Ω
Cn (∇× u)2 dV (17)

En ce qui concerne la dissipation visqueuse de la phase n, elle est définie comme suit :

Dissn =

∫

Ω
Cn2µnS : S dV (18)

Avec S = 1/2
(
∇u+ (∇u)T

)
. Quant à l’aire interfaciale, et contrairement aux études précédentes [20,

8], où elle est approximée comme étant
∑

int Scell où Scell = ∆x∆y = ∆y∆z = ∆x∆z, dans cette
étude, elle est évaluée à partir de la normale à l’interface n, en calculant dans un cube unitaire, la surface
coupée par le plan n · x = α. Enfin, la grandeur V ol représente le volume de fluide léger, elle permet
de vérifier que le volume de fluide léger reste constant au cours du temps.

Concernant les paramètres numériques, les simulations ont été réalisées sur une grille cartésienne allant
de 1283 à 10243 cellules, avec un résidu de ϵ = 10−5 du solveur BiCGStab(2). En ce qui concerne les
dérivées temporelles, un pas de temps constant ∆t = 10−3s a été choisi, et 10000 incréments temporels
seront ainsi calculés, correspondant à 10 secondes de simulation de l’écoulement. Pour le cas 10243, il
faut noter que les simulations ont été réalisées sur 6696 processeurs du cluster HPC Occigen du CINES
et ont pris environ 5 jours de temps de calcul.

ρ1 ρ2 µ1 µ2 g σ H Re We

(kg.m−3) (kg.m−3) (Pa.s) (Pa.s) (m.s−2) (kg.s−2) (m)

1000 900 1 1 9.81 0.45 1 221 121

Table 2 – Propriétés physiques des fluides et nombres adimensionnels

3.2.2 Résultats

Dans nos simulations numériques présentées sur la figure 4, nous observons les mémes phénoménes
que ceux présentés dans les travaux de Saeedipour et al. [20]. Tout d’abord la montée du fluide léger
vers le haut de la boite. Ensuite, le fluide léger recircule avec plus au moins de fragmentation et dispers-
sion. Pour l’ensemble des grandeurs que nous avons calculées, nous remarquons que les convergences en
maillage par rapport aux références sont atteintes à partir d’un nombre de cellules égal à 2563 (Figures 5,
6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14), à l’exception de l’aire interfaciale. Nous avons également remarqué que
les courbes présentant des pics, comme l’énergie cinétique, l’énergie potentielle, l’enstro,phie et la dis-
sipation, retrouvent ces pics aux mêmes instants que la référence. Enfin, nous constatons que le volume
de fluide léger V ol reste constant tout au long de la simulation, quelque soit le maillage.
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(a) t=0s (b) t=42s (c) t=4s

(d) t=5s (e) t=6s (f) t=8s

Figure 4 – Maillage 2563 : l’inversion de phase liquide/liquide au cours du temps. L’interface des deux
fluides est représentée en jaune.

Figure 5 – EK1 : l’énergie cinétique de l’eau Figure 6 – EK2 : l’énergie cinétique de l’huile

Figure 7 – EP1 : l’énergie potentielle de l’eau Figure 8 –EP2 : l’énergie potentielle de l’huile
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Figure 9 – ER1 : l’enstrophie de l’eau Figure 10 – ER2 : l’enstrophie de l’huile

Figure 11 – Dis1 : la dissipation de l’eau Figure 12 – Dis2 : la dissipation de l’huile

Figure 13 – L’aire interfaciale Figure 14 – Vol : le volume de l’huile

3.3 Caractérisation de l’instabilité 3D d’un jet visqueux à faible
nombre de Reynolds

Le problème de l’instabilité d’un jet est un phénomène crucial, dans la mesure où il est impliqué dans
de nombreuses applications industrielles, telles que l’industrie alimentaire ou les applications aéronau-
tiques et aérospatiales, avec le remplissage des propulseurs de fusée avec du propergol. Les conditions
d’écoulement qui y correspondent sont à faible nombre de Reynolds. Initialement étudié par Tomé et
al. [22], qui ont permis entre autre de caractériser le dévellopement des instabilités du jet en fonction du
nombre de Reynolds Re et du rapport H/D entre la hauteur de la cavité et le diamétre d’injection, Peu
d’études numeriques sont consacrées a l’étude de l’injection d’un fluide visqueux en regime de Stokes
dans une cavite. Dans ce contexte, l’intérêt de ce cas est double : d’une part, la possibilité de confronter
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les solutions numériques aux solutions expérimentales. D’autre part, les forts gradients de viscosité et
de densités près de l’interface engendrent des systèmes linéaires trés mal conditionnés, ce qui représente
un véritable défi au niveau algébrique.

3.3.1 Géometrie et paramétres physiques

Le probléme étudié est le suivant : une cavité cubique de coté H , remplie d’air est étudiée. Dans sa partie
supérieure, on injecte un fuide trés visqueux à un debit constant, tandis que la la force gravitationnelle
agit avec une intensité constante g dans le sens négatif de la direction z. Pour les bords du domaine,
nous avons utilisé des conditions limites de glissement sur les parois solides, et des conditions limites
de de sortie, dans la partie superieure de la cavité. Les caractéristiques de la simulation numérique sont
données dans le tableau 3. En outre, Tomé et al [22] donnent deux paramètres déterminants pour l’ap-

Test case ρ1 ρ2 µ1 µ2 Re H
D V0 ρ2/ρ1 µ2/µ1

1 1.1768 1800 1.85× 10−3 500 0.1728 12.5 0.6 1529 1.6× 105

2 1.1768 1800 1.85× 10−3 300 0.6 10 1 1529 2.7× 105

Table 3 – Les paramètres physiques décrivant le cas du jet visqueux. Ici, ρ2 et µ2 représentent respecti-
vement la masse volumique et la viscosité du propergol, ρ1 et µ1 représentent respectivement la masse
volumique et la viscosité du gaz, Re = ρ2DV0

µ2
est le nombre de Rynolds associé au propergol, H

D est
le rapport d’aspect du jet et V0 est la vitesse d’entrée. - pour des raisons de simplicité, le propergol est
supposé se comporter comme un fluide newtonien.

parition de l’instabilité : le rapport d’aspect du jet H/D > 3π et Re < 0, 52, où Re est le nombre de
Reynolds basé sur le diamètre d’entrée D et la vitesse d’entrée V0. Ainsi, le but de cette étude est de vé-
rifier la capacité de la méthode entièrement couplée à traiter ce type de problème et de fournir une bonne
prédiction de leur comportement physique associé. En ce qui concerne les simulations numériques, les
matrices résultant de la discrétisation seront résolues avec le même solveur, le BiCGStab(2) avec un
résidu de ϵ = 10−5.

3.3.2 Résultats

Les figures 15-16 présentent l’évolution du liquide au cours du temps pour deux nombres de Reynolds :
Re = 0.1728 et Re = 0.6, en utilisant un maillage de 1003 rafiné au niveau de l’injecteur. De ces
figures, nous pouvons constaté que nos simulations numériques avec le solveur tout-couplé procurent de
très bons résultats quant à la physique du jet, qui sont en bon accord avec le critère théorique donné par
Tomé et al [22]. En effet, le premier cas Re = 0.1728 correspond à une instabilté du jet, alors que dans
le deuxième, Re = 0.6 l’oscillation du jet n’apparaît pas.

4 Conclusion
Ce travail nous a permis de mettre en place un solveur tout-couplé parallèle 3D pour la simulation
des écoulements diphasiques incompressibles. Nous avons également dévellopé une méthode permetant
de suivre la dynamique de l’interface au cours du temps, tout en conservant le volume à la précision
machine. À travers les deux cas test que nous avons passé, notre solveur tout-couplé est trés robuste
lorsqu’il fait façe à des problémes raides de fort rapports de masse volumique et de viscosité (comme
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(a) t = 1.875 (b) t = 2.5s (c) t = 3.25s

Figure 15 – Maillage 1003, Re = 0.6 : Le jet 3D visqueux au cours du temps. L’interface des deux
fluides est représentée en rose.

(a) t = 1.875 (b) t = 2.5s (c) t = 3.25s

Figure 16 – Maillage 1003, Re = 0.1728 : Le jet 3D visqueux au cours du temps. L’interface des deux
fluides est représentée en vert.

dans le cas du jet visqueux). Ainsi, sur un probléme de l’inversion de phase 3D, le solveur tout-couplé
s’est montré trés efficace pour simuler des problèmes diphasique sur un millards de cellules. Les futures
étapes à envisager sont l’extention du solveur tout-couplé à la simulation des écoulements diphasiques
compressibles avec ou sans changement de phase.
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Annexe I

MUF compressible de fluides non
miscibles

Formulation du MUF compressible

On s’intéresse ici à l’écriture d’équations de conservation de la masse et le bilan de la quantité
de mouvement en formulation conservative pour des écoulements diphasiques et compressibles.
Selon les développements menés dans la subsection 3.2.5, on peut montrer à partir du dévelop-
pement de l’équation de conservation de la masse formulée que cette équation se réduit à une
équation en pression comme suit :

χT
dp

dt
+ β

dT

dt
+∇ · ū = 0 (I.1)

Où : χT = 1
ρ

(
∂ρ
∂p

)
T

et β = 1
ρ

(
∂ρ
∂T

)
p

sont respectivement, les coefficient de compressibilité iso-
therme, et de dilatation thermique isobare.

Pour un écoulement isotherme, on écrit la variation thermodynamique de la pression (I.1) entre
deux instants comme suit :

∇ · ūn+1 + χT

∆tp
n+1 = χT

∆tp
n (I.2)

Concernant l’équation du bilan de quantité de mouvement, sa formulation compressible est écrite
à l’aide d’un schéma d’euler d’ordre 1 comme suit :

ρ

∆t
(
ūn+1 − ūn

)
+∇ ·

(
ρūn ⊗ ūn+1

)
+

Bpenu

(
f(ūn+1)− ū∞

)
= −∇pn+1 +∇ · T̄n+1 + ρḡ + F̄s, (I.3)

Si on considère un problème eau/air, les propriétés du fluide équivalent sont définies à partir de

321
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la fonction couleur C , mais aussi de la pression p. Elles s’écrivent :

ρ = Cρeau + (1− C)P + Pref

rTref
(I.4)

χ = Cχeau + (1− C) 1
P + Pref

(I.5)

µ = Cµeau + (1− C)µair (I.6)

Intégration du MUF compressible

Après une discrétisation appropriée via une approche de type volumes finis pénalisés, le système
générique qui en résulte est un système linéaire non symétrique qui prend la forme suivante : Fu BT

p

Bu Cp

 ūn+1

pn+1

 =

 f̄

s̄

 (I.7)

où Fu = M
(ρ)
u +N

(ρ)
u + L

(µ)
u , et enfin :

• Buū
n+1 ≈

∫
Ωi,j,k

∇ · ūn+1dV est la partie discrète de la divergence,

• Cpp
n+1 ≈

∫
Ω

χT
∆t p

n+1dV est la matrice de compressibilité,

• s̄ ≈
∫

Ω
χT
∆t p

ndV est le second membre associé à la pression,

• BT
p p

n+1 ≈
∫

Ωi,j,k
∇pn+1dV est l’opérateur de gradient de pression discret,

• M (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Ωi,j,k

(
ρn+1

∆t ū
n+1 +Bpenuf(ūn+1)

)
dV est la matrice de masse,

• L(µ)
u ūn+1 ≈ −

∫
Σi,j,k

Tn+1 · n̄dS est l’opérateur de contraintes visqueuses,

• N (ρ)
u ūn+1 ≈

∫
Σi,j,k

ρūn+1ūn · n̄dS est la partie discrète du terme convectif,

• f̄ ≈
∫

Ωi,j,k

(
ρn

∆t ū
n +Bpenuū∞ + F̄s

)
dV est le second membre associé à la vitesse.
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Les technniques de préconditionnement

Afin de construire un préconditionneur P approprié, nous considérons la décomposition LU par
blocs du système I.7, donnée par : Fu BT

p

Bu Cp

 =

 Iu 0
BuF

−1
u Ip

 Fu BT
p

0 Cp −BuF
−1
u BT

p

 (I.8)

En prenons le bloc U comme préconditionneur, P prendera la forme suivante :

P =

 Fu BT
p

0 Cp −BuF
−1
u BT

p

 (I.9)

avec Cp−BuF
−1
u BT

p est le complément de Schur du bloc de pression, qui peut être réécrit comme
ci-dessous en définissant rigoureusement une nouvelle matrice G :

Cp −BuF
−1
u BT

p ≈ Ŝp + Cp = Ŝp

(
I + Ŝ−1

p Cp

)
= Ŝp (I +G) (I.10)

Par conséquent, l’action directe de l’inverse de P sur un vecteur standard b̄∗ doit être effectuée
par une substitution élémentaire. Ce qui peut être fait en résolvant deux systèmes linéaires et
un produit matrice-vecteur. L’algorithme correspondant est le suivant :

Algorithm 1 Triangular preconditionner
1: Solve Ŝp (I +G) b̄p = b̄∗

p.
2: Update b̄∗

u ←− b̄∗
u −Bpb̄p.

3: Solve Fub̄u = b̄∗
u.

Concernant l’application de l’inverse du bloc Ŝp (I +G) sur un vecteur b∗
p. on suppose que les

matrices (I + G) et Ŝp sont inversibles, et que l’inverse (I − G)−1 peut être développé comme
une série infinie des différents termes qui sont présents dans l’opérateur (I +G). En utilisant le
développement en série de Neumann suivant [123] :

(I −G)−1 = I +G+G2 + · · ·+Gn =
∞∑

k=0
Gk (I.11)

(I +G)−1 = (I − (−G))−1 = I −G+G2 −G3 + · · ·+Gn =
∞∑

k=0
(−1)k Gk (I.12)

Ainsi, l’inverse du bloc Ŝp (I +G) peut s’écrire comme :

[
Ŝp (I +G)

]−1
= (I +G)−1Ŝ−1

p =
[ ∞∑

k=0
(−1)k Gk

]
Ŝ−1

p (I.13)

à l’ordre 0 ⇒ [
Ŝp (I +G)

]−1
≈ Ŝ−1

p (I.14)
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à l’ordre 1 ⇒ [
Ŝp (I +G)

]−1
≈ Ŝ−1

p − Ŝ−1
p CpŜ

−1
p (I.15)
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