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Grandes déviations pour les processus d’apprentissage lent

a statistiques discontinues sur une surface

ABSTRACT

We prove the large deviations principle for a Markov chain having two regions of
smooth statistical behavior separated by a boundary across which the transition me-
chanics change discontinuously. The hypothesis on the two probability fields on either
side of the surface are basically those which allow large deviations for a single field.
Such dynamics are used in many stochastic algorithms, particularly for learning in neu-
ral nets. Two kinds of behavior are then possible for the process suitably normalized,
depending on the configuration of the supports of the probabilities near the boundary.
In the first one, the number of boundary crossings during a period is not bounded. A
new rate function arises, which is a combination of the Cramer’s transform of each field
and corresponds to a mixture of the two fields. In the second kind, the process crosses
the boundary at most one time and each Cramer’s transform is integrated one after
another to get the rate function. In the last chapter, we give equations for a minimal-

cost path between two points. Their resolution enables accelerated simulations of rare

events.






Introduction

Nous établissons le principe de grandes déviations pour des chaines de Markov
dont les probabilités de transition sont définies différemment de part et d’autre d’une
surface. Les grandes déviations sont observées sur un intervalle de temps fixe pour
le processus correctement normalisé. Sur chaque champ de probabilités, on fait les
hypothéses de régularité qui permettent “habituellement” d’obtenir le principe de
grandes déviations. Cette régularité est perdue sur la frontiére.

Précisément, nous étudions les propriétés asymptotiques de familles de processus
obtenus de maniére suivante: étant donné un champ de probabilités (/“”)ceIR" sur
IR?, on considére une chaine de Markov dans IR?, (Y). N, Paramétrée par un
réel strictement positif, 7, telle que, conditionnellement & Y;” = z, I’accroissement
Y/, — Y soit de la forme 7X, ou X suit la loi g.. On s’intéresse au comporte-
ment de cette chaine quand T tend vers 0. Cette dynamique est celle de nombreux
algorithmes stochastiques (algorithmes de Robbins-Monroe), et nous appelons, 2 la
suite de R. Azencott et G. Ruget [AR], “processus d’apprentissage lent” la famille
de processus (Y{),cIN-

Les résultats asymptotiques s’obtiennent pour k£ tendant vers +oco. Ils peuvent, de
fagon équivalente, se lire, cette fois pendant une durée finie T, sur le processus re-
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normalisé de la fagon suivante: appellons 4" le chemin aléatoire défini sur (0,7}
par
Y7 (t) = Y7 sit € [kr;(k+1)7] (0.1)

Les modifications éventuelles de la valeur de 47 sont espacées du laps de temps T et
proportionnelles & 7. Pour disposer d’un processus continu, on introduit également
¢7, le chemin aléatoire défini sur [0,T] par:

¢ (kt) = Y pour 0 <kt <T + 7 et ¢” est affine sur [k7;(k +1)7]  (0.2)

On connait le comportement moyen du processus quand 7 tend vers 0. Notons
my = [ydu.(y) la vitesse moyenne adoptée quand le processus se trouve en z.
Alors, quand 7 tend vers 0, la loi du processus ¢”, pour Yy = yo, tend vers celle du
processus déterministe ¢ solution de

{ @'(t) = my()
‘P(o) = Yo

On peut également approcher ¢” par une diffusion. Mais l'effet cumulé des aléas
peut, méme pour 7 petit, amener le processus a suivre des trajectoires arbitraires,
phénoméne qui n’est pas bien décrit par les deux premiéres approximations. Les
probabilités de ces événements rares sont données par le principe de grandes dévia-
tions. Etudier les propriétés de grandes déviations du processus quand 7 tend vers 0
revient a étudier ’existence d’une fonctionnelle A définie sur I’ensemble des chemins
continus de [0,7] dans IR¢, C[0,T), & valeurs dans [0, +o0], telle que, si ¢ appar-
tient & C[0, T], A(p) soit approximativement égal, pour 7 petit, & —7 log P(¢™ ~ o).

De fagon classique (voir par exemple [FW]), 'utilisation de telles estimations per-
met ’obtention d’expressions asymptotiques de différentes quantités telles que temps
et lieux de sortie d’ensembles, probabilités de transition entre voisinages de points
stables, mesures invariantes... Une application possible est alors 1’étude asympto-
tique d’algorithmes stochastiques. Ainsi, la prise en compte de discontinuités du
champ (¢.), que nous proposons ici, permet d’étudier des algorithmes pour lesquels
I’espace est découpé en plusieurs régions correspondant & des dynamiques différentes,
comme par exemple certains algorithmes d’apprentissage pour les réseaux de neu-
rones (citons 1’apprentissage compétitif, exposé dans [RZ]). Une suite de ce travail
pourrait étre d’appliquer les résultats obtenus & ces algorithmes et par exemple
d’étudier comment le mode de présentation d’exemples pendant 1’apprentissage in-
flue sur la probabilité de passage d’un attracteur & un autre.
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Précisons maintenant les estimations étudiées. On dit que le principe de grandes
déviations est vérifié si, pour toute partie borélienne G de C[0,T], on a:

— inf A(p) < liminf7log P(¢” € G) < limsup7log P(¢” € G) < — inf A(¢p)
(PE& 7—0 7—0 r1de

(0.3)
Ce résultat s’obtient classiquement ([Az],[FW],...) & partir des propriétés suivantes:

(2) pour tout I >0, I'(I) = {¢ | A(p) < I} est compact

(i2) pour tous I,e > 0, limsup7log P(doz(¢",T(I)) =€) < —1
7—0
(i22) pour tous I,e > 0, ¢ € C[0,T], lim iglfrlog P(dor(¢7,p) <€) = —A(p),

ou dor désigne la distance entre les chemins: pour ¢; et ¢, chemins de [0, 7] dans
IR¢, on pose
do,r(1,2) = sup [p1(t) — p2(t)]
tefo,T]

et, pour G ensemble de tels chemins, do7(¢1,G) = ‘pizréfG do.r(¢p1,¥2).

En général, la fonctionnelle est s.c.i. et la propriété (i) est vérifiée dés que ’en-
semble {¢ | A(¢) < +oo} est compact. Il reste alors 4 établir les propriétés (i) et
(i), respectivement une majoration et une minoration. D’autre part, dans ce cas,
le résultat (0.3) implique:

li_x'%lig_rg_’iglf 7 log P(‘pho.Tl € B(p,€)|Fo) = —Aox(p).

Ainsi, plus Ao () est élevé, plus la probabilité que le processus suive le chemin ¢
est faible. Dans notre étude, nous appelons "fonctionnelle de coiit” la fonctionnelle
A (on dit souvent fonctionnelle d’action). Notons que les conditions initiales restent
a préciser ci-dessus. On peut par exemple avoir Yy = y, presque siirement, on se
limite alors dans les résultats a des chemins ¢ tels que ¢(0) = yo (en particulier, on
pose I'(I) = {¢ | ¢(0) = yo et A(¢) < I}), ou bien, de maniére équivalente, on pose
A(p) = +oo si p(0) n’est pas égal & yo.

R. Azencott et G. Ruget dans [AR] (1977) introduisent la notion de processus d’ap-
prentissage lent et démontrent ce résultat de grandes déviations, dans un cadre plus
général (sur une variété riemannienne), dans le cas ou le champ de probabilités (u.)
vérifie certaines conditions de régularité; en particulier ils supposent que ’applica-
tion = +— u, est continue et, pour certains résultats, que les lignes de niveau de sa
transformée de Cramer sont localement lipschitziennes.
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P. Dupuis dans [Du88] montre, pour un processus plus général, que ’on peut af-
faiblir les hypothéses pour écrire les estimations de majoration, en se passant du
caracteére lipschitzien.

Nous étendons ces résultats au cas ou les propriétés de régularité du champ de
probabilités (uz) sont perdues le long d’une surface. Les résultats de P. Dupuis
dans [Du88] et de P. Dupuis, R.S. Ellis et A. Weiss dans [DEW] (1991) donnent
des estimations de grandes déviations (une majoration seulement pour les seconds)
qui s’appliquent dans ce cas, mais qui ne conduisent pas & un résultat optimal. P.
Dupuis et R. Ellis dans [DE] (1992) font cette hypothése de discontinuité le long
d’un hyperplan mais supposent que les champs sont constants de chaque coété de
I’hyperplan et énoncent un principe de grandes déviations pour la distribution de
Z;}- pour n grand, c’est-a-dire concernant la position moyenne atteinte par la chaine
de Markov -pour 7 fixé égal & 1- aprés un grand nombre de pas et non la valeur
de toute la trajectoire. Ils supposent de plus que la position initiale Y7 appartient
a ’hyperplan ot sont localisées les discontinuités, ce qui rend la loi de 2(Y;7 — Yy)
indépendante de 7. Nous généralisons leurs résultats au cas ou Yy n’appartient pas
nécessairement a ’hyperplan et ou les champs ne sont plus constants, puis nous
passons des estimations sur la vitesse moyenne aux résultats sur toute la trajectoire.

En conclusion, nous reprenons le cadre d’étude de [AR], pour une chaine de Markov,
en tenant compte de 1’affaiblissement possible des hypothéses indiqué par [Du88];
nous supposons que les propriétés de régularité du champ de probabilités (u.) sont
perdues le long d’une surface, de la méme facon que dans [DE] et nous prolon-
geons [DE] aux propriétés de grandes déviations concernant les trajectoires com-
plétes (77)r>0, dans le cas de champs non constants, en gardant un cotit optimal
comme dans [DE] (le méme pour la majoration et la minoration, ou presque...).
Nous étudions donc des “processus d’apprentissage lent & statistiques discontinues
sur une surface”. En fait, ’étude du cas ou la surface est un hyperplan permet,
grace a des méthodes de localisation (que nous ne détaillons pas), de déduire les
résultats dans le cas d’une surface réguliére quelconque. La terminologie processus
"3 statistiques discontinues” est utilisée dans les travaux de P. Dupuis et R. Ellis
pour désigner les processus de Markov dont le générateur dépend de la position de
fagon non nécessairement continue.

Les méthodes employées s’inspirent essentiellement de celles de [AR] et [DE]. En
particulier, [DE] fournit les méthodes permettant d’obtenir des estimations locales
(les résultats sur les vitesses moyennes) et [AR] la fagon de les intégrer le long des
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trajectoires. Notons que nous supposons, comme dans [AR] que les mesures sont
a supports bornés. Cette hypothése rend possible un contrdle fin du processus au
voisinage de la frontiére. En particulier, elle permet d’écrire le lemme de stabilité
3.1.4 pour montrer 'inégalité de minoration.

La démonstration de I'inégalité de majoration est faite, comme dans [AR], en construi-
sant une trajectoire régularisée a partir des vitesses moyennes. Cependant, la pré-
sence de discontinuités ne permet plus de contréler le colit exact de cette trajectoire.
Aussi nous employons, a la différence de [AR], une méthode basée sur l'utilisation
d’un colit approché, mieux adaptée a 1’étude de discontinuités. Ce colit approché
prend en compte en méme temps le fait que les champs de probabilités ne sont pas
constants, ce qui permet de considérer une trajectoire simplement affine par mor-
ceaux (dans [AR], on prend la courbe intégrale d’un champ de vecteurs construit a
partir des vitesses moyennes). Cette méthode permet de plus de ne pas faire d’hy-
pothese de type lipschitzien sur les lignes de niveau de la transformée de Cramer.
Pour l'inégalité de minoration, on travaille d’abord avec des tubes d’axe régulier au
voisinage de la frontiére. On approche ensuite la plupart des chemins continus par
de tels chemins réguliers. Les résultats obtenus généralisent ceux de [AR] et de [DE].

Dans le chapitre 1, nous posons précisément le probleme, en faisant le bilan des
méthodes a notre disposition. Les estimations de majoration et de minoration sont
traitées respectivement dans le chapitre 2 et le chapitre 3. Nous observons deux
modes de comportement du processus en fonction de la configuration des supports
des mesures au voisinage de la frontiere.

Le premier mode est obtenu sous I’hypothése que chaque champ de probabilités
associé a un coté de la surface charge toujours ’ensemble des vecteurs qui permet-
tent de passer de ’autre c6té de cette surface. Alors, le nombre de traversées de la
frontiére sur un intervalle de temps de longueur donnée n’est pas borné. Une nouvelle
fonction de coiit, L., apparait pour z sur la frontiére, due & ce mélange des deux
champs; c’est une combinaison des transformées de Cramer des deux champs. No-
tons que sur les vecteurs paralléles a la frontiere, ce colit est inférieur a chacune des
transformées de Cramer et que le processus peut rester au voisinage de la frontiére
alors qu’il la quitterait s’il était soumis a un seul des deux champs. Les fonctionnelles
de colit sont calculées sur les chemins ¢ tels qu’il y a un nombre fini d’intervalles
sur lesquels soit ¢ suit la frontiere, soit il est d’'un méme c6té de cette frontiere.

Dans le second mode, la frontiére n’induit aucun phénomeéne de ce type. Les es-
timations font intervenir une fonctionnelle calculée sur les chemins qui traversent au
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plus une fois la frontiére et qui est une somme des fonctionnelles de Cramer dans
chaque demi-espace.

Dans le chapitre 4, nous rassemblons les résultats obtenus dans chacune des deux
configurations des supports envisagées. Nous traitons les cas limites ou les supports
sont tangents a la frontiére, puis nous nous intéressons aux chemins optimaux entre
deux points. Nous écrivons les équations vérifiées par ces chemins et par le coit qui
leur est associé. Nous n’insistons pas sur la résolution de ces équations; elle peut
servir a la mise au point d’algorithmes de simulation rapide d’événements rares, par
un changement de probabilité le long de la trajectoire minimisante (voir par exemple

[CFM] ou [DK]).
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Chapitre 1

(zénéralités : présentation du
probleme, outils

Dans ce premier chapitre, nous rappelons la définition des processus d’appren-
tissage lent proposée par [AR] en présentant les travaux qui permettent d’obtenir
des résultats de grandes déviations pour ces processus, notamment les articles de R.
Azencott et G. Ruget [AR], et de P. Dupuis [Du88]. La comparaison de ces travaux
nous conduit a formuler les hypothéses qui constitueront le cadre de notre étude,
en particulier deux hypothéses sur les variations du logarithme de la transformée de
Laplace du champ de probabilités dont nous montrons I’équivalence respectivement
a la continuité et au caracteére lipschitzien des lignes de niveau de la transformée de
Cramer du champ de probabilités.

Apres la présentation de quelques éléments classiques d’analyse convexe qui nous
permettrons de faire intervenir des fonctions de coit approchées dans notre étude,
nous introduisons dans le paragraphe 1.4 la notion de processus d’apprentissage
lent a statistiques discontinues le long d’une surface, qui correspond & un processus
d’apprentissage lent pour lequel on relache les hypothéses habituelles de continuité
faites sur le champ de probabilités. Nous proposons, a la suite de P. Dupuis et R.S.
Ellis [DE] dans le cas particulier de champs constants, la fonction de coit qui nous
permet d’écrire les résultats de grandes déviations pour un tel processus dans les
chapitres 2 et 3.

Deux modes de comportement du processus seront distingués dans ces chapitres,
en fonction de la configuration, au voisinage de la frontiere, des supports des proba-
bilités par rapport a la direction de cette frontiere. Une nouvelle fonction de coiit,
L., due a la juxtaposition des deux champs, apparait, dans un seul des deux modes,
qui correspond au cas ou chaque champ de probabilités associé a un coté de la
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surface charge toujours ’ensemble des vecteurs qui permettent de passer de ’autre
coté de cette surface. Cette fonction de coiit est une combinaison des transformées
de Cramer des deux champs. Nous étudions ses propriétés, ainsi que celles de la
fonctionnelle obtenue en intégrant L. le long des chemins.

Enfin, dans le paragraphe 1.5, nous posons précisément le probleme étudié et re-
groupons les hypothéses faites sur le modeéle.

1.1 Deux types de résultats sur les processus d’ap-
prentissage lents

1.1.1 Notations, rappel des résultats de [AR]

On appelle champ de probabilités sur IR? toute application associant & chaque
z de IR? une probabilité g, sur IR?. Etant donné un tel champ (yz)gh tiR:’ n sait
([AR]) qu’on peut construire un espace probabilisé (21,85, P;) et un cha.mp de vec-
teurs aléatoire X défini sur (£2;, By, P;) tel que pour tout z de IR?, X soit de loi p. .

Donnons nous alors (2, B, P) un espace probabilisé, (Fi), .y une suite croissante
de sous-o-algebres de B et (Xk(-)),cIN> une suite de champs de vecteurs aléatoires
indépendants tels que pour tout z de IR? et tout k de IN, X;(z) soit de loi p. et
Fr41-mesurable.

Définition 1.1.1 On dit que la famille de processus aléatoires {(Yy ), v} indezée
par T est un processus d’apprentissage lent associ€ au champ de probabilités
(k=) si, pour tout T > 0, (Y}7).c v vérifie la relation de récurrence :

Yin = ¥ + 7 Xu(¥Y) (1.1)

(dans [AR], on se place sur une variété riemannienne et cette égalité est vérifiée a
un terme du second ordre en 7 pres).

Dans cette partie, nous rappelons le résultat de grandes déviations concernant un
processus d’apprentissage lent {(¥;7), .} établi par [AR]. On utilise les définitions
suivantes :

Notation 1.1.2 Pour A inclus dans IR? et € strictement positif, on pose:
= {z€R|3y€A,|z—y| <€} et A~ = {z€A|Vy¢g A, [z—y| >e}.
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Définition 1.1.3 La distance de Prokhorov entre deuz probabilités sur IR%, u et v,
est telle que, pour tout € > 0, d(p,v) est inférieur a € si et seulement si pour tout

borélien A de IR?, on a p(A) < v(A®) +¢€ et v(A) < p(A°) +e¢.

Définition 1.1.4 Soit ¢ un chemin absolument continu, de [0,T) dans IR®. On dit
que @ est tangent au champ de convezes (C, ) cIR¢ Sb pouT presque tout i de [0,T],
©'(t) appartient a C ).

On suppose que le champ de probabilités (x.) posséde les propriétés suivantes:
Hypothéses (H):

(H1) l’application z +— p. de IR? dans l’espace des probabilités sur IR¢, muni de la
distance de Prokhorov, est continue.

(H2) ’enveloppe convexe fermée du support de y., que ’on note S, est compacte
et d’intérieur non vide.

(H3) ’application z ++ S, de IR? dans ’ensemble des compacts de IR¢ muni de la
distance de Hausdorff, est continue.

(H4) pour tout T" > 0 et tout compact K, il existe un compact contenant tous les
»([0,T]), dés que ¢ est un chemin tangent au champ de convexes (S:) -cIR¢
tel que ¢(0) appartient a K.

L’hypothese (H4) permet d’éviter des complications liées & d’éventuels temps d’ex-
plosion de trajectoires tangentes au champ de convexes (S, ) IR." Pour qu’elle soit
vérifiée, il suffit d’avoir la propriété suivante: pour tout Zo de IRY, si on note C(n)

la quantité sup {|v| [v€ U S:},alors T2 5 vaut +oo.
z€B(zo,n)

Notation 1.1.5 Pour z dans IR®, on note m, le barycentre de la mesure yu., H; le
logarithme de sa transformée de Laplace et L, sa transformée de Cramer.

Précisément, pour « et 3 dans IR¢, on a:

= /IRd Yuz(dy)
J H(a) log [, e uz(dy)
L.(B) = sup {(e, ) - Ho(e)).

\ aelR.
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Prenons z dans IR9. L’application H, est convexe, s.c.i. et, d’aprés la compacité de
Sz, finie sur IR?. L’application L, est convexe et s.c.i.; elle est nulle au barycentre
de la mesure, positive dans l'intérieur de S; et vaut +oo sur (S;)°. D’autre part,
les hypothéses (H) entrainent que ’application (z,8) — L (B) est s.c.i., en effet,
si on note L, la transformée de Cramer de la probabilité x sur IR?, I’application
(#,B) — L,(B) est s.c.i., en munissant ’ensemble des probabilités sur IR? de la
convergence faible (qui peut étre définie par la distance de Prokhorov, cf [AR]),
I’hypotheése (H1) permet alors de conclure.

Certains résultats nécessitent une hypothése supplémentaire, (H’), énoncée ci-dessous.
Rappelons que la distance de Hausdorff k entre deux parties A et B de IR? est définie
par:

h(A,B) =inf{a > 0,A C B*,B C A%}
Définition 1.1.6 Pour L, et L, deuz fonctions sur IR® a valeurs dans IRY, on
appelle “distance entre les lignes de niveau de L, et L,” le nombre

D(L1, Ly) = sup h({L:(") < I}, {L2(-) < 1}).

On vérifie facilement que D est une distance sur ’ensemble des fonctions sur IR? &
valeurs dans IR*.

Définition 1.1.7 On dit que “les lignes de niveau de L. sont localement lipschit-
ziennes en = sur IR® ” si, pour tout compact K inclus dans IR®, il eziste Cx tel que,
quels que sotent z,y dans K, on ait D(L.,L,) < Cklz — y|.

On appelle (H’) ’hypothése que les lignes de niveau de la transformée de Cramer
du champ de probabilités sont localement lipschitziennes en z sur IR¢, c’est-a-dire
que la fonction z — L. vérifie la définition précédente.

Soit T un réel strictement positif. On appelle " le chemin aléatoire continu dé-
fini sur [0, 7] par:

@7 (k) = Y7 pour 0 < k7 <T+ 17 et est affine sur [kr; (k+ 1)7].  (1.2)
Soit yo un point de IR?; on suppose que Y7 est égal & yo, P-presque siirement. On

note Cy, [0, T'] I’ensemble des chemins continus ¢ de [0, 7] dans IR tels que ¢(0) = yo
et on le munit de la topologie de la convergence uniforme sur [0, T].

Notation 1.1.8 Pour ¢ dans Cy,[0,T], on pose

T
Aor(p) = ‘/; Lq,(t)(so'(t))dt st ¢ est absolument continu,
+o00 sinon
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Ao, est la fonctionnelle de Cramer associée au champ de probabilités (#‘)erRd‘
Elle est a valeurs positives et s’annule en un chemin ¢ si et seulement si presque
sirement en t, ¢'(t) est égal a m(y), c’est-a-dire si ¢ est une courbe intégrale du
champ moyen (m.).

Définition 1.1.9 On définit une fonctionnelle de Cramer régularisée par:

pour ¢ € Cp,[0,T], ApZ(p) = lim inf Aor(¢p) ,

Y a vitesses intérieures
ot un chemin d vitesses intérieures est un élément v de C,[0,T], C* par morceauz,
(]

tel que pour tout t de [0, T, la dérivée d droite de ¢ en t appartient ¢ Sy().
Enfin, tout au long de 1’étude, on utilise la notation suivante:

Notation 1.1.10 Si f est une application et A une partie de l’ensemble de défini-
tion de f, alors f(A) désigne la borne inférieure de f sur A.

On a le théoréme suivant (Azencott/Ruget):

Considérons {(Y ), v} un processus d’apprentissage lent associ¢ au champ
de probabilités (pz) vérifiant les hypothéses (H). Pour toute partie borélienne
G de Cy,[0,T], on a:

1. —A™(G) < liminf7log Py, (¢” € G)
2. si l’hypothése (H’) est vérifide, on a de plus A™ = A et

limsup 7 log P, (¢™ € G) < —A(G)
7—0

Quand (H’) est vérifiée, la majoration et la minoration s’écrivent avec la méme fonc-
tion de colit. Pour ¢ absolument continu, la probabilité qu’une trajectoire du pro-
cessus issue de ¢(0) reste, pendant le temps T, uniformément voisine de ¢ est alors
& peu pres égale a exp(—2Ao1(p)) = exp(—21 JT L,1)(¢'(t))dt). La fonctionnelle A
correspond & un “colt” : plus A(G) est élevé, plus la probabilité que ™ appartienne
a G est faible.

On a, sous les hypothéses (H) et (H’):  pour toute partie borélienne G de Cy,[0,T],

—A(&) < limiglf-rlog P, (¢" € G) <limsuptlog P, (¢” € G) < —-A(G) (1.3)
T r—0
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Exemple: cas de probabilités a supports finis
Considérons le champ de probabilités

K
po =) Pr(z)bay(2)
k=1

avec, pour z donné, les pi(z) positifs et de somme 1. Les applications az, de IR
dans IRY, et pi, de IR? dans [0, 1], sont supposées continues. Montrons qu’alors (H1)
est vérifiée: ;

pour € > 0, il existe § tel que |z — y| < § et z,y € K impliquent, pour chaque k,

lak(z) — ax(y)| < €. Alors, pour A borélien de R?, on a pz(A) = > pi(z) donc:
klax(z)€A

py(A%) > D pe(y) = pe(A) + e
klax(z)€EA

(H3) est vérifiée dés que les px(z) ne s’annulent pas. Les {ax(z)} doivent engendrer
IR? pour que (H2) soit vraie et il reste une condition & imposer pour obtenir (H4)
(par exemple, pour tout zo de IR?, si C(n) = sup{|ar(z)| |1 < k < K,z € B(zo,n)},
ona Y %ﬂ)- = +00). Si, de plus, les applications a; et p; sont localement lip-
schitziennes, alors (H’) est vérifiée (voir aussi a la fin du paragraphe 1.2.2) et on a
le résultat (1.3). Nous donnons dans le paragraphe 1.4.3 la valeur de la transformée
de Cramer pour un tel champ de probabilités.

1.1.2 Rappel des résultats de [Du88]

Dans [Du88], P. Dupuis étudie des propriétés de grandes déviations dans le cas
plus général d’un processus & valeurs dans IR? vérifiant Y7, = Yy + 7 b(Yy, &),
ol §; est un processus aléatoire et bi(-,-) une suite de champs de vecteurs aléatoires
identiquement distribués. Ses résultats s’appliquent a un processus d’apprentissage
lent, comme défini dans le paragraphe précédent, si I’on suppose que b ne dépend
que de z, avec P(bi(z) € A) = p-(A).

Par rapport a I’étude rappelée précédemment, il montre que 'on peut affaiblir les
hypotheses et en particulier se passer du caractére lipschitzien pour la majoration
(hypothése (H’) du paragraphe 1.1.1). D’autre part I’application b(.,.) peut étre
discontinue en z, les résultats sont donc applicables dans le cas ou le champ de
probabilités est discontinu le long d’une surface. Nous commencerons ainsi 1’étude
de ce cas (paragraphe 1.4.4).

Indiquons brie¢vement comment 1’étude de [Du88] s’applique & un processus d’ap-
prentissage lent. En plus d’hypothéses générales (A1) (qui se réduisent ici & “|bk(.)| <
K presque sirement”), deux hypotheéses fondamentales sont utilisées, (A2) pour la
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majoration et (A3) pour la minoration, hypothéses qui ne portent que sur certains
moments exponentiels (donc sur les trajectoires et non plus directement sur les don-
nées du probleme; en particulier, il n’y a pas d’hypothéses de régularité de b;(.)
autre que (A2) et (A3)). L’hypothése (A2) consiste & supposer qu'il existe une fonc-
tion réelle H(z, o), convexe en «, vérifiant :

pour tous z dans IR? et v > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute suite (yx) de B(z, §)
(boule de centre z et rayon §) et pour tout o de RY, on ait :

n—-+00

lim sup —log IE ( exp <a,kz::1Xk(yk)>> < H(z,a) +v(1 + |af)

tandis que I’hypothése (A3) suppose qu’il existe une fonction réelle H(z, ) & valeurs
dans IR, convexe et de classe C! en a, vérifiant:

pour tout compact X de R4, il existe Cx tel que, pour tous z dans K, § > 0, (vi)
suite de B(z,6) et a dans IR, on ait:

lim sup —log E ( exp <cz, iXk(yk)>> < H(z,a) + Cxé(1 + ||)

n—+oo k=1

n—+4oco n

lim inf —log IE ( exp <a, ZXk(yk)>> > H(z,a) — Cxé(1+ |a|)
k=1

Avec ces hypotheses, on a les résultats classiques de grandes déviations (analogues
a (1.3)), avec comme fonctionnelle de cotlit A telle que A(yp) = /(H‘p(t))*(go'(t))dt si
¢ est absolument continu, +oco sinon.

L’inégalité de majoration (hrnsuprlog P,(p™ € G) < —A(G), pour toute partie

borélienne G de C,,[0,T]) est obtenue dés que les hypothéses (Al) et (A2) sont
vérifiées ; pour l'inégalité de minoration (—A(G) < liminf 7 log Py, (¢" € G)),on a
besoin, en plus, de ’hypothése (A3).

1.2 Comparaison de ces résultats, discussion des
hypotheses

Dans cette partie, on revient, & la suite de [Du88], sur la comparaison des hypo-
théses de [AR] et [Du88] afin de faire apparaitre celles qui seront adaptées dans le
cas ou le champ de probabilités est discontinu le long d’une surface. On considére a
nouveau un processus d’apprentissage lent (définition 1.1.1), avec les notations 1.1.5.
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Ce processus peut étre traité selon chacune des deux études exposées précédemment.

On suppose dans toute cette partie que, pour tout z, la log-Laplace H est finie sur
IR?. On met alors en évidence (paragraphe 1.2.1) deux hypothéses fondamentales,
(HC) et (HLip), proches, pour ce processus, des hypothéses (A2) et (A3) de [Du88],
et de formulation simple. Ces hypothéses seront celles utilisées dans toute I’étude.
Dans le paragraphe 1.2.2, nous faisons le lien entre les hypotheses (HC) et (HLip) et
certaines hypothéses sur z — L,. Nous montrons que (HLip) est équivalente a (H’)
dans [AR] et que (HC) a, comme (HLip), une formulation sur les lignes de niveau de
la transformée de Cramer, le caractere lipschitzien étant remplacé par une continuité
simple (théoréme 1.2.3). Dans le paragraphe 1.2.3, nous précisons le lien entre (HC)
et les hypothéses (H) de [AR]: nous montrons que I’hypothése (HC) implique (H3)
et certaines conséquences de (H1) dans [AR], dont nous avons besoin pour adapter
les méthodes de [AR] au cas ou le champ est discontinu le long d’un Ahyperplan, en
particulier que ’application (z, ) +— L(B) est s.c.i.. Précisément, nous obtenons
(théoréme 1.2.8) que ’hypotheése (HC) est équivalente aux deux hypotheses (H3) et
o

L.(-) continue sur Uz X S;.
x

1.2.1 Formulation de deux hypotheses sur les variations en
z de la log-Laplace H,

Le moment exponentiel apparaissant dans les hypothéses (A2) et (A3) de [Du88]

s’écrit :
IE (exp <a,:;Xk(yk)>) = expiHyk(a)

k=1
puisque

exp [(a, kZ:; Xk(yk)> - é Hyk(a)]

est une martingale de moyenne 1. L’hypothése (A2) est donc vérifiée dés que pour
tous z dans IR? et v > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout o de IR¢,

|Hy(a) — Ho(e)| < 7l sily —=| <6,

et (A3) est vérifiée si, pour tout compact K de IRY, il existe Cx tel que, pour tous
z,y dans K, § > 0 et a dans IR?, on ait:

|H, (@) — Ho(@)| < Cxly — llal.

Le logarithme de la transformée de Laplace de p., H;, joue alors le réle de la fonc-
tion réelle (sous ’hypothése de compacité des S;), convexe et de classe C! cherchée.
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Ainsi, (A2) et (A3) sont vraies dés que les variations de H (&) vérifient les hypo-
theses suivantes:

Hypothése (HC):
Vz € R4, Vv > 0,38 > 0 tel que, si |z —y| < §,Va € RY, |H () — Hy(a)| < 7|

Hypothése (HLip):
VK compact de IR¢,3Ck tel que Vz,y € K,Va € R?, |H (a)—H, ()| < Cklz—y]|]

En utilisant [Du88], on peut donc retrouver les résultats (1.3) en se contentant
de ’hypothése (HC) pour !'inégalité de majoration et de (HLip) pour l'inégalité
de minoration (en plus de I’hypothése que les supports des mesures sont bornés),
c’est-a-dire qu’on n’a pas besoin du caractere lipschitzien des lignes de niveau de
la transformée de Cramer pour obtenir 'inégalité de majoration des grandes dé-
viations. On n’a pas besoin non plus de I’hypothése “S, d’intérieur non vide” ; en
revanche ’hypothése de compacité des supports, en plus de (HC), implique que pour
tout z dans un compact, on a |bi(z)| < K, presque sirement, ce qui permet d’as-
surer (Al) dans un compact contenant toutes les trajectoires du processus quand
(H4) est vérifiée.

Ce sont ces hypothéses (HC) et (HLip) que nous allons utiliser dans le cas ou le
champ est discontinu le long d’un hyperplan ; 1a encore, le caractére lipschitzien (I’hy-
pothése (HLip)) ne sera nécessaire que pour l'inégalité de minoration des grandes
déviations. Les résultats de notre étude engloberont ceux de [AR] et de [Du88] pour
un processus d’apprentissage lent en ’absence de discontinuité du champ de proba-
bilités.

1.2.2 Lien entre la distance entre les lignes de niveau de
la transformée de Cramer L, et les variations de la
log-Laplace H,

Rappelons que si f est une fonction convexe sur IR? a valeurs dans ] — oo, +00],
on appelle conjuguée de f, et on note f*, la fonction de IR? dans IR définie par

7°(8) = sup {{B) = F(2)}.

aE].R.

Définition 1.2.1 On dit qu’une fonction conveze, f, de IR® dans ] — co,+00), est
propre si f(z) est fini pour au moins un x.
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Si f est convexe, propre et s.c.i.,on a:
fyr=s

et on dit que f* est la transformée de Legendre de f; f et f* sont duales dans la
transformation de Legendre.

En particulier, par définition, pour z donné, la transformée de Cramer L, et la
log-Laplace H, vérifient L, = (H;)* et elles sont duales dans la transformation de
Legendre dés que H est finie sur IR? (car H, est alors convexe et finie, donc s.c.i.),
ce que nous supposons dans cette partie.

Rappelons le résultat suivant ([DE]):

Si f est conveze et s.c.i. sur IR?, les propriétés suivantes sont équivalentes :

() inf f—(:—)- tend vers +oo quand c tend vers +oo

z, |z|=c

(i2) f* est finie sur IR?

On en déduit le lemme:

Lemme 1.2.2

Si f est conveze, s.c.i. sur IR® et que f* est finie sur IR?, alors, pour tout I
positif, l’ensemble {f(-) < I} est compact.

D’autre part, on a défini ci-dessus (définition 1.1.6) la distance D entre deux fonc-
tions réelles positives sur IR? comme la distance de Hausdorff maximale entre leurs
lignes de niveau. On a alors les équivalences suivantes:

Théoréme 1.2.3

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que pour tout z, le
logarithme de la transformée de Laplace, H,, est fini sur IR?.
Alors, Uhypothése (HC) est équivalente a :

Vz € IR?, Vv > 0, 36 > 0 tel que, pour [z —y| < 6, D(L.,L,) <7,
ou L, est la transformée de Cramer de p, ce qui revient a dire que
Uapplication z — L, est continue pour la distance D,

et I’hypothése (HLip) est équivalente a:
VK compact de IR?,3Cx tel que Vz,y € K, D(Lz,L,) < Cklz — y|,

ce qui revient a dire que ¢ +— L, est localement lipschitzienne.
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Démonstration : on commence par montrer le lemme suivant :
Lemme 1.2.4

Soient H, et H, des fonctions convezes sur IR, & valeurs dans [0,4oo[ et

telles que H,(0) = H,(0) = 0. On pose L; = (H;)*. Alors on a:

sup |Hi(a) — Ha(@)|
aemd Ial

= D(Ll, Lg)

Démonstration:

1. on utilise le lemme suivant (adapté du lemme 2.4 de [Du88]):

Soient H, et H, des fonctions convezes sur IR®. On suppose qu’il existe
v > 0 tel que pour tout o, Ha(ex) < Hy() + v|a|, et on pose L; = (H;)".
Alors, pour tout I dans [—H;(0),+oo|, on a:

{L:() = I} C{LL() £ 1Y

On en déduit que, si pour tout o de IRY, |Hy(a) — Hz(c)| est inférieur a
v|a|, alors, pour tout I positif, {L2(.) < I} est inclus dans {L;(.) < I}" et
{L1(.) £ I} dans {Ly(.) < I}".

Alors D(L,, L;) = sup h({L1(-) < I},{L2(-) < I}) est inférieur a 7. On a donc

D(L,,L,;) < sup [H1 (o) — Hg(a)l.
T LR ||

2. on utilise pour montrer 1’'inégalité inverse le fait que les H; sont s.c.i. (puisque
convexes et finies partout) donc qu’on a H; = (L;)*.
Supposons D(L;, L;) < « et considérons a dans IR?. Comme H; () est fini, il
existe B’ tel que Hz(a) = (a, f’) — L2(B') ; or, pour tout I positif, {L; < I} est
inclus dans {L; < I}". On utilise cette propriété pour I = L3(f’). Le vecteur
B’ se trouve dans les deux ensembles correspondants ; il existe donc S tel que

|B— B'| £~ et Li(B) < L2(B’). On a alors:
Hy(a) 2 (a,f)—L1(B) = (a,B8)—L2(p') = (o, f—F')+H2(a) = Ha(a)—7]er].
D’apres la symétrie en H; et H,, on a donc |Hy(a) — Ha(e)] £ vl]a].

Pour démontrer le théoréme 1.2.3, il suffit, pour z,y dans IR?, d’appliquer le lemme
1.2.4 a H, et H, qui en vérifient bien les hypotheses.
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A priori, il sera plus facile de vérifier les propriétés (HC) et (HLip) sur les H., donc
avec leur premiere formulation. Explicitons toutefois ce que signifie D(L;, L,) < 7:

Lemme 1.2.5

Pour 8 dans IR? et v dans IR, on note B(B,7) la boule fermée de centre 3
et rayon y. Alors,

inf L, <L
Bl(%n) 2 < L1(A)

gaf I < L»(B)

D(L,, Ly) < v est équivalent a: Vp, {

Démonstration: {L;(.) < I} C {L2(.) £ I}" implique que pour tout B de IRY tel

que L;(B) soit fini, il existe B’ tel que |8 — B'| < v et La(B') < L1(B). On a donc

Bi(%f )Lg < Ly(B), et cela reste vrai pour L;(B) = +oo. La réciproque est claire.
Y

Remarque: on peut aussi montrer que D(L1,L2) < v implique L1(8) < sup L,,
B(B:)

pour tout B (cf lemme 2.4 de [Du88]).
En effet, I'inclusion {L2(.) £ I} C {L1(.) £ I} entraine {L2(.) < I}~ C {L:(.) £ I}
(car {L1(.) < I} est fermé et convexe), qui est équivalentea {L;(.) > I} C {L(.) > I}".
Alors, si {La(.) < I} est inclus dans {L;(.) < I}", pour L;(B) < 400, B appartient
a {L2(.) = L1(B)}", donc il existe B’ tel que |8 — B'| < v et Li(B) < L2(B’). On a
donc Ly(B) £ sup L.

B(6,7)

Si Ly (B) = +oo, p;our tout I positif, 8 appartient & {L;(.) > I}, donc & {Ly(.) < I}".

Alors sup L, > I. Donc Ly(B) < sup L, est encore vrai.
B(B,7) B(B:v)

On peut en déduire diverses formulations des hypothéses (HC) et (HLip). On a
en particulier:

Théoréme 1.2.6

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR?. On suppose que pour tout z, H,
est finie sur IR%. Alors,
Ihypothése (HC) est équivalente a: VK compact de IR?, Vv,36 tel que

Vz,y € K, |z — y| < & implique VB, Bi(%f )Ly < L:(B)
Y1

et I’hypothése (HLip) est €quivalente a:

— 4 _
VK compact de IR?, 3Cx tel que Vz,y € K, VB, 3, { L}ﬂ(ﬁ’ﬂ) LSLC'(Kﬂl‘)B Y|
vy — Mz
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Démonstration: pour z et y dans K, on utilise le lemme 1.2.5 pour obtenir 1’équi-
valence de

“D(Lz,Ly)<y” etde “VB, inf L, < L.(B)”
B(Bv)

L’énoncé équivalent & (HC) correspond a la continuité uniforme de z +— L, sur tout
compact.

1.2.3 Liens de (HC) avec les hypotheéses (H) et avec cer-
taines de leurs conséquences

Théoréme 1.2.7

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que pour tout z, le
support de p, est born€ (ou S, compact). Alors 'hypothése (HC) implique :

(a) (H3) : lapplication = — S, de IR?, dans l’ensemble des compacts
de IR® muni de la distance de Hausdorff, est continue.
(b) Uapplication (z,B) — L(B) est s.c.i..

Remarque: pour (b), ’hypothése “ H, finie sur IR¢, pour tout = ” suffit.

Démonstration : on suppose (HC) vérifiée;

(2) Soit € > 0 et =z dans IR?. On prend § tel que, pour |z — y| < 6, on ait
D(L.,L,) < £. Le convexe S engendre un sous-espace ' de IR?. On prend I égal
a4 la borne supérieure de L sur A = {8 € S; | VB' € F\S., |8 —B'| > £} (A cor-
respond & (S;)”? mais par rapport & I’espace F). De {L.(.) < I} C {L,(.) < I}%,
on déduit que A est inclus dans (S,)7 et donc que S, est inclus dans (S,)°. De
méme, {L(.) < I} C {Ly(.) < I}? implique S, C (S:)*. On en déduit la continuité
cherchée puisque |z — y| < § implique (S, Sy) < €.

(b) Soit (z,B) dans IR? x IR?, et (zn, ) une suite de IR? x IR? convergeant vers
(z, B) quand n tend vers +oco. Montrons L(8) < lirfigfL," (Bn)-

D’apreés (HC) et le théoréme 1.2.3, pour tout € > 0, il existe 6. > 0 tel que

|z — y| < é. implique, pour tout I positif, {Ly(.) < I} C {Lz(.) < I}". On prend
(en) convergeant vers 0 telle que |z — z,| < 6.,. Alors {L.,(.) £ Lz,(Bn)} est inclus
dans {L(.) < L., (Bn)}°". Le premier ensemble contient 8,, donc il existe J;, tel que
|Bn—BL| < €n et Lo(BL) < L:,.(Br). Quand n tend vers +oo, B}, converge vers §; or,
L, est s.c.i. (propriété de la transformée de Cramer, vraie mémesi S; est d’intérieur
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vide), on a donc:

L(B) < limjnf L.(8,) <liminf L., (B,). o

Remarquons qu’en remplagant v par Cx|z —y| dans la démonstration de (a) on peut
montrer que ’hypothése (HLip) entraine que ’application z +— S; est localement
lipschitzienne.

Théoréme 1.2.8

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que, pour tout z, Sz
est compact et d’intérieur non vide (ie (H2)). Alors,

(H#3)
(z,B) — L(B) continue sur |Jzx S,

Uhypothése (HC') est équivalente a {

Démonstration :

1. On a vu dans le théoréme 1.2.7 que (HC) implique (H3). Montrons que sous
I’hypothése supplémentaire que les supports sont d’intérieur non vide, (HC)

o
entraine la continuité de (z,8) — L (B) sur Uz x S;.

Soit z dans R4, B dans .S'a:c et € > 0. L’application L. est continue sur S"; (cf
[AR]). On prend § tel que, pour |B' — B| < 26, |L(B') — L(B)] < €. On a
alors:

L. <L, +€e et L, —e< inf L..
A (B)+e et L(B)—e< inf

D’apres (HC), il existe &' tel que, pour |y — z| < & et pour tout B’ dans IR?,

inf L, <L,(B)< sup L.
st U= = TP = 0

(d’apreés le lemme 1.2.5 et la remarque qui le suit). Alors, pour y et 8’ tels que
|y — 2| < & et |8 — B| < 6, on a:
Ly(ﬁ’) < sup Ly < sup L. < L (B)+e¢
B(p',8) B(8,26)
et

Ly(ﬁ) > Bl(g'i,‘S) Ly > B%E,ES) L:> Lr(ﬁ) — €.

On obtient bien le résultat puisque |y — z| < &' et |’ — B8] < 6 impliquent
|Ly(B) — L=(B)| < €.
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2. Pour établir la réciproque, on montre tout d’abord que I’hypothese
“(z,B) — L(B) continue sur Jzx S, ”

implique la continuité de z — m,, ol m, est le barycentre de la mesure p.
(les supports sont toujours supposés d’intérieur non vide). Considérons z dans
IR? et € > 0. L’application L, est positive sur B(m_,€)°. On appelle § son
minimum sur cet ensemble; il est strictement positif. On prend €; tel que,
pour |z — y| < &; et pour tout S dans .5'0,, |Lz(B) — Ly(B)| soit inférieur a
6. Considérons alors 8 dans Soz et n’appartenant pas & B(m,,€). On a, pour
lz —y| <er:
Ly(B) 2 Lz(B)+ 6 =26

donc m, appartient & B(m,€).

Pour terminer la démonstration du théoréme 1.2.8, on a besoin d’un résul-
tat sur une transformation affine (homothétie) des supports, transformation
qui sera utilisée plusieurs fois au cours de I’étude et qui a été introduite par

[AR].

Définition 1.2.9 Pour 6 € [0,1] et z € IR?, on définit I’application affine :

hz,g: Rd _ Rd
v — Omy+ (1 —0)v

D’aprés [AR] (4.6), pour tout compact &/ dans IR? et tout § > 0, il existe
des constantes strictement positives C; et C; telles que, pour tous 6 de [0, 1],
61 2 0 et y dans U, on ait:

C10 > C281 = hy0((S,)%) C (8,)~(Cr6-C261), (1.4)

[AR] énonce ce résultat sous ’hypothése supplémentaire (H’) sur les lignes de
niveau de la transformée de Cramer. En fait, la démonstration n’utilise que la
continuité des applications =z — S, et = — m_ et le fait que les S, engendrent
IR?. Nous pouvons donc énoncer le lemme plus général suivant :
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Lemme 1.2.10

On considére = + C, une application de IR? dans l’ensemble des convezes
d’intérieur non vide de IR?, continue pour la distance de Hausdorff sur cet
ensemble et = — b, une application continue de IR® dans IR?, telle que,
pour tout z, by est intérieur a C,.

Pour 0 € [0,1], et z € IR?, on définit ’application affine

gz'g: sz —)Rd
v = 60b,+ (1 —0)v

Alors, pour tout compact U, il existe des constantes strictement positives
C: et C, telles que, pour tous 6 de [0,1], 6; > 0 et = dans U, on ait:

C160 2 G261 = gz0((C2)™) C (Cz)~ (=20,

Démonstration : Pour = dans U, C, contient une boule de IR? centrée en b, de
rayon p.. Il existe 6 tel que pour |z —y| < §, on ait |b. — by| < &= et h(C;,Cy) <
ez, Alors |z — y| < 6 implique B(by, &) C B(bz, 22) C (C.)~F C C, (d’apres
la convexité de C, pour la derniére inclusion). Il suffit de recouvrir le compact
U par les boules B(zx;, §) et de prendre p = inf p., pour en déduire que, pour
tout y dans U, C, contient B(by, p).

La fin de la démonstration est exactement celle de [AR](4.6) : on montre qu’il
existe a strictement positif tel que, pour tout =z de U, pour tout point ex-
tremal v de C., C, contient un céne de révolution de sommet v, et d’angle au
sommet o (la base de ce cone est la boule B(b., p)). On en déduit le résultat.

Reprenons la démonstration du théoréme 1.2.8 et montrons que les deux hy-
potheéses (H3) et “(z,B) +— L (B) continue sur Uzx S, ” entrainent la

formulation de (HC) du théoréme 1.2.6.
Considérons un compact K et v > 0. Montrons qu’il existe § > 0 tel que, pour
z et y dans K, avec |z — y| inférieur & §, on a, pour tout S,

gaf L, < L.(). (1.5)

Prenons 6; tel que pour tous z,y dans K, |z —y| < §; implique |m, —m,| < %

D’aprés (H3) et le fait que les S, engendrent IRY, quitte & diminuer -y, pour
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tout = de X, la boule ouverte B(mz,Z) est incluse dans ’ensemble (S;)~%,
avec 6o ne dépendant que de K (comme dans le lemme 1.2.10).

[
Le compa,ct (Sz)~% N B(m., )¢ est inclus dans S,. D’apreés la continuité de L
sur U:::x S,, L atteint son minimum sur U z X [(Sz)7% N B(mz,2)°). On le
note €, il est non nul. D’apres la convexxte de L., on a:

€K, ve B(m,, l>c}.

E= inf{L,(v) 5

Pour B,z dans IR? et 8 dans [0,1], on pose B = h. 4(B). D’apres (1.4), pour
tout z de X, B4 appartient & (S;)7%, avec §; indép de z. D’apres la continuité

de L sur U z x (S;)%, il existe &} tel que, pour tous z,y dans K, |z —y| < &}
zeX

implique |L.(v) — Ly(v)] < 6 pour tout v de (S;) .

Fixons z dans K. On va montrer (1.5) pour tout B. On veillera & ce que
le § obtenu soit indépendant du point z choisi. Il suffit de considérer le cas

L:(B) < +oo.

Pour tout S dans B(m.,Z) et pour tout y dans B(z,é;), m, appartient a
B(B,v). Alors (1.5) est vérifié.

On considére B n’appartenant pas a B(m., 7). D’aprés la convexité de L., on
a Lz(Bzp) < (1 —8)L.(B). Donc L(B) — Lz(Bz) = 0L.(B) > O¢. Le vecteur
Bz — B est égal & O(m; — B). On pose M = max {|B| | B € Sz, z € K}
et on prend 6 tel que 2M@ < «, alors le vecteur B, appartient 2 B(f,7).
Puisque 6 est indépendant de z et 8, &) I'est également. Pour = et y dans X,
|z —y| < 6 implique | Lz(Bz,0) — Ly(Bz6)| < Oe. On a alors Ly(Bz,6) — Lz(Bze) <
L.(B) — Lz(Bzs), donc:

Ly(.B:c.o) < La:(,B)-

(1.5) est donc vérifié pour tout B. La démonstration du théoréme 1.2.8 est
achevée.

Les conséquences de (HC) seront suffisantes pour obtenir ’inégalité de majoration
du principe de grandes déviations dans le cas de champs de probabilités discontinus
le long d’un hyperplan. C’est donc cette hypothése, pour chacun des deux champs
de probabilités considérés, en plus de (H2) également pour chaque champ et d’une
hypothése analogue & (H4), pour ’ensemble des deux champs, qui sera faite dans
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le chapitre 2. L’ensemble de ces hypothéses sera appelé (Hmaj).

En revanche, pour ’inégalité de minoration, on aura besoin de deux propriétés plus
fortes: .
(z,B) — V L.(B) est continue sur Uzx S;

2

0*H.
d <k< —_ 3
VaeR? V1<k<d, z+— 3(ak)2(a) est continue

ol a désigne la k* coordonnée du vecteur « (rappelons que sous (H2), L est ana-
[

lytique sur S; et H_ sur IR?). Montrons que ces propriétés sont, dés que I’hypothése

(H2) est vérifiée, des conséquences de I’hypothése (H1): “ 'application z +— p. de

IR?¢ dans ’espace des probabilités sur IR?, muni de la distance de Prokhorov, est
continue ”.

Théoréme 1.2.11

Soit (pz) un champ de probabilités. On suppose (H1) et (H2) vérifiées. Alors:
(2) (z,B) — VL (B) est continue sur UzXx S,

2

(i) Veoe R:, V1< k<d, z+— 56'('&1%:—2(0) est continue.

Démonstration : si on pose g (a) = e+, pour B dans S'o,,, VL.(B) est I'unique
solution de £ tr= (-) =g (-)B. La propriété (i) vient de la régularité de la solution de
cette équation (cf [AR]). La propriété (iz) sur la matrice hessienne de la log-Laplace
est immeédiate sachant qu’on a:

8%H, [vviepa(dy) [ uie=pa(dy) [y;e® pa(dy)
00:;3&-(a) - (ev), (d B (erv) 2 - O
e\ ™Y iz (dy) [/e v ,uz(dy)]

Pour obtenir I'inégalité de minoration du principe de grandes déviations, nous ferons
dans le chapitre 3 les hypothéses (H2), (HC), (i) et (i) pour chacun des deux
champs de probabilités et une hypothese globale, analogue & (H4). L’ensemble de
ces hypothéses, pour chacun des deux champs de probabilités considérés, sera appelé

(Hmin) et est impliqué par les hypothéses (H) de [AR], sauf pour I’hypothése du
type de (H4).

Nous récapitulons, a la fin de ce chapitre, les hypothéses utilisées dans la suite.
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Exemple: cas de probabilités a supports finis
K

Reprenons le champ de probabilités gz = Y _ px(z)8a,(z). On a:
k=1

K
Ha(a) = > pe(z)eloerl=),

k=1

Si les applications a et px sont continues, respectivement localement lipschitziennes,
alors (HC), respectivement (HLip), est vérifiée. Il est possible que les hypothéses (H)
soient équivalentes aux hypothéses (Hmin) dans ce cas (si ’ensemble d’hypothéses
(H1),(H3) est équivalent & (HC), dés que (H2) est vraie).

1.3 Outils d’analyse convexe : convexifiée d’un en-
semble d’applications

Apres ceux du début du paragraphe 1.2.2, rappelons d’autres éléments d’analyse
convexe (voir [Roc]):

Définition 1.3.1 On appelle enveloppe conveze, ou convezifiée, d’un ensemble d’ap-
plications {f'} de IR? dans | — co,+o0] la plus grande fonction conveze f partout
inférieure d chacune des f*.

On sait ([Roc], 5) que cette fonction se calcule de la fagon suivante:

(conv{F)(B) = inf P F(B) | b =, p' 20, r=1) (1)

ou on considére des combinaisons linéaires finies (on peut d’ailleurs se limiter & des
combinaisons de d + 1 éléments d’apres le théoréme de Carathéodory).

Théoréme 1.3.2 ([Rod, 16.5)

La fonction conjuguée de la convezifiée d’un ensemble d’applications propres
convezes f*,i € J est é€gale au sup des fonctions conjuguées des applications :

(conv{f'li € T})* = sup{(f)"li € T}.

Théoréme 1.3.3

Si les f' sont convezes, s.c.i., avec (f1)* finie sur IR? et l’ensemble J fini,
on a:

conv{f'li € T} = (sup{(f)"li e T} )"
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Démonstration : d’aprés le théoreme 1.3.2, il suffit de montrer que conv{f’|: € J}
est s.c.i.; on aura alors

(conv{f']i € T})*" = conv{f'li € T}.
On considére B dans IR? et (8,) convergeant vers 8. On veut montrer
(conv{f'li € T})(B) < limjinf (conv{f*|i € T})(Bn)-
On peut supposer l’itr_xg_égof (conv{f'|s € J})(Bn) finie. Soit € > 0. Pour n entier,
prenons (pi, B.) tel que (cf (1.6))
S A= B 20, A= et SRS (B) < (comol Sl € TN(B) +e

A priori, les 8! ne varient pas dans un compact. Mais on se raméne & ce cas en
utilisant le lemme 1.2.2 qui prouve que pour tout I positif, I’ensemble {f(-) < I}
est compact. Pour chaque i de J, (p!) admet une valeur d’adhérence p'. Si p' est
non nul, liril_égf fi(B.) est fini. Il existe donc I positif et une sous-suite (Bi) qui
reste dans le compact {fi(-) < I}; elle admet alors une valeur d’adhérence B°. On
a nécessairement 3 ;,ix0 p'B* = f et, en utilisant le fait que chaque f* est s.c.i.:

(conv{f'li € T})(B) < Z pfi(BY) < hrnmf (conv{fili € T})(Bn)- O
ilo'#0

Remarquons que ce théoréme peut aussi étre démontré sans utiliser le théoreme 1.3.2
(cf [DEW]):
Soient z et # dans IR®. On a pour tout o de IR, sup{(f;)*}(a) = sup Z pi(fi)" (a),

o e
(sept()) B =sup int, [(eo) = )" ()].

;Pn‘=1

donc

D’aprés [Roc] (37.3.2), on peut échanger sup et inf. Or, pour {p;} fixé,

sup (e 8) = P ()] = 158 [ ifi8) | 3 i = ]

{6:}

En effet, le membre de droite est une fonction de £ qui est s.c.i. (on utilise que f;
est s.c.i. et que J est fini), convexe et de transformée de Legendre en o égale a:

P s (28 = 3 pisi(60)] = 2 pisun (e, 8) = 18] = T il (e
ors,

(supt}) )=, int S5 pusil8) | il = B = (cono (B o
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Notation 1.3.4 Pour F de IR? x IR? dans | — oo, +o0] : (z,B) — F:(B), et pour h
positif, on note *F, l'enveloppe conveze de {F, |y € B(z,h)} (cf définition 1.3.1),
ou B(z,h) désigne la boule fermée de centre z et rayon h.

Propriétés:

e "F, est partout inférieure & F,; °F, est égale & F, puisqu’on a pris une boule
fermée.

e "F. est convexe, de domaine (ensemble des points oil ’application est finie) 1’en-
veloppe convexe des domaines des applications F,, pour y € B(z, h).

e La fonction conjuguée de *F', est, d’apres le théoreme 1.3.2, I’application sup (F,)".
yEB(-‘C,h)
e Si pour tout y de B(z, h), F, est égal & F, (en particulier si F' est constante en la
premieére variable), *F, est égale & Fy.

Cette définition va étre utilisée avec F = L, champ de transformées de Cramer as-
socié a un champ de probabilités (u.) (on reprend les notations 1.1.5). L’application
hT. servira a définir une fonctionnelle de colit approché dans le chapitre 2 (utilisée
dans les chapitres 2 et 3). Citons quelques propriétés de cette application:

e Le domaine de * L est I’enveloppe convexe des domaines des L, pour y € B(z, h)
et elle s’annule sur ’enveloppe convexe des m,,.

e La fonction conjuguée de L, est 'application sup H,(-).
vEB(z,h)

e Quand les champs de probabilités sont constants, * L. est égal & L. (indépendante
de z).

On a, de plus, besoin d’une propriété proche de la semi-continuité de *IL,. Mais
comme on fait varier y dans B(z, k), *L. est la convexifiée d’un nombre infini d’ap-
plications et il n’est pas certain que *I soit s.c.i.. On a probablement besoin d’une
régularité de = — L, pour avoir une telle propriété. Cependant le résultat asymp-
totique suivant suffira pour notre propos:

Lemme 1.3.5

On considére un champ de probabilités (u;). On lui associe les notations 1.1.5
et on suppose (H2) et (HC) vérifiées. Alors, pour = et B dans IR, on a:

£ < li h_::: !
L:(B) < LT L.(B")
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Démonstration : considérons une suite (hg, fx) convergeant vers (0, ) donné et mon-
trons qu’alors, on a:

L.(B) < llicmjnf b T (Br)-

On peut supposer que tous les **L_(B) sont finis. Pour k fixé, **L.(Bk) est obtenu
comme Y pipLz, ,(Brp) avec zk, dans B(z, ki) et (pip), famille presque nulle.

On accrori’t les supports S: par convolution des probabilités u, avec des mesures v
4 support égal & un compact indépendant de n (cf [AR] lemme 1.21) et convergeant
faiblement vers la masse de Dirac a l'origine. On note S? ’enveloppe convexe fermée
du support de p, * v™. On sait qu’il existe § > 0 tel que pour tout n et pour tout z,
S: soit inclus dans (S7?)~%. On note LT la transformée de Cramer de p, * v™ (mesure
qui n’est plus une probabilité). On a (cf [AR]):

pour tous z, ﬁ) L:(ﬂ) _<_ L;(ﬂ) et ﬂ_l_l'I_Eloo L:(ﬁ) = Lx(ﬂ)

Supposons que ’on ait montré, pour chaque n:

Lz(B) < lgnﬂ:gf Zl’k,pLgk,,(IBk.p) (1.7)
P

Alors on a LZ(B) < llicm_gnf hT.(B:) (par L™ < L) et le membre de gauche de cette

derniere inégalité converge vers L.(f) quand n tend vers +oo. On aura donc bien le
résultat.

Montrons (1.7):

on commence par montrer que ’application L"*(-) posséde les mémes propriétés de
continuité que L.(-).

Posons H™(a) = log [ele¥un(dy) et H*(a) = log [{*¥ p. * v"(dy). Alors HT
est égal & H. + H™. Pour tous z,y,o dans IR?, |H?(a) — H}(a)| est donc égal &
|Hz(a) — Hy(«)|. D’autre part, 1’ensemble S7 est compact et d’intérieur non vide. Le
champ de mesures (p * v™), vérifie donc les mémes hypothéses que le champ (u)
dans le théoréme 1.2.8 (sauf qu’il ne s’agit pas d’un champ de probabilités). On en

déduit que ’application L7(-) est continue sur Uy x S}.
v

Le vecteur B, appartient a (S;‘k'p)"s. Soit € > 0. L’application L*(:) est unifor-

mément continue sur U y X (S;)-s_ On prend 6; tel que, pour tous y,y’ de K et
yeEK

pour tout v de (S7)~%, |L?(v) — L% (v)| soit inférieur & €, puis K tel que k > K
implique hx < 6;. Alors, pour k£ > K, on a pour tout p:

L, ,(Brs) 2 Lz (Brp) — &
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On en déduit:

> pepLl, (Brp) =D proLi(Bep) — € > L2(Be) — e,
4 P

en utilisant la convexité de L7. Or, L} est s.c.i. donc L2(f) est inférieur a lzm-énf L2 (Bk)-
—T 00

On a alors, pour k assez grand:
LZ(B) < L7(Bx) te < Epk.pL;k,,,(ﬁk.p) + 2e,
P
ce qui démontre (1.7) et donc le lemme 1.3.5.

Comme, de plus, "I est majorée par L., on a en particulier:

pour z et 8 dans R?, L.(8) = 'llir% ML=(B). (1.8)

1.4 Champs de probabilités discontinus le long
d’une surface

On définit dans un premier paragraphe la famille de processus sujet du reste de
I’étude. Il s’agit encore d’un processus d’apprentissage lent mais, par rapport aux
hypothéses faites précédemment, toute propriété de continuité de (u.) est perdue
sur la frontiére d’un ouvert régulier. On traite, dans cette étude, le cas ou cette fron-
tiere est un hyperplan sachant que, par des techniques de localisation (on introduit
des coordonnées locales convenables, voir par exemple [AO]), on peut en déduire
les résultats concernant une frontiére réguliere quelconque. Supposer que (p) est
continue seulement de part et d’autre d’un hyperplan revient & considérer qu’on a
deux champs différents de part et d’autre de cet hyperplan, tous les deux continus.
On indique dans les paragraphes suivants les premiers éléments de cette étude: on
propose une fonctionnelle de coit “présumée” dont on étudie les propriétés et on
évalue ce que donne I’utilisation de résultats existants (dont [Du88]).

1.4.1 Définition du processus

On note =, 'application de IR? dans IR qui, & un vecteur de IR?, associe sa
premiére coordonnée. On pose

P° = {z € R?, =(z) = 0}

P! = {z € R, n(z) <0}
P? = {z € R?, 7(z) > 0}
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On suppose qu’on a deux champs de probabilités (ul) et (x2) sur IR? (on peut se
contenter, pour i = 1 ou 2, de yf défini au voisinage de P?). A chaque champ (u), on
associe les notations correspondant aux notations 1.1.5: m’ désigne le barycentre de
pi, H! le logarithme de sa transformée de Laplace et Li sa transformée de Cramer.
On note Si I’enveloppe convexe fermée du support de uL.

Soient (£, B, P) un espace probabilisé, et (Fi), N une suite croissante de sous-
o-algebres de B. On suppose que, pour i = 1 ou 2, les Xj(-), k € IN, sont des
champs de vecteurs aléatoires indépendants, tels que pour tout z de IR? et tout &
de IN, Xj(z) est de loi ui et Fxyi-mesurable.

Définition 1.4.1 Si {(Y)),.qv} est une famille de processus indezée par T, on dit
que {(Y{)rciv} est un processus d’apprentissage lent a statistiques discon-
tinues le long de I’hyperplan P° associé auz champs de probabilités (pl) et (u2)
si, pour 7 > 0, (Y), v est une chaine de Markov déterminée par la donnée de Yy
et la relation de récurrence:

Yip =Y + 7 [JI{Y;ePIUP"}Xi(W) + IT{Y,:em}Xf(YZ)] (1.9)

Si {(Y{)rcIN} est une telle famille, Y7 est Fi-mesurable et, sous P, la loi de 1(Y{7,, —
Y{") conditionnellement & Y;” est py.- si Y7 appartient & P'UP° et /zf,kr si Y7 appar-
tient & P2. Il y a donc discontinuité de la loi du champ de vitesses sur I’hyperplan P°.

Exemple : un processus de cette forme apparait dans certains algorithmes d’appren-
tissage pour les réseaux de neurones, par exemple ’apprentissage compétitif ([RZ]):
on suppose que chacune couche du réseau est partitionnée en plusieurs groupes de
cellules et que, au sein d’'un méme groupe, pour un pattern donné sur la couche
précédente, une cellule seulement est activée. Notons W; le vecteur de poids de la
cellule 5 avec la couche précédente; dans un méme groupe de cellules, si F' est le
pattern formé sur la couche précédente (les patterns sont présentés aléatoirement
sur la couche d’entrée), W; est modifié pendant ’apprentissage si et seulement si
(F'|W) est maximal pour [ = j et il est modifié alors de T(I-% — W;). On constate
que les frontiéres de discontinuité de la loi de (W}); sont des hyperplans.

Remarque 1.4.2 En imposant le champ de probabilités pl sur P°, nous introdui-
sons une dissymétrie du probléme, suivant en cela le choiz de [DE]. Nous commen-
tons davantage ce choiz dans le paragraphe 4.1.3. Nous constaterons que, sous une
hypothése (H,) sur la position des Si par rapport @ {n(-) = 0}, les résultats restent
symétrigues.



Chapitre 1 35

On appelle “pas” les accroissements de la chaine (Y}7) et on dit qu’un pas est “de
type ” quand il est de la forme 7X ou X suit une loi pt.

Pour établir les inégalités de grandes déviations, on veut estimer la probabilité que
7" appartienne a des ensembles de chemins donnés. Pour cela, on décompose [0, T']
en sous-intervalles de la forme [jn7;(j + 1)n7[, de longueur n7 petite, sur lesquels
on utilise des estimations, pour n grand, de la probabilité que la vitesse moyenne
soit proche d’un vecteur donné. En fixant nT constant, & 7 prés, faire tendre 7 vers
0 est équivalent a faire tendre n vers 4+o0o. Chacun des chapitres 2 et 3 commence
ainsi par des estimations sur les vitesses moyennes. Pour pouvoir réunir les résultats
concernant les différents sous-intervalles, ces estimations doivent étre vraies unifor-
mément pour une valeur initiale Yy dans un compact donné.

Dans le paragraphe suivant nous donnons de tels résultats sur les vitesses moyennes,
ceux démontrés dans [DE] en présence d’un hyperplan de discontinuité, mais avec,
de part et d’autre de cet hyperplan, des champs de probabilités constants.

1.4.2 Cas particulier des champs constants, étude des vi-
tesses moyennes asymptotiques ([DE])

Dans [DE], P. Dupuis et R.S. Ellis établissent les résultats suivants, en suppo-
sant constants les deux champs de probabilités (ul) et (x2) (on supprime
I'indice z pour toutes les notations associées aux champs de probabilités, les mémes
que celles introduites dans les paragraphes précédents).

On suppose que Yy est P-presque sirement égal & yo, ol yo est un point de P°.
Alors, le parameétre 7 n’influe pas sur la position des Y;” par rapport & P°, donc sur
le champ de mesures gouvernant chaque pas. Les trajectoires pour différents 7 sont
homothétiques (le vecteur aléatoire 1(Y)” — Yy) est indépendant de 7) et il suffit
d’en étudier une. On considére 7 = 1 et on omet ce paramétre.

On suppose que, pour ¢ = 1 ou 2, le logarithme de la transformée de Laplace de
p', H', est fini sur IR? et que I’hypothése suivante est vérifiée (hypothése liée a la
présence de la discontinuité):

Hypothése (Hy) : pour chaque i, {8 € R? | (—=1)'7(B) <0} N supp p' # 0,

ou supp pu' désigne le support de la probabilité u'. Cette hypothése consiste a dire
que le support de chaque 4* contient un vecteur sortant strictement de P*. Elle per-
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met aux deux demi-espaces ouverts P' de communiquer.

On montre que, sous I’hypothése que les logtransformées de Laplace H! et H? sont
finies partout, I’hypothése (Hp) implique, pour chaque z:

{BeR?| (-1)'n(B) <0} N Int S*+# 0,

ou Int S' désigne 'intérieur de S° relatif 2 ’espace vectoriel engendré par S'.
g g

Notation 1.4.3 On pose, pour 8 dans IR? de premiére coordonnée w(8) nulle :

1) =int{ S5 | op =1, 348 = B, x(6) 2 0,m(8) <0

1=1 =1 =1

p? / ﬂl
pt \/ﬁ

ﬁz

Pour un vecteur B de premiére coordonnée w(B) non nulle, on pose, quand on a

(~1)im(B) > 0 :
L(B) = int{P°L(BY) + pL(B) | #°+p=1, B0+ pf = B, =(87) =0 }.
5
. 4
P /4 | o

p?

g2

L est une fonction de coit mixte (faisant intervenir L' et L?) correspondant au
mélange des deux champs de vecteurs.

On a le résultat suivant (Dupuis/Ellis):
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Si (p') et (u?) sont deuz champs de probabilités constants tels que (Hp)
soit vérifiée et que, pour i = 1 ou 2 et a dans IR?, [el*Vui(dy) soit fini,
alors, conditionnellement a Yy = yo, ot yo appartient a P°, la distribution
de -}-:fl suit un principe de grandes déviations avec la fonction de coit L. On
a donc, pour toute partie borélienne B de IR® :

° A | Y. . 1 Y. —
~L(B) < limjnf —log P,, (—n— = B) < limsup - log P, (—ﬁ- = B) < —L(B).

n—+4oco

1.4.3 Retour au cas général, conjectures sur les fonctions de
coiit et propriétés de ces fonctions

On revient au cas général de deux champs non constants (ul) et (12). Dans toute
cette partie, on suppose que pour tout z, les logarithmes des transformées de Laplace
H! et H? sont finis sur IR?. En s’inspirant des différents résultats rappelés jusqu’a
présent, on cherche une fonction de coit permettant d’écrire des inégalités de grandes
déviations pour (7y7),. On peut s’attendre a ce qu’intervienne la fonctionnelle Ag
définie de la fagon suivante:

Notation 1.4.4 On a noté, pour z dans IR?, L. et L2 les transformées de Cramer
des probabilités pl et p2. On pose, pour B dans IR?:

o [ IMB) sin(B) <0
L”(ﬂ)‘{ L2(8) sin(f) >0

o« L(6) = int{ 3 FLL() + L)

1=1

3

3
S =1, > B =8, n(8") = 0,(8*) <0, 7(p*B* + p*B*) =0 } (1.10)

1=1 =1
[ Li(B) size P
A=, B) = { L.(B) size PO (1.11)
et on définit la fonctionnelle de colit Ag,r par:

Notation 1.4.5 Pour tout chemin continu, ¢ de [0,T) dans IR¢,

T
Aor(p) = /o )‘((’o(t)’('ol(t)) dt st est absolument continu

+o0 sinon
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Remarques:

e la fonction de colit L, sera utilisée pour = dans P° et sera intégrée le long des
chemins. D’apreés la remarque 1.4.9, on peut donc se contenter de retenir simplement
la formule (1.12) ci-dessous.

e dans toute ’étude, les coefficients p* envisagés dans les décompositions de la forme
B =33, p B sont toujours positifs (ils sont donc & valeurs dans [0, 1] puisque leur
somme vaut 1: on regarde des combinaisons linéaires barycentriques).

Dans la suite de ce paragraphe, nous donnons l'interprétation de la fonction L,
puis ses propriétés ainsi que celles de la fonctionnelle Ag 7.

I. Interprétation intuitive de la formule du coit L.

1. si #(B) = 0, Lz(B) est calculé avec des combinaisons linéaires de deux termes
en B! et B2. On a précisément :

quand 7(B) vaut 0, L.(B) est égal a:

mf{Zp Li

=1

=B, ©(B") = 0,x(8*) <0 } (1.12)

=1

En effet, si p° est différent de 0, w(8°) doit étre nul, or L. est convexe. On
peut donc écrire:

Lz/{x()=0} = conv(Lz (x>0} L2/ {x(<0})-

Notre définition de L (fB) coincide donc parfaitement avec la définition 1.4.3
quand les champs de probabilités sont constants.

Si on enléve les contraintes 7(8') > 0 et 7(8%) < 0 dans la formule (1.12)
on obtient l’expression de conv(Ll,L2)(8), la plus grande fonction convexe
minorant simultanément Ll et L?; en effet, on a:

Sh=1 3,8 =8) (L13)

1=1 1=1

(conv(LL, L2))(8) = int{ S P L (B) |

=1

On en déduit que L, est minoré par conv(LL, L2) sur {«(-) = 0}.
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La formule (1.12), donnant la valeur de L (8) pour n(8) = 0, s’interpreéte
de la fagon suivante:

considérons la chaine (¥ )o<k<n, avec Yy appartenant & P°; on note r! la
proportion d’indices k de {0,...,n — 1} tels que Y;” soit dans P° U P! et on
pose 72 = 1 — r!. On appelle w! (respectivement w?) la moyenne des termes
(Y1 — Y{) tels que Y[ soit dans P° U P! (respectivement dans P?), c’est-
a-dire la moyenne des L(yreprupoy X, 1(Y)T) (respectivement Tiyrepy X 2(Y7))-
Le vecteur w' est la vitesse moyenne du processus quand il est soumis au
champ (z!), sur l'intervalle de longueur [0,n7]. Pour Y7 proche de P°, on a
pratiquement (—1)'w(w') < 0 (en effet, si ¥{7,Y/,,,..., Y7, sont dans P* et
Y ms1 dans P37 (=1)m(Y7, .1 — Y7) est négatif et (—1)'77(w’) est une
moyenne de telles quantités, sauf éventuellement pour les derniers pas). On
s’intéresse aux valeurs possibles de la vitesse moyenne globale du processus
sur un intervalle de longueur nr. Elle vaut -}-,l‘ff_—},ﬂ,— = 32, r'w'. Pour qu’elle
soit égale & 8, quand 7(B) vaut 0, il est donc logique de considérer les décom-
positions de 3 sous la forme 8 = 32, p'* avec (—1)'7(8*) < 0. Pour n grand,
I’opposé du logarithme de la probabilité d’observer (rf, w') = (p', %) vaut ap-
proximativement n 2, p'Li (B') (aux variations de la mesure pres, sachant
qu’elles sont petites pour n7 petit). La quantité p’ correspond au temps passé
dans P?, le vecteur B a la moyenne de ceux des pas qui sont contrélés par la
loi pi. La formule donnant L.(B) correspond au minimum parmi toutes ces

combinaisons.

2. Pour B rentrant dans P’ (c’est-a-dire (—1)'7(8) > 0 ), on regarde la décom-
position de B la moins coiliteuse en un vecteur parallele & P° et un vecteur
rentrant dans P°’. Le coiit correspondant est égal au barycentre des coits des
deux vecteurs, pondéré par les coefficients de la décomposition (formule 1.10).

On constate que L, est partout minorée (au sens large) par conv(LL, L?). [DE] donne
(pour des champs constants) des exemples ou on a conv(L', L?) < L.

I1. Interprétation dans le cas de champs de probabilités constants, a sup-
port fini

1. Rappelons tout d’abord quel est le coiit associé a un seul champ constant de
ce type. Considérons le champ de probabilités constant :

K
p=> pibe,

k=1



40 Chapitre 1

On sait que la transformée de Cramer de g en B vaut (voir par exemple [DZ],
théoréme 2.1.24):

K
L(ﬂ)—mf{zpklog— | 5= Zjlpkak, P20, 3 pi = 3 (1.14)

Cette expression correspond au minimum de I'information de Kullback, ou entropie
relative, de K, px1I,, par rapport & p pour f = K | prar. Montrons comment on
la retrouve d’un point de vue combinatoire en utilisant qu’on doit avoir (théoréme
de Cramer), si les X sont i.i.d. de loi u:

L(f)=— lim ilogP(X1 Foet Xn | ﬂ)
n—+o0o n n

P({Xl, ey Xn} = {a1, ..., a4, ...,9;{,...,(1;{/}) est égal a

n, fols nx fois
K n! K
n n2 ni Nk __ ° LY
G lC’n—ru an H Py = 1 [ Hpk .
k=1 ny... kK. k=1

423 . ops
Supposons que, pour chaque k, — converge vers une constante strictement positive

pk- On a: log(ng!) ~ nilogng — nk + O(log ng).

K
Alors log (——,—) ~ nlogn — }: nglogngy = — Z Tk log —. On a donc
nk k=1 k=1
1
—;logP({Xl,...,X,,} = {a1, .., a1, ... a;d) Z - log—: ~ Zpklog—
n, fois nx foxs k=1 k=1
Pour avoir J—(J—‘f—;ﬂ-(—n = 3, on regarde toutes les décompositions de la forme

>K Zkg, = B. On retrouve donc —1log P(-——lj'—"'—‘L B) ~ L(B), ou L(B) est
donné par (1.14).

2. Calculons le cofit mixte correspondant aux deux champs constants

K K'
B =D prbs, et pP= > piba,
k=1 k=K+1

Pour 7r(,3) =0, L(B) vaut
mf{Z PPE logﬁ + Z (1= p)px log — l B = pZ prar + (1 — p) Z Prak,

k=K+1 k=K+1
K

K K! K
See= >, p=10<p<1, W(Zpkak)ZOaW< > Pkak>-<—°}~
k=1 k=1

k=K+1 k=K+1
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Les coefficients pr sont toujours positifs. Sans les deux derniéres conditions, on
obtient 1’expression de conv(L?, L?)(B) qui est donc inférieur & L(fB). La quantité
conv(L?, L?)(B) peut s’écrire:

i Pk f: Pk
inf{ prlog ——— + Pk log
k=1 Pk Zf—<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>