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Grandes déviations pour les processus d’apprentissage lent 

à statistiques discontinues sur une surface

ABSTRACT

We prove the large deviations principle for a Markov chain having two regions of 

smooth statistical behavior separated by a boundary across which the transition me

chanics change discontinuously. The hypothesis on the two probability fields on either 

side of the surface are basically those which allow large deviations for a single field. 

Such dynamics are used in many stochastic algorithms, particularly for learning in neu

ral nets. Two kinds of behavior are then possible for the process suitably normalized, 

depending on the configuration of the supports of the probabilities near the boundary. 

In the first one, the number of boundary crossings during a period is not bounded. A 

new rate function arises, which is a combination of the Cramer’s transform of each field 

and corresponds to a mixture of the two fields. In the second kind, the process crosses 

the boundary at most one time and each Cramer’s transform is integrated one after 

another to get the rate function. In the last chapter, we give equations for a minimal- 

cost path between two points. Their resolution enables accelerated simulations of rare 

events.
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Introduction

Nous établissons le principe de grandes déviations pour des chaînes de Markov 
dont les probabilités de transition sont définies différemment de part et d’autre d’une 
surface. Les grandes déviations sont observées sur un intervalle de temps fixe pour 
le processus correctement normalisé. Sur chaque champ de probabilités, on fait les 
hypothèses de régularité qui permettent ’’habituellement” d ’obtenir le principe de 
grandes déviations. Cette régularité est perdue sur la frontière.

Précisément, nous étudions les propriétés asymptotiques de familles de processus 
obtenus de manière suivante : étant donné un champ de probabilités sur
IRJ, on considère une chaîne de Markov dans IRrf, (3jfcT)*€]lsi> paramétrée par un 
réel strictem ent positif, r ,  telle que, conditionnellement à =  x , l’accroissement 
Yk+1 — s°i^ de la forme rJC, où X  suit la loi fix. On s’intéresse au comporte
ment de cette chaîne quand r  tend vers 0. Cette dynamique est celle de nombreux 
algorithmes stochastiques (algorithmes de Robbins-Monroe), et nous appelons, à la 
suite de R. Azencott et G. Ruget [AR], “processus d’apprentissage lent” la famille 
de processus

Les résultats asymptotiques s’obtiennent pour k tendant vers + 00. Ils peuvent, de 
façon équivalente, se lire, cette fois pendant une durée finie T, sur le processus re-
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normalisé de la façon suivante: appelions 7T le chemin aléatoire défini sur [0,T] 
par

7 r(t) = Y£ si t e  [fcr;(k  +  l) r[  (0.1)

Les modifications éventuelles de la valeur de 7T sont espacées du laps de temps r  et 
proportionnelles à t .  Pour disposer d’un processus continu, on introduit également 
<,pT, le chemin aléatoire défini sur [0,T] par:

cpT{kr) = Y£  pour 0 <  kr < T  +  r  et <pT est affine sur [kr \ (k +  l) r]  (0.2)

On connaît le comportement moyen du processus quand r  tend vers 0. Notons 
mx =  f  ydfj,x (y) la vitesse moyenne adoptée quand le processus se trouve en x. 
Alors, quand r  tend vers 0, la loi du processus ipT, pour YJ = yo, tend vers celle du 
processus déterministe ip solution de

On peut également approcher <pT par une diffusion. Mais l’effet cumulé des aléas 
peut, même pour r  petit, amener le processus à suivre des trajectoires arbitraires, 
phénomène qui n ’est pas bien décrit par les deux premières approximations. Les 
probabilités de ces événements rares sont données par le principe de grandes dévia
tions. Etudier les propriétés de grandes déviations du processus quand r  tend vers 0 
revient à étudier l’existence d ’une fonctionnelle À définie sur l’ensemble des chemins 
continus de [0,T] dans IRd, CfO, T], à valeurs dans [0, +co], telle que, si <p appar
tient à C[0, T], À(y>) soit approximativement égal, pour r  petit, à —r  log P(<pT ~  y>).

De façon classique (voir par exemple [FW]), l’utilisation de telles estimations per
met l’obtention d ’expressions asymptotiques de différentes quantités telles que temps 
et lieux de sortie d’ensembles, probabilités de transition entre voisinages de points 
stables, mesures invaxiantes... Une application possible est alors l’étude asympto- 
tique d’algorithmes stochastiques. Ainsi, la prise en compte de discontinuités du 
champ (^x), que nous proposons ici, permet d ’étudier des algorithmes pour lesquels 
l’espace est découpé en plusieurs régions correspondant à des dynamiques différentes, 
comme par exemple certains algorithmes d’apprentissage pour les réseaux de neu
rones (citons l’apprentissage compétitif, exposé dans [RZ]). Une suite de ce travail 
pourrait être d’appliquer les résultats obtenus à ces algorithmes et par exemple 
d’étudier comment le mode de présentation d ’exemples pendant l’apprentissage in
flue sur la probabilité de passage d’un attracteur à un autre.

<p t) m <p \:o

:o] y0
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Précisons maintenant les estimations étudiées. On dit que le principe de grandes 
déviations est vérifié si, pour toute partie borélienne G de £7(0, T], on a:

— inf A((p) <  lim inf r  log P(<pr 6 ( ? ) <  lim sup r  log PUpr G G) < — inf_A(y>) 
T_"° T- °  v>eG

(0.3)
Ce résultat s’obtient classiquement ([Az],[FW],...) à partir des propriétés suivantes : 

(i) pour tout I  > 0, T(7) =  {ip | A(<p) < 1} est compact 

(n) pour tous I ,  e > 0, lim suprlogP^o.TC v^jlX /)) >  e) <  —I
T —* 0

(iii) pour tous I , e  > 0, (p G (7(0, T], lim infrlogP(cîo1T(¥,T,9?) < s) >  — A(^p),

où dotx  désigne la distance entre les chemins : pour <pi et <p2 chemins de [0, T\ dans 
JRd, on pose

do,T{vu<P2) =  sup \<pi(t) —
<€[0 ,T]

et, pour G ensemble de tels chemins, ¿o,r(<^i, G) =  inf do.r^iîV ^)-
<P2^0

En général, la fonctionnelle est s.c.i. et la propriété (i) est vérifiée dès que l’en
semble {<£> | A(</>) <  + 00} est compact. Il reste alors à établir les propriétés («) et 
(n i), respectivement une majoration et une minoration. D’autre part, dans ce cas, 
le résultat (0.3) implique :

r l °S ^7(0,71 € B{<p,e)\T0) =  - A 0,t(y>).

Ainsi, plus A o .r^ ) est élevé, plus la probabilité que le processus suive le chemin (p 
est faible. Dans notre étude, nous appelons ”fonctionnelle de coût” la fonctionnelle 
À (on dit souvent fonctionnelle d ’action). Notons que les conditions initiales restent 
à préciser ci-dessus. On peut par exemple avoir Y j  =  y0 presque sûrement, on se 
limite alors dans les résultats à des chemins tp tels que <¿>(0) =  y0 (en particulier, on 
pose r(J) =  {y? | y>(0) =  yo et A (tp) <  /} ), ou bien, de manière équivalente, on pose 
A(cp) =  -f-00 si y>(0) n ’est pas égal à yo.

R. Azencott et G. Ruget dans [AR] (1977) introduisent la notion de processus d’ap
prentissage lent et démontrent ce résultat de grandes déviations, dans un cadre plus 
général (sur une variété riemannienne), dans le cas où le champ de probabilités 
vérifie certaines conditions de régularité ; en particulier ils supposent que l’applica
tion x t-* (ix est continue et, pour certains résultats, que les lignes de niveau de sa 
transformée de Cramer sont localement lipschitziennes.

lim lim infc-*0 T — ►0
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P. Dupuis dans [Du88] montre, pour un processus plus général, que l’on peut af
faiblir les hypothèses pour écrire les estimations de majoration, en se passant du 
caractère lipschitzien.

Nous étendons ces résultats au cas où les propriétés de régularité du champ de 
probabilités sont perdues le long d’une surface. Les résultats de P. Dupuis
dans [Du88j et de P. Dupuis, R.S. Ellis et A. Weiss dans [DEW] (1991) donnent 
des estimations de grandes déviations (une majoration seulement pour les seconds) 
qui s’appliquent dans ce cas, mais qui ne conduisent pas à un résultat optimal. P. 
Dupuis et R. Ellis dans [DE] (1992) font cette hypothèse de discontinuité le long 
d’un hyperplan mais supposent que les champs sont constants de chaque côté de 
l’hyperplan et énoncent un principe de grandes déviations pour la distribution de
yrl  ̂ # f # ^
-£■ pour n grand, c est-à-dire concernant la position moyenne atteinte par la chaîne 
de Markov -pour r  fixé égal à 1- après un grand nombre de pas et non la valeur 
de toute la trajectoire. Ils supposent de plus que la position initiale YJ  appartient 
à l’hyperplan où sont localisées les discontinuités, ce qui rend la loi de \{Y ^  — YJ) 
indépendante de r .  Nous généralisons leurs résultats au cas où Yq n ’appartient pas 
nécessairement à l’hyperplan et où les champs ne sont plus constants, puis nous 
passons des estimations sur la vitesse moyenne aux résultats sur toute la trajectoire.

En conclusion, nous reprenons le cadre d’étude de [AR], pour une chaîne de Maxkov, 
en tenant compte de l’affaiblissement possible des hypothèses indiqué pax [Du88] ; 
nous supposons que les propriétés de régularité du champ de probabilités (fix) sont 
perdues le long d ’une surface, de la même façon que dans [DE] et nous prolon
geons [DE] aux propriétés de grandes déviations concernant les trajectoires com
plètes ( 7 t )t > o > dans le cas de champs non constants, en gardant un coût optimal 
comme dans [DE] (le même pour la majoration et la minoration, ou presque...). 
Nous étudions donc des “processus d’apprentissage lent à statistiques discontinues 
sur une surface” . En fait, l ’étude du cas où la surface est un hyperplan permet, 
grâce à des méthodes de localisation (que nous ne détaillons pas), de déduire les 
résultats dans le cas d ’une surface régulière quelconque. La terminologie processus 
”à statistiques discontinues” est utilisée dans les travaux de P. Dupuis et R. Ellis 
pour désigner les processus de Maxkov dont le générateur dépend de la position de 
façon non nécessairement continue.

Les méthodes employées s’inspirent essentiellement de celles de [AR] et [DE]. En 
particulier, [DE] fournit les méthodes perm ettant d ’obtenir des estimations locales 
(les résultats sur les vitesses moyennes) et [AR] la façon de les intégrer le long des
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trajectoires. Notons que nous supposons, comme dans [AR] que les mesures sont 
à supports bornés. Cette hypothèse rend possible un contrôle fin du processus au 
voisinage de la frontière. En particulier, elle permet d’écrire le lemme de stabilité
3.1.4 pour montrer l ’inégalité de minoration.

La démonstration de l’inégalité de majoration est faite, comme dans [AR], en construi
sant une trajectoire régularisée à partir des vitesses moyennes. Cependant, la pré
sence de discontinuités ne permet plus de contrôler le coût exact de cette trajectoire. 
Aussi nous employons, à la différence de [AR], une méthode basée sur l’utilisation 
d’un coût approché, mieux adaptée à l’étude de discontinuités. Ce coût approché 
prend en compte en même temps le fait que les champs de probabilités ne sont pas 
constants, ce qui permet de considérer une trajectoire simplement affine par mor
ceaux (dans [AR], on prend la courbe intégrale d’un champ de vecteurs construit à 
partir des vitesses moyennes). Cette méthode permet de plus de ne pas faire d ’hy
pothèse de type lipschitzien sur les lignes de niveau de la transformée de Cramer. 
Pour l’inégalité de minoration, on travaille d ’abord avec des tubes d’axe régulier au 
voisinage de la frontière. On approche ensuite la plupart des chemins continus par 
de tels chemins réguliers. Les résultats obtenus généralisent ceux de [AR] et de [DE].

Dans le chapitre 1, nous posons précisément le problème, en faisant le bilan des 
méthodes à notre disposition. Les estimations de majoration et de minoration sont 
traitées respectivement dans le chapitre 2 et le chapitre 3. Nous observons deux 
modes de comportement du processus en fonction de la configuration des supports 
des mesures au voisinage de la frontière.

Le premier mode est obtenu sous l’hypothèse que chaque champ de probabilités 
associé à un côté de la surface charge toujours l’ensemble des vecteurs qui permet
tent de passer de l’autre côté de cette surface. Alors, le nombre de traversées de la 
frontière sur un intervalle de temps de longueur donnée n’est pas borné. Une nouvelle 
fonction de coût, Læ, apparaît pour x  sur la frontière, due à ce mélange des deux 
champs ; c’est une combinaison des transformées de Cramer des deux champs. No
tons que sur les vecteurs parallèles à la frontière, ce coût est inférieur à chacune des 
transformées de Cramer et que le processus peut rester au voisinage de la frontière 
alors qu’il la quitterait s’il était soumis à un seul des deux champs. Les fonctionnelles 
de coût sont calculées sur les chemins <p tels qu’il y a un nombre fini d ’intervalles 
sur lesquels soit <p suit la frontière, soit il est d ’un même côté de cette frontière.

Dans le second mode, la frontière n ’induit aucun phénomène de ce type. Les es
timations font intervenir une fonctionnelle calculée sur les chemins qui traversent au
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plus une fois la frontière et qui est une somme des fonctionnelles de Cramer dans 
chaque demi-espace.

Dans le chapitre 4, nous rassemblons les résultats obtenus dans chacune des deux 
configurations des supports envisagées. Nous traitons les cas limites où les supports 
sont tangents à la frontière, puis nous nous intéressons aux chemins optimaux entre 
deux points. Nous écrivons les équations vérifiées par ces chemins et par le coût qui 
leur est associé. Nous n ’insistons pas sur la résolution de ces équations ; elle peut 
servir à la mise au point d ’algorithmes de simulation rapide d’événements rares, par 
un changement de probabilité le long de la trajectoire minimisante (voir par exemple 
[CFM) ou [DK]).
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Chapitre 1

Généralités : présentation du 
problème, outils

Dans ce premier chapitre, nous rappelons la définition des processus d ’appren
tissage lent proposée par [AR] en présentant les travaux qui perm ettent d ’obtenir 
des résultats de grandes déviations pour ces processus, notamment les articles de R. 
Azencott et G. Ruget [AR], et de P. Dupuis [Du88]. La comparaison de ces travaux 
nous conduit à formuler les hypothèses qui constitueront le cadre de notre étude, 
en particulier deux hypothèses sur les variations du logarithme de la transformée de 
Laplace du champ de probabilités dont nous montrons l’équivalence respectivement 
à la continuité et au caractère lipschitzien des lignes de niveau de la transformée de 
Cramer du champ de probabilités.

Après la présentation de quelques éléments classiques d’analyse convexe qui nous 
permettrons de faire intervenir des fonctions de coût approchées dans notre étude, 
nous introduisons dans le paragraphe 1.4 la notion de processus d’apprentissage 
lent à statistiques discontinues le long d’une surface, qui correspond à un processus 
d’apprentissage lent pour lequel on relâche les hypothèses habituelles de continuité 
faites sur le champ de probabilités. Nous proposons, à la suite de P. Dupuis et R.S. 
Ellis [DE] dans le cas particulier de champs constants, la fonction de coût qui nous 
permet d ’écrire les résultats de grandes déviations pour un tel processus dans les 
chapitres 2 et 3.

Deux modes de comportement du processus seront distingués dans ces chapitres, 
en fonction de la configuration, au voisinage de la frontière, des supports des proba
bilités par rapport à la direction de cette frontière. Une nouvelle fonction de coût, 
Lx, due à la juxtaposition des deux champs, apparaît, dans un seul des deux modes, 
qui correspond au cas où chaque champ de probabilités associé à un côté de la
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surface charge toujours l’ensemble des vecteurs qui permettent de passer de l’autre 
côté de cette surface. Cette fonction de coût est une combinaison des transformées 
de Cramer des deux champs. Nous étudions ses propriétés, ainsi que celles de la 
fonctionnelle obtenue en intégrant L x le long des chemins.

Enfin, dans le paragraphe 1.5 , nous posons précisément le problème étudié et re
groupons les hypothèses faites sur le modèle.

1.1 Deux types de résultats sur les processus d’ap
prentissage lents

1.1.1 N ota tion s, rappel des résultats de [AR]

On appelle champ de probabilités sur IRd toute application associant à chaque 
x de ]Rd une probabilité fix sur IRd. Etant donné un tel champ Ô'n'sait
([AR]) qu’on peut construire un espace probabilisé ( f ii ,2?i, Pi) et un champ de vec
teurs aléatoire X  défini sur (fli, 2?i, Pi) tel que pour tout x  de IRd, X x soit de loi /i* .

Donnons nous alors (n,Z3,P) un espace probabilisé, ( ĵfc)jtelN une suite croissante 
de sous-a-algèbres de B et (-^Jt(’))^elN’ une su^ e de champs de vecteurs aléatoires 
indépendants tels que pour tout x  de lRd et tout k  de 1N, Xk(x)  soit de loi (jlx  et 
Fk+i -mesurable.

D éfin ition  1 .1.1  On dit que la famille de processus aléatoires {(Yk)helN} indexée 
par r  est un p ro cessu s  d ’a ppren tissage  le n t associé au champ de probabilités 
(fix) si, pour tout r  > 0, (y^k)k^JN v^rifie Ia relation de récurrence:

n + i  =  n r +  r  x t ( x n  a . i )

(dans [AR], on se place sur une variété riemannienne et cette égalité est vérifiée à 
un terme du second ordre en r  près).

Dans cette partie, nous rappelons le résultat de grandes déviations concernant un 
processus d ’apprentissage lent {(>/7')jb6jjs jé tab li par [AR]. On utilise les définitions 
suivantes :

N o ta tio n  1 .1.2  Pour A  inclus dans IRd et e strictement positif, on pose:
A e =  {a; € JRd | 3y G A, |:r — y\ <  e} et A~e = {x 6  A \ Vy £ A, \x — y| >  e}.
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D éfin itio n  1.1.3 La d is ta n t de Prokhorov entre deux probabilités sur jJRd, p. et u, 
est telle que, pour tout e > 0, ¿(/¿, u) est inférieur à e si et seulement si pour tout 
borélien A  de lRd, on a p{A) <  v(Ac) + e et v(A) < fi(Ac) -f e.

D éfin itio n  1.1.4 Soit <p un chemin absolument continu, de [0,T] dans lRd. On dit 
que ip est tangent au champ de convexes (Cx)xGjftd sh pour presque tout t de [0,T], 
<p'{t) appartient à C^t)-

On suppose que le champ de probabilités (fix) possède les propriétés suivantes : 
H y p o th è se s  (H ) :

(H l)  l’application x  h-* px de ]Rd dans l’espace des probabilités sur IR^, muni de la 
distance de Prokhorov, est continue.

(H 2 ) l’enveloppe convexe fermée du support de px, que l’on note Sx, est compacte 
et d’intérieur non vide.

(H 3) l’application x  »-+ SX) de IRrf dans l’ensemble des compacts de IRd muni de la 
distance de HausdorfF, est continue.

(H 4) pour tout T  >  0 et tout compact /C, il existe un compact contenant tous les 
<£>([0, T]), dès que <p est un chemin tangent au champ de convexes (^x)xej^d 
tel que <£>(0) appartient à K.

L’hypothèse (H4) permet d’éviter des complications liées à d’éventuels temps d’ex
plosion de trajectoires tangentes au champ de convexes (*S*)xe]Rd* Pour qu’elle soit 
vérifiée, il suffit d’avoir la propriété suivante : pour tout x 0 de IRd, si on note C (n) 
la quantité sup {|u| | v 6 U Sx }, alors rT7 vau  ̂ +°°-

x e B  (x0,n)

N o ta tio n  1.1.5 Pour x dans JRd, on note m x le barycentre de la mesure ¡xx> Hx le 
logarithme de sa transformée de Laplace et Lx sa transformée de Cramer.

Précisément, pour a  et /? dans IRd, on a :

mx = IjRd yf£x(dyï
Hx(a) =  log y  e<"-yV*(dy)

L x(j3)= sup { ( a , P ) - H x(a)}. 
açJR.d
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Prenons x  dans IRd. L’application Hx est convexe, s.c.i. et, d’après la compacité de 
Sx, finie sur IR^. L’application L x est convexe et s.c.i. ; elle est nulle au barycentre 
de la mesure, positive dans l’intérieur de Sx et vaut +00  sur (•S'a:)c. D’autre part, 
les hypothèses (H) entraînent que l’application (x,{3) h-» Lx(f3) est s.c.i., en effet, 
si on note L M la transformée de Cramer de la probabilité ¡i sur lRd, l’application 
(/*,/?) h-* Lp{f3) est s.c.i., en munissant l’ensemble des probabilités sur IR4* de la 
convergence faible (qui peut être définie par la distance de Prokhorov, cf [AR]), 
l’hypothèse (H l) permet alors de conclure.

Certains résultats nécessitent une hypothèse supplémentaire, (H’), énoncée ci-dessous. 
Rappelons que la distance de Hausdorff h entre deux parties A  et B  de lRd est définie 
pax :

h (A ,B )  =  inf{a > 0, A  C B \ B  C A°}

D éfin ition  1.1.6 Pour L i et L 2 deux fonctions sur JRd à valeurs dans 1R+, on 
appelle “distance entre les lignes de niveau de L\ et Z2 ” le nombre

D{Lu L 2) = sup h({Li(-) <  J } ,{ £ 2(.) <  /} ).
/> 0

On vérifie facilement que D est une distance sur l’ensemble des fonctions sur IRrf à 
valeurs dans IR+ .

D éfin ition  1.1.7 On dit que “ les lignes de niveau de Lx sont localement lipschit- 
ziennes en x sur IRd ” si, pour tout compact K  inclus dans JRd, il existe Cfc tel que, 
quels que soient x , y  dans K,, on ait D(LX,L V) <  Ctz\x — y|.

On appelle (H ’) l’hypothèse que les lignes de niveau de la transformée de Cramer 
du champ de probabilités sont localement lipschitziennes en x sur IR^, c’est-à-dire 
que la fonction x L x vérifie la définition précédente.

Soit T  un réel strictem ent positif. On appelle <pT le chemin aléatoire continu dé
fini sur [0, T] par :

<pT(k r ) =  Y£  pour 0 <  kr  < T  +  r  et <pr est affine sur [kr\ (k l) r] . (1*2)

Soit y0 un point de JRd ; on suppose que YJ  est égal à y0, P-presque sûrement. On 
note Cvo [0, T] l’ensemble des chemins continus <p de [0, T] dans lRd tels que <p(0) = yo 
et on le munit de la topologie de la convergence uniforme sur [0,T ].

N o ta tio n  1.1.8 Pour ip dans C,yo[0,jT]; on pose

A0,t {v ) -
Î TI (t))dt si ip est absolument continu,

JO
+co sinon
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Ào,t est la fo n c tio n n e lle  de C ram er associée au champ de probabilités (fix)
Elle est à valeurs positives et s’annule en un chemin (p si et seulement si presque 
sûrement en t , <p'(t) est égal à m ^t), c’est-à-dire si <p est une courbe intégrale du 
champ moyen (m x).

D éfin ition  1.1.9 On définit une fonctionnelle de Cramer régularisée par:

pour ip e  Cyo[0,T], Ao'tÎV7) =  lim inf A o.tM  »
if> à v i te s ses  in té r ie u res

où un chemin à vitesses intérieures est un élément ip de Cyo[0 , T\, C 1 par morceaux
O

tel que pour tout t de [0,T[, la dérivée à droite de ip en t appartient à <5^(1) •

Enfin, tout au long de l’étude, on utilise la notation suivante :

N o ta tio n  1 .1.10  Si f  est une application et A une partie de l ’ensemble de défini
tion de f ,  alors f (A )  désigne la borne inférieure de f  sur A.

On a le théorème suivant (Azencott/Ruget) :

Considérons { ( ¥ £ ) un processus d ’apprentissage lent associé au champ 
de probabilités (/**) vérifiant les hypothèses (H). Pour toute partie borélienne 
G de CyotOjT], on a:

1. —Aris(G) <  lim in fr  log Pyo (<pT € G)
T ”“*0

2 . si l ’hypothèse (H ’) est vérifiée, on a de plus Areg =  A et

lim sup r  log Pyo (<pT e  G) <  — A(G)
T— ►O

Quand (H’) est vérifiée, la majoration et la minoration s’écrivent avec la même fonc
tion de coût. Pour <p absolument continu, la probabilité qu’une trajectoire du pro
cessus issue de V?(0) reste, pendant le temps T, uniformément voisine de ip est alors 
à peu près égale à exp(—̂ Ao.rfa)) =  exP(— r So ^ ( t ) ^ ' ^ ) ) ^ ) -  La fonctionnelle A 
correspond à un “coût” : plus A(G) est élevé, plus la probabilité que <pT appartienne 
à G est faible.

On a, sous les hypothèses (H) et (H’) : pour toute partie borélienne G de C U 0.T], 

—A(C?) <  lim inf r  log Pyo (y?T G G) < lim sup t  log Pyo ((pT € G) <  — A(C?) (1.3)
T— *0 T —+0
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E x em p le : cas de  p ro b a b ilité s  à su p p o rts  finis 
Considérons le champ de probabilités

K

H x  =  P k { X ) S g k (x ) 

k=1

avec, pour x  donné, les pk{x ) positifs et de somme 1. Les applications a*, de IR 
dans IRd, et pk, de dans [0,1], sont supposées continues. Montrons qu’alors (Hl) 
est vérifiée:
pour e > 0 , il existe 6 tel que |x — y\ < <5 et x, y G fC impliquent, pour chaque fc, 
|afc(a:) — ajk(î/)| <  e. Alors, pour A  borélien de IR^, on a f*x(A) = Pk{x ) donc :

Pv(Ae) ^ ]£  Pk(y) > M A) +  e.

(H3) est vérifiée dès que les p*(x) ne s’annulent pas. Les {ajt(x)} doivent engendrer 
IRd pour que (H2) soit vraie et il reste une condition à imposer pour obtenir (H4) 
(par exem ple,pour tout x 0 de IRd, si C(n) =  sup{|ajfc(x)| | 1 < k < K>x £ jB(a;0,n)}, 
on a î chrj =  +°°)- Si, de plus, les applications a* et pk sont localement lip- 
schitziennes, alors (H’) est vérifiée (voir aussi à la fin du paragraphe 1.2.2) et on a 
le résultat (1.3). Nous donnons dans le paragraphe 1.4.3 la valeur de la transformée 
de Cramer pour un tel champ de probabilités.

1.1.2 R app el des résu ltats de [Du88]

Dans [Du88], P. Dupuis étudie des propriétés de grandes déviations dans le cas 
plus général d’un processus à valeurs dans IR  ̂vérifiant >7« =  n r + r b k{Y l,i„ ),  
où Çk est un processus aléatoire et &*(•, •) une suite de champs de vecteurs aléatoires 
identiquement distribués. Ses résultats s’appliquent à un processus d ’apprentissage 
lent, comme défini dans le paragraphe précédent, si l’on suppose que 6* ne dépend 
que de x, avec P(bk(x) G A) =  fix(A).
Par rapport à l’étude rappelée précédemment, il montre que l ’on peut affaiblir les 
hypothèses et en particulier se passer du caractère lipschitzien pour la majoration 
(hypothèse (H’) du paragraphe 1.1.1). D’autre part l’application &*(.,.) peut être 
discontinue en x , les résultats sont donc applicables dans le cas où le champ de 
probabilités est discontinu le long d’une surface. Nous commencerons ainsi l ’étude 
de ce cas (paragraphe 1.4.4).
Indiquons brièvement comment l’étude de [Du88] s’applique à un processus d ’ap
prentissage lent. En plus d’hypothèses générales (Al) (qui se réduisent ici à “ |&jb(.)| < 
K  presque sûrement”), deux hypothèses fondamentales sont utilisées, (A2) pour la
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majoration et (A3) pour la minoration, hypothèses qui ne portent que sur certains 
moments exponentiels (donc sur les trajectoires et non plus directement sur les don
nées du problème; en particulier, il n ’y a pas d’hypothèses de régularité de bk(.) 
autre que (A2) et (A3)). L’hypothèse (A2) consiste à supposer qu’il existe une fonc
tion réelle H (x ,  a ), convexe en a, vérifiant :
pour tous x  dans IRd et 7  > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour toute suite (y*) de B (x , S) 
(boule de centre x  et rayon 6) et pour tout a  de IR/*, on ait :

lim sup - lo g  TE (  exp ( a .Y ^ ^ k i y k ) ) )  < H (x, a) +  7(1 +  |a |)
n —*-foo 77. \  \  £=1 /  /

tandis que l’hypothèse (A3) suppose qu’il existe une fonction réelle H (x , a) à valeurs 
dans IR, convexe et de classe C 1 en a , vérifiant :
pour tout compact K  de IR4, il existe Ck. tel que, pour tous x  dans K, 8 > 0, (y*) 
suite de B ( x t S) et a  dans IRd, on ait :

lim sup ~  log IE ^ exp ^a, Ar*(y*)^ < H (x, a) +  Cjc6(1 +  |or|)

et

Hminf i l o g  1E (  exp (^a, ¿ ^ ( y * ) ^ )  > H (x ,a )  -  C^S( 1 +  |or|)

Avec ces hypothèses, on a les résultats classiques de grandes déviations (analogues 

à (1.3)), avec comme fonctionnelle de coût A telle que A ((p) =  J (Hv(t))* (ip' (t))dt si 
<p est absolument continu, +00  sinon.

L’inégalité de majoration (lim sup r  log Pyo (cpr € G) < —À(G), pour toute partie
T—► 0

borélienne G de <?vo [0,T]) est obtenue dès que les hypothèses (Al) et (A2) sont
0

vérifiées; pour l’inégalité de minoration (—A((j) <  lim inf r  log Pyo (upT £ G)), on a
T—► O

besoin, en plus, de l’hypothèse (A3).

1.2 Comparaison de ces résultats, discussion des 

hypothèses

Dans cette partie, on revient, à la suite de [Du88], sur la comparaison des hypo
thèses de [ARJ et [Du88] afin de faire apparaître celles qui seront adaptées dans le 
cas où le champ de probabilités est discontinu le long d’une surface. On considère à 
nouveau un processus d ’apprentissage lent (définition 1.1.1), avec les notations 1.1.5.
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Ce processus peut être traité selon chacune des deux études exposées précédemment.

On suppose dans toute cette partie que, pour tout x, la log-Laplace Hx est finie sur 
IR4*. On met alors en évidence (paragraphe 1.2.1) deux hypothèses fondamentales, 
(HC) et (HLip), proches, pour ce processus, des hypothèses (A2) et (A3) de [Du88], 
et de formulation simple. Ces hypothèses seront celles utilisées dans toute l’étude. 
Dans le paragraphe 1.2.2 , nous faisons le lien entre les hypothèses (HC) et (HLip) et 
certaines hypothèses sur x  » Lx. Nous montrons que (HLip) est équivalente à (H’) 
dans [AR] et que (HC) a, comme (HLip), une formulation sur les lignes de niveau de 
la transformée de Cramer, le caractère lipschitzien étant remplacé par une continuité 
simple (théorème 1.2.3). Dans le paragraphe 1.2.3, nous précisons le lien entre (HC) 
et les hypothèses (H) de [AR] : nous montrons que l’hypothèse (HC) implique (H3) 
et certaines conséquences de (Hl) dans [AR], dont nous avons besoin pour adapter 
les méthodes de [AR] au cas où le champ est discontinu le long d’un hyperplan, en 
particulier que l’application (x ,0 )  »-»• Lx(/3) est s.c.i.. Précisément, nous obtenons 
(théorème 1.2 .8) que l’hypothèse (HC) est équivalente aux deux hypothèses (H3) et

O
L.(') continue sur U ^ x  Sx.

X

1.2.1 Form ulation de deux hypothèses sur les variations en  
x de la log-Laplace Hx

Le moment exponentiel apparaissant dans les hypothèses (A2) et (A3) de [Du88] 
s’écrit :

1E (  exp ( o r , è ^ ( y j t ) ) )  = e x p  ¿ # yfc(o:) 
V 1 1 y k=1

puisque

e x p [ / a ^ X fc(yfc)) -  S  #»*(<*)!
1 ' Jc=l ' k=1 J

est une martingale de moyenne 1. L’hypothèse (A2) est donc vérifiée dès que pour 
tous x  dans IRd et 7  > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout a  de 1R4*,

\Hv{a) -  Hx(a )| <  7 |a | si \y -  x\ < 6,

et (A3) est vérifiée si, pour tout compact fC de IRrf, il existe Cx tel que, pour tous 
x, y dans /C, 6 > 0 et or dans IR4*, on ait :

|JïIf( a ) - - i r x(a ) | < C d y - * I W .

Le logarithme de la transformée de Laplace de fix, Hx , joue alors le rôle de la fonc
tion réelle (sous l’hypothèse de compacité des Sx), convexe et de classe C 1 cherchée.
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Ainsi, (A2) et (A3) sont vraies dès que les variations de H.(&) vérifient les hypo
thèses suivantes :

H y p o th è se  (H C ) :
Va; G IR4*, V7  >  0,3<5 >  0 tel que, si \x — y\ < S,Va G IR“*, \Hx{cî) — Hy(a)\ < 7 |ar|

H y p o th è se  (H L ip) :
V/C compact de IR4*, 3Crz tel que Va:,y G /C,Vor€ IRd, \Hx(a )—H y(a)\ < C z \x—y ||a |

En utilisant [Du88], on peut donc retrouver les résultats (1.3) en se contentant 
de l’hypothèse (HC) pour l’inégalité de majoration et de (HLip) pour l’inégalité 
de minoration (en plus de l’hypothèse que les supports des mesures sont bornés), 
c’est-à-dire qu’on n ’a pas besoin du caractère lipschitzien des lignes de niveau de 
la transformée de Cramer pour obtenir l’inégalité de majoration des grandes dé
viations. On n ’a pas besoin non plus de l’hypothèse “Sx d ’intérieur non vide” ; en 
revanche l’hypothèse de compacité des supports, en plus de (HC), implique que pour 
tout x  dans un compact, on a |&jt(a:)| < K ,  presque sûrement, ce qui permet d’as
surer (A l) dans un compact contenant toutes les trajectoires du processus quand 
(H4) est vérifiée.

Ce sont ces hypothèses (HC) et (HLip) que nous allons utiliser dans le cas où le 
champ est discontinu le long d ’un hyperplan ; là encore, le caractère lipschitzien (l’hy
pothèse (HLip)) ne sera nécessaire que pour l’inégalité de minoration des grandes 
déviations. Les résultats de notre étude engloberont ceux de [AR] et de [Du88] pour 
un processus d’apprentissage lent en l’absence de discontinuité du champ de proba
bilités.

1.2.2 Lien entre la distance entre les lignes de niveau de 
la transform ée de Cramer Lx et les variations de la  
log-Laplace Hx

Rappelons que si f  est une fonction convexe sur ]Rd à valeurs dans ] — oo,-foo], 
on appelle conjuguée de / ,  et on note /*, la fonction de IRd dans ÏR définie par

/ * ( / ? ) =  s u p  { ( a , ¡3) - / ( a ) } .  

crelR*

D éfin itio n  1 .2.1  On dit qu’une fonction convexe, f ,  de JRd dans ] — oo,-|-oo], est 
propre si f ( x )  est fini pour au moins un x.
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Si f  est convexe, propre et s.c.i., on a:

( / ■ ) ■  =  /

et on dit que f m est la transformée de Legendre de f  ; /  et /* sont duales dans la 
transformation de Legendre.

En particulier, par définition, pour x  donné, la transformée de Cramer Lx et la 
log-Laplace Hx vérifient Lx =  (Hx)* et elles sont duales dans la transformation de 
Legendre dès que H x est finie sur IR  ̂ (car Hx est alors convexe et finie, donc s.c.i.), 
ce que nous supposons dans cette partie.

Rappelons le résultat suivant ([DE]) :

Si f  est convexe et s.c.i. sur IRd, les propriétés suivantes sont équivalentes : 
f(x*\

(i) inf tend vers +00  quand c tend vers +00
x, |x|=c c

(ü) /*  est finie sur JRd

On en déduit le lemme : 

L em m e 1 .2.2

Si f  est convexe, s.c.i. sur IRd et que /*  est finie sur lRd, alors, pour tout I  
positif, l ’ensemble {/(•) <  1} est compact.

D’autre part, on a  défini ci-dessus (définition 1.1.6) la distance D  entre deux fonc
tions réelles positives sur IRd comme la distance de HausdorfF maximale entre leurs 
lignes de niveau. On a alors les équivalences suivantes :

T h éo rè m e  1.2.3

Soit (/¿*) un champ de probabilités sur ]Rd. On suppose que pour tout x, le 
logarithme de la transformée de Laplace, Hx, est fini sur lRd.
Alors, l ’hypothèse (HC) est équivalente à:

Vx 6  M d, V7  >  0 , 3£ > 0 tel que, pour |x — y| <  S, D (L x ,L y) <  7 , 
où Lx est la transformée de Cramer de fix ce qui revient à dire que 
l ’a p p lica tio n  x Lx es t co n tin u e  p o u r  la d is ta n ce  D,

et l ’hypothèse (HLip) est équivalente à:
VX compact de IR?, 3Cx tel que Vx,y € /C, D (LXiL y) <  Ck\ x — y |, 

ce qui revient à dire que x t-+ L x es t loca lem ent l ip sc h itz ie n n e .
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Démonstration : on commence par montrer le lemme suivant :

L em m e 1 .2 .4

Soient H\ et H 2 des fonctions convexes sur IR?, à valeurs dans [0, +oo[ et 
telles que H\(0) =  H 2(0) =  0. On pose L{ =  (H{)*. Alors on a:

I t f lW  -  H2 (o)|
s u p  j j----------  —  D { L i , L 2 )

«elR* H

Démonstration :

1. on utilise le lemme suivant (adapté du lemme 2.4 de [Du88]) :
Soient H\ et H 2 des fonctions convexes sur IR?. On suppose qu’il existe 
7  >  0 tel que pour tout a, ^ ( c t )  <  H\{cx) + 7 |a |, et on pose L{ =  (Hi)*. 
Alors, pour tout I  dans [—# 1(0), +oo[, on a:

{l 2(.) < i )  c  {x,( 0  <  i r

On en déduit que, si pour tout a  de IRd, |i ï i (a )  — H 2(oc)\ est inférieur à 
7 |a |,  alors, pour tout I  positif, {L 2(-) <  7} est inclus dans (£ i(.)  <  Z}7 et 
{ £ i(0  <  1 } dans {Li(.) < I} '1.
Alors D (L U L 2) =  sup h ({L i(•) <  /} , {-¿^(O <  -0) est inférieur à 7 . On a donc

J > °

D { L i ,1j2) S  sup i j •
ceJRf «"I

2. on utilise pour m ontrer l’inégalité inverse le fait que les H{ sont s.c.i. (puisque 
convexes et finies partout) donc qu’on a Hi =  (L,)*.
Supposons D { L \ ,L 2) <  7  et considérons or dans IRd. Comme ür2(a) est fini, il 
existe /?' tel que iJ2(ûO =  (a, /?') — L 2(/3') î or, pour tou t I positif, {L 2 <  /}  est 
inclus dans {L \  <  I } 'r. On utilise cette propriété pour I  =  Zr2 (/?'). Le vecteur 
¡3' se trouve dans les deux ensembles correspondants ; il existe donc ¡3 tel que 
|¡3 — j3l\ < 7  e t Li(/3) <  £ 2 (/?'). On a al°rs :

# i(< * )>  ( a , / ? ) - ^ / ? ) ^  ( a ,/? ) -L 2(/?') =  {*,l3-l3 ')+H 2{a )> H 2 {cc )-7 |a |. 

D ’après la symétrie en H\ et H2> on a donc |üTi(a) — H 2(oi)\ 5: tM -

Pour démontrer le théorème 1.2.3, il suffit, pour x, y dans ]Rd, d ’appliquer le lemme
1.2.4 à H x et H y qui en vérifient bien les hypothèses. □
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A priori, il sera plus facile de vérifier les propriétés (HC) et (HLip) sur les Hx , donc 
avec leur première formulation. Explicitons toutefois ce que signifie D (L i, L 2) <  7 :

L em m e 1.2.5

Pour ¡3 dans IRd et 7 dans HV', on note B(j3,7 ) la boule fermée de centre (3 
et rayon 7 . Alors,

[ inf L 2 < L X{P)
D (L i , L 2) < 7  est équivalent à: Vj3, <

[ B(?Îr) 1 -

Démonstration : {L\(.) <  /}  C {L2{-) <  -0^ implique que pour tout ß  de IR^ tel
que L\(ß)  soit fini, il existe ß' tel que \ß — ß'\ <  7  et L ^ ß ')  <  L\(ß ).  On a donc
inf L2 <  L i(ß ), et cela reste vrai pour L\(ß) =  + 00. La réciproque est claire. □

■B(/J.-r)

Remarque: on peut aussi montrer que jD(Li,.L2) <  7 implique L \(ß )  <  sup L 2,
B[ßn)

pour tout ß  (cf lemme 2.4 de [Du88]).
En effet, l’inclusion { ^ (O  5: C {£ i(0  < I }'1 entraîne {£2(.) <  J }-7  C {£i(-) <  1}
(car {£i(.) <  /}  est fermé et convexe), qui est équivalente à {Li(.) >  /}  C {-^(O > -0^-
Alors, si { ¿ 2(0  <  -0 est inclus dans {L\ (•)<  jT}̂ , pour Li(ß)  < + 00, ß  appartient
à {Li(.) > Li^ß)}**, donc il existe ß ' tel que \ß — ß'\ < 7  et L\{ß) <  L 2(ß'). On a
donc L\(ß)  <  sup L 2.

B(ßn)
Si L\(ß)  =  + 00, pour tout /  positif, ß  appartient à (Iri(.) >  /} , donc à { ^ (O  <  J}7.
Alors sup L 2 >  / .  Donc L \(ß )  <  sup L2 est encore vrai.

B(/ïnr)

On peut en déduire diverses formulations des hypothèses (HC) et (HLip). On a 
en particulier :

T h éo rèm e  1.2 .6

Soit {¡ix) un champ de probabilités sur IRd. On suppose que pour tout x, Hx 
est finie sur JRd. Alors,
Vhypothèse (HC) est équivalente à : V7C compact de M d, V7 , 3<5 tel que 

V x,y  £ fC, \x — y| <  S implique V/?, inf Ly <  Lx{f3)

et Vhypothèse (HLip) est équivalente à:

V£ compact de IR \  3 CK tel que V i,y  € K, V/?, 3/3', i  ^  ~  5/1
l ^y\P  ) S  ^x\P)
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Démonstration : pour x et y dans /C, on utilise le lemme 1.2.5 pour obtenir l’équi
valence de

“ £ (£ * , L,)  <  7  ” et de “ V/3, inf L , < Lx(0) "

L’énoncé équivalent à (HC) correspond à la continuité uniforme de x L x sur tout 
compact. □

1.2.3 Liens de (H C ) avec les hypothèses (H ) et avec cer
taines de leurs conséquences

T h éo rèm e  1.2.7

Soit (fix) un champ de probabilités sur JRd. On suppose que pour tout x, le 
support de fix est borné (ou Sx compact). Alors l ’hypothèse (HC) implique:

(a) (H 3) ; l ’application x h-* Sx de lRd, dans l ’ensemble des compacts 
de M d muni de la distance de Hausdorff, est continue.

(b) l ’application (x ,0 )  h-» Lx(j3) est s.c.i..

Remarque : pour (6), l’hypothèse “ Hx finie sur lRd, pour tout x ” suffit. 

Démonstration : on suppose (HC) vérifiée;
(a) Soit e > 0 et x dans IR'*. On prend 8 tel que, pour |x — y\ <  8 , on ait 
D{Lx ,L y) <  §. Le convexe Sx engendre un sous-espace F  de IR**. On prend I  égal 
à la borne supérieure de L x sur A  =  {/? G Sx | V/?' G F \S X, \/3 — 0'\ > |}  (A cor
respond à (5 x)_ 2 mais par rapport à l’espace F). De {Lx(.) < 1} C {Ly{.) < /}? , 
on déduit que A  est inclus dans (Sy)% et donc que Sx est inclus dans (Sy)c. De 
même, {Lx(.) < 1} C {Ly(.) <  I}% implique Sy C (Sx)c. On en déduit la continuité 
cherchée puisque |x — y| <  8 implique h(Sx, Sy) < e.

(b) Soit dans IRd x lRd, et (æn,/?n) une suite de IRd x lRd convergeant vers 
(x ,^ )  quand n  tend vers -foo. Montrons Lx(fi) <  lim inf LXn (/?n).

D’après (HC) et le théorème 1.2.3, pour tout e > 0, il existe 8C > 0 tel que 
\x  ~  y\ <  implique, pour tout I  positif, {Xy(.) <  1} C {¿x(-) < /}**• On prend 
(en) convergeant vers 0 telle que \x — x n\ < 8Cn. Alors {LXn(.) <  LXn(j3n)} est inclus 
dans {jLx(.) <  Lx„(0n)}en• Le premier ensemble contient /3n, donc il existe ¡3'n tel que 
\Pn — Pn\ < £n et Lx(/3'n) < LXn(/3n). Quand n tend vers -foo, f3'n converge vers /?; or, 
Lx est s.c.i. (propriété de la transformée de Cramer, vraie même si Sx est d ’intérieur
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vide), on a donc:

Lx(ß) <  lim inf Lx(ß'n) <  lim inf LXfl(ßn). D
n —►4-00 n —►-f*oo

Remarquons qu’en remplaçant 7  par Ck:\x -  y\ dans la démonstration de (a) on peut 
montrer que l’hypothèse (HLip) entraîne que l’application x  1—► Sx est localement 
lipschitzienne.

T h éo rèm e  1.2.8

Soit (fj,x) un champ de probabilités sur IRd. On suppose que, pour tout x , Sx 
est compact et d ’intérieur non vide (ie (H 2)). Alors,

i ^ 3)l ’hypothèse (HC) est équivalente à < , r t n\ , • . . A
j (x ,p ) 1—► Lx(p) continue sur U x x  *->x
^ X

Démonstration :

1. On a vu dans le théorème 1.2.7 que (HC) implique (H3). Montrons que sous 
l’hypothèse supplémentaire que les supports sont d’intérieur non vide, (HC)

O
entraîne la continuité de (x , ß ) t-* Lx(ß ) sur Sx .

X

° • °Soit x  dans IR , ß  dans Sx et e > 0 .  L’application L x est continue sur Sx (cf 
[AR]). On prend 6 tel que, pour \ß' — ß\ < 26 ,  \Lx (ßf) — L x (ß)\ < e. On a 
alors :

sup L x < L x(ß)  +  e et L x(ß) — e < inf L x .
B(ß,2S) B(0,26)

D’après (HC), il existe 6' tel que, pour \y — x\ < 6' et pour tou t ß'  dans lRd,

r M ^ Lx -  Ly^  ~  s u p  Lx

(d’après le lemme 1.2.5 et la remarque qui le suit). Alors, pour y et ß r tels que 
\y — x| <  6' e t \ßr — ß\  <  6, on a:

L y{ß') < sup L x < sup L x < L x(ß)  +  £
B iß',S) B(ß,2S)

et
L y(ß ’) >  inf L x >  inf L x > L x(ß ) — e.

J ~  B(ß',S) ~  B(ß,2S) ~

On obtient bien le résultat puisque \y — a:| <  8* et \ß'  —  ß\  <  8 impliquent 
\Ly(ß f) -  L x (ß)\ < £.
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2 . Pour établir la réciproque, on m ontre tout d ’abord que l’hypothèse

O
“ (x,/?) »■ L x({3) continue sur ( J s *  Sx ”

X

implique la continuité de x  t—► m x, où m x est le barycentre de la mesure 
(les supports sont toujours supposés d ’intérieur non vide). Considérons x  dans 
IR^ et e >  0. L’application Lx est positive sur B (m x,e )c. On appelle S son 
m inimum sur cet ensemble; il est strictem ent positif. On prend tel que,

O
pour |a: — y| <  e* et pour tout /? dans 5X, \Lx{j3) — L y(f3)\ soit inférieur à

O
S. Considérons alors (3 dans Sx et n ’appartenant pas à B (m x ,e). On a, pour

I* -  y\ < Ci :
L y{!3) > L x{(3) + 6 > 2 6  

donc m y appartient à B (m x,e).

Pour term iner la démonstration du théorème 1.2.8, on a besoin d ’un résul
ta t sur une transformation affine (homothétie) des supports, transformation 
qui sera utilisée plusieurs fois au cours de l’étude et qui a été introduite par 
[AR].

D é fin itio n  1 .2 .9  Pour 9 € [0,1] et x  G IR?, on définit Vapplication affine:

hXt6 : IR* ----► IR*
v i— ► 6m x +  (1 — ô)v

D ’après [AR] (4.6), pour tout compact U dans IRd et tou t S > 0, il existe 
des constantes strictem ent positives C\ et telles que, pour tous 6 de [0, 1], 
6i > 0 e t y dans on ait :

Ci« >  C A  =*■ A„,»((5V)S‘) C (Sy)-<c -s- c’« .  (1.4)

[AR] énonce ce résultat sous l ’hypothèse supplémentaire (H’) sur les lignes de 
niveau de la transformée de Cramer. En fait, la dém onstration n ’utilise que la 
continuité des applications x  »—► Sx e t x  »-* m x et le fait que les Sx engendrent 
IRd. Nous pouvons donc énoncer le lemme plus général suivant :



26 Chapitre 1

L e m m e  1 .2 .10

On considère x *—* Cx une application de IRd dans l ’ensemble des convexes 
d ’intérieur non vide de IRd, continue pour la distance de Hausdorff sur cet 
ensemble et x  bx une application continue de lRd dans lRd, telle que, 
pour tout x , bx est intérieur à Cx .
Pour 9 €  [0,1], et x  G ffi?, on définit l ’application affine

gx,e : B ? -+ 1 K 1
v  i—►  6bx -+• ( 1  —  6)v

Alors, pour tout compact TA, il existe des constantes strictement positives 
Ci et Ci telles que, pour tous 6 de [0, 1], Si >  0 et x dans U , on ait:

cte > c2s, => giA(c*Y‘) c

D ém onstration : Pour x  dans £/, Cx contient une boule de IRd centrée en 6X, de 
rayon px . Il existe S tel que pour \x — y\ < 6 , on ait 16* — by\ < ^  e t h(CXi Cy) < 
ef .  Alors |x — y \ < 6  implique B (6y, ^-) C B(bx, c  (Cx)_ ^  C Cy (d ’après 
la convexité de Cx pour la dernière inclusion). Il suffit de recouvrir le compact 
U par les boules B(x{, S) et de prendre p = inf pXi pour en déduire que, pour 
tou t y  dans Cy contient B(by,p).

La fin de la dém onstration est exactement celle de [AR](4 .6) : on m ontre qu’il 
existe a  strictem ent positif tel que, pour tout x  de U , pour tout point ex- 
trem al v de Cx, Cx contient un cône de révolution de sommet v , e t d ’angle au 
som m et a  (la base de ce cône est la boule B(bx , p)). On en déduit le résultat. □

Reprenons la dém onstration du théorème 1.2.8 et montrons que les deux hy-
O

pothèses {B3)  et “(x, /3) h-» L x((3) continue sur U a: x S x ” entraînent la
X

formulation de (HC) du théorème 1.2.6.
Considérons un compact fC et 7  >  0. Montrons qu’il existe S > 0 tel que, pour 
a: et y dans /C, avec |a: — y\ inférieur à 6 , on a, pour tou t /3,

inf L y < L x{P). (1.5)

'YPrenons 61 tel que pour tous x , y  dans fC, |x — y| <  Si implique \mx — m y\ <  —. 

D’après (H3) et le fait que les Sx engendrent IRd, quitte à dim inuer 7 , pour

c c’X

[C G C 2 5ii
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tout x  de fC, la boule ouverte B (m Xi^) est incluse dans l’ensemble (Sx) s°, 
avec So ne dépendant que de fC (comme dans le lemme 1.2.10).

°Le compact (S"x) 0 fi ü?(mx, ^ )c est inclus dans Sx. D ’après la continuité de L
O

sur U ^ x  Sx , L  attein t son minimum sur U x  x [(Sx)-5° H B (m Xi ? )c]. On le
x . xnote e, il est non nul. D ’après la convexité de L Xi on a :

e =  inf|Z /x(u) x  G /C, v G B ^rnXi ^  | .

Pour {3,x dans IR** et 9 dans [0,1], on pose /?Xi$ =  hXig(/3). D’après (1.4), pour 
tou t x  de /C, /3Xtg appartient à (Sx)~s$, avec 6g indép de x. D ’après la continuité 
de L  sur (J x  x (Sx)~Se, il existe 6'e tel que, pour tous x, y dans /C, \x — y\ < 6'g

implique \Lx(y) — L y(v)\ < de pour tout v de (Sx)~s$.

Fixons x  dans /C. On va montrer (1-5) pour tout /?. On veillera à ce que 
le 6 obtenu soit indépendant du point x  choisi. Il suffit de considérer le cas 
L x{(3) < -foo.

Pour tout ¡3 dans B(rnXi ^) et pour tout y dans B ( x , 6i), m y appartient à 
jB(/?,7 ). Alors (1.5) est vérifié.
On considère fi n ’appartenant pas à B (m x, ^). D’après la convexité de Lx, on 
a  L x(f3xtg) < (1 — 6)LX{(3). Donc Lx{fi) — L x(f3x>e) > 6Lx(fî) > de. Le vecteur

— fi est égal à 6{mx — ¡3). On pose M  =  max {|/?| | f3 G SX1 x  G K } 
et on prend 9 tel que 2M 9  <  7 , alors le vecteur (3Xig appartient à B(/3,7 ). 
Puisque 9 est indépendant de x et /?, 6'e l’est également. Pour a; et y dans fCt 
\x — y\ < 6g implique \Lx({3Xtg) — L y(/3Xtg)\ < 9e. On a alors L y(f3Xtg) — L x(/3xte) <  
L x (j3) — Lx (/3xtg), donc:

L y(j3x,g) < Lx{/3).

(1.5) est donc vérifié pour tout (3. La démonstration du théorème 1.2.8 est 
achevée. □

Les conséquences de (H C ) seront suffisantes pour obtenir l ’inégalité de majoration 
du principe de grandes déviations dans le cas de champs de probabilités discontinus 
le long d ’un hyperplan. C’est donc cette hypothèse, pour chacun des deux champs 
de probabilités considérés, en plus de (H 2) également pour chaque champ et d’une 
hypothèse analogue à (H 4 ), pour l ’ensemble des deux champs, qui sera faite dans
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le chapitre 2. L’ensemble de ces hypothèses sera appelé (H m a j) .

En revanche, pour l’inégalité de minoration, on aura besoin de deux propriétés plus 
fortes : O

(x,/3) i—» V LX(/?) est continue sur U i x  Sx
Q2JJ

Va  € IR4*, V I  < k < d, i h  —— ^rior) est continue
o{akY

où ajt désigne la kc coordonnée du vecteur a  (rappelons que sous (H2), Lx est ana- 
°lytique sur Sx et H x sur 1R ). Montrons que ces propriétés sont, dès que l’hypothèse 

(H2) est vérifiée, des conséquences de l’hypothèse (H l) : “ l’application x t-* fix de 
IR4* dans l’espace des probabilités sur IRd, muni de la distance de Prokhorov, est 
continue

T h é o rè m e  1 .2 .11

Soit (//x) un champ de probabilités. On suppose (H l)  et (H 2) vérifiées. Alors:
O

(z‘) (x,/9) i—* V £*(/?) est continue sur U ^ x  Sx
5 2 H

(ii) Va e  JRd, V 1 <  k < d, rc i—»■ —— rr(<*) est continue.
O(ock)

Démonstration : si on pose (ix (or) =  eH*(a\  pour /? dans SX1 V L x(/3) est l’unique 
solution de ^  /xx (•) =(!ix (’)f3. La propriété (z) vient de la régularité de la solution de 
cette équation (cf [AR]). La propriété (ii) sur la matrice hessienne de la log-Laplace 
est immédiate sachant qu’on a :

d 2H x J y.-y;e(“,yVx(<fy) J y,e<ot,y>(¿x(dy) j  yj e^Q'y'>fix (dy)

d a t d c c J  ¿°»)^(dy)  [J  ^ (d y ) ]2 ’ °

Pour obtenir l ’inégalité de minoration du principe de grandes déviations, nous ferons 
dans le chapitre 3 les hypothèses (H 2 ), (H C ), (z) e t  (ii) pour chacun des deux 
champs de probabilités et une hypothèse globale, analogue à (H 4 ). L’ensemble de 
ces hypothèses, pour chacun des deux champs de probabilités considérés, sera appelé 
(H m in ) et est impliqué par les hypothèses (H) de [AR], sauf pour l ’hypothèse du 
type de (H4).

Nous récapitulons, à la fin de ce chapitre, les hypothèses utilisées dans la suite.
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E x e m p le : cas de  p ro b a b il ité s  à su p p o r ts  finis
K

Reprenons le champ de probabilités (jlx = pk(x)6ak(xy  On a:
k= 1

Si les applications a* et pk sont continues, respectivement localement lipschitziennes, 
alors (HC), respectivement (HLip), est vérifiée. Il est possible que les hypothèses (H) 
soient équivalentes aux hypothèses (Hmin) dans ce cas (si l’ensemble d ’hypothèses 
(Hl),(H3) est équivalent à (HC), dès que (H2) est vraie).

1.3 Outils d’analyse convexe : convexifiée d’un en

semble d’applications

Après ceux du début du paragraphe 1.2.2, rappelons d’autres éléments d’analyse 
convexe (voir [Roc]) :

D éfin itio n  1.3.1 On appelle enveloppe convexe, ou convexifiée, d ’un ensemble d ’ap
plications {/*} de JRd dans ] — oo, -f-oo] la plus grande fonction convexe f  partout 
inférieure à chacune des /*.

On sait ([Roc], 5) que cette fonction se calcule de la façon suivante:

où on considère des combinaisons linéaires finies (on peut d ’ailleurs se limiter à des 
combinaisons de d -f 1 éléments d’après le théorème de Carathéodory).

T h é o rè m e  1.3.2  ([Æoc], 16.5)

La fonction conjuguée de la convexifiée d ’un ensemble d ’applications propres 
convexes f l, i  E S  est égale au sup des fonctions conjuguées des applications:

(c o n v { f \ i  e  J ) Y  =  s u p { ( f y \ i  e  J } .

T h éorèm e 1.3.3

Si les f* sont convexes, s.c.i., avec ( / ’)* finie sur JRd et l ’ensemble J  fini, 
on a :

conv{f'\i e  J }  =  ( si£p{ ( / ‘)*|2 € J } )*

HX 1a
K

£
k=l

F}k X e [ o t Ak xt

conv j
i

\ß i n f Y .
I

P
ì
f

I
ß
i'

E
t

P ß
>*

ß, P
À > 0. E

i
p 1 (1.6)
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Démonstration : d ’après le théorème 1.3.2, il suffit de montrer que con v{ f '\ i  G *7} 
est s.c.i. ; on aura alors

( c o n v { f \ i  G J } ) '*  =  c o n v { f \ i  G J }.

On considère P dans IRd et (/?„) convergeant vers p. On veut m ontrer

(conv{f'\i  G J } ) (P )  < lim inf (c o n v { f \ i  G J})(Pn)-
n—►+ o o

On peut supposer lim inf (co n v { f , \i G t7})(/3n) finie. Soit e > 0. Pour n entier,
n —►-f-oo

prenons {p'n,Ph) tel que (cf (1.6))

J lp iP n  = Æn, pi  >  0, X ) Pn =  1 et Y^PnfiP 'n)  ^  ( c o n v { f \ i  G J } ) { P n) +  £ 
i i i

A priori, les P'n ne varient pas dans un compact. Mais on se ramène à ce cas en 
utilisant le lemme 1.2.2 qui prouve que pour tout I  positif, l ’ensemble { / ’(•) <  I } 
est compact. Pour chaque i de ¿7”, (p'n) admet une valeur d ’adhérence p \  Si px est 
non nul, l im in f / ’(/?^) est fini. Il existe donc I  positif et une sous-suite (/3'k) qui

n —*>-f-oo

reste dans le compact { / ’(•) <  1} ; elle admet alors une valeur d ’adhérence /?*. On 
a nécessairement J ty y o  P'P' — ¡3 et, en utilisant le fait que chaque /* est s.c.i. :

(conv{f '\ i  G J } ) (P )  < pxf'{P ')  <  lim inf (conv{f'\i  G J } ) (P n )• □
. n —»>+oo»Ip' / o

Remarquons que ce théorème peut aussi être démontré sans utiliser le théorème 1.3.2 

(cf [DEW]) :
Soient x  et f3 dans lRrf. On a pour tout a  de IRd, 5wp{ (/,)*} (a) =  sup y > , (/,)* (a),

p . > o
5D,p.=1

donc
(su p {(fi)*Ÿj (P) =  sup inf J(a, /?) -  •

D’après [Roc] (37.3.2), on peut échanger sup et inf. Or, pour {/3,} fixé,

sup [(a, ¡3) Pi( f i )*(a)] =  inf | ÿ  />;/*(#) Ç  PiPi =  p] •

En effet, le m em bre de droite est une fonction de ¡3 qui est s.c.i. (on utilise que /,• 
est s.c.i. et que S  est fini), convexe et de transformée de Legendre en a  égale à :

sup sup \{a, P ) ~ Y l  Pifi(Pi)} =  Pi SUP f(a > P) ~  M P ô]  =  J 2  Pi (/»)* («)• 
P »* J i * 1 J

Alors,

(su p {( / ,)* } )  (P) =  inf hZPiMPi) IL,PiPi = P] =  (convif i})(P)‘ □
\ f /  P«=1 *- i { J
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N o ta t io n  1.3.4 Pour F  de JRd x JRd dans ] — oo, -f-oo] : (x , ¡3) h-» Fx(/3), et pour h 
positif, on note hF x l ’enveloppe convexe de {.Fy | y G B (x ,h )}  (c f définition 1.3.1), 
où B (x ,h )  désigne la boule fermée de centre x et rayon h.

Propriétés :

• hF x est partout inférieure à Fx ; °F X est égale à Fx puisqu’on a pris une boule
fermée.

• hF x est convexe, de domaine (ensemble des points où l’application est finie) l’en
veloppe convexe des domaines des applications Fy, pour y G B ( x , h).

• La fonction conjuguée de hF x est, d’après le théorème 1.3.2, l’application sup {Fy)~.
y£B(x,h)

• Si pour tout y de B (x , h), Fy est égal à Fx (en particulier si F  est constante en la
première variable), hF x est égale à Fx.

Cette définition va être utilisée avec F  = L, champ de transformées de Cramer as
socié à un champ de probabilités (fix) (on reprend les notations 1.1.5). L’application 
hLx servira à définir une fonctionnelle de coût approché dans le chapitre 2 (utilisée 
dans les chapitres 2 et 3). Citons quelques propriétés de cette application:

• Le domaine de hL x est l’enveloppe convexe des domaines des L y pour y G B ( x % h)
et elle s’annule sur l’enveloppe convexe des m y.

• La fonction conjuguée de hLx est l’application sup Hy(-).
y €  B(x,h)

• Quand les champs de probabilités sont constants, hLx est égal à Lx (indépendante
de x).

On a, de plus, besoin d ’une propriété proche de la semi-continuité de hL x. Mais 
comme on fait varier y dans B (x , h), hLx est la convexifiée d’un nombre infini d’ap
plications et il n ’est pas certain que hLx soit s.c.i.. On a probablement besoin d’une 
régularité de x  ^  L x pour avoir une telle propriété. Cependant le résultat asymp- 
totique suivant suffira pour notre propos :

L em m e 1.3.5

On considère un champ de probabilités (fJ-x). On lui associe les notations 1.1.5 
et on suppose (H 2) et (HC) vérifiées. Alors, pour x et P dans IRd, on a :

L x(/3) < lim hLx({3')
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Démonstration : considérons une suite (hk,fîk) convergeant vers (0,/?) donné et mon
trons qu’alors, on a:

L X{P) <  lim inf hkL x(pk)’
k—►-f-oo

On peut supposer que tous les hkL x(@k) sont finis. Pour k fixé, hkL x(/3k) est obtenu 
comme ^  Pk.yLXi r (fîk.v) avec Xk,P dans B(x,hk)  et (pk,P)P famille presque nulle, 

p
On accroît les supports Sx par convolution des probabilités fix avec des mesures un 
à support égal à un compact indépendant de n (cf [AR] lemme 1.21) et convergeant 
faiblement vers la masse de Dirac à l’origine. On note S£ l’enveloppe convexe fermée 
du support de fxx * un. On sait qu’il existe S >  0 tel que pour tout n et pour tout x , 
Sx soit inclus dans (S*)~s . On note L£ la transformée de Cramer de ¡xx * v n (mesure 
qui n ’est plus une probabilité). On a (cf [AR]) :

pour tous £,/?, £ ” (/?) <  L x(p) et lim Lx (/3) =  Lx (fi)
n —►-j-oo

Supposons que l’on ait montré, pour chaque n :

(1.7)

Alors on a Lx (/3) <  lim inf hkL x(0k) (par L n < L ) et le membre de gauche de cette
Jk—*4-oo

dernière inégalité converge vers L x((3) quand n tend vers -foo. On aura donc bien le 
résultat.

Montrons (1.7):
on commence par m ontrer que l’application £!*(•) possède les mêmes propriétés de 
continuité que L.(-).
Posons H n(ct) = log f  e^a,y î/n(dy) et H*(oc) — log ftx * i/n(dy). Alors H £
est égal à H x -f H n. Pour tous x ,y ,c t  dans IRd, | i f ” (o;) — H™(a ) | est donc égal à 
\Hx( a ) ~  H y{oc)\. D ’autre part, l ’ensemble Sx est compact et d ’intérieur non vide. Le 
champ de mesures (fxx * un)x vérifie donc les mêmes hypothèses que le champ (¡xx) 
dans le théorèm e 1.2.8 (sauf qu’il ne s’agit pas d ’un champ de probabilités). On en

O
déduit que l’application L™(-) est continue sur Uî / X Sy-

y

Le vecteur fik,p appartient à (<S'£fcp)- i . Soit e >  0. L’application £!*(•) est unifor
mément continue sur (J V x (Sy)~6- 0 n prend Si tel que, pour tous y ,y '  de K, et

pour tout v de (i?y)_ i , \Ly(v) — Zy(u)| soit inférieur à e, puis K  tel que k >  K  
implique hk < Si. Alors, pour k > K , on a pour tout p :

L Xk>p(Pk,P) >  L nx(pk,P) -  e.

L n
X ß < lim inf

k —►-boo E
P

P<k .P Ln
X ß k,P
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On en déduit :

' ^ 2 i P k ^ >^ X k , p ( P k > p ) —  ^ 2  f > k < P ^ ' x ( f i k , p )  £ >  ^ x ( ^ k )  £•> 

p  ’ p

en utilisant la convexité de Lx . Or, L x est s.c.i. donc Lx (j3) est inférieur à lim inf t).
^—♦+00

On a alors, pour k assez grand :

W 0 ) < +  ï  <  E  W.pi;„.,(A,p) +  2e,
P

ce qui démontre (1.7) et donc le lemme 1.3.5. □

Comme, de plus, hL x est majorée par Lx, on a en particulier :

pour x  et /? dans IR^, L x(/3) =  lim hLx(/3). (1-8)
h—►O

1.4 Champs de probabilités discontinus le long 

d’une surface

On définit dans un premier paragraphe la famille de processus sujet du reste de 
l’étude. Il s’agit encore d ’un processus d ’apprentissage lent mais, par rapport aux 
hypothèses faites précédemment, toute propriété de continuité de (/zx) est perdue 
sur la frontière d ’un ouvert régulier. On traite, dans cette étude, le cas où cette fron
tière est un hyperplan sachant que, par des techniques de localisation (on introduit 
des coordonnées locales convenables, voir par exemple [AO]), on peut en déduire 
les résultats concernant une frontière régulière quelconque. Supposer que (/¿x) est 
continue seulement de part et d’autre d ’un hyperplan revient à considérer qu’on a 
deux champs différents de part et d’autre de cet hyperplan, tous les deux continus. 
On indique dans les paragraphes suivants les premiers éléments de cette étude : on 
propose une fonctionnelle de coût “présumée” dont on étudie les propriétés et on 
évalue ce que donne l ’utilisation de résultats existants (dont [Du88]).

1.4 .1  D éfin ition  du processus

On note ?r, l’application de IRd dans 1R qui, à un vecteur de IR4*, associe sa 
première coordonnée. On pose

P° =  {x G IRd, 7r(x) =  0} 
P 1 = {a; G IRd, r ( x ) <  0} 
P 2 = {x  G IRd, 7r(a;) > 0}
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On suppose qu’on a deux champs de probabilités (//*) et (nx) sur IRd (on peut se 
contenter, pour i =  1 ou 2, de défini au voisinage de P ’). A chaque champ (//*), on 
associe les notations correspondant aux notations 1.1.5 : m x désigne le barycentre de 
fjLtx1 H xx le logarithme de sa transformée de Laplace et L xx sa transformée de Cramer. 
On note Sx l ’enveloppe convexe fermée du support de fj.lx.

Soient ( i î ,# ,P )  un espace probabilisé, et (^jOjtelN une suite croissante de sous- 
cr-algèbres de B. On suppose que, pour i =  1 ou 2 , les k G 1N, sont des
champs de vecteurs aléatoires indépendants, tels que pour tout x  de 1R¿ et to u t k 
de 1N, X'k(x) est de loi ¡jlxx et ^it+i-mesurable.

D éfin itio n  1 .4.1 Si {{Y¿)kejff} es  ̂ une / a7m^e de processus indexée p a r r ,  on dit 
que {(îjDjtgiTy} est un P rocessus d 'a p p ren tissa g e  le n t  à s ta t is t iq u e s  d is c o n 
t in u e s  le long  de l ’h yp e rp la n  P ° associé aux champs de probabilités (/xj.) et (f¿x) 
si, pour r  > 0, (Xk^keJN es  ̂ une ĉ ia n̂e de Markov déterminée par la donnée de YJ  
et la relation de récurrence:

*ï+> = Y ;  + t [ i v r t p ^ X l i Y Z )  + iïK eP’}X Z (Y Ï)  ] (1-9)

Si {(^)jfce]N} es  ̂une telle famille, Y£ est ^ -m esu rab le  et, sous P, la loi de \ ( Y £+1 — 
Y£ ) conditionnellement à Y£ est fiyr si Y£  appartient à P 1 |J P °  et fXyr si Y£ appar
tient à P 2. Il y a donc discontinuité de la loi du champ de vitesses sur l’hyperplan P°.

E x em p le  : un processus de cette forme apparaît dans certains algorithmes d ’appren
tissage pour les réseaux de neurones, par exemple l’apprentissage com pétitif ([RZ]) : 
on suppose que chacune couche du réseau est partitionnée en plusieurs groupes de 
cellules et que, au sein d ’un même groupe, pour un pattern  donné sur la couche 
précédente, une cellule seulement est activée. Notons Wj le vecteur de poids de la 
cellule j  avec la couche précédente ; dans un même groupe de cellules, si F  est le 
pattern  formé sur la couche précédente (les patterns sont présentés aléatoirement 
sur la couche d ’entrée), Wj est modifié pendant l’apprentissage si et seulement si 
(.F\Wi) est m aximal pour l = j  et il est modifié alors de — Wj)- On constate
que les frontières de discontinuité de la loi de (Wj)/ sont des hyperplans.

R e m a rq u e  1 .4 .2  En imposant le champ de probabilités fix sur P°, nous introdui
sons une dissymétrie du problème, suivant en cela le choix de [DE], Nous commen
tons davantage ce choix dans le paragraphe 4.1.3. Nous constaterons que, sous une 
hypothèse (Hq)  sur la position des Sx par rapport à {tt(-) =  0}, les résultats restent 
symétriques.
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On appelle “pas” les accroissements de la chaîne (Y£) et on dit qu’un pas est “de 
type i” quand il est de la forme r X  où X  suit une loi fi'x .

Pour établir les inégalités de grandes déviations, on veut estimer la probabilité que 
7 t  appartienne à des ensembles de chemins donnés. Pour cela, on décompose [0,T] 
en sous-intervalles de la forme [ jn r ; (j -f- l)n r[ , de longueur n r  petite, sur lesquels 
on utilise des estimations, pour n grand, de la probabilité que la vitesse moyenne 
soit proche d ’un vecteur donné. En fixant n r  constant, à r  près, faire tendre r  vers 
0 est équivalent à faire tendre n vers +oo. Chacun des chapitres 2 et 3 commence 
ainsi par des estimations sur les vitesses moyennes. Pour pouvoir réunir les résultats 
concernant les différents sous-intervalles, ces estimations doivent être vraies unifor
mément pour une valeur initiale YJ  dans un compact donné.

Dans le paragraphe suivant nous donnons de tels résultats sur les vitesses moyennes, 
ceux démontrés dans [DE] en présence d ’un hyperplan de discontinuité, mais avec, 
de part et d ’autre de cet hyperplan, des champs de probabilités constants.

1.4 .2  Cas particulier des cham ps constants, étude des v i
te sses  m oyennes asym ptotiques ([DE])

Dans [DE], P. Dupuis et R.S. Ellis établissent les résultats suivants, en  su p p o 
sa n t c o n s ta n ts  les d eu x  ch am p s de p ro b ab ilité s  (¿t*) e t  (fi*) (on supprime 
l’indice x  pour toutes les notations associées aux champs de probabilités, les mêmes 
que celles introduites dans les paragraphes précédents).

On suppose que YJ  est P-presque sûrement égal à y0, où y0 est un point de P°. 
Alors, le param ètre r  n ’influe pas sur la position des Y£  par rapport à P°, donc sur 
le champ de mesures gouvernant chaque pas. Les trajectoires pour différents r  sont 
homothétiques (le vecteur aléatoire \{Yk — YJ) est indépendant de r )  et il suffit 
d’en étudier une. On considère t  =  1 et on omet ce paramètre.

On suppose que, pour i =  1 ou 2 , le logarithme de la transformée de Laplace de 
f i \  H ’, est fini sur lRd et que l’hypothèse suivante est vérifiée (hypothèse liée à la 
présence de la discontinuité) :

H y p o th è s e  (Ho) ’ pour chaque i, {fi € IRd | (—1)V(/?) <  0} H supp fj.1 ^  0,

où supp fi% désigne le support de la probabilité /i*. Cette hypothèse consiste à dire 
que le support de chaque fx% contient un vecteur sortant strictem ent de P'. Elle per
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m et aux deux demi-espaces ouverts P 1 de communiquer.

On m ontre que, sous l’hypothèse que les logtransformées de Laplace H 1 et H 2 sont 
finies partout, l ’hypothèse (Ho) implique, pour chaque i :

{¡3 e  tr*  | (- i)V 03) < o} n int s { ^ 0,

où In t  S ‘ désigne l’intérieur de S * relatif à l’espace vectoriel engendré par S'.

N o ta t io n  1 .4 .3  On pose, pour ¡3 dans JRd de première coordonnée 7r(/?) nulle :

2 2 2 

£(/5) = inf { Y ,p ^ W )  I > '  = 1, E  P1?  = *{P) > 0, x(P) < 0 j
;—i ;—i :_i J

P 2

P 1
P2

P

P1

Pour un vecteur /3 de première coordonnée non nulle, on posef quand on a
(—l) J7r(/?) >  0 ; 

£(/?) = inf{p0L(/3°) + p V tf)  | p° + p = l, P°/3° + pp = P, *yP) = 0 }.

p 2

P 1

/32

P1

P°

P'
¿ = 2

L  est une fonction de coût m ix te  (faisant intervenir L 1 et L 2) correspondant au 
mélange des deux champs de vecteurs.

On a le résultat suivant (Dupuis/Ellis) :
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Si ( f i1) et ( p 2) sont deux champs de probabilités constants tels que (Ho) 
soit vérifiée et que, pour i — 1 ou 2 et a  dans lRd, f  e^°,ŷ p.' (dy) soit fini, 
alors, conditionnellement à Yo = yo, où yo appartient à P ° , la distribution 
de suit un principe de grandes déviations avec la fonction de coût L. On 
a donc, pour toute partie borélienne B  de IRd :

—L (B )  <  lim inf -  log Pyo (  —  G <  lim sup -  log Pyo ( —  € b ) < —L(B).
n—+ c o  n \ U  )  n — + c o  71 \  71 J

1.4.3 R etou r au cas général, conjectures sur les fonctions de 
coût et propriétés de ces fonctions

On revient au cas général de deux champs non constants (/î*) et (p2). Dans toute 
cette partie, on suppose que pour tout x , les logarithmes des transformées de Laplace 
H). et H 2 sont finis sur IRd. En s’inspirant des différents résultats rappelés jusqu’à 
présent, on cherche une fonction de coût perm ettant d ’écrire des inégalités de grandes 
déviations pour ('yT)T. On peut s’attendre à ce qu’intervienne la fonctionnelle A0,t 
définie de la façon suivante :

N o ta t io n  1 .4 .4  On a noté, pour x dans IRd, L \ et L 2 les transformées de Cramer 
des probabilités et p2. On pose, pour /? dans IRd :

• LU0)
LK fi) si ît(/3) <  0 

« * ( / ? ) >  0

3 3

J Z p x =  !» ' I Z p 'P* =  P i  T ( P l ) ̂  ° ^ ( P 2) <  0, 7t( p 1/31 -j- p 2/32) =  0 } (1.10) 
t=l t=l J

• e t

\ ( x ,p )  =
L %X(P) si i Ç P 1 
L X(P) si x  € P°

(1.11)

et on définit la fonctionnelle de cout Ao,t par :

N o ta t io n  1.4 .5 Pour tout chemin continu, ip de [0,T] dans IRd,

L'X ß ini
2

E
i ' = l

P
i L\ ß

li ' + p
3V.0 ß 3

A,0 ,T <P. J
T

0
A ¥>(*),¥> (<)) dt

■foo

si tp est absolument continu

sinon
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Remarques :
• la fonction de coût Lx sera utilisée pour x dans P° et sera intégrée le long des 
chemins. D ’après la remarque 1.4.9, on peut donc se contenter de retenir simplement 
la formule (1.12) ci-dessous.
• dans toute l’étude, les coefficients p% envisagés dans les décompositions de la forme 
/? =  53i=i P%P' sont toujours positifs (ils sont donc à valeurs dans [0,1] puisque leur 
somme vaut 1 : on regarde des combinaisons linéaires barycentriques).

Dans la suite de ce paragraphe, nous donnons l’interprétation de la fonction L x 
puis ses propriétés ainsi que celles de la fonctionnelle Ao.t*

I. I n te r p r é ta t io n  in tu itiv e  de  la  fo rm u le  du  co û t Lx

1. si tt(/?) =  0, Lx(f3) est calculé avec des combinaisons linéaires de deux termes 
en ¡31 et /?2. On a précisément :

quand vaut 0, L X(P) est égal à:

2 2 2 

i n f x y  =  i, =  p, t t o ? 1) >  o m P) <  o }
M = 1  1 =  1 1 = 1  J

(1.12)

En effet, si p3 est différent de 0, 7r(/?3) doit être nul, or L], est convexe. On 
peut donc écrire :

Ac/{ir(.)=0} =

Notre définition de Lx(/3) coïncide donc parfaitement avec la définition 1.4.3 
quand les champs de probabilités sont constants.

Si on enlève les contraintes 7r(/?1) >  0 et 7r(/?2) <  0 dans la formule (1.12) 
on obtient l ’expression de conv(L\., £ 2)(/?), la plus grande fonction convexe 
m inorant simultanément L \  et L x ; en effet, on a :

2 2 2

( a m v { L l L l ) m  =  inf{ E ^ Î O 5*) E î>' =  1. E p‘fi‘ =  /?} (1-13)
^ t=l i=l t=l J

On en déduit que L x est minoré par conv(L]., L x) sur (x(-) =  0}.

A c /{ i r ( . ) = 0 }  — c o n ^ ( £ l / { í r ( . ) > 0 } >  ^ x / { , r ( . ) < 0 } ) -
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La formule (1.12), donnant la valeur de L x(/3) pour 7r(/?) =  0, s’interprète 
de la façon suivante :
considérons la chaîne (5jtT)o<fc<n, avec Y j  appartenant à P ° ; on note r 1 la 
proportion d ’indices k de {0 ,...,n  — 1} tels que soit dans P° U P 1 et on 
pose r 2 =  1 — r 1. On appelle wl (respectivement w 2) la moyenne des termes 
l (Y k +1 — Yj[) tels que Y£ soit dans P° U P 1 (respectivement dans P 2), c’est- 
à-dire la moyenne des 'S.{Y^eP1uP°}Xl(Yk ) (respectivement ’S.{yrep2yX l(Y ^)) .  
Le vecteur w x est la vitesse moyenne du processus quand il est soumis au 
champ (¡¿x), sur l’intervalle de longueur [0 ,n r] . Pour Y£ proche de P°, on a 
pratiquem ent (—l)*7r(ti>*) <  0 (en effet, si Y£, Y£+1, ..., Y£+rn sont dans P* et 

Yk+m+1 dans -P3-’) ( - 1)‘7r(i M-m+i ~  Yk )  est négatif et ( - l ) ‘Tïr(u;*) est une 
moyenne de telles quantités, sauf éventuellement pour les derniers pas). On 
s’intéresse aux valeurs possibles de la vitesse moyenne globale du processus

y r _ y r r  .
sur un intervalle de longueur n r . Elle vaut "nr 0 =  YZf=ir%w%- Pour qu’elle 
soit égale à /?, quand n(f3) vaut 0, il est donc logique de considérer les décom
positions de /? sous la forme /? =  P%P% avec (—l)*7r(/?*) <  0. Pour n grand, 
l’opposé du logarithme de la probabilité d ’observer (rx,w x) =  (/>’,/?‘) vaut ap
proxim ativem ent n Y%=i pxL xx(/3x) (aux variations de la mesure près, sachant 
qu’elles sont petites pour n r  petit). La quantité px correspond au temps passé 
dans P ‘, le vecteur (3X à la moyenne de ceux des pas qui sont contrôlés par la 
loi fix . La formule donnant L X(P) correspond au minimum parmi toutes ces 
combinaisons.

2 . Pour f3 ren trant dans P x (c’est-à-dire (—l)*7r(/?) >  0 ), on regarde la décom
position de ¡3 la moins coûteuse en un vecteur parallèle à P°  et un vecteur 
ren tran t dans P*. Le coût correspondant est égal au barycentre des coits des 
deux vecteurs, pondéré par les coefficients de la décomposition (formule 1.10).

On constate que L x est partout minorée (au sens large) par conv(L \, L 2X). [DE] donne 
(pour des champs constants) des exemples où on a conv^L1, L2) <  L.

I I .  I n te r p r é ta t io n  d a n s  le cas de  ch am p s de  p ro b a b il i té s  c o n s ta n ts , à  su p 
p o r t  fin i

1 . Rappelons tout d ’abord quel est le coût associé à un seul champ constant de 
ce type. Considérons le champ de probabilités constant :

K

P = Y ^ P ^ k
Àr=l
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On sait que la transformée de Cramer de fi en /? vaut (voir par exemple [DZ], 
théorème 2.1.24) :

K JK fC
L(p)  =  inf{][3/?*log— P =  23/>*a*> Pk ^  0» 23/>* =  i } -  (1-14)

^¿=1 P k Jk=l k= 1 J

Cette expression correspond au minimum de l’information de Kullback, ou entropie 
relative, de E ÎL i Pk$-ak par rapport à fi pour fi — EjtLi Pk^k- M ontrons comment on 
la retrouve d ’un point de vue combinatoire en utilisant qu’on doit avoir (théorème 
de Cram er), si les X k  sont i.i.d. de loi ¡x :

L(fi) = -  lim - l o g p f X i + -  + X »
n-f+oo n \  n J

, ,x „ }  =  {ax,..., Qx,..., a/ f , est  égal à 

ni fois nK fois

C l'  c ; i ni . . . c i l  n  Pk1 = „  , n ! „  I n p"*- 
t=i r= i

Supposons que, pour chaque A:, —  converge vers une constante strictem ent positive
n

pk. On a  : log(n;t!) ~  n* log n k — n k +  0(log n k).

Alors log ( — j—------ ) ~  n log n — n* log n* =  — Y"' n* log — . On a donc
nTT-i  -• • .7 2 /f .  /  £ = 1  fc= l ^

i JK K

---- \ o g p ( { X u . . . ,Xn} =  {au . . ,ai , . . . ,aK, . . ,aK) )  ~  2 3 “ l ° g ““^ ~ ~n \  ' y -  ' ' -J- s j  k_^ n npk k_^ pk
n i  IO IS  n/c  lO lS

Pour avoir =  f i} on regarde toutes les décompositions de la forme
E*Li ^ ak =  P- On retrouve donc — ̂  log P(2Ci±^±2Gl ^  ^  L (P ), où £(/3) est 
donné par (1.14).

2. Calculons le coût m ixte correspondant aux deux champs constants

K  K '

/i1 = 23 P**«* et /z2 =  23
fc= l Jc rr i^ + l

Pour tt(/?) =  0, £(/?) vaut :
( K o K> I K K'

in f { 2 3 ^ log — + 23 i1 — p )p k fog—  \ P =  p J 2 p ^ ak + ( i  — p) 23 p ^ ,
^fc=i P k k= K + 1 P k I fc=i ^=jî:+i

K  K 1 K  JKf

¿ / >*= 23 = !» ° ^ p ^ 7rÎ23/>*a*) -  °> w (  23 pk^k)  < o}.
k = i  k = K + \  h = i  J Kk = K +1 y J

p X 1

X X
TL

IL
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Les coefficients pk sont toujours positifs. Sans les deux dernières conditions, on 
obtient l ’expression de conv(L l , L 2)(/3) qui est donc inférieur à L(j3). La quantité 
conv^L1, L 2)((3) peut s’écrire:

inf(]C />*loS— -------X) ^ l°g — ---------  P = X>JfcûJt, = i}>
W  PkT.k=iPk Pkj:k=K+iPk j J t = i  J

OU +  X  Pfelog.
°<p<i l fc=1 ppfc C1 ~  P)Pk

K ' K  K ‘

0 =Y1 Pkak, 5D />Jt =  />, P* =  1 ~  P
Jt=l fc=l fc=AT+l

On peut chercher à comparer cette dernière fonction à la transformée de Cramer
d’une mesure ayant en chaque a* une masse proportionnelle à p*. On constate que
la fonction conv(Lx, L 2) est plus grande que le minimum des transformées de Cramer
des probabilités //p =  Y%=i PPk$ak +  Z)ÎLa-+i(1 “  p)pjfc^afc, qui s’écrit inf L p avec,

0<p<l

pour /? dans IR4*, L p(fî) égal à

i n f { £ > * l o g - p -  +  £  pt l ° g .- *  P  =  £ /> * « * ,  X >  =  1
'‘Jk=l PPk k = K + 1 (1 Jfc=l fc=l

On a donc :

Le point de vue combinatoire ci-dessus a mis en évidence le lien entre la valeur de la 
fonction de coût L({3) et les combinaisons observables des vecteurs a*, appartenant 
au support de la mesure, dont la moyenne vaut /?. La différence entre les fonctions 
L  et info<P<i L p correspond, au niveau du processus, au fait de pouvoir ou non mé
langer les vecteurs a* des supports de fi1 et /z2. Pour le coût m ixte, l’ordre des a* 
conduisant à la  valeur de L(fî) est soumis à la contrainte physique “faire un pas i 
quand on est dans P 1” : on ne peut échanger entre eux les a* correspondant à des 
champs différents. De plus, tous les ordres des a* correspondant à un même champ 
ne sont pas observables, par exemple: une combinaison utilisant d ’abord tous les 
vecteurs qui font traverser P °, pour chacun des deux champs, est impossible, puis
qu’on ne peut plus ensuite observer de mélange des ajt restants, qui éloignent de 
P°. Ces contraintes sur l’ordre des a* se traduisent dans le calcul de L((3) en la 
contrainte géométrique (—l ) ‘7r(/?‘) <  0 dans la formule (1.12), contrainte qui est au
tom atiquem ent vérifiée quand Sx est inclus dans {7r(-) >  0} et S 2 dans {7r(-) <  0}. 
La fonction L  est alors égale à conv(L1, L 2) ; les vecteurs a* peuvent être observés 
dans n ’im porte quel ordre.

inf
0 < p < l

L p
< conv L i L 2 < L
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I I I .  P ro p r ié té s  d e  la  fo n c tio n  de co û t Lx 

P ro p o s itio n  1 .4 .6

On considère des champs de probabilités (p \) et (p%) tels que pour tout x, les 
logarithmes des transformées de Laplace H \ et Hx sont finis sur JRd. Alors, 
la fonction de coût L x vérifie :
(t) Pour tout x et tout ¡3 de JRd, on a coni>(L*, Lx)(f3) <  Lx (/3).

Si =  0, on a Lx{p) < L\{p) A L’ (/3).
Si ( - 1  )’V(/3) > 0, on a L x{/3) < Ux(!3).

(zi) Dès que L x(/3) est fini, la borne inférieure dans la définition (1.10) de 
L x(/3) est atteinte.

(iii) L ’application Lx est s.c.i. sur IRd et convexe sur {/3|tt(/?) <  0} et sur

{/?k(Æ) > 0}.

Démonstration :

(t) a été vu.

(zi) Comme dans la démonstration du théorème 1.3.3, le fait que (LXY  soit finie 
perm et de faire le même raisonnement que si Sx était compact. Supposons 
Lx(/3) fini et considérons (p'n, (3%n) tel que ]Ci=i Ph^xifth) 5: Lx(/3)+ l et vérifiant 
les conditions apparaissant dans (1.12). Chaque suite (/o^) adm et une valeur 
d’adhérence px. Si px est non nul, (Ph) admet une valeur d ’adhérence J3X (puisque 
les ensembles {Lx(‘) <  1} sont compacts). On a alors : ¡3 =  X^ipi^o PXPX- D’autre 
part,

E  p‘VÀP) < Jim < £.05),
l|p*̂ éO *—1

donc L x{0) est égal à £ i |p.y0 />*/£(£*’).

De même, si ( - 1)‘V(/?) >  0, L x(/3) s’écrit Y ,  P* +  P ^U # * )-
t—î

(i i i) La semi-continuité et la convexité peuvent se démontrer en écrivant L x sous 
la forme de la conjuguée d ’une fonction (cf ci-dessous). On peut également 
m ontrer directement ces propriétés. Montrons tout d ’abord la semi-continuité. 
On considère une suite (/?„) convergeant vers un vecteur P donné, dans lRd. 
La quantité L x(pn) s’écrit £ ?=1 p ^ L ^ fa )  +  p*nL°x(Pl). La suite (/£,/%  ; i =  
1,2,3, n  €  1N) est à valeurs dans un compact donc adm et une valeur d ’ad
hérence (/>’,/?*) (dans le cas où Sx est compact, sinon considérer d ’abord /?*, 
une valeur d ’adhérence de (/>„), et discuter à nouveau suivant que px est nul
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ou pas). On a:

3 3

5 3 p* =  1, ^ p ' P '  = P, 7T(/?a) > 0, 7v(p2) < 0  et w(p1p 1 +  p2p 2) =  0,
i —X ¿=1

donc :

L . ( 0 )  <  X > ' ' 4 ( / ? ' )  +  p’ L X /3*) .  
t=l

Les applications L x et L2 sont s.c.i.. D’autre part, si tt(P) est non nul, ir(/53) 
est également non nul et Lx est alors s.c.i. en P3. Dans ce cas, on a bien :

£ .(/») < J im  +  p l L l t â ) .
1 = 1

Si ir(P) est égal à 0, deux cas sont à envisager :

— soit p3 vaut 0 ; alors, comme £ î= i p%P% est égal à /?, on a :

< X > ,'4(/?i) < E ^ 4 ( Æ )  < Jim + P*£S(/d-
t'=l t'=l Ll=l J

— si p3 n ’est pas égal à 0, c’est tt(/?3) qui est nul. On a alors :

{Ll A L 2X){P3) < J m ^ L Qx{p3n).

Si, par exemple (L). A L l) (P 3) vaut L 2x(p3), puisque 7r(^ ; f f l 3) < 0 et pl p l +  

(P2 +  PZ) ^ p ^ / ~  — P y on a:

LJifi) <  p ' i l i n  +  (P2 +

En utilisant la convexité de L\> on en déduit :

Ljfi) < e  p ^ u n +p*l i({i3). 
i=i

Donc, on a encore

LX(P) < Jim + pILUPD) ,
1=1 J

ce qui prouve la semi-continuité de Lx .

A cause du term e p3L x(P3), L x n ’est pas nécessairement convexe. Par exemple

Lx(ß) < lim E t ó t ó )  + PlLlißl) ,

’p*B* +  p^ß-3

P 2 +  P z

*(/?) s „üs'izwÄß-j+pimßii-

L X ß \

.2 P.3'
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son domaine (ensemble des points où elle est finie) n ’est pas convexe dans le 
cas suivant :

SI d o m L x

{P\*(P) = 0}

SI

En revanche, L x est convexe sur chaque {(—l) J7r(-) >  0}, j  =  1, 2 . Là encore, 
l’écriture sous forme de la conjuguée d’une fonction, ci-dessous, donne cette 
propriété mais on peut écrire une démonstration directe proche de celle de 
la semi-continuité. En effet, d ’après la convexité de L{.y pour tou t p  tel que 
{(— 1VV(/?) >  0}, L X(P) s’écrit:

inf {¿p-'IiC/J') +  p3Li(P*)
M = 1

p* = p'P' = Pi 7r(^ 1) ^  °> 7r(^ 2) ^  °> 7r(/)V 1 +  p2P7) =  o 
t = l  i = l

On utilise alors la convexité de L x, Lx et celle des ensembles {p \7r(p) <  0} et 
{/?|7r(/?) >  0}. La proposition 1.4.6 est donc prouvée. □

Remarquons que, contrairement à L x et L x, Lx n ’est pas nécessairement strictem ent 
convexe sur {P\ir(P) =  0}. Par exemple, si 7r(m*) =  x(m%) = 0, Lx est constam ment 
nulle sur le segment constitué des bary centres de m \  et m x.

N o ta t io n  1 .4 .7  Si  {-A,-} est un ensemble de parties de IRd, on note C onv{A i} l ’en
veloppe convexe de l ’ensemble des A,-.

Le domaine de L x/{p\„(p)=o} est l ’intersection de l’ensemble {P\tt(P) — 0} avec 

Conv^idornL].) H {P\tt(P) > 0},(domL%.) H {/?|7r(/?) <  0} | .

Le domaine de ¿x/{/3|7r(/3)<o} (respectivement XI /{/j|7r(/3)>o}) est l’enveloppe convexe de 
domLx/{p\^p)-oy et de (domL1x)C[{P\'K(P) <  0} (respectivement (d o m L l) Ç\{P\tc(P) > 
0}).
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Nous poursuivons l’étude des propriétés de Lx en donnant son écriture sous forme de 
la conjuguée d’une fonction et en discutant sa valeur selon la position des supports 
des probabilités fix par rapport à la frontière.

Les rappels d ’analyse convexe du paragraphe 1.3 perm ettent, toujours en supposant 
Hx et H 2 finies sur IR“*, d ’écrire L x sous la forme de la conjuguée d ’une fonction (cf 
[DE]) :

T h é o rè m e  1.4.8

On considère des champs de probabilités (fix) et (fx2) tels que pour tout x, 
les logarithmes des transformées de Laplace Hx et H 2 soient finis sur IRd. 
Alors, sur Vensemble {fi\Tc(fi) =  0}, la fonction L x est égale à la conjuguée 
de la fonction m a x {H £ ,H 2}, où on a posé Hx(a) =   ̂ inf^ H x(a — tui).

Démonstration : sur Î 7r(-) =  0}, Lx est la convexifiée des applications / 1 et f 2 où:

/'■(« =
L'Z(P) si (—1 )V(/3) <  0
+oo smon

Pour chaque i, /* est convexe et s.c.i. (car {/?|(—l) l7r(/?) <  0} est fermé), avec 
( / ‘)* ^  ( ¿ i ) ’ , donc ( f 1)* finie sur IRd. On peut donc appliquer le théorème 1.3.3 à 
f 1 et f 2. On en déduit que, sur {7r(-) =  0}, on a:

L* =  ( m ax{(f 'y ,  ( f 2)'} ) \

Calculons la transformée de Legendre de /* : on note U\ le vecteur (1, 0 ,..., 0). On 
a, pour a  dans lRd :

( / ’)*(<*) =  SUP \(a>P) -  Li(P)]-
/ ? , ( - i )*V03)<o L J

Or inf H '(a  — tu i ) =  inf sup[(o: — tu i t fi) — L‘ (/?)l
(—l)*i>0 xV '  (—l)*t>0 0 L J

=  Ŝ P [(<*, P) -  Ï X{P) -  i  ( - l)V (Æ )] •

Si (—l ) l7r(/?) >  0, la quantité — t (—l)*7r(/9) tend vers —oo quand t tend vers -foo. On 
peut donc se limiter aux fi tels que (—l)*7r(/?) <  0 . Mais alors, inf[—¿(—l)*7r(/?)] vaut

0. On a donc inf H l(a  — itii) =  ( / ’)'* (a). On en déduit que, sur sur l’ensemble (-i)*t>o v / w / \ /

{fi\ir(fi) =  0}, Lx est égal à (m a x {H ly H 2})* , d ’où le théorème. □
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Pour tt(/3) =  0, L x(fi) s’écrit donc:

L x(0) =  sup J(a, ¡3) -  max^HKcx), .

Remarquons que cette écriture fournit une nouvelle démonstration du fait que Lx 
est s.c.i. et convexe sur {7r(-) =  0}. Elle permet également de constater que la 
différence entre conv(Lx, L2) et Lx sur l’ensemble {/?|7r(/3) =  0} provient de l’écart 
entre m ax{H x, H 2} et m a x { H l,H 2}. En effet, d ’après le théorème 1.3.3, on a:

conv(L l,L l)  =  (max{Hl, H l})*.

Sur l’ensemble {fî\{—l ) ‘7r(/?) > 0} , Lx est la convexifiée des applications Lx/{p^p)=o} 
et Lx qui vérifient les hypothèses du théorème 1.3.3. Elle s’écrit donc, d’après le 
théorème 1.4.8 :

L x =  m ax  ̂ (rnaxi^Hl, H 2 Æ } ]  » sur {^l(” 1)*’,r(^) ^  °}-

Cette écriture fournit une nouvelle démonstration du fait que Lx est s.c.i. et convexe 
sur {/?!(—1)*V(/?) >  0}.

Etudions plus précisément Lx, en fonction de la position des ensembles S'x par rap
port à la frontière (par rapport à {/?|7r(/?) =  0} exactement) :

E x em p le  1 Si, pour un x  fixé et pour un i égal à 1 ou 2, Sx est inclus dans 
{/31 (—l)*7r(/?) >  0} (vecteurs strictement rentrants dans P*), alors L x est 
égal à L x~* sur {¡3 \ 7r(/5) =  0}. Si cette condition est vérifiée dans une région 
de IR^, il n ’y a pas d’oscillations possibles autour de la frontière dans cette ré
gion : une fois que le processus est dans P x, il ne peut retraverser la frontière. 
Le processus va pouvoir suivre la frontière seulement en restant dans P 3-*. Si 
la condition Sx C {/3| (—l)*7r(/?) > 0} est vérifiée pour chaque i, le processus 
ne reste pas au voisinage de la frontière P°.

Cela amènera à discuter suivant que l’hypothèse

pour chaque i, {/? € JRd | (—l)*7r(/?) < 0}  n  S i  ^  0 

est vérifiée ou non. Il s’agit de l’hypothèse Ho{x) du paragraphe 1.4.2.
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E x em p le  2 Si, pour un i, S'x est inclus dans {f3\ (—l) ‘7r(/?) <  0}, alors Lx est égal 
à conv(L l^L l)  sur {/3\ tt(¡3) = 0}.
Si cela est vérifié dans une région de IR“*, on verra dans le paragraphe sui
vant que la partie majoration des inégalités de grandes déviations est alors 
déjà prouvée. Par contre, on ne peut rien dire à ce stade sur la minoration 
(un exemple est toutefois traité dans [DIS] : la majoration et la minoration 
sont obtenues, en utilisant la théorie des solutions de viscosité aux équations 
d’Hamilton-Jacobi, et non des méthodes probabilistes).

E x em p le  3 Dans le cas de la dimension 1 (d =  1), P° est réduit à {0}. Suivant le 
signe de m l0, la frontière peut être stable ou instable:
— si (—l) ’mô < 0, pour i =  1 ou 2, Lq(P) vaut 0 si et seulement si /? est égal 
à 0 ([DE] montre de plus que dans ce cas on a conv(L].,Lx) = Lx et précise 
que ce résultat ne se généralise pas à une dimension quelconque, mais nous 
ne nous intéressons qu’aux vecteurs parallèles à P°, cf remarque 1.4.9). Si les 
applications x t-* m x sont continues, pour x dans un voisinage de 0, on a encore 
(—l)*mîcr <  0. Dans tout ce voisinage, le processus a tendance à revenir vers 
la frontière {0} (en effet, la fonction Lx((3) est minimale au point m x1 vecteur 
qui ramène vers la frontière).
— si (—l^mQ > 0, pour i =  1 ou 2, £ x(0) est égal au minimum de £¿(0) et 
L q(0), donc est strictement positif. Pour x  dans P \  L xx est minimale pour des 
vecteurs qui éloignent de P°. Au voisinage de 0, dans chaque demi-espace, le 
processus a tendance à s’éloigner de l’origine.

La suite de notre étude perm ettra de préciser ces résultats.

Pour terminer l’étude de LX1 nous souhaitons savoir si, dans l’expression (1.12) don
nant Lx(/3) pour 7r(/?) =  0, le minimum est souvent réalisé avec des inégalités strictes 
^(y?1) >  0 et ?r(/?2) <  0. Supposons que pour /? donné, conv(Lx , Lx)(/3) soit stric
tem ent inférieur à Lx(/3). Nous allons montrer qu’alors, si Lx (/3) est fini, il s’écrit 
nécessairement ]Ç?=1 avec 7r(/?*) =  0 (c’est-à-dire que le minimum donnant
la valeur de Lx(/3) est atteint avec des vecteurs parallèles à P°).

2 2 

La quantité conv(Lx , Lx)(/3) s’écrit avec ¡3 =  ¡3' et (—l) ’7r(/?') > 0
»=1 »=1 

(pour avoir conv(Lx , Lx)(f3) < Lx(/3)). Supposons:

L x 6)
2

E
¿=1

P
i L i

X P avec P

2

E
t= l

pí
ß

i et t
7T fi

■i < o.
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Si un des 7r()0,‘) est nul, l ’autre l’est aussi et on a le résultat. Sinon, p1 est
strictement négatif et p17r(/?/X) strictement positif donc il existe 6 non nul tel que 
7r(6p1/3l +  (1 — 0)pn/3n ) =  0. Alors ir($p2P2 -f (1 — 6)pl2{312) vaut 0. On pose

s, _  Op'F +  (1 ~  W P *  
6p* +  (1  — 0)p'i

Alors 'ïï(P') vaut 0 et on a:
2 2 2 

E(V  + (1 - e ) A ( i : =  O Y , ? ?  + (1 -  = P-
i= l  V '  V=l t = l

Ôn

P1

P

f i 1

0 2

On en déduit que Lx(f3) est inférieur à ^ (ôpl -f (1 — 6)p>%S\L xx0 l) donc à:
t=i '  '

e ¿; p‘L i (0‘) + (i -  e) E  /4(/J")
1 = 1 Î=1

=  6 conv(Ll., Ll)((3) -f (1 — 9)LX({3) < Lx(/3) , ce qui est absurde

Cela prouve que dans ce cas, on a :

Lx(0) = conv(L l/M .)=0y ,L l /M .)=0})(P). (1.15)

Dans le chapitre 3, nous serons gênés pax les vecteurs pour lesquels L x est atteint 
avec des vecteurs parallèles à P°. Nous constatons sur cet exemple que cette situa
tion n ’est pas rare.

IV. P ropriétés de la fonctionnelle de coût À0,r

Dans la notation 1.4.5, on a définit Ào,r de la façon suivante en un chemin (p 
absolument continu de [0, T] dans lRd :

^(t)(v ?/(*))ïW )e/’i +  ■£'v>(î)(v3/(î ))Iv>(<)6P0)  dtA o , r ( v > ) = /  ( E £ Ì m (v>'(0)I*(06P<
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Le coût mixte L.(-) intervient dans cette formule seulement en les t tels que ip(t) 
appartient à P°. Ce coût est défini sur les vecteurs parallèles à la frontière comme 
une fontion convexe et s.c.i. (formule (1.12)). La remarque suivante permet de se 
limiter à cette formule :

R e m a rq u e  1.4.9 Si ip est un chemin absolument continu, la mesure de Lebesgue 
de l ’ensemble des t tels que <£>(£) appartient à P° et 7r(9?'(t)) ^  0 est nulle. Donc, 
dans le calcul de Ào.t, le coût mixte Lx n’intervient que sur des vecteurs parallèles à 
P°. Ainsi, on pourrait se contenter de le définir sur l ’ensemble {7r(-) =  0}, ensemble 
où il est convexe. On ne devrait donc pas véritablement être confronté au défaut de 
convexité souligné dans la démonstration de la proposition 1.4.6, contrairement à 
ce qui se produit dans [DE] où l ’on regarde les vitesses moyennes, sans intégrer la 
fonction Lx .

En fait, nous n ’utiliserons cette fonctionnelle que sur des chemins suffisamment ré
guliers au voisinage de la frontière, précisément ceux qui changent un nombre fini de 
fois d ’ensemble P \  Le coût est, pour un tel chemin (¿>, l’intégrale de t h-* 
quand ip est dans P ‘, avec i ■=£ 0, et l’intégrale de t (t)) quand (p suit P°.
On constate que L x ne sera effectivement utilisé que sur des vecteurs parallèles à P°. 
Pour les autres chemins, les fonctionnelles de coût utilisées seront calculées comme 
limite de coût de chemins approximants ayant cette régularité.

Nous nous intéressons à d’éventuelles propriétés de semi-continuité de Aq,t • Le théo
rème 3, paragraphe 9.1.4 de [IT] permet de montrer que certaines fonctionnelles sont 
semi-continues inférieurement. Précisément, adapté aux fonctionnelles de la forme

rr*
V7 So tp'ifï) dt, il conduit au résultat suivant:

T h éo rèm e  1.4.10

Soit f  : lRd X M d —> [0,-foo], mesurable, s.c.i., telle que, pour tout x, f ( x , •) 
soit convexe et f(x ,-)*  finie sur JRd. On suppose de plus qu’il existe une 
fonction h de IRd dans [0, +oo] telle que h* soit finie sur lRd et telle que, 
pour tout x  de JRd, on ait :

/(*>’) > h.
fTAlors l ’application (py-+ f ( ip(t)iipl(t)) dt est s.c.i. sur l ’ensemble des che-

J  0

mins absolument continus de [0, T] dans IRd muni de la topologie de la conver
gence uniforme.

En appliquant par exemple ce résultat à l’application L*, on en déduit le théorème 
suivant :
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T h éo rè m e  1.4.11

On suppose que le champ de probabilités (jixx) vérifie les hypothèses (H C ) et 
(HA) et que les Sx sont compacts. Pour tout chemin continu, ip, de [0,T] 
dans M d, on pose

Ao,t (v ) —
f T/ ^ ^ ( ip ' ( t ) )  dt si <p est absolument continu

J  0

4-co sinon

La fonctionnelle de coût AX0T ainsi définie est s.c.i. sur CfOjT], l ’ensemble 
des chemins continus sur [0,T].

Démonstration : soit <p un chemin continu sur [0, T] et <pn une suite de C7[0, T] conver
geant vers (p. On veut montrer AqT(^) <  lim inf Ax0 T((pn). Il suffit de considérer le

* n— *

cas où lim inf Aï, ri'fn)  est fini. Dans ce cas, ip est nécessairement absolument conti-
n —►-foo  1

nue ([AR] 4.3) et toutes les applications <pn, et donc y?, sont à valeurs dans un même 
compact ZY, d ’après les hypothèses. Quitte à remplacer Lx((3) par +oo si x  n ’ap
partient pas à £/, on peut se contenter de montrer que L1 vérifie les hypothèses du 
théorème 1.4.10 pour x  variant dans U.

Posons M  =  max {|/?|, P G Sx, x  G U, i =  1 ou 2}. Pour x  dans U ei a  dans IRd, 

H xx(a) est majoré par log j  e ^ Mfix(dy) donc par y(or) =  M|o:|. On en déduit que

L x est minoré par g*. Or g**, c’est-à-dire g, est finie sur IRd. Les autres hypothèses 
sont immédiatement vérifiées (cf théorème 1.2.7 pour la s.c.i. de L x). Le théorème 
1.4.10 prouve alors que AX0 T est s.c.i. en (p. □

Remarquons qu’il existe, sous les hypothèses (H), une démonstration directe dans 
[AR], n ’utilisant pas le théorème 1.4.10 ; elle est basée sur les mêmes éléments que 
le résultat plus général conduisant au théorème 1.4.10 dans [IT].

Ce résultat ne semble malheureusement pas pouvoir s’étendre à l’application A o,t  

cax les hypothèses de convexité et de semi-continuité sont perdues au voisinage de 
la frontière. On ne peut pas non plus montrer ainsi la s.c.i. éventuelle de l’applica
tion <p h* Jq h’L i<p(t)(lp ,(t))dt (à nouveau, problème de la s.c.i. de hL ix, convexifiée 
d ’un nombre infini de fonctions). On peut seulement en déduire que l’application 
ip »-+ sup{i?j, | y € B(ip(t),h)}  ]̂ (é/?/(î)) dt est s.c.i. ; cette propriété est utilisée 
dans [DEW] (la fonction [ sup{iïy | y G B (x ,h )}  ]* est la convexifiée de hLx ] elle 
est inférieure à hL x, avec égalité si et seulement si hLx est s.c.i.).



Chapitre 1 51

Cependant on peut montrer ainsi que Ao,r est s.c.i. sur l’ensemble des chemins abso
lument continus qui sont tous à valeurs dans un même -P* :

il suffit de montrer que Ao,r est s.c.i. sur l’ensemble des chemins absolument continus 
tracés sur P°. Pour cela, on utilise que, pour x  (E P°, Lx est convexe et s.c.i. sur 
l ’ensemble des vecteurs parallèles à P°. De plus on a, sur cet ensemble:

Lx = ( m a x { H l ,H l } y

donc (L x)* finie (inférieure à m ax{H l, H£} et H {x est fini dès que H'x l’est) et, pour 
x  dans Lx >  g*, comme ci-dessus. On utilise alors à nouveau le théorème 1.4.10.

1 .4 .4  L im ites de l’utilisation d ’estim ations antérieures à ce 
travail

Des résultats de grandes déviations concernant les processus d’apprentissage lent 
à statistiques discontinues le long d’un hyperplan peuvent être obtenus en utilisant 
les estimations établies par [Du88] et [DEW] ; nous allons montrer qu’en général, 
compte-tenu de la fonction de coût que nous conjecturons (paragraphe 1.4.3), ces 
estimations ne suffisent pas à obtenir les résultats souhaités ici.

1 . Les résultats proposés par [Du88] ont été rappelés dans le paragraphe 1.1.2 . Pour 
obtenir l’hypothèse (A2) de [Du88], on cherche une fonction réelle H(x,oc), convexe 
en or, vérifiant :

pour tous x  dans IR^ et 7  >  0, il existe 6 > 0 tel que, pour toute suite (y*) de 
B (x ,  6) (boule de centre x  et rayon <5) et pour tout a  de JRd, on ait :

lim  sup — log 1E ( exp /o:, ^  JD I {yfc€P'i}^Jt(y*))') <  H (x ,  or) +  7(1 +  \a\)
n—►+°° 71 \  \ t =:1 / /

Le membre de gauche de cette inégalité est majoré par E i= i n 
(où P n =  P 1 IJ P° et P'2 =  P 2) mais on cherche un m ajorant indépendant de la 
suite (yjfc) (puisque l’on veut l’utiliser pour (y*) =  (5̂ T), cela revient, avec des hy
pothèses de continuité sur les H *, à chercher une expression déterministe majorant 
E L  1 r*fC( a*) où r* est une variable aléatoire correspondant à la proportion de pas 
soumis au champ i ). La seule façon d’obtenir une telle inégalité dans notre cas est, 
si l ’on se réfère à la démonstration du lemme 2.1.1, de prendre, pour H(x, •), la 
fonction m a x{H l,  H 2} qui est effectivement convexe.

JZUi t  22k
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Quand l’hypothèse (A2) est vérifiée, on obtient une majoration de grande dévia
tion utilisant comme fonction de coût l’intégrale de «/(*,*) le long des chemins, où 
«7(x, •) est la transformée de Legendre de max{üf.J, H 2}  ̂ c’est-à-dire conv(L\., L 2). 
Or, pour obtenir le coût Lx cherché, il aurait fallu écrire (A2) avec H  (x, oc) égal 
à max{H*{ct)iH*{ct)} dont la transformée de Legendre est bien L xy au moins sur 
{7r(-) =  0} (paragraphe précédent). Le résultat de Dupuis et Ellis est donc insuffi
samment précis pour nous, sauf bien sûr lorsque, pour tout x, conv(L]., L 2) et Lx 
coïncident.

Le remplacement de m a x {H l,  H 2} par m a x { H l ,H 2} traduit, tout comme la pré
sence des conditions ( —l ) ’7r(/?‘) <  0 dans le coût, la contrainte physique “ faire un 
pas de type i quand on est dans P 1 ” . Pour pouvoir majorer par max{H*(a), H 2(a)}, 
il faudrait pouvoir traduire cette contrainte sur les pas ; elle apparaîtrait ainsi dans 
le term e de gauche de l’hypothèse (A2).

En fait, conv(L\, L 2) est probablement la plus petite fonction convexe perm ettant 
d ’écrire l’inégalité de m ajoration des grandes déviations.

Pour obtenir l’hypothèse (A.3), la fonction convexe en a  cherchée, H (x ,a ) ,  doit 
vérifier au moins :

lirn^nf i-log  1E ^ exp ^ a , ^  °0 — Cjc&(M +  1)

Ici, on ne peut obtenir cette inégalité qu’en prenant, pour H (x ,  •), la fonction convexi- 
fiée de m in  {H]., H 2} car elle doit être convexe et inférieure à cette fonction. Sa 
conjuguée est alors plus grande que L 1 V L 2, conjuguée de m in{H ^, H 2}. Ce coût 
est très éloigné du coût L x que nous voulons obtenir.

2. Dans [DEW] (paragraphe 4), on considère un processus d’apprentissage lent 
comme dans la définition 1.1.1, sans aucune hypothèse de continuité sur le champ de 
probabilités (/**)• Ou s’intéresse seulement à des résultats de majoration. On pose

A (x,a) =  lim inf sup Hy(a ),
* - °  v6R(x,6)

on prend /(x, •) égale à la transformée de Legendre de h(x, •) et on pose, pour tp 
absolument continue avec <p(0) =  x :

I x ( < p ) =  [  I ( < p ( t ) , i p ' ( t ) )  d t .
J o

exp ( a, X'k{yk) ) > H{x, oc) -  Cx¿(M 4- 1)
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Si (p n ’est pas absolument continue, on prend encore Ix(<p) égal à + 00. On a le 
résultat suivant, en prenant ipr comme dans (1.2) :

T h é o rè m e  1.4.12 ([DEW\)

On considère un processus d ’apprentissage lent, {(y^k)keliv}> assoc^é à un 
champ de probabilités ((¿x). On note Hx la log-Laplace de fix et on suppose 
qu’il existe une application h finie sur 1R+ telle que pour tous x , a  dans 
IRd, on ait Hx(a ) <  /t(|o:|). Alors, pour tout compact K, et tout fermé G 
de C[0, T], on a, uniformément en yo de fC :

lim sup r  log Pyo (ipT e  G) < — inf I yo(<f)
t -* 0

Remarquons que l’hypothèse Hx(cx) < /i(|o:|) pour tous x , a  permet d’utiliser 
le théorème 1.4.10 pour montrer que la fonctionnelle Ix est s.c.i. (puisque l’on a 
*(*.•) >  [/i(| • |)]*). Pour les processus d’apprentissage lent à statistiques disconti
nues le long d’un hyperplan que nous considérons, en supposant les probabilités à 
support compact, cette hypothèse est vérifiée pour x  dans un compact, ce qui est 
suffisant. On a:

H(x a) = lo e  f  c^ 'y<1u (dv) ~  {  s‘ ^  €  P 1 U -P0
( “ 1 \  H l(a )  si * €  P 1

Pour x  dans P °, la fonction l(x , •) vérifie sur l’ensemble {/3|7r(/3) =  0} :

Kx >') =  =  co n v(L l,L l) .

De nouveau, le résultat est insuffisant pour obtenir la m ajoration précise cherchée 
ici et l’amélioration à apporter consiste à remplacer, dans le calcul du coût le long 
des chemins, conv(Lx, L x) par Lx pour les vitesses parallèles à la frontière.

1.5 Conclusion, bilan des hypothèses faites sur le 
modèle

Nous exposons dans cette partie les hypothèses précises faites sur le modèle. 
Dans toute l’étude, on considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques 
discontinues le long de l’hyperplan P°, associé à des champs de probabilités (/¿x) et 
(fJ.x) (définition 1.4.1). Suivant l’inégalité de grandes déviations cherchée, on envisage 
deux séries d ’hypothèses sur ces champs de probabilités :

( ( * , • ) =  (maxim. H i } ) '  :
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H y p o th è se s  (H m a j)  :

Pour chaque i, le champ de probabilités (fi*x) vérifie:

(H 2) l’enveloppe convexe fermée du support de (jl̂ , Sx, est compacte et 
d ’intérieur non vide

(H C ) V* € Et'1, V7  >  0 ,35 >  0 tel que, si \x -  y| <  S, Va 6  fft/',

|ÆÎ(<*) -  i f j ( a ) | <  7|or|

D’autre part, on a

(H 4) il existe h > 0 tel que, pour tout T  > 0 et tout compact /C, il existe 
un compact contenant tous les y>([0,T]), dès que ip est un chemin tel 
que ¥>(0) appartient à K. et qui est tangent au champ de convexes égal 
à S'x si x G (P ')~h et C o n v (S l ,S l) si x € (P °)/l.

H y p o th è s e s  (H m in )  :

Pour chaque i , le champ de probabilités (//*) vérifie:

(H 2) l’enveloppe convexe fermée du support de ¡ix , Sx , est compacte et d ’in
térieur non vide

(H C ) Vx €  IRd, Vy >  0 , >  0 tel que, si |a: — y| <  6, Va € IRd,

l-Hj(or) -  ÆjO*)| <  7 |a |

O
(i) (x,/3) 1—► VZ£(/?) est continue sur Sx

d 2H*
(ü )  Va € IR**, V 1 <  A: < dy x  t-* —,*(a) est continue.

ÔOCk

D ’autre part, on a:

(H 4) il existe h >  0 tel que, pour tout T  > 0 et tout compact /C, il existe 
un compact contenant tous les <£>([0,T]), dès que (p est un chemin tel 
que <,£>(0) appartient à K  et qui est tangent au champ de convexes égal 
k S i  si x  G (P i)~h et C o n v (S l ,S 2x) si a: € (P°)h.
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Par convention, quand on considère un seul champ de probabilités (fix), on dit qu’il 
vérifie les hypothèses (Hmaj) (ou (Hmin)) quand les premières de ces hypothèses 
sont vérifiées tandis que (H4) est vraie pour ce seul champ, c’est-à-dire dans son 
énoncé du paragraphe 1.1.1, ce qui revient à l’hypothèse globale (H4) ci-dessus, 
considérée pour deux champs égaux à (fix). Il n ’est pas certain que cette hypothèse 
globale soit une conséquence de (H4) pour chacun des deux champs.

Rappelons que (HC) implique que l’application x t—* S'x est continue (c’est-à-dire 
(H3) pour le champ {fJ-x))~ Les trajectoires du processus (</?T) que nous allons étudier 
ont leur origine dans un compact K, donné, et nous les étudions pendant une durée 
finie T. Elles sont tangentes, pour h convenable, au champ de convexes apparaissant 
dans l’hypothèse (H4). Cette hypothèse implique, d ’après (H3), que:

à tout compact fC de IR4*, et tout réel T  > 0, on peut associer un 
compact U contenant un voisinage de ^/[o.r] Pour tout r  >  0 et tout 
Yq dans K  (et des chemins d ’origine dans K, et tangents au champ de 
convexes cité dans (H4)) et un réel M  tel que, pour tous x £ IÀ et 
/? G Sx, avec t =  1 ou 2, on ait : \(3\ < M .

(1.16)

On utilisera, de plus, pour obtenir certains résultats, l ’hypothèse suivante :
(H L ip ) : V/C compact de IR^, 3Cfc tel que Vx, y G AT, Va € IRd, Vz =  1,2,

| l Î ( a ) - f i Î ( a ) |< C x : | * - y |H .

Comparons ces hypothèses à celle de [Du88] et [AR]. Les hypothèses (Hmaj) im
pliquent (A l), sur un compact contenant un voisinage des trajectoires d ’origine 
dans un compact, et (A2). L’hypothèse (HLip) implique (A3). A l’inverse, d’après 
le théorème 1.2.8, les hypothèses (Hmaj) et (Hmin) (sauf éventuellement (H4)) sont 
impliquées par les hypothèses (H) de [AR] pour chacun des deux champs de proba
bilités {fix)- En particulier, (i) et (ii) sont des conséquences de (Hl) dès que (H2) est 
vraie (théorème 1.2.11 ; rappelons que (Hl) est la continuité de l’application x nxx 
et (H3) celle de x t—» S'x).

Pour obtenir l ’inégalité de majoration, nous nous inspirons des méthodes de [AR], 
mais comme dans [Du88], l’hypothèse (HC) suffit ((HLip) n ’est pas nécessaire). En 
revanche, pax rapport à [Du88], nous conservons l’hypothèse que les S'x sont d ’in
térieur non vide (on peut s’y ramener dans un cadre plus général en se plaçant sur 
des ouverts où la dimension de l’espace engendré par chaque Sx est constante en 
x). Pour l’inégalité de minoration, l’hypothèse (HLip) servira seulement à montrer
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une égalité du type de Arég =  A dans [AR]. Enfin, toutes ces propriétés pourront 
être envisagées seulement sur une partie de IRd, par exemple un ouvert contenant 
les trajectoires.

H y p o th è s e s  liées à la  p résen ce  d ’une f ro n tiè re  de  d isc o n tin u ité  d u  ch a m p  
de p ro b a b il i té s
Les hypothèses précédentes, sauf (H4), portent sur chacun des deux champs de 
probabilités et seraient les mêmes en l’absence de la frontière. Cependant, le com
portem ent du processus au voisinage de P° dépend fortement de la position des 
supports des probabilités par rapport à l’hyperplan vectoriel direction de P°. Ainsi, 
on peut distinguer deux modes selon que chaque support Sx, pour x  sur P°, contient 
des vecteurs strictem ent rentrants dans P 3-* ou non. Nous énonçons alors une hypo
thèse, analogue à celle de [DE], perm ettant aux deux demi-espaces de communiquer 
(cette hypothèse est à considérer seulement pour les x  voisins de P°).

Pour x  dans IR^, on note H o(i) l’hypothèse

pour chaque i, {0  G IR4* | (—l)*7r(/?) < 0 }  H Sx ^  0.

Le premier mode de comportement du processus, au voisinage d’un point x  de jP°, 
correspond au cas où Ho(x) est vérifiée. Il y a alors mélange des deux champs de pro
babilités (oscillation du processus entre les deux demi-espaces). Nous montrons dans 
les chapitres qui suivent que c’est seulement dans ce cas qu’apparaît une fonction
nelle de coût mixte, différente de À1 ou A2, dans les résultats de grandes déviations.

Dans le second mode, obtenu quand H0(x) est fausse, localement, le processus tra 
verse au plus une fois P°. Seules les fonctions L \  et Lx interviennent dans les résultats 
de grandes déviations et non le coût mixte Lx.

A p p o r t  d es  m é th o d e s  de loca lisa tion
L’ensemble des points x  d ’un voisinage ouvert de P° pour lesquels l’hypothèse Ho(x) 
est vérifiée est un ouvert Uo de IRrf. On note, pour i — 1 ou 2, £/,• l’ouvert des x  pour 
lesquels S x est inclus dans l’ensemble {/?|(—l)*7r(/?) > 0}. Dans les chapitres 2 et
3, nous donnons des résultats concernant les trajectoires qui restent dans un des 
ouverts Uo, U\ ou ?72.

On dit que l’hypothèse (Ho) est vérifiée quand H0(x) est vérifiée pour tout x  
de IRd. Dans les chapitres 2 et 3, nous supposerons soit que l’hypothèse (Ho) est
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vérifiée, soit, avec t =  1 ou 2, que pour tout x de ]Rd, S lx est inclus dans l’ensemble 
{/?|(—l)V(/2) > 0}. Le cas où (Ho) est vérifiée est le plus difficile. Dans le chapitre
4, nous étudions les points limites, c’est-à-dire les x  appartenant à la frontière de 
ces ouverts.

Grâce aux méthodes de localisation, on peut en déduire le cas général : entre les 
instants d ’entrée dans un ouvert V  tel que V  est par exemple inclus dans Uq, on 
utilise les formules de coût trouvées dans le cas où (Ho) est vérifiée.

Enfin, nous pouvons supposer (quitte à étudier seulement les trajectoires restant 
(P °)h) que l’hypothèse (H4) est vérifiée pour tout h.
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Chapitre 2 

Grandes déviations trajectorielles : 
inégalité de majoration

Dans ce chapitre, nous établissons, pour un processus d’apprentissage lent à sta
tistiques discontinues le long de l’hyperplan P° associé à des champs de probabilités 
(¿¿*) et (/îx) vérifiant les hypothèses (Hmaj), l’inégalité de majoration dans le prin
cipe de grandes déviations (1.3). Nous montrons que deux types de résultats sont 
observables, le premier dans le cas où l’hypothèse (Ho) est vérifiée :

On note C*’1[0,T] l’ensemble des chemins continus pour lesquels il existe une 
partition finie 0 = to < ti < ... < tp = T  telle que ip(]tj, ^+ i[) est inclus dans P ‘-», 
avec ij =  0,1 ou 2 et, si ij =  0, ^  est de classe C 1 par morceaux sur tj+1[.

T h é o rè m e  2 .0.1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de Vhyperplan P°, {(Y^)kej ^ } , associé à des champs de probabilités 
(/^i) ( të )  vérifiant les hypothèses (H m a j ) et (Ho). On appelle ipT le chemin 
aléatoire continu défini sur [0,T] par: ipT(kr)  =  Y£ pour 0 <  kr < T  +  r  
et ipr est affine sur [fer; (k +  l)r] .
Alors, pour toute partie borélienne G de C[0, T], tout compact K. de JRd et tout 
e > 0, il existe To tel que r  <  r0 implique la majoration P-ps sur {YJ  € /C} :

r lo g P{vm,T\ €  G\Ta) < - A ( ( ? n c " [ 0 ,3 1 )  +  e

Le second type de résultat traite le cas où, avec i = 1 ou 2, pour tout x de IR ,̂ Ŝ . 
est inclus dans l’ensemble {fi\(—l)*7r(/?) >  0}. Précisément, par exemple dans le cas 
i =  1, nous montrons le résultat suivant :
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on note C Trav l’ensemble des chemins tels que {t G [0,T]|y?(i) G P 0} contient au 
plus un élément ; on a alors :

T h é o rè m e  2 .0 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de Vhyperplan P ° , {{Yi[)k&jj\j}, assoc^é à des champs de probabilités 
et (/¿2) vérifiant les hypothèses (H m a j), et tels que, pour tout x de JRd, Sx 
soit inclus dans l ’ensemble {/?|7r(/?) <  0}. Alors, pour toute partie borélienne 
G de C[0, T], tout compact K, de IRd et tout e > Q, il existe To tel que r  <  tq 
implique les majorations suivantes :

p -ps  sur {YJ  € (P 1 U P°) fi /C}, r  log P(v>/[0,r] € G) < —A1 (G) +  e 

P-ps sur {Y0T € P 2 n  /C}, r  log P(^/[o,t} € G) < - A (G  D C Trav) +  e

De façon classique, on note, pour x  dans lRd, Px la probabilité é tan t donné Y J  =  x  
et E* l’espérance correspondante.

Le chapitre est structuré de la façon suivante: l’essentiel de l’étude (parties 2.1 
à 2.5) porte sur le cas où l’hypothèse (Ho) est vérifiée et démontre le théorème 2.0.1. 
Dans la première partie, on étudie la position atteinte après a pas, pour a grand. La 
deuxième partie énonce un premier théorème sur les trajectoires, qui est démontré 
dans la troisième partie (on montre d’abord un résultat avec une fonctionnelle ap
prochée puis on passe à la limite). Ce théorème fait intervenir une fonctionnelle de 
coût régularisée, qui est calculée, dans la quatrième partie, sur l’ensemble C^,l[0, T], 
Ce calcul perm et, dans la cinquième partie, d ’écrire le théorème 2.0.1, avec la fonc
tionnelle de coût À(- fi C'^,1[0, T]) sur les boréliens, plus directem ent liée à A. Une 
dernière partie étudie le cas où, avec i = 1 ou 2, on a : pour tou t x  de IR/*, S'x est 
inclus dans l’ensemble {/?|(—l)*7r(/3) >  0}, et conduit au deuxième type de résultat 
(théorème 2.0.2).

2.1 Résultats sur les vitesses moyennes

Nous nous intéressons à la moyenne de a pas consécutifs, où a est un entier fixé. 
On pose, pour / >  1, A} = {YtT G P 1|J P 0} et A f  =  {Y?  G P 2} et on définit
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les variables aléatoires suivantes, pour i = 1 ou 2 :

r* est la proportion, parmi les a pas, de ceux qui sont soumis au champ de proba
bilités /z*. Le vecteur w' est la moyenne de ces pas, ou encore la vitesse moyenne 
du processus quand il est soumis au champ i (on considère que les a pas sont faits 
pendant la durée a r) . On a ainsi : YJ  =  Yq +  aT(rlw l +  r 2w2). Les variables r* et 
io* sont ^ -m esurab les.

On note || • Hoo la borne supérieure dans L qo{SI, P). On considère un réel positif 
T  et un compact K. de IRd. On leur associe U et M  comme dans (1.16).

L em m e 2.1.1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de l ’hyperplan P °, {(5'*r)Jk€j#v}' associé à des champs de probabilités 
(/¿i) et (¿î2) vérifiant les hypothèses (H m a j) . Soient a ', 1 <  i < 2, dans 
IB?, et a entier. Pour tous t  >  0, yo dans K, et pour toute variable aléatoire 
Ta-\-mesurdble F  : fi —► [0,+oo[, on a:

JEyo ( f  exp a ^2 r* (a 1 ,w %) \ <  F  exp a ^ ^ r*  sup H^(al)
^ t = l  '  i = l  y € B ( y 0 .<iTAO °°

Démonstration (analogue de [DE] 6.1, adapté au cas de champs de probabilités non 
constants) :

Pour l dans IN, on pose M/ =  ex p |^3  j -^7(Y ?)) — iïyjr (or‘)^ j

et Zi =

Alors, on a : Z .  =  e x p g ^ a * ,  g  î AjX ; { Y n )  -  g  *A>,Brr  (a*)]

=  exp (a% > ar'w' ) ' exP -  £ 11 A\ Hrr  (a ‘ ) •
»=1 ¿ = 1 1=0

D’autre part, (-£/)ig]N est une (Jc';)-martingale de moyenne 1. Le terme à majorer 
s’écrit alors :

r t 1
a

a — 1

x j
/ = 0

BA
L¿

w
1

ar•t Y .
l=o

a—1
I A, X l

l Y T

IE F Za

a—1

n
/= 0

e x t
2

J 2
1=1

i y or IE F IE a \? a—1
a —1

n
/=0

exp
2

T ,
»=1

HA Hy, a t

/-I-Mi-M[QM,
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On le majore donc par :

F  exp J£ (Z a).
1=0 »=i 00

Or, pour 0*< / <  a, H y r est inférieure à sup H'y, puisque, d ’après le choix
1 y Ç .B { y o ,a r M )

de M , les Ytr restent dans B (yo ,arM ). □

Remarquons que ce lemme correspond pratiquement à l’hypothèse (A2) de [Du88], 
avec un m ajorant qui ne peut être exprimé que comme la borne supérieure d ’une 
variable aléatoire (sinon, cf paragraphe 1.4.4, on n ’aboutit pas à la bonne fonction
nelle de coût). On aurait pu prendre la conclusion de ce lemme comme hypothèse. 
On a choisi de faire des hypothèses explicites sur les variations des applications H 1.

D éfin itio n  2 .1.2 Pour i = 1 ou 2, 6 € [0,1] et x  € IB?, on définit l ’application 
affine suivante :

h}X t9  : m ?  - *  m ?

v »—> 0mxx +  (1 — 6)v

L em m e 2 .1 .3

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P °, {(Yk)kelN} > vérifiant les hypothèses (H m a j) .  Pour 
tous e , 6, 6 strictement positifs, il existe 6\ > 0 tel que, pour R  >  0 avec 
R  +  a rM  < 6\ et x tel que B ( x , R) C fC, il existe un entier N  tel que, pour 
a >  N , I  >  0 et y0 dans B (x ,R ) ,  on ait la majoration :

Pvo ( j 2 r 'L U h'xAwi)) ^  1 et K,e(.wi) € (SD ~Si Pour * =  !»2 )  ^  e~aV -€K 
\*=1 7

Rem; que: le fait de se placer sur (S^) 6 (notation 1.1.2) permet de contrôler les 
variations de L\ et de majorer uniformément en I.

Démonstration : soit e et S >  0; puisque (HC) est vérifiée, d ’après le théorème 
1.2.8, L'(.) est uniformément continue sur (J 2/ x (*5,‘)~2. Il existe donc 8' >  0 tel

v€W
que :

Vy € U , V/S, ?  6  ( S i ) - « 2, 1/3 -  /J'I <« '=*. 1 4 (/î)  -  v y(p')\ <  J .  (2.1) .

EE
a —1 2

f=0 t= l
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Considérons x tel que B ( x , R ) soit inclus dans IC. Pour évaluer la moyenne des a 
pas, on va sommer sur les valeurs prises par r 1, r 2, tu1 et w2. On recouvre [0,1] 
par des intervalles Tji =  \pjiS',(pji +  1)5'] et (S lx)~s par des boules ouvertes, B /, de 
diamètre inférieur à 8' et incluses dans (iS^)- ? :

[0 ,1]  C  \ J Z j i
j

(S‘x) -S C u Bj
(2.2)

N o ta t io n  2 .1 .4 On pose Jx(8) =  max {.¿40^)1 P G (•S’i)  6, i = l ou 2}.

Alors, en choisissant les boules B / de manière à ce que chacune rencontre (5'x)-5 , on 
a : L xx (B\i) < Jx(8) <  +oo.

Considérons yo dans K. et 6 > 0. Le terme

est majoré par la somme finie suivante :

-4 <  f „0 ( ¿ » - ' ' 4 « .  (>»’')) >  / ,  r-' €  Xj. et Kj(w<) € Bi,, pour i =  1,2 ) .
V'=> 7

Dans cette somme, la probabilité correspondant au quadruplet ( i1,^ 2, i1, /2) est non 
nulle seulement si ( j 1, j 2, Z1, /2) vérifie les deux conditions suivantes :

En effet, sur JBjit L xx varie, d ’après (2.1), d ’au plus |  puisque le diamètre de B)i est 
inférieur à 8'. On appelle £  l ’ensemble des ( j1, j 2, î1,12) vérifiant ces deux conditions.

En notant Pjitp j i tp = Pyo( rx G Xji et wx G (Ai,*)-1 (#/;)> Pour * =  1>2), on obtient:

-A ^ JZ Pj'&PP-

On pose C\i =  (àx0)~1(Bli). La condition wx G Cfi implique que C\iÇ\Sx est non
° .

vide donc aussi Cfi f) >$*• En effet, si /? appartient à Cfi H Cfi, qui est ouvert,

A Py o

2

XJ
kî=l

r L hxte w > et hxfi W
t ' G 5 i

X  j

- 6 pour i 1,2

2

E
t = l

P. +■ 1 6' L E +
£

4
> I

2

22
1=1

py S' < 1.

¿ \i2,/\í2)€£
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contient un voisinage de /?, et comme Sxx est convexe, il existe une demi-droite issue 
de /? qui rencontre Sx et Cji. Donc, Pptp est nul dès que Lx(Cji) ou Lx(Cp)

O"
vaut -j-oo (puisque Lx est fini sur Sx).

Il reste donc à majorer Pp quand jL* (£7*1) et Lx(Cf2) sont finis. On se place
dans cette situation. Comme dans [DE] (lemme 6.7), on fait intervenir les ensembles 
suivants :
pour i = 1 ou 2, ce 6 IRd, y € U et C C IRd tel que L'y(C) < -foo, on pose:

Comme L'y(.) = sup {< a ,. > — if*(a)} = sup {< a ,. > —iT‘(o;)},
aelR* a eIRd\{o}

on a alors : C C {u € Et* Lxy{v) > L'y(P) — j  j = [J ^ (^  <*)•
a 6IRd\{o}

On utilise cette propriété pour chaque C/,-, avec 1 < i < 2, qui vérifie Lx(C}i) < +oo. 
Puisque cet ensemble est compact, il existe un nombre fini Ai/« de ecteurs or},- , 
non nuls (dépendant de a:) tels que C/,- soit contenu dans l’union des ^(C/, , ar},- ) :

c;, c U «Lie/.,«!.,„) (2.3)

On peut alors écrire :

Pji,P,ii,P < Pyo(r'€  Zj* et tô* € ^(C,/i,a}.-im.) , pour i = 1,2 )
m 1 ,m 2

Or, on a:
Pyo (r* € T? et w' e V'.iCha'w), pour i = 1,2 ) (2.4)

= -Pyo (r’ € Xji et < or}.-(m.-, wx > -H xx(a}i m;) -  Lxx{C}i) + |  > 0 , pour i = 1, 2̂
2

< B » (n  (V ^ j-exp ar'^  4 ^ ,» '  > -(¿£(<=,¡,.„0 + L^Cf) -  f)]))-

2
Comme f 31{r.€2\.} • exp— arx Lif̂ (aJ,-(m,) + Lx(Cxti) — — J est .Fa-i-mesurable, le 

1=1 '  J  ̂
lemme 2.1.1 permet de majorer la quantité (2.4) par:

InO w,,}-exp-ar-it e ( 4 .m.') + iU<7À)- f -  sup fft« ^ ,)])  (2.5)
I**=1 '  3 L 4  y € B ( yo, a r A f )  J /  oo

y i
y 'C,a V G m d < oc, V > E y oc > L t

yvc
£

4
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Supposons que yo soit dans B (x ,R ) .  Alors

-  s u p { i f j ( 4 imi) I y £ B i y c a r M ) }

est m ajoré par sup{ |iix(aj,>m.) — Hy(a)i mi)\ | y 6 B(x , R-\- a rM )} ,  où M  est comme 
dans (1-16) et ar  inférieur à T. Soit £j > 0. D’après (HC), il existe Si, ne dépendant 
que du compact fC, tel que pour tout a , on a it: sup |Hx(ct) — üTy(or)| <  ei|or|-

yG B (r ,£ i )

Pour R  +  a r M  <  S\ (qui assure ar <  T  dès que S\ <  M T ), on majore alors la 
quantité (2.5) par :

n ( 2 {r«€i,,} • exp - ar‘ [¿£(<7/0 t  Cl il ) •
i - x \  3 L 4  j / oo

On pose C  =  sup |c*jim.| (indépendant de t/o) et on prend £\ assez petit pour que 

€iC  soit inférieur à j .  On a alors, pour tout yo de B(x> R) :

Or, les conditions définissant £  impliquent :

¿wS'LUCj,) > I - J -  s'ÈUu î,) + f),
1 = 1  *  1 = 1 v

car augmente le coût Lx donc L^(C'/,) >  Lx(B\i) et puisque XI2=1 Pj<S'  est
inférieur à 1. D ’autre part, Lx(Bx(i) est inférieur à JX(S) donc à supy€^ Jj,(5), quantité 
qui est finie d ’après la continuité uniforme de Lx(.) sur Uy^tcy x («S’y)-5. On prend 6' 
tel que ¿>'(supy€;c Jy(6) +  | )  <  On a alors, pour ( j1, j 2, l1, l2) dans S :

j Z P ^ L U C i O  -  f >  I - e  
i = i  z

et donc :

Au total, on a donc :

*4 < J 2  (M i* +  M p ) e"o(/_c) <  C' é~a Î~e\  
( ; \ i W 2)€£

Fo 3 ‘ n p < 12
m ,m

exp a
€
2

a
2

i = 1

II Lr €J , L C i*

< M /i + top exp —a
£

2
+

2-
£
í= l

P 3 8 L t
X C X

n

p 7 fi î2 < M/î f Aip e—a

H i
X a h m i
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où C' est une constante qui dépend des découpages (2.2) et (2.3). En prenant alors a 
suffisamment grand (a > 4l?*c ), on en déduit, pour tous /  >  0 et t/o dans B (x ,R )  :

A  < e~aV -e)

ce qui achève la démonstration du lemme 2.1.3.

2.2 Enoncé d’un premier théorème sur les trajec
toires

Dans ce paragraphe, on démontre le résultat de majoration de la probabilité 
pour que la trajectoire du processus appartienne à une partie borélienne donnée 
(théorème 2.2.10) avec une fonction de coût C qui sera calculée, dans le paragraphe 
suivant, sur des chemins présentant une certaine régularité (précisément sur l’en
semble C-^fOjT] défini dans la notation 2.2.2 ci-dessous).

<7[0, T] désigne toujours l’ensemble des chemins continus de [0, T] dans JRd muni 
de la topologie de la convergence uniforme sur [0,T].

N o ta t io n  2.2.1  On note C^[0, T] l ’ensemble des chemins ip continus pour lesquels 
il existe une partition finie 0 =  t0 <  ¿i <  ... <  t v — T  telle que ip(]tj,tj+1[) soit 
inclus dans P tj, avec ij =  0,1 ou 2.

Remarquons que, dans la notation précédente, deux entiers successifs ij et ij+i peu
vent être égaux :

P 2

P 1

ij-1 = 0

t* =  2 ij+1 =  2

N o ta t io n  2 .2 .2  On note C'^’1[0, TJ l ’ensemble des applications tp de C*\0,T] qui 
sont de classe C x par morceaux sur les intervalles ouverts où elles sont à valeurs 
dans P°.

Remarquons que Cr-̂ ,1[0, T\ contient toutes les applications continues ne rencontrant 
pas P°.
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2 .2 .1  D éfin itio n  d ’une fonctionnelle  dé co û t approch ée

Avec les notations du paragraphe 1.3, pour h positif et x dans IR^, hL ix(/3) est 
l’enveloppe convexe de {L'y | y € B (x ,h )}, où B ( x ,h ) désigne la boule fermée de 
centre x  e t rayon h. Donc, pour /? dans IRd, on a :

*£•-,03) =  inf{ Y , P ,4 ( f i , )  E Pvfi, =  f i , P v >  0, E  =
y £ B ( x th) y £ B { x th) y £ B ( x th)

N o ta t io n  2.2.3 Pour h positif\ 9 réel, et x et ¡3 dans lRd, avec ¡7r(/?)| <  9, on pose:

£j(x, 0) = inf{£  p‘ E  p‘ =  1, E  p‘fi‘ = fi, *<.?') > -« <* < *}
k i = l  t = l  1=1 }

Lg(x, *) est une fonction approchant le coût mixte, pour 7r((3) =  0, donné en (1.12). 
On va l’utiliser, au voisinage de P°, avec 9 positif dans ce chapitre et 9 négatif dans 
le chapitre suivant. Dans la suite du présent chapitre, 9 est toujours positif.

Remarquons qu’on ne peut pas écrire Lg(x , •) comme la convexifiée, pour y variant 
dans J9(x, A), des applications L$(y,-) définies par:

2 2 2

£S(y,/3) =  inf{E/>'£ÎC/»1') E p‘ =  1. E p‘fi‘ = fi< < P l ) ^  ^  «}.
*‘*=1 »=1 t=l '

puique Lg(x ,fî)  autorise, pour obtenir hL lx(/3'), des décompositions de /?' en vec
teurs /?* de coordonnée 7r quelconque, ce qui ne serait pas le cas de cette convexifiée.

On a défini dans la notation 1.4.4. On a, pour h positif et x, /? dans IR4* :

m  i r \ =  J si - 0
1 k£ 2»(/3) si x(/3) >  0

N o ta t io n  2 .2 .4  On définit, pour 9 et h positifs, l ’application X$th en posant, pour 
x  et ¡3 dans JRd :

*£’.(/»)
L f c . f i )  si \ * m < e  
hL 'M 3) ai W ) \ > e

si x G {P') i =  1 ou 2

si x € P* DC-P0)*» i =  0,1 ou 2
A,e,hX ß\
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Remarques :

1. Pour 9 >  0, si j7r(y0) | <  9, Lg(x , f i )  est inférieur à hL 1x(fi)  A hL 2x(fi). 
En particulier,

si x € (P°)‘ et |7r(/?)| <  6, A,,a(x, /?) <  *£>»(,8) A kL \(fi)  . . 
pour i =  0,1 ou 2, si a: G P \  Xg,h(x,-) < hL xx(-)

2. Considérant le cas (9, h) =  (0, 0), on constate que, pour x dans P°, L%(x, •) et 
L x coïncident sur l’ensemble {fi\-K(fi) =  0} donc Ao.o et A coïncident, sauf en 
(x,/3) tel que x  appartient à P° et 7v(fi) est non nul.

3. on aurait pu prendre \$ th plus compatible avec la définition de A en remplaçant, 
pour x  dans P* n (^ >0)/l et i =  0,1 ou 2, dans l’expression de Agth(x,fi) :

Lg{x,P) si |tt(/?)| < 9  
hL ix(fi) si |7r(/?)| >  9

par :

p° + p =  i, p°ß° +  pß' =  ß , k(/?°)| < o

Cela aurait permis Lx (fi) =  L%(x,fi) pour fi quelconque quand x  appartient 
à P ° et donc Ao.o =  A partout. De plus, Â i/l(a:,-) serait convexe pour x  dans 
P* D (P 0) \  * =  1 ou 2 (mais toujours pas pour x  dans P°).
Cependant, la forme choisie est plus maniable et convient également (rappe
lons que dans le calcul de A o,t > Lx n ’intervient que sur les vecteurs parallèles 
à P °, cf Remarque 1.4.9 page 49).

D éfin itio n  2 .2 .5  On définit enfin, pour 9 et h positifs, une fonctionnelle de coût 
approché paramétrée par (0, h), en posant, pour tout chemin continu, ip, de [0,T] 
dans IR? :

fT
/  ^ (O )  ^  Sî V5 est absolument continuJ o

+oo sinon

Remarquons que, contrairement à Ao,r> quand x appartient à (P°)h, le choix de 
Agth(x,fi) pour 7r(fi) non nul intervient dans le calcul de Aqj- .

A
e.h
O ,T .<p

inf P
o

L
h
e X ß

0' + p
hL t

X' ß
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2 .2 .2  P ropriétés de la fonctionnelle de coût approchée Aq’̂  

L’application Aq^ définie sur C[0,T] ci-dessus possède les propriétés suivantes:

P ro p o s i t io n  2 .2.6

(i) A ^ y  est décroissante par rapport à chacun des paramètres positifs 9 et h.
(ii) pour tout (p de C[Q,T], on a:

Aq.tÎV3) =  AoItCv*) =  ^ l i m  Aojf* (v’) (limite croissante)

Démonstration :

(i) Montrons que l’application Xe,ht donnée dans la notation 2.2.4 est décroissante 
par rapport à 9 :
— si x  €  (P ')~h, i =  1 ou 2 , 9 n ’influe pas
— si x  € (P°)h : considérons 9 et 9' avec 0 <  9 < 9'. Les conditions apparaissant 
dans la définition de Lg, sont moins strictes que celles de la définition de Lg 
donc Lg, est inférieur à Lg. Alors, on a:

-  pour |7r(/?)| <  9, Ae>,h(x,/3) < Xgth(x,/3),

-  pour 9 < |tt(/?)| <  9 \  Lg,(x,j3) <  hL 'x({3) (z =  0,1  ou 2) donc on a 
encore Xg>th(x,/3) < Xgih(x,j3),

-  pour 9' < Xg>th(x,(3) = \ e>h{xy0).

Montrons la décroissance par rapport à h. Considérons h et h' avec h <  h1. 
Pour i =  1 ou 2, on a h> L*x <h L ix donc Lg' <  Lg. Alors :
— si x  €  (P °)h, L%'(x,fî) < L)(x,(3) pour |7r(/?)| <  6 , et h> L 'X(P) <  hL ia:(/3) 
pour |tt(/?)| >  9 impliquent Agth>(x,/3) <  Agth(x,(3)__ __
— si x  €  Aîi/1/(x,*) <  A$,h(x,’) vient de h[L*x < hL ix
— si x  G (P l)~h H (P°)h>, on a Lg'(x,j3) <  h'~Üx(P) pour |tt(/?)| <  0, donc 
pour tou t p , \g th>(x,p) < * '#* (0 ) < hL*x(P) =  Xgth(x ,p ) .

La monotonie vient donc en paxticulier de l’inégalité Lg(x, ¡3) < hLxx(f3) 
pour |7r(/?)| <  9.

(ii) pour ip dans (7[0, T], Ào,t(<£>) =  Aojy(y>) vient de ce que, presque sûrement en 
t tel que <p(t) appartient à P°, ir(ip'(t)) vaut 0, et de la remarque 2 page 68-
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La deuxième égalité est immédiate si (p n ’est pas absolument continu. Consi
dérons un chemin ip absolument continu sur [0 , T] ; comme on a Aq’£• <  Aq’̂ j 
il suffit de montrer

A° t ÎV5) ^  Ao’y (v?).

On considère t dans [0, T] ;

— si <p(i) appartient à P \  pour h assez petit, <p(t) n ’est pas dans (P °)/l, donc 
A«,a(¥>(î)» ¥>'(*)) =  tend vers L^>(t)((/?/(i)) quand h tend vers 0, 
d ’après (1.8) : L x ( / 3 )  =  lim h L x ( P )  pour tous de IRrf.h—►O

— si <p(t) appartient à P °, presque sûrement en ¿, 7r(<p'(t)) vaut 0 ; dans ce cas, 
Xe.hi'pit), <p'(t)) est égal à Lg((p(t),cp'(t)) et converge donc vers
L%(<p(t), (p'(t)) quand (9, h) tend vers (0,0). En effet, montrons que, pour tous 
x et P dans IRd, si 7r(/?) vaut 0, Lg{x,P) converge vers L q(x ,J3) quand (9, h) 
tend vers (0 , 0) :
l’application Lg est inférieure à Lq ; montrons que, pour (0n, hn) convergeant 
vers (0, 0), on a :

Lo(x >P) <  L en(x ’ P) (2*7)

On suppose que le membre de droite de (2.7) est fini. Alors, pour n  assez grand, 
la borne inférieure dans la définition de £ ^ ( x , /? ) (notation 2 .2 .3) est atteinte, 
avec (p\, /?*, p\ , /32). Quand n varie, ce quadruplet reste dans un même com
pact. Soit (p1, j3l , /?2, /32) une valeur d’adhérence. On a ]£i=i px = 1, X)î=i P% fi* = 
/? ,  ( — l ) l 7 r ( /9 l )  <  0 et, d ’après 7r(/3) =  0 et le lemme 1.3.5 :

£S(*./5) <  X > ‘4  (F )  <  „« “ ¿ p '
1 =  1 1 =  1

Ainsi, Â î ((/?(*), V?'(-)) converge presque sûrement vers Ao,()(¥>(•)> quand
(9, h) tend vers (0,0). La conclusion vient alors du lemme de Fatou. □

En revanche, l ’application Aq^ présente un défaut essentiel, c’est que l’on ne sait 
pas si elle est s.c.i.. L’application Ae,h n ’est pas suffisamment régulière au voisinage 
de P° pour que l’on puisse appliquer le théorème 1.4.10 et les méthodes plus di
rectes échouent : en particulier, pour démontrer la semi-continuité, en un chemin 
n ’appartenant pas à C^[0,T], c’est-à-dire oscillant une infinité de fois autour de P°, 
on devrait sommer une infinité d ’inégalités. Le résultat le plus proche d ’une s.c.i. 
est le résultat asymptotique (2.68) en un chemin ip de C -^O jT ] :

Ao.r(^) <  Km lim inf
V-€C'[0,T]
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Ce résultat nous conduit à régulariser la fonctionnelle de coût en la calculant sur les 
chemins de C^[0,T].

2 .2 .3  D éfin ition  d ’une fonctionnelle régularisée C. Proprié
té s . T héorèm e avec cette  fonctionnelle

On introduit d ’abord une régularisation de la fonctionnelle approchée, qui va 
pallier le fait que Aqj. n ’est pas nécessairement pas s.c.i..

N o ta t io n  2 .2 .7  On pose, pour ip dans C \0,T \ :

¿o.tO/5) =  lim inf A0o’r(tp) 
if>eCt[o,T)

Comme A re3 dans [AR] (définition 1.1.9), ce coût ne fait intervenir que des chemins 
suffisamment réguliers. L’application (9,h,(p) i—► C0’T((p) possède les propriétés sui
vantes :

P ro p o s i t io n  2 .2.8

(i) Pour (p dans C7[0, T] donné, £o t ( 1p) est décroissante par rapport à B 
et par rapport à h.

(ii) Pour (6 , h) positifs fixés, l ’application Cq’̂  est s.c.i. siirCfO,?1].
(iii) Pour tout compact K, et pour 6 , h positifs, l ’ensemble 

{<p G C[0,T]| (p(0) G /C et Coj-iv) <  + °°}  est compact.

Démonstration :
(z) est immédiat. On montre facilement («), par l ’absurde, en utilisant le fait que 
l ’application <p »—»• lim inf Aqj-(^>) est s.c.i. et que C*[0 ,T] est dense dans C[0 , T].

4>ec[o,T]

(iii) (cf démonstration du lemme 4.3 dans [AR]) :
Considérons un chemin cp dans C^O, T ] tel qu’on ait <£*(0) € K, et £ e0'¿-((p) <  +oo. Né
cessairement, il existe une suite (rpn) dans C*[0, T] convergeant uniformément vers <p 
et telle que lim Aq r(V’n) <  +oo. Pour n assez grand, V’n(O) appartient à B(tp(Q), 1)

n —►-f-oo ’

et ps en t , if>'n(t) appartient à l’enveloppe convexe de <Ŝ n(t) et Puisque les
champs de probabilités vérifient l’hypothèse (H4), on sait que cela implique que les 
î/»n sont à valeurs dans un compact. Les ip'n sont donc uniformément bornées. On peut 
donc extraire de (tpn) une sous-suite (tpk) dont les dérivées convergent pour la topolo- 
gie faible de jL2([0, T]), vers une fonction qui est nécessairement y?', donc absolument 
continue (par: tp(t) — ip( 0) =  lim [V>)t(<) -  ^jt(O)] =  lim /J tplk(s)ds = f j  cp'(s)ds).

k —*+oo k —►-f-oo
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Presque sûrement en t , rp'k(t) appartient à un compact ne dépendant que de K,. L’ap
plication (p’ est donc bornée par une constante ne dépendant que de K..
En particulier, {</? G CfO,!1]! v?(0) G K. et ¿o.tÎV3) < + °°}  est équicontinu. Comme 
d ’autre part, il est fermé, d ’après (zz), et que tout chemin de cet ensemble est à valeur 
dans un compact fixe, on en déduit d’après le théorème d ’Ascoli que cet ensemble 
est compact dans C [0 ,T]. □

Remarquons que (m ) revient à dire que les chemins de C[0, T] d ’origine dans un 
compact et de coût fini (que ce soit Ao.Tj £ q' t  ou £o,t ci-dessous) ont des dérivées 
à droite uniformément bornées (et sont donc à valeurs dans un com pact).

N o ta t io n  2 .2 .9  On définit une fonctionnelle de coût régularisée en posant, pour tp 
dans CfO, T] :

jC o t (}p ) — lim riv3) =  ’t(V ’)
4>ecJ[o,T]

Avec les notations introduites dans ce paragraphe, nous pouvons énoncer le théorème 
suivant, dém ontré dans le prochain paragraphe :

T héorèm e 2.2 .10

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de l ’hyperplan P°, {( ĵDjtgjPV’}, associé à des champs de probabilités 
(fix) et (fJ%) vérifiant les hypothèses (H m a j) et (Ho). On appelle <pT le chemin 
aléatoire continu défini sur [0,T] par: (pr[kr) — Y£ pour 0 < k r  < T  r  
et ipT est affine sur [Arr; (k -f l) r] .
Alors, pour toute partie borélienne G de C[0, T], tout compact K. de IRd et 
tout e > 0, il existe ro tel que r  <  tq implique, P-ps sur {Yq G /C} :

r  log i'>(v?7[oIr] ^ G\Fq) <  —£(G ) + e

Remarquons que ce résultat peut s’énoncer sous la forme : uniformément en x  dans 
fC, on a :

lim sup r log Px{y>r/[o,T\ e  ^0 <  —CX(G)
T —♦O

où CX(G) désigne _inf jCo.x^)*
¥>€G, v>(0)=*

lim lim inf
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2.3 Démonstration du théorème avec £

2.3 .1  M éth o d e

Le théorème 2.2.10 donne une majoration de la probabilité qu’un processus d’ap
prentissage lent à statistiques discontinues le long de l’hyperplan P° soit dans une 
partie borélienne donnée, quand r  tend vers 0. De façon classique (cf chapitre d’in
troduction), cela se déduit d ’un premier résultat consistant en la majoration de la 
probabilité que le processus soit à une distance strictem ent positive de l’ensemble 
des chemins de coût inférieur à une quantité fixée, toujours quand r  tend vers 0.

Pour établir ce résultat dans le cas d’un seul champ, on peut procéder de la façon 
suivante (cf théorème 6.3 dans [AR]) : pour I  > 0, on construit un chemin aléatoire 
77, régularisé de la trajectoire de la marche aléatoire, restant proche de cette tra 
jectoire et dont le coût est inférieur à /  avec une forte probabilité (supérieure à un 
term e de l’ordre de 1 — e?). Pour construire 77, on regroupe les pas effectués pendant 
un petit intervalle de temps sur lequel on prend 77' proche de la vitesse moyenne du 
processus. Précisément, sur l’intervalle [fcn-r; (k -f- l)n r[, on construit 77 de la façon 
suivante : on pose

,  ( ¿ + l ) n —1

«>* =  -  E  x ,{ y ,n  
n i=i„

puis Vk =  hyrn,9(wk) (cf définition 1.2.9) et on définit un champ de vecteurs W/jt(-) 
tel que, pour y dans lRd, Wk(y) désigne la projection de vk sur le compact {Ly ( • )<  
L y t (̂ Jfc)}- On prend alors pour 77 sur [knr  ; (k -f l )n r [  la courbe intégrale du champ 
Wk- On suppose que le champ (/xx) vérifie l’hypothèse (HLip) (c’est-à-dire l’hy
pothèse (H ’) dans notre paragraphe 1.1.1), ce qui permet de majorer ¡rç'ÎO — u*| 
par C\q(t) — Ykn\ et donc de prouver que 77 reste proche du processus (à une dis
tance inférieure à e donné) pour 0 suffisamment petit. Pour t dans [k n r ; (k -f l)n r[, 
£/v(.t)(Wk{‘n{t))) est majoré pax Lyr^vk), lui-même contrôlé grâce à un théorème sur 
les vitesses moyennes du type de notre lemme 2.1.3. On peut alors obtenir, en som
m ant sur tous les intervalles, une majoration de la probabilité P(A o,t (î7) ^  -0 
donc une m ajoration de la probabilité que le processus soit à une distance supérieure 
à e de l’ensemble des chemins de coût inférieur à I.

Une construction analogue pourrait être établie dans le cas de deux champs de 
probabilités (cf remarque 2.3.4). N ous u tiliso n s  u n e  a u t r e  m é th o d e  qui permet 
de ne pas faire d’hypothèse de type lipschitzien sur les lignes de niveau de la trans
formée de Cramer. Exposons-la dans le cas d ’un seul champ :
on prend 7 ] ' ( t )  directement égal à v*, sans projeter; alors on ne contrôle plus que
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la borne inférieure des Lyiji'it)) pour y dans un voisinage de Cela permet ce
pendant de m ajorer P (A qT(t]) >  / ) ,  avec AqT(ij) =  Jq hL v^t)(jj'{ty)dt et il suffit 
ensuite de passer à la limite quand h tend vers 0. Cette approche est celle utilisée 
dans [DEW].
Ainsi le premier résultat que nous démontrons consiste en une m ajoration avec le 
coût approché Aq'^ (théorème 2.3.2). Remarquons que la présence de la discontinuité 
rend de toute façon nécessaire l’usage d’un tel coût. Cela explique la présence d’un 
autre param ètre : 6.

Pour dém ontrer le théorème 2.3.2, nous construisons à nouveau un chemin aléa
toire Tj approchant la trajectoire. Etudions ce que doit vérifier rj au voisinage de la 
frontière :
on devra estimer la probabilité que la moyenne des pas soit proche d ’un certain 
vecteur. On sait que, quand la moyenne est constituée de pas du même type i, 
c’est-à-dire quand le processus reste toujours dans le même demi-espace P 1, cette 
probabilité est donnée, en un point x, par la valeur de la transformée de Cramer L %x 
en ce vecteur (on se ramène au cas où il y a un seul champ de probabilités). Dans 
le cas contraire, on doit tenir compte des passages de la frontière P °  pour regrouper 
les pas. En effet, supposons que l’on s’intéresse à n pas consécutifs. Si on fait deux 
moyennes w 1 et w 2 réunissant chacune un type de pas, et qu’on écrit rf en fonction 
de ces deux vecteurs, on n ’arrivera pas à faire apparaître un coût m ixte approchant 
L x (notation 1.4.4 page 37) car ^(iî;1) et 7r(w2) sont quelconques: les conditions 
(—l ) ’7r(u>‘) <  0 ne sont pas vérifiées. On obtiendra seulement le coût conv{L*, L \) :

p o

w1

w2

On distingue alors quatre classes de pas parmi ceux considérés :
— ceux antérieurs à  cr, instant de première traversée de P°, tous de même type, dont 
on note w0)lT la moyenne,
— ceux qui sont effectués après cr', instant de dernier passage de P°, de même type 
également, dont on note t t v fTl la moyenne,
— et les pas intermédiaires, qui se font au voisinage de P°, et que l’on sépare en deux 
classes selon leur type, les moyennes correspondantes étant notées respectivement

et «£,„'•

Cette fois, est une moyenne de pas faisant passer de P* à l’autre demi-espace,
on a donc (—l ) ‘7r(iu^itri) <  0 ; de plus, la moyenne de tous ces pas intermédiaires, 
barycentre de et est pratiquement parallèle à P °  (pour r  petit à n r  fixé),
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D ’autre part, de la même façon que dans le cas d’un seul champ, pour des questions 
d’uniformité, on doit ramener les vitesses moyennes à l’intérieur des S xx par les ap
plications h'x e, ; l ’écart entre 77 et la trajectoire va alors être proportionnel à 6'. Or, 
pour que /^ ¿ /(to^ ,) appartienne à (*Syr)-5 , on va devoir prendre n r M  (distance 
maximale parcourue en n pas) petit devant 6'.

Si par exemple Y ^ uj) appartient à P 1 U ^ 0 et Yfi+1)n(u)) à P 2, la construction sur 
\ jn r , (j  +  l)nr] pourrait être de prendre 77' égal à h y T &,(woi<T) sur [jnr, cr], à un bary-

jn » '
centre de hyrn et h y T ^/(iy2itr/) sur [cr, cr'] et à hyr^0,{w oitn) sur [cr', ( j  +  1 )nr]

Avec cette construction, 77 peut passer dans P 2 alors que la trajectoire est encore 
dans P 1 et avoir une vitesse de première coordonnée élevée. Le coût mixte ne permet 
pas de prendre en compte le coût 1 d’un tel vecteur, or c’est celui que l’on contrôle 
puisque la trajectoire est encore soumise au champ 1 .

On va donc modifier la construction de façon à maintenir 77 dans P 1 dans l’exemple 
précédent : si 7r(Ayr e,(wotff)) >  6, au lieu de h y T (̂lUo.a)  ̂on prend pour rj1 un vecteur

jn* jn 1

fixe, parallèle à P°. Cette modification devrait permettre de contrôler le coût tout 
en gardant une distance petite entre 77 et la trajectoire ; en effet, la durée concernée 
par cette modification est faible: on obtient un écart en (A 0 -h ctt2M 6,){1 +  y )  si 
Ao est l ’écaxt initial \7j(jriT) — YJn\ (le terme en y  correspond à la modification).

Malheureusement, cela n’est pas encore suffisant ; en effet, cette modification peut 
intervenir sur chaque intervalle de longueur nr, la meilleure majoration de la dis-

J»

tance entre les deux chemins est donc en n r 2 M 6 '( l  +  y )" 7  qui est, pour n r M  <  9 

plus grand que n r 2 M n r M ( l  +  y ) ”7- Ce majorant tend vers + 0 0  quand 7î t , le pas 
de découpage de [0 ,T], tend vers 0 .

Ce problème vient du fait que, avec cette construction, 77 reste à une distance de la 
trajectoire réelle qui est de l ’ordre de la distance parcourue par la marche aléatoire 
sur l ’intervalle concerné et que la position de 77 par rapport à la frontière P° n’est 
alors pas suffisamment liée à celle de la trajectoire (les instants cr et a' sont peu 
significatifs pour 77).

ce qui justifie l ’utilisation du coût mixte sur ce vecteur :

V TJ o

’a
a

n

Mo,*

< *• UV.n
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La construction qui sera effectivement utilisée dans la démonstration du théorème
2 .3.2 consiste à effectuer deux regroupements successifs des pas : pour a et n en
tiers, on calcule d ’abord les moyennes de a accroissements, on regroupe ensuite ces 
moyennes par paquets de n. Cette construction conduit à une distance entre 77 et la 
trajectoire qui est petite devant le pais de découpage n r . Les instants a  et a' définis 
sur un intervalle [jnar , (j +  1 )nar] correspondent alors à des instants où 77 est proche 
de P°.

2.3 .2  T h éo rèm e de m ajoration avec coût approché

Le théorème 2.3.2 donne un résultat de majoration avec un coût approché Aq’̂  ; 
nous passons à la limite dans le paragraphe suivant (page 98). Rappelons une nota
tion utilisée dans le chapitre d ’introduction :

D éfin itio n  2.3.1  On définit la distance entre deux chemins ip\ et ipz de [0,T] dans 
IR? par:

do,T(<Pu<P2) =  sup |v?i(<) -  <̂ 2(01 
*€[o,T]

et, si G est un ensemble de tels chemins, on pose do,T{^p\,G) =  inf ^ 2)-
V>2 € G

T h éorèm e 2.3.2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de l ’hyperplan P°, {(Yk)kçJN} ’ assoc^  à des champs de probabilités 
(//*) et (ni.) vérifiant les hypothèses (H m aj) et (Ho). Pour T  > 0, I  >  0, 
9 et h > 0 fixés, on note Tq’̂ / )  l ’ensemble des chemins continus, ip, de 
[0 , T\ dans JHf, tels que Ao’y ^ )  <  I . Soit 7 T le chemin aléatoire défini par 
7 T(i) =  Yjf pour kr < t  <  (k +  l ) r .

Alors, pour tous e, 9 strictement positifs et pour tout compact fC de JRd, il 
existe h et tq strictement positifs, tels que pour r  <  r0 et pour tout y0 de ÏZ, 
on ait la majoration:

n. > e) <

Remarque : ce théorème sera utilisé seulement sous une forme légèrement plus faible 
(pour l’obtention de (2 .66)).

Démonstration : on considère K. un compact de IRrf et T  > 0. On leur associe U

.P» U , t (Y ,T 'oÌ ( I ) )  > e ) <
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et M  comme dans (1.16). On note Ho l’ensemble {YJ  G AS}.

On veut disposer, pour tout x de U, d ’un vecteur vx, parallèle à la direction de 
P°  et tel que Lx(yx) soit uniformément borné. On utilise l’hypothèse (Ho) :

2.3.3 C h o ix  de vx : d ’après la continuité de l ’application x  h-» Sx, il existe tcq et 
60 strictement positifs tels que, pour tout x dansU et pour i égal à 1 ou 2, l ’ensemble 
{/? G JRd | (—l ) ‘7r(/?) <  —7T0} H (5'i)-50 soit non vide. Alors on peut trouver des 
applications continues sur IFLd, x t—»■ bxx, à valeurs dans (5'^)~5°, telles que, pour tout 
x de U , on ait 7r(bx ) > 7Tq et t t (6 2) < —7To.

On note vx l ’unique vecteur de la forme pbx -f (1 — p)bx tel que

Remarquons qu’on a, avec la notation 2.1.4:

<  p L 'M )  +  (1 -  p)L l(b l) <  J 4 S 0)

et, pour tous 9, h positifs, Lg(x ,vx) < Lx(vx) <  J x(io)-

On se donne 9 ,9 ',h ,r  strictement positifs et des entiers n et a. On utilisera:

Vx G U, V/3 G S i, \/3 -  h ij .(0 ) \  =  V\P ~  m il <  2M9' (2.8)

On définit les variables aléatoires suivantes :
(avec toujours, pour / >  1, Aj =  {YtT G P l \JP°}  et A 2 =  {YtT G P 2})

1. pour i =  1 ou 2, et k G IN,

, (fc+l)a-l

*4 -  ï  E  «4
a  î—ka
|  { k + l ) a - l

«à =  - j  E  *Aix i W
a r k l—ha 1

=  r lw l  +  r f a l

Le réel rj. est la proportion de pas de type i parmi les a pas effectués entre 
les instants kar  et (k +  1 )ar. Le vecteur wk est la moyenne de ces pas. On a: 
r k -f r k =  1 et Y{Th+1)a =  YkTa +  arwk. Les variables rj., wk et wk sont ^ k + i )a~ 
mesurables. Les variables r* et w1 du paragraphe 2.1 correspondent à r'0 et 
w l0.

* ( p hl + 0 - ~  p)hl )  =  °-



78 Chapitre 2

2. pour i =  1 ou 2 , et k < k1 € IN,

-, k'a - i

r^ ' “ (Ft ï j ;  E  *4

2

«>*.*' =  Y l rk,k>wk,k> 
»■=1

k ' - l

D  r /^ î
J=*_____

A:'— 1

E W
l = k

Le réel r j^ , est la proportion de pas de type i entre les instants kar  et k'ar. 
Le vecteur w xk k, est la moyenne de ces pas. On a :

r l,k> +  Ht,*' =  *> ri  =  r fc,*+i> .*4 =  «»*.*+1 et Yk'a =  **« +  (*' -  k)arw ktk>.

La dém onstration commence par la construction d ’un chemin aléatoire 77 régularisant 
la trajectoire. Si x  est un réel, on note [x] sa partie entière. On pose, pour k entier 
de [0,..., ~ \  :

A k = \rj(kar) -  Y£a\. (2.9)

On construit 77 successivement sur les intervalles [j n a r ; (j -\-l)nar[ recouvrant [0,T]. 
Dans le paragraphe précédent, nous avons suggéré ce qu’allait être la construction 
de 7 7 sur un tel intervalle. Précisons-la maintenant. Supposant 77(0) connu, nous 
donnons la  construction sur l’intervalle [0; nar] et majorons A n en fonction de Ao. 
La même construction est ensuite appliquée à [jnar] (j  -f 1 )n a r[  en remplaçant 
0 7(0 )>  (* * T)o<Jfc<na) par ( v Ü n a T ) > ( Y k ) j n a < k < ( j + i ) n a ) -  Nous montrons alors par récur
rence que, si on prend 77(0) égal à y T(0), pour tout j  entier de [0, A jn est 
m ajoré par un term e de la forme C{nar)9' (résultat (2.27). Puis nous utilisons le 
lemme 2.1.3 sur chaque intervalle [jnar] (j  + 1 )nar] en rem plaçant (5^T)o<fc<na par 
(X k T ) j n a < k < ( j + l )  n a  •

C onstruction  de 7 7 sur [0; nar\  e t m ajoration de l ’écart avec (Yk )o<k<na

A la chaîne de Markov (Y£)o<k<na, on associe deux variables aléatoires liées à la 
position de la chaîne par rapport à P° :

1. on prend a  égal à n  A inf {k  >  0 | ^  a rM } .  L’instar, t cra est un (.T7*)“
tem ps d ’arrêt correspondant, à a près, à la première entrée de (^TOfgJN dans

w7k tk*
1

h ' —  k ar k.k' l= ka

fc 'a - l

•2J 1A X 1 T

1
k ' - k l= k

T
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( P ° ) aTA*. Remarquons que, d’après le choix de M  (1.16), (P°)aTM correspond 
à la zone en dehors de laquelle on ne peut atteindre la frontière en moins de a 
pas.

2. on appelle cr' le plus grand entier compris entre cr et n, tel que YJ,a, ■ ■ ■ ,  Y^a 
soient dans le même P*, pour i = 1 ou 2 (ce n ’est pas un temps d ’arrêt). Si 
Y„a appartient à P°, on prend a' égal à n. L’instant a'a correspond, à a près, à 
la dernière traversée de P° de la chaîne (Yk )o<k<na, sauf éventuellement pour 
a' =  cr, signifiant qu’il n ’y a aucune traversée (la valeur commune n ’est pas 
nécessairement n puisqu’on peut entrer dans (p ° )aTAÎ sans qu’il y ait de tra 
versée).

On donne la construction de 77(0;) pour chaque u> de iîo =  {YJ  G /C}. Si cr(u>) est 
égal à (en particulier si cr(u;) est égal à n), les na pas sont tous du même type.
Sinon, il y a “mélange” des deux champs et (/¿2). Nous supposons par exemple 
que YJ(u}) appartient à P 1(JP° et, si a(u>) <  n, que Y^a(uj) appartient à P 2 ; les 
autres cas sont traités de façon analogue. On a alors :

7f(YJa) <  0 et, pour cr(a>) <  n, —a rM  <  7r(YJa) (2.10)

P-presque sûrement sur Ho, la chaîne (Yk )o<k<na reste dans K.narM. On recouvre ce 
compact par des boules de rayon a rM  :

tCnarM C  (J B (x q,aTM ), (2.11)

et pour 0 <  k <  n, on prend x(k)  (variable aléatoire) parmi les centres de ces boules 
tel que Yka appartienne à B (x (k ) ,a rM )  P-ps sur {YJ  € (P 1 U jP°)n^'}*

On pose, pour i =  1 ou 2 et k G IN,

v]t =

et, pour i =  1 ou 2 et k < k' G IN,

J t ' - i

Remarquons que {k' — k)rxkk, est égal à ^  r}. D ’autre part, le vecteur v**./ est aussi
t—k

égal au barycentre

O'
k' — k

1
rk , k '

k'-i

22
l= k

r\ m (0 + 1 -  & w k , k "

et k,k'
2

1 = 1

r k ,k ‘V k ,k ‘Vk ,k '
k '  -  k

1 k ' - l

r t .k ' l= k
>; r v¡

V%
k h

i
X k ,0‘ XV¡L
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La construction de 77 sur [0,n a r]  est faite ci-dessous. Nous en donnons d ’abord un 
résumé rapide. Les différents choix pour 77' sont motivés par le fait qu’on veut, à 
tout instant, pouvoir majorer A ^ ^ i ) ,  r}'(t)). Le vecteur rj'{t) est pris égal à des 
moyennes de pas de la chaîne. Or l’expression de A^^(^(i), •) dépend fortement de 
la position de T](t) par rapport à P° et on ne contrôle pas toujours sa valeur sur 
ces moyennes (par exemple quand on a une moyenne de pas de type 1 et que T](t) 
appartient à P 2). Il est alors parfois nécessaire, pendant des durées arbitrairem ent 
petites, de remplacer ces moyennes par vyr vecteur pour lequel Ag,h(x ,vyr)  est par
faitement contrôlé, dès que x est dans (P°)h et proche de YJ.

Le chemin 77 vérifie, pour un bon choix de h :

1. Sur [0 ,crar]

(a) Si 77(0) € P 1 :
sur un premier intervalle [0 , kxar] tel que T7([0 , kxar\) est inclus dans 
P 1, Tj'(t) vaut v\ pour t dans [ k a r \ ( k -f l)a r]  avec k < k\. Sur 
[fcior, c a r] , rf vaut ensuite vkl,a ou vyj  et r)([kiart aar]) est inclus 
dans (P °)/l.

(b) Si 77(0) € P° U P 2 '
77' vaut uo.ct ou vyr et 77QO, crar]) est inclus dans (P °)h.

2. Sur {craTiCr'aT}, 77' vaut va%at, ou vyr. Le chemin 77 reste dans (P 0)^.

3. Sur [cr'aT^nar], on a une des situations suivantes :
77' vaut iv ,n  et 77 reste dans (P°)h ou P 2, rj' vaut byr et 77 reste dans P 1 
ou 77' vaut vyr et 77 reste dans (P °)/l.

Le processus reste presque sûrement dans TA sur [0, T] et on construit 77 tel que,
presque sûrement en t , 77'(t) appartient à U Conv(S}, S 2) (notation 1.4.7), on sait

y&t
donc qu’on va avoir, pour tout t de [0, 7îa r], |t?'(î)| <  M  (cf (1.16)) et que 77 va rester 
dans U  quitte à agrandir cet ensemble.

On suppose

a rM  <  Q' (2.12)

et

2M&  <  (2.13)
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On a alors, pour i =  1 ou 2 et k < k' € 1N :

|v i  -  « il  <  2MB' <  |  et -  w[tk,\ < 2M 6’ <  6- ,  (2.14)

R e m a rq u e  2.3.4 L ’utilisation de la méthode de [AR] pourrait être envisagée en 
définissant deux champs de vecteurs W* <,,(•) et W j(<7,(-) de la manière suivante:

pour y € IR^, on note ^ ¿ ^ ( y )  la projection de v la (7, sur le compact convexe

et on prend 77 comme courbe intégrale du champ J2]=i ra,a' ■ On aurait alors 
besoin d ’utiliser le fait que les lignes de niveau de l’application x  1—> Lx sont locale
ment lipschitziennes, ce qui nécessite au moins l’hypothèse (HLip).

• C o n s tru c tio n  avan t l ’in s ta n t aar  (pour a  <  0) :

Remarquons que pour tout 0 < k < cr, on a r\  =  1 donc wk =  tujj; et vk =  v\.

On distingue deux cas, selon la position de 77(0) par rapport à P ° :

1. Si 77(0 ) €  P 1 :
on définit une application £ : [0,crar] —► U. par £(0) =  77(0) et f '( i)  =  vk sur 
[fcar; (fc+ l)a r]  pour 0 <  k <  u. Soit k\ le plus grand entier tel que f([0, fciar]) 
soit inclus dans P 1. On prend 77 égal à £ sur [0, kiar]. D ’après (2.14), pour 
t €  [k a r ; (k +  l)a r] , on a:

\ Ç ' ( t ) - w k\ < 2 M 0 ' .  (2.15)

On en déduit, d ’après i(X+i)a =  Yka -f- arw k que, pour 0 <  k < k\, on a, avec 
la notation (2.9), A*+i <  A k -f ar2M 0' et donc:

Ajtj ^  Ao "I* k\aT2Mi6 . (2.16)

Si k\ <  cr, on distingue deux cas ensuite, selon la valeur de 7r(u>jtltCr) :

— soit 7r(iüjfclt<r) <  ; alors, on prend 77' égal à vkl>a sur [fciar; aar]. On a d’après 
(2.14):

<  Ajti +  (cr — k1)ar2M 6' <  Ao +  aar2M 6 '.

hL y
<

1
cr' — a r a .c r#

cr'-l

£
/=<7

r LV, Vy
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Remarquons qu’on aurait pu également prendre rf  égal à v0tkl sur [0; kxar], 
mais cela ne s’imposait pas comme ici: on aura besoin de ^  ® pour
contrôler le coût sur l’intervalle [kxar\ aar], ce qui est assuré par (2.14).

— soit 7r(ivjci,*) > ^  5 alors, on prend 77'(t) égal à vyr sur [kiar, aar). En 
m ajorant simplement les |iüfc — vy0r | par 2Af, pour kx <  k <  cr, et k\ par cr, on 
peut écrire:

A«, <  Ajfcj +  2M (a  — ki)ar < Ao -f aar2M 9' +  2M (a  — kx)ar.

Montrons que (cr — kx)ar  est nécessairement pe tit: pour cela, on reprend le 
chemin £ sur [0, aar]. D ’après le choix de k\ et puisque kx <  cr, on a —a rM  < 
7r(£(kiar)) et donc, d ’après (2.12) :

— 6' < 7r(^(A;iar)). (2.17)

D’après (2.13) et (2.15), |£'(t) — est inférieur à |  pour tout t de l’intervalle 
[kar, (k +  l)a r ] , avec ki < k < a  ; on en déduit par intégration qu’on a:

raaT Q
(<r — kx)arwk l — /  £,'(t)dt < (a — kx) a r - .

J k \ a r  O

Or, 7r(tüjkj t<T) >  donc

0  rerar
(a — k\)ar — <  / 7 r ( f ' ( i ) ) c f t  =  7r(£(aar)) -  7r(Ç(kxar)). 

o  J  k i a r

Comme \tt(£(aar) — YJa)| <  Ao +  aar2M 9' , on en déduit, d ’après (2.17) : 

(a — kx)a r^  <  A0 +  crar2M 6' -f 7r(YJa) +  9 \

et donc, puisque 7r(YJa) <  0, on a la majoration suivante de la durée pendant 
laquelle rf(t)  vaut vyr :

(cr — kx)ar < ^ (A 0 +  9' -f crar2M6'). (2.18)
9

On en déduit A*. <  ( l  +  ^  +  aar2M 9f).

2 . Si tj(0 ) €  P ° U i 32, on distingue deux cas :
— soit 7r(wo,a) <  ^  ; alors on effectue une construction analogue à celle choisie
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sur [kiaT, aar] pour 7r(wkllCr) 5: • on prend rf égal à Vo,a sur [0, crar]. On a 
d ’après (2.14) :

A a < Ao +  <jar2M9'

— soit 7r(iüo,<r) > î alors on prend 77' égal à vy* sur [0 , aar].
On a A<, <  Ao +  a a r2M  , avec —Ao < tt(YJ), 7t(YJ  +  aaTWottr) < 0 (d’après 
(2 .10)) et 7r(u>o,a) > donc, crar est inférieur à ^A q . On en déduit:

. /, 3M \  A

A' -  ( 1 +  i r ) A °-

Nous avons donc dans tous les cas :

Ao- <  ^1 H— ——̂  (Aq “H 9' -f- crar2M9'). (2.19)

• C o n s tru c t io n  de rj e n tre  les in s ta n ts  crar e t  cr'ar (pour cr < cr') :

Le vecteur (ct' — <^)o.Tr\i(rlw \ cr, est une somme d ’excursions commençant toutes dans 
P 1 U P°  et se terminant dans P 2 (somme des pas entre le crc et le (a ' — l ) e qui sont 
soumis au champ 1) ; donc 7r(to*iCr/) est positif.
De même, (cr' — cr)arr2itr,u>2a, est une somme d’excursions commençant toutes dans 
P 2 e t se term inant dans P 1 U P°, sauf la dernière, qui correspond à au plus a pas. 
On a donc (cr' — cr)arr2t<y,7r(u;2iir/) < arM . D’où l’implication:

( V  -  a )r ly  >  2 ^ 0  =*> <  y )  (2.20)

D ’autre part (cf (2.10)):

ir(YJa) e  [—arM , 0] (car cr <  n), et 7r(YJ,a) E  [0, arM] (2.21)

donc

K («>*,*') I =  \*(rl ‘w l , + r l  ,wl ,)\ = ^  2̂*22^’ ’ ’ <̂r — cx )ar cr — cr

Cette quantité est majorée par ^  dès que cr' — a  est supérieur à

On distingue trois cas pour la construction de rj :

1. Si x (w2a a,) < ^  et cr' -  a  > 2M,
on prend 77' égal à va%a> sur [crar, cr'ar]. Alors \r)f(t) — wai<Ti\ <  2M9' ; on a donc :

Aai <  A a +  (cr' — cr)ar2M9'.
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2 . Si t r « , , )  >  f  et * { w \s )  < f ,
alors, d ’après (2.20), (cr7 — cr)r2t<r, < On prend 77' égal à sur [crar, a 'a r]. 
Par rapport au cas précédent, on a un accroissement supplémentaire de A^/ 
d ’au plus (cr7 — c )a r  J' 2 <7/|u^ <r/ — u2i<r/| , quantité qui reste inférieure à a r ^ - 2M .

Donc 3jVif2
A „i <  Ao- +  (tf7 — cr)aT2MÔ' H----- r — a r -

U

3. Si ?r(tul<<r,) > ™ et 'k{w \ (Ti) > ^  , ou 7r(ti>2)tr,) < y- et cr' -  cr <

dans les deux cas, cr7—a  < (d’après (2 .22) pour le premier). On prend t]' égal 
à vyr sur [crar, a'ar]. Alors, les inégalités (cr7 —cr)ar < e t |wa>a> — v y r | <
2M  impliquent :

a ^  a 6M 2< A ffH---- — ar

Nous avons donc dans tous les cas :

6 Ai 2
A ai <  Ao- -f- (cr7 — a ) a r 2 M 6 > H------—a r

6

<  ^1 -f- ^ ^ ( A o  +  0' +  a'ar  2MO') -f ar  d ’après (2.19).

• C o n s tru c t io n  d e  77 a p rè s  l ’in s ta n t  a'ar (pour a' ^  n):

On sait que YJ,a et Y£a sont dans P 2. On distingue trois cas selon la valeur de 
7r(u><r',n) :

1. Si |7r(uvtn)| <  —, on prend 77' égal à va>,n sur [a 'a r ,7ia r]. D ’après (2.14), on 
a :

A n <  A a> -f (n — o‘,)aT2M 6r.

2. Si 7r(uv,n) >

— soit Tj^cr'ar) € P 2 \JP°, alors on garde la construction précédente, donc 
la m ajoration de A n ; on a ^ (77̂ ^)) >  |  >  0 donc 77 reste dans P 2.

— soit T](a'ar) €  P 1, alors on commence par ramener 77 dans P 2. On a dé
fini des champs (££.) au moment du choix des vx (2.3.3). On prend 77' égal à byr 
sur l’intervalle [cr'ar, t'], où t ' est tel que 77(à'ar) -f (i7 — a'ar)byr  appartient à 
P°. Sur [<t n a r ], on reprend 77' égal à tv.n- La trajectoire régularisée 77 reste
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alors dans P 2 sur [i', nar]. Entre cr'ar et t ' , l ’écart entre 77 et l’application 
t t—► Y£a -f (t — kar)wk augmente d’au plus 2M (t' — cr'ar). Comme 7r(èj^r) est 
plus grand que 7To, on a, puisque Yj,a appartient à P 2 :

(t' — a'a.T)TCo <  —7t(î7(cr'ar)) <  A a/ (2.23)

donc 2M (t' — cr'ar) est inférieur à Après ¿', l’inégalité |77'(2) — ^V.nl 5Î
2M6* est de nouveau vérifiée. En m ajorant n a r  — i ' par (n — cr')ar, on obtient :

/  2 M \
A n <  Â .» ^1 +  —  J  +  (n -  a ')a T 2 M 6 '

d ’où
A n <  ( l  +  ^ ) ( A ^  +  (n -  cx')ar2M6').

3. Si 7 r ( u v . n )  < — alors, o n a n - c r '  < d’après les inégalités 7r(5 /̂a) <  a rM  
et 7r ( i /̂ ’/a) -f- (n — <7')ar7r(uv,n) > 0. On prend i]'(t) égal à uyo>- sur [cr'ar, nar] ; 
alors, en m ajorant |uyor — uv,„ | par 2M , et (n — cr')ar par ^ a r ,  on obtient :

a ^  * 3M 2 An < A a/ H---- — ar.

Nous avons donc dans tous les cas :

/  2 M \ 3M 2 
A n < ^1 -f J (A ff/ +  (n — cr')ar2M0') H---- -—a r

donc finalement :

A n <  ( l  +  ^ ) ( l  +  ^ ) ( A o +  0' +  n a r 2 M ^  +  ^ ^ ( l + 2 ( l  +  ^ ) )  (2.24)

C o n s tru c tio n  de  77 su r  [0; T] e t  m a jo ra tio n  de l ’é c a r t  avec (^/jtT)0<^<[2i]T

La construction précédente peut être faite avec YJ  dans P 2, on obtient les mêmes 
résultats. On pose alors 77(0) =  Yq et on effectue la construction de 77 sur [0, T] par 
récurrence :
soit jo l ’entier tel que T  <  jonar < T  +  n a r . Pour j  < jo, on construit 77 sur 
[7 n a r , ( j  -f l)n a r]  de la même façon que sur [0,n a r] . Pour cela, à la chaîne de 
Markov ( Y £ ) j na<k<(j+i)na î on associe des variables crj et a'- analogues à a  et cr' pour
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0^k)o<k<na (par exemple erj est égal à [(j +  l)n] A inf >  jn \  \K(Yka)\ <  a rM })  
et on recouvre U  par des boules de rayon a r M , comme pour fCnarM dans (2.11) :

U C \ j B ( x q,a r M )  (2.25)
9

Enfin, on prend, pour j n  <  k <  (j  +  l)n , x (k ) parmi les centres de ces boules 
tel que Y£a appartienne P-ps à B (x (k ) ,a rM ) .  La variable x(A:) est définie P-ps sur 
{Yq € tC}, quitte à agrandir le compact 14. On obtient, d ’après (2.24), et toujours 
en supposant (2.12) et (2.13) :

/  2 M \  /  6 M \  . . n. 3M 2 /  /„ 2M \ \  
^(¿+i)n 5= +  ~ —J [J- H— ~q~J (&jn +  0 +  nar2M 6  ) H---- -—ar ^1 -f 2^1 -f J •

Cette inégalité s’écrit
A.(J+i) n <  C g ( A j n -f- $ ' ) ,

où Cg ne dépend que de 6 et des données T, M  et tto (on a utilisé (2.12) et n a r  <  T). 
La valeur de 0 est elle-même fixe dans le théorème. D ’après Ao =  0 et Cg > 1, on 
en déduit que pour tout j  <  j o ,  on a:

Or-7 —  1 B
(On utilise A(J+1)n <  a (A jn+j3) =s> Ajn <  a3A o+ 0 ------ — < a 3------ - ,  pour a  > 1.)

oc — 1 cx — 1

On pose alors
e ^ +1) ïo*c°

C ( n o T )  =  ~  c r  i -
(2.26)

On a, pour j  <  jo :

(2.27)

et cela est valable dès que les conditions (2.12) et (2.13) sont vérifiées.

Q uitte à augmenter Cg, on assure en fait :

A jn -f $’ +  nar2M 6> <  C(nar)d',

ce qui perm et, en utilisant l’équivalent de (2.18) sur l’intervalle [jnar, ( j  -f 1 )nor], 
d ’obtenir :

(cr,- — k i j )a r  <  ^  C(naT)9', (2.28)
6

A jn < C nar Q'

A jn < Cg io 6'
Ct 1
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où k j j  désigne l’équivalent de kx sur [jn a r , (j  -f 1 )nar]. On a également :

A a>. < C(nar)d', (2.29)

puisque A a/. est inférieur au majorant de A(J+1)n. Alors, comme dans (2.23) et d ’après 
(2.29), on a:

(tj — cr^ar)7To <  C ( n a r ) 6 (2.30) 

où tj  désigne l’équivalent de t ' sur [jnar, (j  +  1 )nar].

Enfin, comme r\' est bornée par M , on a, d ’après (2.27) :

^o,t(7 t >t?) <  C(na.T)6' -\-2narM , (2.31)

et, pour tous j , k tels que 0 <  jn a r  <  kar  <  (j  -f 1 )nar  <  T  +  n a r  et tout £ de 
l’intervalle [jnar, (j  +  1 )nar],

\r}(i)— Y£a\ < C fa a r^d '-\-2n a rM  (2.32)

Remarquons que la quantité C(nar) croît quand nar  décroît et tend vers +oo quand 
nar  tend vers 0 . On prendra 6' petit pour nar  fixé pour assurer ¿o,r(7Tî^) petit.

M a jo ra t io n  d ’un  co û t ap p ro ch é  de tj 

L em m e  2.3.5

Soit e > 0 . Sous certaines conditions sur-les différents paramètres, on a: 
pour h plus grand que C(naT)9' +  (2n 4- 1 )a rM  et pour tout j  tel que jn a r  <  
T  +  n a r ,

Kjnariv) <  «T ^  (vj) +  C.
k =O t = l

Démonstration : on pose h =  C7(nar)0/ +  (2n +  l)a rA f et on note, pour k et k' entiers 
de [0,..., £p] tels que k <  kf,

Ak,k' =  A j£ tJb,BT(i7).

D’après (2.27) et la valeur choisie pour /i, dès que Uj <  (j +  l)n , c’est-à-dire dès que 
le processus entre dans ( p 0)arAf entre jn a r  et (j +  1 )n a r , r)([jnar, (j +  l)n ar])  est



88 Chapitre 2

inclus dans (P °)h (puisque les vitesses du processus et de 77 restent bornées par M ). 
Dans ce cas on aura, pour tout t dans [jnar, (j  +  l)nar] :

\ fn m  r / m ï  -  I ¿tfMO.VCO) si K ’/'W)! ^  6 (033)A« ( , ( * ) . ,  (0 )  -  |  si w ( t ) ) | >  « e t  , ( 0  e  p ,  (2-33)

Remarquons que, d ’après (2.6) (page 68), pour i =  1 ou 2, dès que rj(t) appartient 
à P \  on a :

A.,»(>î(0.<?'(0)< ' ■Ï W ’AO) (2-34)

On utilisera que, toujours pour ce choix de h et pour t dans [jnaT,(j +  1 )nar], 
B(rj(t), h) contient les x(k), jn < k <  ( j+ l)n .  En effet, pour t dans [jnar, (<7 +  l)n ar] 
et jn <  k <  (j -f 1 )n, on a

\r}{t) — x(Jfc)| <  \r)(t) — Yka\ +  a rM  <  C(naT)0' -f- 2(n +  1 )arM ,

d ’après (2.32), donc,
|t7(î) — a:(A:)| <  h (2.35)

Cela permet d ’écrire :

pour t € [jnar, (j  -f- 1 )nar], <  conv{Lxx^  | j n  < k <  (j  +  l)n} . (2.36)

1 k'~1 • • .
Alors, comme v'kkl =  -r-t----——j— rtvh Pour j n  < k < k' < (j  +  l)n , on a:

\ k ~  k)r%k k, ¡_k

< -(l — ,• i f  *-î4(0(«/)- (2-37)
\ K ~  K)rk,k‘ l=k

Soit 6 > 0. D ’après les hypothèses (H2) et (HC) (qui entraînent la continuité de 
x t—> m x et de i  i-» Sx , cf théorème 1.2.8 et sa démonstration), (1.4) est vérifiée: il 
existe des constantes strictem ent positives C{ et C\ telles que, pour tous &' de [0,1], 
62 >  0 et y dans H,

C\e' > C ‘i 2 =*- pour i =  1 ou 2 , ^ . ( ( s ; ) * ’ ) C (5¿)-<c¡‘,' - c^ > .

Alors, pour Ci = C \  V C î  et Ci ■= C \V  C\, les conditions

C-lO' >  28 (2.38)

et
<5 >  C262, (2.39)

L y Vktk'
h
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impliquent :

pour tout y de U, pour i = 1 ou 2, hxy 0,((Sy)S2) C (2.40)

D’après la continuité de x i—»■ il existe S3 tel que

\ x - y \ < S 3, x & U  => Si  C ( £ ) * .  (2.41)

On suppose
2a rM  < S3 (2.42)

Alors, pour ka < I < (k + 1 )a, on a |iyr — a:(A:)| <  |YtT — Yka| +  a r M  < 2arM  <  ¿>3 
donc est inclus dans (<S^j)Î2. Le vecteur est une moyenne de termes de la 
forme X ^ Y f )  pour ka < l < (k + l)a . Comme X[(YlT) appartient à 5yr, lui-même 
inclus dans («S^*))52, wk appartient à (•S’̂ j .))*2 et d’après (2.40), on a pour 0 < A: < n :

»* e (S iw ) - S. (2.43)

On majore le coût sur [0,naT] ; on procédera de même sur [ jnar ,( j  -f 1 )nar]. Les 
seules propriétés utilisées sont (2.27), (2.28), (2.29), (2.30), (2.33), (2.36) et (2.37), 
qui sont vérifiées sur chaque [ jnar ,( j  + l)nar], et (2.31) et (2.32).

Nous nous plaçons donc sur [0, nar\ et reprenons successivement chacun des sous- 
intervalles considérés précédemment.

• A v a n t l ’in s ta n t  aar  :

1. Si 77(0) appartient à P 1 :
Comme 77QO, kxar\) est inclus dans P 1, pour k <  kx et tout t de [kar , (¿-}-l)ar], 

onaÀ*, fc(»](t),v'{t)) < ^ v W Î v ' i t ) )  < -*£(*)M * ))  d’après (2.36). Donc:

k l — 1

i40,iti ^  ar  2 3  Ll(h)(vk)-
k = o

Sur [¿ iû t ,o’ar], avec k\ <  <r, on constate que, comme £ traverse P° et que £ 
et 77 coïncident en k \a r , 77([A?iar,ca r])  est inclus dans (P 0)*1, donc (2.33) est 
verme.
-  si Tv(wkua) < soit x(w klta) > - ÿ ,  alors, d ’après (2.14), |7r(vfcl,a)| est 
inférieur à 6, donc, d ’après (2.33),

A 9 ,h V 't V 't L h
Ô7 1

t Vk l  tcr < hL t] Vk cr
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soit 7 r <  — y ", alors, comme on a 7r(Yki) <  —a r M  et, si a  <  n, >
—a r M , ce cas est possible seulement avec a — n. Comme 7r(7/'(i)) < — |  et 
Tj(k\aT) G P 1, nécessairement ^([fciaT, aa r])  est inclus dans P 1. Donc, pour t 
dans [¿ jar, a a r] , d ’après (2.34), on a encore

Dans les deux cas, on déduit de (2.37) (avec rk = 1 pour k < cr et =  1) :

Donc : <7 — 1
^*1.» ^  a r  Z )  Llvfe)(v*)*

Jk=fci

— si 7r(tü*ljCr) >  ^  ; puisque ff(vyr) est nul, on a

AmMO.^CO) = L e(v ( t ) ,vYor) < L v^)(vyr) .

Or, pour i =  1 ou 2, et t G [0 ,nar], on a, d ’après (2.32), |?7(i) — Yq \ <  A. Donc, 
byr G («Sy^)- *0 C (<S*(îj)_ '2L pour A assez petit devant S0, condition que l’on 
écrit

/i <  /*(S0) (2 .4 4 )

et que l ’on suppose vérifiée. On a :

Vt G [0,nar], fyr  G ( S ^ ) ) - ^ .  (2.45)

Alors

-k»7(‘)(Vlor ) ^  * ^ ^ ("2") ~  (2.46)

où J  =  sup ) est fini puisque L\(.) est bornée sur U V x ( S xy)~~*. On en
■y&t 2 yg u

déduit, d ’après (2.28) :

.Afcjt<x < (a — k \ ) a r J < ̂ C (naT)0'J
d

Au total, on a  donc dès que 7/(0) appartient à P 1 :

a —1 o

A 0><r < ar ̂  ¿^(u*) + -C (n a T )6 'J .
Jk=0 ^

Ae,h V r V t' < hL v ( t ) Vki

A e,h V t <
1

c r k

er— 1

L x(k) Vk
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2. Si 77(0 ) appartient à P ° \ J P 2, de nouveau 7y([0,a a r ] )  est inclus dans (P ° ) /l car 
Y J  G P 1 implique tt(77(0 )) <  C (nar)6 ', et Cr(7iar)^/ +  n a r M  est inférieur à h. 
On a  distingué deux cas :

— soit x (iü0,o-) <  alors, d ’après (2.14), si i appartien t à [0 ,aar], |tt(77/(î ))| 
est inférieur à 0, on a donc :

'W M O .rç'M ) =  ¿£(»7(0» «0,<t) <  ^ ^ (V o .c r ) ,

et a—i
^  < arJ2 LUk)M- 

k=0

— soit 7r(it>oi{r) > alors Xgth (r j( t ) ,T] \ t ) )  =  (77(2), u y j r )  <  «/ comme dans
(2.46). D ’où

O A O

A0,a < aar J < < -ÿjC (nar)8'J.

Au to ta l, nous avons donc dans tous les cas :

A 0t(r < ar  £  L l w (vk) -f- | C (nar)d 'J .  
k=o 0

Dans la  su ite  on regarde le coût sur [aar, 7iar] pour a  <  n. On a alors 77([aar, 72ar]) 
inclus dans (P ° ) /l. L’égalité (2.33) est donc vérifiée pour tou t t de l’intervalle.

• E n t r e  les  in s ta n t s  a a r  e t  cr'ar (pour a  <  a ')  :

1. Si tt(iü l 0,) < f  et a '
Alors, d ’après (2.22) (encore vrai sur [ jn a r ,  (j-J-l)72ar]), pour t dans [aar, a 'a r ] ,  
|îr(u><rtcr')l est inférieur à ^  donc |tt(77'(<))| à 6 , d ’après (2.14). Avec (2.33), on a 
donc AÎiA(77(î),77'(î)) =  L%(r](t), >)• Or, 7r(ti£i<r,) est positif
e t 7r(îü2)(T/) inférieur à donc, pour i =  1 ou 2, on a (—l)*7r(u^CT») <  0.

Alors ¿£(t7( î ) , îv )(T,) <  <  -ZT— Z 5 3  ]CHU£(jfe)(4)» d ’après
i=l "  a  fc=<T » =  1

(2.37). Donc,

A ,,,,' <  ar Ÿ  J 2 r i L i (k)(vi).
k=a t=l

r* / hL iv( t ) ( v ' t)

v'(t)) =  L̂ ( vd),»*-*
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2. Si tr(wl>tr') > f  et 7r(u£f<r,) <  f .
Alors, pour t dans [aar, cr'ar], on a |7t(t7'(î))| =  \Tf(vxa>)\ <  0 , donc, d’après 
(2.33),

AmMO '̂ÎO)  ̂ MO* *?'(*))  ̂ hL\(t)(vlal) < ~ rr^  Y  ¿ lw (vl)-
k=cr

D’où

A 0t0, < ar ]T  L l{k)(vl).
krzcr

Ainsi, on a

cr7 —1 a7 —1
< a r  r ^ i (Jt)(uj[) +  a r  53 ** ma* ££(*)(*>* )

Â:=<7 k = a

a ~x 3 M
ou encore, d ’après (2.43) et 53 rt = (a> ~  <T)r ,̂<r' < ~7Ç7T :

k=a ’

A a,0> < ar [53  r lkL lx{k)(vl) +  ^ f J (6)] •

3. Si v ( w ^ t) >  ^  et x(u£f<r,) > f  , ou Tf(wlta,) <  ÿ  et cr' -  a  <  : 
d ’après (2.33) et tt(vyr) =  0, on a

Aû M vi* )>*?'(*)) ^  Lv(t)(v y0r )-

Avec (2.44), on en déduit :

J , . , \ y 3 M  r 
A<rto' <  (<r — <T)aTJ <  a r - T - J .

On suppose

~  2
(2.47)

Alors J  est inférieur à J(S). Au total, nous avons alors dans tous les cas :

/W' < ar|1p ¿ r i£ i (i)(«i) +
3 M

e
j s yÁ
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• A p rè s  l ’in s ta n t  a'ar  (pour a' ^  n) :

1. Si |7r(t£vin)| <  d ’après (2.33) et puisque |7r(tV',n)| <  0, on a:

n—1
^a'.n <  a r  ]T  L l w (vk)

k—G*

2. Si ^(uV.n) >
tan t que 7;(i) appartient à P 1, Xgth(r](t), T}'(t)) < L ^ ^ b y r )  < J  d’après (2.45). 
Quand t-¡(t) appartient à P 2, d’après (2.34), on a:

V*(>?(i),>?'(*)) <  hL \ m W m  <  - ^ - 7  E  ¿îwf«'*)-7t U » < k—(j’

D ’après (2.30), t' — a'ar est inférieur à °^n̂ e donc

„ ^  x- '  r 2 t \ i C{naT)d'
A a ',n <  a T  2 _ ,  L x ( k ) { v k )  H--------------------------J-

k=*>

3. Si 7r(tüa/in) <  — (2.33), Lg(rj(t),VYj) < J  et n — a' < impliquent

, .  f ,  3M
A a',n S  (n  — cr ) a r J  <  ar -J .

20

Au to tal, nous avons donc dans tous les cas :

. f î - i  r2 , s 3M  ] C(nar)9 '
A,'.» < or [E  Ll(k )M  +  + — J

En faisant la somme des coûts obtenus sur chacun des sous-intervalles, on peut écrire :

^ 4 -  i ri , is . 3M  T/„  . ^  r2 , N , 3M  r C(nar)e' ,
ar E  E ri-£4(*>(1’*) + aT~ jrJ(6) + aT E  Lx(k)M + aT~wfJ + — - — J

k —cr t = l  k —crf 0

5  “T| E Î > i 4 w Wi) +  ? § - j ]  + e ' C ( n o T ) j ( |  +  £ ) .

A, ),Tl < ar
7-1

k=o
L fc) Vi + rzar / • f
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Soit e > 0. On suppose
m
— J < n e (2.48)

et
(2.49)

Alors

A 0,n < a T j 2 ( y 2 rkLUk)(vk) +  e)
Jt=0 »=1 7

et on a aussi l’inégalité correspondante pour Ajn,(j+i)n) avec j  tel que (j  +  1 )nar < T . 
En sommant ces inégalités, on obtient, pour tout j  tel que (j + l)nar  < T  :

A 0ijn < ( Y l rkLx(k)(vk) +  e)>
k=Q \=1 '

et donc, comme n a r  est inférieur à T  :

^Ojnariv) < £  Y l r kL Uk)(Vk) + eT> 
Jk=0 i=l

inégalité vérifiée sous les conditions suivantes, pour 6 fixé: (2.12) et (2.13) (pour va
lider la majoration de la distance Ajn (2.27)), puis (2.38), (2.39),(2.42),(2.44),(2.47),
(2.48) et (2.49).

La fonctionnelle AqjnoT décroît quand h augmente. On a donc, sous les mêmes 
conditions et pour tout h supérieur à C(nar)Q' -f (2n -f 1 )oltM  :

KjnaAv) < 53r[£i(jfe)(v£) + er,
k=O »=1

d’où le lemme 2.3.5. □

Fixons k tel que 0 <  k < On utilise le lemme 2.1.3 sur les moyennes pour le 
processus (X?)ka<K(k+\)a avec R  =  a rM  : pour e,S  et 6' fixés, on sait qu’on peut 
trouver Si tel que, pour 2a rM  < Si et x fixé tel que B [ x ,a r M ) soit inclus dans /C, 
il existe N*sg, tel que, pour a > N*Sg, , I  > 0 et yo dans B ( x ,a r M ) 1 on ait :

P(î> 1 4 ( 4 , »■(«’¿)) >  / e t  € (S ;)'5, pour i =  1 ou 2 | Yk\ =  y„) <

e' Ci nar J
3

e +
1
7T|o-

< nar
e
2
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Rappelons que est égal à hlx k̂^g,(wk) et définissons la variable ^(jt+ija-niesurable 
suivante :

&k — y~\rkLlx(k){vk)' 
i=1

Alors, d’après vk G (»S^m) 6 (2.43), pour x fixé, avec a >  N ^sg, et I  > e , on a, 
pour tout k tel que 0 <  k < ^  :

P (B k > I\3~ko) < e~â I~c\  P-ps sur {x(fc) =  x}

(puisque {x(fc) =  x} implique {Yka G B (x ,a rM )} ) ,  et cela reste vérifié pour I  < e.

On somme sur les valeurs prises par la variable x(k), c’est-à-dire les x q apparaissant 
dans le recouvrement (2.25). On obtient, puisqu’ils sont en nombre fini, qu’il existe 
N c,6,o> tel que

2arM  < Si (2.50)

et
a > N c,ss' (2.51)

impliquent, pour tout I  > 0 :

P (a rB k > I \F ka) <  e-*<7- eBT>, P-ps sur Q0 = {Y0T € K).

On a, sous les conditions (2.50) et (2.51), pour tous 0 < f c < ^ e t / > 0 :

P {arB k > 1 1J~ka) <  e~lrV~caT\  P-ps sur Q0 =  {Y0T G K,}. (2.52)

Nous reprenons une démonstration de [Rou] (pp. 494-495) pour en déduire une 
majoration de P(ar(Bo  -f ...B k) >  I ^ o ) .  Posons Z k =  a{Bk — e)ÏÏBt >e. La variable 
Z k est positive, .T^fc+ijo-mesurable et vérifie, pour tous 0 <  k < — et v positif :

P(Zk  >  v\Fka) — P(arBk > vr + eaT^ka) <  e-v , P-ps sur VLq. (2.53)

Pour une variable réelle quelconque Z , de fonction de répartition F , — ln(l — F (Z))  
suit une loi exponentielle de paramètre 1. Considérons pour k fixé la variable Wk telle 
que Wkifjo) soit la valeur au point (Zjt(a>),w) de l’application (u,u;) t—► — ln P{Zk > 
u|^jta)- La variable Wk est ^"(jt+ijo-mesurable et suit conditionnellement à T ka une 
loi exponentielle. On en déduit que les Wk sont indépendantes et d’après (2.53), 
pour tout 0 <  k < ^r, on a P-presque sûrement sur fL0 et pour tout v positif:

P (W k > v \T ka) =  e"v >  P {Z k > v \T ka).
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En sommant on en déduit, pour q entier inférieur à ^  :

P (Z 0 + ...Zq > v\Fo) < P{W 0 +  ...Wq > v\F0)

Le calcul de la transformée de Cramer de la loi exponentielle permet de majorer le 
term e de droite de cette dernière inégalité par :

- q ( i - l n  ^ - 1 )e v 9 9 /

Ainsi, on a :
P (ar{B 0 +  ...Bk) > I \F 0) < e~v+qhli +g (2.54)

avec v =  ^ — (ç -f 1 )ae.

Soit T ' <  T. Dès que n a r  < T  — T', il existe j  entier tel que T ' <  (j + l)n a r  <  T. 
Prenons alors q =  (j +  l)n  — 1. D’après le lemme 2.3.5, pour tout h supérieur à 
C (n a r)0' -f- (2n +  1 )arAf, on a :

■^0,(i+l)nar(,7) — aT{Bo + •••Bq) +  £.

Donc, d ’après (2.54), on a P-presque sûrement sur Ho et pour tout h supérieur à 
C(nar)0' + (2n +  1 )arM , l’inégalité

P ( K M v )  > I\Fo) < P (ar(B 0 +  ...P ,) >  7 -  e\F0) < e~ ' ,  (2.55) 

avec «7 =  7 — e — (ç +  l)a re  — qr ln ^  — qr >  7 — 2eT  — e si on suppose :

qr ln — +  ÇT <  eT  (2.56)
qr

L’inégalité (2.55) est vérifiée dès que les conditions suivantes sont réunies : conditions 
validant le lemme 2.3.5 (énumérées à la fin de la démonstration de ce lemme), 
conditions (2.50), (2.51), (2.56) et n a r  < T  — T'.

Donnons-nous maintenant eo et 0 strictement positifs, T 1 < T  et e tel que e0 soit 
égal à  2eT  -f e. On choisit les paramètres de façon à vérifier toutes les conditions 
précédentes :

• on prend K  < T  — T ' et tel que

2K M  < (2.57)

(on imposera à n a r  d ’être à-peu-près égal à 7Q,



Chapitre 2 97

• on choisit ensuite 0' tel que 2M9' < |  (2.13),

e ' c ( f )  <  (2.58)

et

C ( y )  e' -f 2K M  < £0, (2.60)

• puis 8 tel que 26 <  C\9' (2.38) et <5 <  (2.47) ; on associe 62 et 63 à 6 comme 
dans (2.39) et (2.41). A partir de e, 6, 9 \  on déterm ine N Cts,e' tel que (2.52) soit 
vérifié pour a >  N Ctst$', 0 < k < -^  et /  >  0.

• On fixe ensuite K '  tel que

K 'M  < 0' A A - 1 ^  (2.61)
O z

/ K \  ̂9M  _ /rt
kK* ~  ) £ — 2̂-62^

(on im posera à a r  d ’être à peu près égal à K ').

• Soit i? >  0 ; on prend r  assez petit pour avoir, en X  — — l ) r  :

X  In - f :  - f  X  <  eT
A

(2.63)

et
<r- K '

T  —  ~Tr----------------- 'N c,s,e>
(2.64)

• Enfin, on impose K '  — r  <  a r  <  K ' e t K  — a r  <  n a r  <  üf, ce qui, pour r  fixé, 
déterm ine a e t n  de manière unique, en garantissant :

O n a r  <  T  — T ',

<> (2.49), d ’après (2.59) et ^  < n a r ,  qui implique C {n a r ) <  C (y ) ,

O 2 a rM  <  ¿j A ¿>3, d ’après (2.61), alors (2.42) et (2.50) sont vérifiées,

O <^o,t(tt >rç) <  £0 d ’après (2.31) et (2.60),

O (2.56), pour I  < S , d ’après (2.63), a r < et qr <

<0> (2.12), d ’après (2.61),

n  >  K~a '̂ >  — 1 donc (2.48), d ’après (2.62)

e c K
2

J
3
.6

+
1

7ro
< K

2
€

2
(2.59)
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0  et a > N Cts,$> ((2.51)), d ’après (2.64).

On pose h =  C ( f  )6' + (2K + K ')M .  Alors, d’après (2.57), (2.58) et (2.61), (2.44) est 
vérifiée. De plus, h est supérieur à C (n a r)0 '+ (2 n + l)a r.M  et (2.55) est donc vérifiée.

On obtient ainsi, dès que t < tq, pour tout 7 <  S  et tout yo de K  :

ÌUA&.« > /) < e-iW— >
¿o ,t (7 t , *7) ^  £o

Donc, si ro ’y /(/)  est l ’ensemble des chemins continus ip tels que Aqj-/(V0 <  7, pour 
r  comme ci-dessus, on peut écrire pour tout yo de tC :

P v M o . t ( Y ,r$.,(/)) > eo) <  i  r’;‘,(/)) < P„,(AS:‘,(,) > /) <
ce qui prouve le théorème 2 .3.2.

2.3.3  M ajoration  finale : passage à la lim ite (0,/i) —*• (0,0)

Pour montrer le théorème 2.2.10, il reste à passer à la limite quand (û, h) tend 
vers (0,0). Pour T, 7, h et 6 fixés, on note Gq^ ( I )  l ’ensemble des chemins continus, 
ip, de [0 ,T] dans IRd, tels que £ o,t {1p) — ^ (notation 2.2.7). Montrons tout d ’abord 
que, dans le théorème 2.3.2, on peut remplacer l 'o r  (7) par G°0'^(I) .  Pour cela, on 
reprend la fin de la démonstration de ce théorème (fin du paragraphe précédent). 
D’après la construction de 77, P-ps, 77̂  est constante par morceaux donc t]w appar
tient à C^JO, T ]; alors £ 0̂ ( 77) <  Aq[t Îv)’ Ainsi, on a Pyo(T} £ — Pyoiv £ 

rM-'C0 ) <  e - iw — >, d’où

Le théorème 2 .3.2 est donc encore vrai avec, au lieu de Aq’̂ , le coût jCq’.Tj c’est-à 
dire, en posant a  — (6, h) et en munissant (IR+ )2 de l’ordre lexicographique, un coût 
jCq.t ayant, d ’après la proposition 2.2.8, les propriétés suivantes :

(1 ) a  H-+ £ q T est décroissante,

(2 ) pour tout (p de CfO,?1], lim CqT(ip) <  lim lim inf CqT (iP).
a — ►O * oc— ►O t//— up 1

(on a même, pour tout a , CqT(<p) < lim inf £ot(V 0 puisque CqT est s.c.i.,
1 ip---ytp * »

mais cet énoncé va suffire),

Fyo d0 ,T 7
.r GÔ.h

O.T I > eo < e
i
r J- •eo

yOT0,/l.
^0,7'

(2.65)



Chapitre 2 99

On a noté :

— £'0,t{(p) =  lini £o ,t(1p) (donc (2) s’écrit: jCo,t(<p) 5: lini lim inf £o ,r(^ ))'

-  pour I  > 0, GotT(I) =  {if E C[0,T]| C o A v )  ^  -0*

D’après le théorème 2.3.2 (sous une forme plus faible puisque 6 est mis ici sur le 
même plan que h et non plus quelconque), pour I  fixé, K. compact de IRd et e > 0, 
il existe cto et tq tels que, pour ce < o;o, r  <  tq et j/o dans /C,

^.M >.r(7T.G S ,r (-0 )> e )  <  (2-66)

(la probabilité diminue lorsque a  diminue donc (2.66) est vraie dès que cette majo
ration est vérifiée pour a  = ao). Montrons que cet énoncé et les hypothèses (1) et
(2) impliquent le résultat du théorème 2.2.10, c’est-à-dire que, si G est une partie 
borélienne de (7(0,T] et K. un compact de IR  ̂ , on a:

pour tout e > 0, il existe r0 tel que, pour r  <  r0 et y0 dans K 1
on a it:  T l o g € (?) < - C ( ü )  +  ,7  } t2 '67»

L e m m e  2.3 .6

On suppose (1) et (2) vérifiées. Soit G une partie borélienne de C\0,T\ .  
Pour tout A  < C{G) et tout compact ÏC de JRd, il existe or0 et e0 tels que 
G  D {<p | y?(0) € fC, et, ps en i, ^  M } soit inclus dans
{V €  C[0,TJ | d0,T(¥>, G S ftA ))  > £o}.

Démonstration : on considère G une partie borélienne de C7[0,r] et on prend e tel 
que A  + e < £{G). D ’après les hypothèses (Hmaj), nous savons que G D {^^(O ) E 
K  et ps en t, ¡^(i)! <  M } est compact {M  est associé au compact JC et à T  comme 
dans (1.16), voir aussi (ûz) de la proposition 2.2.8). Notons Gjc cet ensemble et 
B{ip,r) l ’ensemble {ij> E <7(0,T] | d o p i^ i^ )  <  r }- D ’après (2), pour tout (p de Grc-, 
il existe cty, tel que lim inf jCor(V’) soit supérieur à Z^o,t(v?) — §• Alors il existe e^

tel que C q ^ { B ( < p , e v )) soit supérieur à jC o .t Cp ) ~  £• Si C o ,t {}p ) vaut -foo, on prend 
simplement tels que Cq'?r {B{<p,E<fi)) soit strictement supérieur à A. Du recou
vrement de Gjc par les B ( < p ,  *£■), avec <p dans G, on extrait un recouvrement fini 
Grz C U BUpi, %■) (on note et- =  ev . et a,- =  a w). On pose e0 =  inf Alors,

l<t<n 2 1<><™
pour tou t dans (G/c)*0, il existe i tel que ip E B(ipi,£{). On a:

£%Ï t W  ^  £o,t(¥>ì) -  e, ou £ £ v (^ ) > A  Pour ¿o ,t (<Pì ) =  +°°>
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et donc, puisque ip{ appartient à G,

>  A.

On pose ao =  inf a,-. Pour rp dans (Gx)c° , on a, d ’après (1) et pour un i conve-

nable: £o,t(V0 ^  ^o,t(V>) >  A. L’ensemble (Gx)c° est donc disjoint de G%°T(A). 
Donc G/c est inclus dans {<p | dotT(<P> ^ o ,t(^ ))  — £o}> ce qui dém ontre le lemme. □

Considérons G une partie borélienne de C[0,T] et fC un compact de IR/*. Mon
trons que (2.67) est vérifié. Considérons e > 0 , posons A  = C(G ) — e et prenons 
ao et £q comme dans le lemme 2.3.6. Pour a  <  ûo et £ <  £05 G O {(p | <p(0) € 
K  et ps en <, 1^(01 — M }  est inclus dans {<p £ C!7[0, jT*]| do,T(<pyGotT(A)) >  e}. 
Prenons e <  £0. Il existe a i  inférieur à ao et T\ tels que, pour r  inférieur à T\ et yo 
dans /C, (2.66) soit vérifié pour a  = a\, avec I  — A. On a P-presque sûrement sur 
{YJ e  fC} :

r \o g P (d 0iT(cpT,G ^ T( A ) ) > £ \ ^ 0) < ~ { A - £ )

L’ensemble {dotT(ipr , ^o,t(-^)) — e ) contient {¥>/[0,T] ^  ^  {-̂ o* € ^}* Donc, pour 
r  <  r i ,  P-ps sur {YJ  G £ } , on a :

r  l°g -P(¥>7[o,t] € G \T0) < - { A  - £ )  = -C (G )  +  2e, 

d ’où le résultat, ce qui achève la démonstration du théorème 2.2.10 (page 72). □

Remarques :

1. le fait d ’avoir supposé (2) et non £o ,t s-c-i- pour tout a  perm et d ’appliquer 
cette dém onstration dans le cas d’un seul champ :

alors la fonctionnelle (p 1—i► Jq hL tf>̂ ((p ,(t))dt vérifie (1) et (2). Comme la 
lim ite de hL (fî ( ip ,(t))dt quand h tend vers 0 est égale à  Jq L v^((p '(t))d t  
pour tou t (p de C[0, T], le membre de gauche dans (2) est Ao,t(v?)* On retrouve 
donc exactement le résultat de [AR] (qui est par ailleurs contenu dans le nôtre) 
mais sans avoir supposé que les lignes de niveau de la transform ée de Cramer 
sont localement lipschitziennes. Précisément on obtient le résultat suivant :
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T h é o rè m e  2.3 .7

On considère un processus d ’apprentissage lent, { (Yk )kej f f}, associé à un 
champ de probabilités (fi'x ) vérifiant les hypothèses (H m a j ). On note A'0T 
la fonctionnelle de Cramer associé au champ (fJ-xx) et A*(G) la borne in
férieure de cette fonctionnelle sur un ensemble G. On note ipT le chemin 
aléatoire continu défini sur [0,T] par:

(pT(kr)  =  YfcT pour 0 <  k r  < T  -f r  et ipT est affine sur [fcr; (& +  l)r] . 

Alors, pour toute partie borélienne G de C [0 ,r ] , tout compact K. de JRd 
et tout e > 0, il existe r0 tel que r  <  Tq implique, P-ps sur {YJ  G /C} :

r  log P(<Pt/io,T] € G\F0) < —A*(G) +  e

2. Si Aq’̂  vérifiait (2), on n ’aurait pas besoin d ’introduire le coût régularisé (cf 
les commentaires à la fin du paragraphe 2.2.2) ; mais on a pu montrer

Ao r(¥>) <  lim lim inf A o r(V0V o.o) o , T \ r j

seulement pour (p dans C^’̂ OjT] et en se lim itant à des chemins ^  variant 
dans C'^[0,T>] (inégalité (2.68)).

2.4 Calcul du coût régularisé

2.4 .1  C alcul du coût régularisé C sur les chem ins réguliers

On s’intéresse, dans ce paragraphe, aux chemins pour lesquels le coût régularisé 
£ q,t  prend la même valeur que Ao,t qui est le coût attendu (cf paragraphe 1.4.3).

T h é o rè m e  2.4.1

On considère deux champs de probabilités (/x^) et (/x2) vérifiant les hypothèses 
(H m a j) . Alors, pour tout chemin tp appartenant à C-^fO, T], jC0,t(<£>) est égal 
à Ao}t (<p ) (fonctionnelles de coût définies respectivement dans les notations 
2.2.9 et 1.4.5).

Ce résultat est vrai, en particulier, pour tous les chemins ne rencontrant pas P°.

Démonstration : soit (p dans Cr̂ ,1[0,T]. Le coût CB0[xi^) es  ̂ inférieur à A q '^^). On 
a donc :

£ o,t (<p ) =  ^o’rCv5) ^  Aor(y?).
U,J (*,*)-(o,o) -  (*,*)-(o,o) 0,7
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D’après le théorèm e 2.2.6, le membre de droite de l ’inégalité est égal à Ao,t (V3) Qni 
est donc supérieur à Pour prouver l’égalité, il suffit de m ontrer qu’on a

Ao t(v’) <  üni lim inf A ox(0)
V-6C/[0,T]

(2.68)

Le membre de droite de cette inégalité est une lim ite croissante quand 6 et h dé
croissent vers 0. Remarquons que la démonstration de (2.68) va être proche de celle 
du lemme 4.3 de [AR] (il y a alors un seul champ ; on ne fait pas d ’hypothèse sur 
ip et ce qu’on m ontre alors, c’est que le coût est s.c.i.). Notre dém onstration perm et 
d ’ailleurs d ’obtenir

A0,T(<p) < lim inf A0,t( ^ ) ,  
V-ec'ro.T]

forme affaiblie de semi-continuité en (p puisqu’on se restreint dans la limite à  des 
suites d ’éléments de C^[0,T].

Considérons une suite (tpk) dans C*[0,T] convergeant uniform ém ent vers y?, avec
lim lim Aq riV’fc) =  !• On veut montrer :

( 0 , A ) - ( 0 , 0 ) * — +oo '

A0,t(vO <  I  (2-69)

et il suffit de considérer le cas /  <  -f oo.

Il existe une partition  finie Q — to < t\ < ... < tp — T  telle que ip(\tj, ¿¿+i[) soit inclus 
dans P ’-», avec ij  =  0,1 ou 2 ; quand ij vaut 0, ip est C 1 par morceaux sur [¿y, tj+i]. 
Comme dans la dém onstration de la proposition 2.2.8 (i i i ), on peu t extraire une 
sous-suite (tpk) telle que lim lim An’r(t/>jt) =  I  et dont les dérivées convergent

n  ( « , * ) - ► ( 0 , 0 )  fc— + o o  6

sur chaque intervalle [i,-,iJ+i] vers ip', pour la topologie faible de L 2([tj, t j+1))- 

Soit t  dans [0, T].

1. Considérons le cas où <p(t) appartient à  P*, pour un i égal à  1 ou 2. Alors, il 
existe e >  0 et Vt un voisinage de t tel que y?(Pï) soit inclus dans (P ') -e . Pour 
k  assez grand, cZ0,r(v?» e s t  inférieur à |  donc V’fc(Vt) est inclus dans (P*)“ ?. 
Alors, pour h <  | , 0 >  0 et s dans Vt, on a :

Soit V  un voisinage fermé de Conv{S'y ; y € B(ip(t), /i)} (notation 1.4.7). 
Pour h p e tit et k grand, Aq’̂ t / ’j0  est fini» donc, presque sûrem ent en s dans

Ào,h Wk S 4>k s hLt
V-k >] k s
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Vî, le vecteur ip'k(5) appartient à C onv{Sy ; y G h)}. Alors, d ’après
la continuité de a: Ht Sx , V  contient V’jti5) pour k assez grand et presque tout 
s dans Vt\  un voisinage de t inclus dans V*. Donc appartient à V
pour k  grand et presque tout s2 7̂  ¿i dans Vt'. On en déduit que, pour de tels 
5a>s2> appartient à V  et donc <p'(t) à V.

On a m ontré que pour h petit, presque sûrement en t  de [0, T], <p'(t) appartient 
à C o n v{S xy ; y G B(ip{t), A)}. En faisant tendre h vers 0, on obtient:

v'CO e  s ; (t). (2.70)

2. Considérons le cas où <p(t) appartient à P°. Pour x  G IRrf, on note A x,h l’en
semble :

(J Conv{Syi y G B ( x y h)} (J  
i=1

(C o n v^ S ^  n { 7 r ( - )  >  H {tt(-) <  6} ; 2/ 1 , î/ 2  G B ( x , A ) | n { | 7 r ( - ) |  <  0}^

Pour 0 et h petits et k grand, Aqj’(V’fc) est fini, alors pour presque tout 5 de
[0,T], ipk{s) appartient à -4 ^ (a)- Considérons V  un voisinage fermé de ;
comme dans le cas 1, V  contient V'jtC5) pour k assez grand et presque tout
s dans un voisinage de i, et donc (p\i). On en déduit que <p'{t) appartient à
H ce qui se réduit, puisque Tr((p'(t)) vaut 0, à la condition:
6th

ip'Çt) G C o n v {S l{t) n  {tt(-) >  0}, s j (0 n  {tt(-) <  0}} (2.71)

On accroît les supports Sx par convolution des probabilités p.x avec les mesures un 
comme dans la dém onstration du lemme 1.3.5. On a de nouveau, pour tout n et 
tou t x, Sx inclus dans (5 i’n)-5 , avec 6 >  0 fixé, pour tout x , ¡3, L x̂n(j3) < L xx()3) et :

On indique toujours par un exposant n les notations correspondant au champ de 
mesures (fix * un) : L x , An, A£M ....

Montrons que pour tout x,/?, on a:

J im > £ ;C 3 ) =  £ ,(/?). (2.73)

Il suffit de m ontrer L x (fî) <  lim Lx (j3) et cela dans le cas où le membre de droite 

est fini. Pour n assez grand, L x(fl) s’écrit alors ptnL xJn(j3li) avec ¡3xn dans le

32—

'Pk(s2)-'l'k(si)
5 2 — ^1

lim
n— oo

L
« , n ,

X ß L X ß (2.72)

T L i
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compact Sh71 et les conditions habituelles sur (p'n,0n), en particulier /? — Xw=1 p'nPn- 
Soit (/>’, /3’) une valeur d ’adhérence de la suite (p'n , /%). On a ¡3 =  ]C;=i />*/?* et (/>*, /?*) 
vérifie les conditions perm ettan t d ’écrire :

£«(/3) < y, ¿¿An- 
1=1

Si on note L^  la transformée de Cramer d’une probabilité ¡x sur IR**, on sait que 
l’application (¡x,{3) »-+ £ M(/?) est s.c.i. sur E  x  IRd où E  désigne l ’ensemble des 
probabilités sur ]Rd vérifiant (H2), muni de la topologie de la convergence faible. 
Puisque ¡îx * vn (normalisée correctement pour avoir une probabilité ; le coefficient 
de normalisation tend vers 1), converge faiblement vers ¡ix quand n tend  vers +oo,
on a :

L*(ß‘) <  J im ^  L T (ß 'n).

On en déduit :

et donc (2.73).

Supposons m aintenant qu ’on ait montré, pour chaque n :

cr* 4jr
f  \ n(<p(t)>(p,(t))dt <  lim lim inf (  X«,a(V>*(0> V'KO)«** (2-74)

JO (6,h)—*(0,0) k—>+oo Jo

Alors on a :

A0 <  lim in f f  Xn((p(t),(p'(t))dt
n—►+oo J  Q ^

<  lim lim in f f  Xo h(ÿk(t),xf>i(t))dt =  lim lim inf Ao’riV’Jt) =  7, 
(*,/.)—(0,0) A~+oo J o  r k \  (0,/i)—>(0,0) k —* + o o

(2.69) est donc démontré.

(pour la prem ière inégalité, on utilise le lemme de Fatou sachant que, d ’après (2.72) 
et (2.73), À(y>(*), </?'(•)) est la lim ite simple de An(y>(-), quand n tend  vers -foo,
et pour la deuxième, (2.74)). □

Dans toute la suite, n  est fixé. Pour alléger l ’écriture, nous choisissons de le sous- 
entendre dans les notations (coûts et S ^n)  et de signaler par un  jj en exposant les 
moments où nous utilisons le coût initial (sans convolution avec un). Retenons que

L X fi < lim
n—+-t-oo E

t = l

2

PnL í,n
X ß n j
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si L x a(u) est fini, alors v appartient à (Sx)~s (on l ’utilisera pour v =  ^ ( t ) )  et que, 
d ’après (2.70) et (2.71), si (p(t) G P x, alors ip \ t ) appartient à { S ^ t^)~s et si ip(t) G 
P°, alors ip'(ï) appartient à C o n v { (S ^ t^)~s fl {7r(-) >  0}, ( ^ ( t ) ) -5 H {tt(-) <  0}}.

Montrons (2.74) :

Soit [a, b) un des intervalles [tj,tj+1]. Nous allons m ontrer:

f  An(v?(í),c¿>'(í))d¿ <  lim j n f  f  A¿(V»*(0>^*(0)d* (2-75)
J 0 —►(0 ,0 ) k—*>+oo J 0

1. Considérons [a, 6] tel que ¥>(]a, &[) soit inclus dans P 1, avec i =  1 ou 2.
Alors A^fc(y>) est fini. La mesure de Lebesgue de {¿ G [a, ¿] | <p(t) G (■P°)/l}

tend vers 0 quand h tend vers 0. On en déduit que I teja Lxlfî {npi(t))dt tend

vers 0 quand h tend vers 0 (dès qu’une fonction positive f  est intégrable, si 
on a des parties A n telles que m (A n) tend vers 0 quand n tend vers 0, alors 
f An f  dm  tend vers 0 quand n tend vers 0).

Sur un tel intervalle [a, b], on peut donc trouver t tel que le coût en dehors de 
[a +  i, b — t] soit arbitrairem ent petit. On pose X  =  [a 4- t, b — t]. Considérons 
h tel que tp(X) soit inclus dans (P x)~2h. Pour k assez grand, ipk(X) est inclus 
dans (P ')~h, alors on a:

Pour obtenir (2.75), il suffit donc de m ontrer:

jx £¿.(0(v'(t))dt <  lim liminf jf  hL < l m W k(t))dt. (2.76)

Soit e >  0. L’application L.(-) est uniformément continue sur Ul€wx x (S lx)~s et 
x  Sx est continue donc il existe 8' tel que, si x , y appartiennent à IA, |x — y | <  
6' implique (Sy)~6 C (Sx)~* et, pour tou t v de (5'‘)-5 , \Lx(v) — £y(u)l <  £• 
On prend h inférieur à y  et k  assez grand pour avoir datb(<p, t/»*) <  y . Alors, 
pour t dans X  et y dans h.), |y — <^(t)| est inférieur à 8 \  donc pour
tou t v de (Sy)~s, \Ly(v) — jL^î)(v)| est inférieur à e. Presque sûrement en

hv l ( ,) (« W )  s’écrit T ., P ^ K f i )  avec T ^ Ù f i  =  «t f i
La quantité L xy B(/^ ) +  £ est minorée par L y(/3y) -f e donc par

utilisant la convexité de on en déduit hL iJk{i)(il>'k(t)) +  e >  L l {i)(il>'k(t))
pour presque tou t t  de X.

t dt IT
h'L ti f ik 0 xbk1t' dt.

dans 'Sri
y-

- 6

/ Á 0\ { r b u ( t ) , W u [ t ) ) d t  =
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Pour obtenir (2.76), il suffit donc de m ontrer:

Or, la  convexité des transformées de Cram er L xx perm et d ’écrire, pour to u t t 
de [0,T] et tou t v de (*S' ^ t))- 2 :

On a donc, puisque appartient à C o n v{(S y) s; y  €  £')}, qui est

inclus dans (S l )~a :

J T
L i

<P:o t dt < lim inf
k —*-foo Ji

Lv>[0 'k r dt. (2.77)

L ¥>(O'» > L<p(*)' y t) +
d.K

ô v
*►(0.

0 , V  —  i p ‘ t)

h H
W k t) k1t) + e > L<p(»¿J ’*/>'k t]

On conclut en utilisant la convergence dans L 2{X) de (V’jt) vers ip'. On a bien 
(2.77) et donc (2.75).

2. Considérons [a, 6] tel que y>(]a, 6[) soit inclus dans P°.
Soit e >  0 . On découpe [a, 6] en intervalles [ûj, fl;+i] de façon à ram ener le coût 
des ipk à. un coût calculé au point cp(aj) :

on reprend 6' tel que si x, y appartiennent à 14, |x — y | <  S' im plique (Sy)- 1s C 
(<i>i)- * et, pour tou t v de (5^)“ *, \Lxx(y) — L'y(v)\ < e. On choisit les intervalles 
[ajt aj+1] assez petits pour avoir |<p(t) — V?(ai)I <  3" pour t dans [aj,aj+1]. On 
prend ensuite k  assez grand pour avoir ¿0>t(y>, ipk) <  y .  Alors, pour t  dans 
[aj*,aj+ i], |V>fc(i) — | est inférieur à En im posant h inférieur à y ,  pour 
y dans h) avec t G [ajt aj+x], |y — ip(aj)| est inférieur à  on a donc
|£ ‘y(u) -  L\,{aj)(v)\ < e pour tout v de (S'y)~s .

Presque sûrem ent en t, hL i^ t){ij),k(t)) s’écrit £ y Py&y "(Z^) avec Y,yp{vPy =  
V>jfc(i) et (3y dans (iS*)_ i . La quantité L'y *(/?*) +  £ est m inorée par L\p âj^ P y'). 
En u tilisant la convexité de jL^a .j, on en déduit que pour presque tou t t  de
\Q“i % CL+jl.\ 1, OU d» !

De même, Lg s’écrit Y^P* (<)(#) e t h +,,{*)($) +  e est
1 = 1

supérieur à L*^ ^(Pl) , donc, pour presque to u t t de [a^,aJ+1], on a :

L ho ^ k{t)) + e >  Lg(ip(aj),L h tbk [t] XÙk t' + e > L'e a5 i 4 k ï

L h
fe rh t xbk t)

aL

d v
>(0

¿P tt 4>k t' v [t
)

dt.
JI

L *
v(<) Wk t dt >

L
L ¥> y \d\ +

L
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On peut alors minorer, presque sûrement en i,

L 9(<p(aj)>'/’k(t )) si ipk{t) € (P°)h et |t t (^ ( î ) ) I  <  0,

pour i =  1 ou 2 si
MO e (P {)~h

OU

•££(«,•) (^ *(0 ) si M O  € P °  et |t t (^ (Î )) | >  0
(2.78)

Remarque : le fait de se ramener à des coûts en un même point ip(cij) au lieu 
de <p(t) comme dans le premier cas d ’intervalle [a, 6] va perm ettre d ’utiliser la 
convexité de l’application /? »—► glgk(<p(cij), P) dans (2.80) ; on remarquera que 
l ’écriture de (2.80) revient à exprimer que pour des champs de probabilités 
constants, le coût entre deux points pour une durée donnée est minimal pour 
le chemin affine reliant les deux points en un temps T.

Pour m ontrer (2.75), considérons une suite (0jfc,/ijt) convergeant vers (0,0) et 
montrons qu’on a alors :

Aa.ètv3) <  lim inf A**6,/l* “(^jt).
A:—►-f-oo 1

(2.79)

On prend k assez grand pour avoir dait,((p} tf>k) et hk inférieurs à y .  Alors la 
minoration (2.78) de ^ ¡ ^ ( ^ ( i ) ,  V’jt(O) +  £ es  ̂ vérifiée presque sûrement en t. 
Pour chaque k, puisque ipk appartient à C^[0,T], on peut découper [a j,a j+i] 
en sous-intervalles tels que ipkQti > soit inclus dans P tk>1, avec
ill. i =  0,1 ou 2.

. _  0
y ( o j )  -  1 ___ «tj» ^  ¿*,3 =  0 ^ --------- *

----' ¥>(«/+i)
■0jt(aj)

Le fait de distinguer les [if, if+1] va perm ettre de faire apparaître des mélanges 
de L 1 et Lÿk ou L 2 et Lgk mais jamais des trois coûts en même temps, ce qui 
îst fondamental puisqu’on ne veut pas faire apparaître conv^L1, L 2).

(a) si ik,i =  0 ; presque sûrement en ¿, 7r(tp'k(t)) vaut 0.

L’intégrale / ['^jJ,/ifc(V,*(0î V’jk(O) £] ^  est alors minorée, d ’après 
Jtf

A ' x b'k t 7b t 4- e par :

v,k t' e F>o h
n p i» et ITT Vk' t > e

L k t
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(2.78), par

donc par

où on a posé 0 k,i = - (convexité de L°k(ip{aj), •)).

(b) si ik,i = i , pour i — 1 ou 2, d ’après (2.78), X6l tflk(^k (t) ,  V'ir(i)) + £  est 

minoré par ^ ( v fa i )» ^ * ^ ) )»  où 9o(x >0) est éSal *

m«n{/.£i(/?i) + (!-#.)£?(*,{•') | P = p/3‘ + (1 -  p ) i ‘, |t({*')I < «}

(en effet, les deux expressions k(*)) et Zr°(y>(ûj),V’KO) de (2.78)
sont possibles, donc on minore par une expression “convexifiée” des deux). 
g$(x,-) est convexe puisque L xx et Zî°(x,-) le sont, ainsi que l’ensemble 
{0  | |tt(/?)| <  0}. On en déduit, d ’après l’inégalité de Jensen :

f kl+1 9Ïk(<pM,fp'k(t))dt > (if+1 -  M a y ) , /?*,/), (2.80)
Jti

où Bk i est défini comme dans le cas précédent : 0ka =  • La
* *i+i "-i

quantité  g%ek(<p(aj), 0k,t) est finie; grâce à la com pacité des .), elle 
s’écrit :

+ (1 -  />*,«)£?>(«;). iî.i). 
avec fikj = pijPlj +  (1 -  PÎ,i)ii.l et <  Bk.

tk —tk
On pose, pour k et l fixés, a*,/ =  a%\-a) e )̂ Pour i =  0,1 ou 2 et k entier,

Tk =  V  I h,i =  i} et a [  =  X ) (on a J 2  a k =  !)•
/€7£‘ i=0

Pour k  fixé, on rassemble les 0k,i correspondant à  ik,i =  0 : on note 0® leur 
barycentre, pour les poids :

Pour i =  1 ou 2, on pose :

P k=  1 2  Ph.l . e t à  -  S  a t ' ' ^ gr l j W
/er̂ /er; P* leri P*

JtkI
t
L.
i+1

Lo
ek QJ t dt

t k
f+1 t L o

k ¥ a Bk, i

*k t kï+1 k t k
t l+l t\k

Pk.l-Lu>(a¿iO

ß k , l
Wk t kí+1

t
1 + 1

lik
tI

tk
La

<4 Pi

0
.0
'k r .

lei

a kA
a .0

k
ßik,b
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On a, pour i = 1 ou 2 :

53  ~ZT@k'1 ~  PkP'k +  (1 — Pk)€k-
•en  “ *

(2.81)

En regroupant tous les sous-intervalles de [a j,a J+1], on obtient donc:

Or, d ’après (a) et (b), on a:

J2 J J+1[Xel,hk +e)dt >  ]C(a;+i-a;)Ôi,
i aj 5

OÙ

Ql = 5D «m £°*(<Ka;) + 5D 5Z si*(v»(ai)>&,/)•
/ e T ?  * = i  / e 7 £

Puisque

E  «W P Ì,.4 (a ,)(« .< )+E  ^  (i-/>w)£°,,(¥>(«,•).ÍÍ,,).
«et;  ls r¿

que chaque L\p(a ) est convexe et que •) est convexe sur l’ensemble
{/?| |7r(/?)| <  0*}, on en déduit:

S i  >  oclL°H (<p(aj), f t )  +  [ ^ ( „ ¿ ( / S )  +  (1 -  P Î)iS . (¥>(«,0, f i)]  • (2.83)

Q uitte  à extraire une sous-suite, on peut supposer que (a°, a]., p \, (3°, f3lk, Ç'k) 
(i =  1 ou 2) converge quand k tend vers -foo. Soit ( a 0, or‘, />*,/?°,/?’, £’) sa 
lim ite. Alors, on a, d ’après (2.82) :

Nous cherchons à minorer, pour k  grand, les term es L\>̂aj)(Pk)i L®k(ip(a.j),/3k) 
e t ^ ^ ( ^ ( û j ) ,  £*) apparaissant dans (2.83). Nous traitons le premier term e dans 
(a) et les deux autres dans (b).

(a) Considérons (k , /) tel que ik,i =  avec i — 1 ou 2. Alors 7c(ak,ij3k,t)
vaut 0, ~ a ou donc sup/e7y 17r(ock,i(3k,i)| tend vers 0 quand

k  tend  vers +oo. D’après (2.81), \^(PkPk +  (1 ~  />*)£*) I est inférieur à
^ r s u p /e7-,- ^(ajt./^jt,/)! donc |7r(px(3' +  (1 — /0‘)£*)|, lim ite de cette quantité 

k ^

%¡) Qi±l
ai+1 a

A: a
£ Qfc,/ fc./ a

o
ß

n
'k +

2

£
Í=1

a i
k P k k + 1 p

i
k t

i (2.82)

Ao,
a,6

Ti
+ £ b — a

/G7ri
a k,i 9,

i
'K <P aj ß k,l.

a i+i.
ai+i a i

¥ aj .
ex

o
ß

o
+

2

E
t‘= l

ext
p

iß + 1 P
i ' ì (2.84)

ir(V'fc(aj+i))- 7r(V»fc( g , ) )

E
» = 1



110 Chapitre 2

lim inf S i  >  +  ¿ a ' p l v ( . , •>(/?') +  (1 -  />')£*(.,)(?')]

et les vecteurs 0°, et £* sont tous de première coordonnée nulle (si a* ^  0 
pour le deuxième). La convexité de L ^ aj) sur {{3\ 7r(/3) =  0} perm et alors de 

minorer le membre de droite par L^(aj)( v^ 3a biffai )> d ’après (2.84). Finale
ment, on a:

A ®*¿A* “(V'fc) +  e(b -  a) > Y ^ (ai+1 “  ai)
i

quand k tend vers +co, vaut 0 dès que a * est non nul.

Or iTr ĵk,/)! <  0* implique |7r(^)| <  0* et donc Tr(f’) =  0 (en montrant 
cela, on montre plus ou moins qu’un chemin minimisant le coût locale
m ent suit P °, ce qui tend à prouver que les chemins minimisant le coût 
A0lr  ne peuvent avoir une infinité d ’oscillations autour de P°). On en dé
duit 7r(/?*) =  0 et c’est ce qui va perm ettre la minoration par le bon coût 

m ixte; en effet cela implique L<p(aj){P') <  ^ ( o  )(/^’) comme -̂ V(oj) es  ̂
s.c.i., on a:

Ce résultat sera utilisé pour minorer Q3k à partir de (2.83) si a 1 est non 
nul. On a réussi à minorer avec L ^ aj  ̂ et non co n v (L ^aj ,̂ L ^ â ) .

(b) Pour traiter les deux autres termes, montrons :

Lv(aj)(C) <  l im in f l,^  (¥>(«,•),&)

7r(/?°) et 7r(C) sont nuls (vu pour le second et d ’après 7r(/?jt,/) =  0 quand 
ik,i vaut 0 pour le premier). Or, pour tout /? tel que 7r(/3) =  0, si ((3k) 
converge vers /?, on a pour tout x de P°

< lim inf L° (x,/3k)
k —►4-oo

En effet, d ’après (2.7), Lq(x , 0) est inférieur à lim m f L$k(x ,/?*) or, d ’après 

la remarque 2 page 64, L%(x, •) et L x coïncident sur {0\ 7r(^) =  0}.

On en déduit

I v>aj  J ß
»' < lim inf

AT—►4 *0 0
z t

ai) ß i
'k.

Lv>aJ ß
0 < lim inf

* —♦ + 0 0
L 0

k a3 ß
O'
k

L<P a3.
a;+i

Q;+i a3

a3,lim inf

a oL aj,
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Pour conclure, on utilise que i p  est de classe C 1 par morceaux sur [a, 6] (cette 
hypothèse sert seulement à cet endroit) : quitte à diminuer les intervalles 
[a j,û j+1], on peut supposer que (p' varie d ’au plus |  sur chacun de ces in
tervalles (parmi les aj on prend tous les points de discontinuité de (p'). Pour 
j  fixé, il existe c dans [ a j , a j + 1] tel que = V5̂ 0)- Ce vecteur ap

partient à B ( ( p ' ( c i j ) ,  | ) ,  ensemble inclus dans (S^(aj.))- £, donc, pour t dans 

\ai-> aj+1] »

r /V («i+i) -  ^  r f¥>(aj+1) -<p(aj) \  _
L v{«j) l --------------------- ) ^  L <p{t) l -----------------------J “  e-•" V a J+x — a ,  J  \  a j + x  — a j  J

On a donc :

Hm inf A fÿ“ ( «  +  2e{b -  a) > Y . T * '  4 ( 0  ( *>(° i+l) ¥’( S ) )  * •
*—►+00  j  Jaj '  a J + l  _  '

Posons alors x(^) =  pour i dans [a j,a J+i[. On prend la limite
sur une suite de partitions (aj) dont le pas tend vers 0. Soit Xm la fonction 
correspondant à la partition d’indice m. La suite Xm. converge presque par
tout vers t p La fonction L v(t) est s.c.i. donc on a, presque sûrement en t, 
^J<p(t){}P>(0 ) ^  lim inf L vtt\(xm(t))- De plus, elle est positive donc, d ’après le

771—►-}~©0
lemme de Fatou, on a :

Aa,b(<p) =  L ^ t)((p'(t))dt < lim m i £  L ^ t)(xm(t))dt.

Or, on a montré, pour tout m,

lim inf A°akihk \ ÿ k )  +  2e(b -  a) > f  L v{i){xm{t))dt.
K— ►-i-OO J CL

Donc

lim inf Aeaklhk B(^fc) +  2e(b — a) >  Aa,b(<p).
k —►-f-oo 1

En faisant varier e, on obtient

lim in fA Îÿ * 11̂ * )  >  A atb((p).
k —►+cx> *

On a m ontré (2.79). L’inégalité (2.75) est donc vraie également pour ce type 
d ’intervalle [a, 6].
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Il y a un nombre fini d ’intervalles [a, 6] à considérer ; on a donc bien m ontré le théo
rème 2.4.1. □

Ce théorèm e prouve qu’on a amélioré les résultats de [Du88] et [DEW] : 
notre m ajorant — £(G )  dans le théorème 2.2.10 est meilleur que —A(G). En effet, 
pour <p de classe C 1 tracée sur P°, —Ao,t ( îp ) peut être strictem ent plus petit que
— (c o n v (L ^ t^  ^ ( i)))(v?/(^)) > m ajorant obtenu en utilisant les résultats de [Du88] 
ou [DEW] (paragraphe 1.4.4). Cette amélioration est claire dans le théorème final
2.5.1 où la fonctionnelle C n ’apparaît plus.

2 .4 .2  S im plification  de l ’expression  du  coû t régu larisé

Pour <p n ’appartenant pas à C^,x[0 ,r ] , jCq.tÎV3) est calculé comme

lim lim inf 
(ûk,h)-+(o,o)

V<€C'[0,T]

On peut essayer de 1 écrire lim inf A o,t ( V0  mais, en tou t cas, on devra garder
V.€C'[o,r]

l’approxim ation par des éléments de C^[0, T] : le coût se calcule sur des chemins 
suffisamment réguliers au voisinage de P°. On peut simplifier l’écriture de Cq,t  de 
la façon suivante :

T h é o rè m e  2 .4 .2

Pour tout (p de C[0 , T\, dans l ’expression du coût

£o,t(¥>) =  Km /  x o M ( t ) A \ t ) ) d t ,(0,A)-*(O,O) V'-+V» Jo 
V-€C'[0,T]

la fonction Xg^ (notation  2.2.4) peut être remplacée par ugth où, pour x et 0  
dans JRd, on a :

V0,h(x >P)

L i ( 0 ) si x  e  (P*)“ *» » =  1 ou 2

L%(x,p) s i  W ^ ) | < e l  - 0 1 ou 2
£i(/S) si > e j  Sl x 6 ^ fK̂  > ' ' U>1 °“ J
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Rappelons qu’on a posé :

L i{ x ,p )  si
l'Lix(0) si | j t ( / ? ) |> «

si x €  (-P1) h, i — 1 ou 2

si x € P' n ( - P ° ) \  i =  0,1 ou 2

et que L°(x,/3) est égal à :

¿P'' = 1. E />’>•' = f i ,  * { P )  >  ^ * { f ? )  < «}•
N'=l t=l 1=1 J

Démonstration : soit <p dans C[0,T]. La fonction A e s t  inférieure à ve.h.-, donc il 
suffit de montrer :

l im  l im in f  f  ise h( i p ( t ) , i l > ( t ) ) d t <  l im  l im in f  [  A* * (ip(t), i j j  ( t ) )d t .  
(8,h)-+(o,o) v—v Jo v'ny^ K ~  (e,h)~(o.o) Jo

V-ec-qo.r] V-6C/[0,T]

Pour cela, on reprend le début de la démonstration du théorème 2.4.1. Il suffit 
de considérer le cas où jCo.rCv3) est fi™ et de montrer le résultat en prenant dans le 
term e de gauche les coûts associés à (/¿x*J/n)x pour n fixé. Il s’agit de transformer les 
hL 1 en L x,n et on utilise pour cela le raisonnement qui a permis de montrer (2.76). □

Nous ne développons pas davantage ce point puisqu’il suffit de s’intéresser à jC0it (<p ) 
pour (p dans C^,r[0,T], comme nous le montrons dans le paragraphe suivant.

2.5 Nouvel énoncé

Le théorème 2.4.1 permet de donner une autre formulation du résultat de m a
joration (par rapport au théorème 2.2.10), celle que nous avons annoncée au début 
de ce chapitre. Nous reprenons la démonstration du lemme 2.3.6, en m ontrant que 
l’on peut remplacer £(G )  par A(G  fl Cr̂ ’1[0, T]).

Puisque C J,1[0, T ] est dense dans C[0, T], on peut recouvrir G  par les B(<p, ^r) où ip 
vaxie seulement dans G f 1 C i,x[0,T] au lieu de 6? H C[0, T], On peut donc remplacer 
C(G ) par Cq,t (G H C ^ [ 0 t T]) (le raisonnement est inchangé) qui est bien égal à 
A (G H C'^,1[0,T]) puisque jCo.t et Ao,r coïncident sur C-^fO,!?1] d ’après le théorème
2.4.1.

Remarquons d’autre part, qu’on a nécessairement A(GrnCf̂ ,1[0, T]) >  £(G). L’énoncé

A e.h X ß

inf E
1 =  1

2

P
i

L
X
X 0

7riß) < e



114 Chapitre 2

suivant améliore donc le théorème 2 .2.10 (il est possible que pour tou t fermé G on 
ait A (G fi C'^’1[0 ,T ]) =  C(G) auquel cas les deux énoncés sont équivalents).

Enfin, comme A (G  H C^,1[0 ,T]) est supérieur à A(Gf), on obtient également la m a
joration avec le coût A. On peut avoir A (G H C*,l[0 ,T]) > A (G), par exemple pour 
G =  {ip} avec <p n ’appartenant pas à C ^fO jT] et Ao.tÎV7) fim*

T h é o rè m e  2.5.1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de l ’hyperplan P °, {(5^)j.ejpv}> associé à des champs de probabilités 
(li\) et (ft2) vérifiant les hypothèses (H m a j)  et (Ho). On appelle <pT le chemin 
aléatoire continu défini sur [0, T] par: ipr (kr)  =  Y£ pour 0 <  kr  <  T  -f- r  
et <pr est affine sur [kr\(k  -f l) r] . Alors, pour toute partie borélienne G de 
C[0 ,T], tout compact K de IRd et tout e > Q, il existe r0 tel que, r  <  r0 
implique, P-ps sur {YJ € K.) :

r l o g P ( ^ [0fT] G G\F0) < -A (G C \C i 'x[0 ,T ))  + e <  - A ( G )  + e

Application : d ’après (2.68) et Aqj* =  Ao,t (Proposition 2.2.6), on a :

Ao.t ÎV3) <  lim inf A o.rW  v—v>
V'€C/-, [o.r]

on en déduit que pour tout i p  de C'^,1[0, T], A ( B ( i p ,  e) H 0, T]) tend vers Ao,t (<p ) 
quand e tend vers 0 , on a donc :

lim lim inf r log P(<p )[0,t} €  H ^ e ) ! ^ )  <  —A0,t (<p )-

Le théorème précédent doit être précisé en tenant compte du fait que, si G est un 
ensemble de chemins à valeurs dans P * pour i =  1 ou 2 , il n ’en est pas nécessairement 
de même pour G. Dans ce cas, tandis que A (G fi C-^fOjT]) et A %(G) coïncident, ce 
n ’est pas toujours le cas de A (G fl C'^,1[0, T]) et A’(Cr). Or, le résultat de grandes 
déviations doit faire intervenir dans ce cas la fonctionnelle A‘ et non A(-nC'^’1[0, T1]), 
qui risque de prendre en compte un coût mixte le long des chemins de G qui suivent 
P° sur certains intervalles. A (G fl C^,x[0,T]) serait alors plus pe tit que A*(G).

Pour tenir compte de cette éventualité, il convient de remplacer A (G  H C'^,1[0 ,T]) 
par :

inf{Jo,r(v?) | ¥> € 5 n c ' ’1[0 ,r ] }
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où Jo,t (<p ) est égal à Ào.rCvO sauf si il existe [¿1,^2] tel que , ¿2O soit inclus 
dans P°  et tel que pour toute suite tpn dans G convergeant vers 9?, on ait, pour 
chaque n, <£>n(]ii>¿2D inclus dans P 1 U P 2. Alors, sur [¿1,^2], on remplace A 
par Ajl t2(cp) A A2J Î2(y>), et si les y>n(]£i»Î2[) sont tous inclus dans P ’, on remplace 
Ata.^Cv3) par A‘l(t2(y>).

Exemple : supposons 0 < t\  < t 2 < T  et appelons G l’ouvert des chemins de C7[0,r] 
tels que est inclus dans P Alors, on remplace le résultat du théorème
2.5.1 par:

r log P(<prno,n  S G\To) <  -  inf{ A„,(l [v ) \ <p 6 G n C " [0, T]}
- in f{A i,.,,(¥>) | ip 6 G}
-  inf{A„,r (v>) | V € G n C^'10,T]} +  e

où le m ajorant peut être strictem ent inférieur à —A(G fl C^,l[0, T]) -f e.

2.6 Cas où pour tout x , S*x est inclus dans l’en

semble {/3|(—1 )*7r(/5) > 0}

Jusqu’à présent dans ce chapitre, nous avons supposé que l’hypothèse H q(x ) était 
vérifiée pour tout x  de IR**. Nous étudions maintenant le cas où, pour au moins un 
des deux indices i — 1 ou 2 , on a: “ pour tout x  de IRd, S xx est inclus dans l’ensemble 
des vecteurs strictem ent rentrants dans P x ” . Nous montrons qu’alors, il n ’y a pas 
de mélange des champs c’est-à-dire pas d ’oscillations du processus entre les deux 
demi-espaces (dès que le processus entre dans P*, il y reste). Seuls les coûts L \  et 
L \  interviennent et non le coût mixte L x.

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le long de 
l’hyperplan P°, {(Y*T)*elN}> associé à des champs de probabilités (//*) et (/z2) véri
fiant les hypothèses (Hmaj). Supposons que pour tout x de JRrf, Sx soit inclus dans 
l’ensemble {/3|n(j3) <  0}. Alors, pour tout chemin (p absolument continu, Ao.tÎV7) 
est égal à

I,3

T

L
i

t) H <p t)6.P l + 2
(0 SP i I ep 2U.P 0 dt
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Si le processus a son origine YJ  dans P 1 U P°, presque sûrement, sa trajectoire reste 
dans P 1 U P ° et le champ fj} gouverne tous les pas. Alors le principe de grandes 
déviations (m ajoration et minoration) est vérifié avec la fonctionnelle de coût A1 (les 
chemins de coût fini ayant leur origine dans P 1 U P° sont à valeurs dans P 1 U P°) 
quels que soient les supports S 2.

On suppose m aintenant que le processus a son origine YJ  dans P 2. Presque sû
rem ent, le processus traverse au plus une fois P°.

N o ta t io n  2 .6.1  On note C'rrav l ’ensemble des chemins ip qui traversent au plus une 
fois P°, c ’est-à-dire tels que {t G [0 ,T] | <p(t) G P 0} contient au plus un élément.

Remarquons que pour les chemins de cet ensemble on n ’a pas besoin de définir de 
fonction de coût Lx pour x  dans P°.

T h é o rè m e  2 .6 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, {(Yk )kej ^ ) , associé à des champs de probabilités (/¿i) 
et (/¿2) vérifiant les hypothèses (H m a j) et tels que, pour tout x  de IRd, Sx soit 
inclus dans l ’ensemble {(3\nv(/3) < 0}. Alors, pour toute partie borélienne G 
de £7(0, T], tout compact K. et tout e > 0, il existe tq tel que r  <  tq implique 
les majorations suivantes :

P -ps sur {YJ  G (P 1 U P°) fi K ),  r  log P ( ^ [0,T] € G|JF0) <  - A '(G ) + e

P-ps sur {Y J  £ P 2 D K,},

r  log P{<Pt, [0,t\ € G\Fo) < - A (G n  C Trav) +  e <  - A (G) +  e

Démonstration : on a vu que si le processus a son origine YJ  dans P 1 U P ° , le 
principe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de coût A1. Soit G 
une partie borélienne de C[0 , T ] et K. un compact. Il suffit donc de m ontrer que P-ps 
sur {YJ  G P 2 D /C}, on a, pour t  <  r 0 convenable:

r  log P(<pr/l0,Ti 6  G |ib )  <  — A(G n CT™“) + £

Considérons (p dans le compact G D CTrav, en supposant d ’abord que (p appartient 
à C Trav et que Ao,t {}p ) est fini. Alors, pour tout e >  0, il existe a  et deux instants 
t et t ' tels que le tube d’axe VV[o,t] et de rayon cx soit à valeurs dans P 2 et le tube 
d ’axe <p/[t',T) et rayon cx à valeurs dans P*, pour i — 1 ou 2, avec, de plus, h.itti(ip)
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inférieur à e. En utilisant les résultats concernant un seul champ (théorème 2.3.7), 
on sait qu’il existe tel que, pour r  <  rv , on ait P-ps sur {Y J  G P 2 fl /C} :

r  log P(v?/[0,r] ^  °0 l^o) <  r  log P(ipr/{o t] G B{ipn0,t], or)\F0)
+ r l o g P ( ^ [t/ Tj G £(¥>/[* ,t31, o r ) |y [fT,jr G B(<p(t'),a)) 

^  -A o .tM  “  K ' , t (}p ) +  e <  —Ao,t {<p ) +  2e

([¿;]T désigne le plus grand multiple de r  inférieur à t').
Si Ao,t(v?) es  ̂ infini, on peut trouver o: tel qu’on ait, P-ps sur {YJ  G P 2 H /C} :

l im jn fr  logP(v?J[or] G B((p,cc)) < —oo

Considérons m aintenant ip dans G H CTrav n ’appartenant pas à C Trav et (v^n) une 
suite d ’éléments de G fl C Trav convergeant vers <p. Soit [ix, ¿2] l’ensemble des t tels 
que ip(t) appartient à P°. Pour ctv assez petit, l’événement ^ B(tp,ctv )}
implique que le processus reste dans P 2 jusqu’à un instant £3 arbitrairem ent proche 
de ¿2 (avec Î3 <  ¿2)- En effet, dès qu’il entre dans P° U P 1, le processus quitte 
presque sûrement le voisinage de la frontière. Pour n suffisamment grand, B(ipn, ) 
est inclus dans B(ip, a^)  et V>n([0, ¿3]) dans P 2, ce qui permet de majorer P-ps sur 
{ K o 'ë P ’ n / q r l o g P O ^ ,  G B(tp, a v) l^o) par — Ao.riv’n)? à e près. On obtient, 
pour r  <  r^, P-ps sur {YJ  G P 2 fl /C} :

r  log P(v?/[o,r] € B((p, cx^l^o) < — üm m f A0,r (V») -f e
if>eGnCTrav

On en déduit (en utilisant [ G fl CTrav fl C Trav ] U [ G D CTrav ] C G fl C Trav) que, 
pour tous les chemins (p de G fl C Trav, pour ocv convenable et r  <  rv , on a P-ps sur 
{YJ  G P 2 fl K.} :

T l0g P ( ^ Io ,T ie B (V>,av) | r o ) < -  lim inf Ao.tW) +  e <  -A (G  n C T' “”) +  £
V'€GnC7>av

L’ensemble G fl C'Travn { 9? G C^O, X*]| v?(0) G fC et, ps en Iv^WI <  M }  est un com
pact. On le recouvre par une union de boules ouvertes de centre ipi dans G  fl C Trav 
et de rayon or,- =  a v choisi comme ci-dessus. On en déduit, puisque <pT appartient 
à l’ensemble C v (parce qu’on a choisi le champ (/z*) sur P °), que pour r  assez 
petit, on a P-ps sur {Yq G P 2 H /C} :

r  log P(<prn0>T] G G\Fq) < - A ( G  n  CTrov) +  e

d ’où le théorème. □



118 Chapitre 2

presque sûrement le processus reste dans P 2. On a alors un résultat de grandes 
déviations avec la fonctionnelle de coût A2 (égale à la fonctionnelle A sur les 
chemins d ’origine appartenant à P 2).

2. pour tou t x  de lRd, S* est inclus dans {/?|7r(/?) <  0} avec /i*({?r(-) =  0}) =  
0 : un chemin de coût fini ne peut suivre P °  et appartient à C Trav, donc 
A (G n  C Trav) =  A (G), pour toute partie G.

La quantité —A(G  fl C Trav) est inférieure à —A(Gr), mais ce dernier term e ne serait 
pais un m ajorant optim al comme nous le constatons dans l’exemple suivant :

Considérons un chemin (p tel qu’on ait :

pour les supports

pour tout t, — Pt avec 7r(/?<) maximal parmi les tt(/3) pour /3 dans <S'2 t̂j et
<  +oo. Un processus issu de <p(0) a ttein t presque sûrement P 1 U P° à une 

date proche de ti  (et supérieure à ¿i) et quitte alors le voisinage de P°. Au voisinage 
de ip la bonne fonctionnelle de coût est inf{Ao)r(V') I a une seule intersection avec P 0}. 
Elle vaut -foo sur le voisinage de ip (c’est-à-dire que A(B(ip,e) il C Trav) vaut +oo 
pour e assez petit), alors que A o e s t  fini et n ’intervient pas dans les résultats.

Indiquons m aintenant des cas où, au contraire, A (G  fl C Trav) et A(C7) coïncident 
pour toute partie borélienne G de chemins d ’origine dans P 2 :

1. pour tou t x  de IRd, S* est inclus dans l’ensemble {/3|7r(/3) >  0} :

(2.85)

L\
t, *>'(*) =  ß t
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Remarquons que si on considère la situation symétrique par rapport à la précédente 
(échange des indices i =  1 et i =  2 : on suppose que pour tout x  de IR^, S \  est inclus 
dans l’ensemble {/?|7r(/?) > 0}), les résultats ne sont pas tout à fait les symétriques 
des précédents. En effet, ipr n ’appartient pas nécessairement à l’ensemble C Trav : 
si pour tout x, ^ i({ 7r(-) =  0}) est strictement positif, certains processus peuvent 
suivre la frontière P°  ; on se contente alors d ’une majoration avec la fonctionnelle 
Ao,t(‘ H C*[0, T ]) sur les boréliens pour YJ  dans P 1 U P°. Pour YJ  dans P 2, la ma
joration est obtenue avec AqT.

Retenons que quand l’hypothèse (Ho) n ’est plus vérifiée, le comportement du pro
cessus dépend fortement de la condition initiale et du choix du champ sur P° et que 
la symétrie en les indices i — 1 et i =  2 est perdue (cf Remarque 1.4.2).

Dans le paragraphe 4.1.3, nous étudions les cas limites des points x  pour les
quels 5^ (respectivement 5 2) est inclus dans l’ensemble {7r(*) >  0} (respectivement 
{7r(-) <  0}) mais tangent à {7r(-) =  0}.



120 Chapitre 2



121

Chapitre 3 

Grandes déviations trajectorielles : 
inégalité de minoration

Dans ce chapitre, nous établissons, pour un processus d ’apprentissage lent à 
statistiques discontinues le long de l’hyperplan P °, {(V^r)ibejfsj}, associé à des champs 
de probabilités (//*) et (//2) vérifiant les hypothèses (Hmin) (cf fin du chapitre 1), 
l’inégalité de minoration du principe de grandes déviations (1.3). Précisément, nous 
montrons le théorème suivant : notons C*'T\0, T ] l’ensemble des chemins ip de C[0, T] 
tels que

(1) À e s t  fini pour un 0 > 0

(2) il existe une partition finie 0 =  ¿o <  t\ <  ... <  ¿p =  T  telle que, pour tout j ,
ty+i[) soit inclus dans P'-», avec ij — 0,1  ou 2 . De plus, pour ij 7  ̂ 0 et 

<p(tj) sur P°, et ¿>£(4.) contiennent des vecteurs strictement rentrants
dans P lj.

T h é o rè m e  3.0.1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, { (Y k)kçjp{}, associé à des champs de probabilités (¿4) 
et (/i2) vérifiant les hypothèses (H m in) et (HLip). On appelle <pr le chemin 
aléatoire continu défini par:
<pT(kr)  =  Y£ pour 0 < kr < T  r  et <pr est affine sur [kr] (k +  l) r] . 
Alors, pour tout yo de lRd et pour toute partie borélienne G de Cw tO,TJ 
(ensemble des chemins (p continus sur [0 ,T] tels que y (0) =  îlo)/ on a:

—A(G nC'/,r[0,T]) <  lim m f r  log Pyo(‘¿’/[o.t] € G)

Dans le paragraphe 3.4.2 on étudie l’existence de 6 réalisant la condition (1) dans la 
définition de C^,r[0,T ]. La condition (2) est peu contraignante (cf remarques après
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le théorème 3 .3.3) pour un chemin qui est déjà dans C^[0 ,T] et a un coût fini.

Nous complétons ce résultat par un second qui perm et de prendre en compte la 
configuration des supports considérée dans le paragraphe 2 .6, pour laquelle le mino
rant dans le premier résultat vaut —oo. On note Q ^rav+ l ’ensemble des chemins (p 
qui traversent au plus une fois P° et tels que si {t G [0,T] | <p(t) G P 0} est égal à {i}, 
alors pour i tel que <p(T) appartient à P*, les ensembles et contiennent
des vecteurs strictem ent rentrants dans P*.

T h é o rè m e  3 .0 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, { (Y k )k€]^}, assoc*é des champs de probabilités (//*) 
et (fi;2) vérifiant les hypothèses (H m in) et (H Lip) et tels que, pour tout x  de 
IRd, S£ soit inclus dans l ’ensemble {(3 \7r(/3) <  0}. Alors, pour tout x de P 2 
et pour toute partie borélienne G de Cyo[Q,T\, on a:

—A(G n C Trav+) <  lim inf r lo g P yo(ipr/[0>T] G G)

Remarquons que dans ce second résultat, on ne calcule des fonctionnelles de coût 
que le long de chemins qui ne suivent jamais la frontière. C’était déjà le cas pour la 
m ajoration. Il n ’y a donc pas lieu, sous cette hypothèse sur les supports, de définir 
une fonction de coût Lx avec x  dans P°.

La m inoration est, en général, la partie la plus délicate à établir dans un résul
ta t de grandes déviations. Une difficulté notable ici est d ’obtenir le coût L x le long 
de la frontière, (1.12), qui fait intervenir les contraintes 7r(/?a) >  0 et 7r(/?2) <  0, et 
non simplement conv(L\., jL2) (1.13). Cette difficulté a été résolue par P. Dupuis et 
R.S. Ellis dans [DE], pour l’étude des vitesses moyennes, mais seulement dans le cas 
particulier de champs de probabilités constants et avec une origine sur la frontière. 
Dans le paragraphe 3.1.2 , nous étendons leur dém onstration au cas où les champs de 
probabilités sont vaxiables et où Y J  n ’est pas nécessairement dans P °, ce qui nous 
conduit au résultat concernant les vitesses moyennes (théorème 3.1.8 page 139).

Nous en déduisons une minoration de la probabilité que (pT appartienne à un tube 
d ’axe un chemin suffisamment régulier ; on approxime ensuite “la p lupart” des che
mins par de tels axes, ce qui conduit à la m inoration pour des tubes d ’axes plus 
généraux. On passe alors à  des parties boréliennes quelconques.
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Nous traitons à part le cas où les champs de probabilités sont constants. L’utilisa
tion de la fonctionnelle de coût A (G nC,^’r [0, T]) au lieu de A (G nC^[0,T]) dans 
l’inégalité de minoration des grandes déviations résulte en effet d ’une difficulté qui 
disparaît dans ce cas.

Enfin dans une dernière partie, nous abordons, comme pour la majoration, le cas où, 
pour au moins un des deux indices i, comme dans le paragraphe 2.6, S'x est inclus 
dans l’ensemble des vecteurs strictement rentrants dans P ',  pour tout x  de IRd et 
montrons le deuxième théorème énoncé ci-dessus.

Dans tout le chapitre, on se donne un processus d ’apprentissage lent à statistiques 
discontinues le long de l’hyperplan P°, {(3jfcT)jfceIN}’ associé à des champs de proba
bilités (/z*) et (fi2) vérifiant les hypothèses (Hmin). On suppose que ce processus 
a sa valeur initiale dans un compact K, et est à valeurs, pour n r  <  T, dans un 
compact £/, qui contient également tous les chemins issus de K, et de coût Ao,r(y?) 

fini. Les vecteurs des S ^ x  G U sont alors de norme inférieure à un réel M  (cf (1.16)).

3.1 Résultats sur les vitesses moyennes

3 .1 .1  Introduction

Dans cette partie, on minore, pour une valeur initiale Y J  proche de P°, la proba- 
* yT y rbilité que la moyenne "nT 0 soit proche d ’un vecteur donné, parallèle à P° (théorème 

3.1.8) et la probabilité que YJ  soit dans un demi-espace P * fixé (paragraphe 3.1.5). 
Au passage, on retrouve (lemme 3.1.7) le cas où tous les pas sont gouvernés par le 
même champ de probabilités, qui sera utilisé pour YJ  éloigné de P°.

Pour le premier résultat, comme pour la majoration, on décompose la moyenne 
- en plusieurs termes : les pas effectués avant de franchir P°, puis ceux effec

tués de paxt et d’autre de P°.

On appelle cr" l’instant de première traversée de P° et on commence par établir 
un lemme (lemme 3.1.2) qui s’applique P-ps sur {|t t (1ot )| < t M }  et qui sera utilisé 
pour étudier (3jtT)jt>er" ] t M  est la longueur maximale d ’un pas fait dans U  ; on s’in
téresse donc au processus à partir d ’un instant où il est susceptible de traverser P°. 
Cette contrainte |7r(ioT)| <  r i l i  permet d ’obtenir le lemme de stabilité 3.1.4 sur la 
chaîne ( J -T r^ ) )* ^ .



124 Chapitre 3

On en déduit le théorèm e 3.1.8 qui s’applique P-ps sur <  n ra } ,  en utilisant
le lemme 3.1.2 pour traiter (Y£)k><r» et le lemme 3.1.7 pour les a" premiers pas de 
(Yk), qui obéissent à un même champ de probabilités.

On prend oc p e tit;  alors, P-ps sur {|tt(}ot )| <  n ra } , <x" est petit avec une probabi
lité en e- n / , où I  est petit ; le résultat obtenu convient pour obtenir la minoration 
concernant des tubes d’axe régulier dans le paragraphe 3.2.

Dans les lemmes 3.1.2, 3.1.7 et 3.1.9, et dans le théorème 3.1.8, on se ramène à 
des probabilités presque constantes en supposant YJ  dans B (x o,£i) avec e\ petit et 
en prenant n r  suffisamment petit pour que les probabilités gouvernant n pas suc
cessifs varient très peu.

2 2

( - l ) V ( / 3 < )  <  0 ,  ?  6  ( 5 i 0 ) - i o , p ‘ >  0 ,  E  /  =  1 e t  * { Y l P iP i )  =  0-
i=l \'=1 '

Remarquons que l’hypothèse Hq{xq) est vérifiée si et seulement si il existe âo >  0 
tel que S ( x o, ¿o) soit non vide, et que dans ce cas, £ ( x o ,  Æo)j l’adhérence de £ ( x q , £o)> 
est l’ensemble des (p1, p2, /3l , j32) vérifiant les conditions de la notation 3.1.1, sauf la 
première, changée en l’inégalité large (—l) ‘7r(/?') <  0.

3.1 .2  M in oration  de la probabilité de su ivre un  vecteu r  pa
rallèle  à  jP° pour des points de départ Yq très  proches  
de P°

On rem arquera que pour que ■ soit proche de £w=i P'P' parallèle à P°,
quand ^(Z?1) >  0 et -k (/32) <  0, avec, pour chaque i, la moyenne des pas de type i 
égale à /?*, le nombre de passages de P° par le processus doit tendre vers +oo quand 
n  tend vers +oo. En effet, si Ni est le nombre de pas de type i qui traversent P°, 
pour 7r(Yo) =  0 et par exemple tt{Y^) > 0, N \ t M  doit être supérieur à  nr7r(/?1).

N o ta t io n  3 .1 .1  Pour x o  dans P° et S0 > 0, on note £ ( x q , 8 q ) l ’ensemble des 

(/>\/>2>£1,/32) tels que

MYor)



Chapitre 3 125

L em m e  3.1.2

Soit e , 60 > 0 . H existe £ \ ,K  tels que, pour tout e2 > 0, pour tout x 0 dans 
P° fl K, tel que £ ( xq , 5 q) soit non vide et tout (p1, p2, fi1, fi2) dans £(xo,So), 
on peut trouver N  tel que n > N  implique, quels que soient r  tel que n r  <  K  
et yo dans B ( xq , e-y) ^  t M }  :

iiogpw(y"nTy° e s (xy /?•',£,) ) >-¿/¿¡¿„(/J1') -*•

Démonstration : nous montrons tout d ’abord comment on passe du résultat avec 
£(xo,£o) au résultat avec £(xo,£o)- Après avoir rappelé les résultats obtenus par 
[DE] pour des champs constants, nous exposons ensuite les grandes lignes de leur 
extension au cas présent : champs non constants, YJ  pas nécessairement sur P°.

1 . Montrons comment on passe du résultat avec £ ( x q , 8 q )  au résultat avec £ (x0,So) : 
il suffit de montrer que, pour tout e > 0 et tout (p1, p2, fi1, fi2) dans £ ( x q , 8 o ) ,  il 
existe (p1, p2, fi1, fi2) dans £ ( x q , 8 q )  tel que:

Y . F F - j b i P  et ¿ 2 ? L U F ) Z ' Z p iLiai(fti) + e.
i=l 1=1 1=1 1=1

Pour chaque i, on considère 61 appartenant à (SXo) s° tel que ^(ô1) =  —ir(b2) > 0 
(possible puisque £(xo,8o) est non vide). On distingue alors trois cas:

1. si, pour chaque i , (—l ) ‘7r(/?‘) <  0, alors (p1, p2, f i 1, fi2) est déjà dans £(xo,£o)-

2 . si ^ ( f i1) =  n{fi2) =  0 et p1 =  0 ou 1 :

si par exemple p1 vaut 0, on pose fi1 =  b1 et fi2 =  6b2 +  (1 — ô)fi2 et on 
prend p1 et p2 tels que p1 +  p2 =  1 et 7r(J2l=i P'P') =  0 . Quand on fait tendre 
6 vers 0, ]£i_i pxfix et ]Cî=i P'L'Xq (fi') sont arbitrairement proches respective
ment de i P*fix et E L i  P'&coiP')’ en particulier parce que, pour chaque i, 
fi* appartient à (SXo)~s°.

3. si 7T(fi1) = 7r(fi2) =  0 et p1 €]0,1[:

on pose fi1 =  6pz~'b' -f (1 — 6pz~x)fix ; alors, (—l)*7r(/?‘) est strictement né
gatif et 7r(]Cfs=i. P'fi') vaut 0. La modification est arbitrairement petite et on 
conclut comme dans le cas précédent. □
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2. R a p p e ls  d es  r é s u l ta ts  de  [DE] : p o u r  des ch a m p s de  p ro b a b i l i té s  c o n s ta n ts ,  
m in o ra t io n  de  la  p ro b a b il i té  que la m o y en n e  de n p as  co n séc u tifs  so it 
p ro c h e  d ’u n  v e c te u r  d o n n é  p ara llè le  à  P°

Rappelons l’étape essentielle conduisant au résultat de minoration établi par Dupuis 
et Ellis dans [DE] et redonné dans le paragraphe 1.4.2:

les deux champs de probabilités (/zx) et (fi2) sont supposés c o n s ta n ts  (égaux res
pectivement à fi1 et fi2). Soit x  un point de P° ; on considère la chaîne (Sk) définie 
de la façon suivante :

5 o  —

Alors, pour tous (p1, p2, /?x, J32) tels que 0 < p1 <  1, p1 +  p2 =  1, tt(/?x) <  0, n(fl2) >
0 et 7r(/>x/?x +  p2fi2) =  0, et pour tout e >  0, on a :

— p1 L 1 (f3x) — p2L 2(f32) < lim inf — log P  ( —  G B (p lfi1 +  p2j32] e ))  (3.2)
n—►+«> n \  n  j

Ce résultat est établi de la façon suivante :

□  On considère (/>x, /?x, p2, fi2) comme ci-dessus. On pose:

pour k > l t A \  = {Sk G P 1 U P 0} et A \  =  {S* G P 2},
^ n— 1 n— 1

et, pour i =  1 ou 2, r'n = -  J 2  ^  et wh =  ~ T  Y2 ^ A ^ k -
n k=0 n k=0

Pour chaque i, on prend ce; tel que L %(01) =  (a,-,/?*) — ^ ‘(or,-) (on a o;,- =  
VZr* (/?’)). Si Pn est la probabilité induite par la distribution marginale des 
( X)  j<n par rapport à P , on fait un changement de probabilité tel que la nou
velle probabilité donne un poids maximal à l’événement “avoir la vitesse /?' 
dans P* ” , c’est-à-dire qu’on prend :

Les deux éléments fondamentaux qui perm ettent alors de conclure sont les 
convergences en probabilité, sous P , extension de Kolmogorov de (Pn), de r*n 
et r^ (w'n — (3l) respectivement vers px et vers 0, quand n tend vers +oo. □

S k + i  — S k  4- ^{Sfcgp^p0}-^* +  R { s kGP3} X Z
(3.1)

dpn

d pn
UJ exp

n 2

2J2J
j=i .=i

Q i : A t
i CJ jH•i

Q t
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Nous allons utiliser une démarche analogue dans notre cas, qui est plus complexe 
techniquement. On notera qu’un élément im portant de ce raisonnement est le fait 
que les conditions (—l) ,7r(^‘) < 0 impliquent une stabilité de la première coordonnée 
du processus sous la condition qu’il ait la vitesse /?’ quand il est dans P* (lemme 
3.1.4).

3. G ra n d e s  lignes de l ’ex ten s io n  au  cas des ch am p s n on  c o n s ta n ts  ; d é 
m o n s tra t io n  d u  lem m e 3 .1.2  p o u r  (p1, {31, p2, fl2) v a r ia n t d an s  £ (x0, 6a)

Revenons au cas général de champs de probabilités non constants. On considère 
la chaîne ( \Y k )k' elle a des accroissements en X lk comme la chaîne (Sk) considé
rée dans (3.1) ; on va alors lui appliquer une généralisation de (3.2) : cette fois, les 
champs sont non constants et l’origine de la marche aléatoire n ’est plus tout à fait 
sur P° mais reste à  une distance bornée de P° (on cherche un résultat vrai P-ps sur 
{ \ ir (X J ) \  <  M} ).

Cette généralisation doit être uniforme en r .  En effet, quand on fait tendre n vers 
+oo en gardant n r  <  K , r  tend vers 0. Or, contrairement au cas des champs de pro
babilités constants, la loi des accroissements varie avec r .  Les résultats doivent donc 
s’appliquer à toutes les chaînes correspondant aux différentes valeurs du paramètre r .

Pour conserver, dans le cas de champs de probabilités non constants, les conver
gences établies dans [DE], on utilise, pour i =  1 ou 2, les propriétés (i) et (ii) :

O
(i) (x,/3) VZ4 (/?) est continue sur

(ii) pour tout a  de IRrf et tout 1 <  k <  d, x t-* ——-(ce) est continue
Ô 2CXk v '

O
Soit Æo>£ >  0. D’après (H3) et (i), et puisque L\(-) est continue sur [ J i x  Sx, il 
existe £i(<5o>£) tel que pour tout x  dans /C, on ait, pour i — 1 ou 2 :

I x - y \ <  2ex

(Si)-*» c (s;)-«1

v /? s  ( s i ) - s°, -  L \ , m  < C 
|V £ i ( / 3 ) - V £ j ( / ? ) |< e

(3.3)

On considère xo dans P° H fC tel que S (x o, Æo) soit non vide. On suppose K M  < e\ 
et n r  <  K  et on pose flo = {YJ  G jB(xo,£i)} f'l{l7r(îoT)l 5Î t M }.  Alors on a:

------------------------------------- 3--

P-ps sur Ho, pour tout j  <  n, YJ  appartient à B (x o ,2e\). (3-4)
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Dans toute la suite de ce paragraphe, nous reprenons les principes de la démonstra
tion de [DE], en les adaptant à notre cas :
— les champs ne sont plus constants
— le point initial est dans un voisinage de P° et non plus sur P °.

On considère (/j1,/)2,/?1,/?2) dans £(xo,6o). On utilise une suite de changements 
de probabilité, associés à fi1 et /?2, obtenus de la façon suivante :

O
pour i =  1 ou 2 et x  tel que fix appartienne à S'x , on pose ctxx =  *7L%x(fil). Alors 
on a £;(/Sf) =  (oi./S*) -  #;(<*;). D ’après (3.3), (3.4) et € ( S ; J - $", P -ps sur i i0, 

pour tou t j  <  n  — 1, fi1 appartient à (Sy.r)- "̂  ; alors le vecteur oryr est bien défini 
et d ’après la propriété (i), il reste dans un compact.
Les variables X j  sont définies sur un espace de probabilité (H, T , P ). On appelle P* la 
probabilité sur (f2, T )  induite par la distribution des { X j(Y j‘)] j — 0, .. . ,n  — l , i  =  1,2} 
par rapport à P . Pour chaque (r, n), on définit une nouvelle probabilité Q£ sur Cl 
de dérivée de Radon-Nikodym par rapport à P* égale à :

i j g > )  =  e x p g  ¿ [ < a û M,X j(1 7 H )H >  -  )1 (3.5)
n  j = 0  i=l 1

( exp ] C X )  ( ocyryX^Y?)) — ifyr(ay.r) J est une m artingale de moyenne 1, donc 
' j=o »=i L 3 3 1 J ' n

Qrn est une probabilité. De plus, pour j  <  n — 1, Q ^ X jÇ Y f)  G dx\Y'J — y) est égal à 
exp[(ay,a;) — H ^ a ^ f i ^ d x ) .  En particulier, X j ( Y f )  a pour moyenne fix par rapport

On appelle QT la  probabilité sur (H, T )  extension de Kolmogorov de la suite (Qn)nelN 
(existe, puisque les hypothèses du théorème d’extension sont vérifiées).

On pose, pour j  >  0, A j =  { Y f  E P 1 U P 0} et A 2 =  { Y f  €  P 2}. Remarquons 
que ces événements dépendent de r  dès que YJ  n ’appartient pas à P °. Enfin, on 
pose :

1 n_1

Tn'r ~  n  J “' ’71 i=o

< r  =  r
U r n,T j = 0

(3.6)

HY.
't

T fu/) a Y

wx
5

Y.T
3
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On va montrer qu’on a, comme dans le cas des champs constants, les deux conver
gences en probabilité, par rapport à QT : P-ps sur Ho, pour i =  1 ou 2

ri,r « r -/>■•) 0
r n,r n=L±?° P\

(3.7)

Précisément, pour tout e >  0 et tout y0 dans B ( x0,£ i ) D{l^i*)I — nous mon
trons que, pour chaque z, % ( | r i fT(u>ifT -  /?‘‘)l ^  e) et Ql0( lrn,r ~  Pl\ >  e) tendent 
vers 0 quand n tend vers -foo, et cela uniformément en r  tel que n r  <  K  et en la 
condition initiale yo-

Pour établir la première convergence, on utilise, pour j  <  n:

E « ' ( t A,Xj(Y?) | Tj  )  =  n^j/3''.

On appelle 7r* l’application qui associe à un vecteur sa k c coordonnée et on pose 
Wj = JÎAi(X j(Y jr) — /?*) ; c’est une variable aléatoire JFJ+1-mesurable. Soit yo dans 

IR1*, on a ÏE^  (W j)  =  0 et donc:

( K r ( < r - / 5 ' ) | 2 )  = E < ' {  E ( ^ ( W , f ) ] 2 +  2  Y
X 7 k = l K i = 0 0 < 7< m < n - l  J

avec, pour j  < m , E « '  =  E « '  ( * k(W ;)lE°T{wk(W i) \F m))  =  0.

D ’autre part, on a :

et, d ’après fP =  V H {x(oix) :

pp. p r i t  . . .

d*H*)d**(a)(ai) = I *k{-y ~ i}i)7't'(y ~ ÂW
=  E «' M xj(Y f)  -  f i )^ \x j  (3 7 ) -  p) Y; = X

D ’après (3.4), pour yo dans B ( xq, £1), on peut donc majorer lE^r ([7rfc(Wy)]2) par

M k  =  sup w " k 7 Z \(ax) 
xeS(*o,2=i) &  k  ( )

Cette quantité est finie d ’après les propriétés (¿) et (ü) : a ë ^ ) ( VZi  (/?’)) est conti-
* v * û̂.

nue en x  sur B ( x 0,2ei), puisque, pour x  dans cette boule, /?’ appartient à (S^)-  2

7rk W•i
7T

Jt W t
m

IE!!/(o
Q1r 7T

t
J

2 < IEQ
yo IE QT

7T
k X i' y T

0 ß
2

? 3
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(cf (3.3)). On obtient :

n2jE?0T ( l r n , r ( < , r  “  / ? ‘ ) | 2)  < nJ2 
V ' *=1

et on en déduit d ’après l’inégalité de Tchebichev que, pour tout £3 >  0, 
Qyo(lr n,r(u,n,r “  P')\ — ez) tend vers 0 quand n tend vers + 00 , uniformément en r ,  
pour n r  <  K , et en la condition initiale, pour yo dans B ( x o,£i), ce qui prouve la 
première convergence.

Pour établir la deuxième convergence, on associe à la chaîne de Markov ( \Y k )k  son 
générateur infinitésimal Cr :
pour r  fixé, (~3/ĵ )jfc<n est, sous QT, une chaîne de Markov de probabilité de transition 
7r telle que i t (x ,x  +  dy) =  1 ^p>i{x)e^a'r̂ ,ŷ ~H%Tx̂a'rx f̂x%rx{dy)y où P n =  P 1 I J ^ 0 et 
P n  =  P 2 ; on pose, pour toute fonction continue bornée /  : lRd —* El :

£r/(s) = E  /[/(* + yî) -  /(*)] /4W)- (3-8)
1=1 J

Alors, on a =  E « ' [ / ( i Y?) -  / ( ^ T-x) 117-,] •

Remarque : quand les champs sont constants, si f ( x )  ne dépend que de 7r(x), alors 
CT f ( x )  dépend seulement de x(x) .  Cela n ’est plus vrai pour les champs de probabi
lités non constants considérés ici.

Pour r  donné, on définit une mesure d ’occupation en posant :

rrn{dx) =  rTn(u ,dx)  =  - ¡ ¿ ¿ i r r  (u/) ;
71 j=l

pour u) fixé, rTn est une probabilité sur IRd.

Lem m e 3.1.3

Pour toute fonction continue bornée f  de JRd dans JR et pour tout yo de 

JRd, j  CTf(x )r* (dx)  tend vers 0 quand n tend vers -foo, en probabilité par 

rapport à Qy0, et cela uniformément en r  et en yo.

e' (¿txKav )■

c r f
i
r

Y T
J-l
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Démonstration : on utilise celle du lemme 6.14 de [DE] : on veut montrer que, pour 
tou t e >  0, Ql0( \ f  £ T f (x ) r ^ (d x )| >  e) tend vers 0 quand n tend vers +oo, unifor
mément en r  et -en yo- Or, / £ r f(x)r*(dx)  est égal à JZj=i £ r 1) 5 pour tout 
r ,  on majore donc

On pose

Pour u> fixé, r^tl est une probabilité sur E  et on a r* T =  j(IR ) (où r* est la 
variable aléatoire définie en (3.6)).

Les contraintes ^(Z?1) >  0 et 7r(/?2) <  0 garantissent, pour le processus {(^jDjkelN} 
sous la probabilité Q y 0 , avec y o  dans B ( x q , £ i )  Od^O)! t M } ,  le résultat de stabilité 
suivant sur la chaîne (^(^jT))*^* :

L e m m e  3.1 .4

Pour tout A de [0,1], il existe fC\, compact de JR tel que, quels que soient 
t  > 0, n Ç  1N et y0 dans B ( x q , £ j )  — T^}>  071 :

Démonstration : (analogue de [DE] lemme 6.15)

1. Grâce à 7r(J81) > 0 et ?r(/?2) <  0, le générateur CT vérifie, pour V(x)  =  |7r(a:)| :

3(7, Ao >  0 tels que Vr, |7r(a;)| > Ao =$>• CTV (x )  <  —C  (3-9)

En effet, considérons x  dans IR** et posons x\  =  it(x). Si x \  est négatif, d ’après (3.8), 
on a:

Cr V (x )  = + y)\ -  |7r(a;)|)e(a" iy)- iï" (oi" ) (x\x(dy)

N o ta t io n  3.1.5  On note ^ (¿ y i)  la mesure sur JR obtenue en intégrant
fi'x (dy) sur les d — 1 dernières coordonnées de y.

1
n

IEQ
Vi'o

r
/

1
r

Y.T71 /
1
r y;r

n

E
3 =  1

£ T
/

1
T

K r
i-i

2>

par
4

n 2 1/
2
oo * □

Q
T

y0 r Tn,l K A > 1 -  A > 1 -  A

e «

r n ,l
T dx 1

1
n

n

i :
j= i

<5i
r 7T yj - 1

dx i
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On a, toujours avec x x = 7r(x) négatif,

£rV(x) =  fjgiixi +  yil +  *i) vlx(dyi)

=  i -  (*i +  yi)] uUdyi) +  1 +  +  lXl +  i/1!! ^ (d y i )

La première intégrale de cette somme vaut —7t(VJï^(û:^)) =  —̂ (Z?1), la seconde est 
égale à f * ^ 2 (x 1 +  t/i) i/^x(dyi)t quantité qui est inférieure à pour |x i| éissez
grand. Donc Cr V (x )  est inférieur à — ZLÎ.| il. On montre de même que, pour x x positif 

assez grand, CTV (x )  est majoré par d ’où (3.9) avec C  =  2l£_lûM£_ll} constante
indépendante de r  (elle peut également être indépendante des 7r(^*) si on se limite 
aux /?* tels que (—l) ’7r(/?’) <  —0, cf remarque après l’énoncé du théorème 3.1.8). □

2 . La condition (3.9) permet de prouver, grâce à une extension d ’un résultat clas
sique (par exemple [Ku] p .146), que pour tout A de [0,1], il existe K,\ compact de 
IR tel que, pour tout yo de jE?(xo,£i) 0{I71-( ') I ^  TM },  on ait :

“ f 6 /Ci ) >  X -  A (3.10)

c’est-à-dire que le processus ('¡:ir(Yj‘))j est tendu, uniformément en r .

□  La dém onstration de Kushner concerne un unique processus de diffusion X .  Nous 
allons la généraliser au cas où on a une famille de processus réels param étrés par 
r ,  (X r ), vérifiant une condition telle que (3.9), donc uniforme en r .  Supposons 
qu’il existe C  et Ao >  0 tels que :

pour tout r , V (x) > Ao implique CTV{x)  <  — C  (3-H)

et m ontrons que cette propriété implique que pour tout compact B  de El et 
tou t A de [0, 1], il existe K \  compact de El tel que, pour tou t xo dans B , on 
ait :

inf QrXo{X r €  K x) > 1 — A. (3.12)
T tJ

Nous rappelons brièvement les étapes essentielles de la dém onstration de Ku
shner, en vérifiant qu’il y a uniformité en r .  Posons V o  =  {x \V (x )  <  A o } .  

D ’après (3.11), si x  n ’appartient pas à V o ,  pour tou t r ,  on a L TV{x)  <  — C. 
On pose, pour A i  >  A 0 ,  V i  =  {x|V(x) <  A i }  et on définit (F r  désigne la
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frontière d ’une partie de IR ) :

<y\ =  min{<|XT(t) G V0},

crj* =  min{i > alk^ \ X T{t) G PrV i}, 

° 2Jt+i =  min{* >  € F rV o},

La démonstration est basée sur les résultats suivants, ici vérifiés uniformément 
en r  :

^ ^ 2 *  (°2Jfc+l £T2Jt)^-{<7jk<+o o } ^  q  H{ffJfc<+oo} ,

at.K+cjftîi, sup / ( * TM)} A=i“ o,
M** •**+»! }

et il existe Si, 62 > 0 tels que

'̂ 'i<T2fc-l< + 00} ^ ?<72fc-l a 2k-l —  ^l} ^  ^2Ü{<7jk_ j < + 00} • □

Remarquons que l’origine X r (0) doit rester dans un compact, ce qui est vérifié 
dans notre cas puisqu’on suppose ^ |7r(3r^ ) | <  M  P-ps.

3. De (3.10), on déduit le lemme de stabilité 3.1.4 de la façon suivante: 
pour j  donné dans IN, on considère (W/Oj-glN une suite de vecteurs i.i.d. de même 
distribution que On note r ^ x(dxi) =  ^ ]C"= 1 8Wk(dx 1) la mesure d’occu

pation de (W/r/)i<i<n* On suppose que le lemme 3.1.4 est faux. Alors il existe À 
dans [0,1] tel que, pour tout compact K. dans IR, on puisse trouver r ,  n et y0 dans 
B ( xq, £j) n{  Ì7r(*) | <  t M }  tels qu’on ait:

O U  > a) > A.

Dans ce cas, il existe M n(fC) tel que, pour m  > M n(fC), le cardinal de l’ensemble 
{A: G {1, m} | r^’i(/Cc) >  A} est plus grand que Ap. On prend 7  dans [0 , y-] et fCy 
le compact associé tel que (3.10) soit vérifié. On a :

m  n  n

k=lj=1 {* I r;;‘(ACc)>A>J=l

Dans le terme de droite, Y%=i es  ̂ strictem ent plus grand que An pour
les k considérés. Alors, pour m  >  Mn(/C7), on a :

v~' -rr ^  A2m n

Jt=i i=1 z

{w /e(ACT)«=}
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On en déduit :

Or, d ’après le choix de JĈ  et des (W^), on a aussi :

1  m  n  n , 1 v

J™ , - E S  = E  «L ( -»07-«) e («7)* ) s  "7
fc=l j—\ i=1

\ 2
ce qui est absurde puisque n j  est strictement plus petit que -y1. Le lemme 3.1.4 est 
donc démontré. □

Considérons, pour 8 > 0, gs, une fonction impaire bornée croissante sur IR, de 
classe C 1, égale à l’identité sur [0, |]  et telle qu’on ait gs(x) <  x pour tout x  >  0, 
et g's bornée uniformément en 8. On définit ensuite f$ de IRd dans IR, en posant 
f s (x) =  (<7$(7r(x)), 0, ...0). La famille de fonctions f$ correspond au type de familles 
considérées dans [DE], paragraphe 6.b: ce sont des applications de classe C 1, bor
nées, et telles que, pour chaque 8 , fs(x)  ne dépend que de 7r(x) et vaut 7r(x) quand
|7r(x)| est inférieur à |  ; on a également | / s ( x ) |  <  | t t ( x ) |  et sup sup |V / s ( x ) |  <  Ci

s> o x
avec Ci > 0.

On pose ¡3(x) =  lIpiupo(a:)7r(^1) +  llp2(x)7r(/?2). Cette quantité coïncide av e c £ T7r(x) 
et on a :

/  P(x)r*(dx) =  5D r n,r7r(^ ‘) (3-13)
J  1 = 1

On veut comparer j  CT fs(x)r„(dx)  et J fi(x)r*(dx) . On a :

\£Tfs(x)\ < sup \ V f s\ J2 [  |yi|c<c'” ,v,'> H™{a'rx)f*rX(dyi), 
TEL* J

donc, pour r x  dans ü?(xo,2ei) (ensemble inclus dans ZY), \CTfs(x)\  est m ajoré par 
M  supjprf |V /î | donc par M C \.  Soit À >  0. On considère le compact K.\ associé à A 
comme dans le lemme 3.1.4 et y0 dans B ( x q , £ i )  n { l 7 r( ‘ ) l  — t M }.  On a :

Si r x  appartient à B ( x 0, 2ei), on majore \Cr fs(x)  — /?(x)| par 
M C x -f |7r(^1)| V |vr(/52)| donc par M C i  -f 2M , que l’on note C

Qyo
r

r
, r
n, 1 K A

,c > A < A (3.14)

lim inf
l

m

m

E
fc=l

n

E
J=1

II. 61 a:nr. Ci >
A 771

2
An.
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Si 7r(x) appartient à JC\, on écrit une majoration plus précise: CT fs(x) — fî(x) est 
égal à CTfs ( x ) — £ T7r(x) donc à:

2

Ê  J W z )  J ( [ / , ( .  +  Vi) -  / î(* ) j  -  [?r(* +  y*) -  tt(x)]^ 4 x(dy[)

(cf notation 3.1.5). On prend 6 tel que )C\ soit inclus dans [— ; alors, si t t ( x )

appartient à K,a, on a /s(x) =  7r(x) et, pour |7r(y)| < à  , f e(x  +  y) — 7r(x + y), donc :

I£ Tfs(x)  -  0 ( x ) | <  J2  f. . ... , 2 |tt(x) +  7r(y’) |^ ( ^ y i ) -
*=i •/ l7r(v’)l>â?

K.\ est fixé ; on fait tendre 8 vers 0 ( K.\ reste dans [—55, majorant précédent
tend vers 0 (l’ensemble (J S'TX ne rencontre pas {|tt(-)| >  dès que 8 est assez

petit) ; il est donc inférieur à A C’ pour 8 assez petit. On a ainsi, pour r x  dans 
B { x 0, 2ei) :

|CTfs{x) — fi{x)\ < C' pour 7r(x) ^  K,)
< AC' pour 7r(x) G /C;

On en déduit :

<?î. ( | /  £ T/i(* K (< i* ) -  /  0 ( * K ( d x )  | >  2AC')

-  (I /< ,)**» ['CT/£(l) "  | -  XC')  -  ( c '< . . ( ( ^ a ) ' )  >  A C'),

d ’où, d ’après (3.14) :

Q*° (I I crM *™ *'! -  J  /’O 'K Î 'fc )   ̂2AC') < A (3.15)

Or, d ’après le lemme 3.1.3, il existe N  tel que, pour n supérieur à N  et pour tous 
r  et y0, on ait Qy0{\ f  £ T/ÿ(x)r^(dx)| >  AC') <  A; alors, d ’après (3.13) et (3.15), 
pour n  >  N , on a:

QrJ  > 3 A C ')  <  2A.
'  t = l  '

On en déduit que pour n assez grand, on a, sur un ensemble de mesure Qyo au moins 
égale à 1 — 2A :

rn,T +  r n,T =  1 et +  r l tT7c(p2) =  c

avec |c| <  3AC". On a alors

r n , r  + i ) - ^ / ? 2) et rn.r P2 7T ß 1 7r ß 2
C
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Puisque A peut être pris arbitrairement petit, on en déduit que r* converge vers 
/>* en probabilité par rapport à Qyo, uniformément en r ,  pour n r  <  K ,  et en la 
condition initiale pour yo dans B(xo, £1) Pld^C*)! r -^}» c’est-à-dire la deuxième 
convergence cherchée. Notons que le fait que, pour (—l)*7r(/?‘) <  0, il existe un 
unique (p1,/)2) tel que />’ =  1 et p'fi') =  0 est essentiel à la conclusion.

Les deux convergences (3.7) sont prouvées ; pour montrer le lemme 3.1.2, on a besoin 
d ’un dernier résultat, extension au cas des champs de probabilités non constants du 
lemme 6.12 de [DE] :

L em m e 3 .1 .6

Soit G : (JRd)2 x 2R2 —* JR mesurable, bornée. On pose, pour x  dans JRd et 

/? application de JRd dans JRd : /*(/?) =  — /?(x)) — ^fjj.(a^)j . Alors, pour

tout y0 de JRd, J  G (w \tr,w l tT, r lnir, r l T)dP^ est égal à:

J G (w liT, w liT, r \ tT, r 2 T) exp p T  Y  JlAy fy r  {X) )] dQTy<)

Démonstration : d ’après (3.5), il suffit de montrer que, pour tou t ensemble d’indices

J (n  4̂-* ) G(wn,r, ™l,T> <r, r 2fT) exp Y  fy r  (Xj( )̂)] dQTyo

est égal à

J ( n  r^ >  r n.r) ex P ¡Y Y  dQyo.
J xk=\ * 7 i=o i=i J

Si yo appartient à P X\JP °  (resp. P 2), on a P-ps =  1 (resp. ll^i =  0). Pour i 

fixé, on utilise le fait que ( ü ^ i  I y4<fc)C?(u;iiT,tü2|T, r i iT, r 2iT)expi:3Í=¿ fykr(X'kk {Y¿))

est une fonction mesurable de {X'k (Yk ), 0 <  k <  n — 1}, et que, pour une telle 
fonction T, on a :

Cette dernière égalité est obtenue en utilisant le fait que X tk (Yk ) et X k %k(Yk ) sont 
indépendants conditionnellement a^Fk et que /  exp Y^k=o f Y ^ k{X k~Xk{Yk ))dQyo vaut

J
ri x ik

k y r
k exp

n— 1

E
A r = U

/
3—íj' i a: î - t f c  /

Ar
T' ¿gT

yo / r x ? r'
a: ¿gr

yo

k
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1. On a alors :

/  ( n  v ) ® ( < r . ri,, < T )  exp[ g  E  f„ ( A Î ( Ï 7 ) ) 1  JQl, =
J \b = 1 * 7 j = 0  i= l J J

/ (Ê ̂ • 0 G« r . < r . r i iT,r;,r) e Xp E  f i r ( X Ï ( Y Z » ¿ % .  
J i * '  t=o

n n —1

On conclut en utilisant que, sur l’ensemble { J J  JLAik =  1}, ^  f y r ( X %kk (Yk )) est égal
Jt=i * k—0 k

^ ïïyi«. fy  J (X j  ). D
j=o i=i

Soit yo dans I?(a:o>Ci)n{K(')l 5: tM } .  Nous utilisons les deux convergences (3.7) 
et le lemme 3.1.6 pour obtenir l’inégalité du lemme 3.1.2 pour le quadruplet choisi

(pX ■> p2 ■> fi1 ■> P2) •'
v Y r - Y T *ypour £3 assez petit (fonction de £2 et de M ), d’après ° ■ =  ]£i=i r'nTw'nT , on a:

où on a posé :

•E» =  W  =  yo} n n (Rt« t - ̂ ') € -8(0, £3)} nK.r € B (^ ,e» )} )
1=1,2 X '

Sur cet ensemble, d ’après le lemme 3.1.6, log s’écrit :

j p r  n - 1  2 r . . i

log dCT =  “  E  E  Im; K t ,  JQ(17)> -
u V n  j —O 1=1 J

D ’après (3.3), pour y dans jB(xo,2£i ), on a:

l # ) - 4 O T I < £ et

et donc:

If l ÎK ) -  -  4 0,^)| + \L'v(p') - 140(/?')| < £(aî + 1).

D ’après (3.4) et le fait que |Xj(Y^T)| est borné P-presque sûrement par M , on minore 
donc log sur E yo par :

- E E ^ ; [ ( < , , * ; ( > 7 ) >  -  < « ) !  - n c { 2 M +  1) 
i=0 1=1 L J

p yo
y r

n

nr

r
0 € B

2

E
^=1

P
t t £2 >

I.E./o

IP
dQ T

n

T
1 Lü QT

n du> ;3.i6)
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ou encore par :

- " ( ¿ [ « . < r < r >  -  < ^ ¿ , ( < 4 ) ]  +  < 2M  +  ! ) ) •

égal à

- " ( ¿ [ ( < . < r ( < , T - « >  +  ’-n.Æ„(/3i)] + e{2M  + l ) ) .  (3.17)

D ’après les convergences, de r ^ T(wlnT — /?*) vers 0 et de r ^ T vers /?*, en probabilité 
par rapport à <?y0, on a donc, uniformément en r  tel que n r  <  K  et en yo de 

# ( * o , e i ) f ï { k ( ' ) l  <  t M }  :

lim inf j  log 6  B ^ p ^ . e , )  )  > - ' £ p <L î 0 i) - ( 2 M + l)e  (3.18)

ce qui achève la dém onstration du lemme 3.1.2 .

3 .1 .3  M inoration  pour les v itesses  m oyennes en  présence  
d ’un seu l cham p de probabilités

En présence d ’un seul champ de probabilités, la dém onstration précédente se 
simplifie beaucoup ; la première convergence de (3.7) suffit pour obtenir le résultat 
suivant :

L em m e 3 .1 .7

On considère un processus d ’apprentissage lent, {(Y^ a s s o c i é  à un 
champ de probabilités ((¿lx) vérifiant les hypothèses (H m in ) et 1C un compact 
de IRd. Soit e, ¿>o >  0. Alors il existe ei, K  tels que, pour tous e2 >  0, xo dans

O
JC et f3 dans S Xg, on puisse trouver N  tel que n  >  N  implique, pour tout r  
tel que n r  <  K  et tout yo de B {xo,£i) •'

±  log Pw ( y" n r r °T 6  B{fi, e ,) )  > - 4 , 0 5 )  -  e.

Dém onstration : Soit e > 0 . On prend 6o tel que /? appartienne à  (*Ŝ o)-50. A e 
et ¿>o, on associe e\ tel que (3.3) soit vérifié et K  tel que K M  <  £i. On pose 
iïo = {Yq G B ( xq,£ j)}. On effectue le changement de probabilité associé à ¡3 comme
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dans (3.5) : pour chaque (r, n), on définit une nouvelle probabilité R £ sur fl de dérivée 
de Radon-Nikodym

J D 7- n — 1 p -,

(“>) =  exp E [ ( V L ^ H (^), A -;(^ (u ,))H >  -  if{./ M (V£j,/ M (^))J (3.19)

On appelle i?T la probabilité sur (fi, T )  extension de Kolmogorov de la suite (Æn)nglN* 

On pose w n<T =  ^ Y^jZo X j ( Y f )  =  Y" ~ Yq et on considère y0 dans j B ( x 0 , £ i ) .  Alors 
wn>T converge vers fi par rapport à R yo quand n tend vers +00  (cf (3.7)). On en 
déduit :

/  Y T — Y r \  r d P T

ou E yo désigne l’ensemble {YJ = y0} n  {|u>n,r — fi\ <  £2}-

On conclut comme dans le paragraphe précédent : on a obtenu l’équivalent de (3.16), 
on utilise de nouveau le lemme 3.1.6 ; d’après le choix de £\ et de K ,  pour n r  infé
rieur à K , les variations de L'.(fi) et de *7 L l\ f i )  sur B (xo ,e i + n r M )  sont inférieures 
à e. De nouveau, sur E yoi log est minoré par (3.17), avec fi =  fi1. Cela permet

1 y  t-_y r  ^
de minorer Hmmf -  log Pyo( nnT 0 £ B(fi, £2)) par —L'Xü(fi) à un terme en e près, 

comme dans (3.18), d’où le résultat. □

3 .1 .4  M inoration  de la probabilité  de suivre un vecteur pa
rallèle à P° avec une contrainte plus faible sur 7t(Yq)

Dans ce paragraphe, nous déduisons du lemme 3.1.2 un énoncé équivalent avec 
une contrainte plus faible sur ir(Y j), résultat qui perm ettra d ’obtenir la minoration 
pour des tubes de trajectoires. On utilise le lemme 3.1.7 pour traiter les pas effectués 
avant la traversée de P°.

La nouvelle contrainte sur n ( Y j ) est |tt(1ot )I ^  n r a .  Pour déduire du résultat 
la minoration pour des tubes, on ajoute dans la probabilité à minorer la condi
tion \tt{Y^)\ <  n r a ,  ce qui perm ettra d’utiliser le théorème sur tous les intervalles 
[jn r, ( j  -f l)n r]  successifs. Rappelons que, pour xo dans P° et ¿>0 >  0, £(xo,6o) est 
l’ensemble des (p1, p2, fi1, fi2) tels que (notation 3.1.1):

2 2 

( - I ) V ( ^ )  <  0 , f}‘ €  ( S ; j - s”, p‘ > 0 , =  1 et * ( ! » • ' )  =  °-
1 = 1 \ ‘=1 '
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T h é o r è m e  3 .1 .8

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, {(^*r )jfce.ffv}' associé à des champs de probabilités (p£) 
et (p.2) vérifiant les hypothèses (Hmin) et K. un compact de IRd. Soit e , So >  0. 
Il existe £i, K  tels que, pour tout >  0, il existe a  tel que, pour tout xq dans 
P° fl K tel que £ ( x o , 8 q) soit non vide et tout (p1, p2, fi1, p 2) dans £(xo,6o), 
on peut trouver N  tel que n  >  N  implique, pour tout r  tel que n r  <  K  et 
tout yo de B ( x q , £j) D{l^i*)I 5Î rcra:} ;

i  lo g P „  ( y \ Ty°T S s ( è  p'/JS«,) et |r (1 7 ) | <  n r a )  >  -  ¿ > ‘4,08*') -  e.

Remarquons que K  et a  sont indépendants de xq et de (p1, p2, P 1, P2) variant res
pectivement dans P° f\fC et dans £ (x 0,So). Une uniformité analogue est sans doute 
possible pour N , en se limitant, pour 0 fixé, aux /?' tels que (—l ) ‘7r(/?‘) <  —0, ainsi 
que dans le lemme 3 .1.2 , mais on ne l’utilisera pas.

Démonstration : on note a"  l’instant de première traversée de P° :

a"  =  n A i n f { k  >  0 | 7r(YJ)7..., ^{Yk ) ne sont pas du même signe }

(NB : cette définition est différente de celle de a  ; ici, pour a" <  n, l’accroissement 
-‘50"-i(^ îT "-i) fait franchir P°). La variable cr" est un temps d ’arrêt.

Soit fC un compact. On prend M  comme dans (1.16) puis £\ et K  comme dans 
le lemme 3 .1.2 . Q uitte à diminuer K , on peut supposer K M  <  On impose 
n r  <  K .  On considère (p1, p2, (3l , j32) dans £(a:o>£o) et on pose, pour a  > 0 donné:

fio =  { r j  6  b ( x 0, y ) }  f l  { k ( ï ô ) l  <  n r a } .

P-ps sur Cio, on a  Y j,t €  B { x o,£i) fHKO)! ^  T^ } i  ce <lui perm et d ’utiliser le lemme
3 .1.2 pour (5jfcT)<T«<*<n* On choisit le rayon ^ :

soit £3 €]0,1[. Il existe N  tel que, pour (1 — £3)71 >  N,  P-ps sur H0 H <  £3}, on 
ait pour tou t r  tel que n r  <  K  :

1
n

log P
y rT

n

n r

yrrc*[ e B
2

E
•{=1

P
î
ß

i a

2 er * ' >
2

E
1—1

P
i L i

XQ ß
t

£ ' 3 . 2 0
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On s’intéresse maintenant à la partie (Y£)k<<r"- Si x  est un réel, on note toujours 
[x] sa partie entière. On pose =  n 0 n{îoT £ U-^0} et Hq =  n 0n{^oT € P 7}. 
Puisque £(xo , £o) est non vide, il existe b1 dans (*S'*0)-5° tel que ^ ( t1) soit strictement 
positif. Grâce à la continuité de i  h  S*, pour tout xo de /C, on peut choisir b1 tel 
que irÇb1) soit minoré par une constante %o strictement positive, indépendante de 
x 0. On a aussi L ^^b 1) <  supx6£ J x(£0). On prend a  <  Alors, P-ps sur î2q,

Y J -f- [nezlrB^b1, ^) est inclus dans P 2 (pour n grand à cause de la partie entière).

b1

Donc P-ps sur Oj,

(3.21)
où (W £ ) est une chaîne de même valeur initiale que (Y£) et d ’accroissement X \{ W k ) 
(donc contrôlée par le champ de probabilités (/x*)). D ’après le lemme3.1.7, on a alors, 
dès que n est assez grand, P-ps sur '

p ^ L  <  e3 | >  e-[«e3] (Ll0(b')+c) (3.22)

uniformément en r  et en la condition initiale.

Considérons m aintenant la chaîne complète (5jtT)o<Jt<n< On pose /? =  H î=1 pxfil et on
y r  _ y r  ~  ~  „

prend e2 >  0. La norme de *" 0 est majorée P-ps par M , donc, pour £3 et a  
petits (indépendamment de x 0 et /?) et n  grand, l’ensemble

est inclus dans l’ensemble
_ XfT

£?■■■ r.O ,eB{(3i£2) 
nr

|x(K;)| < n r a

yo
T + ne3 r B bi Kb1

2

p
a

n
< £3 ï 0 > P

X I D
ne3

1
n c3 1

r
TIC 3 - 1

G B bi 7T bi

2
ï 0

y r
i y ,

r

n — a r
e B ß

a
2 n a

n
< e3 n n 0
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En effet l’événement définissant le premier ensemble implique les conditions sui
vantes:

YJ„ -  YJ £ 2  . ,  £ 2  
—    <  -77, pour e3M  < —

n r  2 2

k(*ïT)I ^  K W O I +  (n _  a ")T§  -  r M  +  n r f  -  n r a ’ pour M  -  n f

et donc:

XLzIL-b <S+ yn ~ ^  g
nr 2 nr

et, pour £3 et a  assez petits,

On a donc, P-ps sur fiji

p ( Y" Y° e  et |7r(ynT)| <  n ra  I >
\  nr I /

exp [ - n  X  /¿ ¿ ü  (/?’) -  ne -  [ne3] ( l £ 0 (61) +  e ) l , 
L »=1 J

(3.23)

d ’après (3.20) et (3.22). On prend e3 supxeJC J x(<?o) <  £ (£3» et donc a , est indépen
dant de xo et (p1, 0 1, p2, fi2)). On minore alors (3.23) par:

exp [ - n  5 3  P'L'X0 (/?’) -  n£ -  2nel 
L «=i J

On fait de même sur ÎÎq. Pour £2 fixé, on obtient l’existence de oc tel que, pour tout 
xo de /C, to u t ( / j1 , / ? 1 , / ) 2 , / ? 2 )  de £(:co,£o) et pour n  assez grand avec n r  <  K ,  on ait 
P-ps sur fio :

p ( % - ^  e  et \w(YZ)\ <nT<* \ F0)  >  exp +  3 e ) ,

d ’où le théorèm e 3.1.8.

y r
n

n r

y T
tr' G B 1

a'
n ß 1

a ‘
n

oc

2
C B ß

£ 2

2

2

\ = 1
P
ÀL X i) ßIt'

p
YrT

n

n r
y T
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a
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3 .1 .5  P robab ilité  d ’être dans un dem i-espace donné après n 
pas

Le théorème 3.1.8 indique la probabilité que la vitesse moyenne sur un intervalle 
de longueur n r  soit proche d ’un vecteur parallèle à P° pour Yq voisin de P°. Un 
deuxième résultat sur les vitesses moyennes est nécessaire avant de passer à l’étude 
des tubes.

On veut pouvoir étudier la probabilité que le chemin 7T soit proche, sur un in
tervalle [a, 6], d ’un chemin ip tel que c/?(]a,6[) est inclus dans un des demi-espaces, 
avec <p(a) sur la frontière. On s’occupe de ce qui se passe au voisinage de a (pour le 
reste de l’intervalle, on prendra un rayon suffisamment petit pour que seul un des 
champs de probabilités soit concerné et on utilisera le théorème 3.2 .3).

On a besoin de minorer la probabilité qu’une moyenne de pas issue d ’un voisinage 
de P ° soit à valeurs dans un P x donné. Il suffit de minorer cette probabilité par une 
quantité de la forme e~nB avec B  fini (localement, il s’agit du coût maximal d ’une 
traversée). En effet cette minoration sera utilisée sur un intervalle [a, a +  t] avec t 
arbitrairem ent petit.

O
Soit xo dans IR/* et pour i =  1 ou 2, c’ un vecteur de Sx .

f y r —  ̂ ^
On va minorer la probabilité que appartienne à U/jgx B(/3,e)> où A  est l’en
veloppe convexe de c1 et c2. En prenant c1 et c2 rentrants dans P 2, c’est-à-dire tels 
que ^(c1) > 0 et tt(c2) > 0, pour YJ  assez proche de P° (à n r  fixé) et e petit, cette 
condition implique que Y* appartient à une boule incluse dans P 2.

Cela perm ettra d ’en déduire la minoration pour le tube d ’axe ip si, pour x  dans 
un voisinage de ip(a), chaque S'x contient un vecteur rentrant dans le demi-espace 
contenant y>(]a, &[).

Le prochain lemme correspond à l’extension au cas de champs de probabilités non 
constants du lemme 6.17 de [DE].
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L e m m e  3 .1 .9

u

On considère xo dans IRd et, pour i =  1 ou 2, c* dans S'Xo. On note A  
l ’enveloppe convexe de c1 et c2. Alors, pour tout e >  0, il existe £\, K  et N  
tels que n  >  N  implique, pour tout r  tel que n r  <  K  et tout yo de B (xo,£i), 
on ait:

- l o g P « ,( Y :  Y° s  U  > - L ln (c') V L la( c * ) - e .
71 \ nr 0eA J

Démonstration : comme pour montrer le lemme 3.1.7, on reprend la démonstration 
de la première convergence dans le lemme 3.1.2. Considérons e >  0 et S0 tel que, 
pour chaque i, c* appartienne à (<S'i0)-io . A e et So, on associe £\ tel que (3.3) soit 
vérifié et K  tel que K M  <  E\. On pose Qq =  {YJ  G jB(xo,£i)}. On effectue le 
changement de probabilité associé à c1 et c2 comme dans (3.5) : pour chaque ( t , n), 
on définit une nouvelle probabilité sur fi de dérivée de Radon-Nikodym

J r>T n —1 2 r -i
^ H  =  exP £ £ ( v 4 M (c' ) , i ; ( ^ M ) ( 4 - 4 M ( v i i , r H (£i)) (3.24)

n j = 0  »=1 L

On appelle R T la probabilité sur (O, T )  extension de Kolmogorov de la suite (^ninelN" 
On définit rxnT et w xnr  comme dans (3.6) et on considère yo dans ü?(xo,£i).

La convergence de rx (wx — c’) vers 0 par rapport à R Tyo quand n tend vers +oo est 
encore vraie (cf (3.7)). En revanche, on n ’a pas de résultat de convergence des Txn r . 
Le vecteur r ^ c 1 +  r 2 Tc2 appartient P-ps à A, donc B (r \  Tc  ̂ -f r 2 Tc2,e) est inclus 

dans Up z A e)- D ’autre part, est égal à r * Ttu* T -f r2n rw \ r . On en déduit :

Py. « U  W > e ) )  >  L  z Ê ( ” ) K ( d * ) ,\  n r  peA J Jevq d R l

où E yo désigne l’ensemble {YJ = y0} fl {Vi, |r; iT( — c‘‘)| <  f }.
On conclut comme précédemment: on a obtenu l’équivalent de (3.16), on utilise 
de nouveau le lemme 3 .1.6 ; d ’après le choix de e\ et de K , pour n r  inférieur à 
jK, les variations de L\(cx) et de VZ^(c') sur B (xo,£\ +  n rM )  sont inférieures à 
e. De nouveau, sur E yo, log est minoré par (3.17), avec c* au lieu de /?*. Les 

variables aléatoires rxn r ne convergent pas vers p1, mais on m ajore ]Ci=i 0(ct)

par L^o(c1)VZ2o(c2). Cela perm et de minorer lim inf £ log Pyo ( - G U/3€/ii?(/?, e))

Par ~ L l 0(c l) v  L l 0 (c2) à un term e en e près, comme dans (3.18), avec uniformité en 
r  tel que n r  < K  et en y0 G ¿?(xo,£i)> d ’où le résultat. □
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3.2 Minoration de la probabilité d’un tube de che
mins d’axe régulier tracé sur P °

Un chemin régulier (par rapport aux deux champs de convexes (S*) et (S2)) va 
jouer le même rôle qu’un chemin à vitesses intérieures dans [AR] (cf notre définition
1.1.9).

D éfin itio n  3 .2 .1  On dit qu’un chemin tp de C[0 ,T ], tracé sur P ° , est rég u lie r  
si np est différentiable et si, pour tout t de [0,T ] ; Tp'(t) s ’écrit J2l=iPtPt> avec, pour

O
chaque i, t t—» j3\ continue par morceaux, j3\ G<S’v-(t) et (—l ) ’7r(/9t’) <  0.

Remarquons qu’un tel chemin ij> est nécessairement C 1 par morceaux (la continuité 

de i m  /?* implique celle de t i-* p\ d ’après p\ =  D’autre part, néces

sairement, pour tout t de [0 ,T ], Ho(ip(t)) est vérifiée.

Rappelons que le chemin est défini sur [0, T] par :

7 T(t) = Y£ si t G [k r ; (k -f l ) r [ (3.25)

T h é o rè m e  3.2 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, { (Y ^ )^ ] ^ } ,  associé à des champs de probabilités (/¿*) 
et (fJ%) vérifiant les hypothèses (H m in) et un chemin de C[0, T ] à valeurs 
dans P 0, qui est régulier: pour tout t de [0,T], tp'(t) s ’écrit ]Ci=i P\P\> avec,

O
pour chaque i, t t—* /3\ continue par morceaux, j3xt dans et (—l) ’7r(/?^) < 0. 
Alors, pour tout e >  0, il existe a , Tq tels que, pour r  < Tq, on ait :

r  log P(d0tT(yr , VO <  el^o) >  -  f 5D P\L \p(t){0\)dt ~  e
Jo «=i

P-ps sur {y0T G i?(^>(0),a:)}.

Remarque : puisque le théorème 3.1.8 prend en compte £ ( x q , <50), on pourrait montrer 
ce théorème pour rf> dérivable telle que ^ ( t )  s’écrit £)i=i PtPtt avec, pour chaque i,

O
t t-* fü\ et t p\ continues par morceaux, f3\ appartenant à et (—l)*7r(/?t‘) <  0. 
Ce cas sera contenu dans le théorème 3.4.9 (remarquons qu’alors pour tout t de 
[0,T], Ho(rp(t)) est vérifiée).
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Démonstration : puisque t »—*■ f3\ est continue par morceaux, il existe 60 tel que, 
ps en i G [0, T],

Pi «  ( 4 ( o ) ' So-

Alors, on sait que
iPt>Pt>Pt>Pt) appartient à €(ip(t), S0) (3.26)

On passe des résultats sur les vitesses moyennes du paragraphe 3.1 à ce théorème 
de façon standard (cf [AR]) en utilisant la propriété de Markov pour réunir les 
intervalles [ jn r, (j  -f l)n r]  :
on prend K. compact égal à B(ip(Q), 1), M  associé à /C et T  comme dans (1.16) 
et e >  0. A 60 et £, on associe £1 tel que (3.3) soit vérifié et on prend K  tel que 
K M  < e\. Soit £2 <  On suppose d ’abord que ijj est de classe C 1 sur [0,T]. Alors, 
il existe K i  tel que, pour n r  <  K \,  on ait :

|ip(t) — fp{jnr)\ < e2 et |rj)'(t) -  i/>'(jnr)| <  pour j n r  < t < ( j  + 1 )n r  <  T

(3.27)
A £2, on associe oc comme dans le théorème 3.1.8 (£1 et K  ont été déterminés eux- 
mêmes comme dans ce théorème).
On pose fio =  {Yq G £2)} n { l7r( /̂oT)l <  n r a ]  et, pour j o u r  <  T,

ftjo =  fto fl |  0+1)^ r ------  € et K rç + i)„ ) l  ^  n rc*> 0 < j  < j 0}.

Pour n r  <  K  A K i ,  P-ps sur f îjoy on a  \ip{jnr) — YJn| <  £2 +  2 | ^ j n r  < 2e2 pour 
j  <  jo et jour  < T .  Donc P-ps, l’événement fi,0 implique dojonT(rl>, 7 T) <  3£2, pour 
jonr  <  T , d ’après (3.27).

D ’autre part, P-ps sur Qj, d ’après |^ ( jn r )  — YJn | <  2£2 <  £1 et |tt(1^)1 <  n r a ,  le 
théorème 3.1.8 (avec ce choix de ei, K  et a) implique, grâce à (3.26) en t =  j n r ,  
qu’il existe N j  tel que, pour n >  Nj et r  tel que n r  <  ÜT, on ait :

B ( ^ ' ( j n r ) , ^ j  et |? r (* g +1)n) | <  nroc | Hq.

> exp [ - n  /)‘.nTX^(inT){(3)nr) +

On en déduit P(CLjo\T0) >  e x p [ -n  Y  pUrL U^r)(Pjnr) ~  nioe] P-ps sur fi0,
1 j= 0  t = l  J 

pour jonr  < T  e t n  >  sup Nj.

On se donne S  < T ,  on suppose 3£2 <  £, n r  <  T  — S  et on choisit jo tel que

P
y r

>•+1:n

nr

i T

G
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jonT G [«?,T]. Alors Cîj0 est P-ps inclus dans {¿o,s(7T, VO < £}• Cela permet d ’obte
nir

P(d0,s(jr <  c| ^o)  >  exp “ ( n r  ü / ,}nr^(y»r)(^nr) +  r e ) ]
L T  V J = 0  1 =1  / J

Les applications < i—*- et i >—*- (3\ sont continues et (^>(-),/?’) est à valeurs dans le 
domaine où L\(-) est continue, donc il existe K 2 tel que, pour n r  < K 2, on ait:

E E/>kr40'»r)(#»r) “ ^  E ^
i=o i=i J0 i=i

On en déduit que, P-ps sur fìo> on a:

rlogf>(<io.s (7T»  <  el^o) > -  f *  Y  PÌL U ‘) <- t i ' ) d t  -  (T +  X)£’
*/0 {=1

inégalité valable pour tout n r  <  K  A /G A K 2 A (T  — S) et n > sup Â -, donc pour 
r  assez petit une fois n correctement choisi. En prenant S  tel que (T — S )M  <  e, 
on obtient, sous les mêmes conditions :

t  logP(do,r(7 r, i>) <  2e|^o) > -  C  ¿ ¿ ¿ ¿ « M ) *  ~  ( T  +  ! )£>
J 0  t'= l

ce qui démontre le théorème 3.2.2 quand ip est de classe C 1 sur [0,T]. Si ij> est 
seulement C 1 par morceaux, on applique le résultat précédent sur les différents 
sous-intervalles où ijj est de classe C 1 en choisissant convenablement les rayons (cf le 
passage de (3.35) au résultat du théorème 3.3.3 dans la démonstration de ce théo
rème). □

Remarquons que l’utilisation du lemme 3.1.7 perm et d ’énoncer un théorème ana
logue en présence d ’un seul champ de probabilités. Rappelons qu’un chemin à vi
tesses intérieures par rapport au champ (filx ) est (définition 1.1.9) un élément ip de 
<7(0, T], C 1 par morceaux, tel que pour tout t de [0,T[, la dérivée à droite de en

O  ̂ O

t  appartient à ‘S’v.(t) (à rapprocher de f}\ appartient à s m  dans la définition d ’un 
chemin régulier 3.2.1).

En itérant (de la même façon que dans la démonstration précédente) le lemme 
3.1.7, on retrouve le résultat suivant, correspondant au théorème 7.3 de [AR] sous 
des hypothèses légèrement différentes (et contenu également dans [DE]) :

p\L^,t) {ß \ )d t  <  e.
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T h é o r è m e  3 .2 .3

On considère un processus d ’apprentissage lent, {(Yk )k£ji\j}, associé à un 
champ de probabilités (fixx) vérifiant les hypothèses (H m in ) et un chemin 
de C\QfT\ à vitesses intérieures par rapport au champ (ftx)- Alors, pour tout 
e >  0, il existe a, tq tels que, pour r  < tq, on ait :

r lo g P (d o ,r(7 T,y’) <  e\fo )  >  -  f  Ùm W { i) )d t  -  e
•J 0

P-ps sur {Y J  £ B(ip(0) ,a )} .

3.3 Minoration pour un tube d’axe un chemin 

continu, avec un coût approché

3.3.1 E tu d e des lignes de niveau du coût L , sous la cond ition  
(H Lip)

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi une minoration de la probabilité 
d ’un tube d ’axe régulier. Nous allons en déduire dans le paragraphe 3.3.2 une mino
ration avec des axes plus généraux en les approchant par de tels chemins réguliers. 
Nous reprenons ainsi la démarche proposée dans [AR], où la m inoration est d ’abord 
montrée pour des tubes dont l’axe est un chemin à vitesses intérieures (théorème
3.2.3 ci-dessus), ce qui conduit, dans le cas d’un seul champ, au résultat suivant, où 
on a posé (définition 1.1.9) :

A o 't(vO  =  li]P A o  ,t (<p ) '
*0 à v i te s se s  in t é r ie u r e s

pour tout yo de IRd et pour toute partie borélienne G de Cyo [0 ,T ] (chemins 
continus d ’origine en yo), on a:

-  Aré3 (G) < lim inf r  log Pvo (<pr e  G) (3.28)
T -—►0

On fait alors l’hypothèse que les lignes de niveau de la transformée de Cramer 
du champ de probabilités sont localement lipschitziennes (définition 1.1.7). Cette 
hypothèse (H’) perm et, pour tout chemin continu <p et tout e, d ’approcher <p par un 
chemin à vitesses intérieures r/) avec Ao.riVO plus petit que Ao,t ( v>) +  £> de la façon
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suivante :

pour t dans [0,T], on pose vt =  (c  ̂ définition 1.2.9) et on obtient
un premier chemin ij>i par intégration de manière à ce que pour presque tout t de 
[0,T ], ii>'i{t) soit la projection de v t sur le compact convexe {L ^ (<)(•) <  .
La distance entre rpi et ip est majorée par une quantité proportionnelle à 6 grâce 

à (H’) qui implique IV’xCO _  *>t| <  C IV'i(^) — ¥>(*)!• On a A0it(V’i) <  Ao,t(vO- De 
plus, d ’après (1.4), il existe <5 >  0 tel que, presque sûrement en i, rp'i(t) appartient à 
(•S'v'i (<))""*• On peut alors approcher (qui, a priori, n ’est pas de classe C 1) par un 
chemin à vitesses intérieures tel que Ao,r(V0 <  A o +  £ (ou approche d’abord 
ift'i par une fonction étagée puis par une fonction constante par morceaux, cf lemme 
4.4 de [AR]). On montre ainsi que Ares est majoré par A (les deux fonctionnelles sont 
alors égales puisqu’on a A < Areg d ’après la s.c.i. de A). On peut donc remplacer 
Arcp par A dans (3.28). On obtient, sous les hypothèses (H) et (H’) :

pour tout yo de IRd et pour toute partie borélienne G de Cyo [0,7], on a:

-  A (G) <  üm inf r  log Pm (ipT € G)
T — ►O

(3.29)

L’apport de l’hypothèse (H’) est que, pour x, y dans un compact /C donné et pour 
tout /? de IRd, il existe fi à une distance de /? inférieure à C/c\x — y| tel que 

Lx{0). Pour pouvoir reprendre ce type d ’approche dans le cas du mé
lange de deux champs, on doit disposer d’une propriété analogue vis-à-vis du coût 
mixte défini en 1.4.4. On cherche donc une propriété de la forme suivante:

pour x ,y  dans un compact /C, pour (p1, p2, /31, /?2) tels que

2 2

1 2  p 1 =  i .  * ( l »  j =  ° .  ( - 1)i ’rOT s  o, 
»=1 \= l  '

on peut trouver (p1, p2, fi1, /32) tel que

2 2

¿2?  =  i ,  * Ï E  W  =  °- (—i ) ’V(/§*") <  o, l ÿ f i 1) < LU?)  
*=1 \ ’=1 '

2 _ 2 ,
et Yl/P P' ~  — C'tz\x  ~  y|, °ù Cjc ne dépend que du compact KL.

»=i *=i '

Il faut au minimum supposer que (HLip) (correspondant à (H’) pour chacun des 
deux champs) est vérifiée mais cela ne suffit pas. En effet, cette propriété est réali
sée en (p1,/)2,/?1,/?2) de façon certaine seulement quand on a (—l) '7 r( /?‘) <  0; cette
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condition perm et en effet d ’effectuer séparément une modification de chaque (3\ et 
de prendre l’unique barycentre des deux nouveaux vecteurs qui est parallèle à 0, 
barycentre voisin de Y%= i PX0 X quand ^ (P 1) et tt(fi2) ne sont pas trop proches de 0. 
Nous le traduisons dans la proposition suivante :

P rop osit ion  3.3.1

On considère des champs de probabilités (fi].) et (/x2) vérifiant (HLip). Soit
6q >  0. Alors, pour tous x et y de fC on a: pour tout (p1, p2, fi1, fi2) tel que
2 2

J^p* =  1, ^ ( ¿ p 7 ? ‘)  =  0 et ( -1 )^ (0 * )  < -0o , il existe (p1, p2, fi1, f i2)
1=1 \  = 1 '

2 2

tel que ¿ p ’ =  1, t r ( è p ,'^ i)  =  0, ( - l ) ‘'7r(/?’) <  0, £j,(/?‘) < £-*.(£*') et
t=i \= i  '

2 . 2 | /  » r v

E W  -  X > '/3 ‘ <  ( l  +  t )c k\x -  y|
¡=1 i=l 1 v Vos

Démonstration : supposons (—l ) ’7r(/?‘) <  —0o- Il existe/?’ tel que \fix —fix\ <  C>c\x — y| 
et L xy(fix) <  L xx(fix). Pour x et y assez proches, on a (—l ) x7r(fix) <  0. Il existe alors 
p1 et p2 uniques tels que ]£i_i p’ =  1 et 7 r (^ =i pxfix) =  0. La quantité p1 — p1 est 
égale à

¿ i  jl.  ^ ( f t 2 )  î M f t 1 )  +  P2* ( P 2)

P ^  « ( fi1) -  ir(fi2) ^ ( f i1) — «(fi2) •

D ’après 7r(J32=1 pxfix) =  0, on a donc:

-i _  i PX[x{PX) ~ ^(0X)\ +  P2[x(P2) ~  *(P2)]
*(Pl) ~  *(P 2)

et enfin, puisque p1 — p1 =  p2 — p2, pour i =  1 ou 2 :

(3.30)

La quantité ^ ( f i1) — 7r(/?2) est minorée par 20o, donc on a |p‘ — p'| <  %jfc\x — y\ et

E /5’/*’ - E ^ '   ̂Ep 1̂ ' -  P' I + E  I0‘l Ip1’ -  p'ï i  (1 + -  »|. □
»=1 »=1 t'=l i=l ' “o /

Nous nous contentons des quadruplets vérifiant les conditions de la proposition
3.3.1 pour poursuivre: la minoration pour les tubes d ’axe un chemin continu va

p
~ i

p
i < m ax t

7r ß x
\ßi 8 i

71 ß r
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faire intervenir un coût approché Jg°r (^) correspondant au fait qu’on se limite aux 
décompositions de la forme = Xw=i P'fi* avec (p1, p2, (3l , /32) vérifiant ces condi
tions. On passe ensuite à la lim ite (quand 0o tend vers 0), comme pour la majoration. 
Dans le cas de champs de probabilités constants, on ne se lim ite pas à ces quadru- 
plets ; la  minoration est alors obtenue avec A o .r^ )  (paragraphe 3.7).

3 .3 .2  A p p lica tion  aux chem ins de C^[0,T]

Rappelons qu’on a noté (notation 2.2.1) C^[0, T\ l ’ensemble des applications tp 
continues pour lesquelles il existe une partition finie 0 =  <0 <  ti <  ... <  tp = T  telle 
que :

*l>(]tj,tj+1[) C P 'J, avec ij =  0,1 ou 2. (3.31)

Pour 0O positif, on reprend la définition 2.2.5 du coût approché, pour h =  0 et
0 =  —0o ; pour tou t chemin continu, <p, de [0,T] dans lRrf, on a :

\ _  J f  A_0O 0(vKO) dt si (p est absolument continu
a o ,t  Vf) —  S Jo

I + 0 0  sinon

avec, pour x  et 0  dans IRd :

A—$Oto{x10') —

L i m  

L -ea(x ’P) si U(P)\ S  eo \  
L i ip )  si \ * m  > /

si x  G P*, i = 1 ou 2 

si x e P °

où L°-B o (* , 0)  est égal à

2 2 2
in f{ E /> <4 ( / » i) 1 2 ?  =  1, E p‘0 1 = 0 . S  6o,*(./32) <  -0 o } . 

W=1 *=1 t= l  J

N o ta t io n  3 .3 .2  Pour 0o positif, pour simplifier, on remplace, dans ce paragraphe, 
la notation Aôjr ’° par J q°t  ■

Soit (p un chemin de C^[0 ,T ], absolument continu. Pour <p(t) dans P ° , ps en t , 
7c(cp'(t)) est nul. Donc «7q°t (<<o) est égal à l’intégrale de 0 à T  de l’application

t f -£v(<)(v>'(0 ) si *>(<) € pi

1 ï '-e0(<P(t ),<P,(t )) si ¥»(0 € P °
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T h é o r è m e  3 .3 .3

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de Vhyperplan P ° , {O^k^kelN^> associé à des champs de probabilités 
(/x*) et (ju2) vérifiant les hypothèses (H m in ) et (H L ip ). Soit ip un chemin de 
C*[0,T]. On lui associe { t j1ij} comme dans (3.31). On suppose que, quand on 
a ij  ^  0 avec <p(tj) G P°, con^ ennen  ̂ des vecteurs strictement
rentrants dans P ‘J .
Alors, pour tous &o» e >  0, il existe a , tq tels que, pour tout r  <  tq et tout 
yo de a), on ait:

r  log Pyo (c?o,r(7T> V3) <  e) >  -  Jo°A<P) ~  £

S  V>(T)

Remarques :

1. le cas ij  ^  0 et <p(tj) Ê P°  ne se produit éventuellement que pour j  =  0 . Si 
ij 0 avec <p(tj) €  P ° , dans la p lupart des cas, l’hypothèse sur et S ^ t .̂
est peu contraignante. Supposons par exemple ij égal à 2 . Puisque ip(]tj,tj+j[) 
est inclus dans P 2, l ’hypothèse sur est en général vérifiée, sauf dans des
cas particuliers, par exemple :

sup{7r(/?)|/? G S j (t)} est strictem ent positif ______
pour t  > t j , mais s’annule en i =  tj. p i  [  )

Pour l ’hypothèse sur S ^ t j (pour j  7  ̂ 0) :

— si z'j_ 1 =  0 , alors, si J^°_j,tj(^) vaut + 00 , la  m inoration est triv ia le ; sinon, 
d ’après la  continuité de l ’application x  t—»• S]., on sait que .) rencontre l ’en
semble {x(*) >  0O}.

— si Zj*_ 1 =  1, sup{7r(/?)|/? G ^¿(î)} est strictem ent positif à gauche de t j  ; 
l ’hypothèse exclut le cas où cette quantité s’annule en t =  tj.

5 v{t j ) S,v(tj]
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— si i j -1 =  2, on ne sait rien sur y

P 2

pi <p(*i)

Si l ’hypothèse n ’est pas vérifiée, au voisinage de <p(tj)> le processus peut fran
chir la frontière et rester ensuite dans P 1. L’hypothèse implique que le proces
sus revient dans P 2 avec une probabilité non nulle.

— de même, si j  =  0, on ne sait rien sur S^o) (donc l’hypothèse est nécessaire 
si <p(0) appartient à P°, à moins de travailler avec yo dans jE?(<£>(0),q:) H P 2).

2. en fait, si ij  0, l’hypothèse sur ■S^V ) est vérifiée dès que Ho((p(tj)) est vraie.

3. est fini seulement si Ho(<p(t)) est vérifiée pour tout t de [ij, tj+\] quand 
ij vaut 0.

4. il suffit que l ’hypothèse (HLip) soit vérifiée dans un voisinage de v?([0, T]).

Dém onstration : la dém onstration consiste à approcher sur chaque le chemin
tp par un chemin régulier (si ij =  0) ou à vitesses intérieures par rapport au champ 
(/¿i) (si ij =  i ) en utilisant le lemme 3.1.9 à droite de t j  tel que ij  ^  0 et <p(tj) € P° 
grâce à  l ’hypothèse faite dans ce cas. Cette dém onstration fait l ’objet de la paxtie 
3.6.
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3.4 Minoration finale pour un tube : passage à la 

limite 0 —* 0

3.4 .1  R é su lta t  gén éra l  

T h éo rèm e 3 .4 .1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P° associé à des champs de probabilités (/x*) et (/î2) vé
rifiant les hypothèses (H m in )  et (HLip).

Soit ip un chemin de C^[0 ,T ]. On lui associe { t j , i j }  comme dans (3.31). 
On suppose que, quand on a ij ^  0 avec <p(tj) G P ° , *S^(î•) et S ^ t .̂  contien
nent des vecteurs strictement rentrants dans P t j . Alors, pour tout e, il existe 
oc et tq tels que, pour tout r  <  tq et tout yo de B(<p(0),oc), on ait:

t  log Py0 ( do,T (‘~{r > <f) < e) > ~  lim JStT(<p) -  £
0>O

Dans la suite, on note \\m  J q T(ip) pour lim Jqj-{}P)-
0>O

Dém onstration : considérons (p tel que Jo'friv) so^  fini pour un 0q >  0 (sinon rien 
à m ontrer). Le coût L^_g(x, •) est un minimum calculé sur un ensemble conditionné 
par 7r(y01) >  6 e t tt(/?2) <  —6. Ces contraintes sont moins fortes quand 6 diminue, 
alors L2_g(x, •) diminue. On a donc «/o,t(¥j) ^  ^o.tCv5) pour 6 <  9'. Considérons e >  0 
et 90 tel que J o°t ((P) soit inférieur à lim«7or (y>) +  D ’après le théorème 3.3.3, ilB—+Q *
existe oc et tq tels que, pour r  <  tq et yo dans i?(<£>(0), ce), on ait :

T  log Pyo (¿ o ,t( t t , <p )  <  e) >  - J $ ° t (<p )  — e  > -  lim J o t T ( < p )  -  2e. D
v —+U

Dans la  suite de cette partie, nous calculons lim*7o°r (<p) (dans la proposition 2.2.6,
0—+0 *

on a  m ontré, pour tou t chemin ip de C7[0,T], Ao.rivO — (v3) niais la
(0,/i)—»-(0,0)

lim ite po rta it sur les 0 positifs alors qu’ici, on a : Jo,t (}P) — )•

Nous m ontrons que lim vaut soit A o,t ( v? ) , soit+co. Nous cherchons ensuite à6—►O * *
caractériser les configurations de supports des mesures pour lesquelles le deuxième 
cas peut se produire.
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T h é o r è m e  3 .4 .2

On considère des champs de probabilités (fj\.) et (/x2) vérifiant les hypothèses 
(H m in )  et cp un chemin de C*[0, T]. On suppose qu’il existe 9q tel que «/oiriv5) 
soit fini. Alors on a :

lim JS'T(<p) =  Aq'T(<p )

La condition “il existe Oo tel que s° it fini” est étudiée dans le paragraphe
3.4.2. Remarquons que si, pour tout 9 positif, Jq t Î^)  est égal à +oo, lim «/orivO1 Ô—+0 *
est égal à +oo et le m inorant dans le théorème 3.4.1 vaut — oo. Dans certains cas 
cependant (champs de probabilités constants dans le paragraphe 3.6, ou exemples 
du paragraphe 4.1), on pourra améliorer cette minoration en remplaçant lim Jq.tÎV3)

6—►O *
par Ao.rivO dans le théorème 3.4.1.

Dém onstration du théorèm e (on n ’a pas besoin de toutes les hypothèses (Hmin)) : 
les fonctionnelles J 6 et A coïncident sur les chemins restant dans un des P *. On peut 
donc se contenter d ’étudier le cas où <¿>([0, T\) est inclus dans P°.

N o ta t io n  3 .4 .3  On pose, pour x et p  dans IRd :

L+ixip) -  mfi^ry z4(/?‘) J2p{ = XVæ*' = (-1),7r(/3‘) < °}- 
'•*=1 t=i t=i 1

On utilisera cette notation pour 0  tel que «(P) vaut 0. 

L e m m e  3 .4 .4

Avec les hypothèses du théorème 3.4.2, si de plus <p est tracé sur P ° , on a :

lim JitT(ip) =  Jq L+it)(<p'(t))dt

D ém onstration : on suppose JotCv5) <  -f oo et <p([0, T]) inclus dans P°. s’écrit
So h ( i ) d t ,  où fe (t)  = Lte(<p(i),<p'(t))- P°ur 9 < 0O, on a f $ <  fe0, avec fg0 intégrable, 
donc, d ’après le théorèm e de convergence dominée :

lim J °T(<p) =  Jo l im f e{t)dt,

où lim /e  désigne la lim ite simple (avec 9 >  0). Or, •££(*) (v^W) est un minimum 

calculé sur un ensemble qui est la réunion, pour 9 variant dans ]0, +oo[, des ensembles

2 2

{(/>*, p 2,/?1,/?2) x y  =  1, £ > •> ■ ' =  <  - « }  (3-32)
^  1 =  1 1 =  1 J

=  ¥>'(*)> *{ß ) > ) <
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Pour 6 fixé, l ’ensemble (3.32) est celui sur lequel on calcule le m inimum donnant 
fe{t). En raison de la monotonie, on a donc, pour tout t :

¿î(t)(V5'(0) = MO»

d’où le lemme. □

Etudions m aintenant le lien entre L * et L x :

L em m e 3 .4 .5

Pour tous x  et ß  dans JRd tels que L+(ß) soit fin i, on a:

£+(/?) =  £ .08 ).

Dém onstration : pour x et p  quelconques, on a Lx(/3) <  L+(fî). Supposons L+(P) 
fini e t considérons (/?‘,/3l) tel que Ya =\ P% I'x (fit) < L+((3) + 1 avec

j z p ‘ =  1, ¿ / . ' ' /S ' =  ß  et ( - l ) V ( ^ )  <  0 (3.33)
1 =  1 1 =  1

Lx(/3) s ’écrit p'1 L %x {p,x) avec les mêmes conditions que (3.33) sauf la dernière, 
qui est remplacée par une inégalité large. Posons, pour chaque i,

• dpiß i -f (1 -  $)pfiß* 
P K J 6p{ +  (1 -  Ô)pH

2
Alors on a (—l)*7r(^‘(ô)) <  0 et ß  =  53  \ßPl +  (1 ~  6)p'x\

»'=1

On a donc: £+(/?) <  £  W  +  (1 -  < V ’i
1 =  1

P '

fß X\ ßl

SI

ß

Sì

3'2

ß 3

ß>(6)

VÄßlm .
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D’après la convexité des applications L lx , on en déduit que, pour tout 0 de ]0, 1[, 
on a :

Li(,n  <  ¿ ( » p ' i ù / n  +  (1 -  0)p'‘L i ( ^ ) )  < e (L î( f i )  + 1 )  +  (1 -  e)Lz (fi). 
t'=l

En faisant tendre Q vers 0, on obtient :

Lt(/3) < Lx(/3), d ’où le lemme. D

Pour dém ontrer le théorème 3.4.2 pour <p tracé sur P°, on remarque que dès que 
est fini, presque sûrement en t, {t)) est fini donc égal à

d ’après le lemme 3.4.5. Alors Jq L*^((p'(t))dt est égal à Ao,t(y?) le lemme 3.4.4 
perm et de conclure. □

Pour compléter le lemme 3.4.5, nous étudions plus précisément, dans la suite de ce 
paragraphe, dans quels cas L+({3) est infini alors que L x(f3) est fini. Pour 0  tel que 

= 0, supposons L x((3) fini égal à £ ? =1 avec /? =  £ ? =1 P’7?‘\  pi =  1
et (—l ) ,7r (^ ‘) <  0 et précisons à quelles conditions L+(j3) peut être fini, donc égal à 
Lx(/3).

Pour assurer l’existence des exemples qui suivent, rappelons que chacun des /?’ pré
cédents (on a L %x(j3') <  +oo) peut être sur la frontière de S'x quelle que soit sa forme. 
En effet, considérons une mesure /x sur un ouvert S , un vecteur /?o sur la frontière 
de S  et, pour p dans ]0 , 1[, posons /z =  p8p0 -J- (1 — p)fxl . Alors, la transformée de 
Cram er de fx est finie en fio (si on note L  cette transformée de Cramer, L 1 celle de 
fj,1 et H 1 la logtransformée de Laplace de /j1, on a :
L(/30) =  supa {(or,/?o) -  l n t p e ^ 0) +  (1 -  p)eH' ^ ) }  =  ln — <  - l° g P - )

Etudions alors les différents cas possibles (tous les exemples qui suivent sont ob
servables avec ]Ci=i PxL x(f3x) <  +oo) :

Si H 0{x) n ’est pas vérifiée, L+(x,/3) vaut +oo.

SI
s i

P
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On suppose Ho(x) vérifiée. Si un des 7r(/?‘) est non nul, l ’autre est non nul. L+(0) 
est alors égal à L x(0). Etudions le cas où ^ ( 0 1) =  k (02) =  0 •

O
1. si, pour un i, 0 X appartient à S'x (avec px ^  0).

On considère un vecteur bz~x dans Sx~x H{(—l) 3- , 7r(-) <  0} (d ’après iïo(:c)).

(a) si p3~* ^  0

{ v | 7 r ( v )  =  0 }

Q Z ~ i

Q3-Î 0

P

¥

63

On pose 0 z- { =  Ob3- 1 -f (1 -  0 ) 0 ^  et 0 { =  0 i -  ^ ( 63- '  -  0 z~i). On a 

alors (—l ) ’7r (^ ’) <  0 , 0  =  ]Ci=i p'P' L X(0X) est fini pour 6 assez petit. 
On en déduit L + (x ,0 )  <  -foo et donc L +(x ,0 )  =  L x(0).

(b) si 0 Z * n ’est pas défini (pz * =  0).

{v|7r(v) = 0}

0 3 - i  =  ¿,3- i

&

0 = 0 {

On pose 0 Z~X =  bx~x e t 0 X — (1 -f 0)0X — 6bz~x. Alors on a  (—l ) ’7r (^ ‘) <  0 , 
et 0  = 0 X = -^g 0 x -f avec L XX(0 X) fini pour 0 assez petit, donc
L + (x ,0 )  <  -foo et L + (x ,0 )  =  Lx{0).

2 . si chaque 0 X est extrem al dans Sx (pour chaque i tel que px soit non nul et 
toujours avec tt(/?*) =  0) : supposons que px appartienne à  ]0 ; 1[ et que la droite

(010 2) rencontre ¿1 ou S i  : __

(la configuration de la figure est possible si L Z~X(0 Z~X) est élevé). Si (/?x/?2)
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°  ° ,  
rencontre S i,  par convexité, 5^ C\(P1P2) contient des vecteurs de première co
ordonnée nulle, arbitrairem ent proches de /?'. Le vecteur P n ’est pas égal à

O
Px donc on peut prendre Px sur la demi-droite P -f IR+ [/?‘ — 0] et dans S l,  
avec L X(PX) arbitrairem ent proche de L'x(f3l). Le vecteur P est barycentre de 
Px et P3~x avec des coefficients arbitrairement proches de px et p3~x. Comme
 ̂ O

j3x appartient à S xx, on peut appliquer la construction de l.(a). On a donc 
L +(x ,P )  <  -foo et donc L+(x,P)  =  L x (p).

Dans tous les cas précédents, L+(x,/3) est égal à LX(P).

O O
En revanche, si px appartient à ]0; 1[ alors que (/J1/?2) ne rencontre ni S i  ni Sx , 
ou si px est égal à 0 ou 1, on ne peut pas conclure de façon générale. Les deux 
situations L X(P) =  L +(x,/3) < +oo et Lx(f3) < L+(x,j3) < +oo sont observables:

E x e m p le s  où  Lx (/3) =  L +(x,/3) :

hyperplan tangent à 5"1 en /31

{ v |7 r ( v )  =  0}

la droite (ß1ß7) est orthogonale 
au plan du dessin

SI  adm et un hyperplan tangent en (3l et S x fli^r <  0} contient un vecteur de l’autre 
côté de cet l ’hyperplan par rapport à Sx (nécessairement cet hyperplan contient /?*

 ̂ O
et P2) : alors, on trouve un vecteur 0 2 dans Sx n i 71- <  0} arbitrairem ent proche de

 ̂ O
/32. La droite (P2P) contient des points de S* D i71- >  0} arbitrairem ent proches de 

P1. On conclut comme dans le cas 2 . ci-dessus où (P1P2) rencontre un des S x.
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• p1 vaut 1 et il existe une droite contenant ¡3 et rencontrant 5 '^fl{7r >  0} et 
S i  n{7r <  0} :

(  ____—X------------- {t>|7r(v) =  0}

E x e m p le s  où  L x{/3) <  L +(x,f3) =  -foo:

2 2
• /? s’écrit 53 P'P% avec Lx{P) =  L'x(/3') <  -foo tandis que L+(x,/3) vaut -foo:

j=i t=i

{v|7r(v) =  0}
0

éventuellement avec p1 = 1 :

Si Si

• S i  adm et un hyperplan tangent en /31 et <  0} est du m êm e côté que SI
par rapport à cet hyperplan.

hyperplan tangent à S 1 en (3l

{ v |7t( î>) =  0 }

*¿1

S l \
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3 . 4 . 2  C a s  o ù  l im  J q tC v 3) ^  Ao,t (}p )
8—»-0 *

Soit <p un chemin continu tracé sur P°. On a Ao.rC^) <  lirn et il y a6—»0 *
égalité dès qu’il existe 90 tel que Jq'}t (1P) s°it fini ; on sait qu’alors on peut mi
norer avec Ào.tO^) dans le théorème 3.4.1. Etudions dans quels cas cette condition 
est réalisée. D ’après la monotonie en 9 cela correspond aux cas où lim Jq.tCv5) es  ̂fini-

Nécessairement, l’hypothèse Ho(<p(t)) doit être vérifiée presque sûrement pour t 
dans [0,T]. D ’autre part, le coût Aoit ’(v?) doit être fini. En particulier, dans ce cas, 
presque sûrement en i, il existe (p\, p\ , 0j, /?2) dans [0,1]2 x S U ‘) x s i(t) tel que

=  V'(i), ¿ p i  =  l  et ( - l ) V ( ^ î )  <  0 (3.34)
1 = 1  1 = 1

(en effet, presque sûrement en t, L v(i)(<p'(t)) s’écrit J2l=i P ' t ^ ^ iP t )  > avec ces condi
tions).

L em m e 3 .4 .6

Soit ip un chemin absolument continu tracé sur P° tel que, presque partout 
e n t ,  tp'(t) s ’écrive £ ? =1 p\0\, avec (p), p*, 0}, 0?) dans [0, l]2 x x S ^ t),
E i= i  p[ = l et ( - l ) V (0[) <  0.

jDès qu’on peut découper [0,T] en un nombre fini d ’intervalles sur lesquels :
— soit il existe 9q tel que, ps en t, (—l ) ‘7r(/?t‘) <  — 90,
— soit il existe ¿>o tel que, ps en t, 0\ € (*S' (̂i))’"i<\

alors il existe 90 tel que Jo.tÎV5) <  +oo et donc lim Jq.tÎV7) =  Ao.tÎV3) •

Remarquons que d ’après l’étude conduisant à (1.15) page 48, le cas “il existe 90 tel 
que, ps en i, (—1)x'k (0\) <  — #o” n ’est pas nécessairement fréquent.

Dém onstration : il suffit d ’étudier le deuxième cas. Supposons donc que, pour presque 
tou t t de [0,T], 0\ appartienne à (<Sy,(t))- i °- Alors, comme (—l ) ‘7r(/?<) <  0, Ho(<p(t)) 
est vérifiée presque sûrement en i, donc Ho est vérifiée dans un voisinage de y>([0, T ]). 
On va modifier (p\,0\)  de façon à obtenir, pour un 9q convenable, indépendant de 
t, (p),0i)  tel que

V3'^ ) =  l u P t P t '  J Z p \ =  (—1)*tï*(^) <  - 0 o  et f  Y ^ P t L v { t ) (P \ )d i  <  + ° ° -  
i=l t=l J0 «=i

Considérons 90, po >  0.

1. Si (—l ) ,7r()5i’) <  — 9q pour i — 1 ou 2, on pose 0\ =  0\ et p\ =  p\.
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2. Si pour un i , on a (—l)V (/?t‘) >  — û0, avec p\ G \po, 1 — po\. L’hypothèse Ho 
est vérifiée dans un voisinage de </?([0,T]). Pour tou t x  de ce voisinage, on 
peut donc considérer un vecteur défini comme dans le chapitre 2 (choix du 
vecteur vx 2.3.3). On a (—l)*7r(6^) <  — 7r0. On pose:

P V  =  Kl!) +  (! ~  et Pi =  Pi -  <0 _

On a alors (—l) 3 (jSf *) <  — 6ttq et

* ( # )  =  *<J3i) + = 'tâ x  1 -  « )  -
Pt  P t  r t

Donc

D’au tre  part, on a, pour j  =  1 ou 2, |^ / — /?/1 <  ^  pour 6 assez petit,

à po fixé, et ip'(t) est égal à ]C;=i P\P\-

3. Si pour un z, (—1 )V ($ )  >  — 0O, avec p\ £  [/?0, 1 — po] ; par exemple p\ < p0. 
Alors 7r(/?2) appartient à ] — 0 o , O ]  (sinon, tt(/?*) serait dans [ 0 , < ? o [ î  ou aurait
—«(Pt)  =  < ûo, donc c’est vrai de toutes façons). On suppose 6
inférieur à po et on pose

Alors on a > tv0 et, en posant p\ = p \+ 0  et p\ — p\ — 0, =  H);=i PtPt-
D ’au tre  part, on a

,01) _  _ÊÆï < _%> <  <  _ 9 w o

P t  P t

et

pour 6 e t po assez petits.

Prenons alors 0i =  6po«o A Oo. Pour chaque i, dans chacun des cas précédents, 
(—l j ’x ^ ’) est inférieur à —6\. De plus, presque sûrement en t, \(3\ — (3\ \ est inférieur 

à 4̂  (ou bien f}\ =  ^(<)) donc le vecteur appartient à (*S'^tj)

- 1 1*
TTI ß

»> < - 1 3—«6

PI
P

3 -í
i 7T b3-1* < P07T0-

Q2
t %fl < 2M\ 0 Po <

6'o

1 - Pi3 e 2

e 'hVW/
3— » \

ß(1 6i et 2
ß
2
t

e ß 2
t b*>(*)•

p
2
t 0
+ p

1
t ß 1 6<p( 0-

*(ß\)  =  *(ß l )  +  -j x (p ì  ' ß i  ’ )  — à - 7 r ( 6 t ( ò )
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On a donc :

avec J(4^) =  sup{Z4(u) | x E <,e>([0,T]), v  E (Sx) i =  1 ou 2}. Donc Jo*x(<p) est 
fini- On conclut en utilisant le théorème 3.4.2. □

Pour certaines configurations des supports au voisinage de la frontière, lim J q t Cv5) =
6 — ►O  *

Ao.tCvO est vrai avec des conditions plus faibles sur ipi parfois même pour tout che
m in continu :

Exemple Si pour tout x  d ’un compact /C, chaque Sx est inclus dans {(—l ) ‘7r(-) <  0} : 
il existe 9o tel que, pour y dans K, et i =  1 ou 2, S'y soit inclus dans {(—l) ‘7r(-) <  — 90}. 
Alors, pour (f dans CfO, T] à valeurs dans /C, lim Jq.tÎV5) et Ao.rOp) sont égaux (on 
revient sur cet exemple dans le chapitre 4).

N o ta t io n  3 .4 .7  Pour i — 1 ou 2 et x dans IRd, on note qxx l ’application qui, à un 
réel c, associe la projection de S'x fl {ît(*) =  —(—l) ‘c} sur l ’ensemble {îr(*) =  0}.

L e m m e  3 .4 .8

Soit ip un chemin absolument continu sur [0,T] à valeurs dans P°. Sup
posons que, pour x  dans <£>([0,T]), les applications q\. et qx soient stricte
ment croissantes, pour l ’inclusion, sur un intervalle à droite de 0 et qu’il 
existe po tel que, presque sûrement en t, (p'(t) s ’écrive tp'{t) = ]Ci=i PtPt avec 
(pt iPt iPt iPt )  dans [po, l- /?o ]2 x 5 j (t)x5 'J(t), £ ,L i p\ =  1 et ( - 1  )‘V(/?') <  0.
Alors, il existe 60 tel que <  +°°> donc lim Jo/rCvO =  Ao.riv7)-

* $—>0 1

Exemple :

{t>|7r(r) = 0}

Démonstration : Posons, pour 9 >  0, i =  1 ou 2 et avec u\ =  (1 ,0 ,..., 0) :

f i W  = f i  -  0(-i)V?'W

T

iO

2

E
1 =  1

P
X Lí

/9
t' ai < T J

6<o
2

< + 00,
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D’après l’hypothèse sur les applications qx , il existe S >  0 tel que, pour 9 assez petit, 
presque sûrem ent en t, le vecteur ¡3\(9) appartienne à . Alors, on a:

¥>'(0 =  è / > i # ( « ) .  ( - I ) M Æ W )  <  <  -Opo e t < J(S)
i=l

Donc Jo.rCv3) es  ̂ fini. On conclut en utilisant le théorème 3.4.2. □

Remarquons que ce résultat peut être vrai avec q). et qx constantes : par exemple, 
pour d =  2, considérons les probabilités fxx =  Y^t=i P*(a')^ai (x)i pour i =  1 ou 2, avec 
la configuration suivante au voisinage de P° :

Alors, on peu t faire la m ême modification que dans la dém onstration précédente. On 
n ’a plus Pl{0) G mais le fait que L'x soit bornée sur Sx (par — log min p^(x))

assure ^o.t Cv3) <  +co.

aî(x)

4(*7 a\(x)

a\(x) aï(x)

«!(*) a*(x)

_ a \ { x )

3 .4 .3  C on clu sion

Les lemmes 3.4.6 et 3.4.8 m etten t en évidence des chemins ip pour lesquels le
théorèm e 3.4.1 peut s’écrire avec Ao,t {}p ) ü eu de lim*/oT(</?) 0 es deux quantités

6—*-0 *

sont égales). En rassemblant ces résultats, on obtient le théorèm e suivant pour les 
tubes :

L
t
V(0' ß e < j [S]

ß 7r ß o
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T h é o rè m e  3 .4 .9

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues 
le long de l ’hyperplan P° associé à des champs de probabilités (/¿i) et (fi2) 
vérifiant les hypothèses (Hmin) et (HLip). Soit ip un chemin de C,^[0,T] et 

tels que 7p(]tj,t j+x[) C P ‘J . On suppose:

• si ij  0 avec <p(tj) G P°, alors S ^ tj  ̂ et S ^ tj  ̂ contiennent des vecteurs 
strictement rentrants dans P ,J.

• si ij =  0 et que (p est absolument continu sur [¿¿,¿¿+1], presque partout en

t , (p'(t) s ’écrit E L i  PtPit avec (PtiPhPtyfit) dans I0»1]2 x Sl>{t) x S ï(t)> 
Y2]z=i Pt — 1; (—l) ,7r(/^t) ^  0 et on peut découper en un nombre
fin i d ’intervalles sur lesquels:
— soit il existe 0o tel que, ps en t, (—l ) ‘7r(/?t’) <  — 0o,
— soit il existe 60 tel que, ps en t, G (S ^ ^ )~ g°,
— soit les applications q* et q2 sont, pour tout x de y?([0,jT]), strictement 
croissantes sur un intervalle à droite de 0 et il existe po strictement positif 
tel que, presque sûrement en t, p\ appartient à [/?0, 1 — Po]•

Alors, pour tout e, il existe oc et To tels que, pour tout r  <  tq et tout yQ de 
jB(tp(0) ,a ) ,  on ait:

T\ogPy0(d0<T(Y,<p) < e ) >  - A 0,T(<p)

Exemple : ce résultat est vérifié pour ^  comme dans la rem arque qui suit le théo
rème 3.2.2: dérivable et telle que pour tout t de [0, J 1], Tp'(t) s’écrit ]Ci=i PtPti avec,

O
pour chaque z, t h-+ (3\ et t v—*■ p\ continues par morceaux, appartenant à S ^ ^  et 
(—1)V(/?J) <  0. En effet, alors, il existe #o tel que, ps en t, appartient à (‘S,̂ t))- i °.

3.5 Minoration pour un borélien quelconque

On a défini (notation 2.2.1) C^[0, T] comme l’ensemble des chemins continus 
pour lesquels il existe une partition de [0, T] en un nombre fini de sous-intervalles à 
l’intérieur desquels ip reste dans un même P*.

D é f in it io n  3 .5 .1  Pour yo dans JRd, on appelle CyofOjT] l ’ensemble des chemins 
continus (p : [0,T] * JRd tels que <£*(0) =  î/o* On munit cet ensemble de la topologie
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de la convergence uniforme.

O
On veut établir une relation du type — Amin(G) <  lim inf r  log Pyo (ipT 6 G) pourT—»“0
toute partie  borélienne G de C'yofOjT’]. On a obtenu des résultats de minoration 
d ’un tube quand son axe est dans C*[0,T]. On ne sait pas approcher un chemin 
quelconque par un élément de C'^[0,T’] en modifiant peu le coût. Le coût de mino
ration Àmtn va donc se lire sur les chemins de (7^[0, ï 1]. D ’au tre  part, il est inutile 
de prendre en com pte les chemins (p pour lesquels «/o.rCv) vaut -foo pour to u t 9 
puisqu’alors lim Jq T(<p) est infini. Pour les autres chemins, quand ils vérifient les 

hypothèses du théorème 3.4.1, dans ce théorème, le minorant est égal à —Ao

N o ta t io n  3 .5 .2  On note C^,r[0,T] l ’ensemble des chemins de C^[0,T] tels que

(1) est f i711 pour un 9 > 0

(2) si { t j , i j }  est associé à (p comme dans (3.31) (ip(]tj7 tj+1[) C P ij), pour ij ^  0 
et <p(tj) sur P°, S^ tj)  et S£(tj) contiennent des vecteurs strictement rentrants 
dans P ' î .

Remarque : la condition (2) est peu contraignante (cf remarques après le théorème 
3.3.3) et on a vu dans le paragraphe précédent des conditions pour que (1) soit 
vérifiée.

On a le résultat final suivant :

T h é o rè m e  3 .5 .3

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P°, {(Yk )keji\j}, associé à des champs de probabilités (/¿i) 
et (/i2) vérifiant les hypothèses (H m in )e t (H Lip). On appelle ipr le chemin 
aléatoire continu défini par <pr(kr)  = Y£ pour 0 < k r  < T  + r  et est 
affine sur \kr\ (k 1 ) t ] .

Alors, pour tout yo de lRd et pour toute partie borélienne G de C,„o[0,T], 
on a :

—A (G  n C ^ [ 0 , r ] )  <  lim inf r  log Pm ( €  G )

o
Dém onstration : on suppose À(G nCr̂ ,r[0,T]) fini et on considère, pour e > 0 donné, 

un chemin ip dans G  nC'^,r[ 0, T] tel que A q .t^ )  soit inférieur à  A (G DG^,r[ 0, T]) + e.
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O
Pour Ci >  0 assez pe tit, G contient le tube d ’axe cp et rayon £\. D ’après le théorème 
3.4.1, on a :

lim inf T\ogP V0(d0tT('yT,<p) < £\) >  - A o ,t (<p )
T — * O

(|7 t  — (fT\ est P-ps m ajoré par t M , petit devant £i) d ’où le résultat, q

Remarquons que la condition (1) ne peut être supprimée dans la définition de 
C'^,r[0,T] (notation 3.5.2):
nous donnons à la fin du paragraphe 4.1.3 un exemple où lim r  log / ^ ( ^ / [ o G  G)

O

vaut —oo alors que G  contient un chemin <p vérifiant la condition (2) de la nota
tion 3.5.2 (en fait (p est à valeurs dans P°) et tel que Ao,t (<p )  < +oo. Il s’agit d ’un 
exemple dans lequel (.i/o) n ’est pas vérifiée. Nous n ’avons pas d ’exemple quand (Ho) 

est vérifiée au voisinage des v?([0, T]), ip G G. Il est possible que A (G nC'^,r[0, T])
O

soit toujours égal à A (G nC^[0,T’]) dans ce cas. Nous le montrons pour les champs 
de probabilités constants dans le paragraphe 3.7.

3.6 Démonstration du théorème 3.3.3

Revenons à la dém onstration du théorème 3.3.3 concernant les chemins continus. 
Il suffit de m ontrer que, sous les hypothèses(Hmin) et (HLip), pour tout ip de C[0, T ] 
tel que v?(]0, T[) est inclus dans P 1, pour i =  0,1 ou 2, avec ¿’¿.(o) ^ (o ) rencontrant 
{(—l)*7r(-) >  0} si z 0 et ^(0) G P°, on a :

pour tous 0o, £ >  0, il existe or, To tels que, pour tout r  <  r0 et tout t/o 1 
de B(<p(0), or), on ait : r  log Pyo (d0,T( Y ,  <p) < £) > —J i .tCvO -  c J 3̂’35^

Nous démontrerons (3.35) un peu plus bas. Supposons ce résultat obtenu. Alors, 
pour comme dans le théorème, on l’utilise sur chaque intervalle [tj,tj+1] avec
0 <  j  <  p — 1 : #o et e sont fixés ; on pose a p =  e et, par récurrence de j  =  p — 1 à 
j  =  0, on prend ctj et Tj tels que, pour r  <  r,-, on ait, P-ps sur {YJ  G B(<p(tj), ory)} :

r  log P i  sup |7 t ( î  -  t j )  -  ¥>(i)| <  I F q)  >  (<P) ~  e-

On utilise ce résultat pour la chaîne (Yk )tr<kr<tj+i où, pour j  et r  fixés, on note 
t j  l ’unique m ultiple de r  tel que t j — r < t j <  t j .  Pour r  <  inf Tj, on a, P-ps sur

{7 T(trj )  G B(ip(tj),cxj)}  :

r l°g P  i  sup h T( i rj  +  t -  t j )  -  <p(t)| < (v>) ~  e-
a j + i

2
T > J,
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On suppose Jo/rivO sinori ^ n ’y a rien à montrer. Alors, pour presque tout t, on 
a \ip\ï)\ <  M , où M  est associé à K. =  5 (^ (0 ) , 1) et à T  comme dans (1.16). Donc, 
pour r  <  inf_,-(rj A ^ ^ ) ,  pour chaque j , on a, P-ps sur {7T(iJ) G i?(v?(^-), a,-)} :

r  log P  f  sup |7 T(t) -y>(OI <  - " +1- ~ e - (3.36)

Pour conclure, on utilise la propriété de Markov en conditionnant aux différents 
instants i j .  On note E j  l ’événement {suptr<t<<i+1 |'yT(t) — y>(i)| <  3or̂ t l }. On a, pour 
tout y0 dans J3(<p(0), ao) :

^vo(^o,t(7t >V5) <  e) >  Py0( [-io<j<p-iEj>) =  Pyo(Eo) XJ P (E j+ i\E j).
v '  0<j<p-l

Pour r  <  est inclus dans {7T(*J+i) G jf?(</?(i,-+i), a^+i)}, on a donc, d ’après
(3.36), pour r  <  m ij-fo A jfc )  :

T l o g P ^ + . I Æ j )  >  -  e.

La somme des différents (<p) est égale à Jo°t (<p ) ; on en déduit le résultat du
théorèm e 3.3.3 pour (p.

D ém o n stra t io n  de (3 .35) :

1. Montrons (3.35) quand y?([0,r]) est inclus dans P°  :

On suppose JoJrCyO r®el M- est associé à K  — B(ip(0), 1) et à T  comme dans
(1.16). Alors, L?_6o((p(t), <p'(t)) est fini presque sûrement en t. Sa valeur est obtenue 
comme le m inim um , sur un compact, d ’une fonction s.c.i. donc presque sûrement en
i, il existe dans [0, l]2 x S ^ t) x 5 j (t) tel qu’on ait l£.*o(v>(0»¥,/(0 )  =
]Ci=i PtL\t>(t)(0t)i avec ( ~ l ) ‘7r(A‘) —Oo- Remarquons que les p\ sont à valeurs dans 
un com pact inclus dans ]0,1[.

Soit e >  0. On souhaite approcher le chemin ip par un chemin régulier (défini
tion 3.2.1). Pour cela, on modifie p\ et de manière à construire des applications 
t y-y p\ e t t  t-+ C° par morceaux, telles que, si on pose

0(0 = V<0) + / J2plPÎdu 
J0 *=i

alors le chemin tp vérifie les conditions suivantes :

sup ( - l ) ’7r(^t‘) <  0 
te[o,r]

(3.37)

J 1T

J,

CUp\LL,Jßi),
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(3.38)

d0,T(<P, V») <  e

r i: p\L‘m W)dt 2 Jot(v>) + er. 
J0 «=1

(3.40)

(3.39)

Les deux premières conditions perm ettront, à l’aide du théorème 3.2.2, de mino
rer la probabilité pour que 7 T appartienne à un tube d ’axe ^  ; on en déduira la 
minoration pour un tube d ’axe ip, faisant intervenir en utilisant les deux
dernières (remarquons qu’il n ’est pas nécessaire que le coût de xp soit donné par 
f i f  p \L \p ^0 l )d t  : dans le théorème 3.2.2, on n ’a pas supposé L ^ t){xp'{t)) =

Une modification de p\ et pour un t fixé est facile à obtenir. La difficulté ici 
vient de ce qu’on veut ramener les vecteurs ¡3\ à l’intérieur des supports tout en 
gardant proche de <p'(t) celui de leurs barycentres qui est parallèle à P°, avec une 
uniformité en t.

On considère 8 >  0 et on pose v\ =  ^(^^(Z?*) (cf définition 2.1.2). On a 
juj — P\\ <  2MO et

( - l ) fV(v*) =  0 ( - l ) fV (m i,(l)) +  (1 -  0 ) ( - l ) V ( # )  <  - ( 1  -  6)eo -f MO. (3.41)

D ’autre part, v\ € (*S^t)) Cl6, d ’après (1.4) du chapitre 1, et L xv^ { y \ )  <

Pour x  dans IRd et I  >  0, on note pxx f la projection sur le convexe compact {£*(•) < 
1} comme dans [AR] 4.6. On pose P(t)  =
pour chaque i, on note F ( t t x)  l ’unique barycentre de Pxji(t){vt)  Px,p(t)(vt)  tel Q110 
7r(F(t,x)) =  0. Alors, F ( t , x )  s’écrit ]£?=1 p‘(i, a;)p*,j.-(t)(t>î)» avec Xw=i P'(tix ) =  1-

L’application (t , x ) »—»• P it/.(i)(^î) est localement lipschitzienne en x , uniformément 
en i €  [0,T]. Sur un intervalle où (—l ) ,’r(Px,/i(<)(î;î)) es  ̂ m ajoré par une constante 
négative donnée, notée — C, la fonction px(t ,x )  l’est également (cf (3.30) : on a

\px( t ,x )  — px{ t ,y )| <  ----  *^)> alors F ( t , x )  est une fonction boré-
lienne du couple (t, x)  qui est localement lipschitzienne en x, uniformément en t 
appartenant à cet intervalle.

On considère un chemin tpi défini par V’i(O) =  vK®) V'i(^) == F(t,ipi(t))  sur un 
intervalle à droite de 0, teint que (— (<),/■'(*)(^t)) est m ajoré par une constante

inf
te[otT]

d ß
X F r Si

m O

z2
t==1 P

'iL i
ß

i'

I ' V )  =  K ( t m ) .  bl on a ( - l ) ‘7T(p‘ <  0

magf
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négative. On a  sur cet intervalle :

f t 2
ipi(t) = <p( 0 ) +  X p ‘( u ,^ i ( u ) ) p ^ (u)i.(u)« ) c i u .  

J0 ¿=1

On pose p\ =  p'(t,rl>i(t)) e t f$\ =  (<),̂ *'(*)(r,<) (projection de v} sur le com pact 

{ ¿ W - )  -  ■*£(«) (VÎ)})* Alors V’U*) est éSal à E L i  D ’après l ’hypothèse (HLip) 
sur les lignes de niveau des L lx , il existe une constante Cu telle que, presque sûrem ent 

en on ait \{3\ — uj| <  Cu\i>i(t) — ¥>(*)l> donc \fi\ — j3\\ < 2M 0  -f C u \^ \{ t )  — <p{t)\- 
On reprend les calculs faits dans la  dém onstration de la proposition 3.3.1. O n a :

M M  -¥>'(01 = ¿ / ¡ î # ' - è / > : «  < E ^ l f t - / 3 ; i  + è lÆ Ï
1 = 1  1 = 1  1 = 1  1 = 1

TTLCLOC * I G *  ___ Q }  I

avec 1?, -  p \| <  1 (cf (3.30)) et ( - 1 ) V ( # )  <  -« o , donc

M ( 0  -  | <  ( i  +  |A‘ -  A‘| <  ( l  +  Cult/ii(<) -  y>(i)| +  Af'tf,

où .M' =  2M (1  -f ^ ) .  P a r  in tégration, on en déduit pour t dans [0,T] :

IM t )  -  ¥>(<)! < ( i  + x ) C"  j f  \Mu)  -  ¥>(“)!du + MO'T

et, en u tilisan t le lem m e de Gronwall :

do,T(<p,ih) < M 'O T e x p [ ( l  +  j - ) c u t \  = C (T )0

pour C ( T ) convenable. Pour chaque presque sûrem ent en i, ¡3\ vérifie les propriétés 
suivantes :

\M ~  VU ^  C u C (T )ô , donc, d ’après (3.41), pour ( M  + 0O + Cu C (T ) )0  < :

( -1 )* V (# )  <  - ( 1  -  0)0o + M 0  +  C uC {T )0  < (3.42)

et

4 , « ) ( # )  <  L U . M )  < (3.43)

D ’au tre  p a rt, com m e on a (cf rem arque après la  dém onstration  du  théorèm e 1.2.7 : 
d ’après (H Lip), x  t—¥ est localem ent lipschitzienne), q u itte  à  augm enter C u  :

de vj e  (S'v ,t)) - C' B e t | #  -  vj| <  Cu C (T )0 ,  on déduit :

<  CU\M * )  -  ¥>(*)! <  C u C (T )6 ,

êï € (S,4 ,« ))'£ où 6 = -  2CuC(T)e.

h í s U i ) ^ L (i))
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Quand T  tend vers 0, C (T ) =  M 'T  exp[(l +  jfc)CuT] tend vers 0. On prend T  assez 
p e tit pour avoir

2CUC (T )  < (3.44)

on a alors
P, e  ( ■ S i , « ) - ^  (3.45)

Il reste cependant à rendre t t—> f}\ et t t—»• p\ continues par morceaux, en conservant 
un chemin à vitesses parallèles à P°. Soit £\ > 0. Pour chaque i , on approche t i—► 
par une fonction étagée puis par une fonction constante par morceaux t t-* j3\ telle 
que ps en ¿, \(3\ — (3\\ < e\d (cf la démonstration du lemme 4.4 dans [AR]). On 
prendra £\ petit devant toutes les autres données pour conserver à les propriétés 
de P\. Supposons déjà E\0 <  ^  ; on a, d ’après (3.42), pour presque tout t :

La condition (3.37) est donc vérifiée. Il existe alors p) et p\ tels que p\ -f p\ =  1 et

7r f ^ 2  ) =  0. On définit un chemin xjj par :
\'= i '

rf>(t) = <p(0) +  f  J2p 'u0'udu. 
Jo i=i

Alors, pour presque tou t i, on a

m*) -  «wi < E ?,\p\ -  + E i« -  #iM. 
*=i «=i

avec, d ’après (3.42) :

i~ i  v i  ^  ™axi \PÎ -  Pî\ ^ £i9

On en déduit ¿o,t(V’i>V0 <  (1 -f- ^ - ) e \6 T  et donc

¿o.r(v>, r/0 < (l + ~ - ' ) c 1ST +  C(T)e < 2C(T)e,

pour ej petit. En prenant 6 assez petit, on obtient la condition (3.39) :

¿o,r(<£>, VO <  £• (3.46)

- 1 vi7r ßi) < - i *7T ß í: 4 ei <
Oo
4
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D’après les hypothèses (Hm in), il existe Sg tel que les conditions
Q

\x — j/| <  S$, |t> — i/ | <  Sg, x  G U et v G (*^î) 2

impliquent
v ' e t s ' ) - 2^  et \Ùx(y) -  L\,(v')\ <  (3.47)

On prend assez petit pour avoir :

- M ’

Alors do,T(V,i>V*) <  (1 +  \j3\ — \ < ex0 et (3.45) im pliquent, pour
presque tou t t :

H  € ( S i w ) - ^ ,  (3-48)

ce qui perm et de vérifier la condition (3.38), et | ) -  ¿Î,<o(«')l <  f- En 
utilisant (3.43), on en déduit :

Or, on a
I-» «I <  r o a x , -  \ji\ —  P\\ ^  2M 0  +  CuC{T)0  -f £ i 0 
]Pt Pt] ~  20o ~  20o

et
* =  ( - i y^(pfi) > a .

t t ( # )  -  t t ( A 2 )  -  2 M  ’

donc

|#  — p\ | <  -f C uC (T )  -f Ci j 0 < p \M "0 , où M " est une constante.

2 2

On a  pj <  ¿ ( 1  +  M "0 ), donc <>(#) ¿  (1 +  -M"») E  PÎK(')(W )  +  I l  • ° n “
»=1 Lt =  l  Z J

déduit :

jr* 2

L  E « 4 ( * ) ( « ) di ¿  Í1 +  +  f r j  <  •/&(*>) +  eT, (3.49)
JO  Í = 1  ¿

pour 0 pe tit, d ’où la condition (3.40).

Rem arque : le fait de devoir prendre T  petit devant certaines constantes du problème 
(condition (3.44)) n ’est pas gênant : en effet, la construction précédente peu t être

2

E
«=i

P \ Lt
V-X ß

i' <
2

E
¿=1

P
i Li

<p ß
V +

e
2

e e 1 A 1 +
2M
e0

IT < 69-
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faite à partir de ip(0) = z  du moment que z  est suffisamment proche de ip(0). On peut 
alors construire “ip successivement sur un nombre fini de sous-intervalles de longueur 
Ti suffisamment petite. Les ip(jTi) successifs sont arbitrairem ent proches des (p(jTi).

On utilise alors le théorème 3.2.2: il existe a  et r0 tels que, pour r  <  r0, P-ps 
sur {Y J  G B(ip(0),ce)} on a it:

T\ogPÎd0iT(Y,̂ ) < e Fo) t. — f IZPtL'rHi)(P't)dt ~ e-
\ / JO -_j

On a alors, d ’après (3.46) et (3.49), pour r  <  r0 :

rlog J’ fdo.H?’»  < 2e f 0) > -  ¡T E  pÎL^ifàdt -  e
\  /  J o l=1

> —Jo}rte) ~  e( ^  +  1))

P-ps sur {YJ  G B(ip(0), or)}, ce qui démontre (3.35) pour (p.

2. Montrons m aintenant (3.35) lorsqu’on suppose que «¿»OO* T[) est inclus dans un P 1 
(i =  1 ou 2), et que et rencontrent {(—l)*7r(-) > 0} pour cet i :

on suppose que v?(0) appartient à P°, sinon le résultat est évident (il suffit de mi
norer la probabilité d ’être dans un tube d ’axe (p sur [0, T'] avec T '  arbitrairement 
proche de T  et de rayon suffisamment petit pour que les chemins du tube soient à 
valeurs dans P 1 ; un seul champ de probabilités est alors concerné).

Supposons par exemple i égal à 2. Alors Jo°rte) es  ̂ égal à AoT(<p). L’hypothèse 
(HLip) é tan t vérifiée, pour tout e >  0, on peut approcher <p par un chemin à vi
tesses intérieures, t/>, dont le coût soit proche de celui de ip. On souhaite que le 
chemin ip soit à valeurs dans P 2. Pour cela on modifie légèrement la construction 
faite.dans le cas d ’un seul champ, rappelée dans le paragraphe 3.3.1 : 
d ’après la condition sur pour y dans un voisinage de <p(0), on peut trou
ver un vecteur c2 appartenant à («S12) - 5 0  tel que t t ( c 2 )  soit supérieur à 7To, o ù  8q 

et 7To sont strictem ent positifs et indépendants de y. Pour t dans [0, T], au lieu 
de #rn2(tj -f (1 — 0)ip'(t), on prend vt égal à 0c2^  -f (1 — 0)<p'(t). On a encore 
lu* — c,o'(i)| <  2MO. D ’après le lemme 1.2.10, il existe une constante C\ telle que, 
presque sûrement en t, v t appartient à ( ^ ( t ) ) -01*- D ’autre part, on a L2(tj(u2) <  

L i t o t e ' (*)) +  *J(8o) < L ^ W i t ) )  +  e pour 0 petit.
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Comme dans le paragraphe 3-3.1, on obtient un premier chemin tpi par intégra
tion de m anière à ce que, presque sûrement en t, ip[(t) soit la projection de v t 

sur {l'V-jioO ^  A?(<)(u‘)} ; on a IV’KO ~  ¥>'(01 ^  Cu\rl>i(t) — | +  2MO donc 
¿o.rCv3» ^ i)  <  2M 0 T e CuT. Ensuite on approche %p\ Par un chemin à vitesses inté
rieures 'ip tel que ¿o,t(V’Îj VO ^  ei^- 0 °  prend ip(0) =  tpi{0) = ^(0)- Pour 0 et e\ 
petits, la  distance entre -tp et ip est inférieure à e et on a Ao,r(V0 — Ao.riv5) +  2eT. 
D’autre part, on a pour tou t t < T  :

7r(V,/(<)) > *0 0  +  (1 — ^)’r(v?/(i )) — IV’KO — Vî| —

et |ip[(t) — t>t | est m ajoré par C^/îÎo.tCv7» ^ i)  donc par C u2M 0T eCuT. On considère 
alors Tj tel que C u2M T \eCuTl soit inférieur à ^  et on suppose e\ inférieur à ^ L. On 
construit rp sur l’intervalle [0,Ti]. On a, pour tou t t de [0,Tj] :

»(*'(<)) > y$ + (1 -  «Mv’W)
donc

Donc tp est à  valeurs dans P 2 sur l’intervalle [0, Tj]. D ’autre part, puisque \ïp'(t) — v t | 
est m ajoré par C u2M 0T e°uT +  e\0  et |ip(t) — <p(t)\ Par 2 M 0 T eCuT +  e \0 T , de vt € 
( ^ ( t ))-Clff5 on déduit que ip'(t) appartient à avec:

6 = C 10 -  [Cu2M T\e°uTl + e1}0 -  Cu \2M Txec“T1 +  e1T1]0 >

pour e\ e t Tj petits devant C\. Le chemin rp est alors un chemin à vitesses intérieures 
sur l’intervalle [0,2\].

Pour T ' arbitrairem ent proche de T  et e assez petit, on sait m inorer la probabi
lité que 7 t  soit dans un tube d ’axe et rayon e. Le résultat fait intervenir 
le coût ATi.T'iw) — Il suffit donc de m ontrer (3.35) pour <p/[o,Ti) e t quitte  
à  rem placer (p par tp ci-dessus, on peut supposer que (p est un chemin à vitesses 
intérieures à valeurs dans P 2 sur ]0, T]. On prend alors 6 tel que presque sûrem ent 
en t, tp'(t) appartien t à  (iS'2 îj)“ i . On veut minorer la probabilité d ’un ensemble de
trajectoires, pour cela, on va tenir compte seulement des trajectoires qui sont dans 
p  2 après une certaine durée n r ,  petite  devant T .  Par hypothèse, il existe c1 dans

O O

5^(0) et c2 dans rentrants dans P 2, c’est-à-dire tels que 7r(c’) >  0 pour chaque i.

Soit e dans ]0, On prend Ci, K  et N  comme dans le lemme 3.1.9, avec K
tel que K L ^ ^ Ç c 1) V L ^ 0̂ (c2) <  e et K  < 1 ;  on considère K \  <  K  et oc inférieur à

7T ¿ > 7TO
3 e t + ì e 7T ¿ > 0.

Soit e dans 0 7T C.1

3
A i r
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^■7r(c1) A 7r(c2) et à ei. Pour n r  < K  et n > N , on a:

r l o g f ( y " - y° € IJ B(/?,e) y»1- €  B(v>(0), a ) )
V n r  0,,A J

>  - n r l ^ o ^ c 1) V £ 2(0)(c2) -  nre >  —e (l  +  I<) >  - 2 e  

Or, pour K \  <  n r , comme e est inférieur à p .p S sur

{YJ 6 B(V(0), a)} n{-y" ~--°T s U B(^£)}.

appartient à {7r(-) >  7Ti}, avec 7Ti >  0. En effet, on a, P-ps sur cet ensemble: 

n (Y J )  >  —or 4- [7r(c1 ) A tt(c2) — e] n r  >  —or +  - ~̂ -1-7r(c1) A 7r(c2) >  ^ - ^ ( c 1) A 7r(c2),
u  O

d’où le résultat avec 7Ti =  ^-7r(c1) A 7r(c2). D ’autre part, Y* — YJ  est P-ps majoré 
par n r M  donc, pour K \  <  n r  <  K  et n >  N , on a :

r log P ( Y ;  e s  \ Y0r e  B(<p( 0), a ))  >  —2e, (3.50)

où £  est l ’ensemble {7r(-) >  7rx} fl f?(<,e>(0), a  +  M K )  (boule fermée).

Pour y  dans £ ,  on note (py le chemin y  — ¥>(0) -f <p. On prend K  et a  assez pe
tits pour avoir, pour tous x , y  dans IA tels que \x — y\ <  oc +  M K  et pour tout v  dans 
(S l)~ s, \L%(v) — L 2(v )| inférieur à e. Alors, puisque |y — 95(0 ) | < a  + M K , A l^ & y )  
est inférieur à Aq r(y?) -f- e. Les chemins du tube d’axe (py et rayon sont à valeurs 
dans P 2 sur [0,T] (car 7r(y) — 7r(y>(0)) >  %i et 7r(ÿ>(i)) ^  0). D ’après le théorème
3.2.3, il existe alors a v et rv tels que, pour r <  rv, on ait, P-ps sur {Y J  €  B ( y ,  or,,)} :

T lo g P (d 0tT(Y ,(p y) < y  | ^ 0)  >  - A l tT(<fy) -  e.

On recouvre £  par une union finie de boules ouvertes B(y{, oeyi ), avec yt- dans £. 
Alors, pour r  <  inf r y>., P-ps sur {YJ  € £}, on a :

r  log P Î  pour un i, d0tT(^r , tpyi) < ^  >  -A o ,t(^ )  — 2e-

On prend K , K \  et or assez petits pour que or 4- M K  +  ^  soit inférieur à e. Si pour 
un i, d0tx ( j T, <py{) est inférieur à alors dotT ( j r ,ip) est inférieur à e. Donc, pour 
r  <  inf ry{, P-ps sur {Y J  €  £}, on a:

r  log P(c!o,t(7t , ¥>) <  el^o) 5: - A  1.t (v ) ~  2e- (3.51)
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On utilise (3.50) pour (Yk )k<n et (3.51) pour (Yk )k>n- La quantité  n r  appartient 
à [K \,K \ .  P rendre n grand revient donc à prendre r  petit. Il existe donc r 0 tel 
que, pour r  <  r0, l’inégalité (3.50) est vérifiée: P-ps sur {Y J  G i?(v?(0),a)}, on a 
r l o g P ( y ^  G S  | JF0) >  —2e. D ’autre part, d ’après (3.51), pour r  <  inf rVi., P-ps sur 
f f î  € S }, on a :

r  log P (  sup i p ( t - n r ) \ <  e h l iT( ip ) - 2 e .
n r < t < T

On prend K  assez petit pour que t, t' G [0, T] et \t—t'\ <  K  im pliquent ^ ( t ) — — 
e. Alors, pour r  <  inf r y;, P-ps sur {YJ  G £}, on a:

r  log P (d nTtr ( 7 T, V3) <  2e I -Tv») >  - A o.t Cv5) — 2e.

Donc, pour r  <  Tq A inf r y;, P-ps sur {YJ  G P(<p(0), or)}, on a :

r  log P(<Îo,t (7Tj V7) <  2e | ^o) >

r lo g P ( y nT G £  | J-'o) +  r l o g P ( i/nT|r ( 7 T,^ )  <  2e | Y J  G S) >  -A o.riv3) ~  4e, 

ce qui dém ontre (3.35) pour ip.

3.7 Cas des champs de probabilités constants, sous 

l’hypothèse (Ho)

Dans le cas des champs de probabilités constants, les hypothèses (Hmin) sont 
vérifiées dès q u ’on a p.xx =  /x* avec S* compact d ’intérieur non vide (on note sans 
indice x  les données relatives aux champs de probabilités) et (HLip) est toujours 
vraie. D ’au tre  paxt, si est associé comme dans (3.31) à (p appartenant à
C /[0 ,T ], avec Ao.tO^) fini, quand ij est non nul, S %j rencontre {(—l ) ‘Jx(-) >  0}. 
Dans to u t ce paragraphe, l’hypothèse (Ho) est supposée vérifiée. La condition (2) 
dans la définition de C'^’r [0,jT] (notation 3.5.2) est alors satisfaite pour tou t chemin 
cp de coût fini. On a donc, pour toute partie borélienne G:

A (G  nC ,/,r[0 ,r] )  =  inf{AOtr(v0 I V €  G  et 30, <  + ° ° )

Nous allons m ontrer qu’en fait, même si, pour tou t 6 , à.Q T(<p) vaut -f oo, on peut 
rem placer lim Jori'-P) Par Ao.tÎV3) dans le théorème 3.4.1. Grâce à ce résultat, la mi-6 —►O *
noration avec Ao,t (<p ) pour le tube d ’axe ip est obtenue pour tou t (p dans C*[0, T] et
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non plus seulement dans C i,T[Q,T). On obtient alors le théorème 3.5.3, où C^'r[0 ,T] 
est remplacé par C,^[0,T]. Nous énonçons dans le chapitre 4 le résultat complet de 
grandes déviations dans ce cas.

Montrons ici le théorème suivant :

T h éo rèm e 3.7.1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P° associé à des champs de probabilités constants (/x1) 
et (fi2) dont les supports sont bornés, engendrent JRd et vérifient l ’hypothèse 
(Ho). Soit ip un chemin de C^[0,T]. Alors, pour tout e, il existe a  et To tels 
que, pour tout r  <  r0 et tout y0 de B(<p(0), ce), on ait :

T l°g Py0(do,T(-yr » < p)< e)>  - A 0,r(v>) ~  e

Démonstration : on n ’est pas obligé de se limiter aux (p1, p2, fi1, fi2) vérifiant les hy
pothèses de la proposition 3.3.1 : montrons que pour tout chemin ip, quand Ao,t (<p ) 
s’écrit Jq Ptl't(fiï)dt < -f-oo, avec les conditions (3.34) pour presque tout t,
on peut construire un chemin ip vérifiant les hypothèses du théorème 3.2.2 (avec 
fp'(t) =  i PtPt) et tel que tp est arbitrairement proche de ip et Jq pxtL x(fi\)dt
arbitrairem ent proche de Ao,t ((p )- Nous en déduirons la minoration avec Ao(x(</?).

Considérons donc un chemin (p tracé sur P°  tel que Ao.tÎV5) soit fini. P-ps en t, il 
existe (p), p2, fi}, fi2) dans [0, l]2 x S 1 x S’2 tel que L(ip'(t)) soit égal à ]Ci=i p\Lx(fit)i 
avec (p\,fi\) vérifiant les conditions (3.34).

La construction étend celle de la démonstration de (3.35) quand ^?([0, T]) est in
clus dans P° : dans cette démonstration, nous nous sommes limités aux écritures 
<p'(t) =  5Ii=i PtPl avec (—l ) xir(fi\) <  — 6o, ce qui a conduit à une minoration avec 
Jo°-r(y>). Ici la contrainte n ’est plus que (—l)'ir(fi\) <  0 qui amène à une minora
tion en Ao,r(¥>). On distingue trois cas pour la construction de (p\,fi\). Le premier 
(t €  .<4i) est utilisé pour les t  tels que (—1)'-K(fi\) <  —9q est encore vérifié; la 
construction est alors celle de la démonstration du théorème 3.3.3. Les deux sui
vants (t €  .4.2 et t €  .4 .3) aboutissent seulement dans le cas présent où les champs 
de probabilités sont supposés constants. Ces trois cas sont les mêmes que dans la 
dém onstration du lemme 3.4.6 mais on n ’a plus la condition fil G (S ^ ^ )~ s°.

Soit po, 60 et 6 dans [0, |]  et e > 0. La construction de p\ et fi\ va être faite en 
fonction des valeurs de px et (—l) ’7r(^) par rapport respectivement à po et à — Qq. 
Rappelons qu’on a de toute façon (—l)*7r(/?t‘) <  0. On prendra po et 60 petits, pour
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e fixé. Pour po et 90 fixés, la modification sera proportionnelle à 9.

On note
• A i  l ’ensemble des t pour lesquels, pour i — 1 et 2, (—1 )l7r(/?t‘) <  — 90,
• A 2 l ’ensemble des t pour lesquels un des (—l ) ‘7r(/?t‘) est dans [—0o5O] et p} dans 
[po, 1 — Po] (dans la construction, on supposera k((3}) <  90), et
• A 3 l ’ensemble des t pour lesquels un des (—l)*7r ( ^ )  est dans [—$o>0] et pj n ’ap
partient pas à [po, 1 — po]- On suppose, par exemple, pj inférieur à p0 ; alors ît(fi?) 
appartient à [—#o, 0] (fi] n ’est pas toujours défini).

1. si t appartient à A i , on pose =  hxg((3\) (définition 2.1.2, avec des champs 
constants). On a les propriétés suivantes: |uj — fi\\ <  2 M 9 , et
( —l ) ‘7r(t;J) =  9(—l ) ’7 r(m ‘) -f- (1 — 9)(—l ) ‘7 r ( $ )  <  MO — (1 — 9)90 <  - 4 “-, 

pour (M  -f 60)9 < ;
d ’autre p art, v\ G ( S l)~°10, avec Ci > 0, enfin L %(v\) <  L x(fi\).

° .
2 . si t appartient à A 2. Pour chaque i, on considère 6* dans S '  tel que (—l)*7r(i>’) <

0. On prend 7r0 et <50 strictem ent positifs tels que, ^(è1) >  x 0} tt(&2) <  — tto et 
b* G («S’’)- *0. Pour i — 1 ou 2 et 9 dans [0,1], on note gg l ’application définie 
sur JRd par g$(v) =  0bx -f (1 — 9)v. Q uitte à diminuer Ci, on a gg(S x) C (S ')~ Cl9.

Pour chaque i, on a  (—l ) ’pj7r(6‘) <  0 ; il existe donc a j  dans ]0,1[ tel que, 
si on pose a? =  1 — a j ,  on ait 7r(X^=1 cc\p\b') — 0 (si les supports le per
m etten t, par exemple s’ils rencontrent tous les deux {7r(-) =  0}, on prend 
7r (61) =  —7r (62) =  7To et on remplace oc\ par pf~l). Alors a j  est égal à

J(6̂ )• Comme ^(fr1) et —7r(62) appartiennent à  [7t0,M],  a j  est supé

rieur à ao =  de même pour a 2. On a donc a j G [ao, 1 — ao].

On pose v\ =  g xQie(fi\) — cc\9bx +  (1 — a\9)fixt . Alors, on a — fi\\ < 2M 9, 

(-l)* V (v ‘) <  a ^ ( - l ) ’V (6’) <  - ^ a 07r0, v\ G ( S 1) - 0' “*0 C ( S ^ - c w  et

U (v \)  < ci9J(So) +  (1 -  cc\9)L<(/3i) < L {(fii) +  e,

quand on suppose

6-  J(6oY
(3.52)

Rappelons que J (6 0) est égal à max {L x(fi)\ ¡3 G (S %) 5°, i — 1 ou 2}.

3. si t  appartient à ^ 3, on a supposé pj <  po qui im plique tt(/52) G [—#o> 0] (avec, 
éventuellement p\ =  0 et fi\ non défini). On pose v\ =  b1 et v \ — g$(fit)- 
Alors, on a, d ’une part, si est défini, p\\v\ — fi}\ <  2M p \ < 2M p0 et
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/jr{v l ) >  7T0, et d ’autre part, |u2 — /?2| <  2Af# et 7r(v2) <  —07ro.
Enfin, quitte à supposer C\6  <  S0, v\ appartient à (¿j1)- ^ 0 pour chaque i et

L \ v ï )  <  6J(6Q) +  (1 -  0)L2(0 î )

donc

è /> ;£■■(»;') <  p] J W  +  p l ( e j ( s o )  +  L \ 0 1 ) )  <  p î l 2 ( 0 1 )  +  e ,

pour (po -f 6 )J (60) <  e .

Dnas tous les cas, les vecteurs uj vérifient presque sûrement en t :

2

1- Z >î|t> î -  P\\ < +  2 M Po, 
i=i

2 . ( —l ) ‘x(vj) <  — 6oco«o (dès que dao«o est inférieur à ^-),

3. v* G (S {) - Cia°e et

Soit £ i  >  0. Pour chaque i, on approche t  h* v \  par une fonction constante par 
morceaux t  »—» ¡ 3 \ telle que, presque sûrement en t, on ait |j 3 \  — i>J| <  £ \ 6 (cf [1] p.33). 
Supposons £i <  ^-(tto A C i). En utilisant les propriétés 2 et 3 de v], on montre:

(-1 )V(#) < (3.53)

P \  G ( S T 6 ^ (3.54'

L * est uniformément continue sur (5 '»)-eC7i 0io . pour E\ assez petit, |u — v'\ <  exQ et 
v  G ((5'‘)-*c i “° impliquent \L'(v)  — L l(y ‘)\ <  £. Alors on a \Lx(v\) — <  e. En
utilisant la propriété 4 des v*, on en déduit :

jZp\L\M) < è r i '£ ‘(# ) +  2e- 1=1 t'= l
(3.55)

(3.53) permet de définir p\  tel que Tr(YA=\PtPt) =  0, avec p2 =  1 — p\.  Alors p\ 
appartient à ]0,1[. On pose

w ) = V(o)+ i'b? jidu  
j ° ,=i

4.
2

E
t=i

P
t

L
i

V
X' < E

t = l
P

i
t L

i p 4 e.

a o'7TO
2

O
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Le chemin est à valeurs dans P°. On a :

Etudions Ip\ — p lI dans chacun des cas:

1. si t 6 A \  , on a (comme pour (3.30)) :

, -i _  i « ^  max* 1 Pj -  P\\ 2MQ + e x0

{Pt ~  * ( P t )  ~  * ( P t )  ~  Mo  '

D ’autre  part,
■ _  ( - l ) S r ( # - ‘) 0 o _  

* * ( P t ) ~ * ( P t )  2 M ‘

On en déduit

2. si i  €  A 2, on a (—l ) ,7r(uj) <  0, il existe donc u] dans ]0,1[ tel que 7r(X^=1 Wuî) =
0 pour uf =  1 — t/}. La quantité \u\ — p\| est petite  grâce au choix de cc\ :

si un des 7r(/?J) est nul, l’autre l’est aussi et ir(vj) vaut 0or|7r(&‘) donc u\ et p\ 
sont égaux. Sinon, on a : p\ — v\ =  avec t t ( ^ L i  a tp\bi) =  0 et
(—l ) 3-,7r(uj) >  oro7To6. On en déduit

\p\ -  Wl <  -  ¿ M p X f t )  +  (! -  I-

tt(X^î=i PtPt) =  0 et 7r(/?tx) <  6q impliquent alors

I Î _  i| <  0\ct -  < * \ \p \* m  <  _ 6 o _  
2 a 07ro 0  2 a 0 7r0

Or on a  \p\ -  u\\ <  — doncîr x  t i  — *r(v£) — 2aoiro

En supposant M (0O -f ei) <  2/>o7io> on en déduit

I #  -  p \ |  <  Po ^  PoPÎ-

't 't' <

2

>J
t'= l

ß
i
t p

i
t p 'Ì + p

i
fi

i
t fi

1

p
i

p
J! <

M
6 2 2 M6 + £ 10 P

i
f

p
t
t p

* j <
6Fo + e i
2ex0 7T|0

6ro 4 - e i
M,

2P Kj
0

û 0 p
2 7T ß

2

(3.56)

pîwfvî )+/>?*•(<)



Chapitre 3 181

3. si t € A 3, de n(v l)  >  tto, en supposant e \9 <  on déduit Alors

Pt =  iiïy\^tfte\ est inférieur à .*(# )-*(#)_ »0
Or, on a —ir(j3f) < —7r(/?t2) +  |/52 — /92| <  0O +  (2M  +  e{)9 < ^f0-, pour 
(2Af +  E\)9 <  ; alors p\ est majoré par ^Q-.
On a donc |pj — p\\ <  ^  V po- On suppose 3#o <  Po(1 — Po)71̂  alors on a 
I#  “  PÎI <  Po et |p2 -  p\ | <  /?op2.

On suppose (2M  +  £i)0 <  Mpo- Alors, d’après la propriété 1 des v\, dans tous les
cas, 5Z{=i p\\P\ ~  P\\ est m ajoré par 3Mpo. Si on suppose de plus 4£(2M -f£i)0 <  po,0
presque sûrement en t, \p\ — p\\ est majoré par po- On peut alors écrire, d’après 
(3.56) :

\^ '(t) — (pr(t)\ < 2M p0 -1- 3M p0 < 5M p0.

On a donc d0ix(ij>,(p) < bM poT < e pour po assez petit.

Sauf pour t € A 3 et i =  1, presque sûrement en t, \p\ — p\ | est majoré par poPt- 
On prend E\9 <  ^  ; alors, pour tout t de A 3, fi\ appartient à (.S'1)- '2'. On a donc: 
p \ L <  P o J(^ )  <  £ pour po petit. En utilisant p\ <  (1 4- po)p\ pour t A 3 ou
i 7  ̂ 1, on obtient dans tous les cas :

2 2 2

E  <  (1  +  Po) E  ¿ ¿ ( P i )  +  S <  (1 +  po) f E  P M f i )  +  H  +  e .  
i=  1 *=1 L«=l J

d ’après (3.55). On suppose po choisi tel que poAo,r(<p) ^  ¿ T • On a alors:

[  ' Y , P \ L X( f i t ) d t  <  (1  +  Po) Î A o /K v 3) +  2eT’l +  eT  <  A o ,t (< p )  +  6£!T
Jo  i=1 L J

On fixe successivement p0, 90, 9 et £1 vérifiant toutes les conditions énoncées. Alors, 
d ’après (3.53) et (3.54), est un chemin régulier. Le théorème 3.2.2 implique donc 
qu’il existe a. et tq tels que, pour r  <  r0, on ait, P-ps sur {Y J  €  B(ip(0), or)} :

rlogP(d0,T(7T,>/’) < c\F°) > -  ¡ T -  eT.
J0  t '= l

On a alors, pour r  <  r0, P-ps sur {YJ  € B((p(0), a)} :

rlogP (d 0,T(7T,¥’) <  2e|^o) > -  f  E  pWiftW ~  ^
i=1

qui est bien le résultat annoncé. n
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3.8 Cas où l’hypothèse (H q) n’est pas vérifiée

Dans les cinq premiers paragraphes de ce chapitre, nous n ’avons pas fait l’hy
pothèse (Ho). Cependant, les résutats obtenus sont triviaux si cette  hypothèse est 
fausse (on minore toujours par — oo ; en particulier, A /c ^ r[o,T] vaut +oo). Dans ce 
paragraphe, nous précisons les résultats dans le cas où les trajectoires restent dans 
un ouvert où l’un des est toujours inclus dans l’ensemble des vecteurs strictem ent 
rentrants dans P ‘, comme dans le paragraphe 2.6. Nous trouvons des fonctionnelles 
de coût très proches de celles obtenues pour la majoration.

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le long 
de l’hyperplan P °, associé à des champs de probabilités (/¿i) et (/¿2)
vérifiant les hypothèses (Hmin) et (HLip).

N o ta t io n  3 .8 .1  On note Q7'rav+ l ’ensemble des chemins (p de C[0, T] qui traversent 
au plus une fois P° et tels que si { t G [0,T] | ip(t) G P 0} est égal à {i}, p o u r i tel que 
<p{T) appartient à P 1, et contiennent des vecteurs strictement rentrants
dans P 1.

Remarquons que, comme C Trav, cet ensemble contient tous les chemins continus qui 
restent dans un même P*.

T h é o rè m e  3 .8 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de Vhyperplan P ° , {{X k)kç_jj\f), associé à des champs de probabilités (/¿*) 
et (//2) vérifiant les hypothèses (H m in )  et (H Lip) et tels que, pour tout x  de 
JRd, S i  soit inclus dans l ’ensemble {/?|7r(/?) <  0}. Alors, pour tout yo de JRd 
et pour toute partie borélienne G de Cyo[0,T], on a:

- A ( G  n£7t ~*+) <  liminf TlogP^fefto.n € G)

Dém onstration : si le processus a  son origine YJ  dans P 1 U P ° , le principe de 
grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de coût A1. Or, si y0 appar

tient à  P 1 U P ° , dans le théorèm e ci-dessus, on a  bien A(G  (~)CTrav+) =  A 1(G) 
puisque tous les chemins de coût fini et d ’origine en yo restent dans P 1 U P °. Re
marquons de la même façon que, si par exemple, pour tou t x  de lRd, S x est inclus 
dans l ’ensemble {/?|7r(/?) >  0} et que le processus a son origine Y J  dans P 2, le prin 
cipe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de coût A2 et on a  bien 
A (G n C Trav+) =  A2(G) pour y0 dans P 2.



Chapitre 3 183

Soit (p un chemin de C Trav+ tel que <¿>(0) appartienne à P 2 ; supposons par exemple 
que <p(T) appartient à P 1. Le chemin <p a une seule intersection avec P°, à un instant
i, avec «S^f) H {7r(-) <  0} et rï ( 7r(-) < 0} non vides. On minore la probabilité 
que le processus appartienne à un tube d’axe (p en utilisant le théorème 3.2.3 dans 
chaque demi-espace et le lemme 3.1.9 au voisinage de l’intersection avec P°, sur 
un intervalle de longueur arbitrairement petite (comme dans la démonstration du 
théorème 3.3.3 au voisinage de tj  tel que ij 7  ̂ 0 et <p(tj) € P°, sachant que 
et ££(*) rencontrent tous deux l’ensemble {7r(-) <  0}). La fonctionnelle de coût à 
utiliser est bien Ao.r, c’est-à-dire qu’on obtient le résultat du théorème 3.3.3 mais 
avec Ao.t^V’) dans le minorant.

Soit G  une partie borélienne de CyofOjT] pour laquelle A (G C\CTrav+) est fini. On 

prend, pour e > 0 donné, <p dans G  nC,rrov+ vérifiant Ao.riv5) < A (G nC'Trav+) +  £.
O

Pour £1 assez petit, G contient le tube d’axe cp et rayon e\. On a donc:

lim inf r \o g P yo(d0tT(<pr ,<p) <  £1) >  — A0,t {}p )
T — ♦ O

On en déduit :

—A(G n C Trov+) <  lim jnf r  log Pyo (<P/(0lr] € G) n

On a vu dans le paragraphe 2.6 deux cas où A(C?n C Trav) est toujours égal à A(G), 
cela reste vrai avec G'rrav+ puisque dans ces deux cas G'rrav+ H {Ao,t(*) <  + 0 0 } et 
QTrav pj { Ao,t(") <  + 0 0 } coïncident. On a vu également un cas (exemple 2.85) où la

O
m inoration serait fausse avec A (G) (pour G = B((p,e) comme dans l’exemple). Le 
chemin (p alors considéré n ’appartient pas à GTrav+ ; on a A(B(<p, e )n C Trav+) =  + 0 0 . 
Le chemin (p n ’est donc pris en compte ni dans le calcul du m ajorant ni dans le calcul 
du m inorant.

Remarquons que l’on peut remplacer A (G (lCTrav+) par la borne inférieure des
O

Ao.riv5) pour <p variant dans G et tel que, si [¿1,^2] est l’ensemble des t tels que <p(t) 
appartient à P°, alors fl {7r(-) >  0}, S£(h) n  W ’) <  et n  *C7r(*) <  °}
sont non vides. En effet, avec ces conditions sur <p, on peut approcher <P/[o , i 2] par 
un chemin xf> à vitesses intérieures par rapport au champ (/^2), à valeurs dans P 2 
et de coût proche de AoiÎ2(v?) (comme dans la dém onstration de (3.35) quand on 
suppose que <p(]0, T[) est inclus dans un P 1)- En construisant correctement xp sur 
[<2, T ] on obtient un élément de C Trav+ tel que ¿o.riv3» 0 ) et |Ao,r(V0 ~  Ao,r(y?)| sont 
arbitrairem ent petits.
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Dans le cas sym étrique où S \  est toujours inclus dans l’ensemble {¡3\nr(/?) <  0}, on 
peut constater que le résultat du théorème 3.8.2 est encore vrai. On a en particulier 
le résultat de grandes déviations avec la fonctionnelle A2 pour yo dans P 2, et avec la 
fonctionnelle A1 pour yo dans P 1 U P°  si pour tout x, S i  est inclus dans l’ensemble
{/?!*•(/?) <  o}.

Les résultats complets de grandes déviations pour les cas envisagés dans ce pa
ragraphe sont énoncés dans le chapitre 4.
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Chapitre 4 

Conclusion et compléments

Dans la première partie de ce chapitre, nous rassemblons les résultats de grandes 
déviations démontrés pour les processus d ’apprentissage lent à statistiques disconti
nues le long d ’un l’hyperplan. Dans la seconde partie, nous indiquons comment sont 
obtenues les équations vérifiées par les trajectoires minimisantes entre deux points 
et le coût optim al associé.

4.1 Résultats complets

Nous rassemblons, dans les deux premiers paragraphes, les résultats obtenus dans 
les chapitres 2 et 3, en fonction de l’hypothèse faite sur la configuration des supports 
des mesures au voisinage de la frontière.

Dans le premier cas, c’est-à-dire sous l’hypothèse (Ho), le principe de grandes dévia
tions fait intervenir au voisinage de la frontière un coût qui mélange les transformées 
de Cram er des deux champs de probabilités. Cela correspond à un comportement 
du processus tel que le nombre de traversées de la frontière sur un intervalle de 
tem ps de longueur donnée n ’est pas borné. Notons que sur les vecteurs parallèles à 
la frontière, ce coût est inférieur à chacune des transformées de Cramer et que le 
processus peut rester au voisinage de la frontière alors qu’il la quitterait s’il était 
soumis à un seul des deux champs.

Au contraire dans le deuxième cas, localement, le processus traverse au plus une fois 
la frontière et la fonctionnelle de coût fait intervenir l ’une ou l’autre des transfor
mées de Cram er des deux champs. On se contente alors de calculer les fonctionnelles 
de coût le long de chemins qui ne suivent P°  sur aucun intervalle et il n ’est pas 
nécessaire de définir de fonction de coût L x pour x  dans P°.
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Dans le troisième paragraphe, nous étudions les “cas lim ites” de configurations des 
supports exclues dans les deux premiers cas.

On constatera que dans tous les cas nous ne calculons des fonctionnelles de coût 
que le long des chemins de C^[0, T] c’est-à-dire changeant un nombre fini de fois 
d ’ensemble P \  pour i =  0,1 ou 2, comme nous l’avons indiqué après la rem arque 
1.4.9. En l ’absence de frontière, cette restriction disparaît et nous retrouvons les ré
sultats de [AR]. D’autre  part, si l’on doit être prudent dans le choix des chemins sur 
lesquels on calcule le m inorant, la m ajoration est toujours vraie avec la fonctionnelle 
A : pour tou t yo de IRd et toute partie borélienne G  de Cyo[0,T], on a

lim sup r  log Pyo (¥> /[0 ,T] € G) <  - A (G)
T — *• 0

Rappelons enfin que l’énoncé complet des hypothèses figure à la fin du chapitre 1.

4.1 .1  C as où  l ’h y p o th èse  (Ho) e st  p artou t vérifiée

Dans le cas où l’hypothèse (Ho) est partout vérifiée, on a le résultat final suivant : 

T h é o rè m e  4 .1 .1

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P °, associé à des champs de probabilités (/x*)
et (/z2) vérifiant les hypothèses (H m in), (H Lip) et (Ho). On appelle (pT le 
chemin aléatoire continu défini sur [0, T1] par:
ipT(kr)  =  Y£ pour 0 <  k r  < T  -j- r  et ipT est affine sur [kr\ (k  +  l) r ] .  
Pour tout y0 de IRd et toute partie borélienne G de C^fO, T], on a:

- A (G  HC S'T[0, T]) <  lim inf r  logPyo(v?/[0,t] €  G)

< lim sup r  log Pyo (^/[o.t] €  G) <  — A(G  fl T])

Rappelons que les hypothèses (i) et (ii) dans (Hmin), ainsi que (HLip), sont néces
saires seulem ent pour obtenir l’inégalité de minoration.

Dans ce résultat de grandes déviations, les coûts de m ajoration e t de minoration 
sont tous deux minorés par A et proches en général. Ils coïncident dans certains cas :

E x e m p le  1 Si pour tout x  de IR**, chaque est inclus dans {(—l ) ’7r(-) <  0} :



Chapitre 4 187

Alors, pour toute partie borélienne G de C[0,T], les quantités A (G), £(G )  et 
A(Grn C ^ ,1[0, T]) coïncident (en effet, Aq’̂  et Ao.r sont égaux, tandis que Ao, t  es  ̂s.c.i. 
d ’après L x — conv(L*, L 2) sur l ’ensemble {¡31 7r(/?) =  0} -fonction convexe- et le théo
rème 1.4.10). D ’autre part, pour ip dans C[0, T ], on a lim J g T(cp) =  A o,t ( v?) (°f para-6—►O *
graphe 3.4.2) et en fait, pour toute partie borélienne G, on a A(GDC^’r[0, T]) =  A (G) 
(les hypothèses (1) et (2) de la définition de C'^’r [0,T] sont toujours vérifiées: on n ’a 
jam ais ij 0 avec Ao.riv7) fini» puisque les seuls chemins de coût fini sont à valeurs 
dans P°).

Dans ce cas, le processus reste au voisinage de la frontière et oscille entre les deux 
demi-espaces. Précisément, le nombre de traversées de P°  par le processus pendant 
une duré fixée tend vers -4-oo quand r  tend vers 0. Si les hypothèses (Hmin), (HLip) 
et (Ho) sont vérifiées, pour tout yo de IR** et toute partie borélienne G de CyofOjT], 
on a :

- A  (G) < l i ^ n f  T\ogP yo(ipr/[OT] e  G) < lim sup r  log Pyo (v?/[o,t] € G) < - A  (G).

(4.1)

E x e m p le  2 Cas des champs de probabilités constants :
On suppose qu’on a fx'x = fj.', probabilité à support borné engendrant IRd et (i/o) 
vérifiée ((HLip) l’est nécessairement ainsi que les hypothèses (Hmin)). On a mon
tré  (paragraphe 3.7) que dans ce cas, on a encore le théorème 3.5.3, avec C'^,r[0,T’j 
remplacé par C^[0, T]. On peut donc énoncer le théorème suivant:

T h é o rè m e  4 .1 .2

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P° associé à des champs de probabilités constants (p1) 
et (/i2) dont les supports sont bornés, engendrent JRd et vérifient l ’hypothèse 
(Ho). Alors, pour tout yo de JRd et toute partie borélienne G de Cyo[0,T], on 
a :

-A (G  n ^ [ 0 ,T ] )  <  lirrùnf r  log PV0 (v?/[0tT] G G) 

<  lim sup t log Pyo (<P/[0t2̂  €  G) < —A (G n  C'/,1[0,T])
T — >0
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E x e m p le  3 Cas où les deux champs de probabilités sont égaux :
On suppose que pour tou t x, on a y}x =  fj.x . Alors A est égal à A1. Sous l’hypothèse 
(Ho), la condition (2) dans la définition de C*’r[0, T\ (notation 3-5.2) est toujours 
vraie. Comme dans le cas des champs constants, le théorèm e 3-4.1 est vrai avec 
Ao.tÎV3) au lieu de \ im .j£T(ip). k e théorème de l’exemple précédent est donc encore

0 — + O  *

vrai. N otre m ajoran t est au moins aussi bon que celui obtenu dans [AR] ; le m inorant 

peut être  moins bon. En fait, A (G nC'^’r [0, T]) et A (G H C^'l [0,T]) coïncident sans
O _

doute dans de nombreux cas avec respectivement A (G) et A(G).

4 .1 .2  C as o ù  p ou r  to u t  *5 Si est inclus dans l ’en sem b le  
{ / 3 | ( - l ) ; 7r(/3) >  0 }

Dans le second cas, on a  le résultat suivant :

T h é o rè m e  4 .1 .3

On considère un processus d ’apprentissage lent à statistiques discontinues le 
long de l ’hyperplan P ° , { ( ^ T ) ^ ^ ^  associé à des champs de probabilités (//*) 
et (//2) vérifiant les hypothèses (H m in) et (H Lip), et tels que, pour tout x  
de JRd, S i  soit inclus dans l ’ensemble {/?|7r(/?) <  0}- Pour tout yo de IRd et 
toute partie borélienne G de Cyo\Q,T], on a:

—A(G C\CTrav+) < lim inf r  logPyo(^/[o.r] € G)

<  li^Tsup r  log Pyo (^/[o.r] £ G) < - A ( G n C Trav)
T—+0

Remarquons que, si yo appartient à P 1 U P°, le principe de grandes déviations est
O O

vérifié avec la fonctionnelle de coût A1 ; or on a bien A (G C\C av+) = A 1(Gr) et 
A(G(1 C Trav) =  A 1(G) pour toute partie borélienne G  de Cyo[0, T]. D ’autre part, si 
par exemple, pour tou t x de IRd, S% est inclus dans l’ensemble {/?|7r(/?) >  0} et que 
yo appartien t à  P 2, le principe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle 
de coût A2, ce qui est là encore le résultat du théorème.

Dans le cas sym étrique où Sx est toujours inclus dans l’ensemble {/3\tt(/3) <  0}, 
on a un résu ltat analogue, sauf pour la dernière inégalité, à remplacer par :

lim  sup r  log Pyo (^/[o,t] € G) <  — A(G) pour y o dans P 1 U P °
T — ►O
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4.1.3 Cas limites (S* tangent à {/?|7r(/3) = 0})

Dans les chapitres 2 et 3, nous nous sommes placés sur des ouverts où aucune 
des configurations suivantes n ’était possible:

Si c  M O  < 0} et

SI n {tt(-) < 0} tà %

SI c {*(•) > 0} et

configuration 1 configuration 2

c’est-à-dire que nous avons donné les résultats de grandes déviations concernant 
les portions de trajectoires restant dans l’un de ces ouverts. Pour compléter cette 
étude, il conviendrait de donner des résultats perm ettant de relier ces différentes 
“portions” de trajectoires (en faisant intervenir les temps d ’arrêt correspondant à 
l’entrée dans chacun de ces ouverts, ce que nous ne détaillons pas) mais aussi de 
décrire les portions de trajectoires restant dans un ouvert non vide où l’on a une des 
deux configurations précédentes.

Nous donnons, dans la  suite de ce paragraphe quelques exemples de résultats et 
de situations éventuellement pathologiques (c’est-à-dire où la fonctionnelle de coût 
n ’est pas À). Elles sont liées à la présence de masses de Dirac sur {(3\ir(/?) =  0} quand 
un des S xx est tangent à  cet ensemble. Dans tous les cas, les m éthodes exposées jus
qu’à  présent perm ettent de conclure. On remarque surtout que le comportement 
du processus devient très sensible au choix du champ de probabilités sur P° (alors 
que celui-ci est sans incidence quand (Ho) est vérifiée) et aux conditions initiales 
(loi de l'oO, et que la  sym étrie en l’indice i n ’est pas toujours assurée. Remarquons 
également que les points où un des S xx est tangent à {/?|7r(/?) =  0} sont ceux où il 
peut y avoir changement de fonctionnelle, c’est-à-dire passage d ’un type de résultat 
à l’autre.

• Points isolés : remarquons que si par exemple (Ho) est fausse en un point isolé 
x  (et vraie autour de x)  et si 0 n ’appartient pas à l’enveloppe convexe de S2 et Sx , 
le processus qu itte  presque sûrement un petit voisinage de x  en un tem ps (et avec 
un coût) arbitrairem ent petit, et on garde les résultats pour (ü/io) vraie.

5 i
x n 7T > O 0
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• Configuration 1 : si Y J  appartient à P 1 U P °, presque sûrement, le processus reste 
dans P 1 U P°  et le champ /x1 gouverne tous les pas. Alors le principe de grandes 
déviations (m ajoration et minoration) est vérifié avec la fonctionnelle de coût A1 
quels que soient les supports S 2 (les chemins de coût fini ayant leur origine dans 
p i  y  po  sont ^ vaieurs dans P 1 U P°). Le long de P °, A peut être différent de A1 
(quand les S 2 sont à  cheval sur P°) et n ’est donc pas la bonne fonctionnelle de coût. 
Exemple :

On suppose que les champs de probabilités sont constants, avec les configurations 
du dessin pour les S*, et que =  0}) et /¿2({tr(-) =  0}) sont strictem ent
positifs. Si Yq appartient à  P 1 U P ° (respectivement P 2), le processus reste dans 
p i  ( jp o  (respectivement P 2). On en déduit le résultat de grandes déviations avec A1 
(respectivement A2). Considérons alors ip tel que <p(0) appartient à P °  et, pour tout 
t , ‘p'i't) es  ̂ égal à /? (cf dessin). A£tr(v >) Ao.rCv5) sont infinis alors que Ao.rivO est 
fini et n ’intervient pas dans les résultats. En fait, dans ce cas, les masses de chacune 
des mesures sur {7r(-) =  0} ne se mélangent pas.

Revenons sur la rem arque 1.4.2. Dans la démonstration des résultats quand ( H o )  

est vérifiée, le choix de la probabilité en un point de P° n ’est pas intervenu. Il appa
raît clairem ent dans cet exemple que ce choix devient significatif quand ( H o )  n ’est 
plus vraie : on aurait pu choisir au lieu de /i1 un mélange aléatoire des deux probabi
lités, alors le coût Ao.tÎV5) interviendrait dans les estimations, ce qui correspondrait 
au mélange des masses de chacune des mesures sur {7r(*) =  0}.

Nous pouvons obtenir dans cet exemple des résultats très proches de ceux du théo
rème 4.1.3. En effet on peut encore appliquer la m éthode du paragraphe 3.8 qui

O fym ^
conduit à  la m inoration avec A (G C\C av ) ; pour la m ajoration, on avait utilisé 
dans le paragraphe 2.6 que le processus qu ittait le voisinage de la frontière dès qu’il 
était dans P 1 U P ° . Cela n ’est plus vrai ici et l’on obtient p lutôt une m ajoration 
avec la fonction L). A L2 le long de P °.

Avec la configuration 2, on obtient des résultats comparables.
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4.2 Calcul du coût minimal entre deux points et 
des trajectoires minimisantes

Pour une partie borélienne G de T], les quantités A (G nC'^’r [0,T]) et
A(G  H C fA[0,T]) sont proches de

inf{Ao,TM | V e Gn  C /o[0,T]}. (4.2)

Rappelons que Ao,t (v>) vaut :

dt si <p est absolument continu

+oo sinon

et que d ’après les résultats précédents, on peut se contenter d ’envisager des chemins 
(p tels que, pour deux instants t\ et t2 quelconques, ^([¿1,^2]) est inclus dans P° 
seulement si (Ho(<p(i))) est fausse au plus pour un nombre fini de t de [¿1,^2]-

Dans cette partie, on s’intéresse à la quantité (4.2), quand G est l’ensemble des 
chemins reliant en temps T  deux points x 0 et yo- Si on identifie ip telle que A o .t^ )  
soit égal à ce minimum, il conviendra alors de regarder si (p appartient à C /(jr [0,T]
ou à c i1 [o, r].

4 .2 .1  C as particulier des cham ps de probab ilités con stan ts

Nous énonçons quelques résultats simples concernant la trajectoire optimale entre 
deux points dans le cas où les champs de probabilités sont constants.

Remarquons d ’abord qu’en présence d’un seul champ constant, le coût optimal à 
durée T  fixée entre deux points est obtenu, quand il est fini, pour le segment reliant 
ces deux points. On peut le m ontrer en utilisant l’inégalité de Jensen :

On en déduit que dans le cas de deux champs, il y a au plus un segment où la 
trajectoire optim ale suit P°. En effet, un chemin ip de la forme

p o

n ’est pas optim al : entre xq et yo, le segment (parcouru pendant la meme duree) est

J o

T 2

E
1 =  1

L i
<p t t] H *>(*)€P » + L V (0 t II > r ep0

1
T I,

T
Li

<P' t' dt > L i 1
.1 L

T
ï dt L i T <P n

T
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moins coûteux (car L *, fonction utilisée le long de 9?, est convexe et supérieure à L  

sur {tt(') =  0}).

En particulier, la trajectoire optimale entre deux points pendant la durée T  appar
tient à C*'1[0, T] et si les deux points appartiennent à P °, elle est à valeurs dans P°  .

On constate d ’autre  part que la présence de la frontière modifie le problème de 
façon im portante : entre deux points de P' le chemin optimal n ’est plus nécessaire
ment le segment qui les joint. Par exemple si on a ^ (m 1) >  0 et 7r(m 2) <  0, où m ‘ 
est le barycentre de /x*, on peut suivre P°  avec un coût nul. Le chemin

peut alors être  moins coûteux que le segment joignant xo et y0. Cela est lié au fait 
qu’on peut avoir deux points xq et yo sur P°  avec L1( y o ) et L 2( yo ÿlg ) élevés (voire 
infinis) alors que L (yoÿJ<> ) est faible (voire nul comme sur le dessin).

Pour tra ite r  le cas de champs de probabilités variables, nous donnons dans le pro
chain paragraphe un argum ent topologique perm ettant de prouver l’existence d ’une 
trajectoire optim ale entre deux points et dans les deux paragraphes suivants les mé
thodes habituelles perm ettan t d ’écrire des équations vérifiées par ce chemin optim al 
ou par le coût optim al lui-même.

4 .2 .2  E x is ten ce  de  chem ins m inim isants

Dans ce paragraphe, on donne un argument topologique perm ettan t de prouver, 
quand P  est une fonctionnelle sur C^O, T], l’existence de chemins ip tels que F(<p) 
soit m inim ale (on l ’utilisera pour F  =  Aq T o u  F  =  £ q ,t ) -

On a le résu lta t suivant :

L em m e 4 .2 .1

Soit F  une fonctionnelle sur C7[0, T], à valeurs réelles. Si, pour tout I  > 0, 
l ’ensemble {JF’(*) <  /}  est compact, alors F  atteint son m inim um  sur tout 
fe rm é  non vide de CfOjT].

Remarquons que F  est nécessairement s.c.i.. L’hypothèse du lemme est par exemple 
vérifiée si F  est s.c.i., avec, de plus, | F(ip) < + 00} compact, ce qui est le cas
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(toujours sous l’hypothèse de compacité des Sx) pour F  égale à la restriction de Aq T 
à {<p|y>(0) 6  AC}, avec i =  1 ou 2 et K. un compact donné.

Dém onstration : voir par exemple [FW].

On en déduit le théorème suivant sur le premier coût de m ajoration jCo,t  appa
raissant dans le théorème 2.2.10, même s’il n ’est pas s.c.i..

T h é o r è m e  4 .2 .2

Sous les hypothèses (H m a j ) sur les champs de probabilités (/•**) et (/i2), pour 
tout compact 1C de JRd, la fonctionnelle Co,T atteint son minimum sur tout 
ferm é non vide de {<p G C[0,T] | V>(0) € /C}.

Dém onstration : soit G  un fermé non vide inclus dans {<p G C[0, T] | (p(0) G K.} tel 
qu ’on ait C{G) =  inf jCq.tO/3) <  +oo. Rappelons que la fonctionnelle £o ,t est définie

sur un chemin ip absolument continu par :

C q t Iv ) — =  lim  in f Aq 7'(V’)-" K J (« ,*)-(o,o) o,o) +—V
+*C0.T

On considère une suite ($n, hn,tpn) dans IR2 x IR2 x G telle que, pour tout n, 
££*/"(<pn) soit inférieur à L(G)  +  L’ensemble Gn = {££*/" (•) <  C{G) +  ¿} fl G 
est non vide puisqu’il contient (pn et compact puisque, d ’après la proposition 2.2.8, 
£ o,t  est s-c*i- ^ue les éléments de Gn ont des dérivées uniformément bornées. L’in
tersection p) Gn contient un chemin <p de G tel que, pour tout n, on ait : (cp) <

n *

£ (G )  -f —. Alors, puisque Cq,t {}p ) est la lim ite croissante, quand (0 ,h ) tend vers 

(0 ,0), de £o ,rM >  on a :

Ce dernier théorèm e prouve que, pour toute partie borélienne G , le coût de m ajo
ration C(G) dans le théorème 2.2.10 est a tte in t en un chemin de G.

En revanche, on ne sait pas montrer que l’ensemble {Ao,t(0  <  ^} est compact (on 
n ’a  pas m ontré la s.c.i. éventuelle de A) donc le lemme 4.2.1 ne s’applique pas à A0,t* 
Mais il s’applique pour un ensemble fermé de chemins à valeurs dans un mêmeP*. En 
particulier, Ao,r a tte in t son minimum sur tout ensemble fermé de chemins à valeurs 
dans P°  e t d ’origine dans un compact donné.

c 3 , T <P l im
n — ►4 * 0 0

C8.
0 ,T
n ihn < lim

n — ►-+-CO
c G +

1
n

L G □
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Par ailleurs, la quantité A (G n C ^ 1[0,T]) ne s’écrit pas nécessairement sous la forme 
Ao . r te )  a-vec ip dans G Pi C'^,1[0,T]. Cela vient cette fois du fait que C^[0, T] n ’est 
pas fermé. Considérons l’exemple où, en (x ,y )  de IR2, on a la m esure:

K

=  Pk{.x > y)Sak(x,ÿ) 
k=i

avec ]C*Li Pk(x, y) — 1 e t pjt(a:,y) >  0- On peut trouver des applications pk e t a* 
continues telles que pour to u t (x ,y ) , le barycentre rri(Xiy) = Pk(x,y)a ,k(x ,y)
soit :

( o 2 . 1 • !\
m (x,y) =  1 x i 3 x  s m -----x  sin — j .

La courbe intégrale (ip, ip) du champ moyen telle que (</?(0), ^>(0)) =  (0,0) vérifie

Elle oscille donc une infinité de fois entre P 1 et P 2 au voisinage de 0. Prenons alors 
les deux champs p\Xty) e t ^(x.y) égaux à /i(x,y) dans cet exem ple; si un ouvert G 
contient le chemin (v?, V*) précédent, G  contient un chemin de C*'1[0, T ] de coût Ao.t 
arbitrairem ent petit (pour des S xx suffisamment grands : il suffit de modifier légè
rement (v’jV') au voisinage de 0). Donc A(G il C^^lOyT]) est nul tandis que Ao.r 
ne s’annule pas sur G  H Cr̂ ,1[0,T], car la trajectoire du champ moyen n ’appartient 
pas à C*[0, T ] (donc le problème est lié au choix du m ajorant : A (G) aurait convenu 
au lieu de A(G!n C ^ ’1[0, T1]), et dans ce cas, le minimum est a tte in t en un point de G).

Remarquons qu’en rem plaçant t 3s in j  par <5 s in j ,  le vecteur rn(x,y) peut corres
pondre à  Pfc(s, y)ajt(a;, y) avec pk et a* localement lipschitziennes, donc au 
barycentre pour un champ de probabilités vérifiant l’hypothèse (HLip).

Dans la  fin de ce chapitre, nous établissons les équations vérifiées par les trajectoires 
m inim isantes entre deux points et le coût optimal associé. Nous énonçons des condi
tions nécessaires, sans entrer dans le détail des résultats d ’existence ou d ’unicité de 
solutions pour lesquels nous donnons simplement des références.

alors :
t t t 3 sin

1
t
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4 .2 .3  E q u a tio n s  vér ifiées  par les ch em in s m in im isa n ts  en tre  
d e u x  p o in ts  : éq u a tio n s  d ’E uler

Soient xo et yo dans IR4*. L’ensemble des chemins <p de C[0,T] tels que <£>(0) =  2:0 
et <p(T) = yo est un fermé non vide. On sait donc que £ o,t  attein t son minimum sur 
cet ensemble (théorème 4.2.2). Ce minimum correspond au coût minimal pour relier 
Xo à yo en temps T  fixé (problème à horizon fini). Un autre problème est de chercher 
à minimiser le coût entre ces deux points sans fixer le temps (problème à horizon 
infini). Comme dans le cas des champs constants, nous étudions le premier problème 
et commençons par le traiter dans le cas où il y a un seul champ de probabilités ¡j,'.

Rappelons que le calcul de trajectoires minimisantes peut servir à la mise au point 
d ’algorithmes de simulation rapide d ’événements rares, par exemple la sortie d ’un 
bassin d ’attraction de l’équation moyenne. Pour cela, on effectue un changement de 
probabilité le long de la trajectoire minimisante, ce qui transforme l’événement rare 
en événement non rare et permet d ’accélérer sa simulation ([CFM], [DK]).

Cas d ’un seu l cham p
On s’intéresse au problème de minimisation suivant :

inf{AôiT(v>) I € C'[0,:r], <£(0) =  x 0, <p(T) =  y0}, (4.3)

OÙ

r T •I L x(ip(t))ip'(t))dt si ip est absolument continu, 
Jo
+00  sinon

(on remplace L xx((3) par L'(x,j3)  pour des commodités d ’écriture.) Il s’agit d ’un pro
blème variationnel classique (cf [Ca] pour le cas le plus élémentaire où l’on recherche 
des fonctions ip de classe C 1 ou [Li] pour cp absolument continue). On sait le résoudre 
dans le cas où la fonction L ’ est de classe C 1. Supposons donc que le minimum (4.3) 
est a tte in t en un chemin <p tel que (<£>(•), <p'{')) est à valeurs dans un ouvert où L'-

est de classe C 1. On peut par exemple supposer L 1 de classe C 1 sur IRdx ce
qui est vérifié dans l ’exemple suivant : 
considérons le champ de probabilités sur IRd

avec ak,Pk de classe C 1. Pour simplifier, on suppose que les d +  1 points ak(x) 
form ent une base. Alors tout vecteur de l’enveloppe con rexe des ak(x) est repéré par

A i
o, T

p
d

T .
k = o

Pk X £a k x
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ses coordonnées barycentriques. Supposons

d d 
j.3 =  ^ 2 p k(x, /3)ak(x),  avec ]T/>*(x,/?) =  1 

¿=0  k= 0

La transform ée de Cram er de ¡ix vaut alors en /? :

M «  = !>(*./?) i°s
k=o M x )

o
Donc L est de classe C 1 en (x,/3) sur ( J ^ x  ■S'i puisque les pk le sont (pk{x,/3) est

X

une combinaison linéaire de /? et des ûfc(x)).

Si le m inim um  (4.3) est fini, on doit avoir:
pour tou t chemin ip de £7(0, T], de classe C 1 et tel que V’(O) =  0 (^ 0  =  pour tout 
e >  0,

[  L'(ip(t) + eip(t),<p'{t) + eip '(t))dt>  i  £,*(¥>(*),¥>'(*))<&.
Jo Jo

Pour toutes les fonctions ip considérées, on doit donc avoir :

On en déduit que ip doit vérifier l’équation :

pour tou t t  de [0,T], si (p est de classe C 1, et au sens des distributions, si <p est 
seulement absolument continue. Cette équation est l ’é q u a t io n  d ’E u le r .

Remarquons que l’on retrouve, pour des champs de probabilités constants, le fait 
que les chemins optim aux entre deux points sont des segments : l’équation entraîne

O
que ^¡¡-(<p'(i)) est constant or est une bijection de S % dans IRd.

Avec davantage d ’hypothèses sur L %, on a des propriétés de régularité sur les so
lutions : on sait que si L x est de classe C r avec r  >  2, puisque |^ j- (x ,/? )  est définie

O
positive pour tou t (x ,/3 ) de U ^ x  S*, alors (p est de classe C r et l’équation d ’Euler

X
est vérifiée en tou t t de [0,T] ([Li] ou [FR]). Les résultats d ’existence seraient donc 
simples si le domaine de chaque L x é tait tout IR** et non un compact.

■T

/ . <
d L i

d ß
y t V t t +

d Li

d X
t) t xb t' dt =  0.

d
dt

d L t

d ß
[ t ' t +

d L
do.

i

<P t 0,

PkKx,P

P k ( x )
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C as d e  d e u x  c h a m p s

On cherche ip dans C^[0,T] minimisant Ao,t(</?) en présence d ’une frontière de dis
continuité du champ de probabilités. Remarquons qu’il n ’est pas rare en général 
qu’une trajectoire optimale suive cette frontière (cf cas des champs de probabilités 
constants).

Si on prend (tj, tj)  associé à ip comme dans (3.31), on peut écrire une équation d ’Eu- 
ler sur chaque les instants tj et les extrémités Xj = <p(tj) et x j+1 =  vKAi+i)
étan t fixés. Si ij vaut 0, on écrit que (ip) doit être minimale pour <p variant
seulement dans l’ensemble des chemins tracés sur P° (le long desquels Ao.r est égal 
à /c o n v (L j,(0 /M .)>0}, L j (i)/{ff(.)<0})<̂ /(i)c/i) et parmi les A\Jitj.+1(^ )  avec à valeurs 
dans P* et tp(tj) =  Xj et ip(tj+i) =  Xj+i. Les dérivées et (on suppose qu’elles 
existent) sont prises dans IRd_1 (d — 1 dernières coordonnées). On fait ensuite varier 
les Xj et les tj. En plus des équations d ’Euler sur les on peut alors obtenir
des conditions limites aux différents points tj où tp est dérivable à gauche et à droite.

•  Nous détaillons cette étude dans le cas où le minimum est attein t pour un che
min ayant une seule intersection avec P°. Considérons x 0 dans P 1 et yo dans P 2 et 
supposons que le minimum

inf{A0>:r(«?) | <P € C[0,T], v?(0) =  x 0, (p(T) =  y0} (4.4)

soit fini et a tte in t en ip ayant un seul point d’intersection avec P°, cela à un instant t.

La quantité
inf{Aî, t(t/>) | e  C[0,*], ^(0) =  x0, *l>(t) =  </>(*)}

est égale à  Aô t(<£>). On suppose que s t-* (<p('), ^ (O )  es  ̂ à. valeurs dans un ouvert U 
tel que, pour i =  1 ou 2, U  soit de classe C 1 sur U H {(x,f3)\x  G P*}- Le chemin ip 
doit alors vérifier:

“ ¿ [ ^ " ( ^ ( ' s)>V7'( 'S ) ) ] + ^ - ( v 3('S)’V3/(5)) =  0> Pour presque tou t s de [0,i]. (4.5)

De même, on doit avoir :

•“ ¿ [ ^ ■ ( ^ C 5) » ^ 5) ^ ^ - ^ « ) , ^ ) )  =  °> P°ur presque tou t s de [i,T]. (4.6)

Ces équations d’Euler sont obtenues en faisant varier <p à t et <p(t) fixés. En défor
m ant m aintenant (p sans plus garder <p(t) fixe, on va obtenir une équation au point t.
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On ajoute £0 à en prenant pour 0  l’application définie par /4>(s) =  s (T  — s) f i , avec 
fi fixé dans IRd. Elle est de classe C 1 et vérifie 0(0) =  0 (T )  =  0.

Considérons d ’abord un vecteur fi tel que 7r(fi) soit nul. Cela revient à faire va
rier le point d ’intersection de ip avec P° , en supposant que ce point reste a tte in t à 
l’instant t. Pour que le coût soit minimal en la quantité

t  jr*

L 1(ip(s) + eil>(s),(p'(s) + e'i/>f(s))ds + J  L 2((p(s) +etp(s), v?'(s) + £ip'(s ))ds (4.7)

doit être minimale en e — 0. Cette quantité a pour dérivée en 0 :

Si on pose A %(s) =  et B ‘(s) =  d ’après les deux
premières équations (4.5) et (4.6), on a A 1 =  ( B 1)' presque sûrement sur [0,i] et 
A 2 =  (B 2)' presque sûrement sur [t,T]. La quantité Cp(t) est donc égale à :

£ [ { J B \ , ) , *'{*)) + ((B')Xs),ï(s))]ds + / tT[(B2(s) ,ns)) +  =

(  liro-B'Cs) -  lim ,B2(s),t/>(i)^, 
*<t *>t

d ’après 0(0) =  tp(T) =  0, d ’où, pour tout fi :

Ci(t) =  -  % W ),v 'À t))  . m )  (4-8)

avec 7r(0 ( i) )  =  0 pour tou t t.
En considérant fi tel que 7r(/?) =  0, on montre donc que toutes les coordonnées de 

‘Pgii)) et yjlf-(<p(t), ¥>d(t)) sauf la première doivent être égales:

pour 2 <  j  < d, 7rj ( ^ - (<*>(*), y£(t))) =  -K* (^ (< P (* )>  ¥»¿(0)) (4 -9)

En considérant fi tel que 7r(/3) ^  0, on peut éventuellement obtenir d ’autres équa
tions. Supposons que ip est de classe C 1 à gauche et à  droite de t et que (<p(s), <p'(s)) 
est à valeurs dans P 1 x M O  >  0} pour presque tou t s d ’un intervalle ]t — £ i,t[  et 
dans P 2 X {7r(-) <  0} pour presque tout s dans ]i,< +  £i[ (et toujours s ► (<£>(•)> ¥>'(•)) 
à valeurs dans un ouvert U convenable). Cette dernière hypothèse perm et d ’avoir

c ß i
h

t

<
dL i

d ß <p s <P s xb s +
d L i

dx
s <P s xb s ds

+
L

T

(

dL 2

dß y> s V s +
d L 2

dx
s V3 xb S as.

>:

B 2' 5 w A ds

dL

dß

i
* V

a i
aß <P[t]
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7r[y?^(i)] et 7r[y> (̂<)] strictem ent positifs.

Pour e p e tit et sur un voisinage de t , ip + Eip coupe une seule fois P°, à un ins
tan t t +  / ( e ) .  Alors f  est monotone et dérivable à gauche et à droite en t ; /(O) vaut 
0. Pour 7r(/?) <  0, /  est croissante, négative à gauche de 0 positive à droite ; pour 
7r(/?) >  0, /  est décroissante, positive à gauche de 0 et négative à droite. On a pour 
tou t £ :

*-[<£>(* -f /(e ))] +  [V>(* +  /(e ))] =  0.

D ’après les hypothèses sur ip et Vs on en déduit que, pour £ petit, £7r[^>(t)] est 
équivalent à — Tr[<p'd(t))f(E) pour / ( e )  positif et à — Pour / ( e) négatif.
Donc, pour «(¡3) <  0, f g(0) vaut — et /¿(0) vaut — • Ces deux valeurs
sont échangées pour 7r(/3) >  0. Pour que le coût soit minimal en <p, la quantité

f  (c) r T

' ^ ( ( p i s )  + ETp(s),ip'(s) + E1p'(s))ds + /  L 2((p(s) + £il>(s),(p'(s) + £-4>'(s))ds
0 J t + j { c )

(4.10)
doit être m inimale en e =  0. Cela est vérifié pour tout /? tel que «(¡3) <  0 dès qu’on a 

<Pg{t) Ê ^l(t) Pour tout /? tel que 7r(/?) >  0 si <p'x(ï) £  ^  ces deux conditions
sont vraies, par exemples si et S sont disjoints, on n ’obtient pas de nouvelles 
équations.

O O

Supposons <p'g(t) et <Pi(t) (zS ^ t) (cas où l’on obtient le plus d ’équations).
Alors la quantité  (4.10) est dérivable à gauche et à droite en 0. Sa dérivée à gauche 
doit être négative. Elle vaut :

et

Sa dérivée à  droite doit être positive. Elle vaut :

/d (0 )[£ 1(V'(0>V’it(*)) “  +  Gp{t)j pour 7r(/?) >  0

et

f i (0 )  [£'(¥>(<), »>;(*)) -  L \ v ( t W s (t))} +  Cp(t), pour *(/?) >  0.

Du cas 7r(/?) <  0, on déduit que l ’on doit donc avoir :

J9
O L i

<P t a t L •i

<P t V39 + c0 t pour 7T < 0

Ja 0 L i
<P t d t L 2 t V5d t + cp t' pour 7r 0 > 0

7r

7T

lb t

<pa t
L i

V>t' <P9' t L 2
<P 'i <pg t -f cß t < 0

L 2 ,
<P t <Pd 't
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et

alors que le cas 7r(/?) >  0  conduit aux inégalités inverses. On en déduit que les deux 
quantités précédentes doivent être nulles. En reprenant la valeur de C p(t)  dans (4.8), 
on obtient :

et

On en déduit, en simplifiant par 7r[^>(t)], que l ’on doit avoir, en plus de (4.9) :

¿ ‘ (y f f l ,  ¥>;(<)) -  ¿*(y(t),v>',(t)) ¿»M O .y iC O ) -  L * M t ) , r ' A i ) )

’rlv’iCO] *WiWi\

=  » [^ (v W .v iC O )  -  ^ M O .v iC O )]  (4.U)

Les conditions (4.9) et (4.11) représentent au total d 1 équations sur (p(t), y>p(i) 
et <p'd(t).

Dans le cas des champs constants les conditions s’obtiennent plus simplement, de la 
façon suivante : d ’après les deux équations d’Euler, sur [0, i] et [t, T], on doit chercher

La dérivation par rapport à x  donne (4.9). La dérivation par rapport à t (en suppo
sant que les /?* sont à l ’intérieur des supports) ajoute l ’équation

- (?, %(?)) - v if) - %(?)) =  °

où on a posé

On doit donc avoir

7r
7r

V t

<Pd1¿
£ i

V= t <pd L 2 t d t + c ß i > O,
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d ß <P t <Pä t
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7r s t
L i

*P t ¥ 9 t) L2 t <P9 t
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t

¥ d t
L i t d L2

<P t <Pd1 <

dL i
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t
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í + T t L 2 I o

T t
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Rem arquons que l’on trouve (et c’est normal) à peu près les mêmes conditions quand 
on cherche, pour fi donné, les vecteurs fi1 et fi2 en lesquels le coût L x(fi) est atteint 
(en supposant que les fi1 sont à l’intérieur des supports). En effet rappelons la valeur 
de L x(fi) :

=  inf { ¿ /.''L it/J* ) ¿ p *  =  1, ¿ p \8 - '  =  p, xC/31) > 0,x(/?3) <  0 }
^i=l 1 =  1 t =  l J

On cherche le minimum de (p , fi1) t—»■ pL\.(fix) +  (1 — p)L2( ^ ^ ^ -) en supposant qu’il 
est a tte in t à l’intérieur de [0,1] x S£. La dérivation par rapport à fi1 conduit à

d L \  aU dL»,

~dp{x'fl) = -W{x'P)
et la  dérivation par rapport à p à

On doit donc résoudre H 1 (J^-^fi1)) =  ^ { ^ j f i f i 1)), en se lim itant aux solutions fi1 

pour lesquelles n^fi1) est positif. Ensuite, si on pose fi2 =  ( ^ f  )-1 o ( ^ j f i f i 1)), on 
doit avoir tt(/?2) négatif et fi — fi1 et fi2 — fi1 colinéaires.

• Pour étudier un chemin de C^[0, T] qui minimise le coût entre deux points avec 
<p([0,i]) inclus dans P 1 et </?([t,T]) dans P °, on applique la m ême méthode. Pour 
obtenir l’équation d ’Euler sur les intervalles où ce chemin suit la frontière on a be
soin de la différentiabilité de la fonction L x sur {tt(-) =  0} pour x  dans P°  (on 
peut regarder si le théorème des fonctions im plicites est vérifié aux points où le 
m inim um  de (p^fi1) »-»• p L \( f ix) +  (1 -  p)L2( ^ f  ) ci-dessus est a tte in t à l’intérieur 
de [0,1] X S 1). Dans ce cas, (4.9) est conservée entre L 1 et L  sur {7r(*) =  0}. On 
peut ensuite chercher de la  même façon que ci-dessus des conditions aux points où 
le chemin change d ’ensemble P*.

• Dans le cas de plusieurs traversées, on étudierait les équations d ’Euler sur chaque 
intervalle où le chemin est dans un même P ’ e t les équations au niveau de chaque 
point de passage dans un au tre  P*. Il conviendrait d ’étudier la convexité du coût en 
fonction de ces points de passage. Les résultats obtenus pour des champs constants 
perm etten t de supposer qu’une trajectoire m inim isante traverse un nombre fini de 
fois la frontière.

H i dL i

dß
ß

i' tì2
dL 2

d ß ß
2 '

L ß
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4 .2 .4  E q u ation s vérifiées  par le co û t m in im al entre d eu x  
p o in ts  : éq u ation s d ’H am ilton -Jacob i

On reprend le problème précédent, en s’intéressant cette fois aux équations vé
rifiées par le coût minimal entre deux points.

C as  d ’u n  seu l ch a m p
A nouveau on étudie d ’abord le cas d ’un seul champ de probabilités (et horizon fini). 
On a le résu ltat suivant :

T h éo rèm e  4 .2 .3

On considère un champ de probabilités (px) vérifiant les hypothèses (H ). 
Supposons qu’il existe u de IRd x IR dans IR+, de classe C 1, nul en (xo,0) et 
vérifiant l ’équation d ’Hamilton-Jacobi suivante:

Alors, on a:

u { x , t )  =  inf{A0,<(v?) I V5 € C[0,T], y>(0) =  x 0, ip{ t )  =  x ) .

D ém onstration (d ’après [FW]) :
considérons un chemin absolument continu ip tel que <¿>(0) =  xq et <p{i) =  x. En 
utilisant que L(ip(s), ip'(s)) est supérieur à (or, </?;(s)) — H(ip(s),cc) au point a  =  
§^(v>(«s), i ) ,  on peut écrire:

Ao,t ( ( p ) > J Q (J^(<p(s),s),<p'(s)^ds - j f  H ( v ( s ) , ^ ( < p ( s ) , s ) ^ d s

le m em bre de droite est égal à  ¿[u(y>(s), s)]ds d ’après l ’équation d ’Hamilton- 
Jacobi. On en déduit :

Ao,t(<p) >  u(ip(t),t) — u(<p(0),0) =  u (x ,t ) .

Considérons alors cp solution du système suivant :

¥>(ü) =  X q

C ette solution existe, d ’après le théorèm e de Cauchy-Peano (par exemple dans 
[CL]), puisque l’application (a:, s) »—»• §^(x > s )) es  ̂ continue (grâce à l’hypo
thèse (H l)).

d u
d t

x t + H x
du

d x
x t 0.

s
d H

d a
<P s

du

dz
s s

dH
da
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D ’après i/(<p(,s), •) =  L((p(s), •)* et les propriétés de différentiabilité des fonctions,
on a :

H(tp(s),a)  =  ^or, ^ (v > (s ) ,o r )^  -  £ ^ ( s ) ,  ^ ( < p ( s ) ,  or)).

dvi
En utilisant cette relation pour a  =  -5— (^(s), 5), on obtient :

ox

u(^(s),s)] = *), ¥>'(«)) + §7(^(s) ,s)

= ^  (*(*)> 5)) ) + JjM*)»5)
=  L (v{s),  ¥>'00) +  H(<p(s), ^ ( ^ ( 5), «)) +  ^ 7 (^ (5), 5)

=  £(¥>(«)» ¥>'(«))

Donc Ao.tCv’) =  ^“ [^(vK5)»5)]^5 =  w(<p(<),i)-

On a  prouvé successivement que u(x,<) est m ajoré et minoré par 
inf{Ao,t(<p) | (p G (7(0, T], <£>(0) =  xo, <p(t) = x )  ; on en déduit le théorème. □

Remarquons que pour le problème à horizon infini, l’équation devient :

H ( x ' $ ; ( x } )  =  0

c’est-à-dire que si u est solution de cette équation, on a :

u(x)  = inf{ATltT2(<p) I ¥> € C[Tu T2], <p(Ti) =  x0, <p(T2) = x , —00 <  ï \  < T 2 < -foo}.

On peut énoncer un résultat local ([Li],[Be]) de la façon suivante: 
on prend u  telle que u (x t t) =  inf{Aiir(v?) I V5 € C*[0,T], <p(t) =  x, <p(T) = y0}- 
Alors, si L  et H  sont continues en (i, x) et si u est différentiable en ( i,x ), u vérifie 
l’équation d ’Hamilton-Jacobi au point (¿,x). C ette équation est obtenue alors par un 
argum ent de programmation dynamique, en rem arquant que, pour tout 5 de [¿, T], 
on a :

u ( x , i ) =  in î{A t,a(<p) + u(ip(s),s) | (p e  C[0,T], ip(t) =  x, <p(T) =  y0}.

L’existence (et l’unicité) de solutions aux deux équations d ’Hamilton-Jacobi pré
cédentes est assurée dès que H  possède certaines propriétés ([Li],[Be]). L’étude de 
ces équations fait intervenir la théorie des solutions de viscosité, que nous n ’abor
dons pais. Dans notre cas, les hypothèses ne seront pas vérifiées au bord des Sx et

d
ds

du
dx
öv

dx
S s
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on aura probablem ent des résultats seulement si la trajectoire minimisante vérifie

<p'(t) eS^t) -

Cas de d eu x  cham ps

On reprend le problème avec une frontière de discontinuité. Comme pour l’équa
tion d ’Euler, on écrit l ’équation d ’Hamilton-Jacobi entre des points appartenant à 
un m êm e P*. Entre deux points de P °, on utilise le même raisonnem ent que pour 
m ontrer le théorèm e 4.2.3, pour le coût mixte L,  avec (xo,0) et (x,£) sur P°  et en 
se lim itant aux chemins qui suivent P°. On doit prendre H  telle que pour tou t y 
de P °, on ait =  L ( y , •)* dans IRd-1, c’est-à-dire d ’après le théorème 1.4.8,
H (y ,  •) =  ( m a x { H 1, H 2})**. On a besoin de H (y ,-)  et L ( y ,•) strictem ent convexes, 
de classe C 1 sur l ’intérieur de leur domaine avec (y, a )  §^f-(y,ar) continue, condi
tions qui ne sont pas toujours vérifiées. Si elles le sont, la solution de l’équation 
d ’Hamilton-Jacobi

donne le coût minimal.

Exemple : nous donnons un exemple où H  vérifie toutes les propriétés. Supposons 
que les champs de probabilités sont constants avec S 1 inclus dans {tt(-) >  0} et pour 
tou t (u ,v ) de IR x JR**-1 , f j} (u ,v ) =  /z2(—tx, v) (il s’agit d ’un cas où le coût m ixte est 
égal à conv(Lx, L 7) ; alors H  est égal à m a x Œ 1, ! ! 2)).

{/?K /3) =  0}

Alors on peut m ontrer que le coût m ixte vaut, en un vecteur parallèle à P ° , L (0, v ) =  
inf« jCrX(u, v) et -foo ailleurs, et que L (0, •) est donc la transformée de Cramer de la 

probabilité v1 sur IRd_1 définie par dux(v) = Î  dfil (u ,v) .  Sur {7r(-) =  0}, H  est
-u

alors égale au logarithme de la transformée de Laplace de u1 ; elle a donc les mêmes 
propriétés que les H *. On peut alors écrire le même résultat que dans le théorème
4.2.3, pour l ’équation (4.12).

du
dt

X t + m ax H i
X H i

du
dx

x t 0 . (4.12)
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Enfin, comme dans le paragraphe précédent, les équations d’Hamilton-Jacobi per
mettent d’obtenir des équations aux points de passage entre différents P1. Supposons 
que le coût minimal entre x0 € P1 et yo € P2 soit atteint en (p ayant un seul point 
d’intersection avec P°, à un instant t. Si on note V(xo,yo) ce coût, on a:

V(x0,y0) = mf |u(xo;x,i) + u(y0;x,<)j,
«6[0,T]

(4.13)

où on a posé :
u(x0;x,t) = inf{Aj t(v?) | (p 6 C'[0,T], <¿>(0) = x0, <p(t) = (4-14)

et
u(y0;x,t) = inf{A2T(y>) | (p € C[Q,T), ip(t) = x, ip(T) = y0}. (4-15)

On cherche des conditions pour que le minimum V̂ (xo,yo) soit atteint en un point 
(x,t). Si u(x0; •) et u(yo; •) sont différentiables au point (x,t), (4.14) et (4.15) impli
quent :

et
-^(x0; X, t) -f H1 (x, ^ (x 0; x, i)̂  = 0

~^(y°; t) + H2 (x, -^(yo; *, ¿)) = 0
D’autre part, pour que (4.13) soit minimale en (x,i), il faut :

du. . dv, .-̂ -(xq; x, t) + -̂ -(yo; x, t) = 0

du . dv .—(x0; x, t) + ;̂(yo; x, i) = 0

L’ensemble des conditions au point (x, t) s’écrit donc :

tf^x,«) = H2(x, ce)

^ (x 0; x, i) 4- ^(yoî x, t) = 0

du- -̂(x0; x, t) + (x, a) = 0

Pour plusieurs traversées, à nouveau, on doit rassembler les équations correspon
dant aux intervalles où le chemin est dans un même ensemble P* et les conditions 
aux points de passage entre les différents ensembles.

du
dx xo x t dv

dx yo X t a.
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