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Résumé

Dans cette thèse on s’intéresse aux réseaux des groupes de Lie semi- 
simples et à leurs invariants de quasi-isométrie.

L’outil principal qu’on utilise est le cône asymptotique. Au début de 
la thèse on énonce sa définition, quelques unes de ses propriétés, ainsi que 
la caractérisation du comportement de deux invariants de quasi-isométrie, 
l’ordre de la fonction de croissance et l’ordre de la fonction de Dehn, en 
termes de cônes asymptotiques.

On utilise un de ces résultats pour montrer que pour certains réseaux 
non-uniformes de Q-rang un des groupes de Lie semi-simples sans facteurs 
compacts l’ordre de la fonction de remplissage est au plus cubique. Une 
conséquence de ceci est que pour certains groupes résolubles aussi le remplis­
sage est au plus cubique.

On donne aussi une preuve géométrique du théorème de A. Lubotzky, 
Sh. Mozes et M. S. Raghunathan sur la non-distorsion des réseaux dans les 
groupes de Lie ambiants pour le cas des réseaux de Q-rang un.

On obtient comme résultat intermédiaire une condition suffisante pour la 
nondistorsion d ’une horosphère dans un immeuble euclidien.

M ots clés
groupe semisimple, réseau non-uniforme, groupe résoluble, espace hy­

perbolique, nondistorsion, fonction de Dehn, cône asymptotique, immeuble 
sphérique, immeuble euclidien
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Abstract

In this thesis we study lattices of semisimple Lie groups and their quasi- 
isometry invariants.

The main tool we are using is the asymptotic cone. We state in the begin­
ning of the thesis its definition, some of its properties and characterisations 
of the behaviour of two quasi-isometry invariants, the order of the growth 
function and the order of the Dehn function, in terms of asymptotic cones.

We use one of these results to prove that for certain non-uniform lattices 
of Q-rank one of semisimple groups without compact factors the order of 
the Dehn function is at most cubic. As a consequence we obtain the same 
estimation for the Dehn function of certain solvable groups.

We also give a geometric proof of the theorem of A. Lubotzky, Sh. Mozes 
and M. S. Raghunathan on the non-distorsion of lattices in the ambient 
group, for the case of Q-rank one lattices.

We obtain as an intermediate result a sufficient condition for nondistor­
tion of a horosphere in an Euclidean building.

Key words
semisimple group, non-uniform lattice, solvable group, hyperbolic space, 

distortion, Dehn function, asymptotic cone, spherical building, Euclidean 
building
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Chapter 0 

Introduction

Dans cette thèse, on étudie des groupes de présentation finie T =< S\R  >. 
Plus précisemment, on s’intéresse aux réseaux de Q -rang 1 des groupes 
semi-simples et leurs comportement par rapport aux quasi-isométries.

On emploie la méthode d ’étude introduite par M. Gromov, qui est de 
regarder la géométrie à grande échelle du graphe de Cayley associé au groupe 
dans la présentation < S\R  >.

Une manière de voir cette géométrie est d ’étudier les invariants de quasi- 
isométrie du graphe de Cayley.

D éfin ition  0 .0.1 Soient (X,d) et (Y,ô) deux espaces métriques. On dit 
que (X ,d) est (À, c) -quasi-isométrique à (Y, 6), où X > l ,c  > 0, s ’il existe 
f  : X  Y  et g : Y  —*• X  telles que

6 ( f(x î), f ( x 2)) < Xd(xu x2) +  c, d(g(y1),g(y2)) < XS(y1,y2) +  c,

V x i, x 2 G X , V y i , y 2 €  Y

et
d(g(f{x)),x) < c, 6(f(g(y)),y) < c ^ x  € X ,V y  G Y.

Recemment, M. Gromov ([Gr]i, [Gr^), Van den Dries et Wilkie ([VDW]) 
ont introdviit un nouvel outil d’étude de la géométrie à grande échelle, le cône 
asymptotique. Celui-ci est un nouvel espace métrique construit avec des 
méthodes d ’analyse non-standard et qui répresente, en quelque sorte, une 
“image de l’espace métrique donné vu de l’infini”. Pour l’obtenir on fixe une
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suite de points fo  : N —► X  dans l’espace (la suite de points d ’observation) et 
une suite de scalaires (dn)neN, dn G R, dn —* oo.

“L’image de l’espace vu de l’infini” est la limite d’une suite d’images de 
l’espace, où à l’etape n on a le centre d’observation fo(n) et un “champ 
visuel” dont la largeur est d ’ordre dn.

Le cône asymptotique donne des informations sur la structure métrique 
de l’espace. Par exemple, on peut donner une caractérisation de la propriété 
d ’hyperbolicité en termes des cônes asymptotiques :

Proposition 0.0.2 (cf. [Gr]3 , Proposition 1.2.3) (i) Si (X ,d) est un 
espace 6-hyperbolique alors tout cône asymptotique Conw(X, (dn), fo)  

est 0-hyperbolique.

(ii) Si (X ,d) est un espace géodésique on a même plus : (X ,d) est 6- 
hyperbolique si et seulement si Conu(X, (dn), fo )  est un arbre réel, pour 
tout w, fo et (dn).

Mais, à part la structure métrique, on perd toutes les autres structures de 
l’espace. Ceci fait qu’on ne peut pas distinguer entre eux les cônes asymp­
totiques des espaces symétriques de rang 1 ou des groupes hyperboliques 
non-élémentaires :

Proposition 0.0.3 (cf. 1.2.11 ) Si X  et Y  sont deux espaces métriques 
hyperboliques géodésiques propres admettant des groupes discrets non-élémen­
taires cocompacts et agissant proprement d’isométries , leurs cônes asymp­
totiques sont isométriques.

Ce résultat suggère que les cônes asymptotiques ne sont pas des bons 
instruments pour l’étude des espaces hyperboliques. Par contre, ce sont des 
outils efficaces pour l’étude des espaces symétriques de rang plus grand ou 
égal à 2.

C’est avec des cônes asymptotiques que B. Kleiner et B. Leeb demontrent 
leur théorème de rigidité :

Théorème 0.0.4 ( [K1L]) Soient X  et X ' des espaces symétriques non- 
compacts non-euclidiens irréductibles de rang plus grand ou égal à 2 ou des 
immeubles euclidiens épais irréductibles avec action cocompacte du groupe de 
Weyl affine et tels que l ’immeuble sphérique d ^ X  a la propriété Moufang. 
Toute (L, c)-quasi-isométrie q de X  à X 1 se trouve à distance D d ’une ho- 
mothétie g de X à  X ' (c’est-à-dire d(q(x), g(x)) < D ,Vx  G X ), où D est une 
constante qui dépend de L et c seulement.
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Pour un groupe de présentation finie, certains comportements des invari­
ants de quasi-isométrie peuvent être déduits des propriétés topologiques des 
cônes asymptotiques.

Un exemple de tel invariant est l’ordre de la fonction de croissance.

Définition 0.0.5 Pour (X ,d) = (V,ds2) variété riemannienne, on définit la 
fonction de croissance comme f(r)  =  vol(B(x,r), où x € V ,B (x ,r)  =  boule 
de centre x et de rayon r.
Pour (X ,d) =  (r, dw), où T est un groupe de type fini, S  est une partie 
génératrice finie, S -1 =  S, dw la métrique des mots associé, on définit la 
fonction de croissance comme f(n )  =  cardB(e, n).

Définition 0.0.6 Si deux fonctions f i  : D —+ C et f 2 : D C, D C  R, C C  

R vérifient une relation de type
(Ri) /i(z ) < a • f 2(b • x +  c) 4- d ■ x  +  e, Vx G D  

où a, b, c, d, e sont des constantes positives, on note ceci avec f \  -< / 2 et on 
dit que l ’ordre de f \  est au plus l’ordre de f 2 . . Si pour deux fonctions f \  et 
f i  on a f \  ■< f i  et f i  -< f i  on dit qu’elles sont du même ordre.

L’ordre de la fonction de croissance ne dépend pas de x , dans le cas de la 
variété, et dépend seulement de la classe de quasi-isométrie de (X, d).

Proposition 0.0.7 (cf. [Gr]i,[Pa], 2.1.2) Soit T un groupe de type fini et 
dw une métrique des mots.

a) (r, dw) est à croissance polynomiale si et seulement si pour tout u> et 
(dn), Con^ÇT, (dn),e) est un espace métrique propre.

b) De plus, dans ce cas, tous les cônes sont isométriques, et on a une 
convergence de (r, e • dw) pour e —* 0 dans la métrique de Hausdorff- 
Gromov vers cet espace limite unique.

c) La dimension de Hausdorff de l ’espace limite coincide avec l ’ordre poly­
nomial de la fonction de croissance.

d) On a les mêmes résultats pour (V, ds2) recouvrement d ’une variété com­
pacte.

Un autre invariant de quasi-isométrie auquel on s’intéresse est l’ordre de 
la fonction de Dehn.
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D éfin ition  0 .0.8  Soit un groupe de présentation finie T = <  S\R  > ,S  = 
S ' 1, et un mot g dans l ’alphabet S  qui coïncide avec e dans T.
On appelle longueur de g le nombre de lettres de g.
On définit l ’aire de remplissage A(g) de g, comme étant le N  minimal tel 
que

N

9 = n  «i**,«,-1 » r » ^ u  -R-1- 
i=i

La fonction de Dehn (ou la fonction de remplissage) du groupe T se définit 
comme :

A(n) =  sup{A(<7); <7 de longueur < n ,g  = e}.

On peut même définir une notion d’aire de remplissage et de fonction de 
remplissage dans le cadre plus général d ’un espace métrique géodésique (voir 
la section 2.2.1). On a alors :

T héorèm e 0.0.9 (cf. [Gr]3 ) Soit (X , d) un espace métrique géodésique. 
Si pour tout ultrafiltre non-principal u>, toute suite de points d ’observation 
fo et toute suite de scalaires (dn), ConUJ(X, (dn), fo) est simplement connexe 
alors il existe a > 0 ,a  > 1 et £o > 0 tels que A x (£) < a£a pour £ > £q où 
A x  {£) est la fonction de remplissage dans X .

On a aussi un résultat qui donne un contrôle de l’ordre de la fonction 
de remplissage dans l’espace à partir d’un contrôle uniforme de l’ordre de la 
fonction de remplissage dans les cônes asymptotiques.

T héorèm e 0 .0.10  (cf. [P]2, théorèm e 2.2.14) S o it(X ,d ) un espace mé­
trique géodésique. S ’il existe un a > 0 et un p G N* tels que dans chaque 
cône asymptotique de X  on a A(£) < a£P, alors pour tout e > 0, il existe un 
£e > 0 tel que dans X  on a

A x (£) < £P+£y £  > £e.

L’exemple qu’on étudie à l’aide des cônes asymptotiques est celui des 
réseaux de Q - rang 1 dans des groupes semisimples de R -rang plus grand 
ou égal à 2 .

On sait déjà que les cônes asymptotiques d ’un espace symétrique sont 
des immeubles euclidiens nondiscrets épais homogènes ([K1L]). On démontre 
que les cônes asymptotiques d’un réseau de Q - rang 1 peuvent s’obtenir
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en enlevant des horoboules aux intérieurs disjoints de ces immeubles. On 
démontre aussi quelques résultats généraux sur la forme des “trous” qu’on 
fait dans les plats maximaux en enlevant ces horoboules.

A partir de ces résultats on trouve une preuve géométrique du théorème 
de Lubotzky-Mozes-Raghunathan pour des réseaux de Q - rang 1 (section 
3.3.2). On rappelle l’énoncé de ce théorème.

D éfin ition  0 .0.11 Soit (X,d) un espace métrique, A  C X  et soit dA une 
métrique sur A. On dit que (A, dA) est nondistordu dans X  si et seulement 
s ’il existe une constante L >  1 telle que

jd { x ,y )  < dA(x,y) < L d(x ,y),V x ,y  e A.

Parfois on dira que (A , dA) est L-nondistordu. On appelle L constante de 
distorsion.

T héorèm e 0 .0.12  (L ubo tzky-M ozes-R aghunathan ) Si G est un groupe 
de Lie semisimple de R -rang plus grand ou égal à 2 et V est un réseau 
irréductible de G, alors T muni de la métrique des mots est nondistordu 
dans G muni d ’une métrique invariante à gauche.

Dans la preuve qu’on donne on ramène la nondistorsion de T dans G 
à la nondistorsion de chaque cône asymptotique de (rx 0, dw) dans le cône 
asymptotique de X , où x c est un point quelconque de X .

Et pour démontrer cette nondistorsion, la remarque essentielle est que 
dans la plupart des plats maximaux les “trous” crées par l’enlèvement des 
horoboules peuvent être contournés sans trop agrandir la distance.

Finalement, on s’intéresse à l’évaluation de l’ordre de la fonction de Dehn 
pour des réseaux non-uniformes T de Q -rang 1, des groupes semisimples G 
de R -rang plus grand ou égal à 3.

Cas connus : Si T est un réseau non-uniforme de G et le R -rang de G est 1, 
alors la fonction de Dehn est polynomiale d’ordre 2 ou 3, selon la classe du 
sous-groupe unipotent maximal de G ([Gr]x et [Pi]). Si le R -rang de G est 
2, la fonction de Dehn de T est exponentielle ([PL]).

Thurston a conjecturé, dans [ECHPT] que S L n(Z ) , n > 4, a une fonc­
tion de Dehn polynomiale d ’ordre 2.

Dans cette thèse on démontre le résultat suivant :

10



T héorèm e 0.0.13 (cf. 3.4.1) Soit F un réseau irréductible de <Q> -rang 1 
dans un groupe G semi-simple de R -rang plus grand ou égal à 3 et soient 0 
la direction associée à T et X q l ’espace associé à T. Si 6 vérifie la propriété 
(II), alors dans tous les cônes asymptotiques de (X q, d), l ’ordre de la fonction 
de remplissage est au plus cubique.

Pour montrer ceci, on remplace d’abord une courbe quelconque par une 
courbe formée par un nombre fini d’arcs qui se trouvent chacun dans un 
plat maximal. On construit, dans une direction régulière, un cylindre au 
dessus de cette courbe qui est entièrement contenu dans ConwX o à partir 
d’une certaine hauteur, comparable à la longueur de la courbe. On deforme 
le cylindre pour contourner les trous formés en enlevant les horoboules et on 
obtient ainsi une surface de remplissage au plus cubique pour la courbe.

On peut voir que l’hypothèse que le rang soit plus grand ou égal à 3 est 
essentielle ici, car on ne peut pas contourner des trous dans un plan.

Les théorèmes 0.0.10 et 0.0.13 impliquent :

C orollaire  0.0.14 (cf. 3.4.9) Soit T un réseau irréductible de Q -rang 1 
dans un groupe G semi-simple de R -rang plus grand ou égal à 3 et soit 6 la 
direction associé à T. Si 6 vérifie la propriété (II) alors on a pour la fonction 
de Dehn A (n ) associée au groupe T l ’estimation suivante :

Ve > 0 , 3ne G N tel que A (n ) < n3+e , Vn > ne.

Le plan de la thèse est le suivant. Dans le chapitre un on définit le cône 
asymptotique, on énonce quelques unes de ses propriétés et on regarde sa 
forme dans quelques exemples. Dans la discussion faite pour des espaces 
hyperboliques, on démontre les Propositions 0.0.2 et 0.0.3.

Dans le chapitre deux on étudie la relation entre le cône asymptotique et 
deux invariants de quasi-isométrie. On démontre la Proposition 0.0.7 (section
1). Dans la section 2 on donne des démonstrations pour les deux critères de 
remplissage polynomial (Théorèmes 0.0.9 et 0.0.10).

Dans le chapitre 3 on étudie les cônes asymptotiques des réseaux de Q 
-rang 1. Dans la section 2 on montre comment on peut obtenir le cône du 
réseau à partir du cône de l’espace. Après, dans la section 3, on étudie 
la nondistorsion des horosphères dans des immeubles euclidiens et dans des 
espaces symétriques. Dans les immeubles euclidiens on fait cet étude en 
regardant les traces d ’une horoboule dans des plats maximaux. Dans les 
espaces symétriques on utilise le fait que leurs cônes asymptotiques sont des

11



immeubles euclidiens. On obtient une condition suffisante de nondistorsion 
dans les deux cas. On obtient aussi une preuve géométrique du théorème 
Lubotzky-Mozes-Raghunathan dans le cas des réseaux de Q-rang un quel­
conques.

Dans la section 4 on obtient une estimation de la fonction de remplissage 
pour certains réseaux et pour certains groupes résolubles. Dans cette section, 
on s’intéresse seulement aux réseaux vérifiant une certaine propriété (II). On 
utilise des résultats sur la nondistorsion obtenus dans la section précédente. 
On donne une preuve du théorème 0.0.13.
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Chapter 1 

Cône asymptotique

1.1 Construction, propriétés, exemples

Le but de la construction est d’associer à un espace métrique (X, d) “un 
espace limite” , X <», qui représenterait l’image de X  vu du point oo. Donc 
Xqo doit être obtenu comme une sorte de limite des espaces (X, e • d) quand 
£ — ► 0.

Sur des classes spéciales d’espaces métriques on a des topologies et même 
des métriques qui nous permettent de définir une telle limite. Pour des 
espaces métriques compacts on a la métrique de Hausdorff

dn((X , d), (Y, 5)) =  inf{e > 0 tel qu’il existe une métrique D sur X  V Y  
pour laquelle X  C Ve{Y) et Y  C Ve{X), D\x *x = d,D  |yxy =  <$}.

Mais pour (X, d) compact, X <*, est un point, donc ce cas n ’est pas inté­
ressant.

Gromov étend cette métrique ([Gr]i) à une pseudométrique sur la classe 
des espaces propres, la pseudométrique de Hausdorff-Gromov

dHG((X,d),(Y,6)) =  inf inf-fe > 0 tel qu’il existe une métrique D
(x , y ) e X x Y

sur X  V Y  pour laquelle D{x,y) < e, B(x, l/e )  C Ve(Y ),B (y , l/e )  C K p O , 
D \xxx  — d,D  |y x y — 5}.

Pour des espaces homogènes le premier infimum peut disparaître, donc la 
pseudométrique de Hausdorfï-Gromov coïncide avec

dfj((X, d, x0), (Y, S, y0)) =  inf {s > 0 tel qu’il existe une métrique D 
sur X  \/ Y  pour laquelle D(x0,y0) < e ,B (x0, l/e )  C Ve(Y ),B (y0, l/e )  C 
Ve( X ) ,D \XxX= d ,D \YxY= S},
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qu’on appelle la pseudo-métrique de Hausdorff pointée .
Cette pseudo-métrique devient une vraie métrique seulement sur des 

classes d’espaces métriques “(¿^-proches” l’un de l’autre. Plus précisemment, 
sur une classe d ’espaces métriques {Xj}ie/ telle que djj(X i,X j) < \  pour tout
i G I  et tout j  E / ,  dfj est une vraie métrique. Cette condition est imposée 
pour assurer l’inégalité du triangle :

Soient (X , dx, £o)> (Y, dy , t/o)> (Z, dz, z0) trois espaces métriques pointées.
Pour tout e > 0 tel qu’il existe une métrique Di sur X  V Y  pour laquel­

le Di{xo,yo) < e ,B x (x0, l / e ) C Ve(Y ) ,B Y (y0, l/e )  C V£(X ),D X \Xxx=  
d x ,D \  |yxy=  dy et pour tout /x > 0 tel qu’il existe une métrique D2 sur 
Y  V Z  pour laquelle D2(y0,z0) < fx,BY(y0,1/fx) C V ^Z ), B z (z0, l/fx) C 
Vft(y), D2 |y xy=  dy, D2 \z x z — dz, on prend la métrique D sur X  V Z  définie 
par D \xxx=  dx , D \Zxz= dz , D (x,z) = inf (D ^x.y) +  D2(y,z)). C’est

vme vraie métrique et D(xo, zo) < e +  ¡x.
Mais pour deduire que B x (Xo, l/e )  C V£(Z) à partir des inclusions 

■Bx (xo, ¿ ¡¡) C V,(BY(yil, J j  +  2e)), B Y( y 1/M) C V„(Z) 
il faut avoir l’inégalité ^  + 2e <

Si e < fj, < alors on a cette inégalité.
Mais une définition de l’espace limite avec la métrique de Hausdorff- 

Gromov présente au moins deux inconvénients : la définition n’est pas con­
structive et il faut demander à priori à l’espace limite d’être propre, ce qui 
est une condition assez restrictive, comme on le verra dans la section 2 .1.

Dans ([Gr]i) M. Gromov construit, au cours de la preuve, un espace lim­
ite. En s’inspirant de cette construction, Van den Dries et Wilkie énnoncent 
une définition constructive d ’espace limite, à l’aide de l’analyse nonstan- 
dard ([VDW]). M. Gromov ([Gr]3), M. Kapovich, B. Kleiner et B. Leeb 
([KL], [K1L]) vont reprendre, généraliser et utiliser cette définition dans des 
buts divers.

L’outil le plus important dans cette construction est l’ultrafiltre nonprin- 
cipal.

D éfin ition  1 .1.1 On appelle ultrafiltre nonprincipal une mesure de proba­
bilité u  : P (N) —> {0,1} finiment additive telle que u(A) = 0,VJ4 C N, 
A finie.

Une définition équivalente est que u  est la fonction caractéristique d ’une 
partie P  C  P(N) qui est un ultrafiltre au sens de [Bou], 1.6.4, et qui contient 
le filtre de Préchet, c ’est-à dire le filtre formé par les complémentaires des 
ensembles finis.
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L’existence des ultrafiltres nonprincipaux est assuré par le théorème de 
[ Bou], 1.6.4 , qui dit que tout filtre est contenu dans au moins un ultrafiltre, 
donc le filtre de Fréchet aussi.
On peut dire même plus :
1) Pour tout ensemble infini, il existe un ultrafiltre nonprincipal qui le charge: 
soit s =  {x i ,x 2, . . .  ,x n . . .  }, sn° =  {xno, . . .  }, B = FU {sno}no€N est une base 
de filtre, donc il existe un ultrafiltre P  qui le contient et u  =  lp  est l’ultrafiltre 
nonprincipal cherché.

2) Pour toute suite décroissante infinie sq D s\ D S2  D . . .  D sn D .. .  on a 
un ultrafiltre nonprincipal qui charge tous les sn (u;(sn) =  l,Vn G N). On 
l’obtient si on prend comme base cette fois-ci B  =  F  U {s^0}noeN,teN-

D éfinition 1.1.2 Dans un espace topologique (X, r) on définit la u-limite 
d’une suite (an) C X  comme étant un élément a G X  tel que pour tout 
voisinage V  de a, u(Ay) =  1 où Ay — {n € N | an € V}.

Si X  est séparé la w-limite est unique.

R em arque  1.1.3 La propriété caractéristique des ensembles compacts qui 
dit que tout ultrafiltre est convergent (¡Bon], 1.9.1) implique que toute suite 
dans un compact a une u-limite. En particulier toute suite numérique bornée 
a une u-limite.

Soit (X, d) l’espace métrique auquel on veut associer un cône asympto- 
tique.

On fixe u  ultrafiltre nonprincipal, f 0 : N —► X  suite qu’on appelle suite 
des centres d ’observation, et (dn) € RN suite numérique qu’on appelle suite 
des scalaires.

D éfinition 1.1.4 On pose C = { /  : N —» X  tel que d(f(n),  / 0(n)) < C f d n} .  

Si on introduit sur C la relation d ’équivalence

w dm

alors C /  ~ =  ConÜJ(X, (dn ) , f o )  est le u-cône asymptotique par rapport aux 
centres d ’observation (/o(n)) et aux scalaires (dn). C ’est un espace métrique 
avec la métrique
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R em arque  1.1.5 Dans [KL] on a une définition plus générale qui n’utilise 
pas des points d ’observation, mais qui se réduit finalement à celle-ci, parce 
que le cône défini là n’est rien d’autre que C o n ^ X , {dn), fo) où on a iden-

fo
tifié C o n ^X ,  (dn), fo) et Con„(X,(dn),g0) , f 0 ,g0 G X N si lim* ^ o i^g o M  
existe et est finie (après cette identification les éléments de la réunion devien­
nent deux à deux disjoints) et on a mis dist (C o n ^X , (dn), fo), Conu(X, (dn), gQ)) = 
+00  au cas contraire.

R em arq u e  1 .1.6 Si l ’action de Isom(X) sur X  a un domaine fondamental 
borné, alors pour un ui fixé, tous les C o n ^X ,  (dn) , f  ) sont isométriques et 
isométriques a un Conw(X , (dn), x0), ui-cône asymptotique avec la suite des 
centres d ’observation constante égale à xo G X .

R em arq u e  1.1.7 Si on fixe la suite des centres d ’observation, fo, une con­
dition suffisante pour l’isométrie de tous les Conw(X , {dn),fo), u> ultrafiltre 
nonprincipal, est la convergence dans la métrique de Hausdorff pointée de la 
suite (X , (l /d n)d, f 0(n)).

Donc si \im ft(X ,(l/d n)d, fo(n)) = (Y,6,yo), X , Y  espaces propres, alors 
tous les Conw(X, fo, (dn)) sont isométriques à (Y,yo), et on a même une 
isométrie pointée qui envoie [/o] dans yo.

P reu v e  On a
lim ^X , (1/dn) ■ d, f 0(n)) =  (Y, 6, y0)

si et seulement si

Ce
ds ((X, (1 /dn)d, f 0{n)), (7 ,6, y0)) =  y , où an 0 pour n -+ oo.

Alors, pour tout n, il y a une métrique sur X  V Y, Dn, telle que 
0„(/ü(n),ÿo) < «n, B(fo(n), £ )  C Van( Y ) , B ( y ¿ )  C V„n(X),
Dn \xxx=  (1 /dn)d, Dn |yxy =  <$•

V[/] G ConwX , d(f(n), fo(n)) < C fd n donc pour n suffisamment grand 
on a f (n )  G B ( f0(n), ^ ) .  Alors il existe un yn G Y  tel que Dn(yn, f(n )) < 
a n. On a 6(yn,y0) < Dn(yn,f(n ))  +  Dn( f  (n), f 0(n)) + Dn(fo(n),yo) < c, +
2 otn.
D’où (y„)neN C B(yo, 2c/) qui est compacte (Y  propre) donc on a lim^ yn =  y.

On vérifie facilement que y ne dépend ni du choix de /  dans la classe 
d ’équivalence ni de celui de yn.

(Pu : Conw(X, d, f 0) -> (Y, <5, y0), <pu([f]) =  V est l’isométrie cherchée.
0
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On démontre une réciproque partielle de la Remarque 1.1.7 dans la section
2.1.

On peut définir, à l’aide de oj, un autre espace X* =  X N/  æ, où :

(Zn) «  (2/n) & X n = yn U -  p.s.

On note [[xn]] la classe d’équivalence de la suite (xn) relativement à cette 
relation d ’équivalence.

Soit 7T* : X N —> X* la projection canonique.
Si on note C* — ir*(C), on voit qu’on a la suite de projections:

C ^ C * ^  ConwX  où 7r([[xn]]) =  [xn]

D éfin ition  1.1.8 On appelle A C X* ensemble interne s ’il existe une suite 
d ’ensembles An C  X  telle que A  =  {[[xn]];xn € An oj-p.s.}

On note A  =  [[Ax]]-

OO
D éfinition 1.1.9 Si An C C ,  alors A C  C* et on a n(A) C Con^X. On

71=1

note 7t(j4) =  [;4n] et on l ’appelle ensemble limite de la suite (Ai)-

P ro p rié té s  du cône asym ptotique. E xem ples
On peut trouver une partie des propriétés enoncées ici et encore d’autres 

dans [KL].

a) Tout C o n ^X , (dn), /o) est un espace métrique complet ([VDW]).

D éfin ition  1 .1.10 Soit (X ,d) un espace métrique et x  G X , y G X . Une 
isométrie c : [0 ,d(x, y)] —» X , c(0) =  x, c(d(x,y)) =  y, s ’appelle géodésique 
entre x et y. On note c([0, d(x,y)]) = [x,y] et on l ’appelle parfois du même 
nom. On dit qu ’un espace métrique est géodésique si pour tout x  G X, y G X , 

il existe une géodésique entre x et y.

b) Si (X ,d) est un espace géodésique alors tout Conw(X, (dn), f 0) est un 
espace géodésique.

P reu v e  Pour tous [f],[g] G Conul(X, (dn), / 0) distincts, on a, pour chaque 
n, une géodésique entre f(n )  et p(n),c„ : [0,d (f(n ), g(n))] —► X . On note 
-D =  d([/], bl) =  Iiœ ,̂ SL£i^t£=ll.
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Alors C : [0, D] -» Con^X, C(t) = • t))neN] est une géodé-
sique entre [/] et [p].

0
c) C o n ^Y iU X u  { f l . . .  / 0n)) =  Tlï^ConUXi, f*)

d) Soient (X ,d ) ,(Y ,S ) espaces métriques, A C X , B  C Y  et cp : A —* B  
isométrie. On prend X  V  ̂Y  =  X V Y / x=<p(x) avec la métrique D telle que 
D  |*xA-= d,D  |yxY=  <5 et D (x ,y ) =  inf{d(x,a) +  ô((p(a),y) pour a G A} si 
x  G X  et y G Y.

On a C o n ^ X  Vv y )  =  ConuX  Vctmu<p Con^Y, où 
Conw(p : ConuA —> Con^B  est Pisométrie naturelle induite par <p.

P reu v e  L’ultrafiltre nonprincipal u> choisit toujours dans une partition finie 
de N, un seul élément qu’il charge. De là, on va pouvoir dire que tout 
[/] G Conu(X  Vp Y )  se trouve dans Con^X  ou dans ConJY. Si x  =  [xn] G 
Coriu(X y )  se trouve dans les deux alors [xn] =  [yn] où yn G X  et 
[* n ] =  [ Z n ]  OÙ Zn G y

D’où [yn] =  [zn] =4> limw = 0 ce qui implique qu’il existe une suite

an dans A  telle que \ivaw(d(yn, an) + ô(ip(an), zn))/dn =  0. Alors lim^ ^ Vr̂ n) = 

0 et lim^ l$(z" ^ a")) = o, d’où [yn] = [an] G ConuA, [zn\ =  [</?(an)] =  Con^B

0
e) La relation entre isomorphisme des cônes et quasi-isométrie est facile à 
trouver dans un des deux sens.

Rappelons que si (X, d) et (Y, S) sont deux espaces métriques, on dit 
que (X ,d)est  (A, c) -quasi-isométrique à (Y, S), où A > l ,c  > 0, s’il existe 
/  : X  —> Y  et g : Y  X  telles que

£ (/(* î), f ( x 2)) < Ad(®i, x 2) + c, d(g(yi),g(y2 )) < X6{yu y2) + c,

Vxl t x2 £ X ,V yu y2 G Y

et
d{g(f(x)), x) < c, 6(f{g(y)),y) < c, Vx G X, Vy G Y.

Evidemment, (X, d) (A, c)-quasi-isométrique à (Y, 6) implique 
Conw (X, /o) bilipschitz-équivalent à Con^ÇY, f  o f 0) pour tout u> et / 0.

Jusqu’à présent, je ne connais aucun cas dans lequel l’implication inverse 
fonctionne. Dans le cas général, elle n’est pas vraie ( Corollaire 1.2.11 ).
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Exem ples de cônes asym ptotiques

E xem ple 1 ([Gr]2) [GLP]) Le cône asymptotique d ’un groupe abélien libre 
de rang n, T, muni d’une métrique des mots est Rn avec une métrique qui 
n ’est pas nécessairement euclidienne.

a) Si on prend T avec une métrique des mots définie par un système de 
n générateurs et leurs inverses, on peut identifier (r, d) à (Zn, | • |) où | • | est 
la norme somme : |x| =  S”=1|xî|. On a que (Zn, | • |) est un 1- réseau pour
(R " ,|- |) ,  d’où limA( r >edle) = ( R M - | lO).

b) Si on prend T avec une métrique des mots définie par k générateurs 
(k > n) et leurs inverses, la limite de Hausdorff de (r, e\ • |) est toujours 
Rn, avec une métrique plus spéciale. La boule unité dans cette métrique est 
l’enveloppe convexe du système de générateurs.

En partant de la “norme” |7 | =  d(e, 7 ) sur T on peut construire la

“norme” |7 |oo =  lim j \k ^ \  qui va avoir en plus par rapport à I • I la propriété
k—+oo lz

de Z-homogeneité. On peut prolonger | • |oo à Qn par

_  | (rni.p2 . . .p n ,- - -m n.pi,pn -  1) |

nifti
¿=1

et puis par continuité à Rn.
On peut démontrer que lim ^(r, d, e) =  (Rn, || • ||, 0) en utilisant le critère 

des réseaux ([GLP], proposition 3.5) et le lemme suivant :

/  mi mn\  
Pn I

Lem m e 1.1.11 Si — > x(e —► 0), 7e G Zn,x  G R n,x  0, alors 

0 \ l e£ “ 1 Jeloo

P reu v e  C’est une conséquence immédiate de la proposition 41 de [Pa] ap­
pliquée à ce cas très particulier. <0

R em arque  1 .1.12 On a le même résultat si on prend qu’on identifie à 
Zn, avec une métrique provenant d’une structure riemannienne périodique 
non plate sur Rn ([GLP], p. 316).

E xem ple 2 ([Gr]i, [Pa]) Si T est un groupe virtuellement nilpotent (c’est- 
à-dire un groupe qui possède un sous-groupe nilpotent d ’indice fini) on ne 
dispose plus d ’un plongement du groupe comme réseau dans un espace avec
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des homothéties, mais on a un théorème de Malcev qui dit que tout groupe 
nilpotent sans torsion est isomorphe à un sous-groupe discret cocompact d ’un 
groupe de Lie nilpotent.

Le résultat qui va conclure le cas nilpotent sera alors que la limite Hausdorff- 
Gromov de (G, e ■ d), où G groupe de Lie nilpotent et d métrique provenant 
d ’une structure riemanniene invariante à gauche, est un groupe de Lie gradué 
nilpotent simplement connexe avec une distance de Carnot-Carathéodory in­
variante à gauche (résultat démontré dans [Pa]).

1.2 Cônes asymptotiques des espaces hyper­
boliques

On étudie les cônes asymptotiques des espaces métriques hyperboliques. On 
rappelle d ’abord la définition ([Gr]2 ou [GH]).

D éfin ition  1.2.1 Soit X  un espace métrique géodésique.
Soit A un triangle géodésique de sommets x i ,x 2 ,x^ G X . On construit 
dans le plan euclidien un tripode T  =  (Ox[, x'2, x'3) (voir la Figure 1) tel 
que Ox\ =  |(d (x j,x i) +  d(xk,xi) — d(xj,xk)). Soit f  l ’application de A 
dans T  qui est une isométrie sur chaque côté. On dit que A est 6-mince si 
d(x,y) < 8 pour toute paire (x,y) telle que f(x )  — f(y).

Une propriété équivalente est que tout point sur une arête du triangle est à 
une distance plus petite ou égale à 6 de la réunion des deux autres arêtes.

D éfin ition  1 .2.2 On dit qu’un espace métrique géodésique est 6-hyperbolique 
si tout triangle géodésique est 6-mince.
Un espace métrique géodésique 0-hyperbolique s ’appelle arbre réel.

P ro p o sitio n  1.2.3 (i) Si (X,d) est un espace 6-hyperbolique alors tout 
cône asymptotique Conw(X, (dn),fo) est 0-hyperbolique.

(ii) Si (X, d) est un espace géodésique on a même plus : (X, d) 6-hyper- 
bolique si et seulement si C o n ^X , (dn), f 0) est un arbre réel, pour tout 
u), f 0 et (dn).

On démontre d’abord le lemme suivant.
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Lem m e 1.2.4 Si (X ,d) est un espace géodésique et si tout cône asympto- 
tique CoUu(X, (dn), fo) est un arbre réel, alors il existe un M  > 0 tel que 
pour tout triangle géodésique A =  [xyz] avec d(y, z) > 1  on a

y]. [*»*]) ^  M d(y,z).

P reuve. On raisonne par l’absurde, on suppose qu’il existe des suites de 

points xn, yn, zn telles que d(yn, zn) > 1 et ^7*’Zn^  = Mn —* oo.
¿Hï/n> ¿n)

Soit an un point où la distance de Hausdorff dn([xn,y n], [xn,zn]) est at­
teinte. On peut supposer que On G [xn> yn}.

On a que d(an, [xn, zn]) =  dH([xn,yn], [xn, zn]) = Mnd(yn,zn). On note 
cette distance avec 6n. Puisque 6n > Mn il s’ensuit que 6n —> oo.

On considère le cône asymptotique C o n ^X ,  (<5n), (an)).
L’ensemble limite de [xn, yn] est un segment ou un rayon ou une géodésique 

(selon la finitude de lim^ d(x^ an) et de lima, d(̂ an'1 ) qui contient le point 
a =  [an] à l’intérieur.

Les inégalités du triangle impliquent que les limites lim^ et lim^
sont finies ou infinies simultanément. Donc l’ensemble limite de [xn,zn] est 
un segment ou un rayon ou une géodésique et il a le même type que l’ensemble 
limite de [x n,yn].

Si les deux ensembles limite, de [xn,yn] et de [xn,z n], sont des segments, 
on obtient deux segments entre les deux points [xn] et [y„] =  [zn] du cône, 
qui se trouvent à distance de Hausdorff 1 l’un de l’autre.

Si les deux ensembles limite sont des rayons, on obtient deux rayons issus 
du même point , asymptotiques et qui ne coïncident pas.

Si les deux ensembles limite sont des géodésiques, on obtient deux géodé 
siques asymptotiques dans les deux sens et qui ne coïncident pas.

Les trois cas sont impossibles dans un arbre réel.
0

P reu v e  de la  P rop osition  1.2.3. On commence par la deuxième affirma­
tion.

L’implication directe est immédiate.
Pour prouver l’implication inverse on raisonne par l’absurde.

On suppose que pour tout n € N il existe des xn,yn,Zn et an e  [xn,yn] 
tels que d(an, [xn, zn] U [yn, zn}) > n.

On prend on sur le contour tel que la distance aux deux autres arêtes du 
triangle est maximale. On note cette distance dn.

On peut supposer (en changeant, éventuellement, de notation) que :
CLji ^  [*£ni î /n ] > d (& n i  [*£n> ^n] O  [^m  ^ n ]) ^ (^ n j  [2/td ^ n ]) ^n)
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OÙ bn e [yn,Zn]. Alors d(an, [x„,z„]) = d(an,Cn) = 6n > dn, oùc„ 6  [xn,zn] ( 
voir la Figure 2).

D’après le choix de an et dn, on a aussi la propriété que tout pn € [xn, zn]U 
[yn, zn\ U [x„, yn] qui se trouve sur une arête est à une distance plus petite 
que dn des deux autres arêtes.
On prend comme suite de scalaires (dn) et comme suite de points d’observation 
(an). On considère la suite de triangles An =  [xn, yn, zn] et on cherche à voir 
l’ensemble limite dans le cône asymptotique K =  Conw(X, (dn), (an))- On a 
essentiellement deux cas.

A) lim^ = r < +00
D’après le lemme, dH({an, xn], [c„,xn]) < M  • 6n. Donc à la limite cette 

paire de segments donne ou bien deux segments ou bien deux rayons asymp­
totes. On peut dire la même chose des paires [an, yn], [6n> Vn] et [&„, zn], [en, zn].

Par conséquent l’ensemble limite de An =  [xn, yn, zn\ est un triangle 
géodésique qui peut avoir des sommets dans le bord à l’infini, ( Figure 3)

A =  [x, y , z], x, y, z € K, où on note K =  K U doc,K.
On a le point a G [x, y] tel que d(a, [y , z] U [x, z)) =  1. Ceci empêche le 

triangle [x, y, z] d ’être un tripode, ce qui contredit le fait que K  est un arbre 
réel.

B) lim^ ^  =  +00

Ceci implique aussi que lim^ = +00 et lim^ =  + 00.
D’après le lemme, dH([an,yn],[bn,yn]) < M  ■ dn. Donc les paires de 

segments [xn,yn] et [yn,zn] ont comme ensembles limite deux rayons issus 
de y — [yn\ ou deux géodésiques asymptotiques d’un coté. L’arête xz  qui 
provient de la suite [xn, zn], s’éloignant avec une trop grande vitesse du point 
d’observation, est disparue du champ visuel. On a la situation représentée 
dans la Figure 4.

Tout élément du rayon bz doit être à une distance plus petite que 1 de 
x y , et on voit qu’on obtient de nouveau une contradiction.
Conclusion : 3<5 > 0 tel que X  est ¿-hyperbolique.

Pour démontrer que pour (X, d) ¿-hyperbolique tous les cônes sont 0- 
hyperboliques on utilise le théorème suivant :

Théorème 1.2.5 Tout espace hyperbolique peut être plongé isométriquement 
dans un espace hyperbolique géodésique ([Gr]2, pag. 162, 6.4-D).

et le résultat qu’on vient de démontrer.

0
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Dans le cas d’un espace hyperbolique homogène, X , on peut préciser la forme 
des ConwX .

D éfinition 1 .2.6 Dans un arbre réel T  on définit l ’ensemble des directions 
qui partent d ’un point p, Ep, comme 5Rp/ ~  où

=  {r : [0, a) —» T, a > 0, r  isométrie ,r(0) =  p}

et
n  ~  r2 3e > 0  tel que r x |[o,e)= r2 |[o>£) •

On appelle point de branchement un point pour lequel card Ep > 3.

Remarque 1.2.7 Dans un arbre réel T  on a que pour tout homéomorphisme 
c : [a, b] - ►  T, c([a, b]) =  [c(a), c(6)].

A cause de ceci on peut aussi définir Ep comme Sp/  où

S p =  {c : [0, a) —* T ,c  homéomorphisme, c(0) =  p}

et
ci ~  ci 4=^ 3ei > 0, e-i > 0 tels que C!([0 ,ei)) =  C2([0, £2))-

P ro p o sitio n  1 .2.8 Si X  est un espace métrique hyperbolique géodésique 
propre admettant un groupe discret non-élémentaire cocompact et agissant 
proprement d ’isométries, T, alors tous les C on^X  sont des arbres réels où 
chaque point est un point de branchement avec un continuum de directions.

Preuve. Tout cône asymptotique de X  est un arbre réel et le fait que T 
agit cocompactement sur X  implique que tout cône asymptotique Con^X  
est homogène.
Il suffit donc de prouver que [xo], la classe d’équivalence de la suite constante, 
est un point de branchement pour un continuum de directions.

D’après [GH], p.60, le groupe T est de type fini et hyperbolique et son 
graphe de Cayley C(r) est quasi-isométrique à X . Donc il existe une appli­
cation bilipschitz $  : Conu,C(r )  —> Con^X, ^([e]) =  [xo]. La remarque 1.2.7 
implique que $  détermine une bijection entre £[e] et S[Xo]. Donc il suffit de 
montrer que cardE[e] =  Nj.

a) Comme T est non-élémentaire on a que caxd<900C(r) =  Hi.
Les rayons géodésiques qui joignent e à des éléments différents de d^CÇT) 

donnent des directions différentes en ConwC(r):
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Soient ^  : [0,oo) —► C(r),ri(0) =  e,z G ( l ,2 } ,r 1(oo) =  a , r 2(oo) — /?, a, (3 G
dooC{T).
Vt, s G [0, oo),at = [(n(dn  • î))„€n],î>s =  [(r2(dn • s))n€N],a t, 6s G C o n ^ r ) ,  
d{au bs) =  lim^ d̂ ri =  lim* =  t +  s
parce que {ri(dn • t )%r2(dn • s))IO converge vers une constante pour a  ^  P 
([GH], Chap.7).

Ceci implique qu’on a une application injective de dooCÇT) à E[ej. D’où 
card S[Zoj > dooX = Ki.

b) On démontre que toute direction de ConwC(T) en [e] est définie par 
une suite de rayons dans C(r) issus de e. Une direction de ConwC(T) en [e] 
est définie par un segment géodésique issu de [e]. Ce segment est l’ensemble 
limite d ’une suite de segment géodésiques de C(r) issus de e dont les longueurs 
croissent linéairement en dn.

On a :

L em m e 1.2.9 ( [P]2 ) Soit (T,dw) un groupe hyperbolique avec une métrique 
des mots. Il existe un D =  D(T) tel que tout segment géodésique dans 
le graphe de Cayley associé à (T, dw) est à distance au plus C d’un rayon 
géodésique.

P reu v e  : On utilise le codage de Cannon des géodésiques d ’un groupe hy­
perbolique. Chaque segment géodésique est un chemin dans le graphe de 
Cannon. Pour une longueur suffisament grande du segment, ce chemin con­
tient au moins une boucle dans ce graphe. Si on revient en arrière jusqu’à la 
dernière boucle décrite par ce chemin - et le nombre de pas pour y arriver est 
borné pax une constante D qui ne dépend que du graphe - le rayon géodésique 
obtenu en redecrivant cette boucle une infinité de fois est donc à distance au 
plus D du segment.

0
On conclut que toute direction de Cona,C(r) en [e] est définie par une 

suite de rayons dans C(r) issus de e. On a alors une application surjective 
de ftN,

=  {(rn)n6N | Tn rayons géodésiques, r„(0) =  e}

à E[e].
5Rn peut s’identifier avec {(an)n6N | ocn G <9ooC(r)} =  (<9ooC(r))N.
D’où card doc^r) < card S[e] < card(<9ooC(r))N. Or pour un groupe 

hyperbolique non-élémentaire caxd <9ooC(r) =
0

On a le résultat suivant dans la théorie des arbres réels :

24



Lemme 1.2.10 Deux arbres réels [Ti,di) et (Tï,dï) Pour lesquels tout point 
est un point de branchement et l ’ensemble des directions a partout le même 
cardinal, a, sont isométriques.

Esquisse de preuve : On considère un ensemble A  de cardinal a  et on 
fixe un ao G A  quelconque. Soit l’espace T  =  { /  | /  : [0,77) —> A, rj G 

[0 ,oo),/(i) 7̂  a0,Vi > 0} U {/o}, où /o : {0} —► {a0}, avec la métrique 
D (f,g ) = rf  + rg -  2i, où t G [0,77] n  [0,rg] maximal tel que /  |[0>t)= g |[o,t)- 

C’est un espace géodésique. La géodésique entre f  et g est :
• { /  |[o,s)I t < s < 77} U {<7 |[o,T)| t < r  < r5} si le t dans la définition de la 
métrique existe et n’est pas nul,
• { /  I[o,s)| 0 < s < 77} U {g |[0lT)| 0 < r  < rg} U { /0} sinon.
Il n ’est pas difficile de voir que T  est un arbre réel tel que tout point est 
un point de branchement et l’ensemble des directions a partout le même 
cardinal, a.

Soit un arbre réel quelconque T  qui vérifie les mêmes propriétés. On fixe 
un Xq dans T  et on marque en chaque point x de T  chaque direction avec 
un élément de A de sorte que si x ^  Xo la direction vers Xq soit toujours 
marquée par ao-

On définit une application </> : T  —► T  par (f>(x0) =  /o, <f>{x) =  f x, 
f x : [0, d(x0) x)) —> T , f x(t) =  la direction de la géodésique [xf, x] au point 
x t , où on note xt le point sur la géodésique [rr0, x] qui se trouve à distance 
t • d(xo,x) de xq.

L’application 4> est une isométrie entre (T, d) et T . 0

Corollaire 1.2.11 Si X  et Y  sont deux espaces métriques hyperboliques 
géodésiques propres admettant des groupes discrets non-élémentaires cocom- 
pacts et agissant proprement d ’isométries , leurs cônes asymptotiques sont 
isométriques.

Preuve On utilise le Lemme 1.2.10 et la Proposition 1.2.8. 0

Remarque 1.2.12 Ceci implique en particulier que tous les espaces symét­
riques de rang 1 et tous les groupes hyperboliques non-élémentaires ont le 
même cône asymptotique à isométrie près. Donc dans le cas des espaces 
métriques hyperboliques les cônes asymptotiques ne sont pas des bons instru­
ments d ’étude, sauf si on peut trouver une autre structure sur eux, à part la 
métrique, qui nous donne plus d’information sur l ’espace.
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1.3 Cônes asymptotique^ des espaces sym ét­
riques de rang supérieur

Les cônes asymptotiques d’un espace symétrique de rang plus grand ou égal 
à 2 sont des immeubles euclidiens H j-épais homogenes nondiscrets de rang 
égal au rang de l’espace ([K1L]). On précise la notion d’immeuble euclidien 
nondiscret ¿-épais homogene dans la suite.

1.3.1 Immeubles sphériques

Soit E m un espace euclidien de dimension m  et soit S”71-1 la sphère unité 
dans E m.

D éfin ition  1.3.1 • Un groupe fini W engendré par des symétries par rap­
port à des hyperplans qui passent par l’origine de E m s ’appelle groupe de 
Coxeter sphérique.
• Tout groupe de Coxeter sphérique détermine une structure de complexe sim- 
plicial sur «S771-1. On appelle complexe de Coxeter sphérique la paire formée 
par ce complexe simplicial et le groupe W).
• Les traces des hyperplans de symétrie de W sur S'm-1 s ’appellent des hy­
perplans singuliers du complexe de Coxeter. Les intersections des hyperplans 
singuliers s ’appellent des plats singuliers.

On fixe un tel complexe simplicial (S'm-1,>V).

D éfin ition  1 .3.2  Soit un complexe simplicial E formé par des simplexes de 
S 171- 1 et toutes leurs faces. On appelle les (m — 1)-simplexes des chambres. 
Soit une métrique d sur E qui coïncide sur chaque simplexe avec la métrique 
de <Sm-1 et telle que (E ,d) est un espace CAT( 1).
Soit A  une famille de sous-complexes finis tels que pour tout A £ A  il existe 
une application Îa '■ S m~l —► A isométrie et isomorphisme de complexes sim- 
pliciaux. On appelle les éléments de A  des appartements de E.
La paire (E, A) est un immeuble sphérique si :
(1 ) Pour chaque paire de chambres, il existe un appartement qui les contient.
(2 ) Si A, A 1 € A  ont l ’intersection non-vide, alors il existe un isomorphisme 
de A à A' qui fixe A  H A'.
Un immeuble sphérique qui vérifie aussi la propriété :
(3 ) Chaque simplexe de codimension 1 de E est contenu dans au moins c 
chambres
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, où c est un nombre cardinal, s ’appelle immeuble sphérique c-épais.
• On appelle m  le rang de E.
• On appelle le complexe de Coxeter sphérique (iS'm_1,>V) complexe de Cox- 
eter modèle de l ’immeuble.
• Les images par des isomorphismes Îa des hyperplans singuliers et des plats 
singuliers de S m~1 s ’appelent des hyperplans singuliers et respectivement des 
plats singuliers de l ’immeuble. Les images par des isomorphismes îa des 
paires de points opposés s ’appelent aussi des paires de points opposés.
Si le complexe de Coxeter modèle de l’immeuble est irréductible on dit que 
l ’immeuble E est irréductible.

Tout immeuble sphérique a un marquage ([Br], p.78) et alors on peut 
définir une projection p : E —* A, où A est une chambre modèle, p envoyant 
toute chambre de E sur cette chambre, en respectant le marquage.

Le complexe de Coxeter modèle a lui aussi un marquage compatible avec 
celui de E, c’est-à-dire tel que les applications ia '• S m~l —► A, A  G A  sont 
des isomorphismes de complexes simpliciaux marqués. Donc on peut aussi 
définir une projection ps : S"”-1 —> A qui respecte ce marquage.

Définition 1.3.3 Un point x G E est appelé point singulier si p(x) se trouve 
dans un des murs de A. Sinon on appelle x point régulier.

Remarque 1.3.4 Si on choisit un appartement A E A  et une chambre C C 
A, on peut définir une retraction retr^c '■ ^  —► A de l ’immeuble sur A qui 
fixe C de la manière suivante :
Pour tout x  G E il existe un appartement A! qui contient x et C et il existe un 
isomorphisme %a',a '• A' —► A qui fixe A d  A '. On définit retrAtc(x) =  îa ',a {^)- 
D ’après [Ti], §3.3 — 3.5, cette application est bien définie et a les propriétés 
suivantes :

(1 ) retrAfi est contractante et préserve toutes les distances à des points de 
C.

(2 ) Si on note Pa ' A  —> A la projection de A sur la chambre modèle qui 
respecte le marquage, on a :

pA o  retrA,c =  P

La deuxième propriété est due au fait que chaque isomorphisme Îa\ a 
est un isomorphisme qui fixe au moins une chambre donc c’est aussi un 
isomorphisme de complexes simpliciaux marquées.
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R em arq u e  1.3.5 Soit x  G X¡ point régulier. Alors il existe une unique 
chambre Co qui contient x. Soit Ao un appartement qui contient Cq.

a) Si C est une chambre de E il existe au plus un opposé de x dans C. 
Car si y G C est un opposé de x, retrAo<c0(y) l ’est aussi, or il existe un 
seul opposé de x en Ao. Donc si A est un appartement de S, x ne peut 
avoir qu’un nombre fini d ’opposés dans A.

b) Si y est un opposé de x, il existe un unique appartement de S qui con­
tient x et y. Car si C est l’unique chambre qui contient y, comme C et 
Co sont opposées, il existe un unique appartement qui les contient([Ti]).

Soit ps : «S™-1 —► A la projection canonique du complexe de Coxeter 
modèle sur une chambre modèle, qui respecte le marquage et soit x  G S m_1 

un point tel que ps(x) =  0.
On note Spl l’ensemble des simplexes de 5 m_1.

R em arq u e  1.3.6 L ’ensemble des distances De =  {d(x,o)\ct g Spl, x a} 
est un ensemble fini qui ne dépend pas de x mais seulement de 6.

Si on écrit cet ensemble en ordre croissante on peut avoir trois termes 
consécutifs de la forme | —S, | +S' ou deux termes consécutifs f —<5, f+<5', 
où S et S' sont des constantes qui ne dépendent que de 6 et de 5 m_1.

P ro p o sitio n  1.3.7 Soit x un point de E et A un appartement.

(i) Un point (3 G A tel que d(x, A) = d(x, f3) est un point singulier.

(ii) Soit un point (3 comme ci-dessus qui se trouve à l ’intérieur d ’un mur 
A i, soit A' un appartement qui contient x et M  et soit $  le plat sin­
gulier minimal de A' qui contient M.. Alors d(x, <ï>) =  d(x,¡3).

Si de plus d(x, ¡3) =  alors x est orthogonal à <3>, c ’est-à-dire d(x, ¡3') =
f , V/?' G

P reuve, (i) Si on suppose que /? est un point régulier, alors il existe une 
unique chambre Co qui le contient. Dans un appartement qui contient x et 
Cq, la géodésique entre x  et ¡3 coupe un mur de Co en un point (3' tel que 
d(x, /?') <  d(x, ¡3). D’autre part ¡3 G A implique Co C  A, donc (3' G A, d ’où 
la contradiction.

(ii) A ' est isométrique à une sphère S m~l dans un espace euclidien de 
dimension m (m  étant le rang de l’immeuble). On peut voir alors x comme
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un vecteur unitaire, $  comme l’intersection de 5 m_1 avec un sous-espace L, 
et M  comme l’intersection de Sm~l avec un cône simplicial de L.

S’il existe un vecteur /?' G $  tel que d(x, P') < d(x , P), alors la géodésique 
entre P' et P coupe un mur de M  en un point (3" tel que d(x,P") < d(x,P), 
d’où la contradiction.

Donc d(x, p1) > d(x , P) por tout /?' G $.
Supposons que d(x,P) =  | .  En termes d’espace euclidien cela s’écrit 

comme < x,/? > =  0, et d(x,P') > |  comme < x ,p ' > <  0, V/?7 G M .
Il n’est pas difficile de voir qu’on peut choisir dans M  une base pour 

L, {Pi, • • • Pk}- On la choisit dans un voisinage de P dans M  de sorte que 
P forme un angle aigu avec chaque Pi.

Alors P = a1p1 +  . . .  +  akpk, ûi > 0 ,.. .  , ak > 0.
On a < x, P > =  ai < x, Px > H------1-ak < x, Pk > =  0 et < x, A > <  0, Vi G

{ 1 ,2 ... A;} d ’où < x,Pi > =  0,Vî G {1,2...fc} et < x, P' > =  0 pour tout 
P' G $, en particulier pour tout P' £ M..

0

1.3.2 Immeubles euclidiens 

D éfinitions

Soit V m l’espace linéaire associé à E m. On sait qu’on peut décomposer le 
groupe d ’isométries de E m comme Isom(£’m) =  V m x 0 (V m).

Soit proj : Isom(jEm) —> 0 (V m) la projection sur la partie rotationelle.

D éfin ition  1.3.8 • Un groupe yVaff  engendré par des symétries par rapport 
aux hyperplans de E m et tel que proj{Waf f  ) est finie s ’appelle groupe de Cox- 
eter euclidien.
• On appelle complexe de Coxeter euclidien la paire (E m,W af f  ).
• Les hyperplans de symétrie de Wa/ /  s ’appelent des hyperplans singuliers et 
leurs intersections des plats singuliers.
• Les polytopes ayant leurs faces seulement dans des hyperplans singuliers 
s ’appellent des polytopes de Weyl. Les polytopes ayant leurs faces seulement 
dans des hyperplans singuliers qui passent par un point x G E m s ’appellent 
des cônes polytopiques de Weyl de sommet x.
• On dit qu’un plat singulier de dimension k est adjacent à un polytope de 
Weyl ou qu’il est un k-plat singulier d ’appui du polytope si son intersection 
avec le polytope se trouve dans le bord du polytope et est de dimension k .
La projection W =  proj(Waf f ) est un groupe de Coxeter sphérique. Si on
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identifie le bord de Tits de E m,d00E m, à on peut voir que (<?«,E m,W )
est un complexe de Coxeter sphérique. Soit A sa chambre modèle.
• On appelle chambre de Weyl tout cône polytopique de Weyl ayant une 
chambre de {dcoE m, W) comme bord à l ’infini.
On dit que le complexe de Coxeter euclidien (E m,W af f  ) est irréductible si le 
complexe de Coxeter sphérique (dooEm,W ) est irréductible.
On dit que le complexe de Coxeter euclidien (E m, Wa//)  est discret si le voisi­
nage de chaque point de E m rencontre seulement un nombre fini de hyperplans 
de symétrie.

On fixe un complexe de Coxeter euclidien (Em,W aff)-

D éfin ition  1.3.9 Soit un espace géodésique CAT(O), K. Soit une famille 
de plongements isométriques îa '■ E m —* K invariante aux précompositions 
par des éléments de Wa// .  On appelle leurs images des appartements de K  
et on note la classe des appartements par A .
Les images par les plongements Îa des hyperplans singuliers, plats singuliers, 
polytopes de Weyl et chambres de Weyl de (Em, VVa//)  sont appelés respective­
ment des hyperplans singuliers, plats singuliers, polytopes de Weyl et cham­
bres de Weyl de K. Chaque hyperplan singulier partitionne un appartement 
en deux parties qu’on appelle des demi-appartements.
On dit que la paire (K, *4) forme un immeuble euclidien de rang m si les 
propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) Tout segment, rayon ou géodésique est contenu dans un appartement.
(2) Si i\ : E m -» K  ei ¿2 : E m —► K sont deux plongements, i ^ f a i E ”1)) 
est un polytope de Weyl et il existe un w € WQ/ /  tel que w ( iî1(i2 (Em))) =

(3) Si [a:, y] et [x, z] sont deux segments géodésiques, alors deux sous-segments 
non-dégénérés [x, y'\ C [x, y] et [x, z') c  [x, z ] sont contenus dans un même 
appartement.
Un immeuble euclidien qui vérifie aussi la propriété :
(4) Chaque hyperplan singulier est le bord d ’au moins c demi-appartements 
d’intérieurs deux à deux disjoints.
, où c est un nombre cardinal, s ’appelle immeuble euclidien c-épais.
On appelle le complexe de Coxeter euclidien (Em, W aff) complexe de Coxeter 
modèle de l ’immeuble.
Si le complexe de Coxeter modèle de l’immeuble est irréductible on dit que 
l ’immeuble est irréductible.
Si le complexe de Coxeter modèle de l ’immeuble est discret on dit que l’immeuble
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est discret.
Si le groupe des isométries de K agit transitivement sur K on dit que l ’immeuble 
est homogène.

Le bord de Tits de K, c^K , est un immeuble sphérique de rang m  ayant 
comme appartements les bords de Tits des appartements de K, donc comme 
complexe de Coxeter modèle le bord à l’infini du complexe de Coxeter modèle 
de K.

R em arque  1.3.10 Cette définition est équivalente à celle énnoncée dans 
IKXLJ. En effet, il n’est pas difficile de voir que les axiomes (2) et (3) de 
cette définition impliquent les axiomes (E B l) et (EB2)de /K1L/. La section 
4-2.2 et le Sous-lemme 4-4-1 de [KYL ¡montrent qu’on a aussi l ’implication 
inverse.

Toujours dans [KYL]on peut trouver la preuve du fait que cette définition 
est plus forte que celle donnée dans les livres classiques sur les immeubles 
(par exemple [RoJ). En effet les lemmes 4-6.5 et 4-8.2 (ii),[KYL[, montrent 
que dans les conditions de ce te définition toutes les axiomes de la définition 
classique d ’immeuble euclidien sont vérifiés.

L’im m euble des d irections en un poin t

On définit l’espace de directions au point x, EXK, dans un immeuble euclidien 
homogène K. Celui-ci est une sorte d’équivalent de l’espace tangent en un 
point d ’une variété, et il va nous permettre d ’étudier K et ses sous-ensembles 
localement.

Pour ce faire, on définit d’abord deux types d ’angles dans un espace 
CAT{0), K.

Pour deux segments géodésiques [x,a] et [x,b], on considère le triangle 
de comparaison x, â, b, c’est-à-dire le triangle plan qui a les mêmes longueurs 
des arêtes que le triangle géodésique xab dans X .
On note <x(a,b) l’angle qu’on obtient au sommet x.

D éfin ition  1.3.11 On définit l’angle formé par les segments [x, a] et [x , b] en 
x par <x (a, b) =  l̂irn̂  <x(at, bs), où at est le point de [x, a] correspondant au

paramètre t G [0,1] dans le paramétrage qui associe 0 à x et 1 à a. (Parfois 
on va noter un tel point at = tx  +  (1 — t)a. )
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Remarque 1.3.12 a) Si l ’espace CAT(0) qu’on considère est un immeuble 
euclidien, alors d ’après la définition (section 1.3.2) pour chaque paire de 
segments [x, a] et [x, 6] il existe un s > 0 tel que x, ae et be forment un triangle 
géodésique plat (c’est-à-dire isométrique à un triangle euclidien) ayant l’angle 
<x (a, b) en x. En particulier, si <x (a, b) = 0, il existe un e > 0 et un 6 > 0 
tel que [x, ae] =  [x, bs].

b) Dans le lemme 4-1-2, [KYLJun résultat plus fort est prouvé :
Si [x, a) et [x, P) sont deux rayons dans un immeuble euclidien K , a , ¡5 G 

dooK, alors il existe un z G [x, a) tel que le triangle idéal formé par x ,z  et fi 
est euclidien, c ’est-à-dire c ’est une bande euclidienne (Figure 5).

Dès lors on suppose que K est un immeuble euclidien homogène.

Définition 1.3.13 L ’espace de directions au point x dans K ,SjK  , est 
formé par les classes d ’équivalence des segments géodésiques issus de x par 
rapport à la relation d ’équivalence “angle nul en x ”. On note xâ la classe 
correspondant au segment [x, a], et on l ’appelle la direction de [x, a] en x. De 
même, on note xâ  la classe du rayon [x,») , a  G dooK.

avec la métrique donnée par dx(xa,xb) = < x {a,b) est un immeuble 
sphérique ayant comme appartements les ensembles Fx = {xâ  , [x, a] C F}, 
où F  est un appartement de K qui passe par x. Les chambres sont de la 
forme Wx =  {xâ, [x, a] C W }, où W  est une chambre de Weyl de sommet x, 
de même pour les plats singuliers et les murs([KIL], §4J.

Remarque 1.3.14 D ’après la Remarque 1.3.12 on peut remplacer la rela­
tion d ’équivalence “angle nul en x ” par la relation d ’équivalence [x,a] ~  
[x, b] <*=*> [x, a] n  [x, fc] =  [x, x'], x x'.

On peut établir une relation entre la position relative d ’un a  G dooK dans 
la chambre qui le contient et la position de xâ  dans la chambre de S XK qui 
le contient. Ceci découle du résultat suivant:

Lemme 1.3.15 Pour tout x G K et W chambre dans c^oK l ’ensemble de 
rayons {[x, a), a  G W} forme une chambre de Weyl de sommet x.

Démonstration. On choisit un point régulier a 0 G W.
K étant un immeuble euclidien il existe un plat maximal F  qui contient 

le rayon [x, ao) et dans ce plat maximal il existe une chambre de Weyl W  de 
sommet x qui contient [x, ao).

Alors W (oo) contient le point régulier ao tout comme W. Il s’ensuit que 
W(oo) =  W.

32



Figure 5



Supposons qu’on a fixé un marquage pour ^ K .  En chaque x G X  on 
choisit pour EXK un marquage compatible avec celui de c’est-à-dire :
• Soit W° une chambre fondamentale en dont on a fixé le marquage.
• Pour chaque x G X  on prend la chambre de Weyl W° de sommet x et telle 
que W °(oo) =  W°.
• Le marquage de VV° induit un marquage de Wx . On choisit avec ce 
marquage induit comme chambre fondamentale pour EXK.

Dans la suite on démontre que le marquage de £ XK ne dépend pas du 
choix de la chambre fondamentale W° en mais seulement du marquage 
choisi en dooK.

L em m e 1.3.16 Pour toute chambre de Weyl W , de sommet x, dans K, Wx 
et W  (oo) =  W  ont le même marquage pour les sommets correspondants.

Pour montrer ce lemme on utilise le résultat suivant :

Lem m e 1.3.17 Soient W  et W ' deux chambres de Weyl de sommet x telles 
que Wx =  W'x =  W x. Les marquages de W x induits par W(oo) et W'(oo) 
coïncident.

P reu v e  du  lem m e 1.3.17 . D’après le sous-lemme 4.4.1 de [K1L], Wx =  W'x 
implique qu’il existe un e tel que W  fl B(x,e)  =  W ' fl B(x,e). Alors, si 
on considère deux plats F  et F' qui contiennent W  et W ' respectivement, 
l’axiome (2 ) de l’immeuble euclidien permet de conclure. <C>
P reu v e  d u  lem m e 1.3.16 On fait un raisonnement de récurrence par rap­
port à la distance simpliciale de Wx à W®. Si d(WX) Wx) =  1, c’est-à-dire si 
Wx = W® alors on peut conclure avec le lemme 1.3.17.

On suppose que c’est vrai pour les chambres de EXK situées à distance 
simpliciale d de Wx et on le démontre pour celles à distance d +  1.

Eventuellement en échangeant W  avec une autre chambre de Weyl de 
sommet x ayant la même chambre de directions en x (on peut faire ceci 
d ’après le lemme 1.3.17) on peut supposer qu’il existe une chambre de Weyl 
W ' de sommet x telle que W  et W ' ont en commun un mur de codimension
1, se trouvent dans le même plat maximal et d(W®, Wx) =  d. Alors W'x a 
le même marquage que W;(oo) ce qui entraîne la même chose pour Wx et 
W(oo).

0

Il est facile de voir que W =  {[x, a), a G W(oo)} =  {[x, a), a € W}.
0
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Avec ces marquages fixés sur et E^K .x G K, on peut définir les 
projections qui respectent les marquages P : —> A, px : EXK —► A.
Les immeubles et EXK on le même complexe de Coxeter modèle, qu’on 
note S. Le complexe de Coxeter S  a un marquage compatible avec ceux de 
<9oqK et EXK et on peut définir une projection ps : S  ^  A qui respecte ce 
marquage.

C orollaire  1.3.18 Si p est un rayon géodésique tel que p(0) =  x et si on 
note ~p̂  la direction en x qui correspond à p, on a

Pxfa) =  P(p( oo)).

D éfinition 1.3.19 On appelle a = pxÇp*) =  P(p(oo)) G A la direction du 
rayon géodésique p.

C orollaire  1.3.20 Si a, P G dooK,P(a) =  Oi,P(P) = 62, alors pour tout 
x G K, <x (a, P) peut prendre seulement un nombre fini de valeurs et cet 
ensemble de valeurs possibles ne dépend pas de x, mais seulement de 6i et de 
92.

D ém onstra tion . px(xâ) = 9i et px{xj3) =  62, d ’après le Corollaire 1.3.18. 
On a l’ensemble fini de distances

S(0itd2) = {ds (x i,x 2);xu x2 G S ,ps (xi) =  0 i ,p s M  = $2}•

Alors, puisque la distance entre xâ  et x/3 en EXK, dx(xcc, xfi) =<x (a, P), 
coïncide avec la distance dans l’appartement qui les contient, on peut conclure 
que <x (a,P) G 6(8i ,02) et ceci pour tout x G K.

0

R em arque  1.3.21 Dans un immeuble sphérique E, pour tout x EU  et tout 
appartement A de E, x a un opposé en A. En effet, on peut joindre x avec 
un point régulier de A par une géodésique et puis prolonger cette géodésique 
jusqu’à la longueurs.

Dans le cas particulier de K  et EXK, ceci entraîne que toute géodésique 
[x,y] incidente à un plat maximal F de K, c’est-à-dire telle que x G K ,y  G 
F, peut être prolongée dans F. En effet dans EyK, d’après la remarque 
précédente, ÿx a un opposé dans Fy, yz. Ainsi [y, z] est un prolongement de 
[x, y] dans F.
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1.3.3 Le cône asymptotique d’un espace symétrique

Si X  est un espace symétrique irréductible de rang plus grand ou égal à
2 , son bord à l’infini avec la métrique de Tits est un immeuble sphérique 
irréductible Ni-épais ([Mo], chap.15 et 16, ou [BGS], Appendix 5).

T héorèm e 1.3.22 ([K1L]) Tout cône asymptotique de X  est un immeuble 
euclidien irréductible homogène Ni-épais qui a comme appartements des plats 
qui sont des ensembles limites provenant de suites des plats maximaux de 
X . De même, les plats singuliers, les chambres de Weyl et leurs murs, les 
polytopes de Weyl sont des ensembles limites des suites d ’objets du même 
type dans l ’espace X . Ceci implique en particulier que dooK et d ^ X  ont le 
même complexe de Coxeter modèle.

Dans ce cas particulier d’immeuble, on appelle parfois les appartements 
des plats maximaux.
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Chapter 2

Invariants de quasi-isométrie et 
cône asymptotique

2.1 Croissance polynomiale et cônes asymp- 
totiques

Les espaces métriques qu’on étudie dans ce paragraphe sont, généralement, 
de deux types : des variétés riemanniennes ou des groupes de type fini avec 
une métrique des mots.

D éfin ition  2 .1.1 Pour (X,d) =  (V, ds2) variété riemannienne, on définit 
la fonction croissance comme f(r)  =  vo l(B (x ,r)),x  € V ,B (x ,r)  =  boule de 
centre x  et de rayon r.
Pour (X , d) =  (r, dw) où V est un groupe de type fini, S  est un système de 
générateurs, S -1 =  S, dw la métrique des mots associé, on définit la fonction 
de croissance comme f(n )  =  cardB(e,n).

L’ordre de cette fonction ne dépend pas de x, dans le cas de la variété, et 
dépend seulement de la classe de quasi-isométrie de (X , d).

Le résultat qui lie le comportement de l’invariant de quasi-isométrie ci- 
dessus aux propriétés topologiques des cônes asymptotiques est le suivant:

P ro p o sitio n  2 .1.2  a) (T,dw) est à croissance polynomiale si et seule­
ment si pour tout u> et (dn), Con^ÇT, (dn),e) est un espace métrique 
propre.
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b) De plus, dans ce cas, tous les cônes sont isométriques, et on a une 
convergence de (r, e • dw) pour e —» 0 dans la métrique de Hausdorff- 
Gromov vers cet espace limite unique.

c) La dimension de Hausdorff de l ’espace limite coincide avec l’ordre de 
la fonction de croissance.

d) On a les mêmes résultats pour (V, ds2) recouvrement d ’une variété com­
pacte.

P reu v e  La partie directe de a) est prouvée dans [Gr]j et [VDW], b) et
c) sont prouvés dans [Pa]. Il reste à prouver la partie inverse de a) : si
Con^ir ,  e, (dn)) est propre pour tout u  et (dn) alors il existe C > 0, tq > 0,
d > 0 tels que card B(e, r) < C  • rd, Vr > r0.

On raisonne par l’absurde : on suppose que pour tout C > 0, r0 > 0, d > 0
il existe un r  > ro tel que card B(e , r) > C • rd.

On fixe ro > 1. On a que pour tout n e  N* il existe un R n > r 0 tel que
cardB(e, Rn) > n  • (Rn)n.

Pour chaque n G N* on prend le Rn minimal qui vérifie cette relation.
Evidemment il faut que R n —* oo.

On considère Con^iT, e, (Rn))- L’ensemble limite des boules B(e, Rn) est
la boule B([e), 1). Soit un A € (0, 1).

Comme B([e], 1) est compacte, elle admet un recouvrement fini par des
k

boules de rayon À, B([e],l) C (J B([x^],À), d’où (avec les notations intro-
¿=1

duites dans la section 1.1)

(3.1) » - \B ( [ e U ) ) c Ù ir - '( B ( [ 4 ] ,A ) ) .
1=1

Par définition, 7r- 1(S([e], R)) =  {[[æn]]; l i m ^ < R}. Or :

lim^ < R  Ve > 0, d(xn, e) < (R + e) • Rn u  — p.s.
^  Ve > 0, xn € B(e, (R + e) • Rn) u) — p.s.

Ve > 0, [[xn]) e  [[£(e, (R + e)^n)]]
<=> [frn]] € p | [[B(e, (R + e)i?n)]].

e>0

Alors la transcription de (3.1) est

(3.2) f| P(e. (1 + e) • -R")]] <= Ù fi P(4, (A + £‘)B»)]]-
e > 0  i = l £ i > 0
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On choisit e tel que A' =  À +  e vérifie 0 < À' < 1.
La relation (3.2) implique que :

(3.3) [[2?(e,ft,)]] C1JP04, A'fi-.)]]
i= 1

Petit intermezzo nonstandard ([VDW]) :
On a le théorème de Los ([VDW],p.361):

T héorèm e 2.1.3 Soient W\ =  [[Wi.n]]) • • • W'm =  [[Wm,n]] des ensembles in­
ternes de X* et € X* et soit (¡> une propriété qui s ’exprime en 
W i,.. .W m, / i  en utilisant les relations d ’appartenance, d ’inclusion 
et les quantificateurs logiques. Alors W \ , . . .  Wm, / i . . .  fk vérifient la pro­
priété (p si et seulement si W iiU.. .  Wm>n, / i ( n ) , . . .  fk{n) vérifient (f> u- presque 
sûrement.

D’après le théorème de Los, (3.3) est équivalent à
k

B(e,Rn) C U  B (xxn,\'R n )  w -p.s. 
i=1

D’où card £(e, Rn) < k card B(e, X'Rn) w-p.s.
Alors on a o;-presque sûrement la suite d ’inégalités :

n • (Rn)n < cardJ3(e, Rn) < k • cardjB(e, X'Rn) < k - n  - (X'Rn)n.
D’où (À')n > |  u>—p.s. Or A' G (0 ,1). On a obtenu une contradiction.

0

2.2 Remplissage polynomial et cône asymp- 
totique

2.2.1 Fonction de remplissage 

F onction  de rem plissage riem annienne

La notion de fonction de remplissage ou de fonction isoperimétrique est clas­
sique en géométrie différentielle et elle se définit comme il suit :

Soit V  une variété riemannienne et c : S 1 —> V  une courbe différentiable 
par parties.

D éfin ition  2 .2.1 On appelle surface qui remplit la courbe c une application 
a : D2 —*• X , différentiable à l ’exception d ’un ensemble négligeable de points
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telle que a |s i=  c.
On appelle aire de remplissage de c et on note A(c) le minimum des aires 
des surfaces qui remplissent c.

On définit la fonction de remplissage pour tout t  > 0 par

A{i) =  sup{Â(c) | c courbe de longueur < £}.

F onction  de D ehn dans un  groupe

On dispose d’une notion analogue dans la théorie des groupes, la fonction de 
Dehn.

D éfin ition  2 .2.2 Si T = <  S\R  > est un groupe de présentation finie, la 
fonction de remplissage, appellé aussi la fonction de Dehn, se définit comme 
suit :

Si g est un mot formé par des éléments de S  tel que g =  e dans T (donc
g est une courbe dans le graphe de Cayley associé à T) on définit l ’aire de

v
g,A(g), comme le plus petit p tel que g - n  7»r»7i 1)7i G I\r< G R U R  1.

1=1

On définit la fonction de Dehn associée au groupe pour tout n G N* par 
A(n) — sup{Â(p) | g de longueur < n, g =  e}.

Cette définition montre que la fonction de Dehn dépend de la présentation 
de T, donc il est naturel de se demander jusqu’à quel point elle dépend de 
cette présentation.

D éfin ition  2.2.3 Si deux fonctions f i  : D —+ C et f 2 : D —► C, D C 
R, C c R  vérifient une relation de type

fi(x )  < a ■ f 2{b ■ x + c) + d - x + eWx £ D 
où a, 6, c, d, e sont des constantes positives, on note ceci f i  ~< f 2 et on dit que 
l ’ordre de / i  est au plus l ’ordre de f 2. Si pour deux fonctions / i  et f 2 on a 
f i  fz  et f 2 -< f i  on dit qu’elles sont du même ordre.

P ro p o sitio n  2.2.4 [cf. [Al], [Ge]J Si le groupe de type fini T a deux pré­
sentations finies T = <  Sil-Ri > et T = <  > et A i(n ) ,A 2(n) sont les 
fonctions de Dehn associées aux deux présentations alors A\(n) et A2(n) sont 
du même ordre.

Ainsi on voit que l’ordre de la fonction de Dehn ne dépend pas de la 
présentation du groupe.
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Fonction de remplissage dans un espace métrique

On peut définir une notion de fonction de remplissage dans un espace métrique 
général X ,  qu’on suppose géodésique pour simplifier les raisonnements.

Pour cela, on considère une courbe lipschitzienne fermée, c, de longueur 
finie, l. On suppose qu’elle est paramétrée proportionnellement à la longueur 
de l’arc.

Soit D2 le disque unité du plan de bord S 1.

• On considère une partition quelconque, p, de D2 en des polygones 
homéomorphes au disque (voir par exemple la Figure 6 ).

On appelle partition de c dans X  l’image par une application injective ir 
de l’ensemble des sommets de p (qu’on note toujours p), telle que 7r|sinp =  
c|s4np. On peut joindre dans X  par des arcs géodésiques les paires de points 
qui sont des images de sommets de p joints par une arête. On obtient ainsi 
le même nombre de contours que dans p.

• On appelle maille de la partition 7r, et on la note Mesh 7r, la longueur 
maximale des contours qui forment la partition.
On définit : Mesh(c, v) =  inf{Mesh(7r) | n : p  —* X , p partition de D2 en v 
parties, ir |gi= c}

Remarque 2.2.5 Pour toute partition ir d ’une courbe fermée en v parties, 
il existe une partition en v parties n' ayant Mesh n‘ < Mesh n et le nombre 
de sommets plus petit qu’un N  = N(u).

Preuve
L’intersection de chaque contour de la partition avec la courbe, si elle est 

nonvide, peut avoir plusieurs composantes connexes. On élimine des sommets 
de sorte que chaque composante connexe contient seulement deux sommets, 
ses extrémités.

On élimine donc le cas représenté dans la Figure 7.
Aussi l’intersection de deux contours de la partition peut avoir plusieurs 

composantes connexes. On élimine les situations dans lesquels une com­
posante connexe contient plus de deux arêtes, en diminuant ainsi la maille 
(Fig.8).

Remarque 2.2.6 On ne peut pas se ramener a une seule arête dans chaque 
composante connexe, parce qu’alors on risque de diminuer le nombre des 
parties (Fig.9).
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Soit un contour quelconque de la partition, V. S’il touche la courbe en 
k composantes connexes alors il partitionne le disque en k parties (Fig.10). 
Alors k-\- \ < v  <$= k < v  — 1. Donc V  a au plus 2 • k < 2 • (u — 1) sommets 
sur la courbe.

Soit V  un autre contour de la partition tel que V  D V  ^  0. Si V  fl V  a 
j  composantes connexes, alors les deux contours font apparaître à l’intérieur 
du disque au moins j  + 1 parties (Figure 11).

Donc j  +  1 < v 4= j  < v — 1. Ainsi V  a au plus 3(v — 1) sommets en 
commun avec V .  On a au plus v — 1 tels contours V ,  donc V  a au plus 
3(u — l )2 sommets intérieurs.

On conclut que ?  a au plus 2(v — 1) +  Z(v — l )2 =  (u — l)(3i^ — 1) 
sommets. Alors le nombre total de sommets de la partition est plus petit que 
v { y - l ) ( Z v - \ )  =  N{ v ) .

0

Soit c une courbe lipschitzienne fermée.
On note P(c, 6) le v minimal tel que Mesh(c, v) < 6.
Pour £ > 6 , on note P ( t , 6 ) =  sup {P(c, <5); c courbe lipschitzienne de 

longueur <  £}.
On suppose que l’espace X  vérifie la propriété :

(Pj.) P(£,8 ) < +oo,W  > S > S'0

et on prend le 6 '0  minimal pour lequel on a cette propriété.
Alors il n ’est pas difficile de voir que pour tout <5i, 6 2 , et i  tels que S'0  < 

Si < 6 2  < t  on a :

P{t,S2) < P{i,tSi) < P(£,6 2) • P(262,S1).

Désormais on suppose que les espaces métriques considérées dans cette sec­
tion vérifient une propriété de type (Ps0) et on prend toujours le S'Q minimal, 
et 6 0  =  max{l, ¿¿}.

Définition 2.2.7 Pour un 6  > 6 0  on définit la 6 -aire d ’une courbe lips­
chitzienne fermée c par Ag(c) =  P (c,6 ). De même, on définit la 8 -fonction 
de remplissage par:

Ag(£) =  P(£, 8 ) pour tout £ > 8 .

D ’après la remarque précédente toute fonction de remplissage définie pour 
un 8  > 8 0  a le même ordre que As0.

On appelle alors As0 la fonction de remplissage de l ’espace X  .
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Proposition 2.2.8 Si f  : X  —* Y  est une application L-bilipschitzienne(c’est- 
à-dire f  et / -1 sont L- lipschitziennes), alors les fonctions de remplissage des 
espaces X  et Y  ont le même ordre. Plus précisemment :

A u  ( j )  <  V<S > L ■

Démonstration
Si on prend une courbe lipschitzienne fermée c de longueur < £, f  o c est 

une courbe lipschitzienne fermée de longueur < L-£ et si ir est une ^-partition 
de celle-ci, / -1 o n est une ¿-partition de c. Ceci implique

Un raisonnement similaire, fait avec /  1 montre que

px(e,s)>py fj,L-ô).

Ceci entraîne que £ • Sq < 6* < L • Sq et aussi la triple inégalité de 
l’ennoncé.

0

Remarque 2.2.9 Si X  = V est un groupe de présentation finie qu’on con­
sidère avec une métrique des mots et une présentation T = <  S\R  > fixées, 
alors la fonction de Dehn associé à cette présentation, A{n), est du même or­
dre que la 6-aire As(n) dans le graphe de Cayley de T. Ceci n’est pas difficile 
à voir si à partir de la présentation < 5 |i î  > on construit une présentation 
où tous les éléments de R  sont de longueur trois, en ajoutant des générateurs.

Dans la nouvelle présentation < S'\R' >, on a A '(n) =  Az(n) et on 
applique la Proposition 2.2.4-

2.2.2 Le théorème de M. Gromov sur le remplissage 
polynomial et les cônes asymptotiques

On cherche une relation entre l’ordre de la fonction de remplissage d ’un 
espace et l’ordre des fonctions de remplissage de ses cônes asymptotiques.

Px {£,6) < P Y l L-£
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On a deux résultats sur cette relation, un qui nous montre que déjà le seul 
fait que tous les cônes soient simplement connexes entraîne que l’ordre de 
la fonction de remplissage de l’espace est polynomial (Théorème 2.2.10) et 
un qui montre que dans le cas d’un remplissage polynomial aussi bien dans 
le cône que dans l’espace, les ordres sont à peu près les mêmes (Théorème 
2.2.14).

T héorèm e 2.2.10 ( [Gr]3) Soit (X ,d) un espace métrique géodésique. Si 
pour tout ultrafiltre non-principal u>, toute suite de points d ’observation fo et 
toute suite de scalaires (dn), C o n ^X , (dn), fo) est simplement connexe alors:

(i) L ’espace (X, d) vérifie une propriété de type (P¿0). Soit Ax (£) =  Ax0(£) 
la fonction de remplissage de X .

(ii) Il existe a > 0, a  > 1 et t o > 0 tels que
Ax (t) < aia pour £ > £ q.

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant :

Lem m e 2.2.11 Si dans un espace géodésique X  il existe un M  E N, M  > 2 
tel que P(£,£/M) est uniformément majoré par un vq € N* pour tout l  plus 
grand qu ’un £q, alors on a :

(1) L ’espace (X, d) vérifie une propriété de type (P¿0). Soit Ax (¿) — Ax0(£) 
la fonction de remplissage de X .

(2) On a A x (£) < a£a pour £>¿o,  où oc =  et a est une constante.

D ém o n stra tio n  du  lem m e. Soit c une courbe lipschitzienne de longueur
< l. On a une partition en uQ parties de maille < Si la maille est aussi
< £0 on arrête. Sinon on partitionne chaque élément de la partition encore 
en v0 parties, on a donc une ^-partition pour c de maille < Si la maille 
est <  ¿Q on arrête, sinon on continue. Dans le pire des cas on va s’arrêter en 
p étapes, p G N minimal tel que

logMi  ^ p  =  [logMi ]  + 1

D’où

P &  ¿o ) < ^  < * =  a r , a =  ^
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Donc pour tout £ > 6 > £q on a P(£, S) < P(£, £0) < oo. Alors X  vérifie une 
propriété de type (Ps0) avec un 6q minimal plus petit que £q.

Evidemment A x {£) =  P(£,6q) < P(2£0,ôo) ■ P(£,£o) < a'£a.
<>

D ém onstra tion  du théorèm e 2.2.10
Il faut montrer que l’hypothèse de simple connexité des cônes entraîne 

l’existence d’un M £ N* et d’un u0 comme ceux du lemme 2.2.11. On 
raisonne par l’absurde et on suppose le contraire :

VM, W0, W0) 3£ > £o tel que P(£,£/M ) > u0.

On fixe un M G N*, M  > 2 et on choisit des suites vn et £'n de limite 
+oo. On obtient qu’il existe une suite de combes fermées lipschitziennes Cn 
de longueur £n > £'n telles que Mesh (en, v) > £n/M , W  < vn.

On peut supposer qu’elles sont paramétrées proportionnellement à la 
longueur d’arc.

Si on choisit les points d ’observation fo(n) G Cn(Sl) et si on prend (£n) 
comme suite des scalaires, dans Conw(X , (£n)>fo), la suite des courbes (c„) 
nous donne une courbe c : S 1 —* ConuX  lipschitzienne de longueur 1. La 
courbe c a la propriété que pour tout v G N*, Mesh (c, v) > 1/M, car 
chaque partition de c, n : p —» ConuX , provient d ’une suite de partitions des 
Cn, 7rn : p  —> X  et on a

Mesh(7r) =  lim > J_
w  £n ~  M

D’autre part, par l’hypothèse, c est contractile donc 3 c : D2 —► Con^X, 
c |5!=  c, c continue donc uniformément continue. Alors, pour tout e > 0 tel 
que 5e < ,35 > 0 tel que Vrc, y G D 2, d(x, y) < ô =$■ d(c(x), c(y)) < e.

Si on recouvre D2 par un réseau uniforme de pas 6 on va obtenir une 
partition de c avec Mesh < 5e < j j .  On a une contradiction.

❖

R em arques 2.2.12 a) L ’existence d ’un M, d ’un u0 et d ’un £Q tels que X  
vérifie la propriété de l ’hypothèse du lemme 2.2.11 entraîne l ’existence d ’un 
M  et d ’un u'Q pour lesquels tout Con^X vérifie la même propriété avec £q =  0.

En effet, pour toute courbe c : S 1 —> Con^X lipschitzienne de longueur
< £, on peut choisir d ’abord M  points dans c(S1), Pi, P2, . . .  Pm , tels que 
d(Pi,Pi+i) < j j ,  et on joint chaque Pi à Pj+i par un arc géodésique. On
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obtient un polygone, qui est la limite d ’une suite de polygones Pjn  ̂ — P ^  — 
. . . p ÿ ,  o ù f i - l / f ’].

Pour chaque polygone de la suite il existe une partition en parties telle 
que la maille soit < longueur du polygone x

D ’après la remarque 2.2.5, en diminuant éventuellement la maille, on peut 
se ramener à des partitions ayant un nombre de sommets < N  = N(u0).

Puis, on remarque qu’il y a seulement un nombre fini de partitions pos­
sibles, et comme u> choisit toujours entre un nombre fini de possibilités, on 
peut supposer que toutes les partitions sont de la même forme.

Elles vont donner une partition de la même forme du polygone P\ — P2 —
. . .  — Pm qui aura au plus i>o éléments et une maille < j j .

Ainsi on a obtenu une partition de c ayant au plus u'0 = u0 + M  éléments 
et une maille < -jjj.

b) On peut conclure qu’on a la suite d ’implications suivantes : tout cône 
asymptotique d ’un espace X  est simplement connexe =$■ X  se trouve dans 
les conditions du lemme 2.2.11, pour un M  > 2, un u0 et un i 0 fixés => 
tout cône asymptotique se trouve dans les conditions de lemme 2.2.11 pour 
le même M, i/Q = vq + M, Îq — 0 tout cône asymptotique a un remplissage 
polynomial d ’ordre uniformément majoré par a  = •

R em arques 2.2.13 a) Dans [P]i, P. Papasoglu montre une sorte de ré­
ciproque de ce théorème : Si un groupe de type fini a un remplissage quadra­
tique alors tous ses cônes asymptotiques sont simplement connexes.

b) La réciproque du théorème de Gromov dans toute sa généralité n’est 
pas vraie ([Pji, [Ph)- Oeci à cause du fait qu’un groupe qui a les cônes sim­
plement connexes a un rayon de remplissage linéaire, or il existe des groupes 
au remplissage polynomial et au rayon de remplissage nonlinéaire. Un ex­
emple est le groupe obtenu en recollant deux copies du groupe de Heisenberg 
selon le centre.

2.2.3 Contrôle effectif des ordres de remplisage par les 
cônes asymptotiques

On se place maintenant dans la situation dans laquelle tous les cônes asymp­
totiques d ’un espace ont un ordre de remplissage polynomial uniformément 
borné et on se demande si on ne peut pas trouver à partir de ceci une 
borne pour l’ordre de remplissage de l’espace. La réponse est donnée par 
le théorème suivant :
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Théorème 2.2.14 ([P]2) Soit {X,d) un espace métrique géodésique. S ’il 
existe un a > 0 et un p G N* tels que dans chaque cône asymptotique de X  
on a A\(£) < aP, alors :

(i) L ’espace (X, d) vérifie une propriété de type (Ps0). Soit A x (i) — A*Q(i) 
la fonction de remplissage de X .

(ii) Pour tout e > 0, il existe un êe > 0 tel que dans X  on a

A x {i) < F +e, W > 4-

Démonstration. D’abord on remarque qu’on peut transformer l’hypothèse 
de la manière donnée dans le lemme ci-dessous :

Lemme 2.2.15 Soit X  un espace métrique. Pour tout p G N les deux pro­
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) Ba > 0 tel que dans chaque cône asymptotique de X  on a :
Ai{i) <a-£P

(ii) 3a > 0 tel que dans chaque cône asymptotique de X  on a :
P(£,£/m) < a • mp,Vm G N*, m >  2.

Démonstration du lemme. L’implication (ii) =>■ (i) est évidente.
Pour démontrer (i)=> (ii) il suffit de voir que l’application

Ix : Con„(X, fa ) ,  f 0) -> Conw(X , (Ad»), /„), JA([*„]) =  [xn].

est une homothétie. Alors, si on considère c : S 1 —* Conw(X, (dn), fo) coiurbe 
lipschitzienne fermée de longueur £,c' = Im. o c est une courbe lipschitzienne 
fermée de longueur m. D’après (i), on a P(c', 1) < a • mp.

Donc, si on note u = a ■ mp (on peut supposer que a G N) on a que 
Mesh(c', u) < 1, ce qui, si on applique /m1 =  I±, nous donne quei m

e
Mesh(c, u) < —.

m
D’où P (c,£/m ) < u — a ■ mp

0
Démonstration du théorème 2.2.14. On fait un raisonnement similaire 
à celui fait pour prouver le Théorème 2.2.10. Plus précisément, on démontre 
que
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(ii) =>• dans l’espace X  pour tout m  6 N*, m  > 2 il existe un £q =  £Q(m) tel 
que

P(£, £/m) < a' • md, W > £o, où a' = a • 2d

Ceci est en quelque sorte la réciproque de ce qu’on a démontré dans la 
Remarque 2.2.12 a. On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe 
un m  > 2 et une suite de courbes lipschitziennes fermées (c„) de longueur 
l n —► oo telles que

P{Cfi, £n/ni) > a' • m d.

Alors, si on note v = a' • m d, Mesh (en, v) >
On prend la suite de centres d ’observation / 0(n) G cn(51), et la suite de 

scalaires (£n), et dans Conu(X, (£n), /o), la suite des courbes (en) donne une 
courbe c de longueur 1 telle que Mesh(c, v) >

D’autre part, d’après (ii), Mesh (c, u) < d ’où une contradiction. Alors 
on a que pour tout m  > 2 il existe un ¿o — £q (m) tel que

P(£, £/m) < a' • m d, \/£ >  £q.

On applique le lemme 2.2.11 pour un m  et i/q = a • m d, et on a que 
A{£) < C£a pour t  > 4 (m ), où a  =  +  d.

Pour tout e' > 0 fixé, si on prend m suffisament grand on peut rendre a  

plus petit que d + j .  Pour lo suffisament grand on a aussi C < Ù .
Donc on a A (£) < £d+e>.

0
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Chapter 3

Géométrie asymptotique d’un 
réseau de Q - rang 1

3.1 Généralités sur les réseaux de Q - rang 1 
des groupes semisimples

3.1.1 Tores, sous-groupes paraboliques et unipotents

Les principales références de cette section sont [Ma], [Ra], [Bo].
Soit un groupe algébrique réel semisimple de centre trivial et sans facteurs

S

compacts G =  J J  G¡. On sait qu’on peut aussi supposer que c’est un groupe 
i=l

linéaire G C G¿(n, R).

D éfinition 3.1.1 On appelle tore de G un sous-groupe algébrique commu- 
tatif connexe A qui vérifie une des propriétés equivalentes suivantes :

(i) Tous les éléments de A sont semisimples.

(ii) A est diagonalisable.

(iii) A est isomorphe à (R*)m; m  < n.

R em arque  3.1.2 L ’algèbre de Lie associée à un tore a  C L(n, R) est une 
algèbre abelienne telle que tous ses éléments sont semisimples. On appelle 
une telle algèbre algèbre W-diagonalisable.

Soit fc c K u n  sous-corps. On s’intéresse surtout aux cas k =  R et k = Q.
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D éfin ition  3.1.3 Si G est défini sur k on note G(k) =  G n  GC(n, k).
Dans ce cas, on dit que A est un k-tore si A est défini sur k et est k- 

isomorphe à (R*)m.
Tous les k-tores maximaux de G sont conjuguées par des éléments de 

G(k). La dimension commune de tous les k-tores maximaux s ’appelle le k- 
rang de G.

Les M-tores maximaux ont comme algèbres de Lie associées les sous- 
algèbres abeliennes R-diagonalisables maximales de l’algèbre de Lie g de 
G.

On fixe une telle algèbre a. Soit ad : g —► L(g) l’application adjointe. 
L’algèbre ad(a) est isomorphe à a, donc c’est une algèbre d’opérateurs liné­
aires diagonalisable.

Il existe donc une famille finie de fonctions linéaires {À, | À* : a  —» R}ie/ 
telle que g se décompose

g =  ©gAi,

où gA< =  {Y  € g | VX € a t ad(X){Y) =  Xi(X)Y}
= {Y  <Eg |V X 6 a ,[X ,y ] =  Ai(X )Y }

S

En prenant le sous-groupe compact maximal K  =  J J  Ki de G on peut
i=l

S S

associer à G son espace symétrique X  =  G /K  =  n  0 , / K , = n  X{. L’espace
i=1 i=1

X  est un espace à courbure negative ou nulle qui contient beaucoup de sous- 
variétés totalement géodésiques plates.

Les sous-variétés maximales de ce type s’appellent des plats maximaux en 
X .  Tous les plats maximaux sont des orbites de R-tores maximaux de G et 
ils ont la même dimension que ceux-ci.

Le bord à l’infini de X , d ^ X ,  avec la métrique de Tits est un immeuble 
sphérique ([Mo], chap.15 et 16, ou [BGS], Appendix 5). Ses appartements 
sont les bords à l’infini des plats maximaux.

D éfin ition  3.1.4 Un rayon géodésique r C X  est dit singulier ou régulier 
si r(oo) est un point singulier ou régulier de l ’immeuble sphérique d ^ X  au 
sens de la définition 1.3.3.

D éfin ition  3.1.5 A chaque point du bord a  G d ^ X  on peut associer un 
sous-groupe P (a ) C G qui le fixe, c ’est-à-dire qui fixe la classe de rayons 
asymptotes qui représente a . On appelle P(a) le sous-groupe parabolique
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associé à a. Son radical unipotent U(a) s ’appelle le sous-groupe unipotent 
associé à a.

R em arque 3.1.6 Soit F  un plat maximal tel que oc G .F(oo) et soit A le 
R -tore maximal qui fixe F et a. son algèbre de Lie. Soit g =  ®gA¿ la

iei
décomposition de g par rapport à cette algèbre. Le fait que a  G F(oo) im­
plique qu’il existe un rayon r(t) = expiV(r(0)) dans F  tel que r(oo) =  a, où 
exp tV  est un sous-groupe uniparametré dans A, V  G a.

L ’algèbre de Lie du groupe P (a ) est p ( a )  =  ( B  gA  i-

A<(V)>0
L ’algèbre de Lie du groupe U(a) est u(a) =  @  g^ .

A i(V )> 0

Parfois, quand on va considérer un rayon r  dans l’espace symétrique, on 
va utiliser aussi les notations P(r) et U(r) pour les sous-groupes parabolique 
et unipotent associés à r(oo).

3.1.2 Réseaux de Q-rang un

D éfinition 3.1.7 Un réseau du groupe G est un sous-groupe T C G discret 
et qui vérifie une des deux propriétés équivalentes:

(1) T\G  admet une mesure finie G-invariante à gauche provenant de la 
mesure de Haar de G.

(2 ) r \ X  est de volume fini.

Si les deux quotients sont compacts, on appelle T réseau uniforme où 
réseau cocompact. Sinon T est un réseau non-uniforme.

On dit que T est irréductible s ’il n’a pas de sous-groupe d ’indice fini qui 
se décompose en un produit de réseaux.

D éfinition 3.1.8 Un réseau T s ’appelle réseau arithmétique s ’il existe un 
Q -groupe semisimple connexe G' et un R -epimorphisme $  : G' —» G tel que 
ker$ est compacte, T C $(G'(Q)) et T commensurable à <3>(G'(Z)).

T héorèm e 3.1.9 ([Ma], t h . (1 .11)) Si le groupe G est de R -rang plus grand 
ou égal à 2, tout réseau irréductible de G est arithmétique.
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D éfin ition  3.1.10 Soit G un groupe semisimple de R -rang plus grand ou 
égal à 2 et T C G un réseau irréductible. Le Q-rang du groupe G' associé à 
T par le théorème d’arithméticité de Margulis ennoncé ci-dessus s ’appelle le 
Q-rang du réseau T.

Pour les réseaux de Q-rang 1 on dispose d ’un définition équivalente.

D éfin ition  3.1.11 ([Pr]) Un réseau T dans un groupe semisimple G est de 
Q-rang 1 si tout élément unipotent non-trivial de T se trouve dans un unique 
sous-groupe unipotent maximal de T.

Exemples
k

Toutes les réseaux irréductibles T dans des groupes semisimples G =  G{
i = 1

ayant au moins un facteur de R-rang 1 sont des réseaux de Q-rang l([Pr], 
lemme 1.1).

Les groupes modulaires de Hilbert sont des exemples de tels réseaux.
Soit K  un corps algébrique des nombres, totalement réel, de degré n au 

dessus de Q. Alors on a n plongements différents de K  dans R au dessus de 
Q :

ai : K  —» R, i G {1,2, • • • n}.
Le groupe

P SL (2 ,K )  =  ac bd ĵ ]ayb,c,d& K , a d - b c =  l j  /  {±1}

peut être plongé en P SL (2,R) x P SL (2,R) x • • • x P SL (2,R) en utilisant 
les n  plongements :

aM : PSL(2, K ) P SL{2,R) x P SL{2,R) x • • • x PSX(2,R),

= (aj,, a l ,  ■■ ■ , o"u ) où ^  ? !§ ) )

Soit "Ôk  l’anneau des entiers algébriques de K.
Le groupe IV  =  P S L (2, 'Ôk ) s’appelle le groupe modulaire de Hilbert du 

corps K . Le plongement <jm  (r# )  est un réseau irréductible de P SL(2, R) x 
P -S L ^ R ) x ••• x P S L (2,R), donc c’est un réseau de Q-rang un ([VG], 
chapitre 1). Dans la suite on note <tm (rV) toujours r^-.

Une notion importante pour la compréhension de la géométrie à grande 
échelle d’un réseau est la notion d’horoboule. On peut définir cette notion 
dans le cadre plus général d’un espace C A T(0).
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Définition 3.1.12 Soit un espace métrique C A T(0), (X ,d), et r C X  un 
rayon. La fonction de Busemann associée au rayon r est la fonction 

f r : X  -*■ R, f r(x) = lim ( d[x, r(t)) -  t ).
t— ►OO

Si ri et r 2 sont deux rayons asymptotiques, alors f n — f r2 est une fonction 
constante (Lemme 3.2.6 ).

Donc la famille d’ensembles de niveau {x \ / r (x) < o} et la famille 
d ’hypersurfaces de niveau {x | f r(x) — a} de la fonction de Busemann ne 
dépend pas du rayon r mais seulement de son point à l ’infini a  =  r(oo).

On appelle un ensemble de niveau de la fonction de Busemann horoboule 
centrée en a. On appelle une hypersurface de niveau de la fonction de Buse­
mann horosphère centrée en a. On appelle l ’ensemble {x | f r(x) < a} 
horoboule ouverte centrée en a .

On note Hb(r) l ’horoboule {x | / r (x) < 0} et on l ’appelle l’horoboule 
déterminée par le rayon r. De même, on note Hbo(r) =  {x | / r (x) < 0}, 
qu’on appelle l’horoboule ouverte déterminée parr et H(r) — {x | f r(x) =  0}, 
qu’on appelle l ’horosphère déterminée parr.

Théorème 3.1.13 ([Ra], th.13.12, [Pr], prop. 2.1) SoitT  C G un réseau 
irréductible de Q-rang 1 d ’un groupe semisimple. Il existe r i , r 2, ••• , r*. 
rayons dans l’espace symétrique associé à G, X ,  tels que

(1) Hb{^ri) fl Hb(rj) =  0, si i ^  j, 7 G F ou i =  7 ^  e.

k
(2) l ’espace Xq — X  \  [J  7Hbo{ri) a le quotient T\Xo compact.

7eri=i

(3) Tout sous-groupe unipotent maximal de T est de la forme T n U ^ r i )  et 
est un réseau en U ^ri).

Définition 3.1.14 On appelle Xo l ’espace associé à T.

3.2 Le cône asymptotique d’un réseau de Q - 
rang 1

On considère un réseau non-uniforme T de Q-rang 1 dans un groupe G 
semisimple de R-rang plus grand ou égal à 2. On va obtenir le cône asympto­
tique de T comme sous-ensemble du cône asymptotique de l’espace symétrique
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X .  La forme des cônes asymptotiques d ’un espace symétrique est déjà connue 
(voir la description dans la section 1.3).

D’après le théorème 3.1.13, il suffit d’enlever à X  une collection d’horoboules 
deux à deux disjointes sur laquelle T n ’a qu’un nombre fini d’orbites pour 
obtenir un espace X q tel que T\Xo est compact.

Toute horoboule correspond à un point dans le bord à l’infini dooX. Du 
fait que les horoboules sont disjointes, on peut en déduire que tous les points 
dans le bord qui leur correspondent sont deux à deux opposés. En effet si, 
pour deux de ces points, on prend l’appartement de d ^ X  qui les contient, 
alors cet appartement est le bord à l’infini d ’un plat maximal de X , et dans 
ce plat maximal on a deux rayons correspondant aux deux points. Les traces 
des deux horoboules dans ce plat sont des demi-plats déterminés par des 
hyperplans orthogonaux respectivement aux deux rayons. On voit alors que 
les deux demi-plats sont disjoints si et seulement si les deux rayons sont 
opposés.

On obtient le résultat suivant :

P ro p o sitio n  3 .2.1 Soit T un réseau de Q-rang 1 dans G groupe semisimple
de 1&-rang plus grand ou égal à 2, et X  = G /K  l ’espace symétrique associé
à G. Si R  =  { r i ,r2, . . .  Tfc} est l ’ensemble de rayons tels que pour X q = 

k
X  \  (J  | J  7Hbo(ri), le quotient T \X o est compact, alors :

7eri=i

a) 'jri(oo) et rj(oo) sont opposés ou égaux, pour tout i , j  G {1 ,2 ,... k} et 
7 G r.

b) p (r{ ri(o o ),r2(oo),. . .  r)t(oo)}) est un point unique, qu’on va noter 0.

P re u v e  On a démontré a).
b) En général, si on a trois points deux à deux opposés a , ß  et 7 en d ^ X ,  

alors p(a) = p(ß) =  ^(7 ).
On raisonne par l’absurde et on suppose que p(a) ^  p{ß)- 
Soit T  un appartement de d ^ X  qui contient a  et ß  et soient Wa et Wß 

deux chambres opposées de T  telles que a  G >Va et ß  G Wß.

On considère les retractions retr^y^ et re tr^y^  • Le fait que retr^Wc 
préserve les distances à des éléments de W a implique que d(retr^iwQ(7 ), a) =
7r donc que retr^iWa (7 ) =  ß.

De même on démontre que retr^y^ (7) =  a.
D’après la propriété (2 ) de la Remarque 1.3.4 , on a : 

p(7) =  p?  (retr^,Wa(7 )) =  pyr(ß) =  p(ß)

P(7) =  Pr (retrjriW/3(7 )) =  pr(a )  =  p(a)

53



Mais p(a) 7̂  p((3), d’où la contradiction. 0

Définition 3.2.2 On appelle 6 la direction associée à T.

On peut faire, sur la position de 9 dans A, l’affirmation suivante :

Proposition 3.2.3 Soitr  G {7^  | i G {1 ,2 ,... k}, 7 G T} , r  =  expiV(r(0)), 
où V  G g, et soit a une sous-algèbre E.-diagonalisable maximale de g qui 

contient V  et tt =  {Ai, À2, . . .  An} le système fondamental de racines associé 
à une chambre de Weyl qui contient V . Si 7r =  7Ti U tt2 est une décomposition 
en systèmes orthogonaux de racines, on ne peut pas avoir V ) =  0 pour tout 
H dans -ïïi.

Preuve. D’après le théorème 3.1.13, (3), pour tout sous-groupe unipotent 
maximal Ti de T, il existe un r  G {77  ̂ | i G {1,2, ...fc}, 7 G T }, r =  
expiV (r(0)), tel que =  F fl [/, où U =  U(r) est le sous-groupe unipotent 
associé à r.

De plus, Ti est un réseau uniforme en U. D’après le théorème 13.1 de 
[Ra], il faut que le centralisateur de U dans G, Z(U ), soit contenu dans U. 
D’où z(u) =  { X  G g |[Y ,X ]  =  0,V y  G u} C u.

Si fJ>(V) =  0,V/i G 7r 1, alors l’ensemble des racines strictement positives 
en V  est inclus dans A =  { E a ^  m x ■ A|ttia g N*} (car tti et %2 sont orthog­
onaux). Alors u(a) C ^  gA d’après la Remarque 3.1.6.

xeA
Soit l’algèbre a7 = flAe^2kerA.
Pour tout X  G a' et pour tout Y  G u on a Y  =  EasaXx, où Y\ g gA et 

alors [X, y] =  £ A6ApT, Yx) =  EAeAA(X)Yx =  0.
D’où a' C u ce qui n’est pas possible car a' est une sous-algèbre R- 

diagonalisable non-triviale tandis que u est une sous-algèbre formée par des 
éléments nilpotents. 0

Corollaire 3.2.4 Si G =  G\ x G2 x • • • x Gm, rang^Gi =  1 et T C G, T 
irréductible, alors 0 est un point régulier.

Exemple

Dans le cas des groupes modulaires de Hilbert, par exemple, on a le résultat 
suivant :

Soit K  un corps algébrique des nombres totalement réel, de degré n au 
dessus de Q et soit IV son groupe modulaire de Hilbert, qu’on peut voir 
comme sous-groupe en G = PSL{2,R) x P SL{2, R) x • • • x PSL{2,R).
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La chambre de Weyl modèle de G est dans ce cas un quadrant de la sphère 
S n-1 et la direction associée à Tk  est le barycentre de ce quadrant ([VG], 
chapitre 1).

Les cônes asymptotiques de Xq avec la métrique de longueur sont bilips- 
chitz équivalents aux cônes asymptotiques de (r, dw), donc en vue d’appliquer 
un des critères de remplissage il suffit d’étudier ces cônes de Xq. Mais on 
va commencer par étudier les cônes asymptotiques de Xq avec la métrique 
induite par X .  On fixe un point d’observation x 0 € X 0 et une suite de 
scalaires (dn) qu’on ne mentionnera plus dans la suite. Etudier des cônes 
asymptotiques avec centre d ’observation fixé est suffisant dans ce cas, d’après 
la Remarque 1.1.6.

On essaie d ’obtenir Con^Xo à partir de Con^X, par une construction 
géométrique.

Avec les notations de section 1.1, propriété d, on peut écrire

*  = X„VvU7srU7iïi>(’-i),où
1=1

k k 
<p =  id : IJ  Q  7H (n) -* (J  U

7 e r i = i  7 € r i= i

Alors :

k
Con^X = Con„X0 V* Conu ( (J  (J 7Hb(n))

yev ¿=1

où <f> est l’identité sur Conw(U76r U,fc=i 'yH(ri)).
On a
Conu{l l7€F U,fc=i lHb(ri))

=  {[®n]; %n € U7er UÎ=i 'yHbfa), d(x0, xn) < c ■ dn} 
k

= U {[*«];*« G U  lH b(ri),d(x0,x n) < cdn}
¿=1 7 e r

( puisque eu choisit toujours 
une seule parmi un nombre fini de possibilités)

=  û  U  W w < ) ]
i = 1  (7 n )t .q .

= Û U W woi.
i= 1  [[7n]]t.q.

d(e.7n)<Cd„

où [[7n]] est la classe d ’équivalence définie dans la section 1.1.
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k k
De même Conu((J 1J H (7^)) = (J 1J [# (7^ ) ] ,  donc

i=i7er i=1 [[7n]]t.q. 
d{e ,~ in )< C dn

k
(4.1) Con^X = ConwX 0 V ^ U  [#  ¿>(7^ ) ] .

*=1 [[7»]]

La suite [Tn̂ t] donne un rayon p dans ConuX .
On vérifie que \Hb(-fnri)] = Hb(p), où la deuxième horoboule est considérée 
dans Con^jX (qui est un espace métrique CAT(O), la fonction de Busemann 
associée à un rayon a un sens et alors à chaque rayon on peut associer des 
horosphères et des horoboules ).

P ro p o sitio n  3.2.5 Soit (rn)n6^ une suite de rayons dans un espace métrique 
géodésique CAT(0), X . Alors une limite d ’horoboules (horosphères) est une 
horoboule (horosphère) :

P reu v e
On utilise le résultat suivant:

Lem m e 3.2.6 Soit X  un espace métrique géodésique C A T(0). Si r et p 
sont deux rayons asymptotes, alors les fonctions de Busemann f r et f p cor­
respondantes différent d’une constante :

Soient maintenant deux points x  et y sur p et supposons que y se trouve 
en dessous de x. On a représentée la situation dans la Figure 12.

Î r  -  l e  =  f r ( t A O ) ) .

P reuve. On démontre le lemme en trois étapes :

a) Soit p un rayon asymptote à r.
Pour deux points x et y sur p on note par 8x(y) la “distance orientée” sur

P ■

, . { dix, y) si y se trouve en dessous de x  sur p,
°xW  =  \ ,f s .I — d(x, y) sinon.

On a :
fr(y) = fr(x) + 6x(y).
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On voit que <*(r(t), p(t)) -> 0, d’où <* (r(t), p(t)) —> 0 et <x (r(t), y) -*

Alors lim d(x,r(t)) +  d(x,y) — d(y,r(t)) =  0, d ’où la relation.
£—»oo

b) Pour tout x G X ,  on note par rx le rayon asymptote à r  d ’origine x. Si 
on fixe un tel x et un t > 0 assez grand, sur rx il existe un point a tel que 
f T(a) =  —t et un point b tel que f T(b) = / r (p(0)) — t. Alors f r(x) =  <5a(£) — t 
et / r (p(0)) =  f r(b) + 1 =  6a{b), donc f r(x) -  / r (p( 0)) =  <5a(x) - 6 a( b ) - t  = 
ôb(x) — t = f Tb(x) +  t. Reste à démontrer que }Tb(x) = f Pp(t)(x).

c) On démontre en général que si r  et p sont des rayons asymptotiques 
et f r(p(0)) =  0 alors f r = f p.

f r(p( 0)) =  0 ^  lim d(p(0),r(i)) - t  = 0
t—+oo

Ceci et le fait que < r(t)(r(0), p(0)) —> 0 implique que :
<r(t)(p(t),p(0)) f  et <p{t)(r(t),p(0)) -> f

Donc <rw (pWiK0)) -  | et ¿HS, <**) (r (t )>/J(0)) ^  \
Puisque Um < r(t) (x,p(0)) =  0 on a

(4.2) lim < r(i) (p(t),x) < |

De même Um <p(t) (x, p(0)) =  0 implique

(4.3) Um <p(t) (x,r(t)) < ^

D’autre part < r(t) (r(oo),p(i))+ <p(t) (r(t),p(oo)) < 7r implique < r(t) 
(t'(O), p(i))+ < p(t) (r(i),p(0)) > 7T.

Or ton <r(t) (r(0),x) =  Um < p(t) (x,p(0)) =  0 ce qui implique:

(4.4) lim < r(t) (x, p(i)) +  lim < p(1) (x,r(i)) > 7r
£—►oo t—►oo v

Les trois relations (4.2), (4.3), (4.4), entraînent que lim < r(t) (x, p(i)) =
t—> 00

&  =  f  ’ d ’où < r(t)(x,p(i)) =  lim <pW(x,r(i)) =  | .

La dernière triple égaUté implique que Um [d(x, r(t)) — d(x, p(t))] =  0.

Preuve de la Proposition 3.2.5

7T.

0

57

))t(r ,X,()t(P1<lim
t- oo



On note f p la fonction de Busemann de p dans ConÜJ(X ) (x„), [dn)) et f Tn 
la fonction de Busemann de rn dans (X , — ■ d).

On voit qu’il suffit de montrer que lim^ f Tn(yn) =  f p(y) pour tout y =  [yn]. 
Pour tout rayon p =  [rn] du cône on a l’inégalité:

(4-5) f p(y) > lim frn(yn)

car f p =  Üm d(p{t),y) -  t =  hm lim ~̂ dn Vn —̂ > lïm f Tn(yn).

Soient maintenant r'n les rayons asymptotiques à rn issus de yn et p' =  [r Ĵ 
le rayon limite dans le cône. D’après le lemme précédent on a :

/ rn = fr’n frniVn) et fp =  /p7 + fp(y)-

L’inégalité (4.5) appliquée à r'n et p' donne :

lim /r ; (rn(0)) <  fp>{p{0)),

d ’où :
-K m  frn(yn) < -fp{y)-

On peut conclure que limwfrn(yn) =  f P{y)-
D’où les égalités [Hb(rn)] =  Hb(p) et [i7(rn)] =  H(p).

0

D’après (4.1) et la proposition 3.2.5 on a : C on^X = C o n ^ X (J [Hb(p)],
peR

où R  est l’ensemble des rayons p =  [7^ ] ,  et on prend un seul pour chaque 
classe [[7n]], et 0 =  id : [ j  H{p) (J  H(p)

p€.R p€R

On peut déduire :

P ro p o sitio n  3.2.7 Le cône asymptotique de l ’espace associé à T s ’obtient 
comme :
(4.6) Con^Xo =  Con^X  \  [J  Hbo(p)

peR

où R  est l ’ensemble des rayons p =  [7nri\, et on prend un seul pour chaque 
classe [[7n]], et (f> = id : (J  H(p) - ►  [ j  H (p).

p€R p€R
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P reuve. Reste à voir si les horoboules ouvertes qui apparaissent au (4.6) 
sont disjointes. Soit x = [xn] G Hbo(pi). On montre que x #  Hbo(p2 ),Vp2 7̂  
P i .  On a pi =  [rn],p2 =  [r(J et l’hypothèse pi ^  p2 implique que rn ^  r'n u- 
presque sûrement. Si x € Hbo(pi) alors f Pl (x) = —a < 0, ce qui, d ’après
(4.4), implique que frn(xn) < —|  u;-p.s. D’autre part, comme rn ^  r'n, les 
horoboules ouvertes déterminés par rn et r'n sont disjointes. Donc f T'n{xn) > 
0. Toujours (4.4) permet alors de conclure que f P2 (x) > 0 et donc que x ne 
se trouve pas dans l’horoboule ouverte Hbo(p2).

0
Dès maintenant on note K =  Con^X  et Ko =  Con^X0.
Avec cette notation et ce qu’on vient de démontrer, on peut réécrire

(4.7) K 0 =  K \  |_J Hbo(p).
peR

La structure d’immeuble euclidien de K entraîne une structure d ’immeuble 
sphérique sur <9ooK et le complexe de Coxeter modèle de ^ K  est le même 
que celui de dooX. Ainsi, si on fixe un marquage sur d ^K ,  on a une projection 
P : dooK —> A, où A est la même chambre modèle que pour d ^ X .

Il est évident que si on a une suite de rayons dans X , rn, telle que p(rn) = 
6,Vn, et si on prend p =  [rn], P(p) =  6.

Alors la Proposition 3.2.1 implique que P(R) = 0, où R  est l’ensemble de 
rayons de (4.7), et que deux rayons distincts de R  sont opposées.

3.3 Nondistorsion des horosphères

Dans cette section on va démontrer le théorème de Lubotzky-Mozes-Raghu- 
nathan pour des réseaux de Q-rang 1 par une méthode géométrique.

On rappelle d ’abord l’enoncé du théorème de Lubotzky-Mozes-Raghu- 
nathan ( [LMR]i et [LMR]2).

D éfinition 3.3.1 Soit un espace métrique (X ,d ), A G X  et sur A une 
métrique dA• On dit que (A, d^) est nondistordu dans X  si et seulement 
s ’il existe une constante L  > 0 telle que

jrd{x,y) < dA{x,y) < Ld(x, y), Vx, y G A.

Parfois on dira que (A , dU) est L-nondistordu. On appelle L constante de 
distorsion.
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T héorèm e 3 .3.2 (L ubo tzky -M ozes-R agh unathan ) Si G est un groupe 
de Lie semisimple de R -rang plus grand ou égal à 2 et F est un réseau 
irréductible de G, alors F muni de la métrique des mots est nondistordu 
dans G muni d ’une métrique invariante à gauche.

Dans le cas des réseaux de Q-rang 1, F muni de la métrique des mots 
est quasi-isométrique à l’espace associé X q muni de la métrique de longueur. 
Et pour montrer que (X0) de) est nondistordu dans X , il suffit de le montrer 
pour les horosphères 7Hb(ri), car les horoboules 7Hb(ri) sont disjointes.

Ainsi dans le cas du Q-rang 1 le théorème de Lubotzky-Mozes-Raghu­
nathan est équivalent à la nondistorsion des horosphères.

On étudie donc le comportement d’une horosphère avec sa métrique de 
longueur dans un espace symétrique de rang plus grand ou égal à 2. On 
remarque qu’on n ’a pas un comportement uniforme de ce point de vue. Par 
exemple, dans l’espace H2 x H2 x • • • x H2, si on prend un rayon géodésique 
dans un des facteurs, l’horosphère qui lui correspond a une distorsion expo­
nentielle. D’autre part, dans la suite on donne des exemple d’horosphères 
nondistordues dans le même espace.

En particulier, les horosphères qui délimitent l’espace associé à un réseau 
irréductibles de Q-rang 1 sont nondistordues. La propriété essentielle qui leur 
assure la nondistorsion est la propriété énoncée dans la Proposition 3.2.3. En 
fait, on montre dans la suite que toute horosphère déterminée par un rayon 
qui vérifie la même propriété est nondistordue.

Pour ce faire on démontre d’abord la même chose dans des immeubles eu­
clidiens 4-épais, donc en particulier dans les cônes asymptotiques des espaces 
symétriques.

3.3.1 Nondistorsion des horosphères dans des immeub­
les euclidiens

Afin de voir quelles sont les horosphères nondistordues dans un immeuble 
euclidien, on étudie les formes des intersections des plats maximaux avec une 
horoboule.

L ’in te rsec tion  d ’un  p la t avec une horoboule

E xem ple Soit K  un immeuble euclidien non-discret qui s’obtient comme un 
produit d ’arbres réels, K  =  n£Li %■ On considère seulement les cas m  =  2 
et 771 =  3.
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Figure 13



Figure 14



Figure 15



Figure 16



On étudie l’intersection d ’une horoboule Hb(p) avec un plat F  dans K. 
Le rayon p peut s’écrire comme p(t) =  (p\{a\-t), p2(a2-t) ,. . .  ,pm(am-t)),

OÙ Ûi +  CL2 +  • • • +  ûJi — 1*
p(t)) —

En utilisant la formule f p(y) = Hm------ ------------- , on peut déduire

facilement que :

771 771

fp(y) = S aifpiiVi) o ù y = ( y u y2, . . . , y m) G %. 
i=l i=l

1) On suppose d’abord que a* > 0 pour tout i 6 {1 ,2 ,... , m}.
Le plat F  est de la forme R\ x R 2 x . . .  x R ^. Chaque Ri peut être 

asymptote ou non à Pi. Ceci fait que f Pi peut varier sur Ri selon un des 
graphes de la Figure 13.

Avec ces remarques il n’est pas difficile de voir quelles sont les formes 
possibles de F  fi Hb(p). Dans les Figures 14 et 15 on représente ces formes 
pour m  =  2 et m =  3.

2) On se place maintenant dans la situation m  = 2, ai > 0, a2 =  0, donc 

p{t) =  (P ih P o ) .
Pour un plat F  = Ri x R2 on a deux situations possibles : Ri asymptote 

à pi ou non. Donc si F  D H (p) 7̂  0, l’intersection peut avoir seulement deux 
formes, représentées dans la Figure 16.

On étudie l’intersection d ’un plat avec une horoboule dans le cas général. 
Dans la suite on fixe un rayon p dans l’immeuble euclidien. On note sa 
direction 6.

P ro p o sitio n  3.3.3 Dans un immeuble euclidien l ’intersection entre une ho­
roboule Hb(p) et un plat maximal F  est un polytope convexe.

P reuve. On introduit comme outil le rayon p° défini comme suit :

• si p a une direction régulière, p° = p
• si p a une direction singulière, on choisit une chambre de Weyl qui 

contient p et un rayon régulier dans cette chambre, p°.

On utilise un résultat sur la géométrie des immeubles euclidiens :

Lem m e 3.3.4 Soit un immeuble euclidien K, un appartement F  C K et un 
point regulier à l ’infini a  G c?ooK. Soient {a ° ,  a®, » 3, • • • , a ° }  les opposés de 
a dans F (00). Pour chaque il existe un appartement unique Fi tel que 
Fi(oo) contient et a. Alors
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(i) F (o o )=  (J[i?(00) n -pi(00)]- 
1=1

( i i ) F = U [ F n F , ] .
¿=1

P reu v e  Le fait que F(co) contient seulement un nombre fini d’opposés de
a  et le fait que chaque opposé de a  détermine avec a  un seul appartement
dans dooK découle de la Remarque 1.3.5.

k
( i )  On démontre F (oo) C  lJ[F(oo) H F*(oo)]. Soit ¡3 G F(oo) un point

t=i
régulier quelconque. Si f3 £  {a®, a®, a®, • • • , et®}, alors la géodésique de a  à 
/? se prolonge en F{oo) jusqu’à la longueur n, donc jusqu’à ce qu’on arrive à 
un a®. Alors fi G Fi.

Soit ¡3 G F (oo) point singulier. Alors ¡3 se trouve dans le bord d’une 
chambre W. On choisit 0° G W point régulier. Il existe un i G {1,2, • • • k} tel 
que P ° G F(oo)DFj(oo). Donc W C F(oo)flFj(oo), d ’où ¡3 G F(oo)nFt(oo).

( i i )  Soit un point x G F  quelconque. D’après la Remarque 1.3.21, le 
rayon [a;, a) peut être prolongé dans F  à une géodésique (a, a®), a® G F (oo). 
Donc a® se trouve parmi les opposés de a  dans F (oo), a0 =  a®, et x G Fj.

0
Dans notre cas p®(oo) a les opposés q°, a®,. . .  ,a® dans F(oo). Pour 

chaque i G 1,2 • • • , k, il existe un plat maximal unique F * tel que p®(oo), a® G 

F*(oo).
k

On a donc F  =  (J [F l fl F]. Chaque F 1 C\ F  est un polytope de Weyl 
t=i

convexe, d ’après l’axiome (2) de l’immeuble euclidien.
k

D’autre part, Hb{p) fi F = (J  [Hb(p) f l F f l  F]. Mais Hb(p) fl F % est un
1=1

demi-plat, donc Hb(p) il F 1 H F  est toujours un polytope convexe. 
k

Alors (J [Hb(p) fl F 1 fi F] est une reunion de polytopes convexes et aussi 
»=i

un ensemble convexe,donc c’est un polytope convexe.
0

R em arque  3.3.5 On peut dire même plus : les hyperplans d ’appui de Hb(p)r1 
F  sont des hyperplans orthogonaux à des a1 (mais il n’est pas obligatoire que 
tous les hyperplans déterminés par des a1 apparaissent). En effet, le bord de
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Hb(p) D F est H(p) fl F  =  [_J[üT(p) f l F f i i 1] et chaque H(p) D F % est un
1=1

hyperplan orthogonal à p(oo), donc à a*. Alors H(p) fl F 1 D F est ou bien 
l ’ensemble vide, ou bien un polytope contenu dans un hyperplan orthogonal à 
a1.

Supposons que F  est un plat tel que F(~)Hb(p) ^  0. Alors inf f p < 0. On
F

a inf f p > —oo ou inf f p =  —oo. On étudie chacun de ces deux cas.
F  F
P re m ie r  cas  inf f p = -  oo

On montre que dans ce cas F  fl H(p) n ’est pas distordu en F.
Avec la décomposition du lemme 3.3.4, on a que

inf / ,  =  min{ W  / „  mf  ̂/ „  • • ■ mf, /„}.

Donc il existe un i G {1,2, •■•k}  tel que inf f p =  inf f p. Comme Fi
F  FnFk

est un plat qui contient p, Fi H Hb(p) est un demi-plat. Alors inf f p = oo
Fr\Fk

implique que le polytope de Weyl F* fl F  contient un rayon r  qui fait avec p 
un angle strictement plus petit que | .

Donc il existe un rayon r  C F  tel que dr(r(oo), p(oo)) < | ,  où dy est la 
distance de Tits.

On peut conclure que dr(p(oo), F(oo)) <
Soit ß  G F{oo) tel que dT(p(oo), F(oo)) =  dT(p{oo),ß) < Le point ß  

est singulier, d’après la Proposition 1.3.7. Soit M. le mur qui contient ß  à 
l’intérieur. On a dT(p(oo),M) =  dr(p(oo), ß) < Dans un appartement 
de ÔqqK qui contient à la fois M  et p(oo), M  se trouve parmi les simplexes 
qui ont une distance plus petite que |  de p(oo). D’apres la Remarque 1.3.6, 
dxipioo), M )  =  dr{p{oo), ß) =  dr(p(oo), F) < \  — 6, où 6 ne dépend que de 
6 .

k
On a ß  G F(oo) =  (J[F(oo) fl Fj(oo)], donc ß G F(oo) fl Fj(oo) pour un 

t=i
i G {1,2, • • • ,k}. Alors il existe un rayon [x, ß) C F  fl Fi.
On considère aussi le rayon opposé dans F , [x, /30p) et on définit les |-cônes 
autour de ces deux rayons , c’est-à-dire les ensembles :

O (i, I) = foef;<,(5,í)<^),oúF=FuF(co) 

<?'*'(*,5) = b€F;<,(ï,n<^
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dT{a, p( oo)) <  dT(a , /?) +  dT(/?, p(oo)) +  =

A partir de ceci on déduit la propriété suivante :

Lem m e 3.3.6 On a la double inclusion :

On voit que pour tout a G C(x, | )  on a :

où a' =  .
sm  2

D ém o n stra tio n  La première inclusion est une conséquence de : B (x,n )  C 
Hb(p) D F , due au fait que f p est contractante.

On démontre la deuxième inclusion.
Soit r  un rayon dans C ^  (x, d ’origine x. Alors on a :

<x {rï,Pï) =<x (r(oo),p(oo)) ><* (r(oo),/?)- <3. (fi,p(oo))
>  7r -  f  -  dT(P,p{0 0 )) >  (x -  | )  -  ( f  -  6) =  |  +  f .

Alors la fonction convexe f p o r a, près de zéro, une vitesse de croissance 
plus grande que s in |. Donc :

g
fp 0 r(t) > - f i  + 1  • sin -

Ceci entraîne que le point y G r  qui se trouve sur H(p) vérifie : dix, y) < -¿V .
Slïl 2

La démonstration est complète. 0

Or on a le résultat suivant :

Lem m e 3.3.7 Soit un polytope convexe V  dans un espace euclidien E, O 
un point à l ’intérieur deV , r un rayon issu de O et

C  (0 , 6 0 ) — {P G E  |<o (OP, r) < <50} un 50 -cône, où 6 0  < \ .  
Supposons qu’on a B ( 0 ,R ) C V e t V D C  (0,So) C B ( 0 , aR) D C ( 0 , 60), 

où a est une constante. Soit S V  l’hypersurface polytopique qui est le bord de 
V. Alors:

a) Si on prend S V  et S ( 0 , R) avec les métriques de longueur, la projection 
radiale pr : S V  fl C ( 0 ,60) —♦ S (0 , R) C\C (0 , 5o) est L-bilipschitz, où 
L ne dépend que de a .

B(x, p) n C ( x ,  Çj C Hb(p) D C ^  ^c, ^  C B(x, a'fi) D Cop f®
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b) Si on note de la métrique de longueur sur SV , on a :

de(x, y) < k -  d(x, y), Vx, y € S V  fl C (O, <50) où k ne dépend que de a.

D ém onstra tion .
Pour chaque paire de points x, y G S V f)C  (O ,60) on considère le plan (Oxy). 
La section avec ce plan donne la situation de la Figure 17.

Dans ce plan et dans les coordonnées polaires la métrique euclidienne 
s’exprime comme ds2 =  dr2 + r2d92, ce qui implique que d(x,y) > d(x',y'), 
où x' — pr(x),y' =  pr(y), donc qu’on a :

(4.8) de(x,y) > d(x,y) > d(x',y') > - d e(x',y')
7T

Pour l’inégalité inverse on remarque d’abord que pour tout segment [A, B) 
inclus dans la ligne polygonale entre x et y qui se trouve dans l’intersection 
du plan (Oxy) avec S V  fl C ( 0 , 6 0 ) on a : 
d(0, A B ) > R, dû au fait que le polygone est convexe, et

r a rw ■ d (0 ,A B )  . R  . 1
<p —<b (A  O) =  arcsm > axcsm---- - =  arcsm-  .

d(0 ,B ) a - R  a

On note arcsin  ̂ avec <po- On a que tp > <fio donc que : 
tb  — t'a 5Î d(A, B) cos y? < d(A, B) cos y?0 où rA =  d(0, A ) ,rB = d (0 , B). 

Alors, si on note C la ligne polygonale entre x et y et x" et y" les projec­
tions radiales de x et y sur S(0 ,aR ), on a :

longueur^ =  J  (dr2 + r2d92)% < J  dl cos ipQ + J  a-Rd9  

=  cos ipo ■ longueur£ +  dAx", y") => longueur^ < -------------de(x", y")
1 — COS (fi0

=> de(x,y) < -— l —— de(x",y") < — — l——-rd t(x \y ')  (4.9)
1 — cos <fio a(l — cos <fio)

Les relations (4.8) et(4.9) impliquent a) et b). 0

Ce lemme a une conséquence immediate pour le cas des polytopes fermés:

C orollaire  3.3.8 Soit un polytope convexe fermé V  dans un espace euclidien 
E  et O un point à l ’intérieur de V. Supposons qu’on a B (0 ,R )  C V  C 
B (0 , aR), où a est une constante. Soit S V  l ’hypersurface polytopique qui est 
le bord de V. Alors:

a) Si on prend S V  et S (0 , R) avec les métriques de longueur, la projection 
radiale pr : S V  —> S ( 0 , R) est L-bilipschitz, où L ne dépend que de a .
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Figure 17



b) Si on note di la métrique de longueur sur S V , on a :

di{x,y) < k ■ d (x ,y ),'ix ,y  G S V  où k ne dépend que de a.

Le lemme 3.3.7 permet de conclure que dans ce cas F f) H (p) avec sa 
métrique de longueur est nondistordue en F.

Plus précisemment, dans ce cas F  fi H(p) a les deux propriétés suivantes

(Pi) Pour tout x ,y  G F  fl H(p) on peut trouver dans F  D H(p) une ligne 
polygonale C(x, y) entre x et y telle que

long£(x, y) < kd(x, y)
où k ne dépend que de 6.

(P2) Si le rang de l’immeuble est plus grand ou égal à 3, pour toute courbe 
c : S 1 —> F  fl H(p) de longueur £, l’aire de remplissage de c dans 
F  fl H(p), A(c) < b£2, avec la définition de l’aire de la section 2.2.1, où 
b est une constante qui ne dépend que de 9.

Preuve. On note Pt l’élément de [x, /?) tel que d(x, (3t) =  t.

Evidemment F = (J C0** ( Pt, ~ ) • On utilise ceci pour démontrer (Pj) et
t> o V 2 /

(PO-
(Pi) On considère x, y G FC\H(p) et t suffisamment grand pour que [x, y] C 

(j3t, | ) .  L’intersection V  =  F  fl Hb(p) est un polytope convexe tel que

B{(3u t) C ? e t  P n C ° p ( A , f ) c  B(Pt,a,t ) n C 0» ( P t4 ) .
On applique le Lemme 3.3.7 a).

(P2) Soit c : S 1 —+ F  fl H(p) une courbe de longueur l. On considère t 
suffisamment grand pour que c(S'1) C C 0? (/?f , et on utilise le Lemme 
3.3.7 b) et le fait qu’il existe une constante universelle bo telle que si c est 
une courbe de longueur l  sur une sphère, on a A(c) < b0£2. (}

Deuxième cas inf f p = -p, > -oo

Comme inf f p =  min{ inf f p, inf f p, • • • inf f p}, avec les notations du
F FnFi FDF2 FnFk

lemme 3.3.4, il resuite que inf f p = —/x, pour un i G {1,2, • • • k} et il n ’est
FC\F{

pas difficile de voir que la valeur —p  est effectivement atteinte en au moins 
un point de F D Fi.

On cherche la forme de l’ensemble {P  G F  | f p(P) =  — /x}. Supposons 
qu’on a au moins deux points dans cet ensemble P  G F, Pi G F  tels que 
f p(P) =  — p, fp(Pi) = ~P- Comme le segment [P, Pi] est contenu dans F  et 
f p est convexe, on a f p(x) =  — p, Vx G [P, Pi].
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Lem m e 3.3.9 Soit un immeuble euclidien K, un rayon p G K et un ap­
partement F  de K. Si f p atteint sa valeur minimale sur F  sur un segment 
[P, P\] G F, alors le segment [P, P\] est inclus dans un plat singulier de F.

P reu v e
Soit — ¡i = in fp fp  > — oo.
On fixe un point x à l’intérieur du segment [P, Pi] et on considère l’immeu­

ble des directions dans x, EXK.
On note px le rayon [x,p(oo)). La Remarque 1.3.12 implique que px et 

un sous-segment de [x, P] forment un secteur euclidien. Du fait que f p est 
constante égale à -p, sur [x, P] on déduit alors que < x (xP, pi) =  Par un 
raisonnement analogue on déduit que <x (xPi, pi) =  Les directions xP  
et xPi étant opposés dans l’immeuble sphérique EXK, il en résulte que p i se 
trouve sur une géodésique de xP  à xP\ dans l’immeuble sphérique EXK 

Si x P  et xPi sont des points réguliers, le fait que p i se trouve sur une 
géodésique de xP  à xPi implique qu’il se trouve dans l’unique appartement 
qui contient xP  et xP\ qui est Fx dans ce cas.

Alors d’après la Remarque 1.3.12, un sous-segment du rayon [x, p(oo)) 
est inclus dans F , or en tous les points de ce sous-segment différents de x, f p 
prend une valeur strictement plus petite que f p{x) =  —/x, d ’où la contradic­
tion.

Donc x P  et xPi sont des points singuliers dans l’immeuble sphérique 
EXK, d ’où la conclusion de ce lemme.

0
On note V l’ensemble des points P  G P  tels que f p(P) = inf f p .

Lem m e 3.3.10 V est un polytope de Weyl singulier, c ’est-à-dire un polytope 
dans un plat singulier ayant comme hyperplans d ’appui des intersections de 
ce plat singulier avec des hyperplans singuliers.

P reu v e  du  Lem m e 3.3.10 Soit P  G V. Dans EpK  on peut définir EpV =
{ P Q , Q s  v \{ P } }

(A) La Remarque 1.3.12 b et la convexité de la fonction f p entraînent que 
EpV est un ensemble convexe.

(B) Le Lemme précédent implique que tous les PQ  se trouvent dans un 
même plat singulier.

(C) Pour tout Q G V on a <p (PQ ,pp) =  |  et pour tout û G Fp on 
a <p (w,pp) > | .  La Proposition 1.3.7 entraîne alors que EpV contient
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avec chaque PQ le mur à l’intérieur duquel il se trouve. Donc EpV  est un 
sous-complexe simplicial convexe de Fp.

Les trois propriétés (A), (B), (C) impliquent que EpV est un polytope de 
Weyl singulier dans EpK.

Ceci est vrai pour tout P  € V, et V est un ensemble convexe, d’où la 
conclusion.

0
Supposons que l’ensemble V se réduit à un point qu’on note O. Dans ce 

cas on peut préciser encore la forme de FDHb(p). On sait déjà que c’est un 
polytope.

L’inégalité \ f p(x) — f p(y)\ < d(x,y) entraîne que B(0,fx)  C F C\ Hb(p).
D’autre part, dans EoK, à cause du fait que O est un minimum strict 

de f p sur F , toutes les directions de Fo font avec po un angle > |  . Donc 
chaque chambre Wo C Fo, dans l’appartement qui contient Wo et pô, vérifie 
^o(pô) Wo) > f  • D’après la Remarque 1.3.6 ceci entraîne que doi'pô> Wo) > 
|  + 61. Ainsi toutes les directions de Fo font avec ~pô un angle > f  +  6'.

Ceci et la Remarque 1.3.12 entraînent que pour tout rayon r  C F  d ’origine
O la fonction convexe f p o r possède, au voisinage de zéro, une vitesse de 
croissance plus grande que sin<5'. D’où f p ° r ( t ) > - p  + t-  sin6'.

Alors si y est le point du rayon r  qui se trouve sur H (p) il doit vérifier la 
relation — p, +  d(0, y) • sin 6' < 0, donc d(0, y) <

On a obtenu B (0 ,p )  c F f i  Hb(p) C B ( 0 , ^¿r)-
Le corollaire 3.3.8 permet alors de conclure que dans ce cas aussi F nH (p)  

avec sa métrique de longueur est nondistordue en F. Donc dans ce cas aussi 
F  fl H(p) vérifie les propriétés (Pi) et (P 2)-

Mais on a aussi une deuxième forme possible dans ce cas, qui corréspond 
à la situation où V contient au moins deux points : des “bandes” ou des 
“hyperprismes”.

Par exemple, si K est de rang 2, si les plats maximaux ont les droites de 
symétrie comme dans la Figure 18 et si p est un rayon singulier, parmi les 
formes que F  fl Hb(p) peut avoir, outre que des demi-plats, on a celles de 
la Figure 19 a, b, c, qui corréspondent au cas inf f p =  — oo, inf f p > — oo et

F  F
il est atteint en un seul point, et inf f p > — oo et il est ateint en plusieurs 

points.
Dans les cas a) et b), on l’a déjà vu en toute généralité et il est évident 

sur les figures, F  fl H (p) est nondistordue dans F. Dans le cas c) on remar­
que qu’on ne peut pas relier deux points x  et y de F  fl H(p) par une ligne 
polygonale de longueur comparable à d(x, y) tout en restant dans F C\ H (p). 
Au contraire, il faut quitter le plat F  pour trouver une telle ligne.
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Figure 19 c

Figure 18

Figure 1 9 a

Figure 19 b



Si on reprend l’exemple discuté au début de la section 3.3.1, pour le 
cas 1) on a une horosphère nondistordue car dans chaque plat F  tel que 
F  D Hb(p) 0 on peut remplacer le segment entre deux points de F  fl H(p) 
par une ligne polygonale de longueur comparable en F C\H(p).

Par contre, dans le cas 2), parmi les formes possibles pour F  fl Hb(p) 
apparaissent des bandes qu’on ne peut pas “traverser” , comme dans l’exemple 
précédent. Dans ce cas F  fl H(p) est même disconnexe.

Donc, en fait, pour assurer la nondistorsion des horosphères, il suffit de 
mettre une condition sur p de sorte que parmi les formes possibles pour 
F  fl Hb(p) n’apparaîssent pas des bandes “qu’on ne peut pas traverser”. 
Dans la section suivante on énonce une telle condition suffisante.

N ondistorsion  des horosphères

Dans cette section on démontre le résultat suivant

P ro p o sitio n  3.3.11 Soit K un immeuble euclidien A-épais de rang plus 
grand ou égal à 2 et soit p C K un rayon qui vérifie la propriété géométrique 
suivante :
(J) pour toute décomposition nontriviale de K en produit, K  =  Ki XK2, p(00) §£ 
dooKi.
Alors il existe un M  positif qui ne dépend que de P(p(0 0 )) = 9, tel que 
l ’horosphère H(p) munie de la métrique de longueur est M-nondistordue en 
K .

R em arque  3.3.12 La condition qu’on a mis dans cette proposition est é- 
videmment trop forte. On l ’a mis parce que c ’est une condition spécifique 
verifiée par les rayons dans le cône asymptotique d’un espace symétrique qui 
ont comme direction la direction associée à un réseau de Q-rang un.

On peut proposer à la place deux conditions plus faibles qui sont proba­
blement nécessaires et suffisantes :

(Hi) pour toute décomposition nontriviale de K en produit, K = K i x K 2 
telle que le rang de K i est un, p(00) £  dooKi.

( # 2) l ’horosphère H (p) n’est pas disconnexe.

P reu v e  de la P roposition  3.3.11.
Soient a; et y deux points de H(p). Il existe un plat F  qui contient [x, y].
F  se trouve dans un des trois cas suivants :
(a) inf f p =  -0 0

(b) inf f p > —00 et il est atteint en un point unique de F
F
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(c) inf f p > — oo et il est atteint en plusieurs points de F

On a discuté les cas (a) et(b) et on a vu que dans ces cas de(x, y) < 
k ■ d(x,y), où k ne dépend que de 6 . Il reste à discuter le cas (c).

On se place donc dans ce cas.
On démontre l’inégalité : (1M) de(x,y) < k -d (x ,y ), où dt est la métrique 

de longueur de H(p), par récurrence sur la dimension de V.

Plus précisemment, on démontre :
(Pi) Pour chaque paire de points x et y de H(p) telle que [x,y] se trouve 
dans un plat maximal F  pour lequel inf f p =  —/x > —oo et l’ensemble V =

{P  G F \ f p(P) =  —/¿} a la dimension i, on a l ’inégalité :

{XMi) de(x, y) < k i-  d(xt y)

où k{ est une constante positive qui dépend de i.

Pour i =  0 la propriété est déjà démontrée, car si dimV =  0 on se trouve 
dans le cas (b). Supposons que (Pj) est vraie pour j  < i. On se place 
dans le cas (Pi+i) : une paire de points x, y G F CI H(p), où F  est un plat 
maximal ayant dimV =  i +  1. On choisit parmi les plats qui contiennent 
[x, y] le plat ayant V de dimension minimale. Si on trouve un plat F  ayant 
dimV < i, alors on peut conclure, par l’hypothèse de récurrence. Supposons 
que dimV  =  i +  1.

On réduit la preuve de l’inégalité pour x et y à la preuve de
l’inégalité similaire pour une paire de points qui se trouve dans un plat ayant 
dimV < i. On fait ceci en deux étapes :

P remière étape : On choisit dans F  un “bon” hyperplan singulier. On 
démontre que la plupart des plats qui intersectent F  selon cet hyperplan ont 
dimV < i .

D euxième étape : On réduit la preuve de l’inégalité (ZA/) pour x, y G F  
à la preuve de l’inégalité (XV) pour une paire de points x ',y ' qui se trouve 
dans l’hyperplan choisi, donc dans des plats maximaux ayant dimV < i.

P remière étape : Soit $  le plat singulier minimal qui contient V. La 
dimension de $  est i +  1 ; ceci découle de la propriété (C) de V.

Soit W  une chambre de Weyl adjacente à $  et considérons tous les hy- 
perplans d ’appui de W. La propriété géométrique (J) que vérifie p implique 
le résultat suivant:

Lem m e 3.3.13 Parmi les hyperplans singuliers adjacents à W , il existe un 
hyperplan H° qui ne contient pas $  et n’est pas orthogonal à $ .
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P reu v e  On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il n ’existe pas de tel 
hyperplan. Alors les deux classes Hi et H 2 définies dans la suite constituent 
une partition pour l’ensemble des hyperplans singuliers adjacents à W  :

Tii = {H ]$ C  H }; H 2 = {H ' \ $  £  H', $± H '}

On voit que Vif G G 7i2, H L H '. Cette décomposition de l’en­
semble des hyperplans adjacents à une chambre entraîne que le complexe de 
Coxeter modèle de l’immeuble se décompose aussi en E  = Ei x E 2 et que 
l’immeuble se décompose en un produit de deux immeubles K = K i x K 2, 
où Kf est un immeuble euclidien de complexe de Coxeter modèle Ei.
Soit P  G Int$V, où Int$V est l’intérieur de V dans $, et soit [P, Q] c  V tel 
que PQ  G SpV se trouve à l’intérieur d’un secteur de Weyl ap de <£>/>.

La fonction f p est constante sur [P,Q\, d ’où <p (pp, PQ) =  §. La 
Remarque 1.3.12 b implique qu’il existe un plat maximal F ' qui contient pp 
et [P, Q] ou éventuellement un sous-segment.

La deuxième axiome d’un immeuble euclidien non-discret (section 1.3.2) 
entraîne qu’il existe un isomorphisme de F  sur F' qui préserve les hyperplans 
singuliers et qui fixe F C\ F '. Alors, dans F ', pp est orthogonal à un plat 
singulier du même type que Aussi, si on considère une chambre de Weyl 
de sommet P  adjacente à $  , les hyperplans singuliers adjacents à cette 
chambre se séparent, comme dans F, en deux familles orthogonales et 
H'2.
Comme pJL$, il en découle que p C H ' H '  G ’H'2- Ceci implique que 
p(00) G dooK2, ce qui contredit la propriété (X).

0

Lem m e 3.3.14 Soit un hyperplan singulier H parallèle à H°. Si HC\V ^  0, 
alors tous les demi-plats D de bord H ont inf f p = —¡j, et tous les demi-plats

de bord H,  sauf au plus deux, ont Vd — {P', fp(P)  =  inf f p} de dimension

<  i-

R em arque 3.3.15 Le Lemme et la 4-épaisseur de l ’immeuble nous assu­
rent que tout hyperplan singulier parallèle à H° dans F et qui intersecte V 
est contenu dans au moins un plats maximal F  qui a dimV < i.

P reu v e  Soit D un demi-plat de F  de bord H  tel que Vd =  V fl D est de 
dimension i + 1. Alors, vu la manière dont on a choisi H, on a Vf)D (¡L Vfl H.

S’il existe un demi-plat D' de bord H  tel que D' fl F  =  H  et ayant 
inf f p =  —fii < inf f p , alors D et D' forment un plat et si P  G Vd', Q G V \H
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il existe un R  G (P, Q) D H.
f P(R) < t ■ f p{P) +  (1 -  t) • f p(Q) =  t ■ { - tu )  + (1 -  t) • (-/¿) < inf f p.

Donc tous les demi-plats D' de bord H  tels que D' f )F  =  H  ont inf f p =

-fX.
Supposons qu’il existe deux demi-plats de bord H  tels que le Vq est de 

dimension i +  1; notons les Di et D2.
Les ensembles Pi =  D U D\, P2 =  D U  D 2 , Pi 2 =  D \\J  D 2 sont des plats
maximaux. On note Vj =  et V12 =  V ^U V ^ =  {P G P 12; fp(P) =  inf f p}.

F  12
L’ensemble Vd1 est un polyhèdre de Weyl singulier de dimension i +  1.

Comme Vx =  Vdx U Vq est un polyhèdre de Weyl singulier de dimension
i +  1 inclus dans un plat singulier de dimension i +  1, il en découle que Vdx 
est inclus dans le demi-plat singulier qui est la prolongation de $  fl D dans 
D l

De même on trouve que Vq2 est inclus dans le demi-plat singulier qui est 
la prolongation de $  fl D dans D2.

Mais $  n ’est pas symétrique par rapport à i î ,  donc la prolongation de 
$  D D dans D\ et la prolongation de $  D D dans D 2 ne sont pas deux demi- 
plats singuliers opposés. Ceci contredit le fait que V12 =  U Vd2 est un 
polyhèdre de Weyl singulier de dimension i + 1 inclus dans un plat singulier 
de dimension i +  1.

Donc il existe au plus un demi-plat D 1 de bord H  tel que D' D D — H  
ayant Vp =  {P; f p(P) =  inf f p} de dimension î +  1.

0

C onséquence On peut se placer dans le cas où il existe u n z G  [x, y] tel que 
l’hyperplan H  parallèle à H° qui passe par z intersecte Int$V.

P reuve. Soient H x et H y les hyperplans parallèles à H° qui passent par x 
et y respectivement.

Supposons qu’un d ’entre eux sépare (x, y) et Int$V.
Alors il existe un hyperplan H  parallèle à H° qui sépare (x , y) et Int$V 

et tel que le demi-plat D de P  de bord H  qui contient (x , y) vérifie inf f p =

inf fp = —fi, dim(V D D) < i.

Le Lemme 3.3.14 et la propriété de l’immeuble d ’être 4-épais impliquent 
qu’il existe un demi-plat D' de bord H  et tel que D 'f l  P  =  H , ayant inf f p =

inf f p =  —/x, dimVu' < i.
F

Alors F' =  D U D' est un plat qui contient [x, y) tel que inf f p =  —¡jl 

est atteint dans un ensemble V =  Vu U Vd1 de dimension au plus i, ce qui
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contredit le choix de F.
Si ni H x ni H y ne séparent (x, y) et Int^V, il existe un z € (x, y) tel que 

H z n  Int*V ^  0.
0

Dans la suite on note H z par H.

Deuxième étape : On réduit la preuve de l’inégalité (X/V) pour x et y 
à la preuve de (XSi) pour une paire x' et y' dans H  fl H(p). Pour ceci on a 
besoin d ’un résultat simple sur les hyperplans de symétrie dans un complexe 
de Coxeter.

Lem m e 3.3.16 Soit S  un complexe de Coxeter et ps : S  —► A sa projection 
définie par un marquage fixé, soit W  une chambre, M  un de ses murs de 
codimension 1 , et a un autre mur qui n’est pas contenu dans M . Si H est 
l ’hyperplan singulier qui contient M  et H! est un hyperplan qui contient a, 
a l% 7 s(H )ç tp s (H ') .

P reuve. Si psi^H) C ps(H'), alors H' contient un mur de codimension 1, 
donc c’est un hyperplan singulier. Par des symétries qui préservent a on 
peut transformer W  en un hyperplan adjacent à W , donc on suppose qu’on 
est déjà dans ce cas.
L’hyperplan Ti' contient un mur de codimension 1 de W , différent de M  car 
il contient a, qu’on note M '.

Les symétries par rapport aux hyperplans adjacents de W , {si, s2, . ■. , Sk} 
engendrent le groupe de Weyl du complexe S. On note s et s' les  symétries 
par rapport à 7i et H 1 respectivement.

Du fait que ps(M ) C Ps(W), il découle qu’il existe un élément g du 
groupe de Weyl tel que gM. C H', donc tel que gH =  H '.
On prend g de longueur minimale, g — s^ s^  . . .  Sir  On sait alors que la 
suite de chambres : W, s^W, Sj,Si2W ,.. .  , 2 . . .  SitW  est une galerie min­
imale entre W  et gM.. Cette galerie traverse tous les hyperplans singuliers 
qui séparent W  et gM , donc W  et gW, {H i, 7 Î 2 , ■ ■ ■ ,7^/} et seulement ces 
hyperplans ([Br], p.73, propriété (c)).

W  et gM  ne sont pas séparés par 7i' et on peut supposer aussi qu’ils ne 
sont pas séparés par H, car sinon on échange W  avec sW. Ainsi H  et H' ne 
se trouvent pas parmi les 7iï.

Alors gH =  ü ! , d’où s' =  gsg-1, ce qui implique s'g =  gs. Il vient 
s'gW = gsW.
Mais s'gW  est séparé de W  seulement par les hyperplans . . .  , Hi, H',
tandis que gsW  est séparé de W  par 7i aussi. D’où la contradiction.

0
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Dans la suite on choisit une bonne direction dans l’hyperplan singulier H  
qu’on a trouvé dans la première étape.

Lem m e 3.3.17 Soit S  le complexe de Coxeter associé û 3 00K >Eï K et soit 
ps : S  —» A. Soit q G S  tel queps(q) =  6 . Si on prend l ’hyperplan orthogonal 
à q,7i' =  {p G S;ds(p,q) = C H' le plat singulier qui correspond aux 
directions du plat singulier $  et H l’hyperplan singulier adjacent à une même 
chambre que tp qui correspond aux directions de H° , alors :

3 a  G Ps(W) tel que pour tout p  G H avec ps{v) = oc on a : 
ds{p> %') > £ > 0, où e ne dépend que de 6  et de H.

P reuve.
Ceci est dû au fait que ps(7~0 <£■ Ps(W) et que ps est une contraction. 0

On finit la démonstration par récurrence de la Proposition 3.3.11 en ra­
menant la preuve de l’inégalité (ZA/) pour a; et y à la preuve de (ZA/*) pour 
une paire x' et y' dans H  D H(p).

On considère une droite d C H  qui passe par z, de direction a , c’est-à- 
dire telle que si r et r' sont les rayons déterminés sur d par z, alors un de ces 
deux rayons a la direction a. Dans le plat maximal F  on considère le plan 
qui contient [x, y] et d. Ce plan coupe H(p ) selon une ligne polygonale (voir 
la Figure 20). Soient [x,A\ et [y, B] des segments de cette ligne polygonale 
qui passent par x  et y. La droite support de [x, 4̂], dx, coupe la droite d en 
un point u. Elle ne peut pas être parallèle à d car alors un des deux rayons 
déterminés sur dx par x aurait à la fois sa direction égale à a  et dans ps{H'),  
ce qui est impossible.

De même la droite support de [y, B] coupe d en un point v.
La ligne polygonale elle-même coupe d en x' et y' ( voir la Figure 20 ).

p u (ü x ) =  p x (xü )  G Psi 'H ')  e t pu{üz) =  p z(zü)  =  a ,  d ’où < u (x , z) >  e.

De même, <„ (y, z) > e.
Il s’ensuit que

(4.10) d(x,u) + d(u, z) < Ci • d(x, z), 

où Ci = et de même que :
sin 2

(4.11) d{y,v) + d(v,z) < Ci ■ d{y,z).

L’addition des deux relations ci-dessus nous donne :

(4.12) d(x , u) +  d(u, v ) +  d(v, y) < Cid(x, y).
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Figure 20



Le segment [x ',y '] est inclus dans H  fi H(p). Or, d ’après le Lemme 
3.3.14 et la propriété de l’immeuble d’être 4-épais, il existe deux demi-plats 
d ’intérieurs disjoints et de bord H, D et D ' te ls  que inf f p =  inf f p — — n et

dim Vd =  dimVr»' =  i-
Alors le plat F' =  DUD' a un V  de dimension i, donc, d ’après l’hypothèse 

de récurrence, on a : de(x',y') < ki • d(x',y').
D’autre part, on a :

(4.13)
de(x,y) < dt(x,x') + dt (x',y') + de(y',y) < k,- (dt (x,x‘) + d(x',y') + dt (y',y)) 

Or on voit que :

(4.14) de(x,x') + d(x',y') + de(y,y/) < d(x,u) + d(u,v) + d(v,y).

Les relations (4.12), (4.13) et (4.14) impliquent que :

dt{x,y) < C i-k i  • d(x,y).

On a donc prouvé (Pi+i) avec ki+i — Cx • ki. 0

R em arq ue  3.3.18 On signale la différence essentielle entre les cas (a) et
(b) d ’une part et le cas (c) de l ’autre part. Si on prend une paire de points 
x et y dans H(p) fl F qui se trouve ’ans les cas (a) ou (b), alors on peut 
trouver une ligne polygonale entre x et y de longueur comparable à d(x, y) 
toujours dans H(p) il F, tandis que si x et y sont dans le cas (c), on peut 
être forcé de quitter le plat F  pour trouver une telle ligne polygonale.

3.3.2 Le théorème de Lubotzky—Mozes—Raghunathan 
pour des réseaux de Q -rang 1

Le résultat sur la nondistorsion des horosphères dans des immeubles eucli­
diens obtenu dans la section précédente implique un résultat similaire sur la 
nondistorsion des horosphères dans des espaces symétriques :

P ro p o sitio n  3.3.19 Soit X  un espace symétrique de rang plus grand ou égal 
à 2 et soit r C X  un rayon qui vérifie la propriété géométrique suivante
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(Zo) Si W  est une chambre de Weyl qui contient r et n est un 
système fondamental de racines associé à W  dans un plat max­
imal qui contient W , pour toute décomposition en systèmes or­
thogonaux de racines, 7r =  7Ti U 7r2, on ne peut pas avoir

P(r) = 0,V/? G 7Ti.

Alors il existe un M  positif qui ne dépend que de p(r(oo)) =  6 , tel que 
l ’horosphère H (r) avec la métrique de longueur est M-nondistordue.

R em arque  3.3.20 On a des correspondances biunivoques entre les décompo­
sitions d ’un systeme fondamental de racines en systèmes orthogonaux de 
racines, les décompositions du complexe de Coxeter associé à X  en pro­
duit, E  =  Ei x E 2 , et les décompositions de l’espace symétrique en produit, 
X  =  X \  x Xi- Donc une formulaison équivalente pour la propriété (Zo) est :

(l'0) Pour toute décomposition de l ’espace symétrique en produit,
X  = X x x X 2, r (00) g

R em arque  3 .3.21 Les rayons 77  ̂ qui apparaissent dans la Proposition 3.3.19 
vérifient cette propriété, d ’après la Proposition 3.2.3.

D ém o nstra tion  de P roposition  3.3.19 On raisonne par l’absurde et on 
suppose qu’on a une suite d’horosphères H(rn) , p(rn(00)) =  0  et une suite 
de paires de points xn,yn G H(rn) tels que de(xn,yn) > n • d(xn,yn).

En appliquant des isométries on peut se ramener à une seule horosphère, 
H(r), où p(r(oo)) =  6 . On note d(xn,yn) par dn.
Pour chaque n on choisit le plus petit dn pour lequel il existe des xn et yn 
vérifiant d(xn,yn) =  dn, de(xn,yn) > n • dn. On voit que dn —* 00 car si on 
avait dn < d, alors de(xn,yn) < edd(xn,yn).
Dans K =  Conw{X, (dn), xo) on a les points x =  [xn] et y = [yn], d(x, y) = 1. 
De plus, [i^(r)] =  H{p), où p =  [r].

La propriété (Zo) du rayon r  entraîne que p a la propriété (Z) dans K.
On a vu alors dans la preuve de la Proposition 3.3.11 qu’on peut trouver 

une ligne polygonale x =  P0, Pi, P2, ■ ■ ■ ,Pk, Pk+1 =  y incluse dans H(p) et 
telle que :

(4.15) Ej=1d(P<_i, Pi) < k -  d( x, y) = k.

Chaque segment [Pj,Pi+1] se trouve dans une face d’une hypersurface 
polytopique obtenue comme F(~\H(p), où F  est un plat maximal, et chaque

76



face d’une telle hypersurface est incluse dans un plat maximal qui contient 
une asymptote de p (voir la Remarque 3.3.5).

Donc pour chaque [Pi, Pj+i] il existe un plat Fi tel que [Pi, Pi+i] C Fi et 
p(oo) G Fi(oo).
Ainsi on peut voir [Pi, Pi+i] comme ensemble limite d’une suite de segments 
[Pi1, PP+i] inclus dans des plats P/1 qui contiennent une asymptote de r. 
Dans chaque F™ la trace de H(r) est un hyperplan et on peut supposer que 
[P?, Pj+i] se trouve dans cet hyperplan. Donc d(P?, P^+i) =  de(Ff, Pf+i). 
On a trouvé pour chaque Pi deux suites qui le représentent : (P?) et (P?)- 
Pour i =  0 on peut considérer que Pq =  Pq et pour i = k + 1, PJ}+Ï =  P£+1. 

Donc on a :

(4-3.6) l i m @ S  =  0.
dn

Avec la manière dont on a choisi dn, ceci implique que :

dt { 7 f , l ÿ ) < n - d ( F f , l f ) .

On a la suite d ’inégalités : n • dn < dt(xn,yn) =  ¿¿(Pq1, P^+1)
< de(P£,  P0n) +  de{PÇ, Pf) +  dt (P?, P?) +  de(P?t P2n) +  • • • +  de(P£, P£+1) +  

de(P£+1, P& i) < n • [d(P0n, P0") + • • • + d(P?, P ? ) + - - - +  d(P£+v P£+1)} + 
d(P£, P f ) +  d{P?, P?) +  • • • +  d{P£t Pfc"+1). 

On a obtenu donc : 
n • dn < n • [d {P S ,m  +  • • • +  d(7 f,P ?)  +  • • • +  d jP ^ l,  P£+1)} + 

d(Po, Pp) +  d{P?, p?) + • • • +  d(P£, P & J.
Si on divise par n • dn Pinégalité précédente et si on passe à la limite 

pour n —> oo, vu les relations (4.15) et (4.16), on obtient 1 < 0, donc une 
contradiction.

❖
C onclusion : Soit F un réseau de Q-rang un dans un groupe G semisimple 
de R-rang plus grand ou égal à deux. Il existe un M  > 0 tel que toutes 
les horosphères qui délimitent l’espace X q associé à T, avec leurs métriques 
de longueur respectives, sont M-nondistordues. Il s’ensuit qu’on a la même 
chose pour X q dans X  et pour T dans G.

77



3.4 Une estimation pour la fonction de rem­
plissage

Dans cette section on va regarder seulement le cas d’un réseau de Q-rang 1 
tel que la direction associée 9 vérifie la propriété suivante :

(II) Pour tout x £ S  tel que ps{x) =  9, il n’y a aucun plat singulier $  
orthogonal à x, c ’est-à-dire tel que ds(x,y) =  f  ,Vy € <£>.

On peut trouver dans l’article de Tits ([Ti]2), qui donne une classification 
des Q-structures, quels sont les réseaux de Q-rang un qui vérifient cette 
propriété et quels sont les réseaux qui ne la vérifient pas.

On essaie de trouver une estimation pour la fonction de Dehn de tels 
réseaux.
Le théorème 2.2.14 nous montre que pour majorer l’ordre de la fonction 
de Dehn de T il suffit de majorer l’ordre de la fonction de remplissage 
pour tout CoUuÇT, dw). (T,dw) est quasi-isométrique à (X0, de), qui, d’après 
le théorème de Lubotzky-Mozes-Raghunathan, est bilipschitz équivalent à 
(Xo , d) , où d est la métrique induite par celle de X .  Le théorème 2.2.14 nous 
montre alors qu’il suffit de majorer l’ordre de la fonction de remplissage pour 
les Conw(Xo,d).

On a le résultat suivant :

T héorèm e 3.4.1 Soit T un réseau irréductible de Q -rang 1  dans un groupe 
G semi-simple de 1R -rang strictement plus grand que 2  et soient 9 la direc­
tion associée à T et X 0  l ’espace associé à T. Si 6  vérifie la propriété (II), 
alors dans tous les cônes asymptotiques de (X 0 ,d ), l ’ordre de la fonction de 
remplissage est au plus cubique.

La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes.

3.4.1 Remplissage des courbes dans des intersections 
des plats avec des horosphères

On démontre la propriété suivante :

P ro p o sitio n  3.4.2 Soit K  un immeuble euclidien de rang plus grand ou 
égal à 2. Soit F  un appartement de K et p un rayon dont la direction 9 
vérifie la propriété (II). Si F  fl H(p) ^  0 alors F f)H (p) est une hypersurface 
polytopique qui vérifie les propriétés suivantes :

78



(Pl)  Si x et y sont des points de F  fl H(p) on peut trouver dans F  fl H (p) 
une ligne polygonale C(x, y) entre x et y, telle que :

longC(x,y) < k ■ d(x,y), 
où k est une constante qui ne dépend que de 6 .

(P2) Si le rang de l ’immeuble est plus grand ou égal à 3, pour toute courbe 
c : S 1 —► F  fl H(p) de longueur l  on a que l ’aire de remplissage de c 
dans FC\H(p), A(c) < b -t2, où la définition de l ’aire A(c) est celle de 
la section 2 .2 . 1  et où b est une constante qui ne dépend que de 6 .

P reu v e  On démontre que le fait que 0 vérifie la propriété (II) implique que 
F  peut se trouver, par rapport à Hb(p), seulement dans les cas inf f p — — oo

ou inf f p =  —fj, > —oo et il est atteint en un seul point. Supposons donc

que inf f p — —p, > — oo et montrons que la valeur minimale est atteinte en

un seul point. Supposons qu’il existe deux points distincts 0 , 0 1 G F  tels 
que f p(0) = f p{0\) =  —[A. Alors la même propriété est vérifiée pour tous 
les points du segment [0 , 0 \], et ce segment se trouve dans un plat singulier, 
d ’après le lemme 3.3.9. Donc, si on fixe un i  G { 0 ,0 \) ,  le sous-segment 
(x, O\ est contenu dans l’intérieur d ’un mur de chambre de Weyl de sommet 
x, et on note ce mur M .  L’ensemble des directions M x =  {xÿ',y £ -M\{:r}} 
est un mur dans l’immeuble sphérique EXK. Le fait que, pour tout y G 
M ,f p(y) > - f i  entraîne que <* (p£,xÿ) > f ,Vy G M \{x} .

Ainsi on a <x (pi, xO) =  | ,  xO direction intérieure de Mx, et 
<* (pi,zÿ) > f,Vy G M \{x}.

La Proposition 1.3.7 implique dans notre cas que <x (pi, xÿ) =  f,Vxÿ G 
Mx et que, dans l’appartement de X^K qui contient à la fois p i et Mx, p i 
est orthogonal au plat singulier minimal qui contient Mx. Or ceci contredit 
la propriété (II) de 9.

Donc le point O de F  qui minimise f p est unique.

Il ne reste qu’a conclure, vu la discussion de la section 3.3.1 :

Pour tout plat F  tel que Ff)Hb(p) ^  0 on a les propriétés (Pi) et (P 2)-

3.4.2 Cylindre sur un lacet dans une direction reg- 
uliere

On commence la preuve du théorème 3.4.1. Soit Ko =  Conu(Xo,(dn),xo) 
un des cônes asymptotiques de X q. On note aussi K =  Conw(X, (dn),x o).
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Soit c : S 1 —► Ko une courbe de longueur t  > 1 paramétrée proportionelle- 
ment à la longueur. On veut prouver que A(c) < C-£3, où C est une constante 
positive.

PREMIERE étape. On réduit le problème de remplissage de c au remplis­
sage d ’une courbe d  qui se trouve dans une réunion finie de plats maximaux. 
On utilise, pour construire c', le résultat suivant :

Lemme 3.4.3 Soit un plat maximal F  C K et deux points A et B dans 
F i l  K 0.
Il existe une ligne polygonale C(A , B ) entre A et B  dans F n K 0, de longueur 
plus petite que k-d(A, B), où k est la constante de la Proposition 3-4-2, (Pi).

Preuve On obtient C(A , B) à partir de la géodésique [A, B] en remplaçant 
chaque sous-segment de [A, B] qui traverse une horoboule Hb(p), p G Tt, par 
une ligne polygonale £ (x ,  y) C H (p)f\F  de longueur plus petite que k-d(x, y) 
On peut faire ceci d ’après (Pi).

0

On choisit une partition Qo, Qi, • • • , Qn de S ï telle que, si Pi — c(Qi), la 
longueur de l’arc de c compris entre Pj et Pi+i est plus petite que À, où À est 
une constante suffisamment petite. On voit que n <

Chaque géodésique [Pj, Pj+i] se trouve dans un plat P,. Dans F* on la 
remplace par une ligne polygonale Ci = £(Pi, P+i)  comme dans le Lemme 
précédent. On a long(£j) < k • À.
On note c' la courbe obtenue comme réunion des £j. On voit que long(c') < 
k • t. Si A est suffisamment petit, Ci et l’arc de c compris entre Pj et Pi+1 
forment une maille de longueur plus petite que 1 et on a donc :

Ai(c) < n  + Ai(d) < |  • l  +  Ai(c’).
Il suffit donc de montrer que c' a un remplissage cubique.

DEUXIEME étape. Dans la suite on réduit le remplissage de c' au rem­
plissage d ’une couronne.

Par chaque point de K 0 passe un plat maximal entièrement contenu dans 
Ko- Ceci est dû au fait qu’il existe au moins un plat maximal entièrement 
contenu dans K 0 ([Mo], chapitre 8, lemme 8.3) et que K 0 est un espace 
homogène.
Soit F  C Ko un tel plat qui passe par P0. Soit une chambre de Weyl dans 
F  de sommet Po, W. On va choisir un rayon issu de P0 dans W  ayant une 
direction spéciale, donnée par le lemme suivant.
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Lem m e 3.4.4 Dans le complexe de Coxeter modèle S, soit q G S tel que 
Ps(ç) = 6 et soit H  =  {p G S\ds(p,q) =  f}  l ’hyperplan orthogonal à q. Il 
existe un (5 G IntA tel que d(l3, dA) > So et d(P,ps{'H)) > So, 
où Ôq ne dépend que de S  et de 9.

P reu v e  C’est la conséquence immédiate du fait que Psi'H) est un sous- 
ensemble de codimension 1 de A. <0

L’intérêt d ’avoir une telle direction découle du résultat suivant :

Lem m e 3.4.5 Soit p un rayon de K tel que P(p(oo)) =  9 et soit un segment 
quelconque [x ,y ] de K. Si px(xÿ) = (3, alors il existe un [x,y'\ C [x, y] sur 
lequel f p croît ou décroît strictement avec une vitesse > sin 6q.

P reu v e  < x (xÿ, pi) est la distance entre xÿ et p i dans l’immeuble sphérique 
EjjK, qui coïncide avec la distance dans un appartement qui contient les 
deux. Alors <* (xÿ, pi) se trouve dans l’ensemble fini de distances dans le 
complexe de Co veter modèle :

6(9, p) =  {ds(zi,x2);x i,x 2 G S-,ps {xi) =  9,ps (x2) =  p}
Si on écrit les éléments de 6(P, 9) en ordre croissant, on a deux éléments 

consécutifs de la forme |  — <5i, |  - t-  <52 où 6 \  >  8 q ,  <52 >  Ô q .

Donc on a <* (xÿ, pi) < f  -  50 ou < x (xÿ, pi) > |  +  60.
D’après la Remarque 1.3.12 b, il existe un [x ,y '] C [x, y] qui forme avec px 
un triangle euclidien. On voit alors que sur [x, y'], f p croît ou décroît à la 
vitesse > sin So 0

On choisit donc un rayon r issu de Pq dans W  ayant la direction p. On 
note b =  r(oo). On va construire un cylindre sur c de direction b.
Pour tout point Q G d  on prend le rayon rç  =  [Q, b). D’après [K1L], lemme 
4.6.3, tq  est contenu dans F  à partir d ’un point M q  g tq  qui se trouve à 
une distance d(Q,Mo) < Evidemment, le rayon [Mq, b) C rQ
est parallèle à r dans F.

d{Po,MQ) <  d(P„, Q) +  d(Q, Mq) < k • £ ■ (1 + ¡¿j)
Alors si on considère l’hyperplan orthogonal à r  situé à distance /c -£ -(l+ ^ ^ ) 
de Pq, cet hyperplan intersecte chaque tq dans un point, Nq . Pour deux 
points Qi, Q2 de c' on a que d(rQj(i),rQ2(i)) est une fonction convexe en t  et 
décroissante. Alors d ( r Q t ( t ) , r Q 2 ( t ) )  < d ( Q i , Q 2 ) .

D’où :

(4.17) d(NQl,N Q2) < d ( Q 1,Q 2)
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Si on paramétrise d  proportionellement à la longueur d ’arc : c' : S1 —► 
Ko, d ^  -lipschitzienne, on peut lui associer la courbe c" : S 1 —> K 0, c"(t) =  
Nc>(t) toujours ^  -lipschitzienne, donc de longueur au plus |  • k ■ Z (voir la 
Figure 21).
On a aussi :
d (Q , N q ) <  d(NQ, N Po) +  d(NPo, P0) +  d(P0, Q ) < k . £ . { l  +  ^ To) +  2 - k - e ,  

donc :

(4.18) d ( Q ,  N q ) <Ci-£, où cx =  k  ■ (3 +  ■ . — )
smôo

Il est évident que A k q{c") =  Ap(d') < constante • £2. Donc pour remplir d il 
reste à remplir la “couronne” formée par d  et d'.

3.4.3 Une estimation de la fonction de Dehn pour des 
réseaux et des groupes resolubles

On finit la preuve du théorème 3.4.1 en remplissant la “couronne” formée 
par d  et c".
On rappelle que d  est formée par les lignes polygonales Ci se trouvant, cha­
cune, dans un plat Fi. On fixe un i G {0,1, • • • , n}.

Le point b =  r(oo) G dooK a un nombre fini d ’opposés dans F{(oo) : 
{b\,b l2  • • • où ki < qo,qo le nombre de chambres d’un appartement de
<9ooK. Si on considère le plat maximal unique F/ dont le bord à l’infini

ki
contient b et b] le Lemme 3.3.4 implique que Fi = (J(F j D F/).

i=i
Ainsi la ligne Ci est partitionnée en au plus qo parties telles que chaque 
partie se trouve dans un F}. On obtient ainsi une nouvelle partition de 
d . On va noter les points qui déterminent la nouvelle partition de d  par 
Ro = P0, -Ri) P 2 • • • Rm, o n m < n - q 0 < ^  • l. On note Nj = Nnr

Pour tout j  G 0, m — 1 l’arc R j  — R j+ i  se trouve dans un même plat F j  
qui contient b dans son bord à l’infini. F j  contient donc t q  pour tout Q dans 
l’arc R j  — R j+ i ,  donc aussi l’arc N j  — N j+ i  de d'. La longueur de Rj — R j+ i  
est plus petite que k • À, de même pour N j  — N j + i ,  à cause de (4.17). On 
remarque aussi que les plats consécutifs F j-1 et Fj ont en commun le point 
R j  et le point b à l’infini, donc aussi le rayon [Rj, b) et la chambre de Weyl 
de sommet Rj unique qui contient ce rayon.
Dans chaque Fj, on remplace le segment [Rj, iVj] par la ligne polygonale 
ij — C(Rj, Nj) C  K 0 H Fj et on remplace [Rj+i, Nj+1] par la ligne polygonale
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£j+1 =  £ ( R j + i , N j + i )  C K 0 fl Fj.  On a donc entre chaque Rj  et N j  deux 
lignes polygonales : E = £{Rj, Nj) c  K 0n R _ i  et L  — C(Rj,Nj) C K 0nF,  

longft) < k ■ d(R), N j )  < & • (2 +  ¡¡¡L) • l  =  c2 • I 
De même pour t'j.
Alors le remplissage de la “couronne” formée par d  et c" se fait en deux 

pas :

• on remplit chaque “bande” formée par R3 — R j + \ , N j  — N j + i , l j  et Zj+1) 
et qui se trouve dans le même plat Fj.

•  on remplit chaque courbe 7j  =  l j  U £'•

TROISIEME ÉTAPE. On remplit chaque “bande” formée par R j —R j+\ , N j — 

Nj- i-i, £j et £j-\-\

Soit une horoboule Hb(p) telle que Hb(p) n{[Æj) Nj ]  U [R j+ i ,  -/Vj+i]} 7̂  0. 
On a le résultat suivant :

Lem m e 3.4.6 Si Hb(p) D [Rj, N j ]  = [x, y] et Hb(p) fl [Jîj+i, N j + l ) = [x', y'], 
alors

(4.19) ^-[¿(x.y) -  2kX] < d(x'>y') < L ^ d fa y )  +  2kX],

où Li > 1 est une constante qui dépend de (3 et de 9 seulement.

R em arque  3.4.7 Ici on prend aussi en compte le cas où un des deux seg­
ments [x, y], [x', y'] est vide. Dans ce cas on prend d(x , y) =  0 ou d ( x y ')  =  0 
dans la relation (4.19).

Preuve. Le fait essentiel est que les segments [Rj, Nj] ont pour direction (3. 
Soient m  =  inf fa et m! — inf f a.

[**.*.#] [Rj+uNj+ï]
• Les minima m  et m' sont atteints en un point unique.
Sinon on aurait un sous-segment [P, Q] C [Rj, Nj] sur lequel f p est constante 
égale à m. Alors <p (PQ,~pp) =  f  et d ’autre part pp(PQ) =  P , pp({ü] <p 
(ü, pp) = f } =  Psi'H)- Or p  è  ps{T-t).
• Soient z et z1 les points où le minimum de f p est atteint (qui sont à l’intérieur 
des segments [x,y] et [x!, y'] si ceux-ci sont non-vides).
z =  t ■ R j  +  (1 — t) ■ N j  et si on prend z =  t- Rj+ \  +  (1 — t) • N j+ i  on a que : 
d(z, z) < t  ■ d(Rj,  R j+ i )  +  (1 — t) ■ d(N j ,  A^+i) < kX.
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Alors f p{z) < f p(z) +  d(z , z) < m  +  kX, d ’où m' < m + kX. De même on 
obtient m  < m' +  kX, donc :

(4.20) m  — kX < m! < m  +  kX

• L’inégalité f p(x) — f p(z) < d(x, z) donne que d(x, z) > —m. De même pour 
y, et finalement on obtient d(x, y) > —2m.
D’autre part, le fait que f p croît sur [z, x] et le Lemme 3.4.5 impliquent que 
f p croît, le long de [z,x], au moins avec la vitesse sin<52.
D’où 0 =  f p(x) > f p(z) +  sin ¿2 • d(x, z) > m  + sin ô2 • d(x , z).
Donc d(x , z) < — De même d(y, z) < — donc finalement :

2771
(4.21) —2 m < d ( x , y ) < — :——.

sm c>2

Un raisonnement similaire nous donne :—2m! < d(x',y') < —

Alors ¿(x',;/) < =  Lt ( d ( Z )  + 2kX) où
L\ =  -Aj-.1 sm 02

La deuxième inégalité s’obtient si on part de d(x , y). <0>

Si d(x,y) < et d(x',y') < alors on ignore cette horoboule, car 
les perturbations qu’elle va apporter au remplissage de la bande seront de 
l’ordre de À, donc négligeables.
Si une des deux distances est > on prend celle qui est maximale. Sup­
posons que c’est d(x,y).
Avec les notations introduites dans la preuve du lemme précédent, la relation
(4.20) implique que m < —d(x,y) • < — kX et la relation (4.19) entraîne 
que m' < m  + kX < 0. Donc le segment [x',y;] n ’est pas vide.

Si x  =  t ■ Nj +  (1 — i) • Rj et si on prend x  =  t • A^+i +  (1 — t) ■ Rj+i, on 
a d(x , x) < t • d(Nj, Nj+i ) +  (1 — t)d(Rj , Rj+i) <  kX d’où |/ p(x)| < kX.
Si — kX < f p(x) < 0, alors f p est strictement croissante sur un des deux 
segments [x, x'] ou [x,y']. Supposons qu’elle croît sur [x,x;]. Le Lemme 3.4.5 
implique qu’elle croît au moins avec la vitesse sin <5o- Alors :

0 =  f P(x') > f p(x) +  d{x\x)  • sin<50 =► d(x',x) < =&&■ <
Si 0 <  f p{x) < kX, alors f p décroît sur [x, x'] et un raisonnement similaire 

implique la même majoration pour d(x',x).
On obtient finalement :

(4.22) d(x, x') < k x ( l +  . * = c3 • A.
V smô0/
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On fait le même raisonnement pour y et on trouve que

(4.23) d{y, y') < c3 • A ou (4.24) d(y, x') < c3 • A

Si on est dans le cas (4.24) on refait le raisonnement pour y' et on retrouve

Si pour y' aussi on est dans le cas (4.25) alors cette relation-ci, avec (4.22) 
impliquent que dix ' , y') < 2 • c3 • A, d’où d(y, y') < 3 • c3 • A.

Donc, en tout cas, on aura les relations (4.22) et (4.23) avec une constante 
c3 éventuellement triplée.

Ainsi le quadrangle géodésique de sommets x, y , y', x 1 a pour périmètre : 
d(x,y)  +  d(y,yt) + d (x ',ÿ )  +  d(x,x') < d(x ,y ) +  2 • c3 • A +  Iq • d(x,y) <
2 • L xd(x,y) +  2 • c3 • A.
Si on remplace les géodésiques par des lignes polygonales dans F{ fl H(p), 
comme dans le Lemme 3.4.3, on obtient une courbe dans FiC\H(p), qui passe 
par x, y , y', x' de longueur < 2 -k- Lxd(x, y) + 2 • k • c3 • A =  C4 • d(x , y) +  c5 • A. 
D’après la propriété (P 2) de chaque hypersurface polytopique Ff\H(p), cette 
courbe peut être remplie par une aire < (c±-d(x, y )+ cyA)2 < c$-d?(x, y)+C7-A. 
( On peut faire ceci seulement si F nH (p)  est une vraie surface, de dimension 
au moins 2, donc si le rang est au moins 3.)
Donc pour remplir toutes ces courbes, le long de [i^, Ni], on a besoin d’une 
aire <  c4 ■ S (XiV)d2 (x,y) +  E(x>!/)C7 ■ A.

£(x,y)d2 (x, y) < d2 (Ri, Ni) < c2 • £2, d ’après (4.18).
Puisque d(x,y) > on a au plus • £ termes dans la somme, donc le 
deuxième terme est d ’ordre £.

Donc on obtient que l’aire est < C ■ £2.
En traitant le cas symétrique où d ( x y 1) > d(x, y) on obtient encore une 

aire <  C • £2.

Après avoir rempli toutes les “quadrilatères” de type x — y — y' — x' 
correspondant à diverses horosphères, il reste des segments disjoints [x, ÿ] G 
[Rj,  Nj] et \x', ÿ'] G [Rj+ i ,  Nj+i] entièrement contenus dans K 0 groupés dans 
des paires [x, ÿ ) , [x', ÿ') tels que les extrémités sont jointes deux à deux par 
des lignes polygonales dans K 0 de longueur < A: • c3 • A (voir la Figure 22).

On voit qu’un tel “quadrilatère” x — x' — ÿ' — ÿ peut être rempli par 
une aire d ’ordre d(x, ÿ) et en sommant l’aire de tous ces “quadrilatères” on 
obtient une aire < C \-£ .

(4.23) ou :

(4.25) d(y', x) < c3 • A
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Figure 22



On peut conclure que pour remplir la “bande” Rj — Nj — Nj+i — Rj+i on 
a besoin d ’une aire < C ■ ¿ 2 + C\ ■ i  < Cq ■ i 2 .

Quatrième étape. On remplit les courbes 7j =  £'• U êj.
On rappelle que tj s’obtient en remplaçant chaque [x, y] =  [Rj,Nj] fl Hb(p) 
par une ligne polygonale C(x, y) dans H(p)C\Fji et £'• s’obtient en remplaçant 
[2 , y] par une ligne polygonale £ {x , y) dans H{p)f\Fj-\. Donc c’est seulement 
entre des tels x et y que Îj et diffèrent. Ainsi il suffit de remplir la courbe 
formée par chaque paire C(x,y) et £ (x ,y ) .
Pour ce faire on a le lemme suivant :

Lemme 3.4.8 Soient deux plats F  et F 1 qui ont en commun une chambre 
de Weyl W  de sommet R, soit r un rayon dans W  issu de R  et soit \x, vl =  
r([0,oo))nif6(p).
Si £  =  C(x,y) est une ligne polygonale entre x et y dans Fr\H(p) construite 
comme dans la preuve de (Pi), Proposition 3.4-2, et £  =  £ (x ,y )  est une 
ligne polygonale similaire dans F', pour la courbe 7 =  C U £  on a :
(4.26) -4k0(7) < c8 • d2 (x,y).

Preuve
Les deux propriétés principales de C dans F  ( et de £  dans F') sont :

(■7Ti) long(£) < k • d(x, y) et

(7t2) C se trouve dans un plan de F  qui contient [x, y], donc qui contient 
la droite xy, et donc qui contient dans ce cas r  aussi. Dans ce plan elle est 
contenue dans une ligne polygonale qui délimite un domaine convexe.

La propriété (7Ti) nous montre qu’on peut réduire la preuve de l’inégalité
(4.26) à la preuve de l’inégalité :

^Ko(t) < co • (long(7 ))2.
La propriété (7̂ ) implique que, si on considère tous les rayons issus de R  qui 
intersectent £ ,  ils intersectent £  en deux points sauf “le dernier”, qui peut 
intersecter £  selon un point ou un segment, et ils forment un secteur plan 
de sommet R  qui donne une géodésique dans F '(00) entre r (00) et un point 
a. Supposons que a est intérieur à un simplexe a.

Il existe une galerie d ’origine W =  W (00) et de longueur minimale qui 
contient la géodésique [r(oo), a]. Cette galerie est aussi une galerie minimale 
entre W et a.

On démontre par récurrence :
(P9) Si la longueur de la galerie minimale entre W et a  est g, alors : 
j4k0(7) < cq ■ l 2 , où t  =  long(7 ) et cq est la suite croissante de premier
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terme C\ =  b, qui vérifie la relation de récurrence cq+\ =  [b +  cq) • (1 +  k ) 2 (b 
est la constante qui apparaît dans (P 2))-

L’outil principal est le sous-lemme suivant :

Sous-lem m e. Soit en K un demi-plat maximal D et soit une chambre de 
Weyl W  qui a un mur de codimension 1  inclus dans le bord de D. Il existe 
un unique plat qui contient à la fois D et W .

P reu v e  Soit R  le sommet de W .  Dans E rK ,  D r  est un demi-appartement 
et W r  est une chambre qui a un mur de codimension 1 dans d D , r .  D’après 
la preuve de la Proposition 3.27 de [Ti], il existe dans D r  une chambre W r
opposée à W r . ___

Soit r  un rayon régulier dans W. Alors r i  a un opposé Tr dans W r ,  et 
si on considère r 0 9  le rayon de W 0 9  détérminé par cette direction, il forme 
avec r  une géodésique régulière g. Le plat F  qui contient g contient W  et 
W 09, donc contient dD, car dD  est l’enveloppe convexe de deux murs de 
codimension 1 de W et W 0 9  qui s’y trouvent. Alors F  contient aussi D car 
D est l’enveloppe convexe de dD  et de W op.

<>
On démontre (P\) :

Dans ce cas C  est incluse dans W, donc C et CJ se trouvent dans le même 
plat et on a :

A Ko( i ) < b - e 2 < c 1 -e2.

Supposons que (Pq) est vraie. On démontre (Pg+1).
Soit W, Wi, W2, W 3 ,  • • • , Wq la galerie minimale qui contient [r(oo), (3) dans 
F '(00). On peut considérer W, Wi, W 2 , • • ■ Wq les chambres de Weyl de F 1 de 
sommet R  correspondantes. On a C  C W  U W\ U W 2 U • • • U Wq. La chambre 
W\ est adjacente à W  selon un mur de codimension 1, M. La géodésique 
[r(oo),/5) intersecte M (00), car l’hyperplan qui contient M (00) sépare W et 
¡3 (c’est une propriété des galeries minimales ). Alors Cl intersecte M  en au 
moins deux points X\ et y\. Soit C\ l’arc de CJ compris entre x\ et yx, donc 
contenu en F. On a que

long(£/1) < long(£/) < £, donc d(xi,yi) < t.
Soit C\ la ligne polygonale entre X\ et yi en F  D H(p) construite comme 

dans le Lemme 3.4.3.
long(£i) < k ■ d (x i,y i) <  k ■ i.

Soit aussi C![ =  7 — C!x qui a long(£") < l.
Si on considère les courbes t '  =  £ iU  C[ et 7" =  Ci U C”, on a :

M ' y) <  M i  ) +  MY')-
La courbe 7 " se trouve dans le même plat F , donc, d’après (P 2), on a :

87



A{7") < b • (long(7"))2 < b ■ [Í +  k ■ t ) 2  =  b • (1 +  k ) 2  ■ t 2.
La courbe 7 ' est construite comme 7 et est de longueur < (1 +  k) ■ t. Comme 
Ci, dans F, se trouve du même côté de l’hyperplan déterminé par M, il se 
trouve donc dans un demi-plat déterminé par cet hyperplan, D.
D’après le Sous-lemme, il existe un plat Fi qui contient W\ et D. Donc Fx 
et F' ont en commun Wi et £1 C Fj.

Alors 7 ' =  Ci U C'i, Ci C Fi C[ C F' se trouve dans la situation de (P9), 
donc par l’hypothèse de récurrence on a A(7 ') < cq • (1 +  k ) 2  • Z2.
Ainsi A(7 ) < b-(l + k)2 -ê2 + cg-(l + k ) 2 - £ 2 =  (b + cq)- ( l  + k ) 2 - £ 2 = cq+x- i 2  

Reste à dire que q < qo pour conclure que toute courbe 7 du type décrit 
doit vérifier >1(7 ) < cgo ■ t 2 .

0

On applique ce lemme pour remplir les courbes 7iy =  C[x,y) U C'(x, y) 
et on a A{7iy) < c9 • d2 (x, y).
Alors A (ij)  < c9  ■ Y .^y)d2 (x,y) < c9 • d2 (Rj, Nj) < cw • i 2.

Conclusion Pour obtenir l’aire qui remplit la “couronne” entre c et d 
on somme sur j  et on a :
A(d, d') < Y.™=i[A{Cj) +  A(7j)] < ^ m=1(Co • l 2 +  Cxo • t 2) = m  • (C0 +  c10) • l 2 < 
c - e 3, car on rappele que pour m  on avait la majoration m < ^  • t.

Ainsi A(d) < A(d') +  A(d, c") < C ■ ¿z +  c • t 2 < C' •
0

Corollciire 3.4.9 Soit T un réseau irréductible de Q -rang 1  dans un groupe 
G semi-simple de R -rang plus grand ou égal à 3  et soit 6  la direction associé 
à T. Si d vérifie la propriété (II), alors on a pour la fonction de Dehn A (n) 
associée au groupe T l ’estimation suivante

Ve > 0 , 3ne G N tel que A(n) < nz+e , Vn > n£.

P reu v e  On utilise le théorème précédent, le théorème 2.2.14 et la Remarque 
2.2.9 0

C orollaire  3.4.10 Soit le groupe résoluble «So^n-i =  Rn ** Rn-1,n  > 3, où 
Rn_1 agit sur Rn par des matrices diagonales de déterminant 1. Soit g une 
structure riemannienne invariante à gauche quelconque sur So^n-i-

Alors on a pour la fonction de remplissage riemannienne A(Z) de (Sol^n-1, 9 ) 
l ’estimation suivante

Ve > 0 , 3£e G R+ tel que A(£) < £3+£ , > i e.
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P reuve. Soit Tk le groupe modulaire de Hilbert d’un corps K  algébrique 
totalement réel de degré n. Le groupe IV agit sur X  =  H2 x H2 x • • • x H2. 
D’après le théorème 3.1.13, pour obtenir l’espace associé à T*-, Xo, on enlève 
une famille d ’horoboules ouvertes disjointes j_J Hbo(r) de X .

r€ l l
Le groupe Sol2n-i agit transitivement et librement sur une horosphère 

H (r) pour un r  G 7£ quelconque ([VG], chapitre 1).
L’horosphère H(r) est nondistordue en X0, donc tous ses cônes asympto- 

tiques ConwH (r) C ConuX 0  sont nondistordus. Donc on a un remplissage 
au plus cubique dans chaque cône ConwH (r), et le théorème 2.2.14 permet 
de conclure. 0
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