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Study of rectifiability properties of subsets of R"
Abstract

The aim of this thesis is to relate the geometry of subsets (with dimension
d) of R™, and in particular their rectifiability properties, to some L?-estimates
using P. W. Jones’3.-function which measures how well the set can be ap-
proximated by d-planes.
With this function, P. W. Jones has given a characterization of subsets of
rectifiable curves (The Geometrical Travelling Salesman Theorem in dimen-
sion one).

The thesis is divided into four parts.

In the first one, we prove that for an Ahlfors-regular set £ with dimension
i dt . .
one, if ,3:(16, t)d:c—t— defines a Carleson measure on ExIR* (3, is an L?-version

of the 3.-function), then F is included in a Ahlfors-regular curve. A very
beautiful application of this result is Mattila-Melnikov-Verdera’s theorem:
they give a characterization of Ahlfors-regular sets £ for which the Cauchy
integral operator on F is bounded.

The second part is devoted to a version of Jones’theorem in dimension
two: we give an L?-condition using B.-functions which implies that E is
included in a surface ' = f(IR?) where f is a “smooth” parametrization.

In the third part, we prove thzt, for a compact set F of finite measure, if
. 1 t. . . .
for almost all z in F, f ,6’;" (:c,t)? is finite, F is rectifiable. We then prove
0

that this conditon is necessary and sufficient for the Ahlfors-regular sets. In

this section, we give some covering theorems by Ahlfors-regular sets that we
need for the proofs of the earlier results.

In the last part, we give a property of corona decomposition for semi-
regular sets. This theorem is a version of G. David and S. Semmes’result in
the regular case related to the theory of uniform rectifiability.

Key-words: Ahlfors-regularity, Hausdorff measure, Uniform
rectifiability, Lipschitz graph.
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Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Introduction générale

Gréace a la théorie de Littlewood-paley, il est possible de relier la régu-
larité d’une fonction a certaines estimations L2. Un exemple simple est
le théoréme de Stein et Zygmund (voir [St] ou [SZ]) :

Une fonction de IR dans IR admet une dérivée en presque tout point
d’un sous-ensemble E de IR si et seulement si en presque tout z € F,
on a,

et

Fflz+1) + f(z — 1) — 2f(z) = O(Jt]) si t— O, (1.1)
fet+t) + flz—t) —2f@)fdt _ (1.2)

/l‘tlss t t

Plus récemment, il a été tenté d’utiliser des méthodes similaires
pour étudier la géométrie de sous-ensembles de IR™.

Le probléme général abordé dans cette these est le suivant :
Soit E un sous-ensemble compact de IR" de dimension d.
Peut-on trouver des conditions quantitatives assez simples pour que F
soit inclus dans une surface I' = f(IR?), ot f est un paramétrage “sym-
pathique”?
On entend par paramétrage sympathique des fonctions f lipschitzi-
ennes, bilipschitziennes ou vérifiant des conditions semblables. On
s’intéressera ainsi aux ensembles rectifiables, c’est a dire des ensem-
bles que 1’on peut recouvrir par une union de graphes lipschitziens (a
un ensemble de mesure de Hausdorff nulle prés).

En dimension d = 1, Peter Jones ([J1], [J2]) a eu I'idée pour mesurer

la rectifiabilité d’introduire les fonctions B, qui mesurent dans toute
boule la distance de ’ensemble E aux droites de IR".
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On définit pour tout z € R, tout t > 0, B par:
: : dist(y, P) . ...
si EN B(z,t) # 0, alors Bo(z,t) =inf sup ——— ou l'infest
Py eEnB(z,t) t
pris sur tous les d-plans P de R™ et si E N B(z,t) = 0, foo(z,t) = 0.
(on a donné la définition de B dans le cas ot d est quelconque)

Jones montre qu’un ensemble compact E C IR? est inclus dans une

. diamEe ,, dt
courbe rectifiable I' si et seulement si /m / Boo(Z, 1) d:c—t; est
~ Jo
fini.

Guy David et Stephen Semmes ([DS1], [DS2]) ont donné en dimen-
sion d quelconque, pour des ensembles Ahlfors-réguliers, des versions
du théoréme géométrique du voyageur de commerce de Jones. Ils ont
introduit la notion d’ensembles uniformément rectifiables (en dimen-
sion 1, ce sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-réguliéres).

On rappelle qu’un ensemble E C IR™ est Ahlfors-régulier de dimension
d s’il est fermé et s’il existe C > 0 tel que pour tout z € FE, tout
R €]0,diamE][, on a

—é—R‘ < HYEn B(z,R)) < CR?
(H? est la d-mesure de Hausdorff).

Les d-plans, les d-graphes lipschitziens sont des exemples de tels en-
sembles.

Ces résultats ont eu diverses applications a 1’étude de la continuité
L? de certaines intégrales singuliéres (particuliérement ’opérateur de
Cauchy) définies sur des sous-ensembles de IR™ (voir [J1], [DS1], [DS2]
et [MMV]), & ’étude de certains problémes variationnels comme ceux
liés a la fonctionnelle de Mumford-Shah (voir [DS3]) ou a I’étude du
comportement de la mesure harmonique sur certains sous-ensembles du
plan complexe (voir [BJ]).

Nous allons présenter dans la suite des résultats du méme type que
les théorémes de Jones, David et Semmes.

Le plan de cette these est le suivant :

Le paragraphe suivant est consacré a quelques rappels sur la théorie
de la mesure géométrique et sur la notion de rectifiabilité.

Dans le chapitre 2, nous nous plagons en dimension d = 1 et
nous montrons que, si, pour un ensemble Ahlfors-régulier £ C IRR",
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d
ﬂq(:c,t)zdx-t—t définit une mesure de Carleson sur E x R* (les 3, sont

des versions en norme L? des (), alors E C IR™ est inclus dans une
courbe Ahlfors-réguliére I'.

Ce théoréme est di & David et Semmes ([DS1]). Leur preuve est as-
sez technique et reste valable en dimension d quelconque. Nous en
présentons une démonstration plus courte et plus directe. La courbe
I" est obtenue comme “limite” d’une suite construite par récurrence de
courbes formées de segments.

Ce théoréme a une trés belle application :

Mattila, Melnikov et Verdera [MMV] ont montré que les seuls ensembles
Ahlfors-réguliers sur lesquels ’opérateur de Cauchy définit un opérateur
borné sur L? sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-réguliéres.

Ils en déduisent qu’un ensemble régulier de dimension 1 est de capacité
analytique nulle si et seulement si il est purement non-rectifiable (c’est
a dire d’intersection de H'-mesure nulle avec toute courbe rectifiable).
La démonstration de Mattila, Melnikov et Verdera est assez simple,
elle permet de passer directement de la continuité L? de ’opérateur de
Cauchy a la condition du théoréme avec ¢ = 2 (ce qui ne permet pas
d’utiliser le théoréme de Jones).

Dans le chapitre 3, nous énongons une version en dimension 2 du
probleme géométrique du voyageur de commerce de Jones, c’est a dire
nous donnons une condition semblable a celle de Jones (faisant inter-
venir la fonction B, ) pour qu’un ensemble compact E C IR™ soit inclus
dans une surface I' = f(IR?) ol f est un paramétrage assez régulier.
La construction de I' s’inspire de celle de la courbe Ahlfors-réguliére du
chapitre 2, T" est la limite d’une suite de surfaces formées de triangles.
Comme on peut s’en douter, la démonstration est beaucoup plus diffi-
cile que la précédente.

Dans le chapitre 4, nous montrons (modulo une hypothése de den-
sité) que, pour tout ensemble compact £ de R™ de d-mesure de Haus-

diame dt

dorff finie, si / By(z, t)z? existe pour presque tout z € E, alors
E est rectiﬁab(ie, puis nous démontrons que cette condition est néces-
saire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers.

La démonstration de ces théorémes utilise des résultats de David et
Semmes sur la rectifiabilité uniforme pour les ensembles réguliers, des
arguments de temps d’arrét et des théorémes de recouvrement clas-
sique (théorémes de Besicovitch et Whitney). De plus, on a été amené
a établir des théoremes de recouvrement par des ensembles réguliers.
Un de ces résultats permet d’étendre le théoréme de Mattila, Melnikov
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et Verdera sur la capacité analytique aux ensembles de mesure finie et
de densité inférieure presque partout positive.

Enfin, le chapitre 5 est consacré & la démonstration d’un théoréme
de décomposition de la couronne de sous-ensembles de IR™.
On montre que si un ensemble compact et semi régulier E vérifie une
condition en termes de B, alors on peut décomposer E x R* en ré-
gions de temps d’arrét S (peu nombreuses) sur lesquelles £ est bien
approximé par des graphes lipschitziens. Cette condition implique que
E est rectifiable.
Cette notion est diie dans le cas régulier & David et Semmes, elle est
lide & leur théorie de la rectifiabilité uniforme, et elle s’inspire de la
construction de Carleson [C] pour résoudre le probleme de la couronne.
Nous utilisons dans cette partie aussi bien des arguments géométriques
que des techniques classiques d’analyse harmonique (théorie de Littlewood-
Paley par exemple).

On trouvera dans ’appendice des détails sur les liens entre rec-
tifiabilité et opérateurs d’intégrales singuliéres. En particulier, nous
donnons une idée de la preuve du théoréme de Mattila, Melnikov et
Verdera.

Notation : Les théorémes (propositions, lemmes, corollaires) sont
numerotés de la fagon suivante : le théoréme 4.3.8 est le huitiéme
théoréme du paragraphe 3 du chapitre 4.

Les formules sont numerotées comme suit : la formule (1.34) est la 34e
formule du chapitre 1.

1.2 Rappels sur la théorie de la rectifia-
bilité

Soient £ C IR™, d un entier positif inférieur a n.
On définit la d-mesure de Hausdorff de £ que ’on note H?(E) par

HYE) = sup [inf{E(diamE,-)" :EC L')E;,diamE.- < 5}] . (1.3)

Un sous-ensemble E de IR™ est d-rectifiable si et seulement si £ C
Eo U { U F,} ou
i€elN
o H d(Eo) =0;



e pour tout 7 € IN | I'; est un d-graphe lipschitzien :
I'i = {z 4+ Ai(z) : £ € B;} ou P; est un d-plan de IR™ passant par
lorigine , P+ étant son orthogonal et A; : P; — P} est une
application lipschitzienne.

Un sous-ensemble E' de IR™ est purement non d-rectifiable si et seule-
ment si H4(E NT) = 0 pour tout d-graphe lipschitzien I.

Un exemple simple d’ensemble de H!'-mesure finie, non nulle qui est
purement non d-rectifiable est le “Cantor 4 coins” (voir [Gal]) :

Soit Cy le carré unité [0, 1] x [0, 1].

C est formé de 4 carrés de c6tés de longueur 1 situés dans les coins de

Co. De maniére générale, C; est formé de 47 carrés dont les cotés ont
pour longueur 477, et C;4; est obtenu en remplagant chaque carré de
C; par 4 carrés de longueur de c6té 4~7~! placés dans les coins.
Le “Cantor 4 coins” C est défini par C =[] C;.

j

o 0 0 0 ‘
O o |

a
13
O

Figure 1.1 : C; et C,

La notion de rectifiabilité est qualitative, car toute union dénom-
brable d’ensembles rectifiables est rectifiable.
Remarquons que tout ensemble £ C IR™ avec HY(E) < +oco peut
s’écrire £ = F; U E, ou E) est rectifiable et E, est purement non rec-
tifiable.
Le lecteur voulant en savoir plus sur la théorie de la mesure géométrique
pourra consulter [Fa], [Fe] ou [Ma] (on pourra trouver dans cette derniére
référence une preuve des théorémes 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.4 que nous allons
maintenant énoncer).




Il existe diverses caractérisations des ensembles d-rectifiables.

On définit les d-densités inférieure et supérieure de £ en z € R™
par

04(z,E) = Hrﬁ(i)nf(Zr)"de(E N B(z,r)) (1.4)
0*(z,E) = liml%up(2r)'de(E N B(z,r)). (1.5)

On a alors le théoréme de densité suivant :

Théoréme 1.2.1 Soit E C R™ avec HY(E) < +oo0.
En H*? presque tout pointz € E , on a

274 < ©0*Yz,E) < 1. (1.6)

Remarque : Il n’existe pas de théorémes équivalents pour la densité in-
férieure.

Ainsi, il existe des ensembles compacts du plan de 1-mesure de Haus-
dorff strictement positive tels que la densité inférieure est nulle en tout
point de cet ensemble (voir Rq 6.4 de [Ma)).

On peut caractériser les ensembles rectifiables en termes de densité.

Théoréme 1.2.2 ([P]) Soit E C R™ avec HY(E) < +oo.

e FE est d-rectifiable si et seulement si en H® presque tout x € F
0%(x,E) = ©*¥(z,E) = 1.

o E est purement non d-rectifiable st et seulement si en H? presque
toutx € £

e¥(z,E) < 1.

Soit la Grassmannienne G(n,d) qui est I’ensemble des d-plans de
IR™ qui passent par l'origine.



Pour z € R", € €]0,1[, r > 0, P € G(n,d), on définit le “céne”
C(z,r, e, P) par

C(z,r,6, P) = {y € B(z,r) : dist(z — y, P) < edist(z,y)}. (1.7)

Figure 1.2 : C(z,r,¢,P) pourn=2,d =1 (e =sina) .

Soit z € F.
On dit que P € G(n,d) est le d-plan tangent en = & F si et seulement
si ©%(z,E) > 0 et pour tout € € (0,1), il existe r > 0 tel que

{y € En B(z,r) : dist(z — y, P) > edist(z,y)} = 0. (1.8)

La notion de tangente classique en théorie de la mesure géométrique
est la suivante :

On dit que P € G(n,d) est le d-plan tangent approximant en z a E si
et seulement si ©%(z,E) > 0 et

lil%l 7—_1d-Hd ({y € En B(z,r) : dist(z — y, P) > edist(z,y)}) = 0. (1.9)

Ces deux notions coincident pour les ensembles d-réguliers (voir plus
loin le lemme 1.2.3).

On rappelle qu’un ensemble ' C IR™ est Ahlfors-régulier de dimension
d ou d-régulier s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
z € E, tout R € ]0,diamFE] |

C'R?!< HYEn B(z,R)) < CR% (1.10)

La plus petite constante vérifiant (1.10) est la constante de régularité
de E.



Les d-plans et les d-graphes lipschitziens sont des exemples simples
d’ensembles d-réguliers.

Remarque : La notion d’Ahlfors-régularité est différente de la régularité
au sens de Besicovitch qui est équivalente & la rectifiabilité. Ainsi, le
“Cantor 4 coins” est Ahlfors-régulier, mais n’est pas régulier au sens de
Besicovitch.

Lemme 1.2.3 Soit E C R™ un ensemble d-régulier.
En tout point z de E, il y a équivalence des propositions suivantes

(i) E admet un d-plan tangent P en z.

(i) E admet un d-plan tangent approrimant P en .

Preuve du lemme 1.2.3
Le sens (i) = (ii) est évident.
Considérons =z € F tel que E admet un d-plan tangent approximant P

en r.

Fixons € € (0,1) et soit n = 1 ) ( ou Cj est la constante de

2Co \100
régularité de E ).
Par définition de P, il existe ro > 0 tel que pour tout r < 79, on a

H¢ ({y € EN B(z,r) : dist(z — y, P) > 10Odlst(:c, y)}) < pré.

(1.11)
Supposons qu’il existe y € E N B(z,r) tel que
dist(z — y, P) > edist(z,y). (1.12)
Quitte a prendre r¢ plus petit, on peut supposer
4 . 9
70 < dist(z,y) < 107" (1.13)
On a alors d’apres (1.10)
1 € \¢
# (020 550) > 5 (35) -
EnB(y:1p9)) 2 & \100) " (1.14)
> 2qre. (1.15)

Or d’apres (1.12) et (1.13), on a

En B(y, 100) C {z € EN B(z,r,) : dist(z — z, P) > 1Oodlst;(:z: z)}

donc d’apres (1.11)
e (En B(y, 100)) < nrd (1.16)

10



ce qui est incompatible avec (1.15) donc

€

{y € EnN B(z,r,) : dist(z — y, P) > 1OOdist(:z:, y)} = 0.

On en déduit que P est le d-plan tangent en z 4 E.
On peut caractériser les ensembles rectifiables par l’existence de
plans tangents.

Théoréme 1.2.4 Soit E C R™ avec HY(E) < +o0.

e E est d-rectifiable si et seulement si en H? presque tout z € E, il
eziste un d-plan tangent approrimant a E.

e E est purement non d-rectifiable st et seulement si en H? presque
tout x € E, il n’existe pas de d-plan tangent approzimant a E.

Nous allons maintenant donner des critéres quantitatifs de rectifiabilité
pour les sous-ensembles de IR", en commengant par le cas de la dimen-
sion d = 1.

Afin de traiter certains problémes d’analyse harmonique comme la con-
tinuité L? de 'opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir
[J1]), P.W. Jones a eu I'idée, pour mesurer la rectifiabilité, d’introduire
les fonctions B, définies pour tout z € R™, tout ¢t > 0 par :

Si ENB(z,t) # 0

Boo(z,t, E) =inf sup (M) (1.17)
L yeENB(=z,t) t
ou l'inf est pris sur toutes les droites L de IR™,
sinon
Beo(z,t, E) = 0. (1.18)

Il peut alors caractériser les sous-ensembles de courbes rectifiables, ce

qui apparait comme une version géométrique du probleme du voyageur
de commerce.

Théoréme 1.2.5 ([J2],[Ok]) Soit E un ensemble compact de R™.
Il existe une courbe rectifiable I' contenant E st et seulement st le nom-
bre

diam E
#®=[ o ﬂm(x,t,E)zdxi:-f

est fini. De plus, si c’est le cas, on a

Elj'(diamE +B%(E)) < inf HY(T) < C(diamE + *(E)).
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Jones et Bishop ont donné une variante de ce théoreme.

Théoréme 1.2.6 ([BJ]) Soit E un sous-ensemble compact de IR".
S’il existe une constante M > 0 telle qu’en H' presque tout z €FE

1
[ Buott, B < M
0 t
alors E est inclus dans une courbe rectifiable I' et
H! (I\) < CeC(M+d?:amE).
IIs en déduisent

Théoréme 1.2.7 ([BJ]) Soit I une courbe de Jordan.
En H'-presque tout point z € T', il y a équivalence des propositions
sutvantes

() T admet une tangente (au sens de (1.8)) en z.
1

113 o(z,t, T’ 2£ < oo

() [ Bt TS

Ce qui apparait comme une version faible de la conjecture € de Car-
leson (conjecture 3 de [B2]):

Soit I une courbe de Jordan.

On note Q;, i = 1,2, les composantes connexes de IR?/T".

Pour tout z € T, tout ¢ > 0, tout 7 = 1,2, on définit 6;(z,¢) comme
étant la longueur angulaire de ’arc le plus long de Q; N 8 B(z, ).

Soit e(z,t) = max |7 — 6;(x,t)|.

Remarquons que si 'NB(z, t) est un segment de droite alors e(z,t) = 0.

Conjecture 1.2.8 (Carleson) Soit I' une courbe de Jordan .
En H!'-presque tout x € T, il y a équivalence des propositions suivantes

(i) T admet une tangente (au sens de (1.8)) en z
! dt
(it) / e(z,t)*— < oo
0 t
Seul le sens (i) = (ii) est connu (voir [BJ]).
G. David et S. Semmes ont donné en dimension supérieure une ver-
sion du probléme géométrique du voyageur de commerce de Jones.

Compte tenu des injections de Sobolev, il convient dans ce cadre d’utiliser
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des versions L? du (., de Jones.
Pour tout z € F, tout ¢ > 0, tout ¢ > 1, on définit

(1 dist(y, P)\? , \*
t,F) = — —_— 7 .
By(,, E) I%f (td -/;;eEnB(z,t) ( t ) dy (1.19)

ou l'inf est pris sur tout les d-plans P de IR™.
Soit q tel que

e sid=1 ‘
1<g<oo (1.20)
e sid>2
ISq<d27612. (1.21)
On a alors

Théoréme 1.2.9 ([DS1],[DS2]) Soit E C R™ un ensemble d-régulier.
Il y a équivalence des propositions suivantes

dt
o [By(z,t, E)zdx? est une mesure de Carleson sur E x R™, c’est a
dire pour tout x € FE, tout R > 0

R dt
t, B)2dz— < CR° 1.22
»/yeEnB(c,R)‘/o By(=,t, E) dz t = CR (1.22)

e E est inclus dans une surface w-réguliére .

Un ensemble d-régulier vérifiant le théoréme 1.2.9 est dit uniformément
rectifiable. Une conséquence évidente de la théorie de David et Semmes
est qu’un ensemble uniformément rectifiable est rectifiable (nous en
esquisserons une preuve au chapitre 5).

Rappelons qu’une surface I' est w-réguliére s’il existe un poids w de
la classe A; de Muckenhoupt (voir [Jo], chapitre 2), c’est & dire une
fonction localement intégrable telle que pour tout boule B

1

TE—I /B w< Ci%fess w (1.23)

et une application w-réguliére z : R — IR™*!, c’est & dire une fonction
localement intégrable vérifiant

o |Vz| < Cw? p.p. au sens des distribution;
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e pour tout y € R™, tout R > 0

f w < CR? (1.24)
z-1(B(y,R))

telles que 1’on ait T’ = z(IR9).

En dimension d = 1, celarevient a dire que I" est inclus dans une courbe
Ahlfors-réguliére (c’est a dire une courbe vérifiant (1.10)).

Pour la preuve du théoréme 1.2.9, nous renvoyons a [DS1] et [DS2] ou
on pourra trouver d’autres définitions équivalentes ainsi que diverses
applications de la théorie de la rectifiabilité uniforme.
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Chapitre 2

Une version §; du théoreme
géométrique du voyageur de
commerce de Peter Jones

2.1 Introduction

Soit £ C IR™ un ensemble 1-régulier.

On rappelle qu'un ensemble F' C IR™ est 1-régulier (ou Ahlfors-régulier
de dimension 1) si et seulement si F' est fermé et s’il existe Cy > 0 tel
que pour tout z € F, pour tout R € ]0,diamFY,

Cy'R < HY(Fn B(z,R)) < CoR. (2.1)

(H! désigne la 1-mesure de Hausdorff)

La plus petite constante positive Cy vérifiant (2.1) est la constante de
régularité de F'.

Considérons des versions L? des (3, de Jones.

Pour tout z € E, tout ¢t > 0, on définit

. 1 dist(y, L)\ ? @
ﬂq(zg t, E) = llg.f (z /y‘eEﬁB(z,t) (———t————) dy) (22)

ou l’inf est pris sur toutes les droites L de IR™ et dy est l'intégration
par rapport & H! restreinte & E.

Le but de ce chapitre est de donner une preuve du résultat suivant.
Soit ¢ > 1.

Théoréme 2.1.; Soit B un ensemble 1-régulier compact de IR™.
t . .
St By(z, t, E)zdx—t— définit une mesure de Carleson sur E x R™Y, id est,
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il existe une constante C > 0 telle que pour tout =z € E, tout R > 0,

/ /Rﬂ( t E2dy® < CR (2.3)
yeEnB(z,R) Jo ' ° Yot VT = )

alors E C T, ou I' est une courbe Ahlfors-réguliére (c’est a dire une
courbe vérifiant (2.1)).

La méme construction donne :

Théoréme 2.1.2 Soit E un ensemble 1-régulier compact de IR™.
St

.
peEy = [ [T bye,t, BYaz < oo, (2.4)

alors E C T, ouT est une courbe de longueur finie, et on a de plus,
inf(T)<C (B(E)? + diamE) . (2.5)

On rappelle qu’un ensemble régulier vérifiant (2.3) est dit uniformé-
ment rectifiable (voir le chapitre 1). _

G. David et S. Semmes ont donné une preuve du théoréme 2.1.1 et de
sa réciproque (théoréme 1.2.9 du chapitre 1). Leur preuve reste valable

dans le cas d’ensembles d-réguliers avec d > 2 et est assez technique
(voir [DS1)).

Notre but ici est de donner une construction a la main de I', en
s’inspirant de celle de Jones pour le théoréme 1.2.5.

Une trés belle application du théoréme 2.1.1 est donnée dans [MMV].
Mattila, Melnikov et Verdera montrent que si, pour un ensemble F
Ahlfors-régulier de dimension 1 , l'opérateur de Cauchy définit un
opérateur borné sur L?(E), c’est & dire qu’il existe C > 0 tel que,
pour tout f € L*(E), tout € > 0,

LG, Lame

/B(ze) £ — 2
alors E vérifie (2.3) et donc, d’aprés le théoréme 2.1.1, E est inclus
dans une courbe Ahlfors-réguliére (voir ’appendice oi on donne une
idée plus précise de la preuve de ce théoréme).

dB'(z) < C [ |fF? (2.6)
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2.2 Idée de la preuve du théoréme 2.1.1
et lemmes préparatoires

Soit E vérifiant (2.3) pour un certain ¢ > 1.

Supposons que l'on ait construit des ensembles connexes I'g, - - -, I'x ol
I'x est formé de segments ayant pour extrémités des points de E, de
longueur plus grande (3 une constante multiplicative prés) que 27*¥
et telles que tout point de E est proche a 1’échelle 2-*¥ de I’extrémité
d’un des segments de I';.

Considérons z le point de E le plus loin de I';.

Le but est de transformer I'; afin de construire une nouvelle courbe
passant par = (ou trés prés a I’échelle 2-(*+1¥ de z ) et de contréler la
longueur perdue par ce détour en termes de §,.

Soit [y, z] le segment de T’y le plus proche de z.

On distingue deux cas pour 'insertion de z.

e Transformation A
Si dist(z,y) ~ dist(z,z), on remplace le segment [y, 2] par les
segments [y, z] et [z, z].

e Transformation B
Si x est trés proche d’une des extrémités, par exemple de y, on
ajoute le segment [y,y + KZ(z — y)].
(ou K, est une constante positive que I’on choisira plus tard)

Afin de pouvoir évaluer la longueur perdue en termes de 3, on ne va
pas insérer £ mais un point de E proche de z.
Commengons donc par quelques lemmes.

Lemme 2.2.1 Pour tout co > g > 1, tout x € E, tout t > 0,

1-1
Bi(z,t, E) < Cy *By(z,t, F) (2.7)
ou Cy est la constante de régularité de E.

Ce lemme découle des inégalités de Holder et de la régularité de FE.
Il nous suffit, d’aprés le lemme 2.2.1, de démontrer le théoréme 2.1.1
pour ¢ = 1. '

Lemme 2.2.2 Pour tout x € E, tout t > 0, on a
Boo (2,1, E) < CPy(z,2t, E)? (2.8)

ou la constante C ne dépend pas de z et t.
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Preuve du lemme 2.2.2 :
On considére D une droite pour laquelle 3;(z, 2t, E) est atteint.
Soit y le point de E N B(z,t) le plus loin de D.

Premier cas : dist(y, D) > t.
Alors $1(z,2t,E) > C, d’ou le lemme 2.2.2.

Deuxiéme cas : dist(y, D) < t.
On note d = %dist(y, D).
Pour tout z € B(y,d), on a

dist(z, D) > d.

On en déduit

1 dist(z, D)
:Bl(x’2t’ E) 1t Jze EnB(z,2t) t ’
1
> = ist(z, D)d
= 12 ‘/zeEnB(v.d) dist(z, D)dz
1
> jt;dHl(EnB(y,d))
d\?2
> Cit| -
> CPw(z,t,E)?

ou Cj est la constante de régularité de E.
Ce qui finit la preuve du lemme 2.2.2.

Soient A une constante positive trés petite, K une constante positive
trés grande, N un entier trés grand.

Lemme 2.2.3 Pout tout x € E, tout k € Z, il existe une suite (T;)j>k
de points de E telle que

1. z; € B(z, A2~ (DN ¢t

dist(zr, L) < CpBi(z, K27 N E)2~*N (2.9)
dist(zr, Lry1) < CPi(z, K2-C+HDN E)2-(+DN (9 10)

ou L;, i =k, k+1, est une droite telle que

1 dist(y, L) ,

VK27 E) = —— ).
Bu(= E) K2-iN JycEnB(z,k2-iN) K2—N !
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2. pour tout j > k+1, zj41 € B(zj, A2~U+IN) ¢t
dist(Tj41, Liy1) < CPi(z;, K27UHIN E)o-G+DN (9 47)

ot L;y, est une droite telle que

L 1 dist(y )
. GHON oy 1 / distly, Ljs1)
Arlz;, K2 22 K2-G+ON Jyepnp(e;,k2-G+0n) K2-G+DN dy.

Remarque : On choisira toujours z; = x4, si z; vérifie la propriété
2 du lemme 2.2.3 & léchelle 2~(+DN_ Les propriétés 1 et 2 (pourtant
trés proches) sont nécessaires pour des raisons techniques.

Preuve du lemme 2.2.3 :
Soit z € E, t > 0.
On considére D une droite pour laquelle §)(z,t, E) est atteint.
D’apres 'inégalité de Tchebytchev, on a

Cc't
2-NCIH'(E N B(z, At))

H' ({y € EN B(z, At) : dist(y, D) > CBy(z,t, E)t})

3 condition que C~! < 27N AC,.
Donc,

H'({y € EnB(z, At) : dist(y, D) < CBi(z,t, E)t}) > (1-2"VC2)H' (ENB(z, At)).

H'(E N B(z, A2-G+INY)
HI(E 0 B(z, A2-1N))

Remarque : CZ2~Y est la valeur minimale du rapport
En appliquant ce résultat, on obtient le lemme 2.2.3.

On note z le point de E limite de la suite (z;) et on pose fr_1(ZTo) =
T et pout tout j > k, fi(z) = z;.

Remarque : On a donc fr-1(Te0) = f;,(:coo) (Propriété 1 du lemme
2.2.3).

On a alors, avec une constante K différente de la précédente,

dist(zx, D)
dist(:vk , Dk+1)

< CPi(Too, K27V E)27FN (2.12)
< CPi(To, K27 CFUN E)o-(+DN (9 13)
et pour tout 7 > k + 1,

dist(z;41, Dj+1) < CB1(Too, K27UHIN E)2-G+IN (2.14)
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ou D; est une droite telle que

1 diSt(y, D,)

—iN —
Pr(Toe, 27, E)= K2-iN -/;eEnB(z,,Kz-‘N) K2-iN

. K
Remarquons que , si z et y sont dans E avec dist(z,y) < —=27*V,

100
alors
dist(fe(v), Le) < CBy(z,CK27*N E)2~*N (2.15)

ol L, est une droite pour laquelle 8;(z, K27*N E) est atteint.

A partir de ’ensemble I'; (vérifiant les propriétés décrites au para-
graphe 2.3), on va construire un nouvel ensemble I'z4; en insérant des
points de F du type fi(z) o £ décrit un sous-ensemble de E que 1'on
précisera plus tard (paragraphe 2.4). En utilisant entre autre le lemme
2.2.3, on pourra estimer I(T'x41) — I(T+) en fonction des B;. Puis, on
construira & partir de I'z4; ’ensemble I'z,; en remplacant les points
fr(z) (ot les fi(z) sont, & peu de chose pres, les extrémités des seg-
ments de T'x;; venant de I';) par les points fiyq(z) (paragraphe 2.5).
Par passage a la limite, on obtiendra un ensemble I' connexe, Ahlfors-
régulier de dimension 1 contenant E (paragraphe 2.6). Ce qui suffit
pour prouver le théoréme 2.1.1, puisque tout ensemble connexe, com-
pact, de H'-mesure finie est une courbe rectifiable (voir [DS2] théoréme
1.8 de la partie I, et chapitre 1 de la partie II).

2.3 Hypothéses de récurrence

On suppose que diamFE = 1.

On se donne des grandes constantes positives K;, K2, K3. On choisit
K3 trés grande devant K, qui elle dominera K;. Les constantes I et A
du lemme 2.2.3 sont telles que K est trés grande devant K;, K, et K3

alors que A est trés petite par rapport a ces mémes constantes. L’entier
N est choisi tel que 2~V << K7L

On notera I(.) la longueur d’un segment ou d’un arc de courbe.

Commencons par construire des ensembles (A;); de points de E qui
seront presque des réseaux de points 277 denses.
Pour cela, on considére Ag = {Z oo, Yoo } OU Z et y sont des points de E
tels que diamFE = dist(z,y) et o et Yoo sont les points limites de z et
y donnés par le lemme 2.2.3.
Supposons que l’on ait construit A;_;.
On considére 4; un ensemble maximal de points de E tels que
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l. siz,y € /-1,-, z # y, alors dist(z,y) > 2(I; + 2A4)277¥,;
2. siz € Aj, y € Aj1, T # y, alors dist(z,y) > 2(J; + 24)2-3V,

Soit A; = {ze : = € 4;}.
On pose alors A; = A; U Aj_y.
Enoncons quelques propriétés de A;.

(i) On dira que z € A; est de la l-iéme génération si z € A; =
A;/A;—1 (ce qui signifie essentiellement que z a été inseré A la
I-iéme étape). Tout point z de A; de la l-iéme génération est
point limite d’une suite (fi(z))i>i—1 de points de E vérifiant les
propriétés du lemme 2.2.3.

Rappel : Si z € A;, alors f;(z) = f;—1(z).

(ii) Siz, y € A,
dist(z,y) > 2K,277V, (2.16)

d’ou, si A est assez petit,
dist(f;(x), fi(y)) = K127V, (2.17)
(iii) Pour tout y € E avec y € Aj, il existe z € A; tel que
dist(z,y) < 2(K; + 24)277¥, (2.18)
Comme K, domine I,

dist(z,y) < K,279V. (2.19)

Supposons que I’on ait construit des ensembles connexes I'y, - --, 'y
formés de segments avec les propriétés suivantes.

Lo = [fo(z) + KZ(fo(y) — fo(2)), fo(y) + KZ(fo(x) — fo(y))] out z et
y sont les points de A,.

Pourj =0, ---, k—1, onnote A; = {f;(z),z € A;j} etona A; C T;.

On distingue parmi les segments de I'; deux types de segments
particuliers.

Un segment L de I'; est principal si L = [f;(z), f;(y)] ou z, y € A;.
Un segment principal est de la l-iéme génération si une de ses extrémité
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est de la l-iéme génération, I’autre étant d’une génération précédente.
D’aprés la propriété (ii) de A;, si L est un segment principal de T;,

I(L) > K279V, (2.20)

Un segment L de I'; est non principal si L = [f;(z),a;(z)] ot z € A;
et a;(z) n’est pas dans A;. L’extrémité a;(z) est I’extrémité d’un seul
segment de T';.

On suppose que, si L est un segment non principal de I';,

(L) > K K2273¥, (2.21)

Tout point f;(z), x € A;, est une extrémité d’au moins deux seg-
ments de I'; (dont un principal), I’extrémité d’au plus un segment non
principal.

Remarque : I'; peut contenir des segments qui ne sont pas d’un des
deux types précédents. Ils interviendront de maniére naturelle dans la
suite de la construction.

On suppose que tout point f;(z), z € Aj, vérifie la propriété du
céne : .
Soit @ € [0, E] fixé (0 est indépendant des autres constantes).
Si tous les segments principaux de I'; ayant pour extrémité f;(z) sont
dans un cone de sommet f;(z) d’angle 6, alors f;(z) est ’extrémité d’un
segment non principal [f;(z), a;(z)]-
En particulier, si f;(z) est ’extrémité d’un seul segment principal de
I';, alors il est ’extrémité d’un segment non principal.

2.4 Construction de f‘k_,_l a partir de I';,

Soit T’y ’ensemble connexe vérifiant les propriétés décrites au para-
graphe précédent.

On va, dans ce paragraphe, construire a partir de I'; un ensemble
connexe I'yy; contenant les points fi(z), z € Ary1 = Apy1/Ax.

On considére z le point de Az, le plus loin de Ax. On suppose que

z &€ T’y sinon il n’y a rien a faire.
Soit y le point de A le plus prés de z.
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On suppose dans un premier temps qu’il existe un segment principal
de T'x [fx(y), fa(2)], 2 € Aj tel que l'on ait la propriété (x)
(%) la projection de fi(z) sur la droite engendrée par fi(y) et fi(z) est
a 'intérieur du segment [fi(y), fx(2)]-

Cas A 1: K3'dist(fa(z), fi(2)) < dist(fi(z), fa(v)) < Kadist(fr(z), fr(2))

Soit I‘k +1 la courbe obtenue a partir de I'; en remplagant le segment
[fx(¥), fi(2)] par les segments [fi(y), fk(x)] et [fi(z), fa(2)]-
On cherche maintenant 3 évaluer A = I(I'{ +1) — I(T%).
Soit €5 une constante positive tres petite.
Supposons dans un premier temps que fBoo(z, K27*N E) < &,.
On considére D, une droite pour laquelle

1 dist(y, Dz)

K27 E) = =%
ﬂl(x, ’ ) I{2—]¢N yeEnB(z,K2_hN) Kz—kN

dy.

Alors, d’aprés le lemme 2.2.3 et (2.15), si K est assez grand par rapport
a et A,

dist(fe(z),Dr) < CPBi(z, K27*N E)2~*N (2.22)
dist(fx(v), Dx) < CpBi(z, K27*N E)2~*N (2.23)
dist(fa(2), Dr) < CpBi(z, K27 N E)2=FN (2.24)

d’o1, si on note D la droite engendrée par fi(y) et fr(z),
dist(fi(z), D) < CBi(z, K27, E)2~*N (2.25)

donc par le théoreme de Pythagore,

dist(fx(z), fe(y)) + dist(fi(z), fu(2)) — dist(fa(¥), f(2))

A =
< CpBi(z, K27*N E)22-*N, (2.26)

Supposons maintenant que Bo(z, K27*¥V E) > &.
On a alors d’aprés le lemme 2.2.2,

Bz, K27*N+1 B) > C7'Bo(z, K274V, E)? > C~'e}

Or
A=UTH)—1T) < (1+ Ks)dist(fi(z), fu(®))
< C(1+ K3)K,27*N d’apres (2.19)
< (1 +K3)K2ﬁ1( K27*N+1 F)2o-kN

0
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Donc,
A < CBi(z, K27*N+1 E)22-kN, (2.27)

Cas A II : dist(fi(y), fr(z)) < K3 'dist(fi(2), fa(z))

I"g_')_l est obtenu en ajoutant & I'; le segment principal [fx(y), fx(z)]
et le segment non principal

[Fu(2), fu(z) + K3 (fu(z) — fu(¥)))-
On a alors A = I(T{),) — I(T%) = (K2 + 1)dist(fa(y), fa(z))-
Supposons que B (z, K27V E) < €.

Si [fr(v), fr(2)] est un segment de la k-ieme génération, on a

A < C(K;+1)K3'dist(fa(x), f(2))
< C(K; +1)K3 dist(fe(y), fu(2))- (2-28)

Si [fx(v), fx(2)] est un segment de la j-iéme génération (avec j < k), on
a

A< C(KI+ 1)K;1di3t(’2c{£?3;f"(z)) (2.29)

Remarques :

1. Lalongueur ! du segment non principal [fx(z), fe(z) +KZ(fu(z)—
fe(y))] vérifie

= KZdist(fu(z), fr(y))
> KK 27"V

On retrouve I’inégalité (2.21) du paragraphe 2.3.

2. Puisque Boo(z, K27*N E) < g, le segment [fi(y), fr(z)] ne subira
qu’un nombre borné de transformations B (en fi(y)).

Si Boo(z, K27*V E) > €9, on retrouve pour A I’estimation (2.27).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de z € A, tel que 'on ait
la propriété (x) pour [fx(y), fr(2)].

On suppose dans un premier temps que SBo(z, K27*N E) < g,.
Cas B I: fi(y) est ’extrémité d’un segment principal [fx(y), fr(2)]
avec

dist(fi(z), fu(y)) < K5 dist(fx(2), fu(2))-
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On peut alors utiliser une transformation B. On construit I‘g_')_l a partir
de I'x en ajoutant le segment principal [fi(y), fx(z)] et le segment non
principal [fi(z), fu(z) + K3 (fi(z) — fu(y))]-

Les estimations sur I(I‘gll) — I(T'%) sont les mémes que (2.28) et (2.29).

Cas B II : Pour tout segment principal [fi(y), fa(2)] dont fi(y) est
une extrémité,

dist(fa(z), fr(y)) > K3 'dist(fr(z), fr(2)). (2.30)

Donc,

([fe(®): fi(2)]) < (Ks+1dist(fi(), fu(y))
< C(K3+1)K.27* Q’apres (2.19)
<< K27* par choix de K. (2.31)

On distingue maintenant deux cas.

e Soit fi(y) est 'extrémité d’un seul segment principal (on dira
que fi(y) est un bout de I'y), alors , d’aprés les hypothése de

récurrence (propriété du céne), fi(y) appartient & un segment
non principal.

e Soit fi(y) est I’extrémité de plusieurs segments principaux de I';.
Soient L et L' deux segments principaux de Iy dont fi(y) est une
extrémité.

Puisque dist( fa(z), fi(y)) > K;27*N | et que la projection de fi(z)
sur la droite contenant L et celle sur la droite contenant L' sont
en dehors de L et L' respectivement, ’angle entre L et L' est plus

. T
petit que 3

De plus, comme B (z, K27*N E) < &, et puisque I(L) et I(L')
sont inférieurs & K27*N d’aprés (2.31), , I’angle entre L et L' est
trés petit (d’autant plus petit que ¢ est petit).

Dong, si € est tres petit devant 6, tous les segments principaux de
I'x contenant fi(y) sont dans un céne de sommet fi(y) et d’angle
6.

On en déduit, d’apres la propriété du cone, que fi(y) est I’extrémité
d’un segment non principal de I';.

Remarque : Un tel point a été a une génération précédente un bout.

Donc, dans tous les cas, fi(y) est I'extrémité d’un segment non
principal [fx(y), ax(y)] de T:.



D’apreés (2.19), dist(z,y) < K277V,
Donc, si A est assez petit, dist(fi(z), fe(y)) < 2K,277V,
D’on, d’apres (2.21),

dist(fu(2), fuly)) < 2K ETHU(r(w), (@) (2:32)
On considére alors zg, - -+, z;41 les points de A4, tels que
e Tog=yetzy =z,

e z; et z;4; sont voisins dans Agy, (voir figure).

x4
x - x e o o
xa 2l > lan XL
Remarques :

1. 1 est borné d’apres (2.16).

2. On peut “ordonner” les z;, car, puisque B (z, K27*V E) < &,
ils sont tous proches d’une méme droite.

Soit z; (i € {1,....,1}) le point le plus loin de z et y.

< d?St(fk(y)a fre1(x:)) < Iss.
dist(fe(z), fre+1(z:)) .
Alors, on utilise une transformation A et on construit 1"5:-21 en ajoutant

a T'x les segments [fi(y), fur1(z:)] et [frrr(zs), fi(z)]-
Remarque : fry1(z) = fa(z) car 2 € Apys.

Premier cas : ;!

Par un calcul identique & (2.26),

([ fe(®), frrr(z)))H([frerr(2:), fe(2)]) < W[ fa(2), rlw)))+CBi(z, K27, E)?

Deuxiéme cas : dist(fi(y), ferr(z:)) < Ktdist(frr1(z:), fe(2)).
(on suppose que z; est plus proche de y que de z, le cas inverse est
identique)

On utilise une transformation B. f‘g)_l est construit en ajoutant les seg-

ments [fi(y), fu(@)], [fie(v), frrr(z:)] et [frrr (), K3 (fera(z:) — fi(¥))]-

On a alors par un calcul identique & (2.28),

(TN =T < W(AHE), @) + @ + EDIf®), firr (z)])
< (14 @+ EHEOUA), fi(2)). (2.33)

26



Puis, on considére zy, i # ¢, ¢’ € {1,....,1}, le point le plus loin de
z, y et z;. On construit f‘ﬁ)_l a partir de f‘ﬂl en insérant fi4q(zy) par
une transformation A ou B.
Et, on insere de cette fagon tous les points z,, - - -, ;.

Soit 'y ’ensemble connexe ainsi obtenu.

On construit l"g)_l a partir de T'4y; en ajoutant le segment [fry1(2), ars1(z)]
ol ax41(z) est un point tel que I([fit1(z), ar41(z)]) = K K22-(+1N
Ce segment ne sera pas modifié lors de la construction de I'py; et
puisqu’il n’est pas principal, on le choisit avec cette longueur afin que

la propriété (2.21) soit préservée.

Il nous reste a estimer I(I‘S‘l‘,)_1 = I(T%).

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations A
est, par un calcul identique a celui effectué dans le cas A I, majorée par

1
CBi(z,CK2™*N E)?27*N 1 C'Y By (z:, CK2- (DN E)2o-(k+DN
i=1
La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations B est
majorée par un calcul identique & (2.28) et d’apres (2.32),

C(1+ (1 + K KO([f(), fi@)]) + C(1 + KK 3 W[ frwr (23), fura(z0)])

< CU+(+EDEKDKS dst(fly) ar)
+ CQ+ KK dist(feqr(2:), fasa(2a))- (2.34)

ou la somme se fait sur les indices i, i’ de {1,...,/+1} tel que le segment

[fre+1(z:), fes1(zo)] a subi une transformation B.
On en déduit :

I(Trp1) = I(Th) < CPBi(z,CK27*N E)227*N
+ C(1+ 1+ KDKSKT K, dist(fu(y), ar(y))

+ CQ+ KK Y dist(fira(2:), ferr(za))-

De plus, d’apres (2.21),

([fres1(2), ar1(2)]) = Ki K327 N <27 VI([fa(y), ar(y)])-  (235)
Donc,
(T, —I(Tw)) < CBi(z,CK27* E)2a-*N
+ C((1+ @+ EDETKTEG" +27) dist(fu(y), ar(y))
+ CA+EHE'S dist(fur (), farr(za))- (2.36)

i
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Remarques :

1. Pout un tel point y, une telle transformation n’arrivera qu’une
fois lors de la construction de T'.

2. Les points fiy1(z:), 2 =1, ---, I, ne seront pas modifiés avant la
construction de I'x3.

Si Boo(z, K27*N E) > &o (donc fi(z, K27*¥N+1 E) > C~1e2), on

obtient 1“9,11 en ajoutant les segments [fi(y), fe(z)] et [fi(z), fa(z) +
K2(fi(z) — frx(y))] et on a alors par un calcul identique & (2.27),

(rMy — ) < c27*
< CPBi(z, K27+ E)29~kN (2.37)

On pose Ag,)_l = A, U {z}.
Soit z' le point de A4 le plusloin de Ag‘l_*)_l et on suppose que z' € 1"{21.
On construit & partir de I‘g‘)_l un ensemble connexe contenant fi(z') en

utilisant la méthode décrite précédemment. Puis, on applique cet algo-
rithme pour tous les points de Ag;.

Soit T'41 ’ensemble connexe ( qui contient tous les fi(z), z € Art1)
ainsi obtenu.
Remarque : 'y, vérifie la propriété du cone. En effet, les seuls points
fi(z), £ € Ag41, pouvant poser un probléme, sont ceux insérés par une
transformation B. Or, par construction, ces points appartiennent & un
segment non principal.

2.5 Construction de I'y;; a partir de Tett

On transforme f‘,._,_l pour obtenir I'x4;, en appliquant ce qui suit

e Pour tout £ € Agy1, on remplace fi(z) par fi+1(z).
On rappelle que fi(z) = frt1(z) si z € Ag41 ou si fi(z) vérifie la
propriété 2 du lemme 2.2.3 A Péchelle 2—(+1N

Ainsi, fi(z) est remplacé par fit1(z) si fi(z) est relativement
loin d’une droite Djy; minimisant 8, (z, K2~ (:+ON_E),

e Soit une extrémité d’un segment de I'x;; n’appartenant pas a
Aj41. Alors, ce point est ’extrémité d’un seul segment de 'y ;.

On note ar(z) ce point et [fi(z),ar(z)] ce segment. Alors, le
point ax(z) devient le point ax41(z) avec

= I([fe(2), ar(2)]) = U([fe+1(2), ar41(2)];
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— ar4+1(z) appartient a la droite (fi(z), ar(z)).

Il nous faut maintenant estimer /(Tgy;) — I(Trq1).

Il est inutile de s’intéresser au cas des segments non principaux, car
leur longueur est préservée d’apreés ce qui précéde.

Considérons le cas d’un segment [fr+1(z), fe+1(y)], o z, y sont dans
Ag.
On a alors pour ce segment 2 cas.

Cas A 1:[fx(y), fa(z)] est un segment qui n’a pas subi aucune trans-
formation (ni A, ni B) & cette étape.
On suppose dans un premier temps que Boo(z, K27*V E) < &.
Soit z € E tel que la projection de z sur ( fe(z), fe(y)) est dans [fi(z), fr(v)]-
On suppose en outre que z vérifie

dist(fi(z), fa(z)) < 10K, 2~ (+DN (2.38)

Remarque : Tous les points de Az, dont la projection sur (fi(z), fe(y))
est dans [fi(z), fx(y)] vérifie (2.38) (éventuellement avec fi(y) & la place
de fi(z)), sinon le segment [fi(z), fr(y)] aurait été modifié.

Alors,
dist(fe(y), fe(2)) = K27 — 10K, 2 *+DV
> Kyi(1—1027N)2-kN,
Donc,
< L 10 2=V
dist(fa(2), fu(2)) < T—g55=wdist(fu(y), fu(2))

< Ki'dist(fi(y), fa(2))

car 27V << K31

Or, tout point z € Ay, I > k + 1, tel que la projection de fi(z) sur
(fi(z), fi(y)) est dans [fi(x), fi(y)] vérifie (2.38), donc il ne pourra étre
inséré que par une transformation B.

Si [fi(z), fx(y)] est de la j-iéme génération avec j < k, alors, d’aprés
(2.20),

dist(fk+1(l‘),fk+l(y)) - diSt(fk(x),fk(y))
242~ (1N

IA A
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Si Boo(z, K27*N E) > £, alors
[ fes1(z)s frar(@)]) — I([fe(z), fr(¥)])
2A2-(k+1)N

<
< CpBi(z, K27FN E)227kN (2.40)

Cas A 11 : [fi(z), fx(y)] a subi une transformation B. Alors, d’apres
le lemme 2.2.3, si le segment est de la k-iéme génération,

dist(fara (), frr1(y)) — dist(fu(z), fa(y)) < 2427 ¢V (2.41)
donc d’apreés (2.20),

dist(fr+1(x), fira(y)) — dist(fa(z), fe(y))
< AK7'dist(fa(z), fe(y)).  (2.42)

Si maintenant [fi(z), fi(y)] est un segment de la j-iéme génération avec
i<k
dist(fa+1(), firr(y)) — dist(fu(z), fa(y))

Il nous faut reste & considérer le cas de segments [fi+1(z), fat1(¥)]
ol T € Ag, y € Aps1-

Considérons z € A, et supposons que Bo.(z, K27% E) < &.
Alors fri1(z) est une extrémité d’au plus deux segments dont les autres
extrémités sont des points du type fit+1(y) avec y € Apya.

Cas B1:ily en a exactement deux fr+1(y) et fit1(2) (y et z sont
dans Ak+1).

Alors fir1(y) = fi(y) et fer1(2) = fr(2).
On suppose que fi(z) # fr+1(z) (sinon rien n’a été modifié).
Alors, si on note Djy; une droite minimisant 8,(z, K2 *¥ E), on a

dist(fe(z), Day1) > CPBi(z, K2~ *+VUN pyo-(+1)N
dist(fi+1(z), Dr+1) < Cpi(z, Ko~ (1N E)z—(’=+l)N
dist(fe+1(¥), Dat1) < CPBi(z, K2~ G+UN E)o-(+DN
dist(fe+1(2), Det1) < CBi(=z, K2~ (1N E)z—(kﬂ)N.

On en déduit

dist(frs1(z), D) < CBi(z, K2~ DN Eyo-(k+)N

30



ou D est la droite engendrée par fi(y) et fi(2)-
D’ou, d’apres le théoréeme de Pythagore,

dist(fa+1(2)s fe+1(y)) + dist(fes1(z), fas1(2)) CPBy(z, K2~ (DN E)20-(k+DN

dist( fa(y), fr(2))
Chi(z, K2~ *+ON, gy2g-(-+N
dist(fi(y), fe(z))
dist( fe(z), fi(2)).

Remarque : Ce calcul est identique a celui de (2.26).

+ + A+ IA

On a donc

dist(fa+1(y), firr(z)) + dist(fas1(2), frer1(2))
—dist(fa(y), fa(z)) — dist(fa(z), fu(2))
< CBi(z, K2~ 1IN E)2o-(k+DN (9 44)

Cas BII :ily en a un seul fi11(y) (¥ € Ary1)
alors fi+1(y) = fa(y)-

Premier cas : fi(y) est 'extrémité d’un segment [fi(z), fr(2)] de I'x
tel que

I([fu(z), fu(2)]) = K275V, (2.45)

Si K est trés grand devant 2V, ce segment ne peut subir qu’une trans-
formation B.
Soit kg < k le plus petit indice tel que

([fro(2)s Fao(2)]) 2 K27V, (2.46)
On a alors
dist(fi+1(z), ferr(y)) — dist(fi(z), fu(y))
< 2A2—(k+1)N
S 2CAK—12—N diSt(fko (.’L‘), fko(z)) .(2.47)

| 2(k—ko)N
Deuxiéme cas : Tout segment principal de I'; dont fi(z) est une

extrémité est de longueur inférieure & K27V,

Si Boo(z, K27*N | E) < €, alors d’aprés la propriété du céne (comme
dans le cas B II du paragraphe précédent), fi+1(z) appartient & un

segment non principal [fi+1(z), ar+1(y)]-
On a

dist(f,..,.l(:z:), fk+1(y)) - dlSt(fk(.’l’)), fk+1 (y)) _<_ C'A2'("+1)N. (248)
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Supposons maintenant que
Boo(z, K27*N E) > g0 (donc Bi(z, K27*N*1 E) > C~ef).
fr(z) est Pextrémité d’un nombre borné de segments de I'xy; dont
l’autre extrémité est un point de A1, donc la longueur totale “perdue”

A( pour ces segments) quand on remplace fi(z) par fi4+1(z) est majorée
par

A < CA2~*HON < Op, (z, K27*N+1 E)22-kN (2.49)
On a donc obtenu
(Tigr) = UTR) = 10, + 12, + 120, + 1) (2.50)
avec
° lg)_l est la “longueur totale perdue” par l'insertion de points de

E suivant la transformation A.
D’aprés (2.26) et (2.27), on a

M, <c 3 Bz, K27k E)22* (2.51)

€Ay

° lgzl est la “longueur totale perdue” par l'insertion de points de

E suivant la transformation B (sans compter les segments crées
dans le cas B II du paragraphe 2.4), lorsque le (., est petit.

° l{?l est la “longueur totale perdue” quand on remplace fi(z) par
frt1(z), T € A

121 = 1(Trr) — I(Tser).-

® lﬁl est la “longueur totale perdue” quand on insére un segment

dans le cas B II du paragraphe 2.4.

Il est clair, d’aprés le choix de I’ensemble Axy;, que I'xy; vérifie les
mémes propriétés que I'; & ’échelle 2~ (F+1DN
2.6 Fin de la construction de I
Soit I" I’ensemble connexe obtenu en itérant la construction précédente.
On a, d’apreés (2.19), E C T.

Nous allons maintenant évaluer I(T").
On a, d’aprés (2.50),

IT) =T < I +30@ + 309 + 31, (2.52)
k k k k
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Or, d’apres (2.51),

SV <cy S Bz, K27, E)?2* (2.53)
k

k z€A,

Il nous faut maintenant évaluer les trois autres sommes.
Commencons par quelques remarques.

e I' contient des segments [z,y] ou = et y sont dans un A, pour un
certain k. Donc, pour tout j > k, [f;(2), f;(y)] C T;.
On note S cet ensemble de segments.
On dira qu’un tel segment est de la k-iéme génération si [fu(x), fr(y)]
est un segment de I'; et un des deux points = ou y n’est pas dans
Ap_q.
En fait, ce segment a subi, a partir de la k-iéme étape, que des
transformations B, et & chaque étape, le nombre de transforma-
tions B est borné (si B est petit).
Remarque : Sile segment [fi(z), fe(vy)] , et y dans A, a subiune
transformation B, alors aucun de ses “successeurs” [f;(z), f;(y)],
j 2 k, ne subira A.

On a, alors d’aprés (2.41),

[dist(z,y) — dist(fe(z), fi(¥))] < 243 270N (2.54)
izk
< 2427V (2.55)

donc, d’aprés (2.20),

|dist(z,y) — dist(fe(z), fa(¥))| < 2AK{ dist(fa(z), fu(y))
(2.56)
d’ou

dist( fu(), fu(y)) < rdist(z,y)  (2.57)

1
1-2AKT
o I contient de segments [z, as(z)] pour lesquels il existe k tel que

— x € Ay

— ax(z) et le point limite d’une suite (a;(z));j>x ou
[fi(z),a;(z)] C T; et aji1(x) est construit & partir de a;(zx)
en suivant le procédé décrit au début du paragraphe précé-
dent (Pour tout j > &, a;(x) € A;).
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Soit S(? 1’ensemble de ces segments.

On dira que [z, a.(z)] est de la k-iéme génération si k est le plus
petit indice pour lequel les propriétés précédentes sont vérifiées.
Pour un tel segment, pour tout 7 > &k, on a

dist(z, a(z)) = dist(fj(z), aj(z)). (2.58)

Soit [r,y] € SM de la k-iéme génération.
La somme totale ! des longueurs des segments construits au cours des
différentes étapes selon la transformation B et ayant pour extrémité
fi(z) ou f;(y) avec j > k (lorsque Boo(z, K27*¥  E) < g ou
Boo(y, K27¥N E) < g¢) vérifie, d’aprés (2.28) et (2.29),

ik
< 2C0(K2 + 1)K \dist(f(2), fu(®)) (2.60)

donc, d’apres (2.57),

2C(KZ+ 1)K

1< 2 _di :
S AR OsHoY) (2:61)
d’on, si A est assez petit et si K3 est assez grand par rapport a Ko,
1
< — . .
On en déduit 1
1® < ——y(T). .

D’apres (2.36),

S < ¢ Y Bi(z,CK27*N E)22-*N
k

k z€l,

+ Y (CQ+Q+KHKHKTK; +27V)I(L)(2.64)
Les(@)

Donc, Kj, N sont assez grands,
(CA+ 1+ EHETYET K +27%) 3 (L) < —I(T). (2.65)
s 1000

Remarque : On n’a pas tenu compte dans (2.36) de la somme en ¢ et i
qui a déja été comptabilisé dans » 1@,
k
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Il nous reste & évaluer » l{a).

k
On a d’apres (2.40), (2.44) et (2.49),

S <Y S Bi(z, CK27M E)227*N L 5 (2.66)
k

k zcA, k

ou I¥) est la “longueur totale perdue” quand on remplace fi(z) par
fr1(z), T € Ay, lorsque Boo(z, K27*N¥  E) < £ (en dehors du cas B
I du paragraphe 2.5).
Notons | = Z i}a).

P

Si [z,y] est un segment de S (1) de la k-iéme génération, sa “contri-
bution” A a I est majorée d’apreés (2.39), (2.42), (2.43) et (2.47) par

CAI{I—I Z diSt(fk(x)’ fk(y)) + 2CAI{—12—N Z diSt(fko(z)’ fko(y)).

=i 2(i—k)N el 2(i—ko)
(2.67)
ou ko < k est le plus petit indice tel que
dist(fie (2), fro(y)) 2 K275V, (2.68)

Remarque : Le second membre vient du premier cas du cas B II du
paragraphe précédent. A chaque étape, le segment [fi(z), fi(y)] n’est
pris en compte qu’un nombre borné de fois. De plus, A est assez petit,
pour tout 57 > ko,

dist(f;(z), fi(y)) > K277V,

Par un calcul identique a (2.57),

dist( fi (), fio () < ;—_—5%;{?1<[x,y1>. (2.69)

Donc, d’apres (2.57),

CAK! 2CAK~ 127N
A< l 2.70
< (o A i) @)
donc si K;, K et N sont assez grands, A est assez petit,
A< — 1z, 3]) (2.71)
= 1000 YV ‘
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Si [z,a,(z)] est un segment de S de la k-itme génération, sa
contribution A i [ est majorée d’apres (2.48) par

A CAY 27N
ik
2CA27*N
2CAK; 2K dist(fr(z), ar(z)) d’aprés (2.21)
2CAK; 2K dist(z, aco ().

IA

IAIAIA

Donc, si K5 est assez grand par rapport a K et A,

1
On a donc d’apres (2.71) et (2.72),

1< ml(I‘) (2.73)

Donc, d’apres (2.52), (2.53), (2.63), (2.65), (2.66) et (2.73)

ID)—-1T) <C> X Bi(z, K27k E)227%F 4+ —— ()
% z€Ay 1000
* 10001(1‘) * 1000 7000 L )(274)
d’ou, d’apres (2.3) et la construction de I'y,
I(T') < CdiamE. (2.75)

Remarque : On peut utiliser ce qui prédeéde afin de construire la courbe
rectifiable I' du théoréeme 2.1.2.
Alors, d’aprés (2.4) et (2.74), on a

I(T) < C (B(E)? + diamE) . (2.76)

Il nous reste & montrer que pour tout z € I', tout R € ]0,diamI[,
(2.1) est vrai.

Notons que, pour toute courbe, I'inégalité de gauche de (2.1) est tou-
jours vérifiée.

Soient z € F, 0 < R < diam[".

On considére ’entier k tel que 2-¢+I)V < R < 27*N,

On note I'(z, R) = ' n B(z, R) et pour tout j > 0, I';(z,R) =TI'; N
B(z, R).

Par un calcul identique & ’évaluation de {(I"), on a

I(T(z,R)) — (Tx(z,R)) S C Y. 3 Bu(z, K279V, E)?279N.  (2.717)

iZkzeA;
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D’ou, d’apres (2.3),
I(T(z, R)) — I(T4(z, R)) < CR. (2.78)

Or d’apres (2.20) et (2.16), il est clair que le nombre de segments de I';
intersectant B(z, R) est borné, et donc {(T+(z,R)) < CR .
D’ou pour tout z € I, tout R > 0,

HY('n B(z,R)) < CR. (2.79)

Donc I' est une courbe Ahlfors-réguliére.
Ce qui termine la preuve du théoréme 2.1.1.
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Chapitre 3

Un probleme géométrique du
voyageur de commerce en
dimension 2

3.1 Introduction

Nous allons dans cette partie énoncer une version en dimension 2 du
théoréeme 1.2.5 de Jones, c’est & dire donner des conditions en ter-
mes de (B, pour qu'un ensemble £ C IR™ soit inclus dans une surface
I' = f(IR?) ou f est un paramétrage “sympathique”.

En dimension d = 1, la connexité joue un role important en ce qui
concerne les propriétés de rectifiabilité : tout ensemble connexe de H!-
mesure finie est rectifiable (voir le chapitre 3 de [Fa]), tout ensemble
connexe Ahlfors-régulier de dimension 1 est uniformément rectifiable
(voir le chapitre 1 de la partie II de [DS2]).

En dimension supérieure, il n’en est rien, ce qui rend le probléme plus
compliqué.

Soit £ C IR™.
Avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons donner quelques
définitions (la plupart sont motivées par le fait que nous ne supposons
aucune hypothese de régularité pour F).
On se donne une constante positive €g trés petite.
Pour tout z € IR™, tout ¢t > 0, on définit

o Bo(z,t, E)
Si EN B(z,t) #0,

,Boo(x,t,E)=i%f( sup M) (3.1)

yE€ENB(,1) t
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ou l'inf est pris sur tous les 2-plans P de IR",

sinon fu(z,t, F) = 0.

On considére P, 4 un 2-plan minimisant B (z,t, E), c’est & dire
tel que

st )
ﬂ°°($’ t"E) = sup dis (y"P( ,t))

(3.2)
yE€ENB(z,1) t

et on appelera ce plan par la suite le bon plan approximant de E
dans B(z,t).

o O(z,1)
Si E N B(z,t) # 0,

O(z,t) = sup angle(P,P') (3.3)
P,P'eP(,1)
ou P(z,t) ={P: sup dist(y, P) < 2B(z,t, E) ¢,
yEENB(z,t) t

sinon ©(z,t) = 0.
Quelques commentaires sur O(z,t) :

1. Si Bo(z,t, E) est grand, O(z,t) n’a pas de signification.
2. Si Boo(z,t, F) est petit, alors
a. soit O(z, 1) est petit,donciln’y a pas beaucoup d’imprécision
dans le plan approximant P(z,t);
b. soit ©(z,t) est grand, les points de E N B(z,t) sont
proches d’une droite.
Ce qui implique que la densité de E dans B(z,t) est
faible.
Ainsi, si on suppose que E est régulier, si P, et P, sont
deux plans tels que pour i = 1,2, pour tout y € EN
B(z,t),
dist(y, P;) < et (3.4)

alors angle(P;, P;) < Ce.

Ceci est une conséquence du fait qu’il existe un plan
de référence formé de points de E N B(z,t) affinement
‘indépendants, car la régularité de E empéche les points

de E N B(z,t) de s’accumuler prés d’une droite (voir
lemmes (5.8) et (5.13) de [DS1] ).

° éoo(x,t, E)
Boo(Z,t, E) = Boo(z,t, E) + O(z,1).
Remarque : Si ,Boo(x,t, E) est petit, on est dans le cas 2a précé-
dent. Si Boo(z,t, E) est grand, on est dans le cas 1 ou 2b.
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e 7(z,t) )
Si Boo(z,t, E) < € et Bo(z,t, E) > 100¢ alors 5(z,t) =1
(on est dans le cas 2 b précédent),
sinon 7n(z,t) = 0.

. ii(z,1)
Si Beo(z,t, E) > € alors 7(z,t) =1,
sinon 7(z,t) = 0.

De plus, on définit 8?(E) par

dt

tn-l :

di
B = [ [T bzt B

Remarque : Soit A la famille des cubes dyadiques usuels de IR™.
Alors, B%(E) ~ Y B(Q)*(diamQ@)? ot si QN E # 0,

QeA

. dist(y, P)

I’inf étant pris sur tous les 2-plans de R, et si QN E =0, 3(Q) = 0.
Le résultat de ce chapitre est le suivant.
Théoreme 3.1.1 Soit E un sous-ensemble compact de IR™.
Si B%(FE) < oo, alors il eziste un paramétrage f : R? — IR™ tel que,
si on note I' = f(IR?), on ait
(i) ECTy
(ir) H*(I") < C(B%(E) + (diamFE)?);
(#%i) pour tout w € R™, tout t > 0,

H? (f~(B(w, 1)) SCexp( ) Cﬁ(w,[&'z“")ﬁw(w,I{T",E)2) £2;

{n:2—m>1}

(v) il existe € > 0 tel que f soit localement e-hélderienne
ou C et K sont des constantes positives.

Nous allons maintenant donner les grandes lignes de la construction
deT.
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3.2 Bréve description de la construction
de I

L’esprit de la construction de I' est essentiellement le méme que celui
de la courbe rectifiable du théoréme 1.2.5 de Jones ou de celui de la
courbe Ahlfors-réguliére du chapitre 2.

Ainsi, I' sera limite d’une suite de surfaces (I';) construites par récur-

rence et formées de triangles (qui jouent le role des segments du chapitre
2).

Donnons quelques détails.

Supposons que I’on ait construit des surfaces I'y, 'y, - - -, T'; formées
de triangles telles que

e Tous les triangles de I'; ont des cotés de longueur de 1’ordre de
278,

e Tout point de E est & une distance inférieure & 2~* (& une con-
stante multiplicative prés) d’un sommet d’un triangle de T';.

o I'; admet un paramétrage f; qui est une application de IR? dans
|£(2) — f(20)|

|z — 2]

IR™ dont on contrdle la distorsion, c’est a dire le rapport

I

en terme, entre autre, de Soo.

La description compléte des propriétés des I'; se trouve dans les
paragraphes 3.3 et 3.4.

Pour des raisons techniques, les sommets des triangles de I'; ne sont
pas tous dans FE, ce point est plus particuliérement discuté dans le
paragraphe 3.5.

Soit M le point de E le plus loin des sommets des triangles de T';.
On souhaite construire & partir de I'; une surface I';4; contenant M
(paragraphe 3.6).

Sot T' = (M M,M;) le triangle de I'; le plus prés de M, c’est a dire
réalisant i%f dist(M, S) ou l'inf est pris sur tous les triangles S de T';.

Evidemment, I'insertion de M dépend de la position de M par rapport
aT.

Le cas de référence est le suivant.
La projection IIz(M) de M sur le plan engendré par M;, M,, M; est
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au “centre” de T.

f‘,- est obtenu en remplacant dans I'; le triangle T' par les triangles
MM My, MMMz, MM;3M,.

Il est facile de construire un paramétrage f}_H de f‘,-.H a partir du
paramétrage f; de I';.

Il nous faut maintenant estimer la surface S “perdue” par ce détour

(S = H?*(Tj41) — H%(T;)) et la distorsion de fj41.

Donnons un apercgu de ces calculs.
Soit €y une constante positive tres petite.

On note

o TN = MM,M;, Ty = MM Ms, Ts = MM, M,;
e T C R? tel que f;(T) =T;

o T: C IR? tel que f,.;.l(’f",) =T;,1=1,2,3.

On suppose que M;, M, et M3 sont dans E.
Premier cas : Boo(M, K277, E) < 100¢.

On a alors B (M,I277 E) < 100¢y, donc dans B(M, K277), E est
“pla't”.

D’apres le théoreme de Pythagore, on a
HY(Fy41) — HA(Ty) < CBo(M, K279, BY2(279)2,  (35)
et
, diamT; diamT;
diamT diamT
< (14 CPw(M,K277 F)?)

(1 + CBo(M, 277, E)*)~

IA

diamT;
diamT"’
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Deuxiéme cas ; Boo(M, K277, E) > 100¢q et Boo(M, K277, E) < €.

On a alors (M, K277) = 1.
Les points de E dans B(M, {277) sont alors proches d’une droite.

On peut alors associer & M un “trou” ¥ (M) qui un triangle inclus
dans un triangle de I'; tel que

o H*(¥(M))~ (277)%

e U(M) est loin de E, ce qui fait que ¥(M) ne sera pas altéré lors
des étapes suivantes de la construction de I'. Ainsi, ¥(M) C T

On alors, si € est assez petit,
=~ 1
H*(Fy4) — HA(T;) < 3 HA(¥(M)). (3.6)

On a de plus, puisque les diamétres des triangles de I'; sont de I'ordre
de 277,
diamT; _ diamT; diamT;
-1 i : < t‘
¢ diamT = diamT — CdiamT

Troisiéme cas : Boo(M, K277, E) > € et Boo(M, K273, E) > €.

(3.7)

Puisque le diamétre des triangles de I'; est de I’ordre de 277, on a
H(Fy1) - B*(T;) < C(279). (3.8)
Or, Boo(M, K277 E) > €, donc
H?*(Tj41) — H*(T;) < CBo(M, K277, E)?(279)2 (3.9)
Pour les mémes raisons, on retrouve ’inégalité de distorsion (3.7).

Dans les autre cas (en ce qui concerne l’insertion de M), on aura
des estimations de surface et de distorsion semblables. D’ailleurs, on
essayera souvent de se ramener a ce cas de référence.

En utilisant I’algorithme décrit au paragraphe 3.6, on construit I'j4; a
partir de I'; en insérant le maximum de points de F/, tout en préservant
les propriétés de récurrence du paragraphe 3.4.

En passant & la limite, on obtient une surface I' = f(IR?) avec
E CT. I nous reste & vérifier les propriétés (ii), (iii) et (iv) du théoréme
3.1.1 (paragraphe 3.7).
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Les différentes estimations de surface donnent

HYT)~ H*(Do) < SO(HA(T)) - HX(T;)

2

<cy ¥ ,Boo(M,KZ'J',E)z(2"')2+%E > H*(¥(M)).

J MEeA; j MeM;

ol A; est un ensemble de points de E presque 277 dense, et M; est
I’ensemble des sommets de I'; auxquels on a associé un “trou” ¥(M)
(voir le deuxiéme cas précédent).

Or, Z E Boo(M, K277 E)?(279)2 < CB*(E).
i MEeA;
Comme on ,peut choisir les ¥(M) d’intérieur deux & deux disjoints,

S5 S HOM) < SHAT).
Jj MeM;

De plus, on construit I'g avec H*(Ty) < C(diamFE)2.
On obtient donc (ii)
H*(T) < C((diamE)* + B*(E)).
Les inégalités de distorsions successives sur les paramétrages f; don-
nent (iii) et (iv).
3.3 Notations et remarques préliminaires

On se donne des constantes positives a, o et Ky, K;, K2, K3, K4, K;
dont on explicitera plus tard le choix.

3.3.1 Quelques définitions simples

Soit T" un triangle de IR™ de sommets M;, M,, M;.

On dit que T est un bon triangle si la mesure de chacun de ses
angles est supérieure ou égale a a.

Un angle (d’un triangle) est critique si sa mesure © vérifie
(a4 S © S I{oa.
Si T est un bon triangle, on dit que

e T est de type 0 si aucun de ses angles n’est critique;
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o T est de type 1 si un et un seul de ses angles est critique;

o T est de type 2 si deux (et seulement deux) de ses angles sont
critiques.

Remarque : on suppose Koo assez petit pour qu’un bon triangle ne
puisse avoir trois angles critiques.

Soit M un point de R".
On note IIr(M) la projection de M sur le plan contenant T (c’est a
dire engendré par M;, M,, M;).
On dit que M est bon pour l’angle M2M1A43 de T si l’angle J\cszlMs
n’est pas critique et si mes(M;M; M) > « et mes(M My, M) > .
Dans le cas contraire, on dit que M est mauvais pour M, A, M;.

Rema.rque‘ une condition suffisante pour que M soit bon pour

M, M; Mjest que IIr (M) smt a 'intérieur de T et que Il (M) soit bon
au sens précédent pour MM, M.

3.3.2 Segments de sécurité et zones de proximité

~ Soit S un ensemble de bons triangles.

Pour tout triangle T de S de sommets M, Mz, M3, on définit les points
0,, Os, O3, P, P,, P; de la maniére suivante:

tous les points O;, P; (i=1,2,3) sont sur les c6tés du triangle T et
vérifient

l _ 02M1 _ P2M3 _ 01M3 _ P1M2 _ 03.’\42 _ P3M1

3 MMy MM; M»M; MM MM, MM,
Les [O;, Py, i = 1,2, 3, sont les segments de sécurité de T (voir figure).
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Quelque soit le type de T, a tout sommet de T, on associe une mau-
vaise zone de proximité (voir figures 3.1, 3.2, 3.3).
On a ainsi défini des points 01’2, 01'3, 02'3, Pl,z, P1,3 ,Pz,a.

D’apres le théoréme de Thales et les constructions des zones de
proximité, on a

Lemme 3.3.1 Pour tout triangle T de S (de sommets My, M, ,M3),
pour i,5,k € {1,2,3} distincts, les points O;; et P;; sont en dehors du
segment [Oy, Ps].

Pour tout triangle T (de sommets M;, M,, M;), on définit pour
tout 1 =1,2,3,

1 sup dist(M;, M;).

s =T M,',T =
( ) 3 {je{1,2,3)j+i}

D’aprés le lemme (3.3.1), la boule B(M;,r;) contient la mauvaise zone
de proximité associé & M; (dans T').

Si tous les triangles de S sont munis de segment de sécurité et de zones
de proximité vérifiant les propriétés précédentes, on dit que S vérifie la
propriété (A).

Soit M un point de IR".
Soit S un ensemble de bons triangles vérifiant la propriété (A).
On dit qu’un triangle 7" de S (T" de sommets M;, M,, M3) vérifie la
propriété (x) pour M si Ilp(M) est a l'intérieur de T et en dehors des
boules B(M;,7;), 1 =1,2,3.
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Figure 3.1 : T de type 0.
Les mauvaises zones de proximité associées a chaque sommet sont en
sombre.
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Figure 3.2 : T de type 1.
Les mauvaises zones de proximité associées & chaque sommet sont en
sombre.
Remarque : les droites (O; 3P 2) et (M2M;) sont paralléles, de méme
que les droites (O1,2P23) et (M1 M;).
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Figure 3.3 : T' de type 2.
Les mauvaises zones de proximité associées & chaque sommet sont en
sombre.
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3.3.3 Cobnes de sécurité

Soit S un ensemble de bons triangles.

On dit que S vérifie la propriété (AA) si & tout co6té M; M, de deux
triangles M} M, M; et M M,M, de S adjacent & un angle critique, on
a associé un coéne de sécurité de la maniére suivante :

e sil’angle M, MM, (ou AIZM:MQ est critique alors que MM, M,
et My MaM, ne le sont pas, le cone de sécurité est un vrai céne
issu de M; d’angle au sommet compris entre ap et 2ap (on sup-
pose oy << );

My

e siles angles MM, M, et MaMaM,; (et/ou MM M;, MzﬁMa)
sont critiques, alors le cone de sécurité est l'intersection de deux
cones issus de M; et M, d’angle compris entre ag et 2ayo;

M,
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e L’angle d’un vrai coéne issu de M; et faisant partie d’un céne
de sécurité a pour mesure 2q, si et seulement si M2EM3 (ou
M, M, M,, mais pas les deux) est critique, sinon, si les deux angles
sont critiques, I’angle du c6ne a une mesure comprise entre ag et
2. La méme regle s’applique pour M,.

3.4 Premiére étape de la construction de
I

On peut, sans perte de généralité, supposer que diamF = 1.
On suppose que l'on a construit Iy, -+, I'; des ensembles de bons
triangles vérifiant

(P1) T’y est un triangle dont les cotés ont pour longueur KidiamFE tel
que la projection de tout point de E sur le 2-plan contenant I'g
est & l'intérieur de I'y.

(P2) si T est un triangle de I';, pour toute longueur d d’un c6té de T,
on a

K27 < d < K275 (3.10)

(P3) tout triangle T" de I'; est muni de segments de sécurité, de zones

de proximité et (si nécessaire) de cones de sécurité de sorte que
T'; vérifie les propriétés (A) et (AA);

(P4) on note A; ’ensemble des sommets des triangles de I'; et

A;={N € A;:N € E}

A;={N € A:: N ¢E},

Remarque : Les sommets de A; ne sont pas dans E. Leur exis-
tence est rendue obligatoire par le fait que E n’est pas supposé
régulier et donc peut étre rempli de “trous”.

On a alors

o A; C Ay

e SiM € Z.’ mais M g 3,‘_1, et
s’il existe T tel que

K;12781 < 7 < Kp27H1 (3.11)

avec de plus EN B(M, ) # 0 et Boo(M, T, E) < € alors
dist(M, Pa,r)) < CPoo(M, T, E)T, ol Pp,r) est le bon plan
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approximant de F dans B(M, 1) (voir paragraphe 3.1).
Remarque : La propriété précédente signifie que le sommet
M se comporte comme un point de E. Il apparait essentiel
ici d’utiliser B au lieu de 3, car on a déja remarqué que méme
si Boo(M, T, E) est petit, si fo(M, T, E) est grand, il y a une
forte indétermination sur Pz 7).

e Pour tout M dans E, si T (de sommets M;, M, ,M;) est le
triangle le plus pres de M, alors, pour tout p = 1,2, 3,

dist(M, M,) < K3 sup dist(My, My).  (3.12)
{kk' €{1,2,3):k£k' }

(P5) On définit
M;={M € Ai/Aiy: n(M, K27 =1}.

Pour tout ¢ < j, & tout M € M, on a associé un “trou” V(M)
qui est un triangle inclus dans un triangle T" de I'; tel que

(i) dist(M,¥(M)) < K275
(ll) diSt(T, E) _>_ C—II{Z_;;
(i) H'(¥(M)) 2 C1 (2792,

et, de plus, si M € M;, M' € My avec M # M', alors
int(¥(M)) Nint(T(M")) =0,

ou int designe I'intérieur du triangle.

(P6) 1l existe f; : R? — R™ tel que

o I'; C fi(]R'2)§

e pour tout z, 2o de IR?, si f;(2) et fi(z0) appartiennent au
méme triangle T de I';, on a

Cc-! exp (— i Cﬂ(fk(Zo),K2"‘)ﬁ°°(f,,(zo),K2"‘,E)z) < lft(z) - fi(zo)l

k=0 |Z - Zo|

| fi(z) — fi(=0)|

lZ— Zol

< Cexp ( i: C(fr(20), K27%)Boo (fr(20), K27, E)2) .

k=0
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Les T'; sont donc des surfaces paramétrées par les f; (ce qui sous-entend
que les triangles doivent étre vus comme des élément de surface). Pour
toute surface I';, sauf aux endroits ou celle-ci se recoupe, toute intersec-
tion entre deux triangles se fait par un c6té commun. De plus, aucun
triangle de I'; ne peut étre isolé, c’est a dire sans aucun contact avec
un autre triangle de T';.

On va alors essayer de construire & partir de I'; un nouveau réseau
de bons triangles I';4, vérifiant les propriétés (P1), (P2), (P3), (P4),
(P5) et (P6) précédentes en insérant le maximum de nouveaux sommets
(qui ne seront pas obligatoirement dans F).

3.5 Quelques regles pratiques

3.5.1 Regle du coéne

On suppose que l'on veut insérer un nouveau sommet /N sur un c6té
d’un triangle de I'; muni d’un cone de sécurité.
Soit d; un réel positif tel que

0<d; < K727,

Notation : IV est sur le c6té M; My, M3 et M4 sont les autres som-

mets.
M,

My

On appelle T3 le triangle M; M, M3 et T le triangle MM, M.

On suppose dans un premier temps que B(N,277) N E # 0.
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_ Premier cas : Il existe 7, K527/ < 7 < K277, tel que
:Boo(Na T, E) S €o-

Le choix de N n’étant pas aléatoire, on note C(N) les conditions
imposées a V.
On cherche N tel que

1. N proche de N ou vérifiant les mémes conditions C(N) (les condi-
tions C(N) sont stables par léger déplacement : si K4 est suffisam-
ment grand, c’est & dire d; assez petit, tout point N € B(N, d;)
vérifie les conditions C(N); on reviendra plus tard sur les condi-
tions C(N));

2. N dans E ou proche de Py ;).

On souhaite évaluer la surface ajoutée S lorsque on remplace les tri-
angles T} et T3 par les quatre triangles NM; M;, N M3M,, NM M, et
N M,y M;,.

Cas 1a : Il existe un point N de E tel que

e II7, (V) ou Iz, (V) est dans le céne de sécurité de My My;
e dist(NV, N) < dj;

e S < KsfBoo(N, 1, E)272,

On considére alors N comme nouveau sommet au lieu de V.

Cas 1b : Il n’existe pas de point de E comme précédemment, mais
il existe un point N de R"/E tel que

o II(7,)(V) ou II(z;)(IN) est dans le céne de sécurité de My Ms;

- ds
3 > 2.
o dist(WV,E) > 10’

e N € Py, N B(N,d;);
e S < KsfBo(N, 1, E)*r2.

On considére alors N comme nouveau sommet au lieu de NN.

Sinon _
Cas 1c : foo(N, K327, E) > 100¢,.
En effet, si Boo(N, K227, E) < 100¢, tous les sommets de I'; hors de
E, proches de N & 1’échelle 277, sont dans un bon plan approximant
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d’aprés la propriété 4 des I';, et on pourrait alors considérer N comme
dans les cas la ou 1b.

On consideére dans le cas 1¢c comme nouveau sommet un point N soit
dans E, soit dans R™/E mais alors vérifiant

) N c P(,,,.,.);

d;
> —=
e dist(N, E) 10

tel que

e dist(V, N) <27,

e N vérifie les conditions C(N).
Si Boo(N, K229, E) > € alors

S < C(279)? (3.13)
< KsBoo(N, K277, E)?(277)% (3.14)

Si Boo(N, K2277, E) < € alors on pose S = a(N,279).
On a alors (N, K3277) = 1. Donc, les pomts de EﬂB(N K,2773) sont
proches d’une droite. On peut associer & N un trou U(N) vérifiant les

propriétés (i), (ii), (iii) de (P5). Ceci est possible si I{; est assez grand.
On a alors, si € est assez petit, d’apres (iii),

o(N,279) < %m(qx(ﬁ)). (3.15)

Remarquons que le nouveau sommet N s’il n’est pas dans E vérifie la
propriété (P4) (voir paragraphe 3.4).

Deuxiéme cas : Pour tout 7, K;'277 <7< K327, 0on a
Boo(N, T, E) > €.
On considére alors comme nouveau sommet N dans B(N, d;) et le cone
de sécurité avec soit N est dans E, ou sinon N choisi a.rbltra.lrement

dans le plan de T; ou de T3 tel que dJst(N E)< ;io
S est controlé comme dans le cas lc.

Si ENB(N,279) = 0, on considére bien /N comme nouveau sommet
(et on a S =0).

Si on souhaite insérer un nouveau sommet N sur un c6té d’un trian-
gle de I'; qui n’est pas muni d’un céne de sécurité, on applique quand
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meéme la regle précédente sans tenir compte des conditions sur le cone
de sécurité.

Dans ce qui suit, on appliquera implicitement la régle du céne a chaque
fois que ’on voudra créer un nouveau sommet sur un c6té d’un triangle
déja existant.

3.5.2 Lemme d’élimination

Soit 7" un triangle de I'; (de sommets M;, M, M3) de type quelconque.
Soit M un point du segment de sécurité de M,M; (par exemple).
Alors d’apreés le lemme 3.3.1 et la construction des points O;; et F; ;, il
est facile de voir que ’on peut faire subir & T une des transformations
suivantes:

e Transformation A
Si M M, coupe I’angle M, M7 M; en deux angles de mesure supérieure
ou égale a o, on remplace T" par les deux bons triangles M, M M,
et M3MM,.

e Transformation B
On considére NV appartenant au segment de sécurité de M; M, ou
My M; tel que les triangles Mo M N, M N M3, N M;3M, soient bons
et on remplace T par ces bons triangles.

Remarque : On retrouve ici la condition C(N) et il est clair que tout
point N € B(N,d;) vérifiera les mémes conditions si d; est assez petit.

On parlera de transformation B classique (celle qui peut étre util-
isée pour tout point M du segment de sécurité de MyM;3; d’apres le
théoréme de Thales) si M N est paralléle & M M; (ou & M; Ms).
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Remarque : Dans le dessin ci-dessus, on a supposé

mes(M, Mz M) < mes(M,Mz M),

dans le cas contraire, on construira N sur [M;, M;].

On définit la transformation B’ par :
A partir d’un point M appartenant & un segment de longueur /, on con-
struit par une transformation B un point IV appartenant a un segment
de longueur L avec L > 7l et on remplace T par les trois bons triangles
ainsi obtenus (7 est une constante positive strictement supérieure a 1
que l’on fixera plus tard).
Si 'inégalité L > nl n’est pas vérifiée, on parle de transformation B”.
Remarque : Par une transformation B’, on va “d’un petit c6té vers un
grand c6té”.

Lemme 3.5.1 Soit M un point du segment de sécurité d’un cété d’un
triangle de I';.

Alors, a partir de M, on peut utiliser soit la transformation A, soit la
transformation B’.

Preuve du lemme 3.5.1

Soit M un point du segment d’un c6té d’un triangle T" de T';.
On note M;, My, M; les sommets de 7.

On va montrer que si 7 est bien choisi, on peut, & partir de M, utiliser
soit la transformation A ou la transformation B’.

Premier cas : T est de type O.
M étant dans un segment de sécurité de T, d’apres la construction de
ce dernier quand T est de type 0, on peut ici utiliser la transformation

A.

Deuxiéme cas : T est de type 1.
On suppose que 'angle critique est M; M3M,.
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T a donc un “petit c6té” M; M, et deux grands M; M; et M,M;.
On suppose M M; > M,M;.

Cas 2a : M appartient au segment de sécurité de M; M.
On suppose que 1’on ne peut pas utiliser la transformation A.
On utilise la transformation B en construisant un point /N dans le
segment de sécurité de M;M;.
On va montrer que 1’on peut choisir 7 > 1 tel que

77]‘11]‘42 < M M;.

MM,
Mll\{;;

N

Pour cela, considérons le cas ou

est maximal.

M,

. Ms

MM, -
ML (2cos Ka)™".

On choisit donc 7 tel que

On a alors

1< n<2cosKea.

On utilise alors la transformation B’.

Cas 2b : M appartient au segment de sécurité de My M.

(i) Ml.’\'fz > 'I7M2M3
on peut, si la transformation A est impossible, utiliser la trans-
formation B’.

(ii) MMz < nMM;
7 étant choisi proche de 1, les c6tés My M, et M;M; sont compa-
rables, on peut donc utiliser la transformation A.
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Cas 2c : M appartient au segment de sécurité de M; ;.

D’aprés la construction des segments de sécurité, on voit que ’on peut
utiliser la transformation A.

Troisiéme cas : T est de type 2. _ L
On suppose que les angles critiques sont MyA, M3 et My M3 M.

Ma

M, M,

T a donc un grand c6té My Mj, et deux petits MM, et Mz M.

Cas 3a : M est dans le segment de sécurité de M, M;.
Il est facile de voir que ’on peut utiliser la transformation A.

Cas 3b : M est dans le segment de sécurité de AM; A, (le cas Mo M;
est identique).

Supposons que 1’on ne puisse pas utiliser la transformation A.
On va montrer que ’on peut choisir > 1 tel que

ﬂj\{le S Mz]\d.a.

-1z N M, M, .
Pour cela, considérons le cas ou le rapport est maximal.

My M3
M.
X Kex
M,
Ms
On a alors

MMy _ [sina( 1 + ! )]_1
MyM; tana tan Ko )
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On choisit donc 7 tel que

1 <n<sin ( 1 + . )
= @ tana tan Ko/’

Remarque : o étant trés petit, le choix de 7 vérifiant 1’inégalité
précédente est possible.

On peut donc utiliser la transformation B’.
Ce que termine la preuve du lemme 3.5.1.

Considérons la procédure suivante:

B! B! B!
M-— N, — N, — ...

c’est & dire, M subit une transformation B’, soit V] le sommet artificiel
crée. Ce point subit une tranformation B’, soit N, le sommet artificiel
obtenu qui subit lui méme une transformation B’, et ainsi de suite.
On a supposé, en outre, qu’a chaque étape, on ne peut pas utiliser la
transformation A.

D’apreés la propriété (P2) de I'; (voir paragraphe 3.4), on a

Lemme 3.5.2 Soit M un point du segment de sécurité d’un c6té d’un
triangle T de T';.

Alors la procédure décrite précedemment est finie, de plus le nombre
d’étapes est borné par ng le plus grand entier vérifiant n™° < 2K 2.

Des lemmes 3.5.1 et 3.5.2, on peut déduire le résultat suivant.

Lemme 3.5.3 (Lemme d’élimination) Pour tout point M appar-
tenant au segment de sécurité d’un cété d’un triangle T de T';, il est
possible de considérer la procédure suivante

% NAB'\J ,\/Ly 'X’W\

3\/\-’3 ...

et cette procédure est finie.

le lemme d’élimination 3.5.3 sera trés utile dans la suite, il nous
permettra, au cours de la construction de I'j;,, de créer de manieére
artificielle de nouveaux sommets appartenant a des segments de sécurité
de c6tés de triangles de T';.
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3.5.3 Création de cones de sécurité

Soit T un triangle de I'; (de sommets M;, M;, Ms3).

Soit M un point du segment de sécurité de A, M;.

On vient de voir que ’on peut faire subir & T, a partir de M, la trans-
formation A ou la transformation B, on obtient de nouveaux triangles.
On va maintenant montrer comment, si besoin est, munir ces nouveaux
triangles de cénes de sécurité tel que le nouveau réseau de bons trian-
gles ainsi obtenu vérifie la propriété (P3) (voir paragraphe 3.4).

Remarquons d’abord que l'on ne crée pas par ces transformations
de nouvel angle critique en M.

e Supposons que T subisse A.
M.

M, M,
oy

Supposons que 1’on crée ainsi un angle critique en MoM M (par
exemple). .
Le cone associé & MM, est le cone issu de M; d’angle 2aq d’ax
M, M.

Le cone de sécurité associé & M; M, est I'intersection du cone issu
de M; d’angle 2a¢ d’axe M;M, et de 1’ancien coéne de sécurité
associé a M, M, (si celui-ci existe).

e Supposons que T subisse B.

Mg Hj
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Si on crée un angle critique en M3, on utilise ce qui précéde con-
cernant la transformation A.

Si on crée un angle critique en N, supposons que cet angle cri-
tique soit My N M, le cone de sécurité associé & M N est le cone de
sommet N d’axe M N d’angle 2ay. Le cone de sécurité associé a
M, N est 'intersection du cone de sommet N d’axe M,N d’angle
2a9 et de ’ancien cone de sécurité associé & M; M, (si celui-ci
existe) issu de Mo.

Remarquons que si un c6té M; M, a un céne de sécurité formé en
partie d’un cone de sommet AM; d’angle compris entre o, et strictement
2ap, cela signifie que les deux angles en M; adjacents a M;A, sont
critiques.

Ainsi ces deux angles ne seront plus coupés (on ne peut pas transformer
cet angle, sinon les triangles obtenus ne seraient plus bons) et ce cone
ne sera plus modifié.

D’aprés cette remarque, il est facile de voir que le nouveau réseau de
triangles munis de cones de sécurité construits comme précédemment
vérifie la propriété (P3) (du paragraphe 3.4).

3.6 Insertion d’un nouveau sommet

Soit I'; un ensemble de bons triangles vérifiant les propriétés (P1),...,
(P5) et (P6).

Soit M un point de E.

On souhaite construire un ensemble de bons triangles dont M serait un
des sommets en “déformant” un ou plusieurs triangles de I';.

Pour cela, on distinguera divers cas suivant la position de M par rap-
port a I'ancien réseau I';.

Remarque : Les premiers cas (cas I A 1 et I A 2) sont les plus impor-
tants. Dans les autres cas, on essayera de se ramener a ceux-ci.

On cherchera & chaque fois &
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e contrdler I’augmentation de surface en termes de S;

e paramétrer les nouveaux triangles par l'intermédiaire des anciens
et contréler la régularité de ce paramétrage en fonction de B.

On notera I'; ;1 le nouveau réseau de bons triangles obtenu en insérant

M.

Soit T, de sommets M;, M,, M, le triangle le plus prés de M (c’est
a dire réalisant dist(M,T) = i%f dist(M, S) ou l'inf est pris sur tous les
triangles S de I';).
Remarque : Si plusieurs triangles réalisent I’inf, on choisira celui qui
vérifie le cas le plus favorable dans ’ordre d’énumération suivant.

Premier cas : II7(M) est & I'intérieur de T'.

Cas A : T vérifie la propriété (x) pour M.
(pour la propriété (%), voir le paragraphe 4.2.2)

Cas I A 1 : M estbon pour les angles MlmMs, M, MM, et Msfl\le.

-~

I'; 41 est obtenu en remplagant T° dans I'; par les trois bons triangles
MMM, (i=1,2,3, k=1,2,3, i # k).

On définit une application affine ¢ :

T — MM M,U MMMz U MM,;Ms;
N — ¢(N)

tel que II7($(N)) = N.
On définit f;,, par:
R? — R"
z — fin(2)
tel que
o si f3(2) €T, alors fran(2) = f(2)
e si fj(2) €T, alors fj11(2) = ¢ o f;(2).
On a alors T'j4; C fij+1(IR?).

De plus, on note
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e TCR*telque f;(T)=T

o T3 = MMM, T, = MM M3, Ty = MM,M;
et pour tout i = 1,2,3, T; C IR? tel que f,.,.l(T) =

_ On suppose dans un premier temps que ﬁm(J\l K277 E) < ¢ et
Boo(M, K277, E) < 100¢ (le cas Boo(M, {277, E) > € et

Boo(M, K277, E) < 100¢, se traite de la méme fagon car alors

Boo(M, K277, E) < 100¢).

Pour tout ¢ = 1, 2,3, soit M; est dans F, soit M; vérifie (P4).

Donc l’angle entre le plan de T et le plan de MMM, (i = 1,2,3,
k=1,2,3,i# k) est au plus de ’ordre de Bo.(M, K2~% E).

On en déduit alors, d’apres le théoréeme de Pythagore,

H*(T41) — H*(Ty) < CBo(M, K277, E)*(279)%. (3.16)

De plus, si ¢(IV) et ¢(INp) sont dans le méme nouveau triangle M M; M,
alors

(1 + CPu(M, K279, E)?) o< disgi‘z E‘('\;\"Tz "J;()N ) (3.17)

< 14 CPo(M,K277 E)?
d’ou, pour tout : =1, 2,3,

(1 + CBu(M, Kz“",E)z)—l ‘j;iamj‘ < 3‘13“‘“1 (14 CBo(M, K277, E)?) /=
(3.18)

diamT,-
diamT~

On suppose maintenant que
Boo(M, K273 E) < € et 100¢q < Boo(M, K277 E).

Remarquons alors que (M, K277) =1, donc M € M;.

On note a(M, K279) = Hz(I‘,_H) - W(F ).

Les points de E N B(M,K277) sont trés proches d’une droite. 1l est
clair qu’alors il existe, si K; est trés petit devant K, beaucoup de
triangles de I'; dans B(M, K277) vérifant la propriété (ii) de (P5).
Donc, si K est assez grand, on peut associer & M un triangle ¥ (M)
inclus dans un de ces triangles de I'; vérifiant (i) et (iii) de (P5) et tel
que int(¥(M))Nint(¥(N)) = @ pour tout ¥(n) déja existant.

On a alors, si €, est assez petit,

a(M, K279) < %H"’(\II(M)). (3.19)
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D’aprés (P2), il est facile de voir que, si ¢(Np) et ¢(IV) sont dans le
méme nouveau triangle M M;M,, alors

IA

C™1 (1 + Chu(M, K277, BY?) " dis'éi(tgy,ﬁgv ) (3.20)

< C(1+ CBu(M, K277, E)?)
De méme, pour tout z =1,2,3, on a

diamT; _ diamT; < pdiamT;
diamT ~ diam7 ~ diamT’

On suppose enfin

C—l

A

(3.21)

€0 < Boo(M, K277 E) et Boo(M, K277, E) > 100¢,.
Alors d’aprés (P2), on a
H*(Tj41) — HX(T;) < C(279)?
< CPo(M,K277 E)?(277)%,  (3.22)

et, si ¢(IN) et ¢(INy) sont dans le méme nouveau triangle M M;M;,

(1 +Gﬂ°,,(M,K2—:',E)2)'1 < disg":ig;)”ﬁgv ) (3.23)

< 14 CPo(M,K277 E)%

De plus, pour tout ¢t =1, 2, 3,

C,_ldiamﬂ <diamj} < diamT:
diamT — diamT — diamT’

(3.24)

CasT1 A2: IIq;QM') est bon pour MyM;M; et M3M;M;, mais est
mauvais pour M; M3zM,.

Supposons T" de type 0 (voir figure 3.4).

On suppose que IIp (M) est plus prés de M; que de M, (comme sur la
figure 3.4).

On considére alors R € [My, M| tel que

a < mes(Llz(M)E, MoM,) < 2a,

puis S € [M;M;] tel que (RS) et (M;M;) soient paralléles.

Remarque : On applique pour R et S la régle du cone. A chaque fois
que 'on créera par la suite un nouveau sommet sur le c6té d’un triangle
déja existant, on utilisera la régle du cone sans toujours le préciser.
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Figure 3.4 : Cas I A 2 (T de type 0).
I17 (A1) se trouve dans une des zones sombres.
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A partir de R et S, on utilise des transformations A ou B suivant la
procédure décrite au paragraphe 3.5.2.

On note (T%)xex les triangles de I'; ainsi transformés. D’apreés le lemme
3.5.3, cardK est borné.

Pour tout K € K, on note T}, i € I}, les triangles obtenus & partir de
T par des transformations A ou B, et M* le centre de T}.

On note T, T2, T3, T*, T® les cinq bons triangles My MS, MM, M,
MM;R, MRS et SRMj.

I'j+1 est obtenu en remplagant T et les (Ti)rex dans T'; par les T¥,
1= 1, 2, 3, 4, 5, et les (Tli)kex,ieh.-

On suppose dans un premier temps que

Boo(M, K277 E) < €0 et Boo(M, K277, E) < 100¢,.

(le cas Bo(M, K279, E) > € et ﬁoo(M, K273 E) < 100¢ se traite de
la méme fagon car alors B..(M, K277, E) < 100¢0). On construit alors
de maniére naturelle une application ¢

siru(Yn) — (Ur) v (Y y=)

kex i=1 kexX icly
vérifiant

e Si ¢(N) et #(INy) sont dans le méme T alors

(1 + CBo(M, Kz“J',E)z)'l < disﬁi&,’féﬁv")) (3.25)

< 14 CBo(M, K277 E)?

e Sid(N) et ¢(Np) sont dans le méme T}, alors suivant la valeur de
Boo(M, K277 E), on obtient des inégalités de distorsion de type
(3.17), (3.20) et (3.23).

On définit alors fj4; : R? — R™ par

e si f;(z) € T ou f;(z) € Ti pour un certain k € K,
fi+1(2) = ¢(£3(2))

e sinon fj1(z) = f;(2).
Pour les mémes raisons que (3.16) et (3.22), on a
H*(Tj11) — HX(T;) < CBo(M,K27,E)?*(277)?

+ C Y g(a*,279) (3.26)
kex
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o i Boo(M* K279, E) < € et foo(M*, K277 E) < 100¢,
ou si € < Boo(M*, K277 E),

g(M*,277) = B (M*, K279, E)%;

o si Boo(M*, K279 E) < € et 1006y < foo(M*, K277, E) (donc
n(M*, K277) = 1), alors
g(M*,277) = a(M*, K279).

Si K est assez grand, on peut alors associer & tout M* un trou
U(MP*) vérifiant les propriétés décrites en (P5) (voir la discussion
plus détaillée dans le cas I A 1) et on a, si ¢ est assez petit,

o(M*, K277) < %H?(@(M*)). (3.27)

De plus, si on note,
T C R? tel que f;(T) = T;
T C R? tel que f;(T%) = Ti;
T¢ C R? tel que f;(T7) = T¥;
T; C R? tel que f;1(T) = T},
alors, on obtient d’apreés (3.25),

-1 diamT™ < diamT"
diamT — diamT

(1+ CBu(M, K277, E)?)

diam7” _ (14 CBo(M, K277, E)?) diam7 (3.28)

diamT ~ diamT
De méme pour Tk, 7%, T§, T}, on obtient, suivant la valeur de B (M*, K2~*, E),
des inégalités de type (3.18), (3.21) et (3.24).

Remarque 1 : Si R et S, a cause de la régle du céne, n’appartiennent
pas aux c6tés des triangles, il est facile de modifier ce qui précede et on
obtient les mémes résultats.

Remarque 2 : Dans les cas suivants, a chaque fois que 1’on sera
amené a considérer des sommets artificiels comme ici R et S (c’est &
dire des points qui permettent I’insertion de M), on gardera les mémes
notations que précédemment et les résultats (estimations de surface,
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inégalités de distorsion) s’obtiendront de la méme fagon.

On suppose maintenant que
Boo(M, K277 E) < € et 100€p < foo(M, K277, E).
Il est facile de construire ¢:

¢=TU(U Tk) — (OT")U(U UT,:')

kex i=1 kEK i€l
tel que

e si N est dans T, ¢(N) est dans un T%;

e si N est dans un T}, ¢(IN) est dans un T§;

e si ¢(IN) et ¢(Np) sont dans le méme T* alors

c! (1+Cﬂ,x,(M,.rfz-J',E)”)"1 < diﬁﬂ&:%‘;\%» (3.29)

< C(1+CPu(M, K27, E)?);

e si ¢(N) et ¢(INo) sont dans le méme T}, alors, on a, suivant la
valeur de B.(M*, 277, E), des inégalités de type (3.17), (3.20),
(3.23).

On en déduit alors, pour tout 2 =1,2,3,4,5,

diamT; _ diamT; diamT;
-1 - < = < . .
¢ diam7T — diamT — CdiamT (3.30)
De la méme facon que danslecas I A 1,
H*(T;41) — HY(T;) < a(M,K279)
+ 3 g(M*,277) (3.31)

kex

ol g est défini, suivant la valeur de B, (M*, K277, E), comme précédem-
ment, et on peut associer & M € M; un triangle ¥(M) de ;. On a
alors

a(M, K279 < %Hz(\II(M)). (3.32)
On suppose enfin
€0 < Boo(M, K277 E) et 100y < Boo(M, K277, E).
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On définit ¢ comme au dessus et on obtient comme précédemment

H*(Dj11) — HA(T;) < CPoo(M, K277, E)*(277)?

+ 3 g(M*,279), (3.33)

alors que les inégalités (3.29) et (3.30) restent vérifiées.

Supposons T de type 1 (figure 3.5). _
L’angle critique est alors obligatoirement M;M3;M,.
On considére

e R € [M2, Mj] tel que mes(HT(M)é, M2M;) = q;

e S € [M,, M;] tel que mes(HT(M).é', Mle) = a.

Puis on choisit parmi ces deux points celui qui est le plus loin de I (M).
Supposons que ce soit R.

On construit alors R' € [M;, M3] tel que (RR') soit parallele a (M; M,).
Les triangles T*, c’est & dire My M R', MM M,, MM,R, MRR', R' RM;
sont bons.

I'j+1 est obtenu en remplacant T et les (Tx)zex dans I'; par les (T%) et
les (T} )rex,icr, -

¢ et f;+1 sont construits comme dans le cas précédent (cas I A 2 T de
type 0), et on obtient les mémes estimations de surface et de distorsion.
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Figure 3.5 : Cas I A 2 (T de type 1).
II7(M) se trouve dans la zone sombre.
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Cai\I A 3 : TIp(M) est bon pour Mzmﬁla, mauvais pour MMM,
et A{IAfg,J\{z

Supposons T de type 0.

On considére T" le triangle de I'; de sommets M,, M3, My, T' est un
voisin de T" dans T';. _

Remarque : Si 7" n’existe pas, I'j;+; est obtenu en remplacant T' dans
I'; par les bons triangles MMM, et MM, M;.

On suppose que M est bon pour M, M;M; (dans T").
En effet, on peut toujours se ramener a ce cas, en construisant le point
N tel que

e les triangles M; NM; et NM;3M, sont bouns;

e M est bon pour ’angle M;I\TM;,,;

e NN est dans le segment de sécurité de MM, ou M,M;.
On considére alors NM,Mj a la place de T".

IM}
»;

My

Si II7+(M) est en dehors de T ou si Ilv(M) est dans T” et est dans
le cone de sécurité de MzM,, alors f‘_,-.,_l est obtenu en remplagant T
et 7' dans I'; par les bons triangles M A M,, MMM, MM3;M, et
M M, My, que l'on notera (T%).

Il est facile de construire ¢ : T UT' — (T*) en s’inspirant du cas I A

17 puis fj+1°
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On obtient les mémes estimations de surface et de distorsion.

Supposons T' de type 1 (voir figure 3.6).
On suppose que ’angle critique est M; M3M, et que

meS(M3mA42) Z mes(Ml.lezMa).

Premier cas : mes(lel;Ma) < 9K a.
On considére N € [Mz, M;j] tel que

NM; 1

M,M; 3
puis on construit P € [M; Mj;] tel que NP soit paralléle a M; M,.
On a alors -
mes(M;M; M;) < 180 — 10K,a.
On suppose que Ky et o ont été choisis tels que
180 — 10K«
20

Les triangles M M,;N, My NP, PN Mj; sont bons. Les triangles M; NP
et M;M,;N sont méme de type 0.
Donc, que II7(M) soit dans la zone 1 ou la zone 2, si « est assez petit,
on est ramené a un cas précédent.

Z Koa/.

Deuxiéme cas : mes(MlmMg,) > 9K,
(et donc mes(MsM;M,) > 9K ).
Supposons par exemple que II7(M) soit dans la zone 1 (le cas ou Il (M)
est dans la zone 2 est identique). '

On se rameéne au cas précédent en considérant N € [M;, M;] tel que
mes(NM,M;) = 5Ky
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CasI A 3 (T de type 1).

-
-

Figure 3.6
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Figure 3.7 : Cas I A 3 (T de type 2).
r(M) est dans la zone sombre.
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Supposons T de type 2 (voir figure 3.7).
Les angles critiques sont donc M3;M,M; et My M3zM,.
On considére R et S tel que

MR 1
M. t = —;
ORE[ z,Ms]e M, M, 3
M;S 1
M;] et = —.
[ J S € [Mz, 3] € M2M3 3
On a déja supposé que
180 — 10K .
> .
20 - Koa

Donc, les triangles M; RM; et M,SM,; sont de type 1, les triangles
M, RM, et SM;Mj; sont bons.

De plus, par hypothése, II7(M) est bon pour ’angle M,M; M, donc il
est bon soit pour RM;M,,, soit pour M;]\\JIS.

On peut se ramener au cas précédent “T" de type 1”.

Cas1 A 4 : IIr(M) est mauvais pour tous les angles de 7.

Supposons T' de type 0.
Ce cas est impossible, II7(M) serait dans une boule B(M;,r;), ce qui
est exclu (car T vérifie la propriété (x) pour M).

Supposons T de type 1 (voir figure 3.8).
On suppose que I’angle critique est M; M3 M, et que I’angle M;M; M,
est de mesure supérieure a ’angle M, M, M,.
On suppose Ky et a choisis tels que

M > Kpa.
2
Donc mes(Ms.’TﬂMz) < 1—8—0—_2& < Kya.
- 1s MR 1
On considére R € [M,, Mj] tel que ML 3

Il est facile de voir que le triangle M; RM; est bon, et que le triangle
M; M2 R est de type 0. On est alors ramené a un des cas précédents.
Remarque : Ce cas est impossible si

%SUP(MlMa, M;3M,) < My M,.

Dans le cas contraire, si « est assez petit, Il (M) est bon pour Alsz,
on se rameéne alors au cas I A 3 “T" de type 0”.
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Supposons T" de type 2 (voir figure 3.9).
On suppose que ’angle non critique est MM, M.
On considére R et S définis comme au cas I A 3 “T" de type 2”.
On suppose IIT(M) plus proche de M; que de M, (comme sur la figure
3.9).
On a déja vu que M,SM; est de type 1 et que SM;M, est un bon
triangle. On se raméne alors & un des cas précédents.

Remarque : Si a est assez petit, puisque dist(Ilp (M), M;) > ‘;—dist(MzMg,),

II7-(M) est bon pour ’angle M;SMj;. On est alors ramené au cas I A
3 “T" de type 17.

Cas B : T ne vérifie pas la propriété (%) pour M, mais
dist(M, Il (M)) > sup  dist(M;, M;).

{i,k=1,2,3:i#k}

(Si ce n’est pas le cas, M est trop prés des anciens sommets et on ne
peut pas 'insérer a cette étape)
Remarquons qu’alors

Boo(M, K273 E) > 100¢o et Boo(M, K277, E) > €.

Si K3 est bien choisi, alors les triangles MM M,, MM M3 et MM, Mj,
sont bons. I';; est obtenu en remplagant dans I'; T par ces trois bons
triangles. f;41 et ¢ sont définis comme dans le cas I A 1 et on obtient
les estimations de surface et de distorsion (3.22), (3.23) et (3.24).
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Figure 3.8 : Cas I A 4 (T de type 1).
II7 (M) est dans la zone sombre.
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Figure 3.9 : Cas I A 4 (T de type 2).
Ip(M) est dans la zone sombre.
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Deuxiéme cas : II7(M) est extérieur & T'.

D’apreés la propriété (P1) (construction de Iy, voir paragraphe 3.4),
on peut logiquement supposer que

Boo (M, K277, E) > 100€q et Boo(M, K277 E) > €
et que, pour tout 7 =1,2,3,

diSt(M, M,) 2 sup diSt(Mk.Mk').
{k,k'=1,2,3:k#£k'}

D’ou, d’apres la propriété (P4) de I';, on a

sup dist(My, M) < dist(M, M;)
{k,k'=1,2,3:k#k'}

< K sup dist( M}, My).
{k,k'=1,2,3:k#k'}

Cas IT A : dist(M,IIx(M)) > sup  dist(M;, My).
{i,k=1,2,3:ik}
Avec le choix précédent de K, les triangles (M M; My) (i k=1,2,3:i£k} sont
bons. T'j;, est obtenu en remplacant T dans I'; par ces trois bons
triangles.
Soit O le centre de gravité de T.

On construit @ : T — (M M; M) (i k=132 de la maniére suivante :
e $(0) = M;
e I'image du triangle OM;M; par ¢ est M M;M;
o si ¢(IV) et ¢(INp) sont dans le méme triangle M M;M,, alors

diSt((ﬁ(N), ¢(N0))
dist(N, No)
< 14 CB(M,K277 E)%

IA

(1+Clu(M, K27, E)?) (3.34)
((3.34) découle de (M, K277 E) > €).
On définit alors fj4; : R? — IR™ par
o si fj(2) €T, fin(2) = ¢(fi(2));
e sinon, fij+1(2) = f;(2).

On a alors f‘,-...l C f,-...l(]Rz) et on obtient les estimations de surface et
de distorsion (3.22), (3.23), (3.24) ducas I A 1.
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Cas II B : Dist(M,IIp(M)) < sup dist(AL;, M).
{i,k=1,2,3:i£k}
On va essayer de se ramener au cas précédent. Pour cela, on distingue
deux cas.

Cas II B 1 : Soit M; M, le coté de T le plus prés de IIr(M).
On suppose que la projection de II7(M) sur M; A, est dans le segment
[M,, M,).

o (W)

M

On considere N tel que

e le plan engendré par M,, M;, N et le plan engendré par M;, M,,
Mj; sont orthogonaux;

° sup dist(M;, My) < dist(M;, N) < I3 sup dist(M;, M),
{i.k=1,2,3:i%k} {i,k=1,2,3:i5£k}
et dist(M,, N) vérifie la méme inégalité;

e la projection de M sur le plan engendré par M;, M,, N est &
P’intérieur du triangle NV M; M.

Les triangles (N M;My){1,k=1,2,3:i2k} sont bons. On considére alors
le réseau de bons triangles obtenu en remplacant T dans I'; par les
M; M. N.

On est alors ramené pour M au cas IT A.



Cas II B 2 : I+ (M) est dans la zone hachurée.

/ i

x
T lP)

/

/

e M, N est perpendiculaire au plan engendré par My, M,, Ms;

On considére N tel que

o dist(M,IIp(M)) < dist(M2,N) < K sup dist(M;, My).
{i,k=1,2,3:ik}

On considére le réseau obtenu en remplagant T dans I'; par N M, M,,
NMM;, NM;M; et on s’est ramené & un cas déja traité:

e cas II A si la distance séparant M du plan engendré par M,;, M,
NN ou de celui engendré par M,, M3, N est assez grande;

e cas II B 1 sinon.

Remarque : Soit f‘,-.,_l le nouveau réseau construit & partir de I';
par l'insertion de M suivant le procédé décrit dans ce paragraphe. On
peut munir les triangles de I';4; (si besoin est) de cdnes de sécurité en
utilisant le paragraphe 3.4.3.

3.7 Fin de la construction de I

On suppose que 1’on a construit Iy, - -+, I'; des ensembles de bons tri-
angles vérifiant les propriétés (P1),..., (P6) du paragraphe 3.4.

On souhaite alors construire I';;; vérifiant les mémes propriétés, mais
a D’échelle 27771,

Soit M, le point de E' le plus loin de T';.

Supposons que ’on puisse insérer M; suivant l’algorithme du para-
graphe 3.6, et que tous les triangles du nouveau réseau 1"5-1_21 ainsi obtenu
possédent des c6tés de longueur supérieure & K121,

Puis, on considére A1, le point de E le plus loin de I‘_.(,-:Zl et on construit,

si on peut, I‘ﬁzz par la méthode du paragraphe 3.6 par insertion de M.
Et ainsi de suite, on insére des points de £ comme nouveau sommet
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tant que I’on ne crée pas de triangles dont un c6té a une longueur in-
férieure a K[ 127971,

Soit f‘5+1 le nouveau réseau de bons triangles ainsi obtenu.

Nous allons maintenant montrer que I';4; (ou une légeére variante) véri-

fie (P1),.., (P6).

Par construction, si T est un triangle de f‘,-.,.l, si d est la longueur
d’un coété de T, on a

K271 <d < K277,
Si on a de plus, pour tout T, tout d,
Kr127i-l < d < K271,

alors on pose I'j1; = I~‘,-+1.

Sinon, on considére T' = MiM, M3 et T' = M, M,M, les triangles de
f‘j.,.l qui possédent le c6té le plus long M; M,.

Soit I le milieu de [My, M.

On pose f‘,-.,_l le réseau obtenu a partir de f‘j.,.l en remplacant T" et T"
par MlIMz, MlIM4, MIIMs et M2IM4.

Remarque 1 : Si K, est bien choisi par rapport & «, on ne crée pas de
c6té dont la longueur est inférieure a Ky t2"' -1,

Remarque 2 : Il est facile de paramétrer f‘_,-+1 en utilisant le cas 1 A 1,
et on obtient alors les mémes inégalités de surface et de distorsion.

Si [j4, vérifie (P2), alors on pose I'j4; = I'j11, sinon on recommence
P’opération précédente sur le plus long c6té jusqu’a obtenir un réseau
de bons triangles I'j,; vérifiant (P2).

Remarque : La procédure précédente est finie car on ne modifie pas les
petits cotés.

11 est facile de munir tous les triangles de I'j; de zones de proximité
et de segments de sécurité vérifiant (P3) en utilisant les construction
du paragraphe 3.3. De méme, on a vu comment créer des cones de
sécurité lorsqu’on insérait un nouveau sommet (voir la remarque i la
fin du paragraphe 3.6).

Donc I';4, vérifie (P3).

Par construction, I';4+, vérifie (P4) et (P5).
Remarque : 11 faut choisir K assez grand pour que 1’on puisse choisir

des U(M), pour M € |J M,, d’intérieurs deux & deux disjoints.
k<i+1

On peut aisément construire, en utilisant le paragraphe 3.6,
fi+1: R? — IR™ tel que T';4, C f;+1(IR?).
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On notera ¢; ’application construite au paragraphe 3.6 telle que
fiv1=9¢jo0 f;.

De plus, en utilisant les inégalités de distorsion (3.17), (3.20), (3.23),
(3.25) et (3.34) vérifiés par ¢;, on a, pour tout z, zo de IR?, si fj4+1(2)
et fj+1(zo) sont dans le méme triangle T de I';4,, alors

k=0 lz - zOl

C™hexp (—JfC’n(fz.(zo),K2"‘)ﬁoo(fk(zo),Kz"‘, E)") < Vin(z) = fin(2)]

et

lZ - Zol k=0

|f5+1(20) — fj+1(Z)| S Cexp ( Jil Cn(f:,(zo),KZ"‘),B«,(fk(zo),k2"‘,E)2) .
Donc f;4+1 vérifie (P6).

En passant & la limite, on a donc construit f : IR2 —s IR™ et
I = f(IR?) tel que E C I
Nous allons maintenant estimer H2(T").

Pour tout j € IN, d’apreés les estimations (3.16), (3.22), (3.26), (3.31)
et (3.33), on a

H*(Tj1) — HX(T;) < C Y Bo(M,K27% E)?(277)2
MEA,'+1

+ Y a(M,K27) (3.35)
MeM;p

ou Aj;, est un ensemble de points de R™ vérifiant

e si M et M' sont deux points distincts de A;4, alors
dist(M, M') > K277 1,
e pour tout M de Aj1, B(M,K;279)NE # 0.
(les points de A;4, sont les points inserés a I’étape j + 1)
On en déduit
H*(T) < H*(To) + CB(E? + Y. Y a(M,K277). (3.36)

j MeM;
D’ou, d’aprés (P1),

H(T) < C (B(E)? + (diamE)?) + > Mg a(M, K279).  (3.37)
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Il reste 4 estimer le dernier membre.

Soit M € MJ'.
On a vu qu’alors on peut associer & M (propriété (P5)) un triangle
V(M) tel que a(M,K277) < %Hz(\II(M)) Or d’apres la propriété (ii)
de (P5), ¥(M) n’est jamais modifié lors des différentes étapes de la
construction de I', donc ¥(M) C I". De plus,si N € M, avec M # N,
alors int(¥(M)) Nint(¥(N)) = 0.
On en déduit

Y Y aME2Y) £ ;Y Y HAU(M))  (3.38)
Jj MeM; 3 i MeM;
< %HZ(I‘). (3.39)
Cette derniére inégalité avec (3.37) nous donne (ii)
HX(I") < C (B(E)? + (diamE)?).. (3.40)

On va maintenant montrer que f vérifie (iii) et (iv).
Soit w € R", k € IN. On veut tout d’abord évaluer le nombre de tri-
angles de I'; rencontrant B(w, K27*) (ot K est une constante positive
supérieure a Kj).
On note C}, ce nombre.
Soit n > k.

® Sifu(w,K2™ F) < ¢ et Bco(w, K2~ FE) < 100¢, on considére
toutes les échelles succesives pour lesquelles 3 est petit.

Soient ngy et n; (ng < n < n,) tels que

— pour tout m € IN avec np < m < ny
Poo(w, K27™™ FE) < € et Bm('w,I(?'"‘, E) < 100¢p;
— Boo(w, K27™%1 E) > 100¢ et Boo(w, K271, E) > 100¢.
Alors il est facile de voir que

Cny < Cn < Cy,.

® Si Boo(w,K2™",E) > ¢, tous les triangles de I', rencontrant
B(w, K2™™") vont étre transformés en un nombre borné de nou-
veaux triangles qui risquent de rencontrer B(w, K2--1). Ce sont
les seuls si K est suffisamment grand par rapport & Kj.

86



On en déduit )
Ci < [] Clwxz™), (3.41)

n<k
D’ou

H*(f~Y(B(w,27%))) < <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>