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Study of rectifiability properties of subsets of IR” 

Abstract 

The aim of this thesis is to relate the geometry of subsets (with dimension 

d) of IR”, and in particular their rectifiability properties, to some L?-estimates 

using P. W. Jones’3,.-function which measures how well the set can be ap- 
proximated by d-planes. 

With this function, P. W. Jones has given a characterization of subsets of 

rectifiable curves (The Geometrical Travelling Salesman Theorem in dimen- 

sion one). 

The thesis is divided into four parts. 

In the first one, we prove that for an Ahlfors-regular set & with dimension 
, t ; . 

one, if B(x, t)dx— defines a Carleson measure on EXIR* (8, is an L1-version 

of the 3,.-function), then E is included in a Ahlfors-regular curve. A very 
beautiful application of this result is Mattila-Melnikov-Verdera’s theorem: 

they give a characterization of Ahlfors-regular sets Æ for which the Cauchy 

integral operator on FE is bounded. 

The second part 1s devoted to a version of Jones’theorem in dimension 

two: we give an L?-condition using 8..-functions which implies that F is 

included in a surface T = f(IR?) where f is a “smooth” parametrization. 

In the third part, we prove that, for a compact set Æ of finite measure, if 
e 1 t . e e » 

for almost all x in £, Î Be (x, t)— is finite, & is rectifiable. We then prove 
0 

that this conditon is necessary and sufficient for the Ahlfors-regular sets. In 

this section, we give some covering theorems by Ahlfors-regular sets that we 

need for the proofs of the earlier results. 

In the last part, we give a property of corona decomposition for semi- 

regular sets. This theorem is a version of G. David and S. Semmes’result in 

the regular case related to the theory of uniform rectifiability. 

Key-words: Ahlfors-regularity, Hausdorff measure, Uniform 

rectifiability, Lipschitz graph. 
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Chapitre 1 

Introduction et rappels 

1.1 Introduction générale 

Grâce à la théorie de Littlewood-paley, il est possible de relier la régu- 
larité d’une fonction à certaines estimations L?. Un exemple simple est 
le théorème de Stein et Zygmund (voir [St] ou [SZ]) : 
Une fonction de IR dans IR admet une dérivée en presque tout point 

d’un sous-ensemble & de IR si et seulement si en presque tout z € E, 

on à, 

f(z+t)+f(z-t)—-2f(x) = O(ftl) si t > 0, (1.1) 

et 

f(x+t)+ f(x —t) —2f(z) * dt 
lis 5 + < OO. (1.2) 

Plus récemment, il a été tenté d’utiliser des méthodes similaires 

pour étudier la géométrie de sous-ensembles de IR”. 

Le problème général abordé dans cette thèse est le suivant : 
Soit £ un sous-ensemble compact de IR” de dimension d. 

Peut-on trouver des conditions quantitatives assez simples pour que E 

soit inclus dans une surface I = f(IR*), où f est un paramétrage “sym- 

pathique” ? 

On entend par paramétrage sympathique des fonctions f lipschitzi- 

ennes, bilipschitziennes ou vérifiant des conditions semblables. On 

s’intéressera ainsi aux ensembles rectifiables, c’est à dire des ensem- 

bles que l’on peut recouvrir par une union de graphes lipschitziens (à 

un ensemble de mesure de Hausdorff nulle près). 

En dimension d = 1, Peter Jones ({J1], [J2]) a eu l’idée pour mesurer 
la rectifiabilité d'introduire les fonctions y qui mesurent dans toute 
boule la distance de l’ensemble & aux droites de IR". 
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On définit pour tout x € IR”, tout t > 0, GB. par: 

° dist(y, P) NS 3° si EN B(z,t) £ 0, alors 6..(2,t) = inf sup où l’inf est 
y€ENB(z,t) t 

pris sur tous les d-plans P de IR” et si EN B(z,t) = 0, 6..(z,t) = 0. 
(on a donné la définition de F4 dans le cas où d est quelconque) 
Jones montre qu’un ensemble compact E C IR?’ est inclus dans une 

diamEe >, dt 
courbe rectifiable [I si et seulement si | | Boo(z,t) dz est 

R" Jo 
fini. 

Guy David et Stephen Semmes ([DS1], [DS2]) ont donné en dimen- 
sion d quelconque, pour des ensembles Ahlfors-réguliers, des versions 
du théorème géométrique du voyageur de commerce de Jones. Ils ont 
introduit la notion d’ensembles uniformément rectifiables (en dimen- 
sion 1, ce sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-réguliéres). 
On rappelle qu’un ensemble E C IR” est Ahblfors-régulier de dimension 
d s’il est fermé et s’il existe C > 0 tel que pour tout x € EH, tout 

R €]0, diamE!{, on a 

SR‘ < H(ENB(x,R)) < CR? 

(H? est la d-mesure de Hausdorff). 
Les d-plans, les d-graphes lipschitziens sont des exemples de tels en- 
sembles. 

Ces résultats ont eu diverses applications a l’étude de la continuité 
L? de certaines intégrales singulières (particulièrement l’opérateur de 
Cauchy) définies sur des sous-ensembles de IR” (voir [J1], [DS1], [DS2] 
et [MMV]), à étude de certains problèmes variationnels comme ceux 
liés à la fonctionnelle de Mumford-Shah (voir [DS3]) ou à étude du 
comportement de la mesure harmonique sur certains sous-ensembles du 

plan complexe (voir [BJ|). 

Nous allons présenter dans la suite des résultats du même type que 

les théorèmes de Jones, David et Semmes. 

Le plan de cette thèse est le suivant : 

Le paragraphe suivant est consacré à quelques rappels sur la théorie 
de la mesure géométrique et sur la notion de rectifiabilité. 

Dans le chapitre 2, nous nous plaçons en dimension d = 1 et 
nous montrons que, si, pour un ensemble Abhlfors-régulier & C IR”, 
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LAC dr définit une mesure de Carleson sur E x IR™ (les £, sont 

des versions en norme LA? des £,,), alors E C IR” est inclus dans une 
courbe Ahlfors-régulière I. 

Ce théorème est dû à David et Semmes ([DS1]). Leur preuve est as- 
sez technique et reste valable en dimension d quelconque. Nous en 

présentons une démonstration plus courte et plus directe. La courbe 
I est obtenue comme “limite” d’une suite construite par récurrence de 
courbes formées de segments. 
Ce théorème a une très belle application : 
Mattila, Melnikov et Verdera [MMV] ont montré que les seuls ensembles 
Ahlfors-réguliers sur lesquels l’opérateur de Cauchy définit un opérateur 

borné sur L? sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-réguliéres. 
Us en déduisent qu’un ensemble régulier de dimension 1 est de capacité 
analytique nulle si et seulement si il est purement non-rectifiable (c’est 
à dire d’intersection de H'-mesure nulle avec toute courbe rectifiable). 
La démonstration de Mattila, Melnikov et Verdera est assez simple, 

elle permet de passer directement de la continuité L? de l’opérateur de 

Cauchy à la condition du théorème avec g = 2 (ce qui ne permet pas 
d'utiliser le théorème de Jones). 

Dans le chapitre 3, nous énonçons une version en dimension 2 du 

problème géométrique du voyageur de commerce de Jones, c’est à dire 
nous donnons une condition semblable à celle de Jones (faisant inter- 
venir la fonction f.) pour qu’un ensemble compact E C IR” soit inclus 

dans une surface l = f(IR?) où f est un paramétrage assez régulier. 
La construction de I s’inspire de celle de la courbe Ahlfors-réguliére du 
chapitre 2, I‘ est la limite d’une suite de surfaces formées de triangles. 
Comme on peut s’en douter, la démonstration est beaucoup plus diffi- 

cile que la précédente. 

Dans le chapitre 4, nous montrons (modulo une hypothése de den- 
sité) que, pour tout ensemble compact E de IR” de d-mesure de Haus- 

diame dt 
dorff finie, si | Ba(x, t— existe pour presque tout x € E, alors 

0 
E est rectifiable, puis nous démontrons que cette condition est néces- 

saire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers. 
La démonstration de ces théorémes utilise des résultats de David et 
Semmes sur la rectifiabilité uniforme pour les ensembles réguliers, des 
arguments de temps d’arrét et des théorèmes de recouvrement clas- 
sique (théorèmes de Besicovitch et Whitney). De plus, on a été amené 
à établir des théorèmes de recouvrement par des ensembles réguliers. 
Un de ces résultats permet d'étendre le théorème de Mattila, Melnikov 
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et Verdera sur la capacité analytique aux ensembles de mesure finie et 

de densité inférieure presque partout positive. 

Enfin, le chapitre 5 est consacré à la démonstration d’un théorème 
de décomposition de la couronne de sous-ensembles de IR”. 
On montre que si un ensemble compact et semi régulier Æ vérifie une 
condition en termes de B., alors on peut décomposer F x IR‘ en ré- 
gions de temps d’arrét S (peu nombreuses) sur lesquelles & est bien 
approximé par des graphes lipschitziens. Cette condition implique que 

E est rectifiable. 
Cette notion est dûe dans le cas régulier à David et Semmes, elle est 
liée à leur théorie de la rectifiabilité uniforme, et elle s’inspire de la 
construction de Carleson [C] pour résoudre le problème de la couronne. 
Nous utilisons dans cette partie aussi bien des arguments géométriques 
que des techniques classiques d’analyse harmonique (théorie de Littlewood- 
Paley par exemple). 

On trouvera dans l’appendice des détails sur les liens entre rec- 
tifiabilité et opérateurs d’intégrales singulières. En particulier, nous 
donnons une idée de la preuve du théoréme de Mattila, Melnikov et 
Verdera. 

Notation : Les théorémes (propositions, lemmes, corollaires) sont 
numerotés de la façon suivante : le théorème 4.3.8 est le huitième 
théoréme du paragraphe 3 du chapitre 4. 

Les formules sont numerotées comme suit : la formule (1.34) est la 34e 
formule du chapitre 1. 

1.2 Rappels sur la théorie de la rectifia- 

bilité 

Soient & C IR”, d un entier positif inférieur à n. 
On définit la d-mesure de Hausdorff de E que l’on note HŸ(E) par 

H(E) = sup inf {5 (diany) EC U Ex, diamE, < sh . (1.3) 

Un sous-ensemble Æ de JR” est d-rectifiable si et seulement si E C 

Eo U LJ re] où 

icIN 

© H%(E) = 0 ;



e pour tout1E IN , l'; est un d-graphe lipschitzien : 
;={r+Ai(z):rEe P;} où P; est un d-plan de JR” passant par 

l’origine , P4 étant son orthogonal et À; : P; — P+ est une 

application lipschitzienne. 

Un sous-ensemble E de IR” est purement non d-rectifiable si et seule- 
ment si HE NT) = 0 pour tout d-graphe lipschitzien I. 
Un exemple simple d'ensemble de H’-mesure finie, non nulle qui est 

purement non d-rectifiable est le “Cantor 4 coins” (voir [Gal]) : 
Soit Co le carré unité [0,1] x [0,1]. 

C1 est formé de 4 carrés de côtés de longueur — situés dans les coins de 

Co. De manière générale, C; est formé de 4 carrés dont les côtés ont 
pour longueur 477, et C;,1 est obtenu en remplaçant chaque carré de 
C; par 4 carrés de longueur de côté 4-7"! placés dans les coins. 
Le “Cantor 4 coins” C est défini par C = { )C;. 

j 

Oo © no 

Q a Q A O | 

Figure 1.1 : Ci et C2 

La notion de rectifiabilité est qualitative, car toute union dénom- 

brable d’ensembles rectifiables est rectifiable. 

Remarquons que tout ensemble EF C JR” avec HŸ(E) < +00 peut 
s’écrire F = FE, UE, où En est rectifiable et By est purement non rec- 

tifiable. 

Le lecteur voulant en savoir plus sur la théorie de la mesure géométrique 
pourra consulter [Fal], [Fe] ou [Ma] (on pourra trouver dans cette dernière 
référence une preuve des théorèmes 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.4 que nous allons 
maintenant énoncer). 



Il existe diverses caractérisations des ensembles d-rectifiables. 

On définit les d-densités inférieure et supérieure de & en x € JR” 

par 

Oz, E) = lim inf(2r) *H°(E N B(z,r)) (1.4) 

O““(x,E) = limsup(2r) CH°(E N B(x,r)). (1.5) 

On a alors le théorème de densité suivant : 

Théorème 1.2.1 Soit E C IR” avec HŸ(E) < +co. 
En H*% presque tout pointreE ,ona 

274 < O“(x, E) < 1. (1.6) 

Remarque : Il n'existe pas de théorèmes équivalents pour la densité in- 

férieure. 
Ainsi, il existe des ensembles compacts du plan de 1-mesure de Haus- 

dorff strictement positive tels que la densité inférieure est nulle en tout 
point de cet ensemble (voir Rq 6.4 de [Mal]). 

On peut caractériser les ensembles rectifiables en termes de densité. 

Théorème 1.2.2 ([P]) Soit E C IR” avec H4(E) < +00. 

e E est d-rectifiable si et seulement si en H? presque tout x € E 

Of(x, E) = O“(x,E) = 1. 

e E est purement non d-rectifiable si et seulement si en H* presque 

toutxze E 

Of(z, E) < 1. 

Soit la Grassmannienne G(n,d) qui est l’ensemble des d-plans de 

IR” qui passent par l’origine.



Pour x € IR”, € €]0,1[, r > 0, P € G(n,d), on définit le “cône” 

C'{z,r,e, P) par 

C(z,r,¢,P) = {y € B(z,r) : dist(x — y, P) < edist(z,y)}. (1.7) 

et WORE: sy 
gence ere at 
LAist 

~™ ” 
™ wea ow 

Figure 1.2 : C(z,r,¢,P) pour n =2,d=1(e=sina). 

Soit x € E. 
On dit que P € G(n,d) est le d-plan tangent en x à E si et seulement 

si O4(z, E) > 0 et pour tout € € (0,1), il existe r > 0 tel que 

{y € ENB(z,r): dist(x — y, P) > edist(z, y)} = 0. (1.8) 

La notion de tangente classique en théorie de la mesure géométrique 
est la suivante : 
On dit que P € G(n, d) est le d-plan tangent approximant en x à E si 
et seulement si Of(x,E) > 0 et 

lim LH ({y € EN Bzx,r) : dist(x — y, P) > edist(x,y)}) = 0. (1.9) 

Ces deux notions coincident pour les ensembles d-réguliers (voir plus 
loin le lemme 1.2.3). 
On rappelle qu'un ensemble E C IR” est Ahlfors-régulier de dimension 

d ou d-régulier s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 

ze E,tout RE Ï|0,diamE| 

CLR < HE NB(z,R)) < CR. (1.10) 

La plus petite constante vérifiant (1.10) est la constante de régularité 
de E.



Les d-plans et les d-graphes lipschitziens sont des exemples simples 

d’ensembles d-réguliers. 
Remarque : La notion d’Ahlfors-régularité est différente de la régularité 

au sens de Besicovitch qui est équivalente à la rectifiabilité. Ainsi, le 
“Cantor 4 coins” est Ahlfors-régulier, mais n’est pas régulier au sens de 

Besicovitch. 

Lemme 1.2.3 Soit E C IR” un ensemble d-régulier. 
En tout point x de E, il y a équivalence des propositions suivantes 

(i) E admet un d-plan tangent P en z. 

(it) E admet un d-plan tangent approrimant P en z. 

Preuve du lemme 1.2.3 
Le sens (i) => (ii) est évident. 
Considérons x € E tel que & admet un d-plan tangent approximant P 

en LT. d 
Fixons € € (0,1) et soit 7 = 1 (=) ( où Co est la constante de 

2C0 
régularité de E ). 
Par définition de P, il existe ro > 0 tel que pour tout r < ro, on a 

H? ({y € EN B(z,r) : dist(x — y, P) > i ——dist(z, y)}) < nr’. 
00 

(1.11) 
Supposons qu'il existe y € EN B(x,ro) tel que 

dist(z — y, P) > edist(z, y). (1.12) 

Quitte à prendre ro plus petit, on peut supposer 

4. < dist(x,y) < 2 (1.13) 570 = > Y 10°" . 

On a alors d’après (1.10) 

1 € \4 H (ENB 0 ) = (=) d | G160)) 2 Gio) (1.14) 
> 2nré. (1.15) 

Or d’après (1.12) et (1.13), on a 

EN By, =n) C {2 € EN B(2,1ro): dist(æ — z,P) > —dist(z, z)} 

donc d’aprés (1.11) 

d H (En Buy, 0) ) < nré (1.16) 
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ce qui est incompatible avec (1.15) donc 

ty € EN B(z,ro) : dist(r — y, P) > —dist(z, y)} =o 

On en déduit que P est le d-plan tangent en x a EF. 

On peut caractériser les ensembles rectifiables par l’existence de 
plans tangents. 

Théorème 1.2.4 Soit E C IR" avec H4(E) < +00. 

e E est d-rectifiable si et seulement si en H* presque tout x € E, il 
existe un d-plan tangent approximant a E. 

e E est purement non d-rectifiable si et seulement si en H* presque 

tout x € EB, ial n’eriste pas de d-plan tangent approximant à E. 

Nous allons maintenant donner des critères quantitatifs de rectifiabilité 

pour les sous-ensembles de IR”, en commençant par le cas de la dimen- 

sion d = 1. 

Afin de traiter certains problèmes d’analyse harmonique comme la con- 
tinuité L? de l'opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir 

[(J1]), P.W. Jones a eu l’idée, pour mesurer la rectifiabilité, d'introduire 

les fonctions 6. définies pour tout x € IR”, tout t > 0 par: 
SiENB(z,t) #0 

Bx(x,t,E)=inf sup (One 2) (1.17) 
L yéENB(z,t) t 

où l’inf est pris sur toutes les droites L de IR”, 

sinon 

Bo(z,t,E) = 0. (1.18) 

Il peut alors caractériser les sous-ensembles de courbes rectifiables, ce 
qui apparait comme une version géométrique du probleme du voyageur 

de commerce. 

Théorème 1.2.5 ({[J2],[Ok]) Soit E un ensemble compact de IR”. 
Il existe une courbe rectifiable I’ contenant E s1 et seulement sz le nom- 

bre 

B°(E) = [. er E ola t LE)dr 

est fini. De plus, s1 c’est le cas, on a 

A(diamE + B'(E)) < inf H'(T) < C(diemE + 6*(B)). 
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Jones et Bishop ont donné une variante de ce théorème. 

Théorème 1.2.6 ([BJ]) Soit E un sous-ensemble compact de IR”. 
Sil existe une constante M > 0 telle qu’en H'! presque tout x EE 

1 
f'és(et BPS < M 

0 t 

alors E est inclus dans une courbe rectifiable T° et 

EH! (T) < CeC(M+diameE) 

Ils en déduisent 

Théorème 1.2.7 ([BJ]) Soit I une courbe de Jordan. 
En H'-presque tout point x € T, il y a équivalence des propositions 

suivantes 

(i) T admet une tangente (au sens de (1.8)) en x. 

1 
(ii) Î Boo(2, TPE < 00. 

0 

Ce qui apparait comme une version faible de la conjecture e? de Car- 
leson (conjecture 3 de [B2]): 
Soit [ une courbe de Jordan. 
On note 2;, i = 1,2, les composantes connexes de IR?/T. 

Pour tout x ET, tout t > 0, tout i = 1,2, on définit 0;(x,t) comme 
étant la longueur angulaire de l’arc le plus long de Q;N OB(z, tf). 
Soit e(z,t) = max kr — O;(x, t)|. 

Remarquons que si [NM B(z, t) est un segment de droite alors e(x,t) = 0. 

Conjecture 1.2.8 (Carleson) Soit IT une courbe de Jordan . 
En H'-presque tout x ET, il y a équivalence des propositions suivantes 

(i) T admet une tangente (au sens de (1.8)) en x 

… f} dt (ii) i e(x,t)?— <0 
0 t 

Seul le sens (i) = (ii) est connu (voir [BJ]). 

G. David et S. Semmes ont donné en dimension supérieure une ver- 
sion du probléme géométrique du voyageur de commerce de Jones. 
Compte tenu des injections de Sobolev, il convient dans ce cadre d’utiliser 
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des versions L? du £,, de Jones. 

Pour tout x € E, tout t > 0, tout g > 1, on définit 

1 dist(y, P)\? a t, E) =int | = Î 
Patz ) TP (2 | t | 7) (1.19) 

ou l’inf est pris sur tout les d-plans P de IR”. 
Soit q tel que 

esid=1 

1<q< oo (1.20) 

esid>2 

1<q< (1.21) 

On a alors 

Théorème 1.2.9 ([DS1]|.[DS2]) Soit E C IR” un ensemble d-régulier. 
Il y a équivalence des propositions suivantes 

dt 
e 2,(2,t, E)dz— est une mesure de Carleson sur E x IR*, c’est à 

dire pour tout x € EF, tout R>0 

R dt 
t. B)*dr— < qd 1.22 Î LEoBte Î At Ede <CR (1.22) 

e E est inclus dans une surface w-régulière . 

Un ensemble d-régulier vérifiant le théorème 1.2.9 est dit uniformément 
rectifiable. Une conséquence évidente de la théorie de David et Semmes 
est qu’un ensemble uniformément rectifiable est rectifiable (nous en 
esquisserons une preuve au chapitre 5). 

Rappelons qu’une surface T° est w-régulière s’il existe un poids w de 

la classe À, de Muckenhoupt (voir [Jo], chapitre 2), c’est à dire une 

fonction localement intégrable telle que pour tout boule B 

1 
Fy [ w < C inf ess Ud (1.23) 

et une application w-réguliére z : IR? —>+ R”*!, c’est à dire une fonction 

localement intégrable vérifiant 

e |Vzi< Cwa p.p. au sens des distribution; 

13



e pour tout y € IR”*’, tout R > 0 

| w < CR? (1.24) 
z—1(B(y,R)) 

telles que l’on ait = z(IR°). 
En dimension d = 1, cela revient à dire que [ est inclus dans une courbe 
Ahlfors-réguliére (c’est à dire une courbe vérifiant (1.10)). 
Pour la preuve du théorème 1.2.9, nous renvoyons à [DS1] et [DS2] où 
on pourra trouver d’autres définitions équivalentes ainsi que diverses 
applications de la théorie de la rectifiabilité uniforme. 
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Chapitre 2 

Une version 6, du théorème 

géométrique du voyageur de 

commerce de Peter Jones 

2.1 Introduction 

Soit & C IR” un ensemble 1-régulier. 
On rappelle qu’un ensemble F' C IR” est 1-régulier (ou Ahlfors-régulier 
de dimension 1) si et seulement si F' est fermé et s’il existe Co > 0 tel 
que pour tout x € F, pour tout R € |0,diamF{, 

Co'R < H'(FOB(z,R)) < CoR. (2.1) 

(H1 désigne la 1-mesure de Hausdorff) 
La plus petite constante positive Co vérifiant (2.1) est la constante de 
régularité de F’. 
Considérons des versions L? des BB. de Jones. 

Pour tout x € E, tout t > 0, on définit 

_. 1 dist(y, L) \? a une (EE a) ea 
où l’inf est pris sur toutes les droites L de IR” et dy est l’intégration 
par rapport à H! restreinte à E. 
Le but de ce chapitre est de donner une preuve du résultat suivant. 

Soit g > 1. 

Théorème 2.1.1 Soit E un ensemble 1-régulier compact de IR”. 
t ; 

Si Bg(z, t, E)*dz— définit une mesure de Carleson sur E x IR*, id est, 
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al existe une constante C > 0 telle que pour tout x € E, tout R > 0, 

R dt 
t,E)*dy— <CR 2.3 [ <EnBle,R) i Bq(y,t, E) dy < (2.3) 

alors E CT, où T est une courbe Ahlfors-régulière {c’est a dire une 

courbe vérifiant (2.1)). 

La méme construction donne: 

Théorème 2.1.2 Soit E un ensemble 1-régulier compact de IR”. 

St 
diame d 

BE) = Lf Ba(2, t, Ey'dx < 00, (2.4) 

alors & CT, ouT est une courbe de longueur finie, et on a de plus, 

inf (UT) < C (8,(E)° + diamE) . (2.5) 

On rappelle qu’un ensemble régulier vérifiant (2.3) est dit uniformé- 

ment rectifiable (voir le chapitre 1). 
G. David et S. Semmes ont donné une preuve du théorème 2.1.1 et de 

sa réciproque (théorème 1.2.9 du chapitre 1). Leur preuve reste valable 
dans le cas d’ensembles d-réguliers avec d > 2 et est assez technique 
(voir [DS1]}). 

Notre but ici est de donner une construction à la main de IT, en 

s'inspirant de celle de Jones pour le théorème 1.2.5. 

Une très belle application du théorème 2.1.1 est donnée dans [MMV]. 
Mattila, Melnikov et Verdera montrent que si, pour un ensemble EF 

Ablfors-régulier de dimension 1 , l’opérateur de Cauchy définit un 
opérateur borné sur L?(E), c'est à dire qu’il existe C > 0 tel que, 
pour tout f € L’(E), tout e > 0, 

[. | f(g) Oa 
/B(z,e) § — 

alors & vérifie (2.3) et donc, d’après le théorème 2.1.1, E est inclus 
dans une courbe Ahlfors-réguliere (voir l’appendice où on donne une 
idée plus précise de la preuve de ce théoréme). 

* dH(2) <C I fl? (2.6) 
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2.2 Idée de la preuve du théorème 2.1.1 

et lemmes préparatoires 

Soit E vérifiant (2.3) pour un certain g > 1. 
Supposons que l’on ait construit des ensembles connexes Ip, ---, Ty, où 
I, est formé de segments ayant pour extrémités des points de FE, de 
longueur plus grande (à une constante multiplicative près) que 2~*” 
et telles que tout point de E est proche à l'échelle 2-*N de l’extrémité 
d’un des segments de I. 
Considérons zx le point de Æ le plus loin de I. 
Le but est de transformer I, afin de construire une nouvelle courbe 

passant par x (ou très près à l’échelle 2-4+)" de x ) et de contrôler la 
longueur perdue par ce détour en termes de (,. 
Soit [y, z] le segment de l'} le plus proche de z. 
On distingue deux cas pour I|’insertion de x. 

e Transformation A 

Si dist(z,y) ~ dist(z,z), on remplace le segment [y,z] par les 
segments [y, 2] et [z, z]. 

e Transformation B 

Si x est très proche d’une des extrémités, par exemple de y, on 

ajoute le segment [y, y + K2(r — y)|]. 
(où Ke est une constante positive que l’on choisira plus tard) 

Afin de pouvoir évaluer la longueur perdue en termes de B,, on ne va 

pas insérer x mais un point de & proche de x. 
Commençons donc par quelques lemmes. 

Lemme 2.2.1 Pour tout co >q>1, tout xr € BE, tout t > 0, 

1—2 

Ai(z,t,B) << Cy *6,(2,t, £) (2.7) 

où Co est la constante de régularité de E. 

Ce lemme découle des inégalités de Holder et de la régularité de E. 
Il nous suffit, d’après le lemme 2.2.1, de démontrer le théorème 2.1.1 

pour g = 1. | 

Lemme 2.2.2 Pour tout x € Ef, toutt>0,ona 

Boo(z,t, E) < Chi(x, 2t, E)? (2.8) 

où la constante C ne dépend pas de x et t. 
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Preuve du lemme 2.2.2 : 

On considère D une droite pour laquelle 6,(z, 2t, E) est atteint. 

Soit y le point de EN B(x,t) le plus loin de D. 

Premier cas : dist(y, D) > t. 
Alors fH1(x,2t,E) > C', d'où le lemme 2.2.2. 

Deuxième cas : dist(y, D) < t. 
1 

On note d = 3 dist(y, D). 

Pour tout z € B(y,d), ona 

dist(z, D) > d. 

On en déduit 

1 dist(z, D) 2t,B) = © | — 4 Di (x ) t z€ENB(z ,2t) t ° 

> = dist(z, D)dz 
t zEENB(y,d) 

1 > ail (EN Bly, d)) 

d 2 

> G'{- 

> CB.(z,t, EY’ 

où Co est la constante de régularité de &. 
Ce qui finit la preuve du lemme 2.2.2. 

Soient À une constante positive très petite, K une constante positive 

très grande, N un entier très grand. 

Lemme 2.2.3 Pout tout x € E, tout k € Z, il existe une suite (x;);>k 
de points de E telle que 

1. rx € B(x, A2-UGHON) et 

dist( x; ; Lx) 

dist( x, 5 Lei ) 

CBi(x, K2-*%, E)2-*% (2.9) < 
< Chi(z, K2-GHON E)2-GHUN (210) 

où L;,i—=k, k +1, est une droite telle que 

1 dist(y, Li) , 
9 ka- E — > : - ° 9 

Pi ) K2-*% JyernB(e,K2-in) K27N 
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2. pour tout 7 >k +1, 241 € B(zx;, A2-6+0N) et 

dist(rj41,Lj41) < Chi(x;, K27GHUN E)2-G#ON (211) 

où L;}1 est une droite telle que 

a-(; 1 dist(y, L;}1) ROCHE) = | qu, By (z;, ’ ) K2-G+1)N yCENB(z;,K2-U+UN) K2-G+LN dy 

Remarque : On choisira toujours tx = 2441, Si zx vérifie la propriété 

2 du lemme 2.2.3 à l'échelle 2-ŒFIN, Les propriétés 1 et 2 (pourtant 
très proches) sont nécessaires pour des raisons techniques. 

Preuve du lemme 2.2.3 : 

Soit zr € £,t>0. 

On considère D une droite pour laquelle 6,(2,¢, EF) est atteint. 
D'après l’inégalité de Tchebytchev, on a 

Cl 

2-"C2H' (EN B(z, At)) 
H' ({y € EN B(x, At) : dist(y, D) > CB,(z, t, E)t}) 

à condition que C7! < 2-" AC. 

Donc, 

H* ({y € ENB(z, At) : dist(y, D) < CA, (zx, t, E)t}) > (1-27 C?) H'(ENB(x, At)). 

H'(EN B(z, A2-G+IN)) 
H(EN B(x,A2-iN)) 

Remarque : C22-* est la valeur minimale du rapport 

En appliquant ce résultat, on obtient le lemme 2.2.3. 

On note x, le point de E limite de la suite (x;) et on pose fr_1(r) = 
rs et pout tout 7 > k, f;(rs) = t;. | 
Remarque : On a donc fr-1(T>) = fr(to) (Propriété 1 du lemme 
2.2.3). 

On a alors, avec une constante K différente de la précédente, 

dist(re, Dr) < Cite, K27*N,E)27ÈN (2.12) 

dist(zz, Deri) < Cite, K27 GUN E)2-ŒHUN (2.13) 

et pour tout 7 > £ +1, 

dist(2j41, Djar) < CBifte, K27GFDN, E)2-GHUN (2.14) 
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où LD); est une droite telle que 

1 dist(y, D;) 
wo, K27*" EB Î | 

r(x )= K2-N yEENB(z,K27N) K2-iN 

K un 
100 

dist( fr (y), Lx) < Chi (x, CK27*%, E)2-*N (2.15) 

où L, est une droite pour laquelle B:(x, K2-*%, E) est atteint. 

Remarquons que , si x et y sont dans E avec dist(z,y) < 

alors 

A partir de l’ensemble I’, (vérifiant les propriétés décrites au para- 
graphe 2.3), on va construire un nouvel ensemble I,4; en insérant des 
points de E du type fi(x) où x décrit un sous-ensemble de E que l’on 
précisera plus tard (paragraphe 2.4). En utilisant entre autre le lemme 
2.2.3, on pourra estimer U(Tx41) — 1(T;,) en fonction des B1. Puis, on 

construira à partir de Î'4:1 l’ensemble l',41 en remplaçant les points 
f(x) (où les fL(x) sont, à peu de chose près, les extrémités des seg- 
ments de l'441 venant de I) par les points f1:1(x) (paragraphe 2.5). 
Par passage à la limite, on obtiendra un ensemble I‘ connexe, Ahlfors- 
règulier de dimension 1 contenant Æ (paragraphe 2.6). Ce qui suffit 
pour prouver le théorème 2.1.1, puisque tout ensemble connexe, com- 

pact, de H’-mesure finie est une courbe rectifiable (voir [DS2] théorème 
1.8 de la partie I, et chapitre 1 de la partie II). 

2.3 Hypothèses de récurrence 

On suppose que diamE = 1. 
On se donne des grandes constantes positives K1, K2, K3. On choisit 

K'3 très grande devant Kz qui elle dominera K,. Les constantes K et A 

du lemme 2.2.3 sont telles que K est très grande devant K,, K2 et K3 

alors que À est très petite par rapport à ces mêmes constantes. L’entier 

N est choisi tel que 27 << Kg’. 

On notera /(.) la longueur d’un segment ou d’un arc de courbe. 

Commençons par construire des ensembles (A;); de points de E qui 
seront presque des réseaux de points 2-2" denses. 
Pour cela, on considère Ap = {rs, y} où x et y sont des points de E 
tels que diamE = dist(x,y) et x, et yo. sont les points limites de x et 
y donnés par le lemme 2.2.3. 

Supposons que l’on ait construit A;_1. 
On considère A; un ensemble maximal de points de E tels que 
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1. siz, y€ A;, z £ y, alors dist(x,y) > 2(K1 + 2A)2-9%; 

2. sit € À;, y E A;-1,2# y, alors dist(r,y) > 2(K1 + 2A)279%. 

Soit A; = {rs : r € A;}. 
On pose alors A; = A; U A;_1. 
Enonçons quelques propriétés de A;. 

(i) On dira que x € À; est de la l-ième génération si x € A; = 
Ai/Ai-1 (ce qui signifie essentiellement que x a été inseré à la 
l-ième étape). Tout point x de A; de la l-ième génération est 
point limite d’une suite (f;(z))i>i-1 de points de E vérifiant les 
propriétés du lemme 2.2.3. 
Rappel : Siz € À;, alors f;(x) = f;_1(x). 

(ii) Siz, y € A, 
dist(x, y) > 2K,2-9%, (2.16) 

d’ou, si A est assez petit, 

dist(f,(x), f;(y)) > Ki2-2%. (2.17) 
(iii) Pour tout y € E avec y ¢ À;, il existe x € A; tel que 

dist(r,y) < 2(K,+2A)2~9%. (2.18) 

Comme Ky domine K;, 

dist(x,y) < K2277%. (2.19) 

Supposons que l’on ait construit des ensembles connexes Ip, ---, I’; 
formés de segments avec les propriétés suivantes. 

Po = [fo(z) + Ki(fo(y) — fo(x)), fo(y) + KZ(fo(x) — fo(y))] où x et 
y sont les points de Ag. 

Pour j = 0,---, k—1, on note A; = {f;(x),x € A;}etona A; Cc T;. 

On distingue parmi les segments de ['; deux types de segments 

particuliers. 

Un segment L deT; est principal si L = [f;(x), f;(y)] où x, y € A;. 
Un segment principal est de la /-ième génération si une de ses extrémité 
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est de la l-ième génération, l’autre étant d’une génération précédente. 
D’après la propriété (ii) de A;, si L est un segment principal de [';, 

I(L) > Ky279%. (2.20) 

Un segment L deT; est non principal si L = [f;(x),a;(z)] où x € A; 
et a;(x) n’est pas dans A;. L’extrémité a;(xr) est l'extrémité d’un seul 
segment de I’;. 
On suppose que, si L est un segment non principal de I’;, 

I(L) > KK 32-79%. (2.21) 

Tout point f;(x), x € A;, est une extrémité d’au moins deux seg- 

ments de IT; (dont un principal), l'extrémité d’au plus un segment non 
principal. 

Remarque : I, peut contenir des segments qui ne sont pas d’un des 
deux types précédents. Ils interviendront de manière naturelle dans la 
suite de la construction. 

On suppose que tout point f;(x), x € A;, vérifie la propriété du 
cône : x 

Soit 0 € [0, 6 fixé (0 est indépendant des autres constantes). 

Si tous les segments principaux de [; ayant pour extrémité f;(x) sont 

dans un cône de sommet f;(x) d'angle 6, alors f;(x) est l'extrémité d’un 
segment non principal [f;(x),a;(x)|]. 
En particulier, si f;(x) est l’extrémité d’un seul segment principal de 
l';, alors il est l’extrémité d’un segment non principal. 

2.4 Construction de l'es a partir de ['} 

Soit IT, l’ensemble connexe vérifiant les propriétés décrites au para- 

graphe précédent. 

On va, dans ce paragraphe, construire à partir de [, un ensemble 

connexe l'4,1 contenant les points fi(x), © € Apy1 = Angi/Ak. 

On considère x le point de 4441 le plus loin de A;. On suppose que 
x € IT, sinon il n’y a rien à faire. 
Soit y le point de A, le plus près de z. 
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On suppose dans un premier temps qu’il existe un segment principal 
de Ty [fe(y), fx(z)], z € Az tel que l’on ait la propriété (x) 
(x) la projection de f,(z) sur la droite engendrée par f,(y) et f(z) est 
à l’intérieur du segment [fi(y), f.(z)]. 

Cas AI: K3 ‘dist(fi(x), fx(z)) < dist(fi(x), fa(y)) < Kadist(fi(x), f:(z)) 

Soit ry) +1 la courbe obtenue a partir de ['} en remplaçant le segment 

[fk(y), fk(2)] par les segments [f,(y), f(z) et [fk(z), fa(z)]. 
On cherche maintenant à évaluer A = (rt rn — 1(T;). 
Soit €) une constante positive très petite. 
Supposons dans un premier temps que (x, K2-*", E) < €. 
On considère D, une droite pour laquelle 

1 dist(y, D) 

K2-EN yEENB(z,K2-EN) K2-kN 
Bi(z, K27*N,E) = dy. 

Alors, d’aprés le lemme 2.2.3 et (2.15), si K est assez grand par rapport 
à 3 et A, 

dist(fi(z), De) < CAi(z, K2-*%, E)2-*% (2.22) 

dist(f.(y), Dr) < CBi(xz, K27-**, E)2-*% (2.23) 

dist(fr(z), Dr) < CAi(z, K27-**, E)2-*% (2.24) 

d’où, si on note D la droite engendrée par f;(y) et f(z), 

dist( f(x), D) < CBi(z, K2-*%, E)2-*N (2.25) 

donc par le théorème de Pythagore, 

dist(fx(x), fu(y)) + dist(fi(x), fa(z)) — dist(fi(y), fk(2)) A = 

< Chi(x,K27-*%, E)?2-*%. (2.26) 

Supposons maintenant que 3,..(z, K2-*N,E) > €. 
On a alors d’après le lemme 2.2.2, 

Bit, K2TNH,E) > C7 Bo(2, K27*N,E) > Cle 

A=1Ure),)-—WT.) < (14 Ks)dist(fi(z), fe(y)) 
C(1+ K3)K22-*% d’après (2.19) 
oi + KR, K 2—kN+1 ,E}27*Y. 

0 

IA
 

IA
 

lA
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Donc, 
A < Chi(z, K2-ENH, Eÿ?274N, (2.27) 

Cas A II: dist(f,(y), fk(r)) < K3 dist(fi(z), fe(x)) 

re) est obtenu en ajoutant à I, le segment principal [f.(y), fx(x)] 
et le segment non principal 

[fe(2), fe(z) + Ki(Fa(x) — fa(y))]: 

On a alors A = U(T),) — UP) = (K2 + 1)dist(fi(y), fa(x)). 

Supposons que H.(r, K27-**, E) < €. 

Si [fx(y), fe(z)] est un segment de la k-ième génération, on a 

A < C(K2+1)K3 "dist(fi(x), fe(z)) 

< C(K7+1)Ks"dist(fi(y), fe(2))- (2.28) 

Si [fe(y), f(z] est un segment de la j-ième génération (avec j < k), on 
a 

A <C(K?+ 1) Kz? SS), HU) (2.29) 
Remarques : 

1. La longueur / du segment non principal [f,(x), f(z) + K2(fi(x) — 
fx(y))] vérifie 

= Kidist(fi(x), fe(y)) 
> K2K,27%*%. 

On retrouve l’inégalité (2.21) du paragraphe 2.3. 

2. Puisque 8,.(x, K27*N,E) < &o, le segment [f.(y), f.(z)] ne subira 
qu’un nombre borné de transformations B (en f;,(y)). 

Si Bo(rz, K27XN,E) > €9, on retrouve pour A l'estimation (2.27). 

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de z € A, tel que l’on ait 

la propriété (4) pour [fi(y), fa(z)]. 
On suppose dans un premier temps que B.(x, K2-#N,E) < €. 

Cas BI: f(y) est l’extrémité d’un segment principal [fi (y), fk(2)] 

avec 

dist(fi(x), fely)) < Ky tdist(fi(2), fa(z)). 
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On peut alors utiliser une transformation B. On construit ro. à partir 
de I’, en ajoutant le segment principal [f,(y), fL(x)] et le segment non 

principal [fi(r), f(x) + K2(fa(z) — fi(y))]. 
Les estimations sur ur.) — I(T) sont les mêmes que (2.28) et (2.29). 

Cas B IL : Pour tout segment principal [f.(y), f.(2)] dont f(y) est 
une extrémité, 

dist( f(z), fi(y)) > Ky dist(fi(xr), fe (z)). (2.30) 

Donc, 

U(lfe(y), fe(z)]) < (Ks +1)dist(fi(z), fe(y)) 
< C(K3+1)K227*" d’après (2.19) 

<< K2-*" par choix de K. (2.31) 

On distingue maintenant deux cas. 

e Soit fL(y) est l’extrémité d’un seul segment principal (on dira 
que f(y) est un bout de l'}), alors , d’après les hypothèse de 
récurrence (propriété du cône), f,(y) appartient à un segment 

non principal. 

e Soit f(y) est l'extrémité de plusieurs segments principaux de I. 

Soient L et L' deux segments principaux de T, dont f,(y) est une 

extrémité. 

Puisque dist(f,(x), fx(y)) > K127%%, et que la projection de f,(x) 
sur la droite contenant LZ et celle sur la droite contenant L' sont 

en dehors de L et L' respectivement, l’angle entre L et L’ est plus 
. 7 

petit que 9” 

De plus, comme f(z, K2~*", EF) < €o, et puisque [(L) et {(L') 
sont inférieurs à K27*N d’après (2.31), , l’angle entre L et L' est 
très petit (d’autant plus petit que € est petit). 
Donc, si & est très petit devant 6, tous les segments principaux de 

l',} contenant f,(y) sont dans un cône de sommet f;(y) et d’angle 
0. | 
On en déduit, d’après la propriété du cône, que f(y) est l’extrémité 

d’un segment non principal de Ty. 

Remarque : Un tel point a été a une génération précédente un bout. 

Donc, dans tous les cas, f(y) est l’extrémité d’un segment non 

principal [fi(y), a%(y)] de T's.



D’après (2.19), dist(z, y) < K2277%. 
Donc, si A est assez petit, dist(f,(r), fa(y)) < 242277. 
D'où, d’après (2.21), 

dist(fi(z), fely)) < 2KT KT U(fely),ax(y))). (2.32) 
On considère alors to, ---, 2141 les points de Az: tels que 

© To = Y et Tir, = T; 

e x; et X:4; sont voisins dans Àz;,2 (voir figure). 

xf 
x 

X - * x“ -~ = ~ « x 

+ A ce DC LAA 2 Lai 

Remarques : 

1. l'est borné d’après (2.16). 

2. On peut “ordonner” les x;, car, puisque BH. (x, K27-**%, E) < &o, 
ils sont tous proches d’une même droite. 

Soit x; (i € {1,....,/}) le point le plus loin de x et y. 

KS ec dist( fe(y), fe+1 (zi) 
À dist(fi(z), fera(@s)) © 

Alors, on utilise une transformation A et on construit To) en ajoutant 
à I, les segments [f,(y), frri(z:)] et [Feri (as), fe(x)]. 
Remarque : fr+1(x) = f(x) car x € Api. 

Premier cas : < K3. 

Par un calcul identique 4 (2.26), 

U([fe(y)s frra(vs)])+1([farr(2s), fe(z)]) < fe (x), fely))+CAi(z, K2-", E)* 

Deuxième cas : dist(fi(y), fr+1(t:)) < Ky dist(frr1(xi), fe(z)). 
(on suppose que z; est plus proche de y que de zx, le cas inverse est 

identique) 
On utilise une transformation B. re D. est construit en ajoutant les seg- 

ments [fi(y), fe(z)], [fe(y), fara (ci ) et [fi+1 (ri), K3 (fara (mi) — fe(y))I- 
On a alors par un calcul identique à (2.28), 

ure) ,) — (Pr) < (Fay), fk(z)]) + A+ KES K({[fk(y), fr+i(2i)]) 

< (1+ (14+ KA KS (Au) f(x). (2:33) 
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Puis, on considère rj, 7 4 7’, 7’ € {1,....,/}, le point le plus loin de 

z, yet z;. On construit ry), a partir de ry) en insérant fp41(2;) par 
une transformation A ou B. 

Et, on insère de cette façon tous les points 7, ---, zu. 

Soit [,4, l’ensemble connexe ainsi obtenu. 
+ =~ 

On construit ry) à partir de l'441 en ajoutant le segment [f141(x), an41(2)] 
où az41(z) est un point tel que [([f141(x),ax+1(x)]) = K1K22-ŒHUN, 
Ce segment ne sera pas modifié lors de la construction de l',,1 et 
puisqu’il n’est pas principal, on le choisit avec cette longueur afin que 
la propriété (2.21) soit préservée. 

Il nous reste à estimer (re), — I(T). 

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations A 
est, par un calcul identique a celui effectué dans le cas A I, majorée par 

I 
CBi(z,CK2-*%, E)?2-*§ LCN By (xi, CK 2-44 YN, B)2Q- GON 

t=1 

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations B est 

majorée par un calcul identique 4 (2.28) et d’aprés (2.32), 

C(1+ (1+ KZ)K3")l([fe(y), fe(x)]) + CO + KZ)Ks* > l([fe+s(2i), feni(xx)]) 

< C(1+ (14+ Kj) Ks")Ky* Kz ‘dist(fi(y), ax(y)) 
+ C(+ Kz) Ks" » dist( fr41(2i), frii(i)). (2.34) 

où la somme se fait sur les indices i, i' de {1,...,/-++1} tel que le segment 
[feri(2i), feai(2y)] a subi une transformation B. 
On en déduit 

Pes) —U(Tx) < Chi(z,CK2-*’, By2-*% 
+ C(l+ (1+ K2)Kz")K,'Ky"dist(fi(y), ax(y)) 
+ C(1+ K3)Kz* S$) dist(frr1(ri), fess(2e)). 

De plus, d’après (2.21), 

U([fa+r(2), de4a(x)]) = Ki KZ2-MYN < 2-7 1([fe(y), ax(y)]). (2.35) 
Donc, 

rw), —UTx)) < CBi(2,CK2-*%, E)?2-*% 
+ C((1+ (1+ K2)Ks)Ky*Kz* + 2-) dist(fi(y), ax(y)) 

+ C(1+ K3)Kz* SY) dist(feri(ri), fer (te). (2.36) 
ii 

27



Remarques : 

1. Pout un tel point y, une telle transformation n’arrivera qu’une 
fois lors de la construction de I... 

2. Les points fr41(ri), 7 = 1, ---, 1, ne seront pas modifiés avant la 
construction de Iy43. 

Si Box, K27ÈN,E) > €o (donc fi (2, K2-*Nt), E) > Cle), on 
obtient ry), en ajoutant les segments [f:(y), f.(x)] et [fL(x), fi(x) + 
Ke2 (f(x) — fx(y))] et on a alors par un calcul identique à (2.27), 

(TO) 13) < C2 *" 
< Chi(z, K2-*%*, E)?2-*%, (2.37) 

On pose AM, = A, U {zx}. 

Soit x’ le point de A,41 le plus loin de AM), et on suppose que x’ & ry). 

On construit à partir de ro, un ensemble connexe contenant f,(x') en 
utilisant la méthode décrite précédemment. Puis, on applique cet algo- 
rithme pour tous les points de Az:1. 

Soit l'441 l'ensemble connexe ( qui contient tous les f,(z), 2 € Ay41) 
ainsi obtenu. 

Remarque : l'141 vérifie la propriété du cône. En effet, les seuls points 

f(x), x € Apyi, pouvant poser un probleme, sont ceux insérés par une 
transformation B. Or, par construction, ces points appartiennent 4 un 

segment non principal. 

2.5 Construction de l'}:1 a partir de Devt 

On transforme Tey pour obtenir [',::, en appliquant ce qui suit 

e Pour tout x € Az+1, on remplace f;,(z) par frii(z). 

On rappelle que f,(2) = fr+1(x) si x € Agyy ou Si fL(x) vérifie la 
propriété 2 du lemme 2.2.3 à échelle 2-(+DUN, 
Ainsi, f(x) est remplacé par fr}1(x) si f(z) est relativement 
loin d’une droite D,41 minimisant B(x,K2-UŒ+UN,E), 

e Soit une extrémité d’un segment de Îl',41 n’appartenant pas à 

Ag+1. Alors, ce point est l’extrémité d’un seul segment de l'r41. 
On note az(x) ce point et [f,(r),ax(x)] ce segment. Alors, le 
point az(x) devient le point az+1(x) avec 

— IC), ax(z)]) = UU fara (x), ax): 
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— Qp41(z) appartient à la droite (f.(x),a;(x)). 

Il nous faut maintenant estimer I(T 341) — [(Tz41). 

Il est inutile de s'intéresser au cas des segments non principaux, car 

leur longueur est préservée d’après ce qui précède. 

Considérons le cas d’un segment [fr:1(x), fk+1(y)], où x, y sont dans 
Ay. | 

On a alors pour ce segment 2 cas. 

Cas A I: [fi(y), fL(x)] est un segment qui n’a pas subi aucune trans- 
formation (ni À, ni B) à cette étape. 
On suppose dans un premier temps que B,(x, K2-*%, E) < €. 
Soit z € E tel que la projection de z sur (fL(x), fx(y)) est dans [f.(x), fi(y)l. 
On suppose en outre que z vérifie 

dist(f,(x), fk(z)) < 10K,2~ 0D, (2.38) 

Remarque : Tous les points de A:+1 dont la projection sur (f;(2z), fx(y)) 
est dans [f.(x), fe(y)] vérifie (2.38) (éventuellement avec f,(y) à la place 
de f,(z)), sinon le segment [fL(x), fi(y)| aurait été modifié. 

Alors, 

K,27XN — 10K, 27 tN 
Ki(1 — 10 2-%)2-*%. 

dist( f(y), fe(z)) 

IV
 

IV
 

Donc, 

dist( file), FC) < tO 2 aist(fa(y), fe(2)) 
< Ky'dist(fe(y), fe(z)) 

car 27% << Kj". 

Or, tout point z € Au, 1 > k + 1, tel que la projection de fi(2) sur 
(fi(z), fity)) est dans [fi(x), fi(y)] vérifie (2.38), donc il ne pourra être 
inséré que par une transformation B. 

Si [f:(z), fe(y)| est de la j-ième génération avec j < k, alors, d’après 
(2.20), 

dist(fr+1(t), frtily)) — dist(fz(x), fe(y)) 
3 A9—(k+1)N 

AK SAGE) HG) (2.39) IA
 

IA
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Si 8.(x, K2-*", E) > €, alors 

U([feti(x), ferr(y)}) — (f(x), fe(y)]) 
9 AQ (k+I)N 

< 
< Chi(x, K2-*%, E)?2-*% (2.40) 

Cas A II: [f, (x), fk(y)] a subi une transformation B. Alors, d’après 
le lemme 2.2.3, si le segment est de la k-ieme génération, 

dist( frii(x), fezi(y)) — dist( f(x), fe(y)) < 2A27Œ+DN (2.41) 

donc d’aprés (2.20), 

dist(frii(x), frai(y)) — dist(fi(z), fe(y)) 
< AKj'dist(fi(x), fe(y)). (2.42) 

Si maintenant [f.(x), fL(y)] est un segment de la j-ième génération avec 
j<k 

dist(frii(z), fk+1(y)) — dist(fi(x), fe(y)) 

Il nous faut reste à considérer le cas de segments [f,11(x), frrily)] 

où x E Ay, y © Aga. 

Considérons x € Az, et supposons que B, (x, K2~*, E) < €o. 
Alors fr+1(x) est une extrémité d’au plus deux segments dont les autres 
extrémités sont des points du type fr+1(y) avec y € Apyi. 

Cas BI: il y en a exactement deux fxii(y) et frii(z) (y et z sont 

dans Ap+1)- 

Alors fr+i(y) = fely) et frti(z) = f(z). 
On suppose que f;(x) # fr:1(x) (sinon rien n’a été modifié). 
Alors, si on note D,,1 une droite minimisant B1(x,K2-EN,E),on a 

dist( f(z), Dry) > CBi(z, K27 HN, E)2-G+DN 

dist(fr+1(t), Dei) < CBi(x, K27ŒHUN E)2-G+DN 

dist( fr+1(y), Desi) < CAi(2, KQ- yn E)2-&+DN 

dist(fe1(2), Den) < CB(x, K27OUN,E)2-CHUN, 

On en déduit 

dist(frr1(x), D) < Chi(x, K27AtYN, E)2-Œ+DN 
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où D est la droite engendrée par fi(y) et f,(z). 
D'où, d’après le théorème de Pythagore, 

dist(fr+1(r), fe+1(y)) + dist(fr+1(x), fe+1(2)) Chair, K2-GHUN, Eÿ29-G+DN 

dist(fr(y), fk(z)) 

Chi(x, K2-GHUN, E)22
-UHUN 

dist(fx(y), fk(z)) 

dist(f,(x), fx(z)). 

Remarque : Ce calcul est identique 4 celui de (2.26). 

+ 
IA
 

+ 
IA
 

+
 

On a donc 

dist(fe+1(y), feri(z)) +  dist(fr1(x), fri (z)) 
—dist(fi(y), fz(z)) — dist(fr(x), fr(z)) | 

< Chi(z, K27 GUN, Eÿ22-UŒ+DN (2.44) 

Cas B IL: il y en a un seul fr;1(y) (y € Angi) 

alors fx+1(y) = fx(y). 

Premier cas : f,(y) est l'extrémité d’un segment [fL(x), fk(z)] de T, 
tel que 

l([fe(x), fe(2)]) > K27*". (2.45) 
Si K est très grand devant 2”, ce segment ne peut subir qu’une trans- 

formation B. 

Soit ky < k le plus petit indice tel que 

U([fio(©)s fro(z)]) > K2-”™. (2.46) 

On a alors 

dist( frii(2), Froily)) — dist(fr(x), fily)) 
< 9 AQ (k+1)N 

< 2CAK-19-N Uist Feo (T); fro(2)) (2.47) D(k—ko).N 

Deuxième cas : Tout segment principal de T, dont f,(x) est une 
extrémité est de longueur inférieure à K27-**. 

Si B(z, K2-*", E) < €, alors d’après la propriété du cône (comme 
dans le cas B II du paragraphe précédent), f,41(2) appartient à un 
segment non principal [fx+1(x),ax+1(y)]. 
On a 

dist(frr1(x), fex1(y)) — dist(fi(x), feri(y)) < C'A27 449%. (2.48) 
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Supposons maintenant que 

Boo(x, K27ÈN,E) > €o (donc Bi(x, K2-ENTLE) > Cle). | 
f(x) est l’extrémité d’un nombre borné de segments de ['},1 dont 

l’autre extrémité est un point de 43:1, donc la longueur totale “perdue” 
A( pour ces segments) quand on remplace f,(xr) par f,41(z) est majorée 
par 

A < CA2-FtD% < CBi(x, K27XN+1 Eÿ?27XN (2.49) 

On a donc obtenu 

Des) — Da) = Es + a + Da + li (2.50) 
avec 

e° 10) est la “longueur totale perdue” par l'insertion de points de 

E suivant la transformation A. 

D’après (2.26) et (2.27), on a 

M <C YS Bi(x, K2-*, E)?2-* (2.51) 
| zE Anyi 

e 1 est la “longueur totale perdue” par l'insertion de points de 

E suivant la transformation B (sans compter les segments crées 
dans le cas B II du paragraphe 2.4), lorsque le 6,, est petit. 

e 19) | est la “longueur totale perdue” quand on remplace f,(x) par 

frn1(x), x € Ax. 

19), = (Tex) — (Try). 

e 1 241 est la “longueur totale perdue” quand on insère un segment 

dans le cas B II du paragraphe 2.4. 

Il est clair, d’après le choix de l’ensemble A,41, que l'L,1 vérifie les 

mêmes propriétés que I, à l'échelle 2-(Œ+DN, 

2.6 Fin de la construction de [I 

Soit I l’ensemble connexe obtenu en itérant la construction précédente. 

On a, d’après (2.19), ECT. 
Nous allons maintenant évaluer I(T). 
On a, d’après (2.50), 

UP) — (To) < DUO + SIP + I + (2.52) 
k k k k 
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Or, d’après (2.51), 

SO < CY SY Pix, K2-*, E)?2-* (2.53) 
ke k zxE€A, 

Ul nous faut maintenant évaluer les trois autres sommes. 

Commencons par quelques remarques. 

e I contient des segments [r, y] où x et y sont dans un A; pour un 

certain k. Donc, pour tout j > k, [f;(x), f;(y)] C T;. 
On note S$) cet ensemble de segments. 
On dira qu’un tel segment est de la k-ième génération si [fL(x), fi(y)] 
est un segment de I, et un des deux points x ou y n’est pas dans 

Ay-1. 
En fait, ce segment a subi, à partir de la k-ième étape, que des 

transformations B, et à chaque étape, le nombre de transforma- 

tions B est borné (si B4 est petit). 
Remarque : Sile segment [fL(x), f.(y)] , x et y dans Az, asubi une 
transformation B, alors aucun de ses “successeurs” [f;(z), f;(y)], 
j > k, ne subira A. 

On a, alors d’après (2.41), 

dist(x, y) — dist(f,(z), fi(y))| < 2A9572-GF0N (2,54) 
j>k 

< 2A2-*N (2.55) 

donc, d’après (2.20), 

Idist(x, y) — dist(fi(x), fe(y))| < 2AKY ‘dist(fi(z), fx(y)) 
(2.56) 

d’où 

dist(fa(z), fe(u)) < = dist(z,y) (2.57) 1 

—2AKy 

e I contient de segments [z,a,..(r)| pour lesquels il existe k tel que 

— x € Ay; 

— a(x) et le point limite d’une suite (a;(r));>% où 
[f;(x),a;(x)] CT; et a;+1(x) est construit à partir de a;(x) 
en suivant le procédé décrit au début du paragraphe précé- 
dent (Pour tout j > k, a;(x) € A;). 
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Soit SU) l’ensemble de ces segments. 
On dira que {r,a.(zx)] est de la k-ième génération si k est le plus 
petit indice pour lequel les propriétés précédentes sont vérifiées. 

Pour un tel segment, pour tout 7 > k, ona 

dist(z,a..(z)) = dist(f;(x),a;(x)). (2.58) 

Soit [r, y] € S@ de la k-ième génération. 
La somme totale ] des longueurs des segments construits au cours des 
différentes étapes selon la transformation B et ayant pour extrémité 
f;(x) ou f;(y) avec j > k (lorsque PB (x, K2~*%, E) < €o ou 
Boo(y, K2-*", E) < €) vérifie, d’après (2.28) et (2.29), 

| < C(K2+1)K5 5 SEE} Pa) (2.59) 
jak 

< 2C(K?+1)Ky'dist(fi(x), fx(y)) (2.60) 

donc, d’après (2.57), 

2C(K2 + 1)K;* 
l< dist 2.61 < EE dist(2, 1) (2.61) 

d’où, si A est assez petit et si Æ3 est assez grand par rapport a Ko, 

1 
< —— . . 

On en déduit 1 

1?) < —1P). 2.63 LÉ < 3565 0) (2.63) 
D’après (2.36), 

DU < CH DY Biz, CK27ÉN,E)274N 
k k wzwE€A, 

+ SS (CA+GA+KDKS KT Ky" +2" N)I(L)(2.64) 
Les(2) 

Donc, Ks, N sont assez grands, 

1 
(C(1+ (1+ KZ)Kz")Ky*Ky'+27-%) SS WL) < ——l(P). (2.65) 

Lest) 1000 

Remarque : On n’a pas tenu compte dans (2.36) de la somme en i et 7’ 

qui a déja été comptabilisé dans 5° 1?) 
k 
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Il nous reste à évaluer à 16). 
k 

On a d’après (2.40), (2.44) et (2.49), 

SUP <CS D Biz, CK2N,E)227EN 4 ST) (2.66) 
k k zE€A, k 

où i?) est la “longueur totale perdue” quand on remplace f;,(x) par 
fk11(x), © © Az, lorsque B,(x, K2-**, E) < €o (en dehors du cas B 
I du paragraphe 2.5). 

Notons J = S- i) 
k 

Si {x,y] est un segment de S (@) de la k-ième génération, sa “contri- 
bution” A à Il est majorée d’après (2.39), (2.42), (2.43) et (2.47) par 

CAK?} > dist( f,(2), Frly)) 4 IC AK —19-N > dist( fro (x), fio (¥)) 

Sh 205 -k)N jSho 2(3—ko) 

(2.67) 
où ky < k est le plus petit indice tel que 

dist( fr, (t), feo(y)) > K27-”%. (2.68) 

Remarque : Le second membre vient du premier cas du cas B II du 

paragraphe précédent. A chaque étape, le segment [f,(x), f.(y)] n’est 
pris en compte qu’un nombre borné de fois. De plus, À est assez petit, 

pour tout 7 > ko, 

dist(f;(z), f;(y)) > Kk27-9%., 

Par un calcul identique à (2.57), 

dist( fus (2), fro) pe VI) (2.69) 

Donc, d’après (2.57), 

CAK;' 2CAK 12 N 
A < l 2.10 < (+ Er) Me) (70 

donc si K,, et N sont assez grands, A est assez petit, 

1 A < (Ir) (2.71) 
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Si [r,a..(z)] est un segment de S@) de la k-ième génération, sa 
contribution A à / est majorée d’après (2.48) par 

A CAS 2-*N 
jak 

2CA2-*N 
2CAK,;? Kj, ‘dist(f,(r), a,(x)) d’après (2.21) 

IC AK,’ Ky dist(z, a(z)). 

IA
 

IA
 

IA
 

IA
 

Donc, si K2 est assez grand par rapport à K et A, 

1 
< ——— oo . . 

On a donc d’aprés (2.71) et (2.72), 

~ 1 

Donc, d’après (2.52), (2.53), (2.63), (2.65), (2.66) et (2.73), 

1 
—I(T%) < 2-*, E)?2-* ——I(T UT) — lV) Ch 2 Ai(z,K ) + 1000 (1) 

+ a IT) + aap P(e: .74) 

d’où, d’après (2.3) et la construction de I, 

I(T) < CdiamE. (2.75) 

Remarque : On peut utiliser ce qui prédède afin de construire la courbe 
rectifiable I’ du théorème 2.1.2. 

Alors, d’aprés (2.4) et (2.74), on a 

I(T) < C (G(E)? + diamE) . (2.76) 

Il nous reste à montrer que pour tout x € I, tout R € ]0, diaml |, 
(2.1) est vrai. 
Notons que, pour toute courbe, l'inégalité de gauche de (2.1) est tou- 
jours vérifiée. 

Soient x € E, 0 < R < diami. 
On considère l’entier k tel que 2-Œ+TUN < R < 2-*%, 
On note ['(z,R) = IN B(x,R) et pour tout 7 > 0, l,(z,R) = TN 
B(x, À). 
Par un calcul identique à l’évaluation de /(T),on a 

(T(x, R)) — (Tir, R)) < CS SS Bi(x, K27IN,E) 2739, (2.77) 
j2kæ€eA; 

36



D'où, d’après (2.3), 

IT (x, R)) — (Dix, R)) < CR. (2.78) 
Or d’après (2.20) et (2.16), il est clair que le nombre de segments de l'y 
intersectant B(x,R) est borné, et donc [(l',(x, R)) < CR. 
D'où pour tout x ET, tout R > 0, 

H'(TNB(x,R)) < CR. (2.79) 

Donc I‘ est une courbe Ahlfors-réguliére. 
Ce qui termine la preuve du théoréme 2.1.1. 
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Chapitre 3 

Un problème géométrique du 

voyageur de commerce en 

dimension 2 

3.1 Introduction 

Nous allons dans cette partie énoncer une version en dimension 2 du 

théorème 1.2.5 de Jones, c’est à dire donner des conditions en ter- 

mes de ff. pour qu’un ensemble & C IR” soit inclus dans une surface 

I = f(IR?) où f est un paramétrage “sympathique”. 
En dimension d = 1, la connexité joue un role important en ce qui 

concerne les propriétés de rectifiabilité : tout ensemble connexe de H!- 

mesure finie est rectifiable (voir le chapitre 3 de [Fa]), tout ensemble 
connexe Ahlfors-régulier de dimension 1 est uniformément rectifiable 

(voir le chapitre 1 de la partie II de [DS2]). 
En dimension supérieure, il n’en est rien, ce qui rend le problème plus 

compliqué. 

Soit E C IR”. 

Avant d’énoncer le théorème principal, nous allons donner quelques 

définitions (la plupart sont motivées par le fait que nous ne supposons 

aucune hypothèse de régularité pour E). 
On se donne une constante positive €, très petite. 

Pour tout x € IR”, tout t > 0, on définit 

e 3.(2,t, E) 

Si EN B(z,t) #9, 

Boo(x, t, E) = inf | sup HU P ) (3.1) 
yEENB(z,t) t 
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où l’inf est pris sur tous les 2-plans P de IR”, 

sinon (,.(z,t, E) = 0. 
On considère P(,:) un 2-plan minimisant 6,.(z,t, E), c’est à dire 
tel que 

dist(y, Pre 
Boo(Z, t, E) = sup S (y; ( D (3.2) 

yCENB(z,;t) t 

et on appelera ce plan par la suite le bon plan approximant de E 

dans B(z,t). 

e O(2,f) 
Si EN B(z,t) £9, 

O(z,t)= sup angle(P, FP’) (3.3) 
P,P'EP(2,t) 

où P(z,t)=4P: sup dist(y, P) < 26..(z,t, F) 2, 
y€ENB(z,t) t 

sinon O(z,t) = 0. 
Quelques commentaires sur O(x,t) : 

1. Si B~(x,t, FE) est grand, O(x,t) n’a pas de signification. 

2. Si Bo(z,t, &) est petit, alors 

a. soit O(z, t) est petit, donc il n’y a pas beaucoup d’imprécision 
dans le plan approximant P(z,t); 

b. soit O(x,t) est grand, les points de E MN B(z,t) sont 
proches d’une droite. 

Ce qui implique que la densité de E dans B(z,t) est 
faible. 

Ainsi, si on suppose que Æ est régulier, si P, et P: sont 

deux plans tels que pour 7 = 1,2, pour tout y € EN 

B(a,t), 
dist(y, P;) < et (3.4) 

alors angle(P1, P2) < Cr. 
Ceci est une conséquence du fait qu'il existe un plan 

de référence formé de points de EN B(z,t) affinement 
indépendants, car la régularité de & empêche les points 
de EM B(z,t) de s’accumuler près d’une droite (voir 
lemmes (5.8) et (5.13) de [DS1] ). 

ad Boo(2, t, FE) 

Bxo(z,t, F) = Bo(2,t, F) + O(2,t). 
Remarque : Si Boo(2x, t, E) est petit, on est dans le cas 2a précé- 

dent. Si Boo(2, t, E) est grand, on est dans le cas 1 ou 2b. 
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e 7(z,t) L 
Si Bo(z,t, E) < € et 6.(2z,t, E) > 10060 alors (x,t) = 1 
(on est dans le cas 2 b précédent), 
sinon 7(x,t) = 0. 

e 7(z,t) 

Si Bo.{z,t, E) > €9 alors 7(2z,t) = 1, 
sinon 7(z,t) = 0. 

De plus, on définit 67(E) par 

dt 
tn—-1 ° 

di 
B(E)= [| a Boo(2, t, E)dr 

Remarque : Soit A la famille des cubes dyadiques usuels de IR”. 

Alors, B?(E) ~ >> B(Q)*(diamQ)’ où QNE £0, 
QEA 

_. dist(y, P) 

AO) =i coke diamQ ” 
l’inf étant pris sur tous les 2-plans de IR”, et si QN E = 6, B(Q) = 0. 

Le résultat de ce chapitre est le suivant. 

Théorème 3.1.1 Soit E un sous-ensemble compact de IR”. 

Si B?(E) < ©, alors il existe un paramétrage f : IR? — IR” tel que, 
si on note LT = f(IR’), on ait 

(i) ECT; 

(ii) H?(V) < C(G?(£) + (diamE)?*); 

(iii) pour tout w € IR”, tout t > 0, 

H? (f-"(B(w, t))) < Cexp | ÿ. Ch(w, K2-")B.(w, K2™, sy) t?; 
{n:2—" >t} 

(iv) il existe € > 0 tel que f soit localement e-hôlderienne 

où C et K sont des constantes positives. 

Nous allons maintenant donner les grandes lignes de la construction 
de T. 
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3.2 Brève description de la construction 

de [ 

L'esprit de la construction de I est essentiellement le même que celui 

de la courbe rectifiable du théorème 1.2.5 de Jones ou de celui de la 

courbe Ahlfors-réguliére du chapitre 2. 
Ainsi, I’ sera limite d’une suite de surfaces (T';) construites par récur- 
rence et formées de triangles (qui jouent le role des segments du chapitre 

2). 

Donnons quelques détails. 

Supposons que l’on ait construit des surfaces To, ['1, ---, [; formées 

de triangles telles que 

e Tous les triangles de ['; ont des cotés de longueur de l’ordre de 

274. 

e Tout point de E est à une distance inférieure à 27* (à une con- 
stante multiplicative près) d’un sommet d’un triangle de I;. 

e l'; admet un paramétrage f; qui est une application de IR? dans 

[F(z) — F(20)| IR” dont on contrôle la distorsion, c’est a dire le rapport | | 
2 — 20 

9 

en terme, entre autre, de Goo. 

La description complète des propriétés des I; se trouve dans les 

paragraphes 3.3 et 3.4. 

Pour des raisons techniques, les sommets des triangles de I; ne sont 

pas tous dans EF, ce point est plus particulièrement discuté dans le 
paragraphe 3.5. 

Soit M le point de E le plus loin des sommets des triangles de l';. 
On souhaite construire à partir de I; une surface [l';,1 contenant M 
(paragraphe 3.6). 

Sot T = (M,M2Ms3) le triangle de T; le plus près de M, c’est à dire 

réalisant inf dist(M, S) où l’inf est pris sur tous les triangles S de F,. 

Evidemment, l’insertion de M dépend de la position de M par rapport 

aT. 

Le cas de référence est le suivant. 

La projection I7(M) de M sur le plan engendré par M1, M2, M3 est 
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au “centre” de 7. 

h 
H, 7 (H) 

HM. 

r; est obtenu en remplaçant dans ['; le triangle 7’ par les triangles 
MM, Me, MM2M3, MM3M,. 

Il est facile de construire un paramétrage fiaa de Dyas à partir du 
paramétrage f; de I’;. 

Il nous faut maintenant estimer la surface S “perdue” par ce détour 

(S = H?(T';41) — H?(T;)) et la distorsion de fj41. 

Donnons un aperçu de ces calculs. 

Soit eo une constante positive très petite. 

On note 

e T, = MMM, Tz = MMM, 73 = MMM; 

e TC R’ tel que f(T) = T; 

e T; C IR? tel que frai(Zi) = 7;,i=1,2,3. 

On suppose que M, M: et Ma sont dans E. 

Premier cas : Boo( M, K275,E) < 1006. 
On a alors B.(M,K2"7,E) < 10060, donc dans B(M,K2"7), E est 
“plat”. 

D’après le théorème de Pythagore, on a 

H?(Py41) — H?(T;) < CB<(M,K27Ÿ,E) (275)?, (3.5) 
et 

diam à diam? 
diam] ~ diamT 

< (14+C6.(M, K275,E)) 

(1+CB(M,K27,E))" 

diam; 

diamT 
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Deuxième cas : Boo(M, K27i,E) > 1006 et 8..(M, K277, E) < €. 

On a alors 7(M,K275) =1. 
Les points de E dans B(M, 27?) sont alors proches d’une droite. 

On peut alors associer à M un “trou” Y(M) qui un triangle inclus 
dans un triangle de I’; tel que 

e H?(U(M)) ~ (27); 

e Y(M) est loin de E, ce qui fait que Y(M) ne sera pas altéré lors 
des étapes suivantes de la construction de l'. Ainsi, ¥(M) CT. 

On alors, si € est assez petit, 

H?(Bj41) — H?(P,) < 3 HUM). (3.6) 
On a de plus, puisque les diamètres des triangles de I’; sont de l’ordre 
de 271, 

o-idiaml: - diamT; - cdienT. 
diamT  diamT diamT 

Troisième cas: P.(M,K275,E) > eo et B(M,K275,E) > €. 

(3.7) 

Puisque le diamètre des triangles de I; est de l’ordre de 2-7, on a 

H?(Py41) — HAT) < C2). (3.8) 
Or, Bx(M,K277,E) > eo, donc 

H? (Vj41) — H°(T;) < CBO(M,K277,E) (27%). (3.9) 

Pour les mêmes raisons, on retrouve l’inégalité de distorsion (3.7). 

Dans les autre cas (en ce qui concerne l’insertion de M), on aura 
des estimations de surface et de distorsion semblables. D'ailleurs, on 

essayera souvent de se ramener a ce cas de référence. 

En utilisant l’algorithme décrit au paragraphe 3.6, on construit [';}1 à 
partir de I; en insérant le maximum de points de E, tout en préservant 
les propriétés de récurrence du paragraphe 3.4. 

En passant à la limite, on obtient une surface T = f(IR?) avec 

E CT. Il nous reste à vérifier les propriétés (ii), (iii) et (iv) du théorème 
3.1.1 (paragraphe 3.7). 
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Les différentes estimations de surface donnent 

H°(T)— H°(To) < > (H°(T;) — H°(T,;) 
3 

< COD BAM,KIŸ,E)(2-5P+LIS SN H(Y(M)). 
j MEA; 3 j MEM; | 

où A; est un ensemble de points de Æ presque 277 dense, et M; est 
l'ensemble des sommets de I’; auxquels on a associé un “trou” Y(M) 
(voir le deuxième cas précédent). 
Or, S> So Ba(M,K273,E) (275) < CP(E). 

j MEA; 

Comme on peut choisir les ¥(M) d’intérieur deux à deux disjoints, 

32 BHM) < SHO). 
De plus, on construit lo avec H?(T9) < C(diamE)?. 

On obtient donc (ii) 

H°(T) < C((diamE)’ + 6’(E)). 

Les inégalités de distorsions successives sur les paramétrages f; don- 
nent (iii) et (iv). 

3.3 Notations et remarques préliminaires 

On se donne des constantes positives a, @ et Ko, K1, Ko, K3, Ka, Ks 

dont on explicitera plus tard le choix. 

3.3.1 Quelques définitions simples 

Soit J’ un triangle de IR" de sommets M, M2, Ma. 

On dit que T' est un bon triangle si la mesure de chacun de ses 

angles est supérieure ou égale a a. 

Un angle (d’un triangle) est critique si sa mesure © vérifie 

(8 4 < O < Koa. 

Si T est un bon triangle, on dit que 

e JT est de type 0 si aucun de ses angles n’est critique; 
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e T est de type 1 si un et un seul de ses angles est critique; 

e T est de type 2 si deux (et seulement deux) de ses angles sont 

critiques. 

Remarque : on suppose Ka assez petit pour qu’un bon triangle ne 

puisse avoir trois angles critiques. 

Soit M un point de JR”. 

On note II7(M) la projection de M sur le plan contenant T (c’est à 
dire engendré par M1, M2, Ma). 

On dit que M est bon pour l’angle MMM de T si l'angle MMM: 
n’est pas critique et si mes(M>M,M) > a et mes(M M, M3) > a. 
Dans le cas contraire, on dit que M est mauvais pour M2 M4: Ma. 

Remarque : une condition suffisante pour que M soit bon pour 

MM; Maest que Il7(M) soit à l’intérieur de T' et que IIr(M) soit bon 

au sens précédent pour MM Msg. 

3.3.2 Segments de sécurité et zones de proximité 

_ Soit S un ensemble de bons triangles. 
Pour tout triangle T de S de sommets M,, M2, Ma, on définit les points 

O1, O2, O3, Pi, P2, Ps de la manière suivante: 

tous les points O;, P; (i=1,2,3) sont sur les côtés du triangle T et 

vérifient | 

1 _ OM _ Po M3 _ O1M3 _ PM _ O3 M _ P;M, 

3 MMs MMs MoMs MM MM MM 
Les [O;, P;], i = 1,2,3, sont les segments de sécurité de T (voir figure). 
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Quelque soit le type de 7’, à tout sommet de T, on associe une mau- 
vaise zone de proximité (voir figures 3.1, 3.2, 3.3). 
On a ainsi défini des points O2, O13, O23, Piz, Fis ,P23. 

D'après le théorème de Thales et les constructions des zones de 
proximité, on a 

Lemme 3.3.1 Pour tout triangle T de S (de sommets Mi, M2 ,Ms3), 
pour i,j,k € {1,2,3} distincts, les points O;; et P;; sont en dehors du 
segment [Ox, Px]. 

Pour tout triangle T (de sommets M,, M2, M3), on définit pour 
tout 2 = 1,2,3, 

1 sup dist(M:, M;). TT M;,T = 

( ) 3 {je{1,2,3}:5#i} 

D'après le lemme (3.3.1), la boule B(M;,r;) contient la mauvaise zone 
de proximité associé à M; (dans T). 
Si tous les triangles de S sont munis de segment de sécurité et de zones 
de proximité vérifiant les propriétés précédentes, on dit que S vérifie la 

propriété (A). 

Soit M un point de IR”. 

Soit S un ensemble de bons triangles vérifiant la propriété (A). 
On dit qu’un triangle T de S (J' de sommets M,, M2, M3) vérifie la 
propriété (x) pour M si II7(M) est à l’intérieur de T et en dehors des 
boules B(M, ri), i = 1, 2,3. 
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Figure 3.1 : T de type 0. 

Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en 

sombre. 
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Figure 3.2 : T de type 1. 

Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en 
sombre. 

Remarque : les droites (O13:P:2) et (M2M3) sont parallèles, de même 
que les droites (O12P23) et (M M3). 

Lu: 

Tas | 
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Figure 3.3 : T de type 2. 

Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en 

sombre. 
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3.3.3 Cones de sécurité 

Soit S un ensemble de bons triangles. 
On dit que S vérifie la propriété (AA) si à tout côté AZ; M2 de deux 

triangles M,M2M3 et M MMA de S adjacent à un angle critique, on 

a associé un cône de sécurité de la manière suivante : 

e si l’angle MM M (ou MMiMa) est critique alors que MLM 

et MMM, ne le sont pas, le cône de sécurité est un vrai cône 

issu de M, d'angle au sommet compris entre ao et 2ao (on sup- 

pose a9 << a); 

Ms 

M Ma 

e si les angles MMM et M3! M, (et/ou MM Ma. MM Ms) 

sont critiques, alors le cône de sécurité est l’intersection de deux 

cônes issus de M, et M2 d’angle compris entre ag et 2@; 

h; 
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e L’angle d’un vrai cône issu de M, et faisant partie d’un cône 
de sécurité a pour mesure 2a si et seulement si MMM: (ou 

MM; Ma, mais pas les deux) est critique, sinon, si les deux angles 

sont critiques, l’angle du cône a une mesure comprise entre a et 
2a 9. La même règle s'applique pour M. 

3.4 Première étape de la construction de 

à 

On peut, sans perte de généralité, supposer que diamE = 1. 
On suppose que l’on a construit Lo, ---, I; des ensembles de bons 
triangles vérifiant 

(P1) 

(P2) 

(P3) 

(P4) 

To est un triangle dont les cotés ont pour longueur KediamF tel 
que la projection de tout point de & sur le 2-plan contenant To 

est à l’intérieur de lo. 

si T est un triangle de l';, pour toute longueur d d’un côté de T, 
on à 

Ky12-*< d< K,27*; (3.10) 

tout triangle T de I; est muni de segments de sécurité, de zones 

de proximité et (si nécessaire) de cônes de sécurité de sorte que 

l'; vérifie les propriétés (A) et (AA); 

on note À; l’ensemble des sommets des triangles de T°; et 

A; ={N €A;:N € E} 

A; ={N €A,:N ¢ E}, 

Remarque : Les sommets de A; ne sont pas dans E. Leur exis- 
tence est rendue obligatoire par le fait que & n’est pas supposé 

régulier et donc peut être rempli de “trous”. 

On a alors 

e A; C Air. 

e Si ME À, mais M 4 À, et 

s’il existe rT tel que 

kyl2-*t<7r< K,27%%1 (3.11) 

avec de plus EN B(M,T) #0 et B(M,T,E) < €o alors 
dist(M, Pury) < CBoo(M,T, E)T, où Pry) est le bon plan 
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approximant de E dans B(M,r) (voir paragraphe 3.1). 
Remarque : La propriété précédente signifie que le sommet 

M se comporte comme un point de E. Il apparait essentiel 
ici d'utiliser @ au lieu de B, car on a déja remarqué que même 

Si Bo(M,T,E) est petit, si BR(M,T,E) est grand, il y a une 
forte indétermination sur Fr). 

e Pour tout M dans EF, si T (de sommets M,, M2 ,Ma) est le 
triangle le plus près de M, alors, pour tout p = 1,2,3, 

dist(M, M,) < K3 sup dist(M,, My). (3.12) 
{k,k! €{1,2,3} seek! } 

(P5) On définit 

M; = {M E A;/A;-: : n(M, K2~*) = 1} . 

Pour tout i < j, à tout M € M;, on a associé un “trou” Y(M) 

qui est un triangle inclus dans un triangle T de ['; tel que 

(i) dist(M, Y(M)) < K2”'; 

(ii) dist(T, E) > C71K2"#; 

(iii) H*(W(M)) > C7*(2~*)?, 

et, de plus, si M € Mi, M' € My avec M # M, alors 

int(V(M))nint(YW(M") = 0, 

où int designe l’intérieur du triangle. 

(P6) Il existe f; : IR? —> IR” tel que 

© Tr; C f:(R?); 

e pour tout z, z de IR’, si f;(z) et f,(zo) appartiennent au 

même triangle T° de [;, on a 

exp (— 5) CHU), 2 Bas falco), R24 53°) < AGO) 
k=0 |z — Zo| 

lf:(z) — filo) | 
lz — 2 

< Cexp | 5 Cn(fi(20), K2-*) Bool fel 0), K2-*, ny.) | 
k=0 
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Les l'; sont donc des surfaces paramétrées par les f; (ce qui sous-entend 
que les triangles doivent être vus comme des élément de surface). Pour 
toute surface I;, sauf aux endroits où celle-ci se recoupe, toute intersec- 

tion entre deux triangles se fait par un côté commun. De plus, aucun 
triangle de [; ne peut être isolé, c’est à dire sans aucun contact avec 

un autre triangle de I. 

On va alors essayer de construire a partir de I; un nouveau réseau 
de bons triangles l',;;1 vérifiant les propriétés (P1), (P2), (P3), (P4), 
(P5) et (P6) précédentes en insérant le maximum de nouveaux sommets 
(qui ne seront pas obligatoirement dans E). 

3.5 Quelques règles pratiques 

3.5.1 Règle du cône 

On suppose que l’on veut insérer un nouveau sommet N sur un côté 

d’un triangle de l'; muni d’un cône de sécurité. 
Soit d; un réel positif tel que 

0O<d;<K,1271. 

Notation : N est sur le côté M, M, M3 et Ad, sont les autres som- 

mets. 

Me 

On appelle 7; le triangle M. M,MB et T2 le triangle M1 M2 Ma. 

On suppose dans un premier temps que B(N,2-7)NE #0. 
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_ Premier cas : Il existe 7, Kky'2-3 <r < K227i, tel que 

BS(N, T, EB) < €o- 

Le choix de N n’étant pas aléatoire, on note C(N) les conditions 
imposées a NV. 
On cherche N tel que 

1. N proche de N ou vérifiant les mêmes conditions C(N) (les condi- 
tions C(N) sont stables par léger déplacement : si K4 est suffisam- 
ment grand, c’est à dire d; assez petit, tout point NE B(N, d;) 

vérifie les conditions C(N); on reviendra plus tard sur les condi- 
tions C(N)); 

2. N dans E ou proche de P(N;r): 

On souhaite évaluer la surface ajoutée S lorsque on remplace les tri- 

angles T et T2 par les quatre triangles NM. M, NM3M2, NM,M, et 

NM>MA. 

Cas la : Il existe un point N de E tel que 

e Ilr, (N ) ou IIz, (N ) est dans le cône de sécurité de M M; 

e dist(N, NV) < d;; 

e S< KsG.(N,7T, E)?7’. 

On considère alors N comme nouveau sommet au lieu de N. 

Cas 1b: Il n'existe pas de point de E comme précédemment, mais 

il existe un point N de R”/E tel que 

e Ir )(N) ou I(r,)(N) est dans le cône de sécurité de MM; 

d; 
10’ 

° N € F(N;r) N B(N, d;); 

e dist(N, E) > 

e S< Ks8..(N,7T, £)?r’. 

On considère alors N comme nouveau sommet au lieu de NN. 

Sinon 
Cas 1c : BS(N, K227?,E) > 10060. 
En effet, si BQ(N, K22-7, FE) < 10060, tous les sommets de l'; hors de 
E, proches de N à l’échelle 277, sont dans un bon plan approximant 
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d’après la propriété 4 des l';, et on pourrait alors considérer N comme 

dans les cas la ou 1b. 

On considère dans le cas 1c comme nouveau sommet un point N soit 

dans E, soit dans IR"/E mais alors vérifiant 

© N E Fn,r); 

e dist(N, E) > aw 

tel que 

e dist(N,N) < 273; 

e N vérifie les conditions C(N). 

Si Bo(N, K2277, E) > € alors 

S < C(27*)? (3.13) 

< KsB(N,K2277,E) (277. (3.14) 

Si Bo(N, K2275,E) < € alors on pose S = a(N, 274). 
On a alors n(N, K22~4) = 1. Donc, les points de EN B(N, K22-) sont 
proches d’une droite. On peut associer à N un trou Y(N) vérifiant les 
propriétés (i), (ii), (iii) de (P5). Ceci est possible si K2 est assez grand. 
On a alors, si eo est assez petit, d’après (ili), 

a(N, 273) < SH (UN). (3.15) 

Remarquons que le nouveau sommet N s’il n’est pas dans E vérifie la 
propriété (P4) (voir paragraphe 3.4). 

Deuxième cas : Pour tout Tr, K3 1275 < Tr < K:277,on a 

Boo(N,T, E) > €. 
On considère alors comme nouveau sommet N dans B(N, d;) et le cône 
de sécurité avec soit N est dans E, ou sinon N choisi arbitrairement 

d; 
dans le plan de T ou de T> tel que dist(N, E) < — 10” 

S est controlé comme dans le cas lc. 

Si EN B(N, 277) = @, on considère bien N comme nouveau sommet 
(et on a S = 0). 

Si on souhaite insérer un nouveau sommet WN sur un côté d’un trian- 

gle de I; qui n’est pas muni d’un cône de sécurité, on applique quand 
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même la règle précédente sans tenir compte des conditions sur le cône 

de sécurité. 
Dans ce qui suit, on appliquera implicitement la règle du cône à chaque 

fois que l’on voudra créer un nouveau sommet sur un côté d’un triangle 
déja existant. 

3.5.2 Lemme d’élimination 

Soit T un triangle de l'; (de sommets M,, M2, Ma) de type quelconque. 
Soit M un point du segment de sécurité de M:M3 (par exemple). 

Alors d’après le lemme 3.3.1 et la construction des points O;'; et F;;,il 
est facile de voir que l’on peut faire subir à 7’ une des transformations 

suivantes: 

e Transformation A 

Si M M; coupe l’angle M M, M3 en deux angles de mesure supérieure 

ou égale a a, on remplace 7’ par les deux bons triangles MMM, 

et \4,MM,. 

e ‘Transformation B 

On considère NV appartenant au segment de sécurité de M, M: ou 
MM, Mz tel que les triangles M2. MN, MNM3, NM3M, soient bons 

et on remplace 7’ par ces bons triangles. 

Remarque : On retrouve ici la condition C(N) et il est clair que tout 

point N € B(N,d;) vérifiera les mêmes conditions si d; est assez petit. 

On parlera de transformation B classique (celle qui peut étre util- 

isée pour tout point M du segment de sécurité de M2A43 d’après le 

théorème de Thales) si MN est parallèle à M3 (ou à M, Ms). 
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Remarque : Dans le dessin ci-dessus, on a supposé 

mes( MMM) < mes(M2M3Mi), 

dans le cas contraire, on construira N sur [M,, M3]. 

On définit la transformation B’ par : 
A partir d’un point M appartenant à un segment de longueur /, on con- 

struit par une transformation B un point N appartenant à un segment 

de longueur L avec L > nl et on remplace T' par les trois bons triangles 
ainsi obtenus (7 est une constante positive strictement supérieure à 1 
que l’on fixera plus tard). 
Si l'inégalité L > nl n’est pas vérifiée, on parle de transformation B”. 

Remarque : Par une transformation B’, on va “d’un petit côté vers un 

grand côté”. 

Lemme 3.5.1 Soit M un point du segment de sécurité d’un côté d’un 

triangle de T';. 

Alors, à partir de M, on peut utiliser soit la transformation À, soit la 

transformation B’. 

Preuve du lemme 3.5.1 

Soit M un point du segment d’un côté d’un triangle T de |’;. 
On note M1, M, M3 les sommets de T.. 

On va montrer que si 7 est bien choisi, on peut, à partir de M, utiliser 

soit la transformation A ou la transformation B’. 

Premier cas : T' est de type 0. 

M étant dans un segment de sécurité de 7’, d’après la construction de 
ce dernier quand T' est de type 0, on peut ici utiliser la transformation 

A. 

Deuxième cas : JT’ est de type 1. 

On suppose que l’angle critique est M3 M3 M. 
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T a donc un “petit côté” M, et deux grands M, M3 et MM. 

On suppose M M3 > MM. 

Cas 2a : M appartient au segment de sécurité de M; M. 
On suppose que l’on ne peut pas utiliser la transformation A. 
On utilise la transformation B en construisant un point N dans le 

segment de sécurité de M: M3. 
On va montrer que l’on peut choisir 7 > 1 tel que 

7 M1 Mo < Ad, Ms. 

4, M 
Pour cela, considérons le cas où MM, est maximal. 

M M3 

M 

K où K où 

Ha 

M1 M - \—1 
= (2 , M M, (2 cos K@) 

On choisit donc 77 tel que 

On a alors 

1<7 < 2cos Ka. 

On utilise alors la transformation B’. 

Cas 2b: M appartient au segment de sécurité de M2 M3. 

(i) Mi M3 > 7M2 M3 

on peut, si la transformation À est impossible, utiliser la trans- 

formation B’. 

Gi) M,Mz3 < 7nMé2Ms3 
n étant choisi proche de 1, les côtés M,M2 et MM: sont compa- 

rables, on peut donc utiliser la transformation A. 
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Cas 2c : M appartient au segment de sécurité de M, \13. 

D’aprés la construction des segments de sécurité, on voit que l’on peut 

utiliser la transformation A. 

Troisième cas : Test de type 2. __ __ 

On suppose que les angles critiques sont MMM: et Ad2\43My,. 

Ma 

M, Hi, 

T a donc un grand côté M2M3, et deux petits M, M2 et \2M3. 

Cas 3a : M est dans le segment de sécurité de M2 M. 

Il est facile de voir que l’on peut utiliser la transformation A. 

Cas 3b: M est dans le segment de sécurité de A1 M, (le cas MM: 

est identique). 
Supposons que l’on ne puisse pas utiliser la transformation A. 

On va montrer que l’on peut choisir 7 > 1 tel que 

7M, M2 < M2 M3. 

Mo 1À 

Mo Ma 
Pour cela, considérons le cas où le rapport est maximal. 

Mu 

Ss Ka 

Ma 
Ms 

MM: = [sino = + 1 | 
MMa tana tanKao | 

On a alors 



On choisit donc 7 tel que 

1 < < sina ( 1 + 1 ) 
T= 7” Vtana tan Ka) 

Remarque : a@ étant très petit, le choix de 7 vérifiant l'inégalité 
précédente est possible. 

On peut donc utiliser la transformation B’. 
Ce que termine la preuve du lemme 3.5.1. 

Considérons la procédure suivante: 

B! B! B' M — N, — N-—-:-- 

c’est à dire, M subit une transformation B’, soit Ny le sommet artificiel 

crée. Ce point subit une tranformation B’, soit Nz le sommet artificiel 

obtenu qui subit lui même une transformation B’, et ainsi de suite. 

On a supposé, en outre, qu’à chaque étape, on ne peut pas utiliser la 

transformation A. 

D’aprés la propriété (P2) de I; (voir paragraphe 3.4), on a 

Lemme 3.5.2 Soit M un point du segment de sécurité d’un côté d’un 
triangle T de Ï';. 
Alors la procédure décrite précedemment est finie, de plus le nombre 

d'étapes est borné par no le plus grand entier vérifiant 7” < 2K2. 

Des lemmes 3.5.1 et 3.5.2, on peut déduire le résultat suivant. 

Lemme 3.5.3 (Lemme d'élimination) Pour tout point M appar- 
tenant au segment de sécurité d'un côté d’un triangle T de T';, 1l est 
possible de considérer la procédure suivante 

et cette procédure est finie. 

le lemme d'élimination 3.5.3 sera très utile dans la suite, il nous 

permettra, au cours de la construction de [';,1, de créer de manière 
artificielle de nouveaux sommets appartenant à des segments de sécurité 

de côtés de triangles de [';. 
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3.5.3 Création de cônes de sécurité 

Soit T un triangle de l'; (de sommets M1, M2, M3). 
Soit M un point du segment de sécurité de A1 M3. 
On vient de voir que l’on peut faire subir à 7”, à partir de M, la trans- 
formation À ou la transformation B, on obtient de nouveaux triangles. 

On va maintenant montrer comment, si besoin est, munir ces nouveaux 

triangles de cônes de sécurité tel que le nouveau réseau de bons trian- 
gles ainsi obtenu vérifie la propriété (P3) (voir paragraphe 3.4). 

Remarquons d’abord que l’on ne crée pas par ces transformations 

de nouvel angle critique en M. 

e Supposons que T' subisse A. 
Ha 

Ma 5 
M 

Supposons que l’on crée ainsi un angle critique en MMM (par 

exemple). | 
Le cône associé à M M, est le cône issu de M, d’angle 2a9 d’ax 

MM. 

Le cône de sécurité associé à M, M est l'intersection du cône issu 

de M, d’angle 2a d’axe MM: et de l’ancien cone de sécurité 

associé à MM, Mp2 (si celui-ci existe). 

e Supposons que 7’ subisse B. 
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51 on crée un angle critique en M3, on utilise ce qui précède con- 

cernant la transformation A. 

51 on crée un angle critique en N, supposons que cet angle cri- 

tique soit AN M, le cône de sécurité associé à MN est le cône de 

sommet NV d’axe MN d'angle 2ao. Le cône de sécurité associé à 

M.N est l'intersection du cône de sommet N d’axe AZ N d’angle 
2a et de l’ancien cône de sécurité associé à MM, (si celui-ci 

existe) issu de Mp. 

Remarquons que si un côté MM a un cône de sécurité formé en 
partie d’un cône de sommet M, d’angle compris entre a et strictement 
2@0, cela signifie que les deux angles en M, adjacents à M, sont 
critiques. 

Finale 

critique 

Ma = i — M, 

Ana le 

Cc revig v € 

Ainsi ces deux angles ne seront plus coupés (on ne peut pas transformer 

cet angle, sinon les triangles obtenus ne seraient plus bons) et ce cône 
ne sera plus modifié. 

D'après cette remarque, il est facile de voir que le nouveau réseau de 

triangles munis de cônes de sécurité construits comme précédemment 
vérifie la propriété (P3) (du paragraphe 3.4). 

3.6 Insertion d’un nouveau sommet 

Soit l'; un ensemble de bons triangles vérifiant les propriétés (P1)...., 
(P5) et (P6). 
Soit M un point de E. 

On souhaite construire un ensemble de bons triangles dont M serait un 

des sommets en “déformant” un ou plusieurs triangles de T';. 
Pour cela, on distinguera divers cas suivant la position de M1 par rap- 

port à l’ancien réseau [';. 

Remarque : Les premiers cas (cas I A 1 et I A 2) sont les plus impor- 

tants. Dans les autres cas, on essayera de se ramener à ceux-ci. 

On cherchera à chaque fois à 
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e contrôler l’augmentation de surface en termes de {,; 

e paramétrer les nouveaux triangles par l’intermédiaire des anciens 
et contrôler la régularité de ce paramétrage en fonction de Bq. 

On notera l';4;1 le nouveau réseau de bons triangles obtenu en insérant 
M. 

Soit T, de sommets M,, M2, M3 le triangle le plus près de M (c’est 
à dire réalisant dist(M,T) = inf dist( M, S) où l’inf est pris sur tous les 

triangles S de l';). 
Remarque : Si plusieurs triangles réalisent l’inf, on choisira celui qui 
vérifie le cas le plus favorable dans l’ordre d’énumération suivant. 

Premier cas : IIr(M) est à l’intérieur de 7’. 

Cas A: T vérifie la propriété (x) pour M. 
(pour la propriété (+), voir le paragraphe 4.2.2) 

Cas I A 1: M est bon pour les angles M MM. MMM, et M3M,; M. 

~- 

l';+1 est obtenu en remplaçant T dans I; par les trois bons triangles 
MM:M, (i =1,2,3, k=1,2,3,7 4k). 

On définit une application affine ¢: 

T — MMA Mo VU MM1M3 VU MMM 3 

N — @(N) 

tel que IIr(#(N)) = N. 

On définit f;41 par: 

R? — RR" 
z — f;h() 

tel que 

© si f() LT, alors Fr41(z) = Fy(2): 
e si f;(z) € T, alors f;41(z) = Do f;(z). 

On a alors D341 C fj+1(IR?). 

De plus, on note 
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e T CR’ tel que f;(T) =T; 

e T3 = MMM, D = MM, Msg, TD = MMMs ~ 

et pour tout 7 = 1, 2,3, T; C IR? tel que f;41( Ts) = Tj. 

_ On suppose dans un premier temps que B(M,K277,E) < € et 
Boo( M, K 277, E) < 1006 (le cas B.(M, K27/, E) > e et 
Boo(M, K2-7, EF) < 1006 se traite de la même façon car alors 

Boo(M, K2-7, E) < 1006). 
Pour tout 7 = 1,2,3, soit M; est dans E, soit M; vérifie (P4). 
Donc langle entre le plan de T et le plan de MM;M, (i = 1,2,3, 
k = 1,2,3, i 4k) est au plus de l’ordre de 6,.(M, K2-*, E). 
On en déduit alors, d’après le théorème de Pythagore, 

H?(Py41) — HAT ;) < CBoo(M, K274, E) (275). (3.16) 
De plus, si ¢(V) et (No) sont dans le même nouveau triangle MM;M,, 
alors 

A+ caeanKri py)? < SHANA) (san 
< 1+CB<(M,K27,E) 

d’où, pour tout 1 = 1, 2,3, 

diam; —1 diamT; c diamT; 
(1+ CB..(M, K27/, E)’) 7 < < (1+CB(M,K2 Ÿ,E)) 

(3.18) 
diamT 

On suppose maintenant que 

Boo(M, K2-4, E) < 6o et 10060 < 6,.(M, K274, E). 

Remarquons alors que n(M, 2-7) = 1, donc M € Mj. 
On note a(M, K2-4) = H?(T';31) — H2(T,;). 
Les points de E N B(M, K27*) sont très proches d’une droite. Il est 
clair qu’alors il existe, si Æ1 est très petit devant AK’, beaucoup de 

triangles de T; dans B(M,K27/) vérifant la propriété (ii) de (P5). 
Donc, si K est assez grand, on peut associer à M un triangle Y(M) 
inclus dans un de ces triangles de I’; vérifiant (i) et (iii) de (P5) et tel 
que int(YŸ(M))Nint(Y(N)) = @ pour tout Y(n) déja existant. 
On a alors, si € est assez petit, 

a(M, K2-4) < SVM). (3.19) 
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D'après (P2), il est facile de voir que, si (No) et @(V) sont dans le 
même nouveau triangle MM;:M,, alors 

C7 (1+CB.(M,K2, Ey)" < ay (3.20) 

C (1+ CBhoo(M, K2~4, E)”) lA
 

De même, pour tout z= 1,2,3, ona 

diamT; diam, c diam: 

diamT — diamT' -  diamT 

On suppose enfin 

CT! A) (3.21) 

eo < Boo(M, K274, E) et B(M,K277,E) > 10060. 

Alors d’après (P2), on a 

H?(Uj41)- HT) < C277)? 
< CBM,K2 SE) (25), (3.22) 

et, si d(V) et D(No) sont dans le même nouveau triangle MM:;:M,, 

(14+ CAQMKII EP) < SRE D (3.23) 
< 1+CB.(M,K27Ÿ,E). 

De plus, pour tout 1 = 1,2,3, 

(3.24) 

CasIA2: II7(M) est bon pour MMM et M3M2M,, mais est 

mauvais pour A4,M3M2. 

Supposons T de type 0 (voir figure 3.4). 
On suppose que II7(M) est plus près de M, que de M2 (comme sur la 
figure 3.4). 
On considère alors R € [M1, M2] tel que 

a < mes(II7(M)R, MM) < 2a, 

puis S € [MM] tel que (RS) et (MM) soient parallèles. 
Remarque : On applique pour R et S la règle du cône. A chaque fois 
que l’on créera par la suite un nouveau sommet sur le côté d’un triangle 
déja existant, on utilisera la règle du cône sans toujours le préciser. 
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Figure 3.4 : Cas I A 2 (T de type 0). 
IIr(A1) se trouve dans une des zones sombres. 
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A partir de R et S, on utilise des transformations A ou B suivant la 

procédure décrite au paragraphe 3.5.2. 
On note (Ti )zex les triangles de l'; ainsi transformés. D’après le lemme 

3.5.3, cardX est borné. 

Pour tout K € K, on note Tj, 7 € I,, les triangles obtenus à partir de 
Ty, par des transformations A ou B, et M le centre de T4. 
On note T1, T?, T*, T*, T® les cinq bons triangles M,MS, M2M, 
MM2R, MRS et SRMs3. 
l'y est obtenu en remplaçant T et les (Tz)rex dans l'; par les T", 
4 = 1, 2, 3, 4, à, et les (Th) eex.ser, - 

On suppose dans un premier temps que 

Boo(M, K 274, E) < €o et Boo(M, K277, E) < 10060. 

(le cas 3..(M, K274, E) > € et Boo(M, K273,E) < 1006 se traite de 
la même façon car alors 3,.(M, K277, E) < 10060). On construit alors 
de manière naturelle une application @ 

5 

TU (U n) 4 (Ur:) U (U LU 1) 
kEK i=1 kek «el, 

vérifiant 

e Si b(N) et (No) sont dans le même T" alors 

(1+ CBeo(M,K2-3, By)" < NN (3.25) 
< 1+CB(M,K27,E) 

e Si p(N) et (No) sont dans le même 7}, alors suivant la valeur de 
Bo(M, K2-7, FE), on obtient des inégalités de distorsion de type 
(3.17), (3.20) et (3.23). 

On définit alors f;,; : IR? — IR” par 

e si f;(z) €T ou f;(z) € T, pour un certainkEK, 

fn) = O(F;(2)) 
e sinon f;,;(z) = f;(z). 

Pour les mêmes raisons que (3.16) et (3.22), on a 

HP? (Dj41)— HT) < Cho(M,K277,E)(2%) 
+ CS 9(M*,277) (3.26) 

kEK 

où 
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e si Boo(M*, K277, E) < € et B.(M*, K2-7, E) < 1006 
ou Si €9 < Bo(M*, K279, E), 

g(M*, 2-7) = B.(M*, K2~9, E)’; 

e si B(M*,K275,E) < es et 1006 < Boo( M*, 2-7, E) (donc 
n(M*, 12-3) = 1), alors 

g(M*, 277) = a(M*, 27). 

Si K est assez grand, on peut alors associer à tout M un trou 

Y(M®) vérifiant les propriétés décrites en (P5) (voir la discussion 
plus détaillée dans le cas I A 1) et on a, si €9 est assez petit, 

a(M*,K275) < SH (UCM)) (3.27) 

De plus, si on note, 

T C IR? tel que f;(T) = T'; 

T, C IR? tel que f;(Tx) = T; 

Ti C IR? tel que fa) = TJ"; 

Ti C IR? tel que f;41(Tà) = Ty, 

alors, on obtient d’après (3.25), 

-1 diam7"* < diamT? 

diamT — diamT 
(1+ CB..(M, K274, E)?) 

diamT* diamT? 

diamT diamT 

De même pour T4, Ty, Ti, Ti, on obtient, suivant la valeur de Boo(M*, K2-*, E), 
des inégalités de type (3.18), (3.21) et (3.24). 

< (1+ CB..(M, K2-4, E)’) (3.28) 

Remarque 1 : Si Ret S, à cause de la règle du cône, n’appartiennent 

pas aux côtés des triangles, il est facile de modifier ce qui précède et on 

obtient les mémes résultats. 

Remarque 2 : Dans les cas suivants, à chaque fois que l’on sera 

amené à considérer des sommets artificiels comme ici R et S (c'est a 
dire des points qui permettent l’insertion de M), on gardera les mêmes 

notations que précédemment et les résultats (estimations de surface, 
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inégalités de distorsion) s’obtiendront de la même façon. 

On suppose maintenant que 

Boo(M, K273, E) < € et 10060 < B.(M, K27?, E). 

Il est facile de construire ¢: 

5 e e 

p:TU (U Tr | — (Ur) U (U UJ ni) 
kEK i=1 kEK 7€l, 

e si N est dans T, ¢(N) est dans un T"; 

tel que 

e si N est dans un 7%, ¢(NV) est dans un Tj; 

e si d(N) et (No) sont dans le même T* alors 

cu} (1+ CM, K25,E)) < Se ae (3.29) 

< C(1+CB.(M,K27,E)) ; 

e si ¢(N) et ¢(No) sont dans le même Tj, alors, on a, suivant la 
valeur de 8,.(M*, 273, E), des inégalités de type (3.17), (3.20), 
(3.23). 

On en déduit alors, pour tout à = 1, 2,3, 4,5, 

diamT; diamT; diam7T; ~1 2 < 2 a | 

C diamT’ ~ di = Camr (3-30) 

De la même façon que dans le cas I A 1, 

H?(T;y1) — H°(T;) < a(M, K27?) 

+ D g9(M*,277) (3.31) 
kREK 

où g est défini, suivant la valeur de 6,.(M*, K 277, E), comme précédem- 

ment, et on peut associer à M € M; un triangle Y(M) de T;. On a 
alors 

a(M,K273) < = HUM). (3.32) 

On suppose enfin 

eo < Bo(M, K27J, E) et 10060 < 6..(M, K27, E). 
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On définit ¢ comme au dessus et on obtient comme précédemment 

H°(T;u1)— HT;) < CB(M,K275,E) (2 5) 
+ SJ g9(M*,27%), (3.33) 

kEkK 

alors que les inégalités (3.29) et (3.30) restent vérifiées. 

Supposons T de type 1 (figure 3.5). _ 
L’angle critique est alors obligatoirement M, M3 M. 

On considère 

e RE [M:, Ma] tel que mes(II7(M)R, M2™M;) = a; 

© SE [M, Ms] tel que mes(II7(M)S, MM) = a. 

Puis on choisit parmi ces deux points celui qui est le plus loin de II (M). 
Supposons que ce soit À. 

On construit alors R' € [M1, Ma] tel que (RR’) soit parallèle à (MM). 
Les triangles T*, c’est à dire M MR', MMM, MM R, MRR!, R'RMa 
sont bons. 
~7 

[341 est obtenu en remplaçant T et les (Tz)zex dans I; par les (Z") et 

les (Tr )rerien, - 
@ et f;+1 sont construits comme dans le cas précédent (cas I A 2 T de 

type 0), et on obtient les mêmes estimations de surface et de distorsion. 
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Figure 3.5 : Cas I A 2 (T de type 1). 
Ir(M) se trouve dans la zone sombre. 
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Cas I A 3: Ir(M) est bon pour MM Ms, mauvais pour MaNLM, 

et M Ni M. 

Supposons T° de type 0. 

On considère 7" le triangle de l'; de sommets M2, M3, Ma, T” est un 

voisin de 7° dans Î';. L 
Remarque : Si 7” n'existe pas, l';;1 est obtenu en remplaçant T dans 
I’; par les bons triangles MMM; et MM, Ms. 

On suppose que M est bon pour MMM (dans T"). 

En effet, on peut toujours se ramener à ce cas, en construisant le point 

NN tel que 

e les triangles M,N M3 et NM3M, sont bons; 

e M est bon pour l’angle M,N M3; 

e N est dans le segment de sécurité de M2M, ou M M3. 

On considère alors NM: M3 à la place de T". 
1M, 

aw 

a 

| M, 

Si Ir (A1) est en dehors de J” ou si IIr:(M) est dans 7" et est dans 
le cône de sécurité de M3M4, alors Dyaa est obtenu en remplaçant T 
et T’ dans l'; par les bons triangles MMM, MMiMs, MM3Ma et 

M M2Mg4, que l’on notera (T*). 

Il est facile de construire ¢ : TUT’ — (T*) en s’inspirant du cas I A 

1, puis f5+1- 
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On obtient les mêmes estimations de surface et de distorsion. 

Supposons T de type 1 (voir figure 3.6). 
On suppose que l’angle critique est M1 M:3M et que 

mes( M3 M; M2) > mes( M, M2 M3). 

Premier cas : mes(M,M]2Ms3) < 9Koa. 
On considère N € [M2, M3] tel que 

NM; _1 
MMs 3 

puis on construit P € [M;, M3] tel que NP soit parallèle à M4, Mp. 

On a alors _ 
mes(M2M, Ms) < 180 — 10K oa. 

On suppose que Ko et a@ ont été choisis tels que 

20 

Les triangles M AZLN, M. NP, PNM sont bons. Les triangles M,NP 

et M4,M2N sont même de type 0. 

Donc, que II7(M) soit dans la zone 1 ou la zone 2, si & est assez petit, 
on est ramené à un cas précédent. 

> Koa. 

Deuxiéme cas : mes(M,M2Ms3) > 9K0a 

(et donc mes(M3M,M2) > 9Koa). 
Supposons par exemple que II7(M) soit dans la zone 1 (le cas ot IIr(M) 
est dans la zone 2 est identique). 
On se ramène au cas précédent en considérant N € [A4,, Ma] tel que 
mes(N M2M3) = 5Koa. 
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Figure 3.6 : Cas I A 3 (T de type 1). 
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Figure 3.7 : Cas I A 3 (T de type 2). 
Ir(M) est dans la zone sombre. 
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Supposons T de type 2 (voir figure 3.7). 
Les angles critiques sont donc A43M M; et M, MaM. 

On considère R et S tel que 

MR 1 
Ts. Mal et = —: 

e Re [A 29 3] e Mo M3 3° 

MS 1 
Mal et = —, SEM, Ms] et Tea = 3 

On a déja supposé que 

180 — 10X0@ : 
> . 20 © Koa 

Donc, les triangles M44,RM3 et M2SM, sont de type 1, les triangles 
M RM, et SM,Msz sont bons. 

De plus, par hypothèse, II7(M) est bon pour l’angle MM; M3, donc il 
est bon soit pour RM, Msg, soit pour MMS. 

On peut se ramener au cas précédent “J de type 1”. 

Cas I A 4: II7(M) est mauvais pour tous les angles de T. 

Supposons T' de type 0. 

Ce cas est impossible, IIr(M) serait dans une boule B(M,r;), ce qui 

est exclu (car 7’ vérifie la propriété (x) pour M). 
Supposons T' de type 1 (voir figure 3.8). 

On suppose que l’angle critique est Mi MaM et que l’angle Ms M M 

est de mesure supérieure à l’angle M, MM. 

On suppose Ky et a choisis tels que 

180 — Koa 
9 > Koa. 

Donc mes(M3M: M) < 180 > Ko < Koa. 

M R 1 
On considère R € [Mo, Ma] tel que LM = 3° 

Il est facile de voir que le triangle M, RM: est bon, et que le triangle 

M,M2R est de type 0. On est alors ramené à un des cas précédents. 

Remarque : Ce cas est impossible si 

: sup( MMs, M3 M2) < M M2. 

Dans le cas contraire, si a est assez petit, ILr(M) est bon pour M, RM, 
on se ramène alors au cas I A 3 “T de type 0”. 
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Supposons T de type 2 (voir figure 3.9). __ 
On suppose que l’angle non critique est MM; M. 
On considère R et S définis comme au cas Ï A 3 “T' de type 2”. 
On suppose II7(M) plus proche de M3 que de M2 (comme sur la figure 
3.9). 
On a déja vu que M SM: est de type 1 et que SM, M est un bon 
triangle. On se ramène alors à un des cas précédents. 

Remarque : Sia est assez petit, puisque dist(IIr( M), M2) > sdis( M M3), 

Hr(M) est bon pour langle M,SM3. On est alors ramené au cas I A 
3 “T' de type 1”. 

Cas B : T ne vérifie pas la propriété (x) pour M, mais 
dist(M, Ilr(M )) > SUP dist( M, M )- 

{i,k=1,2,3:i4k} 

(Si ce n’est pas le cas, M est trop près des anciens sommets et on ne 
peut pas l’insérer à cette étape) 
Remarquons qu’alors 

Boo(M, K2-5,E) > 1006 et Bo(M, K274, E) > 0. 

Si X3 est bien choisi, alors les triangles MM: M2, MMM: et MMM: 

sont bons. [5341 est obtenu en remplaçant dans I’; T par ces trois bons 
triangles. f;,1 et 9 sont définis comme dans le cas ] A 1 et on obtient 
les estimations de surface et de distorsion (3.22), (3.23) et (3.24). 
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Figure 3.8 : Cas I A 4 (T de type 1). 
II7(A1) est dans la zone sombre. 
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Figure 3.9 : Cas I À 4 (T de type 2). 
Ir(M) est dans la zone sombre. 
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Deuxième cas : II7(M) est extérieur à T. 

D’après la propriété (P1) (construction de lo, voir paragraphe 3.4), 
on peut logiquement supposer que 

Boo(M, K2-4, E) > 10060 et B..(M, 277, E) > 6 

et que, pour tout 2 = 1,2,3, 

dist(M, M;) > sup dist( M, My ) . 
{k,k!=1,2,3:k£k'} 

D'où, d’après la propriété (P4) de T;, on a 

sup dist(M,, Myr) < dist(M,M;) 
{k,k!=1,2,3:k¢k'} 

< Ks sup dist( My, My). 
{k,k'—1,2,3:k£k!} 

Cas IT A : dist(M, Ir(M)) > sup dist(M;, M). 
{i,k=1,2,3:i£k} 

Avec le choix précédent de K'3, les triangles (MM;My){i,n=1,2,3:i4k} sont 

bons. [541 est obtenu en remplaçant T dans l'; par ces trois bons 
triangles. 
Soit O le centre de gravité de T.. 
On construit ® : T —> (MM;M;,) i4=1,2,3:4h} de la manière suivante : 

e (0) = M; 

e l’image du triangle OM;M, par ¢ est MM;M,; 

e si d(V) et (No) sont dans le même triangle 14M;M,, alors 

(14+C6.(M,K2-),E))" < Te ae) (3.34) 
< 1+C£.(M, K27,E)?. 

((3.34) découle de 6,.(M, K274, E) > €). 

On définit alors f;41 : IR? — IR” par 

esif;(z) ET, fisr(z) = O(F;(2)); 

e sinon, f;41(z) = f;(z). 

On a alors L';41 C f;41(IR”) et on obtient les estimations de surface et 
de distorsion (3.22), (3.23), (3.24) du cas I A 1. 
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Cas II B : Dist(M,Ir(M)) < sup dist(Ad;, M3). 
{i,k=1,2,3:14k} 

On va essayer de se ramener au cas précédent. Pour cela, on distingue 
deux cas. 

Cas II B 1: Soit M, le côté de T le plus près de IIr(M). 

On suppose que la projection de IIr(M) sur MM est dans le segment 

[M M]. 

TT (6) 
| 

— 

M 3 

On considère N tel que 

e le plan engendré par M2, Mi, N et le plan engendré par M,, Mo, 

M3 sont orthogonaux; 

e sup dist(Mi, Mr) < dist(M,N) < 3 sup dist(M;, Ma), 
{i.k=1,2,3:14k} {i,k=1,2,3:i4k} 

et dist(M2,N) vérifie la même inégalité; 

e la projection de M sur le plan engendré par Mi, M, N est à 

l’intérieur du triangle N M, Mp. 

Les triangles (N MM) ¢17,h=1,2,3:i£k} sont bons. On considère alors 

le réseau de bons triangles obtenu en remplaçant T dans I; par les 
M,M,N. 

On est alors ramené pour M au cas II A.



Cas II B 2 : Ir(M) est dans la zone hachurée. 

/ Fa M3 
x 

TNr(h) 

4 

On considère N tel que 4 

e MN est perpendiculaire au plan engendré par M1, Mo, M3; 

e dist(M,IIr(M)) < dist(M,N) < K3 sup dist(M;, M}). 
{i,k=1,2,3:24k} 

On considère le réseau obtenu en remplaçant T dans l'; par NAG Mz, 

NM,M3, NM2M3 et on s’est ramené à un cas déja traité: 

e cas II A si la distance séparant M du plan engendré par M,, M, 

N ou de celui engendré par M2, M3, N est assez grande; 

e cas II B 1 sinon. 

Remarque : Soit Ij; le nouveau réseau construit à partir de I; 
par l'insertion de M suivant le procédé décrit dans ce paragraphe. On 

peut munir les triangles de I';;1 (si besoin est) de cônes de sécurité en 
utilisant le paragraphe 3.4.3. 

3.7 Fin de la construction de [ 

On suppose que l’on a construit lo, ---, l'; des ensembles de bons tri- 

angles vérifiant les propriétés (P1),..., (P6) du paragraphe 3.4. 

On souhaite alors construire l';,, vérifiant les mêmes propriétés, mais 
à l’échelle 2-3-1. 
Soit M le point de E le plus loin de T;. 

Supposons que l’on puisse insérer M, suivant l’algorithme du para- 

graphe 3.6, et que tous les triangles du nouveau réseau Ti: ainsi obtenu 
possèdent des côtés de longueur supérieure à ÆK, 12-371, 

Puis, on considère Ad, le point de £& le plus loin de ro), et on construit, 

si on peut, r®, par la méthode du paragraphe 3.6 par insertion de À. 

Et ainsi de suite, on insére des points de & comme nouveau sommet 
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tant que l’on ne crée pas de triangles dont un côté a une longueur in- 
férieure à K, 12-171, 
Soit l'y le nouveau réseau de bons triangles ainsi obtenu. 
Nous allons maintenant montrer que l';;, (ou une légère variante) véri- 
fie (P1),.., (P6). 

Par construction, si J’ est un triangle de Lu, si d est la longueur 
d’un côté de T',on a 

Kyj1279-1 <d< K127Ÿ. 

Si on a de plus, pour tout 7, tout d, 

Ky'27-1 <d< K,2777}, 

alors on pose [541 = l'y. 

Sinon, on considère T = M,M2Msz3 et T’ = MMM les triangles de 

Vya1 qui possèdent le côté le plus long MM. 

Soit J le milieu de [M,, Ml. 

On pose l'y le réseau obtenu à partir de Vy41 en remplaçant T' et 7” 

par M,I Ma, M,I Msg, M:1M3 et MoI Mg. 

Remarque 1 : Si Ky, est bien choisi par rapport à a, on ne crée pas de 

côté dont la longueur est inférieure à Ky 1273 TL, 

Remarque 2 : Il est facile de paramétrer T5444 en utilisant le cas I A 1, 

et on obtient alors les mémes inégalités de surface et de distorsion. 

Si L';71 vérifie (P2), alors on pose Tj41 = T';+1, sinon on recommence 
l'opération précédente sur le plus long côté jusqu’à obtenir un réseau 

de bons triangles l';;1 vérifiant (P2). 
Remarque : La procédure précédente est finie car on ne modifie pas les 

petits côtés. 

Il est facile de munir tous les triangles de 54; de zones de proximité 
et de segments de sécurité vérifiant (P3) en utilisant les construction 
du paragraphe 3.3. De méme, on a vu comment créer des cénes de 

sécurité lorsqu’on insérait un nouveau sommet (voir la remarque à la 

fin du paragraphe 3.6). 
Donc Tl';:1 vérifie (P3). 

Par construction, l';,, vérifie (P4) et (P5). 
Remarque : Il faut choisir K assez grand pour que l’on puisse choisir 

des Y(M), pour M € UJ M, dintérieurs deux à deux disjoints. 
k<j+1 

On peut aisément construire, en utilisant le paragraphe 3.6, 

51 : IR? —— R” tel que D344 C f;41(R*). 
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On notera ¢; l'application construite au paragraphe 3.6 telle que 

Fj+1 = 9,0 fj. 
De plus, en utilisant les inégalités de distorsion (3.17), (3.20), (3.23), 
(3.25) et (3.34) vérifiés par ¢;, on a, pour tout z, zo de JR’, si f;41(2) 
et f;41(20) sont dans le même triangle T de l';;1, alors 

CT exp (- © Cl fu(za), K2 4) Bool Fu(0), 2% z) < Missle) — Seale) 
k=0 |z — Z| 

et 

lfj41(20) — f541(2)| 

|z — Zo| 

j+1 
< Cexp | >> Cn(fe(z0), K2-*) Boo (fa(zo), k2~*, 2) 

k=0 

Donc f;41 vérifie (P6). 

En passant à la limite, on a donc construit f : IR? ——> IR" et 

T = f(IR’) tel que E CT. 
Nous allons maintenant estimer H?(T). 

Pour tout j € IN, d’après les estimations (3.16), (3.22), (3.26), (3.31) 
et (3.33), on a 

H?(Tjy1) — H?(T;) < C YD B(M,K27*,E) (2) 
MEAj41 

+ S> a(M,K27) (3.35) 
MEM j +1 

où A;;1, est un ensemble de points de IR” vérifiant 

e si M et M" sont deux points distincts de A;4, alors 

dist(M, M") > K, 127371; 

e pour tout M de Aj4;, B(M, Ki27)N EXO. 

(les points de A;41 sont les points inserés à l’étape j + 1) 

On en déduit 

H?(T) < H?(() + CEE) + >: > a(M, K2-4). (3.36) 

D'où, d’après (P1), 

H?(T) < C (8(E) + (diamE)) + 3 >. a(M,K274). (3.37) 
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Il reste à estimer le dernier membre. 

soit M € M;. 

On a vu qu’alors on peut associer 4 M (propriété (P5)) un triangle 

Y(M) tel que a(M, K277) < SEM) Or d’après la propriété (ii) 

de (P5), Y(M) n’est jamais modifié lors des différentes étapes de la 
construction de Tr, donc Y(M) CT. De plus, si N € M avec M ZN, 
alors int(Y(M))Nint(Y(N)) = 0. 
On en déduit 

D D ame) < 23 YD PWM) (338) 
j MEM; j MEM; 

< = H*(P). (3.39) 

Cette derniére inégalité avec (3.37) nous donne (ii) 

H?(L) < C (6(E)* + (diamE)’) . (3.40) 

On va maintenant montrer que f vérifie (iii) et (iv). 
Soit w € IR", k € IN. On veut tout d’abord évaluer le nombre de tri- 

angles de I, rencontrant B(w, K27*) (où K est une constante positive 
supérieure à K). 
On note CL ce nombre. 

Soit n > k. 

e SiB.(w,K27",E) < €9 et Bo(w, K27",E) < 1006, on considère 
toutes les échelles succesives pour lesquelles G est petit. 

Soient np et ni (no < n < 71) tels que 

— pour tout m € IN avec no < m < ny 

Bo(w,K2-™, FE) < € et Bo(w, K2-™, FE) < 100¢9; 

— Boo(w, K2-™+1, BF) > 10060 et Boo(w, K2-™—!, EB) > 1006. 

Alors il est facile de voir que 

Cnr S Cn S Cno- 

e Si Bo(w,K2-",E) > €, tous les triangles de I, rencontrant 
B(w,K2-") vont être transformés en un nombre borné de nou- 
veaux triangles qui risquent de rencontrer B(w, K2-"-1), Ce sont 
les seuls si À est suffisamment grand par rapport à K1. 
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On en déduit | 

Ci < J] CCR), (3.41) 
n<k 

D'où 

H°(F"(B(w,27"))) < (I cane) H°([[ 4" (T®)) (342) 
n<k j<k 

avec 

e ®; est l’application définie au paragraphe 3.6, c'est a dire telle 
que #;(l';) = l';41, et on a alors, si ¢;(V) et ¢;(No) sont dans le 
même J; de [';41, 

Si n(No, K277) = 0, alors 

< 1+CB(No,K27Ÿ,EY. 

Si 7(No, K277) = 1, alors 

CA (1+ CAN KIT)" < NN) (49 
< C(1+CE(N, K27Ÿ,E)) ; 

Remarque : On a alors f;}1 = ¢; 0 f;. 

e T est un triangle deT, tel que H? | (II eer) = sup H? | 
j<k 

où le sup est pris sur tous les J’ de Ty tel que T' rencontre 

B(w, K2-*) et ([] 9") = #1" 095" 0... 0 df. 
j<k 

Des inégalités (3.42), (3.43) et (3.44) et de (P6), il vient (iii) 

D Ci(w,K27")B(w, K2-", E)? 
H?(f-!B(w,27*)) < Ce 7S (2-*)2, 

Soit T, un triangle de T, et Tra, un triangle de I',4, tel que 
n+k 

(IL #5" )(anx) C Th (9; et ([[ 47") sont définis comme précédem- 
jak 

ment). 
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On considère alors 

T, C IR" tel que f,(Tx) = Tr, 

Tr+k C IR” tel que fn Tn+x) = Tntk- 

Remarque : f, et fri, sont les paramétrages respectivement de I, et 

l'os. 
D'après la propriété (P2) des Tj, on a 

Kyz?2-" < a < Kk?2-". (3.45) 

De même, si on note, 

@ Thar E Vea, +++, Lasker E Pn4e41 une suite de triangles telle que 

pour tout 2 =1,--- ,n, 

Pris Teri) C Teyi-13 

e Mi+: le centre de 73.4;,2=1---, 7. 

et soit 

J={jef{k,..,n+k}:B(M;,K2757,E) > 10060 et Bo(M;, K274*1, E) > 

alors d’après les inégalités (3.18), (3.21), (3.24), (3.28) et (3.30), on a 

, _ diamT C-(m-cardr) TT (1+C6<(M;,K2-iH,E)) 27" < nth II G + CA.0(m }) 2" <a 
(3.46) 

et 

diamTn4+i < ord TT (1 + CBoo(M;, K27-5*1, E)?) 2-". (3.47) 
jet diam], 

diamT,, 4 

diamT,, 
est effectivement divisé par une certaine puissance de 2 (à une constante 
près). 
On en déduit qu’il existe « > 0 tel que, pour tout z € IR’, si z est 

suffisamment près de 2, alors 

|f(z) — f(z0)| < Clz — 2°. (3.48) 

Ce qui démontre (iv). 

De plus, d’après la propriété (P2) des l';, si k est assez grand, 
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Chapitre 4 

Conditions quantitatives de 

rectifiabilité 

4.1 Introduction 

Nous allons dans cette partie donner une version en grande dimension 

du théorème 1.2.6 de Bishop et Jones (voir chapitre 1). 

Soit & C IR", d désignera toujours par la suite un entier positif 
inférieur à 7. 

On considère les fonctions B, de Jones définies comme suit. 

Si EN B(z,t) {40 

Bœæ(x,t,E)=inf sup Gee =) (4.1) 
P yEENB(z;,t) t 

, Sinon, 

Ba(zx,t,E) = 0. (4.2) 

De plus, si 1 < q < +oo 

_ 1 dist(y, P)\? 1 
B,(z,t, E) = inf (3 a ( à ) iy) (4.3) 

où les inf sont pris sur tous les d-plans P de IR” et dy est l’intégration 
par rapport à H%. 

Les fonction @, mesurent en tous points et à toutes les échelles la qualité 
de l’approximation de & par des d-plans. 

On note H? la d-mesure de Hausdorff. 
Soit q tel que 

esid=1 

1<q< oo (4.4) 
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esid>2 
2d <q<——. 4.5 l<q<s-5 (4.5) 

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant. 

Théorème 4.1.1 Soit E C IR” compact avec H4(E) < +00. 
On suppose qu’en H* presque tout point x € E, on a les propriétés 

suivantes: 

d Z,T (i) Q(x, E) = lim inf — (Œ ast 7) sg (4.6) 

(it) Î * Bo(2, t, EY® < © (4.7) 

alors E est d-rectifiable. 

Remarque : La condition (4.6) n’est pas inutile. Il existe des ensem- 
bles compacts de IR” de d-mesure de Hausdorff finie dont la densité 
inférieure en presque tout point est nulle (voir la remarque aprés le 

théorème 1.2.1 dans le chapitre 1). 

La réciproque de ce théorème est en général fausse, comme le mon- 

tre le contre-exemple suivant. 

Soit (@n)nem une suite d’entiers positifs. 

On considére T° le segment d’extrémités (0,0) et (0,1) et pour tout 

n € IN, IT, formé de a, segments de longueur régulièrement ré- 
nn? 

partis dans le segment d’extrémités (0,2~") et (1,27). 
Soit E=Tu(U rh). 

nEIN 

Alors E est compact, rectifiable, vérifie (4.6) et de plus 

1 
H(E) <1+ do — < +00. 

nen 7? 

Si pout tout n € IN, a, est suffisamment grand ( de l’ordre de 2”) alors 
pour tout x ET, 

B(x, 27") M Pn+i x O. 

1 
On en déduit 6,.(z,27-", FE) > 7 et donc | Bo(Z;t, nye = O0. 

0 
On a ainsi 

H' (& CE: RACE = co} > H\(T)=1 
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Cependant, la réciproque du théorème 4.1.1 est vraie pour les en- 
sembles Ahlfors-réguliers. 

On rappelle qu’un ensemble FE C IR” est Ahlfors-régulier de dimension 

d ou d-régulier si et seulement si E est fermé et s’il existe Co > 0 tel 
que pour toutr € E , tout r avec 0 <r < diamE, 

ar < H4 (EN B(2,r)) < Cort. (4.8) 
0 

La plus petite constante Co vérifiant (4.8) est appelée la constante de 
régularité de E. 

Théorème 4.1.2 Soit E C IR” un ensemble d-régulier avec H*(E) < 
+00. 

Alors E est d-rectifiable si et seulement si en HŸ presque tout x € E, 

on a 

Î Bat BPS < 00. (4.9) 
Les démonstrations des résultats sont données dans la section 4.2 (théorème 
4.1.1 pour les ensembles réguliers), la section 4.3 (théorème 4.1.1 dans 

le cas général) et la section 4.4 (théorème 4.1.2). En particulier, la 
partie 4.3 contient la démonstration la plus délicate. 

4.2 Preuve du théorème 4.1.1 pour les en- 

sembles réguliers 

Nous allons dans cette section démontrer le résultat suivant. 

Soit q vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d. 

Théorème 4.2.1 Soit E C IR" un ensemble d-régulier tel qu’en H* 
presque tout xE€ E,ona 

1 > dt / B_(x,t, BP? < 00 (4.10) 

alors E est d-rectifiable. 

Commençons par énoncer une conséquence facile d’une version locale 

du théorème 1.2.9 (que l’on ne démontrera pas). 

Proposition 4.2.2 Soit E C IR" un ensemble d-régulier tel qu'il existe 
M > 0 pour lequel en H* presque tout x € EF , on ait 

1 dt 
[Bt EYT < M (4.11) 

0 

alors E est d-rectifiable. 
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On en déduit que pour démontrer le théorème 4.2.1, il nous suffit 

d'établir le résultat suivant. 

Proposition 4.2.3 Soit E C IR" un ensemble d-régulier tel qu’en H4 
presque tout x € E , on ait (4.10), alors 

ec(U B, ) UE 
EIN* 

© H*( Eo) = 0 

e pour tout p> 0, E, est d-régulier et il existe une constante posi- 
tive M(p) tel qu’en tout rx € E, on ait 

1 dt Î B,(z,t, Ep)’ < M(p). (4.12) 

Preuve de la proposition 4.2.3 

Soit E C IR” un ensemble d-régulier tel qu’en H? presque tout 

x € IR”, (4.10) soit vérifié avec g = 1. (la proposition 4.2.3 pour q 
quelconque s’en déduit d’après les inégalités de Holder). 

Nous allons commencer par rappeler quelques propriétés des ensem- 

bles d-réguliers. 

Lemme 4.2.4 (Partition en cubes dyadiques) Soit F Cc IR” un 
ensemble d-régulier. 

Alors il existe une famille A;, j € ZZ, de sous-ensembles mesurables de 

F avec les propriétés suivantes 

1. Chaque A; est une partition de F dans la mesure où F= |) Q 
QEA; 

et QNQ' =0 8iQ,Q €A;, Q FQ. 

2. SiQEA;, QO € Ay avec k > j alors 

soitQ CQ’, soit Qn =. 

3. Pour tout j € Z, tout QE A;, 

Cr127 < diamQ < C12’. (4.13) 

4. Pour tout j € ZZ, tout Q € A;, Q content l'intersection de E avec 
une boule que l’on notera Bg = B(xzo,ra) de rayon rg > Cy'2? 
avec rg € E. 
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(La constante C1 dépend seulement de Co, n et d) 

Remarque : D'après les propriétés 3 et 4 précédentes et la régularité de 

E, on a pour tout Q € A; 

CT'274 < H*(Q) < C2"4. (4.14) 

(pour une preuve du lemme 4.2.4, voir l’appendice 1 de [Da2]) 

On peut remarquer que A = ÙU À; a le même comportement que la 
jc 

famille usuelle des cubes dyadiques de IR‘. 

On supposera dans la suite que E est muni d’une telle famille A de 
“cubes dyadiques”. 

Lemme 4.2.5 soit Q € A. 
1 

Il existe (d + 1) points yo, ---, ya dans EN B(xo, 10") tels que 

pour 7 =1,---,d 
. 1 .. 

dist{y;, L;-1) > 7 diamQ (4.15) 

où L; est le j-plan de IR” passant par yo, ---, y; 

et À est une constante positive dépendant de d et de la constante de 

régularité Co de E. 

L'existence de d + 1 points dans Q vérifiant (4.15) est démontrée 
dans [DS1] (lemme 5.8). L’idée est que la régularité de E empêche les 

points de EN B(xa, 10°?) de s’accumuler près de L;_1 avec j < d. 

Pour tout Q € A, on définit 

BA(Q) = inf ao lL. EU 2 iv) (4.16) 

où l’inf est pris sur tout les d-plans affines P de IR” et 

2Q = {xe E : dist(z,Q) < diam Q}. 

On pose B1(Q) = > B(R). 
REA 

RDQ 
Soit N € IN*. 
On considère alors 

G ={Q EA: f(Q) < N} | 
B={QEG:siQEA;,ilexiste R € A;_1 avec RC Q et Bi(R) > N} 
B={Q € B : pour tout Re À tel que Q C R alors R € G/B}. 
Les cubes de G sont les bons cubes, ceux de B sont les mauvais dans la 
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mesure où la somme de leurs ff est trop grande. Les cubes de B sont 
les mauvais cubes maximaux, car leurs “ancêtres” sont tous de bons 

cubes, on va dans la suite les remplacer par des morceaux de plans de 

taille comparable. 

Soit Q € B. 
Soient Yo, ---, Ya les (d+1) points de Q donnés par le lemme 4.2.5. 
On suppose Q € A;, où jo € IN et on considère j = jo —1 (où l E IN 
sera choisi plus tard). 
Pour tout 7 = 0, ---, d , on note Q; le cube de A; contenant y. 

D'après le lemme 4.2.4, on a, sil est assez grand, 

e pourz=0,---,d 

1 
QC EN Bizq, 7re) CQ (4.17) 

esii#i (ii =0,---,d) 

Q:NQy =6 (4.18) 

e pouri=0,---,d 

Cr?27'diamQ < diamQ; < C?27'diamQ (4.19) 

Cy72-" H*(Q) < H*(Q:) < Cj2-"* H*(Q). (4.20) 

De plus, tout (d + 1)-uplet (20, ---, za) € (QoX --- XQa) vérifie les 
conclusions du lemme 4.2.5 avec une constante A différente. 

Soit y; le centre de masse de Q;, i = 0, ---, d. 

Yi = FAG iA ydH*(y). (4.21) 

On note Fo le d-plan contenant ¥;, 7 = 0, ---, d, et Co C Fo l’enveloppe 

convexe des ÿ;, 1 = 0, ---, d. L 

On a alors 

KT H"(Q) < H*(Co) < KH*(Q) (4.22) 

Co C B(zo, re) (4.23) 

dist(Co., E/Q) > K~*diamQ (4.24) 

où À est une constante positive dépendant de la constante de régularité 
Co de Æ, de la constante A du lemme 4.2.5 et de la constante C du 

lemme 4.2.4. 
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((4.23) découle de (4.17), et (4.24) vient de (4.23) et de la propriété 4 
du lemme 4.2.4) 

On définit alors l’ensemble Ey par 

Ey = Ex) | U Ce) (4.25) 
QEB 

avec En = {x € E: pour tout Q € A avec reQ,QEG/B}. 
Remarquons que pour tout x € E vérifiant (4.10), il existe M € IN* tel 

que x € Ey donc E C EU | [J En | où H#(Eo) = 0. 
NEIN* 

Pour terminer la preuve de la proposition 4.2.3, il nous reste à montrer 

que En, pour tout N € IN", est régulier et vérifie (4.12). 

Montrons donc que En est d-régulier et considérons pour cela 
re En et R> 0. 

Commencons par quelques remarques. 

Si x € Ey et si CoN B(z, R) £9, alors d’après (4.24) 

diamQ <CKR (4.26) 

Siz ECoetsiCoNB(z,R) £ 0 pour un certain Q' Æ Q, alors d’après 
(4.23) et (4.24), 

diamQ' <CKR (4.27) 

Notons JI(r,R)={QEB:ConB(z,R) £ 0}. 
On déduit de (4.26) et (4.27) que si Q € I(x,R), 

QC B(z,CKR)NE 

donc d’aprés (4.22) 

H%(Ex 0 B(z,R)) < CKH*(EN B(z,CKR)) 

donc 

H*(Ex N B(a, R)) < C(K)CoR*. 

Démontrons maintenant l’inégalité inverse. 

Premier cas: x € EN 

Soit Q € A 

On peut écrire Q = (Q ‘a Ey) U ( LJ ) 
RES 

RCQ 
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où toutes les unions sont disjointes. 

Soit Q = (QN Ew) U EU ca 
RES 
RCQ 

où toutes les unions restent disjointes d’après (4.23) et la propriété 4 

du lemme 4.2.4. 
Il est évident d’après (4.22) et (4.23) que 

H*(Q) > K-'H7(Q) 

Q C B(xzo, diamQ). 

On considère alors Q € A tel que 

R Ble. — 
OC B76 

Q € Ar 

où 2* < _ < 2*#1 (Ci est la constante du lemme 4.2.4). 
1 

Donc Q C B(z,R)N Ey, 

d’où d’après (4.28) 

H*(Ey N B(z, R)) > H°(Q) > K*H*(Q), 
soit d’après (4.14) 

H(EnxN B(x;R)) > K71Cy712*"4 

donc d’après (4.31) 

K-1CT41 
H*(Ey N B(z, R)) = (2000) R*. 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

Dans les cas suivants, x ¢ Ey, donc il existe Q € B tel que z € Cog. 

Deuxième cas : R > 2diamQ 

D’après (4.23), dist(x, E) < diamQ < = donc il existe y € E tel 
que 

B (2. =) C B(sz,R). 
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On peut alors utiliser le cas précédent en remarquant que la démon- 
stration reste valable pour tout point de LE. 

Troisième cas : R < 2diamQ et Co C B(z, R) 

On a alors H*(En N B(z, R)) > H%(Co) 
donc d’aprés (4.22) 

H*(En 1 B(z, R)) > K7'H4(Q) 

puis d’après (4.14) 

H?*(Ey N B(z, R)) > K7!Cy4-)(diamQ)? 

Cd 

27K 

Quatrième cas : R < 2diamQ et Co ¢ B(x, R) 

R°. H*(Ey N B(z, R)) > 

H*(Ey N B(2z, R)) > H47(CgN B(z, R)) 

donc comme Cg est localement régulier 

H*(Ey N B(z, R)) > CT'R*. 

Ce qui termine la preuve du fait que Ex est d-régulier. 

Soit x € Fin. 

On souhaite évaluer 

1 dt 
—— 2- I(r) = | A(x, t, Ex) —. 

Premier cas : 2 € En 

On a alors 
1 » dt Î Bx (2,t, EP < ON, 

Soit P{2,1) un d-plan de IR” pour lequel 

1 dist(y, Pre,t)) 
9 t, E = | d . 

Pr(z ) t? JEnB(z;t) t y 
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On a alors 

Biz, t, En) lA
 1 dist(y, Prz,t)) da 

td EnNB(z,t) t 

< a(z,t)+ >, bo(z, t) 
QEÏI(z;t). 

avec 

dist(y, Pre a(x,t 1 | ist(y, P{a,t)) dy 
EnnB(z2 t) ~ #4 t 

1 dist(y, Pe t)) = — Od 
ba(x;t) td L NB(z,t) t y 

I(z,t) ={QEB:CgNB(z,t) 4 O} 

On a déja vu que si Q € I(z,t), alors 

diamQ < CKt. 

e Majoration de a(x,t) 

Puisque Ey C E, ona 

a(xz,t) < Bi(x,t, £). 

e Majoration de bg(z, t) 

Soit II+ : IR" — Pe, t) la projection orthogonale sur Pot 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

Soient ÿo, ---, Ya les points de Q définis par (4.21) (on utilisera : ici les 

mêmes notations que précédemment). 

Pour tout y € CgN B(z,t) 

dist(y, Fa, t)) = [TI (y)| < >> [TI (%) | 
1—=0 

car y est dans l’enveloppe convexe des y. 

Or pour tout i = 0, ---, d, d’après (4.21), 

[I (g:)| < C 

On en déduit, d’aprés (4.19), 

I (591 < C(diamQ)-* [IT (2)IdH (2). 
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H4(Q:) is |II--(2)|dH*(
z). 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49)



On a ainsi, d'après (4.47) et (4.49), 

d 
dist(y, Pen) < C(diam Q)-? > L IL (2)l4H4(2) (4.50) 

i=0 © ‘vs 

d’où, d’après (4.17) et (4.18), 

dist(y, Pen) < C(diamQ)~? L I (2)|dH4(2) (4.51) 

ainsi 

a _ dist(z, Pret) 
< d d Î > À (z,t) bo(z,t) < Ctr4(diamQ) [ conten deca dz)dy 

1 dist(z, Pre.2)) < CF L da; (4.52) 

((4.52) vient de (4.22)). 
On obtient finalement d’après (4.45) 

dist(z, Pre Swed < fee (uso 
QEI(z;t) Uf J{z€EQ:QEI(z,t)} t 

< Chi(r,CKt, E). (4.54) 

donc si x € Fy, d’après (4.39), (4.41), (4.46) et (4.54), on a 

| By(2,t, Ey) ent < CN (4.55) 

Deuxième cas : il existe Q € B tel que x € Co 

On a alors si diamOQ < 1 

1 dt 
2 7! La QE) SCN, (4.56) 

On peut refaire la même démonstration que dans le premier cas, 
(4.56) jouant le role de (4.38), en remarquant que si { > 0 est assez 
petit, 

En NB(z,t) = Con B(z,t). 

Si diamQ > 1 alors, il est clair que 

1 | dt 
Î Biz, t, En) + < CN. 

Donc pour tout x € En 

fat ExŸ® < CN. (4.57) 
Ceci termine la preuve de la proposition 4.2.3 donc du théoréme 

4.2.1. 

99



4.3 Preuve du théorème 4.1.1 

Soit q vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d. 

Nous allons dans ce paragraphe démontrer le résultat suivant. 

Proposition 4.3.1 Soit E C IR” compact avec HŸ(E) < +00 tel qu’en 
H* presque tout x € E, (4.6) et (4.7) sont vérifiés pour gq. Alors 

pc mu(U z,) 
p>0 

où 

© H* (Eo) = 0 

e pour tout p > 0, E, est d-régulier et en H* presque tout x € Ep, 

ona 
1 _dt 

Î B(x, t, E,) + < CO. (4.58) 

On peut déduire de la preuve de la proposition 4.3.1 les résultats 

suivants. 

Corollaire 4.3.2 Soit E C IR” compact avec H%(E) < +00 tel qu’en 
H presque tout x € E, on ait Oz, E) > 0. Alors 

Bc Bu(Us) 
p>0 

où 

e H*(Eo) = 0 

e pour tout p > 0, E, est d-régulter. 

Remarque : Le corollaire 4.3.2 n’est pas aussi évident qu'il n’y parait. 
Tout ensemble F' C IR” compact et s.r.s. n’est pas toujours contenu 
dans un unique ensemble Ahlfors-régulier. 
On dit qu’un ensemble F C JR” est s.r.s. (semi d-régulier supérieure- 
ment) s’il existe Co > 0 tel que pour tout x € F, tout r > 0, 

H{(FNB(z,r)) < Cor°. (4.59) 
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Corollaire 4.3.3 Soit E C IR" compact, purement non d-rectifiable de 
d-mesure de Hausdorff finie. 

On suppose en outre qu’en presque tout x € E, O{(xr,E) > 0. 
Alors, 

Bc Bu (U z,) 
p>0 

© H*(Ep) = 0; 

e pour tout p > 0, E, est d-régulier et purement non d-rectifiable. 

Ce résultat permet d'étendre le théorème de Mattila, Melnikov et Verdera 

sur la capacité analytique aux ensembles de H!-mesure finie et de den- 
sité inférieure en presque tout point positive (voir l’appendice). 

Le théorème 4.1.1 est une conséquence du théorème 4.2.1 et de la 

proposition 4.3.1. 

Commençons par 

Proposition 4.3.4 Soit E C IR” compact avec H4(E) < +00 tel qu’en 
H* presque tout x € E, (4.6) et (4.7) soient vérifiés pour q. Alors 

EC ky VU fu z,) 
p>0 

© H%(E) = 0 

e pour tout p > 0, E, est s.r.s, fermé, et en H® presque tout x € E,, 

(4.6) et (4.7) sont vérifiés pour q. 

Preuve de la proposition 4.3.4 

Pour tout N € IN, on définit 

Ey ={2x€E: pour tout R >0,H<(ENB(x,R)) < NR*}. 

Remarquons que s’il existe N € IN tel que E = Ey, alors E est 

s.r.s. et la proposition 4.3.4 est démontrée. Supposons donc que l’on 

ne soit pas dans cette situation. 

Il est clair que Ex est s.r.s., et qu’en H* presque tout x € Ex, (4.6) 
est vérifié (car la densité supérieure de £/EN est presque partout nulle 
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sur Ex) ainsi que (4.7) (car Ey CE). 
De plus, d’après le théorème 1.2.1, pour H% presque tout x € E, il 
existe N € IN tel que z € Ex. 

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.4. 

La proposition 4.3.1 est alors une conséquence immédiate de la 

proposition 4.3.4 et du résultat suivant. 

Proposition 4.3.5 Soit E C IR” un ensemble s.r.s. et compact tel 
qu’en H* presque tout x € E, (4.6) et (4.7) sont vérifiés pour q. Alors 

Bc Bu(U s,) 
p>0 

où 

@ H*(Eo) = 0 

e pour tout p> 0, E, est d-régulier et en H* presque tout x € E,, 

ona 
1 dt I By(2, t, Ep)? — < 00. (4.60) 

Preuve de la proposition 4.3.5 

Soit EF un sous-ensemble de JR” s.r.s. et compact tel qu’en H*% presque 

tout x € E, (4.6) et (4.7) soient vérifiés pour gq. 

Pour tout p € IN*, on définit 

F,={zxeE: pour tout r €]0,diamE[, H4(EN B(z,r)) > or }. 

Remarquons que s’il existe p € IN* tel que E = F,, alors E est 

d-régulier, et la proposition 4.3.5 est démontrée. Supposons que l’on 

ne soit pas dans ce cas. 

D'après (4.6), on a 

ECU (U r) (4.61) 

ou H* (Fo) = 0.



Fixons donc un p € IN* tel que H4(F,) > 0. 
On va recouvrir F, par des ensembles d-réguliers. 

F, est fermé, donc on peut considérer une décomposition de Whit- 
ney de G, = R"/F,. 

Théorème 4.3.6 (Décomposition de Whitney) Soit F un fermé 
non vide de IR”. Alors son complémentaire G est l’union d’une famille 

de cubes Q, Q € B, dont les cotés sont parallèles aur axes telle que 

1.GcU Q; 
QEB 

2. int(Q)N int(Q') = 0 si Q £ Q' (int désigne l’intérieur du cube); 

3. ona pour tout QEB 

diamQ < dist(Q,F) < 4diamQ. (4.62) 

(pour une preuve de ce théorème, voir le chapitre I de [St]) 

Soit B, une décomposition de Whitney de G,. 
On considère, pour tout s € IN*, 

Gps = {Q € B,: H{ENQ) > —(diamQ)*}. 

Lemme 4.3.7 SotQEG,,s 
Alors il existe (d + 1) points yo, ---, ya de ENQ tels que 

e pourj=1,-:--,d 

, 1 .. 
dist(y;, L;_1) >  diamQ (4.63) 

où L; est le j-plan passant par yo, - --, Y;; 

e pour tout j = 0, ---, d 

T7! (diamQ)}* < H? (E N B(y;, Aq diomQ)) < T(diam)Q* 

(4.64) 

où A, T sont des constantes positives indépendantes de Q, mais qui 
dépendent de p et s, et C est une constante positive assez grande. 
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Preuve du lemme 4.3.7 

La preuve est similaire à celle du lemme 5.8 de [DS1|. 

Soit j < d. 
On suppose que l’on a construit yo, ---, y; vérifiant (4.63) et (4.64), 

mais que l’on ne peut pas construire y;41, donc 

pour tout y E Q* ={ENQ: dist(y, L;) > + diamQ} 

H* (z N B(y, zadiemQ)) < T7! (diamQ)*. (4.65) 

Considérons un recouvrement de Q* par des boules B | y, aqiiam Q) , 

y E Q*. Il en faut au plus (A + 1)", donc, d’après (4.65), 

H*(Q*) < (A+1)"7r7)(diamQ)? (4.66) 

d’où puisque Q € G,, 

H* ({y EBNQ: dist(y, L;) < = diam} ) > 

(< — (A+1)"7*) (diam@)*, (4.67) 

Considérons un recouvrement de {y € ENQ : dist(y, L;) < = diamQ} 

par des boules de rayon + diamQ centrées sur &. Il en faut au plus 

(A +1)’, donc 

d 

H* ({y € ENQ : dist(y, L;) < = diamQ} ) <(A+1}ÿC (ore 

(4.68) 
où Co est la constante de régularité supérieure de Æ. 

On choisit À assez grand pour que 

(A +1) 1 
<—- . Co at = ips (4.69) 

puis T tel que 
1 

Tr < "= 10s(A+1)> (4:70) 
(4.67) et (4.68) sont alors incompatibles. Donc y;41 existe, et on 

peut construire (d + 1) points yo, ---, ya dans ENQ vérifiant (4.63) et 

104



(4.64). Ceci termine la preuve du lemme 4.3.7. 

Si À est suffisamment grand, tout (d + 1)-uplet (20, ---, zz) formé 

: ——diamQ) vérifie aussi (4.63). de points z; € B(y;, CA 

De plus, pour tout z € B (a AqiiamQ), j = 1, ---, d, 

7 !(diamQ)? < H?4 (E ‘a Biz, aqtiamQ)) 

2 . < GQ (2) (diamQ}* (4.71) 

Pour tout j = 0, ---, d, on considère le centre de masse de EM 

2 (us, aatiame) 

~ 1 d 
TH d(E N B(y;, zsdiamQ)) _— 1 -diama) yd" (y). 

(4.72) 

On note PQ le d-plan contenant Y, ---, Ya et Co C Pg N@ l’enveloppe 
convexe des ¥;, 7 = 0, ---, d. 

On a alors 

0”! (diamQ}* < H*(Cg) < 6(diamQ)* (4.73) 

où 8 est une constante positive indépendante de Q. 

Remarquons que si y € E,, pour tout r > 0, on peut construire une 
plaque C,, C B(y,r) de la même façon que précédemment avec 

9-174 < H4(C,,,) < Or’. (4.74) 

(Ainsi, le lemme 4.3.7 reste vrai quand on remplace @ et diam@ par 
B(y,r) et r. D’ot existence de points ÿ; € B(y,r) vérifiant (4.72), et 
donc de la plaque C,,,) 

Pour tout x € IR”, tout r > 0, on note G,,(z,r) l’ensemble des 

Q € Gy,, tel que 

e QNB(2z,r) £9; 

e diamQ < dist(z,Q) < psdiamQ. 
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On définit 

Fis = £ € F,: pour toutr >0,H%(F,NB(z;r))+ SS H*(QNENBZ(: 
QED,» (2,7) | 

Soit Gps = Fp/Fyys- 

Pour tout x € G,,,, on définit d(x) = dist(s, Fis): 

Rappelons un résultat classique (voir [Ma], théoréme 2.7). 

Théorème 4.3.8 (Recouvrement de type Besicovitch) Soit A un 
sous-ensemble borné de IR” et B une famille de boules telle que tout 
point de A est le centre d’une boule de B. 
Alors, il existe une famille dénombrable de boules B; de B telle que 

(ii) tout point de IR” appartient au plus à P(n) boules B;, où P(n) 
est un entier dépendant seulement de n. 

On considère un recouvrement de type Besicovitch de G,, par des 
boules B(x,d(x)),r € Cy. | 

Soit Q EG, et xr EC,, tel que QN B(x,d(x)) # 0. Alors 

diamQ < dist(Q, F,) < dist(Q,x) < d(x). 

On en déduit que Q C B(x,10d(x)). 
Donc, si on note C, la plaque Cz,a2), on a 

H4(C.) > 67! (d(x))* d’après (4.74) 

971C5 10 *H%(E N B(x,10d(x))) car E est s.r.s. 

6-1Cy110~4 {H4(F, N B(x, 10d(z))) + H(E/F,NnB(zx,10d(x))) IV
 

IV
 

D'où, d’après la remarque précédente, 

H*(C,) > CHE, NB(z,d(x))) 

+ CT Ss; H4(ENQ). (4.75) 
{QE9,,,:QNB(z,d(z)) 40} 

(la constante C' est indépendante de pet s) 

On dit que Q € G,,, vérifie la propriété (x) s’il existe x € F,, tel 
que 

diamQ < dist(z,Q) < psdiamQ, 

106



c’est à dire s’il existe z € F,,, et r > 0 tel que Q € G,.,(x,r). 

On dit que Q € G,,, vérifie la propriété (xx) si Q vérifie la propriété 
(x) et si pour tout y E C,,, ON Bly, d(y)) = 0 

On définit alors 

ga) = {Q € Gns : Q vérifie la propriété (xx)}, 

Ge @) = {QEG,,:Q vérifie la propriété (x) mais pas la propriété (xx)}. 

Ainsi, si Q € G@), il existe y € C,, tel queQN B(y, d(y)) # @. p,s? 

Soit Ey. = Fy. U | U c,) U! LU Col. 
VECpse Qegf) 

Comme pour presque tout x € E, d’après (4.6), il existe p et s tel que 

EC (Cs U Eo 
Pp 8 

avec H%(E) = 0. 
Il nous reste à prouver que E,,, pour tout p, tout s, est régulier et 

vérifie (4.7) en H? presque tout point. 
Commençons par montrer que E,, est d-régulier et pour cela, consid- 

érons x € £,, et r > 0. 

Supposons dans un premier temps que z € F,,, 

Remarques préliminaires : 

e Soit y € C,, tel que B(y,d(y)) N B(z,r) A 0. Alors d(y) <r. 
En effet, sinon, 

dist(z,y) < d(y)+r 

< d(y) + d(y) 

< =dist(y, F,s)) 

ce qui est absurde. 

Donc C, C Bly, d(y)) C B(x, 10r). 

e Soit Q € G,,, tel que QNB(z,r) # 0, alors diamQ < dist(Q, F,) < 

r. 
Donc Co CQ C B(z,10r). 
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On déduit alors de (4.74), et du fait que, si y € C,, alors y € Fy, 

> H“(C,) < > H*(Cy) 
{yECp,.:CyNB(z,r)40} {yECp,.:B(y,d(y))NB(z,r)49} 

< 6 > (d(y))? 
{yECp,.:B(y,d(y) )NB(z,r)46} 

< 6 > pH*(EN B(y, d(y)) 
{yECp,. :B(y,d(y))NB(z,r)46} 

Cp0P(n)H*(EN B(z,10r)) < 
< Cp8P(n)Cor10°r* car E est s.r.s.. (4.76) 

où P(n) est la constante du théorème de recouvrement de type Besi- 
covitch. 
De même, 

5 H4(Cg) < > H*(Co) 
{Qeg@):CeNnB(z,r)£0} {Qe9) :QnB(z,r) £0} 

< 6 > (diamQ)* 
{QEG$2:QNB(z,r)#0} 

< 6 > sH(QNE) 
{QEG$}):QNB(z,r) #0} 

sOH*(E NM B(z,10r)) 

_s0Co10%r* car E est s.r.s.. (4.77) IA
 

IA
 

De plus, H*(F,,,N B(x, r)) < H(ENB(x,r)) < Cor où Co est la 
constante de régularité supérieure de E. 
Donc 

H{(E,,. NB(z;r)) < HF, NB(z,;r))+ S H*(Cy) 
{yEC,,.:CyNB(z,r)40} 

+ > H*(Co) 
{oeg():conB(z;r) #0} 

< Cri. (4.78) 

Passons à l’inégalité inverse. 
Pour les mêmes raisons que précédemment, on a 

e Soit y EC,, tel que B(y,d(y))N B(z, 5 =) # @, alors d(y) < — 7 
10” 

Donc, C, C Bly, d(y)) C B(x,r). 

e Soit Q € G,,, tel que Qn B(x, - =) # @, alors diamQ < — 
10" 

Donc, Cg CQ C B(a,r). 
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On en déduit 

H4(E,, 0 Bar) > HP NB(asr))+ > H4(Cy) 
{yECp,.:B(y,d(y))NB(z, 5 )46} 

+ > H*(Cg). (4.79) 
{Qe9$}:QNB(z,5)#0} 

Or, d’aprés (4.75), on a 

DH*(C,) > CT D AFA By, d(y))) 
y y 

+ CIS > H°(ENQ)). 
V {Q€Gp,¢:QNB(y.d(y))#0} 

où les sommes en y se font sur ty EC,,: Bly, d(y))N B(z, <9) a 0}. 

De plus, 

> H*(Cg) > C0 > H*(ENQ). 
{Q€G%):QNB(x, 5)#0} {Q€981):QnB(2,5)#0} 

Or, si Q € Gp, (2, >) alors 

esoitQE GG); 

e soit il existe y € C,, tel que QN Bly, d(y)) £ 0. 

Alors B(y, d(y))N B(x, =) # @, car diamQ < at 

On en déduit 

> > H*(ENQ)) + > H°(ENQ) 
y {QeG,..:QNB(y,d(y)) #0} {gqeg9):QNnB(z,5)40} 

S H*(ENQ). (4.80) 
QEGp,s (z,35)} 

IV
 

De plus, siz € E,N B(x, 55) alors 

e soit z € F,,N B(z, 5) C FN B(z,r); 

e soit il existe y € C,, tel que z € B(y, d(y)). 

Alors B(y, d(y)) N B(x, —) # 0, car d(y) < 55: 
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D'où, 

HF N B(z,r)) + D HE, N Bly, d(y))) 

> HE, N Bz, 55). (4.81) 

(où toutes les sommes en y se font toujours sur le même ensemble) 

Donc, d’après (4.79), (4.80) et (4.81), 

HE, NBar)) > CHE, 0 B(z,r)) + CT DC AYE, N By, d(y))) 
y 

+ C1 SY H(ENQNE(&, SR) 
QEGps(z, 5) 

> CHE, ,NB(x, 5) 

+ Ct SX  H(ENQNE(z, ) 
QEGp,» (2,35) 

> c-1L 20-474 Ca TE Frs: (4.82) 
ps 

Supposons maintenant que x € C, où y E Cys. 
Donc, x € B(y, d(y)) et il existe z € F,,, tel que dist(r, z) < 11d(y). 

e Sir > d(y), alors B(z,r) C B(y,30r). Donc, 

HE, NBz;r)) < H*(Ers N B(y,30r)) 
C'30%r< d’après le cas précédent “x € F,,,” I

A
 | 

e Sir < d(y), alors on a 

— Siy EC, tel que Cy N B(z,r) £ 0, alors 

1 d(y) > =d(y/). (4.83) 
Sinon, on aurait 

dist(z, y') dist(y’, x) + dist(x, z 

d(y') +r+11d(y) 

d(y') + 12d(y) par hypothèse 

5d(y') 
1 
a dist(y", Fe). (4.84) 

IN
 

IA
 

IA
 

TA
 

IA
 

Ce qui est absurde. 
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— SiQ € G,,, tel que CoN B(z,r) # 0, alors pour les mêmes 
raisons que précédemment, 

1 

Ainsi, > H4(CyN B(2,r)) = Si + S2 avec 
YECp,s 

Si = > H*(Cy) < 6 > (d(y))? 
{yECp,9:CyC B(z,r)} {yE€Cp,q:C,y CB(z,r)} 

< 6 > pH*(E B(y, d(y))) 
{yE€Cp,.:C, CB(z,r)} 

< Cp8P(n)H*(E N B(zx,r)) 

< Cp8P(n)Cor“ (4.86) 

(où P(n) est la constante du théorème de recouvrement de type 
Besicovitch et Co est la constante de régularité supérieure de E) 

et S2 = Ss H4(B(2,r)NC,). 
{yECp,.:Cy ZB(z,r)} 

D’aprés les remarques initiales (inégalités (4.83) et (4.85)), le 
nombre de tels cubes est borné et donc S2 < Cr‘. 

D'où, 

S_ H4(C,N B(z,r)) < Cr’. (4.87) 
YECp,s 

Pour les mêmes raisons, 

5 H#(ConB(z,r)) < Cr’. (4.88) 

Qegf) 

De plus, 

H4(F,, N B(z,r)) < H4(EN B(z,r)) < Cor“ (4.89) 

où Cp est la constante de régularité supérieure de &. 

Donc, d’après (4.87), (4.88) et (4.89), 

H*(E,,9 B(z,r)) < Cr“. (4.90) 

Passons à l’inégalité inverse 

Premier cas: r > 30d(y). 

On a déja vu qu'il existe z € F,,, tel que dist(z, z) < 11d{y) < 
r 
5 
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Donc, B(z, >) C B(z,r). 

On en déduit alors 

H4(E,,9B(z,r)) > H4(Ep.O B(z, 5) 
> C274ré. (4.91) 

Deuxième cas : r < 30d(y) et Cy C B(z,r). 

Alors d’après (4.74) 

HE, NB(&,R)) > H4(C,) (4.92) 
> 07"d(y)* (4.93) 
> 071307%r. (4.94) 

Troisième cas: r < 30d(y) et C, Z B(x,r). 

Alors comme C, est localement d-régulier, on a 

H*(E,,9B(z,r)) > H(C,NB(z;,r) (4.95) 

> Coir. (4.96) 

On suppose enfin que x € Cg avec Q € GM). 
Alors, il existe z € F,, tel que 

diamQ < dist(z,Q) < psdiamQ. 

On peut donc faire la même démonstration que dans le cas ot ze Cy, 
y E Cps- 

Ey,s est donc d-régulier. 

Remarque : Il est clair que la démonstration précédente donne le 

corollaire 4.3.2. On peut adapter la construction afin d’obtenir le corol- 

laire 4.3.3. 

Si, au lieu des plaques Co C Q ou Ca) C B(x,r), on avait utilisé 
des ensembles localement réguliers (inclus dans Q ou B(x,r)) vérifi- 
ant (4.73) ou (4.74), les ensembles E,,,., que l’on aurait ainsi obtenus, 
seraient réguliers. 
Pour prouver le corollaire 4.3.3, il nous suffit d’utiliser des ensembles 
de Cantor (qui sont purement non rectifiables) Ahlfors-réguliers (en di- 
mension 1, l'exemple type d’un tel ensemble est le Cantor 4 coins, voir 
chapitre 1). 
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La démonstration du fait que pour H? presque tout x € E,,s 
dt 1 

| Bart, Eps)” < +oo est identique a celle dans le cas régulier de 
0 

(4.12). La non-régularité de E est compensée par le choix des ÿ; (voir 
lemme 4.3.7 ainsi que (4.72)) qui sont des points de E au voisinage 
desquels la masse de FE est non négligeable (inégalités (4.64) et (4.71)). 

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.5 et donc du théoréme 
4.1.1. 

4.4 Preuve du théorème 4.1.2 

Soit E C IR” un ensemble d-régulier d-rectifiable avec H4(E) < +00. 

Soit q vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d. 

Nous allons montrer qu’alors en H% presque tout x € E, ona 

1 
| B,(z,t, nyo < OOo. 

Remarquons que, d’après le théorème 1.2.9, si E est uniformément 

rectifiable, donc, en particulier, si & est une union finie de graphes lip- 

schitziens, le théorème 4.1.2 est vérifié. 

Afin d'utiliser cette remarque, on va recouvrir E par une union de 

“bons” graphes lipschitziens. 

Fixons € > 0 

Proposition 4.4.1 Soit E C IR” un ensemble d-régulier d-rectifiable 
avec H*(E) < +00. Alors il existe 

e des d-plans (Pr)zem de G(n, d) 

e deux familles de d-graphes lipschitziens (ri) Len Ct (Ts) LEN 

où pour tout kEIN, tout 7 =d+1,---,n 

i = {x + Att (zx) :rE Fr} avec Aye : Py —> Pjest lips- 
chitzienne | 

e des réels strictement positifs (rz)kem 

de sorte que pour H* presque tout x € E, il existe k € IN tel que 
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(i) pour tout j=d+1,-..,n,rel%;NTz, et 

ENB(zxz,rr) = ENC (z,rz, €, Pr); (4.97) 

(le cône C(x,r,e, P) est défini dans le chapitre 1); 

(ii) pour touty€ ENC(zx,rr,e, Pe), tout j =d+1, ---, n, 

((Te(y), Az; (He(y)))) , < &; 

< (Hi), At;(i(y)))) , (4.98) 
où Il, est la projection orthogonale sur P, et (u);est la j-ième 
coordonnée de u € IR" = P, @ Py. 

En dimension d = 1, cette construction est due à C.J. Bishop [B1] 
(voir figure 4.1). 

Figure 4.1 : Dans B(z,r;), les points de E appartiennent à Pf NT, 
ou sont dans le cone hachuré (propriété (4.98) pour n = 2, d= 1). 

Preuve de la proposition 4.4.1 

Commençons par quelques rappels sur la Grassmanienne G(n, d). 

Pour tout P € G(n,d), on note IIp : IR” — P la projection orthog- 
onale sur P. On peut alors définir sur G(n, d) la distance 

dist(P, P') = ||Ip — Hp 
où || || est la norme usuelle sur l’espace des applications linéaires con- 
tinues. 
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Muni de cette distance, G(n,d) est compact (voir [Ma] chapitre 3).On 
peut donc considérer (P;);en une famille de d-plans de G(n,d) dense 
dans G(n,d). 

Pour tout P € G(n,d), tout r > 0, on note 

F(r,e,P)={# € BF: EN B(z,r) = ENC(z;r,e, P)}. 

Alors d’après le théorème 1.2.4 et le lemme 1.2.3, en H? presque tout 
point x € E, il existe P € G(n,d), r > 0 tel que x € F(r,e,P). 

Donc si on considère une suite de réels (r;):en décroissante tendant 

vers 0, alors on a 

E = (U (U F(rine, P))) UE (4.99) 
k 

où H4(Ey) = 0. 

Pour tout k € IN, tout i € IN, on considère un recouvrement 

de F(r:,e,P;) par une famille dénombrable de boules B (x, =) ou 

x € F(r;,€, Py). 

On a donc 

F(ri,e, Pi) = J (F (rs €, Px) () B (zs, 73 ) (4.100) 
REIN C 

= |) F(an,ri, €, Pe). (4.101) 
REIN 

Compte tenu de (4.101), (4.99) peut s’écrire 

E — (U F (ay, Tk, €, P,)) | J FE (4.102) 

où H*(Eo) = (. 

Pour terminer la preuve de la proposition 4.4.1, il nous suffit de con- 

struire pour tout k des d-graphes lipschitziens (Ty; dt1<jen et (T;,;) dti<j<n 

qui contiennent F(x,z, rz, €, Py) et qui vérifient (4.98). 

Considérons donc Fy = F(z, Th, € Pp) où k E IN. 

115



On note C(x,Tr, €, Pr) = C(z,rr, €, Pr) N | J Cy, a) et 

~ ye F, 

FF = LJ C(x, rx, €, Py). 

zeF, 

Soit II, la projection orthogonale sur P,. 

Pour tout u € Il&(F*), pour tout j € {d +1, ---,n}, on définit 

ax ;(u) = sup{u; € IR: il existe (ug, ---, Uj-1,Uj41, -**) Un) € 

IR"! tel que (u, ua, «++, U;,---, Un )E FF}. 

Soit Az ;(u) = (ua, +++, af ;(u), +++ tn) € IR" pour lequel le sup 
précédent est atteint . 
On définit de même a, ; grace à l’inf puis A, ;. 

Pour tout j € {d+1,---, n}, AX; (respectivement A; ;) est une ap- 
plication lipschitzienne de Il,(F{) C P4 sur Pj, on peut la prolonger en 
une application lipschitzienne de P, dans Pj, soit ry; (respectivement 

l,.;) son graphe lipschitzien. 

Il est clair qu’ alors pour tout 7 € {d+1,---,n}ona 

oF, CTÉ NT; 
e SiyE FE 

((He(y), Azs(y))), < (y); < ((He(y), AË;())), (4103) 
où (u);est la j-ieme coordonnée de u € IR" = P, @ P;. 

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.4.1. 

Appliquons la proposition 4.4.1 à l’ensemble E. 

Soit Ty = | Û rt, )U Ü ri) EN. 
j=d+1 j=d+1 

Tl; est un ensemble uniformément rectifiable, donc pour H? presque 

tout y E€T,, ona | 

ff Bat, Ta) < 00 (4.104) 
donc pour H® presque tout x € F(ze, Tk, €, Pe) 

1 dt 
ff Batst, TP < 00. (4.105) 
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Or pour H@ presque tout z € F( xx, 7x, €, Ps), d’après (4.97) et (4.98), 
on a 

r dt r dt Î Bat EPS <C Î Bates D) (4.106) 

d’où 
1 dt 

Î Ba(x,t, E) 7 < 00 (4.107) 

donc d’après (4.102), pour H? presque tout r € E 

Î Batt,t, E) 7 < 00. (4.108) 

Ce qui finit la preuve du théorème 4.1.2. 
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Chapitre 5 

Décomposition de la 

couronne d’ensembles semi- 

réguliers 

5.1 Introduction 

Nous allons dans cette partie établir une condition de “rectifiabilité 

uniforme” pour des ensembles que l’on ne supposera pas régulier. 
Commençons par quelques rappels. 
Soit & C IR” un ensemble Ahlfors-régulier de dimension d. 
On a vu que E est uniformément rectifiable si et seulement si E est 

inclus dans une surface w-régulière (voir fin du chapitre 1). 
Nous allons donner une définition équivalente en termes d’approximation 

par des graphes lipschitziens. 
On suppose que & est muni d’une famille A de cubes dyadiques (voir 

théorème 4.2.4). 
Une coronisation de & est un triplé (B,M,G) où B et G sont des sous- 
ensembles de À, F est une famille de sous-ensembles S de G tel que 

(i) A= BUG et BNG=0, 

(ii) B vérifie une condition de packing de type Carleson, c’est à dire 
qu'il existe €’ > 0 telle que pour tout REA, 

> H*(Q)<CH“(R); (5.1) 
{QEB:QCR} 

(iii) G est la réunion disjointe des S, Se F; 

(iv) pour tout S € F, il existe un cube maximal Q(S) tel que, pour 
tout Q € S, Q C Q(S) et si Q € A est tel qu'il existe QE S 
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avec 

Q'c Qc QS) alorsQ ES; 

(v) les cubes maximaux Q(S), S € F, vérifient une condition de 

packing de type Carleson, c’est à dire qu’il existe C > 0 telle que, 

pout tout REA, 

>> H4(Q(S)) < CH“(R); (5.2) 
{SEF:Q(S)CR} 

Remarques : 

1. Les éléments S de F sont appelés régions de temps d’arrét. 

2. La propriété (iv) est une propriété de cohérence des régions 
SEF. 

3. (i) signifie qu’il n’y a pas trop de mauvais cubes, c’est a dire des 
cubes de B. (v) signifie qu’il n’y a pas trop de régions de temps 

d’arrét. 

On dit que & admet une décomposition de la couronne si pour tout 

n > 0, tout 6 > 0, on peut trouver une coronisation (B,G,F) avec la 
propriété suivante : pour toute région S de Ff, il existe un d-graphe 
lipschitzien l'(S) de constante inférieure ou égale a 7 tel que, pour tout 
zxE2QoùQES,ona 

dist(z,l'(S)) < 8diamQ. (5.3) 

Remarque : Cette notion est différente (même si elle s’en inspire) de 
celle introduite par Carleson pour traiter le problème de la couronne 
(voir [C], [GJ] ou la discussion dans [Ga3] chapitre VIII). 

David et Semmes ont prouvé le résultat suivant. 

Théorème 5.1.1 ([DS1], [DS2]) E est uniformément rectifiable si et 
seulement si E admet une décomposition de la couronne. 

Ainsi, si E est uniformément rectifiable alors E x Rt peut être divisé 
en une bonne et une mauvaise partie. Celle-ci n’est pas trop grande 
d’après (5.1), et la bonne est divisée en régions de temps d’arrêt sur 
lesquelles E est bien approximé par des graphes lipschitziens (inégalité 

(5.3)), ces régions étant controlées par (5.2). 
Au vue de ces définitions, on voit que la rectifiabilité uniforme implique 
la rectifiabilité. En effet, d’après (5.2), pour presque tout x € E, tous 
les cubes Q € G suffisamment petits tels que x € 2Q sont tous dans 
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une même région S, d’où d’après (5.3), x € I'(S). 

La décomposition de la couronne d’un ensemble uniformément rec- 
tifiable E permet de contrôler le comportement d’intégrales singulières 
définies par des noyaux standards. Sur chaque région de temps d’arrét 
S, comme l’ensemble est bien approximé par un graphe lipschitzien, on 
peut utiliser les résultats classiques sur le comportement d’intégrales 
singulières définies sur des graphes lipschitziens. 

Nous allons dans cette partie donner un analogue de la décomposi- 
tion de la couronne pour les ensembles non réguliers. Remarquons que 
dans ce cadre, la condition de packing de type Carleson n’a plus de 

signification. 
Soit £ C IR”, d un entier. 

On supposera seulement que Æ est fermé et semi régulier supérieure- 
ment (s.r.s.) de dimension d, c’est à dire qu’il existe une constante 
C' > 0 telle que, pour tout x € FE, tout R > 0, 

H*(EN B(x,R)) < CR. 

Nous avons besoin, avant d’énoncer notre théorème, de quelques 
définitions. 

Pour tout x € IR”, tout t > 0, on considère, si H(EN B(z,t)) #0, 

1 

H4(E Nn B(a,t))’ r(z,t) = 

sinon, r(x,t) = 0. 
On peut associer 4 r une fonction maximale : 

(xt) = sup r(y, 5) 
{(y,.s)€ExIR+:B(y,e)CB(z,t)} 

a (5.4) = SUP . 4 

{(y.s)€ExRt:B(y,s)CB(z,1)} HE N Bly, s)) 

Remarque : E étant s.r.s., pour tout x € E, tout t > 0, F(x,t) > C. 

On définira de même pour tout ensemble borné À C IR”, 

_ (diamB)? 
À) = 

F(A)= sup sare AB) 
où le sup est pris sur toutes les boules B de IR” centrées sur £ telles 
que BN A £ 0 et diamB < diamA. 
Pour tout x € IR”, tout t > 0, on définit, 
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e Bs(x,t,E) =inf sup dist(y, P) si EN B(z,t) £ 0, 
P yE ENB(z,t) t 

où l’inf est pris sur tous les d-plans P de IR”, 
sinon, 6..(z,t, &) = 0. 

dist(y, Fi. 
On choisit un d-plan Py 2) tel que Be (x, t, E)= sup st(y, Pre,t)) 

y€ENB(z,t) t 
et ce plan est le d-plan approximant de E dans B(z,t). 

| | O(z, t) = sup angle( Pt), Pr t')) 

(z't’) 
où le sup est pris sur tous les (z’,t’) € E x R* tels que 
dist(z,z') < Ktet kK-'t < t < Kt, où K est une constante 
positive. 

e £..(z,t, E) = B..(z,t, E) + O(z,t). 

Les fonctions © et 3, sont légèrement différentes de celles définies 
au chapitre 3, cependant leur interprétation est la même. Aïnsi, si 
Bo(x,t, E) est petit, alors E est bien approximé dans B(z,t) par une 
droite Fyez) (car B..(2,t, E) est petit), et toutes les droites “approxi- 

mant bien” E dans B(x,t) sont proches de Fy.1) (car O(z, t) est petit). 

Soit B?(E) = JL. | ~ Bao(2,t, B)*#(a, td. 

On a alors 

Théorème 5.1.2 Soit E C IR” compact, s.r.s. de dimension d. 
Si B(E)? < co, alors pour tout 7 > 0, tout 6 > 0, on peut trouver une 
famille F de sous-ensembles S de E x IR* avec les propriétés suivantes. 

e Pour toute région S de F, il existe un d-graphe lipschitzien T(S) 
de constante inférieure à n telle que pour tout (x,t) € S, 

dist(x,T(S)) < 6t. (5.5) 

e Pour H presque tout x € E, card{S EF: il existet > 0, (x,t) € 
S} est fini et il existe S € F, t(x) > O, tels que, pour tout 
t €]0,t(x)], (xz, HES. 

Remarque : Il est clair qu’alors & est d-rectifiable. 

La preuve est similaire à celle de David et Semmes dans [DS1]. 
Dans le paragraphe 5.2, on construit les régions de temps d’arrêt S en 
les munissant des bonnes propriétés (en particulier, E sera bien approx- 
imé par des plans dans ces régions), puis, dans le paragraphe 5.3, on 
construit le graphe lipschitzien l'(S) associé à chaque région S. 
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Dans le paragraphe 5.4, on montre que la régularité de l’application lips- 
chitzienne À dont le graphe est l'(S) dépend de la qualité de l’approximation 
de E sur S par des d-plans, donc des Boo. 

Le paragraphe 5.5 est consacré au contrôle du nombre de régions de 
temps d’arrét. 

Enfin, la dernière partie contient la fin de la preuve du théorème 5.1.2. 

5.2 Construction des régions de temps d’arrêt 

Soit A la famille usuelle des cubes dyadiques de IR”. 
On note Ag={Q:QEAet H4(QNE) £ 0}. 

On se donne des constantes positives £o et 6 (6 étant très grande 
par rapport à €o). 
Pour tout Q € Ag, on définit 

dist(y, P) 
f 5.6 P(Q) = sup Ham (5.6) 

où l’inf est pris sur tous les d-plans P de IR”. 
. dist(y, Po) 

On choisit un d-plan Fg tel que B(Q) = sup - , et ce plan 
yeEn2Q diam) 

est appelé le d-plan approximant de E dans Q. 

On considère O(@) = sup angle(Po, Por) où le sup est pris sur les 
Q! 

Q' de Ag tels que dist(ro,to:) < KdiamQ (avec rg et to les centres 
de @ et Q' respectivement) et K~'diam@ < diamQ’ < KdiamQ. 
Enfin, 6(Q) = 5(Q) + 9(Q). 

Remarque : Les fonctions 3(Q) et O(Q) sont les analogues des fonc- 
tions 0,.(z,t, E) et O(x,t) définies au paragraphe précédent. 

Soit k une constante positive assez grande. 

On définit alors 

Br = {Q € Az: Bio < &0} 

Mr = {Q € Ar: ro > €}: 

(kQ est le cube de même centre que Q, de diamètre kdiamQ), à cotés 
parallèles aux axes) 
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On a alors Ag = Be UMzget BENMe = 8. 

Si Q, Q' € Ag et Q' C Q, on dit alors que Q’ est un descendant de 

Q et que Q est un ancêtre de Q'. Si, de plus, diamQ" = oe 

que Q' est le fils de Q et Q est le père de Q. 

, on dit 

On construit les régions de temps d’arrêt de la manière suivante. 

Soit Q° le cube le plus grand de Bg. 
On supposera que, si Q est un fils de Q°, E n’est pas inclus dans Q. 

La région de temps d’arrét S de cube maximal Q° est formée des 

cubes @ de Bg tels que 

(P1) Qc Q"; 

(P2) le père Q de Q est dans S et vérifie angle(P,5, Pro) < ? 

D
I
S
 

(P3) angle( Pro, Pro) < 6; 

(P4) tous les frères (les fils d’un même père) de Q vérifient (P1) et 
(P3). 

Considérons le plus grand cube Q! dans Bg/S . On peut alors 
construire comme précédemment une région de temps d’arrét de cube 

maximal Q!. 
En itérant cette construction, on obtient une famille F de régions de 
temps d'arrêt. 

Remarque : Les propriétés (P1) et (P2) donnent aux régions S une 
propriété de cohérence semblable à (ii) de la coronisation (voir le para- 
graphe précédent). 

SiS € F, on note S le sous-ensemble de E x IR* suivant 

S — € (2,0 € E x R° : ilexiste Q E S tel que x € Q et oo < t < diamd 

Si(z,t)€ S, alors 

1. pour tout y € EN B(x, kt), dist(y, Pree) < keot ; 

2. si (x',t') € S avec dist(x,x') < Kt et K-14 < # < Kt alors, 

angle( Pre ,kt); Prat kt!y) < €o- 

124



(P(z,ke) est le bon plan approximant de E dans B(z, kt)) 

Pour tout S € F, tout x € FE, on définit 

d(x) = ds(x) = qint ,(dist(z, y) +t). (5.7) 

diamQ 

2 
Si (x,t) € S, on considère Q C S tel que x € Q et 

et on pose Pyz.4) = Po. 

< t < diamQ, 

Soit m(S’) l’ensemble des cubes minimaux de S, c’est à dire les cubes 
Q de S tels qu’ aucun des fils de @ n’est dans S. 

Pour tout x dans le cube maximal Q(S) de S, si d(x) # 0, on note 
Q(x) Punique Q € m(S) tel que x € Q. 
Soit ts(x) = diamQ(x). 

On note 

B,(S) {2 € QS) NE: angle(Praz), Pras) > 3} 

BS) = {xEQ(S)NE: un des fils Q' de Q(x) est dans Mz} 

B3(S) = {x €Q(S)NE: d(x) = 0}. 

On a alors Q(S)N EF = Bi(S) U B,(S) U Bs(S). 

De même, on considère, 

Fi = {Se F:H(B(S)) > ZHY{ENQS))}; 
F, = {SeF: H*(B,(S)) > SHY{ENQ(S))}; 
Fy = F(AUR). 

F; est l’ensemble des régions de temps d’arrêt de type i. Pour une 
région de type 7, l’ensemble B;(S) est “grand”. 

5.3 Construction du graphe lipschitzien ap- 

proximant 

Soit S € F une région de temps d’arrét de cube maximal Q°. 
Soit Fo un d-plan minimisant Lo. 
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On notera II (respectivement II+) la projection orthogonale sur Pp (re- 
spectivement P;‘). 

finit D(p) = inf d(z). On définit D(p) ee (x) 

On souhaite construire une application lipschitzienne A: Py — P+ 
telle que les points de Q° soient “très proches” du graphe G(A) = 
{x + A(x):x € Po} de À. 
Soit ko une constante positive. 
Commençons par un lemme fort utile par la suite. 

Lemme 5.3.1 Siz, yEkQ°NE vérifient 

|x — y| > 10-* min(d(z), d(y)) 

alors 

(x) — I (y)| < 26|M(x) — H(y)|. 
Preuve du lemme 5.3.1 : 
Supposons |x — y| > 107-4 d(z). 
Soit C une constante positive assez grande avec 2C’'kép < 6. 
Alors, par définition de d, il existe (z,t) € S tel que dist(z,z) +t < 

Clz—ylett~ |z—yl. | 
De plus, puisque (z,t) € S, il existe un d-plan Py, 44) tel que, 
pour tout a € EN B(z,kt), dist(a, Pur) < keot. 

Or par choix de (z,t), dist(x,z) < kt et dist(y,z) < kt (si k est choisi 
assez grand). 
D'où, 

dist(x, P{z,x1)) + dist(y, Pen) << 2keot (5.8) 

< 2Ckeo|x — y| (5.9) 

< 6x — yl. (5.10) 

De plus, par construction de S, angle( Po, P{z,xt)) < 6. 

Donc, |II+(z) — II+(y)| < 26|II(x) — H(y)|. 

Passons maintenant à la construction de A. 

Définition de A sur I(Z) 
Si z € Z, on définit 

A(TI(2)) = T(z). (5.11) 
Vérifions que A est bien alors une application lipschitzienne sur II(Z). 
Soient z, z' € Z. 
Par définition d(z) = 0, on peut donc appliquer le lemme 5.3.1, 

|A(H(z)) — AG) = 2 (2) — 1421) < 26|01(2) — 124). 
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A est donc lipschitzienne sur II(Z) de constante inférieure ou égale à 26. 

Construction de À en dehors de II(Z) 

On peut assimiler Py à IR‘. En particulier, on peut munir Po d’une 

famille de cubes dyadiques (ce sont ici de vrais cubes dyadiques). 
Pour tout x € Fy avec 

e D(z) > 0; 

e x n’est pas dans la frontière d’un cube dyadique; 

on définit R, le plus grand cube dyadique dans Py contenant x et véri- 
fiant 

1 
diamR, < 50 int D(u). 

Soit R;, 1 € J, l’ensemble de tous les cubes R, sans répétition. Alors 
les À; sont deux à deux disjoints, recouvrent F6/II(Z) et ont une inter- 
section vide avec II(Z). 
De plus, on a 

Lemme 5.3.2 Si 10R; N 10R; 49, alors 

A diamR; < diamk; < Cdiamh;. 

En fait, pour tout y € 10R;, 

10diamR; < D(y) < 60diamR:;. (5.12) 

Preuve du lemme 5.3.2 : 

il suffit de montrer (5.12). 
Soit y € 10R;. 
Puisque D est lipschitzienne de norme 1, pour tout u € R;, 

IDy)- D(u)| < ly-ul 
< 10diamR;. (5.13) 

D'où, D(y) > min D(u) — 10diamR:. 

Or, par définition de R;, min | D(u) > 20diamR;, donc D(y) > 10diam Rj. 

De plus , le père R de R; n’est pas un des R,, donc il existe z € R tel 

que 
D(z) < 20diamR = 40diamR:. 

D étant lipschitzienne de norme 1, 

D(y) — D(z) ly — z| 
10diamR 

20diam R;. IA
 

IA
 

IA
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Donc, 

< D(z)+20diamR; 

< 60diamR;. (5.14) 

Ce qui termine la preuve du lemme 5.3.2. 

On va alors construire A sur Up = Po N B(H(xo), Koto) où rp est un 
point fixé de Q%, to = diamQ. 
Remarque : On pourra alors étendre A sur Po en considérant un recou- 
vrement de type Whitney (voir théorème 4.3.6) de P6/II(Z) (voir les 
théorèmes d’extension dans [St] chapitre VI). 

Pour cela, on considère Jp l’ensemble des 7 € J vérifiant 

R: NV # O. 

Pour tout i € Lo, on choisit (x;,t;) € S tel que 

diam, < t; < Cdiamh;; (5.15) 

dist(Il(x;), R;) < CdiamR;. (5.16) 

Remarque : Un tel (2;,t;) existe bien. En effet, si p € R;, il existe 

(x,t) € S tel que 

dist(p, II(x))+¢# 2D(p) par définition de D < 

< 120diam; d’après (5.12). 

Pour tout i € Lo, on définit B; : Py — P> la fonction affine dont le 
graphe est P2;,ki,). 

Comme (z;,t;) € S, par construction de S, angle(Po, P{e.kt:y) < 6, et 
donc B; est lipschitzienne de norme < 26. 

Pour tout z € Lo, soit bi une fonction test C? tel que 

e0<¢ <1; 

e d; = 1 sur 2R;; 

e ¢; = 0 en dehors de 3R;: 

e |V'd;| < C (diamR;)~' pour I = 1,2. 
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1€lo 

On pose alors pour p € V,i€ I, 

pi(p) = ¢:(p) > 3) | : (5.17) 
Elo 

Les ¢;, 7 € Lo, forment une partition de l’unité sur V. 

Remarque : D’après le lemme (5.3.2), pour tout 7 € Lo, pour 1 = 1,2, 

|V'¢;| < C'(diamR;) ‘. 

On définit À sur V par 

A(p) = 2 $i(p) B(p). (5.18) 
Elo 

On peut noter que V NII(Z) = @ d’après (5.12) et que Up /TI(Z) C V. 
Donc, (5.11) et (5.18) définissent A sur Up. 

Vérifions maintenant que A est lipschitzienne sur Up. 
Commençons par étudier la restriction de A sur 2R;, j € Io. 
Pour p,q € 2R;, ona 

JAP) — A(g) < 122 dC) {B:(p) — Bi(a)} | 
Elo 

+| D {¢:(p) — hi(a)} B:(a)l. (5.19) 
1€lo 

On a déja vu que B; est 26-lipschitzienne, d’où 

[> dir) {Bi(p) — B:(g)}| < 26 D 20} Ip — gl (5.20) 

_ < 26p- al (5.21) 
Puisque 3° {éi(p) — 44(@)} = 0, on a 

DACOOLOPACOE OC EE TO 
| N (5.22) 

Si ¢:(p) Z 0 ou #:(q) # 0, alors p ou q est dans 2R;, donc 2R;N2R; £ 0, 
d’ ot, d’après le lemme (5.3.2), diam; ~ diamR,. 

De plus, |V'¢;| < C (diamR;) " pour / = 1,2. 

On en déduit 

bi(p) — big) < C (diamR;)~ |p — al. (5.23) 
Pour estimer B;(p) — B;(q), on utilise le lemme suivant. 
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Lemme 5.3.3 Si 10R; N 10R; £ @ alors dist(xi,x;) < CdiamR; et 

pour tout q € 100k;, 

Preuve du lemme 5.3.3 : 

Supposons |z; — z;| > st; (sinon la premiére partie du lemme est 

vérifiée). 

On a alors fr; — z;| > ds). 

On peut alors appliquer le lemme 5.3.1, 

re) — IH (z;)| < (xs) — H(z;)|. (5.25) 

Or, 

\I(x;) — I(z;)| < dist(Il(x:),R;)+ sup dist(y,z) + dist(R;, IH(zx:)) 
yER:,zER; 

< CdiamR; (d’après (5.16) et diam; ~ diamR;) 

D'où |z; — z;| < CdiamR,. 
Donc, si K est assez grand, 

angle(Pe;,kt;); Pw ;,kt;)) < Boo(2;; kt;, E) 

< C'Eo < 6. (5.26) 

Soit pour tout g € 100R;, 

|[B:(q) — B;(p)| < CédiamR,. (5.27) 

Remarquons que, pour. j fixé, les i vérifiant 10R; N R; # 0 sont en 
nombre borné. Donc d’après (5.21), (5.23) et (5.24), 

|A(p) — A(q)| < 26|p — gl + C (diamR;)™ |p — q|SdiamR;. (5.28) 

Soit 

|A(p) — A(q)| < Cp — al. (5.29) 
Ce qui prouve que A est lipschitzienne de norme < C6 sur 2kR;, pour 
tout 7 € Lo. 

On a, en outre, pour tout po E H(Z),p € |) R;, 
JElo 

|A(p) — A(po)| < Cd|p — pol. (5.30) 

Prouvons (5.30). 
Soit 7 ‘= Lo. 
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On considère alors p € R;,(x;,t;)€ S associé à R;. 

On a 
|A(p) — A(po)| < a1 + a2 + a3 + a4 avec 

a = |A(p) — Bp) (5.31) 
az = |B;(p) — B;((z;))| (5.32) 
as = |B;(II(x;)) — I (x;)| (5.33) 
ag = |T+(2;) — A(po)l. (5.34) 

Remarque : po € II(Z), D est 1-lipschitzienne, donc D(p) < |p — pol. 

Soit par définition de R;, 

diamR; < 1 inf D(u) < |p — pol- 
ue Rj 20 

a, < |A(p) — B;(p)| (5.35) 
< | 2 $:(p) Bip) — B;(p)| (5.36) 

< | 2 d:(p) (Bi(p) — B;(p)) |. (5.37) 

Si ¢:(p) # 0, alors p € 3R;, donc 3R;N3R; £ 0. 
D’ où, d’après (5.24), |B:(p) — B;(p)| < CédiamR,. 
Soit 

ay < CédiamR; 

< Célp — pol. (5.38) 
De plus, 

az = |B;(p) — B;((xi))| 
< 26|p — Il(x;)| car B; est 26-lipschitzienne 

< CéddiamR; par définition de (x;,t;) 

< Cé|p — pol. (5.39) 
| (5.40) 

as = |B;((x;)) — I (x;)| 
< 2dist(z;, Pro ;,kt;)) 

< 2keot; par définition de Pie;42;) et car (x;,t;) € S 

< CepdiamR; d’après (5.15) 

< Ceé |p — pol. (5.41) 

a4 = [4 (œ5) — A(po)| = |+(2;) — 114 (x) 
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OÙ ZT = (po, A(po)) EZ. 

On peut donc utiliser le lemme 5.3.1 appliqué à x et x; 

I+ (2) — 14(x5)| < 26|11(2) — (a). (5.42) 
Donc, 

da < 26|po — II(z;)| 
< 26 (|po — p| + |p — H(x;)|) 
< C6(|po — p| + diamR;) 

< C6|po — pl (5.43) 

Les 4 estimations sur a1, a2, as et aq nous donnent (5.30). 

Ce qui finit de montrer que A est lipschitzienne de norme < C6. 

Nous allons maintenant évaluer dist(z, (II(z), A(II(x)))) pour 
rE koQ° M E. | 

Remarquons que si x € Z, dist(x, (I(x), A(II(z)))) = 0. 

Essayons d’évaluer dist(x, (II(z), A(II(xz)))) pour x ¢ Z et pour cela 
démontrons le résultat suivant 

Lemme 5.3.4 Soient p € B(II (xo), 2kote) N Po et r > 0 tels que 

D(p) <r < Koto. 

Soit (y,t) € S tel que 

e dist(p, II(y)) < Cr; 

1 
e—r<t<Cr. ars < Cr 

Alors II (B(p,r)) N 2k0Q° est contenu dans CoB(y,t) (où Co dépend 
de C' et ko). 

Par conséquent, pour tout z € koQ", 

1 | 

Zd(e) < D(M(2)) < a2). (5.44) 
0 

Preuve du lemme 5.3.4 : 

Soit g € II-!(B(p,r)) N 2k0Q° 
Si |y—q| < t alors q € B(y,t), la première partie du lemme serait alors 
démontrée. 
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Supposons donc que |y — q| > t > d(y) (car (y,t) € S). 
Donc, d’après le lemme 5.3.1, 

HE (y) — 1 (g)l < (y) — H(g)|. (5.45) 

Or, par hypothèse sur (y, tf), 

dist(p, II(y)) < Ct, (5.46) 

et, puisque g € IH (B(p,r)) et r < Ct, 

dist(p, II(q)) < Ct. (5.47) 

On en déduit 

[TI(y) — I(a)| < dist(II(y), p) + dist(p, I(q)) < Ct, (5.48) 

d’où, avec (5.45), 

ly — gl < Cot. (5.49) 
Ce qui démontre la premiére partie du lemme. 
Passons à la seconde partie. 

Soit z E koQ. 

e Sill(z) € II(Z), alors, II! (II(z))NkoQ° contient un unique point. 
En effet, supposons qu’il existe Z € II~'(II(z)) N koQ° avec z £ 
Z. Alors, II(z) = II(Z), et, puisque d(z) = 0, d’après le lemme 
(5.3.1), 

(2) — I (2)| < 26/12) — H(2)|: 
D'où, II*(z) = Ti+ (2), soit z = z. 
Donc Vinégalité (5.44) est triviallement vérifiée. 

e Si T(z) ¢ II(Z), posons p = II(z) et r = D(p) (D(p) > 0 car 

p ¢ II(Z)). - 
Il existe alors (y,t) € S tel que 

— dist(p, T(y)) < Cr; 

- ar <t<Cr. 

Donc dist(II(z), I(y)) < Cr, d’où, d’après la première partie du 
lemme, z € CoB(y,t). 
Or, par définition de d, 

d(z) dist(y,z) +t < 
< Cot car z € CoB(y,t). (5.50) 
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De plus, t < CD(p) = CD(iI(z)), donc d(z) < CD(II(z)). 
L’inégalité inverse est vérifiée par définition de D et d. 

Considérons alors z € kkhQ? NE et x € Z. 
Posons p = II(z). 
D’aprés le lemme 5.3.4, 

D(p) = D(N(x)) > Gotd(z) > 0. 
Donc, il existe 2 € J tel que p € Fi. 

On peut appliquer la première partie du lemme 5.3.4 à r = D(p) 
et (y,t) = (23, ti). 

En effet, 

dist(p, I(x:) lA
 C'diam A; 

1. 
C59 inf, PC) 
SDP). (5.51) 

lA
 

IA
 

et d’après (5.15), t; = diamR;. D'où d’après le lemme 5.3.2, et 
puisque D(p) ~ diam;, 

SD(P) <t, < CD(p). (5.52) 

On a alors x € B(x;,Cot;), donc, si k >> Co, puisque (2;,t;) € S, 

dist(z, Prz;,nt;)) < keot;. 

D'où, puisque P(2.,k1.y est le graphe de B;, 

[I (x) — B;(I(x))| < 2keot: 
C'EoD(p) d’après (5.52) < 

< Céod(z). (5.53) 

(La dernière inégalité découle de la définition de d et de D) 

De plus, si p € fF, 

IBi(p) — A(p)| < | 2 8;(P)(B:(p) — B;(p)|. (5-54) 
3€lo 

Si ®;(p) # 0 alors 3R;: N3R; £ 0, donc d’après le lemme 5.3.2, 
diam; ~ diam ,. 
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D'où, angle(Pre;,et,), P{2;,kt;,)) < €o (à condition que K soit assez 
grand). 
On en déduit 

[B:(p) — B;(p)| < Céot: 
< C'EeoD(p) d'après (5.52) 

< Ceéod(z). (5.55) 

(La dernière inégalité découle de la définition de d et D) 

Or le nombre de tels 7 € Jp est borné, donc 

|Bi(p) — A(p)| < Ceod(z). (5.56) 

Donc, si zx € kkQ° NE et x € Z, alors I(x) € R; pour un certain 
zet ona 

dist(x, (M(x), A(II(x)))) < (x) — B(I(z))|+ IB:((x)) — A((x))| 
< CEod(z) (5.57) 

5.4 Régularité du graphe lipschitzien et 

fonctions + 

Soit S une région de temps d’arrêt de cube maximal Q°. 
Soit À : Py — PF; l'application lipschitzienne construite au para- 
graphe 5.3 et associée à S (on conserve ici les notations du paragraphe 
5.3). 
On va montrer dans cette partie que la qualité de l’approximation de 

l’application lipschitzienne de À par des applications affines est liée à 
la qualité de l’approximation de & (dans S) par des d-plans. 

Pour cela, on considère, pour tout p € Fy, t > 0, 

o(p,t) = inf (2 I oan ate = “wl 7) 

où l’inf est pris sur toutes les fonctions affines a : Py —> Pj. 
On définit de même, 

F(p,t) = inf (3 i enor jee du) 
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où l’inf est pris sur tous les d-plans affines M de IR”. 

On a alors 

y(p,t) < CY(P,t). (5.58) 

On souhaite majorer Î 
pEB(N(z0),koto)NPo 

= 1 
tégrale en 3. (ici, ro est un point de Q°N EL, to = 5diamQ"). 

to dt 
iA a 7(p;t)dp— par une in- 

D'après (5.58), il suffit de majorer 

to dt 
+(p, t)*dp—. 

Lc cacesy tote Lo Ft) dp t 

Commençons par majorer 7. 
Soit p € Po, t > D(p). 
Il existe alors un z € E tel que 

e 2€ Q"; 

e |p — I(z)| < Ct. 

(on supposera dans la suite que pour un tel (p,t), z = z(p,t) est fixé) 
On considère Pip.) un d-plan minimisant G(p, kt, E). 

alors 1 dist((u, A(u)), Po x) ~ 1S U, U } }, kt) 
this i @k) qu. 

On en déduit, 

4(p,t)<a+ JS b: (5.59) 
tEI(p,t) 

avec 

_ 1 dist((u, A(u)), P(p,kt)) du: if 
+4 JB(p,t)nN (2) t 

pour touti1e l(p,t)={iel:B(p,t)Nn R 4 9}, 

—— =f dist((u, A(u)), P(p;kt)) du 

+4 JB(pt)nRi t | 

Majoration de a 

dist 
a = i 1S ((u, A(u)), P(p;kt)) du. 

12 JB(pt)NU(2) t 

Soit u € B(p,t) NII(Z), alors x = (u, A(u)) € Z. 
Donc, |x — z| > 10~*min(d(z), d(z)). 
D’aprés le lemme 5.3.1, puisque 

dist(II(x), II(2)) < dist(u,p) + dist(p, I(z)) < Ct, 
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dist(x,z) < Ct, 

et x est unique point dans II~!(u) N kpQ?. 
On obtient alors 

a < if dist(z, Pptt)) 3 

td Jn-1(8(p;t))}Nko Q°NE t 

1 dist((u, A(u), P < = | ist((u, A(u), Pore) ne (5.60) 
t? JB(p,Ct)nko QE t 

D'où, si k est choisi assez grand par rapport à ko, 

a < Chi(z,kt, E). (5.61) 

Majoration de b; (pour i € I(p,t)) 

_ 1 | dist((u, A(u)), P(p,kt)) d i= = U. 
t* JB(p,t)nR; t 

Pour u € B(p,t) NR, 

dist((u A(u)),Piean) dist((w, A(u)), Pett) 
t — t 

A sup dist(w, Pott) 5 69) 

{we Pre; nt): ]w—-2i]<SCt} t 

Or, on a 

dist(w, P = 
sup = CS (ext) < CB.(z, kt, E). (5.63) 

{we Fro, nt):|w—2zs|SCt} 

Preuve de (5.63) : 

Montrons que |z — 2;| < Ct. 
Si |z — z,| < d(z,) alors |z — x;| < t, car d(#;) < t; <t. 
Supposons donc, |z — z;| > d(a;), alors, d’après le lemme 5.3.1, 

(2) — II" (x;)| < 26|M(z) — M(z,)|- 

De plus, 

(=) — (2.)| < [IK(2) — pl + dist(p, Ra) + sup dist(g, (a). 
gem; 

Or, II(z) € B(p, Ct), B(p,t) N R; € 0, et dist(R;, H(x:)) < Ct; < Ct, 
donc 

(2) — M(2)| < Ct, 
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soit |z — x;l < Ct. 
On en déduit, si K est assez grand, par définition de B,.(z, kt,E), il 
vient 

angle(P(2; kr) P(p,ht)) < Boo(z; Kt, E), 

d’ot (5.63). 

Montrons maintenant 

dist((u, ACH) Pie) <c > Bao (2;,k25t;,E). (5.64) 
{jt <2t:<t} 

dist((u, A(u)), P{askt)) < dist(u, A(u)), P{eikt:)) 
t — t 

+ sup dist(w, Pre kt) ) . 

{we Pra; ht): | Cts} t 

Or, 
ist ost: .- 

dis EAN A sykt;) ) < C2 B..(zi kt;, E). (5.65) 

En effet, par définition de A et des B;, 

Si, Au) Peu) < cy Bile) = BiG 

où la somme est sur les indices j tels que u € 3R; et 3R;:N3R; 4 O. 
Soit 7 un tel indice. 
Puisque 3R;N3R; # 0, on a d’après le lemme 5.3.3, dist(x:,x;) < Ct; 
et, d’aprés le lemme 0.3.2, 4 ~ t;. 

Soit, si AK est assez grand, par définition de Boo( Xi; kt;, E), il vient 

angle(P{z,,kt;); P (a; kt;)) < Boo( Xi; kt:, E). 

Donc, 
Li = 

| B:(u) — B;(u)| < Ce Boo( Xi; kt;, E). (5.66) 

De plus, il y a un nombre borné de R; tel que 3R;N3R; £ 0. 
On obtient donc bien (5.65). 
Montrons 

dist(w, Py.. sup 1S (w, ( kt) ) < > Li, k2it;, E). 

{we Pro; ,ne;):lw—2i|<Cts} t {7:t; $23 t; <t} 
(5.67) 
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dist(w, Pre. dist(w, Pre. ou. 
sup (w ( kt) ) < sup 1S (w, ( ;,2kt;) ) 

{wE Pre, et,):]w—2zi |S Cts} t {we Pre, ne,):}w—2i|S Cts} t 

dist(w, F,.. 
+ sup 1S (w ( iskt) 

{we Pre, 2n2,):]w—2i|<2Ct} t 

Par un raisonnement identique a la preuve de (5.65), on a 

dist(w, Pre. one. sup ist(w, Pe;,2Kt;)) 

{we Pre, jkt,):]w—25|<Ce;} t 

ti = 
< OC Bool xis 2kt;, E). (5.68) 

Puis par itération, on obtient 

sup Se Fe kt) <C > 

{we Fre, ney: |w—2s(<2Ct;} {j:t; $25 t;<t} 

Ce qui prouve (5.67). 
(5.65) et (5.67) nous donnent (5.64). 
(5.62), (5.63) et (5.64) nous donnent l’inégalité suivante, pour tout 
u € B(p, t) M Fi, 

dist((u, A(u)), P(pkt)) < CBoo(Z, kt, E) 
t 

+ C NN , k27t;, E)(5.69) 
{7:t; <2) t;<t} 

On en déduit 

. d 

b < o (== :) { Boo(z, kt, E) 

+ » ti, k25t;, E)}. (5.70) 
{5:t; <2 t;<t} 

On a donc 

Y(p,t) < Chi(z,kt,E) +C REX Bool 2; kt, E) 

ore 

+LCY es) > 

i€I(p,t) t {7:t;< 251; <t} 

LJ RC B(p, Ct) et les (Ri):exp,t) sont disjoints. Donc 
i€I(p,t) 

2 6) 

\. (diamR;)* < C#?. 
i€I(p,t) 
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On en déduit 

(pt) < CB,(z, kt, E) + CB..(z, kt, E) 
A d . 

+ cS | (2%) > eu KDE). 
ieI(p,t) {j:t: $278; <t} 

D'où, 

F(p,t)? < CB,(z, kt, E)? + CB(z, kt, E) 
| iamR.\° | oi. - | 1° + C 5 (=F) > = Bool Xi, k25 t;, 2) | 

ET (pt) (jte S254; <t} 

Or, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que 
, d 

> (==) <C,ona 
i€I(p,t) t 

> { (Sse) > Bales bt B) 

Lic I(p,t) {jt S27 t;<t} 
- 412 

\4 it. - 
< C > (Se) > "os, kts, E) 

i€I(p,t) t Lin <Du<t 
N\4 it. . | 

< Ch (=) > TS ao(wi, kD t,, BY? 
i€I(p,t) {j:t; S234; <2} 

Cette dernière inégalité découle de la précédente par l’utilisation de 
It. 

l’inégalité de Cauchy-Schwartz et de Ss; 2% < C. 

{jt $27 t;<t} 
On obtient donc 

V(p,t)? < CBi(z,kt, FE)? + CBoo(z, kt, E)? 

i \4 jt. - 
+ C Ss (Sees) Ss =. = Boo (Lis k27t;, E)’. 

i€T(p,t) t (js <24;<2} 

Cette dernière inégalité reste vraie si on remplace z par tout w € 
B(z,t)N#. 
On obtient alors 

¥(p,t)? < CIENB(z,6)|" Î Bi(w, kt, E) dw 
we ENB(z,t) 

EN B(z,t)|“? 2 + CIENB( If neo A Et, E)du 
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. d 

+ CY (ee) S> — Boo( zi, k2ît;, E){5.71) 
ier(pt) \ À {j:t:< 21; <2} 

(5.72) reste vraie si on remplace, pour tout j, x; par 
w € B(x;, 21t;) NE. 

D’ou, 

(pt? < CIENBE,AM [| Alu,kt,E)dw 
we ENB(z,t) 

EN B(z,t 7 | 3..(w, kt, E)2d 
+ cl (2 ] DÉENB (st) À (w , ) 0 

diamR; \* — 2t; | _ | 
+ CY ( aoe D IEN Bie, 24) |" Î Boo(w, k2t;, EYduw. 

i€I(p,t) j bed 

(où la dernière intégration en w se fait sur EN B(2;,2’t;) et la somme 

en j se fait sur {7 : t; < 2?t; < t}) 
Soit, en intégrant, 

dt 
t)?dp— < . 

I cacaesy ot Lu vp,t) dp t — Ci + J2+ Js}, (5.72) 

où 

A = [ [lense it | By (w kt, E)*dwdp 
pvt | we ENB(z,t) t' 

= dt — EN Bz,t + / (w, kt, E)’dwdp +: 
J2 A G ) veENB(e.t) (wu ) ep t 

et 

.\4 it. | L | 
= [[ 5 (oan) Ayer w(x, 2)? | Bao(w, #4, BY dupe. 

P'tier(pt) \ À isa NE w t 

(l’intégration en p se fait sur B(II (xo), koto) M Po, celle en t sur [D(p), to] 

et celle en w sur EN B(2,;, 2’t;) ) 
On laisse de côté J, car il est majoré par Jz (E étant s.r.s., 3, est dom- 

iné par Bo). 

On a 

to = t4 dt Jn < | Î / (uw, kt, B) dwdp-— 
= pEB(N(z0),koto)NPo Jt=D(p) DEEE À (w ) IE B(z,t)| Pari 

to ~ 
< o(w, kt, E)?#(w, kt). | dp \ du 
<¢ wEko Q°NE Jorgen F (w J'F(w, kt) ( PEB(N(w),Ct)NPo p) Pan 

dt 

C + IA
 

to ~ 

Boo(w, kt, E)*F(w, kt)dw 
wEko QUNE Joc 

car Po est d-régulier. 
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De même, 

to diam À; 4 J < Î / 
° = PEB(N(z0),koto)N Po ; > ( t | 

DU) ieT(p,2) 
j+.\d 

> 8) Î Boo(w, k2?t;, E)?F(w, k2ÿt, )dwap 
{j:t: <25t:<t} t wEB(z;,21;)NE 

diam R; 
< cy” | à] (/ ip) 

i€Ig ” ti t pe B(II(2;),Cot)NPo 

(254;) 7 ~4 
dt 

Boo(w, k2?t;, E)*r(w, 914. i)dw— 2 
{j:t: S27 t; <t} 

où Io = {i E I; B(I(xo, koto)) M R; £ 0}. 

t Les t;)NE 

Donc, puisque Fo est d-régulier, 

J <C Ie. ( D Det) 4 | 30. (w, k2it;, B)?F(w, k2it;)dw: £5CE [2 (2) DOO [ap ayeBner i Hehe 
(La somme en j se fait sur {j : t; < 2/1; < t}) 
Discrétisons t; = 2%, to = 2%; 2” = Qit+h — 954. 

On obtient alors 
K 2p+1 kid p+1 

< 2 Sa | A QU 2 v Bs cy > | = 2 ane anya Bor #2°, B)?F(w, K2°) 
v=k; 

v(—d+1) v 2= v < CY > > 2%) Î cn ar Ports 2°, B)?#(w, k2”)dw. ( 
i€lo p=k; v=k; 

Or, 

K p+t+i 1 ( d+1) _ > Lys) (2, Eu, k2°)d LE henans/e0082, BFC, Rd 
K Car _ o —1 

= 24) f (uw, k2”, E)?F(w, k2°)d 
2 { DER NE D (w ) *(w ) 7 2. | 

K 1 . > 

< =a | o(w, k2”, B)?F(w, k2”)dw. Eee D de (79 
Donc, 

k:do—vd a 2 Is < C ghag-vd [ (uw, k2”, E)?#(w, k2”)d 

< € Eko Q°NE > fo > 2546 (w, k2°, E)r(w 
© {v: ZT) <2° <to} {ilw—-z;|<C2°} 
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Or, So 2#< C2". 
{i:|w—2z;|<C2°} 

Donc, 

In < c | B vk v 2- v 3 < echo Qonk > Boo(w, k2°, E)*F(w, k2”)dw 
{v: 2M) <2" <to} 

< Cc BC, kt, E)?F(w, kid. (5.76) 
f 

wEkIQINE Jt= PE(2) 

(5.73) et (5.76) donnent donc 

to dt to dt 
,t)*dp— <C | wo (x, kt, FE)? F(x, kt\dr —. Lsmto ss Lu Y(P, t) PE SS] noone ponte P (x )*F (x, kt)dx : 

(5.77) 

5.5 Contrôle des régions de type 1 

Nous allons dans cette partie montrer que pour une région de temps 

d’arrét S pour laquelle la plupart des cubes minimaux @ ont un plan 
approximant Po tel que l’angle entre Po et le plan approximant Po du 
cube maximal @(S) est grand (S est une région de type 1), application 
lipschitzienne A (construite au paragraphe 5.3) est mal approximée par 
des applications affines, ce qui se traduit par le fait que les fonctions 
7(p,t), définies au paragraphe 5.4, sont souvent “grandes”. 

L’ingrédient principal est la théorie de Littlewood-Paley. 
Commencons par quelques rappels. 
Soit 7% une fonction à valeurs réelles, C® à support compact, radiale, 

non identiquement nulle et satisfaisant | Ÿ = 0. 
x 

Posons #,(x) = tp). 

Alors toute fonction f peut s’écrire 

oo dt 
f=cf be * is f— (5.78) 

où C est une constante positive. 

Une telle formule est appelée une formule de reproduction de Calderon 
(voir [Se]). Elle permet d’avoir des renseignements sur la régularité de 
la fonction f. 
Démontrons une formule classique. 

se d [.ur=cf. fix ra (5.79) 
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Pour cela, on utilise un argument de dualité. 

I. if? = c [ #0) (ver + so) Z) dp 

[fk f(p) (/ Ya(p — q) Ya * f(a)dg) Sap 

c[f (/ w(p — a) f(p)dp) wb, * f(p) Sag 

Cf. [he sde. 
(5.80) 

Soit S une région d’arrét de cube maximal Q° vérifiant 

to . dt Ce, kt, E)?#(x, kt)7(E)dx < €?#(Q°) H4#(ENQ®), 
Lancon Louer? (x ) r( ) ( ) 3 = (Q ) ( Q ) 

(5.81) 
soit 

Î in Be, kt, E)?F(2, kt)dr À < 2 H*( BENQ). 
æCko QNE JC-1D(N(z)) t 7 

(5.82) 
D'après (5.77), on a 

i [ Hp, tYdp% < CE H4ENQ). (5.83) 
pEB(N(æ0),koto) /D(p) t — 

On va commencer par donner une formule de reproduction de Calderon, 

puis l’appliquer à A. Pour cela, on définit la fonction v de la manière 

suivante : 
Soit Po et Pj les translatés de Py et Pst passant par l’origine. 
On considère alors v € C'S°(Po) radiale, non identiquement nulle, sup- 

portée dans B(0, —), nulle au voisinage de l’origine et satisfaisant pour 

toute fonction f polynomiale de dégré < 2, 

IAMOHOLER (5.84) 
On définit de plus pour tout 7 = 1, ---, mo — 1, 

px) = sp(sÎx) (5.85) 

1 
ous=2™. 
mp est une constante positive entière très grande . 
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Notation: d x À = I (p — q)A(q)dg pour p € Py. 

On a alors, si 2/1 < t < 2', pour tout j = 0, ---, mo — 1, 

2" |v} * A(p)| < C'y(p,t). 
Donc d’aprés (5.83), 

[X24 + Aw) Pap < CEH4(ENQ?°) 
V21<to | 

où V = {x = Po : dist(z, to) < 1006 }. 

On a, pour toute fonction f € L*(Pp), 

mo—l +oo 

f=logs > Ÿ vj x} * f au sens des distributions. 
3=0 Il=—-co 

On peut appliquer cette formule à A 

mo —1 +00 . . 

A = logs à, SO yxuxA 
3=0 l=—-co 

mo — 1 ° ° 

= logs ÿ > V] * UV] * À 

j=0 2!>t 

mo — 1 ° . 

+ logs 35 JS mx *xA 
j=0 2! <to 

mo — 1 

= logs ÿ >, LÀ * Vi * À 
3=0 21>to 

mo —1 

+ logs D, >> i. vi (p — a)vi * A(q)dq. 
j=0 21<to 

Donc À = A; + À) où 

mo —1 

Ai(p) = logs SS SO uf * vi * A(p) 
j=0 21>to 

mo — 1 ° ° 

+ logs 3, ÿ vi (p — g)vi * A(q)dg 
j=0 2!<to Po/V 

mo 1 ° ° 

Auf) = logs > D [ vip — a)vi + A(a)da. 
j=0 21<to 4 

Alors, on a 

IVAi| < Cé 
|V7Ai] < C607 "1, 
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sur W = {x € Fy: dist(z, ro) < 50to}. 
De méme, d’aprés (5.87), et (5.79), on a 

i IV Ap? < CPRHYENQ’). (5.92) 

Considérons la fonction maximale suivante 

NCA) = sup {D (181 [4s — ma) | 
où le sup est pris sur toutes les boules B C Fy contenant p et de rayon 

inférieur ou égale à to et MpA2 = als Ao. 

Remarque : Pour tout A C Po, on lo |A| la d-mesure de Hausdorff 
de A. On rappelle que tout d-plan est d-régulier. 

Or, d’après l’inégalité de Poincarré suivante, 

2 f 4, - 2 BI [ l4- mada < CO [IV Arl, 
on a 1 

< — . N(A2)(P) < C sup Te i [V Ao (5.93) 

On reconnait dans le membre de gauche une fonction maximale de 

Hardy-Littlewood . 

D'où, puisque l’opérateur f — Mf (où Mf est la fonction maximale 
de Hardy-Littlewood associée à f) est borné de L? dans L?, on a 

< 2 | i. (sur ae asl), cf. IV Aal. (5.94) 

Donc, d’aprés (5.93), 

2 < 2 [NA < of Iv As 
< Ce? H(ENQ?) d’après (5.92) (5.95) 

Lemme 5.5.1 Pour toute boule B de IR”, on pose 
OSCpA2 = sup |Ao(p) — mpA2| et soit R le rayon de B. 

Alors st B C 2 

osCB Ae < Le cRtR-m, (| 42 — meA2l)}% SF. (5.96) 
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Preuve du lemme 5.5.1 : 

_ Soit g € B tel que | A:(q) — mgAz| = oscg Az = À. 

À 

= 906’ 

= |A2(q) —mpA2| < |A2(p) — A2(g)| + |A2(p) — mp Ap 
< Céd|p —q|+|A2(p) — mBAbl 

Puisque ||V A2llzæ < C6, on a si p € B avec |p—q| < 

< 5 +140) - ms (5.97) 
D'où, 

[Aa(p) — mp Aa > >. (5.98) 

| 406 = 

| Ap — mp Al > C1 à) - (5.99) 
B 2 \4C'6 

Soit XI < cé [ | A2 — mp A|. 

D'où l'inégalité souhaitée. 
À 

| 406 = cp” 

D'où, mg(|A2 — MmpA2l) > C7 

Or [|[VAollre < C5, donc mp (| 42 — mpA2l) < C6R. 

Donc 

CT) IA
 

mp(|A2 — MBA) 
4 d_ 

R{Rmp(|A2 — mp Az|)} 
_1_ 

< CR{R'ms(lA2-mpA2l)} 7 67. (5.100) 

Ce qui termine la preuve du lemme 5.5.1. 

Soit B = B(po, À) contenue dans VW. 
Supposons R < roto (ro un petit nombre à choisir plus tard). 

Lemme 5.5.2 Soit F = {p € Ve : N(A2)(p) < 62 26}. 
St B intersecte F alors 

sup |A(p) — A(po) — VAi(p — po)| < C Co + root R6. (5.101) 
peB 
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Preuve du lemme 5.5.2 : 

Sipe B, 

|A(p) — A(po) — VAi(po)(p — po)| < |A2(p) — A2(po)| 

+ |Ai(p) — A1(po) — VAi(po)(p — Po)|- 

Or, 

|A2(p) — A2(po)| < |A2(p) — map| + m8 + A2(po)| 
< 2o0scpA2 

< CR {R*ma(|A2 — mp A2l)}* Lin 

< CRIN(A)(u)}# 647 pour u € B. 

De plus, 

| A1(p) — A1(po) — VAi(po)(p — po)| < C607 #5 "R? d’après (5.91) 
< C60 tro R?. 

Siu é€ BNF, on a alors 

IA
 sup |A(p) — A(po) — VAx(P0)(P — Po)|_ < C exe + ro" | RO 

P 

< 76 pour un bon choix de @, ro. 

(où 7 est une constante positive que l’on va choisir plus tard) 

Soit Hg le d-plan qui est le graphe de la fonction affine 

ap(p) = A(po) + VA1(po)(p — po). 

51 B est une boule vérifiant les hypothèse du lemme 5.5.2, alors d’après 

(5.102), 

sup À 'dist(x, Hp) < 76. (5.102) 
2zE€rnii~-1(B) 

On a de plus 

Lemme 5.5.3 Soit ro > 0 et une constante positive M > 0, il existe 
6 

un € > 0 tel que si €& < €, alors angle(P, Puy) < Too’ Pour tout 

= Toto 
Des, t> 2. DES 127% 

Preuve du lemme (5.5.3) : 
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. Toto 
t t t> —. Soit (z,t) E S,t> 7 

On considère une suite ({;) de réels avec 

t<ti <tiyi < to 

et 1; > 2t;+1. 

Alors 

Chao(z, ktix1, E) (5.103) angle( Pye rt;) ’ Pr2,ktz41)) 

IA
 

IA
 

Donc, 

t 
angle(Po, Pen) < CEo log(—) 

ô . 
SZ jp ie est assez petit. (5.105) 

Lemme 5.5.4 Soit x € B,(S) alors dist(I(x), F) > ts(x). 

Preuve du lemme 5.5.4 : 
Soit x € B,(S) tel que dist(II(z), F) < ts(z). 

On considère B = B(II(x),10ts(x)). On a alors BN F £9. 

De plus, puisque z € B,(S), angle( Po, Ptakts(z))) > 3 donc d’après le 

lemme précédent, ts(x) < roto (ce qui entraine B C Vi). 

Pour tout y € B(x, kts(x)), on a par construction de À et par définition 
de d, 

dist(y, (II(y), A(I(y)))) Céod(x) < 

< Céots(z). (5.106) 

(II(y), A(II(x))) € Il-1(B) NT, donc, d’après 5.102, 

dist(II(x), Hp) < nôts(x). (5.107) 

D'où, dist(y, Hp), < Cnéts(z). 
On en déduit, si 7 est assez petit, 

C Boo (x, kts(z), £) 

C'Eo 

an si €o est assez petit (5.108) 

Considérons t le plus grand réel vérifiant 

angle(H3, Pre,kts(2))) 

IA
 

IA
 

lA
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Soit B* — B(po, t)- 

Par le même raisonnement que précédemment, 

angle( Pat), Hp+) < _ 

Or Hg = Hg: (car ces plans ne dépendent que de po = II(z)). 

Donc angle( Pre ,kt); Hz) < 700° 

D'où d’après (5.108), 

6 
angle(P{z,kt); P(a,kts(z))) S 50° 

De plus, d’après le lemme 5.5.3, si Ep est assez petit, 

6 
angle(Po, Pre,kt)) < 100’ 

On déduit des deux inégalités précédentes que 

6 
angle( Po, Ple,kts(z))) < 10° 

Ce qui est impossible puisque x € B,(S). 

On va maintenant montrer que pour une région de type 1 les esti- 

mations précédentes sur l’application lipschitzienne sont impossibles. 

On considère un recouvrement de B,(S) par des boules B(x,ts(x)), 
LE B,(S). 

On peut en extraire un recouvrement par des boules B(x,5ts(x)), x € 
T(S), avec siz, 2’ €7(S), 2 #2’, B(x,ts(x))N B(z',ts(x')) = 0 (voir 
[Ma] théorème 2.1 ou [St] page 13). 
Donc, 

H*(B(S)) < SY HEN B(2, 5ts(2)) 
æET(S) 

< C > ts(x)* car Æ est s.r.s. 
æET(S) 

De plus, d’après le lemme 5.3.1, les B(x) = PoN B((x),ts(x)), x € 
T(S), sont aussi disjoints et sont dans V2/F d’après le lemme 5.5.4 . 
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On en déduit 

H°(V/F) 21 U BG) > DL |B) 
æET(S) æET(z) 

> Ct S© ts(x)* car Py est d-régulier 
æEr(S) 

> CT|B(S)|. (5.109) 

Or, par définition de F, 

Î N(A2)? IV
 

I. iP N(42) 

> 06°H"(V2/F), 

d’où, d’après (5.95), 

H(V/F) < 07167? | N(A2)? 
< Ce?97 6 ?H{(ENQ!). 

Donc, d’après (5.109), 

H*(B.(S)) < C| U Bz) 
zéEr(S) 

< Ce’07 "6 ?2H%(V,/F) 

< HEN) (5.110) 

si 0 et € sont assez petits (ici, la constante C' ne dépend pas de 6, €, 
0). 
Ceci contredit le fait que S € F1. 

donc, si S € Fy, 

> &7(Q°)H7(ENQ’) 

> e*(diamQ°)*(5.111) 

to ~ dt 
oz, Cot, F)?F (2, t)F(E)dx— 

a Loue? (= ° ) r(x )r( ) s t 

5.6 Fin de la preuve du théorème 5.1.2 

A tout S € F, on a associé un graphe lipschitzien l'(S) tel que la pre- 
miére partie du théoréme 5.1.2 soit vérifiée (voir le paragraphe 5.3). 
Il nous reste à vérifier la deuxième partie de ce théorème. 
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Puisque 3(E)? < co, on a 

oo — dt 
| Î Bo(t;t;, E)F(x;t)dr — < CO. (5.112) 

n Jo 

On en déduit que pour tout € > 0, 

S_ (diamQ)* < Ce) (5.113) 
QEME 

où C(e) dépend de € et Me = {Q € Ag: Bg > €}. 
Donc, H? presque tout z de E ne peut appartenir qu’à un nombre fini 
de régions de type 2, et puisque, si S € F,, on a l'inégalité (5.111), H“ 
presque tout x ne peut appartenir qu’à un nombre fini de régions de 

type 1. 

De plus, les B3(S), S € F, étant deux à deux disjoints, H% presque 
tout x de E appartient à un nombre fini de régions de type 3. 

Enfin, par construction, et puisque H% presque tout xz de E ap- 

partient à un nombre fini de régions S de F, il est clair que pout H? 
presque tout x € FE, ilexiste S € F, t, > 0 tels que, pour tout t €]0, t2], 
(x,t) ES. 

Ce qui termine la preuve du théoréme 5.1.2. 

152



Chapitre 6 

Appendice : rectifiabilité et 
opérateur de Cauchy 

6.1 Introduction 

Considérons le problème (P) suivant : 
Caractériser géométriquement les ensembles & C C Ahlfors-réguliers 
de dimension 1 tels que l’opérateur de Cauchy Cg définit un opérateur 

continu L?, id est il existe K > 0 tel que pout tout g € L?(E), tout 
€ > 0, 

I, 
On dira qu’un tel ensemble E vérifie la propriété (C). 

iA g(€) dH'€ 
2 

dHiz<K [ 2JH1. 6.1 
/B(z,e) (z — Ë) — JE a) (6-1) 

En 1981, R. Coifman, A. Mc Intosh et Y. Meyer (voir [CMM]), 
faisant suite a des travaux, entre autres, de Calderdn, démontraient 

que les graphes lipschitziens vérifiaient la propriété (C), puis G. David 
[Dal] prouvait que les seules courbes rectifiables vérifiant la propriété 
(C) sont les courbes Ahlfors-réguliéres. 

Remarque : Pour en savoir plus sur les opérateurs d’intégrales sin- 

gulières, voir [Ch1], [M] ou [St]. 

En outre, le Cantor 4-coins de Garnett (voir chapitre 1) qui est 
purement non 1-rectifiable ne vérifie pas (C). 

Il apparait donc que les propriétés de rectifiabilité des sous-ensembles 

de C doivent jouer un rôle important dans le problème (P). 
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En 1987, P. W. Jones [J1] donnait une nouvelle preuve de la con- 
tinuité L? de l’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens en 

introduisant les fonctions 84 (voir chapitre 1). Son idée est simple : 
Si le graphe I est une droite, alors Cy est l’opérateur de Hilbert, et sa 
continuité L? est facile à prouver (voir [Ch1], chapitre 1). 
Or, un graphe lipschitzien l' du plan complexe est en presque tout point 

et à presque toutes les échelles bien approximé par des droites, comme 
le prouve l'estimation suivante die à Jones [J1] : 

diamr >, dt 
Î ~ Î Bao(z,t, E) dr < +00. (6.2) 

Jones coupe alors l’intégrale dans 6.1 en un morceau quise traite grosso 
modo comme l’opérateur de Hilbert et un reste qu’il peut estimer en 
utilisant 6.2. 

En 1990, G David et S. Semmes résolvent en partie le problème (P). 
Ils considèrent une classe plus vaste d’opérateurs intégraux singuliers : 
Une fonction régulière K sur IR‘/{0} à valeurs réelles est un d-noyau 
standard si 

e K est impair ; 

e pour tout 7 = 1, 2, ---, |z|4+9|VIK(zx)| € LC(IR</{0}). 

Soient K un d-noyau standard et & C JR” un ensemble Ablfors-régulier 
de dimension d. 
On dira que E est bon pour le d-noyau K s’il existe C > 0 tel que pour 

tout g € L*(£), tout € > 0, 

[ ito)? dH‘ x =f 

Théorème 6.1.1 ([DS1]) Soit E C IR” un ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension d. 
Il y a équivalence des propositions suivantes. 

2 

EE d À yrrd 2 
ses K(x — y)g(y)dH y dH°z < c [ la 

(i) E est uniformément rectifiable (voir fin du chapitre 1). 

(it) E est bon pour tous les d-noyauz standards. 

Ce théorème ne résoud pas complétement le problème (P). Cepen- 
dant, La condition (ii) englobe pour n = 2 et d = 1 la continuité 
de l’opérateur de Cauchy. De plus, ce théoréme reste vrai en dimension 
d > 2. 
Dans [DS1] et [DS2], David et Semmes donnent d’autres conditions 
équivalentes (géométriques et analytiques) a (i) et (ii). 
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6.2 Le théorème de Mattila, Melnikov et 

Verdera 

Le problème (P) a été résolu en 1995 par Mattila, Melnikov et Verdera. 

Théorème 6.2.1 (MMV]) Soit E C Cun ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension 1. 
Il y a équivalence des propositions suivantes : 

(i) L'opérateur de Cauchy Cg est bornée sur L?(E). 

(ii) E est uniformément rectifiable. 

Le sens (i) — (ii) était déja connu (voir [Dal|). 
Nous allons donner une idée de la preuve de (i) => (ii). L’ingrédient 
principal est l’introduction d’une “courbure discrète”. 

Soient 21, 22, za trois points du plan. 

On définit C 21:22, Z3) = 
( , , ) R(21, 225 z3) 

cercle circonscrit aux trois points. C’est appelée la courbure de Menger, 

elle vérifie la propriété fondamentale suivante. 

C(21, 2223)” = S21» 22, 23) | (6.3) ee" a = 2222 = 2all28 — al | 
1 

= , 6.4 
2- (Ze(1) — 2e(2))(2e(2) — Zo(3)) 6-4) 

où R(z, 22,23) est le rayon du 

ot. S(21,22, 23) est aire du triangle 212223 et la somme se fait sur les 

permutations o sur {1, 2, 3}. | 

Remarquons que si 21, z2 et 23 sont alignés, R(z1,22,z3) = © et 

donc C(21,22, 23) = 0. 

On peut donc espérer donner des conditions de rectifiabilité en termes 

de courbure de Menger, ce qui se fait grace a 

Lemme 6.2.2 Soient 21, 22, za des points distincts de B(z,r) où z EC 
etr > 0. 

Alors, si L est la droite z;22, 

dist(z1, L) < 2r?C (21, 22, 23). 

Ce lemme découle de l'inégalité (6.3). 
On peut alors en déduire une relation entre la courbure C et la fonction 

Bo.



Lemme 6.2.3 Soit E un ensemble Ahlfors-régulier. 
Alors pour tout z € E, tout r €]0, diamE|, 

Lost Ba(w,r, E)dH'(w) < wl ff. C* (21, 22, 23)dH"(z)dH" (22)dH"( 

A(z,r) = (EN B(z,Ar)/B(z,2r) x (EN B(z,2r)) x (EN B(z,r)). 

La relation entre la courbure de Menger et l’opérateur de Cauchy 

est donnée par 

Lemme 6.2.4 Soit E C IR? un ensemble Ahlfors-régulier de dimen- 

ston 1. 

Si Cg est borné sur L*(E), alors il existe C > 0 tel que pour toute boule 

B, 

/ / I. ys © (719 22s z3)dH"*(21)dH"*(z2)dH*(z3) < CdiamB. (6.5) 
ABS 

La preuve utilise inégalité (6.4) et le théorème de Fubini. 

On peut alors finir la preuve du théorème. 
Soit & € Cun ensemble Abhlfors-régulier pour lequel l’opérateur de 
Cauchy C'g est bornée sur L?(E). 
D’après le lemme 6.2.4, on a pour toute boule B l'inégalité (6.5). 
Le lemme 6.2.3 et des calculs élémentaires donnent alors le résultat 
suivant : pour tout z € E, tout R > 0, 

R dt 
t, E)?dw— < CR. 

| Palz, » BY du t 7 C 

D'où d’après le théorème 2.1.1, E est uniformément rectifiable, c’est a 
dire qu’il existe une courbe Ahlfors-réguliére contenant E. 

Mattila, Melnikov et Verdera déduisent du théorème 6.2.1 une car- 

actérisation géométrique des ensembles 1-réguliers effaçables pour les 
fonctions analytiques bornées en termes de capacité analytique. 
Soit & C Cun ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. 
On définit la capacité analytique y(E) de E par 

7(E) = sup Jim |2(f(z) — f(co))] 

où le sup est pris sur toutes les fonctions analytiques f de C/E dans C 
avec ||fll. < 1. 
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Cette notion a été introduite par Ahlfors [A] qui a démontré la pro- 
priété fondamentale suivante : y(E) = 0 si et seulement si pour tout 
ouvert U de € toute fonction f : U/E — € analytique bornée se pro- 
longe en une fonction analytique sur U. Un tel Æ ensemble est dit 

effacable pour les fonctions analytiques bornées. 

Théorème 6.2.5 (IMMV]) Soit E C Cun ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension 1. 
Il y a équivalence des propositions suivantes : 

(1) y(E) = 0; 

(ii) E est purement non 1-rectifiable. 

On rappelle que (ii) signifie que H'(E NT) = 0 pour toute courbe 
rectifiable I. 

Le sens (7) = (ii) est déja connu (solution de la conjecture de 
Denjoy, voir [Chi] ou [Mal) : 

Théorème 6.2.6 Soit I C € une courbe rectifiable. Alors y(E) > 0 
pour tout sous-ensemble E de T avec H'(E) > 0. 

Remarque : Pour tout compact E C C HŸ(E) = 0 = 7(£). Pour 
en savoir plus sur la capacité analytique, voir [Ch1], [Ga2] ou [Ma]. 

Ce théorème est une conséquence de la continuité L? de l’opérateur 
de Cauchy sur les courbes rectifiables. 

Ainsi, les notions de capacité analytique et d’opérateur de Cauchy sont 

très liées, comme le prouvent les résultats suivants : 

Théorème 6.2.7 Soit E C Cun ensemble Ahlfors-régulier de dimen- 

ston 1. 

Si Cg est borné sur L?(E), alors y(E) > 0 et il existe une constante 
7 > 0 telle que pour tout compact F C E, y(F) > nA (EF). 

Théorème 6.2.8 ([Ch2]) Soit E C Cun ensemble Ahlfors régulier 
de dimenston 1. 
Si y(E) > 0, a existe un ensemble F Ahlfors-régulier de dimension 1 

avec Cp est borné sur L?(F) et H'(ENF) > 0. 

Le sens (ii) => (2) du théorème 6.2.5 est une conséquence évidente 
des théorèmes 6.2.1, 6.2.7 et 6.2.8. 

On peut étendre le théorème 6.2.5 au cas d’ensembles de H'-mesure 
finie, de densité inférieure positive H'-presque partout. 
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Théorème 6.2.9 Soit E C € compact avec H'(E) < co et 
H'(ENB(x,r)) +0 

en H'-presque tout x € E, O)(z, £) = lim inf r 
Alors y(E) = 0 si et seulement si E est purement non 1-rectifiable. 

Si E est compact, purement non 1-rectifiable, de H'-mesure finie et 

tel que la densité inférieure O(x, E) soit positive en H'-presque tout 
x de E, alors d’après le corollaire 4.3.3, 

EC EoU(U En) ou 

n>0 

© H' (Eo) = 0 donc (4) = 0; 

e pour tout n > 0, £, est compact, purement non 1-rectifiable et 

Ahlfors 1-régulier. D’après le théorème 6.2.5, y(E,) = 0. 

Alors, y([JE,) = 0 (voir [Ga2], page 12), donc y(E) = 0. 

La conjecture générale (encore ouverte) concernant la question est 
que le théorème 6.2.9 reste vraie sans l’hypothèse de densité sur Æ. 

Un autre problème ouvert est de restreindre la classe de noyaux in- 

tervenant dans le théorème 6.1.1 de David et Semmes au seul noyau 

K(x) = |z|~¢"1.2 . Remarquons que le théorème 6.2.1 de Mattila, 
Melnikov et Verdera résoud ce probléme dans le cas d = 1 (et n quel- 
conque). 
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