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Turbulence simulation by the Large Eddy Scale simulation
method
Resolution of fluid mechanics equations with the Incremental
Unknowns method

ABSTRACT:

In this work, we explore two different areas: the development of new simulation me-
thod of incompressible viscous fluid flows and the study of the Large Eddy Simula-
tion (L.E.S.) method for a compressible flow in an isotropic homogeneous turbulence
state. ‘

For our L.E.S. study, we filter the whole field of the three-dimensionnal Navier-
Stokes equations, and model the action of the residual component onto the solving
mean component. Moreover, from the modified equation concept, a theoretical study
on the numerical scheme enables us to obtain the real influence of the discretizatio-
non the closing models.

In a mathematical context of the expansion of the nonlinear Galerkin methods,
the Incremental Unknowns (I.U.) have been introduced in order to hierarchize the
unknowns in finite differences. First of all, we verify the efficiency of the I.U. as
a preconditioner for solving different elliptic problems (2D and 3D-Dirichlet, 2D-
Neuman). Secondly, we find an unique solution in a Sobolev space for a steady-state
Navier-Stokes like equations, develop several implicit solving methods and prove
the efficiency of the I.U. in many situations. Thirdly, we propose to find numerical
solutions of the Stokes and incompressible 2D-Navier-Stokes problems with an or-
thogonal projection algorithm and using staggered mesh (M.A.C.). Our method is
valid for the lid driven cavity problem for a Reynolds number of 5000. And Finaly,
we start developping a new adaptive multilevel method by creating a new hierar-
chization of a M.A.C. mesh, introducing estimators of global dynamic of the flow.
Thus, we propose new schemes which seem adapted for the dynamic of solenoidal
flows for high Reynolds numbers.

KEY WORDS:

Poisson equations - Neuman problem - Navier-Stokes equations - finite volume - finite
difference - multilevel discretization - modified equation - precondioning systems -
homogeneous isotropic turbulence.
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INTRODUCTION

De nombreuses activités, de nos jours, sont en relation avec la mécanique des
fluides. Les deux domaines que nous allons explorer représentent deux approches
différentes de deux phénomeénes physiques tres proches: la conception de nouvelles
méthodes de simulation d’écoulements de fluides visqueux incompressibles et I’étude
d’une plus ancienne méthode en état de turbulence idéale.

Il nous faut rappeler que le nombre de degrés de liberté permettant la simula-
tion d’'un état de turbulence homogene isotrope tridimensionnelle est fonction
du nombre de Reynolds (constante caractéristique de 1’écoulement), soit: N* = Ret
[McC92] : ce qui nous ameéne, tres vite & la limite des moyens matériels informatiques
dont nous disposons actuellement. Plusieurs méthodes ont été proposées afin d’y re-
médier ; elles envisagent toutes un découpage des inconnues. Pour surmonter cette
difficulté, différents auteurs (Léonard, Smagorinsky,...) ont repris I'idée de Reynolds,
de décomposer les différents champs turbulents en une composante qui est calculée
explicitement, et une autre dont 1’effet sur le champ total est modélisé.

Notre premiére étude s’appuie sur une décomposition statistique des inconnues,
en partie moyenne et partie fluctuante aléatoire (analogue & la décomposition de
Reynolds) par le biais d’un procédé de filtrage obtenu par convolution.

En appliquant cette technique aux équations de Navier-Stokes, on obtient des équa-
tions similaires, excepté la présence du tenseur de sous-maille qui relie les compo-
santes aléatoires de la vitesse, il est appelé le tenseur de Reynolds. La simulation
des grandes échelles se ramene alors & résoudre la composante de grande échelle
des que les corrélations dans lesquelles intervient la composante résiduelle sont mo-
délisées. Afin d’étudier cette modélisation, ils nous a paru intéressant de comparer
deux expressions différentes de la viscosité turbulente intervenant dans les relations
de fermeture des équations de Navier-Stokes compressibles filtrées, pour un état de
turbulence homogene isotrope. Notre choix s’est porté sur le modele Fonction de
structure proposé par Métais et Lesieur [ML91], et celui de Smagorinsky plus
classique[McC92].

La résolution de ces équations filtrées se fait par un schéma temporel de type Runge-
Kutta d’ordre 4, et par une discrétisation en volumes finis pour ’espace, utilisée
avec succes par Vreman et al. [VGKZ92]. Cette discrétisation spatiale est obtenue
en approchant, d’une part, les opérateurs différentiels présents dans les termes dif-
fusifs, par des schémas aux différences centrés classiques, d’ordre 2. D’autre part,
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les autres opérateurs différentiels du premier ordre sont approchés par moyenne des
mémes schémas centrés, sur les voisins dans le plan perpendiculaire & la direction
dans laquelle est faite les différences. L’initialisation se fait de maniére aléatoire par
une procédure introduite par Roy [ROY80]. Le résultat de nos diverses simulations,
met en évidence quelques interrogations auxquelles il est difficile d’apporter des ré-
ponses précises. Nous avons donc entrepris une étude théorique sur notre schéma
numérique, en utilisant le concept de I’équation modifiée. En s’intéressant au
spectre de densité d’énergie, ce remarquable outil nous a permis de trouver une pro-
priété de régularisation et un défaut d’isotropie de notre schéma numérique. Bien
qu’il ne soit pas possible d’envisager une configuration ou le choix des coefficients
de pondération permette de corriger ce défaut tout en gardant le méme écart-type,
la corrélation trés forte des distributions d’anisotropie théorique et numérique nous
prouve que le schéma numérique devrait tenir compte de cette propriété.

Ce développement éclaire I'influence certaine de la discrétisation sur les modeles
de fermeture et permettra de concevoir des schémas plus adaptés a 1’état physique
que ’on espere simuler.

L’autre étude, s’appuyant sur de récents concepts mathématiques, cherche & dé-
velopper une méthode multi-résolution aussi bien dans I’espace physique que dans
le temps. En effet, grace & la jonction entre la théorie des systémes dynamiques et
la théorie phénoménologique de la turbulence, on a pu noter I’apparition de nou-
veaux objets, les variétés inertielles exactes ou approchées [FMT88]|, ainsi
que de nouvelles méthodes numériques les méthodes de Galerkin non linéaire
[MT90]. Ces méthodes ont permis la création d’algorithmes utilisant les discréti-
sations spectrales et pseudo-spectrales [DJT93] ainsi que les éléments finis hiérar-
chiques [YSES86), [LPT90], [PAS92], [CLT95]. Dans ce contexte, les Inconnues Incré-
mentales permettent de hiérarchiser les inconnues en différences finies [TEM90].
Dans la premiére partie de ce travail, nous vérifions ’aspect préconditionneur que
revét la méthode sur différents problemes modeles: les problémes bidimensionnel et
tridimensionnels de Dirichlet, le probleme bidimensionnel de Neuman, ainsi qu’un
probléeme non linéaire stationnaire de type Navier-Stokes dépendant de deux para-
métres. Comme les Inconnues Incrémentales (I1.U.) apparaissent comme une méthode
multi-niveaux récente, il nous a paru intéressant, dans un premier temps, de déve-
lopper une méthode multi-grilles classique, afin de mener une étude comparative
entre ces deux méthodes. Ensuite, apres avoir montré que la méthode la plus per-
formante reste la méthode classique, nous vérifions que le préconditionnement par
les I.U. est extrémement efficace sur calculateurs vectoriels, pour la résolution de
problemes elliptiques. Les autres préconditionneurs testés sont le préconditionne-
ment par la factorisation de Choleski incompléte IC(0) et celui d’Evans SSOR.. Pour
le probléme non-linéaire de type Navier-Stokes, apreés avoir mené une étude théo-
rique préliminaire, nous appliquons le préconditionnement par les I.U. & plusieurs
méthodes implicites de résolution afin de calculer les solutions numériques du pro-
bleme discret. Nous prouvons que nos algorithmes incrémentauz sont performants
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et efficaces pour de petites valeurs du paramétre voué & simuler le caractére évolutif
du probleme évolutif discret sous-jacent. Une autre étude portant sur la résolution
du probléme continu est récapitulée dans [GP95].

La deuxieme partie consiste plus précisément & entreprendre la résolution des
problémes de Stokes et Navier-Stokes, et de développer de nouvelles méthodes
permettant d’y arriver de facon efficace. Nous commencgons par implémenter une
méthode de résolution efficace pour résoudre les équations de Stokes et de Navier-
Stokes. Pour le probleme de Stokes, la méthode est basée sur un algorithme de
projection orthogonale sur I’espace & divergence nulle [BRA92] et utilise la discré-
tisation en grilles décalées, identique & celle qu’utilise la méthode M.A.C. [PT83].
L’algorithme consiste alors, & appliquer une méthode de gradient conjugué sur le
systeme projeté ayant la vitesse comme inconnue. Le projecteur étant défini par le
biais d’un pseudo-inverse, chaque itération de gradient nécessite la résolution d’un
probléme ou la pression est I'inconnue. Le probléeme de Navier-Stokes est discrétisé
par un schéma temporel classique, semi-implicite (Cranck-Nicholson) pour I'opéra-
teur linéaire de diffusion, explicite (Adams-Bashforth) pour le terme convectif. Dés
que la condition de stabilité de type CFL est vérifiée, nous sommes donc amenés a
résoudre un probléme de Stokes généralisé & chaque itération. Pour réduire le coiit
de cette résolution, nous inversons la matrice intervenant sur la pression par un gra-
dient conjugué préconditionné par l'inverse d'un laplacien discret. Cette inversion
interne est faite par 1’algorithme multi-grilles performant développé précédemment.
Nous validons notre méthode de résolution pour les cas tests des cavités entrainées
régularisées et non régularisées et des nombres de Reynolds allant jusqu’a 5000.

Une des caractéristiques du maillage utilisé est que le nombre d’inconnues dans
chacune des directions n’est pas le méme, et comme leur parité n’est pas la méme
(N = N, £ 1), il n’est pas possible de hiérarchiser un maillage M.A.C. & laide
des Inconnues Incrémentales classiques. Nous proposons donc, une nouvelle hiérar-
chisation permettant de définir plusieurs grilles d’inconnues ayant toutes la méme
propriété du maillage M.A.C.. Pour une configuration & deux grilles, les inconnues
de la grille fine privée des nceuds de la grille grossiere sont appelées les Staggered
Incremental Unknowns (S.I.U.). Tout comme les (I.U.), les S.I.U. sont obte-
nues par les formules de Taylor et sont des incréments du second ordre du pas du
maillage sur lequel ils sont définis. Grace & cet outil, il est possible de décomposer
le systéme discret directement hiérarchisé, et ’on s’apergoit qu’une analyse globale
de la solution met en évidence des estimateurs de dynamique non-linéaire globale
de ’écoulement.

A partir du comportement asymptotique du fluide, il semble bien que dans les cas
de solutions instationnaires, & certains instants de simulation il n’est pas nécessaire
de calculer toutes les inconnues du systéme avec la méme précision. C’est pour
cette raison que nous envisageons de figer dans le temps (tout comme l'on fait
d’autres auteurs pour une équation de Burgers [CLT95]), & certaines itérations de
Navier-Stokes, le terme d’interaction entre les différentes structures ainsi que nos
S.I1.U.. Apres projection du systéme discret sur la grille grossiere, nous obtenons un
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probléme de Stokes généralisé non homogene sur la grille grossiére, qu’il est toujours
possible de résoudre avec un algorithme de projection sur 1’espace a divergence nulle.
Enfin, on développe une nouvelle classe de schémas numériques multi-niveaux qui
nous semblent adaptés & la dynamique non linéaire présente dans 1’écoulement de
fluides incompressibles & grand nombre de Reynolds.

Il est possible d’interpréter ce travail comme la mise en ceuvre numérique d’une
modélisation des petites structures par le controle de leur évolution et leur interac-
tion sur les grandes structures cohérentes présentes dans un écoulement instation-
naire.
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Introduction

The Large Eddy Simulation (LES) can be interpreted as a compromise between
the two concepts of simulation methods: Direct Numerical Simulation (DNS) and
modeling by transport equations.

The basic idea is to compute directly the mean velocity of the flow with modeling
the subsgrid components correlation. We just tell that the decomposition sets in a
large-scale component and a small-scale one, by a filtering step.

In the first chapter, we describe the method and give the equations which govern
the flow. Then, we propose to study the comparison between simulations carried
out two different closing models: the Smagorinsky subsgrid model and the structure
function of the velocity model. In that way, one can feel all the questions it is difficult
to answer.

The second chapter is dedicated to a theoretical study on a reaction-diffusion
equation. Thus, with the modified equation tool, we find a pretty linear analysis
of our numerical scheme. And we verify the relationship between our analysis results
and the numerical simulations which enables many clarifications.

In the last chapter, we deal with the influence of the discretization of the strain
rate tensor over the closing model. We also make a critic analysis on the closing
models tested mentioned in the first chapter.

We conclude and propose some developments.

This study has been made in conjunction with M. Sancandi during my military
service in 1994 at CEA de Limeil-Valenton DAM/DMA/MCN, 94195 Villeneuve-
Saint-Georges.
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Chapitre 1

Probleme physique et simulations
numériques

Dans ce chapitre, nous allons comparer deux modeles de fermeture en vue de si-
muler I’état de Turbulence Homogene Isotrope (THI) pour un fluide quasi-incompres-
sible. Il est difficile de définir précisément la notion de turbulence. D’apres les expé-
riences de laboratoire, un fluide est dit turbulent quand, pour deux configurations
initiales trés proches, il est difficile d’obtenir des solutions présentant les mémes ca-
ractéristiques au méme instant de simulation. Ce faisant, la formulation statistique
a été souvent prisée pour la présentation et ’analyse de ce phénomene, faisant appel
a la théorie ergodique. L’état physique THI se caractérise de plus, par une homogé-
néité spatiale des propriétés statistiques des inconnues, ainsi qu’une invariance des
moments de la vitesse par rapport au groupe des rotations.

Nous commencons par présenter le principe de la simulation des grandes échelles
(LES). Ensuite, nous exposons les équations compressibles filtrées résolues par notre
implémentation. La fermeture du probléme nécessite une écriture de la viscosité
turbulente: nous donnons les deux écritures, I’'une selon Smagorinsky et 1’autre,
suivant Métais et al..

Apres avoir précisé les bases de la comparaison, nous donnons les résultats nu-
mériques de nos simulations et concluons brievement.

1.1 Principe de la LES

Faisant suite a ’introduction, donnons une description plus détaillée du principe
LES.
Il se compose de cinq étapes:

e étape initiale

Nous considérons que nous avons a résoudre une équation d’évolution non
linéaire, avec de “bonnes conditions aux limites” et une “bonne condition
]

9



10 PROBLEME PHYSIQUE ET SIMULATIONS NUMERIQUES

initiale”, de la forme suivante:

Ou
N + L(u) + N(u) = (1.1)

ou L est un opérateur linéaire et N une fonctionnelle non linéaire.

o décomposition en petites et grosses structures

On définit un filtre G (gaussienne, fonction porte, ...) qui permet de définir
un champ filtré @ :

]

=ux*@, et,on écrit u = u + u'.

e convolution
On applique le filtre G a I’équation (1.1):

g*< +£(u)+N(u))—0

e justification, et couplage entre les termes de structures différentes
On donne les hypotheses sous lesquelles on peut commuter les opérateurs de
convolution et de dérivée temporelle ainsi que de dérivée spatiale (L)

Ou

gat

(g *u) et, G * L(u) = L(G *u).

on obtient donc,g—u + L(@) + N (u) = 0 que 'on écrit, par exemple,

98 | £(@) + N (@) + R(z,v) = 0.

o fermeture algébrique du probléme
Les petites structures de ’écoulement n’étant pas résolues, il est nécessaire
de connaitre leur action sur les grosses structures de 1’écoulement. Ainsi, on

substitue le terme R(u,u’) par un terme dépendant uniquement de @. Cette
action s’appelle la modélisation :

R(a,u’) = M(a).

1.2 Equations traitées

Il s’agit des équations de Navier-Stokes adimensionnées pour un fluide com-
pressible, intervenant sur les grosses structures des différentes quantités, pour un
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écoulement sans apport de forces extérieures. Le schéma numérique est donné au
chapitre suivant.

0p , 0P _
EJF;‘:‘I o, = © (1.2)
0 5.0 pu;.pu; 3 0c;; 0P 0Tij
Pu:) + —( — ) - ta- = o 1.3
8t(p ) ;3 ; p ) ; O0r; O ; Oz; (13)
0E 3. 0 A\ PU; = 5.0 3.0 (pw;
R (E+n52+0)) = 2 55, g: 3:0,( =

- Z_:l EE(%’ +¢;)(1.4)

ol E représente ’énergie totale des variables filtrées, et les trois tenseurs Tijs Tjy G5
proviennent du filtrage et de la non linéarité des termes convectifs. Nous détaillons
les procédures d’adimensionnement et de filtrage dans ’annexe B.

Les quantités de sous-maille résultant de la non linéarité de o;;, Q;et, u sont

négligées (cf. [VGKZ92)).
3
N D pU;.pu;
B = shr+3y =
5. = 4T . ou; | 0Y; 25..3 Uk
7 = he% = fe(GE+ T -3 L o)

0; = oT
J (")"—1)RCP Mzdxj

Re étant le nombre de Reynolds, M, le nombre de Mach, P, le nombre de Prandtl.

L’expression des trois termes 7;;, ; et g; est la suivante:

Ti; = Pty — pLieY (1.5)
T = Pu ﬁ”—.ﬁ— (1.6)
1 _ pTpg
P = — T . 1.

Le tenseur 7;; est modélisé par:
— PSij

1
= gy, P2y ),
Tij 2 5 3 race(Ti;)

et les deux autres termes 7; et g; par la diffusion tourbillonnaire p,/F;,.



12 PROBLEME PHYSIQUE ET SIMULATIONS NUMERIQUES

1.3 Modeles de Fermeture

Nous avons testé deux modeles de fermeture, le modeéle sous-maille de Sma-
gorinsky, déja mis en place par G. BAUDIER [BAU93] et le modéle sous-maille
“Fonction de Structure”, proposé par Métais et Lesieur.

Modeéle sous-maille de Smagorinsky

Nous rappellerons seulement, que la viscosité turbulente adimensionnée, v},
a pour expression :

i=(%) \IZZ( Se)E (1.9

i=1 j=1

pour le modele de Smagorinsky.
Modeéle sous-maille Fonction de Structure

Il s’agit d’une modélisation proposée par Métais et Lesieur [ML91], dérivée de
celle de Chollet-Lesieur [CL82], mais ayant la particularité de calculer la viscosité
turbulente dans ’espace physique, contrairement au modele de Chollet-Lesieur (C-
L) qui la calcule dans ’espace spectral.

Dans (C-L), la viscosité turbulente v; (ici dimensionnée) est calculée en fonction
de la densité spectrale d’énergie et du nombre d’onde de coupure k.,

E(kc,t)

Vt(kmt) - -CK L

Kraichnan [LES73] définit la fonction de structure de la vitesse, dans 1’espace phy-
sique, qui est une quantité locale, du second ordre, comme:

Fy(2,A,1) =< [|i(Z + 7,1) — 4(E,)I* >p=a,

ou, I'opérateur < g(r) >|q=a représente la moyenne de ’expression locale g(r)
sur la sphere de rayon A.

En utilisant la relation (1.9) ci-apres, liant le spectre d’énergie et la fonction de struc-
ture pour une turbulence isotrope [McC92], et la loi de Kolmogorov en turbulence
développée (1.10) (dans la zone inertielle),

Biryt) = 4 [ Bl Siriffr)]dk (1.9)

E(k,t) = Cxedk™3 (1.10)
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on trouve [ML91] [NGML92],
Fy(r,t) = 4.82Ck (er)5.

On supprime ensuite la dépendance en € en évaluant (1.10) au nombre d’onde de
coupure k. = zﬂg, donc:

u(A, 1) = 0.067C5= AYE (A, 1).

Apreés avoir tronqué la fonction de structure sur le champ des grosses structures
et en utilisant (1.10) pour les structures de sous-mailles, on obtient, finalement

[NGML92]:
v(Z,A,t) = 0.104C 2 A\ Fy(Z, A, t)

o, Fy(Z,A,t)=<|a(z+7t) — u(F,t)||> >q=a, st la fonction de structure fil-
trée, qui peut étre évaluée a partir des équations filtrées (sur les grosses structures).

1.4 Simulations numériques

Avant de présenter les résultats obtenus, il est nécessaire de préciser la définition
adoptée dans la suite pour le nombre de Reynolds Re. Nous détaillons la procédure
d’initialisation en annexe C.

Ensuite, il nous faut aussi préciser a quel temps nous devons nous référer, et
jusqu’ou nous pouvons nous attendre a simuler dans les hypothéses de la LES.

Le critére de validation et le plan d’investigations précéde les paragraphes réca-
pitulant les résultats de chacun des modéles de fermeture.

Nombre de Reynolds

Puisque les écoulements considérés sont homogenes et isotropes, et ne posse-
dent donc pas de mouvement moyen, nous avons choisi de prendre comme vitesse

caractéristique :
1/2
+o00
U, = (/ E(k,t)dk)
0

Cette vitesse, étroitement reliée au spectre de densité d’énergie E(k,t), nous
amene alors a utiliser pour longueur caractéristique L., une grandeur reliée elle aussi
a ce spectre. Parmi les choix possibles, nous avons retenu 1’expression suivante :
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ou kyeqk représente le nombre d’onde pour lequel le spectre initial atteint sa
valeur maximale. Le nombre de Reynolds s’écrit donc:

_ UcLc
Y

Les valeurs de kpeq.x, Re et p étant fixées, on obtient donc une valeur pour U,

Re

27
kpeak

aveC lpeak = et u=cM = Z}.Mr

Puisque les équations traitées ne contiennent aucun terme source permettant
d’entretenir la turbulence initiale, on doit s’attendre a observer une décroissance de
I’énergie cinétique turbulente dans le temps, celle-ci étant progressivement trans-
formée en énergie interne. On peut prédire dans ces conditions une diminution de
la valeur du nombre de Reynolds global de 1’écoulement au cours du temps. Cela
signifie qu’un état turbulent initial compatible avec les hypotheses sous-jacentes a
’utilisation des modéles de fermeture étudiés (en particulier le fait que la “coupure”
se situe dans la zone inertielle), peut conduire, aprés un certain temps, & un état
incompatible avec ces mémes hypotheses.

Temps significatif

D’apres 'annexe C, I’état initial n’est pas un état THI car le spectre initial
n’est pas en accord avec la théorie de Kolmogorov. En conséquence, si l’on suppose
que 'on peut obtenir un spectre de Kolgomorov avec les modeles de fermeture
utilisés, on peut penser que toutes les simulations présentent une phase transitoire
correspondant au temps nécessaire au changement d’état.

Rien ne prouve que les durées de cette phase transitoire, et de la période pendant
laquelle une simulation est cohérente avec les hypothéses de LES, sont indépendantes
des conditions de simulation (on peut méme penser au contraire que ces durées sont
trés liées aux valeurs du nombre de Reynolds).

Pour toutes ces raisons il est apparu nécessaire d’introduire un temps caracté-
risrique pour, a la fois, permettre une comparaison entre des différentes simulations
réalisées, et pouvoir rattacher par exemple la durée de la période de cohérence a
quelque chose de significatif.

Le temps caractéristique que nous avons retenu ici est le “Temps de retournement
des grandes structures” (large eddy turnover time, cf. [McC92]). Malheureusement
plusieurs définitions de ce temps étant disponibles dans la littérature, nous avons
donc été amené a effectuer un choix.

L’expression du temps de retournement adoptée est celle donnée dans [SAG], basée
sur la valeur L(t) de “I’échelle intégrale” et sur la “vitesse moyenne” de I’écoulement,
et dont la définition est la suivante:
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L() L(t)
VO ED)

Q) = (1.11)

w"_l . 5

- Lo =3 /gl :; E(k,t) dk
] E(k,t) dk
0

et £(t) = /0 * E(k,t) dk

Critére de validation et objectifs

Le seul critére utilisé ici pour “valider” les simulations, est ’obtention d’une pente
correcte pour le spectre (en accord avec la théorie de Kolmogorov). Une solution
présentant un tel spectre est dite auto-semblable.

I1 faut bien se rendre compte que I'une des difficultés principales des simulations
par LES est de pouvoir assurer un transfert d’énergie des grandes échelles jusqu’aux
plus petites simulées, en accord avec les expériences réalisées.

1.4.1 Résultats du modele de Smagorinsky

Dans cette section, outre la présentation des résultats obtenus, nous essaierons
de répondre a un certain nombre de questions.
Parmi celles-ci:

La constante de Smagorinsky C; est-elle une “vraie” constante, ou bien varie
t-elle, dans ce cas pourquoi et comment, en fonction des caractéristiques de
I’écoulement simulé, et /ou des caractéristiques du schéma numérique adopté?
En particulier, Cs; dépend-elle du nombre de Reynolds et du nombre N de
points de discrétisation par dimension d’espace?

Dans les conditions d’une turbulence non entretenue, peut-on garantir ’obten-
tion d’un spectre de Kolmogorov jusqu’au temps maximum 7Ty,,, pour lequel
la simulation reste cohérente avec les hypothéses sous-jacentes aux modéles de
fermeture?

Les écoulements simulés étant THI, rappelons que le domaine de calcul est constitué
par un cube de dimension 3, maillé uniformément dans chaque direction d’espace.
Les conditions aux limites sont périodiques, ce qui se programme naturellement sur
un calculateur massivement parallele comme la CM-5. On peut trouver quelques
détails sur 'implémentation dans [BAU93].
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Rappelons I’expression de la viscosité turbulente utilisée dans le modele de Sma-
gorinsky :

La condition CFL choisie est de 0.6, elle est bien inférieure a celle correspondant
3 la limite théorique de stabilité linéaire de 2v/2, (cf. [HIR92]).

Aux figures suivantes (¢f. Fig. 1.2), nous présentons ’allure du spectre de densité
d’énergie cinétique turbulente E(k,t) associé a la sphére de ’espace spectral de rayon
|k|, & différents temps de simulation (& Tp, temps initial ou 1’on initialise de maniére
aléatoire, ainsi qu’a T = 0.05, 0.1, 0.2,--- et ainsi de suite tous les 0.1 de temps de
simulation). Si I’on considéere que notre espace spectral est maillé de N modes dans
chaque direction, le calcul du spectre s’effectue en associant a E(K,t), la quantité:

ArK?. <u(k,t) > (ke{-N--N}P, K=K}

ou ’expression < g(k)>p, désigne toujours la moyenne de g(k) sur ’espace F.
La méthode de calcul complete est donnée dans 1’annexe C.
Nous utilisons une échelle logarithmique suivant les deux axes, ce qui nous donne

un repeére visuel de la pente (en —g) dans la zone inertielle d’une solution auto-
semblable.
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Nombre de Reynolds 1500
Discrétisation 323
Fermeture Cs =0,22

Evolution de spectres d’énergie

log(E(K))

T=T1: 4+

‘ : : ol T=T1: T N S T LN
7=0025..05 | T=07.13 | : : 5
SPTRSSN S SR R —— S—— SO W e BARs
T=0.6:-0-0- : H : T=1.4;-0-0-
0 02 04 06 08 1 12 % 0.2 04 0.6 08 1 12
Log(k) Log(k)

FI1G. 1.2 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

On notera que la valeur de 0.22 pour la constante de Smagorinsky, est en total
accord avec les valeurs mentionnées dans la littérature ([McC92], [BER93], [SAG]).

La figure ci-apres représente 1’évolution temporelle du temps de retournement des
grandes échelles défini par ’équation (1.11). On remarque, malgré une légére dimi-
nution de celle-ci, que la valeur de §(t) varie relativement peu dans le temps, ce qui
nous conduit & adopter pour valeur caractéristique de ce temps la valeur 0.2.

Si I'on se base sur de simples considérations visuelles, on peut alors considérer a
priori, que la simulation précédente fournit un spectre correct jusqu’a un temps de
Pordre de 0.7. En termes de temps de retournement, la simulation est donc accep-
table jusqu’a environ 3.5 a 4 fois le temps de retournement moyen.
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o

Y

o
T

o
N
W

o
N

Temps de retoumement
[=]
1

o
[

0.19

(o] 0.2 0.4

.6 3
Temps adimensionne

1 1.2 14

F1G. 1.3 - Temps de retournement §(t) des grandes échelles

Une simulation effectuée & une valeur du nombre de Reynolds double de la précé-
dente, toutes les autres conditions demeurant inchangées, nous a conduit a corriger
la valeur de la constante de Smagorinsky, pour obtenir une décroissance correcte du
spectre. La valeur précédente (Cs = 0.22) conduisant a une trop forte dissipation
(pente “plus raide” du spectre), des résultats qualitativement corrects nous ont im-
posé le choix C; = 0.17 (cf. les figures ci-dessous).

Nombre de Reynolds 3000
Discrétisation 323
Fermeture Cs=0,17

H

N

-2

06
Log(k)

log(E(Kk))

7.. .................................................................................
T=Ttixex- :

6_ ....... ..r. ;‘0‘:?;‘;“1.:5 ........ g....‘..........‘; ................ ; ................ ; ..............

[ T: :-.13-0-0- ......... \. .......................................

4 1 L 1 4 1

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2

Log(k)

F1G. 1.4 - Evolution de spectres d’énergie (CFL de 0,6)
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Ces deux premieres simulations prouvent bien que la valeur de la constante de
Smagorinsky dépend de la valeur du nombre de Reynolds Re.
Une explication est proposé en Annexe A.

Le probléme principal de ces simulations (déja rencontré dans [BAU93)), a savoir
la remontée du spectre pour des temps de simulation importants, est ici bien visible
(cf. 1.2 droite et 1.4 droite).

On observera d’ailleurs que la simulation a Re = 3000 donne, de ce point de vue,
des résultats plutot plus mauvais que la simulation a Re = 1500.

Indiquons enfin que pour ces deux simulations le pas de temps (adimensionné)

était de ’ordre de 6.107%, et qu’une itération en temps correspondait & un temps de
0.3 seconde CPU.
Avec ces données, une simulation jusqu’au temps (adimensionné) 1 nécessite envi-
ron 500 secondes CPU pour un maillage 323. Et logiquement, une simulation pour
une discrétisation de 64% points, jusqu’a un méme temps (de simulation) demande
environ 16 fois plus de temps, soit 8000 secondes (le pas de temps étant divisé par
2 puisque le nombre de Courant reste fixé a 0.6).

Nombre de Reynolds 3000
Discrétisation 643
Fermeture Cs=0,17

Evolution de spectres d’énergie

log(E(k))
(2]

T=0:025.. 0.4

[} 0.2 0.4 0.6 1 1.2 14 16

0.8
Log(k)

FIG. 1.5 - Simulation avec une condition CFL de 0,6
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Nombre de Reynolds 1500
Discrétisation 643
Fermeture Cs,=0,22

Evolution de spectres d’énergie

log(E(k))

1 1.2 14 1.6

” i H 1
“0 0.2 0.4 0.6 0.8
Log(k)

FIG. 1.6 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

Le calcul du temps de retournement des grandes échelles pour la simulation consi-
dérée précédemment donne le résultat suivant:

0.175 T T T T T

Temps de retoumement

X} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Temps adimensionne

FiG. 1.7 - Temps de retournement des grandes échelles

On remarque que ce temps caractéristique évolue exactement de la méme manieére
que celui de la simulation avec fermeture Smagorinsky pour une discrétisation de
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323 points. La décroissance quasi-hyperbolique semble tout a fait logique et s’ex-
plique par le transfert d’énergie des petits nombres d’onde vers les grands nombres
d’onde. En effet, a 'instant initial le spectre de densité d’énergie considéré a pour
but de concentrer la majeure partie de ’énergie transmise au systéme sur les petits
nombres d’ondes. Ensuite, la simulation va donner lieu a un échange d’énergie créé
par le terme non linéaire de couplage de I’équation. En pratique, le taux de transfert
sera élevé au début de la simulation (I’énergie étant initialement accumulée sur les
petits nombres d’onde), et apres quelques itérations temporelles le transfert va s’ef-
fectuer au taux prédit et donc va diminuer au fur et & mesure la taille des structures
de I’écoulement. Par conséquent, les nouvelles grandes échelles se retournent plus
rapidement que les grandes échelles de la phase initiale de 1’écoulement.

1.4.2 Résultats du modele “Fonction de Structure”

Reprenons les mémes configurations de la section précédente pour 1’étude com-
parative des deux modeles de fermeture.
A la Figure 1.8, nous obtenons le méme comportement du spectre de densité d’éner-
gie en utilisant le modeéle de fermeture par la fonction de structure (d’ordre 2 de la
vitesse). La pente reste correcte jusqu‘au méme temps adimensionné de simulation

(0,7).

Nombre de Reynolds 1500
Discrétisation 323
Fermeture Fonct. de Struc.

Evolution de spectres d’énergie

................................................................................................

12

TT] S S ;

log(E(k))

....... T: =T°xx

T=0025..05

T=0.6-0-0-

1 " i L 4 ) 1 H 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 04 0.6 08 1

Log(k) Log(k)
FIG. 1.8 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

En augmentant le nombre de Reynolds, nous obtenons les résultats suivants (cf.
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Figure 1.9):

Nombre de Reynolds

3000

Discrétisation

323

Fermeture

Fonct. de Struc.

“ 02 0.6 08 1 12
Log(k)

log(E(k))

Fi1G. 1.9 - Evolution de spectres d’énergie (CFL de 0.6)

log(E(k))
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Nombre de Reynolds 3000
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Fermeture Fonct. de Struc.
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F1G. 1.10 - Ewvolution de spectres d’énergie (CFL de 0.6)
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1.5 Conclusions

La comparaison objective de plusieurs simulations entre elles, qu’elles proviennent
de modeles de fermeture différents ou d’une variation de conditions de simulation
(Reynolds, N, ... ) pour un méme modele, se heurte, comme nous allons le montrer,
a de nombreuses difficultés.

Tout d’abord, nous devons faire un choix de configurations qui vont nous ser-
vir de plan d’expérimentations. Nous avons pensé faire varier le nombre de points
de discrétisation et le nombre de Reynolds. Et cette derniére modification, nous
mene a une ambiguité du temps auquel la comparaison doit étre effectuée (temps
adimensionné ou temps de retournement et de quelles échelles).

De plus, un seul critére a été réellement pris en compte, il s’agit de la loi de
Kolmogorov (1.10). Par conséquent, comment juger de la bonne pente dans une
plage de I’espace spectral (zone inertielle) qui n’est pas définie explicitement?

D’aprés nos simulations, et le critere sur la pente du spectre de densité d’éner-
gie, nous pouvons dire que les deux modeles de fermeture, globalement, donnent
des résultats équivalents. Toutefois, la spécificité du modele Fonction de Structure
vient du fait qu’il ne demande pas de “réglage”, contrairement a 1’écriture de la
viscosité turbulente de Smagorinsky, qui fait intervenir une constante dépendant de
la simulation. Le temps calcul avec le modele de Smagorinsky ou celui qui utilise
la fonction de Structure reste le méme. Et la programmation de I’un ou ’autre des
modeles est tout aussi simple. Ce qui nous ameéne a conclure qu’aucun de ces deux
modeles ne permet d’obtenir une solution auto-semblable avec un spectre correct.
Cette étude nous a permis d’obtenir des renseignements en particulier sur le modéle
de fermeture de Smagorinsky. Concernant 1’étude comparative, nous avons vu que
la Turbulence Homogene Isotrope n’est pas suffisamment restrictive pour permettre
de départager ces deux modeles. Le chapitre suivant nous apportera des éclaircisse-
ments, et surtout nous permettra d’obtenir un lien étroit entre le schéma numérique
utilisé et les résultats des simulations.
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Chapitre 2

Etude du schéma numérique

L’objet de ce chapitre est 1’étude de I'influence du schéma de discrétisation pro-
posé par Vremann et al. (¢f. [VGKZ92)]) sur la simulation des grandes échelles. Pour
cela, nous menons une étude théorique du schéma sur I’équation modéle suivante
(convection-diffusion linéaire (2.1) ):

%:— + ('U.V)u —rAu =0, (2.1)

définie sur le domaine 2 x [0, +oo[, u étant une fonction scalaire.

Aprés avoir présenté le schéma utilisé par Vremann et al, nous introduisons a la
deuxiéme section, la notion d’équation équivalente. Nous donnons ensuite un procédé
permettant d’obtenir son expression a partir d’un développement en série formelle
(¢f. [BLCY4]). 1l semble alors que la solution calculée & partir du schéma numérique
peut étre bien approchée par I’équation équivalente tronquée a un ordre fixé (cf.

[LEV90]).

Nous établissons, a la troisieme section, une relation entre le spectre de densité
d’énergie cinétique de la solution de cette équation équivalente et du spectre de la
solution de I’équation modéle. Ce qui nous permet d’une part, de mettre en évidence
un défaut d’isotropie du schéma de Vremann et al. a 'ordre 4, et d’autre part de
donner une relation visant a corriger ce défaut.

La quatriéme section fait état d’une nouvelle propriété liée au schéma cité ci-
dessus. Nous voyons que le fait de moyenner dans les plans perpendiculaires a la
direction de I’opérateur spatial induit une convolution discrete avec une gaussienne
tronquée ayant donc un effet régularisant. Malheureusement, a la section suivante,
nous obtenons une incompatibilité entre cette propriété de régularisation et I’isotro-
pie a ’ordre 4.

Ensuite, nous rapprochons nos résultats de I’étude théorique de nos simulations
numériques, ce qui nous permet d’élucider quelques points. Nous concluons et pro-
posons quelques développements.

25
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2.1 Schéma Numérique de Vremann et al.

Pour présenter le schéma numérique utilisé lors de nos simulations, nous forma-
lisons le probléeme (1.2-1.4) par le probleme différentiel suivant (complété de bonnes
conditions initiales).

8_%%2 = F(u(t)), (2.2)

Nous décidons d’utiliser une méthode de type Runge-Kutta du quatrieme ordre,
semi-implicite (¢f. [HIR92]) par exemple). Pour résoudre le probleme différentiel
(2.2),

on écrit:  k,y = F(u"),
kna = F(u™+ i?ikn,l)a
kng = F(u™+ Zi kn2),
kng = F(u" + Tkn 3)

IS "“6‘(’” 14 2kng + 2kn 3+ kng).

La discrétisation spatiale du terme F(u(t)) utilise deux opérateurs d’approxima-
tion notés D, et D,. On désigne par D, ;[u(M)] approximation de du/dz; au point
M, et on pose:

u(M + Az;&) — w(M — Az;é)
2A$,‘ ’

Doi[u(M)] =

ou €; représente le vecteur unitaire dans la direction :. D, réalise donc une
approximation différence finie centrée d’ordre 2 de Ou/dz;. L’opérateur D, a une
expression plus complexe. Désignant par D, ;[u(M)] 'approximation de du/dz; au
point M et € I'ensemble {—1,0,+1} x {—1,0,+1} de toutes les valeurs possibles du
couple (¢, n), on pose:

Dv *[U(M) Z ¢(c,17) Da 1[u(M + 662 + 7763)]
(en)€E

Par cette procédure nous obtenons une approximation centree de Ju/0z; au point
M, pondérée par les valeurs approchées de O0u/0z; aux points P situés dans le plan
passant par M et perpendiculaire au vecteur é€;.
Plus précisément, et en prenant par exemple : = 1, on définit l'ensemble des voisins
de M comme ’ensemble formé, en dimension 3, du point M lui méme, et des 8



Schéma Numérique de Vremann et al. 27

points P, (1 < n < 8) les plus proches de M tels que:

xl(l-:’;,) = :cl(]\?) Vn:1<n<8§
.'1,‘2(15:1) = xg(M) + eAz, e€ {-1,0,+1}
a:a(P_;) = xa(M) + nlAzs n e {-1,0,+1}

(e et  non simultanément nuls).
Un voisin de M, y compris ce point, est donc caractérisé par un couple (e,m) (M
correspondant alors au couple (0,0)).

Toute une série de schémas différents peuvent étre construits suivant le choix
effectué pour les coefficients de pondération (¢(_1,—1)- - - P(41,41)) utilisés.
Parmi ceux-ci nous avons adopté la solution suivante:

( 1 4
= (0 : =—-
(e,m) = (0,0) $09 = 37779
11
(e,m) = (0,£1) D o1 = 5AZ9
| (em=(2L,0)  : duig=1
»1) = ) . (£1,0) 9Az 9
(6n) = (£1,%1)  :  darsn = ——os
{ ) = ’ . (£1,%1) = 2Az 36
Nous posons dans la suite:
¢ = ¢(o,o) ) a = ¢(o,3c1) = ¢(i1,0) ) B = ¢(:i:1,:|:1)

Vremann et al. ont montré (cf. [VGKZ92]) que ce choix était celui qui, parmi
ceux qu’ils ont testés, apportait le moins de dissipation numeérique.

Les termes convectifs et diffusifs sont alors approchés de la maniere suivante:

— les termes convectifs de la forme:

3u,

sont approchés par: .
D, ;(@w)(M)
— les termes diffusifs de la forme:

dS:;
Oz;

ou; 0uj
6xJ(BmJ Oz; )(M)

(M) =
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sont approchés par:

D, (Do i (@ (M)) + Do i(w(M)))

Soit M le point de coordonnées:
n(M)=zi 5 aa(M)=2] ; z5(M)=az}

et soit u; ;x la valeur de u au point M.
Avec les notations et définitions précédentes, un terme convectif tel que (du/dz)(M),
est approché par ’expression :

ou 1y 1 e
ta 3 (Uit1 jbetn = Uizl jdefktn) (2.3)
(eme{-1,1}x{-1,1} )
+ ﬁ E (ui+1,j+c,k+n - “i~1,j+c,k+n)) .

(emn)€ E—{-1,1}x{-1,1}

La Figure 2.2 représente la molécule de calcul associée a I’approximation d’un terme
convectif. Dans le cas d’un terme diffusif, la molécule correspondante est symétrique
par rapport a ’'un quelconque des plans [a, 3, ¢].

o

a
B, /

o a/
1 3 0B
o M
B4 E
o
B (p/ B
q
04
Plan i-1 xz xy Plan i+ 1
xx/” O

FIG. 2.2 - Molécule de calcul
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2.2 Notion d’équation équivalente

Convenons de représenter 1’équation (2.1) sous la forme (T'+ A)u = 0, ou A est
un opérateur différentiel linéaire en espace, et T représente I’opérateur de dérivation
partielle par rapport a t. La discrétisation de cette équation a ’aide d’un schéma
homogene en temps et en espace, consiste a remplacer celle-ci, sur un ensemble Qy
de N points M = (i,5,k) € Q , par une expression de la forme:

Ut = U (M) =32 3 ChropyU™(M)) (2.4)
n'>0 M'eV(M)

ou M’ est le point de coordonnées (i + 1', j + 5/, kK + k'), 7', j' et k' étant des en-
tiers relatifs; V(M) représente I’ensemble des “voisins” du point M, défini comme
I’ensemble des points M’ tels que Clyi_ps # 0; et les CJyi_p, sont des nombres réels
caractérisant le schéma utilisé. ‘

La fonction discrete U qui vérifie la relation précédente en chacun des points M
considérés, constitue la solution numérique du schéma représenté par cette relation.
On définit alors une fonction U, “suffisamment réguliére” (théoriquement de classe
C*® mais, en pratique, de classe C" avec r suffisamment grand), définie sur Q x
[0, +00[, et telle que U et U coincident sur y.

On pourra par exemple se reporter & ( [VGKZ92]) pour les détails techniques de
cette opération.

Les contraintes de régularité imposées a U, nous autorisent alors 3 développer
les termes U """'(M "— M) =U(M'— M,t,_n) en série de Taylor au voisinage du
point (M, t,).

Convenons a cet effet de désigner simplement par T, X,Y et Z les opérateurs de
dérivation partielle par rapport a ¢, z,y et z respectivement.

Avec ces symboles, on associe alors a I’équation discréte (2.4) une équation continue,
d’ordre infini, que ’on écrit sous la forme suivante:

[ > Ppqr " XPYZT ] =0 (25)

Pyq,7yS

Cette équation représente 1’équation équivalente non résolue, associée au schéma
(2.4).
Remarquons que dans le cas d’un schéma explicite, celle-ci admet la forme simpli-
phiée suivante:
[ S T ] T+ [ S Bpar XPYZ" ] =0 (2.6)
S

P,

Ces équations étant de structure extrémement complexe, en particulier a cause
de la présence des opérateurs T° pour, a priori toute valeur entiere de s, il est
p ) )

quasiment impossible d’étudier le comportement de leur solution U.



30 ETUDE DU SCHEMA NUMERIQUE

Pour contourner cette difficulté, on va essayer, par un ensemble de regles de ré-
écriture spécifiques, de ramener 1’équation équivalente non résolue a une équation
d’évolution “avec reste”.

Plus précisément, on cherche a construire une équation de la forme:

T5+[ D 7p,q,rX”Y"Z’]I:J+[ ) ﬁ;_q,,TsX”Y"Z’](:}:O, (2.7)
pratr<s phadr>s

dans laquelle le second crochet représente un reste en O(S + 1). Cette équation
sera appelée “équation équivalente résolue a ’ordre S”.

Nous n’évoquerons pas ici les notions de consistance de cette équation avec l’équa-
tion (T + A)u = 0 (bien qu’il soit immédiat de voir qu’une condition nécessaire est
que pg oo = 1) et supposerons donc que cette propriété est vérifiée.

On voit donc que les regles de réécriture a utiliser, reviennent a éliminer successive-
ment toutes les dérivées en temps d’ordre supérieur & 1 contenues dans 1’équation
équivalente non résolue, et ceci jusqu’a ’ordre (ici S) souhaité.

C’est en 1974 que Warming et Hyett (¢f. [WHT74]) ont proposé une méthode per-
mettant de mener a bien cette élimination. Celle-ci est en fait un procédé itératif,
qui génere une suite d’équations équivalentes partiellement résolues, d’ordre de plus
en plus élevé.

TUs + [ S par XPYIZT ] Us =0 (2.8)
pratr<s

Si le schéma (2.4) est consistant avec ’équation (T + A)u = 0, alors I’équation
précédente (dans laquelle on suppose implicitement que S est au moins égal a ’ordre
O(A) de 'opérateur A) s’écrit aussi:

(T + A) Us+ BsUs =0 (29)

ou Bgs est un opérateur différentiel linéaire en espace, et dans lequel ne figurent que
des termes X?PY?Z" tels que O(A) <p+qg+r < S.

L’intérét de cette construction, réside dans la considération heuristique établie
par Warming et Hyett, selon laquelle la solution continue U de I’équation équiva-
lente non résolue est aussi solution, en chaque point de discrétisation, de ’équation
discrete (2.4).

Moyennant alors certaines conditions de convergence du procédé développé par ces

auteurs, on peut espérer que les solutions Us de (2.9) convergent, lorsque S tend
vers 'infini, vers celle de (2.4):

lim [[Us = U|| = 0 (2.10)
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pour une norme |.|| convenable.

Il semble bien que la fonction U demeure “plus proche” de U que ne l'est la
solution u de I’équation a résoudre (2.1), et les fonctions Us jouissent de la méme
propriété:

VS > 0(4) : lim |Us—U|| < |lu-U]| (2.11)

On comprend alors mieux pourquoi, malgré les objections qui ont pu lui étre faite,
I’équation équivalente (en pratique résolue jusqu’a un ordre S arbitraire), constitue
un outil privilégié d’étude d’un schéma numérique.

La méthode proposée par Warming et Hyett souffre cependant d’étre extrément
lourde a mettre en ceuvre, tout particulierement dans le cas d’équations en dimen-
sion d’espace supérieure a 1, et de mal se généraliser au cas de schémas & pas en
temps fractionnaires.

A tel point que son utilisation est quasiment tributaire de celle d’un logiciel de calcul
formel, et que la construction a la main de ’équation équivalente est souvent une
gageure.

Fort heureusement, Carpentier, De La Bourdonnaye et Larrouturou (cf. [BLC94])
ont proposé récemment une nouvelle procédure de construction de ’équation modi-
fiée (ou équivalente), beaucoup plus simple a mettre en ceuvre que celle de Warming
et Hyett, et parfaitement adaptée au traitement de schémas de type Runge-Kutta.

Avec les notations introduites plus haut, considérons 1’équation d’évolution li-
néaire suivante:

Tu=—Au=| 3 aper X”Y"Z'] u (2.12)

(p.a.r)

Supposons pour simplifier que les pas du maillage 5 sont identiques dans les 3
directions d’espaces, et désignons par h leur valeur commune.
Supposons enfin que I’équation précédente est résolue a I’aide d’un schéma de Runge-
Kutta a M niveaux, et que l'opérateur —A est approché par un méme opérateur
discret — Ay, quel que soit le pas fractionnaire considéré (schéma homogene en temps).
A Paide des résultats partiels démontrés dans [BLC94] : expressions de ’équation
équivalente résolue pour un schéma explicite en temps en dimension 2 d’espace, et
pour un schéma de Runge-Kutta en dimension 1 d’espace; il est possible de détermi-
ner I’expression de I’équation équivalente pour le schéma utilisé dans nos simulations
(cas tridimensionnel, schéma de Runge-Kutta d’ordre 4). La proposition suivante en
fait état:
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Proposition 2.2.1

Si le schéma est consistant avec I’équation (2.1), son équation équivalente
s’écrit : o
T =Y ai;r(At, A)XYIZE,
(1,3:k)
ol Y. aijx(At, R)X'Y?Z* est le développement en série formelle de la

(i,5.k)
fonction :

K
Py [At An(X,Y, Z))]
1+ 3

Py K )

At

ln(
F(X,Y,Z)=

2.3 Anisotropie théorique du schéma
Avant d’entreprendre 1’étude proprement dite de ce schéma, commencons par
établir un résultat intermédiaire concernant les spectres de densité d’énergie des so-

lutions u et Us des équations (T + A)u = 0 et (2.9).

Limitons nous dans un premier temps au cas d’une équation d’évolution linéaire,
en dimension 1 d’espace:

m=1

Tu+ Iimiwame] u=0 (2.13)

avec des conditions aux limites périodiques.

Pour toute fonction f = f(z,t), désignons, si elle existe, sa transformée de Fourier
spatirle f = f(,t) par la relation:

&t = [ flae=de
Moyennant des conditions convenables sur u, on a alors:

Xmu(6,t) = /Rxmu(x,t)e-fxfdx = (i6)™a(¢, 1)

Tu(e,1) = %(/Ru(x,t)e-‘ffdx) = Ta(e,1).
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Dans I’espace de Fourier, ’équation précédente s’écrit donc:

m=M

Ta(6,t)+ | D am (ié)’"] a(€,t) =0, (2.14)

m=1

équation différentielle ordinaire, dont la solution est :
a(€,t) = 4(€,0)e ",

ou P est le polynome a valeurs complexes de la variable ¢ égal a:
m=M
P(&)= ) am (i)™

m=1

Le spectre de densité d’énergie de u, ou plus simplement “spectre” de u, défini
par E, = 4t (¢ désigant le conjugué complexe de %), a donc pour expression :

Eu(£,t) = Ey(£,0)e”RPE, (2.15)

Cette expression montre que seuls les opérateurs de dérivation spatiale d’ordre
pair interviennent dans I’expression du spectre de la solution de ’équation (2.13).

Ce résultat se généralise immédiatement en dimension d’espace supérieure. En
effet, en posant:

Xy rbnst) = i&0(&r, - .., Enst),

on voit que I’on a la transformation suivante:
[Xf‘ ...X,‘:"] W1,y Tayt) — PIEIPRER | gma(e 6 )

Ainsi, seuls les opérateurs de degré total pair (égal ici a p; + - - - + pn,) interviennent
dans ’expression du spectre de la solution.

Désignons par P[A](£) le polynéme a valeurs complexes obtenu en appliquant
les régles de transformation ci-dessus a ’opérateur A de ’équation (T + A)u = 0.
L’expression (2.9) nous montre alors que le spectre de Ug s’écrit :

EUs(é',t) = EUS(E,O)C_ZR( P[A)(§)+P[Bs](€) )t (2.16)

Si les conditions initiales imposées & ’équation (2.9) et a I’équation (T'+ A)u =0
sont identiques (ce qu’il semble naturel de considérer), les spectres de u et de Us
sont reliés par la relation:

Eyg(&,t) = Eu (€, t)e-m(P[Bs](E))t. (2.17)
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Cette égalité établit donc la relation directe entre, le schéma numérique utilisé
(2.4), et la perturbation qu’il induit sur le spectre de la solution exacte E,.

Munis de ces résultats, et a 1’aide de la proposition établie au paragraphe précé-
dent, nous avons déterminé I’expression de 1’équation équivalente a I’ordre 4, pour
le schéma de Vremann appliqué au cas de ’équation scalaire d’advection-diffusion
linéaire en dimension 3 d’espace (équation (2.1)).

Les calculs complets sont donnés dans I’Annexe D.
On a supposé pour ces calculs que le pas de maillage était constant et égal a h dans
les 3 directions d’espace.
Il est commode, pour analyser ces résultats, de représenter le polynéme formel A+ Bg
d’indéterminées X,Y et Z sous la forme:

(A+ Bs) (X,Y,2) = ESQn(X,Y, 2)

n=0

ou les @), sont des polynomes formels d’indéterminées X,Y et Z, homogenes de
degré total égal a n.

Dans le cas considéré, on a:

Qo(X,Y,Z) = 0
Q:1(X,Y,2) = v(X+Y +2)
QR:AX,Y,2) = —r(X*+Y?*+ 2%

ce qui permet de vérifier a posteriori que le schéma considéré est consistant et
d’ordre 2.

Le polynéme Q4 (le premier intervenant dans la perturbation sur le spectre) a
pour expression :

R2
Quxv,2) =" { [X“ +Y 4 24] +24(a + 2b) [X2Y2 +Y222 4 Z2X2] }
Ce polynéme, dont on vérifie immédiatement ’invariance par permutation des
indéterminées X, Y, Z, admet pour image, par transformation de Fourier spatiale, la
fonction polynémiale Q4(¢x,€y,€z) suivante:

~ rh?
Qb =T { [+ + &8 + 2+ ) [d8 +ag + 88 ]2} |
18

La fonction (“polynéme” dans la suite) Q4 n’est, en général, pas isotrope au sens
ou elle n’est pas invariante par rotation arbitraire du repere £y, £y, €2.
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En effet, si tel était le cas, ce polynéme devrait admettre (a une constante multipli-
cative pres) la représentation suivante:

—_~ 2
Qulexsbritn) = |G+ &+ (2.19)
Ceci n’est possible que si la relation suivante est vérifiée:
a+2b= % (220

Compte tenu des valeurs de a et b pour le schéma de Vremann (a = 1/9, b =
1/36) on en déduit que ce schéma n’est pas isotrope a ’ordre 4 au sens précédent.
Cette conclusion est a priori quelque peu génante, dans la mesure ou les écoulements
simulés sont théoriquement isotropes, et que ce schéma est anisotrope. Par soucis de
cohérence, il semble plus correct de corriger le schéma de Vremann pour le rendre
isotrope a ’ordre 4.

La relation (2.20) montre cependant qu’il existe une infinité de tels schémas.
Aussi, une modification du schéma de Vremann nécessite t-elle une étude plus ap-
profondie de celui-ci afin de déterminer, parmi cette infinité de schémas, si certains
d’entre eux ne sont pas “plus proches” du schéma de Vremann que d’autres ...

2.4 Propriété régularisante du schéma

La caractéristique essentielle de ce schéma réside dans ’approximation utilisée
pour les dérivées spatiales. Rappelons en effet que dans ce schéma, la dérivée d’ordre
1 d’une fonction F' quelconque est approchée par une formule de différences finies
centrées, portant non pas sur F elle méme, mais sur une fonction G déduite de F'
par “moyenne pondérée” dans le plan perpendiculaire a la direction de dérivation.
Plus concretement, si II(z1;1) désigne le plan perpendiculaire a la direction 1 et
coupant celle-ci au point d’abscisse 73, la dérivée au point M = (iy,1,,13) de la
fonction F' dans la direction 1 est approchée par la formule:

(X, F)(M) G(i1 + 1,143,13) — G(4; — 1,i2,i3),
2h
ou G(Zl + 1,2.2,7:3) = Z ci;—ig,ig-isF(ilailzyig)-
(ib,i4) EN(iy £151)

Puisque dans le schéma de Vremann les coeflicients ¢, , vérifient les relations:

Cpg = C-pg = Cp,—q¢ = Cp,~q et Cpg = Cqp>
la relation introduisant G(¢; £ 1,72, 3) s’écrit aussi:
. . . . o, o,
G(i1 £ 1,42,13) = > Cip—it ia—iy F' (11,75, 13) (2.21)

(15,85) €TI(i1£151)
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Sous cette forme G apparait comme le produit de convolution discret de F' par

une fonction discréte C, dont les valeurs aux points de coordonnées (iy — 15,13 —13)
sont égales a ¢;,_it iy—if-
Cherchons, pour le schéma considéré, une fonction ®(z2, z3) vérifiant ces conditions.
C étant invariante par symétrie et permutation de (z2, z3), et de support limité aux
8 voisins les plus proches du point M* = (i, £ 1,45,13) et de ce point lui-méme, il
est immédiat de voir que C' “ne vérifie” en fait que 3 conditions:

Cop = C ; Coth = C+ho = Q ; Cihth =b

Avec un peu d’intuition, on trouve alors que la restriction au pavé [—h, h] x[—h, h]
d’une fonction répondant a ces contraintes, est la fonction radiale ® définie par:

2

®(r) = cexp (—;) (2.22)
t pour le schéma de V: R
€l pour le schema de vremann, o° = m

Ce schéma consiste donc a effectuer, un filtrage bidimensionnel des différents
champs turbulents a l’aide d’une gaussienne d’écart-type o = 0.601 h environ.
Les auteurs qui ’ont introduit, propose ’analyse suivante: ils quantifient la diffusion
apporté par ce schéma en mesurant ’effet de ’opérateur d’approximation spatiale
sur une harmonique simple.

Notre nouvelle interprétation suffit peut étre a expliquer, grace a ’effet régularisant
bien connu de la convolution par une gaussienne, le relativement bon comportement
de ce schéma vis a vis des problemes d’explosion pour des temps importants.

2.5 Schéma régularisant et schéma 4-isotrope

Comme nous savons qu’il existe une infinité de schémas “4-isotropes” (isotropes
a Pordre 4,cf. section 2.3), recherchons maintenant quels sont parmi ceux-ci ceux
qui jouissent de la “propriété de régularisation” du schéma de Vremann.
De tels schémas seront dits “régularisants, 4-isotropes”.

Soit ®, une gaussienne centrée, ces schémas vérifient les 5 conditions suivantes:

c+4a+4b =1
1

®(0) = ¢

®(h) = a
®(hV2) b
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La premicre de ces 5 conditions correspond au fait que la moyenne utilisée est
barycentrique, la seconde liée a la 4-isotropie, et les 3 dernieres au caractére régula-
risant du schéma.

Un calcul simple montre alors que seules 3 conditions parmi les 5 imposées sont
indépendantes, et qu’il existe un seul schéma qui les vérifie.
Celui-ci correspond au choix des paramétres suivant :

a:b:c:

1
3 (2.23)
On observe alors immédiatement que la fonction ® est en fait la fonction carac-
téristique du pavé [—h,h] X [—h,h] (au coefficient 1/9 pres), et que la convolution
de la relation (2.21) ne fait pas réellement intervenir une gaussienne.
Ce résultat, qui peut sembler en contradiction avec ce qu’il vient d’étre dit plus haut,
provient simplement du fait qu’avec le choix (2.23), I’écart-type de la “gaussienne”
® est infini!
On peut conclure en prétendant qu’il n’existe pas de schéma réellement régu-
larisant qui soit aussi 4-isotrope sur le pavé [—h, h] X [—h, A].

Explicitement, les deux conditions provenant de ’aspect régularisant s’écrivent
aussi :

2
h? c c c

Avec la condition c+4a +4b = 1, il est alors facile de construire toute une classe
de schémas “plus ou moins” régularisants, ne dépendant que d’un seul parametre
A=h/o.

Donnons 3 exemples de tels schémas:

_ 0 10 .1
T 144 144 T 144
_ 4 1
°= 36 ~ 36 ~ 36
4 2 1
°= 16 ~ 16 ~ 16

Le second exemple correspond, comme cela se vérifie immédiatement, au schéma
de Vremann. Ces 3 schémas sont donnés par ordre décroissant de valeur de A (res-
pectivement /Log 10, v/Log 4, \/Log 2) et sont donc “de plus en plus” régularisants.
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Remarque 1 Cette derniére affirmation doit étre nuancée, car plus A diminue (o
augmente donc! ), et plus la fonction discrete définie sur [—h, h] x [—h, h], s’éloigne
d’une véritable gaussienne et 'effet de ce support borné devient de plus en plus
important (la véritable fonction est en fait le produit de la gaussienne considérée
par la fonction caractéristique de [—h, k] x [—h, h]).

2.6 Comparaison théorie-sirnulations

Sur la base d’une étude linéaire, nous avons démontré dans la section 2.3, que
le schéma de Vremann n’était pas 4-isotrope: il est intéressant de regarder si ce
“défaut” d’isotropie se retrouve dans les simulations que nous avons réalisées.

Pour répondre a cette question, nous nous sommes limités a I’étude de la répar-
tition angulaire du spectre numérique pour le seul nombre d’onde K = 10 (nombre
d’onde qui devrait se situer au moins un instant dans la zone inertielle, la coupure
étant faite a K = 16).

Bien que I’anisotropie du schéma de Vremann soit indépendante de la valeur du
nombre d’onde (cf. section 2.3), il peut en étre autrement de I’anisotropie “numé-
rique” & laquelle nous nous intéressons maintenant. De ce point de vue, ’étude de
celle-ci pour le seul nombre d’onde K = 10 est bien évidemment restrictive.
Cependant, comme nous allons le voir, elle demeure suffisante pour tirer quelques
conclusions fort intéressantes.

Afin d’avoir une carte d’anisotropie numérique suffisamment détaillée pour per-
mettre une comparaison avec la carte d’anisotropie théorique, nous avons procédé
comme suit :

- Construction, par Modulef!, d’une sphére de rayon 10, pavée en triangles.

— Pour chacun des noeuds de cette triangulation, recherche, dans le cube de
coté N défini par [-N/2, N/2 — 1], du cube de coté unité contenant le noeud
considéré.

— A Dintérieur de ce cube, aux sommets duquel est connue la valeur du spectre,
approximation nodale du spectre pour en déterminer une valeur au noeud de
la triangulation considéré.

— Coloration de la sphere de rayon 10 en fonction de I'intensité du spectre obte-
nue.

Les cartes C.2 a C.5 représentent les résultats obtenus aux temps ' = 0,1.0, 1.8
et T = 2.4 respectivement.

1. Logiciel de calcul scientifique SIMULOG-INRIA
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La comparaison avec la carte C.1 montre une “bonne” adéquation entre les varia-
tions angulaires des anisotropies théoriques et numériques.



Schéma Numérique

Carte C.1: Anisotropie théorique a l'ordre 4 du schéma de Vremann




Comparaison théorie-simulations

Carte C.2: Pnisotropie numérique du schéma de Vrermann, t=0




Etwde du Schéma

Carte C.3: Anisotropie numérique du schéma c¢e Vrermann, t=1.0




Corparaison théorie-simulations

Carte C.4: Bnisotropie numéricque du schéma de Vrerann, t=1.8




Carte C.5: Anisotropie numéricgue du schéma de Vremann, t=2.4
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Afin de confirmer cette impression, nous avons calculé, toujours au nombre
d’onde K = 10, le coefficient de corrélation linéaire entre les distributions théo-
riques et numériques de ’anisotropie.

En tout point ¢ de la sphére construite par Modulef, on dispose en effet, et a tout
instant, de deux valeurs T; et S;(t), représentant respectivement ’anisotropie théo-
rique et I’anisotropie au temps ¢ obtenue par simulation.
N désignant le nombre de points considérés, le coefficient de corrélation linéaire au
temps t a pour définition :
1 i=N
k() =51 Zl (T: — E(T))(5:(t) — E(S5)) (2.25)

L’évolution de k(t) en fonction du temps est donnée a la figure 2.3.

Analyse de I'lsotropie
0.1 T T T

facteur de correlation -o—

08 /
07 W
08 I S B S
0 0.5 1 15 2 25 3
Temps de simulation

F1G. 2.3 - Propriétés statistiques de l’écoulement

La valeur tres élevée de ce coefficient (IV étant égal a 1178, une valeur de |«(¢)||||
supérieure 3 0.2 traduit déja une forte probabilité de corrélation) montre que I’aniso-
tropie de la distribution angulaire du spectre numeérique, est quasiment entierement
imputable a I’anisotropie du schéma numérique.

Cette observation nous confirme dans notre idée premiere, qu’il serait préférable
d’utiliser des schémas 4-isotropes pour simuler un écoulement THI!



46 ETUDE DU SCHEMA NUMERIQUE

Une étude plus approfondie de la figure 2.3 permet d’observer une lente décrois-
sance de la valeur de |k(t)| lorsque t croit, celle-ci correspond a une progressive
décorrélation entre les deux séries {T;} et {Si(¢)}.

Deux explications peuvent étre apportées pour tenter d’expliquer ce phénomeéne.

- Le caractére aléatoire de 1’écoulement (n’oublions pas que le champ de vitesse
initial est aléatoire), ainsi que les inévitables perturbations numériques, peu-
vent entrainer une décorrélation progressive. En effet la série {S;(t)} peut étre
représentée sous la forme S;(t) = T; + e;i(t) ou e;(t) est un résidu aléatoire
qui peut ne pas étre stationnaire en temps: son role pourrait alors devenir
dominant lorsque ¢t augmente?

~ La non linéarité du terme convectif de I’équation de conservation de I’impul-
sion, dont on sait qu’elle se traduit dans ’espace de Fourier par un mélange
de modes (la “fameuse” interaction triadique) pourrait suffire & expliquer
cette décorrélation.

Quelle que soit la part de vérité dans ces deux tentatives d’explication, elles
traduisent en fait une sorte de “retour a l’isotropie” de ’écoulement (initialement
isotrope) dont il serait intéressant d’approfondir la signification, ceci d’autant plus
que ce phénomeéne a été mis en évidence dans de nombreuses expériences de la-
boratoire. |

Dans la section 2.5 plusieurs schémas ont été proposés: un schéma 4-isotrope,
mais non régularisant, et 2 schémas, non 4-isotropes, mais dont I’un d’entre eux
était moins régularisant que le schéma de Vremann, et ’autre plus.

Commencons par étudier le comportement du schéma 4-isotrope.

La répartition angulaire du spectre sur la sphére de rayon 10, différe assez sen-
siblement de la répartition obtenue pour le schéma de Vremann, mais n’est pas
uniforme.

Ce qui s’explique par la répartition spatiale aléatoire du champ de vitesses et nous
permet au passage d’avoir une idée de 'importance des fluctuations que celle-ci
induit. ,

Comme nous pouvions le supposer compte tenu de son effet non régularisant

ce schéma est moins “robuste” que le schéma de Vremann au sens ou il ne permet

pas de poursuivre des simulations aussi loin que celui-ci (respectivement ¢ = 0.64 et
t=1.6).

Le caractere régularisant d’un schéma semblant donc étre, pour les simulations
entreprises ici, une propriété essentielle, nous avons décidé de ne tester que le troi-
siéme schéma construit a la section 2.5 (¢ = 4/16, a = 2/16, b = 1/16) dont
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1’écart-type est /2 fois plus important que celui caractérisant le schéma de Vremann.

Avec ce schéma les simulations ont été poursuivies jusqu’au temps ¢ = 2.7 (mais
pas au dela pour des questions de disponibilité de la CM-5), ce qui confirme bien le
role primordial joué par cet aspect régularisant sur la maitrise des risques d’explo-
sion des calculs.

La distribution angulaire d’anisotropie numérique, ne differe guere de celle obte-
nue avec le schéma de Vremann, résultat prévisible dans la mesure ou les anisotro-
pies théoriques des deux schémas sont, a une homothétie pres, tres proches I’'une de
I’autre.

2.7 Conclusions

Tout d’abord, nous avons démontré tout I'intérét qu’il y avait a entreprendre une
étude fine du schéma utilisé, méme si celle-ci se cantonnait au cas d’une équation
scalaire linéaire.

En particulier, le concept d’équation équivalente s’est avéré étre un outil précieux
pour la compréhension du réle du schéma numeérique sur le spectre de la solution
discrete.

Plus directement en relation avec les simulations effectuées, le role stabilisateur

du schéma de Vremann a été clairement mis en évidence, et des variantes de ce
schéma ont été construites et testées.
Nous avons ainsi pu montrer que 'une des propriétés essentielles que doivent pos-
séder ces schémas, est la capacité a régulariser suffisamment les champs turbulents,
pour prévenir tout arrét accidentel des simulations (explosions ou pas de temps
quasiment nuls). Il serait intéressant de changer d’état turbulent tout en gardant
I’approche de discrétisation par volumes finis, pour sentir ’effet de ce type de sché-
mas.

En outre, le fait que le schéma adopté soit ou non 4-isotrope, ne semble pas avoir
une incidence importante sur la qualité des résultats obtenus.
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Chapitre 3

Quelques remarques techniques

3.1 Discrétisation du tenseur de taux de déforma-
tion

Comme cela avait déja été mis en évidence dans [BAU93], une des difficultés ma-

jeures auxquelles nous avons été confronté, a été le maintient d’une zone inertielle
jusqu’a des temps élevés.
En d’autre termes, et en contradiction complete tant avec les prédictions théoriques
(théorie de Kolmogorov [KOL41a] [KOL41b]) qu’avec les résultats expérimentaux,
les simulations effectuées n’ont & aucun moment permis de mettre en évidence 1’exis-
tence d’un état d’équilibre spectral, ni donc d’une solution auto-semblable.

Soulignons de plus que ce probleme n’est pas propre a un type de modele de
sous-maille particulier, puisque aussi bien le modele de Smagorinsky que celui de
fonction de structure présentent le méme défaut.

En premieére analyse, le phénomene de croissance du spectre aux nombres d’onde
les plus élevés, nous incite a incriminer I’efficacité du modele de sous-maille & assurer
un transfert correct d’énergie des grandes vers les petites échelles.

Si l’on s’en tient exclusivement au modéle de Smagorinsky, il semble donc que celui-
ci n’apporte pas un exces de dissipation suffisamment important.

Certes le schéma peut étre en partie responsable de ce phénomeéne, mais rien

dans ’analyse linéaire que nous en avons effectué au chapitre précédent, n’a permis
de confirmer cette supposition.
C’est donc tout naturellement, que nous avons regardé si les différents éléments qui
interviennent dans I’expression des modéles de fermeture testés, ne pouvaient, par
une mauvaise estimation de leurs valeurs, permettre d’expliquer cette remontée du
spectre.

Les deux modeles exhibant le méme comportement, seul le modele de Smago-

49
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rinsky a été étudié dans la suite.
Pour celui-ci, la viscosité turbulente est donnée par la relation:

v = C?A?IIY/? (3.1)

ot I est le second invariant du tenseur de taux de déformations (II = S;;S;).

Dans I’expression ci-dessus, A est une longueur caractéristique, censée caracté-
riser la dimension des structures de sous-maille les plus énergétiques.
D’une définition peu précise, on tire au moins la conviction que A est au plus égale a
une longueur caractéristique du maillage (pas h du maillage, diamétre des éléments
de la triangulation, etc. ).
Nous supposerons donc avoir la relation suivante:

A<h

Néanmoins, en faisant varier la constante C, qui intervient uniquement dans le
groupement (CA)Z, il est possible de “corriger” 1’effet d’une plus ou moins grande
dissipation liée a une sur ou sous évaluation de A.

Si l’on accepte 'inégalité ci-dessus, II doit aussi représenter ’effet du tenseur

de déformations de sous-maille. Or il est bien évident que ne disposant que de la
connaissance d’informations concernant les grandes échelles, il ne sera pas possible
d’obtenir une évaluation correcte de II.
Comme les modes qui composent le champ de vitesses de sous-maille sont les plus
grands, on comprend que ce champ est une fonction plus rapidement oscillante que
le champ de vitesses de grandes échelles. De maniére heuristique, on s’attend bien a
observer que le champ de sous-maille soit plus oscillant que le champ de vitesses de
grandes échelles. Et vu que I’évaluation de II se fait par des composantes résolues,
il y a malheureusement une sous-évaluation de cette réelle quantité.

Cette remarque nous pose le probleme du procédé a utiliser pour calculer II.
De maniére a priori fort logique, I’approximation des dérivées spatiales qui intervien-
nent dans ’expression de II, est effectuée en utilisant des différences finies centrées.
Or cette approximation consiste a évaluer des gradients sur une base de calcul de
I’ordre de 2h, ce qui est en opposition complete avec le paragraphe ci-dessus!

La base de calcul minimale pour cette évaluation étant égale a h, et la valeur
de II demeurant encore sous-estimée dans ce cas, nous avons testé ’approximation
suivante des dérivées spatiales (donnée ici uniquement pour la dérivée suivant z):

Ou Uijk — Ui-145k  Uitl,5k — Uijk
—_— = Max IJY )JY 1 ,-7’ "]i
Oz ( h ’ h )

A la figure 3.2, nous montrons que les résultats obtenus avec cette expression
sont “qualitativement” meilleurs que ceux obtenus, dans les mémes conditions avec
I’approximation centrée (a la Fig. 1.2, ’évolution des spectres obtenus a un compor-
tement trés proche pour la constante de Smagorinsky C, = 0.28).
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Comme nous pouvions nous y attendre, on observe dans ce cas une décroissance du
spectre plus importante que dans le cas centré.
Avec cette approximation des dérivées, le positionnement sur la pente théorique de
—5/3 nécessite, a un méme instant qu’avec une approximation centrée, une valeur
plus faible de la constante de Smagorinsky C' (qui admet alors des valeurs plus
conformes a celles disponibles dans la littérature).
Globalement ce n’est qu'une compensation, le fait que I’augmentation de la valeur
de IT s’accompagnant d’une diminution de celle de C' n’apporte aucune amélioration
sensible dans la maitrise des problémes de remontée de spectre, ou d’arrét accidentel
des simulations.

En fin de compte, on peut douter de la capacité du modéle de Smagorinsky a
permettre une simulation correcte d’un écoulement THI!

Comme le calcul de viscosité turbulente par le modele “Fonction de structure”
s’effectue autrement, on pourrait regarder aussi la discrétisation adoptée pour son
écriture.

Nombre de Reynolds 1500
Discrétisation 323
Fermeture Cs,=0,28

Evolution du Spectre de densite d'Energie Evolution du spectre de densite d'Energie

12 T ; T 12 ;
5 T=0 +— T=0025 +—
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FI1G. 3.2 - FEvolution de spectres d’énergie (CFL de 0,6)
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3.2 Critique des modeéles de fermeture utilisés

Les limites du modéle de Smagorinsky sont bien connues et ont fait ’objet de
multiples études (pour une synthése de celles-ci, voir par exemple [SAG]).
Cependant ces restrictions d’utilisation concernent essentiellement les cas d’écou-
lements relativement complexes (cisaillés, couches limites etc.), la capacité de ce
modeéle a fournir des résultats corrects en THI n’ayant, a notre connaissance, jamais
prété a controverses. Or il est évident, a la lumiére des résultats présentés plus haut,
que ce modéele, dans les situations de simulations que nous nous sommes
fixées, ne nous a pas permis d’atteindre la qualité de résultats escomptée. A ce titre
la question de la validité de ce modele doit étre envisagée.

Lorsqu’on examine I’expression de la viscosité turbulente introduite par ce mo-

déle, un premier point génant (déja évoqué dans la section précédente), est que cette
viscosité est fonction du groupement CA, dans lequel d’une part A n’a pas de dé-
finition précise, et d’autre part C n’apparait que comme une constante servant a
ajuster la décroissance du spectre sur sa valeur théorique.
Le degré de liberté offert par cette constante est en fait bien pratique, car il per-
met pratiquement toujours d’obtenir, au moins dans une certaine plage de temps,
une pente correcte du spectre. Cependant, comme nous ’avons montré plus haut,
elle rend illusoire toute amélioration de ’évaluation de v; par une estimation plus
précise des gradients de vitesse. Cette constante est donc en fait une arme a double
tranchant !

Plus grave est 'impossibilité d’atteindre une solution auto-semblable, caracté-

ristique d’ailleurs partagée avec le modele de fonction de structure. Ce probléeme
révele une incapacité de ces deux modeles, a assurer un transfert correct d’énergie
cinétique des grandes échelles vers les petites.
Nous devons cependant signaler, que des raffinements du modele de fonction de
structure ont été proposés (communication personnelle de O. Métais), qui permet-
tent peut étre de résoudre ce probléeme. Ceux-ci n’ayant cependant pas été pris en
compte dans le cadre de cette étude, nous devons donc nuancer la conclusion précé-
dente en disant que la “version standard” de ce modele ne donne pas satisfaction.

Il n’en demeure pas moins que les simulations correctes, au sens ou celles-ci peu-
vent étre menées jusqu’a des temps arbitrairement longs, d’écoulements THI nous
semble étre un probléme ouvert, du moins lorsqu’elles sont réalisées dans ’espace
physique.

Afin d’éssayer de pallier cette déficience des modeles utilisés, nous avons construit,
et testé, un modele de fermeture original que nous détaillons dans la référence [PS95].
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Conclusions et développements

Nous avons pu mettre en évidence la difficulté, pour ne pas dire I'impossibilité
intrinseque au modele de Smagorinsky a conduire a un état auto-semblable correct.
Par ailleurs, ’étude d’autres caractéristiques du champ turbulent (cf. [BAU93))
(Skewness, micro-échelle de Taylor) a permis de voir qu’il est 1a aussi difficile d’ob-
tenir, pour chacune d’entre elles, des résultats en accord avec les résultats expéri-
mentaux disponibles .

Néanmoins, a la faveur de nombreuses communications personnelles (D. Laurence
et V. Maupuis du Laboratoire National d’Hydraulique, J.P. Bertoglio de ’Ecole Cen-
trale de Lyon en particulier), il est apparu clairement que les difficultés que nous
avons rencontrées en Turbulence Homogene Isotrope, sonnt partagées par d’autres
auteurs, et semblent méme devoir étre considérées comme le résultats de la majorité
de simulations LES.

Dans la continuité de ces travaux préliminaires, il est donc normal d’entreprendre
une seconde phase d’étude en axant celle-ci selon deux directions: d’une part étu-
dier le comportement d’un autre modele de fermeture “assez différent” du modéle de
Smagorinsky, ceci afin de voir si les problemes mentionnés plus haut sont inhérents
au modele ou a la méthode elle méme ; d’autre part entreprendre une étude aussi
fine que possible du réle du schéma numérique.

Sur ce premier point, notre choix se porte sur le modéle de Fonction de Structure
développé par Lesieur et Métais.
Nous avons cependant rapidement constaté, que les résultats auxquels il conduit
ne sont pas significativement différents que ceux obtenus avec le modeéle de Smago-
rinsky.
Bien que le modele de Bardina -ou modéle dynamique- n’ait pas été testé, nous
ne serions pas étonnés qu’aucun modéle de fermeture ne permette d’effectuer une
simulation de type LES d’un écoulement THI correcte, au sens ou le spectre ob-
tenu présenterait une forme auto-semblable en accord avec la théorie de Kolmogorov.

A P’opposé de cette conclusion partielle négative, le second axe de recherche nous
a permis d’obtenir des résultats trés intéressants.
En effet, ’étude du schéma entreprise a partir de son équation équivalente, ainsi
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que ’étude d’un certain nombre de points techniques faisant 1’'objet du chapitre 3,
nous ont permis d’affiner notre compréhension de 'influence de la discrétisation
sur les résultats obtenus en simulation. Nous avons pu montrer que le caractere
régularisant d’un schéma, bien marqué dans le schéma de Vremann, avait un role
essentiel pour limiter les problémes de croissance du spectre dans les grands nombres
d’ondes.

On voit donc, que le caractere régularisant d’un schéma peut compenser les dé-
ficiences intrinseques des modéeles de fermeture spatiaux.

Ce résultat, qui demande confirmation, est extrémement important dans la me-
sure ou il éclaire ’'interaction schéma/modéle de fermeture, et pourrait permettre
a terme de modifier des schémas existant ou d’en concevoir de nouveaux pour une
utilisation spécifique LES.



Annexe A

Analyse du comportement de v en
fonction de Re

Nous montrons dans cette annexe pourquoi la constante de Smagorinsky diminue
lorsque le nombre de Reynolds augmente.

Partons pour cela de ’expression de la viscosité turbulente effective introduite par
Heisenberg (cf. [McC92], relation 2.154):

V(K1) = /k " Ak [E(k, 1)dk

expression dans laquelle A est une constante strictement positive.
Supposons que la zone inertielle s’étende jusqu’au nombre d’onde K on a alors:

K o
vk, 1) = A /k , k—a/z\/ (a62/3(t)k-5/3)dk +A ]K k=% [E(k,t)dk

J(K', K, t)

et, apres intégration :

-4
3

Tk, K1) = —%AC(t)(K KT

ou C(t) est une fonction a valeurs positives du temps ¢, donnée par la relation:
C(t) = o*23(2)

On a de plus:

. 3 -4/3 def

et donc:
Ovoeo(K',t)

Acwr™ "
ok’ - ( )
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Remarquons au passage que cette formule permet de prouver la positivité de
A, puisque la valeur de la viscosité turbulente diminue, fort logiquement, lorsque le
nombre de modes simulés (k) augmente.

Fixons maintenant la valeur de k', et remarquons que 0J/0K est donnée par:
0J(K', K,t)
0K

k' étant fixé, posons A = K/k' (ce qui implique généralement A > 1 dans le cas
d’une simulation LES), et étudions la fonction J définie par:

= AC(t)K~"® > 0.

/3 —4/3

j(k’,A,t):—%AC(t)k'—4 0

K étant d’autant plus grand que le nombre de Reynolds est élevé [BER93], on
en déduit les relations suivantes:

oJ _ 0J 0K
ORe 0K ORe

v _9JOK 9 (, = [E(kY)
9Re 0K O0Re | ORe (A/K Ty dk)

Le deuxiéme terme du membre de droite de ’équation précédente peut étre négligé
si K est trés grand (cette intégrale est évidemment convergente puisque 1’énergie E
est finie, et que celle-ci décroit exponentiellement dans la zone de dissipation).

>0

et,

Si on utilise maintenant la relation existant entre K et la valeur Re du nombre

de Reynolds (¢f. [BER93], Annexe 5):
K ~ Ref
on trouve finalement:

ov —-7/3p—1/4

~ Re™?

La viscosité turbulente varie donc en 1/Re, ce qui confirme la décroissance de
la valeur de la constante de Smagorinsky observée expérimentalement lorsque Re
croit. On obtient en effet (cf. 1.8) la relation de proportionalité suivante:

CSNE
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Annexe B

Définition du systeme sans
dimension

Il est trés important d’adimensionner le systeme d’équations précédemment ob-
tenu pour avoir en mémoire des variables du méme ordre de grandeur.

B.1 Définition des variables adimensionnées

Pour chaque variable V, la grandeur de référence sera notée V; et la variable sans
. . 4 . .
dimension V' (ces notations ne sont valables que pour ce chapitre).

- pour les longueurs: z; = %f)—, L, étant la longueur de référence du domaine
physique.

— pour les vitesses: u: = ﬁ;—, Uy étant la norme moyenne des vitesses.
— pour le temps: t' = %ﬂt
0

— pour la densité: p' = f;Lo

2
— pour la température: T = 71:5 avec Ty = ’Y_go—rf

— pour la pression: p' = 1% avec po = poUZ

— pour ’énergie: E' = E vec Eo = poU?
Eo

— pour la viscosité dynamique: p’ = F-%

~ pour la diffusivité dynamique: ¢ = EZ%
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B.2 Adimensionnement des équations

On part du systeme modélisant I’écoulement d’un fluide newtonien visqueux
compressible. Ce probleme, provenant de la physique, peut étre régi par les trois
lois de conservation suivantes: conservation de la masse (B.1), conservation de la
quantité de mouvement (B.2) et la conservation de I’énergie totale (B.3).

3
% + Z 9 —
= 02 (B.1)
00;; Bp
pu, + ) —(puiu —2 =0
) gl 9z, ( i) = ; Oz; afL’i (B.2)
OE 2. 8
- + +— | (E + p)pu; oijui) + Q;=0,
7 j;axj(( )PJ) ;;6 (oju:) Za i (B.3)

Faisant suite aux changements de variables du paragraphe précédent, on obtient
une relation entre dérivées spatiales et temporelles des variables physiques et celles
des nouvelles variables adimensionnées :

of . _ Uodf
) = .5 (1)

of 1 6f
@) = ()

Il suffit de multiplier I’équation de masse (B.1) par p——f’ﬁ;, et utiliser les formules
précédentes pour obtenir la nouvelle équation de la masse:

Lo (6P' polo | & B(PIU;‘) PoUo)
poUo Bt Lo _7=Zl axj Lo
soit :
a 1 3 a ! I.
LaEDY Aews) _ g (B4)

!

De maniere analogue, on multiplie I’équation de la quantité de mouvement par

Lo
polUs’
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L U
po(jg (Lo ap (Por Uow) +_Za 7(Uou,
1 3 1 8
“2‘21 -+ g or)) =0, (B.5)
or, 0= —U%@ d’ou:
] 1) 0 ] .
(B2) = i (pou:..poug-)
. Bt’ io 0z Po
3 3 a /
Ho at] p
0, B.5 B.6
POLOUbJ_. 6 J +-6x] ( ) ( )

ce qui fait apparaitre le nombre sans dimension p—of%UE appelé le nombre de
Reynolds et noté Re.
PoUoLo
Ho
Pour obtenir ’équation de conservation de 1’énergie totale adimensionnée, il suffit
de multiplier (B.3) par pTL&g et d’utiliser la technique similaire.

Re = ————

(52). {( P (BB + 1o > | Ealio(E' 40|

]—1

1 &3 Uo,uo,, 1 &0 pRy 0T\ | _
Lozzaz’[ it +7;§j2=:1 Oz; ((’7—1)P,0:z:j) =0, (BY

=1 j=1 2
le dernier terme du membre de gauche s’écrit encore:

poToyR > N v - 3(,811)
LOU(?PO('Y— l)Pr Zaz ( 6a: ) (7—1)PrReZBx; M 3$9(p')

Jj=1 j=1

/
car T’ =~yM?E,

Finalement, nous obtenons:

OE 3.9 [,
P o |(E 5 - DL i

j=13=1

Z@x (w ’ p:)) =0. (B.9)

(*y—lPReJ_l oz’ p
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A partir de ce nouveau systéme adimensionné (B.4-B.9), nous donnons les points
essentiels de ’étape de filtrage de la méthode LES. On fait les hypotheses que le
filtre commute avec les dérivées temporelle et spatiale, ce qui pré-suppose que les
variables doivent en partie étre dérivables par rapport au temps. Cet abus est toléré
pour ce type de problémes.

Par contre, pour les termes non linéaires, il n’est pas possible de procéder direc-
tement car le filtrage ne peut pas se distribuer sur la multiplication. Pour I’équation
de la quantité de mouvement (B.5), on fait apparaitre ce défaut de distributivité, ap-
pelé le tenseur de Léonard, qu’il est nécessaire de modéliser car non résolue. Comme
il s’exprime par des quantités non résolues, d’une échelle plus petite, ce tenseur fait
partie des tenseurs de sous-maille.

De I’équation de la conservation d’énergie, on fait apparaitre aussi deux autres
tenseurs de sous-maille adimensionnés = et ¢; qui sont modellisés par une expres-
sion faisant intervenir la diffusivité tourbillonnaire.

37r;- d ~ ¢, Op
5, = 5P TP = 5 - 7w

J

Pour des raisons pratiques, on introduit souvent la moyenne de Favre pour les
écoulements compressibles, qui est définie par:

X-2
p
0q; 0 e 1
il P O Ri) B 1 72
_ o[ sG] 1
0z | Fry Oz; | 'v(y—1)M?
o[ #0p] 1
- Oz | POz y—1
de méme, R étant la constante des gaz parfaits, on a:
_3_@ _ 0 [ uyR 0T
oz’ dz; | (y — 1)P. Oz;
_ 3] ﬁT ")’R,U()To
= Toq |M o7 ‘( —1)PLZ
_ 9 o 9 ( ) Y S
B 8:1:;- oz} ‘(y=1)P.Re
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B.3 Choix des parametres de calcul

L’adimensionnement précédent fait apparaitre quatre nombres caractéristiques:

— Nombre de Reynolds Re (¢f. B.1):

_ poUo Lo
Ho

Re

- Nombre de Prandtl P, (ou P, si ’on considére sa valeur turbulente):

PoUoLo Ho
Pf' = —_——— = —
$o o

— Nombre de Mach M, :

Mr=% avec: C = P
C Po

C désignant ici la vitesse du son.

— Le coefficient .

La viscosité turbulente y; est adimensionnée, comme la viscosité moléculaire, par
Uo: la viscosité turbulente adimensionnée y} a alors pour définition:

1
ﬂ§=03ﬁn'

ou II' est calculé a partir du tenseur de taux de déformations adimensionné S; ; par
la formule IT = S ;S ;.

Le calcul du spectre initial (¢f. la relation 2.7) est effectué en variables adimen-
sionnées, en particulier le nombre d’onde adimensionné k' est défini par:

2w

K =klkoe avec: ko= —
Lo

La valeur de Lj est bien évidemment arbitraire, puisque elle ne peut étre obtenue

3 partir des 4 nombres sans dimensions ci-dessus (il en est d’ailleurs de méme de

celle de Up).
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B.4 Obtention des grandeurs caractéristiques phy-
siques
Dans tous les résultats de ce rapport, nous travaillons avec des variables adi-

mensionnées. Donnons dans ce paragraphe les relations permettant de retrouver
certaines grandeurs caractéristiques physiques.

Le nombre d’onde k& que nous utilisons est en fait adimensionné. Les formules
théoriques sont obtenues avec k dimensionné qui vaut:

2T,
=1k (B.10)

Le spectre avec dimension E(k) est donné par:

27 1 ,
/ E(k)dk = 735U Lo / E'(K')dk' (B.11)

Le taux de dissipation € est donné par:

E(k) = ac k¥ (B.12)
s 3

e = (2m)3 20 ¢ (B.13)
Lo

¢ = a7 EF K} (B.14)

L’échelle de Kolmogorov vaut: (voir [BER])

V3

o= () (B.15)
L’échelle de début de la zone est donnée par:
3
1 =L (B.16)
€
F = 2 / E(k)dk (B.17)
L’échelle intégrale s’écrit :
/ kE(kR)dE
= L
L; = = 27rLi (B.18)

' / E(k)dk
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et le Reynolds basé sur cette échelle:

Re,, = UoL;
v
L = Rei

K

(B.19)

(B.20)
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Initialisation : génération aléatoire
d’un champ turbulent

C.1 Le probleme

Etant donné un spectre d’énergie E(k), k module du vecteur d’onde K, nous

cherchons un champ de vitesse 4 satisfaisant les conditions suivantes:

1.

2

3.

# est un champ vectoriel réel.

. ¥ est un champ isotrope et homogene.

4 est un champ solénoidal (divd = 0), c’est a dire qu’il existe une fonction b

telle que @ = Roty.

. Le spectre d’énergie E(k) de @ est donné a priori (& un facteur multiplicatif

pres).

B = [, Ia@Is.

lIEl|=k

-
En pratique, nous allons construire 3 dans I’espace de Fourier. Nous introduisons
donc un opérateur défini par:

—_—

— A

q
Rol¢ = Rotd
= 2ﬂi(k2$3 — ko, kady — kybs, krby — kadr)

Cet opérateur est linéaire:

— - = e e .
Rot(a(R)u(F) + b(R)a(R)) = a(F)Rotda(E) + b(E) Rota ()
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" obtenu par tirage aléatoire doit alors satisfaire les deux conditions:

|Ratb(R)? =

Pour satisfaire la deuxiéme condition, nous ne construisons ¥ que dans le demi
espace k3 < 0.

C.2 La méthode

La génération de u se fait en cinq étapes (c¢f. [ROY80]):

1. tirage aléatoire de 2 champs de vecteurs réels ¥;(E) et (k) dans le demi
espace k3 < 0.

2. tirage aléatoire de 2 fonctions a et b réelles telles que:

ot @) (B) + ARG = 28

3. extension de ‘l/;(ii;) = az/?l(l_c‘) + zbz/sg(l-é) a tout ’espace spectral.

. 2
4. calcul de 4 = Rot.

5. retour dans ’espace physique pour obtenir @, que I’on norme par le module
moyen car la variable est adimensionnée.

Pour générer zﬁl et '(1;2, nous cherchons un champ de vecteurs répartis avec une
probabilité constante sur la sphére de rayon 1. Sur cette sphére 1’élément de surface
dS vaut sin(0)d¢dd = dpd(—cos()), ¢ € [0,2n[, 8 € [0, n][.
¢ et cos(#) suivent des lois uniformes. La densité de probabilité du vecteur ¥ =
(sin(8)cos(), sin(8)sin(), cos(d)) est alors constante. On écrit :

-

B(F) = (E(k))i cos(A(T))—-?_;‘(:-—’ir +isin(A(E))—-—1p—_2@);—

k? > - ¥ o
|| Rotab ()| || Rotabz (k)|
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C.3 Expresssion du spectre initial

L’expression du spectre initial retenue est celle proposée par plusieurs auteurs

(¢f. [VGKZ92], [DELS5)) :

4 —2k?
Einit(k) = Ak .exp( 2 ). (C.1)
peak

Dans cette expression, kyeqor représente le nombre d’onde pour lequel le spectre
initial atteint sa valeur maximale, et A est une constante positive choisie de telle
sorte que le champ de vitesse initial soit de moyenne RMS égale a 1. Pour les calculs
effectués, kpear a été pris égal a 3 [VGKZ92), la valeur de A étant par ailleurs fournie
par la formule suivante:

3/
6 5
/ Eimi(k)dk = N® < u? >= Aoy Kok

C.4 Meéthode de calcul dﬁ spectre

Le spectre (sous entendu “le spectre d’énergie cinétique turbulente”) est obtenu
facilement a partir du champ de vitesse (¢f. [McC92] par exemple). Néanmoins, son
calcul pratique nécessitant un certain nombre d’opérations non triviales, il nous a
paru intéressant de détailler ici comment celui-ci était effectué.

— Afin de réduire le coiit de calcul de la transformée de Fourier du champ de
vitesse, on transforme ce champ réel en un champ complexe. En dimension 1,
cela revient par exemple & associer & un champ réel u défini sur N = 2" points,
un champ complexe V = V, + tV; défini sur N/2 points en posant :

V() = w(@i-1)
Vi) = u(2)

Le coiit de la transformée de Fourier V de V est alors de ’ordre de N Logz(N/2),
alors que celui de @ est de ’ordre de N Log, N.

Vi:l1gj<gent

— Aprés avoir reconstruit ¢ a partir de V, on calcule le carré de la norme de ce
vecteur pour tous les triplets {k1, k2, ks} € [-N/2,N/2 — 1]3.

— Pour chaque nombre d’onde |k| compris entre —N+/d/2 et (N/2 — 1)v/d (ot
d = 3 est la dimension de 1’écoulement considéré), on calcule la quantité E(|k|)
correspondant a 1’énergie cinétique turbulente totale associée a |k|. Cette quan-
tité est approchée par:

B(k) ~ TS 5 Sk ko, ko)

ky ko k3
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ou ki, k, et k3 sont tels que (k% + k2 + k2)'/% € [|k| — 1/2, |k| + 1/2[ et M est
le nombre de triplets {k;, k2, k3} vérifiant cette condition.

- La fonction E(|k|) est alors représentée en coordonnées log-log.
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Equation equivalente : schéma de
Vremann

La construction de I’équation équivalente au schéma de Vremann, pour une équa-
tion de diffusion-convection en dimension 3 d’espace, a été réalisée avec ’aide du
logiciel de calcul formel MAPLE.

Bien qu’il elt été possible de programmer cette construction en MAPLE, nous
avons néanmoins choisi d’utilier ce logiciel de facon interactive (la session corres-
pondante est donnée dans les pages qui suivent).

Pour en faciliter la lecture, précisons les notations qui y sont employées:

— Tout d’abord, ’équation traitée est la suivante:

%—t{- + (v.V).u —rAu=0

- Les variables d, e, f représentent les opérateurs de décalages suivant z,y,z
respectivement, définis par:

d*u(z,y,2)] = u(z+n.h,y,z2)
e"u(z,y,2)] = u(z,y+n.h,z)
Mu(z,y,2)] = w(=,y,2+n.h)

(on suppose que le pas du maillage est un réseau tridimensionnel de pas h).

— Les opérateurs cz, cy, cz représentent des approximations centrées des dérivées
premiéres suivant z,y,z respectivement, obtenues sur des molécules de base
[=h, k] (¢f. paragraphe 2.1).

— Les opérateurs ez, ey, ez représentent des approximations centrées des dérivées

secondes suivant z,y,z respectivement, obtenues sur des molécules de base
[—2h, 2h] (cf. paragraphe 2.1).
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- Les opérateurs gz, gy, gz représentent les opérateurs de filtrage dans les plans
perpendiculaires aux directions z,y, z respectivement (cf. paragraphe 2.1).

- F désigne le flux numérique discret du schéma de Vremann, et G en est la
représentation “continue” obtenue en remplagant les opérateurs de décalage
par leur développement de Taylor.

- Le résultat final est représenté par la variable solution, P(i,7, k) représente
le coefficient du terme X'Y?Z* dans cette expression, et Q4 correspond au
terme d’ordre total égal a 4.

— QA4V représente ’expression de Q4 obtenue pour les coefficients du schéma de
Vremann (a = 1/9, b=1/36, ¢ =4/9).
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> ex:=1/(2*h)*(d-1/d);
> cy:=1/(2*h)*(e-1/e);
> cz:=1/(2*h)*(f-1/f);

71

> ex:=1/(4*h~2)*(d*2-2+1/d"*2);
> ey:=1/(4*"h*2)*(e*r2-2+1/e”2);
> ez:=1/(4*h"2)*(fr2-2+1/f72);

> gx:=a*(e+1/e+f+1/f)+b*(e+1/e)*(f+1/f)+cC;
> gy:=a*(d+1/d+f+1/f)+b*(d+1/d)*(f+1/f)+cC;
> gz:=a*(d+1/d+e+1/e)+b*(d+1/d)*(e+1/e)+c;

> F:=-(gx*(v*cx-r‘ex)+gy*(v'cy-r‘ey)+gz*(v*cz-r‘ez));

> G:=(X,Y,Z)->subs(f=exp(h*Z),subs(e=exp(h*Y),subs(d=exp(h*X),F)));
> G(X,Y,Z);

> resultX:=series(G(X,Y,Z),X=0,5);
> resultY:=series(convert(resultX,polynom),Y=0,5);
> resultZ:=series(convert(resultY,polynom),Z=0,5);

> solution:=convert(resultZ,polynom);
> solution:=expand(solution);solution:=collect(solution,X);
> P:=(i,]j,k)->coeff(coeff(coeff(solution,X,i),Y,j),Z,k);

> c:=1-4*(a+b);

> Q4:=simplify(P(4,0,0))*(XA4+YA4+ZA4)+factor(P(2,2,0))* (XA 2*Y A2+ Y A2*ZA2+XA2
.zl\z)n

> Q4V:=subs(a=1/9,b=1/36,Q4);

>
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Introduction

This part is divided into two chapters.

First, we are going to apply Incremental Unknowns (1.U.) as a multilevel precon-
ditioner in order to solve several elliptic problems. Then, after reviewing briefly the
theoretical formalism linked with the 1.U. and the mathematical results obtained by
M. CHEN and R. TEMAM in [CT91], we propose to give a numerical verification
and extend some results concerning the condition number of the Laplacian matrix in
the I.U. basis. Our experience has led us to study and develop an efficient classical
multigrid algorithm for which, a comparison has been made with the I.U. method’s
implementation, on vectorial computers, for solving the two-dimensional Dirichlet
problem. We also prove that it is interesting to solve in using the 1.U., an elliptic
problem with homogeneous Neuman boundary conditions obtained by a variational
approach [CEA64]. For the three-dimensional Dirichlet case, even if we have a smal-
ler creasing of the matrix condition number in the I.U. basis, one can find only good
assumptions with a small number of 1.U.’s grid levels.

The second chapter is devoted to a theoretical and numerical resolution of a class
of two-dimensional nonlinear steady-state problems which depends on two positive
parameters. One of them, p, enhances the linear operator character of the evolutive
associate problem, and the other v has the viscosity function. One can show that the
solution exists in H}(€) and is unique. According to the skew-symmetric property
of the nonlinear operator, the proof is classically based on a Galerkin method and a
fixed point theorem. Following this step, we give a discretized system with centered
finite differences schemes. So, we decide to solve this problem with two different
implicit class of methods: Newton-BiCGSTAB and nonlinear GMRES. For each
one, we introduce the 1.U. as a preconditioner and compare this algorithm with
other preconditioned implementations. This study has been made with several p and
v values, and proves that the I.U. preconditioner becomes efficient when p is small.
The second interesting point which is noted, asks to focus more in the preconditioner
choice than the algorithm one.



78

Introduction




Chapitre 1

Résolution de quelques problemes
elliptiques linéaires

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter une méthode de discrétisation
multi-niveaux : les Inconnues Incrémentales. Elle se base sur une discrétisation
des inconnues en différences finies, et, a la particularité de définir plusieurs grilles
uniformes d’inconnues hiérarchiques. Nous allons ’appliquer dans le but de résoudre
quelques problémes elliptiques présentés dans la section 1.1, ensuite nous dévelop-
perons une méthode multigrilles classique tres efficace pour ce type de problémes au
paragraphe 1.2.1, et la comparerons avec I'implémentation incluant les Inconnues
Incrémentales.

Ce travail peut étre considéré comme une extension des travaux de [CT91],
[CMT94] et aussi comme une étape préliminaire & la constitution d’une méthode
multi-niveaux de résolution des équations de Navier-Stokes utilisant les Inconnues
Incrémentales.

1.1 Problémes modeles et discrétisations

Considérons deux modeles naturels d’équations elliptiques en dimension 2 (ou 3):

- le probléme de Dirichlet dans un rectangle (ou un parallélépipéde rectangle) :

— Au = f dans 2
{ u =0 sur 02 (L1)

- le probléme de Neumann homogéne dans un carré (ou un rectangle):

U _ 0 sur 50

on

{ —Au+u=f dansQ
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Dans le cas ou 2 est un ouvert régulier borné, ces deux problemes possedent tous
les deux une solution unique réguliére. En appliquant le lemme de Lax-Milgram, on
trouve la solution du premier probléme dans H}(Q) et la deuxiéme dans H'(9).

La méthode des différences finies est la plus vieille méthode de discrétisation
spatiale basée sur des propriétés liées aux développements en série de Taylor et la
définition de la dérivée.

La discrétisation du probléme (1.1) peut se concevoir en une approche directe
de l'opérateur de dérivation par un schéma centré aux différences. Ce qui donne
I'opérateur discret comme la matrice penta-diagonale usuelle. Toutefois, elle peut
aussi s’obtenir en utilisant une formulation variationnelle: pour le probleme (1.2),
la description détaillée de la méthode est donnée dans ’annexe A.

1.2 Présentation de deux méthodes multi-niveaux

1.2.1 Meéthode Multigrilles
Descriptif

Depuis 1965, date a laquelle ont émergé ces méthodes, leur domaine d’applica-
tion s’est vu grandir. Nous nous limiterons a la résolution d’équations aux dérivées
partielles linéaires, cadre dans lequel leur grande efficacité n’est pas & mettre en
doute. Dans ce paragraphe, nous présenterons un algorithme classique s’appliquant
aux problémes linéaires Correction Storage utilisant la stratégie de cycles V.

Pour simplifier les notations, décrivons le systeme discret de (1.1) pour € = [0,1]%:

Soient N un entier positif pair, on pose h = 71V’ et le domaine ) est approché par
une grille uniforme de pas h:

Qn = {(i.h,j.h)ou1<4,j <N —1},

oy, = {(i.h,j.h)ou 0<i< Netj=0ouN}
U{(z.h,j.h)ou 0 < j < Neti=0ou N},

uh est la solution discréte cherchée définie sur Q5 U 00,
f,"J représente f(i.h, j.h),
et Ap, 'opérateur discret approchant le laplacien, soit:

1
_ h _ > (gsh _.h . h h h
Bnti; = 33 (s = i = Wiy = Ui = i)
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FiGg. 1.1 - Maillage constitué de deuzx grilles

le systeme discret s’écrit :

—Apul; = 1<, <N-1

(1.3)
ul; = 0Vi, j tels que (i.h, j.h) € O

En considérant deux grilles de discrétisation :
- Une grille grossiére G, de pas (2h) constituée des (o)
- Une grille fine G de pas (h) constituée des (e,0) (Fig. 1.1),

donnons la description de la méthode a deux grilles:

1) On effectue quelques itérations a ’aide d’'une méthode itérative de base:
On obtient une certaine fonction u”.

Soit uh__ . la solution exacte du systéme (1.3), si I’on pose fe* = uh__ .
la fonction d’erreur, alors fe! vérifie:

—uh

—Apfeh = fP 4+ ApuP  dans Q,

feth = 0 sur 0.
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2) On transfere le résidu sur G, a l’aide de I’opérateur de restriction r2:

sur G, le résidu est en fait: r2"(f* + Ajuh).

3) On résout le systéme (1.4) obtenu sur G4 pour calculer la fonction d’erreur.

— Agpfe® = rZ(f* 4+ Apul)  dans Q4
(1.4)
fe*h= 0 sur Q.

4) On interpole cette fonction d’erreur obtenue sur G4 a Gy pour corriger la
solution approchée sur G a I’aide de 'opérateur de prolongement ph,. Cela
s’effectue en calculant la nouvelle solution approchée:

uP + ph(fe**)

5) On effectue de nouveau quelques itérations a 1’aide de la méthode itérative
de base.

L’efficacité de ce type de méthodes vient du fait, qu’il n’est pas nécessaire de
faire de nombreuses itérations de relaxation (en pratique moins de cinq itérations
suffisent a chaque fois) et que le colit de ces itérations de relaxation du systéme (1.4)
est trés largement inférieur a celui nécessaire pour la résolution de (1.3).

Pour rechercher une méthode bien optimisée sur calculateurs vectoriels, nous
avons utilisé la méthode itérative de base la plus courante: la méthode itérative de
Gauss-Seidel avec un ordre rouge-noir (ou blanc-noir, ou damier) (cf. [HIR92]).
C’est une technique de coloriage particulierement efficace, ayant ’avantage d’avoir
une implémentation tres simple. Elle consiste a partager la grille fine en deux fa-
milles de points, les noirs et les blancs a la maniere d’un damier, et ainsi, il suffit
d’appliquer l'algorithme de Gauss-Seidel classique d’abord sur les noirs et ensuite
sur les blancs (ou vice versa), pour rendre complétement vectorisable 1’algorithme
de Gauss-Seidel. En décomposant Gy comme un damier, on voit bien que pour (1.3),
un point de la famille noire n’aura que des voisins blancs et vice versa, ce qui leve
la dépendance informatique sur chacune des itérations pour une famille et donne le
moyen d’augmenter le facteur de vectorisation du programme (cf. 1.2.3).

Pour le choix des opérateurs de prolongement et de restriction, la seule condition a
assurer intervient sur ’ordre de ces opérateurs [HAC85). En effet, le probléme (1.1)
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est d’ordre 2, et si I'on choisit un prolongement p d’ordre m, et une restriction r
d’ordre m,, on doit vérifier que:

mp+m, > 2

En ce qui concerne ’opérateur de restriction, nous aurions pu choisir une injection
simple ou une interpolation bi-linéaire (la liste est loin d’étre exhaustive) mais, par
souci d’efficacité nous avons utilisé I’opérateur “half-weighting” introduit par Trot-
tenberg défini par le symbole suivant [HAC85]:

sym(ry") =

Qo= O
00 | =400 |00 |+
Qo= O

Le prolongement a été fait par ’opérateur “prolongement par neuf points” introduit
par Wesseling (cf. [WES82]) défini par le symbole:

sym(pys) =

E e S L
[ Ll ST
W [0 [ [

Ces deux opérateurs sont d’ordre 2.

On remarque de plus que le systéme (1.4) & résoudre sur la grille grossiere G,
a exactement la méme forme que celui sur Gy, ce qui nous autorise a appliquer la
méme stratégie sur G, en utilisant (pour N entier positif multiple de 4) une grille
encore plus grossiere.

De maniére générale, on pose N = 2% ou k € IN*, et on peut définir jusqu’a k
grilles d’inconnues de plus en plus grossiére, le pas de discrétisation de la grille étant
multiplié par 2 chaque fois.

Algorithme Correction Storage (CS)

Cas d’une itération de l’algorithme CS utilisant un cycle V.

€tape 1 initialisation:
Up = u?,

étape 2 on se place sur la grille G}, :

[=h,
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étape 3 n; pré-relaxations sur G;:
Uy Relax?’(u,,fl)

étape 4 on transfere le résidu de G| a Go;:

fa— r8(fi— Aw)
Ugp 0
l« 2-1

étape 5 Sil < % alors, on va a ’étape 3
étape 6 Résolution exacte sur la grille la plus grossiere Gy, :

Uy < —Af/lgfl/z

étape 7 Prolongement sur la grille immédiatement plus fine:

Uy ¢ uyz+ pf/ (w)
| « %

étape 8 n, post-relaxations sur G :
w  Relazy?(w, fi)

étape 9 Sil > 71V alors, on va a ’étape 7

1.2.2 Méthode des Inconnues Incrémentales

Les Inconnues Incrémentales (connus sous 1’accronyme anglais 1.U.) ont été in-
troduites en 1990 par R. TEMAM (¢f. [TEM90]) dans le but initial d’approcher, en
régime turbulent, des équations d’évolutions dissipatives sur de longs temps d’inté-
gration.

La premiere étape de ce développement a consisté a s’intéresser aux équations el-
liptiques linéaires issues des problémes de Dirichlet et problemes de Neumann. Dans
un souci de ne pas trop s’éloigner de la motivation principale, nous considérerons
des discrétisations treés fines ce qui nous amenera des résolutions de problemes de
grandes tailles.

Dans un premier temps, M. CHEN et R. TEMAM ont montré que 'implémen-
tation de cette méthode était facile, comparable a celle de méthodes rapides de type
multigrilles (¢f. [CT91]). A ’aide d’un formalisme introduit dans [CT93] permettant
de considérer la formulation variationnelle et les espaces appropriés, les auteurs ont
justifié théoriquement le gain apporté par la nouvelle méthode pour les problemes



Présentation de deux méthodes multi-niveaux 85

bi-dimensionnels (cf. [CT93]). Ensuite, récemment dans [GOY94] et [CMT94], on
peut voir ’extension au probléme tri-dimensionnel de Dirichlet.

L’objectif de ce paragraphe est de présenter brievement la méthode des Inconnues
Incrémentales pour les problémes bi-dimensionnels elliptiques et pour le probléme

tri-dimensionnel de Dirichlet, et de discuter des résultats numériques obtenus dans
[CT91] et [CMT94].

Les I.U. pour les problemes elliptiques en dimension 2

Il nous parait nécessaire de rappeler que le conditionnement d’une matrice est
le rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice. De
plus, lellipticité de nos problemes nous garantit que toutes les valeurs propres des
matrices issues des problémes discrets sont des réels strictement positifs.
Considérons le systéme discret (1.3) issu du probléme de Dirichlet (1.1). On rap-
pelle que la résolution d’un systéme linéaire de grande taille nécessite généralement
I'utilisation d’une méthode itérative. Citons une des plus répandue: la méthode du
Gradient Conjugué, qui converge pour toute matrice dont la partie symétrique?® est
définie positive (cadre dans lequel nous nous situons pour nos problemes discrets).
Pour obtenir la convergence, elle demande un nombre d’opérations fonction du condi-
tionnement ~ de la matrice & inverser. Si ’on appelle A la matrice intervenant dans
(1.3), alors on connait bien ses valeurs propres et :

Topérations X 1/ K'(A)) K(A) € ['ﬂ'_%:z’) '}%E] (1°5)

Nous allons restreindre notre présentation au cas d’une grille d’I.U. pour des raisons
de clarté.

Nous fixons un pas uniforme h = TIV (N € IN), et nous décomposons notre
maillage en une grille grossiere d’inconnues aux noeuds (2ih,2jh) de pas 2h (no-
tée G,) et la grille complémentaire d’inconnues appelée grille fine (notée Gy). On
peut donc réordonner le systéme discret (1.3) précédent, pour obtenir le systéme
équivalent suivant (la matrice étant renotée A):

Au=1> o1‘1u=(:jj)et b=(2j>, (1.6)

avec u, les inconnues aux points de la grille grossiere, uy les inconnues aux points
de la grille complémentaire.

Nous appellerons y = u, les inconnues de grille grossiére et, par une transfor-
mation particuliere, nous considérerons les inconnues incrémentales (I.U.) z sur la
grille complémentaire. Les I.U. seront les inconnues sur cette grille complémentaire
auxquelles on aura oté la moyenne des inconnues voisines de la grille grossiere. En
fait ce procédé revient & un changement de variables linéaire.

1. la partie symétrique d’une matrice A est la matrice %(A +! A)
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° ° °
o e O o o
° ° °
(FV) (FH) (FC)

Fi1G. 1.2 - Familles d’I.U. en dim 2

Si ’on regarde le maillage de la Fig. 1.1, la structure multigrilles des I.U. corres-
pond a une grille grossiére constituée de (e), et une grille fine constituée de (o).

Ce qui nous ameéne & regrouper les I.U. en trois familles : la famille verticale (FV),
la famille horizontale (FH) et la famille centrale (FC) (voir Fig. 1.2). Ci-dessous, nous
donnons leur définition:

(FV) constituée des points (2ih,(2j + 1)h>, pour 1<i<N-1, 0<j<N-1

1
22{,2j41 = U2i 2541 — §(u2i,2j + U2i+2,2j)

(FH) constituée des points ((2i+ 1)h,2jh>, pour 0<:i<N-1, 1<j<N-1

1
22i41,25 = U2i41,25 — 5(“2{,2,‘ + Uzit2.25)

(FC) constituée des points ((2z + 1)h, (25 + 1)h>, pour 0 << N -1,
0<;j<N-1

20i41,2j+1 = U2i41,2j41 — Z(Uzi,zj + Ugizjt2 + Uzit2,2j + U2it+2,2+2)

L (FH)

En notant 4, = ( g ), avec 23 = z§F V) , on définit la matrice S; de
1 (FC)
2]

changement de base (I'indice 1 désigne la seule grille d’1.U.) de la maniére suivante:

[ Y ) _ o
u-—(uf>—51u1,
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ce qui nous permet d’obtenir un nouveau systeme discret équivalent au précédent

(¢f.[CT93], [CEA64)):
/—11’&1 = 51 avec A_l = ‘SIASI et b1 Sl . (17)

Cette construction peut s’étendre par récurrence a un nombre quelconque [ de
niveaux de grilles d’L.U.

En posant h = h; = Nﬁlﬁ-—ﬁ (ou N correspond au nombre d’inconnues sur

la grille la plus grossiére), on nomme, 2,22, -+ ,2 les inconnues de chacune des
grilles d’L.U. (G1,Ga,- - - ,Gi) auxquelles on a oté les points formant les grilles plus
grossieres, soit :

g Gho, g1 = Gfu \Gho, G = th \th—n

on obtient & nouveau, le systéme discret suivant, équivalent a (1.4):

Ay =b avec AI = tS(AS[ et Bz = tS]b. (1.8)

Formalisme mathématique

Nous verrons dans ce paragraphe qu’il est possible d’utiliser le formalisme des

éléments finis hiérarchiques @; pour poser le probleme mathématique de la hiérar-
chisation par les I.U. (¢f. [TEM90], [CT93], et pour les éléments finis: [YSES86)).

Soit ho (€ IR") le pas grossier uniforme de discrétisation, h; = %? (! représen-
tant le nombre de grilles d’I.U.), on définit V0 <k <I:

Kp? = [i.hg, (i + 1).hi] X [§-he, (5 + 1)-ha]
U, Densemble des points (ihx,jhi) € Q

Vi est I’espace de polynémes réels @Q; (de degré 1 dans chacune des directions),
dans chacun des rectangles K k” C , définis uniquement par les valeurs aux
noeux de Uy.

On observe sans peine que les espaces Vi sont emboités:
Vo c i C--- C VY

Suite a la relation d’emboitement, on introduit ’espace W; comme supplémen-
taire de Vj_; dans V; :

‘/I = ‘/I—l @ I/Vl, (19)

et ainsi, on définit W; comme l’espace de fonctions z; s’annulant sur U;_;,
autrement dit,

YueV, 3 (y,z) € Vilax W tq. u=y+ 2.
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Donc, en réitérant la décomposition, on obtient :
Vi=vhweoW, oW, @---@ W (1.10)

Aprés avoir remarqué qu'un rectangle K; est obtenu en découpant en 4 un
rectangle Kj_; , on retrouve les mémes formules de définition des 1.U. que précé-
demment.

En introduisant ’opérateur d’interpolation linéaire r; associant a chaque
u€C(Q), rmu € V; définie par:

'I‘Iu(M) =u(M), VMe U,

on peut décomposer chaque fonction de C(2) dans les espaces d’L.U. fidelement &
(1.10):
!
U =ru=rou-+ Z(rku — Tk-1U).
k=1

Une équivalence de normes nous donne une estimation du conditionnement de
la matrice issue de (1.8) [CT93].

Théoréme 1.2.1

Si A est la matrice penta-diagonale usuelle de discrétisation du laplacien
pour le probléme de Dirichlet dans un rectangle, A; ='S;AS; celle issue
du systéme (1.8) pour [ grilles d’I.U. et un point sur G, alors,

3C € IR* t.q. Vi€ IN* k(A) < C.(1+1)? (1.11)

La preuve de ce résultat est donnée dans [CT93].

D’apres (1.5) et le théoréme 1.2.1, et en comparant les croissances des fonctions
z — z2? et z — log®(z), on espére bien trouver une discrétisation fine a partir de
laquelle, la méthode de gradient conjugué appliquée au systéme (1.8) converge en
moins d’itérations que celle appliquée au systéme d’origine (1.1) ou (1.6).

Il est important de noter que I'intérét premier de la structure multigrilles réside
dans une hiérarchisation des inconnues. En effet, pour une fonction suffisamment
réguliére on peut facilement montrer en utilisant les formules de Taylor, que les I.U.
sont petites, d’ordre 2 du pas de la grille dont elles font partie. De ce fait, des auteurs
ont défini d’autres I.U. ayant I’avantage d’étre beaucoup plus petites, i.e. d’ordre
plus élevé, mais souffrant d’une lourdeur dans leur définition .

Il convient aussi de mentionner qu’il existe d’autres 1.U. appelées Inconnues
Incrémentales Oscillantes introduites par [CT91] qui ont ’avantage d’étre définies
par une somme directe orthogonale (au lieu d’une somme directe comme en (1.9))
[MED95], ce qui nous montre bien que les I.U. ne peuvent faire partie inhérente de
la méme classe de méthodes que les bases hiérarchiques.
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Les I.U. pour les problémes elliptiques en dimension 3

Nous allons dans ce paragraphe décrire 1’algebre associée a ’extension des 1.U.
en dimension trois.

Le probleme modeéle traité est le probleme de Dirichlet homogene dans le cube
unité (1.1).

On discrétise I’opérateur discret par le schéma centré usuel a 7 points suivant:

1
—Apu = 7 2tk — im1jk = Uit,jk)
xr
1
+ E‘Q‘(zui,j,k — Uij-1,k — ui,j+1,k)
Y

1
+ (k= Wijko1 = Yijke)
z

avec h; le pas dans la direction des x, h, celui dans la direction des y et h, celui
dans la direction des z.

Pour plus de clarté, nous cantonnerons notre présentation au cas d’une grille
d’1.U.

Les points formant la grille grossiére (G,) sont constitués des noeuds du maillage
de la forme (21,2j,2k), auxquelles on associe les inconnues nodales y; 2525 Sur la
grille fine (Gy) on définit sept types d’I.U., suivant la disposition des noeuds dans le
cube (voir Fig. 1.3):

— Type IC: les noeuds de la forme (2: + 1, 27, 2k),

Type JC: les noeuds de la forme (21,25 + 1, 2k),

Type KC: les noeuds de la forme (27, 27,2k + 1),

Type IF: les noeuds de la forme (21,25 + 1,2k + 1),

Type JF: les noeuds de la forme (2: + 1,2j,2k + 1),
- Type KF': les noeuds de la forme (2i + 1,25 + 1, 2k),
- Type CC: les noeuds de la forme (2i + 1,25 4+ 1,2k + 1).
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o
) R
)
® S
& S @
<3 @i @
)
2
;/’ p .

4 \
N

F1G. 1.3 - QGrille grossiére et grille fine

Les points du type IC sont les milieux des arétes, paralléles a ’axe des x, reliant
des noeuds de (G,), la quantité incrémentale associée, est :

22i41,25,2k = U2i41,25,2k — §(u2i,2j,2k + u2i+2,2j,2k)

Les points du type JC sont les milieux des arétes, paralleles a I’axe des y, reliant des
noeuds de (G,), la quantité incrémentale associée, est:

22i2j4+1,2k = U2i 25412k — ‘2'(u2£,2j,2k + Ugi2j+2,2k)

Les points du type KC sont les milieux des arétes, paralleles a I’axe des z, reliant
des noeuds de (G,), la quantité incrémentale associée, est :

22{,25,2k+1 = U2{,2j,2k+1 — —(Uzi,zj,zk + u2i,2j,2k+2)
2
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Les points du type IF sont les centres des faces, paralleles au plan (y,z), reliant
des noeuds de (Gy), la quantité incrémentale associée, est :

22i,2541,2k+1 = U2{2j+1,2k+1 — Z(Uzi,zj,zk + Ui 2j42,2k + U2i2j2k+2 + U2i2j4+2,2k+2)

Les points du type JF sont les centres des faces, paralleles au plan (x,2), reliant des
noeuds de (Gy), la quantité incrémentale associée, est:

1
22i41,25,2k+1 = U2i+1,25,2k+1 — Z(uzi,zj,zk + Uoit2.2j,2k + U2i2j2k+2 T+ U2it2,25.2k+2)

Les points du type KF sont les centres des faces, paralléles au plan (x,y), reliant des
noeuds de (G,), la quantité incrémentale associée, est :

1
22i41,2541,2k = U2i+1,25+1,2k — Z(Uziﬂj,zk + U2iq2,25,2k + U2i2542,2k T U2:’+2,2j+2,2k)

Les points du type CC sont les centres des cubes reliant les noeuds de (G,), la
quantité incrémentale associée, est:

22i41,2541,2k+1 =  U2i41,25+1,2k+1 — %( U2i25,2k + U2i42,25,2k
+u2i2i42,2k + U2i42,2542,2k
Fu2i252k+2 + U2it2,25,2k+2
+uzi2j+2,2k+2 T U2it2,2j42,2k+2)

Comme en dimension 2, on peut définir par récurrence, plusieurs grilles d’1.U.
De méme, en gardant les mémes notations matricielles que précédemment, résoudre
le probléme (1.1), c’est résoudre le systéme suivant:

Ay=b avec A ='SAS et b =1Sb. (1.12)

ou le vecteur #; est constitué les inconnues y et des inconnues z; rangées dans I’ordre
suivant : d’abord les y dans I’ordre lexicographique, ensuite les 2, dans ’ordre crois-
sant des grilles et par type pour chacune des grilles k.

En étendant le formalisme mathématique du paragraphe précédent a la dimen-
sion 3, nous avons une estimation du conditionnement de la matrice issue de (1.12).



02 _____ RESOLUTION DE QUELQUES PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

Théoréme 1.2.2

Si A est la matrice hepta-diagonale usuelle de discrétisation du laplacien
pour le probléme de Dirichlet dans un parallélépipéde rectangle,
A =t5AS, celle issue du systéme (1.12) pour l grilles d’I.U. alors,

4
IC € R* tq Vie IN* k(&)< c.i— (1.13)
)

La preuve de ce résultat est donnée dans (?].

1.2.3 Résultats numériques
Probléeme bi-dimensionnel de Dirichlet

Nous présentons les résultats numériques obtenus pour le premier probléme mo-
dele (Dirichlet 2D). Nous comparerons plusieurs méthodes de résolution, dont les
méthodes utilisant les I.U., la méthode multigrilles classique CS et deux autres pré-
conditionnements de gradient conjugué plus ancien mais couramment utilisé, SSOR
d’Evans et Choleski incomplet IC(0).

Ce travail a été réalisé en collaboration avec O.GOYON [GOY94] au Laboratoire
d’Analyse Numérique d’Orsay.

L’étude comparative a été menée sur calculateurs vectoriels. Nous avons utilisé
le TITAN de Stardent du L.A.N.O.R.S.2 pour la mise au point, et les résultats qui
suivent ont été obtenus sur le CRAY YMP/EL du C.R.I.® d’Orsay.

Tout d’abord nous avons effectué le méme test que celui proposé par M. CHEN et
R. TEMAM dans [CT91). Il s’agit d’une résolution du probléme discret, dans le carré
unité, ayant pour solution 0 et une condition initiale égale & la fonction: up(z,y) =
sin(10%wzy(z — 1)(y — 1)). Cette stratégie nous permet de tester la robustesse de la
méthode. En effet, nous pouvons considérer un test de convergence trés précis sur

le résidu relatif du gradient : H <1070,

Prenons une discrétisation fine de 513 points dans chaque direction, et comparons
la décroissance du residu relatif des deux méthodes multi-niveaux (Fig. 1.4).

2. Laboratoire d’Analyse Numérique d’Orsay
3. Centre de Ressources en Informatique
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2D-DIRICHLET's problem, 513x513pts on CRAY YMP/EL

0 0

10 — 10

5 |\
107 .

-5

10

10" | \\ .

relative residual
-
relative residual

10‘15 R 1 n ! A 1 0-15 -~
0.0 10.0 20.0 30.0 0 20 40 60 80

CPU time lteration Number
C.G. with 8 grid level of I.U.

— — - Correction Storage

F1G. 1.4-Comparaison des performances de deuz méthodes multi-niveaur

Ces courbes de convergence attestent bien une décroissance réguliére du résidu en
fonction des itérations. Il est évident tout de méme que la méthode multi-niveaux
la plus efficace est multigrilles Correction Storage. Les réalisations informatiques
ont été vectorisées totalement. Pour le montrer, aprés avoir défini le facteur de
vectorisation de chacun des programmes (cf. [PAS92]) comme le rapport du temps
CPU du programme en scalaire sur le temps CPU du code de calcul vectorisé, nous

le comparons pour chacune des méthodes et en faisons une analyse détaillée par la
suite.

[ || Conj. Gradient | 1.U. 4+ C.G. | C.S. Multigrid |

CPU time in s.
with Vector. 177 25 5

CPU time in s.
without Vector. 1770 181 65
It. number 1016 70 8

Vectorization
factor 10 7.2 13

CPU/iter 0.17 0.36 0.62

Ce tableau nous donne plusieurs informations tres intéressantes.

La premiére concerne, bien sur, ’efficacité de I'implémentation de notre algo-
rithme multigrilles Correction Storage. Il s’agit d’une méthode extrémement per-
formante ayant le plus grand facteur de vectorisation; ce qui est du au choix des
opérateurs de restriction et de prolongement. Notre méthode des I.U. améliore tout
de méme trés nettement la complexité et le temps calcul de la résolution. Mais elle
demeure nettement moins performante que la méthode multigrilles C.S.
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La deuxiéme concerne la trées bonne vectorisation de toutes les implémentations
(les facteurs de vectorisation sont tous tres grands). On remarque que le fait d’in-
troduire les 1.U. dans la méthode de gradient conjugué diminue ’efficacité de la vec-
torisation. Ce qui s’explique facilement par I'implémentation du produit (*$;AS)).z
pour un nombre ! de grilles maximal (i.e. avec un seul point sur la grille grossiere).
En effet, notre réalisation a été guidée par deux objectifs un peu opposés: pouvoir
traiter des discrétisations trés fines et obtenir le programme le plus performant sur
super-calculateurs vectoriels. Le fait d’inverser de grands systémes nous oblige a
simuler nos produits matrice-vecteur, i.e ne nous permet pas de stocker la matrice
A,. 11 suffit de voir que quelque soit le type de stockage utilisé, pour 5132 points de
discrétisation, il est pour le moment impossible de stocker cette matrice symétrique
dont la structure est beaucoup trop complexe. Par conséquent, faire successivement,
3 chaque itération de gradient, les produits S, 'S par un vecteur nous fait perdre un
temps précieux, causé par une vectorisation non efficace sur les premiers niveaux de
grilles d’I.U. Avec un point sur la grille grossiére, on a 8 z;, 40 23, 176 z3, I’archi-
tecture des super-calculateurs CRAY utilise des registres vectoriels de longueur 64,
d’ou une efficacité croissante pour des tailles de vecteurs seulement supérieures a la
centaine (on parle du temps d’amorgage du pipeline [GL90]).

Regardons aussi les méthodes de gradient conjugué utilisant des précontionne-
ments plus classiques.

| | Conj. Gradient | I.U. 4+ C.G. | SSOR + C.G. | IC(0) + C.G. |

CPU time in s.
with Vector. 177 25 293 864

CPU timeins.
without Vector. 1770 181 546 1487
Iter. number 1016 70 207 425

Vectorization
rate 10 7.2 1.8 1.7
CPU/iter 0.17 0.36 1.4 2.0

La factorisation incompleéte de Choleski ainsi que la sur-relaxation SSOR d’Evans
souffre du méme probleme. Elles sont toutes deux pénalisées par une inversion inter-
médiaire réalisée par réduction en deux systémes triangulaires. Ceci se fait par un
calcul récursif donc difficilement vectorisable. Cependant, il existe dans la littérature
d’autres formes de factorisation de Choleski, comme celle proposée par VAN DER
VORST dans [VORS2], ou encore celles obtenues par décomposition de domaines
dont nous nous sommes écarté. Bien que nous n’ayons pas fait 1’éventail de tous
les préconditionnements de la méthode de gradient conjugué, nous pouvons tout
de méme classer nos I.U. comme bon préconditionneurs du gradient conjugué sur
calculateurs vectoriels.

Continuons notre étude en nous interrogeant sur ’'intérét de considérer un nombre
maximal de niveaux de grilles d’I.U. Il suffit de faire varier le nombre de points sur
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la grille grossiere tout en fixant le méme nombre de points de discrétisation (cf. FiG.
1.5).

Dans 'optique de justifier ces courbes de décroissance du résidu, nous avons étu-
dié la corrélation entre le conditionnement de la matrice issue du systéme discret en
L.U. et le nombre d’itérations nécessaire a la convergence de la méthode de gradient
conjugue.

2D-DIRICHLET’s problem, 513x513pts on CRAY YMP/EL
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F1G. 1.5-Performance de la résolution en Inconnues Incrémentales pour
différentes grilles grossiéres

Nous rappelons que le conditionnement d’une matrice est le rapport entre la plus
grande et la plus petite valeur propre de la matrice (I’ellipticité de nos problémes
nous garantit que toutes les valeurs propres de nos matrices sont des réels stric-
tement positifs). Le tableau ci-dessous récapitule les différentes valeurs des condi-
tionnements des matrices !Sy ASk en fonction de k (i.e. en faisant varier le nombre
de points sur la grille grossiére), et ceci pour deux discrétisations assez fines. Pour
effectuer ces calculs, nous avons utilisé une méthode assez lente mais qui nous a
donné des résultats corrects. Il s’agit de la méthode de la Puissance Itérée.

Number || nodal |2grids | 3g | 4g |5g|6g|7g|8g|9%9g|10g
of pts basis
2572 26612 | 5548 | 1453 | 381 {103 | 37 | 36 | 36 | * *
513% 106453 | 16475 | 5689 | 1521 | 401 | 108 | 46 | 46 | 46 | *
1025% || 426648 57
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Dans le tableau qui suit, nous présentons le nombre d’itérations de gradient
conjugué nécessaire a la convergence.

Nbre de grilles

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Nbre d’itérations

1016

464

240

128

84

71

68

70

70

Nous obtenons les résultats escomptés, le nombre d’itérations varie bien de la méme
maniére que le conditionnement de A, avec un nombre d’itérations minimal pour
un nombre de grilles quasiment le plus grand.

Probléeme bi-dimensionnel de Neuman

Pour le probléme modéle (Neuman 2D), notre étude s’est limitée juste a la véri-
fication du bon comportement lié a I'introduction des I.U. escomptée dans [CT93].

2D-NEUMANN's problem, 257x257pts on CRAY YMP/EL
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FI1G. 1.6-Performance de la résolution en I.U. pour différentes grilles grossiéres

Nous arrivons a réduire d’un facteur 2 le temps de calcul et d’un facteur 5 le nombre
d’itérations. Ces premiers résultats sont encourageants et méritent d’étre un peu
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approfondis. A mesure de 'augmentation du nombre de grilles d’1.U., 'efficacité
de la méthode augmente de la méme maniére que pour le probleme de Dirichlet.
On observe tout de méme beaucoup d’oscillations dans la coubre de décroissance
du résidu de notre méthode multi-niveaux. Pour compléter cette étude, il serait
intéressant d’utiliser d’autres méthodes de gradient conjugué comme MINRES ou

BI-CGSTAB en vue de diminuer les oscillations [VOR92].

Probléme tri-dimensionnel de Dirichlet

Les résultats numériques présentés dans ce paragraphe on été réalisés sur le
CRAY C98 d’I.D.R.I.S.*

Pour la résolution du systéme, notre choix a porté sur une méthode de gradient :
BI-CGSTAB méthode que nous utiliserons plus tard pour sa robustesse et que nous
détaillerons par la suite (Voir I1.2.2.2). Nous présentons des résultats numériques
obtenus pour une discrétisation de 257° points, soit 17 millions d’inconnues.

Pour déterminer les performances effectives d’un code de calcul, CRAY a développé
un outil d’analyse: Jump Trace (simulateur de I’H.P.M.%). On obtient les perfor-
mances directement en Megaflops®.

La puissance maximale théorique par processeur du C98 est de 1000Mflops, et 1’on
considére qu’un programme est bien optimisé s’il dépasse 200Mflops.

Dans le cas d’un maillage de 257% points, les performances des subroutines sont
de:

800 Mflops pour le sous-programme implémentant BI-CGSTAB dans les deux cas,
580 Mflops pour le produit matrice A par un vecteur et 370 Mflops pour ’autre
produit A; par un vecteur.

A la lecture des performances, on remarque que notre sous-programme implé-
mentant BI-CGSTAB est parfaitement optimisé. Comme nous 1’avions remarqué en
dimension 2, de part la nature récursive grille par grille des opérations en 1.U., le
produit faisant intervenir A; est moins efficace que celui dans la base nodale. De
plus, par ’'introduction des matrices S et .S, une itération classique de BI-CGSTAB
coiite en moyenne 1.31s., alors qu’une itération de BI-CGSTAB en 1.U. coiite entre
3.12s. pour 1 niveau d’I.U. et 3.6s. pour 7 niveaux d’I.U.

On présente aux Fig. 1.7, 1.8 les résultats numériques pour des maillages de 1293
et 2573 points, obtenus avec la version classique et celle faisant intervenir les 1.U.

Si l’on regarde la Fig. 1.7, on observe que 'introduction des I.U. améliore le
nombre d’itérations et que c’est pour deux niveaux d’I.U. que le meilleur résultat
est obtenu.

Comme nous ’avons déja précisé, le colit d’une itération augmente avec le nombre de

4. Institut de Développement et des Resources en Informatique Scientifique
5. Hardware Performance Monitor
6. unité d’optimisation de programme informatique:Million floating operation per second
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niveaux de grilles d’I.U., ce qui peut étre interprété a la lecture des deux graphiques
de la Fig. 1.7. On remarque de nouveau que le meilleur temps CPU est obtenu avec
deux niveaux d’I.U.

3D-DIRICHLET’S PROBLEM with 129*129*129 points
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FIG. 1.7 - Résultats avec BI-CGSTAB sur un maillage 129% points
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Pour la résolution avec une discrétisation de 2573 points, la version de I'implé-
mentation la plus efficace est obtenue pour trois niveaux d’I.U.

relative residual

relative residual

3D-DIRICHLET’S PROBLEM with 257*257*257 points
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FI1G. 1.8 - Résultats avec BI-CGSTAB sur un maillage 257% points
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1.3 Conclusions

Nous avons montré que les Inconnues Incrémentales classiques étaient un bon
candidat pour préconditionner les matrices intervenant dans la résolution de pro-
blemes elliptiques. Toutefois, nous avons remarqué qu’elles n’y parvenaient pas avec
la méme efficacité qu’une méthode multigrilles classique. En effet, une méthode mul-
tigrilles combine ’utilisation de deux interpolateurs et d’'une méthode de relaxation
ayant la caractéristique de capter trés rapidement les grandes structures (coefficients
des petits modes de Fourier) de la solution cherchée. Le fait de restreindre le nombre
de points de discrétisation atténue les coefficients des grands modes de Fourier et,
améliore la précision de la nouvelle solution pour un méme nombre d’itérations de
relaxation. Ce qui explique qu’il suffise de peu d’itérations de relaxation sur cha-
cune des grilles et assure 'efficacité de la méthode. Tandis que nos I.U., faisant
intervenir deux interpolateurs symbolisées par S et 'S, font appel & une méthode de
gradient conjugué et donc permettent d’avoir une résolution uniquement rythmée
par la valeur du conditionnement de la matrice a inverser.

Ce résultat comparatif est en accord avec les études menées sur les précondi-
tionneurs multi-niveaux [BPX90]. Nous obtenons aussi des conditionnements pour
le probleme de Dirichlet-2D du méme ordre que ceux obtenus pour les matrices
intervenant lors de la discrétisation par éléments finis hiérarchiques [YSES86].

Une étude assez fine portant sur la vectorisation des codes de calcul met en
évidence qu’il n’est pas nécessaire de restreindre la grille grossiére a un seul point de
discrétisation pour avoir la plus grande efficacité. Toutefois, la version maximisant
le nombre de grilles d’I.U. permet de s’approcher de 'implémentation ayant le plus
faible cott.

L’extension des I.U. aux problémes tri-dimensionnels confirme leur aspect pré-
conditionneur, mais a cause du grand nombre d’1.U., la complexité du changement
de bases pénalise la version utilisant un grand nombre de grilles d’I.U. Nous nous
sommes rendus compte que pour 129 points de discrétisation dans une direction,
deux grilles d’I.U. représente déja plus de 98,5% des inconnues du systéme, ce qui
prouve qu’augmenter le nombre de niveaux risque surtout d’alourdir le coiit d’une

itération (en augmentant la récursivité) et pas fondamentalement d’améliorer 1’effi-
cacité de la résolution.



Chapitre 2

Résolution d’un probléme non
linéaire stationnaire

Cette étude permet d’appliquer le préconditionnement par les Inconnues Incré-
mentales & la résolution d’un probléme non linéaire stationnaire.

Dans le premier paragraphe, apres avoir présenté 1’équation de type Navier-
Stokes que nous considérons, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité, et
terminons en donnant le systéeme discret.

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous présentons les deux méthodes im-
plicites de résolution que nous utilisons. Le premier constitue une étude compa-
rative de plusieurs préconditionnements pour la méthode de Newton-BICGSTAB.
Le deuxiéme reprend 1’étude pour Generalized Minimum RESidual method!. Pour
chacune de ces méthodes, nous avons testé un nouveau préconditionnement : les
Inconnues Incrémentales (IU) (cf. Chap. 1).

Nous avons effectué des comparaisons de la décroissance du résidu de Newton
(en fonction du temps CPU nécessaire) pour quatre implémentations de la méthode

de Newton-BICGSTAB:
— le préconditionnement par les Inconnues Incrémentales - IUNEWT
— le préconditionnement par Multigrilles Correction Storage - MGNEWT

— le préconditionnement par 1’approximation polynémiale de 'inverse de la Ja-
cobienne = PPNEWT

— Newton sans Préconditionnement - NEWT
Pour la méthode de GMRES, trois versions ont été testé:
- le préconditionnement par les Inconnues Incrémentales =+ IUGMRES

- le préconditionnement par Multigrilles Correction Storage &+ MGGMRES

1. méthode du résidu minimal généralisé, plus connu sous son accronyme anglais (GMRES)

101
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— GMRES sans Préconditionnement - GMRES

Dans les deux cas, nous avons considéré aussi le Résidu en fonction du Nombre
d’itérations (ou nombre d’évaluations de la Fonctionnelle) nécessaires pour y parve-
nir.

Nous terminons cette étude en donnant des résultats numériques et une conclu-
sion.

Les résulats de ce chapitre dans le cas particulier p = 0, ainsi que d’autres
extensions de schémas multi-niveaux utilisant les Inconnues Incrémentales ont fait
I’objet d’une prépublication commune avec 0. GOYON [GP95].

2.1 Existence et unicité dans H}(Q) et systéme
discret

Il s’agit d’un probléme introduit sous sa forme évolutive par R. TEMAM [TEM66]
dans le but de donner des équations ayant numériquement des difficultés compa-
rables aux équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-pression. Nous nous
chargeons de résoudre théoriquement et numériquement le probléme stationnaire
sous-jacent suivant :

{ pu — vAu + (uV)u + %(diw)u = f dans 0 =10,1[ 21)
u 0 sur 90 '

ot f € L*()

Théoréeme 2.1.1

Pour f € L*(Q) et v tels que LVle soit suffisamment petit, il existe une
unique solution

u € Hy(Q) vérifiant (2.1).

La preuve se fait de maniére classique par une méthode de Galerkin et par
I'utilisation d’un théoréme de point fixe.

On se place dans le cadre fonctionnel suivant:
V = Hy(Q), H = L*(Q), et V = D(Q),

1/2 1/2
avec les normes habituelles, |u |= (/Q uzd.’c> S (/Q Vuzda:) .

H muni de | | est un espace de Hilbert, et  étant borné, V muni de la norme || ||
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est aussi un espace de Hilbert (lemme de Poincaré).
Soient f,u deux fonctions régulieres satisfaisant (2.1), en faisant le produit scalaire
avec v € V on obtient:

(pu —v.Au+ (u.V)u + —;—(div u)u,v) = (f,v)

apres intégration par parties, on a:
amv»w«um+quvw4ﬂw‘Wev

ou b(u,v,w) = Z / u,6 w_,d:z:+ Z/(dwu)v,w,dz

1,7=1 1—1
Cette forme trilinéaire est antisymétrique et continue dans HJ(f2):

- b(u,v,v) =0 Yu,v € H}(Q)
en effet, en appliquant la formule de Green,

22/ divu.(v;)?dz = E/@u,

i=1 1,7=1
=—Z/w—<wz
1,7=1
donc,

b(u,v,v) = E/u,a -v;dz — }:/u,—( )d:z:—O

t,9=1 1,7=1

~ b est continu dans (H}(Q))3,
Vu,v,w € H3(f), en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient:

| b(u,v,w) | < Z | wi |Laqe) - | == |L2(9) | wi |24
1.7-1

+z:|‘/(9 -v;w;dz |

i]"

IA

_Z_l(l i |oa@) - | Divj |rze) - [ wj |zae)
t-ii_l Dju;j |2y - | vi lza@) - | w |ze(@)
de plus, pour § ouvert borné de IR?,

| |3) £ C(Q). | v |g e

d’ou,

| b(u,v,w) | < Ma - [lu]| - [|v]| - [[w]]
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Notons, pour u,v € V, B(u,v), la forme linéaire continue sur V par:
< B(u,v),w > = b(u,v,w), Vw e V

Toujours par le théoréme de représentation de Riesz, comme I’ application, pour
u € V fixé:

veV = p(y,v) +v(u,v)

est linéaire, continue sur V alors,
3! Au € V' tel que p(u,v) + v((u,v)) = < Au,v Sviy
et u — Au est un isomorphisme continu de V dans V'.

((w,v)=<u,v> YveV,YVue H)

Ce qui nous ameéne a la formulation variationnelle:

Pour f € V',
Trouver u € V  tel que (2.2)
Au + B(u,u) = f dans V'

Pour f € H, il est clair que (2.1)& (2.2).
I’existence de u est prouvée par une méthode de Galerkin basée sur la séparabilité
de V:

V est séparable donc, il existe {wy,... ,w,} libre et totale dans V

Vm > 1, um = »_ofw; (of* € [R)
e (2.3)
p(Um,w;) + v (Um,w;)) + (U, tim,w;) = < fow; >, i=1,...,m

Lemme 2.1.2

Soit V,,, un Hilbert de dimension finie et F' : V,, — V,, une fonction continue
telle que:

(F(z),z) >0 pour |z|=k>0
alors,

Jdz € Vo, | z |< k tel que F(z) =0

Pour la preuve, on pourra consulter [TEM84].

Soit Vi, = Vect({wy, ... ,wn}) et,

Vu,o €V, (F(u),v)) = p(u,v) + v((%,0)) + b(u,u,v) — (f,v)
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F continue sur V,, et, comme b(u,v,v) = 0 Vu,v € H}(Q) alors,
(F),u)=plu|®+vful’~ < fu >

d’oy,
(F(u),u) = vllull® = [Ifllv-flul
et,
(F(u)yw) 2 flull - (vllull = 1 £llvr)
donc, ((F(u),u)) > 0 pour ||u|| = k£ avec k vérifiant:
5 Ifllve
v
Les hypothéses du lemme (2.1) sont vérifiées et il existe u,, solution de (2.3).
Le passage a la limite nécessite une estimation a priori:

en multipliant a}* par les équations du systéme (2.3) et additionnant ces derniéres
pourt=1,...,m , on obtient:

pltm [P +vltm|® + b(tm, tm, tm) = < frum >
et,

< fium >

Vuml> < p | tm > +vllua]® = 0 S
S f Vi |Um

d’ou,

" m” < “f”V'

donc {tm}m>1 bornée dans V, or V reﬁexlf,
d’old u, — u dans V et comme V— H compacte, alors u, — u dans H

Lemme 2.1.3

Siu, ~u dans V et u, - u dans H, alors

b(uy,u,,v) = b(u,u,v), Vv eV

En utilisant la trilinéarité de b, on trouve que:

b(u,v,w) = —b(u,w,v), Vu,v,w e V
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d'ol, Vv € V, b(u,,u,,v) = Z / Unig ; u,dz — Z/(dzvu# U, vidz

l]_

Comme g%— € L*>(9) alors,

/ umu,,j-gv—’:d:c —-)/ u;uj%dz (uu; — u; dans H)

etl/

v,u#,dx /3 v,ud:cl

Ou,, Bu- Ou;
< — - 1 / —i 1 i d
“Ijn(azj sz)vu”'dzl+| a ”(“ua ui)dz |
Uy; U;j
< n«;,,,- =l Lo =i | 4] [[(G2 = 5 pviuade |
s
+ | EE‘JL-U" |- Jup —wi| <e (viu; € Lz(Q))-
Par passage a la limite, et densité, on conclut que:
p(u,v) + v((u,v)) + b(u,u,v) =< f,v >, Vv eV
De plus, on obtient une unique solution de (2.1) pour:
Ifllv: < 2.C ou C constante

On pourra consulter [TEM84] pour la preuve.

Remarque 2 Théoriquement, il a été nécessaire de rajouter le terme «l (divu).u”
a ’équation du probléme (2.1) ressemblant & 1’équation de la conservation de la
quantité de mouvement, car n’ayant pas la relation div(u) = 0, on ne peut pas
avoir directement ’antisymétrie du terme non linéaire.

Remarque 3 Le terme “pu” a été rajouté aussi, pour pouvoir obtenir le compor-
tement de l'opérateur intervenant dans 1’équation évolutive ci-dessous, complétée
correctement de conditions aux limites et d’une condition initiale:
Ou
5 —v.Au+ (u-V)u+ (dwu)u = f dans Q =]0,1[°
En effet, si 'on considére une dlscretlsatlon par différences finies avec le schéma
Euler-Implicite pour cette équation évolutive, on obtient :

uttt —un ntl ntl  ntl
7t A-u" + B u") =F
= (-— I+ Au™ 4+ B u™) = F + ZI; u®

d’ou, I'interprétation du p comme représentant &
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Systéme discret

Nous nous proposons d’approcher les opérateurs différentiels du systeme (2.1)
par des schémas aux différences du second ordre. Ce qui nous permet d’obtenir le
systeme discret (2.4) par différences finies classiques.

Posons les notations suivantes: soient N, M € IN* le nombre de points dans
chacune des directions,

h = NITI" k= 'M'l-ﬁ les pas de discrétisation
Qe = {(6,7)eIN*/1<i<Netl1<j<M}

i = {(3,0),0<i<N+1}U{(HLM+1),0<i<N+1}
U{(0,5),0<j < M+1}U{(N+1,5),0<j < M+1}

Les composantes discrétisées de u et de f sont ( Z" ) et ( g” )
LV )

12V

(u(i.h,j.k) = ( Z"-’ ) , de méme pour f).

puij + ”(7;27 + 'sz)ui,j = Fr(uim1 + Uir1;)
—I’ff(u,-,,-_l + U i41) + f’ﬁui,j-(uiﬂ.j — ui-1,5)
i (Vig41 = Vigo1) + ppvi-(Uigar —uigm) = foi (5,5) € Qnk
J pYi; T+ V(EQI + Z?f)vi,j - ';lff(vi-l.j + vit1,5) (24)
—kiff(v;,j_l + vij41) + Z%vi.j-(vi,j-i-l — Vij-1)

i (Uit1 — Wi1) F gptig (Vi1 — Vicg) = Gig (657) € Qna

{ ui; = v;,; = 0 pour (4,7) € 0k
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2.2 Meéthodes de Newton

Il s’agit d’une méthode itérative trés robuste. De par sa convergence quadratique
quand l’on se situe dans un voisinage (proche) de la solution, elle est souvent utilisée
pour résoudre des problémes de calculs d’écoulements stationnaires (cf. [FLESS]).
Néanmoins, elle demeure plus lente que les méthodes de type Quasi-Newton souvent
utilisées pour les problemes d’optimisation. Nous citons un théoreme qui assure la
convergence (quadratique ou) géométrique de la méthode. Auparavant, précisons
quelques notations:

N(z,r) = {z € IR" tel que ||z — z|| < r} est le voisinage de = de rayon r, et,
une fonction g € Lip,(X) si, Vz,ye€ X |g(z) —g(y) |<v]z—y]|.

Pour F : IR* — IR" fonctionnelle continiment différentiable, nous noterons J(z) =

DF, € L(IR").
Théoréme 2.2.1

Soit F': IR®™ — IR" une fonctionnelle continiment différentiable sur un ou-
vert convexe D C IR".

Supposons qu’il existe z. € IR" et r,f > 0 tels que N(z.,r) C D,

F(z.) = 0 et que J(z.)™! existe, avec ||J(z.)7!| < B et
J € Lip,(N(z.,r)) alors,
il existe € > 0 tel que: Vzo € N(z.,1), la suite z1,z2,... générée par

Trpr = 2k — J(zk) " F(zk), k= 0,1,...
est bien définie, et converge vers z, et vérifie:

zksr = zkll < Brllzk — 2|k = 0,1,...

Pour la preuve du théoréme, on pourra consulter [DS83b].

Bien que ce résultat soit trés puissant, ’inversion du Jacobien J(z) peut s’avérer
difficile en pratique.

Un des atouts de la discrétisation par différences finies est que les matrices in-
tervenant pour les problemes issus de la mécanique des fluides peuvent se calculer
aisément. En effet, aucun stockage n’est nécessaire dans notre cas pour la matrice
Jacobienne, ce qui nous permet de pouvoir traiter des problémes de grandes tailles -
un point prometteur si I’on espere simuler des phénomeénes nécessitant des discrétisa-
tions trés fines avec une équation de Navier- Stokes pour des fluides incompressibles
- . Dans l'optique de garder un stockage minimal, nous nous sommes écartés de
toutes les méthodes de type Newton ou Quasi-Newton faisant intervenir des fac-
torisations complétes de Gauss (LU) ou des préconditionnements nécessitant des
factorisations incomplétes (ILU). Ces méthodes, trés utilisées dans des implémen-
tations sur ’algebre linéaire, requiérent tout de méme un stockage important pour
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notre probléeme. Citons [GRMM92] ot les auteurs effectuent des comparaisons pour
ce type d’algorithmes.

2.2.1 Newton-BICGSTAB dans la base des I.U.

Par la méthode classique (NEWT), on peut décrire ’algorithme de la facon
suivante:

Pour résoudre F(u;;) =0,

- On initialise u; ; a u( )

- A l’itération k, on résout:
b

[T 6u = Fu®)

(2.5)
et, (3“) = ug;-) —éu

- Le test d’Arrét s’effectue sur la norme de F(u(k“))

ou J (uf';)) représente le Jacobien de la fonctionnelle F/(u) évalué en la k1€M€ jtérée
de u.

Dans notre cadre, de discrétisations fines, la résolution du systéme (2.5) nécessite

I'utilisation de méthodes bien appropriées. En effet, la matrice [J (u( ))] est une
grande matrice creuse et de plus, non symétrique. Dans le paragraphe suivant nous

donnons l’algorithme qui nous a semblé le plus performant pour notre probléme
d’inversion.

La méthode de Newton préconditionnée par les Inconnues Incrémentales (IU-
NEWT) revient a résoudre le systéme linéaire dans la base des 1.U., I’algorithme est

le suivant :
Pour chercher & résoudre F(u;;) =0,

T, s . (0
- On initialise u; ; a u,(-,j)

- A Ditération k, on résout :

(8] [T - 5] - 8u ['S] F(u{)
et, ui,j“) ( —[S] - éu

- Le test d’Arrét s’effectue sur la norme de F (u(k))
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ol [S] est la matrice de changement de base des I.U. pour un nombre maximal de
niveaux de grilles (¢f. Chap. 1), et le Jacobien dans la base des I.U.,
[Tl) = (5] U@ (8]

La matrice [J (uf';))] garde les mémes propriétés que [J (uf':) )] dans la base nodale,
ce qui nous a mené a inverser le systéme linéaire (2.6) de la méme manieére que le
systéme (2.5).

L’utilisation des matrices [S] et ['S] se fait de maniére analogue & celle du chap.
1, autrement dit, ces deux matrices sont toujours simulées et les produits matrice-
vecteur les impliquant se font toujours récursivement.

Remarque 4

L’inconvénient de la méthode de Newton est qu’elle recquiert a chaque itération,
I’'inversion d’un systéme linéaire. En pratique, cette inversion n’est toujours faite que
par une méthode itérative donc de maniére approchée. Il a donc été nécessaire de
quantifier la précision de l'inversion dont il fallait s’assurer pour garder une bonne
convergence (peut étre plus quadratique, mais au moins linéaire). Dembo et al. ont
analysé que l'ordre de convergence de la méthode inexacte de Newton est fonction
du rapport entre la précision de l'inversion et le résidu de Newton [DES82]. Nous
choisissons comme d’autres auteurs [CJ84], [NAS84] une méthode appelée méthode
de Newton tronquée consistant a imposer un simple critere d’arrét de notre méthode
de Krylov en fonction du résidu courant de Newton:

k k
IV (i) - 8u — F(ul?)
k
IF DI
Effectivement, nous nous rendons compte qu’il n’est souvent pas nécessaire d’inverser
correctement le systéme linéaire dés les premieres itérations de Newton, la solution

calculée étant encore bien loin de la solution recherchée. Nous nommons les méthodes
utilisant cette technique T-NEWT (comme Truncated-Newton method).

< 1071

2.2.2 Résolution de systéemes linéaires non symétriques

Pour résoudre un systéme linéaire non symétrique qui fait intervenir une grande
matrice creuse, on utilise, soit une méthode de type bi-gradient, soit une méthode
de type GMRES.

Nous nous sommes penchés sur une méthode du premier type, due & Van Der
Vorst [VOR92]. En fait, il s’agit d’une variante de la méthode BI-CG introduite par
Fletcher [FLE76].

Dans BI-CG, ’approximation est menée de la maniére suivante:
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- on construit deux suites de vecteurs r; (le résidu de BI-CG 2 la jé™ itération)
et 7; telles que:

r; est orthogonal a tous les 7o,... ,7;-; et vice versa,
7; est orthogonal a tous les rq,... ,7j_;.

- on peut écrire:

T = PJ(A) - 7o et, fj = Pj(tA) - To
ou, P;, P; € P; ={$(z) =14 01z +... 4 0jz%|0; € R,i < j}

d’apres construction:
(rj,7:) = (Pi(A) - ro, Pi(*A) - o) = (Pi(A) Pi(A) 70, 70) = 0,¥i < j
ce qui exprime le fait que:

PJ(A) *To 1 VeCt({fo, tAf:o, ooy (tA)j—lfo})

On arrive au choix du polynéme P; (P; étant choisi par la méthode de gradient
conjugué).

Dans un premier temps, Fletcher a choisi P; = P; pour I'algorithme BI-CG, ensuite
Sonneveld a eu I'idée de concentrer tout ’effort sur la convergence du résidu r; et
donc de considérer la suite de vecteurs:

ri = P}(A)ro, cette version a donné naissance & l’algorithme bien connu CGS
[SONB89].

Ces algorithmes, bien que performants, gardaient toutefois un inconvénient majeur:
une décroissance non réguliére de la norme du résidu [VOR92]. Dans le but d’amé-
liorer ceci, Van Der Vorst a eu I’idée de choisir 13,- de la fagon suivante:

B =(1—wz)(l —wz)...(1 - wjz)

ou les w; sont des constantes bien adaptés pour la convergence de 1’algorithme.
Bien qu’en pratique ces algorithmes de Bi-Gradient convergent beaucoup plus vite,
théoriquement, BI-CG, CGS et BI-CGSTAB converge en au plus n itérations (ol n
est la taille du systéme & inverser), ce qui provient de la relation d’orthogonalité:

(P;(A)ro, Bi(*A)Po) = 0,Vi < §
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2.2.3 Quelques Préconditionnements pour BI-CGSTAB

Comme beaucoup de méthodes de Gradient, le colit de I'inversion peut étre réduit
considérablement en utilisant des algorithmes incluant un préconditionnement (pour
plus de détails, on consultera [VOR92)).

En fait tout dépend du choix de la matrice qui va servir.

Dans un premier temps, nous choisissons la matrice de 'opérateur représentant la
partie linéaire de F': il s’agit tout simplement de la matrice du laplacien (a la vis-
cosité pres) a laquelle on ajoute p - I.

Dans un deuxiéme temps, en observant notre matrice Jacobienne, J(u), nous pou-
vons nous rendre compte qu’elle garde une propriété intéressante: elle est pratique-
ment & diagonale dominante (elle est fonction de p, de la viscosité v et de l'itérée
de u et, par conséquent, dans certains cas cette propriété peut s’avérer fausse).

Le terme prépondérant, sur la diagonale est: § = %’{- + %’{- + p, et puisque p n’in-

tervient que sur la diagonale, il s’en ressent que lalproprziété de dominance de la
diagonale se renforcera d’autant que p grandira. Notons au passage que tous les
autres termes élevés de la matrice seront atténués lorsque la viscosité diminuera.
De ce fait, nous décomposons J(u) sous la forme:

J(w) = 61 - j(u)

et, considérons la décomposition en série de l'inverse de J(u) comme suit :

T)™ = 3T+ 5i() + 5w +)

Comme dans la plupart des cas, § est prépondérant par rapport aux termes de la

matrice j(u), nous pouvons nous permettre de tronquer cette série au m!€™M€ terme
pour obtenir une matrice approchant J(u)™!:

. 1 1. 1 .
soit, En,(u) = XI+ 3:5'](!1) +--- WJ(“)’"

Avec cette approximation, nous pouvons nous attendre a n’avoir aucun stockage
supplémentaire et surtout ne pas perdre un point important de la réalisation infor-
matique: le caractére vectorisable du code de calcul.

Citons Van Der Vorst [VORS2], qui a utilisé cette technique d’approximation pour
développer une variante de la méthode de la factorisation Incompleéte de Choleski
vectorisable.

Donnons la description de I’algorithme BI-CGSTAB préconditionné, pour chercher
a résoudre Az = b avec K, la matrice de préconditionnement (K ~ A):
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- Etape d’initialisation:

soit zo valeur initiale; ro = b — Az}

o un vecteur arbitraire tel que (7o,70) # 0 , par exemple 7o = 7o ;
po = & = wp = 1 (des constantes);

vo = po = 0 (des vecteurs);

- A la i¥™¢ itération:
pi = (7_'0, 7':'—1) ) :B = Pi-il : w?_l ;
pim st B (s it miot);
on cherche y tel que
K-y=p; (s1.1)
v; = Ay;
FO) Ui) ;
S = Ti—1 — Q- Vi,
on cherche z tel que
K- -z= S; (51‘2)

t=Az;

w; = %’-ﬁl; (3)

b
Ti=Tiata-ytwi-z;
ri=8—w;-1;

- le test d’arrét s’effectue sur la norme de r;.

Tout d’abord, précisons le choix de K dans chaque implémentation :

dans MGNEWT, nous avons considéré comme matrice:
K = pI —vA} ou Ay est la matrice de discrétisation du laplacien

et, nous avons effectué deux troncatures (m = 2 et m = 3) dans le développe-
ment de la série de J(u)™! et choisi les deux matrices de préconditionnement E,(u)
et E3(u). Ces deux méthodes respectives sont nommées PPNEWT et PPNEWT.

On peut remarquer quelques points intéressants:

- Pour accroitre 'efficacité de BI-CGSTAB avec préconditionnement, il est né-
cessaire d’utiliser des solveurs performants pour résoudre les deux systémes
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linéaires (sl.1) et (sl.2). Nous choisissons une méthode Multigrilles Correction
Storage utilisant la méthode itérative de base: Gauss-Seidel noir-blanc (cf.
Chap. 1). Il ne faut pas oublier qu'il ne s’agit pas de la méthode Multigrilles
la plus performante a ’heure actuelle, mais sa bonne vectorisation lui permet
d’étre comparable aux meilleures.

- Dans MGN EWT, commel'initialisation de la solution se fait a 0, a la premiere
itération de Newton, on doit inverser (2.5), autrement dit:

K - §u = R(u®),

ce qui ne doit coiter qu’une seule itération de BI-CGSTAB.

A priori, l’efficacité de ce préconditionnement devrait se faire sentir surtout
pour la (ou les) premiére(s) itération(s) de Newton.

Remarque 5

Vu que BI-CGSTAB est une méthode de projection sur un sous-espace de Krylov, on
peut attirer l’attention sur un point développé dans le paragraphe suivant: par une
méthode de Krylov dans un schéma itératif de type Newton, il n’est pas nécessaire de
former explicitement la matrice Jacobienne, car elle n’intervient que par son produit
par un vecteur, quantité qui peut étre approchée par un quotient aux différences.
Toutefois, il ne nous a pas paru trées intéressant pour autant d’approcher ce calcul
par un quotient aux différences (comme fait par d’autres [DS83a] et [SS86]) du fait
qu’aucun stockage (de la Jacobienne en l’occurence) n’est utile dans notre cas et
que la complexité du produit matrice vecteur utilisant I’approximation est du méme
ordre que celle faisant intervenir la vraie jacobienne.

2.3 Meéthode de GMRES non linéaire

Il s’agit d’une méthode due & P.N. Brown et Y. Saad, méthode non linéaire de
projection sur des sous-espaces de Krylov [BS90]. Pour la décrire, il faut se repor-
ter & un travail précédent [SS86] ou Y.Saad et M.Schultz ont introduit 1’algorithme
GMRES pour résoudre des systemes linéaires non symétriques. Dans un premier
paragraphe, nous présentons l’algorithme de GMRES pour la résolution de sys-
temes linéaires. Ensuite, ’objectif du second paragraphe est, pour notre probléme
non linéaire, de décrire les stratégies que nous utilisons lors de nos différentes im-
plémentations. Parmi elles, la version Scaled-Preconditioned GMRES nous permet
d’introduire comme fait dans la section précédente nos Inconnues Incrémentales ainsi
que le préconditionnement par l'inverse de la partie linéaire de la fonctionnelle.
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2.3.1 Résolution de systemes linéaires non symétriques par
GMRES

Cet algorithme peut étre considéré comme une généralisation de I’algorithme MINRES
du a Paige et Saunder. Ils exploitent tous deux, une relation entre la méthode de
Lanczos et la méthode du Gradient Conjugué (GC): que ce soit pour résoudre
Az = b par GC, ou pour résoudre le probleme aux valeurs propres pour la matrice
A, il s’agit de méthodes de Galerkin sur le sous-espace de Krylov,

Ki = Vect({vy, Avy,--- ,A¥1v,}). GMRES utilise le procédé d’Arnoldi [ARN51],
qui construit une base orthonormale par la méthode de Gram-Schmidt:

Vi = ({v1,- - ,vk}) du sous-espace de Krylov K.
De plus, le procédé d’Arnoldi construit une matrice de Hessenberg H; de dimension

(k,k), telle que:
H, ="V, -A- V.

Au lieu de résoudre Az = b par une méthode de Galerkin utilisant Vi, on écrit la
solution zx comme étant :

Ty = To + zx ou z¢ est la valeur initiale de la solution et,

2z € Ky = Vect({ro, Aro, -+ , A¥"1ro}) avec, ro =b— A -z

Donnons la description du procédé:
— 1z valeur initiale, calculons le résidu ro =b— A - zo
- calcul de B = ||ro|| et v, = %ro
- Pour 3 =1,2,---
hij = (A-vjv)pouri=1,---,7
Ujyg1 = A-vj— i;h;,jv;
= ~
hivrg = Dl et viya = %ﬁ%
Ce qui revient & définir une matrice Hy de dimension (k + 1,k) dont les éléments
non nuls sont les h;j pour 1 <i <541, (1<5<k).
Nous arrivons a I’étape de minimisation du résidu:

Min|b—A- (20 +2)|l2 = Minliro— A- 2|2
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On peut considérer z comme étant les coordonnées de y dans la base Vi ou encore:
zZ = Vk Yy

et, le probléme de minimisation sur K revient a un probléme de minimisation d’une
fonctionnelle J (y) sur tout IR*:

Mig 8oy~ A+ Vi~ ylla = Min T (3) ot = 1ol
YER yER
En utilisant une relation liant Vi a Hy:
A- Vi =Vip - Hy

T (¥) = ||Ves1 - (Ber — Hiy)llz = ||Ber — Hiyll2 ou e = *(1,0,---,0) € IR*!

car V41 est l;—orthogonale.
Pour résoudre le probléme de moindres carrés: Min J(y),
vER

il suffit d’utiliser la méthode de Givens (de rotations planes) pour factoriser la ma-
trice de Hessenberg H; sous la forme @ - Rx. L’implémentation de 1’algorithme se
fait de maniére trés pratique, la factorisation de Givens de Hy se fait progressivement
a chaque création d’une nouvelle colonne de Hj par procédé d’Arnoldi. L’intérét de
la factorisation progressive réside dans le fait que la norme du résidu de la solution
approchée peut étre calculée sans méme la nécessité de former la solution approchée
Tk.

Ainsi, aprés k étapes du procédé, la décomposition de Hj est compléte:

Qx - He = Ry ot Qj € IRFH=(:+1) est le produit de matrices de rotations,

et, Ri € IR*¥)XF est constituée d’une matrice triangulaire supérieure & laquelle on
rajoute une ligne de 0.
Comme @ est unitaire,

J(y) = ||Ber — Hryllz = ||Qx - [Ber — Hiylll2 = llgr — Bryll2

ou g = QrPe;

Pour effectuer la minimisation de J, il suffit d’inverser le systéme triangulaire su-
périeur provenant des k premiéres lignes de Ry et gx (la derniére ligne de Ry étant
constituée de 0): ce qui nous donne directement la valeur de J(yi) qui est la der-

niére composante de gx. Et, en fait J(yx) est la norme du résidu, obtenue sans méme
avoir formé la solution zy:

T (yx) = llgk — Riyell = (gr )kt
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2.3.2 Les I.U. pour préconditionner GMRES non linéaire

Dans un premier temps, nous discutons du remplacement du produit de la ma-
trice Jacobienne par un vecteur, par un quotient aux différences, de la forme:

F(u + ov) — F(u)

o

J(u)-v=

ou u est ’approximation de la racine et ¢ un scalaire.

Ensuite, nous expliquons le procédé de recherche suivant une ligne (¢f. [BS90] et
[DS83b]) et, nous présentons la version de l'algorithme GM RES non linéaire avec
préconditionnement. Dans ce cas, nous appliquons les Inconnues Incrémentales ainsi
qu’un autre préconditionnement plus classique.

Approximation de la Matrice Jacobienne

Pour expliciter ce point nous citons un résultat dont la preuve pourra étre vue dans

[DS83b).

Théoréme 2.3.1

Soient F' et z* vérifiant les hypothéses du théoréme 2.2.1
il existe €, h > 0 tels que,
si {hi} est une suite de réels vérifiant 0 <| hy |< h et, zo € N(z*,¢€),

. 1 2 ,_ 2 2
la suite z*,z*,--- générée par:

k N — Bk
(49); = D tha) 2 F@) 5y, 0
gFtl = gk - A7IF(z*) k=0,1,---

est bien définie et converge g-linéairement vers z*, si limhy =0
’ k—0

De plus, la convergence est q-quadratique vers z* si, 1l existe une constante
C, telle que:
| i < Chl|F (=)

Ce théoréme trés utile ne nous enseigne pas la maniére d’effectuer le choix de hy.
La situation est la suivante: en faisant I’approximation de J(z¥)) ; par (Ax) ; I'erreur
est de I’ordre de hy d’ou la nécessité de prendre hy petit. De plus, si ’on prend Ay
trop petit, z(*¥) 4 hre; peut étre si proche de z(*) que F(z(*) + hie;) = F(z®).

En l’absence de d’autres informations, Dennis et Schnabel préconise de prendre
hi = y/e.z¥) | et ils expliquent pourquoi ’approche par un pas uniforme peut étre
désastreuse dans le cas ou les composantes de z(*) ne sont pas du méme ordre de
grandeur.
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La technique de Recherche suivant une ligne

Cette technique a été développée dans le but “d’élargir” le bassin d’attraction de
Newton. L’idée est simple : supposons que 1’on ait obtenue une direction de descente
p*, on doit chercher un pas dans cette direction pour avoir u**1) la nouvelle itérée
de la solution. Et, pour qu’elle soit une bonne itérée, il suffit donc de vérifier que
cette nouvelle solution réduit la norme du résidu de Newton.

L’algorithme de backtracking line-search est le suivant:

Soit a € 0,1 par exemple =107%), 0 < I <u <1, A\ =1,
2

Tant que ||F(uf 4+ Mep®)|| > | F(uF)|| + areJ (uF).pk, faire:

Ax = )k pour 7 € [l,u] o 7 est choisi & chaque fois comme ci-dessous
uk+1 — uk + )\kpk

fin

Pour plus de détails, on pourra consulter [DS83b)].

Le Préconditionnement

Dans le but d’améliorer leur efficacité et leur robustesse, 1’'usage des méthodes de
projection sur des sous-espaces de Krylov nécessite 1’utilisation de préconditionne-
ments.

En général, préconditionner un algorithme revient a faire un changement linéaire de
variables et a résoudre un systéme équivalent:

(@*'-J-P1).6 = Q'-b
o b = —F(u") (2.7)
J est toujours la Jacobienne de F' évaluée en u™, et, P, Q) étant choisies de maniére
a ce que le systeme (2.7) soit plus facile & résoudre que l’original.

Dans cette version, deux systémes linéaires doivent étre résolus & chaque itération:

P.y=cet@Q-y=c

Il parait évident que cette résolution supplémentaire ne doit pas pénaliser le colit de
la méthode. D’ou I'utilisation de solveurs trés rapides pour ces deux inversions.

Dans notre cas, nous avons pris @' = I et P~! = S la matrice de changement de
base des I.U. (¢f. Chap. 1) et nommée IUGM RES 'implémentation. MGGMRES
fait appel a l’algorithme qui utilise @ = pI — vA,, P = I mais uniquement quand
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le nombre d’itérations de linesearch backtracking précédent est nul (i.e. quand le
préconditionnement vaut la peine d’étre utilisé, cf. 2.2.4).

Une différence intervient, toutefois, avec ’utilisation de préconditionnements ; en
effet, la norme du résidu associé au (2.7) est:

|7l = b - J&|| ot b=b,
J=JS,
et, 6 = S714.

L’algorithme est le suivant:

(0) Initialisation, choix de u®
(1) Procédé d’Arnoldi

e choix d’une tolérance ¢
o soit §* valeur initiale; r(® = —(F+j3(0)) ou F = F(u*) et J = J(u¥)x S
e calcul de B = ||r@||; et ; = %Sr(o)
e Pour j=1,2,--- faire:
(a) calcul de Jo;,
(b) hij = (JB;,8;), pour i =1,2,--- ,j
- i
(€) Djq1 = JB; — > hij0;
=1
(d) hjsri =J|f’j+1||2,
(€) jgr = 72
hjt1,i ' .
(f) calcul de la norme du résidu p; = ||F + jfs(’)uz, de la solution §*
que ’on voudrait obtenir si I'on s’arrétait a cette étape
(g) si p; < € alors, on pose m = j et on va en (2)

(2) Calcul de la solution approchée (par GMRES)

e on définit Hy, la (m+1) x m—matrice de Hessenberg formée des éléments
non nuls A; ;, et Vi = [B1,- -+ , )

e on trouve §y, solution du probléme de minimisation Min||Be; — Hn 72
sur [IR™ (e; = (1,0,---,0))

e on calcule 3'(m) = 3(0) + 2™ oy M) = Vi

. : : w(m)
e on calcule (en accord avec “backtrack linesearch”), uf+! = uk 4+ 5§ .
Si ukt! assez précis alors on va en (3), sinon on va en (1).

(3) Fin de la résolution.
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2.4 Résultats Numériques

Nous avons mis au point les méthodes en résolvant le probleme discret (2.4).

En effet, comme stratégie, il nous semble intéressant de considérer des fonctions
exactes discrétes, de leur appliquer ’opérateur non linéaire discret de maniere a
obtenir le second membre exact du probleme discret. Ensuite, en prenant une solu-
tion initiale pas trop mauvaise, on résout le probleme discret avec le second membre
discret (exact). Nous proposons une autre stratégie dans [GP95).

Tout d’abord, nous présentons nos différents tests de comparaison et les motiva-
tions de notre choix. Ensuite, nous donnons les deux fonctions tests u3., et u4., (de
IR? dans IR?) que nous utilisons comme solution exacte de notre probleme discret.
Nous avons choisi 0 comme condition initiale, donc la norme de la fonction exacte
nous permet de quantifier la distance initiale de la solution exacte. Il nous a sem-
blé intéressant de choisir deux fonctions trés oscillantes (de norme différente) (cf.
page 121 et 122).

lu3cz|Lao ~ 1.1 |u4cx|Loo ~ 2.7

2.4.1 Présentation des tests

Nous considérons plusieurs valeurs des deux constantes intervenant dans le pro-
bléme (2.1) pour établir nos tests. Tout d’abord, pour une discrétisation de 1292
points, nous faisons varier la constante p comme s’il représente I'inverse d’un pas de
temps pour un schéma implicite. Nous choisissons des valeurs particuliéres:

— p = 0 nous rapproche des opérateurs intervenant dans le calcul d’écoulement
stationnaire visqueux,

— p = 128 nous simule 'opérateur intervenant dans le calcul d’un probléme
évolutif non linéaire (a ’aide d’un schéma implicite) avec un pas de temps du
méme ordre que le pas d’espace.

Aprés quelques expériences p = 64 s’est révélée une valeur suffisante.

Quatre premiers tests nous permettent de tester nos algorithmes pour chacun des
deux problemes discrets et pour chacune des fonctions exactes testées. Au test Tg,
nous nous mettons dans le cas d’une faible viscosité et d’un coefficient p = 128, des
constantes pouvant approcher un calcul d’écoulement instationnaire peu visqueux.
Le dernier test reprend le test T5 pour un probléme stationnaire.
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2.4.2 Résultats pour les méthodes de Newton

Nous rappelons dans un premier temps les noms de méthodes utilisées et les para-
graphes ou elles sont explicitées, ensuite la série de tests qui nous ont semblé tres
significatifs, suivi de deux tableaux de résultats a ces tests.

e NEWT et IUNEWT: Paragraphe 2.2.1 p.31
e MGNEWT et PANEWT : Paragraphe 2.2.5 p.34
e T — NEWT : Paragraphe 2.2.2 p.32

Le tableau ci-dessous rappelle la série de tests présentés précédemment servant de
base & notre étude:

Tests || Fonction | Discrétisation | p v
Ty 3 1272 0 | 0.1
Ty 3 1272 64 | 0.1
Ts 4 1272 0 | 0.1
Ty 4 1272 64 | 0.1
Ts 3 1272 128 | 1073
Ts 3 1272 0 |0.01

Nous récapitulons les résultats aux tests proposés ci-dessus, pour chacune des mé-
thodes de Newton: le chiffre entre parenthéses représente le nombre d’itérations de
Newton, le nombre suivant, le temps CPU pour obtenir la convergence et le dernier
le nombre total d’itérations de BI-CGSTAB.

[Tests | NEWT | MGNEWT | IUNEWT | P’NEWT |

T (6)73/1049 | (4)34/20 | (4)17/127 | (6)124/655° !
Ts (4)20/290 | (4)23/16 | (4)34/262 | (4)41/215
Ts || (7)139/1775 | (8)660/373 | (6)48/334 (6)226°

Ta (4)34/429 | (4)58/58 | (4)46/321 | (7)61/327
Ts (4)5/63 (4)29/68 | (5)113/936 | (4)16/84
Te || (9)146/2198 | (9)700/400° | (9)72/560 | (9)303/1689

Le test de sortie sur la norme L? du Résidu de l’inversion par BI-CGSTAB est
5.1071°, pour les méthodes: NEWT, MGNEWT et IUNEWT. Pour PPNEWT
et PPNEWT, ce test est de 10713, ce qui se justifie par le changement d’échelle de
ces algorithmes atténuant ’ordre de grandeur du résidu.

A certaines itérations de Newton, nous nous sommes rendus compte que I’ inversion

1. Cas de stagnation du résidu de Newton a 5.10~°
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s’avérait difficile sans pour autant empécher la convergence de la méthode. Pour
pallier & cette difficulté, nous nous sommes fixés un nombre maximal d’itérations
(2000) de Bi-Gradient, et un test relatif de stagnation du résidu. Ce dernier teste
la valeur du rapport entre la différence de deux résidus consécutifs de Gradient
et le résidu courant. Il faut bien se rendre compte que le test de convergence, le
nombre maximal d’itérations et le test de stagnation doivent quand méme étre fixé
pour permettre 'inversion la plus précise de la matrice jacobienne. En effet, une
résolution imprécise du systéme linéaire nous ramenerait au concept d’une méthode
de Newton tronquée (truncated-Newton method) ou quasi-Newton.

Remarque sur le test de stagnation

Si on observe le comportement du résidu par la méthode BI-CGSTAB, on constate
visiblement que dans certains cas la décroissance peut étre perturbée. Cette décrois-
sance reste quand méme beaucoup plus réguliere que celle des anciens algorithmes de
gradient pour les problémes non symétriques [VOR92]. D’autre part, comme toutes
les méthodes de gradient, la courbe de décroissance du résidu de BI-CGSTAB pré-
sente les caractéristiques habituelles: une premiére zone assez plate, le temps de
trouver une coordonnée substantielle du vecteur de base de ’espace de Krylov (di-
rection de descente), une zone un peu plus accentuée ou effectivement cette bonne
direction a été trouvée puis, une troisieme zone de stagnation présentant parfois des
oscillations, difficilement interprétables & cause des erreurs d’arrondi qui découlent
de la précision des moyens informatiques. Nous avons choisi pour le test de stagna-

tion, estag = 107*. Avecr représentant le résidu de BI-CGSTAB a I'itération [, le
test de stagnation est:

| lIrillz = liriaall |
<e€ .
[lr]l2 = “stag

De plus, nous nous sommes fixés un nombre maximal de 10 itérations pour
I'inversion par Multigrilles de chaque systéme linéaire. Enfin, le test de sortie porte
encore sur la norme L? du résidu: il est de 10714,

Analyse des tests relatifs a la fonction 3

Les résultats sont tres clairs: si ’on regarde les temps CPU mis pour obtenir la
convergence, pour le test 77, les méthodes IUNEWT et MGNEWT sont les deux
plus rapides avec des facteurs d’accélération de la convergence (f.a.c.) respectifs de
4,3 et 2,1 que la méthode non préconditionnée NEWT, par contre, quand on aug-
mente p (au test Tz, p = 64), MGNEWT reste inchangée quand on constate que le
préconditionnement par les I.U. retarde la convergence (f.a.c. = 0,6).
On explique ce phénomene par la variation du nombre de condition de la matrice
Jacobienne. En augmentant p, on renforce la diagonale ce qui a pour effet de dimi-
nuer le conditionnement de J(u) et par conséquent facilite 'inversion dans la base
nodale. Cette propriété est perdue dans la base des Inconnues Incrémentales car
aprés multiplication de J(u) & gauche par 'S et & droite par S, on ne peut plus
rien dire du conditionnement de la matrice obtenue J(u), la matrice S n’étant pas




Résultats Numériques 125

orthogonale. Mais, utiliser MGNEWT reste toujours intéressant, du fait que les
deux résolutions des systemes linéaires (sl.1) et (sl.2) (¢f. page 113) font intervenir
une matrice (p/ — vA,) prise dans la base nodale, donc, facilement inversible.

Si ’on regarde les résultats obtenus pour P2ZNEWT, on s’apercoit que les temps
CPU sont méme plus grands que ceux mis par la méthode NEWT. Toutefois, I’ana-
lyse de la page 112 reste vraie, on peut le constater avec la variation du nombre
d’itérations de BI-CGSTAB lors des tests Ty, T> et Te. (Le test Ts, bien qu’étayant
notre propos ci-dessus sur la variation du conditionnement de la matrice Jacobienne
sera examiné par la suite). Nous avons vérifié le gain sur le nombre d’itérations pour
P3NEWT par rapport a P2NEWT, ce qui s’explique par ’approximation plus pré-
cise de I'inverse de J(u) par la matrice de préconditionnement E3(u) que E;(u) (cf.
2.2.3).

Il faut tout de méme s’interroger sur les résultats des méthodes faisant intervenir
un préconditionnement polynémial. Nous obtenons toujours un gain sur le nombre
d’itérations mais une perte de temps CPU. En fait, il suffit de remarquer que Van Der
Vorst, lors de son implémentation de ce type de méthodes, & effectuer une partie de
son code de calcul en langage assembleur, en ’occurence, le produit matrice-vecteur.
Cette pratique a eu pour effet de diminuer de facon significative le colit du produit
matrice-vecteur. Cette opportunité, ne faisant pas partie de nos compétences, nous
laisserons tomber ’étude de P"NEWT.

Au test Ts, la Jacobienne dans la base nodale a sa diagonale tellement domi-
nante, que l'inversion est quasiment immédiate. Aucun préconditionnement ne peut
améliorer cette convergence, tous ceux que nous avons étudié, la retarde. A cause
de la grande valeur de p, IUNEWT est forcément la méthode la plus lente.

En diminuant la viscosité (du test T3 au test Ts) nous obtenons bien que ’inverse
de la partie linéaire de la fonctionnelle non linéaire ne peut pas approcher de fagon
aussi précise 'inverse de la jacobienne, si bien que le résidu de MGNEWT stagne.

Analyse des tests relatifs a la fonction 4

Nous observons le méme comportement des méthodes NEWT et IUNEWT que
pour la fonction 3. Par contre, MGNEWT ne converge plus aussi rapidement.
Nous remarquons que cette dégradation provient d’une stagnation du résidu de BI-
CGSTAB dés la troisieme inversion. Nous nous attendions bien a la diminution des
performances de ce préconditionnement a mesure de 'augmentation des itérations
de Newton. Le test T3 est le plus difficile, d’une part & cause du second membre
discret qui y intervient, et d’autre part par la faible valeur de p. Pour adapter notre
préconditionnement, il serait intéressant de I’utiliser avec une méthode tronquée ou
uniquement lors des premieéres inversions.
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Nous présentons les résultats, aux mémes tests, des méthodes de Newton tron-
quées obtenues en faisant varier le test de sortie de I'inversion en fonction de la
valeur du résidu de Newton:

Tests | T-NEWT |T-MGNEWT |T-IUNEWT
T, (4)45/551 (4)29/16 (4)8/55

T, (4)8/117 (4)21/18 (4)14/97
T (8)84/1060 (6)250° 2 (6)17/118
T, (516,189 (4)40/21 (6)23/162
Ts (4)4/44 (4)22/44 (7)148/1078
Te | (10)132/1641 | (10)393/164 | (8)33/234

On peut dire, d’apres le tableau des résultats ci-dessus que tous les temps CPU
sont améliorés sauf lors du test Ts, ou la convergence est pratiquement immédiate
par NEWT. Le nombre d’itérations de Newton est quelquefois plus grand que celui
obtenu pour les vraies méthodes de Newton, ce qui est un résultat classique [DS83a).
Nous rajouterons juste que les résultats varient de la méme maniere face aux dif-
férents tests que les anciens. Comme prévu, MGNEWT est améliorée mais n’est
toujours pas adaptée pour les dernieres itérations de Newton.

2.4.3 Résultats pour les méthodes de GMRES

On propose la méme série de tests que ceux effectués pour les méthodes de Newton,
rappelée dans le tableau ci-dessous:

Tests | Fonction | Discrétisation | p v
Ty 3 1272 0 | 01
Ty 3 1272 64 | 0.1
Ts 4 1272 0|01
Ty 4 127 64 | 0.1
Ts 3 1272 128 | 1073
Tk 3 127% 0 |0.01

2. Cas de stagnation du résidu de Newton a 5.10~°
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Ensuite, le tableau ci-apres regroupe les résultats aux tests obtenus:

Tests | GMRES | MGGMRES | [IUGMRES
Ty | (1073) 231 (515) 117 (73) 14
T, (182) 31 (52) 26 (144) 29
T, || (1217) 244 | (421) 144 (129) 25
Ty (235) 42 | (105) 48 (174) 34
T (46) 7 (45) 14 (1023) 248
Te || (1255) 272 | (653) 209 (156) 30

Les chiffres entre parenthéses représentent le nombre d’évaluations de la fonc-
tionnelle non linéaire F', et le nombre qui suit, le temps CPU sur CRAY-YMP mis
pour obtenir la norme L? du Résidu de Newton inférieure & 1.107°. Comme dans
le paragraphe 2.4.2, nous avons fixé un nombre maximal de 10 itérations pour I'in-
version par Multigrilles de chaque systeme linéaire et le test de sortie porte sur la
norme L? du résidu 10714,

Tout d’abord, explicitons les divers parametres de I'impléme 1tation :

la taille maximale de la dimension de ’espace de Krylov est tmk = 50, et I’étape
d’initialisation se fait avec une projection sur deux vecteurs de base. Le critere
d’augmentation/diminution de la dimension de la base orthonormale V de I’espace
de Krylov sur lequel on fait la projection:

- si F(u*) <1,3- F(u*"!) alors, on augmente la taille de deux
- si F(u*) > 5- F(uF!) alors, on diminue la taille de deux.

De plus, pour I'implémentation de la procédure de “linesearch backtracking” (cf.
page 118), nous avons pris les parametres suivants:

1=0,1,u=2,0 et o =10"°

Nous avons limité le nombre d’itérations de backtracking a 4, et demandé au coeffi-
cient 17 d’étre toujours supérieur & une valeur 5.1073. Le parameétre h; du théoréme
2.3.1 a été fixé comme I’a suggéré Dennis et Schnabel dans [DS83b], i.e. de la forme:

hr = Ve - maz{| ux |, typur}sign(ux)

o, € représente ’erreur relative en calculant F'(u), typux la taille approximative de
I'inconnue cherchée, et sign(ux) le signe de 'inconnue u,. En I'absence de d’autres
informations, € sera choisi égal a la précision des moyens informatiques en notre
possession, sinon, nous avons utilisé la proposition de Saad, a savoir:

residi—1) . \/e
Maz || H;||?

_ J

ko= 2

n hff’l)
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Analyse des tests utilisant la Fonction 3

D’emblée, nous pouvons remarquer que le préconditionnement par Multi-grilles uni-
quement pour les premiéres itérations de Newton gagne en efficacité. En effet, il
améliore la convergence aux tests 11,75, et Ts. De plus, on s’apergoit toujours de
I’étroit lien de la rapidité de convergence et du conditionnement de la matrice Ja-
cobienne simulée dans les méthodes de GMRES (cf. 2.4.2).

Pour le test T}, le facteur d’accélération de la convergence (f.a.c) est de 16,5 pour
IUGMRES et de 2 pour MGGMRES; pour le test Tg, le f.a.c est de 9,1 pour
IUGMRES et de 1,3 pour MGGMRES. Ce qui nous permet de redire que le pré-
conditionnement par les I.U. est mieux adapté aux tests utilisant la fonction 3 avec
p = 0. Méme au test T, nous obtenons un f.a.c pour IUGMRES supérieur a 1 donc
meilleur que celui obtenu pour les méthodes de Newton.

Analyse des tests utilisant la Fonction 4
Du fait des versions implémentées de 1’algorithme GMRES (versions utilisant la
procédure de linesearch-backtracking), on pouvait s’attendre & de meilleurs résul-
tats (pour les tests utilisant la fonction 4) que pour ceux provenant des méthodes
de Newton. Ce qui a été le cas uniquement pour les algorithmes préconditionnés.
D’abord, les méthodes GMRES et MGGMRES ont le comportement attendu, &
savoir une vitesse de convergence accrue quand le parametre p, simulant 1’évolution,
augmente. Ensuite, la méthode MGGMRES converge pour les deux tests, par contre,
elle n’améliore en rien la vitesse de convergence de GMRES, bien au contraire, elle
la ralentie (f.a.c = 0,4 pour T3 et f.a.c = 0,3 pour Ty). L’autre méthode IUGMRES
nous donne des résultats plus intéressants, elle augmente la rapidité de convergence
pour les tests T3 et Ty (f.a.c = 2,8 et 1.2).

2.5 Conclusions

Tout d’abord, il faut reconnaitre 'intérét de la méthode de GMRES pour ce
genre de résolution pour les atraits suivants: sa modulabilité, sa robustesse et sa
rapidité. En effet, il est aisé de changer de probléme du fait qu’il suffit seulement de
changer le sous-programme effectuant 1’évaluation de la fonctionnelle non linéaire
et d’adapter quelques parametres. De plus, les résultats prouvent bien que les In-
connues Incrémentales sont un bon candidat pour accélérer la convergence lors de
la résolution du probléme (2.1). Elle demeure une méthode un peu plus lente que
les méthodes de Newton tronquées, et plus gourmande en espace mémoire. En effet,
I'implémentation utilisant une taille maximale du sous-espace de Krylov de 50 utilise
deux fois plus d’espace mémoire que les implémentations de Newton-Bicgstab.

Nos résultats prouvent aussi qu’il est plus important de rechercher de bons pré-
conditionnements pour résoudre le systéme linéaire intervenant dans des schémas de



Conclusions 129

type Newton que de s’intéresser aux différents types d’algorithmes de résolution.

Au sujet des diflérents préconditionnements que nous avons expérimenté, nous
avons montré qu’il était préférable d’utiliser les Inconnues Incrémentales au lieu du
préconditionnement par l'inverse de la partie linéaire quand le parameétre qui simulait
I’évolution était petit (en valeur absolue) et que la préférence s’inversait quand ce
parameétre devenait de 'ordre du nombre de points. Nous avons aussi montré que
le préconditionnement par l'inverse de la partie linéaire s’avérait étre performant
pendant seulement le début de la résolution, et qu’il vallait mieux s’en passer par la
suite.
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Annexe A

Discrétisation du probleme de
Neumann

Tout d’abord précisons quelques notations en dimension 2:
Soit Q =]a, b[x]c, d[, on rappelle (1.2):

—Au+u = f dans Q)
g% = 0 sur 09
Soient M ( Z’: ) v Bi=(znulk ez

hy ho

ahlhz(M)=[$k_ 2axk+_[x[yl 9 ayl+—[
M.r) = hy h,
Uhlhz( ,T) = U , Uhh2($k+z2,y1+3—§-
(1,5)e Z
li]+ 5] < r

d’ou ’espace d’approximation constitué des fonctions étagées suivantes:

wp p(2,y) = o'h hy (M)(x,y)

solent

@:6) (@9) = 1 [#a+ ) = #a - o)

(0:6) (20) = - [Bar+ 2) - ey = )]

le probléme approché s’écrit :

trouver up = Y up(M)wp s tel que,
MeQ)
ah(uh,vh) =< lp,vn > Vo, € Vect(whjw)
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< lpyvop >= /ﬂ f(z,y)va(z,y)dzdy,

~~~
8

r

ed

Qh={M/M € Ry et op p (M,1)NQ# 0}

// .

i

en posant: P ( :' ) A(z;) = [:c,-— sz.,xi+ ’_‘2.L[,
J

B(y;) = [yj -

ha ha

an(un,v) = Z/Q (Oiun(z,y)) (z,y) (B:vn(z,y)) (=, y)dzdy + /Q"hvhd-’fdya

op. b, (M, 1) = op p (M)U ahll;f(xk - bgl,yz) U ahlzz(‘”k + %‘,yz)
U0h1h2(:l:k,y1 + -22) U ‘fhlhz(xk’yl - —27')

2o+ 2, e = lnmnl, €)= o
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ah (th’ th) =

b b
Ak L L (e x B)@¥) — Ao (e x B
X Yo (=) x B(w)(BY) T Aok (z) x Blyy) (B Y) ] 5
) L {Fae) x )@~ ey x e @]
P x e @)Y T Fag) ) (2)  dody
+ [ L ®ae) x Alw) U A x )@y
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Introduction

This part is divided into three chapters.

The first chapter presents the equations constituting the evolutive Navier-Stokes
problem which models the two-dimensional incompressible flow of a Newtonian vis-
cous fluid, and the physical problem which is treated. We precise our way to visualize
the numerical results.

In the second chapter, we develop a numerical resolution method based on a
staggered finite differences discretization, like the Marker And Cell method (MAC)
one, that we valid for the squared lid driven cavity problem for Reynolds numbers
until 5000. At each time step, we solve a generalized Stokes problem by an orthogonal
projection algorithm which consists in apply a conjugate gradient method onto the
kernel of the discrete divergence operator. The resolution of the pressure problem
requires a preconditioner, then we use the classical multigrid algorithm used in the
first part to perform the inner iterations. Several results prove that our resolution
method is efficient and robust.

The last chapter deals with the development of a multilevel method based on a
concept emerging from new results from the dynamical systems theory. We set in a
case of a solution computed for a quasi periodical state, the Reynolds number is 10*
and the discretization is fine and still uniform (2572 points). Although, basis ideas
are valid for asymptotic state, we try developing the method in the transient state
of the flow.

The first step is dedicated to introduce new I.U. which have the special feature
giving the staggered property of the M.A.C. mesh, onto the all grids _ we called them
Staggered Incremental Unknowns (S.I.U.), which are of second order and permit to
hierarchize the velocity field and the pressure. Moreover, an analysis of the norm
of many quantities coming from the discrete system enable us to obtain nonlinear
dynamic indicators.

We think that it is possible to freeze in time the small-scale quantities in order
to compute quickly the large-scale one. By frozen the nonlinear interaction term, we
project the discrete system on the coarse grid. The restriction choice stands before
solving the coarse system.

Finally, we propose a scheme class of Non Linear Galerkin type.



142 Introduction




Chapitre 1

Présentation du probleme

1.1 Rappels théoriques et formulation

Les équations de Navier-Stokes sont des équations provenant de la mécanique
des milieux continus qui modélisent I’écoulement d’un fluide newtonien. Nous limi-
terons notre étude au cas d’écoulements bi-dimensionnels visqueux incompressibles.
L’incompressibilité signifiant une densité constante du fluide, deux variables sont
nécessaires a la description de son état:

u(z,t) est le vecteur vitesse de la particule au point x a I'instant ¢,
p(z,t) est la pression du fluide au point x a l'instant ¢,

z € Q ouvert borné de IR? et t € IR*.

Par le principe fondamental de la dynamique et la conservation de la masse, nous ob-
tenons les équations dites de Navier-Stokes, régissant ’écoulement bi-dimensionnel,
dans £, d’un fluide newtonien visqueux incompressible soumis a la densité des forces
extérieures f :

p%%—pAu+Vp = f dans Q x IR*
Vau = 0 dans Q x Rt

ou p représente la densité constante du fluide,
i le coefficient de viscosité dynamique,

et % représente la dérivée particulaire.

En fixant une longueur, un temps et une vitesse caractéristiques de 1’écoulement,
on présente la forme adimensionnée des équations en reprenant les mémes notations
pour les quantités réduites:

f dans Q x IR*

%t?t_ fs8u + (u.V)u+ Vp (1.1)
0 dans Q x IR*

Vau
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La constante Re est le nombre de Reynolds (sans dimension) qui est fonction de la
viscosité dynamique et de la densité du fluide donc caractérisera son état.

Pour obtenir la formulation vitesse-pression, il reste & munir le systeme (1.1) de
conditions initiales et de conditions aux limites. Nous considérerons une forme de
conditions aux limites de type Dirichlet.

u(z,0) = uo(z) Vz € Q, (1.2)
ou up doit nécessairement vérifier V.ugo = 0, et

u(z,t) = g(z,t) Vz € 00 (1.3)

g doit aussi vérifier la condition de flux nul: / gndo = 0, ou n est la normale
extérieure au domaine . o

Il existe bien d’autres formulations pour les équations de Navier-Stokes, comme
la formulation fonction de courant-vorticité utilisé par [GGS82],|GOY94], la formu-
lation vitesse-tourbillon utilisé par [DAU92],[MED95] mais I'intérét premier de la
formulation vitesse-pression est de permettre ’extension la plus facile possible aux
écoulements tri-dimensionnels.

Il nous est nécessaire aussi de rappeler aussi le probleme de Stokes, considéré
comme probléme approché de Navier-Stokes pour des écoulements stationnaires s’ef-
fectuant a trés faible nombre de Reynolds, s’écrivant sous la forme suivante dans le
cas de conditions aux limites non homogenes:

- ]%EAu +Vu = f dans
Vau 0 dans ) (1.4)
u = g sur 0}

Le résultat d’existence et d’unicité de ce probléeme (1.4) est classique, soit
H={ve H(Q),v = g sur 60},

on obtient une unique solution de (1.4) (u,p) € H x L*(Q)/IR.
Pour présenter le résultat d’existence et d’unicité de la solution des équations

de Navier-Stokes incompressibles homogénes, rappelons au préalable quelques nota-
tions:

soit {2 un ouvert borné de IR?, de frontiere localement lipschitzienne, posons:

V= {u€D(Q),divu =0},
V = "VHé(Q)

H= V'@

)

)

si ’on munit V' ( respectivement H ) du produit scalaire induit par H}(Q) noté
((-,+)) (respectivement L*(2) et noté (.,.) ) on obtient deux espaces de Hilbert.
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On définit aussi la forme trilinéaire, continue et antisymétrique sur V par,

2 .
blu,v,w) = > /ﬂug%wjdz.

'1.7:1
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