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A b strac t : This thesis is devoted to the study of the /-adic representations of the absolute 
Galois group G of Qp , p > 5, associated to an elliptic curve over Qp , as I runs through the 
set of all prime numbers (including I = p, in which case we use the theory of potentially 
semi-stable p-adic representations).
For each prime /, we give the complete list of isomorphism classes of Q/[(j]-modules coming 
from an elliptic curve over Qp , that is, those which are isomorphic to the Tate module of an 
elliptic curve over <Q>P. The I = p case is the more delicate. It requires studying the liftings 
of a given elliptic curve over FP to an elliptic scheme over the ring of integers of a totally 
ramified finite extension of Qp , and combining it with a descent theorem providing a Galois 
criterion for an elliptic curve having good reduction over a j>-adic field to be defined over 
a closed subfield. This enables us to state necessary and sufficient conditions for an /-adic 
representation of G to come from an elliptic curve over <QP, for each prime /.

K ey-words : Elliptic curves, p-adic fields, Tate modules, Z-adic representations, poten
tially semi-stable representations, potentially crystalline representations, Weil-Deligne repre
sentations, Serre-Tate theorem, ^-divisible groups, Dieudonné modules.
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INTRODUCTION

This thesis is devoted to the study of the /-adic representations of the absolute Galois 
group of Qp , p > 5 , associated to an elliptic curve over Qp , as / runs through the set of all 
prime numbers (including / =  p).

Fix an algebraic closure Qp of Qp and write G =  Gal(Qp/Q p).

Let i?/Q p be an elliptic curve ; for each rational prime I, let E[ln], n > 1 , be the points 
of order ln in E{Qp), and put Ti(E) = lim E[ln] , V\{E) =  Q/ Ti(E ) : the first is a free 
Z¿-module of rank 2 , so that the second is a 2-dimensional Q/-vector space, and both are 
equipped with a linear and continuous action of G . Hence we get representations :

G -2+ Autz ,(T/(£)) and G AutQl(Vi(E)).

These representations are known to contain a certain amount of information concerning the 
elliptic curve jE?/Qp , and many results about them have become classics (see [Se 1], [Se 2], 
[Se-Ta], [Ta], [Kr], [Roh], and many others ...).
Given a Weierstrass equation for E  of the form y2 = x3 +  Ax + B  , we show how to “read” on 
it the isomorphism class of Vi(E) for / ^  p , via some invariants (effectively computable) of 
the curve. When I = p , we know (and recover the fact) that the representation VP(E) already 
contains all the data one can find in the Vi(E)'s, I p , plus one : the filtration, furnished 
by Fontaine’s theory of potentially semi-stable representations ; this extra data may in some 
cases be read on the Weierstrass equation itself.
Thus, for each prime I , we obtain a list of non-isomorphic Q/[G]-modules such that for every 
elliptic curve E /Q p , the Q/[G]-module Vi(E) is isomorphic to one of the objects of the list.

Now let Ti be a free Z¿-module of rank 2 equipped with a linear and continuous action of 
G ; one may ask when does Ti come from an elliptic curve over Qp , i.e. when does there exist 
an E /Q p such that Tj and T[(E) are isomorphic as Zj[G]-modules ? In fact, this question 
easily reduces to that one obtained by replacing T; by Q/ <g>z, T; and T\{E) by Vi{E).
We give an answer to this question, including the case I = p , which is certainly the more 
delicate. In fact, we show that every object of the lists previously mentioned actually comes 
from an elliptic curve over Qp .

Let us state these results more precisely.
For I ^  p., consider the category R ep^G ) of /-adic representations of G . We know how to 
attach in a functorial way to each object of Rep/(G) a representation of the Weil-Deligne 
group 'W  of Qp ([Del], [Fo 3]) ; this functor is exact and fully faithfull, and its essential image 
consists of representations of ’W  for which the roots of the characteristic polynomial of the
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Frobenius are /-adic units. In particular, we know what means for such a representation to 
be defined over Q , and also how to compare them for different Vs.
For / =  p ,  consider the category R eppsf(G) of potentially semi-stable p-adic representations 
of G . We use Fontaine’s theory ([Fo 1], [Fo 2]) which enables us to attach in a functorial 
way to each object of R eppsi (G) a filtered module, equipped with a semi-linear Frobenius, a 
monodromy operator, and with an action of a finite quotient of G ; for 2-dimensional objects, 
Fontaine proved recently that this is an equivalence of categories when one restricts to the 
weakly admissible filtered modules. Furthermore, if we drop out the filtration datum, we 
know how to obtain a representation of the Weil-Deligne group defined over an unramified 
extension of Qp , and thus compare it with objects arising from the I ^  p situation ([Fo 3]). 
Note that for I ^  p as well as for I = p , we always use contravariant functors, that is, we 
apply the functors described in [Fo 2] and [Fo 3] to the dual representation. For each prime 
I, the object Vi(E) is dual to H ^ (E  XqpQp , Q/), so that one may also consider them as 
covariant functors on the s. We have the following theorem :

T H M  I : Let E /Q p be an elliptic curve.
1) The Qp[Gr]-module VP(E) is potentially semi-stable and its Hodge-Tate type is (0,1).
2) The representation of the Weil-Deligne group attached toVi(E ) is independent of the prime 
number I , and satisfies the following conditions :
(1°) The determinant on Vi(E) is the l-adic cyclotomic character : A2Vi(E) =  <Q/(1) .
(2°) It is defined over Q .
(3°) I f  Vi(E) has potentially good reduction, the roots of the characteristic polynomial of a 
lifting of the arithmetic Frobenius acting on it are p-Weil numbers : \ Trace(Frob)\< 2y fp .

All these necessary conditions are well known.
A case-by-case examination leads to the description of all possible representations of the 
Weil-Deligne group arising from an elliptic curve over Qp ; we get a finite list WD* of such 
isomorphism classes. Then, if one computes for each object of the WD* list all the possible 
weakly admissible filtrations of Hodge-Tate type (0,1) which might be attached to it (up to 
isomorphism of filtered modules), this leads to an infinite list D* of such isomorphism classes. 
Of course, the W D* list classifies the Q/fG^-modules Vi(E), for I ^  p and E /Q p an elliptic 
curve, and the D* list classifies the Qp[(j]-modules VP(E) for E /Q p an elliptic curve.

Now the main result is that the necessary conditions of THM I turn out to be sufficient : 

T H M  I I  :
1) Every 2 -dimensional representation of the Weil-Deligne group of <Q>P satisfying conditions 
(1°), (2°), (3°) comes from an elliptic curve over Qp .
2) Every 2-dimensional potentially semi-stable Qp[G]-module of Hodge-Tate type (0,1) satis
fying conditions (1°), (2°), (3°) comes from an elliptic curve over Qp .

The first part of this theorem is rather easy to prove ; indeed, using the Honda-Tate the
orem ([Ho-Ta]), we are able for each object of the WD* list to produce an elliptic curve over 
Qp (in a Weierstrass form) whose Weil-Deligne representation is isomorphic to this object. 
As for the second part, one has to work much more. The situation in the potentially mul
tiplicative cases (i.e. when the p-adic representation is potentially semi-stable but not po
tentially crystalline) can be made quite explicit, and gives rise to an infinite family of iso
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morphism classes, parametrised by {0 , 1} x {±1} x <Q>P. The crystalline or twisted-crystalline 
cases lead to a finite set of classes, and the same for the potentially ordinary ones. Now the 
main difficulty lies in the non-twisted-crystalline potentially supersingular cases, which arise 
when 12 does not divide p — 1 ; then, for each integer e G {3 , 4 , 6} dividing p + l , we obtain an 
infinite family of classes parametrised by P 1(Qp). The main ingredients of the proof are the 
Serre-Tate theorem ([Ka]), Fontaine’s description of p-divisible groups via filtered Dieudonne 
modules ([Fo 4]), and a descent theorem which provides us a Galois criterion for saying when 
an elliptic curve having good reduction may be defined over a lower field.

Finally, for completeness’ sake, we recall that for each prime I, a rank two Z/[G]-module 
Ti comes from an elliptic curve over <Q>P if and only if the Q/[G]-module Q/ <g>z, T\ does.

Here is a brief summary of the content of each chapter.

- Chapter 1 contains : the two theorems stated above and the “easy” part of the proof 
of THM II ; the precise description of the WD* and D* lists, together with the connections 
between the invariants of a given elliptic curve over <Q>P and the objects corresponding to it 
in the lists ; some quasi-explicit examples with Weierstrass equations in the potentially good 
reduction cases ; and also several extra results, as the number of classes of Q;[G]-modules 
arising from elliptic curves over Qp (for I ^  p and I =  p), the description of order two 
twists, of the image of G in AutQp(V^(£^)) in some cases, of the Fp[G]-modules E\p\ and the 
Zp[£r]-modules TP(E).

- Chapter 2 contains the statement and the proof of the following descent theorem : 
T heorem  : Let K  be a finite extension of Qp , p > 5, and L a totally ramified extension 
of K , with residue field k and respective absolute Galois groups Gk  and Gj_,. Let E /L  be 
an elliptic curve, having good reduction over L. Then E  is defined over K  if and only if the 
action of Gl extends to an action of Gk  on TP(E ) in such a way that this extended action 
“comes from” k-automorphisms of the special fiber of E  (in a sense we define).
When the fc-endomorphisms ring of the special fiber is commutative, we show that the latter 
condition is equivalent to the following : the action of Gl extends to an action of Gk  on the 
2)(I£)’s, as I runs through all rational primes, in such a way that the system of representations 
of the Weil-Deligne group of K  induced by this action is compatible. Moreover, if we consider 
a “reasonably” extended action only on TP(E), or on VP(E), we obtain similar results, but 
up to isogeny.

- Chapter 3 deals with a deformation problem : given an elliptic curve E  over Fp , we 
describe, up to isomorphism, the elliptic schemes lifting E  over the ring of integers of a totally 
ramified extension (whose ramification index is an integer in {1, 2 ,3 ,4 ,6} smaller than p — 1). 
The answer to this problem is well known when the curve E /F p is ordinary ([Me], [Ka]), so 
that here we consider with more attention the case when E/Wp is supersingular. We then 
use the results of chapter 2 in order to determine which liftings correspond to elliptic curves 
defined over Qp (for those having good reduction of supersingular type), or are isogenous to 
an elliptic curve defined over Qp (for those having good reduction of ordinary type). This 
enables us to finish the proof of THM II.

- Appendix A contains all the (case-by-case) computations needed to obtain the WD* 
and the D* lists ; note that for I = p (i.e. the D* list), these computations are the same as 
in [Fo-Ma], but with conditions.
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- Appendix B contains all the (again case-by-case) computations needed to classify Fp [G]- 
vector spaces E\p] and the Zp[G]-modules TP(E ), with E /Q P an elliptic curve. The results 
obtained are in no way original, see [Se 2] and [Kr] ; here we use a method based on calculus 
in B W (R )  C Bcris ([Fo 5]) in order to recover the potentially supersingular cases.
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CHAPITRE 1

Les modules de Tate 

provenant d’une courbe elliptique sur Qp

On désigne par V  l’ensemble des nombres premiers. Dans tout ce chapitre, on fixe un 
p G V  tel que p > 5 .

On fixe une clôture algébrique Qp de Qp . On note G =  Gal(Qp/Q p) le groupe de Galois 
absolu, I  son sous-groupe d’inertie, et Q£r l’extension maximale non ramifiée de Qp contenue 
dans Qp . Pour / £ V, on note (¿¡n (Qp) le groupe des racines P-ièmes de l’unité contenues 
dans Qp, n > 0, et Z /(l) =  lim /i/n(Qp) , Q /(l) =  Qr<g>z, Z;(l). Le caractère cyclotomique

donnant l’action de G sur Qp(l) est noté x  '• G —ï  Zp . La valuation p-adique vp sur Qp est 
normalisée par vp(j>) =  1 ; on note aussi vp la valuation qui l’étend sur Qp .

Soit E  une courbe elliptique sur Qp . Soit / G V  ; pour n > 0 , on note E[ln] les points 
de E  à valeurs dans Qp d ’ordre ln, Ti(E) = Um E[ln] le module de Tate J-adique de E , et

Vi{E) =  Qi <S>zt Ti{E) : c’est un Q/-espace vectoriel de dimension deux. Le groupe G agit 
linéairement et continuement sur Ti(E), d’où des représentations, pour tout / € V  :

pi : G — Autz ,(Ti(E)) , et pi : G — > AutQ,(V/(I?)) .

Ce chapitre contient l’énoncé de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une représen
tation Z-adique de G provienne du module de Tate d’une courbe elliptique sur Qp , et ce pour 
tout 7 € V  (théorèmes 1 .1 ., 1 .2 ., 2 .1 ., et 2 .2 .).
On décrit d’abord les invariants de courbes elliptiques dont nous aurons besoin (1.1.). Puis le 
chapitre se divise en deux parties : le cas l ^  p (1 .2 .), et le cas l — p (1.3.). Dans chacune de 
ces parties, on commence par donner des listes de classes d ’isomorphisme de Qj[Cr]-modules, 
et l’on montre qu’un Qi[G]-module provient d’une courbe elliptique sur Qp si et seulement si il 
est isomorphe à l’un des objets de la liste (thm. 1 .1 . pour l ^  p e t  thm. 2.1. pour l — p). Le 
fait que toute représentation provenant d’une courbe elliptique sur Qp soit isomorphe à l’un 
des objets des listes est l’objet de l’annexe A ; la réciproque est démontrée dans ce chapitre, 
sauf dans l’un des cas l = p, pour lequel le résultat est établi à la fin du chapitre 3 (3.3.4.).
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Ensuite on décrit le lien de chaque objet des listes avec les invariants d’une courbe elliptique 
qui lui correspond ; pour l ^  p, ces invariants suffisent pour retrouver la représentation. 
Puis on démontre que les objets de ces listes sont exactement ceux qui vérifient certaines 
conditions ; on obtient ainsi les théorèmes 2 .1 . et 2 .2 .. Pour une courbe elliptique fixée, on 
compare en 1.3.2. les représentations /-adiques, l ^  p, avec la représentation p-adique lui 
correspondant. On termine en donnant des exemples explicites dans les cas de potentielle 
bonne réduction (en 1 .2 .2 . pour / ^  p et en 1.3.3. pour l = p). Enfin, quand l = p, on donne 
la description de l’image de G dans certains cas (1.3.4.), ainsi que celle des Fp[G]-modules 
E\p] et des Zp[G]-modules TP(E) (1.3.5., les calculs sont dans l’annexe B).

1.1. N otations :

1.1.1. Quelques invariants de courbes elliptiques sur Qp :

Pour tout ce qui concerne les courbes elliptiques, on pourra se référer aux livres de J.H. 
Silverman, [Silv 1] et [Silv 2] ; voir aussi [Huse].

Soit E  une courbe elliptique sur Qp , i.e. une variété abélienne sur Qp de dimension 1. 
Elle admet un modèle sous forme de cubique plane, dit modèle de Weierstrass, qui est donné 
par une équation de la forme

E  : y2 =  x3 + Ax + B  avec A, B  € Qp , et 4A3 +  27B 2 0 .

Nous disposons tout d ’abord d ’un invariant je  =  1728.4A3(4A3H-27B2)-1 (avec 1728 =  123), 
dit invariant modulaire de E  ; il caractérise la classe d’isomorphisme de E  sur Qp . Le 
discriminant de E  est A e  =  —16(4A3 +  27B2) ^  0, et l’on a =  —123 (4A)3A ^L ; le 
quotient A e  mod (Qp ) 12 est un invariant de la classe d’isomorphisme de E  sur Qp . Le 
modèle de Weierstrass est dit minimal si A ,B  £ Zp et 0 < vp(A e ) < 12 ; on peut toujours 
se ramener à un tel modèle pour E.

Si vp(jE) < 0, alors E  a potentiellement réduction “multiplicative déployée” . Plus pré
cisément, il existe un unique q =  ç(jjg) € pZp\{0}, vérifiant

jE  =  -  +  744 +  196844 q+ . . .
?

tel que E  est le twist par un caractère d ’ordre 1 ou 2 d ’une courbe de Tate E q (cf. [Silv
2], V, §5) ; ce twist correspond à l’extension Qp(v/ts ) /Q p , où j e  =  —2A B ~l mod (Qp )2 € 
Q p/(Q p )2 (loc.cit., lemme 5 .2 .).
Rappelons que le groupe des points de E q à valeurs dans Qp est isomorphe, en tant que 

groupe analytique p-adique, à Qp /q z  ; pour tout entier n > 0, on note Eq[ln] le noyau de 

la multiplication par ln dans Q* / qz . D’une part, on a une injection naturelle de /x/n(Qp) 

dans Eq[Zn] ; d ’autre part, si x € E q[ln], et si x est un relèvement quelconque de x dans Qp , 
il existe un entier N q(x) tel que x*n =  qN^ x\  et l’association x N q(x) mod lnZ définit
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un morphisme surjectif de E q[ln] sur Z /P Z , dont le noyau est /i/»(Qp). En faisant agir 
trivialement G sur les Z //nZ , on obtient par passage à la limite une suite exacte courte de 
Z/[Cr]-modules

(*m) 0 — Z,(l) — ► Ti(Eq) — > Z, — > 0 ,

où l’indice “rra” signifie “multiplicatif” . On notera aussi (*m) la suite exacte de Qi[Cr]-modules 
obtenue en tensorisant avec <Q>; :

(*m) 0 — ï Q/(l) — y Vi(Eq) — y Qi — y 0 .

Si vp (js) > 0 , alors E  a potentiellement bonne réduction : elle acquiert bonne réduction 
sur une extension finie de Qp . On appelle le défaut de semi-stabilité de E /Q p l’indice de 
ramification minimal d’un corps sur lequel E  acquiert bonne réduction, et on le note dst(ü').
On a 12

dst (E) -  p g c d ^ ^ A s ) )  ’

où A s est le discriminant de E. Si l’on choisit une équation de Weierstrass minimale pour E , 
alors 0 < vp(A e ) < 12 et vp{jE) > 0 impliquent que vp(A e ) n’est pas premier à 12 ; on voit 
donc que e =  1,2,3,4 , ou 6 suivant que up(As) =  0, up(Ae ) =  6 , up(Ae ) € {4 ,8 }, ^ (A # ) G 
{3,9}, ou vp(A e ) € {2 , 10} respectivement. Remarquons que les entiers e qui interviennent 
sont exactement ceux qui vérifient <p(e) € {1,2}, où <~p est la fonction arithmétique d ’Euler. 
Rappelons également le critère d’Ogg-Néron-Shafarevich : E  a bonne réduction sur K  C Qp 
si et seulement si Ik  =  I(QP/K )  agit trivialement sur tous les Vi(E), l ^  p (ou bien, ce qui 
revient au même, sur l’un des Vi(E), l ^  p).

Comme l’entier e — dst(JS') est premier à p , la courbe E  acquiert bonne réduction sur une 
extension finie totalement ramifiée de Qp de degré e ; si L est une telle extension, on note 
E l  = ( E x q pL) X lF p sa courbe réduite sur Fp , et ap(E) =  ap{E£) la trace du polynôme 
caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur Vi(E£), l ^  p. Rappelons que ap[Ei,) 
est un entier rationnel indépendant de / ^  p, que l’on a \ ap(E£) \ < 2y/p, et aussi :

ap(ÉL) = p + l - # É L(Vp) .

De plus, la courbe El /Fp est ordinaire si p ne divise pas ap{Ei) ; supersingulière si p divise 
ap{Ejj), ce qui équivaut à ap{É£) =  0. Si E  acquiert bonne réduction de type ordinaire sur 
L t la partie connexe El (p)° du groupe p-divisible E l (p) est de hauteur 1 , et l’on a une suite 
exacte de groupes p-divisibles sur l’anneau des entiers de L :

0 — ► E l (p)° —» e l (p ) — ► EL(p) — ► 0 , 

qui induit la suite exacte courte de Zp[G]-modules

(*ord) 0 — »■ Tp(El (p )°) — y TP(E) — > TP{EL) —> 0 .

On notera également (*ord) la- suite exacte que l’on en déduit par extension des scalaires de 
Zp à Qp.
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1.1.2. N otations :

On note Qp2 l’extension non ramifiée de degré 2 de Qp. On choisit 7Ti2 € Qp vérifiant 
(tti2)12 + P  =  0. On pose : 7r6 =  iri22 ; ^4 =  tti23 ; ^3 =  tti24 ; *2 =  *126 ; ^1 =  -i>- On 
choisit £12 une racine primitive douzième de l’unité, et l’on pose : Çe =  C122 ; C4 =  C123 ;
C3 =  Ci24-

On considère pour tout entier naturel e € {1, 2,3,4,6} le corps Qp(7re) : c’est une extension 
totalement ramifiée de degré e de Qp ; comme p > 5, l’entier e est premier à p, et Qp(ire)/Q p 
est modérément ramifiée. On note K e la clôture galoisienne de Qp(7re) dans Qp , et Gpce/Qp =  
Gal(Ke/Qp) son groupe de Galois ; Ie est le groupe d ’inertie de l’extension Qp/K e . Comme 
(Z /eZ )x est d ’ordre 1 ou 2, on a p = 1 mod eZ ou bien p =  — 1 mod eZ. On se trouve alors 
dans l’une des situations suivantes :
K i =  Qp et GKl/Qp — 1 ] K 2 = Qp(tt2) et GKî/qp —< r2 >, où r2 est défini par r 27r2 =  - ir2 ; 
si e € {3 ,4 ,6} et e | p -  1, K e =  Qp(ffe) et G ^/Qp = <  ^  >> où re est défini par r e7re =  Ce ê ; 
si e G {3,4, 6} et e | p +  1, K e = Qp2(7r6) =  Qp(Ve, Ce) et GKe/Qp = <  re > XI < u  > , où r e est 
défini par Tewe =  Ce^o reCe =  Cej et u; est le relèvement du Frobenius absolu qui fixe ire et tel 
que a<e =  Ce-1  î on a u re =  Te~xu.
Si K'e est une autre extension galoisienne de Qp d ’indice de ramification e, alors il existe une 
extension finie non ramifiée M  de Qp telle que M K e =  MK'e.
Lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté, on écrit K , Gk /qp , au lieu de K e et Gk s/qp .

Pour tout u € Z£, on note r}u : G -¥ G /I  —¥ Zp l’unique caractère non ramifié qui envoie 
le Frobenius arithmétique sur u. Lorsque e > 2 et e | p — 1, on note Çe : G —ï Gk s/qp —>• 
fie(Qp) =<Ce >C Zp le caractère ramifié défini par £e(<jr) =  gire/ire pour tout g € G.

Le groupe Qp /(Q p )2 est d ’ordre 4, et il y a exactement 3 extensions quadratiques de Qp, 
une non ramifiée et deux totalement ramifiées. On les notera M\ =  Qp2 , ilf2 =  Qp(7r2), et 
M3 (par exemple, si 4 | p +  1, alors M3 =  Qp(C4?r2) )•

On pose Afp =  { o e Z / | o | <  2 y/p }, et Ai* est l’ensemble des éléments non nuls de Afp ; 
le cardinal de Afp est 2 [2-v/p] (partie entière).
Soit <&e £ Q[X] le e-ième polynôme cyclotomique ; on pose 7e =  Ce +  C 1 =  Tr(<&e) =  —1» 0 ,1  
pour e =  3 ,4 ,6  respectivement. Quand e € {3,4 ,6} et e | p — 1, on note Af£e l’ensemble des 
a £ Z tels que (7  ̂— 4) (a2 — 4p) est un carré dans Q ; c’est un sous-ensemble de Afp . 
L’ensemble A f*3 =  A/"p̂ 6 =  { a € Z / a 2 — 4p = —3 mod (Qx)2} est d ’ordre 6 , et l’ensemble 
Afpt4 =  {a  G Z / o 2 — 4p =  —1 mod (Qx)2} est d ’ordre 4 ; lorsque 12 | p — 1 , ces deux 
ensembles sont évidemment disjoints (pour une preuve de ces assertions, voir le lemme à la 
fin de A .1 .2 .). Par exemple :
Af5*4 =  {±2, ±4} C M? =  {±1, ±2, ±3, ±4} ; M7X3 =  {±1, ±4, ±5} C M f  =  { ± 1 ,.. . ,  ±5} ; 

•^13,3 =  {± 2 > et -^13,4 =  {±4> ±6} C -^13 =  {±1» • • • r±7}.

1.2.1. Les Q;[G]-modules, l ^  p, provenant d ’une courbe elliptique sur Qp :
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On désigne par RepQ((G) la catégorie des représentations Z-adiques de G , c’est-à-dire des 
Q/-espaces vectoriels de dimension finie munis d ’une action linéaire et continue de G .
Un système (V/);^p de représentations Z-adiques de G est la donnée pour chaque Z ^  p d ’un 
objet Vi de RepQ,(<j). On aimerait pouvoir comparer les V\ , Z ^  p , entre eux ; cela n’aura 
de sens que si l’on “enlève la topologie sur G” , c’est-à-dire si l’on se restreint au groupe de 
Weil de G , et si l’on plonge les Q/ dans C (voir [Roh]). Plus précisément, nous allons nous 
ramener pour chaque Z ^  p à la catégorie des représentations Q/-linéaires et continues du 
groupe de Weil-Deligne 'W  de Qp.

1.2.1.1. Le groupe de Weil W  =  Wqp de G est le sous-groupe de G constitué des 
éléments g tels que g mod I  est une puissance entière du Frobenius (lequel est un générateur 
topologique de G /I  =  Gal(Fp/F p)). On a donc une suite exacte courte :

1 — > I  — >1 ,
avec v(Frob.arithm.) =  1. On désigne par 'W  =  'W qp le groupe de Weil-Deligne de G : c’est 
le schéma en groupe sur Q qui est le produit semi-direct de W  par le groupe additif Ga , sur 
lequel W  opère par wxw-1 =  pv^ x  , pour w G W.
Soit E  un corps de caractéristique 0 . On note R ep^(/W) la catégorie des représentations E- 
linéaires de 'W , i.e. des ¿^-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et 
continue de ' W . Un objet dans R ep ^ 'T ^ ) peut être considéré comme un triplet (A ,po,N), 
où : A est un espace vectoriel sur E  de dimension finie ; po : W  — y Autg(A) est un 
morphisme dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de /  ; N  G End^(A) et vérifie : 
Vw G W, po(w)N = pv^ N p o (w ) .  Si l’action de 'W  est F- semi-simple (i.e. si l’action de W  
par po est semi-simple), alors un objet de R ep^'V F) est déterminé à isomorphisme près par 
les traces Tr(/9o) : W  —¥ E , ainsi que par le polynôme minimal de l’opérateur N .

Soient E  et E ' deux corps de caractéristique 0 munis de plongements i : E  *-*• C et 
l' : E ' C. Si A est un objet de Rep^;('W) qui est défini sur Q (cf. [Fo 3] ou bien 2.2.1.), 
alors A C est un objet de R epc ('W) dont la classe d’isomorphisme ne dépend pas
du choix de i (voir par exemple [Roh]). Deux objets A et A' de R e p ^ 'W ) et R epS/(W ) 
respectivement sont dits compatibles s’ils sont tous deux définis sur Q et si A *C et
A' C sont isomorphes dans R epc (/W'r).

On désigne par RepQ^VP) la sous-catégorie tannakienne de RepQ^'VF) constituée des 
objets sur lesquels les racines du polynôme caractéristique d’un relèvement du Frobenius sont 
des unités Z-adiques. Il existe un foncteur (covariant) établissant une équivalence de catégories 
entre RepQ^'W ) et RepQj(G), qui peut être décrit de la manière qui suit (voir par exemple 
[Roh]). Soit (A;, po, N ) un objet de RepQ(('W). Si N  = 0, alors on retrouve la représentation 
Z-adique de C? qui lui correspond en “complétant” le morphisme po : W  — >■ Aut<Q,(Aj) en 
un morphisme p : G — > AutQ,(A/) (car les racines de Pcar(Frob) sont dans Z;x). Si N  ^  0, 
on étend po à G comme ci-dessus, et l’on choisit un homomorphisme continu non trivial 
ti : I  —¥ Qi (il est unique à multiplication par un élément de QjX près). Alors la représentation 
p : G — > AutQ,(A/) est donnée par p(g) =  po(g) exj>(ti(h)N), où l’on a écrit g E G sous 
la forme g = uh  avec u> G Gal(Qpr/Q p) et h G I  (l’opérateur N  est nilpotent). La classe 
d ’isomorphisme dans RepQ((G) de l’objet ainsi obtenu ne dépend pas du choix de £j, et le 
foncteur quasi-inverse est défini de manière évidente.
Nous étudions ici le dual de la représentation du groupe de Weil-Deligne provenant du module 
de Tate Z-adique Vi(E) d’une courbe elliptique E / Q p. On utilise le foncteur W D pst i : 
RepQj(G) R-epQ^'W) qui est la version contravariante de celui décrit dans [Fo 3], i.e.
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WD*pst, 1 est le foncteur obtenu en appliquant W D pst,i à la représentation duale ; il établit une 
anti-équivalence de catégories entre RepQf((?) et RepQ(('W), et les classes d ’isomorphisme 
que l’on obtient sont les mêmes que celles obtenues avec le dual du foncteur mentionné ci- 
desssus. Comme Vi(E) est le dual de H ^ (E  x q pQp ,Q i) pour une courbe elliptique E /Q p ,

/N ]{C
on peut voir le foncteur W D pst| comme un foncteur covariant des dans RepQ(('W).

Choisissons pour chaque l ^  p des plongements de corps ci : Qj «->• C . La compatibilité 
d’un système (A i)i^v de représentations Z-adiques de 'W  signifie que les A/ sont deux-à-deux 
compatibles lorsque / parcourt V \{p}.
Supposons que chaque A i , l ^  p, est F-semi-simple. Si l’opérateur de monodromie N  
est nul pour tous les A i , la compatibilité du système (Ai)i^p signifie que les traces Trpo : 
W  — > Qj sont à valeurs dans Q et indépendantes de Z G "P\{p}. Sinon, pour chaque A/, 
l’opérateur N  étant nilpotent, il existe une unique filtration finie croissante (FilfMA/),-€2 , dite 
de Jacobson-Morosov, telle que N A i )  C Filfj^A/ et que N  induise un isomorphisme 
N* : G tfMAi A- GvJJ f  Ai pour tout i G Z ([Fo 3], 2.4.5.) ; alors la compatibilité du système 
(Ai)tjép signifie que, pour tout i € Z, les traces Tr(Grfw A;) : W  — > Q/ sont à valeurs dans 
Q et indépendantes de l G ^\{p}-

1 .2 .1 .2 . On note 4> E W  un relèvement du Frobenius géométrique m odulo/(Qp/<Q>p(7ri2)) : 
pour tout e G {1 ,2 ,3 ,4 ,6}, 4> agit trivialement sur Le et <j> mod Ie agit par x i-f x~p. Pour 
e G {2 ,3 ,4 ,6}, on note 6e un relèvement dans I  de re € I / I e =  I{K ef Qp).
Si e € {3 ,4 ,6} divise p — 1, alors £e € Z* et le polynôme X 2 — ~feX  +  1 =  {X — Çe)(X  — C"1) 
se scinde dans QP[X] ; il en est de même pour le polynôme X 2 — aX  + p lorsque a G Zp 
(Hensel) : il existe alors un unique ua G Zp tel que X 2 — aX  + p =  (X  — ua)(X  — u ^ p ) .  On 
pose

te =  i£(a, e) =  UaCe +  « r V C  . P°ur « € {“ I» !} •

On a : (X  — h ) ( X  — £_i) =  X 2 — yeaX  + p je2 +  a2 — 4p = T ( X ) , et si a G Z fl Z * , alors 
T (X )  G Z[X]. La condition a G Afp e signifie exactement que les racines t\ et £_i du polynôme 
T (X )  sont dans Q ; elles sont distinctes.

Soit E  un corps de caractéristique 0 . La liste WD* suivante définit à isomorphisme près 
des objets de R ep s ('W) de dimension deux, qui sont dans R e p ^ W )  lorsque E  =  Q/ :

W D£j(e; b), e G {1,2}, b G {—1,1} :
Po(h) =  1 ; Po(02) =  ( -1  y - 1 ; Pm*n(PO(^)) =  (X  -  b)(X -  bp) ; Pmin(N) =  X 2 ; po{4>)N =  
p~lN Po{<t>).

W D*(e; ap), e G {1,2}, ap G Afp : 
p0{I2) = 1 ; Po(92) = ( -1  Y ~ l ; Pmin(/*)(<£)) =  X 2 - a pX + p - ,N  = 0.

W D *c(e ;ap;e), e G {3,4,6} et e | p -  1, ap G Af*e, e G {-1 ,1}  : 
p0{Ie) =  1 ; Pmtn(Po(0e)) =  X 2 - j eX + l  ; Pm*n(po(^)) =  X 2 - a pX + p  ; Pmin(po(<f>)po(ûe)) = 
X 2 -  t tX  + p  ; po(<f>)po(0e) =  po(ee)po(<t>) ; N  =  0.

W D pc(e; 0 ), e G {3 ,4 ,6} et c \ p +  1 : 
p0(Ie) =  1 ; Pmin(Po(0e)) = X 2 -  yeX  + 1 ; Pm intpo^)) =  X 2 + p ; pQ(4>)po(0e) =
Po(^e)~Vo(^) ; N  = 0 .
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Remarque : les classes d ’isomorphisme de ces objets ne dépendent pas du choix des corps 
K e : si, dans la description de l’un de ces objets A, on remplace K e par une autre extension 
galoisienne de Qp d ’indice de ramification e, on obtient un objet A ' qui est isomorphe à A.

Chacun de ces objets est défini sur Q . De plus, la représentation i?-linéaire de 'W  de 
dimension un A2WD* est donnée par : po(I) — 1, Po{4>) =  Pi N  =  0 ; et si E  =  Q /, l’objet 
obtenu en appliquant le foncteur quasi-inverse est Q;(l).
Les objets du type WDJ^ sont des twists d’ordre 1 ou 2 d’un objet semi-stable sur Qp , 
mais ils n’ont pas potentiellement bonne réduction. Les objets du type W D£ sont des twists 
par un caractère d’ordre 1 ou 2 d ’objets ayant bonne réduction sur Qp . Les objets du type 
W D pC ont potentiellement bonne réduction, mais ne sont pas des twists d ’objets ayant bonne 
réduction sur Qp .

Description des twists d ’ordre 2 :

Soit A un objet de la liste WD* ci-dessus. En tordant par l’un des caractères (non trivial) 
d’ordre 2, on obtient les objets A i, A2, et A3, correspondant respectivement aux extensions 
quadratiques Mi, M2, et M3 de Qp. Les quatre objets A, A i, A2 et A3 sont liés entre eux par 
des twists d ’ordre 2 de la manière suivante : les paires (A, Ai) et (A2, A3) sont composées 
d ’objets liés par un twist non ramifié ; les paires (A, A2), (A, A3), (Ai, A2) et (Ai, A3) sont 
composées d’objets liés par un twist ramifié. En faisant varier A parmi les objets de la liste, 
on obtient :

A =  W D ; ( 1 ; b) ; Ai =  W D ^ (1 ; - b )  ; A2 =  W D ^ (2 ; b) ; A3 =  W D ^ (2 ; - b ) .

A =  W D * (l;a p) ; Ai =  W D *(1 ; - a p) ; A2 =  W DS(2 ;a p) ; A3 =  W D *(2 ; - a p). 

A =  W D pC(4; a p; c) ; Ai =  W D £C(4; - a p; e) ; A2 =  W D ;c(4; ap; -e )  ; A3 =  W D ^ (4 ; - a p; -e ). 
A =  W D pC(3; ap; e) ; Ai =  W D *C(3; - a p; e) ; A2 =  W D ;c(6 ; ap; -e )  ; A3 =  W D ;c(6 ; - a p; -e ). 

A =  W D *C(4; 0 ) =  Ai =  A2 =  A3. 
A =  W D pc(3; 0) =  Ai ; A2 =  W D ;c(6; 0 ) =  A3.

Si un objet A de la liste WD* provient d ’une courbe elliptique E  sur Qp, c’est-à-dire s’il 
existe E/Q p  telle que A ~  W D ^  ^ ^ ) ) ,  alors les objets A ;, i 6 {1,2 ,3}, proviennent des 
courbes elliptiques E{ sur Qp obtenues en tordant E  par les caractères d’ordre 2 correspondant 
aux extensions quadratiques M i .

Théorèm e 1.1. :
Soient p > 5  et p.
1) Les représentations de la liste WD* ci-dessus sont deux-à-deux non-isomorphes.
2) Soit E  une courbe elliptique sur Qp ; alors W D pstti(V/(i?)) est isomorphe à l ’un des objets 
de la liste W D *.
3) Réciproquement, tous ces objets proviennent d ’un Vi(E), où E  est une courbe elliptique 
sur Qp.

1 .2 .1.3. Soit E/Qp  une courbe elliptique. On obtient la classe de W DpSt j(V/(£’)) au 
moyen de certains invariants de E  (voir A .l.)  ; posons W D£st l (Vi(i?)) =  A i(E).
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A¡(E) ~  W D ^ (e ;b ) : E  est une courbe elliptique dont l’invariant modulaire je  vérifie 
vpUe ) < 0. Soit j e  € Q p/(Q p )2 (cf. 1 .1 .) ; alors on a :
(e; b) =  (1; 1) -o- Qp{y/jË) =  Qp, et E  est isomorphe sur Qp à une courbe de Tate E q , avec 
q G , vp(q) > 0 , et q est uniquement déterminé par Je -
(e; b) =  (1; —1) -O- Qp(y/jjË) — Qp2 =  Afj, et E  est le twist sur M \ d’une courbe E q .
(e; 6) =  (2; 1) ^  Q.p{y/YË) — Q p ^ )  =  M?, et E  est le twist sur d ’une courbe E q .
(e; b) = (2; —1) -O- Qpi^/ÿË) — M3 , et E  est le twist sur M3 d’une courbe Eq .

A i(E) ~  W D *(e;ap) : on a vp(Je) > 0 et e =  12/pgcd(üp(Ae), 12) =  dst(£7). Si e = 1 , 
la courbe E  a bonne réduction sur QP, et ap est la trace du polynôme caractéristique du 
Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite E. Si e =  2 , la courbe E  est le twist 
par le caractère ramifié d ’ordre 2 correspondant à l’extension M 2 =  Qp(tt2) d ’une courbe 
elliptique du type précédent.

A ¡(E) ~  W D pC(e;ap;é) : on a vp(j e ) > 0 et e =  12/pgcd(up(Ae), 12) =  dst(E') divise 
p — 1 ; la courbe E  acquiert bonne réduction ordinaire sur Qp(7re), et ap est la trace du 
polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite. Lorsque 
l’on prend une équation de Weierstrass minimale pour E, alors e =  1 si vp(A e ) < 6 (i.e. 
vp(A e ) € {2,3,4}), et € =  - 1  si up(Ae ) > 6 (i.e. vp(A.e) € {8,9,10}). De plus, Je  est un 
entier p-axlique vérifiant je  =  1728 mod pZp si e =  4 et jg  =  0 mod si e =  3 ou 6 . Pour 
les twists d ’ordre 2 , voir la description faite précédemment.

A i(E) ~  W D pC(e;0 ) : on a vp(jE) > 0 et e =  12/pgcd(up(A£;), 12) =  dst(E) divise 
p +  1 ; la courbe E  acquiert bonne réduction supersingulière sur Qp(7re). De plus, je  est un 
entier p-adique vérifiant Je  =  1728 mod pZp si e = 4 et Je  =  0 mod pZp si e =  3 ou 6 . Pour 
les twists d’ordre 2 , voir la description faite précédemment.

Remarque : Soit E /Q  fixée. Pour chaque l € TAO*}, l’objet W D £st l (Vi(i?)) =. Ai(E) 
est F-semi-simple et défini sur Q ; on constate de plus que les classes d ’isomorphisme des. 
représentations de 'W  sur A ¡(E) sont indépendantes de l : ceci exprime la compatibilité au 
sens de Weil-Deligne du système de représentations Vi(E), l 7  ̂p.

1.2.1.4. Preuve du théorème 1.1. :
Les parties 1) et 2) sont l’objet de l’annexe A, A .l .  ; quant à la partie 3), nous allons la 
montrer ici. Si E  est une courbe elliptique sur Fp , on note ap(E) G A/"p la trace du Frobenius 
arithmétique agissant sur E  (i.e. sur V\(E), l ^  p).

C’est évident pour les cas W D£, : il suffit de prendre n’importe quelle courbe de Tate 
E q sur Qp (avec q € pZp\{ 0}), et de la tordre sur l’extension quadratique M j, i € {0 , 1, 2 ,3}, 
avec * =  0 et Mo =  Qp si (e;6) =  (1; 1), i = 1 si (e;b) = (1; —1), i = 2 si (e;6) =  (2 ; 1), et 
i = 3 si (e; b) = (2; —1).

Les représentations W D * (l;a p) proviennent toutes de schémas elliptiques E  sur Zp dont 
la trace du Frobenius (arithmétique) agissant sur la courbe réduite E  est ap . En effet, d ’après 
Honda-Tate, pour tout ap € Mp, il existe une courbe E /F p telle que ap(E ) =  ap ([Ho-Ta]) ; 
puis toute courbe elliptique sur Fp se relève en un schéma elliptique sur Zp (voir par exemple
3.2.). Les représentations W D *(2 ; ap) proviennent d ’un twist correspondant à l’extension 
Qp(?r2) =  M 2 d ’une courbe elliptique du type précédent.
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Si e G {3 ,4 ,6} et e | p +  1, la courbe elliptique E  sur Qp d’équation de Weierstrass

. I  y2 = 
\  y2 =
I y — x3 + x si e = 4 

' 9 x3 +  1 si e € {3,6}

est d ’invariant modulaire j (e ) , avec j ( 4 ) = 1728 et j ( 3) = j ( 6) =  0 ; elle a bonne réduction 
sur Qp, et sa courbe réduite est supersingulière (voir [Silv 1],V, Thm.4.1., et les exemples 4.4. 
et 4.5. qui suivent). Ses tordues sur Qp (voir [Silv 1],X) ont pour équation de Weierstrass :

Ed {
y2 =  x3 + Dx si e =  4 
y2 =  x3 +  D si e G {3,6} ,

avec D  G Qp , et leurs classes d’isomorphisme sur Qp sont en bijection avec Q */(Q £)n(e), avec 
n(4) =  4 et n(3) =  n(6) =  6 ([Silv 1],X, Prop.5.4.). Alors les courbes Ed, o ù  D  G {— p,p2} C 
Qp / (Qp)n^ ,  fournissent des courbes elliptiques sur Qp potentiellement supersingulières (d’où 
ap(Er>) =  0), dont le défaut de semi-stabilité est :

{
dst (2?(_p)) = 4  si e =  4

dst(i?(_p)) =  6 ; dst(i?p2) =  3 si e G {3,6}

On en déduit que les W D *st j(Vi(£'£))) sont isomorphes aux W D Jc(e ;0 ) (voir aussi les 
exemples plus loin).

Si e G {3,4,6} et c | p  — 1 , les courbes Ed définies comme ci-dessus sont toujours 
d’invariant modulaire j(é) et leur défaut de semi-stabilité est inchangé, mais elles sont cette 
fois potentiellement ordinaires ([Silv 1],V, 4.4. et 4.5.). Compte tenu de la description des 
twists d ’ordre 2 (l’invariant € parcourt {±1}), il suffit de montrer que tous les ap G Mp<e 
se réalisent comme la trace du Frobenius arithmétique agissant sur une courbe elliptique 
sur Fp d ’invariant modulaire j(e) G Fp, avec j(4) =  1728 et j(3) =  j(6) =  0. C’est l’objet 
du lemme qui suit. On en déduit que cette fois les W D *st |(V/(i?£))) sont isomorphes aux 
W D pC(e;ap; 1) ; leurs tordues par un caractère ramifié d’ordre 2 donnent des courbes dont 
les représentations associées sont isomorphes aux W D *c(e; ap; —1 ) (voir les exemples plus 
loin). o

Pour u G Fp , on note Eu et £u les courbes elliptiques sur Fp données par les équations de 
Weierstrass suivantes :

E u : y2 = xa + ux et 8U : y2 = x3 + u .

Pour tout u G Fp , on a j (E u) = 1728 =  123, d’où Eu est ordinaire si 4 | p — 1, supersingulière 
si 4  | p +  1 ; et j  (Su) =  0 , d ’où £u est ordinaire s i 3 | p  — 1 <=>■ 6 | p — 1, supersingulière si 
3 | p +  1 ([Silv 1],V, 4.4. et 4.5.). Toute courbe elliptique E/Fp dont l’invariant modulaire 
est j(E ) = 1728 (resp. 0) est isomorphe sur Fp à l’une des Eu (resp. £u).
On a deux flèches Fp —ï Afp , l’une qui à u G F* associe ap(Eu), l’autre qui à u associe ap(Su) ; 
la première est nulle si et seulement si 4 | p + 1, et la deuxième si et seulement si 3 | p + 1. 
De plus, les courbes Eu et E u< (resp. £u et £u/ ) sont isomorphes sur Fp si et seulement si 
u = u' mod (F^ ) 4 (resp. u =  u' mod (F^)6) ([Silv 1], X, Prop.5.4.). Comme l’entier ap(E) 

caractérise la classe d ’isogénie sur Fp de la courbe E/Wp ([Ta]), on en déduit des applications :

r /(F ,*)4 — > r r ç / o ç ) «  — > m p

\  ttm o d (F p )4 i— > ap(Eu) \  ttm od(F p )6 i— > aP(cip(£u)
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de l’ensemble des classes d’isomorphisme sur Fp de courbes elliptiques d ’invariant modulaire 
1728 (resp. 0) dans l’ensemble des classes d ’isogénie sur Fp de courbes elliptiques sur Fp. 
Rappelons que si 4 | p — 1, l’ensemble A/̂ *4 =  {a G Z /a 2 — 4p = — 1 mod (Qx)2} C Mp est 
d ’ordre 4, et si 3 | p — 1, l’ensemble =  MP}& =  {a G Z /a 2 — 4p =  —3 mod (Qx)2} C J\fp 
est d’ordre 6 (cf. le lemme de A .1.2.).

Lemme :
Si 4 | p — 1, l ’application u M- ap(Eu) induit une bijection F* /(F £)4 —>■ MPt4.

Si 3 | p — 1, l ’application u i-4- ap(£u) induit une bijection Fp / (F* )6 —y MpZ.
En particulier, la classe d ’isogénie sur Fp d ’une courbe elliptique d ’invariant modulaire 1728 
ou 0 est aussi sa classe d ’isomorphisme sur Fp.

Preuve :
Supposons d ’abord 4 | p — 1 : alors les Eu sont ordinaires, et ap(Eu) G Afp ■ De plus, le groupe 
des racines quatrièmes de l’unité //4(FP) est d’ordre 4, d ’où Fp /(F p )4 aussi, et de même pour 
A/*p*4. Il suffit donc de montrer que la flèche

< p*
\  i  ̂ ap{Eu)

prend au moins quatre valeurs distinctes dans N p , et qu’elles sont en fait dans N p ±. 
Montrons d ’abord la dernière assertion. On pose Eu : y2 = x3 + [m]x , où [«] G Zp est le 
représentant de Teichmüller de u. C’est une courbe elliptique sur Qp qui a bonne réduction 
et dont l’équation est minimale ; sa fibre spéciale est Eu et son invariant modulaire j (E u) 
est 1728. On pose alors : E'u : y2 =  x3 — [u]px. On a j(E 'u) = 1728, et E'u est un twist de 
Eu ([Silv l],X,Prop.5.4.), dont le défaut de semi-stabilité est dst(ÆJ') =  4 ; les courbes E'u et 
Eu deviennent isomorphes sur l’extension totalement ramifiée Qp(tt4), et la fibre spéciale de 
E'u est aussi E u, d ’où ap(E'u) =  ap(Eu). Alors le fait que la représentation Vi(E'u), l ^  p, soit 
définie sur Q implique ap(Eu) € A/^4 (voir A .I.2 .).
Montrons maintenant que l’application u 1-+ ap(Eu) de Fp dans Mp C Z prend au moins 
quatre valeurs distinctes ; pour cela, il suffit évidemment de montrer qu’elle prend quatre 
valeurs distinctes modulo pZ. Comme de plus on a ap(Eu) =  1 + p — # (E U(Fp)), il suffit de 
montrer que 1 — # (E U(WP)) prend quatre valeurs distinctes modulo p lorsque u parcourt F* . 
Or, d ’après [Silv 1],V, démonstration du Thm.4.1.(a), on a

1 -  # (É U(FP)) mod pZ = (  2 ï  )  u’i*L »

ce dernier étant le coefficient de xp_1 dans (æ3 +  ux)Ê '  ; le coefficient binomial est fixe dans 
F£ lorsque u parcourt F £ , alors que u * parcourt /¿4(FP) qui est d ’ordre 4. On en déduit le 
résultat.

Maintenant supposons 3 | p — 1 : les £u sont ordinaires, ap(£u) G Mp , et F ^ /(F ^ )6 est 
d’ordre 6. Alors la preuve est tout-à-fait similaire ; d’abord en utilisant la courbe sur <Q>P :

t 'u : y2 =  x3 -  [u]px

(par exemple, ou bien son twist non ramifié correspondant à l’extension Qp2/Q p), dont le 
défaut de semi-stabilité est dst(££) =  6, et dont la courbe réduite sur Qp(tt6) est Eu , d’où
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ap(Su) 6 Afp6 = (cf. A .1.2.) ; puis en remarquant que le coefficient de xp_1 dans
. O  v P —1
(ar + u) 2 est

( A ) e K »

et que l’application u « V - est une surjection de F£ sur /i6(Fp), lequel est d ’ordre 6 lorsque 
3 divise p — 1. a

1.2.1.5. Soit A =  (A, po, N ) une représentation /-adique du groupe de Weil-Deligne 'W  
de dimension 2, et soit <j> un relèvement dans W  du Frobenius géométrique. On considère les 
conditions suivantes :
(1°) A2(A) est donnée par : po(I) =  1, po(<f>) =  p, N  =  0 ;
(2°) A est définie sur Q ;
(3°) si N  =  0, les racines du polynôme caractéristique de po(<f>) sont des p-nombres de Weil, 
i.e. |Tr(p0(<̂ )) |<  2y /p .

Soit V  un objet de RepQ((G) ; on dira que A = (A, po,N) est la représentation de 
Weil-Deligne associée à V  si A =  W D psti(V).

T héorèm e 1.2. :
Soient p > 5, et l € V, l ^  p. Une représentation l-adique de dimension 2 de Gal(Qp/Q p) 
provient d ’une courbe elliptique sur Qp si et seulement si la représentation de Weil-Deligne 
qui lui est associée vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°).

Preuve :
Le fait que ces conditions sont nécessaires est bien connu ; nous allons montrer qu’elles 
sont suffisantes. Soient <j> un relèvement dans W  du Frobenius géométrique et (A, po, N ) 
un objet de R ep q ^W ) vérifiant les conditions (1°), (2°) et (3°) ; la conditional0) donne 
dét(po(<£)) — p Ç. Ê*. Donc A est un objet de RepQ^'W ), et il suffit de montrer qu’il est 
isomorphe à l’un des objets de la liste WD*.

Si N  ± 0, alors les relations N 2 = 0 et Npo(<f>) =  ppo(<p)N impliquent que po(4>) est 
diagonalisable et a deux valeurs propres distinctes (b,pb). La condition (1°) donne b2p =  p, 
c’est-à-dire b € {±1}- Le sous-groupe d’inertie I  agissant de façon potentiellement unipotente 
(i.e. à travers des racines de l’unité), la relation Npo(g) =  po(g)N pour g € I  implique que 
P o ( g )  = ±1* Donc A ~  WDJ^(e; b) avec e € {1,2} et 6 € {—1,1}.

Si N  =  0, alors A a potentiellement bonne réduction. Soit F  le sous-corps de Qp fixe par 
le noyau de la restriction de po à I  : c’est une extension finie galoisienne de Q”r telle que po|j 
induit une injection

¡F/Qgr = I / I f  <- ï  AutQj (A) ,

que l’on note encore po . Soit r  € I f / ® i  la condition (1°) impose dét(po(T)) =  1 (le 
déterminant est non ramifié), et la condition (2°) impose Tr(po(7")) € Q. Comme A est 
un Qj-espace vectoriel de dimension 2 et que P o ( r )  est d’ordre fini, les deux précédentes 
conditions impliquent que le polynôme minimal de po(r) est le e-ième polynôme cyclotomique 
<&e(Jf) € Q[X], et que e est un entier tel que <p(e) € {1,2} (où <p est la fonction arithmétique 
d’Euler), c’est-à-dire e € {1,2,3,4,6}. On en déduit que l’extension F /Q”r est modérée,

18



donc cyclique d ’ordre e ; une telle extension est unique, et l’on a F  =  Q£r (7re) =  Q^rK e , 
/ir/Qnr =  /  (K e/Q p) = I e .
Si e 6  {1)2}, la condition (3°) implique que A est isomorphe à l’un des objets W D*(e; a p) 
avec op G Mp . Si e G {3,4, 6} et e | p +  1, alors la trace de po(<j>) doit être nulle et A est 
isomorphe à l’objet W D pc(e; 0 ), voir les calculs faits en A . 1 .2 .. Si e G {3,4 ,6} et e | p — 1 , 
alors la condition (2°) implique que la trace de po(4>) est dans Mp>e (voir A .1 .2 .) ; les calculs 
faits en A . 1 .2 . montrent qu’alors A est isomorphe à l’un des W D *c(e; ap; e), avec ap G Mp<e 
et e G {±1}. □

Corollaire 1.2. :
Soient p > 5 et i G V  tel que l ^  p. Le nombre de classes d ’isomorphisme d ’objets de 
RepQj(G) provenant d ’une courbe elliptique sur Qp est fini et indépendant de l ; il vaut :

4[2y5>] -f X(p) , où À(p) =  38,16,31, ou 9 suivant que p = 1,5,7, ou 11 mod 12 .

Plus précisément, il y a : 4 classes dans RepQ((G) provenant de courbes elliptiques sur 
Qp n’ayant pas potentiellement bonne réduction ; Card(A/’px) =  2 [2v/p] classes provenant 
de courbes elliptiques sur Qp ayant bonne réduction ordinaire sur Qp , et autant provenant 
d ’un twist ramifié d ’ordre deux de courbes du type précédent ; 1 classe provenant de courbes 
elliptiques sur Qp ayant bonne réduction supersingulière sur Qp , et 1 provenant d ’un twist 
ramifié d ’ordre deux de courbes du type précédent. Si 3 | p — 1 , il y a 2 .Card(A/"p*3) =  12 
classes provenant de courbes elliptiques E  sur Qp potentiellement ordinaires avec dst(i?) =  3 , 
et 2.Card(A^6) =  12 classes provenant de courbes elliptiques E  sur Qp potentiellement 
ordinaires avec dst(i?) =  6 ; si 3 | p +  1, il y a 1 classe provenant de courbes elliptiques E  
sur Qp potentiellement supersingulières avec dst(Z?) =  3 , et 1 classe provenant de courbes 
elliptiques E  sur Qp potentiellement supersingulières avec dst(i7) =  6 . Si 4 | p — 1 , il 
y a 2 .Card(A/^4) =  8 classes provenant de courbes elliptiques E  sur Qp potentiellement 
ordinaires avec dst(2?) =  4 ; si 4 [ p +  1, il y a 1 classe provenant de courbes elliptiques E  
sur Qp potentiellement supersingulières avec dst(i?) =  4 .

1.2.2. Exem ples :

Courbes potentiellement ordinaires :

Si 4 | p — 1 :
Pour chaque apj  G A/^4, 1 < j  < 4 , on choisit un élément Uj G F£ tel que la trace du 
Frobenius de la courbe elliptique Ej : y2 = x 3 + ujx  est apj  ; les u j , 1 < j  < 4, sont un 
système de représentants de Yp /(ïïp )A. Ces courbes sont ordinaires, puisque 4 | p — 1, et ont 
un invariant modulaire égal à 123 =  1728. Par exemple, pour p =  5, on peut prendre :
«1 =  1; «2 =  2 ; «3 =  —2 ; «4 =  —1 ; cela donne : 054 =  2 ; 05,2 =  4 ; 05,3 =  —4 ; 05,4 =  —2. 
Alors { [«?](—p)%, 1 < j  < 4 , 0 < i < 3 } est un système de représentants de QP/(Q P)4, où 
[«j] G Zp est le représentant de Teichmüller de uj .

Posons Eitj  : y2 =  x3 +  [uj]{—p)xx , pour 1 < j  < 4 , 0 < i < 3 . Ce sont des 
courbes elliptiques sur Qp qui possèdent toutes le même invariant modulaire 123 =  1728.
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Pour un j  fixé, elles deviennent isomorphes sur <Q>p(7r4). Elles ont toutes potentiellement 
bonne réduction, et la courbe réduite sur Qp(7r4) de E{j est E j . De plus, Ei+2,j est le twist 
ramifié d ’ordre 2 correspondant à M% =  <Q>p(7r2) de E ij  pour i 6 {0,1}. On a alors, pour 
chaque j  € {1,2,3,4} :

W D l j W M  =  W D ;(l;ap,j)
^  WDpC(4;apj ; l )

W D - j W B y »  a  WDê(2;aPlj)
a  WDpc(4; apj; -1 )  .

Si 3 | p — 1 :
Pour chaque apj  6  A/^3, 1 < j  < 6 , on choisit un élément vj 6  Fp tel que la trace du

Frobenius de la courbe elliptique £j : y2 — x3 + vj est apj  ; les V j, 1 < j  < 6 , sont un 
système de représentants de F* /(F* )6. Ces courbes sont ordinaires (car 3 | p — 1 ) et ont un 
invariant modulaire égal à 0. Par exemple, pour p =  7, on peut prendre : 
üi =  1 ; t>2 =  2 ; u3 =  3 ; t>4 =  —3 ; v$ = —2 \ vq =  —1 ; ce qui donne : <174 =  —4 ; <17,2 =  
—1 ; 07,3 — —5 ; 07,4 =  5 ; 07,5 =  1 ; «7,6 =  4.
Alors { [vj](—p)*, 1 < j  < 6 , 0 < i < 5 } est un système de représentants de Qp /(Q p )6, où 
[vj] € Zp est le représentant de Teichmüller de Vj .

Posons Sitj : y2 =  x3 +  [t>j](-2>)‘\  pour 1 < j  < 6 , 0 < i < 5 . Ce sont des courbes 
elliptiques sur Qp qui possèdent toutes le même invariant modulaire 0. Pour un j  fixé, 
elles deviennent isomorphes sur Qp(tt6). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction, 
et la courbe réduite sur Qp(?r6) de £i,j est £j . De plus, £1+3,j est le twist ramifié d’ordre
2 correspondant à M2 =  Qp(7T2) de £i,j pour i € {0,1,2}. On a alors, pour chaque j  € 
{1,2,3,4,5,6}:

W D ' a  W D*(l;aPlj)
W D p . j l H M  a  W D -c(8;apJ;l)
WD ~  W Dpc(3;aPlj; 1)
W D p*4(V,(£iu)) îü WD*(2; apj)
W D . u W f e ) )  =  W Dpc(3; apj; -1 )

— W D ^ (« ;« p ,j î- l) .

Courbes potentiellement supersingulières :

Si 4 | p + 1 :
Posons Ei : y2 =  x3 + (—p)*x, pour i 6 {0,1, 2,3}. Ce sont des courbes elliptiques sur Qp 
qui possèdent toutes le même invariant modulaire 123 =  1728 ; elles deviennent deux-à-deux 
isomorphes sur Qp(tt4). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction, qui est de type 
supersingulière puisque 4 | p + 1 (la courbe réduite sur Fp a pour équation y2 =  x3 + x). 
De plus, pour i € {0,1}, Ei+2 est le twist par le caractère ramifié d ’ordre 2 correspondant à
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l’extension M 2 =  Qp(7r2) de E{. On a alors :

WD* 4(V,(Bo)) WD'(1; OJ 
W D .jfVKB,)) =  W D ‘C(4;0)
W D e4(Vi(S2)) ~  W D;(2;0)
W D p»M(V5(£y) s  W D*C(4;0) .

Si 3 | p + 1 :
Posons Si : y2 = x 3 + (—p)', pour i G {0,1,2,3,4,5}. Ce sont des courbes elliptiques 
sur Qp qui possèdent toutes le même invariant modulaire 0 ; elles deviennent deux-à-deux 
isomorphes sur Qp(7T6). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction, qui est de type 
supersingulière puisque 3 | p +  1 (la courbe réduite sur Fp a pour équation y2 =  x3 +  1). De 
plus, pour i € {0 , 1, 2}, £¿+3 est le twist par le caractère ramifié d ’ordre 2 correspondant à 
l’extension M 2 =  Qp(tt2) de S i . On a alors :

W D p  w(V,(£b» a  WD;(1;0)
W D til(VÎ(fi)) a  WDpC(6; 0)
W D m (V,(£2)) ~  WDpc(3; 0)
W D tJ(V,(Î3)) a  W D;(2;0)
W D  M(V,(f4)) =  W D *C(3; 0 )
W D p. t4(V,(i5)) W DpC(6;0) .

1.2.3. Les Zi[G]-modules, / ^  p, p rovenant d ’une courbe e llip tique su r Qp :

Soit E/Q p  une courbe elliptique, T  = Ti(E), et soit T' un réseau G-stable de Vi(E) ; à 
homothétie près, on peut supposer que T ' C T . Alors il existe une courbe elliptique E 1 et 
une /-isogénie rf) : E '  —» E, définies sur Qp, telles que ipi(Ti(E')) — T '  (cf. 2.4.3, début). 
D ’où le résultat suivant :

Soient l G V, l ^  p, et T ' un Z¡[G]-module. Pour qu’il existe une courbe elliptique E ' sur 
Qp telle que T ' ~  Ti(E'), il faut et il suffit qu’il existe une courbe elliptique E  sur Qp telle 
que Qi<8>z,T' ~  Vi{E).

1.3. Les cas / =  p :

1.3.1. Les QP[G]-modules p rovenan t d ’une courbe ellip tique su r Qp :

On désigne par RepQp(G) la catégorie des représentations p-adiques de G , c’est-à-dire 
des Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et continue de G .
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1.3.1.1. Soit K  une extension finie galoisienne de Qp contenue dans Qp. On note
R-ePcrtsi^Oi R eP*t(<3)> R ePcr*s,Ji(G!)< R eP5f,*r (<2) ) R epPcris(G) et R-eppai(G) les sous-catégories 
pleines de RepQp(G) constituées des objets qui sont respectivement cristallins sur Qp , semi- 
stables sur Qp , cristallins sur K ,  semi-stables sur K ,  potentiellement cristallins et poten
tiellement semi-stables (voir [Fo 2]).

Soient Gk /qp =  Gal(K /Qp), et Ko l’extension maximale non ramifiée de Qp contenue dans 
K  ; le Frobenius absolu a agit sur K 0. On définit la catégorie des (<p, N, Cî^/Qp)-modules 
filtrés de la manière suivante :
- les objets sont des Ko-espaces vectoriels D munis :
(i) d ’une action <r-semi-linéaire de Gk /qp (le sous-groupe d ’inertie agit linéairement) ;
(ii) d ’une application de Frobenius <p : D —>■ D, injective, <7-semi-linéaire et G k /q p- équi variante ;
(iii) d’un endomorphisme ÜTo-linéaire Gk /Qp-équivariant N  : D  —y D  tel que N<p =  p<pN ;
(iv) d ’une filtration indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée sur Dk  =  K  ®k0 D  
par des sous-lf-espaces vectoriels {Fil*Dr- , i G Z} stables par Gk /qp , l’action de Gk /qp 
étant étendue semi-linéairement sur Dk  •
- un morphisme /  : D\ —>■ £>2 est une application jKo-linéaire commutant à l’action de G k/q p > 
à (p et à N , et, telle que, si l’on note / k  l’application if-linéaire déduite de /  par extension 
des scalaires, /jf(F il,Z?-i,A-).C Fil %D2,k  pour tout ¿G Z.

On désigne par M F ^ Q p(^, N)  la sous-catégorie pleine des (<p, N , Gx-/Qp)-modules filtrés 
discrets (i.e. l’action de Gk /qp sur D est discrète) et de dimension finie (c’est la dimension en 
tant que .Ko-espace vectoriel), et par M F ^ q ?(^) la sous-catégorie pleine formée des objets 
de M F x /q p(^, N )  sur lesquels N  =  0. Lorsque K  =  Qp on écrit M F qp(<£>, N)  et M Fqp (<£>).
Le type de Hodge-Tate d ’un objet D de dimension 2 de ’M.Fk /qp(<P, N )  est le couple d’entiers 
(r, s) tel que FiYDjç =  Dk  si et seulement si i < r et Fil*Dr- =  0 si et seulement si i > s .
Pour tout objet D de dimension d dans M.Fk /<qp(<P,N), on pose tu{D) = i#(A^D) =  
Max{ i G Z / F i l i (AdDK) ^  0}, et tN (D) =  up(A), où À G Ko est tel que <px =  Xx pour 
un élément x non nul de AdD  ; on dit que D  est faiblement admissible si tji(D) =  tiy(D), et 
tH{D') < tff(D') pour tout sous-objet D' de D, voir [Fo 2].

On renvoie à [Fo 1] pour les définitions de BdR, Boris et Bst • On choisit un élément 
7r =  (7r(n )̂ G (QP)N avec 7r(°) =  p et (7r(n+1))p =  7r(n) (donc 7r G R, cf. A .2 .I.), et l’on pose 
u =  Log([7r]/p) G BdR ; on prend alors B3t =  B cris[u] C BdR , sur lequel le Frobenius est 
étendu par <pvL =  p u , et N  est l’unique Bcrts-dérivation telle que N u  =  1 (pour l’influence 
de ces choix voir [Fo 2], 5.2.). On utilise les foncteurs contravariants ([Fo 2], 5.3.7.)

D cris,K/Qp : ïtePcr*«,*:^) M F i<7Qp(^) et D st,K/Qp : R e Psi,iir (G ) M F *7QP(<£’> N) 
donnés par Dcris.K/Qpi^) =  HomQp[GK](V, 3 ^ )  et D*t K/Qp(V) =  HomQp[Gif](V, B st), où 
G k  =  Gal(Qp/.ftT) ; ils sont exacts et pleinement fidèles, et établissent donc une anti
équivalence de catégories entre R epcHs ^(G ) et R epstjif(G) et leur image essentielle ([Fo
2]) ; lorsque K  =  Qp on écrit D*ris et D*t . On note D*cris et D£st les foncteurs obtenus 
comme limite inductive des D*riSjKyQp et D*t K/Qp lorsque K  parcourt l’ensemble des ex

tensions finies galoisiennes de Qp contenues dans Qp ; ce sont des foncteurs contravariants, 
respectivement de R eppcrta(G) et R eppst(G) dans la limite inductive des M F K/QpÎPi N). Si 
D  est un objet admissible de M F K/QpiViN) ou de MF#yQp(y>) (i.e. dans l’image essentielle 
de D*t k/Qp ou D*rig K/Qp) > ês foncteurs quasi-inverses respectifs sont donnés par :

^st,K/Qp(&) — et ^cris.K/Qpl-^) =  B cria) ,
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où G opère sur D  via son quotient Gk /qp • Tout objet de M F ^ /q p(</?, TV) (ou bien de 
M Fjf/Qp(</?)) qui est admissible est faiblement admissible ([Fo 2], Prop. 5.4.2.), et on conjec
ture que la réciproque est vraie ([Fo 2], 5.4.4.) ; J.-M. Fontaine l’a prouvée récemment pour 
les objets de dimension deux. Ce critère est utile pour la détermination de la filtration d ’un 
objet admissible.

On dit qu’un objet V  de RepQp(G) est potentiellement de Barsotti-Tate s’il existe une 
extension finie galoisienne K  de Qp contenue dans Qp et un groupe p-divisible (ou de Barsotti- 
Tate) T sur Ok  (l’anneau des entiers de K), tels que V  ~  T^,(r) en tan t que Qp[CrK-]-modules ; 
tout objet qui est potentiellement de Barsotti-Tate est potentiellement cristallin. Rappelons 
que l’on a alors un isomorphisme canonique d ’objets de MFkÎV5) (c’est la catégorie obtenue 
en oubliant l’action de Gk /<qp dans M F^yq (9?) ) :

D t (r) =  K 0 <z>w{k) M0jt(r) =  D ^ K O ^ r ) ) ,

qui fait le lien entre le Module de Dieudonné (r) sur Ok  de T et la théorie cristalline 
(voir [Fo 5] ; k est le corps résiduel de K ).

Rappelons enfin que l’on a un foncteur, obtenu en oubliant la filtration sur D et en faisant 
agir le groupe de Weil .Ko-linéairement (voir 1.3.2. ou bien [Fo 3]) :

M F k /Qp(<P,N) — f R ep* 0 (W )
D H-f W P(Z>(°)) .

On dira que W P( D ^ )  est la représentation de Weil-Deligne associée à D ; et si V  est un 
objet de R ep 3i #(G ), la représentation de Weil-Deligne associée à V  est celle qui est associée
à D 8\ K/Qp(TO.’

Nous appliquons tout cela au Qp[G]-module VP(E), où E  est une courbe elliptique sur 
Qp. La situation est la suivante :
- E  a mauvaise réduction de type multiplicatif sur K  si et seulement si VP(E) est un objet 
de R ep si)^-(G) et n’est pas un objet de R epcri-3ijf(Gf).
- E  a bonne réduction sur K  si et seulement si VP(E) est un objet de R ep crj3 jciG)-
Bien sûr, nous choisirons pour K  une extension galoisienne de Qp contenue dans Qp d ’indice 
de ramification minimal sur laquelle E  devient semi-stable, de sorte que l’on travaille après 
application du foncteur adéquat dans la catégorie M F ^ q p(^, N) ou M F ^ q p(<̂ ).

1 .3 .1 .2 . On définit la liste D* d ’objets de M FK/QpiViN) et de type Hodge-Tate (0,1) 
suivants :

D m(e ; b î <*)i e € {!> 2}, b € { - 1, 1}, a  G Qp :
Pour e = 1 : K  = K \ =  Qp , D  =  Qpei 0  Qpe2 , avec ipei =  6ei, ipe2 =  pbe2 ; Ne  1 =  0, 
N e2 =  e\ ; Fil1̂  =  (aei +  e2)Qp .
Pour e =  2 : K  =  K 2 =  Qp(tt2), GK/qp —< t 2 >, D = Qpei © Qpe2 , avec (pe 1 =  be 1, 
(pe2 =  pbe2 ; N e x =  0, N e2 =  ex ; r2e 1 =  - e u  r 2e2 =  - e 2 ; Fil1!?^ =  {aex +  e2)Qp(7c2).

D *(e;ap;a ), e G {1,2}, ap G Afp , a  G {0,1} :
Notons u l’unique élément de Zp vérifiant u + u~lp =  ap (il existe car ap G Zp ).
Pour e =  1 : K  =  K x =  Qp , D =  Qpex ® Qpe2 , avec <pex — uex, (pe2 = u~xpe2 ; iVei =
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N e2 =  0 ; Fil1!? =  (aex +  e2)Qp .
Pour e =  2 : K  = K 2 = Qp(7r2), G*yqp = <  r2 >, D =  Qpei © Qpe2 , avec <pei =  uei,
<pe2 =  u- 1pe2 ; N ex =  iVe2 =  0 ; r2ei =  - c i ,  r 2e2 =  - e 2 ; Fil1!?*: =  (a*ei<8)H-e2 ® l)Q p(7r2).

D c(e ; 0), e € {1 ,2}  :
Pour e =  1 : K  =  K \ — Qp, £> =  Qpei© Q pe2 , avec <pex =  e2, <pe2 =  —pei ; iVei =  N e2 =  0 ; 
Fil1D =  eiQp .
Pour e =  2 : K  = K 2 = Qp(tt2), <?*7 q„ = <  r2 >, D =  Qpei ® Qpe2 , avec (pex =  e2,
<£>e2 =  -p e x ; N ex =  We2 =  0 ; r2ei =  - e i ,  r2e2 =  - e 2 ; Fil1#*- =  (ex 0 l)Q p(7r2).

D ;c(e ;ap;€;a), e G {3,4, 6} et e \ p ~  1, ap € Af£e, e G {-1 ,1} , a  G {0,1} :
Notons encore « l’unique élément de Z* vérifiant « +  u~xp =  ap.
K  = K e = Qp(7re), G k/qp =< Te >, D = Qpei ® Qpe2 , avec (pex = uex, <pe2 =  u~xpe2 ; 
iVei =  N e2 =  0 ; reex =  Ceeei, ree2 =  Ce"ee2 ; Fil1#*: =  (a • ex 0  7re“£ +  e2 0  7re£)Qp(7re).

Dpc(e ; 0; or), e G {3 ,4 ,6} et e | p +  1, a  G P^Qp) :
K  — K e = Qp2(7rc), GK/qp = <  re > x < u> >, D =  Q ^ei © Qp2e2 , avec y?ei =  e2,
¥>e2 =  -p e x ; iVei =  JVe2 =  0 ; wei =  ci, we2 =  e2 ; reei =  <>1, ree2 =  Ce_1e2 ; 
Fil1!}*: =  (a  • ei 0  7re-1  +  e2 0  7re)Qp2(7re).

La classe d ’isomorphisme de chacun de ces objets est indépendante du choix fait pour 
l’extension galoisienne K e (elle ne dépend que de l’indice de ramification e).

Tous ces objets sont de dimension 2, et vérifient Fil0!?*- =  !?*-, Fil1!)*- = K  — droite, et 
Fil2!?*- =  0 : ils sont de type Hodge-Tate (0 ,1). Pour chacun d ’entre eux, la représentation 
de Weil-Deligne associée est définie sur Q. De plus, A2D* est un objet de M F qp(v?) de 
dimension un décrit par : ip =  p et Fil1(A2D*) =  A2D*, Fil2(A2D*) =  0 ; l’objet obtenu en 
appliquant le foncteur quasi-inverse est Qp(l).
Les objets du type sont des twists d’ordre 1 ou 2 d’objets semi-stables sur Qp mais non 
potentiellement cristallins. Les objets du type sont des twists par un caractère d’ordre
1 ou 2 d ’objets cristallins sur Qp . Les objets du type D£c sont potentiellement cristallins, 
mais ne sont pas des twists d ’objets cristallins sur Qp .

Description des twists d ’ordre 2 :

Soit D  un objet de la liste D* ci-dessus. En tordant par l’un des caractères (non trivial) 
d’ordre 2, on obtient les objets Dx, D2, et Dz, correspondant respectivement aux extensions 
quadratiques Mx, M2, et M3 de Qp. Les quatre objets D, Dx, £>2, et !?3 sont liés entre eux 
par des twists d ’ordre 2 de la manière suivante : les paires (D, Dx) et (i?2, !?3) sont composées 
d ’objets liés par un twist non ramifié ; les paires (!?, D2), (D, £>3), (£>1, D2), et (£>1, £>3) sont 
composées d ’objets liés par un twist ramifié. En faisant varier D parmi les objets de la liste 
D*, et en gardant les notations précédentes, on obtient :

D  =  D ^ ( l ;  b; a) ; Dx =  D ^ ( l ;  - b ;  a) ; £>2 =  D ^ (2 ; b; a) ; Dz =  D ^ (2 ; - b ;  a).

D  =  D * (l;a p;a ) ; Dx =  D £ ( l ; - a p; a) ; £>2 =  D*(2 ;a p;a;) ; £>3 =  D*(2 ; - a p;a ).

D =  D*(1 ; 0 ) ; D\ =  D ; £>2 =  Dz =  D*(2 ; 0 ). Ici les twists non ramifiés donnent des 
représentations isomorphes.

D =  DpC(4 ; ap; c; a) ; D x =  D*c(4; - a p; e; a) ; D2 = D*c(4; ap; -e ; a) ; £>3 =  D*c(4; - a p; - t ;  a). 
D = D*c(3; ap; €; a) ; £>1 =  D*c(3; - a p; e; a) ; D2 = D*c(6 ; ap; -e ; a) ; £>3 =  D*c(8 ; - a p; -e ; a).
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D =  D pc(4 ; 0; a) ; Di = D*c(4; 0; - a )  ; £>2 =  D£c(4; 0; p2**“1) ; Dz =  D*c(4; 0; - p 2« “1). 
D =  DpC(3; 0; a) ; D x =  D ;c(3; 0; - a )  ; D2 =  D£c(6; 0; p2«"1) ; D3 =  D£c(6; 0; - p 2«"1). 
Remarque : pour a  G P x(Qp), on a :  a  =  —a <=> a € {0,oo} ; dans ces cas les twists non 
ramifiés donnent des représentations isomorphes.

Si un objet D  de la liste D* provient d’une courbe elliptique E  sur Qp, c’est-à-dire s’il 
existe E / Qp telle que D ~  DpSt(Vp(i?)), alors les objets D i , i G {1,2,3}, proviennent des 
courbes elliptiques Ei sur Qp obtenues en tordant E  par les caractères d ’ordre 2 correspon
dants aux extensions quadratiques Mt-.

T héo rèm e 2.1. :
Soit p G V  tel que p > 5.
1 )  Les objets de la liste D* ci-dessus sont deux-à-deux non-isomorphes.
2) Soit E  une courbe elliptique sur Qp ; alors D*st(VÇ,(£’)) est isomorphe à l ’un des objets 
de la liste D*.
3) Réciproquement, tous ces objets proviennent d ’un VP(E), où E  est une courbe elliptique 
sur Qp.

Remarque : dans [Fo-Ma], J.-M. Fontaine et B. Mazur classifient les représentations 
potentiellement semi-stables et faiblement admissibles de G sur un Qp-espace vectoriel de 
dimension 2. Les objets de dimension 1 sont décrits au § 8, tandis que les objets de dimension
2 qui ne sont pas somme directe d’objets de dimension 1 sont décrits dans la liste du début 
du § 11. On remarque que 12 divise p2 — 1 pour p > 5, et donc les K e, e G {2,3,4,6}, sont 
des sous-corps du corps noté F% dans [Fo-Ma]. Les correspondances dans les notations sont :

b; «) =  D i i {0,1; b, a-, 0), b G {-1 ,1}, a  6 Qp ; 
b; a) =  D i i (0,1; 6, a ; 6 G {—1,1}, a  G Qp ;

D*(e; ap; 0) =  U% ® Ui, e G {1,2}, ap G Af~ : cf. image de Galois ;
DS(li aPj 1) =  D i(0 ,1; ap,p; 0), ap € Mp ;
D*(2; a p; 1) =  D r(0,1; ap,p; 2^i), ap € M* ;
D 2(l;0 ) =  Z)/(0,1; 0,p; 0) ;
D*(2;0) =  D/ (0 ,l ;0 ,p ;2 ii)  ;

D*c(e; a p; e; 0) =  U\ ® C/2, e G {3,4,6}, e | p — 1, ap G -A/̂ e, 6 € {±1} : cf. image de Galois ; 
D pc(e ; ap îc; !) =  D i n (0 ,1; u , u-ip; e - e  2 ^ ) ,  e G {3,4,6} et e | p -  1, u G tel que 
u + u - ip  = ap e À f£ e, e 6 {±1} ]

D pc(e; 0; a) =  DIV(0, l;p ;£± i -  l ,p  -  ^ p ~ 2a )} e G {3,4,6} et e | p +  1, a  G P^Qp)-

1.3.1.3. Soit E / Q p une courbe elliptique. On retrouve certaines propriétés de E  en 
regardant les invariants de la classe de DpSt(V^(jK)) (voir A.2.) :

D-r.t (Vp(E)) ^  D ^ (  e; b; a) : E  est une courbe elliptique dont l’invariant modulaire j e  
vérifie vp(jE) < 0 . Soit j e  € Qp /(Qp )2 défini en 1.1. ; alors on a :
(e; b) =  (1; 1) Qp(y^fi) =  Qp , et E  est isomorphe sur Qp à une courbe de Tate Eq , avec
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q € Qp , vp(q) > 0 (et q est uniquement déterminé par je  , cf. 1 .1 .1 .). De plus, la pente de la 
filtration est donnée par or =  a(q) =  —Log(ug)/vp(q), où l’on a écrit q =  uqpvp(q\  uq € Zpx , 
et Log est le logarithme p-adique usuel.
(e;b) =  (1; — 1) •O’ Qp(y^Ts) =  Qp2 =  Mi, et E  est le twist sur M\ de E q (avec a{q) =  a).
(e; b) =  (2 ; 1) Qp(>/ÿÊ) =  Qp(^2) =  M2, et E  est le twist sur M 2 de E q.
(e; b) =  (2 ; —1) Qp{y/jË) =  M3 , et E  est le twist sur M3 de E q .

ü p s ti^ p ^ ) )  -  D *(e;ap;a:) : on a vp{jE) > 0 et e = 12/pgcd(up(As ), 12) =  dst(£). 
Si e =  1 , la courbe E  a bonne réduction de type ordinaire sur Qp , et ap est la trace du 
polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite E. La 
suite exacte (*or<i) est scindée si a  =  0 et non scindée si or =  1 , ce qui correspond au fait 
que le Qp-espace vectoriel Ext1(Qp(j7tl), Qp( ^ 1x)) est de dimension un (cf. rmq. à la fin 
de 3.2.4.) ; de plus, or =  0 si et seulement si E  est le relèvement canonique de E  (3 .2 .4 . 
Prop.3). Si e =  2 , la courbe E  est le twist par le caractère ramifié d’ordre 2 correspondant à 
l’extension M 2 — Qp(tt2) d ’une courbe elliptique du type précédent.

D pst(^p(^)) -  I>c(e ;°) : on a vpUe ) > 0 et e =  12/pgcd(up(Ajs;),12) =  dst(S). Si 
e =  1 , la courbe E  a bonne réduction de type supersingulière sur Qp . Si c =  2 , la courbe E  
est le twist par un caractère ramifié d’ordre 2 d’une courbe elliptique du type précédent.

D ^ t ( ^ ( ^ ) )  -  D pc(e ; aP?£; «) : on a vp(Je ) > 0 et e =  12/pgcd(vp(As ), 12) =  dst(E) 
divise p — 1 ; en outre, Je  est un entier p-adique vérifiant j'e  =  1728 mod pZp si e =  4 et 
Je  =  0 mod pZp si e =  3 ou 6 . La courbe E  a potentiellement bonne réduction de type 
ordinaire, elle acquiert bonne réduction sur Qp(7re), et ap € AÎp>e est la trace du polynôme 
caractéristique du Frobenius (arithmétique) agissant sur la courbe réduite. Lorsque l’on prend 
une équation de Weierstrass minimale pour E, alors e = 1 si vp(A e ) < 6 (i.e. vp(A e ) € 
{2,3,4}), et e =  — 1 si vp(A e ) > 6 (i.e. ^ (A # ) € {8,9,10}). La suite exacte (*or<i) est 
scindée si a  =  0 et non scindée si or =  1, ce qui correspond au fait que le Qp-espace vectoriel 
Ext1 (Qp(rçu£e) > Q p^ü^ë^X )) est de dimension un ; de plus, a  =  0 si et seulement si Je  — j (e), 
avec j ( 3) =  jr (6) =  0 et j(4) =  1728, i.e. E ls est le relèvement canonique de E  (3.3.1.3.). 
Pour les twists d ’ordre 2 , voir la description faite précédemment.

DpstO'pCE)) — D*c(e ;0 ;ar) : on a vp(jE) > 0 et e =  12/pgcd(up(A£), 12) =  d s t^ )  
divise p + 1 ; en outre, je  est un entier p-adique vérifiant Je  = 1728 mod pZp si e =  4, et 
Je  =  0 mod pZp si e =  3 ou 6 . La courbe E  a potentiellement bonne réduction de type 
supersingulière, et acquiert bonne réduction sur Qp(7re). De plus, on a a  G {0,00} si et 
seulement si j'e  = i(e ), avec j ( 3) =  j ( 6) =  0 et j{ 4) =  1728 (voir 3.3.3., Prop.6). Pour les 
twists d ’ordre 2 , voir la description faite précédemment.

Proposition 2.1. :
Soit p > 5. Soit £?/Qp une courbe elliptique. L ’assertion :

(*) [ VP(E) et VP(E') sont Qp[G]-isomorphes &  E  et E ' sont Qp-isogènes ]

est vraie si et seulement si on est dans l ’un des trois cas suivants :
(1 ) E  a potentiellement mauvaise réduction multiplicative ;
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(2) E  a potentiellement bonne réduction supersingulière et dst(E) > 3 ;
(3) E  est le relèvement canonique sur une extension finie de Qp d ’une courbe ordinaire.

Preuve :
(1) =$■ (*) est démontré pour des courbes de Tate dans l’annexe A, en A .2 .2 ., et le cas général 
s’en déduit par un twist d ’ordre deux.
(2) =£- (*) est démontré en 3.3.3. Prop. 7, 2).
(3) =$■ (*) provient de la remarque 2 de 3.2.4. pour dst(£?) =  1, et de la remarque 3 à la fin 
de 3.3.3. pour dst(£') > 1.
Enfin, les remarques 4 en 3.2.3. et en 3.2.4. (pour dst(i?) =  1), ainsi que la fin de 3 .3 .2 .2 . 
(pour dst(i?) > 1), montrent que dans tous les autres cas l’assertion (*) est fausse. a

1.3.1.4. Preuve du théorème 2.1. :
Les parties 1)  et 2)  sont l’objet de l’annexe A, A .2 .. Quant à la partie 3), nous allons 
démontrer ici que tous les objets de la liste D*, sauf les DpC(e; 0 ; a), proviennent d ’une 
courbe elliptique sur <Q>P. Les cas D*c(e; 0 ; a) sont les plus délicats à traiter ; le résultat est 
établi au chapitre 3 (en 3.3.4.), comme conséquence de l’étude des relèvements sur Zp[îre] 
de courbes elliptiques supersingulières sur FP , ainsi que du théorème de prolongement du 
chapitre 2 .

Pour les cas D ^ (e ; b; a), le résultat provient du fait que l’application de pZp\{ 0} dans Qp 
qui à q associe a(q) =  —Log(uq)/vp(q) est surjective (cf. A .2 .2 .), ainsi que de la description 
des twists d’ordre 2 .

Pour les cas D * (l;a p; a), le résultat provient du fait que : pour tout ap € N p , il existe 
une courbe E /F p telle que ap(E) =  ap ([Ho-Ta]) ; toute courbe elliptique sur Fp se relève en 
un schéma elliptique sur Zp , et il existe un relèvement tel que (*ord) est scindée, ainsi qu’un 
relèvement tel que (*0rd) n’est pas scindée (voir 3.2.4. et les exemples donnés en 1.3.3.). Les 
objets D*(2 ; a p; ck) proviennent d ’un twist correspondant à l’extension Qp(tt2) =  M2 d’une 
courbe elliptique du type précédent.

Pour les cas D £(e;0 ), le résultat provient du fait que toute courbe elliptique sur Fp (ici 
supersingulière) se relève en un schéma elliptique sur Zp ainsi que de la description des twists 
d ’ordre 2 .

Pour les cas D£c(e ;ap; e; or), le résultat provient du lemme énoncé en I .2 .I .4 . ainsi que 
de l’étude des relèvements de courbes elliptiques ordinaires sur FP couplée avec le théorème 
de prolongement du chapitre 2 (voir 3.3.4., rmq. 3). Des exemples sont donnés en 1.3.3.. □

1 .3.1.5. Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu’une représentation p-adique V  de Gal(Qp/<Q>p) de dimension 2 provienne d’une courbe 
elliptique £7/Qp , i.e. pour qu’il existe E / Qp telle que V  ~  VP(E).

T héorèm e 2 .2 . :
Soit p > 5. Une représentation p-adique de dimension 2 de Gal(Qp/Q P) provient d ’une courbe 
elliptique E  sur Qp si et seulement si elle est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate 
(0,1) et la représentation de Weil-Deligne qui lui est associée vérifie les conditions (1°), (2°), 
(3°) du théorème 1.2..
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Remarque : la condition (3°), qui porte sur la représentation de Weil-Deligne associée à 
un objet D de MFjÿyQp(y>, TV), se lit en prenant le polynôme caractéristique du Frobenius sur 
le Qp-espace vectoriel Dq = D <tJ>, où u; est un relèvement du Frobenius absolu dans Gk /qp 
(voir A .2.4.).

Preuve :
Ces conditions sont clairement nécessaires. Elles sont suffisantes car tous les D  =  D pst(V) 
ainsi obtenus sont dans la liste D*. En effet, la représentation de Weil-Deligne associée h D se 
lit sur le (cp, N , (j/^/Qp)-module 2?(°) obtenu en oubliant la filtration sur D, et la même preuve 
que celle du théorème 1.2. montre que Z)(°) est l’un des (cp, N, G/r/Qp)-modules déduit de la 
liste D*. Puis la filtration sur D  est obtenue en écrivant que D  est de type Hodge-Tate (0,1) 
et faiblement admissible (voir les calculs faits en A .2.). □

1.3.2. C om paraisons :

En comparant la liste WD* avec la liste D*, on peut dire grossièrement que l’information 
contenue dans le G-module VP(E) contient déjà celle que l’on trouve dans les G-modules 
Vi(E), l p, avec une donnée en plus : la filtration. Cela exprime la compatibilité au sens 
de Weil-Deligne du système de représentations Vi(E), l € V  (voir [Fo 3]).

Plus précisément, pour toute extension finie galoisienne K  de Qp on a un toncteur

W D ;itK : R ep„^(G ) — » RepK„('W) .

Ce foncteur est obtenu en appliquant D*t K^Qp, puis en oubliant la filtration, et enfin en 
faisant agir le groupe de Weil ifo-linéairement : si V  est un objet de R epst)^(G ), l’objet 

W Dgt)K(^ ) s’identifie au ÜTo-espace vectoriel D*t k /q p(^0 muni de l’opérateur N , avec

po(w) =  (w mod Wk ) • <p~v(w) pour tout w £ W , où Wk  est le groupe de Weil relatif à 
K .

Pour tout / € V, on note =  Qj si / p et Qp =  Ko ; choisissons des plongements de 
corps 11 : Q; C pour chaque l € V. Soit (Ai)iev un système de représentations Qj-linéaires 
de 'W  ; on dit que ce système est compatible si chaque A/ est définie sur <Q> (voir [Fo 3]), 
et si les objets A; C s<.lt C de R epc(/W) sont isomorphes lorsque l et l'

parcourent V . On a alors les mêmes notions et résultats que pour les systèmes (Aj)/^p, en 
remplaçant à chaque fois “l p” par “/ € V ”.

Dans les cas D*(e; 0), e € {1,2}, la filtration ne joue aucun rôle, mais dans tous les autres 
cas elle apporte des renseignements supplémentaires :

W D ^ (e ;b )  D ^(e;b ;a ;) , a  € QP
W D *(e;ap) , ap ^  0 D *(e;ap;a ) , a  6 {0,1}
W D*(e; 0) D*(e;0)
W D pc(e; a p;e) D*c(e ;ap; e; a) , a  G {0,1}
W D pC(e; 0) D ;c(e ;0 ;a ) , a  G P 1(Qp)

On notera que les filtrations sont obtenues simplement en écrivant qu’un objet de la liste D* 
est de type Hodge-Tate (0,1) et faiblement admissible (voir A .2.). On obtient la proposition 
suivante :
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P ro p o sitio n  2 .2 . :
Soit p > 5. Etant donné un objet A de la liste W D*; pour obtenir un objet de la liste D* 
dont la représentation du groupe de Weil-Deligne associée est isomorphe sur C d A , on a :
- une infinité de possibilités paramétrées par Qp dans les cas multiplicatifs W D ^(e ; b) ; ces 
cas correspondent à une courbe elliptique qui est le twist par un caractère d ’ordre deux d ’une 
courbe de Tate E q , et la filtration est donnée par a  — a(q) =  — Log(uq)/ vp(q), où l ’on a écrit 
q = uqpVp(q\  uq G Zpx , et Log est le logarithme p-adique usuel ;
- deux possibilités dans les cas W D*(e; ap), ap ^  0 et W D *c(e; ap; e) ; ces cas correspondent 
à une courbe elliptique potentiellement ordinaire, et la filtration nous renseigne sur le scindage 
de la suite exacte (*0r<f) • elle est scindée si a  =  0 , non scindée si a  — 1 ;
- une seule possibilité dans le cas W D*(e; 0) ;
- une infinité de possibilités paramétrées par P 1(Qp) dans le cas W D pc(e ;0 ).

On en déduit le résultat suivant :

C orollaire  2 .2 . :
Soit p > 5. Le nombre de classes d ’isomorphisme d ’objets de RepQp(G) provenant d ’une 
courbe elliptique sur Qp ayant potentiellement bonne réduction est fini si et seulement si 
p =  1 mod 12 ; il vaut alors 8 [2^/p] +  66 .

Plus précisément, si p =  1 mod 12 , il y a : 2 .Card(A/^x) =  4 [2y/p] classes dans RepQp(G) 
provenant de courbes elliptiques sur Qp ayant bonne réduction ordinaire sur Qp , et autant 
provenant d ’un twist ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent ; 1 classe provenant 
de courbes elliptiques sur Qp ayant bonne réduction supersingulière sur Qp , et 1 provenant 
d ’un twist ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent ; 2 .2 .Card(jV’px3) =  24 classes 
provenant de courbes elliptiques E  sur Qp potentiellement ordinaires avec dst(£’) =  3 ;
2 .2 .Card(A/"px4) =  16 classes provenant de courbes elliptiques E  sur Qp potentiellement ordi
naires avec dst(£?) =  4 ; et 2 .2 .Card(A/^*6) =  24 classes provenant de courbes elliptiques E  
sur Qp potentiellement ordinaires avec dst(J5) =  6 .

1.3.3. E xem ples :

Courbes potentiellement ordinaires :

Si 4 | p — 1 :
On reprend les courbes définies en 1 .2 .2 . : pour chaque apj  G A /^ , 1 < j  < 4 , on choisit 
un élément Uj G F* tel que la trace du Frobenius de la courbe elliptique Ej : y2 =  x3 + ujx  
est aPiJ- ; ces courbes sont ordinaires et ont un invariant modulaire égal à 123 =  1728.
On pose Ei-j : y2 =  x3 + p)'x , pour 1 < j  < 4 , 0 < i < 3 . Ce sont des courbes 
elliptiques sur Qp qui ont toutes le même invariant modulaire 123 =  1728 ; pour un j  fixé, 
elles deviennent isomorphes sur Qp(7T4) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction, et 
la courbe réduite sur Qp(7T4) de E ij  est Ej ; la courbe Ei+2,j est le twist ramifié d’ordre 2 
correspondant à M 2 =  Qp(tt2) de E ij  pour i G {0,1}. De plus, pour chacune la suite exacte

29



® pcris (Yp (-^oj) ) — D £ (l;apj ;  0)
® pcris (^p (^ i li) ) — -Dpc(4;ap,j; 1; 0)
D pcris (^p (-^2 j)  ) =* D*(2;aPij;0)
• ^ p c r i s C ^ P ) — -^pc(4j a p,j; — 1; 0) .

Posons E'i-j : y2 = x3 + +  ( -p )nW , pour 1 < j  < 4,0 < i < 3, et
n(i) =  1 ,2 ,4 ,5  si i =  0 ,1 ,2 ,3  respectivement. Ce sont des courbes elliptiques sur Qp qui 
possèdent toutes un invariant modulaire entier congru à 123 =  1728 modulo php , mais 
différent de 1728 ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction avec un défaut de semi- 
stabilité égal à 1,2 ou 4, et la courbe réduite sur Qp(?T4) de E 'ij  est Ej ; la courbe E'i+2j  
est le twist ramifié d ’ordre 2 correspondant à M 2 =  Qp(fl2) de E 'i j  pour i G {0,1}. De plus, 
pour chacune la suite exacte (*ord) n’est pas scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On 
a alors, pour chaque j  G {1,2,3,4} :

^  D * (l;aPlj ; l )
-  D ;c(4 ;ap,j ;1 ; l )

D JcH .W B ’m )) =. D J(2 ;ap,j ; 0)
^ U ^ Vp(E'3ti)) ~  DpC(4 ;ap,j; —1; 1) .

(*ord) est scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3 .3 .I.3 .. On a alors, pour chaque j  G {1,2,3,4} :

Si 3 | p — 1 :
On reprend les courbes définies en 1.2.2. : pour chaque apj  G _A/̂ 3 , 1 < j  < 6, on choisit 
un élément vj G F* tel que la trace du Frobenius de la courbe elliptique £j : y2 = x3 + vj 
est aPtj  ; ces courbes sont ordinaires et ont un invariant modulaire égal à 0.
On pose £i-,j : y2 -  æ3 +[uj](—pY > pour l < j < 6 , 0 < î < 5 .  Ce sont des courbes elliptiques 
sur Qp qui ont toutes le même invariant modulaire 0 ; pour un j  fixé, elles deviennent 
isomorphes sur Qp(7T6) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction, et la courbe réduite 
sur Qp(tt6) de est £j ; la courbe £i+zj est le twist ramifié d’ordre 2 correspondant à 
M2 =  Qp(7r2) de £i,j pour i G {0,1,2}. De plus, pour chacune la suite exacte (*ord) est 
scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On a alors, pour chaque j  G {1,2,3,4,5,6} :

D icruW Sy)) ~  D ;(l;aPlj;0)

dpcrisO'pi '̂l.j)) — -Dpc(6) ap,jj 1) 0)
D ;cri8(Vp(52lJ)) *  Dpc(3; aP)j; 1; 0)
D^cris^P^i)) ^ D*(2;apJ;0)

~  Dpc(3; aP)j; —1; 0)

® p c r i s ( ^ p ( ^ 5. j ) )  — - ^ p c i ^ ^ p j î  — 1 )  ®) *

Posons S'i-j : y2 =  x3 +  (—p)m^ x  + [üj](—p)% , pour 1 < j  < 6, 0 < i < 5, et 
m(i) =  1 ,1 ,2 ,3 ,3 ,4  si i =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5  respectivement. Ce sont des courbes elliptiques sur 
Qp qui possèdent toutes un invariant modulaire entier congru à 0 modulo pZp , mais non nul ; 
elles ont toutes potentiellement bonne réduction avec un défaut de semi-stabilité égal à 1,2,3 
ou 6, et la courbe réduite sur Qp(tt6) de £ 'ij  est £j ; la courbe £'i+3j  est le twist ramifié 
d ’ordre 2 correspondant à M2 =  Qp(7r2) de E'ij pour i G {0,1,2}. De plus, pour chacune
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^ p c r i s i ^ P ^ O j ) )  — a P .j )  ■*•)

^ p c r i s C ^ p i ^ l i i ) )  — ® p c ( ® 5  a P,j> 1 )

^ p c r i s C ^ p i ^ j ) )  — D p C( 3 ; a P)j ;  1 ;  1 )

D ; cris( ^ ( ^ 3)i)) *  D*(2;aPtj; l )
® pcris (^p (^/4,i) ) — D*c(3; aP)j; —1; 1)
•^pcris(^p(^/5.i)) — -Dpc(®î ap,j» ~  1> 1) •

la suite exacte (*ord) n’est pas scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3 .3 .I.3 .. On a alors, pour
chaque j  6 {1,2,3,4,5,6} :

Courbes potentiellement supersingulières :

Si 4 | p +  1 :
On reprend les courbes définies en 1 .2 .2 . : E{ : y2 =  æ3 +  (— p)xx , pour i € {0 ,1 ,2 , 3}. Ce 
sont des courbes elliptiques sur Qp qui ont toutes le même invariant modulaire 123 =  1728 ; 
elles deviennent deux-à-deux isomorphes sur Qp(7r4) ; elles ont toutes potentiellement bonne 
réduction supersingulière, et la courbe réduite sur Fp a pour équation y2 = x3 + x ; pour 
i € {0 ,1}, E i+2 est le twist par le caractère ramifié d’ordre 2 correspondant à l’extension 
M2 =  Qp(tt2) de E{. On a alors:

DJcri.(VpfEa)) ^  D*(1;0)
D ;cri»(V'p(E1)) ^  D ^ (4 ;0 :o o )  

a  D î(2 ;0 )
*  D ^ ( 4 i0 ; 0 ) .

On a utilisé le critère sur vp(AEi) pour déterminer la filtration (cf. remarque dans 1.3.5.) ; 
voir aussi la proposition 6 de 3.3.3..

Si 3 | p +  1 :
On reprend les courbes définies en 1 .2 .2 . : £,• : y2 =  æ3+ ( —p)x , pour i  € {0,1, 2,3,4,5}. Ce 
sont des courbes elliptiques sur Qp qui ont toutes le même invariant modulaire 0 ; elles devi
ennent deux-à-deux isomorphes sur Qp(tt6) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction 
supersingulière, et la courbe réduite sur Fp a pour équation y2 =  x3 +  1 ; pour i € {0 ,1 ,2}, 
Si+3 est le twist par le caractère ramifié d’ordre 2 correspondant à l’extension M2 =  Qp(7r2) 
de S i . On a alors:

D;„i.(Vp(io)) K D ;(1;0)
D J cr i.W ti.))  a  D ; c(6;0;oo)
Dîcri.(V ,(£,)) =! D ; c(3 ;0;oo) 

a  DS(2;0)
D ;„is(V p(i4)) a  Dpc(3; 0; 0)

DJotaWWO) -  D;c(6;0:0).
Là encore, on a utilisé le critère sur ^ (A g J  pour déterminer la filtration ; voir aussi la 
proposition 6 de 3.3.3..

31

d;(i

DJcrbWiaO)
D J«rt.(W ä>))

DLri.(Vp(Í3))



1.3.4. L’image de Galois dans AutQp(VJ5(£')) :

Les représentations D*(e;0), e 6 {1,2}, et D*c(e;0 ;a), e € {3,4,6} et e | p + 1, a  € 
üp), sont irréductibles (voir néanmoins B .3.2.2. dans l’annexe B pour une description). 

Tous les autres objets D  de la liste D* sont réductibles, et il est possible de décrire l’action 
de G sur (le semi-simplifié de) VP(E) ~  V*st(D).

Rappelons que x  G —,► Z* est le caractère cyclotomique donnant l’action de G sur 
Zp(l) ; on note Xp sa réduction modulo pZp. Pour tout u € Z £, on note rju : G —>• G /I  Z* 
l’unique caractère non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur u. Lorsque e > 2 et 
e | P — 1, on note £e : G —ï Gjce/Qp —*■ /^e(QP) = <  Ce >C Zp le caractère ramifié défini par

£e(flO =  9Ke/ne , 9 € G ; on a £e =  [Xp]^1.

Dm (e;b;a:) — D*t (V^(£’)), e e {1,2}, b € { -1 ,1} , a  6 Qp : il existe une Qp-base de 
VP(E) telle que G agit via

— - e - l

, - Î Î 5 ' X J  avec , # 0 .
0 i)_i fj-*

On note u € Zp l’unique élément vérifiant u + u 1p — ap ^  0.

D c(e;ap;a ) ~  DpSt(VJp(i?)), e G {1,2}, ap 6 vVpx, a  € {0,1} : il existe une Qp-base de 
VP(E) telle que G  agit via

( ’’“'o '* vJr' ) avec * = ° ~ “ = 0 -

D pc(e; ap; e; a) ~  D ^ t (yp(£ )), e e  { 3 ,4 ,6 }  et e | p -1 , ap € ^ e, e € {-1 ,1} , a  6 { 0 , 1} 
il existe une Qp-base de VP(E) telle que G agit via

( ’'“V* ,*«) aïcc * = ®~« = o-

1.3.5. Les Zp[G]-modules p rovenan t d ’une courbe e llip tique su r Qp :

Nous allons donner ici la classification des Zp[G]-modules TP(E ) ainsi que des FP[G]- 
modules 2?[p] =  Tp(E)/pTp(E), où E/Q_p est une courbe elliptique. Rappelons que classi
fier les Zp[G]-modules TP(E ) revient à classifier les Zp-réseaux G-stables des Qp[G]-modules 
provenant d ’une courbe elliptique sur Qp . Ces résultats sont connus : voir [Se 1], [Se 2] et 
[Kr] ; seules certaines méthodes sont nouvelles. Les calculs sont l’objet de l’annexe B.

On note Xv ~  X mod pZp : G —» F* le caractère donnant l’action de G sur les racines 

p-ièmes de l’unité. Soient ir € Qp tel que irp -1 =  —p , et Fp2 le corps résiduel de Qp2 qui est
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aussi celui de <Q>p2 (jt) ; alors on a un isomorphisme canonique :

i>2 :
/ ( < M  * ) / Q p ) f x2p

7T

On note encore V>2 le composé I  —> /(Q p2(7r)/Qp) -4  F*2 (c’est le “caractère fondam ental de

niveau 2” , voir [Se 2]). On a Xp-1 =  1 et V>2 +1 =  (Xp)|/> V^2-1 =  1* Pour to u t u G F x , on note 
T]u • Cr

sur îî : si

L J/ ' '•■f' ' &  ~  — p  1

• G /I  — 1 Fx l’unique caractère non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique 
a e  Zp, on pose : a =  a mod pZp G F*. Enfin, on notera Qp4 l’extension non

ramifiée de Qp de degré 4 contenue dans Qp .

D m(e; b; a) ^  DpSt(^p (^ ))> c €' {1,2}, b G {-1 ,1}, a  G Qp :
E  est le twist par un caractère d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate E q , q G pZp\{0}. La 
suite exacte de G-modules (*m) : 0 —>■ Zp(l) —¥ Tp(Eq) —> Zp —» 0 n’étant pas scindée, il 
existe un plus grand entier np(q) tel que X pn — g admet une racine dans Qp, c’est-à-dire tel 
que q G (Qp )pnp(9). Alors il existe une Qp-base (ei,e2) rfe VP(E) telle que, à isomorphisme 
près, les réseaux stables par G sont les :

Zpe i® p mZpe2 , m > - n p(q) .

Remarque : q G (Qp )pn implique vp(q) = —vp(jE) =  0 mod pnZ.
Action de G sur E\p\ : il existe une Fp-base de E[p[ telle que G agit via

(  H* 1- 8r L \
| V-i Xp fc_1* p—t I avec * =  0 np(q) >  1 .
\  0 V- i Xp* J

Dç(e; a p; oc) ~  D ^ t (Fp(.E)), e G {1,2}, ap G Afp , oc G {0,1} :
E  est le twist par un caractère ramifié d’ordre 1 ou 2 d’une courbe elliptique ayant bonne 
réduction ordinaire sur Qp .
- Si a  =  0 : Les réseaux de VP(E) stables par G sont tous isomorphes.
- Si a  =  1 : La suite exacte de Zp[G]-modules (*ord) : 0 —»■ Tp(E(p)°) —y TP(E ) —¥ TP(E) —► 0 
n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier naturel n# tel que la suite exacte de 
Z /pneZ[G]-modules (*ord) mod pnE soit scindée. Alors il existe une Qp-base (ei, e2) de VP(E) 
telle que, à isomorphisme près, les réseaux stables par G sont les :

Zpei ® pmZpe2 , m  > - n s  •

Action de G sur E[p] : il existe une ¥p-base de E\p] telle que G agit via

—1 E~ê
7̂Sp avec * =  0 <£> [ a  =  0 ou n# > 1 ] .

0
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D ;(e ; 0 ) ~ D ^ t (Vp(g )) , e g {1,2} :
E  est le twist par un caractère ramifié d’ordre 1 ou 2 d ’une courbe elliptique ayant bonne 
réduction supersingulière sur Qp .
Les réseaux de VP(E) stables par G sont tous homothétiques. Action de G sur E\p] :
Soient 7r, £ € Qp tels que 7rp2-1 =  —p et Cp+1 =  —1- H existe une structure de Fp2 -espace 
vectoriel de dimension 1 sur E[p\ telle que G agit via

G — y Gal(Qp4(îr)/Qp) — A utFp(Fp2) ,

 ̂ P2 —1

où 7(Qp4 (tt)/Qp) agit via e , et le relèvement du Frobenius fixant ir agit semi-linéairement 
par x Çxp, x G Fp2 . La classe d ’isomorphisme ne dépend pas du choix de £, et la représen
tation est absolument irréductible. Avec les notations de [Fo-Ma], pour e — 1 c’est l’objet 
V \ , \ , et pour e =  2 c’est l’objet V  p2_t . L ’action de I  sur E[p]®ppFp2 est diagonalisable,

1 2 }
et il existe une Fp2 -base telle que I  agit via

D pc(e ; a p; €;a ) -  e 6 {3,4,6} et e I p -  1, ap G M*e, c € {±1}, a  € {0,1} :
E  est une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire sur K  =  Qp(ffe).
- Si a = 0 : Les réseaux de VP(E) stables par G sont tous isomorphes.
- Si a  =  1 : La suite exacte de Zp[G]-modules (*0rd) : 0 —¥ Tp(Ek (p )°) -* TP(E) —¥ 
Tp(Ek ) —y 0 n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier naturel ue tel que la suite 
exacte de Z /pnBZ[G]-modules (*or<i) mod pnB soit scindée. Alors il existe une Qp-base (ci, e%) 
de VP(E) telle que, à isomorphisme près, les réseaux stables par G sont les :

Zpe1®pmZpe2 , m > - he ■

Action de G sur E\p\ : il existe une Fp-base de E\p] telle que G agit via

_! l-e8=i + \

* p_t J avec * =  0 [ a  =  0 ou ue > 1 ] •
o mPxl e J

D’après les résultats de A. Kraus, si l’on prend une équation minimale pour E, alors on a 
€ =  1 -O vp(A e ) < 6 vp(A e ) G {2,3,4}, et e = — 1 vp(A e ) > 6 vp(A e ) € {8,9,10} 
([Kr], 2.3.1., Prop.l).

DpC(e; 0; a) ^  D*s t(yp(-£Q), e € {3,4,6} et e | p +  1, a  G P ^Q p) :
E  est une courbe elliptique ayant bonne réduction supersingulière sur Qp2(7re).
- Si vp(a?) /  1, alors tous les réseaux de VP(E) stables par G sont homothétiques.
- Si Up(a) =  1, alors, à isomorphisme près, il y a deux réseaux stables par G .

Action de G sur E\p] : Soient 7r,C € Qp tels que 7Tp2-1 =  —p et Cp+1 =  —1- Les classes 
d ’isomorphisme des représentations ci-dessous ne dépendent pas du choix de Ç
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- Si vp(ce) > 2, il existe une structure de Fp2 -espace vectoriel de dimension 1 sur E\jp\ telle 
que G agit via

G — )• Gai(Qp4(7r)/Qp) — ► A utFp(Fp2) ,

11 p2- 1
où I ( Qp4 (x)/Q p) agit via e , et le relèvement du Frobenius fixant w agit semi-linéairement
par x i-f Çxp, x 6 Fp2 . La représentation est absolument irréductible, et correspond dans
[Fo-Ma] à l’objet V  p2_t . L ’action de I  sur E[p\ Fp2 est diagonalisable, et il existe une 

1+ e tl
Fp2 -base telle que I  agit via

- Si Up(o;) < 0, il existe une structure de Fp2 -espace vectoriel sur E[p] telle que G agit via

G — > Gal(Qp4(7r)/Qp) — y AutFp(Fp2) , 

i_£=i
où /(Q p4(7t)/Qp) agit via V>2 e , et le relèvement du Frobenius fixant ir agit semi-linérairement 
par x »->• <xp, x € Fp2 . La représentation est absolument irréductible, et correspond dans 
[Fo-Ma] à l’objet V^ p2_t 1. L ’action de I  sur E\p\ Fp2 est diagonalisable, et il existe 

une Fp2 -base telle que I  agit via

/  , . ¿ = 1

0
¿=1

* ï

- Si üp(a:) =  1, il existe une Fp-base de E\p[ telle que G agit via

/  -1 1_Eî i  
í  v p / « x p

Remarque d ’après A. Kraus, les cas vp(a) > 2 et vp(ac) =  1, situation de gauche, 
correspondent à i>p(Ajg) > 6, où l’on a choisi une équation minimale pour la courbe elliptique 
E  ; les cas wp(o:) < 0 et up(a;) =  1, situation de droite, correspondent à vp{£±e) < 6 ([Kr],
2.3.2., Prop.2 et Lemme 2).

Pour finir, remarquons que, pour les mêmes raisons que dans le cas / ^  p, on a le résultat 
suivant :

Un 7tp[G]-module T  provient d ’une courbe elliptique sur Qp si et seulement si le QP[G]- 
module Qp0 z pT provient d ’une courbe elliptique sur Qp .
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CHAPITRE 2 

A ctions prolongées et schémas abéliens

On note V  l’ensemble des nombres premiers.
Dans tout ce qui suit, K  est une extension finie de Qp, de corps résiduel k — Fq, avec q =  pUi. 
On fixe une clôture algébrique K  de K  ; son corps résiduel k est aussi une clôture algébrique 
de k. On note L une extension finie galoisienne de K  contenue dans üf, et G k  — Gai(K /K ), 
GL = Gal(K/L).

Soit A une variété abélienne sur L. On dit que A est définie sur K  s’il existe une variété 
abélienne A  sur K  et un isomorphisme de variétés abéliennes -0 : A  X k  L ~  A défini sur L. 
On s’intéresse au cas où A a bonne réduction sur L, et L /K  est une extension finie galoisienne 
totalement ramifiée. Le but de ce chapitre est de donner un critère portant sur le Gx-module 
TP(A) pour que A puisse être définie sur K.
Rappelons d ’abord un résultat dû à J.-P. Serre et J. Tate (voir [Se-Ta]). Soit A  une variété 
abélienne sur K  ayant potentiellement bonne réduction qui acquiert bonne réduction sur 
L. Alors le groupe Gai {L/K) opère sur A l = A X k  L via son action sur L, et cette action 
s’étend par fonctorialité sur le modèle de Néron de A l - Comme Ga\(L /K )  opère trivialement 
sur le corps résiduel k de L, son action sur la fibre spéciale A  de A l s’effectue par des k- 
automorphismes de .4, c’est-à-dire par un morphisme Gal(L/K) —>■ Autfc(.4). 
Réciproquement, soit A /L  une variété abélienne ayant bonne réduction sur L, et soit A sa 
fibre spéciale. Si l’action de Gl sur TP(A) s’étend en une action de Gk  de sorte qu’elle 
“provient” , en un sens que nous définissons, d’un morphisme Gai (L/K) —> Autfc(A), nous 
montrons qu’alors A est définie sur K  ; l’isomorphisme ^  : A  Xk  L A induira alors un 
isomorphisme G^-équivariant :

: TP{A) -  Tp(A)

action naturelle action étendue

On essaye ensuite de donner un critère portant sur les G^-modules Ti(A), l € V, pour 
que A  puisse être définie sur K. Le critère que l’on a en vue concerne la possibilité de 
prolonger convenablement l’action naturelle de Gl sur tous les Ti(A), / 6  V  ; l’isomorphisme 
■0 : A  X k  L ci A  induira alors des isomorphismes G/r-équivariants pour tous les / G V :

i>i : Ti{A) T,(A)

action naturelle action étendue
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On y arrive lorsque p > 5, et A est une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L telle 
que l’anneau des fc-endomorphismes de sa fibre spéciale est commutatif.

Les principaux outils que nous utilisons ici sont le critère de Weil ([W]) et le théorème de 
Serre-Tate (voir [Ka]) ; on les combine ensemble en 2 .1 .. Le théorème de prolongement est 
énoncé en 2.1.4.. En 2 .2 ., on explique la notion de compatibilité d’un système de représenta
tions /-adiques du groupe de Galois d’un corps local (de corps résiduel fini) lorsque l parcourt 
tous les nombres premiers (2 .2 .1 .), et l’on dégage un résultat en 2 .2 .2 . permettant de se 
ramener à une action étendue fidèle. Puis, à partir de 2.3., on se restreint au cas des courbes 
elliptiques. Le théorème de prolongement dans le cas commutatif est énoncé en 2.4. ; on en 
donne une première version suivie d ’une preuve en 2.4.1., puis une version plus précise en
2.4.3 .. Enfin, le dernier paragraphe contient une généralisation du théorème de prolongement 
dans le cas commutatif ; on obtient des résultats à isogénie près (2.4.4.).

Les résultats établis dans ce chapitre nous serviront de façon essentielle dans le chapitre
3, en 3.3.3..

2.1. Variétés abéliennes et critère de Weil :

On note &£, le corps résiduel de L , et Ok  (resp. Oj_) l’anneau des entiers de K  (resp. L). 
On pose Gl/k  — Gal(L/K), et l’on note Ik , II, Il/k  les sous-groupes d’inertie respectifs de 
Gki Gl et Gl/k •

2.1.1. Actions prolongées :

Soit A  une variété abélienne sur L, et u; € Gl/r . On note A'" la variété déduite de A  
par le changement de base Spec(u>-1) : Spec(X) —> Spec(L). Plus précisément, écrivons A  
comme réunion d ’ouverts affines : A = |^J Spec Bi, où les Bi sont des L-algèbres. Alors

l<t<r

Aw =  |^J Spec S " , avec B? =  Bi<& l su-iL  : l’application b h* &<g>l définit un isomorphisme 
l<*<r

d ’anneaux de Bi dans B f , mais pour A € L et 6 € Bi, A -(6 ® l)  =  &<g>A =  u>- 1(A)6 <g> 1 ; on 
écrit : A • b =  u>- 1(A)6 . On voit que pour tous a>, r  € G^/jç , on a (AU,)T =  A™. Si A  et A! 
sont deux variétés abéliennes sur L et si if) : A —ï Af est un morphisme, alors le morphisme 

: Aw —» (A')w est donné par =  ip Xgpec^ j  IdSpec(L)* plus, si A a bonne réduction 
sur L , alors Aw aussi.
L’association A Aw définit un foncteur Fw de la catégorie des variétés abéliennes sur L 
dans elle-même, et l’on a FWT =  FwoFT pour tous u , r e  G ^jx  , et Fi =  Id ; on dit que G l/k  
agit sur la catégorie.

Exemple : Soit E /L  une courbe elliptique qui admet l’équation y2 =  æ3 +  ax + b pour 
modèle de Weierstrass, avec a, 5 € L. Soit u  e Gl/k  ; alors y2 =  x 3 +  oj(a)x +  u;(6) est un 
modèle de Weierstrass de la courbe E u.
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Au niveau des points, on a :

A (K )=  | J  HomL_ai5 ( 5 t)F )  e t A^ÇK) =  ( J  KomL- alg [b ? yT?) ;
l< « < r

Le groupe G l  agit de façon naturelle sur A(K) et sur AW(K). Si /,- : Bi — >■ ~K est un 
morphisme de Z.-algèbres, et si û  est un relèvement de u> dans G k, alors :

V A e L , V6 € B? , (« o /¿)(A. 6) =  tD o )/<(&)) =  A(cD o /<)(&) .

Donc û  o fi E YLora.L-.aig(B'i , K ). On obtient ainsi un morphisme de groupes bijectif :

f A(K) ^  A“(K)
\  Tj I----- ►  Û  O T)

qui vérifie : V g € G l , û  o [grj) =  ûgu)~l (Dot/), o ù  cD̂ tD-1 € Gl puisque Gl est invariant 
dans Gk • Ce morphisme dépend du relèvement û  choisi : un autre relèvement s’écrit Oh, 
avec h € Gl , et l’on a (ûh) 07/ =  ûhû~l (û  o 77), pour »7 € A{K). Si l’on note VK^) :
A(K) —¥ A '(K ) le morphisme déduit de -0 : A —»■ A ' , alors 77 1-4- cD o tj>(K)(cD_1 o 77) est un 
morphisme de AU(K) dans (A/)u,(if) qui est indépendant du relèvement û  choisi, et l’on a 
(^w) (K )(77) =  ¿¡5 o ^ )(ii)(û -1 o 77) pour tout 77 G A ^üQ .

Pour Z € V, notons ciq : Ti(A) — y Ti(Aw) la bijection Z/-linéaire qui se déduit de 7 7 1-* £7077. 

Lemme 1 :
iSoti l € V. On se donne un morphisme p : Gk  Aut(T/(A)) tel que la restriction de p à 
Gl est l ’action naturelle. Alors, pour tout u> 6 Gl/k > l ’isomorphisme Z¡-linéaire

f ,. I  TM  —> Ti (A“)
W - \  x > - f  o b ^ Û - 'X * ) )

est GL-équivariant et ne dépend pas du relèvement de u  dans Gk - 

Preuve :
Soient üj G Gl/k  et û  un relèvement de u> dans Gk  ; soit ûh, h 6 Gl , un autre relèvement.
Pour x € Ti(A), on a :
(XQh. ( p ( ( ^ ) -1)(æ)) =  ûh û -1  oq (p(h~1û~1)(x)) = ûhû~1ûh~1û~ 1aQ(p(û~1) (x)) = aQ(p(û~1)(x)). 
Donc f Wti ne dépend pas du relèvement de üj choisi, et f wj  est clairement une bijection.
Il reste à voir qu’elle commute à l’action de G l • Soient g G G l  et x € Tj(A) ; on a : 
U,l(gx) =  O'0 (/>(tD-1(jf)(x)) =  ocQ(p(û~1gûû~1)(x)) =  ûw -^w w ^aoM w --1)^ ) )  =  gfu,i(x), 
puisque û~1gû 6 G l. □

Ainsi, si l’action de G l  sur T\(A) s’étend en une action de G k  1 elle induit un isomorphisme 
de Z/fGzJ-modules entre Ti(A) et T{(AW) pour tout u> € G l/k  •
Remarque : Soit A /L  ayant bonne réduction, A  sa fibre spéciale, et soit r  € Il /k  î notons 

qu’alors AT = AT =  A, i.e. Ar et A ont la même fibre spéciale. Pour l ^  p, le morphisme de 
réduction induit des isomorphismes de Z/[Gl]-modules T/(A) ~  T/(A) =  T/(AT) ü  T/(AT), de 
sorte que T/(A) est isomorphe à Ti(Ar). Néanmoins, cet isomorphisme induit l’identité sur

38

(u/-1



Ti(A), alors que ce n’est pas forcément le cas pour un / T)/ provenant d ’une action étendue 
construit comme ci-dessus.

Dans la suite, si l’on se donne une action linéaire et continue de Gk  sur Ti(A) dont la 
restriction à Gl est l’action naturelle, le morphisme p sera sous-entendu, pour ne pas alourdir 
les notations.

Soient A  et B  deux variétés abéliennes sur L. Pour l £ V  et pour u> G G l/Ki choisissons un 
relèvement u  dans G k,  et notons otQ : T)(A) —>• Ti(A^) et ¡3q : Ti(B) —> Ti(Bw) les bijections 
déduites de 77 t-y û  o 77, pour 77 G A(K) et 77 G B (K)  respectivement. Soit // : Ti(A) -¥ T\(B) 
un morphisme de Z|[Gx]-modules.
Les relations aZl (gx) =  à ' 1 gQ oiZ1 (x) et (3o{gy) =  ûgu)-1 /3q(y) pour g G Gl  et x G T/(A), 
y G Ti(B), montrent que l’application f e o / j o a j 1 : Ti(Au) —> Ti(Bw) est G^-équivariante, et 
les relations oiZ^ =  ocZ1 Qh~xù ~ l , fah  =  Qhu~l /3q pour h G Gl montrent qu’elle ne dépend 
pas du relèvement de u> choisi. Si fi provient d’un morphisme f  : A —y B, i.e. si fi =  TJ(/), 
alors T ^ /" )  =  0q o f t o aZ1.

2.1.2. Le critère de W eil :

Soit V  une variété algébrique sur L. On suppose qu’il existe des isomorphismes de variétés 
/t,u> : V w — > V T, u>, t G GL/k , définis sur L, vérifiant pour tout t ' G Gl /k  les conditions :

(*) fr,r’ — fr,w ° fut,T'
(H) =  fuiT,ujT' •

Alors il existe une variété V sur K  et un isomorphisme de variétés V Xk  L — V  défini sur L 
tel que / T)ü, =  pour tous w, r  G Gl/k  (donc V  est définie sur K)  ; le couple (V, ip),
où V’ vérifie f TfW =  if>T o pour tous a;, r  G Gl /K i est alors unique à If-isomorphisme
près ([W]). Si de plus V  est projective, on peut choisir V projective (loc. cit.).
On voit facilement que les conditions (i) et (ii) précédentes sont équivalentes à la suivante : 
il existe des L-isomorphismes de variétés f w : V  — > 7 “ , u> G Gl/ k , vérifiant

(*) fuir =  U rT  °fw  Vw,T G Gl /k  •

En effet, il suffit de poser / T)W =  (/w- iT)" et la condition (ii) est automatiquement vérifiée, 
alors que (i) équivaut à (*); remarquons que (*) implique /1  =  Idv, où 1 est l’élément neutre 
de Gl /k • Alors il existe une variété V sur K  et un ¿-isomorphisme V’ : V Xk  L — > V  tel 
que, pour tout u> G Gl /k  > fu  — V,ü, 0 V’-1 - Dans la suite, nous appellerons la condition (*) 
condition de cohérence, et les { fw ,u> G Gl/k } un système cohérent d ’isomorphismes. 
Prenons maintenant V  =  A  une variété abélienne sur L, et, dans la condition (*), supposons 
que les f u ,u> G Gl /K i sont des isomorphismes de variétés en groupes (ce qui revient à de
mander /^(Oa ) =  Oa)- Notons A  la variété projective définie sur K  obtenue par le critère 
de Weil. D’après [La] Thm. 2G, on peut transporter la loi de groupe de A  sur A, et grâce 
à la condition de cohérence, cette loi est définie sur K . Ainsi, A  est une variété en groupes 
projective lisse sur K ,  donc une variété abélienne sur K.

Remaraue : C’est un cas nartir.iilier de la “théorie des L /A-formes” , voir [Se 3].
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Lemme 2 :
Soit A /L  une variété abélienne ; soit l G V  .
Supposons que l ’action naturelle de G l surTi(A) s ’étend en une action linéaire et continue de 
G k ; soient , u> G Gl/k> les Z i\G£\-isomorphismes du lemme 1. Supposons de plus qu’il 
existe un système cohérent d ’isomorphismes { /w : A —y Aw ,u> G Gl/k}> tel que Ti{fJ) =  
pour tout u> G G l/k -  S°ü  V’) couple obtenu par le critère de Weil, où A  est une variété 
abélienne sur K  et ip : A  X-k L A un L-isomorphisme vérifiant f w =  -0 “' o tp~x pour tout 
u  € GL/K .
Alors if) induit un isomorphisme Gn-équivariant ÿi : T\{A) — t Ti(A)

action naturelle action étendue

Preuve :
Soit x G Ti(A), et soit g G G k  ; on veut montrer que g~l • i>i(gx) =  'ifii(x). Comme tp est 
défini sur L , ¡’isomorphisme Z/-linéaire -0 ; est Gi-équivariant, et donc l’expression g~x 'i/)i(gx) 
ne dépend que de g mod G l  =  w €  G l/k  > notons g =  0 .
Par ailleurs, on a ÿ  =  f ~ x o et comme on a supposé Ti{fJ) =  7W , on obtient, en 
passant aux modules de Tate : tpi = f~ x o Reprenons les notations du lemme 1 :
a© est la- bijection de Ti(A) dans Ti{Aw) déduite de A(K ) —y A^{K), tj h-)- €j o 77, et l’on 
a f w,i(x) =  o!£d( £ -1  * «), et f~}(y) =  ¿3 • ( c ^ y ) ) ,  pour x GJTî(A), y^G Ti{A*) ; notons 
Ad la bijection de Ti(A) dans Ti(Aw) = T\(A) déduite de A{K ) —y A (K ), 771—>- a? o 77 (c’est 
l’action naturelle de Gk  sur A (K ) : A  est une variété abélienne sur K). Alors on a : 
(#")/ =  0 3 0 ^ 0  Ad-1* Finalement, on obtient : g~x • i>i(gx) =  û ~ x • f~ ] {(^)i(O x))  =  
u5_1 • û  ■ a r 1((^u')i(ûx)) =  aZx o a Q o ÿ io  ßQ~i (ux) =  tßi(ü~xûx) =  4>i{x). □

2.1.3. A ctions prolongées et systèm es cohérents :

Soit C la catégorie des schémas finis étales sur Spec(L). Alors on sait définir, pour 
tout ùj G G l / k  et pour tout objet X  =  Spec(B) de C,  un objet X w de C, donné par 
X w =  Spec(i? L). De plus, l’association Fw : X  t-y X w est fonctorielle, et l’on a
Fwt =  Fu o Fr pour w , r G  G l/k i  et - 1̂ =  Idc : le groupe G l/k  agi* sur la catégorie C. Il en 
est évidemment de même pour la catégorie des schémas finis étales sur Spec (O l).
Pour toute catégorie C  sur laquelle G l / k  a g it  ( a u  sens précédent), on dira qu’un système 
d’isomorphismes {7 ,̂ : X  —¥ X w,u> G G l/k } ,  °ù X  G Ob(C), est cohérent si l’on a 7wr =  
(T r)"  o 7w pour tous u , t  G G l / k  •

Soit T  la catégorie des ensembles finis munis d’une action de Gl - On aimerait pouvoir 
définir une action de Gl /k  sur la catégorie T , comme ci-dessus.
Remarque : Soit T  un objet de T  ; notons p : G l  —> Aut(T). Soit a; G G l / k • Si û  est un 
relèvement de u> dans G k, alors on peut définir un objet T w de T  en disant que c’est T  (en 
tant qu’ensemble) muni de l’action pw : G l  —>■ Aut(T) donnée par pui{g) =  p(û~xgû) pour 
tout g G G l  (rappelons que G l  est invariant dans G k ), mais cet objet dépend du relèvement 
Q choisi.

Le choix d ’une clôture algébrique K  de K  définit un foncteur contravariant $  de C dans 
T  par X (K ) — Hom L-aig(B,K), où ,X = Spec (B) ; de plus, le foncteur f  :
Spec( (Fcts(T,~K))Gl) de T  dans C est un quasi-inverse de Alors, pour tout u> G G l /k  et
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pour tout T  6 0b(7”), on pose :

T w =  * (*  (TT) =  Homx,_a/5 ((Fcts(T, ~K))°L ®l sw- xL  , k )  .

L’objet T w est bien défini, et l’on obtient ainsi une action de Gl /k  sur la catégorie T  par 
“transport de structure” .
Remarque : Le choix d’un relèvement cD de u> dans Gk  détermine un unique isomorphisme 
dans 7” de T w dans Tw.
Supposons que l’action de Gl  sur T  s’étend en une action de Gk  • Alors une construction tout- 
à-fait similaire à celle de 2.1.1. montre que cette action étendue induit des isomorphismes 
fu  : T  —» T “, u  € Gl,/k , et l’on vérifie que le système { fw , ui € Gl /k } est cohérent (c’est 
purement formel, voir plus loin).

Tout ceci reste bien sûr valable si l’on remplace C par Cq , la catégorie des schémas en 
groupes commutatifs finis et étales sur Spec(L), et T  par Tq , la catégorie des groupes abéliens 
finis munis d ’une action de Gl-  Par passage à la limite, on définit T w, u> € G l / k , où T  est 
un module de Tate ; si T  = Ti(A) pour / G V  et A /L  une variété abélienne, alors on a

(Tl( A ) r  = Tl(A") , Va> e Gl /k  ■

On a ainsi une notion de système cohérent de Z;[(?z,]-modules. Supposons que l’action de 
Gl  sur Ti(A) se prolonge en une action de Gk  î alors les isomorphismes du lemme 1 ■ 
Ti(A) —>■ T\(AW) , u} € Gl /k } forment un système cohérent de Z/[Gx,]-modules.
Vérifions-le dans ce cas. Soient u>, r  (= G l/k  et ¿D, r  des relèvements dans Gk- On note 
oîq : Ti(A) —ï T[(AW) la bijection déduite de rj w- ¿3 o ij de A(K) dans AW(K), et : 
Ti(AT) —f Ti((AT)u) =  Ti{AWT) celle déduite de jj K  u  o ?/ de AT(K) dans AU>T(K) ; avec 
des notations évidentes, on a /3q o  aif =  «Or- Le Z^Gy-isomorphisme ( /T,/)w '• (Ti(A))w = 
Ti(Aw) —>■ (T[(AT))iu = Ti{AUJT) est donné par ( /T,j)a; =  (3q o  / T)j o  ocZ1. Alors, pour tout 
x e Ti(A), on a : ((fT,i)w o / W|i)(*) = o f Tti o • x)) = fe, o a ?( f -1D-1 • x) =
oiQrd^r)-1 -x) = f WT!i(x).

Soient K i ,K 2 deux corps tels que K  C Ki C L, i =  1,2, et K  — K i  n  K 2, L = K \K 2. 
Posons GL/Ki =  Gal(L /K i), Gk { =  Gai(K /K i), pour i = 1,2. Alors Gl /k  =  Gl /KiGl /k 2 
et Gl /Ki H Gl/ k2 =  1- Supposons que Gl /k x est invariant dans Gl /k , i-e- que l’extension 
K i / K  est galoisienne (donc Gl /k  es  ̂ un produit semi-direct de Gl /k -i Par Gl /K i) i alors 
tout élément g de Gl /k  s’écrit de façon unique g =  gxg2 avec gi € Gl/Kî , * =  1,2.

Proposition 1 :
Soit l 6 V . Soit A une variété abélienne sur L, et soient K \, K 2 comme ci-dessus. 
Supposons A définie sur K \ et sur K 2, ce qui permet de prolonger l ’action de Gl sur Ti(A) 
en une action de Gki et une de Gk2 • Si l ’action de Gl se prolonge sur Ti(A) en une action 
de Gk  qui coïncide avec les actions prolongées de Gki et Gk 2> alors A est définie sur K .

Preuve :
Comme A  est définie sur K {, * =  1,2, on dispose de deux systèmes cohérents d’isomorphismes 
{fui i >̂1 € G l/K i}  et {fw2 1 w2 € GL/k 2}- D s’agit de montrer qu’il existe un système cohérent
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d’isomorphismes {f„ : A  — >■ A“,u; Ç Gl /k }. Tout élément w de GL/K s’écrivant de manière 
unique u; =  u;iu>2 , u;,- 6  Gl /Kî , * =  1 ,2  , on pose :

fu i =  =  ° /üJj •

Par hypothèse, l’action s’étend sur Ti(A) à G«-, de sorte qu’elle coïncide avec l’action de Gk 1 
et de Gk 2, et les considérations précédentes montrent que le système de Z/[Gz,]-isomorphismes 
{Ti(fw) '• Ti(A) — Y Ti(Aw) , u) e GL/K} est cohérent. Alors l’injection canonique

Homl (A,B)  c-4 HomZl[Gi](T((A ),r,(B ))

pour deux variétés abéliennes A  et B  sur L permet d’obtenir la cohérence du système { fw , u> 6 
Gl/K } à partir de celle de {Ti(fw) : Tt(A) — > Ti(Aw) , u  e GL/K }. □

Cette proposition nous permettra de traiter des situations ou l’extension L / K  est totale
ment modérérement ramifiée, mais pas nécessairement galoisienne.

2.1.4. Le théorèm e de prolongement :

Soit A  un schéma abéloïde sur Ol , c’est-à-dire un schéma formel p-adique en groupes sur 
O l tel que, pour tout n G N, A XoLC>L/pnOL est un schéma abélien sur Ol IpuOl - Rappelons 
le théorème de Serre-Tate (voir [Ka]) : l’association A \— > (A(p), A, Id ^ p)), où A(p) est le

groupe p-divisible sur O l  associé, A  =  A XoL &l, A(p) =  A(p) XoL k l  =  -4(i>)» établit une 
équivalence de catégories entreja catégorie des schémas abéloïdes sur O l  et la catégorie dont 
les objets sont les triplets (r ,  B ,  v), où T est un groupe p-divisible sur O l , B est une variété 
abélienne sur Jcl et v est un isomorphisme de T XoL kL =  T sur B(p), le groupe p-divisible 
associé à B. Un morphisme ( r , B ,  u) —v (r ', jB', v') est un couple (ip, / ) ,  où : T —Y T' est 
un morphisme de groupes ^divisibles sur O l  et /  : B —f JB' est un morphisme de variétés 
abéliennes sur kL, tels que, avec des notations évidentes, i /o  ÿ  = f(p) o v.

Remarque : un schéma abéloïde A  sur O l  provient d ’un schéma abélien s’il est algébris- 
able, i.e. si et seulement si on peut le munir d’une polarisation. Pour obtenir une équivalence 
entre la catégorie des schémas abéliens polarisés sur O l  et une catégorie convenable, il faut 
considérer la catégorie formée des quadruplets (r ,  B, u, y), où le triplet (r ,  B, u) est comme 
ci-dessus, et 7  est une polarisation sur T qui relève une polarisation sur B  (i.e. 7  : T —¥ T* 
est une isojénie^e groupes p-divisibles sur O l, où F* est^le dual de Cartier de T, qui relève 
l’isogénie B  B* associée à la polarisation sur B*, où B* est la variété duale de B). Rap
pelons que tout schéma abéloïde de dimension relative 1 est algébrisable.

Soit maintenant A  un schéma abélien sur Ol- On note A l  =  A Xo l L  la variété abélienne 
sur L  déduite de A, et A  le schéma abéloïde sur O l qui est le complété formel de A  (plus 
précisément, si u : A —y Spec(OL) est le morphisme structural, A  est le complété de A  le long 
de la partie fermée î î - 1 ( V ( t t l O l ) ) ,  o ù  k l  est une uniformisante de O l ,  voir [EGA III] § 5 ) .  

Le critère de Weil nous dit que A l  est définie sur K  si et seulement si il existe un sys
tème cohérent de L-isomorphismes de variétés abéliennes { / W)l  : A l  — V € G l/k }  
; par l’unicité du modèle de Néron, cela équivaut à la donnée d’un système cohérent de 
OL-isomorphismes de schémas abéliens { fw : A  — ¥ Aw,u> € G l/k } -  Puis la pleine fidélité
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du foncteur “complétion formelle” ([EGA III], Thm. 5.4 .1.) montre que cela équivaut à la 
donnée d ’un système cohérent {/<*, : A — y Aw,u) G G l/k }  de 0 ¿-isomorphismes de schémas 
abéloïdes. Enfin, la pleine fidélité du foncteur de Serre-Tate montre que cela équivaut aussi 
aux données suivantes :

(1) un ensemble d ’isomorphismes { fw(p) : A(p) — > Au>(p),u! G Gl/k } de groupes in
divisibles sur Ol tels que

ÍojtÍp) =  ( /t(p ))  o f w(p) V w .re  Gl/k  (cohérence)

(2) un ensemble d ’isomorphismes {/w : A  — > Aw,u  G Gl/k } de variétés abéliennes sur 
Icl tels que

ü (p )  =  fw(p) V u e  Gl / k  (recollement)

En effet, la condition de cohérence sur les f w : Vu;, r  G Gl/k ? fwr =  ( /r)"  ° fui , est vérifiée 
grâce aux injections canoniques

Hom*¿ (À, A“) <-+ HomfcL (Â(p), Aw(p)) =  Homfct (A(p), A“(p)) .

Supposons que l’action de Gl sur TP(A) se prolonge en une action de Gk - Cette action 
prolongée induit un système cohérent d ’isomorphismes { fWtP : TP(A) — y Tp(A(J) , îo e Gl/k } 
de Zp[Gx]-modules. Le théorème de pleine fidélité de Tate permet de construire un ensemble 
cohérent {fu>,p(p) =  ftj(p) : A(p) — Y Aw(p),u> G Gl/k } d ’isomorphismes de groupes in
divisibles sur Ol (condition (1)). Pour que A puisse être définie sur K, il faut aussi pouvoir 
disposer d’un ensemble { fw : A — >■ Aw,oj G Gl/k } d ’isomorphismes sur les fibres spéciales 
qui vérifient la condition de recollement avec les f w(p) (condition (2)) ; soit on se le donne, 
comme dans le théorème suivant, soit il faut le construire.
Pour le construire sans se le donner, nous allons avoir besoin (dans la plupart des cas) 
d ’hypothèses supplémentaires : il nous faudra disposer d’une action de G k  étendue à tous les 
Ti(A), / G V. Cette famille d ’actions devra en outre vérifier des conditions de compatibilité, 
ce qui est l’objet du chapitre suivant. Mais tout d’abord, définissons les morphismes r¡ , 
/ G V, qui nous permettront de construire les isomorphismes f w.

Supposons que l’action de Gl se prolonge en une action de Gk sur T¡(A), l G V. Comme 
A a bonne réduction, pour / p on a T¡(A) ~  T¡(A), et l’action prolongée sur T/(A) induit un 
système cohérent {fu>,i ' T¡(A) — ¥ T/(Au'),a? G G l/k }  d’isomorphismes de Z/[G¿]-modules.

D’autre part, pour / =  p, l’action prolongée sur TP(A) induit un système cohérent {fuj(p) =  
7a, : A(p) =  A(p) — > Aw(p),oj G G l/k }  d’isomorphismes de groupes p-divisibles sur 
Rappelons que pour r  G Il/Ki on a AT = A. Alors la condition de cohérence signifie, pour 
l ^  p, que l’association r  i-> f T,i est un morphisme de I l / k  dans (End^c^] (T¡(A)))x , et 

pour 1 = p, que l’association r  i-> est un morphisme de I l / k  dans (Endp_dtv(A(p)))x. En 
utilisant les isomorphismes canoniques (dûs à J. Tate, cf. [Ta] pour le premier) :

EndZl[Gj.](T/(A)) ~  Z i0 z  Endj^ (A) pour / /  p, et Endp_¿;v( A(p)) ~  Zp <g>z End¿L(A), 

on définit des morphismes rj : I l / k  -—> (%i End*^ (A)\ pour tout l G V.
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Supposons l’extension L /K  galoisienne totalement ramifiée, i.e. GL/K = Il /k  et =  k.

T héorèm e 1 :
Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée de groupe de Galois Gl /k > et 
soit A /L  une variété abélienne ayant bonne réduction sur L ; soit A sa fibre spéciale.
On suppose que l ’action de Gl  sur TP(A) s ’étend en une action de Gk  > soit rp : Gl /k  —► 
(Zp®z End*(A))x le morphisme induit par cette action prolongée construit plus haut. Alors 
A est définie sur K  si et seulement si rp provient par extension des scalaires d ’un morphisme 
r : GL/k  ~Autfc(i4). Il existe alors une variété abélienne A  sur K  et un L-isomorphisme 
tf) : A  Xk  L —ï A qui induit un isomorphisme de Z p[Gk \-modules :

W ):  T M  a TpW .
action naturelle action étendue 

et un tel couple est unique à K-isomorphisme près.

Preuve :
C’est une conséquence de tout ce qui précède : la partie (1) du critère de Weil donné ci-dessus 
est satisfaite grâce au fait que l’action de G l  sur TP(A) s’étend en une action de G k  , et la 
partie (2) du critère est vérifiée en posant f T = r(r) € Aut^(A) pour tout r  G G l / k  : ce 
sont des isomorphismes qui vérifient, par construction, la condition recollement. La dernière 
assertion du théorème provient du lemme 2 de 2.1.2.. a

Soient W (k ) l’anneau des vecteurs de W itt à coefficients dans k et L q =  FracVT(k). 
Notons g la dimension de A. Soit M(A(p)) le module de Dieudonné sur k de la fibre spéciale 
du groupe p-divisible de A  (voir [Fo 4]) ; alors l’objet L q <8>w(fc) M(A(p)) est un Lo-espace 
vectoriel de dimension 2g, muni d’une bijection cr-semi-linéaire cp (a est le Frobenius absolu 
agissant sur k par x »-> xp). Le foncteur M  étant, en particulier, pleinement fidèle, on obtient 
des isomorphismes

Zp (g>z Endfc(A) — Endp_div(Â(p)) ~  Endw(fc)[v](M(Â(p))),

et aussi

Qp Endjt(A) ~  Qp <8>zp Endp_d,w(Â(p)) ~  E n d ^^ Z -o  <8>w(k) M (-A(p)))-

D’autre part, l’objet D  =  D*ris l(V^,(A)) est dans MFl(<£>) : c’est un Lo-espace vectoriel de 
dimension 2g, muni d ’une application cr-semi-linéaire bijective <p : D  — > D, et d’une filtration 
décroissante, exhaustive et séparée sur Dl =  D®l0L par des sous-L-espaces vectoriels Fil*.D£, 
i €  Z (voir [Fo 2]). Rappelons que l’on a un isomorphisme canonique d’objets de M F l ( ^ j )  :

Lo ®HT(*) M ot (A(p)) =- D^¡»t l (Vp(A))

qui fait le lien entre le Module de Dieudonné filtré sur Ol  du groupe p-divisible de A  et la 
théorie cristalline ([Fo 5]). L’objet M o£(i(p )) représente en fait un couple formé de l’objet 
M(A(p)) avec en plus une filtration ; si l’on oublie celle-ci, on obtient un isomorphisme 
canonique Lq M(A(p)) ~  D*r i s de «^-modules sur L.
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Si l’action de Gl  sur TP(A) se prolonge en une action de Gk , alors bien sûr elle se prolonge 
sur VP(A). Or, étendre l’action de Gl à Gk  sur VP(A) revient à munir D d’une structure 
d’objet de M Fl/kÎV 5)* Cela veut dire que l’on fait agir Lo =  üfo-linéairement Il /k  sur £), de 
sorte que cette action commute avec <p et stabilise, après extension des scalaires, la filtration 
sur Dl  (l’action de Il /k  sur D l est semi-linéaire). Si l’on oublie la filtration, on obtient ainsi 
un morphisme v ’• Il /k  Aut£0[v] (^cris,L (^p(^))) • Alors, via les isomorphismes canoniques 
cités plus haut, on a un diagramme commutatif :

r P

G l /k  =  I l / k  End*(A)^ C ( q p <8>z End/t (A)^

v 4, X can

Aut^^j (D*ris L(Vp(A))^ -3- Aut^^] ( l 0 ®w{k) M(Â(p)j^

can

2.2. Actions prolongées compatibles :

Rappelons que le corps résiduel de L est noté kjj et que celui de K  est noté k = Wq 
avec q =  pm. Le groupe de Weil relatif à K  (resp. L ) est Wjç (resp. Wl ), et l’on a 
Wk /W l  =  Gl /k - On a une suite exacte :

1 ■— y I k  — 1 W k  ——>■ Z —f Z/roZ — K 1 , 

où l’image par v d’un relèvement du Frobenius arithmétique relatif à k est m.

2.2.1. Systèm es de représentations compatibles :

Le groupe de Weil-Deligne 'Wk  est le schéma en groupe sur Q qui est le produit semi- 
direct de Wk  par le groupe additif <G0 sur lequel Wk  opère par wxw~l — pv(ŵ x.
Soit E  un corps de caractéristique 0. Notons R e p ^ (^Wk ) la catégorie des représentations 
¿^-linéaires et continues de 'Wk - Soit A un objet de R e p ^ 'W # ) ; un tel objet peut être 
considéré comme un triplet (A, po, N), où :
- A est un E-espace vectoriel de dimension finie,
- po : Wk  —* Aut^(A) est un morphisme dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de 
Ik ,
- N  G Ends (A) et vérifie : V w G Wk , po(w)N =  pv(w) N  pQ(w).
On dit que A est F-semi-simple si la représentation ^-linéaire po de Wk  est semi-simple. 
Lorsque k est fini (ce qui est le cas dans notre situation), cela équivaut à demander à ce que 
Pautomorphisme ¿^-linéaire po(wo) soit semi-simple, pour un wq g Wk , wo & Ik  (ce fait est 
indépendant du choix de wq).
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Soit L une extension galoisienne finie de K , de corps résiduel &£,, avec I I  =  I (K /L )  et 
Lq =  FracW{k£). Pour tout l € V ,  notons RepQ| psi(^)(Gü:) la catégorie des représentations 
Qi-linéaires de Gk  qui deviennent semi-stables sur L ; pour / 7  ̂p, cela veut dire que l’action 
de I I  est unipotente. La catégorie RepQl pst(G!if) des représentations Q{-linéaires de Gk  
potentiellement semi-stables s’identifie alors à la limite inductive des RepQ,lP5t(L)(^!K')> °ù L 
parcourt l’ensemble des extensions finies galoisiennes de K  contenues dans TC (rappelons que 
pour l ^  p, toutes les représentations /-adiques de Gk  sont potentiellement semi-stables). 
Choisissons un go € K x , Qo & O et pour / ^  p, un t/ Ç Q/(l) non nul ; posons =  <Q>/ 
si / ^  p et Qp =  Lq. Dans [Fo 3], J.-M. Fontaine construit pour chaque / € V  un foncteur 
covariant W D ^ k  de RepQ Jipsi (̂  (Gk ) dans RepQ/^W/f). Nous utilisons ici la version

contravariante de ce foncteur, que l’on note W D pgtlK ; cela revient à appliquer W Dpst^K à 
la représentation duale, ou bien, de façon équivalente, à prendre le dual après avoir appliqué 
le foncteur W D pst,i,K- Pour l ^  p, lorsque L varie, le foncteur W D p8t)j K établit une anti
équivalence de catégories entre R e p ^ G # )  =  RepQt p3i (G^:) et RepQ( ('Wk ) , cette dernière 
désignant la sous-catégorie tannakienne de RepQ((Wji<-) constituée des objets sur lesquels 
les racines du polynôme caractéristique du Frobenius géométrique sont des unités /-adiques. 
Pour / =  p , soit V  un objet de RepQpp3Î(£)(Gk ), i-e. la représentation Qp-linéaire de Gk  sur
V  devient semi-stable sur L (une telle extension existe toujours si V provient d’une variété 
abélienne) ; alors il faut rajouter une filtration sur W D pst)PiK(V') pour pouvoir retrouver
V  (cf. [Fo 3], 2.3.5.). Plus précisément, soit D =  D*t L/K(V') =  HomQp[GL] (V, B st) , c’est

un objet de M F <l/k (îP, N )  (voir [Fo 2]). Soit £>(°) l’objet obtenu en oubliant la filtration, 
c’est alors un objet de M od(y , N, Gl/k ), c’est-à-dire un ¿o-espace vectoriel de dimension 
dimQj/V), muni d ’un Frobenius <r-semi-linéaire (p : Z)(°) —y D^°\ d ’un opérateur Lo-linéaire 

ainsi que d’une action semi-linéaire de Gl /k , le tout vérifiant les relations 
Ncp =  ptfiN et gcp =  ipg , gN  =  Ng  pour tout g € Gl /k • Alors devient un objet 
de R epLo ('Wk ) en posant W p(£ )^) =  (Ap, po, N ), où Ap =  D(0) en tant que Xo-espace 
vectoriel, l’opérateur N  est inchangé, et po : Wk  — * Aut£0(Ap) est donnée par : po(w) =  
(w mod Wl ) • <p~v(w) pour tout w € Wk -

Soit A  une variété abélienne sur K  de dimension g qui devient semi-stable sur L ; alors 
les W D pst)ljK(y/(A)) sont des Q {-espaces vectoriels de dimension 2g munis d’une action 

Q{-linéaire de 'W k - De plus (loc.cit. 2.4.), on sait que chacune des W D pstj K(Vi(A)) est F- 

semi-simple, définie sur Q, et que les ( w D pst | )K(Vj(.4))^ ^ forment un système compatible 

de représentations de 'W k  (on dira aussi, pour simplifier, que les Vi(A), ! Ç P , forment
a|e

un système compatible de représentations de 'Wk , les foncteurs W D pst l K; étants sous- 
entendus). Expliquons brièvement ce que ces deux dernières notions signifient.

Soient F  une extension d’un corps E  de caractéristique 0, et A un objet de R ep ^ 'W jr). 
On dit que A est définie sur E  si, étant donnée une ^-structure D de A (i.e. un Ê'-espace 
vectoriel D  tel que A =  F  <S>e  D), et étant donné un corps algébriquement clos fi contenant 
F , la représentation fi-linéaire de 'Wk  obtenue par extension des scalaires est isomorphe 
à ses conjuguées sous Aut(£2/Æ7) : si g € Aut(Q /E), g agit sur Q <S>f  A =  0  <S>e  D par 
g(u  <g> d) =  gu> <g> d , u> € Î2, d € D. Cette condition est indépendante des choix de D  et Î2.

Pour chaque l € V , on choisit des plongements de corps n : t-+ C. En ce qui nous 
concerne, on prendra E  =  Q, F  =  QJ, et Q, =  C avec le plongement n . Alors chaque
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W D pst IiK(Vi(^l)) ®Q,yt, C, l £ V, devient un objet de R epç(W jr), est définie sur <Q>, et sa 
classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de

Remarques :
1) Si A est une représentation F-linéaire de 'Wk  de dimension 1, alors l’endomorphisme N  
est nul et A est déterminée par le caractère po : Wk — * F * . Alors A est définie sur E  si et 
seulement si Po(Wk ) C E x .
2) On dit que A est rationnelle sur E  s’il existe une représentation JEMinéaire D  de 'W k  telle 
que A ~  F  <S>e  D . Si A est rationnelle sur E , alors elle est définie sur E , mais la réciproque 
est en général fausse.

Enfin, la compatibilité du système Vi(A), l G V, de représentations de 'W k  signifie que
✓s 9k

les W D pst l K(V;(.4)) <S)qi/,h C , Z € V,  sont définies sur Q et sont deux à deux isomorphes

dans R epcÎ'W k). Pour toutes ces notions, on pourra consulter [Del] ou [Roh] qui traitent 
les cas l ^  p, et [Fo 3] pour un traitement unifié comprenant le cas l =  p.
Soit A  une variété abélienne sur K  ayant potentiellement bonne réduction : on a N  =  0 
sur A i =  W D pst l)K(V}(^4)),./ G V. Les A/ étant toutes F-semi-simples, la compatibilité du 
système A/, Z G V, équivaut à demander aux caractères Trpo : Wk  — > Q| d ’être à valeurs 
dans Q et indépendants de Z G V. Pour un énoncé similaire avec N  0, il faut utiliser la 
filtration de Jacobson-Morosov, voir [Fo 3], 2.4.5.

Soit maintenant A /L  une variété abélienne ayant bonne réduction sur L. Alors l’opérateur 
N  est nul sur chaque W D pst l L(V/(A)) <8>q(/\ ,C , / G V, et l’on a tout simplement une famille 
de représentations de Wl sur lesquelles l’action de I I  est triviale. Comme le corps résiduel 
Hl de L est fini, la compatibilité de ce système signifie que le polynôme caractéristique du 
Frobenius est dans Q[X] et indépendant de / G V  (pour Z =  p, il s’agit du Frobenius du 
module de Dieudonné de A(p), le groupe p-divisible de la fibre spéciale de A).

Dorénavant, A  sera un schéma abélien sur Ol, et A  sa fibre spéciale.
Supposons que l’action de Gl sur les 7) (A) s’étend pour chaque Z G V  en une action de 
Gk  > de sorte que l’action de Wk  ainsi obtenue soit compatible. Reprenons les morphismes 
r i , Z G V, définis au paragraphe précédent, et notons encore r/ le morphisme obtenu en 
composant avec l’inclusion

n  : I l / k  — ►  <8>z E n d * L ( A ) )  * ( Q i 0 z  E n d fci( Â ) ) *  .

Alors la compatibilité entraîne que Ker (r/) est le même pour tous les l <E V, que le polynôme 
caractéristique de n (r ) , r  G I l / k  > est dans Q[X] et indépendant de l G V  (pour Z ^  p, voir 
[Se-Ta]), et que dét(ri(r)) =  ± 1  (voir paragraphe 2.3.1.).

2.2.2. Réduction à une action fidèle :

Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée, i.e. G l /k  =  I l / k  et =  k. 

Proposition 2 :
Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée, et soit A  une variété abélienne 
sur L, ayant bonne réduction sur L.
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On suppose que l ’action de Gl sur TP(A) s ’étend en une action de Gk • Soit H  =  Ker (rp), 
où rp : Gl /k  — * (Zp<8>z Endfc(A))x est le morphisme construit précédemment.
Alors A est définie sur LH et a bonne réduction sur LH.

Preuve :
Montrons d ’abord que A  est définie sur LH. D’après le théorème 1, il suffit de montrer que 
la restriction du morphisme rp à H  provient par extension des scalaires d’un morphisme 
r : H  Autfc(-A) ; comme rp(H) =  1, il suffit de poser r(r) =  Idjj pour tout r  G H. Donc 
A  est définie sur LH.

Soit (A, tp) le couple obtenu par le critère de Weil : A  est une variété abélienne sur LH 
et : A  Xl h L  -3- A  est un ¿-isomorphisme qui induit un Zp[G£,jr]-isomorphisme TP(A) ~  
TP(A) (thm. 1). Alors les W D pstlL H (V/(.4)), / € V, forment un système compatible de 
représentations de ' W ^ h  (en fait de W l h  puisque l’on a encore N  =  0 : A  a potentiellement 
bonne réduction). Donc l’image de tous les ri : H  =  I l / l h ■— > (Z/ %% End ¿(A))x ~
Endzj[GiL](T/(A)), i G P , est triviale, puisqu’elle est triviale en l = p par hypothèse. Pour 
l ^  p, l’action de I I  est triviale sur V/(A) ~  Vi(A x lh L ), et par construction, ri(IL/Ln) = 1 
implique que l’action de Il /l h sur Vi(A) est triviale. Donc I^h agit trivialement sur V\{A). 
Le critère d ’Ogg-Néron-Schafarevich nous assure qu’alors A  a bonne réduction sur LH. □

Remarque : La proposition 1 de 2.1.3. montre que l’énoncé ci-dessus reste valable lorsque 
l’extension L /K  est finie et totalement modérément ramifiée, mais pas nécessairement ga- 
loisienne ; en effet, il suffit de se placer sur la clôture galoisienne de L dans K .

Grâce à cette proposition nous pouvons nous ramener au cas où les

G l/k  — I l / k  — ^Z/®zEnd*(A)^ , / € V  ,

sont tous injectifs, c’est-à-dire à une action fidèle de Gl /k  = Il /k , Ge tlue nous ferons toujours 
dans la suite.

2.3. Le cas des courbes elliptiques :

2.3.1. Le déterminant :

Soit L une extension finie de Qp de corps résiduel fcx,, avec Lq =  FracVF(&£,). Soit <f> un 
relèvement dans Wl  du Frobenius géométrique relatif à fcx,.
Soit V  =  Qp(l) un Qp-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel Gl agit par le caractère 
cyclotomique Xp,L '• Gl — >• Zp donnant l’action de Gl sur les racines pn-ièmes de l’unité,

)|c
n > 1 . Cette représentation de Gl est définie sur Q. En effet, Ap =  W D pgt|Pii1(F) est un 
Z/o-espace vectoriel de dimension 1, sur lequel N  =  0, et po : Wl — > Auti,0 (Ap) =  Lq est 
définie par Po(Il ) =  1 et po{4>) est la multiplication par | Ul \.

Remarque : Pour l ^  p, Vi = Q /(l) est un Q/-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel 
Gl agit par le caractère cyclotomique xi,L : Gl — > Z x donnant l’action de Gl  sur les
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racines Zn-ièmes de l’unité, n > 1. Il est clair que les (Vi)iç-p =  (Qj(l))/eP sont toutes 
définies sur Q et forment un système compatible de représentations de W l  : pour / ^  p, 
A i — W D pst)i L(VJ) =  HomQ,[/L](Q/(l),Q/) est un Q/-espace vectoriel de dimension 1 , sur 
lequel N  =  0 , et p o ( I l )  = 1, Po{4>) = |^ l |-

Soit L /K  une extension finie galoisienne, de groupe de Galois Gl /k - 
Si £ : Gk  — > est un caractère dont la restriction à Gl est Xp,L> alors on voit que 
£ =  Ç,ülXp,K i où Xp,K est le caractère cyclotomique relatif à K , et Çn est un caractère qui se 
factorise à travers Gl et s’envoie surjectivement sur un groupe de racines n-ièmes de l’unité 
/in (Zp) contenu dans Z * :

£ » : < ? * — ► Gk /G l = Gl ,k  — ► M ^ p )  .

avec n \ [L : K], et n \ p — 1 si p > 3, n =  1 ou 2 si p =  2 (en effet, cette dernière est 
une condition nécessaire et suffisante pour que Z£ contienne une racine primitive re-ième de 
l’unité). En fait, de tels caractères sont en bijection avec Cn x (Z /nZ)x , où Cn est l’ensemble 
des extensions cycliques de degré n de K  contenues dans L.

Revenons à une extension L /K  finie galoisienne totalement ramifiée, de corps résiduel 
k =  ¡cl à q =  pm éléments.

Lemme 1 :
Soit L /K  finie galoisienne totalement ramifiée. Soit V  un QP-espace vectoriel de dimension 
1 sur lequel G l agit par le caractère cyclotomique Xp,L• Les seuls caractères qui étendent 
Vaction de G l sur V  en une action de G k  dont la restriction à W k est définie sur Q sont 
Xp,K et £2Xp,K 1 où £2 est un caractère non trivial d ’ordre 2 qui se factorise à travers G l •

Preuve :
Soit <f> un relèvement dans W l du Frobenius géométrique relatif h, k = Wq. Rappelons que 
Ap =  W D pstpLfV ) =  Lo sur lequel N  =  0 et po : Wl — > L% est donnée par Po(Il ) = 1 
et po(4>) =  q. Si l’action s’étend sur V  par £n1Xp,K, où n est comme ci-dessus, notons Ln le 
corps fixé par Ker(£n) : c’est une extension cyclique d ’ordre n de K  contenue dans L. Notons 
In le groupe d ’inertie absolu de Ln. Alors A'p =  W D pst pjK(V') =  Lo =  Ko sur lequel N  =  0, 
et po : Wk  — ï K q est définie par :

' P0(ln) =  1 

 ̂ Pofén) =  Cn 1 
k po{<f>) =  q

où 9n est un relèvement dans In d’un générateur de Gal(Ln/jD) et Cn est une racine primitive 
n-ième de l’unité. Cette action prolongée est définie sur Q si et seulement si elle est à valeurs 
dans Q (dimension 1), ce qui n’est possible que si n =  1 ou 2. □

On voudrait pouvoir éliminer le cas £2Xp,K pour des déterminants provenant de modules 
de Tate TP(E ) de courbes elliptiques. En fait, on y arrive à condition de considérer une action 
de Gk  prolongée non seulement sur TP(E), mais aussi sur les Vi(E), l ^  p.
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Soit E  une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L. Supposons pour com
mencer que l’action de G l  sur TP(E) s’étend en une action de G k  définie sur Q et dont le 
déterminant est £2X p , K  (eu particulier, [L : K ] est pair). On suppose aussi que le morphisme 
rp est injectif ; on a :

G l / k  —  I l / k  ^  ( Q p E n d f c ( Ë ) j  ~  A u t^ ^ j ( z 0  ® w ( k )  M ( Ë ( p ) ) j  GL2(Z-o) L q ,

où M (£'(p)) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale du groupe p-divisible de E. 
Rappelons que l’objet Lq ®w(k) M(£^(p)) est un Lo-espace vectoriel de dimension 2, muni 
d ’une bijection cr-semi-linéaire ip (où a est le Frobenius absolu agissant sur k par x xp).

Soit r  6 I l / k  tel que dét(rp(r)) =  —1. L’action étendue étant définie sur Q, le polynôme 
minimal de rp(r) est dans Q[X] ; notons-le Pmm (^)(^ )’ Si d est l’ordre exact de r  dans Il/K i

alors, comme rp est injective, Pmm (r)( I )  divise X d — 1 =  j j [  $e(^0 dans Q[X], où les $ e(X)
e\d

sont les polynômes cyclotomiques. On voit alors que la seule possibilité avec dét(rp(r)) =  —1 
est Pmm(7')(-30 =  (X — 1)(X + 1) =  X 2 — 1, et r  est d ’ordre 2. En remplaçant K  par L<T>, 
on se ramène à la situation suivante : L /K  est ramifée d ’ordre 2, G l / k  — I l / k  —< T >■> et
Pmin(r)(X) =  X 2 -  1.

Comme E  a bonne réduction sur L, D =  D*ris L(VP(.E)) est un objet de MFl(<p), c’est- 
à-dire un Lo-espace vectoriel de dimension 2, muni d’une application <7-semi-linéaire bijective 
<p : D —ï D, e t  d ’une filtration décroissante, exhaustive et séparée sur D l  =  D ® l0 I> par des 
sous-L-espaces vectoriels Fil%D l , i € Z. On sait que D est de type Hodge-Tate (0,1) :

r Fil°DL = D l  
< Fil xD l = L — droite 
k Fil2£>L = 0

De plus, D  est faiblement admissible puisqu’il est admissible (voir [Fo 2] ou bien 1.3.1.1.). 
Etendre l’action de Gl  à Gk  sur VP{E) revient à munir D d’une structure d’objet de 
M F L/K(</>), i.e. faire agir Lq =  ifo-linéairement r  sur D, avec (pr = r<p, et r  • (Fil’Di,) C 
Fil’Djr, pour tout i € Z (l’action de r  sur Dl est semi-linéaire) ; notons u : Il /k  
Aut¿0[¥,](D*ris ^(Vp(E))) le morphisme que cela définit. L’objet de MF¡,^k(¥>) ainsi obtenu 
reste faiblement admissible ([Fo 2]). Rappelons enfin que l’on a un isomorphisme canonique 
d ’objets de MFl(¥>) :

Lo ®wm  M ot (£(?)) «

où M oL(E(p)) est le module de Dieudonné filtré sur Ol  du groupe p-divisible de E, et que, 
via cet isomorphisme, l’élément i/(r) G A u t ( D * risL ( (E ))) correspond à l’image de

rp(r) dans Autjr,0[y,](Lo ®w(k) M (£'(p))), cf. la fin de 2.1.4.. On écrira souvent r  au lieu de 
v {t ) lorsqu’aucune ambiguïté n’est possible.

Lem me 2 :
Soit L /K  une extension totalement ramifiée de degré 2, de corps résiduel k =  Fpm, et de 
groupe de Galois G l / k  = <  t  >• Soit D un objet de M F ^ /k (<p) de dimension 2, de type 
Hodge-Tate (0,1), faiblement admissible. Si Pmin{T){X) =  X 2 — 1, alors PCar(<Pm) a deux 
racines distinctes dans Qp.
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Preuve :
Tout d ’abord, remarquons que (pm est L q = .Ko-linéaire, puisque <p est cr-semi-linéaire et que 
k =  Fpm. Comme Pm tnM PO  =: X 2 — 1 =  (X  — 1)(X +  1), l’endomorphisme jKo-linéaire r  
est diagonalisable dans D. Soit (ei,e2) une base de D telle que re\ = e\ et re 2 =  —e2. La 
condition (pr =  r<p donne :

f  r(<pei) =  <p(rei )  =  <pex =*► <pei  G K 0ex 
\  T(<pe2) =  (p(re2) =  -<çe2 =» <pe2 G üToe2 .

Posons <pei =  aei et (pe2 =  &e2 , a, b Ç. K q . Comme D est de type Hodge-Tate (0,1), 
on a tij(D ) =  1, et l’hypothèse de faible admissibilité entraîne en particulier que tu (D )  =  
i/v(£>) =  Vp(ab) =  1, où vp est la valuation sur Ko normalisée par vp(p) =  1. Donc ab =  up, 
u € W (k )x , et quitte à permuter e\ et e2, on peut supposer que <pe\ =  U\e\ et (pe2 =  u2pe2 , 
U\,u2 € W(fc)x =  W(Fpm)x. Alors on a :

<fmei =  (  Y l  **«i)ei =  N^0/Qp(“ i ) ei
0< i<m —1

(pme2 = (  n  **’(«2P))e2 =  NLo/Qp(u2)pm e2 ,
l 0 < î< m —1

avec Ai =  NLo/q p(«i) et A2 =  NLo/qp(u2) G Z£. Finalement, on voit que Pcar(y?m)(A') =  
Pmm(^m)(-^) =  (X  — Ai) (X  — \ 2pm), ce qui achève la démonstration. □

Notons E /k  la courbe réduite de E /L .  Le Frobenius arithmétique relatif à k agissant sur 
E  correspond à (pm dans D*ris L(V^(£')), et à po{4>) dans les (V/(E1)), / G P , où <f>
est un relèvement du Frobenius géométrique relatif à k.

Proposition 5 :
Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée. Soit E  une courbe elliptique 
sur L, ayant bonne réduction sur L.
Supposons que l ’action de Gl s ’étend en une action de Gk  sur TP(E) et sur les Vi(E), l ^  p, 
de sorte que l ’action de Wk  soit compatible. Alors le déterminant de l ’action de Gk  sur 
VP(E) est le caractère cyclotomique Xp,K-

Preuve :
L’hypothèse de compatibilité entraîne que l’action de W k  sur Ap =  W D pstp ,k (Yp(E)) est 
définie sur Q. Supposons que le déterminant de l’action étendue sur VP(E) soit £2Xp,K > où £2 
est comme dans le lemme 1. Alors, toujours par la compatibilité, le déterminant de l’action 
étendue sur Vj(.E’), l ^  p y est aussi £2X1,K- On se ramène, ainsi que nous l’avons vu plus haut, 
à L /K  ramifiée d’ordre deux, G l/k  =  I l / K  —< T >> et PminCOPO =  X 2 — 1.

Notons X 2 — aqX  + q le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur 
E, où q =  pm = | k | et aq G Z. On pose aussi S =  a2 — Aq. Soient <f> un relèvement dans W l  
du Frobenius géométrique relatif à k, et 6 un relèvement dans I k  de r  (tous deux sont définis 
modulo II)- Rappelons que QJ =  Qi pour l ^  p, et Qp =  Lq =  Kq.

D ’une part, pour / G V, A/ =  W D pstj K(V/(£?)) est un Q ¿-espace vectoriel de dimension
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2 muni d’une action p o  : W k AutQ/(A/) telle que :

P o { I l )  =  1 

, PCar(po(<t>)) = X 2 - a qX  + g 
Pmin(po(e))=X2 - l

k po(4>)po(0) = po(0)po(4>) ,

la dernière égalité provenant du fait que [L : K] =  2. En particulier, on voit que po{V) est 
diagonalisable à valeurs propres distinctes, et qu’il commute avec po(<f>), et cela dans tous 
les A i, l € V . Donc po{<j>) est diagonalisable dans tous les Aj, l € V. Ceci implique que 
X 2 — aqX  + q se scinde dans tous les Q/[AT], / € V, donc dans Q[X], et nécessairement 8 > 0 .

D’autre part, le lemme 2 s’applique à D =  D*risL(V^(£')). Comme Pcor(v?m)(X) =  
Pcar(po(<f>)) =  X 2 — aqX  + g, on obtient que X 2 — aqX  + g est scindé à racines distinctes dans 
Q[-X"]. Donc S > 0.

Mais E  étant une courbe elliptique, on doit avoir S < 0, d ’où une contradiction. D’après 
le lemme 1, le déterminant de l’action de G k  sur VP(E) doit être le caractère cyclotomique 
Xp,K• □

Remarques :
1) On a vraiment besoin de considérer une action prolongée (convenablement) non seulement 
sur TP(E), mais aussi sur les Vi(E), l ± p.
Exemple avec 5 < 0 : Soit E  un schéma elliptique sur Oj_, qui est le relèvement “canonique” 
d ’une courbe elliptique E  ordinaire sur k (voir [Mes] ou [Ka]). Alors la suite exacte de 
Zp[<j£,]-modules

0 — ► Tp(E(p)°) —> TP(E) — y TP(È) — ► 0

est scindée (E(p)° est la partie connexe du groupe p-divisible E(p) de E). Posons Tp(E(p)°) = 
Zpei et TP{E) =  Zpe2 ; on a donc TP(E) =  Zpei ® Zpe2. Prenons L /K  totalement ramifiée 
d’ordre 2, Gl /k  =< T >• Alors on peut très bien étendre l’action sur TP(E) en posant 
re i =  ei et re2 =  — e2 : la représentation de Wk  est définie sur Q, mais le déterminant sur 
VP(E) n’est pas x P,K-

S) On a vraiment besoin de considérer une action prolongée (convenablement) non seulement 
sur les Vi(E), l ^  p, mais aussi sur TP(E).
Exemple avec 5 =  0 ; Prenons E  un schéma elliptique sur O l, dont la fibre spéciale E  est 
supersingulière et telle que tous ses endomorphismes sont définis sur k. Alors S = a2 — 4q = 0

j|(
et nécessairement m  est pair, q = pm — p2n. Sur les A/ =  W D p8t|| K(F|(E)), / € V, Wl agit 
par po : Wl  — > AutQj(A/), avec Pq(Il ) =  1 et po{4>) =  epnId avec c € {±1} (indépendant de 
/) ; l’image de po est dans le centre de AutQ/(Aj). Prenons L /K  totalement ramifiée d ’ordre 
2, Gl /k  = < t > ,  et 6 un relèvement de r  dans Ik - Alors en imposant Pm in(po(e))=X2 - l  
sur tous les A;, l ^  p, on obtient un système compatible (A j)/^  de représentations de Wk , 
ce qui équivaut à étendre l’action de façon compatible sur les (Vi(E))i^p avec un déterminant 
sur Vi(E) qui n’est pas xi,K-

2.3.2. Représentations de dimension 2 :

Soit E /L  une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L. Supposons que l’action de
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Gl sur TP(E) s’étend en une action de Gk  telle que :
1) la représentation de W k  qui lui est associée est définie sur Q ,
2) le déterminant de l’action de G k  sur VP(E) est le caractère cyclotomique X p ,k  relatif à K ,
3) le morphisme rp est injectif.
En particulier, les hypothèses 1) et 2) sont vérifiées lorsque l’action de Gl  s’étend sur TP(E ) 
et sur tous les Vi(E), l ^  p, en une action compatible de Gk  (i-e. lorsque l’action de Wk  ainsi 
obtenue est compatible).

On obtient alors une injection :

Gl /k  ^  (Qp End^-E1)) ~<jp_ev A u t^ ^ j ( l 0 <S>w(k) ^L(E(p)Ÿj >

où ’M.(E(p)) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale du groupe p-divisible de E. Soit 
r  G Gl /k  — Il / k , notons encore r  son image par rp dans Aut^0[v,](Lo(S>v̂ (A:) M(i?(p))) : c’est 
une application Lo-linéaire qui commute avec (p (elle est Lo-linéaire parce que r  est dans le 
groupe d ’inertie).

L’hypothèse 1) impose au polynôme caractéristique de r  d ’être dans Q[X], et l’hypothèse 
2) impose dét(r) =  1. Ecrivons Pcor(r)(X ) — X 2 — j X  +  1 , avec 7  G Q.
Soit d l’ordre de r  dans Gl/k  = Il /k  i comme on a supposé l’action de Gl/ k  yia rp fidèle 
(hypothèse 3)), d est aussi l’ordre de r  dans A u t^ ^ L o  <8>vr(fc) M (i?(p))).
Si Pm*n(i")(^) 7̂  PCor(T)(-^), on a nécessairement Pm,„ ( r ) ( I )  =  X  — v , v G Lq , et 
Pcar(r )(-^0 =  (X  — u)2' v°ft al°rs que v G Q et v =  ±1 ; donc r  =  ±Id et d =  1 ou 2.
Si d > 3, alors X 2 — j X  + 1 est le polynôme minimal de r . Comme r d =  1, X 2 — j X  + 1 divise 
X d — 1 dans Lo[X], et donc dans Q[X] puisque 7  G Q (et même 7  G Z). Donc X 2 — j X  +  1 
est l’un des polynômes cyclotomiques <&e(X), e | d, et en fait e =  d, puisque d est l’ordre de 
r . On en déduit que <p(e) =  2 , où (p est la fonction arithmétique d ’Euler. Donc e G {3 ,4 ,6}. 
Si e =  3 (resp. 4, 6), alors 7  =  - 1  (resp. 0 , 1), et Pcar(r)(X ) =  Pm,n(T)(^) =  X 2 +  X  +  1 
(resp. X 2 +  1, X 2 -  X  +  1).
On voit finalement que l’ordre de r  est e G {1,2,3,4,6} ; ceci implique que l’ordre de 
Gl /k  — Il /k  n’est divisible que par 2 ou par 3. On obtient ainsi le résultat sûrement bien 
connu :

Lemme 3 :
Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée. Soit E /L  une courbe elliptique 
ayant bonne réduction sur L. On suppose que l ’action de Gl sur TP(E ) s ’étend en une action 
de Gk  telle que :
1 )  la représentation de W k  qui lui est associée est définie sur Q ,

2) le déterminant de l ’action de G k est le caractère cyclotomique X p , K  relatif à K ,
3) le morphisme rp est injectif.
Alors les ordres possibles des éléments de Gl /k  sont 1, 2 ,3 ,4, ou 6 , et l ’ordre de Gl /k  est 
2n3m, n ,m  G N.

Remarque : on aurait pu remplacer p par l ^  p dans ce qui précède.

A partir de maintenant, on suppose p > 5 .

Alors Gl /k  es  ̂ Ie groupe de Galois d’une extension de degré d totalement modérément
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ramifiée. Or, une telle extension est cyclique et est engendrée par une racine d ’un polynôme 
X d — 7tk , où 7tk est une uniformisante de K  (et d est premier à p). Donc, sous les hypothèses 
du lemme, Gl /k  =  ¡l /K  est cyclique d ’ordre e =  1 ,2,3,4 ou6.

Soit Ce une racine primitive e-ième de l’unité. Pour e € {3,4,6}, L /K  galoisienne impose 
Ce € K , et même Ce € L0 =  K 0 =  Frad'F(fc), puisque (e,p) — 1. Si Fp2 C k, alors c’est 
automatique, car Ce € Qp2 pour e € {3,4,6}. Sinon, A: =  Fp, et Ce € K 0 =  Qp implique 
p =  1 mod eZ. Finalement, si k = Fpm, une extension L /K  de degré e G {3,4,6} totalement 
ramifiée est galoisienne si et seulement si p =  1 mod eZ ou m  pair.

Conséquence : sous les hypothèses du lemme précédent, l’action prolongée sur A* =  
W D p ^ V H E ) ) ,  / € V, est nécessairement abélienne. En effet, c’est évident si e =  1 ou 2 ; 
supposons e 6 {3,4,6}. L’objet A / est un Q¿-espace vectoriel de dimension 2 (avec QJ =  Q/ 
si l ^  p , Qp =  Lq), muni d’une action po : Autq>/(A/) définie par :

i  Po(Il)  =  1

1 P ca r(p o (^ ))= ^ 2 - « 9̂  +  ? »

où <f> est un relèvement du Frobenius géométrique relatif à fc =  F, =  Fpm . Soit d un relèvement 
de r  dans Ik  . Alors on a = 6q mod I I  =  9 mod I I  ; en effet, p € (Z /eZ )x =  {—1,1},
et les conditions ci-dessus impliquent q =  pm = 1 mod e Z . Prolonger l’action à Gk  sur Aj , 
/ € V, avec un r/ injectif, revient à se donner un prolongement de po avec action fidèle de 
GL/k  =  Il /k  =  Wk /W l :

Po,i ’ Wk  — > AutQ/(A/) , 

c’est-à-dire à se donner un po,i(0) E AutQ/(A/) d ’ordre exact e et vérifiant :

Po{4>)Po,i{0) =  Po,i{ô)qPoi<i>) =  po,i{0)po{4>) •

De plus, si cette représentation est définie sur Q, on sait que Pmm(/0o,z(0)) =  X 2 — yeX  +  1, 
avec 7e =  —1,0,1 si e =  3 ,4 ,6 respectivement ; si l’on considère des actions prolongées sur 
tous les A{, / € V, l’hypothèse de compatibilité entraîne que c’est indépendant de l.

2.4. Le théorèm e de l’action prolongée, cas com m utatif :

2.4.1. Dém onstration du théorèm e :

Nous allons donner un énoncé du résultat principal de ce chapitre dans le cas d’une courbe 
elliptique dont l’anneau des endomorphismes (sur k) de la fibre spéciale est commutatif, et 
le démontrer. Cet énoncé n’est pas optimal, mais c’est le plus général (i.e. il est valable 
dans tous les cas). De plus, des renseignements supplémentaires vont apparaître en cours de 
démonstration. Un énoncé plus détaillé est donné au paragraphe suivant.

Le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur E  (par x y-ï x q) 
s’écrit X 2 — agX  + q , où aq € Z, et le discriminant 8 =  a2 — 4q est négatif ou nul. Alors (voir 
par exemple [Ta]) :
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- Q <8>z End^(£l) est un corps commutatif si et seulement si 6 < 0 ; c’est alors une extension 
quadratique de Q purement imaginaire F  =  Q(\/^)-
- Q <g>z End*(i?) est une algèbre de quaternions sur Q si et seulement si <5 =  0 ; c’est alors 
l’unique Q-algèbre de quaternions V  qui se ramifie en p et à l’infini, et qui se déploie en toutes 
les autres places. Remarquons que cette situation 5 =  0 ne peut arriver que si m  est pair 
(q =  pm) : si m  est impair, 4ç ne peut être un carré dans Z.

De plus, on sait que Aut(2?) =  A ut^i?) est isomorphe au G^-module fj.n(k) des racines n- 
ièmes de l’unité, avec n — 2,4 ou 6 respectivement suivant si j ^  = j E mod klOl  est différent 
de 0 et de 1728, égal à 1728 =  123, ou égal à 0 (voir par exemple [Silv 1]). Rappelons que si 
Cn est une racine n-ième de l’unité, avec n =  2,4 ou 6, alors le morphisme [£n] : E(k) —y E (k ) 
est donné par (x, y) h* (Cnxi Cnï/)- Si n =  2, alors Aut(l?) =  Autjt(iS), et l’élément non 
trivial est la multiplication par (-1) sur la courbe E. Supposons n =  4 ou 6. Si Fp2 Ç k, 
alors Aut(i?) =  Autfc(i?) =  fJ~n(k) =  /J-n(k), puisque Cn € Fp2 pour n = 4 ou 6 (en effet, 
p = ±1 mod n). Si k =  Fp, alors Aut(E') =  Autk{E) si et seulement si p = 1 mod n.

En recoupant avec la remarque faite à la fin du paragraphe précédent, on voit que si 
l’extension totalement ramifiée L /K  est galoisienne, alors Aut(I?) =  Aut^(-B).

Théorèm e 2 :
Soient K  une extension finie de Qp, p > 5, et L une extension finie totalement ramifiée de 
K . Soit E  une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L, telle que Endjfc(i£) est 
commutatif.
Supposons que l ’action de G l s ’étend en une action de G k  sur tous les Ti(E), l Ç.V, de sorte 
que l ’action de W k ainsi obtenue soit compatible.
Alors E  est définie sur K  : il existe une courbe elliptique S sur K  et un L-isomorphisme 
ip : £ Xk  L —y E  qui induit pour tout l e V  des isomorphismes de Z ¡[GK]-modules :

T ,W  : -  T̂ E) î

action naturelle action étendue 

un tel couple (£, VO est unique à K-isomorphisme près.

Preuve :
Tout d ’abord, on se ramène par la proposition 1 de 2.1.3. au cas où l’extension L /K  est 
galoisienne. D ’après tout ce que l’on a vu précédemment, ou bien les morphismes r* construits 
en 2.1.4. :

Gl /k  ^Zf <2>z Endfci-E1)^

sont triviaux pour tout l E V , et E  est définie sur K  avec bonne réduction sur K  ; ou bien ils 
ne le sont pas, et l’on peut supposer les rj injectifs, [L : K] =  e G {2,3,4,6}, et Gl /k  =  ¡l / k  
cyclique. Plaçons-nous dans la deuxième situation et fixons un générateur r  de Gl /k .

Pour tout l € V , nous disposons de morphismes injectifs Gl / k  = < t > A- (Z;®^ Endfc(Æ7))x , 
et nous connaissons le polynôme minimal de r/(r). Afin de satisfaire le critère de Weil comme 
dans 2.1.4., on voudrait récupérer un morphisme

G L / k  = <  r  > A  (End*(Ü7))X =  Autk(E)
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qui induit tous les r j , / E V , par extension des scalaires de Z à Zi (théorème 1) ; la dernière 
assertion du théorème proviendra du lemme 2 de 2 .1 .2 .. Notons encore r/ le morphisme 
obtenu en composant r/ avec l’inclusion (Zi<S>z End*(f?))x C Qi <8>z Endfc(.E'). Si l’on arrive 
à obtenir un morphisme

Gl/k  —< t > m- Q <8>z Endfc(£l)

qui induit tous les ri par extension des scalaires de Q à Q/, alors l’image de ce morphisme 
est nécessairement dans (End/t(¿?))x =  Autfc(i£), puisque, par hypothèse, l’image des r/ est 
dans (Z/ <S>z Endfc(£'))x pour tout / E V  (cet argument est indispensable si l’on veut espérer 
récupérer des isomorphismes sur la fibre spéciale, et non pas seulement des isogénies ; un 
exemple sera donné plus loin).

Fixons, pour e E {3,4,6}, une racine primitive e-ième de l’unité Ce dans Q, une clôture 
algébrique de Q ; on pose aussi £2 =  — 1 .
Comme l’on a supposé 8 < 0 , F  =  Q <8>z Endk(E) =  Q(V^) est une extension quadratique 
imaginaire de Q. Soit l E V .
- Si 6 n’est pas un carré dans Q x, alors X 2 — aqX  +  q est irréductible dans Q/[X] et F<Skq Q i 
est un corps qui est une extension quadratique de Q/ : F<S>q Qi =  Q i(v^). L’homomorphisme 
injectif

Gl /k  = <  t > F  <g)Q Qi =  Qi(V8)

doit envoyer r  sur une racine primitive e-ième de l’unité, puisque l’ordre de Gl /k  est e E 
{2 ,3 ,4 ,6}. Donc Ce E Qi(y/8) lorsque 8 g  (Q*)2. De plus, si e =  2 , r ;( r ) =  —1 ; si 
e G {3,4,6}, n (r) = Ce ou Ce-1 -
- Si 8 est un carré dans Q x, alors X 2 — aqX + q  se scinde dans Q/[X] ; écrivons X 2 — aqX + q  =  
(X  — a i)(X  — fit), avec eei,(3i E Qi et ai ^  /?/. Alors on a

F ®q Qj = Q¡ [ X ] /(X -  a i)(X  - 0 i )  sa Qi[X]/(X -  ai) x Q i[X]/(X  -  ft) a  Q, x Qi .

Rappelons les isomorphismes canoniques : F  ®q Q; =  Q/ ®z Endk(B) ~  EndQi[Gfc](V/(£')) 
pour l ■£ p, et F  <8>q Qp =  Qp <8>z End* (2?) c- End£0[v] (Lo 0w(k) M (i?(p))). Un élément 
de F  <8>q Q/ est une application Q/-linéaire qui commute avec le Frobenius de E, lequel est 
ici diagonalisable à valeurs propres distinctes. Donc cet élément est co-diagonalisable, et son 
image dans Q/ x Q; correspond à son écriture dans une base de vecteurs propres. L’image du 
Frobenius de E  est donc (ai,fii), et le déterminant de l’image (a, b) d ’un élément de F ® q Q; 
est le produit ab.
Si e =  2 , ri envoie r  sur un élément d ’ordre exact 2 de Q/ x Q i, c’est-à-dire sur (—1, 1), 
(1, —1) ou (—1, —1). Les deux premières possibilités sont exclues par la condition dét(r) — 1, 
donc r  est envoyé sur (—1, —1).
Si e € {3 ,4 ,6}, la seule façon d ’injecter G l / k  —< T > dans Q{ x Q/ avec un déterminant égal 
à 1 est d ’envoyer r  sur (Ce,C"1) ou bien sur (Cj1, Ce)- Donc Ce E Qi lorsque 8 E (Q*)2, et 
l’on doit avoir / ^  2 ,3 et l =  1 mod e.

On en déduit : pour tout l E V , Çe E Qi(V8) =  F  <8>q Qi , donc Ce E F  =  Q <8>z Endfc(i?) ; 
et n (r)  € (Z/<g>z Endfc(l?))x pour tout Z E V  implique que Ce E Autfc(S). Pour_chaque 
l E V , ri provient par extension des scalaires soit du morphisme r  : Gl /k  *-*■ Autfc(£!) qui à

r  associe Ce > soit du morphisme r' : Gl/ k  *-► A ut^f?) qui à r  associe C^1*
Pour e — 2 , ces deux morphismes sont identiques, et l’on a gagné : les différents morphismes
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ri : Gl/k = <  r  > c-> F® qQ /, l G V, sont tous induits par le morphisme Gl/k *->■ Autfc(£l) C 
F  gui à r  associe la multiplication par (—1) sur E. Pour e G {3,4,6}, c’est l’hypothèse de 
compatibilité qui va nous permettre de conclure : c’est vraiment à cet endroit que l’on s’en 
sert.

Rappelons que sous les hypothèses du théorème, et en se ramenant à une extension L /K  
finie totalement ramifiée galoisienne, l’action prolongée sur les A j, l G V, est abélienne 
(cf. 2.3.2.). Soient <p un relèvement du Frobenius géométrique relatif à k dans Gj_,, et 6 
un relèvement de r  dans Ik -  Si le morphisme r/ provient par extension des scalaires du 
morphisme r  '.G l/k  =<r>^-y Autk{E) défini par r(r) =  Ce i notons po : W k  — >• AutQj(Aj)

la représentation qui lui correspond ; et si ri provient du morphisme r' : Gl / k  e-* Autfc(i?) 
défini par r'(r) = C“ 1, notons p'0 : Wk  — ► AutQ/(A/) la représentation qui correspond à r '. 
On a : (po)\wL =  (po)\WL -  Po, et p'o(0) =  po(0)_1- De plus :

V l £ V  , Po,i =  Po ou po .

Les représentations po,i »  ̂€ P , sont toutes semi-simples (parce que po l’est). L’hypothèse de 
compatibilité signifie alors qu’elles ont toutes le même caractère à valeurs dans Q :

V /, r  6 V  , Tr(p0, /H )  =  Tr(p0>/'(tü))

Mais dans notre situation, Tr(po(<£#)) ^  Tr(pg(<£0)). En effet, comme po(4>) et Po,i(@) com
mutent et qu’ils ont des valeurs propres distinctes dans C, ils sont co-diagonalisables lorsque 
l’on étend les scalaires à C (via les injections ^  C, cf. 2.2.1.) ; puis si l’on écrit
Pcar(po(^)) =  (X  — z )(X  — z), z  G C, un calcul facile donne :

Tr(p0(M )  -  T r(^ (# )) =  Tr(io((fr)Â)(»)) -  T r tÂ ^ o W -1) = ± (2 -  *)«• ~  C ‘) #  0 , 

car 8 7  ̂0 et e > 3. Donc les représentations po et p'0 ne sont pas isomorphes. Finalement :

 ̂V / G V  , po,/ =  Po ) ou  ̂V / G V  , po,/ =  Po )

et donc :

^ VI G ?  , n  =  r  ®q Id<Q, )  ou (  V/ G V  , ri = r' ®q Idqj )  , 

ce qui achève la démonstration. □

Remarque 1 : Pour des représentations abéliennes de dimension 2, sachant que Tr(po(<£)) =  
aq et Tr(po(#)) =  7e , la connaissance de toutes les traces équivaut à celle de Tr(po(<£0)) ; ceci 
détermine po à isomorphisme près. De plus, un calcul simple montre que :

Tr(po(<£#)) =  7e<iq -  Tv(po(<f>d)) .

Pour c > 3, le fait de demander aux traces d’être dans Q impose des conditions sur l’entier 
aq , à savoir aq G Af£e =  {a G Z /(7 2 — 4)(a2 — Aq) G (Qx)2}, c’est-à-dire

/  e =  3ou6 =>• 8 =  —3 mod (Qx)2 
\  e =  4 => 8 = — 1 mod (Qx)2
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ce qui équivaut aussi à F  =  Q(v^) =  Q(Ce)> $ — aq — 4q.
Ce renseignement est obtenu en supposant que l’action s’étend de Gl  à Gk  sur l ’un des A ;,
l € V, de sorte que l’action prolongée de Gk  soit définie sur Q et de déterminant le caractère 
cyclotomique. Si l’on suppose que l’action s’étend de Gk  sur tous les Ti(E) de façon 
compatible, alors on obtient [Ce] € Aut^ü?), d’où Endfc(-Ê) =  Z[Çe] ; on a donc j(E )  =  j(e), 
avec j(3) =  j(6) =  0 et j(4) =  1728.

Remarque 2 : Lorsque Q <g>z Endj.(i?) =  F  est un corps (Le. S < 0), deux cas peuvent 
se produire pour la Q-algèbre Q <g>z End (S) =  <Q> <8>z End-^(E), suivant si E  est ordinaire 
(ag ^  0 mod p) ou bien supersingulière (aq = 0 mod p).
Si p ne divise pas aq , alors F  =  Q(V^) =  Q <S>x End (£7), et d ’après Deuring ([Deu]), p se 
décompose dans l’anneau des entiers de F  en deux idéaux premiers distincts ; si l’on écrit
S =  ds2, où s G N et d est un entier strictement négatif sans facteur carré, ceci équivaut, 
puisque p > 5, à p ne divise pas d et (^) =  1 (symbole de Legendre). Pour e = 3 ou 6 , on a 
vu (rmq.i) que d =  —3, et (= £ )=  1 équivaut par la loi de réciprocité quadratique à (§) =  1, 
c’est-à-dire p =  1 mod 3 (<& p =  1 mod 6 , pour p > 5). Pour e =  4, on a vu que d — —1, et 
(=^) =  1 équivaut à p =  1 mod 4. Donc aq ^  0 mod p implique p =  1 mod e.

Si p divise aq , alors F  =  Q(V5) C Q <8>z End(£?) =  V, où V  est l’algèbre de quaternions sur 
Q qui se ramifie en p et à l’infini, et qui se déploie en toutes les autres places. On verra en
2.4.2. que dans ce cas, pour e € {3 ,4 ,6}, Ce € V  implique p = — 1 mod e.

Finalement, sous les hypothèses du théorème, et si l’indice e de Ker(rp) dans Il /k  est 
supérieur ou égal à 3 , on a :

{
E  ordinaire ==> p =  1 mod e
E  supersingulière =>• p =  — 1 mod e .

Là encore, ce renseignement est obtenu en supposant que l’action s’étend de Gl à Gk  sur 
l ’un des A j, f € V, de sorte que l’action prolongée de Gk  soit définie sur Q et de déterminant 
le caractère cyclotomique. Si l’on sait au départ que j(E )  =  j(e), alors c’est immédiat, voir 
[Silv 1] V, exemples 4.4. et 4.5.

Remarque 3 : On constate que pour e = 2 , il suffit de considérer le seul TP(E), à condition 
de supposer que l’action prolongée est de déterminant Xp,K-

Remarque 4 • Par contre, dès que e > 3, on est obligé de prendre en compte des actions 
prolongées sur tous les Ti(E), I £ P  : on pourrait avoir Ce € F  =  Q <g>z End*(¿s1) et Ce € 
(Zp<g>zEndfc(i?))x, mais Ce ^  End*,(£f). En effet, tout ordre maximal d’un corps quadratique 
imaginaire F /Q  dans lequel p se décompose en deux idéaux premiers distincts, et dont le 
conducteur^est premier à p , se réalise comme un anneau d’endomorphismes d’une courbe 
elliptique E  sur k ([Deu]). Il suffit alors de prendre, pour e € {3,4,6}, une courbe elliptique 
E  avec : Endk(E) =  Z +  nZ[Ce], n > 2 , et n premier à p . Alors F  =  Q(Ce) et Ce =  ^ ® ^Ce € 
(Zp<g>z Endfc(i?))x , mais Ce £ Endfc(.E').

2.4.2. A  propos du cas non com m utatif :

Regardons maintenant ce que l’on peut dire lorsque 8 =  a2 — 4g =  0, c’est-à-dire lorsque
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Endjfc(i?) n ’est pas commutatif.
Alors a2 =  4q =  4pm, et comme aq G Z, m  doit être pair. Le polynôme caractéristique du 
Frobenius arithmétique relatif à k agissant sur E  est soit X 2—2pm/2X  +pm = (X  —pm/2)2, soit 
X 2+2pm/2X + p m — (X+pm/ 2̂ 2. La courbe E  est supersingulière, et tous ses endomorphismes 
sont définis sur k, i.e. End*(E) =  End(iî). Dans ce cas, Q End(2?) =  V  est l’algèbre de 
quaternions sur Q qui se ramifie en p et à l’infini et qui se déploie en toutes les autres places, 
et Endfc(£r) =  O est un ordre maximal de V. Rappelons que la Qp-algèbre de quaternions 
Qp ®Q V  se déploie sur toute extension de degré 2 de QP, par exemple sur Qp2.

Supposons que l’action de Gl  s’étend en une action de Gk  sur tous les Ti(E), l e V, de 
sorte que l’action de Wk  ainsi obtenue soit compatible. Comme plus haut, on se ramène au 
cas où tous les ri sont injectifs. Pour l = p, on a une injection :

GL/K =  IL/K = < t >«-5- (Zp0 z  O)* c- ï  (Qp<8>q T>)x «-»■ (Qp2 <8)q V ) x ~  GL2(Qp2) ,

et l’hypothèse de compatibilité implique que le polynôme caractéristique Pcar(rp(r))(X ) de 
l’image de r  dans GL2(Qp2) est (X  + l ) 2 si e =  2, ou X 2 — j eX  +  1 si e G {3,4,6}, avec 
7 e =  —1,0,1 si e =  3,4,6  respectivement. Dans le vocabulaire des algèbres centrales simples, 
il s’agit du polynôme caractéristique réduit de l’élément rp(r) G Qp <8>q Z> ; il ne dépend, pas 
du corps utilisé pour déployer Qp0 q V  ([Rei] 9a) . On voudrait pouvoir en déduire que rp est

T  C i
induit par un morphisme Gl/k  *->■ O x — Autk(E).

Si e =  2 : alors xp =  rp(r) G (Qp <S>q V ) x est un élément non trivial d ’ordre 2. On a 
donc x2 — 1 =  (xp — 1) (xp +  1) =  0, et comme Qp ®q V  est un corps, on en déduit que 
Xp =  rp(r) =  —1 G O x . Donc rp est induit par extension des scalaires (de Z à Qp) par le 
morphisme r : Gljk  O x =  Aut*(E) qui à r  associe la multiplication par (—1) sur E.

Si e G {3,4,6} : alors le polynôme minimal de xp =  rp(r) G (QP <8>q 2?)x dans GL2(Qp2) 
est X 2 — yeX  +  1. En particulier, xp ne peut être un élément diagonal (i.e. dans le centre) 
de GL2(Qp2), sinon il ne pourrait pas être d ’ordre exact e avec un déterminant égal à 1. On 
en déduit que xp n’est pas dans le centre <Q>P de Qp ®q V  ; autrement dit, Qp ne contient pas 
de racine primitive e-ième de l’unité, et comme p > 5, on a nécessairement p = — 1 mod e. 
Donc Qp(®p) =  Qp(Ce) est un sous-corps commutatif maximal de Qp ®q V , et V  se déploie 
sur Qp(Ce)- On en déduit que (Q(Ce))i/ <8>q D est déployée pour toutes les places v de Q(Ce) 
divisant une place non-archimédienne de Q. De plus, comme Q(Ce) est un corps quadratique 
imaginaire, il n’y a qu’une seule place au-dessus de oo, et l’exactitude au centre de la suite 
exacte fondamentale

0  _ ►  Br(Q(<e)) — f ©  Br((Q(Ce)) ,)  Q /Z  0
v \  /Ç 'Puioo}

montre que Q(Ce) se déploie sur tous les corps (Q(Ce))y , où v parcourt toutes les places 
de Q (Ce) • Par l’injectivité dans la même suite, on voit que Q(Ce) <S>Q ® est déployée, ce 
qui signifie que V  contient Q(xp) ~  Q(Ce) comme sous-corps commutatif maximal, c’est-à- 
dire Xp G V  (attention, V  contient une infinité de racines de X 2 — j eX  +  1, à savoir les 
{ z x p z '1 , z- G V x }).

Comme xp est racine de X 2 — j eX  -f 1 G Z[X], c’est un élément de l’un des ordres 
maximaux de V , mais on ne sait pas si xp G Ox =  Autfc(i?). L’hypothèse d’une action
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étendue compatible sur tous les Ti(E), l G P, donne des xj =  r;(r) G (Z/<8>z C3)x pour tout 
/ € V, et ils ont tous le même polynôme minimal X 2 — 7eX  +  1. Malheureusement cela ne 
donne aucun renseignement sur Ox : si l ± p, on a Q;<8)qP ~  M2(Qj) et les ordres maximaux 
de M2(Q,) sont tous des conjugués de M2(Z/) ; si / =  p, la Qp-algèbre Qp ®q V  contient un 
unique ordre maximal ([Rei]). De plus, même si l’on savait que O x contient un élément racine 
de X 2 — j eX  +  1, on ne saurait pas en déduire que xp provient par extension des scalaires 
d’un tel élément.

Remarque 1 : Si la condition du théorème 1 est satisfaite, le morphisme rp : G ^/k  — 
IL/K = <  r  (Qp <8>q V ) x est induit par extension des scalaires soit par le morphisme 
r : Gl /k  ^  Ox avec r(r)  =  [Ce], soit par le morphisme r ' : Gl/k  «-»• Ox avec r '( r)  =  [Ce]-1 -

Remarque 2 : Soit Of un ordre maximal de V  contenant un élément x tel que x2 — j ex + 1  
(donc x € ü ,x ). D’après Deuring ([Deu]), tout ordre maximal de V  provient d ’une courbe 
elliptique supersingulière (définie sur Fp2 , et donc sur k — Fpm, m pair). Soit E '/k  telle 
que O' =  End{E') =  Endfc(F'). Si j{E ') € Fp, alors l’unique idéal bilatère premier de O' 
au-dessus de (p) =  O'p est principal, et l ’on a O' = End(£r/) ~  End (F") =  O" si et seulement 
si j(E ')  = j(E "), où ~  est la conjugaison par un idéal principal (tous les ordres maximaux 
de V  sont conjugués par des idéaux à gauche ([Rei]), mais ces idéaux ne sont pas forcément 
principaux). Si j(E ')  £  Fp, j(E ')  € Fp2 , alors l’unique idéal bilatère premier de O' au-dessus 
dejp ) n’est pas principal, et l’on a O' ~  End (F") =  O" si et seulement si j(E ')  = j(E " )  ou 
j(E ')  = <7(j(E")), où cr est le Frobenius absolu ([Deu]). Pour e G {3 ,4 ,6}, soit j(e) G Fp avec 
j(3) =  j(6) =  0, et j£4) =  1728 =  123^comme (0 ') x = <  [—Ce] >, on a j(E '^  = j(e). De plus, 
on a (0 ) x = A u t^ )  =  {± 1} ssi j(E ) ^  j(e), et ( 0 ) x = <  [—Ce] > ssi j(E ) = j(e). On en 
déduit qu’il n’y a qu’un seul ordre maximal de P , à conjugaison par un idéal principal près, 
contenant un élément racine de X 2 — -yeX  +  1.

2.4.3. Enoncé détaillé du théorèm e :

Reprenons comme auparavant une extension finie K  de Qp, de corps résiduel Fg, une 
extension L finie galoisienne totalement ramifiée de K , et E /L  une courbe elliptique ayant 
bonne réduction sur L, dont le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant 
sur sa fibre spéciale E  est X 2 — aqX  +  q, de discriminant S =  a2 — 4q.

En regardant de plus près la précédente démonstration, on s’aperçoit que l’on peut, suivant 
les cas, affaiblir certaines hypothèses. Rappelons que si l’action de Gl s’étend en une action 
linéaire et continue de Gk  sur TP(E), alors on construit un morphisme rp : Gl /k  =  Il /k  — * 
(Zp <g>zEndfc(£ ))x qui correspond à cette action prolongée (2.1.4.). De plus, si l’action de 
Gl s’étend en une action de Gk  sur tous les Ti(E), l € V, de sorte que l’action de Wk  ainsi 
obtenue soit compatible, alors :
1) l’action de Wk  sur VP(E) est définie sur Q ;
2) le déterminant de l’action prolongée est le caractère cyclotomique relatif à K  ;
3) si 8 ± 0 et | /¿ /x /K er (rp) |=  e G {3,4,6}, on a j(Ê )  =  j(e), avec j(3) =  }(6) =  0 et 
j(4) =  1728.

On obtient alors la version suivante :
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Théorèm e 2bis (version détaillée) :
Soit p > 5. Soit K  une extension finie de Qp.
Soient L une extension finie galoisienne totalement ramifiée de K , et E  une courbe elliptique 
sur L, ayant bonne réduction sur L. On suppose que l ’action naturelle de Gl  sur TP(E) se 
prolonge en une action linéaire et continue de Gk -

1) On note e l ’indice de Ker (rp) dans Il /k - Si l ’action de Gk  restreinte à W k  est définie 
sur Q, alors e G {1 ,2 ,3 ,4 ,6}.

2) Si e = 1, alors E  est définie sur K  et a bonne réduction sur K .

3) Si e =  2 , supposons que l ’action de Gl  sur TP(E ) se prolonge en une action de Gk  de 
déterminant le caractère cyclotomique. Alors E  est définie sur K , et E  est un twist ramifié 
d’ordre deux d ’une courbe elliptique ayant bonne réduction sur K .

4) Si S — a^ — 4q = 0 et e G {3,4,6}, supposons que l ’action de G l sur TP(E ) se 
prolonge en une action de Gk> de sorte que l ’action de W k ainsi obtenue soit définie sur 
Q, et de déterminant le caractère cyclotomique. Alors p =  — 1 mod e, et E  est définie sur 
K  si et seulement si le morphisme rp provient par extension des scalaires d ’un morphisme 
r ' I l /K  A ut(E) (ce qui implique j(E ) = j(e), avec j(3) =  ](6) =  0 et j(4) =  1728).

5) Si S 0 et e G {3,4,6}, supposons que l ’action de Gl se prolonge en une action de 
Gk  sur tous les Ti{E), l Ç. V , de sorte que l ’action de Wk  soit compatible au sens de Weil- 
Deligne. Alors E  est définie sur K . Si p =  1 mod e, E  est ordinaire, et si p = —1 mod e, E  
est super singulière. De plus, on a j(E )  =  j(e), avec j(3) =  j(6) =  0 et j(4) =  1728.

Remarque : Il est très probable que, sous les hypothèses de 5) et pour p > 2d +JL, le 
résultat se généralise à un schéma abelien A  de dimension d quelconque tel que End* (A) est 
commutatif. Pour y arriver avec des méthodes similaires dans les cas où Endfc(A) n’est pas 
commutatif, il faudrait savoir répondre à la question suivante, concernant la fibre spéciale de 
A : quand est-ce qu’une famille de morphismes

(i l / k  ( z ^ z E n d * ^ ) ) * ) ^

provient par extension des scalaires de Z à Z/ d ’un morphisme Il / k  —* Aut*. (A) ? Il faudrait 
trouver un critère qui ne repose pas sur la connaissance de la structure de Endfc(A).

2.4.4. R ésultats à isogénie près :

On remarque en regardant la démonstration du théorème précédent que l’hypothèse con
cernant tous les Ti(E), l G V  (comme dans le 5) de la version détaillée), sert essentiellement 
à s’assurer que l’on récupère bien des isomorphismes au niveau de la fibre spéciale de E. 
Nous allons voir maintenant comment le résultat se modifie lorsque l’on considère une action 
prolongée sur le seul TP(E), ou bien sur le seul VP(E).

Rappelons les faits suivants :
- Soient E /L  et E '¡L  deux courbes elliptiques, et soit : E  —¥ E ' une isogénie séparable 

définie sur L de degré n =  l™1 .. avec r  > 0 (si r  =  0 on pose n =  1), U G V, et mt- > 1. 
A lo r s in d u i t  pour tout l G V  une injection Gx-équivariante ^  : Ti{E) «->• Ti{E'), et l’on a
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des isomorphismes Gx-équivariants

K er(^ ®  Ker(V>)[/n- ®  •

l< t < r  l < t < r

- Soit E /L  une courbe elliptique, et soit H  un sous-groupe fini de E  stable par Gl - 
Alors il existe une courbe elliptique E '/L , unique à L-isomorphisme près, et une L-isogénie 
séparable if> : E  - ï  E 1 telle que Ker(V>) =  H  (cf. par exemple [Silv 1] III, Prop. 4.12. et Rmq.
4.13.2.).

On en déduit le lemme ci-dessous, qui est bien connu :

Lemme 1 :
Soit E  / L une courbe elliptique.
1) Soit l € V ; soit T[ un "L¡-réseau de Vi(E) stable par Gl  contenant Ti(E) et tel que 
| T[/T{(E) |=  lm. Alors il existe une courbe elliptique E '¡L  , unique à L-isomorphisme près, 
et une L-isogénie séparable ip : E  —y E 1 de degré lm telle que ifii(T/) =  Ti(E').
2) On se donne une famille de Z ¡-réseaux T{ de Vi(E), l e  V, tels que Ti(E) est un sous- 
réseau (d’indice fini) de T[ pour tout l. Si Ti(E) =  T{ pour presque tout l 6 V  (i.e. tous sauf 
un nombre fini), alors il existe une courbe elliptique E '/L  , unique à L-isomorphisme près, 
et une L-isogénie séparable tp : E  —y E ' telle que ^»/(T/) =  T^E ') pour tout l e V . De plus, 
si Von écrit \ T{/T[(E) |=  lmi, m¡ e  N, alors m¡ =  0 presque partout, et degÿ =  lmi.

Revenons à une extension finie galoisienne L /K  totalement ramifiée, et à une courbe 
elliptique E /L  ayant bonne réduction sur L.

Supposons que l’action de Gl sur VP(E) s’étend en une action de Gk  • Rappelons que cela 
revient à munir D =  D c r i s .L Î ^ p i - ® ') )  e  Ob(MFi,(¥>)) d’une structure d’objet de MFl/k(<£>)
; en particulier, on a un morphisme v : G l/k  =  I l / k  A u t^ ^ -D ) . Soit e l’indice de 
Ker(i') dans I l / k  î si l’action de G k  sur VP(E) stabilise TP(E), alors on peut construire un 
morphisme rp : I l / k  (^p® z Endfc(2?))x comme en 2.1.4., et le diagramme

rP
Gl /k  = Il / k  ( z p<g>z Endjk(.£?)  ̂ c  ( q p <8>z End* (17)^

v 4- 4-1 can

AutLoM ( DSris,L O^C-E))) Autio^j^Lo ®w(*) M(Æ?(p))^
can

commute, de sorte que e sera aussi l’indice de Ker(rp) dans Il /k -

Soit l 6 V  ; une l-isogénie est une isogénie de degré une puissance de Z.

Proposition 1 :
Soit L /K  une extension finie galoisienne totalement ramifiée, et soit E /L  une courbe ellip
tique ayant bonne réduction sur L. On suppose que l ’action de Gl sur VP(E) s ’étend en une
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action linéaire et continue de Gk - Soit H  =  Ker (v), où Gl /k  A  Aut£0[vj(D*ria L(Vp(i?))) 
est le morphisme obtenu en étendant l ’action.
Alors E  est p-isogène sur L à une courbe elliptique définie sur LH et ayant bonne réduction 
sur LH.

Preuve :
On pose Glh =  Gai(K /L H), et Il h =  I (K /L H). Soit T'p = ^  9tp(e ) le V réseau de

VP(E ) engendré par les transformés de TP(E) dans VP(E) par l’action prolongée de G^h (ils 
sont bien sûr en nombre fini). Alors T'v contient TP(E), | Tp/T p(E) |=  pm, m > 0, et Tp est 
stable par G ¿h .
D’après le lemme précédent, il existe une courbe elliptique E '¡L , unique à L-isomorphisme 
près, et une L-isogénie séparable rf> : E  —)■ E ' de degré pm telle que il>p{Tp) =  TP(E’) ; en 
particulier, E ' a bonne réduction sur L. Cette isogénie induit un isomorphisme de Qp[Gl]- 
modules 0P : VP(E) —ï VP(E') ; par “transport de structure” (i.e. en posant, avec des 
notations évidentes, u' =  D*ris ¡.(V’p) -1  ° v)i l’action de Gl sur Vp(E') s’étend en une action 
de Gl h qui stabilise TP(E') (puisqu’elle stabilise Tp). Donc l’action de G l s’étend en une 
action de G lh  sur TP(E'), et comme par hypothèse on a v(H) =  1 , le morphisme rp : H  —>■ 
(Zp<S>z Endfc(£■'))x est trivial. On en déduit par la proposition 2 de 2 .2 .2 . que E ' est définie 
sur LH et a bonne réduction sur LH. □

Remarque : Supposons e(L) < p — 1, où e(L) est l’indice de ramification absolu de L  ; 
alors, sous les hypothèses de la proposition, l ’action de G ¿h sur VP(E) stabilise TP(E), et 
donc E  est définie sur LH.
En effet ([Fo 4]), pour e(L) < p — 1 , les Zp-réseaux de VP(E) stables par G l sont en bijection 
avec les W (fc)-réseaux M  de D  =  D*r.g L(VÇ)(J5')) stables par ip et vérifiant la propriété 
suivante : si M. =  M®w(k) Ol +  <^M®py(fc)P- l 7rLGL, l’inclusion M  H Fil1 D l M- M. induit 
un isomorphisme de fc-espaces vectoriels

(M  (~\ Fil1 Dl ) / nl (M  C\ Fil1 Dl ) ^  M/(<pM®w{k)P~ï^LOL)

où 7xl est une uniformisante de Ol - Les Zp-réseaux de VP(E) stables par l’action étendue de 
Gl h correspondent alors aux objets (M -,M  fl Filx£>L) stables par H  =  Gl /lh -
Il est fort possible que, sous les hypothèses de la proposition, Paction de G ¿h sur VP(E) 
stabilise TP(E) pour e(L) quelconque, voir le travail récent de Ch. Breuil ([Br]).

Quitte à changer E /L  en une courbe L-isogène définie et ayant bonne réduction sur LH, 
avec H  = Ker (u), on se ramène au cas où E  a bonne réduction sur L et l’action se prolonge 
de Gl à Gk  sur VP(E) de sorte que le morphisme

G l/K  =  ¡L/K A  A u t ^ D ^ t V p t i I ) ) )  

est injectif, et e = [L : K ]>  2. Nous allons régler le cas e = 2 facilement :

Proposition Ibis :
Soit L /K  une extension ramifiée de degré 2, et soit E /L  une courbe elliptique ayant bonne 
réduction sur L. On suppose que l ’action de Gl sur VP(E) s ’étend en une action de Gk ,
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de déterminant le caractère cyclotomique, et telle que I l / k  e~* lÎ^pÎ-^))) es^
injectif.
Alors E  estp-isogène sur L à une courbe elliptique définie sur K  et dont la courbe tordue sur 
L /K  a bonne réduction sur K .

Preuve :
Elle est complètement similaire à celle de la proposition 1 ci-dessus, en remplaçant LH par 
K , et en utilisant le théorème 2bis (version détaillée), cas e =  2. Comme v { I l / k )  — {±1}, 
la remarque précédente reste valable : si e(L) < p — 1, E  est définie sur K . □

A partir de maintenant, on suppose que l’action de Gl  sur Vv(E) s’étend en une action 
de Gk -, de déterminant le caractère cyclotomique, et définie sur Q (i.e. l’action de Wk  sur

3|C _
Ap =  W D pstpL (VP(E)) est définie sur Q ). On suppose aussi que le morphisme donnant 
l’action prolongée v : Il /k  c_* Aut£/0[¥,](D*riS)L(yp(jE'))) est injectif, et que e = [L : K ]>  3. 
Alors on sait que ces hypothèses impliquent : e € {3,4,6}, et Il /k  = <  r  > est cyclique ; 
P cor (^(t)) =  X 2 — yeX  + 1 , où 7e =  —1,0,1 si e =  3,4,6 respectivement.
Par la compatibilité du système ^W DpSt i L(V/(¿7))^ ^ de représentations de Wl et la semi-

simplicité de chacune d ’entre elles, une fois que l’on a étendu l’action de Gl  &Gk  sur VP(E) 
de façon convenable, c’est-à-dire avec un déterminant égal au caractère cyclotomique relatif 
à K  et une action de Wk  définie sur Q, il n’y a qu’une seule manière, à isomorphisme près, 
d’étendre l’action sur les Vi(E), l ^  p ,  de sorte que le système ^W DpSt l K(V;(E))j de

représentations de Wk  soit compatible.
Le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la fibre spéciale E  

de E  est noté X 2 — aqX  +  q, de discriminant S =  a2 — 4q < 0. Rappelons que l’extension 
totalement ramifiée L /K  de degré e € {3,4,6} est galoisienne si et seulement si p =  1 mod eZ 
ou m  pair. Soient <p un relèvement du Frobenius géométrique relatif k k — Wg — Fpm, r  un 
générateur de Il /k , et $ un relèvement de r  dans I*  ; on a (jrl 6<j> =  6q mod Il  = 0 mod II-

/ • k  )|C

Soit Ap =  W D pstiP)L(Vp(i?)) ; l’action prolongée po : Wk  — ► Aut£0(Ap) est donnée, à 
isomorphisme près, par :

Po(Il ) =  1
P c a r (p o m = X 2 - a qX  + q 
Pcar(p o (0 ))= X 2 - 7eX + l  
Po(<f>)po{d) =  Po{0)Po{4>)

On étend l’action de Wl à Wk  sur tous les A/ =  W D pst)1Ii(V/(E)), l =£ p, de façon compati
ble : cela revient à se donner, pour chaque l ^  p, un morphisme po : Wk  — > AutQ((A/) avec 
les mêmes données que ci-dessus.
Notons <f>a =  <f>~1 : c’est un relèvement du Frobenius arithmétique relatif à k. Ainsi, pour 
l ^  p ,  on obtient des actions étendues p i  : G k  — > AutQ!(V/(£1)) vérifiant : p i(Il)  =  1 ', 
P car (pi(<f>a)) = X 2 -  aqX  +  q ; P c a r ( p i ( e ) )  = X 2 -  leX  +  1 ; Pl{4>a)Pl[6) =  Pl(ê)Pl{<f>a) •

Le cas <5 =  0 étant un peu à part, dans la suite nous allons nous borner à considérer le 
cas ¿ ^ 0 .  Nous allons montrer que, sous toutes nos hypothèses, l’action étendue de Gk  sur 
Vi(E) stabilise Ti(E ) pour presque tous les l E V  (i.e. tous sauf un nombre fini). Pour cela,
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nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2 :
On suppose 8 ^  0. Soit S (8) =  {2 ,p} U {/ € V f  î \ 8 } ; c ’est un ensemble fini. Soit 
l e V \S ( 8 ) .
- Si 8 £  (Q*)2, tous les Zi-réseaux de Vi(E) stables par Gl sont homothétiques.
- Si 8 G (Q*)2, soit (ei,e2) une Qi-base de diagonalisation de pi(<pa) dans Vi(E) ; les Z/- 
réseaux de Vi{E) stables par Gl sont, à homothétie près, les Z/ei © Z[lme2 , m  G Z.

Preuve :
Pour l ^  p, comme pi(Il ) =  1 , un Z/-réseau de Vi{E) est stable par Gl si et seulement si il 
est stable par pi(<f>a). Soit l G V \S(8).

- Supposons 8 (Q* )2 <=>• X 2 — aqX  + q est irréductible dans Q/[X]. Comme l ne divise 
pas 8 et l ^  2 , 8 n’est pas un carré dans F* (Hensel), et le polynôme X 2 — aqX  + q est 
irréductible dans F/[X]. Alors la représentation modulo l :

pt : Gl — > A utF| (T i(E )/lT i(E )^  =  Aut*«, (£■[/])

est irréductible, et donc tous les réseaux de Vi(E) stables par Gl sont homothétiques.
- Supposons 8 G (Q* )2 .<=>• X 2 — aqX  + q se scinde dans Q/pT]. Ecrivons X 2 — aqX  + q = 

(X  — — u2), avec u i,u 2 G Z*, et «i ^  u2. L’automorphisme pi(<fia) est diagonalisable 
dans Vi(E) ; soit (e i,e2) une <Q>/-base de diagonalisation, avec pi(<f>a)ei = Uie% pour i =  1, 2 . 
Soit T  un Z/-réseau de Vi(E) ; à homothétie près, on peut supposer que e\ G T  et e\ IT. 
On complète en une Z/-base (ci, f 2) de T, et l’on écrit f 2 =  ae\ + be2 , a G Q/ , b G Q*. Alors 
T  est stable par Gl si et seulement si pi{4>a) f2 G T ; or, on a pi(<f>a) f 2 =  a(«i — u2)e\ + u2f 2 , 
donc

pi{4>a)h G T a(u 1 -  u2) G 2 | O  vt(a) > -i>/(«i -  «2) ,

où vi est la valuation sur Q/ normalisée par «/(/) =  1. Par ailleurs, oh a {u\ — u2)2 =  
a2 — Aq =  8 G Z*, par hypothèse sur l ; on en déduit que T  est stable par pi(<t>a) si et 
seulement si a G Z/. Dans ce cas, on a T  =  Z/ei ® Z{be2 avec b G Q*, ce qui s’écrit aussi 
T  =  Z/6j ® %ilme2 , m  G Z. □

Corollaire :
Sous toutes les hypothèses précédentes, l ’action prolongée de Gjç sur Vi(E) stabilise T[(E) 
pour tous les premiers l G V\S{8), où S  (8) =  {2,p} U {/ G V l  l \ 8 } est fini.

Preuve :
Soit l G V \S (8 )  ; en particulier, l 7  ̂p. On reprend les notations adoptées plus haut.

- S i  8 £ (Q*)2, le Z/-réseau T( =  £  gTi{E) =  Ti(E) +  Pl(6)Ti(E) de Vi(E) est sta-
9^Gk

ble par Gk <> et évidemment aussi par Gl - D’après le lemme précédent, T{ et T\(E) sont 
homothétiques, donc Ti{E) est stable par Gk  (et bien sûr Ti(E) = T[).

- Si 8 G (Q*)2, choisissons une Q/-base (e i,e2) de diagonalisation de pi(<f>a) dans V\{E). 
Comme pi(0) commute avec pi{4>a), l’automorphisme pi(&) est co-diagonalisable ( 8 ^ 0 ) ;  
donc le polynôme X 2 — j eX  +  1 =  (X  — Çe)(X  — Ç"1) se scinde dans Q/[X], et Ce € Q/ (Ce est 
une racine primitive e-ième de l’unité). On a donc pi(9)e 1 =  Qei et pi(0)e2 =  C~£e2 , avec
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e e {±1}- D’après le lemme précédent, Ti(E) est homothétique à un Z/ei © Z;/me2 , m € Z, 
donc Ti(E) est stable par pi{6), et par conséquent il est stable par G k - □

Proposition 2 :
Soit L /K  une extension galoisienne totalement ramifiée de degré e € {3,4,6}.
Soit E /L  une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L et telle que le discriminant 5 du 
polynôme caractéristique du Frobenius agissant sur sa fibre spéciale est non nul. Supposons 
que l ’action de G h sur VP(E) s ’étend en une action de Gk > définie sur Q, de déterminant le 
caractère cyclotomique, et telle que Il /k  ^  Aut£0^](D*ris ^(V^ (£?))) est injectif.
Alors il existe une courbe elliptique E '/L  définie sur K  et une L-isogénie E  —» E ' telle que 
les diviseurs premiers de son degré sont dans S  (S) =  {2,p} U {/ € V /  l \ 6 }.

Preuve :
On étend l’action par compatibilité sur tous les. V/(JE), l Ç. V, et l’on reprend toutes les 
notations précédentes.
Pour tout l € V, on pose T[ =  gTi(E) : c’est un Z/-réseau G/^-stable de Vi(E), contenant

Ti(E) comme sous-réseau d’indice fini ; notons lmt, m/ Ç N, l’indice de Ti(E ) dans T{. L’entier 
mi est nul si et seulement si T\(E) =  T/, c’est-à-dire si et seulement si Ti(E ) est stable par 
G k - D’après le corollaire précédent, pour tout l € V \S(5), on a Ti(E) = T j  (et donc m/ =  0). 
L’ensemble S(S) étant fini, on en déduit (cf. lemme 1 du début de paragraphe) qu’il existe une 
courbe elliptique E '/L , unique à L-isomorphisme près, et une L-isogénie séparable ÿ  : E  —ï E* 
telle que i>i(T{) =  Ti(E') pour tout Z € V, et deg =  [ |  lmi =  [ |  lm‘. L’action de G l se

1er ies(s)
prolonge à Gk  sur tous les Vi(E'), l € V, de façon compatible, via les Q/[G£,]-isomorphismes 
ipi : Vi(E) Vi(E') induits par ip. Par construction, Ti(E') est stable par cette action de 
Gk - Ainsi, l’action de Gl se prolonge en une action de Gk  sur tous les Ti(E'), l £ V , de 
façon compatible ; donc (théorème 2) E ' est définie sur K . □

Remarques :

1) On notera que, une fois que l’on s’est donné une action de Gk  prolongée (conven
ablement) sur VP(E ), le couple (E 1, V>) construit par le procédé ci-dessus est unique à L- 
isomorphisme près et minimal, dans le sens où le degré de l’isogénie ip : E  —¥ E 1 vérifiant 
ipi(T[) = Ti(E') pour tout / 6 V  est minimal.

2) Si l’on suppose en plus que l’action prolongée de Gk  stabilise TP(E) (i.e. mp =  0), et 
que p ne divise pas 5 (i.e. p ne divise pas aq , i.e. E  ordinaire), alors ip est une L-isogénie 
de degré premier à p (les diviseurs premiers de deg sont soit 2, soit les premiers divisant
6 = a2 -  Aq).

3) Soient E  et E ’ les fibres spéciales de E /L  et de E '/L  respectivement. Si e | p — 1 , 
alors E ' est ordinaire, et si e \ p +  1, alors E ' est supersingulière (théorème l.bis, cas.5)) ; 
comme E  et E ' sont isogènes, la même conclusion est valable pour E.

Finalement, on obtient la généralisation suivante du théorème 2 :
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T héorèm e 3 :
Soient K  une extension finie de Qp, p > 5, et L une extension finie galoisienne totalement 
ramifiée de K . Soit E  une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L, et dont le 
discriminant du polynôme caractéristique du Frobenius agissant sur sa fibre spéciale E  est 
non nul.
1 )  Si l ’action de Gl s ’étend en une action de Gk  sur VP{E), définie sur Q, de déterminant 
le caractère cyclotomique, alors E  est L-isogène à une courbe elliptique définie sur K .
2) Si l ’action de Gl s ’étend en une action de Gk  sur TP{E), définie sur Q, de déterminant 
le caractère cyclotomique, et si de plus E  est ordinaire, alors E  est liée par une L-isogénie 
de degré premier à p à une courbe elliptique définie sur K .
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CHAPITRE 3 

R elèvem ents de courbes elliptiques sur Fp

Dans tout ce qui suit, p est un nombre premier > 5. On fixe une clôture algébrique 
Qp de Qp. Pour e < p — 1, on choisit un élément ne € Qp vérifiant 7r | +  p =  0 . On note 
Le — Qp(^e) ; c’est une extension totalement modérément ramifiée de degré e de Qp, dont 
l’anneau des entiers est Ol e =  Zp[7re]. Rappelons que si E /Q p est une courbe elliptique 
ayant potentiellement bonne réduction, il existe e € {1,2,3,4,6} tel que E  acquiert bonne 
réduction sur Le .

L’objet de ce chapitre est^de donner une description des relèvements, à isomorphisme 
près, d’une courbe elliptique E  sur Fp fixée en un schéma elliptique sur 0 ¿ e . Ensuite, pour 
e € {2 ,3 ,4 ,6}, on détermine parmi ces relèvements ceux qui sont susceptibles d ’être définis 
sur Qp, ou bien isogènes à une courbe définie sur Qp. Evidemment, le cas crucial est celui où 
E  est supersingulière ; cette situation est étudiée de façon plus détaillée.

On fixe une courbe elliptique E/Wp. Dans un premier temps, on étudie les relèvements à 
isomorphisme près de E  en un schéma elliptique sur Olc '• on construit une bijection entre 
ceux-ci et Ol*, sauf si E  est une courbe ordinaire dont le groupe des automorphismes est 
strictement plus grand que {± 1} (dans ce cas on obtient une bijection avec le quotient de 
0 Le par une relation d ’équivalence convenable) (3.2. et 3.3.1.). Le théorème de Serre-Tate 
(voir [Ka]) et la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur 0 ¿ e (décrite par J.-M. Fontaine 
dans [Fo 4]) sont les outils essentiels permettant d’arriver aux résultats. On regarde d’abord 
le cas e =  1 (en 3 .2 .), puis les cas e > 1 (en 3.3.). Quand E  est ordinaire, ce paramétrage est 
l’analogue des résultats de Katz ([Ka]) ou de Messing ([Me]). On étudie en même temps les 
groupes p-divisibles que ces relèvements fournissent, puisqu’en dernier ressort on s’intéresse 
aux représentations obtenues avec le module de Tate de leurs points de p-torsion.

On s’intéresse ensuite aux relèvements ci-dessus susceptibles d’être définis sur Qp . Soit 
e G {2, 3,4,6}. On suppose E/Wp supersingulière, et telle que son groupe d’automorphismes 
(sur Fp) est strictement plus grand que {±1}. Parmi les descriptions des relèvements données 
auparavant, on en choisit une qui est “adaptée” au groupe d’automorphismes de E  ; on 
détermine alors les relèvements qui donnent des courbes définies sur Qp (3.3.3.). Si l’on 
écrit z

11. = Z p M  =  ®  Z ^ i  ,
0< i< e —1
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les paramètres qui correspondent à une courbe définie sur Qp parcourent Zp7r* pour certains 
i que l’on détermine. Pour cela, l’outil principal est le théorème de prolongement du chapitre 
précédent. A la fin de 3.3.3., on regarde rapidement ce qui se passe lorsque E/Wp est 
ordinaire ; on obtient alors des résultats à isogénie près.

Finalement, l’étude des cas supersinguliers nous permet d’achever la démonstration du 
théorème 2.1. du chapitre 1, à savoir de prouver que pour chaque e 6 {3,4,6} divisant p +  1 
et pour chaque a  G P 1(Qp), il existe une courbe elliptique Ee>a définie sur Qp telle que

^  D ^ (e ;0 ;a ) ,

où les objets D£c(e; 0; a) sont ceux décrits au chapitre 1 et sont deux-à-deux non-isomorphes. 
Ceci est l’objet du dernier paragraphe (3.3.4.).

3.1. C ourbes ellip tiques su r Fp :

3.1.1. C lassification à  isom orphism e su r Fp près :

Soit Fp une clôture algébrique de Fp. On sait que deux courbes elliptiques sur Fp sont 
isomorphes si et seulement si elles ont le même invariant modulaire. Dans ce paragraphe, 
nous allons surtout considérer le cas supersingulier.

A isomorphisme sur Fp près, il n’y a qu’un nombre fini de courbes elliptiques supersin
gulières définies sur Fp ; en effet, on sait qu’une telle courbe possède un invariant modulaire j 
qui appartient à Fp2 . Les j  € Fp2 \{0 ,1728} qui se réalisent comme invariant modulaire d’une 
courbe elliptique supersingulière (sur Fp) sont exactement les racines d’un certain polynôme 
dans Z[X], à racines simples, et de degré [^¡] (voir [Deu] ou [Silvl], Thm. 4.1.). De plus, une 
courbe elliptique ayant un j  =  0 (resp. j  =  1728 =  123) est supersingulière si et seulement si 
3 | p +  1 (resp. 4 | p +  1), voir par exemple [Silv 1], exemples 4.4. et 4.5..

Etant donné un j  € Fp, il existe une courbe elliptique E  définie sur Fp (j) telle que j  (E ) =  j  ; 
donc les j  € Fp2 supersinguliers décrits plus haut qui correspondent à une courbe définie sur 
Fp sont ceux qui sont dans Fp.

Exemples : à la fin du chapitre 8 de [Deu], Deuring donne un tableau des invariants 
modulaires supersinguliers possibles pour p < 100. En voici le début (p < 50) avec seulement 
les j G Fp :

Soit Ê/Wp une courbe elliptique d’invariant modulaire j. Alors, à isomorphisme sur Fp
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p = 5 , j =  0 I p = 29 , j  =  2,25,0
p = 7 , j =  1728 I p = 31 , J =  2,4,1728
p =  11 , j =  0,1728 I î> =  37 , j =  8
p =  13 , j =  5 J p = 41 , j =  3,28,32,0
P =  17 , 5 = 8 , 0  J p =  43 , J =  41,1728
p =  19 , 5 =  7,1728 j p = 47 , 5 =  9,10,44,0,1728.
p = 23 , 5 =  19,0,1728 j
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Twtet((#,0),P,) -  F*/(Fp*)”® a  /MD(*V) ’

où n(j) =  2 si j ^  0,1728, n(0) =  6 , n(1728) =  4, et //n(Fp) est le groupe des racines n-ièmes 
de l’unité contenues dans Fp (voir [Silv 1], 10.5., en particulier Prop. 5.4. et Cor. 5.4.1.). 
Si E  est supersingulière, j  =  0 (resp. j =  1728) implique 3 | p + 1 (resp. 4 | p +  1), et donc 
/i6(Fp) =  {±1} (resp. /x4(Fp) =  {±1}) ; on voit que dans tous les cas Twist((j£,0 ) ,Fp) est 
d’ordre 2. On en déduit que si l’on fixe un j  G Fp supersingulier, alors, à isomorphisme sur Fp 
près, il y a deux courbes elliptiques définies sur Fp ayant j  comme invariant modulaire (l’une 
est un twist d’ordre 2 de l’autre, et elles deviennent isomorphes sur Fp2).

Remarque 1 : Toutes les courbes supersingulières E  sur Fp, p > 5, sont Fp-isogènes. En 
effet, la trace op =  ap(E) G Z du Frobenius agissant sur E  vérifie |a p |<  2^/p, et aussi p \ ap 
puisqu’elle est supersingulière ; lorsque p > 5, ceci implique ap = 0. Puis E /F p et E 'jFp sont 
Fp-isogènes si et seulement si ap(E) =  ap(E'), avec des notations évidentes ([Ta]).

Remarque 2 : Soit E /F p supersingulière d ’invariant modulaire j G Fp ; alors End (S) =  
Endj^Z?) =  Endp^ (E) est un ordre maximal O dans l’algèbre de quaternions V  sur Q qui 
ne se ramifie qu’en p et à l’infini, dans lequel l’unique idéal bilatère au-dessus de (p) est 
principal. Réciproquement, étant donné un ordre maximal O de V  dans lequel l’unique idéal 
bilatère au-dessus de (p) est principal, il existe un et un seul invariant supersingulier J qui 
correspond à O, et J G Fp. Par contre, si j  G Fp2, j £ Fp, est un invariant supersingulier non 
rationnel, la situation est différente, voir [Deu].

Remarque 3 : Soit E /¥ p une courbe elliptique, avec j(E )  =  j . Alors, pour tout corps k 
tel que Fp C k C Fp , on a

A utk(È) ~  fin(s){k) ,

où, comme plus haut, n(j) =  2 (resp. 4,6) si j  ^  0,1728 (resp. J =  1728, j =  0), et 
fj,n (k) est le groupe des racines n-ièmes de l’unité contenues dans k. En particulier, on 
voit que Autj^(E) = A u t ^ (E), et que Aut]pp(JE’) est toujours d’ordre 2 lorsque E f Fp est 
supersingulière.

Remarque 4 • E/Wp est ordinaire si et seulement si p ne divise pas ap(E ), ce qui équivaut 
à ap 0. Une courbe elliptique avec un invariant modulaire j{E )  =  0 (resp. j(E )  =  1728) 
est ordinaire si et seulement si 3 | p — 1 (resp. 4 | p — 1), et alors AutFp(j£) ~  ^ (F p ) (resp. 
Autf'p(JB) ~  /î4(Fp)) est d’ordre 6 (resp. d’ordre 4) ; dans tous les autres cas, AutFp(i?) =  
{± 1} est d’ordre 2 .

3.1.2. Groupes p-divisibles sur Fp associés :

Soit k C Fp un corps fini. On note a le Frobenius absolu agissant (par x t-y xp) sur k et 
sur W (k), l’anneau des vecteurs de W itt à coefficients dans k.
Soit r  un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate) sur k. On note M  =  Mfc(r) =  M (r) =  
HomDfc(I\ CW (k)) son module de Dieudonné sur k (voir [Fo 4]) : c’est un W (&)-module

près, les autres courbes elliptiques E'/Fp telles que j  (E') =  j  (E ) =  j sont classifiées par
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libre de rang fini, muni d ’un opérateur de Frobenius <r-semi-linéaire <ç vérifiant pM  C <pM. 
Rappelons que le foncteur M  induit une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des 
groupes p-divisibles sur k et celle des W (fc)-modules libres de rang fini munis d ’un opérateur 
<p comme ci-dessus ([Fo 4], III Prop.6 .1. et Rmq.3 qui suit). On notera MD* cette dernière 
catégorie.

Soient k = Fq = Fpm et E /k  une courbe elliptique, E(p) son groupe p-divisible ; soit 
X 2 — aqX  + q le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique relatif à k agissant 
sur E. Alors M  =  M(i?(p)) est un W^&J-module libre de rang 2 , muni d’un opérateur <p 
(T-semi-linéaire vérifiant :

<p2m -  aq(pm + q = 0 .

En particulier, si E  est une courbe elliptique sur k =  Fp supersingulière (resp. ordinaire), 
alors ap(E) =  0 (resp. ap(E ) G Z p), et M  — M(i?(p)) est un Zp-module libre de rang 2 muni 
d ’un Frobenius Zp-linéaire (p vérifiant <p2 + p = 0 (resp. tp2 — ap{E)<p +  p =  0 ).

L em m e 1 :
Soit a tel que a — 0 ou a G Zp . Tous les modules de Dieudonné sur Fp libres de rang 2 tels 
que (p2 — a<p + p  =  0 sont isomorphes sur Fp.

Remarque : ces objets sont tous clairement isogènes sur Fp.

Preuve :
1) Soit M  un tel module de Dieudonné avec a = 0. Comme <p2 +p  =  0, on a pM  C (pM C M  
et ces inclusions sont strictes. Posons k =  Fp.
Choisissons un x 6  M  tel que x £ <pM ; alors (px £ ip2M  =  pM , et (s, <px) est une W^A^-base 
de M . En effet, si ax + b<px G pM, alors ax G ipM et l’on doit avoir a G pW (k), puisque 
x g  (pM. On en déduit que bipx G pM , et l’on doit avoir b G pW (k), puisque (px £ pM . Donc 
(œ mod pM, <px mod pM) est une base du fc-espace vectoriel M /pM , et par Nakayama on a 
M  = W {k)x  © W(k)<px. L’opérateur <p envoie x sur <px, et <px sur —px.
Maintenant si M ' (muni de cp') est un autre module de Dieudonné avec les mêmes propriétés, 
on écrit M r =  W (k)x ' © W {k)ip'x\ avec x' £ ip'M'. L’application W (fc)-linéaire de M  dans 
M ' définie par x h* x', (px t-4- <p'x', commute clairement aux Frobenius et fournit ainsi un 
isomorphisme de modules de Dieudonné sur k.
2) Soit M  un tel module de Dieudonné avec o G Z x. Le polynôme X 2 — aX  +  p est scindé 
à racines simples dans QP[X] (Hensel) ; il existe donc un unique u =  «(o) G Zp tel que 
X 2 — a X  + p =  (X — tt) (X  — u~lp). Pour prouver le lemme, il suffit de montrer qu’il existe 
une Zp-base (e i,e2) de M  telle que <p{ei) =  uei et <p{e2) =  «- 1pe2.
Soit D — Qp®zpM  ; alors <p s’étend Qp-linéairement à D, et (p est diagonalisable dans D. 
Soit (e i,e2) une Qp-base de diagonalisation, avec <p{e 1) =  ue\ et y>(e2) =  u~xpe2 ; quitte à 
multiplier chaque et- , i = 1,2, par une puissance de p convenable, on peut supposer et- G M  
et e,- ^  pM . Notons Tp : M /pM  —> M /pM  l’application Fp-linéaire déduite de <p ; avec des 
notations évidentes, on a : Tp2 — âÂp =  Tp(ip—ü  Id) =  0, et Tp{ë1) =  ü ë i, TpÇêï) =  0, avec /  0, 
i =  1,2. Donc (ë i,ë2) est une Fp-base de diagonalisation de Tp dans M /pM . En particulier, 
par Nakayama, (ei, 02) est une Zp-base de M . □

C o ro lla ire :
Soit p > 5. Deux courbes elliptiques sur Fp qui sont Fp-isogènes ont des groupes p-divisibles
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isomorphes sur Fp.

Remarque : Soient E  et E ' deux courbes sur Fp qui sont Fp-isogènes. L’isomorphisme 
canonique Zp(g>z HoroF,,^) E') ~  Homp-div(E(p), E'(p)) ainsi que le corollaire précédent 
montrent qu’il existe une isogénie de degré premier à p liant E  et E'.

Soit Ko =  Frac(W(fc)). Soit T un groupe p-divisible sur k ; alors .Ko®w(fc) M(r) est 
un i^o-espace vectoriel de dimension finie, muni d ’un opérateur de Frobenius <7-semi-linéaire 
injectif défini par : <p( \ =  cr(À) <g> <px, pour À € Ko et x 6 M (r).
Le foncteur T (-»• -PCo <S>w(Jfc) M(F) =  D (r) établit une anti-équivalence de catégories entre 
la catégorie des groupes p-divisibles sur k à isogénie près et celle des ÜTo-espaces vectoriels 
de dimension finie munis d’un opérateur de Frobenius comme ci-dessus. Donc l’objet D(r) 
caractérise la classe d ’isogénie de T  sur k, et M (r) est un W(A:)-réseau de D(r) stable par 
(p. Réciproquement, tout W (fc)-réseau M ' de D(r) stable par ip est un W (fc)-module libre 
de rang fini muni d ’un opérateur de Frobenius, et donc il existe un groupe p-divisible T' sur 
k (unique à ¿-isomorphisme près) tel que M(r') = M ' ; alors D (r ')  = D(r), et T' et F sont 
isogènes sur k.

Lemme 2 :
Soit M  un module de Dieudonné sur Fp2 libre de rang 2 tel que <p2 + p =  0. Les W  (Fp2 ) - 
réseaux de /io<S>iy(Fp2) ^  stables par (p sont les <pnM , n Ç Z .

Preuve :
Posons k =  Fp2 . Soit M ’ un W (A;)-réseau de Ko<S>w(k) M  stable par <p. Comme <p2 =  —p , il 
suffit de montrer que, à homothétie près, M ' = M  ou M ' =  <pM.
Rappelons que si x € M  est tel que x £ <pM, alors M  =  W (k)x  ® W(k)<px (lemme 1). 
Choisissons alors un x' € M ' tel que x' <pM\ Quitte à multiplier M ' par une puissance 
de p convenable, on peut supposer x' G M  et x ' 0 pM . Comme on a des inclusions strictes 
pM  C <pM C M , deux cas se présentent :
- soit x ' e  <pM (et x’ pM  =  <p((pM)), d’où (pM =  W (k)x' 0  W(k)(px' =  M ' ;
- soit x' £ <pM (et x1 € M ), d ’où M  =  W {k)x' © W(k)<px' =  M '. □

3.2. R elèvem ents su r Zp : le cas e =  1.

3.2.1. Le th éo rèm e  de S erre-T ate  :

On note S £ z p la catégorie des schémas elliptiques sur Zp. On désigne par Czp la catégorie 
suivante : _ ___
- les objets sont les triplets (B ,T ,u ), où B  est une courbe elliptique sur Fp, T est un groupe 
p-divisible sur Zp, et v : B(p) -¥ T =  r x z pFp est un isomorphisme de groupes p-divisibles 
sur Fp ;
- un morphisme (B , T, v) —>• (B \  T', v') est un couple (7 , VO, où 7  : B —> B 1 est un morphisme 
de courbes elliptiques sur Fp et -0 : T —> T' est un morphisme de groupes p-divisibles sur Zp,
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7  (p)
B(p) ^  B'(p) 

v  4, 4- 1/

f  f '

V»

commute. Le théorème de Serre-Tate (voir [Ka] et 2.1.4.) implique que le foncteur ST

S £ zp —> Czp

A  >->■ (Â, A(p),i/con)

où A =  AxZpFp, et ^can est l’isomorphisme canonique A(p) ~  A(p), établit une équivalence 
de catégories entre S £ z p et Czp-

Soit E/Wp une courbe elliptique. On dit qu’un schéma elliptique A /Zp relève E  s’il existe 
un Fp-isomorphisme f  : A —¥ E. On note S£%p(E) la sous-catégorie pleine de S £ z p dont les 
objets sont les schémas elliptiques sur Zp relevant E, et Czp(E) la sous-catégorie pleine de 
Czp dont les objets sont les triplets (E, T, v). Soit A un objet de S£%p(E), et soit f  \ A —y E  
un Fp-isomorphisme. Alors

ST(A) =  (A, A(p),i/con) ^  (Ê ,A(p)1i/cano /(p )“ 1) dans CZp

par (/, Id^(p)) ; ainsi, S £ z p(E) est la sous-catégorie pleine de S£%p formée des objets A tels 
qu’il existe un objet X  de Czp(E) tel que ST(A) ~  X  dans S £ zp- La classe d ’isomorphisme 
dans Czp(E) de (E , A(p), vcan o f(p )~ l ) ne dépend pas du choix de /  ; en effet, si f  : A —y E  
est un autre Fp-isomorphisme, alors ( / ' o / -1 , Id^p)) est un isomorphisme de (E ,A (p ),vcano 
/(p )“ 1) sur (E, A(p),vcan o / '(p )“ 1). De plus, si A, A' € O b(S£zp(E)) et si f  : A -y  Ê, 
f  : A' —y E  sont des Fp-isomorphismes, alors on a un isomorphisme

Hom5£ ^ (l)(A’ A>) ^  HomC^(Ê)((^> A (p),Vcan O /(p )-1), (E, A'(p), v'can O / '(p ) " 1))

obtenu en appliquant d ’abord le foncteur pleinement fidèle ST, puis en composant avec 
(7 , VO !->• ( / '  o 7  o / - 1,'0). Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes 
d’isomorphisme de S £ z p{E) et celles de Czp{E).

3.2.2. M odules de Dieudonné filtrés sur Zp :

Nous allons utiliser la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur Zp telle qu’elle est 
décrite par J.-M. Fontaine dans [Fo 4], IV,§ 1 pour étudier les relèvements de M  =  M(Z?(p)) 
pour E /F p fixée.

On définit la catégorie M D zp suivante :
- les objets sont les couples (M, £), où M  est un Zp-module libre de rang fini, muni d ’un

tels que le diagramme
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opérateur de Frobenius Zp-linéaire (p tel que pM  C <pM (i.e. M  est un objet de M D ^ ), 
et £  est un sous-Zp-module de M  tel que l’inclusion £  ^  M  induit un isomorphisme de 
Fp-espaces vectoriels

C/pC ~  M/ipM  (*)

Quand le couple (M, £) vérifie (*), on dit qu’il est admissible.
- un morphisme (M, C) —¥ (M1, C)  entre deux tels objets est une application Zp-linéaire qui 
commute aux Frobenius et envoie £  dans £ '.

Soit T un groupe p-divisible sur Zp, et T =  r x z pFp. Dans [Fo 4] III.6.4. et IV.1.1., J.-M. 
Fontaine construit un sous-Zp-module £ ( r )  de M (r )  qui vérifie (*), de sorte que le couple 
( M ( r ) ,£ ( r ) )  est un objet de M D Zp. L’association

T ^  M Zp( r ) ^( M( f ) , C( T) )

est fonctorielle, et induit une anti-équivalence entre la catégorie des groupes p-divisibles sur 
Zp et M D zp ([Fo 4], Prop. IV.1.6.).

Soit M  un objet de MDpp. Les relèvements de M  en un objet de M D zp sont alors 
en correspondance bijective avec les sous-Zp-modules £  de rang 1 de M  tels que l’inclusion 

M  induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

C/pC ~  M/(pM  (*) .

3.2.3. R elèvem ents su r Zp supersinguliers :

Dans tout ce paragraphe, on fixe E/Wp supersingulière.
On écrit M  =  M(25(p)), et, comme en 3.1.2. lemme 1, on choisit une Zp-base (ei,e2) de 
M  telle que <pe\ =  e2 et ipe2 =  —pe 1 ; cela revient à choisir un générateur e\ du Z P[ip\- 
module M, ou bien, de façon équivalente, à choisir un e\ € M  tel que e\ £  <pM. Posons 
£  =  (Aei +  /ie2)Zp avec À, fi € Zp, (A, fi) ^  (0,0). Alors la flèche naturelle

£  — (Aei +  /xe2)Zp 1—l  M/<pM =  (Zpei © Zpe2) /  (Zppei © Zpe2) 2- Fp(ei mod pM)

est surjective ssi elle est non nulle, ce qui équivaut à £  ^  <pM, c’est-à-dire A € Z p . Dans ce 
cas, on a £  H (pM = pC. Donc la condition (*) est satisfaite si et seulement si

£  =  £(/?) =  (ei +  /3e2)Zp , /3 € Zp .

Soit (E, T, v) € Ob(Czp(E)) : T est un groupe p-divisible sur Zp , et v : E(p) -3- T 
est un isomorphisme de groupes p-divisibles sur Fp. Alors M zp(r) =  (M (r) ,£ (r))  est un 
objet de M D zp, et M(i/) : M(r) -3- M(jE7(p)) =  M  est un isomorphisme dans M D fp, d ’où 
M(i/)(v>M(r)) =  <pM. Donc M (v)(£(r)) est un sous-Zp-module de rang 1 de M (i/)(M (r)) =  
M  tel que l’inclusion induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

M (i/)(£ (r))/pM (z/)(£ (r)) ~  M/ipM  .
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Donc, d’après ce que l’on a vu ci-dessus, et via le choix d’une base de M  convenable, il existe 
un unique /? € Zp tel que M (i>)(£(r)) =  £(/?).

Proposition 1 ;
Soit E/Wp une courbe elliptique supersingulière. Via le choix d ’un générateur du Zp[(p]-module 
TsÆ(E(p)), l ’association décrite ci-dessus

j  Czp(Ë) -> Z ,
\  ( Ë , I »  w- 0 tel que C(J3) — M(i*)(£(r))

induit une bijection entre les classes d ’isomorphisme dans Czp(E) et Zp.

Remarque 1 : E t donc, en composant avec ST (cf. 3.2.1.), on obtient une bijection entre 
les classes d ’isomorphisme dans S£%p(E) et Zp.

Remarque 2 : Le choix d ’un autre générateur du Zp[y>]-module M  — M (£ ’(p)) change 
l’invariant ¡3. Plus précisément, si € M  et e'x g (pM, il existe a € Z£ et b G Zp tels que 
e'x — aex +  be2, et e2 =  <pe\ =  —pbex +  ae2 ; alors, si l’on écrit £(/?') =  (e  ̂ +  /J'e^Zp =  
(ej +  /?e2)Zp , on obtient que /3 = (a — pbfi')~l (b +  a/3r).

Nous allons d ’abord prouver le lemme suivant :

Lemme 1 :
Soient (E, T, v) et (E, T', z/) deux objets de Cip(E), tels que, dans la description faite ci- 
dessus, M (i')(£ (r)) =  £(/?) et M (î/)(£ (T )) = £(/?'), avec f3,/3' e  Zp. Alors on a un 
isomorphisme

Homc%,8 ) ( ( Ê ,I> ) . ( È , r ,> ' ') )  H { 7  € EndFj>(Ê) /  M (t(p))(£O T ) c  £ ( «  } . 

Preuve du lemme :
Par définition de la catégorie C%p(E), les morphismes de (E, T, v) dans (E, T', v') sont les 
couples (7 , •0 ), avec 7  6 Endpp(-E), 0  € Homzp(r, T'), et vérifiant u' o j(p ) = ij) o u . 
Par la pleine fidélité des foncteurs M  =  M rp et M zp, ces couples sont en bijection avec 
les (7,£)» oîi 7  ^ EndFp(ë ), £ € HomMD ^(M Zp(r ') , M zp(r)), et M (7 (p)) o M (v') =  
M(i/) o £. Par définition de la catégorie M D zp, ces conditions sur £ sont équivalentes à : 
£ € HomMDFp(M (fO ,M (f)), avec £ =  M(z/-1) o M (7 (p)) o M (vf) et £ (£ (r ')) C C(T). 
Finalement, en écrivant M (i/)(£(r)) =  £(/3) et M (z/)(£(r')) =  £({3'), on voit que les 
morphismes de (E ,T ,u )  dans (E, T', z/) sont en bijection avec les 7  6 Endpp(i?) tels que
M (T(i>))(£(/?')) <=£(/?). □

Preuve de la proposition :
Montrons d ’abord la surjectivité. Soit ¡5 € Zp ; alors (M, £(/?)) =  (M.(E(p)),C((3)) est 
un objet de M D zp. Il existe donc un groupe p-divisible Jp sur Zp et un isomorphisme 
£p : M z p(Jp) (M ,£(/?)) dans M D zp ; en particulier, on a £/?(£(J/?)) =  £(/?). On note 
encore Çp : M (Jp) = M(i?(p)) l’isomorphisme de modules de Dieudonné sur Fp qu’il
induit ; il existe un unique isomorphisme vp : E(p) —> Jp de groupes p-divisibles sur Fp tel 
que M(up) = Çp. Alors le triplet (E, Jp, vp) est un objet de Czp(E), et l’on a M(up)(C(Jp)) =
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& ( £ « ,) )  =  m .
Remarque : on voit facilement que les choix de Jp et de Çp ne dépendent que de la classe 
d’isomorphisme de (E, Jp, vp) dans Czp(E). En effet, si Jp (resp. £^) est un autre groupe in

divisible sur Zp (resp. un autre isomorphisme de M D zp) tels que ^  : M z p(Jp) -» (M, £(/?)), 

alors, en écrivant M(i/g) =  on a un isomorphisme (E, Jp, vp) -*■ (E, Jp, v'p) par (Id^, ip), 

où V’ est l’unique isomorphisme Jp —ï Jp de groupes p-divisibles sur Zp tel que M zp(ÿ) =  

Çp1 oÇ'p£ IsomMD^ (M Zp(Jp), M zp(Jp)).

Montrons maintenant l’injectivité. Soient (E, T, v) et (E, T', v') deux objets de Czp(E), avec 
M (i/)(£(r)) =  £(/?) et M (i//) (£ ( r /)) =  £(/?'), ¡3, ¡3’ G Zp. D’après le lemme précédent, on a 
l’équivalence

(Ë, r , „) (È, r1, *-') «• 3 7 e AutFr(à) /  M (r (p ) ) (£ m  c  £(/?).

Or, E/Fp étant supersingulière, on a AutFp(i?) =  {±1} (3.1.1., remarque 3). La multiplica
tion par (—1) sur E  induit — Idjv/ sur M  — M (£(p)), et l’on voit que M ([— 1]^ (p) )(£(/?') ) =  
£(/?')• Finalement, pour E /F p supersingulière, on a

(é , r , v ) (È) (Ê ,r , S ) &  £(/?') c m  *  p = /? '.

□

Pour tout ¡3 G Zp, on notera Ep le schéma elliptique sur Zp, unique à Zp-isomorphisme 
près, qui correspond par ST à un objet isomorphe dans Czp à un triplet (E, Jp, vp), avec 
M (vp)(C(Jp)) =  £(/?) C M . Soient f3, f3' G Zp. En combinant l’isomorphisme de 3.2.1. et 
celui du lemme précédent, on obtient

Homs s ^ iE ^ E p .)  ~  {T G EndFp(£) /  M (T(*>))(£(/?')) C £(/?)} .

Conséquence : Le Frobenius dans EndFp(i5) ne se relève dans aucun des E n d ^ ^ g ^ jE ^ ), 

¡3 € Zp.
Preuve : L’image du Frobenius (relatif à Fp) agissant sur E  dans Endrp(2?(l>)) correspond 
par le foncteur M  à l’opérateur (p G EndMDFp (Ai). Soit f3 G Zp ; comme on a

Endss^ (E p )  es {7  G EndFp(£) /  M (7 (?))(£(/?)) C £(/?)} ,

on voit que le Frobenius de JE se relève si et seulement si <£>(£(/?)) C £(/?). Dans la base 
(ej, e-i) choisie plus haut, ceci équivaut à <p(e 1 +  fie?) =  —p(3e 1 + 6 2  G (ei +  /3e2)ZP, c’est-à- 
dire p/32 +  1 =  0, ce qui est impossible pour ¡3 G Zp. □

On notera la différence avec le cas ordinaire, cf. le paragraphe suivant.

Remarque 3 : On verra plus loin (en 3.3.3.) que si j(E ) — 0 ou 1728, il existe un 
choix particulier pour le générateur du Zp[<£>]-module M (E(p)), qui est “adapté” au groupe 
d ’automorphismes de E  (lemme 4) ; un autre tel choix change ¡3 en r)(3, où 77 G Z £. Avec ce 
choix, on a j  (Ep) — 0 ou 1728 si et seulement si /? =  0 . Par analogie avec le cas ordinaire, 
on appelera Eq le relèvement canonique de E  sur Zp.

76



Nous avons obtenu une famille de classes d ’isomorphisme de schémas elliptiques E p jZp, 
fi € Zp, qui relèvent E/Wp supersingulière, et qui sont deux-à-deux non-Zp-isomorphes. Par 
contre, il est important de noter que toutes ces courbes ont des groupes p-divisibles isomorphes. 
En effet, soient fi, fi' G Zp ; les groupes p-divisibles Ep(p) ~  Jp et Ep>(p) ~  Jp> sont 
isomorphes sur Zp ssi les modules de Dieudonné (M, C(fi)) et (M, C(fi')) le sont, ce qui 
équivaut à l’existence d’un isomorphisme Zp-linéaire Af —* M  commutant à y? et envoyant 
£(fi) sur C(fi'). Avec le choix précédent d ’une base pour M , l’application Zp-linéaire if) dont 
la matrice dans la base (e\, e2) s’écrit

(  1 + pfifi' - p { f i ' - f i )  \
\  f3 '-(3  1 + pfifi‘ )

est une bijection qui vérifie (pÿ =  =  £(/3'). On en déduit, par le théorème de
pleine fidélité de Tate, que pour tous /?, fi' G Zp, Tp(Ep) et Tp{Ep>) sont des Zp[G]-modules 
isomorphes, avec G — Gal(Qp/Q p).

Remarque 4 • Soient /3, /3' G Zp ; rappelons que les schémas Ep et Ep> sont Zp-isogènes 
ssi il existe 7  G Endipp (E) tel que M  (7 (2») )(£(/?)) C £{fi')- En particulier, le polynôme 
caractéristique de M (7 (p)) est dans Q[X]. Soit ip : (M, £(/?)) —f (M, C(fi')) un morphisme 
non nul de modules de Dieudonné filtrés. Toujours dans la même base que ci-dessus, la 
matrice de V7 doit s’écrire

, a, c Ç Zp , (a, c) ^  (0,0),

pour commuter avec <p, et satisfaire la condition fifi'pc +  a(/3 — /? ')+  c =  0 pour respecter les 
filtrations. Prenons fi' =  0 et fi € Zp tel que fi n’appartient à aucune extension quadratique 
de <Q>. Alors on voit qu’il n’est pas possible de choisir a, c € Zp tels que (a, c) ^  (0,0), a € Q , 
a2 +  pc2 G Q et afi +  c =  0. On en déduit que les schémas Eq et Ep ne sont pas Zp-isogènes.

3.2.4. R elèvem ents su r Zp o rd inaires :

Dans tout ce paragraphe, on fixe E /¥ p ordinaire.
On écrit M  =  et ap =  ap(E) =  Tr(Frobg) =  u +  u-1p, u G Zp .
Comme en 3.1.2. lemme 1, on choisit une Zp-base (ei,e2) de M  telle que (pei =  uei et 
(pe2 =  u~lpe2. Posons C =  (Aei + fxe2)ZP, avec À, n G Zp, (A,/i) ^  (0,0). Alors la flèche 
naturelle

jC =  (Àei +  fie2)Zp —£ M/<pM — (Zp6i ® 1iPe2) /  (Zpe\ ® Zppe2) — Fp(e2 mod p M )

induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

C/pC ~  M/(pM  (*)

si et seulement si fi € Z p . Donc les relèvements de M  en un module de Dieudonné sur ZP 
correspondent bijectivement aux

C = C(fi) = (fie1 + e2)Zp , /? G Zp .

: t
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De la même manière qu’en 3.2.3., on associe à tout objet (E , T, v) de Czp(E) l’unique 
fi € Zp tel que M (i/)(£(r)) =  C(/3). Si (E, r ' ,  v') est un autre objet de Czp(E) avec 
M (i/)(£ (r '))  =  C{P) =  (/3'ei +  e2)Zp , alors

( (£ .  r , *), (Ë, f ,  u')) *  { t  € E„dr,(.ë) /  M (T(p))(£(^)) C £(/3)} .

Rappelons que E/F p avec j(E )  =  0 (resp. j(E )  =  1728) est ordinaire si et seulement si
6 | p -  1 (resp. 4 | p -  1), et alors Autpp(I?) ~  Aie(Fp) (resp. /x4(Fp)) est strictement plus 
grand que {±1}, d’ordre 6 (resp. d ’ordre 4). Dans tous les autres cas, Autpp(£) =  {±1}.

Proposition 2 :
Soit E/Fp une courbe elliptique ordinaire d ’invariant modulaire j(E ) ; on choisit une h p-base 
de M (£’(p)) qui diagonalise <p.
1)  Si j(E ) £ {0,1728}, alors l ’association décrite ci-dessus

( Czp(É) -4 Zp
\  ( ¿ ! , I »  h» p tel que £((3) = M {v){£(r))

induit une bijection entre les classes d ’isomorphisme dans Czp(E) et Zp.
2) Si j(E )  =  0 (resp. j(E ) = 1728,), alors l ’association ci-dessus induit une bijection entre 
les classes d ’isomorphisme dans CzD(E) et l ’ensemble Zp/ ~ , où x3 =  y3 (resp. 
x~ y  x 2 — y2).

Remarque 1 : Soit (e^, e'2) une autre base de diagonalisation de (p dans M (E(p)) ; si l’on 
écrit £(fi0 =  {P'e'i +  e^ Z p , alors ¡3' =  r}/3 avec t? € Zp .

Preuve :
La partie “surjectivité” se fait de manière tout-à-fait analogue au cas supersingulier, de même 
que la partie “injectivité” lorsque Autjrp(.E) =  {±1}, i.e. j(E ) £  {0,1728}.
Supposons j(E )  G {0,1728}, et posons n =  6 si j(E )  =  0, et n =  4 si j(E )  =  1728 ; alors 
n | p — 1, et Z p contient une racine primitive n-ième de l’unité • On a Autpp (E) = <  [£„] > 
et

( £ , r » ~ ( ê , r ' , ï / )  ^  3 7 € A u tFp(É) /M (7 (p ))(£ ( /? 0 )c £ (^ )  .

L’automorphisme Zp-linéaire =  M([Cn](i>)) : M  —y M  commute avec (p, est d ’ordre exact 
n, et de déterminant 1. La relation <p£n =  Çn<p donne, dans la base (c i,e?)

i <p(£nei) =  $n<pei =  ^n(«ei) =  u(£nei) 
l  <p($ne2 ) =  £n<pe2 =  ^ n ( « - V e i )  =  « “ M f n e  1 )

d’où £nei € Zpei et ^ne2 G Zpe2 ; puis, comme £n est d’ordre exact n et de déterminant 1, 
on doit avoir

ÇnCi =  Cne  1 e t  f n e 2 =  C T e 2 , avec € €  { ± 1 }  =  (Z /nZ)x .

Soient /3, ¡3' € Zp, et soit i € Z /nZ . Alors

«<(£(/?')) c  C(D)

&  £h(fi>el +  e2) =  P X n el +  CntCe2 € (/fei +  e2)Zp 
/?' =  C 2“/? , € € {±1} = (Z/nZ) x .
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On en déduit que (E ,T ,v )  ~  (E ,T ',i/)  si et seulement si (/3)n/ 2 =  (f3')n/2, avec n / 2  =  3 si 
j(E ) = 0, et n /2  =  2 si j(E ) = 1728. □

Si j(E ) g  {0,1728} (resp. si j{E) G {0,1728}), pour tout (3 G Zp (resp. pour tout 
¡3 G Zp/  ~ ) , on notera Ep le schéma elliptique sur Zp (unique à Zp-isomorphisme près) qui 
correspond par ST à un triplet isomorphe dans C%p à un (E, Jp, vp), avec M (vp)(£(Jp)) = 
£(/3) C M . Lorsque j(E ) £  {0,1728} on obtient donc une correspondance bijective entre les 
classes d ’isomorphisme dans S £ zp(E) et Zp ; les isomorphismes de groupes topologiques

Zp PZp ^  l  + PZp = Gm (Zp)

permettent de retrouver le paramétrage usuel des relèvements sur Zp de E/Fp ordinaire (voir 
[Me], Appendix, Prop.3.2.).

Proposition 3 :
Soit E/Wp ordinaire.
1) Le Frobenius de E/Wp se relève dans End se-^ {Ep) si et seulement si (3 = 0.

2) Supposons j(E )  = 0 (resp. j(E )  =  1728,) ; alors j(Ep) = 0 (resp. j(Ep) = 1728,) si et 
seulement si f.3 =  0 .

Preuve :
1 )  Soit /3 G Zp. On a M(Frobg(p)) =  <p, et le Frobenius de E  se relève dans End s e ^  (Ep) si 
et seulement si <p(£(fi)) C £(/?), ce qui équivaut à ¡3uei + u~rpe2 G (flei +  e2)Zp, c’est-à-dire 
(.3{u — u~xp) =  0, i.e. ¡3 = 0.
2) Soit f3 G Zp. Soit Cn € Zp une racine primitive n-ième de l’unité, avec n =  4 ou 6 . On a

j(Ep) =  0 (resp. 1728) &  [Cn] € Ant (Ep) = Autz p(Ep) , avec n =  6 (resp. n =  4) .

En reprenant la démonstration de la proposition précédente, on voit que £n =  M([Cn](i>)) 
agit sur M  =  Zpei © Zpe2 par : £nei =  Cn€i> £nC2 =  Cn£e2j pour un e G {±1}. Donc 
stabilise C(f3) si et seulement si Çn((3ei +  e2) =  /?Cnei +  Cnie 2 £ +  e2)Zp, c’est-à-dire 
^ - C D  =  0 ,i.e . 0 = 0.

On en déduit que Eq est le relèvement canonique de E / F p ; voir [Me], V, Thm.3.3., pour 
une définition valable pour les schémas abéliens ordinaires de dimension quelconque, puis 
Appendix, Cor.1.2 . et L3.
Remarque 2 : Soient E /F p et E'/Fp deux courbes elliptiques ordinaires. Soient E q /Z p et 
Eq/ Z p les relèvements canoniques de E  et E ' respectivement. Alors toute Fp-isogénie E  E ' 
se relève en une Zp-isogénie Eq —¥ E'0, i.e.

HomZp(£o, E'0) ~  HomFp (É, E 1).

En particulier, si ap(E) = ap(E'), alors Eq et E'0 sont liées par une isogénie de degré premier 
à p (cf. 3.1.2.).

Regardons maintenant ce que donnent les groupes p-divisibles obtenus avec les Ep , (3 Ç. 
Zp : on a M z p(Ep(p)) ~  (M, £(/?)) dans M D zp. On reprend une Zp-base (ei,e2) de M  = 
M(2?(p)) telle que (pei =  uei et ipe% = u_1pe2, avec u +  u~lp = ap(E) G Zp ; alors
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£(/?) =  (fiei + e2 )ZP.
Soient f3,/3' G Zp ; une application Zp-linéaire xf) : (M, £(/?)) —»■ (M, C((3')) est un morphisme 
dans MDzp si et seulement si xjj s’écrit dans la base (ei, e2)

(  0 d )  ’ ° ’d 6 Zp ’

(ce qui équivaut à (pi/j = avec la condition : af3 =  d/3' (ce qui équivaut à C
£(/?'))• Soit la valuation p-adique sur Zp normalisée par vp(p) = 1 ; on en déduit que :
- (M, £(/?)) est Zp-isomorphe à (M, C{f3')) ssi vp((3) =  vp(/3') ;
- (M , £(/?)) est Zp-isogène à (M, £(/?')) ssi /3 =  (31 =  0 ou (3/3' /  0.

Remarque 3 : EndMD^, ((M, £(0))) ~  { ^ jj ^ , a, d G Zp}, et EndMD^ ((M, £(/?))) =  

Zp si ¡3 0.

Remarque 4 • Soient /3, (3' G Zp tels que ¡3j3' ^  0, et soit ^  : (M, C(/3)) —> (M, C((3')) un 
morphisme non nul de modules de Dieudonné filtrés ; toujours dans la même base que ci- 
dessus, le polynôme caractéristique de est X 2 — (a+ d)X + ad , avec a, d G Z p, (a, d) ^  (0,0), 
tels que a/3 =  d(3r. Si ^  provient d’un élément de Endpp(£l), alors ad Ç.Z et a + d ç  Z, donc 
[Q (a,d) : Q] < 2. Choisissons ¡3' G Z\{0} et ¡3 G Zp\{0} tel que [<Q>(/3) : Q] > 2 ; alors les 
schémas Ep et Ep ne sont pas Zp-isogènes.

Soit (3 G Zp. Comme E  est ordinaire, on a une suite exacte de groupes p-divisibles sur 
Zp, où Ep(p)° est la partie connexe (de hauteur 1) de Ep(p) :

0 — y Ep(p)° — ► E0(p) — ► Epip) — ► 0 .

Posons D(f3) =  (M<g%pQp , C(/3) <SzpQP) — (QPei © QPe2 , (¡3ei +  e2)Qp) : c’est un objet 
de M Fq^(^) qui est isomorphe à D*risQp(Vrp(£’/3)). Posons Li(/3) =  Qpei n  C{(3)<2&PQP et 
L2(/3) = ProjQ^(£(/3)<SfepQp) ; on a ¿i(/3) =  0 et L2(/3) =  Qpe2. Soient, pour i — 1,2, 
Di(/3) =  (Qpe,- ,L{(/3)) : ce sont des objets de MFq^V?), en posant Film £>,(/?) =  Qpet- pour 

m  < 0, Fil1D<(/?) =  Li(/3), et FilmD{(j3) = 0 pour m > 2. Alors £>i(/3) ~  DJUs.QpO'pCEtf)) 
et D2((3) ~  D*ris Qp(yp(£'/j(p)0)), et l’on a une suite exacte dans M Fqp(<£>) :

(*) 0 Dx{fi) — y D((3) —> D 2(/3) — >• 0 ,

qui correspond, via le quasi-inverse du foncteur q , à une suite exacte de Qp[G]-modules, 
G =  Gal(Qp/Qp) :

(.) 0 — i- Vp(E„(p)0) — > Vp(Ep) — ► V„(Ë ,) — > 0 .

Ces suites sont scindées si et seulement si D2(f3) est un sous-objet de D{(3) dans M F qp(<£>) ; 
cette condition équivaut à L2(f3) =  Qpe2 H £(/3)<gfcpQp , c’est-à-dire Qpe2 C (/3ei +  e2)Qp. 
Finalement, la suite exacte (*) est scindée si et seulement si /3 =  0. Remarquons de plus que 
tous les D((3), (3 ^  0, sont isomorphes dans M F qp (<£>), et par conséquent les Qp[G]-modules 
Vp(Ep), ¡3 ^  0, le sont également.

Remarque 5 : Soient x : G —y Z* le caractère cyclotomique et r)u : G —y G /I  —y Z* 
le caractère non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur u G Z£ (avec toujours
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u + u xp -  ap(É)). Alors on a Vx =  Vp(Ep{p)°) =  Q p i^ x ) ,  et V2 = VP(E0) =  Qp(7yu). Les 
extensions de V<i par Vi sont classifiées par

Ext1 (V2, Vi) =  Ext1 (Qp, V? ®Qp Vi) =  H1 (G, ®P(vZ2x)) •

On en déduit que dimQpExt1(V2,Vi) =  1. On retrouve ainsi le fait observé ci-dessus : les 
extensions de V2 par V\ donnent deux classes d’isomorphisme dans RepQ (G), l’une corre
spondant aux éléments non nuls de Ext1^ ,  Vi) et pour lesquels la suite exacte

(*) 0 — > Vi — > V  — > V2 — > 0

n’est pas scindée, et l’autre correspondant à l’élément nul de Extx(V2, Vi), pour lequel (*) est 
scindée.

3.3. Relèvem ents sur un anneau totalem ent ramifié : le cas 1 < e < p — 1.

Nous allons maintenant étudier les relèvements d’une courbe elliptique E/Wp fixée en un 
schéma elliptique sur Ol c =  Zp[7re], avec 7r | =  — p et 1 < e < p — 1.

3.3.1. Schémas elliptiques sur Ox,e , 1 < e < p — 1 :

3 .3 .1 .1 . On note S £ o Le la catégorie des schémas elliptiques sur O ls ; on note CoLa la 
catégorie dont les objets sont les triplets (B , T, v), où B  est une courbe elliptique sur Fp, T un 
groupe p-divisible sur Oj_,ei v : B(p) -3- T =  r x o z,eFp un isomorphisme de groupes p-divisibles 
sur Fp, et les morphismes (B,T,i>) —¥ (B1, T', v') sont les couples (7 , tp), où 7  : B —¥ B ' est 
un morphisme de courbes elliptiques sur Fp et : r  -4 f  est un morphisme de groupes 
p-divisibles sur Oue, tels que v' o j(p) = ÿ  o v. Le théorème de Serre-Tate nous dit que le 
foncteur ST de S £ o Le dans CoLe, défini par ST(A) =  (A, A(p), vcan) , où A  =  A x o LeFp, 
établit une équivalence de catégories.

Soit E/Wp une courbe elliptique fixée.
On note S £ o te{E) la sous-catégorie pleine de S £ o Le formée des objets A  de S £ o Le tels 
qu’il existe un Fp-isomorphisme /  : A  A- E, et CoLe (E) la sous-catégorie pleine de CoLe 
formée des objets (E ,T ,u) de CoLe • Soit A  un objet de S £ o Le(E), et soit f  A —ï E  un 
Fp-isomorphisme ; alors ST(A) est isomorphe dans CoLe à l’objet (E, A(p), ucan o /(p )-1) de 
CoLe{E), par ( / , Id^p)). La classe d’isomorphisme dans CoLe(E) de (E, A(p),vcan o /(p )-1) 
ne dépend pas du choix de / ,  et l’on a, avec des notations évidentes :

EomS€oLe (Ë) (A> A>) -  UomCoLe (É) ((̂ > A (P) > ucan O /(p )" 1), (E, A'(p) , u'can O / '(p ) -1 )) .

Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes d ’isomorphisme de S £ o Le(E) et 

celles de CoLe (E ) .

On aimerait pouvoir utiliser la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur Olc , telle 
qu’elle est décrite dans [Fo 4],IV,§ 2 à 5. Pour cela, il nous faut supposer e < p — 1.
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Pour e < p — 1 , on définit la catégorie M D oie suivante :
- les objets sont les couples (M, £), où M  est un Zp-module libre de rang fini, muni d’un 
opérateur de Frobenius Zp-linéaire p  tel que pM  C <pM (i.e. M  est un objet de MDpp), et 
£  est un sous-0 £,e-module de

M  = M<8zpOlc + (pM<gizpp~1ireOLe =  M<S>xpOLe + <pM®zv^l~ eOLe C M®%pLe ,

tel que l’inclusion £  A4 induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

£/fl-e£  ~  M /((pM ® zpx l~ eOLe) (**)

- un morphisme (M, £) —y (M ', £ ') est une application Zp-linéaire ip : M  —ï M ' telle que 
tptf =  ip'ip, et qui, après extension des scalaires, envoie £  dans £ '.

Soit T un groupe p-divisible sur Olc, e < p — 1, et T =  r  Xo£e Fp sa fibre spéciale. 
Dans [Fo 4], IV, § 2,3,4, J.-M. Fontaine construit un sous-Oi,,.-module £ ( r )  de A f(r) =  
M (r)(8»ZpOLe +  <pM(r)®zp^ l~ eOLe qui vérifie (**), de sorte que le couple (M (r) ,£ (r ) )  est 
un objet de M D oie . L’association

r h- M0ie(r) = (M(r),£(r))

est fonctorielle. Lorsque e < p — 1, elle induit une anti-équivalence entre la catégorie des 
groupes p-divisibles sur Ols et M D oIt ([Fo 4], V, Prop.5.1.).

Dans toute la suite, on suppose e < p — 1. Soit M  un objet de M D fp ; les relèvements de 
M  en un objet de M D oi( sont alors en correspondance bijective avec les sous-0^e-modules 
£  libres de rang 1 de Al tels que l’inclusion £  A4 induit un isomorphisme de Fp-espaces 
vectoriels

£/7r6£  ~  M/{<pM®zpTr\~eOLa) (**) .

3 .3 .1 .2 . On fixe E / Fp supersingulière.
On note M  =  Mi-E^p)), et A4 = A4(E(p)). On choisit e\ G M  tel que e\ £  <pM, d ’où 
<pei =  e2, <pe2 = —pe 1 et M  =  Zpei ® Zpe2 . Alors on a :

<pM®zpnl~eOLe =  0 Le(ei ® ire)  © Oz,e(e2 ® v l~ e) ,

M  =  ÛLe(e 1  0 1 )®  0 Le(e2 < g >  t t 1 - 6 )  ,

et A4/ ((pM<S>zp ^  ÛLe(e 1 ® l) /0 L e(ei ® ne) £* ®V((ei <S> 1) mod ireM )

est un Fp-espace vectoriel de dimension 1. Posons £  =  (ei <g> À +  e2 <8> 7rl~efi )OLei avec À, 
fj, G OLe, et (A, /i) /  (0,0). Alors la flèche naturelle

£  =  (d  ® A.+ c2 ® n l-'r iO L .. ^ 4  M /(<pM 0zp̂ e~eOLe) 

est bijective si et seulement si A G 0 ^ e- Donc la condition (**) est satisfaite ssi

£  =  £(/?) =  (e1® l  + j3-e2 ®irl~e) 0 Lc , 0 G 0 Le .

Soit (E ,T ,v) un objet de CoLe(E). Alors M oie (r) =  (M (r) ,£ (r))  est un objet de 
M D oi{, et M (v) : M (r) M(Z?(p)) =  M  est un isomorphisme dans M D fp (on a
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donc M(i/)(<^M(T)) =  cpM). On note M (u)i,e = M (i/)® l£e l’application Z/e-linéaire de 
A^(r) dans M. (E(pj) = M. que l’on en déduit par extension des scalaires (en particulier, 
on a M (v)Le((pM (r)®zpn l~eOLe) =  <pM®zpnl~eOi„, et M(i/)z,e(A^(f)) =  M ).  Alors 
M(i/)x,e(£ (r)) est un sous-0-m odule  de rang 1 de Ai, tel que l’inclusion induit un isomor
phisme de Fp-espaces vectoriels

M (u)Lt(C (T))/ire(M (u)Lt(C(T))) ~  M/(<pM®z y e- eOLe) .

Donc, d ’après ce qu’on a vu ci-dessus, et via le choix d ’une base de M  convenable, il existe 
un unique (3 € Ol6 tel que M (^)i,e(£ (r)) =  C(f3) C M .

Proposition 4 :
Soit e tel que 1 < e < p — 1. Soit E /Fp une courbe elliptique supersingulière. Via le choix 
d ’un générateur du Zp[<p]-module M(£7(p)), l ’association

f  coLe(Ê) Olk

\  ( £ , I »  (3 tel que £(/3) = M(u) Le(£(T))

induit une bijection entre les classes d ’isomorphisme dans CoLe(E) et Olc-

En composant avec le foncteur ST, on obtient une bijection entre les classes d ’isomorphisme 
dans S S o Le(E) et Of,e. De même que pour e =  1, le choix d ’un autre générateur du Zp[<̂ ]- 
module M  = M (E(p)) change l’invariant /? .

La preuve est tout-à-fait similaire au cas e =  1 (3.2.3.). En particulier, on a l’analogue 
du lemme 1 de 3.2.3., en remplaçant Zp par Ols et M (j(p ))  par M (7 (p))i,e =  M (7 (p))®lz,e. 
Pour tout ¡3 € OLe, on notera Ep le schéma elliptique sur O ^ ,  unique à 0£,e-isomorphisme 
près, qui correspond par ST à un objet isomorphe dans CoL<. à un triplet (E ,Jp,vp), avec 
M(i//j)i,e(£(Jj3)) =  £(/?) C M . Soient f3,(3' G Oz,e ; on a, avec des notations évidentes, un 
isomorphisme

Hom« 0i< fS)(El>’ Et>’) -  { y  « EndF,(Ê ) /  M h W l i . f i W )  C C W  } .

Lemme 2 :
Soit e tel que 1 < e < p — 1 . Soit E/Wp une courbe elliptique supersingulière. Le Frobenius 
dans End]Fp(f?) se relève dans End5£o ^ ( Ep) si et seulement si e est pair et ¡3 =

Preuve :
Notons Frobj; le Frobenius arithmétique dans E n d ^ i? ) . On a M(Frobg(p)) =  <p, et Frobg 
se relève dans End^£o ^ ( E p )  si et seulement si (<p<g>lx,e)(£(/?)) C £(/3), i.e.

(<P<8>lz,e) (ei <g) 1 +  (3 • e2 <8> *l~e) =  (fi • ex <g> 7re +  e2 <g> 1) € (ei ® 1 +  /3 • e2 <g) nl~e)OLe , 
ce qui équivaut à /?27r|-e — 1 =  0, c’est-à-dire fi2.= □

3.3.1.3. Maintenant on fixe E /Fp ordinaire.
On reprend les notations usuelles ap = ap(E) = Tr(Frobg) =  u+ u~ 1p, u € Z £, et l’on choisit 
une Zp-base (e i,e2) de M  — M(ü?(p)) telle que <pe\ =  uei et <pe2 =  u~li>e2. Alors

<fiM®zp^l~eOLK =  Oz,e (ei ®7r£_e) ® O i,e(e2 <g) 7re) ,
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M  = M(E(p)) = C>Le(ei<g>irl e) ® 0£e (e2 <g> 1) , 

et M/(<pM<8 )zpirl-eOLe) — OLe {e 2 <8> l)/Oz,e(e2 <g> ne) — Fp((e2 <8> 1) mod ireM )  .

On en déduit que les relèvements de M  en un module de Dieudonné sur Olb > e < p — 1 , 
correspondent bijectivement aux

C =  C(fi) =  (fi • ei <g> TTg e +  e2 <8> l)C>Le , iSeOL«.

Les mêmes considérations que celles faites précédemment conduisent à :

P roposition  5 : _
Soit e tel que 1 < e < p — 1 . Soit E/Wp une courbe elliptique ordinaire d’invariant modulaire 
j(E ) =  j ; on pose m(j) =  1 si J £ {0,1728}, ro(1728) = 2 et m(0) = 3. Via le choix d’une 
Zp-base de diagonalisation de <p dans M(2?(î>)), l ’association

f  CoL<t (E) ^  0 Le

\  {É,T,v) ^  fi tel que C(fi) = M(u)Le(£(T))

induit une bijection entre les classes d ’isomorphisme dans CoLe(È) et Vensemble Oz,e/ ~ , où
x~ y  -O xmG) — ym(î) .

Avec les notations de ci-dessus, pour tout fi 6  Oi,e/~ ,  on note Ep le schéma elliptique 
sur Olc (unique à Oi,e-isomorphisme près) qui correspond par ST à un triplet isomorphe 
dans CoLe à un (E, Jp, isp), avec M (vp)Le(£(Jp)) = £(/2) C M . Rappelons que fi est défini 
à un élément de Zp près.
De même que pour le cas e =  1 , le Frobenius de E  se relève dans End5£.Q ^ ( E p )  si et

seulement si fi =  0 ; et si j(E )  =  0 ou 1728, alors j(Ep) = 0 ou 1728 si et seulement si fi =  0. 
Donc EoJOl€ est le relèvement canonique de E.
Soient E/Fp et E'/Fp deux courbes elliptiques ordinaires. Soient Eq/O l« et E'q/O lc les 
relèvements canoniques de E  et E' respectivement. Alors HomoLe(Eo, Eq) ~  Homp^I?, E').

3.3 .2 . G roupes p-divisibles sur Olc associés, e € {2 ,3 ,4 ,6} et e < p — 1 :

Pour toute la suite, e € {2,3,4,6}, et l’on choisit 7Ti2 € Qp vérifiant (^12)12 + p =  0. On 
pose : 7Tq =  tti22 ; 7r4 = tti23 ; tt3 =  ir124 ; ir2 =  7ri26, et, comme d’habitude, Le = Qp(jre)- On 
a donc -ir% + p =  0, et L2 C L4 , Z-2 C Lq , et L3 C Lq . L’extension Le/Q p est galoisienne 
si et seulement si p = 1 mod e. On choisit aussi C12 € Qp une racine primitive douzième de 
l’unité, et l’on pose : Cô =  C122 ; C4 =  Ci23 ; C3 =  Ci24- On suppose en plus que e < p — 1 . 
Comme p > 5, on voit que cette condition est toujours satisfaite si e =  2 ou 3, mais si e = 4
il faut écarter p =  5, et si e =  6 il faut écarter p =  5 et p =  7.

On reprend toutes les notations précédentes, en particulier, pour E / Fp fixée, M  — 
M(1?(î>)). Par le théorème de pleine fidélité de Tate, les classes d’isomorphisme sur Oz,e 
des groupes p-dïvisibles Ep(p) correspondent aux classes d’isomorphisme des Zp[Gxe]-modules
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Tp(Ep) — Tp(Ep(p)), de sorte que l’objet (M, £(/?)) est aussi une description (à isomorphisme 
près) du Zp[Cr£,e]-module Tp(Ep).

3.3.2.1 . On fixe E /¥p supersingulière.
Contrairement au cas e = 1, les schémas elliptiques E p , ¡3 € Olk, obtenus ici fournissent une 
bien plus grande variété de groupes p-divisibles sur Ols , pour e G {2 ,3 ,4 ,6} fixé.
Soient fi, fi' € 0 .te, et soit V7 : (M, £(/?)) —ï (M ,£((3')) un morphisme. Rappelons que ip est 
une application Zp-linéaire M  —y M  telle que =  (fiip et, si l’on note =  i><S>zpIdLe , 
telle que >̂£,e (£(/?)) C £(fi')- Dans une base (e^ e2) de M  telle que <pei — e2, ^ 2  =  — pe\, la 
matrice de ip doit s’écrire

a —pc 
c a )

a, c £ Zp ,

pour commuter avec <p ; c’est une bijection ssi a € Z* (le déterminant est a2 -f pc2). Puis la 
condition sur les filtrations équivaut à ipLt.(£(fi)<S>oLeLe) = £((3')®oL̂ Le , ce qui s’écrit aussi

(JO cxlfifi' +  a,ire{fi' -  fi) +pc =  0 , a, c e  Zp ,/?,/?' € 0Le •

Plus précisément, la relation (T) donne i’L<t(C{f3)) = 7Tg £(/?'), où n =  Uie(a +  cfiire), et 
vlk est la valuation normalisée sur Le par VLe(ne) =  1 (avec la convention que 7r” =  0 si 
n =  + 00).

Prenons pour commencer e = 2 . Les schémas elliptiques Ep sur O l2 — Zp[k2] relevant 
i?/Fp sont paramétrés par les filtrations du module de Dieudonné

M  =  M (ê(p )) =  Zpe i® Z pe2 ; <pe 1 =  e2 , <pe2 =  -p e i ; £(/3) =  (ei<g>l+fi-e2 <S)Trï1)OL2 ,

où fi parcourt Oz,2. Ecrivons 0 £,2 =  Zp[7r2] = Zp® Zptt2 , et considérons les objets du type 
(M, £(/?)) avec ¡3 e Zp7r£, i e {0,1}.

- Lorsque (3 parcourt Zp7r2, on a £(/3) =  £(ar) <S>zp Zp[7r2], avec a = fiir^ 1 € Zp et 
£ (0;) =  (ei +  ae2)Zp ; en d’autres termes, la filtration £(/?) provient d’une filtration sur Zp. 
Alors Ep =  2?a Xz- Zp[7T2], o ù  £« est un schéma elliptique sur Zp relevant E , et les groupes 
p-divisibles obtenus avec ¡3 € Zp7r2 sont tous isomorphes (cf. la fin de 3.2.3.).

- Lorsque /3 parcourt Zp, la situation est différente. Prenons (3, /?' € Zp, et regardons 
quels sont les morphismes possibles entre (M, £(/?)) et (M, £(fi')). La condition {!F) s’écrit 
alors

a(fi' -  fi)ir2 +  pc( 1 -  fi fi') =  0 ,

et comme îT2 £ Qp, on doit avoir a(fi' — fi) =  0 et c( 1 — ¡3(3') = 0 . Si a ^  0 , alors fi = fi' ; ceci 
montre que (Ai, £(/3)) et (M, £(/?')) sont isomorphes ssi ¡3 =  (31. Si fi ^  /3', alors il existe un 
morphisme non nul ssi ¡3fi' =  1 ; donc pour fi £ Zp , (M, £(/?)) est isogène à (M, £(fi~1)), et 
une isogénie possible est, toujours dans la base (ej, e2),

C ? ) -
Comme elle provient d’une isogénie de E, à savoir le Frobenius, on en déduit par Serre-Tate 
que les schémas elliptiques Ep/Oi,2 et E p-i/O i2, fi € Zp, sont isogènes sur O l2 =  Zp[tt2].
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Preuve :
Soient /?,/3' € Ol€ et soit tp un morphisme (M, £(/?)) (M, C((3')). On rappelle que dans 
une base (ei, e2) de M  telle que <pei =  e2, (pe2 =  — pei , la matrice de ip doit être de la forme

(  a -pc  \
« J  ■

et alors la condition sur les filtrations s’écrit

(F) cnlP/3' +  are((3f -  /3)+pc = 0 , a, c € Zp , /?, f i  <E 0 Lt .

1 )  Soient fi — airl , /?* = orV’ , a, a' Ç Zp, 0 < i < e — 1 . La condition {T) devient

caoc 7Tg+2* +  0 (0;' — o;)7re+l + pc=  0 , a, c € Zp .

- Si 0 < i < e — 1 et 2 i ^  e — 2 , alors la condition (.F) force 7re à être racine d’un polynôme 
de degré d(i) < e — 1 à coefficients dans Zp, ce qui n’est possible que si ce polynôme est 
nul. On en déduit c =  0, et il existe un morphisme non nul (M, C(/3)) —» (M,£(/3')) si et 
seulement si a = a' ¡3 =  /?'.

- Si 2 +  2 î =  é ^  (e, i) =  (4,1) ou (6 , 2), la condition (F) devient

a(ar — a)ir^ 2 pc( 1 — aa1) =  0 ,

et comme tĉ 2 £ Qp, on doit avoir a(a' — a) = 0 et c( 1 — aa') =  0 . Si a  ^  a', alors 
a = 0, et il existe un morphisme non nul (M, £(/?)) —y (M, £(/?')) si et seulement si a a* =  1 . 
Remarquons qu’alors une isogénie possible est donnée par e\ M- €2, e2 •-> —pe 1 ; comme elle 
provient d’une isogénie de E  (le Frobenius), on en déduit par Serre-Tate que pour e € {4,6} 
et a  e Zp, les courbes E 2)12 et Ea^ - 2)/2 sont isogènes sur O lc •

- Si i =  e — 1 , alors on retrouve la situation du cas e =  1 (i.e. la filtration sur Olb est 
obtenue par extension des scalaires à partir d’une filtration définie sur Zp), et ces modules 
de Dieudonné sont tous isomorphes. Bien sûr, les courbes obtenues avec (3 € Zp7r| -1  sont les 
restrictions à Olc des schémas elliptiques sur Zp relevant E  décrits en 3.2.3..

2) Soient /? =  air), et /?' = aV*’, a, a ' € Zp, 0 < i < i' < e — 1 . La condition (F) s’écrit

cao;/7̂ g+,+*, +  aa'/7̂ ¿+l, — aan\+% +  pc =  0 , a, c € Zp .

Le résultat s’en suit en remarquant que 2 4 - i +  i' =  0 mod e ç $ 2  + i + i' = e ,  puis en 
raisonnant sur cette équation de la même façon que ci-dessus. □

En 3.3.3. nous allons nous intéresser, ainsi que nous l’avons fait pour e = 2, à une sous- 
famille particulière de relèvements de E  sur Olc = Z p[7re], e G {3,4,6}, à savoir ceux qui 
correspondent à des courbes elliptiques définies sur Qp. Mais auparavant, regardons rapide
ment comment se comportent les groupes p-divisibles associés à des relèvements ordinaires 
sur Olc, 1 < e < p -  1.

3 .3 .2 .2 . On fixe E /¥ p ordinaire.
On reprend la notation usuelle op =  ap(E) =  Tr(Frobg) =  u + u~1p1 u 6  Z£, et l’on choisit 
une Zp-base (ei,e2) de M  =  M(ü7(p)) telle que (pe 1 =  ue\ et ipe-i — u~xpe2, de sorte que
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£(Æ) = (Æ ' ci ® 7Tg-e +  e2 ® l)0 Le, /? e O l..
Soient /3,/?; € Oz,e, et soit : (M, £(/?)) —» (M, £(/?')) un morphisme dans M D ole . La 
matrice de dans la base (ei, €2) doit s’écrire

(  0 d )  ’ M € Z P ,

pour commuter avec <p ; c’est une bijection ssi a € Z£ et d 6  Zp . Puis >̂£,e (£(/?)) C £(/?') 
équivaut à a ¡3 =  d/?'. On en déduit :
- (M, £(/?)) est 0 £ e-isomorphe à (M, £(/?')) ssi il existe a € Zp tel que /?' =  a/3 ;
- (M, £(/?)) est Ox,e-isogène à (M, £(/?')) ssi il existe x 6  Qp tel que /?' =  x(3.

En particulier, si l’on écrit Oi,e =  Zp[7re] = ®o<j<e-i , et si /? =  an-* , /?' =  a'wg , 
avec a, £*' G Zp et 0 < i, if < e — 1 , on obtient :
- (M, £(/?)) est Oi,e-isomorphe à (M , £(/?')) ssi i = et up(a) = t>p(ar/) ;
- (M, £(/3)) est Ol,.-isogène à (M, £(/3')) ssi [/3 =  ¡3' = 0] ou [f3(3' ^  0 et i =  »'].

Enfin, un raisonnement tout-à-fait similaire à celui fait en 3.2.4. rmq.4, montre que si 
(3 =  q-tt* , ¡3' =  aVg sont tels que a 7 € Z\{0} et a  € Zp\{ 0 } avec [Q(a) : Q l > 2 , alors les 
schémas Eq et Eq< ne sont pas Oj^-isogènes.

3.3.3. C ourbes elliptiques sur Qp potentiellem ent supersingulières :

On reprend les hypothèses et notations de 3.3.1., en particulier e € {3,4,6} et e < p — 1 . 
Pour chaque e G {3,4,6}, on s’intéresse au problème suivant : parmi les schémas elliptiques 
relevant sur Zp[7re] une courbe E /Fp supersingulière décrits en 3.3.1., quels sont ceux qui 
proviennent d’une courbe elliptique définie sur Qp ? Nous allons chercher celles qui sont 
définies sur Qp et dont le défaut de semi-stabilité est d’ordre e exactement (c’est-à-dire, e est 
l’indice de ramification minimal d’un corps sur lequel cette courbe acquiert bonne réduction).

Donnons d’abord une condition nécessaire. Soit ¿?/Qp une courbe elliptique ayant poten
tiellement bonne réduction, ce qui équivaut k j(E )  G Zp. Notons A# le discriminant de E  et 
vp la valuation sur Zp normalisée par vp(p) =  1 . Pour p > 5, le défaut de semi-stabilité de E  
est donné par

e =  dst(i?) =
12

pgcd(up(As ), 12)
€ { 1, 2 ,3 ,4 ,6} .

Une étude élémentaire sur les valuations des coefficients d’une équation de Weierstrass mini
male montre que

e =  3 ou 6 = »  j  (E ) =  0 mod pZp 
e =  4 = >  j  (E) =  1728 mod pZp .

Cela signifie que pour e G {3,4,6}, la courbe E  acquiert bonne réduction sur Le =  Qp(îre) 
(au minimum), et que la fibre spéciale de E x q pLe possède un invariant modulaire égal à 0 
(resp. 1728) si e =  3 ou 6 (resp. e =  4). Enfin, ces courbes sur Fp sont supersingulières 
ssi e | p+  1, ce dernier fait pouvant aussi se déduire de l’étude du Qp[G]-module VP(E) (cf. 
annexe A).

Ainsi, si l’on veut espérer obtenir des courbes E  définies sur Qp ayant potentiellement 
bonne réduction de type supersingulière avec e = dst(E) > 3, il nous faut supposer c | p+  1
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(ce qui équivaut à dire que Le = Qp(îre) n’est pas une extension galoisienne de Qp). En 
particulier, pour satisfaire la condition e < p — 1 , il ne reste plus que le cas e =  6 e t p = 5 à 
exclure (voir 3.3.1.).

De plus, et ce pour toute la suite, on fixe E/Fp supersingulière telle que j (E ) =  0 (resp. 
j(E )  =  1728,) si e =  3 ou 6 (resp. si e =  4 ).

Remarque : On a vu en 3.1.1. qu’à Fp-isomorphisme près, il y a 2 courbes sur Fp ayant un 
J supersingulier donné, l’une étant un twist d’ordre 2 de l’autre (elles deviennent isomorphes 
sur Fp2). On verra plus loin que les relèvements (du type de ceux que l’on a en vue) de 
l’une ou de l’autre fournissent la même famille de représentations. Ce choix nous est donc 
indifférent.

On rappelle que si l’on^choisit un e\ G M  tel que e\ g <pM, on pose (pei =  e2, d ’où 
<pe2 — —pei et M =  M(£7(p)) = Zpej © ZPC2. Ce choix induit une paramétrisation des 
relèvements de M  en un module de Dieudonné sur O le par les filtrations

£(/?) =  (ei <8)1  +  /3-e2®irl e)0 Le , P € 0 Le ,

et chacun correspond par Serre-Tate à un schéma elliptique Ep sur Ol* qui relève E. Les 
relèvements que nous cherchons sont les courbes Ep/Le qui sont définies sur Qp et dont le 
défaut de semi-stabilité est e € {3,4,6}. Nous avons en vue d’appliquer le théorème de 
prolongement du chapitre 2 , et pour cela nous allons nous placer sur la clôture galoisienne de 
Le , à savoir K e =  Qp2 (7re), dont le corps résiduel est Fp2 . Mais auparavant, nous allons choisir 
un générateur particulier du Zp[<£>]-module M  qui est “adapté” au groupe d’automorphismes 
de E, ce qui revient à choisir une paramétrisation des relèvements de E  en un schéma elliptique 
sur O ls.

On note O kc l’anneau des entiers de K e , et G =  Gal(Qp/Q p), G k& — Gai(Qp/üCe) , G lc =  
Gal(Qp/Le) 5 Gqp2 = Gal(Qp/Q p2). Le groupe GKe/qp =  Gal(jKe/Qp) = <  re > X < a; > est 
un produit semi-direct, où re est défini par re7re =  Cê e> TeÇe =  Ce» et u; est le relèvement 
du Frobenius absolu qui fixe re et envoie Ce sur C“ 1 ; on a : u>re =  re- 1w, et bien sûr
< oj > =  Gai(Ke/L e), < re >— I(K e/ Qp). Enfin, a est le relèvement du Frobenius absolu 
agissant sur W (Fp2 ) =  Zp2 et sur Qp2.

Lem m e 4 :
Soient L une extension finie de Qp totalement ramifiée, K  =  LQp2 , et Gai(K /L) =   ̂  ̂ . 
Soient r > 3 un entier tel que r \ p +  1, et G Zp2 une racine primitive r-ième de l ’unité. 
Soient D un (<p,G&l(K/L))-module de dimension 2  tel que <p2 + p = 0, et R un Zp2-réseau 
de D stable par (p.
Supposons qu’il existe un automorphisme Qp2-linéaire Çr : D —>• D, d ’ordre r, de déterminant 
1, vérifiant Çr(p =  (pÇr et Çru> =
Alors Çr stabilise R, et il existe une Zp2-base (ei,e2) de R, il existe e 6  (Z /rZ )x tels que : 

(pei =  c2 , (pe2 =  -p e i ; wci =  ex , we2 =  e2 ; ^rei = C ei » =  C7 Ce2 • 

Preuve :
On note Do = D<w> = {x Ç D /  ux = x} ; du fait que a» agit <T-semi-linéairement sur le 
Qp2-espace vectoriel D, on déduit que Do est un Qp-espace vectoriel de dimension 2 tel que
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A}<S>QpQp2 =  D. De plus, la relation uxp =  (pu montre que (pDo C Do, et la restriction de <p 
à Do est Qp-linéaire.

Puis £r : D —y D est un automorphisme Qp2-linéaire d’ordre r | p + 1 , donc diagonalisable 
dans D puisque son polynôme minimal divise X r — 1 , lequel est scindé à racines simples dans 
Qp2[X]. Soit ( fu f i )  une base de diagonalisation ; alors le fait que £r soit de déterminant 1 
et d’ordre r impose

I r / l  =  C /l  , t r h  = Ç ? h  , € € (Z /rZ )X.

Comme r | p +  1 et r  > 3, on a Q ^  Cr £ = <7(C0* La relation Çru> =  u>Çr 1 donne :

f Î r ( « / l )

1 6 -(« /a )
£)^ /i

< (̂Ô)w/2 C e^ / 2 ,

ce qui montre que u?/,- 6  Q p s /*  pour t = 1,2. Puis la «r-semi-linéarité de u> implique qu’il 
existe c,- G Dq fl Qp2 f i , t =  1,2, non nuls. Maintenant, la relation Çr(p =  <p£r donne :

f £A<pei)
l  Îr(V«2)

<r(£)<pei
v(<;r)<pe2

Cr V e i  , 

0 ^ 2  ,

ce qui montre que (pe\ G Qp2e2 et (pe2 € Qp2e i . Mais (pDo C Do i et donc <pei G Qpe2 , y>e2 G 
Qpe i . Comme le déterminant de (p (dans Do) est p , on obtient (pei =  ae2, (pe? =  — pa_1ei, 
a € Qp. Alors, quitte à changer (ei,e2) en (ei,ae2), o € Qp, on en déduit qu’il existe une 
Qp2-base (ei,e2) de D telle que

(pei =  e2 , <pe2 =  -p e i ; wex =  ei , we2 =  c2 ; £rei =  Ç a  , £re2 =  <“ee2 , e G (Z /rZ )x .

Soit alors i? un Zp2-réseau de D  stable par y>. Comme Zp2ei 0  Zp2C2 est aussi un Zp2-réseau 
de D stable par (p, le lemme 2 de 3.1.2. montre que, à homothétie près, R  =  Zp2ei ®Zp2e2 ou 
bien il  =  h p2pe\ © Zp2e2 =  (p{Zp2ei © Zp2e2). Dans le premier cas le résultat est immédiat ; 
dans le deuxième cas on remplace (ei,e2) par (e2, —pe i), ce qui ne fait que changer e en 
—€ G (Z /rZ )x, et l’on obtient la forme voulue. o

Si l’on écrit R  =  M<8>zpZp2, avec M  =  R <w> = Do H R, alors la Zp2-base (ei,e2) de J2 
vérifiant les propriétés du lemme est aussi une Zp-base de M. De plus, une autre telle base 
s’écrit («îei,w2e2) avec U{ G Z x, * = 1 ,2 .

Soit E /Fp supersingulière d’invariant modulaire j(e), avec j(3) =  j(6) =  0 et j(4) =  1728 ; 
cela équivaut à [Ce] G Autp^ (E). Notons /  le Frobenius arithmétique agissant sur E  (il

vérifie f 2 + p = 0). Rappelons que les morphismes /  et [Ce] de la courbe E  sont définis sur 
Fp et Fp2 respectivement, et qu’ils sont donnés au niveau des points par ([Silv 1]) :

I
Ê(FP)
(æ,y)

-¥ 
i—y

E(FP)
(Xr,y”)

et [Ce]
M

Ê(Fp)

(*,y)
-y  
i—y

Ê(WP) 

(Ce®. Ce 3/)

Comme p =  - 1  mod eZ, on a [CJ/ =  /[Ce] 1- Dans M  =  M(£?(p)), on a M (/(p)) = <p, et 
dans R  =  M<g>zflpi, notons £e =  ([Ce] (i>) ) • Alors (p est un endomorphisme cr-semi-linéaire 
de R  vérifiant (p2 +p =  0, et £e est un automorphisme Zp2-linéaire de R  d’ordre e | p + 1 et de 
déterminant 1, dont le polynôme minimal est X 2—(<̂e+(^~1)X + l  =  X 2—j eX + l  G Z[X], avec
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7 e =  — liO, 1 si e =  3,4 ,6  respectivement. L’objet D =  M®zpQp2 est un (<p, Ga\(Ke/L e))- 
module de dimension 2 , dans lequel la relation [Ce]/ = /[Ce] -1  dans E  se traduit par les 
relations Çe<p =  <p£e et w£e =  £ë1(jJ-
Maintenant on applique le lemme précédent (avec r =  e) : il existe une Zp2-base (ei,e2) de 
R  =  M®zpZp2, et il existe 77 G (Z/eZ)x =  {±1} tels que

<pei = e2 , (pe2 = -pe i ; a;ex = ex , we2 =  e2 ; feei =  Q e i , f ee2 =  Ce ” «2 •

En particulier, e\ est un générateur du Zp[<p]-module M, et ce choix induit une paramétrisa
tion des relèvements de E  en un schéma elliptique sur Ole • On dira que ce choix est “adapté” 
au groupe d’automorphismes de E  ; il est unique à un élément de Zp près.

P roposition  6 :
Soient e G {3,4,6}, et p > 5 tel que e \ p + l  et e < p  — 1. Soit E /¥p supersingulière 
d’invariant modulaire }(e), avec j(3) =  j(6) = 0 et j(4) =  1728 .
On choisit un générateur du Zp[(p]-module 'M.(E(p)) “adapté” au groupe d ’automorphismes de 
E. Dans la description des relèvements Ep de E en un schéma elliptique sur Zp[7re] induite 
par ce choix, ceux qui proviennent d ’une courbe elliptique définie sur Qp ayant potentiellement 
bonne réduction avec un défaut de semi-stabilité e sont les {Ep , fi G Zp7re U Zp7r |-3}. De 
plus, j(Ep) =  0 ou 1728 si et seulement si fi = 0 .

Preuve :
On fixe un générateur e% du Zp[<p]-module M  =  M(I?(p)) tel que, avec les notations ci-dessus 
et pour 77 G (Z/eZ)x =  {±1} : (pei =  e2, <pe2 = -pe  i, uex =  eu  we2 =  e2, f eei =  Ceei, 
£eC2 =  Cë"T?e2. Alors, via ce choix, les relèvements de E  en un schéma elliptique Ep sur Olb 
sont paramétrés par les filtrations C(fi) =  (ei <g> 1 +  ¡3 • e2 <g) nl~e)OLe , ¡3 G Olc •

Montrons d’abord la dernière assertion. Soit ¡3 G Ols =  Zp[7re] ; alors j  (Ep) =  0 (resp. 
1728) si et seulement [Ce] G Aut(I?/}) =  A\itoKe(Ep) avec e =  3 ou 6 (resp. e = 4). On 
sait que [Ce] G A u tru i? ) se relève dans AutoKe(Ep) si et seulement si £e stabilise, après 
extension des scalaires, la filtration JC.(fi)<S>oLeOKe = (ei <g) 1 +  /3 • e2 <g> nl~e)OKe~ Cette 
condition équivaut à :
ei<8>Ce+^-e2 ®Cë virl~e € (ei <E> 1 + ¡3 • e2 ® nl~e)C>Ke (Ce -  Cëv)^l~e(3 =  0 (3 = 0 .

Montrons maintenant la première assertion. Soit fi G O lb- Notons encore Ep le schéma 
elliptique EpXoLeC>Ke ] le polynôme caractéristique du Frobenius arithmétique (relatif à Fpî) 
agissant sur EpXoKeFp2 =  Ex&pFp2 est X 2 — 2pX  +  p2 =  (X  — p)2, de discriminant 5 =  0. 
Le théorème de prolongement du chapitre 2 nous dit que Ep est définie sur Qp avec un 
défaut de semi-stabilité e si et seulement si l’action, de G kc sur Tp(Ep) s’étend en une action 
de G, dont la restriction à G q^ induit une injection < re >t-» AutQp2[<p](D*ris ii( ,(Vr(E0)))

provenant d’une injection < fe > c-* Autp^(E). En effet, la dernière hypothèse permet de 
montrer que Ep est définie sur Qp2 , avec le bon défaut de semi-stabilité ; puis la proposition 
1 de 2.1.3. permet de “recoller” le tout : Ep est déjà définie sur Le, et K e =  LeQp2 , 
Le n Qp2 =  Qp, avec I(K e/Q p) invariant dans G xe/Qp.

L’objet D ~  M<S>ipQp2 =  M (£’(p))<8>zpQp2 devient un objet de MF/^e ((p) en étendant
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cr-semi-linéairement ^  à Z? et en posant :

Fil *DK, 
Fil XDK. 
Fi ŸDk .

DKe
£{/3)<S>oLeK e
0

pour i < 0

(ei <g) 1 + f i-e 2® nl~e)Ke 
pour i > 2 ,

et l’on a D  ~  D * r ia K e  (Vp(Ep)) dans M F / r e (<£). Le Zp[Gi<-e]-module Tp(Ep) correspond 
alors à l’objet (MtS>zpZp2,£(fi)<S>oLeOKe) C (D,£(fi)<g>oLeK e). Dire que l’action de G ks 
s’étend en une action de G  sur Tp(Ep) revient à munir (D, FiPDjce) d’une structure d’objet 
de M FKe/q  (<p) qui stabilise (M®zpZp2 , £{fi)<8>oLeOKe)-
Les hypothèses faites sur l’action prolongée impliquent que re =  £e ou bien re =  ; 
en particulier, on a bien les relations reu> = wr“ 1 et recp =  <pre , et re stabilise (M (S>zp 
Zp2 ,£(fi)<8 oieOKe)- On a donc :

Teei = <Jex , ree2 = Çe ce2 , « € (Z/eZ)x =  {±1}.

Maintenant écrivons que l action de Gjce/Qp étendue par semi-linearite a D k s =  M ® z K e 
stabilise la filtration £(/3)<g>oLe K e =  (ei ® 1 + /3 • e2 <8> n\~e)Ke. C’est automatique en ce qui 
concerne u>, puisque f3 £ 0 £e. Puis re stabilise la filtration si et seulement si re • (e\ ® 1 + 0 - 
e2 <8> ^¿-e) =  «i <g> Ce +  Te(fi) " e 2 ® CrCjre~e € jC(/3), c’est-à-dire

raP = C ^ f i  &  Te(ir-2<+l(3) = 7r-2e+1(3 .

Donc ire 2e+1/3 6  Qp2, et comme fi € £ e) on a en fait 7re 2e+1fi € Qp. Finalement, en écrivant 
que j8 € O l, , et en utilisant it% =  —p, on obtient : pour e = 1, ¡3 € Zp7re ; pour e = — 1 ,
fi e ZPK~Z- a

Remarque 1 :

- Si e =  3, alors Zp7re U Zp7r| - 3  =  Zp7T3 U Zp.
Pour fi € Zp7T3 \{0} (resp. fi 6  Zp\{0}) fixé, il n’y a, à Qp-isomorphisme près, qu’une seule 
courbe qui prolonge Ep sur Qp avec un défaut de semi-stabilité égal à 3 , et elle correspond à 
une action prolongée de r3 avec e =  1 (resp. c = — 1).
Si fi =  0 , il y a deux courbes qui prolongent Eq avec un défaut de semi-stabilité égal à 3 , 
l’une correspondant à une action prolongée avec e =  1 , l’autre avec e =  — 1. Par ailleurs, Eq 
se prolonge aussi en un schéma elliptique Eq sur Zp, et comme j  (Eq) =  0, les deux courbes 
mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de £0 , correspondant aux éléments (—p) 4 

et (—p) 2 de QP/(Q P ) 6 — Twist((£0, 0 ), Qp) (cf. les exemples du chapitre 1).

- Si e =  4, alors Zp7re U Zp7r| - 3  =  Zp7T4 .
Pour fi G Zp7T4 fixé, il y a deux courbes qui prolongent Ep sur Qp avec un défaut de semi- 
stabilité égal à 4, chacune correspondant à une action prolongée de T\ avec t =  1 ou î  =  -1 , 
et l’une est un twist sur Qp(7r2) de l’autre.
Si fi =  0, Eq se prolonge aussi en un schéma elliptique £q sur Zp, et comme j  (Eq) =  1728 , 
les deux courbes mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de £0 , correspondant aux 
éléments ( -p ) 3 et (-p) de QP/(Q P )4 m Twist((£0, 0 ) ,Qp) (cf. les exemples du chapitre 1).

- Si e =  6 , alors Zp7re U Zp7r| -3  =  Zp7T6 U Zp7r|.
Pour fi € Zp7Tg \{0} (resp. fi € Zp7r | \ { 0}) fixé, il n’y a qu’une seule courbe qui prolonge Ep 
sur Qp avec un défaut de semi-stabilité égal à 6 , et elle correspond à une action prolongée de
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Tfe avec € =  1 (resp. e = —1).
Si /? =  0 , il y en a deux, l’une correspondant à une action prolongée avec e = 1 , l’autre avec 
€ = —1 . Comme j(Eo) =  0 , si £q est le schéma elliptique sur Zp qui prolonge Eo, les deux 
courbes mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de £0, correspondant aux éléments 
(—p)5 et (—p) de Qp/(Q p ) 6 — Twist((£0 , 0 ) ,Qp) (cf. les exemples du chapitre 1).

Remarque 2 : Soit e € {3,4,6} ; le lemme 3 de 3.3.2.1 . donne :
- Les modules de Dieudonné (M, £(/?)), /3 6  Zp7reUZp7r |-3 , sont deux-à-deux non-isomorphes 
sur Olc .
- Si a  6  Z x, alors (M, £(m r|~3)) est Oi,e-isogène à (M ,£(a- 17re)) (pour e ^  4, c’est le 2) du 
lemme 3, et pour e =  4, c’est le 1)) ; une isogénie possible est donnée par e\ ■-» e2, e2 —pei, 
et comme elle provient d’une isogénie de E , à savoir le Frobenius, on en déduit que les courbes 
elliptiques Ea- i^e et Eaire-3  sont isogènes sur O lc • Soient £ et £' les courbes elliptiques 
sur Qp prolongeant Ea-i„e et Ea v *-3 respectivement. Les objets D — D*cris(VÇ,(£)) et 
D' =  D*crig(Vp(£')) sont dans M FKe/Qpiv) j ils sont décrits par :
D =  Qp2e! © Qp2e2, <fex =  e2, <pe2 =  -p e i, uex =  eu  o>e2 =  e2, reei =  Ce î, ree2 = Ce_1e2, 
Fil1 (D <S>Q̂ K e) =  (ei <S> 1 +  a -1  • e2 <8 > ir2~e)Ke ,

D' =  Qp2ei © Qp2e2, <pei =  e2, 9 e 2 =  wei =  ei> we2 =  e2> reei =  Ce_1ei, ree'2 =  Cee2>
Fil1 (D üie) =  (e't <8) 1 +  a  • e'2 ® n~2)Ke .
La Olk-isogénie mentionnée ci-dessus induit un morphisme /  : D' —>■ D d’objets de M F ie(y) 
donné par /(e^) =  e2 et f(e'2) =  — p e i. On vérifie que /  commute à l’action de G ^e/Qp, de 
sorte que /  est un morphisme d’objets de MF/ÿ-e/Qp(<p). L’injection

HomKe(S, £') ^  HomQp[GKj V p(£), VP(£')) ~  H om M F^^C f', D)

montre que /  est définie sur Qp ; donc £ et £' sont isogènes sur Qp .
Dans tous les autres cas, les modules de Dieudonné (M, £(/?)), fi e Zp7re U Zp7r |-3 , ne sont 
pas 0£e-isogènes ; en particulier, les Vp(E0 ) correspondants ne sont pas Qp[Gxe]-isomorphes.

Remarque 3, sur les cas ordinaires :

Soit e € {3,4,6} tel que e < p — 1 . On fixe une courbe elliptique E/Wp ordinaire.

Prenons un schéma elliptique E /O ls relevant E. Supposons qu’il est isogène sur Ol€ à 
un schéma E '/O le qui est défini sur Qp avec un défaut de semi-stabilité e. Soit E' la fibre 
spéciale de E'. La remarque du début de 3.3.3. étant aussi valable dans les cas ordinaires, 
on voit que l’on^doit avoir j(E'} =  0 (resp. j(E ') = 1728) si e =  3 ou 6 (resp. si e =  4) ; 
en particulier, E ’ étant ordinaire (puisqu’isogène à E ), l’entier e € {3,4,6} doit diviser p — 1 

(cf. rmq. 4 de 3.1.1.).

On suppose donc que e | p — 1 ; pour satisfaire e < p — 1 , il faut écarter les valeurs 
(e,p) =  (4,5) ainsi que (e,p) = (6,7) (cf. 3.3.1.). L’extension Le =  Qp(7re) est cyclique, de 
groupe de Galois engendré par un élément re vérifiant re7re =  (e7re .
Comme E  est ordinaire, le discriminant du polynôme caractéristique du Frobenius n’est 
pas nul. Le théorème de prolongement implique (cf. théorème 3 de 2.4.4.) qu’un schéma 
elliptique AfOLe relevant E  est isogène sur à une courbe elliptique définie sur Qp avec
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un défaut de semi-stabilité e, si et seulement si l’action de Gal(Qp/Z e) sur VP(A) se prolonge 
en une action de G =  Gal(Qp/Qp), définie sur Q, de déterminant le caractère cyclotomique, 
et qui induit une injection < re> t-> AutQ^j ( D ^  (A))).

On écrit encore op =  ap(E) =  Tr(Frobg) = u +  u~lp, u € Zp .
Soit fi 6  Olci et soit Ep/Oi,e l’un des schémas elliptiques relevant E  décrits en 3.3.1 .3 . (si 
j(E ) & {0) 1728}, il est unique à Le-isomorphisme près). Alors D*ris,Le(^p(^/j)) est isomorphe 
dans M F ie(^) à l’objet décrit par :

D =  Qpei © Qp62 ; <pei =  uei , <pe2 = u ipe2 ;
FU’JDl. 
Fil1!? ^  
Fil* Dr,«{

£(/?) ®oL 
0

Le
pouri < 0
(fi • e\ <S> TTg” 
pour i > 2 ,

'e +  e2 ® 1 )Le

L’action de Gal(Qp/L e) sur Vp(Ep) se prolonge en une action de G avec les conditions men
tionnées ci-dessus, si et seulement si on peut définir une application Qp-linéaire re : D —» D 
d’ordre exact e et de déterminant 1, telle que reip =  <pre , Tr(re<p) G Q , et re • (Fil1/? ^ )  = 
Fil1£>jr(e . Toutes ces conditions équivalent à :
- il existe e G {—1 , 1} tel que reei = Qei et ree2 =  Cr£e2 j
- la trace du Frobenius vérifie ap € N pfi =  {a € Z /( t2 — 4) (a2 — 4p) € (Qx)2}, avec 
7e =  —1,0,1 pour c =  3,4 ,6  respectivement ;
- on a Te ( f i )  =  C 26-1/3» i-e- 7ree+1̂  ^ Qp-

Finalement, on en déduit que Ep/Oi,e est Oz,4-isogène à un schéma elliptique défini sur Qp 
avec un défaut de semi-stabilité e, si et seulement si ap G A/*p*e et fi € Zpît| - 3  (correspondant 
à une action prolongée avec e =  1) ou bien fi € Z p7re (correspondant à une action prolongée 
avec € =  — 1).

Soient E  et E ' deux courbes elliptiques ordinaires sur Fp telles que ap(E) =  ap(E') Ç. 
N £e > soient fi, fi' 6  0z,e et Ep et Epi des schémas elliptiques sur Oi,e relevant E  et E' 
respectivement. On suppose que fi, fi' € Zp7rf-3  ou fi, fi1 E Zp7re ; soient €ptt et €p, les courbes 
elliptiques sur Qp qui sont 0 £ e-isogènes à Ep et Epi respectivement (c 6  {±1}). Du fait que 
tout morphisme commutant avec les Frobenius commute avec re dans D*ris ,KVQp(^p(^.£)) 
et D*ris Ke/Qp(Vp{£pit<i))i on déduit que toute Ol,.-isogénie Ep —¥ Epi se prolonge en une 
Qp-isogénie £ptC Sp, c , i.e.

Homqp(£/?,£,¿¿>/t£) ^  HomoLe(Ep,Ep>).

En particulier, on obtient que les courbes £o,e et €q c sont Qp-isogènes. De plus, à Qp- 
isomorphisme près, il n’y a qu’un nombre fini de courbes E /Qp telles que DpCris(Vp(i?)) ~  
DpC(e;ap; e;0 ) pour (e;ap;e) fixé.

3.3.4. F in de la preuve du théorèm e 2 .1 . du chapitre 1 :

Soit e € {3,4,6}, et soit p > 5 tel que e | p+  1 . On reprend les notations de 3.3.3., en 
particulier K e =  Qp2(7re) avec =  -p , et GKe/qp = < re > >4 <u>>.

Pour e € {3,4,6} tel que e | p +  1, on a défini au chapitre 1 (en 1 .3 .1 .2 .) les ob
jets D*c(e;0 ;o;), a  6  P 1(QP), de M F*e/Q»  et de poids Hodge-Tate (0,1) suivants :
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DpC(e; 0; a) =  Qp2ei © Qp2e2 , avec (pex =  e2 , <pe2 =  -p e x ; uei =  e\ , u;e2 = e2 ; 
reei =  Ceei , ree2 =  Ce-1^  5 F il^ D j^ e ; 0; a) (giQ̂  K e) =  (a • ei <g> 7re-1 +  e2 <g> ire)Ke.
Ces objets sont deux-à-deux non-isomorphes dans M Fr^/qp(<f). Nous allons maintenant 
montrer, comme conséquence du travail fait précédemment, que chacune de ces représenta^ 
tions provient d’une courbe elliptique définie sur <Q>P ; cela achèvera la preuve du théorème
2.1. du chapitre 1, lequel donne une description complète des classes d’isomorphisme d’objets 
de RepQp(G0 provenant d’une courbe elliptique, où G est le groupe de Galois absolu de Qp.

On suppose e < p— 1, donc (e,p) ^  (6,5). Soit E/Fp supersingulière d’invariant modulaire 
j(e), avec j(3) =  j(6) =  0 et j(4) = 1728.

Pour € € {—1,1} et a: € Zp, on note E(e;e, a) la courbe elliptique qui correspond dans 
la description de 3.3.3. au relèvement de E  en un schéma elliptique Ep sur Zp[7re] avec 
/3 =  a(—p)~2̂ îTee_1 ; on a donc ¡3 = aire si e =  1, et /? =  o;îr|“3 si € =  —1. D’après 3.3.3., 
on sait que ces courbes sont définies sur Qp avec un défaut de semi-stabilité e. De plus, on 
sait que D(e; e, a) =  D*cris(V̂ (Æ?(e; c, a))) est un objet de ~MFKe/qp(<p) de poids Hodge-Tate 
(0,1) dans lequel il existe une Qp2-base (ei,e2) telle que :

(pei =  e2 , (pe2 =  -p ex ; wei =  ex , ue2 = e2 ; reex -  Cee\ , ree2 =  C ' e2 ;

Fil1 (D(e; e, a) 0 q p2 K e) =  £ ( ^ £_1 (-p) V  <*) <g>zP[7re] K e = (et®  1 +  (-p) V a  • e2 <g> wlc~e)K e . 

Ecrivons ces objets sous la forme D£c(e; 0; a), a  € P x(Qp), comme ci-dessus.

- Si € =  1, on a reei =  Çeet , ree2 =  Cr1̂  > et la filtration s’écrit Fil1(JD(e; 1, a) 0Qp2Ke) = 
(e\ <8> 1 + ce • e2 <g> n%~e)Ke =  (—paT1 • ex <g> 7re-1 +e2<g> ire)Ke , avec la convention oT1 =  oo € 
P 1(Qp) si a  =  0. Alors on voit que B l>cria(Vp(E(e; 1, a))) =  D(e; 1, a) = D*c(e; 0; -par-1), 
et lorsque a  parcourt Zp, —pa~l parcourt {æ € F>1(QP) , vp(x) < 1}, où vp est la valuation 
normalisée sur Qp (avec la convention up(oo) =  —oo).

- Si e =  —1, on a reei =  C r^ i ) rê 2 =  Cê 2 , et la filtration s’écrit Fil^Z^e; —1, a)
K e) =  (ei<g>l+a’e2<g>7T~2)Ke = (ei®7re+a-e2<8ure~1)K e. Lorsqu’on applique à D(e; —1, a) la 
transformation Qp2-linéaire donnée par ex i-> e2 , e2 M- —pe'x , on constate qu’il est isomorphe 
dans à un objet D = Qpze^ © Qp2e2 avec

(pei =  e2 , (pe'2 =  -pe[ ; uje[ = e[ , ue'2 -  e2 ; ree[ =  Ceei , ree2 =  Ç~le'2 , 

et Fil1 (i? <8>Qp2 K e) = (—poi • e\ <g> ir~l +  e2 <8> Ke)Ke .

Alors on voit que DpCria(V^(i?(e; — 1, a;))) =  D(e;— l ,a )  =  D*c(e; 0; — pa), et lorsque a 
parcourt Zp, —pa parcourt {x Ç. P 1(Qp ) , vp(x) > 1}.

Les deux situations présentées ci-dessus se “recoupent” en a  € Z ^, dans le sens que 
les jD (e;l,a) fournissent la même famille de représentations que les D(e; —1, ce) lorsque a  
parcourt h p ; on rappelle que les schémas E (e;l,a~ 1) =  Ea- iWe et E(e\— 1 ,a) =  Eai(e-z 
sont isogènes sur Zp[7re], et que la Le-isogénie liant ces deux courbes est définie sur Qp, de 
sorte qu’elles sont isogènes sur Qp (rmq. 2 de 3.3.3.).

T héorèm e 1 :
Soit p > 5. Pour chaque e 6 {3,4,6} divisant p +  1, et pour chaque a  € P 1(QP), U existe

)5

m : K e / Q



une courbe elliptique Ee<a définie sur Qp telle que D*crig(^ ,(£ ’eiC()) ~  D*c(e;0 ;a ) dans 
M ^e/Qpiv5)-

Preuve :
Si (e,p) 7  ̂ (6 ,5), alors e < p — 1, et le résultat découle de tout ce qui a été fait précédemment. 
Si (e,p) =  (6,5), on considère une famille de courbes i?3,a , a  G P 1(Qs), définies sur Qs et 
telles que D*cris(V'5(£,3)a)) ~  D£c(3;0;û-) dans MFjr3/Q5(y>). Pour chaque oc € P^Qs), 
notons E '3 a la courbe elliptique définie sur Qs obtenue en twistant Ez,a sur Q s ^ ) .  L’action 
de G =  Gal(Q5/Qs) sur V5 (E^a) est obtenue en twistant l’action de G sur V5 (E3t0t) par le 
caractère ramifié d’ordre 2

( G -t- {±1}
1 î  14 ?

Alors D =  DpCris(V5(S3 a)) est un objet de M FKe/Qs((p) qui admet une Q52-base (t>i,V2) 
telle que

(pvi =  v2 , ipv2 =  -p v i ; uvi =  vi , üjv2 =  v2 ; r6vi =  -Ç3V1 , r6v2 = -< 3 1v2 ,

et Fil1 (D <8>qs2 Kg,) = (a • v\ <g> irJ 1 -1- v2 ® ^3 ) ^ 6  •

Or, on a choisi X3 , icq, C3, C6 € Q5 de sorte que tïz =  7r|, et —Ç3 = Ĉ 1 (puisque —£3 est d’ordre 
6 et C| =  C3) • Alors la transformation Q52-linéaire donnée par v\ e2l v2 —5ei est un 
isomorphisme dans MFjÿ-0/Qs(v?) qui envoie D sur DpC(6 ; 0 ; 52ar-1 ). Le résultat s’en suit 
puisque a  t-»- 52« “ 1 est une bijection de P1(Qs). □

Remarque 1 : On considère toujours la même courbe E /Fp du début de ce paragraphe, 
ainsi que les relèvements E/3, fi € O ls, de E  sur O lc =  Zp[7re]. Notons E'/Fp le twist 
d’ordre 2 de E  correspondant à l’extension Fp2 /Fp, et Ep le twist non ramifié d’ordre 2 de 
Ep correspondant à l’extension K e/L e ~  Qp2/Q p. Alors Ep a bonne réduction sur Le, et
les relèvements de E ’ en un schéma elliptique sur Ol, sont, à isomorphisme près, les Ep , 
fi G 0£,e. De plus, Ep est définie sur Fp avec un défaut de semi-stabilité dst(£^) =  e si et 
seulement si Ep l’est. Dans ce cas, si dans M F^e/Qp(y) on a D£cris 
pour un a  € P ‘(Qp), alors D*orla(V,,(.Ey) ~  D’ c(e; 0; - a ) .

Remarque 2 : On peut donner des exemples explicites (i.e. des équations de Weiertrass) 
pour a  G {0,00}, voir les exemples du chapitre 1 en 1.3.3. ; par contre, si a  G Qp , je ne 
sais pas le faire. Rappelons tout de même que l’invariant c* est lié au logarithme du groupe 
formel d’une courbe elliptique qui lui correspond ([Laf]).

P rop osition  7 :
Soient p > 5 et e G {3,4,6} divisant p+  1.
1) Soit a  G P 1(Qp). Si vp(a) 1 , àQ p-isomorphisme près, il y a 2 courbes elliptiques E /Q p 
telles que D*cris(Vp(£0) -  D pc( e; 0 ; a) dans MFj^e/Qp(<p), et si vp(<x) =  1, il y en a 4.
2) Soient E  et E' deux courbes elliptiques sur Qp potentiellement supersingulières avec dst(£’) = 
dst(£,/) > 3. Alors VP(E) et VP(E') sont QP[G]-isomorphes si et seulement si E  et E ' sont 
Qp-isogènes.

Preuve :
1) Soient e G {3,4,6} divisant p + 1 et a  G P 1(Qp). Soit E/Q_p une courbe elliptique telle que
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OpcrisW ^O) -  Dpc(e ; 0 ;a). Alors dst(.E) =  e, ÊLe est supersingulière, et j (Ë Le) =  j(e). 
A Fp-isomorphisme près, il y a deux courbes elliptiques sur Fp d’invariant modulaire j(e), 
disons E  et E', et l’une est un twist sur Fp2 de l’autre.
Considérons d’abord les courbes E /Q p telles que D*cris (1 ,̂(2?)) ~  D*c(e;0 ;a!) obtenues à
partir de E. Si vp(o;) ^  1 , il y en a une seule à Qp-isomorphisme près, correspondant à Ep 
avec ¡3 =  —ap- 17r| - 3  si Wp(a) > 1, et à /? = — oTlpne si up(o) < 1 ; si üp(a;) =  1, il y en a 
deux à Qp-isomorphisme près, correspondant à Ep avec (3 =  —ap~l ir| - 3  ou (3 =  —aTlpne . 
D’après la remarque 1 précédente, les courbes £^/Q p obtenues à partir de E' sont des twists
non ramifiés des courbes Ep . On en déduit les courbes E '/Q p dont la fibre spéciale est E ' et 
telles que DpCris(Fp(£")) ~  D*c(e; 0 ; a) : si vp(ot) ^  1 il y  en a une seule à Qp-isomorphisme 
près (correspondant à Ep avec (3 =  ap~l irl~ 3 si up(a) > 1 , et à ¡3 =  o r xpne si up(or) < 1), et 
si vp(a) =  1 il y  en a deux (correspondant à E p  avec (3 =  a p - 1 7r| - 3  o u  /3 =  a - 1 /wre) .

2) Rappelons que Ea- e s t  Qp-isogène à Ea^e-a pour tout a € Zp (3.3.3. rmq.2). Il suffit 
donc de prouver que Ep est Qp-isogène à E^_^ pour tout (3 G Zp7re U Zp7r |-3 .
Soit d 6  tel que d £ (F*)2, et soit S G Fp2 tel que 82 = d ; alors le morphisme 7  : 
E E' donné au niveau des points par : .E(FP) —>• E'(Fp), (x,y) (52x, <53y), est un 
isomorphisme défini sur Fp2 . Soit cr : x xp le Frobenius absolu, Gal(Fp/Fp) =<  a >. Soit 
£ : Gal(Fp/Fp) ■—> {±1} l’unique caractère d’ordre 2 ; on a gô = £(g)6  et 7  ̂ =  £(<7)7 pour 
tout g G Gal(FD/F0). Alors

{

EndF^ (E) -¥
7 0 >̂
HomF_, (E, Ê')

est un isomorphisme, par lequel les éléments de HomFp (E, E') correspondent aux ip G Endp^ (E) 
tels que ty9 =  ^(g)i’ pour tout g G Gal(Fp/Fp), ce qui équivaut à =
Soit i>e = [Ce] -  [Cr1] € EndFp2 (-ê) ; on a degV>e =  4 -  7 2 =  3 si e € {3,6}, 4 si e =  4.

Comme ipe = [Cr1] — [Ce] =  —V’e > l’isogénie 7 0 ^  est définie sur Fp . Soient M  =  M(i?(p)) 
et M ' = tSÆ(E'(p)). L’isogénie M (7  o ^ e) : M ' —» M  est donnée par la composée de 
M (7 ) : M'(g)ZpZp2 —ï M®zpZp2, qui envoie une base adaptée sur une base adaptée, avec 
M(V>e) : M<S>zpZp2 —ï M(g)zpZp2 ; cette dernière s’écrit dans une base adaptée (ei, e2) de M  :

(

Ce Ce”1 
0 c 1 -  c , (

A
0

0
<r(A) )

, A G Zp2 , <t(A) — —A.

Alors on voit que M('0e) envoie, après extension des scalaires, £(/?) =  (ei® l+/3-e2®7r*“e)C>£,e 
sur £ (—/3), et l’on en déduit par Serre-Tate que 7 0 ÿ e se relève en une Oi,e-isogénie (7 o ipe)p : 
Ep —> E^_^ pour tout (3 eÛ Le -
Prenons maintenant ¡3 G Zp7re U Zp7r |-3 , de sorte que Ep et E[_p) sont définies sur QP, 
et posons D =  DpCris(T^,(£^)) et D' =  D*crig(Vp(.E^_^)). Les objets D et D' sont dans 
M.FKe/Qp((p) et ils sont décrits par :
D =  Qpsex © Qp2e2, y>ei — e2, (pe2 = -pe  1, uex = eu ue2 =  e2, ree 1 =  Ce£ei, ree2 =  Ce-£e2, 
Fil1 (D ®qj)2 K e) =  (ei <S> 1 +  /? • e2 <8> ttl~e)Ke ,
D' =  Qp2ei © Qp2e'2, <pe'x =  e'2, (pe'2 =  -pe[, ue'x =  -e[, ue '2 =  -e '2, ree\ =  Ce_£e'i, 
ree2 — C eV 2 , F i^iD ' K e) =  (e'j (8) 1 -  (3-e'2 <8> ir\~e)Ke .
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L’isogénie ( 7 0  ipe)p induit un isomorphisme D' —f D d’objets de M Fxe(<̂ ) par e’x (->■ Aei, 
e'2 i-f cr(A)e2 . On vérifie que ce morphisme commute à l’action de G k9/qp> donc (7  o ipe)p : 
Ep —¥ est une isogénie définie sur Qp . □

Remarque 3, sur les cas ordinaires : Rappelons que pour e € {3,4,6 } tel que e | p — 1 , 
on a défini les objets D *c(e; ap; e; a), ap G A ^e, c G {—1,1}, a  G {0,1}, de M FLe/Qp(<p) et 
de type Hodge-Tate (0,1) suivants : soit u l’unique élément de Zp vérifiant u + u~lp =  ap ; 
Dpc(e ;aPÎ «) =  Qpei ® Qpe2, avec <pex =  uex, <pe2 =  u_1i>e2 ; Teex =  Ceeei, ree2 =  Ce“£e2 ; 
Fil1!?!,« =  (a • ei ig)7re-e +  e2 ® 7rec)Qp(7re). Ces objets sont deux-à-deux non-isomorphes dans 
M FLe/<QP(<p)-
Soit e G {3,4,6}, et soit p > 5 tel que e \ p — 1 . On suppose e < p — 1, donc (e,p) ^  (4 ,5) 
et (e,p) 7  ̂ (6,7). Soit E f¥ p une courbe elliptique ordinaire telle que ap(E) =  ap G A/^e 
(cf. la remarque à la fin de 3.3.3.). Pour e G {—1,1} et a  G Zp, on note E(e\ ap; €, a) une 
courbe elliptique définie sur Qp qui est Zp[7Te]-isogène à un schéma elliptique Ep sur Zp[ne], 
avec fi =  o:(—p) 2 7r“ 2e_1 (voir la fin de 3.3.3.). Alors on obtient des isomorphismes dans 
MFLe/Qpiv) '■

DpcrisO'pC^'i6» °pi c> ¿‘O)) — i
DpC(e ; ap;€; °) si a  = ° 
Dpcieîap;^1) si

En fait, pour chaque e G {3,4,6} divisant p — 1 et pour chaque triplet (ap, e, a) dans x 
{±1} X {0,1}, on peut trouver une équation de Weiertrass explicite d’une courbe elliptique 
E /Q„ telle que D ^ V ^ S ) )  =! D ;c(e;ap;e;c) dans M F Lc/Qp(<p) (voir les exemples du 
chapitre 1, en 1.3.3.).
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ANNEXE A

Classification des Q?[G]-modules Vi(E) , l G V

A .l .  D ém onstration  des parties 1) et 2) du théorèm e 1.1. :

Dans toute cette section A .l . ,  on désigne par i E V  un nombre premier distinct de p.

Nous nous proposons ici de démontrer les parties 1) et 2) du théorème 1 .1  du chapitre 1 . 
Nous allons donner une classification des Q;[G]-modules V\{E) qui repose sur l’équivalence 
de catégories entre les représentations /-adiques de G  (qui sont toutes potentiellement semi- 
stables puisqu’on est dans le cas où le corps résiduel est fini) et les représentations Z-adiques du 
groupe de Weil-Deligne 'W  associé à G . C’est une légère variante des notions développées par 
P. Deligne dans [Del], le but étant d’obtenir une équivalence avec une catégorie dont les objets 
sont comparables (en un sens précis) avec des objets provenant de représentations p-adiques 
de G . Rappelons que l’on savait déjà comment comparer un système de représentations 
/-adiques (Ai)i^p de 'W  lorsque / parcourt tous les nombres premiers différents de p , voir 
par exemple [Roh]. Dans cet article, D.E. Rohrlich établit maints résultats concernant les 
systèmes de représentations /-adiques, l ^  p , provenant de courbes elliptiques.

Classifier les Q/[G]-modules Vi(E) pour l p revient à classifier les représentations du 
groupe de Weil-Deligne ’W  = 'W qp ; on utilise le foncteur contravariant WDpgt l qui établit 
une anti-équivalence de catégories entre RepQ{(G) et RepQ((W ), voir 1 .2 .1 .1 .. Rappelons 
qu’un objet dans RepQ;(W ) peut être considéré comme un triplet (A;, pa, N), où : A; est 
un Q/-espace vectoriel de dimension finie ; po : W  —» AutQ,(A/) est un morphisme dont le 
noyau contient un sous-groupe ouvert de I  ; N  € EndQ,(A/) et vérifie : Vto € W, po(w)N = 
pv^ N p 0 (w).

A .1.1. Les cas potentiellem ent m ultiplicatifs :

Soit E  une courbe elliptique sur Qp telle que vp(Je ) < 0 ; alors, quitte à tordre E  par 
un caractère d’ordre 2, on peut supposer que E  =  Eg , où Eq est une courbe de Tate avec 
Q € Qp 7 vp(q) > 1 , et q est uniquement déterminé par l’invariant modulaire j e - 
La représentation Vi(Eg) est semi-stable, comme extension de Q; par Q/(l) ; par contre, elle 
n’est pas cristalline (i.e. n’a pas bonne réduction), puisque q 6  pZp\{0}.
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a|c _
Soit Ai =  W D rt>1(V,(£?,)) '» c’est un Q/-espace vectoriel de dimension 2 , muni d’une action 

du groupe de Weil Q¿-linéaire p0 : W  — y AutQ;(A/), et d’un opérateur N  € EndQ,(A/), 
vérifiant po(w)N =  pv(w  ̂N  po(w), pour tout w G W . La représentation Vi(Eq) étant semi- 
stable, on a po(I) =  1 ; comme elle n’est pas cristalline, on a N  ^  0.

j|e

En appliquant le foncteur contravariant W D stjj à la suite exacte (*m), on obtient une suite 
exacte dans R e p ^ 'W ) :

0 — y A iti — y A i — y A/t2 — > 0 ,

où l’action de <f> est triviale sur A;)X, et se fait par la multiplication par p sur A ¡j ; il existe 
donc une Qj-base (ex,e2) de A/ telle que po(<p)ei = e\ et po(<j>)e2 =  pe2 . Puis la relation 
po(<f>)N =  p~1Npo((f>) donne po(<f>)(Nei) =  p~lNe\ ; on en déduit que Ne 1 =  0, car sinon 
p - 1  serait valeur propre de po((f>). La même relation donne aussi po(4>)(N e2) =  Ne2 ; on en 
déduit que N e2 — ae 1 , avec a 6  Q;x (si a =  0 l’opérateur N  serait nul). Finalement, quitte 
à changer e\ en ae\ , on voit qu’il existe une Q/-base (ei, e2) de A/ dans laquelle les matrices 
de po(<f>) et de N  s’écrivent respectivement

On constate que l’on obtient qu’une seule classe d’isomorphisme, i.e. pour tous q, q' dans 
pZp\ { 0 }, les Qi[G]-modules Vi(Eq) et Vi(Eq>) sont isomorphes. De plus, on voit que Aiti =  
Qpei est un sous-objet, alors que A/,2 =  Qpe2 ne l’est pas, n’étant pas stable par N  ; on 
en déduit que la suite exacte (*m) n’est pas scindée (on retrouve ainsi ce résultat qui était 
déjà connu, voir [Se 1], A .I.2 .). Enfin, l’action de W  via po est semi-simple ; il suffit donc de 
connaître toutes les traces de po ainsi que le polynôme minimal de N  pour décrire la classe 
d’isomorphisme de A/ =  W D st l(V/(Eq)).

En tordant par les trois caractères d’ordre 2 possibles (un non ramifié et deux ramifiés, 
correspondants aux trois extensions quadratiques M u M2 , et M3 de Qp), on obtient les 
objets W D ^(e; b), e € {1,2}, b G {-1,1}, de R e p ^ W )  décrits par : poih) = 1 ; ^0(^2) =  
(-1 ) * - 1 ; Pmin(po(<1>)) = ( X - b ) ( X -  bp) ; Pmin(iV) =  X 2 ; p0 (<f>)N =  p - l Np0 (<t>).
Ils proviennent tous d’une courbe elliptique E  sur <Q>P telle que vp(tje) < 0 . Plus précisément, 
soient q = q(jE) et j e  =  —2 AB~l mod (Qp)2, où l’on a choisi une équation de Weierstrass 
y2 = x3 + Ax + B  pour E. Alors ([Silv 2], V, lemme 5.2.) :
(e; 6) =  (1; 1) -O- Qp(^/Ïe ) = QP » et E  est isomorphe sur Qp à Eq ;
(e; b) =  (1; —1) Qp(^/ÿË) = Qp2 =  M \, et E  est le twist sur M\ de Eq ;
(e; b) =  (2 ; 1) -«• Qp(y/yË) = Q pi^) = M2 , et E  est le twist sur Mjj de Eq ;
(e; 6) =  (2 ; — 1) Qp(v'Ts) = M3 , et E  est le twist sur M3 de Eq .
Le fait que ces représentations, pour (e,b) fixé (donc pour E  fixée), soient définies sur Q et 
ne dépendent pas du nombre premier Z, exprime la compatibilité au sens de Weil-Deligne du 
système (Ai)i^p , avec A/ =  W D stil(Vj(£)). Tous ces résultats sont dans [Roh], § 15.
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A .1.2. Les cas de potentielle bonne réduction :

Soit E  une courbe elliptique sur Qp telle que vp (je ) > 0 ; alors E  a potentiellement 
bonne réduction et acquiert bonne réduction sur Le = Qp(7re), où e =  dst(.E') (c’est l’indice 
de ramification minimal d’un corps sur lequel E  acquiert bonne réduction).
Soit A i =  W D pst)i(V/(i?)) : c’est un Q/-espace vectoriel de dimension 2 , muni d’un mor
phisme po : W  — > AutQ,(A/) ; l’opérateur de monodromie N  est nul puisque Vi(E) a 
potentiellement bonne réduction.
Alors on a p0 (le) = 1 et Pmin{po{<f>))(X) =  X 2 -  apX  + p, avec ap =  ap(£xe) ; de plus,
< re > =  I(K e/Q p) =  I / I e s ’injecte par po mod Ie dans AutQ,(A;), car sinon E  acquerrait 
bonne réduction sur un corps d’indice de ramification strictement inférieur à e (à savoir sur 
le sous-corps de K e fixé par le noyau de la restriction de po mod Ie à / / / e). De plus, le 
déterminant sur Vi(E) est le caractère cyclotomique non ramifié donnant l’action de G sur 
Z/(l). On sait alors que A; est F-semi-simple, i.e. la représentation po : W  —>• AutQ,(A/) 
l’est (cf. [Roh], § 14). Pour déterminer A/ à isomorphisme près, il suffit donc de connaître 
Tr(po) : W  —¥ <Qi, ou bien, comme le déterminant est fixé, il suffit de donner les polynômes 
caractéristiques de tous les po(w), w € W . Remarquons que si la représentation y>o est abéli- 
enne, alors la connaissance de toutes les traces équivaut à celle de Tr(po (</>)) i Tr(po(^e)), et
Tr(p0( ^ e)) •

Si dst(-E’) =  e =  1 , alors E  a bonne réduction sur Qp ; la classe d’isomorphisme de 
Ai = W D*st)1(Vj(£)) est donnée par : p0 (I) = 1 ; Pcar(po(<t>))(X) = X 2 -  apX  + p ; N  =  0 , 
ce qui correspond à l’objet noté W D*(l; ap) dans la liste WD* du chapitre 1 . On constate 
dans ce cas que la classe d’isomorphisme du Qj[C?]-module Vi(E) est déterminée par la classe 
de Fp-isogénie de sa courbe réduite E /Fp , c’est-à-dire par l’entier ap = ap(E).

Si dst(i?) =  e =  2 , alors E  est le twist par le caractère ramifié d ’ordre 2 correspondant à 
l’extension Qp(tt2)/Q p d’une courbe ayant bonne réduction sur Qp . La classe d’isomorphisme
de A; =  W DpStil(V'/(£')) est décrite par : p0 (h) =  1 ; /¡>o( )̂ =  ~1 ; PCar{po{4>)){X) =  
X 2 — apX  +  p ; N  = 0 , ce qui correspond à l’objet noté WD*(2 ; ap) dans la liste WD* du 
chapitre 1 .

Supposons maintenant que dst(I?) = e 6  {3,4,6}. Alors l’automorphisme po(0e) est 
d’ordre e exactement et de déterminant 1 (puisque I  agit trivialement sur A2Vi(E) = Z/(l), 
^  P) î comme (Z/eZ)x = {±1}, cela implique

Pcar(/=>o(0e))PO  = Pm,n(/>o(^))(I) =  (X -  Q ( X  -  Q 1) = X 2 -  7eX  + 1 € Z[X] ,

avec 7e =  Ce +  C 1 =  —1,0,1 si c = 3,4 ,6  respectivement. L’automorphisme po{0e) est 
diagonalisable à valeurs propres distinctes dans Q/(Ce)SlQAî • De plus, on a 9e<j> =  <j>0ç mod Ie , 
d’où po(<f>)po(9e) =  po(0e)po(4>) lorsque p = 1 mod eZ ,et po(4>)po(0e) = Poi&e) - 1  Po(<f>) lorsque 
p = — 1 mod eZ .

Supposons e \ p + 1 . En se plaçant dans une Qf(Ce)-base de diagonalisation de po(6e) 
dans Qi(Ce)®Q,A;, on voit facilement que tout endomorphisme Q/(Ce)-linéaire /  vérifiant 
fpo(0e) = poi^e) - 1  f  est de^trace nulle, ainsi que celle de fpo(9e) (car Ce ^  C 1 pour e > 3). 
Donc ap =  0 et la courbe Ei,e est supersingulière.
Dans ce cas, la représentation po : W  — > AutQ,(A/) n’est pas abélienne, mais le fait que 
Tr(po(0)) =  Tr(p0(^e)) =  0 montre que les relations : po(Ie) — 1 ; Pmin(/>o(^))(^) =
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X 2 -  Jex  +  1 ; Pmt„(/>o(0))(X) = X 2 + p ’] po(<f>)po(9e) =  po(Oe) 1Pa(<f>) ; N  = 0, avec 
e G {3,4,6} et e | p 4 - 1 , suffisent pour la détermination de Tr(po) • W  —¥ Q/. Elles 
déterminent aussi la classe d’isomorphisme de A/ = W D pst i(V/(i?)), qui correspond à l’objet 
noté W D*c(e;0 ) dans la liste WD* du chapitre 1 . Remarquons que toutes les traces sont à 
valeurs dans Q , ce qui exprime le fait que A* est définie sur Q .

Supposons e | p — 1 . Plaçons-nous encore dans une Qi(Ce)-base de diagonalisation de 
po(0e) dans Q/(Ce)®Qi^i j alors sa matrice dans cette base s’écrit :

(

La relation po(<t>)po(Oe) =  po(ôe)po(<j>) montre que la représentation po est abélienne, et que 
Po(4>) est diagonalisable dans la même base ; écrivons sa matrice Diag(2i, 22)1 avec Z{ G Q/(Ce), 
et z\z2 = p, zi + z2 = ap . Alors la trace de po(<f>Oe) est te =  Q zx +  CTC;22 , et un calcul 
élémentaire montre qu’elle est racine du polynôme

T(X) = X 2 -  leapX  +  P7e + a2 -  4p e Z[X\ ,

de discriminant dise(Pcar (p0[4>)))disc(Pcar(/90(^e))) =  (a2 — Ap)(y2 — 4) 7  ̂0 . Les deux racines 
distinctes de T(X )  sont tx et i_ 1 ; en particulier, la représentation définie, à isomorphisme 
près, par Tr(po(<f>6e)) = t\ n’est pas isomorphe à celle définie par Tr(/»o(^e)) =  t - i  • Enfin, le 
fait que A; =  W DpSt l(Vi(£')) doit être définie sur Q équivaut à Tr(/)o(W0) C Q , c’est-à-dire 
Tr(po(00e)) =  t€ G Q • Cette condition s’écrit aussi

disc(T(JÏ)) =  -  4)(al -  4p) € (Q* )2 ,

c’est-à-dire ap G A/̂ *e ; en particulier, ap est non nul, et la courbe Èz,e est ordinaire.
^  a|e

Finalement, la classe d’isomorphisme de A/ =  W D pst i(V/(i?)) est donnée par : po(Ie) =  1 ; 
Pmin(po(0e))(X) = X 2 -  7eX  + 1 ; Pcar(p0(<f>))(X) = X 2 — apX  + p ; Pcar(po(<i>Oe))(X) = 
X 2 -  teX  -I- p ; po{4>)Po{Qe) =  Po(9e)po(4>) ; N  = 0, avec e G {3,4,6 } et e | p -  1, ap G jV£e, 
e G {±1}. Ces objets sont deux-à-deux non-isomorphes, et correspondent à ceux notés 
W DpC(e;a^>;€) dans la liste WD* du chapitre 1.

.✓y . ___

De plus, pour E / Qp fixée, les classes d’isomorphisme des A; = W D pst>1(V/(.E)) sont 
définies sur Q et indépendantes de l G ^\{i>} : cela exprime la compatibilité du système 
(Ai)i^p. Dans les cas e G {1,2}, cette compatibilité provient du fait que le polynôme carac
téristique du Frobenius est dans Q[X] et indépendant de l. Dans les cas W DpC(e; 0 ) lorsque 
e G {3,4, 6} divise p+  1 , elle provient du fait que Pcar(/?0(<£)) et Pm»n(Po(&e)) sont dans <Q[X] 
et indépendants de l. Par contre, pour déterminer l’invariant e G {±1} qui intervient lorsque 
e G {3,4,6} divise p — 1, il faut étudier le Fp[/]-module E\p] (voir [Kr]^2.3.1.), et utiliser 
le fait que le groupe cyclique Gal(Qp(7re)/Q p) agit sur la courbe réduite E/Fp , comme dans 
[Se-Ta], Thm.2.

Remarque : On a montré que si dst (E) = e > 3 (et pour p > 5), alors

J  e | p — 1 =>- E  est potentiellement ordinaire,
\  e j p + 1 => E  est potentiellement supersingulière.
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On verra que l’on obtient le même résultat en étudiant le Qp[G]-module VP(E) (A.2.4.). 
On peut aussi le retrouver en choisissant une équation de Weierstrass minimale pour E  ; 
on montre alors que je  =  0 mod pZp si e € {3,6} (d’où Aut(Ü£e) =  ¡i& =<  Cô > ) et que 
JE = 1728 mod pZp si e =  4 (d’où Aut(££e) = jti4 = < £ 4  > ), puis on conclut en utilisant le 
critère que l’on peut trouver dans [Silv 1], Thm. 4.1.(a) (voir les exemples 4.4. et 4.5. qui 
suivent).

Ceci achève la démonstration des parties 1) et 2) du théorème 1 .1 . du chapitre 1 . Pour 
finir, nous allons montrer que les ensembles et sont de cardinal 4 et 6

respectivement. Fixons une clôture algébrique Q de Q ; choisissons £4 et ^6 (E Q des racines 
primitives quatrième et sixième de l’unité, de sorte que ^ (Q ) =<  C4 > et /^(Q) = <  Cs >•

Lemme :
Soit p > 5 ; si A | p — 1 l ’ensemble A/"p*4 =  {a G Z f a 2 — Ap =  —1 mod (<Q>X)2} est en bijection 
avec 1x4 (Q)> et si 3 | p — 1 l ’ensemble = {a G Z / a 2 — Ap = —3 mod (Qx)2} est en 
bijection avec fiô(Q)- Lorsque 12 | p — 1, ces deux ensembles sont disjoints.

Preuve : C’est de l’arithmétique élémentaire. La dernière assertion est évidente.
Sip = 1  mod 4, alors =  {a G Z j  — (a2 —Ap) G (Qx)2} =  {a G Z j  Ap— a2+b2,b G Z } 

est en bijection avec {a G Z / p =  a2 + b2 , b G Z }. Soit <74 la conjugaison dans Q(C4) =  
Q (\/—ï) (i.e. le générateur de Gal(Q(Ç4)/Q)), et ^Q(c4)/Q(æ) =  xcr4 (x), x G Q(C4)> la norme. 
L’anneau des entiers de Q(C4) est Z ^ ]  = {a +  £4b ,a ,b €  Z } (c’est l’anneau des entiers de 
Gauss). Soit NPt4 =  {x G Z[CJ /  Nq«4)/q(x) = p} : c’est un ensemble non vide car Z[C4] 
est principal et p =  1 mod 4 (Fermât), sur lequel cr4 agit. Tout élément de iVp>4 fournit de 
façon évidente un élément de {a G Z / p = a2 + b2 , 6 G Z }, d’où une application de NPt4 

dans A/̂ ,x4 qui est clairement surjective, et deux éléments x ,x '  de iVp>4 ont la même image 
dans {a G Z / p =  a2 +  b2 , b G Z } si et seulement si x' =  0 4 (2:). On en déduit une bijection 
Np^/ < <74 > -3- AÎPt4 - Puis si xq g  NPi4 , l’ensemble NPt4 est constitué de xo , (r4(xo)i ainsi que 
des produits de ceux-ci avec les éléments de norme 1 , i.e. les unités (Z[£i])x =  < £ 4  > ; on en 
déduit une bijection Np^ /  < <r4 > -̂ > < £4 >, d’où le résultat.

Si p = 1 mod 3, posons £3 =  Ci : c’est une racine primitive troisième de l’unité. On note 
(73 la conjugaison et ^Vq(^)/q la norme de l’extension quadratique Q(Ca) =  Q(V—3) de Q ; 
son anneau des entiers est Z[Ca] =  {(a + \ /—36)/2 , a, b G Z , a =  b mod 2Z }, il est principal, et 
ses unités sont ses éléments de norme 1. L’ensemble iVP)3 =  {x G Z[^3] /  -Wq^/qÎ*) = i>} est 
non vide car Z[^3] est principal et p = 1 mod 3 (i.e. (—3) est un résidu quadratique modulo p). 
Alors la preuve est tout-à-fait similaire : l’ensemble A/"px3 =  {a G Z /12p = 3a2 +  b2 , 6 G Z } 
est en bijection avec Np$ / <cr3> , lequel l’est avec (Z[C3])X =  < Cô >• □

A .2 . D ém onstration des parties 1 ) et 2 ) du théorèm e 2 .1 . :

Nous nous proposons ici de démontrer les parties 1) et 2) du théorème 2 .1 . du chapitre 
1. Signalons que les calculs qui suivent sont peu ou prou les mêmes que ceux effectués dans 
[Fo-Ma], § A. Le seul élément nouveau est la détermination explicite de la filtration dans les 
cas multiplicatifs (A.2 .2 .). Les correspondances avec les notations de [Fo-Ma] se trouvent
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dans le chapitre 1 .

J.-M. Fontaine construit dans [Fo 2] un foncteur établissant équivalence de catégories 
entre R eppaf(G) et une catégorie de modules filtrés ; on utilise ici le foncteur contravariant 

, voir 1.3.1.1*.
* __

On notera W D pstp le foncteur de R eppâi((?) dans Repp0('W), où Po =  FracfF(Fp) est 
le complété de Q£r, qui s’obtient comme limite inductive des W D st)K lorsque K  parcourt 
l’ensemble des extensions finies galoisiennes de Qp contenues dans Qp (cf. 1.3.2.).

A .2.1. Q uelques rappels sur les anneaux Bcris ■> B st , e t B<ir  :

Si A est un anneau commutatif de caractéristique p, on note W  (A) l’anneau des vecteurs de 
Witt à coefficients dans A, et pour À G A, on note [A] =  (À, 0,0,....) G Ŵ (A) son représentant 
de Teichmüller. Soit C  =  <Ĉ, le complété de Qp, d’anneau des entiers Oc- On note v = vc 
la valuation sur C  étendant la valuation vp sur Qp, normalisée par v(p) = 1 ; on a v(Cx) =  
v(Qp) = Q. On désigne par a : Fp —¥ Fp le Frobenius absolu : <r(x) =  xp.

Soit R  =  lim O c/pO c , la limite projective étant indexée par N et se faisant suivant

l’application x *-*• xp ; un élément de R  est une suite (æn)»>o telle que xn € O c/pO c  et 
x£+1 = xn pour tout n. Si l’on choisit pour tout r G N un relèvement xr de xr dans O c , alors, 
pour tout n G N, la suite des x^+m converge lorsque m  —>• +oo vers un élément dans Oc 
qui ne dépend pas des relèvements choisis. Alors l’application x — (xn)n>o *->■ (x^)n>o est 
une bijection par laquelle on identifie R  à l’ensemble {x =  ( x ^ ) n>o € Oq /  (a?(n+1))p =  x(n)}. 
Sur ce dernier la multiplication s’effectue en multipliant composante par composante, et 
l’addition est donnée par :

(x +  y)(n> =  lim ( x<n+m) +  y(”+m) y m .
771—KX> \ /

L’application de R  dans Oc qui à x associe a?(°) est surjective, et R est un anneau intègre, 
parfait de caractéristique p. On définit une valuation sur R  en posant, pour x € R, vjt(x) =  
v(x(0)). Soit TÎIr  =  {x G R  /  v r { x )  > 0} ; alors R/T îIr  =  Fp. Le corps des fractions de 
R  est algébriquement clos et complet pour la valuation v r ,  et R  est l’anneau de ses entiers. 
Aussi, Fp s’identifie à un sous-corps de R  par :

f Fp ^  R.

t  « ^  ([v-n(e)])n>o = ([ep_n])n>o •

On notera encore e l’image de e G FP dans R. Enfin, G =  Gal(Qp/Q p) agit sur R, continue- 
ment pour la valuation v r .

On note R* = {x E R /  vr(x) = v (x^ ) — 0}, et Rx,+ = {x G R x /  x = 1 mod TTIr }. On 
a alors R* =  Fp x R x,+, i.e. la suite exacte 1 - t  R x,+ -¥ R* -)■ Fp -> 1, où la projection 
est la réduction modulo TTIr , est scindée. On choisit e =  (Cpn)n>o un générateur de Z p(l)  ; 
on a donc Cpn+i =  Cpn pour tout n > 0 , et Çp est une racine primitive p-ième de l’unité. On 
peut voir e comme un élément de R x,+.
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L’anneau W  (i?) est intègre, séparé-complet pour la topologie p-adique, et c’est aussi une 
W (Fp)-algèbre sur laquelle G agit W (fc)-linéairement et continuement. H est également muni 
d’un opérateur de Frobenius <p : W (R ) —>■ W(R) défini par y>((xn)n>o) = (®S)n>o , xn G R, 
qui est cr-semi-W(fc)-linéaire et G-équivariant. On a [e] G W(R).
On définit une application :

0  :
r w (r ) — > Oc
|  * =  (*n)n€N •— * ^  •
l  ra€N

C’est un morphisme d’anneaux surjectif, W(fc)-linéaire et G-équivariant. On montre que son 
noyau est un idéal principal : Ker(O) = £W(i2). C’est à partir de ce morphisme que l’on 
construit la Qp-algèbre BjR, ainsi que la P0 = FracW(Fp)-algèbre B+ris, voir [Fo 1] ; on note 
encore O : B^R —f C le morphisme Qp-linéaire qui étend 0  à B^R.

La somme 13n>i (—l)n+1 converge dans l’ideal maximal de BjR vers un élément
que l’on notera t =  Log([e]) ; on définit ainsi une injection Zp-linéaire G-équivariante Log : 
Zp(l) «-> B^r . On montre que t est une uniformisante de B̂ [R, i.e. Ker(O) =  tB^R. Pour 
tout g G G, on a : gt =  x(</)i, où x est le caractère cyclotomique.

Soit x G R x,+ ; pour n suffisamment grand, l’élément (M"1) est dans Acr{3, et tend
p-adiquement vers 0. Donc converge dans B*ria =  Acria[̂ ] vers un élé
ment que l’on notera A(®). On obtient ainsi un morphisme injectif Zp-linéaire Gjf-équivariant 
A : £*•+ -+ B *u , et l’on notera encore t = A(e) = Log([e]). On étend A à R x en posant 
A(o) =  0 si a G F*, et l’on obtient un morphisme Zp-linéaire Gj^-équivariant A de R x dans 
Btna 5 on a donc :

A : i

R* — ► B+is 

x —> £(_!)»+'ÎË Îiz ill •
n> 1

où l’on a posé æ+ =  x.[x mod 772#] 1 G R x>+ =  {œ G R x /  x =  1 mod TÏIr }.

Rappelons enfin que B% =  Sym((Fraci?)x) <8>Sym(.Rx) ^triai et <lue l’on a un morphisme 
XdR : (FracjR)* —> B jR qui prolonge A : R x —ï B+is C B%r . En fait, pour tout y G (Fraci?)x 
tel que y £ R x, on a un isomorphisme Bft ~  £ ^ ,3[\iR(ï/)]- Choisissons un élément 7r =  
( î t^ )  G R  avec tt(°) =  p , et posons u = Log([îr]/p) G B<ir ; on prend alors Bst =  BcriS[u] C 
BdR i sur lequel le Frobenius est étendu par (pu = p u , et N  est l’unique Bcris-dérivation telle 
que N u  = 1 (pour l’influence de ces choix voir [Fo 2], 5.2.).

Ces rappels nous serviront dans le paragraphe qui suit.

A .2.2 . Les cas potentiellem ent m ultiplicatifs :

Soit E  une courbe elliptique sur Qp telle que vp (je ) < 0 ; alors, quitte à tordre E  par 
un caractère d ’ordre 2, on peut supposer que E  =  Eq, où Eq est une courbe de Tate avec 
Q € Qp , vp(q) > 1, et q est uniquement déterminé par l’invariant modulaire j e - On a une 
suite exacte de Zp[G]-modules :
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On a donc Tp(Eq) = ZpS © Z pwq , où e =  (Cpn)n>o est un générateur de Zp(l), et wq =
(w7,n)n>o est un élément de Tp(Qp /qz ) dont l’image dans Zp est 1. En tensorisant par Qp 
on obtient la suite exacte de Qp[G]-modules :

On sait que toute extension V  de Qp par Qp(l) est semi-stable, et que le type de Hodge-Tate 
de D =  D*t (V) =  HomQp[G] (V, B3t) est (0,1), c’est-à-dire que l’on a : Fil'Z) =  D pour i < 0 , 
Fil1!) est un Qp-espace vectoriel de dimension 1, et Fil*!? =  0 pour i > 2. De plus, l’objet 
Vp(Eq) =  Vp(Qp /ç2) n’est pas cristallin, puisque q £ Zp .

Ecrivons q =  uqpm, avec uq € Zp et m =  vp(q) > 1.

Choisissons un système (yqn^)n>o de relèvements des wq<n dans Zp C Oc (l’anneau des entiers
de Qp), tel que y ^  = q et (ŷ n+1 )̂p =  y ^  pour tout n > 0 ; alors yq =  (y|n )̂n>o € R ,  et
les autres choix pour un tel élément s’écrivent euyq, avec v 6 Zp . On a VR(yq) = v(s4° )̂ =  
vp(q) =  m  > 1, avec

^<m(yq) =  LogdR^-^!y) +  Log (y (°)) = y (̂-l)n+l-(^ ----l) + Log(«,) ,
Vg n>l 9

où le premier terme est dans tB^R =  Ker(O), et le deuxième est dans pZp (c’est le logarithme 
p-adique usuel) ; pour tout v € Zp, on a A¿R(e"yg) = vt + AdRiîJq)- Donc, avec le choix 
que l’on a fait pour Bs t, on a N (\dR(yq)) = vR(yq) = m = N(\dR(euyq)). On définit des

morphismes Qp-linéaires G-équivariants e\ et e\ de Vp(Eq) =  Qpe©QpWq dans Bft en posant :

«!(«)
ef(wg){

0
1 et

{

e2 (e) 
eq2(wq)

t
J
n

L’application e2 est injective, et son image ne dépend pas du choix de l’élément yq (on re
marque que cette image n’est pas dans Bcris ). Alors, comme on sait que D =  D*t (VJ,(.Eg)). =  
HomQjG](V^(i?g), Bat) est un Qp-espace vectoriel de dimension 2, et que (e\, e|) sont claire
ment Qp-indépendants, on voit que l’on a D =  Qpef 0  Qpe2 . De plus, on a les relations : 
(ft =  pt ; (p(\dR(yq)) = P^dRÎVq) ; N t  — 0 ; N(XdR(yq)) =  ra. On en déduit facilement : 
(pe\ =  e\ ; <f>e\ =  pe\ ; Ne\ =  0 ; N e\  =  e\ (on a bien N<p =  p(pN). Ainsi, il existe 
une Qp-base (e\, e2) de D =  D*t (Vrp(JEg)) dans laquelle les matrices de ¡p et de N  s’écrivent 
respectivement

(i et Ci ) -
Cela donne la structure de (</?, AQ-module sur Qp de D. On constate que Qpef est un sous- 
objet, alors que Q_pe2 ne l’est pas, n’étant pas stable par N  ; on en déduit que la suite exacte 
(*m) n’est pas scindée (on retrouve ainsi ce résultat qui était déjà connu, voir [Se 1], A.1.2.). 
De plus, on constate que le système de représentations (Vi(Eq))i^-p est compatible.

Déterminons maintenant la filtration, ce qui revient à déterminer la Qp-droite Fil1! ) . La 
condition de faible admissibilité impose Fil1!) ^  Qp«? (sinon, D' =  Qpef serait un sous-objet 
dans M F <qp ( < P , N )  de D tel que t n ( D ' )  =  1 > £#(!)') = 0 ). On a donc

Fil1!) — Qp(a(ç)ei +  e|) , avec a(q) G Qp
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(lafaible admissibilité est bien vérifiée). Par définition, on a Fil1!) =  HomQp[<3](Vp(Eq) , tB jR) 
([Fo 1]), c’est-à-dire 0(a(ç)ef(®) +  e^a;)) =  0 pour tout x € Vp(Eq) =  Qpe ® Qpwq. 
Puis, comme e\(e) =  t € Ker(0) et e^e) =  0, on voit que la condition ci-dessus s’écrit 
0(a(g)e^(tt?g) +  eq2{wq)) = 0(a(?) + ^ XdR(yq)) = 0. Ceci équivaut, puisque AdR{yq) = 
Log(«g) mod Ker(0), à 0(mo:(ç) +  Log(tig)) =  0 ; mais ma(q) + Log(îtg) G Qp, et donc 
ma(q) + Log(«9) =  0 . Finalement, on obtient :

<*(?) =  -  L°VS^  » où 9 -  uqpvp{q), vp(q) > 1 .

Remarque : L’application de pZp\{0} dans Qp qui à q associe a(q) =  —Log(uq)/vp(q) est 
surjective : Log(«9) parcourt pZp et vp(q) parcourt les entiers > 1. Par contre, elle n’est pas 
injective : si q, q' 6 pZp, alors, avec des notations évidentes, a(ç) =  O'(q') si et seulement si : 
Log(«^(,,)) =  Log(«"f(?)) (u^Mî'Hp-i) =  (tt,/)Mï)(p-i) ^  9«p(ç0(p-i) =  (^)vP(9)(p-1).

Soit maintenant q' un autre élément de pZp\{0}, et soit D' = HomQp{G](T̂ ,(Æ7g/), JBsi), 
muni des opérateurs <p' et N ' ; on sait qu’il existe une Qp-base (e[, e'̂ ) de D' dans laquelle 
les matrices de (p' et N 1 s’écrivent respectivement

et C i ) .
et la filtation est donnée par Fil1! /  =  Qp(a(ç,)e/1 +  e'2), avec o>(ql) = —Log{uqi)vp(q') 1, où 
q' =  Uqt Or, on voit facilement que toute application Qp-linéaire non nulle : D —> D*
telle que ÿ(p =  — N'tp est une homothétie ; donc on aura ^(Fil1D) C Fil1!?' si et
seulement si a(q) =  cn(q/).

Ainsi, D*t (T ,̂(£'g)) est isomorphe dans M Fqp(<£>, N) à l’objet D ^ (l; 1; a), a  =  a(q) € Qp , 
de type Hodge-Tate (0,1), décrit par : D — Qpei ® Qpe2 ; <pei =  e\ ; (pe2 =  pe2 ; Ne\ =  0 ; 
Ne2 =  ex ; Fil1!? =  Qp(arei +  e2).
Lorsque or parcourt Qp , ces objets sont deux-à-deux non-isomorphes, et ils proviennent tous 
d’une courbe de Tate sur Qp , puisque l’application q i-> a(q) est surjective. De plus, on 
retrouve (cf. [Se 1], A. 1.4.) le fait que, pour deux courbes de Tate Eq et Eq<, on a :

Vp{Eq) ~  Vp(Eq>) ** qMv%p-1) = (q'yp(i)(p~i) ^  Eq est Qp-isogène à Eq, .

En tordant par les trois caractères d’ordre 2 possibles (voir A .1.2.1.), on obtient tous les 
objets Dj^(e; b; a), e 6 {1,2}, b € {—1,1}, ce € Qp , de la liste D* du chapitre 1.

Remarque : On voit que End<Qjj[G](V^(£’)) = Qp.
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A.2.3. Les cas de bonne réduction (e G {1,2}) :

Soit E  une courbe elliptique sur Qp telle que vp (je ) > 0 et dont le défaut de semi-stabilité 
est e =  dst(i?) G {1,2}; quitte à tordre E  par le caractère correspondant à l’extension ramifiée 
Q p i^ /Q p ,  on peut supposer que E  a bonne réduction sur Qp (c’est-à-dire e = 1). On note 
encore E  le schéma sur Zp qui la prolonge, E(p) son groupe p-divisible associé, E = Ex%pFp 
sa fibre spéciale, et ap = ap(E). On a VP(E) =  Vp(E(p)), et le déterminant est le' caractère 
cyclotomique x-

On sait que tout objet V  de RepQ^G) provenant d’un groupe p-divisible (ou de Barsotti- 
Tate) est cristallin, et que le type de Hodge-Tate de D =  D*ris(V) =  HomQ^G^V, 5 crts) est 
(0,1), c’est-à-dire que l’on a : FiPJD = D pour i < 0, Fil1/? est un Qp-espace vectoriel de 
dimension 1, et Fil* D = 0 pour i > 2.
Ainsi, l’objet D =  D*ris(V ,̂(£')) de MFq^(v?) est un Qp-espace vectoriel de dimension 2, 
muni d’un Frobenius Qp-linéaire <p : D —> D vérifiant <p2 — ap<p +  p =  0, et d’une filtration 
de poids (0,1) sur D, qui est donc déterminée par la Qp-droite Fil1!) ; ces deux données sur 
D doivent en outre vérifier la condition de faible admissibilité.

Supposons d’abord que ap — 0, c’est-à-dire que E  est supersingulière (la partie connexe 
E(p)° de E(p) est de hauteur 2 et VP(E) = Vp(E(p)0)). Alors le polynôme caractéristique 
Pcar(v?)(^0 =  X 2 +p  est irréductible dans QP[X], et aucune Qp-droite de D n’est stable par 
(p . Donc, si e\ € D est non nul et si e2 =  <pe\ , alors (ei, e2) est une base de D dans laquelle 
la matrice de <p s’écrit

C T)-
La condition de faible admissibilité est vérifiée, puisque tjj(D) — 1 =  t^(D ) et qu’il n’y a 
pas de sous-objet propre. Ecrivons Fil1!) =  Qp(o;ei + fiez) avec a, ¡3 G Qp et (a’.,(3) 7  ̂ (0,0). 
Soit D' un autre objet de M Fqp(<p) et de type de Hodge-Tate (0 ,1), tel que D' =  Qpê  ®Qpe2 

avec (p'e'i = e'2 , (p'e  ̂ =  —pe\ , et Fil1! /  = (oc’, ¡3 ) ^  (0,0). Soit tft : D D1
une application Qp-linéaire telle que ip<p = (p’ÿ  ; alors la matrice de tp (relative aux bases 
choisies ci-dessus) doit s’écrire

( : t ) , avec a, c G Qp , (a, c) ± (0,0) ,

et est bijective puisque a2 +  pc2 ^  0. Puis la condition ^(Fil1!?) = Fil1!)' s’écrit :

{

aot — pc/3 
ca +  a/3

oc'
P

et comme a2 +p(32 -fi 0, il y a une unique solution (a, c) non nulle. Donc deux tels objets D 
et D1 sont toujours isomorphes dans M Fqp(<̂ ).
Finalement, D*ris(V^(£')) est isomorphe dans M Fqp(<̂ ) à l’objet D£(l; 0 ) de la liste D* du 
chapitre 1 décrit par : D =  Qpei © Qpe2 ; <pei =  e2 ; <Pe 2 = —pe 1 ; Fil1!) =  Qpe i .
En tordant par le caractère d’ordre 2 correspondant à Qp(tt2)/Q p , on obtient l’objet D*(2 ; 0 ) 
de M Fq (7r2)/Qp(<̂ ) de la liste D* du chapitre 1.
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Supposons maintenant que ap ^  0, i.e. ap G J\fp et E  est ordinaire. Dans la suite exacte 
courte de Qp[G]-modules

M  0 — ► V,(B(j>)°) — i- V„(E) — > V,(Ê) — » 0 ,

l’action de /  sur le Qp-espace vectoriel de dimension un Vp(E) est triviale. En appliquant le 
foncteur contravariant D*ris, on obtient une suite exacte courte, encore notée (*0r<f)> dans
M Fq> )

(*orrf) 0  ̂Di y D y D 2 y 0 ,

où D = D O, = O î a . n m ,  et V ,  =  D^,(V,(Æ (p)°)). Bien sûr, la première
suite exacte est scindée dans RepQ (G) si et seulement si la deuxième l’est dans MFQp(<y2). 
Comme ap 0 mod pZp , le polynôme Pear((p)(X) =  X 2 — apX  +  p est scindé à racines 
distinctes dans QP[X] (Hensel). Soit u = u(ap) l’unique élément de Zp tel que u+u~1p = ap ; 
on a Pcar (v3)(X) =  (X  — u)(X  — u~lp), et ip est diagonalisable dans D. Soit (ei,e2) une 
Qp-base de diagonalisation de <p dans D telle que (pe 1=  ue\ et (pe2 =  u~lpe2 ; on a donc 
Di =  Qpei (puisque u G Zp) et D2 = Qpe2. La condition de faible admissibilité impose 
Fil1!) 7̂  Qpei ; sinon, D\ = Qpei =  Fil1!) serait un sous-objet de D tel que :

iff(-Oi) =  Max{ i  G Z /D iD F il’D ^  0 } — 1 > 0 = vp(u) =  £/v(.Di) •

On a donc Fil1!? =  Qp(a:ei +  e2) avec oc G Qp, et D est faiblement admissible : on a bien 
tjj(D) =  1 =  tpf (D) i tjj {Di) =  0 =  tN(Di), et tjj(D  2) =  ( 0 s i a ^ 0 ; l s i a r  = 0 ) < 1 =  
tN (D2). On voit que D2 est un sous-objet de D dans MFq^(^) si et seulement si a =  0 (i.e. 
tH(D2) =  tnr(D2), voir [Fo 2], Prop. 5.4.2.ii)) ; cela équivaut au fait que la suite exacte (*ord) 
est scindée dans M Fqp (</?).
Soit D' un autre objet de M Fqp(<̂ ) et de type de Hodge-Tate (0,1) , tel que D' =  Qpei ® Qpe  ̂
avec (p'e'i = uei , (çfe'2 =  u~xe'2-, u +  u~lp =  op , et Fil1!)' =  Qp^'e^ +  e'2), o;' G Qp. Soit 

: D —ï D' une application Qp-linéaire bijective telle que -¡¡>(p — (p'ÿ ; donc ÿei = o.e,1 

et ipe2 =  der2 , avec o, d G Qp , ad ^  0. Alors on a ^(FilXD) =  Fil1!)' si et seulement si 
aa =  doc' . Ainsi, deux tels objets D et D' sont isomorphes dans M Fqp(9?) si et seulement si 
ococ* 0 ou bien a  =  a' — 0 .
Finalement, D*ris(T ,̂(.E)) est isomorphe à l’objet D *(l;ap;a) de la liste D* du chapitre 1 

décrit par : D =  Qpei © Qpe2 ; (pe 1 = ue\ ; (pe2 = u~1pe2 ; Fil1!) =  Qp(aei + e 2), avec 
u +  u~lp — ap G -A/"px et a  € {0 , 1}. De plus, on a a  =  0 si et seulement si (*ord) est scindée. 
En tordant par le caractère d’ordre 2 correspondant à l’extension ramifiée Q.p(k2)/Q.p, on 
obtient l’objet D*(2 ; ap; a) de MFQp(7r2)/Qp(<̂ ) de la liste D* du chapitre 1.
On constate que dans tous les cas e G {1,2} la représentation Ap =  W Dpgt p(Vp(£')) est 
définie sur Q. Pour E  fixée, le système de représentations du groupe de Weil (Ai)igp est 
clairement compatible, avec A/ =  W D pst i(F/(£')) pour l ^  p : cela provient du fait que le 
polynôme caractéristique du Frobenius est dans Q[X] et indépendant de / G V.

Remarque : Pour e G {l,2},onaE ndMFjr-/^ (v)(D;(e; 0)) =  EndMFjc. /%(v)(D Î(e;ap;l) )  
= Qp, alors que E n d ( e ; a p; 0 )) est constitué des dilatations.
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A .2.4. Les cas de potentielle bonne réduction (e > 3) :

Soit E  une courbe elliptique sur Qp telle que vp(jE) > 0 et dont le défaut de semi-stabilité 
est e =  dst(J5) € {3,4,6} ; alors E  acquiert bonne réduction sur l’extension totalement 
ramifiée L =  Le = Qp(7re) de degré e , et n’a bonne réduction sur aucun corps dont l’indice de 
ramification est strictement inférieur à e . On note Ko l’extension maximale non ramifiée de 
Qp contenue dans i i j o n a  donc K 0 =  Qp si p =  1 mod eZ , et Ko — Qp2 si p =  — 1 mod eZ . 
On note E l  et E k  les schémas qui prolongent E x q pL et E XqpK  sur O l =  Zp[7re] et sur 
O k  =  -Zp2[7re] ; El(p) et Ek(p ) =  El(p) Xql O k  sont leurs groupes p-divisibles associés, 
E l  =  E lX o l Fp et E k  =  EkXok Fp2 =  E l XfpFp2 leurs fibres spéciales, et op =  ap(E). On a 
Vp(El) =  Vp(El(p)) en tant que Qp[Gx]-module, et A2Vp(E) — Qp(l).

On sait que tout objet V  de RepQp(C?) qui est potentiellement de Barsotti-Tate est 
potentiellement cristallin, et que le type de Hodge-Tate de D =  D*cris(Vr) est (0,1).

L’objet D = D£criS{VP(E)) =  Dcris.K/QpW^)) est dans M FK/QP(^) : c’est un üfo-espace 
vectoriel de dimension 2 , muni d’un Frobenius <r-semi-linéaire <p : D —ï D, d’une action semi- 
linéaire de G k/qp =  Gal(/i/Qp) sur D commutant à <p, ainsi que d’une filtration décroissante 
sur D k — K ® kq D, stable par l’action de G\r7 Qp (étendue semi-linéairement sur D k), et telle 
que Fil °D k = D k i Fil1!?# =  if-droite, Fil2 D k  =  0. Il doit en outre vérifier la condition 
de faible admissibilité ; rappelons qu’un objet de M F ^/qp(<̂ ) est faiblement admissible si 
et seulement si l’objet de M Fjî(^) que l’on obtient en oubliant l’action de G k/qp l’est 
([Fo 2], Prop. 4.4.9.). De plus, on a A2D =  QP{1}, i.e. A2D — Qp sur lequel y? agit par la 
multiplication par p , G k/qp agit trivialement, et Fil1 A2 D =  Qp, Fil2 A2 D =  0 .

Le sous-groupe d’inertie I(K /Q p) =<  re > de Gk /qp agit /^o-linéairement sur D , d’où 
un morphisme v :< re > —>• Aut^o (D). Ce morphisme est en fait injectif. En effet, si H = 
Ker(i') C I(K /Q P) n’était pas trivial, alors D =  D*cris(V^(i?)) serait un objet de M Fjffl(p),
i.e. VP(E) deviendrait cristalline sur K H, et E  aurait donc bonne réduction sur le corps K H 
dont l’indice de ramification serait strictement inférieur à e =  dst(£1). On identifie re avec 
son image par u ; c’est donc un élément d’ordre exact e 6  {3,4,6} de Aut^0(D), dont le 
déterminant est 1 (car A2D =  QP{1}). Finalement, on en déduit que

Pcar(re)(X) =  Pm,n(re)(X) =  (X  -  Çe)(X  -  Ce"1) =  ^ 2 -  JeX  + 1 € Z[X] ,

puisque (Z/eZ)x =  {±1}. En particulier, l’automorphisme Ko =  Qp(Çe)-linéaire re est 
diagonalisable à valeurs propres distinctes dans D.
Le Frobenius <p : D —f D est a-semi-linéaire, mais comme D*ris K(V ,̂(£')) (c’est D sur lequel 
on oublie l’action de G k/qp) est aussi un objet de M F¿(^) (puisque E  acquiert bonne 
réduction sur L dont le corps résiduel est Fp), le polynôme X 2 — apX  +  p annule <p. Plus 
précisément, le ^-module filtré sur L : D*ria L(V^(£1)) = HomQ^G^j(VP(E), Bcria) engendre, 
en tensorisant par Ko (et la filtration par K  ), le (<P,Gk/l)-module filtré D*riSiK/L(yp(£1)).

Supposons d’abord e | p — 1 ; alors (p est Qp-linéaire, et la relation <pre =  re(p montre que 
(p est diagonalisable dans une base de vecteurs propres de re . En particulier, son polynôme 
caractéristique X 2 — apX  +  p se scinde dans QP[X], ce qui équivaut à ap ^  0 mod p , d ’où 
ap 0 et E l  est ordinaire. Soit u =  u(ap) l’unique élément de Zp tel que u +  u~1p =  av ; 
alors il existe une Qp-base (ei,e2) de D dans laquelle les matrices de (p et de re s’écrivent
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respectivement

(  o «->? )  et (  o c r  )  ’ avec e 6 (z /' z )* = {±1> •

Cela donne la structure de (<p, G^/Qp)-module de D = D*rig k/qp(̂ p(-®0)> ou bien, de façon
équivalente, la structure de Ap = WDpgt)P(V̂  (£?)). Le fait que Ap doit être définie sur Q 
implique que ap 6 AÎPje, et Ap est isomorphe à l’objet WD£c(e; ap; e), e G {±1}, de la liste 
WD* du chapitre 1 (cf. A. 1.2. ; en particulier, le ((p, G/f/Qp)-module décrit ci-dessus avec 
€ = 1 n’est pas isomorphe à celui avec e = — 1 ).
La condition de faible admissibilité impose Fil1!?#- ^  (ei ® 1 )K (pour les mêmes raisons 
qu’en A.2.3., cas ap ^  0), d’où Fil1 Dk = (ei. ® + e2 <8> 1 )K avec fi G K = .Qp(îre). La 
faible admissibilité est alors vérifiée, et il reste à écrire que Fil1!?#- est stable par <j#/qp. 
Cela équivaut à re(ei ® fi + e2 <8> 1) = Ceei ® Te(fi) + C £e2 <8> 1 G (ei ® /3 + e2 <g> l)Qp(7re), 
c’est-à-dire £|cre(/3) = fi ; cela s’écrit aussi Cfe7rf£Te(/3) = Te(ir%efi) = ir^fi , i.e. ir^fi G Qp. 
En écrivant fi = air~2€ avec a G Qp, on obtient Fil1!?# = (a -e\ ® ire~e + e2 <8> 7re£)Qp(7re). 
Puis, avec des notations évidentes, on voit facilement (comme pour e = 1 ou 2), que deux 
tels objets D(e;ap;e; a) et Z?(e; ap; e; a') sont isomorphes dans MF^Qp((p) si et seulement si 
aa' ^  0 ou a — a' = 0 .
Ainsi, Dcris^/Qpi^pi-^)) est isomorphe à l’objet D£c(e;ap;€;a) de la liste D* du chapitre
1 décrit par : D = Qpei © <Q>pe2 ; <pei = uex ;<pe2 = u~1pe2 reei = Ceeei ; ree2 = Ce-ee2 ; 
Fil1!?# = (a- et <g> 7re-e + e2 <8> nee)Qp(ne), avec e € {3,4,6} et e | p — 1, ap G MPtC et 
u + u~1p = ap, e G {-1,1}, a € {0,1}.
En outre, lorsque le quadruplet (e, ap, e, a) parcourt l’ensemble {n G {3,4,6}/n | p — 1} X 

X {±1} x {0,1}, ces objets sont deux-à-deux non-isomorphes dans M F ^qp(^). Pour 
chacun d’eux, en notant D{ = Qpei, i = 1,2 , on a une suite exacte courte dans :

0 —  ̂D\ —>■ D —> D2 —>• 0 ,

qui est scindée si et seulement si a — 0 . Elle provient par application du foncteur D*ris KyQp 
de la suite exacte de Qp[G]-modules :

(*or<i) o —> Vp(Ek (p)°) —> VP(E) —> VP(ÊK) —KO .

Supposons maintenant e \ p+ 1 ; alors <~p est <r-semi-linéaire, dét(v?) = p , et <7 (Ce) = Ce-1* 
On note Dq — D<w> = {x G D /  ux = x} ; on a en fait Dq = L(V̂ (£̂ )) et Qp2<g>QpJDo = 
D. La relation u(p = <pu implique tpDo C Do, et la restriction de ip à Do est Qp-linéaire. 
Soit (ei, e2) une Qp2-base de diagonalisation de re ; quitte à changer (ei,e2) en (e2,ei), on 
peut supposer que ree\ = Ceei et ree2 = C<Tle2 (i.e. e = 1). La relation reu> = wre_1 donne 
re(o;ei) = ê(o;ei) et re(o;e2) = C,ël {(jje2)i d’où a;e,- € Qp2e,-, i = 1,2 ; puis la cr-semi-linéarité 
de u  implique Do fl Qp2et- ^  0, pour i = 1,2. On en déduit qu’il existe une Qp-base de Do, 
que l’on note encore (ei,e2), telle que reei = Cê i et ree2 = Crle2 dans D = Qp2 ®qp Do • 
Enfin, la relation rey> = <pre donne Te(<pei) = CT1^ ^ )  et Te(v7̂ ) = Ce( ^ 2), d’où € Qp2e2 
et cpe2 € Qp2ei ; mais comme cpD0 C D0, on a en fait <pei € QPe2 , <̂c2 G Qpei • Comme 
dét(y>) = p , on a donc <pei = oe2 , <pe2 = — pa~xe\ , a G Qp ; alors, quitte à changer (ei,e2) 
en (e'i,ae2), on en déduit qu’il existe une Qp2-base (ei, e2) de D telle que :

(pei = e2 , î e2 = -pei ; w.ci = ei , we2 = e2 ; reei = C,eex , ree2 = C le2 •
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En particulier, on voit que <fi2+p =  0 , et donc ap =  0 , i.e. El est supersingulière. Cela donne 
la structure de ((p, <j#/Qp)-module de D =  D*r isK/Qp ( Vp (i?) ), ou bien, de façon équivalente,

W _
la structure de A p — W D pst)P(Vp(2?)) : c’est un Qp2 -espace vectoriel de dimension 2, sur 
lequel le groupe de Weil W  agit Qp2-linéairement (en posant po(w) = (w mod Wk ) • <p~v(wï 
pour tout w G W ), et l’on constate que Ap est isomorphe à l’objet W D £c(e, 0) de la liste 
W D* du chapitre 1.
Déterminons la if-droite Fil1! ? # . Comme il n’y a pas de sous-ifo-espace vectoriel propre 
de D  stable par (p, la condition de faible admissibilité est toujours vérifiée. Puis, Fil 1Djc 
doit être stable par l’action de Gk /qp = <  re > X < cj> étendue semi-linéairement sur ! )#  , 
ce qui est le cas si Fil1! )#  =  (e\ ® 1 ) K . Sinon, écrivons Fil 1! )#  =  (ex <8> fi + e2 <g> 1 )K  
avec fi e  K  =  <Q>p2(7re). Alors u(ex ® fi +  e2 ® 1) =  ex ® oj(fi) + e2 ® 1 G Fil1!)*: si et 
seulement si u>(fi) =  fi,  i.e. fi G Qp(7re) =  L (c’est normal, puisque Do est un objet de 
M F i(ip ) et Q p 2 <8>qpDo =  D  : la filtration sur ! )#  provient d ’une filtration sur (D o)l). Puis 
r e(ei ® fi + e2 ® 1) =  Çeex ® re(fi) +  Ç,~xe2 ® 1 G Fil1!)*: si et seulement si Ç2re(fi) = fi , ce 
qui équivaut à 7x\fi G Q p 2 ; donc n2fi G Qp 2 n  Qp(7re) =  Qp , et l’on a fi =  cwr~2 avec a  G Qp . 
Finalement, on en déduit que Fil1! )#  =  (a  • ex ® 7re_1 +  e2 ® ne)K  avec a  G P 1(Qp) (on 
convient que Fil1! )#  =  (ex ® 1 )K  si a  =  oo).
Soit maintenant un autre objet D 'd e  M F#/Q p(y>) tel que D' =  <pe[ =  e2, <pe2 —
-pe'x, ue[ =  e'x, ue2 =  e'2, ree[ — Çee[, ree2 =  Ce-1 ^  et Fil1! )#  =  (a ' • e\ ® 7re_1 + e2<& 7re)K , 
avec o/ G P X(QP). Soit ÿ  \D  D' un morphisme non nul de M F # /q p(<£). Alors ipu =  u ÿ  
implique 'ip(Do) C D'0 =  Qpe[ © Qpe2, et ^ r e =  Tetp implique ^ e t- G Q ^e '-, i =  1 , 2 ;  donc 
ipex =  aei et i>e2 = de2 avec a ,d  G Qp , et ^(p =  ipÿ donne alors a = d. Enfin, on voit que 
^ ( F i l 1!)# )  C Fil1! )^  si et seulement si a  =  a 7.
Ainsi, D*rig k ^q (Vp(E)) est isomorphe dans M F#/Q p(<p) à l’un des objets D *c(e; 0; a) de la 
liste D* du chapitre 1, décrits par : D =  Qp2 ei ® Qp2e2 ; (pei =  e2 ; (pe2 =  —pei ; ue\ = ex ; 
ue2 =  e2 ; r eei =  Ceei ; ree2 =  Ce-1 e2 ; Fil1! )#  =  (a  • ex ® 7re_1 +  e2 ® 7Te)Qp2(7re), avec 
e G {3,4,6} et e | p +  1, a  G P 1(Qp)-
Lorsque le couple (e, or) parcourt l’ensemble {n G {3 ,4 ,6} /n  | p + 1} X P 1(Qp), ces objets sont 
deux-à-deux non-isomorphes dans M F # /q p(<̂ ).

Pour Æ’/Qp fixée, on constate la compatibilité du système (Vi(E))ie-p, sauf dans le cas où 
E / Q p est potentiellement ordinaire avec dst(i?) > 3. Dans ce cas, l’invariant e G {±1} se lit 
sur la représentation E\p\ (voir [Kr], 2.3.1.), et le fait qu’il soit le même pour tous les Vi(E),
l G V, se déduit de [Se-Ta] et de [Fo 3], Rmq. 2.4.6. iii).

Remarques :
1) On a EndMFLe/^ (v)(D ;c(e ;a p;e ;l) )  =  EndMFjfe/^ (v)(D ;c(e; 0; a)) =  Qp , alors que 

EndMFte/<^ (v)(DpC(e ;a p;e ;0)) =  { ^  ® ® ^  , a,d  G Qp }, et EndMFjWiq^  (v)(D ;c(e ;0 ;a))

= Qp si a  G <Q£ ; { ^  “ <r(a) )  ’ a E ®p2 > si a  € i 0»00}-

2) On voit que pour E JQp telle que vv(jE) > 0 et dst(jE') =  e > 3, on a :

J e \ p — 1 =$■ E  est potentiellement ordinaire,
\  e | p +  1 =4» E  est potentiellement supersingulière.

Ceci achève la démonstration des parties 1) et 2) du théorème 2 .1 . du chapitre 1.
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ANNEXE B

Les réseaux G-stables des VP(E) ; 

détermination des TP(E) et E\p\.

Cette partie est consacrée à la description des Zp[G]-modules Tp(£') ainsi que des Fp [(?]- 
modules ,E[p} =  TP(JEJ)/pTp(£!) constitués des points d’ordre p des courbes elliptiques Ê /Q p. 
On procède de la manière suivante :
- dans chaque classe d’isomorphisme de VP(E), on détermine les réseaux stables par G, à 
Zp[G]-isomorphisme près ; de plus, si £ est un caractère d’ordre 2, on a TP(Et) ~  Tp(E)(£) ;
- dès que T' C TP(E) est un autre réseau (7-stable, il existe une courbe elliptique E' et une 
p-isogénie $  : E r —¥ E , définies sur Qp, telles que ipp(Tp(E')) =  T f ; et si TP(E) C T" est 
un autre réseau G-stable, il existe une courbe elliptique E" et une p-isogénie 7  : E  —¥ E ", 
définies sur Qp, telles que 7P(T") =  TP(E") (cf. chapitre 2, 2 .4 .4 ., lemme 1).

Signalons que tous les résultats de cette annexe sont connus : voir [Se 1], [Se 2] et [Kr]. 
Seules certaines méthodes sont, nouvelles, et l’on a essayé de proposer des approches variées. 
Les résultats correspondants aux cas de bonne réduction ou de twists d’ordre 2 de ceux-ci 
(ce sont les cas notés dans la liste du chapitre 1) ont été obtenus en utilisant la théorie 
des Modules de Dieudonné sur Zp comme dans [Fo 4], ainsi que, bien sûr, le théorème de 
pleine fidélité de Tate (B.2 .). Les résultats correspondants aux cas multiplicatifs (B .I.), ainsi 
qu’aux cas potentiellement ordinaires (B .3.I.), ont été obtenus en étudiant l’image de Galois 
dans AutQp(V^(£?)). Enfin, ceux correspondants aux cas potentiellement supersinguliers (et 
qui ne sont pas un twist ramifié d’ordre 2 d’une courbe ayant bonne réduction) ont été 
obtenus en faisant des calculs explicites dans B W (R ) (bivecteurs de Witt). Evidemment, 
c’est ce dernier qui est le plus intéressant, et pour lequel on propose donc une rédaction plus 
détaillée (B.3.2.). On notera que, bien souvent, une méthode employée pour l’un des cas 
pourrait s’appliquer à un autre.
Enfin, signalons que pour traiter les cas de potentielle bonne réduction, on peut aussi utiliser 
la théorie des modules de Dieudonné sur l’anneau des entiers d’une extension totalement 
ramifiée de degré e de Qp ([Fo 4]) ; l’inconvénient est que l’on doit alors supposer e < p — 1. 
C’est le point de vue qui a été adopté au chapitre 3, en 3.3..

Rappelons que x  : G —V Zp est le caractère cyclotomique donnant l’action de G sur les 
racines pn-ièmes de l’unité, n > 1, et que Xp’-G  —*■ Fp est sa réduction modulo p.
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Pour tout u G Zp , on note rju : G —y G /I  —» Zp l’unique caractère non ramifié qui envoie le 
Frobenius arithmétique sur u ; de même si u G Fx . Lorsque e > 2 et e divise p — 1 , on note
£e : G — G xe/Qp —» /¿e(Qp) =<Ce >C Z x le caractère ramifié défini par Çe{g) =  5 <7 G G.

e=L
On a : £e mod pZp =  xP * •

B.X. Les cas m ultiplicatifs :

Soit i? une courbe elliptique sur Qp telle que vp(jE) < 0 ; quitte à tordre E  par un 
caractère d’ordre 1 ou 2, on peut supposer que E  est une courbe de Tate Eq , où q G pZp\{0} 
est uniquement déterminé par l’invariant modulaire Je - Rappelons que l’on a une suite exacte 
de Zp[G]-modules

(*m) 0 y ^p(l) y '̂ 'pi.Eq) ~ y Zp ■ 0 ,

qui n’est pas scindée (cf. [Se 1], A.I.2 ., ou bien l’annexe A). Il existe donc un plus grand 
entier n G N tel que la suite exacte

(*m) mod pnZp 0 — y fipn (Qp) — y Eq\pn] — y Z[pnZ —y 0

de ZjpnZ [G]-modules se scinde.

On sait que DpSt(V^(£1)) est isomorphe à l’un des objets D ^ (l;l;a :) , a  G Qp, de la 
liste D*, décrit par : D =  Qpei © Qpe2, avec (pei =  ex, (pe2 =  pe^, Ne 1 =  0, Ne2 =  e\, 
et Fil1!) =  Qp(aej +  e-î). L’invariant a  est donné par a = —Log(uç)/vp(q), où l’on a écrit 
q = uqpv̂ q\  uq G Zpx, et Log est le logarithme p-adique usuel sur Zpx.
En considérant la suite exacte (*m), ou bien en appliquant le foncteur quasi-inverse V*t de 
D*t , on obtient facilement : il existe une Qp-base de VP(E) telle que G agit via

( 0  1 ) aVeC *  ̂° '

Alors il existe une Zp-base (ei,e2) de TP(E) =  TP(Eq) sur laquelle G agit par ( q ^

toujours avec * ^  0 . On peut choisir cette base explicitement : e\ =  e =  (Cpn)7i>o est un 
générateur de Zp(l), et e<2 =  wq est un élément de Tp(Eq) dont l’image dans Zp est 1, que l’on 
peut écrire wq =  (zn mod çz)n>o, avec zn £ Qp et z q  = q , z^+l = zn pour tout n > 0 (les 
autres tels choix possibles sont les vnzn , n > 0, avec vn G Mp”)- La suite exacte (*m mod pn) 
est scindée si et seulement si le réseau Zpei © p~nZpe2 est stable par G, ce qui équivaut à 
zn mod fjLpn G Qp ; autrement dit, (*m mod pn) se scinde si et seulement si q G (Qp )p"- On 
note np(q) le plus grand entier n tel que q G (Qp )p" ; c’est donc aussi le plus grand entier tel 
que (*m mod pn) se scinde.
Soit Tq le réseau Zpei ® p_np(9)zpe2 ; il est stable par G, et si l’on considère la suite exacte 
de Zp[G]-modules

(*o) 0 -—y Zpei —-y To ■— y p~npWZpe2 — 0 ,
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alors (*o) est scindée modulo pmZp si et seulement si m = 0. Comme G agit sur la Zp-base 

(ei,i>-np^ e 2) de To par p =   ̂ * * j , on en déduit qu’il existe des éléments g,- € G, i = 1 , 2 ,

tels que p(gî) — ( j  € GL2(Zp), avec c\ € Zp et a2 ^  ô2 mod pZp. On montre alors

que l’existence de tels automorphismes de To implique que les autres réseaux G-stables de 
Vp(Eq) sont, à homothétie près, les Zpei ©pm-n,>^ Z pe2 , avec m € N (voir B.3.1. - à partir 
du lemme - pour une preuve de cette affirmation).

Soit E l Qp une courbe elliptique telle que vpUe) < 0, qui est le twist par un caractère 
d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate Eq , avec q G pZp\{ 0}. La suite exacte de G-modules 
(*m) n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier np(q) tel que q Ç (Qp)p"p(,). Alors il 
existe une Qp-base (ei,e2) de VP(E) telle que, à isomorphisme près, les réseaux stables par 
G sont les :

Zpei© pmZpe2 , m >  - np(q) .

On en déduit l ’action de G sur E[p\ : il existe une Wp-base de E\p] telle que G agit via

i=i i-p - 1 
ri-\ Xr *

0

*
b—1 p-1 

V-1 Xpe )(
avec * =  0 -O- np(q) > 1 .

Remarque : q € (Qp )p" implique vp{q) = —vp(jE) =  0 mod pn"L.

B .2 . Les cas de bonne réduction (e € {1?2}) :

Soit E  une courbe elliptique sur QP qui est le twist par un caractère ramifié d’ordre 1 ou
2 d’une courbe elliptique ayant bonne réduction sur Qp ; alors D ^^^V ^i?)) est isomorphe 
à l’un des objets notés D* dans la liste du chapitre 1 . Quitte à tordre, on peut supposer que 
E /Q p a bonne réduction sur Qp, i.e. que E  se prolonge en un schéma sur Zp, encore noté E, 
et auquel est associé un groupe p-divisible E(p) sur Zp. D’après [Fo 4] (voir 3 .2 .2 .), les Zp- 
réseaux de VP(E) stables par G sont en bijection avec les Zp-réseaux M  de D =  D£ris(Vj, (.£?)) 
stables par cp et tels que l’inclusion M  fl Fil1!) «-> M  induit un isomorphisme de Fp-espaces 
vectoriels

(M  n  Fil1 D)/p(M  n Fil1!)) ~  Mf(pM  .

Comme ce sont des Fp-espaces vectoriels de dimension 1, cette condition est équivalente à 
M  =  cpM + (M  n F il1!)).

Soient T et T' deux réseaux G-stables de VP(E), et soient M e  t M ' les Zp-réseaux de 
D =  D*ris(T̂ >(.E)) leur correspondant ; alors T  et T ' sont Zp[G]-isomorphes si et seulement 
si il existe un isomorphisme Zp-linéaire : M  —> M ' commutant aux Frobenius et vérifiant 
V>(M n Fil1!)) =  (M 'n  Fil1!?).
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B .2 .1 . Les cas ordinaires :

Soit E/Qp une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire sur Qp. On a une suite 
exacte de Zp[G]-modules

(*ord) o — ► Tp(E(p)°) — »■ TP(E) — ». TP(E) — ». 0 ,

où E(p)° désigne la partie connexe (ici de hauteur 1) du groupe p-divisible associé à E, 
et E  désigne sa fibre spéciale. On sait que D*ris(V^(i?)) est isomorphe à l’un des objets 
D*(l; ap; a), ap G Np , ce G {0,1}, de la liste D*, décrit par : u =  «(ap) est l’unique élément 
de Zp vérifiant u + u~lp =  ap ; D =  Qpei © Qpe2, avec (pe\ — uei, (pe2 =  u~1pe2, et 
Fil1!? =  Qp(o:ei +  e2). On note aussi (*ord) la suite exacte dans M Fqp(v?) :

(*ord) 0 >• Qpei > D + Qpe2 y 0 .

Soit M  un Zp-réseau de D stable par (p ; on a des inclusions strictes pM  C <pM C M. Le 
lemme 3 de 3.1.2. montre qu’il existe alors une Zp-base (/i, / 2) de M  telle que (pf\ = u f\ et 
(p/ 2 =  u~xp f2 ; on en déduit que M  =  pmiZpei ©pm2Zpe2 , avec m i,m 2 G Z.

- Cas a = 0 •£> (*ord) scindée dans M Fqp(v?) : alors Fil1!) =  Qpe2 , d’où, à homothétie 
près, M n  Fil1!) =  Zpe2. On a M  =  pmZpei © Zpe2 , m G Z, et =  pmZpei © pZpe2 ; on 
voit que la condition M  =  <pM + (M  H Fil1!)) est bien vérifiée. Donc les réseaux G-stables 
de VP(E) sont en bijection avec les réseaux M  =  pmiZpei © pm2ZPe2 , mi, m 2 G Z, de !). 
Soient deux autres entiers et M ' =  pmi Zpei © pm2%,pe2 ; alors on a M ' fi Fil1© = 
pm2Zpe2 , et la bijection Zp-linéaire de M  dans M ' définie par pm*e,- t-4- pm*e,-, i =  1, 2 , 
commute avec 9? et envoie M flFil1!) sur A f'nFil1!?. On en déduit que les réseaux G-stables 
de VP(E) sont tous Zp[G]-isomorphes.

- Cas o =  l ^  (*ord) non scindée dans M Fqp(<£) : alors Fil1!) =  Qp(ei +  e2). A 
homothétie près, M  =  pmZpej © Zpe2 , m  G Z, d’où M  fl Fil1!) =  Zp(ei +  e2) si m < 0, et 
M flF il1!) =  pmZp(ei +  e2) si m  > 0. On voit alors que la condition M =  <pM +  (M flFil1©) 
est vérifiée pour m > 0 si et seulement si m  = 0 , et qu’elle l’est toujours pour m < 0 . 
Donc, à homothétie près, les réseaux G-stables de VP(E) sont en bijection avec les réseaux 
M  = pmZpei © Zpe2 , m < 0, de D.
Soit m' < 0 un autre entier, et M' = pm>Zpei ©Zpe2 . Une bijection Zp-linéaire if> de M  dans 
M ' commutant avec <p doit envoyer pme\ sur uipm’e i , et e2 sur «2e2 , avec u, G Zp . Mais 
alors tp(M n Fil1!)) =  Zp(uipm'~mei +  u2e2) =  M 'n  Fil1!) = Zp(ei +  e2) si et seulement si 
u\ =  u2 et m  =  m'. On en déduit que les classes d’isomorphisme des réseaux G-stables de 
VP(E) sont en bijection avec les réseaux M  = prn’Lpe\ © Zpe2 , m < 0 , de D.

Remarque : Fixons une courbe elliptique E  sur Fp ordinaire. Comme dans le chapitre
3 (3.2.4.), considérons les schémas elliptiques Ep sur Zp relevant E, avec (3 G (Zp/~)\{0}  
(ils sont deux-à-deux non-isomorphes) ; on rappelle que pour x, y G Zp, on a posé -o- 
xm(S) — ym(î)j où j est l’invariant modulaire de E , et m(j) =  1 si j ^  {0,1728}, m(1728) = 2 , et 
m(0) — 3. Les objets Dp =  D*ris(V^(£’J3)) de M Fqp(v?) sont décrits par : Dp =  Qpei ©Qpe2 , 
(pe 1 =  ue 1 , (pe2 =  u~lpe2 , et Fil1 D/3 =  Qp(/3ei +  e2). Tous ces objets sont isomorphes dans 
M FQP(¥>) à D *(l; ap; 1 ). Avec les mêmes méthodes, on trouve que les Zp-réseaux «^-stables 
de Dp vérifiant la condition de filtration sont, à homothétie près, les pmZpei © Zpe2, avec 
cette fois m < up(/3), et qu’ils sont deux-à-deux non-isomorphes (c’est d’ailleurs en relevant
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le module de Dieudonné du groupe p-divisible de E  en des modules de Dieudonné sur Zp 
que l’on a construit les E p , cf. 3.2.). C’est un peu plus précis que ce que l’on vient de faire 
ci-dessus (où l’on a choisit (3 = 1 mod ^  ) ; si n(Ep) est le plus grand entier naturel tel que 
la suite exacte 0 —¥ Tp(Ep(p)°) —y Tp(Ep) —y TP(E) —y 0 se scinde modulo pn(Ep)Zp, alors on 
voit que n(Ep) =  vp(/3).

Soit E /Q p le twist par un caractère ramifié d ’ordre e € {1 , 2} d’une courbe elliptique ayant 
bonne réduction ordinaire sur Qp.
- Si a = 0 (*ord) scindée, les réseaux de VP(E) stables par G sont tous isomorphes.
- 5i a  =  1 O  (*ori) non scindée, il existe un plus grand entier naturel ue tel que la suite 
exacte de Z / pnEZ[G]-modules (*0rd) mod pnEZp soit scindée. Alors il existe une Qp-base 
(ei, e2) de VP(E) telle que, à isomorphisme près, les réseaux stables par G sont les :

Zpe\ ®pmZpe2 , m > —ue •

On en déduit l ’action de G sur E[p] : il existe une Wp-base de E[p] telle que G agit via

—i 1—e~ë̂m Vâp XP

0

*
p-1 

VâpXpe )(
avec * = 0 <=>■ [ ce = 0 ou ue > 1 ] •

B .2 .2 . Les cas supersinguliers :

Soit E /Q p une courbe elliptique ayant bonne réduction supersingulière sur Qp. On sait 
que D*ris(V^(£’)) est isomorphe à l’objet D*(l; 0 ) de la liste D*, décrit par : D =  Qpei©Qpe2, 
avec <çe\ =  e2, <jce2 =  —pei, et Fil1!) =  Qpei.

Soit M  un réseau de D stable par ip ; on a des inclusions strictes pM  C <pM C M. La 
condition M  — <pM +  (M nFil1!)) et la relation <p2 =  —p donnent <pM =  <p(MC\¥\\xD) +pM, 
d’où M  =  (M n Fil1!?) +  <p(M n Fil1!?) +  pM, et donc M  =  (M n Fil1!?) +  <p(M n  Fil1!?) 
(Nakayama). Puis, M  H Fil1!? étant un Zp-module libre de rang 1 , et le polynôme X 2 + p 
étant irréductible dans QP[XJ, on en déduit que M  =  (M flFil1!?) © <p(MflFil1!?). Alors, à 
homothétie près, on a M fl Fil1!? =  Zpe i , d’où M  =  Zpei © Zpe2. Les réseaux G-stables de 
VP(E) sont donc tous homothétiques, et le Fp[G]-module E[p] constitué des points d’ordre p 
de E  est irréductible.
D’après Serre ([Se 2]), il existe une structure de Fp2-espace vectoriel de dimension 1 sur E\p\ 
sur laquelle le groupe d’inertie absolu !  agit par le caractère fondamental V>2 de niveau 2 ; 
donc E\p\ est absolument irréductible, et, comme le déterminant est Xp t la proposition du §9 
de [Fo-Ma] implique que E[p] est Fp[G]-isomorphe à l’objet noté Vi,i.

Remarque : on peut retrouver cela en faisant des calculs explicites dans BW (R), comme 
dans le paragraphe B .3 .2 . (mais en plus simple).

Lorsque E/Q_p est le twist par un caractère ramifié d’ordre e 6  {1, 2 } d ’une courbe ellip
tique ayant bonne réduction supersingulière sur Qp, alors les réseaux de VP(E) stables par G 
sont tous homothétiques.
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Action de G sur E\p\ : soient tt,Ç € Qp tels que irp2 1 = —p et £p+1 = — 1 ; il existe une 
structure de Fp2 -espace vectoriel de dimension 1 sur E[p] telle que G agit par

G —> Gal(Qp4(7r)/Qp) —■» AutFp(Fp2) ,

!_£=!
où I(Qp4(7r)/Qp) agit via * , où fa est le quotient du caractère fondamental de niveau 
2, et le relèvement du Frobenius fixant ir agit semi-linéairement via x £zp, x 6 Fp2.
La classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de £, et la représentation est absolument 
irréductible. Avec les notations de [Fo-Ma], pour e = 1 c’est l’objet Vi,i, et pour e = 2 c’est 
l’objet V p2_i . L ’action de I sur E\p] ®f„Fp2 est diagonalisable, et il existe une Wv2-base1 2
de E\p] (8>FpFp2 telle que I agit via

(  o2 \

x  o ^ +£fi /

B.3. Les cas de potentielle bonne réduction (e € {3,4,6}) :

B.3.1. Les cas potentiellement ordinaires :

Soit E/Qp une courbe elliptique ayant potentiellement bonne réduction ordinaire, et dont 
le défaut de semi-stabilité est dst(.E) = e (E {3,4,6} ; alors E acquiert bonne réduction sur 
K  = Qp(îre), et e divise p — 1. On a une suite exacte de Qp[G]-modules

(*ord) 0 —► Vp(EK(p)°) —*• Vp(E) —► Vp(Êk) —* 0 ,

où Ek {p)° désigne la partie connexe du groupe p-divisible de Ek = E xqpK, et Ek sa fibre 
spéciale. On sait que DpCris(^>(i?)) est isomorphe à l’un des objets D*c(e; ap; e; a), avec 
e € {3,4,6} et e | p — 1, ap € jVĵ e, e € {—1,1}, a € {0,1}, de la liste D*, décrit par : 
u = u(ap) est l’unique élément de Zp tel que u + u_1p = ap ; Ke = Qp(7re), Gks/<qp =<Te>, 
D = Qpei © Qpe2, avec <pei = uex, <pe2 = u~lpe2, reex = <e£ei, ree2 = Ce~£e2, et Fil 1Dk* = 
(a • ei <S> 7re-e + e2 <8> 7Tee)Qp(7re).

En appliquant le foncteur quasi-inverse V*cris de D*cris , on obtient facilement : il existe 
une Qp-base de VP(E) telle que G agit via

( ’’“'o '*  J e )  - avec * = o » “ = o-

Quitte à tordre E par le caractère ramifié d’ordre 2 correspondant à l’extension Qp(7r2)/Qp > 
on peut supposer que e = 1 (cf. la description des twists d’ordre deux du chapitre 1). Soit 
(/i>/2) une Qp-base de VP(E) sur laquelle G agit comme ci-dessus ; soit T un réseau in
stable de VP{E). On pose T \—T n Qp/i et T2 = T Pi Qp/2 ; alors on a une suite exacte de 
Zp[G]-modules

(*ord) 0 T\ —ï T y T2 y 0 ,
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et il existe une Zp-base de T, que l’on notera encore (/i,/* ), telle que G sur T agit par 

( Vu £e X * \  avec + _  g si seulement si a  =  0.
V 0 ï?u£e / ’

- Si oe =  0 , la suite exacte (*ord) est scindée. On montre facilement qu’alors les autres 
réseaux de VP(E) stables par G sont les pmiZpfi  © p™2Zp/ 2, avec m i,m 2 G Z, et qu’ils sont 
tous Zp[G]-isomorphes.

- Si a  0, alors (*ord) n’est pas scindée. Il existe un plus grand entier n G N tel que la 
suite exacte de Z/ pnZ[G]-modules (*0rii) mod pnZpsoit scindée ; posons (fi,p~nf 2) =  (ei, e2). 
Alors To =  Zpei © Zpe2 est un réseau G-stable de VP(E), tel que, pour tout entier m  > 1 , la 
suite exacte de Zp[G]-modules

(*o) 0 — > Zpei — > To — > Z pe2 — ■> 0

n’est pas scindée modulo pmZp ; cela équivaut au fait que les réseaux Zpei ©p r Zpe2 ne sont 
G-stables pour aucun entier r > 1 . Déterminons les autres réseaux G-stables de VP(E) par

( 77 1y % \
0 7} Ç ) '

Nous allons utiliser le petit lemme facile suivant :

Lem m e :

1) Il existe <71 G G tel que p{gi) =  ( ^  ^  ) G GL2(ZP), avec ci G Z*.

/  Q/O Ço \
2) Il existe §2 G I  tel que p(g2) =   ̂ q  ̂ J G GL2(ZP), avec a2 9É b2 mod pZv .

Preuve :
1) C’est évident, puisque (*o) n’est pas scindée modulo pZp.
2) Supposons que pour tout g G I  on ait £ r1(</)x(<7) =  Çe(g) mod pZp, c’est-à-dire x(ff) =
£e (g) mod pZp ; comme £e = X e mod pZp, on aurait alors x{d)l~2 * =  1 mod pZp pour 
tout </ G / ,  ce qui est impossible (p — 1 ne divise pas 1 — 2 2=^). a

Soit R  un autre réseau de VP(E) stable par G ; quitte à effectuer une homothétie, on peut 
écrire R  =  Zpei © Zpe2 , avec e'2 — ae\ +  be2 , a G Qp , b G Qp . Posons vp(b) =  m  G Z.
Si a G Zp, alors R  =  Zpei © pmZve2 , où m — vp(b) G Z. Soit gi G G comme dans le lemme 
précédent. On doit avoir p(gi)(pme2) = pmcie1 +pmbie2 G R, c’est-à-dire pmc\ G Zp ; comme 
Ci G Z x, cela équivaut à m ç N .
Supposons a ^ Zp , et posons fp(a) =  —m', m' > 1 . Alors le réseau i?' =  Zpei © pm'Zpe2 = 
Zpe\ © pm+m/Zpe2 est stable par G, et, d’après ce que l’on vient de voir, on doit avoir 
m + m' > 0. Soit g2 € I  comme dans le lemme précédent. Le fait que R  doit être stable par 
¿>(#2) s’écrit p(g2)e'2 =  (a(a2 — 62) + bc2)ei +  &2e2 € R, c’est-à-dire 0(02 — 62) +  bc2 G Zp, 
avec (a2 — 62) € Z*, C2 G Zp, et up(a) = — m1 < m  =  vp(b). Si — m1 < m , on aurait 
vp(a(a2 — 62) +  bc2) =  — m  < — 1 ; donc — m! =  m , et e'2 = pm(uiei +  «2^2) avec Ui G Zp et 
m < — 1 . Mais alors R' — Zpei ©pm'Zpe2 =  Zpei © Zp(uiei +  «2^2) = Zpei © Zpe2 =  To, et 
le fait que R  =  Zpei ©p_m/Zp(uiei + « 2^2) soit G-stable équivaut à (*)o) mod pm Zp scindée, 
avec m' > 1, ce qui contredit notre hypothèse sur To. Donc nécessairement a G Zp, et, à 
homothétie près, les réseaux G-stables de Vp(E) sont les Zpei © pmZpe2 , m  G N.
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rapport à To l’action de G sur la base e2 de Tn se fait par p =



En remontant la construction, on arrive au résultat qui suit :

Soit E f  Qp une courbe elliptique ayant potentiellement bonne réduction ordinaire, dont le 
défaut de semi-stablité est dst(i?) =  e G {3,4,6}.
- si a  = 0 4=> (*ord) scindée, les réseaux de VP(E) stables par G sont tous isomorphes.
- si a = 1 (*or£i) non scindée, il existe un plus grand entier naturel ue tel que la suite 
exacte de Z / pnBZ[G]-modules (*ord) mod pUEZp soit scindée. Alors il existe une Qp-base 
(ei, e2) de VP(E) telle que, à isomorphisme près, les réseaux stables par G sont les :

Zpe\ ©pmZpe2 , tu > —ue  •

On en déduit l ’action de G sur E[p] : il existe une Fp-base de E[p\ telle que G agit via

(
nsf xi eILr

o

*
£Et 1nspXp ) avec * =  0 <=>■ [ a =  0 ou ue > 1 ] .

Prenons une équation minimale pour E /Q p ; alors, d’après A. Kraus ([Kr], 2.3.1., Prop.l), 
on a e =  1 si et seulement si vp(Ae ) < 6 , et e = —1 si et seulement si vp(A e) > 6 .

B .3 .2 . Les cas potentiellem ent supersinguliers :

Cette partie est la plus originale de toute l’annexe B, non pas par les résultats qu’elle 
contient, mais par la méthode employée. Elle est consacrée à l’étude de l’action de G sur les 
points d’ordre p ainsi que sur le p-module de Tate d’une courbe elliptique E /Q p potentielle
ment supersingulière, et dont le défaut de semi-stabilité est dst(E’) =  e G {3,4,6}. Signalons 
que tous les résultats concernant l’action du groupe d’inertie absolu /  sur les points d’ordre 
p sont dans [Kr].
On utilise les bivecteurs de Witt BW(R) à coefficients dans R, construits par J.-M. Fontaine 
dans [Fo 5]. Dans la section B .3.2.1 ., on en donne une construction ; on exhibe aussi certains 
réseaux de B W (R ) (lemme 1), pour lesquels on montre un petit résultat technique (lemme
2). Dans la section B.3.2.2., on propose une description du Qp[G]-module VP(E). Enfin, 
dans la dernière section B.3.2.3., on utilise les réseaux de BW (R) étudiés au début pour 
effectuer les calculs nécessaires à la description des Fp[G]-modules E\p\, de laquelle on déduit 
celle des Zp[G]-modules TP(E).
Au lieu de faire des calculs explicites dans BW(R), on pourrait utiliser la théorie des mo
dules de Dieudonné sur l’anneau des entiers de L =  Qp(7re) comme dans le chapitre 3. 
L’inconvénient est que l’on doit alors se restreindre au cas où l’indice de ramification e est 
strictement inférieur à p — 1 ; de plus, on n’obtient pas une description aussi explicite de 
l’action de G sur les points d’ordre p.

B .3.2.1. Les bivecteurs de W itt :

Si A est un anneau commutatif de caractéristique p, on note W  (A) l’anneau des vecteurs de 
Witt à coefficients dans A, et pour À € A, on note [A] G W  (A) son représentant de Teichmüller. 
Soit C  =  Cp le complété de Qp, d’anneau des entiers Oc- On note v = vc la valuation sur
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C  étendant la valuation vp sur Qp, normalisée par v(p) =  1 ; on a v(Cx) = v(Q*) =  Q. On 
désigne par a : Fp —> Fp le Frobenius absolu : cr(x) =  xp.

Nous allons maintenant donner une description succinte des bivecteurs de Witt construits 
par J.-M. Fontaine ; on suivra surtout [Fo 5], 6.3., p.565, mais voir aussi [Fo 4] p.228.

Soit K  un corps complet pour une valuation discrète, de corps résiduel k C Fp, d’anneau 
des entiers O k , et Kq =  FracW(fc). Soit R  l’anneau construit dans [Fo 1] et TYIr son idéal 
maximal (cf. annexe A pour une description).
Soit Ci un idéal non nul de R  strictement contenu dans TÏIr . On note BWq (R) le sous- 
ensemble de K qÇÇw^ W ( R )  =  W (-R)[̂ ] formé des

(. . . ,  X —r , . . . ,  ®—2* 1 j Xq, &i, . . . ,  Xm j  . . .) — ^  ' P  [2<n ] î
n̂ >—oo

avec xn E R  pour n > 0, xn G CL pour n < 0 , et xn =  0 pour n —oo, i.e. les termes 
négatifs sont nuls en-deçà d’un certain rang. C’est un sous-VF (i?)-module de K o ^ w ^ W  (R), 
que l’on munit de la topologie produit, avec sur chaque composante (“fantôme”) la topologie 
de R  donnée par v r .  On note BWa(R) le séparé complété de BWq (R) pour cette topologie ; 
c’est un VF(A:)-module topologique. On a :

BWa(R) — { x =  (• • - ,x - r, • • .,.x_i;®o> • • - ,Xm,. . . ) /  xn £ R  si n > 0 , xn e Ci si n < 0 }

= Œ
n e  Z

Pn[xn ] /  G R si n > 0 , xn G CL si n < 0 } .

Cette construction est fonctorielle en i? et en Ci. La structure de W (Ar)-module topologique 
sur BWa(R) est donnée, pour À G k et a =  (on)n€z € BWa(R), par :

[A ]a=(. ..,<r r (A)a_r ,...;A o0 ,. ..,<rm(A)am,.. .)  = (crn(A)an)neZ .

On voit que Ci est stable par Gk  — Gal(Qp/A’), et l’action de Gk  sur R s’étend par fonc- 
torialité en une action continue sur BWa(R). On dispose de plus de deux opérateurs (p (le 
Frobenius) et V (le Verschiebung) sur BWa{R) donnés par :

ÎL (• • • j r ) • • • i ®0> * " ‘ > • • •) =  (®n)n£Z
V a =  ( . . . ,  a_,—i , . . . ;  a _ i,. . . ,  ...) =  (®n—i)n€Z

et qui vérifient les relations <p\l =  V<p = p , et <p[A] =  [cr(À)]<£> pour A G k.

Si 0/ C Ci est un idéal non nul de R , alors l’inclusion BWfy(R) *->■■ BWq (R) induit un 
isomorphisme de Ko<S>w(k)BWgf (R) dans Ko®w(k)BW(i(R). Alors on pose :

BW(R) =  K0 ®w(k)BWa {R) ,

et BW (R) ne dépend pas de Cl ; en tant qu’ensemble,

BW (R) = { x — (xn)n€z  /  3 n0 € Z , 3e > 0 t.q. vR(xn) > e pour n < no } .

C’est un Ko-espace vectoriel topologique (on le munit de la topologie du produit tensoriel), 
sur lequel on étend les opérateurs <p, V, et l’action de Gk  (<P est étendu cr-semi-linéairement 
et commute à l’action de Gk )- Ainsi, BW  (R) est un (<p, G^-module au sens de [Fo 2].
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On a une inclusion de (<p, G/f)-modules BW (R) C B +{s, et même, voir [Fo 5] et [Fo 1], 
4.1.4., on a B W (R ) C d’où aussi des inclusions :

n€N

BWk(R) =  K®k0 BW(R) c  K  ®kq B%is C K<Sk0 Bcris C B<ir ,

et l’on pose Fi\%BWk (R) =  BWk (R) D Fil’B ^  , pour tout i € Z. Alors •BW(.R) devient un 
sous-(y>, GfA')-module filtré de B+is au sens de [Fo 2]. Rappelons que l’on a un morphisme 
d’anneaux surjectif

f

i

K

x =
W(R)

*n)n€N H-4-
Oc

E  p "4 n)
ngN

à partir duquel on construit les anneaux BjR et B *ia (cf. annexe A) ; il se prolonge en un 
morphisme de 7<o-espaces vectoriels 0  : BW (R) C B *is C BjR —y C  , et par définition 
Fil1̂  = K er0.
Remarque : de même que B^R et B*ria, le iCo-espace vectoriel BW(R) ne dépend pas du 
corps K.

Soit T un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate) sur Ok  ; on note■•Moir(r.) son module: 
de Dieudonné sur Ok  ([Fo 4]), et D/^(r) = iio % (i)M o K(r). Alors on a des isomorphismes 
de Qp[Giï-]-modules ([Fo 5], Thm.6.2. et Prop.6.4.) :

yp(r) Hom(v,Gjt). m /(D K(r),BW'(J?)) ~  Hom,ViOK)_m /(D ;^ ,K(Vp(r)),.BW'(fl)) .

De plus, si V  est un objet de RepQp(G), où G =  Gal(Qp/Q p), qui est potentiellement 
Barsotti-Tate et le devient sur une extension galoisienne K  de Qp, alors l’isomorphisme

V. — f  ^-^cris,K/Qp(V ),B W (R ))

est G-équivariant ; l’action de G sur Hom(¥>jGjc)_,n^(D£riS)K̂ Qp(V'), BW(R)) est donnée par : 
si u est un morphisme de D =  D*ris k /q pOO dans BW (R), et si d € D, g € G, on a

(g • u)(d) =  g u ^ g - 1 mod Gk) d) •

Nous allons appliquer tout cela au cas où V  =  VP(E), et E  est une courbe elliptique sur Qp 
potentiellement supersingulière dont le défaut de semi-stabilité est dst(E') =  e € {3,4,6} ; on 
prendra alors pour K  la plus petite extension galoisienne de Qp sur laquelle E  acquiert bonne 
réduction. Notre but étant de décrire le Zp[G]-module TP(E ) (ainsi que le Fp[G]-module jE[p]), 
nous allons étudier certains W(fc)-réseaux de BW (R).

Soit c € Q tel que c > 0 . On pose :

% = { x =  (x„)nez € BW{R) (  t>fi(xn) > cp~n , Vn € Z }

T+ = { x  = (xn)neZeB W (R ) /  vR(xn) > cp~n , V n € Z }

On a évidemment %> C % (resp. T*  C 7̂ + ) pour c < d .
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Lem m e 1 :
Soit c > 0 ; % est un sous-W (k)-module fermé de B W (R ) stable par (p et Gk - 

Preuve :
Soit c > 0. Soit CL l’idéal de R  formé des a tels que v r ( ü )  > cp. Alors B W  (¿(R) est fermé 
dans B W (R ) et % C BW (i(R). On a des flèches continues pour tout n € Z :

/  BW  d(R) *■̂  R  QU{+oo}

1 ï =  W ngZ  •-> Xn ^  « JîW  =  f(»n0))

et % =  (">| ( v r  o projn) " 1 ([cp~n, +oo]) est clairement fermé dans BW a(R). 
ragZ

Supposons que l’on ait montré que Te est un sous-groupe additif de B W  (R) ; alors la structure 
de W(fc)-module est évidente : il suffit de voir que pour e € k x et x = ( x n )n€Z £ % , on a

2L (• • • ) ̂  X—f , • . •, £Xq, • . . , Xjm • • •) G "7c -

Or, pour tout n € Z, on a VR(epnxn) =  pnVR(e) + vj?(æn) = puisque v([e]) =  0.
Les deux dernières assertions (stabilité par (p et par G k)  sont évidentes.

Soient a =  (an)n6z et b =  (bn)n€% dans %- On veut montrer que, si a + b =  s =  (sn)neZi 
alors VR(sn) > cp~n pour tout n G Z. Par la construction de B W (R ), il suffit de le prouver 
pour a et 6 tels qu’il existe un to > 0 tel que an — bn =  0 pour n < —m. Ecrivons

/ g o  <?~m <?~m cp_m-cp_m ïv* • • » u vco ’ C1 y • • • y m —1’ m î • • v ?

avec
oPm =  c _  ç APm^n —771 7 W'—771+72? mi ••• 7 (' — m+71/ 7

où les Sn e Z[Xo, X i,. . . ,  Xn; Yo, Yi,. . . ,  Yn] sont les polynômes donnant l’addition dans 
Ty(i2). On veut montrer que V R ( c n )  > cp2m~n pour tout n > 0. Les relations entre les 
polynômes Sn donnent

cn =  a C + n +  * C +n +  Q n(aC m , . . ., « C + n - l  î * £ , ,  * •, C n - 1 )  ,

où Qn € mZ [X o ,X i,...,X n_i;yo,yi,.m..,yn-i]- Alors ^ ( a f m+ri +  & C + J > cp2— , et 
Viî(Qn(aC»)---)a- m+n- i ; ^m)- . ^  cp2m~n+1, d’où le résultat. □

Remarques :
1) Il est clair que est aussi un sous-VF(fc)-module de BW(R) stable par (p et G k -
2) En utilisant la relation <p\J =  V<p = p , on voit facilement que p% =  7^2 c .

Nous allons avoir besoin d’une précision supplémentaire. Pour u > 0, on note TÎIr<v = 
{a  E R /  v r ( o )  >  v }  ; c’est un idéal fermé de R  strictement contenu dans T Î I r .

Lem m e 2 :
Soit c > 0 ; soient a, b € Tc , avec a =  (an)nçz , k =  (bn)ne z > ci d = (c£„)n€z ie/ çue
o +  b =  d . A/ors d0 =  «o +  &o mod TYIr  ^ c .
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Preuve :
On désigne toujours par Sm, m 6 N, les polynômes donnant l’addition dans W (R). On a

do = Sm(ci—Tni • • • > a0; b—m, . . . ,  &o) ,
m —y+oo

et il suffit de montrer que Sm(a- m, . . . ,  ao; b-m, . . . ,  bo) =  «o +  &o mod TFIrp2c , pour tout 
m > 1. Rappelons que les Sm sont dans Z[X0l X \ , .. . .,X m;Y0tY i , .. .,Ym] C S% , où Sz  
désigne l’anneau Z[Xo, X i,  . . .  ; Yb, Y\ ,...] , et sont définis par récurrence par la relation :

• • • j ^m) = ^m(Xo, . . ., Xm) *1“ *&m(Yo, .. . ,Ym) ,

où $ m(Xo,. . . ,  X m) =  X q +  pX% +  • • • +  pmX m .

Soit m  € N ; comme $ m+1(X0, .. . , X m+1) = pm+1X m + 1 +  $ m(X £,. . .,X&), on a :

Sm+l (Xo, • • • j -^m+li Yo, . . ., Ym+i)

= jcm+1 + ym+i + (*„(x„p, . . . , x u  + W > ..., y*) -  * m(ss......s» >)

= Xm+1 + Y„+1 +  J ^ - ^ S o i X S ;  Y>), ..., Sm(Xg.. X*m ;!%, «„(S?.. S&))

=  -Xm+1 +  Ym + 1 +  ^   ̂ Qr(X0?---? -X"rî • • • ? ^r) ?
0 < r < m

où les polynômes Qr(X 0 , . . . ,  Xr ; Yo,. . . ,  Yr) sont les

( s r (Xp, . . . ,  X p; Y<f,. . . ,  Y?)pm~r -  (Sr(X0, . . . ,  X r ; Y0, . . . ,  Yr)p)pm' r) 

et sont dans Z[Xq, X i, . . . ,  Xr; Yô, Yi,. . . ,  Yr]. On a alors :

•S'm+l (®—m —1 1 • • • j ®0î b—m—11 • • • » ô) =  ûoH“̂ 0“H ^  ] Qrifl—m—1 » • • • » ®—m —1 + r j  m —1> • • • » m —1 + r ) •
0 < r < m

Pour 0 < r < ra — 1, on a üi?(a_m_i+r) > p’n+1-rc > p2c et üfl(6_m_x+r) > p2c ; on en 
déduit que Qr (a_m_ i , . . . ,  a_m_i+r ; . . . ,  6_m_i+r) G WIr ^ c i l®8 autres termes étant
de valuation supérieure. Pour r =  m , on a :

Qm(X0, . . . ,  Xm; Y0, . . . , ^m) =  £  (Sm (X* . . . ,  X* ; Y0P, . . . ,  Yp) - 5 m(X0, . . . ,  Xm; Y0, . . . ,  Ym)p) .

Comme 5m(X0, . . . ,  X m\ Yo,. . . ,  Ym) =  X m +  Ym mod Xm , où l’on a noté Xm l’idéal de Sz 
engendré par les Xo , . . . ,  X m_i et les Yo, • « • > Yn-i » on obtient :

Qm(X0, . . . , X m\Y0, . . . , Y m) B i(*& + yi;-(Xm + J'„.)>'')modIm

ou les coefficients dans la somme sont entiers. Un en déduit, toujours parce que VR[an) £  p c 

pour — m — 1 < n < — 2 r que

.  ̂ 2 p* —t
<2m(a -m -i ,- - - ,a _ i;6 _ m_ i , . . . ,6 _ i)  =  ~ , _"ky j j a - i  ^ i*  mod m R,P2c •

l < i < p - l  p  'P  ’ ’
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Or, on a « « ( a l^ j* )  > ipc + [p -  i)pc =  p2c, et donc Qm(a_m_ i , . . . , a _ i ; . . . ,  &_i) 
est dans filp_tP2c . □

B .3 .2 .2. U ne descrip tion  du  Qp[G]-module VP(E) s

Soit E  une courbe elliptique sur Qp potentiellement supersingulière, dont le défaut de 
semi-stabilité est dst(i?) =  e G {3,4,6} ; alors e | p + 1. On sait que D*ris j¿/qp(Vp(E)) est

isomorphe dans M F K/Qpiv) à l’un des objets Da =  D*c(e;0 ;a), avec a  € P 1(Qp), de la 
liste D*, décrit par : Da =  <Q>p2 ei © Qp2 e2, avec <pei =  e2, <pe2 =  -p e i, ue\ =  ei, we2 =  e2, 
T'eCi =  CeCi» reC2 =  Ce_1e2 , et F il^D «)#  =  (a • e\ <g) 7re-1 +  e2 <g> TTe)-̂ - Alors on a

^p(£’) -Q P[G] Hom(v,GK)-mf ( p a ,BW{RŸ) = V a .

L’objet Va est un Qp-espace vectoriel de dimension 2, formé des applications Qp2 -linéaires 
u : Da -4 BW (R), commutant aux Frobenius, et vérifiant ■u/<'(Fil1(Da)/<) C Fil1! ? ^ [R)k  =  
BW (R)k  n  Fi^Brfñ =  BW (R)k  n  Ker 0 , où uk =  u<S>k0 1k -

Soit u une telle application. Si u(ei) =  a G BW(R), alors on a nécessairement «(e2) =  
u(<pe i) =  <pa G B W  (R) ; on notera «a l’unique application Qp2 [y]-linéaire de Da dans BW (R) 
telle que «„(ei) =  a . Comme (p2 + p = 0 dans Da , on doit avoir <p2a =  —pa dans BW (R), 
ce qui équivaut à <pa =  —Va (où V est le Verschiebung). Si l’on écrit a =  (an)nez> cela donne 
an =  —an - 1  , pour tout n G Z. Donc les a £ BW  (R) tels que <p2a =  —pa sont exactement 
les

a=  ( . . . , ( - l ) ro ^ 1. . . , a ^ ; - a P ; f l , - a ^ 1la*>- a, . . . , ( - i r a ? " m, . . . )  =  ( ( - l ) na*»_B)B€z ,

avec a G TÏIr  . Si ujî(a) =  c > 0 , alors a G et a ^  7̂ + .

Puis la condition sur la filtration équivaut à 0(a-«a(ci)® 7r~1-t-tta(e2) ®7rc) =  0, c’est-à-

dire cwr“ 1©^)-l-Tre©^^) =  0. Si l’on note (abusivement !) a ^ p =  G Oc pour n G N, 
alors on a :

e(a) = E(-i)"pn“(0)'’"” .
nÇZ

, .fl-2n+l
e(vo) = E  ( - i ) ”p”»(0|P

nez

et la condition sur la filtration devient :

(*o) E  ( - l ) V ( « ’r.-1> )' '* ‘ +  =  0 .
n€Z

Soit Va =  { a =  ( ( - l ) nap-")nez G BW(R) /  a G TÏIr  et a — (a(n))n€N vérifie (*a) } ; 
alors VQ est le Qp-espace vectoriel de dimension deux formé des applications Qp2-linéaires 
Ua:DQ^  BW (R) telles que a G Va.
Soit a G Va non nul ; posons v r (o)  = v(a^) = ç > 0, et regardons quelles sont les valuations 
c possibles. Comme pma = <pm\/ma =  ( (—l)n-map2m~n)n€z pour tout m  G Z, on obtient 
v r ( (—1 )~ma? m) =  p2mvR(a) =  p2mc ; donc, quitte à multiplier a par une puissance de p 
convenable, on peut supposer que

1 t \ ^  P2
- ñ — 7  <  uü ( « )  =  c  <  - o ...""7 •p2 — 1 p2 -  1
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En termes de valuation, l’équation (*a) devient v(a) — 7 +  u(0(a)) =  i  +  v(0(y?o)), où 
u(o;) =  vp(a) G Z pour a  G Q*, et l’on pose v(0) = + 00 , u(oo) =  —00 . On a les inégalités :

pFZi < ps_i < pi_i • Une étude (un peu pénible...) des valuations dans l’équation (*a) 
montre que, pour p > 5 et e > 3 divisant p +  1, on a :

1 p
• Si ” 2----- < c < «2— r, alors u(0(o)) =  c et v(0(<^çO) =  pc ; on en déduit

p  j. jP
1 _i_o p+i „ . o  p+i ( p  — 2 Ü

0 < ..p+f < v(a) < —p+ f~- < 2 , et donc v(a) = 1. Alors c = ----- —̂ T5““-

2
• Si - j— - < c < — -, alors v(0 (a)) = c et v(0 (<pa)) =  1 +  |  ; on en déduit

P J-
1+2 d-4-2 2p 2Ü

0 < p+1a < u(o:) < p+1c < 2, et donc v(a) = 1 . Cette fois, c = —̂

• Si c =  2  ̂ , alors t>(0(a)) > c et u(0(^a)) =  pc ; on en déduit v(a) < 0 .

P >• Si c =  -=--- -, alors u(ô(a)) = c et u(0(v?â)) > 1 +  ë ! on en déduit u(a) > 2 .
p — 1 ■

Posons =  { a G ÎTIh /  a vérifie (*a) }. On définit une flèche de VQ dans Aa, qui est 
la composée des

f Va — > Va — > Aa 
\  Ua i-» a i-̂  a

et qui est clairement bijective. Il existe une unique structure de Qp[G]-espace vectoriel sur 
Aa qui fait de la flèche ci-dessus un isomorphisme Qp[G]-linéaire. Cette structure est donc 
définie de la manière suivante :
- loi de groupe abélien sur Aa : si a, b € Aa , alors

o (+) b =  lim Sm( (—l)mapm, . . . ,  o; (—l)rnbpm, .. .,&)771—>-+00

où les Sm sont les polynômes donnant l’addition dans W (R ) ;
- si e G Fp et a G Aa , alors e ■ a — ([e]a(n̂ )n€N ; cela suffit pour décrire la structure de 
Qp-espace vectoriel sur Aa ;
- action de G sur Aa : d’après la description de l’action de G sur Va , on voit que pour g £ G 
et a G Aa , on a :

9 *a =  £ - g a ,  si g mod G k  = wrer 1 v _
=  C r -fl,° 5 si g mod Gk  =  Tl  J ’ ”  “  ’

où ga désigne l’action naturelle de G sur R.

Remarque : Comme e > 3 divise p + 1 , on a Ce = [Ce3> a v e c  Ce € ®p2 niais Ce £ ®V Alors, 

pour O G il, on a : Ce • «  = Ce • ( « ^ ) n € N  =  ( C e û ^ ,  Ce Ce • • •)•
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B .3 .2 .3 . E tude des points d ’ordre p et des Zp[G]-modules TP(E) :

On reprend toutes les notations précédentes. Soit c >  0 ; on pose :

Te =  { Ua G Va /  Vjt(a) >  c } et Tc+ =  { %  €  Va /  u«(a) >  c } .

On sait que ce sont des réseaux G-stables de Va ~  VP(E), isomorphes à % D Va et T^  H Va 
respectivement (lemme 1). Posons aussi :

Ac = {a  € Aa /  vr(o) > c } et A+ =  { a G Aa /  vji(a) > c } .

Il est clair que le Qp[G]-isomorphisme Va ~  Aa induit par restriction à Tc et à T+ des 
Zp[G]-isom °rphismes Tc ~  Ac et T+ ~  A+. En particulier, on a :

Tc/pTc Tc/Tp2c ¥̂p[G\-mod Ac/A p2c — Ac/pA c .

Pour étudier les Fp[G]-modules Tc/pTc , nous aurons besoin du lemme qui suit. On note 
Tflc =  { » € C  /  u(x) > 0 } l’idéal maximal de O c ; aussi, pour tou t i/ > 0, on note 
771c, v =  { ® G C  /  u(æ) > v } et 77i£ v — { x  Ç.C /  u(æ) > v }.

Lem m e 3 :
Soit c € ]0, p ry ]  ; soient a,b € Ac. Alors :

1) pour tout v  G [c, p2c] , a = b mod j4„ si ei seulement si a(°) =  &(°) mod Tflc,v-
2) pour tout v G [c, p2c[ , a = b mod A+ si ei seulement si = b ^  mod

Preuve :
Le lemme 2 montre que a (+) b= a + b mod VTIr pi c , pour a,b £ A c. On en déduit que pour 
tout v  G [c,p2c], on a vr(ü (—) b) > v si et seulement si vr(cl — b ) > v .  Puis v r (cl — 6) =  
u((a — 6)(°)), avec, si l’on écrit a =  (a^)n6N  et b =  (6̂ n^)neN i

(a -  b) W =  lim fo (n) -  frW y" .
n-*oo \  /

Pour tout n G N, et p impair, on a

( « W - i M ) ”'  =  1X( 0 ) _ 6(0)+  £
l < j < p n _ i  IP * )•* .

=  a(°) -  b(°) mod 77lc,c+i ,

puisque les coefficients dans la somme sont de valuation supérieure ou égaie à 1, et que, par 
hypothèse, on a u(a(n' (—&(n))Pn~’) > ip~nc -1- (pn — ï)p~nc =  c . Par passage à la limite, on 
obtient

(a — 6)^  =  — 6^  mod 77lc,c+i i

et l’hypothèse c <  ■*=>• p2e < c +  1 permet d ’affirmer que pour tout u G [c, p2c], on a

ufl(a — &) > ^ si et seulement si v (a ^  — &(°)) > v , ce qui prouve le 1). La démonstration du
2) est tout-à-fait similaire. □

Soit a G A a =  { a G 7TIr  /  a vérifie (*a ) } non nul ; rappelons que :
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u(c*) <  0  =*► U R (a )  6  { p 2n p2 \  l  . n  €  Z }  ; u(or) > 2  = ï  uf î ( a )  €  { p 2n , n  G Z }

t,(or) =  l  = ►  t>a ( a )  €  {  p 2n , n  G Z  }  U  {  p 2" , n  g  Z  }  .

Dans chacun des cas nous allons choisir un c convenable tel que ■ » — r < c < —  et
p2(p2 -  1) ~  P2 — 1

étudier le Fp[G]-module Tc/pT c .

Cas u(a) < 0 :

On prend c =  - 5—rr, et dans ce cas on a pTc =  T„2C =  T+, puisqu’il n’y a pas d’autre
PZ — 1 F ■

valuation possible dans [p2c, c[. Nous allons étudier Ac/A+ ~  Tc/T £  : c’est un Fp [Gj-espace 
vectoriel de dimension 2. Soit a G Ac tel que vR (a) =  c. L’étude des valuations dans 
l’équation

(*.) E  (-i)v(<.(0)r'2n+ =  0
n e z

montre que u(p 1a(0)P ) =  u (a^ ) =  c =  £ ¿ 1) <lue u(a  1tt2o. ^ V) = — v{<x) +  \  +  >  

|  4- >  c, et que les autres termes sont de valuation > 1 > c. Donc a(°) vérifie :

a(°)p2
—  - « ( » )  €  W ! Î iC =  { * € C / » ( * ) > c } .

___ 2 2 1
Posons alors 7Z =  { z  G Qp /  zp — pz =  0 } : un élément non nul de 7£ vérifie zp _1 =  p, 
et v (z) =  - ¿ y  =  c =  u (û ^ ). De plus, le cardinal de 1Z est p2, et l’on voit facilement si 

z, z ' G TZ avec z  7  ̂ z', alors v(z  — z') =  -^rzi — c• Soit z un élément non nul de TZ ; comme 

v(z) =  u(a(°)), il existe un unique u G O£ tel que a(°) =  uz  , d ’où :

V2T/yy o o

— -----uz =  z(tip — w) G c &  up — u € 971c •

Donc « =  [e] mod T ilc , avec e G F*2, et l’on obtient a(°) =  [é\z mod 77iJ c, avec [e]z G fë. 

On en déduit que pour a G A c tel que v r (o) =  c =  il existe un unique élément 2 (a) G TZ 

tel que a(°) =  z(a ) mod ?7ZÎ c. Puis le lemme 3 montre que, pour o, 6 G A c , on a :

a = b mod A*  mod 772^ c .

L’implication (=>•) permet de définir une flèche /  : A c/A+  — y TZ, par / (a mod A+ ) =  
l’unique élément z(a ) G TZ tel que â 0) =  z(a) mod Tïlç c, et l’implication (<=) montre qu’elle 

est injective. De plus, comme Card(7£) =  Card(Ac/A+) =  p2, l’application /  est bijective.
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On munit alors 1Z de l’unique structure de Fp [G]-espace vectoriel (de dimension 2) qui fait 
de /  un isomorphisme Fp[G]-linéaire. Soient z € Il et g € G ; par définition, on a :

g * z =  Çe -gz , si g mod GK =  ut£ 1 _
=  C r • 9Z > si9 mod Gk  = Te ) ’ ”  ”

__ p2 — 1 9
Soit 7r G Qp tel que ir « =  7re (on a donc 7rp -1  =  — p), et posons F  =  Qp4(îr) : c’est 
une extension galoisienne de Qp, contenant K  =  Qp2(7Tc). On écrit Gp =  Gal(Qp/F ), et 
Gal(.F/Qp) =<0> x <^o >j où la restriction de 6 k K  est re , et celle de Qq est u; (0q est donc 
un relèvement du Frobenius) ; on a 8q90q1 = 0P. Le sous-groupe d’inertie J(F /Q P) =<  0 > 
est canoniquement isomorphe à F*2, via le quotient du caractère fondamental de niveau 2 :

f 7(F/QP) F*
fo  : \

\  9 ^  *T-

Soient Ç,y G Fp tels que Çp+1 =  —1 et 7 P_1 =  (  ; on a 7 p2_1 =  £p+1 =  —1, et (7 2)p2_1 =  1. 
Donc 7 2 € F*2 et 7  £ F*2, d’où 7  G F*4.

Tout élément non nul z de 7Z s’écrit z = [•£"] ([7 ]^), avec e G F* . On voit que G agit sur z
(vu comme élément de Qp) via son quotient G/GV =  Gal(F/Qp) de la manière suivante : le 
sous-groupe d’inertie I (F /Qp) agit par le caractère fo  » et 0 q z  = ^0 ([£■]([7 ]^)) =  [sp3[7p]^ =  
[C]^p]([7 ]^)- Puis l’action de G sur 7Z est donnée par :

_ i  p 2 - 1 1 p2 - i

6 *  Z  =  Çe 6z = 1p2 * {8)fo{6)z = “4>2 * (0)z > 00* Z  = O qZ  .

On en déduit qu’il existe sur 1Z une structure de Fp2-espace vectoriel de dimension 1, telle 
que G agit via Gal(F/Qp), le sous-groupe d’inertie 7(F/QP) agit via le caractère fo  à la 
puissance 1 — p ~l , et âo agit semi-linéairement par 1  4  ( i p. La classe d’isomorphisme de 
cette représentation ne dépend pas du choix de £, et elle est irréductible. En particulier, en 
remontant la construction, on en conclut que les réseaux G-stables de Va ~  VP(E) sont tous 
homothétiques lorsque v(or) < 0, et que l’on a ainsi obtenu une description du Fp[GJ-module 
E\p] = Tp(E)/pTp(E) constitué des points d’ordre p de E.

Cas v(ûr) < 0 : Soit ir G Qp tel que irp2~1 =  — p , et soit fo  le quotient du caractère 
fondamental de niveau 2 modulo 7 (Qp/Q p4(7r)). Il existe une structure de Fp2 -espace vectoriel 
de dimension 1 sur E\p] sur lequel G agit par

G Z ÿ  Gal(Qp4(*-)/Qp) AutFp(Fp2) ,

où I (Qp4 (ît) / Qp) agit via * , et le relèvement du Frobenius fixant w agit semi-linéairement 
par x Çxp, x G Fp2 , avec £ £ Fp tel que £p+1 =  — 1.
La représentation est même absolument irréductible, et correspond dans [Fo-Ma] à l’objet 
V'1_e2_i l - De plus, l ’action du groupe d’inertie absolu I  sur E\p] <&FpFp2 est diagonalisable,

et il existe une Fp2 -base de E[p\ <£>fp Fp2 telle que I  agit via

fo * 

0( )
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C as v(a) > 2 :

On prend c = p^ 2 _  x) » et 1,Qn a PTc = Tp2c = T+, d ’où Tc/pTc =  Tc/T+ ~  A c/A+  :

c’est un Fp[G]-espace vectoriel de dimension 2. Soit a G A c tel que v r ( c l) =  c. L’étude des 
valuations dans l’équation

(*.) E  + o^p_2"+l) = 0
nez

3

montre que t ; ( a ^ p) =  u(p-1a ^ p ) =  pc, et que les autres termes sont de valuation stricte
ment supérieure à pc. On obtient donc :

_(°)P3
— - « ,0) e  m + !X = { x € C / v ( x ) > p c } .

On reprend TZ =  { z  G Qp /  zp — pz =  0 }, et cette fois on voit que pour a € Ac tel que 
t7#(a) =  c =  p ^Z ï) > il existe un unique élément z(a) € TZ tel que a(°)p =  z(a) mod 77l£ pc. 
Puis :

a = b mod A*  O- =  &(°Vmod 772J  c <=>■ â °̂ P =  b ^ P mod 771 J  pc .

On définit ainsi une flèche bijective Ac/A+ — y TZ, en associant à a mod A+ l’unique élément 
z(a) G TZ tel que o ^ p =  z(a) mod 77T.J pc, qui donne à une structure de Fp[G]-espace 
vectoriel de dimension 2. Par définition, pour tous z Ç.TZ et g E G, on a : g * z  =  l’unique 
élément y de TZ tel que (g * a)(°)p =  y mod TTijt pc, où o ^ p =  z  mod TYlç pc. Cette fois, 
comme p = — 1 mod eZ, on obtient :

g * z =  C r -9z =  Ce"r '9Z  » si g mod G # =  wrer 1 _
=  Cêpr -gz =  Çe -gz , sig mod Gk  = tZ J ’ ~ ~

Alors les mêmes considérations que pour le cas v(a ) < 0 montrent qu’ il existe sur TZ une 
structure de Fp2-espace vectoriel de dimension 1, telle que G agit via Gal(fr/Q p), le sous-
groupe d’inertie I(F /Q P) agit via fa  à la puissance 1 +  p2-J1, et le relèvement du Frobenius 
fixant ir par x »->• Çxp. La classe d’isomorphisme de cette représentation ne dépend pas du 
choix de C, et elle est irréductible. En particulier, en remontant la construction, on en conclut 
que les réseaux G-stables de Va ~  VP(E) sont tous homothétiques lorsque u(o:) > 2, et que 
l’on a ainsi obtenu une description du Fp[G]-module E\p\ — TP(E) /pTp(E) constitué des 
points d ’ordre p de E.

Cas u(o;) > 2 : Soit w G Qp tel que 7rp2_1 =  —p , et soit fa  le quotient du caractère 
fondamental de niveau 2 modulo /(Q p/Q p4(7r)). Il existe une structure de Fp2 -espace vectoriel 
de dimension 1 sur JE7[p] sur lequel G agit par

G 24 G aliQ y.W /Q ,) -A AutF,(F ^ )  ,

1 |  P2 - 1
où /(Q p4(7r) /Qp) agit via e , et le relèvement du Frobenius fixant x  agit semi-linéairement 
par x  i—y C,xp, x G Fp2 , avec C G Fp tel que Cp+1 =  —1.
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Là encore, la représentation est absolument irréductible, et correspond dans [Fo-Ma] à l’objet
V  p2_t . De plus, l ’action du groupe d ’inertie absolu I  sur E\p\ <8>Fp®p2 est diagonalisable, 

^  € *
et il existe une Fp2 -base de E]p] ®FpFp2 telle que I  agit via

( ^2+V L

0

0

)
Remarque : Les deux représentations obtenues avec u(a) < 0 et u(a) > 2 ne sont pas 

isomorphes, puisque 1 — p ~l jà 1 + p ~ - mod (_p2 — 1)Z pour e > 3. En fait, avec les 
notations de [Fo-Ma], les objets V , ,  £ - i  , > V , , et V  ¿ - i  sont les twists ramifiés

H  3 »1 l i  ^ »1 1 +  g »1

d’ordre 2 correspondant à l’extension Qp(7T2)/Q p des objets V  p2_t , V  p2_t et V  p2_t
1 6 ,1 1 4 ,1 1—  3 ,1

respectivement.

Cas ü(ar) = 1 :

Dans toute cette section, on pose oc =  pß~x avec ß G Z£.
1 — 2 /e  2 /e

On prend c =  et c' =  — jy : ils sont tous les deux dans ]p3(p2_X), p~f]- On a

les inégalités c < d  < p2c < p2d , d’où des inclusions strictes pTci c  pTc c T j  C T C. 
Etudions pour commencer Tc/pTc ; les inclusions ci-dessus induisent une suite exacte de 
Fp [G]-modules :

0 ¥ Tc'/T p2c >■ Tc/T p2c f Tc/T ct v 0 .

On voit facilement que si Ua, G Tc sont tels que vr(o) =  c et vr(ü') =  d, alors on a
Tc — Zp«»© Z pUa> (ou bien : Ac = Z pa © Z pa'), et aussi Tcr =  p7ipUa © Z p«a'-
Nous nous proposons de décrire l’action de G sur Tc> /T p-zc =  Tc>/T^ ~  Ac>/A^ : c’est un
Fp[G]-espace vectoriel de dimension 1. Soit a G Ac< tel que ur(o) — d  = p̂ pîr^ • L’étude des 
valuations dans l’équation

(*c) E
nez

montre que i?(a(°)p) =  v(fi 1?re 2a(°)p ) =  p d , et que

/3~17r~2a ^ P — a ^ P G ^ c .p c ' =  { x ^ C  /  v(®) > pd  } .

Soit «S =  { x G Q p / x p — /?7r2x =  0 } : un élément non nul x de «S vérifie xp~x =  /3tt2 , d ’où 
v(æ) =  =  P^ • De plus, Card(«S) =  p — 1 , et si x, x’ G S  avec x x’ , alors v(x —x') =  pc7. 
Comme u(x) =  u(a(°)p) =  pc', il existe un unique u G Oq tel que a(°)p =  ux , d ’où :

/3- 17rJ 2(tix)p — ux =  x(«p — u) G ^C.pc' ^  u%> ~ u € ï ï lc  .

Donc u = [e] mod Tïlc j avec cette fois £ G Fp , et a ^ P =  [s]x mod TÏTq pc, , [s]x G <5. On 
en déduit que pour a G Ac/ tel que v r ( o) = d  , il existe un unique élément x(a) G S  tel que 
«(°)p =  x(a) mod pc, . Comme pd < 1, on sait que (lemme 3), pour a, 6 G Ac#, on a

a = b mod A j <=£■ =  6*-°̂ mod Tflç c, a ^ P =  b ^ P mod Tïïç pc, .
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Cela permet de définir une flèche injective Ac>/A+, — > S, en associant à a mod Aj l’unique 
élément x(à) € S  tel que a ^ p = x(a) mod 777.̂  pc, ; cette flèche est bijective puisque 
Card(<S) = Card(Ac//Aj) = p — 1. On munit alors S de l’unique structure de Fp[G]~espace 
vectoriel de dimension 1 qui fait de cette flèche un isomorphisme Fp[G]-linéaire. Si g € G et 
x € S , g * x est par définition l’unique élément de S  congru à (g * a)(°)p modulo Tflç pc, ; 
cela donne :

g *x  = Ç~r -g x , sipmodGA: = u>t£ \
= C£ ' gx , sig mod Gk = tï J ’ -

Soit £ € Zpr tel que £p_1 = fi. Le groupe d’inertie absolu I  agit trivialement sur £, et si g0 est 
un relèvement du Frobenius arithmétique, alors go£ = fiÇ mod pZ£r ; le caractère de G dans 
Fp qui à g associe ^  est évidemment indépendant du choix de £. On a donc ^  = fi mod pZ£r 
et (2|£)p-1 = 1, ce qui équivaut à ^  = [/?], où fi = fi mod jpZp = pa~x mod pZp.
Tout élément x non nul de S  s’écrit x = (on a (7t2 «~ )p_1 = n2). Alors on en déduit

p2-i *>2-i 2£±1 (p+d2
que pour tout g € I, g * x = ÿ 2 e (g)gx =  ^2 * (9)i>2 * (fiOx = V>2 e (flr)iC î or> on a
î>2+1 = Xpj °ù Xp ^  Ie caractère donnant l’action de G sur les racines p-ièmes de l’unité,

E±1
donc g * x — Xp9 (d)x pour g € I. Enfin, l’action de G sur x est donnée par :

£±i
V g e G  , g* X = rtp(g)xpe (g)x ,

où Tfp est l’unique caractère non ramifié G —y G /I —¥ Fp qui envoie le Frobenius arithmétique
sur fi. Cela termine la description de l’action de G sur Tc>/Tp2C = Tc//Tj" ~  Ac>/Aj.
Puis, comme on sait que le déterminant sur Tc/pTc est Xp (puisque le déterminant sur
Va ~  VP(E) est le caractère cyclotomique dont la réduction modulo p est Xp)> on en dé-

1— £±1
duit immédiatement l’action de G sur Tc/Tc/ : elle se fait par le caractère Xp * •

Une étude parfaitement similaire du Fp[G]-module Tci/pTc> = Tc>/Tp2ci montre que l’on a 
une suite exacte :

0 —> Tp2c/Tp2ct —> Tc'/Tp2ci —* Tc>/Tp2C —► 0 ,

où l’action de G sur le sous-Fp [G]-module (de dimension 1) Tp2c/Tp2ci ~  Tc/T(j se fait par le 
X_E±1 E±i

caractère rf^-iXp ‘ , et sur le quotient Tc//Tp2C par le caractère tĵ Xp* •

On en déduit facilement qu’à homothétie près, les réseaux G-stables de Va ~  VP(E) pour
1 — 2/e 2/eu(or) = 1 sont Tc et Tc>, avec c = —r~.---- — et d  = —;---- —. Finalement, on obtient :

P2{P~ 1) PÎP ~ 1)

Cas u(or) = 1 : il existe une Wp-base de E[p] telle que G agit via

Í  *_Ä  A otí (  n ^ x i ^  .  \

V  0  ^ X v  • /  V o  %7¿Xp‘ /
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Remarque : Soit Ok  l’anneau des entiers de K . L’invariant a  est lié au logarithme 
du groupe formel sur Ok  (de hauteur 2) de Ek - D’après les résultats de A. Kraus, les 
cas v (a ) 7  ̂ 1 et i?(a) =  1 correspondent respectivement à v(rp) > et v(rp) < ^ ¡ - , où 
tp G Ok  est le p-ième terme de la série formelle donnant la multiplication par p dans le groupe 
formel de E k - De plus, les cas u(a) > 2 et 17(a) — 1 , situation de gauche, correspondent à 
v (A e ) > 6 , où l’on a choisi une équation minimale pour la courbe elliptique E , et les cas 
ü(a ) < 0 et v(a) =  1, situation de droite, correspondent à v(A&) < 6 ([Kr], 2 .3 .2 ., Prop.2 et 
Lemme 2).
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