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Résumé

Les enjeux modernes de filtration de l’eau, de production d’énergie à partir de l’eau
salée, et de stockage d’énergie avec des liquides ioniques nécessitent une description des
phénomènes physiques à l’échelle du nanomètre, à l’interface entre la description continue
des fluides et de la description particulaire de la matière. Cette thèse se concentre sur les
phénomènes physiques qui ont cours lors du transport des ions en solution dans l’eau à travers
les nanotubes en se concentrant sur l’interaction entre les ions et la surface des nanopores,
et plus spécifiquement des nanotubes de carbone. Ceux-ci semblent prometteurs d’un point
de vue technologique. Ce travail adopte une approche théorique mais nous comparons nos
résultats aux données expérimentales lorsqu’elles existent. Dans un premier temps, après
avoir passé en revue les mécanismes connus du transport des ions, nous nous intéressons
à l’origine de la charge de surface du nanotube de carbone qui participe grandement aux
grandes conductivités ioniques de l’électrolyte confiné dans le tube. Pour cela, nous explorons
d’abord un mécanisme de régulation de charges des groupements chimiques de la surface,
pour ensuite étudier la charge surfacique du nanotube de carbone quand il est soumis à
une tension de grille par une électrode apposée au pore. Pour cela, nous avons exploré les
propriétés intrinsèques de ce matériau et les inclure dans notre modèle théorique pour la
conductivité. Ensuite, nous étudions les effets spécifiques aux ions pour analyser leur impact
possible sur cette conductivité. En effet, en plus des effets purement électrostatiques, il existe
d’autres effets non-décrits en champ moyen comme la répulsion diélectrique de la surface et
le déficit de solvatation, déjà étudiés en partie pour un modèle d’ions ponctuels. De plus
de récentes études expérimentales montrent que l’eau confinée à l’échelle nanométrique voit
sa permittivité diélectrique diminuer drastiquement, ouvrant la possibilité qu’une énergie de
Born intervienne également dans la barrière d’énergie d’entrée des ions dans le pore. Nous
développons pour cela une approche variationnelle de théorie des champs pour des ions de
taille finie et montrons à la fois l’impact de la taille des ions et de l’énergie de Born sur
la concentration en ions dans la nanopore, directement reliée à la conductivité. Dans un
dernier chapitre, nous développons au deuxième ordre notre approche variationnelle dans le
but d’inclure la formation de paires d’ions dans la théorie.
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The modern challenges of water filtration, energy production from salt water, and energy
storage with ionic liquids require a description of physical phenomena at the nanometer scale,
at the interface between the continuous description of fluids and the particle description of
matter. This thesis focuses on the physical phenomena that take place during the transport
of ions in solution in water flowing through nanotubes with an emphasis on the interaction
between the ions and the surface of nanopores, and more specifically of carbon nanotubes.
These seem promising from a technological point of view. This work adopts a theoretical
approach but we compare our results with experimental data when they exist. First, after
reviewing the known mechanisms of ion transport, we focus on the origin of the surface
charge of the carbon nanotube which participates greatly in the high ionic conductivity
of the electrolyte confined in the tube. To do so, we first explore a mechanism of charge
regulation of the chemical groups on the surface, and then study the surface charge of the
carbon nanotube when a gate voltage is applied on it by an electrode affixed to the pore
surface. To carry out this study we explored the intrinsic properties of this material and
include them in our theoretical model for conductivity. Then, we study the specific effects
of the ions to analyze their possible impact on this conductivity. Indeed, in addition to
the purely electrostatic effects, there are other less-studied medium field effects such as the
dielectric repulsion from the surface and the solvation deficit, already studied in part for
a point ion model. Moreover, recent experimental studies show that water confined at the
nanoscale sees its dielectric permittivity decrease dramatically, opening the possibility that a
Born energy also intervenes in the energy barrier of entry of the ions in the pore. We develop
a variational field theory approach for finite size ions and show the impact of both the ion
size and the Born energy on the ion concentration in the nanopore, which is directly related
to the conductivity. In a last chapter, we develop a second order variational approach in
order to include the formation of ion pairs in the theory.
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Tableau des paramètres utilisées

Symbole Grandeur 1ère vue en page
b Longueur de glissement 25
b̃ b

R
30

Cq Capacité quantique 42
Cp Capacité du pore 42
c̃ πℓbR

2c 28
c Concentration 12
cs Concentration en sel 21
c± Concentration en cation ou en anion 20
cp Concentration en ions dans le pore 37
D Constante de diffusion 12
E⃗ Champ électrostatique 11
e Charge élémentaire 1, 602176634× 10−19 C 12
f⃗el Force électrostatique 13
Fel Energie libre électrostatique 74
G Conductance de l’électrolyte πR2

L
κc 12

Gp Conductance de l’électrolyte dans le pore 37
Ga Conductance d’entrée 37
g(E) Densité d’état du CNT 44
H Hamiltonien 84
H0 Hamiltonien gaussien 84
hpH 10pK−pH 30
h Constante de Planck 6, 62607015× 10−34 m2.kg/ s 44
ℏ h

2π
44

I Courant électrique 11
J Courant total des ions J+ + J− 11
J± Courant des ions positifs (ou négatifs) moyenné dans le pore 11
j±,z Courant des ions individuels selon l’axe z 11
J Flux total sur le pore 11
k± Coefficient de partage des anions et cations 15
kB Constante de Boltzmann 1, 380649× 10−19 J.K−1 12
kh Perméabilité hydraulique R2

8η
12

L Longueur du pore 11
ℓb Longueur de Bjerrum 14
∆P Différence de pression entre les deux réservoirs 11
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q Charge d’une particule
R Rayon du pore 11
Ri Rayon de l’ion 74
Rvdw Rayon de Van der Waals 37
T Température 12
∆V Différence de potentiel électrique entre 2 réservoirs 19
ȳ Moyenne géométrique dans le pore cylindrique 11
vz Vitesse de l’écoulement selon z 11
v0 Potentiel variationnel 106
δv0 Partie du potentiel due au confinement 63
V Volume du pore 106
Vch Tension chimique agissant sur le CNT 42
Vg Tension de grille 11

∆Wp Barrière d’énergie de l’ion 84
z Valence 70

10



β 1
kBT

19
Γ Poids de Boltzmann 62
γ± Mobilité des ions 37
γ̃ 2πηℓbγ± 30
δ Saut diélectrique εb

ε
70

η Viscosité de l’eau 8.94× 10−4 Pa.s 12
∆µ Décalage de potentiel chimique 11
µb Potentiel chimique dans le réservoir 71
µp Potentiel chimique dans le pore 75
ε Constante diélectrique d’un milieu 13
ε0 Permittivité diélectrique du vide 8.854× 10−12 F.m−1 13
εeau Constante diélectrique de l’eau 13
εi Constante diélectrique interne de l’ion (= 1) 75
κb Constante d’écrantage dans le réservoir 37
κDH Constante d’écrantage venant de Debye-Hückel 21
κv Constante d’écrantage variationnelle 62
κc Conductivité de l’électrolyte 56
κ̃c κ

2π2R2ℓ2bη

e2
56

λDH (8πℓbcs)
−1/2 23

Π Pression osmotique 12
ρel Densité de charges électriques ρel(r⃗) = ec+(r⃗)− ec−(r⃗) 13
σ Densité surfacique de charges 18
σ∗ πℓbR

σ
e

23
σf Densité surfacique de charge indépendante du pH 27
σq Densité surfacique de charge d’origine quantique 51
ϕ eβψ 22
Φ0 Potentiel créé par la charge de surface du pore 84
ψ Potentiel créé par les ions 13
ψ0 Potentiel vu par les ions à la surface des CNT 41
Ω Grand potentiel 79
ω β Ω

V
79
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Projet

Cette thèse présente les trois ans et demi passés au Laboratoire de Physique Théorique
(LPT) de Toulouse à travailler sur diverses questions concernant le transport ionique dans
les nanotubes de carbone d’un point de vue théorique. Elle se place dans le cadre d’une
collaboration entre plusieurs équipes :

— Un groupe de théoriciens composés de membres du LPT et du Laboratoire Charles
Coulomb (LCC) de Montpellier, Manoel Manghi, John Palmeri et moi-même

— Un groupe d’expérimentateurs du LCC : François Henn, Vincent Jourdain, Adrien
Noury, Christophe Roblin, Saïd Tahir, Clément Delacou, Laure Bsawmaii, Sébastien
Méance

— Un groupe de numériciens du Laboratoire de Nanomédecine, Imagerie Thérapeutique
(LNIT) : Fabien Picaud, Guillaume Herlem, Alia Mejri.

Ces équipes collaborent jusqu’en 2023 dans le consortium IONESCO (Coupling between Ionic
and Electronic Transport in Single-Walled Carbon Nanotubes) financé par l’Agence Nationale
de la Recherche (ANR). L’objectif est multiple. Le premier est de fabriquer des systèmes ca-
pables de mesurer et de contrôler, à l’aide de courants électriques, la vitesse et la nature des
ions contenus dans l’eau (ce que l’on appelle un électrolyte) passant à travers des nanotubes
de carbones mono-feuillets (SWCNT) entre deux réservoirs distants de quelques micromètres.
Le second est d’avancer sur les questions théoriques qui pourraient être abordées expérimen-
talement par de tels modules : le comportement des ions dans le tube, l’interaction entre
les ions et la surface, ou le contrôle de la charge de surface par l’ajout d’une électrode sur
le CNT afin d’en contrôler la tension de grille. Nous pensons tirer bénéfice des propriétés
exceptionnelles des CNT :
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1.1. PROJET 17

Figure 1.1 – Photographie des membres du consortium ANR IONESCO en mars 2019.
De gauche à droite : Saïd Tahir, Théo Hennequin (moi-même), Fabien Picaud, François
Henn, Manoel Manghi, John Palmeri, Adrien Noury, Christophe Roblin, Vincent Jourdain.
D’autres personnes sont arrivées par la suite.

— Un rapport d’aspect géométrique exceptionnel (son petit rayon ≤ 10 nm par rapport
à sa longueur de plusieurs µm). L’équivalent serait un cheveu humain de quelques
dizaines de mètres de long.

— Une surface très hydrophobe, et presque sans aucun défaut.
— Des propriétés électriques leur conférant un caractère métallique ou semi-conducteur

en fonction de leur fabrication.

Le contrôle du transport ionique dans ces nanotubes de carbone permettrait de créer des
systèmes capables de :

— Filtrer des solutions contenant plusieurs types d’ions. Le système agit alors comme
un filtre.

— Générer du courant quand les deux réservoirs contiennent des électrolytes avec des
concentrations en ion différentes. On peut alors utiliser cette technologie comme unité
de base d’une centrale de production d’énergie. On parle d’énergie osmotique ou
d’"énergie bleue".

— Utiliser le CNT comme un transistor "ionique" en bloquant ou non le transport ionique
à l’aide d’une tension de grille.
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— Faire un détecteur de molécule unique en mesurant le potentiel électrique à la surface
du nanotube, permettant d’observer la nature des molécules qui passent à travers.

Les CNT sont donc de très bons candidats pour être les outils électro-ioniques du futur. En
effet, le rapport d’aspect permet d’offrir le couplage électrostatique optimal entre la paroi du
nanopore et les ions de l’électrolyte, avec cependant un couplage minimal avec les électrolytes
du réservoir [82]. Ensuite, le transport des électrolytes à travers les CNT est intrinsèquement
plus rapide que dans d’autres pores grâce à la très faible friction sur la paroi du nanotube
[95]. De plus, les CNT peuvent être très sélectifs pour des ions spécifiques en contrôlant la
nature et la charge des fonctions chimiques à leurs extrémités. Au-delà de ces qualités, les
CNT montrent des propriétés électroniques intéressantes : selon leur chiralité, ils peuvent
être soit de bons conducteurs (M : métalliques) soit semi-conducteurs (SC). Connecter un
SWNCT avec une électrode appliquant une tension de grille permettrait de contrôler sa
charge de surface et donc le transport des ions à travers son canal. On s’attend à ce que ces
CNT aient de bonnes performances en tant que transistors ioniques dans cette configuration,
mais ce genre de système n’a pour l’instant jamais été étudié. De plus, contrôler leur charge
de surface permettrait d’étudier des phénomènes prédits théoriquement, mais jamais mis
en évidence de façon expérimentale comme l’évaporation ionique capillaire, c’est-à-dire la
transition entre deux phases de densités ioniques différentes : faible (vapeur ionique) et forte
(liquide ionique), comme prédit dans ref.[16].

Ce manuscrit de thèse présente six chapitres, qui commencent par une introduction
permettant de placer cette recherche dans son contexte théorique, expérimental et socio-
économique. Le second chapitre présente des résultats autour des modèles déjà développés
de conductivité d’un électrolyte dans un nanopore, en cherchant à les comparer à des ré-
sultats expérimentaux ou à les améliorer grâce à des phénomènes supplémentaires que nous
incluons. Le troisième chapitre présente également une amélioration de ces modèles, mais
en se focalisant sur les propriétés électroniques intrinsèques du nanotube de carbone afin
d’étudier l’action d’une tension de grille appliquée au CNT sur la conductivité ionique. Le
quatrième chapitre se concentre sur les propriétés d’un électrolyte en situation de nanocon-
finement dans un pore sphérique, où l’on développe une approche de théorie des champs
variationnelle pour décrire simultanément l’impact de divers effets : diélectriques, de solva-
tation et l’énergie propre de Born. Ce travail fait suite à des recherches récentes montrant
que la permittivité diélectrique d’un solvant diminue en fonction de son confinement, no-
tamment à l’échelle nanométrique. Le cinquième chapitre étend l’approche variationnelle à
un développement au second ordre dans un réservoir, afin de chercher des effets qui incluent
les corrélations entre deux ions, par exemple la formation de paires d’ions dites de Bjerrum.
Le dernier chapitre propose finalement une conclusion en revenant sur les approximations
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Figure 1.2 – A gauche, schéma d’une centrale osmotique à pression retardée (PRO), et à
droite schéma de la méthode d’électrodialyse inverse (RED).

utilisées au cours des autres chapitres, et présente plusieurs perspectives qui nous paraissent
intéressantes.

1.2 Energie osmotique

Une des applications particulièrement prometteuse est la production d’énergie renouve-
lable en utilisant la différence de concentration en sel entre deux réservoirs. En prenant par
exemple de l’eau de mer d’un côté et de l’eau d’une rivière de l’autre, on obtient un gra-
dient de concentration en sel que l’on peut exploiter. On a en effet une énergie libre liée à
la dissolution du sel pouvant mener à produire 30 − 40 kJ/m3 d’eau de mer [98]. Plusieurs
centrales électriques de tests ont vu le jour (en Norvège : Hurum, aux Pays-Bas : Afsluitdijk,
et en projet dans le delta du Rhône). Pour l’instant, personne n’a été capable d’obtenir une
production d’énergie significative de l’ordre du Mégawatt.

On illustre sur la Fig. 1.2 deux méthodes utilisées pour la production d’énergie bleue.
A gauche, c’est la méthode dite d’osmose à pression retardée (PRO), où on sépare l’eau
salée et l’eau claire par une membrane semi-perméable. La pression osmotique résultante
est utilisée pour faire tourner une turbine. A droite, l’autre méthode utilise l’électrodialyse
inverse (RED), elle consiste à alterner plusieurs couches d’eau salée et d’eau claire séparées
par des membranes chargées ne laissant passer qu’un seul type d’ions (les contre-ions). En
appliquant un champ latéral à l’aide d’une électrode, on obtient un système semblable à une
pile.
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Figure 1.3 – a) Schéma du dispositif vu du dessus de la présentation de Vincent Jourdain
du 11/07/2019. En violet, on a le CNT, relié aux réservoirs. En bleu ciel, ce sont les électrodes
qui sont apposées au CNT. b) Image d’un nanotube de carbone mono-feuillet venant d’une
simulation numérique, avec atomes et molécules représentées, tirée de [109]. c) Schéma du
nanotube de carbone expérimental visé par le projet IONESCO, il s’agit d’un nanotube de
carbone sur lequel est apposée une électrode métallique reliant deux réservoirs d’électrolytes
où se trouvent des électrodes Ag/AgCl. d) Schéma du dispositif vu en coupe, avec en noir
le CNT pris entre un substrat de quartz et un de SiO2, qui relie deux réservoirs, avec des
électrodes apposées en rouge.

1.3 Dispositif expérimental

Nous allons d’abord nous familiariser avec le sujet en parlant de l’aspect expérimental
du projet IONESCO. Comme illustré en Fig. 1.3 (a), il consiste à relier deux réservoirs
d’électrolyte par un nanotube de carbone (en violet sur la figure), qui sera lui-même apposé
aux électrodes C et D afin d’en contrôler sa charge de surface. On montre sur la Fig. 1.3 (b)
image d’un nanotube de carbone d’une simulation tirée de [6]. Les CNT sur lesquels nous
travaillons sont assez similaires. Nous pouvons donc supposer le nanotube de rayon constant
sur toute sa longueur et négliger l’impact des irrégularités sur l’écoulement de l’électrolyte.
Nous précisons sur la Fig. 1.3c) les mécanismes que nous souhaitons étudier. Une différence
de potentiel est appliquée entre les deux électrodes Ag/AgCl se trouvant dans les réservoirs
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de concentrations salines égales, ce qui a pour effet de créer un mouvement des ions à travers
le nanotube. Les parois du CNT sont chargées négativement. Lorsque cette densité de charge
surfacique est grande, les cations sont donc favorisés par rapport aux anions qui restent dans
les réservoirs : c’est le régime dit de bonne exclusion des coions (GCE pour Good Coion
Exclusion). Nous verrons également d’autres régimes de conductivité ionique. Notre objectif
est en effet de contrôler cette charge de surface qui est supposée jouer un rôle important dans
la conductivité [69], en la contrôlant par une tension de grille appliquée par une électrode
métallique, Vg.

Nous voyons ensuite en Fig. 1.3d) le schéma en coupe du dispositif expérimental. L’intérêt
de cette figure est de comprendre que même si nous ne le prenons pas en compte pour l’instant
dans l’étude théorique, le CNT et les ions évoluent dans tout un environnement complexe
imposé par les conditions expérimentales, comme les substrats en quartz et en silice. Ces
choix ne sont pas anodins et impactent nécessairement les comportements des objets que
nous cherchons à étudier, mais dans un souci de simplification et d’étude la plus analytique
possible, il est évident que nous ne chercherons pas pour le moment à prendre en compte
ces complexités. Il est cependant central dans le travail de nos partenaires expérimentaux
d’évaluer l’impact des matériaux, du substrat et du milieu extérieur afin de le minimiser le
plus possible.

1.4 Introduction à l’électrocinétique dans un pore

Pour des raisons de simplicité et en guise de première approche, nous supposons que le
solvant, la membrane et la surface du pore peuvent être traités comme des milieux continus et
homogènes caractérisés par une constante diélectrique continue et une densité surfacique de
charge constante σ. Dans un premier temps nous décrivons d’une façon générale le transport
d’un électrolyte dans un nanopore. On peut pour cela utiliser le modèle des coefficients
de transport d’Onsager décrit dans la théorie de la réponse linéaire. Nous prenons comme
grandeurs mesurables 3 flux : le courant électrique I causé par le mouvement des ions dans
l’eau, le débit d’eau Q et le courant total des ions J = J+ + J−. Ces flux sont créés par les
forces thermodynamiques : la différence de potentiel électrique ∆V , la différence de pression
∆P , et la différence de potentiel chimique ∆µ, dans les deux réservoirs. On définit les flux
moyennés dans le pore J+ = j̄+,z et J− = j̄−,z à partir du flux individuel des ions j±,z et la
vitesse de l’écoulement vz, où l’on a défini la moyenne géométrique dans le pore cylindrique
de rayon R et de longueur L selon [20]

ȳ =
2

R2

∫ R

0

y(r)rdr (1.1)
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Figure 1.4 – Illustration du comportement des ions dans un pore chargé négativement
soumis à un champ électrique E⃗ lié à une différence de potentiel entre les deux électrodes
∆V = V1 − V2 et à un gradient de pression ∆P = P1 − P2 et un gradient de concentration
∆c = c1 − c2, induisant un courant électrique I, un débit volumique Q et un courant de
particules J par mouvement combiné des ions et de l’eau.

Nous avons donc

Q = v̄z (1.2)

I = eJ+ − eJ− (1.3)

J = J+ + J− (1.4)

Selon la théorie de la réponse linéaire s’appliquant aux phénomènes irréversibles, les relations
linéaires entre ces 6 grandeurs conduisent à la matrice d’OnsagerQI

J

 = − 1

L

 kh K12 K13

K12 κc K23

K13 K23 D


∆P0

∆V

∆µ

 (1.5)

avec la perméabilité hydraulique kh = R2

8η
pour un écoulement de Poiseuille cylindrique d’un

solvant de viscosité η, κc la conductivité, D la somme des coefficients de diffusion des ions
et Kij pour i ̸= j les 3 autres coefficients linéaires de couplage. Il est important de noter que
c’est la pression P0 = P − Π qui intervient dans l’Eq. (1.5), où Π = 2kBTc est la pression
osmotique. Pour un soluté µ = µ0(T ) + kBT ln c et donc la différence de potentiel chimique
est relié à la différence de concentration. Notons de plus que la conductivité est reliée à la
grandeur expérimentale, la conductance, par G = πR2

L
κc.
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1.4.1 Equations électrocinétiques

Prenons le cas d’ions en réservoir supposés pour le moment ponctuels en solution dans
un liquide dans un écoulement de Stokes ( de nombre de Reynolds Re ≪ 1) de champ de
vitesse v⃗, stationnaire (∂v⃗

∂t
= 0⃗) et incompressible (∇⃗ · v⃗ = 0). Quand on applique un champ

électrostatique E⃗, l’équation de Stokes s’écrit :

0⃗ = −∇⃗P + η∆v⃗ + f⃗el (1.6)

où η = 8.94×10−4 Pa.s est la viscosité de l’eau à température ambiante (25°C), en supposant
qu’il n’y ait pas de différence entre la valeur du réservoir et celle dans le pore et avec f⃗el la
force électrostatique définie comme

f⃗el = ρel(r⃗)E⃗ où ρel(r⃗) = ec+(r⃗)− ec−(r⃗) (1.7)

et c±(r⃗) les concentrations des cations et anions, supposés monovalents, au point r⃗. On
calcule le potentiel électrostatique créé par les ions ψ(r⃗) grâce à l’équation de Poisson

∆ψ = −ρel(r⃗)
εeau

(1.8)

où εeau = εε0 (la permittivité diélectrique de l’eau avec ε0 = 8, 854 × 10−12 F.m−1 la per-
mittivité diélectrique du vide et ε = 78). Les ions de vitesse v⃗± obéissent à l’équation de
conservation

∂c±
∂t

+ ∇⃗ · j⃗± = 0 où j⃗± = c±v⃗± (1.9)

et la relation d’Onsager entre le flux des ions (dans le repère du fluide en mouvement) et les
forces généralisées thermodynamiques s’écrit

j⃗± = c±(v⃗± − v⃗) = −D±c±

[
∇⃗
(
µ±

kBT

)
− f⃗±
kBT

]
(1.10)

où µ± = µ±,0+ kbT ln c± est le potentiel chimique des ions en soluté k, f⃗± la force extérieure
à laquelle ils sont soumis et D± leurs coefficients de diffusion. Le flux de courant total dans
le référentiel du laboratoire est donc

j⃗± = −D±∇⃗c± ∓ ec±D±

kBT
∇⃗ψ + c±v⃗ (1.11)
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Le dernier terme correspondant à la contribution électro-osmotique. Dans l’état stationnaire,
∂c±
∂t

= 0, d’après Eq. (1.9) on obtient ∇⃗ · j⃗k = 0. A l’équilibre j⃗k = 0⃗ et v⃗ = 0⃗ et donc
l’Eq. (1.11) conduit, une fois intégrée, à la distribution de Boltzmann pour les ions

kBT ln

(
c±
cs

)
= ∓eψ ou c± = cse

∓ eψ
kBT (1.12)

où cs correspond à la concentration de référence loin dans le réservoir où ψ = 0. L’équation
de Poisson ,Eq. (1.8), est alors

∆ψ = − e

εε0
(c+ − c−) =

e

εε0
cs
(
e+βeψ − e−βeψ

)
(1.13)

soit l’équation de Poisson-Boltzmann (PB). Celle-ci décrit l’électrostatique d’un électrolyte
en champ moyen. Pour βeψ ≪ 1. On note β = 1/(kBT ). Elle se simplifie selon l’équation de
Debye-Hückel (DH)

∆ψ = κ2DHψ (1.14)

de solution

ψ(r) =
kBT

e

ℓb
r
e−κDHr (1.15)

où r = |r⃗| avec κDH l’inverse de la longueur d’écrantage λDH = κ−1
DH défini comme κ2DH = 8πℓbcs,

avec la longueur de Bjerrum ℓb = e2/(4πε0εkBT ) (≈ 0.7 nm pour T = 300K), la longueur où
le potentiel électrostatique est de la même échelle de grandeur que kBT . L’ordre de grandeur
de la longueur d’écrantage pour des électrolytes symétriques d’une concentration en ions
cs = 10−2 M est λ = 2 nm, c’est-à-dire que le potentiel créé par un ion est atténué au bout
de 2nm dans ces conditions. Nous utiliserons souvent cette équation (Eq. (1.15)) pour décrire
par la suite la concentration et le potentiel écranté dans le pore. Le modèle présenté ici s’ap-
pelle le modèle de Poisson-Nernst-Planck (PNP). Nous nous sommes intéressés au cas des
nanopores, mais ce formalisme s’utilise également dans le cadre de canaux micrométriques
pour les colloïdes par exemple [3, 4]. Dans la suite nous allons nous concentrer sur le calcul
de la conductivité κc.



Chapitre 2

Conductivité d’un électrolyte dans un
nanopore

2.1 État de l’art

2.1.1 Formules d’interpolation pour la conductivité

La concentration des cations et des anions dans le pore cylindrique à une distance r du
centre est donnée par

c±(r) = csk±(r) = cse
∓ϕ(r) (2.1)

où nous définissons le coefficient de partage dans le pore, k±(r), où ϕ(r) = eβψ(r) est le
potentiel électrostatique adimensionné. En partant des équations de Poisson-Nernst-Planck
(PNP), la conductivité κc peut être écrite en fonction de k± en moyennant sur le pore.
En utilisant les Eqs. (1.3,1.11) et en résolvant l’équation de Stokes pour trouver vz, nous
trouvons

κc = κemc + κadc = e2cs
(
γ+k̄+ + γ−k̄−

)
+

(ecsR)
2

η
(k+g − k−g) (2.2)

Nous avons supposé la même concentration cs dans les deux réservoirs. La fonction auxiliaire
g s’écrit

g(r) =
1

R2

∫ R

r

dr1
r1

∫ r1

0

r2dr2[k+(r2)− k−(r2)] = 2

(
λDH

R

)2

[ϕ(r)− ϕ(R)] (2.3)

25
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avec λDH = (8πℓbcs)
−1/2 déjà définie dans l’introduction. La dernière égalité vient de l’Eq. (1.13).

Le premier terme de l’Eq. (2.2), κemc , est la contribution d’électro-migration associée à la force
électrostatique s’appliquant sur les ions (qui vient du second terme de l’Eq. (1.11)). Le second
terme de l’Eq. (2.2) κadc est la contribution advective associé à l’écoulement électro-osmotique
dans le pore (3e terme de l’Eq. (1.11)).

Le problème majeur pour la suite du calcul est qu’il n’y a pas de solution analytique pour
l’équation de PB à l’intérieur d’un cylindre qui permet de déterminer ϕ. Nous allons donc
utiliser deux types d’approximations :

— si σ∗ < 1 où
σ∗ = πℓbR

|σ|
e

(2.4)

alors le potentiel électrostatique varie radialement peu dans le cylindre et on peut
utiliser l’approximation homogène où ϕ(r) = ϕH est supposé constant.

— si σ∗ > 1 le pore est fortement chargé et seuls les contre-ions entrent dans le pore
(régime GCE)e. Dans ce cas, il existe une formule analytique (voir l’Eq. (2.10) ci-
dessous).

Dans l’approximation homogène, k± = e∓ϕH où ϕH est le potentiel de Donnan fixé par
l’électroneutralité dans un pore et créé par une densité de charge surfacique σ :

k+ − k− = − 2σ

eRcs
(2.5)

Les coefficients de partage s’écrivent donc

k± =
|σ|
eRcs

√1 +

(
eRcs
σ

)2

∓ sgn(σ)1

 (2.6)

où sgn(σ) est le signe de σ la conductivité de l’Eq. (2.2) devient

κc = e2cs(γ+ + γ−)

√
1 +

(
σ

eRcs

)2

− eσ

R
(γ+ − γ−) +

σ2

2η
(2.7)

Le dernier terme en σ2 vient du fait qu’il soit proportionnel à (k+ − k−)
2 d’après l’Eq. (2.2)

Regardons deux cas limites. Le premier est celui pour Rcs ≫ |σ|/e où k± ≈ 1 et les 2
premiers termes, correspondant à κemc , deviennent la conductivité dans les réservoirs égaux
à

κc,b = e2cs(γ+ + γ−) (2.8)
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Le second cas est la limite de bonne exclusion des co-ions (GCE), quand cs ≪ |σ|/(Re) qui
correspond au cas où tous les co-ions sont exclus du pore (k− → 0) et k+ = 2|σ|/(eRcs)
(dans le cas σ < 0). L’approximation GCE s’écrit donc pour la conductivité

κh,GCE
c =

2e|σ|
R

γ+ +
σ2

2η
(2.9)

qui devient indépendant de cs. Bien que la première contribution d’électro-migration soit
exacte dans le cadre du modèle PNP à basse concentration saline, car le comportement
de la conductivité est alors mené par l’électroneutralité, le second terme advectif est très
approché et peut être amélioré pour une forte densité de charge de surface σ. Dans ce cas,
l’approximation homogène ne s’applique plus car les contre-ions s’accumulent sur la surface
chargée du pore, il faut alors résoudre l’équation de Poisson-Boltzmann dans le pore dans
l’approximation GCE [38]

k+(r) = e−eϕGCE(r)/kBT =

(
λDH

R

)2
16σ∗(1 + σ∗)(

1 + σ∗ − σ∗( r
R
)2
)2 (2.10)

On vérifie que k+ = 16σ∗(λDH
R

)2 = 2|σ|
eRcs

en r = 0 et en utilisant l’Eq. (2.2) nous obtenons

κGCE
c =

2e|σ|
R

γ+ +
σ2

2η
f(σ∗) (2.11)

où le second terme est corrigé par rapport à l’Eq. (2.9) par la fonction

f(σ∗) =
2

σ∗

[
1− ln(1 + σ∗)

σ∗

]
(2.12)

qui est une fonction de σ∗ décroissante monotone tenant compte des corrections à grand σ∗

pour la partie advective dans les approximations homogènes (car f(σ∗ → 0) = 1) et GCE.
Comme attendu, κGCE

c ne dépend pas de cs mais seulement de σ. Pour |σ| ou R grands
l’Eq. (2.11) se simplifie en

κGCE
c ≈ 2e|σ|

R

(
γ+ +

1

2πℓbη

)
(2.13)

qui est le résultat obtenu pour une surface plane. Les deux comportements limites appro-
chés Eq. (2.8) et Eq. (2.9) ont été simplement ajoutés ensemble pour ajuster les résultats
expérimentaux sur la conductivité κc(cs), avec ou sans le terme advectif par le groupe de
L. Bocquet [99, 52]. Dans la suite de ce travail, nous utiliserons une approche hybride dé-
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Figure 2.1 – Schéma illustratif de la longueur de glissement b dans un nanotube. Il s’agit
de la longueur entre la surface du nanotube et l’endroit où v = 0 croise la tangente en v(R),
et v⃗slip est la vitesse de glissement, c’est-à-dire la vitesse du fluide à la surface du nanotube
de carbone.

veloppée dans [6], plus précise, où l’approximation homogène Eq. (2.7) est utilisée pour la
partie électro-migratoire de la conductivité et l’approximation GCE Eq. (2.11) pour la partie
advective :

κc = e2cs(γ+ + γ−)

√
1 +

(
σ

eRcs

)2

− eσ

R
(γ+ − γ−) +

eσ

πηℓbR

[
1− ln(1 + σ∗)

σ∗

]
(2.14)

Dans le modèle PNP, cette formule est exacte dans la limite homogène et dans le régime
GCE et reste une très bonne approximation sur toute la gamme de paramètres [6]

2.1.2 Ajout du glissement

Nous allons maintenant introduire un élément important dans le modèle de la conducti-
vité d’un nanotube : la longueur de glissement. L’eau suit un écoulement de type Poiseuille
à l’intérieur du nanotube, mais le graphène est une surface a priori hydrophobe et les frotte-
ments entre l’eau et la surface sont très faibles (dans les simulations numériques, on observe
une fine couche de vide entre l’eau et la surface [110]). C’est pourquoi nous supposons une
vitesse de glissement vslip, c’est-à-dire une vitesse non-nulle sur la surface du nanotube de
carbone. La longueur de glissement b est alors définie par la longueur tronquée du profil de
vitesse : la distance entre la surface et le point théorique où la vitesse du fluide s’annulerait.
On l’illustre sur la figure Fig. 2.1.

Cependant, déterminer cette longueur expérimentalement n’est pas une tâche facile. La
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Figure 2.2 – Compilation tirée de [46] des différentes longueurs de glissement obtenues
à travers les expériences et les simulations numériques. Nous travaillerons surtout sur des
nanotubes de rayons compris entre 1 et 3 nm. En rouge les expériences (pour les références
voir [46]), en bleu les simulations numériques et en noir les méthodes théoriques.

Fig. 2.2 venant de Kannan et al. [46] résume toutes les tentatives de mesures de la longueur de
glissement en fonction du diamètre du nanotube d, à travers les expériences ou les simulations.
On voit que b varie de b = 10 nm à b = 1000 nm pour des rayons de 1 à 3 nm, ce qui peut
beaucoup changer le comportement de la conductivité, notamment si la densité charge de
surface σ domine. Le paramètre le plus déterminant est le diamètre, mais on comprend
également qu’il y a d’autres facteurs qui ne sont pas contrôlés et qui provoquent une forte
dispersion des résultats en fonction des expériences, la distribution des charges à la surface
[107] ou la température [37] pouvant également jouer . Elle a été étudiée pour l’interface
eau-graphène dans des études de dynamique moléculaire [90]. Dans l’annexe de l’article de
Manghi et al. [69], on montre que la contribution de glissement à la conductivité dans le
modèle PNP est l’ajout d’un terme à l’Eq. (2.14)

κc,slip =
2σ2b

ηR
(2.15)

Pour le montrer nous partons de l’équation de Stokes Eq. (1.6) et de l’équation de Poisson
Eq. (1.8) et on résout le champ de vitesse vz(r) en utilisant la condition de glissement aux
bords

vz(r) + b∂rvz(r)|r=R = 0 (2.16)
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pour obtenir l’équation de Helmholtz-Smoluchowski,

vz(r) = −ε0ε
η

[ϕ(R)− ϕ(r)]∂zV − ∂zp

4η
(R2 − r2) + vslip,z (2.17)

où la vitesse de glissement est

vslip,z =
b

η

(
σ∂zV − R

2
∂zp

)
(2.18)

Pour ∂zV = ∆V
L

constant et ∂zp = 0, la vitesse de glissement est une constante et la contri-
bution électro-osmotique au courant électrique moyen à travers le pore est directement

Jslip,z = vslip,z⟨ρc(r)⟩ = −2
σ2b

ηR

∆V

L
(2.19)

où l’électroneutralité dans le pore ⟨ρc(r)⟩ = −2σ/R est utilisée. La contribution de glisse-
ment à la conductivité définie par κc,slip = −Jslip,z/∆V pour ∂zp = 0 est donc donnée par
Eq. (2.15). La mesure de la conductivité permet ainsi un accès expérimental à cette grandeur.
Plus l’effet de glissement hydrophobe est important, plus la densité de charge de surface a
d’impact sur la conductivité, indépendamment de la concentration en ion de la solution.

2.1.3 Modèle de régulation de charges

Le modèle que nous allons utiliser ici est celui développé dans l’article [69]. Ce modèle
combine la mobilité des ions, et la régulation de charges portées par la surface. En effet, les
groupements chimiques de la surface du nanotube de carbone sont en un équilibre avec les
protons qui peuvent neutraliser les charges libres de la surface comme illustré sur la Fig. 2.3.
La charge de surface effective −|σ| est donc fixée selon une isotherme de Langmuir et dépend
de la charge de surface maximale du nanotube σ0 et du pH selon :

|σ| = σ0
1 + 10pK−pHe|ϕs|

+ σf (2.20)

où pK = − log(Ka), Ka désigne la constante d’équilibre du mécanisme de régulation de
charges, pH = − log[H3O

+] (où [H3O
+] est exprimé en mol/L) dans le réservoir externe,

σ0 = ne
2πRL

avec n groupes ionisables, et ϕs est le potentiel électrostatique à la surface du
pore (négatif pour σ < 0). La charge surfacique résiduelle σf intervient à cause des défauts
dans le nanotube, et est supposée indépendante du pH. Elle correspond à des charges qui
ne peuvent pas être neutralisées par des protons. Nous traçons cette régulation de charges
sur la Fig. 2.4. On comprend que diminuer la concentration en sel augmente le potentiel de
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Figure 2.3 – Schéma d’illustration de la régulation de charges

surface |ϕs| à pH constant et favorise la formation de groupes neutres. Pour des pH ≫ pK

suffisamment grands, |σ| reste proche de la saturation (σ0) sauf pour des |ϕs| extrêmement
grands.

Dans l’approximation homogène, le potentiel électrostatique est constant sur la section
du pore

e|ϕs| ≈ e|ϕH | =
|σ|
eRcs

√1 +

(
eRcs
σ

)2

+ 1

 =
σ∗

c̃s

√1 +

(
c̃s
σ∗

)2

+ 1

 (2.21)

où

c̃s = πℓbR
2cs (2.22)

est valable pour tout c̃s tant que σ∗ < 1. Dans la limite de bonne exclusion des co-ions où
ϕGCE est donné par l’Eq. (2.10),

e|ϕs| ≈ e|ϕGCE(R)| = 16σ∗(1 + σ∗)

(
λDH

R

)2

= 2
σ∗(1 + σ∗)

c̃s
(2.23)

valable tant que |ϕ|GCE > 1, soit ln
[
16 σ∗

1+σ∗

(
λDH
R

)2]
> 1 c’est-à-dire pour

c̃s < c̃GCE ≡ σ∗

1 + σ∗ (2.24)
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Figure 2.4 – Valeur absolue de la densité surfacique de charge adimensionnée en fonction
de pH − pK pour |ϕs| = 0 (en noir) et 3 (rouge pointillé) de l’Eq. (2.4). (σf = 0).

Quand σ∗ ≫ 1, le potentiel électrostatique augmente de plus en plus à la surface, on entre
alors dans le cadre de l’approximation GCE. On peut alors combiner les Eqs. (2.21,2.23)s en
utilisant une formule d’interpolation :

e|ϕs| ≈ σ∗(1 + σ∗)

c̃s

√1 +

[
c̃s

σ∗(1 + σ∗)

]2
+ 1

 (2.25)

Cette équation nous permet d’obtenir correctement trois limites comme indiquées sur la
Fig. 2.5 : 1) Celle à haute concentration,

c̃s ≫ c̃b ≡ σ∗(1 + σ∗) (2.26)

où ϕs → 0 ; 2) la limite homogène pour σ∗ < 1, et 3) la limite GCE à basse concentration,
donnée par Eq. (2.26). L’équation Eq. (2.25) devrait donc être une bonne approximation
pour ϕs pour toute valeur de la densité de charge de surface et de la concentration. La
Fig. 2.5 résume ces différents régimes dans le plan (σ∗, c̃s). La zone intéressante se trouve en
haut à droite, où l’on est dans aucun régime connu (GCE, homogène ou bulk) et la formule
d’interpolation 2.25 est utile. Cette figure comporte de plus 4 lignes rouges correspondant
à c̃s(σ∗) pour des valeurs de pH qui correspondent à l’Eq. (2.28) pour σf = 0 : (σ∗

0, pH −
pK) = (10, 5) (tirés), et (100, 5) (ligne pleine) se trouvent à haute concentration dans un
régime que l’on ne peut qualifier que d’interpolation. On peut facilement les comparer à la
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Figure 2.5 – Tiré de Manghi et al. [69], diagramme dans le plan (σ∗, c̃s) dans les différents
régimes : bulk (réservoir) au-dessus de la ligne noir (Eq. (2.26), homogène pour σ∗ < 1, GCE
en dessous de la ligne bleue (Eq. (2.24)) et en haut à droite le régime d’interpolation. Les
quatre lignes fines rouges correspondent à σ∗(cs) pour de gauche à droite (σ∗

0, pH − pK) =
(0.1, 0) (en points), (0.1, 5) (tirets-points), (10, 5) (tirets), et (100, 5) (ligne pleine).

courbe de points-tirets (0.1,5) car les trois courbes ont le même pH − pK. Augmenter σ∗
0

augmente évidemment la valeur de σ∗ où l’on atteint une saturation. La dernière courbe
rouge (pleine) est celle qui est le plus influencée par l’interpolation. En prenant l’expression
de la conductivité Eq. (2.14) adimensionnée selon κ̃c = κc

2π2R2ℓ2bη

e2
, auquel on ajoute le terme

de contribution de glissement Eq. (2.15), on obtient

κ̃c = (γ̃+ + γ̃−)c̃s

√
1 +

(
σ∗

c̃s

)2

− sgn(σ)σ∗(γ̃+ − γ̃−) + 2σ∗
[
1− ln(1 + σ∗)

σ∗

]
+ 4b̃σ∗2 (2.27)

avec γ̃± = 2πηℓbγ± les coefficients de mobilité ionique adimensionnés, b̃ = b
R

et hpH =

10pK−pH. Les deux premiers termes de l’Eq. (2.27) donnent la contribution de la migration
ionique, et les deux derniers termes la contribution électro-osmotique. En combinant les
Eqs. (2.20,2.25) on obtient une expression pour la concentration

c̃s =
2hphσ

∗(1 + σ∗)(σ∗ − σ∗
f )(σ

∗
0 + σ∗

f − σ∗)

[σ∗
0 − (1 + hph)(σ∗ − σ∗

f )][σ
∗
0 − (1− hph)(σ∗ − σ∗

f )]
(2.28)

où pour rappel, σ∗
f est la charge de surface résiduelle. On peut aussi chercher à obtenir

la conductivité en fonction du pH à c̃s constant. Il faut alors exprimer hpH = 10pK−pH en
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fonction de σ∗. En partant de l’expression Eq. (2.28) on obtient

hph =
σ∗
0 + σ∗

f − σ∗

c̃s(σ∗ − σ∗
f )

√1 +

(
c̃s

σ∗(1 + σ∗)

)2

− 1

 (2.29)

On trace ensuite la conductivité de manière paramétrique en utilisant les Eqs. (2.27,2.28) en
fonction de la concentration et les Eqs. (2.27,2.29) en fonction du pH.

2.2 Ajustement des données de Siria et al.

Siria et al. [99] ont mesuré expérimentalement la conductivité d’un électrolyte contenu
dans un nanotube et proposé un modèle théorique qui permet une interprétation de ces
résultats en fonction des différents paramètres qui influent sur cette conductivité. La formule
utilisée par les auteurs de l’article pour la conductance G = πR2

L
κc est :

G =
πR2

L

[
2e2γmcs +

e|σ|
R

γm(1 + α)

]
(2.30)

Il s’agit d’une formule approchée de celle plus précise donnée en Eq. (2.27), avec γm =

(γ+ + γ−)/2 la mobilité moyenne, σ la charge surfacique et α = (2πℓbγmη)
−1 proche de

1 qui tient compte de la contribution électro-osmotique dans le cas où R est grand (voir
2.13). Il a été montré dans [6] que cette formule est la superposition de deux expressions
pour la conductivité : le premier terme correspond au cas valable dans la limite Rcs ≫ |σ|
de l’Eq. (2.27) alors que le second terme correspond au cas limite GCE et grand rayon de
l’Eq. (2.27). Il n’y a pas de régulation de charges dans cette formule, σ est donc indépendant
du pH. Dans cet article est étudié un nanotube de nitrure de bore qui montre expérimen-
talement de très hautes conductivités avec un électrolyte composé de KCl, de mobilités
γK+ ≈ γCl− = 5× 10−11s/kg [26]

Nous montrons sur la Fig. 2.6b l’ajustement de l’Eq. (2.30) en fonction cs et sur la Fig. 2.6c
en fonction du pH. Sur cette dernière, l’ajustement est réalisé en utilisant un modèle de
régulation de charges avec une densité de sites chargés |σ0|

e
= 18 nm−2 et un pK = 5.5. Pour

les tubes en nitrure de bore, c’est donc supposer que chaque site du nanotube est chargé, ce
qui est physiquement impossible ! C’est d’ailleurs d’un ordre de grandeur supérieur à ce qui
est usuellement admis [41].

Nous pouvons ajuster ces données avec notre modèle Eq. (2.27) et les mêmes paramètres
que ceux de la Fig. 2.6, ce qui est montré en Fig. 2.7. Nous observons que nous obtenons
quasiment les mêmes courbes, ce qui justifie l’approximation menant à l’Eq. (2.30). En
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Figure 2.6 – Figure 2 de Siria et al [99], ajustement sur les mesures de la conductivité κc du
nanopore en fonction de la concentration en sel de la solution et ce pour plusieurs t-BNNTs
(Boron-nitrure Nanotubes), de rayons et de longueurs différents : R,L = 40 nm, 1250 nm
(violet), 29 nm, 900 nm (rouge), 22 nm, 1500 nm (vert) et 15 nm, 800 nm (bleu) à
pH = 5. Les lignes en pointillés sont des prédictions qui utilisent l’Eq. (2.30) avec
|σ| = 25, 85, 90, 125 mC.m−2. Sur la figure (c) sont tracées les mesures de la conduc-
tance G en fonction du pH à l’aide d’un modèle de régulation de charges approché pour le
nanotube désigné en rouge dans b et cs = 0.01 M.

revanche, ces ajustements ne sont pas cohérents. En effet, le modèle de régulation de charges
conduit à une dépendance de σ avec cs. On ne peut donc pas supposer σ indépendant de cs
sur la Fig. 2.6b puis utiliser un tel modèle pour la Fig. 2.6c. De plus, le modèle de régulation
de charges proposé dans [99] n’est valable que pour une interface plane (cf Eq.(1) du SI de
[99]) et non pour un nanopore cylindrique. Pour corriger ces incohérences, nous allons utiliser
notre modèle proposé à la section 2.1 conduisant aux Eqs. (2.27,2.28).

Nous travaillons uniquement sur le BNT de rayon R = 29 nm et de longueur L = 900 nm

(rouge) de la Fig. 2.8 afin de trouver des paramètres cohérents en obtenant un compromis
pour que les deux courbes, κc(cs) et κc(pH) correspondent aux points expérimentaux en
utilisant des paramètres pK, σ0 et σf communs aux deux courbes. Nous obtenons alors les
résultats présentés sur la Fig. 2.8. Sur la courbe (a) nous voyons que les courbes sont plutôt
bien ajustées aux points. Nous obtenons comme paramètres d’ajustement, σ∗

0 = 345 bien
inférieur à la valeur non physique de [99] de σ∗

0 = 1150, un pK = 4.7 proche de 5.5 et un
σ∗
f qui varie avec le nanotube considéré de 12 à 28.3 (cf Fig. 2.8). L’ajustement de κc(pH)

sur la figure de droite conduit à une courbe profondément différente de celles des Fig. 2.7 et
Fig. 2.6 à fort pH : à la place d’une divergence incontrôlée, on a un plateau correspondant à
la saturation dans le modèle de régulation de charges.

En convertissant en unités du système international, nous trouvons σf = {25, 71, 88, 120} mC.m−2,
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Figure 2.7 – Reproduction naïve des courbes de la figure 2.6 en utilisant les Eqs. (2.27,2.28).
A gauche : Pour reproduire le fit de la Fig. 2.6b, nous avons choisi les σ = σf comme étant
constants comme dans [99], soit de haut en bas σ∗

f = 13.7, 33.8, 27.2, 25.7. Les valeurs de
mobilités sont γK+ ≈ γCl− = 5 × 10−11 s/kg. A droite, pour reproduire l’ajustement de la
Fig. 2.6c, on prend comme valeur de saturation la densité de sites chargeables |σ0|

e
= 18 nm−2,

soit σ∗
0 = 1150 et le pK = 5.5 déterminé dans [99]. Ces valeurs sont mesurées pour le BNT

correspondant à la couleur rouge.

valeurs proches des valeurs de Siria et al.[99]. Cependant, nous obtenons une valeur de satura-
tion de σ0 = 870 mC.m−2, bien inférieure à la valeur proposée dans [99] de σ = 2880 mC.m−2,
correspondant à la densité maximale de sites ionisables du BNN. Une implémentation cohé-
rente du modèle de régulation de charges est donc indispensable pour comprendre simulta-
nément ces deux jeux de données expérimentales.

2.3 Ajout des effets des ions hydroniums et hydroxydes

En utilisant les mêmes données issues de [99], il est intéressant de regarder l’impact
des ions hydroxydes HO− et des ions hydroniums H3O

+ sur la conductivité. En effet, nous
avons pour l’instant négligé leur contribution à la conductivité, qui pourtant pourrait être
importante aux pH extrêmes. En partant de l’électroneutralité, on écrit :

πR2L e(c+ − c− − c0[OH−] + c0[H3O
+]) = 2π|σ|RL (2.31)

⇐⇒
(
cs + c0[H3O

+]b
)
e−ϕ −

(
cs + c0[OH−]b

)
eϕ =

2|σ|
eR

(2.32)

où c0 = 103Na L/mol/m3. Les c± désignent les concentrations des ions K+ et Cl− dans le
nanopore et cs désigne la concentration en sel dans le réservoir, telles que c± = cse

∓qϕ. On
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Figure 2.8 – Ajustement cohérent entre les deux jeux de données expérimentales. Les
paramètres sont pK = 4.7, σ∗

0 = 345 avec des charges de surfaces résiduelles σf différentes
selon le BNT. On a σ∗

f = 12 (violet), 28.3 (rouge), 26.7 (vert), 24.7 (bleu).

réécrit Eq. (2.32) selon

2σ∗

c̃s
=

2|σ|
Recs

=

(
1 +

c010
−pH

cs

)
e−ϕ −

(
1 +

c010
−pKe+pH

cs

)
eϕ (2.33)

Ke étant le produit ionique de l’eau, pKe = − log(Ke) = 14. On peut alors isoler e−ϕ = e|ϕ| :

e|ϕ| =
σ∗

c̃s(1 +
c̃0[H3O+]

c̃s
)

1 +
√
1 +

(
c̃s
σ∗

)2(
1 +

c̃0[HO−]

c̃s

)(
1 +

c̃0[H3O+]

c̃s

) (2.34)

où nous avons introduit les variables sans dimensions c̃0 ≡ c0πℓbR
2, [HO−] = 10pK−pKe

h
,

[H3O
+] = h10−pK .

On a donc comme expression de la charge de surface σ∗ =
σ∗
0

1+he|ϕ|
+ σ∗

f soit :

σ∗ =
σ∗
0

1 + hpH
σ∗

c̃s(1+
c̃0[H3O

+]
c̃s

)

[
1 +

√
1 +

(
c̃s
σ∗

)2 (
1 + c̃0[HO−]

c̃s

)(
1 + c̃0[H3O+]

c̃s

)] + σ∗
f (2.35)

On en déduit l’expression de la concentration en sel adimensionnée en fonction de tous ces
paramètres

c̃s =
−c̃0

(
[H3O

+](−σ∗ + σ∗
0 + σ∗

f )
2 − h2ph[HO

−](σ∗ − σ∗
f )

2
)
+ 2hphσ

∗(σ∗ + 1)(σ∗ − σ∗
f )(σ

∗
0 + σ∗

f − σ∗)

[σ∗
0 − (1− hph)(σ∗ − σ∗

f ][σ
∗
0 − (1 + hph)(σ∗ − σ∗

f ]

(2.36)
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Nous voyons que si c0 = 0, on retrouve l’expression de la concentration avant la correction,
Eq. (2.28). Le problème est que le terme correctif précédé de c̃0 est plus faible de plusieurs
ordres de grandeurs que l’autre terme, à part pour une petite valeur de saturation σ∗

0 < c̃0, où
l’on peut avoir de faibles corrections. L’essentiel de la correction est en fait sur la conductivité
en fonction de la charge surfacique.

Pour obtenir l’expression corrigée de la conductivité, il faut ajouter à la conductivité
déjà connue les contributions des ions hydroxides et hydroniums. Cela nous donne dans
l’approximation homogène

κ̃c = κ̃c,old + γ̃HO− c̃0[HO
−]

√1 +

(
σ∗

c̃s

)2

− σ∗

c̃s

+ γ̃H3O+ c̃0[H3O
+]

√1 +

(
σ∗

c̃s

)2

+
σ∗

c̃s


(2.37)

Le terme correspondant aux ions HO− va être petit pour σ∗

c̃s
> 1, à cause du signe −

dans le terme entre crochets, ainsi que des valeurs des mobilités ioniques : γ̃HO− = 10.13 et
γ̃H3O+ = 34.4[26]. Cependant, le terme correspondant à H3O

+ va être non négligeable pour
les pH faibles. C’est la conséquence du signe de la charge de surface, qui est négative, et qui
donc exclut les ions hydroxides du nanotube dans le régime de bonne exclusion des co-ions
(GCE).

Nous observons la conséquence de ces corrections sur la Fig. 2.9 à faible cs (en effet pH = 5

donc [H3O
+] = 10−5 M est négligeable pour des grands cs), les ions hydroniums ajoutent une

conductivité non négligeable comme observé sur la figure de gauche. En pointillés, nous avons,
pour faciliter la comparaison, tracé la conductance sans correction due aux ions hydroniums.
On observe néanmoins que la courbe est moins bien ajustée aux points pour des petites
concentrations. Sur la figure de droite, la conductivité en bleu atteint des valeurs importantes
pour un pH ≤ 3. Cette correction est en effet non négligeable, car cs = 10−2 M et donc les
ions hydroniums ont un fort impact sur la conductivité dès que pH = 3.

Pour obtenir un effet plus prononcé des ions hydroniums, il faudrait un pH faible. Nous
avons des données expérimentales à pH = 3 obtenues par un de nos collaborateurs de
Montpellier, Sébastien Balme, reproduite sur la Fig. 2.10 sur un dispositif appelé Kite Mai18.
Il ne s’agit plus d’un BNT mais d’un pore "track-etched" où l’on observe une hausse de
conductivité lorsque cs diminue. En effet, pour cs < 10pH < 10−3 M, la conductivité du sel
devient négligeable devant celle des ions hydroniums, et à cause de la grande différence de
mobilité entre d’un côté les ions K+ et Cl− et de l’autre les ions hydroniums de l’autre, la
courbe augmente de nouveau à faible concentration, et devrait de nouveau saturer à très
basse concentration à une valeur correspondant au régime GCE des hydroniums, seuls ions
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Figure 2.9 – Même graphique que Fig. 2.8 avec l’ajout des effets des ions hydroniums
H3O

+. En pointillé les courbes de Fig. 2.8.

dans le pore. Quand la concentration en sel augmente, les ions du sel prennent le dessus et
on retrouve le même régime qu’avant la correction. La courbe théorique est bien ajustée aux
données, et il semble prometteur de faire d’autres d’expériences de conductivités présentant
ce phénomène.

2.4 Influence de la résistance d’entrée

Une de mes contributions lors de ma thèse a été de collaborer avec nos partenaires de
Besançon sur la modélisation numérique tout atome de la conductivité dans des nanotubes
de carbone. L’article associé est inclus en annexe B.

Les principaux résultats de l’article concernent l’impact de la géométrie du nanopore et
du choix entre trois modèles numériques d’eau sur la conductivité. Le premier point est étudié
ci-dessous d’un point de vue théorique, mais dans les grandes lignes, nous montrons comment
la conductance augmente en fonction du rayon du pore R et diminue avec sa longueur L. Pour
le second point, nous montrons que les 3 modèles d’eau non polarisable TIP3P [45], SPC/E
[7], TIP4P/2005 [1] donnent des résultats similaires avec des temps de calculs supérieurs pour
TIP4P/2005 et une sur-estimation du coefficient de diffusion de l’eau pour TIP3P menant à
une conductivité dans le nanopore deux fois plus grande, et disqualifiant ainsi le modèle.

Afin d’étudier l’influence de la géométrie du pore sur sa conductance et sachant que
dans les simulations les pores simulés sont courts, nous avons utilisé un modèle développé
dans l’article [68] qui combine deux résistances : celle d’accès 1/Ga utilisée en nanofluidique
[10, 109, 6, 95], associée à la concentration des lignes de courant lors du passage du fluide
du réservoir vers le pore ; et la résistance du canal 1/Gp qui dépend de la géométrie et de la
longueur de glissement b, présentée précédemment. Dans les simulations, nous avons choisi
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Figure 2.10 – Validation expérimentale du modèle de l’Eq. (2.37) tenant compte de la
conductivité des ions hydroniums. Les données fournies par S. Balme ont été obtenues pour
pH = 3 et des nanopores track-etched L = 13 γm, de rayon R = 75 nm, avec σ̃0 = 30 et un
pK = 4 (on suppose b = 0 et σf = 0 pour un nanopores track-etched.

des pores neutres, σ = 0. La résistance totale du nanotube est alors la somme de ces deux
résistances en série :

1

G
=

1

Gp

+
1

Ga

=
1 + Gp

Ga

Gp

κp (2.38)

où Gp =
πR2

L
κp, et κp est la conductivité dans le nanopore donnée en Eq. (2.27). Pour σ = 0

on obtient simplement κp = e2cp(γ+ + γ−) où cp est la concentration en ions dans le pore.
La conductance d’accès est Ga = 2Rκp, qui est la formule standard obtenue par Hall [34]
valable tant que κp ≈ κb (constante d’écrantage dans le réservoir), ce qui est le cas ici tant
que cp ≃ cs. Ainsi la conductance totale s’écrit[68] :

G(R) = π
R2

L

1

1 + π
2
R
L

e2cp(γ+ + γ−) (2.39)

L’ajout de la résistance d’entrée a donc pour effet de réduire la conductance quand la longueur
du nanotube est du même ordre de grandeur que son rayon. Le rapport d’aspect, négligeable
quand L≫ R devient d’ordre 1 et doit donc être pris en compte. On propose une correction
supplémentaire associée à l’hydrophobicité du pore qui a pour conséquence de diminuer le
rayon effectif du pore. On définit alors un nouveau rayon Reff = R − Rvdw où Rvdw est le
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Figure 2.11 – Conductance G en fonction du rayon R pour L = 10 nm pour NaCl, cp =
0.49 M et Rvdw = 0.3 nm [72]. Les points des simulations numériques sont en rouge, la courbe
pointillée correspond au modèle sans la résistance d’entrée Gp et la courbe pleine celui qui
l’inclut Eq. (2.40). En orange, nous ajustons la courbe à tous les points et en bleu, nous
l’ajustons seulement aux deux derniers qui semblent plus pertinents vis-à-vis du modèle.

rayon de Wan der Waals pris ici à Rvdw = 0.3 nm. L’Eq. (2.39) se réécrit

G(R−Rvdw) = π
(R−Rvdw)

2

L

1

1 + π
2
R−Rvdw

L

e2cp(γ+ + γ−) (2.40)

Diminuer le rayon effectif à cause des effets hydrophobes conduit à diminuer encore la conduc-
tivité et donc sa variation en fonction du rayon R. Dans l’article [72] nous avons comparé les
modèles avec les résultats des simulations de dynamique moléculaire pour tenter de valider
ou invalider ces formules. La difficulté principale est le faible nombre de points issus des
simulations numériques pour pouvoir ajuster correctement les modèles aux données numé-
riques. On obtient la Fig. 2.11 avec comme seul paramètre d’ajustement, la concentration
dans le pore, cp = 0.49 M < cs. On voit notamment sur la figure qu’à petits rayons les points
ne correspondent pas. Une limitation évidente du modèle est que c’est un modèle continu, or
la structuration de l’eau sous forme de couches dans le nanopore est d’autant plus prononcée
que R est petit.

Nous traçons sur la Fig. 2.12 la conductivité en fonction de la longueur pour les nanotubes
de carbones (10,10)(a) et (13,13)(b) en affichant les points issus des simulations numériques et
les courbes ajustées correspondant aux modèles analytiques. Les effets de résistance d’entrée
s’observent notamment pour des SWCNT courts et disparaissent au fur et à mesure qu’ils
s’allongent. Notons que les axes des abscisses ne sont pas à la même échelle dans les 2 figures.
Là encore, nous avons trop peu de points pour faire un ajustement précis de la théorie à la
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Figure 2.12 – Conductance G en fonction de la longueur L pour les nanotubes de carbones
(10,10)(a) et (13,13)(b). Les points rouges montrent les résultats des simulations numériques,
les lignes bleues pleines les conductances en prenant en compte la résistance d’entrée, contrai-
rement aux lignes pointillées qui correspondent au modèle plus simple de conductance Gp.

simulation, mais nous trouvons tout de même la même valeur de la concentration dans le
pore cp dans le modèle que celle mesurée dans les simulations cp = 0.3 mol.L−1. Il est par
contre impossible en l’état de conclure sur la pertinence de l’ajout de la résistance d’entrée
sur ce modèle à partir de la Fig. 2.12. Il faut ici souligner que l’utilisation des équations
de l’hydrodynamique pour déterminer la résistance d’entrée est sujette à caution pour les
très petits systèmes simulés (habituellement une particule fluide contient ≈ 103−7 molécules
[89]).

Le fait que cp < cs peut être interprété comme résultant de l’existence d’une barrière
d’entrée de l’ordre de 1.2kbT qui peut être due à l’exclusion diélectrique, à l’exclusion de
Born ou à un déficit de solvatation [16].

L’article intitulé Molecular dynamics investigations of ionic conductance at the nanos-
cale : Role of the water model and geometric parameters par Mejri et al. publié dans Journal
of Molecular Liquids en 2022 se trouve en annexe B.

2.5 Conclusion

Nous avons traité lors de ce chapitre divers aspects concernant la conductivité d’un
électrolyte dans un nanotube de carbone. Nous avons d’abord exploré divers mécanismes en
faisant des rappels préalables aux travaux menés. Nous avons évoqué la contribution de la
régulation de charges contrôlant la charge de surface du nanotube de carbone, et la longueur
de glissement du champ de vitesse de l’électrolyte qui ajoute une contribution supplémentaire
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à la conductivité.
Ces mécanismes réunis dans les équations Eqs. (2.27,2.28) nous ont permis d’ajuster les

données de Siria et al. [99] obtenues pour des nanotubes de nitrure de bore et de proposer une
nouvelle interprétation plus cohérente de leurs résultats expérimentaux. Nous avons ensuite
ajouté les effets des ions hydroniums et hydroxydes pour les pH extrêmes que nous avons
comparés à un jeu de données expérimentales, avec des résultats encourageants. Comme le
nanotube de nitrure de bore (BNT) est beaucoup moins hydrophobe que le graphène[104],
la longueur de glissement b est considérée comme nulle.

Finalement, nous avons présenté nos travaux réalisés avec nos collaborateurs de Besan-
çon concernant les simulations numériques du transport des ions à travers un nanotube de
carbone neutre, où nous avons tenté d’appliquer une modification à la conductance induite
par une résistance d’entrée contrôlée par un rapport d’aspect proche de 1 (R ≃ L).

En conclusion, l’apport de ce chapitre est d’avoir fait un état de l’art des modèles continus
de conductivité des nanopores et de proposer un modèle complet qui s’ajuste bien aux
données expérimentales. Ce modèle a été étendu pour des pH extrêmes et permet d’accéder
expérimentalement à la longueur de glissement. Un des principaux enjeux qui reste est de
déterminer la nature de la charge de surface : d’où vient la composante fixe ? Comment réagit-
elle en fonction d’un potentiel électrostatique extérieur ? Ce phénomène n’est pas encore bien
compris, et nous allons développer un modèle plus poussé au Chapitre 2.



Chapitre 3

Influence des propriétés quantiques d’un
nanotube de carbone sur la conductivité
ionique

3.1 Introduction

Bien que des efforts expérimentaux, théoriques et numériques ont été faits au cours des
précédentes années pour comprendre le transport des ions en solution dans l’eau à travers
les nanotubes de carbone, l’origine de la charge électrique sur leur surface reste indéterminée
[69], alors que c’est une question importante pour l’industrie. Une théorie possible est que
cette charge de surface vienne des groupes fonctionnels chargés à l’entrée du CNT [109], ou
encore de l’adsorption spécifique d’ions comme OH− [96]. Alors que les études citées ci-dessus
mènent à conclure que cette charge de surface joue un rôle important dans le transport, elle
est difficile à réguler directement et on est réduit à des hypothèses, par exemple en étudiant
la variation de la conductance avec le pH ou la concentration en sel du réservoir extérieur.
Des résultats intéressants ont été obtenus, incluant des comportements de la conductance
en loi de puissance en fonction de la concentration du réservoir en sel, qui peuvent être
interprétés comme les manifestations d’un mécanisme de régulation de charges de surface
sous-jacent[80, 85, 22].

Dans ce chapitre, nous proposons d’ajouter une tension à la surface d’un CNT à partir
d’une électrode, Vg pour "gate voltage" ou tension de grille. En prenant en compte la capacité
quantique Cq d’un CNT, assimilé à une structure de carbone quasi-1D, il pourrait être
possible sous certaines conditions de quantifier la densité de charges de surface et d’établir
un lien entre les propriétés électroniques intrinsèques du CNT et le transport d’ions à travers

44
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celui-ci. Il est important de noter que ces propriétés électroniques intrinsèques dépendent de
si oui ou non le CNT est métallique ou semi-conducteur. La capacité quantique du CNT
vient de la densité d’états (DOS pour "density of states") des charges (électrons et trous)
dans ce système quasi-1D. La tension appliquée Vg créé une charge nette sur le CNT en
perturbant l’équilibre d’occupation des niveaux d’énergie. La charge de surface créée dépend
donc de la structure électronique (DOS et bandes d’énergie). Une partie de Vg contribue à
augmenter le potentiel électrique du CNT, ψ0, et une autre partie contribue à augmenter le
potentiel chimique (requise à cause de la statistique de Fermi des porteurs de charges). Le
potentiel électrique à la surface du CNT va alors être plus bas que la force électromotrice
appliquée [110] (en l’absence d’autres capacités), la différence entre les deux, Vch (ch pour
chemical) conduit à un décalage du potentiel chimique ∆µ = −eVch = −e(Vg − ψ0) par
rapport au système non-perturbé. Notons que contrairement à Zhang [111] la seconde plaque
du condensateur était traitée quantiquement. Dans notre cas il s’agit de la première plaque
[8].

Le CNT auquel on a apposée une électrode va alors se comporter comme s’il avait une
capacité additionnelle, la capacité quantique Cq, qui agit en série avec les autres capacités
présentes dans le système que l’on appellera Cp, pour capacité du pore. L’amplitude de la
différence de potentiel chimique est déterminée par Vg et la valeur relative de ces capacités,
la plus petite donnant la plus grande contribution. Si la capacité quantique peut être calculée
et que les autres capacités sont connues, alors la charge présente sur le CNT à cause d’excès
de porteurs de charge (dépendant du signe de la tension de l’électrode) peut être calculée.
Cette charge de surface, qui peut être modulée en changeant Vg va directement influencer
la conductance de l’électrolyte à travers le CNT, une quantité qui peut être mesurée expé-
rimentalement de façon précise. Rappelons que Vg = 1 V conduit à une énergie importante
de 38 kBT

Dans la réf.[36] on étudie la capacité de l’électrolyte externe en utilisant un modèle très
simple qui ne capture pas la totale complexité d’une capacité non-linéaire d’un électrolyte.
La capacité quantique de feuillets ou rubans de graphène [106] a également été étudiée
expérimentalement en les immergeant dans des liquides ioniques et des électrolytes, ainsi
que numériquement [27, 90]. Les résultats de ces études sur les CNT [57, 35, 58] et le gra-
phène, bien que proposant une autre disposition des éléments du système que nous, mènent
à penser que même en présence de capacités classiques résiduelles ainsi qu’une capacité sur-
face/électrolyte non-linéaire, la capacité quantique peut être suffisamment petite pour jouer
un rôle important dans la densité de surface de charge des CNT.

Le rôle probable de la capacité quantique dans le transport des électrolytes n’a pas
encore été abordé. En l’absence de montages expérimentaux pouvant être modélisés en détail
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et a fortiori en l’absence de résultats expérimentaux pour le moment, nous nous limitons
ici à une étude préliminaire où seules sont considérées la capacité quantique du CNT et
la capacité non-linéaire de l’électrolyte confiné, l’hypothèse étant qu’il y a des conditions
expérimentales accessibles où cette capacité est assez grande pour que l’autre contribution
puisse jouer un rôle important. Notre but ici est de montrer en examinant les conductances
des électrolytes que la capacité quantique du CNT peut potentiellement donner un moyen
de contrôler l’importante mais élusive densité de charges de surface.

En mettant en lumière d’une façon plus fondamentale le transport d’ions dans ce type
de systèmes nanofluidiques, il devrait être possible d’ouvrir la voie vers des applications
pratiques [44].

3.2 Caractéristiques électroniques d’un CNT

La charge de surface d’un CNT peut être contrôlée par une tension de grille, mais pour
aller plus loin, nous avons besoin d’écrire la densité d’état du CNT. Nous commençons
par un rappel simple sur les électrons libres à une dimension afin de mettre en place la
théorie décrivant la physique de la charge de surface des nanotubes de carbone qui sont
quasi-unidimensionnels.

3.2.1 Gaz de Fermi d’électrons libres

Dans le cas du carbone, les 6 électrons sont répartis en 2 électrons qui occupent la
première couche 1s2 et 4 électrons de valences dans l’état 2s2 2p2. Le graphène est constitué
d’atomes de carbones reliés entre eux par trois liaisons (réseau hexagonal), le quatrième
étant délocalisé sur l’entièreté de la structure, servant à la conduction électrique. On aura
donc pour N atomes de carbones, N électrons de conductions. Pour un électron de masse m
confiné le long d’un segment unidimensionnel de longueur L on a :

V (x) =

0 0 ≤ x ≤ L

∞ x < 0 et x > L
(3.1)

Sa fonction d’onde Ψ(x) est donnée par l’équation de Schrödinger avec les conditions aux
bords Ψ(0) = Ψ(L) = 0 ce qui conduit à

Ψ(x) =

√
2

L
sin
(nπx
L

)
, n ∈ N (3.2)
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d’énergie

En =
h2

2m

( n
2L

)2
. (3.3)

Selon le principe d’exclusion de Pauli, chaque niveau d’énergie est occupé par gs = 2 électrons
seulement. Soit N le nombre d’atomes sur la longueur L, que l’on suppose pair. Il y a donc
N électrons de valence qui peuvent remplir les niveaux d’énergie de n = 1 jusqu’au niveau
de Fermi n = nF soit 2nF = N et l’énergie de Fermi est :

εF =
h2

2m

(
N

4L

)2

(3.4)

Le niveau d’énergie de Fermi dépend donc du nombre d’électrons par unité de longueur N/L.
On a par exemple εF = 1 eV pour N/L ≈ 4 atomes/nm. Typiquement l’énergie de Fermi est
comprise entre 2 et 10 eV. L’énergie totale du système E0 = 2

∑N/2
n=1En (

∑s
1 n

2 ≈ 1
3
s3 pour

s≫ 1) s’écrit donc

E0 ≈
2

3

h2

2m

(
1

2L

)2(
N

2

)3

=
1

3
NεF (3.5)

La densité d’états g(E) est le nombre d’états occupés par les électrons par unité d’énergie,
dN = g(E)dE, sachant que le nombre total d’états d’énergie ≤ E est d’après Eq. (3.4) :

N =
2mE

h2
4L (3.6)

On trouve

g(E) =
4L

h

√
m

2E
(3.7)

Voici un résultat que l’on utilisera pour le nanotube de carbone, considéré comme un système
quasi-1D : la densité d’état décroît en E−1/2. Finalement, on définit la vitesse de Fermi vF
et le vecteur d’onde de Fermi kF selon

εF =
1

2
mv2F =

ℏkF
2m

(3.8)

vF =
h

m

N

4L
(3.9)
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Figure 3.1 – Facteur de Fermi-Dirac f(E) en fonction des niveaux d’énergie. En bleu,
kBT = 0 et en orange kBT = εF/50. On illustre l’action du décalage de potentiel chimique
∆µ sur la courbe orange pointillée.

3.2.2 Distribution de Fermi-Dirac

Nous avons décrit un système de N électrons de valence à son état fondamental, en
remplissant les niveaux d’énergie du plus bas jusqu’à son niveau de Fermi avec une vitesse
de Fermi vF exacte, à température nulle. On définira la température comme une distribution
aléatoire de vitesse autour de cette vitesse moyenne vF . Cela a un impact fort autour de
l’énergie de Fermi. En effet si on considère une énergie de Fermi à 5 eV, on a kBT = 0.026 eV

à T ≈ 300 K, c’est-à-dire εF/kBT ≈ 200. Ainsi seuls les états d’énergie proche de εF pourront
être amenés à peupler les états vides au-dessus de εF .

La probabilité d’occuper un niveau d’énergie donné E à dE près pour un électron
g(E)f(E)dE est fixée par le facteur de Fermi-Dirac

f(E) =
1

exp [β(E − µ)] + 1
(3.10)

où µ désigne le potentiel chimique est fonction de la température, avec µ = εF si T = 0. On
voit sur la Fig. 3.1 qu’à température nulle, seuls les états d’énergie sous εF sont occupés.
A température non-nulle, les états d’énergie légèrement inférieurs à εF sont dépeuplés et se
transfèrent aux niveaux légèrement supérieurs, sur un intervalle d’environ kBT .
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Figure 3.2 – Schéma des bandes d’énergie selon les différents cas, avec des porteurs de
charge excités thermiquement.

3.2.3 Isolants, conducteurs et semi-conducteurs

Nous allons maintenant ajouter un élément essentiel au modèle, le fait que les électrons
ressentent un potentiel dû au réseau des atomes, important dans le graphène. A la place du
continuum d’énergie, on a maintenant des intervalles d’énergie interdits et d’autres autorisés,
appelés bandes comme illustré sur Fig. 3.2. Cette description est fondamentale pour modéliser
les propriétés électroniques d’un solide.

Dans le cas de l’isolant (Fig. 3.2(a)), l’énergie de Fermi se trouve au sommet d’une bande
autorisée, il n’y a donc plus d’état d’énergie vacant dans la bande qu’un électron pourrait
occuper par effet entropique ; il n’y a donc pas de conduction possible. Dans le cas du
conducteur (Fig. 3.2(b)), l’énergie de Fermi se trouve au milieu de la bande de conduction.
Dans le cas d’un semi-conducteur intrinsèque la bande interdite d’intervalle d’énergie Eg (g
pour "gap") est suffisamment faible pour que des effets thermiques suffisent à transférer des
électrons depuis la bande de valence vers la bande de conduction (cf Fig. 3.2)(c)).

Dans notre cas, nous montrons ci-après que les CNT semi-conducteurs étudiés présentent
une bande interdite de l’ordre de 15 kBT . Les électrons peuvent ainsi passer de la bande de
valence vers la bande de conduction. Dans ce cas, ils laissent des trous dans la bande de
valence qui correspondent à des charges positives e. Le courant dans un semi-conducteur est
donc porté à la fois par les électrons et les trous.

3.2.4 Chiralité d’un SWCNT

Un CNT mono-feuillet (SWCNT pour Single-Walled Carbon Nanotube) peut être consi-
déré comme une feuille de graphène enroulée sur elle même pour obtenir la forme d’un
cylindre. La façon dont elle est repliée peut se résumer par deux nombres chiraux (n,m) qui
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Figure 3.3 – Repliement d’une feuille de graphène pour former un SWCNT. Les deux
nombres chiraux sont établis à partir des deux vecteurs R⃗1 et R⃗2, qui sont des coordonnées
des cycles de carbone constituant le graphène. A droite, on montre comment les feuillets sont
repliés pour former les 3 géométries de nanotubes : armchair, zigzag et chiral.

sont déterminants pour le diamètre et la géométrie du SWCNT. Comme illustré sur la figure
Fig. 3.3(a), ces nombres correspondent aux coordonnées de deux vecteurs unitaires R⃗1 et
R⃗2 qui définissent les coordonnées d’un cycle hexagonal de carbone constituant le graphène.
Le cycle (0, 0) est juxtaposé au cycle (n,m) lors du repliement, ce qui détermine ensuite
l’agencement des atomes de carbones du nanotube, comme illustré sur Fig. 3.3(b).

Cette géométrie détermine directement les propriétés électroniques du SWCNT, car elle
change le potentiel périodique lié aux atomes ionisés qui agit sur les électrons, et donc les
bandes d’énergie. Nous retiendrons deux natures électroniques qui vont nous intéresser :
métallique (M) et semi-conductrice (SC). La nature métallique est caractérisée par l’absence
de trou dans le spectre de densité d’état. Le SWCNT possède cette nature électronique quand
|m − n| = 3q où q ∈ N. Dans toutes les autres configurations, on a un SWCNT de nature
semi-conductrice.

Nous travaillerons ci-dessous avec deux nanotubes de carbone afin de comparer les deux
comportements électroniques : un métallique de nombres chiraux (11,11) de diamètre d =

15.12 Å et un semi-conducteur de nombres chiraux (19,0) de diamètre d = 15.08 Å.

Nous allons maintenant voir comment obtenir le DOS d’un SWCNT. Théoriquement il
existe diverses méthodes et nous travaillerons finalement avec celle obtenue par une méthode
de simulation numérique : la méthode des liaisons fortes ou "nearest neighbour tight-binding".
Mais nous allons auparavant parler d’une méthode théorique universelle qui décrit très bien
la densité d’état pour des grandes longueurs d’onde (soit −1 ≤ E ≤ 1 eV).
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3.2.5 Modèle k⃗ · p⃗

On utilise ici les résultats d’une méthode variationnelle sur un Hamiltonien, qui prend
son nom du produit du vecteur d’onde k⃗ avec le vecteur impulsion p⃗ = −iℏ∇⃗. On considère
un système quasi-1D, l’énergie sera donc décroissante comme E−1/2 (voir Eq. (3.12)).

La structure de bande du SWCNT est composée de sous-bandes venant du cône de
dispersion de Dirac du graphène. Elles ont une relation de dispersion relativiste qui peut
s’écrire pour une sous-bande électronique d’indice i :

E±(i, k) = ±
√
(hvFk)2 + (Ei)2 (3.11)

où la vitesse de Fermi est vF = 8× 105m/s et Ei = 2ℏvF i
3d

, où d représente le diamètre du
nanopore. Les valeurs autorisées de i dépendent de la nature du nanopore : métallique ou
semi-conductrice. La densité d’état est donnée par :

g(E) =
∑
i

gi(E) (3.12)

avec


gi(E) = 0

si E < Ei pour i = 0 mod 3 (semi-conducteur) ou i ̸= 0 mod 3 (métallique)

gi(E) =
4

π2dℏvF

∑
i

[
1−

(
E
Ei

)2]−1/2

sinon

On trace les courbes de g(E) sur la Fig. 3.4. Le spectre obtenu est une succession de
singularités, dites de Van Hove. Elles décroissent en 1√

1−x2 . On ne présente que les quelques
premières bandes pour lesquelles le modèle k⃗ ·p⃗ est pertinent. Il est intéressant de noter que la
densité d’état du SC-CNT (nanotube de carbone semi-conducteur Fig. 3.4(b)) est nulle dans
le gap, c’est-à-dire ici jusqu’à Eg

2
= 0.2 eV, contrairement à celle du M-SCNT (nanotube de

carbone métallique Fig. 3.4(b)) qui n’est jamais nulle, sa valeur minimale étant g0 = 4
π2dℏvF

.

3.2.6 Méthode de tight-binding

Voyons maintenant la méthode à partir de laquelle nous allons obtenir les densités d’état
sur lesquelles nous allons travailler. Il s’agit d’une méthode numérique proche de la méthode
de combinaison linéaire des orbitales atomiques, que l’on appelle tight-binding. Toutes les
densités d’état ont été réalisées par l’équipe de Maruyama 1.

L’idée de la méthode tight-binding, également appelée Linear Combination of Atomic Or-

1. http://www.photon.t.u-tokyo.ac.jp/~maruyama/kataura/1D_DOS.html

http://www.photon.t.u-tokyo.ac.jp/~maruyama/kataura/1D_DOS.html
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Figure 3.4 – Densité d’état d’un nanotube de carbone calculé par la méthode théorique
k⃗ · p⃗ : (a) pour un CNT métallique et (b) pour un CNT semi-conducteur. Comme nous
pouvons le voir, la bande centrale est peuplée dans le cas métallique et non dans le semi-
conducteur.

bitals (LCAO) est une méthode qui permet un calcul rapide pour les structures de bandes de
grands systèmes (plusieurs milliers d’atomes). Dans cette approche, les interactions entres les
différents sites atomiques sont considérées comme des perturbations. L’Hamiltonien utilisé
ici est une somme d’Hamiltoniens localisés sur chaque site atomique et un terme perturbatif
qui tient compte des corrélation entre deux sites adjacents. On obtient alors une approxi-
mation des fonctions d’ondes du système, qui s’éloigne des fonctions d’onde exactes pour
les hautes énergies et les structures cristallines plus complexes. Pour les CNT, ce sont des
systèmes quasi-1D avec des géométries simples on aura donc une bonne approximation pour
des énergies en dessous de 3 eV.

On retrouve des résultats qualitativement similaires à la méthode k⃗ ·p⃗, mais chaque couple
de nombres chiraux (n,m) donne un spectre qui lui est propre au niveau des positions et de
l’intensité des singularités de Van Hove. On voit par contre que les hautes énergies ont un
comportement différent et non reproduit par la méthode k⃗ · p⃗, d’où l’importance d’utiliser
cette méthode si l’on souhaite accéder au comportement des nanotubes pour une tension
plus élevée que 1 V.

Maintenant que nous sommes en possession des spectres de densité d’état électroniques
pour les SWCNT, nous pouvons voir comment ils se chargent quand on leur applique une
tension de grille.
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Figure 3.5 – Densité d’état de nanotubes de carbone par la méthode tight-binding. A
gauche, la densité d’état d’un nanotube de carbone de chiralité (11,11) de nature métallique,
et à droite celle d’un CNT de chiralité (19,0), semi-conducteur.

3.2.7 Charge quantique

Appliquons une tension Vch sur le nanotube de carbone, dont on expliquera l’origine plus
tard. Notre objectif est de comprendre l’impact de cette tension sur les densités des porteurs
de charge du CNT. Nous allons supposer que Vch > 0 ce qui induira une densité surfacique
de charge positive.

Prenons d’abord le cas des électrons. On se demande combien ils sont dans le feuillet du
nanotube en fonction de la tension que l’on y applique. La densité de probabilité d’occuper
un état pour un électron à une température T est donnée par la distribution de Fermi-
Dirac Eq. (3.10), à laquelle on multiplie la dégénérescence de chaque niveau d’énergie, la
densité d’état (par unité de surface) g(E). Nous avons donc comme probabilité de trouver
des électrons au niveau d’énergie E à dE près

dn(∆µ) =
g(E)

1 + exp[β(E −∆µ)]
dE (3.13)

où ∆µ est le décalage en potentiel chimique induit par la tension appliquée ∆µ = −eVch.
A l’équilibre thermodynamique sans perturbation extérieure, le potentiel chimique est situé
au point de Dirac : µ = 0. Quand un potentiel est appliqué au CNT, apparaît un décalage
dans le potentiel chimique ∆µ, et l’occupation des niveaux d’énergie autorisés est modifiée,
ce qui mène à la création de porteurs de charges (électrons ou trous) dans les différentes
sous-bandes décrites par g(E) [73, 36, 42]. Nous conservons ici les notations de Fang et al.
[27] qui ont développé un modèle théorique équivalent pour le graphène.
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Figure 3.6 – Charge quantique σq en fonction du potentiel Vch. En ligne pleine, il s’agit du
cas métallique de nombre chiraux (11,11), en pointillés du cas semi-conducteur (19,0), avec
un encadré se concentrant sur Vch < 1 V.

On ne se préoccupe que des électrons porteurs de charge présents au-dessus de la bande
interdite, E > Eg/2, où Eg est le milieu de la bande interdite ou de conduction. Cela nous
mène à la densité électronique surfacique :

n(∆µ) =

∫ ∞

Eg/2

g(E)

1 + exp[β(E −∆µ)]
dE (3.14)

Pour les trous porteurs de charge, le raisonnement est le même. Ils se trouvent en dessous de
la bande interdite (ou conductrice dans le cas métallique), avec la probabilité complémentaire
de trouver un électron. La densité de trous est alors

p(∆µ) =

∫ −Eg/2

−∞
g(E)

(
1− 1

1 + exp[β(E −∆µ)]

)
dE

=

∫ ∞

Eg/2

g(E)

1 + exp[β(E +∆µ)]
dE (3.15)

ce qui revient à utiliser Eq. (3.14) pour des charges de signe opposé. La densité surfacique de
charges totale σq, d’origine quantique est donc donnée par la somme des densités surfaciques
d’électrons (de charge −e) et de trous (de charge +e), multipliées par leur charge :

σq = e(p− n) = e

∫ ∞

Eg/2

dE g(E)

[
1

1 + exp[β(E +∆µ)]
− 1

1 + exp[β(E −∆µ)]

]
(3.16)

où p et n sont donnés par les Eqs. (3.14,3.15). On comprend alors que Vch > 0 conduit à
∆µ < 0 et donc σq > 0.
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Nous avons maintenant toutes les définitions et équations nécessaires pour calculer la
densité de charges quantique σq en fonction de la tension Vch à partir de l’ Eq. (3.16) comme
représenté sur la Fig. 3.6. On voit que la densité de charges de surface est similaire pour le
SWCNT SC ou M. Étant obtenues à partir de p et n, intégrales de la densité d’état modulée
par la statistique d’occupation des niveaux d’énergie de Fermi-Dirac, il est attendu que l’on
observe des comportements directement liés aux singularités de Van Hove. Elles induisent de
brusques changements de la dérivée de σq, qui créent ces sortes d’oscillations où la densité
de charges de surface d’un SWNCT M est tantôt plus grande que celle d’un SWCNT SC,
tantôt plus petite. En revanche, le fait que la densité d’état d’un SWCNT semi-conducteur
soit nulle en dessous de Vch < 0.2 V permet d’observer une forte différence avec celle du
métallique à faible Vch < 1 V, et ce sera une observation importante pour la suite.

3.3 Etude de la conductivité

3.3.1 Modélisation électrique du CNT rempli d’électrolyte

On modélise sur la Fig. 3.7 le système étudié. Il s’agit d’un nanotube de carbone sur lequel
est apposée une électrode appliquant un potentiel de grille que l’on prend positif Vg > 0.
Prendre Vg > 0 conduit à Vch > 0 et donc à σq > 0. En effet, comme d’après la figure
Vch = Vg − ψ0, or d’après le théorème de Gauss, σq > 0 implique ψ0 > 0 (si le potentiel est
nul à l’infini). Il a été montré expérimentalement que pour un CNT σ est négatif, cependant
si l’électrolyte a des mobilités symétriques (les mobilités des anions γ− et des cations γ+ sont
quasiment identiques, γ+ ≈ γ−), nous obtiendrons les mêmes résultats pour la conductivité.

Nous allons modéliser le nanotube de carbone dans lequel s’écoule un électrolyte comme
un système électrique composé de deux capacités en série : l’une quantique venant du com-
portement électronique intrinsèque au nanotube Cq (q pour quantique) caractérisant la façon
suivant laquelle il se charge, et l’autre classique résultant de l’interaction des charges situées à
la surface du CNT avec les ions contenus dans l’électrolyte, Cp (p pour pore). Le potentiel ψ0

émerge de ces deux capacités et désigne le potentiel présent à la surface interne du nanopore.
Pour l’instant, nous nous plaçons en champ moyen et on ne considère pas les discontinuités
diélectriques (on suppose donc εp = εb) qui seront étudiées plus loin. La capacité quantique
intégrale 2 (par unité de surface) est définie selon

Cq =
σq
Vch

=
σq

Vg − ψ0

(3.17)

2. Dans la littérature, on s’intéresse souvent à la capacité différentielle Cqdiff =
dσq

dVch
qui traduit fidèlement

la densité d’état [36]). Elle ne nous intéresse pas ici.
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Figure 3.7 – Schéma d’agencement des capacités et potentiels pour un nanotube de carbone.
On applique Vg à l’aide d’une électrode apposée au nanotube. On a alors 2 capacités couplées :
celle quantique Cq, liée aux propriétés intrinsèques du nanotube et celle du pore Cp, qui
résulte de l’interaction de la surface chargée du CNT avec les ions de l’électrolyte, ψ0 est le
potentiel à la limite de l’électrolyte et Vch = Vg − ψ0 (on suppose εp = εb).

De plus, en considérant le système comme un circuit électrique avec Cp = σq/ψ0, nous
pouvons donc exprimer ψ0 comme :

ψ0 = Vg
Cq

Cq + Cp
(3.18)

Si Cq ≫ Cp alors ψ0 ≲ Vg et Vch ≪ Vg et les effets quantiques sont négligeables, on parle de
la limite classique. Au contraire, si Cp ≫ Cq donc ψ0 ≪ Vg et Vch ≲ Vg les effets quantiques
deviennent importants. Le décalage du potentiel chimique ∆µ s’écrit alors :

∆µ = −eVch (3.19)

= −e(Vg − ψ0) (3.20)

Grâce à cette expression, nous pouvons maintenant décrire le mécanisme de populations des
bandes illustré en Fig. 3.8 pour une température ambiante. On privilégie le CNT SC pour
illustrer le cas de la bande interdite, mais le cas métallique est similaire. A gauche, c’est le
cas où l’on n’applique pas de potentiel de grille sur le CNT. Dans ce cas, l’énergie de Fermi
εF se trouve dans la bande interdite et la bande inférieure est pleine, empêchant la charge
du semi-conducteur. Au centre et à droite, un potentiel de grille Vg > 0 est appliqué. En ce
cas, on observe quand Cp ≫ Cq un peuplement important dû à un décalage ∆µ donné par
Eq. (3.20) conséquent. Au contraire, à droite dans le cas Cp ≪ Cq , ψ0 ≲ Vg, et la charge de
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Figure 3.8 – Illustration des mécanismes de population des bandes pour un nanotube
semi-conducteur. A gauche, on a le cas sans potentiel de grille, au centre le cas Cp ≫ Cq où
ψ0 ≪ Vg et à droite Cp ≪ Cq , ψ0 ≲ Vg. A droite, on met la densité d’état g(E) SC, qui
gouverne la dégénérescence des porteurs de charges des niveaux d’énergie.

surface est induite par Vch ≪ Vg. La charge de surface σq donnée par Eq. (3.16) naît de la
différence de population entre les porteurs de charges négatifs et positifs.

Nous traçons ensuite la capacité quantique des deux CNT (M et SC) définie à l’Eq. (3.17)
sur la Fig. 3.9 en fonction du potentiel Vch = Vg − ψ0. De façon similaire à la Fig. 3.6, les
cas M et SC sont différents surtout à basse tension. On perçoit plus aisément sur cette
courbe que la capacité augmente par "à coups", dont les positions correspondent à celles des
divergences de la densité d’état g(E) (voir Fig. 3.5). Le potentiel à la paroi du CNT ψ0 ou
ϕ0 = βeψ0 fixe indirectement une densité de charge surfacique adimensionnée σ∗

p donnée par
l’Eq. (2.25) établie dans l’article [69] que l’on réécrit sous la forme

σ∗
p =

1

2

(√
4c̃s sinh(ϕ0) + 1− 1

)
(3.21)

où σ∗ et c̃s définis en Eqs. (2.4,2.22), que l’on peut aussi réécrire comme

c̃s =
σ∗
p(1 + σ∗

p)

sinhϕ0

(3.22)

On voit que σ∗
p augmente avec ϕ0 à concentration c̃s fixe et dépend de la concentration en

sel dans les réservoirs (le potentiel électrostatique dans les réservoirs est pris comme étant
0). Ainsi, à forte concentration ϕ0 est faible à σp =cste et on se trouve dans le cas Cp ≫ Cq,
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Figure 3.9 – Capacité quantique Cq en fonction du potentiel Vch = Vg−ψ0. En ligne pleine,
il s’agit du cas métallique (11,11), en pointillés le cas semi-conducteur (19,0).

où les effets quantiques sont importants (cas du milieu de la Fig. 3.8). De même à faible
concentration ψ0 ≲ Vg (cas de droite de la Fig. 3.8). Le cas classique (Cq ≫ Cp ) correspond
à

σ∗
p =

1

2

(√
4c̃s sinh(βeVg) + 1− 1

)
(3.23)

Pour boucler le système d’équation, on écrit que σp = σq, ce qui permet d’obtenir la
charge en fonction de la tension de grille appliquée Vg. En effet, tracer la courbe de la densité
de charge de surface σp par rapport à la concentration est assez complexe car, beaucoup de
paramètres interviennent. Tout d’abord σq(Vg − ψ0) de l’Eq. (3.16) permet d’écrire expli-
citement via l’Eq. (3.22) c̃s(Vg, ψ0). Il est donc intéressant de faire un tracé paramétrique
avec comme variables fixées c̃s, Vg en faisant varier ψ0 de 0 à sa valeur maximale Vg. Nous
traçons donc sur la Fig. 3.10 la densité de charges de surface adimensionnée en fonction de
la concentration en ions dans le réservoir σ∗(cs) pour les cas SC et M et pour des tensions
de grille suivantes : Vg = 0.2, 1, 2 et 3 V. A part pour le cas Vg = 0.2 V (gris), il n’y a
quasiment pas de différence entre le comportement SC et M. Pour ces tensions, nous voyons
que la charge surfacique augmente légèrement avec cs sur toute la gamme de concentration.
On ne voit cependant pas d’impact évident de la structure de bande. Chose intéressante,
pour des tensions basses (Vg = 0.2 V), la densité de charge de surface du CNT SC est dix
fois inférieure à celle du CNT M, ce que l’on comprend comme le fait que l’on se trouve à la
frontière de la bande interdite. Elle varie plus fortement pour les faibles cs.
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Figure 3.10 – Charge de surface adimensionnée, σ∗
p, en fonction de la concentration en sel

dans les réservoirs cs (en mol/L)(tracé log-log). En ligne pleine le nanotube métallique, et en
pointillés le semi-conducteur. Les couleurs représentent les tensions de grille Vg appliquées,
de bas en haut : 0.2 V (gris), 1 V (bleu), 2 V (rouge), 3 V (vert).

3.3.2 Conductivité du pore à tension fixe

La conductivité du pore adimensionnée κ̃c est obtenue en fonction de σ∗
p et c̃s en utilisant

l’Eq. (2.27) avec une longueur de glissement de l’écoulement à la surface du nanotube b.
Quand on applique une tension de grille Vg, la charge de surface σp est fixée en fonction de Vg−
ψ0 selon l’Eq. (3.16). Nous avons précédemment caractérisé cs et σp en fonction des potentiels
Vg et ψ0 ce qui nous permet de tracer la conductivité κc en fonction de cs sur la Fig. 3.11 pour
les mêmes Vg que la Fig. 3.10. Comme pour le cas de σ∗(c̃s), Fig. 3.10, la différence entre le
cas métallique et semi-conducteur apparaît à petit Vg car on se trouve proche de la bande
interdite du semi-conducteur. Le fait notable est que la conductivité est bien plus grande
que la conductivité dans le réservoir (ligne noire) même à haute concentration dans les cas
Vg > 1 V. On sait qu’à basse concentration l’Eq. (2.27) est contrôlée par σ∗

p, on retrouve
donc une croissance similaire à celle de σp(cs) sur la Fig. 3.10. La question subsidiaire qui
va nous intéresser maintenant est la suivante : quel terme de l’Eq. (2.27) domine ? La partie
gauche électrophorétique ou la partie droite advective, toutes deux ayant des termes en σ∗

p.
Pour trancher, nous traçons ces deux composantes de la conductivité sur la Fig. 3.12(gauche)
pour Vg = 1 V. La partie électro-phorétique (ligne pleine) domine d’un ordre de grandeur
la partie advective (ligne points-tirets), et c’est un constat que l’on retrouve également pour
les autres Vg. L’explication possible est de ce fait que dans le premier terme, σ∗

p domine c̃s.
Nous traçons alors le rapport σ∗

p sur c̃s, et il est clair que pour Vg > 1 V élevés et pour des
concentrations physiques, même pour cs > 1 M, le rapport σ∗

p/c̃s est dominé par σ∗
p, ce qui

explique la faible dépendance à la concentration de la conductivité.
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Figure 3.11 – Conductivité du pore κc pour un électrolyte KCl pour lequel la mobilité des
ions sont γK+ ≈ γCl− = 5 × 10−11 s/kg en fonction de la concentration dans les réservoirs
cs (tracé log-log). La droite noire correspond à la conductivité du réservoir. En traits pleins
le nanotube de carbone métallique, et en traits pointillés le semi-conducteur. Les couleurs
représentent la tension de grille Vg : 0.2 V (gris), 1 V (bleu), 2 V (rouge), 3 V (vert). La
longueur de glissement est nulle, b = 0.

Pour le cas M et Vg faible, comme σ augmente avec cs pour de faibles concentrations,
on retrouve un comportement similaire à celui du cas de régulation de charges [69]. Dans le
chapitre précédent, la charge de surface n’était pas contrôlée, et était laissée en paramètre
libre. Cela a permis d’obtenir de bons accords entre les expériences et la théorie en supposant
la charge de surface composée d’une contribution fixe σf dont la valeur est un paramètre, et
d’une charge venant de l’adsorption des ions à la surface, contrôlée par le pH. Ces courbes sont
très utilisées pour caractériser les nanopores, car elles permettent d’observer le comportement
de la conductivité quand la concentration évolue. Habituellement, elles convergent vers le
comportement de la conductivité dans le réservoir pour haute concentration (entre 1 et 4 M)
[69, 68] pour des valeurs de saturation σ0 raisonnables (σ∗

0 < 10) et pH pas trop basique. C’est
une différence majeure avec le cas présenté ici pour Vg > 1 V. En effet, à forte concentration
(ψ0 faible) la régulation de charges conduit à σ = σ0 pour pH > pKa + 2 (voir Fig. 2.4)
alors que dans ce cas-ci σp reste grande et augmente toujours avec cs.

Cependant, changer la concentration en ions d’un liquide dans des dispositifs micromé-
triques s’avère difficile et prendre une mesure prend beaucoup de temps. C’est pourquoi si
l’on contrôle la tension Vg et donc a priori la charge de surface, on peut travailler à concen-
tration fixée et varier la tension. Cela permettra de prendre un quasi-continuum de points,
et donc d’avoir une courbe facile à évaluer d’un point de vue théorique.
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Figure 3.12 – A gauche, composantes électrophorétiques (ligne pleine) et advectives (ligne
point-tirets) de la conductivité en fonction de la concentration pour Vg = 1 V pour le cas
métallique, en noir nous traçons la conductivité du réservoir. A droite, la densité de charge
de surface divisée par la concentration en ions avec la même légende que la Fig. 3.10.

3.3.3 Conductivité du pore à concentration fixe

Pour étudier la conductivité du pore à concentration fixe, nous utilisons l’Eq. (3.21).
L’idée est de calculer point par point le potentiel à la surface de l’électrolyte ψ0 pour Vg et
cs fixé en résolvant σq(Vg−ψ0) = σp(cs, ψ0). On obtient alors σp(Vg, cs) que l’on injecte dans
l’Eq. (2.27). On obtient ainsi les courbes représentées sur la figure 3.13. Ces courbes sont
intéressantes car elles sont plus facilement exploitables expérimentalement que les courbes
de la Fig. 3.11.

Sur la figure 3.13 (gauche), on retrouve que pour Vg > 1 V la concentration n’a que
peu d’impact et que toutes les courbes se rassemblent en accord avec nos observations de
la Fig. 3.11. Pour Vg inférieur à 1 V, on retrouve que κc varie fortement avec Vg pour de
faibles concentrations. Nous comparons également la conductivité dans les cas SC et M avec
un σ∗

p venant de l’Eq. (3.23) que nous appellerons classique. Le comportement en sinh(Vg)

implique que bien que l’on ait les mêmes conductivités pour Vg = 0, la conductivité augmente
exponentiellement en fonction du potentiel de grille, de façon irréaliste. On comprend ici
l’importance de l’introduction de la capacité quantique Cq même si Vch ≪ Vg. La dépendance
en Vg n’est plus exponentielle mais obéit plus directement aux propriétés intrinsèques du
matériau. En encadré sur la Fig. 3.13(gauche), nous présentons un zoom entre Vg = 0 et 1 V
pour cs = 0.01 M afin d’observer plus précisément les comportements à petit Vg notamment
l’impact de la bande interdite entre 0 et 0.2 V sur la conductivité, et la différence de la
conductivité entre les cas métallique et classique (avec la même pente à l’origine cependant).
Comme on le voit sur la Fig. 3.13(droite) pour Vg < 1 V et un CNT métallique, σ(Vg) suit
une droite de pente indépendante de cs numériquement égale à 0.11, qui se trouve être égale à
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Figure 3.13 – À gauche, conductivité du CNT en fonction de la tension de grille appli-
quée. En ligne pleine le cas métallique, en ligne pointillée le semi-conducteur et en points-
tirets le cas classique avec σ∗

p venant de l’Eq. (3.23), dans l’encadré les trois régimes à
cs = 0.001 mol/L. À droite, densité de charge surfacique du CNT métallique σp en C/m2 en
fonction de la tension de grille Vg en V. Les nuances de gris représentent les concentrations
en sel, de bas en haut : cs = 0.001, 0.01, 0.1, 1 M. Dans l’encadré le cas semi-conducteur.

Cq(0) = 0.11 F/m de la Fig. 3.9. Cela signifie que la capacité totale C = (1/Cq+1/Cp)
−1 ≈ Cq

soit Cq ≪ Cp et donc d’après l’Eq. (3.18) ψ0 ≪ Vg. Vérifions analytiquement que la courbe
suit à peu près σ(Vch) de la Fig. 3.6 avec Vg ≈ Vch, décalée par la concentration dû au fait
que ψ0 < Vg. Lorsque Cq = Cq(0) nous pouvons écrire

βeVg =

(
1 +

C̃p

C̃q(0)

)
ϕ0 =

(
1 +

√
4c̃s sinh(ϕ0) + 1− 1

2C̃q(0)ϕ0

)
ϕ0 (3.24)

Or nous avons vérifié que 4c̃s sinhϕ0 > 1 (ϕ0 diminue quand cs augmente et inversement),
sauf pour de très hautes concentrations non physiques. Nous pouvons donc écrire

βeVg ≃

(
1 +

√
c̃s

C̃q(0)

√
sinh(ϕ0)

ϕ0

)
ϕ0 (3.25)

La fonction
√

sinh(ϕ0)

ϕ0
a un minimum environ égal à 1 pour ϕ0 ≈ 2, donc

βeVg ≳

(
1 +

√
c̃s

C̃q(0)

)
ϕ0 (3.26)

Comme C̃q(0) = 0.03 alors
√
c̃s

C̃q(0)
> 1 quand c̃s > 10−3 ce qui est vérifié pour les concentrations

étudiées sur la Fig. 3.13. Pour toute concentration inférieure, ψ0 ≲ Vg, σ n’a donc pas de
comportement linéaires simples. Pour les cas cs > 10−3 M, la pente est donc la même entre
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Figure 3.14 – Dérivée de la conductivité pour le cas métallique en fonction de Vg pour
différentes concentrations en sel, du clair au foncé : cs = 0.001, 0.01, 0.1, 1 M. En orange,
la densité d’état en unités arbitraires en fonction du niveau d’énergie des électrons en eV.
On montre également le potentiel Vch influant sur les phénomènes découlant de la densité
d’état (σ et Cq), ainsi que le potentiel de la surface du pore ψ0 décalant l’impact du potentiel
précédent sur la conductivité κc dans le cas cs = 10−3 M et Vg = 1.9 V

Vg ≈ 0.2 et 0.7 V et le décalage en fonction de la concentration vient du régime sur-linéaire

initial où ψ0 ≲ Vg. La pente est quasiment indépendante de cs car
√
c̃s sinh(ϕ0)

ϕ0
varie peu pour

0.2 < Vg < 0.8 V (on rappelle que lorsque cs croit ϕ0 décroit). Cela traduit l’importance
fondamentale des effets quantiques et explique pourquoi nous sommes loin du comportement
exponentiel classique. Le cas semi-conducteur n’a pas un comportement facile à étudier
analytiquement, comme ce que nous venons de faire pour le cas métallique, tel que nous le
montrons dans l’encadré de la Fig. 3.13(droite). On a alors que ψ0 < Vg, donc la courbe suit
à peu près σ(Vch) de la Fig. 3.6 avec Vg ≈ Vch, décalée par la concentration.

En ce qui concerne la comparaison des cas SC et M, on voit une structuration des courbes
avec des changements de pentes qui sont intimement reliés à la structure du DOS. Pour
mieux la comprendre, nous traçons sur la Fig. 3.14 la dérivée ∂κc

∂Vg
, avec, pour comparaison,

en orange la densité d’état (en fonction de Vch). Il est visible que les augmentations locales
de la dérivée correspondent à peu près aux pics de la densité d’état, mais nous remarquons
toutefois quelques subtilités. Le décalage des pics va de gauche à droite quand cs diminue.
En effet, une haute concentration implique un faible ψ0. La conductivité étant gouvernée par
la densité surfacique de charge de surface dépendant de Vch = Vg−ψ0, plus ψ0 est élevé, plus
κc(Vg − ψ0) est décalé vers la droite. Donc plus la concentration est basse, plus l’impact du
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Figure 3.15 – Conductivité en fonction de la concentration (en log-log) pour différentes
longueurs de glissement (à gauche b̃ = 40 et à droite b̃ = 1000). On a la même légende que
sur la Fig. 3.11.

pic de la densité d’état arrive à Vg plus élevé. Nous l’illustrons sur la figure en traçant sous
forme de flèche Vch qui va positionner les phénomènes liés à g(E) (σ et Cq), notamment les
divergences de van Hove, et ψ0 qui va décaler l’impact de celles-ci dans la conductivité.

3.3.4 Inclusion de la vitesse de glissement de l’écoulement dans le

modèle

Comme évoqué dans la partie 2.1.2, il est compliqué de prévoir quelle sera la longueur
de glissement b, on va donc faire des choix pour ses valeurs. Outre le cas b̃ = 0 déjà étudié,
nous choisissons b̃ = 40 et b̃ = 1000, comme présenté sur la Fig. 3.15. Pour Vg > 0.2 V, on a
des comportements similaires, avec une conductivité presque constante mais bien plus élevée
(de 1 et 3 ordres de grandeur), dominée donc par la charge de surface. Pour Vg = 0.2 V, on
a toujours le CNT semi-conducteur qui garde une conductivité proche de celle du réservoir,
et reste ainsi très différent du métallique. La contribution de glissement domine aussi bien
sur la contribution électro-phorétique que sur la contribution advective, et augmente alors
radicalement la conductivité. En particulier pour b̃ = 1000, Vg = 1 V, elle augmente de 3
ordres de grandeur par rapport à la conductivité du réservoir, à cs = 1 M.

Dans l’expression de la conductivité Eq. (2.27), le seul terme qui contient la longueur de
glissement b est le dernier. Un fort impact de b implique nécessairement un fort impact de
ce dernier terme, et on peut le vérifier avec une figure similaire à la Fig. 3.12, ce que l’on fait
dans la Fig. 3.16 pour b̃ = 40. Cette fois-ci, les termes advectifs en points-tirets dominés par
le terme en bσ2 ont un ordre de grandeur de plus que les termes électro-phorétiques, et cela
augmente encore plus pour b̃ = 1000.
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Figure 3.16 – Composantes électro-phorétique (ligne pleine) et advective (ligne points-
tirets) de la conductivité en fonction de la concentration pour Vg = 1 V pour b̃ = 40. En
noir la conductivité dans le réservoir.

3.4 Influence des sauts diélectriques

3.4.1 Modèle

Le modèle que nous avons élaboré jusqu’à maintenant n’inclue pas l’effet des constantes
diélectriques différents dans les cas M et SC. En effet, les ions sont seulement soumis à un
potentiel électrostatique lié à la charge de surface du nanopore, et non aux corrélations avec
les autres ions ni à des effets diélectriques liés aux corrélations entre l’ion et la surface du
nanopore. Dorénavant, nous considérons que les constantes diélectriques de l’électrolyte, εb,
et du CNT, εp, sont différentes. Pour inclure ces effets, nous utilisons un modèle variationnel
similaire à celui développé au chapitre 4. Il a été élaboré dans l’article [18] et nous le décrivons
dans l’annexe A. L’idée est de minimiser le grand-potentiel thermodynamique variationnel
par rapport aux paramètres variationnel κv, la constante de Debye dans le pore en tenant
compte des sauts diélectriques. Ces sauts diélectriques conduisent à une modification des
concentrations des ions dans le pore selon

c±(εb/εp) = Γc(εb/εp = 1) (3.27)

où

Γ = exp

[
−1

2
[(κb − κv)ℓb + δv0(r, εb/εp, κv)]

]
(3.28)

où la barre signifie la moyenne dans le pore. Le potentiel δv0(r, εb/εp, κv) (en unités de
kBT ) a une expression compliquée pour un cylindre (de rayon R). Nous nous contentons de
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Figure 3.17 – Comparaison de la conductivité en fonction de la concentration avec ou
sans effet diélectrique pour un nanotube métallique (11,11), avec Vg : 0.2 V (gris), 1 V
(bleu), 2 V (rouge), 3 V (vert). On voit une différence seulement pour Vg = 0.2 V autour de
0.1 ≤ c ≤ 1 M, mais qui reste légère.

l’approximation du point médian où il est supposé constant dans le cylindre et pris en son
centre r = 0 :

δv0(εb/εp, κv) =
4

π

∫ ∞

0

dk
εb χ K0(kR̃) K1(χR̃)− εp k K0(χR̃) K1(kR̃)

εb χ K0(kR̃) I1(χR̃) + εp k I0(χR̃) K1(kR̃)
(3.29)

où R̃ = R/ℓb et χ =
√

(κℓb)2 + k2 et Km et Im sont les fonctions de Bessel modifiées d’ordre
m.

3.4.2 Cas métallique

Pour le cas métallique, nous utilisons le CNT métallique (11,11) de rayon R = 0.75 nm

de constante diélectrique supposée εp = ∞. Le potentiel δv0 donné en Eq. (3.29) se simplifie
selon :

δv0(0, κv) = − 4

π

∫ ∞

0

K0(R̃
√
k2 + κ2v)

I0(R̃
√
k2 + κ2v)

dk (3.30)

Pour simplifier le calcul, nous imposons κv = κb. Le signe négatif de δv0 implique que Γ

défini en Eq. (3.28) est supérieur à 1. Dans ce cas, l’interface métallique attire les ions. Le
résultat pour la conductivité est montré sur la Fig. 3.17.

Nous nous attendons ici à augmenter la conductivité en attirant plus d’ions que pour le
cas sans saut diélectrique. En pratique, cela modifie le premier terme électro-phorétique de
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l’Eq. (2.27) selon

(γ̃+ + γ̃−)c̃s

√
Γ2 +

(
σ∗
p

c̃s

)2

(3.31)

Or la Fig. 3.17 montre que la différence entre ces deux cas est invisible sauf pour Vg = 0.2 V

dans l’intervalle de concentration c = 0.1 M et c = 1 M, où il y a une très légère augmentation
de la conductivité. Nous concluons qu’avec cette approche l’attraction diélectrique joue peu.
Nous allons améliorer cette approche en minimisant réellement le grand-potentiel par rapport
à κv (en cours). D’autres méthodes de résolution sont possibles comme par exemple prendre
la vraie moyenne sur le pore comme dans l’Eq. (3.28), ce qui complique fortement le calcul.
Cependant, δv0(r) diverge en r = R et il faut s’arrêter à r = R−RvdW avec RvdW ≈ 0.3 nm.
Pour les pores nanométriques considérés, l’impact sera certainement minime.

3.4.3 Cas semi-conducteur

Pour le cas semi-conducteur, nous utilisons le SWCNT (19,0) de R = 0.75 nm. Nous
utilisons un modèle similaire à la partie précédente, mais en utilisant εp = 2 pour modéliser
le nanotube semi-conducteur d’un point de vue diélectrique. Contrairement au cas métallique
précédent, on a εp < εb, ce qui conduira à une exclusion diélectrique Γ < 1.

Cette fois-ci, nous avons comme δv0 donné par l’Eq. (3.29) avec εb = 78 et εp = 2. Dans ce
cas, il y a une exclusion diélectrique Γ < 1. Nous avons fait la minimisation et nous traçons
les résultats de la conductivité en fonction de la concentration sur la Fig. 3.18. Ici, l’effet
d’exclusion diélectrique est clair, à c = 0.1 M, on a pour toutes les tensions de grille une
transition du premier ordre entre une phase vapeur ionique, où peu d’ions sont présents dans
le pore, et une phase liquide ionique, où les ions entrent. Pour Vg = 0.2 V la conductivité est
même inférieure à celle de l’électrolyte dans le réservoir. Une trace de cette transition existe
toujours pour les plus hautes tensions, même si celle-ci est écrasée par la forte charge de
surface qui gouverne majoritairement le système. Cependant, cette transition de phase n’a
pas encore été observée expérimentalement, bien que divers travaux prédisent son existence.
[100, 67, 25, 24, 16, 17, 18, 64]. Nous discuterons de cette transition de façon plus détaillée
dans le chapitre suivant.

En conclusion, il est donc important de remarquer que les effets diélectriques diminuent
encore la conductivité du CNT semi-conducteur par rapport au métallique. Le cas métallique
est en cours d’étude.
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Figure 3.18 – Conductivité d’un électrolyte dans un nanotube de carbone semi-conducteur
(19,0) en prenant en compte l’exclusion diélectrique. Même légende que sur la Fig. 3.17.

3.5 Conclusion et discussion

Lors de ce chapitre, nous avons développé une nouvelle théorie pour calculer la densité
de charge surfacique à partir de caractéristiques intrinsèques du CNT (comme son DOS)
afin de donner une explication à cette grandeur. Nous fournissons également une explication
à la différence de conductivité entre des CNT M et SC d’un ordre de grandeur observé
dans [59, 61], que nous expliquons comme une propriété intrinsèque de charge du CNT à
basse tension de grille. Cependant, dans [59], on y observe une différence de deux ordres
de grandeur. Cela peut être lié à la longueur de glissement, qui peut être significativement
différente dans un CNT M ou SC, ou encore le résultat de l’approximation que nous avons
faite sur les termes advectifs (de gauche) de la conductivité Eq. (2.27). Nous avons exploré
diverses valeurs concentrations en sel et de tensions de grille afin de chercher les éléments les
plus impactants, et nous avons été capables de voir clairement les effets venant directement
de la densité d’état des porteurs de charge, qui pour le moment n’ont pas été observés dans
le cadre d’une expérience sur la conductivité. Les expériences actuellement publiées mettent
l’électrolyte à l’extérieur du CNT, et non à l’intérieur, en contrôlant la tension de grille
ou le courant passant à travers sa surface. [57, 36, 35, 58]. Une expérience de conductivité
impliquant une tension de grille est en cours de réalisation par nos collaborateurs du LCC.
La prédiction théorique de ce travail est qu’à haute tension, la charge de surface contrôle la
conductivité, et notamment quand on ajoute une longueur de glissement, car le terme bσ2 de
l’Eq. (2.27) domine rapidement la conductivité du système. Cela pourrait donc être un moyen
d’évaluer la longueur de glissement b. Finalement, nous avons ajouté des effets diélectriques
au modèle, autres candidats importants dans la différence de conductivité entre les CNT M
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Figure 3.19 – Conductivité en fonction de la concentration pour Vg = −0.2 V (ligne pleine)
et Vg = +0.2 V (ligne pointillée) dans le cas d’un électrolyte à mobilités asymétriques (NaCl)
où γNa+ = 3.3× 1011 s/kg et γCl− = 5.0× 1011 s/kg.

et SC. En utilisant l’approximation du point médian, cela a mené à peu de différence pour
le CNT métallique, mais à une exclusion diélectrique visible dans le cas semi-conducteur qui
se traduit sous la forme d’une transition de phase ionique liquide-vapeur pour des tensions
basses. Notons enfin que les termes advectifs sont calculés en champ moyen, c’est-à-dire que
l’influence du saut diélectrique n’est pas inclus.

Deux pistes de travail se présentent alors sont, premièrement, utiliser des électrolytes
dont les mobilités sont asymétriques comme NaCl au lieu de KCl. En guise de d’ouverture
pour un travail ultérieur, nous pouvons, à l’aide de l’Eq. (2.27), tracer la conductivité en
fonction de la concentration en ions pour Vg = ±0.2 V sur la Fig. 3.19. La mobilité de
l’ion négatif (Cl−), γCl− = 5 × 1011 s/kg, étant supérieure à celle de l’ion positif (Na+),
γNa+ = 3.3 × 1011 s/kg [26], la conductivité dans le cas Vg = −0.2 V est légèrement plus
faible :

κc(σ > 0)− κc(σ < 0) =
2|σ|e
R

(γ− − γ+) (3.32)

Deuxièmement, les impuretés présentes dans les nanotubes, ou les dopages résultants de trai-
tements supplémentaires, conduisent à une densité de charge de surface résiduelle constante
σf . Comme on le voit dans l’article [106] pour le graphène, la capacité est décalée dans un
sens ou dans l’autre. Ce pourrait être également un travail à mener, surtout avec l’appui de
résultats expérimentaux.



Chapitre 4

Effets spécifiques aux ions

4.1 Motivations

4.1.1 Effets diélectriques et applications

La sélectivité ionique des membranes synthétiques et biologiques est contrôlée par les
interactions électrostatiques entre la surface du pore, chargée, et les ions en solution [94, 20,
53, 11, 51, 48]. Un examen plus complet révèle que plusieurs mécanismes sont en compétition
dans le transfert d’un ion provenant d’un réservoir vers l’intérieur d’un pore : l’attraction
électrostatique des contre-ions [53, 60], ainsi que l’exclusion induite par le saut diélectrique
entre l’électrolyte confiné et la membrane d’un côté, si celle-ci a une constante diélectrique
inférieure à celle de l’électrolyte ; et la différence de constante diélectrique du solvant dans le
réservoir et lorsqu’il est confiné, ce qui sera la base de la contribution de Born. Les mêmes
mécanismes interviennent dans les liquides ioniques confinés dans des nanopores [60, 97, 105],
un sujet de fort intérêt pour les scientifiques et les industriels, même si les paramètres auront
des valeurs sensiblement différentes par rapport à des électrolytes aqueux. Ils sont en effet
des solvants intéressants pour des réactions d’hydrogénation, oxydation, hydroformylation,
ainsi que pour la synthèse de nanomatériaux, la propulsion spatiale (propulseurs colloïdaux),
et les piles thermiques utilisées surtout dans les applications militaires ou dans les véhicules
électriques. Ils sont constitués de cations le plus souvent organiques hétéroclites de type
alkyls, et d’anions qui peuvent aussi bien être organiques (tosylate, triflate...) qu’inorganiques
(F−, Cl−, Br−). Parmi les plus courants, on a les sels d’imidazolium comme EMIM (de
conductivité 14 mS.cm−1 ou BMIM 3.5 mS.cm−1, à mettre en comparaison avec l’eau de
mer de conductivité 50 mS.cm−1 pour 0.5 mol.L−1) [33, 87, 86].

L’approche théorique que nous développons est assez générale pour être employée sur
les deux types de systèmes. Une meilleure compréhension théorique des électrolytes aqueux

70
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et non aqueux est nécessaire d’un point de vue fondamental, mais aussi pour optimiser ces
systèmes sur les différentes applications industrielles importantes d’un point de vue sociétal.

La caractérisation de l’impact de la permittivité diélectrique sur la concentration ionique
dans les pores pourrait être également utile pour une meilleure compréhension des tech-
nologies qui sont recherchées pour la production d’énergie renouvelable, par exemple celles
utilisant des membranes en nanotubes de carbone pour l’« énergie bleue » [39] et pour le
dessalement de l’eau de mer [102]. En effet, la capacité des pores fabriqués dans des maté-
riaux comme les carbones dérivés de carbures est directement dépendante de la permittivité
de l’électrode et du solvant.

Le saut diélectrique entre l’électrolyte confiné et la membrane génère une charge de pola-
risation de surface répulsive dans le cas où l’électrolyte confiné a une constante diélectrique
plus grande (un effet simplement expliqué à l’aide des forces liées aux charges d’image pour
des géométries planes) [84, 108, 14, 17, 18, 16]. Un tel effet ne peut être pris en compte
seulement en allant au-delà du champ moyen (où l’énergie d’un ion est uniquement liée au
potentiel électrostatique) car l’effet d’exclusion diélectrique est porté par le potentiel de force
moyenne (PMF, pour Potential of Mean Force) à travers l’excès de potentiel chimique et
non par le potentiel électrostatique ressenti par l’ion. Différentes concentrations d’électrolyte
dans le réservoir et dans le pore peuvent aussi modifier l’énergie de solvatation et donc le
PMF, et plus précisément la valeur du paramètre d’écrantage de Debye κ si les corrélations
sont prises en compte dans le cadre de Debye-Hückel [23].

4.1.2 Effet du confinement de l’eau sur sa constante diélectrique

De même, la contribution de Born à l’énergie de solvatation demande d’aller au-delà du
champ moyen car c’est également un effet diélectrique qui rentre dans le PMF à travers
l’excès de potentiel chimique. En effet, il est connu depuis les travaux pionniers de Stern
[101] que pour avoir une modélisation fiable des expériences sur les mesures de capacité, il est
nécessaire de considérer que proche de l’interface, l’eau a une constante diélectrique réduite
sur un nanomètre de large. La constante diélectrique de l’eau confinée a surtout été étudiée à
l’aide des simulations de dynamique moléculaire (MD) [5, 15]. Ces simulations confirment en
effet que la valeur de la constante diélectrique perpendiculaire à l’interface ε⊥ est plus faible
que celle dans le réservoir, et que cette décroissance est associée à l’organisation locale des
molécules d’eau. Cet alignement induit par la présence d’une surface provoque une plus faible
réponse des molécules d’eau à un champ électrique et donc à une valeur plus faible de ε⊥ que
dans le réservoir. Plusieurs tentatives ont été menées pour modéliser ces effets en utilisant
une approche Poisson-Boltzmann étendue (qui inclue un terme diélectrique dépendant de
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Figure 4.1 – Diminution de la constante diélectrique en fonction de l’épaisseur de la couche
d’eau circulant entre deux plaques de nitrure de bore hexagonal (hBN). Pour des épaisseurs
d’eau de moins de 10 nm la constante diélectrique est faible ε⊥ < 10. Il faut cependant consi-
dérer que les ions ne sont pas seulement sensibles à la constante diélectrique perpendiculaire
ε⊥, mais à une moyenne entre la contribution perpendiculaire et horizontale.

l’espace ∇ε−1
⊥ ) pour décrire la double couche proche de la surface de l’eau à l’interface, et en

utilisant un potentiel chimique ad hoc µ qui reproduit la répulsion du mur, mais néglige les
corrélations électrostatiques entre les ions [15, 63]. Des tentatives ont été faites pour évaluer
l’importance des effets diélectriques dans la modélisation de la nanofiltration avec [103, 51]
et sans [108, 14] la contribution de Born.

En 2018, Fumagalli et al. [32] ont été capables de mesurer, en utilisant des mesures
locales de capacité Fig. 4.1, la constante diélectrique perpendiculaire ε⊥ de l’eau entre deux
plaques de nitrure de bore hexagonal (hBN) (de constante diélectrique ε = 3.5) distantes
d’une distance h pouvant descendre jusqu’à 1 nm, dans une géométrie bien contrôlée. Ils ont
mesuré une valeur limite de ε⊥ ≈ 2.1 pour h < 2 nm et retrouvent la valeur de la constante
diélectrique de l’eau dans le réservoir ε = 80 pour h > 100 nm. Leurs résultats sont bien
modélisés par un modèle simple de 3 capacités en série faites d’une couche réservoir, prise en
sandwich entre deux fines couches de vide d’épaisseur 0.74 nm, proches de la surface. Cette
constante diélectrique ε⊥ basse peut donc simplement venir d’une moyenne qui inclue ces
deux couches de vide proche des surfaces hydrophobes (d’épaisseur égale à deux fois le rayon
de van der Waals des atomes du mur) avec ε = 1 et une valeur du réservoir εb dans l’eau au
centre, comme le suggèrent des simulations tout-atome [110].

La question qui émerge de ces expériences est si oui ou non une constante diélectrique
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faible de l’eau joue un rôle important dans la barrière d’énergie qui empêche les ions d’entrer
dans le nanopore. En effet, quand un ion de charge q = ze (z étant la valence et e la charge de
l’électron) est transférée d’un milieu avec une grande constante diélectrique (comme εb) vers
un avec une plus faible ε, Born a montré en 1920 qu’une énergie de barrière de solvatation
WBorn (en unités de kBT ) existe et est donnée par :

WBorn =
q2β

8πε0Ri

(
1

ε
− 1

εb

)
=
z2ℓb
2Ri

(δ − 1) (4.1)

avec

δ = εb/ε (4.2)

qui mesure l’incompatibilité diélectrique entre le réservoir et l’eau confinée. Le rayon effectif
de l’ion Ri est approximativement égal au rayon ionique de cœur dur (ou de Pauling) plus
le « rayon » de la molécule d’eau. WBorn est de l’ordre de 1 pour Na+ (Ri ≈ 1 nm si ε ≈ 50),
mais augmente rapidement avec le carré de la valence z. La valeur précise de ε qui devrait
être utilisée dans l’Eq. (4.1) n’est pas connue. Dans ce qui va suivre, nous allons donc prendre
ε comme un paramètre et explorer plusieurs valeurs allant de 2 à εb. Nous rappelons que
l’énergie de solvatation de Born joue un rôle important dans la détermination de l’hydration
de l’ion depuis le vide pour lequel ε = 1 et donc dans ce cas WBorn ∼ 100 − 200, selon la
valeur du rayon de l’ion [40, 70, 88, 92, 93, 2].

4.1.3 Transition de phase liquide-vapeur ionique

Dans le cas des électrolytes dans un réservoir, les ions modélisés en tant que sphères dures
ont montré une transition de phase entre une phase appelée "liquide" ionique et une phase
vapeur ionique pour des températures suffisamment basses (T ∼ 100 K) à faibles concentra-
tions (c ∼ 10−3 mol.L−1) [100, 67, 25, 24]. Cette transition est due à des corrélations spatiales
entre des ions de charges opposés qui échappent au champ moyen, car leur contribution à
l’énergie libre disparaît par électroneutralité à longue distance [53].

Dans la phase vapeur ionique, les ions de charges opposées tendent à former des paires
de Bjerrum, électriquement neutres, mais qui interagissent les unes avec les autres. Dans la
phase liquide ionique, les ions ne forment pas ce genre de paires et sont plutôt directement
écrantés par les autres. On a pu observer cette transition se passant pour des ions dans de
l’eau non confinée seulement pour certains sels, la plupart des autres ayant cette transition
pour une température non physique T < 100 K. On peut cependant l’observer avec des effets
de confinement et de discontinuités diélectriques comme montré dans les travaux précédents
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Figure 4.2 – Transition de phase liquide-vapeur ionique. Dans la vapeur ionique, les ions
sont repoussés en dehors du pore, et on y trouve seulement de l’eau : le pore agit en filtre.
Pour le cas liquide ionique, les ions entrent et traversent le pore.

de Manghi, Palmeri et coll. [16, 17, 18, 64]

Un des points d’intérêt de ce travail est d’étudier la transition de phase entre deux états :
un où aucun ion ne rentre dans le pore (phase vapeur ionique), et un autre où la concentration
dans le pore s’approche de celle dans le réservoir (phase liquide ionique), comme illustré en
Fig. 4.2. Plusieurs facteurs sont connus pour influencer cette transition : le rayon du pore R,
la température T , la concentration en ion dans le réservoir cb et le rayon de l’ion Ri.

Nous rappelons que les travaux précédents prédisent que le confinement d’un sel minéral
commun dans un nanopore pourrait mener à une transition de phase liquide ionique-vapeur
à température ambiante, contrairement à ce qu’il se passe dans le réservoir. Contrairement
à la plupart des études sur les électrolytes non aqueux (liquides ioniques), où le décalage
de la coexistence vapeur-liquide induit par le confinement est étudié dans le plan densité-
température [60], nous travaillons à température ambiante et cherchons comment la coexis-
tence vapeur-liquide est modifiée par le rayon du nanopore Ri et la concentration dans le
réservoir cb.

Cette transition est indispensable pour modéliser la perméabilité des pores aux ions,
on peut citer par exemple les travaux de Parsegian montrant qu’un pore biologique serait
imperméable aux ions. A cause des effets diélectriques, la barrière d’énergie d’un ion dans
le pore cylindrique de longueur infinie et de rayon a = 0.2 nm depuis le réservoir jusqu’au
centre de celui-ci coûte environ 16 kBT [84], bien que considérer un pore très court réduise
cette barrière à 6 kBT [55]. Toujours est-il qu’il existe des conditions où les ions ne peuvent
entrer dans un pore : dans le cadre de notre théorie variationnelle, ce serait la phase vapeur
ionique.
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4.1.4 Travaux préalables sur l’énergie propre de Born

Après les travaux pionniers de Parsegian [84] le rôle de cette énergie propre de Born
a été étudiée pour la traversée d’une interface diélectrique plane [12] dans le contexte du
canal KcsA K+ [62] en corrigeant les équations de Poisson-Nernst-Planck, ou pour étudier la
sélectivité à la liaison du canal calcium de type L [13]. Dans cet article, les auteurs utilisent
des simulations Monte-Carlo en grand canonique pour comparer la barrière d’énergie en
présence d’un faible ε pour des ions Na+ monovalents et des Ca2+ divalents avec le cas
ε = εb. De façon intéressante, ils n’ont pas trouvé de différence importante, attribuant cela à
une compensation entre l’augmentation de l’énergie propre de Born et la baisse de l’énergie
propre électrostatique quand ε diminue. Cependant, cette étude numérique se concentrait
sur des pores biologiques spécifiques. Kiyohara et al [49] ont étudié numériquement les effets
de la constante diélectrique sur des électrolytes dans des électrodes poreuses avec une tension
électrostatique appliquée. Ils ont essentiellement montré que la diminution de la constante
diélectrique augmente les interactions électrostatiques entre les ions et ont donc expliqué le
comportement observé en terme d’équilibre entre l’interaction électrostatique et l’interaction
de volume exclu. Dans ces deux articles basés sur des méthodes numériques, malgré leur
intérêt certain, il manque une compréhension approfondie de ces différentes contributions au
PMF.

Dans ce travail, nous avons développé une théorie analytique unifiée qui comprend à la
fois l’énergie de solvatation de Born, l’exclusion diélectrique et l’énergie libre de corrélation
ionique. On évalue ensuite le rôle joué par chacune des contributions dans la transition
liquide-vapeur précédemment proposée en l’absence de contribution de Born [16, 18, 16, 64].

Pour rendre les calculs possibles et ainsi mieux mettre en lumière les mécanismes simples
en jeu, nous avons choisi de nous concentrer sur une géométrie simple : un nanopore sphérique
[55] et d’aller au-delà de l’approche en champ moyen Poisson-Boltzmann en utilisant une
théorie des champs variationnelle [17, 14] déjà développée pour les ions assimilés à des points
dans diverses géométries comme des nanopores fentes [17, 62], sphériques [13] et cylindriques
[16, 18] (les ions de taille finie incluant des effets de cœurs durs ont été approximativement
étudiés dans [64], bien qu’en l’absence de contribution de Born). Prendre en compte les
fluctuations autour de Poisson-Boltzmann en champ moyen revient à inclure les contributions
de l’énergie propre des ions dans la théorie [49, 71, 23, 21, 30]. Dans [13] la méthode de théorie
des champs variationnelle a été utilisée pour étudier les électrolytes exclus d’une région
sphérique, et non confinés dedans. Une méthode complémentaire de séparation du champ en
deux parties pour les grandes et petites longueurs d’onde (splitting-field) a été aussi utilisée
conjointement à des simulations Monte-Carlo pour étudier les électrolytes à l’intérieur d’un
pore sphérique [65], sauf que le sujet d’intérêt différait du nôtre et la question de la transition
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liquide-vapeur ionique n’a pas été posée. Il est crucial de souligner que la méthode de théorie
des champs variationnelle développée ici, contrairement aux précédentes méthodes [108],
donne accès à une fonction de grand-potentiel approchée qui peut être utilisée pour établir
le diagramme de phase liquide-vapeur.

Dans la section 4.2, l’excès total de potentiel chimique est calculé pour un ion seul localisé
au centre du pore, et on compare ses trois contributions : diélectriques, Born et de solvatation
ionique. Ensuite dans la section 4.3, on travaillera sur la théorie variationnelle afin de prendre
en compte correctement les corrélations ioniques au niveau Debye-Hückel pour un ion de taille
finie et de constante diélectrique différente de celle du solvant et de la paroi. Nous ferons
l’approximation de point médian, c’est-à-dire que l’excès de potentiel chimique pour un ion
localisé n’importe où dans le pore est pris tel qu’il soit égale à un ion localisé au centre du
pore. On trouve une transition de phase principalement induite par le saut diélectrique et
déjà étudiée pour des ions assimilés à des points [16, 18], ainsi que pour des ions de taille
finie dans une approximation restreinte [64], entre un état où aucun ion ne rentre (phase
vapeur ionique) et un état où la concentration dans le pore est plus ou moins égale à celle
du réservoir (phase liquide ionique). On étudiera également le rôle d’une faible constante
diélectrique due au confinement de l’eau.

4.2 Energie propre d’un ion dans un nanopore sphérique

4.2.1 Equations fondamentales

Nous introduisons ici les outils qui vont nous servir dans cette première partie. Nous
notons dans cette partie le potentiel électrostatique ψ et les concentrations c. En coordonnées
sphériques, et en supposant l’isotropie, pour une charge ponctuelle placée en r⃗ = 0⃗ l’équation
de Poisson Eq. (1.8) s’écrit 1

r2
∂r(r

2∂rψ) = − qδ(r⃗)
ε0ε

avec pour solution

ψ(r) =
q

4πε0εr
(4.3)

en supposant ψ → 0 à l’infini.
Nous allons ensuite considérer un milieu liquide où sont présents d’autres ions en grand

nombre. Ces charges créent un écrantage du champ électrique de l’ion central qui conduit au
potentiel de Debye-Hückel. L’équation de Debye-Hückel sphérique s’écrit 1

r
∂2r (rψ) = κ2ψ, de

solution
ψDH = CDH1

e−κr

r
+ CDH2

eκr

r
(4.4)

où CDH1 et CDH2 sont des constantes déterminées par les conditions aux bords. Pour une
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interface diélectrique en r⃗ =
−→
R entre deux milieux de constantes diélectriques ε1 et ε2, et de

vecteur normal n⃗ nous avons les conditions aux interfaces :

D⃗DH,b · n⃗− D⃗i · n⃗ =
σ

ε0
=⇒ εi∂rψi(r⃗) = εb∂rψDH,b(r⃗)−

σ

ε0
(4.5)

ψi(r⃗) = ψDH
b (r⃗) (4.6)

σ étant la charge surfacique de l’interface et D⃗ = εE⃗ le vecteur de déplacement électrique.
L’indice i désigne le milieu |r⃗| < |R⃗|, l’indice b le milieu |r⃗| > |R⃗|. Pour une charge isolée,
nous pouvons calculer le travail qu’il faut pour déplacer une charge ponctuelle de l’infini
jusqu’à sa position initiale, soumise au potentiel qu’elle génère. On écrit l’énergie électrique
du système en unité de kBT :

Wel =
1

2

∫
ρel(r⃗)ψ(r⃗)d

3r⃗ (4.7)

Pour une charge écrantée par d’autres ions, nous calculerons d’abord l’énergie libre électrosta-
tique du système pour pouvoir ensuite calculer le potentiel chimique électrostatique d’un ion
du système µ 1. Pour cela, on part de la différentielle totale de l’énergie libre dF = ΣiΨidqi,
avec dqi = qidλ où λ varie de 0 à 1, où Ψi correspond au potentiel créé par les autres charges,
c’est-à-dire sans le terme créé par l’ion en qi

r
. Pour obtenir F , on remplace les q par λq, avant

d’intégrer entre 0 et 1. C’est ce que l’on appelle la "charging method" utilisée par Debye-
Hückel [71], ou encore la méthode des travaux virtuels. C’est une astuce permettant dans
ce cas de calculer exactement l’énergie libre électrostatique de façon simple. On peut alors
écrire :

Fel = Nq

∫ 1

0

λΨ(λq)dλ (4.8)

µ =
∂F

∂N
=

1

V

∂F

∂ρ
(4.9)

4.2.2 Modèle d’un ion de taille finie avec saut diélectrique

Nous modélisons un ion en plaçant une charge ponctuelle q au centre d’une sphère de
rayon Ri et de permittivité diélectrique εi, placée dans un milieu infini de permittivité di-
électrique εb (b pour « bulk ») (Fig. 4.3). Nous utilisons le modèle de Born pour les ions qui
suppose que le solvant est exclu de la région sphérique de rayon Ri autour du point de charge
q = ze (modèle primitif restreint) [23]. On appelle ce rayon de Born Ri le rayon effectif de

1. le potentiel chimique total est alors celui d’une solution de soluté neutre plus cette contribution élec-
trostatique.
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Figure 4.3 – Schéma de l’ion

l’ion, bien qu’il soit à peu près égal à celui du cœur dur (ou de Pauling), plus le rayon de
l’eau Reau = 0.142 nm [14]. Pour Na+ et Cl−, le rayon est alors Ri ≈ 0.3 nm, qui donne des
valeurs correctes pour les énergies de solvatation de Born en comparant avec les simulations
de dynamique moléculaire [40]

Nous calculons le potentiel qu’il génère puis son énergie. ψi correspond à ψ dans la région
de la sphère correspondant à l’ion et ψb à celui en dehors. L’objectif est d’étudier le rôle de
εi la solution classique. Le potentiel électrostatique s’écrit en utilisant les Eqs. (4.5,4.6) :

ψi =
q

4πε0εir
− q

4πε0εiRi

(
1− εi

εb

)
(4.10)

ψb =
q

4πε0εbr
(4.11)

On voit que le potentiel ψi à l’intérieur de l’ion a deux contributions : le terme de Coulomb
et un terme constant. Il s’agit de la contribution de Born, correspondant au coût énergétique
pour l’ion de rayon Ri quand il passe à travers une interface entre deux milieux de constantes
diélectriques différentes εi et εb.

Pour un ion à l’énergie propre électrostatique définie dans l’Eq. (4.7), on doit soustraire
l’énergie propre de Coulomb infinie ce qui conduit à la définition de l’énergie propre relative
de l’ion comme

Wb =
βq

2
∆ψb (4.12)

avec
∆ψb = lim

r→0
[ψi(r)− ψi,C(r)] (4.13)

où
ψi,C(r) =

q

4πε0εir
(4.14)

est le potentiel de Coulomb à l’intérieur de l’ion. Ainsi d’après l’Eq. (4.10), ∆ψb est constant
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Figure 4.4 – Schéma de l’ion dans une sphère

et on trouve directement

Wb =
βq2

8πε0

[
1

Ri

(
1

εb
− 1

εi

)]
(4.15)

4.2.3 Ion placé au centre d’un pore sphérique diélectrique

On place l’ion dans une sphère de permittivité intérieure ε, de densité de charge surfacique
σ, elle même se trouvant dans un milieu infini de permittivité εm voir Fig. 4.4. On peut
calculer le potentiel dans ce milieu ψ3 en utilisant le théorème de Gauss, la densité de charge
s’écrivant ρ(r⃗) = qδ(r⃗) + σδ(R− r)∮

S

E⃗(r⃗) · dS⃗ =
Q

ε0εm
=
q + 4πσR2

ε0εm
(4.16)

=⇒ ψm(r) =
Q

4πε0εmr
(4.17)

où ψm désigne le milieu de la membrane autour de la sphère. Q = q+4πR2σ est ici la charge
excédentaire qui rompt l’électroneutralité du système. On trouve

ψi(r) =
q

4πε0

(
1

εir
− 1

Riεi
+

1

Riε
− 1

Rε

)
+

Q

4πε0εmR
(4.18)

ψp(r) =
q

4πεε0

(
1

r
− 1

R

)
+

Q

4πε0εmR
(4.19)

De même que précédemment, l’énergie propre dans le pore s’écrit maintenant

Wp =
βq2

8πε0

[
1

Ri

(
1

ε
− 1

εi

)
+

1

R

(
1

εm
− 1

ε

)]
(4.20)
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Nous calculons maintenant la différence d’énergie de l’ion en passant du réservoir au centre
de la sphère ∆Wp = Wp −Wb

∆Wp =
βq2

8πε0

[
1

Ri

(
1

ε
− 1

εb

)
+

1

R

(
1

εm
− 1

ε

)]
(4.21)

Le premier terme s’identifie à une d’énergie de Born, le second à une énergie diélectrique.
On voit que quand εm < ε et ε < εb les deux mécanismes travaillent contre l’entrée des ions
dans le pore depuis le réservoir. Quand le pore a une densité de charge de surface non nulle,
on ajoute la contribution

∆Wp,σ =
βqRσ

2ε0εm
(4.22)

4.2.4 Ion dans un électrolyte

Prenons maintenant un ion dans une solution ionique de longueur inverse d’écrantage κ.
Pour l’intérieur, on prendra un potentiel électrostatique classique car il n’y a pas d’autres
charges que celle centrale, et le potentiel de Debye-Hückel pour l’extérieur. C’est le même
système que la partie 4.2.2, avec un électrolyte à la place du vide. On prend donc la solution
de l’équation de DH, dont on va déterminer les constantes CDH,i pour ψDH et Cion,i pour les
constantes du potentiel interne à l’ion, et Cext,i pour ceux externes à la sphère Eq. (4.4)

ψDH = CDH1
e−κr

r
+ CDH2

eκr

r
(4.23)

Grâce au théorème de Gauss, on obtient une première partie du potentiel à l’intérieur de
l’ion :

ψi =
q

4πε0εir
+ Cion,2 (4.24)

On sait également que Cext,2 = 0 (constante devant le potentiel de coulomb extérieur) pour
que le potentiel soit nul à l’infini. A l’aide des équations de continuité du potentiel et du
déplacement électrique à l’interface Eqs. (4.6,4.5), on obtient :

Cion,2 =
q(1− εb

εi
(1 + κRi))

4πε0εbRi(1 + κRi)

Cion,1 =
q

4πε0εi

eκRi

1 + κRi

(4.25)
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Ce qui donne les potentiels suivants :

ψi =
q

4πε0εi

[
1

r
+

1− εb
εi
(1 + κRi)

Ri(1 + κRi)

]
(4.26)

ψDH
p =

q

4πε0εRir

e−κ(r−Ri)

1 + κRi

(4.27)

Le calcul d’énergie libre pour ce système est plus compliqué. En effet, cet ion est écranté par
d’autres ions, ceux-ci contribuent alors à l’énergie du système. On considère que tous les ions
ont le même diamètre et ont la même charge, conformément au modèle de Debye-Hückel.
On utilise les équations Eq. (4.9) pour calculer l’énergie libre et le potentiel chimique :

β

V
F =

− εb
εi

κ2R2
i

2
+ κRi − ln(1 + κRi)

4πR3
i

βµ = ℓbz
2
1− εb

εi
(1 + κRi)

2Ri(1 + κRi)
(4.28)

On peut décomposer l’expression Eq. (4.28) en :

βµ ≡ βµBb + βµDH
b =

z2ℓb
2Ri

(
−εb
εi

+
1

1 + κRi

)
=
z2ℓb
2Ri

[(
1− εb

εi

)
+

−κRi

1 + κRi

]
(4.29)

Dans la première expression, on voit immédiatement une énergie de Born ajoutée au potentiel
chimique de Debye-Hückel où εb ̸= εi. La seconde sera plus utile pour les calculs à venir. Ce
calcul est une généralisation de celui de Debye-Hückel pour εi ̸= εb. L’assimilation de µ = W

est complètement équivalente à la charging method de DH comme réalisée habituellement
[23]. Cette méthode consiste à calculer l’énergie libre volumique de Helmholtz, normalisée
telle que f elb = βF el

b /V en utilisant la méthode de charge venant de McQuarrie [71]

f elb = 2cbβq

∫ 1

0

dλ∆ψb(λq) (4.30)

avec ∆ψb définie en Eq. (4.13). On peut réécrire Eq. (4.30) en utilisant l’équation Eq. (4.29) :

f elb = 2cbµ
B
b + 2cbβq

∫ 1

0

dλλ∆ψDH
b (λκb)

= 2cbµ
B
b + fDH

b (κb) (4.31)
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La contribution électrostatique de DH peut être réécrite comme une fonction de κb en utili-
sant 2cbβq

2 = ε0εbκ
2
b et κ = λκb :

fDH
b (κb) =

ε0εb
q

∫ κb

0

κ∆ψDH
b (κ)dκ = − κ3b

12π
τ(κbRi) (4.32)

avec

τ(x) =
3

x3

[
ln(1 + x)− x+

x2

2

]
(4.33)

On note que fDH
b (κb) peut être écrit directement en terme d’excès de potentiel chimique :

fDH
b (κb) =

2ε0εb
βq2

∫ κb

0

κµelb (κ)dκ =
1

2πℓbz2

∫ κb

0

κµelb (κ)dκ (4.34)

avec µb = βq
2
∆ψDH

b . Pour un électrolyte symétrique, le résultat ci-dessus pour f elb mène
directement à un résultat cohérent pour le potentiel des espèces ioniques (cation ou anion)
µelb,± :

µel± =

(
∂f elb
∂cb,±

)
V,T

=

(
∂f elb
∂cb,±

)
κb

+

(
∂f elb
∂κb

)
cb

(
∂κb
∂cb

)
(4.35)

= µBb +
ε0εb
2q

κb∆ψ
DH
b (κb)

κb
4cb

= µelb (4.36)

Où on a utilisé que dans le cas présent κb =
√

4πℓbz2(cb,+ + cb,−) et donc ∂κb
∂cb,s

= κb
4cb

. En
général le potentiel chimique total de l’ion est obtenu en ajoutant la contribution entropique
d’une solution diluée à la contribution électrostatique :

µ± = ln c± + µel± (4.37)

Le grand-potentiel normalisé ω = βΩ/V = −βp, où p représente la pression, peut être obtenu
directement à partir de la thermodynamique, menant dans ce cas (électrolytes symétriques)
à :

ω = −βp = f − 2cµ (4.38)



4.2. ENERGIE PROPRE D’UN ION DANS UN NANOPORE SPHÉRIQUE 83

car la concentration totale ionique est 2c. Cette relation mène à une forme explicite de
charging pour l’excès normalisé de grand-potentiel électrostatique dans le réservoir :

ωelb = cbβq

[∫ 1

0

dξ∆ψb(κb
√
ξ)−∆ψb(κb)

]
(4.39)

=
ε0εb
2q

κ2b

∫ 1

0

dξ
[
∆ψDH

b (κb
√
ξ)−∆ψDH

b (κb)
]

(4.40)

=
1

2πℓbz2

∫ κb

0

κ[µelb (κ)− µelb (κb)]dκ (4.41)

Comme la contribution de Born est indépendante de κ, elle ne contribue pas à la pression
électrostatique, et

βpelb (κb) = − κ3b
24π

[
3

1 + κbRi

− 2τ(κbRi)

]
(4.42)

avec τ(x) définie en Eq. (4.33)

4.2.5 Ion au centre d’un nanopore sphérique rempli d’électrolyte

On suppose maintenant que le nanopore est rempli par un électrolyte avec un paramètre
d’écrantage de DH pouvant être différent de celui du réservoir :

κ =
√

8πℓbδz2c (4.43)

Nous allons maintenant généraliser l’approche Debye-Hückel pour des électrolytes dans un
réservoir en considérant le cas d’un ion test de taille finie situé au centre d’une sphère remplie
d’un électrolyte de concentration c. Le potentiel électrostatique dans ce cas peut être trouvé
en résolvant l’équation DH dans le pore, et non l’équation de Poisson :

1

r2
∂r(r

2∂rψ)− κ2ψ = 0, (Ri < r < R) (4.44)

De plus, on se limite pour l’instant au cas où la densité de charges surfaciques σ = 0.
Généraliser la méthode précédente pour un ion dans un nanopore sphérique donne une
expression plus compliquée mais toujours analytique pour le potentiel électrostatique ψp(r) =
ψi(r)+∆ψp(κ). On peut retrouver le cas dans le réservoir à partir de ce cas en prenant c→ cb

(concentration en ions dans le réservoir), R → ∞ et ε→ εb, dans ce cas κ→ κb =
√
8πℓbz2cb.

Reprenons le cas de la partie 4.2.3, en remplaçant la solution entre l’ion et la sphère par
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une solution d’électrolyte de coefficient d’écrantage κ. On en déduit le potentiel :

ψi(r) = ψi,C(r)+ (4.45)

q

4πε0εi

[
εi
εRi

2κRiσe
κ(R−Ri) + κR + 1− εm/ε+ e2κ(R−Ri)(κR− 1 + εm/ε)

e2κ(R−Ri)(κRi + 1)(κR− 1 + εm/ε)− (κRi − 1)(κR + 1− εm/ε)
− 1

Ri

]
ψp(r) =

q

4πε0εr
× (4.46)

eκ(R−r) [(κR− 1 + εm/ε) + σ(κRi − 1)] + eκ(r−R)
[
κR + 1− εm/ε+ σ(κRi + 1)eκ(R−Ri)

]
eκ(R−Ri)(κRi + 1)(κR− 1 + εm/ε)− e−κ(R−Ri)(κRi − 1)(κR + 1− εm/ε)

ψm(r) =
q

4πε0εr

σ
[
κRi − 1 + e2κ(R−Ri)(1 + κRi)

]
+ 2κReκ(R−Ri)

e2κ(R−Ri)(κRi + 1)(κR− 1 + εm/ε)− (κRi − 1)(κR + 1− εm/ε)
(4.47)

On voit que si R → ∞, on obtient le potentiel ψDH
p (r) de la partie précédente. Regardons

maintenant divers comportements que l’on peut tirer de cette expression sur la Fig. 4.5. La
première chose que l’on remarque est la discontinuité des dérivées aux interfaces entre l’ion
et l’électrolyte en Ri, et entre l’électrolyte et le pore sphérique en R. On a avant un potentiel
de Coulomb fortement décroissant en r−1, puis un comportement non trivial donné par le
potentiel de Debye-Hückel, pour revenir sur un potentiel coulombien qui tend vers 0 plus
doucement que dans l’ion. Sur la Fig. 4.5(a) on regarde l’impact de la charge de la sphère
sur le comportement du potentiel sans discontinuité diélectrique (δ = 1). Le potentiel à la
surface de la sphère ψ(R) est légèrement plus grand qu’à la surface de l’ion ψ(Ri), en valeur
absolue. Le potentiel DH trace une courbe convexe (resp. concave) pour σ∗ > 0 (resp σ∗ < 0).
La Fig. 4.5(b) étudie l’impact du saut diélectrique en diminuant la constante diélectrique à
l’intérieur du pore ε. Plus celle-ci est basse, plus le potentiel appliqué sur la sphère est élevé
(en valeur absolue).

Calculons maintenant l’énergie de ce système. On prend σ = 0 pour simplifier les calculs.
L’énergie libre est donnée par :

f elp = βcq

∫ 1

0

dξ∆ψp(κ
√
ξ) (4.48)

ce qui donne dans le cas de l’ion dans la sphère

f elp =
(κ̂
√
c)2

4πRi

εb
εεi

× (4.49)∫ 1

0

 2κ̂
√
cxRi

(κ̂
√
cxRi + 1)

(
e2κ̂

√
cx(R−Ri)(κ̂

√
cxRi+1)(ε(κ̂

√
cxR−1)+εm)

εκ̂
√
cxR+ε−εm − κ̂

√
cxRi + 1

) − ε+
1

1 + κ̂
√
cxRi

 dx
où κ = κ̂

√
cx. Cette intégrale n’est pas calculable analytiquement, mais comme nous nous
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Figure 4.5 – Potentiel électrostatique en fonction de la distance au centre ψDH
p (r), en

variant la charge du pore (Ri = 0.2, R = 2, |z| = 1). A gauche pour différentes valeurs de
σ̃ = σ 4πR2

e
= 0 (rouge), 200 (bleu), −200 (vert). A droite pour différentes valeurs de ε = 78

(bleu), 30 (rouge) et 2 (vert) et un σ∗ = −50, à partir de l’ Eq. (4.47).

intéressons au potentiel chimique, on peut donc faire passer la dérivée avant l’intégrale et
obtenir :

βµelp =
z2εbℓb
2εRi

 2κRi

(κRi + 1)
(
e2κ(R−Ri)(κRi+1)(ε(κR−1)+εm)

εκR+ε−εm − κRi + 1
) − ε

εi
+

1

1 + κRi

 (4.50)

βµelp =
z2εbℓb
2εRi

 2κRi

(κRi + 1)
(
e2κ(R−Ri)(κRi+1)(ε(κR−1)+εm)

εκR+ε−εm − κRi + 1
) +

(
1− ε

εi

)
− κRi

1 + κRi


Quand R → ∞, on voit immédiatement que l’exponentielle sous le premier terme le fait
tendre vers 0, et on retrouve immédiatement le potentiel chimique de la partie précédente
Eq. (4.28).

Si l’on suppose que l’intérieur du pore est en équilibre avec le réservoir extérieur, alors
les deux potentiels électrochimiques sont égaux, µp = µb où

µp = ln c+ µelp (4.51)

et

µb = ln cb + µelb (4.52)

On a donc comme coefficient de partage k = c/cb = exp(−∆Wp) où

∆Wp(κ) = µelp − µelb (4.53)
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est la différence de potentiel de force moyenne. Ce PMF contrôle le transfert d’un ion du
réservoir vers le centre du nanopore sphérique et est donné par :

∆Wp(κ) = Wconf

(
κ,
εm
ε

)
+WDH(κ) +WBorn (4.54)

=
z2ℓbδκ

e2κ(R−Ri)(1 + κRi)2
κR−1+ εm

ε

κR+1− εm
ε

+ 1− (κRi)2
+
z2ℓb
2

(
κb

1 + κbRi

− δκ

1 + κRi

)
+
z2ℓb
2Ri

(δ − 1)

En particulier, on peut vérifier que quand κ et κb → 0, ∆Wp(κ) se réduit au résultat en
absence d’électrolyte, l’Eq. (4.20) constituée de l’énergie propre de Born WBorn, et des contri-
butions diélectriques de solvatation. Dans le cas où le pore porte une densité de surface de
charge σ, on doit ajouter l’énergie électrostatique d’interaction pore-charge :

∆Wp,σ(κ) =
βqσκ

ε0ε

eκ(R−Ri)

e2κ(R−Ri)(1 + κRi)(κR− 1 + εm
ε
) + (κR + 1− εm

ε
)(1− κRi)

(4.55)

qui mène à l’équation Eq. (4.22) dans la limite κ→ 0.
Nous avons séparé l’excès de potentiel chimique donné dans l’équation Eq. (4.54) en trois

contributions :
— Le premier terme Wconf (κ,

εm
ε

) est associé au confinement des ions dans le nanopore
et dépend du rapport des constantes diélectriques εm

ε
et du rayon de ce nanopore R

(on note que ce terme augmente fortement quand Ri augmente mais une divergence
apparaît pour Ri > R, un cas non-physique).

— Le second terme WDH(κ) est la différence d’énergies de solvatation (reliée au poten-
tiel chimique de Debye-Hückel) pour un ion de rayon effectif Ri entre un liquide de
constante d’écrantage κ et celui du réservoir de constante κb.

— Le dernier terme WBorn est indépendant de κ et R. Il correspond à l’énergie de
solvatation de Born d’un ion qui est transféré depuis le réservoir vers le pore avec
ε ̸= εb (δ ̸= 1). Il domine pour des petits rayons d’ion et diverge lorsque Ri → 0. Dans
ce cas, il correspond à la différence d’énergie propre de Coulomb pour des ions consi-
dérés comme des charges ponctuelles. Pour ε < εb (δ > 1), l’énergie de solvatation de
Born est positive et empêche l’entrée des ions dans le nanopore.
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Figure 4.6 – Le PMF ∆Wp (en unités de kBT ) donné dans Eq. (4.54) en fonction de κℓb
pour κBℓb = 1 (ou cb ≈ 0.19 mol.L−1) et ε = 60 : (a) Ri = 0.3ℓb et R = 2ℓb, εm = 10 (dashed
line), R = 10ℓb, εm = 2 (dotted lines). Dans l’inclusion, diverses contributions : diélectrique
Wdiel (jaune), solvatation Wsol (vert) et celle de Born WBorn (rouge) pour R = 4ℓb, εm = 2
avec les autres paramètres restant les mêmes. (b) Influence de la taille ionique pour κbℓb = 1,
ε = 60, εm = 2, R = 4ℓb et Ri = 0.3ℓb (lignes pleines) ; Ri = 3ℓb (lignes pointillées).
Inclusion : première dérivée W ′(κ).

4.3 Etude de l’équilibre ionique entre le nanopore et le

réservoir

Afin d’étudier la physique statistique du système à plusieurs corps qui est celui d’un
électrolyte dans un nanopore sphérique et d’incorporer les énergies diélectriques, de solva-
tation et de l’énergie de Born nous devons aller au-delà de l’approche champ moyen de
Poisson-Boltzmann et de l’approche de fort couplage [76]. L’approche variationnelle est uti-
lisée depuis une quinzaine d’année dans l’étude des solutions d’électrolytes confinés [21] afin
d’en étudier les caractéristiques, en changeant la géométrie (cylindrique, plan, sphère). En
effet, la plupart des modèles utilisés sont conçus à partir d’une approche de champ moyen,
qui néglige les effets de couplages ioniques, où les fluctuations thermiques prennent le pas
sur les corrélations électrostatiques. L’approche variationnelle permet de combler l’écart avec
l’autre limite de fort couplage ionique, où les effets électrostatiques induits par l’interface
dominent. Nous allons calculer la concentration ionique dans le pore à l’équilibre.

4.3.1 Méthode variationnelle pour un électrolyte dans un nanopore

sphérique

Nous allons utiliser la méthode décrite en annexe A où l’Hamiltonien de théorie des
champs, H, et l’Hamiltonien variationnel, H0, sont définis en Eq. (6) et Eq. (9). Le grand-
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potentiel variationnel peut alors être séparé en deux contributions Ω = −pV +γS, où p est la
pression de l’électrolyte, et γ la tension de surface. Pour des ions ponctuels, il s’écrit comme
dans l’Eq. (21) que l’on réécrit ici [18] :

ω = β
Ω

Vp
=− 2λ exp

[q
2
(κvℓbδ − δv0(r⃗, r⃗;κv))

]
cosh (zΦ0)

+
κ3v
24π

+
κ2v
8πℓb

∫ 1

0

[
δv0(r⃗, r⃗;κv

√
ξ)− δv0(r⃗, r⃗;κv)

]
dξ +

S

Vp
σsΦ0 (4.56)

avec Vp = 4
3
πR3 le volume du système, σ est la densité de charge de surface et Φ0 le potentiel

crée par la charge de surface.

Dans le réservoir (δv0 = Φ0, ε = εb), il a été montré en utilisant cette approche varia-
tionnelle que le paramètre d’écrantage de Debye-Hückel κv se réduit à la valeur usuelle du
réservoir κb pour une concentration ionique suffisamment basse :

κ2b = 4πℓb
∑
j=±

z2jλj exp

(
z2j
2
κbℓb

)
= 4πℓb

∑
j=±

z2j cj,b (4.57)

Dans le cas où R → ∞ et un pore non chargé (δv0 = Φ0 = 0, ε ̸= εb), la minimisation de
Eq. (4.56) mène à l’équation variationnelle suivante

κ2v = 4πℓbδ
∑
j=±

z2jλj exp

(
z2j
2
κvℓb

)
= 4πℓbδ

∑
j=±

z2j cj (4.58)

qui est le paramètre d’écrantage usuel de Debye-Hückel pour un électrolyte du réservoir de
constante diélectrique ε où δ est définie en Eq. (4.2).

En calculant le grand-potentiel variationnel, nous devons prendre en compte les contribu-
tions à la fois du réservoir et de la surface dans l’énergie propre ionique (venant de δv0(r⃗, r⃗))
dans l’Eq. (4.56). Ainsi, pour prendre en compte la taille finie de l’ion dans l’énergie propre
électrostatique et donc les sauts diélectriques à la fois à la surface du pore et de l’ion, on
doit modifier δv0(r⃗, r⃗). Dans les calculs suivant on modifie l’Eq. (4.56) en :

— prenant en compte la taille finie de l’ion dans le potentiel électrostatique de DH et
dans l’énergie libre et le potentiel chimique.

— utilisant l’approximation du point médian [108, 16], i.e. en calculant l’énergie propre
électrostatique seulement au centre du pore. Cette approximation sous-estime l’ex-
clusion diélectrique, effet qui augmente en étant proche de la paroi. On s’intéresse
ici à des effets électrostatiques subtils et donc on ne s’intéresse pas à des cas plus
complexes d’effets d’exclusion de cœur durs, qui pourraient aussi être inclus dans
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cette approche variationnelle en utilisant une formule de Carnahan-Starling pour la
pression, et joueraient un rôle important pour des hautes concentrations (c’est-à-dire
pour cb > 0.5 mol/L) [64]

La différence des potentiels chimiques d’ions assimilés à une charge ponctuelle dans un na-
nopore sphérique

µ(r⃗)− µb =
z2

2
[δv0(r⃗, r⃗;κv)] + (κb − δκv)ℓb] (4.59)

est donc modifiée en prenant r⃗ au centre du pore en tant que moyenne de la totalité du
volume du pore (approximation du point médian) et remplacée par la différence de potentiels
chimiques, ∆Wp(κv), donné par Eq. (4.54) pour prendre en compte la taille finie des ions.
C’est pourquoi z2δv0/2 est remplacé par Wconf (κv, εm/ε), et z2ℓb(κb− δκv)/2 par WDH(κv)+

WBorn. Le lien formel entre Eq. (4.59) et ∆Wp(κv) est montré dans l’annexe C. Les second
et troisième termes de Eq. (4.56) sont calculées en utilisant la méthode de charge présentée
dans la section précédente 4.3 ce qui mène à :

ω(κv,Φ0) = −2cbe
Wp(κv) cosh(zΦ0) +

1

8πR3
i

[
2κvRi − 2 ln(1 + κvRi)−

κ2vR
2
i

1 + κvRi

]
+

κ2

4πz2ℓbδ

[∫ 1

0

Wconf (
√
ξκv)dξ −Wconf (κv)

]
+

3

R
σΦ0 (4.60)

Comme pour les ions ponctuels, la contribution de Born entre dans ∆Wp de l’ Eq. (4.54),
mais pas dans la contribution de la pression. Il est utile d’écrire ω(κv,Φ0) entièrement en
termes de différence d’excès de potentiel chimique, ∆Wp, en utilisant κ comme le paramètre
de charge :

ω(κv,Φ0) = −2cbe
Wp(κv) cosh(zΦ0) +

1

2πz2ℓbδ

∫ κv

0

dκκ[∆Wp(κ)−Wp(κv)] +
3

R
σΦ0 (4.61)

4.3.2 Minimisation du grand-potentiel

Le second terme de Eq. (4.61) constitue l’excès de grand-potentiel électrostatique varia-
tionnel, ωel(κv). Minimiser l’équation Eq. (4.61) par rapport aux paramètres variationnels Φ0

et κv nous permet d’obtenir les valeurs attendues à l’équilibre. Dans ce qui suit, nous nous
concentrons sur les concentrations ioniques dans le nanopore. La minimisation par rapport
à κv du second terme de l’Eq. (4.61)

∂ωel

∂κv
= − κ2v

4πz2ℓbδ

∂∆Wp

∂κv
, (4.62)
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nous permet d’obtenir immédiatement

κ2v = 8πℓbδz
2cbe

−∆Wp(κv) cosh(zΦ0) = 4πz2ℓbδ(c+ + c−) (4.63)

où

c± = cbe
−∆Wp(κv)±zΦ0 (4.64)

sont les concentrations dans le pore et

k± ≡ c±
cb

= e−∆Wp(κv)±zΦ0 (4.65)

sont les coefficients de partage. La relation Eq. (4.62) est simplement l’analogie variation-
nelle de l’identité thermodynamique usuelle (∂ω/∂c) = −2c(∂µ/∂c) pour un système à 2
composants, ici un électrolyte symétrique avec une concentration en ion totale de 2c. La mi-
nimisation par rapport au potentiel de Donnan, Φ0, mène à la condition d’électroneutralité

σ =
2

3
zRcbe

−∆Wp(κv) sinh(zΦ0) =
zR

3
(c− − c+) (4.66)

Les équations Eq. (4.63) et Eq. (4.66) sont similaires aux Eqs. (15,19).

En particulier, dans la limite du cas des électrolytes en réservoir (R → ∞) pour Ri ̸= 0,
on trouve le résultat de DH en taille finie pour le potentiel chimique dans une solution [23],
qui pour δ ̸= 1 est généralisée pour inclure la contribution de Born :

µ = ln c− z2δℓb
2Ri

[
κRi

1 + κRi

+

(
1− ε

εi

)]
(4.67)

On se concentre d’abord sur le cas où la surface du pore est neutre σ = 0 et donc
Φ0 = 0 d’après Eq. (4.66) car nous considérons seulement des électrolytes symétriques, ce
qui conduit bien à c+ = c− = c. Le coefficient de partage est le même pour les co-ions et
les contre-ions, donc k = e−∆Wp(κv). En minimisant le grand-potentiel ω(κv), nous trouvons
l’équation variationnelle Eq. (4.63) qui peut être réécrite

κ2v
κ2b

= δe−∆Wp(κv) (4.68)

Quand il y a trois solutions, la solution stable ou métastable pour κv ≳ 0 correspond à
la phase vapeur ionique avec quasiment aucun ion ne rentre dans le nanopore. La seconde
solution est obtenue pour κv ≈ κb et correspond à une phase liquide ionique. La solution
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Figure 4.7 – (a) Solution graphique de l’équation variationnelle Eq. (4.68) pour κbℓb =
1, Ri = 0.3ℓb, ε = 60, εm = 2 et 3 rayons différents, R/ℓb = 1 (ligne pleine), 2 (ligne en
tirets) et 5 (ligne en pointillés). Les lignes noires correspondent à δe−Wp(κv) et la ligne rouge
à (κv/κb)

2. Pour R = ℓb (respectivement R = 5ℓb) la solution correspond à la phase vapeur
(liquide, respectivement). Le cas R = 2ℓb est dans la phase liquide, mais avec un état vapeur
métastable. La courbe bleue correspond au comportement asymptotique δeWDH(κv)−WBorn .
Dans l’insert : le grand-potentiel ω associé et les minimums auxquels correspond les so-
lutions stables et métastables. (b) Les solutions numériques (symboles) correspondent aux
intersections entre les courbes rouges et bleues en δ = εb/ε pour κbℓb = 0.5 (bleu), 1 (rouge)
et 2 (vert). La courbe correspond à la solution approchée de l’ Eq. (4.69)

entre les deux correspond à un maximum de ω(κv) et est donc instable. La détermination
graphique est illustrée sur la Fig. 4.7. La transition se fait dès que la valeur de ∆Wp est
assez grande à petits κ et ses variations sont suffisamment abruptes, c’est-à-dire quand sa
contribution diélectrique Wdiel est suffisament grande.

Bien qu’il soit impossible d’obtenir une expression analytique pour les solutions de
l’Eq. (4.68), nous pouvons simplement les estimer dans la limite des grands rayons de pore
R pour laquelle Wconf est négligeable. Dans cette limite, la solution pour la phase liquide
ionique (à grand κv) est essentiellement contrôlée par la contribution de Born et dans une
moindre mesure par la contribution DH au PMF. Graphiquement il correspond à l’intersec-
tion entre les courbes rouges et bleues dans la Fig. 4.7 (a). Ainsi une estimation analytique
de la solution dans l’état liquide ionique a priori valable pour des grands R, est obtenue en
négligeant à la fois le confinement et les contributions DH dans le PMF Eq. (4.56) :

κLv ≈ κbδe
−WBorn/2 = κb

√
δ exp

[
−z

2ℓb
4Ri

(δ − 1)

]
(4.69)

On peut vérifier sur la Fig. 4.7 (b) que cette expression s’ajuste bien avec la solution
numérique obtenue en négligeant Wconf dans Eq. (4.63). Elle est toujours légèrement moins
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Figure 4.8 – Solutions numériques de l’équation variationnelle Eq. (4.68) dans la phase
vapeur ionique en fonction de κb pour R/ℓb = 2 (bleu), 3 (rouge) et 4 (vert) (Ri = 0.3ℓb, ε =
60 et εm = 2). La courbe correspond à la solution approchée donnée en Eq. (4.70)

bonne pour des κb grands car la contribution DH au PMF devient moins importante. En
particulier, on observe que κLv diminue quand δ augmente, car l’effet de Born, e−WBorn/2,
prend le pas sur le facteur

√
δ venant de l’augmentation de la longueur de Bjerrum.

Sachant que la phase vapeur ionique est obtenue pour des petites valeurs de κv, une
bonne estimation de la solution à l’Eq. (4.68) dans cette phase, κVv , est obtenue en prenant
la limite κv → 0. Cette approximation nous permet de faire une connection entre la limite
de l’approche variationnelle et le résultat du pore sans sel obtenu en section 4.2.3 Eq. (4.20).
On a alors :

κVv ≈ κb
√
δe−∆Wp(0)/2 (4.70)

où

∆Wp(0) =
z2ℓb
2

(
εb/εm − δ

R
+
δ − 1

Ri

+
κb

1 + κbRi

)
(4.71)

qui sont, respectivement, les contributions diélectriques et de Born pour un pore sans élec-
trolyte, moins le potentiel chimique DH. La comparaison de Eq. (4.70) avec la solution
numérique est faite sur la Fig. 4.8 et est excellente. On peut en principe améliorer la solution
approchée Eq. (4.71) en développant ∆Wp(κv) à l’ordre 2 de κv, mais cela mènera à une ex-
pression beaucoup plus compliquée. De façon intéressante, on remarque que le rapport entre
κVv et κLv est essentiellement contrôlé par la première contribution diélectrique de l’Eq. (4.71),
c’est-à-dire par le rayon du nanopore R et le saut diélectrique ε−1

m − ε−1.
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4.4 Coefficients de partage

Le coefficient de partage k est tracé en fonction de cb dans la Fig. 4.9 pour des rayons R =

1, 2 and 5 ℓb et δ = 1 (sans l’exclusion de Born). Pour le plus petit rayon, une augmentation
soudaine et discontinue de k apparaît lorsqu’il y a coexistence des phases : pour R = ℓb la
valeur de coexistence est ccoexb ≈ 1.2 M et pour R = 2 ℓb, il décroît jusqu’à ccoexb ≈ 0.11 M.
Cette transition discontinue disparaît quand R = 5 ℓb, menant à une augmentation continue
de k(cb). Cette transition a déjà été prédite théoriquement sans exclusion de Born pour des
ions ponctuels [16, 18], et des ions de taille finie dans des cylindres [64].

Pour illustrer le rôle de la taille finie ionique, nous présentons dans la Fig. 4.9(b) la varia-
tion de k(cb) pour divers rayons d’ions et δ = 1 : Ri = 0 (ions ponctuels), 0.1, 0.2, 0.4 et 0.8
ℓb. Dans tous les cas, on observe la transition discontinue mais la variation de la concentra-
tion du réservoir de coexistence ccoexb avec Ri est non monotone : dans un premier temps elle
diminue légèrement quand Ri augmente jusqu’à 0.2 ℓb et augmente de nouveau, atteignant
une plus grande valeur que celle pour des ions de Ri = 0.8 ℓb. Cela est directement lié à la
variation de la contribution diélectrique au potentiel de force moyenne, Wdiel, qui n’est pas
non plus monotone. Comme le montre la Fig. 4.7(b), elle décroît quand Ri augmente jusqu’à
approximativement Ri ≈ R/2 et augmente de nouveau à cause des termes en exp[2κ(Ri−R]]
dans le premier terme de ∆Wp dans l’Eq. (4.54).

Le rôle de l’énergie propre de Born dans le PMF, WBorn est mis en lumière dans la
Fig. 4.9(c) pour δ ̸= 1 et dans la Fig. 4.9 (d) pour différentes valeurs de Ri. Les coefficients
de partage tracés dans ces 2 figures ont un niveau de saturation plus bas, contrôlé par e−WBorn

qui est indépendant de κv. C’est pourquoi, même dans un état liquide, l’énergie de solvation
de Born diminue la concentation dans le pore. C’est une conséquence directe du fait que la
contribution de Born domine le PMF dans l’état liquide (voir Fig. 4.6). De plus, la transition
est translatée à des valeurs de coexistence plus élevées, et spécialement pour les petits ions,
à cause du facteur 1/Ri dans WBorn. Les courbes en tirets correspondent au cas d’un seul
ion en moyenne présent dans le pore, fixé par k = (4

3
πR3cb)

−1. On voit clairement que cette
courbe passe par la transition pour tout R et Ri. Ainsi l’état vapeur correspond au cas où il
y a moins d’un seul ion dans le pore, en moyenne.

4.4.1 Diagrammes de phase

En traçant les courbes de la concentration de coexistence ccoexb correspondant à la transi-
tion de premier ordre en fonction du rayon du nanopore, on peut construire le diagramme de
phase montré en Fig. 4.10(a) pour 5 valeurs différentes de la constante diélectrique de l’eau
ε, et celle de la membrane εm = 2. Pour de grands cb et R l’électrolyte confinée se trouve
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Figure 4.9 – (a) Coefficient de partage k = c/cb = κ2v/(δκ
2
b) en fonction de la concentration

dans le réservoir cb (en affichage log-linéaire) pour différents rayons du pore neutre (R/ℓb =
1, 2, 5 de la droite vers la gauche), ε = εb = 78 et εm = 2. La transition de la phase vapeur
ionique (k ≈ 0) à la phase liquide ionique (k ≈ 1) arrive pour de petits rayons et disparaît
pour des pores plus grands. Le rayon effectif a été fixé à Ri = 0.3 ℓb. (b) Même figure pour
différentes valeurs du rayon ionique effectifs Ri/ℓb = 0 (violet), 0.1 (bleu), 0.2 (orange), 0.4
(vert), 0.8 (rouge) (R = ℓb et ε = εb). (c) Même figure que (a) pour ε = 60 (δ = 1.3). On
observe clairement que l’énergie propre de Born augmente le cb critique et diminue la valeur
de saturation de k dans l’état liquide. (d) Même figure que pour (b) pour ε = 60 (δ = 1.3)
et Ri/ℓb = 0.1 (bleu), 0.2 (orange), 0.4 (vert), 0.8 (rouge). Les lignes en tirets correspondent
au cas où, en moyenne, un seul ion est présent dans le pore.
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Figure 4.10 – (a) Diagramme de phase (en affichage linéaire-log) dans le plan rayon du
pore R concentration cb pour 5 constantes diélectriques différentes de l’eau dans le nanopore
(ε = 20, 40, 70, 78 de haut en bas) pour Ri = 0.3ℓb et εm = 2. Le coin en bas à gauche
correspond à la phase vapeur ionique et celui en haut à droite à la phase liquide ionique.
Le point critique (R∗, c∗b) est montré par un point rouge. (b) Même figure que (a) mais pour
εm = 2, 5, 10 de la droite vers la gauche (ε = 60 et Ri = 0.1ℓb).

dans la phase liquide ionique, et en dessous de la ligne de coexistence pour des cb et R petits,
il se trouve dans la phase vapeur ionique. Clairement, la ligne de coexistence se déplace vers
de plus hautes valeurs de cb quand ε diminue. En effet, la contribution diélectrique du PMF
Wdiel est proportionnelle à δ pour un κv fixé, qui favorise donc l’état vapeur ionique. De façon
intéressante, le rayon critique R∗ (en rouge) ne change pas avec ε. C’est probablement dû
au fait que le point critique est fixé par la diminution abrupte de ∆Wp(κv), qui est presque
indépendante de l’énergie propre de Born [comme montré dans l’inclusion de la Fig. 4.6(b)].

Dans la Fig. 4.10(b) est illustré le rôle de la constante diélectrique de la membrane εm en
changeant sa valeur de 2 à 10 pour ε = 60 gardé constant. Augmenter εm translate la ligne
de coexistence vers la gauche et favorise l’état liquide, mais le point critique bouge également
à un plus petit rayon R∗ et à des plus grandes concentrations c∗b .

On illustre l’influence du rayon de l’ion Ri dans la Fig. 4.11 pour Ri = 0, 0.1, 0.2, 0.5

et 0.8 ℓb pour (a) ε = εb et (b) ε = 60. Le fait que les courbes soient presque superposées
dans le cas (a) confirme que Ri joue un rôle essentiel seulement dans l’exclusion de Born
(le dernier terme dans l’expression de Eq. (4.54)). En effet, les termes qui dépendent de
κRi ≪ 1 n’influencent pas Wdiel et WDH. Au contraire, pour δ > 1, la Fig. 4.11 montre que
l’on favorise l’état liquide quand Ri augmente, grâce à la diminution du 1/Ri dans WBorn.
Le comportement non monotone observé dans la (Fig. 4.9(d) (pour R = ℓb = 0.7 nm) arrive
seulement pour de petits rayons R de nanopore. Dans tous les cas le décalage de la courbe
de coexistence demeure assez petit.
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Figure 4.11 – Même figure que Fig. 4.10 pour différents rayons ioniques (εm = 2) : pour
ε = 78 les trois courbes sont quasiment superposées [Ri/ℓb = 0 (bleu clair), 0.2 (bleu) et 0.5
(violet)], tandis qu’elles sont décalées vers des plus hautes valeurs de cb quand Ri diminue
avec ε = 60 [Ri/ℓb = 0.1 (jaune), 0.2 (orange), 0.5 (rouge) et 0.8 (vert)].

On étudie l’influence du rayon du pore R sur le coefficient de partage k et la pression
osmotique totale dans le pore p = −kBTω en insérant κv après minimisation pour cb =

0.5 mol/L (voir Fig. 4.12(a)). De façon similaire à l’Eq. (4.6)(a) et (c), k augmente de
façon abrupte de l’état vapeur ionique à petit rayon à l’état liquide pour de grands rayons
avec un rayon critique de R ≈ 0.9 nm pour δ = 1, ≈ 1 nm pour δ = 1.3 (ε = 60) et
≈ 1.2 nm pour δ = 1.95 (ε = 40). La valeur de saturation pour k est rapidement atteinte et
descend de 1 vers 0.4 quand δ augmente. Elle correspond à la diminution de κLv donné par
Eq. (4.69) car k ≈ (κLv )

2/(δκ2b) = e−WBorn . C’est pourquoi, dans l’état liquide ionique à R

fixé, la concentration dans le pore c diminue quand δ = εb/ε augmente. La signature de la
transition apparaît également dans la Fig. 4.12(b) où la pression augmente de trois ordres de
grandeur à la transition pour δ = 1. Quand δ augmente la transition se fait pour un rayon
plus élevé et le saut est plus petit, d’un ordre de grandeur de moins pour ε = 20.

Dans l’état liquide et pour cb grand ou R grand, la pression est donnée par le grand-
potentiel βp = −ω(κLv ), en supposant que le terme d’interaction avec le pore qui dépend
de Wconf est négligeable. Dans cette limite, la pression peut être approchée par le résultat
DH habituel du réservoir (voir [71]), mais avec une concentration en sel et une constante
diélectrique appropriée pour un nanopore et différente de la valeur réelle du réservoir :

βpb = 2cbe
−WBorn − 1

8πR3
i

[
2κLvRi − 2 ln(1 + κLvRi)−

(κLvRi)
2

1 + κLvRi

]
(4.72)

avec κv, approché par κLv , donné par Eq. (4.69). Cette pression équivalente à celle du réservoir
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Figure 4.12 – Influence du rayon du pore R (pour cb = 0.5 mol/L, Ri = 0.3 ℓb sur (a)
le coefficient de partage k (la ligne pointillée correspond au cas d’un seul ion en moyenne
dans le pore) pour ε = εb, 60, 40 de la gauche vers la droite. (b) Pression osmotique totale
p = −kBT ω (en unités de kBT/ℓ3b ≈ 1.1 × 107 Pa à température ambiante) en fonction de
R pour ε = εb, 60, 40, 30, 20 de gauche à droite.

diminue quand δ augmente essentiellement à cause du premier terme, car la concentration
du pore c diminue quand δ augmente. Elle vaut à peu près 0.18kBT/ℓ

3
b ≈ 20 bar pour

δ = 1 et 0.06 kBT/ℓ
3
b ≈ 7 bar pour δ = 1.95 avec Ri = 0.3 ℓb cb = 0.5 mol/L. Ces valeurs

correspondent en effet aux valeurs de saturation pour grand R des courbes noir et gris clair
observées sur la Eq. (4.12)(b). Ainsi la pression est une bonne observable pour étudier la
transition liquide-vapeur (LV) ionique et l’influence de δ sur le rayon critique.

Pour finir, nous considérons le cas d’un pore légèrement chargé avec σ = −0.02 C/m2.
Nous traçons sur la Fig. 4.13 les coefficients de partage des contre-ions k+(cb) et co-ions
k−(cb) pour R/ℓb = 1, 2 et 5 et pour ε = 78 et 60. Comme attendu pour cette charge de
surface k+ > 1 et k− < 1. De plus la transition reste visible sur k−, mais pas sur k+. Comme
on pourrait s’y attendre, le fait que ε varie de εb à 60 diminue à la fois k+ et k− dans la phase
liquide, à cause de l’exclusion de Born. Pour des cb faibles, k− ≈ 0 et d’après l’Eq. (4.66),
k+ ≈ 3|σ|/(eRcb) ce qui correspond aux asymptotes observées sur la Fig. 4.13 pour les faibles
cb.

Pour un petit rayon du nanopore R = ℓb, et une plus petite valeur de densité de charges
de surface σ = −0.002 C/m2, qui pourrait par exemple être causée par un défaut de charge
sur la surface du nanopore, la transition est aussi observable sur k+ à presque la même
concentration du réservoir que pour σ = −0.02 C/m2, ccoexb ≈ 0.025 M pour δ = 1 et
ccoexb ≈ 0.03 M pour δ = 1.3. C’est parce qu’à cette valeur de cb, k+ = 3|σ|/(Rcb) ≈ 0.35 < 1,
et un saut arrive à la transition à une valeur plus grande que k+ = 1. Ainsi, pour une charge
de surface |σ| suffisamment faible et un petit rayon R, la transition est même remarquable
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Figure 4.13 – Coefficient de partage des contre-ions k+(cb) (haut) et des co-ions k−(cb)
(bas) pour divers rayons du pore avec ε = 78 (lignes solides) et ε = 60 (lignes pointillées)
pour un nanopore chargé avec σ = −0.02 C/m2 (Ri = 0.3ℓb) : R = ℓb (bleu), R = 2ℓb(rouge),
et R = 5ℓb (vert). La transition est aussi visible sur k+ pour une charge de surface plus petite
σ = −0.002 C/m2 (cyan)

sur les coefficients de partage des contre-ions. Pour des plus grands |σ| le système reste dans
le régime de bonne exclusion des co-ions, où k− ≪ k+ ; pour une large gamme de cb.

4.5 Discussion et conclusion

Après avoir contextualisé ce chapitre en résumant les recherches qui ont mené à ces tra-
vaux, comme les effets du confinement de l’eau sur sa constante diélectrique, la transition
de phase vapeur-ionique, et le rôle de l’énergie propre de Born, nous avons étudié dans
un premier temps l’énergie propre d’un ion test dans le réservoir puis dans un nanopore
sphérique d’un rayon de l’échelle du nanomètre dans le cadre de la théorie électrostatique de
Debye-Hückel, ∆Wp donné en Eq. (4.54). Ces résultats nous ont permis d’étudier la physique
statistique d’un électrolyte dans un nanopore sphérique, et plus particulièrement l’impact
des paramètres comme la constante diélectrique de l’eau confinée dans le pore ε, le rayon
du pore R, le rayon de solvation de l’ion Ri sur les coefficients de partage k±. Nous avons
ensuite déduit à partir de ∆Wp le grand-potentiel variationnel décrivant le comportement
de l’électrolyte dans le pore, Eq. (4.60), et en le minimisant, obtenu le paramètre d’écran-
tage variationnel κv qui donne accès à la concentration et à la pression dans le pore. La
concentration dans le pore est gouvernée par trois contributions :

— Wconf , la contribution diélectrique, qui est la seule dépendant du saut diélectrique
(ε−1
m − ε−1)
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— WDH, la contribution de solvation dépendant surtout de κv et κb
— WBorn la contribution de Born qui dépend surtout de la différence des constantes

diélecriques entre le pore et le réservoir (ε−1 − ε−1
b ), mais qui a la particularité de ne

pas dépendre de κv ni de κb et donc de la concentration en sel dans le pore ou dans
le réservoir.

La principale contribution de ce travail est de mettre en évidence la transition de phase
du premier ordre qui a lieu dans le pore entre l’état vapeur ionique et l’état liquide ionique,
en prenant en compte l’effet de Born, ce qui n’avait pas été réalisé avant. On trouve l’état
vapeur pour des petites concentrations du réservoir cb, et des petits rayons du pore R.
A l’inverse, l’état liquide ionique se trouve à grandes concentrations ou grands rayons du
pore. Cette transition est décrite complètement par un diagramme de phase (Fig. 4.10) où
sont tracées les courbes de coexistence dans le plan (R, cb). La transition se passe pour un
intervalle 20 ≤ ε ≤ 78 (pour des ions de rayon Ri ≈ 0.2 nm et εm = 2). Pour des valeurs
inférieures de la constante diélectrique, l’électrolyte reste dans l’état vapeur ionique, sans
qu’aucun ion n’entre. Nous avons ensuite comparé les transitions avec et sans effet de Born.
Le plus remarquable est l’invariance du rayon critique R∗ par rapport à ε, et sa dépendance
évidente avec εm. L’impact de l’énergie propre de Born sur le coefficient de partage k est
important, car il est réduit d’un facteur exp(−WBorn). Nous avons enfin mis en lumière l’effet
de la densité de charge de surface sur cette transition de phase : pour des pores (faiblement)
chargés, on est dans un régime de bonne exclusion des co-ions où k− ≪ k+ jusqu’à la
transition de phase dans l’état liquide ionique où k− se rapproche de k+ à mesure que la
concentration augmente.

Il est important de revenir sur les approximations utilisées pour mener les calculs de ce
chapitre. La première et la plus évidente est le fait que si le focus est mis sur des nanopore
cylindrique dans le reste de ce manuscrit, nous traitons ici un nanopore sphérique. Bien que ce
soit pertinent pour certains systèmes, nous avons sur-estimé les effets de confinement. Sur la
Fig. 4.14 on voit que pour les mêmes paramètres (εm = 2, R ≈ 1 ℓb), la transition du premier
ordre se déroule à une concentration du réservoir bien inférieure cb = 0.2 mol.L−1 par rapport
à la transition dans le pore sphérique à cb ≈ 1 mol.L−1. De même, le point critique R∗ du cas
cylindrique est inférieur à celui du cas sphérique (respectivement 1.4 nm et 3.5 nm). Ce sont
deux conséquences évidentes des effets de confinements, qui rendent le passage vers la phase
liquide ionique plus difficile dans le cas sphérique. Il faut remarquer que cet la ref.[18] utilise
des ions ponctuels, et non des ions de tailles finies. Mais nous avons montré dans la Fig. 4.9(b)
que diminuer Ri ne diminue pas systématiquement la concentration de coexistence. Celle-ci
diminue en effet pour des Ri allant de Ri ≈ R à Ri ≈ 2ℓb, et augmente de nouveau pour
des Ri plus faibles. Ainsi il est intéressant de noter que les ions ponctuels sur-estiment déjà
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Figure 4.14 – Figures décrivant les transitions de phase liquide-vapeur ionique dans un
cylindre, prises de l’article de Buyukdagli et al. [18] (Fig. 6 et 7).(a) Diagramme de phase
caractérisant la transition du premier ordre pour des pores neutres (εm = 1, 2, 3, 4 de droite
à gauche). La ligne de coexistence sépare les deux phases avec le point critique à sa fin. (b)
Coefficient de partage en fonction de la concentration dans le réservoir cb avec εm = 2 pour
des rayons du pore R = 1.96, 0.98 et 0.84 nm (lignes pleines, de haut en bas). En pointillés
il s’agit des solutions métastables. La transition du 1er ordre n’arrive que pour R ≤ 0.84 nm

la concentration de coexistence, et les effets de confinements dû à la géométrie sphérique la
sur-estiment encore plus malgré la modélisation des ions comme des ions de taille finie dans
notre cas, c’est-à-dire que l’on s’attend à ce qu’un pore cylindrique avec des ions de taille finie
ait une concentration de coexistence encore plus faible. Cela est une piste pour un travail
ultérieur. Mais cela complique les calculs à cause de la perte de la symétrie sphérique pour le
pore, alors que l’ion lui a une géométrie sphérique comme l’illustre la Fig. 4.15. Le pore en (a)
est repéré avec un rayon R fixe, là où en (b) la composante radiale qui détermine la surface
du pore dépend de θ et ϕ, amenant à des fonctions qui décrivent le potentiel électrostatique
beaucoup plus complexes issues de l’interaction avec une surface cylindrique.

Nous avons également supposé dans le cas des pores chargés l’électroneutralité satisfaite
par l’Eq. (4.66), ce qui implique que la charge de surface n’apparaisse pas explicitement
dans l’énergie propre ∆Wp. Ce problème qui a été soulevé par Levy et al. [56] est encore à
clarifier en utilisant par exemple des simulations Monte-Carlo. C’est pourquoi il serait très
intéressant d’explorer ce travail sur les transitions de phases liquide-vapeur ionique à l’aide
de méthodes numériques.

Notre approche peut être également étendue au cas opposé où la membrane a une
constante diélectrique plus élevée que celle de la solution confinée : les ions sont alors at-
tirés vers la surface du pore à cause des effets diélectriques. C’est par exemple le cas pour
les électrodes de carbone pour produire de l’énergie bleue. Il est donc capital d’inclure les
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Figure 4.15 – Schéma d’un ion test de taille finie Ri dans un pore (a) sphérique et (b)
cylindrique. On a représenté les coordonnées sphériques des pores respectifs, avec le pore
sphérique ayant une coordonnée radiale fixe tout comme l’ion test situé au centre du pore,
contrairement au cylindre dont la coordonnée radiale dépend des angles longitudinaux et
radiale r(θ, ϕ).

interactions de volume exclu pour éviter une augmentation non-physique de la concentra-
tion en ion près de la surface du pore. Cela pourrait être fait en se référant à [64]. Cette
méthode propose d’utiliser la formule de la pression de Carnahan-Starling afin de calculer la
contribution émergeant de l’interaction de cœurs durs entre les ions sur le grand-potentiel
variationnel pour des ions de rayons électrostatiques nuls, c’est-à-dire le contraire de ce que
l’on propose : des ions de taille finie d’un point de vue électrostatique, mais qui n’ont pas de
répulsion de cœur dur entre eux. L’intérêt de cette formule est d’être presque exacte jusqu’à
des températures de solidification des liquides neutres [19, 66].



Chapitre 5

Second ordre de la théorie des champs
variationnelle appliquée aux électrolytes

5.1 Étude d’un modèle simple de la théorie variationnelle

La majorité des intégrales fonctionnelles ne peuvent pas être calculées exactement. C’est
pourquoi il a été nécessaire de développer des méthodes permettant d’approcher le résultat
voulu. Il existe par exemple les méthodes perturbatives, mais qui ne sont pas forcément
adaptées pour des problèmes impliquant des couplages importants, car cela crée des di-
vergences. Des méthodes variationnelles ont donc été élaborées originalement pour calculer
les intégrales de chemins à température finie par Feynman et Kleinert dans le cadre de la
mécanique quantique [28, 50].

5.1.1 Introduction à l’approche variationnelle

Pour mettre en place la théorie variationnelle utilisée dans le Chapitre 4, que nous ap-
pellerons dorénavant du premier ordre, nous utilisons un hamiltonien variationnel H0, assez
simple pour pouvoir faire les calculs : c’est un ansatz de l’hamiltonien du problème, H que
l’on cherche à estimer :

Z =

∫
Dϕe−βH

∫
Dϕe−β(H−H0)e−βH0 = Z0⟨e−β(H−H0)⟩0 (5.1)

où l’indice 0 signifie une moyenne faite avec l’hamiltonien H0 :

⟨X⟩0 =
1

Z0

∫
Xe−βH0Dϕ (5.2)

102
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Au premier ordre, ⟨e−β(H−H0)⟩0 = 1− β⟨H −H0⟩+O(β(H −H0))
2. L’idée est donc de faire

en sorte que l’hamiltonien d’essai H0 soit le plus proche possible de l’hamiltonien réel H.
Nous pouvons donc écrire

⟨e−β(H−H0)⟩0 ≥ 1− β⟨H −H0⟩ donc Ω ≤ Ωv,1 (5.3)

où le grand-potentiel thermodynamique est Ω = −kbT lnZ et

Ωv,1 = −kBT lnZ0 + ⟨H −H0⟩0 (5.4)

Si on développe ⟨e−β(H−H0)⟩0 au second ordre en β⟨H −H0⟩0, on définit alors

Ωv,2 = −kBT lnZ0 + ⟨H −H0⟩0 −
β

2
⟨(H −H0)

2⟩0,c (5.5)

où nous définissons la moyenne connexe ⟨(H −H0)
2⟩c = ⟨(H −H0)

2⟩0 − ⟨H −H0⟩20.

Dans la suite, nous allons étudier les différences entre la minimisation du grand-potentiel
variationnel à l’ordre 1 et celle à l’ordre 2 sur des modèles très simples unidimensionnels.

5.1.2 Modèle simple au deuxième ordre

Avant de travailler sur un système physique, nous proposons de regarder l’apport de la
méthode variationnelle au second ordre pour un potentiel beaucoup plus simple que celui
étudié pour les électrolytes avec comme expressions un hamiltonien H pour lequel on a un
résultat pour la fonction de partition et un hamiltonien d’essai gaussien H0 (les énergies sont
en unités de kBT ) :

H(x) =
k

2
x2 + λx4 (5.6)

H0(x) =
k0
2
(x− x0)

2 (5.7)

Ce potentiel est usuellement utilisé dans les études théoriques des transitions de phase dans
les approches de théorie des champs au second ordre [83]. Nous le reprenons pour l’étudier
dans notre perspective. Pour la fonction de partition exacte, nous obtenons

Ωexact = − ln

∫ ∞

−∞
e−H(x)dx = − ln

e k2

32λ

√
k K1/4

(
k2

32λ

)
2
√
2λ

 (5.8)
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que nous allons comparer aux résultats de la méthode variationnelle présentée ci-dessous.
Nous obtenons premièrement comme grand-potentiel variationnel au 1er ordre :

Ωv,1 =
1

2
ln

(
k0
2π

)
+
k − k0

2
⟨x2⟩0 +

k0
2
x20 + λ⟨x4⟩0 (5.9)

En minimisant ce potentiel par rapport à x0, on obtient directement x0 = 0. Pour la suite
du calcul, nous utilisons les résultats classiques du théorème de Wick

⟨x2n⟩0 = (2n− 1)!!⟨x2⟩n0 (5.10)

sachant que ⟨x2⟩0 = 1
k0

. Nous écrivons directement le résultat au 2d ordre :

Ωv,2 =
1

2
ln

(
k0
2π

)
+
k − k0

2
⟨x2⟩0 + λ⟨x4⟩0 −

(k0 − k)2

8

(
⟨x4⟩0 − ⟨x2⟩20

)
+
λ(k0 − k)

2

(
⟨x6⟩0 − ⟨x4⟩0⟨x2⟩0

)
− λ2

2

(
⟨x8⟩0 − ⟨x4⟩20

)
(5.11)

=
1

2
ln

(
k0
2π

)
+
k − k0
2k0

+
3λ

k20
− (k0 − k)2

4

1

k20
+ 6λ

k0 − k

k30
− 48

λ2

k40
(5.12)

Nous pouvons donc séparer le grand-potentiel thermodynamique en deux contributions :
la contribution venue du premier ordre variationnel, Ω1, et celle du second. Nous pouvons
travailler avec seulement deux paramètres adimensionnés au lieu de trois, en définissant
K0 = k0/k et Λ = λ/k2. Après un décalage des énergies selon Ω̃ = Ω − 1

2
ln(k/(2π)), nous

obtenons :

Ω̃1(K0,Λ) =
1

2
lnK0 +

1

2K0

− 1

2
+

3Λ

K2
0

(5.13)

Ω̃2(K0,Λ) = Ω̃1 −
1

4

(
1− 1

K0

)2

+
6Λ

K2
0

(
1− 1

K0

)
− 48

Λ2

K4
0

(5.14)

Nous traçons le grand-potentiel variationnel au premier ordre Ω1 (en bleu) et au second
ordre Ω2 (en orange) en fonction de K0 pour Λ = 0.05 sur la Fig. 5.1. Nous voyons que
Ω1(K0,Λ) présente un minimum vers K∗

0 = 1.3. Il s’agit donc de la valeur retenue pour K0

pour cette valeur de Λ au premier ordre dans le cadre de la théorie variationnelle. La courbe
Ω2(K0,Λ) n’a en revanche ni minimum ni maximum, mais un point d’inflexion de dérivée
nulle non loin de là où se trouve le minimum de Ω1. Nous avons vérifié que ces deux points
coïncident bien lorsque Λ = 0 (pour lequel la solution triviale est K0 = 1). Nous choisissons
donc ce point d’inflexion qui définit K∗

0 à l’ordre 2.
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Figure 5.1 – Comparaison du grand-potentiel thermodynamique variationnel au premier
(en bleu) et au deuxième ordre (en orange) pour Λ = 0.05. Le minimum du premier est
proche du point d’inflexion du second.

En minimisant analytiquement le premier ordre, Eq. (5.13), nous obtenons

K∗
0 |1(Λ) =

1

2

(
1 +

√
1 + 48Λ

)
(5.15)

où l’on trouve bien K∗
0 = 1 pour Λ = 0. En réinjectant K∗

0 |1(Λ) dans Ω̃1(K0,Λ), nous
obtenons

Ω̃1(Λ) =
1

2
ln

(
1 +

√
1 + 48Λ

2

)
− 1

2
+

1

1 +
√
1 + 48Λ

+
12Λ

(1 +
√
1 + 48Λ)2

(5.16)

Au second ordre, la valeur optimale de K0 est donnée par :

K∗
0 |2 = Re

[
1

2

(
1 +

√
−8i

√
15Λ + 72Λ + 1

)]
(5.17)

Nous traçons les solutions Eqs. (5.15,5.17) sur la Fig. 5.2(a). Nous voyons que la solution
variationnelle du second ordre est légèrement supérieure à celle du premier ordre, mais que les
deux suivent un comportement similaire. Pour évaluer la qualité de la méthode variationnelle,
il nous faut d’une façon similaire au premier ordre réinjecter K∗

0 |2(Λ) dans Ω̃2(K0,Λ), ce qui
nous permet d’afficher Ω̃2(Λ) sur la Fig. 5.2(b).

Nous voyons tout d’abord de façon évidente que la méthode variationnelle du second
ordre donne des résultats presque superposés avec la solution exacte de Ωexact(Λ), Eq. (5.8).
Le premier ordre donne quant à lui un résultat proche qui lui est légèrement supérieur, en
cohérence avec l’Eq. (5.3).
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(a) (b)

Figure 5.2 – (a) Constante de raideur optimale K∗
0(Λ) obtenue au 1er (orange) et au 2d

ordre (bleu). (b) Grand-potentiel Ω̃exact(Λ) (en bleu), Ω̃(K∗
0(Λ),Λ) au 1er (orange) et 2d

(vert) ordre. À cette échelle, Ω̃exact et Ω̃2 sont confondus.

Le cas particulier k = 0 a déjà été étudié par Neveu [79] pour tous les ordres impairs,
pour lesquels l’inégalité Eq. (5.3) reste valable. Nous retrouvons les conclusions précédentes,
en particulier, nous obtenons

Ω1(λ) = −0.5477 +
1

4
lnλ (5.18)

Ωexact(λ) = −0.5949 +
1

4
lnλ (5.19)

Nous pouvons donc conclure que pour ce “modèle jouet”, l’approche variationnelle au 2d
ordre, s’effectuant en recherchant le point d’inflexion de Ωv,2(k0) conduit à une excellente
approximation du grand-potentiel exact.

5.1.3 Modèle simple alternatif au deuxième ordre

Pour un même hamiltonien quadratique H0, donné àl’Eq. (5.7) avec x0 = 0, nous propo-
sons d’étudier un hamiltonien plus proche de celui des électrolytes suivant :

H(x) =
k

2
x2 − 2λ cosx (5.20)

Le terme +λx4 est remplacé par −2λ cosx dans l’Eq. (5.6). Une justification physique d’un
tel hamiltonien est que c’est celui de deux espèces avec une interaction, répulsive entre
particules identiques et attractive entre particules différentes, constante et indépendante de
la distance entre particules [31]. Dans ce cas le paramètre λ correspond à la fugacité des ions
et k à kBT divisé par l’amplitude des interactions.

En utilisant ⟨eix⟩ = e−⟨x2⟩0/2, nous obtenons cette fois-ci les grand-potentiels variationnels
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Figure 5.3 – Paramètre optimisé k∗0 en fonction de k pour 3 λ différents. Approche varia-
tionnelle du premier ordre en bleu et second ordre en orange.

du premier et second ordre suivants

Ω1 =
1

2
ln

(
k0
2π

)
+

k

2k0
− 1

2
− 2λe

− 1
2k0 (5.21)

Ω2 = Ω1 −
1

4

(
1− k

k0

)2

+
λ

k0

(
1− k

k0

)
e
− 1

2k0 − λ2
(
1− e

− 1
k0

)2
(5.22)

On constate que tout comme dans l’Eq. (5.14), l’approche au second ordre modifie tous les
termes du 1er ordre en λ0 et λ1 et génère un nouveau terme en λ2.

Contrairement à la partie précédente, nous ne pouvons pas redéfinir les paramètres pour
pouvoir travailler avec seulement deux variables, nous devons travailler avec les trois (nous
avons en fait déjà choisi le vecteur d’onde égal à 1) : k, k0 et λ. La méthode variationnelle va
donc consister à optimiser ∂Ω/∂k0 = 0, avec k et λ comme paramètres. Ici, nous proposons
de fixer λ, qui joue le rôle d’une fugacité, et de varier k, la constante de raideur du potentiel
harmonique. Nous faisons trois choix pour λ = 0.3, 0.4, 0.5 et cherchons le k∗0 correspondant
au minimum de la fonction Ω(k0) pour le 1er ordre et au point d’inflexion pour le 2d ordre,
et nous le reportons pour les trois λ sur la Fig. 5.3. Nous avons choisi ces trois valeurs
de λ car elles sont proches de l’apparition d’une transition de phase pour les deux ordres
variationnels même si le point critique bouge beaucoup. Généralement sur les trois figures, on
observe l’apparition d’un “crossover” pour λ = 0.3 et d’une transition de phase pour λ plus
grand conduisant à l’augmentation abrupte de k∗0. Pour λ = 0.3 (gauche), les deux ordres ont
un comportement continu, bien que pour le second (orange) on discerne une augmentation
plus abrupte. Pour λ = 0.4 (milieu), l’approche variationnelle du second ordre présente une
transition du premier ordre (saut abrupt) vers k = 0.3. Pour λ = 0.5 (droite), les deux
approches présentent cette transition, le premier pour un k ≃ 0.1 plus faible que le second
k ≃ 0.3. Cette transition apparaît donc pour un k plus grand avec l’approche du 2d ordre
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Figure 5.4 – Diagramme de phase de la transition de phase observée sur la Fig. 5.3 pour
les approches variationnelles présentées aux Eqs. (5.21,5.22). En bleu, 1er ordre variationnel
et en orange le 2d.

que celle du 1er, c’est-à-dire pour une “température” plus élevée. Ces deux solutions sont la
signature de deux constantes de raideurs apparaissant dans l’Eq. (5.20), k et λ (obtenue en
développant le cos), sachant que la plus grande des deux domine dans k∗0. A grands k, on
observe donc k∗0 ≈ k + 2λ pour les deux approches variationnelles.

Afin de mieux étudier cette transition, nous réalisons un diagramme de phase qui décrit
la courbe de coexistence dans le plan (k, λ) sur la Fig. 5.4 pour les deux ordres variationnels.
Nous pouvons faire un parallèle avec la transition de phase liquide-vapeur ionique pour un
électrolyte, avec une phase vapeur en bas à gauche, en dessous des courbes (petites valeurs de
k∗0), et liquide au dessus (grandes valeurs de k∗0). On a en rouge le point critique correspondant
à la transition du 2d ordre au delà duquel nous n’avons plus de transition (état fluide). Nous
retrouvons un comportement similaire pour les deux ordres variationnels : la transition arrive
à un k plus faible au fur et à mesure que λ augmente. Il est également intéressant de voir
que cette transition existe pour k = 0. Le premier ordre (bleu) a son point critique à un k

moins élevé que le second ordre, ce qui signifie que la phase vapeur apparaît pour une région
plus grande.

Transformer dans le hamiltonien H(x) le terme λx4 de la partie précédente en −2λ cosx

fait apparaître une transition de phase, mais il n’y a pas de comportement qualitativement
différent entre les deux ordres variationnels. Nous allons maintenant utiliser la théorie varia-
tionnelle au second ordre pour un cas physique, un électrolyte (“bulk”, c’est-à-dire loin des
parois).
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5.2 Théorie variationnelle au second ordre pour un élec-

trolyte

5.2.1 Cas d’ions ponctuels

Nous considérons un électrolyte dans un très grand réservoir, c’est-à-dire que nous négli-
geons tout effet de bord dans cette partie. Nous prenons comme hamiltonien le même que
dans les Refs. [17, 18] et décrit dans l’annexe A :

H[ϕ] =

∫
dr⃗

[
[∇ϕ(r⃗)]2

8πℓB(r⃗)
− iρs(r⃗)ϕ(r⃗)−

∑
i

λie
z2i
2
vbc(0)+iziϕ(r⃗)

]
(5.23)

et comme hamiltonien quadratique général

H0[ϕ] =
1

2

∫
r⃗,r⃗′

[ϕ(r⃗)− iϕ0(r⃗)] v
−1
0 (r⃗, r⃗′) [ϕ(r⃗′)− iϕ0(r⃗

′)] (5.24)

où le potentiel variationnel v0 obéit à l’équation de DH

∇2v0 − κ2vv0 = −4πℓBδ(r⃗ − r⃗′) (5.25)

Calcul au 2d ordre

Le grand-potentiel variationnel au second ordre pour les ions dans le réservoir s’écrit (V
est le volume du réservoir)

βΩ = −V
2
tr ln v0 + ⟨H −H0⟩0 +

1

2

[
⟨H −H0⟩20 − ⟨(H −H0)

2⟩0
]

(5.26)

Le calcul est détaillé dans l’annexe D et nous obtenons le grand-potentiel ω = βΩ/V au 2d
ordre suivant :

ω2 =
κ3v
24π

−2λe
z2κvℓB

2 − κ3v
32π

+ λ
z2κvℓB

2
e
z2κvℓB

2

−2λ2

V
ez

2κvℓB

∫
r⃗,r⃗′

[
cosh

(
z2ℓB

e−κv |r⃗−r⃗
′|

|r⃗ − r⃗′|

)
− 1

]
(5.27)

où les 2 premiers termes correspondent au 1er ordre.

Le dernier terme en O(λ2) est similaire à l’interaction à deux corps dans un développement
du viriel en puissances de la fugacité. Nous pouvons maintenant ajouter un potentiel de cœur



110 CHAPITRE 5. SECOND ORDRE

Figure 5.5 – Illustration du potentiel électrostatique écranté en fonction de la distance r
séparant deux ions, auquel on ajoute un potentiel de cœur dur, Eq. (5.29), à gauche pour
deux charges de même signe, à droite pour les charges de mêmes signes.

dur de rayon a tel que

vHC(|r⃗ − r⃗′|) =

∞ si |r⃗ − r⃗′| < a

0 si |r⃗ − r⃗′| > a
(5.28)

Nous faisons ainsi un premier pas au-delà du modèle des ions ponctuels, chemin que l’on
poursuivra avec un rayon électrostatique fini à l’instar du chapitre 4 dans la section suivante.
Le potentiel de cœur dur a été introduit car à fortes concentrations, le modèle variationnel
sans cœur dur diverge vers −∞ et ne peut plus être minimisé pour des ions ponctuels [64].

Le potentiel total qui s’applique aux ions est donc remplacé selon

±z2vDH(|r⃗ − r⃗′|) → ±z2vDH(|r⃗ − r⃗′|) + vHC(|r⃗ − r⃗′|) (5.29)

où le signe − correspond au cas de deux charges de signes opposés et le signe + deux charges
de mêmes signes, répulsives. On trace sur la figure Fig. 5.5 le comportement du potentiel
électrostatique écranté auquel on ajoute un potentiel de sphère dure.

Si on rajoute le potentiel de cœur dur, on obtient pour le terme en λ2 à l’instar de calculs
classiques du coefficient du viriel B2(T ) faits pour les liquides [71]∫

r⃗,r⃗′

[
cosh

(
z2ℓB

e−κv |r⃗−r⃗
′|

|r⃗ − r⃗′|

)
− 1

]
→
∫
r⃗,r⃗′

[
e−vHC(r) cosh

(
z2ℓB

e−κv |r⃗−r⃗
′|

|r⃗ − r⃗′|

)
− 1

]
(5.30)

Les grand-potentiels variationnels à l’ordre 1 et 2 s’écrivent finalement pour un sel mo-
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novalent (z = 1)

ω1 =
κ3v
24π

− 2λe
κvℓB

2 (5.31)

ω2 =
κ3v
96π

− 2λe
κvℓB

2

(
1− κvℓB

4

)
+ 8πλ2eκvℓB

{
a3

3
−
∫ ∞

a

r2dr

[
cosh

(
ℓBe

−κvr

r

)
− 1

]}
(5.32)

Le dernier terme est calculé numériquement. Une approximation analytique possible est de
supposer que cosh(x) ≃ 1 + x2/2 dans ce terme, ce qui simplifie l’Eq. (5.32) en

ω2 ≃
κ3v
96π

− 2λe
κvℓB

2

(
1− κvℓB

4

)
+ 2πλ2eκvℓB

(
4

3
a3 − ℓ2B

e−2κva

κv

)
(5.33)

Comparaison 1er et 2d ordre

Contrairement à l’approche variationnelle du 1er ordre, au 2d ordre apparaît un terme en
λ2 qui tient compte des corrélations ioniques et de cœur dur. On peut définir un coefficient
du viriel effectif Beff(κv) en réécrivant le dernier terme de l’Eq. (5.32) comme λ2Beff(κv) (on
rappelle que la pression grand-canonique est simplement p = −kBTω2). Ce terme a deux
contributions : une répulsive de cœur dur associée à la distance minimale d’approche a, soit
le terme de volume exclu en a3 et l’autre attractive associée aux corrélations ioniques et qui
diminuent Beff(κv).

Enfin, ici encore on voit que le développement en puissances de β(H −H0) de l’approche
variationnelle ne correspond pas à un développement du viriel en λ2, car tous les autres
termes en puissance de λ sont modifiés : le premier en λ0 correspondant à une diminution
du terme de DH est 4 fois plus faible à l’ordre 2 et le second terme en λ1 à un abaissement
de la pression de type gaz parfait proportionnelle à 2λ par un facteur 1− κvℓB/4.

Les comportements en fonction de κv des deux grand-potentiels sont très différents. Tout
d’abord à faible écrantage κv → 0, alors que ω1 → −2λ reste fini, ω2 diverge à cause
du coefficient du viriel effectif Beff qui se comporte comme −κ−1

v . C’est la signature des
interactions électrostatiques (écrantées ou non) à longue portée, dont on sait que le coefficient
du viriel diverge. De plus à très fort écrantage, soit pour κ̃v ≡ κvℓB ≫ 1 alors que ω1 ∼
−2λeκ̃v/2 diverge de manière non-physique vers −∞, ω2 ∼ a3λ2eκ̃v tend vers l’infini à cause
des interactions de cœur dur. Cela modifie naturellement l’apparition d’extremums ou de
points d’inflexion de pente nulle.

Nous comparons les valeurs optimales obtenues pour κ̃∗v sur la Fig. 5.6. À faible fugacité,
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(a) (b)

Figure 5.6 – Valeur optimale de κ̃∗v = κ∗vℓB obtenue au minimum de ω1 (en bleu) et au
point d’inflexion de dérivée nulle (en orange) en fonction de λ̃ = λℓ3B. Le rayon de cœur dur
vaut (a) a = 0.1 ℓB et (b) 0.3 ℓB. Pour des λ̃ > λ̃c (ligne rouge verticale) l’ordre 1 n’a plus de
solution alors que l’ordre 2 a une solution qui prolonge celle de l’ordre 1 jusqu’à l’apparition
d’un saut pour λ̃ ≃ 0.186 correspondant à la coexistence entre deux phases (voir l’insert
représentant ω̃2(κ̃v) pour cette valeur). À droite, on n’observe pas de saut.

ω1 a un minimum correspondant à la solution de DH (en bleu sur la figure), donnée par

κ∗2v e
−κ∗vℓB/2 = 8πℓBλ =⇒ κ∗v = − 4

ℓB
ProductLog

[
−
√
2πλℓ3B
2

]
(5.34)

où l’on nomme ProductLog la fonction inverse de f(x) = xex. Cette équation a une solution
κ̃∗v(λ) croissante et linéaire sur une grande gamme de fugacités tant que λ̃ < λ̃c = 2/(πe2) ≈
0.08616 (ligne verticale rouge).

Le grand-potentiel ω2 (en orange) présente, pour a = 0.1ℓB, un point d’inflexion de
pente nulle pour κ∗v(λ) pratiquement identique à celui de l’ordre 1 avec un comportement
croissant. Pour λ plus grand, ce point d’inflexion se transforme en un minimum puis un
second minimum apparaît. Celui-ci conduit à une transition vers λ̃ ≃ 0.186 (voir l’insert
dans la Fig. 5.6(a) où est tracé ω̃2 = ω2ℓ

3
B), correspondant à la coexistence entre une phase

vapeur (faible κ∗v proche de la solution DH) et une phase liquide (grand κ∗v). Pour une plus
grande distance minimale d’approche a = 0.3ℓB, cette transition disparaît (voir Fig. 5.6(b))
et κ∗v croît beaucoup plus lentement que pour a plus petit.

On peut deviner qu’à grands λ, le dernier terme de l’Eq. (5.32) domine et la solution est
qualitativement obtenue en annulant le coefficient du viriel effectif, Beff(κ

∗
v) = 0 (un peu à la

manière de la détermination de la température de Boyle dans le cas de gaz avec interactions
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de van der Waals). Dans le cas de l’Eq. (5.33), on trouve alors

κ∗v ≃
1

2a
ProductLog

[
3

2

(
ℓB
a

)2
]

(5.35)

solution qui se comporte comme ∼ a−3/2 pour 0.05 ℓB ≤ a ≤ ℓB soit une longueur d’écran-
tage qui croît ∼ a3/2. Ainsi cette valeur de saturation, a priori indépendante de λ est qua-
litativement en accord avec ce qui est observé sur la Fig. 5.6, car l’Eq. (5.35) conduit à
κ̃∗v(a = 0.1ℓB) = 18.5 et κ̃∗v(a = 0.3ℓB) = 3.5 (à comparer au valeurs de saturation sur la
figure, de 17 et 2). La loi d’échelle κ∗v ≃ a−3/2 correspond à une densité locale en a−3 c’est-à-
dire que les ions de signes opposés sont au contact les uns des autres ce que l’on interprète
comme la formation de paires de Bjerrum.

L’approche variationnelle du 2d ordre permet ainsi de retrouver une transition liquide-
vapeur semblable à celle observée dans la Ref. [64] où les interactions électrostatiques sont
coupées par un cut-off Λc dans l’espace de Fourier et le volume exclu est pris en compte à
l’aide de l’équation de Carnahan-Starling [19]. Le point fort de l’approche développée ici est
que les corrélations ioniques sont incluses dans le terme en λ2 de ω2 (ce qui n’est pas le cas
dans [64] qui est une approche du 1er ordre pour les interactions électrostatiques). Pour faire
une comparaison plus précise, nous devons prendre en compte également la taille finie des
ions Ri dans les contributions de DH, ce qui est fait dans la section suivante.

5.2.2 Approche variationnelle pour des ions de taille finie

Nous travaillons maintenant avec des ions de taille finie au sens électrostatique en plus du
rayon a entrant dans le potentiel de cœur dur. Pour cela, nous allons tout d’abord re-détailler
le calcul au premier ordre variationnel.

Au 1er ordre

Il est important de noter que dans l’approche développée dans le Chapitre 4 nous avons
déjà tenu compte de la taille finie des ions dans l’approche variationnelle du 1er ordre en
utilisant la méthode de charge développée historiquement par Debye-Hückel et reprise et
détaillée par McQuarrie [71]. Cependant cette approche comporte une approximation que
nous allons corriger ici et qui doit l’être absolument pour pousser le développement au 2d
ordre.
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Dans l’espace de Fourier, le grand-potentiel variationnel au 1er ordre s’écrit

ω1 = −1

2

∫
d3k⃗

(2π)3

[
ln

(
v̂0(k⃗)

v̂c(k)

)
+

(
1

v̂0(k⃗)
− 1

v̂c(k)

)
v̂0(k⃗)

]
− 2λ exp

[
−z

2

2
(v0(0)− vc(0))

]
(5.36)

Pour le cas d’ions ponctuels, v̂0(k⃗) = 4πℓB/(k
2 + κ2) et v̂c(k) = 4πℓB/k

2, on retrouve les
Eqs. (38,41) calculées dans l’annexe D, .

En utilisant v0(0) =
∫

d3k⃗
(2π)3

v̂0(k⃗), l’équation variationnelle est alors donnée par :

∂ω1

∂κ
=

1

2

∫
d3k⃗

(2π)3

[
1

v̂c(k)
− 1

v̂0(k⃗)
+ 2λq2e−

z2

2
δv0(0)

]
∂v̂0(k⃗)

∂κ
= 0 (5.37)

Ici, on fait l’hypothèse importante que v̂0(k⃗) est donné par la transformée de Fourier du
potentiel de Debye-Hückel en taille finie avec une constante de Debye κ et un rayon de l’ion
Ri, soit

v0(|r⃗ − r⃗′|) = ℓB
|r⃗′ − r⃗|

+
ℓB
Ri

(
1

1 + κRi

− 1

)
pour |r⃗ ′ − r⃗| ≤ Ri (5.38)

=
ℓB

1 + κRi

exp[−κ(|r⃗ ′ − r⃗| −Ri)]

|r⃗ ′ − r⃗|
pour |r⃗ ′ − r⃗| ≥ Ri (5.39)

Nous avons donc v0(0)− vc(0) = δv0(0) = − ℓBκ
1+κRi

. La transformée de Fourier s’écrit alors

v̂0(k) =
4πℓB
k

∫ ∞

0

r sin(kr)v0(r)dr (5.40)

=4πℓB

[
1

k2
+

cos(kRi) +
κ
k
sin(kRi)

1 + κRi

(
1

k2 + κ2
− 1

k2

)]
(5.41)

Notons que pour Ri = 0 on retrouve bien le v̂0(k) du cas ponctuel. En insérant l’Eq. (5.41)
dans l’Eq. (5.36), on obtient

ω =
1

4π2R3
i

W (κRi)− 2λ exp

(
z2

2

ℓBκ

1 + κRi

)
(5.42)
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Figure 5.7 – Fonction W (κRi) définie en Eq. (5.43) (en bleu) comparée à WDHFS(κRi)
définie en Eq. (5.45) (en orange) et les développements limités (à l’ordre 7) en tirets et
asymptotique Eq. (5.46) en points-tirets.

où nous définissons la fonction

W (κRi) =− (κRi)
3

∫ ∞

0

dxx2

{
ln

[
1− 1

1 + κRi

cos(κRix) +
sin(κRix)

x

1 + x2

]

+
1

1 + κRi

cos(κRix) +
sin(κRix)

x

1 + x2

}
(5.43)

On trouve à l’ordre le plus bas en κRi

W ≃ π

6
(κRi)

3 pour κRi ≪ 1 (5.44)

c’est-à-dire le résultat de Debye-Hückel pour les ions ponctuels (DHLL pour “Debye-Hückel
Limiting Law”). Le prochain terme mène à une contribution divergente en (κRi)

5(π
4
−

1
2

∫∞
xdx) !

Pour comparer ce calcul au résultat de Debye-Hückel pour les ions de taille finie (DHFS
pour “Debye-Hückel Finite Size”), nous rappelons comment celui-ci est trouvé. Il consiste à
utiliser la méthode de charge (“charging method”) et nous avons montré dans le chapitre
précédent que cette méthode est équivalente à utiliser l’approche variationnelle du 1er ordre
en remplaçant dans l’Eq. (5.36) v̂−1

0 − v̂−1
c par κ2/(4πℓB), c’est-à-dire le résultat pour des ions

ponctuels, tout en conservant le potentiel de taille finie, Eq. (5.41), pour le terme v̂0 dans
cette même équation. En faisant ce calcul, nous obtenons effectivement le grand-potentiel
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DHFS :

ωDHFS =
1

4π2R3
i

WDHFS(κRi)− 2λ exp

(
z2

2

ℓBκ

1 + κRi

)
=

1

8πR3
i

[
κRi(κRi + 2)

κRi + 1
− 2 ln(κRi + 1)

]
− 2λ exp

(
z2

2

ℓBκ

1 + κRi

)
(5.45)

Bien entendu, cette approximation n’est pas cohérente et n’est peut-être valable que pour
de faibles κRi. Nous avons tenté de développer v̂−1

0 − v̂−1
c en puissances de κRi pour voir

les corrections que l’on obtiendrait à DHFS. Alors que nous retrouvons bien DHFS pour
l’equation variationnelle Eq. (5.37) au 1er ordre et un terme nul à l’ordre 2, l’ordre en (κRi)

3

diverge, ce qui signifie que le développement est non-analytique. Pour la suite, nous avons
donc calculé la fonction W (κRi) définie en Eq. (5.43) numériquement. Elle est tracée sur la
Fig. 5.7.

On peut obtenir une expression asymptotique de W (κRi) pour κRi ≫ 1, car comme
| cos |, | sin | ≤ 1, on peut développer le logarithme dans l’Eq. (5.43) et obtenir

W (κRi) ≃
π

8
κRi pour κRi ≫ 1 (5.46)

Notons que pour Ri ≈ 0.2 nm et cmax ≈ 4 M, nous obtenons κRi|max ≈ 6.3 × 0.2 = 1.3 et
dans ce cas nous voyons sur la Fig. 5.7 que l’approximation DHFS est très bonne.

Au second ordre

Pour calculer le 2nd ordre avec le modèle de Debye Hückel pour des ions de taille finie,
nous devons remplacer le facteur κ2v

4πℓB
dans l’Eq. (49) de l’annexe D pour le cas des particules

ponctuelles par l’expression exacte de v−1
c − v−1

0 , ce qui mène à

β2

2V
⟨(H −H0)

2⟩0,c =
∫ ∞

0

k2dk

16π2

(
v̂0(k)

v̂c(k)
− 1

)2

− λz2e−
z2

2
δv0(0)

∫ ∞

0

k2dk

4π2

(
v̂0(k)

v̂c(k)
− 1

)
v̂0(k)

+ 8πλ2e−z
2δv0(0)

[
−a

3

3
+

∫ ∞

a

r2dr
{
cosh[z2v0(r)]− 1

}]
(5.47)

où nous avons utilisé l’expression du potentiel de cœur dur, vHC, défini en Eq. (5.28).

Dans le cas général, les rayons de cœur dur et électrostatique ne sont pas nécessairement
égaux, mais nous allons supposer par la suite que a = Ri. En utilisant l’expression de
ṽ0, Eq. (5.41), nous réécrivons le grand-potentiel variationnel au 2d ordre comme ω2 =

ω1− β2

2V
⟨(H−H0)

2⟩0,c, le premier ordre ω1 étant défini à l’Eq. (5.42) et le second à l’Eq. (5.47).
Comme dans le modèle simple décrit précédemment en Section 5.1.2, le second ordre ω2
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(a) (b)

Figure 5.8 – (a) Grand-potentiels ω̃1 (bleu) et ω̃2 (jaune) en fonction de κ̃v pour Ri = 0.1ℓB
et λ̃ = 0.0067. Alors que les deux fonctions ont leur minima qui coïncident pour un très petit
κ̃v, un second minimum apparaît autour de κ̃∗v ≃ 18 pour ω̃2. (b) Valeurs optimales associées
κ̃∗v en fonction de la fugacité λ̃.

corrige les termes des puissances 0 et 1 de λ, et ajoute un terme d’ordre 2 de λ.

Traçons maintenant le grand-potentiel ω̃(κ̃v, λ̃ = 0.0067, R̃i = 0.1) au premier et second
ordre sur la Fig. 5.8(a). Nous observons, tout comme dans le cas d’ions ponctuels, que les
grands potentiels se confondent aux petits κ̃v avec l’apparition d’un second minimum pour ω̃2

autour de κ̃∗v ≃ 18. La valeur optimale de κ̃∗v(λ̃) est représentée sur la Fig. 5.8(b). La différence
majeure avec le cas ponctuel (Fig. 5.6(a)) est l’apparition de la phase de coexistence pour une
valeur bien plus faible de λ̃ ≃ 0.0057. Les valeurs de κ̃∗v avant la transition et à la saturation
sont elles comparables au cas ponctuel. Ainsi l’introduction d’un rayon Ri pour les termes
électrostatiques est essentiel pour une future comparaison quantitative des points critiques
avec les données des simulations numériques.

Le grand-potentiel ω̃2(κ̃v, λ̃, R̃i = 0.3) est tracé sur la Fig. 5.9 pour 3 valeurs de λ̃, de
gauche à droite 0.025, 0.1 et 1. Pour cette plus grande valeur de Ri le comportement de
ω̃2 semble plus riche que pour le cas ponctuel où l’on n’observait pas de transition (voir
Fig. 5.6(b)). À faible λ̃ un minimum apparaît autour de 2.4 correspondant à peu près à la
valeur obtenue pour des ions ponctuels. Lorsque λ̃ augmente à 0.1, κ̃∗v augmente à ≃ 4.3,
puis à grand λ̃ = 1 le minimum disparaît et seul subsiste un point d’inflexion de pente nulle
autour de κ̃∗v ≃ 2.5 qui ne varie plus lorsque λ̃ augmente encore plus. La question qui reste
donc à éclaircir est pourquoi sa valeur décroît lorsque λ̃ passe de 0.1 (minimum) à 1 (point
d’inflexion).

Ce chapitre est un travail en cours et nous n’avons pas encore eu le temps d’explorer
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Figure 5.9 – Grand-potentiel ω̃2 en fonction de κ̃v pour Ri = 0.3 ℓB et de gauche à droite
λ̃ = 0.025, 0.1 et 1.

complètement l’espace des paramètres. En particulier, travailler avec les variables adimen-
sionnées par ℓB (qui dépend de la température T et de la constante diélectrique) ne facilite
pas l’interprétation. Les varier revient à changer divers paramètres de manière interdépen-
dante entre la température et la concentration.

Nous pensons que l’approche variationnelle au 2d ordre permet de prendre en compte la
formation des paires de Bjerrum, c’est-à-dire des couples d’ions de charges opposés restant
pratiquement en contact. Pour comparer notre approche avec celle développée par Fisher et
Levin [29, 54] qui ont inclus “à la main” dans le modèle une constante d’équilibre associée
à la formation des paires de Bjerrum afin d’obtenir des valeurs de points critiques un peu
plus proches de celles obtenues avec les simulations numériques qu’avec l’approche DH (ou
variationnelle du 1er ordre), nous allons étudier les diagramme de phase en fonction de la
température T et de la concentration cs. Ceci demande de prendre en compte la dépendance
en T des différents paramètres, comme la longueur de Bjerrum ℓB et la fugacité λ, et de
retourner ensuite dans l’ensemble canonique pour tracer en fonction de cs et non λ. L’étape
finale et qui est notre objectif principal sera ensuite d’étudier cette approche variationnelle au
2d ordre dans un nanopore cylindrique, car nous avons vu dans les chapitres précédents que
la transition de phase liquide ionique-vapeur ionique est déplacée à température ambiante
par le confinement diélectrique, et est donc mesurable.



Chapitre 6

Conclusion

Dans le chapitre 2, nous avons examiné différents aspects de la conductivité d’un électro-
lyte dans un nanopore. Nous avons commencé par étudier différents mécanismes de conduc-
tivité en rappelant les travaux antérieurs. Nous avons discuté de la façon dont la régulation
de charges affecte la charge de surface du nanopore et de l’effet du glissement de l’électro-
lyte proche des parois sur la conductivité globale. En utilisant les équations Eqs. (2.27,2.28)
qui rassemblent ces mécanismes, nous avons étudié les données de Siria et al. [99] obtenues
pour des nanotubes de nitrure de bore et proposé une interprétation plus cohérente de leurs
résultats expérimentaux. Nous avons également pris en compte les effets des ions hydro-
niums et hydroxydes pour les pH extrêmes et comparé les résultats obtenus aux données
expérimentales existantes, avec des résultats cohérents. Finalement, nous avons présenté nos
travaux réalisés avec nos collaborateurs de Besançon concernant les simulations numériques
du transport des ions à travers un nanotube de carbone neutre afin d’étudier en particulier
l’influence de son rayon et sa longueur. Nous avons modifié la formule pour la conductance
en incluant une résistance d’entrée importante lorsque le rapport d’aspect du nanotube est
proche de 1 (son rayon est du même ordre de grandeur que sa longueur).

Dans le chapitre 3, nous avons proposé une nouvelle théorie pour calculer la densité
de charge de surface en utilisant les propriétés électroniques intrinsèques du nanotube de
carbone, comme sa densité d’état. En appliquant une tension de grille sur le nanotube, on
espère ainsi fabriquer un transistor ionique. Le résultat majeur est que la charge de surface
et la conductivité augmentent bien moins vite que dans le cas d’un modèle classique, ce
qui signifie que non seulement la densité d’état quantique doit être prise en compte pour
comprendre les valeurs de densité surfacique de charge mais que sans elle, cela conduit à
des valeurs de conductivité irréalistes. Nous avons également donné une explication à la
différence de conductivité entre les nanotubes de carbone métallique et semi-conducteur,
en la reliant à ces propriétés électroniques intrinsèques, en accord avec l’observation d’une
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différence d’un ordre de grandeur mesurée dans la réf. [61]. Cependant, une différence de
deux ordres de grandeur est observée dans la réf. [59]. Cela peut être dû à la longueur de
glissement qui peut varier significativement entre un nanotube de carbone métallique et
semi-conducteur, ou bien à notre approximation sur les termes advectifs de la conductivité
donnée à l’Eq. (2.14), qui sont calculés en champ moyen et ne tiennent pas compte des
effets associés aux sauts diélectriques (que nous avons en revanche inclus dans les termes
électro-phorétiques). Nous avons exploré diverses valeurs de la concentration en sel et de la
tension de grille afin de chercher quelles caractéristiques impactaient le plus la conductivité
de l’électrolyte dans le nanotube de carbone. Nous avons été capables de voir clairement les
effets venant directement de la densité d’état des porteurs de charges, qui pour le moment
n’ont pas été observés dans le cadre expérimental. Enfin pour des potentiels de grille de
l’ordre de 1 V la charge de surface est grande (≃ 0.2 C/m2), donc la prise en compte des
variations radiales du potentiel électrostatique (non étudié à ce stade) devra faire l’objet
d’études numériques, par exemple avec des éléments finis.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié dans un premier temps l’énergie propre d’un ion
test dans un nanopore sphérique d’un rayon de l’échelle du nanomètre dans le cadre de
la théorie de Debye-Hückel, donné à l’Eq. (4.54). Ces résultats nous ont permis, dans un
second temps, d’étudier la physique statistique d’un électrolyte dans un nanopore sphérique
en allant au-delà du champ moyen et donc en incluant des effets spécifiques des ions (le
rayon de solvation de l’ion Ri et sa constante diélectrique intrinsèque). En particulier, nous
avons exploré l’impact des paramètres comme la constante diélectrique de l’eau confinée
dans le pore (récemment mesurée comme étant inférieure à celle dans les réservoirs), la
constante diélectrique de la membrane et le rayon du pore sur la concentration ionique et la
pression osmotique dans le pore. Nous avons mis en évidence la transition de phase du 1er
ordre qui a lieu dans le pore entre l’état vapeur ionique et l’état liquide ionique, en prenant
en compte l’effet de solvatation de Born, ce qui n’avait pas été réalisé avant. Nous avons
ensuite pu comparer les transitions avec et sans effet de Born. Sa prise en compte favorise
naturellement la phase vapeur car l’énergie propre de Born (qui diminue avec Ri) augmente
la barrière d’énergie d’entrée, et diminue la concentration ionique dans la phase liquide.

Dans le chapitre 5, nous avons étendu le calcul variationnel au 2d ordre pour un élec-
trolyte dans un réservoir. Nous avons d’abord étudié des modèles “jouets” qui prouvent que
cette approche conduit à un résultat pratiquement égal au résultat exact et qui permettent
de comprendre comment déterminer les transitions de phases. Nous avons ensuite montré
que cette approche inclut à la fois les corrélations ioniques à deux corps et les interactions de
cœur dur à travers un coefficient du viriel effectif. Aussi bien pour des ions ponctuels que de
taille finie, nous montrons l’apparition d’une transition de phase de type liquide-vapeur pour
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des fugacités (et donc des concentrations) élevées. Ce travail est en cours et nous comptons
le comparer à d’autres approches telles que celle au 1er ordre avec volume exclu [64] et celle
de Fisher et Levin [29, 54] qui incluent dans leur théorie la formation de paires de Bjerrum
(paires de cation et anion très proches) via l’introduction d’une constante d’équilibre.

Au cours de ces quatre chapitres, nous avons utilisé diverses approximations importantes
et il nous semble pertinent de les discuter d’une façon globale. Les premières concernent
le potentiel ressenti par un ion dans le nanopore : nous faisons l’approximation du point
médian et ne tenons pas compte de l’exclusion de cœur dur dans les chapitres 3 et 4. Celle
du point médian est pertinente, comme montré dans le chapitre 4, car le potentiel de force
moyenne calculé dans l’Eq. (C) montre l’existence d’une répulsion diélectrique qui force
les ions à se situer près du centre. Cela mériterait d’ailleurs d’être étudié par simulation
numérique. Les effets diélectriques sont alors sous-estimés, car les ions sont le plus loin
possible de la surface, impliquant une transition vapeur-liquide plus facile d’un point de
vue thermodynamique. La seconde approximation consiste à ignorer l’exclusion de cœur dur
dans ces deux chapitres, mais pas la taille finie des ions, prise en compte pour le calcul de la
contribution électrostatique au grand-potentiel. Il est montré dans la réf. [64] que pour les
pores cylindriques et sans l’approximation de point médian, le coefficient de partage dans
la phase liquide est augmenté d’un facteur 2 pour saturer à 1 pour des concentrations dans
le réservoir supérieurs à 2 mol/L. Cela implique une sorte de compensation bénéfique entre
l’approximation du pore en un pore sphérique du chapitre 4 d’un côté, et celle du cœur dur de
l’autre. La méthode développée dans le chapitre 5, une fois appliquée au cas d’un nanopore
cylindrique, permettra d’inclure cette exclusion de volume exclu et en plus de considérer
les corrélations ioniques dont on sait qu’elles permettent la formation de paires de Bjerrum.
Celles-ci semblent jouer un rôle fondamental dans l’effet de Wien [47] à l’origine de l’effet
“memristor” nanofluidique découvert très récemment [81, 91].

De plus, nos travaux font l’hypothèse de milieux continus et homogènes, mais la constante
diélectrique n’est pas uniforme dans le nanopore. Elle est en effet plus faible à la surface du
pore et maximum en son centre [15, 63]. Ces travaux récents montrent que les ions vont
être encore davantage poussés vers le centre du pore, qui pourrait être réinterprété dans
notre modèle comme une réduction du rayon effectif du pore. Cela décalerait les lignes de
coexistence des Fig. 4.10 et Fig. 4.11 légèrement vers la droite, vers des concentrations du
réservoir plus élevées pour que la transition de phase arrive. Prendre en compte le volume
exclu des ions mène par contre les lignes de coexistence vers des plus petites concentrations
du réservoir, comme on le voit dans la réf. [64].

Au-delà de l’homogénéité de la constante diélectrique de l’eau confinée, une modification
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Figure 6.1 – Illustration des hypothèses explicatives de la chute de la constante diélectrique
pour l’eau confinée dans un nanopore.(a) présente l’hypothèse des molécules d’eau polarisées
vers la surface du nanotube de carbone [74]. (b) un nanotube où coule de l’eau en son centre,
avec des couches de vides entre l’eau et la surface.

importante qui apporterait des améliorations aux travaux des chapitres 3 et 4 serait la prise
en compte d’un modèle théorique qui permettrait de calculer la constante diélectrique de
l’eau en fonction de l’importance du confinement ainsi que son profil spatial. Les récents
travaux explorent plusieurs pistes, que l’on illustre sur la Fig. 6.1. Une première hypothèse
est que les molécules d’eau, du fait de leur polarisation, s’organisent de façon à ce que celles
à la surface du nanotube soient polarisées perpendiculairement vers celle-ci. Des travaux
numériques [15] et analytiques [9, 75] récents vont dans ce sens. Il serait ainsi intéressant
d’introduire une théorie des champs sur les moments dipolaires dans notre approche. Par
interaction, il y a donc une certaine structure qui apparaît au sein des molécules d’eau et
cette structure implique une constante diélectrique plus faible, comme le montrent Mondal et
al. dans des simulations [74] (voir Fig. 6.1(a)). Une seconde idée est liée à l’hydrophobicité
des nanotubes de carbones : les molécules d’eau sont tenues à distance de la paroi, créant
une couche de vide entre elles et le nanotube de carbone. La constante diélectrique de l’eau
εp dans le nanotube de carbone serait alors une moyenne (des inverses) de la constante
diélectrique de l’eau εwater et de la constante diélectrique du vide εvacuum, pondérée par la
taille des couches respectives, comme le suggère Zhang [110] (voir Fig. 6.1(b)).

Enfin, nous nous sommes concentrés sur le calcul de la conductivité. Une évolution natu-
relle serait de calculer les autres coefficients de transport à travers les nanotubes de carbone
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en incluant nos calculs pour les coefficients de partage [94, 20, 108, 69]. Il serait donc in-
téressant d’étudier l’impact des effets spécifiques des ions et des constantes diélectriques de
l’eau confinée sur ces coefficients de transports, et donc notamment celui des transitions
liquide-vapeur ionique et plus globalement pour mesurer leur importance sur les propriétés
de filtration et de conduction des nanopores.

Pour conclure, cette thèse théorique s’appuie sur des mesures expérimentales dont la
comparaison permet d’isoler les mécanismes importants, comme par exemple le glissement
dans les nanotubes de carbone. Nous attendons impatiemment d’autres résultats expéri-
mentaux qui permettront de valider ou non les modèles développés dans les chapitres 3 et
4. Certaines expériences sur les transistors ioniques et l’application d’une tension de grille
sur des nanotubes sont en cours. Multiplier les résultats expérimentaux en variant les for-
çages thermodynamiques (différence de potentiel, de pression et de concentration) dans un
même montage expérimental permettra un ajustement plus précis et plus riche des modèles
théoriques.
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A Calcul variationnel avec un Hamiltonien décrivant un

électrolyte

Dans cette annexe nous reprenons le calcul de la partie II de la ref. [18] portant sur
l’approche variationnelle pour des systèmes complexes composés d’ions ponctuels en présence
d’interfaces diélectriques. Comme le formalisme de la théorie des champs et de la méthode
variationnelle du premier ordre ont déjà été présentées dans les travaux précédents [76, 21],
on précisera plutôt les grandes lignes directrices. L’approche variationnelle peut être utilisée
si l’Hamiltonien du système rend impossible l’intégration exacte pour trouver la fonction de
partition. On cherche alors un Hamiltonien d’essai gaussien βH0 qui soit le plus proche de
H.

La fonction de partition grand-canonique de p espèces d’ions dans un liquide de constante
diélectrique inhomogène ε(r⃗) est

Z =

p∏
i=1

∞∑
Ni=0

eNiµi

Ni!a3Ni

∫ Ni∏
j=1

dr⃗ije
−(H−Es) (1)

où a3 est typiquement de le volume d’un ion, µi désigne son potentiel chimique etNi le nombre
total d’ions de type i. Pour des raisons de simplicité, toutes les énergies sont exprimées en
unités de kBT . L’interaction électrostatique est alors

H =
1

2

∫
dr⃗ ′dr⃗ ρc(r⃗ )vc(r⃗ , r⃗

′)ρc(r⃗
′) (2)

où ρc est la distribution de charges (en unité de e)

ρc(r⃗ ) =

p∑
i=1

Ni∑
j=1

ziδ(r⃗ − r⃗ij) + ρs(r⃗ ), (3)

et zi désigne la valence de chaque espèce, ρs(r⃗) la distribution de charges fixes et vc(r⃗, r⃗′) est
le potentiel coulombien dont l’inverse est défini comme

v−1
c (r⃗ , r⃗ ′) = −kBT

e2
∇ [ε(r⃗ )∇δ(r⃗ − r⃗ ′)] (4)

L’énergie propre d’ions mobiles est soustraite au total de l’énergie électrostatique, et s’écrit

Es =
vbc(0)

2

p∑
i=1

Niz
2
i (5)
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où vbc(r⃗ ) = ℓB/r est le potentiel de Coulomb pour ε(r⃗ ) = εb. Après avoir réalisé une
transformation de Hubbard-Stratonovitch et la sommation sur les Ni dans l’équation Eq. (1),
la fonction de partition grand-canonique prend la forme d’une intégrale fonctionnelle sur un
champ auxiliaire ϕ(r⃗), Z =

∫
Dϕ e−H[ϕ]. L’hamiltonien pour des ions monovalents s’écrit

H[ϕ] =

∫
dr⃗

[
[∇ϕ(r⃗ )]2

8πℓB(r⃗ )
− iρs(r⃗ )ϕ(r⃗ )− 2λ exp

(
vbc(0)

2

)
cos (ϕ(r⃗))

]
(6)

où on introduit la fugacité redimensionnée

λ = eµ/a3 (7)

A l’infini, µ+ = µ− = µ le potentiel chimique. La méthode variationelle consiste à optimiser

Ωv = Ω0 + ⟨H −H0⟩0. (8)

où les moyennes ⟨· · · ⟩0 sont à calculer selon un Hamiltonien gaussien le plus général pos-
sible [78],

H0[ϕ] =
1

2

∫
r⃗ ,r⃗ ′

[ϕ(r⃗ )− iϕ0(r⃗ )] v−1
0 (r⃗ , r⃗ ′) [ϕ(r⃗ ′)− iϕ0(r⃗

′)] (9)

et Ω0 = −1
2
tr ln v0.

Nous considérons la propriété de concavité de la fonction exponentielle permettant d’écrire
e−x ≥ 1 − x, c’est-à-dire e−β(H−H0) ≥ 1 − β(H −H0). On peut alors réécrire la fonction de
partition : Z =

∫
Dϕe−βH =

∫
Dϕe−βH0e−β(H−H0)

Z ≥ Tre−βH0 [1− β(H −H0)] ⇐⇒ Z ≥ Z0[1− β⟨H −H0⟩0) (10)

⇐⇒ Ω ≤ Ω0 + ⟨H −H0⟩0 = Ωv (11)

Le principe variationnel consiste ensuite à regarder les valeurs optimales du noyau électrosta-
tique v0(r⃗, r⃗ ′) et du potentiel électrostatique moyen ϕ0(r⃗) qui minimiseent le grand-potentiel
variationnel Eq. (8). Les équations variationnelles δΩv/δϕ0(r⃗) = 0 et δΩv/δv

−1
0 = 0 pour un

électrolyte symétrique et ε(r⃗) = εb, conduisent à

∆ϕ0(r⃗ )− 8πℓBzλe
− z2

2
W (r⃗ ) sinh [zϕ0(r⃗ )] = −4πℓBρs(r⃗ ) (12)

−∆v0(r⃗ , r⃗
′) + 8πℓBz

2λe−
z2

2
W (r⃗ ) cosh [zϕ0(r⃗ )] v0(r⃗ , r⃗

′) = 4πℓBδ(r⃗ − r⃗ ′). (13)
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où on a défini

W (r⃗ ) ≡ lim
r⃗ →r⃗ ′

[
v0(r⃗ , r⃗

′)− vbc(r⃗ − r⃗ ′)
]

(14)

qui joue le rôle d’un potentiel chimique local contenant l’énergie de solvatation et diélectrique.
Les seconds termes des Eqs. (12,13) ont des interprétations physiques simples : le premier
est 4πℓB fois la densité ionique de charge locale et le second 4πℓBz

2 fois la concentration
en ions locale. Les relations Eqs. (12,13) sont similaires respectivement à l’équation non-
linéaire de Poisson-Boltzmann et à l’équation de Debye-Hückel, sauf que la charge et la source
d’ions mobiles sont remplacées par leur valeurs locales selon la distribution de Boltzmann.
L’équation Eq. (12) tient compte du l’asymétrie induite par la surface à travers le potentiel
électrostatique ϕ0, qui assure l’électroneutralité. Cette asymétrie peut être due à l’effet de la
charge de surface sur les distributions en anions et en cations ou due aux bords diélectriques
et aux charges images aux interfaces neutres, qui donnent naissances à des interactions
proportionnelles à z2 et induisent un ϕ0 local non nul pour des électrolytes asymétriques. D’un
autre côté, l’équation DH généralisée Eq. (13), où apparaissent les concentrations ioniques
locales proportionnelles à coshϕ0, fixe la fonction de Green v0(r⃗ , r⃗

′) évaluées en r⃗ avec la
source de charge localisée en r⃗′ et prend en compte les sauts diélectriques aux interfaces via
Eq. (14). Ces équations variationnelles ont été obtenues la première fois par Netz et Orland
[77]. Elles ont été également dérivées dans le cadre de l’approche de la fermeture de Debye
et la chaîne hiérarchique de BBGKY. Yaroshchuk a obtenu une solution approchée pour des
systèmes d’électrolytes confinés dans le but d’étudier l’exclusion ionique des membranes [108].

Dans les références [16, 17, 18], un choix restrictif pour v0(r⃗ , r⃗ ′) a été fait et la concen-
tration en sel locale s’écrit sous la forme d’un paramètre local de Debye-Hückel (ou l’inverse
de la longueur d’écrantage) κ(r⃗ ) dans l’Eq. (13),

κ(r⃗ )2 = 8πℓBz
2λe−

z2

2
W (r⃗ ) cosh [qϕ0(r⃗ )] , (15)

par une constante définie par morceaux : κv(r⃗ ) = κv en présence d’ions et κv(r⃗ ) = 0 dans
les parties sans sels du système. Il est à noter que l’on a montré récemment que beaucoup
des propriétés des électrolytes sont décrites avec succès par un noyau de Debye-Hückel [43].

La fonction de Green v0(r⃗ , r⃗
′) est alors solution d’une équation généralisée de Debye-

Hückel

[
−∇(ε(r⃗ )∇) + ε(r⃗ )κ2v(r⃗ )

]
v0(r⃗ , r⃗

′) =
e2

kBT
δ(r⃗ − r⃗ ′) (16)
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avec les conditions aux bords associées aux discontinuités diélectriques du système

lim
r⃗ →Σ−

v0(r⃗ , r⃗
′) = lim

r⃗ →Σ+
v0(r⃗ , r⃗

′), (17)

lim
r⃗ →Σ−

ε(r⃗ )∇v0(r⃗ , r⃗ ′) = lim
r⃗ →Σ+

ε(r⃗ )∇v0(r⃗ , r⃗ ′) (18)

où Σ représente les interfaces diélectriques éventuelles.

Dans le cas d’un nanopore cylindrique (chapitre 3) ou sphérique (chapitre 4), on ne peut
pas résoudre l’équation de PB variationnelle Eq. (12) mais profiter du fait que ϕ0(r) varie
peu dans le pore. Dans ce cas on fait le choix ϕ0(r⃗) = ϕ0 = cte et l’Eq. (12) une fois intégrée,
avec ρs(r) = σsδ(|r⃗| −R), conduit à l’électroneutralité

Sσs = qλV (k̄− − k̄+) (19)

où V et S sont respectivement le volume et la surface du pore et k± sont les coefficients de
partage définis selon

k±(r⃗) = e−
z2W (r⃗)

2 e∓zϕ0 (20)

et la barre correspond à une moyenne dans le volume du pore.

Le grand-potentiel variationnel Eq. (8) se simplifie alors selon

ωv = β
Ωv

V
=− 2λexp

[q
2
(κvℓB − δv0(r⃗, r⃗;κv))

]
cosh (qϕ0)

+
κ3v
24π

+
κ2v

8πℓB

∫ 1

0

[
δv0(r⃗, r⃗;κv

√
ξ)− δv0(r⃗, r⃗;κv)

]
dξ +

S

V
σsϕ0 (21)

avec
δv0(r⃗, r⃗;κv) = lim

r⃗ →r⃗ ′
[v0(r⃗ , r⃗

′)− vDH(|r⃗ − r⃗ ′|)] = W (r⃗) + κvℓB (22)

car limr⃗ →r⃗ ′ vDH(r⃗ − r⃗ ′, κv) = limr⃗ →r⃗ ′ vbc(r⃗ − r⃗ ′)− κvℓB. La fugacité des ions s’écrit

λ± = cs exp(−z2κbℓB/2) (23)

loù cs est la concentration loin dans les réservoirs. La fugacité des ions de type ± (déterminé
par ceux dans le réservoir avec lequel les ions dans le pore sont en équilibre) sont égales
(notées λ) pour un électrolyte symétrique. Les deux premiers termes dans (Eq. (21)) sont
égaux à −βp, où p = pid + pel est une pression effective composée de la pression idéale
osmotique (premier terme) et la pression électrostatique de DH des ions ponctuels, −κ3v/(24π)
(second terme), pour un réservoir hypothétique avec le paramètre d’écrantage DH égal à
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κv. Le premier terme contient le PMF incluant δv0(r⃗, r⃗) et ϕ0, comme les concentrations
ioniques sont modifiées par la présence des murs du pore. Les deux derniers termes sont des
termes de surface, égaux à S

V
βγ, où γ est la tension de surface, qui inclue les contributions

diélectriques δv0 et électrostatiques ϕ0 induites par la présence du mur du pore. Le second
terme ressemblant au cas du réservoir et le troisième terme de surface sont identiques à ceux
obtenus en utilisant la méthode de charge de Debye-Hückel [23], cf. Eqs. (4.31,4.34).

Pour l’interface cylindrique de longueur L et de rayon R qui nous intéresse dans le
chapitre 3, nous calculons la fonction de Green v0(r⃗, r⃗

′) en présence d’une interface di-
électrique. Le système est caractérisé par une discontinuité diélectrique définie par ε(r) =

εbΘ(R − r) + εpΘ(r − R), où Θ(x) est la distribution d’Heaviside, et de constante de DH
κ(r) = κvΘ(R− r). On résout l’équation de Debye-Hückel Eq. (16). En utilisant la symétrie
cylindrique du système, nous obtenons

∂2v0
∂r2

+
1

r

∂v0
∂r

−
[
χ2 +

m2

r2

]
v0 = −4πℓB

δr
δ(r − r′) (24)

où on définit m l’indice de Fourier azimutal χ2 = k2 (δ = εb/εp) à l’extérieur du pore et
χ2 = k2+κ2v (δ = 1) dans le pore avec k le vecteur d’onde selon l’axe du pore. Les solutions de
l’Eq. (24) sont les fonctions de Bessel modifiées v0(r, r′;m, k) = A(r′)Im(χr)+B(r′)Km(χr).

B Molecular dynamics investigations of ionic conductance

at the nanoscale : Role of the water model and geo-

metric parameters



Molecular dynamics investigations of ionic conductance at the
nanoscale: Role of the water model and geometric parameters

Alia Mejri a, Kamel Mazouzi b, Guillaume Herlem a, Fabien Picaud a,b,⇑, Theo Hennequin c, John Palmeri d,
Manoel Manghi c

a Laboratoire de Nanomédecine, Imagerie et Thérapeutiques, EA4662, UFR Sciences et Techniques, Centre Hospitalier Universitaire et Université de Bourgogne Franche Comté, 16
route de Gray, 25030 Besançon, France
bMésocentre de calculs de Franche Comté, UFR Sciences et Techniques, Université de Bourgogne Franche Comté, 16 route de Gray, 25030 Besançon, France
c Laboratoire de Physique Théorique, Université́ de Toulouse, CNRS, UPS, 31062 Toulouse cedex 4, France
d Laboratoire Charles Coulomb (L2C), Université́ de Montpellier, CNRS, 34095 Montpellier cedex 5, France

a r t i c l e i n f o

Article history:
Received 15 November 2021
Revised 14 December 2021
Accepted 17 January 2022
Available online 24 January 2022

Keywords:
Molecular dynamic simulations
Confinement effect
Water models
Conductance

a b s t r a c t

Ultra-efficient transport of water and ions at the nanoscale is studied through molecular dynamics sim-
ulations. Carbon nanotubes (CNTs) are used here as nanofluidic devices owing to their smooth inner
structure and the compromise of a very simple composition for a tremendous variety of properties.
Transport of solvated ions moving inside the carbon nanotube under the application of an external poten-
tial difference allowed the measurement of the ionic current established through the internal area of the
tube. To be as exhaustive as possible, three popular water models were tested to investigate ionic trans-
port inside this artificial nanochannel. The key geometric parameters of the carbon structure were also
varied, revealing a peculiar dependence of the ionic conductance on each studied parameter in accor-
dance with the theoretical model presented in this paper.

� 2022 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

The development of nanofluidics over the past decade has led to
the acquisition of relevant data and the discovery of novel physical
phenomena governing ion transport in confined spaces at nanos-
cale dimensions [1].

Such ion transport-based systems have opened up large oppor-
tunities for advanced nanofluidic devices in selective ion transport
for engineering applications like desalination [2], water filtration
[3], energy conversion [4,5] and harvesting [6,7], biosensors [8],
biomimetic ion channels [9]. Furthermore, in the last few years,
significant research advances have been made concerning the
manufacture and development of nanoscale fluidic systems, both
at the experimental and theoretical levels. A current challenge
nowadays is to actively control and detect the motion of ions inside
artificial nano-channels and to understand the mechanism govern-
ing this transport. It has also become essential to identify the influ-
ence of geometric parameters of the confining structure on fluid
transport in narrow nano-channels.

Special attention has been paid to single walled carbon nan-
otubes (SWCNTs) as ideal conduction channels for fundamental
nanofluidics studies, especially those related to water and ion
transport. This is due to the simple composition of SWCNTs and
their unique combination of properties: smooth walls, provided
by their sp2 carbon atoms hybridization, allowing fast motion of
liquid and solvated ions with low fluid friction in addition to their
remarkable chemical, mechanical, optical, and electronic proper-
ties. Moreover, their length can be controlled on the sub-
micrometer to millimeter scale. Furthermore, depending on their
crystal structure, the surface charge of carbon nanotubes can be
actively controlled by an external electrical circuit [9]. In addition,
the selectivity of CNTs towards transfering species (ions, for exam-
ple) can be obtained by the targeting of well-defined sites at their
entrance without affecting the interior walls of the structure
[10,11]. CNTs can also mimic biological nanochannels as they share
with them several structural motifs such as a narrow hydrophobic
inner surface and local selective gates.

Activity around nanofluidics in ultra-confined environments
has strongly risen through continuous progress in developing
experimental tools. Many works have focused on the behavior of
water and ions in carbon-based nanochannels. Lee et al. developed
a novel method to produce high-quality CNT fibers by controlling

https://doi.org/10.1016/j.molliq.2022.118575
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the length of the water injection tube based on the feedstock
decomposition temperatures [12].

Hassan et al. employed 2D 1H NMR to perform experimental
measurements of water diffusion inside single and double walled
CNTs. The measurements revealed a stratified fast diffusion for
CNTs [13]. Moreover, previous experiments have demonstrated
the possibility for a spontaneous filling of narrow CNTs with a
diameter of the order of 2.7 Å [14]. Marcotte et al. highlighted a
mechanically activated ionic transport inside 2-nm-radius multi-
walled carbon nanotubes under the combination of mechanical
and electrical forcing [15]. This study is in agreement with previ-
ous studies involving a mechanically activated excitatory ion cur-
rent under mechanical pressure or stretching [16]. Several
research groups are interested in the transport of water and ions
inside carbon nanotubes and report in most situations linear I-V
curves which are characteristic of an ohmic behavior. The conduc-
tivity values in these different studies could exceed the bulk con-
ductivity by more than two orders of magnitude. Secchi et al.
noted a conductance – concentration (G-C) variation suggesting
that the conductance G with the salt concentration in the reser-
voirs, C, followed a power law behavior with exponent a = 1/3 at
low salt concentrations in individual CNTs of diameters in the tens
of nanometer range. They attributed this tendency to an OH

�

adsorption charge regulation mechanism at the surface of the car-
bon nanotube [17]. Yazda et al. have also confirmed this tendency
for ionic current measurements through nanofluidic devices con-
taining one or several SWCNTs of diameters ranging from 1.2 to
2 nm [18].

Several aspects of fluid transport CNTs have been rigorously
explored basically by experiments employing electric field and
pressure driven flows [19–21]. Despite the considerable advances
in experimental studies [22], in particular during the last decade,
the control of water and ion flow inside carbon nanotubes has
not yet been established in the literature [23]. We therefore
deemed it necessary to investigate further the novel properties of
water in CNTs.

Theoretical and numerical approaches have now become of
great interest in exploring the behavior of water inside carbon nan-
otubes. In particular, Molecular Dynamics (MD) allows achieving
remarkable results with regard to the control and the description
of water in a confined environment. Many studies discussed water
permeability and ion selectivity in sub-nanometer carbon nan-
otubes revealing a peculiar water arrangement in strong confine-
ment conditions related to the hydrogen bond network
modification compared to the bulk water situation [24]. Different
possible water arrangements were highlighted, ranging from single
ordered chains in narrow CNTs to different ice tubes in wider CNTs
[25–27]. Many other studies focused on the correlation between
the geometrical characteristics of CNTs and the water flow.
Besides, several studies have concluded that water flow inside sin-
gle walled CNTs is metallicity and diameter dependent [28,29].
Thomas et al. [30] have conducted MD simulations for water
motion in relatively narrow pores of diameters less than (or equal
to) 1.6 nm, which may be suitable for desalination using reverse
osmosis. They established that larger tube diameters lead to larger
permeabilities of water inside the hydrophobic structure. Pascal
et al. reported fromMD simulations the entropy, enthalpy, and free
energy of water confined in CNTs of diameters between 0.8 and
2.7 nm and highlighted a bulk-like liquid phase behavior for arm-
chair tubes larger than 1.4 nm in diameter [31]. In addition, several
works investigated the effect of grafting chemical functions on the
dangling carbon atoms of the single walled SWCNTs. These chem-
ical groups strongly enhance the performances of water desalina-
tion [30,32,33].

In the present work, we designed a nanofluidic system combin-
ing a single walled carbon nanotube with graphene sheets and

studied the effect of geometry (tube diameter and length) of this
hydrophobic pore on the ionic conductance of the system. We have
simultaneously investigated three water models in order to gener-
alize our approach and to select the most relevant one for the
description of water and ion transport at the nanoscale.

2. System modeling and simulation methodology

The simulated nanopore is a single-walled carbon nanotube
defined by Hamada (n,m) indices. The total nanofluidic device will
be made of this CNT, with varying diameter, and length combined
with two graphene sheets placed at its ends connecting two reser-
voirs of water and ions. In the current study we were not interested
on the mechanical deformations of the CNT. The latter, as well as
the graphitic edges of the reservoirs are taken as rigid structures.
Each rectangular reservoir has the following dimensions
(4.9,4.9,4.0) nm3 and two openings are appropriately perforated
in the two sheets to allow the solvent motion through the device
and join the two symmetric regions of the simulation cell. In the
first part of the current study we considered three armchair
uncapped and uncharged CNTs with increasing diameters:
(11,11), (13,13) and (15,15) CNTs of respectively 1.49, 1.76 and
2.03 nm. The electrolyte contains Na+ and Cl� ions at a concentra-
tion of 1 M in the reservoirs (see snapshot of the simulation in
Fig. 1). All the simulations were performed using the NAMD 2.12
code [34]. MD simulations were conducted in the NPT ensemble
with the pressure being maintained constant during the thermal-
ization of the system. When an external electric field was applied
the NVT ensemble was implemented, maintaining a constant vol-
ume throughout the simulation. The temperature was set to
300 K using Langevin dynamics. The particle mesh Ewald summa-
tion method (PME) [35] was used to calculate the full-system peri-
odic electrostatic contributions. The integration time step was
equal to 1 fs and the standard Charmm36 force field was used to
describe force field and Lennard-Jones parameters for CNTs [36].
The water/CNT interaction was modeled using a Lennard-Jones
12-6 potential for all carbon atoms rather than the 9-3 Lennard-

Fig. 1. Snapshot of the simulation system employed in the present study: (13,13)
carbon nanotube combined with two graphene sheets is embedded in a periodic
water box of 16,950 molecules. An external electric field is applied in the +z
direction along the CNT axis.
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Jones ‘‘featureless walls” potential. (a ‘‘featureless wall” approach
is expected to break down for inter-wall separations below
1.6 nm [37]).

A set of three site rigid and non-polarizable water models were
selected in order to evaluate the role of the water model on the
ionic conductance of SWCNTs: TIP3P[38], SPC/E [39] and
TIP4/2005 [40].

Different voltages (from 0.05 to 2 V) were applied to study the
ionic current. For each simulation, 32,000 steps of minimization
were first launched before running 5 ns of equilibration of the full
system, the production runs were then performed for 30 ns at each
voltage.

The TIP3P water model exhibits partial atomic charges centered
on the hydrogen and oxygen atoms. It has a rigid geometry, which
is consistent with water in the liquid phase. Moreover, TIP3P rea-
sonably predicts the density and enthalpy of vaporization of water
under ambient conditions [41]. The Charmm36 force fields were
originally developed to study protein folding with the TIP3P water
model [42]. A shortcoming of this model is that it overestimates
the diffusion constant of water [43]. The SPC/E water model has
also a rigid 3 site structure with different partial charges. This
model does not reproduce the experimental geometry of a water
molecule in the gas phase. It uses only two values for bond length
and bond angle (see Table 1). It was established in the literature
that SPC/E accurately predicts the diffusion of water at ambient
conditions and reproduces well the dielectric properties of water
at 298 K. The last water model tested in the current study is the
TIP4P/2005. This model is a 4 site rigid water model which shifts
the negative partial charge from the oxygen atom towards a virtual
site located along the bisector of the HOH angle. This model is
interesting as it provides a good description of many water proper-
ties. In particular, it leads to a good agreement between theoretical
and experimental diffusion coefficient values in the low tempera-
ture range, including room temperature (300 K) for which it was
designed [43].

The three water models are considered as non-polarizable and
the geometry of each water model is given in Fig. 2. The pair
potential between the water molecules has the following form
(Eq. 1):

t ¼ 4e ð r
roo

Þ
12

� ð r
roo

Þ
6

� �
þ

X
i;j2w

qiqj

rij
ð1Þ

where r and e are the Lennard-Jones (LJ) parameters between oxy-
gen atoms and qi the charge on ith site of water. The values of these
parameters are given in Table 1. rij is the distance between the sites
i and j in the different water molecules.

3. Results and discussion

3.1. Role of the CNT diameter on the ionic conductance

MD simulations were first conducted on CNTs with different
diameters for all water models in order to understand the role of
this geometric parameter on the conductance values. Theoretical
I = f (V) curves for the three diameters and for each water model
are plotted in Fig. 3. Five voltages were used, ranging from 0.5 to
2 V. As can be seen in Fig. 3, the diameter increase did not modify
the curve shape but only its slope, whatever the water model used
in the simulations. The linear curve fit allowed us to estimate the
conductance values of these CNTs in all situations. The results
are summarized in Table 2.

The conductance values keep, whatever the model, the same
variation trend. In fact, for increasing diameters and for the same
chirality, the conductance of the system increases as the diameter
of the tube increases. The obtained values of conductance fall
within the range of the experimental data with corresponding
diameters [44,45]. Indeed, in these studies, the conductance varies
with pH and ionic concentration with values ranging from 0.4 to
1.5 nS.

This increase of conductance is in agreement with theoretical
modeling of conductance in nanopores. For small neutral pores,
the electrical resistance is the sum of the constant access resistance
and the pore one. Hence the full nanopore conductance (Eq. 2) as a
function of the pore radius R and the pore length L is for a neutral
pore [46]

GðR; LÞ ¼ pðR� RvdwÞ2
L

e2ðlþ þ l�Þcpore
1þ p

2
R�Rvdw

L

ð2Þ

where Rvdw is the van der Waals radius associated with the
hydrophobicity of the CNT, e is the electron charge, l� are the ionic
mobilities, and cpore the ionic concentration in the pore. The correc-
tive factor 1

1þp
2
R�Rvdw

L

to the nanopore conductance comes from the

presence of the access resistance due to the small length of the CNTs
studied. [47] By fitting the data for the conductance as a function of
the pore diameter for L ¼ 10 nm, and taking Rvdw ¼ 0:3 nm as
extracted from the water radial density distribution shown in
Fig. 5, one obtains a reasonable fit, shown in Fig. 4 with
cpore � 0:49 M for lþ ¼ 3:9� 1011 s/kg for Na± and l� ¼ 5:4� 1011

s/kg for Cl� [48] (and cpore � 0:37 M for lþ ¼ 5:6� 1011 s/kg for

Na± and l� ¼ 7:1� 1011 s/kg for Cl� [49]). Note that we fitted the
2 last points corresponding to the larger radii. By fitting the 4 points
we obtain slightly smaller values for the concentration (orange
curves).

Table 1
(a) The force field parameters of SPC/E, TIP4P, and TIP4P/2005. (b) Experimental and simulation data of different water models. Thermodynamic conditions as reported in each
entry.

(a)

Molecular Model TIP3P SPC/E TIP4P/2005 SWCNT

r (Å) 3.1506 3.1660 3.1589 3.3997
e (kJ/mol) 0.6364 0.6500 0.7749 0.3598

(b)

Parameter TIP3P SPC/E TIP4P/2005 Exp

D self-diffusion Coefficient (�10�9 m2.s�1) 5.65 2.5 2.08/2.39 2.3
DHvap (kcal/mol) 10.5 11.79 11.99 10.52
e(298 K) 94–100 71.8 59–63 78.6
q298k (g/cm3) 0.98 0.994 0.993 0.997
gOO1,2 2.77, 4.50 2.75, 4.50 2.43, 4.38 2.88, 4.50
gOH 1.83 1.77 – 1.85
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Interestingly, this fitted pore concentration is smaller than the
reservoir concentration of cb ¼ 1 M, which is the signature of a
transfer free-energy penalty (or Potential of Mean Force, PMF) on

the order of W ¼ �kBTln
cpore
cb

� �
� 0:8kBT . This free-energy penalty

might be due to dielectric exclusion [50], Born exclusion [51] and
solvation deficit [52].

The hydrodynamic fluid (of viscosity g) velocity profile in the
nanopore vðrÞ (where r is the radial distance) including fluid slip-
page at the surface, with a slip length b, is given by the modified
Helmholtz-Smoluchowski equation (Eq. 3)

vðrÞ ¼ �0�
g

½/ðRÞ � /ðrÞ�E� 1
4g

@zpðR2 � r2Þ � b
g

rEþ R
2
@zp

� �
ð3Þ

where E and @zp are the applied electric field and pressure gradient
(/ðrÞ is the electrostatic potential and r the surface charge density)
(see Appendix of [46]. The last term corresponds to the slip velocity.

Its contribution to the ionic current is I ¼ 2p
R R
0 qcðrÞvðrÞrdr where

qcðrÞ is the ionic charge density. For neutral pores, fluid slippage
would therefore only appear if the pressure gradient and the ionic
charge density in the pore were non-zero. Hence in the present case
of neutral pores, we expect that it does not play any role in the con-
ductance. For charged pores with surface charge density r, how-
ever, it has been shown that fluid slippage increases the
conductance with an additional contribution equal to
Gslip ¼ 2p Rb

gLr
2 [46].

In addition, we notice that the three models do not behave in
the same way with respect to the conductance values. Indeed,
the conductance values for the SPC/E and TIP4P/2005 are reduced
compared to the TIP3P water model. In order to understand the dif-
ferences between the water models, it is important to observe the
structure of the water inside the carbon cage. We show in Fig. 5
snapshots of water arrangement viewed on top of the systemmade
of the (13,13) CNT for the three water models. It is very difficult to
demonstrate using these different snapshots the role played by the
models in the calculated conductance values. In Fig. 6 we therefore
plot the radial density distribution of water oxygen atoms towards
carbon atoms of the tube within the (13,13) armchair CNT.

It should be noted that in the three situations (differing only by
the water model) we observed a particular arrangement of water
molecules in the confined state. Two specific average positions
are occupied by the oxygen atoms at 4 Å and 7 Å from the pore
wall, respectively. These peaks appear because the water mole-
cules adopt a circular ring structure when they are encapsulated
inside cylindrical structures such as CNTs. This structure is often
noted in the literature [53] and is due to the hydrophobic proper-
ties of the carbon wall. Several numerical and experimental studies
have shown that confined water in thin pores is highly structured
and tends to arrange itself into a tubular structure composed of
wet layers made of water channel molecules with a single file of

water molecules located near the pore center [54–58]. Moreover,
we observe a cylindrical volume of width 0.3 nm which is free of
water molecules for the three models. It corresponds to a vacuum
zone that arises due to the hydrophobicity of the carbon wall.

The three water models seem, however, to exhibit the same
behavior towards the carbon cage. The water behavior toward
the inner pore surface of the tube could thus not explain the differ-
ent conductance value obtained for TIP3P water. The radial density
distributions of water oxygen atoms towards the carbon structure
(Fig. 6) present the same position for all the peaks. Note also that
this behavior is also preserved for the two other pore diameters
considered in this study (plots are provided in the supplementary
information Section S2). The only differences come from the
heights of the peaks. TIP4P/2005 model is the only one that pre-
sents a clearly different radial density distribution behavior, even
though it presents the same conductance values as the SPC/E
one. We cannot therefore explain the different conductance values
by the behavior of the water molecules near the surface of the car-
bon cage.

To investigate water molecule structures inside CNT and
attempt to explain the conductance values, we calculated the aver-
age number of hydrogen bonds per water molecule for water in the
bulk and confined in the CNT (Table 3). Additionally, the radial dis-
tribution functions between oxygen atoms in the confined situa-
tions were also plotted in Fig. 7.

Hydrogen bond number gives information about water arrange-
ment within the tube for each model. As shown in Table 3, the
modifications of this H-bond number are not significant in CNT
(13,13), even though the conductance values can increase by a fac-
tor of two between TIP3P model and the other two water models
(see Table 1). Moreover, the radial density distributions shown in
Fig. 7 clearly indicate a slight shift of the first distribution peak,
related to the water models adopted here. This confirms that inter-
nal water molecule arrangement depends on the model, although
the three models presented a similar behavior with respect to
the external carbon cage.

Based on these data, we conclude that SPC/E and TIP4P/2005
water models are more structured in a confined medium than
the TIP3P model. This will probably impact the ion pore entry rates
and thus the conductance values obtained for our different simu-
lated systems under the same conditions. This is in accordance
with previous theoretical studies made by Liu et al. [59–61].

Several studies have also found different behaviors for these 3
water models based on MD simulations and transport properties
such as self-diffusion coefficients D, shear viscosities g and ther-
mal conductivities k. Among them, Hi et al. have employed the
Green-Kubo relations to calculate the transport properties of SPC/
E and TIP4P/2005 water over a range of temperatures from 243
to 550 K. They obtained the best agreement with the experimental
value of D for the TIP4P/2005 water model at low temperatures
(including 300 K). Also the shear viscosity for TIP4P/2005 water

Fig. 2. Representation of TIP3P, SPC/E and TIP4P/2005 geometries. Oxygen atoms are shown in red, hydrogen atoms in white and the TIP4P/2005 virtual site is in purple.
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model shows less deviation from the experimental data [62]. Cel-
ebi et al. compared, among other properties, the slip length of
water on rigid graphene nanochannels. This quantity is strongly

sensitive to the choice of the water model (specifically its shear
viscosity). They concluded that TIP4P/2005 gives the best predic-
tion of viscosity, within 1.7% of the experimental value. SPC/E
model is also moderately accurate, while TIP3P model shows
poorer performance in reproducing the experimental viscosity at
specified thermodynamic conditions [63]. Losey et al. [64] evalu-
ated, by force driven flow, the performance of different water mod-
els through water flow calculations within CNTs of increasing
diameter separating dual reservoirs. They observed in all simula-
tions the highest pore water flow for TIP3P water model compared
to the TIP4P/2005 and SPC/E ones, which behave similarly. They
correlated their results to the shear viscosity of each model, in
accordance with those of other research groups [43,65,66].

Therefore, our results show a stronger organization of water
molecules in the SPC/E and TIP4P/2005 models. This modification
impacts necessarily the physical observables measured in nanoflu-
idic simulations. As a consequence, we can arrive at the same con-
clusion for the TIP3P model since the conductance of the CNT is
already impacted when using this model. The higher water flow
in the TIP3P model compared to the SPC/E and TIP4P/2005 ones
due to its larger bulk diffusion constant, is thus an overestimation
for CNTs. Therefore, we conclude that the SPC/E and TIP4P/2005
models should be the most appropriate models for nanofluidic
studies [60,61,67].

Ionic organization inside nanopore:
Ionic distribution inside a CNT is an interesting indicator that

can be used to account for the differences between the three water
models tested in our simulations. Fig. 8 shows the distribution of
sodium and chloride ions as well as water molecules inside the
(13,13) tube of intermediate diameter. Two important conclusions

Fig. 3. Simulation results (data points) and theoretical curves for I = f(U) for the 3
water models used in our simulations. Blue, green and pink dashed curves represent
the (11,11), (13,13) and (15,15) CNTs, respectively. Results obtained for (a) TIP3P,
(b) SPC/E and (c) TIP4P/2005 models, respectively.

Table 2
Conductance values for different tube diameters and different water models.

Water
model

Hamada indices (n,
m)

Diameter d
(nm)

Conductance G
(nS)

TIP3P (11,11) 1.485 0.11 ± 0.06
(13,13) 1.755 0.46 ± 0.06
(15,15) 2.025 0.79 ± 0.03

SPC/E (11,11) 1.485 0.070 ± 0.005
(13,13) 1.755 0.21 ± 0.08
(15,15) 2.025 0.49 ± 0.04

TIP4P/2005 (11,11) 1.485 0.11 ± 0.03
(13,13) 1.755 0.18 ± 0.03
(15,15) 2.025 0.46 ± 0.04

Fig. 4. Fit of the conductance simulation data (red dots) for CNTs of length
L = 10 nm and various radii with the TIP3P water model. The blue (respectively
orange) curve corresponds to a fit of the two last (reps. four) points. The dashed
curves correspond to the case without access resistance.
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can be reached. Whatever the model, the ionic distribution is
always located at the same position with respect to the water
molecules distribution. The different peaks are almost situated at
the same abscisses. Water molecules are organized appreciably
identically with respect to the tube internal surface.

It should also be noted that the ions generally have a preferen-
tial circulation region inside the carbon nanotube. In accordance
with the peaks related to each ion, sodium ions move in two speci-
fic regions located at the center of the tube (in majority), as well as
at the limit of the second water tube created inside the carbon
cage. Chloride ions move only in the zone of the CNT located
between the cation localizations to maintain the overall electro-
neutrality of the system. Their trajectory remains offset from the
center of the tube which is the region of a continuous movement

of the sodium ions. The higher number of cation peaks reflects bet-
ter organization of the water with respect to these ions and there-
fore better stability of the latter within the host structure. Indeed,
the first peak of cations is well defined between the two water
peaks. Sodium ions are therefore clearly better solvated than the
anions (Cl�).

Effect of pore length on the CNT conductance
We have investigated the role of the pore length increase on the

ionic conductance. In these simulations four lengths were tested
for uncapped and uncharged (13,13) CNT. All simulations were
performed for a constant potential of 1 V.

We plotted in Fig. 9, the CNT conductance variation as a func-
tion of the tube length. As observed for the other parameters, the
conductance presents the same qualitative behavior for the three
water models, but with a different amplitude. Indeed, when the
tube length increases, the conductance shows a marked decrease
for the TIP3P model and a smaller one for the SPC/E model.

Note that we have widened the range of lengths up to 80 nm for
the smallest tube ((10,10) with d = 1.34 nm). This was possible due
to the size of the systemwhich remained reasonable in this specific
case. The conductance shows a small increase at small lengths
before a strong decrease until the maximal length used in the sim-
ulations for which we reached the value of 0.017 nS (see S5 in sup-

Fig. 5. Top views of the water confined in the (13,13) armchair carbon nanotube for: (a) TIP3P (b) SPC/E and (c) TIP4P/2005 water models.

Fig. 6. Radial density distribution of water oxygen atoms towards carbon atoms
within (13,13) CNT (cyan dotted points, yellow and red dotted curves represent
TIP3P, SPC/E and TIP4P/2005 water models).

Table 3
Average number of hydrogen bonds per water molecule for water in bulk and within
the (13,13) CNT.

Model Average in bulk Average in CNT

TIP3P 1.00 (0.015) 1.00 (0.035)
SPC/E 1.27 (0.015) 1.27 (0.035)
TIP4P/2005 1.04 (0.02) 1.05 (0.03)

Fig. 7. Radial density distribution of water oxygen atoms within (13,13) CNT
(green, blue and red dotted curves represent SPC/E, TIP4P/2005 and TIP3P water
models, respectively).
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plementary Information’s section). To complete this analysis, we
computed the ionic concentration values inside each studied CNT
as a function of the water model.

As shown in Table 4, in the major part of the simulations, the
ionic concentrations inside the CNTs (even for the highest tube
diameter) did not reach the concentration in the reservoir bulk
(cbulk ¼ 1 M). Furthermore, fitting the data for TIP3P a shown in
Fig. 10 with Eq. (1) leads to cpore � 0:25 M for the (10,10) and
cpore � 0:29 for the (13,13) CNT, in agreement with the measured
concentration in the pore of 0.3 M.

Fig. 8. Water and ions distribution inside (13,13) CNT (Cl� ions are in green dotted
lines; Na+ in pink and water in black dashed lines). Results obtained for (a) TIP3P,
(b) SPC/E and (c) TIP4P/2005 models, respectively.

Fig. 9. CNT conductance as a function of the uncharged (13,13) CNT pore length.
Results obtained for (a) TIP3P, (b) SPC/E and (c) TIP4P/2005 models, respectively.
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It thus confirms the validity of Eq. (1) and a PMF of
W ¼ �kBTlnðcpore=cbÞ � 1:2kBT for the (13,13) CNT with the TIP3P
water model.

The decrease of the conductance with the length L is semi-
quantitatively described by Eq. (1), with a constant access resis-
tance in series with a pore resistance which increases linearly with
L. The slight increase of the conductance observed for L < 20 nm in
the (10,10) case is however not captured by Eq. (1) and might be
due to specific hydration effects for small CNT radii. The role of
the graphene sheets located at the extremities of the CNT can also
explain this behavior by reinforcing the access resistance. Hence,
for small tube length values, there subsists a strong competition
between the 2 resistance contributions while one takes predomi-
nance as soon as the tube length increases.

4. Conclusions

In this work, we have studied through MD simulations the elec-
tric field-driven electrolyte transport through CNTs. We focused on
the effect of the geometrical parameters of single-walled carbon
nanotubes, such as diameter, length and helicity, on the ionic con-
ductance of the system. Three popular water models were investi-
gated, namely TIP3P, SPC/E and TIP4P/2005. Several key results
were reported: (i) The increase in the CNT diameter tends to
increase the value of the conductance. (ii) The increase of the tube
length involves a decrease of the conductance values (more or less
strong depending on the water model). These results have been
nicely interpreted by our theoretical model where the access resis-
tance and the pore one act in series. In particular, we show that the
ionic partition coefficient cpore

cb
is less than one for neutral CNTs,

which we interpret as resulting from dielectric exclusion and pos-
sibly a hydration deficit of ions in the CNT.

An important part of this work was dedicated to the study of
different water models in order to find the most adequate ones
for a physically appropriate description of water and ion transport
at the nanoscale. Our numerical simulations allowed us to con-
clude that: (i) The water model has no effect on the conductance

trend with increasing tube diameter, it only impacts the conduc-
tance values. (ii) Hydrogen bond analysis gives information on
water arrangement within the pore and SPC/E and TIP4P/2005
models behave in the same way. They are much more structured
than the TIP3P model, which explains the different values obtained
for the conductances. iii) Computational cost of the three models
for the (13,13) tube, shows that, the four-center model TIP4P/2005
requires a computational time 30% greater than the two other
three-center models. In addition, the TIP3P model overestimates
the water diffusion coefficient resulting in conductance values
twice those obtained for the two other models. The good compro-
mise between the different results obtained in this work along
with the computational cost suggest that the SPC/E and TIP4P/2005
water models should be best suited for the study of water inside
carbon nanotubes.
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C Cas général de l’ion ponctuel décentré

Dans le cas général d’ions de taille finie le lien entre Φ(r) défini dans la section 4.2 et
v0(r⃗, r⃗

′;κv) est

z2v0(r⃗, 0⃗;κv) = βqΦ(r). (25)

La fonction de Green gouvernant l’interaction entre une charge ponctuelle élémentaire au
un point r⃗′ et un autre point r⃗ dans une sphère électriquement neutre peut être calculé
exactement pour des ions ponctuels [21] et est donné (en unités de kBT ) par :

v0(r⃗, r⃗
′) =

∑
l,m

Vl(r, r
′)Ylm(θ, ϕ)Y

∗
lm(θ

′, ϕ) (26)

avec Ylm étant les harmoniques sphériques et

Vl(r, r
′) = 4πκℓBδi

′
l(κr

′)

[
kl(κr)−

κRk′l(κR) +
εm
ε
kl(κR)

κRi′l(κR) +
εm
ε
il(κR)

il(κr)

]
(27)

avec i′l(x) =
√
π(2x)Il+1/2(x), kl(x) =

√
2x/π)Kl+1/2 où Il et Kl sont les fonctions de Bessel

modifiées de premières et secondes espèces, respectivement, et i′(x) et k′(x) leur dérivées.

Le cas l = 0 correspond à un ion localisé au centre du nanopore sphérique pour qui le
potentiel v0(r, 0) est isotrope et r⃗′ = 0. En utilisant k0(x) = e−x/x et i0(x) = sinh(x)/x

l’Eq. (26) se simplifie en :

v0(r, 0) = ℓBδ
e−κr

r
+ 2ℓBδD

(εm
ε
, κR

) sinh(κr)

r
(28)

où

D(u, x) =
x+ 1− a

e2x(x− 1 + a) + x+ 1− a
(29)

C’est pourquoi on retrouve z2v0(r, 0) = βq lim
Ri→0

Φ(r) pour des ions ponctuels et σ = 0. De

l’Eq. (28) on obtient directement pour des ions ponctuels

µ− µb =
z2

2
lim
r→0

[v0(r, 0)− vc(r)] +
z2κbℓB

2

=
z2ℓB
2

[
δ2κD(

εm
ε
, κR) + κb − δκ+ (δ − 1) lim

r→0

1

r

]
(30)

où on identifie les trois contributions pour des ions ponctuels correspondant à ceux de
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∆Wp(κ) donné en Eq. (4.54) pour des ions de taille finie. Le dernier terme (d’énergie propre
de Born) pour des ions ponctuels diverge quand ε ̸= εb, ce qui montre l’importance cruciale
de prendre en compte les effets de taille finie des ions dans ce cas. Pour ε = εm (pas de saut
diélectrique), le premier terme dans les crochets se simplifie en δκ[1 − tanh(κR)] (terme de
solvatation confiné) et disparaît pour R → ∞.

D Calcul du grand-potentiel variationnel au 2d ordre

pour des ions ponctuels

On peut écrire l’inverse du potentiel d’essai variationnel v0 défini par∫
r⃗′′
v−1
0 (r⃗, r⃗′′)v0(r⃗

′′, r⃗′) = δ(r⃗ − r⃗′) (31)

selon

v−1
0 (r⃗, r⃗′) =v−1

c (r⃗, r⃗′) +
κ2v

4πℓB
δ(r⃗ − r⃗′) (32)

où vc est le potentiel de Coulomb dont l’inverse s’écrit

v−1
c (r⃗, r⃗′) =− ∇2δ(r⃗ − r⃗′)

4πℓB
(33)

Nous rappelons tout d’abord le calcul des deux 1ers termes de l’Eq. (5.26) correspondant
à l’approche variationnelle d’ordre 1 :

⟨H −H0⟩0 =
1

2

∫
r⃗,r⃗′

⟨(ϕ(r⃗)− iϕ0(r⃗))(v
−1
c − v−1

0 )(r⃗, r⃗′)(ϕ(r⃗′)− iϕ0(r⃗
′))⟩0 (34)

−
∫
r⃗

iρs(r⃗)⟨ϕ(r⃗)⟩0 − λe
q2

2
vc(0)

∫
r⃗

⟨eizϕ(r⃗) + e−izϕ(r⃗)⟩0 (35)

=−
∫
r⃗

κ2v
8πℓB

v0(r⃗, r⃗) + 2λe−
z2

2
δv0(r⃗,r⃗) cosh(qϕ0(r⃗)) +

∫
r⃗

ρs(r⃗)ϕ0(r⃗) (36)

où nous avons utilisé

⟨(ϕ(r⃗)− iϕ0(r⃗))(ϕ(r⃗
′)− iϕ0(r⃗

′))⟩0 = v0(r⃗, r⃗
′) (37)

ainsi que l’Eq. (32). Nous avons défini la partie sans divergence du potentiel v0 comme
δv0(r⃗, r⃗) = v0(r⃗, r⃗) − vc(0) dans le cas général. Dans le cas particulier de Debye-Hückel
Eq. (5.25), on trouve que δv(0) = −κvℓB. De plus, on peut faire l’hypothèse qu’à tous les
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ordres ϕ0 = 0, en effet nous avons vu dans l’annexe A qu’au 1er ordre, minimiser le grand-
potentiel par ϕ0 donne l’équation de Poisson-Boltzmann qui conduit à ϕ0 = 0 si le terme de
source s’annule ρs = 0. L’Eq. (36) se simplifie selon

⟨H −H0⟩
V

= − κ2v
8πℓB

vc(0) +
κ3v
8π

− 2λe
z2κvℓB

2 (38)

Pour calculer le trace-log, on passe dans l’espace de Fourier où v̂c(k) = 4πℓB/k
2 et v̂0(k) =

4πℓB/(k
2 + κ2v)

−1

2
tr ln

v0
vc

= −1

2

∫
dk⃗

(2π)3
ln

(
k2

k2 + κ2v

)
(39)

puis on le dérive par rapport à κv pour trouver

−1

2

∂tr ln v0
vc

∂κv
=

∫
4πk2dk

8π3

κv
k2 + κ2v

=
κv
2π2

∫ ∞

0

dk

(
1− κ2v

k2 + κ2v

)
=

κv
2π2

∫ ∞

0

dk − κ2v
4π

(40)

et on réintègre ensuite. Nous obtenons alors

−1

2
tr ln

v0
vc

=
κ2v
4π2

∫ ∞

0

dk − κ3v
12π

=
κ2v

8πℓB
vc(0)−

κ3v
12π

(41)

Calculons maintenant les deux derniers termes de l’Eq. (5.26) correspondant à la contri-
bution du 2d ordre. On obtient directement le 3ème terme de l’Eq. (5.26)

⟨H −H0⟩20 =
∫
r⃗,r⃗′

(
κ2v

8πℓB

)2

v0(r⃗, r⃗)v0(r⃗
′, r⃗′) +

λκ2v
2πℓB

e−
z2

2
δv0(r⃗,r⃗)v0(r⃗

′, r⃗′) (42)

+4λ2
∫
r⃗,r⃗′

e−
z2

2
[δv0(r⃗,r⃗)+δv0(r⃗′,r⃗′)] (43)

et les trois contributions pour le dernier terme sont :

⟨(H −H0)
2⟩0 =

(
κ2v

8πℓB

)2 ∫
r⃗1,r⃗2,r⃗3,r⃗4

⟨ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)ϕ(r⃗3)ϕ(r⃗4)⟩0δ(r⃗1 − r⃗2)δ(r⃗3 − r⃗4) (44)

+
λκ2v
4πℓB

e
q2

2
vc(0)

∫
r⃗1,r⃗2,r⃗3

⟨ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)(eizϕ(r⃗3) + e−izϕ(r⃗3))⟩0δ(r⃗1 − r⃗2) (45)

+λ2eq
2vc(0)

∫
r⃗1,r⃗2

⟨(eizϕ(r⃗1) + e−izϕ(r⃗1))(eizϕ(r⃗2) + e−izϕ(r⃗2))⟩0 (46)

En utilisant le théorème de Wick nous avons

⟨ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)ϕ(r⃗3)ϕ(r⃗4)⟩0 = v0(r⃗1, r⃗2)v0(r⃗3, r⃗4) + 2v0(r⃗1, r⃗3)v0(r⃗2, r⃗4) (47)
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Il nous faut ensuite compléter le carré

e
q2

2
vc(0)

∫
r⃗1,r⃗2,r⃗3

⟨ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)e±izϕ(r⃗3)⟩0δ(r⃗1 − r⃗2)

=

∫
r⃗1,r⃗3

e−
z2

2
δv0(r⃗3,r⃗3)⟨(ϕ′(r⃗1)± izv0(r⃗1, r⃗3))(ϕ

′(r⃗1)± izv0(r⃗1, r⃗3)⟩0

=

∫
r⃗1,r⃗3

e−
z2

2
δv0(r⃗3,r⃗3)[v0(r⃗1, r⃗1)− z2v0(r⃗1, r⃗3)

2]

De plus

ez
2vc(0)

∫
r⃗1,r⃗2

⟨eizϕ(r⃗1)±izϕ(r⃗2)⟩0 =
∫
r⃗1,r⃗2

e−
z2

2
[δv0(r⃗1,r⃗1)+δv0(r⃗2,r⃗2)±2v0(r⃗1,r⃗2)] (48)

En rassemblant les calculs précédents on obtient

1

2

[
⟨(H −H0)

2⟩ − ⟨H −H0⟩2
]
=

(
κ2v

8πℓB

)2 ∫
r⃗,r⃗′

v0(r⃗, r⃗
′)2 − λz2κ2v

4πℓB

∫
r⃗,r⃗′

e−
z2

2
δv0(r⃗′,r⃗′)v0(r⃗, r⃗

′)2

+ λ2
∫
r⃗,r⃗′

e−
z2

2
[δv0(r⃗,r⃗)+δv0(r⃗′,r⃗′)](e−z

2v0(r⃗,r⃗′) + ez
2v0(r⃗,r⃗′) − 2)

(49)

puis le résultat de l’Eq. (5.27).
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Transport ionique à travers un nanotube de carbone

L’eau salée, composée d’ions en solution dans l’eau, est un élément du quotidien, et repré-
sente l’immense majorité de l’eau sur terre. C’est une ressource d’eau potable, à condition
de savoir la filtrer efficacement, mais aussi d’énergie car la différence de concentration en
sel entre de l’eau courante et de l’eau salée peut être exploiter par des centrales électriques
particulières, appelées "osmotiques". Pour le moment, générer de l’eau potable à partir d’eau
salée consomme beaucoup d’énergie, et les centrales osmotiques expérimentales n’ont pu pro-
duire seulement de quoi alimenter une vingtaine de foyers. Il y a donc de nombreux progrès
à faire, également en terme de connaissances fondamentales sur les plus petits composants
des filtres : les pores. On s’intéresse particulièrement à des pores idéaux, les nanotubes de
carbones : des tubes de moins de 10 nm de rayon, et de plus de 100 µm de longueur. Leurs
propriétés semblent prometteuses, mais leur interactions avec les ions en solution dans l’eau
salée sont encore mal connues. Cette thèse propose d’explorer, d’un point de vue théorique,
divers mécanismes physiques impliqués dans une grandeur importante permettant de carac-
tériser ces nanotubes : le courant électrique porté par ces ions.

Ionic transport through carbon nanotubes

Salt water, composed of ions in solution in water, is an everyday element, and represents
the vast majority of water on earth. It is a source of drinking water, provided we know
how to filter it efficiently, but also of energy because the difference in salt concentration
between running fresh water and salt water can be exploited by special "osmotic" power
plants.Up until now, producing drinking water from salt water has required a lot of energy,
and experimental osmotic plants can only produce enough to supply about 20 households.
Therefore a lot of progress needs to be made, not only in technology, but also in terms of
the fundamental knowledge of the smallest components of filters : the pores. Of particular
interest are ideal pores, such as carbon nanotubes, wich are tubes less than 100 µm in radius,
and more than 100 µm in length. Their properties seem promising, but their interactions
with ions in solution in salt water are still poorly understood. This thesis proposes to explore,
from a theoretical point of view, various physical mechanisms involved in the electric current
carried by these ions through carbon nanotubes.


