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Abstract. Let p > 1 be a prime number, Qp the field of p-adic numbers and 
let Cp be the smallest complete extension of that is algebraically close. 
This work is dedicated to the study of the dynamics of rational fucntions in 
the projective line IP(Cp).

To each rational function R €. €p(z) we associate its quasi-periodicity 
domain, which is equal to the interior of the set of points in P(Cp) that 
are recurrent by R. We give several caracterizations of the quasi-periodicity 
domain and we describe its local and global dynamics.

Like in the complex case there is a partition of the line P(Cp) in the 
Fatou set and the Julia set. By analogy to the complex case we make the 
following non-wandering conjecture: every wandering disc is attracted to an 
attracting cycle. We prove that this holds if and only if every point in the 
Fatou set is either attracted to an attracting cycle or if it is mapped to the 
quasi-periodicity domain under forward iteration.

We prove that analytic components of the domain of quasi-periodicity 
(which are the p-adiqc analogues of Siegel discs and Herman rings) are open 
affinoi'des (that is, they have simple geometry) and we describe the dynamics 
in a given component.

K ey words: dynamical systems, iterative theory, local fileds, quasi-periodic.

A M S subject classification: 32H50, 37F10, 14G20, 39B12.





Dynamique des fonctions rationnelles sur des 
corps locaux.

J u a n  R i v e r a - L e t e l i e r

Résumé. Soit p  >  1 un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques 
et soit Cp la plus petite extension complète et algébriquement close de Qp. Ce 
travail est consacré à Vétude de la dynamique des fonctions rationnelles sur la 
droite projective F (Cp) .

A  chaque fonction  rationnelle R E  Cp (z) on associe son domaine de quasi- 
périodicité, qui est égal à l ’intérieur de l ’ensemble des points dans P(Çp) qui 
sont récurrents par R . On donne plusieurs caractérisations du domaine de 
quasi-périodicité et on décrit sa dynamique locale et globale.

Comme dans le cas complexe on a une partition de la droite P(Cp) en l ’en
semble de Fatou et l ’ensemble de Julia. Par analogie au cas complexe on fait la 
conjecture de non-errance suivante : tout disque errant est attiré par un cycle 
attractif. On montre que ceci a lieu si et seulem ent si tout point dans l ’en
semble de Fatou est soit attiré par un cycle attractif, soit rencontre le domaine 
de quasi-périodicité par itération positive.

On m ontre que les composantes du domaine de quasi-périodicité (qui sont les 
analogues p-adiques des disques des Siegel et des anneaux de Herman) sont des 
affinoïdes ouverts ( c ’est-à-dire que leur géom etrie est simple) et on décrit la 
dynamique sur une composante donnée.
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Int r o duct ion

Soit p un nombre premier et Qp le corps des nombres p-adiques. Ce travail 
est consacré à l’étude de la dynamique des fonctions rationnelles à coefficients 
dans des extensions de <Q̂>.

Il y a des questions en théorie des nombres qui sont reliées aux systèmes dy
namiques et les gens ont étudié, plus ou moins implicitement, des systèmes dy
namiques depuis longtemps. Par exemple, la définition de la fraction continue 
d’un nombre réel est reliée à l’itération de l’application de Gauss x  — > -  — fil. 
Notamment on a la relation suivante entre la théorie des courbes elliptiques et 
l’itération des fonctions rationnelles. On considère une courbe elliptique

E : y2 =  x3 +  ax +  6,

où a et b appartiennent à un corps de nombres K  (extension finie des ra
tionnels). Pour toute extension L de K  l’ensemble E(L) de points dans E  
à coordonnées dans L a une structure de groupe abélien, avec O — (00, 00) 
comme élément neutre. Cette structure est définie par,

(xo, yo) +  (xu yi) =  (A2 -  x0 -  x u A(A2 -  x0 -  x x) +  v)

où A =  si xi ^  x0 et A =  si xx =  xQ et v =  y0 -  Xx0 =  Vi -  Arci.
Géométriquement la somme de trois points est égal à O si et seulement si les 
trois points sont colinéaires. On dit qu’un point de E  est de torsion s’il existe 
n > 1 tel que [n]P =  P  +  ... +  P  =  O. Ceci a lieu si et seulement si P  est"•v*"n
pré-périodique pour l’application de doublement P  — > [2]P, c ’est-à-dire qu’il 
existe k >  0 et l >  1 tels que [2k]P =  [2*+i]P. La première coordonnée de 
l’application de doublement est donnée par

/tou w -  2axl -  &bxQ +  a2x ( [ 2 \ ( x o , y o ) )  = 4xq +  4axo -h 46

qui ne dépend que de x0. On voit alors qu’un point (x, y) de E  est un point de 
torsion si et seulement si x est pré-périodique pour cette fonction rationnelle de 
degré 4. Ainsi l’étude des points de torsion X-rationnels d’une courbe elliptique 
est étroitement reliée à l’étude des points pré-périodiques sur K  d’une fonction 
rationnelle.
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Il y a beaucoup de résultats dans ce dernier contexte ; on renvoie le lecteur 
aux references de [MS2] et [Be]. Northcott a montré une propriété fondamen
tale :
Théorèm e (N orthcott [No]) Soit K  un corps de nombres. Alors toute fonc
tion rationnelle à coefficients dans K , de degré au moins deux, a un nombre 
fini de points pré-périodiques sur la droite projective P(K).
Ce théorème vaut en dimension quelconque; voir aussi Lewis [Le]. On donne 
une nouvelle démonstration de ce théorème (en dimension 1) dans un cadre 
légèrment plus général (Section 4.2).

Morton et Silverman ont conjecturé qu’il existe une borne pour le nombre 
de points pré-périodiques qui ne dépend que du degré de [K : Q] de K  et du 
degré de la fonction rationnelle, qui par hypothèse est au moins deux; voir 
[MSI].

Dans ce genre de problème il y a un principe souvent appelé principe de 
Hasse. Hasse a montré le théorème suivant; voir [Ca].
Théorèm e (Hasse) La forme quadratique,

Ot\X̂  —|" 2̂*̂ 2 ••• "t” OU * «*, @*71 ^  Q,

a un zéro non-trivial sur <QP si et seulement s ;il en a sur <Qjp pour toute valeur 
absolue V, où Qp dénoté la complétion de Q par V.
Rappelions que une valeur absolue V  sur un corps K  est une fonction V  : 
K  — > R telle que V(x) >  0, V(x)  =  0 si et seulement si a; =  0, V(xy ) =  
V(x)V(y)  et V(x  +  y) < V(x) +V(y) ,  pour tout x, y G K.

L’importance de ce théorème est que souvent il est plus facile de déterminer 
si une forme quadratique à des zéros non-triviaux sur <Qîp que sur (Qf1, car Qp 
est complet.

Le principe de Hasse consiste à d’abord traiter le problème sur les différentes 
complétions du corps de base et après essayer de recoller l’information. Mais 
on n’a pas toujours une équivalence comme dans le théorème de Hasse. Par 
exemple l’équation (x2 — 2){x2 — V7){x2 — 34) =  0 a une solution sur toute 
complétion de Q, mais n’a pas des solutions sur Q. Il en est de même pour la 
courbe elliptique 2y2 =  xA — 17; voir [Ca].

Si l’on veut appliquer le principe de Hasse pour étudier la dynamique d’une 
fonction rationnelle à coefficients dans un corps de nombres, on doit d’abord
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étudier d’abord la dynamique des fonctions rationnelles sur les différentes 
complétions du corps de base.

Il y a deux types de valeurs absolues : les non-archimédiennes qui satisfont 
l’inégalité triangulaire forte : \x +  y\ < m ax{|x|, |y|}, et les archimédiennes qui 
ne la satisfont pas. D’après un théorème de Orstrowski la complétion d’un corps 
de nombres par rapport à une valeur absolue archimédienne est isomorphe à 
C ou à R ; voir par exemple [Ca].

Parfois il est plus facile d’étudier la dynamique d’une fonction rationnelle 
sur C que sur R car on profite du fait que C est algébriquement clos. L’étude 
de la dynamique d’une fonction rationnelle complexe est classique et a été 
initiée par Fatou et Julia dans les années 1910. Depuis ces premiers travaux, 
et notamment dans les vingt dernières années, la dynamique des fonctions 
rationnelles complexes a connu un grand développement, même si des question 
fondamentales comme la densité de l’hyperbolicité sont encore ouvertes.

L’étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur des corps non- 
archimédiens est plus récente; voir [MSI], [Hsl] et [Be]. Ce travail est dédié 
à l’étude de la dynamique d’une fonction rationnelle dont les coefficients ap
partiennent à Cp, qui est la plus petite extension complète et algébriquement 
close de <Qp.
• Généralités sur le corps Cp. La norme p-adique sur Q, notée | • |p, est 
définie par |pv \̂ =  p~u, por v G Z et pour tous les entiers r et s qui ne sont 
pas divisibles par p. On note la complétion de <Q> par la norme p-adique 
et on l’appelle le corps des nombres p-adiques. On peut étendre | • |p à la 
clôture algébrique Q de Q. La complétion de Q est le corps Cp, qui est aussi 
algébriquement clos.

Comme p est fixe, on note | • \p simplement par | • |. Une boule fermée (resp. 
ouverte) de Cp est un ensemble de la forme Br(-a)+ =  {z  G Cp \ \z — a\ < r } 
(resp. Br(à) =  {z€ C p  | \z—a\ < r}) où r G |<Ĉ| =  {\z\ \ z G Cp — {0 }}. Notons 
que tout élément w G B+{a) (resp. w G Br(a)) est un centre; B+(w) =  B+(a) 
(resp. Br(w) =  Br(a)) et si deux boules fermées (resp. ouvertes) s’interseetent, 
alors l’une est contenue dans l’autre. Dans la droite projective on appelle boule 
fermée (resp. ouverte) le complémentaire d’une boule ouverte (resp. fermée) 
de Cp. La notion de boule de IP(Cp) est alors invariante par automorphismes 
projectifs.

Une propriété des fonctions rationnelles à coefficients dans Cp qui simplifiera
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la géométrie est que les fonctions rationnelles préservent les affinoïdes. Un 
affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe est une intersection finie non-vide de 
boules fermées (resp. ouvertes) de P(Cp) et un affinoïde fermé (resp. ouvert) 
est une union finie d’affinoïdes fermés (resp. ouvertes) connexes. Alors l’image 
et la préimage d’un affinoïde fermé (resp. ouvert) par une fonction rationnelle 
est aussi un affinoïde fermé (resp. ouvert) ; voir [Be] et Proposition 2.6. Une 
union d’affinoïdes connexes fermés qui contient un point donné est appelé un 
espace analytique connexe. Alors la classe des espaces analytiques, qui sont 
les unions finies de espaces analytiques connexes, est aussi invariante par les 
fonctions rationnelles.

On prendra cette notion pour définir une notion de composante connexe : 
la composante analytique d’une partie ouverte X  de P(<Cp) qui contient z0 G X  
est l’union de tous les espaces analytiques connexes qui contient zq et qui 
sont contenus dans X  ; voir [Be]. Notons qu’une composante analytique est un 
espace analytique connexe non-vide.

Les fonctions holomorphes définies sur les affinoïdes fermés connexes sont 
les limites uniformes de fonctions rationnelles sans pôles sur l’affinoïde. Une 
telle fonction est constante ou a un nombre fini de zéros. Alors une fonction 
définie sur un espace analytique est holomorphe si sa restriction à tout affinoïde 
fermé connexe est holomorphe; voir [FvP] et Sections 1.2 et 1.3.3.
• Points périodiques. Rappelons que si zo est un point périodique de R 
de période minimale k alors {z0, R ( z o ) , JRfc-1(z0)}  est le cycle de zq ; A =  
(i2*),(zo) ne dépend que du cycle et est appelé le multiplicateur du cycle. On 
considère la classification suivante des points périodiques, en analogie avec le 
cas complexe.

- Si |À| < 1 on dit que Zq est attractif Si de plus À =  0, alors on dit que zq
est super-attractif.

- Si |À| =  1 on dit que z0 est indifférent. Si À est une racine de l’unité on dit
que zo est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que Zq est 
indifférent irrationel.

- Si |À| > 1 on dit que Zq est répulsif.

Un théorème de Fatou dit qu’une fonction rationnelle à coefficients com
plexes, de degré au moins deux, est telle que tout cycle attractif ou parabolique
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attire au moins un point critique; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle 
R a au plus 2 deg(R) — 2 points critiques on a le propriété suivante.
Théorèm e (Fatou [Fa]) Soit R G C(z) une fonction rationnelle de degré au 
moins deux. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques est au plus 
2 deg(iî) — 2.

Notons que la notion de cycle super-attractif et cycle parabolique ne dépend 
pas d ’une valuation. On obtient alors le théorème suivant par le principe de 
Lefschetz.
Théorèm e 1 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré d >  2. Alors 
le nombre de cycles super-attractifs et paraboliques est au plus 2d — 2.
• Dynamique au voisinage des points fixes. Comme dans le cas complexe 
on peut décrire, dans la plupart des cas, la dynamique au voisinage d’un point 
fixe à partir de son multiplicateur. Une des différences avec le cas complexe 
est que, comme {|À| =  1} C Cp est un ensemble ouvert, la condition d’avoir 
un point fixe indifférent est ouverte. Par conséquent il n’y a pas d’analogie 
non-archimédienne aux très riches phénomènes liés à la bifurcation d’un point 
fixe indifférent, comme par exemple l’implosion parabolique; voir [La].

En général la dynamique locale des points fixes est assez simple et en par
ticulier la dynamique au voisinage d’un point fixe qui n’est ni parabolique ni 
super-attractif, est localement linéarisable. Il y a aussi des formes locales ca
noniques pour les points fixes paraboliques et super-attractifs. De plus, deux 
germes sont conjugués si et seulement s’ils le sont formellement; voir [HY], 
[Lui], [TVW], [AV] et Sections 3.1 et 3.3.1. Les mêmes assertions dans le cas 
complexe ne sont pas toujours vraies et sont reliées à des problèmes de petits 
diviseurs assez subtils; voir [Y], [Ëcl] et [Vo].
• Ensembles de Fatou et de Julia. On peut définir les ensembles de Fatou 
et de Julia comme dans le cas complexe, mais on remplace la normalité du 
complexe par l’uniformité lipschitzienne.

L'ensemble de Fatou d’une fonction rationnelle R G Cp(z), noté F(R), est 
l’ensemble de tous les points zq G P(Cp) tels qu’il existe un voisinage U de zq 
tel que la famille { i 2n|t7} n>o est uniformément lipschitzienne; voir [Hsl].

On a les propriétés usuelles: F(R) est ouvert, R~1(F(R)) =  F(R) et 
F(Rn) =  F(R), pour n > 1. Mais V ensemble de Julia J{R) =  P(C )̂ — F(R) 
n’est pas nécessairement compact, car P(<Cp) ne l’est pas. De plus l’ensemble de 
Julia peut être vide (par exemple il n’est pas difficile de voir que J(zp) =  0).
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De plus on a la propriété suivante.
Théorèm e (Benedetto [Be]) L ’ensemble de Fatou d’une fonction ration
nelle est non-vide.
Dans le cas complexe on a au contraire : l’ensemble de Julia est non-vide et 
peut être égal à P(C). Comme conséquence de ce théorème (et d’un théorème 
de Hsia), on obtient que l’ensemble de Julia est toujours d’intérieur vide.

Dans le cas complexe l’étude de la dynamique de l’ensemble de Fatou, est 
faite en étudiant les composantes connexes, car il n’est pas difficile de voir que 
la fonction rationnelle envoie une composante connexe sur une composante 
connexe. Fatou et Julia ont classifié les composantes connexes en trois types 
(voir par exemple [CG]) :

• Composantes attractives. Ce sont les composantes connexes qui sont at
tirées par un cycle, qui peut être attractif ou parabolique.

• Préimages des composantes de quasi-périodicité. C’est-à-dire qu’il existe 
k >  0 et une suite nj —>• oo telle que Rni+k converge uniformément vers Rk sur 
les parties compactes de la composante en question. Dans ce cas, un itéré de 
la composante est périodique pour R et peut être, soit un disque appelé disque 
de Siegel, soit un anneau appelé anneau de Herman.

• Composantes errantes. Ce sont les composantes qui ne sont pas pré
périodiques pour la fonction rationnelle.

En 1985 Sullivan a montré que toutes les composantes connexes de l’en
semble de Fatou sont pré-périodiques et par conséquent, il ne peut y avoir 
que des composantes attractives ou des préimages des composantes de quasi- 
périodicité; voir [Sul].

Dans le cas p-adique à chaque fonction rationnelle R G <Cp(z) on associe son 
domaine de quasi-périodicité, que l’on note £ (R), qui est égal à l’intérieur de 
l’ensemble de points de P(Cp) qui sont récurrents par R ; voir plus bas. Alors 
on montre le théorème suivant (Section 4.3).
Théorèm e de Classification Soit R G Cp (z) une fonction rationelle. Alors 
Vesemble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants.

1. Bassins d’attraction. (L ’ensemble de points de IP(Ĉ ) qui sont attirés par 
un cycle attractif.)

2 . e'(R) =  un>0R -n(s(R)).

8



3. L ’union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif.

On dit qu’un disque D C P(Cp) est errant si pour tous k > l > 0 on 
a Rk{D) H Rl{D) =  0. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture 
suivante.
Conjecture de Non-Errance Tout disque errant est attiré par un cycle 
attractif.

D’après le Théorème de Classification la Conjecture de Non-Errance est 
équivalente à la conjecture suivante.
Structure Conjecturale de l ’Ensemble de Fatou Soit R G Cp(z) une 
fonction rationnelle. Alors tout point de l’ensemble de Fatou appartient à S’ (R) 
ou est attiré par un cycle attractif.

Benedetto a étudié les composantes analytiques de l’ensemble de Fatou et 
il a fait une conjecture de non-errance dans ce contexte ; voir [Be]. Cependant 
il arrive que l’ensemble de Fatou soit égal à IP(Cp), même s’il y a plusieurs 
comportements attractifs et quasi-périodiques; voir exemples 5.20 et 6.11.
• Dynamique attractive et quasi-périodique. Maintenant on décrit les 
résultats sur la dynamique attractive et quasi-périodique d’une fonction ra
tionnelle.

L’étude des bassins d’attraction des cycles attractifs peut être faite comme 
dans le cas complexe et ne présente pas de surprises (Section 4.4). Une fonction 
rationnelle envoie une composante analytique d’un bassin d’attraction sur une 
composante analytique. De plus un bassin d’attraction immédiat (c’est-à-dire 
une composante analytique du bassin qui contient un point du cycle) est soit 
un disque rationnel ouvert ; soit un ensemble qui ressemble au complémentaire 
d’un ensemble de Cantor dans IP(Cp) (Théorème 2).

Par analogie au cas complexe on définit le domaine de quasi-périodicité 
d’une fonction rationnelle Rç.Cp{z) comme

£{R) =  {z0 G U | il existe nj —» oo tel que Rnj —> id, sur un voisinage de zo}.

En particulier tout point dans S (R) est récurrent par R. On montre que E (R) 
est égal à l’interieur de l’ensemble de points récurrents par R (Corollaire 4.12).
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Une définition équivalente (Proposition 3.13), qui est celle qu’on utilise, est:

10

£{R) =  { zq e X  | il existe k =  k(zo) > 1  tel que
ĵ nk ■ id

TIK 1 n>0
est uniformément convergent sur un voisinage de z q ,  quand \n\p —* 0}

Il n’est pas difficile de voir que £(R) est ouvert, R est injective sur £(R), 
R(£(R))  =  £(R) et £{Rn) =  £{R), pour n > 1 (Proposition 3.9). En général 
£{R)  n’est pas fermé (exemple 6.12).

On peut décrire la dynamique locale sur le domaine de quasi-périodicité 
comme suit: soit z0 E £{R) n’est pas périodique et alors il existe un entier 
k > 1 tel que Rk est localement conjugé à la translation z — > z +  k (Propo
sition 3.15) ; soit zo E £(R) est périodique et par conséquent R est localement 
linéarisable si z q  n’est pas parabolique; sinon R est localement de la forme 
Xz{ 1 -+- zn -H az2n), où À est une racine de l’unité, n >  1 et a 6 Cp ; (Section 
3.3.1).

Pour montrer ces propriétés on considère la fonction iÜ* définie au voisinage 
d’un point zq E £(R) par,

R* : BP“ -id . , , ,, N 
lim ------- ------ , ou k =  fc(^o)5

|n|p—̂0 Tlk

qui est appele le logarithme itératif de R. Cette fonction a aussi ete consideree 
par Lubin dans [Lui] au voisinage des points fixes. Par définition R* est loca
lement holomorphe et on montre que R*(z0) =  0 si et seulement si z0 E £(R) 
est périodique par R;  voir aussi [Lui].

Ceci nous donne deux corollaires intéressants. Le premier est que les points 
périodiques indifférents sont isolés, ce qui n’était_pas tellement clair ; voir [Be]. 
L’autre corollaire est une nouvelle démonstration du théorème de Northcott 
unidimensionel (Section 4). On peut aussi utiliser le logarithme itératif pour 
expliciter les conjugaisons locales décrites dans la Section 3.3.1.

On étudie aussi les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité 
(Section 5). On montre qu’une fonction rationnelle permute les composantes 
analytiques du domaine de quasi-périodicité et on montre la propriété fonda
mentale suivante.
Théorèm e 3 Soit R E Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux 
et C une composante analytique de £(R). Alors C est un affinoïde ouvert,



c ’est-à-dire ;
C  =  P(<Ĉ ) -  B0 U ... U Bn, 

où n >  0 et B q, B n sont des boules fermées.
Par analogie avec le cas complexe on dit que C  est un disque de Siegel 

si n =  0 et on dit que C est un n-anneau de Herman si n >  0 (on suppose 
que les boules 2?0, •••, Bn sont disjointes). On montre que pour tout affinoïde 
ouvert il existe une fonction rationelle telle que chaque composante connexe de 
1‘affinoïde est une composante analytique de son domaine de quasi-périodicité.

De plus on montre que pour toute composante analytique C  de £(R), 
quitte à remplacer R par un itéré, on a une action (w,z) — > Row(z) de 
Zp =  {w G | \z\p < 1} sur C telle que Ro1 =  R et telle que pour chaque 
w G Z p l’application Row : C — > C est un automorphisme holomorphe de C 
(Proposition 5.6).

En effet pour chaque affinoïde fermé contenu dans C on a que pour chaque 
w G Cp de norme assez petite la série

Row = T 0 +  wTi +  —^ o~Ü t 2 +

converge uniformément sur l’affinoïde et on a Ron =  Rn et Ro(-w 1+tü2) =  ROWl o 
R°W2, pour chaque entier n > 1 et chaque Wi,W2 G Cp tels que les fonctions 
respectives soient définies.

Alors on a i2* =  lim^^o et on peut donc considérer le logarithme
itératif R* comme un champ de vecteurs tel que le temps w du flot engendré 
par R* est Row.

On étudie aussi les points périodiques contenus dans une composante ana
lytique donnée (Section 5.2). On obtient que chaque composante analytique 
du domaine de quasi-périodicité contient une infinité de points périodiques 
mais chaque affinoïde fermé contenu dans la composante rencontre au plus un 
nombre fini d’eux. De plus, quitte à prendre un itéré, les périodes de ces points 
périodiques sont de la forme pn, pour n > 0.

Un exemple intéressant est la fonction rationnelle

R{z) =  A z2- — —, z — a
où |A| =  1 et \a\ =  |6| < 1 (exemple 5.15). On montre que la couronne 
C =  {z  ÇL Cp \ \a\ < \z\ < |6|-1} est une composante analytique de £{R)
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et si |A — 1| < 1 alors tous les points périodiques de R sur C sont de période 
de la forme pn. De plus pour p > 2 on montre (à l’aide d’un théorème de 
Keating) que si R n’a pas de cycles paraboliques, alors pour tout n > 0, la 
fonction rationelle R a exactement 2 cycles de période primitive pn dans C.

On montre ensuite qu’à chaque bout d’une composante analytique du do
maine de quasi-périodicité sont attachés une infinité de disques de Siegel (Sec
tion 5.3). Par conséquent si R £ Cp(z) est une fonction rationnelle de degré au 
moins deux, alors les affirmations suivantes sont équivalentes.

- R a un point périodique indifférent.

- R a une infinité de points périodiques indifférents.

- £{R)  #  0.

- Il y a une infinité de disques de Siegel.

Finalement on montre que pour tout n > 1 il existe une fonction rationnelle 
de degré 2 ayant un n-anneau de Herman. En revanche une fonction rationnelle 
complexe de degré deux ne peut pas avoir un anneau de Herman; voir [Sh].
• Dynamique des polynômes. Dans la dernière partie de ce travail (Section 
6) on s’intéresse à la dynamique des polynômes. On commence par la définition 
de V ensemble de Julia rempli K {P ) d’un polynôme P  € <Ĉ [z], comme dans le 
cas complexe :

K{P)  — {z e  Cp | {P n(^)}n>o est borné }.

On a les propriétés usuelles: K(P)  est borné, P~1(K(P))  =  K(P) ,  K ( P n) =  
K(P) ,  n >  0, J(P)  — dK{ P ) et K{P)  est fermé (mais K ( P ) n’est pas 
nécessairement compact car IP(Cp) ne l’est pas). De plus, on a la caractérisation 
suivante de l’ensemble de Julia,

J(P) =  < z G Cp | pour tout ouvert U qui contient Z on a P n(U) =  Cv
l  n>0

Après ces propriétés générales on s’intéresse aux polynômes P  pour lesquels 
l’ensemble de Julia rempli a une seule composante analytique (Section 6.2). 
Dans ce cas K{P)  est une boule rationnelle fermée et P  est conjugué à un
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polynôme monique entier. On dit qu’un tel polynôme est simple. Pour chaque 
polynôme P  G Cp[z] on définit un invariant de conjugaison, r(P ) G [l,oo), qui 
est égal à 1 si et seulement si P  est simple et on considère des factorisations 
de P  adaptées à la dynamique reliées à r(P).

Dans la Section 6.3 on s’intéresse aux composantes de l’ensemble de Julia 
rempli d’un polynôme. On montre que toute composante est un point ou une 
boule et un point sur l’ensemble de Julia rempli appartient à l’ensemble de 
Fatou si et seulement si sa composante est non-triviale. De plus, le polynôme 
envoie une composante sur une composante et on montre que, pour le po
lynôme, la conjecture de non-errance énoncée dans la Section 4 est équivalente 
à la non-existence de composantes non-triviales errantes.

Pour étudier la dynamique des composantes périodiques non-triviales on 
considère la notion d'application à allure polynomiale qui a été introduite par 
Douady et Hubbard dans le cas complexe ; voir [DH]. Une application à allure 
polynomiale de degré 1 < d < oo est une paire (/, U) où /  est une série 
convergente sur le disque ouvert U telle que U C  f(U)  et telle que f  : U —ï 
f (U ) est de degré d. On peut définir l’ensemble de Julia rempli, l’ensemble de 
Julia et la notion d’application à allure polynomiale simple.

On montre que si B est une composante non-triviale de l’ensemble de Julia 
rempli d’un polynôme P  G Cp[z\ qui est fixée par P, alors il existe un disque D 
qui contient B  tel que (P, D) est une application à allure polynomiale simple, 
avec B  comme ensemble de Julia rempli.

On finit avec une remarque. Dans le complexe la théorie des applications 
quasi-conformes est un outil très utile. Notamment, la preuve du théorème de 
non-errance de Sullivan dépend de façon essentielle de cette théorie ; voir [Sul]. 
Une autre application est le théorème de rectification de Douady et Hubbard 
qui dit que toute application à allure polynomiale est quasi-conformément 
conjuguée à un polynôme; voir [DH].

Il semble difficile qu’on puisse avoir un analogue du théorème de rectifica
tion de Douady et Hubbard. Par exemple soit i G C5 la racine de z2 — —1 telle 
que I* — 2| < 1, et considérons le polynôme

P(z) =  —z +  (5 ■+• %)ẑ  — (i 3 G Cg[z].
Alors (P, {\z\ < 5}) est une application à allure polynomiale de degré 2 qui a
0 et 1 comme points fixes paraboliques, car P'(0) =  —1 et P '(l) =  —i. Mais 
par le Théorème 1, un polynôme de degré 2 a au plus un cycle parabolique.
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• Organisation et remarques. Ce travail est divise en 6 sections. Souvent 
la démonstration la plus longue d’une (sub)section est à la fin de la section. 
Maintenant on décrit brièvement le contenu de chaque section.

La Section 1 contiennent les préliminaires. On considère d’abord les objets 
géométriques avec leurs propriétés basiques (Section 1 .2). A part ceux men
tionnés dans cette introduction on définit les bouts, les systèmes projectifs et 
l’arbre associé à un espace analytique connexe. La Section 1.3 contient des 
outils d’analyse.

Dans la Section 2 on considère l’action d’une fonction rationnelle sur les 
différents objets géométriques. On définit aussi la notion de composante d’injec
tivité et on montre que une composante d’injectivité est une affinoïde ouvert 
(Proposition 2.9). Ceci est le premier pas dans la démonstration du Théorème 
3.

La Section 3 est dédiée à la dynamique locale. Cette section ne dépend 
pas de la Section 2. Dans les Sections 3.1 et 3.3 on décrit la dynamique au 
voisinage des points fixes et dans la Section 3.2 on introduit le domaine de 
quasi-périodicité et on décrit ses propriétés locales.

La Section 4 est dédiée à la dynamique des fonctions rationnelles. On com
mence par le Théorème 1 sur la borne du nombre de cycles super-attractifs 
et paraboliques. Dans la Section 4.1 on considère les ensembles de Fatou et 
de Julia avec leurs propriétés basiques. Dans la Section 4.2 on considère la 
dynamique de fonctions rationnelles dites simples qui ont été introduites par 
Morton et Silverman dans [MS2]. Dans la Section 4.3 on montre le Théorème 
de Classification et on énonce les conjectures décrites dans cette introduction. 
Dans la Sections 4.4 on étudie les bassins d’attraction et dans la Section 4.5 
on considère des propriétés globales du domaine de quasi-périodicité.

Dans la Section 5 on étudie les composantes analytiques du domaine de 
quasi-périodicité. On montre le Théorème 3 sur la géométrie des composantes 
analytiques et dans la Section 5.1 on considère la dynamique sur une compo
sante analytique donnée. Dans la Section 5.2 on étudie les points périodiques 
dans une composante donnée et dans la Section 5.3 on étudie la dynamique 
aux bouts des composantes analytiques. Finalement dans la Section 5.4 on 
considère des exemples des composantes analytiques du domaine de quasi- 
périodicité.

Dans la Section 6 on étudie la dynamique des polynômes. On commence
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d’abord avec les propriétés generales dans la Section 6.1 et dans la Section 6.2 
on considère la dynamique des polynômes simples. Finalement dans la Section
6.3 on considère les composantes de l’ensemble de Julia rempli.
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1 Préliminaires

1.1 Généralités.

On note Z l’anneau des nombres entiers, Q le corps des nombres rationnels, 
E le corps des nombres réels, C le corps des nombres complexes et, si g € Z 
est de la forme pn avec n > 1 et p premier, on note F9 l’unique corps avec q 
éléments. On appelle corps algébrique ou corps de nombres une extension finie 
de Q. Etant donné un corps K  on note K  la clôture algébrique de K.

Un corps valué (K , | • |) est un corps K  muni d’une fonction | • | : K  -—y E 
qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) |#| > 0, pour tout x E K.

(ii) |a;| =  0 si et seulement si x =  0.

(iii) \xy\ =  |x||2/|, pour tous x, y E K.

(iv) \x +  y\ < |æ| +  \y\j pour tous x, y e  K.

On dit que (K, | • |) est ultramétrique, ou non-archimédien, si en plus on a

(iv)’ \x +  y\ < max(|a:|, |2/|), pour tous x, y £ K.

Si K  est complet pour la distance induite par la valeur absolue | • |, on dit que 
(K, | • |) est complet. Le groupe \K\ =  {|rc| | x G K  — {0 } } s’appelle le groupe 
de valuation de K. Si K  est algébriquement clos, alors \K\ est dense dans R.

Lorsque K  est non-archimédien, l’ensemble Ok — € K  | \x\ < 1} est un 
anneau appelé Vanneau de valuation de K  et l’idéal Vk — { x € K  | |x| < 1} 
est appelé l ’idéal de valuation de K  ; c ’est un idéal maximal de Ok - Alors 
K  =  Ok /'Pk est un corps, qui est appelé le corps résiduel de K  ; pour x G Ok , 
on note x G K  l’image de x dans K.

Etant donné un nombre premier p > 1 on considère la norme p-adique 
| • |p sur Q définie par Ip^lp =  P~v, pour tout u G Z et tous les entiers r 
et s qui ne sont pas divisibles par p. On note Qp la complétion de Q par 
| * |p, qu’on appelle le corps de nombres p-adiques. Alors (Qp, | • |p) n’est pas 
complet, on note C'v sa complétion, qui est algébriquement close. On note 
®p='PcP = { z e c p \\z\< i } .
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Notons que Fp est le corps résiduel de Qp et que Fp est celui de Qp et Cp. 
De plus logp |Cp| =  Q.

1.1.1 La droite projective et la métrique chordale.

Etant donné un corps K  on considère la droite projective de K  notée P(K), 
qui est l’ensemble des droites dans K 2 =  K  x K  passant par (0,0). On notera 
[x, y] G P(isT), pour {x, y) G K 2 — {0 ,0}, le point correspondant à la droite 
{À(rc, y) | À G K } .  Le groupe d’automorphismes de P (K) est isomorphe à 
GL{2,K)/K*,  où K* =  K  — {0}. En effet à ( “ ¿) G GL(2, K)/K* on associe 
l’automorphisme

ip{[x, y)) =  [ax 4- by, ex +  dy].

On identifie P(üf) — [1,0] avec K  par l’application À — > [À, 1] et on note
oo le point [1,0]. Alors on a une identification naturelle P(üf) =  K  U {oo}. On 
étend l’application x G G-k — > x E K  h P (K) par x =  oo G P (K) pour tout 
x G {\z\ > 1} U {oo}.

Une coordonnée, ou plus précisément, une coordonnée globale w de P(JR£T) 
est w G GL(2, K)/K* et l’identification de P (K) — {tu-1([l, 0])} à K  donnée 
par [x,y] — > ^  où [x\,y\] =  w([x,y]). On dit qu’une coordonnée w est affine
si w est représentée par une matrice de la forme (JJ J) G GL(2,K).

Si K  est un corps valué ultramétrique, alors on considère, comme dans 
[Rul], la distance chordale d sur P(ükT) donnée par

= -----  koÿi-x^o]
max(|x0|, |2/o|) max(|a;i|, |î/i|)

ou en coordonnées

H( \=  ko “ «il
^ ° ’ Z l )  max(|^o|, 1) maxd^l, 1) ’

où | • | désigne la norme ultramétrique sur K  correspondante ; voir aussi [Ru2] et 
[MS2). Notons que la distance chordale coïncide avec la distance induite par | • | 
sur {|z| < 1}. De plus il est facile de voir que la distance chordale est invariante 
par les automorphismes représentés par les matrices (“ )̂ G GL(2,Ok ) telles 
que |ad — bc\ =  1.

17

d( IXo, yol[xi



On peut considérer la distance chordale comme l’analogue de la distance 
sur P(C) =  C U  {00} que l’on obtient quand on identifie C U {00} à { x  G R3 | 
|x| =  1 }  par la projection stéréographique et en considérant la distance sur 
{a; G R3 | |x| =  1} induite par celle de R3.

1.1.2 Corps ultramétriques localement compacts.

On considère un corps valué (K , | • [) ultramétrique et complet.
Proposition Le corps K  est localement compact si et seulement si le groupe 
des valuations est discret et le corps résiduel est fini.
Dans ce cas il existe 7r G Vk tel que pour tout système de représentants A de 
K  et tout x G K  — {0}, il existe N  G Z et {an} n>jv C A tels que,

OO

x =  y ^ T T "  avec ajv 7̂  0.
n = N

On appelle 7r une uniformisante de (K, | • |).
Par exemple Qp est localement compact et on peut prendre 7r =  p comme 

uniformisante et A =  { 0, 1 , ...,p — 1}  comme système des représentants de 
=  •
Il est facile de voir que toute extension finie de est complète et localement 

compacte. D’autre part Cp n’est pas localement compact, car son corps résiduel 
est infini (et son groupe des valuations n’est pas discret).

1.2 Objets géométriques.

Dans cette section on introduit différents objets géométriques et on montre 
les propriétés qui nous seront utiles dans la suite.

1.2.1 Boules, afïinoïdes et espaces analytiques.

On considère l’identification P(C'P) =  Cp U { 00}. Etant donné x G <Cp et 
r > 0 on pose

Br(x) =  {z  G Cp | \z — x\ < r }  et B+{x) =  \z G Cp | \z — x\ <  r}.
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Si r G |Cp| on appelle B+{x) (resp. Br{x)) boule fermée (resp. ouverte) de Cp. 
Si r ^ |<Cp| alors Br{x) =  B+(x) et on l’appelle boule irrationnelle de Cp.

Une boule fermée (resp. ouverte, irrationnelle) de P(Cp) est soit une boule 
fermée (resp. ouverte, irrationnelle) de Cp, soit le complémentaire dans P(C )̂ 
d’une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de Cp. La classe des boules 
fermées (resp. ouvertes, irrationnelles) de Cp (resp. P(Cp)) est invariante par 
changement de coordonnée affine (resp. projectif).

Si B0, Bi sont des boules fermées, ouvertes ou irrationnelles de Cp, alors 
BqDBi =  0, Bq C Bi o u  Bi C Bq. Une boule fermée (ouverte, irrationnelle) est 
topologiquement ouverte et fermée, donc la notion de boule ouverte et fermée 
n’est pas topologique. On applle une boule fermée (resp. ouverte) simplement 
boule (resp. disque).

Un affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe est une intersection finie non- 
vide de boules fermées (resp. ouvertes). Un affinoïde fermé (resp. ouvert) est 
une union finie d’affinoïdes connexes fermés (resp. ouverts). Alors P(Cp) est un 
affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe, car c’est l’intersection vide de boules 
fermées (resp. ouvertes).

Une intersection ou une union finie d’affinoïdes fermés (resp. ouverts) est 
un affinoïde fermé (resp. ouvert). Une intersection finie non-vide d’affinoïdes 
fermés (resp. ouverts) connexes est un affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe. 
L’union de deux affinoïdes fermés (resp. ouverts) connexe dont l’intersection 
est non-vide est un affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe. Le complémentaire 
d’un affinoïde fermé (resp. ouvert) est un affinoïde ouvert (resp. fermé).

Proposition  1 .1  Soit X  =  Xi tJ X 2 U ... U X n où les Xi sont des affinoïdes 
connexes, et soit x G X . L ’union des affinoïdes connexes contenant x et conte
nus dans X  est un affinoïde connexe qui contiejit les Xi qu’il rencontre. On 
l ’appelle la composante connexe de x dans X . X  est l’union disjointe des 
ses composantes connexes.

Preuve. Soit J c  { !,..., n} l’ensemble des j  tels qu’il existe un affinoïde 
connexe contenu dans X , contenant x et rencontrant Xj. Posons Y =  UjXj.  
Soit Z  un affinoïde connexe contenant x et contenu dans X  ; si Z  rencontre un 
X*, on a k G J ; on conclut que Z (Z Y.

Inversement soit j  G J ; notons Yj un affinoïde connexe contenu dans X  
contenant x , et rencontrant Xj, et posons Zj =  Yj U Xj : c’est à nouveau un
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affinoïde connexe contenant x et contenu dans X , et c’est aussi le cas pour 
Z  : =  Uj Z j .  On a donc Y  =  U j X j  C Uj Z j  C Z  mais aussi Z  C Y  d’après 
ci-dessus, donc Z  est le plus grand affinoïde connexe contenant x et contenu 
dans X . □

Un espace analytique connexe est une union croissante d’affinoïdes connexes. 
Les unions (finies ou infinies) d’affinoïdes connexes contenant un même point 
sont des espaces analytiques connexes. Un espace analytique est une union fi
nie d’espaces analytiques connexes. Les affinoïdes fermés et ouverts sont des 
espaces analytiques ; c’est aussi le cas du complémentaire d’un ensemble com
pact dans un espace analytique. Les espaces analytiques sont les domaines des 
fonctions holomorphes; voir Section 1.3 et [FvP].

Suivant Benedetto on appelle composante analytique d’une partie ouverte X  
de P(Cp) qui contient x G X , l’union de tous les espaces analytiques connexes 
contenus dans X  et contenant x ; voir [Be]. Une composante analytique est 
alors un espace analytique connexe non-vide.

Une couronne C C P(Cp) est un ensemble qui après changement de coor
donnée approprié, est de la forme

C(I)  =  {z e  Cp | \z\ e  / } ,
où I  C (0, + 00) est un intervalle non-vide. Si l’intervalle I  est ouvert, alors on 
dit que C  est une couronne ouverte ou simplement couronne quand il est clair 
qu’il s’agit d’une couronne ouverte.

De façon équivalente une couronne ouverte est un ensemble de la forme 
P(Cp) — B0 U Bi, où Bq et Bi sont des ensembles disjoints qui sont des points, 
des boules fermées ou des boules irrationnelles, qu’on appelle composantes de 
P(q,) — C. On appelle mod(C) =  mod(C(I)) =  logp \I\ G (0,00] le module de 
C. Les couronnes sont des espaces analytiques connexes.

1.2.2 Bouts et systèmes projectifs.

Définition 1.2 Soit B une boule fermée de P(Cp). Une chaîne évanescente
associée à B est une suite décroissante {Aj}i>i de couronnes ouvertes de la 
forme P(C^) — B U Bi, vérifiant C\Ai =  0.

On considère la relation d’équivalence ~  entre chaines évanescentes définie par :
si et seulement si, pour rt ^ 1 il existe m tel que 4̂̂  C 4̂̂
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et Âm c  An. Notons que deux chaînes évanescentes sont équivalentes si et 
seulement s’ils ont la même boule associée.

Un bout est une classe d’équivalence de chaines évanescentes par la relation 
d’équivalence ~. Notons que l’on a des bijections naturelles entre les bouts, 
les boules fermées et les boules ouvertes. Etant donné un bout V, on note Bp 
(resp. Dp) la boule (resp. le disque) associée à V.

On dit qu’un bout V  est inclus dans un ensemble X  et on note V -< X , si 
pour toute chaine évanescente { A i } i > i  qui représente V  il existe n > 1 tel que 
An c  X . Un bout d’un espace analytique X  est un bout V -< X  tel que V -fi Y  
pout tout affinoïde fermé Y  C X . L’esnsemble 7~ des bouts d’un affinoïde 
ouvert connexe X  est fini, les boules B-p, pour V  G 7”, sont disjointes et on a 
X  =  P(<Cp) -  Ur Bv .

Etant donné un bout V  considérons une coordonnée w telle que Dp =  
{|iü| < 1}. Pour £ G P(<Cp) soit P(£) le bout tel que Dp^) =  {w  | w =  £}. On 
appelle S =  { ‘P(^)}p(q>) le système projectif de bouts associé à ? o u  simplement 
un système projectif. On dit que la coordonnée w est compatible avec V  ou 
«S. Chaque boule ou disque est associé alors à un unique système projectif. 
Notons que le paramétrage V(Ç) dépend aussi de la coordonnée w. A chaque 
coordonnée w correspond un unique système projectif canonique : celui associé 
à {\w\ < 1}.

Etant donné un espace analytique connexe X  on dit que S est inclus dans 
X , et on note S -< X , si X  n’est pas contenu dans un disque associé à S. De 
façon équivalente S -< X  si et seulement s’il existe Vo,Vi G S distincts, tels 
que P0, 'Pi X . Dans ce cas l’ensemble des bouts V  G S tels que Dp çt X  est 
fini.

L’ensemble de tous les systèmes projectifs de P(Cp) est appelé l ’espace hy
perbolique p-adique, que l’on note Bip ; voir remarque plus bas. Etant donnés 
<So et «Si G Hp distincts il existe un unique Vi G «S* tel que <Si_* -< Dp., pour 
i =  0,1 ; on pose C(<S0,<5i) =  Dp0 D DVx. Si z0,zi  G P(Cp) sont distincts on 
définit les couronnes C (zq, z\) =  P(Cp) — {z0, zx}  et C(S0, z\) =  Dp — {z i } ,  où 
? G < S 0 est le bout tel que z\ G Dp. Pour <So, <Si G %  U P(Cp) on pose,

{ S 0, S X) = { S  G Bp — {<So,«5].} I C7(<So,«5) n C { S , S \ )  =  0},
[c>o,<Si) =  {<So} U (<S0,<Si) et [<S0,<Si] =  [50,5 i) U {5 i}. Chaque triplet S0, Si, 
<i>2 ^ 1Ĥ U P(C )̂ détermine S G %  U P(Cp) tel que H [«S*, «Ŝ ] =  [«Si, «S],
où { i , j ,  k} =  {1 ,2 ,3}. Si Sq, Si et Si sont distincts, alors S G 0p.
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On dit qu’un système projectif <S est entre <S0 et «Si si <5 G («S0, «Si). De plus 
on dit que qu’un ensemble A  C 0p U P(<Cp) est convexe si pour tous «So, «Si G A  
distincts on a («So, «Si) C A. Pour T C % U  P(Cp) l’ensemble [T] =  Ur[<So,«Si] 
est la clôture convexe de T. On pose (7”) =  U7-GS0, «Si) qui est aussi un ensemble 
convexe.

Pour «So, «Si G %  U P(Cp) différents, la formule

dist(S0, «Si) =  mod(C(S0, «Si)) G logp |Cp | =  Q,

définit une distance sur Hp. Alors («So, «Si) C %  est isométrique à (0, dist{<.So, <Si))D 
Q C  M si «So ou «Si n’appartient pas à P(Cp) et est isométrique à Q C  M sinon.
Remarque. La complétion Hp de (Hp, dist) est un espace métrique géodésique 
au sens que pour tous «So, «Si G %  il existe un sous-ensemble [«So,«Si] de 
Hp isométrique à l’intervalle [0, dist(So, «Si)] C  M, ayant «So et «Si comme 
extrémités; voir [GH] p. 16. Si So, «Si G %  alors [<So,«Si] est la complétion 
de [«So, «Si] C  Hlp.

Le segment géodésique [<So,«Si] est uniquement déterminé par «So et «Si. On 
a aussi que Üp est un arbre réel au sens que si deux segments géodésiques ont 
exactement une extrémité en commun, leur réunion est un segment géodésique; 
voir [GH] p. 31. Par conséquent Mp est 0-hyperbolique au sense de Gromov. Le 
bord à l ’infini doÔM̂  (défini comme dans [GH]) est égal au bord à l’infini de Hp 
et est canoniquement identifié à P(Cp).

La distance sur dooMp =  P(Cp) relative à «S G Hp, induite par la distance 
dist est définie par

ds(z0, zi) =  p~d%st(5>5'), pour z0, zi G P(Ĉ ,) avec z0 ±  zi,

où S' G Bp est déterminé par [«S, «S'] =  [«S, zo) D [<S, zi) ; voir [GH]. H est 
facile de voir que la distance d$ coïncide avec la distance chordale, dans une 
coordonnée compatible avec «S.

1.2.3 Arbres affines.

Fixons un espace analytique connexe X  C P(Cp). On va associer à X  un 
arbre A x  et une partition canonique de X . Cet arbre est une adaptation de 
l’arbre défini par Motzkin en [Mo] pour les quasiconnexes ; voir aussi [GvP].
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Etant donné un système projectif S -< X  on pose ns =  #{"P G S | Dp fl 
X  =  0} et ms =  #{"P € <S | il J  ^  0 et ^ X }  qui sont finis. Alors «S 
est un point (resp. sommet) de A x  si et seulement si ms >  2 ou ns >  0 (resp. 
m«s > 3 ou ns > 0). Dans ce cas on associé à S l’affinoïde fermé connexe,

Xs =  P(Cp) — U'p<=s,d-pçlxD‘p C X.

La projection ttx ■ X  — > A x  est définie par 7r̂ 1(<S) =  X$-
Les arêtes de A x  C %  sont les sous-ensembles convexes de A x  qui ne 

contiennent pas de sommet, maximaux pour ces propriétés. Si I  est une arête 
de A x  alors,

Xi =  UseiXs  C X,
est une couronne ouverte. Les deux composantes de P(Cp) — X i rencontrent 
P(Cp) — X  et la couronne X j est maximale pour ces propriétés. Un sommet S 
de A x  est une extrémité de I  si l’une des composantes de P(Cp) — X j est une 
boule fermée ayant «S comme système projectif associé.

On a la partition canonique,

^  =  (Hs sommet de 1-1 ( LJ/ arête de Ax^1} ’

Si S est un sommet de A x, alors tout bout V  G S tel que D-p fl X  ^  0 
et D-p <(_ X  est un bout d’une couronne associée à une arête de A x  dont «5 
est une extrémité (il y a donc ms arêtes dont S est extrémité). Il peut y avoir 
des sommets «S de A x  qui ne sont pas des points de ramification, dans ce cas 
ns >  0.

Si B C A x  est convexe, alors Y — est un espace analytique connexe
et on a A y =  & et Ys =  X s  pour tout point S de Ay-

La complétion A x  de {Ax-, dist) est un arbre; on note «4® le plus petit 
connexe dans A x  contenant A x  qui est aussi égal à la clôture convexe de A x  
dans A x  C Bp.

Exemple 1.3 (i) A x  = 0 si et seulement si X  est une boule ouverte ou une 
boule irrationnelle ou le complémentaire d’un point ou P(Cp).

(ii) X  est une couronne ouverte si et seulement si A x  n’a pas de sommets et 
a une seule arête; A x (resp. A ^) est alors isométrique a un segment de 
Q (resp. R) de longueur mod(X).
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(iii) A x  est réduit à un sommet S si et seulement si X  =  X s  =  P(C )̂ — U7-Dp 
où T  est un partie finie non-vide de S (on a #7~ =  n$). Par exemple 
ns =  1 si et seulement si X  est une boule fermée et ns =  2 si et seulement 
si X  est une sphère; c ’est-à-dire X  =  {z  | \z\ =  1 }  pour un certain choix 
de coordonnée.

(iv) Pour tout ensemble fini T  C  P(Cp) on a A (̂Cp)~r — (T) C Bp ; voir 
Section 1.2.2.

(v) A x  est un arbre fini, c ’est-à-dire A x  a un nombre fini de sommets (et
donc un nombre fini d’arêtes) si et seulement si P(<Ĉ ,) — X  =  U£_0jB*, 
où les Bi sont disjoints et chaque Bi est soit un point, soit une boule, 
ouverte, fermée ou irrationnelle.
Dans ce cas il existe une immersion très élégante de A x  dans ( f  C f  
due à Yoccoz: on suppose que 00 G Bq et pour chaque Bi on choisit 
Zi G Bi. Alors i : A x  — * <QP est déterminée par,

i o ttx : X  — ► (logp \z -  z il  ...,logp | z -  zn\) C l " .

La restriction de i à chaque arête est une isométrie sur son image, où 
l’on considère Rn avec la norme du maximum.

(vi) X  7  ̂ P(Cp) est un affinoïde fermé si et seulement si A x  est fini et A ^ est 
compact; ceci est équivalente à que A x  soit la clôture convexe dans Bp 
d’un ensemble fini. X  est un affinoïde ouvert si et seulement s ’il existe 
un ensemble fini T  G Bp tel que A x  — (“T) C % ;  voir Section 1.2.2.

(vii) L ’arbre de X p =  Cp — 0^p. Le système projectif canonique S est un 
sommet de A xp, sauf si p =  2. A cause de cela on considère d’abord le 
cas p > 2 ; voir figure 1.
Les sommets de A xp, différents de S, sont les systèmes projectif s Sao.„an, 
où ai G { 0, 1 , ...,p — 1}, associés aux boules

BaO...o„ =  {\z -  («o +  ••• +  anpn)I < p-(n+1)} 
de telle sorte que Sao...an-i est lié à <Sao...an_ian par l’arête associée à 

{p -in + i) <  |P _  ( ao +  +  ani?n)| <  p - n y

De plus S est lié à «Sao, pour ao G {0, ...,p — 1}. Notons que toutes les 
arêtes de A xp sont de longueur 1 .
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Fig. 1: Arbre de Cp — Oqp, pour p > 2.

Supposons p =  2. Considérons le système projectif «S* associé à la boule 
Bi =  {\z — i\ <  |}, pour i =  0,1. Alors S0 et Si sont des sommets de 
A x2 et la couronne P(Cp) — Bq U B\ est associée à une arête de longueur
2 qui joint <S0 à Si. Les autres arêtes sont de longueur 1. En général les 
sommets de A x2 soni ¿es systèmes projectif s <Saoai,..an, où ai G {0 ,1 }, 
associés aux boules

Ba0ax...an — {\z ~ (ao +  ai21 +  ••• +  on2n)| < 2 (n+1)},

de telle façon que «Sa0„.On_1 esi /¿é à <Sao...an~ ian par l’arête associée à 
{ 2-(»+D <  \z _  (ao +  _  +  ^ 2 » ) ! <  2-» } .

1.3 Analyse ultramétrique.

Dans cette section on considère les outils d’analyse qu’on va utilizer dans 
ce travail. Pour des références on renvoie le lecteur à [Ca], [Ro] et [FvP].
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Fig. 2: Arbre de — Oq2.

1.3.1 Séries convergentes.

Une série
f ( z ) =  ao +  a\Z +  ... G <Cp{{z)),

est convergente sur { \z\ < r} si et seulement si lirnsup^^ |a*|£r < 1. Si r G 
|Cp| alors /  est convergente sur {\z\ < r }  si et seulement si lim^oo |a&|rfc =  0.

Une fonction rationnelle R E Cp(z) admet un développement en série en 
chaque point z0, qui n’est pas un pôle. Le rayon de convergence est égal à la 
plus petite distance entre zq et un pôle.

On note 'H(B) l’anneau des séries convergentes sur B =  {\z\ < r ou {\z\ < 
r}. On munit 7i{B ) de la norme uniforme || • ||#. Si B — {\z\ < r }  alors

II/Hb =  sup \ai\r\ 
i> 0

et on a \\fg\\B =  ||/||b|M|b et ||/ +  g\\B < max(||/||B, II ÎU), pour tous / ,  
g G T-L(B). Donc ('H(B), || • \\b) est un anneau valué, ultramétrique et complet.
Principe du Maximum. Soit B =  \\z — a| < r } avec r G |Cp|. Alors pour 
tout f  G 'H(B) on a

sup |/(2;)| =  II/Hb =  sup \f(z)\.
B \z—a\=r

Lemme de Hensel. Soit f  G (-^[[Xl] une série convergente sur { \z\ < 1} à 
coefficients entiers. S’il existe zq tel que |/( ô)| < \ f ( zo)\2 alors il existe un 
unique zéro w de f  tel que \w — zq\ <  |/(^o)|/|/,(̂ o)|-
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Pour w G Cp considère la translation Tw{z) =  z —w. Notons que Tw préserve 
la distance sur Cp induite par la norme |*| et T'w =  1. De plus Tw(Br(0)) =  Br(0) 
pour chaque r > |«;|.
Lemme de Schwartz. Considérons une série f  G 'H(Br(0)) de la forme 
f (z ) =  z(ao +  d\Z +  ...). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) | f(z)\ < \z\ pour tout z G Br(0). En particulier |/'(0)| < 1.

(ii) |a*| < r~%, pour i > 0.

(iii) f (B r(0)) C Br{0).

Considérons maintenant une série f  G 'H(Br(0)) telle que f (B r(0)) C jBr(0). 
Alors |/(2o) — f {z  i)| < \zq — Zi\ et \ f(z)\ <  1 pour tous z q , Z\ et z G £ r(0). 
De plus les propriétés suivantes sont équivalentes.

(iv) f  : Br(0) — > Br(0) est un automorphisme.

(v) H existe z G Br{0) tel que \f'(z)\ =  1.

(v )’ |f'(z)\ =  1 pout tout z G Br(0).

(vi) Il existe zo, z\ G -Br(0) différents tels que \ f(zo) — f(zi)\ =  \zo — zi\.

(vi)’ Pour tous zo, z\ G i?r(0) on a \f(zo) — f(zi)\ =  \zo — zi\.

Le colloraire suivant est immédiat.

Corollaire 1.4 Si f  G 'H(Br(0)) alors pour tous x, y G I?r(0),

\x -  y\
1/0*0 - f(y) I < Sr(0)-

En particulier notons que si ||/||Br(o) < r, alors Br(0) contient un unique point 
fixe de / .
Preuve du Lemme de Schwartz. Clairement (ii) =$■ (i) => (iii). Supposons
(iii). Par le Principe du Maximum pour tout ro G |<Ĉ| D (0, r) on a

\ai\r% < sup
\ z \ = r o

m < —, pour i >  1.
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Donc |a*| < r *, pour i > 1, et (iii) =>■ (ii).
Soit /  G 'H(Br(0)) une série telle que f (B r(0)) C 5 r(0). Notons que pour 

chaque w G -Br(0) on aT/(ffl)o/oT_„,(0) =  0. Donc par («) on a \f(zo)—f(zi)\ < 
\zo — zi\ et \f'(z)\ < 1 pour tous zQ, zi et z € Br(0).

Evidemment (vi)' =£• (vi)' et (în)' =£- (v)' =£* (v). Supposons / ( 0) =  0. Alors 
par (ii) on a \f(z)—f'(0)z\ < \z\ et \ f { z ) —/'(0)| < 1 pour tout z G J3r(0) —{0}. 
Donc (vi) =»■ (v) =>• (v)'.

Supposons (iv). Fixons w G Br(0) et soit g =  Tf(w) o /o T _ 0) de telle façon 
que <7(0) =  0. Donc par (i) appliqué à g et à g-1 on a |<7'(0)l =  1 et \g(z)\ =  |z| 
pour tout z G J3r(0). Donc (iv) => (v)' et (iv) => (vi)'.

Il suffit de montrer (v) ==> (iv). Supposons alors (v) et on peut supposer de 
plus / ( 0) =  0. Alors f (z)  =  z(clq + a^z +  ...) où |ao| =  1 et on a |af| < r- *, 
pour i >  0, par (ii).

On définit par induction 6* G <Cp, pour i > 0, tel que |6*| < r- * et tel que

bj(f(z))J =  z( 1 +  ... +  Ci+ 1z %+1 +  ...).
0<j<*

On pose 61 =  a ï1 et supposons 6* déjà définie. Alors notons que c*+1 comme 
plus haut satifait |q+i| < Donc 6*+i =  c*+ia^*+1̂  satisfait les hy
pothèses d’induction. Par conséquent la série z(bo 4- biz +  ...) G 7i(Br(0)) est 
l’inverse de /  et donc /  est un automorphisme de Br(0). □

1.3.2 Degré de Weierstrass, polygone de Newton et fonction de 
valuation.

On considère Ocp [[«]], l’anneau des séries à cQefficients dans Oq,. Pour une 
telle série f (z)  =  o,q +  a\z +  ... G [[z\], le plus petit entier d > 0 tel que 
|ad| =  1 est appelé le degré de Weierstrass de /  que l’on note wideg(f). Si 
wideg(f) est fini alors il est égal au nombre de zéros de /  dans {\z\ < 1}, 
comptés avec multiplicité.

Plus généralement considérons
f (z)  =  o0 +  aiz +  ... G <Cp(0z)), avec a0 ^  0.

Le polygone de Newton de / ,  que l’on note P(f ) ,  est l’enveloppe convexe dans 
R2 des points (j, logp |a.̂ |), pour a,j ^  0, et de {(0, t) | t < logp |ao|}. Soient
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(ij, logp |oj.|), pour j  > 0, les sommets de P (f )  (on peut avoir un nombre fini 
ou infini des sommets). Comme clq ^  0 on a io — 0.
Proposition Soit m > 1 tel que io < i\ < ... < im sont définis. Pour 1 < k < 
m on pose

„  ( \a i k - X I ̂  ** ** 1 /- |,ri I
= k-k t ) 6 |cu

Alors ri < ... < rm, f  est convergente sur {|̂ | < rm} et f  a ik — ik-i zéros de 
norme rk, comptés avec multiplicité, et ces zéros sont tous les zéros de f  dans 
{Tk-i < \z\ < rk}.

En particulier notons que si f  est une série convergente dans -Br(0), alors 
f {B T{0)) est de la forme Bs( f (0)) et il existe d G {1 ,2 ,...} U {oo } tel que pour 
tout w G f (B r(0)), la série /  — w a d zéros de /  dans £ r(0), comptés avec 
multiplicité. On dit alors que /  : Z?r(0) — > f (B r(0)) est de degré d.

Etant donné un polynôme P  G Cp[;z], y G Cp et r G |Cp| on définit

|P|ÿ(r )=  sup |P(a;)|.
\x-y\=r

Soit R — ^ G Cp(z), avec P, Q Ç. Cp[z\. On définit,

\R\ = J ^
1 ly \Q\y'

qui s’étend en une fonction continue définie sur [0, oo), monômiale par mor
ceaux. On appelle la fonction de valuation de R en y. Notons que si y, 
£ G Cp et r > \y — z\ alors |i2|y(r) =  |i?|̂ (r). Si R n’a pas ni zéros ni pôles 
dans { x | \x — y\ =  r} alors |i?|ÿ(r) =  |i?(x)| pour tout x tel que \x — y\ =  r.

Le graphe de l’application logp r — > logp(|i2|y(r)) est appelé le polygone de 
valuation de R en y. La pente du polygone à gauche (resp. à droite) du point 
d’abscisse logp r représente la différence entre le nombre de zéros et de pôles de 
R dans Br{y) (resp. B+(y)). Donc le changement de pente au point d’abscisse 
logp r représente la différence entre le nombre de zéros et les pôles situées sur 
B+(y) — Br(y). En particulier le polygone de valuation d’un polynôme est 
convexe.
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Comme dans le cas complexe on dit qu’une fonction est analytique si elle a 
un développement en série en chaque point. Cette notion est trop général : la 
fonction qui vaut 1 sur {|z| < 1}  et 0 dans le complémentaire est analytique 
dans ce sense. C’est pour cette raison qui on considère la notion plus restriente 
de fonction holomorphe définie sur un espace analytique.

Une fonction holomorphe définie sur un affinoïde fermé X  est la limite uni
forme de fonctions rationnelles sans pôles dans X . Les fonctions holormophes 
définies sur un espace analytique X  C P(Cp) sont les fonctions dont la restric
tion à tout affinoïde fermé contenu dans X  est holomorphe.

On note 'H(X) l’anneau des fonctions holomorphes définies sur X.  Si X  est 
une boule fermée alors 'H(X) coïncide avec la définition de la Section 1.3.1. On 
munit 'H(X) de la norme ultramétrique

ll/IU =  sup | f  (x)|.

Si X  est un espace analytique connexe différent de P(Cp), alors on dit 
qu’une fonction définie sur X  est méromorphe si elle est de la forme [/, g] 
où / ,  g G T-L{X) n’ont pas de zéros en commun. Un affinoïde fermé Y c. X  
rencontre au plus un nombre fini de zéros et de pôles d’une fontion méromorphe 
non identiquement nulle.

Soit X  C P(C )̂ un espace analytique connexe et zq G X.  Etant donnée 
/  G A i(X )  considérons une coordonnée telle que zq =  0. Alors /  est de la 
forme

f ( z )  =  a<tzd + ad+izd+1..., avec d G Z et aa ^  0.
L’entier d ne dépend pas du choix de la coordonnée. On l’appelle Y ordre de /  
en zq et on note ord/(^o)-

1.3.3 Fonctions holomorphes.
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2 Propriétés des fonctions rationnelles

Dans cette section on étudie l’action des fonctions rationnelles sur des ob
jets géométriques. On fixe pour toute cette section une fonction rationelle 
R G Cp(z) de degré au moins 1.

On commence par les propriétés élémentaires des fonctions rationnelles. 
Etant donné un point w G P(<Cp) le degré local de R en w, que l’on note 
degiî('ii;), est définit comme suit. On considère des coordonnées telles que w =  0 
et i?(0) =  0. Alors R est localement de la forme a,dZd +  ... où d >  1 et a* ^  0 ; 
on défini degÆ(iu) =  d. Il n’est pas difficile de voir que degÆ(u>) ne dépend pas 
du choix des coordonnées.

Pour tout w G ff̂ Cp) on a

£  degÆ(z) =  deg(iî)
R (z )£ w

et pour tout Q G Cp(z) on a degg0jK(u;) =  degQ(-R (») • degR(w).
Les points critiques de R G Cp(z) sont les points w G P(Cp) tels que 

degi2(w) > 1 . Alors la multiplicité de w comme point critique de R est degR(w)— 
1 . Une fonction rationnelle R a 2 deg(R) — 2 points critiques comptés avec mul
tiplicité. C’est-à-dire

^ 2  (deSi2(w) ~ !) =  2 deg(Æ) -  2.
toep(q,)

Etant donnés X, Y  C P(Cp) on dit que R : X  —-» Y  est de degré d, où d >  1 , 
si R(X) =  Y  et tout point y £ Y  a exactement d préimages dans X  comptées 
avec multiplicité ; de façon équivalente, pour tout w G Y  on a

deSR(z) =  d•
R (z )= w

2.1 Fonctions rationnelles et bouts.

Dans cette section on décrit l’action d’une fonction rationnelle sur les bouts.
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Lemme 2.1 Soit R £ Cp(z) une fonction rationnelle. Alors on a les propriétés 
suivantes.

(i) Si est une chaîne évanescente alors {i2(>li)}i>n est une chaine
évanescente, pour n assez grand.

(H) Si et sont deux chaines évanescentes équivalentes alors
sont équivalentes, pour n assez grand. On 

définit ainsi l’image R(V) d’un bout V par R.

(iii) Soit V un bout. Alors il existe d >  1 tel que pour tout représentant 
{-4i}i>i deV  et pour tout i assez grand R : Ai — > R(Ai) est de degré d. 
On note d — deg^('P) et on l’appelle degré local de R en V.

(iv) Soit "P un bout. Alors il existe N > 0  tel que chaque point y G P(Cp) à N 
préimages de R dans D-p si y £ DR(p), et N +  degÆ("P) si y G D r (??).

La démonstration de ce lemme est à la fin de cette section. Notons que pour 
R,Q  G Cp(z) on a degRoQ(V) =  degR{Q{V)) • degg 0P).

Corollaire 2.2 Soit V un bout et R G C'v{z) une fonction rationnelle. Alors 
R(D'p) =  P(Ĉ ,) ou R : D-p — » D r(-p) est de degré degR(V).

Preuve. Soit N > 0 comme en (iv) du lemme. Si degR(V) +  N < deg(R) alors 
R(D-p) =  P(Cp). Mais si deg#^) +  N =  deg(i?) alors R : D*p — > Dr(v) est 
de degré degR{V). □

Lemme 2.3 Considérons des fonctions rationnelles R, Q G Cp{z) et un bout
V tel que la boule fermée BR̂ >) soit de la forme {\z — z0\ < r }. Soit {A n} n>i 
une chaine évanescente définissant V . Supposons^qu ’il existe n0 tel que |Q(z) — 
R(z)| < r pour z G Ano. Alors Q(V) =  R{V) et degg(P) =  deg^T7).

Preuve. Par un changement de coordonnée projectif au départ et affine à 
l’arrivée, on se ramène à B-p =  Br<j>) =  {\z\ < 1} et r =  1. Soit d =  deg('P). 
Par le lemme précédent on peut supposer que

R ■ An0 =  i1 < \z\ < ro} — > i 1 < \z\ < fo}
est de degré d. Alors pour tout z\ G Ano on a \R(zi)\ =  \z\\d et l’image du 
disque DZ1 =  {\z — zi\ < \zi\} par R est le disque {\z — R{z{)\ < |iî(zi)j}. Donc
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on a Q(DZ1) =  R(DZ1) ; on conclut que Q : An — > R(An) est de degré d pour 
n assez grand. Par conséquent Q{V) =  R{V) et degg(V) =  d =  deg^'P). □
Preuve du Lemme 2.1. (i) Il est facile de voir que cette propriété est vraie 
pour les automorphismes de P(<Cp), donc on peut faire des changements de 
coordonnée. Après changement de coordonnée on peut supposer que le disque 
associé à {^4i}i>i est {\z\ < 1}. Alors pour i assez grand Ai =  {r* < kl < 1}, 
où Ti —y 1 quand i —> oo.

Etant donné P(z ) =  ao +  a^z +  ... 4- a ^ .G  Cp[z], soit n(P) le plus petit 
entier qui maximise \an\ et on pose TP{z) =  P(z) — anzn. Après changement de 
coordonnée à l’arrivée on suppose que R =  P/Q avec P(z) =  zn̂  +  Tp(z) G 
Cp[z] et Q(z) =  zn̂  +  T q (z )  G Cp[z\. Quitte à changer R par R — 1 on peut 
supposer que n(P) ^  n(Q) et quitte à changer R par ^ on peut supposer que 
n(P) > n(Q).

Alors pour w G -Bi(O) le polynôme
Pw{z) — P{z) — wQ(z) =  Cq +  CiZ -1- ... 4- CnZn, 

est à coefficients entiers et |an(p)| =  1*
On choisit r G (0,1) tel que si r < |tu| < 1 alors \cn(Q)\ =  \w\, |c*| < 

|tü| pour n(Q) < i < n(P ) et \cj\r3w < \cn(Q)\rÏÏQ̂ pour 0 < j  < n{Q), où
rw =  . Par conséquent (n(Q), logp |iy|) et (n(P), 0) sont des sommets
consécutifs du polygone de Newton de Pw. Par la proposition de la Section 1.3.2 
Pw à n(P) — n(Q) zéros dans {\z\ =  rw}, comptés avec multiplicité. C’est-à- 
dire que R a n(P) — n{Q) préimages de w dans {|z| =  r«,}, comptées avec 
multiplicité. Donc,

R : { r n(P)-n(Qi < \z \ < 1} — > { r < \z\ < 1},
est de degré d =  n{P) — n{Q).

{ii) Ceci résulte immédiatement de la définition de chaine évanescente. 
(m) Ceci a été montré dans (i).
(iv) Posons d =  degR(V). Après changements de coordonnée on peut sup

poser que D-p =  D rçp) =  {\z\ < 1}. Par (i) il existe r0 G (0,1) tel que 
R : {r0 < \z\ <  1} — > .< \z\ < 1} est de degré deg^CP). En particulier 
|i2|0(i) =  td pour t G [r0, 1], où d =  deg#^). Soit N  le nombre de pôles de R 
dans {\z\ <  1}. Alors R a N +d  zéros sur {\z\ < 1} ; voir polygone de valuation 
dans la Section 1.3.2.
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Considérons y G {\z\ < 1}. Alors \R — 2/|o(i) =  td sur [max(r0, |y|), 1]. Donc 
R — y a N  +  d zéros sur {\z\ < 1}.

Considérons maintenant y £ {\z\ > 1}. Alors |^^|o =  |P|o sur (0,1] et en 
particulier |^^|o(i) =  td-> pour t G [ro, 1]. Comme la fonction rationnelle 
a les mêmes zéros que R sur {\z\ < 1} on a que a N  pôles sur {\z\ < 1}. 
□

2.1.1 Théorème des résidus pour les fonctions rationelles.

Soit R G <Cp(z) une fonction rationnelle. Etant donné un bout V  soit 
ord^V ) défini comme suit.

-  ordn('P) =  degR(V) si DR̂ p) est de la forme {\z\ < r}.

-  ordü('P) =  — degR(V) si DR̂  est de la forme {\z\ > r }  U {oo}.

-  ord/î(P) =  0 si D-p C Cp — {0} ou Bp CCp — {0}.

Par (iv) du Lemme 2.1 on a que ordft('P) est égal à la différence entre les zéros 
et les pôles de R sur D-p. On considère une version du Thérorème des Résidus 
pour les fonctions rationnelles; voir [FvP].
Théorèm e des Résidus Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Soit X  un 
affinoïde ouvert connexe avec bouts Pi, ..., Pfc. Alors

y^ordfl(z) =  ordR(Vi).
X  l<i<k

Preuve. Soient Z  et P  le nombre de zéros et de- pôles de R sur X  respective
ment (comptés avec multiplicité). Alors YLx ordfi(^) =  Z — P.

Soient Zi et P* les nombres de zéros et de pôles de R sur BVi =  P(Cp) — DVi, 
respectivement. Par la remarque plus haut on a ord^'P*) =  Pi — Zi.

Notons que deg(-R) =  Z +  Zi +... +  Z  ̂ =  P  +  Pi + ... +  Pk- Par conséquent 
on a

0 =  Z +  Z1 +  ... +  Zt - ( P  +  P1 + ... +  Pk) =  ^ o r d R(z) -  ordaiPO-D
X' l<i<k
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2.2 Fonctions rationnelles et systèmes projectifs.

Proposition 2.4 Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle et Sq un système 
projectif. Alos on a les propriétés suivantes.

(i) Il existe un système projectif Si tel que si V  G Sq alors R(V) G Si.

(ii) Considérons des paramétrages Si =  { ‘Pi(C)}^ep(q,), pour i =  0,1. Alors il 
existe une fonction rationnelle R e. Cp(z) telle que pour tout £ G P(Cp) 
on a R(Vo(£)) =  De plus on a

degÆCP(£)) =  deg^(£).

Donc pour tout Vi G «Si on a

£  d e g * ^ )  =  deg(iî).
'Po 6 So, R( V q )—V\

(iii) Il existe un sous-ensemble fini T  a  S tel que R(D-p) =  P(C )̂ pour tout
V  G T  et tel que R : D-p — > Dr(j>) est de degré degÆ(7̂ ) pour tout
V  G S — 7~. En particulier R(D-p) =  Dr p̂).

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section.
On note degfl(<So) le degré de R, qui ne dépend pas du choix des coor

données. Par (iii) du Lemme 2.1 et par (iii) de la Proposition 2.4, l’application 
degÆ : Bp — > {1 ,2 ,...} est semi-continue supérieurement et en particulier la 
condition degÆ(<S) =  1 est ouverte ; donc si deg#(<S) =  1 alors R : 0p — >• 
est une isométrie au voisinage de S.

On pose i î -1 (0)Uiî-1 (oo) =  {ao,..., an}  et après changement de coordonnée 
on suppose que ao =  oo. On considère l’application,

I  : X  — Cp -  { < z i , an} — > (logp |z -  Oi|,..., logp \z -  an\) G Qf1 C En.

Alors logp \R\ : X  — > Q C R s e  factorise comme logp |J?| =  L o i  où L : — > 
Q est un fonctionnelle linéaire à coefficients entiers. De plus I  se factorise 
comme I  =  i o ttx  o ù  i : A x  — > Q” est une immersion de telle façon que 
X s  =  {z  | I(z) =  ¿(<S)} pour chaque point S G A x  ; voir Section 1.2.3. La 
restriction de i à chaque arête est une isométrie avec son image et i s’étend
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à une immersion propre iR : A^  — > En. L’application Loi® : A?x — > E est 
aussi propre.

Lemme 2.5 SoitS0 (resp. V°) un système projectif (resp. bout). Alors R~1(S°) 
(resp. R -^ V 0)) est une union finie Sm (resp. V\,..., Vn) de systèmes
projectif s (resp. bouts) et on a

^ d e g R{Si)  [resp. ^  degR{VjŸ) =  deg(Æ).

Preuve. Après changement de coordonée à l’arrivée on peut supposer que V° 
est le bout associé à {|;z| < 1}. Soient {a0>ai5 —¡an}-, X , I, i, ... comme plus 
haut.

Considérons une suite {tyn}n>o C Bi(0) telle que |it;n| —>• 1 et soit zn tel 
que R{zn) =  wn. Comme L o j R est propre, quitte à prendre une sous-suite on 
peut supposer que i r x { z n) G A x  converge vers S  G A *x•

On montre d’abord que S G Ax- Si S  n’est pas un sommet de A x, alors S 
est contenu dans une arête IR de A^. Comme ¿R( /R) est un segment dans Mn 
avec extrémités dans (Qf1 et L o ¿R(<S) =  1, on a S G Ax-

Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que TTx(zn) G (ttx(zo), S), 
pour n  >  0. Par conséquent le bout V  ayant { C ( 7 r x ( z n),  S ) } n>o comme représentant 
est tel que R(V) = V ° .  De plus, pour tout n assez grand degR(V) est égal au 
nombre de préimages de wn dans C(ttx{zq), <S), comptées avec multiplicité.

Si l’on considère tous les bouts "Pi, ..., Vn obtenus de cette manière on a 
pour n assez grand,

T .  deSR^i) =  #  préimages de wn =  deg(R).

En particulier R~1(V) =  {Pi, •••, 'Pm}- Alors les affirmations sur les systèmes 
projectifs suivent de la Proposition 2.4. □
Preuve de Proposition 2.4. (i) et (m). Il est facile de vérifier ces propriétés 
pour les automorphismes de P(Cp). Donc on peut faire des changement de 
coordonnée.

Etant donné un polynôme P G Cp[z] on note an(P) le coefficient de zn, pour 
n > 0. De plus on note n(P) > 0 (resp. m(P) >  0) le plus petit (resp. le plus 
grand) entier qui maximises |aj(P)|, pour 0 < i <  deg (P) (voir démonstration 
de (i) du Lemme 2.1).
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Après changement des coordonnées on suppose que «So est le système pro- 
jectif canonique. Considérons le paramétrage {P(£)}p(q,) de «So.

On pose R =  P/Q où P,Q  € CpjV]. Comme dans dans la démonstration 
de (¿) du Lemme 2.1 on peut supposer m(P) > m{Q) et de plus |om(p)(P)| =  
\ctm{Q)(Q)\ =  1- Alors R(V(oo)) =  V(oo) =  V(R(co)) et deg^T^oo)) =  
m(P) — m(Q) =  degjj(oo), où R est la réduction de R.

On va montrer que «Si =  «So. Soit £ € <Cp et soit £ € {\z\ < 1 }  tel que £ =  £. 
Posons Tç{z) =  z —C et notons que Tç(V(Ç)) =  V(0). De plus m(PoTç) =  m(P) 
et m(Q o Tç) =  m{Q).

Si n(P o Tç) > n(Q o Tç) alors

R(V( 0 )  =  RoT((P(0)) =  P(0) =  V{R( 0 )

et degi2(‘P(£)) =  n{P o Tç) — n(Q o Tç) =  deg^(^). Donc (i) et (ü) sont vérifiés 
dans ce cas. Le cas n(P oTç) < n(Q o Tç) est similaire.

Supposons n =  n(PoTç) =  n{QoTç) et posons b =  an(PoTç) et c =  an(Qo 
T(). AlorsR(Ç) =  §, n(PoT( -\QoT() > n(QoT{) et |a„(PoT{ -*Q o r {)| =  1 
car m(QoTç) > m(QoTç) et \am{Q oTç)\ =  |am(PoT^)| =  1 . Par conséquent

( j e o r { - ^ ( p ( o ) ) = 'p ( o ) e t

d̂ 9ib,Ti-t{'P(0)) =  n i P o T { - ^ Q o T ( j -  n(Q o T() =  degs ({).

Donc R(V(t)) =  P(|) =  V(R{tj).
{iii) Soit V  € «So- Par le Corollaire 2.2 on a R(D-p) =  P(<Ĉ>) ou R : D-p — > 

Dr(v) est de degré degR(V). Comme les ensembles Dv , pour V  € «So, sont 
disjoints deux à deux l’ensemble T  C «So des bouts tels que R{Dj>) =  P(Cp) est 
fini. □

2.3 Fonctions rationnelles et espaces analytiques.

La propriété suivante des fonctions rationnelles simplifiera l’étude de la 
dynamique ; voir aussi [Be].
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Proposition 2.6 SoitC la classe des affinoïdes fermés connexes, des affinoïdes 
ouverts connexes ou des espaces analytiques connexes. Si R E Cp(z) est une 
fonction rationnelle de degré au moins deux, alors R (X) G C pour tout X  € C 
et il existe X\, ..., X n G C disjoints deux à deux tels que

R~l( X ) = X 1U ...U X n.

De plus R : Xi — > X  est de degré di, où les di sont entiers positifs et vérifient 
c?i +  ... +  dn =  deg(.R).

En particulier pour r G |Ĉ | l’ensemble {z  G Cp | \R(z)\ <  r } (resp. {z  G Cp | 
|i?(z)| < r}) est un affinoïde fermé (resp. ouvert).

La démonstration de cette proposition dépend du lemme suivant.

Lemme 2.7 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Considérons tq, ri G 
|Cp| avec ri >  ro, tels que |i?|o =  1 sur [r0,ri] et |i?|0 =  a*idi sur (r0 — £,ro] et 
[ri, ri 4- e) pour i =  0, 1 respectivement, avec do et dx ^  0. Alors

Æ({r0 < \z\ < ri}) =  P(Cp), {\z\ =  1}, {\z\ < 1} ou {\z\ > 1} U {oo}.

Preuve. On suppose d’abord que ro =  ri =  r. Après changement de coor
donnée on suppose r =  1 . Soit S =  {^>(^)}$eq) le système projectif cano
nique. Par hypothèse R(V(0)), R(V(oo)) G { “P(O),"P(oo)}. Donc pour tout 
£ G <Cp — {0} il existe C € Cp — {0} tel que i2('P(C)) =  'P(£). Alors le lemme 
suit du Corollaire 2.2 dans ce cas.

Supposons maintenant ri > r̂ . On pose R =  ^ avec P(z) =  ao+...+a,kZk G 
Cp[z\ et Q{z) =  60 4- ... 4- biz1 G C'p[z].

Comme d0 ^  0 (resp. d\ ^  0) P  ou Q a un zéro dans {\z\ =  r0} (resp. 
{|«| =  r i}) ; voir polygone de valuation dans la Section 1.3.2.

Par la proposition dans la Section 1.3.2, si P  a un zéro dans {\z\ =  r0} 
(resp. {\z\ =  r i}) alors il existe io < ii (resp. im < ¿m+i) tels que

(¿o, logp |aio |) et (h, logp |ah |)

(resp. (im, logp |aim |) et (im+u logp |aifn+11))
sont des sommets consécutifs du polygone de Newton P(P) de P  tels que 
7o0K | =  r^ K I  (resp. r[m\aim\ =  rlm+1\aim+1\).
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Comme |i?|0 =  1 sur [r0,ri] le point pi =  (jlt logp \bSl |) (resp. pm =  
(jm, logp |6Jm|)) est aussi un sommet de P{Q) et on définit j 0 =  ji =  ¿1 (resp.
jm+1 =  jm =  im) •

Si P  n’a pas de zéros dans {\z\ =  ro} (resp. { \z\ =  ri}) alors Q en a un et 
on définit j 0 < j± (resp. j m < jm+i) de façon analogue et on pose =  ix =  
et ¿ni+l ~  ¿m =  jm-

Donc ¿1 =  ji, %m — jm, io 7̂  jo et im+i #  jm+i• Soit p0 (resp. Pm+l) 
égal à (î0> logp |Ot01) (resp. (¿m+i,logp |aim+1|) si i0 < j 0 (resp. im > j m+1) ou
Oo,logp fe0|) (resp. (im+iî logp \bjm+1\)) sinon.

Alors P(P)  UP(Q) est au dessous des droites qui passent par p0 et pi et par 
pm et pm+1- On choisit l’indice m > 0 de telle façon que pn =  (in, logp |ajn|), 
pour 1 <  n < m, soient tous les sommets de P(P)  avec ¿o < *i < ••• < im- 
Comme |/2|o =  1 sur [ro, ri] les points po, ..., pm sont tous les sommets de P{Q) 
avec abscisse entre j\ =  i\ et j m =  im.

Considérons w G Cp et soit Pw =  P — wQ. Si |iü| =  1 alors po et pm+i sont 
des sommets de P{PW) et P(PW) est au dessous des droites qui pasent par po 
et pi et par pm et pm+i- Par la proposition de la Section 1.3.2 Pw a un zéro 
dans {ro <  \z\ <  r i}. Par conséquent {|̂ | =  1} C -R({ro < \z\ <  ri}).

Supposons |tü| < 1, le cas w G {\z\ > 1} U {oo } étant analogue. Les points 
Pi, •••, Pm sont tous les sommets de P{PW) avec abscisse en [¿o, *m]- De plus 
P{PVJ) est au dessous des droites qui passent par p0 et p\ et par pm et pm+i- Par 
la proposition de la Section 1.3.2 le polynôme Pw a un zéro dans {ro < \z\ < r i} 
si et seulement si ¿o < *m+i- Donc soit { \z\ < 1} C i2({«o < \z \ < « i }5 soit 
{\z\ < 1} H i2({s0 < kl < Si}) =  0. □

Corollaire 2.8 Soient ro, ri G |Cp| avec ro < r\ (resp. ro < r\) et on pose 
C  =  {ro < \z\ < r i}  (resp. {ro < \z\ < r\\). Alors R(C) est égal à P(<t̂ ,), une 
boule ouverte (resp. fermée) ou après changement de coordonnée {so < \z\ <  
s i} (resp. {s0 < \z\ < s j,) .

Preuve. Après changement de coordonnée on peut supposer que R est tel que 
|J?|0(i) =  a0ido sur [r0,r0 +  e) (resp. sur (ro — s, ro]) et tel que |i2|o(i) =  aitdl 
sur (ri — e,r\] (resp. sur [ri,ri -I- e), pour i =  0,1 respectivement, avec do et 
d\ ^  0.

Par le lemme précédent
{z  G Cp | |*| G |-R|o((̂ o, ri))} C R(C)
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(resp. {z  G q, | \z\ G |Æ|o([ro, ^i])} C R(C)).
De plus si R a un zéro et un pôle dans C alors R(O) =  P(<Cp). Si R n’a pas de 
pôles, alors |.R|o est convexe sur (r0,ri) et

R(C) C {\z\ < max(|i2|0(r0), |itî|o(ri))}

(resp. G {\z\ < maxdÆloiro), |Æ|oO"i))}) 
avec égalité si il  a un zéro dans C. Si de plus R n’a pas de zéros dans C

R{C) =  {min(|Æ|o(ro), |Æ|o(ri)) < \z\ < max(|Æ|0(rO), |Æ|o(ri))}

(resp. {min(|jR|0(so)5 |iî|o(si)) < \z\ < max(|i?|o(s0), |.R|o(si))}).
Le cas où R  n’a pas des zéros dans C est similaire. □
Preuve de la Proposition 2.6. On va montrer d’abord que les classes en 
considération sont invariantes. Soit X  un affinoïde fermé connexe. Si X  — P(Cp) 
on a R (X ) =  P(Cp), donc on suppose 1 /  P(q>)-

Par conséquent A x  ^  0 et J f a une décomposition canonique,

X  =  sommet de Ax^3)  u ( u/ arête de ax ^ t>)  ’
donnée dans la Section 1.2.3.

Etant donnée une arête I  de A x  avec extrémités <S0 et «Si considérons 
l’affinoïde fermé connexe X j =  Xs0 U X j U X sx - Notons que si io et I\ ont une 
extrémité commune alors XjQ H X jx ^  0.

Par la Proposition 2.4 on peut montrer (comme dans le corollaire du Lemme 
2.7) que si I  est une arête de A x  avec extrémités <So et «Si alors R(Xj)  est un 
affinoïde fermé connexe. Donc R(X)  =  U Xj  est un affinoïde fermé connexe.

Ceci montre aussi que si X  est un espace analytique connexe, alors R(X)  est 
aussi un espace analytique connexe. Pour le cas d’affinoïdes ouverts connexes, 
pour chaque sommet «S de A x  on considère l’affinoïde ouvert connexe X$ =  
X s  U (UX/), où l’union porte sur toutes les arêtes I  de A x  ayant «S comme 
extrémité. Alors on procède comme dans le cas des affinoïdes fermés connexes.

1.— Considérons un affinoïde fermé connexe, le cas des affinoïdes ouverts 
connexes étant similaire. Soit P  l’ensemble fini des bouts V tels que Ri'P) est 
un bout de P(Cp) — X  et pour y G i2-1(X) soit Yy l’affinoïde fermé connexe

Yy =  fl  ■pç.p^yç.B-pB'p.
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Par (iv) du Lemme 2.1 pour chaque V G P  il existe d-p >  0 tel que tout 
x  € Br^>) a d-p préimages dans Dp.

Donc pour tout y G R~1(X) un point x G X  =  D-pepBR(p) a
dy =  deg(.R) -  ^ 2  dp

T€P,y€Bv
préimages par R dans Yy et par conséquent R : Yy — > X  est de degré dy.

Soit i  6 X  et soient y,z  G i?-1(x) tels que Yy PI Yz ^  0. Alors Yy =  Yz, 
car sinon il existe un bout V  de P(Cp) — Yy tel que V -< Yz ou vice-versa. Mais 
dans ce cas R{V) -< X , ce qui n’est pas possible car par définition R(V) est 
un bout de P(<Cp) — X.

Par conséquent si l’on considère la décomposition Y\ U ... U Yn de Y  =  
UyeR-i(x)Yy en affinoïdes fermés connexes disjoints deux à deux (donnée par la 
Proposition 1.1) il existe des entiers di > 1, tels que R  : I* — > X  est de degré 
di, pour 1 < i < n. Donc dx + ... +  dn =  deg(-R) car i î -1 (a;) G Y =  Y\ U... U Yn, 
et par conséquent R-1(X) =  Yi ü ... U Yn.

2.— Soit X  =  Ui>iXj G C un espace analytique connexe où est une
suite croissante d’affinoïdes fermés connexes. On a montré que R ~ 1( X i )  est un 
aifinoïde fermé. Soit n* > 1 le nombre de composantes connexes de X{. Alors 
notons que n*+i < n*, pour i > 1. En effet si

R  ^̂ (-̂ î) =  Y\ U ... U Yni et R 1(JCi+i) =  Z\ U ... U Zni+x,
sont les décompositions en composantes connexes alors

Y\ U ... U Yni =  R 1(X*) C  R 1(Xi+i) = ^ iU  ... U Zni+1,
et Zj n R~1(X ) ^  0 pour tout 1 <  j  <  n*+i. Donc n*+i < n*. Par conséquent 
pour i assez grand n* =  n ne dépend pas de i. Alors on peut supposer que 
Y* c  i ï +1 , pour 1 < k < n. De plus il existe di, —, dn >  1 tels que di+...+dn =  
deg(i?) et R : Y£ — > Xi est de degré dk, pour 1 < k < n.

Donc Yk =  est un espace analytique connexe, R  : Yk — > Y  est de
degré dk et i2-1 (y ) =  Yi U ... U yn. □

2.4 Composante d’injectivité.

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant, qui est le premier 
pas dans la démonstration du Théorème 3 ; voir Section 5.
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Proposition 2.9 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et x € P(Ĉ ,) non- 
critique. Alors il existe un affinoïde ouvert I(x) qui contient x, tel que R est 
injective sur I (x ) et tel que, pour tout espace analytique connexe X  qui contient 
x sur lequel R est injective, on a X  G I(x).

Définition 2.10 Soient R et x comme dans la proposition. Alors on appelle 
I(x) la composante d ’injectivité de x pour R.

La démonstration de la Proposition 2.9 dépend de quelques lemmes.

Lemme 2.11 Supposons que la fontion rationnelle R E Cp(z) est injective sur 
l ’espace analytique connexe X . Alors pour tout système projectif S -< X  on a 
degtfOS) =  1.

Preuve. Si degR(S) > 1 alors il y à deux cas.
Soit degR(V) > 1 pour tout V  G S: alors, si V  G S est tel que D-p C  Xs, 

R  n’est pas injective sur Dj>.
Soit on peut trouver Vo, 'Pi G S distincts tels que D-p0, D-px C  X s  et 

R (V 0) =  R (V i )  ; on peut alors choisir Xq G D-pü et x\ G D-px tels que R { xq) =  
R ( x  i ) .  □

Lemme 2.12 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Pour ro,ri G M soit 
C(r0, r i )  =  {ro  < \z\ < r i }  et pour r G |<Cp| soit Sr le système projectif associé 
à {\z\ < r}.

(i) Pour chaque r G K — Q il existe d > 1 et 7*0, ri > 0 avec r G (ro,ri),
tels que C =  R(C(ro, ri)) est une couronne et R : C(ro, ri) — > C est de 
degré d. On a alors mod(C) =  d • mod(C(fo, ri)).

(ii) Supposons que degñ(<Sr) =  d > 1 pour tout r G |Cp| dans l’intervalle 
(r0, ri). Alors il existe une coordonnée à l’arrivée tel que |i?|o(¿) =  td sur 
[roj^i]. Si R est injective sur C(ro, ri) alors \R(z) \ =  \z\ pourra < NI < 
ri et en particulier R(C(ro, rx)) =  C(ro, ri).

Corollaire 2.13 Si C est une couronne ouverte et R G Cp(z) est injective sur 
C, alors R(C) est aussi une couronne, mod(R(C)) =  mod(C) et R induit une 
isométrie entre A c et A r(c) ■
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Preuve. On suppose C  =  C(r0,ri). Par le Lemme 2.11 on a deg^^r) =  1 
pour tout r G (ro,n) et par (ii) du lemme on peut supposer que \R(z)\ — \z\ 
pour Tq < \z\ < ri. Donc R(C ) =  C et R(Sr) =  Sr pour tout r G (?'o,r’1). □
Preuve du Lemme 2.12. (i) Etant donné P(z) =  ao + ... +  anzn G Cp[z] soit 
n(P ) le plus petit entier qui maximise r1-*|aj|. Alors on procède comme dans 
la démonstration de («) du Lemme 2.1.

(ii) Par (iii) du Lemme 2.1 et par («), pour tout r G (r*o, r*i) il existe un 
voisinage Ur =  (sr,tr) où R est telle que

dist(R(Su), R(SV)) =  d • dist(Su,Sv) =  d\u — v\,

pour tout u,v G Ur. On peut aussi choisir Uro (resp. Uri) de la forme (r0, r0+£) 
(resp. (ri — e, ri)). Donc on peut trouver un nombre fini de UT qui recouvrent 
(s, t).

Soient u < v < w tels que u G USQ, v G Uso H US1 et w G Uai. Soit S le 
système projectif tel que

[i*(Sw), H(<SV)] n [.R(SV), R(SW)] =  [R(SV), S] ;

voir Section 1.2.2. Comme v G Uso H US1 on a <S =  R(SV), c ’est-à-dire R(SV) G 
(R(SU) , R(SW)) . Donc pour tous u < v dans (ro, ri) on a dist(R(Su), R(SV)) =  
d\u — v|. Alors après changement de coordonnée à l’arrivée on a |Z?|o(r) =  rd 
sur [r0,ri].

Si R est injective sur C(ro, ri) soir r G (r0,ri) et V  G Sr tel que Dv c  
{|̂ r| =  r}. Par (iv) du Lemme 2.1 on a R(D-p) =  Dr(j>). Comme R fixe les 
bouts associés à {\z\ < r } et {|̂r| < r} on a -R({|̂ | =  r}) =  {\z\ =  r}. □

Lemme 2.14 Soit R  G Cp(z) une fonction rationnelle et soit X  un espace 
analytique connexe tel que A x  ^  0- Alors R est injective sur X  si et seulement 
si R est injective sur chaque Xs, pour S G A x •

Preuve. Supposons que R est injective sur chaque Xs, pour S G Ax- Si X  
est une couronne ouverte alors, par (ii) du Lemme 2.12, on peut supposer que 
X  =  {s  < \z\ < t}  et \R\0 =  id sur [s, t]. Par hypothèse R est injective sur 
chaque { \z\ =  r}, pour r G (s ,t). Donc -R({|̂ | =  r}) =  { \z\ =  r } et par 
conséquent R est injective sur X .

Dans le cas général soient <S°, S1 G Ax- Alors il suffit de montrer que 
R (Xso)nR (X si) =  0- Quitte à remplacer X  par on peut supposer
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que <S° et S1 sont des sommets de A x- Soient <S0 =  S°, Si , ..., Sk =  S1 tous les 
sommets de A x  contenus dans [«S0,«?1].

On va trouver inductivement des coordonnées Wi à l’arrivée, telles que R  
est l’identité sur [<So,«Si], pour 0 < i < k. On peut choisir wq sans problème. 
Supposons que Wi est déjà définie. Comme on a vérifié le lemme pour les 
couronnes on a R ( C ( S i ,  ¿>¿+1)) =  C ( R ( S i ) ,  R ( S i + i ) ) .  Comme degÆ(«S*) =  1 
on a C ( R ( S i - i ) ,  R ( S i ) )  n  C ( R ( S i ) ,  -R(<S*+i)) =  0, donc on peut trouver une 
coordonnée W{+1 qui coïncides avec sur (¿>0, «5») et telle que ( R ( S i ) ,  R ( S i + 1)) 
soit égal à (Si,S{+i) dans cette coordonnée.

On fixe la coordonnée iu* à l’arrivée. Alors R(Xs0) et R(X$k) sont contenus 
dans de composantes différentes de P(C )̂ — C(So, Sk). Par conséquent .R(Xso)n 
R(XS i ) = 0 .  □
Preuve de la Proposition 2.9. Fixons une coordonnée telle que R(x) =  0 et 
soit X  =  P(Cp) — i2-1(0)Ui?-1 (oo). Comme x n’est pas un point critique R est 
injective sur un disque Dx contenant x et tel que J9xn(i?-1 (0)U-R-1(oo)) =  {x }. 
Alors le système projectif Sx associé à Dx est un point de A x  et degÆ(«S) =  1 
pour tout S E (x,Sx] C A x-

Soit B C A x  le plus grand convexe qui contient Sx et tel que degi2(«S) =  1 
pour tout S G B. Comme la condition degR(S) =  1 est ouverte B est ouverte. 
Par (i) du Lemme 2.12 on peut écrir =  I(x ) fl X,  où I{x) est un
affinoïde ouvert connexe.

Si S est un point de A x  et V  G S est tel que Dv c  Xs  C X  alors 
R(D-p) c  Cp — {0}. Par (iv) du Lemme 2.1 R : D-p — > jDr(-p) est de degré 
degft('P). Comme degÆ(<S) =  1, R est injective sur Xs- Par le Lemme 2.14 R 
est injective sur 7r̂ 1(B) =  I{x) fl X  et par conséquent R est injective sur I{x).

Si Y  est un espace analytique connexe alors 'KxiX H X)  est convexe. Donc 
si Y  contient x et n’est pas contenu dans /(rr)7 alors 7rx (Y n X ) <£. B. Par 
maximalité de B il existe S € 7rx (Y fl X )  tel que degÆ(«S) > 1. Comme x E Y  
et Y  rencontre Xs  on a S -< Y. Par le Lemme 2.11 R n’est pas injective sur 
Y. □

44

W i

«s* B)



2.5 Invariance des arbres.

Le but de cette section est de montrer la proposition suivante qu’est un cas 
particulier d’un théorème de Motzkin; voir [Mo].

Proposition 2.15 Soit X  un espace analytique connexe et R E Cp(z) une 
fonction rationnelle injective sur X .

(i) Si S -< X  est un système projectif, alors R{S) -< Y  =  R(X).

(ii) Soit V  -< X  un bout. Alors R : D-p H X  — > Dr(v) H Y  est de degré 1 . En 
particulier, si D<p C X  alors R(D?>) =  Dr(-p).

(iii) Le système projectif S -< X  est un point (resp. sommet) de A x si et 
seulement si R{S) est un point (resp. sommet) de Ay.

(iv) R induit une isométrie de A x  sur Ay.

Corollaire 2.16 Soit X  un affinoïde ouvert connexe et R E Cp(z) une fonc
tion rationnelle telle que R : X  — > X  est de degré 1 . Alors il existe n tel que 
Rn induit l’identité sur Ax-

Preuve. Soit n tel que les bouts de X  soient fixes par R. Si A x  = 0 alors 
il n’y à rien a montrer ; donc on suppose que A x  7  ̂ 0 et par conséquent X  a 
au moins deux bouts. Donc pour tout point S de A x  il existe des systèmes 
projectifs Sq et Si associés à des bouts de X  tels que S -< (<So, ¿>1 ). Notons que 
Rn(Si) =  Si, pour i =  0,1. Comme R est une isometrie on a

dist(S,Si) =  dist(Rn(S),Rn(Si)) =  dist(Rn(S), R(Si)),

pour i =  0,1. Donc R(S) =  S. □
Preuve de la Propostion 2.15. (i) D’après (iii) de la Proposition 2.4, sauf 
pour un nombre fini de bouts 'P E S on a R(D-p) =  Donc S -< X
im D lia u e s  R(S) -< Y.
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(ii) Comme R est injective sur X  il existe une composante d’injectivité I  
de R qui contient X . Rappelons que I  est un affinoïde ouvert connexe. Soit Z 
la composante connexe de R~1(Dr^p)) ayant V  comme bout. Si Q 7  ̂V  est un 
bout de Z  alors Q -fi I  et comme I  est un affinoïde ouvert connexe, BqHI =  0.



Par conséquent D*p D X  C D-p fi I  C Z  et R(D-p fi X )  C R(Z ) =  Dr^>). Si 
X  C D-p le résultat est clair, donc on suppose que X  <£. Dp. Par conséquent, 
si «S est le système projectif associé à V, alors «S -< X  et par le Lemme 2.11 on 
a deg^iS) =  1. Donc,

R (X  — D-p) C UQes-{V}R(X H Dq) C UQ£S-{v}Dr(Q) = (̂Cp) — Dr(p)i

et par conséquent R : X  fi D-p — > Y  fi D r(-p) est de degré 1.
(iii) D’après («) «S -< X  implique R(S) -< Y. Dans ce cas on a d’après (ii)

# {V  € S\DV n x  =  0} =  # {Q  € R(S)\Dq H Y  =  0} et

e  S\Dv n X Ï  0 ,D-p <£. X }  =  # { Q €  R{S)\Dq Ï ^ D qçL X } .
Donc S est un point (resp. sommet) de A x  si et seulement si R(S) est un 
point (resp. sommet) de A y • Par (ii) pour tout bout V -< X  on a D-p C X  si 
et seulement si D rçp) C Y. Comme degft(«5) =  1 on a R(X$) =  Yr(s)■

(iv) Soient <S°, S1 G A x  et soient S o , Sk les sommets de A x  dans (<S°, «S1) 
tels que les (Si, Si+1) sont disjoints, pour 0 < i < k, où «So =  <S° et «S*+i =  «S1. 
On va montrer par induction dans i que dist(R(So), R(Si)) =  (¿¿si(«So, «S*). Par 
(m) et par le Lemme 2.11, R induit une isométrie entre /* =  (<Si,«Si+i) et 
R(Ii) =  (R(Si),R(Si+1)).

Comme R est injective sur X, R est injective sur A x  et par conséquent 
les R(Ii) sont disjoints. Comme dist(R(Si), R(Si+\)) — dist(S{, Si+i) on a 
dist(R(So), R(Sk)) =  dist(So,Sk). □
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3 Dynamique locale

Soit U un ouvert de Cp et f  : U — > <Cp une application. Un point zq G U 
est périodique s’il existe k > 1 tel que zo,..., f k~1(zo) G U et f k(zo) =  Zq. On 
appelle k période de x ; si k est le plus petit entier avec cette propriété, alors k 
est appelé la période primitive de zq et on dit que {z0, f(zo ) , ..., f k~1(zQ)} est 
le cycle de zq. Quand /  est analytique au voisinage du cycle de zq, la dérivée 
( f k)'(zo) =  ( f k) '(fj (zo)) est appelé le multiplicateur du cycle correspondant.

Le multiplicateur est invariant par conjugaison analytique et sa nature 
donne une certaine information sur la dynamique de /  au voisinage du cycle. 
On considère la classification suivante des points périodiques, en analogie avec 
le cas complexe.

Définition 3.1 Soit zq un point périodique et À son multiplicateur.

• Si |À| < 1 on dit que zq est attractif. Si de plus À =  0, alors on dit que zq
est super-attractif.

• Si |A| =  1 on dit que zq est indifférent. Si À est une racine de l’unité on
dit que z0 est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que 
zq est indifférent irrationel.

• Si |À| > 1 on dit que zq est répulsif.

Dans les Sections 3.1 et 3.3 on considère la dynamique locale des points 
périodiques, selon la classification précédente. Dans la Section 3.2 on considère 
la dynamique ‘quasi-périodique’ .

3.1 Points périodiques attractifs.

Dans cette section on considère la dynamique au voisinage des points 
périodiques attractifs. On peut étendre la plupart des propriétés aux points 
périodiques répulsifs en considérant que si zq est un point périodique répulsif 
pour / ,  alors z0 est un point périodique attractif pour / -1.

Si zq G U un point périodique attractif de / .  Alors on dit que 

W sf (zo) =  {z  G U j d(fn(z), f n(z0)) -> 0 quand n ->> oo}
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est le bassin d’attraction de z0 et que Un>iW j ( f n(zo)) est le bassin d’attraction 
du cycle de z q . Notons que Wj(zo) est ouvert et invariant par f k, où k est la 
période de 20.

On considère l’ensemble A(Cp) des séries à coefficients sur Cp convergentes 
au voisinage de 0 qui sont de la forme

f ( z ) =  Xz +  a-s_z2 +  a223 +

avec |À| < 1. Pour une telle série, différente de Az, on définit

r(f)  =  ( sup |afc|£
\fc>i

Il n’est pas difficile de voir que /  est convergente sur £?r(/)(0) et que r(f )  < 00.

Proposition 3.2 Soit f  G A(Cp) une série différente de Xz. Alors on a les 
propriétés suivantes.

(i) Pour \z\ < r(f )  on a \f(z)\ < \z\ max(|A|, Donc -Br(/)(0) C VV̂ (O).

(ii) r ( f )  =  sup{r > 0 | /  est convergente sur Br(Qi) et f (B r(0)) C Br(0)}. 

Preuve, (i) On pose f (z)  =  Xz +  a\Z2 +  ... . Pour \z\ < r( f )  on a

\f(z)\ =  |z||A +  axz +  a2z2 +  ...| < max(|A|, ^ly)>

car \ak\kr (f )  <  1.
(ii) Si /  est convergente sur 2?r(0) avec r > r ( /) ,  alors

limsup|a*|* < r-1 < r ( / ) _1 =  sup|a*|s,
&>i *>i

donc il existe k tel que r( f)  =  |afc|£. Si s G |Cp| fl (r ( /) ,r )  on a

II/IIb+(o) = smax l̂Al> KKK/))* ( ^ ) )   ̂ -  lsl > S,D
Notons que par (ii) on a f (B r(j)(0)) C £ r(/)(0) et r ( f n) > r ( f )  pour tout 

entier n > 1.
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Proposition 3.3 Considérons une série f  E A(Cp).

(i) Si X =  /'(O) ^  0 aZors {A-n/ n} n>i converge uniformément vers une 
fonction (p E 0)) sur B+(0); pour tout r < r(f) .  Donc (p o f  =  
X<p. De plus, si /(-#!•(/)(0)) =  Br(/)(0), alors (p : Br(/)(0) — > Cp est 
surjective.

(ii) Si /'(O) =  0 alors il existe une série (p convergente au voisinage de 0, 
telle que <p o f  =  cpd, où d =  deg^(0).

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section. Le résultat 
sur là linéarisation est un cas particulier d’un théorème en [HY] et est aussi 
montré en [Lui]. En considérant (i) de la proposition précédente on fait la 
définition suivante.

Définition 3.4 Soit f  E A(Cp). Si /(-Br(/)(0)) =  Br(/)(0) alors on dit que 
Br(f)(0) est le bassin d ’attraction immédiat de 0 pour f .

En général /  peut être injective sur I?r(/)(0), par exemple f (z)  =  D’autre 
part on a les propriétés suivantes.

Proposition  3.5 Soit f  E A(Cp) une série différente de Xz.

1.- Si r ( f )  ÿ. \Cp | alors r (f )  est le rayon de convergence de f  et f  : Br(/)(0) — ►
Br(f) (0) est de degré infini.

2.- Si r ( f )  est strictement inférieur au rayon de convergence de f ,  on a 
r ( f )  E |Cp| et Br(/)(0) est le bassin d’attraction immédiat de 0.

3.- Si r ( f )  =  1 et Bi(0) est le bassin d’attraction immédiat alors f  : -Bi(O) —>■
ü?i(0) est de degré d, où d =  wideg(f) E { 2 , 3 , ...} U {oo}. Si de plus le 
rayon de convergence de f  est plus grand que 1, on a d > 1.

Preuve. 1.— Si r( f )  g  |Cp| alors il existe ki —Y oo tel que la^l^î -* r{f) ,  par 
conséquent r ( / )  est le rayon de convergence de f  et f  : Br(f)(0) — > -E?r(/)(0) 
est de degré infini.

2.— Si le rayon de convergence est strictement plus grand que r(f )  alors il 
existe k tel que r ( / )  =  |afc|fc E |<Cp|. Donc

l l / l k (/)(0) =  r(/)max(|A|, |o*|(r(/))*) =  r(f) et / ( B r(/)(0)) =  Br(/)(0).
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3.— Dans ce cas pour tout zq G Bi(0) on a d =  wideg(f — zq) =  wideg(f), 
donc /  : -Bi(O) — V i?i(0) est de degré 1 . Si le rayon de convergence est plus 
grand que 1 on a |a*| < 1 pour tout k grand, donc d =  wideg(f) < oo. □

Si Br(f) (0) est le bassin d’attraction immédiat de /  on a par la proposition 
précédente d > 1. En général d peut être infini, mais si par exemple /  est à 
coefficients sur un corps à valuation discrète, alors d < oo.

Exemple 3.6 On considère la fonction rationnelle f  G Cp(z) définie par 
f (z )  =  À avec |A| G (0,1), g«« est conjugué au polynôme A-1(z2 +  z). 
Alors r ( f )  =  1 mais f(Bi(0))  ^  ü?i(0). De plus il n’est pas difficile de voir que 
pour tout disque D qui contient 0 on a f (D)  ^  D.

Preuve de la Proposition 3.3. (i) Soit r > 0 tel que |/|o(£) =  \X\t pour 
tout t G (0, r) ; on pose f(z)  =  Xz(l +  g(z)) avec #(0) =  0. Soit C  > 0 tel que 
l^loO) < C t, pour t G (0,r). Donc ||g o / n||s +(0) < C|A|nr et

<Pn(z) =  A~nf n(z) =  z( 1 +  g{z))( 1 +  5 0  f(z))...{ 1 + g o  / n_1(z)),

converge uniformément sur #*(0) vers une fonction cp G H(B^{0)). Comme 
pour tout n > 0 on a \tpn+i =  <pn ° f  on a c p o f  =  A cp.

Montrons que cp (0)). En effet soit s < r ( /) .  Il existe n > 1 tel que
f n(B+(0)) C i?r(0), d’après (¿) de la Proposition 3.2. La fonction An<p =  ipo f n 
appartient donc à 'H(Bf(0)) et coïncide avec cp dans 'H(B^(0)). On obtient 
ainsi que <p G 'H(Br(f)(0)).

L’image de <p contient une boule Bt(0). L’équation fonctionnelle montre 
alors, si /(J3r(/)(0)) =  -£?»-(/) (0), que cette image contient la boule J5|a|—« t(o) (0) 
pour tout n >  0.

(ü) Après conjugaison par Xz on peut supposer que f (z)  =  zd +  ..., où 
d =  degyr(O) > 1 . On pose f (z)  =  zd( 1 +  g{z)) avec <7(0) =  0. On considère 
r > 0 et C > 0 tels que ||<7||s+(o) < Ct < 1, pour t G (0, r). En particulier on a
I/O2)! =  \z \d pour 0 <\z\< r. Notons que si t < p~p^  alors | ln(l +  z)\ =  \z\. 
On suppose que C<in+1rdn < pour tout n > 1. Donc si t G (0, r) et n > 0
on a

(Jn+l ln(l +  go  f n) < dn+1\g° f n\o(t) < <T‘+1Ctdn < Cdn+1ri
B î (  0)
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et limn_).00 ¡l^pr ln(l + g o / n)||B+(0) =  0 pour t G (0, r) fixé. Par conséquent

h =  H  5ST ln(! +  3 ° n  e  « (5 ,(0 ) ) ,
n> 0

satisfait c? • /i =  ln(l +  p) +  h o f .  Comme ||fo||sr(o) < p~p^ï on a (p(z) =  
zexp(/i(2:)) G 'H{Br{0)) et

(pd(z) =  (zexp(/in+1(z)))d =  /(z )  exp(/in o /(z ))  =  <p o f ( z ).□

3.2 Dynamique quasi-périodique et logarithme itératif.

Dans cette section on considère les aspects locaux de la dynamique quasi- 
périodique d’un système dynamique donné.

A chaque système dynamique (/, U) on associe son domaine de quasi- 
périodicité, que l’on note £ ( /) .  Dans cette section on s’intéresse aux aspects 
locaux de la dynamique de /  sur £ ( /) .  Par conséquent on n’utilise que des 
propriétés élémentaires d’analyse et plus concrètement les outils de la Section 
1.3.1. Des aspects globaux de la dynamique sur le domaine de quasi-périodicité 
sont étudiés dans les Sections 4.5 et 5.

Un des modèles de la dynamique quasi-périodique est la translation z — > 
z +  1. Supposons donc que /  est localement conjugé à z — > z 4- 1 ; c’est-à- 
dire qu’il existe une fonction analytique h au voisinage d’un point z0 telle que 
h'(zo) ^  0 et h o f (z)  =  h(z) +  1 . Alors notons que

Um /" ( « )  ~  * =  i
|n|p->-0 n n-fO n h'(z)

Ceci explique la définition suivante.

Définition 3.7 On appelle
_ ¿G? 1

------;----  >nk J »> 0

est uniformément convergente sur un voisinage de zo, quand \n\p —¥ 0}
le domaine de quasi-périodicité de f .  De plus la fonction /* : £ ( / )  — y Cp, 
définie par f*(z0) =  lim|n|p_>.o /nfc-(̂ - 2Q, pour z0 G £ ( /) ,  est appelé le loga
rithme itératif de f .
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Ainsi définie /* est une fonction analytique ; voir aussi Corollaire 4.31. No
tons que la définition de /* ressemble à la définition du nombre de rotation d’un 
homéomorphisme du cercle. Dans ce dernier cas il faut considérer le relèvement 
sur M et n —> oo au lieu de \n\p —y 0. Donc on peut dire que pour zq g  £ ( /) ,  
/*(zq) est le nombre de rotation infinitésimal de /  en z0.

Remarque 3.8 La notion de logarithme itératif formel est connue dans la 
littérature sous divers autres noms; voir les références en [Ecl] et aussi la 
très complète référence de [Ku] pour ce sujet et autres. Ici on considère l ’ap
proche d’Ecalle; voir [Ecl]. H a considéré le logarithme itératif pour les séries 
formelles sur C tangentes à l’identité et il a étudié des problèmes de conver
gence. Lubin a considéré le logarithme itératif défini sur les anneaux à valuation 
discrète au voisinage des points fixes paraboliques et il a montré 1 et 2 de la 
Proposition 3.15, dans ce contexte par une méthode différente; voir [Lui].

Proposition 3.9 On a les propriétés suivantes du domaine de quasi-périodicité.

(i) S( f )  est ouvert.

(ii) f  est injective sur 8 ( f ) .

(iii) S(f )  est invariant par f .

(iv) £ ( f n) =  £( f )  et ( / ” )* =  n/*, pour tout n > 1.

(v) Si g =  ho f  o h-1 alors £{g) =  h(£(f))  et g* o h =  h' f*. En particulier 
pour tout entier m > 1 on a f* o f m =  /* ( /m)'.

Preuve. (i) Suit directement de la définition.
(ii) Soient zq et z\ G £ ( /)  différents. Alors-il existe r > 0 et k > 1 tels 

que la suite { }n>o est uniformément convergente sur Br(zo) et Br(z{). 
De plus on peut supposer que Bt(zq) n Br(zi) =  0. Donc pour n de norme 
p-adique assez petit on a f nk(z0) G Br(z0) et f nk(zi) G Br(zi). Par conséquent 
r* (z* ) ¥* f nk(*i) et /(*„) *  f { z i).

(iii) Il suffit de montrer que, si { }n>o est uniformément convergente 
sur un voisinage de 0, alors { ° f}n >o aussi. Notons que pour n > 0 on a

f kn Q f - f  =  f o f kn- f  =  f(id +  ( f kn- i d ) ) - f  
kn kn kn
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Donc { f̂efcn *'- °  f } n >o converge uniformément vers f '  o /* sur un voisinage de
Zq .

(iv) Immdiat.
(ü) On observe simplement que

gkno h - h  h o  f kn -  h f kn- i d  ^O* =  lim ------;--------- =  lim ---rr------ - -:---------  =|n|p— |n|p— f kn — id kn

E xem p le  3.10 Soit f ( z )  =  Alors

f n(z) — z _  az2 
n 1 — naz *

Donc f*(z) =  az2 et £ ( f  ) =  P(C ,̂).
Soit f ( z )  =  Az avec |À| =  1 ; on a

f n(z) -  n _  Xn -  1 _«_ g, 
n n

Donc /* =  (lnA)z et £ ( f  ) =  P(C ,̂). /Z n’est pas difficile de voir que, si R est 
une fonction rationnelle de degré un telle que S (R) ^  0, alors R  est conjuguée 
à une de ces functions.

Pour w G Cp et k >  0 soit (™) =  w(w~1)-(w~(fc~1)) et considérons la fonction 
continue p : (0, oo) — ï (0, oo) définie par p(s) =  spp^ , pour s >  1, p{p~n) =  
ppn(p-i)  ̂ pour n >  0 et de la forme ansbn si p- (n+1) <  s <  p~n. Notons que 
p(s) 1 quand s —>■ 0.

L em m e 3.11 Soit R >  0 et f  G 'H(Br (0)) un automorphisme de B r (0) tel 
que ||/ — ìrf||BK(o) <  où 7 G (0,1). Alors on a les propriétés suivantes.

(i) B R(0) =  £ ( f ) .

(ii) Posons T q =  id et pour n >  0 posons Tn+1 =  Tn o f  — Tn ; donc Tn =  
'H i= o (-1) i(ni ) f n~i- Pourw  G Cp tel que p{\w\p) <  7 _1 on a ||Tn||Bfi(0) <  
i?7 n. De plus la série

n  _  £  q  T<>

converge uniformément dans B r (0) vers un automorphisme de B r { 0). 
De plus si p{\wi\p) <  7 -1 , powr i =  1 ,2, alors f OWl o f ow2 =  /° (w 1+^2)_

53

: h 'f*

_Z___
-az '

R,

i >

IL



(iii) Pour tout w G Cp avec p(\w\p) < 7  1 on a

f ow — id
f* ~ w Br ( 0) < CR\w\p et

/ .-y: t-i)*-1?
l<i<k

< kjkR ,

S k (0 )

où /a constante C ne dépend que de jp(\w\p). En particulier ^ ntd et 
convergent uniformément vers f* sur Br(0) quand \n\p —>

0.

Corollaire 3.12  Si f  : B r ( 0) — > B r ( 0) est un automorphisme, alors £(R) =  
B r (0). Si de plus f  est tangent à l’identité en 0, alors pour tout w € Cp la 
série f ° w est convergente au voisinage de 0.

Preuve. Comme /  est un automorphisme de B r ( 0) il existe |À| =  1 tel que 
\f'(z) — À| < 1 pour tout 2 G B r (0 ) .  Par conséquent, quitte à remplacer /  par 
un itéré, on peut supposer que |/'(0) — 1| < 1. Alors pour tout r G (|/(0)|,i?) 
il existe 7  =  7 (r) G (0,1) tel que ||/ — id\\Br{0) < Donc par (z) du lemme 
on a i?r(0) C £(/)•

Si /  est tangent à l’dentité pour tout w G Cp on peut trouver R petit tel que 
11/ — id\\BR(o) < jR  avec 7  < (p(|tu|p))-1- Alors on peut appliquer le lemme. □

La démonstration du Lemme 3.11 est à la fin de cette section. Notons que la 
formule du logarithme itératif en. (îî;) du lemme ressemble celle du logarithme 
usuel

{ x - 1  )2 (x — l )3lna; =  (x — 1) +2 ‘ -3
Notons aussi l’analogie entre la définition de /* et l’identité suivante du loga
rithme p-adique

\n — 1
ln(À) lim

ln lï n
Les séries dans (ii) sont les itérés fractionnaires de f  ; voir par exemple [Ecl]. 
De la formule /* =  lim^^o  ̂™~%d on peut penser à /* comme un champ de 
vecteurs et f ow comme le temps w du flot engendré par /*. Ceci est justifié 
aussi par la formule de transformation (v) de la Proposition 3.9.
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Proposition 3.13 On a les caratérisations suivantes du domaine de quasi- 
périodicité.

1. £ { f )  =  {z0 G U | il existe nj —y oo tel que f nj —> id sur un voisinage de z0}.

2. £ ( f  ) =  { zo G U | | | est localement uniformément bornée}.

Preuve. 1.— Si zq G £ ( /) ,  alors il existe k >  1, r > 0 et C > 0 tels que 
|f kpn(z) — z\ < C-lr, pour 2: G Br(z0). Alors la suite { / &p” } n>o converge 
uniformément vers l’identité sur Br(zo). Supposons que f nj converge uni
formément vers l’identité sur Br(z0). Alors, pour j  assez grand on a f nj(Br (*»)) c  
Br(z0) et K/^yC^o)! =  1* Donc par le Corollaire 3.12 on a zo G Br(z0) C £{/)■

2.— Si zq g £ ( /) ,  alors la suite { ^ fc td}n>o est uniformément bornée sur
un voisinage de z0. Supposons que { }n>o est uniformément bornée sur 
un voisinage de z q .  Alors { f kpn}n>o converge uniformément vers l’identité sur 
un voisinage de zo, et par 1 on a z0 G £(f) .  □

Corollaire 3.14 Tout z G £(f )  est récurrent par f .

Preuve. Par la caractérisation 1. □

Proposition 3.15 On a les propriétés suivantes du logarithme itératif.

1. Soit zo G £(f)-  On a f*(zo) =  0 si et seulement si zo est un point 
périodique indifférent de f  . Si k est une période de z q ,  alors fi(zo) =
£ ]n(fky(zo). En particulier z q  est parabolique si et seulement si fl(zo) =
0.

2. Pour tout zq G £{ f )  tel que f*(zo) ^  0 il existe k > 1 tel que f k est 
conjugué analytiquement à la translation z —¥ z +  k sur un voisinage de 
z q  . Plus précisément pour tout z sur un voisinage UZQ de Z q  on a

= /*(■*) + k,

où f* : Uzo — > I?|k| (0) est une primitive formelle injective de . 

Corollaire 3.16 Les points périodiques indifférents sont isolés.
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Preuve. Par 1 les points périodiques indifférents sont les zéros de la fonction 
analytique /*, donc sont isolés. □
Preuve de la Proposition 3.15. 1 .— Si zq est périodique on a /*(zo) =  0. 
Supposons que f*(z0) =  0. On peut supposer de plus k(z0) =  1 , UZQ =  B+(z0), 
avec r G |Cp|, et /(B + (z0)) C B+(z0).

On considère la norme uniforme || • ||r =  || • \\B+(Zo) sur 'H(B+(zq)) ; voir 
Section 1.3.1. On pose f pn =  id +  gn, où ||pn||r < Cp~n. Donc

f kpn(z) =  z +  gn( f pn(z)) +  ... +  gn( f {k~1)pn (z)) =  z +  kg„(z) +  rn(z),

où ||rn||r < pllpnllrj Par Ie corollaire du lemme de Schwartz. Par conséquent, si 
n est assez grand on a ||<7n+i||r =  p||<7n||r-

Alors, soit gn =  0 et tout point de Br(zo) est fixé par / n, soit /* ^  0 
sur B+(zq) et alors /* a un nombre fini de zéros sur B+(0). Par (v) de la 
Proposition 3.9 on a f* ( fn(zo)) =  (f n)'(z0)f*(zo) =  0 et par conséquent z0 est 
prépériodique par / .  Comme /  est injective sur Br(zo) C £ ( /)  on a que z0 est 
périodique par / .

2.— Soit zo G £( f )  tel que f*(z0) ^  0 et soit /*  une primitive formelle de 
définie sur un voisinage de zq et telle que f*(z0) =  0. Comme (f*Y(zo) =  

j^(zq) 7  ̂0, il existe n > 0 et une boule Uzo que contient z$ tel que f* : Uzo — > 
Bp—n (0) est une bijection.

Soit m tel que f m(zo) G UZQ. Par (v) de la Proposition 3.9 on a / ,  o / m =  
/* ( /m)/- Par conséquent (/* o / m)' =  (/*)' sur UZQ. Donc il existe w G Bp- «(0) 
tel que f* o f m =  f* +w .  Alors

v f mn(zo) ~ z0 r ( /* ) -1 (w ti;)-( /* )“ 1(0) x/,(zo) =  , lim ----- ------------=  lim i ^ — —  =  —/*(^0).|n|p-»o mn |n|p->o mn m
Comme f*(zo) ^ O o n a  w =  m. Par conséquent /*  o f m =  f* +  m sur UZo. □

Avant la démonstration du Lemme 3.11 on considère le lemme suivant. 
Rappelons que la fonction continue p : (0, oo) — > (0, oo) est définie par p(s) —
sp¥=ï, pour s > 1 , p(p~n) =  ppn(p-v, pour n > 0 et de la forme ansbn si 
p—(n+i) < s < p-n De pius i quand s —» 0.

Lemme 3.17 Pour tout w G Cp et k >  1 on a

|(^)| < k\w\(p(\w\))k'et
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- H -w \ k/
(-1)

k-1

k < k*\w\(p(\w\)y

Preuve. Si |w| > 1 alors il est facile de voir que

Donc on obtient les deux inégalités dans ce cas. Si p~(n+1) < |tt;| < p~n alors 
notons que |1 — j| < 1 si |i| > p~n et |1 — j| < |tü||«|_1 sinon. Donc on a

(1 - w ) " i 1 f c - i )

fe
W pn+1 1 

—  pn+1 p
p rT-F2-+PTF3"

= (\w\pn+1)p n+1 ppn+1(~p~1'> =  p(|u>|)fc,
car il y a au plus ^  entiers dans {1,..., k} que sont divisibles par pm. Par 
conséquent

I (I)  I= | i (1 -  w ) -  i 1 -  fc^r) | -  * h  wm»*-
D’autre part

1 / w \  (—l)fc_1i n .w \k / k
(~1)J

k £  (l “ f )  '
K i< k -1  ^  ̂ '

Par le raisonnement précédent on a 1̂ — | < (pdtul))*. Donc

I  ( WY _
w \k J

(- 1)
fc-1

k )kL

Preuve du Lemme 3.11. On note || • ||æ au lieu de || • ||b h (o)-

(ii) Par le Corollaire 1.4 du Lemme de Schwartz, pour tout n >  1 on a

l|Tn+1|U =  || Tn o f -  Tn |U < i| | / -  ¿d|U||T„|U < 7||T„||h.

Donc par induction on a ||Tn||.R < Ryn. Par le Lemme 3.17 |(™)| < n\w\p(\w\)ni 
par conséquent || (™) Tn||..R < n\w\(/yp(\w\))n 0, quand n —> oo. Donc f ow 
est un automorphisme de Br(0).
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On a l’identité f OW1 o f OW2 =  f°(wi+wz) au sens formel; voir [Ecl]. Donc si 
les séries sont convergentes on a aussi cette identité au sens analytique.

(iii) Par (ii) la série convergente. Soit n >  0 tel que
p—(n+i) < i^i < p~n. Par le lemme précédent on a

f w - i d
w £ (-d

k=1 k
R

Tk
R

< maxA:(7yo(|ti;|))A:iî|w;| < CR\w\,*>i

où C  ne dépend que en jp(\w\). Par conséquent f°ww ld converge uniformément 
sur 5^(0), mais par définition

/* =  lim f n - i d
Tijp—>-0 Tl

lim
\n\p—>0

f on -  id
n *>1

Donc on obtient la première inégalité du lemme; la deuxième suit de (ii). 
(i) Suit de (iii).

3.3 Points périodiques indifférents.

Dans cette section on considère la dynamique au voisinage des points 
périodiques indifférents. Il suffit bien sûr de considérer le cas des points fixes. 
On considère le groupe (pour la composition) I(Cp) des séries f  à coefficients 
dans Cp de la forme

f(z ) — Xz +  a\z2 +  a%z3 +  ..., où |À| =  1

qui convergent au voisinage de 0. Comme dans la Section 3.1 on définit, pour 
f ( z ) ^ \ z ,  ^

r (f)  =  ^sup \ak\^  < oo.

Proposition 3.18 Soit f  G /(Cp) une série différente de Xz. Alors f  est 
convergente sur Br^)(0) et on a les propriétés suivantes.

(i) BrU)(0) c £ ( /) .
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(ii) r ( f  ) =  sup{r| /  est convergente sur Br{0) et /(J3r(0)) C  i?r(0)}.

Preuve. La preuve de (ii) est similaire à celle de la Proposition 3.2 de la 
Section 3.1. L’assertion (¿) résulte du corollaire du Lemme 3.11 de la section 
précédente. □

On s’intéresse d’abord aux points périodiques de /  dans #»•(/)(0). Dans 
la Section 3.3.1 on considère la structure du groupe / ( Cp). On verra que si 
R G /(Cp) est une fonction rationnelle, alors on a r(R) G |Cp| ; voir Lemme 
4.25 dans la Section 4.4.

Considérons dans la suite une série /  G I(Cp) telle que r( f )  G |<Cp|. Après 
changement de coordonnée on peut supposer que r ( f )  =  1. Alors /  G C?k-[[z]], 
c ’est-à-dire /  est à coefficients entiers. Quitte à changer /  par un itéré on peut 
supposer en plus que |/'(0) — 1| < 1 . On va montrer que dans ce cas tous les 
points périodiques de /  dans ¿?r(/) (0) ont une période primitive de la forme 
pn, où n > 0 ; voir [Lil].

Rappelons que le degré de Weierstrass d’une série g(z) =  a0 +  a\z +  ... G 
(9^[[z]], noté wideg(g), est le plus petit entier d > 0 tel que |ad| =  1 . Si d est 
fini alors d est égal au nombre des zéros de g dans { \z\ < 1 }, comptés avec 
multiplicité. De façon équivalente wideg(g) est égal à ord§(0) où g dénote la 
réduction de g. Par conséquent pour n > 1 le nombre

wideg(fn — id) =  ordjn(0) G {1 ,2 ,...} U {oo}

est égal au nombre de points fixes de /  dans {\z\ < 1 }. Donc pour connaître 
le nombre des points périodiques de /  dans {\z\ < 1}  d’une période primitive 
donnée, il suffit d’étudier la suite {wideg(fn — id)}n>

La condition |/'(0) — 1 | < 1 est équivalente à ce que /  soit tangente à 
l’identité en zéro. De plus notons que si f (z)  =  z+amzm+1+..., alors wideg{f— 
id) =  m +  1 et pour tout entier k,

f k(z) =  z +  kamzm+1 +  ... .

Par conséquent wideg{fk — id) =  wideg(f — id), pour tout entier k qui n’est 
pas divisible par p. Donc tous les points périodiques de f  dans {\z\ < 1} de 
période k sont des points fixes. Plus généralement tous les points périodiques 
de /  dans {\z\ < 1}  de période kpn, avec n >  0 et k qui n’est pas divisible par 
p , sont aussi de points péridiques de période pn.

59



Par conséquent tous les points périodiques de /  dans {\z\ < 1} ont une 
période primitive de la forme pn, avec n >  0. Donc il suffit d’étudier la suite

im =  wideg(fpm — id), pour m >  0.

Théorèm e (Sen [Se]) Soit f  G (^ [[x]] un série telle que |/'(0) —1| < 1. Si 
n > 0 est tel que in < oo, alors in =  in-imod(pn).
Voir aussi [Lu2] et [Lil]. Le théorème suivant de Keating [Ke] décrit des cas 
où l’on peut connaître exiplicitement la suite im. On utilise ce théorème dans 
l’exemple 5.15 de la Section 5.2.
Théorèm e (Keating [Ke]) Soit f  G [[#]] une série telle que io =  2 et 
ii =  2 +  bp avec 0 < b < p — 1. Alors

im =  2 +  bp +  bp2 4~ ... +  bpm,

pour tout m >  1.

Exemple 3.19 Considérons la série g(z) =  z +  z2 +  az3 +  ... G Fp[[z]]. On va 
montrer que si p > 2 alors gp(z) =  z — (a — 1 )zp+2 +  .... Par conséquent si une 
série f  G [[2]] a g comme réduction et a ^  1, alors f  vérifie les hypothèses 
du Théorème de Keating avec 6 = 1 .  Donc im =  14- (1 + p +  ■■•Prn) dans ce cas.

On suppose alors que p > 2 et on pose T(cp) =  <p o /  — <p, qui est linéaire 
en cp. Soit (fio(z) =  z et (fk+i =  Tk(cpo) de telle façon que <fi(z) =  z2 et 
gp(z) =  z +  (fp(z). Pour l > 1 on a,

T(zl) — (z( 1 + z +  az2 +  ...))* — z1 =  lzl+1 +  zl+2,

et en particulier T(zp) =  z2p +  .... Donc <Pk(z) =  k\zk+1 +  ..., pour 0 < k < p, 
et si on pose (pp- 2(z) =  (p — 2)\zp~1zp~1 +  otzp 4-... on a,

<Pp - \{z) =  T(<pp- 2(z)) =  (p -  2)1 T(zp~1) +  aT(zp) +  ...

=  (p -  iy.z” +  (p -  1)! ( ^ - ?  +  a ) z”+1 +  ....

Comme p > 2 on a ^  =  —1, 2p > p 4- 2 et (p — 1)! =  1. Donc

(pp{z) =  T((pp-i(z)) =  - (a  -  1 )zp+2 4-....
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Exemple 3.20 Considérons le polynôme P(z) =  z +  zp G Fp [z]. On peut 
montrer par induction

P"{z) =  a +  Q  ** +  ... +  Q  z”” .

Par conséquent ord(Pn(z) — z) est égal à pk, la plus grande puissance de p qui 
divise n. En particulier ord(Ppm — z) =  pP™.

Donc une série f  G Oq, [[a?]] telle que f  =  P  vérifie in =  wideg(fpn — id) =  
%pn. Si p =  2 on a ¿o =  2, ii =  4 =  2 +  26 avec 6 =  1 et

im =  22m »  2m+1 =  2 +  6(2 +  22 +  ... +  2m).

Si /  est à coefficients dans un corps algébrique K  et f (z)  ^  Àz alors /  
a un nombre fini de points périodiques dans {z  G K  | |z| < 1}. En effet, 
dans ce cas la complétion K  de K  par | • | est localement compacte, donc 
{ z  e  K  I w  < 1} C £{ f )  est compact et comme les points périodiques de 
/  dans £( f )  coïncident avec les zéros de /* G /H(Dp) il ne peut avoir qu’un 
nombre fini de points périodiques de /  dans {z  G K  \ \z\ <  1}.

De plus on a les résultats suivants de Lubin ([Lui], Corollaire 4.3.1) et Li 
([Lil], Théorème 4.3).
Théorèm e (Lubin [Lui]) Soient K  C Cp est un corps à valuation discrète 
et f  G C*/<r[[#]] est une série telle qu’il existe n > 0 avec wideg(fn — id) =  oo et 
f n id. Alors f  a un nombre fini de points périodiques dans {z  G K  | \z\ < 1}.
Théorèm e (Li [Lil]) Soient K  (Z Cp un corps à valuation discrète et f  G 
C>iï-[[a;]] une série telle que |/'(0) —1[ < 1. Si f  a un point périodique de période 
primitive pm alors pm — pm~x < e, où e est le degré de ramification de K  sur

Remarque 3.21 1.- En général, si f  G /(Cp) on peut avoir r ( f n) > r(f) .  
Par exemple la série f(z)  =  —z( 1 +  2z -h 4z2 +  ...) =  esi telle que 
f 2 — id donc, r ( f 2) =  oo > |||p =  r(f) .

2.- Comme le montre f ( z ) = z  +  z2 +  z3 +  ... =  en général jBr(/)(0) ne 
peut contenir que 0 comme point périodique de f .
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3.3.1 Conjugaison locale des points périodiques indifférents.

La classe de conjugaison et les centralisateurs du groupe /(Cp) ont une 
structure très simple et bien connue; voir [Lui]. C’est la même structure que 
pour groupe formel correspondant : pour tous /  et g G /(Cp), /  est localement 
conjugué à g si et seulement si /  est formellement conjugué à g. Dans cette 
section on rappele brièvement les principaux résultats.

L’tude des classes de conjugaison du groupe / ( C) est beaucoup plus subtile ; 
voir [Ec2], [Vo] et [Y]. Par exemple toute série /  G /(Cp) telle que /'(0 ) n’est 
pas une racine de l’unité est localement linéarisable ; voir par exemple [HY] et 
[Lui], [TVW], [AV]. Dans le cas complexe ce n’est pas toujours le cas et il y a 
des problèmes de petit diviseurs assez délicats; voir [Y].

Pour A G Cp avec |A| =  1 on définit ord(A) comme le plus petit entier 
positif tel que An =  1 , si A est une racine de l’unité et ord(A) =  oo sinon. Soit 
/  G / ( Cp) et on pose A =  /'(0 ). Si ord(A) =  q < oo on définit valit(f) =  oo si 
f q =  id et valit(/) =  n > 1 sinon, où n est l’entier tel que

f q(z) =  z +  azn+1 +  ..., avec a ^  0.

L’entier n est alors un multiple de q. Dans ce dernier cas on a f*(z) =  ^zn+1+... 
et on note resit(f) le résidu de en 0. Soient /  et g G /(Cp) avec A =  /'(0 ).

• Si ord(A) =  oo alors f  et g sont conjugués si et seulement si <7'(0) =  A.

• Si ord(A) =  q < oo et f 9 =  id, alors f  et g sont conjugués si et seulement
si p'(0) =  A.

• Si ord(A) =  q < oo et valit(f) < oo alors f  et g sont conjugués si et
seulement si «/(O) =  A, valit(/) =  valit(g) et resit(/) =  resit(<7).

Dans ce dernier cas /  est conjugué a un unique polynôme de la forme Xz(l +  
zn -haz2n), avec a G Cp. Soient f  G /(Cp), m > 1 et £ G Cp tels que =  /'(0 ).

• Si ord(C) =  oo il existe un unique g G /(Cp) tel que </(0) =  C et gm =  / .

• Si ord(<£) =  q < oo et f q =  id il existe g G /(<Cp) tel que ^(O) =  Ç et gm =  / .

• Si ord(C) =  q < oo et valit(/) < oo alors il existe g G /(Cp) tel que ^'(0) =  C
et gm =  f  si et seulement si ç|valit(/). La série g est alors unique.
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Soient / ,  g G I(Cp).

• Si /*, g* ^  0 alors f  et g commutent si et seulement s’il existe w G Cp — {0}
tel que /* =  wg*.

• Si /  est linérisable, son centralisateur se déduit par conjugaison de celui de
sa partie linéaire.

• Si ord (//(0)) =  q < oo et valit(/) =  oo posons /  =  f q et définissons pour
ord(C)|valit(/) la série fç G /(Cp) par /¿ (0) =  C et. =  f .  Alors g G
I(Cp) commute avec /  si et seulement s’il existe Ç (avec ord(£)|valit(/)) 
et tu G Cp tels que r -ro w -jzOW -

9 =  f ç ° f  = /  ° / c -
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4 Dynamique des fonctions rationnelles

Cette partie est dédiée à l’étude de la dynamique globale d’une fonction 
rationnelle. On a la partition usuelle en ensembles de Fatou et de Julia comme 
dans le cas complexe; voir Section 4.1. Dans la Section 4.2 on considère une 
classe de fonctions rationnelles dites simples, qui ont une dynamique parti
culièrement élémentaire.

Dans la Section 4.3 on montre le Théroréme de Classification caractérisant 
la dynamique de l’ensemble de Fatou. De plus on fait une conjecture de non- 
errance et une conjecture sur la structure de l’ensemble de Fatou. Dans la 
Section 4;4 on étudie les bassins d’attraction et dans la Section 4.5 on étudie les 
propriétés globales du domaine de quasi-périodicité d’une fonction rationnelle.

On considère d’abord les propriétés de la dynamique d’une fonction ration
nelle à coefficients algébriques qui ne dépendent pas d’une valuation donnée. 
Plus concrètement on s’intéresse aux points périodiques. Il y a une grande 
littérature à ce sujet et on renvoie le lecteur aux bibliographies de [MS2] et 
[Be]. On a la propriété suivante.
Théorèm e (N orthcott [No]) Une fonction rationnelle à coefficients sur un 
corps algébrique a un nombre fini de points prépériodiques.
Ce théorème vaut en dimension quelconque; voir aussi Lewis [Le]. On donne 
une nouvelle démonstration de ce théorème (en dimension 1) à l’aide du loga
rithme itératif ; voir remarque dans la Section 4.2.

Il y a deux types de cycles dont la nature ne dépend pas de d’une valuation : 
les cycles super-attractifs qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur est égal 
à zéro et les cycles paraboliques, qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur 
est une racine de l’unité ; voir Section 3.

D’après un théorème de Fatou tout cycle attractif ou parabolique, d’une 
fonction rationnelle complexe de degré au moins deux, attire au moins un point 
critique par itération ; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle de degre d > 1 
a au plus 2d — 2 points critiques on obtient :
Théorèm e (Fatou [Fa]) Soit R e C(z) une fonction rationnelle de degré 
au moins deux. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques est majoré 
par 2 deg(i?) — 2.
Il y a une amélioration de ce théorème qui dit que le nombre de cycles non-
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répulsifs d’une fonction rationnelle complexe de degré d > 2 est majoré par 
2d — 2 ; voir [Sh] et une nouvelle démonstration dans [Ep].

Dans ce théorème on compte les cycles super-attractifs et paraboliques avec
multiplicité comme suit. Si z q  est un point périodique super-attractif de période
primitive n alors la multiplicité du cycle correspondant est degÆ„ ( z q ) — 1 . Si z0
est un cycle parabolique de période primitive n alors la multiplicité de son cycle
est valit(i?n, 2o)/ord(i?n, z0) dans la notation de la Section 3.3.1. C’est-à-dire,
si l’on considère une coordonnée telle que zo =  0 alors RP'{z) =  \z{l+azN+  ...),

•  \

où a /  0 et A est une racine primitive qieme de l’unite ; alors la multiplicité 
est égal à N/q, qui est un nombre entier.

Dans le sens p-adique le polynôme zp a une infinité de cycles attractifs. De 
plus si une fonction rationnelle à coefficients sur <Cp a un cycle indifférent, alors 
elle en a une infinité; voir Corollaire 5.17.

On généralise le Théorème de Fatou aux fonctions rationnelles à coefficients 
dans Cp, par le principe de Lefschetz.

Théorème 1 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré d > 2. Alors 
le nombre de cycles super-attractifs et paraboliques (comptés avec multiplicité) 
est au plus 2d — 2.

Preuve du Théorème 1. Soit R £ Cp(z) une fonction rationnelle de degré 
d >  2 et considérons k >  0 cycles super-attractifs ou paraboliques. Considérons 
l’ensemble T  des coefficients de R et des points périodiques super-attractifs et 
paraboliques en question. Comme T  est un ensemble fini le corps Q(T) a un 
degré de transcendance fini sur Q et par conséquent il existe une immersion
i : Q(T)(z) — > C(z). Alors la fonction rationnelle image i(R) G C(z) a au 
moins k cycles super-attractifs ou paraboliques et donc, par le théorème de 
Fatou on a k < 2d — 2. □

Si l’on considère seulement des cycles supper-attractifs et paraboliques, 
alors l’énoncé du théorème de Fatou est purement algébrique. Cependant la 
démonstration de Fatou, ainsi que celle de Epstein, utilise des méthodes com
plexes ; voir aussi Shishikura [Sh]. Il serait souhaitable d’avoir une démonstration 
de ce théorème (disons pour les fonctions rationnelles à coefficients algébriques) 
qui soit purement algébrique.
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4.1 Ensembles de Fatou et de Julia.

Dans cette section on considère la décomposition en ensembles de Fatou 
et de Julia, comme dans le cas complexe. Avant de définir les ensembles de 
Julia et de Fatou on considère le théorème suivant de Hsia qui est l’analogue 
p-adique du Théorème de Montel ; voir [Hs2] et voir [CG] pour le Théorème 
de Montel.
Théorèm e (Hsia [Hs2]) Soit r > 0 et considérons une famille F  C 'H(Br(0)). 
S’il existe zq G Cp tel que f (z)  ^  zq pour tout f  G F  et tout z G Br{0) alors F  
est uniformément lipschitzienne pour la métrique chordale.

La démonstration de ce théorème est simple, il suffit de noter que l’image 
d’un disque par une série /  convergente sur Br(0) est aussi un disque. Par 
conséquent, si les éléments d’une famille F  C 'H(Br(0)) ne prennent pas la 
valeur Zq (que l’on peut supposer de norme 1) alors les images de Br(Q) par 
les /  G F ont un diamètre chordal plus petit que 1 ; alors le théorème suit du 
Corollaire 2.2 du Lemme de Schwartz; voir Section 1.3.1.

Définition 4.1 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle alors l ’ensemble de 
Fatou de R, noté F(R), est Vensemble de tous les points Zq G IP(Cp) tels 
qu’il existe un voisinage U de z0 où la famille {iün|c/}n>i est uniformément 
lipschitzienne pour la métrique chordale. De plus J(R) =  IP(Cp) — F(R) est 
appelé ¿'ensemble de Julia de R.

Il est facile de voir que l’on a les propriétés usuelles; R~1{F{R)) =  F{R), 
R~1(J(R)) =  J(R) et pour tout n > 1, =  F(R) et J(Rn) =  J(R).
Par définition F(R)  est ouvert ..et par conséquent J(R) est fermé, mais en 
général J(R) n’est pas compact. Si w est un automorphisme de P(<Cp) alors 
F(w o R o ty-1) =  w(F(R)) et J(w o R o ty-1) =  w( J(R)).

Proposition 4.2 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors S(R) C 
F(R) et F(R) contient tous les bassins d’attraction.

Preuve. D’après 1 de la Proposition 3.13, pour tout w G S(R) il existe un 
disque D  qui contient w et n > 1 tels que f n(D ) c  D. Donc £(R) C F(R). Le 
cas des bassins d’attraction est clair. □

En particulier F(R)  contient tous les points périodiques non-répulsifs de 
R et il n’est pas difficile de voir que tous les points périodiques répulsifs de R 
appartiennent à J(R). De plus on a le théorème suivant de Benedetto.
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Théorèm e (Benedetto [Be]) Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors 
R a un point fixe non-répulsif, en particulier F(R)  ^  0.
Voici une différence avec le cas complexe. Dans le cas complexe l’ensemble de 
Julia d’une fonction rationnelle est non-vide et l’ensemble de Fatou peut être 
vide, mais dans le cas p-adique c’est le contraire. Par le théorème précédent, 
l’ensemble de Fatou est non-vide et l’ensemble de Julia peut être vide. Par 
exemple il n’est pas difficile de voir que J(zp) =  0. Plus généralement J(R) =  0 
pour touts les fonctions rationnelles simples ; voir Section 4.2.

Corollaire 4.3 L ’ensemble de Julia est d’intérieur vide.

Preuve. Si l’ensemble de Julia d’une fonction rationnelle R  G Cp (z) est d’inter
ieur non-vide, alors par le Théorème de Hsia on a que Un>0Rn(J(R)) C  J(R) 
est égal à P(Cp) ou égal à P(<Cp) moins un point. Comme J{R) est fermé on 
obtient J(R) — P(Cp), ce qui n’est pas possible par le théorème de Benedetto. 
□

4.2 Bonne réduction et fonctions rationnelles simples.

Une fonction rationnelle R G €p(z) est de la forme
Æ fey]) =  [Pi(x,y),P2{x, y)], pour [xy y] G P(C^),

où Pi, P2 G Ocp [x, y\ sont des polynômes homogènes de degré deg(P) à coef
ficients entiers. On peut supposer qu’au moins un des coefficients de Pi ou P2 
est de norme 1 . Comme dans [MS2] on considère la définition suivante.

Définition 4.4 On dit que R G €p(z) a une bonne réduction si i\ et P2
n’ont pas de racine commune sur¥p x Fp, autre-que (0, 0).

Donc R a une bonne réduction si et seulement si |disc(Pi, P2)\ =  1 . Autrement 
dit R  G Cp(z) a une bonne réduction si et seulement si le système projectif 
canonique S est invariant par R et la réduction R de R a un degré maximal, 
deg(P) =  deg(-R). Pour n > 1 la fonction rationnelle Rn a une bonne réduction 
si et seulement si R a une bonne réduction; voir [Be].
Théorèm e (M orton, Silverman [MS2]) Soit R G Cp(z) une fonction 
rationnelle ayant une bonne réduction. Alors R n’augmente pas la distance 
chordale et en particulier J(R) = 0 .
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Notons que, si R G Q(z), alors R a une bonne réduction sur Cp pour presque 
tout nombre premier p. La notion de bonne réduction dépend du choix de la 
coordonnée. Par exemple le polynôme pz2 n’a pas une bonne réduction sur Cp, 
mais il est conjugé à z2 qui en a une.

Définition 4.5 On dit qu ’une fonction rationnelle R £ Cp (z) est simple s ’il 
existe un choix de coordonnée pour laquelle R a une bonne réduction.

La dynamique des fonctions rationnelles ayant une bonne réduction, ou plus 
généralement la dynamique des fonctions rationnelles simples, est intéressante 
car on peut comprendre une grande partie de la dynamique si l’on comprend 
la dynamique de la réduction ; voir la proposition suivante.

De plus les fonctions rationnelles simples nous aident à mieux comprendre 
la dynamique aux voisinage de quelques points périodiques non-répulsifs des 
polynômes ; voir Section 6.3.

Proposition  4.6 Soit R G Cp (z) une fonction rationnelle, ayant une bonne 
réduction. Pour a G P(Fp) on pose Da =  {z  =  a }. Alors on a les propriétés 
suivantes.

(i) R : Da — y D ) est de degré deg^(o;). En particulier R(Da) =  D ^ ay

(H) Da contient un point périodique attractif si et seulement si a est périodique 
par R et (Rk)'(a) =  0, où k est la période de a. Dans ce cas Da contient 
un unique point périodique et Da est son bassin d’attraction immédiat.

(iii) Da fl £ (R) 0 si et seulement si a est périodique par R et (Rk)'(a) ^  0, 
où k est la période de a. Dans ce cas Da C £(R). De plus, si deg(R) > 1 
alors Da est une composante analytique de £(R) qui contient un point 
périodique de R de même période que a.

(iv) Si p ne divise pas deg(iü) alors le bassin d’attraction immédiat de tout 
cycle attractif contient un point critique de R et £(R) est non-vide.

Voir aussi Proposition 2.4 dans la Section 2. La démonstration de cette pro
position est à la fin de cette section.

Corollaire 4.7 Soit R G Cp( )̂ une fonction rationnelle ayant une bonne 
réduction. Alors tout point de P(Cp) appartient à £'(R) =  Un>o-R- n (£ (-R )) 
ou à un bassin d’attraction.
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Preuve. Par la proposition précédente et en considérant que tout élément de 
P(f^) est prépériodique pour une fonction rationnelle quelconque. □

Corollaire 4.8 Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux ayant une bonne réduction et telle que £(R) ^  0. Alors £(RÏ) est de la 
forme U aDu où A d  P(î^) est tel que # A  et #(FP — A) sont infini.

Preuve. Comme £(R) ^  0 la réduction Ê a u n  point périodique avec multi
plicateur différnt de zéro. Par conséquent R en a une infinité. Comme le degré 
de R est au moins deux il y une infinité de a G Fp strictement prépériodiques. 
Alors le corollaire suit de la proposition. □

Proposition 4.9 Soit L une extension finie de <Qp et R € L(z) une fonction 
rationnelle de degré au moins deux, avec une bonne réduction. Alors R a un 
nombre fini des points prépériodiques dans P(L).

Preuve. Comme P(X) C P(i^) est fini il suffit de montrer que pour chaque 
a G P(Z) périodique par R , le disque { z =  a}  rencontre au plus un nombre 
fini de points prépériodiques par R. On se ramène au cas où a =  0 et le disque 
{\z\ < 1} est fixé par R.

Supposons d’abord que R est injective sur {\z\ < 1 }. Dans ce cas, {\z\ < 
1} C  £(R) et les points prépériodiques dans ce disque sont périodiques. La 
fonction R* est holomorphe dans {|̂ | < 1} et comme R est de degré au moins 
deux on a jR* ^  0. Comme les points périodiques indifférents sont les zéros de 
R* et P(L) est compact, {\z\ < 1} rencontre au plus un nombre fini de points 
périodiques.

Supposons maintenant que R n’est pas injective sur {|z| < 1 }. Alors 
{\z \ <  1 }  est une composante attractive de R. De plus R n’a qu’un seul point 
périodique dans { \z\ < 1}, qui est alors fixe et qu’on puet supposer égal à 0. 
Soit e >  0 tel que R n’a pas de préimage de 0 sur {\z\ < s }  différente de 0. 
Comme \L\ est discret il existe n > 1 tel que \RP’(z)\ < e pour tout z E L tel 
que \z\ <  1. Donc toüt point prépériodique contenu dans {z  E L \ \z\ <  1} 
appartient à l’ensemble fini R~n(0). □

Voici une démonstration du théorème de Northcott unidimensionnelle. Si K  
est un corps de nombres, alors une fonction rationnelle Rç. K(z)  a une bonne 
réduction pour toute valeur absolue non-archimedimenne, sauf pour un nombre 
fini. Si l’on considère la complétion L de K  pour une telle valeur absolue la
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proposition précédente dit que R a un nombre fini de points prépériodiques 
dans L et par conséquent dans P(-iT).

Les exemples canoniques de fonctions rationnelles ayant une bonne réduction 
sont les polynômes moniques entiers; voir Section 6.2 et [MS2].

Exemple 4.10 Considérons les fonctions rationnelles bicritiques, qui sont les 
fonctions rationnelles, de degré au moins deux qui ont seulement deux points 
critiques, le minimum possible ; voir [Mi]. Notons que cette classe comprend les 
fonctions rationnelles de degré deux. Si l’on choisit une coordonnée telle que 
les points critiques soient 0 et oo, alors les fonctions rationnelles bicritiques 
sont de la forme n̂+d. ’ avec ad — bc =  1 .

Il n’est pas difficle de voir que, si a, b, c et d sont entiers, alors la fonction 
rationnelle correspondante est simple. De plus si p J(n cette condition est aussi 
nécessaire. Si p\n alors cette condition n’est pas nécessaire. Par exemple le 
polynôme z2 4- \ est simple sur C2, car il est conjugué à z +  z2.

Remarque 4.11 1. Le théorème de Morton et Silverman suit du (i) de la 
Proposition 4-6 et du Lemme de Schwartz.

2. La condition que p ne divise pas deg(i?) au (iv) de la Proposition 4.6  
est nécessaire. En effet le polynôme zp est simple sur Cp, mais tous ses 
points périodiques sont attractifs. Donc il y a des cycles attractifs qui 
n’attirent aucun point critique de R et £(R) =  0.

3. Si R G Cp (z) a une bonne réduction et Da C £ (R) alors Da contient une 
infinité de point périodiques, tous indifférents; voir Corollaire 5.13.

Preuve de la Proposition 4.6 Soit S =  {^^)}p(Fp) Ie système projectif 
canonique, de telle façon que D-p^ =  Da.

(i) Par (iv) du Lemme 2.1 un point x G Dp, où ¡3 G F(FP), a au moins 
^eëR(P(0)  préimages dans Dç, pour chaque £ G P(Fp) tel que R(Ç) =  ¡3.

Comme R a bonne réduction deg(i?) =  deg(iü) et par conséquent

X )  deSR( P ( 0 ) =  X I  deSiï(£) =  deg(À) =degCR).
*(€)=/» R(0=P

Donc R : Dç — y Dp est de degré degâ(£).
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(ii) Clairement Rk(a) =  a et (Rk)'(a) =  0 est équivalent à ce que Rk : 
Da — > Da soit de degré plus grand que 1 . Par le Lemme de Schwartz ceci est 
équivalent à ce que Rk ait un point fixe attractif sur Da.

Supposons que R : D0 —> Do est de degré plus grand que 1. Alors

R(z) =  a0 +  a\z +  a2z2 +  avec |ao| < 1 , |ai| < 1 et max|a*| =  1.

Donc r(R) =  1, où r est comme dans la Section 3.1. Par conséquent D0 est un 
bassin d’attraction immédiat ; voir Section 3.1.

(iii) Supposons Dan£(R) ^  0. Comme tout point de £ (R) est récurrent par 
R , a est périodique par R ; voir Corollaire 3.14. Par conséquent Rk(Da) =  Da, 
où k >  1 est la période de a. De plus (Rk)'(a) ^  0, car sinon on a par (ii) que 
Da est contenu dans le bassin d’attraction d’un cycle attractif.

D’autre part supposons que a G P(f^) est périodique par R, de période k, et 
(Âfc)'(o;) 7̂  0. Alors par (z), Rk : Da — > Da est de degré 1. Donc Da C £(R) 
par le Corollaire 3.12 de la Section 3.2.

Notons que l’on a montré que si Da H £(R) ^  0, alors Da C £(R). Pour 
montrer que Da est une composante analytique de £(R) il suffit de montrer 
qu’il existe une infinité de ß € P(Fp) tels que Dß H £(R) =  0.

Si deg(Ä) > 1 alors il existe ß G Fp tel que R(ß) =  o: et tel que ß n’ap
partient pas au cycle de a. Ceci implique que ß  a une infinité de préimages 
distinctes, donc il suffit de montrer que Dß n £(R) =  0. Comme R(Dß) =  
Da C £(R)  et ß  n’appartient pas au cycle de a on a Dß n£(R)  =■ 0, car R est 
injective sur £(R) ; voir le (ii) de la Proposition 3.9.

Il reste à montrer que, si a est de période k, alors Da contient un point 
périodique de R de période k. Après changement de coordonnée on peut sup
poser Da =  {\z\ < 1}. Donc on a

Rk(z) =  ao +  a>\z +  «2z2, +  -"î |«o| < 1-

Comme deg(Ä) > 1 etmaxj>2 |a*| =  1 on a wideg(Rk—id) >  1 . Par conséquent 
il existe x G Da =  { \z\ < 1 } tel que Rk(x) =  x.

(iv) Supposons que p /f deg(Â) et soit x un point périodique attractif de 
R de période k. Après un changement de coordonnée on peut supposer que 
x G Da =  {|̂ r| < 1} et que x =  0. Comme p  /deg(iî) on a R! ^  0 et

Rk(z) =  aiz +  02z2 -I- ..., |ai| < 1 avec |aj| < 1
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et il existe i tel que |m*| =  1 . Donc 0 < wideg((Rk)') < oo et par conséquent 
il existe une solution de l’équation (Rk)'(z) =  0 en {\z\ < 1}. Donc le bassin 
d’attraction immédiat de x contient un point critique de R. Par conséquent R 
a un nombre fini de points périodiques attractifs, car chaque cycle attire au 
moins un des 2 deg(i?) — 2 points critiques de R. Alors R a une infinité des 
points périodiques indifférents et £{R) ^  0. □

4.3 Structure de l’ensemble de Fatou et disques errants.

Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. On dit qu’un disque D  C P(Cp) 
est errant si pour tous k > l > 0 on a Rk(D) H Rl(D ) =  0.
Théorèm e de Classification Soit R G Gp(z) une fonction rationnelle. Alors 
Vensemble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants.

1 . Bassins d’attraction.

2. £'(R) =  Un>0R - n(£(R)).
3. L ’union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif.

Par analogie au cas complexe on fait la conjecture suivante.
Conjecture de Non-Errance Tout disque errant est attiré par un cycle 
attractif.
On peut comparer à Sullivan [Sul] et Guckenheimer [Gu]. Benedetto a fait 
une conjecture de non-errance qui n’est pas tout à fait équivalente à celle-ci. 
Par exemple la conjecture de Benedetto ne dit rien dans le cas où l’ensemble 
de Fatou est P(Ĉ ,) tout entier. Néanmoins on peut avoir une dynamique non- 
triviale dans ce cas; voir exemples 6.11 et 5.20.

D’après le théorème précédent la Conjecture de Non-Errànce est équivalente 
à la conjecture suivante.
Structure Conjecturale de l’Ensemble de Fatou Soit R G Cp(z) une 
fonction rationnelle. Alors tout point de l’ensemble de Fatou appartient à £'(R) 
ou est attiré par un cycle attractif.

De plus on obtient le corollaire suivant du Théorème de Classification.

Corollaire 4.12  Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors £(R) est égal 
à l ’intérieur de l’ensemble des points récurrents par R.
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Preuve. Par définition £(R) est ouvert et d’après le Corollaire 3.14 tous les 
points de £(R ) sont récurrents par R. D’autre part considérons un point z0 e 
P(Cp) récurrent par R. Alors z0 n’appartient pas à un disque errant et n’est 
pas attiré par un cycle attractif, sauf si z0 est périodique. Donc sauf pour les 
points périodiques attracifs qui sont isolés on a ^  G £(R) U J(R). Comme 
J(R) est d’intérieur vide, le corollaire suit ; voir Corollaire 4.3. □

La démonstration du théorème dépend du lemme suivant.

Lemme 4.13 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et supposons que D est 
un disque errant. Alors les affirmations suivantes sont vraies.

1. D G F(R).

2. D n £ ' (R )  =  0.

3. Pour tout n > 1, Rn(D) est un disque.

4- Si diam dénote le diamètre chordal on a,

liminf diam(Ri(D)) =  0.j—»00

5. Si D intersecte un bassin d’attraction, alors D est attiré par le cycle 
correspondant.

Preuve. 1 .— Comme Rn(D) n D =  0, pour n > 1 la famille {J?” |D}n>i est 
uniformément lipschitzienne, par le Théorème de Hsia; voir Section 4.1. Donc 
D c F ( R ) .

2 — Par le Corollaire 3.14 tout point de £(R) est récurrent par R. Donc 
l’orbite de D  est disjointe de £{R) ; c’est-à-dire D n £'{R) =  0.

3.— Par le Corollaire 2.2 on a que Rn(D) est un disque ou Rn(D) =  P(C^). 
Mais comme D  est un disque errant on a Rn(D) C P(Cp) — D  et par conséquent 
Rn(D) est un disque.

4.— Supposons liminf^oo diam(R^(D)) > 0. Par le Lemme 2.3 on a que 
si Dq et R(D0) sont des disques et Q est une fonction rationnelle telle que 
d(R(z),Q(z)) < diam(R(D0)) < 1 , alors Q(D0) =  R(Do). Donc quitte à faire 
une petite perturbation dans les coefficients de R on peut supposer qu’il existe 
un corps algébrique K  tel que R G K(z)  et tel que D D P(üf) ^  0.
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Alors P(jK’) est invariant par R et comme F(K) est compact, pour tout w € 
D  on peut trouver m > n tels que \Rn(w)—Rm(w)\ < liminf^oo diam(Ri (D)). 
Mais ceci implique Rn(D) fl Rm(D) 0. On obtient une contradiction.

5.— Supposons qu’un point zq € D  est attiré par un cycle attractif. Par 3 on 
a liminf?_+00 diam(Rj (D)) =  0. Donc il existe n tel que Rn(z0) soit suffisament 
proche d’un point périodique attractif wq et tel que le diamètre de Rn(D) 
soit suffisament petit, de telle façon que Rn(D) soit contenu dans le bassin 
d’attraction de Wq. Alors D  est attiré par le cycle (attractif) de Wq. □
Preuve du Théorème de Classification. Soit z0 € F(R). Par définition de 
F(R)  il existe un disque ouvert D qui contient z0 et tel que diam(Rn(D)) <
1 =  diam(F(Cp)) pour tout n > 1 . D’après le Corollaire 2.2 Rn(D) est un 
disque pour n > 1 .

Si D  est un disque errant alors D  D S'(R) =  0 par le lemme précédent. De 
plus soit D est disjoint des bassins d’attraction, soit D est attiré par un cycle 
attractif. Donc le théorème est vérifié dans ce cas.

Supposons que D n’est pas errant. Soient n et k > 1 tels que RP,(D) n 
Rn+k(D) 7̂  0. Si Rn+k(D ) est strictement contenu dans Rn(D) alors D contient 
un point périodique attractif et D est attiré par le cycle correspondant ; cf. 
Corollaire 1.4. Sinon Rn(D) C  Rn+k(D) et on considère le disque D0 =  
Ui>0Rn+ik (D) . On a Rk(D0) =  D0. Si Rk : D0 — > D0 est de degré 1 alors 
Do c  £- (R) par le Corollaire 3.11. Sinon Do est contenu dans le bassin d’at
traction d’un point fixe de Rk ; voir Proposition 3.2. □

4.4 Domaines d’attraction.

Soit R £ <Cp(z) une fonction rationnelle et zq 6 P(C )̂ un pomt fixe attractif 
de R. Rappelons que

Wji(zo) — {z  € P(Ĉ ,) | d(Rn(z), Rn(z0)) —> 0 quand n —> oo}
est le bassin d’attraction de zq pour R ; voir Section 3.1. Notons que

R -1 (VVJ(zb)) =  Wk(z0).
Par conséquent R envoie une composante analytique de VV (̂ ô) sur une com
posante analytique de W^(^o) 5 voir Proposition 2.6.

Définition 4.14 Soient R G Cp(z) une fonction rationnelle et zq un point
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périodique attractif de R. Alors la composante analytique de Wjj(zo) qui contient 
Zq est appelée le bassin d ’attraction immédiat de z0 et composante at
tractive de R.

Définition 4.15 On dit qu’un espace analytique connexe X  est de type Can- 
tor si l ’arbre A x  de X  est non-vide et si A x  satisfait les propriétés suivantes

1.- Toute arête de A x  a, deux extrémités dans Ax-

2.- Pour tout point S de A x  e tV  G S on a D-p fl

Par la propriété 2, si X  est de type Cantor, alors pour tout sommet S de A x  
il existe au moins trois arêtes ayant <5 comme extrémité ; en particulier A x  a 
une infinité de sommets. Dans la notation de la Section 1.2.3, la condition 2 
de la définition se traduit par ns =  0 pour tout point S de Ax-

Par exemple le complémentaire dans P(Cp) d’un ensemble de Cantor est 
un espace analytique connexe de type Cantor; voir l’exemple 1.3 (vii) où l’on 
considère l’arbre de P(Cp) — Oqp et voir l’exemple 4.24 plus bas.

On fixe pour le reste de cette section une fonction rationnelle R G Cp (z) de 
degré au moins deux et un point fixe attractif zq de R.

Théorèm e 2 Notons C le bassin d’attraction immédiat de zq et D  C Wfj(zo) 
un disque tel que Zo G R(D) C D. Pour n >  0 notons X n la composante 
connexe de l ’affinoïde ouvert R~n(D) qui contient zq. On a alors C =  Un>oXn. 
De plus il y à deux cas :

1. C est un disque rationnel ouvert.

2. C est un espace analytique de type Cantor.

La démonstration de ce théorème est à la fin de cette section. Supposons que 
le point fixe attractif zq ait un bassin d’attraction immédiat D  au sens de la 
Section 3.1. Alors D  est une boule ouverte (Lemme 4.25 ci dessous). Notons X  
la composante de R~1(D) qui contient D. On a X  =  D  sinon il existe r > r(R) 
tel que le disque ouvert D± de centre zq et rayon r soit contenu strictement 
dans X  ; alors R{D\) est contenu strictement dans R(X)  =  D c  D\. Par 
conséquent D  est la composante analytique de W^(z0) qui contient zq .

75

X ¿0



Corollaire 4.16 II existe d > 1 tel que R : C  — > C est de degré d. En 
particulier R(C) =  C.

Preuve. Par la Proposition 2.6 il existe d„ > 1 tel que R : X n —> X n-i  est de 
degré dn. Il est facile de voir que dn+1 > dn et par conséquent dn =  d >  1 pour 
n assez grand. Alors R : C — > C est de degré d.

Si C est un disque alors d > 1, car sinon z0 est indifférent. Si C  n’est pas 
un disque alors il existe n tel que X n est un disque et X n+i ne l’est pas. Par 
conséquent d > dn > 1. □

Corollaire 4.17 Si A — R'(zo) ^  0 il existe cp G 7i(C ) tel que ip o R =  \ip et 
( p ( C ) " — Cp.

Preuve. Par (?) de la Proposition 3.3 il existe <p G 'H(D) tel que cpo R =  Acp 
sur D. Comme pour tout n > 0 on Rn(Xn) =  Xo =  D  on obtient que <p —
A~n(p o R71 g  'H(Xn). Comme C =  Un>0X n et X n C  X n+1 pour tout n >  0 
on a <£> G 'H(C) et cp o R =  \ip. De plus notons que <p(Xn) =  X~n(p(Xo) donc 
cp(C) =  (p(Un>0X n) =  Cp. □

Corollaire 4.18 SiX  C  W r (z0) est un affinoïde fermé, alors {-Rn} n>i converge 
vers Zq uniformément sur X .

Preuve. Si le disque D C. C contenant z0 est suffisamment petit, l’assertion 
est vraie ; par conséquent il suffit de montrer qu’il existe n tel que Rn(X) C D. 
On peut supposer que l’affinoïde X  est connexe et, quitte à remplacer R par 
un itéré on peut supposer X  n D ^  0, et par conséquent X  C C  =  Un>oXn. 
Par conséquent il existe n tel que X  C X n et Rn(X) C D. □

Dans le cas complexe il y a un théorème du à Fatou qui dit que tout bassin 
d’attraction immédiat d’un cycle attractif contient un point critique. Ceci n’est 
pas vrai dans le cadre présent, par exemple tous les cycles de zp G Cp(z) sont 
attractifs et par conséquent il y a des cycles qui n’attirent aucun point critique.

Corollaire 4.19 Si C est un disque qui ne contient pas de points critiques, 
alors R a une infinité de points périodiques attractifs et le degré de R : C — >• C 
est divisible par p.

Preuve. On suppose que C  =  {\z\ < 1} et on note R la réduction de R. Alors 
wideg(R') =  oo, donc R' =  0 et par conséquent le degré de R : C  — > C
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est divisible par p. Par le Corollaire 4.16 on a deg(.R) > 1 et par (iii) de la 
Proposition 2.4 il existe une infinité de a G périodiques par R tels que 
Rn(Da) =  ^Rn(a) où n =  n(a) est la période de a et Da dénote {z  | z =  a }. 
Par le lemme de Hensel, chacun de ces Da contient un point périodique attractif 
de R  et par conséquent il y en a une infinité. Voir aussi la démonstration de
(ii) de la Proposition 4.6. □

Définition 4.20 Si un bassin d’attraction immédiat n’est pas un disque, on 
dit qu’il est non-trivial.

Proposition 4.21 Soit R G €p(z) une fonction rationnelle. Alors R a au plus 
deg(.ft) — 1 cycles de bassins d’attraction immédiat non-triviaux.

Corollaire 4.22 Soit R E Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux. Si R a plus de 3 deg(fÜ) — 3 cycles attratifs, alors R en a une infinité.

Preuve. Supposons que R a un nombre fini de cycles attractifs. Par le Corol
laire 4.19 chaque cycle ayant un disque comme bassin d’attraction immédiat 
attirés au moins un point critique de R, et par conséquent il y a au plus
2 deg(-R) — 2 tels cycles. Par la proposition il y a au plus deg(R) — 1 cycles 
attractifs avec bassin d’attraction immédiat qui n’est pas un disque. □

La démonstration de la Proposition 4.21 se base sur le lemme suivant ; voir 
[Be].

Lemme 4.23 1.- Soient X  un affinoïde fermé connexe non-vide etV  C X  un 
affinoïde ouvert. Alors le nombre de composantes connexes de l’affinoïde 
fermé X  — V est égal au nombre de bouts de V .

2.- Soient Vi, ..., Vn des affinoïdes ouverts disjoints ayant chacun au moins
deux bouts. Alors Vaffinoïde fermé P(Cp) — V\ U ... U Vn a au moins n -H 1 
composantes connexes.

3.- Soit R  G C(z) une fonction rationnelle de degré d > 1 et D\, ..., Dn
disques disjoints deux à deux tels que R~1(Di) n’est pas une union de 
disques, pour 1 < i < n. Alors n < d — 1.
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Preuve. 1.— Pour chaque bout V  de V l’ensemble Bp H X  est un affinoïde 
fermé connexe non-vide. Par conséquent le nombre de composantes connexes 
de

X  — V  =  Uv bout ¿ e v B-p fi X  
est égal au nombre de bouts de V.

2.— Par 1 et par induction en n.
3. — Par hypothèse, pour chaque 1 < i <  n il existe une composante connexe 

Vi de R~1(Di) qui n’est pas un disque. Par 2, R~1(X) a au moins n +  1 
composantes connexes. Par conséquent n + 1 < deg(Æ) =  d, d’où n < d — 1. □
Preuve de la Proposition 4.21. Soit z0 un point périodique de période 
primitive k, soit D un disque qui contient zq et contenu dans le bassin d’at
traction inmmédiat de z0. De plus soit X¡ la composante connexe de R~l(D) 
qui intersecte le cycle de Zq. Alors les bassins d’attraction des points du cycle 
de zq sont non-triviaux si et seulement si il existe l tel que X¡ est un disque 
et X ¡+1 ne l’est pas. Donc si’l y a n cycles attractifs avec bassin d’attraction 
immédiat non-trivial on peut trouver des disques D\, ..., Dn tels que R(Di)~l 
n’est pas une union de disques. Donc par le point 3 du lemme précédent on a 
n < d — 1. □

Exemple 4.24 On va montrer que le bassin d’attraction de l’infini du pôlynome 
R(z) =  p~1(z—zp) est égal à ïï>(Cp) — Oqp et en particulier est non-trivial. Dans 
la Section 1.2.3 il y a une description de l ’arbre de cet espace analytique.

Notons que pour |w| > 1 on a |ii(iü)| > p\w\p, donc { |̂r| > 1} C W*(oo). 
De plus pour tout w tel que \w — «| =  1 pour tout i G {0,1, ...,p — 1} on a 
\w — wp| =  1. Donc |-R(w/)| =  p > 1 et par conséquent w € >Vr(oo).

D ’autre part 0 Qp est invariant par R donc Oqp D W^(oo) =  0: Pour chaque 
i € {0, ...,p — 1} on a que

R : Di =  {\ z -i\ <  1} — -Ol < p},
est de degré 1. Soit R¿ : {|z| < p} — > Di la branche inverse correspondante. 
Pour tout k >  0 fixé on a que

^ -^ .. .^ € { 0,...^—1}-R*0 ° ° í*}) ^VrC00)*
Alors l’égalité Wjj(oo) =  P(C )̂ — Oqp suit du fait que

Rio ° -  o Ætfc({M  < P}) =  i z I \z ~  (*o +  -  +  ikpk)| < P~k}-
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Avant la démonstration du Théorème 2, considérons les lemmes suivants.

Lemme 4.25 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle telle que R(0) =  0 et 
|-R'(0)| <  1 et soit r(R) comme dans la Section 3.1. Alors r(R) G |Ĉ,|.

Preuve. On pose R(z) =  a0+aiz +  .... Soit il existe i tel que |ai|(r(i2))* =  1 et 
le résultat est clair ; soit r(R) est le rayon de convergence de la série a0+ a i2r+... 
qui est donc égal à la plus petite norme d’un pôle et par conséquent r(R) G |<Cp|.
□
Lemme 4.26 Soit {X n}n>0 une suite croissante d’affinoïdes ouverts connexes 
et soit C  =  Un>o-Xn, qui est un espace analytique connexe. Supposons que pour 
tout bout V de X n on a B-p çL C et il existe de bouts Vq et V\ de X n+\ tels que 
B-p0 C  B-p et BVl C  B-p. Alors C est de type Cantor.

Preuve. Si S est un système projectif tel que «S -< C alors il existe n >  0 tel 
que S -< X n. De plus si <S -< X n n’est pas un point de A xn, alors «S n’est pas 
un point de A c , donc A c  C Un>0*4.xn • Par définition pour tout point (resp. 
sommet) S de A xn-> il existe des bouts 7̂  G «S distintes, tels que D-p. <£. X n,
i =  0,1 (resp. i =  0,1,2) ; donc pour chaque Vi il existe un bout Qi de X n tel 
que Bqî c  D-p.. Par hypothèse Bqî (£. C, donc S est un point (resp. sommet) 
de A c  et par conséquent A c  =  Un>oA xn- Alors notons que C  satisfait la 
propriété 2 car chaque X n, étant un affinoïde ouvert connexe, la satisfait.

Pour montrer la propriété 1 il suffit de montrer que pour toute arête I  de 
A c, chaque composante B de P(Cp) — Ci intersecte C. Soit <S G I  et n tel que 
S G A xn- Si B n X n =  0 alors il existe un bout V  de X n tel que B C  B-p. 
Par hypothèse le nombre de bouts Q de X n+\ tels que Bq C B-p est au moins 
deux, donc Bq C B et B Ci X n+i ^¿0. □

Lemme 4.27 Soit Q G Cp(z) une fonction rationnelle et V un bout tel que 
B-p C  Bqçp) et V  7  ̂ Q{V). Alors B-p contient un point fixe de Q.

Preuve. Après changement de coordonnée on suppose que B-p =  {|<z| < 1} 
et Bqçp) =  {\z\ <  r } où r G |Cp| est tel que r > 1. Par le Lemme 2.3, 
(Q — id)(V) =  V  et par le Corollaire 2.2 on a {|̂ | < r } C (Q — id)(B-p). Par 
conséquent il existe zq G B-p tel que Q(zq) — z0 — 0. □
Preuve du Théorème 2. Soit C  le bassin d’attraction immédiat de Zq ; on a 
donc C C C. Il y a deux cas.

79



Cas 1.- X n est un disque pour tout n > 0. Alors C =  \Jn>QXn est un disque. 
Considérons une coordonnée telle que zq =  0 et C  C Cp. Comme R(C) =  C 
le développement en série de R est convergent dans C. Donc si C — {\z\ < r } 
alors r < r(R), où r(R) est comme dans la Section 3.1. D’autre part pour tout 
s < r(R) il existe n tel que Rn(Bs(0)) C X 0 et donc -Ba(0) c  X n C Br(R)( 0) 
et par conséquent r =  r(R). Par le Lemme 4.25 on a r(R) G |Cp|, donc après 
changement de coordonnée on peut supposer que C =  {|z| < 1} =  Bp.

Considérons la réduction R de R et S =  {'P(£)}fep(i£) le système projectif 
canonique. On va montrer que C =  {\z\ < 1}. Il suffit de montrer qu’il existe 
une infinité de £ G Fp tels que D p^  n VV̂ (O) =  0. Par (iii) de la Proposition 
2.4 il suffit de montrer il existe une infinité de points périodiques de R dans

Ceci est immédiat car deg(.R) > 1.
Cas 2.- Il existe no tel que X no n’est pas un disque. On suppose sans perte de 
généralité que no =  1, de telle façon que X 0 est un disque. Soit V q le bout de 
Xq ; notons que X\ a au moins deux bouts. De plus pour chaque bout Q de 
X i on a Bq C Bj>0 et Vq.

Comme pour tout bout V  de X n on a Rn(V) =  Vq, il existe au moins deux 
bouts Q0 et Qi de X n+i tels que Bq{ C B-p, pour i =  0,1. De plus V  ^ V q et 
Rn(V) =  V q donc B-p C BRnçp) et par le Lemme 4.27 la fonction rationnelle 
Rn a un point fixe dans B-p. Par conséquent Bp Çt. Wj^(zo) et en particulier 
Bp C  et Bp <£. C. Donc C satisfait les hypothèses du Lemme 4.26 et par 
conséquent C  est un espace analytique de type Cantor.

Il reste à montrer que C =  C. Soit X  un affinoïde fermé connexe qui 
intersecte X q C C et P(Cp) — C. Soit Vn un bout de X n défini par induction 
(Vo est le bout de Xo) tel que Bpn+1 C BVn et tel que Bpn n X  ^  0. Par le 
raisonnement précédent on a Bpn çt X .

Soit D q une composante connexe de IP(Cp) — X . Alors, soit D q fl (B p n — 
Bpn+l ) =  0, soit Do C Bpn — Bpn+l. Comme le nombre de composantes 
connexes de P(C )̂ — X  est fini il existe n tel que B-pn — B p n+1 C X . Par le raison
nement précédent il existe un bout Q de X n+i tel que B q  C B p n — B pn+1 c  X .  
Mais on a montré que B q  <£. W#(zo). Donc X  <£. W^(^o)- Par conséquent 
C =  C. n
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4.5 Domaine de quasi-périodicité.

Dans cette section on considère des propriétés globales du domaine de quasi- 
périodicité d’une fonction rationnelle.

Proposition 4.28 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors R permute 
les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité et chaque compo
sante est périodique.

La démonstration de cette proposition est plus bas.
On voudrait avoir aussi un analogue du Lemme 3.11 pour les affinoïdes 

fermés. Dans Cp la convergence locale n’implique pas la convergence globale, 
comme dans le cas complexe. Donc on ne peut pas appliquer le Lemme 3.11 
directement. A cause de cela on considère la Proposition 4.29, plus bas.

Etant donné un affinoïde fermé connexe X  C  Cp et x G X  on dénote par 
Dx C  X  le plus grand disque contenu dans X  qui contient x. Alors -Kx ( x )  G A x  
est le système projectif associé à Dx ; voir Section 1.2.3.

Proposition 4.29 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et X  G £(R) 
un affinoïde fermé connexe tel que X  C Cp. Alors il existe un entier n >  1 
vérifiqnt tel que Rn : X  — > X  est de degré 1 et induit Videntité sur A x  et 
sur chaque système projectif S G Ax- (En particulier pour chaque x £ X  on a 
RP-(DX) =  Dx.) De plus, il existe alors 7  G (0 ,1 ) tel que pour tout x G X  on a 
||i2" — id\\Dx < jdiam(Dx).

Preuve de la Proposition 4.28. Soit C une composante analytique de S(R). 
Alors il est clair que R{C) est contenu dans une composante analytique C' de 
£(R). Soit x £ C et soit Y  C C" un affinoïde fermé connexe tel que R(x) G Y. 
Par le point 1 de la Proposition 4.29 il existe n tel que Rn(Y) =  Y. Alors X  =  
Rn~1(Y ) est un affinoïde fermé connexe qui contient x car R(X) =  Rn(Y) =  Y  
et R est injective sur £{R). Donc X  C C et par conséquent Y  C  R(C). Alors 
C' C  R(C) et Rn(C) =  C. □

D’après la Proposition 4.29 on peut appliquer le Lemme 3.11 à chaque 
disque Dx, pour x G X , avec une constante 7  G (0,1) uniforme. Donc le 
corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.30 Soient R G Cp {z) une fonction rationnelle et X  G S (R) fl Cp 
un affinoïde fermé connexe. Supposons R vérifie avec n =  1, les propriétés du
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point 1 de la proposition comm de la Proposition 4-29. Considérons la fonction 
p : (0, oo) — y (0, oo) définie dans la Section 3.2. Alors on a les propriétés 
suivantes.

1. Soit To =  id et pour n >  0 posons Tn+1 — Tn o R — Tn. Pour w G Cp tel 
que p(\w\p) < 7 -1 on a ||Tn||x < Ryn. De plus, la série

m

= £  (!)
¿=0

converge uniformément dans X  vers un automorphisme de X . De plus 
si p(\wi\p) < 7 -1, pour i =  1 ,2, alors R°W1 o Row2 =  R°(w 1+^2).

2. Pour tout w G Cp avec p(\w\p) <  7 -1 on a

Row -  id
R *~ w < Cdiam(X)\w\p et

T4
R*

1<

<  krYkdiam(X),

où la constante C ne dépend que de >yp(\w\). En particulier Rnn td et 
23i>o(— convergent uniformément vers R* sur X  quand \n\p —y 0.

Corollaire 4.31 Soit C C Cp une composante analytique de S(R). Alors R* G 
U ( C ) .

Preuve. Par 2 du corollaire précédent on a R* G 'H(X) pour tout affinoïde 
fermé X  C. C. Donc on a R* G 'H{C) par définition de 'H(C). □

Corollaire 4.32 Un affinoïde fermé X  C  £(R) contient au plus un nombre 
fini de points périodiques de R.

Preuve. Après changement de coordonnée on suppose que X  C  Cp. Par 1 de 
la Proposition 3.15 les points périodiques dans S(R) coïncident avec les zéros 
de R*. Donc la condition R* =  0 impliques qu’il existe n tel que R'1 =  id sur 
un ouvert, mais ceci n’est pas possible car deg(i?).> 1 . Par conséquent üî* ^  0.
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Par le corollaire précédent R* G 'H(X), donc R* a un nombre fini de zéros sur 
X . □

Corollaire 4.33 Pour tout affinoïde fermé X  C £(R) tel que X  C Cp il existe 
une suite d’entiers Uj —> oo telle que Rnj converge uniformément vers Videntité 
sur X .

Preuve. Par le point 2 du Corollaire 3.11 ; voir aussi démonstration de (i) de 
la Proposition 3.13. □

Corollaire 4.34 Soit X  C £{R) un affinoïde fermé. Alors tout bout V  -< X  
(resp. système projective S -< X )  est périodique par R.

Preuve. Comme S -< X  implique V -< X  pour une infinité de bouts V  G S, 
il suffit de montrer l’affirmation sur les bouts.

Considérons une coordonnée telle que X  C Cp. Alors il suffit de noter que 
par le corollaire précédent il existe un entier n tel que

||l?n — id\\x < min(diam(B-p), diam(D-p)).

Donc on a Rn(V) =  V  par le Lemme 2.3. □
La démonstration de la Proposition 4.29 dépend de plusieurs lemmes. Fixons 

une fonction rationnelle R G Cp (z) de degré au moins deux et un affinoïde fermé 
X  C £{R) tel que X  C Cp.

Lemme 4.35 Soit V un bout tel que D-p c  £(R). Alors R : D-p — > Dr(p) 
est de degré 1 et il existe n tel que Rn(D-p) =  D-p.

Preuve. Par (ii) de la Proposition 3.9 R est injective sur D-p c  £(R) et donc 
degR(V) =  1. Donc par (iv) du Lemme 2.1 R : Dj> — > Dr(j>) est de degré 1.

Comme tout point de £(R) est récurrent par R (Corollaire 3.14) on a 
R̂ l(D'p) n D-p 7  ̂ 0. Notons que D-p U DRn̂  ^  P(Cp), sinon £(R) =  P(Cp) et 
R est injective, ce que n’est pas possible car deg(iü) > 1. Donc D Rn(-p) C D-p 
ou D-p C Dnn(-p). Si on a pas l’égalité alors D-p C £(R) contient un point 
périodique attractif ou répulsif, mais ceci n’est pas possible. Donc Rn(D-p) =  
D-p. n
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Comme on a X  C C'P l’arbre A x  de X  est non-vide et on a la partition 
canonique

X  =  (lj,s sommet de ^ arête de Ax ^ 1') ’

Lemme 4.36 H existe n > 1 tel que pour tout sommet S de A x  on a R^ÇS) =  
S et IV1 induit Videntité sur le système projectif S .

Preuve. Soit "P G <S tel que D-p C S (R). Alors par le lemme précédent il existe 
k tel que Rk(V) =  V. Comme R est injective sur £{R) on a deg#* (<S) =  1 par 
le Lemme 2.11. Comme tout automorphisme de P(Fp) est d’ordre fini, il existe 
m tel que Rkm induit l’identité sur <S. Comme A x  n’a que un nombre fini de 
sommets, l’assertion du lemme en résulte. □

Lemme 4.37 Soit I  une arête de A x  et supposons que R induit Videntité sur 
les extrémités de I. Alors il existe 7/  G (0,1) tel que pour tout x G Xj on ait

||i? — ¿<¿11̂  < 7idiam(Xj).

Comme diam(Dx) =  diam(Xi) on a en particulier R(DX) =  Dx et donc R 
induit Videntité sur chaque S £ I.

Preuve. Après changement de coordonnée on peut supposer que X j =  {r  < 
\z\ < 1}, r G (0,1). Donc |-R(>z)| =  \z\ pour r <\z\ < 1. Comme R est l’identité 
sur les systèmes projectifs associés aux bouts de X j, |i?|o est l’identité sur un 
voisinage (r0, ]̂) de [r, 1]. On choisit r0 et 77 tels que tous les zéros et pôles de 
R sur {ro < \z\ < 77}  appartiennent à {\z\ =  r} U {\z\ =  1}. Comme R induit 
l’identité sur les systèmes projectifs associés aux bouts de Xi, à tout zéro a de 
R  sur {\z\ =  1} correspond un pôle b(a) tel que |a — 6(a)| < 1. Comme R fixe 
le bout associé à { \z\ < r}, R a au moins un zéro dans {|z| < r0}.

De la même façon à tout zéro a de R sur {|z| =  r } correspond un pôle b(a) 
tel que |a — 6(a)| < r. Par conséquent R est de la forme

R(z) =  i^z ~ f^ -̂a zéro sur {|ü|=i} (̂ z _  6(a))

!=••> ( z - 6 ( a ) )  
zéro sur \\z\>v}̂  ~ a zéro sur {|«|<r0}^  ~ az )

| ■ I — — ■! ■- ■■■■ — ^ — — — — — — — —I— - ..... ^ — — — — — —

^6 pôle sur (-*-■ b lz) pgje sur {|z|<ro}(l — bz x)
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où |À — 1| < 1 et \fjb\ < tq. Notons que pour 2 G X j on a

z — a „ a — 6(a) , =  H --------rr-4 et a — 6(a) < a — 6(a)
6(a) <  1.z — 6(a)

Par conséquent

\R(z) — z\ <  max{|iî(2) — (Xz — //)|, |(A — l)z  +  ¿¿|} 

< \z\ max{|À — 1 |, fi a — 6(a) 

z ’ b(a)

Donc 71 =  max{|A — 1|, g—6(g)
b(a)

-1

r

, 77 < 1 satisfait l’assertion du lemme. □
Preuve de la Proposition 4.29. Par le Lemme 4.36 quitte à remplacer R 
par un itéré on peut supposer que R induit l’dentité sur chaque sommet de 
A x • Par le lemme précédent R induit l’identité sur chaque S € Ax- De plus 
il suffit de montrer que pour tout sommet «S € A x  il exite 7 5 G (0, 1) tel que 
pour tout x G Xs on a ||iî — < 7sdiam(Dx).

Notons que diam(Dx) =  diam(Xs). De plus pour tout z G X s  on a |R(z) — 
z\ < diam(Xs)- Par la Proposition 2.6 l’image de X s par R —id est un affinoïde 
fermé et par conséquent il existe 75 G (0, 1) tel que \\R — id\\xs <  7sdiam(Xs)-
□
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5 Composantes analytiques du domaine de quasi- 
périodicité.

Rappelons que la composante analytique d’un ensemble U qui contient un 
point x G U est l’union de tous les affinoïdes fermés connexes contenus dans 
U qui contiennent x.

Théorèm e 3 Soit R £ Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux 
et C une composante analytique de £{R). Alors C est un affinoïde ouvert 
connexe, c ’est-à-dire ;

C =  P(Cp) — f?0 U ... U Bn,

où n >  0 et Bq, ..., Bn sont des boules fermées. De plus, chaque bout de C 
(dont la boule fermée associée est l’un des Bi) est périodique, et le degré de 
l ’action induite par l’itéré correspondant sur le système projectif associé est 
plus grand que 1.

On peut voir les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité 
comme l’analogue p-adique des disques de Siegel et des anneaux de Herman 
en dynamique complexe. Mais il y a des différences : sur Cp on peut avoir des 
composantes avec un nombre fini arbitraire de bouts ; voir les exemples dans 
la Section 5.4. Par analogie avec le cas complexe on considère la définition 
suivante.

Définition 5.1 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux, C une composante analytique de £(R) et n + 1 le nombre de bouts de C. 
Alors on dit que C est un n-anneau de Herman si n > 0 et on dit que C 
est un disque de Siegel si n =  0.

La proposition suivante ne dépend pas du théorème.

Proposition 5.2 Soit X  un affinoïde connexe ouvert et R G Cp(z) une fonc
tion rationnelle de degré au moins 2 telle que R : X  — > X  est de degré 1. 
Alors X  C S{R). Si de plus pour tout système projectif S il existe i > 1 tel 
que degjj»(<5) > 1, alors X  est une composante analytique de £(R).
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Preuve. On montre d’abord que X  C £(R). Si X  est un disque ceci est une 
conséquence du Corollaire 3.12. Comme deg(i?) > 1 on a X  ^  P(Cp), donc si 
X  n’est pas un disque on a A x i  0-

D’après le Corollaire 2.16 il existe n tel que Rn induit l’identité sur Ax- 
Si <S G A x  alors S -< X , donc on a degR(S) =  1 par le Lemme 2.11. Par 
conséquent il existe m tel que Rnm induit l’identité sur <S. Donc si V  G S est 
tel que D-p C X  alors Rmn : D-p — > D-p est de degré 1. Par le Corollaire 3.12 
on a D-p C £(R). Par conséquent X s C £{R) et donc X  C £(R).

Soit C  la composante analytique de £(R) qui contient X.  Si S est un 
système prôjectif associé à un bout V  de X  tel que degÆ»(<S) > 1, alors on 
a «S -fi C par le Lemme 2.11, car R est injective sur C C £(R). C’est-à-dire 
C  C D-p. Par conséquent on a

xc.Cc. çje cD-p = x. □

On a le corollaire suivant du Théorème 3.

Corollaire 5.3 Soit R G Cp(z). Alors tout bout V -< £(R) est périodique par 
R.

Preuve. Si V  est un bout d’une composante analytique de £{R)  alors il est 
périodique par le théorème précédent. Sinon il existe un affinoïde fermé X  -< 
£(R) tel que V -< X  et par conséquent V  est périodique par le Corollaire 4.34.
□

La démonstration du Théorème 3 ocuppe le reste de cette section.
Lemme d ’Approximation. Soit R une fonction rationnelle, fixant le bout 
Vo associé à H3>p =  {\z\ < 1} et injective dans la couronne {r < \z\ <  1}.

1. Pour tout bout "P tel que la boule fermée associée Bp vérifie B-p C ©p 
et diam(B-p) > r, Vimage R{V) vérifie B^-p) C Pp et diam(Bn(p)) =  
diam(B-p).

2. Il existe un fonction rationnelle Rq injective dans Bp, fixant Pq, telle que 
pour tout bout P  vérifiant les hypothèses précédentes on ait Rq(P) =  
R ( T ) .

Preuve. Soit h un automorphisme de P(Cp) préservant ©p tel que h o R({r  < 
\z\ <  1}) =  { r < |z| < 1}. Si .Ro vérifie les conclusions du lemme par rapport
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à h o R , alors Rq =  h 1 o R q les vérifiera par rapport à R . On peut donc se 
ramener à h =  id\ par conséquent, pour tout r < \z\ < 1 on a |-R(-s)| =  \z\.

Comme degR(Vo) =  1 et par (iv) du Lemme 2.1, si n est le nombre des 
pôles de R sur ID>P, alors R a n +  1 zéros sur Pp. Soient oi, ..., an+i et &i, ..., bn 
les zéros et les pôles de R sur Pp respectivement. On pose

«•>-n(SÎ)-n(.+ï^)-
Donc Rq — RQ : Dp — >• ©p est de degré 1 et par conséquent, si le bout V 
vérifie les conditions dans 1 on a diam(BRo(T>)) =  diam(B-p) >  r. D’autre part 
on a | e t  |-R(̂ )| =  \z\ pour tout z G {r  < \z\ < 1}. Donc

\Ro ai
-  1 <  r

On a alors Ro(V) =  R(V) par le Lemme 2.3. Donc B-p C et diam(BR^)) =  
diam(BR0('p)) =  diam(By>). □

Corollaire 5.4 Soient R € Cp(z) une fonction rationnelle et JD* =  {\z — Zi\ < 
ri} des disques, pour 0 < i < k, avec Dq =  Dk- On suppose que pour 0 < i < k 
l ’image par R du bout associé à Di est le bout associé à Di+1 et que R est 
injective sur {rrt- < \z — zi\ < r*}. Alors tout bout V dont la boule fermée 
associée B-p vérifie B-p c  Dq et diam(B-p) > rro est périodique sous Vaction 
de R.

Preuve. Par le lemme il existe des fonctions rationnelles Ri, pour 0 < i < k 
telles que R : D* — > Di+i est de degré 1 et tel que pour tout bout Q qui 
vérifie B q C Dq et diam(BQ) > rro le bout ^ ( V )  =  Rk-i ° ••• ° Ro(V), 
vérifie les mêmes propriétés. Donc il suffit de vérifier que V  est périodique par 
Q =  Rk-\o...oRq. Comme Q : Dq — > Dq est de degré 1, on a par le Corollaire 
3.12 que Dq C £(Q)- Par le Corollaire 4.34 de la Section 4.5, V  est périodique 
par Q. □

Lemme 5.5 Soit R Ç. Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux 
et C une composante analytique de £(R). Pour tout x C il existe un bout 
VX-<C périodique par R tel que x € B-px et Bj>x flC  =  0. De plus si Sx est le 
système projectif associé à Vx et nx est la période de Vx, alors deg^n* (5*) > 1.
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Preuve. On suppose que C  est fixe par R. Soit Vq un bout tel qu’il existe un 
affinoïde fermé X  C. C tel que D-p0 C  X. Par le Lemme 4.35 il existe n > 1 tel 
que Rn : Dp0 — > Dj>0 est de degré 1. Donc quitte à remplacer R par un itéré 
on peut supposer que R : D-p0 — > D-p0 est de degré 1. Après changement de 
coordonnée on peut supposer que D-p0 = {|z| > 1} U {oo}.

Soit I  la composante d’injectivité de R qui contient C. Rappelons que I  est 
un affinoïde ouvert connexe ; voir Proposition 2.9 . Notons qu’on a D-p0 c  I.

1.— Supposons que V est un bout qui satisfait les propriétés suivantes.

(i) x  G B-p.

(ii) V  est périodique par R de période N  et R%(V) -< C pour tout 0 <  i < N.

(iii) Brup) C  {\ z \ <  1} et il existe r 6  |Cp| tel que diam(BRiçp)) =  r, pour 
0 < i < N.

Notons que Vq satisfait ces propriétés avec r =  1.
Soit S le système projectif associé à V ; on suppose que degRN(S) =  1. 

Alors on va trouver un bout V  qui satisfait auss (i) — (iii) du point 1 avec 
r' < r appartenant à un ensemble fini.

Donc on conclut qu’il existe un bout V  qui satisfait (¿) — (iii) et de plus 
deg/j/v (S) > 1 ; alors on continue en 3.

2.— Quitte à remplacer N  par un multiple, on peut supposer que RN induit 
l’identité sur S . Par (iii) de la Proposition 2.4, sauf pour un nombre fini 
de Q G S, R : D q — y Dq est de degré 1 et par le Corollaire 3.12 on a 
D q c  S(R). Par conséquent <S -< C et Ri(S) -< C, pour 0 < i < N. En 
particulier B r ì^ D  7 ^ 0 .

D’autre part, UBRi ^  <£ I, sinon RN : B-p — > B-p est de degré 1 et 
par conséquent B-p C E (R) ce qui implique x G B-p C  C, mais x -fÉ C par 
hypothèse. Par conséquent on a

0 < r' =  rnB^diam(BRî p) — I) < r.

2.1.— Soit V  le bout associé à {\z — x\ < r7}  C  {\z\ <  1}, donc V  satisfait 
la propriété (i) par définition. Soit Q' e S le bout tel que x G Dq> . Notons que 
RN(Q!) =  Q' et deg^Ar(Q') =  1 car degÆ̂ (<S) =  1. Donc il existe une couronne
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ouverte A ayant Q! comme bout telle que R : A — y A est de degré 1. Par la 
Proposition 5.2 o n a A c  £(R) et comme S -< C on a Q! -< C.

Par définition de r' on a D q' —Bj» C I , donc R est injective sur la couronne 
D q, — B-p' . Donc

Br(v') C -Dr(Q') C Bp C {\z\ <  1},

et par le Lemme d’Approximation on a diam(R(V')) =  diam(BVi) =  r'. Alors 
par définition de r’ on a DR(q  ̂ — BR(j>') C I.

Alors on peut montrer par induction (en utilisant le Lemme d’Approxima
tion) que pour tout i > 0 on a BRiçp>) C {\z\ <  1} et diam(B&(?')) =  r' ; 
c ’est-à-dire (ni) du 1. On applique le Corollaire 5.4 à les disques Dr^qi) et 
r =  r' et on obtient que V  est périodique par R.

R n

Fig. 3: La partie noire représente le complémentaire de I.

2.2.— Il reste à montrer que V  -< C. Comme dans 2.1 on peut montrer que 
tout bout V  tel que Bp C B-p et diam(B^) =  r' est périodique par R ; soit 
n(T>) la période de V. Si de plus

UBRi(f,) C I, pour 0 < i < n(V),
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on a que Rn̂v>) : Bp — > Bp est de degré 1 et on a Bp C S (R) par le Corollaire 
3.12.

Notons que l’ensemble T  des bouts V  tels que Bp C  B-p, diam(Bp) =  r' 
et ,

UBftnp̂  c/l / ,  pour 0 <  i <  n('P),
est fini. Par conséquent l’ensemble Dq/ — U7-Bp C  S (R) est un affinoïde ouvert 
connexe. Comme Q! -< C cet affinoïde ouvert est contenu dans C. Donc V  -< C.

3.— Le bout Vq satisfait (¿) — (iii) du 1. Dans 2 on a montré que si V  est un 
bout qui satisfait ces propriétés et deg^ (<S) =  1 (où S est le système projectif 
associé à V) alors il existe un bout V  dont r' < r appartient à l’ensemble fini,

{diam(B — I) | JE? C  Cp boule fermée telle que B  fl I  0}.

Par conséquent il existe un bout V qui satisfait les propriétés (¿) — (iii) du 1 
et de plus degRN (S) >  1.

3.1.— On va montrer qu’un tel bout Vx =  V  satisfait les assertions du 
lemme. Comme Vx satisfait («) — (iii) il reste à montrer que B-px n C — 0. 
Si B-px flC  /  0 alors «S -< C car Vx -< C. Par conséquent Rl(S) -< C et 
degiî(it!i(«S)) =  1, pour 0 <  i < N, par le Lemme 2.11. Mais ceci contredit 
deg^ (S) >  1. Donc B-px D C =  0. □
Preuve du Théorème 3. Sans perte de généralité on suppose que C  est fixe 
par R. Par le lemme précédent, pour chaque x çL £(R) il existe un bout Vx -< C 
périodique par R de période nx tel que x € B-px, B-px H C =  0 et tel que si Sx 
est le système projectif associé à Vx alors degRnx(Sx) > 1.

Notons que ^*(7^) -< C et ¿R»(-pæ) D C =  0, donc Ax =  Ui>ol?Ri(-px) est 
disjoint de C. De plus, si Ax fl Ay ^  0 alors Ax =  Ay. Comme deg^«* (Sx) > 1, 
on a Rnæ(B-px) =  P(Cp), sinon Rn* : Bj>x — 9 Bj>x est de degré 1 par le 
Corollaire 2.2 et par conséquent x G B-px C C par le Corollaire 3.12. Donc on 
a R(AX) =  P(Cp) par le Corollaire 2.2.

Fixons z E C. Alors C et chaque Ax contient un point de R~1(z)1 donc il 
y a au plus deg(i?) — 1 ensembles Ax disjoints deux à deux. Par conséquent 
C =  IP(Cp) — UxgcAx est un affinoïde ouvert et les Vx sont ses bouts. La dernier 
assertion du théorème suit du fait que deĝ n* (<SX) > 1 . □
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5.1 Dynamique sur une composante analytique.

Considérons une fonction rationnelle complexe R G C(z) ayant une disque 
de Siegel ou un anneau de Herman C fixé par R. Alors R est conjugué sur C 
à une rotation irrationelle par une application holomorphe; voir [CG].

Soit a  G M — Q le nombre de rotation correspondant. Alors pour tout 
w G T =  R/Z on peut définir une automorphisme (holomorphe) Row de C 
avec nombre de rotation w. Donc on a une action de T sur C définie par 
(w, z) — > Row(z). De plus pour toute suite {rij}j>\ d’entiers positifs telle que 
rijQt —»• w dans T, on a que Rni converges unformément à Row sur chaque partie 
compacte de C.

Dans cette section on montre des propriétés analogues sur <Cp, avec l’anneau 
Zp =  {w  G | |tu| < 1} au lieu de T. L’anneau Zp est compacte et Z C Zp est 
dense sur Zp.

Une différence avec le cas complexe est qu’il ne suffit pas que la composante 
soit fixée. Il faut queles bouts de la composante soient fixés et que la fonction 
rationnelle soit tangente à l’identité en chaque bout de C. On dit qu’une fonc
tion rationnelle R € Cp(z) est tangente à Vdentité en un bout V  si R fixe V 
et si la multiplicité de V  comme point fixe de l’action de R dans le système 
projectif associé à V  est strictement plus grande que un.

Proposition 5.6 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux et soit C une composante analytique de £ (R) de telle façon que R fixe C 
et les bouts de C. De plus supposons que R est tangente à l ’identité en chaque 
bout de C . Alors on les propriétés suivantes.

1. Pour chaque w G Zp il existe un automorphisme Row de C tel que pour 
toute suite d’entiers positifs telle que Uj —ïw a u  sens p-adique 
Rni converge uniformément (pour la métrique chordale) à Row sur chaque 
affinoïde fermé contenu dans C.

2. L ’application qui à (w, z) G Zpx C  associe Row(z) G C définit une action. 
En particulier Ro0 est l’identité et on a R°(ŵ +ŵ ) =  R°Wl oROW2 pour tous 
U>i, W2 G ZP.

Comme Zp est compact le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 5.7 La suite {i?n} n>i est normale sur chaque composante analy
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tique C de £{R) ; c ’est-à-dire que pour toute suite d’entiers positifs il existe 
une sous-suite 1 telle que Rmj est uniformément convergent sur chaque
affinoïde fermé contenu dans C.

La démonstration de la proposition dépend de deux lemmes.

Lemme 5.8 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle qui soit tangente à l’iden
tité au bout associé à {N  < i } .  Alors il existe ro G (0,1) tel que R induit 
l ’identité sur le système projectif associé à {\z\ < r}, pour chaque r G (r0, 1).

Preuve. Comme R est tangente à l’identité au bout associé à {\z\ < 1} on 
a R(z) =  z +  22^(f) où P,Q  G Cp[z] sont des polynômes à coefficients entiers
tels que Q(0) ^  0. Par conséquent il existe ro G (0,1) tel que pour chaque A 
qui satisfait ro < |A| < 1 on a |P(A)| < 1 et |Q(A)| =  1 ; voir Lemme 2.1. Donc 
la réduction de

A-1jR(Az) =  z +  A z2Q{Xz)
est l’identité. □

Lemme 5.9 Soit C un affinoïde ouvert et R  G C'v (z) une fonction rationnelle 
telle que R : C  — > C est de degré 1 et tel que R fixe les bouts de C. De plus 
supposons que R est tangente à l’identité en chaque bout de C. Alors R induit 
l ’identité sur A c  et sur chaque système projectif S G Ac-

Preuve. Comme R : C — > C est de degré 1, R induit une isométrie sur 
A c  ; voir Section 2.5. Comme R  fixe les bouts de C, R induit l’identité sur
Ac-

Comme C  est un affinoïde ouvert, chaque sommet S de A c  est l’extrémité 
d’au moins trois arêtes de Ac- Par conséquent R fixe au moins trois éléments 
d’un sommet. Donc R induit l’identité sur chaque sommet de Ac-

Donc pour toute arête I  =  («So, «Si) C Hp de A c, R est tangente à l’identité 
en chaque bout de Ci. Par le lemme précédent pour chaque i G {0 ,1 } il existe 
un système projectif S'{ proche de Si tel que R induit l’identité sur chaque 
système projectif dans (<Si,<St-]. En particulier R induit l’identité sur S'Q et 
<S(. Alors R  induit l’identité sur chaque système projectif dans [S'0, <S{], par le 
Lemme 4.37. □
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Preuve de la Proposition 5 .6. Comme le degré de R est au moins deux 
C  7̂  P(Cp) et on peut supposer que C C Cp.

Considérons une suite croissante d’affinoïdes fermés X* C C de telle façon 
que UXi =  C. Dans le cas où C n’est pas un disque R satisfait (avec n =  1) les 
propriétés de la Proposition 4.29 pour Xi, par le lemme précédent. On notera 
7i G (0,1) une constante telle que ||R — id\\xi <  7idiam{Dx) pour x  G Xi.

Si C  est un disque, on peut supposer que C =  { \z\ < 1} et Xi =  {\z\ <  r*}, 
avec r* G |€p| D (0,1) tel que r* —>• 1. Alors par le Lemme 5.8 on peut supposer 
que R induit l’identité sur le système projectif Si associé à Xi, pour chaque i. 
Comme dans ce cas A x{ =  {<%}, R satisfait les propriétés de la Proposition 
4.29 et alors on peut continuer comme dans le cas où C n’est pas un disque.

Etant donné w G Zp considérons une suite croissante {ra*}^! d’entiers 
positifs de façon que p(\w—rrii\p) < ‘J j1, pour tout j  > i. Alors on a R°(w- Tni) e 
'H{Xi) d’après le Corollaire 4.30. Notons que # °0 - mt+i) définie sur Xi coïncide 
avec la restriction de la même application définie sur Xi+\.

De plus on a p(\mi+i — rrii\p) < T f1, donc i?0(mi+1_mi) est définie sur Xi et 
coïncide avec Par conséquent ü°(w_mi+1) définie sur et R°(.w- mi)
définie sur Xi satisfont l’identité suivante sur Xi,

^ m » + i Q _  jfrm Q Q jfo(w -m i+i) _  ĵ rrii Q jfo(w -m i)

Donc la fonction Row définie par Rmi o sur Xi appartiant à 'H(C').
Notons qu’on a Ro0 =  id ; voir Corollaire 4.30.

Soit {n j}j> i une suite d’entiers positifs tels que rij —>• w au sens p-adique et 
fixons i >  0. Alors il existe J > 0 tel que p{\rij — rrii\p) < j f 1 pour tout j  > J. 
Donc Rnj~mi =  R°(nJ-mi) sur Xi et par conséquent Rnj =  Rmi o R0(nJ-mi) 
converge uniformément à Row =  R™* o ¿jUr X± ; voir Corollaire 4.30.

Soient wi, W2 G Zp; considérons des suites i et {k j}j>i d’entiers po
sitifs tels que rij —V W\ et kj —»• W2 au sens p-adique. Comme Rnj et Rmj 
convergent uniformément à R°Wl et R°W2 sur chaque Xi on a que Rni+ki 
converge uniformément à R°(w 1+U)2) sur chaque X^ Par conséquent ROWl o

_  J f o ( w i + W 2 )  '

Comme pour chaque w G Zp on a Row o R°(~w) =  Ro0 =  id, on a que 
fto(-w) ^ H{C) est l’inverse de Row et par conséquent Row est un automor
phisme de C. D
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5.2 Composantes analytiques et points périodiques.

Dans cette section on s’intéresse aux points périodiques contenus dans une 
composante analytique donnée du domaine de quasi-périodicité.

Soit R G €p(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et C  une 
composante analytique de £(R) fixée par R. Les bouts de C sont permutés 
par R. Notons Vo, ..., Vn, les bouts fixés par R. Pour chaque 0 < i < n, R 
induit une action projective (de degré au moins 2 par le Théorème 3) sur le 
système projectif Si associé à Vi ; on note nR(Vi) la multiplicité du point fixe 
Vi pour cette action. Rapellons que quand nR(Vi) > 1 on dit que R est tangent 
à l’identité en Vi.

Proposition 5.10 Le nombre de points fixes de R dans C comptés avec mul
tiplicité est égal à

2 + 1 ^  M V i )  -  2).
0 <i<n

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section. On considère 
d’abord des corollaires et un exemple.

Corollaire 5.11 Si C est un disque de Siegel fixe, alors C contient au moins 
un point fixe.

Corollaire 5.12 Soit R G Cp(z) de degré au moins deux et C une composante 
analytique de S(R) fixée par R. Si aucun des bouts de C est fixé, alors C 
contient exactement deux points fixes de R, comptés avec multiplicités.

Corollaire 5.13 Soit R G Cp (z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux. Alors chaque composante analytique de £(R) continent une infinité de 
points périodiques de R.

Preuve. Quitte à remplacer R par un itéré on suppose que tous les bouts V\, 
..., Vn de C sont fixes et que R est tangente à l’identité en Vi, pour 1 < i < n. 
Notons que pour k >  1 on a n^k (Vi) > nRk(Vi). Par conséquent le nombre 
de points fixes de RPm dans C (qui est égal à 2 +  yZ(nRpm (Vi) — 2) par la 
proposition) tend vers l’infini quand m —¥ oo. Chaque point fixe de Rk a une
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multiplicité comme point fixe de Rlk qui est bornée indépendamment de l. 
Donc R a une infinité de points périodiques dans C ; voir Section 3.3. □

Corollaire 5.14 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et C une composante 
analytique de £ (R) fixée par R. Supposons que R fixe les bouts de C et que R 
est tangente à Videntité en chaque bout de C . Alors tous les points périodiques 
de R dans C ont une période primitive de la forme pm, m >  0.

Preuve. Simplement note que pour tout m > 0 et tout k > 1 qui n’est pas 
divisible par p on a nRkP«* (V) =  n^™ (-p) pour tout bout V  de C  ; voir Section
3.3. □

Voici d’autres différences entre le cas complexe et le cas p-adique. Dans le 
cas complexe les disques de Siegel et les anneaux de Herman, coincïdent avec 
le domaine de linéarisation, mais sur Cp tous les composantes analytiques du 
domaine de quasi-périodicité contiennent une infinité de points périodiques et 
par conséquent les domaines de linéarisation sont strictement plus petits que 
les composantes analytiques correspondantes.

Une autre différence est que dans le cas complexe les disques de Siegel 
et les anneaux de Herman sont instables (voir [Ma]) ; c’est-à-dire que pour 
chaque fonction rationnelle à coefficients complexes on peut trouver des fonc
tions rationnelles arbitrairement proches qui n’ont pas de disque de Siegel ni 
de anneaux d’Herman. Dans le cas p-adique, si R G C'v (z) est une fonction 
rationnelle ayant l’affinoïde ouvert connexe C comme composante analytique 
de £(R ), alors pour toute fonction rationnelle Q G Cp(z) proche de R, C est 
une composante analytique de £(Q).

Exemple 5.15 Etant donnés a, b, X G Cp tels que |o| =  |6| < 1 et |À| =  1 
considérons la fonction rationnelle

R(z) =  Xz2- — — z — a

et la couronne C =  {z  G Cp \ |a| < \z\ < |&|-1}- Notons qu’on a =
X~xz2±=*£.z — b

1.— On va montrer que C est une composante analytique de £(R). Notons 
que R : C  — > C est de degré 1 et R fixe les bouts de C . Soit Va le bout associé 
à {|*| > | a|} U {oo } et Vb le bout associé à {|z[ < |6| 1} ;  ce sont les bouts
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de C. La coordonnée wa =  — | (resp. wb =  bz) est telle que wa (Va) (resp. 
Wbi'Pb)) est le bout associé à {|2| < 1}. De plus Ra{z) =  wa o R o w -\ z) =  
^~lz2J+h et Rb{z) =  WbO R ow b1(z) =  ^z2j+aÂ' Donc Ra(z) = X  1(z +  z2) et 
Rb(z) =  A(z—z2) sont de degré 2. Par la Proposition 5.2, C est une composante 
analytique de £(R).

2.— Notons que nR(Va) =  nR(Vb) =  1 si et seulement si |A — 1| =  1. Donc 
par la Proposition 5.10, R a un point fixe dans C si et seulement si | A — 11 < 1.

2.1.— On suppose que |A — 1| < 1 de telle façon que R a(z )  =  z  +  z 2 et 
R b (z )  =  z  — z 2 =  —R a( —z ) .  Donc nRk(Va) =  nRk(Vb), pour k >  1. D ’après 
Vexample 3.19 on a (Va) =  1 +  (1 +  ... + p m). Par la Proposition 5.10 
la fonction rationnelle a RPm a,

2 +  (nj&rn (Pa) — 2) +  (riRpm (“Pft) — 2) =  2(1 +  ... H- pm)

points fixes dans C, comptés avec multiplicité. Par conséquent, si R n’a pas de 
cycles paraboliques dans C, alors R a exactement 2 cycles de période primitive 
pm. Par le Corollaire 5.14 ce sont tous les cycles de R contenus dans C.

Si p =  2 on obtient (par Vexample 3.20 et par un raisonnement similaire) 
que si R n’a pas de cycles paraboliques dans C, alors R a exactement 2_m(22”* — 
22”1- ) cycles de période primitive 2m. Par le Corollaire 5.14 ce sont tous les 
cycles de R contenus dans C.

3.— On va montrer que si A =  1 et a =  b — p alors R n’a pas de cycles 
paraboliques. Un théorème du à Fatou dit que tout cycle parabolique attire, 
dans le sens complexe, au moins un point critique; voir [Fa]. Donc il suffit 
de vérifier que tous les points critiques de R sont attirés par les points fixes 
super-attractifs 0 et oo, dans le sens complexe.

Les points 0 et oo sont des points critiques. ̂ Notons que p est un pôle de 
R et pour tout autre réel x G R, R(x) est réel. De plus R est negative dans 
l ’intervalle (p, +oo) et par conséquent R a un point critique c dans (p, +oo). 
Comme R(z) =  — -shr, ~  ̂  est aussi un point critique de R. Alors 0, oo, c et

'  z '

— ̂  sont tous les points critiques de R.
Donc il suffit de vérifier que i2"(c) —>• oo quand n —ï  oo. Notons que — 1 

est un point fixe répulsif de R et pour tout x G (—oo, —1) on a R(x) < x. Par 
conséquent Rn(x) —> oo quand n —» oo car R n’a pas d’autre point fixe dans 
(—oo, —1). Finalement il n’est pas difficile de voir que pour tout x G (p, +oo) 
on a R(x) < —1, donc R(c) < —1 et par conséquent i2” (c) —> oo quand
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Preuve de la Proposition 5.10. On va appliquer le Théorème des Résidus 
à R — id sur X  =  C  ; voir Section 2.1 .1 . Considérons une coordonnée telle que
oo G C  et telle que R(oo) ^  oo. Alors R — id a deux pôles simples dans C  : oo 
qui est un pôle simple de id et la preimage w de oo par R dans C, qui est un 
pôle simple car R est injective sur C C  £{R).

Le nombre des zéros de R — id dans C est évidement égal au nombre F  de 
points fixes de R dans C (comptés avec muliplicité). Par conséquent,

y  ordÆ_id(2) =  F  +  ord«_id(oo) +  ord R-id{w) =  F  — 2. 
c

Soit V  un bout de C. Notons que pour toute coordonnée affine w on a 
ordtüofiow-i-id(P) =  ordiï—idCP)- Donc après changement de coordonnée affine 
on peut supposer Dp =  {|z| > 1} U {oo}.

Si V  n’est pas fixé par R on a par le Lemme 2.3 V  =  (R — id)(V) =  R(V), 
qui est un bout de C. Par conséquent Bp C Cp — {0}. Donc ovdR- id(V) =  0 
dans ce cas.

Supposons que V  est fixé par R. Soit R G Cp(z) la réduction de R. Par 
définition de nR(V) > 1 on peut écrire

=  z +  azn R < V ) P ( Z )
* (J )  « (* ) ’

où a G Cp — {0} et les polynômes P,Q G Cp[z] sont tels que P(0) ^  0 et 
<3(0) 0. Par conséquent

_______________ f ( i )

Supposons nR(P) — 1 . Comme deg^(oo) =  deg^T3) =  1 on a l+ a | ^  7̂  0.
Donc degR_id(V) =  degR_id(oo) =  1 et {R — id){00) =  00. Par conséquent 
(R -  id){V) =  V  et

oïdR- id{V) =  -  degR_id(V) =  - 1  =  nR{V) -  2.
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Si nR(V) =  2 alors R(oo) G Ĉ, — {0}. Donc £>(Ä_id)(-p) C <Cp — {0 } et par 
conséquent ord^-i^P) = 0 =  nR(V) — 2.

Si nR(V) > 2 alors notons que degÂ_id('P) =  deg^_id(oo) =  nR(V) — 2 et 
-R(oo) =  0. Par conséquent ord#-*^?7) =  degÄ_id('P) =  nR(V) — 2.

Par le Théorème des Résidus on a

F -  2 =  -  2 ) -D
bouts fixes de c

5.3 Dynamique au bouts d’une composante analytique.

Proposition 5.16 Soit R une fonction rationnelle de degré au moins deux, 
C une composante analytique de S(R) et V un bout de C . Soit S le système 
projective associé à V. Alors il existe une infinité de Vq £ S tels que D*p0 est 
un disque de Siegel.

Voir figure 4.
Preuve. Quitté à remplacer R par un itéré on peut supposer que V, et par 
conséquent S, est fixé par R. Considérons un paramétrage «S =  { ‘P(£)}p(f^j- 
Soit T  C <S comme dans (iii) de la Proposition 2.4 et soit T  C P(f^) tel que 
T = U TV(Ç).

Comme V  est un bout de C on a degfi('P) =  1 donc R! ^  0. Par conséquent 
il existe une infinité des f  G P(î£) périodiques par R tels que (Rk)'(Ç) ^  0, 
où k est la période de £. On peut supposer de plus que R-’ i )̂ & P(ff )̂ — T, 
pour i <  j  < k. Donc par (iii) de la Proposition 2.4 et le Corollaire 3.12 on a 
D-pçç) c  £(R). Par le Théorème 3 on a deg(Â) > 1, donc Da est un disque de 
Siegel par la Proposition 5.2. □

Corollaire 5.17 Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) R a un point périodique indifférent.

(ii) R a une infinité de points périodiques indifférents.

(iii) £(R)  ^  0.
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FlG. 4: Chaque bout V  d’une composante analytique de S(R) a une infinité de 
disques de Siegel attachés.

(iv) £(R) à une infinité de disques de Siegel.

Preuve, (ii) =r* (î) est trivial ; (i) =>• (iii) résulte du point 2 de la Proposition 
3.15. (iv) => (ii) suit du Corollaire 5.13 et (iii) =>- (iv) suit de la Proposition 
5.16 et de (i) de la Proposition 5.10. □

5.4 Exemples de composantes analytiques.

Dans cette section on considère des fonctions rationnelles ayant une com
posante analytique du domaine de quasi-périodicité qui n’est pas un disque.

Proposition 5.18 Soit X  un affinoïde ouvert. Alors il existe une fonction 
rationnelle R telle que chaque composante connexe de X  est une composante 
analytique du domaine de quasi-périodicité de R.

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme suivant.

Lemme 5.19 Soit X  un affinoïde ouvert et S un système projectif tel que 
pour toute composante analytique Y de X  il existe V  € S tel que Y  C D<p. 
Alors il existe une fonction rationnelle R telle que degfi(<S) > 1, R : X  — y X  
est de degré 1 et telle que R fixe les bouts de X . *
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Preuve. Après changement de coordonnée on peut supposer que S est le 
système projectif canonique et que X  C { \z\ < 1}. Alors il existe un ensemble 
fini A C (k| < 1} tel que X  C U^I?a, ou Da =  { \z — a\ < 1}. Le polynôme 
Q(z) =  z +  T1a {z  — a)2 est tel que Q : Da — > Da est de degré 1 pour 
tout a G A. Donc Da C £(Q) par le Corollaire 3.12 et les bouts V -*< Da 
de X  sont périodiques par Q, par le Corollaire 4.34. Donc il existe n tel que 
R =  Qn fixe les bouts de X . Par conséquent R : X  — > X  est de degré 1 et 
deg^OS) =  deg(iî) =  n • deg(Q) > 2. □
Preuve de la Proposition 5.18. Soient <S0, ..., «S* les systèmes projectifs 
associés aux bouts de X  et soit Rs{ comme dans le lemme précédent. Alors 
R =  Rs0o...oRSk : X  —-> X  est de degré 1 et deg^iS*) > 1. Par la Proposition 
5.2 chaque composante connexe de X  est une composante analytique de £(R).
□
Exemple 5.20 On va montrer que la fonction rationnelle,

1 _|_ w p+ 1
R(w) =  — 7----- G C«(tu),

v J wp(1 +  (pw)P+1) J

a C =  {1 < \z\ < p} comme composante analytique de £(R) et que l ’ensemble 
de Julia de R est vide. Notons que la coordonnée ^  est une symétrie de R, 
c ’est-à-dire R(w) =  pR̂ j_̂  • Soit So le système projectif canonique et Vq G <So
le bout associé à { \z\ < 1 }, qui est un bout de C. On pose Do =  {ju;| < 1} 
et Wo =  {|̂ | < 1} — D q. Notons que la réduction de R est 1+̂ + et pour 
tout V  G «So — {'Pq}, R  : D-p —> D R̂ >) est de degré degÆ('P). Par conséquent 
R(Wo) =  Wo L1 Do et R n’augmente pas la distance chordale dsQ dans Wq.

On pose Si =  («So) j^, Di =  (Z)o)_î_, ...d e telle façon que C =  Dp0 H Dp,piv pw
et on a les propriétés analogues ; en particulier R n’augmente pas la distance 
chordale dslf correspondante à la coordonnée dans W\ ; voir figure 5. De
plus la réduction de R dans la coordonnée ^  est aussi 1+̂ +1. H est facile de 
voir que R : C — > C est de degré 1 , et comme degÆ(«So) =  deg^cJi) =  p + 1 >
1 , C est une composante analytique de £(R), par la Proposition 5.2.

1.— On va montrer que, si z,w  G Do sont tels que ds0(z,w ) <  p~p=ï et 
R(w) G {\z| >  p} U {00} alors ds^Riz), R(w)) <  p p-1. Ceci est équivalent à
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F ig . 5: Partition de P(Cp).

montrer que si |^y| < 1 alors | ^ j -  < p A . On a

1________1__ __ zp( 1 +  (pz)p+1) _  wp(l +  (pw )P +1)
pR(z) pR(w) p(l +  zP+1) p(l +  wp+1)

_  zp — wp — (zw)p(z — w) +  {pz)p+1( 1 -I- wp+1) — (piü)p+1(l -I- zp+1)
p ( l  — Zp+1) (  1 +  lüP+ 1 )

Notons que |1 -1- zp+1 | =  |1 +  iyp+1| =  1 et

|(pz)p+1(l +  wp+1) — (pw)p+1( 1 -I- zp+1)|-< < — p~P=ï.
P

D ’autre part, si e =  z — w, alors,

|zp — wp\ =  |peuf 1 +  ... + p e p 1iy -I- ep\ <  - p  p-1,p - 1,
P

car |e| < pp-1 et par conséquent \ep\ < \p p- 1. Comme,

1 > 1 _  Wp ( 1 +  ( p w ) P+1)
pR(w) p( 1 +  wp+1)

=  p\w\p,
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on a que p\z\p < 1 et \(zw)p(z — tu)| < ^p  p-1. Done,

1 1
pR(z) pR(w) <  P (̂ rP  p- x ^ = p  p-1

2.— On va montrer que tout zq G P(Ĉ ,) appartient à l’ensemble de Fatou 
F(R) de R. Evidemment C C S(R) C F(R), donc par symétrie on peut sup
poser que Zq G {\z\ < 1}. Comme R~1(F(R)) =  F(R), s ’il existe n tel que 
Rn(zQ) G C alors zq € F(R) ; donc on suppose que RP(zo) £ C, pour n >  0.

Par 1 on a que pour tout Wq G B =  {|iü — z01 < p~p=rï }  et n >  1, 
dsi(RP'(zo) 1 Rn(wo))) < p~p^, où i =  0 si R^(zo) G { \z\ <  1} et i =  1 
sinon. Par conséquent {i2n} n>o est uniformément lipschitzienne sur B, et 
z0 G B  C  F(R).

La Proposition 5.18 ne nous donne aucun information sur le degré de la fonction 
rationnelle. Avec la proposition suivante, dans un cadre plus restrictif, on aura 
un contrôle sur le degré.

L’idée est de modifier une fonction rationnelle simple R G C’p(z); voir 
Section 4.2. Considérons une coordonnée pour laquelle R à bonne réduction. 
Par la Proposition 4.6, si deg(R) > 1, les composantes analytiques de S(R) 
sont des disques de la forme {z  =  £}. Si deg(i?) =  1 alors £{R) =  P(Cp) ; voir 
exemples dans la Section 3.2.

Proposition 5.21 Soit r G |Cp| tel que r < 1 et soient des V\, ..., Vn bouts 
tels que B-pi C S(R) et diam(B-pi) =  r. Alors il existe une fonction rationnelle 
Q de degré deg(Q) =  deg(i?) 4- n telle que pour toute composante analytique 
C de £(R) l’affinoïde ouvert connexe

C — xjj-B-p, où T  — {R*(Pi) | pour 1 < i < n et j  >  1},

est une composante analytique de S(Q).

Notons que par le Corollaire 5.3, l’ensemble T  du lemme est fini. La démonstration 
du lemme est à la fin de cette section.

Exemple 5.22 Considérons des bouts V\, ..., "Pn tels que les boules B<px, ..., 
BVn sont disjointes deux à deux et de même diamètre. Alors par la proposition
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(en prenant R  =  id) il existe une fonction rationnelle Q de degré n 4- 1 telle 
que

P(Cp) -  Bx U ... U Bn, 
est une composante analytique de S (Q).

•  ^

Exemple 5.23 Soit n > 1 et C, racine primitive nieme de Vunité et soit r G
• >

|Cp| > 0 tel que 1 est la seul racine nieme de Vunité dans la boule {|z — 1| < 
r }. Soit P  le bout associé à cette boule. Posons R(z) =  Çz et notons que 
Ra(B-P) =  B-p et que les boules B-p, ..., Rn~1(B-p) sont disjointes deux à deux. 
Par la proposition il existe une fonction rationnelle Q de degré 2 telle que

P (q ,) -  B-p U ... U R n~ x { B v ) ,

est une composante analytique de £{Q) et en effet un (n — 1)-anneau de Her- 
man.

Preuve de la Proposition 5.21. Soit S le système projectif canonique et 
X <Z S l’ensemble des bouts V  G S tels que deg^'P) =  1. Comme £ { R )  ^  0 
l’ensemble X est infini et on peut trouver Q G X tel que D q D (Uj-Bp) =  0. 
Après changement de coordonnée on suppose que oo G D q , de telle façon 
que D q =  { \z\ > 1} U {oo}. Soit Si le système projectif associé à Vi, pour
1 < i <  n.

On va définir par induction des fonctions rationnelles Ri G Cp (z) qui satis
font les propriétés suivantes.

1. deg(-Ri) =  deg( R )  +  i, pour 1 < i < n.

2. deg^(S j) > 1, pour 1 < j  < i.

3. Ri est injective sur Dp — Bpx U ... U Bpi, pour tout "P G X.

4. Pour tout bout P  £ {Pi, ...,P%} tel que Bp C { \z\ < 1} et diam(Bp) =  r 
on a Ri(V) =  R(P) et Ri : Bp — > Br(v) est de degré 1.

Notons que 4 impliques 3. Posons Ro =  R et supposons que Ri-i est déjà 
définie. Après changement affine de coordonnée au départ et à l’arrivée on 
suppose que 0 G BVi et i^_i(0) =  0 de telle façon que Ri-i{BVi) =  {\z\ < 
r }  =  B-pj. Alors on pose Ri(z) =
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Clairement deg(R i) =  deg(i^_i) +  1 =  deg(iî) +  i, donc R  vérifie 1. De 
plus d eg^ fô ) > 1.

Notons que Ri(z) =  Ri-i(z) +  -^R i^i(z). Comme JR*_i vérifie 4 on a 
=  \z\ pour tout 2 € {\z\ < 1} — Bpx U ... U Par conséquent

\Ri(z) -  Ri-i{z)\ < r. Donc si V  est comme dans 4 on a Ri(V) =  R i-i('P) =  
R(P) et d eg ^ P ) =  1 par le Lemme 2.3. De plus, comme \Ri(z) — Ri-i(z)\ <  r 
pour 2 € Bp il suit que Ri : Bp — > Bj^p) est de degré 1. Donc Ri vérifie 4 et 
par conséquent 3.

Soit 1 < j  < i et soit £ € Bnçpj). Alors il est facile de voir que pour 
tout z G B Vj tel que Ri-i(z) e  B ^ ^ p . )  on a \-^Ri-i(z) -  Donc
degÆ. (<Sj) =  degRi_1 (S j)  > 1 par le Lemme 2.3. C’est-à-dire R i vérifie aussi 2.

Posons Q  =  Rn  et considérons un cycle C i,  ..., C k de composantes analy
tiques de S ( R )  de telle façon que R (C i)  = C i+ 1 , pour 1 < i < k, où C k + 1  =  C 0. 
Par les propriétés 2 et 3, Q* vérifie les hypothèses de la Proposition 5.2 avec 
X  =  Ci — UrBp  pour chaque 1 < i < k. Par conséquent les affinoïdes ouverts 
Ci — U t Bp, pour 1 < i < k, forment un cycle de composantes analytiques de 
£ ( Q ) .  □
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6 Dynamique des polynômes

Dans cette section on étudie l’itération des polynômes à coefficients dans 
Cp. On commence dans la Section 6.1 avec la définition de l’ensemble de Julia 
rempli comme dans le cas complexe ; on donne ensuite des caractérisations de 
l’ensemble de Julia d’un polynôme (Proposition 6.2). Dans la Section 6.2 on 
étudie différentes caractérisations des polynômes simples (Proposition 6.5).

Finalement dans la Section 6.3 on considère un notion de composantes de 
l’ensemble de Julia rempli et on montre que la Conjecture de Non-Errance 
(dans la Section 4) est équivalente à montrer que toutes les composantes non- 
triviales de l’ensemble de Julia rempli sont prépériodiques.

La propriétés suivante des polynômes simplifie la dynamique des polynômes.

Lemme 6.1 Soit P  G C[z] un polynôme et B C. Cp une boule fermée (resp. 
ouverte). Alors P (B ) est une boule fermée (resp. ouverte) et P~1(B) =  B0 U 
... U Bk où les Bi sont des boules fermées (resp. ouvertes) et P  : Bi — > B est 
de degré di, di >  1.

Preuve. Par le Corollaire 2.2 soit P(B)  =  P(Cp) soit P(B)  est une boule 
fermée (resp. ouverte) ; comme P(B)  C Cp, P(B)  est une boule fermée (resp. 
ouverte). D’autre part par la Proposition 2.6 P~1(B) est un affinoïde fermé 
(resp. ouvert) et il suffit de montrer que les composantes connexes de P~1(B) 
sont des boules fermées (resp. ouvertes). Soit "P le bout tel que B =  B-p (resp. 
B  =  D-p). Alors pour tout Vq G P~l (V) on a P(Bj>0) (resp. P(Dp0)) =  B;  
par conséquent Bp0 (resp. D-p0) est une composante connexe de P~1(B). □

6.1 Ensemble de Julia rempli.

Soit P  G Cp[z] un polynôme de degré au moins deux. Alors pour z E Cp' 
de norme assez grande on a |Pn(z)| —>■ oo quand n —>• oo. Par exemple si 
P(z ) =  ao +  a\z +  ... +  a,d,zd, avec ad ^  0, on peut prendre

. _ /  d-i 1 
z\ >  R — max I — , — 

V ®d

On considère l’ensemble K ( P ) des points z G <Cp tels que la suite {|Pn(z)|}n>1 
est bornée, et on l’appelle Y ensemble de Julia rempli de P. Notons que K (P )
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est fermé, car la condition \Pn(z)\ > R est ouverte. De plus il est facile de voir 
qu’on a les propriétés suivantes.

(i) K(P)  est borné (K ( P ) C  {\z\ <  .R}).

(ii) P~1(K (P )) =  K ( P ) est complètement invariant.

(iii) Pour tout n > 1 on a K ( P n) =  K{P).

Notons de plus que K(P)  contient tous les points périodiques finis de P  et 
par conséquent K(P)  est non-vide. On peut aussi définir l’ensemble de Julia 
rempli comme le complémentaire du bassin d’attraction de l’infini, qui est 
complètement invariant par P.

Proposition 6.2 On a les caractérisations suivantes de l’ensemble de Julia,

1.- J(P)  =  dK(P).

2.- J{P) =  { z  | pour tout ouvert U qui contient z on aUn>o^n(^) =

Preuve. 1.— Comme P(Cp) — K(P)  est le bassin d’attraction de l’infini on a 
IP(Cp) — K(P)  C F(P),  par la Proposition 4.2. De plus int{K{P)) est invariant 
par P  et borné, donc par le Théorème de Hsia on a int(K(P)) C  F (P ) ; voir 
Section 4.1. Donc J(P) C dK(P).

D’autre part soit z0 G dK(P).  L’orbite de z0 est donc bornée, et tout 
voisinage de zq contient des points du bassin de l’infini. Aucune sous-suite des 
itérés de R ne peut donc être uniformément lipschitzienne sur un voisinage de
Zq.

2.— Soit U un disque tel que U fl dK(P ) ^  0 et considérons des points z0, 
w E U  tels que zq G dK(P)  et w G <Cp — K(P).  Alors P n(U) est un disque 
et comme P n(zo) G K{P)  et P n{w) —> oo on a U„>iP n(U) =  Cp. D’autre 
part si zq G P(C^) — K ( P ) il y a deux possibilités. Soit zq G int(K(P)), 
et on peut choisir un disque U qui contient zq et est contenu dans K{P)  
et on a Un>iPn(U) c  K ( P ) ^  Cp. Soit zq £  K{P)  et on peut trouver un 
disque U disjoint de K ( P ) qui contient zq et par conséquent Un>oP n(U) C  
p (C p )-ü r(P )^ C p . □

Remarque 6.3 1.- On a les mêmes caractérisations de l’ensemble de Julia 
d’un polynôme dans le cas complexe, la seule exception sont les polynômes
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conjugués à P(z)  =  zn, pour n >  2 (on a Ufc>oP k(U) =  C — {0 } pour 
tout ouvert U C € qui intersects J(P ) ei qui ne contient pas 0.

2.- Etant donné un corps L G €p on peut s ’intéresser à l ’ensemble de Ju- 
lia rempli K l (P ) de P  sur L, que Von peut définir comme K l(P) =  
K(P)  D L. Mais en général Jl (P) 7̂  9Kl (P). Par exemple considérons 
le polynôme

p (z) =  \{z{z -  1 )...{z -  ( p -  l )))2 G <Qp[z].

On a P(Oqp) C Oqp et si \z\ >  1 alors \Pn(z)\ —ï 00 quand n —y 00, donc 
Kqp(P) =  &QP* Mais pour tout z G <Cp tel que \z\ =  p~k~%, avec k > 0,
on a \P(z)\ — p~k+%, donc \Pn(z)\ —>■ 00. Par conséquent 0 E Jqp(P) 
et 0 G 0 Qp =  int(KQp(P)). En effet il n’est pas difficile de voir que 
Jqp(P) — Ôqp> donc Jqp(P) est d’intérieur non vide dans Qp.

6.2 Polynômes simples.

Dans cette section on considère des caractérisations des polynômes simples 
au sens de la Section 4.2. Pour cela on rappelle la notion d’infraconnexite 
introduite par Escassut; voir [Es].

Une partie X  de P(Cp) est dite infraconnexe si pour toute paire de boules 
fermées disjointes B0, B\ tel que X  c 5 0U S i , o n a X  C Bq o u  X  C B\. Il est 
facile de voir qu’on peut remplacer les boules fermées par des affinoïdes fermés 
connexes. D’après la Proposition 2.6, il n’est pas difficile de voir que l’image 
d’un ensemble infraconnexe par une fonction rationnelle est aussi un ensemble 
infraconnexe.

Un polynôme est dit monique s’il est de la foraie zd +  Od_izd-1 -1-... +  ao et 
un polynôme est dit entier s’il est à coefficients entiers. Le lemme suivant est 
immédiat.

Lemme 6.4 Soit P  € Cp[z] un polynôme monique entier de degré au moins 
deux. Alors P  a bonne réduction et K (P ) =  {|,z| < 1}.

Proposition 6.5 Soit P  E Cp[z] un polynôme de degré au moins deux. Alors 
les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) P  est simple.
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(ii) P  est conjugué à par une application affine un polynôme monique entier.

(iii) Pour tout w G K(P) on a

P(z  +  w) — w — bo +  biz +  ... +  bdZd,

avec bd^ 0  et |&¿|d_1 < IM-*-1, Pour 0 < j  < d.

(iv) K(P )  est une boule fermée.

(v) K (P ) est infraconnexe.

(vi) Le bassin d’attraction de l’infini est une boule ouverte.

D’après (v) les polynômes simples correspond à ceux pour lesquels l’ensemble 
de Julia rempli est infraconnexe. Dans le cas complexe il y a un théorème du à 
Fatou qui dit que l’ensemble de Julia rempli d’un polynôme est connexe si et 
seulement s’il contient tous les points critiques finis du polynôme; voir [CG].

Dans le cas p-adique ceci n’est pas vrai. Par exemple le polynôme P(z) =  
z — zp est simple, donc K (P) est infraconnexe, mais tous les points critiques 
sont de norme > 1 et par conséquent s’échappent vers l’infini.
Preuve de la Proposition 6.5. Les implications (iii) =>• (ii) =» (i) =$■ (iv) O  
(vi) => (v) sont immédiates. Montrons (v) =>- (iii). Supposons que (iii) n’est 
pas satisfait par P(z) =  bjz^. Après changement affine de coordonnée, on
peut supposer 60 =  0 et bd =  1. Posons r =  maxi<j<d ¡b jl^  >  1. D’après la 
proposition de la Section 1.3.2, il existe wq tel que |tüo| — r et P(wo) =  0. On a 
donc 0, wq G K(P)-  D’autre part, si j  est le plus petit entier tel que rd =  |6j|rJ, 
il existe r' <  r tel qu’on ait |-P(w)| =  Ifyll^l > r pour r' < |iü| < r. Comme 
on a |P(tü)| =  1̂ 1̂  pour |ty| > r, on conclut q«e K(P)  ne rencontre pas la 
couronne { r' <  |w| < r } et n’est donc pas infraconnexe. □

Définition 6.6 Considérons un polynôme P(z) =  ao +  a\z +... +  adZd G Cp[z] 
de degré d >  1. Alors on définit

t(P) =  \ad\diam(K (P ))d_1,

si d >  1 et t (P) =  |ad| si d =  1.
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Notons que r(P)  est invariant par conjugaison.

Proposition 6.7 Soit P  G Cp[z] un polynôme de degré au moins deux. Alors 
on les propriétés suivantes.

(i) t (P) ,  et par conséquent diam(K(P)), appartient à |Cp|.

(ii) t (P) > 1 et t (P) =  1 si et seulement si P  est simple.

(iii) P  est conjugué à un polynôme de la forme,

p(a>o +  a\z +  ... -f- ad-izd 1 +  zd), 

tel que 0 G K(P),  maxo<i<d |o»| =  1 et \p\ =  r(P).

(iv) Le diamètre de K (P ) est réalisé.

Preuve. Si P  G C[z] est simple, on a r(P)  =  1 et P  est conjugé à un polynôme 
monique entier Q qu’on peut supposer (en conjugant par une translation) 
vérifier |Q(0)| =  1.

Si P(z) =  YfohJzj n’est P08 simple, on se ramène à b0 =  0, b\ =  1 et on 
définit r > 1 comme dans la preuve de la Proposition 6.5. On a vu alors que 
diam(K(P)) =  r donc r(P) =  rd~l G |<Ĉ|. Soit A G Cp tel que |A| =  r; on a

d—1
Q(z) =  X~lP(Xz) =  Xd~1(zd 4- ^ 2  ajzj ),

i

avec \a,j\ — \bj\ri~d, donc maxi<j<d \aj\ =  1. □

6.3 Composantes de l’ensemble de Julia rempli.

Dans cette section on étudie les composantes infraconnexes de l’ensemble 
de Julia rempli. Pour étudier les composantes périodiques on prend le concept 
d’application à allure polynomiale du complexe.

Considérons un polynôme P €. Cp[z] de degré au moins deux. On va mon
trer que K ( P ) a une structure markovienne naturelle (voir exemple 6.11). 
Considérons la plus petit boule B C Cp qui contient K ( P ) (JB est une boule 
fermée d’après (i) de la Proposition 6.7). Donc P~n(B) est une union finie de
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boules fermées qui sont disjointes ; on dit qu’une telle boule est de niveau n. 
En particulier notons que B est la seule boule de niveau 0. De plus toute boule 
de niveau n > 1 est contenue dans une boule de niveau n — 1 et son image par 
P  est une boule de niveau n — 1.

Proposition  6.8 Soit { B n}n>o une suite de boules fermées telles que Bn est 
de niveau n et Bn+\ C  Bn, pour n >  0.

1. DBn est soit vide, soit un point, soit une boule fermée ou irrationnelle.

2. Pour tout point w G K ( P ) il existe une unique suite {-Bn}n>o telle que 
w € C\Bn =  C  (iü) ; C (w) est la composante infraconnexe de K  (P) qui 
contient w.

3. w G K (P ) appartient à J(P) si et seulement si C(w) est un point.

Preuve. 1.— Si C =  C\Bn n’est pas vide, alors pour tout w G C on a, Bn =  
{\z — w\ < rn}  où rn < rn+i ; donc C =  {\z — w\ <  r } où r =  inf rn.

2.— Pour tout n > 0 il existe une unique boule Bn de niveau n qui contient 
w et on a Bn+1 C Bn. Dans ce cas C(w) =  C\Bn est infraconnexe; d’autre 
part la composante infraconnexe de K(P)  qui contient w est contenue dans 
Bn pour tout n, donc est égale à C(w).

3.— Si C{w) n’est pas un point alors w G C(w) C  int{K{P)) C  F(P).  Si 
C(w) est un point alors C(w) appartient k dK(P) =  J(P);  voir Proposition 
6.2. □

En vue de la proposition précédente on appelle les composantes infracon- 
nexes de K(P)  simplement composantes. Notons qu’il existe au plus un nombre 
dénombrable de composantes qui ne sont pas des. points, car Cp est séparable ; 
Qp est dénombrable et dense dans <Cp.

Notons que P  envoie une composante de K (P ) sur une composante de 
K(P).  Avant d’étudier la dynamique des composantes on considère le concept 
d'application à allure polynomiale. Soit U, V  C Cp des boules ouvertes avec 
U C V ,U  ^  V  et soit /  : U — > V  une application holomorphe de degré d ; où
2 < d < oo. Alors on dit que (/, U) est une application à allure polynomiale de 
degré d. Il n’est pas difficile de voir que, si f (z)  =  ao +  a\Z +  a2z2 +  ..., alors 
( /, Br(0)) est une application à allure polynomiale de degré d si et seulement 
si rd_1 \a<i\ > 1 et \aj\ < |ad|rd-J pour tout j  > 0,'j ^  d.

111



On reprend la notion d’application à allure polynomiale du complexe, qui 
a été définie par A. Douady et J. Hubbard dans le remarquable [DH]. La dyna
mique d’une application à allure polynomiale est presque comme la dynamique 
d’un polynôme ; en effet quand on itère un polynôme généralement on utilise 
les propriétés analytiques plutôt que les propriétés de ridigité des polynômes. 
Mais il y des différences ; voir Introduction.

Etant donnée une application à allure polynomiale ( /, U) on note K ( / )  
l’ensemble de tous les z0 G U tels que f n(zo) G U pour tout entier n >  1 et on 
l’appelle Y ensemble de Julia rempli de (/, U). On a des propriétés analogues 
de l’ensemble de Julia rempli d’un polynôme, en particulier K ( f )  est fermé et 
complètement invariant ; voir Section 6.1. De plus on peut définir le domaine 
de quasi-périodicité et les bassins d’attraction ; voir aussi les propriétés locales 
décrites dans la Section 3. Par analogie avec le cas de polynôme on dit que 
J(f )  =  d K ( f ) est Y ensemble de Julia de /  ; voir 1 de la Proposition 6.2.

De plus si ( /, U) est une application à allure polynomiale alors on dit que 
(/, U) est simple si il existe rj G U tel que

f ( z  ~ V) +  V =  bo +  h z  +  ...,

avec |&*|d-1 < |&d|i_1, i > 0; voir Section 6.2. En particulier une application 
à allure polynomiale simple est telle que tout point de son ensemble de Julia 
rempli est, soit attiré par une point périodique attractif, soit il rencontre le 
domaine de quasi-périodicité par itérations positives ; voir Section 4.6.

Proposition  6.9 Soit P  G Cp[z] un polynôme de degré au moins deux et soit 
B une composante de K ( P ) périodique par P, de période k, qui ne soit pas un 
point. Alors B est une boule fermée et il existe un disque D que contient B tel 
que (P k, D) est une application à allure polynomiale simple, ayant B comme 
ensemble de Julia rempli.

Preuve. Etant donné w G K(P)  soit Bn(w) la boule de niveau n  qui contient 
w. D ’après la Proposition 6.8 l’intersection DBn(w) est la composante de K(P)  
qui contient w. Soit dn =  diam(Bn(w)) et notons que dn d =  diam(B). De 
plus comme B  est fixé par P k on a |P* — w\w(d) =  d et en particulier d G |Cp| 
et B  est une boule fermée. Après changement de coordonnée on peut supposer 
que B =  {\z\ < 1}. Comme |Pfc|o(dn+i) =  dn on a que |Pfc|0(i) > t pour tout 
t assez proche de d =  1. Par conséquent on peut choisir t > 1 tel que |Pfc|o
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soit monômial sur (1, t) de degré au moins deux; alors (Pk, {\z\ < i}) est une 
application à allure polynomiale simple. □

Corollaire 6.10 Les bassins d’attraction (finis) et les composantes analytiques 
du domaine de quasi-périodicité d’un polynôme sont des boules ouvertes.

Preuve. Un bassin d’attraction fini est contenu dans une composante périodique 
et par la proposition précédente la restriction d’un itéré de P  à un voisinage 
de U est une application à allure polynomiale simple. Mais tous les bassins 
d’attraction d’une fonction rationnelle simple sont des disques ; voir (ii) de la 
Proposition 4.6 dans la Section 4.2. On peut faire le même raisonnement pour 
les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité. □

Alors on peut montrer que dans le cas des polynômes la conjecture dans la 
Section 4.1 est équivalente à la conjecture suivante.
Conjecture Soit P  £ Cp[z] un polynôme de degré au moins deux. Alors tout 
composante de K ( P ) qui n’est pas un point est prépériodique par P.
En effet, une composante errante contient un disque errant. D’autre part une 
composante périodique, qui n’est pas un point, est l’ensemble de Julia rempli 
d’une application à allure polynomiale simple et par conséquent tout disque 
errant contenu dans la composante est attiré par un cycle attractif ; voir Section
4.

Exemple 6.11 Considérons le polynôme P(z) =  ^(zp—zp2). Notons que 0,1 G 
K (P ) C {\z\ < 1} et pour |ty| < 1 on a,

P (z +  w) — P(w) =  - ( z p — zp2) -I- Qw(z),
P

où Qw est entier et Q«;(0) — 0- Par conséquent \P(z +  w) — P(w)| =  p\z\p pour 
tout p~ï=ï < \z\ < 1. En particulier pour toute Houle fermée B C {\z\ < 1} de 
diamètre au moins p~v^, P~1(B ) est une réunion de p boules Bq, ..., Bp-i  
disjointes deux à deux avec

, V  1/ I  \p __1_
diam(Bi) =  ( -diam(B) ) > p p- 1,

\P )
et P  : Bi —* B est de degré p. On pose P -1({|z| < 1}) =  Bo U ... U Bp_i où 
diam(Bi) =p~p. En général,

P  ( {M  5; 1}) =  U0je{o,l,...,p—l}-^ooai...an_i j
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où les boules B ao...an-i sont de diamètre

J- -b _1_\ 1-P~n 1p ” p pTl =  p p-1 —» p p-i quand n -^  oo,

6Î ¿65 indices sont tels que Ba0...an—iOn ^ao...an—i ci -P(-®aoai-.-an) =  Bai...an• 
Alors on considère l ’espace de codage Ep avec alphabet {0, ...,p — 1},

Sp “  {.aoûi--- I ^ [Oj .. .p 1^ ,̂

et à chaque point w G K{P)  on associe la suite tt{w) =  .aoai... de telle façon 
que P n(ai) G i?a„* Par conséquent l ’application ir respecte la dynamique de P  
sur K (P ) e£ /a dynamique du décalage a : Ep — »• Ep défini par <j(.ooOi...) =  
ai.... Alors notons que w G nn>o£oo01„.0ll ei par conséquent w appartient à 
une composante errante si et seulement si 7r(u>) n’esi pas prépériodique pour 
le décalage a.

Jusque à maintenant on est dans une situation standard en dynamique. 
Mais notons que à chaque a =  .a0ai... G Ep on peut associer l’intersec
tion Ba =  nn>o-Bao...an comme Ep n’est pas dénombrable il y a beaucoup 
d Intersections vides car Cv est séparable. Ceci donne un exemple de que Cp 
n’est pas maximalement complet, c ’est-à-dire que il existe des suites emboîtées 
de boules Bn avec intersection vide ; voir par exemple [Ro].

Si l ’intersection Ba est non-vide alors c ’est une boule de diamètre p~p=î. 
Par le Lemme 4-13 si D est un disque errant alors

lim inf diam(Pn(D )) = 0 .
n —* oo

Par conséquent tous les intersections Ba avec a qui n’est pas prépériodique par 
a est vide. De plus par le Lemme 4 .27 pour toute suite périodique a G Ep il 
existe un point périodique w de P  de même période tel que tt(w) =  a. Par 
conséquent tz(K(P)) C Ep est égal à l’ensemble des suites prépériodiques pour 
le décalage a.

Exemple 6.12 Considérons le polynôme P(z)  =  \z2{l +  z) et p — 2. On 
va montrer que le domaine de quasi-périodicité de P  n’est pas fermé. Plus 
précisément on va montrer qu’il existe une suite de composantes de K(P)  qui 
intersectent £(P) et qui accumulent 1, qui est un point fixe répulsif de P.

Notons que P {0) =  0, -P(l) =  1, |P|o(i) =  2t2 sur (0,1) et \P(z) — l|i =  21 
sur (0,1). D ’après la Proposition 6.7 on a r{P)  =  2 et diam(K(P)) =  1. De
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plus P -1({|z| <  1}) =  Bq U Bu où B0 =  { \z\ <  2 -5} et B\ =  {\z — 1| < 2-1}. 
Alors on considère l ’espace de codage £2 avec alphabet {0 ,1} et pour w G K(P)  
on définit tt(w) G £2 Par n(w) — .ao^i... de telle façon que pour tout n > 0 
on ait P n(w) G Ban. Ainsi 7r est une semi-conjugaison entre P  dans K (P ) et 
le décalage a : £ 2 — > 2 défini par <r(.aocii...) =  .a i.... Alors notons que deux 
points dans K(P)  d’images distinctes par rc appartiennent à des composantes 
distinctes de K(P)  et pour tout suite a G S2 périodique par le décalage a il 
existe un point périodique Wa de P  tel que tt(wq) =  a.

D ’autre part, comme |P(iu)| =  2|u>|2 sur { \z\ < 1}, pour tout w G K(P)  tel 
queTt(w) =  .^0^0,1... on a |tü| =  2^ ~ 1. Par conséquent \P'(w)\ =  |iü+|w2| =

n
2 1 ; donc,

| (Pn)'(w) | =  2El^*^(iî=T_1) =  22-n—2n_l.

Notons aussi que pour tout point w G Bi on a |P'(it;)| =  2 et siTr(w) =  vll....l ,...
n

alors \w — 1| < 2~n. Pour chaque n > 3 soit wn un point périodique tel que la 
période de 7r(wn) soit,

„ll...lj)001 0001 ...0001,.
3 n 4 n

Alors les wn sont indifférents et wn —y 1. De plus, comme les 7r(wn) sont 
différents pour n > 3, les wn appartiennent à des composantes distinctes de 
K{P) .
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