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Notations

Nous introduisons ici des notations qui seront utilisées dans ce manuscrit.

Ω : ouvert de RN , qui représente une salle.

∂Ω = ΓN ∪ ΓD frontière topologique de Ω,

ΓD représente la sortie de la salle et ΓN représente les murs de la salle.

Q = [0, T [×Ω, T > 0
ν : normale extérieure à Ω
∇p : gradient de p

div(Φ), ∇ · Φ : divergence de Φ
D(Ω), D(Q), D(0, T ) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Ω, Q, [0, T ]
D′(Ω), D′(Q) : l’espace des distributions sur Ω, Q

C(Ω), C(Q) : espace des fonctions continues dans Ω, Q

Ls(Ω) : espace des fonctions de puissance s-ème intégrables sur Ω pour la mesure de Lebesgue

∥u∥Ls(Ω) =
( ∫

Ω
|u|s dx

) 1
s

W 1,s(Ω) =
{
u ∈ Ls(Ω), ∇u ∈ (Ls(Ω))d}

∥u∥W 1,s(Ω) = (∥u∥s
Ls(Ω) + ∥∇u∥s

Ls(Ω)d)
1
s

H1(Ω) = W 1,2(Ω)
W 1,s

D (Ω) =
{
u ∈ W 1,s(Ω), u = 0 sur ΓD

}
W 1,s

0 (Ω) =
{
u ∈ W 1,s(Ω), u = 0 sur ∂Ω

}
W −1,s′(Ω) : espace dual de W 1,s

0 (Ω)

Ls(0, T, X) =
{
u : (0, T ) → X, mesurable ;

∫ T

0
∥u(t)∥s

X dt < ∞
}

L∞(0, T, X) =
{
u : (0, T ) → X, mesurable ; ess-sup t∈(0,T )∥u(t)∥X < ∞

}
C(0, T, X) =

{
u : (0, T ) → X, continue

}
Lip(Ω) : espace des fonctions lipschitziennes dans Ω
LipD(Ω) =

{
z ∈ Lip(Ω) tel que z = 0 sur ΓD

}
Lip∗

D(Ω) : espace dual de LipD(Ω)

1
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Contexte de la thése

Résumé : Dans cette thèse, nous proposons un nouveau modèle de type Prédiction-Correction
décrivant le mouvement de foule. Le modèle proposé est un modèle macroscopique de transport
où la foule est représentée par la densité des individus. Dans la première partie de la thèse, la
vitesse de transport est donnée par un champ de vecteur constant au cours du temps, orienté vers
les sorties les plus proches. La congestion est gérée par un terme de second ordre non-linéaire
de diffusion active uniquement sur les régions du domaine où la densité coïncide avec la densité
maximale autorisée (égale à 1). Nous proposons une résolution numérique basée sur la méthode
de splitting en deux étapes, transport (prédiction) et diffusion (correction). Pour le transport,
nous utilisons un schéma volumes finis. Pour la correction, nous proposons un nouveau pro-
blème d’optimisation de type Beckmann qu’on résout en utilisant un algorithme Primal-Dual
(Chamboll-Pock). Dans la deuxième partie de la thèse, nous proposons une modification du mo-
dèle précédent (avec vitesse constante). Cette modification est basée sur le modèle de Hughes,
où l’équation de transport est couplée avec une équation Eikonal, permettant à chaque instant
de calculer un champ de vitesse orienté vers les sorties les plus proches en évitant les régions
à densité élevée. Nous réalisons également différents tests numériques pour l’évacuation d’une
salle avec différentes géométries et conditions initiales.

La thèse est composée de cinq chapitres :

Chapitre 1 : Préliminaires
Dans ce chapitre, nous fixons les notations et exposons les définitions et les résultats néces-

saires pour la suite de ce travail.

Chapitre 2 : Modélisation du mouvement de foule
Dans ce chapitre, nous commençons par la présentation des modèles existants pour décrire

le mouvement de foule. Puis, nous présentons notre nouveau modèle macroscopique.

Chapitre 3 : Résolution numérique
Dans ce chapitre, nous expliquons d’une façon détaillée notre modèle. Nous présentons ensuite

l’algorithme de type prédiction-correction utilisé pour calculer la densité. Puis, nous présentons la
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discrétisation et les schémas numériques qui nous ont permis d’approximer la densité. Après, nous
réalisons des simulations numériques pour analyser le comportement de la foule pour différents
scénarios et géométries. Les résultats exposés dans ce chapitre font l’objet de l’article [15].

Chapitre 4 : Étude théorique
Ce chapitre est consacré à l’étude théorique du modèle proposé dans un cas particulier. En

s’appuyant sur la théorie de semigroupes, nous montrons l’existence d’une solution variationnelle.
L’unicité de la solution est prouvée en utilisant la méthode de doublement et dédoublement.

Chapitre 5 : Une version modifiée du modèle de Hughes
Dans ce chapitre, notre objectif est de proposer une amélioration du modèle proposé au

chapitre 3. Nous commençons par présenter le modèle amélioré basé sur le modèle de Hughes.
Ensuite, nous présentons les résultats théoriques obtenues. Un résultat d’existence est prouvé
pour le modèle régularisé. Nous finissons ce chapitre par la présentation de quelques simulations
numériques.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations et définitions qui seront utilisés dans cette
thèse.

1.1 Dualité de Fenchel-Rockafellar
Soit H un espace de Banach. On note par H∗ le dual topologique de H.

Dans ce travail, on s’intéresse à des problèmes d’optimisations qu’on peut écrire sous la forme
suivante :

inf
u∈H

F(u) + G(Λu) (1.1)

où F : H → R∪∞ et G : Y → R∪∞ sont deux fonctions propres, s.c.i et convexes, et Λ : H → Y
un opérateur linéaire. Le problème (1.1) est qualifié de primal. Pour passer au problème dual,
on utilise la notion de transformée de Legendre-Frenchel.

Définition 1.1.1. Soit F : H → R une fonction propre, sci et convexe. On définit sa conjuguée
ou sa transformée de Legendre-Frenchel F∗ : H∗ → R par

F∗(x) = sup
ϕ∈H

⟨ϕ, x⟩H,H∗ − F(ϕ), pour tout x ∈ H∗. (1.2)

Le bi-conjuguée de F , est la fonction F∗∗ : H → R donnée par

F∗∗(x) = sup
ϕ∈H∗

⟨ϕ, x⟩H∗,H − F(ϕ), pour tout x ∈ H. (1.3)

Théorème 1.1.1 (Fenchel-Moreau). Si F : H → R une fonction propre, s.c.i. et convexe, alors
F = F∗∗.

Définition 1.1.2. Soit F : H → R une fonction convexe. Φ ∈ H∗ est appelée sous-gradient de
F en u si

F(ξ) ≥ F(u) + ⟨Φ, ξ − u⟩H∗,H, pour tout ξ ∈ H.

L’ensemble de sous-gradients de F en u est appelé le sous-différentiel de F en u, et on le note
par ∂F(u).
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En utilisant les définitions de F∗ et G∗, on montre que pour tout v ∈ Y∗ et pour tout u ∈ H
on a :

sup
v∈Y∗

−F∗(−Λ∗v) − G∗(v) ≤ inf
u∈H

F(u) + G(Λu), (1.4)

L’inégalité (1.4) nous permet d’avoir la forme du problème dual associé au problème primal (1.1)
qui est de la forme

sup
v∈Y∗

−F∗(−Λ∗v) − G∗(v). (1.5)

Or, pour avoir l’égalité dite la dualité forte, des conditions supplémentaires sur les deux fonctions
F et G sont nécessaires.

Théorème 1.1.2. [13] Soient F : H → R et G : Y → R deux fonctions propres, s.c.i et convexes.
Λ : H → Y un opérateur linéaire. S’il existe u0 ∈ H tel que F(u0) < ∞, G(Λu0) < ∞ et G
continue en Λu0, alors le problème dual (D) admet au moins une solution v ∈ Y∗. Et dans ce
cas, on a

sup
v∈Y∗

−F∗(−Λ∗v) − G∗(v) = inf
u∈H

F(u) + G(Λu). (1.6)

De plus, u ∈ H et v ∈ Y∗ sont des solutions de (1.1) et (1.5) respectivement, si et seulement si

−Λ∗u ∈ ∂F(u) et v ∈ ∂G(Λu).

Problème de Point selle : D’après la définition 1.1.1, pour tout u ∈ H on a G(Λu) =
supv∈Y∗⟨Λ∗v, u⟩H∗,H −G∗(v). En remplaçant l’expression de G(Λu) dans le problème primal (1.1)
on se ramène au problème suivant :

inf
u∈H

sup
v∈Y

⟨Λu, v⟩ − F∗(v) + G(u). (1.7)

Le problème (1.7) est un problème de recherche de point selle. Pour résoudre ce type de
problèmes des algorithmes de type primal-dual sont utilisés. Dans cette thèse, nous allons utili-
ser l’algorithme qui été introduit en 2011 par Chambolle et Pock [10]. La section suivante sera
consacré à l’explication de cet algorithme.

Avant de présenter l’algorithme primal-dual qui sera utilisé, nous rappelons la définition de
l’opérateur proximal.

Définition 1.1.3. Si F : H → R une fonction propre, convexe et sci . Pour τ > 0, l’opérateur
proximal de τF défini par Moreau [3] est donné par :

ProxτF (u) = (I + τ∂F)−1(u) = arg min
v∈H

{∥v − u∥2

2τ
+ F(v)

}
. (1.8)

Remarque 1.1.1. Dans le cas où F est la fonction indicatrice d’un ensemble C convexe, le
calcul de l’opérateur proximal revient à calculer une projection, i.e.,

ProxIC
(u) = arg min

v∈C

{1
2∥v − u∥2} = PC(u). (1.9)
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Proposition 1.1.1. Soit F : H → R une fonction propre, convexe et sci. Pour tout τ > 0 et
u ∈ H on a :

1. Proxτ(F+λ)(u) = ProxτF (u), pour tout λ ∈ R.
2. Identité de Moreau :

u = ProxτF (u) + τProxτ−1F∗(u

τ
). (1.10)

Rappelons aussi que si F1 : H1 → R et F2 : H2 → R deux fonctions propres, convexes et sci
et F est la fonction définie par

F(u1, u2) = F1(u1) + F2(u2), (1.11)

alors
ProxτF (u1, u2) = (ProxτF1(u1), ProxτF2(u2)). (1.12)

1.2 Algorithme Primal-Dual de Chambolle et Pock

Étant donnés deux espaces euclidiens X et Y et une fonction J : X → R, l’algorithme de
Chambolle et Pock consiste à donner une approximation numérique de la solution du problème
d’optimisation

min
u∈X

J(u) (1.13)

où J s’écrit comme J(u) = F(u) + G(Λu) sous les conditions :
— F : X → [−∞, +∞] et G : Y → [−∞, +∞] sont deux fonctions convexes, propres et

semi-continues inférieurement.
— Λ : X → Y est un opérateur linéaire.

Description de l’algorithme primal-dual : L’algorithme de minimisation est défini comme
suit :

Algorithm 1 Algorithme primal-dual (Chambolle-Pock)
Initialisation

— Choix des paramètres σ, τ > 0.
— Initialisation de deux variables u0 et v0.
— On pose v̄0 = v0.

Mise à jour des variables
Étape primal :

ul+1 = ProxσF (ul − σΛ∗v̄l) (1.14)

Étape dual :
vl+1 = ProxτG∗(vl + τΛul+1) (1.15)

Extragradient :
v̄l+1 = vl+1 + θ(vl+1 − vl), pour θ ∈ [0, 1].
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Convergence : Dans le cas où θ = 1, l’algorithme converge vers une solution de (1.13) sous
la condition suivante :

τσ∥Λ∥2 < 1.

1.3 Opérateurs multivoques et théorie des semigroupes

Dans le chapitre 4, nous prouvons l’existence d’une solution de notre modèle en utilisant la
théorie des semigroupes. C’est pour cela, nous donnons dans cette section quelques définitions
et résultats qui seront utilisés dans le chapitre 4.

Opérateurs multivoques

Soit X un espace de Banach. On appelle opérateur multivoque l’application A → P (X) de
domaine

DA =
{
x ∈ X; A(x) ̸= ∅

}
,

et d’image
RA =

{
y ∈ X; ∃x ∈ X, y ∈ A(x)

}
.

Définition 1.3.1. Soit A un opérateur multivoque de X.
1. On dit que l’opérateur A est accrétif dans X si

∥x1 − x2∥X ≤ ∥x1 − x2 + λ(y1 − y2)∥X , pour tout λ > 0, (x1, y1), (x2, y2) ∈ A.

2. On dit que l’opérateur A est m- accrétif dans X si

A est accrétif et R(I + λA) = X, pour tout λ > 0.

De plus, si l’espace X est réticulé, alors
1. On dit que l’opérateur A est T -accrétif dans X si

∥(x1 − x2)+∥X ≤ ∥(x1 − x2 + λ(y1 − y2))+∥X , pour tout λ > 0, (x1, y1), (x2, y2) ∈ A.

2. On dit que l’opérateur A est m-T - accrétif dans X si

A est T -accrétif et R(I + λA) = X, pour tout λ > 0.

Bonnes solutions

Considérons le problème de Cauchy suivant :

(CP (ρ0, f))


dρ
dt + Aρ = f dans [0, T ] × Ω,

ρ(0) = ρ0,
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où A est un opérateur multivoque défini sur l’espace de Banach X, ρ0 ∈ X et f ∈ L1([0, T ], X).
Pour ϵ > 0, on considère la discrétisation suivante de l’intervalle [0, T ] :

0 = t1 < t2 < · · · < ti < ti+1 < · · · < tn = T,

ti+1 − ti = ϵ, pour tout i ∈ 0, · · · , n − 1.

On approche la fonction f par la fonction fϵ constante par morceaux, définie par

fϵ(t) = fi ∀t ∈ [ti, ti+1[,

fi ∈ X ∀i ∈ 0, · · · , n − 1

∑n−1
i=0

∫ ti+1
ti

||f(t) − fi||X < ϵ,

Discrétisons la première équation de problème (CP (ρ0, f)) par un schéma Euler implicite en
temps, on obtient : 

ρ(ti+1)−ρ(ti)
ti+1−ti

+ Aρ(ti+1) = fi+1 dans Ω,

ρ(0) = ρ0,

La fonction constante par morceaux ρϵ définie par :

ρϵ(t) =


ρi+1 si t ∈ [ti, ti+1[,

ρ0 si t ∈ [0, t1[,

est appelée solution ϵ- approximation du problème de Cauchy discrétisé. L’ensemble des éléments
de la discrétisation noté par Dϵ

A(t0, · · · , tn; f1, · · · , fn; ρ0) est appelé ϵ- discrétisation.

Définition 1.3.2. Une fonction ρ ∈ C([0, T ], X) est appelée une bonne solution du problème de
Cauchy (CP (ρ0, f)) s’il existe une ϵ-discrétisation et une solution ϵ-approximation ρϵ telle que

ρϵ → ρ dans C([0, T ], X),

avec ρ(0) = ρ0.

1.4 Opérateurs pseudo-monotones
Définition 1.4.1. Un opérateur T : V → V∗ est dit pseudo-monotone si :

1. T est borné,
2. lorsque un → u dans V faible et lim sup⟨T (un), un − u⟩V∗,V ≤ 0 alors

lim inf⟨T (un), un − v⟩V∗,V ≥ ⟨T (u), u − v⟩V∗,V , pour tout v ∈ V. (1.16)

Dans le chapitre 4, nous prouvons l’existence d’une solution du problème stationnaire associé
au modèle en utilisant le théorème suivant :
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Théorème 1.4.1. (Voir théorème 8.1 dans [27])
Soit V un espace de Banach séparable et réflexif et soit W un ensemble convexe fermé borné
non vide de V. Soit T un opérateur défini de V dans V∗. Si T est pseudo-monotone de W → V,
alors pour tout f ∈ V∗, il existe u ∈ W tel que

⟨T (u), u − v⟩V∗,V ≤ ⟨f, u − v⟩V∗,V , pour tout v ∈ W.
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Chapitre 2

Modélisation de mouvement de foule

Ce chapitre est consacré à la présentation d’un nouveau modèle macroscopique de mouve-
ments de foule que nous étudions. Nous commençons par présenter quelques modèles existants,
ensuite nous présentons le modèle étudié, nous finissons ce chapitre par présentation des travaux
effectués dans ce manuscrit.

2.1 État de l’art

Depuis des décennies, les études sur la modélisation des mouvements de foule ne cessent
d’évoluer, vu l’importance de ce sujet dans notre vie quotidienne. En fait, les effets de quelques
mouvements de foule sont dangereux, et peuvent être fatals. Par exemple, sept bousculades
géantes se sont produites entre 1990 et 2015 à la Mecque, lors du pélerinage annuel. La dernière
était la plus meurtière avec la mort de 2300 personnes. Plus récemment, en octobre 2022, 127
personnes sont décédées lors d’un bousculement lié à des affrontements lors d’un match de foot-
ball en Indonésie.

Étudier les dynamiques des piétons permettrait de limiter ce type de phénomènes. En effet,
le but principal est de prédire le mouvement des piétons au sein d’une foule dans différents
lieux accueillants des rassemblements comme les stades, les gares, les lieux de cultes et les lieux
de loisirs. Ces prédictions jouent un rôle important dans l’architecture et dans la planification
des constructions. En effet, prévoir le mouvement des piétons, permettrait de mieux planifier les
constructions au niveau des tailles et des voies d’évacuations. Ce qui peut optimiser les temps de
parcours, et diminuer le nombre d’accidents liés aux phénomènes de congestion, et les situations
de panique qui en suivent.

Le mouvement de foule a été modélisé la première fois par Henderson [21]. En effet, Hen-
derson a remarqué qu’il est possible d’approcher les piétons dans une foule par des particules
d’un gaz compressible, en proposant un modèle basé sur la théorie des gaz cinétiques. Depuis,
de nombreux scientifiques ont été attirés par ce sujet. Différents modèles ont été introduits pour
modéliser le mouvement de foule. Certains modèles sont basés sur le modèle gazeux de Hen-
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derson. D’autres sont inspirés de la mécanique des fluides, dans lesquels la foule est considérée
comme un fluide, comme par exemple dans le modèle de Hughes [22, 23]. D’autres techniques de
modèlisation sont totalement différents, comme par exemples les modèles d’automates cellulaires
[29, 24, 26, 25], les modèles des forces sociales [20, 18, 19], et les modèles utilisant des graphes.
L’ensemble de ces différents modèles existants pour modéliser les foules peuvent être classifiés
en deux classes, selon le critère de la représentation de la foule. La première classe, celle des
modèles macroscopiques, dans lesquels la foule est représentée par une densité de population.
Le problème est donc traité avec une description globale de la dynamique de la foule. Comme
par exemple : le modèle des gaz cinétiques de Henderson [21], le modèle de Hughes [22, 23], les
modèles de second ordre introduits dans [4, 12], le modèle développé par Maury et Roudneff-
Chupin [32], dans lequel les auteurs décrivent la dynamique de la foule par une équation de
transport corrélée avec un terme de correction pour la vitesse, active uniquement dans les en-
droits encombrés. La deuxième classe, est celle des modèles microscopiques, dans lesquels la foule
est représentée par tous ses individus. Les plus répandus parmi ces modèles, sont ceux de forces
sociales introduits par Helbing [20, 18, 19], les modèles utilisant les automates cellulaires [29,
24, 26, 25], et les modèles utilisant des graphes. Malgré l’avantage de ces modèles au niveau de
la description individuelle de la foule, ils restent plus adaptés aux situations où les nombres des
piétons n’est pas trop élevé. En effet, vu que le mouvement de chaque individu est décrit par
une équation, le calcul devient coûteux dans le cas des foules denses. Cependant, les modèles
macroscopiques sont plus adaptés aux milieux vastes et denses, vu que le mouvement de foule
est décrit d’une manière collective par sa densité.
Chacune de ces deux classes a ses avantages et ses inconvénients. Au même temps, chacune est
adaptée à des situations spécifiques. Par exemple, dans le cas des foules très denses, comme
les mouvements dans des grands villes, les modèles macroscopiques sont plus efficaces. Pour les
mouvements qui nécessitent le suivi de comportement de chaque individu, comme dans le cas
des évacuations d’urgence, ces mouvements font appel à des modèles microscopiques.

Citons quelques modèles existant pour décrire le mouvement de foule :

2.1.1 Modèles microscopiques :

Dans cette classe des modèles, la foule est représentée par tous ses individus. La dynamique de
chaque individu est décrite par une équation différentielle décrivant l’évolution de sa position,
ou sa vitesse en fonction du temps. Le mouvement global de la foule est alors décrit par un
système de N équations, où N est le nombre total des individus présents dans la foule. Parmi
ces modèles, nous présentons les suivants :

— Modèles des automates cellulaires : Cette catégorie de modèles, a été introduite par
Nagel dans [29]. L’idée de ces modèles, est de discrétiser l’espace de déplacement de la
foule en cellules carrées. À chaque pas du temps, chaque cellule peut être occupée au plus
par un seul piéton. Nous distinguons sur la grille trois types de cellule :
— Cellules occupées : représentent les endroits occupés ou saturés. À chaque instant

chacune de ces cellules peut être occupée par un seul piéton.
— Cellules libres : représentent les endroits libres, vers lesquels les piétons sont autorisés
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de se déplacer. À chaque instant un piéton est autorisé de se déplacer vers une cellule
libre.

— Cellules inaccessibles : représentent les obstacles et les endroits vers lesquels les piétons
sont interdits de se déplacer.

À chaque pas de temps, chaque piéton a le choix de se déplacer vers une de ses cellules
voisines. Par exemple, dans [24] les piétons sont autorisés à se déplacer dans 3 directions
seulement, par contre dans [26, 25] vers 4 directions. Ce passage d’une cellule à une autre
se fait suivant une probabilité de transition, et la mise à jour de la position de chaque
piéton peut être réalisé par deux méthodes :
— Soit par déplacement de chaque piéton à son tour d’une manière aléatoire, et cela

évite le cas deux ou plusieurs piétons ont la même cellule cible.
— Soit par déplacement de tous les piétons d’une manière global, et dans le cas où deux

ou plusieurs piétons décident de choisir la même cellule cible, des règles de probabilités
sont définies pour choisir le piéton gagnant.

Ce modèle n’est pas couteux, par contre il manque de réalisme. En effet, les interactions
entre les piétons ne sont pas prises en compte.

— Modèles de forces sociales : Cette catégorie de modèles microscopiques a été intro-
duite initialement par Helbing [20], et développée après par d’autres auteurs dans [19,
30, 31, 18].
Dans ces modèles, la dynamique des piétons est décrite par une approche newtonienne.
Pour chaque piéton de masse p, son mouvement est régi par un ensemble de forces sociales
Fp. Ces forces sont réparties en trois catégories :
1. Forces de répulsion entre deux piétons, ou entre piéton et un obstacle, pour éviter les

collisions.
2. Forces d’attractions pour faire déplacer un piéton vers un endroit souhaité ou pour

rejoindre un autre piéton.
3. Un terme d’accélération ap, due au changement de la vitesse, effectuée par chaque

piéton pour changer sa direction et atteindre son but.
Helbing a exprimé le terme d’accélération comme suit :

ap = 1
τp

(v0
pep − vp),

où vp est la vitesse du piéton p, v0
p est la vitesse avec laquelle il souhaite se déplacer vers

une direction ep, et τp est un temps de relaxation.
L’évolution de la vitesse des piétons est représentée par le système suivant :

dvp

dt
= Fp.

L’avantage de ces modèles réside dans la simplicité de la modélisation, ainsi que le réa-
lisme pour décrire le mouvement des piétons en introduisant les forces d’attractions et
des répulsions. Cependant, dans le cas des foules denses, un inconvénient apparait, les
piétons commencent à osciller dans les endroits à densité élevée [31].
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— Modèle Granulaire de Maury et Venel : Développé par Maury et Venel [34], ce
modèle prend en compte les interactions directes entre les individus qui sont représentés
par des disques. Chaque individu i est représenté par un disque de centre qi et de rayon
R

qi qj

R R

Figure 2.1 – Représentation de deux disques.

ayant une vitesse souhaitée Ui de déplacement i.e., celle qu’il aurait en l’absence des
autres. Cependant, puisque le déplacement d’un piéton avec sa vitesse souhaitée sans la
considération de la présence des autres provoque la collision, un changement de trajectoire
est nécessaire pour éviter ces collisions. Pour gérer ces problèmes de collisions, les auteurs
ont proposé de corriger la trajectoire de chaque piéton, en modifiant sa vitesse souhaitée.
Cette vitesse est corrigée par projection sur un ensemble de vitesses dites admissibles,
noté Cq, qui garantissent la contrainte de congestion suivante : |qi − qj | ≥ 2R

Cq :=
{

v ∈ R2N , ∀i < j, Di,j(q) = 0 =⇒ ∇Di,j(q) · v ≥ 0
}

,

avec Di,j = |qi − qj | − 2R où |qi − qj | est la distance entre les centres de deux disques de
rayon R représentant deux individus i et j.
Le mouvement de la foule est décrit par le système suivant :

dqi
dt = u(qi), i = 1, · · · , N

u = PCq U,

où PCq est la projection sur Cq, u est la vitesse corrigée, U est la vitesse souhaitée et N
le nombre totale des piétons.
Cette correction au niveau de la vitesse, permettrait à chaque piéton de corriger sa
trajectoire, en choisissant la trajectoire la plus proche à sa vitesse souhaitée satisfaisant
la contrainte de congestion.

2.1.2 Modèles macroscopiques :

Dans ces modèles, la foule est représentée par une densité de population. L’évolution de la
foule est décrite d’une manière collective sans prendre en compte les interactions directes entre
les piétons. Dans [21], Henderson a proposé pour une première fois un modèle macroscopique
dans lequel il assimile le comportement de la foule à celui d’un fluide compressible en s’inspirant
de la théorie de gaz cinétique et en se basant sur les équations de Maxwell-Boltzmann. L’idée
principale étant de faire l’analogie entre les particules de gaz et les piétons. Depuis, d’autres
modèles ont été développé, les plus connus parmi ces modèles :
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— Modèle de Hughes : Hughes a proposé dans [22, 23] un modèle macroscopique basé
sur une équation de conservation de masse pour décrire l’évolution de la densité ρ, couplée
avec une équation Eikonal pour calculer la distance ϕ la plus courte de la sortie, tout en
évitant les zones saturées. La vitesse de la foule à chaque instant est calculée en fonction
de la densité globale ρ, en utilisant la distance ϕ. L’évolution de la densité de la foule est
gouvernée par le système suivant :

∂tρ + div(ρ U [ρ]) = 0,

U [ρ] = f(ρ)2∇ϕ,

∥∇ϕ∥ = 1
f(ρ) ,

(2.1)

où f est une fonction décroissante avec f(0) = 1 et f(ρmax) = 0 (ρmax = 1 en général ),
la forme la plus simple et la plus utilisée est f(ρ) = (ρmax − ρ).

— Modèles de second ordre : Proposés dans [4, 12] pour les dimensions ≥ 2, l’évolution
de la densité est gouvernée par une équation de conservation de masse. En plus, un terme
d’accélération est introduit dans ces modèles vu son importance dans la modélisation du
mouvement de foule. En effet, l’accélération a une grande influence sur le mouvement
des piétons, et peut être la cause des accidents. L’évolution de la foule est donc décrite
dans ces modèles par deux équation : équation conservation de masse pour la densité, et
équation de conservation de moment pour la vitesse

∂tρ + div(ρv) = 0,

∂tv + (v · ∇)v = F (ρ, v),
(2.2)

où F est la somme des forces qui influencent le mouvement de la foule.

— Modèle de seconde ordre de Maury et Roudneff-Chupin : Une nouvelle approche
a été introduite par Maury et Roudneff-Chupin [32]. C’est la version macroscopique du
modèle microscopique de Maury et Venel [34], décrite dans 2.1.1. Dans [32], les auteurs
proposent un modèle du transport où le mouvement de foule est décrit en l’absence de
congestion par l’équation 

∂ρ
∂t + div(ρ V ) = 0

ρ(t = 0) = ρ0,

où V ∈ L2(Ω,R2) est la vitesse souhaitée de la foule. Afin de garantir une densité admis-
sible (0 ≤ ρ ≤ ρmax), les auteurs proposent de corriger la vitesse V en la projetant sur
l’ensemble des vitesses admissibles qui conduisent à une densité admissible. L’espace des
vitesses admissibles est défini par :

Cρ =
{
v ∈ L2(Ω,R2), ∇ · v ≥ 0 où ρ = 1

}
.
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Le modèle complet s’écrit comme, dans les équations

∂ρ

∂t
+ div(ρ U) = 0

U = PCρ(V )

ρ(t = 0) = ρ0

(2.3)

où PCρ est l’opérateur projection. La nouvelle vitesse corrigée U peut s’écrire comme
U = V + W où W = W [ρ] est un terme de correction de la vitesse. Dans le cas où le
champ de vitesse souhaité V s’écrit comme un gradient d’une fonction i.e., V = −∇D
(avec D fonction Lipschitzienne), Maury et al. ont prouvé dans [28] qu’il est possible
d’écrire W [ρ] sous la forme suivante :

W [ρ] = −∇p, avec p ≥ 0 et p(ρ − 1) = 0.

Avec cette dernière définition de W [ρ], Maury et al. proposent le modèle macroscopique
suivant pour modéliser le mouvement de foule

∂ρ

∂t
+ div(ρ (V − ∇p)) = 0

p ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, p(ρ − 1) = 0.

(2.4)

Une extension du modèle (2.4) au cas d’une population à deux types (avec deux densités
ρ1 et ρ2) a été ensuite étudiée dans [6] en imposant une contrainte de congestion maxi-
male : ρ1 + ρ2 ≤ ρmax.

2.2 Nouvelle approche macroscopique pour représenter la foule

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche macroscopique pour décrire le mou-
vement de foule. L’approche proposée s’inspire du modèle de Maury et al. [32] décrit dans la
section précédente. Elle est basée sur un algorithme de type prédiction-correction. L’étape de
prédiction consiste à prédire la densité de population grâce à l’équation du transport. Alors
que, pour l’étape de correction, nous proposons une nouvelle méthode pour calculer le champ
de correction W [ρ] en définissant un problème d’optimisation de type Beckamann.

Description du modèle proposé :

Considérons un domaine Ω de frontière ∂Ω = ΓN ∪ ΓD. Nous calculons la densité ρ en deux
étapes : étape de prédiction et étape de correction. Pour présenter l’approche proposée, on consi-
dère l’intervalle de temps [0, T ], avec T > 0. Pour τ > 0 un pas de temps, nous discrétisons [0, T ]
en sous intervalles de la forme [tk, tk+1] où tk = kτ, k = 0, · · · , n − 1. Pour une densité initiale
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ρ0, à chaque instant tk+1 la densité ρk+1 est calculée par deux étapes, pour cela chaque inter-
valle [tk, tk+1] sera divisé en deux sous- intervalles [tk, tk+ 1

2
[ et [tk+ 1

2
, tk+1[ où chaque intervalle

correspond à une étape de l’algorithme.
— Étape de Prédiction : Dans cette étape, on calcule la densité ρk+ 1

2
= ρ(tk+ 1

2
) le

transport de ρk = ρ(tk) par le champ de vitesse V . Donc, la densité ρk+ 1
2

est la solution
de l’équation de continuité suivante :

∂tρ + div(ρ V ) = 0 dans [tk, tk+ 1
2
[×Ω, (2.5)

où V est un champ de vitesse dérivant d’un potentiel φ, solution de l’équation Eikonal
suivante : 

∥∇φ∥ = k dans Ω,

φ = 0 sur ΓD,
(2.6)

avec k est une fonction continue et positive. Le champ de vitesse V est donnée par
V := −∇φ/∥∇φ∥. Dans le cas où k = 1, la solution de (2.6) (au sens de viscosité) est la
distance géodésique à la sortie ΓD. Les piétons se déplacent alors vers la sortie représentée
par ΓD en choisissant la trajectoire la plus courte.

— Étape de Correction : En général, sans aucune condition supplémentaire sur la vitesse
V , chaque piéton va se déplacer avec sa vitesse souhaitée V sans prendre en compte la
présence des autres piétons dans le domaine Ω. Dans ce cas, plusieurs piétons peuvent
choisir de se déplacer dans la même direction. Il y aura donc des endroits qui vont être
complètement saturés, où la densité transportée ρk+ 1

2
va dépasser la densité maximale

autorisée (ρmax = 1).
Pour garantir une densité admissible (0 ≤ ρ ≤ 1) et résoudre le problème de congestion,
nous corrigeons la densité ρk+ 1

2
en utilisant le problème de flux minimal suivant :

infρ,Φ
{∫

Ω F (x, Φ(x)) dx +
∫

ΓD
g(x) ν(x) dx : ρ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ ρ ≤ 1,

Φ ∈ (L1(Ω))N , Φ · ν = 0 sur ΓN , − div(Φ) = ρ̃ − ρ dans Ω
}

.

(2.7)

Le flux Φ solution du problème (2.7) minimisant le coût de passage de la densité ρ̃ vers la
densité ρ correspond à une correction du champ de vitesse V qui permet à un piéton de dévier
de sa trajectoire initiale (décrit par la vitesse V ) en prenant la trajectoire la plus proche qui
garantit une densité admissible ρ̃. Le terme

∫
ΓD

g(x) ν(x) dx est un coût supplémentaire sur ΓD

qui exporte de la masse vers l’extérieur.
Le problème de flux minimal utilisé dans l’étape de correction sera présenté d’une manière plus
détaillée dans le chapitre 3.

Choix de F : Dans ce travail, F : Ω×RN → [0, ∞) est une fonction qui vérifie les hypothèses
suivantes :

1. (F1) Pour tout x ∈ Ω, F (x, .) est convexe.
2. (F2) Pour tout x ∈ Ω, F (x, .) est s.c.i.
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De plus, nous nous intéressons aux fonctions de la forme suivante :

F (x, ξ) = c(x)
s

|ξ|s, pour tout x ∈ Ω et pour tout ξ ∈ RN ,

avec 1 ≤ s < ∞.

2.3 Travaux effectués

Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous présentons le modèle proposé dans le cas où

F (x, ξ) = c(x)
s

|ξ|s, pour tout (x, ξ) ∈ Ω × RN .

Puis, pour les résultats théoriques nous nous focalisons sur un cas particulier où

F (x, ξ) = k(x)|ξ|, pour tout (x, ξ) ∈ Ω × RN ,

avec 0 ≤ k(x) ∈ C(Ω̄). C’est-à-dire lorsque l’étape de correction revient à résoudre le problème
d’optimisation suivant :

N (ρ̃) := inf
Φ,ρ

{
τ

∫
Ω

k(x) |Φ(x)| dx − τ

∫
ΓD

g Φ · ν dx : τ Φ ∈ F(ρ̃ − ρ) et ρ ∈ K1

}
, (2.8)

avec F(µ) :=
{

Φ ∈ Ls(Ω)N : − div(Φ) = µ dans Ω et Φ · ν = η sur ΓN

}
, 0 ≤ ρ̃ ∈ Ls(Ω) et K1

est l’ensemble des densités admissibles définie par

K1 = {ρ ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ ρ ≤ 1 p.p. dans Ω}.

Nous montrons dans cet article [15] le théorème suivant :

Theorem 2.2 Pour tout 0 ≤ ρ̃ ∈ Ls(Ω), on a

N (ρ̃) = max
p∈Gk

{∫
Ω

ρ̃ p dx + τ

∫
ΓN

η p dx −
∫

Ω
p+ dx

}
:= D∞

g (ρ̃), (2.9)

avec
Gk :=

{
z ∈ W 1,∞(Ω) : z = g sur ΓD et |∇z(x)| ≤ k(x) p.p. x ∈ Ω

}
.

De plus, on a
1.

N (ρ̃) = min
ρ∈K1

inf
τΦ∈F(ρ̃−ρ)

{
τ

∫
Ω

k(x) |Φ(x)| dx − τ

∫
ΓD

g(x) Φ · ν dx

}
, (2.10)
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2. si ρ et p sont deux solutions respectivement de N (ρ̃) et D∞
g (ρ̃), alors p ∈ Gk, ρ ∈ K1,

ρ ∈ Sign+(p), p.p. dans Ω et∫
Ω

(ρ̃ − ρ) (p − ξ) dx − τ

∫
ΓN

η (p − ξ) dx ≥ 0, pour tout ξ ∈ Gk. (2.11)

Et le triplet (ρ, p, Φ) satisfait l’EDP suivant :



∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = 0

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ k, m(k − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD.

(2.12)

Dans la suite, nous présentons la méthode de splitting proposée pour l’approximation numérique.
Une description détaillée de la discrétisation du domaine de calcul et des opérateurs est présentée.
Puis, pour chaque étape de l’algorithme nous expliquons le schéma utilisé. Pour l’étude théorique,
nous n’avons pas pu montrer l’existence et l’unicité d’une solution du modèle. La difficulté majeur
provient de l’absence de la régularité et de la compacité puisque dans notre modèle la densité
ρ est représentée par un graphe de Sign+. À cause de cette difficulté, nous montrons dans le
chapitre suivant l’existence et l’unicité d’une solution du problème régularisé, où le graphe Sign+

est remplacé par une fonction lipschitzienne notée b i.e., nous nous interessons à l’étude théorique
du problème suivant :

(PE)



∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = 0

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD,

Nous notons que les travaux effectués dans ce chapitre sont dans le cas où le champ vitesse est
indépendant de la densité. C’est pour cela, nous nous intéressons après à ce qui se passe si le
champ vitesse dépend de la densité.
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Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la preuve d’existence et d’unicité d’une solution
du modèle dans le cas où F (x, ξ) = |Φ|, avec un terme source f . C’est-à-dire nous étudions le
modèle 

∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD.

Pour des difficultés liées à la non-régularité du graphe Sign+, nous étudions la version régularisée
où nous considérons une approximation lipschitzienne de Sign+ notée b i.e., nous étudions

(PE)



∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD,

où b est une fonction lipschitzienne et croissante.
Nous démontrons que le problème (PE) admet une solution au sens de la définition suivante

Définition 2.3.1. On appelle solution variationnelle du problème (PE) tout couple (ρ, p) tel
que ρ ∈ C([0, T ], L1(Ω)), ρ(0) = ρ0, p(t) ∈ K sachant que ρ = b(p), et pour tout ξ ∈ K et σ ∈
D(0, T ), on a :

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ(t)
∫ p

0
Tk(s−ξ)db(s)dxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρV ·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt

(2.13)

avec K :=
{
u ∈ W 1,s(Ω) tel que u = 0 sur ΓD et |∇u| ≤ 1

}
.

La preuve d’existence a été établie en deux étapes. En se basant sur la théorie de semigroupes,
nous avons montré que le problème de Cauchy associé à (PE) admet une bonne solution. Puis,
par passage à la limite, nous démontrons que chaque bonne solution du problème de Cauchy est
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une solution de (PE) au sens de la définition 2.3.1.
Pour prouver l’unicité de cette solution, nous utilisons la méthode de doublement et dédouble-
ment de variables.

Chapitre 5

Rappelons que les travaux effectués dans le chapitre 3 sont dans le cas où le champ vitesse est
indépendant de la densité. Dans ce chapitre, nous travaillons avec un champ vitesse qui dépend
de la densité. Le modèle devient le suivant :

(PH)



∂tρ − div(Φ) − div(ρ ∇D) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p), ∥∇D∥ = H(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

Φ · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0, D = 0 sur [0, T [×ΓD,

Nous démontrons dans ce chapitre l’existence d’une solution du modèle ci dessus dans le cas où
le graphe Sign+ est approximé par une fonction lipschitzienne b. Le problème régularisé (PH)
admet une solution au sens du théorème suivant :

Théorème 2.3.1. Pour tout f ∈ L1(0, T, Lip∗
D(Ω)), le problème (PH) admet une solution va-

riationnelle (ρ, p, D) au sens suivant : ρ ∈ L1(0, T, L1(Ω)), p ∈ L∞(0, T, H1
D(Ω)) avec ρ = b(p),

et D ∈ Ls(0, T, W 1,s(Ω)) où D est la solution maximale de l’équation Eikonal suivante

(E)


∥∇D∥ = H(p) dans Ω,

D = 0 sur ΓD,

tels que pour tout ξ ∈ K et σ ∈ D(0, T ) on a :

−
∫ T

0
∂tσ(t)

∫
Ω

∫ ρ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

ρ∇D·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt.

(2.14)

En suite, nous réalisons des simulations numériques pour comparer le comportement du
nouveau modèle avec celui du chapitre 3. Nous trouvons que le modèle est amélioré dans la cas
où le champ vitesse dépend de la densité.

21



22



Chapitre 3

Nouveau modèle macroscopique

Ce chapitre est un article soumis en collaboration avec Noureddine Igbida et Hamza Ennaji.
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PREDICTION-CORRECTION PEDESTRIAN FLOW BY MEANS OF

MINIMUM FLOW PROBLEM

HAMZA ENNAJI †, NOUREDDINE IGBIDA‡, AND GHADIR JRADI‡

Abstract. We study a new variant of mathematical prediction-correction model for crowd
motion. The prediction phase is handled by a transport equation where the vector field is
computed via an eikonal equation ∥∇φ∥ = f , with a positive continuous function f connected
to the speed of the spontaneous travel. The correction phase is handled by a new version of
the minimum flow problem. This model is flexible and can take into account different types
of interactions between the agents, from gradient flow in Wassersetin space to granular type
dynamics like in sandpile. Furthermore, different boundary conditions can be used, such as
non-homogeneous Dirichlet (e.g., outings with different exit-cost penalty) and Neumann bound-
ary conditions (e.g., entrances with different rates). Combining finite volume method for the
transport equation and Chambolle-Pock’s primal dual algorithm for the eikonal equation and
minimum flow problem, we present numerical simulations to demonstrate the behavior in dif-
ferent scenarios.

1. Introduction

Macroscopic model for a congested pedestrian flow involves treating the crowd as a whole and
is applicable for large crowds. It was first introduced in [4] and developed in [23, 24]. In these
models, the crowd behave similarly to a moving fluid in a spatio-temporal dynamic governed by
a flow velocity vector field U . Thus the master equation of each macroscopic crowd flows model
is the continuity equation:

∂tρ+ div(ρ U) = 0, (1.1)

where ρ = ρ(t, x) the density of the individuals, at time t ≥ 0 and at the position x ∈ RN

(N = 2), needs to accurate some admissible global distribution of the population. Though there
is much speculation, discussion and experience to define appropriate choice of flow velocity vector
field U, there is no definitive universal choice to describe crowed motion in general. The main
difficulties lies in the fact that while maintaining a suitable dynamic esteeming the admissible
global distribution ρ, U needs to manage both, the overall behavior of the crowd (for example
of reaching an objective like exit, point of interest, avoidance of danger, etc.) and certain local
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Key words and phrases. Mathematical prediction-correction model, crowd motion, transport equation, eikonal
equation, minimum flow problem, granular type dynamics, numerical simulation, duality in optimization, primal-
dual algorithm.
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behavior of pedestrians (pedestrian in a hurry, pedestrian who adapts their speed, pedestrian
who avoids the crowd, pedestrian attracted by the crowd, etc).

Inspired by traffic flow models, many crowd motion models were performed essentially in
one-dimensional space (c.f. [10, 23, 24]). In higher dimensions, Bellomo and Dogbe (c.f. [3, 15])
proposed coupling the continuity equation with

∂tU + (U · ∇x)U = F (ρ, U),

where the motion is governed by F , which has two parts: a relaxation term towards a definite
speed, and a repulsive term to take into account that pedestrians tend to avoid high-density
areas. A barrier method was proposed by Degond (cf. [13]) wherein the motion F depends on
a pressure that blows up when the density approaches a given congestion density. Piccoli and
Tosin proposed another class of models in the framework of a time-evolving measure in [35, 36].
In their model the velocity of the pedestrian is composed by two terms: a desired velocity and
an interaction velocity.

Roger Hughes proposed a completely different approach to describing pedestrian dynamics in
[25], where a group of people wants to leave a domain with one or more exits/doors as quickly
as possible. His main idea was to include some kind of saturation effects in the vector field.
He considered U = U [ρ] driven by the gradient of a potential Φ and weighted by a nonlinear
mobility f = f(ρ). More precisely

U = f(ρ)2∇Φ and ∥∇Φ∥ = 1/f(ρ),

where mobility includes saturation effects, i.e., degenerate behavior when approaching a given
maximum density ρmax (assumed to be known); for instance one can take f(ρ) = (ρ − ρmax)

2

among others. See also [11] and [26] for further details.
To handle local behaviors of pedestrian, we go here with second order PDE for crowed motion

to perform congestion phenomena which may appear if one consider velocity field U looking
out solely to the exists (doors). The main idea is to get in U together a vector field V with
an overview looking out to the exit and some kind of patch W , a vector filed with a local view
looking out to the allowable neighbor positions taking into account the local distribution of the
pedestrian. To come out with U through this perspective, we process by splitting the dynamic
into two instantaneous phases: a first one, the so-called prediction phase, where the pedestrians
move along the given vector filed V, the so called spontaneous velocity field, and a second phase,
the correction, which generates a patch W that enables the pedestrian to move along allowable
local paths to avoid congestion and maintain admissible global distribution of the pedestrian. A
typical example of this point of view remains to be the constrained diffusion-transport equation
which was performed in the pioneering work by B. Maury and al. (cf. [31]) through a predicting-
correcting algorithm using a gradient flow in the Wasserstein space of probability measures. In
this paper, we use a new manner to handle this perspective. In contrast with [31] where the
author straighten up the density using some kind of projection in W2−Wasserstein space in
the correction phase, our approach is based on a new version of minimum flow problem. The
approach is flexible and makes it possible to integrate several scenarios to deal with congestion.
One can see also [27] where the approach is used to study similar dynamic in the case of two
populations. In particular it allows to retrieve and compute otherwise the typical model of B.
Maury, where the patchW =W [ρ] is traced strictly in the so called congested/saturated regions
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as follow
W [ρ] = −∇p, with p ≥ 0 and p(ρ− 1) = 0.

Here ρ ≡ 1 workouts the utmost distribution of the population in Ω. Therefore, via this approach,
the proposed system reads





∂ρ

∂t
+ div(ρ (V −∇p)) = 0

p ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, p(ρ− 1) = 0.

(1.2)

Furthermore, the approach enables to built a new model based on granular dynamic like in
sandpile, presuming that individuals behave like grains in the congested zones. In some sense,
at the microscopic level, the individuals travel by accruing randomly to the crowed, being placed
either upon a heretofore unoccupied position in the direction of the exit or else upon the top of
the stack of the crowd. Moreover, the local movement of the individuals may be weighted by
a given function k connected to the speed of the spontaneous local movement. In this case, we
prove that the patch is given by

W [ρ] = −m∇p
with unknown m and p satisfying

m ≥ 0, p ≥ 0, |∇p| ≤ k, p(ρ− 1) and m (|∇p| − k) = 0.

Here m ≥ 0 is Lagrange multiplayer associated with the additional constraint |∇p| ≤ k. The
approach enables also to handle and integrate different boundary conditions. Neumann bound-
ary condition is connected to the crossing boundary amount, and Dirichlet is connected to the
possibility of crossing some parts of the boundary with different charges.

After all, via this approach, we introduce a new model of granular type :




∂ρ

∂t
+ div(ρ (V −m∇p)) = 0

0 ≤ ρ ≤ 1, p ≥ 0, |∇p| ≤ k

p(ρ− 1) = 0, m(|∇p| − k) = 0,

(1.3)

subject to mixed boundary conditions (not necessary homogeneous), to describe a crowd motion
where the movement of the agent is of granular type like in sandpile. In this paper, we propose
its numerical study based on a new manner to handle the predicting-correcting algorithm to
build the patch W . Over and above the transport equation (1.1), we proceed using as well a
new version of minimum flow problem for optimal assignation as a step in the process to find the
right assignment of the pedestrian. Roughly speaking, in the correction step we put together
tow nested optimization procedures: a computation of a minimum flow with gainful assignment
towards a specific part of the boundary (towards the exit) for arbitrary target, and then a coming
up with the right target among all admissible ones. We show how one can retrieve and compute
otherwise the typical model of B.Maury et al., (c.f. [31]) that we call up above. Then, we focus
on the new model based on granular dynamics-like for sandpile.

The theoretical study of (1.3) is a challenging problem, especially existence and uniqueness
questions, that we’ll treat likely in forthcoming works. Recall that, the case where the PDE is
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of diffusive type like in (1.2), the model is very employed to describe the behavior of population
subject to global behavior governed by a vector field V and a local one governed by the patch
W [ρ] (c.f. [31, 32, 33, 34] and the references therein). The uniqueness of a solution is a hard
issue for these kind of problems that was treated recently by the second author in [28] (see also
[12, 14]).

Organization of the paper. This paper is organized as follows. In Section-2 we present our
model, we give the details of each of its steps and we discuss two peculiar related PDEs to this
model as well as some duality results on which our algorithm reposes. In Section-3, we show
how to discretize the model. Since the approximation of the continuity equation is more or
less classical, the novelty will be the use of a primal-dual method to solve the Beckmann-like
problem. More particularly, this is given in Algorithm-3. In Section-4 we given several examples
to illustrate our approach and we compare with some related works. Finally, we recall some
tools and give some technical proofs in the Appendix.

2. The model

We consider an exit scenario, where Ω ⊂ RN (N = 2) is a bounded open set with regular
boundary ∂Ω = ΓN ∪ ΓD. The set Ω represents the region where the crowd is moving, ΓN

represents the (impenetrable) walls and ΓD the exits/doors.

2.1. Minimum flow problem. The key idea concerning the minimum flow problem goes back
to Beckmann [2]. It consists in finding the optimal traffic flow field Φ between the two distri-
butions given by µ1 and µ2. That is to find the vector field Φ which satisfies the divergence
equation

−div(Φ) = µ1 − µ2 in Ω, (2.4)

and minimize a total cost of the traffic

∫
F (x,Φ(x)) dx, where F : Ω × RN → R+ is a given

function assumed to be at least continuous and convex with respect to the second variable. The
equation (2.4) needs to be understood in the sense of D′(Ω). In particular, the equation assigns
a fixed normal trace to Φ on ∂Ω which is connected to the formal values of µ1 − µ2 on ∂Ω.

Here, we use a new variant to handle the pedestrian flow and carried out the patch W for the
spontaneous velocity field when the pedestrian is hindered by the other one. Indeed, we work
with a modified traffic cost which handles some kind of gainful assignment towards a specific
part of the boundary ΓD. More precisely, we consider the following momentum cost of the traffic

M(Φ) :=

∫

Ω
F (x,Φ(x)) dx−

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx,

where Φ · ν denotes the normal trace of Φ and g patterns a given gainful charge for the assign-
ment towards ΓD. Of course, for the optimization problem we have in mind we need to keep
unrestricted the normal trace of Φ on ΓD. Thus, the balance equation (2.4) turns into

−div(Φ) = µ1 − µ2 in D′(Ω \ ΓD).

See here, that the normal trace of Φ on the odd part ΓN remains to be given by µ1 −µ2 on ΓN .
For instance, working with µ1 and µ2 supported in Ω, we keep unrestricted the normal trace of
Φ on ΓD but assigned it to 0 on ΓN .
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This being said, we consider the transportation cost associated with given densities µ1 and
µ2 to be

inf
Φ

{∫

Ω
F (x,Φ(x)) dx−

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx : −div(Φ) = µ1 − µ2 in D′(Ω \ ΓD)
}
. (2.5)

Actually, for any arbitrary distributions µ1 and µ2, the optimization problem (2.5) aims to
minimize both the transportation between µ1 and µ2, in Ω and towards ΓD, by means of the
cost function F in Ω, as well as the transportation towards the boundary ΓD paying the gainful
charge g(x) for each target position x ∈ ΓD, respectively. Moreover, the new formulation enables
to handle as well a provided incoming (or outgoing) flux on the remaining part ΓN .

Notice here, that one needs to be careful with the notion of trace of Φ on the boundary since
it is not well defined for all Φ. One needs to be careful here with the notion of trace of Φ on the
boundary since it is not well defined for all Φ. However, working in

Hdiv :=
{
Φ ∈ L2(Ω) : div(Φ) ∈ L2(Ω)

}
,

enables us to define Φ · ν on ΓD in the right sense. Indeed, let γ0 : H1(Ω) → L2(Γ) be the
linear and continuous mapping satisfying γ0(u) = u|Γ for all u ∈ C(Ω), where Γ = ∂Ω. Then,

defining H1/2(Γ) = γ0(H
1(Ω)) and H−1/2(Γ) its dual, there exists a continuous trace operator

γn : Hdiv(Ω) → H−1/2(Γ) such that γν(Φ) = Φ · ν for any Φ ∈ D(Ω)N . Thanks to Gauss’s
Theorem, we have

⟨γν(Φ), γ0(u)⟩H−1/2,H1/2 =

∫

Ω
Φ · ∇u dx+

∫

Ω
u div(Φ) dx for all u ∈ H1(Ω),Φ ∈ Hdiv(Ω).

To simplify the presentation, we denote Φ · ν := γν(Φ), and moreover
∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx := ⟨γν(Φ), g̃⟩H−1/2,H1/2 ,

where g̃χΓD
= g for g̃ ∈ H1/2. Yet, one needs to assume that such g̃ exists (see the assumptions

in Section 2.3).

Before ending this section, let us recall that a similar problem to (2.5) appears in [19] in the
study of Hamilton-Jacobi equation (see also [21] and [20]). It appears also on a different form
in the study of some Sobolev regularity for degenerate elliptic PDEs in [38]. Indeed, to avoid
technicalities related to the normal trace of the flux on the boundary, it is possible to rewrite
(2.5) as follows

inf
Φ,υ

{∫

Ω
F (x,Φ(x)) dx−

∫

ΓD

g(x) υ(x) dx : −div(Φ) = µ1 − µ2 in D′(Ω \ ΓD)

and Φ · ν = υ on ΓD

}
.

(2.6)

Remark 2.1. Taking non-homogeneous boundary data g and η enables the treatment of conges-
tion crowd motion in an urban area with many issues : incoming issues included in ΓN with
supply rate given by η and outgoing issues in ΓD with some kind of rate of return pictured by
g.
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In [38], the author studied some particular cases of (2.6) (like for instance the case where
ΓD = ∅ and also ΓD = ∂Ω). We notice also that in (2.5), the infimum in Φ is not reached in
general and one looks in some situations (like for homogeneous F ) for measure flow fields instead.
This is related to the question of regularity of the transport density in mass transportation (see
for instance the recent paper [17] and the references therein).

2.2. The algorithm. The main idea of prediction-correction algorithm is to split the dynamic
into instantaneous successive processes : prediction then correction. The prediction step aims
beforehand to move the population through a spontaneous velocity field. For this to happen,
we use simply the transport equation (1.1) with U = V, where V derives from a potential
governed by fast exit access trajectories. Afterward, as though the output of the prediction may
be not feasible, we propose to catch up the upright deployment by applying the minimum flow
assignment process (2.5) to the output of the prediction step; that we denote for the moment by
ρ̃ and which should be a priori an L∞ function. Moreover, assuming that the dynamic is subject
to some supply of population through incoming issues included in ΓN , we propose to take

µ1 = ρ̃ Ω+ η ΓN ,

where η precisely designates the incoming supply through ΓN . In this case, the constraint
−div(Φ) = µ1 − ρ in D′(Ω \ ΓD) is equivalent to say

−div(Φ) = ρ̃− ρ in D′(Ω) and Φ · ν = η on ΓN .

The correction step we propose to construct ρ requires to solve precisely the following optimiza-
tion problem

inf
(Φ,ρ)

{∫

Ω
F (x,Φ(x)) dx−

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx : 0 ≤ ρ ≤ 1, −div(Φ) = ρ̃− ρ in D′(Ω)

and Φ · ν = η on ΓN

}
.

(2.7)

The right space for each terms in (2.7) will be given in the following section. See that the output
of the correction step provides as well the correction associated with ρ̃ and the suitable flow for
the adjustment of the dynamic. We will see in the following section how the optimal flux Φ
enables to carry out the patch W for the spontaneous velocity field when this is necessary.

So, the algorithm may be written as follows : we consider T > 0 a given time horizon. For a
given time step τ > 0, we consider a uniform partition of [0, T ] given by tk = kτ, k = 0, . . . , n−1.
Supposing that we know the density of the population ρk at a given step k, starting by ρ0. Then,
we superimpose successively the following two steps :

• Prediction: In this predictive step, the density of population trends to grow up into

ρk+ 1
2
= ρ(tk+ 1

2
),

where ρ is the solution of the transport equation

∂tρ+ div(ρ V ) = 0 in [tk, tk+ 1
2
[, (2.8)
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with ρ(tk) = ρk. Here, V is spontaneous velocity field given by the geodesics toward the
exit. To built its corresponding potential φ, we propose to solve the eikonal equation





∥∇φ∥ = f in Ω,

φ = 0 on ΓD,
(2.9)

where f is a given positive continuous function. Then, the spontaneous velocity field
V is given by V := −∇φ/∥∇φ∥. One sees here that the solution of (2.9) (in the sense
of viscosity) gives the speedy path to the exit ΓD. The potential φ corresponds to the
expected travel time to maneuver towards an exit. In particular, φ is proportional to
f which may template space movement of traffic . As we will see, we can upgrade the
spontaneous velocity field by taking f depending on the density on real time (like in
Hugue’s model).

• Correction: In general it is not expected that ρk+ 1
2
to be an allowable density of pedes-

trian, since this value may evolve outside the interval [0, 1]. We propose then to proceed
by the Beckmann-like process we introduced above to find the right apportionment of the
pedestrian. That is to find ρk+1 using the optimization problem (2.7). More precisely,
we propose to consider ρk+1 given by the following optimization problem

argmin
ρ

inf
Φ

{∫

Ω
F (x,Φ(x)) dx−

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx : ρ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ ρ ≤ 1,

Φ ∈ L2(Ω)N , −τ div(Φ) = ρk+1/2 − ρ in D′(Ω) and Φ · ν = η on ΓN

}
.

(2.10)

2.3. Related PDE. The application F : Ω×RN → [0,∞) is assumed firstly to be continuous.
As a primer practical case, one can consider the quadratic case, i.e.,

F (x, ξ) =
1

2
|ξ|2, for any x ∈ Ω and ξ ∈ RN .

More sophisticated situations arise by considering non-homogeneous F that weights the cost
according to space variables; like for instance

F (x, ξ) =
c(x)

s
|ξ|s, for any x ∈ Ω and ξ ∈ RN , (2.11)

with 1 < s <∞. In particular, with the parameter c one can scale the cost by focusing on and/or
avoiding certain regions in space. A formal computation using duality à la Fenchel-Rockafellar
(see e.g., [18]) implies that the infimum in (2.7) should coincide with

inf
p

{∫
p+(x) dx+

1

s′

∫
c(x)s

′−1 |∇p(x)|s′ dx−
∫
p(x) ρ̃(x) dx : p ∈W 1,s′(Ω), p = g on ΓD

}
,
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where s′ is the conjugate index of s, i.e., it satisfies
1

s
+

1

s′
= 1. Moreover, p and (ρ,Φ) are

solutions of both problems respectively, if and only if (p, ρ,Φ) is a solution of the following PDE




ρ− div(Φ) = ρ̃

ρ ∈ Sign+(p), k Φ = cs
′ |∇p|s′−2∇p



 in Ω,

Φ · ν = η on ΓN ,

p = g on ΓD,

(2.12)

where Sign+ is the maximal monotone graph given by

Sign+(r) =





1 for r > 0
[0, 1] for r = 0
0 for r < 0

for r ∈ R.

In other words, ρ ∈ Sign+(p) is equivalent to says that 0 ≤ ρ ≤ 1 and p(1 − ρ) = 0 in Ω. In
this paper, we focus on the case where s = 1. For the treatment of the other cases, one can see
[27] for more details. In particular, one sees that the quadratic case is closely connected to the
system (1.2) which was proposed by B. Maury et al., [31] in the framework of gradient flows in
the Wasserstein space of probability measures. As to the case (2.11), dynamical model which
comes off following our approach is given by some kind of non linear s′−Laplace equation





∂ρ

∂t
+ div(ρ (V −W )) = 0, k W = cs

′ |∇p|s′−2∇p

p ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, p(ρ− 1) = 0





in (0,∞)× Ω (2.13)

subject to boundary conditions




Φ · ν = η on (0,∞)× ΓN ,

p = g on (0,∞)× ΓD.

Notice that we use in (2.13), the fact that ∇p = ρ∇p, which is connected to ρ ∈ Sign+(p).
As we said above, we focus here on the case where

F (x, ξ) = k(x) |ξ|, for any (x, ξ) ∈ Ω× RN , (2.14)

where 0 ≤ k ∈ C(Ω). This case is closely connected to granular dynamic like sandpile (see [16]
and the references therein). In other words the individuals behaves like grains of sand (see [22]
and also [29] for a stochastic microscopic description of the granular dynamic), in the congestion
zone and not like a fluid as follows from the quadratic case. A peculiar choice may be the same
function f

Moreover, in connection with gradient flow in the Wasserstein space, it is possible to connect
our approach (in the case (2.14)) to the gradient flow in the Wasserstein space of probability
measures equipped with W1. Indeed, in the case where V ≡ 0, the link is well established at
least in some particular case of nonlinearity connecting ρ to p (cf. [1]).
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To treat the problem (2.7), we assume that the boundary data g and η are such that

(H1): the exists g̃ ∈W 1,∞(Ω), such that

∇g̃(x) ∈ G(x) :=
{
ξ ∈ RN : |ξ| ≤ k(x)

}
, a.e. in Ω.

and
g̃ = g χΓD

on ∂Ω, (2.15)

(H2): there exists 1 < s <∞ such that

η ∈W− 1
s
,s(ΓN ).

Then, for any µ ∈ Ls(Ω), we define

F(µ) :=
{
Φ ∈ Ls(Ω)N : −div(Φ) = µ in Ω and Φ · ν = η on ΓN

}
.

Remind here, that −div(Φ) = µ in Ω and Φ · ν = η on ΓN needs to be understood in the sense
that ∫

Ω
Φ · ∇ξ dx =

∫

Ω
µ ξ dx+

∫

ΓN

η ξ dx, for any ξ ∈W 1,s′
ΓD

(Ω).

We are interested into the interpretation in terms of PDE of the solution of the problem

N (ρ̃) := inf
Φ,ρ

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g Φ · ν dx : τ Φ ∈ F(ρ̃− ρ) and ρ ∈ K1

}
,

where 0 ≤ ρ̃ ∈ Ls(Ω) is fixed and K1 is the set of admissible densities:

K1 = {ρ ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ ρ ≤ 1 a.e. in Ω}.
See that, all the terms in N (ρ̃) are well defined. Indeed, since Φ ∈ Ls(Ω)N and ∇ · Φ ∈ Ls(Ω),

the normal trace of Φ is well defined on ΓD and ΓN . Actually

∫

ΓD

gΦ ·ν dx and Φ ·ν = η on ΓN

need to be understood, respectively, in the sense of

⟨Φ · ν, g̃⟩W−1/s,s(ΓD),W 1−1/s′,s′ (Γ)

and ∫

Ω
Φ · ∇ξ dx+

∫

Ω
ξ ∇ · Φ dx = ⟨η, ξ⟩W−1/s,s(Γ),W 1−1/s′,s′ (Γ), for any ξ ∈W 1,s

ΓD
(Ω).

Our main result here is the following

Theorem 2.2. For any 0 ≤ ρ̃ ∈ Ls(Ω) , we have

N (ρ̃) = max
p∈Gk

{∫

Ω
ρ̃ p dx+ τ

∫

ΓN

η p dx−
∫

Ω
p+ dx

}
:= D∞

g (ρ̃),

where

Gk :=
{
z ∈W 1,∞(Ω) : z = g on ΓD and |∇z(x)| ≤ k(x) a.e. x ∈ Ω

}
.

Moreover,

N (ρ̃) = min
ρ∈K1

inf
τΦ∈F(ρ̃−ρ)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx

}
, (2.16)
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and, if ρ and p are optimal solutions of both problems N (ρ̃) and D∞
g (ρ̃) respectively, then p ∈ Gk,

ρ ∈ K1, ρ ∈ Sign+(p), a.e. in Ω and
∫

Ω
(ρ̃− ρ) (p− ξ) dx− τ

∫

ΓN

η (p− ξ) dx ≥ 0, for any ξ ∈ Gk.

Remark 2.3. Thanks to Theorem 2.2, one sees that the condition (2.15) is a sufficient and
necessary condition. It is more or less well known by now that this condition is equivalent to
the fact that (see for instance [19])

g(x)− (y) ≤ min

{∫ 1

0
k(φ(t)) |φ̇(t)| dt : φ ∈ Lip([0, 1],Ω), φ(0) = x, φ(1) = y

}
.

To prove Theorem 2.2, we use Von Neumann-Fan minimax theorem that we remind below

Theorem (Von Neumann-Fan minimax theorem, see for instance [5]). Let X and Y be Banach
spaces. Let C ⊂ X be nonempty and convex, and let D ⊂ Y be nonempty, weakly compact
and convex. Let g : X × Y → R be convex with respect to x ∈ C and concave and upper-
semicontinuous with respect to y ∈ D, and weakly continuous in y when restricted to D. Then

max
y∈D

inf
x∈C

g(x, y) = inf
x∈C

max
y∈D

g(x, y).

To this aim, we use the following result which goes back to [19] in the case where η ≡ 0. For
completeness, a proof is given in Appendix-C.

Lemma 2.4. We have

inf
τΦ∈F(ρ̃−ρ)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx

}

= max
p∈Gk

{∫
(ρ̃− ρ) p dx− τ

∫

ΓN

p η dx

}
.

(2.17)

Proof of Theorem 2.2. Since ρ̃ − ρ ∈ Ls(Ω) and η ∈ W− 1
s
,s(ΓN ), we know that F(ρ̃ − ρ) ̸= ∅.

Moreover, since

N (ρ̃) = inf
ρ∈K1

inf
τΦ∈F(ρ̃−ρ)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx

}
,

by Lemma 2.4, we get

N (ρ̃) = inf
ρ∈K1

max
p∈Gk

{∫
(ρ̃− ρ) p dx− τ

∫

ΓN

p η dx

}
.

Using Von Neumann-Fan minimax theorem as in [5], we deduce that

N (ρ̃) = max
p∈Gk

inf
ρ∈K1

{∫
(ρ̃− ρ) p dx− τ

∫

ΓN

p η dx

}
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= max
p∈Gk

{∫
ρ̃ p dx−

∫
p+ dx− τ

∫

ΓN

p η dx

}
.

Taking

p = argmax
p∈W 1,∞(Ω), p|ΓD

=g

{∫
ρ̃ p dx−

∫
p+ dx+ τ

∫

ΓN

p η dx

}

and ρ = Sign+0 (p) and using Lemma 2.4, we deduce the equivalence between the solutions of
(2.17) and (2.12). Thus the result of the theorem.

□
Remark 2.5. (1) It is known that the optimal flux in (2.16) is not reached for a Lebesgue

vector valued function Φ. Indeed, since the structure of F, one expects the optimal flux
to be a Radon measure vector valued function Φ. However, if this is true and if (ρ,Φ)
and p are solutions of both problems N (ρ̃) and D(ρ̃) respectively, then ρ ∈ Sign+(p),
a.e. in Ω, Φ · ∇p = k |Φ| in Ω and

τ

∫

Ω
Φ · ∇ξ dx =

∫

Ω
(ρ̃− ρ) ξ dx+ τ

∫

ΓN

η ξ dx, for any ξ ∈W 1,s′
ΓD

(Ω).

In general, one needs to be careful with the treatment of Φ · ∇p, since Φ is not regular
in general. Here one needs, to use the notion of tangential gradient of p (see e.g., [6]) to
handle the related PDE.

(2) In connection with Evans-Gangbo formulation, the corresponding PDE may be written
as 




ρ̃− τ div(ρ W ) = 0, W = m∇p

m ≥ 0, p ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, p(ρ− 1) = 0

|∇p| ≤ k, m(|∇p| − k) = 0





in Ω,

subject to boundary condition




Φ · ν = η on (0,∞)× ΓN ,

p = g on (0,∞)× ΓD.

(3) As a formal consequence of Theorem 2.2, under the assumptions (H1)-(H2), the algo-
rithm in Section 2.2 turns out in solving successively two PDEs, a transport equation
and a nonlinear second order equation. This enables also to establish a continuous model
in terms of nonlinear PDE. This is summarized in the following items.
(a) The sequence ρ1/2, ρ1, . . . , ρk, ρk+1/2, ρk+1, . . . , ρn given by the algorithm in Section

2.2 is characterized by: for each k = 0, . . . , n− 1, we have
• Prediction: ρk+ 1

2
= ρ(tk+ 1

2
), where ρ is the solution of the transport equa-

tion :

∂tρ+ div(ρ V ) = 0 in [tk, tk+ 1
2
[,

with ρ(tk) = ρk, V is a given vector field. For instance V = −∇φ/∥∇φ∥ and
φ is the solution of the eikonal equation (2.9).
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• Correction: ρk+1 is a solution of the PDE





ρk+1 − τ div(ρk+1 W ) = ρk+1/2, W = m∇pk+1

m ≥ 0, pk+1 ≥ 0, 0 ≤ ρk+1 ≤ 1, pk+1(ρk+1 − 1) = 0

|∇pk+1| ≤ k, m(k− |∇pk+1|) = 0





in Ω,

Φ · ν = η on ΓN ,

pk+1 = g on ΓD.

(b) Considering the application ρτ : [0, T ) → L∞(Ω) and pτ : [0, T ) →W 1,∞(Ω) given
by

ρτ (t) =





ρk+ 1
2

for any t ∈ [tk, tk+ 1
2
[

ρk+1 for any t ∈ [tk+ 1
2
, tk+1[

for k = 0, 1, . . . , n− 1,

and

pτ (t) =





0 for any t ∈ [tk, tk+ 1
2
[

pk+1 for any t ∈ [tk+ 1
2
, tk+1[

for k = 0, 1, . . . , n− 1,

one expects that
• ρτ → ρ and pτ → p as τ → 0,
• the couple (ρ, p) satisfies the following evolution PDE





∂ρ

∂t
+ div(ρ (V −W )) = 0, W = m∇p

m ≥ 0, p ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, p(ρ− 1) = 0

|∇p| ≤ k, m(|∇p| − k) = 0





in (0,∞)× Ω. (2.21)

subject to boundary condition



Φ · ν = η on (0,∞)× ΓN

p = g on (0,∞)× ΓD.

(4) See that the patch W is null outside the congestion zone [ρ = 1].
(5) Remember here, that the main operator which governs the correction step in this case,

given by 



−∇ · (m∇p) = µ

m ≥ 0, |∇p| ≤ k, m(|∇p| − k) = 0,
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is well known in the study of sandpile (see [16] and the references therein). The dynamic
here is connected to a granular one. In other words the individuals behaves like grains
of sand (see [22] and also [29] for a stochastic microscopic description of the granular
dynamic), in the congestion zone and not like a fluid as follows from the quadratic case.

Remark 2.6. After all, the nonlinear PDE (2.21) is a new model we propose for the description
of dynamical population where the movement of the agent is of granular type like in sandpile. In
this paper, we are proposing its numerical study. The theoretical study is a challenging problem
for existence and uniqueness. This is an open problem and will not be treated in this paper.
Recall that, the case where the PDE is of diffusive type the PDE is well used and studied. There
is a huge literature on this case, one can see the recent paper [28] and the references therein for
more details.

Remark 2.7. In the case where V is computed just before the k−th prediction step by taking
the speedy path given the following eikonal equation





∥∇φ∥ = H(pk) in Ω,

φ = 0 on ΓD,

whereH is a given positive continuous function, the evolution problem (2.21) needs to be coupled
with the system 




V = −∇φ/∥∇φ∥ in Ω
∥∇φ∥ = H(p) in Ω,

φ = 0 on ΓD.

This is an interesting variant of Hugues model where the speedy path is computed by taking
into account the congestion of the crowd. Indeed, taking H a continuous function such that
H(p) is take instantaneously large value for positive p, enables to avoid congestion zones. From
theoretical point of view, the eikonal equation turns out to be a well posed and stable problem
since p and then H(p) are regular, rather than ρ as in Hugues model. To improve the algo-
rithm, we take in some numerical computation f = f(p) in (2.9) to compute the spontaneous
velocity field V . The theoretical study of the corresponding evolution problem will be treated
in forthcoming works.

Remark 2.8 (Quadratic case). Before to end up this section let summarize here some formal
results concerning the quadratic case. The proofs may be found in [27] where the second author
study some connected dynamic in the case of two populations. The quadratic case corresponds
to

F (x, ξ) =
1

2
|ξ|2, for any (x, ξ) ∈ Ω× RN .

The infimum in (2.10) coincides with

inf
p

{∫
p+(x)dx+

1

2

∫
|∇p(x)|2 dx−

∫
p(x) ρ̃(x) dx : p ∈ H1(Ω), p = g on ΓD

}
.



14 H. ENNAJI, N. IGBIDA, AND G. JRADI

Moreover, p and (ρ,Φ) are solutions of both problems respectively, if and only if (p, ρ,Φ) is a
solution of the following PDE





ρ− div(Φ) = ρ̃, Φ = ∇p

ρ ∈ Sign+(p)



 in Ω,

Φ · ν = η on ΓN ,

p = g on ΓD.

In some sense, this implies that the quadratic case is closely connected to the system (1.2) which
was proposed by B. Maury et al., (c.f. [31]) in the framework of gradient flows in the Wasserstein
space of probability measures. And, moreover, the correction step corresponds simply to the
time Euler-Implicit discretization for the diffusion process in (1.2).

Remark 2.9. (1) Notice here that even though our approaches (based on minimum flow
problem), provide the same continuous dynamics (at least in the quadratic case) with
gradient flow in the Wasserstein space of probability measures, both approaches are not
the same at discrete level. While, the correction with this approach is recovered by a
projection with respect to W2 on the set {ρ ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ ρ ≤ 1 a.e. in Ω}, our
approach provides the correction by solving an elliptic problem through a minimum flow
problem. As far as we know, these are not the same even though one can be considered
as an approximation of the other.

(2) In contrast of the quadratic case, in the homogeneous case we do believe here that
recovering the correction by a projection with respect to W1 on the set {ρ ∈ L∞(Ω) :
0 ≤ ρ ≤ 1 a.e. in Ω}, or by using our approach are the same in the homogeneous case.
This issue would be treated in forthcoming works.

3. Numerical approximation

3.1. Formulation and discretization. As discussed in Section-2, the approximation of the
density ρ is performed via a prediction-correction strategy. The first step (prediction) consists in
the resolution of the continuity equation (2.8) which will be done using an Euler scheme for the
time discretization, whereas the term div(V ρ) is discretized using finite volumes. The second
step (correction or projection) relies on a minimum flow problem which will be solved using a
primal dual algorithm (PD). To begin with, let us give details concerning the discretization of
the problems (2.8)-(2.10).

Domain discretization: In this section, we solve numerically (2.8) and (2.10) on the domain
Ω shown on Figure 1. This domain represents a room surrounded by walls which we call ΓN

and has an exit door ΓD. The domain is divided into a set of m×n control volumes of length h
and width equal to h. We denote by Ci,j the cell at the position (i, j) and by Ψi,j is the average
value of the quantity Ψ on Ci,j . At the interface of Ci,j , ωi+ 1

2
,j , ωi− 1

2
,j , ωi,j+ 1

2
and ωi,j− 1

2
are

the in/out flow quantities (see Figure-1).
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Exit Door

Figure 1. Discretization of the domain Ω.

We define discrete divergence is defined by:

(divhΦ)i,j =
Φ1
i+ 1

2
,j
− Φ1

i− 1
2
,j

h
+

Φ2
i,j+ 1

2

− Φ2
i,j− 1

2

h
. (3.22)

To take into account the Neumann boundary condition Φ · ν = 0 on ΓN , we impose:

• Φ1
1
2
,j
= 0, for 1 ≤ j ≤ n,

• Φ1
m+ 1

2
,j
= 0, if ((m+

1

2
)h, jh) ∈ ΓN ,

• Φ2
i, 1

2

= 0, for 1 ≤ i ≤ m,

• Φ2
i,n+ 1

2

= 0, for 1 ≤ i ≤ m.

We can rewrite this in a more compact way

(divhΦ)
1
i,j = D1

pΦ
1
i,j , if ((m+

1

2
)h, jh) ∈ ΓD,

(divhΦ)
1
i,j = D1

mΦ1
i,j , if ((m+

1

2
)h, jh) ∈ ΓN ,

(divhΦ)
2
i,j = D2Φ2

i,j ,

where the matricesD1
m, D

1
p, D

2 are recalled in Appendix-A. Then, we define the discrete gradient
operator as follows:

(∇hp)
1
i,j = −tD1

pp(i, j), if ((m+
1

2
)h, jh) ∈ ΓD,

(∇hp)
1
i,j = −tD1

mp(i, j), if ((m+
1

2
)h, jh) ∈ ΓN ,

(∇hp)
2
i,j = −tD2p(i, j).

This being said, one can easily check that divh = −∇∗
h.

Discretization of the transport equation (2.8) : We use a splitting method as follows.
Given a final time T > 0 and a timestep τ > 0, we decompose the interval [0, T ] into subintervals
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[tk, tk+ 1
2
] and [tk+ 1

2
, tk+1], with k = 0, . . . , n−1. On each interval [tk, tk+ 1

2
] we solve the following

continuity equation
{
∂tρ+ div(V ρ) = 0

ρ(tk) = ρk−1,
(3.23)

to obtain ρk+
1
2 , where V = (V x, V y) is the velocity field given by V = −∇D/∥∇D∥, andD being

the distance (not necessary euclidean) to the boundary ΓD given by the eikonal equation (2.9)
whose resolution is recalled in Appendix-B. Solving (3.23) can be done by combining a finite
difference method in the time variable combined with a 2D finite volume method in the space
variable. We approximate the term div(V ρ) in the cell Ci,j = [xi− 1

2
,j , xi+ 1

2
,j ]× [yi,j− 1

2
, yi,j+ 1

2
] as

follow:

(div(V ρ))i,j =
1

∆x
[ρi+ 1

2
,jV

x
i+ 1

2
,j
− ρi− 1

2
,jV

x
i,j ] +

1

∆y
[ρi,j+ 1

2
V y

i,j+ 1
2

− ρi,j− 1
2
V x
i,j− 1

2

],

where (div(V ρ))i,j the value of div(V ρ) in the cell Ci,j and (∆x,∆y) are the spatial discretization.
Notice that in practice, we take ∆x = ∆y = h, where h is the mesh size introduced above.

For the time disctization, we use the Euler explicit method to approximate the time derivative
of the density. The overall scheme can the be written as:

ρ
k+ 1

2
i,j − ρki,j

τ
+

1

∆x
[ρk

i+ 1
2
,j
V x
i+ 1

2
,j
− ρk

i− 1
2
,j
V x
i− 1

2
,j
] +

1

∆y
[ρk

i,j+ 1
2

V y

i,j+ 1
2

− ρk
i,j− 1

2

V x
i,j− 1

2

] = 0 (3.24)

where ρ
k+ 1

2
i,j is the average value of ρ in the cell Ci,j = [xi− 1

2
,j , xi+ 1

2
,j ] × [yi,j− 1

2
, yi,j+ 1

2
] at time

(k +
1

2
)τ , and ρk

i+ 1
2
,j
, V x

i+ 1
2
,j
are the values of ρ and V at the interface xi+ 1

2
,j at time kτ respec-

tively. Similarly, (ρk
i− 1

2
,j
V x
i− 1

2
,j
), (ρk

i,j+ 1
2

, V y

i,j+ 1
2

) and (ρk
i,j− 1

2

, V x
i,j− 1

2

) are the values, at time τk,

of (ρ, V ) at the interface xi− 1
2
,j , yi,j+ 1

2
and yi,j− 1

2
respectively.

Using the upwind scheme we have ρk
i+ 1

2
,j
= ρki,j and ρk

i,j+ 1
2

= ρki,j . Substituting in (3.24), the

density ρ
k+ 1

2
i,j can be written as:

ρ
k+ 1

2
i,j = ρki,j −

τ

∆x
[ρki,jV

x
i+ 1

2
,j
− ρki−1,jV

x
i− 1

2
,j
]− τ

∆y
[ρki,jV

y

i,j+ 1
2

− ρki,j−1V
x
i,j− 1

2

]

We consider that no flux is entering the room from the walls at ΓN . This is equivalent to
impose ρk

i− 1
2
,j
V x
i− 1

2
,j
= 0 and ρk

i,j− 1
2

V y

i,j− 1
2

= 0 at i = 1 and j = 1 respectively.

Finally, let us recall that the values of h and τ are chosen to satisfy a CFL-type constraint

max(∥Vi,j∥)
τ

h
<

1

2
in order to guarantee the stability of the numerical scheme (3.24). We

summarize this in the following algorithm:
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Algorithm 1 Prediction step

1st step. Initialization: Compute the velocity V = (V x, V y). Choose ∆x = ∆y = h and τ

such max(∥Vi,j∥)
τ

h
<

1

2
and take a initial density given by ρki,j at time kτ .

2nd step. Update the density at time (k +
1

2
)τ by

ρ
k+ 1

2
i,j = ρki,j −

τ

∆x
[ρki,jV

x
i+ 1

2
,j
− ρki−1,jV

x
i− 1

2
,j
]− τ

∆y
[ρki,jV

y

i,j+ 1
2

− ρki,j−1V
x
i,j− 1

2

].

Remark 3.10. The discretization of div(V ρ) assumes a positive direction for the speed i.e.,V x > 0
and V y > 0. However, the scheme can be easily adapted to other cases. For example, if V x > 0
and V y < 0 for some (i, j), the discretization of div(ρV ) becomes:

(div(V ρ))i,j =
1

∆x
[ρi+ 1

2
,jV

x
i+ 1

2
,j
− ρi− 1

2
,jV

x
i− 1

2
,j
] +

1

∆y
[ρi,j− 1

2
V y

i,j− 1
2

− ρi,j+ 1
2
V x
i,j+ 1

2

],

Since the obtained density ρk+
1
2 may violate the constraint ρ ≤ 1, the next step is to handle

congestion by solving the following minimum flow problem

inf
(ρ,Φ)

{∫

Ω
k(x)|Φ(x)|dx : −τ div(Φ) = ρk+

1
2 − ρ in Ω, Φ · ν = 0 on ΓN and 0 < ρ ≤ 1

}
,

(3.25)
where where k ≥ 0 is a continuous function and, for the simplicity of the presentation, we take
vanishing g and η (see Remark 3.11).

Discretization of the minimum flow problem (3.25) : First, let us rewrite (3.25) in the
form

(M) : min
(ρ,Φ)

A(ρ,Φ) + IC(Λ(ρ,Φ)),

where (we omit the variable τ to lighten the notation)

A(ρ,Φ) =

∫

Ω
τk(x)|Φ(x)|dx+ I[0,1](ρ), Λ(ρ,Φ) = ρ− τ div Φ and B = I{

ρk+
1
2

}.

This problem can be efficiently solved by Chambolle-Pock’s primal-dual algorithm (PD) (c.f. [7]).
Based on the discrete gradient and divergence operators, we propose a discrete version of (M)

as follows

(M)d : min
(ρ,Φ)

{
h2

m+1∑

i=1

n+1∑

j=1

τki,j∥Φi,j∥+ I[0,1](ρ) + IC(Λh(ρ,Φ))
}

where C :=

{
(ai,j) : ai,j = ρ

k+ 1
2

i,j , ∀(i, j) ∈ J1,mK × J1, nK
}
, Λh(ρ,Φ) = ρ− τ divhΦ and ki,j is

the value of k in Ci,j . In other words, the discrete version (M)d can be written as

min
(ρ,Φ)

Ah(ρ,Φ) + Bh(Λh(ρ,Φ)), (3.26)
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or in a primal-dual form as

min
(ρ,Φ)

max
p

Ah(ρ,Φ) + ⟨u,Λh(ρ,Φ)⟩ − B∗
h(p),

where

Ah(ρ,Φ) = h2
m+1∑

i=1

n+1∑

j=1

τki,j∥Φi,j∥+ I[0,1](ρ) and Bh = IC .

Notice that in this case, (2.28) has a dual problem that reads

min
ρ∈X

0≤ρ≤1

max
p∈X

p=0 on ΓD

h2





m∑

i=1

n∑

j=1

pi,j(ρ
k+ 1

2
i,j − ρi,j) : ∥∇hpi,j∥ ≤ ki,j



 .

Then (PD) algorithm [8] can be applied to (M)d as follows:

Algorithm 2 (PD) iterations

1st step. Initialization: choose α, β > 0, θ ∈ [0, 1], ρ0,Φ
0 and take u0 = Λh(ρ

0,Φ0), p̄0 = p0

2nd step. For l ≤ Itermax do

(ρl+1,Φl+1) = ProxβAh

(
(ρl,Φl)− βΛ∗

h(p̄
l)
)
;

pl+1 = ProxαB∗
h

(
pl + αΛh(ρ

l+1,Φl+1)
)
;

p̄l+1 = pl+1 + θ(pl+1 − pl).

Recall here that the proximal operator is defined through

ProxαE(p) = argmin
q

1

2
∥p− q∥2 + ηE(q).

3.2. Computation of the proximal operators. See that for the functional Ah and B∗
h can

be computed explicitly. Indeed, the functional Ah is separable in the variables ρ and Φ :

Ah(ρ,Φ) = I[0,1](ρ) + ∥Φ∥1.
So, ProxηAh

is the some of a projection in the first component and the so-called soft-thresholding.
Namely

(ProxAh
(ρ,Φ))i,j =

(
max(0,min(1, ρi,j)),max(0, 1− 1

|Φi,j |
)Φi,j

)
. (3.27)

As to B∗
h, in order to compute ProxαB∗

h
, we make use of Moreau’s identity

p = ProxαB∗
h
(p) + αProxα−1Bh

(p/η),

and the fact that Proxα−1Bh
(a, b) is given simply by the projection onto C. Consequently,

(
ProxαB∗

h
(p)
)
i,j

=
(
pi,j − αProjCi,j (pi,j/α)

)
.

Thus, the details of Algorithm 3 to solve (M)d are as follow :
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Algorithm 3 (PD) iterations for (M)d

Initialization: Let k = 0, choose α, β > 0 such that αβ∥Λh∥2 < 1. Choose ρ0,Φ0 and
p0 = p̄0 = p0.
Primal step:

(ρl+1
i,j ,Φ

l+1
i,j ) =

(
max

(
0,min(1, ρli,j − βp̄li,j)

)
,max

(
0, 1− 1

|Φl
i,j − β∇hp̄

l
i,j |
)(

Φl
i,j − β∇hp̄

l
i,j

))
.

Dual step:
vl+1 = pl + αρl+1 − α divh(Φ

l+1).

pl+1
i,j = vl+1

i,j − αProjCi,j (v
l+1
i,j /α), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Extragradient:
p̄l+1 = 2pl+1 − pl.

It was shown in [8] that when θ = 1 and αβ∥Λh∥2 < 1, the sequence {(ρl,Φl)} converges to
an optimal solution of (M)d. So in practice, we choose α > 0 and we take β = 1/(ηK2), where

K is an upper bound of ∥Λh∥. More precisely, K =
√
∥∇h∥2 + ∥idX∥2 ≡ ∥Λh∥. The algorithm

was implemented in Matlab and all the numerical examples below were executed on a 2,6 GHz
CPU running macOs High Sierra system.

Remark 3.11 (Non-homogeneous Neuman boundary condition : non null η). In is not difficult to
see that in the case of non null η, one can handle this case by considering η as a source term on
the boundary on ΓN . To avoid numerical computation for the correction we propose to handle
the condition

−τ div(Φ) = ρk+1/2 − ρ in D′(Ω) and Φ · ν = η on ΓN .

as
−τ div(Φ) = ρk+1/2 + τ η − ρ in D′(Ω \ ΓD).

In other words, at each iteration we take ρl + τ η instead of ρl in the Algorithms 1-2.

4. Numerical simulations

In this section we present several examples to illustrate our approach 1. We first examine
the scenario of evacuation of a population ρ0 from a the domain Ω ⊂ R2 via an exit ΓD with
different velocities. In the last two examples we compare our approach to the one in [31, 32], the
configuration in the first one is similar to the previous ones, i.e., the crowed is initially located
in a part of the room Ω and try to escape through the doors, while in the second example the
domain Ω is constituted by two rooms connected by a ”bridge”. In all these examples, the
velocity field V derives from a potential φ that is considered as the distance function to the door
ΓD and is computed by solving the eikonal equation

{∥∇φ∥ = f(x)

φ|ΓD
= 0,

1Demonstration videos are available at https://github.com/enhamza/crowd-motion
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using the primal-dual method proposed in [19] (see also [21]), where f ≥ 0 is a continuous
function that will be precised for each example. All the tests of this section are performed with
a mesh size h = 0.01 and a timestep τ = 0.004. Moreover, the corresponding velocities are
displayed in red.4.1. One room evacuation. In this first example (c.f. Figure-2), the initial density ρ0 is given

by ρ0(x) = 1S1(x) + 1S2(x) with S1 = [0,
1

2
] × [0,

1

3
] and S2 = [0,

1

2
] × [

2

3
, 1]. The exit is given

by ΓD = {1} × [0.4, 0.6] and f ≡ 1.

Figure 2. The crowed density ρ computed at 6 different timesteps with T = 2
and f ≡ 1.

In the second example (c.f. Figure-3), the initial density is ρ0(x) = 1S1(x) with S1 = [0,
1

2
]×

[0, 1] and ΓD = ({1} × [0, 0.4]) ∪ ({1} × [0.9, 1]) and f(x) = e−3×((x− 1
2
)2+(y− 1

2
)2).

Figure 3. The crowed density ρ computed at 6 different timesteps with T = 3

and f(x) = e−3×((x− 1
2
)2+(y− 1

2
)2).
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In this example, the function f has a bump in the middle of the domain, and we can observe
in Figure-3 that the population is avoiding this region while heading the doors.

Figure 4. The crowed density ρ computed at 6 different timesteps with T = 3
and f(x) = | cos(3x+ 5y)|+ 0.2.

In the third example (c.f. Figure-4),, the initial condition for the density is ρ0(x) = 1S1(x) with

S1 = [0,
1

2
]× [0, 1] and ΓD = ({1} × [0.2, 0.3])∪ ({1} × [0.7, 0.8]) and f(x) = | cos(3x+5y)|+0.2.

The source term is located on the entry of the domain at ΓS = {0} × [0.3, 0.6].
In this example one sees that the vector filed of spontaneous velocity has small values in succes-
sive (periodic) regions. This produce in turns successive congestion zones. Moreover, the system
reaches its equilibrium after t = 2. One can notice that no variation in the density is observed
as the number of persons leaving the room is equal to the number of person entering the room.

4.2. Homogeneous case vs quadratic case. As we pointed out in Subsection-2.3, in the
case where F (x, ξ) = |ξ|, our model is connected to the gradient flow in the Wasserstein space

equipped with W1. Whereas the case F (x, ξ) =
1

2
|ξ|2 can be related to the gradient flow in the

Wasserstein space equipped with theW2 distance (c.f. [31, 32]), where decongestion is performed
using the Laplace operator as we discussed in Remark-2.8. The solution of the continuity
equation is computed first (prediction step), then it is projected onto the set of admissible
densities with respect to W2-Wasserstein distance (correction step). Using our approach, this
can be simply solved by changing the functional Ah to Ah(ρ,Φ) = I[0,1](ρ) + 1/2∥Φ∥22 and
modifying formula (3.27) using the fact that

Proxσ
2
∥.∥22(Φ) =

1

1 + σ
Φ.
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To observe differences between the two methods, we consider two examples. In the first one
(c.f. Figure-5), the initial density is ρ0(x) = 1S1(x) with

S1 = [0,
1

2
]× [0, 1] and ΓD = ({1} × [0, 0.4]) ∪ ({1} × [0.9, 1]) .

.

Figure 5. The distribution of crowd at equivalent timesteps with T = 2. Top
row: result using our approach. Bottom row: result using the Laplacian.
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Figure 6. Top: Variation of the average density over time for the two models
at the exist doors. Bottom: Variation of ||ρ1 − ρ2||L∞(Ω) and ||ρ1 − ρ2||L2(Ω) as
a function of time for the two rooms case. ρ1 is the solution obtained by our
approach and ρ2 the solution obtained by the Laplacian model.

Now, we consider a domain Ω = [0, 1]2 = Ωl ∪ Ωr composed of two rooms linked by a bridge
in the spirit of [30], where Ωl = [0, 0.4] × [0, 1] and Ωr = [0.6, 1] × [0, 1]. The initial density ρ0
is located at the left room and is given by ρ0(x) = 1S(x) with S = [0, 0.4]× [0, 1] . The exit is
given by the two end points (1, 0) and (1, 1), that is ΓD = {(1, 0), (1, 1)}.



PREDICTION-CORRECTION PEDESTRIAN FLOW BY MEANS OF MINIMUM FLOW PROBLEM 23

Figure 7. The distribution of the crowd over the domain at equivalent
timesteps. Top row: result using our approach. Bottom row: result using the
Laplacian.
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Figure 8. Top: Variation of the average density over time for the two models
at the exist doors. Bottom: Variation of ||ρ1 − ρ2||L∞(Ω) and ||ρ1 − ρ2||L2(Ω) as
a function of time for the two rooms case. ρ1 is the solution obtained by our
approach and ρ2 the solution obtained by the Laplacian model.

Figures-5-7 provide a comparison between our method to and one using the Laplace operator
in equivalent timesteps. Overall, both models behave similarly except that our model seems
to perform faster evacuation. In most of the timesteps examples, it is difficult to visualize
differences in of the evolution of the crowd only through the figures. Yet, we can observe this by
measuring the L∞ and L2 norms of the obtained solutions as well as the variation of the average
density over time for the two models at the exist doors. Thanks to Figures-6-8, one can clearly
notice that our model is faster than the Laplacian model in achieving population evacuation,
as the blue curve (our model) remains under the red curve (Laplacian model) over all the time
period.



24 H. ENNAJI, N. IGBIDA, AND G. JRADI

4.3. Evacuation with path obstacles. In this section, we analyse the evacuation process
in the presence of in-domain obstacles. At the microscopic level, it was shown in [37] that
pedestrians might be blocked from exiting the room in case where no obstacle is placed in
front of the exist. The reason is that pedestrians start to push each other once near to the
exist blocking the continuation of the evacuation process. The authors [37] have concluded that
placing an obstacle just in front of the exist regulates the evacuation and avoids blocking of
pedestrians. To observe the effect of placing an obstacle in front in the exist on the fluidity and
speed of the evacuation in the macroscopic case, we consider the following example in Ω = [0, 1]2

where the obstacle is placed at the region [0.8, 0.9]× [0.2, 0.8]. The initial density ρ0 is located
at the left room and is given by ρ0(x) = 1S(x) with S = [0, 0.5] × [0, 1] . The exit is given by
ΓD = 1× [0.4, 0.6].

Figure 9. The distribution of the crowd over the domain at equivalent
timesteps.

As shown in Figure-9, we can notice that after t = 1.4, the room is completely evacuated in
absence of the obstacle in front of the exist. However, when considering obstacle we can notice
that the evacuation is partial and some pedestrian are stuck in the room. In fact, placing an
obstacle slowed down the evacuation.
Unlike the microscopic case, adding an obstacle in the macroscopic case have had negative effects
on the evacuation process due to the continum model of the density.
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A. On the discrete operators

In this section, we recall some details concerning the discrete divergence and gradient operators
that were used in Section-3. First, let us recall that the space X = Rm×n is equipped with a
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scalar product and an associated norm as follows:

⟨u, v⟩ = h2
m∑

i=1

n∑

j=1

ui,jvi,j and ∥u∥ =
√
⟨u, u⟩,

where h is a given mesh size. Following the definition of the discrete divergence operator given
in (3.22), the discrete gradient ∇h : X −→ Y = R(m+1)×n × Rm×(n+1) is given by (∇hu)i,j =(
(∇hu)

1
i,j , (∇hu)

2
i,j

)
, where

(∇hu)
1
i,j = −tD1

pu(i, j), if ((m+
1

2
)h, jh) ∈ ΓD,

(∇hu)
1
i,j = −tD1

mu(i, j), if ((m+
1

2
)h, jh) ∈ ΓN ,

(∇hu)
2
i,j = −tD2u(i, j).

and the matrices D1
P , D

2
m, D2 are given by

D1
p =




0 1/h 0 · · · 0

0 −1/h 1/h 0 · · · 0
0 0 −1/h 1/h 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0 −1/h 1/h




D1
m =




0 1/h 0 · · · 0

0 −1/h 1/h 0 · · · 0
0 0 −1/h 1/h 0 · · · 0
.
..

.

..
. . .

.

..
0 0 · · · 0 −1/h 0




and

D2 =




0 1/h 0 · · · 0

0 −1/h 1/h 0 · · · 0
0 0 −1/h 1/h 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0 −1/h 0


.

This being said, we check easily that −divh and ∇h are in duality. Moreover, we recall the
following

Proposition 1.12. ([7, 8]) Under the above-mentioned definitions and notations, one has that

• The adjoint operator of ∇h is ∇∗
h = −divh .

• Its norm satisfies: ∥∇h∥2 = ∥ divh ∥2 ≤ 8/h2.

B. Discretization of the eikonal equation:

For a self-contained presentation, let us recall our main approach to compute the velocity field
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V by solving the eikonal equation (2.9). As pointed out in [21] (see also [19]), the solution D of
(2.9) can be obtained by solving

max
u∈W 1,∞(Ω)

{∫

Ω
udx : |∇u| ≤ f, u = 0 on ΓD

}

which can be written, at a discrete level, as

min
u∈X

Ah(u) + Bh(∇hu), (2.28)

where

Ah(u) =




−h2

m∑

i=1

n∑

j=1

ui,j if ui,j = 0 ∀(i, j) ∈ Dd

+∞ otherwise

, and Bh = IB(0,f),

where Dd = {(i, j) : (ih, jh) ∈ ΓD} the indexes whose spatial positions belong to ΓD and B(0, f)
is the unit ball of radius f . Then we apply Algorithm-2 with the functionals Ah and Bh above.

C. Duality results

The idea for the proof of Lemma 2.4 goes back to [19, Theorem 3.10]. The aim is to define a
convex and l.s.c functional H : Mb(Ω) 7→]−∞,∞] such that

H(0) = inf
τΦ∈Fq(ρ̃−ρ)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx

}

and

sup
p∈C(Ω)

−H∗(p) = max
p∈Gk

{∫
(ρ̃− ρ) p dx− τ

∫

ΓN

p η dx

}
.

Then conclude by classical duality results

H(0) = H∗∗(0) = sup
p∈C(Ω)

−H∗(p). (3.29)

One sees that in order to built H, we need to use vector fields whose divergences are Radon
measures (c.f. [9]). Thanks to [9], we know that for any Φ ∈ L1(Ω)N such that div Φ =: µΦ ∈
Mb(Ω), in the sense of D′(Ω), the normal trace of Φ is well defined on the boundary of Ω.
Indeed, for such Φ, we have Φ · ν : Lip(∂Ω) → R is continuous linear functional and satisfies

⟨Φ · ν, ξ|∂Ω⟩ =
∫

Ω
ξ dµΦ +

∫

Ω
Φ · ∇ξ dx, for any ξ ∈ C1(Ω).

We will denote again ⟨Φ ·ν, ξ|∂Ω⟩ =:

∫

∂Ω
Φ ·ν ξ dx. As for Hdiv vector valued field, it is possible

to define the restriction of the normal trace of Φ on ΓD by working with Lipschitz continuous
test functions which vanishes on ΓN . For any g ∈ Lip(ΓD) such that there exists g̃ ∈ C1(Ω),
satisfying

g̃ = g on ΓD and g̃ = 0 on ΓN .
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For such g, we’ll define

∫

ΓD

Φ · ν g dx := ⟨Φ · ν, g̃|∂Ω⟩, for any Φ ∈ L1(Ω)N ; i.e.,

∫

ΓD

Φ · ν g dx =

∫

Ω
g̃ dµΦ +

∫

Ω
∇g̃ · Φ dx. (3.30)

So, for any µ ∈ Mb(Ω), we can define

F(µ) :=
{
Φ ∈ L1(Ω)N : −div(Φ) = µ Ω in Ω and Φ · ν = η + µ ΓN on ΓN

}
.

Here, the condition −div(Φ) = µ Ω in Ω and Φ ·ν = η+µ ΓN on ΓN , needs to be understood
in the sense∫

Ω
Φ · ∇ξ dx =

∫

Ω
ξ dµ+

∫

ΓN

η ξ dx, for any ξ ∈ Lip(Ω) s.t. ξ|ΓD
= 0.

Proposition 3.13. For any µ ∈ Mb(Ω), we have

inf
τΦ∈F(µ)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)| dx− τ

∫

ΓD

g(x) Φ · ν dx

}

= max
p∈Gk

{∫

Ω
p dµ− τ

∫

ΓN

p η dx

}
.

Proof. We consider on Mb(Ω) the following functional H : Mb(Ω) 7→]−∞,∞] defined by

H(h) = inf
τϕ∈F(µ+h)

{
τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx
}
,

for any h ∈ Mb(Ω). Then H is convex and l.s.c.
Convexity. Indeed, take h1, h2 ∈ Mb(Ω) and set h := th1 + (1 − t)h2 for t ∈ [0, 1]. Let

Φ1,n,Φ2,n ∈ L1(Ω)N be two minimizing sequences of fluxes corresponding to h1 and h2 respec-
tively, i.e., τΦ1,n ∈ F(µ+ h1) and τΦ2,n ∈ F(µ+ h2) such that

H(hi) = τ lim
n

∫

Ω
k(x)|Φi,n(x)|dx+

∫

ΓD

g dhi − τ

∫

ΓD

Φi,n · ν g dx for i = 1, 2.

Set Φn = tΦ1,n + (1− t)Φ2,n. We clearly see that ϕn are admissible for h and

H(h) ≤ τ lim
n

∫

Ω
k(x)|Φn(x)|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

Φn · ν g dx

= τ lim
n

∫

Ω
k(x)|tΦ1,n + (1− t)Φ2,n|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

(tΦ1,n + (1− t)Φ2,n) · ν g dx

≤ lim
n
t
(
τ

∫

Ω
k(x)|Φ1,n|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

Φ1,n · ν g dx
)

+ (1− t)
(
τ

∫

Ω
k(x)|Φ2,n|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx
)

≤ tH(h1) + (1− t)H(h2)

and this proves convexity.



28 H. ENNAJI, N. IGBIDA, AND G. JRADI

Lower semicontinuity. Take a sequence hn ⇀ h in Mb(Ω). For every n ∈ N, we consider a

sequence τ(Φk
n)k∈N of F(µ+ hn) such that

H(hn) = τ lim
k→∞

∫

Ω
k(x)|Φk

n(x)|dx+

∫

ΓD

g dhn − τ

∫

ΓD

Φk
n · ν g dx.

We may find some ψn ∈ L1(Ω)N satisfying

τ

∫

Ω
ψn · ∇ξ dx =

∫

Ω
(h− hn) ξ dx, for any ξ ∈ Lip(Ω) ∩W 1,2

ΓD
(Ω). (3.31)

and such that ∥ψn∥L1 → 0 and ⟨ψn · ν, g⟩ → 0. In fact, since W 1,s
ΓD

(Ω) ↪→ C(Ω), for s > N, one
sees that the optimization problem

min
z∈W 1,s

ΓD
(Ω)

{
1

s

∫

Ω
|∇z|s dx−

∫

Ω
zd(h− hn)

}

has a unique solution that we denote un. We consider ψn := |∇un|s−2∇un. It is clear that

ψn ∈ Ls′(Ω), and then in L1(Ω). Moreover, using standard techniques of calculus of variation,

we see that ψn satisfies (3.31). Clearly un is bounded inW 1,s
ΓD

(Ω), so that by taking a subsequence

if necessary, we have un ⇀ u in W 1,s(Ω) and uniformly in Ω. This implies that

τ

∫

Ω
|ψn|s

′
dx = τ

∫

Ω
|∇un|sdx =

∫

Ω
un d(h− hn) −→

n→∞
0

and then |ψn| −→
n→∞

0 in L1(Ω). In addition, thanks to (3.30), we have

τ⟨ψn · ν, g⟩ = τ

∫

Ω
ψn · ∇g̃ dx−

∫

Ω
g̃ d(h− hn) −→

n→∞
0.

This being said, we clearly have −div(Φk
n+ψn) = µ+h Ω in Ω and (Φk

n+ψn) ·ν = η+h ΓN

on ΓN ; i.e., τ(Φk
n + ψn) ∈ F(µ+ h). By semicontinuity of the integral, we have

H(h) ≤ τ

∫

Ω
k(x)|(Φk

n + ψn)(x)|dx+

∫

ΓD

g dh− τ

∫

ΓD

(Φk
n + ψn) · ν g dx

≤ τ

∫

Ω
k(x)|Φk

n(x)|dx+

∫

ΓD

g dhn − τ

∫

ΓD

Φk
n · ν g dx

+ τ

∫

Ω
k(x)|ψn(x)|dx+

∫

ΓD

g d(h− hn)− τ

∫

ΓD

ψn · ν g dx.

Letting k → ∞ we get

H(h) ≤ H(hn) + τ

∫

Ω
k(x)|ψn(x)|dx+

∫

ΓD

g d(h− hn)− τ

∫

ΓD

ψn · ν g dx.

Now, letting n → ∞, and using the fact that ψn → 0 in L1(Ω)N , and hn ⇀ h in Mb(Ω), as
n→ ∞, we obtain the lower semicontinuity, i.e.,

H(h) ≤ lim inf
n

H(hn).
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Next let us compute H∗. For any p ∈ C(Ω), we have

H∗(p) = sup
h∈Mb(Ω)

{∫

Ω
pdh−H(h)

}

= sup
h∈Mb(Ω), τΦ∈F(µ+h)

{∫

Ω
pdh− τ

∫

Ω
k(x)|Φ(x)|dx−

∫

ΓD

g dh+ τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx
}

= I1(p) + I2(p),

where I1(p) := −
∫

Ω\ΓD

p dµ and I2(p) is given by

sup
h∈Mb(Ω), τΦ∈F(µ+h)

{∫

Ω\ΓD

pd(µ+ h)− τ

∫

Ω
k(x) |Φ(x)|dx+

∫

ΓD

(p− g) dh+ τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx
}
.

Using Lemma 3.14 below, we deduce that, for any u ∈ Lip(Ω), we have

H∗(p) =





−
∫

Ω\ΓD

p dµ if u ∈ Gk

∞ otherwise.

Finally, using (3.29) we deduce the result. □

Lemma 3.14. Let p ∈ Lip(Ω), we have

sup
h∈Mb(Ω)
τΦ∈F(µ+h)

{∫

Ω\ΓD

pd(µ+ h)− τ

∫

Ω
k(x)|Φ(x)|dx+

∫

ΓD

(p− g) dh+ τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx
}

=





0 if p ∈ Gk

∞ otherwise.

Proof. Take p as a test function in the divergence constraint −τdiv(Φ) = µ+ h in D′
(Ω \ ΓD),

we get

I(h,Φ) :=

∫

Ω\ΓD

p d(µ+ h)− τ

∫

Ω
k(x)|Φ(x)| dx+

∫

ΓD

(p− g) dh+ τ

∫

ΓD

Φ · ν g dx

= τ

∫

Ω
∇p · Φ dx− τ

∫

Ω
k(x)|Φ(x)| dx+

∫

ΓD

(p− g) dh+ τ

∫

ΓD

Φ · ν (g − p) dx.

It is clear that for any p ∈ Gk, we have I(h,Φ) ≤ 0, and by taking h ≡ −µ and Φ ≡ 0 we obtain
sup I(h,Φ) = 0. For the case where p ̸≡ g on ΓD; i.e., p(x0) ̸= g(x0) for some x0 ∈ ΓD, one can
work with hn = n Sign(p(x0)− g(x0))δx0 for n ∈ N, where δx0 is Dirac mass at x0, and fix any
Φ0 ∈ F(µ+h) such that −div Φ0 = µ in F(µ+h), to see that I(hn,Φ) −→ ∞, as n→ ∞. Now,
for the remaining case, i.e., p = g on ΓD and |∇p| > k on a subset A ⊂ Ω such that |A| ≠ 0, we
consider Φnϵ = n (∇p χA) ∗ ηϵ, where ηϵ is a sequence of mollifiers. It is clear that there exists
h ∈ Mb(Ω), such that −div Φnϵ = µ+ h in D′(Ω \ ΓD). Moreover, for any n, we have

sup I(h, ϕ) ≥ τ

∫

Ω
Φnϵ · ∇u− τ

∫

Ω
k(x)|∇p(x)| dx.
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Letting ϵ→ 0, we get

sup I(h,Φ) ≥ nτ

∫

A

(
|∇p(x)|2 − k(x) |∇p(x)|

)
dx

︸ ︷︷ ︸
>0

−→ ∞, as n→ ∞.

This concludes the proof. □

Proof of Lemma 2.4. Now, the proof is a simple consequence of Proposition 3.13. □
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Chapitre 4

Étude théorique

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude théorique du modèle proposé dans le cha-
pitre 3 dans un cas particulier où F (x, Φ) = |Φ|, i.e., le modèle suivant



∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD.

(4.1)

où Ω est un ouvert borné de RN (N ≥ 1) de frontière ∂Ω = ΓD
⋃

ΓN , ν est le vecteur normal
unitaire extérieure à Ω, f ∈ L1(Q), T > 0 et V est un champ de vitesse constant au cours du
temps transportant la densité ρ vers la sortie ΓD.
Pour des difficultés liées à la non-régularité de Sign+, nous montrons dans ce travail l’existence
d’une solution variationnelle du problème (4.1), dans le cas où le graphe Sign+ est approximé
par une fonction lipschitzienne notée b.
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Ce chapitre se focalise donc sur l’étude théorique du problème suivant

(PE)



∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur [0, T ] × ΓN ,

p = 0 sur [0, T ] × ΓD.

Nous établissons un résultat d’existence et d’unicité d’une solution du problème (PE). Pour
montrer l’existence, nous passons par plusieurs étapes. Tout d’abord, en utilisant la méthode
des semigroupes non linéaires, pour montrer que le problème de Cauchy associé à (PE) défini
par :

(CP(ρ0, f))


dρ
dt + Aρ = f dans Ω,

ρ(0) = ρ0

(4.2)

admet une bonne solution. Ici, A est un opérateur multivoque défini sur L1(Ω) par : γ ∈ Aρ si,
et seulement si ρ ∈ L1(Ω), ∃ p ∈ K tel que ρ = b(p), et pour tout ξ ∈ K on a :∫

Ω
γ(p − ξ) dx +

∫
Ω

ρV · ∇(p − ξ) dx ≥ 0.

L’étude de l’existence d’une bonne solution est liée à l’étude du problème stationnaire associé à
(PE) défini par

(Sf )



ρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p)


dans Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur ΓN ,

p = 0 sur ΓD.

La section 4.1 est consacrée à l’étude de l’existence d’une solution variationnelle du problème
stationnaire (Sf ). Puis, dans la section 4.2, nous commençons par la définition de la notion de
bonne solution. Après, nous montrons que le problème de Cauchy (CP) admet une bonne solu-
tion. Dans la section 4.3, nous montrons que cette bonne solution est une solution variationnelle
du problème d’évolution (PE). De plus, nous montrons en utilisant les techniques de doublement
et dédoublement de variables l’unicité de la solution variationnelle.
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4.1 Problème stationnaire

L’étude du problème (PE) est liée directement à la version stationnaire associée (Sf ) via la
théorie de semi groupe :

(Sf )



ρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p)


dans Ω,

(ρ V + Φ) · ν = 0 sur ΓN ,

p = 0 sur ΓD.

Soit K l’ensemble défini par K :=
{
u ∈ W 1,s(Ω) tel que u = 0 sur ΓD et |∇u| ≤ 1

}
.

Définition 4.1.1. Pour tout f ∈ L1(Ω), on appelle solution variationnelle du problème station-
naire (Sf ) tout couple (ρ, p) ∈ L1(Ω) × K, avec ρ = b(p) et pour tout ξ ∈ K, on a :∫

Ω
ρ(p − ξ) dx −

∫
Ω

ρV · ∇(p − ξ) dx ≤
∫

Ω
f(p − ξ) dx. (4.3)

Théorème 4.1.1. Pour tout f ∈ L1(Ω), il existe une solution variationnelle (ρ, p) du problème
(Sf ). De plus, si (ρ1, p1), respectivement (ρ2, p2), est solution variationnelle du problème (Sf1),
respectivement (Sf2), alors

||(ρ1 − ρ2)+||L1(Ω) ≤ ||(f1 − f2)+||L1(Ω), (4.4)

et
||(ρ1 − ρ2)||L1(Ω) ≤ ||(f1 − f2)||L1(Ω). (4.5)

Lemme 4.1.1. L’opérateur T : W 1,s
D (Ω) → (W 1,s

D (Ω))∗ défini par :

⟨T (u), ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω) =

∫
Ω

b(u) ξ dx −
∫

Ω
b(u) V · ∇ξ dx, pour tout ξ ∈ W 1,s

D (Ω).

est un opérateur pseudo-monotone.

Démonstration. Soit (un)n une suite dans W 1,s
D (Ω) telle que

un ⇀ u faiblement dans (W 1,s
D (Ω))∗,

avec u ∈ W 1,s
D (Ω). Montrons que

lim inf
n→+∞

⟨T (un), un − ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω) ≥ ⟨T (u), u − ξ⟩

W 1,s
D (Ω)∗,W 1,s

D (Ω), pour tout ξ ∈ K. (4.6)
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Pour tout n ∈ N, on a :

⟨T (un), un − ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω) =

∫
Ω

b(un) (un − ξ) dx −
∫

Ω
b(un) V · ∇(un − ξ) dx. (4.7)

Puisque s > N , un ⇀ u faiblement dans W 1,s(Ω) et W 1,s(Ω) ⊂ C(Ω̄) avec injection com-
pacte, alors le théorème de Rellich-Kondrachov nous affirme la convergence uniforme dans C(Ω̄)
i.e.,

un → u uniformement dans C(Ω̄).

Puisque la fonction b est continue et bornée alors par le théorème de la convergence dominée,
on a

b(un) → b(u) dans Ls(Ω).

Maintenant par passage à la limite dans l’équation (4.7), on obtient

lim
n→∞

⟨T (un), un − ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω)

= lim
n→∞

∫
Ω

b(un) (un − ξ) dx −
∫

Ω
b(un) V · ∇(un − ξ) dx

=
∫

Ω
b(u) (u − ξ) dx −

∫
Ω

b(u) V · ∇(u − ξ) dx

= ⟨T (u), u − ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω).

(4.8)

En plus, l’opérateur T est borné. D’où la pseudo-monotonie de l’opérateur T .

Corollaire 4.1.1. Pour tout f ∈ (W 1,s
D (Ω))∗, le problème (Sf ) admet une solution variationnelle

(ρ, p) ∈ L1(Ω) × K.

Démonstration. Afin d’appliquer le théorème 1.4.1 nous prenons V = W 1,s
D (Ω) et W = K. Ce

qui nous permet de déduit qu’il existe p ∈ K tel que

⟨T (p), p − ξ⟩
W 1,s

D (Ω)∗,W 1,s
D (Ω) ≤ ⟨f, p − ξ⟩

W 1,s
D (Ω)∗,W 1,s

D (Ω), pour tout ξ ∈ K,

i.e., ∫
Ω

ρ(p − ξ) dx −
∫

Ω
ρV · ∇(p − ξ) dx ≤

∫
Ω

f(p − ξ) dx, (4.9)

avec ρ = b(p). D’où le résultat.

Remarque 4.1.1. L’ensemble K convexe, fermé, borné et non vide. En effet ;
1. Pour tout α ∈ R, u et v dans K on a α u + (1 − α) v ∈ K car α u + (1 − α) v ∈ W 1,s

ΓD
(Ω)

et |∇(α u + (1 − α) v)| ≤ 1. D’où la convexité de K.
2. Pour montrer que l’ensemble K est fermé, on considère une suite un ∈ K. Puisque un ∈

W 1,s
ΓD

(Ω) et |∇un| ≤ 1 alors un est bornée dans W 1,s(Ω) et il existe donc une sous suite
unk

⇀ u faiblement dans W 1,s(Ω). Par suite 1 ≥ lim inf |∇unk
| ≥ |∇u|. D’où u ∈ K et

par suite K est fermé.
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3. Pour tout u ∈ K, puisque |∇u| ≤ 1 il existe donc c > 0 tel que ∥u∥W 1,s(Ω) ≤ c. Par suite,
K est bornée.

Lemme 4.1.2. Soient (ρ1, p1) et (ρ2, p2) deux solutions variationnelles de (Sf1) et (Sf2) res-
pectivement. Alors, on a

||(ρ1 − ρ2)+||L1(Ω) ≤ ||(f1 − f2)+||L1(Ω). (4.10)

Démonstration. Puisque (ρ1, p1) et (ρ2, p2) deux solutions variationnelles de (Sf1) et (Sf2) res-
pectivement, alors on a :

∫
Ω

ρ1(p1 − ξ1) dx −
∫

Ω
ρ1V · ∇(p1 − ξ1) dx ≤

∫
Ω

f1(p1 − ξ1) dx, pour tout ξ1 ∈ K (4.11)

et ∫
Ω

ρ2(p2 − ξ2) dx −
∫

Ω
ρ2V · ∇(p2 − ξ2) dx ≤

∫
Ω

f2 (p2 − ξ2) dx, pour tout ξ2 ∈ K. (4.12)

Soit T +
k la fonction troncature définie pour tout r ∈ R par :

T +
k (r) =


0 si r < 0,
r si 0 ≤ r ≤ k,
k si r > k.

En considérant la fonction test ξ1 = p1 − T +
k (p1 − p2) dans l’inégalité (4.11), et la fonction test

ξ2 = p2 + T +
k (p1 − p2) dans l’inégalité (4.12) on obtient :

∫
Ω

ρ1 T +
k (p1 − p2) dx −

∫
Ω

ρ1V · ∇T +
k (p1 − p2) dx ≤

∫
Ω

f1 T +
k (p1 − p2) dx, (4.13)

et

−
∫

Ω
ρ2 T +

k (p1 − p2) dx +
∫

Ω
ρ2V · ∇T +

k (p1 − p2) dx ≤ −
∫

Ω
f2 T +

k (p1 − p2) dx. (4.14)

Additionnons les deux inégalités (4.13) et (4.14) et divisons par k > 0, on obtient :∫
Ω

(ρ1 − ρ2) T +
k (p1 − p2)

k
dx +

∫
Ω

(ρ2 − ρ1)
k

V · ∇T +
k (p1 − p2) dx ≤

∫
Ω

(f1 − f2) T +
k (p1 − p2)

k
) dx.

(4.15)
Les deux termes

∫
Ω(ρ1 − ρ2)T +

k
(p1−p2)

k dx et
∫

Ω(f1 − f2)T +
k

(p1−p2)
k dx convergent respectivement

vers
∫

Ω(ρ1 − ρ2)+ dx et
∫

Ω(f1 − f2)+ dx, avec k → 0.

D’autre part, la fonction b est lipschitzienne, donc il existe une constante Cb ∈ R telle que :

|ρ2 − ρ1| ≤ Cb |p2 − p1|,
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ce qui nous donne∣∣∣∫Ω (ρ2−ρ1)
k V · ∇T +

k (p1 − p2) dx
∣∣∣ ≤ Cb

∫
Ω

∣∣∣ (p2−p1)
k V · ∇T +

k (p1 − p2) dx
∣∣∣

≤ Cb

∫
Ω∩0≤{p1−p2≤k}

∣∣∣ (p2−p1)
k T +′

k (p1 − p2)V · ∇(p1 − p2) dx
∣∣∣

≤ Cb

∫
Ω∩{0≤p1−p2≤k}

∣∣∣V · ∇(p1 − p2) dx
∣∣∣ .

(4.16)
Par passage à la limite dans l’inégalité (4.16) lorsque k → 0, on obtient

lim
k→0

∣∣∣∫Ω (ρ2−ρ1)
k V · ∇T +

k (p1 − p2) dx
∣∣∣ = 0.

Par conséquent, le passage à la limite dans l’inégalité (4.15) avec k → 0 implique∫
Ω

(ρ1 − ρ2)+ dx ≤
∫

Ω
(f1 − f2)+ dx

i.e.,
||(ρ1 − ρ2)+||L1(Ω) ≤ ||(f1 − f2)+||L1(Ω).

Preuve du théorème 4.1.1. La preuve du théorème est le résultat du corollaire 4.1.1 et le lemme
4.1.2.

4.2 Problème de Cauchy et bonne solution

Dans cette sous-section, nous montrons l’existence d’une solution de problème de Cauchy
(CP) associé au problème d’évolution (PE) au sens de bonne solution, en s’appuyant sur la
théorie des semigroupes non linéaires.
Nous commençons cette sous-section par la définition de la notion des bonnes solutions introduite
par Philippe Bénilan [5]. Par la suite, nous vérifions que l’opérateur A définie dans le problème
de Cauchy (CP) satisfait les conditions nécessaires assurant l’existence d’une bonne solution par
la théorie des semigroupes non linéaires.

4.2.1 Définition des bonnes solutions

Considérons le problème de Cauchy suivant :

(CP(ρ0, f))


dρ
dt + Aρ = f dans [0, T ] × Ω,

ρ(0) = ρ0,
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où A est un opérateur multivoque définie sur l’espace de Banach X, ρ0 ∈ X et f ∈ L1([0, T ], X).
Pour ϵ > 0, on considère la discrétisation suivante de l’intervalle [0, T ] :

0 = t1 < t2 < · · · < ti < ti+1 < · · · < tn = T,

ti+1 − ti = ϵ, pour tout i ∈ 0, · · · , n − 1.

On approche la fonction f par la fonction fϵ constante par morceaux, définie par

fϵ(t) = fi ∀t ∈ [ti, ti+1[,

fi ∈ X ∀i ∈ 0, · · · , n − 1

∑n−1
i=0

∫ ti+1
ti

||f(t) − fi||X < ϵ,

Discrétisons la première équation de problème (CP (ρ0, f)) par un schéma Euler implicite en
temps, on obtient : 

ρi+1−ρi

ti+1−ti
+ Aρi+1 = fi+1 dans Ω,

ρ(0) = ρ0,

(4.17)

La fonction constante par morceaux ρϵ définie par :

ρϵ(t) =


ρi+1 si t ∈ [ti, ti+1[,

ρ0 si t ∈ [0, t1[,

est appelée solution ϵ- approché du problème de Cauchy discrétisé (4.17). L’ensemble des élé-
ments de la discrétisation noté par Dϵ

A(t0, · · · , tn; f1, · · · , fn; ρ0) est appelé ϵ- discrétisation.

Définition 4.2.1. Une fonction ρ ∈ C([0, T ], X) est appelée une bonne solution du problème de
Cauchy (CP(ρ0, f)) s’il existe une ϵ- discrétisation, une solution ϵ- approchée ρϵ telle que

ρϵ → ρ dans C([0, T ], X),

avec ρ(0) = ρ0.

4.2.2 Existence d’une bonne solution

Dans ce travail, l’opérateur A est défini dans X = L1(Ω) par : γ ∈ Aρ si, et seulement si ρ
∈ L1(Ω), γ ∈ L1(Ω), ∃ p ∈ K tel que ρ = b(p), et pour tout ξ ∈ K on a :∫

Ω
γ(p − ξ) dx +

∫
Ω

ρV · ∇(p − ξ) dx ≥ 0.

Lemme 4.2.1. L’opérateur A satisfait les propriétés suivantes :
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— A est m-T-accrétif.

— D(A) = D où D :=
{
ρ ∈ L1(Ω) ; ∃ p ∈ K et ρ = b(p) p.p

}
Démonstration. D’après le théorème 4.1.1, on a :

||(ρ1 − ρ2)+||L1(Ω) ≤ ||(f1 − f2)+||L1(Ω),

pour tout f1 ∈ ρ1 + Aρ1 et pour tout f2 ∈ ρ2 + Aρ2, donc l’opérateur A est T -accretif dans
L1(Ω). De plus, L1(Ω) = R(I + αA) pour tout α > 0, donc A est m-T - accretif dans L1(Ω).
Pour la deuxième propriété, d’après la définition de l’opérateur A on a D(A ⊆ D, et puisque le
domaine D est fermé alors on déduit que D(A) ⊆ D. Pour montrer que D ⊆ D(A), on prend
une fonction ρ ∈ D et pour tout ϵ ≥ 0 on considère le couple (ρϵ, pϵ) ∈ L1(Ω) × K tel que∫

Ω
ρϵ(pϵ − ξ) dx − ϵ

∫
Ω

ρϵV · ∇(pϵ − ξ) dx ≤
∫

Ω
ρ(pϵ − ξ) dx, pour tout ξ ∈ K. (4.18)

Puisque pϵ ∈ K, alors la suite (pϵ)ϵ≥0 est bornée dans W 1,s(Ω). Il existe donc une sous-suite
de (pϵ)ϵ notée (pϵk

)ϵk
, et une fonction p̄ ∈ W 1,s(Ω) telles que :

pϵk
⇀ p̄ faiblement dans W 1,s(Ω).

Puisque W 1,s(Ω) ⊂ C(Ω̄) avec injection compacte ∀ s > N , alors le théorème de Rellich-
Kondrachov nous affirme la convergence uniforme dans C(Ω̄) i.e.,

pϵk
→ p̄ uniformement dans C(Ω̄).

Grâce à la continuité de la fonction b, on peut déduire que b(pϵk
(x)) → b(p̄(x)) p.p. x. Ainsi,

puisque la fonction b est bornée, alors b(pϵk
) est intégrable de Ω sur R. D’où, par le théorème

de la convergence dominée
b(pϵk

) → b(p̄) := ρ̄ dans Ls(Ω).
En passant à la limite dans l’équation (4.18) on obtient :∫

Ω
ρ̄(p̄ − ξ) dx ≤

∫
Ω

ρ(p̄ − ξ) dx, pour tout ξ ∈ K. (4.19)

En testant par ξ = p dans l’équation (4.19) on obtient :∫
Ω

(ρ̄ − ρ)(p̄ − p) dx ≤ 0, (4.20)

i.e., ∫
Ω

(b(p̄) − b(p)(p̄ − p) dx ≤ 0. (4.21)

Grâce à la monotonie de la fonction b on déduite que (b(p̄) − b(p))(p̄ − p) = 0, d’où ρ̄ = ρ.
Puisque ρ ∈ D(A) donc ρ̄ ∈ D(A), et par suite la duxième inclusion D ⊆ D(A) est prouvée.

L’opérateur A est m-T-accrétif, donc par la théorie des semigroupes nonlinéaires, on peut
affirmer le résultat suivant :

Corollaire 4.2.1. Le problème de Cauchy (CP(ρ0, f)) admet une bonne solution ρ ∈ C([0, T ], L1(Ω)).
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4.3 Solution Variationnelle

Dans cette sous-section, nous montrons que si ρ ∈ C([0, T ], L1(Ω)) est une bonne solution
du problème de Cauchy (CP(ρ0, f)), alors (ρ, p) est une solution variationnelle du problème
d’évolution (PE), avec ρ = b(p).

4.3.1 Existence d’une solution variationnelle

Définition 4.3.1. On appelle solution variationnelle du problème (PE) tout couple (ρ, p) tel
que ρ ∈ C([0, T ], L1(Ω)), ρ(0) = ρ0, p(t) ∈ K sachant que ρ = b(p), et pour tout ξ ∈ K et σ ∈
D(0, T ), on a :

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ(t)
∫ p

0
Tk(s−ξ)db(s)dxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρV ·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt

(4.22)

Théorème 4.3.1. Soient f ∈ L1(0, T, L1(Ω)) et ρ0 ∈ D(A), telle que ρ ∈ C([0, T ], L1(Ω)) est
une bonne solution du problème (CP(ρ0, f)). Alors, il existe p ∈ L∞([0, T ], K) avec ρ = b(p) tel
que (ρ, p) est une solution variationnelle du (PE).

Lemme 4.3.1. Soit ρϵ une solution ϵ-approchée du problème (CP(ρ0, f)), alors pϵ = b−1(ρϵ) est
bornée dans L∞(0, T, W 1,∞(Ω)) .

Démonstration. En appliquant la définition de l’opérateur A, on trouve que

pϵ(t) =


pi+1 si t ∈ [ti, ti+1[,

p0 si t ∈ [0, t1[,

avec pi = b−1(ρi) ∈ K, pour tout i = 0, · · · , a. Puisque pi ∈ K, donc on a |∇pϵ(t)| ≤ 1. Ce
qui implique que la suite (pϵ)ϵ est bornée dans L∞(0, T, W 1,∞(Ω)), et par suite il existe p ∈
L∞(0, T, W 1,∞(Ω)) tel que

pϵ → p faiblement dans L∞(0, T, W 1,∞(Ω)).

Preuve du thèorème 4.3.1. Soit ρ une bonne solution du problème (CP(ρ0, f)), alors pour tout
i ∈ {0, · · · , n} on a f i+1 ∈ ρi+1−ρi

ϵ + Aρi+1 i.e., f i+1 − ρi+1−ρi

ϵ ∈ Aρi+1.
En appliquant la définition de l’opérateur A, on obtient pour tout ξ ∈ K :∫

Ω

ρi+1 − ρi

ϵ
(pi+1 − ξ) dx −

∫
Ω

ρi+1V · ∇(pi+1 − ξ) dx ≤
∫

Ω
f i+1 (pi+1 − ξ) dx,

avec pi = b−1(ρi). Définissons la fonction ρ̃ϵ comme suit :
ρ̃ϵ(ti) = ρi,

ρ̃ϵ est linéaire sur chaque intervalle [ti, ti+1[.
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Pour tout i ∈ {0, · · · , n}, on a :

∫
Ω

ρ̃ϵ(ti+1) − ρ̃ϵ(ti)
ϵ

(pi+1 − ξ) dx −
∫

Ω
ρi+1V · ∇(pi+1 − ξ) dx ≤

∫
Ω

f i+1 (pi+1 − ξ) dx.

Ce qui implique que :∫
Ω

∂tρ̃ϵ(b−1(ρϵ)− ξ)dx−
∫

Ω
ρϵV ·∇(pϵ − ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵ(pϵ − ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[. (4.23)

Pour tout ξ ∈ K, en considérant la fonction test pϵ − Tk(pϵ − ξ) ∈ K dans l’inégalité (4.23)
on obtient∫

Ω
∂tρ̃ϵTk(b−1(ρϵ) − ξ) dx −

∫
Ω

ρϵ V · ∇Tk(pϵ − ξ) dx ≤
∫

Ω
f ϵTk(pϵ − ξ) dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.

En utilisons le fait que les deux fonctions Tk et b−1 sont croissantes sur R, on peut déduire que
le terme ∂tρ̃ϵ(Tk(b−1(ρϵ)−ξ)−Tk(b−1(ρ̃ϵ)−ξ)) a le même signe que ∂tρ̃ϵ(ρϵ − ρ̃ϵ) qui est positive.
Ce qui nous affirme que∫

Ω
∂tρ̃ϵ Tk(b−1(ρϵ) − ξ) dx ≥

∫
Ω

∂tρ̃ϵ Tk(b−1(ρ̃ϵ) − ξ) dx.

Par suite on a∫
Ω

∂tρ̃ϵ Tk(b−1(ρ̃ϵ)− ξ)dx−
∫

Ω
ρϵ V ·∇Tk(pϵ − ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵ Tk(pϵ − ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.

Pour tout σ ∈ D(0, T ) on a donc

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ(t)
∫ ρ̃ϵ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρϵV ·∇Tk(pϵ−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

f ϵTk(pϵ−ξ)σ(t)dxdt.

(4.24)
On sait que ρϵ → ρ dans C([0, T ], L1(Ω)), et pϵ → p faiblement dans L∞(0, T, W 1,∞(Ω)). On
déduit alors, par passage à la limite dans l’inégalité (4.24) que

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ(t)
∫ ρ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρV ·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt.

Faisons le changement de variable r = b−1(s), on obtient

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ(t)dxdt

∫ p

0
Tk(s−ξ)db(s)−

∫ T

0

∫
Ω

ρV ·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt.
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4.3.2 Unicité de la solution variationnelle

Soient (ρ1, p1) et (ρ2, p2) deux solutions variationnelles du problème (PE). Pour tout ξi ∈ K
et σ ∈ D(0, T ), avec i = 1, 2, on a

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tσ

∫ pi

0
Tk(s − ξi) db(s)dtdx −

∫ T

0

∫
Ω

ρi V · ∇Tk(pi − ξi)σ dtdx

≤
∫ T

0

∫
Ω

f Tk(pi − ξi)σ dtdx.

(4.25)

Pour doubler les variables, on considère p1 = p1(t1) et p2 = p2(t2), σ ∈ D([0, T ]2), ξ1 et ξ2 ∈ K.
Pour i = 1, en testant par ξ1 = p1(t1, x) on obtient :

−
∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)
∫ p1(t1,x)

0
Tk(s − p2(t2, x)) db(s)dt1dx

−
∫ T

0

∫
Ω

ρ1(t1, x) V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x))σ(t1, t2) dt1dx

≤
∫ T

0

∫
Ω

f(t1, x) Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x))σ(t1, t2) dt1dx.

(4.26)

Ensuite, pour i = 2, en testant par ξ2 = p2(t2, x) on obtient :

−
∫ T

0

∫
Ω

∂t2σ(t1, t2)
∫ p2(t2,x)

0
Tk(s − p1(t1, x)) db(s)dt2dx

−
∫ T

0

∫
Ω

ρ2(t2, x)V · ∇Tk(p2(t2, x) − p1(t1, x))σ(t1, t2) dt2dx

≤
∫ T

0

∫
Ω

f(t2, x) Tk(p2(t2, x) − p1(t1, x))σ(t1, t2) dt2dx.

(4.27)

Intégrons l’inégalité (4.26) par rapport à t2, et l’inégalité (4.27) par rapport à t1. Additionnons
les deux nouveaux inégalités obtenues, et divisons le résultat par k > 0, on trouve que

− 1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)
∫ p1(t1,x)

0
Tk(s − p2(t2, x)) db(s) dt1 dt2 dx

− 1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t2σ(t1, t2)
∫ p2(t2,x)

0
Tk(s − p1(t1, x))db(s) dt1 dt2 dx

+ 1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

(ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x))V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x))σ(t1, t2) dt1 dt2 dx

≤ 1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

(f(t1, x) − f(t2, x)) Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x))σ(t1, t2) dt1 dt2 dx

(4.28)

Lorsque k → 0, on a :

lim
k→0

1
k

∫ p1(t1,x)

0
Tk(s − p2(t2, x)) db(s) =

∫ u1(t1,x)

0
Sign(s − p2(t2, x)) db(s)

= |ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| − |ρ2(t2, x)|,
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et
lim
k→0

1
k

∫ p2(t2,x)

0
Tk(s − p1(t1, x)) db(s) =

∫ p2(t2,x)

0
Sign(s − p1(t1, x)) db(s)

= |ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| − |ρ1(t1, x)|.
Par le théorème de la convergence dominée, on a :

lim
k→0

−1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)
∫ p1(t1,x)

0
Tk(s − p2(t2, x)) db(s) dt1 dt2 dx

= −
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)(|ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| − |ρ2(t2, x)|) dt1 dt2 dx

= −
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)|ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| dt1 dt2 dx +
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

σ(t1, t2)∂t1 |ρ2(t2, x)| dt1 dt2 dx︸ ︷︷ ︸
=0

= −
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t1σ(t1, t2)|ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| dt1 dt2 dx.

D’une manière analogue, on a

lim
k→0

−1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t2σ(t1, t2)
∫ p2(t2,x)

0
Tk(s − p1(t1, x)) db(s) dt1 dt2 dx

= −
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

∂t2σ(t1, t2)|ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x)| dt1 dt2 dx.

Grâce à la condition de Lipshitz sur la fonction b, il existe une constante Cb ∈ R tel que

|ρ1(t1, x) − ρ2(t2, x)| ≤ Cb|p1(t1, x) − p2(t2, x)|,

ce qui nous donne∣∣∣∫Ω (ρ2(t2,x)−ρ1(t1,x)
k V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x)

∣∣∣ ≤ Cb

∫
Ω

∣∣∣ (p2(t2,x)−p1(t1,x)
k V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x)

∣∣∣
≤ Cb

∫
Ω∩0≤[p1−p2≤k]

∣∣∣ (p2−p1)
k T +′

k (p1 − p2)V · ∇(p1 − p2)
∣∣∣

≤ Cb

∫
Ω∩0≤[p1−p2≤k]

∣∣∣V · ∇(p1 − p2)
∣∣∣ .

(4.29)
Donc pour k → 0 dans l’inégalité (4.29) il vient

lim
k→0

∣∣∣∫Ω (ρ2(t2,x)−ρ1(t1,x)
k V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x) dt1 dt2 dx

∣∣∣ = 0,

Ce qui est équivalent à

lim
k→0

1
k

∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

(ρ2(t2, x) − ρ1(t1, x))V · ∇Tk(p1(t1, x) − p2(t2, x))σ(t1, t2) dt1 dt2 dx = 0.
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Finalement, par passage à la limite dans l’inégalité (4.28), on obtient

−
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

(∂t1σ(t1, t2) + ∂t2σ(t1, t2))|ρ1(t1, x) − ρ2(t2, x)| dt1 dt2 dx

≤
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

|f(t1, x) − f(t2, x)|σ(t1, t2) dt1 dt2 dx.

(4.30)

Pour le dédoublement, prenons σ(t1, t2) = ϕ(t1)
ϵ ϱ( t2−t1

ϵ ). Avec ϕ ∈ D(0, T ), ϱ ∈ D(0, T ), ϱ ≥ 0
avec

∫
R ϱ(r) dr = 1. Pour ces choix de σ on a ∂t1σ(t1, t2) + ∂t2σ(t1, t2) = ϕ̇(t1)

ϵ ϱ( t2−t1
ϵ ).

Remplaçons σ(t1, t2) et ∂t1σ(t1, t2)+∂t2σ(t1, t2) par ses valeurs dans l’inégalité (4.30) on obtient

−
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

ϕ̇(t1)
ϵ

ϱ( t2 − t1
ϵ

)|ρ1(t1, x) − ρ2(t2, x)| dt1 dt2 dx

≤
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

|f(t1, x) − f(t2, x)|ϕ(t1)
ϵ

ϱ( t2 − t1
ϵ

) dt1 dt2 dx.

(4.31)

Faisons le changement de variables (t1, t2) → (t1, t2−t1
ϵ ), on obtient

−
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

|ρ1(t1, x) − ρ2(t1 + ϵτ, x)|ϱ(τ)ϕ̇(t1)) dt1 dτ dx

≤
∫ T

0

∫ T

0

∫
Ω

|f(t1, x) − f(t1 + ϵτ)|ϱ(τ)ϕ(t1) dt1 dτ dx.

(4.32)

Or d’après [7], pour tout v ∈ L1((0, T ) × Ω) la norme ||v(t + h, ·) − v(·, ·)||L1((0,T )×Ω) converge
uniformément vers 0 lorsque |h| → 0. En particulier, pour v = ϱ, nous obtenons après passage
à la limite dans l’inégalité (4.32) avec ϵ → 0

−
∫ T

0

∫
Ω

|ρ1(t1, x) − ρ2(t1, x)|ϕ̇(t1) dxdt1 ≤ 0 (4.33)

i.e.,
d

dt
||ρ1(t1, x) − ρ2(t1, x)||L1(Ω) ≤ 0. (4.34)

Pour tout t ∈ ]0, T ], intégrons (4.34) sur [0, t], on obtient

||ρ1(t, x) − ρ2(t, x)||L1(Ω) ≤ ||ρ1(0, x) − ρ2(0, x)||L1(Ω).

Puisque ρ1 et ρ2 sont deux solutions du problème (PE), alors on a ρ1(0, x) = ρ2(0, x) = ρ0. Par
suite ||ρ1(t, x) − ρ2(t, x)||L1(Ω) ≤ 0, ce qui implique que ρ1(t, x) = ρ2(t, x). D’où l’unicité de la
solution variationnelle.
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4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons montré l’existence et l’unicité de solution pour la version régu-

larisé (PE) du problème (4.1), où le graphe Sign+ est remplacé par une fonction Lipshitizienne
b. L’existence d’une solution variationnelle est prouvé en utilisant la méthode des semigroupes.
Dans la section 4.2, nous avons montré l’existence d’une bonne solution du problème de Cau-
chy (CP(ρ0, f)) associé à (PE). Puis, nous avons montré dans la section 4.3 par passage à la
limite, que la solution ϵ-approchée du problème de Cauchy discrétisé converge vers une solution
variationnelle du problème (PE). Dans la suite, en utilisant les techniques de doublement et
dédoublement de variables, nous avons montré l’unicité de la solution variationnelle.
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Chapitre 5

Une version modifiée du modèle de
Hughes

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle version modifiée du modèle macroscopique
proposé dans le chapitre 3. Nous nous basons sur le modèle proposé par Hughes dans [22, 23].
La section 5.1 de ce chapitre sera consacrée à la présentation du modèle introduit par Hughes et
les travaux effectués en relation avec ce modèle. Puis, nous présentons dans la section 5.2 notre
nouvelle version modifiée. La section 5.3 se focalise sur l’étude théorique du modèle proposé
précédemment où un résultat d’existence d’une solution variationnelle sera démontré. Dans la
section 5.4, nous présentons l’algorithme de type splitting utilisé pour approcher la solution
du modèle proposé. Ensuite, dans la section 5.5, nous expliquons comment nous discrétisons le
domaine de calcul et nous détaillons les schémas utilisés. Enfin, nous finirons ce chapitre par
la section 5.6, où nous montrons quelques tests que nous réalisons pour comparer le nouveau
modèle proposé avec le modèle du chapitre 3 d’une part, et pour le comparer avec le modèle de
Hughes [22, 23] d’autre part.

5.1 Modèle de Hughes

En 2002, Roger L. Hughes a proposé un modèle de la mécanique des fluides pour modéliser
le mouvement de foule [22, 23]. C’est un modèle macroscopique où la foule est représentée par sa
densité. Pour expliquer ce modèle d’une manière plus détaillée, nous considérons Ω un domaine
borné de RN (N ≥ 1) de frontière ∂Ω = ΓN ∪ ΓD, où ΓD représente la sortie et ΓN représente
les murs que les piétons ne peuvent pas les traverser. L’évolution de la densité ρ dans le domaine
Ω est gouvernée par une loi de conservation de masse :

∂tρ + div(ρ U(ρ)) = 0, (5.1)

où U(ρ) est la vitesse de transport de la foule. Pour gérer les problèmes de congestion, R.Hughes
a proposé de définir un champ de vitesse U(ρ) = f(ρ)2 ∇D, où D est un potentiel qui correspond
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à la distance la plus courte de la sortie et qui permet d’éviter les zones les plus denses. Il est
calculé en résolvant l’équation Eikonale suivante :

∥∇D∥ = 1
f(ρ) dans Ω,

D = 0 sur ΓD,

(5.2)

où f est une fonction continue et décroissante telle que f(0) = 1 et f(ρmax) = 0. Ce choix de la
fonction f signifie que la vitesse U(ρ) → 0 lorsque ρ → ρmax. La forme la plus simple et la plus
utilisée de f est f(ρ) = ρmax −ρ, avec ρmax = 1. Ce couplage entre l’équation de continuité (5.1)
et l’équation Eikonal (5.2) permet de représenter le modèle de Hughues sous la forme suivante :

∂tρ − div(ρ f(ρ)2 ∇D) = 0 dans [0, T [×Ω,

∥∇D∥ = 1
f(ρ) dans [0, T [×Ω,

D = 0 sur [0, T [×ΓD,

ρ0 = ρ(0, .) dans Ω.

(5.3)

Ce modèle a pris l’attention de nombreux chercheurs vu sa description réelle pour le comporte-
ment des foules. Par exemple, dans le cas d’évacuation d’une salle, chaque piéton se dirige vers
la sortie en choisissant le chemin le plus rapide en essayant d’éviter les endroits à forte densité.
Cependant, l’étude de ce modèle est complexe puisqu’il s’agit d’une couplage d’une équation
de transport non-linéaire avec une équation Eikonale. La principale difficulté provient de la
non-régularité du potentiel D. En effet, lorsque la densité ρ s’approche de la densité maximale
(ρmax = 1), le terme 1

f(ρ) → +∞. À cause de cette difficulté, les travaux consacrés à l’étude de
l’existence et l’unicité d’une solution pour ce modèle sont rares et se limitent à la dimension 1
[1, 14, 2]. Un premier résultat analytique lié à ce modèle a été réalisé par Di Francesco et al.
dans [11]. Les auteurs ont prouvé l’existence et l’unicité d’une solution du modèle en considérant
une version régularisée de l’équation (5.2). Ils ont proposé donc dans [11] une version modifiée
du modèle de Hughes (5.3) définie par :

∂tρ − div(ρ f(ρ)2 ∇D) = 0 dans [0, T [×Ω,

−ϵ∆D + 1
2∥∇D∥2 = 1

(f(ρ)+ϵ)2 dans [0, T [×Ω,

D = 0 sur [0, T [×ΓD,

ρ0 = ρ(0, .) dans Ω.

(5.4)

Les résultats théoriques du modèle (5.4) sont limités encore à la dimension 1. Dans [8], les
auteurs ont réalisé des simulations numériques en dimension 2, dans le but d’étudier l’effet du
terme de la diffusion dans la modèle (5.4) sur le temps d’évacuation de la foule. Ils ont remarqué
que la constante de diffusion ϵ et le temps d’évacuation sont inversement proportionnelles.
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Une autre version modifiée du modèle de Hughes a été proposée dans [9]. L’idée de cette
modification provient du fait que dans certains domaines la densité globale dans tout le domaine
pourrait ne pas être visible ou connu pour un piéton en position x. Pour cela, les auteurs ont
proposé l’approche suivante : pour chaque x ∈ Ω, le domaine Ω sera divisé en deux parties :

1. La partie Vx représente les régions visibles du domaine Ω pour un piéton en position
x. Cette partie du domaine est considérée dans [9] comme un cône de vision local de
diamètre L > 0. Par exemple, en dimension 1, Vx = [x − L

2 , x + L
2 ] ∩ Ω. Dans le cas où

L = +∞, nous avons Vx = Ω. Cela signifie qu’un piéton en position x est capable de
visualiser toutes les régions du domaine et déterminer la densité globale.

2. La partie Hx := Ω\Vx représente les régions invisible du domaine Ω pour un piéton en
position x.

En conséquence, le potentiel D est calculé à partir de l’équation Eikonal suivante :

∥∇yD∥ =


1

f(ρ(y,t)) si y ∈ Vx,

1
f(ρH) si y ∈ Hx,

(5.5)

où ρH ∈ R+
0 une densité fixé pour tous les piétons.

5.2 Version modifiée du modèle de Hughes
Dans le chapitre 3, nous avons proposé un nouveau modèle macroscopique pour modéliser

le mouvement de foule. La congestion est gérée par un terme de seconde ordre non-linéaire de
diffusion. Ce terme est uniquement active sur les régions où la densité coïncide avec 1. Rappelons
que le modèle proposé s’écrit sous la forme suivante :

∂tρ − div(Φ) + div(ρ V ) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

(ρV + Φ) · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0 sur [0, T [×ΓD,

où Ω est un domaine borné de RN (N ≥ 1) de frontière ∂Ω = ΓD
⋃

ΓN , avec ν est le vecteur
normal unitaire extérieure à Ω. L’évolution de la densité est définie sur [0, T ]. La vitesse V est
un champ constant au cours du temps.

Dans le chapitre 3, nous avons réalisé des simulations numériques pour visualiser le com-
portement de la foule décrit par le modèle (5.2). Nous avons remarqué qu’en se déplaçant vers
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la sortie du domaine, les piétons privilégient le chemin le plus court vers la sortie mais sans
éviter les endroits à densité maximale. En fait, nous avons trouvé que dans certains endroits du
domaine la densité est maximale (ρ = 1). Par contre, dans d’autres endroits la densité est nulle.

Dans le but d’améliorer le modèle (5.2), nous proposons d’introduire un nouveau champ
de vitesse à la fois orienté vers les sorties les plus proches et qui évite les régions à densité
maximale. Pour ce faire, en s’inspirant du modèle de Hughes, nous définissons un champ vitesse
qui dépend de la densité ρ mais d’une manière implicite. C’est-à-dire, au lieu de définir un champ
de vitesse V qui dépend directement de la densité ρ, nous définissons V qui dépend de p, où
p ∈ (Sign+)−1(ρ). Nous proposons donc le champ vitesse V = −∇D, où D est la solution de
l’Eikonal suivante :

(Ep)


∥∇D∥ = H(p) dans Ω,

D = 0 sur ΓD,
(5.6)

où H : R →]0, +∞[ est une fonction continue et croissante. De plus, nous choisissons H de la
façon suivante :

— Pour une densité ρ < 1, la fonction H(p) ≃ 1,
— Pour une densité ρ = 1, la fonction H(p) >> 1.

Ce choix de la fonction H signifie que : le champ vitesse V calculé à l’aide de (Ep) privilégie les
endroits à densité ρ < 1. Pour les simulations numériques dans la section 5.6, nous travaillons
avec H(p) = exp(λp) avec λ ∈ R+.
Finalement, le nouveau modèle proposé s’écrit :

∂tρ − div(Φ) − div(ρ ∇D) = f

Φ = m∇p, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p), ∥∇D∥ = H(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

Φ · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0, D = 0 sur [0, T [×ΓD,

(5.7)

5.3 Existence d’une solution variationnelle

Après la présentation du nouveau modèle (5.7), il est important de voir si ce dernier est
bien posé. Pour cela, nous nous intéressons à la démonstration de l’existence d’une solution
du problème. Or, des difficultés liées à la compacité de la fonction ρ nous ont empêché de
prouvé l’existence d’une solution du problème dans le cas où ρ ∈ Sign+(p). Pour cette difficulté,
comme on a fait au chapitre 4, nous travaillons avec une approximation lipschitzienne du graphe
Sign+. Cette section est donc consacrée à la démonstration d’existence d’une solution du modèle
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régularisé de (5.7), où le graphe Sign+ a été approximé par une fonction b lipschitzienne, i.e., nous
démontrons l’existence d’une solution variationnelle du problème suivant :

(PH)



∂tρ − div(Φ) − div(ρ ∇D) = f

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ = b(p), ∥∇D∥ = H(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

Φ · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

p = 0, D = 0 sur [0, T [×ΓD.

avec les hypothèses suivantes :
— Ω est un domaine borné de RN (N ≥ 1) de frontière ∂Ω = ΓD

⋃
ΓN .

— b : R → R est une fonction lipschitzienne, croissante avec b(0) = 0.
— H : R → [0, +∞[ est une fonction continue et croissante.

On note par LipD(Ω) = {z ∈ Lip(Ω) tel que z = 0 sur ΓD} et par Lip∗
D(Ω) son espace dual.

Nous supposons dans la suite que la fonction f ∈ L1(0, T, Lip∗
D(Ω)).

Avant de préciser en quel sens nous définissons la solution du problème (PH), nous présentons
le théorème suivant :

Théorème 5.3.1. [16] Soit k ∈ C(Ω) tel que k ≥ 0, alors l’équation Eikonal définie par :
∥∇D∥ = k dans Ω,

D = 0 sur ΓD.

admet une unique solution D ∈ W 1,∞
D (Ω). De plus, D est donné par le problème d’optimisation

suivant

max
z∈W 1,∞(Ω)

{∫
Ω

z dx : |∇z| ≤ k et z = 0 sur ΓD

}
. (5.8)

Dans cette section, nous démontrons l’existence d’une solution variationnelle du problème
d’évolution (PH). L’idée de la preuve est de discrétiser le problème d’évolution (PH) par un
schéma Euler-implicite en temps. Pour ϵ > 0, on considère la discrétisation suivante de l’intervalle
[0, T ] : 

0 = t1 < t2 < · · · < ti < ti+1 < · · · < tn = T,

ti+1 − ti = ϵ, pour tout i ∈ 0, · · · , n − 1.
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Discrétisons la première équation de problème (PH) par un schéma Euler implicite en temps, on
obtient :

(DPH)



ρi+1−ρi

ϵ − div(Φi+1) − div(ρi+1 ∇Di+1) = f i+1

Φi+1 = m∇pi+1, m ≥ 0, |∇pi+1| ≤ 1, m(1 − |∇pi+1|) = 0

ρi+1 = b(pi+1), ∥∇Di+1∥ = H(pi)


dans Ω,

Φi+1 · ν = 0 sur ΓN ,

pi = 0, Di+1 = 0 sur ΓD,

où f1, f2, · · · , fn ∈ Lip∗
D(Ω) tels que

∑n−1
0

∫ ti+1
ti

||f(t) − f i||Lip∗
D

dt ≤ ϵ.
Grâce au théorème 4.1.1 on peut déduire que le problème discrétisé (DPH) admet une solution
qu’on note (ρi+1, pi+1, Di+1) ∈ L∞(Ω) × K × W 1,∞(Ω) telle que :∫

Ω
(ρi+1 − ρi

ϵ
)Tk(pi+1−ξ)dx+

∫
Ω

ρi+1∇Di+1·∇Tk(pi+1−ξ)dx ≤
∫

Ω
f i+1Tk(pi+1−ξ)dx, pour tout ξ ∈ K.

(5.9)
Considérons les suites ρϵ, pϵ et Dϵ définies par :

ρϵ =


ρi+1 si t ∈ [ti, ti+1[

ρ0 si t ∈ [0, t1[,

pϵ =


pi+1 si t ∈ [ti, ti+1[

p0 si t ∈ [0, t1[,
et

Dϵ =


Di+1 si t ∈ [ti, ti+1[

D0 si t ∈ [0, t1[.

De plus, en définissant la fonction

ρ̃ϵ(t) = (t − ti)ρi+1 − (t − ti+1)ρi

ϵ
,

d’après l’inégalité (5.9), on obtient pour tout t ∈ [ti, ti+1[∫
Ω

∂tρ̃ϵ Tk(pϵ − ξ) dx +
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ · ∇Tk(pϵ − ξ) dx ≤

∫
Ω

f ϵTk(pϵ − ξ) dx, pour tout ξ ∈ K. (5.10)

Pour k très grand, l’inégalité (5.10) est équivalente à∫
Ω

∂tρ̃ϵ(b−1(ρϵ)−ξ)dx+
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ·∇(pϵ−ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵ(pϵ−ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[. (5.11)
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Or, pour tout t ∈ [ti, ti+1[ on a (∂tρ̃ϵ)(ρϵ − ρ̃ϵ) = (ρi+1−ρi)2

ϵ2 (ti+1 − t) ≥ 0. Grâce à la monotonie
de la fonction b, on conclut que

∫
Ω ∂tρ̃ϵ(b−1(ρϵ) − b−1(ρ̃ϵ)) dx ≥ 0. Par conséquent, on obtient∫

Ω
∂tρ̃ϵ(b−1(ρ̃ϵ)−ξ)dx+

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ·∇(pϵ−ξ)dx ≤
∫

Ω
f ϵ(pϵ−ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[. (5.12)

En prenant ξ = p − Tk(p − ξ), on trouve que∫
Ω

∂tρ̃ϵTk(b−1(ρ̃ϵ)−ξ)dx+
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ ·∇Tk(pϵ−ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵTk(pϵ−ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.
(5.13)

Dans la suite, nous montrons que les suites ρϵ, pϵ et Dϵ convergent respectivement vers ρ, p et
D tels que (ρ, p, D) est une solution du problème (PH) au sens du théorème suivant :

Théorème 5.3.2. Pour tout f ∈ L1(0, T, Lip∗
D(Ω)), le problème (PH) admet une solution va-

riationnelle (ρ, p, D) au sens suivant : ρ ∈ L1(0, T, L1(Ω)), p ∈ L∞(0, T, H1
D(Ω)) avec ρ = b(p),

et D ∈ Ls(0, T, W 1,s(Ω)) où D est la solution maximale de l’équation Eikonal suivante

(E)


∥∇D∥ = H(p) dans Ω,

D = 0 sur ΓD,

tels que pour tout ξ ∈ K et σ ∈ D(0, T ) on a :

−
∫ T

0
∂tσ(t)

∫
Ω

∫ ρ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

ρ∇D·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt.

(5.14)

La preuve du théorème 5.3.2 est divisée en différents lemmes.

Lemme 5.3.1. Les deux suites (pϵ)ϵ et (ρ̃ϵ)ϵ sont bornées dans L∞(0, T, LipD(Ω)) et la suite
(∂tρ̃ϵ)ϵ est bornée dans L1(0, T, Lip∗

D(Ω)).

Démonstration.

1. Pour tout t ∈ [0, T ], on sait que pϵ(t) ∈ K. Donc, pϵ est bornée dans L∞(0, T, LipD(Ω)).

2. On sait que ρϵ = b(pϵ), de plus, la fonction b est continue et lipshitizienne, alors on peut
déduire d’après la première partie de la preuve que ρϵ est bornée dans L∞(0, T, LipD(Ω)).
D’après la définition de la suite ρ̃ϵ, on peut aussi déduire qu’elle même est bornée dans
L∞(0, T, LipD(Ω)).

3. Rappelons que pour tout ξ ∈ K on a :∫
Ω

∂tρ̃ϵ(b−1(ρ̃ϵ)−ξ)dx+
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ ·∇(pϵ−ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵ(pϵ−ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.
(5.15)
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Or, pour tout ξ ∈ K on a aussi −ξ ∈ K. En testant donc par la fonction −ξ dans l’inégalité
(5.15) on obtient :∫

Ω
∂tρ̃ϵ(b−1(ρ̃ϵ)+ξ)dx+

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ ·∇(pϵ+ξ)dx ≤
∫

Ω
f ϵ(pϵ+ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.

(5.16)
i.e.,∫

Ω
∂tρ̃ϵξdx+

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ·∇(pϵ+ξ)dx ≤
∫

Ω
f ϵ(pϵ+ξ)dx−

∫
Ω

∂tρ̃ϵb−1(ρ̃ϵ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.
(5.17)

On a ∂tρ̃ϵb−1(ρ̃ϵ) = d
dt

∫ ρ̃ϵ

0 b−1(s) ds, ce qui implique que∫
Ω

∂tρ̃ϵξdx ≤ −
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ·∇(pϵ+ξ)dx+

∫
Ω

f ϵ(pϵ+ξ)dx− d

dt

∫
Ω

∫ ρ̃ϵ

0
b−1(s)dsdx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.

(5.18)
En intégrant l’inégalité (5.18) sur l’intervalle [0, T ] on trouve que∫ T

0

∫
Ω

∂t ρ̃ϵξ dt dx ≤ −
∫ T

0

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ · ∇(pϵ + ξ) dt dx +
∫ T

0

∫
Ω

f ϵ(pϵ + ξ) dt dx

+
∫

Ω

∫ ρ0

0
b−1(s) ds dx −

∫
Ω

∫ ρ̃ϵ

0
b−1(s) ds dx.

Or, ρϵ et pϵ sont bornées dans L∞(Q). De plus, grâce à la continuité de la fonction H on
a |∇Dϵ| est bornée et alors ∇Dϵ est bornée dans L∞(Q). On en déduit que

max
ξ∈LipD(Ω),|∇ξ|≤1

∫ T

0

∫
Ω

∂t ρ̃ϵ ξ dt dx < ∞,

ce qui implique que ∂tρ̃ϵ est bornée dans L1(0, T, Lip∗
D(Ω)).

Lemme 5.3.2. (Lemme d’Aubin-Lions-Simon) [27]
Soient X0, X1, et X2 trois espaces de Banach, tels que X0 ⊂ X1 avec injection compacte, et
X1 ⊂ X2 avec injection continue. Pour tout T > 0 et 1 ≤ s, r ≤ +∞ on définit l’espace

Ws,r := {u ∈ Ls(0, T, X0) : ∂tu ∈ Lr(0, T, X2)}.

Alors,
— si s = +∞ et r > 1, on a Ws,r ⊂ C0(0, T, X1) avec injection compacte.
— si s < +∞, on a Ws,r ⊂ Ls(0, T, X1) avec injection compacte.

Lemme 5.3.3. Ils existent deux sous-suites de (ρ̃ϵ) et (ρϵ), notées respectivement (ρ̃ϵk) et (ρϵk),
telles que

ρ̃ϵk → ρ dans L1(0, T, C(Ω)),

et
ρϵk → ρ dans L1(0, T, C(Ω)).
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Démonstration.
D’après le lemme 5.3.1, on sait que la suite ρ̃ϵ est bornée dans L∞(0, T, LipD(Ω)), et la suite

∂tρ̃
ϵ est bornée dans L1(0, T, Lip∗

D(Ω)). De plus, on a

LipD(Ω) ⊂ C(Ω) ⊂ Lip∗
D(Ω),

avec injection compacte de LipD(Ω) dans C(Ω), et injection continue de C(Ω) dans Lip∗
D(Ω).

Donc, en appliquant le lemme d’Aubin-Lions-Simon on déduit qu’il existe une sous-suite de ρ̃ϵ

notée ρ̃ϵk telle que

ρ̃ϵk → ρ dans Ls(0, T, C(Ω)), pour tout 1 ≤ s < +∞. (5.19)

Or, d’après la définition de la fonction ρ̃ϵ on a

ρ̃ϵ(t) − ρϵ(t) = (t − ti) ∂t
˜ρϵ(t), pour tout t ∈ [ti, ti+1[. (5.20)

Ce qui donne en intégrant sur Ω et [0, T ]

||ρ̃ϵ − ρϵ||L1(0,T,Lip∗
D(Ω)) ≤ ϵ||∂tρ̃ϵ||L1(0,T,Lip∗

D(Ω)). (5.21)

Puisque ∂tρ̃
ϵ est bornée dans L1(0, T, Lip∗

D(Ω)), donc en passant à la limite dans l’inégalité
(5.21) lorsque ϵ → 0 on conclut que ρ̃ϵ converge vers ρϵ dans L1(0, T, Lip∗

D(Ω)). Maintenant, en
combinant l’inégalité suivante :

||ρϵk − ρ||L1(0,T,Lip∗
D(Ω)) ≤ ||ρϵk − ρ̃ϵk ||L1(0,T,Lip∗

D(Ω)) + ||ρ̃ϵk − ρ||L1(0,T,Lip∗
D(Ω)), (5.22)

avec l’injection continue C(Ω) ⊂ Lip∗
D(Ω), on déduit la convergence de ρ̃ϵk vers ρ dans Ls(0, T, C(Ω))

et dans Ls(0, T, Lip∗
D(Ω)). Donc, par passage à la limite dans l’inégalité (5.22) on déduit que

ρϵk → ρ dans L1(0, T, Lip∗
D(Ω)), (5.23)

et
ρϵk → ρ dans L1(0, T, C(Ω)).

Lemme 5.3.4. Il existe une sous-suite (pϵk) de (pϵ) et une fonction p ∈ L1(0, T, C(Ω)), avec
ρ = b(p), telles que

pϵk → p dans L1(0, T, C(Ω)).

De plus, pour tout t > 0 on a p(t) ∈ K.

Démonstration. D’après le lemme 5.3.3, on a

ρϵk → ρ dans L1(0, T, C(Ω)) (5.24)

Pour p = b−1(ρ), puisque la fonction b−1 est lipschitzienne, alors il existe une constante M > 0
telle que

|pϵk − p| = |b−1(ρϵk) − b−1(ρ)| ≤ M |ρϵk − ρ|. (5.25)
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Par passage à la limite dans l’équation (5.25), et en utilisant l’équation (5.24) on peut déduire
que

pϵk → p dans L1(0, T, C(Ω)).

De plus, p(t, .) ∈ K. En effet, tout ϵk > 0 et t ∈ [0, T ] la fonction pϵk(t, .) est lipschitz telle que
|∇pϵk(t, .)| ≤ 1, donc

|pϵk(t, x) − pϵk(t, y)| ≤ |x − y| pour tout x, y ∈ Ω. (5.26)

Par passage à la limite dans l’inégalité (5.26) lorsque ϵk → 0 on obtient

|p(t, x) − p(t, y)| ≤ |x − y| pour tout x, y ∈ Ω,

donc p(t, .) est lipschitzienne.
Par semi-continuité de la norme on obtient que |∇p(t, .)| ≤ 1, et par suite p(t, .) ∈ K.

Lemme 5.3.5. Soit ξ une fonction dans W 1,∞(Ω) telle que |∇ξ| ≤ c(x), et cn une suite de
fonctions dans C(Ω) telle que cn > 0 et cn → c dans C(Ω). Alors, pour tout α > 0 il existe nα

∈ N tel que pour tout n ≥ nα on a : |∇ξ| ≤ cn
1−α .

Démonstration. On a cn est strictement positive, donc, en divisant l’inégalité |∇ξ| ≤ c(x) par
cn on obtient |∇ξ| ≤ c

cn
cn.

On sait que cn → c dans C(Ω), en appliquant la définition de la convergence d’une suite on
obtient

pour tout ϵ > 0, il existe n0 ∈ N, tel que pour tout n ≥ n0 on a : c

cn
< 1 + ϵ.

Ce qui implique que |∇ξ| ≤ (1 + ϵ)cn, pour tout n ≥ n0.
Pour α > 0, prenons ϵ > 0 tel que 1 + ϵ ≤ 1

1−α , on trouve que |∇ξ| ≤ cn
1−α .

Lemme 5.3.6. Il existe une sous-suite de Dϵ notée (Dϵk) et D ∈ Ls(0, T, W 1,s(Ω)) telles que

Dϵk → D dans Ls(0, T, W 1,s(Ω)).

De plus, pour tout t ∈ [0, T ], D(t) est la solution maximale de l’équation Eikonal

(E)


∥∇D(t)∥ = H(p(t)) dans Ω

D(t) = 0 sur ΓD.

Démonstration. On sait que pϵ est bornée dans L∞(Q) et que la fonction D : R → R est continue,
alors H(pϵ) est bornée dans L∞(Q), cela implique que Dϵ est bornée dans Ls(0, T, W 1,s(Ω)) et
il existe une sous-suite de Dϵ notée Dϵk telle que

Dϵ ⇀ D faiblement dans Ls(0, T, W 1,s(Ω)).

Pour montrer que D(t, .) est la solution maximale de l’équation Eikonal (E) on pose kϵ = H(pϵ)
et k = H(p). Pour tout ξ ∈ W 1,∞

D (Ω) tel que ∥∇ξ∥ ≤ k, on considère la suite définie par
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ξδ = (1 − δ)ξ avec δ ∈ ]0, 1[. Puisque pϵ → p dans L1(0, T, C(Ω)) et H est une fonction continue,
alors kϵ → k dans L1(0, T, C(Ω)). D’après le lemme 5.3.5, il existe ϵ0 ≥ 0 tel que pour tout
0 < ϵ < ϵ0 on a ∥∇ξ∥ ≤ kϵ

1−δ et ∥∇ξδ∥ ≤ kϵ. On sait que Dϵ(t, .) est la solution maximale de
l’équation Eikonal

(Eϵ)


∥∇Dϵ(t, .)∥ = kϵ(t, .) dans Ω,

Dϵ(t, .) = 0 sur ΓD,

et ∥∇ξδ∥ ≤ kϵ, donc ∫
Ω

Dϵ(t, x) dx ≥
∫

Ω
ξδ(x) dx. (5.27)

Ce qui implique que∫
Ω

Dϵ(t, x) dx ≥ (1 − δ)
∫

Ω
ξ(x) dx, pour tout 0 < ϵ < ϵ0. (5.28)

En multipliant l’inégalité (5.28) par σ ≥ 0 dans D(0, T ), puis en intégrant sur [0, T ] on obtient∫ T

0

∫
Ω

Dϵ(t, x)σ(t) dx dt ≥ (1 − δ)
∫

Ω
ξ(x)

∫ T

0
σ(t) dx dt. (5.29)

Par passage à la limite dans l’inégalité précédente pour ϵ → 0, on trouve∫ T

0

∫
Ω

D(t, x)σ(t) dx dt ≥ (1 − δ)
∫

Ω
ξ(x)

∫ T

0
σ(t) dx dt. (5.30)

En passant maintenant à la limite dans l’inégalité (5.30), lorsque δ → 0, on obtient∫ T

0

∫
Ω

D(t, x)σ(t) dx dt ≥
∫

Ω
ξ(x)

∫ T

0
σ(t) dx dt. (5.31)

Alors, pour presque partout t ∈ [0, T ] on a∫
Ω

D(t, x) dx ≥
∫

Ω
ξ(x) dx. (5.32)

Donc on peut déduire que D(t, .) est la solution maximale de (E), et par suite ∥∇D(t)∥ =H(p(t))
p.p. dans Ω. Puisque H(pϵ) → H(p) dans Ls(0, T, C(Ω)), alors ∥∇Dϵ(t, .)∥ → ∥∇D(t, .)∥ dans
C(Ω). D’où, Dϵ → D dans Ls(0, T, W 1,s(Ω)).

Preuve du théorème 5.3.2. Rappelons que pour tout ξ ∈ K on a :∫
Ω

∂tρ̃ϵTk(b−1(ρ̃ϵ)−ξ)dx−
∫

Ω
ρϵ∇Dϵ ·∇Tk(pϵ−ξ)dx ≤

∫
Ω

f ϵTk(pϵ−ξ)dx, pour tout t ∈ [ti, ti+1[.
(5.33)

En multipliant l’inégalité (5.33) par σ(t) ∈ D(0, T ), puis en intégrant sur [0, T ] on obtient

−
∫ T

0
∂tσ(t)

∫
Ω

∫ ρ̃ϵ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ·∇Tk(pϵ−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫

Ω
f ϵTk(pϵ−ξ)σ(t)dxdt.

(5.34)
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D’après le lemme 5.3.3 il existe une sous-suite notée (ρϵ) et une fonction ρ ∈ L1(0, T, C(Ω)) telle
que ρ̃ϵ → ρ ∈ Ls(0, T, C(Ω)), donc on déduit que le premier terme de l’inégalité (5.34) converge
vers

∫ T
0 ∂tσ

∫
Ω
∫ ρ

0 Tk(b−1(s) − ξ) dsdxdt lorsque ϵ → 0.
Traitons le deuxième terme de l’inégalité (5.34). Grâce aux lemmes 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.6 ils
existent trois sous-suites notées (ρϵ), (pϵ) et (Dϵ) telles que ρϵ → ρ dans Ls(0, T, C(Ω)), pϵ →
p dans Ls(0, T, C(Ω)) et ∇Dϵ → ∇D dans Ls(Q)N avec ρ = b(p). Puisque la fonction Tk

est continue alors Tk(pϵ − ξ) → Tk(p − ξ) dans Ls(0, T, C(Ω)) et ∇Tk(pϵ − ξ) ⇀ ∇Tk(p −
ξ) faiblement dans Ls(Q)N . Grâce à ces limites on déduit que

lim
ϵ→0

∫ T

0

∫
Ω

ρϵ∇Dϵ · ∇Tk(pϵ − ξ)σ(t) dxdt =
∫ T

0

∫
Ω

ρ∇D · ∇Tk(p − ξ)σ(t) dxdt.

Pour le troisième terme de l’inégalité (5.34). Grâce aux deux limites Tk(pϵ − ξ) → Tk(p −
ξ) dans Ls(0, T, C(Ω)) et f ϵ → f dans L1(0, T, Lip∗

D(Ω)) on déduit que

lim
ϵ→0

∫
Ω

f ϵTk(p − ξ)σ(t) dx dt =
∫

Ω
fTk(p − ξ)σ(t) dx dt.

Finalement par passage à la limite dans l’inégalité (5.34) pour ϵ → 0 on obtient pour tout ξ ∈
K et σ ∈ D(0, T )

−
∫ T

0
∂tσ(t)

∫
Ω

∫ ρ

0
Tk(b−1(s)−ξ)dsdxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ρ∇D·∇Tk(p−ξ)σ(t)dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

fTk(p−ξ)σ(t)dxdt,

(5.35)
où D(t, ) est la solution de l’Eikonal (E). D’où l’existence d’une solution au sens du théorème
5.3.2.

5.4 Aspect numérique

5.4.1 Méthode de splitting

Dans cette sous-section, on cherche à approcher numériquement la solution de notre nouveau
modèle proposé défini par :

∂tρ − div(Φ) + div(ρ ∇D) = 0

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ ∈ Sign+(p), ∥∇D∥ = H(p)


dans Q := [0, T [×Ω,

Φ · ν = 0 sur [0, T [×ΓN ,

D = 0, p = 0 sur [0, T [×ΓD,

En utilisant le schéma de splitting proposé dans le chapitre 3, nous considérons la discréti-
sation suivante :
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Pour τ > 0 un pas de temps, nous discrétisons [0, T ] en sous intervalles de la forme [tk, tk+1] où
tk = kτ, k = 0, · · · , n−1. Pour une densité initiale ρ0, à chaque instant du temps tk+1 la densité
ρk+1 est calculée en deux étapes : étape de transport (prédiction) et étape de correction. Pour
ce faire, comme au chapitre 3 chaque intervalle du temps [tk, tk+1] sera divisée en deux sous-
intervalles [tk, tk+ 1

2
[ et [tk+ 1

2
, tk+1[ où chaque intervalle correspond à une étape de l’algorithme.

— Étape de Prédiction : À l’instant tk+ 1
2
, nous calculons la densité ρk+ 1

2
en transportant

la densité ρk par le champ de vitesse V . Comme dans le chapitre 3, la densité ρk+ 1
2

=
ρ̃(tk+ 1

2
) est la solution de l’équation de continuité


∂tρ̃ + div(ρ̃ V ) = 0 dans [tk, tk+ 1

2
[×Ω,

ρ̃(tk) = ρk.

(5.36)

La vitesse V = −∇D, où D est la solution maximale de l’Eikonal suivante :


|∇D(tk)| = H(p(tk)) dans Ω

D(tk) = 0 sur ΓD,

avec ρ̄k ∈ Sign+(p(tk)).
— Étape de Correction : Afin d’obtenir une densité admissible à l’instant tk+1, nous

corrigeons la densité ρk+ 1
2

obtenue par le transport (ou prédiction) en introduisant le
terme de seconde ordre - div(Φ). En fait, la densité solution ρk+1 = ρ̄(tk+1) est la solution
de l’EDP



∂tρ̄ − div(Φ) = 0,

Φ = m∇p, m ≥ 0, |∇p| ≤ 1, m(1 − |∇p|) = 0

ρ̄ ∈ Sign+(p)


dans [tk+ 1

2
, tk+1[×Ω,

Φ · ν = 0 sur [tk+ 1
2
, tk+1[×ΓN ,

p = 0 sur [tk+ 1
2
, tk+1[×ΓD,

ρ̄(tk+ 1
2
) = ρk+ 1

2
.

(5.37)
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Discrétisons ∂tρ̄ sur l’intervalle [tk+ 1
2
, tk+1[, on obtient

ρ̄(tk+1) − τ div(Φk+1) = ρk+ 1
2
,

Φ = m∇pk+1, m ≥ 0, |∇pk+1| ≤ 1, m(1 − |∇pk+1|) = 0

ρ̄(tk+1) ∈ Sign+(pk+1)


dans [tk+ 1

2
, tk+1[×Ω,

Φk+1 · ν = 0 sur [tk+ 1
2
, tk+1[×ΓN ,

pk+1 = 0 sur [tk+ 1
2
, tk+1[×ΓD.

(5.38)
D’après le chapitre 3, les solutions ρk+1 := ρ̄(tk+1) et pk+1 du (5.37) sont respectivement
les solutions du problème de Beckmann :

inf {
∫

Ω |Φ(x)| dx : ρ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ ρ ≤ 1,

Φ ∈ (L1(Ω))N , Φ · ν = 0 sur ΓN , − div(Φ) = ρk+ 1
2

− ρ dans Ω
}

,
(5.39)

et de son dual

min
z

{∫
z+ dx −

∫
z ρk+ 1

2
dx : z ∈ W 1,s

D (Ω) et |∇z| ≤ 1
}

. (5.40)

5.5 Implémentation
Dans cette section, nous présentons l’implémentation du schéma de splitting proposé pour

calculer la densité ρ solution du problème (5.7).

5.5.1 Discrétisation du domaine

Considérons un domaine Ω qui représente une salle de frontière ∂Ω = ΓN ∪ ΓD où ΓD

représente la sortie de la salle et ΓN représente les murs de la salle. Nous reprenons la même
discrétisation proposée dans le chapitre 3 : nous discrétisons Ω en m × n cellules de surface
dx × dy, où dx et dy représentent les pas en espaces.
Pour tout 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n, la valeur de ri,j est une approximation de la valeur moyenne
sur la cellule de r dans la cellule (i, j), alors que Fi− 1

2 ,j et Fi+ 1
2 ,j calculés sur les arrêts de la

cellule (i, j) représentent respectivement les flux entrants et sortants de chaque cellule.
— Dans l’étape de transport ri,j représente la densité de population, alors que Fi− 1

2 ,j et
Fi+ 1

2 ,j représentent le flux ρV .
— Dans l’étape de correction : pour l’étape primal ri,j représente la densité corrigée et les

flux Fi− 1
2 ,j et Fi+ 1

2 ,j correspondent au terme Φ ajouté pour la décongestion. Dans l’étape
dual, ri,j représente le paramètre dual p et les flux Fi− 1

2 ,j et Fi+ 1
2 ,j correspondent au

gradient de p.
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5.5.2 Étape de transport

Dans l’étape de prédiction, nous calculons à l’instant tk+ 1
2

la densité ρk+ 1
2

= ρ̃(tk+ 1
2
) trans-

port de ρk grâce à l’équation de continuité suivante :
∂tρ̃ − div(ρ̃ ∇D) = 0 dans [tk, tk+ 1

2
[×Ω,

ρ̃(tk) = ρk

(5.41)

qu’on peut l’écrire sous la forme suivante :
∂tρ̃(t, x, y) + ∂xF̃ (t, x, y) + ∂yG̃(t, x, y) = 0 dans [tk, tk+ 1

2
[×Ω,

ρ̃(tk) = ρk,

(5.42)

avec F̃ (t, x, y) = −ρ̃(t, x, y) ∂xD(t, x, y) et G̃(t, x, y) = −ρ̃(t, x, y) ∂yD(t, x, y).

Pour implémenter l’étape de prédiction (ou transport), nous discrétisons l’équation (5.42) en
utilisant un schéma volume finis en espace et Euler explicite en temps [17]. Ce qui nous donne :

ρ
k+ 1

2
i,j − ρk

i,j

dt
+ 1

dx
[F̃ k

i+ 1
2 ,j

− F̃ k
i− 1

2 ,j
] + 1

dy
[G̃k

i,j+ 1
2

− G̃k
i,j− 1

2
] = 0,

où F̃ k
i+ 1

2 ,j
, F̃ k

i− 1
2 ,j

, G̃k
i,j+ 1

2
et G̃k

i,j− 1
2

sont les valeurs des flux sur les interfaces de chaque cellule
(i, j). Vu que dans notre cas le transport est non-linéaire, nous avons besoin d’approximer les flux
sur les interfaces. Différentes approximations existent pour ce type d’ équations non-linéaires,
comme le schéma de Godunov, le schéma de Lax-Wendrof et le schéma de Rusanov [17, 33].
Dans ce travail, nous utilisons l’approximation de Rusanov donnée par :

F k,Rus

i+ 1
2 ,j

= 1
2(F̃ k(ρi,j) + F̃ k(ρi+1,j)) − max(|(F̃ k(ρi,j)′)|, |(F̃ k(ρi+1,j)′)|)

2 (ρi+1,j − ρi,j).

L’étape de prédiction se discrétise comme :

ρ
k+ 1

2
i,j − ρk

i,j

dt
+ 1

dx
[F k,Rus

i+ 1
2 ,j

− F k,Rus

i− 1
2 ,j

] + 1
dy

[Gk,Rus

i,j+ 1
2

− Gk,Rus

i,j− 1
2
] = 0 (5.43)

5.5.3 Étape de correction

Dans le modèle de Hughes original [22, 23], la contrainte de congestion (0 ≤ ρ ≤ 1) a été
prise en compte dans le terme du transport div(ρ(1−ρ)V ). Or, dans notre modèle proposé (5.7),
le champ vitesse défini pour le transport ne garantit pas une densité admissible (0 ≤ ρ ≤ 1).
Pour cela, la densité ρk+ 1

2 obtenue dans l’étape de prédiction sera corrigée à l’aide de problème
de Beckamann

infρ,Φ {
∫

Ω |Φ(x)| dx : ρ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ ρ ≤ 1,

Φ ∈ (L1(Ω))N , Φ · ν = 0 sur ΓN , − div(Φ) = ρk+ 1
2

− ρ dans Ω
}

.
(5.44)

85



Pour calculer la densité corrigée ρk+1, comme au chapitre 1, nous appliquons l’algorithme
Primal-Dual (Chambolle-Pock) suivant

Algorithm 2 Algorithme primal-dual (Chambolle-Pock)
Initialisation : Soit l = 0, on choisit α, σ > 0 tel que ατ∥Λh∥2 < 1. Pour ρ0, Φ0 et p0 = p̄0 = p0.
Étape primal :

(ρl+1
i,j , Φl+1

i,j ) =
(

max(0, min(1, ρl
i,j − σp̄l

i,j)), max(0, 1 − 1
|Φl

i,j − σ∇hp̄l
i,j |

)(Φl
i,j − σ∇hp̄l

i,j)
)

.

(5.45)
Étape dual :

vl+1 = pl + αρl+1 − α divh(Φl+1).
pl+1

i,j = vl+1
i,j − αProjCi,j

(vl+1
i,j /α), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

(5.46)

Extragradient :
p̄l+1 = 2pl+1 − pl.

L’avantage de l’algorithme 2 c’est qu’il nous permet de calculer la densité corrigée ρk+1

solution du problème (5.44) dans l’étape primal, et le paramètre pk+1 solution du problème
(5.40) dans l’étape dual qui sera utilisé pour la mise à jour de la vitesse dans l’étape suivante.

5.5.4 Mise à jour de la vitesse

Vu que dans notre modèle (5.7) la densité ρk+ 1
2 est calculée à l’aide de l’équation (5.43), qui

nécessite forcement la connaissance de la valeur de V (tk, .) = −∇D(tk, .), il est donc indispen-
sable de calculer la valeur de D à chaque instant tk. Pour ce faire, à chaque instant tk, nous
cherchons la solution D(tk, .) de l’Eikonal

∥∇D(tk, .)∥ = H(p(tk, .)) dans Ω,

D(tk, .) = 0 sur ΓD,
(5.47)

où p(tk, .) = pk est la solution du problème dual (5.40).
Rappelons que la solution de (5.47) c’est l’unique solution du problème de maximisation

max
z∈W 1,∞(Ω)

{∫
Ω

z dx : ∥∇z∥ ≤ H(pk) et z = 0 sur ΓD

}
. (5.48)

Pour la résolution du problème (5.48), nous utilisons l’algorithme de Chambolle-Pock. En effet,
il est possible de reformuler le problème (5.48) pour l’écrire sous la forme suivante

inf
z∈W 1,∞(Ω)

F(z) + G(Λz), (5.49)

où F(z) =
∫

Ω z dx, G(z) = IW (z) avec W =
{
z ∈ W 1,∞(Ω) : ∥∇z∥ ≤ H(pk)

}
et Λ(z) = ∇z.
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5.6 Simulations numériques

Afin de voir l’impacte du changement de la vitesse dans le modèle (5.2) sur le comportement
de la foule, nous présentons dans cette section des simulations numériques permettant de compa-
rer le mouvement de la foule entre les deux modèles (5.2) et (5.7). Puis, nous présentons d’autres
simulations pour faire la comparaison entre le modèle de Hughes original et notre modèle (5.7).

5.6.1 Effet de la vitesse

Pour le modèle (5.7), les simulations ci-dessous sont réalisées pour H(p) = exp(7 p).

5.6.1.1 Test 1 : Évacuation d’une salle avec une sortie

Un premier test a été réalisé dans le but de faire la comparaison entre le modèle (5.2) où la
vitesse est constante au cours du temps et le modèle (5.7), où la vitesse dépend du paramètre p.
Nous supposons que la foule se déplace dans une salle représentée par un domaine Ω = [0, 1]2
discrétisé avec des mailles rectangulaires de taille dx × dy tel que dx = dy = h = 0.02. Pour
un temps de simulation T > 0, nous discrétisons l’intervalle [0, T ] en des intervalles de pas
τ = 8 ·10−3. Étant donné une densité initiale ρ0 = 0.9×1S , avec S = [0, 1

2 ]× [0, 1
3 ]∪ [0, 1

2 ]× [2
3 , 1],

la foule est évacuée de la salle via une sortie à droite de la salle définie par ΓD = {1} × [0.4, 0.6].

Figure 5.1 – Évolution de la densité ρ dans un domaine Ω avec une sortie. Au dessus, la densité
correspond à notre premier modèle (5.2). Au dessous, la densité correspond au nouveau modèle
(5.7) où la vitesse V dépend du paramètre p.

On remarque d’après la figure 5.1 ci-dessus, que dans le nouveau modèle modifié (5.7) (au
dessous) où la vitesse V dépend du paramètre p, certains piétons se déplacent vers les endroits qui
étaient vides dans les simulations faites pour le modèle (5.2) (au dessus). Cela se voit clairement
aux instants t = 0.5 et t = 0.6. On peut remarquer aussi que dans des régions où la densité a été
maximale dans le cas de modèle (5.2), la densité a diminué dans ces régions dans le deuxième
modèle (5.7).
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5.6.1.2 Test 2 : Évacuation d’une salle avec deux sorties

Un deuxième test a été réalisé aussi dans le but d’étudier l’effet du changement de la vitesse.
Comme dans le Test 1, on considère un domaine Ω = [0, 1]2 discrétisé avec des mailles rectangu-
laires où h = 10−2. Pour le pas du temps on prend τ = 4 · 10−3. Étant donné une densité initiale
ρ0 = 1S , avec S = [0, 1

2 ] × [0, 1], la foule est évacuée de la salle via deux sorties à droite définie
par ΓD = {1} × [0, 0.4] ∪ {1} × [0.9, 1] .

Figure 5.2 – Évolution de la densité ρ dans un domaine Ω avec deux sorties. Au dessus, la
densité correspond à notre premier modèle (5.2). Au dessous, la densité correspond au nouveau
modèle (5.7) où la vitesse V dépend du paramètre p.

On remarque d’après la figure 5.2 ci-dessus, que dans le modèle(5.2) il ya avait des endroits
du domaine avant la grande sortie {1} × [0, 0.4] où la densité n’était pas maximale (= 0.9). Par
contre, avec les simulations réalisés pour le modèle (5.7) (au dessous), on voit qu’une partie de
la population s’est déplacée vers le bas où la densité est devenue maximale (ρ = 1).

5.6.2 Comparaison avec le modèle de Hughes

5.6.2.1 Test 1 : Évacuation d’une salle avec une sortie

Pour faire la comparaison avec le modèle de Hughes, nous réalisons un test pour les memes
paramètres utilisés dans la sous-section 5.6.1.1.
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Figure 5.3 – Évolution de la densité ρ dans un domaine Ω avec une sortie. Au dessus, la densité
correspond modèle de Hughes (5.3). Au dessous, la densité correspond au nouveau modèle (5.7)

La figure 5.3 ci-dessus illustre le comportement de la foule dans les deux modèles (5.3) et
(5.7). Pour t = 0, nous partons de la même densité initiale ρ0 = 0.9×1S , avec S = [0, 1

2 ]× [0, 1
3 ]∪

[0, 1
2 ] × [2

3 , 1]. À t = 0.2, nous pouvons remarquer comment la foule dans le modèle de Hughes
(5.3) se déplace vers les endroits vides du domaine. Alors que, dans le modèle (5.7), la foule se
déplace en laissant des endroits vides au milieu. Nous remarquons qu’au cours du temps, dans
le modèle de Hughes (5.3), la foule se distribue d’une façon plus uniforme dans le domaine Ω.
Par exemple, à l’instant t = 0.5, nous pouvons voir comment la foule est répartie dans toutes les
régions du domaine avec une densité maximale égale à 0.6. Alors que, dans notre modèle (5.2),
malgré l’amélioration effectuée nous trouvons toujours un écart entre les valeurs de la densité
dans le domaine.

5.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons proposé une modification du modèle proposé dans le chapitre

3. Un résultat d’existence pour le modèle régularisé a été établi en s’appuyant sur le lemme de
compacité d’Aubin-Lions-Simon. L’approximation numérique de la solution est faite en utilisant
l’algorithme de splitting proposé dans le chapitre 3. Les simulations numériques réalisées ont
montré que la modification portée sur le modèle a permis aux piétons de se diffuser vers des
endroits qui étaient vides dans le premier modèle. L’amélioration obtenue n’est pas parfaite par
rapport au modèle de Hughes original, mais intéressante. En effet, nous observons toujours des
endroits à densité nulle contrairement au modèle de Hughes, où la population est distribuée dans
tout le domaine. Un inconvénient de ce modèle apparait au niveau du temps de calcul. En effet,
à chaque instant du temps on résout deux problèmes d’optimisation : problème de Beckamman
pour l’étape de correction et problème de maximisation pour chercher la solution de l’Eikonale.
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