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Résumé

L’équation de Boltzmann, introduite par J.C. Maxwell et L. Boltzmann & la fin du XIXéme
siécle décrit 1’évolution d’un gaz au niveau moléculaire & 'aide d’un point de vue statis-
tique. Plus précisément, au lieu de considérer la position et la vitesse exactes de chacune
des particule constituant le gaz, on s’intéresse & leurs répartitions statistiques pour une

particule typique (on parle de point de vue mésoscopique ou cinétique).

En 1900, D. Hilbert présenta & l'occasion du Congrés international des mathémati-
ciens une liste de 23 problémes, le sixiéme s’intitulant «Probléme d’axiomatisation de la
physique». Dans le cas de la mécanique des fluides, il consiste en la dérivation des équa-
tions hydrodynamiques (point de vue macroscopique) a partir des équations cinétiques
(point de vue mésoscopique), qui doivent elles-méme étre dérivées des équations de New-
ton appliquées a I'ensemble des particules constituant le gaz (point de vue microscopique).
Il s’avére qu’une solution de Boltzmann proche d’un équilibre spatialement homogéne se
comporte comme la somme de celui-ci et d’une perturbation dont la dynamique est dic-
tée par les équations de Navier-Stokes. Ce fait a été démontré rigoureusement entre les
années 1990 et 2000 dans une série d’articles par C. Bardos, F. Golse, D. Levermore et
L. Saint-Raymond. Cependant les outils utilisés nécessitaient que la donnée initiale pour
I’équation de Boltzmann décroisse comme une gaussienne par rapport & la variable de vi-
tesse, ce qui est trés loin des hypothéses physiquement pertinentes d’avoir une décroissance
polynomiale d’ordre 2 (masse et énergie finie). Les travaux de C. Mouhot, M.P. Gualdani
et S. Mischler entre 2005 et 2017 ont développé une «théorie d’élargissement (d’espaces
fonctionnels)» permettant de construire des solutions pour 1’équation de Boltzmann pour
des données initiales avec une décroissance polynomiale. Les deux premiers travaux de
cette thése traitent de la dérivations des équations de Navier-Stokes depuis 1’équation de

Boltzmann pour de telles données initiales.

La derniére partie de cette thése, en collaboration avec K. Carrapatoso, ne concerne pas
la dérivation des équations de Navier-Stokes, mais ’existence de solutions pour I’équation
de Boltzmann, toujours pour des données initiales ayant une décroissance polynomiale, et
sans négliger la «singularité angulaire» présente dans I'opérateur de collisions. En effet, une
des principales difficultés mathématiques de I’équation de Boltzmann provient des interac-

tions entre paires de particules «éloignées». Considérées individuellement, elles n’influent
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que peu sur les vitesses des particules, mais sont extrémement nombreuses, ce qui se traduit
par la présence de la «singularité angulaire» dans I'opérateur modélisant leur effet. Cette
difficulté est responsable de la trés lente évolution de la théorie mathématique de I’équation
de Boltzmann. C’est en 1963 que H. Grad proposa une fagon de négliger cette singularité,
menant & une progression rapide de notre compréhension de cette équation. Cette singu-
larité angulaire n’est cependant pas anodine, elle procure entre autre un effet régularisant

a I’équation, et a été étudiée dans de nombreux travaux a partir des années 1990.

Mots-clés

Boltzmann, Navier-Stokes, limite hydrodynamique, analyse asymptotique, théorie spec-
trale, perturbation de valeurs propres, décroissance polynomiale, théorie d’élargissement,

singularité angulaire, interactions longue portée.
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Hydrodynamic limits problems

Abstract

The Boltzmann equation, introduced by J.C. Maxwell and L. Boltzmann at the end of
the 19th century, describes the evolution of a gas at the molecular level using a statistical
point of view. More precisely, instead of considering the exact position and velocity of each
of the particles making up the gas, we are interested in their statistical distributions for a
typical particle (we speak of a mesoscopic or kinetic point of view).

In 1900, D. Hilbert presented on the occasion of the International Congress of Mathe-
maticians a list of 23 problems, the sixth being the “Problem of axiomatization of physics”.
In the case of fluid mechanics, it consists in the derivation of hydrodynamic equations
(macroscopic point of view) from kinetic equations (mesoscopic point of view), which must
themselves be derived from Newton’s equations applied to all the particles making up the
gas (microscopic point of view). It turns out that a Boltzmann solution close to a spatially
homogeneous equilibrium behaves like the sum of this equilibrium and a perturbation
whose dynamics are dictated by the Navier-Stokes equations. This fact was rigorously de-
monstrated between the 1990s and 2000s in a series of articles by C. Bardos, F. Golse, D.
Levermore and L. Saint-Raymond. However, the tools used in these works required that
the initial datum for the Boltzmann equation decreased like a Gaussian with respect to
the velocity variable, which is very far from the physically relevant assumptions of having
a polynomial decay of order 2 (finite mass and energy). The works of C. Mouhot, M.P.
Gualdani and S. Mischler between 2005 and 2017 developed an “enlargement theory (of
functional spaces” allowing to build solutions for the Boltzmann equation for initial data
having a polynomial decay. The first two works of this thesis deal with the derivation of
the Navier-Stokes equations from the Boltzmann equation for such initial data.

The last part of this thesis, in collaboration with K. Carrapatoso, is not concerned
with the derivation of the Navier-Stokes equations, but the existence of solutions for the
Boltzmann equation, still for initial data having polynomial decay, and without neglecting
the “angular singularity” present in the collision operator. Indeed, one of the main mathe-
matical difficulties of the Boltzmann equation comes from the interactions between pairs
of “distant” particles. Considered individually, they have little influence on the velocities
of the particles, but are extremely frequent, which results in the presence of the “angular
singularity” in the operator modeling their effect. This difficulty is responsible for the very
slow evolution of the mathematical theory of the Boltzmann equation. In 1963, H. Grad

proposed a way to neglect this singularity, leading to a rapid progress in our understanding
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of this equation. This angular singularity is however not insignificant, it provides among
other things a regularizing effect to the equation, and has been studied in many works
since the 1990s.

Keywords

Boltzmann, Navier-Stokes, hydrodynamic limits, asymptotic analysis, spectral theory, per-
turbation of eigenvalues, polynomial decay, enlargement theory, angular singularity, long

range interactions.
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Nous présentons quelques prérequis pour l'étude de 1’équation de Boltzmann avec
comme finalité le probléme de Cauchy prés de ’équilibre (existence, unicité et retour a
I’équilibre) ainsi que ses limites hydrodynamiques. En particulier, nous n’évoquerons pas

les questions de bords, de chocs, etc.

Les différents modéles présentés dans ce manuscrit sont écrits en dimension d = 3 afin
de simplifier leur présentation, cependant les travaux [88, 89| présentés dans les Sections 3.1

et 3.2 concernent les cas d = 2, 3.
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Chapitre 1

Les modéles et leurs liens

1.1 La description macroscopique

Un fluide est décrit a 1’échelle macroscopique par un modéle dit «hydrodynamique»,
c’est-a-dire qu’il est décrit comme un milieu continu au travers d’un petit nombre de
quantités définies a I'instant ¢ > 0 et a la position 2 € R3 telles que sa vitesse U(t,z) € R3,
sa pression P(t,x) € R, sa température T'(¢,x) > 0, ou encore sa densité R(t,z) > 0 sur
des échelles «humaines» (i.e. de l'ordre du métre, de la seconde, etc.). Commengons par

présenter trois modéles fondamentaux sur lesquels nous reviendrons dans ce manuscrit.

1.1.1 Equations d’Euler compressibles

Les équations d’Euler, parmi les plus anciennes équations aux dérivées partielles, furent
introduites par Léonard Euler ! en 1757 [82] pour modéliser I’écoulement d’un fluide non-
visqueux et incompressible puis complétées par Pierre-Simon de Laplace? en 1816 afin de
couvrir les fluides compressibles. Le lien entre la pression et les autres quantités hydrody-
namiques—ou lot d’état—dépend du type de gaz considéré. On ne s’intéressera ici qu’aux
gaz parfaits, dont la pression est de la forme P = RT, d’'une part pour simplifier la pré-
sentation, et d’autre part car il s’agit de I'unique loi d’état compatible avec I’équation de

Boltzmann (voir Section 1.6.2). Le systéme d’équations d’Euler s’écrit

HR+V, - (RU)=0,
O(RU)+V, - (RURU)+V,P=0, P=RT,
O (AR|U|? + 3RT) + V- (JRU|U|> + SRTU) = 0.

La premiére équation signifie que la masse du fluide est transportée par le mouvement du

fluide et est conservée. La deuxiéme, obtenue en appliquant la seconde loi de Newton 3 & des

1. 1707-1783
2. 1749-1827
d

3. La seconde loi de Newton affirme que ;(quantité de mouvement) = forces

21
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portions infinitésimales du fluide, traduit la conservation de la quantité de mouvement. La

troisiéme exprime la conservation de ’énergie totale, c’est-a-dire la somme de son énergie
o 1 2 : 3

cinétique 5R|U|* et thermique 5RT.

1.1.2 Equation des ondes

Lorsque le fluide est proche d’un état d’équilibre—par exemple de densité et tempé-
rature normalisées et de vitesse nulle (R = T = 1 et U = 0)—on peut s’intéresser aux
fluctuations autour de cet équilibre, c’est-a-dire aux quantités p, u et 6 définies par les ap-
proximations R~ 1+p, U =~ 04u et T =~ 146, ce qui implique en particulier P ~ 1+ p+6.
En linéarisant (1.1.1) (i.e. en négligeant les termes quadratiques), on obtient le systéme de

lois de conservations suivant :

atp+vxu207
Opu+Va(p+0) =0,
6t0+%vmu:(),

dont on déduit un systéme d’équations des ondes :

R (p+0)=cDs(p+0), a1
02 (Vy - u) = A, (V- ), '
ol ¢ = \/g est la vitesse du son dans le fluide représenté par 1’état stationnaire autour

duquel on a linéarisé le systéme d’Euler.

1.1.3 Equations de Navier-Stokes

Les équations d’Euler ne prennent pas en compte la viscosité. Pour pallier & cela, Henri
Navier 4 introduisit en 1823 un terme modélisant son effet dans les équations d’Euler, et
c’est Georges Gabriel Stokes® qui formula en 1845 les équations de Navier-Stokes sous leur
forme actuelle. Dans ce manuscrit, ce systéme sera utilisé pour décrire des fluctuations
autour d'un état d’équilibre, donc en conservant les notations du paragraphe précédent,

I’équation satisfaite par la fluctuation de vitesse est
ou+ u-Vyu+ Vep = plAyu,

ol i > 0 est la viscosité du fluide. De plus, cette équation sera toujours assortie d’une
condition d’incompressibilité, et couplée avec une équation modélisant ’advection et dif-

fusion de la fluctuation de chaleur, elle méme assortie de la relation de Boussinesq liant la

4. 1785-1836
5. 1819-1903
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fluctuation de densité et chaleur :

Ou+u-Vau—+ Vep = pAgu, Vi -u=0,
0l +u-Vi0 =rA0, Vi(p+0)=0,

(1.2)

ol Kk > 0 est la conductivité thermique du fluide. La pression peut étre vue comme un
multiplicateur de Lagrange associé a la condition d’incompressibilité V, - u = 0, elle peut

étre déduite de u en prenant la divergence des deux membres de 1’équation sur u :
Vi (u-Vyu)+ Ayp =0,

ce qui nous indique que p est en réalité une fonction de u car le Laplacien est inversible
sous certaines conditions. On peut également voir V,p comme la partie compressible du
terme non-linéaire u - V u, ainsi en projetant I’équation décrivant la dynamique de u sur

I’espace des champs incompressibles & ’aide du projecteur de Leray P, on obtient

Ou+ P(u ® u) = pAgu,
00+ u-V0 =rA0, V.(p+6)=0.

(1.3)

Une premiére remarque importante est que les conditions d’incompressibilité et de Boussi-
nesq interdisent I’apparition d’ondes acoustiques décrites par (1.1), une seconde est que la
relation de Boussinesq implique que p 4 0 est constant, et en particulier nul si on impose

que le gaz ait une énergie finie.

1.2 La description microscopique

Un autre point de vue peut étre adopté pour décrire un fluide ; le point de vue microsco-
pique. Au lieu de le considérer comme un milieu continu, on peut s’intéresser au mouvement
de chacune des particules qui le constitue. On le considére alors comme un systéme d’un
grand nombre N de particules (typiquement de I’ordre du nombre d’Avogadro 6 x 10%3) de

positions (z;(t))X; et de vitesses (v;(¢))Y; évoluant selon les lois de Newton :

ou F;(t) est la force subie par la i-éme particule. Plusieurs situations sont possibles pour

ces forces, par exemple

— Lorsque les forces sont nulles, c’est-a-dire que les particules sont uniquement soumises
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a leurs inerties et se déplacent ainsi en ligne droite :

’Ui(t) = Ui(O), .Tl(t) = 1‘1(0) + t’Ui(O). (14)

— Dans le cas d’un gaz de Rayleigh ou de Lorentz (voir [177, 160, 162, 161]), les forces
sont induites par les interactions avec des obstacles situés a des positions (yj)j]‘il via

un potentiel d’interaction ® = ®(x), dans ce cas on a
M
Filt) = =Y Va®(@i(t) - yy). (1.5)
j=1

— Les particules interagissent deux a deux via un potentiel d’interaction & = ®(x),
dans ce cas
Filt) = =) Vab(wi(t) — a;(t)).
J#i
Cette situation a lieu par exemple lorsque les particules sont chargées positivement
et se repoussent mutuellement mais que le gaz est suffisamment dilué pour que les

interactions faisant intervenir plus de deux particules soient négligées.

Un autre modéle est celui des sphéres dures ; les particules interagissent uniquement lors-
qu’elles rentrent en contact pour rebondir comme des boules de billards, autrement elles se
déplacent en ligne droite. Comme nous le verrons, ce modéle simplifié a permis pour la pre-
miére fois d’établir la correspondances entre les modéles microscopiques, macroscopiques

et les modéles mésoscopiques que nous allons présenter a la prochaine section.

1.3 La description mésoscopique

Le niveau mésoscopique est un niveau de description intermédiaire entre le niveau
microscopique et le niveau macroscopique ou ’on considére que le nombre de particules est
si grand et leurs tailles si petites que I’on peut modéliser le gaz comme un milieu continu.
Contrairement au niveau microscopique, on ne s’intéresse pas aux positions et vitesses
exactes des particules mais & leur répartition statistique. Mais contrairement au niveau
macroscopique, la répartition statistique des vitesses en chaque point de ’espace n’est
pas suffisamment resserrée autour d’une valeur moyenne pour se permettre de négliger les
fluctuations statistiques autour de celle-ci (plus précisément, le gaz n’est pas localement a
I’équilibre thermodynamique). Le fluide est alors décrit a I’aide d’une fonction de densité
F = F(t,x,v) sur I'espace des phases R? x R3 de sorte qu’a l'instant ¢, le nombre moyen

de particules se trouvant & une position x et se déplagant a une vitesse v, ou (z,v) € U C
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R2 x R3, soit donné par l'intégrale

/ f(t,z,v)dzdv.
U

La théorie cinétique des gaz a pour vocation d’expliquer des propriétés macroscopiques
telles que la pression, la viscosité ou la température par des phénoménes microscopiques
en adoptant un point de vue statistique. En particulier, elle apporta des formules pour
la viscosité et la conductivité thermique qui jusque la étaient déterminées de fagon ex-
périmentale, et réciproquement elles permirent d’estimer la taille des molécules de gaz
(dont existence était a ’époque sujet a débat). Cette vision remonte au moins & Daniel
Bernoulli® qui postula en 1738 dans son traité Hydrodynamica, sive de viribus et motibus
fluidorum commentarii [25] que la pression d'un gaz serait di aux chocs des particules
le constituant contre les parois du récipient. Les travaux de Sadi Carnot”, August Karl
Kronig®, Rudolph Clausius? aboutirent a la notion d’entropie et a la formulation de la
seconde loi de la thermodynamique affirmant que cette derniére ne peut qu’augmenter.

C’est durant la seconde moitié du XIXeéme siécle que les modéles mathématiques pour
la mécanique statistique furent développés par James Clerk Maxwell 10 et Ludwig Boltz-
mann ''. En 1860, Maxwell affirma qu’un gaz parfait a I’équilibre thermodynamique est
constitué de particules dont les vitesses v suivent une loi normale de valeur moyenne la

vitesse macroscopique U et de variance la température T :

R <_lv—U!2>
(2rT)32 P A

L’équation aux dérivées partielles aujourd’hui connue sous le nom d’équation de Boltz-
mann, dictant I’évolution d’un gaz hors de I’équilibre thermodynamique, apparue sous une
premiére forme «faible» dans les travaux de Maxwell [151, équation 3|, fait intervenir 'ef-
fet des collisions entre paires de particules. Elle fut réécrite sous une forme «forte» par
Boltzmann en 1872 [30] qui donna I’expression explicite du terme décrivant le processus de
collisions. Depuis, différents modéles cinétiques ont été développés pour modéliser des phé-
nomeénes variés tels que des plasmas, les galaxies, les aérosols, des paquets d’électrons... De
maniére générale, une telle approche sera adoptée dés que I'on s’intéresse & une grande col-
lections d’éléments distincts dont on sait modéliser les dynamiques individuelles, mais dont
les informations que leur étude apporterait sont moins intéressantes que leurs informations
statistiques.

Lorsque les particules ne sont soumises & aucune force, elles se déplacent en ligne droite

1700-1782
1796-1832
1822-1879
1822-1888
1831-1879
1844-1906

oYX Ne
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et leur densité F' = F(t,x,v) suit I'équation de transport libre :
OF +v-V,F =0, (1.6)

qui est la formulation cinétique du modéle (1.4), et dont la solution n’est rien d’autre que

la translation de la distribution & 'instant initial :
F(t,z,v) = F(0,z — vt,v).

Lorsqu’en revanche les particules sont soumises & une forces extérieure F (a valeur dans R3),
il convient d’ajouter un terme modélisant 'effet de celles-ci, on obtient alors I’équation de
Viasov :

OF +v-V,F+F -V,F=0.

On peut citer par exemple le cas ou la force F = F(x) a pour but de concentrer les par-
ticules dans une région de l'espace et dérive d'un potentiel dit de confinement ® = ®(z),
dans cet cas F(z) = V;®(z). Un autre exemple est celui de de I'équation de Viasov-
Poisson, modélisant des particules interagissant deux a deux via une force inversement
proportionnelle au carré de la distance; soit en se repoussant dans le cas de particules
chargées électriquement, soit en s’attirant dans le cas de corps célestes s’attirant mutuel-
lement au sein d’une galaxie. La quantité de particules étant trés importante, et les forces
ayant lieu sur des échelles spatiales non-négligeables par rapport aux échelles spatiales de
ces modéles, elles se «mélangent» en un champ moyen F induit par la charge ou masse

cumulée des particules R via :
Ty
R(ta .’L') = /F(tax7v)dv7 .F(t,l‘) = i/R(tay) mdya

ce qui correspond au modéle (1.2). Lorsque les particules interagissent (entre elles ou avec
le milieu dans lequel elles évoluent) via des forces agissant sur des distances négligeables
relativement & 1’échelle spatiale du modéle, ces forces ne sont pas modélisées par un champ
moyen mais sont localisées : & chaque instant ¢ et en tout point de l'espace = fixé ces
interactions ne dépendent que de la distribution statistique des vitesses & cet instant ¢ et
ce point de l'espace x et pas celles & un autre point 2’. Ces interactions sont qualifiées de

collisions et modélisées par un terme C dit de collision :
WF(t,z,v) +v- -V, F(t,x,v) =C(F(t,x,-))(v).

On peut citer, pour des interactions avec le milieu, les équations de Fokker-Planck ou
Boltzmann linéaire pour lesquels 'opérateur C est respectivement F' +— A, F + V,, - (vF)
ou un opérateur intégral dérivé du modele (1.5). Lorsque les collisions ont lieu entre paires

de particules, on considére |’équation de Boltzmann pour les gaz raréfiés, ou de Landau
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pour les plasmas, toutes deux de la forme
OF +v-V,F=Q(F,F),

ou Q est un opérateur bilinéaire. Dans la section suivante, nous présentons plus en détails

I’équation de Boltzmann.

1.4 L’équation de Boltzmann

L’ équation de Boltzmann modélise un gaz dont I’évolution n’est influencée que par des
collisions élastiques et micro-réversibles (réversibles quand modélisées & 1’échelle microsco-
pique) entre particules. Le gaz est supposé monoatomique et dilué de sorte que les collisions
entre trois particules ou plus soient négligées. Enfin, on fait 'hypothése de chaos molécu-
laire : seules des particules décorrélées entrent en collision. L’équation de Boltzmann s’écrit
alors

OF +v-V,F=Q(F F),

ol le terme non-linéaire Q(F, F') représente la variation du nombre de particules se dépla-

cant a la vitesse v due aux collisions et est défini par 'intégrale

Q(F,F)(v) := / B(v,v4,0) (FiF' — F,F) dodus,,
R3xS?

F :=FW,), F :=F@W), F.:=F(vs).

Ici, (v,v4) € R3 x R3 sont les vitesses d’'une paire de particules aprés une collision,
et (v,v)) € R? x R? leurs vitesses avant collision. Ces derniéres sont entiérement dé-
terminées par (v,vy) et le paramétre d’impact o € S? de par 1'élasticité des collisions
(voir Section 1.4.2). Le terme B(v, vy, 0) est le noyau de collision, il encode en un sens la

probabilité qu’une telle collision ait lieu (voir Section 1.4.3).

1.4.1 Interprétation du terme de collisions

L’opérateur de collision Q(F, F) représente la variation du nombre de particules se
déplagant a la vitesse v. Elle peut se voir comme la différence du nombre Q (F, F)(v) de
particules ayant acquis la vitesse v, et du nombre Q~ (F, F')(v) de particules ayant perdu
la vitesse v. Ce découpage Q@ = QT — O~ n’est pas possible en général car les intégrales
définissant chaque morceau divergent, sauf comme nous le verrons a la Section 1.4.3 dans
le cas trés particulier des sphéres dures ou du «cutoff angulaire». Nous reviendrons sur ce

probléme dans la Section 1.4.3.

Le nombre de particules ayant perdu la vitesse v suite a une collision avec une particule
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de vitesse v, est donné par

Q (F,F)(v) := / B(v,vs,0)F,Fdodu,.
R3 xS?

On peut comprendre cette quantité comme
/ proba. d’une collision (v, v,) X qté. de particules de vitesses (v, vy )dodv,,
R3 xS2

et le fait que seules des particules décorrélées n’entrent en collision se traduit par le fait
que la quantité de paires de particules de vitesses (v,vy) se tensorise en F'F.

De fagon similaire, le nombre de particules se déplagant nouvellement & la vitesse v,
mais qui se déplagaient auparavant a une vitesse v’ avant d’entrer en collision avec une

particule de vitesse v, est donné par

Ot (F, F)(v) ::/ B(v, v, 0)F,F'dodv,.
R3 xS?

1.4.2 Géomeétrie des collisions

Comme évoqué a la section précédente, le fait que les collisions soient élastiques impose
une certaine rigidité sur les relations entre les couples de vitesses pré-collisionnelles (v/, v7,)
et post-collisionnelles (v, v,). En effet, les particules étant de méme masse, la conservation

de quantité de mouvement et d’énergie impliquent respectivement les relations

/ /
V4V =V + U,

[0 + [ou? = o'[* + o], (1.7)

Géométriquement, la premiére relation signifie que les segments [v, v,] et [v/, v}] se coupent
en leur milieu %(v + v,) et sont donc les diagonales d’un parallélogramme. La seconde
relation réécrite en prenant pour origine le point d’intersection des diagonales devient
N (1.8)
c’est-a-dire que les diagonales sont de méme longueur; ce parallélogramme est donc un
rectangle. On en déduit qu’étant donnés v et v, v’ et v/, sont déterminés de fagon unique
modulo un paramétre o € S? exprimant la direction de déviation par rapport a la vitesse

moyenne :

P S |v — vy R |v — vy

2 9 0 T Ty T 9Ty

ou bien modulo un paramétre w € S? exprimant la direction de déviation entre les vitesses

aprés et avant collision, et qui est & interpréter comme la direction entre le centre de la
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particule de vitesse v, et celle de vitesse v (voir Section 1.6.1) :
vV=v—[(v—v)wlw, v.=vi+[(v—v) ww

On note 0 I'angle formé par la direction de la vitesse relative post-colisionnelle o et pre-

V—VUx
fo—v.?

colisionnelle k := qualifié d’angle de déviation.

FIGURE 1.4.1 — Répartition des vitesses dans le référentiel barycentrique (c’est-a-dire le
centre de masse de la paire de particules).

1.4.3 Le noyau de collision

Le noyau de collision dépend de I'interaction considérée entre les particules (rappelons
que nous entendons par «collision» une interaction modélisée comme instantanée et loca-
lisée) et est a 'origine des principales difficultés dans 1’étude mathématique de I’équation
de Boltzmann. Il est défini de fagon implicite en résolvant un probléme de diffusion de
particules (voir [51, 91| pour plus de détails) et n’admet pas de forme explicite en dehors
des modeéles de sphéres dures et d’interactions de Coulomb. Cependant, Maxwell a montré
dans [151] que dans le cas de forces intermoléculaires dérivant d’un potentiel de type loi
de puissance, on peut dégager suffisamment de ses propriétés pour comprendre son effet
dans I’équation de Boltzmann. Tout d’abord, par 'invariance galiléenne des collisions, B

ne dépend que de la vitesse relative |v — v,| et du cosinus de I'angle de déviation 6 :
B(v,vs,0) = B(|v — v4|,cos8).

Dans le cas ou les particules se repoussent via des forces de type loi de puissance, B se
factorise en une partie cinétiqgue dépendant de la vitesse relative et une partie angulaire
dépendant de cos6 :

B(|v — vy, cos0) = ®(|v — vi|)b(cos ).

Nous présentons ici les propriétés de @ et b lorsque la force exercée entre deux particules

séparées d'une distance d est proportionnelle & d~ 7, ot p > 2.
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La partie cinétique.
La partie cinétique prend la forme

p—>5
O(lv—v]) =|v—vi]?, 7:=——€(-3,1),
p—1
et on distingue différentes instances de I’équation de Boltzmann en fonction de ce para-

meétre :

— v € [0, 1], correspondant aux cas p € [5, 00|, qualifiés de potentiels durs. Cette situa-
tion est la plus confortable car les petites vitesses relatives ne créent pas de singularité,

et le retour a 'équilibre est exponentiellement rapide (voir Section 2.2.4).

— v € (—3,0), correspondant aux cas p € (2,5), qualifiés de potentiels mous. Ce modéle
est plus délicat & manipuler, d'une part a cause de la singularité due aux petites vi-
tesses relatives et d’autre part car le retour a ’équilibre a lieu & une vitesse algébrique

lorsque de plus v+ 2s < 0.
Parlons a présent des modéles limites p = 2,00 et intermédiaire p =5 :

— v = 0, correspondant au cas p = 5, qualifié de potentiel Maxwellien. Ce modéle
permet de s’affranchir des complications posées par ® dues aux grandes valeurs qu’il
peut prendre et d’isoler le role de la partie angulaire b(cos#). Ce modéle a été trés

utilisé par Maxwell et Boltzmann car il permet des calculs explicites.

— v = 1, correspondant au cas p = oo, qualifié de sphéres dures. Dans ce modéle,
on considére qu’une particule se déplace en ligne droite jusqu’a rebondir contre une

autre a la fagon d’une boule de billard.

— v = =3, correspond au cas p = 2, c’est-a-dire au potentiel de Coulomb modélisant
des particules chargées électriquement. Cependant, ® présentant ainsi une singula-
rité non-intégrable, le terme Q(F, F') est mal défini méme pour des fonction F' treés

réguliéres. On utilise plutdt 'équation de Landau (1.10) pour ce type d’interaction.

La partie angulaire

Pour des raisons de symétrie, la partie angulaire b(cos ) peut étre supposée a support
dans 6 € [0,7/2]. Elle est lisse excepté en § = 0 ou elle présente une singularité non-

intégrable sur la sphére :

sinfb(cosf) ~ 6~ 1H29) .= —— € (0,1).
p—1
Notons qu’un petit angle de déviation 6 ~ 0 correspond a une collision durant laquelle les
particules ne dévient que peu (v = v et v, = v,, voir Figure 1.4.1), qualifiée de collision
rasante. Cette situation intervient quand des particules en interactions sont trés éloignées

et donc n’affectent pas leurs vitesses de fagon significative. De telles interactions sont trés
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probables, ce qui se traduit par une une singularité non-intégrable de b(cosé) en 6 ~ 0.
Ainsi, seul le modéle des sphéres dures (p = oo et donc s = 0) pour lequel les particules
n’interagissent pas & distance ne présente aucune singularité angulaire et admet donc pour
noyau de collision

B(v —vy,0) = K|v — vy].

Pour étudier les autres modéles, Harold Grad '? a introduit en 1958 dans [99] 'hypothése
aujourd’hui trés répandue de cutoff angulaire. Elle consiste & négliger les interactions a
longue distance et donc & «couper» les collisions rasantes. L’hypothése de cutoff se décline
en plusieurs versions plus ou moins fortes, mais I'idée est & chaque fois de considérer que b

est intégrable sur la sphére :
/2
/ b(cosf)do = 277/ sin 6 b(cos 0)dl < oo, (1.9)
S2? 0

ol on a réécrit 'intégrale en coordonnées sphériques en choisissant v — v, comme axe. Dans
cette situation, le découpage Q = QO — Q™ présenté a la Section 1.4.1 est bien défini.

Lorsque les interactions a longue distance ne sont pas négligées, 1’écriture @ = 9+ —Q~
n’a plus de sens. En échange, on peut compter sur le phénoméne de «compensation» de cette
singularité : pour de petits angles de déviation (6 ~ 0), les vitesses pré-post-collisionnelles
sont trés proches (v &~ v et v, ~ v,) et donc G, F’ ~ G.F, si bien que l'on peut espérer
estimer OF O

- *
Q(G, F)(’U) ~ / |’U—’U*|’Y*G2de*d(f7

en terme de certaines dérivées de F'. Comme nous le verrons a la Section 2.2.4, cette

singularité fait que 'opérateur de collisions est comparable & un Laplacien fractionnaire :
Q(G, ) = C(—A,)® + termes d’ordres inférieurs, C = C(G) > 0.

Les singularités sont ainsi lissées et non propagées comme dans le cas cutoff (voir [33,
Theéoréme 2]).

Le cas limite s = 1 pour lequel les collisions rasantes sont prédominantes correspond

formellement & 1’équation de Landau :

OF +v-VyF =V, [ a(v—uv) (FVuF — (V,F).F)doy, (1.10)
R3

a(z) = 2|72 x proj. orth. sur z*.

Cette équation fut introduite par Lev Landau ' en 1936 pour modéliser le comportement

des plasmas dilués dont les particules interagissent par des collisions binaires. On référe

12. 1923-1986
13. 1908-1968
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a [8, 190, 19, 58, 55| pour la dérivation de I’équation de Landau a partir de celle de

Boltzmann.

Pour résumer cette section, I’équation de Boltzmann s’écrit
OF +v-V,F=Q(F,F), veR3 zecqQ, (1.11)

et dans ce manuscrit on ne s’intéressera qu’aux domaines spatiaux sans bord : = R3

ou T3, et le noyau de collisions prend la forme

B(v —vy,0) = |[v — vi|7b(cos 0),

K=1'970429) < sinfb(cosd) < KO~1+29) 9 e (0,7/2),
oty € (—3,1) et s € (0,1), ou bien dans le cas des sphéres dures

B(v — vy, co86) = K|v — v,/

1.5 Propriétés de 'opérateur de collision

Passons en revue quelques propriétés clés de I’équation de Boltzmann induites par

I'opérateur de collision. Par souci de compacité, nous noterons dans cette section
d¢(v, vy, 0) = B(v — vy, 0)dodv,do.

1.5.1 Invariants de collisions et lois de conservation

Présentons quelques changement de variables qui nous serviront & introduire les prin-

cipales propriétés physiques de I’équation de Boltzmann.

La transformation (v, vs,0) — (v, v«, —0) est involutive et laisse le noyau de collisions B
invariant, ce qui traduit le fait que les particules (de vitesses v et v,) sont indiscernables.
Cette transformation est bien siir unitaire, en particulier, on peut échanger dans une inté-

grale les variables (v,v") et (v4,v)) :

/ Qb(U,U*,’U/,U:k)dC = QS(’U*,’U,U;,U,)dC.
R3 xR3xS2 R3xR3xS2

. UV—Ux
= o—u.

formation involutive, unitaire laissant invariant le noyau de collision, traduisant cette fois-ci

La transformation (v, v, o) — (v/, v}, k), ot on rappelle que k est une autre trans-

la micro-réversibilité des collisions. On peut ainsi échanger les vitesses post-collisionnelles

notées (v, vy) et pré-collisionnelles notées (v, v}) :

/ (v, vy, v, 0L )dC = d(V, v, v, v,)dC. (1.12)
R3 xR3 xS2 R3 xR3 xS2
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En appliquant le changement de variable précédent a la formulation faible de 'opérateur
de collision, on retrouve la définition originale de Q identifiée par Maxwell [151, équation 3]

avant la formulation forte de Boltzmann :

QF.Flp(o)do= [ (FLF' = FF)pd
R3 xR3xS?

= / F.F(¢' — ¢)d¢.
R3xR3xS2?

On obtient ensuite & ’aide du changement de variable v <> v,

R3

1

Q(F, F)p(v)dv = / FE(¢' + ¢, — ¢ — p.)dC. (1.13)
R3 2 JR3xR3xS?

Pour connaitre les fonctions ¢ orthogonales & Q on est ainsi ramené a se demander lesquelles

satisfont 1’équation fonctionnelle

O+ o =¢ + ¢,

De telles fonctions sont qualifiées d’invariants de collisions. On peut montrer [17, 52| que

2
v
dés lors que ¢ est mesurable, elle est une combinaison linéaire de 1, v, ‘2| En multipliant

I’équation de Boltzmann par ces invariants de collisions on déduit ainsi que les quantités

macroscopiques du gaz & savoir

— sa masse locale R(t,x) = / F(t,z,v)dv,
R3

— sa quantité de mouvement locale RU (t, x) = / F(t,z,v)vdv, ou U est sa vitesse,
R3
2
— son énergie locale %R\U|2 + %RT = / F(t,x,v)‘g’dv, ou T est sa température,
R3
satisfont les lois de conservations locales suivantes :

R+ V- (RU)=0,
(RU)+V, - (RU®U + Pr) =0, (1.14)
O (3RIU>+3RT) +V, - (3RU|U>+ 3RUT) = V, - 0,

ou l'on a noté Pr son tenseur de pression :
Pp = / (v —U)®Fdv, (1.15)
R3
et le terme 0 est défini comme

op = —/ FA(w—U)-Udo— | FB(v—U)dv, (1.16)
R3 R3
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L2
Alz) = 2® 2z — ’?)‘Id, B(z) = % (1z]* = 5) z. (1.17)

Remarquons que ce systéme est trés similaire aux équations d’Euler compressible (1.1.1)
a la différence prés qu’a priori, Pr n’est pas égal & RT et dp n’est pas nul. Comme nous
le verrons a la Section 1.6.2, dériver des systémes hydrodynamiques depuis 1’équation de
Boltzmann consiste entre autre & fermer le systéme ci-dessus en montrant que Pr et dp
ne dépendent que des quantités macroscopiques R, U et T'. En intégrant ces équations par
rapport & la variable z € Q on obtient formellement que la masse totale, la quantité de

mouvement totale et ’énergie totale sont conservées :

d
— Rdxz =0 1.18
& | rae=o. (115)
i RUdz =0 (1.19)
dt Jq - '
d <1 9 3 >
— —R|U —RT )dz =0. 1.20
a ), \3 U+ 3 x (1.20)

Dans le cas du tore plat T3, ces lois de conservation totale sont vraies dés que F' est «rai-
sonnable» (L?(T3) par exemple), en revanche 1’état des connaissances actuelles concernant
la décroissance des solutions de Boltzmann pour |x| — oo ne permet pas d’établir ces lois
dans le cas de 'espace entier R3.

Pour résumer cette section, la conservation de masse, de quantité de mouvement et
d’énergie cinétique a 1’échelle microscopique impliquent la conservation des analogues ma-
croscopiques. Notons que lorsque les collisions ne conservent pas la masse (voir [10]) ou
I'énergie (voir [152, 48]) au niveau microscopique, alors leurs analogues macroscopiques ne

le sont pas non plus.

1.5.2 Entropie et convergence vers 1’équilibre

Afin de simplifier la discussion, on considére pour le moment 1’équation de Boltzmann
spatialement homogéne, c’est-a-dire qu’en tout point de ’espace, la répartition statistique
des vitesses des particules est la méme. Mathématiquement, cela signifie que F' = F(t,v)

et donc on considére ’équation de Boltzmann sans le terme de transport :

O F = O(F, F).

Le théoréme H Bien que la réversibilité microscopique des collisions implique la conser-
vation macroscopique de la masse, quantité de mouvement et énergie, I’équation de Boltz-

mann admet une quantité qui évolue de facon monotone ; son entropie :

H[F|(t) := /R3 F(t,v)log F(t,v)dv. (1.21)
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Boltzmann a proposé dans son traité [30] une premiére démonstration de ce résultat, four-
nissant ainsi une preuve analytique du second principe de la thermodynamique (du moins,
pour certains modéles physiques) : dans un systéme isolé, l’entropie (physique, c’est-a-
dire —H) ne peut qu’augmenter. En particulier, ’équation de Boltzmann est irréversible,
ce qui fut source de débat car elle est établie en supposant la réversibilité des collisions entre
particules, dont ’existence était elle méme trés controversée a I’époque. Notamment, Zer-
melo 4 souligna que cette irréversibilité contredirait le théoréme de récurrence de Poincaré
selon lequel le systéme devrait retourner (approximativement) a 1’état initial une infinité
de fois. Cependant, ce théoréme s’applique a la dynamique microscopique d’un nombre fini
de particules, contrairement au modéle de Boltzmann qui concerne celle d’une infinité de

particules. Pour plus d’information a ce sujet, nous renvoyons a [52, 76, 132, 139].

Afin de montrer la monotonie de I’entropie, multiplions I’équation de Boltzmann par log F'
pour ensuite intégrer en v € R3, ce qui donne formellement Iinégalité de dissipation d’en-
tropie

d
HF1) = =DIF](®), (1.22)

ot 'on a noté D[F] la fonctionnelle de dissipation d’entropie :

DIF] = — Q(F, F)log Fdwv.
R3
En appliquant une fois de plus le changement de variables (v, v,) <> (v/,v}) a la formula-
tion faible (1.13) de Q avec ¢ = log F', on obtient une nouvelle expression pour D nous
permettant de déterminer son signe :

1 F/ /
DIF| = / (F'F! — FF.)log ——%d¢ > 0, (1.23)
R3xR3xS2 FF.

4 «

et la positivité de D vient de 'inégalité (a — b)(loga — logb) > 0. On en conclut que

I’entropie est décroissante.

On vient de voir que la fonctionnelle d’entropie H|[-] est une fonctionnelle de Lyapunov
pour I’équation de Boltzmann, elle nous permet donc d’identifier ses équilibres. Pour cela,
on cherche quelles distributions F' annulent la fonctionnelle de dissipation d’entropie D.

La formule (1.23) suggere que les équilibres sont caractérisés par
F'F! = FF,,

et en prenant le logarithme de cette relation, on en déduit que log F' doit étre un invariant
de collisions :
(log F) + (log F')., = log F + (log F),.

14. 1871-1953
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D’apreés la Section 1.5.1, cela signifie que log F' = a+b-v+c|v|?, pour certains a € R, b € R3
et ou ¢ < 0 de sorte & ce que la distribution F' soit intégrable. Autrement dit, les équilibres

de ’équation de Boltzmann homogéne sont les Mazwelliennes globales :

B B v — U|2>
M) = Gy eXp( o7 )’
R= [ M(v)dv, RU= [ M()vdv, R|U|?+3RT = / M(w)|v|2dv.
R3 R3 R3

On a donc montré que
D[F| =0« Q(F,F) =0« F est une Maxwellienne.

Ainsi, les collisions ont pour effet de ramener F' vers les distributions identifiées par Maxwell
de gaz a I’équilibre thermodynamique.

Rappelons que 'entropie, qui existe sous diverses formes dans différentes théories phy-
siques ou statistiques, formalise la notion de «quantité d’information». On peut montrer
qu'a R,U et T fixés, 'entropie est minimisée par la Maxwellienne associée & ces para-
métres [174], ce qui illustre le fait qu’une telle distribution statistique ne cache pas d’autre

information que ces trois valeurs moyennes.

La conjecture de Cercignani Une question naturelle a se poser & présent est a quelle
vitesse le gaz atteint-il I’équilibre thermodynamique ? Ou plus précisément, a quelle vitesse
décroit ’entropie 7 Cette question est cruciale pour déterminer les échelles de temps sur
lesquelles 'équation de Boltzmann est valide, ainsi que quand est-ce qu’elle peut étre

approximée par un modéle hydrodynamique.

Commengons par préciser que ’équilibre thermodynamique que F' va atteindre est la
Maxwellienne globale M ayant la méme masse R, vitesse U et température qu’a I'instant

initial de par leur conservation :

M) = R ‘U—U|2>’

@2nT)32 P (_ T
Vt, R:/ F(t,v)dv, RU:/ F(t,v)vdv, R!U\2+3RT:/ F(t,v)|v|*dv.
R3 R3 R3

On s’attend a ce que Uentropie H[F] de F tende vers l'entropie H[M] de M, on cherche

alors a estimer le taux de convergence vers 0 de leur différence, nommée entropie relative :
F
H[FIM]=H[F]— HM| = Flog —du,
R3 M

ou la derniére égalité vient du fait que F' et M ont la méme masse, vitesse et tempéra-

ture. Pour déterminer sa vitesse de convergence, on peut chercher a établir une inégalité
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d’entropie-production d’entropie (EEP)
DIF| > © (H[F|M]),

car une fois injectée dans (1.22), on obtiendra l'inégalité différentielle

%H[FIM] < -O(H[F|IM]),

ce qui permet de déduire un taux de convergence en intégrant, par exemple

H[F|M] < Ce™™, si©(H)=\H,
HFIM<CA+t)7N, siOH)=H"w.

15 conjectura dans son article de 1982 [50] que pour une masse R donnée,

Carlo Cercignani
il existait un O linéaire : ©(H) = AH, ce qui implique donc une convergence a ’équi-
libre thermodynamique avec une vitesse O (6_’\t). Cette conjecture ainsi que plusieurs
tentatives de raffinement ont été progressivement réfutées [26, 27, 199|. Cependant, les
travaux [184, 43| aboutirent au résultat de Cédric Villani en 2003 dans [192] : pour des
potentiels durs satisfaisant ’hypothése de cutoff angulaire (c’est-a-dire v > 0 et «s = 0»,
voir Section 1.4.3), il existe des © = ©¢ y admissibles dépendant de f a travers certaines
estimations a priori

O n(H) = \H'V,

ou N est arbitrairement grand, impliquant ainsi un retour & I’équilibre avec une vitesse
d’ordre O (t*N ) Dans le cas sans cutoff, la question est encore ouverte, et Villani a conjec-
turé dans [192] qu’'un O linéaire est admissible si et seulement si y+2s > 2 [158], cependant
il existe des résultats partiels au niveau linéaire dont nous parlerons dans la Section 2.2.4.
Pour plus d’informations concernant la conjecture de Cercignani, nous renvoyons a [64].
Notons que d’apres l'inégalité de Csiszar-Kullback-Pinsker [53, 83|, cette quantité controle

la distance dans I'espace L!(dv) :
1F = M7, < 2H[F|M],

ainsi le résultat de Villani implique un taux de convergence en norme L' & une vitesse
d’ordre O(t~*°). En 2006, Clément Mouhot démontra que pour cette norme, le taux de
convergence pouvait étre amélioré en un taux de convergence exponentiel [156]. Pour dé-
montrer ce résultat, Mouhot mena une étude spectrale de I’équation de Boltzmann linéari-
sée dans cet espace, ce qui le mena progressivement a développer la théorie d’élargissement

avec Stéphane Mischler et Maria Gualdani dont nous parlerons a la Section 2.2.3.

15. 1939-2010
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Le cas spatialement inhomogéne Dans le cas spatialement inhomogéne, on a les lois

de dissipation de ’entropie locale et globale :

%H[F}(t,:v) = —D[F](t,z) + Vg - /Ulog F(t,z,v)F(t,z,v)dv,
4 H[F|(t,x)de = — | D[F]|(t,x)dz.
dt Jps R3

Ici encore, un équilibre M de I’équation de Boltzmann minimisera l’entropie et sera donc
une Maxwellienne, mais cette fois paramétrée par la masse locale R(x), vitesse locale U(x)

et température locale T'(x) ; on parle de Mazwellienne locale :

_ _ R [v—U(@)”
M(z,v) = T (@) exp (_2T(ar)> .

Dans le cas du tore Q = T3, on peut montrer que R,U et T sont indépendants de la
position [102]. Cependant, dans le cas de I'espace entier Q = R3, les travaux de Pitteri [166],
Toscani [181, 182] et Polewczak [167] ont montré qu’en général I’équilibre thermodynamique
n’est pas atteint. En revanche, les solutions «s’écrasent» en raison de la dispersion, plus
précisément les solutions tendent ponctuellement vers 0 quand ¢ — oo (voir [148]). On peut

le constater sur I’équation de transport libre (1.6) dont la solution est donnée par

F(t,z,v) = F(t,x — vt,v).

Par le changement de variables (z—uvt,v) — (y, %), on montre que cette solution satisfait

I'estimation (voir [20, Proposition 3.2|)
IF@lzrg <0 IFO) ey, 1<0<p<oc.

Ainsi, dans le cas de l'espace entier = R3, la dissipation d’entropie n’est pas le seul

phénomeéne a prendre en compte lors de I’étude du retour a 1’équilibre.

1.6 Le sixiéme probléme de Hilbert

Quant auzx principes de la Mécanique, nous possédons déja au point de vue
physique des recherches d’une haute portée; je citerai, par exemple, les écrits de
MM. Mach[149], Hertz[119], Boltzmann/31] et Volkmann[194]. Il serait aussi
trés désirable qu’un examen approfondi des principes de la Mécanique fat alors
tenté par les mathématiciens. Ainsi le Livre de M. Boltzmann sur les Principes
de la Mécanique nous incite a établir et a discuter au point de vue mathéma-
tique d’une maniére compléte et rigoureuse les méthodes basées sur l’idée de

passage 4 la limite, et qui de la conception atomique nous conduisent aux lois
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du mouvement des continua. Inversement on pourrait, au moyen de méthodes
basées sur lidée de passage a la limite, chercher a déduire les lois du mouve-
ment des corps rigides d’un systéme d’axiomes reposant sur la notion d’états
d’une matiere remplissant tout [’espace d’une maniére continue, variant d’une

maniére continue et que [’on devra définir paramétriqguement.
Compte rendu du deuxiéme congrés international des mathématiciens [121]

Durant le deuxiéme congrés international des mathématiciens en 1900 a Paris, David
Hilbert 16 présenta une liste de 23 problémes dont la résolution marquerait selon lui les
mathématiques du XXeéme siécle et devait guider la recherche pour les décennies & venir.
Parmi eux, le 6éme probléme concerne I’ aziomatisation de la physique, qui consiste & établir
les lois de la mécanique & partir de lois élémentaires bien choisies. Cela consiste entre autre
a montrer que les équations de la mécanique des fluides (voir Section 1.1) sont en un sens
une «conséquence» ou une «approximation» des équations de la physique microscopique
(voir Section 1.2).

Une premiére possibilité est dériver les équations macroscopiques depuis un modéle
microscopique similaire & ceux présentés dans la Section 1.2. Cette approche a été adoptée
par Horng-Tzer Yau et ses collaborateurs dans [163, 172, 81, 137] ou sont dérivées les
équations d’Euler et Navier-Stokes a partir de versions stochastiques des systémes présentés
dans la Section 1.2.

Une autre possibilité est de faire cette dérivation en deux temps que nous présenterons
au cours des deux prochaines sections ; d’abord passer du modéle microscopique au modéle

mésoscopique, puis du modéle mésoscopique au modéle macroscopique.

1.6.1 Limites thermodynamique du modéle microscopique

Deux directions furent proposées, une premiére par Marc Kac!? [130] permettant de
dériver 'équation de Boltzmann spatialement homogéne (1.21) en étudiant le comporte-
ment asymptotique d’un systéme de particules évoluant selon une dynamique stochastique,
et une seconde, déterministe et initiée par Grad [99] basée sur les travaux de Nikolai Bo-
golioubov ¥ [29], Max Born ! et Herbert Green2? [32], John Kirkwood [134], et Jacques
Yvon 2! [203], que nous présentons briévement ici. Pour plus d’informations, nous renvoyons
a [28].

On considére une collection de N particules de rayon r dont les positions et les vitesses

16. 1862-1943
17. 1914-1984
18. 1824-1896
19. 1882-1970
20. 1920-1999
21. 1903-1979



40 CHAPITRE 1. LES MODELES ET LEURS LIENS

sont données par une densité notée
Fn = Fn(t,z1,v1, 72,02, ..., TN, UN)-

Ces particules sont supposées indistinguables, c’est-a-dire que F' est invariante par permu-
tation des paires positions-vitesses (x;,v;) > (z;j,v;), se déplacent en ligne droite entre

deux collisions, et rebondissent entre elles comme des boules de billards.

FIGURE 1.6.1 — Collisions binaires

Grad écrit I’équation satisfaite par la marginale d’une particule (typique, puisqu’elles
sont supposées indistinguables) notée F J(Vl )(t,x,v), faisant intervenir les collisions qu’elle

subit en fonction de la marginale de deux particules (typiques) Fz(\/2 ) (t,z,v) :

aFY +v-VoFY = (N -1, (FY),

Q, (F](Vz)) (x,v) = / [(vs —v) - w] [F](Vz)(x,v’,a; +rw,vl) — F](\,Q)(x,v,w — rw,v*)] dwdv.
S2xR3

Cette équation est trés similaire & I’équation de Boltzmann, & deux différences prés :

— Le terme d’ordre N7? en facteur est le libre parcours moyen, c’est-a-dire le temps
moyen entre deux collisions, et qui est proportionnel & la surface totale de la collection
de particules. Grad proposa la loi d’échelle aujourd’hui appelée échelle de Boltzmann-
Grad : N7? = cste, en particulier 7 — 0 quand N — oo, et le volume occupé par les
particules relativement au volume occupé par le gaz est d’ordre r, c’est-a-dire que le

gaz est dilué.

— Elle n’est pas fermée : I’équation pour Fz(vl ) a pour source un terme de collisions faisant

intervenir F ](\/? ). Une clé pour obtenir Boltzmann lorsque N — oo est de montrer la

propagation du chaos, c’est-a-dire qu’asymptotiquement FJ(\,2 ) est le tensorisé de F](\,1 ).

lim F{) =F, lim FP?=FaF

N—o0 N—o0
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En passant a la limite N — co et » — 0 on obtient ’équation de Boltzmann pour les sphéres
dures (dont le noyau de collision en terme de w s’écrit B(v — vy, w) = [w -« (v« — v)]4+). La
premiére justification rigoureuse de ce résultat fut obtenu par Cercignani [49] en 1972 sous
I'hypothése de propagation du chaos, puis par Oscar Landford 22 [138] en 1975 qui prouva
cette hypothése.

1.6.2 Limites hydrodynamiques de 1’équation de Boltzmann

La question des limites hydrodynamiques n’est pas que conceptuelle ; les inconnues des
modéles macroscopiques vivent dans des espaces «plus petitsy (R™ au niveau macrosco-
pique et R® au niveau mésoscopique), autrement dit elles contiennent moins d’informations
et sont plus faciles & manipuler et simuler. On a donc intérét & préférer un modéle ma-
croscopique quand c’est possible, ce qui requiert d’identifier les situations physiques, ou
«régimesy, dans lesquels le modéle macroscopique est une bonne approximation du mo-
déle mésoscopique. La question de la «vitesse de convergence», qui se traduit par «erreur
d’approximation» pour les physiciens et les numériciens, nécessite d’identifier les différentes
parties de la quantité dont on étudie la convergence ; la solution de I’équation de Boltzmann
est composée d’une partie cinétique, d’une partie fluide, et une partie ondulatoire, chacune

convergeant a des vitesse différentes et dans des topologies différentes (voir Section 2.3).

La premiére étape consiste en la réécriture de ’équation de Boltzmann, initialement
formulée a I’échelle des particules et du temps trés court séparant leurs collisions suc-
cessives, dans une échelle macroscopique : on se donne une longueur caractéristique, un
temps caractéristique, et une température caractéristique qui détermine une vitesse du son

caractéristique. Dans cette échelle, ’équation de Boltzmann devient ainsi
1
TOF +v- -V, F = EQ(F’ F), (1.24)

ol € est le nombre de Knudsen, il caractérise le libre parcours moyen, c’est-a-dire la distance

moyenne parcourue par une particule entre deux collisions successives :

distance parcourue
entre deux collisions

L . . b
longueur caractéristique

~
~

il permettra d’obtenir un régime hydrodynamique dans la limite ¢ — 0 car la distance
parcourue entre deux collisions sera négligeable devant 1’échelle spatiale considérée et il ne
sera plus pertinent de la prendre en compte. Le paramétre 7 est un autre paramétre du
fluide qui nous permettra d’obtenir des modéles hydrodynamiques différents en considérant

des échelles de temps plus (comme Navier-Stokes) ou moins (comme Euler ou les ondes)

22. 1940-2013
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longues. On considére ainsi I’équation de de Boltzmann mise a [’échelle :
1
T@tFE—I—%V;,;FE:gQ(FE,FE), e~ 0. (1.25)

Les premiéres études mathématiques des limites hydrodynamiques de ’équation de Boltz-

mann remontent a Hilbert qui proposa en 1912 [120] de considérer le développement formel
“(t,x,v) Za E,(t,z,v)

qui une fois injecté dans l'’équation (1.25) fournirait en identifiant les puissances de e
une hiérarchie d’équations sur les sommes partielles 22[:0 e"F,. Cette approche permet
d’obtenir formellement et simplement les équations d’Euler & 'ordre €°, mais devient assez
pénible & manipuler a partir des ordres supérieurs, qui fournissent a I'ordre ! les équations
de Navier-Stokes. En 1916 et 1917, Sydney Chapman et David Enskog [80] proposérent une
adaptation ou chaque F? dépend de (¢,z) a travers les champs hydrodynamiques R, U®
et T¢ :

“(t,x,v) ZE”F ( , X)), Ua(t,x),Tg(t,w),v).

Grad présenta dans |98, 99| une troisiéme méthode plus simple, appelée méthode des mo-
ments qui consiste en passer a la limite € — 0 dans les lois de conservations locales

pour R®,U® et T¢. C’est ’approche que ’on adoptera dans cette section.

La premiére chose a remarquer est que dans (1.25), le terme de collision apparait avec
le facteur 1/e, donc plus le nombre de Knudsen est petit plus l'effet des collisions est
important. Ce sont ces collisions qui aménent le gaz & I’équilibre thermodynamique, donc
on devrait avoir & la limite un gaz dans cet état thermodynamique, ce qui justifierait le
fait que I’état du gaz soit entiérement décrit par ses moments. Et en effet, en multipliant

par € ’équation, on a formellement
Q(F*, F*) = O(e),
d’ol en passant a la limite e — 0
Q(FY, F%) =o.

Comme on ’a vu & la Section 1.5.2, cela équivaut au fait que F© soit un équilibre thermo-

dynamique local :

RO(t, ) exp (_ v — Uo(t,m)]2> .

FY t,x,v) =
( ) 27T0(t, x) 27°9(t, x)
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Equations d’Euler.

Dans le régime ou 7 = 1, on obtient les équations d’Euler compressible. Il suffit de

passer & la limite dans le systéme de lois de conservations (1.14) :
R +V, - (RU°) =0,
O(RU) + V- (ROU° ® U + Pgo) = 0,
1 3 1 5
Oy (2R0|U02 + 2R0T0> + Vg - <2R0U0|U0\2 + 2R0U0T0) =V, - Opo.

La forme simple de F° nous permet de fermer le systéme. Premiérement, le tenseur de

pression Ppo n’est autre que la matrice de covariance associée a la densité F°, & savoir
Ppo = / (v —U°)*?FO%y = R°TO1d.
R3

Deuxiémement, le calcul du terme dpo se raméne un simple calcul mettant en jeu une
’L) —

VT

gaussienne centrée réduite M par le changement de variable w :=

5Fo:—/ FA(U—U)-Udv—/ FB(v—U)dv,
R3 R3
R R
=TT e MA(w)Udw — T7 s MB(w)dw.

On vérifie aisément & ’aide des premiers moments de la gaussienne centrée réduite que dpo =

0, ainsi R?, UY et TV vérifient les équations d’Euler compressible (1.1.1).

Régime linéarisé prés d’un équilibre thermodynamique global.

Considérons que le gaz présente de petites fluctuations (d’amplitude §) autour d’un état
d’équilibre thermodynamique global, disons au repos et de densité et température norma-
liste (R=T =1 et U = 0, donc représenté par M). Une telle situation est représentée au
niveau de la densité par la linéarisation suivante :

FE=M+6f5, §=0(s) — 0,

e—0

ou f€ est le profil de la fluctuation. On s’intéresse dans ces prochains paragraphes au
comportement asymptotique du profil de cette fluctuation.

D’une part, I’équation satisfaite par f€ est

RO v Vaf = TLF 4 SO ),
Ly = QM. p) + Qp, M)
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ou L est lopérateur de collisions linéarisé autour de I'équilibre M. Pour faire le lien avec
I'interprétation présentée dans la Section 1.4.1, en considérant qu’on a un gaz a I’équilibre
thermodynamique M et un autre de distribution ¢, et que les particules de chaque gaz
interagissent uniquement avec celles de 'autre, alors la quantité Lo(v) se comprend comme

la variation du nombre de particules de vitesse v.

D’autre part, la linéarisation de F® induit celle de ses quantités macroscopiques :
RE=1+4+6p°, U°=0+4+d6u®, T =1+66°

on s’attend donc & ce que

F© = Mi5p° 5us 1466° 5

or on vérifie aisément par un développement de Taylor en (p, u, ) que
Lo o
Mitpuiro ® M+ | p+u-v+ 5(’”\ —3)0 ) M,
donc f¢ doit avoir la méme forme que la fluctuation ci-dessus :
€ 5 € 1 2 5
JF={p+u ~v+§(\v| —3)6° | M.

De telles distributions sont qualifiées de Mazwelliennes infinitésimales et constituent le

noyau de £ (voir Section 2.2.4) :
1
ker(L) = {<a+b-v+ §(|v\2 —3)0>M | a,ceR, be RS} .

On peut les interpréter comme la partie visible (macroscopique) d’une fluctuation sta-
tistique autour de I’équilibre thermodynamique M. Notons qu’étant donnée g € ker(L),

écrite sous la forme

1
g= <p+u-v—|—§(|v\2—3)9> M,
les coefficients p, u, # sont donnés par

1
p:/ g(v)dv, u:/ g(v)vdw, 0:/ g(v)(\v\2—3)dv. (1.26)
R3 R3 3 Jrs
Equation des ondes.

On considére & nouveau 7 = 1. En injectant les linéarisation de R®,U¢ et T dans le

systéme de lois de conservation locales (1.14), on obtient

Opt + V- uf = O(5),
O + V(0 + 0%) = O(9),
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am@+§vxwu:ow%

on en déduit aprés passage & la limite e — 0,6 — 0, que les profils limites des fluctuations

vérifient les équations

D2 (% + 6% = 2AL(p° + 6,

Ainsi, quand les fluctuations autour de I’équilibre sont de faibles amplitudes, 1’évolution

de leurs profils est bien approximé par ’équation des ondes.

Equations de Navier-Stokes incompressible.

Les modéles d’Euler et des ondes décrivent respectivement 1’évolution d’un fluide et des
oscillations autour d’un état d’équilibre sur des échelles de temps plus petites que celles
décrites par le modéle de Navier-Stokes. Il convient donc de dilater le temps afin de pouvoir
observer quoi que ce soit. Il s’avére que la loi d’échelle permettant d’obtenir Navier-Stokes

incompressible & la limite est § =7 =€ :
1
eOfe+v- -V, ff = gﬁfe—{—Q(fg,fe). (1.27)

La dérivation formelle étant un peu lourde, nous allons seulement donner une idée de
pourquoi le régime limite est & la fois diffusif et non-linéaire. Pour plus de détails on référe
a [91, 23|. On déduit de (1.27) deux relations :

éﬁfg =0 f* +v- Vaf*+ Q(f5, ),

e+ V- | (v@u)ff=0(¢)
R3

Le terme (v ® v)f¢ va donner le terme non-linéaire de Navier-Stokes ainsi que le terme
diffusif en injectant la premiére relation dans la seconde. En utilisant les propriétés d’auto-
adjonction de £ (voir Section 2.2.4) et connaissant son noyau, on peut affirmer qu’il existe
une fonction matricielle A = A(v) telle que pour toute fonction ¢ = ¢(v)

n [v]?

A(v)pdv = AWw)Ledv, AWw)=v®@v——-Id.
RS R 3
On peut alors faire apparaitre £ dans ’équation sur uf :
3 1 €
O(e) = 0w’ + V- —(v®@wv)fedv
R3 €

1 1 |v|?
=t +V, - —A(v)ffdv+V, - / fﬁf‘fdv
R3 € R3 € 3
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Lo .

= du +v/ v)Lfedw +V/ fedw.

Ainsi, en injectant I’expression de %[, f¢, on fait apparaitre les dérivées spatiales d’ordre 2 :

€ 14 € 1 ”U|2 ed
O(e) =0 +Vy - —AW)Lfedv+ V, —fd
R3 & R3 € 3
o + 9. ([ A0)Va-ofian) +9.- [ A,
R3

1 2
+ - / ﬂ]“':dv.
g Jr3 3

On a bien la méme structure que Navier-Stokes, ol le dernier terme qui peut paraitre

singulier quand & — 0 n’explose pas grace a la condition de Bousisnesq V. (p° +0°) =0 :
1 |v|2 s
—f<d +O(1).
R3 e

1.7 Conclusion

Nous avons vu plusieurs fagons d’appréhender un gaz, dont I’équation de Boltzmann
pour le niveau mésoscopique, et les équations de Navier-Stokes pour le point de vue ma-
croscopique. Il faut étre conscient que toutes les manipulations effectuées sur ces équations
étaient formelles et rien n’indique qu’elles avaient un sens mathématiquement. Le probléme
principal vient du fait que les manipulations des inconnues des différents modéles nécessite-
raient de connaitre leurs propriétés de régularité ou d’intégrabilité. Nous avons également
discuté du lien entre ces différentes équations, et les diverses approximations et passages
a la limite ne sont a priori pas licites. Typiquement, les termes de la forme ~ et O(g)
ol € était un paramétre tendant vers 0 peuvent faire intervenir différentes topologies, et
pour peu qu’on arrive & identifier lesquelles sont adaptées, établir que de tels termes dispa-
raissent a la limite n’est pas toujours évident. Dans la prochaine partie, nous discuterons
des théories et outils mathématiques permettant de donner du sens & ces manipulations,

ou au moins d’obtenir les mémes résultats.



Chapitre 2

Etude mathématique de I’équation
de Boltzmann et de ses limites

hydrodynamiques

On distingue trois grands types de théories de Cauchy pour I’équation de Boltzmann :
deux concernant les gaz loin de 1’équilibre thermodynamique, pour les gaz spatialement

homogénes
OF = Q(F7 F)7

et une théorie faible pour les gaz spatialement inhomogénes
OF +v-V,F=Q(F,F),

et une autre proche de 1’équilibre. Le premier résultat d’existence remonte aux années 1930
avec Carleman [41], mais la théorie de Cauchy a connu un essor a partir de l'introduction
de 'hypothése de cutoff angulaire par Grad en 1965 [101].

2.1 Théories loin de I’équilibre

2.1.1 Theéorie spatialement homogéne

Le premier théoréme d’existence date de 1933 et est di & Carleman [41]; il construisit
des solutions globales pour le modéle des sphéres dures (7 = 1) pour des données initiales
dans L (<U>6+Odv) radiales et continues, puis ces résultats furent améliorés en 1957 par
Carleman [42] et en 1965 par Povzner [168|. L’introduction par Grad en 1965 de I’hypothése
de cutoff angulaire [101] permis de considérer des potentiels durs (y € [0,1]); Arkeryd
[13, 14, 16] initia dans les années 1970 une théorie dans L' ((v)?**%dv) qui fut ensuite
développée par DiBlasio [65, 66|, Elmroth [78|, Gustafsson [111, 112]|, Desvillettes [59],

47
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Wennberg [196, 197, 198] et Pulvirenti [170, 171]. Les espaces optimaux L' ({(v)?dv) ont
été atteints par Mischler et Wennberg [155, 200] en 1999.

Les potentiels singuliers (potentiels mous v € (—3,0) ou sans hypothése de cutoff) ont
été considérés par Arkeryd en 1981 [15] mais ont principalement été étudiés, d’abord au
tournant des années 2000 par Alexandre, Desvillettes, Villani et Wennberg a travers 'effet
régularisant de la singularité angulaire [1, 60, 61, 190, 191|, puis a travers la question de
la stabilité des solutions [85, 183, 63, 84].

Mentionnons également la théorie faiblement homogéne , c’est-a-dire lorsque la solu-
tion de I’équation spatialement inhomogéne est proche d’une distribution spatialement
homogene. Cette théorie a été initiée par Arkeryd, Esposito et Pulvirenti en 1987 [18|.

Pour une présentation plus détaillée sur I’état de 1’art, nous renvoyons a [193, 62]

2.1.2 Théorie de DiPerna-Lions.

Théorie de Cauchy. Dans le cas de I’équation de Boltzmann spatialement inhomogéne
et pour des données initiales loin de I’équilibre, une théorie a été initiée par Ronald Di-
Perna! et Pierre-Louis Lions & partir de 1989 [68, 69, 143| sous I’hypothése de cutoff, puis
étendu au cas sans cutoff par Alexandre et Villani en 2004 [8|. Les auteurs ont été amenés
a considérer une formulation équivalente de I’équation car les estimations a priori ne per-
mettent pas de donner un sens distributionnel au terme non-linéaire Q(F, F'), cependant

elles permettent de montrer

Q(F,F)

]_—|—7F € Llloc (Ri X R%) .

Dans la continuité de leurs travaux [67], ils introduisent alors la notion de solution renor-
malisée de I’équation de Boltzmann : une fonction ' € C ([0, +00); L (R% X R%)) positive
et satisfaisant au sens des distributions

Q(F, F)

(O +v-Vy)log(l+ F) = T

Enoncons le théoréme d’existence dans sa version de 1991 [69], ont on rappelle que I'entropie

relative H ainsi que la fonctionnelle de dissipation d’entropie sont définies & la Section 1.5.2.

Théoréme 2.1. Soit Fi, > 0 une donnée initiale localisée et de masse, énergie et entropie

finie, c’est-a-dire
/ (1+ lv|? + |z|? + |log Fi(2,0)]) Fin(,v)dzdv < oo,

il existe une solution renormalisée F telle que F'(0) = Fiy, satisfaisant les mémes hypothéses

1. 1947-1989
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physiques pour tout temps :

Vit >0, / (L+ [of? + |2zf?|) F(t, z,v)dzdv < oo,
ainst qu’une inégalité de dissipation d’entropie

/D ))dr < H(Fiy).

La théorie faible de DiPerna-Lions pour I’équation de Boltzmann est trés similaire a
celle de Leray [140] pour les équations de Navier-Stokes incompressible ; sous des conditions
(physiquement) optimales sur la donnée initiale, il existe une solution faible globale satis-
faisant une inégalité d’énergie ou d’entropie. Toutes deux satisfont un principe d’unicité
fort-faible [142, 147|, bien que nous ne sachions pas actuellement si ces solutions faibles

sont uniques, ni si la régularité de la donnée initiale est propagée.

Limites hydrodynamiques : le programme de Bardos-Golse-Levermore. Dans
leur article de 1991 [23], Claude Bardos, Frangois Golse et David Levermore considérérent

les solutions renormalisées de I’équation de Boltzmann remise & 1’échelle :

1
O F° +v -V, F° = gQ(FE,FE), Fe=M+ef®,

ou on rappelle que M est la Maxwellienne centrée réduite, et montrérent que les seuls
points d’accumulations possibles pour les profils f¢ lorsque € — 0 fournissent une solution
de Leray (voir [140]) des équations de Navier-Stokes. Pour étre plus précis, nous citons ici

leur théoréme.

Théoréme 2.2. Soit (f¢). une suite de solutions renormalisées de l’équation

S+ Vo= LI 4 QL) fico = fn

dont les observables et collisions convergent faiblement, c’est-a-dire il existe fO tel que

[ oo = [P o, v =1 v 0w P, A oo, B e,

[eu v “O/Qﬂwﬂ<> y=A B,

au sens des distributions en (t,x), ot A et B ont été introduites a la Section 1.6.2. Alors



50 CHAPITRE 2. ETUDE MATHEMATIQUE DE BOLTZMANN ET SES LIMITES

la limite fO est une Mazwellienne infinitésimale :

1
POt w,0) = (pt) +ult ) vt (0P = 3)0(t,2) ) M),
paramétrée par une solution de Leray du systéme de Navier-Stokes-Fourier incompressible :

Ou+u-Vau+ Vep = pAgu, Vi -u=0,
O +u-Vz0 =rA 0, Vi(p+0)=0,

associée aux conditions initiales
1 2
up=o =B [ fw()vdv ), pp=o = ~bj=o = 5 [ fin(v)(Jo]" = 5)dv,
ot on rappelle que P est le projecteur de Leray sur les champs incompressibles.

Ce résultat réduit ainsi le probléme de la dérivation & la preuve de la convergence des
moments. Les travaux de Golse, Levermore, Masmoudi et Saint-Raymond [92, 95, 145, 150|
au début des années 2000 aboutirent, sous une hypothése de cutoff, & la preuve que la
suite f€ est compacte dans une certaine topologie, dans le cas des potentiels durs (y € [0, 1])
par Golse et Saint-Raymond [94, 96, 97], et dans le cas des potentiels mous par Lions
et Masmoudi [141]. La seule hypothése faite par ces travaux est que, & 'instant initial,
I’entropie de Fﬁ:o
que l'inégalité d’entropie satisfaite par les solutions F*

relativement & M soit d’ordre O (52). Ces travaux ont également montré

HIF@OIM]+ 5 [ DIF()r < H{F M)

donne & la limite une inégalité d’énergie similaire & celle satisfaite par les solutions de

Leray :
1 2 5 2 ‘ 2 2 N e
S lu@llze + 1072 + ; pIVau(r)z2 + KlIIVaO(T)|z2dr < lim inf = H(Fi_o|M).

Enfin, le cas sans cutoff a été traité par Arsénio en 2012 dans [21].

2.2 Théorie prés de ’équilibre

Dans le cas ou le gaz est proche de I'état d’équilibre thermodynamique global (que ce
soit parce qu’il I’était a I’état initial ou bien parce qu’il s’en est approché) représenté par

la Maxwellienne centrée réduite

v 2
M) := (27) "3 2 exp <—2|) : (2.1)
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on s’attend a ce que le régime linéaire domine, c’est-a-dire que la dynamique de I’équation
de Boltzmann soit essentiellement la méme que sa version linéarisée prés de M. Plus
précisément, étudier I'inconnue F' de I’équation de Boltzmann prés de M équivaut a étudier

de petites fluctuations f := F' — M, on s’intéresse alors a la réécriture suivante :

onf=AMf+Q(f, f), fi=0 = fun, (2.2)
Ap:=Lp—v-Vep, Lo:=QM,p)+ Qlp, M).

On cherche & développer une théorie de Cauchy perturbative forte pour des données initiales
aussi générales que possible. Spécifiquement, on cherche un espace de Hilbert (H, || - ||x)

ou HcCL! ((v)zdvdx) pour lequel on est capable d’établir le résultat suivant.

Théoréme 2.3. [l existe 6 > 0 (petit) tel que si fin € H et || finllm < 9, alors U'équation

atf:Af+Q(f?f)7 ft:O:fina

t—o00

admet une unique solution f € C ([0,00); H) et || f(t)|x 0.

On discutera également de la vitesse a laquelle f(t) tend vers 0, c’est-a-dire la vitesse

a laquelle FF = M + f converge vers ’équilibre thermodynamique M.

2.2.1 Stratégies

Présentons & présent le type de stratégie employée pour construire de telles solutions,
dans un cadre idéalisé que nous remettrons en question plus loin afin de mettre en lumiére
les difficultés présentées par ’équation de Boltzmann prés de I’équilibre. On désignera par
H un espace de Hilbert inclut dans L?(dvdz) dont le choix exact n’est pas important pour

la présentation du schéma de preuve.

Stratégie type Supposons que 'opérateur bilinéaire Q soit continu et que A génére
un semigroupe fortement continu Sx(¢) ayant un taux de décroissance exponentiel (on
considére que les constantes de continuité et la taux de décroissance exponentielle valent 1

afin de clarifier la discussion) :
1Q(g1,92) 11 < llgallrllgaller,  1Sa(®)gller < e~ gl
ou bien, faisons les hypothéses duales (équivalentes par le Théoréme 2.5) :

(Qg1:92), 931 < lonllullgzlmllgsller,  (Ag.gdm < —lgllf- (2.3)

Ces hypothéses signifient en un sens que le terme linéaire (représenté par A et Sy ) est en un

sens «plus fort» que le terme non-linéaire Q. Par exemple lorsque g1 = go = g3 = g = f est



52 CHAPITRE 2. ETUDE MATHEMATIQUE DE BOLTZMANN ET SES LIMITES

petit (disons ||f(t)||z < 1/2), le terme linéaire absorbe le terme non-linéaire ; en prenant

le produit scalaire de (2.2) avec la solution f, on a (voir le paragraphe suivant pour plus
de détails)

4

sapl f Ol < =IFOIE + 1O = =1f @17 = 1FOlla) < —%Hf(t)llir-

Nous allons construire une solution f a (2.2) dans I’espace

A :=C([0,+00); H)N L™ (etdt; H),

gl := sup e g(t)ll,
>0
en construisant une suite de solutions approchées fy € ¢, définies par 1’équation

Ofni1 =AM+ QN IN), (fvt1) o = fin,

ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale par la formule de Duhamel

S (t) = Sat) fin + /O Sa(t = 7)Q(fn(7), fn(7))dT. (2.4)

Stabilité du schéma. On initialise & fy = 0 et on montre par récurrence que chaque solution
approchée fx appartient a C([0, 00); H), il reste donc a vérifier qu’elle satisfait le taux dé-
croissance en O (e_t) et que 'on peut passer a la limite N — oo dans 1’équation approchée.
En effet, en prenant le produit scalaire de la formulation différentielle contre fy+1, on a

grace a (2.3)

d
a\\fNHH%{ < =2/ fngallF + 20N E N vl

d’ot en intégrant et en utilisant le fait que || - [|peorr < | - |

H

t
v < 2/0 | i (DI 1 (D rdT + | finll

t
< 2/0 (T nOa)? (€ fna (T)lla) d7 + L finllFr

< @I 13N nrllor + I finllz) | vl

on en déduit alors le controle inductif suivant :

1 n-1lloe < 20130 + || finll -

Ainsi, si la donnée initiale satisfait || fin||z < 1/4, on démontre aisément que la suite est
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uniformément bornée :
Nl <2l finllg < 1.

Convergence du schéma. Pour montrer la convergence de la suite (fy )y, on montre que les
différences de termes successifs dy1 := fy+1 — fn sont sommables. Pour cela, on applique

les mémes calculs que précédemment a 1’équation satisfaite par dyy1 :

Odn1 =Adni1 + Qdn, i) + Q(fN-1,dN),  (dN41) o =0,

dont on tire I'inégalité différentielle

d
&HdN-HHJ%I < =2|ldns1llF + 2lldnsallalldnlla (v lla + | fv-illa)

ce qui nous donne aprés intégration

ldn 11l < 2lldn ||z (| fnlle + | n-1lle) -

Afin que la suite soit sommable, il faudrait (par exemple) que |[fn|l,r < 1/8 quelque

soit NV € N. Grace a I’étape de stabilité, c’est le cas si on restreint davantage la taille de
la donnée initiale : || fin||z < 1/16, on a ainsi ||dy]||» < 277, d’out la convergence de la

suite (fy)n. Sa limite f := ]\}im fN € S est alors une solution de (2.2).
— 00

Unicité de la solution dans 7. La preuve de l'unicité est un cas particulier du calcul
précédent. Elle est démontrée en considérant d := f! — f? la différence de deux solu-

tions f1!, f2 € 2 associées a la méme condition initiale :
Opd = Ad + Q(d,f1)+Q(f2,d), d|t:0 =0,
ce qui nous donne avec les mémes calculs

ldlle < 2lldlle (I1F e + 11F]]e) -

Ainsi, on déduit d = 0 sous I’hypothése de petitesse ||f!||» + ||f2||» < 1/2.

Notons que cette approche appliquée a la formulation intégrale (2.4) correspond exac-
tement a appliquer le théoréme de point fixe de Banach dans une petite boule de JZ a

I’application

g (SA(t)fin + /Ot SA(T)Q(g(T),g(T))dT> _

Une variante La stratégie précédente peut étre adaptée en une autre qui consiste a

poser le schéma itératif dans ’espace

H = Cy ([0, +00); H) N L? ([0, +00); H),
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o0
lgll. == sup lg(®)][ x +/ lg(®)7dt,
t>0 0

afin de construire une solution f dans celui-ci, puis de montrer la décroissance et 1'uni-
cité dans un deuxiéme temps par une «méthode de continuité». Pour obtenir le taux de

décroissance, on prend le produit scalaire de (2.2) contre f, ce qui donne

d
Ml < =201 1E =1 F )

L’objectif est de montrer que || f(t)||z < 1 — ¢ afin d’obtenir une inégalité que l'on peut
intégrer. Pour cela, on considére ¢, := inf{t > 0 : || f(¢)||g > 1 — €} qui, en supposant la
donnée initiale suffisamment petite : || fin|lz < A — €, est strictement positif. On montre
que t, = 400, sinon on aurait || f[|3, < 0 sur [0, 4], et en particulier || f(t.)||m < 1—¢. La
continuité de f impliquerait alors que || f(t)||g < 1 — € sur [0, ts + d] avec § suffisamment

petit, contredisant ainsi la définition de t,. L’inégalité différentielle se simplifie alors en

d
g IMllE < =+l fllz

On obtient ainsi une décroissance exponentielle ||f(t)||p < et U finll &, qui n’est pas

optimale, mais est améliorable a 'aide du lemme de Gronwall en prenant € = 1/3 :

t
1713 < e funll3s + /0 272 fu i dr < Cem ) funll2,

pour une certaine constante C' > 0. L’unicité se démontre en appliquant une méthode

similaire a la différence de deux solutions d := f' — f? associées & la méme donnée initiale.

Cette méthode est plus robuste, d’une part car ’étape d’existence et celle du retour a
I’équilibre sont indépendantes et peuvent étre adaptées séparément selon les estimations
satisfaites par A et Q avec des modifications mineures (voir les paragraphe suivants),
d’autre part car on n’exige pas une vitesse de décroissance spécifique (qui dépend fortement

du type d’interactions moléculaires).

Obstacles a la stratégie Les hypothéses faites sur Q (et donc sur A) ne sont satisfaites
que dans un unique cas?, et toute différence entre les estimations disponibles sur A et Q

et celles supposées dans (2.3) ajoute une difficulté technique.

Absence d’autoadjonction. Pour les espaces physiquement intéressants (par exemple, de

masse et énergie finie), 'opérateur £ n’est pas autoadjoint et on cherchera plutét une

2. le cas des potentiels Maxwelliens, sous une hypothése de cutoff, si le domaine spatial est le tore
Q = T3, et que l'espace fonctionnel H est le sous-espace des distributions L? (M~ (v)dzdv) dont la partie
macroscopique est de moyenne nulle. On renvoie par exemple a [34, 35].
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estimation de la forme
(Lf, f) i < =A|flI% + termes d’ordre inférieur. (2.5)

On devra ensuite construire un produit scalaire équivalent (-,-));; pour lequel A satisfait

(CF M < =ANE- (2.6)

Une telle estimation est en fait une étape intermédiaire de la stratégie d’élargissement dont
nous parlerons a la Section 2.2.3.

De plus, concernant I’hypothése ||Sa(t)|| < Ce || f| avec C = X = 1, celle portant
sur A ne change rien a la stratégie mis & part la condition de petitesse sur la donnée initiale
(plus A est petit, plus la condition initiale devra étre petite), cependant, si C' > 1, il existe
une norme équivalent [||-||| telle que [||Sa ()| < e~ (voir la remarque suivant le Théoréme
2.5).

Supposons dans le reste de cette section que opérateur £ est autoadjoint ® sur H.

Absence de coercivité sur tout l’espace fonctionnel H. L’opérateur £ n’est pas injectif en
général (voir Section 2.2.4), donc on ne peut en général espérer qu’'une estimation de la

forme

Vf Lker(L), (Lf, fiu < —=AlfllF- (2.7)

L’opérateur de transport v - V, étant antisymétrique dans les espaces H qui nous intéres-

seront 4, on en déduit la méme estimation pour A :

Vf Lker(L), (Af, fu < —A|fl%

ce qui ne nous permet plus de fermer les estimations du paragraphe précédent. En réalité, le
terme de transport n’a pas un réle négligeable et les méthodes d’hypocoercivité permettent

d’exploiter 'interaction entre £ et v - V. Nous en parlerons a la Section 2.2.4.

Absence de trou spectral. Seul le cas des potentiels durs méne a une estimation de la forme

(2.6) (voir Section 2.2.4), dans le cas des potentiels mous on a
Vf Lker(£), (L fim < =A)2fl[F, (238)

ou l'on rappelle que v < 0 est la puissance du potentiel cinétique introduit & la Section 1.4.3.
On ne peut donc pas s’attendre & une décroissance exponentielle, cependant en considérant
une hiérarchie d’espaces définis par les normes (f — |[(v)* f|| i) x>0 ON peut démontrer par

des arguments d’interpolation une décroissance polynomiale du semigroupe Sj. Nous en

3. Cest le cas lorsque H = L*(M ™! (v)dvdz)
4. de la forme L? (m(v)dvdx) pour une certaine fonction de poids m(v) > 0.
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parlerons & la Section 2.2.4.

Absence de continuité du terme bilinéaire (avec cutoff ). En général, 'opérateur Q n’est pas
continu et ne satisfait donc pas d’estimation de la forme (2.3). Cependant, sous ’hypothése

de cutoff angulaire il vérifie

1) 2Q(f, )l S IF Il w) gl + llgllaz 1 €w) 2 F 2,

ou, de fagon équivalente,

(Q(f,9) kv S 1Y *lla (gl [ w) 2 Fllir + L £l ()2 g i)

ainsi on peut facilement adapter le schéma itératif pour fermer les estimations en choisissant

a la place 'espace défini par la norme
o0
loliy = sup e gl + [ g e, sy
> 0
2 2 > 2 2
19115 = sup [lg(£) |7 +/ I(w)2g(6)|[3dt,  sivy <0,
>0 0
ol la constante A > 0 est la taille du trou spectral.

Absence de continuité du terme bilinéaire (sans cutoff) : Sans I'hypothése de cutoff, 'opé-
rateur bilinéaire Q et 'opérateur linéarisé A font intervenir la régularité des arguments de

la méme fagon :

(Q(f.9), k) S Iplla= (gl Fll e + 11z llgllz-)

ol || - ||g= est une norme anisotrope, comparable & des espaces de Sobolev, compliquée
a4 manipuler mais «optimale», et dont nous parlerons & la Section 2.2.4. Enfin, dans les
espaces physiquement intéressants, on ne connait pas de telles estimations en terme de H

et H*, mais Q peut cependant étre controlé en terme d’espaces de Sobolev standard H* :

QU 9), M a S P a- (A lgl e+ + 1A m=llgll)

l9lla- < lglla- < llglaes

ce qui ne permet cependant pas de fermer les estimations du schéma itératif. Par ailleurs,
lopérateur Q n’est pas symétrique, en particulier les termes f et g ne jouent pas les mémes

roles et on peut établir une estimation de la forme

(Q(g, 1), N < HgHHHfH%{* + termes d’ordre inférieur,
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ce qui permet au moins de montrer la stabilité du schéma & condition de I'adapter en
remplacant le terme Q(fn, fv) par Q(fn, fn+1). La convergence peut malgré tout étre
établie dans un espace plus gros. Cette stratégie a été adoptée dans [47, 45, 117] et dans

larticle [44] en collaboration avec Kleber Carrapatoso (voir Section 3.3).

2.2.2 Theéorie spectrale et des semigroupes

Nous faisons ici quelques rappels de théorie spectrale et des semigroupes utilisés dans
larticle [88] (voir Section 3.1), suivie d’une présentation de la théorie d’élargissement uti-
lisée dans [88, 89, 44| (voir 3.1 & 3.3).

Eléments de théorie spectrale.

On considére un opérateur T' fermé et de domaine D(T') dense sur un espace de Ba-

nach £. On notera le demi-plan
Ay :={Rez>a}.
Commengons par rappeler la notion de spectre et de résolvante.
Définition 1. On définit I’ensemble résolvant o(T') et le spectre 3(T) par
o(T) := {z € C : z—T posséde un inverse dans %’(8)}, X(T) :=C—o(T),
et sa résolvante Ry est une application holomorphe définie par
Vz e o(T), Rp(z):=(z-T)""

La résolvante est I'objet central de la théorie spectrale générale. Etudier le spectre
revient souvent a trouver des estimations sur la résolvante. Lorsque 7' est normal (en
particulier s’il est autoadjoint), la connaissance (de la géométrie) du spectre apporte déja

énormément d’informations :

T normal = ||Rr(2)

ae) = dist (z,2(T)) " (2.9)

Le spectre peut étre décomposé de plusieurs fagons différentes en fonction de la fagon
dont z — T échoue & étre inversible. La décomposition qui nous servira dans ce manus-
crit est la décomposition spectre essentiel-spectre discret. Nous référons a [131] pour plus

d’informations.

Théoréme 2.4. Considérons une valeur spectrale A € X isolée dans le spectre, c¢’est-a-dire
telle que S(T)NB(A, ) = {A} pour § > 0 assez petit. On définit son projecteur spectral P,
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son espace propre algébrique £y et son complémentaire spectral Ei- par

1
P:= — [ Rp(2)dz, &\:=Im(P), & :=Im(ld—P),
2 T
ou I' correspond (& un chemin homotope dans o(T')) au cercle C'(X;0/2). Lorsque Ey est de
dimension finie m, la valeur A\ est qualifiée de valeur propre discréte, et on appelle spectre
discret Xq(T) lensemble de ces valeurs propres discrétes. De plus, le développement en

série de Laurent autour de ce point s’écrit

Ro(A+h) = %Z <§>n+ % — S (hS)", (2.10)
n=1 n=0

Qe B(E), QM =0,
— _ 1 1
8= (T =N c (&),
ot, afin d’alléger les notations, nous avons noté B(Ey) (resp. B(Ex)) pour des opérateurs
qui sont définis sur tout £ et valent 0 sur SAL (resp. Ex). En particulier, les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(1) X\ est semi-simple, i.e. ker(T' — \) = &\ (les espaces algébriques et géométriques
coincident),
(2) le nilpotent est nul, i.e. Q =0,
(3) le pole de la résolvante associé a X est d’ordre 1, i.e. Rp(A+ h) = O(1/|h]).

En particulier, lorsque T est normal, toute valeur propre discréte est semi-simple par le
point (3) et (2.9).

Précisons que lorsque 'opérateur T est normal, les sous-espaces stables £y et £ /\L sont
orthogonaux, ce qui motive la notation £ /J\- méme hors du cadre hilbertien. Cette décompo-
sition £ = £, DE /\L relativement & 7" est en un sens canonique. Bien entendu, cette notation
est ambigiie lorsque £ est de Hilbert mais 7' n’est pas normal, nous ferons attention & éviter

toute confusion.

Définition 2. On définit le spectre essentiel Yess(T') comme étant 'ensemble des autres

valeurs spectrales, il est invariant par perturbation compacte :

Yess(T) :=X(T) — Xa(T),
VK € B(E) compact, Yess(T) =3(T + K).

Perturbation de valeurs propres. Un des grands intéréts du projecteur spectral est
qu’il permet d’étudier la stabilité des valeurs propres : si A € X4(7T) et T*¢ 20 7 au sens
ou

' C o(T), Sup [Rr=(2) = Rr(2) ) = Ole),
zE
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alors le projecteur associé P¢ converge vers P :
|1P° = Pllge) = Oe).

Un lemme dit a Tosio Kato® [131, Section I-4.6] permet de conclure que pour ¢ assez
petit, les projecteurs sont de méme rang et donc I' entoure autant de valeurs propres
(comptées avec multiplicité) de T° que de T'. De plus, resserrer le chemin I" autour de A
force a considérer des valeurs de ¢ plus petites, mais la quantité de valeurs propres (avec
multiplicité) sera la méme, cela signifie que les valeurs propres perturbées tendent vers A

lorsque e tend vers 0 (voir Figure 2.2.1).

FIGURE 2.2.1 — En rouge la valeur propre A de 7', en bleu celles de T¢ et T¢ (on &’ < g)
entourées par deux chemins I' et I de tailles différentes mais isolant toujours A du reste
de spectre de T'.

Plus précisément, le lemme de Kato fournit un isomorphisme U° € Z(E) envoyant
I'espace propre £, = Im(P) sur £° := Im(P*) (la somme des espaces propres associés aux
valeurs propres perturbées de 7). Grace a lui, on peut «redresser» 'opérateur (7 )‘ ge en

un autre défini sur un espace indépendant de ¢ :
~ 1
T .= f((us)—l o T* oUE) € B(E).
€ [Ex

L’intérét de cette matrice est qu’elle permet de raffiner le comportement des valeurs propres

perturbées lorsque € — 0 :
Sr(T9) = A+ex (T°)

ot Xp(T°) désigne I'ensemble des valeurs propres de T°¢ entourées par I'. On peut mon-
trer que 7e =% T pour une certaine matrice T si et seulement si A est semi-simple.
Cette réduction permet ainsi de réitérer le processus précédent en I’appliquant a T¢ pour

déterminer un développement limité des valeurs propres perturbées lorsque € — 0.

5. 1917-1999
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Eléments de théorie des semigroupes.

Contrairement au cas de la résolvante, le semigroupe généré par un opérateur (fermé de
domaine dense) n’existe pas toujours. On énonce les théorémes de Hille-Yosida ((1) < (2),
voir [165, Chapitre 1, Théoréme 3.1]) et Lumer-Phillips ((1) < (3), voir [165, Chapitre 1,
Théoréme 4.3]) qui caractérisent I'existence du semigroupe St en fonction du spectre et

d’estimations de la résolvante ou de 7.

Théoréme 2.5 (Hille-Yosida-Lumer-Phillips). Soit w € R, les conditions suivantes sont
équivalentes

(1) T génere un semigroupe fortement continu satisfaisant ||St(t)||ze) < ewt

(2) 2(T)NA, =0 et [Rr(2)l|ze) < (Rez — w)~lonz € Ay,
B) o(T)YNAL, #D et (T—2)flle > (z—w)|flle ot 2 >w et f € D(T),
(4) oT)NA, #0 et Re(Tf, fle <wl|[fl|2 ot 2 >w et f €D(T) (si € est de Hilbert).

Une variante de ce théoréme permet de considérer des estimations [|.S7(t)|| 5 < Ce**
ou C' > 1, a condition de considérer une norme ou un produit scalaire équivalent (on parle
d’hypodissipativité, voir [105, Théoréme 2.7]). On identifie ainsi deux quantités; la borne

spectrale s(T') et la borne de croissance w(T) > s(T'), définies par

s(T) = sup{?Re)\ WS Z(T)}>

w(T) := inf {w L 30> 0t | Sr(t)]| e < Ce! }

Insistons sur le fait qu’on a tout intérét a avoir une borne de croissance s(7') aussi petite
que possible car cela signifie avoir une décroissance (si w(7T) < 0) plus rapide. En géné-
ral, ’égalité entre ce deux quantités est fausse, un contrexemple classique pour lequel on
a s(T) = —1et w(T) = 0 est donné dans |79, IV-2.7| :

d

R 1/ x _
€ :=Co([0,400]) N L (e*dz), T = o

En revanche, le contexte hilbertien est bien plus favorable. En effet, si T' est normal, on
a que s(T) = w(T), et méme ||Sr(t)||ze) < St grace a (2.9) et le Théoréme 2.5. Si
en revanche T n’est pas autoadjoint mais que £ est tout de méme un espace de Hilbert,
le théoréme de Gerhart-Herbst-Priiss-Greiner [87, 118, 169, 12] nous affirme que borner
la résolvante sur A, suffit & avoir un taux de décroissance O(e*!) avec des constantes

constructives. Nous renvoyons a |79, V-Théoréme 1.11| pour une preuve.

Théoréme 2.6 (Gerhart-Herbst-Priiss-Greiner). Si T génére un semigroupe sur un espace
de Hilbert satisfaisant, disons, Uestimation ||St(t)||lze) < Me™ et si sa résolvante est
bornée sur un demi-plan A, par une constante K > 0, alors on a que ||St(t)||»g) < Ce**
ot C=C(M, K,a,w) est constructif.
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La preuve de ce théoréme repose sur l'identité de Plancherel appliquée & la formule de
représentation du semigroupe S comme transformée de Laplace inverse de la résolvante
(voir [79, Chapitre II, Théoréme 1.10]) :

Sr(t) = ! /+'R e Ry(2)dz, s> w(T), (2.11)
Y+i

T 2w
ou cette intégrale est & comprendre comme une limite forte des intégrales sur v+ [—iM, i M]

lorsque M — +o0.

Valeurs propres isolées a droite du spectre d’un générateur. Finissons cette
section en discutant de la situation ot le spectre du générateur d’un semigroupe fortement
continu est contenu dans un demi-plan gauche, & ’exception d’une quantité finie de valeurs

propres discrétes semi-simples :
Z(T) NA, = {)\1, Aoy, )\n} C Zd(T).

On peut repartir de la représentation intégrale (2.11) puis changer le chemin d’intégration

de v+ iR & w 4 R a I'aide du théoréme des résidus :

n
1
St(t) = ZRes(eZtRT(z); Aj) + / "Ry (z)dz.
, 27T Jyrir
7=1
Par I'hypothése de semi-simplicité des valeurs propres, les valeurs ()\;); sont des poles
simples de la résolvante, ainsi

Sr(t) = Ze)‘JtPA]. + 2277/ e "Ry(z)dz.
j=1 w+iR

Rappelons que comme le suggére le Théoréme 2.4, intégrer la résolvante le long de w + iR
correspond a «couper» les valeurs propres ()\;); car elles sont a «l’extérieur» du chemin
(en le considérant comme un chemin de longueur infinie orienté de w — ico & w + P00,
voir Figure 2.2.2), et donc cette intégrale est & valeur dans ﬂ;‘:l E)t_ avec les notations
du Théoréme 2.4. De plus, si £ est de Hilbert et on exhibe une borne de la résolvante
restreinte a ﬂ?zl 8/%]_ (ou de fagon équivalente par le principe du maximum, si on peut
exhiber un borne de la résolvante sur A, N {|z| > R} avec R assez grand), alors on aura

par le Théoréme 2.6 le comportement asymptotique suivant

Sr(t) =Y eN'Py, + O(e).

j=1
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v +iR

FIGURE 2.2.2 — Décalage du chemin d’intégration

2.2.3 Théorie d’élargissement

La théorie d’élargissement, initiée par Clément Mouhot en 2006 [156] puis développée
avec Stéphane Mischler et Maria Gualdani [153, 154, 105] a pour but d’étendre des proprié-
tés quantitatives spectrales et dynamiques d’un opérateur connues dans un espace petit
(au sens de l'inclusion) & un espace plus gros. Par exemple, montrer que si un opérateur
génére un semigroupe qui décroit comme Ce ™ sur un petit espace, alors ce méme opé-
rateur génére un semigroupe qui décroit sur un gros espace comme M e*)‘t, et ot M est
explicite. En particulier, si 'opérateur est autoadjoint sur le petit espace (une situation trés
confortable comme nous 'avons souligné a la section précédente), I’étude de 'opérateur

dans le gros espace s’en trouve grandement simplifiée.

Dans cette section, on notera le spectre d’'un opérateur T fermé de domaine dense

considéré dans un espace de Hilbert X par
Yx(T)={z€C: z—T nest pas inversible dans Z(X)},

et on notera de méme ’ensemble résolvant px(7'), le noyau kerx(7'), et le projecteur
spectral associé Px ) & une valeur propre A. Afin de présenter la théorie d’élargissement
dans une version simplifiée utilisée dans ce manuscrit, on considére dans cette section
un opérateur T générant un semigroupe sur deux espaces de Banach E et £, ou F C &

continument, et admettant la décomposition

T=B+ A,
1S8(t) | 2(m) + 158(t) |z < Ce™ ™, Ae B(EE),
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pour un certain a > 0. Notons tout d’abord que d’aprés la Section 2.2.2, le spectre de B

dans chaque espace est contenu dans un demi-plan gauche :

Ye(B)NA_,=3p(B)NA_,=0, A_,:={Rez>—a}.

Factorisation de la résolvante et spectre discret.

Dans [105, 154], les principes de factorisation suivants sont établis; en désignant par X

I'espace € ou F, on a pour tout z € ox(T) NA_,
Rr(z) = Rp(z) + Rr(2)ARp(z) = Rp(z) + Rp(2)AR(z). (2.12)

Une valeur spectrale étant un point pour laquelle la résolvante n’est pas bornée, cette
formule de factorisation implique que le spectre de T' dans A_, est indépendant du choix
d’espace F ou & :

Ye(T)NA_, =3p(T)NA_,.

De plus, lorsque le spectre contenu dans A _, est discret et fini dans un des deux espaces, les
coefficients du développement en série de Laurent de la résolvante autour de chaque valeur
propre (2.10) peuvent étre identifiés, ainsi les projecteurs spectraux, nilpotents spectraux,

ainsi que les espaces propres algébriques et géométriques coincident :

Ex(T)ﬂA_a:{Al,...,An}CECLX(T), X=¢&F,
(Qen) g =Qex;»  (Peny) g ="Pex, Tm(Pey) =Tm(Pey,),
kel‘g (T — )\]) = kerE (T — )\j) .

Factorisation de semigroupes.

Sachant que la résolvante est la transformée de Laplace du semigroupe (voir (2.11)), la

factorisation (2.12) s’écrit au niveau des semigroupes

ST(t)fin = Sg(t)fin + (ST * ASB)(t>fm = Sg(t>fin + (SB * AST)(t)fin, (2.13)
ou la convolution de semigroupes est définie par
t
(Ul * Ug) (t) = / Ul(t - T)UQ(T)dT.
0
Notons que la formule de factorisation (2.13) n’est rien d’autre que la formule de Duhamel

appliquée a I’équation

o0f=Bf+Af, [f(0) = fin,
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qui peut étre également formulée sous forme d’un systéme couplé en posant fe(t) = Sg(t) fin
et fp=/f—fe:
O0fe=Tfe+ Afe, fe(0)=0,

Oife = Bfe, [fe(0) = fu.

(2.14)

Techniques appliquées a un exemple type.
On se place dans un cadre hilbertien en considérant des espaces de la forme
E := L? (moodv) C L? (mdv) =: &,

ol l'inclusion est dense et continue. Comme mentionné a la Section 2.2.1, on peut étre
amené & étudier un opérateur qui satisfait une estimation de type coercivité faisant inter-

venir des termes d’ordres inférieurs (2.5)

<Tf7 f>L2(md’U) S _aHf”%Q(mldv) + C||f||%2(modv)7 (215)

[o.¢]
? 07 mosmla

pour certains «, C' > 0, et ot m < my ou bien m; < mg. Dans ce cas, la théorie d’élargis-

sement s’applique ; on pose
B::T_M1|U|§R’ A:M1|U|§R’
ol M et R sont pris suffisamment grands pour que

(Bf, £)r2(mav) S =1 172 (myaw)-

Cette approche est utilisée par exemple dans [105] pour 1’équation de Fokker-Planck ou

encore [117, 44, 105] pour celle de Boltzmann.

Taux de décroissance quantitatif. En comparant m; a m, on peut déterminer un
taux de décroissance de Sp et ensuite obtenir un taux de décroissance de St grace a la

formule de factorisation de semigroupes (2.13). On s’intéresse a deux cas :

— Sim < myq, on déduit une inégalité de coercivité classique :

(Bf, f>L2(mdv) < _aHfH%Q(mdv)’

pour un certain a > 0, et donc le taux de décroissance exponentiel Sp(t) = O (e‘at)
sur L? (mdw). Si on dispose déja du taux Sy (t) = O(e™) sur le petit espace L? (msodv),

ot A < aet A: L?*(mdv) — L? (meodv) est borné, alors par factorisation des semi-
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groupes (2.13)

t
1S (8[| (22 (mavy) S € +/0 e M0 qr < e A

Autrement dit, le semigroupe St décroit aussi vite sur le gros espace L? (mdv) que
sur le petit L? (meodv).
Le plus souvent, I’espace L?(mdv) est un espace plus naturel d'un point de vue phy-
sique. L’espace L?(msodv), quant & lui, en est un autre sur lequel T est autoadjoint ;
la seule localisation du spectre (c’est-a-dire —A := Sp2(;, dv) (7)) donne le taux de
décroissance optimal Sp(t) = O (e™*) sur L? (moodv), dont on déduit le taux de
décroissance Sp(t) = O (e7*) sur L? (mdv), qui est donc optimal car par élargisse-
ment, —A = $12(,mdv)(T)-

— Sim; < m mais B est dissipatif dans L? (m1), on peut montrer un taux de décrois-
sance polynomial dans cet espace. En posant pour n > 0 assez petit

d
T {t1SBE 13 20mrav) + 1SBEL1320mav) b S —1SBEF 1132 mra0):

ainsi le terme entre accolades est décroissant, d’ol

||SB(t)fHL2(m1dU) S <t>71/2‘|f“L2(mdv)'

En travaillant avec une hiérarchie de poids (my ) pour lesquels on a

<Bf7 f)LQ(mkdv) S _HfH%Q(mk_,_ldv)’

on peut obtenir des taux de décroissance plus rapide en itérant I’argument précédent :

HSB(t)f”LQ(mkdfu) S <t>_k/2||f||L2(mdfu)'

De fagon similaire, si on peut montrer que ||.S7(t)Af|22(mydv) S <t>_k/2”f“L2(mkdv)v

~

alors on obtient le méme taux de décroissance par (2.13) (deés que k > 2)

t
1S7 () fll 22wy S 51 F 1172 mav) +/0 {t = 7)) A7 £l 2 (mav)

SJ <t>_k/2 HfHLQ(mdv)'

Une autre méthode d’interpolation, plus compliquée mais plus facile & adapter aux
équations admettant un terme non-linéaire peut étre trouvée dans [45, Lemme 3.1]

ou notre travail [44, Section 4.1.2].

Notons que dans chacun des deux cas présentés, les orbites du semigroupe s’annulent

en temps long : [|SA(f) fl £2(mdv) 1229, 0. Clest clair dans le premier cas, dans le second



66 CHAPITRE 2. ETUDE MATHEMATIQUE DE BOLTZMANN ET SES LIMITES

cela découle de la densité de L?(mydv) dans L? (mdv).

Produit scalaire équivalent. Dans chaque cas, on est en mesure de se «débarrasser»
du terme d’ordre inférieur dans (2.15) en construisant un produit scalaire (-, ) équivalent
a () L2(mdv) Pour lequel T' satisfait une inégalité de type coercivité sans terme d’ordre
inférieur :

A = 81122 many + /0 19707) £ 122 oty 47

ou > 0 est un petit paramétre & ajuster plus tard. Cette norme est équivalente & la
norme usuelle || - ||z2(mdy) si les estimations précédentes permettent de montrer que le

terme intégral est controlé par || f ||%2( ce qui requiert I’étude préliminaire présentée au

mdv)’
paragraphe précédent. La coercivité, en notant f(t) = S (¢)f et en utilisant (2.15), vient

de

(T £, ) = ST, FOhriman + 55 ([ 17+ 7))

1 /> d
< )\5||f||%2(m1dv)+C<5Hf||%2(modv)+2/0 d;l\f(tw)lliz(modv)df

Sachant que dans chaque cas || f(t)| 12 (mdo) 12,0, le terme intégral se simplifie :

(10, 7)< =M1 Ot + (€5 = 5 ) 1O amoanr S ~ 17O Fsgmany

deés que C'd < 1/2. Notons que le probléme des limites hydrodynamiques ne peut pas étre
traité avec cette approche car elle ne permet pas de distinguer les fluctuations microsco-

piques des fluctuations macroscopiques autour de ’équilibre (voir [35]).

Nous avons & présent les prérequis de la théorie des opérateurs nécessaires a la présen-

tation des opérateurs de collisions linéarisés L et A.

2.2.4 Propriétés des opérateurs linéarisé homogéne L et inhomogéne A

Dans cette section, nous présentons les propriétés de 'opérateur linéarisé homogene £
et inhomogéne A := L — v - V,, introduits au début de la Section 2.2 dont nous aurons
besoin dans ce manuscrit, ou nous rappelons que L et 1’équilibre de référence M sont

définis comme

Lo = QM, )+ Qp, M),

M) = (2m) 3% exp (-'“2‘2) .
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Noyau de ’opérateur linéarisé homogéne L.

La premiére propriété de 'opérateur de collision linéarisé a bien comprendre est son
noyau. Nous avions évoqué les Mazwelliennes infinitésimales (associées & M) a la Section
1.6.2 :

v[p,u, 0] = (p+u v+ %(|v|2 — 3)) M,

qui s’interprétent comme les fluctuations visibles a I’échelle macroscopique autour d’un gaz

proche de I’équilibre thermodynamique global M au sens suivant :
M1+6p,eu,1+€9 =M+ 5'(/)[Pv u, 9] + 0(52)'

Ce développement injecté dans Q met en évidence le fait que ces fluctuations annulent £, ce
qui est exactement la version linéarisée du fait que les Maxwelliennes annulent 1'opérateur

non-linéaire :
0= Q(M1+€p,su,1+597 M1+5p,u,1+56’) =0+ el (¢[P, u, 0]) + O (52) .

Et ce sont effectivement les seules fonctions annulant £. Considérons ¢ telle que Ly =0

et réécrivons la sous la forme attendue : ¢ = M¢, on a donc
0=Lp= /B(v — Uy, 0) (ML — Mo + G M — o M)dodu,

= /B(v — Vi, O) MM (¢ + ¢ — ¢ — ¢ )dodu,

ol on a utilisé I'identité MM, = M’ M, due a la propriété de groupe de I’exponentielle et
la conservation de 1’énergie microscopique (1.7). Ainsi Lo = 0 si et seulement si ¢ est une
%,

combinaison linéaire de 1,v,|v|?, c’est-a-dire que ¢ est une Maxwellienne infinitésimale.

Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple a 52, 90].

Trou spectral de 'opérateur homogéne L.

Connaissant le noyau de £, la prochaine question naturelle a considérer est «quelles sont
les propriétés de L sur I'orthogonal de son noyau ?». Parler d’orthogonal sous-entend la pré-
sence d’une structure hilbertienne qui va définir cet orthogonal, or, comme nous ’avons vu a
la Section 2.2.3, si L est autoadjoint dans un certain espace alors cette décomposition coin-
cide avec la décomposition canonique induite par les projecteurs spectraux dans n’importe
quel espace ou la théorie d’élargissement s’applique. C’est une bonne nouvelle car les es-
paces de Hilbert «naturels» d’un point de vue physique sont de la forme L? (<’U>2+3/ 2+0dv)
car ils s’'injectent dans L' ((v)?*%dv), sachant que L' ((v)?dv) est optimal au sens ou il

représente les fluctuations de masse et d’énergie finie. Cependant, ’espace naturel d’un
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point de vue mathématique est L? (./\/l_ldv) au sens suivant :

1. la forme de Dirichlet de £ dans L2 (M‘ldv) est la linéarisation de la fonctionnelle
de dissipation d’entropie introduite & la Section 1.5.2 :

_D[M + 5f] = €2<£f7 f>L2(M—1dv) + 0(53) <0,

ce qui implique que £ est dissipatif dans L? (/\/l_ldv),
2. L est autoadjoint dans L? (M_ldv) :

(CF.9) 2 motae) = / (M — M+ ML — fM,) gMhdC
= /f (giM' — Mg, + Mg — M.g) M'd¢
={f, Eg)LQ(M_ldv),

ot nous rappelons la notation d¢ = B(v — vy, 0)dodv.dv, et nous avons utilisé une
fois de plus les changements de variables (v, vy) <> (v/,v)), v > v, ainsi que I'iden-

tite MM, = M' M/,

3. le noyau de L, constitué des Maxwelliennes infinitésimales, et son image

{f € L* (Mfldv) : /f (1,v, |v\2) dv = 0}

sont orthogonaux dans L? (./\/l_ldv).

L’espace L? (Mfldv), qualifié d’espace gaussien, est donc idéal pour étudier rigoureuse-
ment opérateur de collision linéarisé £. Dans un tel cadre, les trois propriétés suivantes

sont équivalentes pour A > 0 grace au Théoréme 2.5 et (2.9) :

1. £ est continument inversible sur ker(£)* et ||£_1||%(L2(M—1du)) <A

2. L admet un trou spectral de taille A, c’est-a-dire X(L) C (—oo, —\] U {0},
L Przuetan € Al (uoray pour tout f L ker(£),
. Se(t) =TI+ O(e™™), ot I est la projection orthogonale sur ker(L£).

- W

La question du trou spectral est ainsi une version linéarisée de la conjecture de Cercignani
(voir Section 1.5.2) : la partie d’une solution dans ker(£)*, correspondant aux fluctuations
statistiques autour de I’équilibre M sont invisibles & 1’échelle macroscopique, s’atténuent
exponentiellement vite.

Les travaux de Hilbert [120] en 1912 dans le cas des sphéres dures (7 = 1) étendus
par Grad [100] en 1963 aux potentiels durs (0 < < 1) sous I’hypothése de cutoff (1.9)
permettent de démontrer le second point en écrivant £ comme la somme d’une partie locale

et non-locale. On introduit la décomposition de Hilbert-Grad qui est valide pour toute la



2.2. THEORIE PRES DE L’EQUILIBRE 69
gamme de potentiels v € (—3, 1] sous ’hypothése de cutoff :

L=-v)+ K, (2.16)
v(v) = /M*B(v — Uy, 0)dodv, = ||b||L1(SQ) |7« M,
K :=L+v(v).

La partie locale est 'opérateur de multiplication par la fréquence de collisions v(v), qui

est une fonction continue satisfaisant pour certaines constantes positives vy, 1 > 0

w(v)? < w(v) <o),

et la partie non-locale K est compacte dans L? (/\/l_ldv) et fait gagner de l'intégrabilité :

K € 2 (L (M™dv) ; L (M 'dw) ), (2.17)
VoeN, Ke %’(LOO (M_1<U>de) ; L™ (./\/l_1<v>5+1dv) > (2.18)

Potentiels durs avec cutoff. Dans le cas des potentiels durs, l'invariance du spectre
essentiel par perturbation compacte (Théoréme 2.4) implique ainsi que le spectre de £ est
constitué de I'image de —v(v), & savoir (—oo, —1p], et de valeurs propres discrétes isolées et
négatives, dont 0, ainsi £ admet un trou spectral (voir Figures 2.2.3 et 2.2.4). Cet argument
non-constructif ne permet pas d’avoir une estimation explicite de la taille du trou spectral
et donc de la vitesse de convergence vers I’équilibre thermodynamique. Cependant, en 2005,
Baranger et Mouhot [22] obtinrent une estimation explicite pour A a 'aide d’arguments
géométriques et physiques (plutot que de la décomposition de Hilbert-Grad) les ramenant

au cas Maxwellien (v = 0) déja étudié par Bobylev [26].

Pour obtenir 'estimation de coercivité «forte» permettant de fermer les estimations

dans la Section 2.2.1 (voir paragraphe Absence de continuité du terme bilinéaire)

VL ker(£)7 <£f7 f>L2(./\/l*1dv) < _)‘/H<U>’Y/2f||%2(/\/t*1dv)7 (219)

il suffit d’interpoler 'estimation de coercivité venant du trou spectral avec l’estimation

donnée par les bornes sur les deux parties de la décomposition de Hilbert-Grad :
(Lf P rzm-1aw) < —)\HfH%%Mfldv)v
(L], ) r2am1ae) < =20ll0) 7 FI1 2 1a0) + CIFIT2 00 1a0):

I/o/\
A+C°

. /
ce qui nous donne X' :=
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— -2 0

FIGURE 2.2.3 — Structure du spectre pour des potentiels strictement durs (v > 0)

FIGURE 2.2.4 — Structure du spectre pour des potentiels Maxwelliens (v = 0)

Potentiels mous avec cutoff. Dans le cas des potentiels mous (v < 0), le spectre es-
sentiel consiste en 'intervalle [-14,0), il n’y a donc pas de trou spectral (voir Figure 2.2.5).
Ainsi, 'opérateur £ n’est pas continument inversible sur 'orthogonal de son noyau et on
ne peut donc pas avoir de décroissance exponentielle de Sy sur ce sous-espace. On peut

néanmoins prouver une «coercivité faible» similaire a (2.19) :

Vf Lker(L), (Lf, frz(m-1an) < —AH(v)”/szI%z(M—ldv)-

Cette estimation a été établie par des arguments non-constructifs par Golse et Poupaud
[93] dans le cas —2 < v < 0, Degond et Lucquin [55] dans le cas —3 < v < 0, puis rendue
explicite par Mouhot dans [156].

FIGURE 2.2.5 — Structure du spectre pour des potentiels mous (v < 0)

Bien que I’on n’ait pas de retour a I’équilibre exponentiellement rapide, on peut prouver
un retour a ’équilibre & vitesse polynomiale en travaillant dans une hiérarchie d’espaces a

poids L? (M‘l(v>kdv), pour obtenir une estimation de la forme

Vf Lker(C),  Se(t)fllpa( i1 oyeav) < Ck,é<t>7’y£/2HfHLQ(Mfl(v)k‘“dv)‘
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Sans cutoff. Dans le cas sans cutoff, la décomposition de Hilbert-Grad (2.16) n’a plus de
sens car b n’est plus intégrable. Une autre approche fut adoptée par Pao [164] en 1974 qui
a l'aide d’outils pseudo-différentiels prouva que lorsque les particules constituant le gaz se
repoussent avec une force d~P avec p > 3 (et donc v+ 2s > 0), le spectre est discret, et en
particulier 'opérateur admet un trou spectral. Cette étude ne fit pas consensus, dans [135],
Klaus jugea l'approche de Pao particuliérement technique et certains de ses arguments
contestables. En 2007, Mouhot et Strain étendirent ces résultats [158] en prouvant que
si v 4 2s > 0, alors 'opérateur £ admet un trou spectral et plus précisément qu’il admet

une estimation de coercivité forte :

Vi Lker(L), (Lf, f)re(m—1dv) < —Aall<v>7/2+s_€f||2L2(M—1dv)’

ol \: > 0 est constructif pour £ > 0, mais pas pour ¢ = 0. Cette condition v+ 2s > 0
est en fait équivalente & l'existence d’un trou spectral dans L? (M_ldv) et Iimplication

réciproque fut démontrée par Gressman et Strain en 2011 [103].

Effet régularisant de ’opérateur homogéne L et perte de dérivées.

Comme mentionné a la Section 1.4.3, la partie angulaire b(cos §) du noyau de collisions
présente une singularité pour les collisions rasantes 6 = 0, ce qui procure a 'opérateur de
collision une expression similaire (en utilisant I'identité v/2|v — v/| = sin (8/2) |v — v/, voir

Figure 1.4.1) a la formulation intégrale du laplacien fractionnaire :

G\ F' — G.F
~ _ +2s5+2 Mx *
Q(G, F)(U) ~ /R3><82 |U U*W ’U _ U/|2+23 dv,do,
F(') = F(v)

—(=Ay)PF(v) ~ dv’.

R3 ’7} _ U/|3+23

Estimations sous-elliptiques. Ce lien a d’abord été étudié au niveau de la fonctionnelle
de dissipation d’entropie D[F] par Lions [144] en 1998, Villani [190] en 1999 et sa collabo-
ration avec Alexandre, Desvillettes et Wennberg [1] en 2000 dans lequel sont développés

des outils trés utiles a la théorie sans cutoff et I’estimation suivante est démontrée :

VR > 0, ||\/}H%I“({\U|SR}) < Cf,R (D(f) + Hf||%1((v>2dv)) ’

ou Uy r dépend de f via sa masse et son entropie de fagon explicite.
Dans Darticle [156] mentionné au paragraphe précédent, Mouhot montra une propriété

analogue au niveau du linéarisé :

Vf Lker(£), R>0, (Lf,f)r2omrav) < =R (o)< mym-1av)-

En particulier, combiné au théoréme de Rellich-Kondrakov, cela fournit une preuve alter-
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native du résultat de Pao : lorsque v + 2s > 0, le spectre de L est discret.

Normes anisotropes. Bien que les estimations du paragraphes précédent suffisent a
montrer l'effet régularisant de la fonctionnelle de dissipation d’entropie DI[F| et de sa
version linéarisée f +— (Lf, f), elles ne fournissent qu'une borne inférieure. Dans les séries
de travaux d’Alexandre, Morimoto, Ukai, Xu et Yang [5, 3, 4, 6, 7|, et de Gressman et Strain

[104, 103, 178|, les auteurs choisirent d’étudier 'équation de Boltzmann a l'aide d’une

norme «naturelle et optimale» ||- ||+, au sens ot la norme de 'espace ambiant L? (M~1dv)
et la norme || - ||« suffisent & estimer £ et Q :
VL ker(ﬁ), <£f7 f>L2(M_1d’U) ~ _Hf”E? (220)
QUL 1), Przov—1aw) S I lz2ov-1an | FI1Z- (2.21)

Ces séries de travaux définissent, en notant f := M~1/2f des normes de types Gagliardo,

la premiére en fonction du noyau de collision :

2 =060 2% 12 aa-a0) +/B(v—v*7U)M* (F = 1)* dodvdu..

=1

2
|’U/—’U‘1+5> dUdUdU* s

S s rienan + [ oo

0<6<m/2

et la seconde a ’'aide de la métrique ¢ induite par la la métrique euclidienne sur le para-

boloide {(v,[v]?/2) : v e R?}.

! 2
12 o= 1025 P s + /| o (e s dua
Cette norme est qualifiée d’anisotrope car les différentes directions des dérivées V,f ne
sont pas toutes mesurées avec le méme poids; & v fixé, celles dans la direction v ne sont
mesurées qu'avec un poids (v)7/2 tandis que celles dans les directions orthogonales a v sont
mesurées avec un poids (v)7/29. Pour illustrer cette remarque, nous présentons la norme
anisotrope associée a ’équation de Landau (correspondant formellement & s = 1) qui est

explicite :

e =102 Fll 2 (vt

+ 1(0) PP @) Vo | 2m-1av) + [1(0) 2 PH0) Vo fll 20 1av):

oit P(v) = |v|"2v®v est la projection orthogonale de R? sur Rv. Nous mentionnons l'article
d’Alexandre, Hérau et Li [2| dans lequel les auteurs ont étudié £ comme un opérateur
pseudodifférentiel et établi une estimation de son symbole mettant en évidence cet effet de
régularisation anisotrope.

Il semble maintenant évident qu’il est impossible d’estimer £ et Q de fagon aussi
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confortable que (2.20)-(2.21) uniquement a ’aide d’espace de Sobolev isotropes, cependant

ces séries d’articles ont établi les bornes attendues :

1) FIT2 -1y + 10) 2 F s a-taw) S I S 16007252 Fll s (a-taw).

ce qui complique la fermeture d’estimations du schéma itératif de la Section 2.2.1. De
méme, une estimation de 'opérateur bilinéaire Q a l’aide d’espaces isotropes sera de la
forme (voir [113, Théoréme 1.1])

(Q(f,9): M2 S 1 Fll 2 (quyran) 10D gl zra oy €00 ™2 9 v avy (2.22)

pour un certain k, avec wy + wo = v+ 2s, a + b = 2s. 1l est ainsi impossible, a ’aide de
ces estimations isotropes, de controler @ uniquement & 1’aide de la forme de Dirichlet de
L. Utiliser une norme anisotrope présente ainsi cet avantage au prix de manipulations plus

délicates.

Hypocoercivité de ’opérateur inhomogéne A = L — v - V.

Supposons pour simplifier la présentation qu’on est dans le cas ou £ admet un trou
spectral (lorsque v + 2s > 0, voir les paragraphes précédents). On a vu que l'opérateur

homogéne satisfait une inégalité de coercivité sur 'orthogonal de son noyau :

(L lreom-1av) < —ANf = HfH%?(M—ldv)v

ot II désigne la projection L? (./\/lfldv)—orthogonale sur ker(£). Dans le cas de 1'équation
linéarisée de Boltzmann homogéne, la partie macroscopique I1f est indépendante du temps,

et la partie microscopique f — IIf est controlée par 'inégalité ci-dessus, d’ou

1Sc(t)f =Tl r2m-1a0) < € M Flz2(m-1d0)-

Dans le cas de I’équation inhomogéne, 'opérateur A est lui aussi coercif sur ker(£)* car le

terme de transport v - V, est anti-symétrique :

(Afs P r2(m-1dedry < —Allf = HfH%ﬁ(M*ldmdv)'

Cependant, la partie macroscopique IIf n’est pas annulée par A et n’est donc a priori

pas indépendante du temps, donc ’estimation précédente permet seulement de déduire la

borne [[Sa () fllL2(m-1dwde) < 1l 22(AM-1dzdv)-

Le terme de transport n’est pas anti-symétrique pour tout produit scalaire; la théorie
d’hypocoercivité consiste en la construction d’un produit scalaire (-, -)) équivalent au pro-

duit scalaire usuel (-, ) z2( M-1dedv) Permettant de controler I1f et ainsi fermer les estima-
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tions. Autrement dit, on cherche & construire un produit scalaire pour lequel I'opérateur A
est coercif. 1] existe deux approches principales ; une «méthode H'» introduite par Hérau
et Nier [116] ainsi que par Eckmann et Hairer [75], puis développée par Nier et Helffer [114],
Villani [193], puis Mouhot et Neumann [157], et une «méthode L?» introduite par Hérau
[115] puis développée par Dolbeault, Mouhot et Schmeiser |71, 72| et Guo [110]. Nous

renvoyons a [122, 193] pour une introduction générale aux méthodes d’hypocoercivité.

En s’inspirant des méthodes d’énergie non-linéaires développées par Guo [107, 106, 108],
elles mémes basées sur les «13 moments de Grad» [98|, Gressman et Strain [103, Section 8.2]
ont construit une norme équivalente |[-[| ~ || - [|z2(p-1dvde) Permettant de controler le

gradient de la partie macroscopique :

(AL 1) S = IIVILFI” = 1 (dd —10) £

Cette estimation ne permet pas de controler la norme L? de la partie macroscopique ILf, ce-
pendant, dans le cas du tore = T2 et pour des solutions dont la partie macroscopique IIf

est de moyenne nulle, I'inégalité de Poincaré Hg — |9 d:L‘HL2 < IV2gll 2 permet de fermer

les estimations :

(AL £ S —IIVLILAIP = l(d =10 £ < =LA

On peut également obtenir une version fréquentielle en x de cette estimation grace a I’étude

menée par Duan [74, Lemme 4.1] ; pour une norme équivalente [||-[| = || - [ 22(A1-140)

~ ~

Re (£ —iv- 7€), F(©)) < —wmin {1, 1P} || 70|

~

pour un certain k£ > 0, ou f(§) désigne la transformée de Fourier de f par rapport a
la variable x. Grace a cette estimation, on est en mesure de montrer que les solutions
décroissent dans I'espace entier = R? grace a la dispersion, malgré I’absence de trou

spectral (voir Figure 3.1.1) :

7@ ae

fo|[ag+e [

2 _ 2
et ravany S [ e
l§1<1 l€1>1

—-3/2)| £112 —rt] p|2
SEPAIT L2 vm1dvaey + €I 17201 dvae)
-3/2
SO f 1l 22 (M- 1dode) L2 (M- duda)
pour un certain £ > 0, ol on a utilisé le changement de variable t1/2¢ — ¢ et le fait que la

norme L> dans 'espace de Fourier est bornée par la norme L' dans l'espace physique.

Théorie d’élargissement pour Boltzmann. Afin de développer pour I’équation de

Boltzmann une théorie d’élargissement, il faut trouver un découpage £ = B 4+ A comme
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expliqué a la Section 2.2.3. En restant dans un cadre L? par rapport a la variable v,
on peut adopter la stratégie présentée dans le paragraphe «Techniques appliquées a un
exemple type», le point de départ sera alors une estimation (2.15). Pour développer une
théorie dans L', il faudra trouver un opérateur «régularisant» A qui fournisse aussi un gain
d’intégrabilité, c’est-a-dire que A : L'(mdv) — L? (./\/l_ldv) soit borné. C’est ce qu’ont
fait Gualdani, Mischler et Mouhot dans le cadre des sphéres dures [105]. Ils ont adapté
la décomposition de Hilbert-Grad (2.16) qui est déja d’une forme proche de celle néces-
saire : 'opérateur de multiplication par —v vérifie les propriétés de coercivité, et K celles
de «régularisation» (2.17)-(2.18). Ils ont modifié K pour avoir a la place un opérateur A
a noyau C2°, le reste est alors de la forme B = —v + pert.. Ainsi, 'opérateur de régu-
larisation A : L'(mdv) — L? (/\/l_ldv) est clairement borné pour n’importe quel poids
raisonnable m, en particulier m(v) = (v)¥, et ils ont montré que le terme noté «pert.» est
petit relativement a v dans les espaces fonctionnels qu’ils considérent.

Notons que le découpage de 'opérateur homogéne induit celui de I'opérateur inhomo-
géne : A = (B—v-V,;)+ A. La formule de Duhamel appliquée a cette décomposition
fait intervenir 'opérateur ASp_,.v, () qui est régularisant en z grace a 'effet combiné
du gain de régularité en v fourni par opérateur A et des lemmes de moyenne (voir [105,
Section 4.8]). Cela permet aux auteurs de travailler dans un large gamme d’espace de
Sobolev, dont Wy *W;? (mdxdv), contrairement a notre travail [89] qui est restreint a
LYH? (mdzdv) afin de se reposer sur des travaux antérieurs menés dans des espaces de
cette forme |24, 86].

2.2.5 Théorie de Cauchy existante

Présentons les principaux résultats d’existence prés de 1’équilibre pour ’équation de

Boltzmann.

Avec cutoff. En travaillant prés de 1’équilibre, Grad construisit en 1965 [101] les pre-
miéres solutions spatialement inhomogénes en temps court. Ukai donna dans les années
1970 une nouvelle impulsion & la théorie de Cauchy et établit, dans le cas de potentiels durs,
I’existence de solutions globales pres de 1'équilibre dans Li°H (<v>k/\/l*1da:dv), d’abord
dans le tore en 1974 [186], puis dans I’espace entier en 1976 [187], en se basant sur des études
spectrales de ’équation linéarisée [186, 77, 189] (mentionnons également [175]). Le cas des
potentiels mous fut traité en 1980 par Caflisch [36], et en 1982 par Asano et Ukai [189]
(uniquement pour v € (—1,0), mais son approche fut étendu a toute la gamme v € (—3,0)
par Sun et Wu en 2021 [201] puis Deng en 2022 [57]). Ces résultats ont été retrouvés plus
tard a l'aide de méthodes d’énergie dans des espaces de la forme LZH3 (M~!dvdz) par
Kawashima [133], Liu, Yang et Yu [146], Guo [108] et Strain [179, 180], ainsi que Duan |73].

En 2017, Gualdani, Mischler et Mouhot ont, dans le prolongement de [156], relaxé les

condition d’intégrabilité des résultats précédents et construit des solutions dans des espaces



76 CHAPITRE 2. ETUDE MATHEMATIQUE DE BOLTZMANN ET SES LIMITES

de la forme WSPW:4 (<v>kdvdx) dans le cas des sphéres dures, puis le cas des potentiels

mous a été étudié par Cao [39].

Sans cutoff. Le premier résultat d’existence de solution prés de I'équilibre dans le cas
sans cutoff est dit & Ukai [188]; 1l montra I’existence de solutions locales pour des données
initiales analytiques en (z,v) ayant une décroissance gaussienne a l’aide du théoréme de
Cauchy-Kowalewski. Entre 2011 et 2012, Gressman et Strain {104, 103, 178] et Alexandre,
Morimoto, Ukai, Xu, Yang [5, 3, 6] construisirent les premiére solutions globales dans des
espaces de la forme Hj , (<v>k/\/l_1d:cdv) en travaillant avec les norme anisotropes de la
Section 2.2.4. Sohinger étendit ces résultats avec Strain a certains espaces de Besov en 2014
[176], et Fang s’affranchirent de certaines hypothése techniques de régularité et décroissance
en 2022 [195]. Mentionnons également les travaux de Deng [56] qui travailla avec une norme
anisotrope définie a partir de 'étude pseudo-différentielle de [2].

Des données initiales ayant une décroissance polynomiale furent considérées suite a
I'impulsion donnée par [105] et grace aux estimations non-linéaires (telles que (2.22)) éta-
blies dans [113]. Lorsque le domaine spatial est le tore, le cas des potentiels durs fut traité
dans [117, 9], et celui des potentiels mous dans [40]. Nous avons abordé le cas de I’espace

entier pour des potentiels mous dans [44], voir Sections 3.3 et 3.4.

2.3 Limites hydrodynamiques

On s’intéresse a dériver de fagon quantitative le modéle de Navier-Stokes incompressible

O+ u-Vau+ Vep = plAgu, Vi -u=0,
0+ u-Vi0 =rAL0, V.(p+80)=0,

associé aux conditions initiales (en notant P le projecteur de Leray sur les champs incom-

pressibles)

i =P ([ Fu@00de) . g = 0o = 5 [ )0l = 5),

a partir de celui de Boltzmann remis & I’échelle

1
56tf8+v-vz:g£f8+Q(fa’f5)7 fﬁ:ngina

dans lasymptotique € — 0, et on s’intéresse spécifiquement & la convergence forte de
solutions fortes de ces deux modéles. La théorie de Bardos-Golse-Levermore (voir Théo-

réme 2.2) réduit ce probléme & deux enjeux :
(1) Construire des solutions fortes a I’équation de Boltzmann.

(2) Montrer que ces solutions admettent une certaine limite en un sens fort.
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(2bis) Quantifier ce taux de convergence.
Dans cette section, nous présentons comment aborder ce probléme via les formulations
intégrales des équations, puis nous présentons les résultats phares de cette problématique,
en insistant sur ceux qui ont inspiré notre travail [89] présenté a la Section 3.2.

2.3.1 Comparaison des formulations intégrales

Une possibilité est de comparer les formulations intégrales des deux équations; celle de

Boltzmann :

fo@) = U () fin + 95(f5, f5),

U = exp (5 (-0 V) ). Wloi)i= - [ U= D@ alr)alr) dr

avec celle de Navier-Stokes-Fourier, écrite sous la forme d’une Maxwellienne infinitési-

male f :

1
Flta0) = (p(t) +utt) vt 5 (0 = 3)001,2) ) M),
afin d’avoir une formulation compatible :
f@) =U@) fin + ¥ (f, f),
ol les opérateurs U et ¥ sont définis par
U(t)f(x,v) = (e p(x)) x M(v)
+ (e u()) - vM(v)

+(e20(a)) x 3 (ol ~ BIM(),

U(f, f)(t,x,0) = / RECOLER v (u(T,x)p(T,x)>dT x M()
+ /e“(t_T)A“” V- P(u(T, x) @ u(T, :U))dT -oM(v)
+ /e“(t_T)Az V- <u(7’,x)9(7,x)>d7’ X % (Jv]* = 3) M(v).

Il s’agit alors de montrer la convergence du terme linéaire U*® fi, ﬂ U fin et du terme de

Duhamel We(f¢, f¢) 20, U(f, f). On peut pour cela découper le semigroupe en plusieurs
morceaux identifiés dans les études spectrales de Ellis, Pinsky et Ukai [77, 186, 187] qui ont

été étendues a un cadre fonctionnel plus général dans nos travaux [88] (voir Section 3.1) :

€ € € €
Us = UNSFI + Uondes + Ucinét.?
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induisant ainsi le découpage de la formulation intégrale :

U () fin + W5 (f%, f°) (8) =Uxspr(t) fin + ! / Unspi(t — 7)Q(f*(7), f°(7))dr
+ ondes fln / ondes (fs( ) fs (T))dT
cmet fln / cmet (fs( ) fs (T))dT

Les travaux d’Ellis, Pinsky et Ukai |77, 186, 187| ont permis a Bardos et Ukai [24] puis
a Gallagher et Tristani [86] d’étudier le comportement asymptotique de chaque morceau

lorsque t — oo et € — 0, et en particulier de maitriser chacun des trois morceaux du terme

1 t
singulier — / Us(t—7)...dr.
€ Jo

— D’aprés (24, 86| basé sur I’étude des modes hydrodynamiques [77], le morceau Uggpy,

associé au modéle de Navier-Stokes-Fourier incompressible, est tel que
Ugspi(t) = U(t) + eV, - UD () + O(e?), UQ=0,

ainsi la partie correspondante de la formulation intégrale satisfait

Usser(Dfi+ = [ Ussin(t = 1)@ (), £(r))ar
(Ot Vi [ VD), )T+ O0)

— D’apres |24, 86] basé sur [77], le morceau U,

& des» associé au modele des ondes, satisfait

des estimations de dispersion grace auxquelles on a
1 [t . €
s O0Fin + ~ [ Udsaelt = QU (1), £(n)r = O(2) + O (min {1,5}).
0

— Les résultats de [186, 187] impliquent que la partie cinétique US

Sinet. décroit exponen-

tiellement vite avec un taux O (e*" t/ 52), ainsi
L[ € € € —ot/e?
Ubiner () fin + = / Ubinee (t = T)QUFE (1), F2(r))dr = O(e) + O (=)

Les termes O (min {1,¢/t}) et O (e_(’t/ 82) représentent des couches initiales, correspondant

respectivement aux ondes dans f€ et a la partie «purement cinétique» de f<.

Présentons a présent des travaux concernant la convergence de solutions fortes de
I’équation de Boltzmann vers des solutions de Navier-Stokes, et particuliérement [35, 86|

qui constituent un point de départ de notre travail [89] présenté a la Section 3.2.
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2.3.2 Approche de Bardos-Ukai [24] et Gallagher-Tristani [86]

Bardos et Ukai [24] montrent en 1991 la convergence des solutions construites par Ukai
dans [187| dans 'espace LS°H? ((v)k/\/l_ldvdx). Ils établissent des bornes uniformes en e
pour U¢ et W€ a 'aide de I’étude spectrale menée dans [77, 187|, leur permettant ainsi
de montrer que de petites données initiales fi, générent des solutions globales et bornées

uniformément en € a ’équation

@) =U() fin + 005, fO)().

Pour justifier la convergence forte de f€ vers une limite f, ils prouvent que 'opérateur U®

(resp. U€) converge vers U (resp. ¥) et que la suite (U(f, f)). est compacte a l'aide du

3
théoréme d’Arzela-Ascoli.

Gallagher et Tristani [86] choisissent en 2020 de construire la solution f¢ en se reposant
sur lexistence de solution pour le modéle limite (c’est-a-dire sur lexistence de f), et

améliorent le résultat de Bardos et Ukai sur plusieurs points.

— Elles se débarrassent de la condition de petitesse sur la donnée initiale, la remplacant
par une condition de petitesse sur €, et montrent que le temps d’existence de la

solution f¢ de Boltzmann est minoré par celui de la solution de Navier-Stokes f.

— Elles obtiennent une vitesse de convergence de f€ vers f de ordre de !/2 lorsque la

donnée initiale est suffisamment réguliére.

Pour cela, elles construisent et montrent la convergence de f¢ de fagon indirecte en prenant

comme inconnue non pas f¢ mais I'erreur d’approximation entre f¢ et f :

w(t) = fo(t) = f(t) = U(t) fin = Ucines. () fim;

c’est-a-dire la solution de Boltzmann f¢ & laquelle on a retranché sa limite a priori f,
la couche initiale U(t) fi, correspondant aux ondes générées par la partie de IIfi, qui est
compressible et ne satisfait pas la relation de Boussinesq de, et la couche initiale Ug, ¢ (%) fin
générée par fi, — [l fi,. Elles isolent ainsi la partie de f¢ — f susceptible de tendre vers 0

uniformément en temps. L’équation satisfaite par cette différence est de la forme
efrr. = Sa —"_ q)a efrr. —"_ qja ( egrr.v GEI‘I‘.) Y

ou ®° est un opérateur linéaire et S est un terme source, tous deux dépendant des termes
retranchés a la solution f€. Le terme source tend vers 0 lorsque ¢ — 0, et 'opérateur
linéaire ®° a une petite norme dans un espace adapté (ce qui permet de ne pas supposer
la donnée initiale petite). Cette réduction permet alors & Gallagher et Tristani de montrer
I’existence d’une solution u® de taille comparable & &%, déduisant ainsi & la fois I'existence

et I'unicité de f¢ et sa convergence vers f.
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2.3.3 Approche de Briant-Merinho-Mouhot [35]

Rappelons que dans [105], les auteurs ont montré que 'opérateur linéarisé est décom-
posé comme L = B + A, ou la partie dissipative B génére un semigroupe qui décroit
comme O(e*) sur L? ((v)*dv) pour un certain A > 0, et la partie A est dite «régulari-
sante» au sens ot A € Z (L2 ((v)*dv) ; L? (M~!dv)).

En 2019, Marc Briant, Sara Merino et Clément Mouhot [35] ont montré que les solutions
construites dans [105] dans I'espace L2H3 ((v)¥dv) étaient uniformément bornées en e et
donc faiblement compactes. Pour cela, ils ont adopté une stratégie d’élargissement utilisant
un systéme d’équations couplées comme (2.14) plutdt qu’une stratégie de factorisation de
semigroupes qui ne ferait pas de distinction entre la partie microscopique de U¢ et sa partie
macroscopique, ce qui est nécessaire pour controler le terme %U‘EQ. Ils ont ainsi considéré
le découpage f© = f5 | + feau. € L2H; ((v)*dvdz) + L2HS (M~ 'dvdz) évoluant selon le
systéme d’équations couplées

1 1 2
8tf1§ol. = ? (B —Ev- V!E) fgol. + EQ( gol.’ I;F;ol.) + EQ( Sol.? fgaau.)v gol.(o) = fina

1 1 1
a15=fg€zaLu. = ? (E —E&v: vm) fgaau. + EQ(fggau.’ fgaau.) + ?Afgol.v fa(o) =0.

Un tel découpage permet de se ramener & certains travaux menés dans L2 (/\/l_ldv), a
condition de savoir y intégrer le terme de couplage 8%.,4 f;ol_. Le terme singulier %U ¢ (ou
plutot Uinteraction entre E%(ﬁ —ev-V,) et %Q dans ce contexte différentiel plutét qu’in-
tégral) put alors étre controlé a I'aide des résultats d’hypocoercivité de Briant [34] dans
H* (M_ld:zdv).

Notons que cette méthode est assez flexible car la donnée initiale fi, pourrait étre
découpée autrement. Dans [89], nous avons choisi d’assigner a Jfgan. la partie macroscopique
de fin (qui est bien dans L? (M~!dv) car elle appartient alors a ker(L)).

2.3.4 Autres approches

Mentionnons également les travaux de De Masi, Esposito et Lebowitz [54] qui, dans la
continuité de [38, 37, 136] pour I’équation d’Euler, montrérent qu’étant donnée une solution
forte u de Navier-Stokes sur [0,7], il existe des solutions F*¢ & I’équation de Boltzmann

(dans le tore 2 = T3, pour des potentiels durs 7 € [0, 1] avec cutoff) telles que
1M cut = F¥ll 5o m2(yt+0av) < Ce®.
Guo, quant & lui, s’est intéressé dans [109] aux termes dans le développement de Hilbert

FE=M+efM 4. qpentri) g onpi)e
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pour toute la gamme de potentiels v € (—3, 1] sous 'hypothése de cutoff, ainsi que pour
I'équation de Landau (correspondant au cas v = —3). Il a montré qu’en prescrivant les
champs hydrodynamiques des termes f(), ..., f(®=1) et en imposant une condition de pe-
titesse sur ceux de f(M) (les conditions initiales de Navier-Stokes-Fourier), il existe une solu-
tion F*° de la forme ci-dessus dont les termes ) et ("¢ sont bornés dans L2H? (M~1dv)
uniformément en temps et en . Une conséquence est que le taux optimal de convergence
de f¢ vers la solution de Navier-Stokes-Fourier est d’ordre €.

Dans le cas sans cutoff, Jiang, Xu et Zhao [129] ont construit et montré la convergence
de solutions & ’équation de Boltzmann pour toute la gamme de potentiels sans hypothése
de cutoff dans des espaces de types L2H? (M‘ldv) dans l’espace entier Q = R3.

Une autre approche, basée sur des techniques d’hypocoercivité, a permis a Briant dans
[34] de montrer la convergence de solutions de Boltzmann vers des solutions de Navier-
Stokes dans des espaces de type Hj , (./\/lfldv) a l'aide de techniques d’hypocoercivité
lui permettant d’obtenir des estimations uniformes en e, et de I’étude spectrale [77] pour
montrer que la convergence est forte.

Nous mentionnons ici des travaux similaires. Dans [11], Bertrand Lods, Ricardo Alonso
et Isabelle Tristani montrent que 1’équation de Boltzmann inélastique (pour laquelle les
collisions entre particules ne conservent pas l'énergie) donne & la limite un systéme hy-
drodynamique de type Navier-Stokes-Fourier avec un terme de forgage d a la dissipation
d’énergie lors des collisions inélastiques. Mohamad Rachid a montré en collaboration avec
Kleber Carrapatoso et Isabelle Tristani [173, 46| la convergence des solutions de Landau
(sous le méme scaling que celui utilisé pour Boltzmann) vers des solutions de Navier-Stokes-

Fourier.

Remarquons que dans plusieurs de ces résultats, la (durée de) régularité de la solution
de Boltzmann est conditionnée & celle de sa limite hydrodynamique. En un sens, «le pire
qui puisse arriver» est au niveau hydrodynamique, comme le suggére la série de travaux
de Cyril Imbert en collaboration avec Luis Sylvestre et Clément Mouhot [124, 125, 123,
126, 127| : étant données des bornes uniformes en temps sur la densité de masse, vitesse
et énergie, la solution de I’équation de Boltzmann est lisse et ses dérivées admettent des
bornes explicites (voir [125]). En particulier, la solution ne peut pas exploser sans que ses

champs hydrodynamiques n’explosent.

2.4 Conclusion

Les travaux fondateurs de Hilbert et Grad ont montré que le cadre mathématique
idéal pour développer une théorie prés de I'équilibre M était celui des espaces de la
forme L? (M_ldv), et les premiers résultats de limites hydrodynamiques ont été démon-
trés dans ce cadre fonctionnel. Cependant, le cadre physique idéal serait plutdt de la

forme L' (<v>2dv) car il correspond au fait que la densité de masse, de vitesse et d’énergie
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soient finis. L’extension aux espaces L (<U>kd’0) de la théorie de Cauchy prés de 1’équi-
libre menée par Gualdani, Mischler et Mouhot constitue un premier pas, et les estimations
uniformes en ¢ de Briant, Merino et Mouhot [35] impliquant ainsi une convergence faible 6
vers une solution de Navier-Stokes-Fourier, en constitue un second. Nous nous sommes
intéressés a la question de la convergence forte de ces solutions.

Nous présentons dans le Chapitre 3 deux travaux menés dans cette direction, un premier
généralisant 1'étude spectrale [77, 187] aux espaces L? (M_ldxdv), et un second dérivant
les équations de Navier-Stokes-Fourier depuis celle de Boltzmann dans des espaces de la
forme LP ((v)*dv).

6. le long d’une sous suite



Chapitre 3

Les travaux présentés dans ce

manuscrit

3.1 Etude spectrale pour des poids polynomiaux

L’étude du spectre de l'opérateur linéarisé £ — v - V, est un vieux sujet d’intérét,
cependant les premiéres études n’étaient pas rigoureuses, notamment di a de mauvais
choix de définition de spectre essentiel comme ’expliqua Nicolaenko durant un séminaire
au Courant Institue en 1972 [159]. Il présenta la premiére étude rigoureuse de 'existence
de relations de dispersion (valeurs propres de £ — iv - £ en fonction de &) pour les sphéres
dures (v = 1), puis Ellis et Pinsky étudiérent en 1975 |77] leur comportement asymptotique
lorsque £ — 0 pour toute la gamme de potentiels durs (v € [0, 1]) dans le but de quantifier
les approximations hydrodynamiques de ’équation de Boltzmann linéarisée. Ukai quant
a lui s’'intéressa en 1974 a 'existence d’un trou spectral afin de construire des solutions
fortes globales dans le tore = T3 [186], puis adapta ce résultat a 'espace entier en 1986 ce
qui lui permit, avec les résultats de [77|, de construire des solutions globales dans ’espace
entier ) = R3 [187].

L’approche adoptée dans |77] pour étudier les valeurs propres de £ — iv -  consiste en

I’étude des relations de dispersion en réécrivant
(L—iv-€)f =Af & DNOIf =0, D(\E) € Blker L),

pour ¢ suffisamment petit, ot IT est la projection L2 (./\/l_ldv) -orthogonale sur ker(£). La
partie microscopique de f est exprimée en fonction de IIf comme (Id —II)f = 5()\, OILf
pour un certain opérateur 5()\, €). Cependant leurs résultats sont démontrés dans I’espace
gaussien L2 (M‘ldv). Pour démontrer les Théorémes 3.1 et 3.2 présentés ci dessous, nous
avons choisi d’adopter une approche centrée sur la résolvante R,_;,.¢ et la théorie pertur-

bative & la Kato car elles sont compatibles avec la théorie d’élargissement de Gualdani-

83
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Mischler-Mouhot, nous permettant ainsi d’étendre ces résultats aux espaces L2 ((v)kdv).
Notons qu’appliquer la théorie d’élargissement & la décomposition du spectre de £ — v - &

pour chaque ¢ € R? n’aurait pas permis d’obtenir les développements en puissance de |¢].

Notre but est de s’approcher le plus possible de I’espace optimal L' ((v)dedx) cor-
respondant a la condition d’avoir une masse et énergie finie. Nous avons donc étendu les
résultats de [186, 77] & un espace a poids polynomial L? ((v}kdvdx) afin de disposer de la

structure hilbertienne. On rappelle la notation

A, ={Rez > a}.

3.1.1 Présentation et commentaires des résultats

Le premier théoréme concerne la localisation du spectre et le comportement des petites
valeurs propres lorsque & — 0, justifiant la décomposition de U* présenté a la Section 2.3

dont le termes Uyxgpy correspond & Aine, €t ABouss., €t le terme U 4. & Atonde-

Théoréme 3.1 (issu de [88]). Il existe r,a,b, k > 0 tels que, dans ’espace L? (<v>kdv), on
ait
6 < 7= 2L —iv )N A = {Nne.(I€]): Abouss. (1€]); Acone(IE]) ],
€l >r=3(L—-iv-)NA_, =0,

0l Aine. est une valeur propre double et ABouss., Atonde SONt simples. Ces valeurs propres

sont analytiques en |£| et admettent les développements suivants a l'ordre 2 :

)\Bouss.(|£‘) = _K|£‘2 +0 (|§|3) ’
Aine. ([€]) = —ulé* + O (I€1°) ,
Aronde([€]) = Eiclé] — BIEIP + O (I€°), B >0,

ot on rappelle que p et k sont les constantes de viscosité et conductivité thermique associces
au gaz représenté par la Mazwellienne M. Les projecteurs spectrauz associés Py(§) (avec

la notation * = Bouss., inc., £onde) admettent les développements

PO = 2P (). €=
n=0
P € 2 (L? ((v)fdv) ;L2 (M~ 'dv) ),

et les projecteurs sont & l'ordre O des projections sur les espaces suivants :

Vect (<;(5 - \U!2)> /\/l) , *= Bouss,,



3.1. ETUDE SPECTRALE POUR DES POIDS POLYNOMIAUX

o Aonde(€])

AB:usi» ( |f | ) ______
Aie (€)1 0

X\ onae(JE])

FIGURE 3.1.1 — Spectre de £ — iv - £ pour |£] < 7.

Vect ((;(—1 +v]?) £ €- v) ./\/l) , * = tonde,

{C-UM : cJ_g}, * = inc..
Les semigroupes partiels présentés a la Section 2.3 sont ainsi définis comme

UlfISFI(t) — et)\Bouss(ED)/EQPBouss.(eD) + etkinQ(ED)/EQ'PinC.(eD),
> (t) = etkondES(ED)/é:QPondes (5D)

ondes

85

En notant g = (pg +ug - v+ % (|v|2 — 3) 99) M + g, ot gt = g — g est la partie ma-

croscopique de g, cela signifie que, dans I’espace physique, les projecteurs spectraux asso-

ciées x = inc., Bouss. sont a 'ordre 0 des projecteurs sur les espaces dans lesquels évoluent

les champs incompressibles et les couples densité-température satisfaisant la relation de

Boussinesq, et les valeurs propres correspondent aux termes de diffusions associés :

1
PiLg@,0) = (Pug(@)) - oM, —5Aine(eD) =~y + O(e),
2 5 1
P 9(.0) = (o) = 20,@) ) x (1= 5 (1P = 3) ) M)

1
?)\Bouss.(gD) = _HAx + O(E)

tandis que les projecteurs et valeurs propres associés a x = +onde donnent

Pgm£@W0=§@y+%)x<g+%(M2—$>Aﬂm
+ (Id = P) ug(x) - vM(v).

1 ic
?Aionde(gDm) = i;’Dw’ + 0(1)

Remarquons que le scaling 7 = 1 utilisé & la Section 1.6.2 pour dériver I’équation des
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ondes donnerait e ' Ayonde(eD) = +ic|D,| + O(e) et £ Aine.(eD) = O(e), ce qui fournit
une justification «spectrale» des scalings utilisés.

€

Le prochain théoreme justifie I'’estimation du terme noté Ug, ., dans la Section 2.3.

Théoréme 3.2 (issu de [88]). Il existe v > 0 tel que le semigroupe généré par L — iv - &

admette le comportement asymptotique suivant (uniforme en € €R3 ett >0) :
Seoive(t) =Y M P () 40 (),
*

ot on considére que les projecteurs et valeurs propres sont & support dans {|£] < r}.

Sous le scaling diffusif donnant Navier-Stokes incompressible, I'estimation du Théo-

réme 3.2 devient
LY N7 gt aCeleh/e? —yt/e?
Sg_igv.g (62) = z*: e 7)* (65) + (@) (6 ) R
Le premier terme correspond ainsi a la partie hydrodynamique qui restera dans la li-

mite € — 0, et le second a la partie purement cinétique qui disparaitra.

Notons également que ce résultat se substitue a I’étude de I’hypocoercivité de L—v-V,
(voir Section 2.2.4) car elle décrit le comportement de la partie (presque) macroscopique
de Sp_y.v, (t)f, c’est d’ailleurs I'approche utilisée par Ukai dans [186] qui montra l’existence

d’un trou spectral dans le tore.

3.1.2 Guide de lecture

Nous décrivons la stratégie adoptée dans larticle [88] pour démontrer les Théorémes
3.1-3.2. Pour simplifier la discussion, on désignera par a, b > 0 la taille d’un trou spectral qui
peut étre amené & étre réduit d’une étape & une autre, de méme k désignera un parameétre

suffisamment grand.

Section 1 de [88]. Nous commengons pas montrer que 'opérateur £ — iv -  rentre bien

dans le cadre de la théorie d’élargissement ; le Lemmme 2.2 explique que 'opérateur s’écrit
L—iw-&E=(B—iv-§) + A, (3.1)

ou lopérateur B — iv - £ satisfait une estimation de coercivité uniformément en £, et A est
I’application «régularisante» permettant de passer du «gros» au «petit» espace durant les

stratégies de factorisation :

(B—iv-&)f, iu < —al fl3
A L? ((v)kdv) — L? (./\/l_ldv) ,
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ot H = L? (<v>kdv) ou L? (M~'dv). La décomposition £ = B + A, introduite dans [105],
est en fait une adaptation délicate de la décomposition de Hilbert-Grad £ = —v + K.
Dans I'espace L? ((U)kdv), Popérateur K n’a plus les mémes bonnes propriétés (compacité,

autoadjonction, gain de régularité...), les auteurs ont alors défini

B = —v + pert.,

A = K — pert. = opérateur a noyau C2°,

ou la perturbation «pert.» doit étre suffisamment petite de sorte & ce B soit encore dissipa-
tif, ce qui force a considérer k suffisamment grand. Il est clair que A est borné de L? (<v>kdv)
dans L? (M_ldv).

Il est également démontré que la multiplication par v est relativement bornée unifor-
mément en £ € R3 :

[ofllae S 1L = v - &) flla + 113

Cette propriété permet de montrer que (2,£) — Rz—ip-(2) est analytique (Proposition 1).
Ce n’est vrai que pour le modéle des sphéres dures car v(v) =~ 1+ |v| > |v|, ce qui constitue

une des limites du travail [88|.

Section 2 de [88]. Dans cette section, nous montrons pour de petites valeurs de &
I’existence de valeurs propres dans un demi-plan droit, et pour les autres valeurs de £ nous
montrons leur absence dans un autre demi-plan droit. Plus précisément, la Proposition 2

localise les valeurs propres : quelque soit » > 0
€] <r=B(L—iv-E)NA_,C <[—a, 0] +i[~T, 1] ) N Sa(£ — v -€),

ainsi, dans le demi-plan A_,, le spectre de £ —iv - £ n’est constitué que de valeurs propres
discrétes de parties réelles négatives et confinées dans un rectangle. De plus, nous montrons
que ces valeurs propres ainsi que les projecteurs spectraux et espaces propres ne dépendent
pas de I'espace fonctionnel choisi L? ((v)kdv) ou L? (M‘ldv), permettant désormais de
travailler dans un cadre unifié. Notons bien que pour le moment, nous ne savons pas
combien de valeurs propres se trouvent dans ce demi-plan.

Le Lemme 2.4 montre la propriété analogue pour les hautes fréquences; quelque

soit r > 0, il existe un b, > 0 tel que
[l =r=3(L—iv-)NA, =0,

encore une fois pour n’importe quel choix d’espace L? ((v)kdv) ou L? (M‘ldv).
Localiser le spectre revient & montrer que la résolvante est bornée. Pour cela, on a
utilisé les techniques de factorisation de la résolvante de la théorie d’élargissement afin

d’exploiter les estimations d’Ukai [186] de la résolvante dans L2 (M_ldv) et ainsi estimer
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FIGURE 3.1.2 — Localisation du spectre pour |£| <r

la résolvante dans L? ((v)*dv).

Section 3 de [88]. On a établi que le demi-plan A_, contient des valeurs propres
discrétes de (L — iv - £) encadrées par un rectangle de bord I' = [—a,0] + i[-T,T}]
lorsque [¢] < r. Notons le projecteur spectral associé a ces valeurs propres P(§) et définis-

sons N (§) I'espace propre algébrique associé :

1
 2m

) /F Re—ive(z)dz, N(€) = Im (P(€))

Cette section est dédiée a I'étude de ces valeurs propres; comptage et développement
en puissance de |£| des valeurs propres, projecteurs spectraux et vecteurs propres. Cette
section est une application du processus de réduction de Kato présenté a la Section 2.2.2
(voir «Perturbation de valeurs propres»). Pour cela, on établit I’analycité des objets mis
en jeu (projecteurs spectraux, isomorphisme entre ker(L) et N(&)).

Le Lemme 3.1 (resp. 3.2) prouve I'analycité en || de P(§) (resp. de I'isomorphisme U (§)
envoyant ker(L£) sur N (§)) et détermine un développement limité a 'ordre 1.

Le Lemme 3.3 définit Uopérateur réduit qui est donc une matrice de ker(£) dans lui

£(€) = ,;u@—l (€ — v E)UE) en(c), (3.2)

qui, rappelons le, permet d’obtenir un développement limité des valeurs propres étudiées

lorsque & — 0 car elles sont liées a I'opérateur réduit par la relation

S(L—iv-€) NA_, = €] (£(€)).
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On montre également qu’elle est analytique en [£| et on détermine son développement
limité a 'ordre 1.

Pour cela, on considére sa représentation intégrale

5O = g

qui se comporte bien lorsque £ — 0 grace au développement en série entiére de la Proposi-

ue) <2;TAR£iv-£(Z)dZ> UE) | ker (L)

tion 1, qui nous raméne & manipuler la résolvante en £ = 0, ¢’est-a-dire la résolvante de L.
Sachant que I’on peut travailler dans I’espace que I’on souhaite L? (/\/l_ldv) ou L? (<U>kdv)
par la Proposition 2, on utilise le fait que £ est autoadjoint dans L? (J\/l_ldv) et donc

que la valeur propre 0 de £ est semi-simple (dans chaque espace grace a la Proposition 2).

Le Lemme 3.4 précise la structure de la matrice Z(f ) afin de se ramener par la suite

4 un probléme de perturbation de valeurs propres simples. D’aprés le lemme, la matrice

~ —1y.
ﬁ@:CﬂAm@ 0) 33)

s’écrit

0 A(¢)

dans la somme d’espaces stables

{u'v/\/l : uJ_ﬁ}@{<p+a§-v—|—%(|v|2—3)9)/\/l : p,a,GER},

et fournit un développement a 'ordre 1 de L(§).

Pour démontrer que la matrice s’écrit ainsi, on utilise le fait que £ est invariante par

isométrie. Ainsi, pour toute matrice O € .#3«p(R) orthogonale, on a
O~ YL —iv-60 =L —iv-(0F),

et cette propriété est ainsi léguée a P(§) puis a U(). Ces propriétés combinées avec les

symétries des fonctions de ker(L) permettent de montrer I'écriture (3.3).

Eléments de preuve du Théoréme 3.1 (Théoréme 1.1 de [88]). Grace au déve-

loppement de £(§) a l'ordre 1, on détermine le développement de A(E) :

A(§) =i

o O O

0
0 | +1¢AD (&) +o(¢P), €=
C

—onde ’ “Bouss. ’ “+onde

pour le produit scalaire de L? (/\/l_ldv). Ce développement nous permet de déduire a ’aide

écrit dans la base {e(o) () e () e (E)}, ol A(€) est une matrice définie négative

de la théorie perturbative classique pour les matrices que A(§) admet des valeurs propres
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simples analytiques ayant des développements & I'ordre 1 de la forme

ije—Bilel + O (IgfF), j=0,%£1, B;>0.

De méme, on déduit l'existence et ’analycité des projecteurs spectraux. On conclut la

preuve du théoréme en utilisant (3.2) afin d’exprimer £ — iv -  en fonction de L(§) que

I'on vient d’étudier.

Eléments de preuve du Théoréme 3.2 (Théoréme 1.2 de [88]). Une conséquence
de la preuve du Théoréme 3.1 est que pour |[£| < 7, les valeurs propres dans A_, sont semi-
simples, donc la partie du semigroupe Sg_i,.¢ qu’elles générent (i.e. la partie dans N (€)),
est simplement

S[:fiv-f(t) = Z et Ax(le) P* (E) ’ sur N(f)

Le terme restant & étudier est la partie du semigroupe sur I’espace complémentaire cano-
nique N'(€)* := Im (Id — P(€)), qui est donc généré par £ — iv - £ restreint & N'(£)*. Par
le Théoréme 2.6, il suffit donc de borner la résolvante restreinte a cet espace uniformément
en |¢] <7, ce qui fournira un taux de décroissance du semigroupe en O(e~%).

Lorsque |£] > 7, on a vu que £ — iv - £ ne possédait pas de spectre sur A_y, il faudra
donc estimer la résolvante sur ce demi-plan uniformément en || > r pour déduire que le

semigroupe décroit comme O(e~%) sur tout I'espace.

Pour obtenir ces bornes, on utilise & nouveau les estimations de Ukai dans L? (Mfldv)
et la technique de factorisation issue de la théorie d’élargissement appliquée a la décompo-
sition de Gualdani-Mischler-Mouhot (3.1) afin d’obtenir des estimations dans L? ((v)*dv).

3.2 Limite hydrodynamique avec donnée initiale générale

Comme nous 'avons dit dans la Section 2.3, nous nous intéressons a la convergence forte
de solutions de Boltzmann vers celles de Navier-Stokes-Fourier lorsque la donnée initiale
est dans un espace de la forme L H? ((v)kdxdv). Pour cela, nous nous sommes basés sur

deux stratégies présentées a la Section 2.3.

— La stratégie de Gallagher-Tristani [86] permettant d’obtenir un taux de convergence
explicite, de considérer des données initiales de taille arbitraire, et de minorer le
premier temps d’explosion de la solution de Boltzmann par celui de la solution de

Navier-Stokes.

— La stratégie de Briant-Merino-Mouhot [35] permettant de considérer des données
initiales avec des poids polynomiaux en considérant un systéme d’équations couplées,
la premiére posée sous forme différentielle dans un espace polynomial et étudiée a

I’aide d’'une méthode d’énergie, la seconde étant ’équation de Boltzmann dans un
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espace gaussien usuel plus un terme de couplage, étudiée a ’aide de machinerie
préexistante [24, 86]. Contrairement & [35] qui étudie cette seconde équation sous
forme différentielle avec les outils développés dans [34], nous 1'étudions sous forme

intégrale avec ceux développés dans [24, 86].

3.2.1 Présentation et commentaires des résultats

Le théoréme suivant est énoncé en dimension d = 2,3, dans le tore = T% ou 'espace
entier Q = R? et dans le cas des sphéres dures (y = 1). Considérons p € [1,00], s > d/2,
et des paramétres k, ¢ > 0 suffisamment grands (k > 3 suffit pour p = 1).

Théoréme 3.3 (issu de [89]). Soit fi, € LYHS ((v)Fdvdz), et f la solution bornée sur [0,T)
de (1.2) (avec T = oo si la solution est globale) issue de la partie de fi, dans ker(L) dont
le champ de vitesse est incompressible et le couple densité-température satisfait la relation

de Boussinesq. Pour € assez petit, ’équation de Boltzmann

€ € 1 13 13 € 13
O ff +v-Vofe = gﬁf + Q(f°, f9), f|t:o = fin, (3.4)
admet une unique solution

e ec((0,7); L2 H; ((v)Fdvdz) ) 0 L2 ([0, T); LEH; ((0)/Pduda) )

fa = f + gndes + fcainét. + eerr.’

ot les trois derniers termes tendent vers 0 en les sens suivants :

€
ondes

tie de fin dans ker(L) dont le champ de vitesse est compressible et le couple densité-

— La couche initiale correspond auz ondes acoustiques, ot (fE )t:0 est la par-

ondes
température ne satisfait pas la relation de Boussinesq. Dans le cas de [’espace en-
tier Q =R, elle vérifie

e—0

2 t
eDT) 0> 20 [ Moo aaaandT =20, (35)

plus précisément, lorsque la partie macroscopique est intégrable par rapport a la va-

riable x :

. e\~ T
I e ()l oo (M y2atzty S mim {L(t) T 1 aes (0) 3 23 (- )
(3.6)

Dans le cas du tore Q = T%, on suppose que (fondes)y—o €5t nul (ce qui implique

& 7 y
que fS qes et aussi).

)

— La couche initiale f5, ., correspond a la partie «purement cinétiquey, ot (f, )|t=0

cinét.
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est la partie microscopique de fi,, c’est-a-dire fin — l fin. Elle décroit comme

_ 2
chainét.(t)HLﬁH;((wkdxdv) 5 e wtfe Hfin - Hfin||LgH£(<U>kdmdv)a
ot w > 0 est indépendant de fi,, et on rappelle que fin — ILfin est la partie microsco-
pique de fi, (orthogonale a ker(L)).

— Le terme d’erreur f£

S tend vers zéro uniformément :

0
sup £ ()| oo (M1 (o) ezt —— O
0<t<T

Détaillons un peu ce résultat en fonction du choix du domaine €2 :

— Dans le cas du tore Q = T%, nous supposons que la partie macroscopique IIfi, de la
donnée initiale est de moyenne nulle. Ceci est une condition de compatibilité entre

les lois de conservation et le retour & 1’équilibre :

/,jmwwwwm=/ F(t 2, 0)p(o)dvde 2250, () =1, v, ol
R3xT3 R3xT3

— Dans le cas de espace entier Q = R?, la dispersion fait que les ondes fendes «s’Ctalenty,
ce qui se traduit par une estimation en norme L2° d’ordre O (F%). De plus, I’échelle
de temps choisie pour dériver le modéle de Navier-Stokes est plus longue que celle
permettant de dériver le modéle des ondes, ces derniéres évoluent ainsi plus vite d’un
facteur e~!, d’ott I'estimation (3.6). Ce mode de convergence lorsque &€ — 0 est né-
cessaire dans la démonstration, cependant, dans le cas du tore Q = T?, les ondes
n’ont pas la place nécessaire pour «s’étalery. On fait donc I'hypothése que la partie
macroscopique Il fi, de la donnée initiale est incompressible et satisfait la relation de

Boussinesq afin de se débarrasser de ces ondes.
— Dans le cas de 'espace entier bidimensionnel 2 = R?, on suppose que la partie macro-

scopique IIfi, de la donnée initiale est dans L1 L2 (dvdz), cette hypothése technique

permet de montrer une estimation de dispersion pour les ondes.

€

Concernant le taux de convergence de f¢.. , lorsque la partie macroscopique IIfi, de la

condition initiale est suffisamment réguliére (par exemple H**1), nous parvenons a4 montrer

un taux de convergence de £/

2 cependant si la partie macroscopique IIfi, de la donnée

initiale est incompressible et satisfait la relation de Boussinesq, alors la convergence est

optimale d’ordre €.
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3.2.2 Guide de lecture

Pour simplifier la présentation, nous nous plagons dans le cadre p = 2 et d = 3. Nous

noterons les espaces
€= L2H; ((0)fdv), B = LEH; ()M 'dv)

pour certains paramétres k, £ > 0.

Réduction du probléme. Commengons par expliquer comment I'équation (3.4) est
reformulée sous la forme que ’on manipule dans ’article. Le point de départ est la réécriture
introduite par Briant, Merino et Mouhot [35]. On considére le découpage de 'inconnue f¢ =

sol. T fgau. € € + E évoluant selon le systéme d’équations couplées (I'opérateur Q est

symeétrisé ici)

1 1 2
8tfliol. = ? (B —Ev- VI) f[fol. + EQ( gol.’ gol.) + gQ( gol.7fg8au.)> gol.(o) = fin — Ufin,

1 1 1
8tfg€au. = ? (‘C’ —E&v- vflﬁ) fgeau. + gg(fgeau.’ fgau.) + ?Afgol.v fs(o) = ILfin.

On rappelle que £ = A 4 B est le découpage de Gualdani-Mischler-Mouhot présenté a la
Section 2.2.4.

Contrairement & [35] qui ont attribué a fg,, une donnée initiale nulle fg,, (0) = 0,
nous lui avons attribué la partie macroscopique fgau.(O) = IIfi, de fi, afin que I’équa-
tion pour fg,, soit la méme que celle considérée dans [24, 86| (modulo le terme de cou-
plage E%.Afgol').

La premiére équation sera traitée comme dans [35] avec une méthode d’énergie présentée
dans la Section 2.2.1. En effet, les opérateurs B — v - V, et Q satisfont les estimations

présentées dans cette section :

(-0 Vars) <Gl o0 (3.7

(Q(f,9), e S 10)?hlle (Iv) 2 Fllellglle + 11(w) 2gllel £lle ) » (3.8)
et I’équation sur fgol. sera étudiée dans I’espace défini par la norme
2 20t/e? 2 r 20t/e? 1/2 2
Il = sup {2 In@IE} + [ ) e
0<t<T 0
La seconde équation sera étudiée, comme dans [86], sous forme intégrale :

Foan () = US ()T + 0 (S T )(0) 507 5 A (0
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Comme dans [86], nous cherchons également a travailler sur ’équation satisfaite par f&— f
a laquelle on aura retranché les termes susceptibles de ne pas tendre vers 0 uniformément en
temps (les couches initiales associées aux ondes et & la «partie cinétique»). A la différence de
[86], nous avons un terme de couplage en plus g%U = Af5o (t) qui est borné uniformément
en e (car [[Af5, (t)|e < eot/e | f5o1 llx) mais qui ne converge a priori pas uniformément

en temps. On pourra cependant le découper de la facon suivante :

1
£ € _ € f€ g f€
?U * Afpol. - 71 pol. + Toofpol.?
€ re e—0
174 foorlge —= 0
L’inconnue que 'on considérera est alors définie comme (voir Section 1.6.2 pour la définition
£

de ondes)

grr. = fgaau. - - cfndes(t)fin - 7-18f1§01. (t)7

¢ se réécrit en terme de f°

gau. err. COIMINE

et donc I’équation intégrale pour

grr. - SE[fSol.] + (I)a[ Sol.] eerr. + \Ija( grr.? earr.)'

Ici, §¢] f;ol.] est un terme source qui convergera vers 0, et ®¢[ f;ol.] est un opérateur linéaire
dont la norme est arbitrairement petite (pour € < 1 et A > 1) dans X := Cp([0,T); E)

muni de la norme
[t 3
lollx := sup {e RIS (1) |5

qui est équivalente a la norme usuelle L{°E et est concue pour que la norme de f appa-

raissant dans Destimation de ®¢ soit d’ordre \~1/3.
On considére ainsi le systéme d’équations

1 1 2
Otfpol. = = (B—ev-Vy) fool + gQ(ffiol.y foor) + EQ(fps)olJ feaw)s  fpor.(0) = fin — L fin,

eErr. - SE[ ;01.] + (I)E[ Sol,] e::rr. + \I/E( eErrJ grr.)'

Section 2 de [89]. Cette section est dédiée a 1'étude de I’équation satisfaite par fgol.'
Le Lemme 2.1 montre l'estimation de coercivité (3.7) et le Lemme 2.4 l'estimation de
continuité (3.8), ce qui nous méne & montrer dans le Lemme 2.6 que les solutions de
I’équation

1 1 1
8tg = ? (B —EV - va))g + gg(hl,hl) + EQ(hl’hQ)’

ol hy et hy sont deux données dans X', satisfont I’estimation

lgllx < Ce([[hllax + [Ih2llx) + lg(0)]e,
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ainsi qu'une estimation de stabilité similaire. Les résultats énoncés par ce lemme sont
exactement ceux nécessaires pour montrer la stabilité et la convergence du schéma itératif

construisant les solutions (f&.., fyo1)-

Soulignons le fait que le facteur £ dans le membre de droite permet de se libérer, en le
supposant assez petit, de la condition de petitesse sur la donnée initiale nécessaire pour la

stabilité et convergence du schéma itératif (voir Section 2.2.1).

Section 3 de [89]. Dans cette section, on s’intéresse au comportement de U® sur 'es-
pace & lorsque € — 0. Cela permettra plus tard d’étudier les propriétés du découpage
du terme de couplage éU “x Afso = T fool + Toofpol» €6 en particulier la convergence
de S°[f5,] (resp. la petitesse de la norme de 'opérateur ®°[f;]) qui dépend de f;, a

et TE[fe.,] (resp. TE[fE])-

travers 7-1\€ [ 5 pol. pol.

pol.]

Le premier résultat principal est le Lemme 3.7 :

Pu(eD) = PLV(D) + eV, - PV (D),
IP(D)| ey + P (D)

#¢&:5) < C,

ou *» = Bouss.,ondes, NSFI avec les notations de la Section 2.3. L’étude spectrale [77,
187 implique que ce résultat est vrai dans 2 (L2HS (M~ 'dvdz)), il est é¢tendu a 2 (E)
dans [24] par un argument de bootstrap permis par la décomposition de Hilbert-Grad (2.16)
et du gain de régularité (2.17)-(2.18) fourni par sa partie non-locale, puis étendu par les
Lemmes 3.4-3.7 & #(E; E) grace a un argument similaire appliqué a la décomposition
de Gualdani-Mischler-Mouhot (3.1).

Le second résultat principal de cette section est le Lemme 3.10 selon lequel

0
U yaro.(Id = I0) fin|l x + |USnet Ifinl x — 0,

cinét.
ou on rappelle le lien entre les différents semigroupes partiels :
= R € (> £ € P (> (3
Uhydro. T UBouss. + Uondes + UNSFI? Ucinét. =U"— Uhydro.'

Ces deux résultats permettront a terme de montrer que §¢ tend vers 0 dans X.

Section 4 de [89]. Dans cette section, nous établissons les résultats nécessaires a 1'étude

£

°.., Cest-a-dire montrer que W€ est borné sur X x X (Lemme 4.2),

de I’équation sur
que Popérateur ®°[f7 ] est contractant (Lemme 4.9), mais aussi que S tend vers 0 dans
I'espace X (Lemme 4.10).

Les lemmes clés de cette section et nécessaires & démontrer les Lemmes 4.9 et 4.10 sont
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les Lemmes 4.7 et 4.8 qui montrent que si g est solution de
1 1 1
Org = = (B—ev-Vy)g+ gQ(hla hi) + gQ(hl, ha),  9(0) = (Id = II) fin,
ol hj et hg sont deux données dans X, alors les termes du découpage de E%U €x Ag satisfont

€ —Ww 52
ITEgOlle S e llgllx,
17%9llx < ellhallz (ol + [1h2llx) + [Ukyaro. (1d = ID) fin x,

pour un certain w > 0. Le Lemme 4.7 est rapidement prouvé car la définition de 7" fait
intervenir U5, et S°(t) :=exp (e ?(B—¢cv-V,)) =0 (e_"t/EQ), tous deux satisfaisant
une estimation de cette forme. La preuve du Lemme 4.8 consiste en réécrire g a l'aide la

formule de Duhamel
€ 1 13 1 £
9(t) = §°(1)g(0) + 25% = Qhs, ) (1) + 7 % Qlhn, ha)(1),
puis de convoler cette expression avec a%U €A pour obtenir

1 1
E—QUs*Ag(t) = E—QUE*Asa(t)g(O)—i—.... (3.9)

Le premier terme du membre de droite intervient dans la formule de factorisation de

semigroupes (2.13) appliquée a la décomposition de Gualdani-Mischler-Mouhot

1 1 1

E—Q(ﬁ—sv-vx):?(B—ev-vx)—l—?/l,

ou plus précisément dans sa réécriture

EiQUE v ASE = U° — 5°. (3.10)

On injecte alors (3.10) dans (3.9) de sorte & ne plus avoir de terme avec €2 en facteur
mais uniquement 5S¢ et U® dont le comportement lorsque ¢ — 0 est bien compris grace
aux sections précédentes. Le terme 77 est défini comme s%U “x Ag —Tg et fait donc

intervenir U¢ d’ou la présence de ce terme dans 'estimation de 7E.
hydro.’ 0

Section 5 de [89]. Cette derniére section met en place le schéma itératif inspiré de celui
présenté a la Section 2.2.1, montrant ainsi I'existence et I'unicité de solutions & I’équation

de Boltzmann.



3.3. BOLTZMANN AVEC POTENTIELS MOUS DANS R3 (SANS CUTOFF) 97

3.3 Boltzmann avec potentiels mous dans R? (sans cutoff)

Nous présentons dans cette section le résultat d’existence et unicité pour ’équation de
Boltzmann dans le cas de potentiels mous (y < 0), dans I'espace entier Q = R? et sans
hypothese de cutoff angulaire établi en collaboration avec Kleber Carrapatoso dans [44].
Le cas avec cutoff est également traité dans ce travail mais est présenté dans une section

séparée (Section 3.4) afin de clarifier la présentation.

3.3.1 Présentation et commentaires des résultats

Le théoréme que nous allons présenter est valable dans le cas des potentiels (faiblement)

mous et d’une singularité angulaire quelconque :

3
—§<7<0, v+2s<0, 0<s<l1.

Avant d’énoncer le résultat, nous devons introduire quelques notations. Etant donné un
poids polynomial m(v) = (v)* ot k > 0 est suffisamment grand, nous définissons pour tout
espace fonctionnel (B, ||-|| ) son analogue pondéré B(m) via sa norme || f|| g(my = [[m.f]| 5.

Nous considérerons 'espace d’énergie suivant :
2 2 —6s73 (|2
1 5 my = IFIIZ2 oy + 1K)V FllZ2 | mys
ainsi que l’espace de dissipation qui lui est associé :

1 ey 2= 1172 5o oy + 1O T V2 F 72 150y

1F 1500 oy = 102 £l F2 gy + / b(cos O) M, (v.)7(f = H)?AC,  fi=m(v)?f,

ou on rappelle que d{(o,v,v.) = B(v — vy, 0)dodv.dv. Cette norme H**(m), introduite
dans [117] et inspirée de la série de travaux |5, 3, 4, 6, 7|, est comparable aux espaces de

Sobolev usuels (voir [117, Lemme 2.1]) :

1OY2 Fll s (my < 1 ez oy < 10Y275 Fll b1 () -

Le résultat démontré dans [44] est le suivant.

Théoréme 3.4 (issu de [44]). Il existe ¢g > 0 tel que toute donnée initiale fin € X(m)

vérifiant || finllx(m) < €0 génére une unique solution globale f a l’équation

Ohf =Af+Q(f, [),
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satisfaisant l'estimation d’énergie

sup £ + [ (104 =D ey + VT Ol )
S M finll gy -

Le résultat ci-dessus est incomplet car il ne couvre que les potentiels vérifiant v > —3/2

et n’indique pas le taux de convergence vers 0. Nous discutons de cela dans la Section 3.5.

3.3.2 Guide de lecture

Nous commencons par présenter la stratégie adoptée dans cet article ainsi que les
difficultés causées par A et Q qui dictent dans quels espaces fonctionnels nous devons

travailler, puis nous détaillerons I'organisation de ’article.

Présentation de la stratégie.

Comme dans [35] et notre travail présenté en Section 3.2, nous avons choisi de considérer

la solution f de I’équation de Boltzmann

Ohf =Af+Q(f. f)

sous la forme f = h + g, ou h(t) € X(m) a une décroissance polynomiale et g(¢) € E une

décroissance gaussienne, et ces deux parties évoluent selon le systéme d’équations couplées

Oth = Bh + Q(h,h) + Q(g,h) + Q(h,g), h(0) = fin,
Org = Mg+ Q(g,9) + Ah, ¢(0) =0,

ot 'opérateur linéarisé A = B+ A a été découpé en une partie dissipative B et une partie
«régularisante» A € Z (X (m); E) définie par Ag(v) = x(v)g(v) pour une certaine fonction
lisse M1, <p < x < M1j,<2p et M, R > 0 des constantes. L’existence d’une solution

a ce systéme est prouvée a l'aide d’un schéma itératif construisant une suite de solutions

approchées (hn, gn )N :

Othni1 = Bhnii + Q(hn, hni1) + Q(gn, Any1) + Q(hn+1,9n), hn+1(0) = fin,
Oign+1 = Agnt1 + Q(gn, gn+1) + Ahy,  gn4+1(0) = 0.

Le choix du terme Q(hy, hn+1) plutdt que Q(hy, hy) n’est pas anodin et nous le motivons
dans le paragraphe suivant. Comme présenté a la Section 2.2.1, afin de montrer la stabilité
et la convergence du schéma, les enjeux principaux sont d’identifier quelle quantité est
dissipée par la partie linéaire de chaque équation (B pour la premiére, A pour la seconde),

et d’estimer la partie non-linéaire a ’aide de cette quantité et de I’énergie de la solution.
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Contraintes liées a la partie polynomiale. Dans cet article, nous avons choisi de
travailler avec I'espace de Sobolev anisotrope H®*(m) présenté a la Section 2.2.4 car il est
naturel dans le sens ot £ dissipe la norme qui lui est associée (voir [44, Propositions 2.2

et 3.1]) :
(L f)ramy = =11 F e my + t0 (3.11)

Ainsi, en considérant M et R suffisamment grands, les termes d’ordres inférieurs («t.0.i»)

sont absorbés a 1’aide de A :

(L —Af, flramm) =~ —Hf||?{;»*(m)~

L’estimation de dissipation (3.11) vient de la partie Q(u, f) de L, et de maniére plus

générale, les termes de la forme Q(g, f) sont contrdlés par (voir [44, Proposition 2.2])

(Q(g: 1)s N ramy S Uz (190 2y + 19l ez oy | F ez oy | F L2y (3:12)

pour ¢ > 0 assez grand (indépendamment de k). Concernant les expressions générales
(Q(f9), h) r2(m), il est plus compliqué de les borner & I'aide de la norme H**(m). On se
repose alors sur les estimations établies par He [113, Théoréme 1.1] en terme d’espaces
de Sobolev usuels, donc moins précises car oubliant la structure anisotrope de Q, mais

permettant de démontrer (voir [44, Proposition 2.2])

(QUf, 90 1) a3y S Wl gz my (1 Lz oy 191 22 6y + 1€0) >z gy L 22y ) -+ (3:13)

L’influence du terme (v)?* dans le membre de droite sur la stratégie sera abordée plus
tard dans ce paragraphe. Les estimations spatialement inhomogénes sont déduites des deux
précédentes a I’aide des injections de Sobolev. Pour les termes de la forme (Q(g, f), f)x(m)s

on a (voir [44, Proposition 2.5|)

(Q(g: 1)s Frx(my S I 1oy 1911 m) + 11 = (o) 1 F 1 o) 191 55 () - (3.14)

Pour établir cette estimation, on est amené & considérer des expressions de la forme

<Q(g7 ng>7 vgf>L§w(m)7 a=0,3,
(Q(Ve9, Vo) Va2 )y a=1,2,3.

Les premiéres sont controlées a l'aide de (3.12). Les secondes sont controlées a 'aide
de (3.13) et le poids supplémentaire (v)2* est absorbé par le poids (v) % dans la définition
de la norme X(m), ce qui permet de fermer les estimations et ainsi ne faire intervenir que les

normes X (m) et X*(m) dans (3.14). Pour les expressions plus générales (Q(f, 9), h)x(m)
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on montre (voir [44, Proposition 2.6])

(Q(f. 9): Mx(my S Il (1F Il 19115y + 1 Iy 1(0) 9 Iy ) - (3:15)

Le terme [[(v)**g|lx+ () dans I'estimation ci-dessus n’est pas controlé par la dissipation a
cause du poids supplémentaire (v)?%, ce qui empéche de fermer les estimations d’énergie
dans X(m), c’est pourquoi le schéma itératif est défini avec le terme Q(hy,hny1) dans

I’équation pour hyy1 plutot que Q(hy, hy).

Contraintes liées a la partie gaussienne. L’espace fonctionnel choisi pour ’étude de
la partie gaussienne g est le méme que celui des travaux de Gressman et Strain [103, 178|.
En se basant sur ces travaux, eux mémes inspirés de 1’étude d’hypocoercivité de Duan [74],

nous utilisons un produit scalaire (-, ) équivalent au produit scalaire usuel et tel que

(Af e S I lE (3.16)
ou 'espace d’énergie gaussien est défini comme
HfH%E = ||f||?{£’L%(M—1/2)’

et la quantité dissipée

£ 11 == (A =) fllZra gy + IVaILFIIZ2 2
I = 1) 2 £l gy + / b(cos 0)v — v M. (f' = )%d¢,  §i= MTV2f.
La quantité dissipée || f||g+ controle les dérivées mais pas la norme L2 de la partie macro-
scopique IIf, ce qui est & l'origine de deux difficultés :

— Les estimations de Q doivent se faire en évitant de faire intervenir cette norme.
En particulier, au moment d’établir les estimations inhomogénes, la norme ||g|| e £x
ne doit pas étre controlée avec les mémes injections de Sobolev que dans 'espace
polynomial X(m). Quitte a travailler dans H2, on peut utiliser l'inégalité suivante

valable pour tout p € H3(R?) :

ol oo ey S Vool 2 ms)-

L’estimation non-linéaire prouvée dans ’espace gaussien est (voir [44, Proposition 2.7])
(Q(f.9), kg < Ikl (I fllelglle + 1| flle-llglle) -

— Pour s’assurer que g est global, il faut qu’au moment de I’estimation d’énergie, le
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terme de couplage Ah produise un terme intégrable en temps :

/ " (AR, g(t)) g dt < co.

Cependant, la dissipation (3.16) ne permet pas de montrer que ¢t — ||g(t)[|% est
dans L? mais seulement L{°, il faut donc montrer I'intégrabilité en temps de h.
Or, A étant une multiplication par une fonction C° et donc A € Z (X (myp); E) ou

m(v) = (v)* pour un ko quelconque, on a en fait

/0 (AR, 90D &t S gl il Lt xmo)-

Afin de justifier que h € L{X(mg), on utilise un argument d’interpolation (voir
Section 2.2.3) permis par les estimations dans les espaces X(m) et X(mg) et menant

au taux de décroissance de la partie polynomiale

_kko
1) x(mo) < &) T || finllx(m)-

Organisation de P’article.

Section 2 de [44]. Cette section a pour but d’établir diverses estimations de I'opérateur
de collisions @, d’une part pour controler les termes non-linéaires du systéme d’équations
couplées, d’autre part pour montrer les inégalités de coercivité de £ dans ’espace polyno-
mial X(m).

Aprés avoir rappelé I'estimation de Q issue de [6, Théoréme 1.2] dans L2 (./\/1*1/ 2)
(Lemme 2.1), nous nous tournons vers celles dans I'espace polynomial L2(m). Celles-ci
sont démontrées en combinant I'estimation [113, Théoréme 1.1] (Lemme 2.3) dans L2 en

terme d’espaces de Sobolev isotropes :

(Q(f,9), by 2 S IRl L2 yey 191 e (oyeny Rl o oy w2y
wy +we =7v+2s, a+b=2s,

pour un ¢ assez grand, avec celle du commutateur (Lemme 2.4) :
QUS> 9): 1) 12y —(Q(f, mg), mh) L2
< 12y (191 2 gy 1 D my + 8z a1 2y )

pour un /¢ assez grand (indépendamment de k). Cette estimation repose sur une réécriture
tirée de l'article [9], dans lequel des potentiels durs sont considérés, adaptée aux potentiels
mous. Ces deux inégalités permettent d’établir le controle de I'opérateur Q dans L2(m)

(Proposition 2.2). L’estimation inhomogéne dans l'espace gaussien E pour le produit
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scalaire équivalent ((-,-))g est ensuite déduite (Proposition 2.7) :

(Q(f,9), ) < Ikl (Iflellgle: + 1 flellgle), (3.17)

de méme pour les estimations dans ’espace polynomial X (m) (Propositions 2.5 et 2.6) :

(Q(9: )5 F)x(m) S I 15 oy 1911 m) + 11 11 (o) 1 F 1 o) 91l 5 )
(Q(f. 9), Wy x(m) S Il gmy (1F 5 my 9115y + 102 gl () 1 F oy ) (3.18)

ainsi que des estimations adaptées au cas ol certains arguments de Q ont une décroissance

gaussienne.

Section 3 de [44]. Dans cette section, nous rappelons 'estimation d’hypocoercivité
de A dans l'espace gaussien E, puis prouvons la coercivité (faible) de B dans ’espace
polynomial X(m). Pour cette derniére, nous découpons la partie angulaire b(cos€) du

noyau de collisions afin d’isoler la partie venant des collisions rasantes :
b(cos 0) = b(cos )1g>s + b(cos 0)1g<s =: b§(cos B) + bs(cos ),
induisant ainsi le découpage de I'opérateur linéarisé :
L=L§+Ls.

La premiére partie est estimée dans le Lemme 3.2, la seconde dans le Lemme 3.3, et en

combinant les estimations montrées dans ces lemmes, on établit la Proposition 3.1 :

On en déduit ensuite la Proposition 3.5; il s’agit d'une estimation de type coercivité
pour B =L —v -V, — A reposant sur l’absorption des termes d’ordre inférieur («t.o.i.»)
grace a 'opérateur A :

(Bf, [Yxm) S =11 1%+ (m):

L’hypocoercivité de A est rappelée dans la Proposition 3.4 :

2
E*-

(Af 1 )e S —IIf]

Section 4 de [44]. Cette section montre la stabilité du schéma itératif ainsi que sa

convergence, puis montre I'unicité de la solution construite. La stabilité est montrée, grace
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aux estimations des sections précédentes, dans les espaces fonctionnels suivants :
2 2 OO 2
1P01% (my = sup [[A(8) |5 (m) +/ 1P CE) 15 (rmy A
>0 0
2 20 2 > N2 2
1P2l1% (1 == Stgg@ ()15 (mo) +/0 OB %+ (o) s

o0
lglI% = sup [lg(8) |13 + / () dt,
t>0 0

avec mo(v) = (v)*0, ot kg est suffisamment petit par rapport a kg pour étre en mesure de
montrer la décroissance d’ordre () =% dans X (my), pour un certain # > 1/2. La convergence,
quant a elle, est démontrée dans les espaces 2" (m(v)~2%), Z (m{v)~2%) et & afin de pouvoir
encaisser le terme (v)2* dans (3.18), faisant ainsi apparaitre les trois normes 2" (m), Z (my)

et & qui ont été bornées a I’étape de stabilité.

3.4 Boltzmann avec potentiels mous dans R? (avec cutoff)

Nous présentons dans cette section le résultat d’existence et unicité pour I’équation
de Boltzmann dans le cas de potentiels mous (v < 0), dans I'espace entier Q = R3 avec
hypothése de cutoff angulaire établi en collaboration avec Kleber Carrapatoso dans [44].
Le cas sans cutoff est également traité dans ce travail mais est présenté dans une section

séparée (Section 3.3 )afin de clarifier la présentation.

3.4.1 Présentation et commentaires des résultats

Le théoréme que nous allons présenter est valable dans le cas des potentiels (faiblement)
mous 7y € (—3/2,0) sous I’hypothése de troncature angulaire b € L. Avant d’énoncer le
résultat, nous devons introduire quelques notations. Nous fixons un premier poids poly-
nomial m(v) = (v)* avec k > 0 assez grand et m1(v) = (v)* ou k; est assez grand par

rapport & k. On dénotera par X(m) I’espace
X(m) := H2L?(m).

Le résultat démontré dans [44] est le suivant.

Théoréme 3.5 (issu de [44]). Il existe g > 0 tel que toute donnée initiale fin vérifiant la
condition || fin |l X (m1)nr2 11 (my) < €0 génere une unique solution globale f € C ([0, 00); X(m))
a l’équation

O f = Af + Q(f, /),

satisfaisant ’estimation de décroissance

1f(O)llxm) S <t>73/4HfiHHX(ml)ﬂL%Lglc(ml)'
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3.4.2 Guide de lecture

Section 2 de [44]. Dans cette section, nous montrons l'estimation homogéne duale de

I'opérateur de collisions Q dans L?(m) (Lemme 2.9) :

(Q(f9): ) 120y S 10)2R] L2 (1my (Hf”L%((v)‘f)”g”L%(m) + HgHLg(@)‘-’)”fHL%(m)) ,

avec ¢ > 0 suffisamment grand (indépendamment de k), dont nous déduisons les estimations

inhomogenes fortes (Proposition 2.8)

1Q(f, 9)lxcmy S 10) 2 Fllxmy gl yey + 110) 2 gl my 1 F Iy (3.19)
1R, Drrrzomy S 10 fllez e lgllze , (wyey + 10D gllez @) 1 FllLz ey, (3:20)

avec £ > 0 suffisamment grand (indépendamment de k).

Section 3 de [44]. Le but de cette section est d’établir le taux de décroissance du
semigroupe Sy (t) généré par A grace a une stratégie d’élargissement, exploitant I’étude de
la dispersion dans ’espace gaussien Li}v(/\/l_l/ 2) menée dans [178]. Nous commencons par

montrer I'estimation de type coercivité pour £ (Lemme 3.2) :

(Lf B rzmm) S —H<v)7/2fH%g(m) + t.0.i..

Nous en déduisons le taux de décroissance du semigroupe généré par B=L —v -V, — A,
avec Ag(v) = x(v)g(v) ot x est une fonction lisse vérifiant M1,<rp < x < M1 <2r
pour M et R assez grands, en utilisant un argument d’interpolation comme présenté a la
Section 2.2.3 (Proposition 3.5) :

1S8() fllL2rim)y S <t>7N/MH<U>Nf”L%Lglg(m)‘

Ce taux de décroissance permet de déduire celui de Sy (t) dans 'espace polynomial X (m)
a partir de celui dans ’espace gaussien Lg’v(/\/l_l/ 2) puis le taux de décroissance de Sy (t)

dans 'espace polynomial :

ISA () fllxm) S @& £ (ma)nr2 L1 (ma): (3.21)

pour £ > 0 assez grand.
Section 5 de [44]. 1l est montré dans cette section que la donnée initiale f;, génére
une solution globale avec un taux de décroissance d’ordre (t)~3/4. En combinant les deux

estimations (3.19) et (3.20), on obtient

1Q(fs Nlixminzzrtimn) S N1 xgms
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ce qui, combiné avec 'estimation de décroissance (3.21), donne

1SA®)QUfs Hllxm) S O f 13 my-

L’existence d’une unique solution globale découle alors du théoréme de point fixe de Banach

appliqué a .
Fo (10 S0+ [ sxm@Uo). sar)

dans une petite boule centrée en 0 de I’espace fonctionnel
{f € C([0,00); X(m)) = f(0) = fin, igg(ﬂ?’“llf(t)llmm < 00} :

3.5 Améliorations possibles et perspectives

Limites hydrodynamiques depuis d’autres modéles cinétiques. Il serait intéres-
sant d’étendre les résultats de [88, 89] présentés dans les Sections 3.1 et 3.2 & d’autres
modeles cinétiques, dont I’équation de Boltzmann pour v € (—3,1). Chacun de ces travaux
repose sur I’hypothése que f +— v f soit L-borné, ce qui constitue I’obstruction principale a
de telles généralisations car elle restreint au modeéle des sphéres dures (y = 1). L’équation
de Landau pour certains potentiels tombe dans ce cadre et admet déja une étude spec-
trale dans l'espace gaussien [202], cependant d’autres modéles cinétiques requiérent plus

de travail.

Une premiére étape sera de traiter le cas de ’équation de Boltzmann pour des potentiels
durs v € [0,1), de sorte a adapter la stratégie lorsque f +— vf n’est pas £-borné (mais £
admet quand méme un trou spectral). En effet, seule 'existence de développements limités
de la résolvante est utilisée pour prouver l'existence et le développement asymptotique
des valeurs propres. On pourra adapter la preuve de [88| en s’inspirant des techniques de
factorisation de [185, Lemmes 2.16 & 2.18].

Une deuxiéme étape sera de considérer d’autres modéles cinétiques dont la version
linéarisée est de la forme

8tf+vvrf:[’f7

ou £ admet une décomposition £ = B + A vérifiant les hypothéses de Gualdani-Mischler-
Mouhot (voir Section 2.2.4), admet un trou spectral, en pour lequel 0 est une valeur propre
discréte semi-simple. C’est le cas par exemple pour certaines instances des équations de
Boltzmann et Landau [202], et ou Fokker-Planck [105]. On commencera par étudier le
spectre de £ — v -V, (soit dans I’espace polynomial comme dans [88], soit dans I’espace
gaussien pour ensuite n’étendre que quelques propriétés & un espace polynomial comme
dans [89)]).

Il serait également intéressant d’étudier la dérivation des équations de Navier-Stokes-
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Fourier dans le cas de potentiels mous (v € (—3,0)) pour lesquels une étude spectrale a
déja été menée par Asano et Ukai dans lespace gaussien [189]. Rappelons que pour ces
potentiels, 'opérateur £ n’admet pas de trou spectral, ce qui force a jongler entre plusieurs

espaces afin d’avoir un taux de décroissance explicite (voir Section 2.2.3).

Etude spectrale dans L2LP ((v)*dxzdv). L’é¢tude spectrale [88] est en fait valide dans
des espaces de la forme L2LY ((v)*dzdv). En effet, lopérateur A est utilisé de la méme
fagon que s’il agissait comme une troncature en vitesse f — xf (o y serait une fonction
bornée a support compact), or il s’agit d’un opérateur & noyau lisse & support compact.
Le Théoréme 3.1 est donc valable dans les espaces L2L% ((v)kdvdx) car la structure hil-
bertienne de L2 ((v>2dv) n’est utilisée nulle part. La preuve du Théoréme 3.2 peut étre
adaptée a espace L2L} ((U}kdvdx) a condition de remplacer 1'utilisation du Théoréme 2.6
par des estimations d’intégrabilité de la résolvante sur —b-+iR. Dans notre travail [89] pré-
senté & la Section 3.2, une large gamme d’espaces sont traités en exploitant les propriétés

régularisantes de A ainsi qu’'une technique de bootstrap inspirée de [24].

Potentiels mous généraux v € (—3,—2s] Les résultats présentés dans les Sections 3.3
et 3.4 sont limités aux potentiels faiblement mous v € (—3/2,—2s) et sera étendu a la
gamme entiére de potentiels mous v € (=3, —2s|. L’hypotheése v € (—3/2, —2s| permet de

rester dans le cadre L? en vitesse sans nécessiter de régularité en vitesse.

Taux de décroissance dans I’espace entier pour les potentiels mous sans cutoff.
Afin de compléter le Théoréme 3.4, nous souhaiterions montrer que le taux de décroissance

—3/4

de la solution construite est de I'ordre de (t) . Comme dans la preuve d’existence pour le

cas avec cutoff (voir Section 3.4), il faut montrer || Q(f(t), f(t))HLg,v(m)ngL;(m) < ()32,
Or, les estimations établies impliquent seulement O(f(¢), f(t)) € L2H,* (m<v>*7/2*8), il
reste donc a montrer que le flot de I’équation régularise suffisamment la solution. Notons
cependant que I'estimation d’énergie présentée dans le Théoréme 3.4 contient une forme

intégrale de dispersion
sup 1)1y + /0 192 PO s @t S il

qui est similaire & celle satisfaite par les solutions de 1’équation de la chaleur, de Navier-
Stokes, ou de Boltzmann dans 'espace entier (voir par exemple [187, 178|). Nous la pré-
ciserons en || f(t)[|x(mg) S (t>_3/4Hf0HLgL;(m)mX(m) oit mg = (v)*0 avec ko suffisamment

petit par rapport a k.

Estimations générales de O a 1’aide d’une norme isotrope. Au moment d’établir

I'estimation (3.15), nous nous reposons sur celle de He [113, Théoréme 1.1], ce qui est
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la raison pour laquelle I'estimation ainsi établie ne permet pas de fermer les estimations,
contrairement a son analogue dans l'espace gaussien (3.17). Il serait intéressant de chercher

& prouver un controle de la forme

(Q(f>9)s My x(my S NPl (my (111 19l my + 11 Il (my 19l () )

ce qui devrait simplifier I’étude de I’équation dans X (m).

Limite hydrodynamique de Boltzmann quantique. Une variante de I’équation de
Boltzmann existe lorsque le gaz considéré est dilué, mais également soumis au principe
d’exclusion de Pauli (deux particules du systémes ne peuvent pas se trouver dans le méme

état). Ainsi, I’équation de Boltzmann-Fermi-Dirac ou Boltzmann quantique s’écrit

8tF+v-Vx = QJ(F),

Q(F) = / v = v.| (FLF'(1 = 6F)(1 — 6F,) — FF.(1 — §F')(1 — §F)) dodu,,

ot § ~ (cte. de Planck)3. Dans [70], Dolbeault a montré, d’une part que I'on retrouve parmi
ses équilibres Mg = H%’ d’autre part que les solutions de I’équation de Boltzmann
quantique convergent vers celles de Boltzmann classique lorsque § — 0. De plus, il a été
prouvé récemment par Jiang, Xiong et Zhou [128] que, a 4 fixé, la méme procédure de
scaling et linéarisation qu’a la Section 1.6.2 méne & la limite ¢ — 0 aux équation de

Navier-Stokes-Fourier incompressible :

Orus + us - Vyus = pusAzus, Vg -us =0,
005 + us - V05 = k5305, V(05 + ps) =0,

pour certaines constantes ug, kg > 0 dépendant de Qj et de I’équilibre M. Avec Bertrand
Lods, nous allons mener une étude spectrale de I’équation linéarisée de Boltzmann quan-
tique & la maniére de notre travail [88] (voir Section 3.1), uniformément en § afin de mieux
comprendre les liens entre les équations de Boltzmann quantique/classique et Navier-Stokes
. . . . , . e—0
classique/«quantique». En particulier, nous espérons trouver un scaling § = d(¢) —— 0
fournissant & la limite un modéle hydrodynamique de type Navier-Stokes-Fourier incom-

pressible avec terme de forgage, similairement a [11].

Effet tunnel dans des équations cinétiques a basse température et avec champs
magnétique. L’effet tunnel peut se résumer comme «théoriquement, une particule quan-
tique peut traverser les mursy. Mathématiquement cela signifie qu’il existe des solutions
de I’équation de Schrodinger

tho) + Hpp = 0,
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ol 0 < h < 1 est la constante de Planck et Hp la densité d’énergie de la particule, qui
peut étre transportée d’un co6té d’une barriére de potentiel & I'autre coté, éventuellement
en un temps trés long. On retrouve de maniére remarquable cet effet sur des distributions
de particules classiques modélisées par I’équation de Kramers-Fokker-Planck gréce a 'effet

couplé de la diffusion et du transport :
hoif —hv-V(z) - Vyof = (=hVy +v) - (hVy +v)f,

un modeéle qui décrit par exemple 1’évolution & basse température d’une densité de parti-
cules que 'on note f = f(¢t,x,v).

Pour ces deux types d’équations, l'effet tunnel se cache dans le bas du spectre des
opérateurs sous-jacents. En notant notant A\; < A2 les deux premiéres valeurs propres non-
nulles, il existe des solutions représentant une particule se déplagant d’un point & un autre
de P’espace en un temps de I'ordre de (A2 — A1) ™!, en oscillant dans le cas quantique et de
maniére définitive dans le cas classique.

Avec Frédéric Hérau et Nicolas Raymond, nous souhaitons étudier I'effet tunnel pour

des équations cinétiques de la forme
hof +hv-Vyf + Fnf + Qnf =0.

Ici, les opérateurs linéaires Fj, et 9, indexés par la température 0 < A < 1, modélisent
respectivement les forces et les collisions subies par les particules. Un autre exemple est la
dynamique stellaire, ot cette fois f est la densité de présence des corps célestes. On s’in-
téressera aux cas oil la force considérée est induite par un champ électrique et un champ
magnétique, tous deux fixés : Fj, = h (E(x) + v A B(x)) - V,. On considérera également le
cas ot les collisions ne sont pas locales en vitesse, c’est-a-dire données par un autre opéra-
teur que la diffusion de Fokker-Planck ; on s’intéressera ainsi au cas ot £ est un opérateur
de type relaxation linéaire, Boltzmann, Landau ou encore Fokker-Planck fractionnaire.
Dans chaque cas, on s’attend a retrouver un effet tunnel lorsque F et B ont des puits

de potentiel, que 'on étudiera précisément via les outils semi-classiques et cinétiques.
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SPECTRAL STUDY OF THE LINEARIZED BOLTZMANN
OPERATOR IN L? SPACES WITH POLYNOMIAL AND
GAUSSIAN WEIGHTS.

PIERRE GERVAIS

ABSTRACT. The spectrum structure of the linearized Boltzmann operator has
been a subject of interest for over fifty years and has been inspected in the
space L? (R4, exp(|v|?/4)) by B. Nicolaenko [25] in the case of hard spheres, then
generalized to hard and Maxwellian potentials by R. Ellis and M. Pinsky [12], and
S. Ukai proved the existence of a spectral gap for large frequencies [30]. The aim of
this paper is to extend to the spaces L? (R?, (1 + [v])*) the spectral studies from
[12, 30]. More precisely, we look at the Fourier transform in the space variable
of the inhomogeneous operator and consider the dual Fourier variable as a fixed
parameter. We then perform a precise study of this operator for small frequencies
(by seeing it as a perturbation of the homogeneous one) and also for large frequen-
cies from spectral and semigroup point of views. Our approach is based on Kato’s
perturbation theory for linear operators [20] as well as enlargement arguments
from [24, 17].

1. INTRODUCTION

1.1. The model. Consider a rarefied gas whose average number of particles located
at position x € Q, traveling at velocity v € R? at time ¢ > 0 is given by F(¢,x,v),
where Q = T? or R?, and d > 2. Assume furthermore that the particles are uncorre-
lated, and that they undergo hard sphere collisions where the energy and momentum
are conserved. Finally, we assume these binary collisions are the only interactions
between particles. Under these conditions, this density satisfies the Boltzmann equa-
tion

(B) O,F +v-V,F =Q(F,F),

which is a transport equation whose source term takes into account the binary
collisions between the particles. The operator () is called the Boltzmann operator
or collision operator and is an integral bilinear operator defined as

Q(F,G)(v) := / / v — v (F'G., — FG,)dv.do
RY, JSg!

where we used the standard notations

— v and v, for the velocities of two particles before the collision,

Date: July 22, 2022.
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— v’ and v/, for their velocities after the collision, given by
, vt v = ,._v+v*_]v—v*|a
2 2 o 2 2 ’
- F':=F(), G, :=G,) and G, := G(v.).

1.1.1. Equilibria. The (global) Maxwellian distributions, which write

, p v —uf?
o) = o se ()

for some p,0 > 0 and u € R? can be shown to be equilibria of (B). We will denote
in this paper the normal centered distribution (p = 1,u=0,0 = 1) by M.

1.1.2. Hydrodynamic limits. By choosing a system of reference values for length,
time and velocity (see for example [15, 27]), we get a dimensionless version of the

equation:
1

e F* +v -V, F° = —-Q(F°, F°),
3
where ¢ is the Knudsen number and corresponds to the mean free path, that is to
say the average distance traveled by a particle between two collisions. Performing
the linearization F° =: M + ¢f¢, the equation rewrites in terms of f¢ as

(1.1) €8tf€+v-vwf€:éﬁfe%—Q(fE,fs)a

where Lh := Q(M, h)+Q(h, M). Letting € go to zero, we expect to get the dynamics
of a fluid as the amount of collisions will then go to infinity. This issue of unifying
the mesoscopic and macroscopic points of view goes back to Hilbert, and several
formal methods have been suggested by Hilbert [19], Chapman, Enskog and Grad
[16]. These were made rigorous by C. Bardos, F. Golse and D. Levermore in [6,
5] by proving that if the (renormalized) solution of (1.1) and its first moments
converge in some weak sense, then the limiting moments are (Leray) solutions to
the incompressible Navier-Stokes-Fourier system.

To derive hydrodynamic equations from (1.1), one thus needs to solve the latter
for any € < 1 and prove the convergence of the solution when & goes to zero. In [7],
the authors rewrite (1.1) in integral form:

w2 ro-s(5)ro+t s (S0 e rwna

SE(t) == exp(t(L —ev - V,)),
construct smooth solutions in LHS (M~2 (1+ |v|*)) with s > d/2, and prove
their convergence as € goes to zero. In [14], the authors prove a converse result in
the same functional space ; as long as a solution f° to the incompressible Navier-
Stokes-Fourier system exists, a solution f¢ to (1.2) exists for € small enough and f*©
converges to f°. Both papers rely on the spectral study led by [12, 30] of the in-
homogeneous linearized Boltzmann operator in L2H? (M -l 2) which dictates the
asymptotic of S and e71S°(Q). The theory of hydrodynamic limits for smooth solu-
tions of the Boltzmann equation was partially extended to a larger class of Sobolev
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spaces with polynomial weights during the last decade: a Cauchy theory close to
equilibrium was developped in [17] and their weak compacity with respect to ¢ was
shown in [9]. The strong convergence could not be deduced as in [7, 14] since the
spectral decomposition from [12] was not known to hold in the case of polynomial
weights. This paper aims at providing such a generalization.

1.2. Statement of the main results. Let us define some notations used in the
statement of Theorem 1 and 2. We denote L?*(m) the L* Hilbert space associ-
ated with the measure m?(v)dv. %(X,Y) is the space of bounded linear operators
from a Banach space X to another one Y. For a linear operator A, we denote
by ¥(A) its spectrum. If it generates a strongly continuous semigroup, we denote it
by Sy, and II, » is the spectral projector associated with an eigenvalue A€ Xq(A),
where ¥4(A) is the discrete spectrum of A. Finally, we write A, := {Re z > a}.

We will show that, similarly to the results in [12, 30], when con81dered as a closed
operator in L* (M~'/?) or L? ((v)*), the semigroup generated by £ — iv - ¢ has
exponential decay in time (for large frequencies £), and splits (for small frequencies &)
into a first part corresponding to its rightmost eigenvalues, and a remainder that
decays exponentially in time. We also give some information on the regularity and
asymptotics of the eigenvalues and eigenfunctions for || < 1.

Theorem 1. There exists k., > 2 such that for any fivred k > k., denoting the
spaces E := L? (M*1/2), E(k) := L? (<’U>k), the operator L¢ == L —iv - € is closed
in both spaces E(k) and E for any & € R Furthermore, the following holds:

(1) - Spectral gaps and expansion of the eigenvalues. Forr > 0 small enough,
there exist a,b > 0 such that, in both spaces,

(1.3) S(Le) N A o= (€D, - AalED} € SalLe), Jé] <,
(1.4) S(L) A, =0, ¢ >,

where the eigenvalues \; expand as an absolutely converging power series

(1.5) (€ ZM&"
with \Y) = +iy/1+2/d, AV =0 for j = 0,2, and \? <0 for j = —1,....2.

(2) - Spectral decomposition and expansion of the projectors. Denoting
the set U := {£ € RY: 0 < || <r}, there exist projectors P;(§) € B(E(k), E) for
any £ €U and j = —1,...,2, that expand as a power series

(1.6) Z &P (&), €= 15\

where the convergence is normal in B(E(k), E), uniformly in £ € U.
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For j =0, %1, 73](0) (§> s a projection onto (Ceg-o) (E), with

~ 1
(17) (€)= (1= 5P -
. - 1
(1.8) eg_?i <§) = <1j:§.v—|—a(|v[2—d)) M,
and 772(0) (5) 1S a projection on {c oM | c- E: 0}, which is spanned by
(1.9) eg?l?@:cg@-uzw,£:1,...,d—1,

where (5, C (a ooy Caq (S}) can be assumed to be any fixed orthonormal basis
of RY. Furthermore, they satisfy

(1.10) LePi(€) = N ([EN)P;(E),
(1.11) Pi(&)Pu(§) =0, j #4,
(1.12) > P (E) =T o, €€ ST

(3) - Expression of the projectors. For any £ € U, any j = 0,%1, and
any L =1,...,d—1, there exist functions e;(§), e24(§) € E and f;(€), f2.(§) € E(k)
such that the projectors write

(1.13) Pi(€)g = (9. F;(€)my €,(), § =0, %1,
(1.14) Pa(&)g =Y _ (9. f2u())py €24(9),
(1.15) (ea(8), fﬁ(f)>]~:(k) = 0o,

where o and [ are any indices among —1,0,1,(2,1),...,(2,d — 1), and they have
the following expansions:

(1.16) cal®) = D lele (€)
n=0
(1.17) fal&) = D16 (€).
n=0
where a is any inder among —1,0,1,(2,1),...,(2,d — 1), and the convergence in

normal, uniformly in & € U, in E and E(k) respectively.

Remark 1.1. A few precisions are to be made on these results.

(1) In this theorem, e, : U = E, fo : U = E(k) and P; : U — B(E(k), E) are
measurable.
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(2) Using the fact that in the Hilbert space E, (L¢)* = L_¢, the relation OL:O™
= Lo-1¢, where O is any real d X d orthogonal matrixz, and the first order
expansion of the eigenvalues, one can show that for any & € U and j =0, 2,

X (€D = Ai(lg]) and A;(€]) € .

See the proof of Proposition 3.5 from [12].
(3) Furthermore, one can deduce an expression of f;(§) in terms of e;(&) using
the fact that, in E, Py(&)* = Pa(=E), Pij(&)* = P_;(=E) for j =0,£1, and

using the relation

(f.9)e = (f,9(v) > Mg

Theorem 2. Under the same assumptions, denoting £ = E or E(k), there exists
constants C' > 0 and v € (0,a) such that for any & € R, L¢ generates on &
a CO-semigroup that splits as

2

(1.18) Sec(t) = x(€) ) eMIP; () +V(1.E), €40,
(1.19) Se(t)y =3 P (5) FV(L,0) =Tl + V(L,0), € €S,
j=—1

where we have denoted x the characteristic function of {|¢| < r}, and the remain-
der V satisfies

(1.20) P&V, €) = V(t,§)P; () = 0,
(1.21) 1V(t, &)z < Ce™™.

In [2,9, 17,22, 24, 28, 29, 21], the authors consider the linearized flow Sy of some
form of the Boltzmann equation near a steady state and show it admits in various
weighted Sobolev spaces a splitting

(1.22) Sa(t)f = Sa@®ILf +O(e™ || f = 1Lf]]),

where II is the projection on some finite dimensional A-stable subspace (in most
cases, the null space of A). Such a decomposition was found using the enlargement
theory introduced by C. Mouhot [24] then developped by M. Gualdani, S. Mischler
and C. Mouhot [17] in various weighted Sobolev spaces, but in the spatially homo-
geneous case or on the torus, so that A has a spectral gap. However, there is no
spectral gap on the whole space, so one can study the linearized operator in Fourier
space with fixed spatial frequency £ in order to construct a projector II satisfy-
ing (1.22). Furthermore, the splitting (1.22) allows to develop a Cauchy theory near
an equilibrium, but in the context of asymptotic analysis, that is to say when A
and thus 3(A),II, 0 depend on a small parameter ¢, one also needs to know their
behavior as € goes to zero (see for instance [3, 7, 8, 9]). This is why we perform a
precise study of the spectrum for || < 1, and the diffusive limit of the Boltzmann
equation requires a second order expansion of the eigenvalues.
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1.3. Method of proof and state of the art. Theorem 1 was initially proved
in [12] in the space L? (M ~'/?). The authors first proved that for some § > 0, the
following equations are equivalent for |£], |\ < §:

F()\,f)f():(),

where fy is the projection of f on N, f1 := f — fo is related to fo by f1 = G(\, &) fo,
and F()\,€) € B(N), G\, &) € BN,Nt) are smooth in ¢ and A\. They then
proceed to solve det FI(A\,§) = 0 for A = A(§) using the implicit function theo-
rem, exhibit corresponding fo(€), construct the eigenfunctions and then the spectral
projectors.

In their proof, the threshold ¢ was not found using constructive estimates, nor do
they prove the existence of a spectral gap for |{| bounded away from zero. However,
their results hold for a general class of potentials, including hard and Maxwellian
potentials with cut-off.

T. Yang and H. Yu [33] have a similar approach and still prove their results
in L2 (M -1/ 2), but they cover a broader class of kinetic equations. Furthermore,
they prove the existence of a spectral gap for large ¢ using a key estimate from
[30] and encounter the same difficulties as in this paper: they are able to provide
constructive estimates for small and large frequencies, but need a non-constructive
argument to deal with intermediate ones.

We also mention [11] and [32] who prove most of these results with similar ap-
proaches.

In this paper, we generalize the results from [12, 31] in spaces of the form L? ((v)*)
using a new splitting of the homogeneous operator as well as an “enlargement the-
orem”, both from [17]. This splitting has the same properties in both Gaussian and
polynomial spaces (dissipativity and relative boundedness, regularizing effect, see
Lemma 2.3) which allows to treat both cases in a unified framework, and the afore-
mentioned “enlargement theorem” guaranties that the spectral properties (structure
of the spectrum and eigenspaces) do not depend on the specific choice of space, be it
Gaussian or polynomial. We can therefore rely on previous studies of the Gaussian
case when convenient.

As we deal with hard sphere case, the inhomogeneous operator in Fourier space
can be seen as a relatively bounded perturbation of the homogeneous operator and
thus be studied through classical (analytic) perturbation theory. In particular, all
estimates are constructive, except for the exponential decay estimates for large fre-
quencies.

Unlike [12] and [33] who compute the roots of the dispersion relations associated
with the linear inhomogeneous Boltzmann equation, we prove that for small £, the
zero eigenvalue (resp. the null space ) of the homogeneous operator “splits” into
several eigenvalues (resp. an invariant space N(&) isomorphic to A). We then
consider (L¢) ey € ZN(€)) and straighten N(¢) into A to get a new opera-

tor L(§) € B(N) conjugated to (L¢) ) Which we study using finite dimensional
perturbation theory.
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1.4. Outline of the paper. In Section 2, we show using results from [17] that
there exist some threshold k, > 2 such that in both spaces L? (M -1/ 2) and L2 (<U>k)
with & > k., L¢ generates a strongly continuous semigroup, satisfies some rotation
invariance property and the multiplication operator by v is L¢-bounded. Then,
combining results from [17] and [32], we show the existence in both spaces of spectral
gaps for small and large &: there exists a,b > 0 such that for large &, the spectrum
does not meet A_y,, and for small &, the part X(L¢) N A_, contains a finite amount
of discrete eigenvalues enclosed by some fixed path T'.

In Section 3, this path allows to transform the eigenvalue problem into an equiv-
alent one on the finite dimensional null-space of £ and in turn derive expansions for
the eigenvalues and associated spectral projectors, thus proving Theorem 1.

In Section 4, we prove Theorem 2. The splitting comes from Theorem 1, and the
decay estimate from Theorem 5 whose assumptions are obtained using estimates
from [32] combined with [17], and the continuity of the resolvent.

We recall in the appendix some results from spectral theory and semigroup theory.

1.5. Notations and definitions.

1.5.1. Function spaces. For any Borel function m > 0 and p € [1, 00|, we define the
space LP(m) as the set of measurable functions f : R? — C such that

HfHLP(m) = ||meLp < 00.

1.5.2. Operator theory. For some given Banach spaces X and Y, we will denote
the space of closed linear operators A from their domain D(A) to Y by € (X,Y).
The space of bounded linear operators will be denoted #(X,Y). For any linear
operator A, we denote its null space by N(A) and its range by R(A).

In particular, we write € (X) = € (X, X) and Z(X) = Z(X,X). We will also
consider the resolvent set P(A) of A which is defined to be the open set of all z € C
such that A — z is bijective from D(A) onto X, and whose inverse is a bounded
operator of X. The resolvent operator is an analytic function defined by

Rar: PA) — AB(X)
z = (z=AN)7
and cannot be continued analytically beyond this set. The complement of P(A) is
called the spectrum of A and is denoted X(A) = C —P(A), which is therefore the set

of all values A such that A — X\ is not boundedly invertible. When a spectral value
A is isolated in the spectrum, or in other words when for some £ > 0 small enough

YA N{zeC||z= A <e} ={)},
we may define the associated spectral projector
1
Ip ) :=— | Ra(z)dz = Res (Ra; N),
= 5 [ Ra) (Ra: )
where I is some closed path, encircling A and only A exactly once, and that does not
meet the spectrum (a circle or any closed loop that can be continuously stretched



4.2. GENERAL PROPERTIES OF THE LINEARIZED OPERATOR 119

within P(A) into a circle). It is well known that this operator is well defined and is
a projector whose range satisfies the following inclusion

N(A—A) C R(IIy ).

We call the left-hand side the geometric eigenspace and the right-hand side the
algebraic eigenspace, and their dimensions are called respectively the geometric and
algebraic multiplicities. When the algebraic multiplicity is finite, i.e. dimR (Il 5) <
o0, N(A — A) # {0} and the spectral value A is called a discrete eigenvalue, which
we write A € Xq(A).

We will also denote by O (R?) the set of d x d real orthogonal matrices, and
denote the action of O € O(R?) on any function f defined on R¢ by

(Of)(v) == f(Ov).

In particular, if ® is the multiplication operator by a function ¢ = ¢(v), then OPO~!
is the multiplication operator by O¢.

1.5.3. Semigroup theory. For any a € R, we write A, := {Rez > a}, and for
any C%-semigroup generator A, we write its semigroup Sy (t).

2. GENERAL PROPERTIES OF THE LINEARIZED OPERATOR

The linearized operator £ has been extensively studied in the space L*(M~1/2)
by Hilbert [19] and Grad [16], let us recall its main properties.

Theorem 3. Denote E = L>(M~Y?) and L = L|p. The operator L is closed in E,
self-adjoint, dissipative and densely defined. It splits as

(2.23) L=—-v+K,
where K is compact on E and v is a continuous function of v € R? defined by
v(v) == / M.|v — v,|dv.do
R, xsd1

and satisfying for some vg,v; > 0
(2.24) v(v) < v(v) <y (v).
There exists a spectral gap for some ag € (0,1p):

(L) N A, = {0},

where A_, := {Rez > —ag}. The eigenvalue 0 is semi-simple and the null space
of L, denoted N, is spanned by the following basis, orthogonal in E:
¢o(v) = M(v),

pi(w) =v;M(v), j=1,....d,
a1 (v) = (Jvf* — d) M(v).
Finally, for any O € O (]Rd), OL = LO.
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Remark 2.2. The existence of this spectral gap has originally been proved using
Weyl’s theorem. However, C. Baranger and C. Mouhot provided in [4, Theorem 1.1]

an explicit estimate for ag:
s

48v/2¢

Using this decomposition, R. Ellis, M. Pinsky and S. Ukai [12, 30] proved in the
space L? (M -1/ 2) the theorems stated in Section 1.2. However, this decomposition
does not have the same nice properties in the larger spaces of the form L? ((v)k)
M. Gualdani, S. Mischler and C. Mouhot introduced in [17] a new decomposition
with similar properties which holds in both spaces and is presented in Lemma 2.3.

ag >

2.1. Closedness and decomposition of L. In this section, we present a decom-
position of the linearized operator £ = A + B¢, where in both spaces L? (M_l/Q)
and L2 (<U>k), A boundedly maps its domain to L? (M_1/2), B¢ + a is m-dissipative
for some a > 0, and the multiplication operator by v is L-bounded.

The following lemma combines several results from [17] that were used to prove the
existence of a spectral gap for £L—v -V, in a large class of Sobolev spaces W2 PIW 1.
We focus instead on L in L2 spaces, and also show the relative boundedness of the
multiplication operator by v.

Lemma 2.3. There exists some k., > 2 such that for any k > k., the perturbed
linearized Boltzmann operator splits as

£5285+A=B—iv-£+A,

where, denoting € = L* (M%) or L* ((v)*), the operator Aj¢ is bounded from &
to L* (M~1/?), (Be)e and thus (L¢) e are closed in € with the common dense do-
main {f € £ | vf e E}.

Furthermore, there exist C > 0 and a; € (0,vq) such that for any &€ € R?

Be + a; is m-dissipative,
[vflle < C([Leflle + [ flle) s f € D(Le)
Finally, for any O € O (]Rd),
(2.25) OLe = LoeO.

Proof. In [17, section 4.3.3], the authors introduce a new splitting of the linearized
operator £, which allows to deal with polynomial weights:

L=As+ Bs = As + (—V+Eg), 5 € (0,1),
Asf )= [ Os(ML 4 ML~ ME o~ o ldudo,
R xSd-1

Baf(w) = [ (1= 80 (VLS + M fi= M) o = vl dv.do.

where ©5 = O5(v, v,,0) is some smooth function bounded by one on

{lo] <6126 <|v—u] <6 |cosh] <126},
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and supported in
{lv] <2071 6 < |v—w.] <2671 |cosf] < 1—6},

where cos ) := o-(v—v,)/|v—v,|. According to [17, Lemma 4.12, (4.40)], Bs satisfies
the estimate

226)  |Bsfll vy < bola = 1D 1 agupmirey 0> 5/2.
4
bs(q) ;_g b(g) := CESED)
1Bslls 12 (ar-12)y 5720

Furthermore, using the Carleman representation of Ajs (see [10]), this operator writes
for some kernel ks € C°(R? x RY)

Asf(v) = /Rd y ks(v,v.) f(vs)dvdo,.

We consider in this proof k, such that b(k, — 1/2) = 1 and fix some k > k, so
that b(k — 1/2) < 1. We also consider § > 0 to be small enough so that

> 0, if € = L% (M%),

a =Yy — HES %(L2(M71/2))

a; =1 (1 —bs(k—1/2)) >0, if &€= L% ((v)").

Step 1: Boundedness and closedness at £ = 0. As Ay is an integral operator with
a bounded and compactly supported kernel, it is clear that for any of the two
spaces & = L? (M~'/%) | L? ((v)*), this operator is bounded from & to L* (M~1/?).

When & = L* (M~'/2), By is the sum of a closed and a bounded operator, so it is
closed and densely defined.

When € = L*({v)*), note' that 15 > 1, which combined with (2.26) implies
that Bs is v-bounded, with v-bound equal to bs(k) < 1. Hence Bs is closed
on L? ((v)*) by [20, Theorem IV-1.1].

In both cases, Bs and thus £ are closed and defined on the dense domain

D(Bs)=D(L)={fe& |vfel}
Step 2: Dissipativity estimates. By the definition of a;, Bs + a; is dissipative
on L (M~1/%).
In the polynomial space, we have from (2.26) that

_ 2
[Bs £) gy | < btk = /D[] 0
Thus, by the definition of a;, we have
(Bsf, f>L2((y>k) < (1= 1bs(k)) ||V1/2f||iz(<v>k) < _al”fH[ﬂ((fu)k)?

which yields the dissipativity of Bs + a; on L* ({v)*).

Isee for instance [17, Remark 4.1]
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Step 3: Relative bound and closedness of L¢ and Be. First, let us show that v+4iv-§
is L¢-bounded uniformly in & € R%:

(v +av-€) flle < 1Beflle + ||Bsf|
< |IBeflle + Bllvflle
< |[Beflle + Bll(v +iv-§) flle

where 8 = bs(k) for £ = L? ((v)*), and 8 = HE‘SH%‘(L%M*U?)) for & = L* (M~12).

In both cases, we assume 0 to be small enough so that g € (0,1), which allows to
write

(v +iv- &) flle < (1= B)"I1Beflle-

We can now show the perturbation v is L¢-bounded:

lvflle < vo (v +iv- ) flle

1
< m”&f“g

Lt
(1l - p)

We thus have a control ||vf|le < C (||Leflle + || flle), where C' = C(€, ). Thanks to
this uniform bound, we know (again, by [20, IV-1.1]) that for any & € R? and & € R?
satisfying [£ — &| < 1/C, L is closed if L, is. Since L is closed, we deduce that L
is closed for all ¢ € R?. By the same reasoning and the second line of the previous
sequence of estimates, we can show that B is closed for all § € R

Finally, B¢ + a; is m-dissipative because B is boundedly invertible:

L flle + 1451 le) -

B = (—1+B_5(1/+2’U-§)71) (v+iv-§),

= [ < 1. Lemma 2.3 is proved. O

_v
v+iv-§

where |[B5 (v +iv €)™ |lae) < Al

B(E)

Notations 2.4. In the rest of this paper, we fix some k > k. and denote the func-
tional spaces

E(k) = L* ((v)¥), E:=L* (M~'?), £=FE or E(k).
When considering Le on one of these spaces, we denote its resolvents

RAE) = (A= L),
RO == (A= L)' =R(\0).

We also fix some a € (0,min{ag,a,}), where ag is that of Theorem 3 and a; of
Lemma 2.5.
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2.2. Spectral gap properties of L;. In this section, we show the existence of
spectral gaps uniform in ¢ € R%. More precisely, for small £, A_, := {Rez > —a}
contains a finite amount of eigenvalues converging to zero, and lying in the interior
of a fixed closed path I'. For large £, the half plane A_, = {Jez > —b} contains
no spectral value, for some constant b > 0.

After establishing some basic results on the resolvent R (A, &) (Proposition 2.5),
we prove a spectral gap property (Proposition 2.6) using the decomposition from
Theorem 3 for the case £ = E and an enlargement result from [17] to extend it to
the case &€ = E(k). The eigenvalues on the right-hand side of this gap are shown to
be separated from the rest of the spectrum by a closed path I' (Lemma 2.6). We
conclude by proving the spectral gap property for large &.

Proposition 2.5. Let £ be one of the spaces E or E(k). For any Ao € P(Ly,), we
have that vR (o, &) € B(E) and the following expansion around (o, &) holds:

o0
n

227)  ROE = R(o,&) Y [(ho = VR, &) + v (€~ RO &)

n=0
whenever |€ — &l [|[tR (Ao, &)l ze) + [A — Aol [[R(Xo, &)l gey < 1. In particular, the
resolvent is continuous on the following set, which is open:

{(NEeCxR | XeP(Le)}.
Proof. Recall that for some C' > 0, we have
[oflle < C(I1Leflle + 1 flle), f € D(Le).
We deduce that for any (A, &) € C x R? such that A\g € P(Lg,)

[0R (X0, &) flle < C (£ R(Ao, &0) flle + [[R (Ao, €0) fle) -

Rewriting L, R (Ao, o) = —14+MR (Ao, &), we have for some constant C' = C’( A, &)
that

(2.28) [0R (Ao, &) flle < C"l| fle-
This means that vR(\g, &) € B(E). Now, rewrite the resolvent as

RAE) = (A= Le)™
=(No—Lg— (o= A)—iv-(§—&) "
= RN, &) (1 — (Ao = MR(Ao, &) — (& — €) - vR(No, &))"

whenever (), §) is close enough to (Ag,&). In such a case, we have the Neumann
expansion (2.27). O

The following theorem comes from the “enlargement/factorization theory” initi-
ated by C. Mouhot [24] and developped in [17, 23|, which constitues a breakthrough
as it allows to derive spectral information on a linear operator A in a large space from
information in a smaller one, on which A is usually well understood. Such results
allowed to generalize a quantitative exponential rate of convergence to equilibrium
for the Boltzmann equation in various settings (homogeneous or inhomogeneous,
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with or without angular cuttof, with weights ranging from Gaussian to polynomial)
in [1,2,9,17, 18, 22, 24, 28, 29].

Proposition 2.6. Denote L¢ = (L¢)  and Le = (L) g -

(1) For any ¢ € R?, the following set consists of a finite amount of discrete
eigenvalues:

D(€) == %(Le) VA_y = X(Le) N A,
(2) for any X € D(§), we have
(HL&)‘)\E =z
R (Mrea) =R (Meen)
N(Lg = A) = N(Le — M),
and the following factorization formula holds on A_, — D(&):

(229) RLE = RB§ + RLgARBE7
(3) for any r > 0, there exists a T =T(r) > 0 such that

Remark 2.7. The previous proposition means that P(L¢) N A_,, Uz R (Hcé,)\)
and N(L¢ — ) can be considered without ambiguity on the space we are working with
(the spectral projectors can be restricted to E or extended to E(k) by density).

Proof of Proposition 2.6. This is a direct application of [17, Theorem 2.1] whose
assumptions are met by Lemma 2.3, except for the fact that ¥(L¢) N A_, is made
up of a finite amount of discrete eigenvalues, which is proven below.

For any A € A_,, such that HKR—(quwg)O\) < 1, with K from Theorem 3,

the resolvent can be factored as
(2.31) Ri(A) =R_rive)(A) (1 = KR_(1ive)(N))

The following lemma from S. Ukai [30, Lemma 4.4.1] allows to get such estimates
for K’R,_(V_H'U.g).

#(E)

-1

Lemma 2.8. For any 6 > 0, we have

2.32 sup || KR_(v+ive) (0 +17)|, 7
(2:32) gz—fo)w” v Moty 770

Therefore, by estimate (2.32), for any r > 0, there exists "= T'(r) > 0 such that
(2.33) AN {|Smz| > T} C P(Le)

whenever || < r. Furthermore, as L is a non-positive self-adjoint operator according
to Theorem 3, and iv - £ is skew-symmetric, for any [£| < r,

(2.34) S (Le) C (—00,0] + [T, T].
Combining (2.33) and (2.34), we have for any |£| < r
S(Le) NA_, C [—a,0] +i[-T,T).
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However, as L¢ is the sum of a compact operator and the multiplication opera-
tor by v 4 iv - £, whose range does not meet A_,, [20, Theorem IV-5.26] tells us
that X(Le) NA_, C Sa(Le).

In conclusion, %(L¢) NA_, is a compact discrete set, thus finite, which yields the
conclusion. U

Lemma 2.9. For any r. > 0, there ezists b, € (0,19) such that
Y(Le) NA_p- =0, €] > ..

Proof. Once again, we can consider the case & = E. By (2.32), for some large
enough R, > 0, we have that X(L¢) N A_, = 0 whenever [¢| > R,. Consider
now r, > 0 and the sets

X:={(N\§eCxR | Ne (L), A€ A, . < || < R},
Yi={z: Rez>0} x{& : r. <[¢| <R.}.

If we can show that X is compact and does not meet Y, then we shall have the
conclusion with b, := dist (X,Y) > 0.

Step 1: Compactness of X. This set is closed by Proposition 2.5. Arguing as in the
proof of Proposition 2.6, there exists a T' > 0 such that, for any |{] < R,,

A_aN{|Smz| > T} C P(Lg).
Thus X is compact because it is closed and contained in the bounded set
[—a,0] +i[-T,T] x {r. <|¢|] < R.,}.

Step 2: X does not meet Y. We know that X is made up of pairs (), §) such
that A € X4 (L¢) by Proposition 2.6, let us now show that for any (), &) € X, we
have Jte A < 0. As L, is dissipative, it is enough to show that it has no eigenvalue
in iR for £ # 0. Let us argue by contradiction and consider an eigenvalue i7 € iR
and an associated (non-zero) eigenfunction decomposed f = fo+ f1 € N & Nt
Suppose f1 # 0. As Re (L f, f) < —agl|f1]|% < 0 by the coercivity of £ on N+,
and Re (L¢f, f) = Re (i7|f]|%) = 0 because f is an eigenfunction, we get a contra-
diction, therefore f € N. But this would mean that L¢f = —iv - £f = i f, which is
impossible as f # 0 and £ # 0. U

3. THE EIGEN PROBLEM FOR SMALL &

We show in this section that for small £, the eigenvalue 0 of the unperturbed oper-
ator L splits into several semi-simple eigenvalues A_1(§), ..., A\a(§) of the perturbed
operator L¢. We also show that these eigenvalues, corresponding spectral projectors
and eigenfunctions have Taylor expansions in || near |£| = 0.

We rely mostly on perturbation theory and draw inspiration from Kato’s reduction
process [20, Section I1-2.3]: considering P(§) = > Il x, where the sum is taken
over all eigenvalues A in (L) N A_,, and U(§) an isomorphism of €& mapping N
onto R(P(£)), we have

B(£6) N Ama = (L) peprey) = S MO Leld ()
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The eigenproblem is thus reduced to the one involving the operator U (&)~ L U(€)
on the finite dimensional space N .
In the following, we present Taylor expansions of P(¢) (Lemma 3.11) and U(&)
(Lemma 3.12). We then define the auxiliary operator
~ 1.
L(E) = EU HOLUE) v € BN,

show we can assume £ = (r,0,...,0), and give a Taylor expansion (Lemmas 3.13
and 3.14) so that we may use Kato’s theory to solve our eigenproblem.

Notations 3.10. We will denote the spectral projector on the null space of L by
(3.35) P :=1Il,.
Lemma 3.11. There exists v > 0 such that, for |£| < r, the projector
(3.36) P(&) = Z Uz
AeD
where D 1= 3(Le) N A_,, expands in B(E):

P(&) =P+ Y ld"P™ (€), &:= ¢/l
n=1

where the convergence is normal in B(E), uniformly in || < r, and
PO (5) — iPv-£5 +iSu - EP € B(E),

where S is the reduced resolvent of L at X = 0 (see (A.45) for the definition).
Furthermore, P(§)z and R (P(§)) do not depend on the choice of space £ = E
or & =E(k).
Proof. Consider the closed curve
I':=9([~a,0] +i[-T,T]),
where T is that of Lemma 2.6 for r = 1. Choose some r € (0, 1) such that
1
sup [[VR(A) 5¢) < =
AeT r

where the left-hand side is finite as ¥ (£) N A_, = {0} in virtue of Theorem 3 and
Proposition 2.6. The following series thus converges normally in %(€), uniformly

in (N el x{¢: ¢ <r}:
RO = RO Y [el" (—iv- ERM))”

n=0
In particular, for any |[£| < r, I' does not meet X(L¢) and encloses the eigenvalues
in ¥(L¢) N A_,. By integrating this series along A € I', we get the expansion
of P(§). The expression of the coefficients comes from the residue Theorem and the
fact that A = 0 is a semi-simple eigenvalue of R(\), combined with the expansion
(A.44). The last point of the lemma comes from point 2. of Proposition 2.6. U
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Lemma 3.12. There ezists v > 0 and a family of invertible maps U(E) € B(E) for
any €] < r such that U(E) maps N = R (P) onto R(P(E)), and U(E) s does not
depend on the choice € = E or & = E(k). Furthermore, they follow the expansion

?

(3.37) mgzm+§]wwm@)

where the convergence is normal in B(E), uniformly in |§| <r, and
ZN%@ZW%@—%%@G%@,
where S is the reduced resolvent of L at A =0 (see (A.45) for the definition).

Proof. Kato’s process [20, Section [-4.6] shows that whenever two bounded projec-
tors P and @ are such that ||P — Q|/#) < 1, we can define an invertible map U
satisfying the relation UPU~! = Q by

U=U'(1-R)"Y?2=(1-RU

where we have noted

R=(P- QP
a-m =y (T eny

U =QP+(1-Q)(1—P).

By assuming r > 0 to be small enough so that ||P(£) —P||z) < 1 whenever || < ,
we define this way U(§) = U with P = P and @ = P({). The existence of the
expansion comes from the expansion of P(&), and the coefficients can be computed
from the latter, using the fact that PS = SP = 0.

The fact that U(£)z does not depend on the choice of € comes from the last point
of Lemma 3.11. O

Lemma 3.13. The reduced operator defined by

£(6) = Eﬂmé)—%gu(m € BW)

does not depend on the initial choice of space &€ = E,E(k), and has the expansion
(3.38) L(€) = —iPE- v+ [(PE - vSE- v+ > [¢"L (€),
n=2

where the convergence is normal uniformly in || < r.
Furthermore, for any |£| <r, its spectrum is related to the one of L¢ by

(3.39) (L) AW =3 (1EL©).

Proof. By Lemmas 3.11 and 3.12, the operator E(g) is well defined for £ # 0, maps N
onto itself, and does not depend on the choice of space £. As U(§) has a Taylor ex-
pansion around £ = 0 in [£|, we just need to check that the same is true for Ellﬁgp(f ).
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For the same reason as in Proposition 3.11, the series

LP(E) = 221 / 2R(z,€)dz = Z 5‘; /F ZR(z) (_m.gn(z)>"dz,

converges normally in Z(€) for |{| < r small enough. Using the residue Theorem,
the first terms are

— for [£|° : 0, because 0 is a semi-simple eigenvalue of £, and thus a simple
pole of R(z),

— for [¢]* : —iPv - £P,
2 N2
~ for €] ; (Pvé) S+S(v-§P> .
We get (3.38) by combining this expansion with (3.37).
Finally, as I' circles the eigenvalues in X(L¢) N A_, and P(§) is the spectral
projector associated with them, we have X ((£5>|R(P(§))> = 3(L¢) N A_, according

to [20, Theorem II1-6.17], and (3.39) holds as U(&) is an isomorphism mapping N
onto R (P(&)). O

Before we prove Theorem 1, we need the following lemma that allows to assume &
to be of the form (r,0,...,0) where r € [0,r], and to deal with the fact that we do
not know whether or not the eigenvalues \g and Ay of this theorem are distinct.

Lemma 3.14. For 0 < |¢| <t and any O € O(RY) such that O¢ = (1,0, ... ,0),
(3.40) OL() = L(|¢],0,...,0)0.

Furthermore, there exist \o(r) € C and a 3 x 3 matriz A(r) such that the opera-
tor L(r) := L(r,0,...,0) writes in the basis {pa, ..., Vd, o, 1, Pd+1}

()

Proof. Recall that whenever O € O (Rd) is such that Og = (1,0,...,0), we have

the relation OLe = Lye)o,..00. As R(2,£), P(&), U(§) and EN(S) are constructed
from L, (3.40) holds.

.....

Step 1: Block decomposition. Let j € {2,...,d} and k # j. Consider the orthogonal
symmetry O : v; > —v;. Noting that O,C(r) L(r)O and Ogp; = —p;, we have

(Etrrer o), = (OF(r1es Ons),
- (¢

L(r)0;.Opr)
<£(r)<pj, gok>g )
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Therefore, <E(7’)g0j,<,0k>g = 0, and similarly <Z(r)<pk,<pj>g = 0. We conclude

that £(r) has the matrix representation

B(r)  Owu-1)x3
Osx@-1y  A(r) )’

where B(r) is some diagonal (d — 1) x (d — 1) matrix.
Step 2: The diagonal block. Consider the orthogonal symmetry O : v; < v
where j € {2,...,d — 1}. Noting that OL(r) = L(r)O, we have

<‘C<T)S0j7 90j>g = <O£(T)<pja ngj>g

= <E~(?")O<pja090j>g

= <ﬁ(7’)%’+1, %’+1>5-
We then conclude to (3.41) by induction on j. O

Proof of Theorem 1. The first steps of the proof rely on the following formulas which
come from (3.38) and (3.41)

- Xa(r)Id, O
£r) = ( (0)2 A(r))
= —iPv; + rPv;Sv; + o(r).

Step 1: The multiple eigenvalue. The operator E(r) has an obvious (d—1)-dimensional

eigenvalue \y(r). The corresponding eigenvectors are s, ..., ¢q, and as they are
normalized for the inner product of E, we have

Xz(r) = —i(V1p2, P2) g + T(SV1P2, V1ga) g + 0(T)
= r(Svipa, vip2)E +0(1),

because v1p3M ~(v) is odd in v;. The first order derivative (Svps, v1¢2) g is nega-
tive because v1py ¢ N and (Sf, f)g < —al|f||% for any f € N1

Step 2: The simple eigenvalues. We are now going to investigate the eigenval-
ues of L(r) on the subspace X := {¢o, ¢1,@as1}, that is to say, we are going to
study A(r). We have that

A(r) = —iPvy + rPv;Svy + o(r) on X.

The matrix representation of A(0) is

o =
| O
~
IS

0
A0)=—i |1
0

]
~
S
—_
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One can show that A(0) is diagonalizable with the following eigenvalues and corre-
sponding eigenvectors

i/1+2/d WYy = (1+vl+é(|v\2—d)> M,
0 Yo = (1—%(|v|2—d)) M,
—iy/142/d wlz(l—v1+é(|v\2—d)) M.

By [20, Theorem 1I-5.4], A(r) is diagonalizable with three distinct simple eigenval-
ues \;(r) =ijy/1+2/d+ p;r + o(r) for r small enough, where
/Bj = <SU1¢j,U1¢j>E < 07

because v11); ¢ N.

Denoting X;(|¢]) = \gyX](\gy), we have (1.5), and (1.3) using the relation (3.39).
The spectral gap property (1.4) is just Lemma 2.9. Point (1) is proved.

Step 3: The spectral decomposition. We have the decomposition

> Pir) =Tdy, Py(r)Pr(r) = 6;4P;(r),

j=—1

where 75]»(7") is the one-dimensional spectral projector of A(r) associated with Xj(r)

and extended by 0 on Span (s, . .., ¢q), and 7%(7’) is the projection on Span (¢, . . .,
©q) parallel to X.
By (3.40), we go back to the general case of £ not necessarily of the form (r,0,...,0),

using O € O(R?) such that Og: (1,0,...,0):
LP() = EEOL(ENO U )™

where we have defined P;(¢) := U(£)OP;(|€))O~'U(€)~*. By Lemma 3.12, U(€) has
a Taylor expansion in (F) and U(£)~! has one in Z(E(k)), therefore this projector

has the expansion (1.6) in Z(E(k), E), and 77](0) (é) = 07,5](0)0*1. We have thus
proved (1.10)-(1.11), and (1.12) comes from the definition of P(&) in the case |£| = 0.
Step 5: Range of the projectors for || = 0. For j = 0, £1, 73;0) (a Is a projection
onto the subspace spanned by e§-o) (E), where
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o () == 070 - (1 (- d)) M,
el (f) =0 My = (if v+ = L (\UIQ - d)) M,

and 7350) (é) is a projection on the subspace

(& () (9) - e 180}

ego) (E) =01, =C; (E) oM, j=2,...,d,
where <§~, Cy (5) ooy Gy (é)) is an arbitrary orthonormal basis of R?. Point (2)
is proved.

Step 6: Expression of the projectors. Consider {e;(§ )} the family obtained by
the Gram-Schmidt orthogonalization of { (0) (.)} for the inner product

of E(k), and denote e;(§) = P;(§)e; (©) (f) for j = 0,£1. Note that by (1.6),
the function P;(§) (0) <E) follows itself an expansion of the form (1.16) with the
same eg ) (9, and since this family is orthogonal for |¢] = 0:

V2 <j<k<d, <e§°) (@,e,ﬁ“’ <j> (O, O™ or)r)

= (;, ve)EWKR =0,

and the orthogonalization process is analytic, the e;(£) satisty (1.16).

Define the functions f;(§) := P;(§)*e;(§) where the adjoint is considered for the
inner product of E(k). They have the expansion (1.17) by (1.6). They satisfy the
biorthogonality relation (1.15) by (1.11) when j or & = 0, £1, and by the orthogo-
nalization when j, k € {2,...,d}.

Point (3) is proved. O

Remark 3.15. The coefficients C} (5) in Theorem 1 can therefore be assumed to
be measurable, but not continuous as it 1s a non-vanishing tangent vector field on

the sphere S¥1, by the hairy ball theorem.
4. EXPONENTIAL DECAY OF THE SEMIGROUP

Proof of Theorem 2. The proof will use the following factorization in %(€) that
comes from the combination of (2.29) and (2.31):

-1
(4.42) RE& (Z) = RBg (Z) + R_(H_WQ(Z) (1 — KR—(u+z‘v~§)(z)) AR[gf (z)
which holds whenever [|[KR_1ivg)(2)| 2k < 1.
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Step 1: Global estimates. Note that as L — w is dissipative for w = —a + || Al| %)
according to Lemma 2.3 and the fact that v - £ is skew-symmetric, we have

VE € RY, 152 ()| ey < .

Furthermore, (2.32) means that for some T' > 0, ||KR_(,+iv-g)(2)||5r) < 1/2 holds
if |Sm z| > T and Re z > —a. The factorization (4.42) combined with the dissipativ-
ity of B¢+a; from Lemma 2.3 yields the following bound for z € A_,N{|Sm z| > T'}
and ¢ € R%:

HREE(Z)

< HRBE(Z)

+2{|R(pive) (2)
2| Al ze.B)
(vp —a)(a; — a)

for some M > 0. The dissipativity of £ — w tells us that, taking 7" large enough,
we may assume

(4.43) VEeRY 2 €T,
where U := A_,N{|z+a| > T}.

2(E) [ AR, ()

B(E) B(E) B(E,E)

g(al—a)_l—i— <M7

|R£§ (Z)

ae) =M,

Step 2: Small £&. From Theorem 1, up to a reduction of r, for some § > 0,

X(Le) N A aras = X(Le) N A= {A([€]):- -, Aa(l€])}
whenever || < r. In particular, —a+ § + iR C P (L¢) for any |{| < r, and by the
continuity of R, (z) in (2,£) combined with (4.43), we have for some K >0

#e) < K.

Vgl <t sup [[Re,
—a+5+iR

Denote the following invariant subspaces and restriction by

N(€) = R(P(E), N =R~ P(E). L = (Le)piers

By [20, Theorem III-6.17], (L) N A_, = @), and the semigroup and the resolvent
associated with L¢ split along the direct sum & = N(§) & N'(§)* as

2
Sgg(t)f — Z eAj(‘gl)tPj(g)f_FS[é(t)fL,

j=—1

~ P
Re.(2) = — Il Ra(2) [
L's( ) j_z_l )\](|£|) — 2 £§< )
where fX = f — P(¢)f. Using the fact that RE? is holomorphic on A_, and the
maximum modulus principle, we deduce from the relation between R, and Rﬁé,

and the previous estimates, the bound

V2 € A ass, < max {M, K& ¢ 4/5} — KO,

e (2)

BN ©*)

which is uniform in |£] <.
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We have shown that for any fixed || < r, the operator Eé satisfies the assumptions
of Theorem 5 with X = V(&)Y = w,C, = 1,8 = —a+ 6, Kz = K(7). We thus
have the bound

(=) ,(—a+d)t
‘Sﬁ? g <C ’

for some C(7) > 0. For [£] < r, we define V(t, &) to be Scy (t) extended by 0 on NV (§)
(note that it does not change its growth estimate).

V§| <,

Step 3: Large £. By Lemma 2.9, for some b € (0,a), we have
VIE > v, S(£e) N B = 0.
By (2.32), we may assume that for some large enough R > r,
V|E| > R, SALE R <M

BE) —
also holds. Again, the continuity of R, implies the existence of a bound Ké+) >0
on —b + (R uniform in [{| > r, and by a similar argument as in Step 2, we prove

VIEl > 1, || Ree(2) < K™

#(E)

for some K*) > 0. We invoke once again Theorem 5 with X = £, a = w,C, =
1,8=—b, Kz = K& to obtain

VIE > 1, [[Se(1)]] ey < €™

B(E)

for some C) > 0. For |¢| > r, we define V(¢,€) to be Sc(t). We finally get the
conclusion with v = min{—a + 4, b} and C' = max{C(*), C(H}. n
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APPENDIX A. SPECTRAL THEORY

Consider a Banach space X and A € €(X). If A € £4(A), then A is a finite order
pole of the resolvent, which can be expanded as

(A.44) RaA(\+h) = “Iyp — Y RmS™H
n=0

hE+1 + h
k=1

The operator D € #(X) is called the eigennilpotent and satisfies
D™ =0,
DIIyy =D = D,
Allp \ =TI\ A = My ) + D.
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The operator S € B(X) is called the reduced resolvent and satisfies
0, f e RN,

A .45 Sf= _ i
(A.45) f {—(A—A)lf, f e R(1=Txn),

SACAS=1- HA7)\.
The eigenvalue A is said to be semi-simple when both eigenspaces are equal, or equiv-
alently when the eigennilpotent is zero (which is the same as saying the eigenvalue
is a pole of order 1).

When two closed simple paths I'; and I'y with values in the resolvent set of A are
such that I'y lies in the exterior of I'y, we have

Ra(z)dz | Ra(z)dz = 0.
1N Ty

For a detailed presentation of these results, see [20, Section III-6.5].

APPENDIX B. SEMIGROUP THEORY

The famous Hille-Yosida Theorem ((1) < (2) below, see for example [26, Chapter
1, Theorem 3.1]) and Lummer-Phillips Theorem ((1) < (3) below, [26, Chapter
1, Theorem 4.3]) give necessary and sufficient conditions for a closed and densely
defined operator to be a C’-semigroup generator.

Theorem 4 (Hille-Yosida-Lummer-Phillips). Let A be a closed and densely defined
operator on a Banach space X, the following conditions are equivalent for any C' > 0
and w € R:

(1) A generates a C°-semigroup satisfying ||Sa(t)||zx) < Ce",

Y(A)NA, = g < —
(2) (0 1 8y =0 and [Ra(2)lo) < o
(3) CIl(A = 2) fllx = (z = w)||fllx for f € D(A), 2 > w, and P(A) N A, # 0.

for z € A,

Note that when X is a Hilbert space, an m-dissipative operator, that is to say an
operator A such that

Re (Af, f)x <0, P(A)N Ay # 0,

satisfies the equivalent conditions of Theorem 4 with C' =1 and w = 0.

Furthermore, still in a Hilbert setting, the growth estimate is directly linked to
the size of the half-plane on which the resolvent is bounded: we give here a version
of [13, V-Theorem 1.11] in which we specify the dependency of the constant in the
growth estimate.

Theorem 5 (Gearhart-Priiss-Greine). Consider A a C°-semigroup generator on a
Hilbert space X, satisfying ||Sa(t)]|zx) < Cae®, and whose resolvent is defined and
uniformly bounded on Ag by Kg. The semigroup satisfies ||Sa(t)||zx) < Cge® for
some constructive constant Cg > 0 depending on Kg, Co, a0 and 5.
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ON THE CONVERGENCE FROM BOLTZMANN TO
NAVIER-STOKES-FOURIER FOR GENERAL INITIAL DATA

PIERRE GERVAIS

ABSTRACT. In this work, we prove the convergence of strong solutions of the
Boltzman equation, for initial data having polynomial decay in the velocity vari-
able, towards those of the incompressible Navier-Stokes-Fourier system. We show
in particular that the solutions of the rescaled Boltzmann equation do not blow
up before their hydrodynamic limit does. This is made possible by adapting the
strategy from [7] of writing the solution to the Boltzmann equation as the sum of a
part with polynomial decay and a second one with Gaussian decay. The Gaussian
part is treated with an approach reminiscent of the one from [17].
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1. INTRODUCTION

1.1. The models. Let us present the main models considered in this paper, namely
the Boltzmann equation and the incompressible Navier-Stokes-Fourier system, and
how they are related.

1.1.1. The Boltzmann equation. Consider a rarefied gas whose particles number den-
sity at position z € € (here Q2 = R%or T?, and d = 2, 3), traveling at velocity v € R?
at time ¢ € R is given by F(¢,z,v). Assuming the particles undergo hard spheres
collisions, F' evolves according to the Boltzmann equation

(11) <at+v.v$>F:Q(F7F)7
F]t:() = EIU
which is a transport equation whose source term models the effect of binary collisions

between pairs of particles. The operator () is called the Boltzmann operator or
collision operator and is an integral bilinear symmetric operator defined as

QUF.G) = 5(Q(F,.G) — @ (F,G) + Q*(G, F) — Q"(G. F),

where the so-called gain and loss part are defined as

QY (F,G)(v) ::/ / |v — v | F'Gdv,do,
Rd Jsd—1

Q (F,G)(v) ::/ / |v — v FG . dv,do,
R Jsg!

where we used the standard notation

— v and v, for the velocities of two particles after the collision,
— v’ and v/, for their velocities before the collision, given by

;o vFue v =y , vt |uv—o
(1.2) v=— + R R R T
- F:=F(v), F':= F(V), G, .= G(v}) and G, := G(v.).
One can retrieve local macroscopic observables of the gas such as the mass den-
sity R(t, ), local temperature T'(¢t,x) and bulk velocity U(t,z) € R using the
moments of the particles number density:

R(t,x) = / F(t,z,v)dv,
R4
(RU)(t,z) = / vF(t,x,v)dv,
Rd
R(|UP +dT)(t, ) ::/ [v]2F(t,z,v)dv.
R4
Using the symmetries of @ which imply that Q(F, F) is orthogonal to 1,v, |v|?, one

may show by integrating (1.1) against 1,v,|v|? in v that these quantities satisfy the
following conservation laws:
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OR(t,x) +V, - U(t,z) =0,

U (t,z)+ V, / vRuE(t,z,v)dv =0,

R4
O(R|U|? +dRT)(t,z) + V.- [ v|v]*F(t,z,v)dv = 0.
R4
The last physical quantity we wish to introduce is the entropy of the gas, defined as

H(t) := / F(t,z,v)log F(t,x,v)dvdz.
RIxQ

The celebrated H-theorem (second law of theormodynamics) states that H is a non-
negative non-increasing function and thus a Lyapunov functionnal. The entropy
minimizers are therefore equilibria, called Mazwellian distributions (see for instance
[42, Chapter 1]), which are Gaussians in the variable v, parametrized by the macro-
scopic observables:

R(t,x) v —U(t,x)?
2nT(t, )iz P (_ 2T (t, ) ) '

In this paper, we will denote the normal centered distribution (R =1,U = 0,7 = 1)
by

MR,T,U(ta Z, U) =

M) = e (-15),

and we define the corresponding so-called collision frequency

(1.3) v(v) = / M., |v — v.|dv,,

Rd
which is such that for some constants 0 < vy < vy, denoting (v) := /1 + |v|?,
(1.4) vo(v) < v(v) <y (v).

Global weak solutions to (1.1), called renormalized solutions, were constructed by
R. DiPerna and P. L. Lions in [13] under very general assumptions, corresponding
to initial data with finite mass, energy and entropy.

In [41], strong solutions to (1.1) have been constructed for smooth (in z) initial
data with Gaussian decay. These solutions are global when the initial data is close to
some absolute Maxwellian Mg (R, T > 0, U € R?), and local in time otherwise.
In [23], the authors exhibited strong solutions to (1.1) for smooth (in ) initial data
having algebraic decay and close to some absolute Maxwellian. Let us state their
existence theorem more precisely.

Theorem 1. Let a > 2, there exists some positive n = n(a) such that, for any
initial data Fy, = Fi(z,v) with x € T3 and v € R3 satisfying

H-Fln - MHL},LgO((v)O‘dv) < U(Oé)a
there exists a unique global solution F € C{LyLy® ((v)*dv) N L} L ((v)**'dv) to
the Boltzmann equation (1.1).
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We also mention [24] in which perturbative solutions are constructed using a non-
linear energy method based on the so-called micro-macro decomposition (see Section
1.1.2), and [28] in which solutions are constructed near vacuum.

1.1.2. Micro-macro decomposition. A gas at thermodynamic equilibrium and close
to M, that is to say a thermodynamic equilibrium of the form M, 149 for some
small p, u, #, behaves like the sum of M and a so-called infinitesimal Mazxwellian:

Mispaaealv) = M)+ (p+u- v+ 3 (0P = 0)0) M)+ o(p,,0).

More generally, any fluctuation F'(z,v) = M(v)+ f(x,v) around M admits a unique
micro-macro decomposition (with respect to M)

(15) o) = (pf<:c> ugle) v g (ol d) 65(2) ) M) + fu (e 0),

/f )dv, us(zx /f v)vdw,
— 4 [ 1) (oF = d) v

where we call the macroscopic part of f the part

(1.6 (o) + us() -0+ 50— d)s(a) ) M),

which is given by the projection
d+1

(1) Z Hso]M”?

eo(v) =1, @;(v) = vj, Qar1(v) = [v],
and f, is the microscopic part of f, thus characterized by the fact that for almost
any z € (),

/ f(z,v)p;(v)dus,

HLz

de(x,v)ng(v)dv:O, j=0,....,d+1.
R

We say that f is well-prepared if it is macroscopic and satisfies furthermore the
incompressibility condition and the Boussinesq relation of (INSF):

Vm “Uy :0,
Ve (pr +05) = 0.

To sum up, any f(x,v) can be decomposed uniquely as

(1.8) f=1If + fL = fwp + fir + [1,

where, denoting P the (Leray) projector on incompressible fields, the well-prepared
part of f writes
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(1.9) fwp(z,v) = <pf(x) + () v+ % (\U|2 _ d) §f(:c)> ,

_ _ = 2py—dby
=P =0y =——"
Uu u, pf f 9 )
and fip := IIf — fwp is called the ill-prepared part.
Remark 1.1. Note that the micro-macro decomposition is orthogonal in L2 (M ~*dv).

Remark 1.2. Note that, in the following, the Boussinesq relation V,(p+60) =0 is
equivalent to p + 6 = 0 as we will assume (p,0) to be mean-free when Q = T¢ or
integrable when € = R,

1.1.3. The hydrodynamic model. At the macroscopic level, the dynamics of an in-
compressible fluid is encoded at any point x € Q and any time ¢t € R* by its bulk
velocity u(t,r) € R, its mass density p(t, ), its temperature 6(¢,x), as well as its
pressure p(t, z) (which can be deduced from w in the case of an incompressible fluid).
These quantities evolve according to the incompressible Navier-Stokes-Fourier sys-
tem:
(O +u - Vu — pAu = —Vp,

00 +u-V0—rAld =0,
(INSF) V-u=0,

V(0 +p) =0,

L (’LL, 07 P)\t:O = <uin7 Pin,; ein)-
In this system, the positive scalars ;1 and x denote respectively the kinematic vis-
cosity and heat conductivity coefficients. Global weak solutions were shown to exist
by J. Leray [15] under minimal physical assumptions on the initial data, and strong
solutions were conctructed by H. Fujita and T. Kato [16] for smooth initial data. Let
us present an existence result for (INSF) which is by nomean optimal but sufficient
for the study led in this paper and refer to [11, 31, 32, 16] for a proof.

Theorem 2. For any s > d/2 — 1 and (pin, Uin, Om) € HS satisfying

vx * Uin = 07
vx(pin + Hin) = 07

there exists a time T € (0,00] such that the system (INSF) has a unique solution
in L ([0,T); H:) N L2 ([0,T); H:'Y) associated with the initial data (pim, Ui, Oin)-
Furthermore, there holds T = oo if the initial data is small enough (with respect
to ).

1.1.4. Hydrodynamic limits. By choosing a system of reference values for length,
time and velocity (see for example [19, 40]), we obtain a dimensionless version

of the equation:

1
Ma@tF—l—U . VxF = EQ(F, Fw)7
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where Kn denotes the Knudsen number (the inverse of the average number of colli-
sions per unit of time) and Ma the Mach number (the ratio of the bulk velocity to the
speed of sound, characterizing the compressibility of the fluid). To relate the Boltz-
mann equation to hydrodynamic models, several formal methods were proposed,
first by D. Hilbert [27], Chapman-Enskog [10], H. Grad [22], then made rigorous by
several works such as [5, 12, 8, 30]. At the beginning of the nineties, a systematic
approach was presented in [4, 3]: C. Bardos, F. Golse and D. Levermore showed
that the only possible point of accumulation for the renormalized solutions of (B¢)
when € goes to zero are global weak solutions to Euler or Navier-Stokes equations.
In the case of the Navier-Stokes-Equations, choosing Ma = Kn = ¢ in the previous
scaled Boltzmann equation and performing the linearization F' = F* = M + ¢f¢,
the authors considered the following equation:

e _ e fe 1 e fe
&) O = L+ QU 1),
f0) = fin,
(1.10) Lf=c?(L—cv-V,),
(1.11) Lh = 2Q(M, h),

and showed that if the fluctation profile ¢ converges in some weak sense to some f°
as € goes to zero, then it must write

(1.12) ot z,v) = <p0(t,x) +u%(t, ) - v+ %(MQ —d)6°(t, :c)) M (v),

and the coefficients p° u° and 6° are distributional solutions of (INSF) with the
initial condition

2pin - dein _2pin + d@in)
0.0 90
— (o " Tin py, T Zfin T Tin
(p7u79)|t:0 ( d+2 ) ulrl7 d+2 I
Pin () ::/ fin(z,v)dv, ui(x) ::/ v fin(z,v)dv,
Rd Rd
1
() =5 [ (ol = ) ()
d Rd

Recalling the definition of Section 1.1.2, this means fﬁzo = finwp. Finally, the
diffusion coefficients in (INSF') can be expressed as

= m /]Rd trace(q) (E@)T)dv, K= ﬁ /]Rd oLodv,

where ® and ¢ are the unique functions satisfying

2 d 2 2
o= ("a—vav)ar co=o (T2 1)y
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and orthogonal to the null-space of £ (see [42]), which constists of macroscopic
distributions:

(1.13) N(L):={v+ (a+b-v+c(jvf —d) M(v), a,c €R, be R}

This means that the heat conductivity and kinematic viscosity only depend on the
physical properties of the reference equilibrium M and the collision operator (). In
20, 21], F. Golse and L. Saint-Raymond proved the compactness of these solutions
and thus the convergence. We also mention [33] in which different interactions
between particles are considered.

The derivation of the Navier-Stokes system from the Boltzmann equation in the
case of strong solutions was first considered by C. Bardos and S. Ukai in [5], for
initial data having Gaussian decay. Their approach relied on the properties of the
homogeneous linearized operator £ studied by H. Grad in [22], and on the spectral
study of the full linearized operator £+ v -V, led by R. Ellis and M. Pinsky in [14],
completed by S. Ukai in [41]. They considered (B?) in its integral form

(1.14) [ =Ufu + U5 (5, F9),

where we have denoted

Us(t) := exp(tL%),

(1.15) VLI = 1 [ U= Q). £ i,

and proved continuity bounds (uniformly in ) for U and ¥° in some space of
functions with Gaussian decay, which allowed to prove existence of strong global
solutions f€ to (1.14) through a fixed point argument for small initial data. They
also proved the convergence of U¢ and W¢ as e goes to zero to some U° and W9,
which implied strong convergence convergence of f¢ to some f° satisfying

(KINSF) fO =0+ 1),

and we recall once again that fﬁ:o = f = fiwp. We could call this equation the
kinetic formulation of the Navier-Stokes-Fourier system, as the results from [4, 3]
imply that f9 is the same as (1.12) and thus describes the unique strong solution of
(INSF) (in the sense of Theorem 2).

In [17], I. Gallagher and I. Tristani improved this fixed point approach by consider-
ing the equation satisfies by f&— f°, where f° is known to exist thanks to Theorem 2.
This allowed to consider large initial data f;, for the Boltzmann equation, and thus
large (p%,ul, 09) for the Navier-Stokes-Fourier system, and in particular, showed
that the solution f¢ to (1.14) does not blow up before f° does. We state here their
result.

Theorem 3. Let s > d/2, 3> d/2+1, and fy, € LHS (M~Y?(v)?dv). Denote f°
the solution to (KINSF) with initial data f2 = fi,wp given by Theorem 2 on a time
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interval [0,T). For any small enough € > 0, there exists a unique solution to (BF)
e ([0,1); L Hy (M2 (v)’dv))

where Cp(X;Y) denotes the set of bounded continuous functions from X to'Y, and
it converges to f°
—in LPLPHS (M7Y2(0)Pdv) if fin = fi,wp,
—in L LR HS (MY (0)Pdv) + LYL® (H: + W) (M~Y2(v)?dv) otherwise,
where ﬁ <p<oo.

We also mention works led in similar functional spaces: [30, 12, 6, 25, 29] in which
strong hydrodynamic limits of the Boltzmann equation are considered, and [38, 9]
in which strong solutions to the incompressible Navier-Stokes-Fourier system are
derived from the Landau equation.

The case of strong solutions to the Boltzmann equation in polynomial spaces is not
different because Grad’s decomposition of the linearized operator £ does not have
the same nice properties as in Gaussian spaces. In particular, ¥¢ can not be shown
to be a bounded operator in L L. ({(v)*dv) using the same approach. The study of
strong solutions to the Boltzmann equation for polynomially decaying initial data
was initiated by M.P. Gualdani, S. Mischler and C. Mouhot who constructed in [23]
solutions to the Boltzmann equation for initial data close to a global Maxwellian
(see Theorem 1), or in other words (by a scaling argument), to (B¢) for f, small
and for e = 1. This was made possible thanks to the development of the so-called
enlargement theory started by C. Mouhot in [36] and developped with S. Mischler
and M.P. Gualdani in [35, 23] which (loosely speaking) allows to prove spectral prop-
erties for a linear operator in large spaces under the condition that these properties
hold in a smaller space and the linear operator can be decomposed in a certain way.

In [7], M. Briant, S. Merino and C. Mouhot proved the solutions constructed
in [23] were bounded uniformly in e, and thus, up to an extraction, converging
weakly to a solution of the incompressible Navier-Stokes-Fourier system.

We also mention [2] in which weak solutions to a modified Navier-Stokes-Fourier
system are derived from solutions to the Boltzmann equation for ganular media with
initial data having polynomial decay.

In this work, our main goal is to prove that the solutions constructed in [23]
converge strongly to solutions of the Navier-Stokes-Fourier system, at least when
the initial data is in some of the spaces considered by the [23]. To do so, we
draw inspiration from [7] and decompose the Boltzmann equation into a system of
two coupled equations, describing respectively the evolution of the macroscopic and
microscopic parts of the initial data fi, = IIfi, + fin,1-

— One equation is posed in a “small Gaussian space” and its solution, generated
by the macroscopic part Ilf;,, is shown to converge strongly to a solution of
the incompressible Navier-Stokes-Fourier system, by adapting the approach
from [5, 17].

— The other equation is posed in a “large polynomial space” and describes the
evolution of an initial layer generated by the microscopic part fi, | .
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We also prove that when the initial data f;, is large, the corresponding solution to
the Boltzmann equation exists at least up to the first singular time of the solution
to the incompressible Navier-Stokes-Fourier system with initial data fi, wp.

1.2. Statement of the main result. Before we state the main result, let us define
the functional spaces used in this paper.

Notations 1.3. For any positive Borelian function m, we denote by LP(m) the
weighted Lebesque space defined by the following norm:

(1.16) [f | zomy = |l fm]l L,

and recall that M(v) = (2r)"%? exp(—|v|?/2). We fix in this paper some s > d/2.
For any p € [1,00] and a > 0, we denote the norms

I fllepe == [1F () Lo
I fllge = || fM Y2 (w)”

and corresponding functional spaces

|L,<30H; ’

EP = {f = f(%',U) : ||f||5p’°‘ < OO}? p <oo,

£ = £@0) ¢ flleme <00, £ 0)lnse)® — 0},

|v]—o00

tn
8
Q
I
—N

B = { = f0) il < o0, 15,0l M2 — o)

|v]—o00
We also define the auxiliary norm
g = [

with v being defined in (1.3). Note that the assumption that the function vanishes
for large v in the case p = oo is made so that for any o > 0 and py > 1, the

space ﬂ EP* s dense in £, Finally, for any real interval I and Banach space X,

P=>p1
we denote Cy(I; X) the set of bounded continuous functions from I to X.

Our main result is the following.
Theorem 4. Let p € [1,00] and > d/2+ 1 (and recall that s > d/2), there exists
some o (p) > 0 such that, for any o > a.(p), the following holds. Consider any
initial data fi, € EP®, decomposed according to (1.8):
Jin = finwp + fin1p + fin 1,
1
o (,0) = (o) + () 0+ S(0l? — D () ) M (o).

We make the following additional assumptions depending on the spatial domain:
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~ In the case Q = T¢, we assume (p0,ud,0°) to be well-prepared, that is to

say p + 609 =0 and V, - ud, = 0. With the notations of Section 1.1.2, this

means 1l fin = finwp, or equivalently finip = 0. We also assume them to be
mean-free.
— In the case 0 = R?, we assume (pY,ud 09) € LL.
Let (p°,u°,6°) be the unique solution to (INSF) on a time interval [0,T) (in the
sense of Theorem 2) with initial data (p?,ul ,0°), and define its kinetic counterpart

Pt ) = (2(t) o (t) + (o — (1)) M)

There exists some positive g = eo( fin, T') such that

— for any ¢ € (0,9), the equation (B) has a unique solution
(1.17) f7e G ([0,T); €7 N L7 ([0, T); %),

— the solution splits as

fo= 1+ us +ul, + g,
ui(0) = fin,1, us(0) =0, u (0) = finip,

where uj, us_, u;. satisfy for some C,v > 0 depending only on p,a and f3

g — 52
(1.18) s ()| gna < Ce™ fin, 1 [lgras
(1.19) lim ( sup [Jug, ()] zs | =0,
=0 \ o<t<T
(1.20) us, —* 0, in L°E”,

furthermore, if Q = R?, then ||ugc||LgW;,oo(M_1/2<v>@) — 0 for any q > 2.
~uge =0 tf finp = 0.
Remark 1.4. In the physically relevant case p =1, we have (1) = 3.

Remark 1.5. According to [34, Theorem 1], if the solution to (B®) is bounded
in L°LL ((v)?), the solution to (1.1) is mon-negative if Fy, is. This is indeed the
case since EP* C EY3 whenever a > a,(p), and £ C LLLX ((v)3) C LLLL ((v)?)
because s > d/2.

Remark 1.6. Let us make some comments on the assumptions made on the initial
data

— The mean-free assumption in the case of the torus is a compatibility condition
coming from the fact that if F* = M +< f* relaxes to the equilibrium M, then

1 0
/ fft,z,o) v Jdvde — | 0 ],
Rd xTd |’U|2 t—o0 0
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and we recall that the following conservation laws hold:

1 1
/ fft,zv)l v ) dode = / f(z,v) | v | dvde.
Rd xTd |U|2 Rd xTd |U|2

Thus, we need to assume

1 0
/ fn(z,v) | v Jdodz=1|0
R4 xTd |?}|2 0

— The well-preparedness assumption is made because in the case Q = T, the
acoustic waves generated by the ill-prepared part do not disperse.

Remark 1.7. Suppose the initial data is smooth (i.e. H:*). The part us, vanishes
at a rate /2, and if the macroscopic part of fin satisfies the incompressibility and
Boussinesq conditions (i.e. finip = 0 and thus fi, = finwp + fin,1 ) then u, vanishes
at a rate €. Also, the accoustic part u, is controled by et uniformly in (z,v).

1.3. Notations. We will use the following notations throughout the rest of this
paper. For any Banach spaces X and Y, we will denote Z(X;Y") the set of bounded
linear operators from X to Y, and abbreviate #(X) when X = Y. The relation
denoted A < B is to be understood as A < C'B for some uniform constant C' > 0.
Finally, we will denote the convolution f*g of maps f : [0,00) = X, g :[0,00) = Y
by

Fea = | flt— )9t

whenever the product f(¢1)g(t2) makes sense. For instance, when f(¢;) is an oper-
ator acting on the vector g(ts), or when both are operators and we consider their
composition. We introduce this definition so that, when the semigroup S (t) = et
generated by a linear operator L exists, the Duhamel principle applied to the evo-
lution equation

Owu(t) = Lu(t) + v(t).
takes the simple form
u(t) = Sp(t)u(0) + Sp = v(t)

In particular, when all terms make sense, the following factorization formula holds
for any linear operators L, P:

Spip =SL+SL* (PSrip) .
Furthermore, considering L = (L + P) — P, one also has

St = Si+p — Sp+p * (PSL),
and thus there holds
(1.21) Spyp =S+ SL*(PSpyp) =SL+ Spep* (PSL).
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1.4. Main reductions. We use an idea from [7] and take advantage of the split-
ting of the linearized operator £¢ = B° + e ?A introduced in [23] and recalled in
Section 2.1, where B° + \/e? generates a C’-semigroup uniformly bounded in ¢, and
there holds A € A (51‘”“; Eﬁ), for some p € [1, 00] and positive a, A, 8. This allows
to decompose the unknown of (B%) as f<(t) = he(t) + e5(t) € EP* + EP where the
parts h® and e® satisfy the following system of coupled equations:

1
Oh® =B+ —Q (h,h°) +2e7'Q (W7, €%) , hfimy = fin,1,

(1.22) 1
e — L7+ 1Q )+ SAIE, g = TTfu

We will rewrite this system as a fixed point equation
=(h%,e%) = (h%,€°)

which will be solved using Banach’s contraction theorem. We thus need to define
properly = on some product space X x X and show contraction estimates for both
coordinates h® and e®. This means that we have to prove a priori estimates on both
equations, which will dictate our choice for X and X.

The equation on h® will be studied using an energy method (Lemma 2.6), which
requires coercivity estimates on B° (Lemma 2.1) and bounds for ) (Lemma 2.4).

The equation on € is — up to the coupling term e~2.4h° — the same equation as
in [5, 17] posed in the same functional space. We thus use the same approach and
consider this equation in integral form:

1
e® = U°Ilfi, + U (e, €%) + ;Us * Ah®,

where U¢ was defined in (1.15), so as to rely on previously established results.
Drawing inspiration from [17], the part e® will be constructed indirectly: we need
to identify a sub-part e] such that there holds e® = e] + ¢°, where ¢* - 0in X as ¢
goes to 0 and is what will actually be constructed during the fixed point argument.

— If one neglects the coupling term e~2U*® x Ah®, previous works such as [5, 17]
suggest that e should behave like f04-U dispfin, Where f 0 is the unique smooth
solution to (KINSF') generated by fi, wp on some time interval [0,7") (in the
sense of Theorem 2), and U§,, fin1p = Ugi, fin corresponds to acoustic waves
oscillating with a rate of order 1/e (see Section 3.1 for the definition and
properties of Ug).

— However, the coupling term e ~2U¢* Ah® is not expected to vanish in X, which
will be (a weighted in time version of) L E®, but satisfies (see Notations 4.6
for the definition of 77, 72 and Lemma 4.7-4.8 for their respective estimates)

L e s Ane = Tene 4 TER,
£
7517

pags — 0, (€ —0), ¢g=1,00.
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We therefore define the sub-part mentioned above as i = f° + Ugg, fin + Th*, thus
the pair (h¢, g°) solves the system

1 2
O =Bh 4 —Q (1 h7) + ZQ (1,97 + [+ Toh* + Uiy fn)
(1.23) he(0) = fins,
7 = S°[he] + Ve (¢, ¢°) + D°[h°]g°,

where we have denoted

SEN) = S5 + U (TP + Uiy fins 2f° + TER + Ui fin) + TR,
5= (U = Uiy — U°) T fin + (75 = 0°) (£, £°) ,
O[h7] := 20° (O + TE[hT] + Usip fins ) »

and we used the fact that U, = Uj,IT (see Section 3.1). Note that fi,, f* and T
are fixed so we do not indicate them in the notations above.

1.5. Comparison with previous works. In [7], the authors considered the sys-
tem (1.22) in order to derive estimates on both parts uniformly in €. They choose to
split the initial data as h*(0) = fi, and €°(0) = 0, which allowed to rely on hypoco-
ercivity results from [6] valid for e*(0) small enough. Like in the present work, they
obtained the following control for the coupling term: e 2Ah%(t) = O (E_QG_M‘/ 62)

which leads to a term of order O(1) in Gronwall estimates.

Here, we need to show that e° is not only bounded but converges strongly to f°
as well when e goes to zero. To this end, we use the integral formulation of the
equation on e® which allows to use the spectral study of the linearized operator L£°
led in such works as [14, 41, 18, 43], this is the approach used in [5, 17].

Note that if f;, were purely macroscopic, then it would belong to E# and (1.22)
would reduce to the equation considered in [5, 17]. The latter differs from the
equation on e in (1.22) by the coupling term e~2U¢ * Ah®, which may not be small
in LB but is small in LX®EP + LI EP. This is made possible (1) by the splitting
of the initial data h°(0) = fin1, (2) by generalizing some properties of U¢ known
to hold in E? to the larger space £P®, using the theory of space enlargement from
(36, 35, 23].

1.6. Outline of the paper. In Section 2, we prove coercivity estimates for B° and
bounds for () which we use to prove the well-posedness of the following equation for
given source terms h and g

0 =] + QM+ g).

In particular, we prove the stability estimate required for the mapping = from Sec-
tion 1.4 to be a contraction.

In Section 3, we recall the spectral properties of £ + v - V, from [14, 41, 18,
17], which dictate the asymptotics of the semigroup U® in some Gaussian space.
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We then extend some asymptotic properties to polynomial spaces EP® using space
enlargement theory.
In Section 4, we prove the necessary estimates to solve

g =V%(g,9) + ®°[h]g + S°[h]

for some unique small g when ¢ is small enough using a contraction argument. To be
more precise, we show that ¥¢ is uniformly bounded in e, that ®¢[h] is a contraction
with Lipschitz constant depending on a bound of h and for an equivalent norm
depending on f°, and that S¢[h] vanishes as ¢ goes to zero.

2. STUDY IN THE POLYNOMIAL SPACE

2.1. Splitting of the linearized operator. In [23], the authors present a splitting
of the linearized Boltzmann operator £, defined as (1.11), in the form

L=As+ Bs = —V—i—E(s-f-Ag, o€ (0,1),
and Ay, By are defined by

Asf(e)i= [ @s(MLf M F = ME) o~ vldvdo,
R4 xSd—1

Bafw)i= [ (=) OLLf + M .= ME) o = vuldu.do,

where we recall that v is defined by (1.3), the notations v, v, ¢', g%, g. are defined
in Section 1.1.1, the function ©5 = O4(v, v., o) is smooth, bounded by one on
{lo] <6126 <|v—w,] <6, |cosh] <1— 26},
and supported in
{|]v] < 26715 < v —v,| < 2671, |cosf| <1—6},
where cosf := o0 - (v —v.)/|v — V..
For any p € [1,00], « > 0, 8 > 0, and § € (0,1), the operator As is bounded
)

from L? ((v)*) to L* ((v)? M ~'/?) as can be seen from Carleman’s representation:

Asf(0) = [ hs(w.0) (o) o
R
where ks € C°(R? x RY) (see [23, (4.9)]). By its integral nature in v, it is clear that
(2.1) As - EPY — EP

is also bounded. In the rest of the paper, we will be interested in the scaled version
of Bs together with a transport term, which we denote

1
(2.2) B = 5 (Bs +ev- V).
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Lemma 2.1. Let p € [1,00), there exists ag(p) > 2 such that for any o > ag(p),

if 6 is small enough, Bs is v-bounded with relative bound less than one, and there
holds for any € € (0,1) and h € EP*

hl

-2 o5(p, @)
pRyede < L )z,

(2.3) /R (B h B

UB(pv a) = O'B(]?,O@(S) > 07

where (-,-)gs denotes the usual inner product in H;, and EP* was defined in Nota-
tions 1.5.

Proof. In [23], the authors prove a control on B; in the space E7* by considering its
positive variant:

Bsf(v) = / (1= 6s) (ML f' + M'f] + Mf.) [v — v,|dv.do,
Rd xSd—1
so that one has by the triangle inequality
Hg) )(U)7

and by proving the following estimate! for any o > 2, where 05(1) designates any
quantity that vanishes as 6 — 0:

(2.4 | Bst) @), < (Bs (1

< 1 )9,
e < (@00 + 05(D) 10 15
4

¢p(a) = ((14 T 2)1/p<a _ ]_)1/p"

(2.5) H@f‘

Let us now prove Lemma 2.1: by the definition of Bs and the skew-adjointness
of v -V, in H? for any v € R, one has

h|

/Rd (Bsh-+ev - Vh, h>H; b (v)Pdv
= — |22 +/ (Bsh,h) .,
R4

g—wmw+/nam
]Rd

B2 )P

hl

ws [Pz ()P dw.

Using (2.4) and denoting to lighten the notation g(v) := ||v*/?h(v)|

s, we have

IThis estimate is actually proved for Bs in [23, (4.32)] , but as the authors point out in page 74,
the same estimate holds for Bs with the same proof.
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/ 1s
Rd

p(w)Pdu

< / (v B 17) (g) x g" M {v)Pdw
Rd

PN e

Using the estimate 1p(v) < v(v) < v4(v) and (2.5), one deduces that, under the
condition a > 2 4+ 1/p/, there holds

_H —1/:0 BgV_l) /4

B(LP((v)*)) AL ((v)*))

e
- B(Lr ()= Yo ((0)))
X ”ggl/_l
(e ()
X Hljl/p

H@(LP((v)a);LP((@“””’))

<(2)" (o + 1) + o).

14

To sum up, we have shown

/R (B B [l (o)

(- (—)/ Syl 1/0) + 0s(1) ) 1.

g2 1240

o5(p, @)
= _—Hhngu.

IN

The quantity og(p, @) is positive as soon as a > ag(p) and § is small enough, where
we defined

(2.6) ap(p) := inf {Oz >2+1/p - (?

0

1/p'
)" et 1) < 1} ,

which concludes the proof of the lemma. O

Remark 2.2. Note that the definition of op(p, ) actually depends on the choice of ¢,
but this does not make any difference in the rest of the paper as long as op(p, o) =
o5(p, a;0) > 0, so we do not mention it from now on as to lighten the notations.
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Remark 2.3. The threshold ag(p) is monotonically increasing in p, and in the
cases p =1 and p = 0o, this threshold is simply

2, when p =1,

as(p) = 1+4ﬂ > 5, when p = 0.
Y

2.2. A priori estimates. In this section, we present the estimates necessary to
the a priori study of the equation on A° in (1.23). We first prove a bound for the
collision operator ) (Lemma 2.4), define for functions t — h(t) € £ a norm
which measures the exponential decay and moment gain induced by B¢ in (1.23)
uniformly in € reminiscent of the ones from [2, Section 5.1], and finally we give a
priori estimates for the equation on A® in (1.23) (Lemma 2.6).

This control on @ is inspired of [26, Lemma 2.3] in which the case p = 2 is treated
for hard potentials without cut-off.

Lemma 2.4. Let p € [1,00], there exists ag(p) > 2 such that, for any o > ag(p),
there exists some C' = C(p, ) > 0 satifying

(2.7) 1QU Dl epcrrr < C || fllerellgller= + [ fllezellgllere) ,
and if p < 00,

hl

)y

28 [ Qo

—1
< C(Iflleraligleps + N flleg=lglere) [Rllgpe,

Proof. In this proof, we denote ¢ := p’ so as not to cause confusion with the pre-
collisional velocity notations v, v., and we define the threshold

) k)

(2.9) ag(p) =2+ g

Step 1: Main reductions. First, note that the algebra structure of H; implies

QT (f(v), 9(v)), h(v))

v = v (f (v)g(v2), h(v)) mz du.

Rd

< )l [ 10 = L)) .
< W@l @ (1@l gl

The same estimate holds for ()~ thus, denoting

S
o3,

Fv) = [l f(0)llag, G(v):= llg(v)l

m(v) == ()%,

S
HE,

it is enough to prove
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QF, ) H ' dv| < O (Il 110y 1G5

R4
N vt 1€y ) [0,

where we recall the notation LP(m) is defined in (1.16). Indeed, this control will
imply

— (2.7) for H(v) := ||h(v )||H and r = 2, by duality,

— (2.8) for H(v) = [|h(v)]|% Yand r = p.

To do so, we only need to estimate the integral coming from Q~:

Q (F,G)Hm dv
Rd

and the one coming from Q*. For the latter, we use the following estimate from [1,

(2.1.13)]:
|m —m/| < sin (g) (m’ + (1) (0")*7" + sin (g)al mi) ,

where we recall the notations m' := m(v'), m, := m(v,) and m/, := m(v.). We will
use it under the simpler form

m S m'+ ()W) +mlee,

S /|U — v || Fy||G|| H|m"dvdo, =: 1,

which suggests the splitting

QT (F,G)Hm dv| <

/ v — || FY)| G| /"~ dvdos,do

]Rd
+ [ o= el FIGIHI )t dvdv.do
+/\v — v |F |G| H|0m. m" dvdv,do

:IIQ + 13 + I4.

Step 1: Estimating 11 and I3. We start by using the fact that
[0 = .| < (W) (v.) < ()P () w.),

which implies the following for I;:

L5 [ (IGlm)) ({Hlm0)7) do [ IF.|(w,)do.

(2'10) Sz HGHLP(m<U>1/P> HHmT l/qHLq HFHL1 ((v))
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where we used Holder’s inequality in the last line. We deal with I3 in a similar
fashion, using |v — v,| = [v/ — V| =< (v])(v'), which yields this time

*

Ly S NG o oy ] 1E ().

Step 2: Estimating I,. We use the following identity, which is a direct consequence

of (1.2)

1 —cos6
2

v — v =o' =] = o — ]

and thus
[0 = v.] < o' = o VPlo = o [V9 < (W) P (o) V().
From this and Holder’s inequality, we get the following control on I:

1/p

p
I, < { / <<v;)1/P|F;\1/P|G’y<v’>1/f’m’) dvdv*do}

q 1/q
X /<<v;>1/q\F4|1/q|Hl(v)l/qmr_1> dvdv*da} .

Using the change of variables (v, v,) +— (v/,v)) in the first integral and v, — v/ in
the second, whose respective Jacobian determinants are
d(v,vy) dv’,
d(v’, vl) dv,

B 1+ cost
— 2 ,

)

we obtain the estimate

P 1/p
I < { / ((U*>1/p|F*\1/p|G\<U)1/pm> dudu*}

q 1/q
X /((U*>1/q\F*|1/q|H|<v>1/qmr_l> dvdv*da} :

We conclude that I satisfies (2.10) using again Holder’s inequality on each integral.
Step 3: Estimating 1,. We use this time the bound

1 —cost

sl — o S0 -,

o — ] =

which yields
[0 — o SOV — o[V — ol Y7 S 07V (W) P () .

Plugging this estimate in I, we get
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us/w*%@meW%wWﬂOMm H0)*/*) dvdv.do

5(/%*“W«@MYUWW&W@}dwmw>W

1/q
x ( / oo~/ ()| G)' (1 H|m ™ w) /) dvdv*da>

where we used Holder’s inequality. Using then (v, v.) +— (¢v/,v)) in the first integral

dw,
and v" — v, in the second one, which is such that F‘ < 672, one gets
v

1/q
/ r— q o—
I4 < ||G||1/p )HFHLP(m(v)l/P) X (/(<U>|G|) <|H|m 1<U>1/Q) /9 (3+1/q)d0'dvdv/) .

Recall that 6 is the angle formed by (v — v,,0). We need to rewrite the o-integral
in terms of v and v' before rewriting it in spherical coordinates so let us consider
instead the angle ¢ formed by (v — v/, o). The following relations hold:

T—0 v—

b="20 cost=

o=

We then bound I, as

I, ,S </(ﬂ_ B 2w)a-(3+1/¢1) Sinqu_de) X ||G||L1((U>)HF”LP(m(v)l/P) HHmT—1< 1/QHLq

Because of the assumption on «, we have a«—(3+1/¢q) > —1, therefore the singularity
is integrable and the integral converges. Finally, we have that, for some positive

C'0 = Co(Oé),

L < CollGll o umguyrso 1" 00|y I 2y
—a 1 r
< Coll ()G ooy 1D [P
The conclusion follows with C' = Co\|<v>(2_a)q|]i/1q, which is finite because the as-
sumption on « implies (2 — a))q < —d. O

We now prove the a priori estimates for the equation on A® from (1.23), but first
let us introduce a norm which measures the exponential decay and the moment gain

induced by B°.

Notations 2.5. For any p € [1,00], @ > ag, 0 € (0,03) and € € (0,1), where ag
and op are defined in Lemma 2.1, denote the functional spaces

XPe? =G, (10,T); EP*) N LP ([0, T); EL),
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where Cy is defined in Notations 1.3, T in Section 1.4, and endowed with the norm

1 2 p o — 0 t 1.2 p
Rl pao = s = (e h(t) || g ) + / TV M) ||gre ) At ],
1211 ongK 1r(@llere)” + == | ("I lep)

if p < o0, and

e 0]

0<t<T

goo,u

otherwise.

Lemma 2.6. Let o > max{ag,ag}, 0 € (0,05), 5 > 0. Foranyh € L™ ([0,T);EP*)N
L ([0,T); EP) and g € L>=([0,T); EP), the evolution equation

_ _ 1 1
oh = B°h + gQ(h, h) + EQ(h, 9),

h(0) € EPe,

has a unique solution h € XPo . Furthermore, it satisfies for some C' = C(p, a, 5)

e (I

as well as the stability estimate for any pair of solutions hy,hs and corresponding
source terms hyi, g1, ha, go:

(2.11) ||| xpe < CeIR

e ol ) + IFO)lne

|71 = ha|| ypar <Celhy = ha| ypae ( 17y + ha| xp.er + HngLgOEB)

(2.12) +Ce [[hall xpe |91 = gall e e + 1h1(0) = P2 (0) [ en.

Proof. We will denote in this proof &, = XP*7 & = EP £, = EP to lighten the
notations. As the constant C'in Lemma 2.4 is such that limsup,, ., C(p, @) < o0, it
is enough to assume p < oo first and conlude the case of p infinite by letting p — oco.
We will only prove (2.11) because the stability estimate (2.12) comes from similar
calculations.

We start by assuming p < co. Applying (2.3) to the identity

d/ — _
G (FE) = [ (om7),,

we obtain the differential inequality

h|

b (v)Pdo,

d<1— ) OB, 5+
— [ 2RI~ 2RI
7 GIEIE ) + 2RI,

< 1 /Rd (Q(h.h) + Q(h, g), 1) .

9

hl

n2()Pdy

C —1p—
< il Nnlle, + Il Nglle + Imlelgle, | 1B
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where we used Lemma 2.4, from which the constant C' = C(p, «) is from and satisfies
limsup, ., C(p, @) < oo. Multiplying both sides by exp(tpo/e?) (recall o € (0,05))
and using the continuous inclusion E? C &, we get

dlg 25 o —0 , 2,5
G (e Rl ) + 225 Zemi= e,
C
9

ot/e? ot/e2 |1 p-1
< = (Il +llgllzs) (7= IRl ) (/= |Blle,)"

Integrating and using Holder’s inequality with the exponents (oo, D, z%)’ one gets

— C
7, < S (m

t 1/p
ot! /&2 p
v +lliges ) x sup {(/ﬂ(et/ I, ) o )
0

0<t<T

x([@”ﬁmwwfwf;}

from which we deduce

_ C i (B
717, < S (bl + ol e ) (2 I005) 7 (2 RIE,)
< Ce( Wbl + lgllzsn ) Il I
This concludes the proof. O

3. BOUNDS AND ASYMPTOTICS OF THE SEMIGROUP

In this section, we establish integrability properties and asymptotics on the semi-
group U¢, necessary to prove the vanishing of the coupling term e2U¢ % Ah?
in LIEP + L®EP (Lemmas 4.7-4.8) and the vanishing of the source term S¢[h¢]
from (1.23) (Lemma 4.10). This will require to generalize some estimates proved
in [17, 5] in EP to the larger space £7%. To do so, we draw inspiration from the
factorization techniques used in [5, Section 5], using this time the splitting of the
linearized operator L recalled in Section 2.1. For the sake of completeness, we prove
some results already present in [5, 17].

3.1. The eigenprojectors and partial semigroups on the Gaussian space.
Let us first recall the spectral study originally led in [14] for hard cutoff potentials in
the space L? (M -1/ 2). We also mention the founding paper [37] which has initiated
the study of the spectrum of the linearized Boltzmann operator, and such works as
[18, 43, 39] in which these results were partially generalized.
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For a family of operator (7'(§))¢cre acting on the v-variable, we define the Fourier
multipliers 7'(D) acting on functions u = u(z,v) by

—

T(Dyule, ) = (T(Ea(E. ) ) (),

where u — u represents the Fourier transform with respect to the variable x € Q.

Note that such operators commute with D = —i% and any Fourier multiplier f(D).

Spectral decomposition and expansions in Fourier space. According to
[18, Theorems 1 and 2], there exist r > 0 (which can be assumed as small as
necessary) and a = a(r) € (0, 1), where 1y was presented in Section 1.1.1, a family

of projectors (Pb(? (& ))&Rd uniformly bounded in 8 (L2 (M /%)), complex numbers
(Aj(&))eere, and closed operators (L4())¢epa in € (L3 (M~Y2)), with j = —1,...,2
and ¢ = 0,1, 2, such that the following spectral decomposition holds in Fourier space
for any ¢ € R%:

(3.1) Ltiv-€= Z A (E)P 5(€) + Ly(8),
j=—1
(3.2) P, Ly = LyP,; =P, jPor =0, j#Ek,

and the operator £4(£)+a generates a bounded C%-semigroup, uniformly in . These
eigenprojectors and eigenvalues expand around & = 0:

(3.3) A(6) = AD1el AP 4 O(leP), AP e iR, AP <,
£

(3.4) Poi() = <M@HW”>E:F

and the zeroth order eigenprojectors sum to the L2(M~'/2) orthogonal projection
on the null space of L:

(3.5) = Z P ().

j=—1

In [18], the projectors P, ;(§) and eigenvalues A;(€) are actually defined for small
frequencies |¢| < r, we assume here for simplicity that they are defined for any ¢ € R?
but vanish for || > r, and we denote y the characteristic function of {|¢| < r}.

Transposition to the physical space. Let us denote by H the following weighted
Sobolev space:

(3.6) H:=L*H’ (M*W) = H3L2 (M)

endowed with the norm
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117 = /Rd , ‘f(&,v)f (€)M~ (v)dvdg, if Q =R?,

11 = Soter [ [Fen| s waw. it =1

geza

Following the previous spectral decomposition in Fourier space, we define for the
scaled linearized operator €72 (£ + icv - ) the approzimate hydrodynamic projector
and associated partial semigroup:

(3.7) Si= ) P(eD),

j=-—1
2
(3.8) Us :=UP; =P{U° = > exp (t\;(eD)/e’) P,;(eD).
j=—1

Since the operator £ is non-positive on L2 (M~/?) (see [42, Proposition 2.11])
and v - V, is skew-adjoint in H? for any v € R? the scaled linearized opera-
tor e 2 (L + ev - V,) is non-positive and thus U® is a contraction semigroup on H.

We deduce by the uniform bounds on Pb(? (€) that for some C' > 0

1P5ler) < €
(3.9) 105 (Dl 2y < C-

We also define the complementary projector and partial semigroup:

P; = 1d - P,
U; == UP; = PU® = exp (tLy(eD)/e?).

By the boundedness of Pf and the fact that £4(D) + a generates a bounded C°
semigroup on H, we may also assume that the constant C' is such that

1Pl ) < C

(3.10) Uz < Qe

O]y
Asymptotic behavior of U;. The coefficients in the expansion of the scaled eigen-
values \;(§) and the corresponding eigenmodes indicate (see [14, 18], [17, Proposition
A.3] and [42, Remark 2.2.12]) that, for j = 0,2, the eigenvalues correspond to the
diffusion terms in (INSF), and the projectors to the corresponding subspaces of

macroscopic distributions <p(m) +u(z) v+ 2 (v = d) )M(v):
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e 2\(eD) = —)\(()Q)Ax = kA,

Poo(eD) = Pb(’%) (IND) = H-orthogonal projection on p + 6 = 0,
e2\(eD) m —APA, = pA,,

Pyo(eD) =~ PbOQ) (5) = H-orthogonal projection on V, - u =0,

where we recall that p and x are respectively the kinematic viscosity and thermal
conductivity of the fluid represented by M, and D is the pseudodiferential operator
associated witjh the symbol {: ¢/|€|. This means that 77;%) (5) + Pb(g) (5) is the
projector on well-prepared distributions defined in (1.9), and also that we have the
following expression for the semigroup of the incompressible Navier-Stokes-Fourier
system in its kinetic formulation (KINSF), presented in [5]:

(3.11) U°(t) = x4 P (D) + em2PY) (D) ,

(3.12)  WO(t)(f.g) = / U (t—t) (P (D) + P (D)) Q(f(t), g(t)) dr"

Similarly, for 7 = £1, denoting c the speed of sound in the gas represented by M,
we have the following asymptotics:

e 2\ (eD) ~ £ ¢9|Dy + KA,
POED) + PO, (D) ~ <0)( B)+ P, (D)

=H-orthogonal projection on
ill-prepared macro. distributions.
We define the semigroup Uy, corresponding to these acoustic waves through
B13)  Usy(fe e = D0 (B) 4 E0ip® (B,

so as to highlight the presence of the wave operator. Using the notations of Sec-
tion 1.1.2, the orthogonality relation (3.2) implies that

UOUgiSp = Ugisva0 = 07
(314) Uof = UOfin,WPv Ugispf = Ugispfin,IP

These hydrodynamic semigroups U° and Usisp Were shown in [5] to drive the dy-

namics of U, which is made explicit by this next lemma adapted from [17, Lemma
3.5]

Lemma 3.1. For any 3 > d/2 and f € EP, there holds

oy (sup (9172 (05(1) — U°(0) — Uiy (0 ) 117

e—0 t>0

)-0
EB
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Proof. Recalling that U; = U® — U (our notations are consistent with [17]), this
lemma comes simply from a density argument applied to [17, Lemma 3.5, (3.12)-
(3.13)] which we explain for clarity. This is possible because of the finite-dimensional
(in v) nature of IIf:

1
(3.15) If(x,v) = (pf(x) +up(z) + 3 (|U!2 - d) Gf(x)>M(v),
where pg, us, 0 are H functions and thus can be approximated by smooth functions.

O

Let us also recall that the authors of [5] proved that ¥¢(f,g) — P°(f,g) in a
weaker topology than that of L E? and those of [17] proved it when f = g = f°
by using the properties of the limit system (INSF), we cite [17, Lemma 4.1] here

Lemma 3.2. For any 8 > d/2 + 1, there holds

lim < sup xao(t) H\Pe(foafo) - \IIO(fO:fO)HEﬁ ) =0,

£=0 N o<t<T
where xq(t) = ()14 if Q = R?, and xq(t) = 1 otherwise.

Finally, the acoustic part was shown in [17] to be bounded, decay for large times,
and vanish in a weaker topology when the domain € is the whole space, as explained
by this lemma.

Lemma 3.3. For any 3 > g, there exists C' > 0 such that

(3.16) Udisp () f 28 < Cl.f[] s
(317) (0N (0l < C (17 g ooy + 110
furthermore, if @ =R and f is a Schwartz function, there holds for some Cy > 0
d—1
. e\ 7
(3.18) Ui | pzowees(pnsny < Cr (5)

Note that the estimate (3.16) comes from (3.13) and the fact that Pb(oi)l <5) fis
a linear combination of functions of the form

(/Rd(f(v*,.),9>H;P1(v*)M<U*)dU*)P2M

for some polynomials P, P, and ¢ € H:. The estimate (3.17) is [17, (3.25)],
and (3.18) is a direct consequence of the last estimate of [17, p. 587].

3.2. Spectral properties on the polynomial spaces. We now extend some of
the properties of UF proved on #(H) in [17] to % (£€7*; E®). This will be made
possible using factorization techniques with the Gualdani-Mischler-Mouhot decom-
position £ = A+ B and Grad’s decomposition (see [22, 42]):

(3.19) L=-v+K



164 CHAPITRE 5. FROM BOLTZMANN TO NAVIER-STOKES-FOURIER

FIGURE 1. Spectrum of % (L +¢cv - V,)

| Aaleg)/e

Ao(e€)/?, Aa(e€) /€

y A_1(e€)/e?

-2 +iR -5 +iR 1R
The horizontal eigenvalue branch corresponds to (INSF). The curved branch,
which gets closer to the imaginary axis as € — 0, corresponds to the acoustic

waves. The hatched part may contain spectral values, and the solid part is
included in the spectrum.

where v was defined by (1.3), and K satisfies the following regularization property:
(3.20) VB >0, K € #(H;E°)n % (E"; E°').

As a first step, we will study operators RS and R; (Lemmas 3.4 and 3.6) which
appear in factorization formulas ((3.27) and (3.31)) for P, ;(eD), this will allow
to prove boundedness properties (Lemma 3.5 and 3.7) for the coefficients in the
expansion (coming from (3.3))
0 (7 1
P, (D) = b(J.) (D) —I—€|D|73b(7j)(5D).

These properties will be used to prove bounds and asymptotics on Uy and Uy (Lem-
mas 3.8-3.10).

We recall that ag, A, B, B were defined in Section 2.1, and that
, 1

Lemma 3.4. For any p € [1,00], @ > ap, j = —1,...,2, the following operator is
well-defined and bounded uniformly in e € (0,1):

€ 1 - e\ —1 «a
RS = 6—2./4 (e72X\;(eD) = B°) " x(eD) € B (EP*; H),
where the inverse is to be understood on the range x(eD)EP®. It expands as
R; = —AB™' +¢|DIR",

with R?l € B(EP*; H) uniformly in € € (0,1), and every term commutes with D.
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Proof. In this proof, we drop the subscript j and denote

erz = x(eD)er = {fe e Jle)=0itcle] > x,
T :=cv-V, — \eD),

so that the regularizing operator rewrites

(3.21) RE=—A(B+T°) " x(eD).

In the two first steps, we will prove the following properties:

(3.22) Bv~! is invertible on Ef}? and its inverse is bounded by ¢ > 0,
1
2 Tv™ o
(8.23) 175 e = 5
(3.24) T° = ¢|D|T*" and ||T>'v 1}\5%(55/@ <e

and then use them in a third step to prove the lemma.

Step 1: Proof of (3.22). According to [23, (4.33)], B — v is v-bounded with relative
bound less that 1 (see Lemma 2.1), thus,

Bvt=1d +(B-v,
which implies (3.22) because ||(B — v) V‘lH%,(gp,a) <1.
r/e

Step 2: Proof of (3.23) and (3.24). By (3.3), T°v~! is a Fourier multiplier in
whose symbol is of the form

A 22|¢2
—igg— = |£|+O( ‘ﬂ)

=da(§3—3i+0@m0

T¢ = ¢|D|T5.
we have by definition €]§| < r, it is then clear that the

so there holds indeed

Furthermore, on Ef/’ "
operators T°v~* and T='v~! are bounded on 7 z‘ uniformly in e € (0,1). Finally,

up to a reduction of r, there also holds [|T¢v 1||J(5p ) < 1/2c.

Step 3: Proof of the lemma. Because of assumptions (3.22) and (3.23), the following
operator is well-defined on €% and bounded by 1/2vy:

B+T) " =v (Br 4+ T )
Combined with (3.21) and the regularization property (2.1), this yields the bound-

edness property R® € A (EP*; H) uniformly in ¢ € (0,1). Let us now tun to its
expansion; there holds on &¥ /g‘
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-1

B+T5) ' =B1+B! (T°v™") (Bv '+ Tv)
=B+ DB (T ) (Bt + T )
=: B +¢|D|S",

where S° € 2(&;7) uniformly in e € (0,1). We deduce that

-1

Re=—A(B+T°)" x(D)
= —ABx(eD) +¢|D|S*x(eD)
= —AB + ¢|D|R*,

where we let
R = Sex(eD) + (¢|D|) " (Id — x(¢D)) AB~Y,
which is a bounded operator in virtue of the inequality 1 — x(g&) < ¢|¢|/r.

Lemma 3.5. For any p € [1,00] and a > ap, there exists C > 0 such that

(3.25) IPoi(eD) flly < Cliflleve,

(3.26) [PReEnis| < cliflene.

where we recall that H = L2HS (M~*/?).

Proof. From the relations (3.1)-(3.2) and the splitting £° = ¢~2A + BB°, there holds

P, j(eD)LF =P, ;j(eD)e*N;(eD) = P, ;(eD) (e A+ B°),
which can be rearranged as
P,j(eD) (e7?X;(eD) — B°) = e *P, ;(eD) A,
and thus the following factorization formula holds:
(3.27) Pbyj(eSD) = PbJ(ED)'R;,

where RS is that of Lemma 3.4. Thanks to the boundeness of Rj proved in
Lemma 3.4, and the boundedness P, ;(¢D) € ZA(H) recalled in the beginning of the
section, we deduce that, uniformly in € € (0, 1), there holds P, ;(eD) € # (EP*; H).

Furthermore, injecting the expansion from Lemma 3.4 and the one of P, ;(¢D)
n (3.27), we get

P, (D) = —Pb(g) (5) AB™1
+5\D1<P(” (eD)R; + P (D )R§1>,

and thus, identifying the first order coefficient, we have
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PU (D) = PV (D) RS + P (D) R

Since Pb(}j) (eD) € A(H) uniformly in €, we conclude that Pb(}j) (eD) € B(EP* H)
uniformly in ¢ € (0, 1) thanks to Lemma 3.4.
U

Lemma 3.6. For any j = —1,...,2, the following operator is well-defined:
R =K (\j(eD) —v+ev-V,) ' x(eD),
furthermore, it expands as
RS = —Kv™' +¢|D|R,
where each term commutes with D and for any B > 0, we have,
RS, R € #(H;E°) N % (E% E°H)
uniformly in € € (0,1).

Proof. This result can be proved in the same way as was Lemma 3.4, but using
Grad’s decomposition (3.19) and the role of A (resp. B) is replaced by K (resp. v).
U

Lemma 3.7. For any p € [1,00], >0, a > ag, there exists C > 0 such that

(3.28) 1P, ;(eD) fll o < Clifllere,
(3.29) |Pe ey, < Cllflene.
in particular, we have thanks to (3.7) that

(3.30) IP5fllss < Cllfllere
Proof. First, note that by Lemma 3.6, there holds

(Re)'™ = (~Kv™")"* +¢|D|RS € B (H; E°),
R € B (H; E"),

uniformly in € € (0,1). One shows a factorization formula in the spirit of (3.27),
which iterated gives

(3.31) Py;(eD) = (R5)" Py (D).

We get (3.28) by combining the bound of (R5)'** and (3.25). Let us now inject the
expansion of (R5)'*# and P, j(¢D) in the previous relation:

P,;(eD) = ((~Kv™)* + | D|R) (P (D) + €| DIPL) (D))
:(—Ky_l)HﬂPb(g.) <5)
+e|D| (-Kv )PP (eD) + REP, ; (eD))
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which leads to the identification

P (eD) = (~Kv )P (D) + R, (D).
where we have
(3.32) (R)"7P,;(eD) = P,;(eD) € B (H; EP).

uniformly in € € (0,1). Once again, we get (3.29) by combining the bound of ]:?j
and (—Kv~ )" = (R5) _ with (3.26).

le

O

Corollary 3.8. Foranyp € [1,00], 5 > d/2 and o > ag, there exists C = C(p,a, [5)
such that

(3.33) 1U; () fllzs < Cllfllgpa,
(3.34) U5 () f s < Ce | fl o

Proof. Estimate (3.33) comes from the combination of (3.9) with (3.30). To get
estimate (3.34), we apply the Duhamel formula (1.21) to Grad’s decomposition
(3.19):

1
Us = 5° + —255 x KU®,
€
where we denoted

Se(t)h(x,v) := exp (6_2t(—y +ev-V,)) h(z,v)

_v(v)t

(3.35) =e < h(x —vt,v).

Compose from the right with P§ to get by the definition of Uf
€ € 151 1 € €
Note that in both cases X = H or E7 (where v > 0), we have thanks to (1.4)

l/ot
150 L) < exo (~22)

which implies in particular

I L[
5 IS0l s 5 [ emFas,
0 0
1550y S 1

Combined with the regularization property (3.20), we get
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€ € 1 ! € €

—vpt/e? 1 ! —v(t—t')/e? €
Sl 55 [ € U ey .

and also for any v > 0

1 o0
UEOF | s S NS“ Ol + 5 / 155 = Ollagy U E)F |, A

—ypt/e? 1 ! —vp(t—t')/e2 €
S gt 5 [ U e

Using the following relation valid for any a,b > 0,

t
/ pmalt=t) b g« & T
0 ~ |b—d

one gets by induction on 7, and using (3.10) as an initilization, that
£l S eI fllgs + e ™= £

We conclude to (3.34) using the continuous inclusion £ C H as 8 > d/2. O

— min{a,b}t

Lemma 3.9. For any p € [1,00], 5 > 0, a > ag, there exists C = C(p,a, ) such
that for any f € EP*

€ . £
U5 () (14 = 10) fll s < Cmin {[|f lene 775 Fllenes el Vs ene |

Proof. First, recall that we have from (3.3), and from (3.2) and (3.5) that

Poj(eD) =P (D) +e|D|P)(eD),

b,j

O _ 0 _ p0)
IPbﬁ]H*H’Pb’j - b7j,

therefore, there holds

et)\(SD)/g27Db’j (ED) (Id o H) — et/\(ED)/82€|D|7Db(71]‘) <<€D) (Id _ H) .
Thanks to (3.29), we deduce the two estimates
oo Wl

Ve fllgre-

A(B)

PEDNEP, (D) (1d — 1) f|| S | x(eD)e|Dle e

NPVEP, (D) (1d ~ 1) f]| | S [lex(ep)en e

The operators x(eD)e|D|eP)/e* and y(eD)etMeP)/e* are Fourier multiplier in z,
and (3.3) implies that Re \;(£) < —c[¢]? for some ¢ > 0, thus, recalling that x is the
characteristic function of {|¢| < r}, we have on the one hand
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HX<€D)€|D‘€1‘)\(€D)/S2

S sup
B(EP) leg¢|<r

_ €
< mln{m, 1},

<1.
B(EB) ™

gge—ctm?’

and on the other hand
HX(&_D)et/\(sD)/sQ

These estimates yield the conclusion thanks to (3.8). O

Lemma 3.10. For any p € [1,0], a > ag, f >0, there holds for any f € EP®

(3.36) i sup (1) U5 (1) (1d ~ 1) £ = ) =0,
e—0 ;>0
(357 iy sup ( (1205 ()11 ) = 0.

Proof. First, note that ag(l) = 2 and ag(occ) > 5, thus, when p = oo, there is
some o/ > 2 such that £ C £ continuously, so we assume p < oco. Second,
since Lemma 3.9 implies that

&) 2105 (8) (1d —10) fllgs < [Ifllere,

it is enough to check that the convergence holds on a dense subset of £P“ for
instance C° (R, x €2,). This is indeed the case for (3.36) thanks to Lemma 3.9.

The proof of (3.37) is similar, one just needs to notice that

(&)U (1L f || gs = (O UF () PEILf | s
S () 2 PIILF | s
S HP5 = T TLf{[ -

Moreover, we have from (3.4) and (3.5)

so by a similar density argument as in the previous step, one shows that (P; —1II) ¢
vanishes as € goes to zero for any g € £P*, which concludes the proof.

O
4. STUDY IN THE GAUSSIAN SPACE
Let us define the threshold appearing in Theorem 4 as
(4.1) a,(p) := max{ag, ag} + 1,
where g, ap are defined respectively in (2.9) and (2.6). In particular, a, (1) = 3.
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In this section, we prove the estimates necessary to the study of the equation
on ¢° in (1.23). Namely, we show that g — U*(f,g) (Lemma 4.2-4.4) and ®°[h]
(Lemma 4.9) have small operator norms in several cases (depending on f). Following
the idea of [17], the particular case of f = f° being the solution to (KINSF) will
be dealt with by introducing an equivalent norm, which we introduce now. Several
results are already present in [17], we prove them for the sake of completeness.

Notations 4.1. For any A\ > 0 and f > 0, we denote Xf the set of continuous
functions g € C, ([0,T); EP) satisfying ||g||X§ < 0o, where

Il == sup A Nxa()g(®)lg:
0<t<T
t
A = e (=2 [ IP@E,ar).
0

and we denoted xq(t) == ()4 if Q = R?, and xq(t) := 1 otherwise.
The function ¢ — || fO(¢)| gs lies in L N L? according to Theorem 2 and thus, in
particular, in L3 (any ¢ > 2 would suffice but we chose the smallest admissible integer

for clarity, see Remark 4.5). This norm therefore satisfies for some C' = C(\) > 0
and any f € X f

1
(4.2) [ fllzeems < lIxafllrems < c 1fllxs < Clixafllzyees,

showing that f — [[xafllregs and f — [/ f]] ¢ are equivalent norms. The factor A

allows not to assume f° (and thus fi,wp) to be small thanks to the relation

(4.3) At V) /0 A, d <A

and the factor yo makes the bilinear operator W¢ bounded.

Lemma 4.2. For any A >0, f > d/2+ 1 and w > 0, there holds for some positive
constant C = C(\,w)

(4.4) 195(F )ls < 1 FlLs Dol

(45) 195 )l < =l (s =00 ).
0<t<T EB

Proof. Step 1: Reductions. Using the same notations, a factorization similar to the
one used in the proof of (3.34) holds:
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V(f.9) = ZU° 5 QUf.9)
- %5“: «Q(f.9) + ;1235 « KU® = Q(f.9)
(16) = Wj(f.9) + 5% KV(f.g).

Again, denoting (X,Y) = (E7, E"™!) for any v > 0, or (X,Y) = (H, E°) (where
we recall H = HSL? (Mfl/z)), the regularization property K € £ (X;Y) and the
decay of S° imply that:

t efzxo(tft’)/z-:2

[xaS** KOS9l S (mw |~

5 82||XQ\IIE(f7 g)HL;’OXJ

where we used Lemma A.1 in the second line. By induction, it is then enough to
prove

(4.7) XV (f, 9 lzeps S [Ix¥o(f, 9l ps + X (f, 9)ll 5o

Step 2: Estimate of ¥§. Note that for any h = h(x,v), by (3.35), one has

dt') Ix¥e(f, )| Lo x

1S5 (&) h(v)ll1; = exp(—v(v)t/e*)|| ],

thus, we have
]_ t ! 2 / /
O IW5(F,9)(t. )z < 2(0)"xa(t) [ e O EQUfg) (¢ 0) s

0
]_ t ! 2 / / /
< 2xal®) [ OO ()] gt ol
0

1 t eil/(v)(tft,)/EQ <U>
<[ =xalt dt’ oo o0
> <€XQ( )/0 xal(t)? ||XQf||Lt EBHXQgHLt EB

where we used in the second line the following estimate from [17, (B.5)]

1QU Pz S Wl llgll e

The factor between parenthesis is bounded uniformly in ¢, ¢ and v by Lemma A.1
and (1.4), therefore we obtain

(4.8) x5 (f, Q)HLSOEB S EHXQJCHLfoEﬁHXQgHL;"’Eﬁ-

Step 2: Proof of (4.4). Recall that the microscopic laws of elastic collisions im-
ply IIQ = 0 (see for instance [42, (1.2.7)]), thus one may write
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V(f.) = TUS Q(f.0) = W+ Q(F.0),

1
We = -U°(Id — ).
S

By using the decay estimate [17, Lemma 3.2 of W* then the bounds [17, (B.5)-(B.6)]
on Q(f,g), one has

Wt = )QUE), 9Nl S Xalt = OVQUE), 9N sz (ar-172)
S Xa(t =) psllg(t)lps-

where we have denoted for some o > 0
_ t_1/26_0t7 0= Td,
(4.9) Xa(t) == {t‘l/Q(t)—d/“, Q=R

We thus have the control

t
(£l S [ IxaOW = £)QUE). ot ot
0
t > !
Xo(t — 1)
< (xal) [ 2252200 ) 1o i sl
S ||XQf||Lg°Eﬂ||X99HLg°Eﬁa

where the last line comes from Lemma A.2. Combined with (4.8), this yields (4.7)
hence (4.4).

Step 8: Proof of (4.5). Similarly, we have

0¥ (f, )it < / IxaOW(t — YQUF(F). g(t)) | dF
t > i —wt! g2
< (X9<t>/0 Xa(t —t)e )HXQf||L?°E5(Osup

xa(t') <t<T

Thanks to Lemma A.2 and the control e=#%/¢* < ¢¢=1/2, this implies

o)

ewt'/s2g(t/)

o)

’ 2
Ixe¥e(f, 9 lloserr S €||XQf||L;?°EB< e g(t')

Again, combined with (4.7) and (4.8), we deduce (4.5).

sup
<t'<

0 T

0

The next lemma deals with the part of the source term &° from Section 1.4
associated with the acoustic waves. These waves, generated by the ill-prepared
part fi,1p of the initial data, satisfy dispersive estimates when Q = R? (see (3.18)),
and are absent when Q = T¢ thanks to the well-prepared assumption finp = 0.
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Lemma 4.3. Under the assumptions of Theorem 4, for any A > 0, and § > d/2+1,
there holds

H\Ils (Ugispfinu ) %(Xf) j 0, ZfQ = Rd7

Ve (Usy fins -) = 0, if @ =T

Proof. Note that Ug, fin = Ujip finte by (3.14), so the well-prepared assumption in
the case Q = T? concludes the proof in this case. We only deal with case Q = R? in
the following.

Step 1: Reductions. Let us denote by X the space
' H?, if Q =R3,
':{@mL; if O = R?,
As U§ipfin = Ugigpfingp by (3.14) and fi,p is macroscopic in the sense of Nota-
tions 1.1.2, it writes
0(x)

fin(z,0) = (p(x) +u(z) v+ T(MQ — d))M(v)

for some functions p,u,0 € X. Consider a sequence of C* functions p,, uy,, 0,
converging to p, u, 6 in X, and denote f,, the corresponding macroscopic distribution.
In both cases, there holds thanks to (3.16) and (3.17)

XQ(t) HUgisp(finvIP - fn)HXf S/ Hfin,IP - anLgOXI(@WM—lm) — 0.

n—o0

Therefore, by the continuity (4.4) of W& on X f , one only need to check that for
each n € N,

H\Ija (Ugispfnv ) %(Xf) j 0.

Note that by (3.16), there holds Ug, fin1p € X 7 thus we do not need to deal with U
as we have already proved (4.8).

Step 2: Conwvergence for smooth functions. Thanks to the following bound for @
from [17, (B.4)]:

1Q(f, 9)]

we can use (3.18), thus we have

HyLZ(M~1/2) S HfHLgOWQf"’O((U)ﬂM*I/Q)HgHEﬁ

t > /
e (7€, < 1/2 XQ(t —t ) /)
H\IJO (Udlspfn7g) fo ~ Cfng (XQ(t)/O XQ(t/)(t/)l/th ||gHX§ ?
where C/, is the constant of (3.18) and Y was defined in (4.9). The integral is

bounded uniformly in ¢ by Lemma A.2. We conclude the proof thanks to (4.7)
and (4.8). O

The next lemma shows how the equivalent norm ||-|| s defined in Notations 4.1
A

makes the norm of the operator W¢(f°, -) arbitrarily small when ¢ < 1 and A > 1.
Thisis why we do not need to assume that the well-prepared part of the initial data
(which generates f°) to be small.
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Lemma 4.4. For any 8 > d/2+ 1, there exists a constant C > 0 (independent of \
and €) such that

12, 9l o < C (A2 +¢) llgll o -

Proof. Note that ¢t — A(\,t), defined in Notations 4.1, is a decreasing function, thus
for any positive functions ¢ = ¢(t), ¥ = ¢(t), one has

(4.10) A (oxw) <ox (4090,

which implies that the bootstrap leading to (4.7) is still valid for the norm of X A’B )
uniformly in A:

@I Il S Iy + XA )i
The term involving W is estimated the same way as for (4.8) thanks to (4.10):
157 9)[ 2 S e llgllxs -

The same goes for W¢; the proof of (4.4) leads to the bound

19 p S sp (A Dxalt) [ Talt = O s o) s )

"xalt)Xalt =t ) , ) )
Ssup ([ X2 IO s )

where g is defined in (4.9) and we used the fact that ¢t — A(\,¢) is non-increasing.
The Holder inequality with exponents (3/2,3) yields thanks to (4.3)

“\Ils(f()?g)”)(f 5 )‘_1/3 ||g||Xf )
which concludes the proof. O

Remark 4.5. Note that in the previous proof, we use Hélder’s inequality with expo-
nents (3/2,3), but we could actually use any (q,q') as long as q € (1,2) so that the
singularity of Xqo be integrable.

Let us now study the convolution term ¢~2U*¢ x A appearing in the equation for g
in (1.23). We start by introducing its splitting mentionned in Section 1.4, then we
prove estimates on both parts.

Notations 4.6. For any f = f(t,x,v), we denote

1
Tef = Ui+ Af = P exp (1) (0),

1
Tof = U s Af =T,

where Ug and P} are defined in Section 3.1.
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Lemma 4.7. Let p € [1,00], o > ap (defined in (2.6)), o € (0,08) (defined in
Lemma 2.1), > d/2. There holds for some C' = C(p,a, 5,\) and any f € XP*°

(4.12) ITEF@)|ps < Ce™= || [ ypae
with w := min{o, a}, a being defined in Section 3.1.

Proof. Thanks to the decay estimate (3.34) combined with the boundedness of teh
operator A : EP* — EP, the definition of the norm ||f||, from Notations 2.5, and
the decay of Sge coming from (2.3), we have

1
1750 5 | 505 = A7

+ [|[P555 (8) f(0) | s
BB

1 t _ 4/ 82 —ot! 52
Sgllfllxs/o e 2E TS AL | £(0) lgna | Spe (t)|aere)

S e -
The lemma, is proved. O

Lemma 4.8. Let p € [1,00], a > . (defined in (4.1)), 0 € (0,08) (defined in
Lemma 2.1), 8 > d/2 + 1. For any h € L>([0,T7);EP*) N LP([0,T);EP*) and
any g € L>([0,T); EP), the solution h given by Lemma 2.6 to the equation

_ 1 1
Oh = B°h + gQ(h, h) + gQ(h, 9),

h(0) € EP2,
is such that for some C = C(p,a, 3, \)

(4.13)

(4.14) HT;;ﬁHXf < Cellh

XEP,C{,O' (||h

Furthermore, if hi, hy are two solutions of the equation (4.13) associated with (hy, g;)
and (hg, g2) respectively, one has the stability estimate

wrer + lollxg) + [T5RO)]] o

175 (B = o) || go <Cellby = hallypor (1 + hall gy + llgall o)
+Ce g — 92HX§ |2l yr.ce
(4.15) + U5 (h1(0) —Eg(o))fo.
Proof. In the first step of the proof, which is entirely algebraic, we derive an expres-

sion of 72 h in terms of 2(0), h and g. In the next steps, we prove the estimates (4.14)
and (4.15). To lighten the notations, we denote

X = XPO7, € = £P°, £, = E1°,

where X% is defined in Notations 2.5, and &7, EP* in Notations 1.3. We will
also need the following factorization formula for semigroups (1.21) applied to the
decomposition £5 = B + ¢ 2A:
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1
(416) UE :SBE +_2UE*.ASBE7
€
Spe(t) == exp (tB°).
Step 1: Finding an expression for T2 . Using Duhamel’s formula, h writes
— — 1 1
h = Sg-h(0) + ESBE xQ(h,h)+ ESBE xQ (h,g),

and thus, convolving with e 2U¢ A, we have

1 — 1 —
?Ua x Ah :gUs * ASBEh(O)
1 1
+ —QU‘? * ASBs * (—Q(h, h))
€ 3

1 1
+ ?U‘E * ASpge * (EQ(h, g)) .
Thanks to (4.16), this expression rewrites as

1 — _
gUE x Ah = (U'8 - SB&) h(O)

+(U° —5) + (Lnm)
(= 55 < (200h.0) )

or, in a more compact way
1 — — —_
€

where we denoted

1 1
Al = _ESBS * Q(h, h) — ESBE * Q(hag)a

1 1
A2 = gUa * Q(h, h) + gUe * Q(h,g)
Using the definitions U = P;U®, P§ = Id — P} and Uy = P{U* from Section 3.1,
we deduce from (4.17)
1 — 1 — 1 —
U« Ah =Py | U« Ah | + P | 5U° « Ah
€ € €
— — 1 —
=U;h(0) — P;Sp:h(0) + P; A + P Ay + 8—2U§ x Ah,

which allows to identify 72 as
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TEh =P Ay + PiAy + USh(0).

Step 2: Estimate of TE. According to Lemma 2.6, there holds

14l S e MRl (IAllx, + lgllxs)
therefore, by the boundedness of Pf : £ — E and exp(—ot/e?)xa(t) < 1, one has
(4.18) 1P5 il < e bl (Al + gl o)

To estimate the term Pj A, recall that the laws of elastic collisions imply I1Q) = 0
(see for instance [42, (1.2.7)]), thus, by Lemma 3.9 (because a — 1 > a by (4.1)):

ZIna (075 * QUR)Olle < xa(®) [ (= )72 QUE).HE) s

and then, by (2.7) and because v — 1/p > ag (by (4.1)),

1 t
ZIxe@U; * Q(h, )Ml < XQ(t)/O (t =) 2B grarro B gpa-rmdt!

t
< xal) / (t — )2 () |2t
Using the estimates
Ih(t)]le S e Y= ||h]ly, Set™? ||k

xe(@)[[h(®)lle S A,

we also have thanks to Lemma A.2

Xe )

1
ZIxe®U; * Qh M) ()£ S € IR

2,1»8 (XQ(t) /Ot (t— t/)l/QC(IZ/)l/QXQ@/)dt/)

2
Sellblly, -

By performing the same computation for the term involving g, one can show

(4.19) 195 Aoll s < < el (Il + gl e)

We conclude to the estimate of 72 thanks to (4.18)-(4.19).
Step 3: Stability estimate. To obtain the stability estimates, notice that

- - - - 1 2
Or(hh — hy) = B° (h1 — hz) + EQ (h1 — hg,hqa + ha+ 1) + EQ (h2, g1 — g2) -
By adapting the previous steps, we get the result. Lemma 4.8 is proved. U

This next lemma provides estimates for the operator ®¢[h| which was defined in
Section 1.4 for any h = h(t,z,v) as

O°[h] = 20° (f° + Th + Uiy fins ) -
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Lemma 4.9. Consider p € [1,00], a > ., 0 € (0,05), 8 > d/2+ 1 and A > 0.
There holds for any g € Xf, h € X2 satisfying [|h|| ypor < A

[0 Thlg s < Cont gl
and the following stability estimate

|9 [7n]gr — D[]l s < Copa (Ilgr = gall s + 131 = hal gpae )
for some constant C. x4 > 0 that vanishes as max{e, 1/ \} — 0 with A fized..

Proof. The conclusion is a direct consequence of Lemma 4.4 (for f°), (4.5) combined
with Lemma 4.7 (for 77h%), and Lemma 4.3 (for Ugy, fin). For the same reason, the
stability estimate holds if one notices that

°[h1]gr — ©°[ho]go = P[M1](g91 — g2) + 29° (T (1 — h2), g2).
This proves the lemma. O

This next lemma provides estimates for S¢, which we recall is defined in Section 1.4
as

S° [m =85+ U° ('Tfﬁ + Ufisp fin 1P 2f° 4+ T7h + Ugispfin,IP) +TEh
S5 = (UE — Ulisp — Uo) (fin — fin,1) + (\I’6 — ‘I’O) (fov fo) .
Lemma 4.10. Let p € [1,00], a > max{ag,aq}, 0 € (0,08), f > d/2+ 1, and
any A > 0. For any h € L= ([0,T); EP*) N LP ([0, T); EPY), any g € L>=([0,T); EP)

such that ||9||Xf + |l oo < A, the solution h given by Lemma 2.6 to the equation

Oih = B°h + é@(lu h) + %Q(h, 9);
h(0) = fin,1,
s such that
(4.20) |87 [2] ]| 5 < m-(X A pr ),
where (A, A) — 0 with A and A fixed. Furthermore, one has the stability estimate

(4.21) |85 7] — 3&[%2]“)(5 < CeA (th — hal|ypee + [lg1 — gQHXf) :
where C' = C(p, a, A).

Proof. Step 1: Proof of (4.20). One may rewrite S§ as

S = (U = Uy — Uf —U°) I fin
+ Ui fin
+ (0 —00) (£, ).
The first line vanishes in X7 in virtue of [17, Lemma 3.5], the second one by (3.37),
and the third one by [17, Lemma 4.1].
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The term involving ¥¢ expands as

\IIE(,]-IEE + Ugispfin,Ipa 2f0_’_7'lEE + Uéispfin,IP) -
\IIE (71657 2f0 + 7’1€E + Ugispfin,IP)
+ U (Usip finap, 2f° + Toh + Ugigp fingp) -

The first term is estimated using Lemma 4.7 and (4.5), the second one using
Lemma 4.3.

Finally, the term 72 h is estimated using (4.14) and (3.36). This proves (4.20).
Step 2: Proof of (4.21). Note that

86[51] - 86[52] :Toeo (El - Eg)
+ U° (77 (hy — ko), T7 (R + h2))
+20° (Tf (El — EQ) aUgiSpfin,IP) .
Using (4.15), and (4.5) with Lemma 4.7, we get
I5°(71) = 8° (el 5 < A (171 = Boll e + 191 = g2l 2)

which concludes the proof of (4.21), hence of Lemma 4.10.

5. PROOF OF THEOREM 4

Let us fix p € [1,a], 8> d/2+ 1, and recall that fi,, f° and T are fixed. We now
prove Theorem 4 using Banach’s fixed point theorem. To do so, we introduce the
metric space in which we work:

Lo = 2250 = {(hg) € 2227 % X+ [Mlgpe < 2fiene, s < A,

3 (h,) € xr7 x XY,

g

< 2| finsllenas G0y < A,

Xgp,a,a
[ WSO (e
O =B+ —Q (h.h) + ~Q (7,3). h(0) = fm,L},
endowed with the norm

17, 9)

Note that by Lemma 2.6, for € small enough, this space is non-empty as it contains
for instance (etBE fin.1s 0).

Zane = IPllapee + gl xs -

The map = on wich we will apply the fixed-point theorem is defined as
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= rg//'A,)\,s — %‘A,)\,e» E(hag> = (Ea g) y
_ - 1 2 T
ath = B°h + EQ (ha h) + EQ (ha g+ fo + 7,1€h + UjiSpfin) ) h(()) = fin,La
g = S°[h] + V°(g,9) + P°[h]g,

where we recall the notations

S[h] == S5 + W (TEh + Uiy fins 2f° + TEh + Ugip fin) + TS,
Sg = (Ue - UgiSp - UO) Hfin + (qja o \Ijo) (fo’ fo) ’
O°[h] := 2¥° (f0 + Toh + Ugisp fins ) .

Proof of Theorem 4. We prove in Step 1 that = is a well-defined contraction of Z4 » .
so that the system (1.23) has a unique solution (h, g) by Banach’s fixed point the-
orem. As explained in Sections 1.4, the functions f := h + g will therefore be a
solution of the scaled Boltzmann equation (B). In Step 2, we show that this so-
lution is the unique solution to (1.1) satisfying (1.17). In Step 3, we define the
terms u: and prove they vanish in appropriate topologies.

Step 1: Z is a well-defined contraction. Let (hj, g;) € Zax. for j = 1,2, and denote
their images by = by (Ej, gj) := Z(hj, gj). According to Lemma 2.6 and (4.2), there
holds for some C'(A) > 0

75| gpae < CO( + A) + || fin Ll ere,

HE1 - EQHXSP,%G SO+ Ae|[(ha, g1) — (2, 92)

Furthermore, according to Lemma 4.9, (4.20) and (4.4), we may assume that C(\)
also satisfies

%-A,A,s :

191l o S US*B o + 19955 93) [ xp + 19°[Pg)g5] o

(522) 5 775()\, 2|’fin7j_||gp,a + A) + (C()\)A + CA75¢2|fin,J_£Pva+A>A

191 = Fallxp < 157 (] = S¥[Ralll s + 197 (91 + 92, 91 = g2) [
+[[%[h]gr — ©[ha]gol| x5
S(EC)A+ A) + CNA+ Consffn s fene) I1(h1,91) = (B2, g2) o, -

First, set A = 1. By Lemma 4.9, one must choose ¢ < 1 and A > 1 so that the
values C: 2 £, 1 [lepo @0 Cc X 2| fin L [lepat+a are small. Then, thanks to Lemma 4.10,

there holds up to a reduction of A and € that Hﬁj HXp,a,o < 2|| fin|ler.a and ng HXg <A
_ _ € P
(the map Z is well defined) and ||(h1,9,) — (h2,7,)

(the map Z is a contraction).

Lare < 5 H(hlagl) - <h2792)H,§?fA%6
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We conclude that = has a unique fixed point (h°,¢°) € Za\., and thus the
system (1.23) has a unique solution (A%, g°) € £ r.. Therefore, we have constructed
a solution f¢€:= h® + ¢° to the Boltzmann equation (B?).

Step 2: Uniqueness of the solution. To show uniqueness, we may assume that the
solution f¢ constructed previously satisfies the bound

(5.23) vt € [0.7). 770l < 55

where C' is the constant of Lemma 2.4. Furthermore, by the definitions of ., (4.1)
and ag (2.9), one has

d
a>a*(p)23+17,

thus there exists v > «,(1) = 3 such that €7 C &Y continuously. We therefore
assume in this step that p = 1. Consider now another solution to (B?)

fT € ([0,T);€)N LA ([0,T); E07)
such that f{(0) = fi, and define

D= f" = fi,
S = f 4+ f5.

These functions satisfy the following equation:
1 1 1
oD = LD + EQ(D’ S)=0B°D + ?AD + EQ<D’ S).

Similar calulations as in the proof of Lemma 2.6 yield for some constant C' > 0

C

d oB < 1 )
—||Dl||le < ——=||D — | [|D|e]|lS D S —|D
S0l < =22 D], + = (IDlllSlle, + 1Dl ISlle + 1Dl )

which may be rewritten as

e ?||D
(5.24) (e ) + A2l (o - cepsy) <o

c [t , e
ot) == | IS®)llg, ¥ + =

0
Define I = {t € [0,T) : D(t) = 0}. It is relatively closed in [0,7") because D is
continuous, and non-empty since 0 € I. For any ¢ € I, assumption (5.23) imply
Cel|S()lle = 2Ce[[ f(@D)]le < o8,
thus, by the continuity of S, there exists some ¢ > 0 such that
vt € [t,t+6), Cel|S{t)|e < oB.

We conclude thanks to (5.24) that [0,¢+ ) C I, thus [ is both relatively closed and
open in [0,7") and therefore I = [0,7).
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Step 3: Convergence of the terms us. We define the error terms of Theorem 4 in
the following way:

us () == g(t),
ui(t) == h(t) + T h(?),
Une(t) 7= Ugisp (1) fin-
The term uj satisfies by construction and Lemma 4.7
[uillxpee S [l finllere,

which yields the estimate of Theorem 4 by the definition of the norm ||| yp.ar in
Notations 2.5. The term u;_ vanishes in the senses stated in Theorem 4 thanks to the
estimates of Lemma 3.3. Finally, uS_ vanishes uniformly because up to a reduction
of the parameters (G,1/\, ) in Step 1, one have from (5.22) and Lemma 4.10

s S me =0, (= 0),

APPENDIX A. TECHNICAL ESTIMATES

Lemma A.l. Let a,wy > 0, there exists some C = C(a,wy) > 0 such that for

any w > wo and t >0
t —wt’
/ g < Y
o (t—t)° w(t)®

Proof. First, note that there holds

(t) < ()t =),

thus we have

t efwt’ t
—dt/ < (t —a/ e—wt’ t/ adt/
| a=mae <o [ e

< (t) /Ot et (1 + (t)")dt

1 t ,
< + (t)@ / e (thedt.
S T e )

Let us perform an integration by parts:

—wt

¢ / a ¢ / e
/ efwt (t/)adt/ — _/ efwt (t/)afldt/ o e
0 0

w w

S l </ (t/)a—le—wgt’dtl _ e—wotta> .
w \Jo

The factor between parenthesis is bounded because a —1 > —1 and thus the integral
term converges. U
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Lemma A.2. For any a,a,c,y € [0,1) and b, 5 > 0 such that

a+a<l1,
c<a+b,
v < a+p,

there exists a constant C > 0 such that

t dt’ o
/0 (t — t’)“(t _ t/>b(t’)o‘<t’>[3 < C<t> .

Proof. Let us start with the change of variable ¢ = t'u:

/t de’ _peaa /1 du
o (E=t)e(t =)o) ()P o (L—u)*(t(1 — u))bus(tu)?

This quantity is bounded uniformly in ¢ € [0, 1] because a + o < 1. Furthermore,

¢ dt’ N du
/o =0y — oy = / (1= w)*(t(1 = w))e—oue (tu)yr—="

and note that for any m € R,

()™ < (ts)™,

thus the integral can be controled by

/t dt’ e /1 du

St .
O e N e L R e e G e
The last thing to check is that this integral factor in the right hand side is bounded
uniformly in £ > 1; on the one hand

(1—u)"*2—u)*¢ ifa>c,

1— —a t_l 1— a—c
=)+ 1= < {(1 —u)~¢ ifa <e,

and on the other hand
o = o>
ufa(tfl =+ u)afw < u, (1+ U) ) if =7
w7, if a <.

In each case, the integral converges because of the assumption a,a,c,y € [0,1),
which concludes the proof. O
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BOLTZMANN EQUATION WITH SOFT POTENTIALS IN THE
WHOLE SPACE

KLEBER CARRAPATOSO AND PIERRE GERVAIS

ABSTRACT. We prove the existence of global solutions to the Boltzmann equation when
the initial data is a maxwellian plus some small perturbation with polynomial decay.
We consider moderately soft potentials (i.e. —3/2 < v < 0) either with a strong cutoff
assumption (namely b € L°) or without any cutoff assumption.

1. INTRODUCTION

1.1. The model. Consider the Boltzmann equation for the unknown F = F(t¢,x,v),
with ¢t > 0, 2 € R?, and v € R3:

(1.1) OF +v-V,F=Q(F,F)
complemented with an initial data Fy = Fy(x,v). The collision operator @ is bilinear and

acts only on the velocity variable v € R3, which represents the fact that collisions are
supposed to be localized in space, and it reads

12 QU = [ [ B=v.a) [F0hg) = f(v)g()] dodu..

The pre-collision velocities (v/,v}) and post-collision (v, v,) are given by

;o Vvl | — vy
v = + o and v, =
2 2 * 2 2
which is one possible parametrization of the conservation of momentum and energy in an

elastic collision

v v =v4uv, and VP4 [oL2 = o]+ |l
The collision kernel B(v — v,, o) encodes the physics of the interaction between particles.

It is assumed to be nonnegative and to depend only on the relative velocity |v — v,| and
(v—v4)
[v—vs]

the angle cosfd = o - as

(1.3) B(v —vs,0) = |v — vi|7b(cos §),

and we will assume in this work that v € (—=3/2,0). The angular part b is a smooth
function (except maybe at § = 0) which we will assume to satisfy

e in the case of so-called long range interactions or non-cutoff interactions
sin 0 b(cos 0) ~ sin~ 4299 se (0,1),

together with the bound v + 2s < 0,
e or a strong form of Grad’s cutoff assumption : b € L.
Consider the equilibrium p(v) = (27)~3/2e~1V*/2 and define the perturbation
F=p+f
which satisfies

(1.4) hf+v-Vaof =2Lf+Q(f. f)

Date: July 25, 2022.
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complemented with an initial data fy = Fy — i and where £ is the linearized collision
operator given by

(1.5) Zf=Qu f)+Q(f, .
We also denote by A the full linearized operator
(1.6) AN=ZL—v- -V,

It is well known (see for instance [36]) that £ is a nonnegative self-adjoint operator on the
space L2(u~'dv) with kernel given by

ker(£) = span{y, vp, [0}

We define 7 to be the orthogonal projection onto ker(.Z) so that we can decompose

f=nf+ft fr=f-nf
with

(lo]” = 3)) y

7rf:<p—|—u-v—|—6 5

where

2 _
p= fdv, u:/ vfdv, 9:/ Mfdv
R? R? R3 3

1.2. State of the art. Let us present the history of the cauchy theory for the Boltzmann
equation near equilibrium.

1.2.1. Cutoff case. By working near equilibrium, Grad constructed in 1965 [18] the first
spatially inhomogeneous solutions in short times. Ukai gave in the 1970’s a new impulse to
the Cauchy and established, in the case of hard potentials, the existence of global solutions
in L HE ((v)fp~'dv), first in the periodic box in 1974 [33], then in the whole space in 1976
[34], by relying on spectral studies of the linearized equation [33, 16, 36] (let us mention
also [28]). The case of soft potentials was then treated in 1980 by Caflisch [9], then in 1982
by Asano and Ukai [36] (only for v € (—1,0), but his approach was extended to the full
range v € (—3,0) by Sun and Wu in 2021 [38] then Deng in 2022 [14]). These results were
then proven using energy methods in spaces of the form L%,H; (u_ldvdx) by Kawashima
[25], Liu, Yang and Yu [26], Guo [22] and Strain [31, 32], as well as Duan [15].

In 2017, Gualdani, Mischler and Mouhot, in the line of [27], relaxed the integrability
conditions of previous results and constructed solutions in W PW:? ((v)Fdvdz) in t the
case of hard spheres, then the case of soft potentials was studied by Cao [10].

1.2.2. Without cutoff. The first existence result near equilibrium in the non cutoff case is
attributed to Ukai [35] ; he constructed local solutions for analytic initial data in (x,v)
having gaussian decay using the Cauchy-Kowalewski theorem. Between 2011 and 2012,
Gressman and Strain [20, 19, 30] and Alexandre, Morimoto, Ukai, Xu, Yang [5, 4, 6]
constructed the first global solutions in spaces of the form Hj , ((v)*p~'dadv) by working
with anisotropic norms. Sohinger extended these results with Strain to some Besov spaces
in 2014 [29], and Fang relaxed some technical regularity and integrability assumptions in
2022 [37]. Let us also mention the work of Deng [13] who worked with an anisotropic norm
defined from the pseudo-differential study of Alexandre, Hérau and Li [2].

Initial data having polynomial decay were then considered following the impulse given
by [21] and thanks to the nonlinear estimates established in [23]. When the domain is the
torus, the case of hard potentials was treated in [24, 7], and that of soft potentials in [11].
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1.3. Notations. The relation denoted A < B is to be understood as A < CB for some
uniform constant C' > 0, and A ~ B as both A < B and B < A.

We denote Sr.(t) = exp(tL) the semigroup generated by a linear operator L.

We denote for any function f = f(z,v) the quantity

@, [f)(z,0) = f(z,0)|f (@, ) 2 f ()T,

which will appear during energy estimates and is such that
(1.7) /f(x,v)q%[f](x,v)dvdw =12 117, = IF )IIZ;,
S IF O, = [0s 0B, o)dude

Note that, in the particular case r = 2, one has ®5[f] = f.

1.4. Functional spaces and norms. If X is a function space and w a non-negative
measurable function, we define the weighted space X (w) as the space associated to the
norm

£l x w) = llwfllx-

We will consider in this paper some polynomial weight function m(v) := (v)¥ where k > 0.

1.4.1. Velocity spaces in the non-cutoff case. For polynomially weighted spaces, we introduce
the anisotropic dissipation space H**(m) inspired from the one presented in [24]

1 ey 2= 102 F N2y + L D
HgH%S,**(m) = /b(cos 0) i (v)? (g _ g’)2 dvdv.do, G := m<v>‘7/2g7
which satisfies the following bound [24, Lemma 2.1]:
(1.8) 1072 Fllezsamy S 1 s my S 110)72725 £l 15 (-

We present the norms for gaussian spaces used in [6]:
170 = 1702 )
£ = 24 Iy + [ B = vl o) (P~ F)Pdodu.do,

where we denoted F := =2 f. Let us recall that this norm can be compared to isotropic
Sobolev norms [6, Proposition 2.2]:

172 o2y S 1 S 10V Fll a2y

1.4.2. Velocity-position spaces in the non-cutoff case. We also define the following polyno-
mially weighted spaces.

1y 2= 151132y + 1) V22 .
11y = I gz + 10) SV e

We introduce the gaussian spaces inspired from the ones considered in [30].

1718 = 1l vy
L
170 = IV Wy oy + 17 g
Finally, we introduce an equivalent norm ||| - ||g = || - ||g induced by the scalar product

(1.9) (f.9)g == {f.9)e + Blf. 4],
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for some bilinear form B which is a small multiple of the one defined in [30, Lemma 2.1]
and of the form

Blu,v] := Z {(qua,va)Hg + <vaa,ua>H%}
(a,0)€A

(1.10) + Z {(Vzub,vb'mg+<vab,ub'>Hg}7
(bb)eB

where we denoted for some polynomials P, = P,(v) and any function w = w(z,v)

we(z) = (w(z, ')v‘PC>L2(;r1/2)’ oc € ker(&), c=a,bb,

wa(x) = <w($, ')’¢0‘>L2(,u*1/2)7 Vo = alt € kel"(g)J‘.

1.4.3. Functional spaces in the cutoff case. We will define in the cutoff case

X(m) = H2L2(m), Y(m):= H2L2((v)"*m), Z(m) := L2L}(m).

1.5. Main results. The mail results of this paper are the following.

Theorem 1.1 (Cutoff case). Assume v € (—3/2,0) and consider some polynomial decay
rate k > 3/2 + max{1,2|v|} as well as k1 = k + 3|v|/4. There exists ¢9 > 0 such that
any initial data fo € X(m1) satisfying || follx(m,) + [l follzm,) < €0 gives rise to an unique
global solution f € C([0,00); X (m)) to (1.4) which satisfies the decay estimate

Stgg(l + 0 Ollxm) S Ifollxom) + 1 follzgma)-

Theorem 1.2 (Non cutoff case). Assume s € (0,1) and v € (—3/2,—2s] as well as a decay
rate k > L1 + 25 + max {7|y|/2, 3|y| + 4s}. There exists some small g > 0 such that, any
initial data fo € X(m) satisfying || follxm) < €0 gives rise to a unique global solution f
to (1.4) which satisfies the energy estimate

sup £ () () +/O (HfL(t)H%(*(m) + \|Vz7ff(t)\|12qug) dt < [l follkm)-

1.6. Outline of the paper. In the cutoff case, the solution to (1.4) in the cutoff case will
be constructed by applying a fixed point theorem to the integral form of the equation. This
will require estimates on @ (Section 2), as well as decay estimates for Sy (t) (Section 3)
which relies on a factorization argument extending the dispersive estimates from [30] to the
space X (m) we work in. We then show the existence of an unique solution in Section 5.

Following the strategy of [8], the solution in the non-cutoff case will be considered under
the form f = h + g where h(t) € X(m) evolves according to a «nice» semilinear equation,
and g evolves according to the Boltzmann equation plus some coupling term coming from h
with convenient decay properties in time and velocity. This system will then be solved
using an iterative scheme and an energy method. In Section 2 we prove the necessary
estimates on ) and in Section 3 we prove the necessary coercive-type estimate on the
linear part of the equation for h and recall those related to the equation for g. We then
proceed to prove the existence of a unique solution in Section 4.

2. ESTIMATES ON THE COLLISION OPERATOR

2.1. Homogeneous estimates in the non-cutoff case. We cite below the main non-
linear estimate [6, Theorem 1.2] established by AMUXY, in a slightly simplified version
using the fact that v+ 2s < 0.
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Lemma 2.1. The following bound holds:

(Q(f,9), Mg < Ihlle- (Lfllzllglle- + [ flle-llglle)

in particular, we have

(Qg, 1), g S IAB-llglle + Il e llgll e

The goal of this section is to establish similar estimates in spaces with polynomial
weights, which we state below.

Proposition 2.2. Assume k > 9/2 — |y|/2 + 2s. There holds for any £ > T/2 + |y| + 2s
S Wolmy (113 ey i1+ 11 ey 10D Sl 1)

and for any £ > 11/2 + 2||
(2.2)

(Qa: 1) Fraemy S M Wz Gy l9ll 2 oyey + 10029l 2 m) 160D Fll 2. 1] 2 g0y

These estimates will be proved by combining commutator estimates (Lemma 2.4) with
He’s estimates in L2 (Proposition 2.3, for (2.1)) or new anisotropic estimates in L?(m)
(for (2.2)). Let us start by recalling the estimate established in [23, Theorem 1.1].

Lemma 2.3. For any wi,w; = 0 such that wy +w; = v+ 2s and a,b € [0,2s] such that
a+b=2s, any £ > 3/2+ |y + 2s|, there holds

(QUf,9), bz S I Fllzzqwye) gl e oyeny [Pl o oy -
Let us now state and prove the commutator estimates required to prove Proposition 2.2.
Lemma 2.4. Suppose k > 9/2 — |y|/2 + 2s, there holds for any ¢ > 7/2 + |y| + 2s
QS 9), M) L2(m)—(Q(f; mg), mh) 2|
< 16020 3y (912 (aye) 10072l + 19026y 171 2y )

Proof. This proof is adapted from the proof of [7, Proposition 3.1]. Their authors originally
considered hard potentials (v > 0), so we start back from their decomposition (with I'y

(2)

corresponding to I' 512 and I'; corresponding to I‘Ll):

(QUf, 9), k) L2y — (Q(f, mg), mb) 2 = /M”Hm7mwmm—2n,

where the terms, under the assumption k > 9/2 + /2 + 2s, were shown to s;tiosfy
rbsf«wﬁ1@2ww%f”xf«w%wmm%”ﬁ
T < / (cos8)v — v, |7 sin 2 < ) (G — &) (()2F), (mh)' dodu,do,
PQSI@xmﬂ)“Qx (95 (mn)?),
rs < 1 (@) 15)° @>Y” 1 ((mh)?; (o)
Ty SI(((0)2F)%5 (0)F2g) x I ((v)*2g; (mh)?) |
I%SIOw“%%@fﬂ)U2x ((0)*g: (m)?) ",
g fi(m

Do S 1 (i (mg)?)"™ x I (f:mh)?)'"”,

)1/2

)

1
X

1

1
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and we denoted for compactness
G:= ()29, I(p;®):= / v — v,V e ®dvduy.

First, in virtue of (A.1), we have for some ¢ > 4 + 3/2 the following estimate:
ZF +To0 5 1102l 3my (11l 3 0y 14072l 3 my + gl ey 1072 FlL ) -
Second, using Holder’s inequality for the remaining term, we have for n > 3/2 —v/2 + s
I s / b'/2(cos B)|v — v, |"/? sin g(mh)/ (()?f) 1/2 dodv.dv
x b /4(cos ) (v — v )4 (w |g g’)” ()2 )2 dodv.dv
X 61/4(cos 0)|v— U*P/ (v— —/4 |Q’ G |1/2 ”/Qdadv dv
0 9 1/2
< (/ b(cos B)|v — v,|" sin? B [(mh)'] (<v>2f)* dadv*dv>
9 9 1/4
X ( / b(cos 0) (v — v)7(v)? (G — G')” ((v)*™" f) dodv*dv>

1/4
X (/ b(cos 0)|v — v, (v — v,) 7 (G — g’)2 <v*)_2”dadv*dv> :

Using the change of variable (A.4) followed by (A.1) in the first integral factor, and using
Lemma A.6 in the third one (note that 2n > 14 2s++ and 2y > —3), we get for £ > 2+43/2

T3 S gy 10 *Pllm)
2 2 1/4
X ( / b(cos 0) (v — v,) () (G — G')” ((v)*™" f) dadv*dv>

1/4
X (/ cos0) (v — v,)7 (g — g’)2 <v*)_2ndadv*dv> )
The inequality (v) < (v — v4)(v,) and the fact that v < 0 then imply

T3 S gy 10>l

9 1/4
X ( / b(cos 0) (v)217 (G — G')* ((v)* /2 ) dadv*dv)

=15 gy 100 2Pl oy x T X T

Let us investigate I;. Denoting G := (v)F~1+7/2g = (4)1¥7/2G  we rewrite this integral as
I < / b(cost) (G — G')* ((0)*7/f)” dodv,dv
"2 14y/2 7o n14y/2)2 24n—v/2 £\ 2
+ [ b(cosh)(G) ((v) (V') ) (<v> f)*dadv*dv

The first part was studied in [24, Proof of Lemma 2.3- ()] and corresponds to their term I9,;
the authors showed that

2
[ blcos ) ((0)20m = (@) "2pm) ) pudodvadv S 191 gy |91 23 0002
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thus in our case, for £ =2+n—v/24+5>7/2—~+2s

/b(cos 0) (G — G')2 (<v>2+n77/2f)i dodv.dv 5 HQHHSV*(@)k—l)HfHLg(@)é)a
and the second part is dealt with using the inequality [24, (2.7)] valid for any o < 1:
) = )] S sin g ()"0~
which yields for the same /¢
/b(cos 0)G' ((U)HWZ - (U')HW?)2 (<v>2+n_7/2f)i dodv,dv

S /b(cos 0) sin* g(G')2 (<U>2+”_“’/2f)i dodv,dv

S Hf”%%(@)z) H9HL12)(<U>1€—1+A1/2)7

because the #-integral will therefore be convergent. To sum up, the term I; satisfies the
estimate

LS ||9||Hs,*(<v)k71)||f||2L%(<U>e)-
Similarly, we have (note that n+v/2 — s > 3/2)
I < H9H2 s,*(<v>k71)HfHLg((v)kﬂ+w/2)-

In the end, the term I'; is the only part of the commutator containing a derivative ; for
any £ > 7/2 —~v+2s

IS ”(UW/QhHL%(m)||f||Lg(<v)f)HQHHS,*(@)kfly
which concludes the proof. O

We can now prove the main estimates of this section, that is to say those of Proposi-
tion 2.2.

Proof of Proposition 2.2. In this proof, we denote F' := mf, G := mg and H := mh.

Step 1: Proof of (2.1). The first estimate (2.1) is a combination of Lemmas 2.3 and 2.4.
Lemma 2.3 with wy =k +v/2 4 2s, wo =k + /2 and a = b = s yield

(QUF G), Hyza SISl (1oyey 10252 gl oy 1002l 75 o
< 115y 10 2 gl g 5
where we used (1.8) in the last line. Lemma 2.4 yield
(Q(f,9), h) r2(m)—(Q(f, G), H) 12|
S 10021 3.y (191 3 g0y ) 14002 Pl + 19 3 o 1 2 1))

< Wl (N9l gy 17z + gl L))
Put together, these estimates give (2.1).

Step 2: Reductions for the proof of (2.2). First, we decompose the trilinear form using a
commutator:

<Q(gv f)7f>L%(m) = <Q(gaF)7F>L% +I37
where we denoted

Iy = <Q(g7 f)?f)L%(m) - <Q(97F)aF>L2 :

v
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Second, we decompose the remaining term as

<Q( L2 m) _/B U*, g*F/ - g* )Fdadvdv*
= / B(v 0, 0) 20, F'F = g.F* g, (F'}?)dodudo,
= / B = v, 0)g. (F')? — F?)dodvdu, .

Using the change of variables (A.5) in the first term of the first integral and the cancellation
lemma A.4 in the second integral, we obtain for some ¢ > 0

(Q(9, F), F) 2 (m) = —/B(v — 0y, 0) g+ (F' — F)?*dodudu, — c/ v — vy|7 gy F2dudo,
= Il + 127
To sum up, we have the decomposition

<Q(g7 f)7 f)L%(m) = Il + 12 + IS'
The term I satisfies by Lemma A.1 for any ¢ > 3/2

Lo < gl z2 gy 1002 1320y

and the term I3 satisfies by Lemma 2.4 for any £ > 7/2 + |y|/2 + 2s

I3 Slgllzz oy 1) £l L2 oy 1 F | r50e ()
+ 1) gl L2 10) 2 L2y Ll 2200y
so that, together, they yield the estimate

Ty + T3 S Mgl 2 oy oy 1 s oy + 160) 772Gl 226 102 Fll 22y 1 F 1 22 oyt
Step 3: Estimate of I;. Let us turn to I;. Using the Cauchy-Schwarz inequality with some

positive m to choose later, we have

I, = / b(cos 0)|v — v,V g.(F' — F)*dodvdu,
1/2
< (/ b(cos 0)|v — v, |* (v — v,) 77 (v,) T (F — F)Qdadvdv*>

1/2
X (/ b(cos 0) (v — v,)" (<v>m/2g)i (F' — F)Qdadvdv*> .

Assuming m > 3 4+ v 4+ 2s, we remove the singularity in the integral prefactor using
Lemma A.6, and then use the inequality (v — v,)? < (v)7(v,)~7 in both integrals:

1 5 ([ bleos)o = w2 (o) (P~ FPdodua, ) 12
N I e
< (/ b(cos 0){v.) ™ () (F' F)2dadvdv*) v

=:J [<> m— ’Y] 1/2.] [(< >m/2,7/2g)2] 1/2
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where J is defined as the following integral:

_ / b(cos 8) s (0)(F' — F)2dodudu,.

Denote F := (v)?/2F. This expression will be estimated using results from [24], which
requires to split it as

¥ S/b(cos 0)p.(F' — F)*dodvdu,

+ / b(cos 0)p.(F') ((v)/? — <v’>7/2)2 dodvdv, =: J1[¢] + Ja[¢].

Concerning the term Jy, it was studied in [24, Proof of Lemma 2.3-(77)] and corresponds
to their term I, ; the authors showed that

J1[] S N1 oe gy 1l 1 (p25)-
Concerning the term Jo, they also showed in [24, (2.7)] that as soon as 7 < 2
[(0)772 = ()72 S 00) 2 (0,) 22,
which then implies, using the change of variable (A.4)
Jole] < / b(cos )62 ((v)17¢) (F')2dodv/du

S / (<v>477g0)* F2dv,.dv
S ||<U>7/2fH%3(m)HSO||L73(<v>4—v)-
To sum up, J satisfies the bound

Il S M lrse ey 2l 3 oy -

Going back to I, we have established that it is controlled as follows:
LS e M) 271 Ul g 22
For the second factor to be finite, we need m > 7—2+, so in conclusion, for any ¢ > 11/2+42|v|
Ty S 1 By 9 22 1)

The lemma, is proved. 0

2.2. Inhomogeneous estimates in the non-cutoff case. In this section, we prove
inhomogeneous nonlinear estimates.

We start by proving the estimates we will use to prove the stability of the iterative
scheme from Section 4. Note that the term (v)~% in the definition of X(m) was included
precisely in order to cope with the loss (v)2* in the right-hand side of (2.6) which otherwise
would prevent to express (2.3) solely in terms of the energy norm X (m) and the dissipated
norm X*(m).

Proposition 2.5. Assume k > 11/2 4+ max {5|y|/2, 2|y| + 4s}, there holds
(2.3) (Q(g: £), Frxmy S Iy 19l my + 1l oy 1]

(2.4) (Qg, £), Frxmy S Iy 9l + 1 F Iy 1.
Proof. Following the strategy of [30], in this proof, we will need the following key inequality:

x+ (m) 19115+ (m)

x=(m)||9[&--

1(0) g1l oo prsemy < 1(0) 7 Lo e (my + [1€0)* 9™ Wl Lo b (m)
(2.5) S ) Vorgllazrz + 1(0) g™ 2 asmy S lglles,
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where a € R, which follows from the L> — W16 Morrey inequality followed by the L6 — L?
Gagliardo-Niremberg inequality and the Sobolev embedding H2 « L°:

Il S llellyre = llelis +1Va@lizs S IVaellrz + [IVallnz = [[Vapl -

We only take care of estimate (2.4), the other one requiring only minor adjustments.

Let us start by expanding the inner product:
(Qg, 1), Hxmy =(Qg, 1), Fr2r2(m) + (V2Q(g, f) V3 ) L2122 (mo)-5)

=(Q(g, £): Przrzomy + > (Q(VYg.VEF), V3 F) 122 (mw)-5)
a+p=3

The first term is bounded using (2.2) for some § > 11/2 + 2|/
(@0, ) Drzrzin S [ U@ B 190 o) + 10920 300 L@ 10) bl
SNl ez ey [ 15 ey

+ u<v>WguLm(m> J I @2, oyda

<IIfI2 oy

X+ (m)ll91lE + [|9]
Ifk+v/2>0and k > 0+4s, then || fllx(w)o) S [Ifllx+(m) and [ fllx(wye) S [1fIx(m). thus

(Q(g, 1)s Frzr2my S 1 ey lglE + NgllE 1 F 1x (oyoy 11 155 ()

When 5 = 3, we obtain the same estimate:
(Q(9, V21 Vaf)zrzomy S 1%y llglle + gl f s oye) |l x=m)
When § = 0, we use (2.1) with some 6 > 7/2 4 |y| + 2s:

(Q(V29, 1) Vo F) 1212 (miny—65) S /{vafHHs*(mU*GS)HfHL%( )HV Il 5% (m ()9
Il iy 1929 3 gy | gy
W ligers e / ||v3f|rHs*<mv I L —"
1 ez oot 1) | 19290 g o 193 1m0yl

5|!fo<<v>9+4s)llgllE* /]

When 8 = 1, we use again (2.1) with some 6 > 7/2+||+2s, then follow with the L?—L3— L5
Hoélder inequality:

(Q(V29, V) Vo f)1212(mw)-69) SJ/{HvifHHS’*(m@}*f‘S)vafHL%(@)G)HviguHsv*(m(fu)*Gs)

I3 a0 (=0 1929 2 gy I Vel 25 gy 2) el

SIVEfllzzae my-o0) |V fHL3L2( )”ngHLﬁHS* m{v)=0s)

E*

X*(m) T ||f||X*(m)||g||E'

+ ||V§f||LgHsv* o= V2 9l L3 12 (@)oY Ve fllLg mrove (i) -15)-
We conclude using the embedding H! — L3 N LS:

(Q(V329, V), Vi) 1202 (mwy-60) SIFIxeom) |11 oyoasy [ 11xx (my + 11 i (o 912

Arguing similarly when 5 = 2, we obtain the same bound:

(Q(V29, V2 f), Vil 202 miwy-o0) S IFllxs omy | F 1 uyorasy 91 x= my + 1 i oy 91 -
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This concludes the proof of the first estimate. The second one is proved in the same
way. O

We now prove the estimates which we will use to prove the convergence of the iterative
scheme in Section 4.

Proposition 2.6. Assume k > 11/2 4+ max {5|y|/2, 2|y| + 4s}, there holds
(2.6) (QUf,9): 1y x(m) S Il my (1S 15 (my 19l omy + 1102 gl o [1f ) )

furthermore, when g has gaussian decay, we have
(2.7) (QUf9), ) x(m) S Nhllx(m) (1 Ilx= (19 llE + NlgllE= 1l x(m)) -
(2.8) (Qg: 1), yx(my S MAllxe(my (Ngllms[Lf 1xm) + 1€0)* Fllx= oy llg ) -

Proof. Step 1: Proof of the first estimate. Let us start by expanding the inner product:
(Q(Q,f)afb(( =(Q(g, f), f>L2L2 (VSQ(Q f) v?cf>L%L%(m<v>*65)
=(Q(g, 1), Frzrzem + > (Q(VS9,VEL), VoL r212mw)-59)-

a+5=3

E*

The first term is estimated using (2.1):
(@59 Wzzzzn S [ {1l oo 9l g0
el 002015y
Sz zse ol Fll 2 s amy 191 oo 12 (po)
el 020l 210 1 12000

SIAllxe gy (I1F 12 my 191l + g llee 1 f 1 gupoeasy )

Similar computations as in the proof of Proposition 2.5 yield the following estimate for

(o, B) = (1,2),(2,1):

(QIVSF.VE9), VER) 1212 (o) -65) S Hh”X*(m)(HgHE*HfHX(m) + ||f||X*(m)||g||E)-
We also have by (2.1)
(Q(V2f:9)s Vah) L2 L2 (i) -69) S/ V2R s ) -6y | Vi L2226 19 2 gy

+ V30| g1 (o -5y 19 7500 (om f4s>HV§f”Lz(<v>6)}dx

SIUVERI L2 prsoe oy -0y |V f”L%HSv*(m@)*GS)HgHLgOL%((v)(”)
+ V2RI L2 11 (moy-6) I V2 Fll 2 22 (0)0) 19| 0 1= oy =1

<l oy (Nl L £l my + 1 ey sl )

E*
and similarly
(QUf, V29), V3h) 13 12 0mty-0e) Sl my (191 1 xcomy + 1 o e ).

This concludes the proof. The proof of the other estimates is similar. O

E*

Proposition 2.7. The following estimates holds for the twisted gaussian scalar product:

(2.9) (Q(f,9), h)g < lIhlle- (I fllellgle: + Iflellgle)

furthermore, for any k > 0 and any bounded compactly supported function x, we also have
forany £ >0

(2.10) (£:xgde S 17 lElgllx (@)

E* ( E*
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(2.11) (f:xgde S 1 lle-llgllxwyey + Imfllzz lgllx (m)-

Proof. We start by proving (2.9) then comment on how to prove (2.10) and (2.11).
Step 1: Bound of (-,-) for (2.9). First, since @ is E-orthogonal to 7h, we have

<Q(fvg)v h>E = <Q(fa g)7hL>L%L%(/L*1/2) + Z <Q(fa g)7hL>L§L%(M*1/2)'

a+p=3

The proof of Proposition 2.6 can then be adapted (and simplified) to get from the homoge-
neous estimate of Lemma 2.1 in the current setting

(Q(f9), h)g < [Ihlle- (I fllellglle- + I fle-lgle)-
The main adjustment is that we need the following adaptation of the bound (2.5):
l9llzzepe < Imglligers + g™ Lz
(2.12) SIVemgllmzrz + g mzpe = llgllEe--

A detailed proof is given in [30, Section 3.1] from which Proposition 2.6 is inspired (note
that the authors require more derivative because of their homogeneous nonlinear estimates).

Step 2: Bound of Bl[-,-] for (2.9). In this step, we use the notation from the definition
(1.10) of B. Before considering any estimate, note that because @ is L2 (u_l/ 2)-0rth0gonal
to ker(.Z), denoting u = Q(f, g), we have

ua:ub:ub/:O,
which leaves us with fewer terms that we estimate using the Cauchy-Schwarz inequality:

Blu, h] = Z <vzhaaua>H§§ Z |’thaHH§HuaHHg-
(a,)€A (a,a)eA

Using Lemma 2.1 and the fact that ¢, € E*, we have
luald S S [{IVEABIVES - + IVEF161 920
0<m+n<2

Combined with the embedding H2Z — L° and (2.12), this yields

B+ }de.

lwallmz < 1 fllellglle- +11flellgle-
Finally, since ¢, € ker(.Z), we get

IVahallgz S [ Vamh|pze S (R

E*-
To sum up, we have shown
B[Q(f,9), ] < Ml (I flellglle- +[1flellgle)-
Step 3: Proof of and (2.10) and (2.11). Brutal bounds lead to (2.10). The proof of (2.11)
is immediate from (1.8) which implies

(foxghe S )2 flelx () gle S (If]

Similar arguments from the previous step also lead to

B[f,xg] S| fl

This concludes the proof. O

e+ [|17122) [l9lx((0)0)-

B [|9llx ((v)0)-
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2.3. Estimates in the cutoff case. The goal of this section is to prove the following
estimates.

Proposition 2.8. Assume k > 3/2 + |y|/2, there holds for any ¢ > 3/2 + 1
(QUf,9)s Myx(m) S 17y (m) (||f||X(<v>é)||g||Y(m) + HQHX(@V)HfHY(m)) ,
and if k > 3/2 + ||, we have
1Q(fs D lixm) S N FlIxwyey 1K0) " gllxmy + 107 Fllxmy 1911 x (009
QU D)l L2 my S 1) Fllzzrzll(w) gl L2 r2my + 10) Fllzz 22 (my | (0) 9l L2 L2
Let us start by first proving the space homogeneous estimates for Q.

Lemma 2.9. Assume k > 3/2+ |y|/2, there holds for any £ > 3/2 + 1

(QUF9) Wz S (17152 () 1Y 200 3y + 102 Nz m 12 ye) ) 1002 Rl 2oy

Proof. Denote

F:=mf, G:=mg, H:=mh.
With these notations, (A.9) yields

L'm < (), G+ 0 Fg

This allows to split the trilinear form as

Q(f,9), M) p2(m)| = '/ [v — .| b(cos 0) (fig'mH — f,GH) dodv,dv

< / v — v.[b(cos 8) (((v) ), G'H + 65\ Flg'H + £.GH) dodv.dv
= Il + IQ + I3>
where we denoted

I, = / |v — v, |["b(cos 0) ((v) f). G’ Hdodv,dwv,
I, = / |v — v, [Yb(cos 0)0F L F! ¢’ Hdodv,dv,
I3 := / |v — vi|7b(cos 0) f.GHdodv,dv.
For I, we rewrite it using (A.5) and then use the Cauchy-Schwarz inequality:

I < ( / o — v ['b(cos ) () f). (H’)2do—dv*dv>1/2

X (/ |[v — vi|"b(cos ) ((v) f), GQdUd?}*d?}> v .

We use (A.4) in the prefactor, which does not create a singularity:

/
I S (/ |v — v.|7b(2 cos 0) ((v) f), HQdUdU*dU>1 2

x ( / v — v "b(cos §) ((v) f). G2dadv*dv>l/2,

and then integrate in o:

I, < (/ v — v ((v) f), szv*dv>1/2 X (/ v — |7 ((V) f), GQd’U*d’U>

1/2
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For Iy, we get with the same manipulations (using (A.3) this time)

1/2
I, < (/ |v — v,|7b(cos G)ngdadv*dv)

1/2
X (/ |v — v,|7b(cos(m — 20)) (7 — 29)’“379*H2d0dv*dv> .

The o-integral in the postfactor converges because k > v + 1, thus

1/2 1/2
I, < </ lv — U*\”’ngdv*dv) X (/ lv — v*|“’g*H2dv*dv) )

For I3, we only require the Cauchy-Schwarz inequality to obtain (after integrating in o)

1/2 1/2
Is < </ v — U*Wf*Gde*dv> X </ v — v*\vf*Hde*dv>

Each of these integral bounds are estimated using for some ¢ > 3/2 the following control:

[ 10 = vl orvdudv, S 110) el ) Ly,
which comes from (A.1). This concludes the proof. O

We can now prove the main nonlinear estimates of this section, that is to say those of
Proposition 2.8.

Proof of Proposition 2.8. In the first step, we prove the first estimate, and then proceed
to deduce the other ones by duality arguments.

Step 1: First estimate. We first write the scalar product as
(Q(f,9), hyx(my =(QUf,9) M) 2 (m) + (V2Q(S,9), Vah) 12, (m)
=(Q(f,9): 1) 12, (m) + {Q(V2S,9), V3h) 12 (m)
The first term is estimated using Lemma 2.9 and by applying Hoélder’s inequality:
(Q(F:9): My 122 m) SN Fllrserz 1) 2 gl 212 6y 1 0) 2 Bl 22 L2y
1003 Fllzz om0 6l 22103 Rll 2 22m)
from which we deduce using the Sobolev embedding H2(R3) — L°(R3)
(Q(f,9) Bz omy S 1Bl my (1 Iy 9l amy + 1l 9l oy ey ) -
The second term is estlmated the same way:
(Q(V2S.9), ViR) 12 r2m) SI) VEF 12201 (0) 2 gl e r20m) (0 2 VER 12 12 0m)
- 11(0) 2 V2 £l 2 220 1 €0) 9 L 150 22 10 % V2R 12 12m)
Sy m) (\|f||x<<v>é)||g||Y(m) + ||f|\Y(m)||g||X(<v>f)) ;
and similarly, we have
(QUf,V29), Vah) rzr2(m) S 1Pllv(m) (||fHX(<v>¢)H9HY(m) + ||f||Y(m)||9||X(<v>f)) .

The last term is estimated using the Holder inequality L* — L? — L? followed by the Sobolev
embedding H!(R3) — L(R3):

(Q(Vaf,Vag), Val) 1z r20m) SI) Vel 12221 (0)2 Vagll a 12m |02 VERI L2 12 (m)
+ 11(0)2 Ve fll a 22 1(0) Vgl a 2211 (0) V2R 12 12 (m)
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Sl ) (1l 9l my + 11 ey 1911 x99 ) -

This concludes this step.

Step 2: Second estimate. Assume that k4 3 > % We use a duality argument together.

ImQ(f. 9)llmzrz =  sup  (mQ(f,9):¥) pare

<1
HwHH%L%\

= sup {(Q(F,9), (0) M) x iy

<1
WHH%L%\

Using the first estimate, we have

ImQU )2z S sup (1 F oy 1) gl + 1) Fllxem gl cyey) 022

W} ‘H%ngl

=[1f llx(wyey [0) Y gllx @my + 1€0) FlIx ) 1911340y
this concludes this step.

Step 3: Third estimate. Arguing by duality and using Lemma 2.9, we have
ImQ(f.9)llz = sup (mQ(f.9), %) s

<1
el 2

= sup (Q(£,9), () M) Lo v/2m)

S 2wy llgll 2 wyrmy + 122 (oyrmy 1911 22 (oyey -

We then integrate in x to deduce the (non-optimal but sufficient) bound

1QU-Dlezzzim = [, 1QU0)120m) o

N / 0 2 1€0) 79l 22 my + 160D F 1|2y [1(0) 9123 de
S 1 lxwyey lgllx oyrmy + 1 1xwyrm) 9l x qope)-
This concludes this step. [l
3. LINEAR THEORY
3.1. Estimates on .Z. The goal of this section is to prove the following proposition.

Proposition 3.1. Suppose v € (0,3/2), there holds for cutoff potentials, k > 3/2 + ||/2
and r € [1,2]

(31) [ D@ fim*dado < ~cl|(0) 211y + Cl a1
for non-cutoff potentials and k > 7/2 — |y|/2 + 2s
(3.2) [(Z ) pmPdadv < =l £13, ey + €I s,

Let us separate introduce a splitting of the angular cross section b(cos 6) so as to separate
the grazing collisions part and the non-grazing one:

b(cos ) = b(cos 0)1jg<5 + b(cos 0)1 g5 =: bs(cos 0) + b5(cos b)),

which induces the following splitting .Z as a singular regularizing part and a weakly coercive
non-singular part:
L =L+ %5

Denote vs the approximate collision frequency defined as

vs(v) = /R3 < |v — v,| 70§ (cos 0) u(vy) do du,
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which satisfies, according to the cutoff case (see for instance [17]), for some positive
constants vg,v; > 0

(3.3) vod "2 (0)T < ws(v) < 1~ (w)7, Yo e R,

The cutoff part of the linearized collision operator then splits
(3.4)

Zif==vst + [ [ o= v B(eos) [Feu(v)) = Fun(e) + u(wl) ()] dodo.
We first turn to the part of £ which is associated to the non-grazing collisions.

Lemma 3.2 (Non-grazing collisions). Suppose k > 3/2 + |vy|/2. For any r € [1,2], there
holds in the cutoff case

(35 [ (& @il < el 11,0 + O s
and in the non-cutoff case
(3.6) [ (Z5 1) mPdadv < e~ @211z oy + Coll Iz,

Proof. In this proof, using (1.7), we will denote as to lighten the notations

g9(v) = [ f @)y = 1@ [FI@) Ly
G(v) = [lmf(v)llzy = [|@r[mfI()] Ly -

Step 1: Reductions. Firstly, in the case of cutoff potentials, we will be led to consider

/ (ZLf) ®,[fimPdvdz = — Hlll/QfH%%L;(m) + / |v — v, |65 (cos 0) fip' @, [m f]lmdo dvedado
— / |v — vi|7b(cos ) fru®@r[m flmdo dv.dzdv
+ / |v — v.|"b(cos O) il f' @, [m flmdo dv.dxdv,
so that by Holder’s inequality and the bounds (3.3) on v, we have
[ (2@ fmPdrav + w0l o) F [y 1y oy ST+ T + T
I .= / |v — 0| "b(cos 0) g\ 1/ Gmdo dv.do,
I, := / |v — v,|7b(cos 0) g uGmdo dv.dv,
I3 := / |v — v, |Tb(cos 0) ul,g' Gmdo dv.dv.
Secondly, in the case of non-cutoff potentials, for similar reasons, we will be led to consider
/ (5 ) Fridado + w6~ ||(0) 23y <Tr+ 1o+ 15,
I, = / |v — v, 76§ (cos 0) gy’ Gmdo dv.dw,
Iy := / |v — v,| 705 (cos 0) g uGmdo dv,dv,
Is = / [v — v, |65 (cos 0) !, g’ Gmdo dv,dv.

We will perform the computations for the non-cutoff case, the cutoff case corresponding
roughly to taking (for instance) § =1 or s = 0.
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In Step 2, we prove that the terms I, I satisfy the bound

(3.7) I+ 13 <o 10/22 / v — v |7 G 0 dv dus,

where ¢ denotes a Schwartz function (typically of the form pu®(v)?) from which we will
deduce using Lemma A.2 with 7 = £6'T7/2 that there holds
(v)"/2|

(3.8) I <es + Ce 5

9ll7s-

2
L3(m)

In Step 3, we will prove that I, satisfies (3.8). This will indeed prove the lemma by taking e
small enough.

Step 2: Proof of (3.7) for I and I3. We start by splitting I; using (A.8):
I, = / |v — v, |05 (cos 0) gi.p'mG dodv.dv
< / |v — v, |75 (cos 0) ((v)g).. (um)' G dodv.dv
+ / |v — v, |05 (cos 0) G, 1 G dodvedv =: Iy1 + I,

Rewriting I; thanks to (A.5), using the Cauchy-Schwarz inequality, then integrating in o
one obtains

I, — / [0 — 0, 7b5(cos 8) ((v)g). ()G’ dodu,do
1/2
< </ v — v, 76§ (cos ) ((v)g)? (m) dadv*dv)

1/2
X (/ lv — v, |75 (cos 0) (um) (G')? dadv*dv) .

Using the change of variables (A.3) in the post-factor, then integrating in o we get

I 3 (/ b5(cos O)[v — va[" ((v)g): (um) dv*dv>1/2

1/2
X (/ b§(cos(m — 20)) v — v.|Y (7 — 20) 277 (um) G2 dv*dv)
< g/ / |v — v |7 (pm) G2 dv,dw.
To bound the part Ij2, we start again with the Cauchy-Schwarz inequality:
Iio :/ [v — vi| 76§ (cos 0) Gl p' G dodv.dv
1/2
< (/ [v — v, | 7B (cos 0)(GL)? 1 dadv*dv)

1/2
X (/ v — v, | 7B (cos 0) ' G* dadmdv) .

Up to the pre-post change of variables (A.5) in the prefactor, this term is dealt with in the
same way as I11. Similar computations (using (A.4) this time) lead to

I; <672 / [v — v, |7 (pm) G2dw,dv.

This concludes this step.
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Step 3: Proof of (3.8) for I. For Iy, we integrate in o to get the factor 672°, then in v,
using the estimate (A.1) with the power 0 = k + /2 > 3/2, which yields

I :/bg(cos 0)|v — vi|" g puG dvydv

/<v>7quU

o+ Cesllglzs

<67 |

v>eg’

5,8(5728 fy/2

where the last line comes from Young’s 1nequahty. O

We now turn to the part of £ associated with the grazing collisions (in the non-cutoff
case).

Lemma 3.3 (Grazing collisions). Suppose s € (0,1) and k > 7/2 — |vy|/2 + 2s. There
exists some ¢ > 0 such that for any e >0 and § > 0

(3.9) (Lo fs ) r2m) < el 2 + Cl )2 1172 0m):
(3.10) (LF, P raem) < =l W oy + CIOY2 23 m)0
for some C; > 0.

Proof. We start by splitting the Dirichlet form using commutators:

(L5 fs P amy = Qs (s £), £ rz2my + (Qs(fy 1)s £)12(m)
= (Qs(u, F), F)r2 + R1 + Ry + Rs,

where we denoted

= <Q5(f7m:u')7F>L%7
Ry = <Q5(M7 f)?f)L%(m) - <Q6(ILL7F)7F>L,%7
=(Qs(fs 1), [ z2(my — (Qs(fymp), F) 2

The first term is estimated using Lemma 2.3 (where we choose w; = 7/2 + 2s, wy = v/2
for the weights, a = 2s and b = 0 for the derivatives):

Ry S 10 122y
and the two other ones using Lemma 2.4 and Young’s inequality:
Ry + Ro < C (1000 B3y + 100) "2 Lz L5y
< Cs||<U>7/2f||%g(m) + 6||f||%[-91*(m)

We then focus on the first term which provides the anisotropic dissipation H*(m):
(Qs(u, F / Bs(v = ve,0) (L F' — j1, F) Fdodv,dv
/ Bs(v — ve,0) (24 F'F — p, F? — 1. F?)dodv,dv
+ 5/35(1} — vy, 0) (1, — o) F2dodv,do.

We use (A.5) to change the term p, 2 of the first integral into u.(F”)?, and the cancellation
lemma (Proposition A.4) in the second integral:

<Q5(:u‘a ) =35 /B(S — V%, 0 (F/ - F)2d0dv*dv

+ Cs / [0 — U] o F2dw,d,
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where C5 < 1. We thus have in virtue of (A.1)

Qo0 ), sy + 5 [ Boto — v, ol (7 — oo < 400772 3y
Next, using (A.5), and then |v — v,| < (v)(v«) combined with the fact that v < 0, we have

_ / Bs(v — va, o). (F' — F)?dodv.do
_ / bs(cos 0)|0 — v 1 (F' — F)2dodv,dv
_ / bs(cos B)(v)" (u(v)~7). (F — F)2dodv.d
— / bs(cos 0) (u(v)), (F — F)2dodv,dv
9 / bs(cos 0) (u(v)). ((v)7% = (/) F'(F' = F)dodv.dv

= [ balcoso) (o)), (072 = w')2)" (F')dodv.dv,

where we denoted F =: m(v)¥/2f. The second term is then absorbed using Young’s
inequality 2ab < 1(12 + 2b%:

/B5 — vy, o)l (F' — F)?dodu,dv
1
<-3 / bs(cos 0) (u(v)"). (F' — F)2dodv,dv

+ / bs(cos 0) (ufv)?), ((v)/? = <v’>7/2)2 (F')*dodv,dw,

The singularity in the second term is canceled by the difference (v)?/2 — (v/)7/2. Indeed,
using the following inequality [24, (2.7)] valid for any v < 2

()12 = ()] S 0(') 7 (va) >3,
followed by the change of variable (A.4), we obtain

1
/35 — v, 0 (F' — F)2dodv,dv + 3 /b(g(cos 0) (u(v)"), (F' — F)*dodv.dv
,S/bg(cos 26)6? (,u<v>2_7/2)*]:2dadv*dv

I £ 1122 -

Together with the previous estimates, we conclude that
(Lsf, Frzom) < /b5 (cosB) (u{v)?), (F' — F)*dodv.dv

+ ell £l Frso my + CE”<U>’Y/2f||%%(m)‘

The second term being non-positive, we conclude that (3.9) holds. Furthermore, this proof
works when replacing bs by b (which corresponds, in a way, to taking J large), thus (3.10)
also holds. |

We now deduce the main estimates of this section.

Proof of Proposition 3.1. The cutoff estimate (3.1) is just Lemma 3.2, so we only take care
of the non-cutoff estimate (3.2). We get from Lemmas 3.2 and (3.9) that for § small enough

(Lf D2y =5 L D 2y + (L5 s £ r2m)
=1y + Co 02y b+ { = €8 2102 F 2y + ClF 2 |



6.3. LINEAR THEORY 207
<Ly = 10223y + I oy

We interpolate this estimate with (3.10): for any 6 € [0, 1]
(L Py <10 = (0 =0 £ e
[0+ (1= 0)CT o) g2y + OC | F1125-
We deduce (3.2) by taking € close enough to 1 and ¢ small enough. O

3.2. Estimates on A. We already know from [30, (2.20)] that in the gaussian space E,
the linearized operator A dissipates the E*-norm. We recall here this result.

Proposition 3.4. In the case of non-cutoff potentials, the equivalent scalar product defined
in (1.9) satisfy the coercive-type estimate:

(Af e <~k

Concerning the polynomial space X (m), we will adopt two different strategies in the
cutoff and non-cutoff case. In both cases, we will rely on the following splitting of the
linearized operator A:

E*-

A=A+B,
A:=Myxgr, B:=A-A,

where x g is a smooth function satisfying 1,<r < Xr < 1j|<2r. The parameters M, R > 0
will be tuned later in order to make B dissipative.

Proposition 3.5. Assume k > 3/2 4+ |v|/2. In the case of cutoff potentials, there holds
for N >0 and r € [1,2]

1S5(E) fll 2 igmy < &)Y F1l 22 g (m
and in the case of non-cutoff potentials
<Bfa f>L%7U(m) 5 _Hf”%g]—[s’*(m)?
where we assumed M and R to be large enough in both cases.

Proof. We focus on the cutoff estimate, the non-cutoff one being a particular case of Step 1
with 7 = 2. Let us denote in this proof f(t) := Sg(t)fo. In the first step, we prove a
hierarchy of differential inequalities for the L? ({v)*)-norms of f(t), and in the second we
interpolate these inequalities to obtain the decay estimate.

Step 1: Diﬁerential inequality. The norm of f(t) satisfies the following estimate :

5 dtl!f( Wizrpm =L = AL @iz, — (0 Vol Orlf])z -
The second term vanishes in virtue of its gradient structure :

(V) @c[f) = Va (L) 1 F )Z

thus by Proposition 3.1, we have in both cutoff and non-cutoff cases for some 1 > 0 small
enough and C' > 0

S I By < = el 2By + OBy — M Iy

This inequality rewrites

C C _
5 i sz < ~SH 2 gy — [ (5007 = m~ 4 M) I f @), mPdo.
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For large values of |v|, we have that n(v)? —m~2 > 0 by the assumption k > |y|/2, thus
for M and R large enough we have

g<v>7 —m ™24+ Myg >0,

from which we deduce
§&||f||%gL;(m) < =A@ FllZ2 1p (my-

Step 2: Interpolation argument. We may assume that M and R are such that also

2dtH< W F 1721y <O,

so that by interpolation we get, denoting a = 2N /7,

. (I£122 L oy
(N £ 1 )

From this differential inequality we deduce, for all £ > 0,

1FONZ2r my S O SollZ2 Lz )

which completes the proof. [l

)1—1—1/(1 )1+1/a

(11122 1 oy
(N fol2a 1y ()

s 22y m) < =

1/a 1/a”

Proposition 3.6. Consider the case of cutoff potentials. For any k > 3/2 + 2|y| and
any k1 >k + %M, there holds

1SA &) Fllxmynzm) S &N Fllxmo)nzm)-
Proof. The time decay of Sy is an immediate consequence of the Duhamel formula
t
SA(f = Suf + [ S(t = )AS5(r)drs

and the decay estimates for Sg from Proposition 3.5 combined with the integrability gain
induced by A. More precisely, Proposition 3.5 under the assumption k1 > k + %|fy| implies

1S8(8) fll 22 mr2mynrz e my S O F 2 52 m) L2 21 ()
as well as, under the assumption k > 3/2 + ||/2 + 3/2]~|
1) ASB (1) Fll 2 12 - 12)n L2 1r (172 S O Pl L2 2 0mynz2 2 (m)
where we took a > 0 large enough so that we have from [30, (2.6)]:
ISA®) Fll 22212y S O M) Fll 22 um1/2y0 02 1 (172
Plugging these estimates in the Duhamel formula, we then obtain:
ISA () Fll 22 (mynzz ) SO 1 F | 5222 (m1)0 22 L (mn)

+/ YUY TRAT | fll 22 (my)n L2 2 ()

SOl rzrz moynzz L m) -

This concludes the proof. O
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4. CAUCHY THEORY IN THE NON-CUTOFF CASE
Drawing inspiration from [8], we seek a solution to (1.4) of the form
f(&) =h(t) +g(t) € X(m) + E
where the two parts evolves according to the differential system
Oth = Bh + Q(h, h) + Q(g,h) + Q(h, g),
Og = Ag+ Q(g,9) + Ah,
h(O,x,v):fO(x,v), g(O,ZL',U>20.

We will construct a solution to this system by building a sequence of approximate solu-
tions (hn, gn)RF—, initialized as (ho, go) = 0 and defined inductively by

Ohny1 = Bhni1 + Q(hn, hni1) + Q(gn, hnt1) + Q(hNt1,9N),
Otgn+1 = Agn41 + Q(gn, gn+1) + Ahn,
hN+1(0,LL‘,’U) :f0($7v)a gN-H(O:-ra’U) = 0.

To do so, we introduce the following functional spaces & and 2":

111y = sup [1A(8) 1% (m) +/ 1R () 15+ oy
t=0 0

1215 ) = sup &) 1) () +/0 (&) IR 15 (o) A

oo
gl = sup o)l + [~ llg(0)p-d.
t=>0 0

where the parameter § and the weight function mg(v) = (v)¥ are such that
2(k — ko)
il

4.1. Stability of the scheme. In this section, we will show by induction that for some
small £, > 0 to tune later, if the initial data is small:

2<0<

| follx (m) = ne,
then the following bounds hold:
1Bl 27 (my + 1B 12 (mo) + lgnlle S €+ [ follxx(my-

This is of course true for N = 0. Assume this bound for some N > 0 and let us deduce it
for N + 1. Note that, if n, ¢ are small enough, we have in particular

(4.1) IAN 2 (m) + 1EN 2 (me) + lgnle < e

4.1.1. Stability of hy41 in norm 2 (m). We start with the first equation. The weak
coercivity estimate on B from Proposition 3.5 gives for some A > 0

2
X*(m)»
and the non-linear terms are estimated using Proposition 2.5:

(BAn+1, hN+1)%(m) < —Allhn1]

(QUhn s 1), hv 1) xm) SNl () 1PN [ x )
+ [[hn+1

% (m) 1A N+ 11 5 () 1A (|5 () »

(Q(gns hvs)s hvs1)x(m) Slhn+1l%e ony g l[e
+ 1en-+1llxom) 11l (m) L9 [,
as well as the bound (2.7):

(QUhN+1,98)s bn 1) x(m) SN2l 9 1B
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+ AN 1 llx om) 1A | x () 19N

E*-
To sum up, we have the following energy estimate for hyy1:

1d
2 dt

11l my + M an 1l (my SHaN+1l1% (my (v e + 1l ny)

+ [hnsillx ey 1Nt llxm) (1A% (m) + llgn[1E-)
+ 1N+ 1llx= (m) 1N |5 () |9 (|1

Integrating in time and simplifying by [|An 112 (m), We obtain using the bounds (4.1)

1N s1ll 2 m) S Ellbns1ll 27 my + € + 11 follx(m)»

which, assuming € small enough, simplifies as

(4.2) 1Nl my S €+ [ follxm)-
This concludes this step.

4.1.2. Stability of hy+1 in norm % (mg). As for the estimates with the weight m, we have
for some A > 0

1d

5&”’1N+1||%<(m0) F AN 41l (mg) SENPN+1 1% (mg) + ENPN+1 155 (mo) 9]

E*

+ 1hn 11l mo) 1w+ 11 x5 (mo) (12N 1 (mo) + Nlgn lE=) 5
which, assuming ¢ small enough, simplifies as
1d

A
§af\hN+1||§((mo) + §HhN+1||§(*(mo) 55”hN+1HX*(mo)”9N”E*

+ | an s 1| mo) 14115 (mo) (12N |55 (mo) + l9nIlE#) 5

Moreover, since we have || (v)?/ 2hx(mo) < |Allx*(mg) the following interpolation inequality
holds for any R > 0:

(BY Rl < Il angy + (B2 [ e,

thus, taking (R) = (A)I/h| (1+ )71 we have

20
20 B 20 —1- 2=k
T+ 1l mg) < ||h||§(*(m0)+7(1+t) TRl gy -

We now plug this control in the energy estimate:

1d 2 A 2 -1
3 g Pv+llxm) + 7 1N+ l15% (moy 51+ )7 1]

2
X*(mo)

L 20kg) )
x*(mo) 9N [+ + (1 + 1) AT 1% )

Sellhnal

+ |h 41 l1x (mo) 1N+ 1l (mo) (1N |l x(me) + 19N |+

and then multiply both sides by (1 +¢):

d A
a{“ + t)"uhmu&(mo)} + 50+ 0 Il (o)
_1_2(k—kg)

TR v I

Se(1 4+ 6P hn s llx oy lln | + (1 + ¢
+ (14 )1 lx mo) 1B +1ll5c (mo) (1AN Il (o) + ln|[B2) -
Integrating in time, we get

1PN +1 115 (mg) SE°NBN 411l (mo) + Nan-101% gy + AN 1115 o) + 110l % (o)
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where we used the fact that 0 — 1 — % < —1. Assuming ¢ small enough, this bound

simplifies as

AN 115 (o) SUAN 1% () + 10l (o)
and plugging in (4.2), we finally get
(4.3) N1l (mo) S €2+ 1 follx (mo)-
This concludes this step.

4.1.3. Stability of gn+1 in norm &. We now turn to the second equation. The weak
coercivity estimate from Proposition 3.4 gives us for some A > 0

(Agn+1, 9v1) g < —Algn+1 -

The nonlinear term is estimated using (2.9):

(Qan, gn+1)s gn+1)w S ellgn+llEe + v+l llgn+1llEllgn]Be-

The coupling term is estimated using (2.11):

(Ahn, gn11) g S 1PN X (mo) lgn+1[B-
Together, these bounds give the following energy estimate for gy41:

1d

5&“9N+1H21;3(m) + Allgn+1] %3 + llgn+1llelgn+1llellgn e

B Sellgntl

+ 1hN 1% (mo) 9N +11E,

which, assuming ¢ small enough, simplifies as
1d
2dt
Integrating in time and simplifying by ||gn+1|l¢, we finally get

A
lon-s1llEem) + 5 l9n+1lE- S lgnallee lgnalmllgn e + 1An I xamo lon1lle.

lgn+ille S €+ 1hnllome) S €+ I follxm)-

where we used the assumption [|an |2 (me) < €2 + || follx(m) in the second inequality. This
concludes this step.

4.2. Convergence of the scheme. Let us denote m(v) = m(v){v)~2%, the successive
differences of (hn)¥_g by dn+41 := hn41 — hy, that of (gn)F—y by en+1 = gnt1 — 9N,
and consider the equations satisfied by dy+1
Ordny1 = Bdys1 + Q(hn,dny1) + Q(dn, hn)
+Qgn,dn11) + Qen, hn)
+ Q(dN-i-l’gN) + Q(hN7 GN),
dN-‘rl(Oa z, 'U) = 07
as well as that satisfied by eny1:

Oren+1 = Aeny1 + Qgn, en+1) + Qlen, gn) + Adn,
en+1(0,z,v) = 0.

In this section, we establish recursive estimates on ey and gy which we will use to deduce
N/3

lenllss ldnll 2 amys lAN Nl (mg) S €

thus implying the convergence of hy and gy for € small enough.
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4.2.1. Recursive estimates for dy in norm Z (m) and for ey in norm &. We start by
considering the first equation. The estimates of Proposition 2.5 give the following control:

(QUhn s dn 1) dN11)x(m) SNV 4115 oy 1o 1 ()

+ 1A llx+ () AN+ 11 % () | AN 1 |5 () »

(Qgn, dn11), AN 1) X (m) SHAN-1]5% (o 19 B
+ llgn e ldn+1llx () ldN+1ll %+ (1m)
the estimate (2.7) gives
(QUdN11,98), AN 1) X (m) SN 115 (o 19 B

+ [ldn-1llx+ (@m) 9N 1= [N 4111 % (m)

(Q(hN,en), dN+1)x(m) SldN+1llx(m) 1PN |Ix (m)llen]E

+ ANt 1llxs @) llen e 1A | x m)

and the estimates (2.8) and (2.6) give respectively the bounds which force to work in the
larger space X(m) instead of X(m):

(Qlen, hn), dn+1)x(m) SlldN+1llxs@m)llenllE« [[hn | x m)
+ ldn 1l (m) 1o N | (m) llen [ &,

(QUN, N, dN+1) X (m) SHAN+1 15 (m) AN 150 () |1 | 5 (1m)
+ ldn-+1llx+ @y 1Al 5 omy AN | (m) -

As in the step of stability, we put these bounds together and integrate the resulting energy
estimate to obtain the following control:

ldnt1ll 2 (m) SNdn+1ll2am) (1PNl 2@m) + llgnlle)
+llgnllelldn1ll2-@m) + llenllelnll 2 @m)
+ |hnll 27 (m) (llenlle + lldnll 2 m)
Selldn+ll 2 m) +ellenlls + elldn ]l 2 (m)
where we used the stability estimates (4.1). Assuming e small enough, this simplifies as
(4.4) ldn+1ll2m) S €llenlle + elldn |l 2 (m)-
Similarly, the equation on ey gives the following control:
lent+ille < lgnllsllentille + llanllellenlls + ldnllo mg)-

which, using the stability estimates and assuming € small enough, simplifies as

len+ille Sellenlle + lldnllo (mo)-

4.2.2. Recursive estimate for dy in norm % (mg). Arguing as in the step of stability, we
have

d 0 2 A [/ 2
{0+ 0 Ndn i1} + 5+ 07Nl o
S+ 0?41 1lx (o) 148 111 %+ (mg) (1 %+ (mo) + 19 [12+)
+ (1 + )7l dn 1 5 mg) | 1 moy (len 1 + 1| (o))

+ (14 6) [ dnallxc- mg) 18 1 (o) (e 1B+ + dnllxc- (mg))

9—1—2 k
)

(k—ko) 9
+(1+1¢ AT AN l1X ) -
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After integrating and using the bounds from the stability estimate, we are left with

AN +11% (mg) SENAN+115 () + ldN+11% ()
+elldn 1l (mo) (llenlle + a1z (mo) )

Selldn 113 mg) + (1 Y ma)) NN 111% ()

where we used Young’s inequality in the last line. Assuming ¢ small enough and plug-
ging (4.4) in, this bound simplifies as

ldN+1llo(mo) S ellenlle + elldn [l 2 (mo) + €lldnllar (mo)-
4.2.3. Proof of convergence. We have established that for any N > 0

ldn+1ll27(m) S €lldnll 27(m) + 0 +€llenls,
ldn+1llo(me) S €lldnl 2 (m) + €||dN||w (mo) T Ellenlle,
& S0+ ldn o (my)

Since the eigenvalues of this system are of order £/ 3, we deduce
lenlle + ldnll o) + ldnllo mg) S ™2,

and consequently, assuming e small enough, that (hy, gn) Nz, (h,g) in Z (m) x &. In
virtue of the stability estimates, the limit thus satisfies the bounds

sup [0l + [ 11O et < 1ol
sup () [0) gy + IO -y 5 1ol

sup!!g(t)!!E+/ lg@)1E-dt < 1| foll (-
t=>0 0

The solution thus constructed to the original equation perturbation equation (1.4) is given
by letting f := h + g, which thus satisfies

sup £ () (my +/0 (IO oy + IV F O 1212) At S follegm)

4.3. Uniqueness of the solution. Consider another solution f with the same initial
condition fy and such that

up 1Ol + [ (1O + V7 (1) iz ) e S &2

Denote d := f — ]?the difference of these solutions, which satisfies
dd = Bd + Ad + Q(d, f) + Q(f. d).

Arguing as in the previous steps, one gets for some A > 0 the control

1d
5@”&\%{(@ + )\||d||§<*(m) §||d”§<(m) + 4] %{*(m)”fHX(m) + Il s (m) 1] 5 () 1 f Nl % (m)
+ HdH%c*(m)HﬂIm@ + [l 5 oy 3¢y | F 1 5 (o)

which, once integrated from ¢t = 0 to t =T < oo, gives (with obvious notation)
12115 () S <T+ 1 £1zos (jo,17:% (m)) + 1 f 1 L2 (j0,77:% % (m))

+HfHL°o ([0,7];X(m )"‘HfHLQ [0,T];X*(m )Hdnx(mT)
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Using the uniform bounds on f and f, this becomes
1% ey S (T + e+ [ fll 2 o,7:%x* (m)) + HfHLQ([O,T];X*(m))) 1115 (-

Letting T" go to zero, we have T + || f|| L2 (jo,77;x+ (m)) + ||]7|]L2([07T];X*(m)) 129 0, thus, on
some small time interval [0, 7] with 7" small enough assuming 7" > 0 small enough, we have
(for instance)

1

which means that d = 0, or equivalently f = f, on interval [0,T]. By continuing this
argument, we deduce that fy gives rise to a unique (global) solution, namely, f.

5. CAUCHY THEORY IN THE CUTOFF CASE
Denote m(v) = (v)* and assume
k> 3/2 4+ max{1,2|vy|},
Denote the space 2 by
# = {1 € LK) 11l = sup (14 010 < +00]
as well as the map ® : 2" — 2 defined as
BLAI(E) = S\ (o + [ Sa(t = 5)QU(s), 1)) s,

We will construct the unique solution to (1.4) by showing that ® is a contraction of a small
ball of 2~ centered at 0.

For all ¢ > 0, we have that

t
1RLF1() I x(m) < [1Sa(t) follx(m) +/0 [1SA(t = s)Q(f(5), f(8))lIx(m) ds-
By Proposition 3.6, the linear part satisfies

1S4 () follximy S (@482 (Il follx ) + I follz, (ma)) »
and the nonlinear part

/Ot [Sa(t — $)Q(f (), £(8))Ix(m) ds
5 / (1 + (t — 8))_3/4 (HQ(f(S)a f(s))”X(ml) + HQ(f(S), f(s))HZ(ml)) ds.

¢
0
Furthermore, Proposition 2.8 imply that, for some 6 € (3/2 + 1, k], there holds
1QUf (), F(NlIxmuynzim) S 1 () lIxcwyoy 1f () x(gwyrma)
S 1) %y

where we used the fact that k& > % 4+ 1 and k1 + v < k. Hence, the nonlinear term is
estimated as follows:

[ 188 = QU SNy ds £ [ 1+ 2= )17 I 0

S [+ = o) +9)¥2as

S @+
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Put together, these estimates mean that ® is a well defined map:

12[f1ll.2 S 1 follx(m)ynzim) + 1115
Moreover, arguing as before, we also have

B151(0) ~ Blal xS [ 15400 = QU +9)(6), (7 — 9)(5)) oy
S (L4+1)732

2lf =gl

or, in other words,
1R[f] = @lglll2 S I =gl 1f + gl

Thus, if || follx(m,) + Il follz(m,) is small enough, ® is a contraction from some closed ball
of Z to itself, which concludes the proof.

APPENDIX A. AUXILIARY RESULTS

This first lemma will be used to estimates integrals against the kinetic part |v — v.|? of
the collision kernel B(v — vy, 0).

Lemma A.1. Let 0 < a < 3.
(1) Ifo<a<3 thenforcmy0>% one has

ol

(A.1) / [0 = v 7 f (ve)| dve S ()7 [(0)° fll -
R3
(2) If3<a

Nt

then for any 0 > g one has

[ o= e 1 p @l dv. S )0 .
R

(3) If 5 < a < 3 then for any 0 > 3 one has

/ [0 = o 7| f () dos S ()70 fll gz

R3

Proof. From [12, Lemma 3.3] one has, for any 0 < 8 < 3 and ¥ > 3,

(A.2) / \ v — v P 0) " du, < ()78, Yo e R
R

We now write for p € [1, oo], thanks to Holder inequality,

p—1

-« —a-2- _g_p_ P
[l dn < ([ vl )5 do) " 1)
R3 R3

We then conclude by using (A.2) with:
° If0<a<%wechoosep:2.
o If 3 <o < 3 we choose p = 6 and use the Sobolev embedding H'(R?) — LS(R?).
e If 3 < a < 3 we choose p = oo and use the Sobolev embedding H*(R3) < L*(R?).
O

Lemma A.2. Let ¢ = p(v) be a Schwartz function, o € (—3,0) and n € (0,1), there holds
Lo = vl (e )du, < nj) = + O((0) )
R
Proof. Denoting u := v — v, we split the integral for some M > 1

Jlo=vPewians [ o= oo, + [0 — 0, [Tp(v, ).
V—VUx |2

fo—v. <

5<w1@PMwPMm%m+@»f/ v — 0.0 — v,) d,

|[v—vs | <M
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where we used Lemma A.1 with § = 2 in the first part, and (v.)~¢ < (v — v.)*(v)~¢ for
some arbitrary ¢ > 0. We conclude by taking M and ¢ large enough. O

Proposition A.3. The following change of variables formulas hold:
(A.3) /b(cos 0)|v — vi|" f(v, v, 0)dodu,

_9_
~ /b (cos(m — 20)) |v — v sin (g - (9) ! f (v, vy, m — 20) doduwy,

(A.4) / b(cos B)|v — v F(, 0., B)dodv / b(cos 20)[v — v f (v, 0., 26) dodo,
(A.5) /B(v — vy, 0) f(v, 04,0, 0, 0)dodv,dv = /B(v — s, 0) f(V, 0L, 0,04, 0)dodv,do.
Proof. The pre-post collisional change of variables (A.5) is known to be involutive with

Jacobian 1 and it is easy to check that |[v — v.| = [v" — v]|. We only deal with the first two
change of variables. Recall the definition of v’:

;U v |v — vy
= o
2 2
Denote k := |v - v*’ and recall that 0 is the angle (k,0). The differentials of v' with
U — Uy

respect to v and v, writes in the basis (k, o, w) where w L k,o (at least when k and o are
not colinear)

dv 1 1 0 0
(AG) d7:§(1d+<’k>a):7 1 1+COSG 0 R
v 0 0 1
/ 1 0 0
AT W g ke =i (1 1—cost 0
d 2 2
U 0 0 1
Thus, the following identities hold:
dv'| 1 1, (9)
5 —g(l—i-COS@)—ZCOS 5 y
do’ 1 1 0
oLt ().
o 8( cos ) 257 (5

Furthermore, the definition of v’ also implies

1 0\?
|v) — v, |2 = 5 c08 <2> v — v,|?,

1 0\?
—v)? = 3 sin (5) v — v
The angle ¢ formed by v — v, and o and the angle v formed by v' — v and o are related
to 8 by

o'

0 T—6
57 w_ 2 )

thus the integrals are estimated as follows:

SOZ

/b(cos O)|v — vi|" f(v, ', 0)dodv,

~ /b (cos(m — 2¢0)) |v — v|" sin (g - 1/1) o [ (v, v, m — 2¢0) dod?/,
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/b(cos O)|v — vV f(V, 04, 0)dodv ~ /b(cos 20)|v — vV f (V' vs, 2¢) dodv’.

We conclude to (A.4) and (A.3) by renaming the integration variables. O

FIGURE 1. The changes of variables (v,v") — (v,v,) and (v, v4) = (v,v4).

We state the so-called Cancellation lemma from [1, Lemma 1].

Proposition A.4 (Cancellation lemma). The following cancellation formula holds:

[ B = vt = avedo = (£ )0,

where the function S = S(z) is defined as

/2 ) 1 ‘Z|
S(z) := 27r/0 sin 0 (COS39B <COS(9/2),cos9> - B(|z|,cos€)> de.

In the particular case of the collision kernel Bs(v — vs,0) = B(v — v«,0)1jg/<s, the corre-
sponding function S5 satisfies

Ss(z) ~ 62725 2]7.

The following lemma is from [3, Lemma 2.3] and will be used to establish commutator
estimates.

Lemma A.5. Let m = (v)* with k > 0, there holds
(A.8) m < m' +ml,
(A.9) im —m'| < 6m/(v.) + 6%m,

This lemma will serve to remove the kinetic singularity |v — v,|” in some integrals
involving the collision kernel B(v — vy, o).

Lemma A.6. For anya > —3,b€ R and m > 3+ 2s+ a + b, there holds
/b(cos 0)[v — v, (v — v,)8(v,) " f (v, v")dodv,dv

~ / b(cos 0) (v — v,) " (v,) " f(v,0)dodv,dy
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Proof. As we cannot simply control |v — v,|*(v — v,)? by (v — v,)%?, we resort to using
Carleman’s representation:

/b(cos 0) v — ve|*(v — )0 (v,) "™ f (v, 0" )dodvdu,

‘y’1+2s+a b
~ | uher?, W(@ (v+y)""f(v,v+ h)dydhdv,
yLh, |y|=|h]
(v,v+h)
_ / King(v | —pE - dhdv,

where we denoted the singular y-integral, which is well-defined because 1+2s+a+b—m < —2
and 14+2s+4+a > —2

Ksing(vah) = /th’ |y|1+25+a<y>b<v+y>—mdh
ly[=[h]

and aim to prove

Kung(0,10) & Krog(0,1) = [, 19172 ()"0 + ) ™.
ly|>Ih]

To do so, we split Kgng for |y| < e and |y| > € where € > 0 will be choosen later:

Keing (v, h) = ly| T2 ()P (v + )" dh

yLh,
exly|>|h|

+ 1 W) 0+ y) TR
ly|>max{|h|.e}

Concermng the first part, if £ is small enough, the assumption |y| < € implies (v + y) ™™ ~
(v)~™ uniformly in y. Concerning the second part, the assumption |y| > € implies (y) ~ |y|
uniformly in y. Thus we have

King (v, h) =/ pin, WTETG )T R [ ) e+ ) TR

e>lyl>|h| ly|>max{|h] }
— 142 b 1+2 b -
) [ W A [ ) o )
e=ly|=|h| |y|>max{|h|.e}

(o)™ + o WTE@ 0+ y)TmdR
ly|>max{|h],}

With the same reasoning, we have

Kreg(v,h) = [ 1 W@ gy b+ [ ) o +y) MR

e>lyl>|h| lyl>max{|h|.c}
~ — b b —
) [ WG [ ) e )
e2ly[>|h| ly|>max{|h|,e}

~) [ )+ y) .
ly|>max{|h|.e}

We conclude that Kging = Kreg, which concludes this step. O
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