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Titre : Sur la résolution des équations de Navier-Stokes sans viscosité
verticale

Résumé : On étudie les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles, ho-
mogenes et incompressibles, en I'absence de viscosité dans une direction. On
montre qu’il existe des données initiales arbitrairement grandes générant une
solution globale unique, dont la caractéristique est qu’elles sont lentement va-
riables dans la direction ou la viscosité est manquante. La difficulté provient
de I'absence totale d’effet régularisant dans cette direction.

Mots clefs : équation de Navier-Stokes, théorie de Littlewood-Paley, viscosité
anisotrope

Title : Solving the Navier-Stokes equations without vertical viscosity

Abstract : This work concerns the study of the incompressible, inhomoge-
neous three dimensional Navier-Stokes equations, in the absence of viscosity
in one direction. We show that there are arbitrarily large initial data genera-
ting a unique global solution ; their main feature is that they are slowly varying
in the direction where the viscosity is missing. The difficulty comes from the
absence of any regularizing effect in that direction.

Keywords : Navier-Stokes equation, Littlewood-Paley theory, anisotropic vis-
cosity
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA RESOLUTION
DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Cette these est consacrée a 1’étude des équations de Navier-Stokes sans visco-
sité verticale. Ce travail est présenté au chapitre suivant ; ce premier chapitre
est dédié a la présentation de nombreux résultats connus sur I’équation avec
viscosité isotrope.

1.1. Introduction, solutions faibles

L’équation de Navier-Stokes avec viscosité isotrope s’écrit de la maniere sui-
vante :

@+U~Vu—uAu:—Vp—|—f dans RT x Q,

(1.1.1)  (NS){ 9t

ujpo =0
V-u=0 et Us—g = U .
ot Q est un domaine de R™, et p = p(t, z) et u = (u', ..., u™)(¢, z) sont respecti-

vement la pression et le champ de vitesses d’un fluide visqueux incompressible.
Le parametre v > 0 représente la viscosité du fluide.

L’historique de I'analyse mathématique I’équation de Navier-Stokes commence
avec l'article de Jean Leray en 1933-34 et se poursuit jusqu’a aujourd’hui avec
une multitude de travaux. On peut donner la définition d'une solution faible
en se référant a une version revisitée (voir [9]).

Définition 1.1.1. — Pour un domaine €2 de R, on dit que u est une solu-

tion faible de I’équation de Navier-Stokes sur R™ x Q avec une donnée initiale
2

ug dans la fermeture H(},UL dans L* (Iindice o signifie de divergence nulle)

et une force extérieure f dans L} (R, H™') si et seulement si u appartient d
[’espace

C(R*, H;Y) N LS (R AL, ) N L2 (R HL)

loc loc



et, pour tout champ de vecteurs v appartenant a CI(RJF,H&U), le champ de
vecteurs u satisfait la condition suivante

(1.1.2)
t a / /
/Q(u-ib)(t,x)dx—i—/ / VVu.Vl/}—u@)u.vw—uazﬁ)(t,x)dxdt
—/uo Oa:d:v—l—/ L)y dt
. ou” 8¢k d J ka?/)k
ot Vu: Vi = kla% 8% et u®u.V¢—A;1uua—wj
7, jk=

et (-,-) désigne le crochet de dualité entre H™' et H'.

On a le théoreme de Leray, dont nous esquissons la démonstration ci-dessous
(en suivant la démarche de [9]).

Théoréme 1.1.2 ([28]). — Soit Q un domaine de R" avec n = 2 ou 3, et

ug un champ de vecteurs dans HOo‘ . 11 existe une solution faible globale de
I’équation de Navier-Stokes (NS) dans le sens de la Définition 1.1.1. De plus,
cette solution satisfait ["inégalité d’énergie pour tout t > 0

1 t
= lult, o) d // Vu(t, z)|? dz dt’
> [l ) Pde+v [ [Vt o) de

<5 [ o) dr+ [ (), (e d

Dans la suite on omettra l'indice o qui indique que les champs de vecteurs sont
de divergence nulle.

(1.1.3)

Définition 1.1.3. — Une solution de (NS) au sens de la Définition 1.1.1
qui satisfait en plus l'inégalité d’énergie (1.1.3) est appelée solution de Leray
de (NS).

Le résultat suivant s’obtient par application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Proposition 1.1.4. — Toute solution de Leray de (NS) satisfait

t Y 1 t
(A14) Ju®)lfe+v [ [1Vu(t) e dt < e (ol + 5 [ 155 dt) .

Si le domaine ) satisfait 1’inégalité de Poincaré, alors il existe une constante
C' telle que toute solution de Leray de (NS) vérifie

t / !/ C ¢ !/ /
A15)  u®lfe+v [ IVu(e) [ dt’ < fuolfe +— [ IF(E)5- a



Principe de la démonstration du Théoréme 1.1.2. Désignant par P la famille
de projections spectrales associée a 'opérateur de Stokes PA avec conditions
aux limites de Dirichlet (qui joue le role d’une suite régularisante, dont la limite
quand k — oo est le projecteur de Leray P) et par @) I'application bilinéaire
de H} x H} — H~! définie par

Qu,v) = -V - (u@),

on introduit I’équation suivante

(1.1.6)
(NS,) 8@? (t) = v Py Au+ P Qur, ) + filt) . fult) = Pef(2)
uk(0) = Pyug .

Pour des raisons de continuité de P, et @ et grace au théoreme de Cauchy-

—_2
Lipschitz, on a une solution u;, de (NS) dans C([0, Tx[, P, HS ) avec T}, =
+00 . Multipliant I’équation (NS) par u dans L? , par une intégration en temps
et quelques calculs on montre que la suite (ug)ren est bornée dans 'espace

LS (RT HY )N L3 (RY, HY) N LY (RT, LA(9))

loc loc

Notons que le dernier résultat provient de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg
1-n/4 n/4
lu@llze < lu(@) " 1Vu @)

En particulier la suite (Aug)gen est bornée dans L7 (R*, H~'). Montrons la
proposition suivante.

Proposition 1.1.5. — Il existe un champ de vecteurs u dans Li (R, H})

et une sous-suite extraite de (uy) (que l'on continue d noter (uy)) telle que,
pour tout T' positif et tout sous-ensemble compact K de 2, on a

li t,x) —u(t,z)|>dtde =0 .
LR |ug(t, ) — u(t, z)|" dt do

De plus, pour tous champs de vecteurs ¢ € L*([0,T], H}) et ¢ € L*([0,T] x Q)
on peut écrire

lim (Vug(t,z) — Vu(t,z)) : Vio(t,z) dtde =0 ,

k—00 J[0,T]xQ

(1.1.7)
lim (up(t,z) —u(t,z)) ¢(t,x) dtdx =0 .

k=00 J[0,T]xQ

Enfin, pour tout y € C*(R*, H}), on a

lim sup | (uk (1), y(1)) — {u(t) y(t))| = 0.

k=00 ¢ej0,17]



Démonstration. 1l faut démontrer la relative compacité de la suite (uy)gen
dans lespace L*([0,7] x K). Soit € > 0. La suite (u;) est bornée dans
L*([0,T] x Q) et il existe un entier ky tel que

VEeN k >k ||uk — Pk;OU/kHLQ([O’T]XQ) < 5/2 .
Par ailleurs par les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et Holder on a
n/2 2—n/2
| 2@k, ) D=1 < C [ Vunll2* 72"
donc par l'estimation d’énergie il existe fi, € L*%([0,T]) indépendante de
k > ko telle que

Vk e N kaQ Hatpkoukz( )HL2 kao(t) .

Pour tout ¢ € [0, 7], la famille (P, uy) est bornée dans Hy . Notant L% I'espace
des champs de vecteurs L? a support dans le compact K , I'injection de H;
dans L3 étant compacte, le théoréme d’Ascoli implique que la famille ( Py, uy)
est relativement compacte dans l'espace L>([0,T], L%), donc dans l'espace
L*([0,T] x K). Donc, on peut trouver un recouvrement par un nombre fini de
boules de L*([0,T] x K) de rayon /2 et on a donc I'existence de w .

En particulier, cela implique que uy converge vers u dans 'espace D' (]0, T'[x€2).
La suite (ug) est bornée dans 'espace L*([0, T x €2). Ainsi, comme D(]0, T[x ()
est dense dans I'espace L*([0,T] x Q) et dans L?([0,T], H}), on a convergence
faible dans les espaces L*([0,T] x Q) et L*([0,T), Hy).

Maintenant, on considére un champ de vecteurs y dans C'([0,T], H}) et la
fonction

gr 1t €[0,T) — (ug(t),y(t)) e R .
La suite (gx) est bornée dans L>([0,7],R). En plus, on a

W (1) < (o) e+ [, S o)

et donce

0] <[50] a

sup ||y() 1 mz + lluk ()] 2 S
H-1 t€[0,T]

et ((8gk/8t) (t)) est donc une suite bornée dans L*/4(]0, T],R), et (gk) est bor-
née dans I'espace C'~%?([0,T],R). D’aprés le théoréme d’Ascoli on peut ex-
traire une suite (gx) qui converge fortement vers g dans L*>°([0, 7], R) et 1’on sait

que (gx) converge fortement dans I'espace L?([0,T]) vers / u(t,z)y(t, z) de.
0

Soit 1) une fonction test dans C*(R*, H}) et u; une solution de (NS), on a

d duy, dip
2 un(®), 0 () = (=5 (0, (1) + (ue(t), (1)
dyp

= v (P Aup(t), ¥ () +(Pr Q(uk(t), uk(t)), ¥ (1)) +{fi(2), () +{ui(t), — - (1)) ,



et U'on a

v (P Aug (), (1)) = —v /Q Vaur(t,z) : V(¢ o) do |

(P Q(ug(t), ux(t)),v(t)) = /Quk(t,x) Q@ uk(t,z) : VP)(t,x)de et

(un(t), Cf;f(t» - /Quk(t,a:) ?f(t,@ d .

En intégrant entre 0 et ¢, on obtient
[ unlts) (@) do
Q
o

¢
+v//(Vuk:VPkw—uk(@uk:Vsz/J—uk-at)(t’,x)dxdt’
0 Ja

= | w(0,2) - 0(0,2) da+ [ (), () dt
Or , .
lim /OLVuk:VPk¢dxdt’:£L%10 /0 /ﬂvuk:w drdf’

k—o00
puisque
lim sup ||Pp ¥(t) —Y(t)||g =0,
Jin sup 172 6(0) - 00
et grace a la convergence faible de la suite (uy,) vers u dans L} (R*, H}), on a
aussi . .
lim / / Vg - Voo dadt’ = / / Vu: Vo dedt .
k—oo Jo JQ 0 JQ
Pour tout £ > 0, on a

tim [ it @) - (8 ) de = Jim (w(6), V(1)) = (u(t). (D)

k—oo JO
et par (1.1.7)
/Quk(t,x) - ?;f(t,x) dz — (u(t), ‘?f(t,w»‘ 0.

Pour le terme non linéaire, on a

¢ ¢
lim / /(uk®uk : VP ) (', z)dt' de = lim / /(uk®uk V) (', z) dt' dx
0 JO k—ooJo JQ

k—o0

lim sup
k=00 ¢ei0,1)

et il faut prouver que

t t
lim / /(uk®uk V)t x) dt do :/ /(u®u VYt 2) dt' da .
k—oo Jo JQ 0 JQ
Soit K, une suite exhaustive de compacts contenus dans 2 ; alors

kh—glo ||1Kn VQ/J - v¢|lL2([O,T],L2(Q)) =0.

Puisque la suite (ur ® ug)gen est bornée dans L([0,T], L*(Q)), il suffit de
prouver que, pour tout compact K de €2, on a

Jim Juy, = w2 o,1,23) = 0



car alors

Jim . =@ w3 oy ) =0 -

Mais, par les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et Holder comme ci-dessus, on
a

1-d/4
i = wll 2qoim g < € Nl = wlzaoimercy IV (= ) ol
et le résultat suit : u est donc solution de (NS) dans le sens de la Définition 1.1.1.

Pour prouver l'inégalité d’énergie, on observe que l'on a, pour tout ¢ > 0 et
tout v € Hy

]}erolo inf (ug(t) | v)p2 = (u(t) | v)Le

Par densité, on sait que la suite (ug(t))ren converge faiblement pour tout ¢ > 0
2

vers u(t) dans 'espace de Hilbert HE" , d’ott I'on tire pour tout ¢ > 0

lu()llz2 < Jim inf Jug(®)[]72 -

D’autre part, (u;) converge faiblement vers u dans L3, .(R*, H}), donc on a
pour tout temps t > 0

t t
/ IVu(t)|[22 di' < lim inf / V()22 dt”
0 k—o0 0
et 'on obtient donc I'inégalité d’énergie.

Pour prouver la continuité en temps de u & valeurs dans H !, on utilise le fait
que u satisfait (1.1.2) pour ¢ indépendant du temps

!

(W), 9) = {u(t),0) = [ (7)o de

t
t/
_ / / (v Vau (") : Vi —u®@u(t") : Vo) dedt” .
t Jo
Comme
1-n/4 n/4
lullzs < a3 [9u @17
alors u appartient & L3/™([0,T], L(2)) et (par une inégalité de Young)
(), ) — (@), ) < I =t ullZssm o7,y 1911
+ 1t =t (] 2oy + v [wll 2qory.esy) 1]l

et le théoreme 1.1.2 est démontré. O]

Remarque 1.1.6. — Dans [29], J Leray démontre qu’en dimensions deux
d'espace, les solutions construites ci-dessus sont uniques.

Dans la suite de ce chapitre on suppose que 2 = R"™ ou la boite périodique T".



1.2. Les théorémes de Fujita- Kato et de Kato

Trois décennies plus tard, H. Fujita et T. Kato [16] ont introduit des solu-
tions fortes, associées a des valeurs initiales régulieres dans ’espace de Sobolev
H*(R3) pour s > 1/2, avec le théoréme suivant (que 'on énonce dans 1’espace
entier pour simplifier, mais la preuve est identique pour des conditions aux
limites périodiques). On rappelle que H*(R™) est défini par la norme

| fll sy := (/(1 EDZIFFOP dg)é

en notant F la transformée de Fourier. On rappelle aussi la définition de la
(semi)-norme associée aux espaces de Sobolev homogenes (qui sont des espaces
de Hilbert si s < n/2) :

Théoréme 1.2.1. — 1. Soit s > n/2 — 1. Alors, pour tout champ de vec-
teurs ug dans H*(R™) tel que V -ug = 0, il existe T* positif et une solution
faible unique u dans C([0, T*[, H*(R™)) a l’équation de Navier Stokes (NS) sur
10, T*[xR™ telle que u(0,-) = ug . Cette solution est réquliére sur |0, T*[xR™.

2. Pour tout uy € H™?* Y (R") tel que V -ug = 0, il existe T* positif et une
solution faible unique u dans C([0,T*[, HY>"Y(R")) de I’équation (NS) sur
10, T*[xR™ telle que u(0,-) = ug . En plus, cette solution peut étre choisie telle
que, pour tout T €]0,T*[, on ait

u e L2(J0, T*[, H"?*(R™)).

Avec cette condition sur la norme H™? | cette solution est unique et réquliére
sur 10, T*[xR™.

3. Il existe g tel que, si ||uglly3-1 < €0, alors le temps d’existence T* de la
solution réguliére u donnée par 1. ou par 2. est égal a l'infini.

4. Les solutions réguliéres données par 1. ou par 2. satisfont u(t,-) € Cy(R")
pour tout 0 < t < T*. Le temps d’existence maximal T* est fini si et seulement
St

Tim fu g~ = +oo

Une version revisitée du théoreme 1.2.1 est donnée par J. Y. Chemin [7]. Pour
n =2 ou 3, il écrit f sous la forme f = VLV ot V(t, ) désigne le potentiel
dont dérive la force extérieure au point x et a I'instant ¢, avec V1V le vecteur
de j-itme coordonnée » (9/0x;) V.

Nous allons donner le principe de la démonstration des deux théoremes qui
suivent (énoncés respectivement pour n = 2 et pour n = 3) et qui sont diis
a [7].



Théoréme 1.2.2. — Soit s un réel > 0. Si ug est un champ de vitesses
sur R? a coefficients L? et V un potentiel-vecteur de R? a coefficients

L2 ([0, +o0c[, H®), alors le systéme (NS) admet une unique solution dans

Uespace C(]0, +o0[, L*) N C(]0, 400, H*) N L},.(]0, +oo[, H*).
Théoréme 1.2.3. — Il existe un réel Cy > 0 tel que si s vérifie s > 1/2, si
les données ug et V' sont telles que l'on ait

(i)  wo€ HY? et Ve L*[0,+oo], H/*) N L} (]0, +oc[, H?) ,

loc
i) ol gy + v 2 VIR, A< Cov
H?2 [0,=00] 2

2
I?
alors (NS) admet une unique solution dans

C([0, +oo[, H?) N L*([0, +oo[, H3'*) N C(]0, +o0[, H*) N L2 (|0, +00[, H**1) .

loc

Principe de démonstration des deux théoremes. La méthode utilise la technique
de Littlewood-Paley de découpage dyadique de I'espace des fréquences et de
la décomposition de Bony d’un produit pour avoir une estimation d’énergie. Il
est démontré le lemme suivant qui est tres utile.

Lemme 1.2.4. — Soit s un réel vérifiant s > n/2 + 1. Considérons un po-
tentiel vecteur V' dans L} ([0,4o00[, H®) et u une solution de (NS) qui soit
dans lespace C([0,T*[, H*(R™)), lintervalle [0, T*[ étant l'intervalle maximal
de définition de la solution. On a ['alternative

ou bien T* =400 ou bien u ¢ L*([0,T*[, H"?) .

L’estimation d’énergie qui est démontrée dans [7] est

(12.) fu(t, ) b esp( [ (C2/20) u(r, ) s dr)t

-1 r 2 r 2 2
+2u /O ||u<7,-)||,-{sexp</7 (C?/20) Ju(, )2y d)\> dr .

Apres avoir régularisé la donnée initiale et le potentiel vecteur V en consi-
dérant (vo,)neny une suite de H* (respectivement une suite (V,)n,en de
L2 ([0, +00[, H*)) telle que vy, tende vers ug dans L? (respectivement V,
vers V dans L? ([0, +oo[, L?)), on applique le théoréme d’existence d’une
solution locale en temps pour les systémes hyperboliques symétriques. Ce
qui entraine que pour 7' assez petit, la suite (v,) est une suite bornée de
C([0,T], H*) et ensuite que pour T assez petit, la suite (v,) est une suite
de Cauchy dans C([0,T], H*'). Cette solution v, est a priori définie sur un
intervalle de temps [0, T,[ et le lemme 1.2.4 assure que cette solution existe

globalement en temps. Le lemme suivant est démontré dans [7].

?ﬁ[s < ||uo|



Lemme 1.2.5. — Soient q un réel de l'intervalle [n/2 — 1,400 et T un réel
strictement positif. Si (v,) est une suite de solutions du systéme (NS) sur
Uintervalle [0,T] pour les données vy, et V,, telles que

(i) la suite (Von)nen soit de Cauchy dans l'espace HY |
(ii)  la suite (Vy)nen soit de Cauchy dans Uespace L*([0,+T1], H?) ,
(iii)  la suite (Vn)nen s0it bornée dans Uespace L2([0, +T), H"?) |
alors la suite (v,) est de Cauchy dans l'espace C([0,+T1], HY).

Gréace a l'inégalité d’énergie

T 1 /T
lut, Ve +v [ I9u(r)lE dr < Juollfa + [ IV dr

Le théoreme 1.2.2 est donc démontré pour s = 0. Par un procédé de récur-
rence, par le lemme 1.2.5 plus I'estimation d’énergie 1.2.1, le théoreme 1.2.2
est démontré.

Pour le théoreme 1.2.3 en dimension 3, il suffit de le démontrer en supposant
que 'on a

_ +oo 1/2
(122) uolfe (7 IV d) < o

En régularisant les données 1y et V' comme précédemment, on considere une
suite (vo,)neny de H™ (respectivement une suite (V,)nen de L*([0, +oo[, H*))
telle que vy, tende vers up dans H /2 (respectivement V,, vers V dans
L2([0, +-o00[, H'/?)) et telle que la solution associée vérifie

—+o0 1/2
(1.2.3) lvn | sz —I—V1/2</0 an(Ta')”qul/z dT) <Cyv.

Si v est une solution quelconque du systeme (NS) avec données ug et V' vérifiant
(1.2.3) et telles que vy soit dans H> et V dans L} ([0, +oo[, H*), la solution

loc
u est définie sur U'intervalle maximal [0, 7%[ et il est démontré que

T 1 400
et W v [ alr, Waprs dr < luolpse + [ V7, )3 dr
Dong, si
_ +oo 1/2
loollvs + v~ 2( [ V(T dr) " < w20,

alors cette estimation est vraie sur tout intervalle [0, 7%[. Le lemme 1.2.4 assure
que T* = 400 et I'estimation est valable sur tout R* . En utilisant une récur-
rence analogue a celle de la preuve du théoréme 1.2.2; on obtient le théoreme
1.2.3 grace au lemme 1.2.5. [

Deux décennies apres le résultat [16], en 1984, T. Kato [22] montre l'existence
de solutions fortes dans l'espace LP(R™). Plus précisément, il démontre les



théoremes suivants, dans lesquels BC' désigne I'ensemble des fonctions bornées
et continues et PL? le sous-ensemble des éléments de L” a divergence nulle.

Théoréme 1.2.6. — Soit uy € PL™ . Alors, il existe T > 0 et une solution
unique u telle que

(1.2.4) t372 w e BO([0, T[,PLY)  pour m < q< oo
(1.2.5) t'72 Vu e BC([0,T[,L9) pour m<gq< oo

avec des valeurs nulles ent =0, sauf si ¢ = m dans (1.2.4) auquel cas u(0) =
Uug -

On a en plus la propriété suivante
2

1
(1.2.6) we L"(J0,T1[,PLY) avec -=(1-m/q)/2, m<qg< 5
r m—

Théoréme 1.2.7. — Il existe X > 0 tel que, si||ugl|zm < A, alors la solution
u du Théoreme 1.2.6 est globale, c’est-a-dire que l'on peut prendre T' =Ty =
+o00 . En particulier ||u(t)||pa décroit comme t=1=™/D/2 guandt — +o0 , méme
quand q = oo , et |Vu(t)||pe décroit comme t~~%) méme si q =m .

Théoréme 1.2.8. — Dans le cadre du Théoréme 1.2.7 on a

1 /T
= [ @l dt 0 quand T +os.

Théoréme 1.2.9. — Soitug € PL™NPL? | avec 1 < p < m . Alors la solution
u donnée par le théoreme 1.2.6 a en plus les propriétés suivantes

u et tY2Vue BCO(0,To[,L™"NLP) avec 0<Ty<T.

Théoréme 1.2.10. — Il existe 0 < \; < A tel que, si ||u||pm < A1, la solution
u du théoreme 1.2.9 est globale et on peut prendre T' =T, = Ty = +00 dans
toutes les estimations précédentes (N, sera petit si p est proche de 1). De plus,
on a pour tout réel fini ¢ > p

(1.2.7) t(m/p)=m/a)/2 oy ((m/D)=(m/A)+1)/2 <7, BC([1, 00], LY)
pourvu que [’exposant de t soit strictement inférieur a 1 (séparément pour u

et Vu); autrement cet exposant doit étre remplacé par un nombre arbitraire
strictement inférieur a 1.

Pour la démonstration des trois premiers théoremes que 1’on vient d’énoncer,
on écrit (NS) sous la forme abstraite

(1.2.8) ?; + A(u) + F(u) =0
(1.2.9) ou A=-PA=-AP,
(1.2.10) F(u) = F(u,u), F(u,v)=P(u-Vo).

On rappelle que P est la projection orthogonale de L? sur PL?, I'espace des
champs de vecteurs de L? & divergence nulle. L’opérateur P est étendu & un



opérateur borné de L? sur PLP avec 1 < p < oo. Par ailleurs A est égal a —A
et e7'2 est Popérateur de la chaleur. L’équation (1.2.8) sous sa forme intégrale
devient

(1.2.11) u=up+ Gu
ol
w(t)=e, Gult) = [ "0 A ply(s)) ds
En utilisant les estimations qui se déduisent de l'inégalité de Holder et de

leffet régularisant du noyau de la chaleur, on obtient, avec «a, 3,7 > 0 et
y<a+pB<m

atB—y

t
(1.212) G u(@)fpm < C/O (=) [luls)llpmsa [Vuls)lpme ds

t 1
(1213) [[VGu®)lpmm < C/O (t—s)" lu(s)l| e [VUls)llgmrs ds -

On résout 'équation (1.2.11) par récurrence. On pose

(1.2.14) vo=¢euy et vy =vo+Guv, pour n>0.

On démontre par récurrence que v, existe et satisfait les estimations suivantes
(1.2.15) t1=9/2y € BC([0,00[,PL™?) avec sa norme < K, ,
(1.2.16) tY2 Vv, € BC([0,00[, L™) avec norme < K

et ou 0 < 0 < 1. En plus, les deux fonctions apparaissant dans (1.2.15),
(1.2.16) s’annulent en ¢ = 0. Ces estimations sont vraies pour n = 0 et on
peut prendre Ky = K|, = C'||lug||= . La continuité en ¢ = 0, pour des valeurs
nulles des fonctions figurant dans (1.2.15), (1.2.16), se déduisent du fait que
I'opérateur t(1=9/2 ¢4 est uniformément borné de PL™ vers PL™/? et tend
uniformément vers 0 quand ¢ — 0, et de méme pour U'opérateur t*/2Vet4
de L™ vers lui-méme.

Supposant que (1.2.15) et (1.2.16) sont vraies pour n, on en déduit qu’elles
sont vraies pour n + 1. Le second terme G u,(t) est estimé en norme L™/°.
Par conséquent, la norme recherchée ne doit pas dépasser

CK, K, / (= 5)"V2 5O g5 = O K, K 4092
0

et 'on a établi (1.2.15) pour n + 1 avec K,,11 < Ko+ CK, K], ou K,, et K],
peuvent étre choisis arbitrairement petits si on choisit un intervalle de temps
petit [0, 7[. Il apparait qu’il existe un nombre A > 0 tel que, si Ky < A, alors
K, et K] sont bornés par une constante K . Ceci est vrai si ||[ug||Lm est assez
petit et les suites (1.2.15) et (1.2.16) sont uniformément bornées, on peut donc
prouver leur convergence uniforme sur |0, oof.

Pour obtenir la limite v dans BC([0, oo[, PL™), on doit estimer la norme L™
de v,. Pour m < ¢ < oo, on estime la norme L?. En utilisant (1.2.12) et



(1.2.14), on a
t m m

vng1 () |lze < |Jvo(t)||za+C Ky K,g/ (t—s) " HO=)/2 g=(=0/2) gg < |~ (=9)/2
0

Ainsi la fonction limite est dans 'espace BC([0, 0o[, L™) (en prenant ¢ = m)
et u satisfait (1.2.4) pour m < ¢ < oo. De maniére similaire, on démontre
I'estimation (1.2.5) pour Vu . Pour la démonstration de (1.2.6), on utilise I’es-
timation prouvée par Y. Giga [18]

2

1
vy € L?7(]0,00[) =: L"(]0, 00[,PL?) avec — = (1-m/q)/2 et m <q< 5
r m —

ou la norme associée est arbitrairement petite si ||ug||Lm est assez petite. En
utilisant (1.2.14), on a

atB+1—y

t
G ul®) e < C [ (8 =) 5 Vertu(s)llpwe u(s)ll s ds |

t m
et Gut)i < C [ (t=s) T Ju(s), ds
0
et par l'inégalité de Hardy-Littlewood on obtient
[ull L < flvollzmr + C Jlullfmr

ou 'intervalle de temps est l'intervalle |0, T tout entier (avec T > 0). Il s’ensuit
que ||u||per peut étre estimé a 'aide de ||vg||Lar, si ce terme est petit, ce qui
est vrai si T' est petit. En particulier, si ||ug||zm est suffisamment petit, il en
est de méme de ||[vg||zm.r, et on peut choisir T' = oo .

Pour ce qui concerne le théoréme 1.2.8, puisque vy(t) — 0 dans L™ il suffit de
le prouver pour Gu. En utilisant (1.2.12) avec v = 1, = 1 — 2k, 5 = 4k, ou
k est un nombre positif petit et strictement plus petit que 1/2, utilisant aussi
(1.2.6), on a

()| s = 10 € LV5(J0,00]) et || Vu(s)||pmys < K 57072 et
t
|G u(t)||pm < C/ (t—s)7* 57128 y(5) ds .
0

Intégrant sur [0,7], on trouve
T T
/0 1G ()| dt < C’/O (T — 8)'F s~ (=20 () ds .

On sépare [0,7] en deux sous-intervalles |0, 7] et |7, 7[. La contribution de
10, 7[ est un O(T**) quand T" — oco. En utilisant I'inégalité de Hoélder, la
contribution de |7, T'[ est majorée par le produit de T avec la norme L'/* de 1)
évaluée sur |7, T[. Ainsi, on a
. LT
Jim sup — [ [[Gu(®) 1 dt < C ]z

ou le terme de droite est calculé sur |7, 0o[ et tend vers 0 quand 7 — oo puisque
v appartient & L'/*(]0, co[) . Donc, le premier membre est nul, lui aussi.



Pour les théoremes 1.2.9 et 1.2.10, si on suppose ug € PL™ NIPLP, la solution
u est dans l'espace C([0, T[,PL™) et on doit évaluer les normes des solutions
approximantes v, dans L?. On doit montrer que 1’on a la propriété

lon(®)|lr < M, pour n=0,1,2... et te€][0,T[,

et faire une récurrence sur les estimations des constantes M,, . La propriété est
vraie pour n = 0, si 'on pose My = C' ||ug||z» . Supposant la propriété vraie
pour n, on estime le second terme G v,, dans L? . En utilisant (1.2.14), comme
on a

V0 (8)|| s < K s~ 0=/

on obtient
t

|tng1 ()] 2 < Mo—i-C'/ (t — )72 570G/ Yoy, (8)||» ds < My +C K M,
0

ce qui conduit a demander
Mn+1 §M0+CKMn

Cette inégalité récurrente linéaire a une solution bornée M, < M si C' K < 1
et aboutit a I’estimation recherchée pour la norme L? de u et ’estimation de
Vu s’obtient via (1.2.14). Ces estimations sont valables pour ¢ € [0,7], ou
u(t) € L™, en supposant C' K < 1, ou K est une constante qui borne la
norme de v, et celle de u dans L™ . Si ||ug|| L= est suffisamment petit, on peut
avoir C' K < 1lavecT = .

Il reste a prouver (1.2.7) lorsque T' = oo. Puisque ||vg||re satisfait (1.2.7),
il suffit d’estimer ||G u(t)||z« et ses dérivées en utilisant (1.2.12) et (1.2.14).
D’abord, on suppose que m/p —m/q < 2 et on choisit « = m/p, v = m/q et
[ assez petit pour que

a+pB—-v<2.

Puisque ||u(s)||z» est borné et
IVu(s)|l s < K =002,

on aboutit par (1.2.5) et (1.2.12) a la premiére estimation de (1.2.7). Si m/p —
m/q > 2, on choisit p’ tel que p < p’ < m et tel que m/p’ —m/q soit inférieur
a 2, mais proche. Alors, on peut appliquer le résultat ci-dessus pour conclure
que u(t) a le taux de décroissance décrit au théoreme 1.2.10. La décroissance
de Vu se démontre de maniere analogue. O]

Théoréme 1.2.11. — Avec les hypothéses du théoreme 1.2.10, on a
lu(t)||r — O quand t — oo . Plus précisément

(1.2.17) lu(t) = vo(t)||r = O2)  lorsque t— oo,

ot vo(t) = e g est le flot de Stokes relatif d la valeur donnée initiale ug et
ot & est un nombre positif inférieur ou égal a min(1,m — (m/p), (m/p) — 1).



Ainsi [|u(t)||z» décroit au moins aussi vite que le plus lent de [|vg(t)||zr et de
=02,

Pour démontrer le théoreme 1.2.11, sachant que uy € L? implique que vy(t) — 0
dans LP quand t — oo, il suffit de montrer (1.2.17). On sépare l'intégrale de
Gu en lintégrale sur |0, 1] et celle sur |1,¢[, et on estime chaque terme, en
écrivant

Go(t)u(t) == G(t)u(t) Loap(t) , Gi(t)u(t) := G(t) u(t) 1y1,4(t)
et
Gu(t) = Gou(t) + Gru(t) .
Pour estimer G u(t), on pose
a=0+(m/p)—1,8=1,7y=m/p,

avec a > 0 et a+ =0+ (m/p) < m par définition de § . En plus, on sait par
le Théoreme 1.2.9 que

()l gmsa = O(s~1072)

pour s — 0 des que a < 1, et est borné quand s — 0 lorsque o > 1. De plus
on a

IV uls)ll s = O(s717).

Ainsi, on a
|Gou(t)||r < /l(t _ g) 002 = (-0/2) g — (479/2)
0

Pour 'estimation de Gy u(t), on choisit « = §, =~ = m/p. De nouveau, on
écrit
[u(s) [ = O(s™P=I2) et [V u(s)]| gmss = O(s7V/?)

quand s — oo (voir 1.2.7). Il s’ensuit que
t
1Gru(®)]rr < / (t — 5)~0/2 g~ OHMID=0)/2 gg — 0(470/2) .
1

Le théoréme suit.

1.3. Le théoréme de Cannone

En 1997, la contribution de M. Cannone [6] consiste en une formulation plus

faible du théoreme de Kato qui repose sur I'introduction de I'espace de Besov

B2 (R*), ot 1 < g <3eta >0 :une distribution tempérée v € S'(R?)

appartient a I'espace de Besov By % (R?) si lim ||S; f|[~ = 0 et si la norme
’ J——0o0

définie ci-dessous est finie :

Il 7e. ey = sup 27 [|Ajvll e < 00



ou A; est 'opérateur de convolution avec la fonction 1, de la décomposition
de Littlewood-Paley qui tronque & des fréquences de taille 2/ (voir la Défini-
tion 2.1.1 plus bas pour plus de détails sur cet opérateur, ainsi que 'opérateur
de troncature S; aux fréquences plus petites que 27). Les deux lemmes suivants
sont classiques et admis. On note S(t) I'extension de la chaleur

St)f = e

Lemme 1.3.1. — Soit q fixé, 1 < g < oo et a > 0. Pour toute distribution
tempérée f dans S'(R™), les quatre normes qui suivent sont équivalentes

sup 277 |4 fllza , sup 277 |[S fllza , sup t*2 |S(2) fllza, sup 1S(2) fllg e -
JEZL JEZL t>0 t>0 ’

Lemme 1.3.2. — Soient q et qu deux constantes fixées vérifiant 3 < ¢ <
@ < oo et =1—(3/q1), s =1—(3/q2). On a les injections continues
sutvantes ‘ _

L*(R?) — B (R*) — B 2 (R%) .

q1,%0 q2,0

Ces inclusions sont strictes. Ainsi on a
2| € B, % (R?)
pour ¢ >3, a=1—(3/q) et
2|7 ¢ LX(R?).
Le théoreme de Cannone est le suivant. Nous ne le démontrerons pas ici mais

donnerons les ingrédients principaux.

Théoréme 1.3.3. — Soit q fixé, avec 3 < q¢<6 et a=a(q) =1—(3/q). 1l
existe une constante absolue § > 0 pour laquelle, siuy € L3(R3), [uoll g, <0
et V-vg =0 (au sens des distributions), ’équation (NS) admet une solution

globale forte dans C([0,00[, L*(R3)). De plus, cette solution est la seule qui
vérifie
u € O([0,00[, LA(R?)) , %% w € C([0, 00, LU(R?)) et lim ¢/ [Ju(t)||s = 0.

Remarque 1.3.4. — On entend ici par solution forte une solution au sens
intégral, que certains auteurs appellent aussi, empruntant a [’anglais, solution

mild.

La preuve du théoreme passe par les trois lemmes suivants. Avant de les énon-
cer, on introduit l'espace de Banach G qui est constitué des fonctions v(¢, x)
telles que

o(t,z) € C([0, 00l, L3(R?) , 19/2 u(t, z) € C([0, 00, L1(R))
: a/2 .
ot iy ¢/ o(t,) s =0,
espace que I’on munit de la norme

lvlle = sup [[o(t)llg,q, +sup 2 [Ju(t, )1 -
t>0 ’ t>0



Cette définition a un sens puisque I'espace L3(R3) s’injecte continfiment dans
B, %
Lemme 1.3.5. — Siug € L*(R?), alors S(t)ug € G .
Lemme 1.3.6. — L’opération bilinéaire B(v,u)(t) définie par
t
B: (v,u) € G x G+ B(v,u)(t) = —/ PS(t—s) V-(v@u)(s)ds € G
0
est bicontinue.

Lemme 1.3.7. — Soit (X,||-||) un espace de Banach et B : X x X — X un
opérateur bilinéaire continu : il existe une constante n > 0 telle que l'on ail,
pour tout x1 € Xy et xo € Xy

B(w1,22) < |z |22 -

Alors, pour tout y € X tel que 4n |ly|| < 1, Uéquation v = y + B(z,x) a une
solution x dans X . De plus, cette solution est la seule telle que

[zl < (1= /1= 4nllyl])/2n .

I1 faut noter que la condition [[ugl| z—a < § est satisfaite dans le cas particulier

d’une fonction ug assez oscillante. Par exemple, on considere ug # 0 appar-
tenant & L3(R3). Si 'on multiplie uy par une exponentielle wy = exp(iz - k),
pour k € R?, on obtient

|/€1|ii>noo [l woll e, =0
tandis que

\k:l\iinoo ||wk U()HLS(RS) = ||U0||L3(]R3) .

On observe bien que la condition de petitesse |wg upl|g-o < J est vérifie
q,00
pourvu que 1’on choisisse une fréquence k assez grande.

On sait que Leray s’est intéressé aux solutions auto-similaires de la forme
u(t, z) = O U 7).

ou A(t) est une fonction scalaire positive et U(x) un champ de vecteurs de
divergence nulle; une telle u(t, z) est une solution autosimilaire des équations
(NS) si, pour tout A > 0, on a 'égalité

u(t,z) = Au(\*t,\x).
Si 'on choisit A = 1/v/t, on trouve
1 T

\/E \/E)u

U(x) =u(l,z) champ de vecteurs de divergence nulle.

u(t,z) = —=U(

avec



Théoréme 1.3.8. — Soit 3 < q<6 et a=a(q) =1—(3/q). 1l existe une
constante § > 0 telle que, siuy appartient d qugo(R?’) et vérifie ||uol| p-o (rs) <
d, et V-uy=0 (au sens des distributions), ainsi que ug(z) = Aug(Ax) pour
tout X > 0, alors il existe une solution globale forte (au sens de la Remarque
1.3.4) des équations (NS) qui s’écrit sous la forme

1

i’

7

u(t,x) = ou U € B;;(RS) N LY(R?)

est telle que
Ulx) = S(1)up + W(a),
avec WEH%(R?’) si 3<qg<4 et Wel*R?) si 4<q<6.
La valeur initiale ug est prise au moins au sens faible des distributions.
Enfin, il y a une seule solution u(t,x) telle que
U € B, % (R*) N LYR?),
et pour laquelle [[U|g—o gs) + |Ulze < R, 0t R = R(||uol| g s)) est une
constante donnée.

Ajoutons encore que Necas, Rusziska et Sverak [31] ont démontré en 1996 que
I'unique solution U € L3(R3) est U = 0 et que, en 1998, Tsai [36] a montré
que la seule solution U € Cy(R?) est U = 0.

1.4. Le théoréme de Koch-Tataru

1.4.1. L’espace BMO~!. — En I'an 2000 dans [23], H. Koch et D. Tataru
ont obtenu un résultat optimal qui établit quel est 'espace le plus large dans
lequel existent les solutions globales et les solutions locales. Si

Blw) = w2 el

et

n/2
™ —(|x
¢t(x) = 7 e (‘ |/t)2 ,

on définit la norme BM O d’une distribution tempérée f sur R par

1 R 1/2
| fllBrmo := sup <|B(ZBR)| /B(zR)/O t|V(gb\/4—t*f)|2 dtdy) < 00 .

z,R>0
Si w est solution, pour la valeur intiale f, de I’équation de la chaleur

0
—w — Aw =
8tw w=>0

alors
w(t) = f* oz



et U'on a

bt ” Ywl|? dtd v
= su w
1fll5ac0 a:,RI>)0(|B(1’7 ol /. - | 1vul y)

On définit la norme BM O™}

11 (o [ i aray)”
-1 = Su 7 w t ) .
ot = o \IB(w, B)[ Jo@m Jo Y

Le théoréme suivant donne une caractérisation de 1’espace BMO™1.

Théoréme 1.4.1. — Soit h une distribution tempérée. Alors h est dans

, oft
BMO™! si et seulement si existent des f' € BMO tels que h = Z (9f :
i 9Ti

Sa preuve est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.2. — Soitm € C*(R™"\{0}, qui est homogéne de degré 0. Alors,
on a

Hm(Dw)fHBMO*l <C ||f||BMO*1 .

Démonstration du Lemme 1.4.2. Soit f € BMO™! et soit g 'extension de

la chaleur générée par f. On doit montrer que l'on a, si T = m(D,) et
si Q(z, R) = B(x, R)x]0, R,
1 2 2
Bz, R)| 1T 9ll72(00r) < C 1flspmo-r
ce qui se ramene, par invariance d’échelle et de translation, a montrer
(1.4.1) 1T 9llz2e01)) < C || fllBro-1 -

On a
lg(z.t)] < C ™ || fll aro- -

Il suffit de montrer (1.4.1) pour x =0 et t = 1, ce qui est une conséquence du
fait que le noyau de la chaleur appartient pour t = 1 a 'espace de Schwartz.
Pour 0 <t<1,ona

Tgt)=TS@) f=T(S{t)—SML)f+TSA)f
— T (S(t) — S(l))f+/looTAS(s) F(s)ds
—T(1—S(1—1)g(t) + /100 TAS() 9(5)ds

Les opérateurs T (1 — S(1 — t)) sont bornés dans L? et leur noyaux k; sont
uniformément bornés, on a

[e(2)| < C |72



Pour le premier terme, on peut donc écrire

|7 =s(-14)

L2(B(0,1)) <C msélﬂg 19| z2(B.1))

uniformément en ¢ €]0,1[. Pour le second terme, on peut utiliser (1.4.1) afin
d’obtenir la borne L*. On a

o0 s s o 1 5
| [TTasC) o) ds], g € [ 5 N9l ds < Clf a0
puisque le noyau k; de T'AS(t) vérifie ||k(t)||piwny < C t71. O

Démonstration du théoréme 1.4.1. Soit f* dans BMO pour 1 < i < n. Soit g*
I’extension correspondante de la chaleur. Alors, on a par définition de BMO
dg’
dr dt < ¢
Bl /Q@R)Z‘axl’ vt <3 1 Moo

Ceci implique V- f € BMO™!'. Inversement si h est dans BMO~!, alors,
posant

o 0
Ri ; — h— Ail
" 8331 8$Cj
et
h@j = Ri,j h,
1 oft Oh; J_
onah;; € BMO™!. Pour tout i, il existe f* tel que —— o = h; j puisque o
Ly Tk
ahk: J i fl ’
5 . On a f' € BMO par construction et h = » e Le résultat est
€Z; i ZT;
démontré. [

1.4.2. Le théoréme de Koch et Tataru. — On rappelle la notation
Q(z, R) = B(z, R)x]0, R?[.

On introduit les espaces fonctionnels X et Y de fonctions définies dans R™ x R
via les normes

1/2 2 1/2
1l = sup (12 £ i) + st (e 1l (L) drdy)
= t | f(E)]| Loo(rn f(t dtd
lully = sup (£ 17 D)l )+fu>po<|B @R |/ ) y)

On définit BMOpg comme étant I'espace construit sur le modele de 'espace
BMO en se restreignant a considérer les boules de rayon inférieur ou égal a
R . De méme, on définit Xp, Yy et BMOIQ1 . Si v est dans BM Oy, on dit que
v est dans VMO si et seulement si ||v| pyo, — 0 quand R — 0. On appelle
ainsi VMO™! la fermeture de la classe de Schwartz dans BMO~(R™).

Le résultat principal de [23] est le suivant.



Théoréme 1.4.3. — Les équations de Navier-Stokes (NS) ont une solution
globale unique, petite dans X pour toute valeur initiale uy telle que V - ug =0
et que ug soit petite dans BMO™! .

En outre il existe € > 0 tel que, pour tout R > 0, les équations de Navier-
Stokes (NS) ont une solution unique, petite dans chaque Xg, qui existe jus-
qu’en t = R? | pour toute valeur initiale ug telle que HVUOHBMog} <e.

En particulier, pour tout ug € VMO~ avec V -uy = 0, il existe une solution
locale unique.

Démonstration du théoréme. Si S(t) est le semi-groupe de la chaleur asscié a
I'opérateur de la chaleur et V est cet opérateur pour 1’équation de la chaleur
inhomogene, c’est-a-dire

ou

E—Au:f avec u(0)=0 = wu=V/f,

alors

o lvl2/4s

Vf(t) = /OtS(s) f(t—s)ds ou V f(x,t) = /nx}ot[(élﬂs)’"b/?f(m_y’t_s) dyds .

Les solutions de ’équation de la chaleur

0
a—?—Au:f avec  u(0) = uo

sont donc de la forme
u(x,t) = (S(t) wo)(x) +V f(x,t) .

Pour tout multiplicateur de Fourier m € L°°, on sait que m(D,) u =
F~Y(m Fu) est borné dans L?. On rappelle que P est 'opérateur qui projette
sur les champs de vecteurs de divergence nulle ; celui-ci s’écrit en variables de
Fourier a travers la matrice de terme général

i Ty
nl?
et m satisfait, pour tout multi-indice «, a la condition

=20
su Yle=m <C.
up (|l | mon)|) <

m(n) = 0;; — avec 0;;, =1 ou 0 selonque i=jou i#j,

L’opérateur m(D,) est un opérateur intégral singulier et, pour ¢ défini au
Paragraphe 1.4.1, on a

(P ) ()] < C (1+[z)™",
et donc, pour le noyau Ky(z) =P ¢ 4 de P S(t), on a

[Ki(2)| < C (VE+]al) ™"



De méme pour le noyau de P V.S(t), on peut montrer que

(1.4.2) | PV ()| < C (Vi+[a) "

(1.4.3) | P(60 — ¢z ()| < C't |a| 72 .

Pour a € C™ et a support compact dans B(0, 1), on considére S(—t) a(t'/2D,,).

Son noyau est une fonction k; de la classe de Schwartz vérifiant

(1.4.4) |ky(x)] < Cnt™2 (1 + |5751|€>N pour tout N >1.

Vi

Pour démontrer le théoreme on va utiliser une méthode du point fixe comme
pour le théoreme de Cannone ci-dessus. On écrit ’équation sous la forme

u(z,t) = S(t) up(z) — (VVPN(u))(x,t) avec N(u)=u®u .

Partant de données initiales petites, on effectuera I’argument de point fixe dans
X afin d’obtenir la solution.

On s’appuie sur deux affirmations, dont on va démontrer la seconde.
1. L’opérateur N applique X dans'Y .
2. L'opérateur VVIP applique Y dans X .
Pour le deuxieme énoncé, on doit prouver que
VBS (0] <Ot Il et VPSR gy < C 1B R -
Par les invariances d’échelle et de translation, il suffit de montrer que
(1.4.5) [VVPf(0,1)] <C | flly, et
(1.4.6) IVVPfll L2001 < C || fllv; -

Soit x la fonction caractéristique de 'ensemble B(0,2) x [0, 1], et écrivons f =
Xf+ (1 —=x)f.lsuit de (1.4.2) que le noyau k de V VP satisfait

(1.4.7) k(z,t)| < C (VE+[2)) ™",
et I'on a l'estimation (meilleure que celle recherchée)
IVVP(L = X) fllz=o.u) < C sup |f| dzdt .
reR™ Q(I,l)

I1 suffit donc de considérer y f et donc supposer dorénavant que le support de
f est dans B(0,2) x [0, 1]. Dans ce cas 'estimation (1.4.5) découle de la borne
du noyau donnée en (1.4.7). Si le support de f est dans B(0,2) x [0,1/2], on
peut en effet utiliser la borne L! de f associée a la borne sur le noyau loin de
0. Si le support de f est dans B(0,2) x [1/2,1], on peut utiliser la borne L*®
de f associée a 'intégrabilité du noyau en 0.

On démontre enfin 'estimation suivante, plus forte que (1.4.6)

1
[ [Vt <l 7]



ou l'on a supprimé la restriction sur le support de f et utilisé que P est un
opérateur borné sur L? qui commute avec VV. Soit a € C§° avec a(§) =1 si
€] < 1eta(€) =0si|¢ > 2. On considere le multiplicateur 4, = a(t'/2D,)
qui tronque les fréquences supérieures & t~/2. Alors, pour t < 1, on a

(1= A) glla—@m < C 2 |9l 2@y

et donc

1
VYV (1=Ar) fllZ2@nxgoap < € /0 I(L=Ae -1y @t < CUFlly [z @exion -
Il reste a décrire A, f . Soit ki(x) le noyau de S(—t) A;. D’apres (1.4.4), on a

pour tout N > 1 l'estimation

k()| < O t™™2 (1 + pjl)‘N.

7

On a, en particulier
[Eell iy < oo et [[S(=t) Aflly < ClIflly

ainsi que
1S(=t) Acfllor@ny < Cll fllzr@ny -
Siw(t) = S(—t) Ay f(t) alors v(t) = VVArf peut s’écrire

t
v(t) = VS(t)/ w(s) ds .
0
Il faut donc montrer que
[0l1Z2 e o1 < C llwlly [lwllzr@nxjo,p -

Apres une série de calculs d’intégrales, on arrive a

(5(25) — S(2)) /0 " w(9) do ds .

Lo (R")

1
[ol3angon < [ Tw(s)loren

Pour obtenir (1.4.7), on montre que

‘S(Qt) /Otw(ﬁ) a9

< C wly -
Lo (Rn)

On a

L [ o) a0 1 e, 8)] dodt < o]
_ w < —— w(x,t xrdt < ||lw .
|B(z, R)| ‘ 0 y — |B(z, R)| JQ.Rr) Y
L’opérateur S(2t) a un noyau k(x) de la forme

k(z) = C, t/% e loP/8t

LY(B(z,R)

Il agit donc comme un opérateur moyennisant sur 1’échelle donnée par v/t.
Ainsi, en appliquant l'intégrale ci-dessus sur une maille cubique de taille v/t
on obtient

HS(%) /Otw(ﬁ) . <Cfuly 3 e < C Jlully -

Leo(R™) qeZ™




Le théoréme est démontré. O

D’autres espaces fonctionnels

Pour p > n, l'espace inhomogene B, 1+n/p)(R™) xpeut aussi étre défini via
Pextension de la chaleur : la distribution tempérée u appartient a B, 1F (n/p) (R™)
si son extension de la chaleur v satisfait

[0(t)|| ony < C £ EPI2 pour ¢ €]0,1] .
Soit R < 1. Alors, on a

! 2qvdt) < 1B R ([ AL
1 _ - n
(B Joe 2 rt) < 1B R ([ oDl )

p . Cm
S \/; |B(ZE,R>| /P sup (t (1-=(n/p))/2 ||U(t)||Lp(Rn)) .

0<t<R?
De plus, d’apres I'inégalité de Young et ’estimation du noyau, on a
(dmt) P (@) o emy < [l o ey
d’ou
L"(R") < B, Y"/P(R™) — BMO™" .

Les espaces de Morrey MF pour 1 < g < n sont définis comme les sous-espaces

de L} .(R™) constitués des fonctions u telles que

1 1/q
sup |RVP (———— ul? dx ]<oo
RS { (|B(x, R S )
Ona MP = L7, ,,(R") et u € M} siet seulement siu € L, ;(R") et u € B .

On a donc M € BMO™" pour 1 < ¢ <n.

1.4.3. Sur l’espaces des données initiales produisant des solutions
globales. — En 2004, P. Auscher, S. Dubois et P. Tchamitchian [1] ont pro-
posé le probleme de déterminer la topologie sur I'espace des fonctions condi-
tions initiales pour que celles-ci produisent de bonnes solutions. Ils citent T.
Kawanago [24], qui a montré que I'espace des données initiales uy € L*(R?)
qui produisent une solution globale u € C([0, oo, L*(R?)), et vérifient en outre
limy o ||Ju(t,-)||zs = 0, est un ouvert de la topologie de L*(R?). Kawanago
observe encore que si u satisfait I'inégalité d’énergie, alors la propriété de dé-
croissance est vraie et il n’est pas nécessaire de la supposer.

Gallagher, Iftimie et Planchon [17] ont montré le caractére superflu de I’hy-
pothese de décroissance de la solution, établissant que celle-ci est toujours
vérifée.



Auscher et al introduisent les espaces définis ci-dessous. D’abord C' (ou Cy)
est Pespace des fonctions u(t, z) définies sur |0, co[xR? & valeurs dans C? telles
que

Noo(u) = sup (Vi fu(®)]=) < o
et Neo(u) := (sup

1 /%/ ) 1/2
— u(t,x)|” dx dt < 00,
Qee |Q] Jo Q| (&)l )

ol Q est 'ensemble de tous les cubes ) dans R? dont les cotés sont paralléles
aux axes, de longueur lg et de mesure |Q].

De maniere analogue, étant donné T' €]0, 00|, soit Cp I'espace des fonctions
u(t, ) définies sur |0, co[xR3 & valeurs dans C? telles que

Noor(u) = sup (Vi [|u(t)||L=) < oo
T>t>0
1 [ ) 1/2
et New(u):=(  sup —/ /!u(t,m)\ dedt)”” < oo
QeQ,ZQgﬁ‘Q’ 0 Jo

Enfin, I'espace C (respectivement Cy r) est le sous-espace fermé dans C' (dans
Cr) des fonctions u(t, z) telles que limg g [Julc,, = 0.

On rappelle, comme vu au paragraphe précédent, que si ug € BMO™(R?)
est assez petit et de divergence nulle, alors il existe une solution v € C' de
I'équation intégrale de Navier-Stokes dans R? avec valeur initiale ug , qui s’écrit

(1.4.8) u(t) = e ug — /Ot APV - (u(s) @ u(s))ds

ou P est le projecteur de Leray qui projette sur les champs de vecteurs de
divergence nulle.

Si ug est une distribution de divergence nulle appartenant & VMO~ alors il
existe T > 0 et u € Cyr qui résout la méme équation dans ]0, T[xR3, avec T
dépendant de ug, en particulier T' = oo quand ug est assez petit.

Définition 1.4.4. — On définit 'ensemble E de toutes les données uy €
VMO™ qui produisent une solution globale de (1.4.8) appartenant, aussi grand
que soit le temps T', a l'intersection Npsq Co,r -

Le résultat suivant est di a [1], nous en donnons le principe de démonstation
ci-dessous.

Théoréme 1.4.5. — i) Siug € E et siu est une solution associée d ug , alors
u € Cy et

i (VE [[u(t)]1) + Jim [[u(t +-)llo = 0.
i) Il existe € > 0 tel que, pour tout vg € BMO™(R?) avec ||ug—vo|| ppro-1 < €,
l’équation de Navier-Stokes avec donnée vy a une solution globale v dans C'.



De plus, lapplication vy — v, définie de la boule B(ug, ) dans BMO™! vers
l'espace C' est analytique en ug au sens de la définition ci-dessous.

Définition 1.4.6. — On dit qu’une application ¢, définie d’un sous-espace
ouvert ) d’un espace de Banach F wvers un autre espace de Banach F , est
analytique en fy € Q) quand il existe ¢ > 0 et une suite Ly, k > 1 d’opérateurs
k-linéaires bornés, chacun défini de F* vers F , tels que

Bforc) CQ et $lgo) = 6o+ Li (Go—for- .o do—fo) avec go € B(forc).
k=1

la série étant normalement convergente dans F pour un tel gq .

La preuve de ce théoréme repose sur la stratégie de [17], qui passe par une
série de lemmes. On écrit

up = fo+ 9o
avec fo € VMO N L? et gy assez petit dans VMO™!, de telle sorte qu’il

existe une solution g de I’équation intégrale de Navier-Stokes (1.4.8) vérifiant
llgllc < e. On écrit alors

u=f+g.

Le résultat clef est le suivant, qui suit d’une estimation de type énergie sur f.

Lemme 1.4.7. — On a

. LT 1 -~
Jim (= [, dt) = 0.

En effet par ce résultat on conclut que pour un temps assez grand to, f(to) est

petit dans VMO~ (qui contient H é). Comme on peut montrer que ag reste
petit pour tout temps dans BM O™, alors au est petit au temps t; et on peut
alors appliquer le théoreme de Koch et Tataru vu au paragraphe précédent
pour obtenir le comportement asymptotique de la solution.

Le reste de la démonstration suit assez facilement des énoncés suivants. On
rappelle la définition

B(f.g) = [ dISBY - (f(s) @ gls) ds.

Lemme 1.4.8. — (Estimation de Koch et Tataru) Il existe un réel A > 0 tel
que, pour tous f,g € C', on ait

IB(f,9)llc < Allfllellglle -
On définit un opérateur linéaire L,; par

Las£)(1) = [ dIAPY - (a(s) @ F(5) + F(s) @ a(s)) ds

0



on a donc Lgu(f) = Bla, f) + B(f,b). Alors l'opérateur L, , est linéaire
continu sur C. Définissant S wg := (e'®wg)s>0, on a

(1.4.9) w = Swy— Lyu(w) + Blw,w) .
Lemme 1.4.9. — Le spectre de L,,,, dans C est {0} .

Lemme 1.4.10. — Soit F un espace de Banach, L un opérateur linéaire
continu sur F et B un opérateur bilinéaire continu sur F , au sens ou l'on
a

1Bl = sup IB(f;9)llF < oo
{7,971 171 7=lgl==1}

Alors, si 1 + L est inversible, pour tout z € F tel que
L < SRNNN
A Bl + L)~

existe une solution w € F de l'équation w = z — L(w) + B(w, w) .

(1.4.10) (14 L)~

En outre, il existe pour tout k > 1 un opérateur k-linéaire continu T}, sur F*
vérifiant

w=> Ty(z...,2),
k=1

et ces séries convergent normalement sous la condition (1.4.10).

Ces trois derniers lemmes permettent de résoudre (1.4.9) pour wy assez petit
dans BMO~!. Nous n’entrerons pas dans les détails ici. O

1.4.4. Optimalité du résultat de Koch et Tataru. — Dans [1], les au-
teurs montrent I'optimalité du résultat de Koch et Tataru, au sens suivant.

On suppose donnés un espace de Banach F', dans lequel se trouve la condition
initiale ug, et un espace de Banach F , auquel appartient la solution u que
I'on construit. Il sont tous les deux critiques, c’est-a-dire invariants par les
transformations laissant invariantes les équations de Navier-Stokes

(1.4.11) pour tous A >0 et x5€R? Ao (A - —x0)|lF = ||wollF ,
(1.4.12) pour tous A >0 et zy€R? [N (A2, X - —a0) || 7 = [Jull7

En outre, le semi-groupe associé a I’équation de la chaleur envoie contintiment
F sur F et il existe une constante K telle que

(1.4.13) 1S uollr < K |luollr -

On suppose aussi que l'espace JF s’injecte continiment dans ’espace
LZ(]0, 00[xR?), qui est celui formé par les fonctions définies sur [0, co[xR3
qui sont de plus de carré intégrable sur tout compact de [0, 00[xR3. D’aprés



le travail de Koch et Tataru [23], ceci permet d’assurer lexistence d’une
constante K pour laquelle on a, pour tout f € F

([ [ 150 a)”™ < & 1)

ol Qg est le cube unité [0, 1[>. Par (1.4.12), on tire de cette inégalité (g est
le c6té de Q)

sup (o5 [ 100 do ar) < 5 )5

QeQ
et I'on a, pour tout f € F
(1.4.14) Ne(f) < K || fllF -
On fait enfin I’hypothese de continuité de B sur F
(1.4.15) B = sup IB(f; 9)llx < oo

{f9eF [ fl7=llgllz=1}

Lorsque les hypotheses (1.4.11) a (1.4.15) sont satisfaites, le lemme 1.4.10
s’applique et assure qu’il existe une solution globale dans F des équations
(1.4.8) pour une donnée initiale ug assez petite dans F'.

De plus, si 'espace F' vérifie la propriété
(1.4.16) pour tout wup € F' ona %ir% IS uol| 7, =0,
—

olt Fr est I'espace des restrictions a [0, T[xR? des éléments de JF , alors, pour
toute donnée initiale ug , il existe une solution locale.

Remarque 1.4.11. — Ce schéma s’applique aux choiz F = Hz ou F = L3,
ou encore I est égal d la fermeture de S (S est la classe de Schwartz) dans
B;f'q, avec

sp=—14+3/p,1<¢g<o0,1<g<o0.
Loptimalité du résultat de Koch et Tataru réside en ce que, si (1.4.13) et
(1.4.14) sont satisfaits

pour tout ug € F ona No(Suy) < C |lullr,
ainsi que dans le fait que
Ne(Swup) < oo équivaut d up € BMO™! .

Tout F' du type décrit ci-dessus s’injecte continiment dans BMO™.

Les résultats suivants sont démontrés dans [1].

Lemme 1.4.12. — Soit F un espace de Banach qui s’injecte contintiment
dans Uespace VMO™ . Soit F un autre espace de Banach, pour lequel (1.4.13)
est vérifie. Et soit E ’espace introduit a la définition 1.4.4. Pour toute paire
de solutions globales u et v de (1.4.8) dans Cy associées aux données ug, vy €
FNE, on suppose que l'opérateur L, , est continu sur F et de spectre réduit



a {0} . Soit ug € ENF et soit u € Cy la solution de (1.4.8) déterminée par
ug . Alors

i) en fait, u appartient a F ;

ii) il existe € > 0 tel que tout vy € F satisfaisant ||ug — vo|lppo-1 < €
détermine une solution globale v € F de (1.4.8). En outre, l'application vy —
v, de F'N Bpyo-1(ug, €) dans F , est analytique en ug .

L’espace F le plus naturel est 'espace des fonctions continues f (¢, x) , a valeurs
dans F' pour tout ¢ > 0 qui vérifient lim; , || f(¢)||r = 0, espace que I'on note
aussi C([0, 00], F) .

Théoréme 1.4.13. — Soitug € ENFE, ou F est ['un des trois espaces cités
da la remarque 1.4.11 et soit u € Cy la solution de (1.4.8) de condition initiale
Ug -

On au € Cy([0,00[, F), et il existe ¢ > 0, dépendant de uy, tel que tout vy € F
satisfaisant ||ug — vollpmo-1 < € appartienne aussi a E et détermine une
solution globale v € Cy([0,00][, F) de (1.4.8). De plus, l'application vy — v,
de F N Bpyo-1(uo, ) sur Co([0,00[, F), est analytique en uy .

1.5. Sur Panisotropie des données initiales

Le role de ’anisotropie spectrale dans la résolution de 1’équation de Navier-
Stokes en dimension 3 est étudié notamment dans 'article de J.Y.Chemin,
[.Gallagher et C.Mullaert [11]. Ces auteurs introduisentl’ensemble G des
champs de vecteurs éléments de H2(R3) qui sont & divergence nulle et en-
gendrent des solutions globales réguliéres de (NS). D’apres Fujita et Kato [16],
I’ensemble G contient une boule de rayon strictement positif. Il existe un rayon
critique p. pour lequel, toute donnée initiale ug telle que ||u0||H% ws) < Pe
engendre une solution globale réguliere. Puis W.Rusin et V.Sverak [35] ont
démontré que le complémentaire G¢ de G dans H %(R:s) a la propriété que
I’ensemble 1
G° N {uo € HE(RY) | ol 3,5, < e}
est non vide et compact, aux translations et dilatations pres.

J.Y.Chemin, I.Gallagher et P.Zhang [12] ont montré que tout point uy € G
est le centre d'un segment de droite I C G dont la longueur mesurée dans la
norme C~' = B! est arbitrairement grande. Notons que cet espace Byl
est en fait 'espace dans lequel s’injecte tout espace de Banach de distributions
tempérées invariant d’échelle, voir [30] — si l'on veut définir une notion de
«grande» donnée initiale pour (NS), c’est donc dans Bgo{oo qu’il convient de la

mesurer.



Pour tout ug € G, il y a donc des perturbations arbitrairement grandes (au
sens de Bgofoo) de up qui engendrent des solutions globales. Ces perturbations
sont fortement anisotropes.

Nous alons détailler les résultats de [11] et [12] ci-dessous.

Remarque 1.5.1. — FEtudiant une situation anisotrope dans R3, on écrit
ry = (z1, T2) pour les variables horizontales. De méme on note u™ pour les
composantes horizontales d’un champ de vecteurs u, et les opérateurs de dé-
rivation, divergence, Laplacien etc en deux dimensions seront notés avec un
indice h.

On introduit les normes (avec les espaces associés ou ces normes existent et
sont finies)

1f]

L = (/Ri(/Rv |f (wn, w3)|? dics )P/ d$h)1/p )
e = (1602 160l | £ (6 ) dinds) ™

Observons que Uespace H*? est un espace de Hilbert si s < 1 et o < 1/2. La
norme suivante, ainsi que 1’espace correspondant, sont également utiles

s = ([ Va2 160 6 |FF (61, 6o ) da da )

C’est un espace de Hilbert si les s; sont < 1/2 pour i = 1,2,3. Le théoréme
suivant, di a [11], est facile a démontrer. Une preuve figure ci-dessous.

Théoréme 1.5.2. — Il existe une constante co telle que, si (u-g)e est une

famille (indexée par €) de champs de vecteurs a divergence nulle dans H%,
vérifiant

(1.5.1) V& € Supp(Fuey) ou bien |&| < e|&]  ou bien |&] < el

alors

e fucoll ,y <o = uo€G.

Pour démontrer le théoreme 1.5.2, on s’appuie sur le théoréme suivant, di a
Iftimie [21], ainsi que d’un corollaire — ces deux résultats sont admis.

Théoréme 1.5.3. — Il existe une constante g pour laquelle [’énoncé qui suit
est vrai :
étant donné, pour i = 1,2,3, les réels s; vérifiant sy + so + s3 = 1/2 et

—1/2 < s5; < 1/2, tout champ de vecteurs uy de divergence nulle de H®15>%3
qui est de norme inférieure a €y produit une solution globale réguliére u de

(NS).



Corollaire 1.5.4. — Il existe une constante g pour laquelle I’énoncé qui suit
est vrai :

étant donné s €]0,1/2[, tout champ de vecteurs vy de divergence nulle de

H5/2=5 qui est de norme inférieure d ey produit une solution globale réguliére
u de (NS).

Preuve du théoreme 1.5.2. On écrit la décomposition ug = vy + wy ou
vo = F N (Lge,ecienFuo(©)) et wo=F ! (1geccienFuo(f)) -
Sis€]0,1/2[, on a

l[vol|Fpec1yz—s = el 6] 0] €3] | Fuo(€)]? d€
3 €|Sh

< et [ gl [Fuo(€)? de
< fuoll

puisque s < 1/2. De méme, puisque s > 0

[wol| Frei/2-e = 617 |€sI" % | Fuo(€)]? d€
{lénl<e€s]}

<< [ el 1Fuo(€)[? de
< e luoll?y -
Pour s = 1/4 on a donc l'inégalité

luolFra/anss < " Jluoll?,

1
3 Y

et le résultat suit du corollaire précédent. [

Le théoréme qui suit montre que si la donnée initiale varie lentement dans une
direction, alors elle génére une solution globale, qui, pour parler de maniere
lache, correspond au cas ou le support de la donnée initiale dans 1’espace de
Fourier est contenu dans la région {|{3] < €|&x|}. De plus, ajouter a toute
donnée intiale dans G une autre donnée a variation lente engendre toujours
une solution globale.

Théoréme 1.5.5. — Soit v} = (v}, v3) un champ de vecteurs horizontal et
régulier, de divergence nulle sur R3 (on prend v} dans L*(R3), ses dérivées
sont dans Uespace L*(Ry, H-'(R?)) ). Soit wy un champ de vecteurs régulier de
divergence nulle sur R .

Il existe un g9 > 0, qui dépend des normes de v et de wy , et vérifie, pour tout
e<¢gg :

les données initiales sutvantes sont dans G

veol(z) = (vg + éwg,wg’)(xh?xg) )



De plus, si, pour tout x, € R?, on a vl (xy,0) = wi(xy,0) = 0 et siug est
dans G , alors il existe un nombre €y qui dépend de ug et des normes de v et
wy , tel que, sicy < g, la donnée initiale ucg = ug + vep appartient a G .

La preuve de ce théoreme est donnée dans [10] et [12].
On mentionne encore 'inégalité suivante (prouvée dans [10])

pour tout wug € S de la forme wug: x € R® — ug(x) = @(ay) p(r3)

ona |ucplle-r = 5 llelle-r@e) | wollLe ;

cette inégalité implique que v, peut étre choisi arbitrairement grand dans
ct.

Le résultat suivant est di a [11].

Théoréme 1.5.6. — Soit (v-p). une famille de champs de vecteurs réguliers
de divergence nulle, uniformément bornés dans L (R, H*(R?)), ot l'on sup-
pose s > —1, et tels que la famille (\/cv.g). soit uniformément bornée dans
L*(R,,, H*(R?)) pour s > —1, satisfaisant de plus
pour tout € €)0,1[ et pour tout & € Supp(Fu.) &3] < e |&n] -

Alors, il existe un réel g > 0 tel que, pour toute < ¢q, la donnée v. o appartient
ag.

En outre, si ug appartient a G, on peut trouver des constantes ¢y et e, telles

que, st |veo(+0)|[2@m2)y < co, alors, pour tout € < &, la donnée initiale
Uep = Uy + Ve appartient a G .

Ce dernier théoreme se démontre en décomposant la donnée initiale comme
suit. On note P, = Id — VA 'divy, le projecteur de Leray sur les champs de
vecteurs horizontaux de divergence nulle.

Proposition 1.5.7. — Soit v,y un champ de vecteurs de divergence nulle qui
vérifie
pour tout € €]0,1] et pour tout & € Supp(Fueg) &3] < e |&] -

Alors, on peut trouver deux champs de vecteurs de divergence nulle (’U;O, 0) et
we o de spectre inclus dans dans celui de v. o et tels que

Ve, 0 = (ﬁ];mo) +weo 0U @};0 = Ph(”?,o) et ’}—w?,o‘ <e¢ ’-Fwio’ :

On construit une solution approximante en suivant [11].
On cherche une solution approchée uZ?? sous la forme

app _ app app _ (a5h
u? = u+ v, v = (77,0) + w,



ol u est I'unique solution globale associée a ug et o2 la solution de I'équation
(NS) bi-dimensionnelle pour x3 donné et fixé :

Db +oh Vil — Aot = —VPp. dans RT x R?,

(1.5.2)
V.ol =0 et (U?u:o = ﬁl51,0('a 3)

£

alors que w, est solution de I’équation linéaire de type transport-diffusion

gt w, + 08 - Viw, — Aw. = —Vg. dans R x R3,
(1.5.3)
V-w.=0 et (We) =0 = Weyo -

Ces champs de vecteurs satisfont aux propriétés du lemme suivant.

Lemme 1.5.8. — Sous les hypothéses du théoréme 1.5.6, la famille (ulPP)
est uniformément bornée dans L*(RT, L>=(R3)) et (Vu?P) est uniformément
bornée dans ’espace L*(R*, L L?).

On définit u, comme étant la solution associée a la donnée initiale ug+v. o, dont
le temps de vie est a priori fini et dépend de € et on introduit R, = u. — ul?

Lemme 1.5.9. — Pour tout § > 0, il existe £(0) et c(d) tels que, pour e <
£(9), si

[ve0(+ 0)[ 2 < ¢(d) ,
alors le champ de vecteurs R. = u. — ulP? satisfait l’équation

(1.5.4)
9 R.4+ R.-VR. — AR+ u® -VR. + R. - Vu = F. — V. ,

V- RE =0 et (RE>|t:0 =0 avec HFEHLQ(R‘*,H*1/2(R3) S 0.

Supposant ces deux lemmes établis, la preuve du théoréme 1.5.6 en découle,
en suivant la démarche de [11], qui passe par une estimation d’énergie dans
H %(R?’) a travers (1.5.4) et utilise le fait que le terme de force est petit et la
donnée initiale nulle. Ceci entraine que R. est unique et uniformément borné
dans L°(R*, H2) N LA(R*, H3/?) .

Proposition 1.5.10. — Avec les hypothéses du théoréme 1.5.6, pour tout réel
s > —1 et pour tout a = (ap,, a3) € N2 x N, il existe une constante ¢ telle que
le champ de vecteurs O* satisfait a estimation qui suit

aa aa 2
H o2() + sup vhh ()| dt'+
Oz Ly HE  w3€RJ0 m;
h-h ! o~ hyr 2 / 2
H \VAD () +/ ot dt') <z e
Oz rzag  Jo L?*(R3)




Proposition 1.5.11. — Sous les hypotheses du théoreme 1.5.6, les familles
w? et e7twd sont, pour tout s > 0, uniformément bornées dans l'espace
L®(RT, LXHP) N LA(RT, L HY) . De plus, pour tout s > 0 et tout a =
(o, 3) € N2 x N, la famille €1/27% 0°%w, /0x® est uniformément bornée

dans L>®°(R*, L2 HY) N L*(RY, L2 H}) .

On a l'estimation suivante du reste R, = u. — 2P : en soustrayant I’équation
vérifiée par ulPP de celle vérifiée par u. , on trouve

82 —h 0 — a a a
F. = (a—x% v, é?ng,pE) + w3050 + u - VP + v - Vu
que l'on décompose en F. = G. + H., ou
0? 0
GE = (aixg 6?, aixgﬁe) =+ w:;agvgpp et HE =U- vapp + ,ngp . VU .
Proposition 1.5.12. — I existe une constante positive C' telle que
pour tout € €]0,1[  ona |G| 2@r g-r2msy) < C elf?

Soit 6 > 0 fizé. Il existe des constantes £(9) et c(0) telles que, sic < () et
||Ua,0('70)||L§ < ¢(9), alors on a

||HE||L2(R+,H—1/2(R3)) <46 .

Enfin la conclusion provient du résultat suivant.

Proposition 1.5.13. — Pour tout 6 > 0 donné, il existe des constantes po-
sitives £(0) et c(d) telles que, pour tout € €]0,2(8)], si [[uzo(-,0)[[z2 < ¢(d),
alors on a

||,ngp<.’ O)HLOO(RJF,Lﬁ(RQ)) + ||Vh ngp(.’ 0)||L2(R+,Lﬁ(]R2)) S 0.

Nous verrons une implémentation de la stratégie précédente, dans le cas d'une
viscosité anisotrope, au chapitre suivant.






CHAPITRE 2

RESOLUTION DES EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES SANS VISCOSITE
VERTICALE

2.1. Introduction et énoncé du résultat

On s’intéresse ici aux équations de Navier-Stokes tridimensionnelles (NS) dans
le cas ou la viscosité du fluide est fortement anisotrope : le Laplacien n’agit
que dans les coordonnées horizontales : en rappelant la notation

2 2
Ah = 81 + 82 5
le systeme d’équations s’écrit ainsi

ou+u-Vu—Ayu=—-Vp dans RT xQ
(NS), divu =0

u\t:O = Ug -

Le domaine spatial  sera dans la suite T x R ou T%, ou T¢ := (R)z)® est le
tore d-dimensionnel. Le fait de supposer la viscosité verticale nulle a pour ori-
gine ’étude de fluides géophysiques, notamment les océans ou la viscosité, dite
"turbulente’, est souvent beaucoup moins forte dans la variable verticale [9].

Rappelons la définition des espaces de Besov isotropes vue au chapitre précé-
dent, ainsi que celle des espaces de Besov anisotropes qui interviennent dans
ce chapitre et qui sont modelés sur ceux-ci. On note £ = (&,,&3) = (&1, &2, &3)
avec &, € Z?% et & € R les variables de Fourier sur T? xR (et &5 € Z si Q = T3).

Définition 2.1.1 (Espaces de Besov isotropes). — Soit x une fonction
paire dans D(R) telle que x(t) = 1 pour [t| <1 et x(t) =0 pour |t| > 2. Pour
tout q € 7 on définit les opérateurs de troncature en fréquence

FSf(€) = x(27U)FF(&) et Agi=Se1— S,

Pour tous p,r dans [1,00] et tout s dans R, avec s < 3/p (ous < 3/p sir=1),
’espace de Besov homogeéne B, . est lespace des distributions tempérées f telles
que et

£ N, =

2118l ey

< 0.
or(Z)



L’espace de Sobolev H*® correspond aux choix p = r = 2.

Les espaces de Besov anisotropes employés dans ce chapitre sont de deux types,
dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 2.1.2 (Espaces de Besov anisotropes)

Avec les notations de la Définition 2.1.1, les opérateurs de troncature horizon-
tale sont définis pour j € Z par

FSEFE) = x(27(6ul) FFE) et Ali=8h, -8,
et de troncature verticale pour q € Z par
FSgf(&) == x27&NFf(E) et Ay:= 57, — 5]

Pour tous les s < 2/p et s < 1/p, Uespace de Besov B** est l'espace des
distributions tempérées f telles que

£l =D 2759 ARAY £l 12 < 00,

7,9

et l’espace de Besov BY* est l'espace des distributions tempérées f telles que

Il f |l Bo.s == ZZqSHA;’fHLz < 00.

q

Remarquons que B%* s’injecte contintiment dans B%*, puisque
(2.11) S 2 ATl < 302 [ ARAY fll e
q Jq

L’espace de Besov anisotrope B%3 apparait naturellement ici car il est modelé
sur I'espace L2(T2; Hz(R)) — qui est un espace naturel puisque L2(T2) est
associé & 'équation bidimensionnelle et H 3 est invariant d’échelle en dimension
trois — tout en étant un espace de Banach (contrairement a 2 (R) par exemple,
et donc & L2(T?2; Hz(R))). Cet espace a été introduit par M. Paicu dans [32],
qui a montré I'existence globale en temps de solutions a (NS);, pour des données
petites (locale en temps a données quelconques) dans B%:. 1l a également
montré I'unicité des solutions dans L™ (R™, BO’%) dont le gradient horizontal

est dans L2(RT, B%2).

Dans le présent travail on cherche, dans 'esprit des travaux [10, 11, 12]
rappelés au chapitre précédent, a exhiber des exemples de données initiales qui
peuvent étre arbitrairement grandes mais pour lesquelles on peut néanmoins
démontrer l'existence globale et 1'unicité de solutions. Le contexte naturel,
suivant ces travaux, est de considérer des données initiales variant lentement
dans une direction, et la spécificité de ce chapitre est de supposer que cette
direction est la méme que celle dans laquelle il n’y a pas de viscosité (la verticale
par exemple). Ce travail fait ainsi suite & une série de travaux concernant soit
le cas lentement variable, soit I’équation anisotrope (voir par exemple [3, 4, 8,



10, 11, 12, 14, 15, 20, 21, 32, 33]). C’est a notre connaissance la premiere
fois que le caractere lentement variable dans une direction, qui permet d’obtenir
des solutions globales sans hypothese de petitesse sur la donnée initiale, est
mélé a 'absence de viscosité dans cette méme direction. Cela conduit a étre
particulierement vigilant dans les estimations puisqu’aucun effet régularisant
n’est possible dans la direction verticale. Le résultat est le suivant.

Théoréme 2.1.8. — Soient u = (up,ud) et wy = (w§, w2, w) deur champs

de vecteurs de divergence nulle avec (ul,w3) de moyenne horizontale nulle,

appartenant d B%: N B%3 et tels que

(2.1.2) wh = —VA Oswi V= (04,0,) .

Soit, pour tout € € (0,1), le champ de vecteurs de divergence nulle
(2.1.3) ug () = (uh + swl, wi) (w1, 19, 13) .

Pour e assez petit, il existe une unique solution globale u® a (NS)y, associée a la
donnée initiale (2.1.3), dans Uespace L (R*, B%2) et telle que V™ appartient
d LA(R*, B%z).

Remarque 2.1.4. — II est démontré dans [10] qu’une fonction de la forme

he(z) = f(wn)g(exs)

avec [ et g dans la classe de Schwartz, vérifie

1
1h* g, 2 71l gl
donc peut étre aussi grande que souhaité dans Bo’ofoo.

Remarque 2.1.5. — L’hypothese (2.1.2) ne fait pas perdre en généralité : en
décomposant un champ de vecteurs horizontal f* sous la forme

=V + ot div,®" =0,

on pourrait incorporer d u la partie de divergence horizontale nulle de wg. Le
caractére périodique en la variable horizontale nous permet d’obtenir de bonnes
estimations de régularité sur w® a partir d’estimations sur w* via ’identité

w = —VEA 05w

car w3 est de moyenne horizontale nulle (voir la Section 2.3). Dans le cas
ot wy = 0, la démonstration du Théoreme 2.1.3 s’étend au cas ou la variable
horizontale est dans R? plutot que T2.

Dorénavant on note pour toute fonction f

{fL(x) = f(xp,exs) .



La méthode de démonstration du Théoreme 2.1.3, dans l'esprit des travaux
précédents sur (NS) anisotrope (voir le chapitre précédent) consiste a chercher
la solution u® sous la forme

(2.1.4) ut =g, + R,
avec
Uy = [uh + ew™, w3]5 :

ol pour tout ys, ul(-,y3) est solution des équations de Navier-Stokes bidimen-
sionnelles avec donnée initiale uf(-,ys3)

ol + uh - Vhuh — Ayul = —VPpy dans R x T?
(N82D>y3 dth Uh =0

UE:O = ug('7y3) )

et w? est solution de I’équation linéaire

(T) {atw3+uh-vh 3 _Ayw?=0 dans Rt xQ
3 3

w|t:0 - wo .
Notons que la moyenne horizontale est préservée par ces équations. Enfin on
pose

w = —VA 0w

Comme rappelé en Remarque 1.1.6, on sait depuis [29] que dés que uf €
L?(T?), pour tout ys3 fixé, u" est unique et existe pour tout temps dans 1’espace
d’énergie L>°(R*; L*(T?)) N L*(R™; H'(T?)). Le champ de vecteurs w existe
également de maniére unique également pour tout temps (ceci sera précisé
en Section 2.3), et I'essentiel du travail consiste donc a résoudre globalement
en temps, pour € suffisamment petit, ’équation (de Navier-Stokes anisotrope
perturbée) vérifiée par Rc.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la Section 2.2 on montre que pour ¢
suffisamment petit, I’équation vérifiée par R® a une solution globale : cette
démonstration repose sur des estimations a priori sur la solution approchée ug,,
qui sont obtenues en Section 2.3 a partir d’estimations sur (NS2D), et sur (T).
L’Annexe est consacrée au rappel de résultats classiques concernant les espaces

fonctionnels apparaissant dans le présent travail.

Notations. Dans tout ce chapitre et sauf mention du contraire, on notera
par C une constante universelle, en particulier indépendante de e, qui peut
changer d’une ligne a 'autre. On notera parfois a < bsi a < Cb. On notera q ~
¢siqgeld —C, ¢ +CJ.

On notera de maniere générique par (s,)q.ez une suite de réels positifs telle

1
que Z s¢ < 1 et par (d,)sez une suite de réels positifs telle que qu < 1.
q€Z qEZL



Enfin si X est un espace fonctionnel sur T? et Y un espace fonctionnel sur R,
on écrira X1,Y, := X(T?% Y (R)) et de méme Y, X}, := YV (R; X(T?)).

2.2. Démonstration du théoréme

2.2.1. Principales étapes de la preuve. — En rappelant les nota-
tions (2.1.4), écrivons le systéme d’équations vérifié par R°. Notons que w"
vérifie

{ ot — Apwt = —Vhpy, avec pp = A 10s(ut - VEw?)

On peut donc écrire

VR + R - Vug

app

(22.1) R + R -VER +u

app

— AyR° = —Vq. +¢eF*
avec
Fe .= 5[(wh . Vh(wh, 0) + w383(wh7 0))] + {(w : V(Uha w3)> + (Uh ' th)}

+ (0, [95(po + €p)l: )

3 3

¢ =0~ |[potep|
€
et Rj,_, = 0. Pour démontrer 'existence globale de R® nous allons écrire une
. . . . h ’ o) .
estimation a priori sur HR6||EOO(R+;BO%) et |V REHP(W;BO%) (la définition de
ces espaces est donnée en Annexe) en omettant I’étape classique de régulari-
sation du systéme pour justifier les estimations. Par ailleurs comme rappelé

dans l'introduction, seule 'existence globale de solutions doit étre démontrée
puisque 'unicité pour (NS;,) dans notre cadre fonctionnel est une conséquence

de [32].

Afin d’absorber les termes linéaires dans (2.2.1) nous allons utiliser un argu-
ment de type Gronwall, mais dans le contexte des espaces LP en temps (voir
I’Annexe). Une stratégie (voir [17] par exemple) est d’écrire une partition
de R* en intervalles de temps

K-1

(2.2.2) R* = | [tk tos1]

comme dans la Proposition 2.3.1 ci-dessous, qui dépend d’'une constante C
qui sera fixée a la fin. On écrit alors, en suivant [32], une estimation d’éner-
gie dans L? sur AJR® et il vient apres intégration sur un intervalle de



temps [y, t+1]
(2.2.3)

1 tk+1 \4 151 1 \4 €
SIAGR (trn) [z + IVPAYRE(t)][72 dt < SIIATR ()17
2 tr 2

tkt1
+/tk :
Tt
L ([ - TROIATR) (1) + | (AR - Vi ) A3 )0 )

tet1
+ e /t (AVFE|AYR?) 2 (1) dt
k

(Ay(RE - VR)|AYR) 2 (t)] dt

On note que R°(ty) = R°(0) = 0. Introduisons la notation
[N/ZX = Z/T([tk, tlc—l—l]; X) .
D’apres [32, Section 4.1] on sait que

trp41
(2.2.4)/ (AY(RE - VR)ALR) a(t)]dt < 2795, IV R, (1R

~ 1
ty 2% Ly B2

et d’apres [32, Section 5.1]

.

(A (g, - VROATR) 12 ()|t S 270, | R IIV"RY|

LQBO’%

o=

app koo
W 1
o IV e g IR )

en rappelant que (s,)4ez désigne de maniére générique une suite de réels positifs

vérifiant
1
Z s¢ <1.
qEZ

x (Iv

aoo

IV IZ;

app

bu Nl

BO’% ||U

o=

1
2
k Lk:B

Grace a l'inégalité de Young

I
—_

;1
(2.2.5) ab < af + St

cette derniere inégalité peut s’écrire aussi
(2.2.6)

/tk+1
tg

(Ag(u,

o VAR (1)t < 2705, (LIVUREIE,

IR o g 17"l 3 (0 + Nl o))

La fin de la démonstration du théoréme repose sur les deux lemmes suivants,
qui sont démontrés respectivement au Paragraphe 2.2.2 ci-dessous et en Sec-
tion 2.3.

Lemme 2.2.1. — Il existe une constante C' > 0 telle que sous les hypotheses
1

du Théoréme 2.1.3, il existe une suite (s,)qez de réels positifs vérifiant Z se <
qEZL



1 et telle que
(2.2.7)

/tk+1
tr

4 ORI oy (023 (1 Il y) + Ol 1) )

AYR) a(0)]dt < 2 qsq(||vhR€||

(A;(RE app) L2B0 i

Lemme 2.2.2. — Il existe une constante C' > 0 telle que sous les hypothéses
1

du Théoréme 2.1.3, il existe une suite (s,)qez de réels positifs vérifiant Z se <
qEZ
1 et telle que

(2.2.8) 2q/ (AYFIAY RS a()| dt < Cs || B
tg

0,1
LeB%2

Retournons a (2.2.3). En rassemblant (2.2.4), (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.8) il vient
24
*||AVRE(tk+1)||L2 + 2‘1/ IVRALR (72 dt < S AR (1) 22

+08q||VhR‘5||2 po 3 1 o oy + CEsall BV o oy + q||VhR€||2

ixB 2Bz

+ CS(IHRE”QOOBO (H app||22 1d (1 + ||U’app||2 ) + ||83uapp||

?Bo,% LiB" ) ’
On a utilisé le fait, rappelé en (2.4.4), que
IV all o3 < llall gy -

En prenant la racine carrée des deux membres de 1’équation et en sommant
sur q € Z on trouve que

IR oy + IV RN ooy < CHRE ()] oy

LB L2B"2
oy (I Bl 15 oy + CVE)

N o= 3

+ Rl

()O
£ k 1
+ CHR ||EZOBD,% (Huapp“LzBl z (1 + ||uapp|lLooBO 1) + ||83uapp’|; Bl’%> .

Il suffit alors de choisir la partition (2.2.2) grace a la Proposition 2.3.1 de sorte

que
1 1

HugppHizBLl (1+ HuappHLooBO 1) < NTelme
et de choisir, toujours grace a la Proposition 2.3.1, ¢ suffisamment petit pour
que

Alors l'inégalité ci-dessus devient

1B ;e o HIVPEE N o oy < CIRE ()] oy +C IR o b VPR oy +Ce
k

72
2B

[

LB 2B



Soit maintenant 7 le temps maximal pour lequel
1
<T* |2 < .
Vi = ) HR H > ([0,T); BO 3) = 20/

Alors tant que g < 7T° on a
1B gt + IV R oy < 20N R0 + 27

et comme [[R*(fo)]| 50,4 = 0, en itérant K fois cette inégalité on trouve (voir [17,
4] par exemple) que T° = oo deés que € est assez petit, et qu’il existe une

constante Cy (dépendant de ul et wy via la Proposition 2.3.1) telle que

|| €‘|£°O(R+;BO’2)+ ||vhR€||L2 R+: B02) ggeXpCO'
Ceci conclut la démonstration du théoreme. O]
2.2.2. Démonstration du Lemme 2.2.1. — On commence par noter que
comme la divergence de R® est nulle
— (AL (R - Vg, ) |ATRT) 2
2
=Y (AV(RT g, ) [0V R ) 12 + (AL (R0, ) |03 A) RY) 12
=1
On pose
2
= | (A (R g, 0D R ) 2| et Ty = |(Ay(RTus, ) |05 Ay RF) 2|
=1

Commencons par étudier la contribution de /,. On a

tret1
q < v e,h s h pe
029) [, s 2Rty ), 2 A Ry,
o e,h u h pe
(R app) LiLquHv R |’[~/i30’%

avec la notation générique présentée dans l'introduction : (d,)qez est une suite
de réels positifs telle que
> dg<1.

qEZL
On rappelle aussi la notation Ly X = L"([ty, txs1]; X). On utilise ensuite la
décomposition de Bony en paraproduit et reste (2.4.5) qui permet d’écrire

2% AV(RM . <28 Z ||S REHLiLﬁLeoHA;/@pp“LiLﬁL%

app L2 L2~

+22 Z HS / luappHLiLﬁL?||A:]]’R€HL§LﬁL\2,

(2.2.10) .
+2q Z ||A ”uapp“LiLﬁL?,”Aq’R ||LiLﬁL‘2,
24’ >9q
qll:::q

::T +Th+th7



ou 'on a utilisé I'inégalité de Bernstein (2.4.1) dans la derniere inégalité :

HAvRefs ) %

app

Av(ReZ € )

app

L2L2 S L2L2LL

Estimons chacun des termes en succession. Pour quh on commence par noter

que pour toute fonction a et tout x3 € R on a grace a l'injection de Sobo-
1

lev Hz(T?) C L*(T?), I'inégalité

a2 lzscrey < ol ) g
1
S Ha('v$3)Hz2(1r2)||vha<'a373)”22(1@)
donc par 'inégalité de Cauchy-Schwarz en x3 il vient
1 1
lallrers < llallz:l1V"all7. -

En utilisant encore I'inégalité de Bernstein (2.4.1)

~

L
HAZ”REHLﬁLﬁLgo S 27 || AR HL4L4L2
puis I'inégalité de Minkowski
||A;”RE||L§L§L3 < ||AZ”R€||L§L3L§
il vient

LN
HSJ'AREHLiL;ﬁLgo < > 2 HAZ”REHLiLgLﬁ

2q//§2q/
" 1 1
< N 2%HA;/,REHE?B||AZ,,VhR€HziL2
2q//§2q/
1 1
< €12 h pe|2
SR IIQO oy IV'R ”ngO%
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. De la méme maniere on a
||Aq app||L4L4L°° S 2 2 HAv’uappHL?LQ”AV Vh 2ppl|LiL2
1
< d Huapp||2chO,1 ||Vh 2pp||; BO’%
donc il vient finalement
1 b e s 1 b 1
th ~ d HREH;? %Hv REHL%%BO%HuzpszZOBo,va pr”ziBo’l )
et de maniere symétrique
1 1
th Nd ||RE||; 01||vhR€||zi o%” apszOCBofH app||L2301



Enfin un raisonnement analogue permet d’estimer Rg,. On écrit en effet

Ry =21 Z HA;"U HL4L4L2HAVRE”L4L4L2

app
2d' >04
q//:q/
i 1
5 Z 297927 ||A:]I”uipp||l2/zoL2||Av”vh ;pp“L};’oL2
2 2

e e 1
L B) v h pey 2
X 272 HAq/R HL;OBHAq'v R HL;OL‘Z
donc par 'inégalité de Young pour les séries
p p

th N d ||R5||200 0. ||VhR5||22 0.1 ||uapp||L;°B ! app

En conclusion, en retournant a (2.2.9) on obtient

1
3 h
% O%HUprHE?BO’%”V ut H

tet1 & 3 h pe
2 [ L@ dt S s IV
k

~ 0’1
LeB™2

vl

et par I'inégalité de Young (2.2.5) et (2.4.4) on obtient

tet1
24 / L(t)dt < 20
(2.2.11) t 100

+Os|RIE,

|V R

[2p"3

ot 2 gy 5

Etudions & présent la contribution de .J,. On note que par (2.4.1)
10sAG R[22 S 27] Ag R 2

donc on a
tr4+1
q < 92q v €,3, € v e
(2_2.12) 2 /tk Jq(t)dt ~ 2 HA R app)‘ Llch2 q L,;’OLQ
—q v/ pE3, € €
23| A5 (i) | o dall B g -

On procede alors comme ci-dessus en décomposant le premier terme en para-
produit et reste :

j
2

AV(RES € )’

app

Ll S 2 ? Z HSV' 1RE3HL<>°L2L°<>HA ’uappHLlLooLQ
~q
+2 Z ”S’ luapp“LiL‘X’HAZ’R ’SHLiL2
(2.2.13) ) ] »
v
+ 2% Z ||Aq”uapp||L}cLﬁoL%”Aq’R’ HLEOLZ

2d’ >9q
qll::q/



On note d’'une part que

3 11
qu3527(1 Z 2%HA\q,”REHLEOLQ||A;/u;pp”L}€Lﬁ°L3

2Q”/52q’
q~q
S IR LB} Z 2% HAv’uzppHL}CLﬁoL%
~q
et d’apres (2.4.4) on a donc
(2.2.14) Tis S dall BN e oy 10500l .y -

Le second terme de la décomposition peut s’estimer par (2.4.2) :

3¢ 7’
Tng S 27 Z 27 ”AZ"uépp”LiLffLsHAZ'RE’BHLip

2(1”52(]’
7'~q
2% Z 27 ||A ”uapp||L2L°°L2||A 83R83||L2L2
9d’ <2q
q'~q
< ”uappHLzBl 12 Z ||AV VhR€||L2L2
q'~q
comme ci-dessus et grace a (2.4.4) et au fait que d3R*® = —divy, R®". 1l vient
donc
(2215) q3 Nd HuappHLzBl7HVhREH[~%BO,% .

Enfin pour le terme de reste on écrit, encore par (2.4.2),

Rys S22 3 277 | Ay Osusyoll 1 roe 2 | Ay BE || e 12

app
2d’ >94
q//:q/
2 !
(2.2.16) S Y 2202 | AYOsug I pe 227 | Ay RE | o2
/
i

S Al ]| o 195w

appHL151 5 "
En insérant (2.2.14)-(2.2.16) dans (2.2.13) il vient
AR ), o S (1 o 19005

app
+HVhREH

j
2

Y-y
et donc en retournant a (2.2.12)
2 [ )it S (1 oo 105
" a Loop®2 193 appll 15103

+||V"Re||

Y 1 PSR 1V P



Finalement il vient

q [ h e
2 | J0)dt < SHV'R 12, 5o
(22.17) 2

+ C18(1||}%E||LOOBO 1 (” app” 251 1t ||83uapp||L1B )

En rassemblant (2.2.11) et (2.2.17), le Lemme 2.2.1 est démontré. O

2.3. Démonstration du Lemme 2.2.2

2.3.1. Estimations sur la solution approchée. — Dans cette section
nous démontrons quelques estimations a priori sur u:_ . dont nous rappelons
la définition :

app’

Uy = [uh + ew", w?’L ,
avec u" solution de (NS2D), et w® solution de (T) comme définis dans I'in-

troduction, et enfin avec
(2.3.1) w" = —VPAL T Osw? .

Ces estimations ont été utilisées dans la Section 2.2 pour démontrer le Théo-
reme 2.1.3.

Proposition 2.3.1. — Il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 dépendant

de ||(u8,w8)||30 5 g0 telles que

<0

H appHLoo R+ BO +|| app||L2(R+ Bl ||a3 app||L2(R+ BO +H app||L2(R+ BO 2) —
et

||(93U S 502.

appHLl(RﬁBl’%)
Enfin pour tout C > 0 il existe K > 1 et des temps 0 =ty < t; < -+ < tg = 00
tels que

K-1
R 1

RY = kL_JO [tk7tk‘+1[ et Ve E]Oa 1[7 HuappHLg(R+ BL3 (1+Huapp”Loo(R+ B3 )) < 5 ’

Démonstration. — Par la Proposition 3.1 de [3] on sait que pour tout s €

] — 2,1 donné et pour tout £ <s' < I ona

(2.3.2) Vr e [1,00], ||uh|| SO,

LMR+BS+ sy~

Par ailleurs la Proposition 3.5 et le Lemme 3.6

ott C dépend de [Jul] ol g0

de [3] impliquent que pour tout s €] —2,0] et tout s’ > %
(2.3.3) <,

3
|| HLr R+BS+ S)N
ot C' dépend des normes de ul} et wi dans B> N B2 (notons que ces esti-
mations correspondent au choix de parametre 3 = 0 dans la Proposition 3.5
de [3], qui est valable pour tout § > 0 avec des constantes uniformes en [3).



Concernant w" on utilise (2.3.1) : comme la moyenne horizontale de w? est
nulle, pour tout s €] — 2, 0], pour tout s’ > —% et pour tout r € [1,00] on a

||wh||zr(R+;Bs+%,s/) f§ ||83w3||
234) < low?|
<C,

Pr(®+;Bet Ry

Lr(m+;Bo+E)

\ 7 / 1 ez .
ot C' dépend des normes de ul et w3 dans B+ N B%2. On a utilisé ci-dessus
que si une fonction f définie sur T? est de moyenne horizontale nulle, alors

V' eR, 51 <3 = |[fllgore < [ llgens -

La premiere estimation de la Proposition 2.3.1 provient alors simplement du
fait que par définition de ug, , pour tout o € R,

€

zppll s g ety = 0"+ ew® )]

Er(R+B73)”

ainsi que de l'injection continue de B2 dans B™ rappelée dans (2.1.1).

Pour la seconde estimation de la Proposition 2.3.1 on applique (2.3.2)-(2.3.4)

as=—1,8=23/2etr=1. Dela définition de ug,, on a en effet que

= ¢[|05(u" + ew", w?)| .

(235) ||a3u;pp|| Ll(RJr;Bl’%) ’

LR+ BYT)

ce qui termine la démonstration grace a (2.3.2)-(2.3.4).

Enfin le dernier résultat de la proposition provient du fait que

[

uappHEZ(R*;Bl’%) = (" + ew, w?)]|

2(R+;BYD)
et 'on peut donc découper 'intervalle d’intégration en temps de sorte a rendre

les normes en temps arbitrairement petites, indépendamment de . La propo-
sition est démontrée. m

2.3.2. Estimations sur la pression. —

Proposition 2.3.2. — Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.3, il existe une
constante C' telles que l’on ait les résultats suivants. D’une part
H[aspo]a LB <C,

et d’autre part

<C.

LY(R+;B%3) =

|[V"pe

Démonstration. — On a par définition

2
Dspo = 05 > 9;0;(—An) H(u'u?).

1,j=1



On rappelle la loi de produit énoncée dans (2.4.6)
etdi

<
LI(R"F;BO’%) ~ Ha”EQ(R‘*’;B%‘%)||b||[~/2(R+;B%’%)
. . . / 1 .. N .
ainsi que le fait rappelé dans (2.1.1) que B%2 s’injecte de maniére continue

dans B%2. Comme l'opérateur 0;0;(—Ap)~! est un multiplicateur de Fourier
d’ordre 0 si 7,7 € {1,2}, il vient d’apres (2.3.2)

[83]00]5 H 03po ”
< [|0su]
<C,

LU(R+B%2) LL(R+;B%3)

h
p(RJr;B%’%)”u ||i2(R+;B%’%)

ott C' dépend de |[u]] . Par ailleurs on a par définition

_13 _ 11
B 2'2NB 22

2883 “Hu'w?)

donc pour tout j € {1,2} on peut écrire

]pl 63266 ( ’ 3)

qui s’estime en utilisant (2.3.2)—(2.3.4), puisque

[0 ]2 g oty = 10111 gt

< (llosu

°

ﬂQ(RhB% % ” L2(R+; Bi 5)

3 h
1050 | o g ot 10 st 1)
La Proposition 2.3.2 est démontrée. n

2.3.3. Démonstration du Lemme 2.2.2. — Rappelons que
F® .= 5{(10}1 VB (w", 0) + w?ds(w", O))} + {(w -V (u, w3)> + (u" - Vhwhﬂ

+ (0, [95(po + £p)): )

et commencons par les termes relatifs a la pression, qui s’estiment grace a la
Proposition 2.3.2. On écrit en effet d’une part

3 3

lkt1 q v
21 [ (850, [Bupol AL o (1) < R 1422185 Dsol s
k
< Csg|| Rl [O3po]e

< Csq|| B

N 1 1
Ly 53 L1 (B+;B%3)

~ 0.1
LB%3
et d’autre part on remarque que

tkt1

tet1
e /t (A0, [Dsp1)) | AYR?) 2 (1) | dt = /t [ENCAPRRING VTS




Apres une intégration par parties il vient donc
tet1

< [ 50 O 83 a )] e = [

tr

dt .

(A;’[pﬂs|83A‘q’R€’3)Lz

Comme R° est de divergence nulle, une nouvelle intégration par parties donne
Bors v vV RE B vyrh v pe,h
= [ @0, el AR ) de = [ (AT il AR
k k

et I'on conclut alors comme ci-dessus grace a la Proposition 2.3.2 que

b1 tri1
€21 /t \(A;(O, [33p1]e)|A;R€)L2(t)‘dt = 20 /t \(A;vh[pl]gmgfzavh)p dt
k k
SCSqHREH ooBO ] I R+BO’)
< Csg| Bl e ot

Il reste a étudier les termes bilinéaires. La encore des lois de produit rappelées
en (2.4.6) donnent le résultat aisément puisque pour toute fonction a et tout

. e . 1 1
champ de vecteurs horizontal b, grace a 'injection continue de B%z dans B%2,
on a

16" - V| < [|p" - V'al]

L1(R+; B3 LT(R+; BOS 7)
h h
< ||b ||L2 R+: Bl ||V ||L2(R+;BOV%)
et 5 5
5 ngHfP(R'F;BL%)"a"ig(R+;BO’%) .
On conclut grace a (2.3.2)-(2.3.4). Le Lemme 2.2.2 est démontré. O

2.4. Espaces de Besov anisotropes

Dans cette Annexe nous rappellons quelques propriétés utiles sur les espaces
de Besov anisotropes, dont la définition est donnée en introduction (voir les
Définitions 2.1.1 et 2.1.2).

Rappelons tout d’abord les inégalités de Bernstein anisotropes (voir [14, 32]) :

- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur R est
inclus dans 298 ot B est une boule de R centrée en 0, alors pour tous 1 < py <
b1 S e,

(2.4.1) 102, all o gy <2q(|a|+(1/p2 1/p1)||a||Lp2(R).

- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur R est
inclus dans 29C ou C est une couronne de R centrée en 0 alors

(2.4.2) lall e @) S 277 Osall Lo w) -



- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur T? est
inclus dans 2/B ot B est une boule de R? centrée en 0, alors pour tous 1 <
P2 < p1 < 00,

(243) ||CL||Lp1(]R2) S 22j(1/p2—1/p1)||a||Lp2(R2) .

Il n’est alors pas difficile de montrer, en utilisant (2.4.3), que
(2.4.4) Y 2%V AYall e + > 2P| Avall 2 S llallsrs -
qE€Z qEZ

Les espaces donnés par la norme suivante, introduits dans [13], sont utilisés
de maniere constante dans ce texte :

lallzrqoaryises) = D2 2T N AF AL Il osryce)

J:q

ZT'([O;T];BO,S) = Z 2qSHA?AZfHLT([O;T];L2) .
q

lal

Enfin présentons 1'algorithme de paraproduit de J.-M. Bony [5] (dans la direc-
tion verticale) : le produit de deux distributions a, b, quand il est défini, peut
se décomposer en
ab= 5] jaAjb+ S 1bAja+ > AjaALb
q~q
et ainsi en particulier
(2.4.5) AY(ab) = Y Sy jaAyb+ > Sy bAva+ Y AvaAvb.
q'~q q'~q quzgq
ql/Nq/

Cette décomposition, avec (2.4.1), permet de démontrer les lois de produit
suivantes (voir par exemple [3]) : pour tout s > 1/2,

labl|srs < [lallprs][b]| 5.
(2.4.6) labl|gos < llall 4.5

labllgo.s < [lal|s:.»

bll 41

b||80,s .
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