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Titre : Sur la résolution des équations de Navier-Stokes sans viscosité
verticale

Résumé : On étudie les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles, ho-
mogènes et incompressibles, en l’absence de viscosité dans une direction. On
montre qu’il existe des données initiales arbitrairement grandes générant une
solution globale unique, dont la caractéristique est qu’elles sont lentement va-
riables dans la direction où la viscosité est manquante. La difficulté provient
de l’absence totale d’effet régularisant dans cette direction.

Mots clefs : équation de Navier-Stokes, théorie de Littlewood-Paley, viscosité
anisotrope

Title : Solving the Navier-Stokes equations without vertical viscosity

Abstract : This work concerns the study of the incompressible, inhomoge-
neous three dimensional Navier-Stokes equations, in the absence of viscosity
in one direction. We show that there are arbitrarily large initial data genera-
ting a unique global solution ; their main feature is that they are slowly varying
in the direction where the viscosity is missing. The difficulty comes from the
absence of any regularizing effect in that direction.

Keywords : Navier-Stokes equation, Littlewood-Paley theory, anisotropic vis-
cosity
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION À LA RÉSOLUTION
DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Cette thèse est consacrée à l’étude des équations de Navier-Stokes sans visco-
sité verticale. Ce travail est présenté au chapitre suivant ; ce premier chapitre
est dédié à la présentation de nombreux résultats connus sur l’équation avec
viscosité isotrope.

1.1. Introduction, solutions faibles

L’équation de Navier-Stokes avec viscosité isotrope s’écrit de la manière sui-
vante :

(1.1.1) (NS)


∂u

∂t
+ u · ∇u− ν ∆u = −∇p+ f dans R+ × Ω ,

u|∂Ω = 0
∇ · u = 0 et ut=0 = u0 .

où Ω est un domaine de Rn, et p = p(t, x) et u = (u1, . . . , un)(t, x) sont respecti-
vement la pression et le champ de vitesses d’un fluide visqueux incompressible.
Le paramètre ν > 0 représente la viscosité du fluide.

L’historique de l’analyse mathématique l’équation de Navier-Stokes commence
avec l’article de Jean Leray en 1933-34 et se poursuit jusqu’à aujourd’hui avec
une multitude de travaux. On peut donner la définition d’une solution faible
en se référant à une version revisitée (voir [9]).

Définition 1.1.1. — Pour un domaine Ω de Rn , on dit que u est une solu-
tion faible de l’équation de Navier-Stokes sur R+×Ω avec une donnée initiale
u0 dans la fermeture H1

0,σ
L2

dans L2 (l’indice σ signifie de divergence nulle)
et une force extérieure f dans L2

loc(R+, H−1) si et seulement si u appartient à
l’espace

C(R+, H−1
σ ) ∩ L∞loc(R+, H1

0,σ
L2

) ∩ L2
loc(R+, H1

0,σ)



et, pour tout champ de vecteurs ψ appartenant à C1(R+, H1
0,σ), le champ de

vecteurs u satisfait la condition suivante

(1.1.2)∫
Ω

(u · ψ)(t, x) dx+
∫ t

0

∫
Ω

(ν∇u : ∇ψ − u⊗ u : ∇ψ − u ∂

∂t
ψ)(t′, x) dx dt′

=
∫

Ω
u0(x) · ψ(0, x) dx+

∫ t

0
〈f(t′), ψ(t′)〉 dt′ ,

où ∇u : ∇ψ =
d∑

j,k=1

∂uk

∂xj

∂ψk

∂xj
et u⊗ u : ∇ψ =

d∑
j,k=1

uj uk
∂ψk

∂xj

et 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre H−1 et H1.

On a le théorème de Leray, dont nous esquissons la démonstration ci-dessous
(en suivant la démarche de [9]).

Théorème 1.1.2 ([28]). — Soit Ω un domaine de Rn avec n = 2 ou 3, et
u0 un champ de vecteurs dans H1

0,σ
L2
. Il existe une solution faible globale de

l’équation de Navier-Stokes (NS) dans le sens de la Définition 1.1.1. De plus,
cette solution satisfait l’inégalité d’énergie pour tout t ≥ 0

(1.1.3)

1
2

∫
Ω
|u(t, x)|2 dx+ ν

∫ t

0

∫
Ω
|∇u(t, x)|2 dx dt′

≤ 1
2

∫
Ω
|u0(x)|2 dx+

∫ t

0
〈f(t′), u(t′)〉 dt′ .

Dans la suite on omettra l’indice σ qui indique que les champs de vecteurs sont
de divergence nulle.

Définition 1.1.3. — Une solution de (NS) au sens de la Définition 1.1.1
qui satisfait en plus l’inégalité d’énergie (1.1.3) est appelée solution de Leray
de (NS).

Le résultat suivant s’obtient par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 1.1.4. — Toute solution de Leray de (NS) satisfait

(1.1.4) ‖u(t)‖2
L2 + ν

∫ t

0
‖∇u(t′)‖2

L2 dt′ ≤ eνt
(
‖u0‖2

L2 + 1
ν

∫ t

0
‖f(t′)‖2

H−1 dt′
)
.

Si le domaine Ω satisfait l’inégalité de Poincaré, alors il existe une constante
C telle que toute solution de Leray de (NS) vérifie

(1.1.5) ‖u(t)‖2
L2 + ν

∫ t

0
‖∇u(t′)‖2

L2 dt′ ≤ ‖u0‖2
L2 + C

ν

∫ t

0
‖f(t′)‖2

H−1 dt′ .



Principe de la démonstration du Théorème 1.1.2. Désignant par Pk la famille
de projections spectrales associée à l’opérateur de Stokes P∆ avec conditions
aux limites de Dirichlet (qui joue le rôle d’une suite régularisante, dont la limite
quand k → ∞ est le projecteur de Leray P) et par Q l’application bilinéaire
de H1

0 ×H1
0 → H−1 définie par

Q(u, v) = −∇ · (u⊗ v) ,

on introduit l’équation suivante
(1.1.6)

(NSκ)


∂uk
∂t

(t) = ν Pk ∆u+ PkQ(uk, uk) + fk(t) , fk(t) = Pkf(t)

uk(0) = Pk u0 .

Pour des raisons de continuité de Pk et Q et grâce au théorème de Cauchy-
Lipschitz, on a une solution uk de (NS) dans C∞([0, Tk[, PkH1

0
L2

) avec Tk =
+∞ . Multipliant l’équation (NS) par uk dans L2 , par une intégration en temps
et quelques calculs on montre que la suite (uk)k∈N est bornée dans l’espace

L∞loc(R+, H1
0
L2

) ∩ L2
loc(R+, H1

0 ) ∩ L8/n
loc (R+, L4(Ω)) .

Notons que le dernier résultat provient de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg

‖u(t)‖L4 ≤ ‖u(t)‖1−n/4
L2 ‖∇u (t)‖n/4L2 .

En particulier la suite (∆uk)k∈N est bornée dans L2
loc(R+, H−1). Montrons la

proposition suivante.

Proposition 1.1.5. — Il existe un champ de vecteurs u dans L2
loc(R+, H1

0 )
et une sous-suite extraite de (uk) (que l’on continue à noter (uk)) telle que,
pour tout T positif et tout sous-ensemble compact K de Ω, on a

lim
k→∞

∫
[0,T ]×K

|uk(t, x)− u(t, x)|2 dt dx = 0 .

De plus, pour tous champs de vecteurs ψ ∈ L2([0, T ], H1
0 ) et φ ∈ L2([0, T ]×Ω)

on peut écrire

(1.1.7)
lim
k→∞

∫
[0,T ]×Ω

(∇uk(t, x)−∇u(t, x)) : ∇ψ(t, x) dt dx = 0 ,

lim
k→∞

∫
[0,T ]×Ω

(uk(t, x)− u(t, x)) φ(t, x) dt dx = 0 .

Enfin, pour tout y ∈ C1(R+, H1
0 ) , on a

lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣〈uk(t), y(t)〉 − 〈u(t), y(t)〉
∣∣∣ = 0 .



Démonstration. Il faut démontrer la relative compacité de la suite (uk)k∈N
dans l’espace L2([0, T ] × K) . Soit ε > 0. La suite (uk) est bornée dans
L2([0, T ]× Ω) et il existe un entier k0 tel que

∀k ∈ N k ≥ k0 ‖uk − Pk0uk‖L2([0,T ]×Ω) ≤ ε/2 .
Par ailleurs par les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et Hölder on a

‖PkQ(uk, uk)(t)‖H−1 ≤ C ‖∇uk‖n/2L2 ‖uk‖2−n/2
L2 ,

donc par l’estimation d’énergie il existe fk0 ∈ L4/d([0, T ]) indépendante de
k ≥ k0 telle que

∀k ∈ N k ≥ k0

∥∥∥∥ ∂∂tPk0uk(t)
∥∥∥∥
L2
≤ fk0(t) .

Pour tout t ∈ [0, T ] , la famille (Pk0uk) est bornée dans H1
0 . Notant L2

K l’espace
des champs de vecteurs L2 à support dans le compact K , l’injection de H1

0
dans L2

K étant compacte, le théorème d’Ascoli implique que la famille (Pk0uk)
est relativement compacte dans l’espace L∞([0, T ], L2

K), donc dans l’espace
L2([0, T ]×K). Donc, on peut trouver un recouvrement par un nombre fini de
boules de L2([0, T ]×K) de rayon ε/2 et on a donc l’existence de u .

En particulier, cela implique que uk converge vers u dans l’espace D′(]0, T [×Ω).
La suite (uk) est bornée dans l’espace L2([0, T ]×Ω). Ainsi, comme D(]0, T [×Ω)
est dense dans l’espace L2([0, T ]×Ω) et dans L2([0, T ], H1

0 ), on a convergence
faible dans les espaces L2([0, T ]× Ω) et L2([0, T ], H1

0 ).

Maintenant, on considère un champ de vecteurs y dans C1([0, T ], H1
0 ) et la

fonction
gk : t ∈ [0, T ] 7−→ 〈uk(t), y(t)〉 ∈ R .

La suite (gk) est bornée dans L∞([0, T ],R). En plus, on a∣∣∣∣∂gk∂t (t)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣〈∂uk∂t (t), y(t)〉

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣〈uk(t), ∂y∂t (t)〉
∣∣∣∣

et donc∣∣∣∣∂gk∂t (t)
∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥∂uk∂t (t)

∥∥∥∥
H−1

sup
t∈[0,T ]

‖y(t)‖H1
0

+ ‖uk(t)‖L2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂y∂t (t)
∥∥∥∥
L2
,

et ((∂gk/∂t)(t)) est donc une suite bornée dans L4/d([0, T ],R), et (gk) est bor-
née dans l’espace C1−4/d([0, T ],R). D’après le théorème d’Ascoli on peut ex-
traire une suite (gk) qui converge fortement vers g dans L∞([0, T ],R) et l’on sait
que (gk) converge fortement dans l’espace L2([0, T ]) vers

∫
Ω
u(t, x) y(t, x) dx.

Soit ψ une fonction test dans C1(R+, H1
0 ) et uk une solution de (NS), on a

d

dt
〈uk(t), ψ(t)〉 = 〈duk

dt
(t), ψ(t)〉+ 〈uk(t),

dψ

dt
(t)〉

= ν 〈Pk ∆uk(t), ψ(t)〉+〈PkQ(uk(t), uk(t)), ψ(t)〉+〈fk(t), ψ(t)〉+〈uk(t),
dψ

dt
(t)〉 ,



et l’on a
ν 〈Pk ∆uk(t), ψ(t)〉 = −ν

∫
Ω
∇uk(t, x) : ∇Pkψ(t, x) dx ,

〈PkQ(uk(t), uk(t)), ψ(t)〉 =
∫

Ω
uk(t, x)⊗ uk(t, x) : ∇Pkψ(t, x) dx et

〈uk(t),
dψ

dt
(t)〉 =

∫
Ω
uk(t, x) ∂ψ

∂t
(t, x) dx .

En intégrant entre 0 et t , on obtient∫
Ω
uk(t, x) · ψ(t, x) dx

+ ν
∫ t

0

∫
Ω

(
∇uk : ∇Pk ψ − uk ⊗ uk : ∇Pkψ − uk ·

∂ψ

∂t

)
(t′, x) dx dt′

=
∫

Ω
uk(0, x) · ψ(0, x) dx+

∫ t

0
〈fk(t′), ψ(t′)〉 dt′ .

Or
lim
k→∞

∫ t

0

∫
Ω
∇uk : ∇Pk ψ dx dt′ = lim

k→∞

∫ t

0

∫
Ω
∇uk : ∇ψ dx dt′ ,

puisque
lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

‖Pk ψ(t)− ψ(t)‖H1
0

= 0 ,

et grâce à la convergence faible de la suite (uk) vers u dans L2
loc(R+, H1

0 ), on a
aussi

lim
k→∞

∫ t

0

∫
Ω
∇uk : ∇ψ dx dt′ =

∫ t

0

∫
Ω
∇u : ∇ψ dx dt′ .

Pour tout t ≥ 0 , on a

lim
k→∞

∫
Ω
uk(t, x) · ψ(t, x) dx = lim

k→∞
〈uk(t), ψ(t)〉 = 〈u(t), ψ(t)〉

et par (1.1.7)

lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫
Ω
uk(t, x) · ∂ψ

∂t
(t, x) dx− 〈u(t), ∂ψ

∂t
(t, x)〉

∣∣∣∣ = 0 .

Pour le terme non linéaire, on a

lim
k→∞

∫ t

0

∫
Ω

(uk⊗uk : ∇Pk ψ)(t′, x) dt′ dx = lim
k→∞

∫ t

0

∫
Ω

(uk⊗uk : ∇ψ)(t′, x) dt′ dx ,

et il faut prouver que

lim
k→∞

∫ t

0

∫
Ω

(uk ⊗ uk : ∇ψ)(t′, x) dt′ dx =
∫ t

0

∫
Ω

(u⊗ u : ∇ψ)(t′, x) dt′ dx .

Soit Kn une suite exhaustive de compacts contenus dans Ω ; alors
lim
k→∞
‖1Kn ∇ψ −∇ψ‖L2([0,T ],L2(Ω)) = 0 .

Puisque la suite (uk ⊗ uk)k∈N est bornée dans L1([0, T ], L2(Ω)), il suffit de
prouver que, pour tout compact K de Ω , on a

lim
k→∞
‖uk − u‖L2([0,T ],L2

K) = 0 ,



car alors
lim
k→∞
‖uk ⊗ uk − u⊗ u‖L1([0,T ],L2

K) = 0 .

Mais, par les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et Hölder comme ci-dessus, on
a

‖uk − u‖L2([0,T ],L4
K) ≤ C ‖uk − u‖1−d/4

L2([0,T ]×K) ‖∇(uk − u)‖d/4L2([0,T ]×Ω)

et le résultat suit : u est donc solution de (NS) dans le sens de la Définition 1.1.1.

Pour prouver l’inégalité d’énergie, on observe que l’on a, pour tout t ≥ 0 et
tout v ∈ H1

0

lim
k→∞

inf (uk(t) | v)L2 = (u(t) | v)L2 .

Par densité, on sait que la suite (uk(t))k∈N converge faiblement pour tout t ≥ 0
vers u(t) dans l’espace de Hilbert H1

0
L2

, d’où l’on tire pour tout t ≥ 0

‖u(t)‖2
L2 ≤ lim

k→∞
inf ‖uk(t)‖2

L2 .

D’autre part, (uk) converge faiblement vers u dans L2
loc(R+, H1

0 ), donc on a
pour tout temps t ≥ 0∫ t

0
‖∇u(t′)‖2

L2 dt′ ≤ lim
k→∞

inf
∫ t

0
‖∇uk(t′)‖2

L2 dt′ ,

et l’on obtient donc l’inégalité d’énergie.

Pour prouver la continuité en temps de u à valeurs dans H−1 , on utilise le fait
que u satisfait (1.1.2) pour ψ indépendant du temps

〈u(t′), ψ〉 − 〈u(t), ψ〉 =
∫ t′

t
〈f(t′′), ψ(t′′)〉 dt′′

−
∫ t′

t

∫
Ω

(ν∇u (t′′) : −∇ψ − u⊗ u (t′′) : ∇ψ) dx dt′′ .

Comme
‖u(t)‖L4 ≤ ‖u(t)‖1−n/4

L2 ‖∇u (t)‖n/4L2 ,

alors u appartient à L8/n([0, T ], L4(Ω)) et (par une inégalité de Young)

|〈u(t′), ψ〉 − 〈u(t), ψ〉| ≤ |t′ − t|1−n/4 ‖u‖2
L8/n([0,T ],L4) ‖ψ‖H1

0

+ |t′ − t|1/2 (‖f‖L2([0,T ],H−1) + ν ‖u‖L2([0,T ],L2)) ‖ψ‖H1
0
,

et le théorème 1.1.2 est démontré.

Remarque 1.1.6. — Dans [29], J Leray démontre qu’en dimensions deux
d"espace, les solutions construites ci-dessus sont uniques.

Dans la suite de ce chapitre on suppose que Ω = Rn ou la boîte périodique Tn.



1.2. Les théorèmes de Fujita- Kato et de Kato

Trois décennies plus tard, H. Fujita et T. Kato [16] ont introduit des solu-
tions fortes, associées à des valeurs initiales régulières dans l’espace de Sobolev
Hs(R3) pour s ≥ 1/2 , avec le théorème suivant (que l’on énonce dans l’espace
entier pour simplifier, mais la preuve est identique pour des conditions aux
limites périodiques). On rappelle que Hs(Rn) est défini par la norme

‖f‖Hs(Rn) :=
( ∫

(1 + |ξ|)2s|Ff(ξ)|2 dξ
) 1

2

en notant F la transformée de Fourier. On rappelle aussi la définition de la
(semi)-norme associée aux espaces de Sobolev homogènes (qui sont des espaces
de Hilbert si s < n/2) :

‖f‖Ḣs(Rn) :=
( ∫
|ξ|2s|Ff(ξ)|2 dξ

) 1
2

Théorème 1.2.1. — 1. Soit s > n/2 − 1 . Alors, pour tout champ de vec-
teurs u0 dans Hs(Rn) tel que ∇ · u0 = 0 , il existe T ∗ positif et une solution
faible unique u dans C([0, T ∗[, Hs(Rn)) à l’équation de Navier Stokes (NS) sur
]0, T ∗[×Rn telle que u(0, ·) = u0 . Cette solution est régulière sur ]0, T ∗[×Rn .

2. Pour tout u0 ∈ Hn/2−1(Rn) tel que ∇ · u0 = 0 , il existe T ∗ positif et une
solution faible unique u dans C([0, T ∗[, Hn/2−1(Rn)) de l’équation (NS) sur
]0, T ∗[×Rn telle que u(0, ·) = u0 . En plus, cette solution peut être choisie telle
que, pour tout T ∈]0, T ∗[ , on ait

u ∈ L2(]0, T ∗[, Hn/2(Rn)) .
Avec cette condition sur la norme Hn/2 , cette solution est unique et régulière
sur ]0, T ∗[×Rn .

3. Il existe ε0 tel que, si ‖u0‖Ḣ n
2−1 < ε0 , alors le temps d’existence T ∗ de la

solution régulière u donnée par 1. ou par 2. est égal à l’infini.

4. Les solutions régulières données par 1. ou par 2. satisfont u(t, ·) ∈ C0(Rn)
pour tout 0 < t < T ∗ . Le temps d’existence maximal T ∗ est fini si et seulement
si

lim
t→T ∗

‖u‖L∞ = +∞ .

Une version revisitée du théorème 1.2.1 est donnée par J. Y. Chemin [7]. Pour
n = 2 ou 3 , il écrit f sous la forme f = ∇⊥V , où V (t, x) désigne le potentiel
dont dérive la force extérieure au point x et à l’instant t, avec ∇⊥V le vecteur
de j-ième coordonnée

∑
i

(∂/∂xi)V i
j .

Nous allons donner le principe de la démonstration des deux théorèmes qui
suivent (énoncés respectivement pour n = 2 et pour n = 3) et qui sont dûs
à [7].



Théorème 1.2.2. — Soit s un réel ≥ 0 . Si u0 est un champ de vitesses
sur R2 à coefficients L2 et V un potentiel-vecteur de R2 à coefficients
L2
loc([0,+∞[, Hs), alors le système (NS) admet une unique solution dans

l’espace C([0,+∞[, L2) ∩ C(]0,+∞[, Hs) ∩ L2
loc(]0,+∞[, Hs+1).

Théorème 1.2.3. — Il existe un réel C0 > 0 tel que si s vérifie s ≥ 1/2 , si
les données u0 et V sont telles que l’on ait

(i) u0 ∈ H1/2 et V ∈ L2([0,+∞[, H1/2) ∩ L2
loc(]0,+∞[, Hs) ,

(ii) ‖u0‖
Ḣ

1
2

+ ν−1/2(
∫

[0,=∞[
‖V (t, ·)‖2

Ḣ
1
2
dt)1/2 ≤ C0 ν ,

alors (NS) admet une unique solution dans

C([0,+∞[, H1/2) ∩ L2([0,+∞[, H3/2) ∩ C(]0,+∞[, Hs) ∩ L2
loc(]0,+∞[, Hs+1) .

Principe de démonstration des deux théorèmes. La méthode utilise la technique
de Littlewood-Paley de découpage dyadique de l’espace des fréquences et de
la décomposition de Bony d’un produit pour avoir une estimation d’énergie. Il
est démontré le lemme suivant qui est très utile.

Lemme 1.2.4. — Soit s un réel vérifiant s > n/2 + 1 . Considérons un po-
tentiel vecteur V dans L2

loc([0,+∞[, Hs) et u une solution de (NS) qui soit
dans l’espace C([0, T ∗[, Hs(Rn)), l’intervalle [0, T ∗[ étant l’intervalle maximal
de définition de la solution. On a l’alternative

ou bien T ∗ = +∞ ou bien u 6∈ L2([0, T ∗[, Hn/2) .

L’estimation d’énergie qui est démontrée dans [7] est

(1.2.1) ‖u(t, ·)‖2
Ḣs ≤ ‖u0‖2

Ḣs exp(
∫ T

0
(C2/2ν) ‖u(τ, ·)‖2

Hn/2 dτ)+

+ 2 ν−1
∫ T

0
‖u(τ, ·)‖2

Ḣs exp
( ∫ T

τ
(C2/2ν) ‖u(λ, ·)‖2

Hn/2 dλ
)
dτ .

Après avoir régularisé la donnée initiale et le potentiel vecteur V en consi-
dérant (v0,n)n∈N une suite de H∞ (respectivement une suite (Vn)n∈N de
L2
loc([0,+∞[, H∞)) telle que v0,n tende vers u0 dans L2 (respectivement Vn

vers V dans L2
loc([0,+∞[, L2)), on applique le théorème d’existence d’une

solution locale en temps pour les systèmes hyperboliques symétriques. Ce
qui entraîne que pour T assez petit, la suite (vn) est une suite bornée de
C([0, T ], Hs) et ensuite que pour T assez petit, la suite (vn) est une suite
de Cauchy dans C([0, T ], Hs−1). Cette solution vn est a priori définie sur un
intervalle de temps [0, Tn[ et le lemme 1.2.4 assure que cette solution existe
globalement en temps. Le lemme suivant est démontré dans [7].



Lemme 1.2.5. — Soient q un réel de l’intervalle [n/2− 1,+∞[ et T un réel
strictement positif. Si (vn) est une suite de solutions du système (NS) sur
l’intervalle [0, T ] pour les données v0,n et Vn telles que

(i) la suite (v0,n)n∈N soit de Cauchy dans l’espace Hq ,

(ii) la suite (Vn)n∈N soit de Cauchy dans l’espace L2([0,+T ], Hq) ,

(iii) la suite (vn)n∈N soit bornée dans l’espace L2([0,+T ], Hn/2) ,

alors la suite (vn) est de Cauchy dans l’espace C([0,+T ], Hq) .

Grâce à l’inégalité d’énergie

‖u(t, ·)‖2
L2 + ν

∫ T

0
‖∇u(τ, ·)‖2

L2 dτ ≤ ‖u0‖2
L2 + 1

ν

∫ T

0
‖V (τ, ·)‖2

L2 dτ ,

Le théorème 1.2.2 est donc démontré pour s = 0 . Par un procédé de récur-
rence, par le lemme 1.2.5 plus l’estimation d’énergie 1.2.1, le théorème 1.2.2
est démontré.

Pour le théorème 1.2.3 en dimension 3, il suffit de le démontrer en supposant
que l’on a

(1.2.2) ‖u0‖2
H1/2 + ν−1/2

( ∫ +∞

0
‖V (τ, ·)‖2

H1/2 dτ
)1/2
≤ C0 ν .

En régularisant les données u0 et V comme précédemment, on considère une
suite (v0,n)n∈N de H∞ (respectivement une suite (Vn)n∈N de L2([0,+∞[, H∞))
telle que v0,n tende vers u0 dans H1/2 (respectivement Vn vers V dans
L2([0,+∞[, H1/2)) et telle que la solution associée vérifie

(1.2.3) ‖vn‖H1/2 + ν−1/2
( ∫ +∞

0
‖Vn(τ, ·)‖2

H1/2 dτ
)1/2
≤ C0 ν .

Si v est une solution quelconque du système (NS) avec données u0 et V vérifiant
(1.2.3) et telles que v0 soit dans H∞ et V dans L2

loc([0,+∞[, H∞), la solution
u est définie sur l’intervalle maximal [0, T ∗[ et il est démontré que

‖u(t, ·)‖2
H1/2 + ν

∫ T

0
‖u(τ, ·)‖2

Ḣ3/2 dτ ≤ ‖u0‖2
H1/2 + 1

ν

∫ +∞

0
‖V (τ, ·)‖2

H1/2 dτ .

Donc, si
‖v0‖H1/2 + ν−1/2

( ∫ +∞

0
‖V (τ, ·)‖2

H1/2 dτ
)1/2
≤ ν/2C ,

alors cette estimation est vraie sur tout intervalle [0, T ∗[ . Le lemme 1.2.4 assure
que T ∗ = +∞ et l’estimation est valable sur tout R+ . En utilisant une récur-
rence analogue à celle de la preuve du théorème 1.2.2, on obtient le théorème
1.2.3 grâce au lemme 1.2.5.

Deux décennies après le résultat [16], en 1984, T. Kato [22] montre l’existence
de solutions fortes dans l’espace Lp(Rn). Plus précisément, il démontre les



théorèmes suivants, dans lesquels BC désigne l’ensemble des fonctions bornées
et continues et PLp le sous-ensemble des éléments de Lp à divergence nulle.

Théorème 1.2.6. — Soit u0 ∈ PLm . Alors, il existe T > 0 et une solution
unique u telle que

t(1−
m
q

)/2 u ∈ BC([0, T [,PLq) pour m ≤ q ≤ ∞(1.2.4)
t1−

m
2q ∇u ∈ BC([0, T [, Lq) pour m ≤ q <∞(1.2.5)

avec des valeurs nulles en t = 0 , sauf si q = m dans (1.2.4) auquel cas u(0) =
u0 .

On a en plus la propriété suivante

(1.2.6) u ∈ Lr(]0, T1[,PLq) avec 1
r

= (1−m/q)/2 , m < q <
m2

m− 2 ·

Théorème 1.2.7. — Il existe λ > 0 tel que, si ‖u0‖Lm ≤ λ , alors la solution
u du Théorème 1.2.6 est globale, c’est-à-dire que l’on peut prendre T = T1 =
+∞ . En particulier ‖u(t)‖Lq décroit comme t−(1−m/q)/2 quand t→ +∞ , même
quand q =∞ , et ‖∇u(t)‖Lq décroit comme t−(1−m2q ) même si q = m .

Théorème 1.2.8. — Dans le cadre du Théorème 1.2.7 on a
1
T

∫ T

0
‖u(t)‖Lm dt→ 0 quand T → +∞ .

Théorème 1.2.9. — Soit u0 ∈ PLm∩PLp , avec 1 < p < m . Alors la solution
u donnée par le théorème 1.2.6 a en plus les propriétés suivantes

u et t1/2∇u ∈ BC([0, T2[, Lm ∩ Lp) avec 0 < T2 ≤ T .

Théorème 1.2.10. — Il existe 0 < λ1 ≤ λ tel que, si ‖u‖Lm ≤ λ1 , la solution
u du théorème 1.2.9 est globale et on peut prendre T = T1 = T2 = +∞ dans
toutes les estimations précédentes (λ1 sera petit si p est proche de 1). De plus,
on a pour tout réel fini q ≥ p

(1.2.7) t((m/p)−(m/q))/2 u et t((m/p)−(m/q)+1)/2∇u ∈ BC([1,∞[, Lq)
pourvu que l’exposant de t soit strictement inférieur à 1 (séparément pour u
et ∇u) ; autrement cet exposant doit être remplacé par un nombre arbitraire
strictement inférieur à 1.

Pour la démonstration des trois premiers théorèmes que l’on vient d’énoncer,
on écrit (NS) sous la forme abstraite

∂u

∂t
+ A(u) + F (u) = 0(1.2.8)

où A = −P∆ = −∆P ,(1.2.9)
F (u) = F (u, u) , F (u, v) = P (u · ∇v) .(1.2.10)

On rappelle que P est la projection orthogonale de L2 sur PL2 , l’espace des
champs de vecteurs de L2 à divergence nulle. L’opérateur P est étendu à un



opérateur borné de Lp sur PLp avec 1 < p <∞ . Par ailleurs A est égal à −∆
et e−t∆ est l’opérateur de la chaleur. L’équation (1.2.8) sous sa forme intégrale
devient
(1.2.11) u = u0 +Gu

où
u0(t) = e−tA , G u(t) = −

∫ t

0
e−(t−s)A F (u(s)) ds .

En utilisant les estimations qui se déduisent de l’inégalité de Hölder et de
l’effet régularisant du noyau de la chaleur, on obtient, avec α, β, γ > 0 et
γ ≤ α + β < m

‖Gu(t)‖Lm/γ ≤ C
∫ t

0
(t− s)−

α+β−γ
2 ‖u(s)‖Lm/α ‖∇u(s)‖Lm/β ds ,(1.2.12)

‖∇Gu(t)‖Lm/γ ≤ C
∫ t

0
(t− s)−

1+α+β−γ
2 ‖u(s)‖Lm/α ‖∇u(s)‖Lm/β ds .(1.2.13)

On résout l’équation (1.2.11) par récurrence. On pose

(1.2.14) v0 = e−tA u0 et vn+1 = v0 +Gvn pour n ≥ 0 .
On démontre par récurrence que vn existe et satisfait les estimations suivantes

t(1−δ)/2 vn ∈ BC([0,∞[,PLm/δ) avec sa norme ≤ Kn ,(1.2.15)
t1/2∇vn ∈ BC([0,∞[, Lm) avec norme ≤ K ′n(1.2.16)

et où 0 < δ < 1. En plus, les deux fonctions apparaissant dans (1.2.15),
(1.2.16) s’annulent en t = 0 . Ces estimations sont vraies pour n = 0 et on
peut prendre K0 = K ′0 = C ‖u0‖Lm . La continuité en t = 0 , pour des valeurs
nulles des fonctions figurant dans (1.2.15), (1.2.16), se déduisent du fait que
l’opérateur t(1−δ)/2 e−tA est uniformément borné de PLm vers PLm/δ et tend
uniformément vers 0 quand t → 0 , et de même pour l’opérateur t1/2∇ e−tA
de Lm vers lui-même.

Supposant que (1.2.15) et (1.2.16) sont vraies pour n , on en déduit qu’elles
sont vraies pour n + 1 . Le second terme Gun(t) est estimé en norme Lm/δ .
Par conséquent, la norme recherchée ne doit pas dépasser

C KnK
′
n

∫ t

0
(t− s)−1/2 s−1+(δ/2) ds = C KnK

′
n t
−(1−δ)/2

et l’on a établi (1.2.15) pour n+ 1 avec Kn+1 ≤ K0 + C KnK
′
n , où Kn et K ′n

peuvent être choisis arbitrairement petits si on choisit un intervalle de temps
petit [0, τ [ . Il apparaît qu’il existe un nombre λ > 0 tel que, si K0 ≤ λ , alors
Kn et K ′n sont bornés par une constante K . Ceci est vrai si ‖u0‖Lm est assez
petit et les suites (1.2.15) et (1.2.16) sont uniformément bornées, on peut donc
prouver leur convergence uniforme sur ]0,∞[ .

Pour obtenir la limite u dans BC([0,∞[,PLm), on doit estimer la norme Lm
de vn . Pour m ≤ q < ∞ , on estime la norme Lq . En utilisant (1.2.12) et



(1.2.14), on a

‖vn+1(t)‖Lq ≤ ‖v0(t)‖Lq+C KnK
′
n

∫ t

0
(t−s)−(1+δ−m

q
)/2 s−(1−(δ/2)) ds ≤ K t−(1−m

q
)/2 .

Ainsi la fonction limite est dans l’espace BC([0,∞[, Lm) (en prenant q = m)
et u satisfait (1.2.4) pour m < q < ∞ . De manière similaire, on démontre
l’estimation (1.2.5) pour ∇u . Pour la démonstration de (1.2.6), on utilise l’es-
timation prouvée par Y. Giga [18]

v0 ∈ Lq,r(]0,∞[) =: Lr(]0,∞[,PLq) avec 1
r

= (1−m/q)/2 et m < q <
m2

m− 2 ,

où la norme associée est arbitrairement petite si ‖u0‖Lm est assez petite. En
utilisant (1.2.14), on a

‖Gu(t)‖Lm/γ ≤ C
∫ t

0
(t− s)−

α+β+1−γ
2 V ertu(s)‖Lm/α ‖u(s)‖Lm/β ds ,

et ‖Gu(t)‖Lq ≤ C
∫ t

0
(t− s)−(1+m

q
)/2 ‖u(s)‖2

Lq ds ,

et par l’inégalité de Hardy-Littlewood on obtient
‖u‖Lm,r ≤ ‖v0‖Lm,r + C ‖u‖2

Lm,r ,

où l’intervalle de temps est l’intervalle ]0, T [ tout entier (avec T > 0). Il s’ensuit
que ‖u‖Lq,r peut être estimé à l’aide de ‖v0‖Lq,r , si ce terme est petit, ce qui
est vrai si T est petit. En particulier, si ‖u0‖Lm est suffisamment petit, il en
est de même de ‖v0‖Lm,r , et on peut choisir T =∞ .

Pour ce qui concerne le théorème 1.2.8, puisque v0(t)→ 0 dans Lm , il suffit de
le prouver pour Gu . En utilisant (1.2.12) avec γ = 1, α = 1 − 2k, β = 4k , où
k est un nombre positif petit et strictement plus petit que 1/2 , utilisant aussi
(1.2.6), on a
‖u(·)‖Lm/α = ψ ∈ L1/k(]0,∞[) et ‖∇u(s)‖Lm/β ≤ K s−(1−2k) et

‖Gu(t)‖Lm ≤ C
∫ t

0
(t− s)−k s−(1−2k) ψ(s) ds .

Intégrant sur [0, T ] , on trouve∫ T

0
‖Gu(t)‖Lm dt ≤ C

∫ T

0
(T − s)1−k s−(1−2k) ψ(s) ds .

On sépare [0, T ] en deux sous-intervalles ]0, τ [ et ]τ, T [ . La contribution de
]0, τ [ est un O(T 1−k) quand T → ∞ . En utilisant l’inégalité de Hölder, la
contribution de ]τ, T [ est majorée par le produit de T avec la norme L1/k de ψ
évaluée sur ]τ, T [ . Ainsi, on a

lim
T→∞

sup 1
T

∫ T

0
‖Gu(t)‖Lm dt ≤ C ‖ψ‖L1/k ,

où le terme de droite est calculé sur ]τ,∞[ et tend vers 0 quand τ →∞ puisque
ψ appartient à L1/k(]0,∞[) . Donc, le premier membre est nul, lui aussi.



Pour les théorèmes 1.2.9 et 1.2.10, si on suppose u0 ∈ PLm ∩ PLp , la solution
u est dans l’espace C([0, T [,PLm) et on doit évaluer les normes des solutions
approximantes vn dans Lp . On doit montrer que l’on a la propriété

‖vn(t)‖Lp ≤Mn pour n = 0, 1, 2 . . . et t ∈ [0, T [ ,

et faire une récurrence sur les estimations des constantes Mn . La propriété est
vraie pour n = 0 , si l’on pose M0 = C ‖u0‖Lp . Supposant la propriété vraie
pour n , on estime le second terme Gvn dans Lp . En utilisant (1.2.14), comme
on a

‖∇vn(s)‖Lm/β ≤ K s−(1−(β/2)) ,

on obtient

‖un+1(t)‖Lp ≤M0 +C
∫ t

0
(t− s)−β/2 s−(1−(β/2)) ‖vn(s)‖Lp ds ≤M0 +C K Mn

ce qui conduit à demander

Mn+1 ≤M0 + C K Mn .

Cette inégalité récurrente linéaire a une solution bornée Mn ≤M si C K < 1
et aboutit à l’estimation recherchée pour la norme Lp de u et l’estimation de
∇u s’obtient via (1.2.14). Ces estimations sont valables pour t ∈ [0, T [ , où
u(t) ∈ Lm , en supposant C K < 1 , où K est une constante qui borne la
norme de vn et celle de u dans Lm . Si ‖u0‖Lm est suffisamment petit, on peut
avoir C K < 1 avec T =∞ .

Il reste à prouver (1.2.7) lorsque T = ∞ . Puisque ‖v0‖Lq satisfait (1.2.7),
il suffit d’estimer ‖Gu(t)‖Lq et ses dérivées en utilisant (1.2.12) et (1.2.14).
D’abord, on suppose que m/p−m/q < 2 et on choisit α = m/p , γ = m/q et
β assez petit pour que

α + β − γ < 2 .
Puisque ‖u(s)‖Lp est borné et

‖∇u(s)‖Lm/β ≤ K s−(1−(β/2)) ,

on aboutit par (1.2.5) et (1.2.12) à la première estimation de (1.2.7). Si m/p−
m/q ≥ 2 , on choisit p′ tel que p < p′ < m et tel que m/p′ −m/q soit inférieur
à 2 , mais proche. Alors, on peut appliquer le résultat ci-dessus pour conclure
que u(t) a le taux de décroissance décrit au théorème 1.2.10. La décroissance
de ∇u se démontre de manière analogue.

Théorème 1.2.11. — Avec les hypothèses du théorème 1.2.10, on a
‖u(t)‖Lp → 0 quand t→∞ . Plus précisément

(1.2.17) ‖u(t)− v0(t)‖Lp = O(t−δ/2) lorsque t→∞ ,

où v0(t) = e−tA u0 est le flot de Stokes relatif à la valeur donnée initiale u0 et
où δ est un nombre positif inférieur ou égal à min(1,m− (m/p), (m/p)− 1) .



Ainsi ‖u(t)‖Lp décroit au moins aussi vite que le plus lent de ‖v0(t)‖Lp et de
t−δ/2 .

Pour démontrer le théorème 1.2.11, sachant que u0 ∈ Lp implique que v0(t)→ 0
dans Lp quand t → ∞ , il suffit de montrer (1.2.17). On sépare l’intégrale de
Gu en l’intégrale sur ]0, 1[ et celle sur ]1, t[ , et on estime chaque terme, en
écrivant

G0(t)u(t) := G(t)u(t) 1]0,1[(t) , G1(t)u(t) := G(t)u(t) 1]1,t[(t)
et

Gu(t) = G0 u(t) +G1 u(t) .
Pour estimer G0 u(t), on pose

α = δ + (m/p)− 1 , β = 1 , γ = m/p ,

avec α > 0 et α+ β = δ+ (m/p) < m par définition de δ . En plus, on sait par
le Théorème 1.2.9 que

‖u(s)‖Lm/α = O(s−(1−δ)/2)
pour s→ 0 dès que α < 1 , et est borné quand s→ 0 lorsque α ≥ 1 . De plus
on a

‖∇u(s)‖Lm/β = O(s−1/2) .
Ainsi, on a

‖G0 u(t)‖Lp ≤
∫ 1

0
(t− s)−δ/2 s−(1−(δ/2)) ds = 0(t−δ/2) .

Pour l’estimation de G1 u(t), on choisit α = δ , β = γ = m/p . De nouveau, on
écrit

‖u(s)‖Lm/α = O(s−((m/p)−δ)/2) et ‖∇u(s)‖Lm/β = O(s−1/2)
quand s→∞ (voir 1.2.7). Il s’ensuit que

‖G1 u(t)‖Lp ≤
∫ t

1
(t− s)−δ/2 s−(1+(m/p)−δ)/2 ds = 0(t−δ/2) .

Le théorème suit.

1.3. Le théorème de Cannone

En 1997, la contribution de M. Cannone [6] consiste en une formulation plus
faible du théorème de Kato qui repose sur l’introduction de l’espace de Besov
Ḃ−αq,∞(R3) , où 1 ≤ q ≤ 3 et α > 0 : une distribution tempérée v ∈ S ′(R3)
appartient à l’espace de Besov Ḃ−αq,∞(R3) si lim

j→−∞
‖Sj f‖L∞ = 0 et si la norme

définie ci-dessous est finie :
‖v‖Ḃ−αq,∞(R3) := sup

j∈Z
2−jα ‖∆jv‖Lq <∞ ,



où ∆j est l’opérateur de convolution avec la fonction ψj de la décomposition
de Littlewood-Paley qui tronque à des fréquences de taille 2j (voir la Défini-
tion 2.1.1 plus bas pour plus de détails sur cet opérateur, ainsi que l’opérateur
de troncature Sj aux fréquences plus petites que 2j). Les deux lemmes suivants
sont classiques et admis. On note S(t) l’extension de la chaleur

S(t)f = et∆f .

Lemme 1.3.1. — Soit q fixé, 1 ≤ q < ∞ et α > 0 . Pour toute distribution
tempérée f dans S ′(Rn) , les quatre normes qui suivent sont équivalentes
sup
j∈Z

2−jα ‖∆j f‖Lq , sup
j∈Z

2−jα ‖Sj f‖Lq , sup
t≥0

tα/2 ‖S(t) f‖Lq , sup
t≥0
‖S(t) f‖Ḃ−αq,∞ .

Lemme 1.3.2. — Soient q1 et q2 deux constantes fixées vérifiant 3 ≤ q1 ≤
q2 ≤ ∞ et α1 = 1 − (3/q1) , α2 = 1 − (3/q2) . On a les injections continues
suivantes

L3(R3) ↪→ Ḃ−α1
q1,∞(R3) ↪→ Ḃ−α2

q2,∞(R3) .

Ces inclusions sont strictes. Ainsi on a
|x|−1 ∈ Ḃ−αq,∞(R3)

pour q > 3 , α = 1− (3/q) et
|x|−1 /∈ L3(R3) .

Le théorème de Cannone est le suivant. Nous ne le démontrerons pas ici mais
donnerons les ingrédients principaux.

Théorème 1.3.3. — Soit q fixé, avec 3 < q ≤ 6 et α = α(q) = 1− (3/q) . Il
existe une constante absolue δ > 0 pour laquelle, si u0 ∈ L3(R3) , ‖u0‖Ḃ−αq,∞ < δ

et ∇ · v0 = 0 (au sens des distributions), l’équation (NS) admet une solution
globale forte dans C([0,∞[, L3(R3)). De plus, cette solution est la seule qui
vérifie
u ∈ C([0,∞[, L3(R3)) , tα/2 u ∈ C([0,∞[, Lq(R3)) et lim

t→0
tα/2 ‖u(t)‖Lq = 0 .

Remarque 1.3.4. — On entend ici par solution forte une solution au sens
intégral, que certains auteurs appellent aussi, empruntant à l’anglais, solution
mild.

La preuve du théorème passe par les trois lemmes suivants. Avant de les énon-
cer, on introduit l’espace de Banach G qui est constitué des fonctions v(t, x)
telles que

v(t, x) ∈ C([0,∞[, L3(R3)) , tα/2 v(t, x) ∈ C([0,∞[, Lq(R3))
et lim

t→0
tα/2 ‖v(t, x)‖Lq = 0 ,

espace que l’on munit de la norme
‖v‖G = sup

t>0
‖v(t)‖Ḃ−αq,∞ + sup

t>0
tα/2 ‖v(t, x)‖Lq .



Cette définition a un sens puisque l’espace L3(R3) s’injecte continûment dans
Ḃ−αq,∞ .

Lemme 1.3.5. — Si u0 ∈ L3(R3), alors S(t)u0 ∈ G .

Lemme 1.3.6. — L’opération bilinéaire B(v, u)(t) définie par

B : (v, u) ∈ G×G 7−→ B(v, u)(t) = −
∫ t

0
PS(t− s) ∇ · (v ⊗ u)(s) ds ∈ G

est bicontinue.

Lemme 1.3.7. — Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et B : X ×X → X un
opérateur bilinéaire continu : il existe une constante η ≥ 0 telle que l’on ait,
pour tout x1 ∈ X1 et x2 ∈ X2

B(x1, x2) ≤ η‖x1‖ ‖x2‖ .
Alors, pour tout y ∈ X tel que 4η ‖y‖ < 1 , l’équation x = y + B(x, x) a une
solution x dans X . De plus, cette solution est la seule telle que

‖x‖ ≤ (1−
√

1− 4η‖y‖)/2η .

Il faut noter que la condition ‖u0‖Ḃ−αq,∞ < δ est satisfaite dans le cas particulier
d’une fonction u0 assez oscillante. Par exemple, on considère u0 6= 0 appar-
tenant à L3(R3). Si l’on multiplie u0 par une exponentielle wk = exp(ix · k) ,
pour k ∈ R3 , on obtient

lim
|k|→∞

‖wk u0‖Ḃ−αq,∞ = 0 ,

tandis que
lim
|k|→∞

‖wk u0‖L3(R3) = ‖u0‖L3(R3) .

On observe bien que la condition de petitesse ‖wk u0‖Ḃ−αq,∞ < δ est vérifiée
pourvu que l’on choisisse une fréquence k assez grande.

On sait que Leray s’est intéressé aux solutions auto-similaires de la forme
u(t, x) = λ(t)U(λ(t)x) ,

où λ(t) est une fonction scalaire positive et U(x) un champ de vecteurs de
divergence nulle ; une telle u(t, x) est une solution autosimilaire des équations
(NS) si, pour tout λ > 0 , on a l’égalité

u(t, x) = λu(λ2 t, λ x) .
Si l’on choisit λ = 1/

√
t , on trouve

u(t, x) = 1√
t
U( x√

t
) ,

avec
U(x) = u(1, x) champ de vecteurs de divergence nulle.



Théorème 1.3.8. — Soit 3 < q < 6 et α = α(q) = 1 − (3/q) . Il existe une
constante δ > 0 telle que, si u0 appartient à Ḃ−αq,∞(R3) et vérifie ‖u0‖Ḃ−αq,∞(R3) <

δ , et ∇ · u0 = 0 (au sens des distributions), ainsi que u0(x) = λu0(λx) pour
tout λ > 0 , alors il existe une solution globale forte (au sens de la Remarque
1.3.4) des équations (NS) qui s’écrit sous la forme

u(t, x) = 1√
t
U( x√

t
) où U ∈ Ḃ−αq,∞(R3) ∩ Lq(R3)

est telle que
U(x) = S(1)u0 +W (x) ,

avec W ∈ Ḣ
1
2 (R3) si 3 < q < 4 et W ∈ L3(R3) si 4 ≤ q < 6 .

La valeur initiale u0 est prise au moins au sens faible des distributions.

Enfin, il y a une seule solution u(t, x) telle que
U ∈ Ḃ−αq,∞(R3) ∩ Lq(R3) ,

et pour laquelle ‖U‖Ḃ−αq,∞(R3) + ‖U‖Lq ≤ R , où R = R(‖u0‖Ḃ−αq,∞(R3)) est une
constante donnée.

Ajoutons encore que Nečas, Rusziska et Sverak [31] ont démontré en 1996 que
l’unique solution U ∈ L3(R3) est U = 0 et que, en 1998, Tsai [36] a montré
que la seule solution U ∈ C0(R3) est U = 0 .

1.4. Le théorème de Koch-Tataru

1.4.1. L’espace BMO−1. — En l’an 2000 dans [23], H. Koch et D. Tataru
ont obtenu un résultat optimal qui établit quel est l’espace le plus large dans
lequel existent les solutions globales et les solutions locales. Si

φ(x) = π−n/2 e−|x|
2

et
φt(x) = π−n/2

tn
e−(|x|/t)2

,

on définit la norme BMO d’une distribution tempérée f sur Rn par

‖f‖BMO := sup
x,R>0

( 1
|B(x,R)|

∫
B(x,R)

∫ R

0
t|∇(φ√4t ∗ f)|2 dt dy

)1/2
<∞ .

Si w est solution, pour la valeur intiale f , de l’équation de la chaleur
∂

∂t
w −∆w = 0

alors
w(t) = f ∗ φ√4t



et l’on a

‖f‖BMO = sup
x,R>0

( 1
|B(x,R)|

∫
B(x,R)

∫ R2

0
|∇w|2 dt dy

)1/2

On définit la norme BMO−1

‖f‖BMO−1 = sup
x,R>0

( 1
|B(x,R)|

∫
B(x,R)

∫ R2

0
|w|2 dt dy

)1/2
.

Le théorème suivant donne une caractérisation de l’espace BMO−1.

Théorème 1.4.1. — Soit h une distribution tempérée. Alors h est dans

BMO−1 si et seulement si existent des f i ∈ BMO tels que h =
∑
i

∂f i

∂xi
·

Sa preuve est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.2. — Soitm ∈ C∞(Rn\{0} , qui est homogène de degré 0 . Alors,
on a

‖m(Dx)f‖BMO−1 ≤ C ‖f‖BMO−1 .

Démonstration du Lemme 1.4.2. Soit f ∈ BMO−1 et soit g l’extension de
la chaleur générée par f . On doit montrer que l’on a, si T = m(Dx) et
si Q(x,R) = B(x,R)×]0, R2[,

1
|B(x,R)| ‖T g‖

2
L2(Q(x,R)) ≤ C ‖f‖2

BMO−1 ,

ce qui se ramène, par invariance d’échelle et de translation, à montrer

(1.4.1) ‖T g‖L2(Q(0,1)) ≤ C ‖f‖BMO−1 .

On a
|g(x, t)| ≤ C t−1/2 ‖f‖BMO−1 .

Il suffit de montrer (1.4.1) pour x = 0 et t = 1 , ce qui est une conséquence du
fait que le noyau de la chaleur appartient pour t = 1 à l’espace de Schwartz.
Pour 0 < t ≤ 1 , on a

T g(t) = T S(t) f = T (S(t)− S(1)) f + T S(1)f

= T (S(t)− S(1)) f +
∫ ∞

1
T ∆S(s) f(s) ds

= T (1− S(1− t)) g(t) +
∫ ∞

1
T ∆S(s2) g(s2) ds .

Les opérateurs T (1 − S(1 − t)) sont bornés dans L2 et leur noyaux kt sont
uniformément bornés, on a

|kt(x)| ≤ C |x|−n−2 .



Pour le premier terme, on peut donc écrire∥∥∥T (1− S(1− t) g(t)
∥∥∥
L2(B(0,1))

≤ C sup
x∈Rn
‖g(t)‖L2(B(x,1))

uniformément en t ∈]0, 1[ . Pour le second terme, on peut utiliser (1.4.1) afin
d’obtenir la borne L∞ . On a∥∥∥ ∫ ∞

1
T ∆S(s2) v(s2) ds

∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C
∫ ∞

1

1
s
‖g(s2)‖L∞(Rn) ds ≤ C ‖f‖BMO−1 ,

puisque le noyau kt de T ∆S(t) vérifie ‖k(t)‖L1(Rn) ≤ C t−1 .

Démonstration du théorème 1.4.1. Soit f i dans BMO pour 1 ≤ i ≤ n . Soit gi
l’extension correspondante de la chaleur. Alors, on a par définition de BMO

1
|B(x,R)|

∫
Q(x,R)

n∑
i=1

∣∣∣∂gi
∂xi

∣∣∣2 dx dt ≤∑
i

‖f i‖2
BMO .

Ceci implique ∇ · f ∈ BMO−1 . Inversement si h est dans BMO−1 , alors,
posant

Ri,j = ∂

∂xi

∂

∂xj
∆−1

et
hi,j := Ri,j h ,

on a hi,j ∈ BMO−1 . Pour tout i , il existe f i tel que ∂f
i

∂xj
= hi,j puisque

∂hi,j
∂xk

=

∂hk,j
∂xi

. On a f i ∈ BMO par construction et h =
∑
i

∂f i

∂xi
. Le résultat est

démontré.

1.4.2. Le théorème de Koch et Tataru. — On rappelle la notation
Q(x,R) = B(x,R)×]0, R2[ .

On introduit les espaces fonctionnelsX et Y de fonctions définies dans Rn×R+

via les normes

‖f‖X = sup
t

(
t1/2 ‖f(t)‖L∞(Rn)

)
+ sup

x,R>0

( 1
|B(x,R)|

∫
Q(x,R)

|f(t, y)|2 dt dy
)1/2

et

‖u‖Y = sup
t

(
t ‖f(t)‖L∞(Rn)

)
+ sup

x,R>0

( 1
|B(x,R)|

∫
Q(x,R)

|f(t, y)| dt dy
)
.

On définit BMOR comme étant l’espace construit sur le modèle de l’espace
BMO en se restreignant à considérer les boules de rayon inférieur ou égal à
R . De même, on définit XR , YR et BMO−1

R . Si v est dans BMO1 , on dit que
v est dans VMO si et seulement si ‖v‖BMOR → 0 quand R → 0 . On appelle
ainsi VMO−1 la fermeture de la classe de Schwartz dans BMO−1(Rn).

Le résultat principal de [23] est le suivant.



Théorème 1.4.3. — Les équations de Navier-Stokes (NS) ont une solution
globale unique, petite dans X pour toute valeur initiale u0 telle que ∇ · u0 = 0
et que u0 soit petite dans BMO−1 .

En outre il existe ε > 0 tel que, pour tout R > 0 , les équations de Navier-
Stokes (NS) ont une solution unique, petite dans chaque XR , qui existe jus-
qu’en t = R2 , pour toute valeur initiale u0 telle que ‖∇u0‖BMO−1

R
≤ ε .

En particulier, pour tout u0 ∈ VMO−1 avec ∇ · u0 = 0 , il existe une solution
locale unique.

Démonstration du théorème. Si S(t) est le semi-groupe de la chaleur asscié à
l’opérateur de la chaleur et V est cet opérateur pour l’équation de la chaleur
inhomogène, c’est-à-dire

∂u

∂t
−∆u = f avec u(0) = 0 =⇒ u = V f ,

alors

V f(t) =
∫ t

0
S(s) f(t−s) ds ou V f(x, t) =

∫
Rn×]0,t[

e−|y|
2/4s

(4πs)n/2 f(x−y, t−s) dy ds .

Les solutions de l’équation de la chaleur
∂u

∂t
−∆u = f avec u(0) = u0

sont donc de la forme

u(x, t) = (S(t) u0)(x) + V f(x, t) .

Pour tout multiplicateur de Fourier m ∈ L∞ , on sait que m(Dx) u =
F−1(m Fu) est borné dans L2 . On rappelle que P est l’opérateur qui projette
sur les champs de vecteurs de divergence nulle ; celui-ci s’écrit en variables de
Fourier à travers la matrice de terme général

m(η) = δi,j −
ηi ηj
|η|2

avec δi,j = 1 ou 0 selon que i = j ou i 6= j ,

et m satisfait, pour tout multi-indice α , à la condition

sup
η 6=0

(
|η|α

∣∣∣∣ ∂α∂ηα m(η)
∣∣∣∣) ≤ C .

L’opérateur m(Dx) est un opérateur intégral singulier et, pour φ défini au
Paragraphe 1.4.1, on a

|(P φ)(x)| ≤ C (1 + |x|)−n ,

et donc, pour le noyau Kt(x) = P φ√4t de P S(t), on a

|Kt(x)| ≤ C (
√
t+ |x|)−n .



De même pour le noyau de P ∇S(t), on peut montrer que

| P∇φ√4t(x)| ≤ C (
√
t+ |x|)−n−1 ,(1.4.2)

| P(δ0 − φ√4t(x)| ≤ C t |x|−n−2 .(1.4.3)

Pour a ∈ C∞ et à support compact dansB(0, 1), on considère S(−t) a(t1/2Dx) .
Son noyau est une fonction kt de la classe de Schwartz vérifiant

(1.4.4) |kt(x)| ≤ CN t
−n/2 (1 + |x|√

t
)−N pour tout N ≥ 1 .

Pour démontrer le théorème on va utiliser une méthode du point fixe comme
pour le théorème de Cannone ci-dessus. On écrit l’équation sous la forme

u(x, t) = S(t) u0(x)− (V ∇PN(u))(x, t) avec N(u) = u⊗ u .
Partant de données initiales petites, on effectuera l’argument de point fixe dans
X afin d’obtenir la solution.

On s’appuie sur deux affirmations, dont on va démontrer la seconde.

1. L’opérateur N applique X dans Y .

2. L’opérateur V∇P applique Y dans X .

Pour le deuxième énoncé, on doit prouver que
|V∇Pf(x, t)| ≤ C t−1/2 ‖f‖Y et ‖V∇Pf‖2

L2(Q(x,R)) ≤ C |B(x,R)| ‖f‖2
Y .

Par les invariances d’échelle et de translation, il suffit de montrer que
|V∇Pf(0, 1)| ≤ C ‖f‖Y1 et(1.4.5)
‖V∇Pf‖L2(Q(0,1)) ≤ C ‖f‖Y1 .(1.4.6)

Soit χ la fonction caractéristique de l’ensemble B(0, 2)× [0, 1] , et écrivons f =
χ f + (1− χ) f . Il suit de (1.4.2) que le noyau k de V ∇P satisfait

(1.4.7) |k(x, t)| ≤ C (
√
t+ |x|)−n−1 ,

et l’on a l’estimation (meilleure que celle recherchée)

‖V∇P(1− χ) f‖L∞(Q(0,1)) ≤ C sup
x∈Rn

∫
Q(x,1)

|f | dx dt .

Il suffit donc de considérer χf et donc supposer dorénavant que le support de
f est dans B(0, 2)× [0, 1] . Dans ce cas l’estimation (1.4.5) découle de la borne
du noyau donnée en (1.4.7). Si le support de f est dans B(0, 2)× [0, 1/2] , on
peut en effet utiliser la borne L1 de f associée à la borne sur le noyau loin de
0 . Si le support de f est dans B(0, 2)× [1/2, 1] , on peut utiliser la borne L∞
de f associée à l’intégrabilité du noyau en 0 .

On démontre enfin l’estimation suivante, plus forte que (1.4.6)∫ 1

0

∫
Rn
|∇Vf |2 dx dt ≤ ‖f‖Y ‖f‖L1(Rn×R)



où l’on a supprimé la restriction sur le support de f et utilisé que P est un
opérateur borné sur L2 qui commute avec ∇V . Soit a ∈ C∞0 avec a(ξ) = 1 si
|ξ| ≤ 1 et a(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 2 . On considère le multiplicateur At = a(t1/2Dx)
qui tronque les fréquences supérieures à t−1/2 . Alors, pour t ≤ 1 , on a

‖(1− At) g‖H−1(Rn) ≤ C t1/2 ‖g‖L2(Rn)

et donc

‖V∇(1−At) f‖2
L2(Rn×]0,1[) ≤ C

∫ 1

0
‖(1−At f)‖2

H−1(Rn) dt ≤ C ‖f‖Y ‖f‖L1(Rn×]0,1[) .

Il reste à décrire Atf . Soit kt(x) le noyau de S(−t)At . D’après (1.4.4), on a
pour tout N ≥ 1 l’estimation

|kt(x)| ≤ CN t
−n/2 (1 + |x|√

t
)−N .

On a, en particulier
‖kt‖L1(Rn) <∞ et ‖S(−t)Atf‖Y ≤ C‖f‖Y

ainsi que
‖S(−t)Atf‖L1(Rn) ≤ C‖f‖L1(Rn) .

Si w(t) = S(−t)At f(t) alors v(t) = ∇VATf peut s’écrire

v(t) = ∇S(t)
∫ t

0
w(s) ds .

Il faut donc montrer que
‖v‖2

L2(Rn×]0,1[) ≤ C ‖w‖Y ‖w‖L1(Rn×]0,1[) .

Après une série de calculs d’intégrales, on arrive à

‖v‖2
L2(Rn×]0,1[) ≤

∫ 1

0
‖w(s)‖L1(Rn)

∥∥∥∥(S(2s)− S(2))
∫ s

0
w(ϑ) dϑ

∥∥∥∥
L∞(Rn)

ds .

Pour obtenir (1.4.7), on montre que∥∥∥∥S(2t)
∫ t

0
w(ϑ) dϑ

∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C ‖w‖Y .

On a
1

|B(x,R)|

∥∥∥∥ ∫ R2

0
w(ϑ) dϑ

∥∥∥∥
L1(B(x,R))

≤ 1
|B(x,R)|

∫
Q(x,R)

|w(x, t)| dx dt ≤ ‖w‖Y .

L’opérateur S(2t) a un noyau k(x) de la forme

k(x) = Cn t
−n/2 e−|x|

2/8t .

Il agit donc comme un opérateur moyennisant sur l’échelle donnée par
√
t .

Ainsi, en appliquant l’intégrale ci-dessus sur une maille cubique de taille
√
t

on obtient∥∥∥∥S(2t)
∫ t

0
w(ϑ) dϑ

∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C ‖w‖Y
∑
q∈Zn

e−|q|
2 ≤ C ‖w‖Y .



Le théorème est démontré.

D’autres espaces fonctionnels

Pour p > n , l’espace inhomogène B−1+(n/p)
p,∞ (Rn) xpeut aussi être défini via

l’extension de la chaleur : la distribution tempérée u appartient à B−1+(n/p)
p,∞ (Rn)

si son extension de la chaleur v satisfait

‖v(t)‖Lp(Rn) ≤ C t−(1−(n/p))/2 pour t ∈]0, 1] .

Soit R ≤ 1 . Alors, on a( 1
|B(x,R)|

∫
Q(x,R)

|v|2 dx dt
)1/2
≤ |B(x,R)|−n/p

( ∫ R2

0
‖v(t)‖2

Lp(Rn) dt
)1/2

≤
√
p

n
|B(x,R)|−n/p sup

0<t≤R2

(
t−(1−(n/p))/2 ‖v(t)‖Lp(Rn)

)
.

De plus, d’après l’inégalité de Young et l’estimation du noyau, on a

(4πt)(1−n/p)/2 ‖v(t)‖Lp(Rn) ≤ ‖u‖Ln(Rn)

d’où
Ln(Rn) ↪→ B−1+(n/p)

p,∞ (Rn) ↪→ BMO−1 .

Les espaces de Morrey Mp
q pour 1 ≤ q ≤ n sont définis comme les sous-espaces

de Lqloc(Rn) constitués des fonctions u telles que

sup
x,R≤1

[
Rn/p

( 1
|B(x,R)|

∫
B(x,R)

|u|q dx
)1/q

]
<∞ .

On aMp
p = Lpunif (Rn) et u ∈Mn

1 si et seulement si u ∈ L1
unif (Rn) et u ∈ B−1

∞,∞ .
On a donc Mn

q ⊂ BMO−1 pour 1 < q ≤ n .

1.4.3. Sur l’espaces des données initiales produisant des solutions
globales. — En 2004, P. Auscher, S. Dubois et P. Tchamitchian [1] ont pro-
posé le problème de déterminer la topologie sur l’espace des fonctions condi-
tions initiales pour que celles-ci produisent de bonnes solutions. Ils citent T.
Kawanago [24], qui a montré que l’espace des données initiales u0 ∈ L3(R3)
qui produisent une solution globale u ∈ C([0,∞[, L3(R3)), et vérifient en outre
limt→∞ ‖u(t, ·)‖L3 = 0 , est un ouvert de la topologie de L3(R3). Kawanago
observe encore que si u satisfait l’inégalité d’énergie, alors la propriété de dé-
croissance est vraie et il n’est pas nécessaire de la supposer.

Gallagher, Iftimie et Planchon [17] ont montré le caractère superflu de l’hy-
pothèse de décroissance de la solution, établissant que celle-ci est toujours
vérifée.



Auscher et al introduisent les espaces définis ci-dessous. D’abord C (ou C∞)
est l’espace des fonctions u(t, x) définies sur ]0,∞[×R3 à valeurs dans C3 telles
que

N∞(u) := sup
t>0

(
√
t ‖u(t)‖L∞) <∞

et NC(u) :=
(

sup
Q∈Q

1
|Q|

∫ l2Q

0

∫
Q
|u(t, x)|2 dx dt

)1/2
<∞ ,

où Q est l’ensemble de tous les cubes Q dans R3 dont les côtés sont parallèles
aux axes, de longueur lQ et de mesure |Q| .

De manière analogue, étant donné T ∈]0,∞[ , soit CT l’espace des fonctions
u(t, x) définies sur ]0,∞[×R3 à valeurs dans C3 telles que

N∞,T (u) = sup
T>t>0

(
√
t ‖u(t)‖L∞) <∞

et NC,T (u) :=
(

sup
Q∈Q , lQ≤

√
T

1
|Q|

∫ l2Q

0

∫
Q
|u(t, x)|2 dx dt

)1/2
<∞ .

Enfin, l’espace C0 (respectivement C0,T ) est le sous-espace fermé dans C (dans
CT ) des fonctions u(t, x) telles que limT ′→0 ‖u|CT ′ = 0 .

On rappelle, comme vu au paragraphe précédent, que si u0 ∈ BMO−1(R3)
est assez petit et de divergence nulle, alors il existe une solution u ∈ C de
l’équation intégrale de Navier-Stokes dans R3 avec valeur initiale u0 , qui s’écrit

(1.4.8) u(t) = et∆ u0 −
∫ t

0
e(t−s) ∆ P∇ · (u(s)⊗ u(s)) ds ,

où P est le projecteur de Leray qui projette sur les champs de vecteurs de
divergence nulle.

Si u0 est une distribution de divergence nulle appartenant à VMO−1 , alors il
existe T > 0 et u ∈ C0,T qui résout la même équation dans ]0, T [×R3 , avec T
dépendant de u0 , en particulier T =∞ quand u0 est assez petit.

Définition 1.4.4. — On définit l’ensemble E de toutes les données u0 ∈
VMO−1 qui produisent une solution globale de (1.4.8) appartenant, aussi grand
que soit le temps T , à l’intersection ⋂T>0 C0,T .

Le résultat suivant est dû à [1], nous en donnons le principe de démonstation
ci-dessous.

Théorème 1.4.5. — i) Si u0 ∈ E et si u est une solution associée à u0 , alors
u ∈ C0 et

lim
t→∞

(
√
t ‖u(t)‖L∞) + lim

t→∞
‖u(t+ ·)‖C = 0 .

ii) Il existe ε > 0 tel que, pour tout v0 ∈ BMO−1(R3) avec ‖u0−v0‖BMO−1 ≤ ε ,
l’équation de Navier-Stokes avec donnée v0 a une solution globale v dans C .



De plus, l’application v0 7→ v , définie de la boule B(u0, ε) dans BMO−1 vers
l’espace C est analytique en u0 au sens de la définition ci-dessous.

Définition 1.4.6. — On dit qu’une application φ , définie d’un sous-espace
ouvert Ω d’un espace de Banach F vers un autre espace de Banach F , est
analytique en f0 ∈ Ω quand il existe ε > 0 et une suite Lk , k ≥ 1 d’opérateurs
k-linéaires bornés, chacun défini de F k vers F , tels que

B(f0, ε) ⊂ Ω et φ(g0) = φ(f0)+
∞∑
k=1

Lk (g0−f0, . . . , g0−f0) avec g0 ∈ B(f0, ε) ,

la série étant normalement convergente dans F pour un tel g0 .

La preuve de ce théoréme repose sur la stratégie de [17], qui passe par une
série de lemmes. On écrit

u0 = f0 + g0

avec f0 ∈ VMO−1 ∩ L2 et g0 assez petit dans VMO−1 , de telle sorte qu’il
existe une solution g de l’équation intégrale de Navier-Stokes (1.4.8) vérifiant
‖g‖C ≤ ε . On écrit alors

u = f + g .

Le résultat clef est le suivant, qui suit d’une estimation de type énergie sur f .

Lemme 1.4.7. — On a

lim
T→∞

( 1
T

∫ T

1
‖f(t)‖4

Ḣ
1
2
dt
)

= 0 .

En effet par ce résultat on conclut que pour un temps assez grand t0, f(t0) est
petit dans VMO−1 (qui contient Ḣ 1

2 ). Comme on peut montrer que ăg reste
petit pour tout temps dans BMO−1, alors ău est petit au temps t0 et on peut
alors appliquer le théorème de Koch et Tataru vu au paragraphe précédent
pour obtenir le comportement asymptotique de la solution.

Le reste de la démonstration suit assez facilement des énoncés suivants. On
rappelle la définition

B(f, g) :=
∫ t

0
e(t−s) ∆ P∇ · (f(s)⊗ g(s)) ds .

Lemme 1.4.8. — (Estimation de Koch et Tataru) Il existe un réel A > 0 tel
que, pour tous f, g ∈ C , on ait

‖B(f, g)‖C ≤ A ‖f‖c ‖g‖C .

On définit un opérateur linéaire La,b par

La,b(f)(t) :=
∫ t

0
e(t−s) ∆ P∇ · (a(s)⊗ f(s) + f(s)⊗ a(s)) ds ,



on a donc La,b(f) = B(a, f) + B(f, b) . Alors l’opérateur Lu,u est linéaire
continu sur C. Définissant S w0 := (et∆w0)t>0 , on a

(1.4.9) w = S w0 − Lu,u(w) +B(w,w) .

Lemme 1.4.9. — Le spectre de Lu,u dans C est {0} .

Lemme 1.4.10. — Soit F un espace de Banach, L un opérateur linéaire
continu sur F et B un opérateur bilinéaire continu sur F , au sens où l’on
a

‖B‖ = sup
{f,g∈F| ‖f‖F=‖g‖F=1}

‖B(f, g)‖F <∞ .

Alors, si 1 + L est inversible, pour tout z ∈ F tel que

(1.4.10) ‖(1 + L)−1z‖F ≤
1

4 ‖B‖‖(1 + L)−1‖
,

existe une solution w ∈ F de l’équation w = z − L(w) +B(w,w) .

En outre, il existe pour tout k ≥ 1 un opérateur k-linéaire continu Tk sur Fk
vérifiant

w =
∞∑
k=1

Tk(z, . . . , z) ,

et ces séries convergent normalement sous la condition (1.4.10).

Ces trois derniers lemmes permettent de résoudre (1.4.9) pour w0 assez petit
dans BMO−1 . Nous n’entrerons pas dans les détails ici.

1.4.4. Optimalité du résultat de Koch et Tataru. — Dans [1], les au-
teurs montrent l’optimalité du résultat de Koch et Tataru, au sens suivant.

On suppose donnés un espace de Banach F , dans lequel se trouve la condition
initiale u0 , et un espace de Banach F , auquel appartient la solution u que
l’on construit. Il sont tous les deux critiques, c’est-à-dire invariants par les
transformations laissant invariantes les équations de Navier-Stokes

pour tous λ > 0 et x0 ∈ R3 ‖λu0 (λ · −x0)‖F = ‖u0‖F ,(1.4.11)
pour tous λ > 0 et x0 ∈ R3 ‖λu (λ2 ·, λ · −x0)‖F = ‖u‖F .(1.4.12)

En outre, le semi-groupe associé à l’équation de la chaleur envoie continûment
F sur F et il existe une constante K telle que

(1.4.13) ‖S u0‖F ≤ K ‖u0‖F .

On suppose aussi que l’espace F s’injecte continûment dans l’espace
L2
C([0,∞[×R3), qui est celui formé par les fonctions définies sur [0,∞[×R3

qui sont de plus de carré intégrable sur tout compact de [0,∞[×R3 . D’après



le travail de Koch et Tataru [23], ceci permet d’assurer l’existence d’une
constante K pour laquelle on a, pour tout f ∈ F( ∫ 1

0

∫
Q0
|f(t, x)|2 dx dt

)1/2
≤ K ‖f‖F ,

où Q0 est le cube unité [0, 1[3 . Par (1.4.12), on tire de cette inégalité (lQ est
le côté de Q)

sup
Q∈Q

( 1
|Q|

∫ l2Q

0

∫
Q
|f(t, x)|2 dx dt

)1/2
≤ K ‖f‖F

et l’on a, pour tout f ∈ F
(1.4.14) NC(f) ≤ K ‖f‖F .
On fait enfin l’hypothèse de continuité de B sur F
(1.4.15) ‖B‖ = sup

{f,g∈F | ‖f‖F=‖g‖F=1}
‖B(f, g)‖F <∞ .

Lorsque les hypothèses (1.4.11) à (1.4.15) sont satisfaites, le lemme 1.4.10
s’applique et assure qu’il existe une solution globale dans F des équations
(1.4.8) pour une donnée initiale u0 assez petite dans F .

De plus, si l’espace F vérifie la propriété
(1.4.16) pour tout u0 ∈ F on a lim

T→0
‖S u0‖FT = 0 ,

où FT est l’espace des restrictions à [0, T [×R3 des éléments de F , alors, pour
toute donnée initiale u0 , il existe une solution locale.

Remarque 1.4.11. — Ce schéma s’applique aux choix F = Ḣ
1
2 ou F = L3,

ou encore F est égal à la fermeture de S (S est la classe de Schwartz) dans
Ḃsp
p,q , avec

sp = −1 + 3/p , 1 ≤ q <∞ , 1 ≤ q ≤ ∞ .

L’optimalité du résultat de Koch et Tataru réside en ce que, si (1.4.13) et
(1.4.14) sont satisfaits

pour tout u0 ∈ F on a NC(S u0) ≤ C ‖u0‖F ,

ainsi que dans le fait que
NC(S u0) <∞ équivaut à u0 ∈ BMO−1 .

Tout F du type décrit ci-dessus s’injecte continûment dans BMO−1 .

Les résultats suivants sont démontrés dans [1].

Lemme 1.4.12. — Soit F un espace de Banach qui s’injecte continûment
dans l’espace VMO−1 . Soit F un autre espace de Banach, pour lequel (1.4.13)
est vérifié. Et soit E l’espace introduit à la définition 1.4.4. Pour toute paire
de solutions globales u et v de (1.4.8) dans C0 associées aux données u0, v0 ∈
F ∩ E , on suppose que l’opérateur Lu,v est continu sur F et de spectre réduit



à {0} . Soit u0 ∈ E ∩ F et soit u ∈ C0 la solution de (1.4.8) déterminée par
u0 . Alors

i) en fait, u appartient à F ;

ii) il existe ε > 0 tel que tout v0 ∈ F satisfaisant ‖u0 − v0‖BMO−1 < ε
détermine une solution globale v ∈ F de (1.4.8). En outre, l’application v0 7→
v , de F ∩BBMO−1(u0, ε) dans F , est analytique en u0 .

L’espace F le plus naturel est l’espace des fonctions continues f(t, x) , à valeurs
dans F pour tout t > 0 qui vérifient limt→∞ ‖f(t)‖F = 0 , espace que l’on note
aussi C0([0,∞[, F ) .

Théorème 1.4.13. — Soit u0 ∈ E ∩F , où F est l’un des trois espaces cités
à la remarque 1.4.11 et soit u ∈ C0 la solution de (1.4.8) de condition initiale
u0 .

On a u ∈ C0([0,∞[, F ), et il existe ε > 0 , dépendant de u0, tel que tout v0 ∈ F
satisfaisant ‖u0 − v0‖BMO−1 < ε appartienne aussi à E et détermine une
solution globale v ∈ C0([0,∞[, F ) de (1.4.8). De plus, l’application v0 7→ v ,
de F ∩BBMO−1(u0, ε) sur C0([0,∞[, F ) , est analytique en u0 .

1.5. Sur l’anisotropie des données initiales

Le rôle de l’anisotropie spectrale dans la résolution de l’équation de Navier-
Stokes en dimension 3 est étudié notamment dans l’article de J.Y.Chemin,
I.Gallagher et C.Mullaert [11]. Ces auteurs introduisentl’ensemble G des
champs de vecteurs éléments de Ḣ 1

2 (R3) qui sont à divergence nulle et en-
gendrent des solutions globales régulières de (NS). D’après Fujita et Kato [16],
l’ensemble G contient une boule de rayon strictement positif. Il existe un rayon
critique ρc pour lequel, toute donnée initiale u0 telle que ‖u0‖

Ḣ
1
2 (R3)

< ρc

engendre une solution globale régulière. Puis W.Rusin et V.Sverak [35] ont
démontré que le complémentaire Gc de G dans Ḣ 1

2 (R3) a la propriété que
l’ensemble

Gc ∩ {u0 ∈ Ḣ
1
2 (R3) | ‖u0‖

Ḣ
1
2 (R3)

< ρc}

est non vide et compact, aux translations et dilatations près.

J.Y.Chemin, I.Gallagher et P.Zhang [12] ont montré que tout point u0 ∈ G
est le centre d’un segment de droite I ⊂ G dont la longueur mesurée dans la
norme Ċ−1 = Ḃ−1

∞,∞ est arbitrairement grande. Notons que cet espace Ḃ−1
∞,∞

est en fait l’espace dans lequel s’injecte tout espace de Banach de distributions
tempérées invariant d’échelle, voir [30] — si l’on veut définir une notion de
«grande» donnée initiale pour (NS), c’est donc dans Ḃ−1

∞,∞ qu’il convient de la
mesurer.



Pour tout u0 ∈ G , il y a donc des perturbations arbitrairement grandes (au
sens de Ḃ−1

∞,∞) de u0 qui engendrent des solutions globales. Ces perturbations
sont fortement anisotropes.

Nous alons détailler les résultats de [11] et [12] ci-dessous.

Remarque 1.5.1. — Etudiant une situation anisotrope dans R3, on écrit
xh := (x1 , x2) pour les variables horizontales. De même on note uh pour les
composantes horizontales d’un champ de vecteurs u, et les opérateurs de dé-
rivation, divergence, Laplacien etc en deux dimensions seront notés avec un
indice h.

On introduit les normes (avec les espaces associés où ces normes existent et
sont finies)

‖f‖Lph,Lqv =
( ∫

R2
h

(
∫
Rv
|f(xh, x3)|q dx3)p/q dxh

)1/p
,

‖f‖Ḣs,σ =
( ∫

R3
|ξh|2s |ξ3|2σ |Ff(ξh, ξ3)|2 dξh dξ3

)1/2
.

Observons que l’espace Ḣs,σ est un espace de Hilbert si s < 1 et σ < 1/2 . La
norme suivante, ainsi que l’espace correspondant, sont également utiles

‖f‖Ḣs1,s2,s3 =
( ∫

R3
|ξ1|2s1 |ξ2|2s2 |ξ3|2s3 |Ff(ξ1, ξ2, ξ3)|2 dξ1 dξ2 dξ3

)1/2
.

C’est un espace de Hilbert si les si sont < 1/2 pour i = 1, 2, 3 . Le théorème
suivant, dû à [11], est facile à démontrer. Une preuve figure ci-dessous.

Théorème 1.5.2. — Il existe une constante c0 telle que, si (uε,0)ε est une
famille (indexée par ε) de champs de vecteurs à divergence nulle dans Ḣ 1

2 ,
vérifiant

(1.5.1) ∀ξ ∈ Supp(Fuε,0) ou bien |ξh| ≤ ε |ξ3| ou bien |ξ3| ≤ ε |ξh| ,

alors
ε4 ‖uε,0‖

Ḣ
1
2
≤ c0 =⇒ uε,0 ∈ G .

Pour démontrer le théorème 1.5.2, on s’appuie sur le théorème suivant, dû à
Iftimie [21], ainsi que d’un corollaire – ces deux résultats sont admis.

Théorème 1.5.3. — Il existe une constante ε0 pour laquelle l’énoncé qui suit
est vrai :

étant donné, pour i = 1, 2, 3 , les réels si vérifiant s1 + s2 + s3 = 1/2 et
−1/2 < si < 1/2 , tout champ de vecteurs u0 de divergence nulle de Ḣs1,s2,s3

qui est de norme inférieure à ε0 produit une solution globale régulière u de
(NS).



Corollaire 1.5.4. — Il existe une constante ε0 pour laquelle l’énoncé qui suit
est vrai :

étant donné s ∈]0, 1/2[, tout champ de vecteurs u0 de divergence nulle de
Ḣs,(1/2)−s qui est de norme inférieure à ε0 produit une solution globale régulière
u de (NS).

Preuve du théorème 1.5.2. On écrit la décomposition u0 = v0 + w0 où

v0 = F−1
(
1{|ξh|<ε |ξ3|}Fu0(ξ)

)
et w0 = F−1

(
1{|ξ3|<ε |ξh|}Fu0(ξ)

)
.

Si s ∈]0, 1/2[ , on a

‖v0‖2
Ḣs,(1/2)−s =

∫
{|ξ3|<ε |ξh|}

|ξh|2s |ξ3|1−2s |Fu0(ξ)|2 dξ

≤ ε1−2s
∫
|ξh| |Fu0(ξ)|2 dξ

≤ ε2s ‖u0‖2
Ḣ

1
2
,

puisque s < 1/2. De même, puisque s > 0

‖w0‖2
Ḣs,(1/2)−s =

∫
{|ξh|<ε |ξ3|}

|ξh|2s |ξ3|1−2s |Fu0(ξ)|2 dξ

≤ ε2s
∫
|ξ3| |Fu0(ξ)|2 dξ

≤ ε2s ‖u0‖2
Ḣ

1
2
.

Pour s = 1/4 on a donc l’inégalité
‖u0‖2

Ḣ1/4,1/4 ≤ ε1/4 ‖u0‖2
Ḣ

1
2
,

et le résultat suit du corollaire précédent.

Le théorème qui suit montre que si la donnée initiale varie lentement dans une
direction, alors elle génère une solution globale, qui, pour parler de manière
lâche, correspond au cas où le support de la donnée initiale dans l’espace de
Fourier est contenu dans la région {|ξ3| < ε |ξh|} . De plus, ajouter à toute
donnée intiale dans G une autre donnée à variation lente engendre toujours
une solution globale.

Théorème 1.5.5. — Soit vh
0 = (v1

0, v
2
0) un champ de vecteurs horizontal et

régulier, de divergence nulle sur R3 (on prend vh
0 dans L2(R3), ses dérivées

sont dans l’espace L2(Rv, Ḣ
−1(R2))). Soit w0 un champ de vecteurs régulier de

divergence nulle sur R3 .

Il existe un ε0 > 0 , qui dépend des normes de vh
0 et de w0 , et vérifie, pour tout

ε ≤ ε0 :

les données initiales suivantes sont dans G
vε,0(x) = (vh

0 + εwh0 , w
3
0)(xh, x3) .



De plus, si, pour tout xh ∈ R2 , on a vh
0 (xh, 0) = w3

0(xh, 0) = 0 et si u0 est
dans G , alors il existe un nombre ε′0 qui dépend de u0 et des normes de vh

0 et
w0 , tel que, si ε0 ≤ ε′0 , la donnée initiale uε,0 = u0 + vε,0 appartient à G .

La preuve de ce théorème est donnée dans [10] et [12].

On mentionne encore l’inégalité suivante (prouvée dans [10])
pour tout u0 ∈ S de la forme u0 : x ∈ R3 7→ u0(x) = ϕ(xh) ϕ(x3)

on a ‖ uε,0‖Ċ−1 ≥
1
2 ‖ϕ‖Ċ−1(R2) ‖ ϕ0‖L∞(R) ;

cette inégalité implique que vε,0 peut être choisi arbitrairement grand dans
Ċ−1 .

Le résultat suivant est dû à [11].

Théorème 1.5.6. — Soit (vε,0)ε une famille de champs de vecteurs réguliers
de divergence nulle, uniformément bornés dans L∞(R, Ḣs(R2)) , où l’on sup-
pose s ≥ −1 , et tels que la famille (

√
ε vε,0)ε soit uniformément bornée dans

L2(Rx3 , Ḣ
s(R2)) pour s ≥ −1 , satisfaisant de plus

pour tout ε ∈]0, 1[ et pour tout ξ ∈ Supp(Fvε,0) |ξ3| ≤ ε |ξh| .

Alors, il existe un réel ε0 > 0 tel que, pour tout ε ≤ ε0 , la donnée vε,0 appartient
à G .

En outre, si u0 appartient à G , on peut trouver des constantes c0 et ε′0 telles
que, si ‖vε,0(·, 0)‖L2(R2

h
) ≤ c0 , alors, pour tout ε ≤ ε′0 , la donnée initiale

uε,0 = u0 + vε,0 appartient à G .

Ce dernier théorème se démontre en décomposant la donnée initiale comme
suit. On note Ph = Id −∇h∆−1

h divh le projecteur de Leray sur les champs de
vecteurs horizontaux de divergence nulle.

Proposition 1.5.7. — Soit vε,0 un champ de vecteurs de divergence nulle qui
vérifie

pour tout ε ∈]0, 1[ et pour tout ξ ∈ Supp(Fvε,0) |ξ3| ≤ ε |ξh| .

Alors, on peut trouver deux champs de vecteurs de divergence nulle (vh
ε,0, 0) et

wε,0 de spectre inclus dans dans celui de vε,0 et tels que

vε,0 = (vh
ε,0, 0) + wε,0 où vh

ε,0 = Ph(vh
ε,0) et |Fwh

ε,0| ≤ ε |Fw3
ε,0| .

On construit une solution approximante en suivant [11].

On cherche une solution approchée uappε sous la forme

uappε = u+ vappε , vappε = (vh
ε , 0) + wε



où u est l’unique solution globale associée à u0 et vh
ε la solution de l’équation

(NS) bi-dimensionnelle pour x3 donné et fixé :

(1.5.2)


∂
∂t
vh
ε + vh

ε · ∇hvh
ε −∆hv

h
ε = −∇hpε dans R+ × R2 ,

∇ · vh
ε = 0 et (vh

ε |t=0 = vh
ε,0(·, x3) ,

alors que wε est solution de l’équation linéaire de type transport-diffusion

(1.5.3)


∂
∂t
wε + vh

ε · ∇hwε −∆wε = −∇qε dans R+ × R3,

∇ · wε = 0 et (wε)|t=0 = wε,0 .

Ces champs de vecteurs satisfont aux propriétés du lemme suivant.

Lemme 1.5.8. — Sous les hypothèses du théorème 1.5.6, la famille (uappε )
est uniformément bornée dans L2(R+, L∞(R3)) et (∇uappε ) est uniformément
bornée dans l’espace L2(R+, L∞v L2

h).

On définit uε comme étant la solution associée à la donnée initiale u0+vε,0 , dont
le temps de vie est a priori fini et dépend de ε et on introduit Rε = uε− uappε .

Lemme 1.5.9. — Pour tout δ > 0, il existe ε(δ) et c(δ) tels que, pour ε ≤
ε(δ), si

‖vε,0(·, 0)‖L2
h
≤ c(δ) ,

alors le champ de vecteurs Rε = uε − uappε satisfait l’équation
(1.5.4)

∂
∂t
Rε +Rε · ∇Rε −∆Rε + uappε · ∇Rε +Rε · ∇uappε = Fε −∇q̃ε ,

∇ · Rε = 0 et (Rε)|t=0 = 0 avec ‖Fε‖L2(R+,Ḣ−1/2(R3) ≤ δ .

Supposant ces deux lemmes établis, la preuve du théorème 1.5.6 en découle,
en suivant la démarche de [11], qui passe par une estimation d’énergie dans
Ḣ

1
2 (R3) à travers (1.5.4) et utilise le fait que le terme de force est petit et la

donnée initiale nulle. Ceci entraîne que Rε est unique et uniformément borné
dans L∞(R+, Ḣ

1
2 ) ∩ L2(R+, Ḣ3/2) .

Proposition 1.5.10. — Avec les hypothèses du théorème 1.5.6, pour tout réel
s > −1 et pour tout α = (αh, α3) ∈ N2 ×N , il existe une constante c telle que
le champ de vecteurs vh

ε satisfait à estimation qui suit∥∥∥∥ ∂α∂xα vh
ε(t)

∥∥∥∥2

L∞v Ḣs
h

+ sup
x3∈R

∫ t

0

∥∥∥∥ ∂α∂xα ∇hvh
ε(t′)

∥∥∥∥2

Ḣs
h

dt′+

ε
(∥∥∥∥ ∂α∂xα ∇hvh

ε(t)
∥∥∥∥2

L2
v Ḣ

s
h

+
∫ t

0

∥∥∥∥ ∂α∂xα vh
ε(t′)

∥∥∥∥2

L2(R3)
dt′
)
≤ c ε2α3 .



Proposition 1.5.11. — Sous les hypothèses du théorème 1.5.6, les familles
w3
ε et ε−1wh

ε sont, pour tout s ≥ 0 , uniformément bornées dans l’espace
L∞(R+, L∞v Ḣ

s
h) ∩ L2(R+, L∞v Ḣs

h) . De plus, pour tout s ≥ 0 et tout α =
(αh, α3) ∈ N2 × N , la famille ε(1/2)−α3 ∂αwε/∂x

α est uniformément bornée
dans L∞(R+, L2

v Ḣ
s
h) ∩ L2(R+, L2

v Ḣ
s
h) .

On a l’estimation suivante du reste Rε = uε − uappε : en soustrayant l’équation
vérifiée par uappε de celle vérifiée par uε , on trouve

Fε = ( ∂
2

∂x2
3
vh
ε ,

∂

∂x3
pε) + w3∂3v

app
ε + u · ∇vappε + vappε · ∇u ,

que l’on décompose en Fε = Gε +Hε , où

Gε = ( ∂
2

∂x2
3
vh
ε ,

∂

∂x3
pε) + w3∂3v

app
ε et Hε = u · ∇vappε + vappε · ∇u .

Proposition 1.5.12. — Il existe une constante positive C telle que
pour tout ε ∈]0, 1[ on a ‖Gε‖L2(R+,Ḣ−1/2(R3)) ≤ C ε1/2 .

Soit δ > 0 fixé. Il existe des constantes ε(δ) et c(δ) telles que, siε ≤ ε(δ) et
‖vε,0(·, 0)‖L2

h
≤ c(δ) , alors on a

‖Hε‖L2(R+,Ḣ−1/2(R3)) ≤ δ .

Enfin la conclusion provient du résultat suivant.

Proposition 1.5.13. — Pour tout δ > 0 donné, il existe des constantes po-
sitives ε(δ) et c(δ) telles que, pour tout ε ∈]0, ε(δ)] , si ‖uε,0(·, 0)‖L2

h
≤ c(δ) ,

alors on a
‖vappε (·, 0)‖L∞(R+,L2

h(R2)) + ‖∇h vappε (·, 0)‖L2(R+,L2
h(R2)) ≤ δ .

Nous verrons une implémentation de la stratégie précédente, dans le cas d’une
viscosité anisotrope, au chapitre suivant.





CHAPITRE 2

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE
NAVIER-STOKES SANS VISCOSITÉ

VERTICALE

2.1. Introduction et énoncé du résultat

On s’intéresse ici aux équations de Navier-Stokes tridimensionnelles (NS) dans
le cas où la viscosité du fluide est fortement anisotrope : le Laplacien n’agit
que dans les coordonnées horizontales : en rappelant la notation

∆h := ∂2
1 + ∂2

2 ,

le système d’équations s’écrit ainsi

(NS)h


∂tu+ u · ∇u−∆hu = −∇p dans R+ × Ω
divu = 0
u|t=0 = u0 .

Le domaine spatial Ω sera dans la suite T2 × R ou T3, où Td := (R/Z)d est le
tore d-dimensionnel. Le fait de supposer la viscosité verticale nulle a pour ori-
gine l’étude de fluides géophysiques, notamment les océans où la viscosité, dite
"turbulente", est souvent beaucoup moins forte dans la variable verticale [9].

Rappelons la définition des espaces de Besov isotropes vue au chapitre précé-
dent, ainsi que celle des espaces de Besov anisotropes qui interviennent dans
ce chapitre et qui sont modelés sur ceux-ci. On note ξ = (ξh, ξ3) = (ξ1, ξ2, ξ3)
avec ξh ∈ Z2 et ξ3 ∈ R les variables de Fourier sur T2×R (et ξ3 ∈ Z si Ω = T3).

Définition 2.1.1 (Espaces de Besov isotropes). — Soit χ une fonction
paire dans D(R) telle que χ(t) = 1 pour |t| ≤ 1 et χ(t) = 0 pour |t| > 2. Pour
tout q ∈ Z on définit les opérateurs de troncature en fréquence

FSqf(ξ) := χ
(
2−q|ξ|

)
Ff(ξ) et ∆q := Sq+1 − Sq .

Pour tous p, r dans [1,∞] et tout s dans R, avec s < 3/p (ou s ≤ 3/p si r = 1),
l’espace de Besov homogène Bs

p,r est l’espace des distributions tempérées f telles
que et

‖f‖Bsp,r :=
∥∥∥∥2qs‖∆qf‖L(Ω)

∥∥∥∥
`r(Z)

<∞ .



L’espace de Sobolev Ḣs correspond aux choix p = r = 2.

Les espaces de Besov anisotropes employés dans ce chapitre sont de deux types,
dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 2.1.2 (Espaces de Besov anisotropes)

Avec les notations de la Définition 2.1.1, les opérateurs de troncature horizon-
tale sont définis pour j ∈ Z par

FSh
j f(ξ) := χ

(
2−j|ξh|

)
Ff(ξ) et ∆h

j := Sh
j+1 − Sh

j ,

et de troncature verticale pour q ∈ Z par
FSv

q f(ξ) := χ(2−q|ξ3|)Ff(ξ) et ∆v
q := Sv

q+1 − Sv
q .

Pour tous les s ≤ 2/p et s′ ≤ 1/p, l’espace de Besov Bs,s′ est l’espace des
distributions tempérées f telles que

‖f‖Bs,s′ :=
∑
j,q

2js+qs′‖∆h
j∆v

qf‖L2 <∞ ,

et l’espace de Besov B0,s est l’espace des distributions tempérées f telles que
‖f‖B0,s :=

∑
q

2qs‖∆v
qf‖L2 <∞ .

Remarquons que B0,s s’injecte continûment dans B0,s, puisque
(2.1.1)

∑
q

2qs‖∆v
qf‖L2 ≤

∑
j,q

2qs‖∆h
j∆v

qf‖L2 .

L’espace de Besov anisotrope B0, 1
2 apparait naturellement ici car il est modelé

sur l’espace L2(T2; Ḣ 1
2 (R)) – qui est un espace naturel puisque L2(T2) est

associé à l’équation bidimensionnelle et Ḣ 1
2 est invariant d’échelle en dimension

trois – tout en étant un espace de Banach (contrairement à Ḣ 1
2 (R) par exemple,

et donc à L2(T2; Ḣ 1
2 (R))). Cet espace a été introduit par M. Paicu dans [32],

qui a montré l’existence globale en temps de solutions à (NS)h pour des données
petites (locale en temps à données quelconques) dans B0, 1

2 . Il a également
montré l’unicité des solutions dans L∞(R+, B0, 1

2 ) dont le gradient horizontal
est dans L2(R+, B0, 1

2 ).

Dans le présent travail on cherche, dans l’esprit des travaux [10, 11, 12]
rappelés au chapitre précédent, à exhiber des exemples de données initiales qui
peuvent être arbitrairement grandes mais pour lesquelles on peut néanmoins
démontrer l’existence globale et l’unicité de solutions. Le contexte naturel,
suivant ces travaux, est de considérer des données initiales variant lentement
dans une direction, et la spécificité de ce chapitre est de supposer que cette
direction est la même que celle dans laquelle il n’y a pas de viscosité (la verticale
par exemple). Ce travail fait ainsi suite à une série de travaux concernant soit
le cas lentement variable, soit l’équation anisotrope (voir par exemple [3, 4, 8,



10, 11, 12, 14, 15, 20, 21, 32, 33]). C’est à notre connaissance la première
fois que le caractère lentement variable dans une direction, qui permet d’obtenir
des solutions globales sans hypothèse de petitesse sur la donnée initiale, est
mêlé à l’absence de viscosité dans cette même direction. Cela conduit à être
particulièrement vigilant dans les estimations puisqu’aucun effet régularisant
n’est possible dans la direction verticale. Le résultat est le suivant.

Théorème 2.1.3. — Soient uh
0 = (u1

0, u
2
0) et w0 = (w1

0, w
2
0, w

3
0) deux champs

de vecteurs de divergence nulle avec (uh
0, w

3
0) de moyenne horizontale nulle,

appartenant à B0, 1
2 ∩ B0, 5

2 et tels que

(2.1.2) wh
0 = −∇h∆−1

h ∂3w
3
0 , ∇h := (∂1, ∂2) .

Soit, pour tout ε ∈ (0, 1), le champ de vecteurs de divergence nulle

(2.1.3) uε0(x) := (uh
0 + εwh

0 , w
3
0)(x1, x2, εx3) .

Pour ε assez petit, il existe une unique solution globale uε à (NS)h associée à la
donnée initiale (2.1.3), dans l’espace L∞(R+, B0, 1

2 ) et telle que ∇huε appartient
à L2(R+, B0, 1

2 ).

Remarque 2.1.4. — II est démontré dans [10] qu’une fonction de la forme

hε(x) = f(xh)g(εx3)

avec f et g dans la classe de Schwartz, vérifie

‖hε‖B−1
∞,∞
≥ 1

4‖f‖Ḃ
−1
∞,∞
‖g‖L∞

donc peut être aussi grande que souhaité dans B−1
∞,∞.

Remarque 2.1.5. — L’hypothèse (2.1.2) ne fait pas perdre en généralité : en
décomposant un champ de vecteurs horizontal fh sous la forme

fh = ∇hψ + Φh , divhΦh = 0 ,

on pourrait incorporer à uh
0 la partie de divergence horizontale nulle de wh

0 . Le
caractère périodique en la variable horizontale nous permet d’obtenir de bonnes
estimations de régularité sur wh à partir d’estimations sur w3 via l’identité

wh := −∇h∆−1
h ∂3w

3 ,

car w3 est de moyenne horizontale nulle (voir la Section 2.3). Dans le cas
où w0 ≡ 0, la démonstration du Théorème 2.1.3 s’étend au cas où la variable
horizontale est dans R2 plutôt que T2.

Dorénavant on note pour toute fonction f[
f
]
ε
(x) := f(xh, εx3) .



La méthode de démonstration du Théorème 2.1.3, dans l’esprit des travaux
précédents sur (NS) anisotrope (voir le chapitre précédent) consiste à chercher
la solution uε sous la forme
(2.1.4) uε = uεapp +Rε ,

avec
uεapp =

[
uh + εwh, w3

]
ε
,

où pour tout y3, uh(·, y3) est solution des équations de Navier-Stokes bidimen-
sionnelles avec donnée initiale uh

0(·, y3) :

(NS2D)y3


∂tu

h + uh · ∇huh −∆hu
h = −∇hp0 dans R+ × T2

divh u
h = 0

uh
|t=0 = uh

0(·, y3) ,

et w3 est solution de l’équation linéaire

(T)
{
∂tw

3 + uh · ∇hw3 −∆hw
3 = 0 dans R+ × Ω

w3
|t=0 = w3

0 .

Notons que la moyenne horizontale est préservée par ces équations. Enfin on
pose

wh := −∇h∆−1
h ∂3w

3 .

Comme rappelé en Remarque 1.1.6, on sait depuis [29] que dès que uh
0 ∈

L2(T2), pour tout y3 fixé, uh est unique et existe pour tout temps dans l’espace
d’énergie L∞(R+;L2(T2)) ∩ L2(R+;H1(T2)). Le champ de vecteurs w existe
également de manière unique également pour tout temps (ceci sera précisé
en Section 2.3), et l’essentiel du travail consiste donc à résoudre globalement
en temps, pour ε suffisamment petit, l’équation (de Navier-Stokes anisotrope
perturbée) vérifiée par Rε.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la Section 2.2 on montre que pour ε
suffisamment petit, l’équation vérifiée par Rε a une solution globale : cette
démonstration repose sur des estimations a priori sur la solution approchée uεapp
qui sont obtenues en Section 2.3 à partir d’estimations sur (NS2D)y3

et sur (T).
L’Annexe est consacrée au rappel de résultats classiques concernant les espaces
fonctionnels apparaissant dans le présent travail.

Notations. Dans tout ce chapitre et sauf mention du contraire, on notera
par C une constante universelle, en particulier indépendante de ε, qui peut
changer d’une ligne à l’autre. On notera parfois a . b si a ≤ Cb. On notera q ∼
q′ si q ∈ [q′ − C, q′ + C].

On notera de manière générique par (sq)q∈Z une suite de réels positifs telle
que

∑
q∈Z

s
1
2
q ≤ 1 et par (dq)q∈Z une suite de réels positifs telle que

∑
q∈Z

dq ≤ 1.



Enfin si X est un espace fonctionnel sur T2 et Y un espace fonctionnel sur R,
on écrira XhYv := X(T2;Y (R)) et de même YvXh := Y (R;X(T2)).

2.2. Démonstration du théorème

2.2.1. Principales étapes de la preuve. — En rappelant les nota-
tions (2.1.4), écrivons le système d’équations vérifié par Rε. Notons que wh

vérifie {
∂tw

h −∆hw
h = −∇hp1 , avec p1 := ∆−1

h ∂3(uh · ∇hw3)
wh
|t=0 = wh

0 .

On peut donc écrire

(2.2.1) ∂tR
ε +Rε · ∇Rε + uεapp · ∇Rε +Rε · ∇uεapp −∆hR

ε = −∇qε + εF ε

avec

F ε := ε
[(
wh · ∇h(wh, 0) + w3∂3(wh, 0)

)]
ε

+
[(
w · ∇(uh, w3)

)
+ (uh · ∇wh

)]
ε

+
(
0, [∂3(p0 + εp1)]ε

)
,

qε := pε −
[
p0 + εp1

]
ε
,

et Rε
|t=0 = 0. Pour démontrer l’existence globale de Rε nous allons écrire une

estimation a priori sur ‖Rε‖
L̃∞(R+;B0, 1

2 )
et ‖∇hRε‖

L̃2(R+;B0, 1
2 )

(la définition de
ces espaces est donnée en Annexe) en omettant l’étape classique de régulari-
sation du système pour justifier les estimations. Par ailleurs comme rappelé
dans l’introduction, seule l’existence globale de solutions doit être démontrée
puisque l’unicité pour (NSh) dans notre cadre fonctionnel est une conséquence
de [32].

Afin d’absorber les termes linéaires dans (2.2.1) nous allons utiliser un argu-
ment de type Gronwall, mais dans le contexte des espaces L̃p en temps (voir
l’Annexe). Une stratégie (voir [17] par exemple) est d’écrire une partition
de R+ en intervalles de temps

(2.2.2) R+ =
K−1⋃
k=0

[tk, tk+1[

comme dans la Proposition 2.3.1 ci-dessous, qui dépend d’une constante C̄
qui sera fixée à la fin. On écrit alors, en suivant [32], une estimation d’éner-
gie dans L2 sur ∆v

qR
ε et il vient après intégration sur un intervalle de



temps [tk, tk+1]
(2.2.3)

1
2‖∆

v
qR

ε(tk+1)‖2
L2 +

∫ tk+1

tk

‖∇h∆v
qR

ε(t)‖2
L2 dt ≤

1
2‖∆

v
qR

ε(tk)‖2
L2

+
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(Rε · ∇Rε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣ dt
+
∫ tk+1

tk

(∣∣∣(∆v
q(uεapp · ∇Rε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣+ ∣∣∣(∆v
q(Rε · ∇uεapp)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣) dt′
+ ε

∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
qF

ε|∆v
qR

ε)L2(t)
∣∣∣ dt .

On note que Rε(t0) = Rε(0) = 0. Introduisons la notation

L̃rkX := L̃r([tk, tk+1];X) .
D’après [32, Section 4.1] on sait que

(2.2.4)
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(Rε · ∇Rε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣dt . 2−qsq‖∇hRε‖2
L̃2
k
B0, 1

2
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2

et d’après [32, Section 5.1]∫ t1

t0

∣∣∣(∆v
q(uεapp · ∇Rε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣dt . 2−qsq‖Rε‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2

×
(
‖∇hRε‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
+ ‖∇huεapp‖L̃2

k
B0, 1

2
‖Rε‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2

)
en rappelant que (sq)q∈Z désigne de manière générique une suite de réels positifs
vérifiant ∑

q∈Z
s

1
2
q ≤ 1 .

Grâce à l’inégalité de Young

(2.2.5) ab . ap + bp
′
,

1
p

+ 1
p′

= 1

cette dernière inégalité peut s’écrire aussi
(2.2.6)∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(uεapp · ∇Rε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣dt ≤ 2−qsq
(1

8‖∇
hRε‖2

L̃2
k
B0, 1

2

+ C‖Rε‖2
L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖2

L̃2
k
B0, 1

2
(1 + ‖uεapp‖2

L̃∞
k
B0, 1

2
)
)
.

La fin de la démonstration du théorème repose sur les deux lemmes suivants,
qui sont démontrés respectivement au Paragraphe 2.2.2 ci-dessous et en Sec-
tion 2.3.

Lemme 2.2.1. — Il existe une constante C > 0 telle que sous les hypothèses
du Théorème 2.1.3, il existe une suite (sq)q∈Z de réels positifs vérifiant

∑
q∈Z

s
1
2
q ≤



1 et telle que
(2.2.7)∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(Rε · ∇uεapp)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣dt ≤ 2−qsq
(1

8‖∇
hRε‖2

L̃2
k
B0, 1

2

+ C‖Rε‖2
L̃∞
k
B0, 1

2

(
‖uεapp‖2

L̃2
k
B1, 1

2
(1 + ‖uεapp‖2

L̃∞
k
B0, 1

2
) + ‖∂3u

ε
app‖L̃1

k
B1, 1

2

))
.

Lemme 2.2.2. — Il existe une constante C > 0 telle que sous les hypothèses
du Théorème 2.1.3, il existe une suite (sq)q∈Z de réels positifs vérifiant

∑
q∈Z

s
1
2
q ≤

1 et telle que

(2.2.8) 2q
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
qF

ε|∆v
qR

ε)L2(t)
∣∣∣ dt ≤ Csq‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
.

Retournons à (2.2.3). En rassemblant (2.2.4), (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.8) il vient
2q
2 ‖∆

v
qR

ε(tk+1)‖2
L2 + 2q

∫ tk+1

tk

‖∇h∆v
qR

ε(t)‖2
L2 dt ≤

2q
2 ‖∆

v
qR

ε(tk)‖2
L2

+ Csq‖∇hRε‖2
L̃2
k
B0, 1

2
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
+ Cεsq‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
+ sq

4 ‖∇
hRε‖2

L̃2
k
B0, 1

2

+ Csq‖Rε‖2
L̃∞
k
B0, 1

2

(
‖uεapp‖2

L̃2
k
B1, 1

2
(1 + ‖uεapp‖2

L̃∞
k
B0, 1

2
) + ‖∂3u

ε
app‖L̃1

k
B1, 1

2

)
.

On a utilisé le fait, rappelé en (2.4.4), que

‖∇ha‖
B0, 1

2
. ‖a‖

B1, 1
2
.

En prenant la racine carrée des deux membres de l’équation et en sommant
sur q ∈ Z on trouve que
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
+ ‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
≤ C‖Rε(tk)‖

B0, 1
2

+ C‖Rε‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2

(
‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
+ C
√
ε
)

+ C‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2

(
‖uεapp‖L̃2

k
B1, 1

2
(1 + ‖uεapp‖L̃∞

k
B0, 1

2
) + ‖∂3u

ε
app‖

1
2

L̃1
k
B1, 1

2

)
.

Il suffit alors de choisir la partition (2.2.2) grâce à la Proposition 2.3.1 de sorte
que

‖uεapp‖L̃2
k
B1, 1

2
(1 + ‖uεapp‖L̃∞

k
B0, 1

2
) ≤ 1

4C =: 1
C̄

et de choisir, toujours grâce à la Proposition 2.3.1, ε suffisamment petit pour
que

‖∂3u
ε
app‖

1
2

L̃1
k
B1, 1

2
≤ 1

4C ·

Alors l’inégalité ci-dessus devient

‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2
+‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
≤ C ′‖Rε(tk)‖

B0, 1
2
+C ′‖Rε‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
+C ′ε .



Soit maintenant T ε le temps maximal pour lequel

∀t ≤ T ε , ‖Rε‖
1
2

L̃∞([0,T ];B0, 1
2 )
≤ 1

2C ′ ·

Alors tant que tk+1 ≤ T ε on a
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
+ ‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
≤ 2C ′‖Rε(tk)‖

B0, 1
2

+ 2C ′ε

et comme ‖Rε(t0)‖
B0, 1

2
= 0, en itérantK fois cette inégalité on trouve (voir [17,

4] par exemple) que T ε = ∞ dès que ε est assez petit, et qu’il existe une
constante C0 (dépendant de uh

0 et w0 via la Proposition 2.3.1) telle que
‖Rε‖

L̃∞(R+;B0, 1
2 )

+ ‖∇hRε‖
L̃2(R+;B0, 1

2 )
. ε expC0 .

Ceci conclut la démonstration du théorème.

2.2.2. Démonstration du Lemme 2.2.1. — On commence par noter que
comme la divergence de Rε est nulle

− (∆v
q(Rε · ∇uεapp)|∆v

qR
ε)L2

=
2∑
`=1

(∆v
q(Rε,`uεapp)|∂`∆v

qR
ε)L2 + (∆v

q(Rε,3uεapp)|∂3∆v
qR

ε)L2 .

On pose

Iq :=
∣∣∣ 2∑
`=1

(∆v
q(Rε,`uεapp)|∂`∆v

qR
ε)L2

∣∣∣ et Jq :=
∣∣∣(∆v

q(Rε,3uεapp)|∂3∆v
qR

ε)L2

∣∣∣ .
Commençons par étudier la contribution de Iq. On a

(2.2.9)
2q
∫ tk+1

tk

Iq(t) dt . 2
q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,huεapp)
∥∥∥
L2
k
L2

2
q
2
∥∥∥∆v

q∇hRε
∥∥∥
L2
k
L2

. 2
q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,huεapp)
∥∥∥
L2
k
L2
dq‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2

avec la notation générique présentée dans l’introduction : (dq)q∈Z est une suite
de réels positifs telle que ∑

q∈Z
dq ≤ 1 .

On rappelle aussi la notation L̃rkX = L̃r([tk, tk+1];X). On utilise ensuite la
décomposition de Bony en paraproduit et reste (2.4.5) qui permet d’écrire

(2.2.10)

2
q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,`uεapp)
∥∥∥
L2
k
L2

. 2
q
2
∑
q′∼q
‖Sv

q′−1R
ε‖L4

k
L4

hL
∞
v
‖∆v

q′u
ε
app‖L4

k
L4

hL
2
v

+ 2
q
2
∑
q′∼q
‖Sv

q′−1u
ε
app‖L4

k
L4

hL
∞
v
‖∆v

q′R
ε‖L4

k
L4

hL
2
v

+ 2q
∑

2q′&2q
q′′∼q′

‖∆v
q′′u

ε
app‖L4

k
L4

hL
2
v
‖∆v

q′R
ε‖L4

k
L4

hL
2
v

=: T 1
qh + T 2

qh +Rqh ,



où l’on a utilisé l’inégalité de Bernstein (2.4.1) dans la dernière inégalité :∥∥∥∆v
q(Rε,`uεapp)

∥∥∥
L2
k
L2

. 2
q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,`uεapp)
∥∥∥
L2
k
L2

hL
1
v
.

Estimons chacun des termes en succession. Pour T 1
qh on commence par noter

que pour toute fonction a et tout x3 ∈ R on a grâce à l’injection de Sobo-
lev H 1

2 (T2) ⊂ L4(T2), l’inégalité

‖a(·, x3)‖L4(T2) . ‖a(·, x3)‖
H

1
2 (T2)

. ‖a(·, x3)‖
1
2
L2(T2)‖∇

ha(·, x3)‖
1
2
L2(T2)

donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz en x3 il vient

‖a‖L2
vL

4
h
. ‖a‖

1
2
L2‖∇ha‖

1
2
L2 .

En utilisant encore l’inégalité de Bernstein (2.4.1)

‖∆v
q′′R

ε‖L4
k
L4

hL
∞
v
. 2

q′′
2 ‖∆v

q′′R
ε‖L4

k
L4

hL
2
v

puis l’inégalité de Minkowski

‖∆v
q′′R

ε‖L4
k
L4

hL
2
v
≤ ‖∆v

q′′R
ε‖L4

k
L2

vL
4
h

il vient

‖Sv
q′−1R

ε‖L4
k
L4

hL
∞
v
.

∑
2q′′.2q′

2
q′′
2 ‖∆v

q′′R
ε‖L4

k
L2

vL
4
h

.
∑

2q′′.2q′
2
q′′
2 ‖∆v

q′′R
ε‖

1
2
L∞
k
L2‖∆v

q′′∇hRε‖
1
2
L2
k
L2

. ‖Rε‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. De la même manière on a

‖∆v
q′u

ε
app‖L4

k
L4

hL
∞
v
. 2

q′
2 ‖∆v

q′u
ε
app‖

1
2
L∞
k
L2‖∆v

q′∇huεapp‖
1
2
L2
k
L2

. dq′‖uεapp‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2

donc il vient finalement

T 1
qh . dq‖Rε‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
,

et de manière symétrique

T 2
qh . dq‖Rε‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
.



Enfin un raisonnement analogue permet d’estimer Rqh. On écrit en effet

Rqh = 2q
∑

2q′&2q
q′′∼q′

‖∆v
q′′u

ε
app‖L4

k
L4

hL
2
v
‖∆v

q′R
ε‖L4

k
L4

hL
2
v

.
∑

2q′&2q
q′′∼q′

2q−q′′2
q′′
2 ‖∆v

q′′u
ε
app‖

1
2
L∞
k
L2‖∆v

q′′∇huεapp‖
1
2
L∞
k
L2

× 2
q′′
2 ‖∆v

q′R
ε‖

1
2
L∞
k
L2‖∆v

q′∇hRε‖
1
2
L∞
k
L2

donc par l’inégalité de Young pour les séries

Rqh . dq‖Rε‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2
.

En conclusion, en retournant à (2.2.9) on obtient

2q
∫ tk+1

tk

Iq(t) dt . sq‖Rε‖
1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇hRε‖

3
2

L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖

1
2

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∇huεapp‖

1
2

L̃2
k
B0, 1

2

et par l’inégalité de Young (2.2.5) et (2.4.4) on obtient

(2.2.11)
2q
∫ tk+1

tk

Iq(t) dt ≤
sq

100‖∇
hRε‖2

L̃2
k
B0, 1

2

+ Csq‖Rε‖2
L̃∞
k
B0, 1

2
‖uεapp‖2

L̃2
k
B1, 1

2
‖uεapp‖2

L̃∞
k
B0, 1

2
.

Étudions à présent la contribution de Jq. On note que par (2.4.1)

‖∂3∆v
qR

ε‖L2 . 2q‖∆v
qR

ε‖L2

donc on a

(2.2.12)
2q
∫ tk+1

tk

Jq(t)dt . 22q
∥∥∥∆v

q(Rε,3uεapp)
∥∥∥
L1
k
L2

∥∥∥∆v
qR

ε
∥∥∥
L∞
k
L2

. 2
3q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,3uεapp)
∥∥∥
L1
k
L2
dq‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
.

On procède alors comme ci-dessus en décomposant le premier terme en para-
produit et reste :

(2.2.13)

2
3q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,3uεapp)
∥∥∥
L1
k
L2

. 2
3q
2
∑
q′∼q
‖Sv

q′−1R
ε,3‖L∞

k
L2

hL
∞
v
‖∆v

q′u
ε
app‖L1

k
L∞h L2

v

+ 2
3q
2
∑
q′∼q
‖Sv

q′−1u
ε
app‖L2

k
L∞‖∆v

q′R
ε,3‖L2

k
L2

+ 22q ∑
2q′&2q
q′′∼q′

‖∆v
q′′u

ε
app‖L1

k
L∞h L2

v
‖∆v

q′R
ε,3‖L∞

k
L2

=: T 1
q3 + T 2

q3 +Rq3 .



On note d’une part que

T 1
q3 . 2

3q
2

∑
2q′′.2q′

q′∼q

2
q′′
2 ‖∆v

q′′R
ε‖L∞

k
L2‖∆v

q′u
ε
app‖L1

k
L∞h L2

v

. ‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2

∑
q′∼q

2
3q′
2 ‖∆v

q′u
ε
app‖L1

k
L∞h L2

v

et d’après (2.4.4) on a donc
(2.2.14) T 1

q3 . dq‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2
‖∂3u

ε
app‖L1

k
B1, 1

2
.

Le second terme de la décomposition peut s’estimer par (2.4.2) :

T 2
q3 . 2

3q
2

∑
2q′′.2q′

q′∼q

2
q′′
2 ‖∆v

q′′u
ε
app‖L2

k
L∞h L2

v
‖∆v

q′R
ε,3‖L2

k
L2

. 2
q
2

∑
2q′′.2q′

q′∼q

2
q′′
2 ‖∆v

q′′u
ε
app‖L2

k
L∞h L2

v
‖∆v

q′∂3R
ε,3‖L2

k
L2

. ‖uεapp‖L̃2
k
B1, 1

2
2
q
2
∑
q′∼q
‖∆v

q′∇hRε‖L2
k
L2

comme ci-dessus et grâce à (2.4.4) et au fait que ∂3R
ε,3 = −divhR

ε,h. Il vient
donc
(2.2.15) T 2

q3 . dq‖uεapp‖L̃2
k
B1, 1

2
‖∇hRε‖

L̃2
k
B0, 1

2
.

Enfin pour le terme de reste on écrit, encore par (2.4.2),

(2.2.16)

Rq3 . 22q ∑
2q′&2q
q′′∼q′

2−q′′‖∆v
q′′∂3u

ε
app‖L1

k
L∞h L2

v
‖∆v

q′R
ε‖L∞

k
L2

.
∑

2q′&2q
q′′∼q′

22(q−q′′)2
q′′
2 ‖∆v

q′′∂3u
ε
app‖L1

k
L∞h L2

v
2
q′
2 ‖∆v

q′R
ε‖L∞

k
L2

. dq‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2
‖∂3u

ε
app‖L1

k
B1, 1

2
.

En insérant (2.2.14)-(2.2.16) dans (2.2.13) il vient

2
3q
2
∥∥∥∆v

q(Rε,3uεapp)
∥∥∥
L1
k
L2

. dq

(
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∂3u

ε
app‖L1

k
B1, 1

2

+‖∇hRε‖
L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖L̃2

k
B1, 1

2

)
et donc en retournant à (2.2.12)

2q
∫ tk+1

tk

Jq(t)dt . sq

(
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
‖∂3u

ε
app‖L1

k
B1, 1

2

+‖∇hRε‖
L̃2
k
B0, 1

2
‖uεapp‖L̃2

k
B1, 1

2

)
‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2
.



Finalement il vient

(2.2.17)
2q
∫ tk+1

tk

Jq(t) dt ≤
sq

100‖∇
hRε‖2

L̃2
k
B0, 1

2

+ Csq‖Rε‖2
L̃∞
k
B0, 1

2
(‖uεapp‖2

L̃2
k
B1, 1

2
+ ‖∂3u

ε
app‖L1

k
B1, 1

2
) .

En rassemblant (2.2.11) et (2.2.17), le Lemme 2.2.1 est démontré.

2.3. Démonstration du Lemme 2.2.2

2.3.1. Estimations sur la solution approchée. — Dans cette section
nous démontrons quelques estimations a priori sur uεapp, dont nous rappelons
la définition :

uεapp =
[
uh + εwh, w3

]
ε
,

avec uh solution de (NS2D)y3
et w3 solution de (T) comme définis dans l’in-

troduction, et enfin avec
(2.3.1) wh = −∇h∆−1

h ∂3w
3 .

Ces estimations ont été utilisées dans la Section 2.2 pour démontrer le Théo-
rème 2.1.3.

Proposition 2.3.1. — Il existe deux constantes C1 > 0 et C2 > 0 dépendant
de ‖(uh

0, w
3
0)‖
B0, 5

2∩B0, 1
2
telles que

‖uεapp‖L̃∞(R+;B0, 1
2 )

+‖uεapp‖L̃2(R+;B1, 1
2 )

+‖∂3u
ε
app‖L̃2(R+;B0, 1

2 )
+‖uεapp‖L̃2(R+;B0, 1

2 )
≤ C1

et
‖∂3u

ε
app‖L1(R+;B1, 1

2 )
≤ εC2 .

Enfin pour tout C̄ > 0 il existe K > 1 et des temps 0 = t0 < t1 < · · · < tK =∞
tels que

R+ =
K−1⋃
k=0

[tk, tk+1[ et ∀ε ∈]0, 1[ , ‖uεapp‖L̃2(R+;B1, 1
2 )

(1+‖uεapp‖L̃∞(R+;B0, 1
2 )

) ≤ 1
C̄
·

Démonstration. — Par la Proposition 3.1 de [3] on sait que pour tout s ∈
]− 2, 1[ donné et pour tout 1

2 ≤ s′ ≤ 7
2 on a

(2.3.2) ∀r ∈ [1,∞] , ‖uh‖
L̃r(R+;Bs+ 2

r ,s
′ )
. C ,

où C dépend de ‖uh
0‖Bs,s′∩B0, 1

2
. Par ailleurs la Proposition 3.5 et le Lemme 3.6

de [3] impliquent que pour tout s ∈]− 2, 0] et tout s′ ≥ 1
2

(2.3.3) ‖w3‖
L̃r(R+;Bs+ 2

r ,s
′ )
. C ,

où C dépend des normes de uh
0 et w3

0 dans Bs,s′ ∩ B0, 1
2 (notons que ces esti-

mations correspondent au choix de paramètre β = 0 dans la Proposition 3.5
de [3], qui est valable pour tout β ≥ 0 avec des constantes uniformes en β).



Concernant wh on utilise (2.3.1) : comme la moyenne horizontale de w3 est
nulle, pour tout s ∈]− 2, 0], pour tout s′ ≥ −1

2 et pour tout r ∈ [1,∞] on a

(2.3.4)

‖wh‖
L̃r(R+;Bs+ 2

r ,s
′ )
. ‖∂3w

3‖
L̃r(R+;Bs+ 2

r−1,s′ )

. ‖∂3w
3‖
L̃r(R+;Bs+ 2

r ,s
′ )

≤ C ,

où C dépend des normes de uh
0 et w3

0 dans Bs,s′+1 ∩B0, 1
2 . On a utilisé ci-dessus

que si une fonction f définie sur T2 est de moyenne horizontale nulle, alors
∀s′ ∈ R , s1 ≤ s2 =⇒ ‖f‖Bs1,s′ ≤ ‖f‖Bs2,s′ .

La première estimation de la Proposition 2.3.1 provient alors simplement du
fait que par définition de uεapp, pour tout σ ∈ R,

‖uεapp‖L̃r(R+;Bσ,
1
2 )

= ‖(uh + εwh, w3)‖
L̃r(R+;Bσ,

1
2 )
,

ainsi que de l’injection continue de Bσ, 1
2 dans Bσ, 1

2 rappelée dans (2.1.1).

Pour la seconde estimation de la Proposition 2.3.1 on applique (2.3.2)-(2.3.4)
à s = −1, s′ = 3/2 et r = 1. De la définition de uεapp on a en effet que

(2.3.5) ‖∂3u
ε
app‖L̃1(R+;B1, 1

2 )
= ε‖∂3(uh + εwh, w3)‖

L̃1(R+;B1, 1
2 )
,

ce qui termine la démonstration grâce à (2.3.2)-(2.3.4).

Enfin le dernier résultat de la proposition provient du fait que
‖uεapp‖L̃2(R+;B1, 1

2 )
= ‖(uh + εwh, w3)‖

L̃2(R+;B1, 1
2 )

et l’on peut donc découper l’intervalle d’intégration en temps de sorte à rendre
les normes en temps arbitrairement petites, indépendamment de ε. La propo-
sition est démontrée.

2.3.2. Estimations sur la pression. —

Proposition 2.3.2. — Sous les hypothèses du Théorème 2.1.3, il existe une
constante C telles que l’on ait les résultats suivants. D’une part∥∥∥[∂3p0]ε

∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )
≤ C ,

et d’autre part ∥∥∥[∇hp1]ε
∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )
≤ C .

Démonstration. — On a par définition

∂3p0 = ∂3

2∑
i,j=1

∂i∂j(−∆h)−1(uiuj) .



On rappelle la loi de produit énoncée dans (2.4.6)
‖ab‖

L1(R+;B0, 1
2 )

. ‖a‖
L̃2(R+;B

1
2 ,

1
2 )
‖b‖

L̃2(R+;B
1
2 ,

1
2 )

ainsi que le fait rappelé dans (2.1.1) que B0, 1
2 s’injecte de manière continue

dans B0, 1
2 . Comme l’opérateur ∂i∂j(−∆h)−1 est un multiplicateur de Fourier

d’ordre 0 si i, j ∈ {1, 2}, il vient d’après (2.3.2)∥∥∥[∂3p0]ε
∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )
= ‖∂3p0‖

L1(R+;B0, 1
2 )

. ‖∂3u
h‖

L̃2(R+;B
1
2 ,

1
2 )
‖uh‖

L̃2(R+;B
1
2 ,

1
2 )

≤ C ,

où C dépend de ‖uh
0‖B− 1

2 ,
3
2 ∩B−

1
2 ,

1
2
. Par ailleurs on a par définition

p1 =
2∑
i=1

∂i∂3(−∆h)−1(uiw3)

donc pour tout j ∈ {1, 2} on peut écrire

∂jp1 = ∂3

2∑
i=1

∂i∂j(−∆h)−1(uiw3)

qui s’estime en utilisant (2.3.2)-(2.3.4), puisque∥∥∥[∂jp1]ε
∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )
= ‖∂jp1‖

L1(R+;B0, 1
2 )

.
(
‖∂3u

h‖
L̃2(R+;B

1
2 ,

1
2 )
‖w3‖

L̃2(R+;B
1
2 ,

1
2 )

+ ‖∂3w
3‖
L̃2(R+;B

1
2 ,

1
2 )
‖uh‖

L̃2(R+;B
1
2 ,

1
2 )

)
.

La Proposition 2.3.2 est démontrée.

2.3.3. Démonstration du Lemme 2.2.2. — Rappelons que

F ε := ε
[(
wh · ∇h(wh, 0) + w3∂3(wh, 0)

)]
ε

+
[(
w · ∇(uh, w3)

)
+ (uh · ∇hwh

)]
ε

+
(
0, [∂3(p0 + εp1)]ε

)
,

et commençons par les termes relatifs à la pression, qui s’estiment grâce à la
Proposition 2.3.2. On écrit en effet d’une part

2q
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(0, [∂3p0]ε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣dt ≤ C‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2
dq2

q
2‖∆v

q [∂3p0]ε‖L1(R+;L2)

≤ Csq‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2

∥∥∥[∂3p0]ε
∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )

≤ Csq‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2

et d’autre part on remarque que

ε
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(0, [∂3p1]ε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣ dt =
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q∂3[p1]ε|∆v

qR
ε,3)L2

∣∣∣ dt .



Après une intégration par parties il vient donc

ε
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(0, [∂3p1]ε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣ dt =
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q [p1]ε|∂3∆v

qR
ε,3)L2

∣∣∣ dt .
Comme Rε est de divergence nulle, une nouvelle intégration par parties donne

ε
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(0, [∂3p1]ε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣ dt =
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q∇h[p1]ε|∆v

qR
ε,h)L2

∣∣∣ dt
et l’on conclut alors comme ci-dessus grâce à la Proposition 2.3.2 que

ε2q
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q(0, [∂3p1]ε)|∆v

qR
ε)L2(t)

∣∣∣ dt = 2q
∫ tk+1

tk

∣∣∣(∆v
q∇h[p1]ε|∆v

qR
ε,h)L2

∣∣∣ dt
≤ Csq‖Rε‖

L̃∞
k
B0, 1

2

∥∥∥∇h[p1]ε
∥∥∥
L1(R+;B0, 1

2 )

≤ Csq‖Rε‖
L̃∞
k
B0, 1

2
.

Il reste à étudier les termes bilinéaires. Là encore des lois de produit rappelées
en (2.4.6) donnent le résultat aisément puisque pour toute fonction a et tout
champ de vecteurs horizontal bh, grâce à l’injection continue de B0, 1

2 dans B0, 1
2 ,

on a
‖bh · ∇ha‖

L1(R+;B0, 1
2 )
≤ ‖bh · ∇ha‖

L1(R+;B0, 1
2 )

. ‖bh‖
L̃2(R+;B1, 1

2 )
‖∇ha‖

L̃2(R+;B0, 1
2 )

et
‖w3∂3a‖

L1(R+;B0, 1
2 )
≤ ‖w3∂3a‖

L1(R+;B0, 1
2 )

. ‖w3‖
L̃2(R+;B1, 1

2 )
‖a‖

L̃2(R+;B0, 3
2 )
.

On conclut grâce à (2.3.2)-(2.3.4). Le Lemme 2.2.2 est démontré.

2.4. Espaces de Besov anisotropes

Dans cette Annexe nous rappellons quelques propriétés utiles sur les espaces
de Besov anisotropes, dont la définition est donnée en introduction (voir les
Définitions 2.1.1 et 2.1.2).

Rappelons tout d’abord les inégalités de Bernstein anisotropes (voir [14, 32]) :

- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur R est
inclus dans 2qB où B est une boule de R centrée en 0, alors pour tous 1 ≤ p2 ≤
p1 ≤ ∞,
(2.4.1) ‖∂αx3a‖Lp1 (R) . 2q(|α|+(1/p2−1/p1))‖a‖Lp2 (R) .

- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur R est
inclus dans 2qC où C est une couronne de R centrée en 0 alors
(2.4.2) ‖a‖Lp1 (R) . 2−q‖∂3a‖Lp1 (R) .



- si le support de la transformée de Fourier d’une fonction a définie sur T2 est
inclus dans 2jB où B est une boule de R2 centrée en 0, alors pour tous 1 ≤
p2 ≤ p1 ≤ ∞,
(2.4.3) ‖a‖Lp1 (R2) . 22j(1/p2−1/p1)‖a‖Lp2 (R2) .

Il n’est alors pas difficile de montrer, en utilisant (2.4.3), que
(2.4.4)

∑
q∈Z

2qs‖∇h∆v
qa‖L2 +

∑
q∈Z

2qs‖∆v
qa‖L∞h L2

v . ‖a‖B1,s .

Les espaces donnés par la norme suivante, introduits dans [13], sont utilisés
de manière constante dans ce texte :

‖a‖L̃r([0;T ];Bσ,s) :=
∑
j,q

2js+qs′‖∆h
j∆v

qf‖Lr([0;T ];L2)

‖a‖L̃r([0;T ];B0,s) :=
∑
q

2qs‖∆h
j∆v

qf‖Lr([0;T ];L2) .

Enfin présentons l’algorithme de paraproduit de J.-M. Bony [5] (dans la direc-
tion verticale) : le produit de deux distributions a, b, quand il est défini, peut
se décomposer en

ab = Sv
q−1a∆v

qb+ Sv
q−1b∆v

qa+
∑
q∼q′

∆v
qa∆v

q′b

et ainsi en particulier
(2.4.5) ∆v

q(ab) =
∑
q′∼q

Sv
q′−1a∆v

q′b+
∑
q′∼q

Sv
q′−1b∆v

q′a+
∑

2q′&2q
q′′∼q′

∆v
q′′a∆v

q′b .

Cette décomposition, avec (2.4.1), permet de démontrer les lois de produit
suivantes (voir par exemple [3]) : pour tout s ≥ 1/2,

(2.4.6)
‖ab‖B1,s . ‖a‖B1,s‖b‖B1,s

‖ab‖B0,s . ‖a‖
B

1
2 ,s
‖b‖
B

1
2 ,s

‖ab‖B0,s . ‖a‖B1,s‖b‖B0,s .
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