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Liste des acronymes

‘H-matrice
rrp-matrice
ACA
BEM
CFIE

CEM
DDL
EFIE
FMM
GMRES

HCA
MoM
PCF
RAM
SVD
SER

Matrice hiérarchique (hierarchical matriz).

Matrice de rang faible (low rank matrix).

Approximation en Croix Adaptative (Adaptive Cross Approzimation).
Méthode des éléments finis de frontiere (Boundary Element Method).
Equation Intégrale en Champs Combinés (Combined Field Integral Equa-
tion).

Compatibilité électromagnétique.

Degré de liberté.

Equation Intégrale en Champ Electrique (Electric Field Integral Equation).
Méthode multipdle rapide (Fast Multipole Method).

Généralisation de la méthode de Minimisation du Résidu (Generalized Mi-
nimal Residual method).

Approximation en Croix Hybride (Hybrid Cross Approzimation).
Méthode des moments (Method of Moments).

Fibres a cristaux photoniques (Photonic-Crystal Fibers).

Mémoire vive (Random Access Memory).

Décomposition en Valeurs Singulieres (Singular Value Decomposition).

Surface Equivalente Radar.






Conventions de notations

Dans la suite, nous nous attacherons a respecter les quelques conventions de notations
suivantes.

Soient m et n deux entiers naturels, et K un corps (K = R ou C). Les vecteurs de K"
seront représentés en gras italique. Les matrices denses seront représentées en majuscules
italiques (exemple : M € C™*"). Nous distinguerons les matrices denses des matrices
hiérarchiques en ponctuant ces derniéres d’un tilde (exemple : M est la représentation
hiérarchique de M € C™*™).

Le plan R? (resp. l'espace R?) est supposé muni de la base canonique euclidienne
(ug, uy) (resp. (ug,uy,u;)) et de l'origine o de coordonnées toutes nulles. Nous pourrons
également utiliser la base canonique polaire (u,,uy) dans le plan et la base canonique
sphérique (u,, ug, uy) dans l'espace, comme indiqué en figures 1 et 2.

A
p
L -
T, 1
" |
Uy | Uy 0 1
u | }
o Uy r g
FIGURE 1 — Systemes de coordonnées du FIGURE 2 — Systemes de coordonnées de l'es-
plan. pace.
Constantes
) Permittivité électrique du vide. (poc®) 'F.m~!
i Unité imaginaire. i2=-1
140 Perméabilité magnétique du vide. 47 x 107"N. A2

vii



Grandeurs usuelles

B Induction magnétique. T ou NA~tm~!

D Induction électrique. C.m™2

E Champ électrique. V.m~! ou N.C™!

f Fréquence de travail. Hz

H Champ magnétique. Am™!

J Courant électrique. A.m2

ko Nombre d’onde. kg = 27” =“. m~!

A Longueur d’onde. A = % m

w Pulsation de 'onde. w = 27 f. rad.s™!
Symboles

D Opérateur potentiel de double couche.

5() Erreur absolue.

6 Erreur relative.

P Ensemble des parties d’un ensemble. Exemple : P(E) = {A|A C E}.

S Opérateur potentiel de simple couche.

viii



Sommaire

Remerciements iii
Liste des acronymes A
Conventions de notations viii
Introduction 1
1 Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales 3
1.1 Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique . . . . .. ... 4
1.1.1 Equations de Maxwell harmoniques . . . . .. ... ... ...... 4

1.1.2  Equation Intégrale en Champ Electrique (EFIE) . .. ........ 8

1.1.3 Méthode des éléments finis de frontiere (BEM) . . . .. ... .. .. 13

1.1.4 Deux cas de référence . . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 15

1.2 Calcul des grandeurs d’intérét . . . . . . . . ..o 16
1.2.1  Calcul du champ électrique diffracté . . . . . .. .. ... ... ... 17

1.2.2  Surface Equivalente Radar (SER) . . . . . . . .. .. ......... 18

1.3 Méthodes usuelles de compression matricielle . . . . . ... ... ... ... 19
1.3.1 Nécessité des méthodes de compression . . . . . ... ... ... .. 19

1.3.2  Méthode Multipole Rapide Multiniveau (MLFMM) . . . . . ... .. 20

1.3.3 Approximation en Croix Adaptative (ACA) . . . . ... .. ... .. 20

1.4 Evaluation de la Précision . . . . . . ... 23
1.4.1 Erreur de discrétisation . . . . . . ... ... ..o L. 24

1.4.2  Erreur sur l'intégration numérique . . . . . . .. ... ... ... .. 24

1.4.3 Erreur de compression . . . . . . . .. ..o 26

1.4.4 FErreur de résolution . . . . . .. . .. ... .. .. ... ... 26
Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . e 27

2 H-matrices 29
2.1 Matrices de rang faible et rp-matrices . . . . .. ... Lo 30
2.1.1 Définitions . . . . . . . . .. 30

2.1.2  Recompression d’une rp-matrice par troncature . . . . . . ... . .. 31

2.1.3 Représentation en ri-matrice d’'une matrice de rang quelconque . . . 35

2.1.4  Arithmétique des rp-matrices . . . . . . . . ... ... 37

2.2 Construction d’une partition admissible . . . . . .. .. .. ... L. 41
2.2.1 Partition admissible . . . . ... ..o oL oo 41

2.2.2 Boite englobante et n-admissibilité . . . . ... ... ... ... 42

2.3 Structure arborescente d’'une H-matrice . . . . ... ... 43
2.3.1 Notion d’arbre . . . . . . . .. L 43

2.3.2  Construction d’un cluster tree . . . . . . . . . . ... 44

2.3.3  Block cluster trees . . . . . . .. 44

2.4 Construction d’'une H-matrice . . . . . . . . ..o 47
2.4.1 Processus d’assemblage d'une H-matrice . . . . . ... ... 47

ix



Sommaire

2.4.2  Coarsening d’'une H-matrice . . . . . . . . .. ... ... 49
2.5 Arithmétique des H-matrices . . . . . . . . . . ... 53
2.5.1 Somme arrondie . . . .. ... 54
2.5.2  Produit H-matrice-vecteur . . . . . .. .. ..., 55
2.5.3 Multiplication formatée . . . . . . ... ... 56
2.5.4 Décomposition H-LU . . . . . . . . . e 60
2.5.5 Résolution H-LU . . . . . . . . . e 63
Conclusion du chapitre . . . . . . . . ... 65
3 Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique 67
3.1 Performances de la compression par ACA . . ... ... ... ... ..... 68
3.1.1 Evaluation de lerreur provoquée par TACA . . .. . ... ... ... 68
3.1.2 Adaptation des précisions de ’ACA et du coarsening . . . . . . . .. 68
3.1.3 Influence de l'intégration numérique . . . . . . .. ... ... .. .. 69
3.1.4 Choix de la précision de compression selon la taille du probleme . . 69
3.2 Approximation en Croix Hybride (HCA) . . . . .. ... ... .. ... ... 71
3.2.1 Motivations . . . . . . . .. e e 71
3.2.2 Principes de laméthode . . . . . . .. .. oo 71
3.2.3 Expressionde 'HCA . . . . .. ... ... ... ... .. .. ..... 75
3.2.4 Réglage des parametres . . . . . ... oL L oL 79
3.2.5 Etude des temps de calcul de THCA . . . . ... ... ... ..... 82
3.3 Résolution d’un systeme linéaire hiérarchique . . . . .. .. .. .. .. ... 84
3.3.1 Solveur H-LU . . . . . . . . e e 84
3.3.2 Préconditionnement des méthodes itératives . . . . . . . . .. . ... 87
3.3.3 Cas résolution avec plusieurs seconds membres . . . . . .. .. ... 89
Conclusion du chapitre . . . . . . . . .. . 91
4 Application des H-matrices & des exemples non-canoniques 93
4.1 Calcul de la diffraction par un avion sur architecture a mémoire partagée . 94
4.1.1 H-matrices et calcul parallele . . . . . ... ... ... 94
4.1.2 Résolution d’un probleme électriquement grand . . . . . . ... ... 98
4.2 Diffraction par une surface rugueuse . . . . . . . . .. .. ... ... ... 100
4.2.1 Cas des surfaces de Weierstrass 2D . . . . . .. ... ... ... ... 100
4.2.2  Application du format H-matrice au cas d’une surface de Weierstrass
2D e e 103
4.2.3 Généralisation aux surfaces de Weierstrass 3D . . . . .. ... ... 108
4.3 Fibres a Cristaux Photoniques . . . . . .. .. ... ... ... ....... 110
4.3.1 Adaptation du probléeme au format H-matrice. . . . . . .. ... .. 111
4.3.2 Résolution hiérarchique dans le cas d’'une PCF a 121 trous . . . . . 112
Conclusion du chapitre . . . . . . . . .. L 116
Conclusion 117
Annexes 1
A Résolution d’un systéme linéaire . . . . . . . . .. ... ... ... II
Al Solveursdirects . . . . . . .. ... II
A.2  Solveursitératifs . . . ... ... ... 111
B Nombre d’opérations arithmétiques et complexité algorithmique . . . . . . . VII



Sommaire

B.1 SOMINES . . & v v v o e e e e e e e e e e e e e e VII

B.2 Produits . . . . . . . . VII

B.3 Factorisations . . . . . . . . . . ... VIIT

C  Introduction au calcul parallele . . . . . . .. ... ... .. ... ...... X
C.1 Définition générale du parallélisme . . . . . . .. ... ... ... .. IX

C.2  Limites du parallélisme . . . . . ... ... ... ... ........ X

C.3  Efficacité du parallélisme . . . . . .. ... ... oo, IX

C.4  Classification des architectures paralleles . . . . . . . ... ... ... X

D  Fibres a cristaux photoniques (PCFs) . . . ... ... ... ... ...... XIII
D.1 Probleme de transmission . . . . . . . ... ... L. XIII

D.2  Equation intégrale de frontieres pour les PCF . . . . . . . ... ... XIV
Bibliographie XIX
Liste des algorithmes XXII1
Liste des tableaux XXV
Liste des figures XXVIII

xi






Introduction

Contexte

L’évolution des calculateurs actuels conduit a la modélisation numérique de phéno-
menes physiques de plus en plus complexes. Parmi les applications les plus communes en
électromagnétisme, on peut notamment citer la télédétection radar, la furtivité, ou en-
core la compatibilité électromagnétique. Ces applications sont régies par les équations de
Maxwell, qui décrivent les relations qui existent entre les différentes grandeurs électroma-
gnétiques.

Pour résoudre les équations de Maxwell, on peut écrire une équation intégrale de fron-
tiere et la discrétiser par la méthode des éléments finis de frontiere (en anglais Boundary
Element Method, notée BEM), aussi appelée méthode des moments (en anglais Method of
Moments, notée MoM) [1]. Il s’agit, connaissant le champ incident, de calculer les courants
surfaciques électriques et magnétiques, et d’en déduire le champ diffracté en tout point de
I’espace par intégration sur la surface de ’objet diffractant.

Cette méthode fait partie des méthodes exactes en domaine fréquentiel, et n’engendre
donc pas d’approximations autres que celles issues du modele de départ, de la discréti-
sation et de la précision de I'intégration numérique. La BEM a déja fait ses preuves en
électromagnétisme, et est appréciée car seule la surface de I'objet diffractant doit étre
maillée. Cependant, cette méthode peut se révéler coliteuse car elle conduit a la résolution
d'un systéme linéaire de taille n?, ot n est le nombre de degrés de liberté (DDLs) du
probleme traité. La résolution directe d’un tel systeme a alors une complexité en O(n?)
qu’il n’est pas souhaitable de conserver. Deux stratégies sont alors possibles. La premiere
consiste en l'utilisation d’un solveur itératif reposant sur des produits matrice-vecteur. Si
le nombre d’itérations est important, un préconditionnement du systéeme, notamment de
type LU incomplet [2], peut étre mis en place. La seconde stratégie consiste a compresser
le systeme total par des méthodes adaptées, afin de réduire la complexité de I'inversion.
Une factorisation LU de la matrice compressée permettra cette fois une résolution directe
du systeme.

Si certaines méthodes de compression, telles que la méthode multipdle rapide (en an-
glais Fast Multipole Method, notée FMM) [3, 4, 5], ou encore I’Approximation en Croix
Adaptative (en anglais Adaptive Cross Approximation, notée ACA) [6, 7, 8], ont déja
prouvé leur efficacité, d’autres, telles que I’Approximation en Croix Hybride (en anglais
Hybrid Cross Approzimation, notée HCA) [9, 10, 11], sont encore rarement utilisées et
permettent de pallier a certains des inconvénients des deux autres méthodes. En particu-
lier les méthodes ACA et HCA peuvent étre utilisées dans le cadre d’un format matriciel
particulier, appelé matrice hiérarchique (en anglais hierarchical matriz, notée H-matrix).
Ce format nécessite toutefois un certain nombre de développements algorithmiques.

Déroulement de la thése

Les travaux de ce doctorat ont eu pour buts de développer, valider et appliquer & des
cas concrets un code de résolution rapide des équations de Maxwell. Ce code s’appuie sur
des équations intégrales de frontiere et utilise les H-matrices associées a des méthodes
de compression afin d’accélérer la résolution de grands systemes linéaires. Ce travail s’est
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déroulé en quatre grandes étapes.

Dans un premier temps, nous avons implémenté le format H-matrice ainsi que I'arith-
métique associée. Ce format a alors pu étre validé par application de la méthode de com-
pression ACA sur des exemples canoniques. La seconde partie de cette these a été consacrée
a I’étude et a I'implémentation de différentes méthodes de résolution d’un systeme linéaire
hiérarchique. La troisieme étape est focalisée sur I’application de la méthode de compres-
sion HCA a la formulation Equation Intégrale en Champ Electrique (en anglais FElectric
Field Integral Equation, notée EFIE). Enfin, nous avons amorcé un travail d’optimisation
par parallélisation de certaines opérations.

Les développements effectués utilisent le langage Fortran 90 et s’appuient sur les rou-
tines des bibliotheques BLAS et LAPACK pour adapter l'algebre linéaire matricielle au cas
des H-matrices, ainsi que sur des directives OpenMP pour les développements paralleles.

Plan du manuscrit

Au chapitre 1, nous définissons la formulation EFIE que nous discrétisons par la BEM.
Nous précisons également les grandeurs d’intérét que nous pourrons ensuite calculer, et
nous expliquons les fondements de la méthode de compression ACA, qui nous servira de
référence dans le chapitre suivant.

Le chapitre 2 est consacré aux définitions et propriétés des matrices de rang faible
(en anglais low rank matrices, notées rp-matrices), des H-matrices et des block cluster
trees représentant la hiérarchie des matrices a compresser. Nous définissons notamment
la notion d’admissibilité, permettant de déterminer si un bloc matriciel peut ou non étre
compressé. Nous explicitons alors certaines opérations fondamentales de 'arithmétique des
‘H-matrices et nous vérifions la complexité numérique de celles-ci.

Dans le chapitre 3, nous validons la méthode de compression ACA en terme de pré-
cision, et nous déterminons des regles quant au paramétrage de cette méthode. Nous
développons également la méthode de compression HCA afin de remédier a certaines des
limitations de la méthode ACA. Nous comparons alors les deux méthodes, tant en terme
de précision que de temps d’assemblage. Nous étudions enfin plusieurs techniques de ré-
solution d’un systéme linéaire hiérarchique que nous comparons en termes de temps CPU
et de mémoire.

Le chapitre 4 est un chapitre applicatif, dans lequel nous traitons dans un premier
temps le cas d’un avion maillé avec un nombre important de triangles. Pour cette premiere
application, nous parallélisons quelques unes des opérations mises en jeu. Nous traitons
ensuite des cas de surfaces rugueuses, en nous focalisant en particulier sur les surfaces de
Weierstrass. Une étude préliminaire en dimension 2 nous permet de généraliser certains
résultats a la dimension 3. Pour finir, nous utilisons le formalisme des H-matrices pour
accélérer la recherche de singularités dans des fibres a cristaux photoniques (en anglais
Photonic-Crystal Fibers, notées PCFs).



Chapitre 1

Résolution rapide des équations de
Maxwell par méthodes intégrales

Les équations de Mazwell, postulat de base de l’électromagnétisme, permettent l’étude
de la diffraction d’une onde par un obstacle. Bien qu’elles expriment une interdépendance
des champs électrique et magnétique, il est possible en régime stationnaire d’étudier in-
dépendamment le comportement de ces deux champs. Cela méne a des équations que l’on
peut exprimer sous forme intégrale, puis résoudre par la méthode des éléments finis de
frontiére (en anglais Boundary Element Method, notée BEM). Cette méthode, également
appelée méthode des moments (ou MoM) dans la communauté hyperfréquences, est tou-
tefois limitante en terme de cotts, car elle génére des systémes linéaires denses. Il peut
donc étre nécessaire de réduire ces couts en rendant ces systémes parcimonieur, au Pric
de certaines approximations.

Dans ce chapitre, nous développerons le cheminement entre les équations de Mazwell et
les équations intégrales. Nous détaillerons en particulier la BEM dans le cas de la diffrac-
tion d’une onde électromagnétique par un objet parfaitement conducteur. Nous discuterons
alors de quelques méthodes de compression matricielle, en vue d’une compression hiérar-
chique. Nous établirons enfin une liste des possibles origines des erreurs de précision que
nous rencontrerons par la suite.

Mots clés
Fquations de Mazwell, équation de Helmholtz, BEM, EFIE, compression, erreur
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

1.1 Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

Dans cette section, nous présentons les équations de Maxwell harmoniques, qui per-
mettent de modéliser un probleme de diffraction électromagnétique. Ces équations sont
ensuite discrétisées, et nous appliquons la méthode des éléments finis de frontiere (en
anglais Boundary Element Method, notée BEM).

1.1.1 Equations de Maxwell harmoniques
Conducteur parfait

Considérons un champ électromagnétique (E, H), ou E (resp. H) désigne le champ
électrique (resp. magnétique). Soit un domaine € représentant un objet diffractant borné
parfaitement conducteur, comme illustré en figure 1.1.1. On note I" la frontiére fermée de
I'objet diffractant, n la normale a I' sortante de €, et Qext = R?’\ﬁ I'extérieur de €.

(Einc’ Hinc) n

Y
S

(B4, froif Qexs

FIGURE 1.1.1 — Diffraction d’une onde électromagnétique incidente (E™¢, H™) par un objet dif-
fractant parfaitement conducteur.

On se place dans ’espace libre, caractérisé par la permittivité ¢y et la perméabilité
po. Connaissant le champ incident (E™¢, H™¢), on souhaite calculer le champ diffracté
(EdiH,H diﬁ). Le champ électromagnétique total (E, H) est alors la somme du champ
incident et du champ diffracté, soit

(E(x,t), H(x,t)) = (E"(x,t), H™(x,t)) + (EY (z, t), HY (2, 1)), (1.1.1)

oll  est un point de R? et t désigne le temps. Définissons également pour x € R? les
inductions électrique et magnétique

D(x,t) = eoE(x,t) Induction électrique, (1.1.2)
B(x,t) = poH (x,t) Induction magnétique, (1.1.3)

et la densité surfacique de courant électrique
J(x,t) =n(x) N H(x,t). (1.1.4)

Pour . €T, la densité volumique de charge électrique p(x,,t) est liée a la densité surfa-
cique de courant électrique par I’équation de conservation de la charge

Op(x,,t) + V- J(xp,t) =0. (1.1.5)
Pour tout & € R3, les équations de Mazwell s’écrivent alors
V .- D(x,t) = p(x,t) Equation de Maxwell-Gauss,
V- B(x,t) =0 ]di)quation du flux magnétique, (1.1.6)
V ANH(z,t) — 0,D(x,t) = J(x,t) Equation de Maxwell-Ampere,
V ANE(x,t) + 0,B(x,t) =0 Equation de Maxwell-Faraday.



1.1. Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

Régime harmonique

On distingue le régime temporel, dans lequel on étudie I’évolution du champ électro-
magnétique au cours du temps, du régime harmonique. Dans ce modele, la dépendance en
temps du champ est supposée sinusoidale a une fréquence f. On considere la pulsation w
associée, définie par w = 2n f.

Placons nous en un point € R3 quelconque et en un instant ¢ fixé. Le champ U = E
ou H gs’écrit alors

U(x,t) = Uy(x) cos(wt — ¢(x)), (1.1.7)

ou Uj est le module de U et ¢ sa phase. Le probleme peut alors étre projeté dans le plan
complexe en écrivant

U, t) = Re(Up(x)e *@et) = Re(U (z)e ). (1.1.8)

La quantité U (x) est appelée le phaseur du champ U (z, t). Cette quantité est intéressante
car elle exprime totalement le champ U (x,t) a ¢ fixé et est arithmétiquement pratique.
En effet, la somme W (x,t) de deux champs U(x,t) et V(x,t) revient & la somme des
phaseurs associés, c’est-a-dire

W (x,1) = Re((U(z) + V(z))e ™). (1.1.9)

Par ailleurs la dérivation temporelle 0,- du champ U (x, t) revient & une multiplication par
—iw du phaseur U (x) associé, soit

OU (x,t) = Re(—iwlU (x)e 1), (1.1.10)

Les équations en régime harmonique sont donc posées uniquement avec les phaseurs, la
dépendance en temps étant alors implicite. Dans la suite, nous appliquons ce formalisme
aux champs E et H, et nous notons plus simplement U (x) le phaseur du champ U (x, t).
Nous obtenons alors pour « € R3, les équations de Mazwell harmoniques

V - D(x)
V - B(x)
V AH(x)+iwD(z) = J(x) Equation de Maxwell-Ampere,
VANE(z)—iwB(x)=0 Equation de Maxwell-Faraday.

p(x) Equation de Maxwell-Gauss,
0

Equation du flux magnétique,

(1.1.11)

Conditions aux limites

Au systeme d’équations de Maxwell s’ajoutent des conditions aux limites sur la fron-
tiere I'. En effet, le champ électrique intérieur est nul pour un conducteur parfait. Or le
champ électrique est nécessairement continu dans ’espace. Cette condition de continuité
se traduit, pour . € I', par la condition aux limites sur le champ électrique

E(z.)An(x.) =0. (1.1.12)

Par ailleurs, afin d’assurer 1'unicité de la solution, nous appliquons la condition de
radiation de Silver-Miiller a linfini, définie par ’équation

lim || (\/aE(m) _ JioH (z) A @) 0. (1.1.13)

|| —~+o00
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Nous obtenons ainsi, pour le champ total (E, H), pour « € R? et xz. €I, le probleme

V ANH(z) + iweoE(x) = J(x),
V A E(x) —iwupgH (x) = 0,

E(z,)An =0, (1.1.14)
\:c|1i>rﬂl-oo || (\/5E(:IZ) — /ioH (x) A ]:1:\) =0.

Ce systéme constitue un probleme bien posé [12, 13].
Par la suite, nous nous placerons en propagation libre, c’est-a-dire J = 0 dans Qexy.

Problemes en champs séparés

Le probleme précédent exprime 'interdépendance des champs E et H, déja perceptible
dans les équations de Maxwell-Ampere et de Maxwell-Faraday.

Il est toutefois possible, en propagation libre, de montrer que chacun de ces champs
est solution de I’équation de Helmholtz, qui s’écrit pour le champ U= E ou H et pour
x c R3

(A +EHU(x) =0, (1.1.15)
ou kg désigne le nombre d’onde, défini par
2r w
ko= —=— 1.1.1
07N c’ ( 6)

A étant la longueur d’onde a fréquence de travail f (A = %), w la pulsation de 'onde
correspondant a la fréquence f (w = 27f) et ¢ la vitesse de la lumiere.

Ceci permet de séparer les champs E et H et de passer ainsi d’un probleme couplé a
deux problemes distincts.

Si le champ U est solution de ’équation de Helmholtz, alors il vérifie la condition de
radiation de Sommerfeld, qui s’écrit

lim 2| (9,U (@) - kU (z)) = 0. (1.1.17)

|| —+o0

Cette condition traduit le fait qu’aucune énergie ne peut étre rayonnée de l'infini vers la
source.

En considérant le cas d’un conducteur parfait, le systeme d’équations en champ élec-
trique diffracté s’écrit alors, pour © € Qg et . € I,

AEY () + KEY (x) = 0,
V - Ediff(z) =0,
Edf(x ) An = —-E"(z.)An,
lim || (0, B () — ik BT (x) ) = 0.

|| —+o00

(1.1.18)

Sur le méme modele, nous pouvons établir le probleme en champ magnétique diffracté

AHY(z) + K} HY (z) = 0,

V- Hif(x) =0,

H"(z ) An=—-H"™(z.)An—J(z),
lim || (0, H (2) - kg HY M (2) ) = 0.

|| —+o0

(1.1.19)
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Réduction du probléeme en dimension 2

Considérons un champ incident E™° invariant par translation selon 'axe w,. Soit
x = (T Uz, T uy,x u,) € RS Supposons que la géométrie ) présente une invariance par
translation selon 'axe u.,.
Le champ E™€ est alors lui aussi invariant selon cet axe et on peut écrire, par abus de
notation,
E™(x - up - uy, - u,) = E™(z - uy, @ - uy), (1.1.20)

réduisant un probleme de I'espace R? en un probleme du plan orthogonal & w.. Ceci
implique en particulier que la normale n a I' est contenue dans le plan orthogonal a u,,
soit

N = NgUy + Nyly. (1.1.21)

Cette simplification nous permet de formuler le probleme en dimension 2, ce qui facilite
sa résolution. Il est d’ailleurs usuel de traiter un exemple présentant ce type d’invariance
en préliminaire a ’étude de cas plus complexes. Ce probleme réduit peut se décliner se-
lon les deux modes de propagation Transverse Magnétique (ou mode TM) et Transverse
Electrique (ou mode TE).

Mode TM. Ce mode de propagation est tel que le champ électrique est polarisé per-
pendiculairement au plan de propagation, soit

E=F, u,. (1.1.22)
Dans ce cas, la condition aux limites devient une condition de Dirichlet
Enn=FE.u,\An=—-Enyu, + E.n;u, =0, (1.1.23)

ce qui implique que la composante scalaire F, est nulle.
Le probleme est alors simplifié et s’écrit en fonction de la composante selon u, du
champ diffracté, notée ESIH, pour € Qe et . €T,

AES (z) + k3B () = 0,

B (@) = ~E2(xy), (1.1.24)
lim |a|? (0, B3 (@) - ik EI (2) ) = 0.
|| —+o00

Mode TE. Dans ce second mode, c’est le champ magnétique qui est orthogonal a la
direction de propagation, soit
H=H,u,. (1.1.25)

Or, I’équation de Maxwell-Ampere harmonique (c¢f. systéme (1.1.11)) donne
VANH +iweE =0 = J,H.uy — 0,H,u; =iwe E, (1.1.26)
Donc le champ électrique est contenu dans le plan de propagation et s’écrit sous la forme
E = E,u, + Eyuy, (1.1.27)

avec ) )
1 1



Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Ce cas de figure implique une condition aux limites de Neumann, traduisant le fait que le
conducteur est parfait. On a alors

E ANn = (Eyu, + Eyuy) An = (Egny — Eyng)u, = 0. (1.1.29)
Ainsi
ny0,H, +n,0,H, =0, (1.1.30)
soit
0, H, = 0. (1.1.31)

Le probleme s’écrit donc, pour & € Qe et . € T,

AHI () + K§HI () = 0,

anHSiH(wr) = _anH;;nc(mr)’ (1.1.32)
lim [z|> (8, HI (x) — ik HIF (2)) = 0

im |z o 22 (@) — ko HEW (22) .
|| —+o0

Dans la suite nous n’étudierons pas ce mode en détail.

1.1.2 Equation Intégrale en Champ Electrique (EFIE)

Comme nous 'avons évoqué dans l'introduction, I’étude de la diffraction d’une onde
électromagnétique peut étre menée en utilisant différents types de méthodes numériques.
Cependant, les applications visées (objets électriquement grands, nécessitant une discré-
tisation fine, parfaitement conducteurs) nous poussent & nous porter sur le choix d'une
méthode exacte intégrale, et en particulier sur la BEM (ou Méthode des moments).

Afin de pouvoir appliquer cette méthode numérique, la premieére nécessité est d’expri-
mer le probléeme a résoudre sous forme d’équations intégrales. C’est ce que nous allons
faire dans cette partie.

Formulation intégrale des équations de Maxwell
Notre étude sera principalement consacrée au cas d’une formulation EFIE en dimension

3. Nous traiterons cependant le cas 2D en préliminaires.

Noyau de Green. Considérons I’équation de Helmholtz prenant la distribution de Dirac
do pour terme de source, soit pour un champ solution U,

(A + kU = 6. (1.1.33)

La solution de cette équation satisfaisant la condition de rayonnement de Sommerfeld a
Iinfini est appelée noyau de Green, noté GG. L’expression du noyau de Green dépend du
cas considéré. En particulier, pour & € Qext et @, € T,

1

Gz, z.) = EHél)(kO |z —x.]) en dimension 2, (1.1.34)
1 eik0|m—mr|

G(x, ) en dimension 3. (1.1.35)

T dr ko |z — x|
Hél) désigne la fonction de Hankel de premiere espece.

8



1.1. Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

Décomposition des champs en potentiels. Considérons I’équation du flux magné-
tique (cf. systeme (1.1.11)).
Les propriétés des opérateurs différentiels nous assurent alors I’existence d’'un vecteur
A tel que
B=VAA. (1.1.36)

On déduit alors de 1’équation de Maxwell-Faraday harmonique
VANE—-iwVAA=QO, (1.1.37)

ce qui implique
VA (E —-iwA) =0. (1.1.38)

Il existe donc un potentiel scalaire, noté ®, qui vérifie
E=V®o+ivA. (1.1.39)

Le vecteur A est également un potentiel, appelé potentiel vecteur.
Les potentiels scalaire et vecteur sont alors liés par la jauge de Lorenz,

V- A= —iweypuo?. (1.1.40)

Représentation intégrale du potentiel scalaire. L’équation de Maxwell-Gauss (cf.
systeme (1.1.11)) et la relation d’existence du potentiel vecteur (1.1.36) donnent

V. E=L=v. (Vd+iwA), (1.1.41)
€0

ce qui implique, par utilisation de la jauge de Lorenz (1.1.40),

(A+E)D =L (1.1.42)
€0

Le potentiel scalaire ® est donc solution de I’équation de Helmholtz (1.1.15), et sa repré-
sentation intégrale peut s’écrire, pour & € ext, sous la forme

b(z) = /F 'O(Q;F)G(:c,mr) de,. (1.1.43)

€

Or P'équation de conservation de la charge (1.1.5) s'écrit, pour . € T' et en régime
harmonique,

p(x,) = %Vp I(z,). (1.1.44)

Le potentiel scalaire ® peut donc également s’écrire sous la forme

B(x) = i/ra(m,mr)vp..](mr) da,. (1.1.45)

i

Représentation intégrale du potentiel vecteur. L’équation de Maxwell-Ampere (cf.
systeme (1.1.11)) et la relation d’existence du potentiel vecteur (1.1.36) donnent

VA(VANA)+iwpgeoE = pod. (1.1.46)
En appliquant la relation d’existence du potentiel scalaire (1.1.39), on en déduit la relation

VAVANA)+iwpgeg(VP +iwA) = pod. (1.1.47)

9



Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Or, les formules d’analyse vectorielle donnent la relation
VA(VAA) =V (V- A) - VA (1.1.48)

De plus, la jauge de Lorenz (1.1.40) nous permet de nous affranchir du terme en @, soit

1
Vo = —- V(V-A). (1.1.49)
iwpo€o
On en déduit finalement
(A+ KA = —pod. (1.1.50)

Le potentiel vecteur est donc lui aussi solution de ’équation de Helmholtz (1.1.15), et sa
représentation intégrale peut s’écrire, pour & € gy, sous la forme

Az) = —MO/ Gla, ) (z,) dz.. (1.1.51)
r
E‘quation intégrale en champ électrique (EFIE). Soit pour . € I' le champ élec-
trique diffracté donné par
EYf () = Vid(z,) +ivA(x,). (1.1.52)

Alors d’apres les écritures intégrales du potentiel scalaire (1.1.45) et du potentiel vec-
teur (1.1.51), Pécriture intégrale du champ électrique est donnée par

. 1 .
B(w,) = Vro- [ Glary) Vi T(y) dy, i [ Gl v T(y,) dy. (1159
Ceci peut s’écrire sous la forme de I’équation
B (@) = L(J(=,). (1.1.54)

ou L est 'opérateur linéaire traduisant la forme intégrale des potentiels vecteur et scalaire.
Reprenons a présent la condition aux limites sur le champ électrique, qui s’écrit

E(z.)An =0, soit B (x ) An=—E"(z.)An. (1.1.55)

On en déduit alors I’équation intégrale pour @, € I,

1 .
(VI‘M/FG(CL'N?JF)VF ’ J(yr) dyr - 1WNOAG($r7yF)J(yF) dyr> Am
= —E"™(z.)An. (1.1.56)

L’équation (1.1.56) définit la formulation EFIE.

Remarque 1.1.1 (Formulation MFIE). 11 est également possible d’établir une formulation
intégrale du champ magnétique H. On obtient alors pour x. € I', I’équation intégrale

1 .
ST (@) + 7, /\/FVFG(:L'F,yF)J(yF) dy, =1, A H™(z,), (1.1.57)

qui exprime la formulation Equation Intégrale en Champ Magnétique (en anglais Magnetic
Field Integral Equation, notée MFIE).

10



1.1. Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

Remarque 1.1.2 (Formulation CFIE). Les formulations EFIE et MFIE sont mal posées
pour un nombre fini de fréquences f (fréquences de résonance) [14]. On peut alors définir
la formulation E’quatz’on Intégrale en Champs Combinés (en anglais Combined Field In-
tegral Equation, notée CFIE) : il s’agit d’une combinaison linéaire des deuz formulations
précédentes, écrite sous la forme

CFIE = aEFIE+ (1 — a)kLMFJE, (1.1.58)
0

ou 0 < a < 1. Cette formulation combinée n’admet pas de courant parasite, et ce quelle
que soit la valeur du nombre d’onde kq.

Réduction de la formulation intégrale en dimension 2

Représentation intégrale. La formulation EFIE des problemes de diffraction en di-
mension 2 (problemes (1.1.24) pour le mode TM et (1.1.32) pour le mode TE) nécessite
I’énoncé du théoreme suivant.

Théoréme 1.1.1 (Représentation [15, 16]). Soit € R?\TI'. Considérons le champ dif-
fracté uM®. Alors uM admet la représentation

uf () = /F O, Gla,w,)ulz,) da, — /F G, 2,)0,, u(,) da, (1.1.59)

On définit alors les opérateurs potentiel de simple couche et potentiel de double couche.

Définition 1.1.1 (Potentiels de simple et de double couche [15, 16]). Soit ¢ et ¢ deux
potentiels et soit & un point de R>\I'. On appelle alors potentiel de simple couche, noté
S, Vopérateur linéaire qui & ¢ associe

S(e) (@) = AG(m,xF)w(mr) de,. (1.1.60)

De méme, on appelle potentiel de double couche, noté D, lopérateur linéaire qui a
associe

D)) = [ 0,.6(@ 2 )b (@) da. (1.1.61)
Le théoreme 1.1.1 s’écrit alors plus simplement, en posant ¢ = —0,,_ u et ¥ = u,
T
(@) = S(p) (@) + D() (). (1.1.62)

Conditions aux limites sur les potentiels. Les potentiels précédemment définis pré-
sentent des propriétés particulieres au voisinage de la frontiere I' qu’il est important de
prendre en compte.

Les potentiels de simple et de double couche sont définis pour des points « de R?\T.
L’étude de leur comportement sur la frontiere I" implique un passage a la limite.

Propriété 1.1.1 (Condition aux limites sur le potentiel de simple couche [15, 16]). Soit
un potentiel ¢, soit x € Qe et . € I'. Notons S, Uopérateur défini sur l’ensemble des
potentiels ayant I' pour ensemble de définition et qui d v associe

Se(@) @) = [ Gl ve)o(ur) dy. (1.1.63)
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Alors le potentiel de simple couche est continu sur la frontiére I' :

lim S(p)(x) = S.(p)(®;)- (1.1.64)

:l?—>:l}

Propriété 1.1.2 (Condition aux limites sur le potentiel de double couche). Soit un poten-
tiel 1, soit © € Qe et . € I'. Notons D Uopérateur défini sur ’ensemble des potentiels
ayant I' pour ensemble de définition et qui a v associe

= /FanyFG(xr,yr)go(yF) dy,. (1.1.65)
Alors le potentiel de double couche est discontinu sur la frontiére I' :
. 1
Jim D) (@) = Li(a,) + D, () (a,). (1.1.66)

r

Ces propriétés nous permettent enfin d’établir I’équation intégrale en champ électrique
en dimension 2 (mode TM).

EFIE réduite en dimension 2. A partir du théoreme de représentation 1.1.1, en
posant 1) = u et ¢ = —0,,_ u, on a pour x € R2\T,
T

(2) = S(¢) (@) + D(W) (@), (1.1.67)

Ainsi, par passage a la limite, d’apres les propriétés 1.1.1 et 1.1.2, on obtient pour . € I’
- i i 1

Jim (@) = () = S, (o)) + 50() + D ()2, (1.1.68)

r

De méme, en appliquant a (1.1.67) une dérivation et en passant a la limite suivant les
propriétés 1.1.1 et 1.1.2, on obtient pour . € I'

0 (@) = *190(9%) + D) (@r) + Ne(W)(=r).  (1.1.69)

=T ”3 2

Ainsi en mode TM, on pose E, = u = ®. On rappelle la condition aux limites du
probleme (1.1.24), qui s’écrit en fonction de u et pour &, € I,

ulif () = —u(x,), soit u(z,.) = 0. (1.1.70)
Ainsi, Y(x;) = u(x.) = 0 donc D.(¢)(x,.) = 0 (par linéarité de 'opérateur D). On
déduit de (1.1.68) I’équation intégrale
Sp (90)(:1:1“) = _uinc(wr)v (1.1.71)
soit
/FG(wF,yF)cp(yF) dy, = —E"(x,). (1.1.72)

L’équation (1.1.72) constitue la formulation EFIE réduite & la dimension 2 en mode
TM.

Remarque 1.1.3. De méme qu’en (1.1.54), on peut écrire (1.1.72) sous la forme
EM(z,) = L(p(,)), (1.1.73)

ou L est 'opérateur linéaire exprimant ['opposé du potentiel de simple couche.
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1.1. Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

1.1.3 Méthode des éléments finis de frontiere (BEM)

La BEM permet de limiter ’étude & un maillage surfacique, réduisant par conséquent le
nombre d’éléments a considérer dans le calcul. Il s’agit, connaissant le champ incident, de
calculer les densités surfaciques de courant électrique sur chaque élément du maillage choisi,
et d’en déduire le champ diffracté en tout point de I'espace par intégration sur la surface
de T'objet diffractant. Cette méthode conduit a la résolution d’un systéme linéaire dense,
ce qui peut devenir problématique dans le cas d’un grand nombre d’éléments puisque la
complexité d’un tel systeme est a priori quadratique. Nous verrons dans la suite comment
améliorer cette complexité.

Formulation variationnelle

Considérons le potentiel J et une fonction test Jy. En partant de (1.1.54) pour le cas
général et de (1.1.73) pour la réduction du probléme en dimension 2 en mode TM, on a
pour . €I’

L(J(z.)) = —E™(x,). (1.1.74)

Appliquons la méthode de Galerkine, qui consiste a multiplier chaque terme par la fonction
test J; appliquée en x ., puis a intégrer sur I'. On obtient alors la formulation variationnelle
de I'EFIE, soit

e dans le cas général,

-i G($r7yr)(vr ’ J(yr)VF ’ Jt(a:F) - inOJ(yr) ’ Jt(wr)) dyr dmr

1w JIxT

_ _/FEinc(mF)-Jt(acF) da,.. (1.1.75)

e pour le probleme réduit en dimension 2 en mode TM, on considere un potentiel
scalaire J, ainsi qu’une fonction test J; également scalaire, et on a cette fois

Jt(mr)G(mrvyr)‘](yr) dyr dmr = _/ Einc(wr)‘]t(a:r) dwr' (1'1'76)

I'xI’ T

Discrétisation du probléme réduit en dimension 2 (mode TM)

La surface I' est approchée par une surface formée de segments droits tels que I'inter-
section de deux segments distincts se réduise soit au vide, soit & un sommet commun.

Nous admettrons dans la suite que I' est suffisamment approchée par ’ensemble M,
de segments s tels que nous puissions considérer

r=J s (1.1.77)
seEM,

Notons n le nombre de segments du maillage M. ainsi choisi. Fixons ensuite un espace
vectoriel de n fonctions tests, dont on sélectionne une base (¢;);c[1,,)- Considérons alors
la densité surfacique de courant J (c¢f. définition (1.1.4)) tangente & I'. Pour @, € T, il
existe un systeme de scalaires (j;);cq1,,) tel que

J(x,) = iji@i(wp)- (1.1.78)
=1
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Le coefficient scalaire j; pour i € [1,n] constitue un degré de liberté (DDL) du pro-
bleme. Il est localisé sur s;, le i*™° segment du maillage, et représente le courant J & travers
ce segment. Soit .. un point de T'. On définit la i®™¢ fonction de base ¢; (i € [1,n]) par

{%(%) =1 siz. €s, (1.1.79)

vi(x.) =0 sinon.
On a alors, en partant de (1.1.76), et en prenant pour fonction test ¢; pour j € [1,n],

n

>

i=1

. i in
pi(@ )Gl v )wilye) dyr day )y = ——— [ E™(e)p(e,) da, (11.50)

I'xT’ Wwho JT

ce qui peut s’écrire sous la forme du systeme linéaire
Zj =e, (1.1.81)

avec Z = (z,-j),-Jeﬂl,n]], j= (jj)je[[l,n]]a e = (€j)jef1,n]> et pour i,j € [1,n],

Zij = FXFSOj(wF)G(wr?yF)(pi(yr) dyr dwr? (1‘1'82)

i .
e;=——— | E™(x.)p;i(x.) dz... 1.1.83
J wito Jr ( 1")90]( 1") r ( )
Remarque 1.1.4. Dans le systéeme linéaire (1.1.81), par analogie a la loi d’Ohm, la ma-
trice Z € C™™™ est appelée matrice impédance du probléme, n désignant le nombre de
DDLs du probléme. Ce systéme linéaire peut étre vu comme une loi d’Ohm électromagné-

tique.

Discrétisation en dimension 3

La surface I' est cette fois-ci approchée par une surface formée de triangles plans tels
que l'intersection de deux triangles distincts se réduise soit au vide, soit a un sommet
commun, soit & une aréte commune. Le maillage Mr est alors constitué de ’ensemble des
arétes a communes a exactement deux triangles.

Nous admettrons dans la suite que I' est suffisamment approchée par ’ensemble des
arétes a de Mp pour que nous puissions considérer

r=J a (1.1.84)
aEMrp

Notons n le nombre de d’arétes du maillage et fixons un espace vectoriel de n fonctions
tests dont on choisit une base (¢i)ic[1,5)- La densité surfacique de courant J vérifie ici

aussi (1.1.78).
Le DDL j; pour ¢ € [1,n] correspond au courant traversant la jem
a; (c’est-a-dire séparant exactement deux triangles distincts) du maillage. Ce courant est
compté positivement dans un sens arbitrairement choisi sur 'aréte et négativement dans

¢ aréte intérieure

le sens inverse. On définit alors en fonction de ce choix, un triangle Ti(l) contenant le
courant dirigé positivement vers ’aréte a;, ainsi que le triangle adjacent TZ@. On note
|Tl-(k)\, k € [1,2], laire du triangle Ti(k), sl(-k) le sommet de Ti(k) qui n’est pas dans a;, et

k) (k) (k)

pour . € T/, p;”’ le vecteur liant . au sommet s;"’ et orienté tel que

‘Pi(a:l“) = — pz(‘l)(wr) six € Ti(1)7

27|
pile) = ot pl (@) siw € T, (1.1.85)
pi(x.) =0 sinon.
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1.1. Etude de la diffraction d’une onde électromagnétique

Qi

AE

50
FIGURE 1.1.2 — Schéma d’une aréte intérieure a; et de ses deux triangles adjacents Ti(l) et Ti(z).

On a cette fois, en partant de (1.1.75), et en prenant pour fonction test ¢; pour
j € [1,n],

n 1 .
([ G (@lm) i@ - 590 0w Ve gi(an) ) dyeday ) d)
i—1 I'xT’ 0
i .
=— | E™(x.) @;i(x.) de., (1.1.86
wito Jr ( F) 90]( F) r ( )
ce qui peut également s’écrire sous la forme du systeéme linéaire (1.1.81), avec cette fois-ci

1

Zij = FXFG(wF’yF) <‘Pl(yr) ' (P](wr) - ?VF . ‘Pz(yr>vr . @j(mr)> dwr dyr7 (1187)
0

i .
e;=— | E™(x.) pi(x.) dz,.. 1.1.88
J wito Jr ( F) QOJ( F) r ( )
Remarque 1.1.5. Que ce soit dans le cas général en dimension 3 ou pour la réduction
du probléeme en dimension 2, les formulations EFIE définies ci-avant ne sont pas valables
six, =y, (i = j), le noyau de Green n’étant alors pas défini. Il existe alors diverses
stratégies pour générer la partie singuliére de la matrice, que nous ne détaillerons pas ici.

Plusieurs méthodes de résolution sont alors disponibles pour le systéme linéaire (1.1.81) [17,
18, 19, 20]. L’annexe A en fait un rapide inventaire.

1.1.4 Deux cas de référence

Pour la suite, nous proposons de nous appuyer sur deux cas de référence pour tester
la formulation EFIE : d’une part un probleme réduit en dimension 2 en mode TM, et
d’autre part un probleme classique en dimension 3. Dans les illustrations a venir, et sauf
mention contraire, nous considérerons ces deux cas avec la fréquence f = 0,6 GHz, soit
une longueur d’onde A ~ 0,5m. Nous testerons alors des maillages dont le pas ira de A/5
a A\/200.

Les cas de référence ont été choisis car nous disposons d’une solution analytique asso-
ciée, ce qui nous permettra de vérifier la précision des méthodes que nous utiliserons ainsi
que leur fidélité a la réalité physique.

Cylindre (2D)

Le cas du cylindre parfaitement conducteur a base circulaire et de hauteur infinie
est intéréssant car son étude se réduit a un cercle en dimension 2. Par ailleurs, la solution
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

analytique du probleéme (1.1.72) est connue et met en oeuvre une somme infinie de fonctions
de Bessel.

On considere la section transversale circulaire d’un cylindre a paroi métallique par-
faitement conductrice, discrétisée en n segments de longueur égale, comme représenté en
figure 1.1.3. Dans notre cas, nous considérerons un cylindre de rayon r = 0,1 m.

FI1GURE 1.1.3 — Discrétisation de la section transversale d’un cylindre infini (n = 32).

Sphere (3D)

On considere une spheére métallique de rayon r = 1m, discrétisée par un maillage
surfacique triangulaire, comme représenté en figure 1.1.4. Comme dans le cas du cylindre,
nous disposons de la solution analytique de ce cas de référence, qui s’exprime cette fois-ci
en fonction des séries de Mie.

} DA a
1\'1\"1'\"‘

4 A Y/ \h\ K \Y

3 '."v' IA\'A\ AR SN

KR IIAL m‘;‘,q, Wi
S £ "’, '/‘V'A' " [A, ;

A o
1y "AP ‘\7/"'"
Q

FIGURE 1.1.4 — Discrétisation d’une sphere (n = 2673).

1.2 Calcul des grandeurs d’intérét

Quelle que soit la méthode de résolution choisie, ’équation (1.1.81) permet d’obtenir les
courants surfaciques grace auxquels il devient possible d’accéder a I'expression du champ
électromagnétique diffracté, mais aussi & la Surface Equivalente Radar (SER). Dans cette
section nous proposons de définir les grandeurs que nous serons amenés a calculer une fois
le systeme (1.1.81) résolu.
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1.2. Calcul des grandeurs d’intérét

1.2.1 Calcul du champ électrique diffracté

Une source rayonne des champs électrique et magnétique dont la configuration spatiale
et les amplitudes different selon la distance entre la source et le point d’observation. En
général, on prend en considération deux zones distinctes : la zone en champ proche (ou
zone de Fresnel) et la zone en champ lointain (ou zone de Fraunhofer).

Définition 1.2.1 (Champ proche, champ lointain). Soit une source 2 de dimension mazi-
male D. On suppose par ailleurs que D < A. Soit Tops, € Qegr un point d’observation
extérieur a la source.

e On parle de calcul en champ proche (ou Zone de Fresnel) si
2D?

s (1.2.1)

glelg ‘CC - wobs.‘ <

e [nversement, on parle de calcul en champ lointain (ou Zone de Fraunhofer) si

in | \>2D2 (1.2.2)
Ia?elfrllm Lobs.| =2 b\ . LK.

Zone de Fraunhofer

Zone de Fresnel

FIGURE 1.2.1 — Zones de calcul en champ proche (Fresnel) et en champ lointain (Fraunhofer) en
fonction de la longueur d’onde et des dimensions de 1'objet (D = 1m, A = 0,5m).

Pour calculer le champ électrique diffracté en champ proche ou lointain, il suffit d’uti-
liser la formule de représentation 1.1.1 en distinguant le cas général de la réduction du
probléme en dimension 2. Ainsi :

e dans le cas général, a partir du courant J décomposé sur la base des vecteurs
(Pi)ic[in] telle que

Vo, el J(x.) =) jipi(x,), (1.2.3)
i=1
on obtient pour & € Qey :
n . 1
E(x) =) Jji (/F Gz, y.)pi(y,) dy, + ﬁVz/FG(w,yr)Vr ~pi(yr) dyr) ;
=1 0
(1.2.4)
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

H() =3 i (VA [ Gl o) dy,). (1.25)

=1

e en dimension 2, le courant J scalaire décomposé sur la base (¢i)ie[i,n) s'écrit

Vo, el J(wy) =) jivi(x,), (1.2.6)
=1

et on obtient cette fois pour @ € Qeyy :

B(z) = z:jg ([ o@veitw) du,). (1.2.7)

H(@) =35t (V1 [ Gl oty du ). (129

=1

1.2.2 Surface Equivalente Radar (SER)

Un radar est un capteur électromagnétique qui permet 1’étude de 'interaction entre une
onde électromagnétique (le signal radar) et un objet, appelé cible dans ce contexte. Cette
interaction est évaluée par le calcul de la Surface Equivalente Radar (SER). Le calcul de
cette quantité peut ensuite étre utilisé dans des contextes variés, tels que la télédétection
ou lanalyse de risques, et s’applique a divers types de cibles (végétation, surface de la
mer, avions, bateaux, etc.).

La définition de la SER découle de I’équation radar, qui décrit le bilan de puissance
d’une liaison radar. Elle s’écrit

P.G.G Ao
(4m)3REZRY’
avec P, (resp. P;) la puissance émise (resp. reque), G (resp. G;) le gain de ’antenne d’émis-
sion (resp. de réception), R (resp. R;) la distance entre la cible et 'antenne d’émission
(resp. de réception), A la longueur d’onde, et enfin o la SER.

La SER s’exprime en m? et désigne le rapport entre ’énergie diffusée dans une direction
par unité d’angle solide, et la densité d’énergie incidente. Elle est définie par ’expression

P, = (1.2.9)

|Ediff‘2

o(0) = lim 47R?

1.2.1
R—4o00 ’l«jinc|2 ’ ( 0)

ol R désigne la distance entre la cible et le radar.

On distingue les radars monostatiques des radars dits bistatiques. On parle de radar mo-
nostatique lorsque 'antenne d’émission et l'antenne de réception sont localisées au méme
endroit par rapport a la cible, et de radar bistatique dans le cas inverse (cf. figure 1.2.2).

Pour un radar bistatique, les directions d’incidence et d’observation different et forment
un plan & ¢ constant dans lequel on se place pour calculer la SER bistatique. On peut
notamment fixer le plan de calcul et ’angle d’incidence, puis observer la SER en fonction
de 'angle d’observation 6 qui pourra varier entre 0 et 360°.

Pour un radar monostatique, ’angle d’incidence et celui d’observation sont les mémes.
Il n’y a cette fois-ci pas de plan ¢ prédéfini par les directions d’incidence et d’observa-
tion. Ainsi pour un angle d’observation # donné, on doit calculer la SER dans toutes les
directions ¢.

La SER dépend des caractéristiques géométriques et diélectriques de 'objet, de la
fréquence de travail et de la polarisation de l'onde. La figure 1.2.3 donne le tracé de
la SER bistatique pour un cylindre (2D) ainsi que pour une sphere (3D) a différentes
fréquences f de travail.

18



1.3. Méthodes usuelles de compression matricielle

Emission / Emission

Radar monostatique Radar bistatique

FIGURE 1.2.2 — Configurations possibles d’un radar. E, (resp. E,) désigne le champ électrique émis
(resp. regu).

Cylindre (2D) Sphere (3D)
5 T T T

s 20 £ =0,1GHz
M — f=0,3GHz
=, 0 — f =0,6 GHz
Qﬁ | B — =

= f=1,0GHz
)

| | —20
0 90 180 270 360

0 [°]

FIGURE 1.2.3 — SER bistatique pour différentes valeurs de la fréquence f (incidence normale,

6 =0).

Remarque 1.2.1. L’équation (1.1.81) ne fait état que d’un unique second membre e,
vecteur de C". On peut étendre cette équation au cas de la résolution d’une équation a p

seconds membres (p € N) telle que
21 =V, (1.2.11)

avec Z € C"*™ [ € C"*P et VC"*P, (Cette extension peut s’avérer utile pour le calcul de
la SER monostatique, puisque ce calcul nécessite autant de seconds membres que de plans
d’incidence considérés pour le champ électrique incident E™C.

1.3 Méthodes usuelles de compression matricielle

1.3.1 Nécessité des méthodes de compression

Comme nous avons pu l'observer dans la partie 1.1, la discrétisation des opérateurs
intégraux mene a la résolution d’un systéme matriciel. Ce systeme est dense car 1’évaluation
du noyau de Green sur deux élements de la surface I' est a priori non nulle. Bien que le
fait de ne considérer que la frontiere I' de I'objet permette de réduire le nombre de DDLs
a considérer, le systeme a résoudre n’en est pas moins dense, ce qui peut vite devenir
problématique.

En notant n le nombre de DDLs a considérer, le coit mémoire d’un tel systeme est en
O(n?), et la complexité algorithmique du produit matrice-vecteur est également en O(n?).
Cette complexité est encore plus élevée pour l'inversion matricielle, proportionnelle & n3
(cf. annexe B).
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Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Pour limiter ces complexités algorithmiques trop importantes, il est possible d’appro-
cher ces matrices denses par des matrices parcimonieuses (ou data sparse). 1l existe pour
cela plusieurs méthodes de compression, dont certaines sont tres populaires. On peut no-
tamment citer les techniques d’interpolation [9], le Panel Clustering [21, 22] ou encore la
compression QR [23, 24]. Toutes ces méthodes se basent sur le méme principe qui consiste
a négliger les interactions dites lointaines pour privilégier les interactions proches, et sont
des méthodes a posteriori.

Ces dernieéres années, deux méthodes semblent tirer leur épingle du jeu, toutes deux
associées a une forme de hiérarchisation des matrices & compresser. Il s’agit d’une part de
la FMM [3] qui est une méthode de compression apparue il y a une trentaine d’années, et
d’autre part 'ACA [25], développée dans les années 2000. Ces deux méthodes permettent
notamment une accéleration de la résolution itérative de grands systemes linéaires. Nous
allons entrer un peu plus dans les détails pour ces deux méthodes de compression a priori
toujours tres populaires.

1.3.2 Méthode Multipole Rapide Multiniveau (MLFMM)

La FMM utilise une expansion multipolaire du noyau de Green G, solution de I’équation
de Helmholtz. Ceci a pour conséquence de regrouper les interactions proches et de les
considérer comme une seule et méme source contenue dans une boite de calcul [3].

Dans le cas de la FMM simple, toutes les boites élémentaires de calcul sont de la méme
taille. En revanche, la MLFMM permet d’avoir des boites élémentaires de diverses tailles
selon I'importance des interactions considérées.

En électromagnétisme on utilise la MLFMM pour accélérer la multiplication matrice-
vecteur, et donc les solveurs itératifs dans la BEM [4]. En traitant les interactions entre
des fonctions tres différentes par la MLFMM, il n’est pas nécessaire de stocker les élé-
ments de matrice correspondants, ce qui réduit considérablement le coiit mémoire. Si la
MLFMM est appliquée de maniére hiérarchique [5], elle améliore la complexité algorith-
mique des produits matrice-vecteur dans un solveur itératif en la faisant passer de O(n?)
a O(nlog(n)), avec une tolérance sur la précision &y py > 0.

La MLFMM a été I'une des premieres méthodes permettant de traiter des problemes
électriquement grands avec des temps de calculs et des cotits mémoire raisonnables en
utilisant la BEM. En cela elle constitue un tournant dans le domaine des méthodes numé-
riques. Cependant cette méthode n’est pas applicable a tous les problemes, et notamment
les problemes périodiques.

1.3.3 Approximation en Croix Adaptative (ACA)

A la MLFMM ont succédé plusieurs autres méthodes de compression matricielle, telles
que le Panel Clustering [21, 22] ou encore la compression QR [24, 23]. 1l s’agit cependant
de méthodes de compression a posteriori.

La technique ACA pallie & ce probleme en permettant la construction d’une approxi-
mation a priori d’un bloc matriciel. Cette méthode a été introduite par Mario Bebendorf
en 2000 [6]. La matrice Z est séparée en blocs de différentes tailles selon un algorithme de
clustering qui regroupe les DDLs proches. On utilise souvent une structure de H-matrice,
dont nous détaillerons la mise en place au chapitre 2. Chaque bloc ainsi obtenu représente
les interactions entre deux régions d’un milieu : s’il existe peu d’interactions entre deux
milieux, on peut se permettre de perdre de 'information et donc de compresser le bloc
correspondant, en l'approchant par une ri-matrice (cf. partie 2.1).
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1.3. Méthodes usuelles de compression matricielle

Tout comme dans le cas de la MLFMM, la matrice n’est pas stockée dans sa totalité,
mais l'algorithme d’assemblage permet d’en obtenir une approximation par blocs, ce qui
réduit également 1’espace de stockage. Cette méthode améliore aussi la complexité algo-
rithmique des produits matrice-vecteur, la faisant passer de O(n?) & O(nlog(n)) lorsque
I’ACA est associée a une structure de H-matrice (cf. section 2.3). Cette opération étant né-
cessaire dans les solveurs itératifs, 'amélioration de la complexité implique une résolution
plus rapide par le biais de ces solveurs.

L’ACA peut notamment étre utilisée pour des problemes de compatibilité électroma-
gnétique [7], ou plus généralement pour des problémes comportant un tres grand nombre
de DDLs [8]. Elle peut également étre associée a la Méthode de Décomposition de Domaine
pour des calculs de rayonnement d’antennes ou de diffraction par des objets électriquement
grands [26]. La méthode d’estimation de l'erreur est fiable si le noyau est dit asymptoti-
quement lisse.

Définition 1.3.1 (Noyau asymptotiquement lisse.). Soit g un noyau wutilisé dans une
discrétisation par éléments finis de frontiére. Il est dit asymptotiquement lisse si il existe
des constantes c1 et co réelles et un degré de singularité o € N tels que, en désignant
u=a ouy, l'inégalité

VneN Va,ycR® |0'g(x,y)| < nlei(e ||z —y|) ™™ ° (1.3.1)

soit vérifiée.

Par application de l'algorithme ACA a une matrice Z € C™*™, on obtient une ap-
proximation de Z sous la forme
Z~UVH (1.3.2)

avec U € C™*F et V € C™*k. L’algorithme est itératif et ne s’arréte que si un critere d’arrét
dépendant de la précision €, souhaitée est vérifié. Il est en effet possible de calculer une
estimation de la norme de Frobenius (c¢f. définition 1.4.2) de I'approximation au fur et a
mesure de sa construction.

La premiere version de 'ACA repose sur la recherche de pivots totaux a chaque ité-
ration, ce qui la rend difficilement applicable aux problemes de diffraction. En effet elle
nécessite ’évaluation d’une matrice dite de résidu, de méme taille que Z, afin de déter-
miner le pivot total maximal, ce qui augmente considérablement le cott de la méthode
et nécessite une connaissance totale de la matrice. C’est pourquoi nous avons préféré im-
plémenter ’ACA avec recherche de pivot partiel, proposée par Rjasanow [16] et dont la
description est donnée dans 'algorithme 1.3.1.

Il existe également une version multi-niveaux de I’ACA, appelée Multilevel ACA [27],
et pouvant également s’appuyer sur un format hiérarchique. Nous ne détaillerons pas cet
algorithme ici.

L’ACA est une méthode purement algébrique, agissant directement au niveau de la
matrice. Son implémentation est relativement aisée, quelle que soit la formulation utilisée.
11 suffit en effet, pour un bloc matriciel Z € C™*™ donné, de parvenir a générer, pour tout
i € [1,m] (resp. j € [1,n]), la i ligne (resp. la j*™¢ colonne) de Z. Par conséquent
ACA a l'avantage de ne pas souffrir de problémes de robustesse de la résolution en basse
fréquence, puisqu’elle ne dépend pas de la fonction de Green utilisée.

Cependant ’ACA est sujette a certaines limitations du fait de sa nature heuristique.
En effet, la méthode d’estimation de I'erreur n’assure pas la convergence de la méthode
vers une approximation suffisamment précise du bloc a compresser. Ce sont ces limitations

21



Chapitre 1. Résolution rapide des équations de Maxwell par méthodes intégrales

Algorithme 1.3.1 Adaptive Cross Approximation (ACA) avec recherche de pivot partiel.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:

12:

13:
14:
15:

16:

17:
18:

19:

20:
21:
22:
23:
24:
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26:

procedure ACA(Z,ex0n,U,V)
Fiim = min(m, n)

=10

J=0

k=0

=0

c=0

while size(Z) < ki, and size(J) < kiim do
Vi =2 > Calcul de la 8™ ligne de Z.
T=1TU{l}

k-1
V=V, — Z Umr Vi
m=0
¢ = max |vy;|
€T

1

V=V X
U, = 2. > Calcul de la ¢®™€ colonne de Z.
J =T U{c}

k—1

Ug =Uk — 3 vmcUnm
m=0
= max fuyl
Vie=7Va .
-1 )
IZ6llE = 1Zkillp +2 X UFUVHVE + ||ULI5 Vil > Evaluation de la norme
1=0

de Frobenius.
if |Uklly [[Villy < €aca [Zklp then
stop
else
k+—k+1
end if
end while
end procedure
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qui ont motivé le développement d’une méthode de compression hybride, THCA, dont nous
détaillerons I'implémentation en partie 3.2.

Dans la suite, tous les exemples numériques réalisés avec compression et apparaissant
avant la section 3.2 sont effectués par ACA.

1.4 Evaluation de la précision

Dans la suite de ce travail, nous nous attacherons en diverses occasions a évaluer les
méthodes employées. Pour ce faire, nous étudierons la mémoire vive (en anglais Random
Access Memory, notée RAM) utilisées par chacune d’entre elles, leur temps d’exécution
et leur précision, ce dernier critere étant prioritaire sur les deux premiers. Les erreurs de
précision que nous rencontrerons peuvent avoir différentes origines et ne s’évaluent pas de
la méme maniere selon les cas. Il convient donc d’établir une liste des erreurs que nous
pourrons rencontrer, et de préciser dans chaque cas comment évaluer ’erreur faite sur la
précision.

Dans tous les cas, la notion d’erreur est liée & une norme que nous noterons || - || et
dont la définition dépendra du type d’objets desquels nous évaluerons la précision. En
particulier, et sauf mention contraire, nous considérerons la norme 2 pour les vecteurs et
la norme de Frobenius pour les matrices. Ces deux normes sont définies ci-dessous.

Définition 1.4.1 (Norme 2 d’un vecteur). Soit & € C". La norme 2 de x est le réel positif
x|y défini par la relation

aéf. [ :

&f. 2

)y, = (D l=l” | - (1.4.1)
=1

Définition 1.4.2 (Norme de Frobenius d’une matrice). Soit A € C™*™. La norme de
Frobenius de A est le réel positif || Al défini par la relation

2

1A S S0 Jai? ] (1.4.2)

i=1j=1

Grace a ces normes, nous pourrons évaluer ’erreur d’une quantité x donnée par rapport
a une quantité de référence x¢r de deux manieres différentes :

e soit en évaluant lerreur absolue §® entre x et Tyéf., définie par
0™ (2, 2ret) = |lw — et (1.4.3)

e soit en calculant Perreur relative 60 entre z et 2y, donnée par

|z — Ty ||

6(r)($,l‘réf.) = | ||$ ” H (144)

La plupart du temps, nous préférerons évaluer Ierreur relative entre deux données a
comparer. Nous considérerons connues et acceptables les deux erreurs suivantes.
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Erreur de modélisation. Il s’agit de I'erreur commise entre la réalité physique et la
fagon dont elle est modélisée. Cette erreur peut apparaitre selon la pertinence du modele
et des parametres choisis. Une fois une solution analytique de référence fixée, le calcul de
cette solution, supposée exacte, repose souvent sur le calcul d’une somme infinie (séries
de Mie, sommes de fonctions de Bessel, etc.). Cette précision dépendra donc également de
I'ordre de sommation avec lequel est calculée la solution analytique. Dans la suite, nous
considérerons cette erreur négligeable.

Erreur arithmétique. Ce type d’erreur est directement lié a la précision de la machine
sur laquelle nous travaillons, c¢’est-a-dire au nombre de chiffres significatifs disponibles pour
exprimer une valeur donnée. Durant toute la phase de développement, nous nous sommes
attachés a définir nos variables et constantes en double précision, ce qui, en Fortran 90
sur une machine fonctionnant a 64 bit, correspond & une précision relative de 'ordre de
10715 [28]. Cette valeur sera pour nous une référence, de sorte que dans la suite, toute
erreur relative inférieure a 51(5;& = 10~ sera considérée nulle.

Dans la suite, nous pourrons évaluer d’autres erreurs pour lesquelles il reste a définir
T et Xyt

1.4.1 Erreur de discrétisation

Lors d’une simulation en électromagnétisme, il est communément admis qu’'une dis-
crétisation & un pas h inférieur au rapport A/10 est nécessaire pour s’assurer de la fidélité
du résultat obtenu par rapport a la réalité physique. Ce rapport maximal n’est toutefois
qu’une limite donnée a titre indicatif, et peut énormément varier selon la géométrie traitée,
le milieu étudié, ou plus simplement la tolérance que I'on se fixe sur l'erreur acceptable.

Reprenons le systéme linéaire (1.1.81) & résoudre. La premiére étape de la résolution
consiste a choisir un pas de discrétisation h, qui impliquera un certain nombre n de DDLs.
Un compromis doit donc étre fait entre la perspective de calculs précis mais cotiteux (en
terme de temps et d’espace mémoire), ou d’une simulation grossiere mais légere. Une fois
ce compromis effectué et le nombre n de DDLs fixés, il est possible d’évaluer ’erreur
induite par la discrétisation si ’on dispose d’une grandeur d’intérét exacte, telle que la
SER bistatique ou le champ lointain en certains points (cf. section 1.2).

Notons vy un vecteur contenant un nombre n, de ces valeurs de référence. La réso-
lution du systéme (1.1.81) sans compression et en utilisant une méthode de résolution qui
n’implique pas d’approximation supplémentaire permet d’obtenir le vecteur v contenant
les valeurs de la grandeur d’intérét issue de la discrétisation. L’erreur relative induite par
la discrétisation s’écrit alors

o o= vall

(1.4.5)
et ||

Cette erreur se calcule surtout dans les cas pour lesquels nous disposons d’une solution
analytique considérée exacte (a condition que la série dont elle résulte soit calculée a un
ordre suffisamment important), comme c’est le cas pour la SER bistatique d’une sphere
parfaitement conductrice. Elle sera étudiée au chapitre 3 pour nos deux cas de référence.

1.4.2 Erreur sur l'intégration numérique

La BEM implique I’évaluation d’intégrales simples ou doubles que ’on ne peut calculer
numériquement avec exactitude. L’intégrale est alors approchée par une somme pondérée
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de valeurs correspondant a la valeur de l'intégrale en un certain nombre de points judi-
cieusement choisis, appelés points de quadrature [29]. Ainsi, pour une solution réguliére,
plus 'on considere de points de quadrature sur le domaine d’intégration, plus l'intégration
numérique est précise.

Remarque 1.4.1. Si le maillage choisi est suffisamment fin pour que les éléments soient
considérés comme localement confondus avec la surface I', ajouter des points d’intégration
revient & affiner le maillage. En cela, Uerreur commise sur lintégration peut étre vue
comme une erreur commise sur la discrétisation.

La durée d’une intégration est proportionnelle au nombre de points de quadrature
choisi dans le cas d’une intégrale simple, et au carré de ce nombre dans le cas d’une
intégrale double. De ce fait, un compromis doit étre trouvé quant au nombre de points
de quadrature & moyenner pour obtenir une intégrale suffisamment précise en un temps
raisonnable. Ce compromis peut dépendre de la géométrie traitée et du pas de maillage
choisi.

Rappelons le systeme linéaire (1.1.81) a résoudre,

ZJ =e. (1.4.6)

Choisissons un nombre ngauss de points de quadrature et assemblons la matrice Z,
Pour évaluer I'erreur commise sur 7, . par l'intégration numérique, il convient de ré-
soudre le systeme linéaire aussi précisément que possible afin d’obtenir un vecteur solution
Jnganss- O1 nous disposons d'une solution de référence Jy¢ supposée exacte, il suffit alors
d’évaluer l'erreur relative

Gauss *

(r) ._ ”Jnc uss Jréf.”g
6int. (JnGauss’ Jl‘éf) i E|1’J J || (147)
réf. |2
La figure 1.4.1 présente le temps d’assemblage de la matrice pleine Z,, ., ainsi que
Derreur 51(;2 pour différentes valeurs de ngauss dans le cas de la sphere.
T 107"
éﬂ L i 1 - = 7n?
é {é 1072 E 4 T NGauss — 7
g 10° © ? ] — 32,2
3 5 k 1 NG = 3
© 21073 F E 122
®n = E
% 101 : M T NGauss = 1
[<b} I N
= | 1074 |
104 10*
n n

F1GURE 1.4.1 — Comparaison du temps d’assemblage et de l'erreur commise sur la solution en
fonction du nombre de DDLs pour différentes valeurs de ngauss-

Cette figure nous permet de constater que pour ngauss = 3, la précision atteinte est
meilleure que pour ngauss = 1 mais similaire a la précision obtenue pour ngauss = 7. En
revanche, le temps d’exécution de 1’assemblage, bien que proportionnel & n? dans tous les
cas, ne suit pas tout & fait la dépendance en néauss attendue en particulier pour ngauss =
1. On constate toutefois que plus ngauss est faible, plus le temps d’assemblage est réduit.

Ces observations nous permettent d’établir des a présent qu’en dimension 3, nous
utiliserons 3 points de quadrature de Gauss-Legendre pour le calcul des intégrations. Une
opération similaire nous permet de fixer, en dimension 2, ngauss = 2. Dans la suite, et sauf
mention contraire, nous adopterons ces réglages.
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Remarque 1.4.2. Il est également possible de faire varier le nombre de points de Gauss
a considérer selon que l'on se situe en champ proche ou en champ lointain. Nous avons
toutefois préféré adopter un réglage uniforme du nombre de points de Gauss.

1.4.3 Erreur de compression

Notons Z Papproximation par compression d’'une matrice Z € C™*" & une précision
Ecomp. Pres. Cette compression permet de gagner de I'espace de stockage au détriment de
la précision. L’erreur relative induite par la compression est directement obtenue par la
relation

~ Z -7
0o (Z,2) = 12 = Z]e (1.4.8)
1Z]lp

Il est également possible d’évaluer approximativement ’erreur due & la compression en
définissant un vecteur aléatoire x et en évaluant I'erreur relative

D (7 |Za — Zx|
5£O)mp.(Zw, Z:B) = HTHQQ’ (149)

avec les mémes effets de pondération.

Nous pourrons alors vérifier que ces deux erreurs relatives sont du méme ordre que
€comp., validant ainsi la précision de la méthode de compression choisie. Nous évaluerons
cette erreur en particulier aux sections 3.1 et 3.2.

1.4.4 Erreur de résolution

Pour finir, certaines méthodes de résolution du systeéme (1.1.81) (¢f. annexe A) peuvent
engendrer une erreur de précision supplémentaire. En particulier, on peut distinguer les
méthodes directes des méthodes itératives.

Si les méthodes directes n’impliquent pas, a priori, d’approximations supplémentaires
(autres que les limitations dues au calcul a virgule flottante), elles sont cotteuses car elles
sont synonymes d’une inversion de la matrice Z. Cette inversion peut alors étre effectuée
de facon approximative, a une précision ej,,. donnée. On s’attendra alors a ce que ’erreur
relative sur la résolution soit inférieure a cette précision.

Les méthodes itératives quant a elles impliquent une approximation supplémentaire,
puisqu’elles s’attachent & approcher la solution exacte avec une tolérance ejs . Plus cette
tolérance est fine, plus il faudra d’itérations pour converger vers cette tolérance et plus
la méthode sera cotiteuse en terme de temps de calcul. Si toutefois la méthode arrive
a convergence, on s’attendra également a ce que l'erreur relative sur la résolution soit
inférieure a cette tolérance. L’utilisation d’un préconditionneur pourra réduire le nombre
d’itérations de la méthode, a priori sans influence sur la précision de la solution obtenue.

Quelle que soit le solveur choisi, ’évaluation de cette erreur nécessite de résoudre le
systeme ZJ = e, qui nous fournira un vecteur solution J. Deux méthodes sont alors
disponibles.

La premiere consiste a prédéfinir un vecteur de référence Jyt, puis d’en déduire le
vecteur e,¢r défini par eyr = ZJwsr. On peut alors résoudre le systeme ZJ = e et
calculer I'erreur du vecteur J obtenu par rapport a Jy4¢, soit

J - Jré R
(J, Jret.) = I = Jeeely (1.4.10)

6(1”)
| et ||

rés.
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Conclusion du chapitre

L’autre méthode consiste a prédéfinir le vecteur e puis a résoudre le systeme ZJ =
e¢r. et d’évaluer erreur du produit ZJ par rapport a e, soit

_ |1ZJ — eréf.”2

5(r) (ZJ, eréf.) = ||e ” || (1411)
réf. |2

rés.

En intégrant la matrice Z au calcul de 'erreur, cette seconde méthode se limite en fait au

calcul du résidu issu de la résolution, et ne permet pas de jauger les éventuels problemes

de conditionnement de la matrice Z, ce qui n’est pas le cas avec la méthode précédente.
Nous évaluerons ce type d’erreurs notamment a la section 3.3.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté, a partir des équations de Maxwell harmoniques,
la résolution d’un probleme de diffraction par équations intégrales en champ électrique,
qui constitue la formulation EFIE. Nous avons en particulier détaillé le cas général en
dimension 3 et nous en avons déduit le modele simplifié en dimension 2 pour le mode TM
dans le cas d’une invariance par translation selon une dimension de I’espace. Nous avons
alors pu poser le systeme linéaire qu’il nous faudra résoudre afin d’obtenir la valeur du
courant surfacique en tout point du maillage établi. Une fois ce courant calculé, il est alors
possible d’évaluer la SER d’un objet diffractant, ainsi que le champ diffracté en champ
proche ou en champ lointain.

La résolution d’un systeme linéaire dense peut vite devenir coliteuse a mesure que le
nombre de DDLs augmente. Or nous avons vu qu’un nombre suffisant de DDLs est néces-
saire pour obtenir un résultat numérique suffisamment proche de la réalité physique. De
ce fait, il parait indispensable de disposer de méthodes permettant de rendre la résolution
de la BEM raisonnable en terme de couts. L’application d’une méthode de compression
semble étre une solution appropriée a ce probleme, quitte a hiérarchiser la matrice afin d’en
déterminer les parties qu’il semble raisonnable de compresser sans perte dommageable de
précision sur le résultat global.

Dans le chapitre suivant, nous allons détailler la démarche de hiérarchisation et de
compression du systeme linéaire grace au formalisme des H-matrices.
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Chapitre 2

H-matrices

Une H-matrice est une représentation hiérarchisée d’une matrice. Ce format permet
de considérer la matrice traitée comme un ensemble de blocs matriciels indépendants, que
l’on peut éventuellement compresser, s’ils vérifient une condition dite d’admissibilité. Les
blocs admissibles, a priori denses, sont alors remplacés par des blocs de rang faible. Il en
résulte une représentation compressée de la matrice totale.

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir les notions de ri-matrice et d’admis-
sibilité, puis nous expliqguerons la facon dont est déterminée la hiérarchie arborescente d’une
matrice donnée par clustering ; ces outils nous permettront d’exposer les mécanismes de la
construction d’une matrice hiérarchique et de décrire les différentes opérations disponibles
dans Uarithmétique des H-matrices. Tous les algorithmes mentionnés ont été implémentés
au cours de la thése en Fortran 90 et s’appuient sur des routines des librairies d’algébre
linéaire BLAS et LAPACK.

Ce chapitre est trés largement inspiré des travaux de Bebendorf [30] et Bérm [31, 11,
32], qui sont fondamentauz pour la compréhension de la théorie sur laquelle s’appuient
les H-matrices. En particulier, la plupart des définitions, propriétés et théorémes des sec-
tions 2.1, 2.2 et 2.3 sont issus de [30].

Mots clés
‘H-matrice, rp-matrice, admaissibilité, block cluster tree, coarsening, arithmétique
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Chapitre 2. H-matrices

2.1 DMatrices de rang faible et r;-matrices

La théorie des H-matrices repose sur la possibilité d’approcher un bloc matriciel, corres-
pondant & des interactions lointaines, par un autre, de rang plus faible. Dans cette partie,
nous nous appuierons sur des définitions et théoréemes mathématiques pour comprendre la
légitimité d’une telle approximation.

2.1.1 Définitions
Rang d’une matrice

Rappelons dans un premier temps les définitions des notions élémentaires que sont
I’image directe et le rang d’une matrice.

Définition 2.1.1 (Image directe et rang d’une matrice). Soit A € C™*", m,n € N. On
appelle image directe de A et on note Im(A) ’ensemble défini par

Im(A) ¥ {Az e C™ |z € C}. (2.1.1)

Le rang de A, noté rg(A), est alors défini par
rg(A) € dim(Im(A)). (2.1.2)

On rappelle aussi les relations suivantes.

Propriété 2.1.1. Soient A € C™*", Be C™*", et C € C"*P, m,n,p € N. Alors :

e rg(A) < min(m,n),

o 1g(A+ B) <rg(4) +1g(B),

o rg(AC) < min(rg(A4),rg(C)).

Concretement, le rang d’une matrice A € C™*" indique le nombre de lignes ou de
colonnes linéairement indépendantes de A. Si rg(A) < min(m,n) alors la matrice contient

de l'information redondante qu’il peut étre judicieux d’éliminer. Nous verrons comment
procéder dans la suite de cette section.

rp,-matrices

Les matrices dont le rang est inférieur a la plus petite de ses dimensions ont des
propriétés intéressantes que nous allons étudier dans cette partie.

Définition 2.1.2. Pour k,m,n € N tels que k < min(m,n), on note C;"*" l’ensemble
des matrices A € C™*™ possédant au plus k € N lignes ou colonnes linéairement indépen-
dantes, ou matrices de rang au plus k, soit

crn A e C™ | rg(A) < k) (2.1.3)

Il serait alors avantageux de pouvoir révéler les redondances de A € C™*". C’est
justement la problématique a laquelle répond le théoréeme suivant, en proposant pour
toute matrice A € C™*" de rang au plus k une écriture sous la forme d’un produit de
deux matrices chacune de taille inférieure a celle de A.

Théoréme 2.1.1. Soit une matrice A € C™ ™. Alors A € (CZLX” st et seulement si il
existe U € C™*F et V e C™F telles que

A=UVH (2.1.4)
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La représentation (2.1.4) est intéressante car elle ne cache pas les redondances éven-
tuelles de A, son rang k étant apparent, ce qui n’est pas le cas avec son écriture dense
classique. De plus, des lors que k(m-+n) < mn, Uécriture (2.1.4) nécessite de stocker moins
de coefficients que ’écriture dense de A.

Définition 2.1.3 (rp-matrice). Toute matrice A € C"™" est appelée matrice de rang
faible (k) ou ri-matrice si
E(m+n) < mn. (2.1.5)

Ainsi, si A € CJ"™" est une rp-matrice, Pécriture (2.1.4) constitue une compression de
la matrice A. Cette premiere compression n’implique aucune approximation et est donc
sans perte de précision. La figure 2.1.1 en donne une représentation graphique.

n k n
— > —> —
m = m
A U VvH

FIGURE 2.1.1 — Compression d’une matrice de rang k sous forme d’un produit UV .

Remarque 2.1.1. Si A € C*", A est une ri-matrice dés lors que

k< (2.1.6)

n
B .

2.1.2 Recompression d’une rp-matrice par troncature

Une r,-matrice est donc une matrice pouvant étre stockée en utilisant moins d’espace
mémoire que sa représentation dense. Il est par ailleurs possible de réduire encore cet
espace occupé par recompression. Cette recompression utilise la décomposition en valeurs
singulieres (en anglais Singular Value Decomposition, notée SVD), que nous allons redéfinir
ici.

SVD et SVD réduite

Définition 2.1.4 (Matrice unitaire). Soit U € C"*". U est une matrice unitaire si et
seulement si elle vérifie les égalités

UUH =1, et UMU =1, (2.1.7)
ou I, est la matrice identité de C"*"™.

Autrement dit, une matrice unitaire est une matrice carrée inversible et dont 'inverse
est sa transconjuguée. De telles matrices présentent des propriétés intéressantes et inter-
viennent dans la définition de la SVD.

Propriété 2.1.2. Soient U € C™*"™ et V € C™*" deux matrices unitaires. Alors :

31



Chapitre 2. H-matrices

o UH et VI sont unitaires,

o UV est unitaire.

Rappelons a présent le théoreme d’existence de la SVD.

Théoreme 2.1.2 (Existence de la SVD). Pour toute matrice A € C™*", il existe une
factorisation de la forme

A=UxvH, (2.1.8)
avec :
e U € C™™ yne matrice unitaire,

e ¥ € R"™™ la matrice diagonale contenant les p = min(m,n) valeurs singuliéres
(positives ou nulles) de A,

o V€ C™" une matrice unitaire.
On appelle cette factorisation la décomposition en valeurs singuliéres (en anglais Singular
Value Decomposition, notée SVD) de A.
Remarque 2.1.2. Par convention, la diagonale de X est rangée dans l’ordre décroissant,
soit
Y = diag ((O’Z‘)ieulmﬂ) avec Vi, j € [1,p] i<j = 05 =0y, (2.1.9)

ot p = min(m,n). Ceci implique l'unicité de X.

Considérons & présent une matrice A € C;"*" non nulle, avec k < p (p = min(m,n)).
A est donc de rang au plus k et possede au plus k valeurs singuliéres non nulles. D’apres
la remarque 2.1.2, la SVD de A s’écrit A = USVH avec ¥ = diag ((O‘i)ie[[lm]]) telle que

>0 e [1, K],
’ pour i & [1, ] (2.1.10)
o; =0 pourié€ [k+1,p].
Pour i € [1,m] et j € [1,n], le coefficient a;; de A s’écrit alors
P k
aij = Y _ugowf] =Y ugowy]. (2.1.11)
=1 I=1

Ainsi seules les k premiéres colonnes de U et V interviennent véritablement. On a donc

Uk = (Uij)ie[1,m],je[1,k]>
A= UV avee {3y = diag ((0:)ieriag) (2.1.12)

Vie = (Vij)ieqin] je[1,4]-
On appelle cette écriture la SVD réduite (de rang k) de A.

Remarque 2.1.3. La matrice ¥y, est alors diagonale carrée; en revanche les matrices Uy,
et Vi, ne sont plus nécessairement carrées, mais sont constituées de vecteurs orthogonauz
deux a deu.
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SVD réduite d’une rp-matrice

Considérons & présent une ry-matrice A de C;"*". En exploitant la représentation (2.1.4),
il est possible d’effectuer une SVD réduite de A = UV avec une complexité en O(k?(m +
n)) [30].

Cette r-SVD consiste tout d’abord a effectuer les décompositions QR réduites

U=QuRy etV =0QvRy, (2.1.13)

ot Qu € C™*F et Qy € CF sont des matrices constituées de vecteurs orthogonaux deux
A deux, Ry € CF*F et Ry € CF*F des matrices triangulaires supérieures. On a donc

A= (QuRy)(QvRv)" = Qu(RuR{)QY. (2.1.14)
On applique alors une SVD réduite au produit (RyR{) € CF*F .
RyR{} = UySV, (2.1.15)

avec Uy et Vi, des matrices a vecteurs orthogonaux deux a deux, et X la matrice diagonale
des valeurs singulieres du produit RUR{/I . On en déduit la décomposition

A= (QuUp)2(QvWi)Y, (2.1.16)
soit, en posant U= QuUy et V= QvVWy,
A=TUsVH (2.1.17)

La représentation (2.1.17) est une SVD réduite de A, avec ¥ = diag ((Ui)ie[[m]]) € Rkxk
telle que 0 < o, < --- < 01. On peut en calculer le colt & ’aide de 'annexe B :

Factorisation QR de U —%k‘?’ + 4mk?
Factorisation QR de V' —§k3 + 4nk?
Produit Ry R k2(2k — 1)
SVD de Ry R 223
Multiplication Qi Uy 2mk? — mk
Multiplication Qv V4 2nk? — nk

~ 83+ 6(m + n)k?

Par comparaison, le cotit d’une SVD réduite classique est de 14mn?+8n? pour une matrice
de C™x™,

On peut également comparer ces coiits pour une r-matrice A € C;"*" en posant avec
m=netk=n/2 pourl € [0,4] (A est une rp-matrice dés que [ > 1, ¢f. remarque 2.1.1).
Les résultats de cette comparaison sont disponibles en figure 2.1.2.

Troncature d’une rp-matrice

La norme matricielle sur laquelle reposera la suite de notre étude est la norme de
Frobenius, donnée en définition 1.4.2.

Le choix de cette norme est a replacer dans le contexte global de cette étude. En
particulier, la norme de Frobenius nous permettra d’obtenir aisément la norme d’une
matrice hiérarchique totale a partir de la connaissance de la norme de ses blocs individuels.
En cela, cette norme semble particulierement adaptée a la représentation par blocs.
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FIGURE 2.1.2 — Temps de calcul de la SVD réduite d'une matrice A € C*™ en fonction du nombre
de DDLs pour différentes valeurs du rang k.

Propriété 2.1.3. On a alors les propriétés suivantes.

o || - ||y est unitairement invariante, c’est-a-dire que pour toutes matrices U € C™*™,
AeC™™ et Ve C™™™, siU etV sont unitaires, alors

[Allp = IUAlp = AV p = [[UAV] . (2.1.18)
e SiU est une matrice unitaire de C"*", alors ||U|| = /n.

Remarque 2.1.4. Soit une matrice A € C;"*" dont la SVD sécrit A = USVH et la
SVD réduite A = Uy ViH . Alors d’aprés (2.1.18), on a

1Al = IUSV | p = 2] - (2.1.19)

Or, par définition de la SVD réduite, on a |2 = ||Zk| p. Ainsi :
1
k 2
Al = 5] = (zoi?) | (2.1.20)
i=1

Théoréme 2.1.3. Soient A = UXVH € C"™*" aquec U et V unitaires, et telles que m > n.
Ainsi ¥ = diag ((Ui)ie[[l,nﬂ> e R™*" quec 0 < o < ... < 071.

Soit || - || une norme sur C"™*" unitairement invariante. Alors pour k € [0,n], on a :
min_ A — M| = |A— Ag = |£ - =] (2.1.21)
MecC" ™"

avec A = UZ/,(CR)VH e CV" et E,(Cn) = diag(o1, ..., 0%, 0, ...,0) € R™*™,

En particulier, pour la norme de Frobenius, l’erreur absolue de Ay par rapport & A
s’écrit :

n 2

A= Allp=1| > o] - (2.1.22)
l=k+1

Les valeurs singulieres (0;)1<i<pn vérifiant 0 < o, < ... < 01, plus k est proche de n
et plus ||A — Ag||p est proche de 0. Aj est donc une approximation de A, de rang k < n,
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2.1. Matrices de rang faible et ri-matrices

dont nous pouvons estimer l'erreur en connaissant les valeurs singuliéres (ou une SVD) de
A.

Légalité ||A — Aillp = ||X — E;@HF permet de déterminer le rang k nécessaire pour
obtenir une approximation Ay de A a la précision € > 0, c’est-a-dire telle que ||A — Ag|lp <
. Les n— k valeurs singulieres les plus petites sont alors considérées négligeables au regard
de la précision ¢ choisie.

En pratique, pour obtenir 'approximation A de A € C™*™, nous supprimons les n —k
valeurs singulieres négligeables, ainsi que les n — k derniéres colonnes de U et V', ce qui
permet de réduire ’espace mémoire nécessaire au stockage de Ay.

Par conséquent nous obtenons ’approximation

Uk = (Wij)ic[1,m].je[1,k]>
Ar Ay, = UVl avee {5 = diag ((0)iequi ) (2.1.23)
Vi = (Vij)ie[1,n] je[1,k]-

L’écriture (2.1.23) est appelée troncature au rang k de A. La figure 2.1.3 en donne une
représentation graphique.

n k k n
——> —> —>
~ m
A Uy Yk VkH

FiGURE 2.1.3 — Compression et troncature d’une matrice quelconque sous forme d’'un produit
UkEkaH .

Nous pouvons, a titre d’exemple, assembler la matrice impédance Z dans le cas du
cylindre avec un potentiel de simple couche (2D) ainsi que dans le cas de la sphere (3D).
Il est alors possible d’appliquer la troncature a différentes précisions € a un bloc de Z.
Considérons la matrice impédance Z € C?*2" décomposée en quatre blocs

Zn Z
7 = l M 12] . (2.1.24)
Zn Za

Le bloc Z15 est, a priori, de rang k = n. Une fois Zjo assemblée, on lui applique une
SVD suivie d’une troncature, ce qui nous fournit une approximation Zig = UkEkaH
du bloc, de rang k. Ce test nous permet d’apprécier I’économie de mémoire obtenue
par troncature en fonction de la valeur de e choisie, tout en vérifiant I'erreur relative
|UZk Vi — Zia|lp / || Z12||p induite par cette troncature sur Zis (cf. tableau 2.1.1).

La diminution du rang par troncature nous assure une compression efficace. On constate
par ailleurs que ’erreur créée par troncature est de 'ordre de la précision e choisie.

Dans la suite il sera implicite que toute r;-matrice créée par compression & une précision
Ecomp. Sera suivie d’'une troncature a la méme précision, sauf mention contraire.

2.1.3 Représentation en r-matrice d’une matrice de rang quelconque

D’aprés la définition 2.1.3, une matrice A € CJ"*" est une rp-matrice si k, m et n
vérifient k(m + n) < mn. La matrice A peut alors s’écrire sous la forme (2.1.4), c’est-a-
dire

A=UVH,
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e=10""1 e=10"2 e=10"3 e=10"4
Géométrie n Rang Erreur Rang Erreur Rang Erreur Rang Erreur
731 3 2,7 x 1072 5 4,0 x 1073 9 48 x 104 12 3,1 x 1077

Cylindre (2D) 4360 3 2,7 x 1072 5 42 x 1073 10 2,5 x 10~4 13 4.4 x 10~°
6812 3 2,7 x 102 5 42 x 1073 10 2,6 x 10~4 13 4,9 x 1072

577 152 47x1072 249 49x1073 327 49x107* 395 4,9x10°°
Sphere (3D) 2260 216  4,8x 1072 372 49x1073 540 49x10"%* 683 50x107°
5151 274 48x1072 464 50x1073 748 50x10"%* 946 5,0x107°

TABLEAU 2.1.1 — Rangs et erreurs relatives obtenus apres troncatures de rp-matrices pour diffé-
rentes valeurs de €.

avec U € C™*k et V € C™**. Ce format nécessite un espace de stockage en O(k(m + n)).
Apres troncature, on peut obtenir une approximation a une précision ¢ de A au for-

mat (2.1.23), c’est-a-dire
Ar Ay =UpSp Vi, (2.1.25)

avec Uy € Cm<k et Vi € C"* deux matrices dont les vecteurs sont orthogonaux deux
A deux, ¥y € R¥*F la matrice diagonale des valeurs singulieres de A non négligeables
par rapport & la tolérance e, k' < k. Ce second format sollicite un espace mémoire en
K (m+n+3).

Les représentations (2.1.4) et (2.1.23) sont donc équivalentes & € pres, et cette équiva-
lence est méme une égalité lorsque k&’ = k. On peut donc traiter des rg-matrices de maniere
équivalente avec les deux formats a e pres.

Pour que le format (2.1.23) soit plus économe en mémoire que le format (2.1.4), il suffit
que la troncature élimine une seule valeur singuliére négligeable. En effet,

1
Hék—l@(m+n+ )H (m+n+2)@—n

k— (m—i—n—l-l)
2

1
- (m+n+2> < 0 car k < min(m,n)

& (m+n+ )k’ (m+n)k+

i3
N N

(
(m+n+ )H (m+n)k <
k:k:l@(

m+n )k' (m+n)k.

Considérons & présent une matrice A € C"*™ de rang quelconque k. Alors A € C"*".
Effectuons la SVD
A=UxVvH,

avec U, X et V présentant les propriétés exprimées au théoreme 2.1.2 et a la remarque 2.1.2.
Le rang k correspond au nombre de valeurs singulieres non nulles contenues sur la diagonale
de ¥ (k < min(m,n)). Alors on a

Uk = (Wij)ic[i,m].je[1,k]>
A=A, = UV avec { ¥, = diag ((00)iequ] - (2.1.26)

Vi = (Uij)ie[[l,n]],je[[l,k]]'

Aj est une troncature au rang k de A exactement égale a A, et il est possible, pour une
valeur € donnée, d’effectuer une troncature de A a un rang £’(¢) < k.
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2.1. Matrices de rang faible et ri-matrices

Définition 2.1.5. Soit ¢ un réel strictement positif. Soit A € C;"*™ une matrice de rang
exactement k. On appelle représentation en rp-matrice de A toute troncature de A sous la
forme

Ap = UpSp Vi avec 1 <K <k, (2.1.27)

et telle que ||UySp Vi1 — Al < . En particulier,

A=Ay sikl =k
{ W ’ (2.1.28)

A~ Ay si k! <k.

Remarque 2.1.5. Si A est représentée par une ri-matrice Ay = Uk/Ek/V,f, alors d’apres
la remarque 2.1.4

1Al F ~ 1Akl p = (30l = (2.1.29)

Définition 2.1.6 (Taux de compression d’une représentation en rg-matrice). Soit A €

C"™ une matrice de rang k et Ay une troncature au rang k' < k de A. On appelle taux
de compression de Ay, le réel noté cr(Ay) et défini par
déf. k’(m +n 4+ %)

cr(Ay) = ——=~, 2.1.30

(Ap) s (2.1.30)

Le taux de compression correspond au rapport du nombre d’unités de mémoire occu-

pées par les matrices Uy, Xy et Vis, sur le nombre d’unités de mémoire occupées par la

matrice A dense.

Remarque 2.1.6. On peut généraliser la définition du taux de compression. Ainsi :

o Si Ae C™*™ est dense, alors cr(A) = 1.

k(m+n) )

o Si Ae C"" est représentée sous le format (2.1.4), alors cr(A) = ==

En particulier, une représentation en ri-matrice Ay d’une matrice A n’est intéressante
que st

CI‘(Ak/) < 1. (2.1.31)

Dans la suite de cette section, nous traiterons de ri-matrices au format (2.1.23), et nous
parlerons indifféremment de rp-matrices et de représentation en rp-matrices de matrices
denses.

2.1.4 Arithmétique des r,-matrices

Afin de profiter au maximum de la structure de ri-matrice, il devient nécessaire d’adap-
ter et de redéfinir certaines opérations élémentaires.

Addition arrondie

Soient deux 7g-matrices A = UaX 4V dans Czr;x” et B = UpXgVA dans (CZLBX" au
format (2.1.23). Nous souhaitons effectuer la somme C' = A + B en obtenant C sous la
forme d’une ri-matrice au méme format. On a

a O

A+B=[Us Ug [0 .

] Va V3] " (2.1.32)
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by
La matrice [ A ] est bien diagonale réelle, mais les matrices {UA U B} et [VA VB}

B
ne sont pas constituées de vecteurs orthogonaux deux a deux, et 1’équation (2.1.32) ne
constitue donc pas une écriture correspondant au format (2.1.23).

Posons alors

Zy =UUp et Yy =Up —UnZy. (2.1.33)
La décomposition QR réduite de Yy donne Yy = QuRy. Ainsi, nous obtenons
1 Zy
U4 Us|=|Ua Qu] L) RU‘|' (2.1.34)
Les mémes opérations effectuées sur la matrice {VA VB] nous donnent
1 Zy
Va V] =[va Qv] L) va' (2.1.35)
Ainsi
A+ B= [U 9) } Sat ZuSpdi ZuSphRy [v 0 }H (2.1.36)
A QUL Ruspzd RysprE| A SV o
En effectuant une SVD de la matrice
Ya+ ZuXpZll ZyXpRY
ATIUEBLY PUSBRY | sy (2.1.37)
RyXpZi; RyX¥pRy;

on obtient
A+B=Us QuUSVH [V, QV}H =([va @u]U)=([va @v] V)H. (2.1.38)
soit en posant Ug = [UA QU} U,Yc=Yet Vo= [VA QV] v,

C =UcScVE. (2.1.39)

Les matrices Ug et Vo sont constituées de vecteurs deux a deux orthogonaux, le résultat
de cette addition de deux ri-matrices au format (2.1.23) est donc lui-méme une ri-matrice
au méme format.

En appliquant cette méthode, la rp-matrice C ainsi obtenue est exactement égale a la
somme de A et B. Cependant, son rang k¢ peut croitre par rapport a ka et kg, puisque
ko = ka + kp; de méme, cr(C) = cr(A4) 4 cr(B).

Pour réduire le rang k¢ et le taux de compression associé, il peut étre intéressant de
compléter la SVD de I’étape (2.1.37) d’une troncature a une précision ¢ a choisir.

Définition 2.1.7 (Addition arrondie de deux rg-matrices). Soient deuz r-matrices A =
UaX AV dans (C}?AX" et B=UpXpVA dans CZLBX” au format (2.1.23). Alors lopération
constituée des étapes (2.1.32) @ (2.1.39) fournit une ry-matrice C = UcSXc VA vérifiant

C:=A+B, (2.1.40)

et lapplication d’une r-SVD a précision € > 0 sur la rp-matrice C permet d’obtenir une
approzimation C' telle que _
IC=Cllp<e. (2.1.41)
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2.1. Matrices de rang faible et ri-matrices

C constitue donc une approzimation a € prés de la somme A+ B. On note alors
C:=A® B,
et on appelle cette opération ’addition arrondie (a £ prés) des ri-matrices A et B.

On peut alors calculer le cott de cette opération (sans la troncature) :

(2.1.42)

Multiplication Zy = U Up kakp(2m —1)
Multiplication Zy = VfVB kakp(2n —1)
Construction de Yy = Up — UaZy  2mkakp
Construction de Yy = Vg — VaZy  2nkakp

Factorisation QR de Yy = QuRy
Factorisation QR de Yy = Qv Ry
Multiplication ZyXpZ#
Multiplication Zy X BR{;
Multiplication RyX BZ{;I
Multiplication Ry X pRHE

Somme X4 + ZyXpZ{

SVD
Multiplication Uy Qu|U
Multiplication (V4 Qv |V

—2k% 4+ Amk?,

— 2k, + 4nk?,

2k 4k,

2k%, + kp(kp — ka)

2k%, + kp(ka — kp)

2k%,

K

22(ka + kp)

m(ka +kp)(2(ka + kp) — 1))
n(ka+kp)(2(ka + kp) — 1))

~ (m+n)(2k% + 6k% + 6kakp) + k3 + kaky,

Ce cout est a comparer avec le colt théorique d’une addition de A et B précédée des
multiplications UgX AVf et UpX BVéLI , et suivie d’'une SVD de la matrice C' résultante,
soit environ 14mn? + 8n3 + 2m(k% + k%), en ne considérant que les termes dominants.
Dans ’hypothese ou k4 et kg sont faibles devant m et n, I’addition arrondie améliore la

complexité.

On remarque par ailleurs que kp intervient plus que k4 dans le cout global de cette
opération, aussi il peut étre judicieux de s’assurer que kp < k4.

Remarque 2.1.7 (Somme de deux rg-matrices de représentation (2.1.4)). Soient deux
re-matrices A = UaVE € (CZ:X" et B = UgVH € CZLBX". S1 on construit les matrices

U= [UA UB} € Cmx(katkp) oV = [VA VB} e Cx(katks) glors

ovH = (U4 Ug|[va VB}H (2.1.43)
VH

=4 U] [VzH] (2.1.44)

= UV + UpVH (2.1.45)

(2.1.46)

Uv# =A+B

Cette somme de deuzr ri-matrices de représentation (2.1.4) peut s’avérer utile et n’im-
plique aucune approximation supplémentaire. Nous en aurons en particulier ['utilité lors
du développement de la méthode de compression HCA (cf. section 3.2).
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Produit rp-matrice-vecteur

Soit A = UXVH une rp-matrice de Cp™™™ et @ un vecteur de C". Nous souhaitons
réaliser le produit de A par x, soit b = Ax avec b un vecteur de C™. Cette opération
s’effectue suivant trois étapes, réalisées de droite a gauche, soit

x =VHg, x' e CF, (2.1.47)
x’ =Y, x" ¢ CF, (2.1.48)
b="Ux", becC™. (2.1.49)

Le cout théorique de cette opération est alors :
Produit 2’ = Viz  k(2n —1)
Produit 2’ = VHz k
Produit 2/ = VHx  m(2k — 1)
~ 2k(m +n),

soit une compléxité en O(k(m + n)). Ce colt est & comparer avec le cotit d'un produit
matrice-vecteur classique, impliquant m(2n—1) opérations, soit une complexité en O(mn),
moins intéressante que la complexité précédemment obtenue deés lors que k£ < m,n.

Multiplication de deux rp-matrices

Soient deux ry-matrices A = UaX 4V dans (CZ;X” et B = UgXpVE dans CZ;p au
format (2.1.23). Nous souhaitons effectuer 'opération C' = AB telle que C' soit une r-
matrice au format (2.1.23). On pose

M = ViU, (2.1.50)

M est alors de dimension k4 X kg, a priori petite. La SVD de M donne M = UMEMV]&I
avec les propriétés habituelles pour les matrices Uy, 2ps et Viy. Posons alors

U =Ur>aUyyp, (2.1.51)
X =%um, (2.1.52)
V =VeXpVu. (2.1.53)

En appliquant une r,-SVD & la matrice ULV H | on obtient la ri-matrice
UsVE = UsxcVE =C. (2.1.54)

Remarque 2.1.8. Ceite opération est théoriquement exacte, mais tout comme [’addi-
tion arrondie @, il est possible pour un réel positif € donné de compléter la ri-SVD de
Détape (2.1.54) d’une troncature. Cette multiplication devient alors arrondie et notée ©.

On peut calculer le cotit de cette multiplication 1’aide de ’annexe B :
Multiplication VfUB kakp(2n —1)
SVD de M = VHUg 14k k% + 8k3,
Multiplication UaXaUnr  kakyr + mka(2kq — 1)
Multiplication VeXgVy kpkys —i—pkB(Qk‘B — 1)

~ 8k} + 14k k% + 2nkakp + 2mk? + 2pk3,

Dans I’hypothese ou les rangs k4 et kp sont petits devant m, n et p, ce colt est plus
intéressant que celui d’une multiplication classique de matrices denses, soit mp(2n — 1).
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2.2 Construction d’une partition admissible

2.2.1 Partition admissible

De maniere générale, une matrice A € C™*™ n’est pas approchée par une ri-matrice a
une précision € dans sa globalité. Seuls certains blocs bien choisis de A peuvent bénéficier
de cette compression sans pertes dommageables de précision sur la matrice totale. Ces
blocs sont décrits selon des criteres bien déterminés que nous allons développer dans cette
section.

Partition et blocs d’indices

Définition 2.2.1 (Partition, blocs). Soient I,J C N. Une sous-partie P C P(I x J) est
une partition de I x J si

[ ] IXJ:UbEPb7
eVbe P b#0D,
e VbV eP LNV #0) = b=1.

Autrement dit, une partition de I x J est un ensemble de parties non vides de I X J deux
a deux disjointes et qui recouvrent I X J.
On appelle alors les éléments b € P blocs d’indices, ou plus simplement blocs.

Notations. Notons I (respectivement J) l’ensemble des indices de lignes (resp. colonnes)
d’une matrice A € C™*™ c’est-a-dire I :== [1,m] et J := [1,n].

Soit P une partition de I x J. Soit | (respectivement c) une sous-partie de I (resp.
J ) vérifiant b =1 x c € P. On note alors A, ou Ay la restriction de la matrice A auz
indices du bloc b.

Par ailleurs, on pourra noter C! lensemble des vecteurs de C™ dont les indices des
composantes sont dans I. De méme, on notera C'*7 ’ensemble des matrices de C™*"
dont les couples d’indices des coefficients sont dans I x J.

Admissibilité d’une partition

Soient A € C'*7 et soit P une partition de I x J. Soit b := [ x ¢ € P. La restriction
Ay est dite de petite taille au regard d’une dimension maximale npax € N si I'inégalité

min(Card(l), Card(c)) < Nmax (2.2.1)

est vérifiée.

La partition P est intéressante en terme de compression si pour tout bloc b de P et
pour un nmax donné, Ay, est soit de petite taille, soit approchable par une rg-matrice de
taux de compression inférieur a 1.

Définition 2.2.2 (Bloc admissible). Un bloc b € P est dit admissible si la restriction Ay,
peut étre approchée par une ri-matrice.

L’admissibilité d’un bloc est conditionnée par un critére d’admissibilité qui dépend du
probleme traité.
Ce critere se doit de vérifier les conditions suivantes :

e Si b est un bloc admissible, alors les valeurs singulieres de Ay, ont une décroissance
exponentielle.
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e La condition d’admissibilité doit pouvoir étre vérifiée pour tout bloc de [ x ¢ €
P(I x J) avec une complexité algorithmique de O(Card(l) + Card(c)).

e Si b est un bloc admissible, alors toute sous-partie ' C b est un bloc admissible.

On peut alors définir la notion d’admissibilité d’une partition P € P(I x J).

Définition 2.2.3 (Partition admissible). Une partition P € P(I x J) est dite admissible
st chacun des blocs b de P est soit admissible, soit de petite taille au regard d’une valeur
Nmaz ChOSTE.

2.2.2 Boite englobante et n-admissibilité

Dans notre cas, les matrices que nous allons chercher a compresser correspondent aux
interactions électromagnétiques entre différents points du plan ou de I'espace. La partition
choisie aura a cceur de respecter des criteres de géométrie. En effet, compresser I'informa-
tion concernant les interactions entre deux ensembles d’éléments géométriquement proches
risquerait de trop nuire a la précision globale de la matrice impédance et ne conduirait pas
a un gain mémoire intéressant [30].

Soit Q5 := (p;)ics une liste de points de R% ol d est la dimension considérée (d=2ou
3). On définit alors, en se plagant dans la base canonique euclidienne (u,,u,) pour d = 2
et (g, Uy, u;) pour d = 3,

r; = Iznei}lpi “ Uy et x}r = I?ealxpi CUg, (2.2.2)
y; = IZDEI}’IPZ cuy ety = MaX P; - Uy, (2.2.3)
2; = IZDEI}’IPZ “u, et z}r = I?ealxpi ‘u, sid=3, (2.2.4)
et les deux points
P = (331_ yI_)T et pj = (a:}' y?‘)T pour d = 2, (2.2.5)
pP; = (a:l_ ' z;)T et pf = (m}*‘ vy z}*‘)T pour d = 3. (2.2.6)

Alors si d = 2 (resp. d = 3), la boite englobante de 27, notée By, est le rectangle (resp.
le pavé droit) délimité par p; et p}r. On définit les notions de diametre d’une boite et de
distance entre deux boites.

Définition 2.2.4 (Diametre d’'une boite englobante, distance entre deux boites englo-
bantes). Soient Qf == (p;)icr et Q= (qj)jes deuzr ensembles de points. Soient By et By
leur boite englobante respective. Le diamétre de By est défini par

. déf.
diam(Br) = max [|p; — pjl,, (2.2.7)
et la distance entre By et By s’écrit
. déf. .
dist(Br, By) = i —qill, 2.2.8
ist(Br, By) =" min_ [pi — gjl], (2.2.8)

Notations. Si P est une partition de I x J et | (respectivement c¢) une sous-partie de I
(resp. J) vérifiant b :=1x c € P, on peut également noter By (resp. B.) la boite englobante
des points dont les indices sont dans | (resp. dans c).

On peut alors définir pour le bloc b:=1 x ¢ € P une condition d’admissibilité relative
a une valeur 7.
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2.3. Structure arborescente d’une H-matrice

Définition 2.2.5 (n-admissibilité). Soit n un réel strictement positif. Alors le blocb == Ixc
est dit n-admissible s’il vérifie la condition

min(diam(l), diam(c)) < ndist(B;, Be). (2.2.9)

Ce critere de n-admissibilité va nous permettre de définir la hiérarchie de la matrice a
compresser, et en particulier de déterminer les zones de cette matrice qu’il sera possible
de compresser.

2.3 Structure arborescente d’une H-matrice

2.3.1 Notion d’arbre

La hiérarchie d’une H-matrice est décrite par une structure d’arbre.
Nous considérons un ensemble de noeuds N contenant le nceud racine r, et une appli-
cation S qui définit I’ensemble des descendants directs de chaque nceud.

Définition 2.3.1 (Arbre). Soient N un ensemble de neeuds, v une racine et S lapplica-
tion qui va de N dans l’ensemble des sous-ensembles de P(N) et définit l’ensemble des
descendants directs de chaque neud. Le triplet T := (N,r,S) est un arbre si pour chaque
neeud il existe un unique chemin menant a la racine r, ¢’est-a-dire

vt € N\{r} 3(ti)icfom) € N™ to=r, tm =t et tip1 = S(ty). (2.3.1)

Dans ce cas, on appelle la suite (ti)ie[[O,m] le chemin du neud t dans T, et m la profondeur
de t dans T'.

Notations. Soient T := (N,r,S) un arbre ett € N un neeud de T' de chemin (t;)ic[o,m]-
On définit les notations

e root(T) :  racine de T (r :=root(T)).
e sons(t) :  ensemble des descendants directs (ou enfants) du neud t.
o depth(t) : profondeur du neud t dans 'arbre T (depth(r) = 0 et depth(t) = m).

La définition 2.3.1 implique les propriétés suivantes.

Propriété 2.3.1. Soit T = (N,r,S) un arbre.
e Soitt € N de chemin (t;)ico,m) dans T (r =to et t =t,,). Alors

e r ne posséde pas d’ascendant, c’est-a-dire

Vte N r ¢ sons(t). (2.3.3)

o Tout neud différent de la racine r posséde un unique ascendant direct (ou parent),
c’est-a-dire
Vte N\{r} dpe N tesons(p). (2.3.4)

Définition 2.3.2 (Feuille). Une feuille est un neeudt € N ne possédant pas de descendant,
c’est-a-dire tel que sons(t) = 0. On définit I’ensemble des feuilles de T, noté L(T), par
£(T) % {t € N| sons(t) = 0}. (2.3.5)
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Chapitre 2. H-matrices

Dans la suite, a chaque nceud seront associées des données (ici des ensembles d’indices).
Ces données sont appelées I'étiquette du nceud et on définit alors la notion d’arbre a
étiquettes.

Définition 2.3.3 (Arbre a étiquettes). Soient N et L des sous-ensembles finis non-vides
deN, 7€ N,S: N - P(N)etl: N — L. AlorsT = (N,r,S,l, L) est un arbre a étiquettes
si le triplet (N, r,S) est un arbre.

Les notations précédentes sont conservées pour les arbres a étiquettes. De plus, on
définit L comme ’ensemble des étiquettes de T et I(t) € L est appelée I'étiquette de ¢,
notée t.

2.3.2 Construction d’un cluster tree

Un cluster tree est un objet permettant de construire une partition hiérarchique des
indices de lignes et de colonnes d’'une matrice. Cette partition est basée sur un algorithme
de clustering qui regroupe les indices de DDLs sur des criteres géométriques liés a la
position de ces DDLs.

Définition 2.3.4 (Cluster tree). Soit T = (N,r,S,I,L) un arbre a étiquettes et I un
ensemble d’indices. T est un cluster tree s’il vérifie les conditions suivantes :

o7 =1,

o Vte N\L(T) t=Usesu) 5

e Vte N Vsy,s0 €sons(t) 81 # sy = 51 N5 =10.
Les neeuds t € N d’un cluster tree sont appelés clusters.

Notations. Un arbre a étiquette T' qui est un cluster tree pour l’ensemble d’indices 1
sera noté Ty, et on utilisera l’'abréviation t € Tt pourt € N.

Remarque 2.3.1. En pratique l’ensemble d’indices I contient les indices des fonctions
de base, soit I == [1,n] avec n la dimension de l’espace de projection V,,.

Numériquement, un cluster tree est défini par récursion.

2.3.3 Block cluster trees
Définition

Maintenant que nous avons défini une hiérarchie avec les cluster trees, nous allons
désormais voir une nouvelle structure qui définit la hiérarchie de blocs de la H-matrice.
On obtient une décomposition de la matrice en blocs de tailles différentes, et chaque bloc
représente les interactions entre deux ensembles de DDLs.

Définition 2.3.5 (Block cluster tree). Soient Tr et Ty deux cluster trees pour les en-
sembles d’indices I et J. T est un block cluster tree pour 17 et Ty si il vérifie les conditions
sutvantes :

e root(7) = (root(T7),root(Ty)).
e Chaque neud b € T s’écrit b= (t,s) avect € Ty et s € T},
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2.3. Structure arborescente d’une H-matrice

e Pour tout b= (t,s) e T.

—~

{(¢',s") : ¥ € sons(t),s’ € sons(s)} si sons(t) # 0 et sons(s) # 0,
{(',s) : t' € sons(t)} si sons(t) # 0 et sons(s) =0,

{(t,s") : s’ € sons(s)} si sons(t) =0 et sons(s) # 0,

() si sons(t) =0 et sons(s) = (.

~—

sons(b) =

(2.5.6)
e Sisons(b) =0 alors b € L(T) (b est une feuille de T).
o L’étiquette d’un neud b= (t,s) est définie par
b=1x5C1IxJ (2.8.7)

Les neeuds de T sont appelés block clusters, et on note Tr j le block cluster tree pour T7
et 1.

Comme pour le cluster tree, le block cluster tree est défini par récursion. T« ; peut
alors représenter la hiérarchie des interactions entre les deux ensembles de DDLs indexés
par I et par J.

Ces définitions nous permettent de parler de facon indifférenciée d’un bloc de H-matrice
comme d’un block cluster.

Parcimonie

Il est alors possible de formaliser la complexité hiérarchique d’un block cluster tree
grace a l'introduction de la constante de rareté.

Définition 2.3.6 (Constante de rareté). Soient T et Tj deux cluster trees pour les en-
sembles d’indices I et J, et soit Trxy un block cluster tree pour I x J.

e Le nombre de blocs (t,s) € Trxy associés a un cluster t € Tt donné s’écrit
& (Trw,t) € Card({s C J| (t,s) € Trxs}). (2.3.8)
e De méme, le nombre de blocs (t,s) € Trxj associés a un cluster s € Ty donné s’écrit
&) (Treg,s) S Card({t C I|(t,5) € Tres}). (2.3.9)

o On définit enfin la constante de rareté du block cluster tree T« par

déf. [ c
cop(Trxy) = max {?é%{ csp(TIXJ,t),gg%f Cop(TrxJ, S)} . (2.3.10)

Lorsque la constante de rareté est grande, la hiérarchie de I’arbre est “complexe” et il est
moins aisé de le parcourir. Ceci se traduit sur la complexité algorithmique des opérations
effectuées sur un block cluster tree [30], comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre.

Admissibilité

La notion d’admissibilité permet de déterminer s’il est possible ou non de compresser
un bloc en limitant les pertes de précision. Il s’agit d’une extension de la définition de
I’'n-admissibilité a un bloc matriciel.

Soit A € C'*7. On note Ajp ou Ajyy, la restriction de A a ses coefficients ayant leurs

indices dans I’étiquette b=1x35 C IxJ dubloc b := (t, s). On parle alors de n-admissibilité
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Chapitre 2. H-matrices

pour Ay, si b est n-admissible. Le bloc matriciel Ap, peut alors, s’il est admissible (ou 7-
admissible), étre compressé et représenté sous la forme d’une ri-matrice.

Par extension, nous noterons (2 (resp. 2;) 'ensemble des domaines contenant les DDLs
indexés par t (resp. §), et nous dirons que la paire de domaines (2 €2;) est une paire de
domaines admissible si le bloc b := (t, s) est admissible.

Hiérarchie d’une H-matrice

La hiérarchie d’'une H-matrice donnée est alors définie a la fois par le block cluster
tree qui représente la répartition spatiale des DDLs et par une condition de n-admissibilité
entre les noeuds du block cluster tree. La matrice résultante représente les interactions entre
les différents ensembles de DDLs, comme illustré dans I’exemple en figure 2.3.1.

En pratique nous utilisons une hiérarchie d’arbre binaire pour les cluster trees Tr et Ty :
les ensembles d’indices I et J subissent des bissections successives, chacune d’entre elles
correspondant au chemin direct (ou a la branche) entre un noeud et ses deux descendants
directs.
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FIGURE 2.3.1 — Construction du cluster tree dans le cas d’un cercle discrétisé avec 32 DDLs avec
Nmaz = D (3 niveaux de hiérarchie). Le nceud ng) est le jé’““e ensemble d’indices du ®™¢ niveau de
hiérarchie. Les blocs verts (resp. rouges) sont les blocs admissibles (resp. non-admissibles) de la

H-matrice.

12345678

=

0O Gk WK

La H-matrice sera stockée dans un block cluster tree qui correspond numériquement
a un arbre quaternaire dans lequel les blocs matriciels seront enregistrés au niveau des
feuilles. La figure 2.3.2 permet de visualiser la correspondance entre la notion d’arbre
quaternaire et la hiérarchie d’'une H-matrice.
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FIGURE 2.3.2 — Vue éclatée d’une H-matrice a 2 niveaux de hiérarchie.
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2.4 Construction d’une H-matrice

2.4.1 Processus d’assemblage d’une H-matrice

Une fois le block cluster tree construit, il ne reste plus qu’a assembler la H-matrice.
L’assemblage est un algorithme récursif qui part de la racine du cluster tree. Si le bloc a
des descendants, alors on descend dans la hiérarchie, et ainsi de suite, jusqu’a ce que le
neeud traité soit une feuille. On teste alors la n-admissibilité du bloc. Ainsi :

e Sile bloc est admissible, on construit le bloc en utilisant une méthode de compression,
notée pour l'instant COMP, qui nous fournit une approximation a € pres du bloc
a générer. Cette approximation est une ri-matrice au format (2.1.4), a laquelle on
applique la 7,-SVD a précision € pour en réduire encore le cott mémoire. La nouvelle
ri-matrice ainsi obtenue est donc au format (2.1.23). Si son taux de compression est
inférieur a 1, alors on conserve ce format. Sinon, la rp-matrice est supprimée et
remplacée par le bloc dense, construit grace a la routine consacrée FULL_MATRIX.

e Si le bloc n’est pas admissible, on construit le bloc dense en utilisant la fonction
FULL_MATRIX.

Notations. Soit A € C'*/ une matrice & compresser, incarnée par le block cluster tree
T =T« j, dont la racine r est telle que ¥ = I x J. On note fL, ou plus simplement g, la
représentation de A sous forme d’une H-matrice compressée (a € pres). b= (l,c) étant
un neeud (ou bloc) de T tel que | (resp. €) soit Uensemble des indices des lignes (resp. des
colonnes) de Ay, on note par ailleurs A‘b ou A\lm la représentation compressée de Ap,.

L’n-admissibilité d’une feuille b est testée par une fonction notée ADMISSIBLE, qui
renvoie un booléen. b := (I, c) € T possede alors trois parametres matriciels, notés Uy, X
et Vi (ou Ujixe, Xjixe €t Viixe), tels que :
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o Ay~ ;l“, =U, |bV|ZfI si A, est admissible, apres compression,
o Ay~ /Lb = U|b2‘bV|£I si A est admissible, apres r;-SVD,
o Ay = /~l|b = Uy, si A, n’est pas admissible ou si la compression suivie de la 74-SVD
donne un taux de compression supérieur a 1.
Dans la suite, nous fixerons la constante d’admissibilité n = %
L’algorithme 2.4.1 décrit le processus d’assemblage de la H-matrice A, représentée par
le nceud b == (I, ¢) dont I'étiquette b = | x ¢ contient les indices de ses coefficients. mp

désigne ’ensemble des DDLs indexés par b.

Algorithme 2.4.1 Assemblage d’une H-matrice ﬁ|b.

1: procedure ASSEMBLY (b, m;, €)

2 if Card(sons(b)) =0 then > Si b est une feuille.
3 if ADMISSIBLE(b,7) then > Si b est une feuille admissible, on compresse.
4 call COMP(b,m|b,5) > A|b ~ Av|b = U\b‘/“{{
5: call RK_SvD(b,¢) > A~ Ay = UpSp Vi
6 if cr(f~1|b) > 1 then > On n’applique la compression que si elle est efficace.
7 call NULLIFY(b)

8 call FULL_MATRIX (b, m) > Ap = /Nl“, = U,
9: end if

10: else > Si b est une feuille non admissible, on construit la matrice dense.
11: call FULL_MATRIX(b, myp) > Ay = E“, = Up.
12: end if

13: else > Si b n’est pas une feuille, on applique la procédure a ses enfants.
14: for v’ € sons(b) do

15: call ASSEMBLY (b, myy, €) > Récursion.
16: end for

17: end if
18: end procedure

On peut alors définir le taux de compression de la H-matrice A grace au taux de
compression de chaque feuille b de T, tel que

A) - L size cr(A
cr(A) = Szo(A) be%:T) (Ap) er(Ap). (2.4.1)

Remarque 2.4.1 (Norme de Frobenius d’une H-matrice). La norme de Frobenius (dont
Uexpression est rappelée en définition 1.4.2 pour une matrice dense et en remarque 2.1.5
pour une ri-matrice au format (2.1.23)) présente elle aussi l'avantage d’étre facilement
calculable pour une matrice hiérarchique, car il suffit pour la calculer de connaitre la norme
de Frobenius de chaque feuille du block cluster tree.

Considérons une H-matrice A indexée par une partition de I X J représentée par le
block cluster tree T := Ty« y. Alors la norme de Frobenius de A s’écrit

ST 1Al (2.4.2)

beL(T)

1Al p =

Dans la suite de cette partie, nous commencerons a valider les complexités algorith-
miques théoriques des fonctions développées. Nous considérerons alors le cas particulier
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de I’étude de la diffraction d’une onde plane monochromatique de fréquence f = 0,6 GHz
(A~ 0,5m) dans les deux cas de référence décrits en partie 1.1.4. La méthode de compres-
sion utilisée est ’ACA décrite en partie 1.3.3.

Nous pouvons alors observer en figure 2.4.1 le temps d’exécution de ’algorithme 2.4.1
pour différentes valeurs de € = e,04 dans les cas du cylindre infini (2D) et de la sphere
(3D). On vérifie en premier lieu que dans les deux cas la complexité algorithmique de
Passemblage est en O(nlog(n)) quelle que soit la valeur de €,c4.-

Cylindre (2D) Sphere (3D)
]_03 TT T T T T T T 11T \\HHJ‘ TTTTT] T T T T T
-4 E 4 10*
B : - = Otnlog(n)
% 101 i - 4 103 T faca = 1074
g‘ F 1 — €aca & 1073
= . {102 Saca = 1077
0L i 2 —— aca = 1071
TN T R W N N ET) B B A W N1 B R A 7\\\\\\ Lol L \7 101
0% 10t 105 10° 10* 10°
n n

FIGURE 2.4.1 — Temps d’assemblage d’une H-matrice en fonction du nombre de DDLs pour diffé-
rentes valeurs de e5ca.-

Nous constatons que la tendance est la méme en 2D et en 3D, avec une complexité
en O(nlog(n)) quelle que soit la valeur de e,c5. Il est important de noter que pour un
nombre de DDLs donné, le temps d’assemblage est toutefois beaucoup plus important dans
le cas de la sphere que dans celui du cylindre. Ceci peut s’expliquer d’une part par la plus
grande complexité de la formulation EFIE par rapport a la formulation du potentiel de
simple couche, mais également par des considérations géométriques. En effet, un DDL du
maillage du cylindre est moins susceptible d’avoir beaucoup de proches voisins qu'un DDL
appartenant au maillage de la sphere.

Cette hypothese devrait se traduire par une constante de rareté plus grande, et donc
un espace mémoire occupé plus grand pour le cas 3D que pour le cas 2D, pour un nombre
de DDLs donné. Nous pourrons le vérifier dans la prochaine partie.

2.4.2 Coarsening d’'une H-matrice

Nous avons défini en partie 2.3.3 la constante de rareté d’un block cluster tree, que
I'on peut étendre aux H-matrices. Ainsi, la constante de rareté d’une H-matrice A est
la constante de rareté du block cluster tree qui en définit la structure hiérarchique. Cette
constante traduit la complexité structurelle de la H-matrice, et il peut étre utile de réduire
cette constante en simplifiant la structure hiérarchique. C’est la problématique a laquelle
répond le processus de coarsening.

Le coarsening d’une H-matrice est un algorithme récursif qui consiste en I’agglomé-
ration de deux ou quatre blocs adjacents en un seul bloc [33]. Il s’agira en particulier
de pouvoir créer a partir de deux ri-matrices adjacentes une seule rp-matrice, afin de
conserver ’économie d’espace mémoire opérée lors de 'assemblage de la H-matrice. Cette
agglomération n’est appliquée que si elle réduit effectivement 1’espace mémoire global uti-
lisé.

Considérons un bloc matriciel A € C™*" composé de deux blocs adjacents A, € Cmxm
et Ay € Cmxn2 (n =ny + ng2) tels que A= (ﬁl Ag) Quels que soient les formats de Ay
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et ﬁg, on peut, soit par une SVD, soit par une r,-SVD, obtenir ces blocs sous la forme
Avl = U121V1H et Ag = UQEQ‘/QH, (2.4.3)

avec U; € C™*ki | 3, € Rkixki et V; € C™*Fi pour i € [1,2]. On peut alors créer les deux
matrices

U=(U Un) etV = (Vl v2> : (2.4.4)

ot U € C™*F et V € C™* (k = ki +ks). On effectue la décomposition QR de U : U = QR
o1 Q € C"™*¥ est une matrice orthogonale et R € C*** une matrice triangulaire supérieure

, avec R; € CF*Fi pour i € [1,2].

pouvant se décomposer en deux blocs R = ‘ R1 Ry

On construit alors ¥ = (Rlzl R222) € CF** et nous en effectuons la SVD suivie
d’une troncature a € pres, telle que

YR UzEzVZ, (2.4.5)

avec Us; € CFXF  3ie € RFXF ot V5, € CF*¥' . Alors, le bloc matriciel A peut étre approché
par la rp-matrice UZZXVf avec Uy = QUs, € Cmxk Yy=2Y¥y € RF'>K ot Vi=Vine
Cnxk’ )

Le rang de cette approximation k vérifie k < k1 4+ ko. Un algorithme similaire existe
pour agglomérer directement quatre blocs matriciels adjacents [30], mais il est également
possible d’utiliser deux fois de suite I'algorithme pour deux blocs. En effet, si on a

~ Ay A
A= ( M 32) , (2.4.6)
Ag1 Ag

il suffit d’agglomérer Ay ~ (/IlTl ZQTl), Ay ~ (ﬁsz EQTQ), puis d’agglomérer (/LT /~12T) ~
A.

A Téchelle d’une H-matrice, on applique I'agglomération aux blocs du block cluster tree
dont les enfants sont des feuilles. Si le nceud a deux ou quatre enfants qui sont des feuilles,
alors on agglomere les blocs correspondants selon une précision € = €.44rs., & ’aide d’une
routine que nous appellerons AGGLOMERATE. Ainsi :

e si 'agglomération réduit effectivement 1’espace mémoire, on conserve la rp-matrice
ainsi générée ; le noeud sur lequel on se situe devient donc une feuille, on supprime
les enfants qu’il possédait ;

e dans le cas contraire, on remonte dans la hiérarchie, le bloc ne sera pas aggloméré.

Ce processus est résumé a ’algorithme 2.4.2, dans lequel la procédure DIAG renvoie
un booléen selon que la H-matrice A‘b, incarnée par le noeud b, soit ou non située sur la
diagonale de la hiérarchie globale.

On peut observer en figure 2.4.2 la différence de structure entre une H-matrice agglo-
mérée et une H-matrice qui ne l’est pas.

On constate que la structure hiérarchique de la H-matrice recompressée par coarsening
est plus simple que celle de la H-matrice originale, ce qui promet par la suite un parcours
plus optimal d’une feuille de la structure arborescente a I'autre (et donc d’un bloc matriciel
a l'autre) [30]. Cela se vérifie avec la constante de rareté, qui vaut 14 sur la H-matrice
originale contre 4 pour celle ayant bénéficié d’un coarsening. Par ailleurs, le coarsening
fait passer le taux de compression de cette H-matrice de 0,1617 a 0,1053, soit un espace
de stockage qui décroit de 2,27 Mo a 1,47 Mo (contre 14,05 Mo si nous avions considéré la
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Algorithme 2.4.2 Coarsening d’une H-matrice be.

1: procedure COARSENING (b, coars. )
2 if Card(sons(b)) =0 then > Si b est une feuille.
3 return
4 else > Si b n’est pas une feuille.
5: for v’ € sons(b) do
6 call COARSENING(V, € coars.) > Récursion sur les enfants de b.
7 end for
8 end if
9 if p1AG(b) then > Si b est un bloc diagonal.
10: return
11: end if
12: if Card(sons(b)) # 0 then > Si b n’est pas une feuille.
13: h=0
14: for v’ € sons(b) do
15: if Card(sons('))) # 0 then > On vérifie que les enfants de b sont des
feuilles.
16: h=1
17: end if
18: end for
19: if h =1 then > Si au moins I'un des enfants de b n’est pas une feuille.
20: return
21: else
22: cr = CI"(AV“,)
23: call AGGLOMERATE(Aj, € coars.)
24: if er < Cr(ﬁu,) then > Si agglomération augmente cr(g“,).
25: call NULLIFY (b) > Suppression de la ri-matrice créée par
agglomération.
26: return
27: else > Si 'agglomération réduit cr(g“,).
28: for b’ € sons(b) do
29: call NULLIFY (}) > Suppression des blocs des enfants de b.
30: end for
31: end if
32: end if

33: end if
34: end procedure
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Chapitre 2. H-matrices

Avant coarsening Apres coarsening

FIGURE 2.4.2 — Représentation hiérarchique de la matrice d’interactions entre les 937 DDLs d’un
cylindre (2D) avant et aprés coarsening (€coars, = 107%).

matrice dense). Nous pourrons vérifier par la suite qu’en conséquence, les opérations arith-
métiques sur les H-matrices sont plus efficaces sur des structures matricielles simplifiées

par coarsening (cf. partie 2.5).
On peut également observer le temps de coarsening selon la valeur de €qoqrs. €n fi-

gure 2.4.3.

Cylindre (2D) Sphere (3D)
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FIGURE 2.4.3 — Temps d’exécution du processus de coarsening sur une H-matrice pour différentes
valeurs de €cpars. (Eaca = 107%).

De méme, observons I'espace mémoire occupé par une H-matrice selon la valeur de
Ecoars. €N figure 2.4.4.

Cylindre (2D) Sphere (3D)

T T T 1T

L L R e A L1 B 11 R R R T T T 117
- ~1 I

100 == O(nlog(n))
—— Sans coarsening

—4
€coars. = 10

=)
o
o 107! 1100
g E 10 Ecoars. = 1073
%) ] " Ecoars. = 1072

1072 1107 g = 107

o el il il i Cl
102 10+ 105 108 10* 10°
n n

FIGURE 2.4.4 — Cout mémoire d'une H-matrice apres coarsening pour différentes valeurs de €oqys. -

On constate que le temps de coarsening et 'espace mémoire occupé par la H-matrice
sont proportionnels a nlog(n) quelle que soit la valeur de €cpqrs.. Le colit mémoire du cas
3D est plus important que pour le cas du cylindre, ce qui se traduit également sur le temps
de coarsening, quelle que soit la valeur de € yqrs.
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2.5. Arithmétique des H-matrices

temps d’assemblage
temps de coarsening

Le tableau 2.4.1 présente le rapport pour différentes valeurs de € ¢oars. -

£ coars.

n 100% 1073 1072 10!

4521 0,637 0,451 0,361 0,207
18294 0,534 0,437 0,285 0,164
41046 0,462 0,437 0,262 0,158
69930 0,460 0,391 0,276 0,160

112206 0,546 0,440 0,268 0,229
163500 0,547 0,395 0,277 0,183

TABLEAU 2.4.1 — Proportion du temps de coarsening par rapport au temps d’assemblage par ACA
(eaca = 107%) pour différentes valeurs de €.oqrs. dans le cas d'une sphere (3D).

Ce tableau nous permet de constater que le temps de coarsening est toujours inférieur
au temps d’assemblage. En particulier, plus €qoqrs. €st fin, plus le temps de coarsening est
long. Cependant cette proportion est relativement constante en fonction du nombre de
DDLs pour une précision €pqrs. donnée.

Vérifions enfin que le coarsening, qui est une compression supplémentaire, ne nuit pas
a la précision de la H-matrice. Pour cela, assemblons la H-matrice Z sans coarsening et
comparons la par erreur relative en norme de Frobenius avec sa version recompressée par
coarsening, pour plusieurs valeurs de €oqrs. (cf. figure 2.4.5).

Cylindre (2D) Sphere (3D)

L1 1 A B a M MR T T T T T 10_1

_fM
[«
'4% 1072 | — €coars. = 107!
'E) \/N/M [ | 1075 — ooars, = 10_2
E Ecoars. = 10_3
& — — 104
5 1074+ . R S — 10-5 Ecoars. = 10

M

Y N A S Y ) B M AT L (|

0% 10 10° 106 10 10°
n n

FIGURE 2.4.5 — Erreur relative provoquée par le processus de coarsening sur une H-matrice pour
différentes valeurs de €.oqrs.-

On constate que 'erreur mesurée est constante en fonction du nombre de DDLs, tout
en restant de I'ordre de la valeur €445, ce qui valide le processus de coarsening en terme
de précision.

2.5 Arithmétique des H-matrices

Une fois que nous sommes capables d’assembler des H-matrices, il est possible de
développer une arithmétique qui soit adaptée a ce format. Cette arithmétique se compose
de plusieurs opérations qui prennent en compte la structure arborescente des H-matrices,
et implique donc le développement d’algorithmes récursifs [30].
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Une H-matrice comporte a la fois des blocs denses stockés comme des matrices denses,
et des blocs compressés stockés comme des ri-matrices. Ainsi beaucoup d’opérations de
cette arithmétique impliquent également des approximations a € pres, € étant généralement
la précision préalablement utilisée pour la compression.

Pour décrire ces opérations, nous nous appuierons sur des H-matrices de structure
hiérarchique simple a un ou deux niveaux de hiérarchie. Tous les algorithmes sont ensuite
généralisables a des structures hiérarchiques plus complexes et comportant plus de niveaux.

Nous vérifierons que pour chaque opération, la complexité algorithmique est améliorée,
et que 'opération de coarsening permet de réduire le temps consacré a ces opérations.

2.5.1 Somme arrondie

Considérons deux H-matrices A et B de méme structure hiérarchique. Nous souhaitons
effectuer la somme C := A ® B comme schématisée en figure 2.5.1 sur laquelle les blocs
verts (resp. rouges) représentent des blocs admissibles (resp. non admissibles).

FIGURE 2.5.1 — Somme de deux H-matrices & un niveau de hiérarchie.

Cette addition se décompose en une succession de quatre étapes :

Ci1 = A1y + B, (
C12 = A12 @ Dya, (
Co1 = Ay @ By, (2.5.3
Cay = Agy + Bao. (

Les équations (2.5.1) et (2.5.4) sont exactes tandis que les équations (2.5.2) et (2.5.3)
utilisent ’addition arrondie de deux ri-matrices, décrite en section 2.1.4. De ce fait 'opé-
ration globale est approchée a une précision € pres.

On peut généraliser la somme arrondie de deux H-matrices f~l|b , et élbg de méme
structure hiérarchique, par 'algorithme 2.5.1, RKMAT_ADD désignant la somme arrondie
de deux rp-matrices. La H-matrice résultante é‘bc sera de méme structure hiérarchique
que Ap, et By,.

On a alors le théoréme suivant (dont la démonstration est disponible dans [30]).

Théoreme 2.5.1. Le nombre d’opérations nécessaires a réaliser la somme arrondie de A
et B est du méme ordre que

cspk? (depth(Ty) Card(I) + depth(Ty) Card(J)) + cspk® min(Card(I), Card(J)). (2.5.5)

Le temps de réalisation de cette opération est donc plus faible sur des H-matrices
ayant subit une opération de coarsening au préalable, la constante de rareté étant alors
plus faible. Pour le vérifier, nous avons assemblé une H-matrice Z A précision €404 = 1074
et nous y avons appliqué le coarsening pour différentes valeurs de €.0qrs. avant d’effectuer
Iopération 27 = 7@ Z. Le temps d’exécution de cette somme arrondie est visible en
figure 2.5.2.
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2.5. Arithmétique des H-matrices

Algorithme 2.5.1 Somme arrondie de deux H-matrices ﬁ‘b , et éle'

1: procedure HMAT_ADD(ba,bp,c,b¢)

2: if Card(sons(ba)) = 0 and Card(sons(bp)) = 0 then > Siba et bp sont des
feuilles.

3: if ADMISSIBLE(ba,n) and ADMISSIBLE(bg,n) then > Siba et bp sont
admissibles.

4: call RKMAT,ADD(KMA, E“’B’ g, é|bc) > Somme arrondie de ri-matrices (cf.
partie 2.1.4).

5: else

6: 6|bc = ﬁ“, s §|bB > Addition classique de deux matrices.

7 end if

8: else > Si by ou bp n’est pas une feuille.

9: for by € sons(ba), by € sons(bp), b € sons(bo) do

10: if by = by = b, then

11: call HMAT_ADD(Vy, blg, €, bf~) > Récursion.

12: end if

13: end for

14: end if
15: end procedure

Cylindre (2D)

Sphere (3D)

1033‘”\ T e T T A
g /- =A%~ omlog(n))
= 102} i I i , —— Sans coarsening
a E E ; é 10 ~— Ecoars. = 10_4
% [ 7 ) E E Ecoars. = 10_3
=W E {10!  coars. = 1072
7 E ; — €coars. = 1071
ol 0 A i A 0
10 10* 10° 10° 10* 10° 10
n n

FIGURE 2.5.2 — Temps d’exécution de la somme arrondie de deux H-matrices pour différentes
valeurs de € oqrs. -

2.5.2 Produit H-matrice-vecteur

Considérons une H-matrice A constituée de quatre blocs (un niveau de hiérarchie) et un
vecteur . Nous souhaitons réaliser 'opération Ax = y comme schématisée en figure 2.5.3.
Cette opération est équivalente aux deux étapes
(2.5.6)
(2.5.7)

Y1 = /~111w1 + 11121132,
Yo = ;121381 + ﬁ22€l?2-

Contrairement aux autres opérations arithmétiques liées aux H-matrices, le produit
‘H-matrice-vecteur n’induit pas d’approximation supplémentaire. En effet, le produit r-
matrice-vecteur tel que décrit au paragraphe 2.1.4 est exact.

Pour réaliser cette opération a I’échelle d’'une H-matrice, il suffit donc de réaliser ces
opérations au niveau de chaque feuille du block cluster tree et de sommer le vecteur ob-
tenu aux coefficients correspondants du vecteur résultant. Ce processus est décrit a I'algo-
rithme 2.5.2, RKMAT_VECT désignant le produit ri-matrice-vecteur.
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Chapitre 2. H-matrices

FIGURE 2.5.3 — Produit H-matrice-vecteur pour une H-matrice & un niveau de hiérarchie.

Algorithme 2.5.2 Produit d’une H-matrice /I|b par un vecteur x.

1: procedure HMAT,VECT(/le,:B,y)

2 if Card(sons(b)) = 0 then > Si b est une feuille.
3 if cr(ﬁ‘b) < 1 then > Si Z“} est représentée par une rp-matrice.
4 call RKMAT,VECT(g‘b,a:,y) > Produit rg-matrice-vecteur (cf. partie 2.1.4).
5: else

6 y = A”,:c > Produit matrice-vecteur classique.
7 end if

8 else > Si b n’est pas une feuille.
9: y:=0

10: for v’ € sons(b) do

11: call HMAT,VECT(%TW, zy,y') > Récursion.
12: Y < Y T Y > Addition au vecteur résultant.
13: end for

14: end if
15: end procedure

La constante de rareté permet alors de majorer le nombre d’opérations du produit
‘H-matrice-vecteur selon le théoreme suivant.

Théoréme 2.5.2. Soit ny,, le nombre d’opérations nécessaires a la réalisation du produit
matrice-vecteur N

Az =D,
avec A € C™* incarnée par le block cluster tree Ty, et S C’. On a alors la majo-
ration

Ny < 2¢sp max(k, Nynqz ) (depth(T7) Card(I) + depth(7Ty) Card(J)). (2.5.8)
En particulier, si TT et Ty sont équilibrés, alors
Ny ~ Max(k, Nmag ) (Card(]) log(Card(l)) + Card(J) log(Card(J))). (2.5.9)

Ici, I = J, donc le temps de réalisation du produit H-matrice-vecteur est proportionnel
a nlog(n) et il est plus faible si 'opération est réalisée sur une matrice ayant subit une
opération de coarsening au préalable, et donc ayant une constante de rareté plus faible,
comme nous pouvons le vérifier en figure 2.5.4.

En particulier, le solveur itératif GMRES (généralisation de la méthode de Minimi-
sation du Résidu, de anglais Generalized Minimal Residual method) sera rapidement
adaptable au format H-matrice grace a cette opération.

2.5.3 Multiplication formatée

Soient M , A et B trois H-matrices. La multiplication formatée, notée ®, est une
opération entre trois H-matrices définie par
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Cylindre (2D) Sphere (3D)
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FIGURE 2.5.4 — Temps d’exécution du produit H-matrice-vecteur pour différentes valeurs de € coqrs. -

M« M&AGB. (2.5.10)

Cette opération correspond a la fois a une multiplication C = A ® B arrondie par
troncature, puis une somme M+« Mé& 6’, elle aussi arrondie. Sa réalisation dépend de
la structure des matrices impliquées. Il existe en particulier trois cas de figure que nous
allons détailler.

Cas 1: M, A et B sont subdivisées.

M A B

Dans ce cas, la multiplication ® n’aura véritablement lieu qu’au niveau inférieur de la
hiérarchie. En effet, la multiplication

My, M Ay A By, B
[Nn N12] _ [31 ~121 - [31 ~12] (25.11)
Ma1 Moo Az Ago B Bao

répond a la formule de multiplication de deux matrices par blocs qui s’écrit pour 1 < 7,5 <
2

2
Mi; = Ai, © By (2.5.12)
k=1

Il s’agit alors de réaliser chacune des multiplications A;; © By; aux niveaux inférieurs de
la hiérarchie, ce que permettront les deux cas suivants.

Cas 2 : M est subdivisée mais A et/ou B ne l’est pas.

M A B

Sini A ni B n'est subdivisée, alors 'opération consiste en une multiplication classique
si les blocs concernés sont denses, ou en une multiplication de r-matrices (cf. partie 2.1.4)
si l'on a affaire a des blocs compressés. Le résultat est alors ajouté a M bloc par bloc par
addition arrondie.
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Chapitre 2. H-matrices

En revanche, si A est subdivisée et B ne lest pas, la multiplication C:=A®B est
réalisée par le biais d’une succession de produits H-matrice-vecteur. En particulier :

e si B est un bloc non-admissible, alors C sera un bloc dense et
C(:,i) = AM(:, ). (2.5.13)

On ajoute alors C a M bloc par bloc par addition arrondie.

e si B est un bloc admissible, alors C sera une rip-matrice et
U(:,i) == AUg(:, 1), (2.5.14)

puis en posant ¥ = Xp et V = Vp, et en effectuant une r4-SVD sur C=UxVH o
obtient C' & UCSCVC avec les proprletes approprlees pour Ug, ¢ et Vo Comme
dans les cas précédents, on ajoute alors C a M bloc par bloc par addition arrondie.

Dans le cas ot B est subdivisée et A ne l'est pas, on applique les mémes étapes en
travaillant sur la transposée de chaque terme.

Cas 3 : M n’est pas subdivisée.

Il faut alors prendre en compte le format de M , le travail n’étant pas le méme si le
bloc M est une matrice dense ou une ri-matrice.

Dans ce dernier cas, nous devrons développer un algorithme qui effectuera 'opération
de multiplication et de somme en accord avec le format de M.

En particulier, si M est une ri-matrice, nous utiliserons un nouvel algorithme qui prend
en considération plusieurs cas de figure.

Cas 3.a Si A et B ne sont pas hiérarchiques, alors on effectue simplement la multiplica-
tion des matrices denses ou ri-matrices concernées.

Cas 3.b SiAet /ou B nlest pas hiérarchique, on se ramene au Cas 2 traité précédemment
et on convertit le résultat obtenu en r;-matrice.

Cas 3.c Si A et B sont hiérarchiques, alors on applique la récursion pour atteindre les
feuilles de A ou celles de B et se ramener & 'un des cas précédemment traités. On
obtient alors des blocs sous forme de rg-matrices qu’il faudra ensuite agglomérer
pour conserver la structure initiale de M.

A Déchelle d’'une H-matrice complete, on peut résumer ce processus comme indiqué a
Palgorithme 2.5.3, dans lequel bys == (Ipr, car) (resp. ba == (la,ca), bp == (I, cp)) désigne
le nceud du block cluster tree dont I’étiquette contient les indices des coefficients de la H-
matrice M (resp. A, B). La routine RKMAT_MUL_ADD désigne la méthode & utiliser dans
le Cas 3, détaillée a I’algorithme 2.5.4.

Tout comme les deux opérations précédemment traitées, le temps de réalisation de la
multiplication formatée est plus faible si 'opération est réalisée sur une matrice ayant subit
une opération de coarsening au préalable. Pour le vérifier, nous avons assemblé la matrice
Z que nous avons ensuite recompressée par coarsening a différentes valeurs de €coars., Puis
nous avons réalisé I'opération Z < Z ® Z ® Z (cf. figure 2.5.5).
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Algorithme 2.5.3 Multiplication formatée de trois H-matrices th A“, et B“,B.

1: procedure HMAT,MUL,ADD(J\ZI,M,A‘bA,E‘bB,E)
2: if Card(sons(bys)) # 0 and Card(sons(b4)) # 0 and Card(sons(bg)) # 0 then >
Cas 1.

3 for I, € sons(lar), ¢y € sons(car), ¢y € sons(ca) do

4 call HMAT,MUL,ADD(M”?VIXCIM,A”MXCZA, B|c14><c’Ma€) > Récursion.
5 end for

6: else if Card(sons(bys)) # 0 then > Cas 2.
7 C = AB > A adapter selon les cas.
8 call HMAT_ADD(bys, bey e, bar)

9 else > Cas 3.
10: call RKMAT_MUL_ADD(C, A, B, ¢)

11: call HMAT_ADD(bys, be, €, bar)

12: end if
13: end procedure

Algorithme 2.5.4 Multiplication formatée de la ri-matrice M et des H-matrices ﬁ“, e
By,

1: procedure RKMAT_MUL_ADD(M, A, ,, By, €)

2: if Card(sons(ba)) # 0 and Card(sons(bg)) # 0 then > Cas 3.c.
3: é =0

4: for Iy € sons(l4), ¢z € sons(cp), ¢4 € sons(ca) do

Z o (;:?(l)erKMAT,MUL,ADD(C“/A sy Al xey s Bl xel, - €) > Récursion.
T: call AGGLOMERATE(CN' ,E) > Agglomération du résultat.
8: else if Card(sons(ba)) # 0 or Card(sons(bp)) # 0 then > Cas 3.b.
9: C = AB > A adapter selon les cas.
10: else > Cas 3.a.
11: C = AB > A adapter selon les cas.
12: end if

13: call RKMAT,ADD(M, C,e, M) > Somme arrondie de ri-matrices (cf. partie 2.1.4).

14: end procedure
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Cylindre (2D) Sphere (3D)
104 LML A 1 O 1 \H;H\, T T _ 5
“AN - - O(nog(n)
—_ r ] —— Sans coarsening
: 1 = 4 104 — Ecoars. = 10_4
jah E B :
QE) 10 L i Ecoars. = 10_3
& E 103 T Ecoars. = 10_2
E T Ecoars. = 107!
1072 cod vl vl | | 102
10 10t 10°  10° 10* 10%5
n n

FIGURE 2.5.5 — Temps d’exécution de la multiplication formatée pour différentes valeurs de €oqrs. -

Remarque 2.5.1. On peut également définir l’opération
M+ Mo A®B, (2.5.15)

appelée multiplication formatée par soustraction, et qui correspond a la succession d’opé-
rations

C:=A®B, (2.5.16)
C+ —C, (2.5.17)
M+ MaC. (2.5.18)

Cette opération sera elle aussi appelée multiplication formatée, et la fonction correspon-
dante sera notée HMAT_MUL_SUB.

2.5.4 Décomposition H-LU

La décomposition H-LU est une décomposition LU approchée d’une H-matrice, sui-
vant une précision e, donnée [34, 35]. Elle permet d’adapter au format H-matrice la
décomposition LU décrite en définition A.1 (cf. annexe A).

Soit une H-matrice A avec une structure donnée. La décomposition H-LU de A consiste
A construire les H-matrices L et U ayant la méme structure que A et vérifiant

e A= LU,
e [ est triangulaire inférieure,
e [ est triangulaire supérieure.

On considere une H-matrice A composée de quatre blocs, comme schématisée en fi-

N K

FIGURE 2.5.6 — Décomposition H-LU d’une H-matrice & un niveau de hiérarchie.

L et U sont alors également composées de quatre blocs, comme suit :

[gn 1112] _ [zn 0 ] [(711 [712] (2.5.19)
Ag1 Ao Loy Lao| | 0 Unpl’
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avec L;; triangulaire inférieure et U;; triangulaire supérieure pour i € [1,2].
On a alors a résoudre les équations

Ay = LUy, (2.5.20)
A = L Uss, (2.5.21)
Agy = Loy Uy, (2.5.22)
Agy = LUy + LopUss. (2.5.23)

Ainsi :
e L’équation (2.5.20) consiste en une décomposition LU classique de Ay si celle-ci
n’est pas hiérarchique, et permet de déterminer Lq; et Uy;.

e Les équations (2.5.21) et (2.5.22) consistent a résoudre récursivement un systéme
triangulaire grace a une méthode de descente récursive, détaillée dans la suite de
cette partie.

e Enfin, I'équation (2.5.23) nécessite d’utiliser la multiplication formatée par soustrac-
tion Ago < Ago © Loy ® Uyy puis d’effectuer une décomposition LU classique sur le
résultat obtenu.

La décomposition H-LU suit donc les étapes décrites dans 'algorithme 2.5.5, dans
lequel HMAT_LT_SOLVE et HMAT_UT_SOLVE désignent les algorithmes de descente, HMAT_-
MUL_SUB la multiplication formatée par soustraction et LU la décomposition LU classique.

Remarque 2.5.2. La routine LU utilise la routine LAPACK consacrée (-GETRF), qui
réalise une décomposition PLU. La décomposition H-LU est donc, en toute rigueur, une
décomposition H-PLU (cf. annexe A).

Algorithme 2.5.5 Décomposition H-LU d’une H-matrice A“,.

1: procedure HMAT,LU(A‘b,E,Tj,aLU)
2 if Card(sons(b)) =4 then > Si b a quatre enfants.
3 call HMAT,LU(AU, EH, [711, ELU) > Récursion.
4: call HMAT,LT,SOLVE(ZLQ, Ell, Ula, Eru) > Descente a droite.
5 call HMAT,UT,SOLVE(/Igl, Loy, Unn, ELv) > Descente & gauche.
6 call HMAT,MUL,SUB(EQQ7 Loy, Ua, e L) > Multiplication formatée
(soustraction).
T call HMAT,LU(/IQQ, Egz, ﬁz?, 5LU) > Récursion.
8: else
9 call LU(A, L,U)
10: end if

11: end procedure

On constate en lignes 3 et 7 un appel récursif de la routine HMAT_LU. La fonction
HMAT_LT_SOLVE appelée en ligne 4 est I’algorithme de descente défini en algorithme 2.5.6.

Notons pour cette étape, A’ (resp. L, ﬁ’) le bloc Ajy (resp. L1, Ulg) de notre matrice
A (resp. L, U) globale. On a, dans le cas oil ces trois blocs sont subdivisés :

g/ Al T 0 (7/ [7/
- ) e . (25.2)
21 22 21 22 U21 U22
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avec L7 triangulaire inférieure déterminée en ligne 3 de ’algorithme 2.5.5 et U2 matrice
inconnue & déterminer.
Cette résolution se déroule suivant les étapes

~/11 = ~/1117{1’ (2‘5-25)
~/12 - ~/11(~]{27 (2-5-26)
Ay« AL o Ly, © Uy, puis Ay = LhyUs, (2.5.27)
Al Aby & Ly, © Uly puis Ahy = LhyUbs. (2.5.28)

Toutes ces équations consistent en la résolution classique d’un systeme triangulaire.
Les équations (2.5.27) et (2.5.28) nécessitent cependant une multiplication formatée en
supplément de cette résolution. Cette succession d’équations constituent I’algorithme 2.5.6,
dans lequel HMAT_MUL_SUB désigne la multiplication formatée et LT_SOLVE la descente
classique.

Algorithme 2.5.6 Descente & gauche dans la décomposition H-LU.

1: procedure HMAT_LT_SOLVE( \va/ Uerw)

2 if Card(sons(b)) =4 then > Si b a quatre enfants.
3 call HMAT_LT_ SOLVE(AH,LH,UH,eLU) > Récursion (2.5.25).
4: call HMAT_LT_SOLVE(A] 2, LH, U12,5LU) > Récursion (2.5.26).
5: call HMAT_MUL_SUB(Aj;, Ly, U~11,5LU) > Multiplication formatée (2.5.27).
6 call HMAT_LT_SOLVE(AYy, Ly, Ujy, err) > Récursion (2.5.27).
7 call HMAT_MUL_SUB(A%, Ly, Ujy, €11/) > Multiplication formatée (2.5.28).
8 call HMAT_LT_SOLVE(Aby, Lby, Uss, €117) > Récursion (2.5.27)
9 else > Si A est une feuille.
10: call LT,SOLVE(A/ LU ) > Descente classique.
11: end if

12: end procedure

La routine HMAT_UT_SOLVE en ligne 5 de ’algorithme 2.5.5 suit des étapes similaires
a la routine HMAT_LT_SOLVE.

Remarque 2.5.3. En pratique, la routine LU (resp. HMAT_LU ) ne prend pas d’arguments
L et U. La matrice (resp. H-matrice) A est en fait écrasée par L sur sa partze triangulaire
inférieure (L étant o diagonale unitaire, sa diagonale n’est pas stockée) et U sur sa partie
triangulaire supérieure.

Par la suite, nous noterons LU la H-matrice stockant la décomposition H-LU d’une
H-matrice A donnée.

Le temps de réalisation de la décomposition H-LU est proportionnel & nlog3(n) [30]
et dépend du choix de €., (cf. figure 2.5.7). Ce temps est également plus faible si 1’algo-
rithme est réalisé sur une matrice ayant subit une opération de coarsening au préalable
(cf. figure 2.5.8).

La décomposition H-LU nous permet a présent d’adapter la résolution LU directe
d’un systeme linéaire au cas des H-matrices. Elle sera également utile afin de construire
un préconditionneur de solveur itératif tel que GMRES (généralisation de la méthode de
Minimisation du Résidu, de 'anglais Generalized Minimal Residual method) [20].
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2.5. Arithmétique des H-matrices

Cylindre (2D) Sphere (3D)

104 AL B L B AL B R T T T T T T 106
- = O(nlog’(n))
2, — €fLv = 108
= 10t 108 —e =107
& ey =1074
— &Ly = 1072
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FI1GURE 2.5.7 — Temps d’exécution de la décomposition H-LU pour différentes valeurs de ey
(Ecoars‘ :10_4)-

Cylindre (2D) Sphere (3D)
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- = O(nlog*(n))
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FIGURE 2.5.8 — Temps d’exécution de la décomposition H-LU pour différentes valeurs de €.pqrs.
(6LU :10_4).

2.5.5 Résolution H-LU

Pour adapter le solveur direct LU explicité en annexe A.1 au format H-matrice, nous
appliquons d’abord la décomposition H-LU a la H-matrice Z. Nous obtenons alors Z =
LU , ol L et U sont également des H-matrices de méme structure hiérarchique que Z.

Reste donc a adapter les deux étapes de résolution suivantes :

e d’une part, le systeme linéaire triangulaire inférieur

Lj' =e, (2.5.29)

e d’autre part, systéeme linéaire triangulaire supérieur

Uj=3". (2.5.30)

Nous ne détaillerons que la premiere étape dans le cas d’'une H-matrice a un niveau de
hiérarchie, la seconde lui étant treés similaire. Nous verrons comment généraliser ces étapes
a un niveau de hiérarchie par un algorithme récursif.

Nous souhaitons donc résoudre Lj’ = e ou L est une matrice triangulaire inférieure de
quatre blocs, et j’ et e sont deux vecteurs que ’on peut décomposer en deux sous-vecteurs

Loy Loo| |44
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Chapitre 2. H-matrices

FIGURE 2.5.9 — Résolution du systéme linéaire triangulaire inférieur Lj’ = e & un niveau de
hiérarchie.

ol Lj; est triangulaire inférieure (i € [1,2]).
Cette résolution se déroule suivant les étapes

Li1ji = e, (2.5.32)
es < e — Lo1ji, (2.5.33)
Loyjh = es. (2.5.34)

Les étapes (2.5.32) et (2.5.34) sont des systemes triangulaires inférieurs classiques et
Pétape (2.5.33) se compose d’'un produit H-matrice-vecteur et d’une soustraction de vec-
teurs. Aucune de ces trois étapes n’implique d’approximation supplémentaire.

La généralisation de cette résolution a plusieurs niveaux de hiérarchie est décrite a l’al-
gorithme 2.5.7. La routine L_SOLVE y désigne la résolution triangulaire inférieure classique,
utilisant la routine LAPACK consacrée (-TRTRS). La routine HMAT_VECT fait référence au
produit H-matrice-vecteur explicité a ’algorithme 2.5.2.

Algorithme 2.5.7 Résolution triangulaire inférieure Z~L|bj' =e.

1: procedure HMAT,L,SOLVE(I}‘b,j’,e)

2 if Card(sons(b)) =4 then > Si b a quatre enfants.
3 call HMAT_L_SOLVE(L11, 7}, €1) > Récursion (2.5.32).
1 call HMAT_VECT(La1, 7, €})

5: ey < ey — €

6 call HMAT_L_SOLVE(Lgs, 55, €2) > Récursion (2.5.34).
7 else > Si b est une feuille.
8 call L,SOLVE(INL, j'.e) > Résolution classique.
9: end if

10: end procedure

La résolution triangulaire supérieure Uj = j’ est réalisée de facon similaire & la réso-
lution triangulaire inférieure que nous venons de définir. Il en résulte ’algorithme récursif
HMAT_L_SOLVE que nous ne détaillerons donc pas ici.

L’algorithme 2.5.8 donne enfin la solution j du systeme (1.1.81).

Algorithme 2.5.8 Résolution H-LU du systeme Z‘bj =e.

1: procedure HMAT,LU,SOLVE(Z‘[),j,e,ELU)

2: call HMAT_LU(Z)y, L, U, €.y) > Décomposition H-LU de Z), (cf. algorithme 2.5.5).
3: call HMAT_L_SOLVE(L, ', e) > Résolution triangulaire inférieure (2.5.29).
4: call HMAT_U_SOLVE(U, 3, 7') > Résolution triangulaire supérieure (2.5.30).
5: end procedure
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Conclusion du chapitre

On peut notamment remarquer que l'approximation, controlée par €., n’intervient
qu’au moment de la décomposition H-LU.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes familiarisés avec les notions mathématiques fon-
datrices du format H-matrice.

En particulier, nous avons pu comprendre 'origine et la validité de ’approximation
d’un bloc matriciel dense en ri-matrice. Ce format de stockage compressé offre des avan-
tages en terme de cout mémoire, et est facilement utilisable grace aux opérations arith-
métiques existantes sur les ri-matrices. Ces ri-matrices remplaceront donc certains blocs
dits admissibles de notre matrice globale. Nous avons ensuite établi les bases théoriques
sur lesquelles s’appuie la notion de block cluster tree, structure qui incarne la hiérarchie
d’une H-matrice. Une fois I’assemblage d’une H-matrice effectué, il est possible de réduire
encore son cout mémoire en y appliquant un algorithme de coarsening qui en simplifie la
hiérarchie. Tout comme pour les ri-matrices, il est alors possible de définir une arithmé-
tique propre aux H-matrices, comprenant des opérations dont la complexité numérique
est réduite par rapport a 'arithmétique des matrices denses.

A présent il convient de déterminer quelles sont les méthodes de compression dis-
ponibles pour obtenir des ri-matrices, et d’utiliser 'arithmétique des H-matrices pour
résoudre divers problemes.
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Chapitre 3

Compression et résolution d’un
systeme linéaire hiérarchique

Dans le chapitre précédent, nous avons défini le format H-matrice et l'arithmétique
associée, sans détailler les méthodes de compression qui peuvent lui étre appliquées. En
particulier, nous avons utilisé la méthode ACA, bricvement expliquée en partie 1.5.3, sans
prendre le temps de valider cette méthode, ni de vérifier ses limitations. Pour s’affran-
chir des inconvénients de I’ACA, Steffen Borm et Lars Grasedyck [10] ont développé une
nouvelle méthode de compression, nommée Approximation en Croiz Hybride (en anglais
Hybrid Cross Approximation, notée HCA). Cette méthode hybride est encore peu utilisée a
Uheure actuelle. Il nous a donc semblé intéressant d’en évaluer l'application auxr équations
de Mazwell, et en particulier a la formulation EFIE.

Par ailleurs, il reste encore a utiliser l’arithmétique des H-matrices que nous avons
décrite au chapitre précédent afin de résoudre le systéme linéaire (1.1.81).

Nous commencerons donc par une étude plus approfondie des performances de I’ACA,
puis nous présenterons la méthode de compression HCA et Uappliquerons a nos cas de
référence. Nous adapterons enfin quelques méthodes de résolution de systémes linéaires au
format H-matrice.

Mots clés
ACA, HCA, solveur direct H-LU, préconditionnement de méthodes itératives

3.1 Performances de la compression par ACA .. .......... 68
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Chapitre 3. Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique

3.1 Performances de la compression par ACA

Nous avons décrit en partie 1.3.3 l'algorithme ACA (cf. algorithme 1.3.1). Nous avons
ensuite utilisé cette méthode de compression tout au long du chapitre 2 dans le but de vali-
der la complexité des opérations de 'arithmétique des H-matrices. Toutefois nous n’avons
pas encore déterminé de regle liant le choix de la précision e,c et la précision de la ma-
trice obtenue par compression ACA. C’est entre autres ce que nous allons faire dans cette
section.

3.1.1 Evaluation de l’erreur provoquée par PACA

I’ACA est un algorithme itératif qui construit une approximation Z“, de rang k d’'un
bloc matriciel Z, sous la forme d’une 7g-matrice au format (2.1.4). L’erreur commise sur
le bloc est estimée a chaque itération. Les itérations s’arrétent a convergence, c’est-a-dire
lorsque l'erreur évaluée est inférieure a lerreur prescrite e,cx. Dans ce cas I'algorithme
s’arréte lorsque toutes les colonnes de Z);, sont construites.

Pour évaluer l'influence de €,c, sur la précision de cette méthode de compression, nous
pouvons 'appliquer & nos cas de référence, décrits en fin de section 1.1. Nous construi-
sons d’une part le bloc Z), plein, et d’autre part la H-matrice Z“, pour différentes va-
leurs de €,c4. Nous générons ensuite un vecteur aléatoire x et observons ’erreur relative
1Z v — Zp|, / | Zpz||, commise par cette compression. Cette évaluation demande le cal-
cul de la matrice pleine, ce qui nous contraint a ne la réaliser qu’avec un nombre limité de
DDLs (¢f. figure 3.1.1).

Cylindre (2D) Sphere (3D)
]_0_1 T T T T T T T 10_1

NN AN
\ — chon = 10—1
1073 ;/\/\/\w \ 1073 T €aca T 1072
Eaca = 1073
—— gaoa = 1074
105 T L 11075
Lol Lol L1l 4\\
102 10% 10%
n n

Erreur relative

FI1GURE 3.1.1 — Erreur relative induite par la compression ACA pour différentes valeurs de exca
(sans coarsening).

Sur ces exemples, nous pouvons constater que l'erreur relative observée est bien infé-
rieure & l'erreur prescrite e ca quelle qu’en soit la valeur. Ceci nous permet de “valider” la
précision de cette méthode de compression.

3.1.2 Adaptation des précisions de ’ACA et du coarsening

Nous avons détaillé au chapitre 2 I'algorithme de recompression par coarsening (cf.
algorithme 2.4.2). Pour rappel, cet algorithme permet de réduire la constante de rareté
CSP(Z ) d’une ‘H-matrice Z, ce qui se traduit par une simplification de sa hiérarchie. Nous
avons également montré que le coarsening permet de réduire I’espace mémoire nécessaire
A stocker Z ainsi que le temps de réalisation des opérations arithmétiques sur Z.

Il convient a présent d’apprécier I'influence du coarsening sur la précision de la mé-
thode. Pour cela, fixons e,c, = 10™% et observons I'erreur relative entre la matrice pleine
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3.1. Performances de la compression par ACA

Z et la matrice creuse Z obtenue par compression ACA suivie d’un coarsening pour diffé-
rentes valeurs de €..4r5.. Cette nouvelle erreur relative peut étre observée sur la figure 3.1.2.

Cylindre (2D) Sphere (3D)
10_1 T T T T T T TTTT] T T 1T T ]_0_1
\
2
'«% —/\/\/\/\/W — Ecoars. — 10_l
E 1075 i N | | 1075 Ecoars. — 10_2
S Ecoars. = 10_3
& /vV\/\’\m —_—c = 10_4
LE 10_5 r | —_— 10_5 coars.
Ll (| L1 |
10 10* 10*
n n

FIGURE 3.1.2 — Erreur relative induite par la compression ACA complétée du coarsening pour
différentes valeurs de €coars. (Eaca = 107%).

En comparaison avec la figure 3.1.1, nous vérifions que l'erreur observée est plus impor-
tante avec coarsening que sans recompression, quelle que soit la valeur de €cpqrs. = Eaca-
Le coarsening dégrade donc légerement la précision de la méthode de compression, mais le
critere de précision fixé par €045, €St respecté, et reste en particulier en accord avec €xca
lorsque ces deux précisions sont égales.

Les figures précédentes nous permettent d’ores et déja d’établir une regle d’accord
entre €coars. €6 €aca. En effet, pour une précision de £, souhaitée, il semble convenable
de fixer

€coars. *— EACA- (311)

Des a présent, et sauf mention contraire, nous adopterons ce réglage.

3.1.3 Influence de l’intégration numérique

Si PACA permet un gain de temps substantiel en ne calculant qu’une partie des coeffi-
cients du bloc matriciel Z, a approcher, cette économie ne concerne que la partie réguliere
de la matrice (c¢f. remarque 1.1.5). Chacun des coefficients concernés nécessite une double
intégration. Ceci implique, comme dans le cas de 'assemblage de la matrice pleine (cf.
partie 1.4.2), une dépendance quadratique en ngauss du temps d’assemblage.

Pour évaluer la part quadratique du temps d’assemblage dans le cas de 'ACA, nous
comparons pour quelques exemples, dans le tableau 3.1.1, le rapport ¢/ néauss, ou t désigne
le temps d’assemblage pour €404 = 1074 de la H-matrice Z.

Nous pouvons constater que cette dépendance quadratique se vérifie bien des lors que
NGauss €st strictement supérieur a 1. En effet, le rapport ¢/ néauss n’est pas tout a fait
constant, et vaut environ deux fois plus pour ngauss = 1 que pour les autres valeurs de
NGauss considérées. Ce phénomene se retrouve dans le cas du calcul de la matrice pleine
(cf. figure 1.4.1). Ainsi, plus le nombre de DDLs est élevé et moins la partie singuliere de
la matrice H-matrice Z n’aura d’influence sur le cofit total de son assemblage.

3.1.4 Choix de la précision de compression selon la taille du probléeme

Dans le chapitre 2, nous avions pu voir que le choix de €,¢, avait une influence sur
le temps d’assemblage. En effet, celui-ci est d’autant plus long que la valeur de e,¢, est
petite. Ce temps reste toutefois proportionnel a nlog(n) quelle que soit la valeur de €5¢,.
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Chapitre 3. Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique

Cylindre (2D) Sphere (3D)
NGauss NGauss
n 1 2 3 n 1 3 7
1463 t (s) 0,544 1,268 2,476 1155 t (s) 5,420 20,732 125,004
—t—(s) 0,544 0,317 0,275 —t— (s) 5,420 2,304 2,551
Gauss "Gauss
13625 t (s) 4,708 12,744 25,752 10302 t (s) 102,904 405,220 2056,788
-t (s) 4,708 3,186 2,861 -t (s) 102,904 45,024 45,975
Gauss "Gauss
126 888 t(s) 57,620 138,888 273,732 112206 t(s) 2293,422 7783,980 39173,420
% (s) 57,620 34,722 30,415 5 L (s) 2293,422 864,887 799,460

n n,
Gauss Gauss

TABLEAU 3.1.1 — Temps d’assemblage par ACA en fonction de ngauss.

Vérifions maintenant 'influence de e, sur la précision par rapport a la solution
analytique. Pour ceci, nous évaluerons l'erreur relative entre la solution numérique du
systeme creux Z 7 = e et la solution analytique j¢f..

Pour résoudre le systeme creux Z 7 = e, nous utiliserons le solveur itératif GMRES
(cf. algorithme A.1) adapté au format des H-matrices. Pour cela, il suffit de remplacer
les produits matrice-vecteur de I’algorithme A.1 par des produits H-matrice-vecteur telles
que décrites en partie 2.5.2 (¢f. algorithme 2.5.2). Cette adaptation nous permet d’obtenir
un solveur itératif rapidement.

Ici nous fixons eqyres = 10712, Cette précision tres fine nous assure que l’erreur mesurée
correspond a l’erreur induite par la compression et non par la résolution. L’erreur relative
alors obtenue est présentée dans le cas de la sphere en figure 3.1.3.

10°

1071

-=1/n
— faca &= 1071

1072

T €aca = 1072

EE

Erreur

1073 Eaca = 1073

T Eaca = 1074

1074

10—0 | |
104 10°
n

FiGURE 3.1.3 — Erreur relative par rapport a la solution analytique pour différentes valeurs de

EACA-

Cette figure nous permet de constater que la précision par rapport a la solution ana-
lytique décroit en fonction du nombre de DDLs, jusqu’a atteindre un seuil a la fois proche
et inférieur & e,c4. Cette décroissance est attendue puisque plus le nombre de DDLs est
élevé, plus la solution numérique est proche de la solution analytique. Elle a une pente
proche de 1/n. Le seuil correspond quant a lui a la limite de I’ACA, qui ne peut pas, par
essence, étre plus précise que €,¢4.

Nous pouvons conclure de cette figure qu’il est inutile d’avoir une précision trop impor-
tante pour un nombre de DDLs donné. Par exemple, pour n = 18294, le pas de maillage
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3.2. Approximation en Croix Hybride (HCA)

moyen est de A/10; la précision obtenue par rapport a la solution analytique est sensible-
ment la méme quelle que soit la valeur de € ,c, (inférieure & 10~1). Ainsi, bien que beaucoup
de parametres entrent en compte (cf. section 1.4), la précision de la solution numérique
est surtout commandée par la discrétisation plutét que par la précision de compression
exigée. La précision sur la compression peut également s’ajuster en fonction de la précision
sur la discrétisation demandée.

3.2 Approximation en Croix Hybride (HCA)

3.2.1 Motivations

Steffen Borm, Lars Grasedyck et Wolfgang Hackbusch montrent que l’estimation de
Perreur lors du déroulement de ’ACA n’est pas fiable notamment dans le cas des géomé-
tries contenant des singularités et lorsque le noyau est défini a l'aide d’opérateurs diffé-
rentiels [11]. C’est dans le but de contourner ces limitations de 'ACA qu’a été développée
une nouvelle méthode, I’Approximation en Croix Hybride (en anglais Hybrid Cross Ap-
proximation, notée HCA).

Introduite par Steffen Bérm et Lars Grasedyck en 2005 [10], 'HCA est une méthode
de compression qui exploite a la fois le systeme d’approximation en croix développé dans
PACA et quelques résultats d’interpolation polynomiale, ce qui en fait une méthode hy-
bride. Les travaux de these de Kieran Delamotte [36] la considérent mais ne sont pas
accessibles a ce jour. Cette méthode consiste en la construction d’une forme dégénérée du
noyau de Green, que ’on utilise comme approximation du noyau réel sur des pivots choisis
par méthode ACA. Elle est actuellement encore peu exploitée en électromagnétisme.

Dans cette section, nous expliciterons les principes de cette méthode de compression
ainsi que ses développements pour ’EFIE dans le cas du mode TM en dimension 2, puis
dans le cas général en dimension 3.

3.2.2 Principes de la méthode

On définit la méthode pour un noyau g de la forme

g(way) = D:L‘Dyﬁ)/(wuy)’ (321)

ou Dy et Dy sont des opérateurs différentiels respectivement suivant x et y, et v une fonc-
tion asymptotiquement lisse (cf. définition 1.3.1), ayant notamment les bonnes propriétés
pour PACA (cf. partie 1.3.3).

Soit un bloc matriciel admissible Z € C'*/_ I étant ensemble des coefficients de ses
lignes et J I'ensemble des coefficients de ses colonnes. Pour ¢ € I et j € J, les coefficients
de la matrice Z construite a partir de la méthode de Galerkine sont de la forme

Zij = vi(x)g(x,y)pi(y) dedy. (3.2.2)
I'xT’

On utilise alors un noyau dégénéré g pour définir une approximation Z = (Zj;)icr, jes
de Z par

5= [ @@y y) dedy (32.3)
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Chapitre 3. Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique

Sélection de pivots

Nous reprendrons ici les notations introduites aux sections 2.2.2 et 2.3.3.

Supposons que 27 et 7 forment une paire admissible de domaines et considérons By
(resp. By), la boite englobante de ; (resp. €2;). La premiere étape de 'THCA consiste a
sélectionner des points de calculs (x;);cr dans Br et (y;)jes dans B;. Pour ce faire nous
utiliserons I'algorithme ACA.

Jusqu’a maintenant, 1’algorithme ACA nous a permis de déterminer une approximation
locale de la matrice impédance Z. Dans le cadre de 'HCA, I'utilisation de ’ACA nous
donne cette fois une approximation locale g de la fonction ~y. Dans un souci de clarté, nous

distinguerons ces deux algorithmes en notant “ACA,” ’ACA appliquée dans le cadre de
I'HCA.

L’algorithme ACA., est appliqué sur le couple de grilles de points (Gr,Gy), la grille
N7 (resp. Nj) quadrillant la boite B; (resp. By). On commence par le choix d’un premier
pivot (z1,y1) tel que y(x1,y1) # 0. On définit la fonction 1 qui & x et y € R? associe

v, y1)v(T1,Y)
Yz, y)

n(z,y) = (3.2.4)

~1 fournit alors une premiere approximation de =y, et on note r; = v — 1 le résidu de cette
approximation.

L’étape suivante consiste a choisir un second pivot (z2,y2) dans (N7, Nj), tel que
r1(x2,y2) soit maximal (et non nul), puis & définir une nouvelle approximation 7, de =y
définie par
r1(x, y2)71(T2, Y)

1 ($7 y) '

72(:177 y) = lyl(wv y) + (325)
On définit alors ro = v — 2 le résidu de cette deuxieme approximation.

On réitere ce processus jusqu’a ce que le résidu évalué sur le domaine d’approximation
soit inférieur a la précision ey, .

Finalement, on obtient deux listes de pivots (x;)ic[1,4] €t (Y5)je[1,4]> avec k le rang issu
de 'ACA,, et le noyau dégénéré g s’écrit sous la forme

g(ma y) = DwDy%’(mv y)? (326)
avec [10]
T
v(z, Y1) v(x1,y)
Y(x,y) = : Mt : : (3.2.7)
v(x, yr) Y(xk, )

ot M = (mij5); jepi,k) est la matrice définie par les coefficients
mij = (@i, yj)- (3.2.8)
Pour déterminer les listes de pivots, il est notamment possible de partir de grilles de
points (Gr, G) totalement aléatoires dans les boites By et B;. Nous avons choisi d’appliquer
PACA sur les grilles de points d’interpolation de Tchebychev tensorisés et adaptés aux

boites By et By [10].
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Soit m7 un entier naturel non nul et soit d la dimension du domaine considéré (d = 2 ou
3). La boite By étant délimitée par les points p; et p}'r, on définit les points d’interpolation
de Tchebychev tensorisés pour i, 7, k € [1, mr] par

+ - +_ - ;
x] +x;  x] —a; 2(i 4 1)m
Ty =~ 5 T T S Ty (3.2.9)
+ .- + .- ;
Yr +yr Y — U 2(j+ Dm
Yirg) = 5 + 5 co8 (—2mT (3.2.10)
+ - + -
z; +2 z7 — =z 2(k+ 1w\ .
ZIT(k) = 9 L + L B ! COS (W) sid= 3, (3211)
et ces de points d’interpolation de B s’écrivent
T
Plrg) = (xlm) yIT(j)) pour d = 2, (3.2.12)
T
Pirijn = (371T(i) YIrs ZIT(k)) pour d = 3. (3.2.13)

La figure 3.2.1 donne un exemple de tensorisation d’une boite By des points de Tche-
bychev en dimensions 2 et 3.

L. "

Uz

Uy

\
_'"_'"_"!,,
w,!

\
N
\

by Py =
(a) Cas 2D : boite carrée (mr = 6) (b) Cas 3D : boite cubique (mr = 4)

FIGURE 3.2.1 — Points de Tchebychev dans une boite en dimensions 2 et 3.

Séparation des variables

Notons N = M~ = (nij)i e,k Alors

k k
Y@, y) =D mmy (@, )y (Tm, y)- (3.2.14)
=1 m=1
Ainsi
k k
§(:n, y) = DwDy Z Z nlm’V(wa yl)’}/(mma y)a (3'2'15)
=1 m=1
soit
k k
J(z,y) = Z Z Mum (Dzy(2, 1)) (Dyy(®m, y)) - (3.2.16)
=1 m=1
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On a donc

k k
Zij = /Fxr 0i() D> D tum (Day(®,u1) (Dyy(xm, y)) ¢;(y) dy de, (3.2.17)

=1 m=1

soit

Zij = Z Xk: Nim, (/ i(x)Deyy(x, y1) da:) (/ 0 (Y)Dyy(Tm,y) dy) . (3.2.18)

=1 m=1

Expression possible de la matrice N

Il existe plusieurs stratégies pour exprimer N = (nym ) mef1k] de facon a séparer les
indices [ et m, et ainsi de pouvoir dissocier les sommes apparaissant dans (3.2.18). Steffen
Borm et Lars Grasedyck proposent dans [10] une méthode récursive définissant N € RF**
comme le produit de deux matrices CT et D de RF*%. Bien qu'il soit possible d’adapter
cette méthode au cas complexe, nous avons opté pour l'utilisation de la décomposition LU
de M = N7, que I'on peut implémenter directement dans 1’algorithme ACA [37].

Ainsi nous avons

M=LU = N=M'=@Uu)'=vu"'L" (3.2.19)
Posons alors
C=U" = (cij)ijep.n; (3.2.20)
et
D :=L"" = (dij)i jep 1] (3.2.21)

On a alors N =CTD = (45)ije[1,k] AVeC Ny = 22:1 cpidpm.- 11 en découle

Zij = (Z sz/ @i(x)Dey(x, Y1) diB) <Z dpm/ 0 (y)Dyy(Tm, y) dy) (3.2.22)

Ainsi, en définissant les matrices A = (aq)icricqik] € B = (bjm)jesmep,k] telles que

il = /F ¢i(x)Day(x, y1) d, (3.2.23)
bjm = /F ©i(y)Dyy(xm,y) dy, (3.2.24)

on obtient

k k k
gij = Z (Z cplail> (Z dpmbjm> . (3225)
=1 m=1

Autrement dit, B
Z =UVH avec U = ACT et V1 = BDT. (3.2.26)

Ceci constitue une approximation Zde Z ayant pour rang k.

Remarque 3.2.1. L’écriture (3.2.26) est une ri-matrice au format (2.1.4). Pour en dé-
duire une ri-matrice au format (2.1.23), il suffit d’y appliquer la r-SVD a une précision
€ donnée. En général, on pose

E =Epxca- (3227}
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3.2. Approximation en Croix Hybride (HCA)

Algorithme de la compression HCA
Pour résumer, THCA vise & construire une approximation Z = UVH d’un bloc matriciel
Z € C'*7 et se déroule selon les étapes suivantes :
1. détermination des pivots (x;)icp14] €t (Yj)jeq,r) Par ACA a précision euca sur les
mi} points de Tchebychev,
2. décomposition LU de la matrice M = (v(z:,Y5))i je[1,k]s

3. calcul des potentiels de simple couche a;; = Sc(¥:)(y1) et bjm = Sc(p;)(2m) pour
iel, jeJetl,mel]lk],

4. construction par multiplication de U et V.
On en déduit I’algorithme 3.2.1.

Algorithme 3.2.1 Hybrid Cross Approzimation (HCA).

procedure HCA(Z,eyca,mp,U,V)
call TCHEBYCHEV By, mr, (Pz‘I)ie[[l,de]})
J
call TCHEBYCHEV (B, mr, (p§ )je[[l’de]])

1:

2

3

4: call aca((p?), (p}j),EHCA,II,jI,LM, Unr)
5: k = size(Z')
6

7

8

9

for I =1,k do
Ty = p%/(l)
—nJ
Y = PJ/(Z)
: end for

10: C=Uy
11: D=L}
12: call BUILD_A((¥:)ici 4], A)
13: call BUILD_B((z;) je[1,4], B)

14: U= ACT
15 VH.=pBDT
16: end procedure

La routine TCHEBYCHEV donne, en fonction de la boite englobante et de l'ordre d’in-
terpolation souhaité, les coordonnées des points d’interpolation correspondants. La routine
ACA se charge, en plus de fournir les listes de pivots Z' et J’/, d’effectuer la décomposi-
tion LU de M = (v(i,Y;))ijep k- Enfin les routines BUILD_A et BUILD_B permettent de
construire les matrices A et B selon leur définition. Nous verrons dans la suite comment les
définir pour la formulation EFIE dans le cas d’un probleme réduit en dimension 2 (mode
TM), ainsi que dans le cas général en dimension 3.

3.2.3 Expression de ’HCA
HCA d’un potentiel de simple couche (2D)

Rappelons I'expression des coefficients de Z = (2;;)ier,jes comme explicités en par-
tie 1.1.3

zij = /F - vi(z)G(z,y)p;(y) dy dz, (3.2.28)
X
avec les fonctions de base (¢;);e; définies par
pi(x) = 15, (), (3.2.29)
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et G le noyau de Green défini par
1

41H51)(ko |z —yl), (3.2.30)

G(mv y) =
pour « € Q7 et y € Qy, ou (7,Q7) constitue une paire admissible de sous-domaines de
la frontiere I'.

Dans ce cas, les boites englobantes By et B; sont des rectangles que I’on peut quadriller
de sz points d’interpolation de Tchebychev, afin d’y appliquer 'algorithme ACA sur le
noyau de Green. ’ACA nous fournit le rang & ainsi que les deux listes de pivots (x’i)z'e[[l, k]
et (yj)je[[l,k]]- Par identification, nous pouvons immédiatement en déduire ’expression
des matrices M = (mij); jepi i), A = (@i)ieriep k] e B = (bjm)jesme[1,k], Permettant
d’appliquer ’'HCA & ce cas particulier, soit

mi; = G(wi,yj), (3.2.31)
a; = /ngi(a:)G(a:,yl) de, (3.2.32)
bjm:/rwj(y)G(wm,y) dy. (3.2.33)

HCA de la formulation EFIE (3D)

L’expression de Z = (zij)icr,jes dans le cas d'une formulation EFIE 3D (donnée
en (1.1.87)) comporte des fonctions de base particulieres, constituées de vecteurs de I'es-
pace R3. De ce fait, la séparation des variables offerte par ’'HCA mene a la construction
de matrices dont les coefficients sont dans C3.

Notations. Soient deux entiers naturels non nuls m et n. Considérons l’ensemble

mXxXn
(€)™ = {(@)icpmpjenn Vi € [1m] Vi€ [l,n] ayeC (3.2.34)

Cet ensemble rassemble les matrices de taille m x n & coefficients dans C3. Nous noterons
alors en gras et en majuscule tout élément de ((C3)mxn.

En particulier, considérons pour m,n,p € N, les matrices a = (aij)ie[[l,m]],je[[l,n]] €
(C)™", B = (bij)iepim].jenp) € CF et C = (¢ij)iefin],jefp] € (C"™P ainsi que le
vecteur @ = (;);eq1,3) € C*. Nous noterons alors :

mX

e AB lopération dont le résultat D = (dij)ic[1,m] je[1,p] € (CH™*P est défini par

Vie[l,m] Vje[lLp] di=> brjai; (3.2.35)
k=1
e A.C lopération dont le résultat D = (dij)ic[1,m],je[1,p] € C™ P est défini par

Vie[l,m] Vie[Lp] dij=> ap-c; (3.2.36)
k=1
e x - A l'opération dont le résultat D = (dij)ic[1,m] je[1n] € C™*" est défini par
Vi € [[1,m]] Vj e [[1,n]] dij =T a;;. (3237)

Remarque 3.2.2. Soient A € (C3)™" et B € (C3)""". Construisons les matrices Ace
C™*3P et B € C™*3 telles que

~

A:{um-A u, A uZ-A}:[Ax A, A, (3.2.38)
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B=|u,-B u, B u. B|=[B, B, B.|. (5.2.89)
Alors
BH
AB" = (A, A, A]|BY (5.2.40)
BH
= [4,BY + A Bl + A.BY| (3.2.41)
AB" = A.BY. (8.2.42)

Rappelons & présent l'expression de Z = (z;j)icr jes dans le cas d’'une formulation
EFIE donnée en (1.1.87), soit pouri € I et j € J

Zij = G(z,y) (w(w) ~pj(y) — %Vr - pi(x)Vr - @j(y)) dy dx (3.2.43)
I'xI’ 0

avec les fonctions de base (;)ier définies par les courants surfaciques locaux (J;)icr tels
que

pi(x) = Ji(x), (3.2.44)
et G le noyau de Green défini par
e~ ikolz—y|
G(x,y) = g (3.2.45)

pour x € Qr et y € Qy, ou (Qr,Q;) constitue une paire admissible de sous-domaines de
la frontiere I'.

Cette fois-ci, les boites englobantes By et B sont des pavés droits que ’on peut qua-
driller de m3. points d’interpolation de Tchebychev, afin d’y appliquer I'algorithme ACA
sur le noyau de Green, qui nous fournira le rang k ainsi que les deux listes de pivots
(mi)ieqi k) et (¥j)jeq,k)- Cependant, contrairement au cas du potentiel de simple couche
(2D), l'identification est moins immédiate. Par ailleurs, les fonctions de base (¢;)icr sont
des vecteurs de 'espace et non des scalaires, comme c’était le cas précédemment.

Il peut alors étre judicieux de réécrire le coefficient z;; sous la forme d’une différence
de deux intégrales doubles, sur lesquelles il sera ensuite plus aisé d’appliquer 'THCA. On a
donc pourt € I et j € J,

1
= [ G@ye@) o) dyde— 5 [ Gley)Vrw(@)Vr-py) dy da.
0

I'xT

(3.2.46)

ou autrement dit
2y =2y =2, (3.2.47)

avec
2 :/F LC@y)ei(z) pily) dy dz (3.2.48)
X
s 1
Zz'(j) =12 G(x,y)Vr - pi(®)Vr - ¢;(y) dy dz. (3.2.49)
0 JI'xDD
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Nous pouvons donc voir Z comme la différence de deux matrices Z(*) et Z®), dont les
expressions sont faciles a approcher du cas générique sur lequel ’HCA est applicable. En
particulier, on définit les matrices

M = (mij)i€]7j€] telle que Viel VjeJ mi; = G(:BZ, yj), (3250)
a = (ai)icr ek telle que Viel Vie[Lk] ay= / wi(z)G(x,y) dz,
r
(3.2.51)
B = (bjm)jej,mell]_’k]] telleque VjeJ Vme[l,k] bjm,= /Fcpj(y)G(asm,y) dy,
(3.2.52)
1
a = (Gi)icr ek telle que Viel Vie[lLk] ay= P / Vrpi(z)G(z,y1) de,
0 JT
(3.2.53)
) . ] . 1
B = (bjm)jej7me[[17k]] telleque VjeJ Vme([l,k] bjm= kO/FVpgoj(y)G(mm,y) dy.
(3.2.54)

Posons n; = Card(I) et ny := Card(J). Les matrices M € CF<k A e Cr*F ot
B e C"7** sont des matrices denses classiques, ayant leurs coefficients dans C, tandis que
les matrices A et B ont leurs coefficients dans C3.

Posons alors

nyxk
U=Aac”e (c)" (3.2.55)
nyxk
v =(BD e (c)", (3.2.56)
U=ACT e ¢k, (3.2.57)
V = (BDT)H ¢ coxk, (3.2.58)

avec C et D les matrices définies en (3.2.20) et (3.2.21). On a donc les approximations
ZV) =U.vH et 2O = VH, (3.2.59)

Suivant la remarque 3.2.2, construisons les matrices, U € Crix3k of V' e Crox3k telles
que

U=lu, U w, U w. U= U, Ul (3.2.60)
Velu: VoV ou V] =V V, V. (3.2.61)
Alors -
U-U" =pvH, (3.2.62)
ce qui implique o N R o
Z =276 =pgvHi _yvH. (3.2.63)

Ainsi, d’apres la remarque 2.1.7 (somme de deux ri-matrices de représentation (2.1.4)),
nous pouvons construire les matrices U € C™*% et V € C"7*4 définies par

v=1[0 -0, (3.2.64)
v=[v v]. (3.2.65)
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Nous obtenons enfin
Z=UvH, (3.2.66)

La ri-matrice Z ainsi définie est donc au format (2.1.4) et de rang 4k, ce qui peut étre
génant pour une compression efficace. L’application d’une r,-SVD semble donc indispen-
sable ici.

3.2.4 Réglage des parametres

Comme exposé a l'algorithme 3.2.1, nous pouvons considérer que ’HCA se déroule en
trois parties : une ACA, accompagnée d’une décomposition LU, des intégrations simples et
des multiplications de matrices, le tout étant suivi d’une r,-SVD. En particulier, 'ACA,,
induit par nature une erreur d’approximation qui doit étre inférieure a eyc,. En terme
de temps, le déroulement de I’ACA., dépend potentiellement de eyca, mais également de
mr. Ce dernier parametre peut par ailleurs agir sur le rang k issu de ’ACA.,,. Enfin,
I’étape comportant les intégrations numériques dépend temporellement du nombre ngauss
de points de quadrature de Gauss-Legendre utilisés.

Il serait alors utile de dégager des indications de réglage de ces divers parametres afin
de s’assurer d’un assemblage a la fois précis et efficace.

Réglage de my

Influence sur la précision. L’ordre d’interpolation de Tchebychev myp intervient uni-
quement lors de I’ACA., qui fournit des pivots (z;)icpix] €t (Yj)jeqik), ¥ étant alors le
rang résultant de ’ACA,,. Ces pivots permettent alors de définir une approximation v de
v définie en (3.2.6).

Pour évaluer I’erreur obtenue en fonction du choix de mq, nous parcourons les blocs
admissibles b == [ x ¢ de I x J (c’est-a-dire les blocs matriciels Z‘b e €/ de Z). Sur
chacun de ces blocs, nous réalisons ’ACA, a précision eyca, puis nous en déduisons pour
tout « € G; et y € G, la valeur y(x,y) et sa version dégénérée 5(x,y). Nous évaluons
l'erreur absolue entre Z), et Zlb par

82y, Zp) = Y. ) -Azy)]| - (3.2.67)
xEB,yEB,:

A Déchelle de la H-matrice Z globale, nous évaluons alors I'erreur totale par la formule

)y 7 M <), 5 oy2)
02, 2) = > 304" (3.2.68)

b admissible

ou ny (resp. my) désigne le nombre de lignes (resp. de colonnes) du bloc b. Cette erreur
est représentée en figure 3.2.2 pour différentes valeurs de mr.

Cette figure nous permet de constater que l'erreur ainsi définie s’améliore & mesure
que la valeur de mp augmente. Cependant cette amélioration n’existe plus des lors que
my = 4. Pour eycs = 1074, il semble donc inutile de prendre mp > 4 car la précision
maximale est atteinte pour ce nombre de points d’interpolation.

Influence sur le rang a l’issue de PACA,. L’ordre d’interpolation ms a également

une influence sur le rang k obtenu a I'issue de ’ACA.,, puisque ce rang est majoré par mﬁ}.
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FIGURE 3.2.2 — Erreur relative induite sur le noyau par ACA pour différentes valeurs de mr (egca
=107%).
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FIGURE 3.2.3 — Taux de compression sur les blocs admissibles avant recompression par rp-SVD
pour différentes valeurs de mp (epca = 1074).

Aussi est-il intéressant d’observer I’évolution du taux de compression moyen sur les blocs
admissibles pour différentes valeurs de mp, comme représenté en figure 3.2.3.

Pour eycx = 1074, nous pouvons constater que le taux de compression converge vers un
maximum atteint des que mp > 4. Cette valeur seuil de m7 est la méme que celle obtenue
par observation de l'erreur relative sur le noyau en figure 3.2.2. Ceci semble indiquer que
malgré une quantité importante de points de T'chebychev dans les cas mp = 5 et mp = 6,
I’ACA,, arrive a convergence pour un rang similaire a celui obtenu pour mp = 4.

Reégle quant au choix de mp. Dans [9], Steffen Borm regle les valeurs eycs et myp
conjointement, sans toutefois préciser de régle d’accord entre ces deux parametres.
L’étude menée ici semble montrer que pour eyca = 1074, il est suffisant de poser
mp = 4 et une valeur supérieure est inutile.
Des a présent, de fagon plus générale et sauf mention contraire, nous définirons conjoin-
tement eycs et mp sur le modele de [9], c’est a dire tels que

Eyca = ].OimT. (3269)
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Réglage de cyca

La précision souhaitée eyc, intervient en premier lieu lors de 1’étape de compression
du noyau par ACA,.

Pour évaluer I'erreur générée sur le noyau en fonction du choix de ey, nous parcourons
les blocs admissibles Z‘b eCl* de Z , sur lesquels nous réalisons I’ACA., & précision exyca
(en appliquant la regle (3.2.69)), puis nous en déduisons pour tout x € I et y € J la valeur
v(x,y) et sa version dégénérée 7(x,y). Nous évaluons alors l'erreur entre ces deux valeurs
pondérée sur la H-matrice Z globale. Cette erreur relative est représentée en figure 3.2.4
pour différentes valeurs de egca.

101 E E|
100 F y
101} T
9 § 1 Euca = 1072
g 1077 E Eues = 1073
- I |
= 1073 1 e =107
§ § T €uca = 1075
1074 E 1 —énca = 107°
109 | .
10-6 L | | | L
103.8 104 104.2 104.4
n

FI1GURE 3.2.4 — Erreur relative induite sur le noyau par ACA pour différentes valeurs de eycap.-

Cette figure nous permet d'une part de valider la précision de ’ACA, sur le noyau, et
d’autre part de vérifier que la régle d’accord (3.2.69) est compatible avec I’obtention de
I’erreur désirée quelle que soit la valeur de eycy.

Le parametre egc, intervient par ailleurs lors de la recompression par r,-SVD, ainsi que
durant le coarsening s’il y a lieu. Comme nous I’avons montré au chapitre 2 (parties 2.1.2
et 2.4.2), l'erreur induite par ses opérations purement algébriques respecte alors la précision
prescrite. De ce fait, nous pouvons en déduire qu’en cas de coarsening, il semble judicieux
de poser

Ecoars. *= EHCA- (3270)

Choix de la précision de compression selon la taille du probleme

Vérifions maintenant 'influence de eyca sur la précision par rapport a la solution
analytique. Pour ceci, nous évaluerons l'erreur relative entre la solution numérique du
systeme creux Z J = e assemblé par HCA, et la solution analytique j,¢.. Nous utilisons les
regles d’accord définies ci-avant en posant pour une valeur de mp donnée, eyc, = 107™7T
et €coars. = Emca-

Pour résoudre le systeme creux Z 7 = e, nous utiliserons le solveur itératif GMRES
(cf. algorithme A.1) adapté au format des H-matrices, en fixant egyrps = 10712, L'erreur
relative alors obtenue est présentée dans le cas de la sphére et comparée au cas de la
compression ACA en figure 3.2.5.

Cette figure nous permet de constater que la précision par rapport a la solution ana-
lytique décroit en fonction du nombre de DDLs, jusqu’a atteindre un seuil a la fois proche
et inférieur a ey, . L’allure obtenue ici est en fait la méme que celle obtenue dans le cas de
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FIGURE 3.2.5 — Erreur relative par rapport a la solution analytique pour différentes valeurs de exca
et comparaison avec ’ACA.

I’ACA pour des valeurs grossieres de ey, ; toutefois, on remarque que pour ey = 1073,
la précision de ’ACA décroit plus que celle de ’HCA.

3.2.5 Etude des temps de calcul de ’'HCA

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, chacun des parametres de réglage
de ’HCA influe sur la précision de la méthode a des étapes différentes de ’algorithme. De
meéme, le choix des parametres a un impact visible sur le temps de réalisation des étapes
de la méthode. C’est ce que nous allons analyser dans cette partie.

Influences de mr et eyca

Nous avons déja pu constater au chapitre 2 que le temps de réalisation de 'ACA était
d’autant plus long que le parametre £,¢, est petit (¢f. 2.4.1). On peut assez logiquement
penser qu’il en sera de méme pour des valeurs de mp d’autant plus élevées. Pour le vérifier,
fixons exoa = 1074 et observons les différents temps moyens de réalisation de 1’étape de
compression par ACA, du noyau en fonction de mp (cf. figure 3.2.6).

103 ¢ q
107 i —mr=1
" & 1 —mr=2
éx r | mr =3
ﬁ mT:4
10! H —mpr =5
E —mT:6

100 g

i

—

o
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| | | |
103.8 104 104.2 104.4
n

FIGURE 3.2.6 — Temps moyen de réalisation de 1’étape de compression par ACA du noyau en
fonction de mr (egca = 107%).
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3.2. Approximation en Croix Hybride (HCA)

Cette figure confirme l'intérét, a précision obtenue égale, de choisir la valeur de myp
la plus faible possible, et finit donc de justifier la régle d’accord entre eyc, et mp définie
en (3.2.69). Le temps consacré & ’ACA dans la compression HCA correspond toutefois a
une faible proportion du temps total de compression, comme nous le verrons dans la suite
de cette section.

Influence de l’intégration numérique

Le choix du nombre de points de quadrature de Gauss-Legendre utilisés pour l'inté-
gration numérique n’influe temporellement que sur I'étape de 'HCA durant laquelle sont
réalisées les différentes intégrations. Si PACA avait a priori une dépendance quadratique
en NGauss, e N'est pas le cas pour FHCA. En effet, les intégrales doubles de la BEM sont
ici séparées en intégrales simples, ce qui laisse présager une dépendance linéaire en ngauss
du temps de réalisation de cette étape. Nous pouvons le vérifier pour quelques exemples
dans le tableau 3.2.1.

NGauss
n 1 3 7
4521 t(s) 12,628 41,468 93,992
t/ncanss (5) 12,628 13,823 13,427
18294 t(s) 98,508 300,116 650,776
t/nGaus (5) 98,508 100,030 92,968
69930 t(s) 434,092 1223,888 2670,956
t/ncauss (5) 434,002 407,963 381,565

TABLEAU 3.2.1 — Durée des intégrations dans 1’assemblage par HCA en fonction de ngauss-

Ce tableau nous permet de vérifier le colt linéaire en ngauss de la partie intégration
de 'HCA. Cette dépendance est & comparer avec celle, quasi quadratique, observée dans

le cas de PACA (c¢f. tableau 3.1.1).

Répartition des temps sur les différentes étapes de 'HCA

Nous savons a présent que le temps d’assemblage par HCA dépend a la fois de mr, de
€nca et de ngauss, et les parties précédentes nous ont permis de déterminer dans quelles
étapes de I'algorithme HCA ces parametres avaient le plus de poids.

Nous n’avons toutefois pas parlé de I’étape de multiplication matricielle. Si le bloc
Zlb est de taille m x n, les multiplications effectuées imposent un nombre d’opérations
total proportionnel & (m + n)k?, k désignant le rang obtenu suite & la compression du
noyau de Green par ACA,. Ainsi la durée de I'étape comprenant les multiplications est
indirectement dépendante de myp et de egca.

Finalement, nous pouvons évaluer dans quelques cas la part de chacune de ces étapes
(cf. 3.2.2).

TABLEAU 3.2.2 — Proportion des durées des différentes étapes de THCA (epca = 107%).
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Chapitre 3. Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique

Ce tableau nous permet tout d’abord de constater que la durée des intégrations occupe
la plus grande part du temps de compression par HCA, tandis que I’étape constituée
de 'ACA, et de la décomposition LU occupe une faible part du temps de compression
total, de méme que le temps des multiplications matricielles. En revanche nous pouvons
également constater que la derniere étape, consistant en une recompression par ri-SVD,
occupe une part importante de la compression totale. Ceci s’explique par le fait que si
I’ACA,, nous donne une approximation de rang k du noyau, 'EFIE étant la somme de
deux intégrales dont une est vectorielle et I'autre scalaire, le rang en sortie de 'HCA est
de 4k. La part de la r,-SVD est d’ailleurs bien plus faible dans le cas de 'HCA appliquée
au cylindre infini (dimension 2).

Quoi qu’il en soit, la part importante de I’étape comportant les intégrations numériques
nous permet d’affirmer que 'HCA devient avantageuse sur 'ACA des lors que ngauss
est supérieur a 1. En effet, considérant le réglage ngauss = 3 justifié en section 1.4.2,
PACA est réalisée dans un temps proportionnel a néauss = 9, contre 2ngauss = 6 pour
I’étape d’intégration de P’HCA. Dans la partie 4.2.3, nous comparerons les performances
temporelles de ces deux méthodes sur des cas de surfaces rugueuses.

Cette étude de ’'HCA nous a donc permis dans un premier temps de développer cette
méthode afin de I'adapter au cas de 'EFIE. Son usage est avantageux sur celui de 'ACA
car son temps total de réalisation est moindre pour ngauss = 3, tout en ayant une précision
comparable a celle de ’ACA pour les cas canoniques. Par ailleurs, le fait que THCA ne
repose pas sur une estimation de ’erreur en fait une méthode de compression a priori plus
robuste que ’'ACA.

3.3 Résolution d’un systeme linéaire hiérarchique

Dans cette partie, nous verrons comment adapter plusieurs méthodes de résolution au
format H-matrice. Il s’agira de résoudre 1’équation

Zj=e, (3.3.1)

dans laquelle Z désigne I’écriture hiérarchique de la matrice impédance Z de I'objet diffrac-
tant, e le second membre dépendant du champ incident E™ et j le vecteur des courants
a déterminer.

Comme utilisé en partie 3.1.4, le GMRES s’adapte aisément au format hiérarchique
en remplacant les produits matrice-vecteur par leur pendant hiérarchique. Nous ne déve-
lopperons donc pas d’avantage ce solveur. Toutefois I’algorithme du GMRES classique est
disponible en annexe A.2.

3.3.1 Solveur H-LU
Influence de ¢,

Erreur et résidu. Pour juger de l'influence de la précision ., sur l'erreur commise
lors de la résolution H-LU, il convient de résoudre avec cette méthode un systeme creux
Zj 7 = e, dans lequel e est connu et généré par multiplication de A par un vecteur jpf.
aléatoire. Nous pouvons alors évaluer 'erreur relative entre j et jwr et la tracer pour
différentes valeurs de ., (cf. figure 3.3.1).

Cette figure nous permet de constater que l'erreur commise par décomposition H-
LU augmente a mesure que le nombre de DDLs augmente. Ce phénomene est d’autant
plus flagrant que la valeur de €., est grossiére. Ceci est probablement une traduction du
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Cylindre (2D) Sphere (3D)
T \\HH‘ T \\\HH‘ T 1 \\HH‘ T T T 11107 T T T T T T 1 17T
1072 = - - . 1072

2

% 4 /_’_/_,/__ ] 4 €rv = 1072
< 10 10 — e, = 107*
—~ _ —6
z 10701 . - 110-5 Ery = 1078
Lﬂ: — ¢y = 10

,_.
9
oo
X
—
9
oo

covd v el il Lol Lol
10 10*  10° 109 10* 10°
n n

FIGURE 3.3.1 — Erreur relative induite par la résolution H-LU pour différentes valeurs de €.

conditionnement de la matrice traitée, qui se dégrade avec la taille de la matrice. Aussi
Ierreur est 1égerement supérieure a la précision souhaitée

Nous pouvons également évaluer le résidu issu du solveur H-LU. Pour cela nous éva-
luons cette fois lerreur relative entre e = Z, Jrst. et le produit Z 7, ce qui nous permet
d’obtenir la figure 3.3.2.
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FIGURE 3.3.2 — Résidu induit par la résolution H-LU pour différentes valeurs de e,y .

Nous pouvons constater que cette erreur reste de 'ordre de €., quelle que soit sa
valeur, sauf pour un faible nombre de DDLs dans le cas 3D, ou l'erreur est légérement
supérieure a la valeur prescrite de €.

Cette figure nous permet de valider la méthode de résolution H-LU, méme si la fi-
gure 3.3.1 met en évidence une perte de précision due au conditionnement de la matrice
traitée.

Espace mémoire. A moins qu’il ne soit possible d’écraser la H-matrice Z , il est impor-
tant de prendre en compte ’espace mémoire qu’occupe la H-matrice contenant la décom-
position H-LU de Z , Ce que nous pouvons apprécier en figure 3.3.3.

Nous pouvons constater que le taux de compression de LU dépend de €.,. De ce fait
nous pouvons nous attendre a ce que le temps de résolution dépende également de €, ce
que nous allons vérifier des a présent.

Temps de résolution. Le temps de résolution est avant tout fonction du taux de com-
pression de la H-matrice une fois décomposée. Elle est par ailleurs a mettre en comparaison
avec le temps de décomposition H-LU qui précede la résolution. Nous avons pu voir en
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FiGURE 3.3.3 — Taux de compression de
différentes valeurs de ;.

la H-matrice contenant la décomposition H-LU pour

figure 2.5.7 quelle était l'influence de €, sur la durée de décomposition, ce que nous
pourrons regarder plus en détails dans les cas décrits au tableau 3.3.1.

ELU
n 1072 1074 10-° 10-*®
Temps d’assemblage de A (s) 85,144
Taux de compression de Z (s) 49 x 1073
Cylindre (2D) Taux de compression de LU 6,6 x 1072 88x 1073 1,1 x 1072 1,2 x 1072
n = 81209 Temps de décomposition (s) 52,804 70,548 96,260 133,400
Temps de résolution (s) 0,272 0,284 0,308 0,548
Temps total (s) 53,076 70,832 96,568 133,948
Temps d’assemblage de Z (s) 3114,332
Taux de compression de Z (s) 8,0 x 1072
Sphere (3D) Taux de compression de LU 2,7 x 1072 51x 1072 1,0 x 107" 1,5 x 1071
n = 69930 Temps de décomposition (s)  8624,348 24647,056 55 168,496 109 941,724
Temps de résolution (s) 2,848 4,644 5,824 7,496
Temps total (s) 8627,196 24651,700 55174,320 109 948,220

TABLEAU 3.3.1 — Temps total d’exécution du solveur H-LU selon la précision £ de la décompo-
sition. Les H-matrices sont assemblées par HCA avec eyyca = 1074

Ce tableau nous permet de vérifier que le temps de résolution H-LU dépend du taux
de compression de la H-matrice LU , mais aussi que le temps de résolution est négligeable
devant le temps de décomposition. C’est donc ce dernier critere qu’il convient de prendre
en compte.

La décomposition H-LU permet donc de résoudre notre systeme hiérarchique de fagon
d’autant plus précise que la H-matrice Z est bien conditionnée. Cette méthode de résolu-
tion est cependant cotteuse en temps, notamment a cause de la durée de la décomposition
H-LU.

Toutefois, lors d’une résolution par solveur direct H-LU, la H-matrice Z est bcrasée par
LU. L’espace mémoire occupé par cette nouvelle H-matrice est alors légerement supérieur
a celui occupé par Z avant qu’elle ne soit écrasée.

La décomposition H-LU peut alors devenir intéressante dans le cadre d’'un précon-
ditionnement de solveur itératif, tel que GMRES. C’est ce que nous allons voir dans la
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3.3. Résolution d’un systeme linéaire hiérarchique

section suivante.

3.3.2 Préconditionnement des méthodes itératives

Il arrive qu’un solveur itératif ne parvienne pas a converger en un nombre raisonnable
d’itérations, rendant la résolution tres longue. Ce défaut de convergence est en général di
au conditionnement du systéeme. Lorsque ’on considere un probléeme aux valeurs propres,
il peut méme arriver que le solveur itératif ne converge pas du tout s’il est proche d’une
valeur de résonance. Dans les deux cas, il est possible d’améliorer le comportement de la
convergence de la méthode itérative en y appliquant un préconditionneur. Le principe de
tels préconditionneurs est rappelé en annexe A.2.

Adaptation au format H-matrice

Soit une matrice P € C"*". P est un préconditionneur & droite du systéme Zj = e si
P~ est relativement proche de Z~!, de sorte que le nouveau systeme

P1Zj =P le, (3.3.2)
soit proche d’une simple multiplication matrice-vecteur, c’est-a-dire
j~Ple (3.3.3)

Dans le cas des H-matrices, le préconditionneur doit lui aussi étre une H-matrice P,
telle que N
j~P e (3.3.4)

i i inv i us résolv ¢
En pratique, nous ne construisons pas l'inverse de P, mais nous résolvons le systéme
Pj ~e. (3.3.5)

Nous savons résoudre ce systeme par une méthode directe : la résolution H-LU. C’est
de cette maniere que nous allons donc introduire le préconditionnement dans le solveur
itératif GMRES que nous avons précédemment adapté au format H-matrice.

Une version recompressée par coarsening de Z s’impose alors comme candidat idéal
dans le role du préconditionneur, puisqu’elle constitue une bonne approximation de Z, de
taux de compression plus faible que celui de Z. Nous pouvons en effet rappeler que ’erreur
relative résultant d’'un coarsening a précision € oqrs. €st de 'ordre de cette précision, comme
Iindiquait la figure 2.4.5 dans le chapitre précédent.

Dans la suite nous choisirons donc cette solution, en posant epréc. = €10 = Ecoars.-

GMRES préconditionné

L’ajout d’'un préconditionneur P est intégré directement dans I'algorithme du solveur
GMRES et ne conduira qu’a une résolution H-LU supplémentaire & chaque itération.
La décomposition H-LU s’effectuant a une précision €., pres, ce solveur optimisé prend
donc deux arguments supplémentaires que sont le préconditionneur Petla précision de
décomposition H-LU de ce dernier, notée epec..

Comme nous avons pu le voir précédemment, le temps d’une décomposition H-LU est
tres supérieur a celui d’une résolution H-LU. On a donc, des le départ,

P=LU (3.3.6)
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a la précision epr¢c. pres.

Une fois la décomposition H-LU faite, il suffit de faire précéder, au sein de chaque
itération, la multiplication H-matrice-vecteur Z 7 = 7' en ligne 10 de l'algorithme A.1
d’une étape de résolution H-LU

LUj = w;. (3.3.7)

Nous pouvons prévoir que le temps de chaque itération sera plus long dans la version
préconditionnée du GMRES, puisqu’on ajoute une étape de résolution H-LU. Cette durée
supplémentaire dépendra du taux de compression de P. De plus, les figures 2.5.7 et 2.5.8
nous rappellent que le temps de décomposition H-LU, qui sera déterminant dans cette
version préconditionnée du solveur itératif, dépend a la fois du taux de compression de la
H-matrice et du choix de ;.

Il est également important de prendre en considération I'espace mémoire qu’occupe
le préconditionneur P. En effet, la taille de cette H-matrice étant la méme que celle de
A , plus le taux de compression de P est avantageux, moins la méthode itérative n’aura
d’influence sur le cotit mémoire total de la résolution. En particulier, la figure 2.4.4 nous
rappelle dans quelle mesure ’espace mémoire occupé par une H-matrice dépend de la
précision €pqrs. de sa recompression.

Ceci nous donne des indications sur les choix possibles de préconditionneurs et de
précision eprgc. -

Validation de I’outil de préconditionnement

Le préconditionnement H-LU précédemment décrit dépend donc d’un nouveau para-
metre epréc. - Etudions le comportement du préconditionneur H-LU sur le solveur GMRES.
Il peut étre intéressant de comparer les performances de ce GMRES préconditionné sur
un exemple précis. Prenons le cas d’une sphére (3D) discrétisée avec n = 112206 DDLs,
assemblée par ACA avec €404 = 1074, et recompressée par coarsening avec € cogrs. = 1072,
Nous pouvons alors évaluer les performances de la méthode GMRES préconditionnée,
comme consignées dans le tableau 3.3.2.

Epréc.
Sans prec. 1072 1073 1074
Temps d’assemblage (s) 11 959,340
Temps de recompression (s) 1903,452
Temps de coarsening & eprc. (s) 0 419,375 546,244 0
Temps de décomposition H-LU (s) ] 3071,464 7229,172 16 643,892
Temps de GMRES (s) 4544,476 39,576 23,656 23,804
Temps total (s) 18 414,560 17400,500 21669,156 30996,404
Nombre d’itérations 976 4 2 1
Temps par itération (s) 4,656 9,894 11,828 23,804
Stockage de Z (Go) 6,211
Stockage de P (Go) 0 2,885 4,519 6,561
Cotit mémoire total (Go) 6,211 9,096 10,730 12,772
Erreur relative 2,00 x 1072 221x 107 490x 107" 9,83 x 107"

TABLEAU 3.3.2 — Influence de epy¢c. sur la résolution GMRES (n = 112 206).
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3.3. Résolution d’un systeme linéaire hiérarchique

Ce tableau, dense en informations, mérite un certain nombre de commentaires.

En premier lieu, U'erreur relative calculée ne répond pas toujours aux exigences fixées
par la tolérance egurrs. En particulier, dans le cas eprée. = 1071 (non consigné dans le
tableau), le préconditionnement ne permet pas de converger vers une solution acceptable,
le résidu restant alors tres supérieur a la valeur visée quelle que soit le nombre d’itérations
effectuées.

Nous pouvons également constater que le temps de résolution dépend en immense ma-
jorité du temps nécessaire a la décomposition H-LU. Le temps de réalisation des itérations
est en effet négligeable devant la durée de décomposition H-LU. Nous pouvons également
noter que plus epréc. est précis, plus la durée de décomposition H-LU est longue. Il en est
de méme pour la durée d’une itération de GMRES. Ceci s’explique par le taux de com-
pression de ]5, qui est d’autant plus grand que ep4c. est fin. En revanche, plus eppsc. est
faible, plus le préconditionneur est algébriquement proche de I'inverse de la H-matrice Z
et plus le nombre d’itérations est réduit. En particulier, une seule itération est nécessaire a
atteindre la convergence pour eprge. = 1 x 10~%. Ce cas correspond en fait & une résolution
directe par solveur H-LU et n’est pas la solution la plus raisonnable du fait du temps
nécessaire a effectuer la décomposition H-LU a une telle précision.

Ainsi, bien que le temps individuel d’une itération soit plus important pour des valeurs
de epréc. plus faibles, ce phénomene est compensé par le nombre d’itérations, tres réduit.
Notons par ailleurs que le temps d’une itération de GMRES sans préconditionnement est
plus faible que dans le cas préconditionné, quelle que soit la valeur de epré., mais que
dans le cas du GMRES classique le nombre d’itérations est beaucoup plus important,
compensant cet effet.

En ce qui concerne les colits mémoires, nous pouvons voir que la version précondi-
tionnée de la méthode itérative est d’autant moins intéressante que la précision epp4c. est
grossiere. En particulier, le préconditionnement peut devenir rédhibitoire dans le cas ou
I’espace mémoire disponible est réduit.

Pour conclure, en terme de temps, le solveur GMRES sans préconditionneur semble
la solution la plus efficace. Cependant, un préconditionnement a epréc. = 10~2 permet
d’atteindre une solution plus précise en un temps similaire et en un nombre d’itérations
beaucoup plus faible.

3.3.3 Cas résolution avec plusieurs seconds membres

Plagons nous a présent dans le cas de la résolution d’un systéme comportant un nombre
p de seconds membres. Pour rappel, ce calcul nécessite de résoudre le systeme

ZI =V, (3.3.8)

ou Z € C™*™ est la matrice impédance dont nous avons ’habitude, V' € C™*P la matrice
dont les colonnes représentent les seconds membres e; avec i € [1,p] et I € C"*P la matrice
des p vecteurs solutions j; avec i € [1,p] & déterminer. Nous verrons dans cette partie
que selon la méthode de résolution utilisée, cela peut impliquer un temps de résolution
multiplié par le nombre de seconds membres traités.

Adaptation des méthodes de résolution

GMRES. Dans le cas de cette méthode itérative, nous considérons chaque second membre
séparément. Ainsi, pour p seconds membres nous effectuerons p résolutions itératives dif-
férentes.
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Notons tjis. le temps moyen d’une itération de GMRES. Ce temps dépendant en grande
partie du temps de multiplication matrice-vecteur qui dépend lui-méme de la matrice Z
(ou de la H-matrice Z et de son taux de compression), chacune des itérations prendra
un temps ¢ proche de tjs.. Notons également ng, (resp. n;ge) le plus petit (resp. le plus
grand) nombre d’itérations nécessaires a la convergence pour I'un des seconds membres.
Le temps total de la méthode de résolution Tomres vérifie

P tite. < TaMrES < pitg tite.. (3.3.9)

Si de plus ng, et nf{e sont proches et élevés, la minoration de ce temps par pn
trés vite devenir problématique.

Comme dans le cas de la résolution d’un systeme a un second membre, I'ajout d’un
préconditionneur réduira le nombre d’itérations tout en augmentant la durée d’une itéra-
tion unique. Le temps total TomrEsp de cette méthode vérifie le méme encadrement que

le GMRES.

ité.

tits. peut

Solveur direct H-LU. Dans le cas de cette méthode directe, le temps de décomposition
H-LU est le temps le plus important a prendre en compte. Or le fait de devoir traiter
plusieurs seconds membres ne nécessite qu’'une seule décomposition H-LU. De ce fait
seule I’étape de résolution sera multipliée par p, si bien que le temps total de la méthode
TLU sol. vérifie

TLy sol. = ty-LU + PELU sol.- (3.3.10)

Cette durée de résolution ne semble pas, a priori, trop élevée. Toutefois cette méthode
reste sujette a des problemes de précision dius a un éventuel mauvais conditionnement de
la matrice Z.

Comparaison des trois méthodes

Plagons nous a présent dans le cas particulier du calcul de la SER monostatique dans
le cas de la sphere. Pour rappel, ce calcul nécessite de résoudre le systeme ZI =V, ou
Z est la matrice impédance dont nous avons I’habitude, V la matrice dont les colonnes
représentent les vecteurs e(¢) avec ¢ € [0, 360[ désignant I’angle d’incidences de E™¢, et [
la matrice de 360 colonnes & déterminer.

Nous assemblons la H-matrice Z correspondant a une sphere parfaitement conductrice
maillée avec 18 294 DDLs, en utilisant la méthode HCA avec egca = 1074 et mp = 4. Nous
appliquons également a la H-matrice Z une recompression par coarsening, avec € cogrs. =
10~%. Nous résolvons alors le systéme de trois manieres différentes :

e par GMRES, avec egyres = 1074,

e par solveur direct H-LU avec €., = 1074,

e par GMRES préconditionné, avec eqyres = 1074 et Epréc. € {10_1, 1072, 10_3}.
Cela nous permet d’obtenir le tableau 3.3.3.

Ce tableau souligne les avantages et inconvénients de chacune des méthodes dans le
cas d’une résolution multi second membre.

Tout d’abord en terme de temps, on constate que le GMRES est la méthode de réso-
lution la plus longue, tandis que le solveur H-LU direct est la technique la plus rapide.
Le préconditionnement accélere effectivement le GMRES en fonction de la précision de
Epréc. choisie. Plus gp4c. est fin, plus le temps par itération est élevé mais plus le nombre
d’itérations est faible. Le temps de décomposition H-LU intervient également dans le
temps global de résolution, mais comme cette décomposition n’a lieu qu’une fois, il semble
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Conclusion du chapitre

GMRES H-LU GMRES précond.
107! 1072 1073
Temps d’assemblage (s) 854,912
Temps de recompression (s) 221,264
Temps de coarsening & epréc. () ] ] 36,152 62,280 71,884
Temps de décomposition H-LU (s) 0 1622,080 124,800 353,768 852,980
Temps de GMRES (s) 109 164,62 1] 16 370,384 1684,504 1394,260
Temps de résolution H-LU (s) 0 226,808 0 0 0
Temps total (s) 109164,62 2048,888 16532,192 2101,556 2320,428
Nombre d’itérations minimal 664 ] 48 3 2
Nombre d’itérations maximal 678 0 53 4 2
Nombre d’itérations total 241630 ] 17993 1281 720
Nombre d’itérations moyen 671,19 1] 49,981 3,56 2
Temps moyen par itération (s) 0,452 ] 0,910 1,315 1,937
Stockage de Z (Mo) 819,51
Stockage de LU (Mo) 0 879,25 217,16 384,82 602,94
Cotit mémoire total (Mo) 854,912 879,25 1036,7 1204,3 14225

TABLEAU 3.3.3 — Différentes méthodes de résolution pour le calcul de la SER monostatique.

plus avantageux de faire une décomposition H-LU avec €, fin dans un cas multi second
membre.

En terme de stockage, la solution la plus avantageuse reste le GMRES, qui ne nécessite
que le stockage de la H-matrice Z. Le solveur direct H-LU est la méthode la moins
avantageuse de ce point de vue. Dans le cas du GMRES préconditionné, plus ep¢c. est fin,
plus la H-matrice LU est volumineuse.

Nous avons donc a notre disposition plusieurs méthodes de résolution, chacune ayant
ses points forts et ses points faibles. Selon que notre objectif est d’occuper peu d’espace
mémoire, d’effectuer une résolution rapide ou une résolution qui soit affranchie des éven-
tuels problemes de conditionnement de la matrice, il est possible de trouver un compromis
parmi les méthodes que nous avons présentées dans cette partie.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps validé la méthode de compression
ACA, puis nous avons présenté et validé la méthode HCA, avant de nous attacher & adapter
des méthodes de résolution connues au format H-matrice.

Si ’ACA a fait ses preuves, tant en terme de précision que de complexité algorithmique,
cette méthode de compression présente l'inconvénient de dépendre d’une estimation de
I'erreur qui peut s’avérer erronée dans certains cas. L’HCA pallie & ces problemes, d’une
part en appliquant ’approximation en croix uniquement sur le noyau, et d’autre part en
séparant les intégrales doubles en intégrales simples. Cette méthode de compression est
donc & la fois plus robuste et plus rapide que ’ACA | tout en offrant une précision similaire
a cette derniere dans les cas ou ’ACA est robuste.

Nous pouvons résoudre le systeme Z J = e grace au solveur H-LU direct, dont le temps

91



Chapitre 3. Compression et résolution d’un systéme linéaire hiérarchique

de réalisation n’est pas soumis a l'inconnue du nombre d’itérations, mais dépend surtout
de la décomposition H-LU (son temps de réalisation ainsi que le taux de compression de
la matrice résultante). Cependant ce solveur est gourmand en mémoire et trés sensible au
conditionnement du systeme a résoudre. Le GMRES peut également s’adapter au format
‘H-matrice mais est également sensible au conditionnement du systeme, ce qui peut en-
gendrer I’augmentation du nombre d’itérations nécessaires pour converger vers la solution.
Le préconditionnement H-LU permet de palier a ce probleme, en aidant le GMRES a
converger en un nombre réduit d’itérations.

Les outils étudiés sont a présent validés, leur comportement étant conforme a ce que
I'on pouvait en attendre sur les exemples canoniques que constituent le cylindre infini
et la sphere. Reste maintenant & déterminer si ces résultats sont reproductibles sur des
exemples d’application plus concrets et plus complexes. C’est ce que nous testerons dans
le chapitre 4.
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Chapitre 4

Application des H-matrices a des
exemples non-canoniques

Dans les chapitres précédents, nous avons pu voir que le format H-matrice permet
d’assembler une approximation de la matrice impédance de facon rapide et compressée, et
a précision controlée. Nous avons pu mettre a [’épreuve les méthodes développées sur des
cas de références qui nous ont été utiles pour en valider la précision. Cependant, ces cas
ne sont pas a limage des applications concrétes que l’on peut rencontrer dans l'industrie.

En particulier, dans le domaine aéronautique, il est fréquent de devoir effectuer des
calculs de SER sur des objets électriquement grands. Nous traiterons donc le cas d’un avion
maillé par la des éléments finis de frontiére de type RWG [38], ce qui sera occasion pour
nous d’appliquer quelques résultats de calcul paralléle.

De méme, les surfaces rugueuses constituent un domaine d’étude foisonnant et des cas
d’application intéressants. En effet, leur géométrie complere permet de tester les limites
des méthodes utilisées. Ces surfaces nécessitent un maillage fin pour étre fidelement repré-
sentées, et les matrices impédances résultantes, en plus d’étre denses, sont généralement
mal conditionnées. Ceci rend le systéme linéaire Zj = e difficile a résoudre o précision
raisonnable. Nous appliquerons donc le format H-matrice o des surfaces de Weierstrass,
cas particuliers de surfaces rugueuses, que nous étudierons d’abord en dimension 2 avant
de traiter quelques exemples en dimension 3.

Pour finir, nous verrons que les matrices hiérarchiques et les méthodes de compression
précédemment étudiées peuvent s’appliquer & des problemes autres que la diffraction d’une
onde. C’est le cas des PCFs, dont la théorie repose sur les équations de Mazwell et les
équations intégrales, et sur lesquelles nous appliquerons certaines des méthodes précédem-
ment Etudiées.

Mots clés
Structures €lectriqguement grandes, calcul paralléle, surfaces de Weierstrass, PCF
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Chapitre 4. Application des H-matrices & des exemples non-canoniques

4.1 Calcul de la diffraction par un avion sur architecture a
mémoire partagée

L’aéronautique est un domaine d’application courant en modélisation électromagné-
tique. En particulier, il est fréquent de calculer la SER bistatique d’un avion dans le cadre
de la télédétection radar. Dans cette section, nous utiliserons les H-matrices pour effectuer
un calcul de SER bistatique d’un avion comportant un grand nombre de DDLs. Nous en
profiterons pour appliquer au solveur itératif (GMRES), et en particulier a la multiplica-
tion H-matrice-vecteur, quelques principes de calcul parallele sur architecture a mémoire
partagée (cf. annexe C).

4.1.1 H-matrices et calcul parallele

Dans le format H-matrice, chaque bloc matriciel est considéré indépendamment des
autres, qu’il soit ou non compressé. Nous rappelons par ailleurs que la grande majorité des
algorithmes traitant les H-matrices sont récursifs ; chaque bloc est traité s’il est une feuille
de ’arbre quaternaire contenant la structure hiérarchique représentant la H-matrice. En
cela, certaines des opérations liées aux H-matrices semblent pouvoir étre parallélisées de
fagon directe et portable. Ce devrait étre plus particulierement le cas pour I'algorithme
d’assemblage d’une ‘H-matrice, dans lequel chaque bloc est construit indépendamment des
autres. De tels travaux ont d’ailleurs déja été menés dans le cadre de la these de Benoit
Lizé [39]. Cet aspect de 'optimisation logicielle n’étant pas au cceur de nos travaux, les
taches de parallélisation effectuées ici en resteront au stade de I’ébauche.

Considérons une routine OPERATION quelconque traitant chacun des blocs matriciels
indépendamment des autres dans une H-matrice. En premiere approche, la mise en paral-
lele de cette routine consiste & créer une liste des feuilles £(b) de la H-matrice représentée
par son block cluster tree b. Cette liste sera parcourue de fagon plus simple par les différents
processeurs que si les blocs étaient maintenus dans une structure arborescente. Une fois
cette liste définie, il suffit alors de faire une boucle sur ses éléments.

Cette boucle parallele répartit les blocs a traiter de fagon a ce que les processeurs
soient continuellement occupés. Dés qu'un processeur a terminé de traiter un bloc, il peut
commencer a gérer le prochain bloc non encore traité par les autres processeurs, et ainsi
de suite, jusqu’a ce que tous les blocs soient traités.

Nous pouvons généraliser cette approche comme indiqué dans l’algorithme 4.1.1.

Algorithme 4.1.1 Parallélisation d’une opération séquentielle sur une H-matrice.
1: procedure PARALLEL_OPERATION(L(b),e)

2: for v € L(b) do > Boucle parallele répartie sur tous les processeurs.
3: call OPERATION(V, €)
4: end for

5: end procedure

Cependant cette simplicité de mise en ceuvre ne se reflete pas nécessairement sur les
résultats obtenus. En particulier, il est difficile d’évaluer le temps de communication entre
les processeurs selon l'opération traitée. Ce temps sera pourtant le premier responsable
d’une perte en efficacité d’un programme parallélisé sur architecture partagée.

Dans un premier temps nous appliquerons 'algorithme 4.1.1 au cas de ’assemblage,
et nous discuterons de possibles voies d’amélioration des résultats obtenus. Nous nous
pencherons ensuite sur le cas, a priori plus complexe, de la multiplication H-matrice-
vecteur, pour lequel certaines données de sorties dépendent les unes des autres.

94



4.1. Calcul de la diffraction par un avion sur architecture a mémoire partagée

Parallélisation de I’assemblage

Dans une H-matrice, chaque bloc matriciel est absolument indépendant des autres
blocs de la H-matrice. L’algorithme 4.1.1 semble donc tout indiqué pour la mise en parallele
de cette opération. Toutefois, en appliquant & I’assemblage le principe de I'algorithme 4.1.1,
les résultats obtenus ont été décevants.

Pour l'illustrer, prenons le cas d’une sphere maillée avec n = 69930 DDLs et assemblons
la H-matrice Z d'une part récursivement (comme décrit dans I’algorithme 2.4.1) et d’autre
part en parallélisant le processus selon ’algorithme 4.1.1.

On observe alors les temps d’assemblages et les efficacités correspondantes dans le
tableau 4.1.1.

Récursif Parallele
1 2 4 8 16
Temps (s) 2876,894 2314,717  2552,149  2326,132  2207,233  2615,876
Accélération (any,., = 79—) 0 1 1,3034 1,2429 1,1272 1,2368
Efficacité (enpoc, = dnproc. ) 0 1 0,651698 0,310718 0,140906 0,077 298

Mproc.

TABLEAU 4.1.1 — Durée et efficacité de la parallélisation de I’assemblage d’une H-matrice en fonction
du nombre de processeurs utilisés.

On rappelle que lefficacité d'un code parallele effectué sur un nombre npoc. de pro-
cesseur se mesure par comparaison avec le méme code effectué sur un seul processeur (ou
algorithme séquentiel). Par définition de I’accélération et de efficacité d’une tache paral-
lele (cf. annexe C), on considere que la parallélisation d’un code est optimale si a = npyoc.
et e =1.

La donnée du temps d’assemblage récursif n’est précisée qu’a titre indicatif, et permet
de vérifier, par comparaison avec le cas séquentiel (nproc. = 1), que le parcours d’une liste
de blocs est moins complexe et plus rapide que celui d’un block cluster tree.

Les résultats obtenus au tableau 4.1.1 sont donc peu satisfaisants. Ils sont probablement
dus a des acces concurrents des différents processeurs aux données du maillage. En effet, le
maillage est généré en amont de I’assemblage par un unique processeur, et son emplacement
doit ensuite étre atteint par tous les processeurs au moment de I’assemblage. Nous pouvons
supposer que ceci provoque des concurrences dans les communications entre les divers
processeurs, ce qui a pour conséquence d’allonger considérablement le temps d’assemblage
d’un bloc donné a mesure que le nombre de processeurs augmente.

Pour remédier a ce probleme, il conviendrait d’ordonnancer les opérations, et en par-
ticulier les acces mémoire, afin d’améliorer les performances de cet assemblage parallele.
Une autre possibilité serait de construire une copie du maillage locale a chaque processeur.
Ces deux pistes d’améliorations sont en cours d’investigation.

Application au produit H-matrice-vecteur

Le produit H-matrice-vecteur est une opération légerement plus complexe que ’assem-
blage et la somme arrondie. En effet, la donnée de sortie (le vecteur résultant) est modifiée
a plusieurs reprises. Pour l'illustrer, reprenons la schématisation de cette opération dans
le cas d’une H-matrice & deux niveaux de hiérarchie (cf. figure 4.1.1). Nous utiliserons un
symbole “prime” pour les objets correspondants au niveau 2 de la hiérarchie.
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FIGURE 4.1.1 — Produit H-matrice-vecteur pour une H-matrice a deux niveaux de hiérarchie.

Cette opération est alors équivalente, au niveau 1 de hiérarchie, aux deux étapes

Yr<—y1+ A123327 (4.1.1)
Y2 < Y2 + Anay, (4.1.2)

et au niveau 2,

y) o) + A + Ay, (4.1.3)
Yy b + Ay @) + Abyah, (4.1.4)
Y Y + Ay + Ay, (4.1.5)
Yy <y + Ay + A (4.1.6)

On compte donc un total de six étapes, correspondant a dix produits H-matrice-
vecteur, chacun suivi d’'une somme du vecteur résultant a une partie du vecteur de sortie.
Ainsi le vecteur y; par exemple sera modifié a plusieurs reprises, que ce soit au niveau 1
ou au niveau de ses sous-vecteurs y; et y5, méme si chacun des blocs de la H-matrice ne
sera considéré qu'une fois.

Cette situation peut alors créer des conflits si la somme sur une méme partie du vecteur
de sortie est effectuée simultanément par deux processeurs différents.

Il existe alors deux stratégies. La premiere consiste a utiliser une directive qui empéche
deux sommes de s’effectuer simultanément (CRITICAL). Cette méthode a I'avantage d’étre
simple a mettre en place, conjointement avec 1’algorithme 4.1.1. Cependant cette approche
n’est pas la plus efficace, puisqu’a aucun moment deux sommes ne pourront se faire au
méme moment, et ce méme si elles n’affectent pas la méme partie du vecteur de sortie.

Il convient alors de traiter le probleme sous un autre angle, en ordonnant les opérations
de telle maniere que toutes les opérations ayant un impact sur une partie donnée du vecteur
de sortie soient traitées par le méme processeur.

En pratique, cela implique de hiérarchiser la liste £(b) en sous-listes prenant en compte
a la fois le niveau de hiérarchie auquel appartient chaque feuille, et la ligne du vecteur
résultant affectée par cette feuille. Ainsi, on peut définir

e pour un niveau ! donné, la liste de blocs
L;(b) = {b' € L(b)| depth(b) =1}, (4.1.7)
e pour un niveau ! et un indice de ligne r» donnés, la liste de blocs
L;,(b) ={b' € L;(b)|r est la premiere ligne de b'}. (4.1.8)

Ainsi £;(b) correspond a la liste de tous les blocs situés au niveau [ de la H-matrice,
et £;,(b) C L,(b) constitue la liste de tous les blocs du niveau I dont la premiere ligne est
d’indice 7.

La parallélisation du produit H-matrice-vecteur a alors lieu au niveau de chaque ligne
r de chaque niveau [, comme indiqué dans l'algorithme 4.1.2.
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Algorithme 4.1.2 Parallélisation du produit H-matrice-vecteur.

1: procedure PARALLEL_HMAT_VECT(A,L(b),x,y)

2: for [ do > Pour tous les niveaux de profondeur de hiérarchie.

3: for r do > Pour toutes les lignes de départ des feuilles du niveau [ (boucle
parallele).

4: for v € £;,(b) do

5: call HMAT_VECT(Ap, z)y, y')

6: Y < Y + y > Addition au vecteur résultant.

7 end for

8: end for

9: end for
10: end procedure

Par cette organisation, nous nous assurons que chacune des parties du vecteur résultant
ne peut étre modifiée simultanément par deux processeurs. Néanmoins cette méthode pré-
sente le risque d’une perte d’efficacité due au phénomene de latence, puisqu’il est probable
que tous les processeurs ne soient pas occupés au méme moment, en particulier pour les
niveaux de hiérarchisation les plus bas.

Pour évaluer les performances de cette parallélisation, nous avons appliqué la multi-
plication H-matrice-vecteur parallélisée a une H-matrice correspondant au probleme de la
sphere et appliquée pour différents nombres de processeurs. La figure 4.1.2 donne d’une
part le temps de réalisation de 100 produits H-matrice-vecteurs pour divers nombres de
processeurs, et d’autre part I'efficacité associée.

T ——TT T T
102 ; 2 100 - = Alg. récursif
= F _ g ;g ;\v/\‘; — Nproc. = 1
a L - % E B — Nproc. = 2
g 10t E EE :___\/E Nproc. = 4
= L E £a) — Nproc. = 3
8 | ) —— Nproc. = 16
107 ¢ | E 1 | |
N — 1 ) — L
10* 10° 10* 10°
n n

FIGURE 4.1.2 — Temps et efficacité de 100 produits H-matrice-vecteur en fonction du nombre de
processeurs utilisés.

Cette figure nous permet de constater une extensibilité correcte de la parallélisation
pour le produit H-matrice-vecteur. En effet, on remarque que plus il y a de processeurs
utilisés, plus le temps de réalisation de cette opération est rapide. Par ailleurs, 'efficacité
est relativement haute (entre 0,7 et 0,8) pour 2 et 4 processeurs. Elle est certes moins
bonne pour 8 et 16 processeurs, mais demeure au dessus de 0,5 pour 8 processeurs. Enfin,
nous pouvons noter que pour une géométrie donnée (ici la sphere de référence), le nombre
de DDLs considérés ne modifie pas efficacité de I'algorithme parallele.

Le produit H-matrice-vecteur ainsi ordonnancé est donc un bon candidat a la parallé-
lisation, ce qui nous permettra par la suite d’adapter le solveur itératif GMRES au calcul
parallele.

Pour conclure, si la mise en parallele des opérations sur les H-matrices peut paraitre
relativement aisée, il ne faut pas négliger les limitations du calcul parallele en architecture
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partagée. En particulier, le temps utilisé par la communication entre processeurs peut nuire
grandement & Defficacité de la parallélisation. Il est également important de se méfier des
possibles modifications d’une donnée de sortie par différents processeurs en simultané.

En attendant de pouvoir effectuer les améliorations nécessaires a l’optimisation de
I’assemblage parallele, nous limiterons la parallélisation de nos opérations au produit H-
matrice-vecteur.

4.1.2 Résolution d’un probleme électriquement grand

Afin d’éprouver le produit H-matrice-vecteur parallele, nous considérons le cas d’un
avion, supposé parfaitement métallique, avec 77190 DDLs. Cet objet est représenté en
figure 4.1.3.

Z
4
FIGURE 4.1.3 — Avion discrétisé en surface avec 77190 DDLs.

Nous allons effectuer le calcul de la SER bistatique de cet avion a la fréquence de
travail f = 0,6 GHz, soit une longueur d’onde A =~ 0,5 m. Les statistiques du maillage sont
alors les suivantes :

e longueur de I'aréte la plus longue : lpax. = 4,29 x 1072 m < %0 ;
e longueur de 'aréte la plus courte : Iy, = 1,32 X 1074 m;
e longueur moyenne des arétes du maillage : [y, = 9,85 X 1073 m.

Pour ce faire, nous assemblons la matrice Z par HCA, avec egca = 1074, Nous résolvons
ensuite le systeme Z j = e par GMRES (gqurps = 1072) en remplacant les produits H-
matrice-vecteur classiques par leur pendant parallele (cf. algorithme 4.1.2). La figure 4.1.4
représente alors la SER bistatique obtenue dans le plan d’incidence ¢ = 0°.

Le tableau 4.1.2 résume quant a lui les performances de la résolution, avec ou sans
parallélisation.
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FIGURE 4.1.4 — SER bistatique de 'avion discrétisé en surface avec 77190 DDLs (¢ = 0°).

Récursif Parallele
1 2 4 8 16
Temps (s) 16861,539 12353,780 9146,622 6779,494 5724,984 5004,706
Accélération (any,., = 7—) 0 1 1,3539  1,8267  2,1631  2,4744
Efficacité (enpoc. = dnproc. ) 0 1 0,67096 0,45666  0,27039  0,15465

Mproc.

TABLEAU 4.1.2 — Performances de la résolution itérative parallele (cas de I’avion & 77190 DDLs).

Les performances des résolutions paralleles sont moins bonnes que celles d’une multi-
plication H-matrice-vecteur seule, ce qui est un résultat prévisible. En effet, bien que le
solveur GMRES repose essentiellement sur des produits H-matrice-vecteurs, il reste une
partie non négligeable de cet algorithme qui n’est pas parallélisée. Notons toutefois que
le temps de résolution le plus court est celui correspondant a une parallélisation sur 16
processeurs, méme si la valeur de son efficacité est faible.

La parallélisation de certaines opérations de I'arithmétique des H-matrices peut donc
sembler intéressante et a premiere vue aisée a implémenter, notamment grace a des di-
rectives OpenMP ; toutefois, le format H-matrice n’est pas épargné par les limitations
intrinseques du calcul parallele sur mémoire partagée. En particulier, il faut bien veiller a
gérer les acces mémoire des processeurs mis en jeu afin qu’il ne se fassent pas concurrence,
diminuant alors I’extensibilité de ’algorithme parallele. L’ordonnancement des taches doit
donc étre effectué, comme nous avons pu le tester sur le produit H-matrice-vecteur qui
nous a ensuite permis d’accélérer la résolution itérative d’un probléme concret comportant
un grand nombre de DDLs.

Pour des nombres de DDLs plus élevés, une résolution itérative n’est pas envisageable
sans préconditionnement. Or la création du préconditionneur demeure la partie la plus
cotiteuse de la résolution. Il deviendra alors primordial, de parvenir a une parallélisation
de la décomposition H-LU afin de pouvoir réduire le temps global de la résolution itérative.
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4.2 Diffraction par une surface rugueuse

La modélisation de la diffraction d’une onde électromagnétique par une surface ru-
gueuse est un domaine de recherche tres étudié. Elle permet notamment de considérer la
diffraction d’ondes sur des surfaces au profil aléatoire, tel que la surface d’une étendue
d’eau (mer, océan) ou encore d'une forét. La résolution d’un probleme de diffraction par
une telle surface est numériquement difficile a résoudre de par le caractere multi-échelle
(fractal) des géométries a traiter. Ce type de surfaces est donc intéressant car il offre une
grande variété de configurations, dont certaines permettent de jauger les limites d’une
formulation.

En particulier, il est possible de distinguer d’une part les surfaces rugueuses périodiques,
et d’autre part les surfaces rugueuses a profil aléatoire [40]. Si les premiéres peuvent étre
définies par des fonctions périodiques a diverses échelles, seules certaines caractéristiques
statistiques sont connues dans le cas des surfaces rugueuses aléatoires. Ces dernieres per-
mettent toutefois d’approcher plus fidelement les scénes naturelles (sols, végétation, surface
de la mer, etc.).

Il est également possible de définir des surfaces rugueuses de facon déterministe, sans
qu’elles soient nécessairement périodiques. Les surfaces de Weierstrass répondent notam-
ment a cette description, et permettent d’obtenir des profils géométriquement complexes,
réglés selon divers parametres.

Dans un premier temps, nous étudierons quelques surfaces de Weierstrass supposées
invariantes par translation selon ’axe u ., donc en dimension 2. Nous verrons notamment
comment les parametres qui définissent ces surfaces agissent sur leur géométrie, ainsi que
sur la nécessité de compresser la matrice impédance Z d’une telle surface. Nous pourrons
ainsi résoudre le systeme Z 7 = e grace aux diverses méthodes développées précédemment.
Nous généraliserons ensuite cette étude au cas de surfaces de Weierstrass en dimension 3.

4.2.1 Cas des surfaces de Welerstrass 2D

Définition en dimension 2

Nous considérons ici le cas d’une surface (linéique) de Weierstrass (2D) [41, 42], sup-
posée invariante par translation selon w, et dont les points (x,%) € R? sont définis pour
x € [0,1] par

n2
y=Wayp(z)=h Z (b_H"cos(27rb”x)> , (4.2.1)
n=ni
avec
e [: longueur de la surface;
e h: hauteur de la surface;

e n; : échelle minimale (en général, n; =0 ou 1);

e no : échelle maximale;

e h: lacunarité de la surface fractale;

e Dy : dimension fractale telle que H =2 — Dy.

Chacun de ces parametres agit différemment sur allure de la surface de Weierstrass.

Influence des divers parametres

Plagons nous a la fréquence de travail f = 3GHz (A ~ 0,1 m), et posons n; =1, b = 2,
[=05m>~5\ et h =0,1m ~ A. On peut alors observer I'influence des parametres ny et
Dy sur I'allure de la surface de Weierstrass en figure 4.2.1.
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4.2. Diffraction par une surface rugueuse

(a) Casn® 1:mo =10, Dy =1.25

N

(b) Casn®2:ny =5, Dy =15 (c) Casn® 3:ngy =15 Dy =15

(d) Casn®4:ny =5, Dy =1.75 (e) Casn® 5:ng =15, Dy = 1.75

FIGURE 4.2.1 — Influence des parameétres ny et Dy sur 'allure d’une surface de Weierstrass.

Nous remarquons en particulier que plus le nombre d’échelles n, = ny — nq + 1 est
élevé, plus la surface rugueuse comporte de détails fins. Par ailleurs, plus la dimension
fractale Dy est proche de 2, plus I'amplitude des diverses échelles est élevée, augmentant
alors la longueur effective lo¢. de la surface.

Ainsi, plus H est petit (en valeur absolue), plus la surface nécessite une discrétisation
fine. Il en est de méme pour le parametre no a nq fixé.

Choix du pas de discrétisation

Remarquons que,

o si Dy =2etn; =ny =1, alors W, () = hcos(4nz), le profil de la surface est alors
purement sinusoidal ;

e si de plus b = 0, alors W, (z) = h et la surface de Weierstrass devient une plaque
lisse.

Dans le cas de la plaque, la surface est de longueur effective log. = I = 5. La regle d’un
pas de maillage p = A/10 est alors suffisante pour décrire la géométrie de cette surface
parfaitement lisse, puisque deux points suffisent a modéliser un segment.
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En revanche, dans le cas d’un profil sinusoidal, il peut étre nécessaire d’avoir un pas de
discrétisation plus fin pour décrire précisément la géométrie, en fonction de la tolérance &
acceptée sur 'erreur relative.

L’étude du profil sinusoidal est intéressante car elle permet de déterminer le pas de
discrétisation nécessaire pour obtenir des résultats a une précision € donnée. Le nombre
de DDLs n. permettant d’avoir la précision & désirée peut s’écrire en fonction du nombre
d’échelles n, = ny — n1 + 1 et de la lacunarité b (qui définit la périodicité de la surface),
selon la formule empirique

ne = b™l., (4.2.2)

ou I. représente le nombre de DDLs nécessaires pour approcher une surface sinusoidale
avec une erreur inférieure a €.

Pour déterminer la valeur de [. selon la précision souhaitée, nous avons considéré la
surface sinusoidale que nous avons maillée avec différents nombres de segments et nous
avons résolu le systéme plein Zj = e. Nous en avons déduit la SER bistatique. En prenant
pour référence une discrétisation de 20000 DDLs (I, = 10000), nous avons alors calculé
Perreur relative sur la SER bistatique en fonction de la discrétisation. La figure 4.2.2
représente cette SER bistatique pour plusieurs valeurs de [, tandis que la figure 4.2.3
présente l'erreur relative sur la SER bistatique en fonction du nombre de DDLs considéré,
définie par

ok — over.ill
5(r)(a Uref ng Z ”O’ re” 27 (423)
k=1 réf.k |2

ou o désigne le vecteur de R™ contenant ’évaluation de la SER bistatique pour n valeurs
différentes de 6, o étant la solution de référence (ici, ng = 360).

— 1. =10000 | 10°
90 — le =100 |
l. =50 N

—— Erreur relative

T

H
2
L

Erreur relative
-
S
n

1073
= ‘ . : . ‘ ‘r 10747\\\\\ Lol Lol Lo
0 45 90 135 180 225 270 315 360 10t 102 103 101
0 1°] Te
FIGURE 4.2.2 — SER bistatique pour diffé- FIGURE 4.2.3 — Erreur sur la SER bistatique
rentes valeurs de [.. en fonction de n,.

La figure 4.2.2 permet de déterminer le nombre de segments nécessaires pour mailler
une échelle de sinus avec un pas suffisamment fin pour que la SER bistatique soit fidele a
la physique. On constate notamment que cette SER converge vers la SER calculée avec I,
= 10000 (soit 20000 DDLs). En particulier, les cas l. = 50 et [ = 100 semblent permettre
une représentation de la SER suffisamment précise pour que les courbes soient quasiment

confondues.
La figure 4.2.3 indique plus précisément l’erreur relative entre le cas de référence et les
différents cas traités. Il s’agit d’une erreur proprotionnelle a =-. En particulier, on a une

erreur relative sur la SER d’environ 2,66 x 10~2 pour l. = 50, et de 1,34 x 102 pour I,
= 100.
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4.2. Diffraction par une surface rugueuse

Dans la suite, nous considérerons qu’une erreur ¢ de I’ordre de 10~2 est acceptable, et
nous prendrons [ = 100. Nous appliquerons la formule (4.2.2) pour déterminer le nombre
de DDLs nécessaires a mailler la surface de Weierstrass en nous assurant une erreur de
I'ordre de € par rapport a la physique.

Considérons les surfaces de Weierstrass, définies dans le tableau 4.2.1 par leurs para-
metres et leur nombre de DDLs (nous aurons dans tous lescasn; = 1,b= 2,1 = 0,5m ~ 5\
et h=0,1m ~ \).

Cas ny Dy Nombre de DDLs

Casn®1 10 1,25 102400
Casn®°2 5 15 3200
Casn®°3 15 1,5 3276 800
Casn°4 5 1,75 3200
Casn®5 15 1,75 3276 800

TABLEAU 4.2.1 — Définition des exemples de surfaces de Weierstrass traités.

Les cas n® 1 a 5 sont représentés a la figure 4.2.1.

4.2.2 Application du format H-matrice au cas d’une surface de Weiers-
trass 2D

Pour rappel, nous disposons d’'une RAM de 192 Go. Les cas n® 3 et 5 nécessitent un
nombre de DDLs trop élevé pour que nous puissions construire la matrice impédance Z
pleine. 11 est donc nécessaire d’utiliser une méthode de compression. Il nous est toutefois
possible de construire la matrice impédance pleine dans le cas des surfaces de Weierstrass
n® 1, 2 et 4.

Performances des méthodes de compression

Considérons d’abord le cas n° 1 et construisons la matrice Z pleine et la H-matrice
Z correspondante. Nous pouvons alors résoudre les systemes Zj.s = € et Z J = e, puis
comparer les vecteurs solutions j et j¢s pour différentes valeurs de ¢ .

Nous assemblons les H-matrices par HCA avec eycy = 107™7 pour mp € [2,4]. Pour
la résolution, nous utilisons l'algorithme GMRES avec eqyrps = 10~%. Les performances
de 'HCA et de la résolution itérative sont alors disponibles dans le tableau 4.2.2.

Dans ce tableau, la donnée du résidu nous permet de vérifier la convergence de 'algo-
rithme GMRES, qui est atteinte dans tous les cas puisque ce résidu est toujours inférieur
A EgMrEs = 1074 _

Les temps d’assemblage des H-matrices Z sont, quelle que soit la valeur de eyca,
drastiquement inférieurs au temps d’assemblage de la matrice Z. Par exemple, le temps
d’assemblage de Z pour epca = 1074 représente 0.42% du temps d’assemblage de la matrice
Z pleine. Nous pouvons faire un constat similaire pour le temps de résolution qui, pour
enca = 1074, représente 1.33% du temps de résolution obtenu dans le cas du systéme plein.
Ces temps sont évidemment d’autant plus courts que la précision eyc, est grossiere.

Les temps de résolution du systeme dépendent doublement de eyc,, d’une part parce
qu’une précision fine augmente le temps d’une itération de GMRES, et d’autre part parce
qu’une précision grossiere dégrade le systeme a résoudre et nécessite donc plus d’itérations
pour parvenir & convergence.
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Sans HCA
compression  Eycp = 1072 epon = 1073 gyen = 1074
Temps d’assemblage (s)  15012,252 63,224 82,608 101,072
Temps de résolution (s)  5422,228 64,168 62,044 71,928
Temps total (s) 20434,48 127,392 144,652 173,0
Nombre d’itérations 199 218 200 199
Temps par itération (s) 27,247 0,294 0,310 0,361
Stockage de Z | Z (Go) 167,772 0,287 0,393 0,521
Erreur sur la SER 0 418 x 1073 1,20 x 107* 1,48 x 107°
Résidu 9,99 x 107 9,98 x 107 9.87x 107> 9,99 x 10~°

TABLEAU 4.2.2 — Performances de la compression HCA dans le cas n° 1 pour différentes valeurs de

enca (EaMmrEs = 1074)-

La précision eyc, agit également sur Perreur relative constatée sur la SER bistatique,
qui est d’autant plus faible que la précision ey, est fine, tout en étant toujours strictement
inférieure a exca. Nous pouvons d’ailleurs visualiser ’allure de cette SER bistatique en
figure 4.2.4, sur laquelle seule la précision eycy = 1072 semble tres légerement différente
de la SER de la matrice pleine.

10 T
:,”"\ I\
5 / | \ |
N /\ i .'\ ./ f \
‘E , { ,' ".‘ I\ \ —— Sans compression
: / 1 [ ‘-\ ......... Eren = 1074
2oy W \ nea
— ii' ".,: \ '_/ . Euca = 1073
& (R ~ S egen = 1072
A f it
5L 'Ii ‘1‘ |
i !
|
_10 \. | | | | | |
0 45 90 135 180 225 270 315 360

0[]
FIGURE 4.2.4 — SER bistatique de la surface de Weierstrass n°® 3 pour plusieurs valeurs de eyca.

Enfin, la précision eyc, a une influence sur la mémoire vive (en ‘anglais Random Access
Memory, notée RAM) utilisée pour le stockage de la H-matrice Z, qui reste négligeable
face au stockage de la matrice Z pleine puisqu’elle est d’au plus 0.31% de ce dernier.

Cette étude nous permet de valider 'utilisation de 'HCA en tant que méthode de
compression dans le cas des surfaces de Weierstrass. Dans la suite nous utiliserons cette
méthode et nous fixerons eyc, = 1074

Influence de la complexité de la surface de Weierstrass

Traitons par compression HCA les cas n° 2 a 5. Nous rappelons que ’étude s’effectue
a une fréquence f = 3 GHz, soit une longueur d’onde A ~ 0,1 m. Par ailleurs, pour les cas
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4.2. Diffraction par une surface rugueuse

5 3 et 5, nous avons les parametres [ =~ 5\, h =~ A\, b = 2, n1 = 1 et no = 15. Dans
les quatre cas, nous utiliserons n. = 3276 800 DDLs, correspondant au nombre de DDLs
indiqué pour les cas n®® 3 et 5, afin de comparer équitablement les temps d’assemblage et
la RAM utilisée (cf. tableau 4.2.3).

Casn®2 Casn®°3 Casn®°4 Casn®°bh

ng 5 15 5 15
Dy 1,5 1,5 1,75 1,75

Temps d’assemblage (s) 3299,58  8021,10  4231,56 14 585,3

Stockage de Z (Go) 18,23 36,34 21,64 55,28

TABLEAU 4.2.3 — Performances de la compression par HCA pour les surfaces de Weierstrass n® 2 a5
(5HCA = 10_4)

Nous constatons que l'allure plus ou moins géométriquement complexe des quatre
surfaces étudiées se répercute a la fois sur le temps d’assemblage et sur la RAM de la
H-matrice Z. En effet, plus ng ou Dy est élevé, plus la H-matrice 7 est cotliteuse, que ce
soit en terme de temps d’assemblage ou de RAM nécessaire a son stockage.

Comparaison des différentes méthodes de résolution

Une fois ’assemblage de la H-matrice Z effectué, il est possible de comparer les dif-
férents solveurs étudiés au chapitre 3. Nous effectuerons cette comparaison en particulier
pour les cas n® 3 et 5 qui nécessitent un grand nombre de DDLs (n. = 3276 800).

GMRES. Dans un premier temps, nous résolvons le systeme par GMRES avec eqyris
= 107%. Les performances de cette résolution sont résumées dans le tableau 4.2.4.

Cas n° 3 Cas n° 5
(Dy=1.5) (Dj=1.75)

Temps d’assemblage (s)  8021,10 14 585,3
Temps de GMRES (s)  49135,98 2892889
Temps total (s) 57157,08 2907474

Nombre d’itérations 1808 54 349
Temps par itération (s) 27,177 56,338
Stockage de Z (Go) 36,34 55,28

TABLEAU 4.2.4 — Performances du solveur itératif GMRES pour les surfaces de Weierstrass n® 3 et 5
(EHCA = 1074 et EGMRES — 1074).

La résolution par GMRES a l'avantage de ne solliciter que la RAM nécessaire au
stockage de la H-matrice Z. Cependant le temps de résolution dépend fortement du nombre
d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence, qui peut étre élevé, comme c’est le
cas pour les surfaces n° 3 et 5. Par ailleurs, avec un nombre de DDLs aussi important (n.
= 3276800), le temps d’une itération unique est également élevé, ce qui incite a tenter de
réduire ce nombre d’itérations autant que possible.

105



Chapitre 4. Application des H-matrices & des exemples non-canoniques

La comparaison des cas n°® 3 et 5 nous permet de constater que I'augmentation du
parametre Dy implique également une dégradation de la résolution itérative, puisque le
cas n° 5 nécessite beaucoup plus d’itérations que le n® 3 pour parvenir a convergence. Par
ailleurs le temps d’une itération est logiquement plus long pour le cas n°® 5, & nombre de
DDLs égal, comme le laissait présager le tableau 4.2.3, et en particulier la RAM utilisée
pour le stockage de Z , plus important dans le cas n° 5 que dans le cas n°® 3. La résolution
par GMRES est donc d’autant plus problématique que la surface est géométriquement
complexe.

Dans la suite, nous évaluerons la précision des méthodes étudiées en prenant pour
référence la SER bistatique obtenue par résolution GMRES.

Solveur direct H-LU. Une autre stratégie consiste en résoudre notre systeme en utili-
sant le solveur direct H-LU développé en partie 2.5.4.
Nous pouvons observer les performances de cette méthode dans le tableau 4.2.5.

Cas n° 3 Cas n° 5
(Dy=1.5) (Df=1.75)

Temps d’assemblage (s) 8021,10 14 585,3
Temps de décomposition H-LU (s)  11957,50 28 781,6
Temps de résolution H-LU (s) 18,872 42,284

Temps total (s) 19997,472  43409,3

Stockage de LU (Go) 39,040 59,186

Résidu 7,26 x 107° 1,94 x 1074
Erreur par rapport au GMRES 1,14 x 107* 3,71 x 107°

TABLEAU 4.2.5 — Performances du solveur direct H-LU pour les surfaces de Weierstrass n° 3 et 5
(EHCA :10_4 et ELu :10_4).

Ici, le temps de résolution dépend surtout du temps de décomposition H-LU. Ce solveur
est plus rapide que le GMRES, que ce soit dans le cas n® 3 ou le cas n® 5. La H-matrice
Z est écrasée et laisse place a la H-matrice LU contenant la décomposition H-LU de Z.
La RAM utilisée est alors légerement supérieure a la RAM nécessaire au stockage de Z.

La comparaison des cas n® 3 et 5 nous permet de constater que le cotit du solveur
direct H-LU est moins sensible a la complexité de la géométrie traitée que ne I'est le solveur
itératif GMRES. Le rapport entre le temps d’assemblage et le temps de décomposition H-
LU est toutefois plus important dans le cas n® 3 (67%) que dans le cas n® 5 (50%). Le
temps de décomposition semble donc étre sensible a la complexité de la géométrie traitée,
tout en étant limité, notamment par sa proportionnalité en O(nlog®(n)), contrairement au
solveur GMRES dont le temps de réalisation dépend du nombre difficilement prédictible
d’itérations nécessaires a parvenir a convergence.

On constate également que ’erreur obtenue par rapport au GMRES est plus importante
dans le cas n° 5 que dans le cas n® 3. Ceci semble confirmer I’hypothese selon laquelle plus
la géométrie traitée est complexe, plus le conditionnement de Z est dégradé.

Préconditionnement H-LU du GMRES. Les problemes de diffraction par une sur-
face rugueuse sont d’autant moins bien conditionnés que la géométrie traitée est complexe.
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4.2. Diffraction par une surface rugueuse

Ceci peut mener a une solution itérative longue car nécessitant beaucoup d’itérations pour
converger, comme nous avons pu le voir dans le tableau 4.2.4. En pratique, il peut éga-
lement arriver que le probleme soit si mal conditionné qu’on ne puisse pas atteindre la
convergence souhaitée. Dans une telle situation, I'utilisation d’un préconditionneur semble
tout indiquée.

Comme nous avons pu le voir dans la partie 3.3.2, I'utilisation d’un préconditionneur
P peut réduire considérablement le nombre d’itérations nécessaires a la résolution d’un
systeme linéaire hiérarchique avec une méthode itérative telle que GMRES.

Nous utilisons le préconditionneur P = LU ou LU est la décomposition H-LU a
précision epp¢c. de la H-matrice Z , préalablement recompressée par coarsening a précision
€coars. = Epréc.- Les performances de ce solveur sur la surface de Weierstrass n°® 3 sont
visibles au tableau 4.2.6.

Epréc. 1072 1073
Temps d’assemblage (s) 8021,10
Temps de coarsening & eprée. (S) 359,184 554,912
Temps de décomposition H-LU (s) 4952,43 10129,6
Temps de GMRES (s) 39401,1 247,188

Temps total (s) 52733,8 18952,8

Nombre d’itérations de GMRES 699 2
Temps par itération de GMRES (s) 56,367 123,594
Stockage de Z (Go) 36,34
Stockage de P (Go) 18,75 27,42
Stockage total (Go) 55,09 63,76

Résidu 9,99 x 107° 9,01 x 107°
Erreur par rapport au GMRES 1,19 x 1074 1,07 x 1074

TABLEAU 4.2.6 — Performances du solveur itératif GMRES préconditionné pour la surface de
Weierstrass n° 3 (egca = 107 et equres = 107%).

Comme nous avons pu le voir en partie 3.3.2, application d’un préconditionneur P
change le temps de résolution, puisque le temps de construction de ce préconditionneur
doit étre pris en compte. S’agissant ici d’un préconditionneur de type H-LU, le temps
de décomposition H-LU peut occuper une part plus ou moins importante du temps total
de résolution, en fonction de la précision ep¢c. choisie. En particulier, dans le cas n® 3,
nous pouvons constater que le temps de décomposition H-LU est inférieur au temps de
résolution itérative pour eprée. = 1072, mais que cette hiérarchie est inversée pour Epréc. =
1073, Dans ce dernier cas, le stockage de P est plus important et le temps d’une itération
est d’autant plus élevé, mais le nombre d’itérations est drastiquement réduit, contrairement
au cas Epréc. = 1072 qui dépend encore beaucoup du nombre d’itérations.

Le temps de résolution total favorise le préconditionnement & précision plus forte (epréc.
= 1073). Cette conclusion serait la méme dans le cas d’un probléme & plusieurs seconds
membres.

Enfin il est important de souligner que le choix de ce solveur implique d’avoir une RAM
disponible suffisamment importante pour stocker a la fois Z et f’, les deux H-matrices étant
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nécessaires a la résolution itérative.

La comparaison de ces méthodes de résolution nous a permis de constater a quel point
la complexification d’une géométrie peut influer sur le temps de résolution, a nombre de
DDLs égal. D’une part, une géométrie plus complexe implique une RAM plus importante
pour le stockage de Z, ce qui ralentit inévitablement les opérations qui s’y appliquent.
D’autre part, le conditionnement dégrade la résolution, soit temporellement en augmentant
le nombre d’itérations dans le cas d’'une méthode itérative, soit en terme de précision dans
le cas du solveur direct H-LU. Le préconditionnement du GMRES semble alors un bon
compromis pour s’affranchir partiellement de ces dégradations.

4.2.3 Généralisation aux surfaces de Weierstrass 3D

L’étude précédente a permis de déterminer I'influence des divers parametres définis-
sant une surface de Weierstrass 2D. Il s’agit a présent d’appréhender la fagon dont ces
conclusions se traduisent dans le cas d’une surface de Weierstrass 3D.

Expression d’une surface de Weierstrass en dimension 3

Nous considérons le cas d’une surface de Weierstrass 3D [41, 42], dont les points
(7,1, 2) € R peuvent étre définis pour z € [0,1] et y € [0, L] par

z=W(z,y)=h i <b—Hn sin(b” (z cos(vn) + ysm(z/)n))>) (4.2.4)

n=ni
Aux parametres déja définis dans le cas 2D s’ajoutent
e [ : largeur de la surface;
e 1, : phase en fonction de n.

Pour le cas 3D, on pose cette fois-ci
H =3-Dy. (4.2.5)

La surface sera d’autant plus dégradée que H sera petit (en valeur absolue) ou Dy proche
de 3.

Le parametre v, permet de caractériser le type de surface obtenu. Il est possible de
lui donner une valeur aléatoire différente pour tout n € [ng,n2]. Si tous les v, sont
égaux, alors la surface n’est rugueuse que dans la direction désignée par ce parametre. En
revanche, si ce parametre est linéairement réparti sur U'intervalle [—m; 7], ¢’est-a-dire

n—ni

Uy = —1 4 27 (4.2.6)

no —nyg’
alors la surface est isotrope [43].
Remarque 4.2.1. En particulier :

e si on pose ny = 0, l'expression de 1, est simplifiée, avec pour n € [0,n2] et 0 < ngy

2mn )

wnz—w+n—2, (4.2.7)

e dans le cas ot n1 = no, on se ramene au cas d’un parametre VP, constant en fonction
de n, et donc a une surface de Weierstrass 2D.

Dans la suite, nous poserons nj = 0.
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Choix du pas de maillage

Nous pouvons généraliser I'équation (4.2.2) en considérant que le passage & une surface
3D implique la mise au carré du nombre [ de DDLs nécessaires a mailler une échelle
sinusoidale & précision €. Ainsi nous suivront la regle

ne = b2, (4.2.8)

avec . a choisir en fonction de la précision désirée.

En réalité, la valeur [, sera surtout limitée par la RAM disponible, ou impliquera un
choix restreint du nombre d’échelles n, = ny — ny + 1. Le tableau 4.2.7 donne a titre
indicatifs le nombre de DDLs pour plusieurs valeurs de no et de ..

n2=5 n2=10 TL2=15

le=5 1600 51200 1638400
le =10 6400 204 800 6553 600
le =20 25600 819200 26214400
le =50 160000 5120000 163840000

TABLEAU 4.2.7 — Nombre minimal de DDLs nécessaires au maillage d’une surface de Weierstrass
3D en fonction de I et de ny (n; =0, b = 2).

Ce tableau est a priori valable pour toute valeur de Dy, bien que nous sachions que ce
parametre dégrade beaucoup 'allure de la surface, et donc le conditionnement du systéme
a résoudre.

Fixons par exemple I. = 20. Il est alors possible de résoudre le systeme Z J = avec un
nombre raisonnable de DDLs pour no = 5 et no = 10. C’est ce que nous allons faire pour
plusieurs valeurs de Dy.

Nous allons résoudre le systeme Z j = e en fixant les parametres n; = 0, b = 2,
h=0,1m et L == 0,5m. Nous ferons donc uniquement varier la valeur des parametres
ng et Dy. La figure 4.2.5 présente les surfaces de Weierstrass correspondant a Dy = 2.25
et D = 2.5.

(c) Cas n® 3 : ngy =10, Dy = 2.25 (d) Casn®4:mny =10, Dy =2.5

FIGURE 4.2.5 — Surfaces de Weierstrass 3D pour différentes valeurs de Dy et de no.
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Nous utiliserons les cas n® 1 et 2 définis en figure 4.2.5 pour comparer les performances
de PACA et de PTHCA sur ce type de surfaces. Il est en effet possible de mailler ces surfaces
avec un nombre réduit de DDLs sans effet dommageable sur la précision.

Comparaison des méthodes de compression ACA et HCA

Pour ces deux cas, nous considérons un maillage de 25860 DDLs et nous assemblons
la matrice Z pleine, ainsi que la H-matrice Z, d’une part par ACA, d’autre part par
HCA. Nous fixons la précision de ces méthodes & 10 et nous résolvons alors le systeme
habituel afin de comparer les performances de ces deux méthodes de compression avec
celles de ’assemblage plein.

L’assemblage se fera & précision e,ca = enca = 1072, Pour la résolution, nous utili-
serons la méthode GMRES & tolérance eqyres = 107%. Les résultats de cette étude sont
disponibles au tableau 4.2.8.

Casn® 1 Cas n°® 2

Dense ACA HCA Dense ACA HCA

Temps d’assemblage (s)  6211,756 1133,772 716,816 6017,104 1242172 844,584
Temps de résolution (s)  2385,736 160,760 218,172 2620,372 300,308 350,760
Temps total (s) 8597,492 1294,532 934,988 8637,476 1542,480 1195,344

Nombre d’itérations 815 884
Temps par itération (s) 2,927 0,197 0,268 2,964 0,340 0,397
Stockage de Z / Z (Go) 10,699 0,768 0,876 10,699 0,881 0,957
Erreur sur la SER 0 3,7x107° 55x107° 0 1,9x107° 28x107°

TABLEAU 4.2.8 — Comparaison des méthodes de compression dans le cas d’'une surface de Weiers-
trass 3D.

Ce tableau nous permet de constater que ’ACA est moins rapide que 'HCA, mais cette
derniere semble nécessiter une RAM plus importante (bien que du méme ordre). Quelle
que soit la méthode de compression, le temps total du calcul hiérarchique est plus court
que celui du calcul sans compression, et permet une économie de mémoire importante
tout en conservant une précision de ’ordre de eqyres par comparaison avec le calcul sans
compression.

Nous pouvons ici aussi remarquer que le fait de travailler sur une structure plus com-
plexe (cas n° 2 par rapport au cas n° 1) implique un temps d’assemblage plus long et un
stockage plus lourd.

Pour conclure sur le cas des surfaces de Weierstrass, nous pouvons souligner que ces
applications sont trés consommatrices de temps et de mémoire. La compression des ma-
trices impédances de ces cas d’étude permet d’envisager de traiter des problemes avec une
grande quantité de DDLs, et donc une meilleure modélisation de la surface dans toutes
ses aspérités.

4.3 Fibres a Cristaux Photoniques

Une fibre & cristaux photoniques (en anglais Photonic-Crystal Fiber, notée PCF) est
une fibre optique constituée d’'une gaine et d’une ou plusieurs inclusions, appelées ceurs.
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Ses propriétés optiques dépendent fortement de sa géométrie, ainsi que de ses caractéris-
tiques diélectriques. Les PCFs sont des structures tres utilisées en optique. Cette applica-
tion, en marge de notre domaine d’étude initial, a toutefois fait ’objet d’une collaboration
avec Julien Vincent et Han-Cheng Seat dans le cadre d’un projet du programme Toulouse
Tech Inter Lab (TTIL). Cette collaboration est & I’origine d’une communication a la confé-
rence META 2016 [44]. Le probleme physique et les développements théoriques de cette
application sont disponibles en annexe D.

Dans cette partie, nous considérerons une PCF possédant C' coeurs, chacun discrétisé
a l'aide de N points, et nous partirons directement du systéeme explicité en annexe D.
En particulier, ce systeme devient grand des lors que 1’on considére un grand nombre de
ceeurs, comme c’est le cas pour la PCF dite Hollow Core (C' = 121). La figure 4.3.1 en
donne une illustration.

FIGURE 4.3.1 — Représentation en coupe de la PCF HC-1550 a 121 trous.

Nous expliquerons comment nous avons adapté le systeme a résoudre au format H-
matrice, tant pour ’assemblage que pour les opérations nécessaires a la résolution, puis
nous donnerons quelques résultats de simulation pour C' = 121.

4.3.1 Adaptation du probleme au format H-matrice
Assemblage

Le probleme physique consiste a résoudre, pour un vecteur aléatoire ®, le systeme

Fu=@®, (4.3.1)
avec
W K. KT 0 E
W; K; 0 0 0,F
F= ’ ! etx=| " |, (4.3.2)
aKeT 0 W, BK. H
o 0 W K 0, H

a et B sont des coeflicients scalaires réels, W, et K. sont des blocs matriciels denses de

C5*9 (8§ = C x N) et W;, K; et T sont des matrices diagonales par blocs de C¥*® (leur C

blocs diagonaux sont de taille N x N). F est donc une matrice de C*¥*45, Les définitions

exactes de ces matrices ainsi que des coefficients « et 8 sont disponibles en annexe D. La

figure 4.3.2 donne une représentation graphique du remplissage de F' dans le cas ou C = 6.
Le nombre de coefficients non-nuls de cette matrice est alors

ng = 2N?*(20 + 3C?), (4.3.3)
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We K. KT

aK.T W, BK.

FIGURE 4.3.2 — Représentation schématique de la matrice F'.

et la RAM qu’elle occupe est proportionnelle np.

L’introduction du format H-matrice peut nous permettre de réduire la RAM nécessaire
au stockage de F'. En particulier, un assemblage hiérarchique des blocs W, et K. denses
peut réduire la mémoire utilisée par F.

L’assemblage hiérarchique de F consistera donc a approcher les blocs denses We et K.
par des H-matrices W, et K.. On notera alors F' 'approximation de F' définie par

W. K. KT 0

- W, K, 0 0
F=| — — —|. (4.3.4)

oK, T 0 W. BK,

0 0o W, K;

Remarque 4.3.1. En pratique, nous avons défini un nouveau type de structure de donnée
que nous noterons F-matrice. Cette structure est munie des deux H-matrices We et K, de
taille S x S, ainsi que des trois listes de C blocs matriciels W;, K; et T de taille N x N.

Arithmétique sur la matrice F

La structure de F-matrice peut en fait étre considérée comme une matrice hiérarchique
constituée de deux niveaux de hiérarchie. Ainsi, en utilisant les principes de l'arithmé-
tique des H-matrices, il est possible de développer manuellement une arithmétique des
JF-matrices en se servant des outils déja développés pour les H-matrices et en ajoutant les
opérations arithmétiques adaptées aux matrices diagonales par bloc.

Nous avons ainsi pu définir un produit F-matrice-vecteur, ainsi qu’une décomposition
F — LU suivant le méme modele que les opérations hiérarchiques classiques, limitées a
deux niveaux de hiérarchie et avec des étapes adaptées aux différents types de données
considérées. Etant donnée la similarité avec les procédés déja détaillés au chapitre 2, nous
ne détaillerons pas ces opérations ici.

4.3.2 Résolution hiérarchique dans le cas d’'une PCF a 121 trous

Le systeme plein est par nature mal conditionné, surtout a proximité de la solution
recherchée. Une résolution itérative sans préconditionnement n’est donc pas raisonnable a
priori. L’utilisation d’un solveur direct n’est envisageable que pour de petites valeurs de
N et/ou de C.
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Nous allons assembler la matrice pleine F' ainsi que la F-matrice F' afin d’en comparer
les temps d’assemblage. Nous résoudrons ensuite les deux systemes matriciels et nous
comparerons les performances des solveurs choisis.

Temps d’assemblage

Nous assemblons d’une part la matrice F' pleine, et d’autre part la F-matrice F telle
que définie ci-avant. Les blocs W, et K. sont assemblés par ACA & précision e cn =
1 x 107°. On peut alors observer les temps d’assemblage de F et de F en fonction de
n=4x N x C en figure 4.3.3.

102.5 . ~
=
2 102 - —— Assemblage de F
QE_) — Assemblage de F
=
101.5 . -
| |

L
1038 10 1042
n

FI1GURE 4.3.3 — Comparaison des temps d’assemblage de F' et F.

Cette figure nous permet de constater que le temps d’assemblage de F est favorable
des que N = 10 (soit n = 4840). La compression par ACA hiérarchique des blocs denses
de F' permet donc une réduction importante du temps CPU de ’assemblage.

Choix de la méthode de résolution hiérarchique

Comme mentionné précédemment, le systéme a résoudre est par essence mal condi-
tionné. Ainsi une solveur itératif sans préconditionneur n’est pas envisageable. Par ailleurs,
nous avons pu constater lors du développement de la décomposition H-LU, que la solu-
tion obtenue avec le solveur direct ne répond pas correctement au critere de précision
demandé. En particulier, pour obtenir un résultat précis a ., pres, il est nécessaire de
faire la décomposition H-LU & une précision €', plus fine, ce qui peut vite rendre le temps
de résolution long. Cette décomposition est toutefois suffisamment précise pour servir de
préconditionneur & un solveur itératif.

Nous avons choisi d’utiliser cette méthode en la comparant au solveur direct pour le
systeme plein, et en essayant plusieurs valeurs de ep¢c. (cf. tableau 4.3.1), mais en fixant
faures = 107°, pour N = 40 (n = 19360).

Ce tableau confirme le décalage de précision de la décomposition F — LU dans le cas
des PCFs. En effet, si la décomposition F — LU obéissait effectivement a la précision
demandée, le solveur GMRES préconditionné ne nécessiterait quune itération pour epréc.
= 107°.

Cependant la décomposition F — LU est suffisamment précise pour réduire le nombre
d’itérations de la méthode itérative. On constate par ailleurs que le taux de compression de
la, décomposition est similaire quelle que soit la valeur de ep¢c., et que le temps de décom-
position en lui méme reste du méme ordre de grandeur pour les trois précisions étudiées.
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Epréc. Résolution
1073 104 107° pleine
Assemblage (s) 107,795 238,564
Décomposition F — LU (s) 2767,84 3037,004  3122,484 0
GMRES (s) 1773,012 93,836 10,308 0
Temps total de résolution (s) 4540,82 3135,94 3132,788 4616,112
Nombre d’itérations 2147 165 10 0
Taux de compression F — LU 0,238 0,258 0,277 0

TABLEAU 4.3.1 — Répartition des temps durant la résolution itérative préconditionnée du systeme
creux (N = 40).

En revanche, le temps de résolution itérative est tres amélioré pour eprge. = 1 X 107°. Le
temps supplémentaire utilisé pour la décomposition est donc largement compensé par le
gain de temps di a la diminution du nombre d’itérations, qui passent de 2147 pour €p¢c.
= 1073 & seulement 10 pour Epréc. = 107°.

Enfin, quelle que soit la précision choisie, le temps total de résolution est meilleur dans
le cas creux que pour le systeme plein.

Dans la suite, nous résolvons donc le systeme en utilisant le solveur GMRES précon-
ditionné avec epréc. = 1075.

Temps de résolution

Une fois les matrices F et F assemblées, nous pouvons résoudre les systemes associés.
Le systéme plein utilisera le solveur direct Gauss (issu de la librairie LAPACK), tandis que
nous appliquons le GMRES préconditionné avec egymres = Epréc. = Eaca = 1075. Les temps
de résolution sont alors disponibles en figure 4.3.4.

104

| —-om

—— Résolution du systeme plein
1 = = O(nlog(n)?)

1 —— Résolution du systeme creux

108 |

Temps [s]

10? ¢

L
1038 10* 10%2

n

FIGURE 4.3.4 — Comparaison des temps de résolution pour F et F.

On constate que le temps de résolution creux est plus faible que le temps de résolution
par méthode de Gauss des que N = 40, soit n = 19360. En particulier, le tableau 4.3.2
nous permet d’analyser la répartition du temps de résolution sur les deux étapes de ce
solveur (décomposition F — LU et solveur itératif).

Le temps de résolution est alors surtout occupé par la décomposition F — LU de la
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N=20 N=40 N =60

Décomposition F — LU (s) 1131,212 3122,480 4590,364
GMRES (s) 31,512 10,308 12,10
Nombre d’itérations 141 14 10

TABLEAU 4.3.2 — Répartition des temps durant la résolution itérative préconditionnée du systeme
Creux.

matrice F. Cette décomposition semble plus précise pour les valeurs de N plus grandes;
en effet, la réduction du nombre d’itérations de GMRES indique un meilleur précondition-
nement pour les grandes valeurs de N.

L’application du format F-matrice aux PCFs semble donc réussie en terme de cout
temporel. Voyons & présent si cela se vérifie sur la mémoire utilisée.

Performances mémoire

FetF peuvent toutes deux étre stockées de maniere réduite. Cependant, la résolution
par méthode de Gauss du systéme plein nous contraint a prendre en compte le cout de
la matrice F' supposée dense. De méme, la résolution par GMRES préconditionné nous
impose de prendre en considération ’espace occupé par la décomposition F — LU de F.

Afin de comparer la mémoire utilisée pour I'assemblage et la résolution dans les deux
cas, il suffit de comparer la somme des taux de compression de F et de sa décomposition

F — LU avec le taux de coefficients non-nuls de F'. Cette comparaison est effectuée en
figure 4.3.5.

| ——Matrice F pleine (O(n?))
4 —— Coefficients non-nuls de F
1 = = O(nlog(n))

| —— Décomposition F — LU
Matrice F

Mémoire [Go]

1072

1 1 1 1
1038 104 1042 10%4
n

FI1GURE 4.3.5 — Comparaison de la mémoire utilisée par F, F et la décomposition F — LU.

On constate que 'application du format hiérarchique, méme partielle, permet de chan-
ger la complexité de I'espace mémoire utilisée, passant de O(n?) & O(nlog(n)). En particu-
lier, le stockage de F est toujours inférieur & celui de F', méme en n’en considérant que les
coefficients non-nuls. La décomposition F — LU prend quant a elle un espace mémoire tres
supérieur a }~7, mais cette RAM est propotionnelle a nlog(n) et est inférieure au stockage
plein de F' (nécessaire a la résolution directe par méthode de Gauss).

Cette application nous a donc permis de constater que bien qu’il ne soit pas immédia-
tement possible de mettre toute la matrice F' au format H-matrice en vue de la résolution
d’un systeme, il est en revanche possible d’appliquer ce format compressé a certaines parties
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d’une plus grande matrice. Une telle manipulation permet d’améliorer le temps d’assem-
blage et de résolution en changeant leur complexité, permettant la encore le traitement de
plus grands systemes. Ceci permet alors de discrétiser plus finement certains problemes,
et donc d’en avoir une résolution plus précise.

Conclusion du chapitre

Nous avons pu, grace a ces trois cas pratiques, constater que le format H-matrice
est applicable sur divers problémes physiques concrets, tels que les calculs de SER en
aéronautique ou sur des surfaces rugueuses, ou encore la détection de modes de propagation
dans des PCFs.

En particulier, la parallélisation sur architecture partagée de certaines opérations peut
aider a réduire encore les temps engagés lors de la résolution de grand systémes linéaires,
comme nous avons pu le vérifier dans le cas de I'avion. Les surfaces de Weierstrass nous ont
permis de jauger le role de la complexité géométrique d’une structure sur le comportement
de I'assemblage et de la résolution. Enfin, le cas des PCFs, bien que plus en marge de notre
étude initiale, montre que le format H-matrice peut étre utilisé comme brique de base pour
aider a la résolution de problemes plus larges.
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Conclusion

Durant cette these, notre objectif a été d’augmenter le nombre d’applications qu’il est
possible de traiter par la méthode des éléments finis de frontiere (en anglais Boundary
Element Method, notée BEM) en réduisant son cout de résolution et en conservant une
précision raisonnable. Il est alors possible d’appliquer la BEM a des cas encore inenvisa-
geables il y a quelques temps, soit par leur nombre important de degrés de liberté (DDLs)
, soit par un grands nombre de seconds membres.

Le chapitre 1 nous a permis de rappeler les équations de Maxwell et d’en écrire une
formulation intégrale, I’Equation Intégrale en Champ Electrique (en anglais Electric Field
Integral Equation, notée EFIE), afin d’y appliquer la méthode des éléments finis de fron-
tiere (BEM). Nous avons ensuite, au chapitre 2, défini le contexte théorique sur lequel se
base le format H-matrice, qui constitue le cadre des méthodes de compression utilisées. No-
tamment, le produit H-matrice-vecteur passe d'une complexité de O(n?) pour une matrice
dense & O(nlog(n)) pour une H-matrice. Cette opération nous permet d’adapter le sol-
veur itératif GMRES au formalisme des H-matrices. Nous avons également développé une
décomposition H-LU, permettant une résolution directe, ainsi que le préconditionnement
du solveur itératif GMRES.

Nous avons ensuite validé ’association de ce format avec la méthode de compression
Approximation en Croix Adaptative (en anglais Adaptive Cross Approximation, notée
ACA) sur des cas d’application canoniques, puis nous avons introduit I’Approximation en
Croix Hybride (HCA). Cette méthode permet de pallier & certains problemes posés par
I’ACA, et notamment le manque de fiabilité dans certains cas de la méthode d’estimation a
priori de erreur d’approximation. Nous avons également constaté que pour le nombre de
points d’intégration de Gauss que nous avons choisi d’appliquer a nos calculs (ngauss = 3),
I’HCA est plus rapide que ’ACA pour une précision comparable. Apreés en avoir détaillé les
principes d’application sur 'EFIE, nous avons validé cette méthode de compression encore
rare en électromagnétisme, en établissant des regles d’accord entre la précision souhaitée
et le nombre de points d’interpolation de Tchebychev nécessaires a réaliser la premiere
étape de cette méthode. Pour finir nous avons également adapté des méthodes de résolu-
tion au format H-matrice : d’une part le solveur direct H-LU, et d’autre part le solveur
itératif GMRES, éventuellement aidé d’un préconditionneur obtenu par décomposition H-
LU d’une version recompressée par coarsening de la H-matrice a traiter. Nous avons pu
vérifier que les résultats de ces méthodes, appliquées a des cas canoniques répondaient
a nos attentes. La validation des méthodes de compression et de résolution nous permet
d’aborder des cas d’applications plus complexes que ces deux cas canoniques.

Nous avons alors pu tester ces méthodes sur divers cas plus concrets. Le premier cas
d’application, un avion comportant un grand nombre de DDLs, nous a permis d’utiliser
quelques résultats de parallélisation sur architecture partagée qu’il faudra toutefois ap-
profondir. L’application du format H-matrice aux surfaces de Weierstrass nous a permis
d’observer les effets de la complexité d’une géométrie sur les temps d’assemblage et de
résolution. En particulier, plus un cas est complexe et plus le solveur direct H-LU est
favorable en terme de temps, méme si ce solveur peut nuire & la précision de la solution
selon le conditionnement du systeme a résoudre. Enfin, le traitement d’une fibre a cristaux
photoniques (en anglais Photonic-Crystal Fiber, notée PCF) nous a permis de nous rendre
compte de la versatilité du format H-matrice, qu’il est possible d’utiliser pour certains

117



Conclusion

blocs d’un systeme creux avec succes.

Perspectives

Les méthodes exploitées au cours de cette these ont fait leurs preuves sur quelques
exemples, mais il serait intéressant d’en étendre les possibilités.

Notre premiere priorité sera d’améliorer les performances de la parallélisation de nos
opérations hiérarchiques sur architecture partagée. Ce procédé offre en théorie des possi-
bilités que nous n’avons pu qu’effleurer en pratique. Une étude plus approfondie des pro-
blemes d’échange de données entre les processeurs pourrait permettre, au prix de quelques
modifications dans le code initial, de profiter pleinement des possibilités offertes par ce
processus.

Par ailleurs, nous nous sommes limités au cas de la formulation EFIE ; le développement
de la formulation Equation Intégrale en Champ Magnétique (en anglais Magnetic Field
Integral Equation, notée MFIE) en 2D et en 3D nous permettrait d’utiliser la formulation
Equation Intégrale en Champs Combinés (en anglais Combined Field Integral Equation,
notée CFIE) et d’appliquer PHCA sur des noyaux plus complexes. En particulier nous
pourrions 'appliquer a des cas sur lesquels ’ACA a été mise en défaut, comme c’est le cas
pour les noyaux comportant des opérateurs différentiels.

Par ailleurs, dans tous les cas que nous avons traités (a part les PCFs), nous avons
considéré que l'objet diffractant était parfaitement métallique. L’introduction de maté-
riaux diélectriques permettraient d’étendre considérablement le champ des applications
possibles.
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Annexes

A Résolution d’un systeme linéaire

La résolution d’un probleme électromagnétique par la méthode des éléments finis de
frontiere (en anglais Boundary Element Method, notée BEM), aussi appelée méthode des
moments (en anglais Method of Moments, notée MoM), peut s’avérer couteuse. Il s’agit de
résoudre le systeme linéaire

Zj =e, (A1)

avec Z € C™*™,
On distingue alors les solveurs directs des solveurs itératifs.

A.1 Solveurs directs
Principe des solveurs directs

Ces solveurs reposent sur une factorisation de la matrice a inverser. Il peut s’agir d’une
factorisation LU ou encore d’une factorisation LDL” [19] pour les matrices symétriques
définies positives. Le cas de la factorisation LU est détaillée dans la partie suivante.

La factorisation permet alors d’écrire la matrice a inverser sous une forme qui en facilite
la résolution. Cette premiere étape est suivie d’une étape de résolution.

Si la complexité algorithmique de la factorisation est en O(n?), la résolution a quant
a elle un cotit numérique en O(n?).

De tels solveurs sont notamment appréciés parce qu’ils ne génerent pas d’approxima-
tions autres que celles dues a la discrétisation du probleme et a la précision machine. De
ce fait, la solution de 1’équation (1.1.81) sera précise, a condition que la matrice Z soit
bien conditionnée.

Par ailleurs, en terme de temps, la plus grande part du calcul d’un solveur direct est
occupée par la factorisation de la matrice. Une fois celle-ci effectuée, il devient aisé de
résoudre le systeme linéaire pour un nombre de seconds membres p > 1. La complexité
algorithmique de la résolution d'un seul second membre étant de O(n?), elle passe & O(pn?)
pour p seconds membres. Le temps de résolution est donc relativement prévisible, ce qui
ne sera pas le cas avec les solveurs itératifs.

Solveur direct LU

Le solveur LU est un solveur direct qui suit donc les deux étapes précédemment citées.
La premiere étape consiste a effectuer la décomposition LU de la matrice Z.

Définition A.1 (Décomposition LU d’une matrice). On appelle décomposition LU d’une
matrice A € C™*" toute écriture de A sous la forme d’un produit A = LU ot :
e L est une matrice triangulaire inférieure (Lower triangular matrix) ;

e U est une matrice triangulaire supérieure (Upper triangular matrix ).

Remarque A.1. Une matrice A € C™*" n’admet pas toujours une décomposition LU .
Cependant dans certains cas, en permutant des lignes de A, la décomposition devient
possible. On obtient alors une décomposition de la forme

A= PLU, (A.2)

o, P est une matrice de permutation.
Les décompositions LU et PLU conduisent a des matrices L et U distinctes. Par abus
de langage, nous appelerons factorisation LU le processus de décomposition PLU.
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Remarque A.2. On peut par ailleurs imposer que la diagonale de L soit unitaire ; de ce
fait, lorsqu’une décomposition LU existe, il y a unicité de la décomposition.

On considere donc le systeme d’équations

{ Z = LU, (A.3)
Zx =b. (A4

On peut résoudre I’équation (A.4) en deux fois, en utilisant 1’équation (A.3) :

e d’une part, on résout

Ly = b, (A.5)
qui est un systeme linéaire triangulaire inférieur ;

e d’autre part, on résout
Ux =y, (A.6)

qui est un systeme linéaire triangulaire supérieur.

Il est possible d’optimiser la décomposition LU, notamment en développant une version
hiérarchique, dont nous parlons en détails en partie 2.5.4.

A.2 Solveurs itératifs
Principe des solveurs itératifs

Les solveurs itératifs permettent de résoudre un systéeme linéaire en n’effectuant pas
d’opérations qui soient numériquement plus lourdes que le produit matrice-vecteur.

Soit nie. le nombre d’itérations nécessaires pour que le solveur converge vers une so-
lution acceptable. Alors la complexité algorithmique de la résolution est de O(njsn?). De
fait, contrairement aux solveurs directs, on peut difficilement prévoir a ’avance le temps
nécessaire a la résolution du systeme. On montre toutefois que 1’on atteint une résolution
exacte du systeme linéaire en au plus njg, = n itérations. Ce résultat, valable en arithmé-
tique exacte, n’est cependant pas toujours valable dés que la précision machine entre en
jeu.

Il est également possible de définir un critere d’arrét de la méthode itérative ei., ce
qui permet de réduire le nombre d’itérations nécessaires a la convergence de la résolution.
Cette réduction du temps de résolution se fait évidemment au prix de la précision sur le
résultat final. On s’attend en effet a une erreur de 'ordre de €;¢.. Il s’agit donc ici de faire
un compromis entre rapidité de convergence et précision souhaitée sur le résultat.

L’une des plus importantes limitations de certaines méthodes itératives est le traite-
ment d’un cas de résolution a plusieurs seconds membres. En effet, la résolution doit alors
avoir lieu entierement pour chacun des seconds membres. De ce fait les méthodes itératives
ne semblent pas a privilégier s’il y a plusieurs seconds membres dans le systeme a résoudre.
1l existe toutefois des méthodes itératives capable de résoudre simultanément les différents
problemes définis par les seconds membres.

De maniere générale, le temps de convergence vers une solution précise dépend du
conditionnement de la matrice (cf. définition A.2) : plus son conditionnement est élevé,
plus le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence est important. Cette
dépendance au conditionnement de la matrice est 'un des plus gros points faibles des
méthodes itératives. Pour palier a ce probleme, il existe des méthodes pour améliorer les
conditionnement du systeme linéaire : les préconditionneurs.
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Préconditionnement des méthodes itératives

Définition A.2 (Conditionnement d’une matrice [20]). Soit A une matrice de C"*". Le
conditionnement de A est le réel noté k(A) et défini par

R(A) = Al A7, (A.7)
ot || - || est une norme matricielle.

On appelle alors préconditionneur a droite (resp. a gauche) de A € C™*" toute matrice
P € C™ " telle que le conditionnement de la matrice A’ = P~1A (resp. A’ = P71 A) soit
plus petit que celui de A.

Considérons P un préconditionneur a gauche d’une matrice A. la résolution du sys-
teme (1.1.81) se ramene donc & la résolution de

P 'Ax = P 'b, (A.8)

ce qui permet de réduire le nombre d’itérations nécessaires a la convergence du solveur
itératif utilisé. En pratique, on essaie de trouver un préconditionneur P qui soit proche de
A, et donc tel que le nouveau systeme linéaire a résoudre soit proche de

x=A""b. (A.9)

En général, on n’explicite ni P, ni méme P!, mais on effectue uniquement les produits
matrice-vecteur nécessaires a la résolution. Il existe plusieurs techniques de précondition-
nement, parmi lesquelles on peut notamment citer les plus populaires.

Tout d’abord, la méthode inverse creux approché (en anglais Sparse Approzimate In-
verse, noté SPAI) [18], est une technique qui consiste & trouver une matrice creuse P et
minimise la quantité |[P~1A — Ul|g, ol || - || est la norme de Frobenius (norme sur les
espaces matriciels, cf. définition 1.4.2). En théorie, on peut choisir P aussi creuse que 1’on
veut. En pratique, un niveau trop restrictif de parcimonie n’est pas souhaitable pour que
le préconditionnement soit efficace ; inversement, une matrice qui n’est pas assez creuse va
augmenter le cout de calcul, le rapprochant de celui engrangé pour le calcul de I'inverse
de la matrice A. Il faut donc trouver un compromis raisonnable.

Mentionnons également le préconditionneur Sparse LU, qui consiste en la réalisation
d’une factorisation LU creuse de la matrice. L’équation (A.9) revient alors a la résolution
successive de deux systemes triangulaires. Nous détaillons ce mode de préconditionnement
dans le cadre des H-matrices en section 3.3.

D’autres méthodes de préconditionneme,t telles que la méthode (block-)diagonal ou
(Block-)Jacobi [20] sont également tres populaires, mais ne sont pas nécessairement appli-
cables au cas des équations intégrales.

Généralisation de la Méthode de Minimisation du Résidu (GMRES)

La méthode GMRES, développée par Yousef Saad et Martin H. Schultz en 1985 [45],
est devenue un standard des solveurs itératifs.
La méthode est décrite pour la résolution du systeme linéaire

Ax = b, (A.10)

avec x et b dans C™ et A dans C™*". On suppose de plus que A est inversible (autrement
dit, que le systeme admet une solution) et que ||b||, = 1. On choisit une tolérance egyrrs >
0. Cette tolérance limitera l’erreur de précision.
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On définit pour 1 < k < n le k™ espace de Krylov par
K = Vect{(A"'b)1<1<i}. (A.11)

La méthode donne alors une approximation de la solution exacte de I’équation (A.10)
par le vecteur x;, de Kj qui minimise la quantité | Az — b||,.

On garantit que ’espace K}, est libre en utilisant la méthode d’Arnoldi [20] pour trouver
les vecteurs orthonormaux (q;);cq1,k) qui constituent la base Kj. Ainsi il existe un vecteur
yi, de CF tel que ¢, = Qrys, avec Qp € C™*F la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
(QZ)le[[l,kz]]-

La méthode d’Arnoldi engendre alors la matrice de Heisenberg supérieure H;, de taille
k(k + 1) et telle que

AQp = Qi1 Hy. (A.12)

La matrice Q) étant orthogonale, on a
| Ay — blly, = | Hiys, — Berll, (A.13)
ol e; est le premier vecteur de la base canonique de RFt1 et
B =1b— Azoll,, (A.14)

ol x( est le vecteur d’initialisation (en pratique, on prend xy = e;). Ainsi, &) peut étre
trouvé en minimisant la norme du résidu

T = ﬁlkyk — 661. (A15)

C’est un probléme linéaire de moindres carrés de taille k.
Ainsi, chaque itération de l'algorithme consiste a :

1. effectuer une étape de I'algorithme d’Arnoldi;

2. trouver yj qui minimise ||rg,;

3. calculer r = Qryi ;

4. recommencer tant que le résidu est plus grand que €gygres-

A chaque itération, un produit matrice-vecteur Aqy doit est effectué. Cela génere un

cotit en calcul de 2n? opérations pour les matrices pleines de taille n. Cependant ce cofit
peut étre réduit en fonction du nombre d’itérations n;is, nécessaires a arriver a convergence.

Remarque A.3. La méthode GMRES est souvent restartée. Aprés un nombre n, d’itéra-
tions, la solution obtenue est récupérée comme point de départ pour démarrer un nouveau
cycle de n, itérations. Cette méthode permet de ne pas stocker nge vecteurs dans la base,
qui en possédera donc un mazimum de n,.

L’algorithme A.1 donne les étapes de ce solveur muni d’un restart.

Nous voyons dans la partie 2.5.2 que ce solveur s’adapte bien au format des matrices
hiérarchiques car la seule opération arithmétique nécessaire pour la formuler est le produit
‘H-matrice-vecteur.
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Algorithme A.1 Résolution GMRES du systeme Z‘bj =e.

1: procedure GMRES(Z|y,j,€,Ecures)

2 Nits = 0 > Initialisation du nombre d’itérations.
3 Jo=0

4 call MAT_VECT(Z}3, Jo, €o) > Produit matrice-vecteur.
5: Ty =€ — €

6 Bi=|rolly

7 ry =19/

8 for j € [1,n,] do > Début de I'algorithme d’Arnoldi.
9 for i € [1, 4] do

10: call MAT_VECT(Z;,7,5") > Produit matrice-vecteur.
11: hij =3"-1 > Coefficient de la matrice de Hessemberg

Hy, = (hij)ic[i ne+1],j€[1n0]-
12: end for 4
13: wj = j/ — i hiji
i=1

14: i1 = llwill,

15: if hj+1,j =0 then

16: stop

17: end if

18: Vjt+1 = wj/th,j

19: end for > Fin de l'algorithme d’Arnoldi.
20: Générer y,, qui minimise |[Se1 — Zpyn, [,
2L Jny =30+ Vo, Ym > Avec Vi, = ('vi)ie[[l,m]]-
22: Nits = N4ts + 1
23: if 70/8 < €amres OU nits = n, then
24: stop
25: else
26: Jo = Jm
27: go to 8 > Restart si le résidu dépasse la tolérance eqyrgs-
28: end if

29: end procedure
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B Nombre d’opérations arithmétiques et complexité algo-
rithmique
Dans cette annexe, nous exprimerons le nombre d’opérations élémentaires (somme et

multiplications) nécessaires a I’exécution d’opérations usuelles plus complexes.
On se place dans le corps K =R ou C.

B.1 Sommes

Le nombre d’opérations de la somme de deux éléments est tout simplement égale au
nombre d’unités de mémoires a sommer. On en déduit le nombre d’opérations élémentaires
et la complexité algorithmique des opérations listées dans le tableau B.1.

Nature de Nature de Nature de Nombre Complexité
A B A+ B d’opérations algorithmique
Vecteurs K™ K™ K™ n O(n)
K™*™ dense K™*™ dense K™*™ dense mn O(mn)
Matrices K™*™ dense K™*™ diagonale K™*™ dense min(m,n)  O(min(m,n))

K™*™ diagonale K™*™ diagonale K™*" diagonale  min(m,n)  O(min(m,n))

TABLEAU B.1 — Nombre d’opérations et complexité algorithmique des sommes.

B.2 Produits

Soient A = (aij)ic[1,m]je[1,n] € K™*" et B = (bij)ic[1,n].je[1,p] € K"*P deux matrices,
et C = (cij)icfi,m],jeq,p] € K™*P le résultat de la multiplication AB. Alors

Vie[l,m] Vjie[Lp] cj=> airby (B.1)
k=1
En particulier :

e Si A est diagonale, on peut écrire A = diag((a;)iepix]) avec k& = min(m,n). Alors
(B.1) devient

Vi € [[l,m]] Vj S [[1,])]] Cij = Oéibij, (B2)
ce qui revient a multiplier la k-eéme ligne de B par agr pour obtenir la k-eme ligne
de C.

e De méme, si B est diagonale, B = diag((8)ic[1,x)) avec k = min(m,n) et (B.1)
devient

Vi € [[1,m]] Vj S [[1,]9]] Cij = aijﬁj, (B.3)

ce qui revient a multiplier la k-eme colonne de A par by, pour obtenir la k-eéme
colonne de C.

e Si p = 1, alors on peut considérer que B = (bij)ic[i,n] jeq1,1] = (bi)iepin] et C =
(cij)ieqm],jen,i] = (Ci)ie[1,m] sont des vecteurs, et (B.1) devient

Vi € [[1,m]] Cc; = Z a;ibg. (B4)
k=1
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Nature de Nature de Nature de Nombre Complexité
A B AB d’opérations  algorithmique
K™*"™ dense K"*P dense K™*P dense mp(2n — 1) O(mnp)

Matrice x Matrice K™X™ dense K™*"™ diagonale K™X™ dense mn O(mn)
K™*"™ diagonale K"*P dense K™*P dense np O(np)
K"X" diagonale  K™*"™ diagonale K"*™ diagonale n O(n)

Matrice x Vecteur K™*"™ dense K™ vecteur K™ vecteur m(2n — 1) O(mn)
K™>™ diagonale K™ vecteur K™ vecteur m O(m)

TABLEAU B.2 — Nombre d’opérations et complexité algorithmique des multiplications.

Le tableau B.2 décrit le nombre d’opérations élémentaires et la complexité algorith-
mique des opérations de multiplications et de produits.

Remarque B.1. Il peut également étre nécessaire de connaitre le cout de l’opérations
A=USVH aqvec U € K™ ¥ € RF¥F et V e K"k, D’aprés le tableau B.2, on obtient
le nombre d’opérations

Nope. = mk(2k — 1) + nk, (B.5)

soit une complexité algorithmique en O(mk? + nk). Il s’agit donc d’une opération peu
cotuteuse si k < m,n.

B.3 Factorisations

La factorisation QR et la SVD réduites sont moins élémentaires que les opérations
décrites ci-avant, mais constituent des briques élémentaires de certains de nos algorithmes.
Gene H. Golub et Charles F. van Loan en donnent le cotit numérique théorique dans [17]
(cf. tableau B.3). Pour ces deux opérations, on a n > m.

Factorisation Nature de la matrice Nombre d’opérations Complexité algorithmique

QR réduite K™*™ dense 4n?m — %n?’ O(mn?)

SVD réduite K™*™ dense 14mn? + 8n3 O(mn?)

TABLEAU B.3 — Nombre d’opérations et complexité algorithmique des factorisations réduites.

En particulier, si m = n, ces factorisations sont proportionnelles & n3. Nous veillerons
donc a ne les réaliser que sur des matrices de petites dimensions.
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C Introduction au calcul parallele

Traditionnellement, la simulation numérique se traduit dans un premier temps par
des algorithmes séquentiels : chaque probleme est divisé en une liste d’instructions qui
sont exécutées en série, 'une apres 'autre, chacune sur un unique processeur. Seule une
instruction peut étre exécutée a la fois.

Or en calcul scientifique, la modélisation demande des ressources en mémoire vive et en
temps de calcul de plus en plus importantes, et ces ressources sont vite limitées dans le cas
d’un programme séquentiel. Pour répondre a cette demande, le marché de I'informatique
a connu des progres rapides, si bien qu’aujourd’hui méme le plus basique des ordinateurs
possede au moins deux processeurs et permet donc de paralléliser les taches qui peuvent
s’y préter.

Dans un contexte d’optimisation numérique, se limiter a n’utiliser qu’un processeur
revient donc a ne pas utiliser pleinement le potentiel de notre outil de calculs.

C.1 Définition générale du parallélisme

Un ordinateur paralléle est un ordinateur qui posseéde une architecture constituée de
plusieurs processeurs pouvant participer simultanément a ’exécution d’une tache. On éva-
lue la performance d’une architecture parallele en fonction des performances indépendantes
de chacun de ses processeurs, ainsi que de la maniere dont ils sont agencés.

Une telle architecture permet, en théorie, d’augmenter la mémoire disponible & mesure
que le nombre de processeurs est élevé. Toujours en théorie, il n’y a pas de limitation quant
au nombre de processeurs que ’on peut utiliser lors d’un calcul, si ce n’est le nombre de
processeurs disponibles. La division des taches sur plusieurs unités de calcul permet par
ailleurs ’accélération de calculs cotiteux en temps; cette division est d’autant plus efficace
lorsque les données traitées peuvent étre gérées indépendamment et sont stockées dans un
ensemble structuré. C’est en particulier le cas des H-matrices, qui semblent donc se préter
au calcul parallele.

C.2 Limites du parallélisme

Les algorithmes paralleles possedent toutefois certaines limitations qu’il est important
de signaler.

Tout d’abord, lorsque 'on traite simultanément plusieurs données, il faut s’assurer de
leur indépendance. Aussi, si certaines données a traiter ne répondent pas a ce critere, il
convient d’ordonner les instructions afin de ne pas modifier simultanément deux données
interdépendantes.

Par ailleurs il n’est pas toujours avantageux de paralléliser une application. Les com-
munications et d’autres opérations annexes peuvent dans certains cas augmenter le temps
d’exécution par processeur. Il convient donc de vérifier que ce facteur ne soit pas un frein
avant d’entreprendre la parallélisation d’un algorithme. Un programme est dit extensible
si sa mise en parallele permet effectivement un gain de temps.

C.3 Efficacité du parallélisme

Il existe plusieurs facteurs permettant d’évaluer les performances d’un algorithme pa-
rallele en comparaison avec son équivalent séquentiel.

Définition C.1 (Débit de traitement). On appelle débit de traitement, noté P, le nombre
d’opérations exécutables par unité de temps, soit en notant nep. le nombre d’opérations et
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t le temps total d’exécution,

n
P= ‘;p'. (C.1)
Définition C.2 (Accélération). Afin de quantifier le gain en terme de temps d’un algo-
rithme paralléle par rapport a son homologue séquentiel, on définit [’accélération, notée a,
en fonction du temps d’exécution paralléle tpara. et du temps d’exécution séquentiel te.,
par
o
a= 4 (C.2)

75parab‘

Définition C.3 (Efficacité). On définit alors [’efficacité d’un code paralléle, notée e, par

e= -2 (C.3)

Nproc.

0l Nproc. désigne le nombre de processeurs utilisés.

La parallélisation d’'un code est considérée parfaite si 'accélération a est égale au
nombre de processeurs utilisés pour le calcul, ce qui revient a une efficacité maximale
e=1.

C.4 Classification des architectures paralleles

Le parallélisme se manifeste soit en superposant les performances de plusieurs proces-
seurs séquentiels, soit en exécutant simultanément des instructions indépendantes.

Il existe différents types d’architectures paralleles. On utilise communément la Tazxo-
nomie de Flynn pour distinguer ces architectures selon le type d’organisation du flux de
données et du flux d’instructions. Cette classification est résumée dans le tableau C.1.

Single instruction  Multiple instructions

Single data SISD MISD

Multiple data SIMD MIMD

TABLEAU C.1 — Récapitulatif de la taxonomie de Flynn.

SISD (Single Instruction on Single Data)

Dans cette architecture, une seule donnée est traitée par une unique instruction & un
instant ¢. Une telle architecture est en fait un ordinateur séquentiel qui n’exploite pas
de parallélisme, que ce soit au niveau des instructions ou de la mémoire. On 'appelle
également architecture de von Neumann, que l'on peut schématiser comme indiqué en
figure C.1a.

MISD (Multiple Instructions on Single Data)

Il s’agit d’un ordinateur dans lequel une donnée unique est traitée par plusieurs unités

de calcul en parallele. Cette architecture est assez rarement implémentée en pratique (cf.
figure C.1b).
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SIMD (Single Instruction on Multiple Data)

Dans ce second cas, plusieurs données sont traitées simultanément par une unique
instruction. Il s’agit d’un ordinateur qui utilise le parallélisme au niveau de la mémoire.
Cette architecture est schématisée en figure C.1c.

MIMD (Multiple Instructions on Multiple Data)

Dans ce dernier cas, plusieurs unités de calcul, possédant chacune une mémoire propre,
traitent des données différentes. Il s’agit de 'architecture parallele la plus utilisée. Il en
existe en particulier deux variantes.

D’une part, 'architecture MIMD a mémoire partagée est telle que les unités de calcul
ont acces a la mémoire comme un espace d’adressage global. Tout changement dans une
case mémoire est vu par les autres unités de calcul. La communication entre les unités de
calcul est effectuée via la mémoire globale.

D’autre part, dans l'architecture MIMD a mémoire distribuée, chaque unité de calcul
possede sa propre mémoire et son propre systeme d’exploitation. Ce second cas de figure
nécessite des outils supplémentaires, appelés middleware, pour synchroniser les données et
communiquer entre les différents processeurs.

Les superordinateurs utilisent souvent une architecture MIMD hybride, étant a la fois
a mémoire partagée et distribuée. Ces systemes hybrides possedent I’avantage d’étre tres
extensibles, performants et & faible cott.

Dans le cas général, on peut représenter ’architecture MIMD comme schématisé en
figure C.1d.

Dans notre cas, nous disposons d’une architecture MIMD & mémoire partagée sur 16
processeurs, avec 192 Go de RAM. Dans le cas d’une mémoire partagée, I'utilisation d’ins-
tructions OpenMP permet de parvenir a une parallélisation du code de facon relativement
aisée. C’est I'option que nous avons choisie.
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(c¢) Architecture SIMD.
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FiGure C.1 — Différents types d’architectures paralleles.
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D. Fibres a cristaux photoniques (PCFs)

D Fibres a cristaux photoniques (PCF's)

Les fibres a cristaux photoniques (PCFs) [46] sont tres utilisées en optique, pour des
applications diverses. Leurs propriétés optiques dépendent fortement de la géométrie et de
ses caractéristiques diélectriques (indices de réfraction n = /e, > 1). On considérera dans
notre cas que les PCF sont constituées d’une gaine et d’'une ou plusieurs inclusions ou
ceeurs. La propagation de la lumiere peut se faire d’au moins deux manieres différentes :

e Sil'indice de réfraction du coeur n; est supérieur a celui de la gaine n., alors le champ
électromagnétique sera confiné a l'intérieur du coeur.

e Si n; < ne, alors le champ se déplacera dans la gaine. On utilise alors plusieurs
inclusions pour créer un espace (cercle, hexagone, etc.) dans lequel le champ est
concentré et puisse se déplacer dans une direction donnée.

Il est important de connaitre/calculer I'indice de réfraction effectif n.s¢ qui caractérise
la propagation dans la PCF et qui tient compte des matériaux, de la géométrie et de la
source. Des exemples de fibre en coupe sont représentés sur la figure D.1.

(a) Fibre optique & saut d’indice  (b) PCF & 6 trous en hexagone (c) PCF & 121 trous en nid
d’abeille

F1GURE D.1 — Représentation de plusieurs PCF, vue en coupe.

Afin de pouvoir étudier la propagation de la lumiere dans des PCFs qui peuvent faire
intervenir des inclusions de formes, de tailles et de matériaux différents, on privilégie
I'utilisation de méthodes numériques afin d’obtenir rapidement le résultat souhaité. Le
développement de ce code a été mené par Julien Vincent et Adrien Calvez au laboratoire
LAPLACE [47]. La méthode des équations intégrales de frontiere pour la modélisation de
fibres a cristaux photoniques y est abordée. Afin d’obtenir diverses solutions pour comparer
les résultats obtenus, d’autres méthodes numériques et logiciels sont également présentés.
Avant cela il faut poser correctement le probleme, c’est 'objet de la partie suivante.

D.1 Probléeme de transmission

On considere une fibre de longueur infinie orientée selon u, et invariante suivant z,
dont la coupe transversale est représentée sur la figure D.2.

Le milieu €y est considéré comme homogene infini et chaque milieu fermé €2; est
i1
caractérisé par son indice de réfraction n;. Les vecteurs localement normaux et tangentiels
aux surfaces sont respectivement définis par v et 7.
Dans le plan transverse (O,us, uy), le champ électrique E transverse et le champ

magnétique H transverse doivent satisfaire ’équation d’Helmholtz. Ils doivent également
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F1GURE D.2 — Schéma du probleme de transmission.

satisfaire les conditions de transmission a travers les frontieres I' qui font intervenir les
dérivées normales et tangentielles de E et H. Ceci permet d’écrire les systemes (D.1)
et (D.2)) suivants :

o dans ;5o € :

A+(K2-B)]E =0
A+ (k=5 ! (D.1)
[A+ (k=5 H =0,
o atravers I' = ;5 I ¢

[E]r =0,

[H]r =0,

{ Qnefé‘ 8TE] — [ . 12 ayH} , (D.Q)

[ r nE=ng,y r

po.H| = - | 0B
[ O r nE=ngry r

avec les grandeurs suivantes :

e kg = i—z la constante de propagation de 'onde magnétique dans le vide, avec Ag la
longueur d’onde dans le vide;

e n; I'indice de réfraction du milieu dans €2; ;

o k = kon; la constante de propagation du milieu dans €); ;

o [ =koness

D.2 Equation intégrale de frontieres pour les PCF

On reprend ici la méthode décrite dans [48] et [49]. L’écriture des potentiels de simple et
de double couches a l'intérieur et a ’extérieur des inclusions, permet d’établir les relations
entre les champs électrique et magnétique ainsi que leurs dérivées normales. Ces opérateurs
étant singuliers lorsque ’on considére deux points sur la méme frontiere d’une inclusion
(sur la diagonale de la matrice), on utilisera la décomposition établie par Kress [50] pour
outrepasser le probleme.
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Représentation des champs sur les surfaces

Dans un domaine €; fermé, de frontiere 0€2; suffisamment réguliére (. e. lipschitzienne),
une fonction w satisfaisant I’équation d’Helmholtz s’écrit avec la formule de Green :

ute) = [ [G(r,f)ayu(f)—wu(f) ds(F) (D.3)

avec r € ), v est la normal sortante a la surface 9€); et G la fonction de Green :

G(r,F) = ZHo (ki e — £]1). (D.4)

Construction du systéme a résoudre. On commence par considérer I'intérieur des
inclusions. En dérivant (D.4) par rapport au vecteur normal et par passage a la limité, on
obtient I’équation intégrale de frontiere suivante :

(Id — J;)0yiu = —W;u sur 0§ (D.5)

ou J; et W; sont les opérateurs singuliers suivants :

9G(r, )

(le)(r) =2 o0, 81/(1')
92G(r, F)

(Wih)(r) =2 /8 o Ww(f)ds(f) , ey

Y(F)ds(f) , r € Y
(D.6)

Pour 'extérieur des inclusions, c’est-a-dire le milieu €)g, il est nécessaire de prendre en
compte les interactions qui existent entre toutes les inclusions. En considérant un nombre
C d’inclusions, on peut écrire, selon la méme démarche réalisée précédemment, I’équation
intégrale de frontiere suivante :

(Id+ Je)Opeu = Weu (D.7)

ou J. et W, sont les opérateurs singuliers suivants :
I' ~ ~
(J)(r) 22 / U(E)ds(F)
3Qz )
(Web)x) =2 z /

o0, 0 )

(D.8)

En utilisant ces deux relations pour le champ électrique E et le champ magnétique
H en surface, et les deux relations de passage dans (D.2), on obtient le systéme a six
inconnues suivant :

We 0 (Id+ J.) 0 0 0 E
W; Id—J; 0 0 0 0 o, E
n? n2 n n, o0, E
0 _"f*"fo Id ng fo Id (713 ”ff B "?*#ff> r 0 0 ” =0
0 0 0 We 0 —(Id+ J.) H
0 0 0 W; Id—J, 0
() n, ' 1 ’ 1 8wlq—
Neff eff
(W a W) r 0 0 0 i ns 1 nEnlyy 1d deH
(D.9)
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ou l'opérateur T' permet de faire la différenciation de E et de H pour travailler sur les
champs tangentiels. Tout comme les opérateurs W; et J;, T' intervient uniquement lorsque
I’on considére une méme inclusion, ce sont des opérateurs diagonaux par bloc.

Si on prend un exemple de deux inclusions notées A et B, il faudra considérer 4 inter-
actions pour construire W, (idem pour J.) : celle de A sur A, A sur B, B sur A et B sur
B. Pour lopérateur W;, chaque conclusion ne consideére qu’elle méme (idem pour J; et T'),
dans ce cas on aura uniquement A sur A et B sur B.

B WAA WAB JAA JAB
W, = ¢ ¢ et J.=|"¢ ¢ (D.10)
wha whb JBA  JBB
wAA 0] JAA TAA 0
W; = ! et Ji = v et T = .
0o wphB 0 JPB 0 TPB
(D.11)

Discrétisation On reprend ici la discrétisation mise au point par Kress [50] & I’aide d’une
décomposition des noyaux et d'une méthode de Nystrom (ou méthode de quadrature). A
I'intérieur des inclusions, on doit isoler ’hypersingularité pour réaliser la discrétisation. on
considere la réprésentation paramétrique suivante, de la surface 0€2; :

r(t) = [¢(t),y()], 0<t<2r (D.12)

ou l'angle t est compté dans le sens trigonométrique, x(t) et y(t) sont des fonctions
analytiques et 2m-périodiques de t et |r/(¢)|> 0. Avec cette notation, les opérateurs W et
J; peuvent s’écrirent

(W) = o [ {Qlﬁt (t . t) o (x(D) - @(tf)u(r(t))} i (D.13)
(JiBou) (x(t)) = /O ” ;:Eg:P(t,f)&,u(r(f))df (D.14)

Les expressions completes de P et de @ sont données dans [50] et dans les annexes
de [49]. En décomposant les singularités logarithmiques de P et @) et en faisant intervenir
des formules de quadratures [50] (attention : les formules de R;(t) et de Tj(t) données
dans [48] sont fausses, utiliser plutot celles de [49]), on obtient le systéme matriciel suivant :

(Id — Ji)&,iu = —Wiu, (D15)

ou J,;u et u désignent les vecteurs colonnes des surfaces de toutes les inclusions 9,;u(r(t;))
et u(r(t;)). si N est le nombre de point de discrétisation par trou et C' le nombre d’inclu-
sion, ces vecteurs colonnes sont de taille C'N.

Pour écrire les matrices des opérateurs W, et J, qui correspondent a ’extérieur des
inclusions, il faut considérer deux cas selon les inclusions. Si on considére une méme in-
clusion (i. e. sur les blocs qui constituent la diagonale de la matrice), il faut reprendre le
schéma précédemment écrit pour 'intérieur. Informatiquement, on peut utiliser une méme
fonction pour créer ses blocs car seule la valeur de I'indice de réfraction peut varier.

Dans le cas ou on considere deux inclusions A et B, les interactions des N points de
Iinclusion B sur le point rg de 'inclusion A seront calculés sous la forme des intégrales
suivantes :
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W) ro) =2 | 7 W@eu(r@)nr'am (D.16)
2 2 r
(Ju)(ro) —2/ %y roo’ay )))u(r(t))]r’(t)\dt (D.17)

Les deux intégrales précédentes sont approximées par une méthode des trapezes, on
obtient donc :
G(ro,r(t;))

N-1
W) ~ 5 3 S, ute(t)I (1) 0.18)
j=

™ (ro, (%))
(Ju Z ro—ay()u(r(tj))’r ()] (D.19)

]*0
Les expressions des dérivées partielles de la fonction de Green sont calculées analyti-
quement d’apres (D.4) comme suit :

aG( F) _ ke g gy (& E) - v(r)
sd = =Tl - 1) (0.20)
2G(r, T r—r) vt r—71) v(r
ov(r)ov(F) 4 [|r — 7] (D.21)
Jke (1) - v(t) - v(r) (T—r) v{F)x(r—7) v(r)
1 (ke||r_r||)< lr — 7| +2 [lr — 7|3 >

Simulations de PCF

Le systeme matriciel principal obtenu apres discrétisation de toutes les frontieres des
inclusions est constitué de 6 relations entre les 6 inconnues E, 0, F, 0,.E, H, 0,;H et
OyeH . Dans le cas ol on est en présence d'un mode de propagation, la valeur de n.ys
permettra d’avoir le systeme suivant :

E
0, FE
Oy B
Flnep)- | 7 | =0 (D.22)
H
O, H
L al/eH -
avec
W, 0 (Id + J) 0 0 0
Wi Id—J; 0 0 0 0
0 S 1d 2"21 1d ( el — el >T 0 0
F(neff) = Wi ers ey ng-nipp  MiTnigs
0 0 0 W, 0 (Id + J.)
0 0 0 W; Id—J; 0
Ne Ne 1 1
L <n277€§ff - n;‘v’frj;érff> T 0 0 0 nZ— n2 Id s f]d |
(D.23)
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Pour résoudre ce systeme, on cherche les zéros de la fonction f(nesr)) définie par

1
F0ein) = grp (o, e

(D.24)

ou ¥ et ® sont deux vecteurs aléatoires.

La taille du systeme a résoudre devient plus importante lorsque l'on considere 121
trous, le temps d’inversion du systéme augmente donc. Pour éviter cela, on manipule la
matrice a six inconnues pour que le systeme n’en integre plus que quatre sans inverser un
seul opérateur. On obtient donc le systéme suivant :

W, B (1 ) (1+Z - ”)(Id—o—J) 0 E
Wi 1d-J, 0 0 0o
Flneff) = s — : —0
n,ff( +WLL) (Id+ J.)T 0 W, = 772 ——LL(Id + J.) H
0 0 W 14— Oy H
(D.25)
Par souci de simplification d’écriture, nous écrirons cette matrice plus simplement sous
la forme
w. K. KT 0
Wi  K; 0 0
F = ‘ ! : (D.26)
aK.T 0 W, pBK.
0 0o W K;
et notons
E
0, E
u=| ""1. (D.27)
H
0,iH

La section 4.3 s’attache a résoudre le systeme
Fu=®, (D.28)

ou P est un vecteur aléatoire.
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Méthodes quasi-optimales pour la résolution des équations intégrales de frontiere
en électromagnétisme

Il existe une grande quantité de méthodes numériques adaptées d’une part a la modélisation, et
d’autre part a la résolution des équations de Maxwell. En particulier, la méthode des éléments finis
de frontiere (BEM), ou méthode des Moments (MoM), semble appropriée pour la mise en équation
des phénomenes de diffraction par des objets parfaitement conducteurs, en limitant le cadre de ’étude
a la frontiere entre I'objet diffractant et le milieu extérieur. Cette méthode meéne systématiquement
a la résolution d’un systeme linéaire dense, que nous parvenons & compresser en ’approchant numé-
riquement par une matrice hiérarchique creuse, appelée H-matrice. Cette approximation peut étre
complétée d’une ré-agglomération permettant d’améliorer la parcimonie de la H-matrice et ainsi d’op-
timiser davantage la résolution du systeme traité. La hiérarchisation du systeme s’effectue en considé-
rant la matrice traitée par blocs, que ’on peut ou non compresser selon une condition d’admissibilité.
L’Approximation en Croix Adaptative (ACA) et I’Approximation en Croix Hybride (HCA) sont deux
méthodes de compression que ’on peut alors appliquer aux blocs admissibles.

Le travail de cette these consiste dans un premier temps a valider le format H-matrice en 2D et en
3D en utilisant PACA, puis d’y appliquer la méthode HCA, encore peu exploitée. Nous pouvons alors
résoudre le systeme linéaire issu de la BEM en utilisant différents solveurs, directs ou non, adaptés
au format hiérarchique. En particulier, nous pourrons constater 'efficacité du préconditionnement LU
hiérarchique sur un solveur itératif. Nous pourrons alors appliquer ce formalisme au cas des surfaces
rugueuses ou encore des fibres a cristaux photoniques (PCF's). Il sera également possible de paralléliser
certaines opérations sur architecture partagée afin de réduire de nouveau le cotit temporel et mémoire
de la résolution.

Mots-clés : Méthodes numériques, équations intégrales de frontiere, matrices hiérarchiques, Adaptive
Cross Approximation, Hybrid Cross Approzimation, parallélisation.

Quasi-optimal methods for solving integral equations in electromagnetics

A lot of numerical methods are available for the modelization as well as the solution of the Max-
well’s equations. In particular the boundary element method (BEM), also known as Method of Moments
(MoM), seems appropriate to put in equation the scattering problems by perfectly conducting objects,
by restricting the study to the frontier between the diffracting object and its surrounding. This method
automatically leads to a dense linear system which we are able to compress, numerically approaching it
by a hierarchical sparse matriz, called H-matriz. This approximation can be completed with a coarse-
ning which enhance the sparsity of the H-matriz and thus optimizes again the solution of the concerned
system. The hierarchization of the system is done considering the concerned matriz by its blocks, which
can or cannot be compressed according to an admissibility condition. The Adaptive Cross Approzima-
tion (ACA) and the Hybrid Cross Approzimation (HCA) are among the possible compression methods
available to compress the admissible blocks.

This PhD thesis first focuses on the validation of the H-matriz format both in 2D and 3D wusing
the ACA. We then apply to this format the HCA method, which is still quite unmined. Thus we can
solve the linear system coming from the BEM wusing different direct and iterative solution methods
which are adapted to suit the hierarchical format. In particular, we will observe the efficiency of the
hierarchical LU preconditionning used to enhance an iterative solver. Thus we will be able to apply this
formalism on cases such as rough surfaces or photonic crystal fibers (PCFs). It will also be possible to
make some operations parallel in order to further reduce the time cost of the solution.

Keywords : Numerical methods, boundary element method, hierarchical matrices, Adaptive Cross
Approximation, Hybrid Cross Approzimation, parallel computing.
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