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Introduction

[... ] I believe in evidence. I believe
in observation, measurement, and
reasoning, confirmed by
independent observers. I'll believe
anything, no matter how wild and
ridiculous, if there is evidence for
it. The wilder and more ridiculous
something is, however, the firmer
and more solid the evidence will
have to be.

Isaac Asimov, The Roving Mind,
1983

Historique

Une équation aux g¢-différences est une relation de la forme

E(z, f,0,(f),--.,0;(f)) =0
entre une fonction inconnue f et ses itérations par 'opérateur aux ¢-différences

f(qz) — f(x)
(¢— Dz

La motivation premiére de I’étude de ce type d’équation est une question pratique.
Le but est de discrétiser une équation différentielle afin de la rendre plus facilement
manipulable. Ce passage s’appelle «déformation». Le processus qui consiste a récu-
pérer une équation différentielle a partir d’une équation aux g-différences, en faisant
tendre ¢ vers 1, s’appelle «confluence». Le probléme intéressant, d’un point de vue
pratique, est donc de mesurer I’écart entre les solutions de 1’équation discrétisée par
déformation et celle de ’équation différentielle originelle.

0q(f)(x) =

L’étude des équations aux g-différences débute avec les problémes de dénombrement
étudiés par Euler au XVIII® siécle. Heine et Jacobi s’intéressent aux fonctions hy-
pergéométriques qui sont solutions d’équations aux ¢-différences linéaires du second
ordre. Il est par exemple possible de considérer la série binomiale

F(a,x) := Z %x”,

n=0
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ot (a), = a(a+1)...(a+n—1). Cette série est solution de I’équation différentielle
(1—==2)y’ —ay =0,

ce qui permet de démontrer que
Fla,z) = (1—x)™“

Il est alors possible de déformer cette identité (Cauchy 1843, Heine) en posant

®(a,q,x) = Z (a, q)nx"

n=0 (q’ q)

3

ou l'on a posé, pour g€ C,|q| <1 et ne Nu {owo}

n—1

(a,q)n =] [(1 = ag)"

=0

Elle est solution de I’équation aux ¢-différences

(1 —azx)y(qr) = (1 —2)y(z),
ce qui permet de démontrer le théoréme ¢-binomial

(az,q)0

d(a,q,x) = @)

L’étude des équations aux ¢-différences est ensuite poursuivie par des mathémati-
ciens tels que Poincaré, Picard, Ramnujan (cf. Lost Notebook), G. Watson... Birkhoff
(voir par exemple [Birl3|) a joué un role fondamental dans le développement de la
théorie des équations aux ¢-différences en fournissant une série de questions qui,
une fois résolues, ont permis de fournir une base pour la théorie de I’étude de ces
équations qui manquait jusqu’a lors de fondations solides.

Cette théorie semble cependant avoir été mise de co6té pendant la deuxieme moitié
du XX¢ siécle. Le sujet a connu un regain d’intérét au début du XXI° siecle et ap-
parait maintenant dans diverses aires de recherches telles que : I'arithmétique, les
groupes quantiques, la physique théorique et les phénomeénes aléatoires discrets. On
trouve par exemple dans [BD99| une utilisation des g-analogues qui permet la des-
cription de certains oscillateurs harmoniques quantiques et des applications utiles a
la compréhension des structures des molécules et des agrégats atomiques.

Une maniére d’attaquer le probléme est d’utiliser la théorie de Galois différentielle.
C’est une facon de codifier I'information sur les solutions de I’équation. Des mathé-
maticiens comme Ramis et Sauloy ont pu obtenir des descriptions des groupes de
Galois grace aux phénoménes de Stokes pour les équations différentielles et grace a
la théorie des courbes elliptiques pour les équations aux g¢-différences, permettant
ainsi la classification de ces objets du point de vue des catégories Tannakiennes.
Ces travaux ont permis de comprendre le phénomeéne de confluence dans le cadre
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des complexes vers les années 2010. Dans ce carcan complexe, les équations ont des
comportements assez différents et il apparait plusieurs maniéres de faire confluer
une équation aux ¢-différences vers une équation différentielle. On obtient alors des
théorémes de ce type : considérons une famille de systémes

20q(Y () = By()Y (2),

ou B, est une matrice de fonctions dont les coefficients dépendent de g. Nous sup-
posons que B, — B lorsque ¢ tend vers 1. Ce qui donne le systéme différentiel

P N
xa—xY(x) = B(x)Y (x).

Théoréme. [Saull, page 1047] Supposons que le systéme différentiel associé a notre
équation aux q-différences est fuschien non résonnant en 0 et que q tend vers 1 le
long d’une qg-spirale continue

R —2imoR

qQ =e€ , Ol o = e %m0 Im(7) > 0.

Nous supposons également que les singularités de B, tendent vers les poles x1, 22, . . .
de B. St de plus, B, — B uniformément sur tout compact de

Uy = C*\(Uxiq§+>\q§

et qu’'une matrice de passage de B,(0) & sa forme de Jordan converge vers une
matrice de passage de E(O) a sa forme de Jordan, alors, la solution canonique X,
du systéme aux q-différences converge uniformément, sur tout compact de Uy, vers
une solution X du systeme différentiel.

Il est possible de s’intéresser au méme probléme dun point de vue arithmétique,
c’est-a-dire dans le monde des nombres p-adiques. En 2000, Lucia Di Vizio démontre
un g-analogue de la conjecture de Grothendieck sur les p-courbures (J[DV02]). Peu
de temps apreés, en 2004, Yves André et Lucia Di Vizio étudient le phénomeéne de
confluence (cf. [ADV04]). Pour le corps de fractions K d’un anneau de valuation dis-
créte qui est complet pour une valeur absolue |- | non-archimédienne, ils considérent

I'anneau de Robba
Ric = JA(1—¢1])

e>0

ou

A1 —¢,1]) := {Z a, X", a, € K,lim |a,|p" =0 Vp €|l — ¢, 1[} .

neZ

Ils trouvent une équivalence entre la catégorie o, — eq%)( des équations aux g¢-

différences avec une structure de Frobenius sur ’anneau de Robba R et la catégorie
d—eq%’})( des équations différentielles avec une structure de Frobenius sur ’anneau de
Robba. Ils montrent que les deux catégories sont équivalentes a Rep (Gk((r)) X Ga)
ou k désigne le corps résiduel de K. La stratégie pour démontrer cette équivalence
consiste & montrer que tout objet de o, — eq%?{ devient unipotent aprés une exten-
sion spéciale de Rk. Le carcan de leur travail requiert que ¢ satisfasse |¢ — 1| < 1
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et qu’il ne soit pas une racine de 'unité. La premiére condition sert a se passer de
la confluence. Il n’est pas nécessaire de faire tendre ¢ vers 1, il suffit d’avoir ¢ suf-
fisamment proche de 1. La deuxiéme condition est tout simplement nécessaire pour
que le g-analogue d’un nombre entier n défini par

ne s’annule pas. Cela permet de s’assurer que le g-analogue de I’exponentielle, in-
grédient essentiel & la résolution d’équations aux g-différences, est bien défini.

Au méme moment, pendant sa thése de doctorat, Andrea Pulita s’intéresse aussi a
ces problémes et obtient une équivalence entre ces catégories en supprimant les hy-
pothéses sur ¢ de [ADV04] pour des équations sur la droite affine. Plus précisément,
il se donne un corps ultramétrique complet de caractéristique mixte K et un affi-
noide X = D™ (¢, Ro)\ -, D™ (¢, R;). On peut alors considérer 'anneau Hy (X)
des éléments analytiques sur X et regarder les équations fonctionelles de la forme

Y(qz) = Aq, )Y (z)

ou A(q,z) € GL,(Hg(X)). Cela est équivalent a se donner une équation aux g-
différences de la forme

Alz) —1
(¢— 1Dz’

Le g-analogue de la solution de Taylor de cette équation

0,(Y(x)) = B(z)Y (x) avec B(x) =

TY (z,y) == ). Hn(y)w,

n=0 (n)q'
ou H,(z) est obtenue par itération par Jd, du systéme

Az) —1

TS Y (z).

0g(Y)(z) =
Nous avons donc
0g (Y)(z) = Hyp(2)Y (),

ou Hy1(x) = Hy(qr)Hi(x) + 0,(H,)(z). La solution de Taylor ainsi définit converge
sur un voisinage de la diagonale de la forme

Ur = {(l‘,y)EXXX,|I‘—y| <R}

avec
| — 1 max(|eo|, Ro) < R.

Le point principal de son travail est de montrer que pour ¢’ # ¢, dans le disque
D™ (1, R/ max(|col|, Rp)), la matrice

M(¢,z):=TY(¢x,x)
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est une fonction analytique de x sur X. Il montre alors que M (¢, z) € GL,,(Hx (X))
pour tout ¢ € D™ (1, R/max(|co|, Ro)). Cela implique que TY (z,y) est simulta-
nément la solution de Taylor de la famille {Y(¢'z) = M(¢', )Y (x)}, pour tout
¢ € D (1, R/max(|c|, Ro)). Ce principe est appelé principe de propagation. Ce
principe, lorsqu’il est vérifié, est alors suffisant pour démontrer 1’équivalence entre
la confluence et la déformation sur les anneaux de fonctions p-adiques. Dans la li-
gnée de ses travaux, Andréa Pulita généralise ses résultats aux courbes et a I'action
d’opérateurs plus généraux que la multiplication par ¢ (cf. [Pul08]).

Récemment, Bernard Le Stum, Adolfo Quirés et Michel Gros ont développé une
théorie plus générale qui englobe les résultats précédents (cf. [LSQIL5], [LSQL8b],
[ILSQ18a], [LSQ20|, [GLS14] et [GLQ19]). Ils généralisent la notion d’opérateur dif-
férentiel et travaillent sur des algébres affinoides. Ils construisent leur théorie en
analogie au formalisme développé dans EGA-IV (¢f [Gro67]). C’est une approche
orientée par le yoga classique de la cohomologie cristalline. Pour R un anneau com-
mutatif, une R-algébre déformée est une R-algébre commutative A munie d’un en-
domorphisme de R-algébre o. Ils définissent alors la notion de o-dérivation : sur
un A-module M c’est la donnée d’une application R-linéaire qui satisfait la régle
déformée :
D(zs) = D(x)s + o(z)D(s).

Si un élément de x de A est une o-coordonnée dans le sens qu’il existe une base 0,
des dérivations de A telles que 0, (x) = 1, il est alors possible de définir 'algébre des
dérivations D,. Cela donne naissance a la notion de module o-différentiel, ¢’est-a-dire
des modules munis d’une action par la dérivation d,. Le but est alors de comparer
D, a D, ou 7 est un autre endomorphisme R-linéaire de A tel que x est également
une 7-coordonée. De maniére usuelle, on définit les opérateurs différentiels comme
le dual d’un anneau de fonctions formelles. Ainsi pour comprendre D, il faut com-
prendre la notion de puissance o-divisée. Une autre stratégie est de remplacer D,
par un anneau d’opérateurs différentiels de Grothendieck D((,OO). L’approche classique
fonctionne alors particuliérement bien pour cette généralisation. En suivant ce che-
min, on se raméne donc & comparer d'un coté DI*) et D) et de Iautre coté, D™
et D,. Il est également possible de définir 'anneau des opérateurs différentiels dé-
formés de niveau n' (JLSQ20]). Le jeu revient alors, encore, & comparer ces anneaux
pour des endomorphismes différents et montrer, sous certaines conditions, que les
catégories de modules munis d’'une action par ces modules sont équivalentes et que
cette équivalence préserve les solutions.

Ces différents travaux montrent que dans le cadre p-adique en une variable, le réve
du mathématicien appliqué est réalisé : les solutions de ’équation discrétisée sont
les mémes que les solutions de ’équation différentielle originelle aprés confluence.

L’engouement pour cette théorie s’est décuplé lorsque Bhargav Bhatt, Matthew Mor-
row et Peter Scholze ont publié leurs travaux (cf. [BMS18]) sur la cohomologie de
Hodge p-adique entiére. Leur construction permet se spécialise a la cohomologie de
de Rham et la cohomologie étale. Ils ont montré qu’il est possible de calculer cette
cohomologie localement grace a la théorie des ¢-différences. Bhatt et Scholze ont
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également introduit les notions de prisme et de cohomologie prismatique afin d’uni-
fier les cohomologies qu’ils ont définies auparavant. A nouveau, il semble apparaitre
que les équations aux g¢-différences permettent de faire des calculs de cohomologie
prismatique.

Cependant, il est & noter que les théories des équations aux g-différences développées
jusqu’a présent en géométrie arithmétique n’ont étées établies que dans le cas d'une
seule variable. Le travail mis en ceuvre dans cette thése permet de généraliser les
théories précédentes au cas de plusieurs variables.

Description des espaces

Le premier chapitre est consacré aux anneaux de Huber et aux morphismes étales.

Nous commencgons par rappeler la définition d’'un anneau de Huber défini dans
[Hub93].

Définition. Un anneau topologique A est un anneau de Huber s’il existe un sous-
anneau ouvert Ay de A et un idéal de type fini I de Ay tel que {I"},en est une base
de voisinage de 0 dans Ajg.

Nous consacrons ensuite quelques pages a rappeler les différentes constructions asso-
ciées a ces anneaux : complétion, produit tensoriel et localisation rationnelle. Toutes
ces constructions nous sont utiles pour permettre d’inclure dans notre théorie en
plusieurs variables les résultats démontrés jusqu’a présent dans le cas d’une variable.

Afin de pouvoir faire du calcul différentiel, il est nécessaire de se donner des coordon-
nées. Autrement dit, on se donne des cartes qui sont des morphismes étales. Dans
la deuxiéme section du premier chapitre, nous introduisons la notion de morphisme
topologiquement étale. Cette définition est une variante affine de [Abb10), Définition
2.3.13]. Nous introduisons également la notion de morphisme bien étale. Dans le
cas ot 'on travaille sur un anneau adique, un morphisme topologiquement étale est
automatiquement bien étale. L’idée derriére cette notion est que nous allons nous
donner des coordonnées qui satisfont certaines propriétés liées a nos différentielles,
et nous voulons pouvoir étendre ces propriétés. Sous certaines conditions, la locali-
sation rationnelle et le passage par un morphisme bien étale nous permettent cette
extension des propriétés des coordonnées.

Calcul différentiel déformé

Le processus de confluence consiste a remplacer une équation différentielle par une
équation aux g¢-différences ou aux différences finies. Ce type d’équations est un cas
particulier des équations déformées comme expliqué dans [LSQ18b]. Dans ce contexte
plus général, I'idée est de comparer des équations différentielles déformées pour des
déformations différentes. Pour cela, une approche possible consiste a introduire dif-
férents anneaux différentiels déformés et les comparer.

Dans la suite, nous écrirons toujours pour des éléments x4, ..., x4y de notre anneau,
x = (21,...,2q). Pour k = (ki,...,kq) € N% nous noterons |k| := ki + ... + kg et
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kE._ ..k kq
[t A

Soit R un anneau commutatif et A une R-algébre. Dans le cas classique, afin de
formaliser le calcul différentiel on considére le A-module P := A ®pr A. Ce module
est systématiquement vu comme une A-algébre en le munissant de ’action

A—-P f—1®]f.
Il est également naturel de considérer le noyau de la multiplication

I:=ker(P— A).

Si l'on suppose que A est munie de coordonnées étales = = (z1,...,x4) et si I'on
note pouri=1,...,d, & =1®x; — x; ® 1, on considére le A-module
P, := P/I"",

c’est un A-module libre de base §E, |k| < n. Nous noterons également P = [ Trene Aﬁﬁ.

On définit alors I'application de Taylor 6 : A — P comme étant

Vie A, 0(f) = ), aB(f)et

keNd

ol (G[E])Nd est la base duale de (g) gend. Cette application est alors I'unique mor-
phisme de R-algebres tel que I'application composée

b:A—> PP, f > ()

keNd,|k|<n

est une section de la projection P, — A qui satisfait 0,,(x;) = z;+&;. Lorsque 'algébre
A est muni d’un automorphisme o, Bernard Le Stum et Adolfo Quir6s dans [LSQ20],
remplacent les puissances de I par des puissances tordues de I, définies par

10V . — Jo(I)... o™ ().

Ils suivent alors le méme cheminement que dans le cas classique afin de développer
le calcul différentiel déformée. Cependant cette méthode ne s’applique que dans le
cas d’une variable. Si 'on muni A de plusieurs automorphismes o = (0y,...,04), il
n’existe pas de notion naturelle de puissance déformée de I qui permette de mettre
en place le méme formalisme en plusieurs variables.

L’approche que nous développons, dans ce travail, consiste a procéder a contre-
sens de ce qui est mis en ceuvre dans [LSQ20]. Soit R un anneau de Huber. Nous
considérons une R-algébre adique A, cela permet de s’assurer que P est un anneau
de Huber. Nous supposons qu’elle est munie d’endomorphismes R-linéaires continus
o = (01,...,04) qui commutent entre eux et nous nous donnons des éléments z =
(x1,...,24) de A. Pour un entier naturel n, nous définissons le module des séries de
Taylor déformées d’odre n de la maniére suivante :

Pan), = A[§]/ (é(k)g tels que |k| = n + 1>
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ou l'on a posé pour k € N¢

o k o (k )a ki o, i —
W = gt gf et €87 = £i0u(&) . ol TG,

Nous introduisons ensuite la notion de g-coordonnées. C’est le concept clé de notre
approche.

Définition. Les éléments zq,..., x4 sont des o-coordonnées sur A si, pour tout
entier naturel n, il existe un unique morphisme continu de R-algébres

O4,(n),,: A = Pan)

o

Tz + &

tel que la composée de la projection sur A avec © 4 (), est I'identité. Le morphisme
©4,(n), est le n-eme morphisme de Taylor de A relativement a o et z.

Cette notion généralise la notion de coordonnées étales lorsque A est lisse de dimen-
sion relative d sur R. On peut alors définir, a posteriori, la puissance déformée de
I'idéal I comme étant

Iz . — ker <éA,(n) tA®r A — PA,(”)g) ‘

g

En dimension un, on retrouve les théories évoquées ci-dessus. La situation pour
laquelle toutes les notions sont introduites est celle o les coordonnées sont de la
forme

qixi sl 1 = J,

x; sinon,

Vi = 1,...,d, ai(xj) = {
pour des éléments ¢y, ..., qq de R. Nous dirons alors que ce sont des g-coordonnées.

Afin de développer la théorie, il faut s’assurer que I'application
P—->PQRP fReg—fRI®I®Yg

induit un morphisme
Pamn, = Pam, ®a Pam.

ot I'action de A a gauche se fait via © 4 (,),. Nous dirons alors que ce sont des coor-
données symétriques.

La puissance déformée de l'idéal I que nous avons introduit permet de définir le
module des différentielles déformées :

QY = 1V 1Pe.

Il satisfait les propriétés usuelles voulues et on retrouve dans le cas classique lorsqu’on
prend ¢ = (Idg,...,1d4). En particulier, nous observons que ce module est de rang
d. Par dualité, on obtient donc des applications d, 1,...,0,4 de A dans lui méme.
Cependant, les conditions établies jusqu’alors ne sont pas suffisantes afin que pour
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©=1,...,d, 'application 0, ; soit une o;-dérivation. Il est alors naturel de rajouter
la condition

Vi=1,....d,VfeA, o(f)— f=(0i(z;) — 2:)05:(f)-

Des coordonnées qui vérifient cette condition sont dites classiques. Dans les cas qui
nous intéressent, les coordonnées sont symétriques et classiques.

Il faut maintenant s’atteler & construire des g-coordonnées. Dans le cas des anneaux
adiques, il suffit de considérer des coordonnées étales. Un autre cas ou avoir des
coordonnées étales suffit est celui ot les endomorphismes ¢ sont infinitésimaux sur
un anneau de définition Ag de A :

Vi=1,...,d, (o; —Id)(Ap) est topologiquement nilpotent et o;(Ag) < Ay.

Dans le cadre plus général, lorsque A est une R-algebre de Huber quelconque, il est
nécessaire que les coordonnées soient étales sur un anneau de définition, cela donne
lieu a la notion de bonnes coordonnées étales. Malheureusement, les polycouronnes
ne sont pas munies de bonnes coordonnées étales. Il est donc nécessaire de pouvoir
étendre ces coordonnées le long dune localisation rationnelle afin de pouvoir inclure
le cas d'une polycouronne. Deux nouvelles conditions apparaissent afin de rendre
cette extension possible

Définition. Des éléments xq,...,z4 de A sont des coordonnées transverses rela-
tivement & ¢ si pour tout ¢ # j, o;(x;) = x;. Ce sont des coordonnées gentilles
relativement & ¢ si pour tout entier naturel 1 <i < det 0 <k <n:o?(z;) — oF(z;)
n’est pas un diviseur de zéro dans A.

Une fois notre algébre A munie de o-coordonnées, il est possible définir la notion
de connexion déformée. Lorsque les coordonnées sont symétriques et classiques, on
montre une équivalence de catégorie

Vo-Mod(A) ~ T ,-Mod(A)

entre les A-modules munis d’une connexion déformée et les A-modules munis d’une
action compatible par les J, ;. Si de plus,

Vi = 1, R ,d, U@(%) € R[l’z],

A est une algébre déformée de Schwarz d’ordre d. Cela permets de retrouver des
propriétés usuelles du calcul différentiel, par exemple le fait que les dérivations com-
mutent. Ces conditions sont naturellement vérifiées lorsque les coordonnées sont des
g-coordonnées. Dans ce cas, nous définissons 'anneau des opérateurs différentiels
déformés de niveau zéro D,. Et on obtient une équivalence entre les modules mu-
nis d’une connexion déformée et les D,-modules. Toujours en suivant le formalisme
classique, nous définissons, lorsque les coordonnées sont symétriques, un anneau des
opérateurs différentiel d’ordre infini D). Dans le cas ou les coordonnées sont des

g-coordonnées classiques, nous avons, encore une fois, équivalence entre modules mu-

(00

nis d’une connexion déformée et D®)-modules.
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Nous souhaitons alors appliquer toutes les techniques et objets définis jusqu’a présent
a la question de la confluence p-adique, dans la suite des travaux d’André-Di Vizio et
de Pulita. Le cadre dans lequel nous nous plagons ici est cependant plus général. Nous
considérons un anneau de Tate A, c’est-a-dire un anneau de Huber admettant un
élément inversible topologiquement nilpotent. Cela permet en particulier de définir
une norme sous-multiplicative sur notre anneau. Nous supposons que cet anneau est
muni de g-coordonnées classiques et symétriques afin que tous les objets introduits
précédemment soient bien définis. Pour un réel positif n suffisamment proche de
1, nous définissons la notion de Dgoo)—module ni-convergent en demandant que la
série de Taylor déformée ait un rayon de convergence au moins égal 7. De maniére
analogue a ce qui est introduit dans [LSQ20], nous introduisons la notion d’opérateur
différentiel déformée n-convergent (et n'-convergent en passant a la limite). Cela
permet de construire deux anneaux Df,”) et D[(,”T). Nous montrons alors 1’équivalence
suivante - -

Proposition. La catégorie des Dgﬂ)—modules qui sont de type fini et complet sur

A est équivalente a la sous-catégorie des Déoo)-modules n'-convergent de type fini et
complet sur A.

S’il existe des déformations 7 = (7q,...,74) telles que les coordonnées x sont des
T-coordonnées classiques et symétriques, nous avons, pour n suffisamment proche de
1, un isomorphisme fo”) ~ Dg"). Comme application nous pouvons regarder le cas

des g-coordonnées : s’il existeé ={q1,...,qaq} des éléments de R tels que z1,..., x4
sont des g-coordonnées classiques symétriques,

Vi=1,...,d; VneN, (n), € R™,

et A est nT—convergent alors, nous avons 1’équivalence de catégories suivante

——(nT —
V,-Mod.!(A/R) ~ DU -Nodi(A/R),

entre la catégorie des A-modules de type fini et complet, munis d’une connexion
Lt _—
déformée qui sont n-convergent Vg—ModE? )(A/ R) et la catégorie DgT)—MOdtf(A/ R)

des Dgﬁ)—modules qui sont complets et de type fini sur A. Nous retrouvons donc un
résultat similaire, dans 'esprit, a celui de [ADV04].

Opérateurs différentiels déformés et ¢-cristaux

Nous nous intéressons ensuite a la notion de g-cristal développée par Bhargav Bhatt
et Peter Scholze dans [BS22]. Ils y introduisent de nouveaux outils qui permettent de
renouveler ’approche de la théorie de Hodge p-adique. Pour encoder les différents
relevements du Frobenius, ils introduisent le concept de site prismatique qui, en
étant poussé le long du Frobenius, permets d’obtenir le site ¢g-cristallin. Pour pouvoir
opérer sur ces sites, il est nécessaire de considérer I’enveloppe prismatique et la ¢-PD-
enveloppe. Gros, Le Stum et Quirés ont montré que ces enveloppes coincident avec
un anneau polynomial lorsqu’on dispose d’une coordonnée locale. Cela permets, en
dimension un, de ramener le calcul de la cohomologie prismatique & des problémes
d’équations aux g-différences.
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Cette construction nécessite le développement d’une théorie du calcul différentiel
déformée de niveau zéro. Soit R un anneau de Huber et A une R-algébre de Huber
compléte. Pour des éléments g = (¢1,---,qq) et x = (x1,...,24) nous définissons
l'anneau des polyndomes déformés divisés A<§>q comme étant le A-module libre

k k
_ gl glha

avec pour générateurs § [&] muni de la régle de multiplication suivante

d min(n;,m;) .
golglad T Y g0 (nﬁmi—J) (nz) (g; — 1)iglelml,
- =1 i o \J /g

0

Cette régle de multiplication définit une structure de A-algébre commutative sur

A%,

Nous pouvons ensuite supposer que R est une Z[Q](pyg_l)—algébre et que les coor-

données x4, ...,z sont étales, classiques et symétriques. Sous ces hypotheses, il est
possible de définir une application de Taylor
f:A— A <§ >g'

Cela permets de définir la notion d’hyper q-stratification et la notion d’hyper q-
structure de Taylor sur un A-module. Nous démontrons, sous nos hypothéses, que
ces structures sont équivalentes. Nous définissons également la notion de g-structure
de Taylor et nous montrons, pour un A-module, que la donnée d’une telle structure
est équivalente a la donnée d’une action par D 4 .

Dans le cas ot ¢ = ... = g4 = ¢ si I'on suppose que R est sans (p),-torsions
et munie d’une J-structure telle que §(q) = 0 et que A est une J-R-algébre avec

—— ——l —
d(z1) = ... = 0(z4) = 0, nous montrons que le couple (A <§>q,][1] ), ol A<§>q

désigne la complétion par rapport a la topologie (p,q — 1)-adique et I est I'idéal
engendré par les § €] pour |k| = 1, est la ¢-PD-enveloppe de l'idéal d’augmentation

de (A[E], (&1, .-, €a)).
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Chapitre 1
(Généralités

Tout bonheur est une jouissance
finie de I'infini.

Alain Badiou, Métaphysique du
bohneur réel, 2015

Table des matiéres
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1.1 Anneaux de Huber

Tout comme les objets algébriques locaux de la théorie des schémas sont les anneaux
commutatifs, les objets locaux de la théorie des espaces adiques de Huber sont les
anneaux de Huber. Les schémas, les schémas formels et leurs fibres génériques (qui
peuvent s’exprimer en tant qu’espace analytique rigide et espace de Berkovich) sont
des sous-catégories pleines de la catégorie des espaces adiques. C’est donc un carcan
naturel a I’étude des géométries p-adiques. Cette section sert a introduire cette no-
tion développée dans [Hub93|.

Tout les anneaux dans ce manuscrit seront supposés commutatifs et unitaires.

Définition 1.1.1. Un anneau topologique A est un anneau de Huber s’il existe un
sous-anneau ouvert Ay de A et un idéal de type fini Iy de Ay tel que {I]} ey est une
base de voisinage de 0 dans Aj. Le sous anneau Ag est appelé anneau de définition
de A et I'idéal I est appelé idéal de définition de A. Un couple de définition (Ay, I)
est la donnée d’un anneau de définition et d’un idéal de définition. Dans le cas ou
A est un anneau de définition, anneau est dit adique. Si de plus, {0} est un idéal
de définition, 'anneau A est dit discret.

Exemples. 1. L’anneau des entiers Z muni de la topologie discréte est un anneau
discret.
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. Pour un entier naturel premier p, I’anneau des entiers p-adiques

Zp:{Zanp", Oéan<p}

n=0

muni de la topologie associée a la valuation p-adique est un anneau adique.
L’idéal (p) est un idéal de définition.

. L’anneau Q,[[T"]] n’est pas un anneau de Huber ayant pour anneau de défi-
nition Z,[[T]] et (p,T') pour idéal de définition. En effet, Q,[[T"]] ne peut pas
étre muni d’une topologie d’anneau qui vérifie cela : la suite (T"),en tend vers
0 pour cette topologie et comme la multiplication par p~! est continue,

p T — 0.

Cependant cette suite ne rentre jamais dans Z,[[T]].

. Soit A un anneau de Huber. Pour tout entier naturel n, 'anneau A[ X1, ..., X,]
peut étre muni d’une structure d’anneau de Huber, qui induit la topologie de
A, avec Ap[Xy,...,X,] pour anneau de définition et IyAy[Xy,...,X,] pour
idéal de définition.

. Soit K un corps non-archimédien : ¢’est-a-dire un corps topologique pour une
valeur absolue non archimédienne |- | non triviale. Il existe un élément = de K
tel que 0 < |r| < 1 (appelé pseudo-uniformisante). Le corps K est un anneau
de Huber : I'ensemble {|z| < 1} est un anneau de définition et (7) est un idéal
de définition.

. Soit d un entier naturel. Dans la situation du point précédent considérons
I’anneau suivant

d
A= Z ap X% ay € K, |ay| Hmax(l, |7|%) — 0 quand k — +oo ¢,

kezd i=1

muni de la topologie induite par la norme de Gauss

D, Xt = maX{Sup |ak|, sup |7T||k||ak|} :

kezd |k|=0 |k|<0

Avec cette topologie, cet anneau est un anneau de Huber. Un couple de défi-
nition est donné par le sous-anneau et l'idéal suivant

Ay = Z arX® e A tel que |ay| < 1si|k| =0, |7*a| <1si|k| <0},
kezd

Iy = Z apr Xt e A tel que |ay| < 1si|k| =0, |7%lay] <15si|k| <0
kezd
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Définition 1.1.2. Soit A et B deux anneaux de Huber. Un morphisme d’anneaux
de Huber u : A — B est un morphisme d’anneaux qui est continu. Cela équivaut
a dire qu’il existe un anneau de définition Ag de A (resp. By de B) et un idéal de
définition Iy < Ay (resp. Jy < By) tel que u(Ag) < By et u(ly) < Jy. Dans le cas
ou l'idéal engendré par u(ly) est un idéal de définition de B, le morphisme est dit
adique.

Proposition 1.1.3. Soit ¢ : A — B un morphisme adique d’anneauxr de Huber,
pour tous couples de définition (Ay, Iy) de A et tout anneau de définition By de B
tels que p(Ag) < By, ¢(1y) By est un idéal de définition de B.

Preuve. Le lecteur pourra se référer a [Morl9, Proposition I1.1.3.3]. O

Exemples. 1. Tout morphisme d’anneaux discrets est adique.

2. L’identité Z — 7Z n’est pas continue si Z est muni, & gauche, de la topologie
p-adique et de la topologie discréte a droite.

3. Si A est un anneau discret et que A[T] est muni de la topologie T-adique alors
le morphisme canonique A — A[T] est continu mais pas adique.

Définition 1.1.4. Si R — A est un morphisme d’anneaux de Huber, A est appelée
R-algébre de Huber. Si le morphisme est adique A est appelée R-algébre adique.

Remarques. 1. Une R-algebre adique n’est pas nécessairement un anneau adique.

2. Soit R est un anneau de Huber avec anneau (resp. idéal) de définition Ay
(resp. Ip © Ap). Si M est un A-module de type fini, nous pouvons le munir
d’une topologie naturelle, qui est la topologie universelle pour les morphismes
A-linéaire continus M — N dans les A-modules topologiques, et dans ce cas,
tout sous-Ap-module My de M qui engendre M est nécessairement ouvert dans
M et la topologie de M, est la topologie Iy-adique.

Afin d’avoir une semi-norme qui définit notre topologie, nous considérons plus tard
des anneaux de Tate. Ce sont des anneaux de Huber dont la topologie peut étre
définie par une norme sous multiplicative ultramétrique.

Définition 1.1.5. Un anneau de Tate A est un anneau de Huber tel qu’il existe
un élément m de A qui est inversible et topologiquement nilpotent. L’élément 7 est
appelé pseudo-uniformisante.

Exemples. 1. L’anneau Q muni de la topologie provenenant de la valuation p-
adique est un anneau de Tate.

2. Plus généralement, tout anneau A peut étre équipé de la topologie p-adique et

on peut former 'anneau de Tate A [%]

3. Tout corps non-archimédien est un anneau de Tate.

Proposition 1.1.6. Soit A un anneau de Tate et Ag un anneau de définition de A.
Alors, Ag contient une pseudo-uniformisante ™ de A et A = Ay [%]
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Preuve. Toute pseudo-uniformisante 7 de A est topologiquement nilpotente, il existe
donc un entier naturel m tel que 7™ € Ay. L’élément 7™ est également une pseudo-
uniformisante de A. Tout élément a de A vérifie

lim 7"a = 0.
n—0o0

Ainsi, pour n suffisamment grand 7"a € Ay. Ce qui assure que a € Ag [ﬂ L’inclusion

inverse est évidente. O]

Définition 1.1.7. Une semi-norme sous-multiplicative ultramétrigue sur un anneau
A est une application

[:A—R
telle que Vf,g € A,

Llf + gll < max ([ f[], llg]) et
2. IFgll < W£1Mlgll-

Nous dirons que c’est une norme sous-multiplicative ultramétrique si de plus

Ifll=0<f=0.

Proposition 1.1.8. La topologie d’un anneau de Huber peut toujours étre définie
par une semi-norme sous-multiplicative. Dans le cas particulier d’un anneau de Tate
séparé alors la topologie peut étre définie par une norme sous-multiplicative.

Preuve. Soient A un anneau de Huber, Ay un anneau de définition de A et Iy < Ay
un idéal de définition. Pour un élément f de A posons

en  si fIP © Ag mais fII & Ay,

Ifll =< e™ sifellmais f¢ I"
0 si fenly.
Alors, Ag = {fe A |fll <1} et [y ={fe A |f]| <1} O
Définition 1.1.9. Une norme sous-multiplicative || || sur un anneau A est dite

contractante par rapport a un endomorphisme ¢ de A si Ve e A, ||o(x)| < ||z

Définition 1.1.10. Soit A un anneau topologique. Un sous-ensemble E de A est

1. borné si pour tout voisinage U de 0 dans A, il existe un voisinage V' de 0 tel
que ax € U pour tout ae Eet z eV,

2. borné en puissances si| J,-, E(n) est borné, ot E(n) = {H fis (fi)iz1..m € E},
i=1
3. topologiquement nilpotent si pour tout voisinage W de 0 dans A il existe un

entier naturel N tel que pour tout n > N, E(n) c W.

Nous utiliserons cette notion dans le cas ot 'ensemble E est réduit a un élément
f, nous dirons alors que f est borné en puissance ou topologiquement nilpotent.
L’ensemble des éléments bornés en puissances de A sera noté A° et I'ensemble de
ses éléments topologiquement nilpotents sera noté A%.
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Exemples. 1. Dans le cas d'un anneau discret une partie est topologiquement
nilpotente si et seulement si elle est nilpotente.

2. Soit K un corps non-archimédien. Tout élément = de K vérifiant |z] < 1
engendre un idéal topologiquement nilpotent de I’'anneau de valuation Og-.

3. Tout idéal de définition d'un anneau adique est topologiquement nilpotent.

Proposition 1.1.11. Soit E = {f1,..., f,} un ensemble fini d’éléments de A alors
E est borné en puissances < Vi€ {1,...,r}, fi est borné en puissances.

Preuve. Le sens direct est trivial. Montrons le sens réciproque. Par définition, pour
tout voisinage U de 0 dans A il existe un voisinage W, de 0 dans A tel que pour
tout entier naturel n,

W, cU.

Par récurrence, il existe des voisinages (Wy,...,W,_;) de 0 dans A tels que pour
tout (ny,...,n,_;) e N7}

Vi=1,...,r—1, f"W, c W;,.

Ainsi,
e Wy < UL

C’est le résultat voulu. O]

Le produit tensoriel de deux anneaux de Huber n’est pas, a priori, un anneau de
Huber. Afin de pouvoir étendre les scalaires sur les anneaux de polynomes et les
anneaux de séries sur lesquels nous souhaitons regarder des équations différentielles,
nous introduisons ici les conditions nécessaire afin que le produit tensoriel existe
dans la catégorie des anneaux de Huber sur les anneaux que 1'on considére.

Soit R un anneau de Huber et deux R-algébres adiques A et B. Pour un couple de
deéfinition (Rg,I) de R et des anneaux de définition Ay et By de A et B tels que
I'image de Ry dans A soit contenue dans Aq et I'image de Ry dans B soit contenue
dans By, notons J l'idéal de Im(Ay ®g, By — A ®g B) engendré par I'image I.

Proposition 1.1.12. Avec ces notations, si l’on munit Im(Ay ®g, By — A ®r B)
de la topologie J-adique et que 'on munit A @r B de l'unique structure de groupe
topologique pour laquelle Tm(Ag ®r, Bo — A ®r B) est un sous-groupe ouvert alors
A®g B est un anneau de Huber avec (Im(Ay®r, Bo — A®g B), J) pour couple de
définition.

Preuve. Le lecteur pourra se référer a [Morl9, Proposition I1.3.2.1]. O

Exemple. Soit A = Ay = Z,[[z] muni de la topologie (p, z)-adique, Cy = Z, < C =
Q, muni de la topologie p-adique et B = By = Z, muni de la topologie p-adique. On
a A®p C = Zy[[z][1/p], Ao ®s, Co = Zp[[z] et (p, ) ®p, Co + Ae®p, (p) = (p,x). 1l
n’est pas possible de munir Z,[[x]|[1/p] d'une topologie de telle sorte que Z,[[x] soit
un sous-anneau ouvert dans lequel la topologie induite est la topologie (p, x)-adique.
Cela impliquerait que la multiplication par p est un homéomorphisme et donc que
pZy,[|z] est ouvert dans Z,[[x]], ce qui est évidemment faux.
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Par la suite, il sera nécessaire de considérer des anneaux topologiques complets. La
proposition suivante décrit comment se comporte le complété d’un anneau de Huber.
Ces propriétés pourront nous étre utiles par la suite pour se ramener d’un anneau
de Huber a un anneau adique.

Proposition 1.1.13. Soit A un anneau de Huber et (Ao, I) un couple de définition
de A. Posons A = Lil_nn>0 AJI" Ay (cet ensemble n'est a priori qu’un groupe abélien
topologique) alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si l'on munit A de ["unique topologie pour laquelle Ay est un s0us-groupe ou-
vert, alors A est un groupe topologique complet.

2. 1l existe une unique structure d’anneau sur A qui rend continue ’application
canonique A — A, et A est un anneau topologique.

3. L’anneau A est un anneau de Huber et (AO, {vo) est un couple de définition
de A. De plus, 'application canonique A — A est adique.

4. L’application canonique Ay ®4, A — A est un 1somorphisme.

5. Pour tout entier naturel n, 'application induite AO/I”AO — Ag/I" Ay est un
1somorphisme.

Preuve. Le lecteur pourra se référer a [Mor19, Theorem 11.3.1.8, Corollary 11.3.1.9].
O]

Définition 1.1.14. Si A est un anneau de Huber, I'anneau de Huber A défini dans
la proposition [1.1.13] est appelé le complété de A.

Remarques. 1. Si A est un anneau de Huber complet alors tout anneau de
définition de A est également complet. En effet, un anneau de définition de A
est un fermé de A car c’est un sous-groupe ouvert.

2. Un anneau commutatif muni de la topologie discréte est un anneau adique
complet. Il existe ainsi un foncteur pleinement fidele de la catégorie des an-
neaux dans celle des anneaux adiques complets.

Exemples. 1. Si R est un anneau commutatif, ’anneau R[T'] muni de la topo-
logie T-adique a pour complétion 'anneau des séries formelles R[[T]].

2. Pour un nombre premier p, ’anneau des entiers Z muni de la topologie p-adique
a pour complétion Z,.

3. Le corps Q muni de la topologie p-adique est un corps non archimédien dont
le complété est le corps des nombres p-adiques Q, ~ Q® lim Z,,.

Un de nos buts est d’obtenir un théoréme en plusieurs variables dans 'esprit de
[ADV04]. Il faut pour cela étudier I'anneau de Robba en plusieurs variables. Une
technique que nous utiliserons a cette fin est la localisation rationelle. Elle nous
permettra d’étendre les résultats obtenus sur 'anneau de polynéme a une poly-
couronne.

Proposition 1.1.15 ([Hub93|, Section 3, page 467|). Soit A un anneau de Huber.
Soient fo,..., fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Il existe
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un unique anneau topologique A (%) et un morphisme continu A — A (%)

universel pour la propriété suivante : St B est un anneau de Huber et u: A — B est
un morphisme continu tel que

u(fo) e B* etVi=1,....r, u(f;)u(fo)™' est borné en puissance dans B,
alors il existe un unique morphisme continu prolongeant u a A <flf—of>
Preuve. Le lecteur pourra se référer a [Wed19l Proposition and Definition 5.51]. O

Remarques. 1. La construction donne que A (%) =A [f_lo} en tant qu’an-

neaux. Si (A, ly) est un couple de définition de A alors A <f1f_0fr> est un
anneau de Huber qui admet pour couple de définition

fl f fl fr
<A0[fo f]lo[fo fD

Le lecteur pourra se référer a [Wed19, Proposition 6.21] pour plus de dé-

tails. Par construction ’ensemble { 1< < 7“} est borné en puissance dans

A<f1f0 ) Le complété de A< o ’") sera noté A{%} ou A{f/fo}

lorsque la situation le permets.

Définition 1.1.16. Soit A un anneau de Huber et fy, ..., f, des éléments de A
qui engendrent un idéal ouvert de A. Nous dirons que A { f/ fg} est une localisation

rationnelle réqulicre de A si le morphisme A — A{f/fo} préserve les éléments
réguliers.

Exemple. Soit K un corps non-archimédien. Notons |-| sa norme. Considérons deux
¢léments a et b de K tels que 0 < ||a]| < [|b||. Nous pouvons alors considérer I’anneau

K[X] {X;)’(ab}. En tant qu’anneau topologique, nous avons

s bl|" — dn—
K[X]{ b)}ab}:{ZanX”, a, € K, {H%HH I 0 quand n — + }

= |lan|||al|™ — 0 quand n — —o0

Cet anneau vient avec la norme usuelle
HZ anX"
X2 ab

Se donner un endomorphisme o de K[X] { 56

o(X) tel que |la]| < ||lo(X)|| < ||b]|. Nous retrouvons 'anneau de Robba R défini
dans [ADV04] en posant

= max {[|an[[[[6[|", 7 = 0; [lan[[[[a]]",n < 0}

} revient & se donner un élément

2
Ri = lim lim K[X] {Xb;(ab}
[16/1>0 [la]>1

ot les limites sont prises sur e positif.
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1.2 Morphismes topologiquement étales

Nous allons définir la notion de morphisme topologiquement étale. Parmi cette classe
de morphismes, nous regarderons en particulier les morphismes bien étale et les lo-
calisations rationnelles. Ce sont les deux types de morphismes étales le long desquels
nous pourrons étendre nos coordonnées.

Définition 1.2.1. Un morphisme d’anneaux de Huber ¢ : A — B est topologique-
ment de type fini (resp. de présentation finie) s’il est adique et s'il existe des anneaux
de définition Ag < A et By < B tels que I'image de Ay soit contenue dans By et

1. pour tout idéal de définition I < Ay, 'application induite
Ao/] — BO/QO(I)BO

est de type fini (resp. présentation finie),

2. A®a, é\o — B est de type fini (resp. présentation finie).

Remarque. Cette définition est une variante de la définition 2.3.13 de [Abb10] qui
ne traite que du cas des schémas formels, ce qui dans le cas affine correspond aux
anneaux adiques. Les conditions ici sont plus faibles que la version algébrique de la
définition 1.8.18 de [Abb10]. Dans le cas ou A est un anneau noethérien ces deux
notions sont équivalentes

Exemples. 1. Dans le cas des anneaux discrets, cette notion est tout simplement
la notion algébrique classique de type fini (resp. présentation finie).

2. Soit ¢ : A — B un morphisme de type fini (resp. présentation finie) entre deux
anneaux. Pour un idéal I de A de type fini, il est possible de munir A et B de
la topologie I-adique. Le morphisme ¢ est topologiquement de type fini (resp.
de présentation finie).

3. Soit A un anneau de Huber et fy, fi,..., f, des éléments de A qui engendrent
un idéal ouvert, le morphisme

fl)"'afr
8 A( Jo )

est topologiquement de présentation finie. En effet, par construction, il est
adique et pour tout anneau de définition Ay de A et idéal de définition I < Ay
de A, pour tout entier naturel n le morphisme

Ao/ = (/1) | |

est de présentation finie. La deuxiéme condition est automatiquement vérifiée.

Proposition 1.2.2. Soit f : A — B et g : B — C deux morphismes entre anneaux
adiques.

1. Si f et g sont topologiquement de type fini (resp. de présentation finie), il en
est de méme de go f.
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2. Sigo f est topologiquement de type fini et si g est adique alors f est topologi-
quement de type fina.

3. St go f est topologiquement de présentation finie et si g est topologiquement
de type fini alors f est topologiquement de présentation finie.
Preuve. C’est la variante affine de la proposition 2.3.18 de [Abb10)]. O

Proposition 1.2.3. Un morphisme entre anneaux adiques A — B est topologique-
ment de présentation finie si et seulement si le morphisme complété induit A — B
est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Considérons dans un premier temps le sens réciproque. Si A — B est topo-
logiquement de présentation finie, alors, pour tout idéal de définition I de A, I'idéal
I A est un idéal de définition de A par la proposition Cette méme proposition
implique les isomorphismes suivants

A/IA~ A/l et B/IB ~ B/IB.

Ce qui assure que pour tout idéal de définition I de A, le morphisme A/I — B/I est
de présentation finie. Montrons alors le sens direct. Si [ " est un idéal de définition
de A alors pour tout idéal de définition I de A il existe un entier naturel n tel que
I™"A < I'. 1l suffit alors de considérer le diagramme suivant

A/I"A—— B/I"B

|

A/l'— B/I'

Le morphisme du haut est topologiquement de présentation finie en utilisant encore
une fois Iisomorphisme de la proposition [I.1.13] ce qui permet de déduire que celui
du bas 'est aussi. La deuxiéme condition de la définition se vérifie facilement. [

Proposition 1.2.4. Soit ¢ : A — B un morphisme entre anneauz adiques, alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le morphisme ¢ est topologiquement de type fini (resp. de présentation finie).

2. Pour tout idéal de définition I de A, Uapplication induite

A/l - B/p(I)B
est de type fini (resp. de présentation finie).

Preuve. Le sens (2) = (1) est évident. Montrons alors (1) = (2). Nous supposose-
rons, sans perte de généralité, que les anneaux A et B sont complets. Par hypothése,
le morphisme est adique. Soit Ay et By des anneaux de définitions de A et B qui
satisfont les conditions de la définition. Pour tout idéal de définition I < Ay de A,

I’application induite
AQ/I — BO/(,O<I)BO

est de type fini. Par extension des scalaires et par la deuxiéme condition de la
définition, I’application

A/l ~ AQu, Ao/I = A®u, Bo/p(I)By — B/p(I)B
est de type fini. =
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Lemme 1.2.5. Soit A, B et A’ des anneaux adiques, A — B un morphisme topolo-
giquement de présentation finie et A — A’ un morphisme adique alors A — A'®4 B
est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Le morphisme A — A’ étant adique, il existe un idéal de définition J de
A tel que I'image de J engendre un idéal de définition de A’. De plus, 'application
induite

A/J - B/JB

est de présentation finie. L’application
AJJA ~ A JJA ®a1g A)J — A JJA @4y B/J ~ (A @4 B)/J(A' ®4 B)
est alors de présentation finie. O

Lemme 1.2.6. Soit R un anneau adique, A, A’, B et B’ des R-algébre adiques. Si
A — B et A" — B’ sont des morphismes topologiquement de présentation finie, alors
A®pr A" - B®pr B’ est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Par extension des scalaires, en utilisant le lemme [1.2.5] les morphismes
ARrA - BRrA et BQrA - BRr B’

sont topologiquement de présentation finie. En utilisant la proposition [1.2.2] avec le
morphisme B ®r A’ — B ®gr B’, on obtient que le morphisme A ®z A’ - B®r B’
est topologiquement de présentation finie. O

Définition 1.2.7. Un morphisme A — B d’anneaux adiques est formellement étale
si pour tout diagramme d’anneaux adiques

A——C

| ]

B——CJc

ou C est un anneau adique complet et ¢ est nilpotent, il existe un unique morphisme
B — C rendant le diagramme commutatif. Le morphisme A — B est topologique-
ment étale si il est formellement étale et topologiquement de présentation finie.

Exemples. 1. Dans le cas des anneaux discrets, la notion de morphisme topologi-
quement étale est tout simplement la notion algébrique classique de morphisme
étale.

2. Soit ¢ : A — B un morphisme étale entre deux anneaux. Pour un idéal de
type fini I de A, il est possible de munir A et B de la topologie I-adique. Le
morphisme ¢ est alors adique, topologiquement de type fini et formellement
étale. Il est donc topologiquement étale.

3. Soit A un anneau adique et fy,..., f, des éléments de A qui engendrent un

idéal ouvert, le morphisme
f1> ER fr)
A—-> Al ——
( Jo
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est topologiquement étale. Nous avons montré dans la remarque qui suit la
définition [1.2.1] que ce morphisme est topologiquement de présentation finie.
Il suffit alors de remarquer qu’il est formellement étale. Si 'on se donne un
diagramme

A—C

Lo

A (%) O

ou C' est un anneau adique complet et ¢ est nilpotent, nous vérifions aisément
que le morphisme A — (' satisfait les conditions nécessaires afin d’appliquer
la propriété universelle de la localisation rationnelle, ce qui permet d’obtenir

un unique relévement A (%) — (' qui fasse commuter le diagramme.

Proposition 1.2.8. Soit A et B deuzr anneaux adiques et un morphisme adique
p: A — B. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le morphisme ¢ est formellement étale.

2. Pour tout diagramme d’anneaux adiques

A——C

| ]

B——CJc

ou C' est un anneau adique complet et ¢ est un idéal topologiquement nilpotent,
il existe un unique morphisme B — C' rendant le diagramme commutatif.

Preuve. Le sens (2) = (1) est évident car un idéal nilpotent est topologiquement
nilpotent. Montrons alors le sens (1) = (1). Donnons-nous un diagramme d’anneaux
adiques

A——C

| ]

B——CJc

ou C' est un anneau adique complet et ¢ est un idéal topologiquement nilpotent.
Pour tout idéal de définition I de A et tout entier naturel, & ce diagramme induit
le diagramme commutatif suivant :

A——C/I*C

|

B——C/I*C/.

L’idéal ¢ est nilpotent dans C/I*C' car I*C' est un idéal de définition de C par
la proposition m De plus, C/I*C' est complet pour la topologie discréte. Nous
obtenons ainsi un unique relévement B — C/I*C. En passant au complété, nous

obtenons un morphisme B — C' et il est aisément vérifiable que celui-ci est adique.
O
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Proposition 1.2.9. Soit f : A - B et g : B — C deux morphismes entre anneaux
adiques. St [ et g sont topologiquement étales alors g o f est topologiquement étale.

Preuve. On vérifie facilement que la composition de morphismes formellement étales
est formellement étale. La proposition découle alors de la Proposition |1.2.2] O

Proposition 1.2.10. Soit R un anneau adique, ¢ : A — C et : B — D deux
morphismes entre anneaux adiques. Si A, B, C' et D sont des R-algébres adiques et
les morphismes @ et 1 sont topologiquement étales alors pQRr1Y : AQr B —> C®g D
est topologiquement étale.

Preuve. On se donne un diagramme de R-algébres de Huber

A®RB—>E

|

C X R D——F / ¢
ou FE est complet et ¢ est nilpotent. Ce diagramme induit les diagrammes suivants

A——F B——F

L]

C——FE/e D——FE]/e

Par hypothése il existe des relévements uniques C' — F et D — E qui font commuter
ces diagrammes. Par propriété universelle il existe une unique application C' ®g
D — FE qui fait commuter le premier diagramme. Le fait que le morphisme soit
topologiquement de présentation finie découle de la proposition [1.2.6] O

Définition 1.2.11. Un morphisme ¢ : A — B d’anneaux de Huber est bien étale si
il existe des anneaux de définitions Ay et By de A et B qui vérifient p(Ag) < By tels
que le morphisme induit ¢q : Ay — By est topologiquement étale et B = A ®4, Bo.
Le triplet (¢o, Ao, Bo) est un bon modéle de .

Exemples. 1. Dans le cas ol les anneaux sont discrets c’est tout simplement la
notion de morphisme étale.

2. Pour un nombre premier p # 2, le morphisme
Q7] - QX Y]/(Y* - X* + X), T — X

est bien étale, ou la topologie des deux cotés est la topologie p-adique.

3. Soit A un anneau de Huber et fy,..., f, des éléments de A qui engendrent un
idéal ouvert, le morphisme

fl)"'af?”
8 A( Jo )

est bien étale.
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Proposition 1.2.12. Soit A et B deux anneauz adiques et ¢ : A — B un mor-
phisme. Si @ est bien étale alors il est formellement étale.

Preuve. Soit un diagramme d’anneaux adiques de la forme suivante

A——C

| ]

B——CJc

avec C' complet et ¢ nilpotent. Pour des anneaux de définitions Ag et By, respecti-
vement de A et B satisfaisant les hypothéses de la définition de bien étale pour le
morphisme ¢, on en déduit le diagramme suivant

/40 —C

| |

By——CJe.

Encore par hypothése, il existe un unique reléevement By — C' qui peut étre étendu
de maniére unique en utilisant I’hypothése : B = A®4, Bo. O

Définition 1.2.13. Soit A un anneau de Huber. Un endomorphisme o de A est dit
infinitésimal sur une partie V de A s’il existe une partie topologiquement nilpotente
U de A telle que (0 —Id)(V) c Uetsio(V)c V.

Exemple. Soit A un anneau de Huber. Notons ||-|| sa semi-norme sous-multiplicative
associée et (A, Ip) un couple de définition. Soit un élément ¢ de A tel que ||¢—1]| < 1

AX] = A[X], X —gX
est infinitésimal sur Ay[X].

Proposition 1.2.14. Soit B un anneau de Huber complet et u : A — B un mor-
phisme bien étale d’anneaux de Huber et (ug, Ao, By) un bon modeéle de u. Si o4 est
un endomorphisme de A infinitésimal sur Ag et B est compleéte, alors o4 se prolonge,
de maniére unique, en un endomorphisme o de B également infinitésimal sur By.

Preuve. Notons J l'idéal de A engendré par (o4 — Id)(Ap). Du fait que le mor-
phisme o4 est infinitésimal sur Ap, nous avons J < Aj. L’'idéal JBj est un idéal
topologiquement nilpotent de By. Afin d’obtenir le relévement il suffit de considérer

le diagramme suivant

UOT A
140 ]30

lgo E— lgo/cflgo.
Cela nous assure, du fait que le morphisme A — B est bien étale, qu’il existe un
unique relévement By — Bj. Par extension des scalaires ce morphisme peut étre

entendu en un endomorphisme de B qui satisfait automatiquement les propriétés
voulues. O
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Définition 1.2.15. Soit R un anneau de Huber et A une R-algébre de Huber.
Des éléments x1,...,r4 € A sont des coordonnées étales si il existe un morphisme
formellement étale

gOfR[X17...,Xd]—>A, XZHI‘l

Nous dirons de plus que ce sont des bonnes coordonnées étales si p est bien étale : s’il
existe des anneaux de définition Ry de R et Ay de A tels que le triplet (¢o, Ro[ X1, - - ., X4], Ao)

est un bon modeéle pour ¢, ou ¢q : Ro[X1,...,X4] — Ag est le morphisme induit
par .
Proposition 1.2.16. Soit R un anneau de Huber et A une R-algébre de Huber, si
x1,...,Tq sont des bonnes coordonnées étales sur A alors ce sont des coordonnées
€tales.
Preuve. C’est une conséquence de la proposition [1.2.12] ]

Proposition 1.2.17. Soit R un anneau adique, A et B des R-algébres adiques
qui sont des anneaux adiques. St A et B sont munies respectivement de bonnes
coordonnées étales xr1,...,xq et yYi,...,Ye, alors 11 @1, ..., 2401, 1Qy1,..., 1 Qye
sont des bonnes coordonnées étales sur A @p B.

Preuve. C’est une conséquence de la proposition [I1.2.10} ]
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Chapitre 2

Calcul différentiel déformé

Craindre 'erreur et craindre la
vérité est une seule et méme chose.
Celui qui craint de se tromper est
impuissant & découvrir.

Alexandre Grothendieck, Récoltes
et Semailles, 1986
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2.1 Rappels sur les modules filtrés

Nous rappelons dans cette section quelques résultats généraux sur les modules filtrés
sur un anneau qui nous seront utiles par la suite.

Définition 2.1.1. Soit A un anneau. Un A-module M est dit filtré s’il est muni
d’une filtration exhaustive décroissante indexée sur les entiers naturels Fil,M. Pour
tout entier naturel 7, notons Gr; M = Fil; M /Fil; . M la graduation associée.

Proposition 2.1.2. Soit A un anneau, M et N deur A-modules filtrés. Il existe une
filtration naturelle définie pour k € N par

Fil,(M @z N) = . Im (Fil,M @ Fil;N — M ® N).

itj=k
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qui donne lieu a un morphisme naturel

@ GrM ®Gr;N — Gr, (M ®N).

itj=k

Si, de plus, pour tout i,j € N, M/Fi; M et N/Fil;N sont des modules plats sur R,
ce morphisme est un isomorphisme.

Preuve. Par définition, pour ¢ + j = k fixés il existe un morphisme
Fil, M @ Fil;N - M ® N — Gr;(M ® N).

L’image de Fil; ;4 M @ Fil; NV est nulle par ce morphisme, et par passage au quotient,
cela donne un morphisme

Appliquons a nouveau le méme raisonnement en remarquant que, par ce morphisme,
I'image de Gr;M ® Fil; ;1N est nulle pour obtenir par passage au quotient un mor-
phisme

’QZ}Z‘J : GI‘iM®GI'jN - Gl"k(M®N)

En prenant la somme directe

@ Gr;M ® Gr;N — Gr,(M @ N)

i+j=k

nous obtenons le morphisme naturel voulu. Supposons alors que pour tout 7, j € N,
M /Fil;M et N /Fil; N sont des modules plats sur R. Il nous faut construire un inverse.
Pour i + j = k fixés, considérons le morphisme composé

En composant avec la surjection
p1: M/Fil; ;1M ® N/Filj (1N — M /Fi,M ® N /Fil; .4 N

cela donne 'application nulle. En effet, étant donné un élément dans I'image de ¢; ;
il peut étre écrit sous la forme Zwu:km_u@n_qj avec m,, € Fil,M et n, € Fil,N.
Un raisonnement par ’absurde nous assure que u > ¢ ou v > j + 1. Un tel élément
est bien envoyé sur 0 par p;. L'image de ¢; ; est donc incluse dans le noyau de p;.
Utilisons alors la platitude de N/Fil; 1N pour calculer ce noyau. Par définition, la
suite ci-dessous est exacte

0 — Gr;M — M /Fil; ;1M — M /Fil;M — 0.
Par platitude de N /Fil; 1N, la suite obtenue en tensorisant est également exacte
0 — Gr,M®N/Fil;;; N — M /Fil; ;s M®N /Fil;;1 N — M /Fi, M®N /Fil; ;1 N — 0.
Ainsi ker(p;) = Gr;M ® N/Fil; 11N et il existe un morphisme
¢;; « Fily(M ® N) — Gr;M ® N /Fil; ., N.
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Procédons de la méme facon et considérons la surjection
p2 : Gr;M ® N/Fil; ;1N — Gr;M ® N/Fil;N.
Un raisonnement identique nous permet d’obtenir un morphisme
¢;;  Fily(M ® N) — Gr;M ® Gr;N.
En raisonnant a nouveau sur les indices, ce morphisme passe au quotient
Gry (M ®N) — Gr;,M ® Gr;N.
Prenons a nouveau la somme directe pour obtenir un morphisme

Grpy(M®N) - @ Gr;M @ Gr;N.

itj=k
C’est bien un inverse. O]

Lemme 2.1.3. Soit M et N deur R-modules munis, respectivement, des filtrations
décroissantes exhaustives Fil,M et Fil,N. Si M — N est un isomorphisme de mo-
dules filtrés qui induit pour tout entier ¢ un isomorphisme Gr;M — Gr; N alors pour
tout entier ¢

Preuve. Nous procédons par récurrence. Pour k£ = 0, le résultat est évidemment vrai.
Supposons alors que le résultat soit vrai pour un k£ € N*. Nous avons le diagramme
commutatif suivant

00— Filgy 1M — FilL, M —— Grp,M —— 0

L

0 ——Filg 1 N Fil, N GrgN —0

Les morphismes verticaux au centre et a droite sont des isomorphismes et donc par
le lemme des cinq Fily, 1 M — Filp 1N est un isomorphisme. ]

2.2 Parties principales déformées en plusieurs va-
riables

Définition 2.2.1. Soit R un anneau de Huber, A une R-algebre adique et d €
N. La R-algébre A est dite déformée d’ordre d si elle est munie d'une suite ¢ =
(0a1,...,044) d’'endomorphismes R-linéaires continus qui commutent entre eux.

Posons Py = A ®g A. Nous étendons o; & P4 en posant 0;(a ® b) = 0;(a) ® b.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons tout simplement o; au lieu de 04 ;. La
donnée de 'anneau et de I’ensemble des endomorphismes sera notée sous la forme
d’un couple (4, 0).
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Exemples. Soit R un anneau de Huber et A une R-algébre adique. Les exemples
suivant sont des exemples d’algébres déformées

1. Soit hq,..., hq des éléments de A, anneau A[X]| muni de ¢ = (oy,...,04),
définis par al(X ) = X; + hj, est une R-algébre déformée d’ordre d. C’est le
cas des différences ﬁnles

2. Soit [ € N, Panneau A[X]| muni de ¢ = (074, ...,04), définis par
Vae A Vi,j=1,...,d, 0,(aX;) = aéi,le-l,

est une R-algébre déformée d’ordre d. C’est le cas des différences de Mahler.
3. Dans le cas de deux variables A = R[X}, X,], il est possible de regarder les cas
01 = 09,01 (Z CL%JXng) = Zai’jX;H et 09 (Z CL%JX{Xg) = Zai,ijﬂ ou en-
core o1 (Z CLZ,]Xng) = Z CLZ‘7j<X1+X2)iX% et ()] (Z CLzJX{X%) = Z (l@jX%(Xl—F
X5).
Définition 2.2.2. Soit R un anneau de Huber et (A, 04) et (B, 0p) deux R-algébres

de Huber déformées d’ordre d. Un morphisme de R-algébres de Huber déformées
d’ordre d, u : A — B est un morphisme de R-algébres de Huber tel que

Vi=1,...,d, op;ou=1u00y;.

Dans la suite, nous considérons un anneau de Huber R et (A, o) une R-algébre de
Huber déformée d’ordre d. Considérons également des éléments z = (x1,...,24) de
A sur lesquels nous mettrons des conditions variées par la suite. Nous utiliserons
la méme notation o; pour I’endomorphisme de I’anneau de polynémes A g] tel que
pour tout 7,5 € {1,...,d}

az(ﬁj) _ {&—l—xz—az(xz), Slj =1
&, sinon.

Définition 2.2.3. Pour tout entier naturel n, le A-module Py (), , des parties prin-
cipales déformées d’ordre n est le module défini de la facon suivante

PA(n)g, = A[f]/ (5 Bos tels que |k| =n + 1)
ot 'on a posé pour k € N?

(Wes g(kl) . f’“d)"d tf 1= &oy(&) . ofTHE).

Cela donne

é(&)g,g - H (& +a — ol(71)) - (2.1)

Dans le cas ou d = 1, c’est le module défini par Le Stum et Quirds dans |[LSQ18a]
Definition 1.5].

Remarque. Comme remarqué dans les exemples qui suivent la définition [I.1.1]
I'anneau de polynomes A[{] peut étre muni d’une structure d’anneau de Huber
induisant la topologie de A. L’anneau Py,n),, muni de la topologie quotient est
également un anneau de Huber. Dans la suite, nous le munirons de cette topologie.
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Exemple. Lorsque A = R[X;, X5, et pour 4,7 = 1,2, 0;(X;) = qfi’ij ol q; et ¢y
sont des éléments de R, le module admet la description suivante

Patn)y ix, x4y = Al&, &) / (H H &+ (1— qZ X;) tels que ky + ko =n + 1) :

Proposition 2.2.4. Pour tout entier naturel n, le morphisme composé

A[é]gn - A[é] - PA?(“)Z,&
est un isomorphisme.

Preuve. Considérons le morphisme de A-modules suivant

Al¢] — A[é]

2.2
gk gWea =2

La formule nous assure que pour tout k € N%, 5 Bz ogt de degré |k|. Le mor-
phisme conserve donc le degré et induit pour tout entier naturel n un morphisme

Alg]<n — Al€l<n,

ot A[¢]<, désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur a n. Pour n = 0, ce
morphisme est un isomorphisme. Procédons alors par récurrence en supposant que
¢’est un isomorphisme pour un entier naturel n. Il existe également un morphisme
induit

Alg]<ni1/All]<n — Al€l<nir/Al€]<n

Ce morphisme est un isomorphisme. En effet, étant donné k = (ki,...,kq) € N4
tel que |k|] = n + 1 alors par la formule §(@1’£ = & € mod Al€]<n. Le

diagramme suivant

0—— Alll<n — A[¢]<ni1 — A[€]<ni1/A[{]<n —0

| l

0—>A[§]<n—”4[§ <n+1—>A[ ]<n+1/A[ l<n——0

<—

permet de conclure, en utilisant le lemme des cinqg, que le morphisme

A[é] <n+1 —> A[§] <n+1

est un isomorphisme. Il en découle directement que le morphisme [2.2] est un isomor-
phisme. [

Remarque. Le module Py )

o,z

est un A-module libre de base {5 (k)"’z}| .
- kl<n

Proposition 2.2.5. Soit u: A — B un morphisme de R-algébres de Huber défor-
mées d’ordre d alors,

B®a PA,(n)%,£ = PB,(n)LB,u(z)'
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Preuve. Par définition,

B®a Pan),,. = B®a A[§]/ (é(@%’ﬁ tels que k| =n + 1>

~ B[f]/ <§(E)LB’M tels que |k| = n + 1) = Pp ) . O

op.u(z)

Définition 2.2.6. Les éléments xq,..., x4 sont des o-coordonnées sur A si, pour
tout entier naturel n, il existe un unique morphisme adique R-algébres

@A,(n)g,gz A— PAv(”)g@

T x + &

tel que la composée de la projection sur A avec © 4 (), , est I'identité. Le morphisme
©4,(n),. €St le n-éme morphisme de Taylor de A relativement a o et z.

Remarque. Soit ¢ = (q1,...,qq) des éléments de R. Lorsque

Ti sli=7
i je{l,...,dhoi(z;) = {qz o
x; sinon,
et Ty, ..., x4 sont des g-coordonnées, nous dirons que ce sont des g-coordonnées pour
accentuer le lien avec les éléments ¢y, ..., qq. Dans le cas oit d = 1, c’est la situation
qui est traitée dans [ADV04].
Exemple. Dans le cas ot 07 = ... = g4 = Id4 et qu’il existe un morphisme étale
R[K] - A7 XZ — Ty,
alors xy,..., x4 sont des g-coordonnées sur A. En effet, pour tout entier naturel n
le diagramme suivant est commutatif
Xizi+§&i
R[X] PA,(”)Q&
X, l
A————Pam,./(&- - )
Comme nous nous sommes placés dans le cas ol 07 = ... = g4 = Id4, les éléments

& sont des éléments nilpotents de Py (), . Puisque la premiére fleche verticale est
formellement étale, il existe alors un unique relevé A — Py (), , qui vérifie bien la
propriété voulue.

Soit x1,...,xq des g-coordonnées sur A. Considérons pour un entier naturel n le
morphisme

qui étend © 4 (), , & P4 par A-linéarité. Pour i = 1,...,d,

a,Z



La proposition [2.2.4] nous assure donc que ce morphisme est surjectif. Notons

Ig”l)g’l = ker ((:)A,(n)g@) .
Par le premier théoréme d’isomorphisme

PA/IS0% = Py,

B

Remarques. 1. Si nous notons
ps: A= Py, [ 1Q®f

et m la projection Py — Py (n),,, alors par unicité de © 4 ), , le diagramme

suivant est commutatif

a,Z

Ap—2>PA

eA,(")k‘ J;

Pa)oe
2. Pour tout entier naturel n, il existe, par factorisation, un morphisme
Pnt Pa)ge = Pain-1).
qui rend le diagramme suivant commutatif

A[&] — Pa,(n—1)

P A,(N)e,z

o,z

En utilisant I'unicité du morphisme © A(n—1),, on vérifie facilement que

3. Le diagramme ci-dessous est commutatif

0—— ]1(471)1’5( PA PAy(n,1)27£ —0
) Pa ), . —0
Lemme 2.2.7. Soitxy, ..., x4 des g-coordonnées telles que pouri = 1,...,d, o;(z;) €

Rlx;]. Pour tous les entiers naturels n et m, il existe un unique morphisme d’algébres

577'»777': PA,(n—&-m)g,g - PAv(”)g,z ®:4 PA7(m)g£7 fl = & ® I+1 ® §Z

ou ®'y désigne le fait que l'action a droite se fait via © 4 ()

oz’
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Preuve. 1l existe un unique morphisme de A-algébres
0: A[é] - PA,(n)g@ ®IA PA,(m)g,ga gz —1® 5@ + Sz ® 1.

Pour¢=1,...,d notons a;,, le sous-module libre de base {fi(k)w, k> n} Montrons

par récurrence l'inclusion suivante :

Pour n = 1, 'inclusion est immédiate. Supposons alors le résultat vrai pour un rang
n € N et montrons qu'’il reste vrai au rang n + 1. Il suffit de le montrer sur la base
du module. Soit £ > n + 1, nous avons :

5 <£Z(k)g,£> _ ( > E[

=n
De plus, en tant qu’idéaux, nous avons

k—1

[6(c)(&) = a(o7(&).

Jj=n

Montrons alors que

0 (07 (&)  Patua ®a 07 (&) + 07 () @y Pame

Du fait que § soit A-linéaire et que o;(x;) € R[x;], il est suffisant de montrer cette
inclusion sur R[z;], nous identifierons ici 1'élément & & 1 ® z; — x; ® 1 par 'iso-
n+1 o- T

morphisme Py /I ~ P4 (n),,- C’est alors la proposition 3.3 de [LSQI8a] qui
permet d’obtenir cette inclusion. Nous avons alors,

5 <£z(k££> Z a%] ®A aln ]) (PA(nax ®A Un J(fl) +U (5@) ®A PA gg)

]:

3

< > (05 ®a ain_jol (&) + a1 07 (&) ®a Qin—j)

<
II
o

(05 @A Apr1—j + Qi j11 A Aipy)

N
M-

N
3
+
—

a; 5 ®A G png1—j

<.
Il
=}

Désignons par a,, le sous-module libre de base {f 22z k| = } Montrons alors que

n
c Z a; ®a ayj.

7=0
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Légalité a, = X _ T1E, ai, donne

CHETEEDY ﬁam

k| =n i=1

= Z 1_[ 5<ai7ki>

‘E‘:n i=1

d ki
SN | DIV

|k|=n i=1j=0

d
c Z Z H(az‘,ji X®a ai,ki—ji)

kl=n |j]<|k| i=1

Y (ﬁaz,ﬁ@ﬂam_h)

|k[=n |j]<|k|

=2 X (“u\ ®a “|@\)

|k|=n |j]<|E|
n
c Z a; ®a Ap—j
7=0

Pour 0 < i <n+m+1, soit i > n et dans ce cas a; < a,,1 ou bien ¢ < n et dans
cecasm+n+1—i>met donc a, mi1-; S Apyr. Dol

5(an+m+1> - A[é] ®A Ap+1 + Am+1 ®A A[é]
Par passage au quotient, on construit alors I’application voulue. O

Remarques. 1. L’application 9,,,, ainsi définie est automatiquement adique.

2. Si Aet B sont deux R-algébres adiques tels que B est munie d’endomorphismes
R-linéaires continus 7, ..., 7. ainsi que de T-coordonnées ¥, ..., y. alors, il est
possible de définir un endomorphisme (o U 7); de A®g B en posant

oila)®b  sil<i<d

a® 7;_q(b) sinon.

(cuT)i(a®b) = {

Nous utiliserons, comme précédemment, la méme notation pour ’endomor-
phisme (o U T); sur (A®g B)[&1, - .., are) défini par

S+ ®1—oi(x)®1 sii=jetl1<1i,57<d

& sit#jet1<i,5<d
(cun)i&) =17 L .

E+H1Qy —1®Tiq(yi—g) sit=jetd+1<i,j<d+e

& sinon.

Proposition 2.2.8. Si (B,7) est une R-algébre adique déformée d’ordre e munie
de T-coordonnées yi,..., Yo alors 11 ®1, ..., 24®01,1Qy1,...1®y. sont des g U T-
coordonnées sur A @r B
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Preuve. 11 suffit ici d’utiliser la propriété universelle du produit tensoriel. Par exis-
tence des morphismes suivants :

©4,(n)o,z

A

PA:(n)g,z - PA@RB,(”)UUT,x®1,1®y

et
eBJ")g,g

B

il est possible de construire une application bilinéaire

A x B — PA®RB,(’I’L)

PB:(n)g,g - PA@RBv(”)UUT,a@Ll@y

ouT,z®1,1Qy *

Alors par propriété universelle du produit tensoriel, il existe une unique application

AQ®pr B — PagypB,(n),.

7,281,1Qy *
qui satisfait les propriétés voulues. n
Proposition 2.2.9. Soit (B, 1) est une R-algébre adique déformée d’ordre e munie
de T-coordonnées vy, ...,y.. Si A et B sont plates sur R alors pour tout n € N
e s ) e
i+j=n

Preuve. Le module P4 peut étre muni d’une filtration exhaustive décroissante définie

de la maniére suivante : pour n € N, on pose Fil, P, = Ij(f)g’g. De plus, le diagramme

suivant est commutatif et ses lignes et colonnes sont exactes

0 0 0 ®y|=n AL B2

0— 5 (Hlee Py Pa (), , ——0

0— == Py Pan-1),, —0
[ 1 e 0 0 0

Par le lemme du serpent, @ - A§ oz~ [ (e, T/I (tlee _ Gr, P4. Considérons de

la méme maniére que precedemment la ﬁltratlon decrmssante exhaustive Fil,Pg =

]gl)T * et la graduation associée Gr, P ~ @gj—n § )2y [isomorphisme

Py ®pr Pp — Pagpn
induit un isomorphisme
Gri (Pa ®r Pp) ~ GripPag,.B-

En effet, remarquons que PA/[ oz oot un A-module libre et PB/ BJ “ est un B-

module libre. Sachant que A et B sont des modules plats sur R, Pa/I o of Pg/I}; e
sont des modules plats sur R. Les propositions [2.1.2] et [2.1.3] permettent de conclure.
O]
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2.3 Coordonnées

Dans cette section, nous étudions les conditions nécessaires afin que les propriétés de
nos coordonnées soient conservées lorsqu’on les transporte via un morphisme bien
étale ou une localisation rationnelle.

Nous énoncons ici les hypothéses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un anneau de Huber et (A, o) est une R-algebre de Huber déformée d’ordre
d (définition . Dorénavant, pour alléger les notations, les coordonnées x seront
omises en indice.

Proposition 2.3.1. Supposons A compléte. Soit x1, ..., x4 des bonnes coordonnées
étales sur A et (vo, Ry, Ao) le bon modéle associé. Si pour tout i = 1,...,d, o; est
infinitésimal sur Ag alors, x1,...,xq sont des o-coordonnées sur A.

Preuve. Par définition, il existe un morphisme R[X] — A qui est bien étale. Ap-
pliquons le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition [1.2.14] Le
morphisme induit oy : Ro[X] — Ag est topologiquement étale. Pour tout 1 < i < d,
(0; — Id)(Ap) est topologiquement nilpotent. Considérerons le diagramme suivant

Xi—€i+x

Ro[X] Pay,n)s

| l

Ay ——— Paym),/ (&1, -+, 6a) +J)

ou J = (Zd (0; — Id)(A0)>. Du fait que le morphisme R[X] — A est bien étale

i=1
cela nous donne un unique relevé Ay — Py (,,), qui peut étre étendu en utilisant le
fait que A = Ay ®g, R. O
Définition 2.3.2. Les éléments x4, ..., x4 sont des bonnes o-coordonnées si ce sont

des bonnes coordonnées étales et des g-coordonnées.

Proposition 2.3.3. Soit u : A — B un morphisme bien étale de R-algébres de
Huber complétes et xq, ..., x4 des bonnes o-coordonnées, avec (o, Ro, Ag) pour bon
modele associé, tel qu’il existe un anneau de définition By de B tel que (uja,, Ao, Bo)
est un bon modeéle de w. Si pour i = 1,...,d, l'’endomorphisme o; est infinitésimal
sur Ao, alors, il se prolonge de maniére unique a B en un endomorphisme o; g. De
plus, u(x1),...,u(xq) sont des bonnes op-coordonnées sur B.

Preuve. Le résultat se déduit directement des propositions 2.3.] et [1.2.14] O

Définition 2.3.4. Des élements z1, ..., x4 de A sont des coordonnées gentilles (resp.
fortes) relativement a ¢ si pour tout entier naturel 1 < i < det 0 < k < n :
ol (z;) — o¥(z;) n’est pas un diviseur de zéro (resp. est inversible) dans A.

Exemple. Dans le cas ot 0;(z;) = qj “x; avec q; € R, les coordonnées sont gentilles
si et seulement si ¢F — 1 est régulier dans R. Cela revient & demander que ¢; n’est
pas une racine de 'unité. Les coordonnées seront fortes lorsque ¢¥, ¢"* — 1 sont
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des éléments inversibles de R et x1,..., x4 sont des éléments inversibles de A. C’est
le cas dans la situation de [ADV04], ou 'anneau R que nous considérons est un
corps K de caractéristique nulle, complet par rapport a une valeur absolue | - | non
archimédienne, avec un corps résiduel de caractéristique p > 0 et pour un intervalle
I < R.y la R-algébre de Huber déformée d’ordre 1 est

A (I) = {Zanx ,aneK,li{S|an|p =0Vpe[}

neZ

munie de 'endomorphisme

qu AK(I) i .AK(I)
f(x) = flq),

ol ¢ est un élément de K tel que |¢ — 1| < 1 et ¢ n’est pas une racine de l'unité.

Pour n € N, nous noterons o} := # {E e N4, |k| < n} = (";d)

Proposition 2.3.5. Si A est munie de coordonnées x1, . .., xq gentilles (resp. fortes),
alors pour tout entier naturel n, il existe un morphisme injectif (resp. bijectif) de
A-algebres

Tn - PA,(n)Q — AQZ,

dont les composantes sont données par
Tt Pamy, = A & — Ufi(%’) - Ti
pour k € N tel que |k| < n.

Preuve. Un calcul direct donne

m (07 (&) = 7 (& — 0l (23) + m3) = o} (z;) — 0] (1),
qui est donc nul si k; = j et régulier (resp. inversible) sinon. Il s’en déduit que
d .
m (692) =T [ (0¥ () — o (20)
=1 0§],<lz

est nul §'il existe ¢ tel que k; < [;, et régulier (resp. inversible) sinon. Ainsi,

m (€07) = 051 b <iec L

et
Tk <§(1)g> € A™8 (resp.AX) si k = L.

Ainsi, si Py ), est muni de la base {ﬁ(l)"}| et A% est muni de la base cano-
. li<n

nique, la matrice de 7, exprimée dans ces bases, indexées suivant I'ordre lexicogra-
phique, est triangulaire inférieure avec des éléments réguliers (resp. inversibles) sur
la diagonale. Nous observons donc que det(m,) € A™® (resp. A*), ce qui permet de
conclure. O]
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Remarque. Pour tout k € N¢, les morphismes 7, sont des morphismes finis car ce
sont des morphismes de A-algébres finies.

Définition 2.3.6. Des éléments xq,...,x4 de A sont des coordonnées transverses
relativement a ¢ si pour tout ¢ # j, 0;(z;) = z;.

Exemple. Dans la situation de [ADV04] la variable x est évidemment une coordon-
née transverse.

Lemme 2.3.7. Soit x1,...,x4 des coordonnées transverses sur A, alors pour tout
entier naturel n et tout k € N? tel que |k| < n, le diagramme suivant est commutatif

Xi—&itz;

R[X] Pa ),
Xz"—mzl l”&
A A

ok

Preuve. Pour k € N, puisque les coordonnées sont transverses alors

(2 + &) =@ + (O’ki (x;) —x;) = ofl(xz) = o®(xy). O

)

Proposition 2.3.8. Supposons A compléte. Soit x1, ..., x4 des bonnes coordonnées
étales associées a un bon modéle (po, Ry, Ag). Supposons que pouri =1,....d, l'en-
domorphisme o; est infinitésimal sur Ag, alors pour i = 1,...,d, [’endomorphisme
o; est uniquement déterminé par sa restriction o R[X] dans le sens ou si 7; est un

endomorphisme R-linéaire continu de A tel que Tinx) = Tilrix) alors T; = o;.

Preuve. Etant donné le diagramme commutatif suivant

Xi—oi(z;

Ro[X] L A,

=N

AO —_— AO/(Ui — Id) (Ao)

ou la fleche verticale de gauche envoie X, sur o;(x;). Le premier morphisme horizon-
tal étant supposé formellement étale, il existe alors un unique relévement de Ay dans
Ap qui est égal a o; sur Ry[X]. Ce relévement peut étre étendu a A en utilisant le
fait que A = Ag®pg, R et il est aisément vérifiable que c¢’est 'endomorphisme ;. [

Le lemme suivant est un résultat général sur les anneaux commutatifs.

Lemme 2.3.9. Soit A — B un morphisme injectif entier entre deuxr anneaux com-
mutatifs alors A* = An B*.

Preuve. Cela résulte du fait qu'’il existe une surjection Spec(B) — Spec(A) (JAut23|
Chapter 10, Lemma 10.36.17]) et qu’une fonction est inversible si et seulement si
elle ne s’annule pas. O

Lemme 2.3.10. Soit A — B un morphisme injectif d’algébres de Huber. Si le
morphisme induit A — B est entier, alors A® = A n BY.
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Preuve. Si f € A~ B° alors, en particulier, f € B°. Et comme A° — BY est entier,
cela implique que f est entier sur A°. Mais comme f € A et que A° est intégralement

clos dans A, alors nécessairement f e A°. m
Lemme 2.3.11. Soit fy,..., f, des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert
de A. Si, A est compléte, que pour touti =1,...,d, ’endomorphisme o; se prolonge

a A{f/fo} et pour tout entier naturel n

O m),(fo) € Pamy, (f/fo)" et

Vie{l,...,r}, Oumy,(f)/Ouim,(fo) € Pagny, (f/ )",

alors 1, ...,xq sont des o-coordonnées sur A {i/fg}

Preuve. Cela découle directement du fait que I'on souhaite vérifier que ’endomor-
phisme

A= Pamy, = Paw, (£/f0) = Pam, {£/fo}
se prolonge a A {i/fo}- O

Proposition 2.3.12. Supposons que A est compléte. Soit xy, ..., xq des bonnes o-
coordonnées €étales gentilles et transverses associées a un bon modéle (Ry, Ag). Sup-
posons que pour © = 1,...,d, I’endomorphisme o; est infinitésimal sur Agy. Soit
fo, ..., fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Si A{i/fO} est
une localisation rationnelle réguliere de A et pour touti=1,...,d

ai(fo) e A(f/fo)" et Vie {1, ...r}, au(fy)/oulfo) € A(f/fo)",
alors o se prolonge a A {i/fo} et x1,...,1q sont des o-coordonnées sur A {i/fo}

Preuve. Par la propriété universelle et par continuité, pour tout ¢ = 1,...,d, 'en-
domorphisme o; se prolonge en un endomorphisme de A { f/ fo}. Les coordonnées
1, ..., xq sont gentilles sur A{f/fo} car le morphisme A — A{f/fo} préserve donc
les éléments réguliers. Par propriété universelle de A { f/ fo} elles sont également
transverses. Par le lemme [2.3.11] les coordonnées 1, ..., x4 sont des g-coordonnées
si et seulement si pour tout entier naturel n

O, (fo) € Pam, (f/fo)” et
Vi=1,...,7ona0y4m),([i)/Osm,(fo) € Pam), (i/fo)o-

Grace aux lemmes [2.3.9] et [2.3.10] cela est équivalent & demander que

(70 Oaos) () € (A (£/fo) <d:n>> X

et Vi {1,....r} (0 0 Oagmy) (£ (1 © Ou,) (fo) € <A (i/fo)(d:n)> |
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Nous appliquons alors les lemmes et pour obtenir que pour k| < n le
diagramme suivant est commutatif

Oa,(nm)e Tk
A Paw, A—— A(f/o)
\ -
R[X]
et donc vérifier que nos hypothéses sont suffisantes pour obtenir le résultat. O

Corollaire 2.3.13. De plus,
A {i/fo} ®a PAv(”)z = A{i/fo},(n)g'

Preuve. Par la proposition [2.3.12| les endomorphismes ¢ se prolongent a A { f/ fo}

et x1,...,rq sont des o-coordonnées sur A { S / fo}. Il suffit alors d’appliquer la pro-
position pour obtenir le résultat voulu. O

2.4 Formes différentielles déformeées

Nous conservons les hypothéses de la section précédente, c’est-a-dire : R est un
anneau de Huber et (A, o) est une R-algébre de Huber déformée d’ordre d (définition
. A partir de maintenant, nous supposerons de plus qu’il existe des éléments
z = (x1,...,7q) qui sont des g-coordonnées sur A (définition [2.2.6)).

Définition 2.4.1. Le A-module des différentielles déformées de A sur R est
0L, = 1Y/

Remarques. 1. L’isomorphisme obtenu par le lemme du serpent dans la preuve
de la proposition [2.2.9| assure que 9}4’2 est un module libre de rang d qui
admet (1® z; — z; ® ]L)izl,m,d comme base. La preuve de cette proposition
donne également que pour @ = 1,...,r, I'élément & de Pa ), s’identifie avec
la classe de 1 @ x; — x; ® 1 dans PA/If)Q.

2. Avec les notations de la preuve de la proposition 2.2.7] remarquons que

9}472 = Cll/ag.

3. L’isomorphisme Py (1), ~ Pa/ [1(42)Z nous permet d’identifier Qh’g avec un idéal
de PA,(I)Q-

Proposition 2.4.2. La suite de A-modules suivante,
0—Q4, = Paay, > A—0

ot le premier morphisme Qi"g — Py, est linclusion et le morphisme Pa 1y, — A
est la multiplication, est exacte et scindée.

fed
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Preuve. Le fait que la suite est exacte est direct par construction. Pour montrer
qu’elle est scindée, il suffit de considérer A — P4/ If)i ~ Py (1), qui & un élément a,
associe a ® 1. Nous obtenons 'identité en composant avec la fleche Py, — A qui
n’est autre que la multiplication. O

Proposition 2.4.3. Soit A et B deuzr R-algébres déformées d’ordre d etu: A — B
un morphisme de R-algebres de Huber déformées d’ordre d. Supposons que u(xy), . .., u(zq)
sont des op-coordonnées, alors, il existe un isomorphisme

B ®A 9}47% >~ QlB,LLB'
Preuve. Par la proposition [2.4.2]

0—Qh,, = Paq,, »A—0

A

En appliquant le produit tensoriel, nous obtenons, en utilisant la proposition [2.2.5]
et le fait que la suite est scindée

0— B®aQ,, — P, > B—0. O

Nous rappelons le résultat général suivant

Lemme 2.4.4. Soit R un anneau. Soit f : A — B et g : C'— D des morphismes
surjectifs de R-modules. L’égalité suivante est vérifiée

ker(f ® g) = Im (A®ker(g) + ker(f) ® C — A®r C).
Preuve. Nous avons les deux suites exactes suivantes
ker(f) > A— B —0

et
ker(g9) - C — D — 0.

En appliquant deux fois ’exactitude du produit tensoriel & droite ainsi que le lemme
3.1.20 de |Bral4], nous obtenons que la suite

ker(f) @ C® A®ker(g) > AQC - BRD — 0
est exacte. C’est le résultat voulu. m
Proposition 2.4.5. Soit une R-algébres de Huber déformée d’ordre d. Supposons
que A et B sont plates sur R et qu’il existe un morphisme de R-algébres déformées

d’ordre d, w: A — B. St u(xy),...,u(xq) sont des og-coordonnées, alors, il existe
un isomorphisme naturel

Q;,g ®r B® A®g 9119,1 ~ Q}4®RB,M-
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Preuve. Soit w4 : Iill)g — Qi&,g et mp : 1'](31)1 — Q}g’z les projections canoniques.
Considérons 'application

Ap+A
GriPag,B ~ IA ®r Pp+ P4 ®r IA TAO st 2ABTs

th ®r B® AQg Q.
qui, par la proposition @L admet comme noyau

®RPB+PA®RB —i-[ “®r g

du fait que les applications considérées sont surjectives et que les modules en jeu
sont plats sur I'anneau de base. Par la proposition [2.2.9]
1 (1 ouT ouT
QA@RB:M = A®RB/IA®RB
2<A*®RPB+PA®RI,(41)1>/< “Q@rPp+ Pys®rl B —I-[ “®r Ip
~ 0, ®r BOAQR Q. O

2.5 Deérivations

Nous conservons les hypothéses de la section précédente, c’est & dire : R est un
anneau de Huber et (A, g) est une R-algébre de Huber déformée d’ordre d (définition
2.2.1) et, Il existe des éléments z = (z1,...,x4) qui sont des g-coordonnées sur A

(définition [2.2.6]).

Définition 2.5.1. Soit ¢ un entier compris entre 1 et d. Nous rappelons de [LSQI18b|
qu'une o;-dériwation D de A est un morphisme R-linéaire de A dans un A-module
M qui satisfait la régle de Leibniz déformée :

Ve,ye A, D(xy) = xD(y) + o;(y)D(x).

Remarque. Notons (ez)Z 1od = (1®2;—2;®1)*);-1,... 4 la base de Homy (2 ,, A)
duale de la base (1 ® x; — ) _1,..q de Qzl4,g' Posons

d: A—Q,, f—040,0)—f

Nous utilisons cette application que pour définir

Vie{l...,d}, 0, :=e;0d

Nous noterons Der, (A, A) le A-module engendré par dy1...,0sq4. Ce module est
libre sur A. En effet, étant donné aq, ..., aq des éléments de A tels que

d

Z aiag,i =0

i=1
il est possible d’évaluer cette somme en x1,...,x4, ce qui donne a; = ... = ag = 0.

Nous noterons également T4, := Der, (A, A) et T4 ,-Mod(A) la catégorie des A-
modules munis d’une action par les dérivations.

o1
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Lemme 2.5.2. La formule suivante est vérifiée

V1,96 A, 00i(f9) = [O5.i(9) + (9 + (0:(21) = 2:)02,4(9))) 0o (f).

Preuve. Par définition des applications d, 1, ..., ds 4 nous disposons du morphisme
d’anneaux

@A,(l) P A — PA f f + Z aa z
Dans Py (1), pour i # j, & = 0 et 03 (&) & = 0 ce qui implique

§i(& +xi —o4(x3)) =0

d’ou

& = (0i(x;) — )&

d
Maintenant pour f,g € A, d'une part ©4,1),(f9) = fg + 2 05:(f9)& et d’autre
- i=1

part comme c’est un morphisme d’anneaux

1), (f9) = O4,1),(f)Oa,1),(9)

d d
- (f + aa,xfm) <g 2 ag,xg)si)

d
=fg+gzag,z-( mfZam §Z+Zﬁm 00.4(9)6:&5

i,7=1

d
2 faaz +gaoz §z+2aaz az(f)(o-z(xz) xz)fz

Z F00,4(9) + (g + (0:(s) = 2:)05.1(9))) i (/)

Nous obtenons alors la formule par identification. O

Remarque. Pour 1 < i < d, I'application 0, ; est automatiquement continue comme
composante de © 4 (1), qui est continue par hypothése.

Contrairement au cas en une variable traité dans [LSQ20], il n’est pas automatique
que les applications canoniques que 1'on définit soient des o-dérivation. Il est donc
nécessaire de rajouter une hypothése sur nos coordonnées afin que cela soit le cas.

Définition 2.5.3. Les g-coordonnées x1, ..., x4 sont classiques si

Vi=1... ,d, Vf € A, Uz(f) = f + (O'Z(ZL’Z) — :L’Z)égﬂ(f)

Remarque. Lorsque o;(z;) — z; est inversible, nous retrouvons la formule classique

(3(,,1-(]’) _ Ui(f) —f

- O'Z(ZL‘Z) —ZL‘Z"
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Proposition 2.5.4. Les o-coordonnées x4, ...,xq sont des coordonnées classiques

si et seulement si i € {1,...,d}, 0,; est une o;-dérivation.

Preuve. Ce résultat découle de la formule du lemme 2.5.2 n
Proposition 2.5.5. Supposons A compléte. Si xq,...,xq sont des bonnes coor-
données étales sur A associées a un bon modéle (ug, Ry, Ag) telles que pour tout
i =1,...,d, o; est infinitésimal et sur Ay alors x1,...,xq sont des coordonnées
classiques.

Preuve. Posons

Vi=1,...,d,¥feA, ol(f) = f+ (o:(x;) — 2:)05.5(f).

Montrons que o} est un morphisme d’anneaux : pour f,ge€ A

oi(fg) = fg + (0i(z:) — 2:)0,:(f9)
= fg+ (oi(zi) — 2:)(f00.i(9) + 01(9)05.i(f))
= flg + (0i(2:) = 2:)00,i(9)) + (0i(x:) — 7:)07(9) 0o (f)
= (f + (oi(z:) — 2:)05.4(f))i(9)
= a;(f)ai(9)-

Nous utilisons ici la formule du lemme [2.5.2] Nous vérifions aisément que

_ /
Tilry[x) = O—i|RO[£]

/

et que o = o; mod ((o; —Id)(Ap)). Nous pouvons alors appliquer la proposition

pour obtenir que o; = o. O

La définition suivante est une définition générale provenant du calcul différentiel
classique

Définition 2.5.6. La R-algeébre de Huber déformée d’ordre d, A munie de ¢ =
(Ogas---,0p4) est dite déformée d’ordre d de type Schwarz si les relations suivantes
sont vérifiées

Vi,j=1,...,d, 05,004, = 0500 €t 0,00 =0j00;,
A #* j, g; O (317]' = (3g7j o 0;.

Proposition 2.5.7. Si les g-coordonnées x1,...,xq sont classiques et pour tout
i=1,...,d, 0;(z;) € R[x;] alors pour tout i # j, 0y j(0i(x;)) = 0.

Preuve. Posons o;(x;) = Y, arzl avec aj, € R. 1l est alors possible d’effectuer le
calcul en utilisant la R-linéarité et la propriété de la dérivation

0o,j(0:(2:)) = Oo, <Z akl’f)
k=1
= Z k0, (l‘f)
k=1
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Montrons alors par récurrence que pour tout entier naturel k et tout ¢ # 5, 0, ;(2F) =

0. Pour k = 0, c’est I'astuce classique

0yi(1) = 0,4(1-1) = 20,,(1),

d’ott 0,,(1) = 0. Supposons la propriété vérifiée pour un entier naturel k& et montrons
qu’elle reste vraie au rang k + 1. Comme les coordonnées sont supposées classiques,
nous avons

Opj () = O (af - ;) = a0y () + 0(:) 00,5 (xF) = 0. O

Proposition 2.5.8. Si les g-coordonnées x1,...,xq sont classiques et pour tout
i=1,....d, o;(x;) € R|z;] alors A est une R-algébre de Huber déformée d’ordre d
de type Schwarz.

Preuve. Le fait que les endomorphismes o; commutent est vrai par hypothése. Dé-
montrons alors que les dérivées commutent entre elles. Le diagramme suivant est
commutatif

p2

d é /

A Py 0 » Py @, P
(:)A,(z)Q éA,(1)g®éA,<1>g
Py
_
A———— Pap e Py, &4 Pag
eA,(Q)g_Id 7( )l p/l 7( )l A 7( )l
o -

ol I'on a noté en haut
d:A—> Py, a—~1®a—a®1,

p1:Py—> Py®4y Py, a®b—a®@b®1®1
et po: Py —> Py®4 Py, a®b—1®01Q0a®b.

Par analogie en bas nous avons noté p,, et p| les morphismes associés au morphisme
Pa2), — Pa),. En haut ®'; indique que l'action a droite se fait via p; et que
I’action a gauche se fait via po. En bas ®'y indique que 'action a droite se fait via
©4,(2), - Posons alors

dy: :p2—5+p1:PA—>PA®f4PA

et
dy: = py— 011+ Dy: Paa), = Paqy, @4 Pa),-

En calculant, il est facilement obtenu que d; o d = 0 et en utilisant le diagramme
commutatif précédent il suit que d o (@ A2)e — Id) = 0. Ainsi pour tout fe A

011 ((Oa2), —1d) (f) = 1} ((Oa@, —1d) (f) + 15 ((Oa@, —1d) (f)).
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En utilisant Py (2), — Pa,1), nous déduisons que '’élément (@ A2)y — Id) (f) peut
étre écrit sous la forme suivante

Zam &+ngﬁfg+zgz e

1<j

ot les g; et g; ; sont des éléments de A. Dot

51,1 ((@A(Q)g - Id) (f)) = 61,1 (Z ag,i 52 + Zgz ]glfj + Zgz ) .

1<j

En utilisant le fait que 552)2 =&(& + 2y — 0i(2;)) = 0 dans Py (y), il découle que :

11 (677) = 0u(&(& + i — 03(21))) = 0L(E + (w5 — 02)8)
= (1 &+&Q 1) + (1 — 04(2:)& @ 1 + (25 — 03(2)) @ &
=E@1+26@ &) + 1€ & + (v = 03(2:)& ® 1 + (w7 — 03(2:)) @ &
= —(1; —03(2:))6 @ 1+ (26) @ & + 1 & f + (zi — 04(2:)) 6 ® 1
+ (2 — o3(21)) ®' &
= (26) ®' & — 1& (2 — 03(2:))& + (25 — 03(7:)) @ &
= (2§) @ & — d(z; — 0i(7:)) @ &
= (26)® & —-&® &+ d(oi(1:) ® &
= (& + d(oi(7:)) ® &
= (& + Oi(0i(2:))6i) ® &
= (1 + 0io(03(2:)))& @ &

Ainsi
51,1 (6)14,(2)g - Id = 61 1 (Z ao z 51 + Z gi jflgj + Z gi (2)0>
i<j
:Zag,i (E@®1+1) &) +Zgi,j5i® &+ 0,06 ®
i i<j i>j

d

d
+2,9 (1 Z i(5(7;) )&-@’éj
j=1

= Z Oio(f)& @ 1+ Z 0o (1) ® & + X (915 + 9500.:(0;(x)))& &' &

d
+ 2 (G50 + 95004(05(2))& @ & + D gi(1 + 0gi(03(2:)))& & &
i>j )

Nous avons encore utilisé le fait que &¢; = 552)2 = 0 dans P4 1),. De 'autre coté,
il est possible calculer p| ((©.4,2), — Id) (f) et ph (a2, — Id) (f)). Ce qui nous

donne tout simplement

P (B4, —1d) (f) = Z 0pi(f)&®' 1
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et
Ps (B4, —1d) () = Z 1® 05,5(1)8;

= 22040, (205N &' &

- Z (affvj(f) + Z ag,i(ag,j (f))gz) ® fj

= Z ag,j (f) & fj + Z ag,i(ag,j<f))fi ® 5]’ + Z ag,j (agﬂ(f))fz ® fj + Z a?’,g(f)fi ® &-

i<j i>j
Par identification des coefficients cela implique les conditions suivantes
Vi <J, 9ij = 00,i(00,j(f))00,i(05(x1))9; = O0,j(0e,;(f)) = Co,i(0i(wi))gi
et
Vi, (14 0gi(0i(2:)))gi = 074 (f).

Le fait que pour tout 4, o;(x;) € R[z;] nous assure que

Vi £ j, Ops(f)(0i(w:)) = 0.

Pour démontrer que les dérivées commutent avec les endomorphismes o; il est pos-
sible de se servir de la formule de la définition 2.5.3l Nous avons d’un coté

0i(05j(f)) = 0pi(f) + (0i(2:) = 2:)05,i(00j (f)) = O j(f) + (0i(2:) — 2:) 00, (0pi([))-
Et de 'autre,

, ) :
= (?g,j f) + (O-z(xz) - xi)ag,j agﬂ'(f))' u

La proposition suivante assure qu’étant donné des coordonnées classiques sur 'an-
neau de polyndmes, alors ces mémes coordonnées sont toujours classiques sur une
localisation rationnelle de 'anneau de polyndémes. Par exemple, si I'on a des déri-
vations déformées associées & nos endomorphismes, alors en passant de ’anneau de
polynoémes & une poly-couronne, nous sommes toujours assurés d’avoir des dériva-
tions déformées associées aux prolongements de nos endomorphismes. Nous sommes
donc dans une situation analogue a celle du cas non déformé.

Proposition 2.5.9. Supposons que A est compléte. Soit x1,...,xq des bonnes o-
coordonnées étales classiques, gentilles et transverses associées a un bon modéle
(Ro, Ao). Supposons que pour i = 1,...,d, l'endomorphisme o; est infinitésimal
sur Ag. Soit fo,..., f. des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Si
A {i/fo} est une localisation rationnelle réguliere de A et pour touti=1,...,d

oi(fo) € A (i/fo)X et Vie{l,...,r}, oi(f;)/oi(fo) € A (i/fo)o,

alors x1,...,xq sont des coordonnées classiques sur A {i/fo}
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Preuve. La proposition [2.3.12| nous assure que pour ¢ = 1,...,d, I’endomorphisme
o; se prolonge en un endomorphisme &; de A {i / fo} tel que xy,..., x4 sont des g-

coordonnées sur A { S/ / fo}. Rappelons qu’en tant qu’anneaux nous avons A <%> =
A[1/fo]. Soit i € {1,...,d}, pour étendre la o;-dérivation d,,; en une G;-dérivation
0z il faut pouvoir vérifier la régle de Leibniz déformée et donc avoir

1 1
(fofo) =03, (fo) fo+0i (%> 0s.i(f0)

¢ <f0) fot (1f0)(m(f0)

Cependant, cette quantité doit étre nulle, ceci implique ’égalité suivante

0= . (i) _ _0g,z‘(f0)
o oi(fo)fo
L’opérateur ainsi définit est bien un prolongement de 0, ; & A (%) et est unique

par nécessité de vérifier 'égalité ci-dessus. Montrons alors que cet opérateur est
continu afin de le prolonger a A{ f/ fo}. Par hypothése, I’endomorphisme o; est
continu. Si I est un idéal de définition de A alors il existe un entier naturel m tel

que o; (1§") < Iy. De plus, une base de voisinage de 0 de A <flf—0f’> est donnée par
(Jn)new := (I8 Ao [f1/ fo, - - [r/ fol),,en- Montrons par récurrence que

é@,i(Jm-&-l) - J1~
Soit &blbg avec n € N, ae Ay, by € I et by € 1. Alors,

0s. <Eab1b2> = 054 <f0 ) abiby + ——— (fo) (05.i(aby)by + 03(a)o;(b1)0s.:(a2))

C’est ce que l'on voulait démontrer. Encore par récurrence, 6Q7i(JN(m+1)) < Jy

pour tout entier naturel N. L’opérateur égz est bien continu. Par complétion, il
se prolonge a A {i /f 0} et c’est automatiquement par continuité une g;-dérivation.
Nous vérifions aisément que 'opérateur 5@,1’ ainsi définit est égal a 'opérateur 0z ;. Le
fait que les coordonnées z soient des coordonnées classiques sur A {i /f 0} découle du
prolongement par continuité et de la maniére dont sont définis nos opérateurs. [

Définition 2.5.10. Des g-coordonnées x1, ..., x4, sont dites symétriques si
Vne N,VieA bnm (Oamem),(f) =1& Oawm),(f)

Ici ® indique que 'action & gauche se fait via © 4 ()

Proposition 2.5.11. Supposons que les coordonnées sont symétriques. Posons

5ZPA—>PA®APA
a®@b—>a®@1R®1®Db

alors
5 (]I(Lln+m+1)g) - ],(fﬂ)l@PA 4P, ®]£‘m+1)2‘
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Preuve. Afin d’obtenir 'inclusion voulue, il suffit de montrer que le diagramme sui-
vant est commutatif

5
Py Pys®a Py
éA,(n-%—m)o-l léA,(n),,(S éA,(m)z
Pamrme =5 Pamo ®a Paim),

Les coordonnées étant supposés symétriques c’est automatique. Cela implique que

0 <I§n+m+1)g) c ker (éA:(”)g &® éA,(m)g) .
L’inclusion souhaitée provient alors du lemme O

Définition 2.5.12. Lorsque les coordonnées x sont classiques, une connexion dé-
formée sur un A-module M est la donnée d’une application

Ve M — M®4Q,
qui vérifie que I'application

HM:M—>M®APA’(1) S—>S®1+vg(8)

e

est © 4 (1),-linéaire :

Ve A, Vse M, 0y(fs)=0am),(f)0m(s).

Remarque. Pour n € N* posons Q = A" QL. Une connexion déformée V, sur un
A-module M se prolonge en une suite d’applications A-linéaires

Vn@ . M@A Qg i M@A QZ-H
en posant V, ,(m®@w) = m @ d(w) + Vy(m) A (=1)"w.

Définition 2.5.13. Une connexion déformée V, sur A-module M est dite intégrable
si VZQ o VQ = 0.

Remarque. Sur un A-module M, il est possible de construire le complexe de de
Rham
DR(A) = [M > M®4Q, > M®4 Q0 —...].

La cohomologie de de Rham est la cohomologie de ce complexe.

Nous notons par Vgt—Mod(A) I’ensemble des A-modules muni d’'une connexion dé-
formée.

Proposition 2.5.14. Lorsque les coordonnées x1,...,xq sont classiques, il existe
une équivalence de catégories

V,-Mod(A) ~ T ,-Mod(A).
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Preuve. Construisons dans un premier temps un foncteur
Vy-Mod(A) — T4 ,-Mod(A).

Soit M un A-module muni d’une connexion déformée V,. Pour un élément s de M

nous écrivons
d
= Z 5) ® &

La condition sur €, se traduit de la maniére suivante : pour tout f € A, se M
d d
fs@1+ Y Vilfs) @6 = <f®1 +Zaa,i<f>(1®&>> <s®1+2v ®&>
i=1 i=1 i=1

Développons alors le terme de droite

d d
fs@HZfV ®&+Zam s®§i+(Za 1@&)(2 ®§>

i=1

= fs®1+2 FVils) + 05(f)s) ® & + 2 Ooi(f)V(5) ® &L,

t,j=1

Rappelons les relations suivantes dans Q}LLQ

&&= 0 pour ¢ # j et £ = (o3(m;) — 1)&;.

Alinsi,
d d
Z Oi([)Vi(5) @& = Z(UZ($1) —24)05,i(f)Vi(s) ® &:.
ij=1 i=1
Par identification, pour i = 1,...,d,

Vi(fs) = fV'( )+ 00,i(f)s + (0i(xi) — 2:)0i(f)Vi(5)
( )3 + (f + (01<x1> - xZ)agZ(f
05,i(f)s + 0i(f)Vi(s).

~—
~—
<
<.
—~
Va)
~

Ainsi étant donné une connexion déformée V, nous retrouvons des o;-dérivations. Et
donc, une action par Ty ,. Nous pouvons maintenant construire un foncteur inverse

T4o-Mod — V,-Mod(A).

Supposons que M soit muni d’une action par les dérivations canoniques d, 1, . . ., Op.4-

d
Posons V,(s) = Y] 0,.i(s)®¢&;. Nous souhaitons alors vérifier que I’application induite
=1
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O est © 4 1), -linéaire.

@A,(l) (f) <f+2aaz 1®£z> <3®1+Zaaz ®§z>

=1

d
- f5®+2 f&UZ + 3601(f)) ®£i + Z ag,i(f)ag,i(s) ®£Z£j

— ij—l

= fs®+2 FO0ils) + 5054(f) ® & + Z 0i(:) = 21)0.i(f)0i(s) ® &
=fs®@1+ Z (f + (oi(2i) = 2:)00.:(f))00,i(s) + 500.,:(f)) @&

= fs @1+ (0 )(s) + 5004(1) ® &

= fs@1+ iﬁa,i(fs) Q& = Om(fs).

Nous obtenons deux foncteurs qui sont bien inverses I'un de ’autre. O

2.6 Opérateurs différentiels déformés de niveau in-
fini

Nous conservons les hypothéses de la section précédente, c’est a dire : R est un
anneau de Huber et (A, g) est une R-algebre de Huber déformée d’ordre d (définition
2.2.1). Il existe des éléments x = (x1,...,24) qui sont des g-coordonnées sur A
(définition . Nous supposerons de plus que les coordonnées z1,..., x4 sont
symétriques (définition 2.5.10). Cette hypotheése intervient afin de pouvoir définir la
composée d’opérateurs différentiels déformés.

Définition 2.6.1. Soit M un A-module et N un A-module. Un opérateur différentiel
déformé d’ordre au plus n est un morphisme ¢ : M — N R-linéaire dont la A-

linéarisation gb se factorise par Py (,),. Ce qui donne le diagramme suivant
¢
P A X A M — A X R M N

T

Pun), @4 M

oll ®/, désigne le fait que 'action & gauche se fait par © 4 ,),. Cela se traduit par

le fait que gb est nul sur I, (D2 Notons Diff, ,(M, N) l'ensemble des opérateurs

différentiels déformés d’ ordre au plus n.

60



Par définition Diff,, , (M, N) ~ Hom4(Pa, ), ®4 M, N). Dans le cas ot M = N nous
noterons simplement Diff,, ,(M). Posons egalement

Diff,(M, N) = lim Hom  (Py(n), ®4 M,N) et DY

n

— Diff, (A).

)

Rappelons que pour un élément ¢ de R et tout entier naturel n, nous définissons le
g-analogue de n comme étant

(n)y:=1+q+...+¢" "

Cet élément vérifie lirr%(n)q = n. De maniére analogue, il est possible de définir le
q}—)

g-analogue de la factorielle d'un entier naturel n de la maniére suivante :

Remarques. 1. Une base standard de Diff,, ,(A) est la base 6%] duale de I'image
des §(E)9 dans Py (), pour k € N tel que |k| < n.

2. Soit ¢ = {q1,...,qa} des éléments de R. Dans le cas ot x1,...,7q sont des
g-coordonnées, d’apres le corollaire 6.2 de [LSQ18a], la relation suivante est
vérifiée

Vie{l,....d}, VkeN, Vze A,k (2) = (k)M (z).

qi

Pour k = (k1, ..., kq), posons
(75 = (3;11 0...0 (32?(1.
Alors, d’aprés la relation précédente

0% = (k) - .- (kd)’qda[ﬂ. (2.3)

Proposition 2.6.2. Soit u : A — B un morphisme plat de R-algébres déformées
d’ordre d. Si de plus B est un A-module de présentation finie et u(xy),...,u(zq)
sont des op-coordonnées alors il existe un isomorphisme

Diff,, (B®a M, B®4 N) ~ B ®4 Diff, , (M, N).

Preuve. Par commutativité du produit tensoriel avec les limites inductives

B®4Diff,, (M, N) = BRalim Hom 4 (Pg (n) LUM,N) = lim BRaHom 4 (Pa, ) L,QUM,N).

Appliquons alors [Bou98, Chapitre 1, Section 2, Sous-section 10, Proposition 11| qui
nous permet d’obtenir

B ®g Diff,, (M, N) ~ lim Homp(B ®4 Pa,m), ® M, B® N).
La proposition [2.2.5| permet de conclure. O

Proposition 2.6.3. Soient M, N et L des A-modules. Pour deuz entiers natu-
rels m et n, étant donné ¢ € Dift, ,(M,N) et ¢ € Dift,, ,(L, M) alors p o) €
Dift,1n o (L, N). En particulier, Diff,(M) est un sous-anneau de Hompg(M).
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Preuve. Soit ¢ : M — N un opérateur différentiel déformé d’ordre au plus n et
Y : L — M un opérateur différentiel déformé d’ordre au plus m. Nous avons la suite
suivante :

PA@AL—>PA®APA®ALM>PA®AM—>N

De plus, ¢ se factorise par Py (), ®4 M et Id® A¢ se factorise par PA® AP m), R4 L

De ce fait, la composée des deux se factorise par Py (n), ®a Pa(m), @4 L. Il resulte
de la proposition [2.5.11] m que le tout se factorise donc par Py n+m)£ ® W L. O

Proposition 2.6.4. Les égalités suivantes sont vérifiées
Diffy,(A) = A et Diff; ,(A) = A® Ta,.
Preuve. Pour la premiére égalité cela vient juste de la construction et pour la

deuxieme, il suffit d’utiliser la proposition 2.4.2 et le fait que T4, est le dual de
QL. O

Dans le cas ot @y, ..., x4 sont des coordonnées classiques, notons D 4, le plus petit
sous-anneau de Endz(A) contenant a la fois A et Ty, et D4, comme étant I’anneau
polynomial non commutatif en 0,1, ..., 0y q sur A avec les régles suivantes

Vi 7 j? ag,i o ag,j = ag,j o ag,i (24)
et Vae A, 0550 = 0y4(a) + 0i(a)dy,- (2.5)

Proposition 2.6.5. S’il existe ¢ = {q1,...,qa} des éléments de R tels que x1,. .., 24
sont des q-coordonnées classiques et

Vi=1,....,dVneN, (n), € R,
alors il existe une équivalence de catégories

VIMod(A) ~ D{”-Mod.

Preuve. Cela se déduit de la proposition [2.5.14] et de la formule 2.3 ]
Proposition 2.6.6. Si xq,..., x4 sont des coordonnées classiques, il existe une fac-
torisation

DAQ —» EAQ —> Df:?g)

Preuve. L’injection découle de la proposition [2.6.4, Pour la surjection il suffit de
considérer 'application qui pour ¢ = 1,...,d envoi 0,; sur 'endomorphisme de
A correspondant. Du fait que les coordonnées soient symétriques et classiques, les
conditions et sont satisfaites, qui nous assure que cette application est bien
définie et est automatiquement surjective par définition de T4 ,. O
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2.7 Séries de Taylor déformées

Nous énongons ici les hypotheéses qui seront utilisées tout au long de cette section : R
est un anneau de Huber, (A, o) est une R-algeébre de Huber déformée d’ordre d (dé-
finition . Nous supposons également étre doté d’éléments z = (z1,...,x4) qui
sont des g-coordonnées classiques et symétriques (définitions [2.2.6] [2.5.3] et [2.5.10)).
Toutes les propositions énoncées dans cette section se démontrent de la méme ma-
niére que dans [LSQ18a), Section 5.

Notons ]30 = @PA/IXLH)Q. Cet ensemble différe de la complétion topologique

usuelle d’algébre de Huber de Py = A ®g A.

Lemme 2.7.1. 5@ M est un D;ofg)—module, alors 'application canonique

DY) — Endp(M)

'

induit pour tout entier naturel n, une application

Dift, ,(A) — Dift, ,(M).
1l existe alors, en passant a la limite, une application ﬁg-linéaz're

DY) — Diff,(M).

R

Preuve. Le lecteur pourra se référer a [LSQ18a), Lemma 5.1]. O
On désignera par ¢, 'image de ¢ € D(:?g) dans Diff, (M).

Définition 2.7.2. Une structure de Taylor déformée sur A-module M est une famille
d’applications A-linéaires compatibles 6, : M — M ®'; Pa ), appelée applications
de Taylor, telles que 6y = 1Id, et qui rendent les diagrammes suivant commutatifs

o

Om

M M ®14 PA,(m)l

9n+mJ/ J/9n®1d

M &y Parm)s —age o M @4 Pamy, @4 Pam,

Proposition 2.7.3. Soit M un A-module muni d’une structure de Taylor déformée
(0n)nen- Alors il existe une unique structure de ng)—module sur M telle que

VneN, 0,(s) = Z 5k @ fr € M ®a Pan), = Yo € Diff, ,(A), vu(s) = Z P (i) sk
Preuve. Le lecteur pourra se référer a [LSQ18al Proposition 5.3]. O

Définition 2.7.4. Soit M un A-module muni d’une structure de Taylor déformée.
Alors 'application de Taylor déformée de M est I’application

6 =1limb, : M — ML, :=lim M ®4 Pan, -

P —
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Proposition 2.7.5. Si M est un ng)—module, pour tout entier naturel n,

et

keNd

Preuve. Par la Proposition [2.7.3] si I'on écrit

gn(s) _ Z 8E®§(E)g

keNd,|k|<n
alors pour tout [ € N¢,
W)= Y W (W) se=n =
keNd |l|<n

2.8 Opérateurs différentiels de rayon fini

Nous énoncons ici les hypothéses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un anneau de Tate, (A, o) est une R-algébre de Huber noethérienne compléte
(en particulier A est un anneau de Tate et donc muni d’une norme ultramétrique)
déformée d’ordre d (définition . Il existe éléments xq,...,x4 qui sont des o-
coordonnées classiques et symétriques (définitions [2.2.6] 2.5.3| et [2.5.10]). Nous fixons
une norme ultramétrique || || qui définit la topologie de A. Cette norme sera supposée

contractante (définition [1.1.9)) par rapport aux endomorphismes o7, . .., 0y4.
Remarques. 1. Si A est un anneau muni d’une norme sous-multiplicative || ||

alors tout A-module M de type fini peut étre muni d’une semi-norme. Si 'on
se donne une famille génératrice (e, ..., e,,) de M, il est possible de définir la
semi-norme de M comme suit

m
=", ae;

Ve e M, x|y = _inf { HalH}
i=1

Le lecteur pourra se référer a la section 2 de [KLI5| pour plus de détails.

. Dans la suite il sera nécessaire de supposer que les modules de type fini sur A

considérés sont complets afin que les limites que ’on souhaite regarder existent.
C’est le cas sous les hypothéses avec lesquelles nous travaillons. D’autres hypo-
theéses possibles auraient été de demander qu’il existe un anneau de définition
Ay de A qui noethérien et que A est de type fini sur Ay ou que le module M
considéré soit plat de présentation finie sur A.

Définition 2.8.1. Le z-rayon de o = {0y,...,04} est

plo) = maxllz; — oi(z:)].
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Lemme 2.8.2. Si nous posons ¢" = {o},...,0%} alors,

p(a") < p(a)

Preuve. Par récurrence sur n,

sup [|z; — o7 ()| < maX{ sup [lz; — o ()|, sup |07 (2 —Ui(xi))ll}

1<i<d 1<i<d 1<i<d
< max {p(c"), p(2)} = p(o).

La derniére inégalité est ici obtenue en utilisant la contractivité de la norme par
rapport aux endomorphismes o4, ..., 0q. O

Soit n € R tel que 0 < n < 1. Posons

A{§/77} = Z Zﬂ§ﬁ7 2, € A et ||ZQ||77|m — 0 quand |n| — o

neNd

C’est une algébre de Banach pour la norme sup

D, @€ = max|zyln™.

neNd

Le lecteur pourra se référer a la section 2.2 de [KL15| pour plus de détails. Nous
remarquerons que c’est également un anneau de Tate.

Lemme 2.8.3. Sin = p(a), alors application A-linéaire
£ s g(ﬂ)g

est un automorphisme isométrique du A-module A {§/77}
Preuve. Rappelons que pour k € N¢,

d ki—1 .

HH (& +xi—ol(z) =& .. &+ fr

i=1 j=0
avec fi € A[€]<x. Par le lemme [2.8.2) - pour tout entier naturel j et tout 1 <1 < d,

®e| — bl

||x;—o (xz)|| n. Il s’ensuit que || fg |, < n(zk) = n|k| et par suite que Hf

Ainsi, I'unique endomorphisme A-linéaire de A[¢] qui envoie && sur ¢®= est une
isométrie qui préserve le degré. Il s’étend donc de maniére unique en une isométrie

de A{¢/n} dans lui-méme. O

Définition 2.8.4. Une base de Schauder orthogonale pour un A-module normé est
une famille {s,}, d’éléments de M telle que tout élément s de M peut étre écrit
de maniére unique comme une série convergente

e¢]
S = Z ZnSn
n=0

avec z, € A et ||s|| = sup {||z.||||sn|l} -
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Proposition 2.8.5. Soit M un A-module normé et {s,}, .y une base de Schauder
orthogonale de M. Si, N est un A-module de type fini alors tout élément f de N®a M
peut s’écrire sous la forme

f:Zfi®3i

ot { fi}ien est une famille d’éléments de N.

Preuve. Par hypothése, pour un certain entier naturel n il existe un morphisme
surjectif
A" — N,

Nous en déduisons donc un morphisme surjectif
M ~ (A@A M)n >~ (An®A M) - N®A M.
Ce qui conclut notre démonstration. O

Proposition 2.8.6. Lorsque n = p(o), {f(ﬂ)l} | est une base de Schauder or-
- n—eN

thogonale pour le A-module A{{/n}.

Preuve. Cela découle directement du lemme [2.8.3| et du fait que la famille {gﬁ}

keNd
est une base de Schauder orthogonale de A {¢/n}. O

Proposition 2.8.7. Sin = p(a), alors, pour tout n € N, il existe un isomorphisme
de A-algébres

A {§/77}/ (ﬁ@i avec k € N tels que |k| = n + 1) ~ Py (n),-
Preuve. Par la proposition [2.2.4]

Pamy, = Al€]/ <§(k)1 avec k € N? tels que |k| = n) ~ Al€]<n-

Posons, avec un léger abus de notation, I,, := <§(E)Q avec k € N tels que |k| = n + 1)

l'idéal engendré par ces éléments dans Py ), et A {§ /7]} La preuve se conclut en

considérant ’application suivante

A[§]<n = A[é]/In — A {§/77} /In

qui est bijective par la proposition [2.8.6 O

o

Corollaire 2.8.8. Sin = p(g). Alors pour tout n € N et tout A-module M de type
fini, il existe une injection canonique

M®4 A{E/n} - M®a B,

Preuve. Par la proposition m, pour tout n € N¢ il existe une application

A{g/m} — A{g/m}/ (€92, [kl = n+ 1) = Pag,.
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En passant a la limite puis en tensorisant avec M nous obtenons une application

M®s A {§ /77} — M ®a Igg. Il reste & montrer que cette application est injective.
L’injectivité de cette application se traduit par le fait que

VZsi@)fi eM®sA{{/n};Vne Nd,25i®fi = 0 mod é(ﬁ)i :>25i®fi = 0.
Or, cela découle directement du fait que {5 (E)E} . est une base de Schauder de
S ne
A {§ /n} et de la proposition . ]

Définition 2.8.9. Soit M un D(Ao?g)—module de type fini complet sur A et n e R
1. Soit s € M alors

(a) s est n-convergent si
|08 (s)|| n™ — 0 quand [k| — <0,
(b) le rayon de convergence de s est
Rad(s) = sup{n, s est n-convergent} ,

(c) s est nf-convergent si Rad(s) = .
2. M est n-convergent si tous les éléments de M le sont,

3. le rayon de convergence de M est

Rad(M) = inf Rad(s)

seM

4. M est n'-convergent si tous les éléments de M le sont.

Remarques. 1. Nous avons la formule suivante

Rad(M) = inf lim sup H(?LE](S)H_é .
seM k—o =

2. Si s (resp. M) est n-convergent alors s (resp. M) est n'-convergent.

Lemme 2.8.10. Soit M un DEM module de type fini complet sur A et n = p(g).
Un élément s de M est n-convergent si et seulement sa série de Taylor déformée

_ Z oLkl

keNd

est un élément de M ® 4 A{g/n} cM®gy f’g.

Preuve. D’apres la proposition[2.8.6 (f(” ) est une base de Schauder de A {f/n}
neNd -

Nous utilisons & nouveau ici la proposition 2.8.5] pour conclure. ]
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Proposition 2.8.11. Soit M un Dﬂfg)-module de type fini complet sur A etn = p(o).
Le module M est n-convergent si et seulement [’application de Taylor déformée se
factorise de la maniére suivante

~

M—%  M®,.P,

N

M &4 A{é/n}

Preuve. Le résultat découle directement du lemme 2.8.10] O

Définition 2.8.12. L’application 0, est appelée application de Taylor déformée de
rayon 1.

Proposition 2.8.13. La n-convergence pour les D;O?g)-module de type fini complet

sur A est stable par quotient et sous-objet si ces derniers sont euz-mémes de type
fini et complet sur A.

Preuve. La preuve est identique a celle de [LSQ20, Proposition 3.5]. O

Définition 2.8.14. La structure de A-module sur A {§ /77} induite par I'application
de Taylor déformée de rayon 7 est appelée structure a droite. Nous noterons dans ce
cas la A {§ / 77} ®' — pour signifier que nous utilisons la structure a droite sur le coté
gauche du produit tensoriel :

f® zs=0,(2)f® s.

Remarque. Si A est n-convergent, il est possible de linéariser I’application de Taylor
déformée de rayon 7 pour obtenir une application A-linéaire

0, : Pa— A{E/m)

qui induit le diagramme commutatif suivant

A (2.6)

ou 6 est définie comme
0:A—> Py, f—1QF.

Lemme 2.8.15. Soient M et N deux A-modules de type fini, application
M — A{m} UM, s—>1& s
mduit une application Pa-linéaire injective

HomAfcont(A {§/77} ®{A Ma N) - Homecont(Mv N)
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Preuve. Par le diagramme E Pinclusion de A[€] dans A {¢/n} se factorise comme

A[g] - Pa 2 A {e/m}.

L’image de 9~,7 est donc dense dans A {§ /77} De plus, pour un morphisme A-linéaire
et continu ¢ : A{é/n} ®y M — N, le diagramme suivant est commutatif par
construction

6,'1d ,
A®p M —— Py, MZE5 A{g/my @y M~ N

U

ot i =1 o(f,® 1d)oi et
i:M— Py M
s——1®s.
Ainsi, par densité de 57,, dans A {§ /7]}, I’application suivante est injective
Hom a—cont(A {¢/n} &y M, N) — Homp_cont(M, N), 9 = 1po (,® Id) oi. O

Définition 2.8.16. Soient M et N deux A-module de type fini, une application
R-linéaire ¢ : M — N est appelée opérateur différentiel de rayon n si elle s’étend en
une application A-linéaire continue ¢, : A {§ / 77} ®'y M — N appelée n-linéarisation.

Nous noterons Diffg)(]\/[ , V) 'ensemble des opérateurs différentiels de rayon 7.

Remarque. Soient M et N deux A-modules de type fini. L’ensemble Hompg_cont (M, V)
des morphismes R-linéaires continus entre M et N est un P4-module pour 'action
définie par

Vi) € Homp_cons (M, N), Va,be A,Vx e M (a®Db) - (x) = ap(bx).

Proposition 2.8.17. Soient M et N deux A-module de type fini. L’ensemble Diffg)(]\/[, N)
est un Py-sous-module de Homp_cons (M, N) contenant Diffg’o)(M, N) et

Hom _cont (4 {¢/n} &4 M, N) ~ Diff” (M, N).

Preuve. 11 est possible de définir action de Py sur Homa_cons (A {&/n} ®4 M, N).
Pour un élément ¢ de Diffg)(M ,N), le diagramme suivant est commutatif

A{gmy @y M -2 N

M
ou I'application canonique 7 est P4-linéaire. Ainsi, (a ®0b) - ¢ = 1((a ®V0) - ;). Ce
qui nous assure que Diffg’)(M ,N) est un Py-sous-module de Hompg_con (M, N). 11

contient Diffgo)(M , ) car nous avons une surjection de A {{/n} dans Py ), pour
tout entier naturel n. L’isomorphisme se déduit directement de la définition. O
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Dans la suite, nous munissons A {§ /17} @lAA {§ / n} de la norme définie par
vfe A{gm @ AL/}, IIfIl = j_dnf  maxjaillyl[billy.

T 7

Proposition 2.8.18. L’application 6, définie par
6y A{E/my — A{E/m}®u, G- E 1 +1E &

fait commuter le diagramme suivant pour tout entiers naturels m' <m etn’ <n :

Fa A {§/n} PA,(m+n)£ - PA,(m’Jrn’)Z

l& J/(Sn stm’n l(sm/ !

Pa®yPa—— A{E/n} &,A{&/n} —— Pamy, @1 Paw, — Pan, & Pagn,
De plus, 6, est un morphisme de R-algébre de Huber de norme 1.

Preuve. Par passage a la limite, nous obtenons le diagramme commutatif suivant

A{g/n}

|

A{E/n} &, A{E/m} —— lim Pa ), ®4 Pan),

L'unicité ainsi que le fait que d,, soit un morphisme d’anneaux provient alors de

— ‘;‘U))

la proposition [2.5.11| et du fait que 'application A {§ /'r]} — ﬁg est injective. Pour
I'existence, il suffit de poser §,(&;) = 1 ®' & + & & 1 et de vérifier que 'application
ainsi définie fait bien commuter le diagramme. Elle est bien définie et de norme 1

car 6,(&)l, = . m

Proposition 2.8.19. Le A-module Homj_con (A {§/77} ,A) est une R-algebre de
Banach pour la multiplication définie par

1d

W6 A{g/n} 2> A{g/m} @A {g/m} 225 Afg/n} S A
Proposition 2.8.20. Les opérateurs différentiels de rayon n sont stables par com-
position et [ 0P|, < [lollyllelly-

Preuve. Soit ¢ : M — N et ¢ : L — M deux opérateurs différentiels déformés de
rayon 7. Le diagramme suivant est commutatif

Pa@ L —— P& P, — P, M—2 N

l | |

Afe/n} @) L= Afe/my &LA{g/m} &l LZ S A {e/m} @) M-S N

ou la ligne du haut est exactement m. Les opérateurs différentiels déformés de
rayon 7 sont donc bien stables par composition. Par sous-multiplicativité de la
norme, l'inégalité suivante est vérifiée

léowlly < 16 08), Il < IS lA@ Dyl = Igllllnll = lgllliell, O
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Proposition 2.8.21. Soit M un A-module de type fini et 6, : M — M @4 A {g/n}
une application A-linéaire par rapport a la structure a droite de A {g/n} Alors 0, est
une application de Taylor déformée de rayon n si et seulement le diagramme suivant
est commutatif

M®4 A{E/n}

lon len ®'1d

1d®3;,

M ®x A{E/n} 2% M @a A {g/n} &34 {g/n)

Preuve. Supposons que le module M soit muni d’une application de Taylor déformée
de rayon 7. Il est donc muni d’une structure de Taylor déformée. Par la proposition
I’application de Taylor déformée se factorise par M®4 A {§ / n} et application
6,. La proposition implique la commutativité du diagramme et permet de
conclure. La réciproque se déduit également directement de cette proposition en
suivant le méme raisonnement. O

Définition 2.8.22. L’anneau des opérateurs différentiels de rayon n est
D = Diff{ (4, A).
Remarque. Nous munissons Dgﬂ d’une norme définie de la facon suivante :

) ()
Il i= 1y := sup 122D
]

Corollaire 2.8.23. Il existe un isomorphisme canonique de A-module de Banach
Dg’) ~ Hom4_cont (A {é/n} JA).

Remarque. Pour n € N, notons K™ le sous-module engendré par tous les &[f] tels
que |k| = n et

B,” = lim D) /KT.

Ce n’est pas un anneau en général, cependant, nous avons la description suivante

A ()

D, := szé’g], zp € A

a
keNd

Par dualité, le diagramme [2.6 induit la suite d’inclusion suivante :

D@ _, pm _, D™

o o o

ou l'application de droite est explicitement donnée par

o 3 (60) .

keNd
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Proposition 2.8.24. L’application injective D(ﬁ)g — ]35402 induit un isomorphisme
isométrique de A-module de Banach

DY — & 7 5dlH, 30 > 0, VEe N, |z < Ot

keNd

pour la norme sup

> a0 = sup {2l /n*'} .

keNd
n

Preuve. Soit ¢ € Dg), comme ¢, est continue, pour tout k € N

2 (£9)]| < ol 6@

Ik

= ll@nlln

L’application d’injection Dg’) — ]5;00) a son image contenue dans l’ensemble consi-

déré et est de norme au plus 1. Donnons nous un élément )| wﬁﬁc[,:] de norme au
keNd

plus C' dans le membre de droite. Par la proposition [2.8.17, pour toute suite (zj)gend
d’éléments de A vérifiant ||z;|[n/%l — 0, il existe un unique ¢ € Dg) tel que

(,5,7 2 Zﬁé(k)g = Z ZpWg € A

keNd keNd

du fait que ||zpwy| < Cllz]|n® — 0. Cela implique également que ||| < C. Cela
définit une application inverse qui est bien une isométrie. O

Proposition 2.8.25. La structure de Dg’o)—module sur un module n-convergent de

type fini complet sur A s’étend canoniquement en une structure de Dg)—module.

Preuve. Considérons 'application A {§ / n}—linéaire naturelle

M@A A {g/n} —)HOIIlA(HOIIlA(A {é/??} ,A), M)
S® [ (¥ = ¥(f)s).

L’application de Taylor déformée de rayon 7 se linéarise alors pour obtenir une
application A {é/n}@’M — M®A {§/n} En composant, cela donne une application

A {¢/n}-lincaire

A{¢/m} &, M — Homu (DY, M)
ou, de maniére équivalente, une application A {§ /n}—linéaire
D — Homu(A {¢/n} & M, M) = DU (M, M).

C’est un morphisme d’anneaux par la proposition [2.8.21] Et par construction, cette
application est compatible avec ’application

DF¥ — Dy (M, M)

qui donne l'action de Dg’o) sur M. O
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Proposition 2.8.26. St M est un Dg)-module complet et de type fini sur A, alors
M est nf-convergent.

Preuve. Nous devons montrer ici que M est n'-convergent pour tout 1’ < 7. Par
le lemme 4.1.2 de [Ber96], M est un Dg) module topologique. Autrement dit, pour
tous éléments s de M, 'application

DY — M, ¢ p(s)

est A-linéaire continue. Cela se traduit par le fait qu’il existe une constante C' telle
que pour tout ¢ € DY, [o(s)|| < Cllgll]ls]. Ainsi Vi e N, || (s)]| < Clls]|/n*! et

donc ||8g](s)||n’|5| < Clls|| (n'™ /n't1) — 0. Nous avons montré que le module est M

est ' convergent pour tout 7’ < 7. ]
Proposition 2.8.27. Soit 11, ...,7; des endomorphismes R-linéaires continus de A
qui commutent entre euz. Supposons que Ty, . ..,Tq sont des T-coordonnées classiques

symétriques et que n = p(1). Alors si A est i convergent par rapport a o, il est
également n-convergent par rapport a T avec le méme morphisme de Taylor déformé
que o.

Preuve. Nous pouvons considérer le diagramme commutatif suivant

A

Ag]° Py /A {J§/:v}
| L |

A[E]/(EW=; [kl =n+1)—— Pagy,  A{Em}/ <§<@1; k| =n + 1)

\//)

(ot 6, est I'application de Taylor déformée de rayon n par rapport a o). Le dia-
gramme étant commutatif, la composition des applications verticales a droite ne
dépend pas de g. De plus, par hypothéses n = p(7), ainsi I'application

ALY (€95 Il =+ 1) = A{g/n}/ (€9 Ikl = +1)

est un isomorphisme par la proposition [2.8.7, En passant a la limite, nous obtenons

le diagramme commutatif suivant
o

Py A{¢/n}

|~

Il suit alors de la proposition [2.8.11] que A est n-convergent par rapport a 7 et que
6, est I'application de Taylor déformée de rayon 7 par rapport a 7. O
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Proposition 2.8.28. La structure d’anneau de Homg_con(A {§/77} ,A) ne dépend
pas de o.

Preuve. Cela découle de la multiplication définie sur le A-module Hom 4_¢ong (A {§ / 7)} ,A)
dans le corollaire [2.8.19| et de la proposition O

Théoréme 2.8.29. Soit 7,...,7; des endomorphismes R-linéaires continus de A
qui commutent entre euzx. Supposons que x1, . .., xq sont des T-coordonnées classiques
symétriques et que n = p(t). Alors, il existe un isomorphisme isométrique A-linéaire
de R-algébres

g

DM ~ D

qui ne dépend que de x1,...,xq.

Preuve. Cela résulte de la proposition précédente et du fait que I'isomorphisme

Dg]) =~ I"IOHIAfcont(f4 {§/77} ) A)

est A-linéaire. ]

Il est en particulier possible d’appliquer ce théoréme dans le cas ou
Vi=1,....d, 7, =1d4.

Corollaire 2.8.30. Si x1,...,xq sont des coordonnées étales alors il existe un iso-
morphisme isométrique A-linéaire de R-algébres

Dg’) ~ DLZ)

ot Dig) désigne l'anneau des opérateurs différentiels de rayonn ou1d = (Idy, ..., 1d4).
Définition 2.8.31. L’anneau des opérateurs différentiels déformés de rayon n' est

DI = lim DI,

B n'<n

Proposition 2.8.32. La catégorie des DgT)-modules qui sont de type fini et complet

(00

sur A est équivalente a la sous-catégorie des D ) -modules nt-convergent de type fini

et complet sur A.

Preuve. 11 suffit d’appliquer les propositions [2.8.25] et [2.8.26] ]

Théoréme 2.8.33. Soient 11, ...,74 des endomorphismes R-linéaires continus de A
tels que x1, ..., xq sont également des T-coordonnées. Sin > p(1), alors les catégories
des Dgoo)-modules, complet et de type fini sur A, qui sont n'-convergent par rapport
a0 et T sont équivalentes.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le Théoréme [2.8.29] et la Proposition [2.8.32] O
Tout comme dans [ADV04] afin d’avoir le g-analogue de I'exponentielle )] j’;—;, nous

n=0 a
sommes intéressés par le cas ol les g-analogues des entiers sont inversibles.
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Définition 2.8.34. Lorsqu'il existe ¢ = {qi,...,qa} des éléments de R tels que
T1,...,2q sont des g-coordonnées classiques et

Vi=1,...,d; YneN, (n), € R".

alors un A-module M de type fini complet muni d’une connexion déformée V,, est dit
n'-convergent lorsque son image dans la catégorie des Dg’o)—modules (voir proposition

2.6.5) est ni-convergent.

-
Nous noterons ng—ModE? )(A) la catégorie des A-modules de type fini et complet,
munis d’une connexion déformée intégrable qui sont 7f-convergent et Dg]T)—l\//IO\dtf(/D

la catégorie des Dg)—modules qui sont complets et de type fini sur A. La cohomologie
de cette catégorie est celle donnée par EXtDmT) (A, ). Nous noterons également

SP (Dgﬂ)> _ HongnT) <DR (Dg*)) ’Dgﬂ)> )
Théoréme 2.8.35. Supposons qu’il existe des éléments ¢ = {qu,...,qq} de R tels
que T1,...,Tq sont des qg-coordonnées classiques symétriques et tous les entiers g;-
adiques sont inversibles dans R. Alors, si de plus, A est n'-convergent, nous avons
[’équivalence de catégories suivantes

——(n")

V,-Mody; *(A) ~ DI -Modye(A).
De plus cette équivalence est compatible avec les cohomologies.

Preuve. Par la proposition[2.6.5] la catégorie des A-modules finis munis d’une connexion
déformée intégrable V, est équivalente a la catégorie des D;O?;-modules finis sur A.
Nous avons ici utilisé ’hypothése sur les éléments ¢, . . ., gq. L’équivalence découle
alors directement de la proposition [2.8.32] Il nous reste a montrer que cette équiva-

lence est compatible avec les cohomologies des deux cotés. La suite 0,1, ..., 0yq €st
une suite réguliere de DgT). Par la proposition 1.4.3 de [Sch13| SP <Dgﬁ)> est une

résolution libre de A. Ainsi,

EXtD(n

g

(A, M) = HOI’HD(,]T) (SP(DST))’M)
- HOHngnn (SP(Dgﬂ)), D(UT)) ®D£,"” M
— DR(D!) ®
— DR(M).

M

Dg’]T)

Nous retrouvons ici une généralisation en plusieurs variables du résultat de [LSQ20].
Ce résultat est dans l'esprit de [ADV04] et [Pul0§].

Théoréme 2.8.36. Soit K un corps non archimédien complet de caractéristique 0.
Soit A une K-algebre de Huber et q = (q1,-.-,qq) des éléments de R tels que pour
i=1,...,d tous les g;-entiers sont inversibles. Si A est n'-convergente par rapport

)



a des q-coordonnées étales, classiques et symétriques, x = (x1,...,xq) avecn = p(o)
alors, on a une équivalence de catégories

_—(nf _—(nf
Vi Mody | (A) ~ Vit Modyy ' (4)

compatible avec les cohomologies des deuz cotés.

Preuve. Nous sommes dans la situation ou il est possible d’appliquer le théoréme
2.8.35] Il reste alors a montrer que ’on a un isomorphisme

t ("
D" ~ D",

Cela découle du corollaire 2.8.30] O
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Chapitre 3

Opérateurs différentiels déformés et
g-cristaux

Quand on mélange la passion et la
frustration, on contréle plus rien
dans I’équation.

Laylow, Poizon, 2020
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3.1 J-anneaux

Dans la suite p désignera un nombre premier.

Définition 3.1.1. Un d-anneau est une paire (R, ) ot R est un anneau commutatif
et 0 : R — R est une application telle que §(1) = 6(0) = 0 qui satisfait les égalités
suivantes :

S(zy) = 226(y) + yP8(x) + pd(x)8(y) et 8z +y) = 8(x) + O(y) + L)

p

Nous dirons alors que R est muni d’une J-structure.

Remarques. 1. Etant donné un d-anneau (R,6), il est possible de définir le
morphisme suivant

¢: R— R,xw— 2P+ pi(x).

Les identités satisfaites par o nous assurent que c¢’est un morphisme d’anneau
qui est un relevé du Frobenius sur R/p. Réciproquement, si R est sans p-torsion,
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alors tout relévement ¢ : R — R du Frobenius de R/p provient d’une unique
0-structure sur R par la relation suivante :

— P
5(z) = ola) —a”
p
2. Pour tout anneau R, 'anneau des vecteurs de Witt de longueur 2, Wa(R) est

défini de la maniére suivante : Wa(R) := Rx R et 'addition et la multiplication
sont données par

Py () — (x+ )P )

(z,y) + (2" y) == (w+x’7y+y’+$ 5

(z,y) - (2',y) = (a2, 2Py + (2')"y + pyy’).
La premiére projection 7y : W5(R) — R est un morphisme d’anneau. Par défi-
nition, donner une J-structure sur R revient & donner un morphisme d’anneau
w:R— WyR), x— (x,0(x))

tel que m ow = Idpg.
3. La catégorie des d-anneaux admet toutes les limites et colimites.
4. Un élément z d'un J-anneau R est dit de rang 1 si §(z) = 0.
5. Lorsque R est un d-anneau, une 0-R-algebre est une R-algébre munie d’une

d-structure compatible.

Exemples. 1. II existe une unique d-structure sur Z donnée par

n —nP
P
2. Pour P € Z[X], il existe une unique d-structure sur Z[X]| telle que §(X) = P.

o(n) =

Définition 3.1.2. Soit (R,d) un d-anneau. Si A est une R-algébre, sa §-enveloppe
A° est la 5-R-algébre universelle pour les morphismes de R-algébres dans les 6-R-
algebres.

Remarque. Le foncteur d’oubli des J-R-algeébres vers les R-algébres posséde un
adjoint A — A° si bien que les J-enveloppes existent toujours et préservent les
colimites. Il est donc préférable de travailler avec une d-structure car ces derniéres
sont plus stables que les ¢-structure. De plus, la catégorie des anneaux sans torsion
n’est pas stable : il n’est pas possible, la plupart du temps, d’effectuer des passages
au quotient.

Exemple. La d-enveloppe de l'anneau de polynémes Z[X| est 'anneau de poly-
nomes en une infinité dénombrable de variables Z [{X;};en] muni de 'unique §-
structure telle que §(X;) = X;;1. En effet, on considére I'endomorphisme ¢ de
Z [{X:}ien] défini par ¢(n) = n pour n € Z et o(X,,) = XP +: | pour tout m € N.

m
Le morphisme ¢ est un Frobenius sur A. L’anneau Z [{ X };en]| n’a pas de p torsion,

nous obtenons donc l'existence d’une d-structure sur A défini par §(n) = ”_p"p pour

neZet §(X,,) = X,y1 pour m € N. Une §-structure est uniquement déterminée
par I'action de ¢ sur les générateurs de I’anneau, ce qui permets de conclure.
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Définition 3.1.3. Un d-idéal d'un J-anneau (A, J) est un idéal I qui est stable par
0. En général, la d-cloture d’un idéal I de A est le plus petit d-idéal contenant I.

Exemple. L’anneau polynomial Z[q| est généralement muni de I'unique J-structure
telle que §(q) = 0. L’idéal engendré par g — 1 est alors un §-idéal.

3.2 Puissances divisées et g-PD-enveloppes

gUne notion développée depuis longtemps est celle de puissances divisées. Pour un
anneau A sans torsion, il est possible de voir A comme un sous-anneau de Ag :=
Q®z A. Un élément x de A a des puissances divisées si et seulement si

VneZ, zM.= = e A.
n!
Lorsque A est une Z)-algebre la situation se simplifie car Ag = A [i] et il est alors
suffisant de demander que

'

xp

€
pr!

vreN, zlP'l .=

Nous disposons du résultat fondamental [BS22, Lemme 2.35] : pour A une Z,)-
algebre sans torsion munie d’une structure de Frobenius ¢ (ou de maniére équivalente
d’une J-structure) alors

Vee A, zlPle A= vneN, zlMe A

Nous remarquerons que

¥ 9(@) — pd(a) 1 <¢><x> B 5(@) ‘

p

! P! (p—1)!

Comme (p — 1)! est inversible dans Z,) et donc dans A, la condition se réécrit sous
la forme
¢(z)

22 eAd=vVneN, zlMe A
p

Le g-analogue de cette condition, lorsque A est une Z,)[q]-algébre sans (p)4-torsion
avec 6(q) = 0, semble donc étre naturellement

o)
W, <

Le corollaire 2.39 de [BS22| nous dit que si A est une Z,)-algébre sans torsion qui
a une d-structure alors, tout idéal I admet une enveloppe & puissances divisées.
Lorsque I = (z1,...,x,) et que z1,...,x, est suite réguliére dans A/p alors dans ce
cas I'enveloppe & puissances divisées de I dans A est

) qum ¢<x7«>]5

g0 e ey

b b
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Il est cependant difficile de décrire explicitement ces anneaux.

Soit d un entier naturel. Dans la suite, nous fixons un J-anneau R ainsi que ¢, ..., qq
des éléments de rang 1 de R. L’anneau R peut étre vu comme une §-Z[q, - . . , qa]-
algebre avec 6(q1) = ... = d(qq) = 0. L’anneau R est muni d’un Frobenius ¢ qui
satisfait

Vie{l,...,d}, &(¢) =¢ .
Soit A une ¢-R-algébre et xy,...,z4 des éléments de rang 1 de A. L’algébre A
est automatiquement munie d’un Frobenius ¢ qui est semi-linéaire par rapport au
Frobenius de R et qui satisfait

Vie{l,...,d}, é(x;) = at.

)

Il existe une unique structure de 0- A-algébre sur ’anneau de polyndomes A[¢] telle que

pour i € {1,...,d}, z; + & est de rang 1. Cette structure sera appelée d-symétrique.
Elle est donnée par
p—1 1 P o
0(&) = Z —(i)l‘f_]ff-
=P
Cette structure dépend de x4, ..., x4 mais pas de ¢, ..., qq.

Soit A un anneau de Huber. Notons A({), le A-module libre avec pour générateurs
gl — glbd el o e N i

Proposition 3.2.1. La regle de multiplication

d min(n;,m;) .
g <[ 3 (M) () e
qi qi

i=1  j=0 i J

définit une structure de A-algebre commutative sur A(E),.

Preuve. Cela découle de [GLQ19, Proposition 2.2]. O
Définition 3.2.2. Soit A un anneau de Huber. L’anneau des polyndémes déformés
divisés A(E)q,....q, st le A-module libre avec pour générateurs §[E] = ¢l (Ekd]
muni de la régle de multiplication de la proposition |3.2.1}
Remarque. L’égalité suivante est vérifiée

A <§>q1,---7q¢i = A<£1>q1 ®a .. 4 A<€d>Qd (32)

Proposition 3.2.3. Si tous les q;-entiers sont inversibles dans R alors lapplication
canonique

A[ - A<§>Q1,---,qd
— (nl)q1! . (nd>qd!££n1]q1 o é.c[lnd]qd

est un isomorphisme de A-algébres.
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Preuve. Cela découle directement du fait que par la proposition [2.2.4], (5) ®) st

>/ keNd

une base de A[£] et par définition (f [E]>k ” est une base de A)q, . qu- O
76 -

-----

Nous supposerons dorénavant que ¢ = ... = ¢4 = q.
Définition 3.2.4. 1. Si B est une 0-R-algébre et J < B est un idéal, alors (B, J)
est une J-paire.

2. De plus, si, B est sans (p),-torsion et

Vied, o(f) — (p)qd(f) € (p)g, (3.3)
alors (B, J) est une ¢-PD-paire. Nous dirons également que J est un ¢-PD-
vdéal.

Remarques. 1. La condition peut étre séparée en deux parties : il faut de-
mander que ¢(J) < (p),B puis demander que I'application

¢(f)
¢:J =B, f—> = —4(f)
(P)q
vérifie ¢(J) < J.
2. Dans le cas ou J est un d-idéal, la condition est tout simplement ¢(J) <

(p)qj-

3. En général, les ¢léments de J satisfaisant la condition forment un idéal et
cette condition peut donc étre vérifiée sur les générateurs.

Exemple. Nous pouvons munir A({), de I'idéal I (1 engendré par tous les 3 & pour
k € N tel que |k| > 1. Lorsque A est sans (p),-torsion, c’est une g-PD-paire. Le
lecteur pourra se référer a [GSQ20] pour plus de détails.

Dans la suite, nous noterons I l'idéal de A<§>q engendré par tous les §[E] pour
k e N tel que |k| = n.

Lemme 3.2.5. ([GSQ20, Lemma 3.2])

1. Si(B,J) est une q-PD-paire, B" est un §-anneau sans (p),-torsion et B — B’
est un morphisme de d-anneauz alors (B', JB') est une q-PD-paire.

2. La catégorie des d-paires posséde des colimites qui sont données par
h_II)l(Be, Je) = <37 J)

ou B =1limB, et J = > JeB. Les colimites préservent les q-PD-paires tant
qu’elles sont sans (p),-torsions. En particulier, dans la catégorie des d-paires
le produit tensoriel est défini par

(Bl, Jl) ®(B7J) (BQ, JQ) = (Bl ®B Bg, Im (Bl ® J2 + Jl ®B BQ)) .

Définition 3.2.6. Soit (B, .J) une d-paire. Si elle existe, la g-PD-enveloppe (Bl e, Jl 1a)
est la g-PD-paire universelle pour les morphismes de g-PD-paires : il existe un mor-
phisme de d-paire (B, J) — (B[ lo gt ]Q) tel que tout morphisme dans une ¢-PD-
paire (B, J) — (B’,J’) s’étend de maniére unique a (B[ la jl ]q).

Remarque. La ¢-PD-enveloppe ne dépend que de la § —Z[g]-structure sous-jacente,
il est possible de prendre R = B.
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3.3 ¢-PD-enveloppes complétes

Nous énoncons ici les hypothéses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un 6 anneau muni d’'un élément ¢ de rang 1. Nous supposons que R est
une Z[q|(,q4—1)-algebre. Toute R-algébre B est implicitement munie de la topologie

(p, g — 1)-adique. Nous noterons B son complété pour cette topologie, ¢’est automa-
tiquement une Z,[lq — 1]]-algebre.

Remarques. 1. Pour des éléments q1, ..., qs de R qui sont de rang 1, les égalités
suivantes sont vérifiées

A@1 = {Z aﬂ”, a; — 0 lorsque 7 — -1-00} _
Alinsi, -
A <§>q = A<£1>Q1®A - ®AA<€d>qd- (34)

2. Si B est une 6-R-algébre, alors § se prolonge par continuité a B. Le lecteur
pourra se référer a [BS22, Lemma 2.17| pour une preuve.

Définition 3.3.1. Un groupe abélien M a p®-torsion bornée si

NeN,Vse M,Yme M, ps =0=p's = 0.
Définition 3.3.2. Une R-algebre B est bornée si B est sans (p),-torsion et B/(p),B
a p®-torsion bornée.

Définition 3.3.3. Une d-paire (B, J) est complete si B est compleéte et J est fermé.
La complétion d'une d-paire (B, J) est la d-paire (B, J) ou JU dénote la cloture de
JB dans B.

Définition 3.3.4. Si (B, J) est une 0-paire, alors, si elle existe, sa g-PD-enveloppe
complete (B e, gt ]q) est une ¢-PD paire compléte qui est universelle pour les mor-
phismes de ¢-P D-paires.

Exemple. Si A est une -R-algébre bornée compléte avec un élément = de rang 1
——— ——cl
alors <A<£>q, 11 ) est la g-PD-enveloppe compléte de (A[£], (€)).

Théoréme 3.3.5. Soit A une 0-R-algébre bornée libre sans (p),-torsion et des élé-
ments 1,...,xq de rang 1. Si A[£] est muni de la structure J-symétrique, alors

(@,ﬁd> est la q-PD-enveloppe compléte de (A[g], (§)) . De plus, nous avons

[’isomorphisme suivant

ACQ), = AlG[6(&)/(P)a) ® . @ Alalld(€a)/(P)a]"-

Preuve. Le lemme [3.2.5] la formule [3.2] et le théoréeme 3.5 de [GSQ20] nous assurent
que nous avons bien 'isomorphisme énoncé. Par la formule [3.4] il apparait clairement
que pour 1 <1 < d,

Ay = AlEN® ... OALE), = > g, Jim ay, =0

keN¢
est borné, ou §Z désigne les variables &1, ..., &;. Nous appliquons alors récursivement
le lemme 4.10 de [GSQ20| pour obtenir le résultat. O
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3.4 Hyper g-stratifications

Nous énoncons ici les hypothéses qui auront cours tout au long de cette section : R
est une Z[q|(p 4 1)-algébre. Tout R-module sera muni de la topologie (p, ¢—1)-adique.
Nous considérons également A une R-algébre compléte munie de g-coordonnées clas-
siques z = (21, ... ,24). Cela implique 'existence d’endomorphismes O, =10g, 04}
tels que -

i g Si’iz .,
Vij=1,....d, aqi(xj):{q J

T sinon.

Dans la suite, nous noterons R{x} la complétion de R[z] par rapport a la topologie
(p, ¢ — 1)-adique.

De l'application de la proposition il est possible de construire une application
canonique ¢ : A[{] — A<§> De plus,

© (éﬂ) = (n)g!. .. (nd)qd!ém]ql .. .§5nd]qd — 0 quand |n| — o0.

Cette application se factorise donc de maniére unique par I’anneau des séries défor-
mées

lim A[g]/ (€9, [k =n+1).
Lemme 3.4.1. L’isomorphisme d’anneau suivant est vérifié
lim A[g]/ (€92, [kl =n+1) ~ A[¢]

Preuve. Pour i = 1,...,d, d’aprés les ¢;-formules de Stirling (voir [Ern12) Definition
99|), pour tout n € N

N n— n— n = n— n— k q
= S su(n k) (g — D"l et €8 N S, (n, k) (g — 1) ey R
k=1

k=1

ou S, (n, k) et Sy, (n, k) sont des éléments de Z[g;]. Cela implique que

€7 e (€ + (g — 1" et €0 (€7%) + (@ — 1)),

En passant au produit cela donne pour n € N¢

d d
§(2n1,...,2nd)1 c 1_[ (S:LILL) + (qZ _ 1)711) et §(2n1,...,2nd c n < 112 + 1)7’ll> .
i=1 i=1

Cela assure que

§(2"1=-~~72"d)g € (§E, |k| = n) + (@ —=1D)™, ..., (qa — 1)™)
et

gomminile (60 1k > n) + (g = 1" aa = 1))

L’isomorphisme vient alors du fait que A est (¢ — 1)-compléte. O
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Définition 3.4.2. La g-application de Taylor est la composée
0: AL Py lim Alg)/ (£97, |k = n+ 1) — A[] - A,

ou la deuxiéme application est tout simplement Lin e A(n)a, ot © A,(n),. €st la linéa-

risation de l'application définie dans la définition [2.2.6]

Lemme 3.4.3. L’application de retournement

f=0(f) sifeA

7 AlE] — A[€]ly, {5. — =&

vérifie que pour tout n € (N4)*

d n;
n - — n;— le - 1 nz ni— ki)o:
(€)= TR0 a ar b= w0, (1) () arteln,
2 i qi

Preuve. L’application 7 est un morphisme de R-algébres. Cela implique que

T (§(2)1> =7 <§§m)”1) T ( (nd)”d) )

Le résultat découle alors de la proposition 5.3 de [GSQ20]. O

Proposition 3.4.4. Si les coordonnées x sont des coordonnées étales alors 'appli-

cation R-linéaire 7' : A/Z§\>q — A<§>q définie par

d n;
[n] HZ e B2 ik n; —1 ni—k ¢ (ki)o,
f§ 9(f) k=1( ) qz ( ql) k -1 qixz 6@ :

i=1
est un automorphisme tel que 7' o7 =1d — .

A,
Preuve. La preuve est analogue a celle du cas en une variable. Le lecteur pourra se
référer a [GSQ20, Proposition 5.4|. Par fonctorialité, il est possible de supposer que
R = Z[q](pg-1) et A = R{z}. Cette supposition est possible, car tous les calculs

nécessaires a cette démonstration ne mettent en jeu que les éléments x4,..., x4 et
qi,- - -, qq. Dans cette situation, 'anneau A est sans torsion et montrer que

Vm.ne N¢, 7 (g[ﬂ]é[@) — <§[ﬂ]> ' (g[@>

revient a montrer que

Vm,n e N¢, 7/ <§(ﬂ)g§(m)g> = (é(ﬂ)g) - (é(m)g> '

C’est une égalité similaire & celle qui a été obtenue au lemme pour 'appli-
cation 7 qui est un morphisme par définition. Montrons alors que la composée
7' o 7" est A-linéaire. De fagon équivalente, cela revient & montrer que 706 : A —
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A<§>g est I'identité. L’application 7 du lemme [3.4.3| envoie 'idéal (é (ke |E|

I

)

sur <§(E)£, k[ =n—k, (¢— 1)"3) lorsque n > k. Ainsi, 7 induit, pour tout entier

naturel k£, un morphisme

Aligll, = tim A[g)/ (692, || = n) — A[€)/ (€9, k| = n— k, (¢ = D) = Alg]ly/(a=1)")
n=k

Puis en passant a la limite sur k£, nous obtenons un endomorphisme de A[[g]]g que

nous noterons, encore une fois, 7. Il est alors possible de décomposer 7 o 6 de la

maniére suivante

A—L Ag] — AJE] — AL,

Comme &, ..., &y sont topologiquement nilpotents sur A[{]] et zy,..., 24 sont des
coordonnées étales, notre assertion provient du fait que

Vi=1,...,d, 7(0(x;)) =7 (z; + &) = 2.

Pour prouver que 7" o7’ est I'identité, nous nous ramenons, par le méme raisonement
que précedemment, & montrer que

VneN,7or <§(ﬁ)g) _ é(ﬂ)g.

Or, 7 est un morphisme A -linéaire d’algebres et 7o 7 (&) = 7(=&) = &. Cela
conclut notre démonstration. ]

Proposition 3.4.5. L’application diagonale

A R[z,§] — Rz, {] ®;%[£] Rz, €], §(n)g . Z (%> §(Z)g®§(z)g

B i+l
ou (%) = 15, (?:)q , est un morphisme R|X|-linéaire d’anneau.
t7q k

Preuve. Par fonctorialité, encore une fois, il est possible supposer que A = R[z]
et R = Z[Q](M—l)' Par propriété universelle des polyndomes, il existe un unique
morphisme d’anneaux

A Rlz,§] — Rz, {] &, Rz, ¢], § — §@1+1®¢;.

Montrons alors par récurrence, sur la longueur de n, que ce morphisme satisfait la
formule énoncée. Pour |n| = 1, c’est la formule démontrée dans [LSQ18al Theorem
3.5]. Supposons la propriété satisfaite pour un rang k € N. C’est-a-dire pour tous
les n € N? tels que |n| = k. Montrons alors qu’elle reste vraie au rang k + 1. Soit
n € N¢ tel que |n| = k + 1. Nous procédons par disjonction de cas. Dans le cas ol
il existe un unique n; # 0, nous sommes ramené au cas en une variable et c’est &
nouveau [LSQ18a), Theorem 3.5] qui permet de conclure. Placons nous donc le cas
ou il existe ¢ # j tels que n;,n; # 0. Nous supposerons que ng > 0. Il est alors
possible de décomposer £ ™ de la facon suivante :

f(ﬂ)g — é‘(ﬁ/)géénd)qd
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oun' = (n,...,n4q-1,0). Nous avons donc |n| < k et ng < k. Il est alors possible
d’appliquer I’hypothése de récurrence, ce qui donne

A <§(ﬂ)g> — A (§(ﬂ’)gé~c(l”d)qd) —A (g(@’)g> A <§((ind)Qd)

_ Z (ﬂ/> §(l)g ®§(l)g ( Z <nd> C(li)qcl ® gc(lj)qd>
¢ q i+j=ngqg ¢ qd

[£]+]4]=(n] 1
/) <nd> f(l)g C(ll)qd ®€(l)2£§lj)qd
q qd

LELEC

il +|j|=In'] i+j=na

— 2 (ﬂ) é‘(i)g ® é’(l)g
L) 4 -

li|+15]=n|
Nous avons bien obtenu la formule souhaitée. O]

Proposition 3.4.6. L’application diagonale

A A, ~ A, A, & 3 Mo

est un morphisme de A-algebres.

—

Preuve. Par fonctorialité, encore une fois, il est possible supposer que A = R[z] et
R = Z[q](p,q-1)- Comme A n’a alors pas de torsions, il suffit de prouver que

Vmme N A <§(ﬂ)g§(m)g) _A (g(ﬂ)z) A (g(m)z> .

Cela découle du fait que par la proposition [3.4.5], 'application diagonale

A: R[z,¢] - Rlz, §] &), Rz, &), £ Y (ﬂ) £We @ eWs

lil+1jl=Inl q

est un morphisme d’anneau. O

L —

Dans la suite, nous noterons e : A <§>q — A 'application d’évaluation en 0 ainsi que

pr: AL, — A BHAD,, o fO1

et
po: AL, ~ AL BUALD, =10

les applications canoniques. Nous utilisons la notation ®' pour indiquer que 1’on
utilise la g-application de Taylor § pour la A-structure a gauche.

Proposition 3.4.7. Les diagrammes suivants sont commutatifs
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A—— 408, et A ALY,
NFON

o —

A—>A<§>q et A%@q

| b l

@g T @2@4@1 @g T @g@%@g

A(O), 2 AL BLALD, et A(D), 2= AL 84D,

Sl N

A©, s A(8 814D,

| | 3o

@g@)i“@g W 1@2®/A@2®:414/<—§\>2

A et A

I AN

A, A, A, A,

A48, AL,
\ i:
A, c A e Ay, c A

g | I

@g@%@g T axr @g @26924@1 — a @g
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Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 5.6 de [LSQ20]. Le fait de
rajouter des variables ne change rien au principe de la démonstration. O]

Définition 3.4.8. Une hyper-g-stratification (de niveau zéro) sur un A-module M

est un A <§ >q—isomorphisme linéaire

€: A<§>g®f4M ~ M ®a @g

tel que les diagrammes

A, @M : M® AL,
(e®Idps)o (IdA@chs) o(A®id M)l lld MOA

M®A/<§\>g®@g=M®@ﬂ®@g

et
ALY @ M BN )y

-4
(IdM®'3)O€l /
M

Définition 3.4.9. Une hyper-q-structure de Taylor sur un A-module M est une
application A-linéaire

sont commutatifs.

6: M — MosALL) .

ou la structure de A-module a droite est donnée par la g-application de Taylor de
A, telle que
(IdM ®€) o0 = IdM

et le diagramme suivant est commutatif

M 0 M®A/<—§q

"l lld A

M@ AL, —<>M®A<€> ® ALD),

o®Id

Proposition 3.4.10. L’extension et la restriction des scalaires par la q-application
de Taylor fournit une équivalence entre les hyper-q-structure de Taylor et les hyper-
q-stratification.

Preuve. Etant donné une hyper-g-stratification € sur un A-module M il est possible
de définir I’application

0: M 2 ALE), &M S My AL,
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ou la premiére application est pa(s) = 1®s. Il est alors possible de vérifier facilement
que le diagramme suivant commute

M ’ M®4 AL,

W}

0 o@1d @g ®y M ®a A/<_§\>g

%

M ®a @QTMC@@&@Q

ce qui implique que toutes les conditions requises sur 6 sont vérifiées. Pour le sens
réciproque, étant donné une hyper-g-structure de Taylor 6, il est possible de I'étendre

en une application A <§>q—linéaire

e AL, & M = M @4 AL,

Nous vérifions alors aisément que l'application ainsi définie vérifie toutes les condi-
tions voulues. O

3.5 Calcul aux ¢-différences

Nous énoncons ici les hypotheses qui auront cours tout au long de cette section : R
est une Z[q],,4—1)-algebre. Tout R-module sera muni de la topologie (p, ¢—1)-adique.
Nous considérons également A une R-algébre compléte munie de g-coordonnées clas-
siques = (21, ..., x4). Celaimplique I'existence d’endomorphismes o, = {og,- 04}
tels que -

¢ Sii=j,

Vi,j=1,...,d, o4(x;) :{

T; sinon.

Définition 3.5.1. Pour tout entier naturel n, la g-application de Taylor de niveau
zéro et d’ordre n est la composée

O, : AL@(J—»@C]/@ ~ A<§>q /I

Définition 3.5.2. Soit M et N deux A-modules. Un opérateur q-différentiel d’ordre
au plus n (et de niveau 0) de M dans N est une application A-linéaire

u: A, MY @), M — N.

Nous rappelons que ¢ ® fs = 0,(f)p ® s. L’ensemble des opérateurs g-différentiel
d’ordre au plus n (et de niveau 0) de M dans N sera noté

Diffy,,(M, N) := Homa(A(E), /I @' M, N)
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et nous noterons
Diffg(M, N) = li_I)nDiffgvn(M, N).

n

Nous pouvons alors considérer pour m,n € N l'application diagonale d’ordre fini

A<§>q J[tmtn1] MA@% /1] &, A<§>q J[tm+1]

¢lal, ¢l @ ¢lil

- li|+|j|=||

induite par 'application définit a la proposition Cela permet de composer les
opérateurs g-différentiels. En effet, étant donné

UZA<§>Q/I[n+1]®£4M—>Net U:A<§>q/[[m+1]®£4M_>N

nous définissons la composée u 6 v comme

A <§>q /I[m+n+1] udv N

An,m®’ldl 4

A<§>g/][”+1] X'y A<§>g/[[m+1] Qy LM—®’U>A<§>2/I[”H] &, M

Il faut toutefois faire attention car Diff, o(A) ~ A, ainsi tout ¢lément f de A peut
étre vu comme un opérateur g-différentiel d’ordre 0. Cependant, si u € Diff,,(A)

alors uo f = wo6,(f).

Lemme 3.5.3. [l existe un isomorphisme A-linéaire de R-algébres

. . . 1 sin=k
])A7g ol Dlﬁ‘g(A)7 ag — <8§ : §[7] — {O Sinon )

ot D a4 est le module définit apres la proposition @

Preuve. Par commutativité des opérateurs, 'application est clairement une bijection
A-linéaire de R-algebres. Il reste a vérifier que c’est bien un morphisme. Le fait que

Vi=1,...,dVfeA, ég,ia f =04 f)égvi + 0ngi(f) et ohtt = j;l.aa;,i

se démontre de la méme maniére que dans le Lemme 6.10 de [GSQ20]. O
Remarques. 1. Les ensembles {(35} et {5 [E]} sont des bases duales de
=) keNd - keNd
Dag-

2. Sil'on note P I'image d’un élément P par 'isomorphisme définit dans la pro-
position précédente, alors

P=>P @m) o et Vo e Ay 6= 3 Al (g) ¢,

keNd keNd
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3. Le module D4, est donc naturellement un A{£),-module. Nous décrivons sa
structure explicite dans le lemme ci-dessous.

Lemme 3.5.4. Pour tout k =,n € N,

(i)
[n] | Ak _ & nj ki—niti;
o= ) qu <nj)qj (zj)q (g = D) 05

[(i1,5ee0s8q)|< 0| 7=1 J j

Preuve. Par la formule , nous déduisons pour m € N¢,

g[@] . gg& (g[m]) _ ég& <§[@]§[m]>
- d min(n;,m;) J(—1)/2 n; +m; —|—j n; G [i+m;—j]
= ﬁg 1_[ Z q; j (qi — 1)z}
qi qi

i1 =0 n;
d n; +m;+j n; - ;
H ] 1 /2( 7 7 ]) ( .z> (Qi . 1)]xggi[ni+mz‘—ﬂ] Si n; + m; _j — kz
n; S\ J v
=1 qi qi
O sinon.
Ainsi,
[n] Ak d E1C ) kj n; ii 15 Aki—ni+i;
@a- N o () (V) @i
. X o J . 7 .
[(i1,--iq)|<(n| 7=1 qj qj
si |n| < |k| et O sinon. O

Remarque. Pour tout P € Dy, et tout ¢ € A(§),, nous avons la formule suivante

o= ¥ (1Y)

O<lil<|n|<|k| j=1

n; i TS 1\ =ns kj—mn;+i;
(zj> (Qj—l)]xjjp<fj[' J]> Og5 (9) 0); .
i N/ g

Lemme 3.5.5. Pour: =1,...,d, une q;-dériwation D : M — M s’étend uniquement

en un q-opérateur différentiel

D: A TP M— M, §®s—

s+ (¢ —Dx;D(s) sii=j
0 stnon.

d’ordre au plus un.

Preuve. Considérons les applications

D:A[]@aM > Py@s M, &§@m— (10— ;@ 1) ®@m
et D:PA@M — M, (f®g)®m — fD(gs).
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Nous voulons ici montrer que D = (D o Z:)) s’annule sur (§(E)E, k| = 2) . Cet idéal
est engendré par les éléments de la forme §¢&; et §;o;(&;) = &(§ + (1 — ¢5)zy).
Montrons que (D o D)(££; ® s) est nul, on a

= D(1®z —z,@1)(1®z; —1;®1) ® 5)

= D(z;x;s) — x;D(x;8) — x;D(x;5) + xi2;D(s)
Ogi(Ti5)s + qiziv; D(s) — xj(s + qwiD(s)) — wix; D(s) + xx;D(s)
= ;5 + qw;x;D(s) — x(s + qz;D(s)) — x;x;D(s) + x;2;D(s) = 0.

Montrons alors que (D o l:))(fjaj(fj) ® s) est nul, on a

(Do D)(&0,(6)®5) = (Do D)(E®s) +x;(D o D)(& ®s) — gja; (Do D)(& ®s).

I est alors possible de calculer séparément (D o D)(§; ® s) et (D o D)(§ ® 5). Ce

qui donne

o~ s+ (¢ — Da; D(s) sii=j,
(Do D)(&®s) = {0 sinon,

et
(DoD)(E®s) — {(qz-xi 2;)s + (¢2 — 2q; + 1)a?D(s) sii=j,

0 sinon.

En sommant, nous obtenons bien que (Do l:))(fjaj(fj) ®s) = 0. Nous pouvons alors

conclure en utilisant le fait que A<§>q JIP ~ Afg]/ <§ ®a k| = 2) . O

Lemme 3.5.6. Si M est un Dyg-module et s € M alors Vj € {1,...,d}, Vk €
Ndavﬂ = (n4)i=1

.....

Origy (€ (_ ) HZ(JJW (n])qj (?)q (g5 — 1V'2} 05" ().

j=11=0 j

Preuve. Par définition, éﬁ@j (é[ ) f1n1 ) 573 1]5[nj+1] .. nd a]’f“] <£J[n]'] ® 5>.

Jj+1
Il suffit alors d’appliquer récursivement les opérateurs et la prop051t10n 6.13 de
|ILSQ20]. O

Lemme 3.5.7. 5i M est un D 4-module, lapplication structurelle

D4, — Endg(M)

se releve de maniere unique en un morphisme A(E),-linéaire de R-algebres
p : Diff,(A) — Diff,(M).
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Preuve. Pouri =1,...,d, I'image de d,; € Da, dans Endg(M) est une g;-dérivation

(7M,g,i de M qui satisfait

VfeA, éM,g,iéf = qu‘(f)aéM,g,i + 0aqi(f)-

Par linéarité et réduction modulo I'?, il est suffisant de vérifier cette formule sur

& ® s pour un élément s de M.

(éM,g,i6f> (fl ® S) = éMqi (91<f & ® S

(g

(f+ xaAqZ(f))&@@s)
M,q,i 5@@5

( ) q,i(§i®3)'

\J?

I
Q)z

Le lemme [3.5.5| nous permets bien d’obtenir un relevé

p : Diff,(A) — Diff,(M).

Il reste & montrer que ce relevé est A <§>q—linéaire. D’aprés les lemmes

3.5.4

et

3.5.0

pour un élément s de M la formule suivante est satisfaite

Vk,ne N p (é’g) <§[ﬂ] ®s> =p <§[ﬂ] : ég) (1®s).

Par linéarité, nous avons

VP e DA,E,VQOEA<§>2, p(]s) (p®s) = p(gp-P) (1®s).

Maintenant si P € Dy, et i, p€ A<§>q alors

(-0 (P)) w@s)=p(P) (w0 @)
=p(<pw-15 (1®s)

p(@z)-(w ))1®s)

Le relevé p induit donc pour tout entier naturel n une application A<§>q JIn+1L

linéaire

pn : Diffy,(A) — Diff, ,(M).

93



Définition 3.5.8. Une g-structure de Taylor (de niveau zéro) sur un A-module M
est une famille d’application semi-linéaire compatibles

O+ M — M @4 A,/ T" Y,

telles que

Vse M,0y(s) =s®1
et Ym,n € N le diagramme suivant est commutatif

Om

M M @4 A,/ 11
9m+nl l@n®IdA<§>q/I[n+1]
M ®, A<§>g/[[n+m+l] IV T M @, A<§>g/[[n+1] @ A<§>g/[[m+1]

Proposition 3.5.9. Avoir une g-structure de Taylor sur un A-module M est équi-
valent a avoir une D g-structure par la formule suivante :

Vs e M,0,(s) = ) @y ,(s)
Jk]=n

Preuve. Le schéma de preuve est identique a celle de la proposition 6.16 de [GSQ20].
[

Définition 3.5.10. Un D, ,module M est topologiquement nilpotent si
Vs e M, lim 0%, (s) = 0.
k—o0 =

Proposition 3.5.11. Si M est un A-module plat de présentation finie, alors il est
équivalent de se donner une structure de D 4 4-module topologiquement nilpotent sur
M ou de munir M d’une hyper-q-stratification.

Preuve. Notons A((£)), := lim A <§>q /I"+1 Gréace aux propositions|[3.5.9et|3.4.10]

c’est équivalent & montrer qu’il est équivalent de se donner une g-structure de Taylor
ou une hyper-g-structure de Taylor. Si on se donne une hyper-g-structure de Taylor

alors celle-ci induit une g-structure de Taylor par réduction modulo 7 [+11 pour
tout entier naturel n. Réciproquement, comme M est de présentation finie, une
g-structure de Taylor sur M induit a la limite une application

0: M —lim (M @4 AL, /1) = M@ ALy, s Y, & (s) @M
B keNd

ou l'isomorphisme s’obtient par la proposition [Aut23, Tag 059K] et en utilisant le
fait que A<§>q ST+~ [ Lk<n Af . Le module M étant également supposé plat,

par la proposition [Aut23, Tag 00Nx| c’est une somme directe de module libre, et
nous avons l’équivalence suivante :

D) Org(s) ®EE eM@AA<§> < lim an( s) = 0.

|k|<n
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L’application f se factorise donc par M ®a A<§>q si et seulement si la g-structure
de Taylor est topologiquement quasi-nilpotente. Il reste & vérifier que I'application
induite 0 : M — M ®g4 A<§>q est une hyper-g-structure de Taylor. La premiére

condition de la définition est automatique, il reste donc a vérifier que

(9@&1@) 0f = (Idyy @A) o0,

cela revient a s’assurer que l'application canonique
M @4 A ®4A), = M ®a AU A ALEY,

est injective. Cela se déduit du fait que M est un module plat et que le diagramme
suivant est commutatif

ALE) BHALE), —— AUENBAAUEN,

T®Idl T®Id

A8 BaALE), —— AUDNBAALE s

|

®1,1‘eNdA (é[z'] ®§[Z]>c_> Hg,l'eNd A (§[i] ®§[1]) ) 0O
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