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Introduction

[. . . ] I believe in evidence. I believe
in observation, measurement, and
reasoning, confirmed by
independent observers. I’ll believe
anything, no matter how wild and
ridiculous, if there is evidence for
it. The wilder and more ridiculous
something is, however, the firmer
and more solid the evidence will
have to be.

Isaac Asimov, The Roving Mind,
1983

Historique

Une équation aux q-différences est une relation de la forme

Epx, f, Bqpfq, . . . , Bnq pfqq “ 0

entre une fonction inconnue f et ses itérations par l’opérateur aux q-différences

Bqpfqpxq “
fpqxq ´ fpxq

pq ´ 1qx
.

La motivation première de l’étude de ce type d’équation est une question pratique.
Le but est de discrétiser une équation différentielle afin de la rendre plus facilement
manipulable. Ce passage s’appelle «déformation». Le processus qui consiste à récu-
pérer une équation différentielle à partir d’une équation aux q-différences, en faisant
tendre q vers 1, s’appelle «confluence». Le problème intéressant, d’un point de vue
pratique, est donc de mesurer l’écart entre les solutions de l’équation discrétisée par
déformation et celle de l’équation différentielle originelle.

L’étude des équations aux q-différences débute avec les problèmes de dénombrement
étudiés par Euler au XVIIIe siècle. Heine et Jacobi s’intéressent aux fonctions hy-
pergéométriques qui sont solutions d’équations aux q-différences linéaires du second
ordre. Il est par exemple possible de considérer la série binomiale

F pα, xq :“
ÿ

ně0

pαqn

n!
xn,
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où pαqn “ αpα`1q . . . pα`n´1q. Cette série est solution de l’équation différentielle

p1 ´ xqy1
´ αy “ 0,

ce qui permet de démontrer que

F pα, xq “ p1 ´ xq
´α.

Il est alors possible de déformer cette identité (Cauchy 1843, Heine) en posant

Φpa, q, xq :“
ÿ

ně0

pa, qqn
pq, qqn

xn

où l’on a posé, pour q P C, |q| ă 1 et n P N Y t8u

pa, qqn :“
n´1
ź

i“0

p1 ´ aqqi.

Elle est solution de l’équation aux q-différences

p1 ´ axqypqxq “ p1 ´ xqypxq,

ce qui permet de démontrer le théorème q-binomial

Φpa, q, xq “
pax, qq8

px, qq8

.

L’étude des équations aux q-différences est ensuite poursuivie par des mathémati-
ciens tels que Poincaré, Picard, Ramnujan (cf. Lost Notebook), G. Watson... Birkhoff
(voir par exemple [Bir13]) a joué un rôle fondamental dans le développement de la
théorie des équations aux q-différences en fournissant une série de questions qui,
une fois résolues, ont permis de fournir une base pour la théorie de l’étude de ces
équations qui manquait jusqu’à lors de fondations solides.

Cette théorie semble cependant avoir été mise de côté pendant la deuxième moitié
du XXe siècle. Le sujet a connu un regain d’intérêt au début du XXIe siècle et ap-
paraît maintenant dans diverses aires de recherches telles que : l’arithmétique, les
groupes quantiques, la physique théorique et les phénomènes aléatoires discrets. On
trouve par exemple dans [BD99] une utilisation des q-analogues qui permet la des-
cription de certains oscillateurs harmoniques quantiques et des applications utiles à
la compréhension des structures des molécules et des agrégats atomiques.

Une manière d’attaquer le problème est d’utiliser la théorie de Galois différentielle.
C’est une façon de codifier l’information sur les solutions de l’équation. Des mathé-
maticiens comme Ramis et Sauloy ont pu obtenir des descriptions des groupes de
Galois grâce aux phénomènes de Stokes pour les équations différentielles et grâce à
la théorie des courbes elliptiques pour les équations aux q-différences, permettant
ainsi la classification de ces objets du point de vue des catégories Tannakiennes.
Ces travaux ont permis de comprendre le phénomène de confluence dans le cadre
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des complexes vers les années 2010. Dans ce carcan complexe, les équations ont des
comportements assez différents et il apparaît plusieurs manières de faire confluer
une équation aux q-différences vers une équation différentielle. On obtient alors des
théorèmes de ce type : considérons une famille de systèmes

xBqpY pxqq “ BqpxqY pxq,

où Bq est une matrice de fonctions dont les coefficients dépendent de q. Nous sup-
posons que Bq Ñ B̃ lorsque q tend vers 1. Ce qui donne le système différentiel

x
B

Bx
Y pxq “ B̃pxqY pxq.

Théorème. [Sau00, page 1047] Supposons que le système différentiel associé à notre
équation aux q-différences est fuschien non résonnant en 0 et que q tend vers 1 le
long d’une q0-spirale continue

qR0 “ e´2iπτ0R, où q0 “ e´2iπτ0 , Impτ0q ą 0.

Nous supposons également que les singularités de Bq tendent vers les pôles x1, x2, . . .
de B̃. Si de plus, Bq Ñ B̃ uniformément sur tout compact de

U0 “ C˚
I´

ď

xiq
R`

0

¯I

qR0

et qu’une matrice de passage de Bqp0q à sa forme de Jordan converge vers une
matrice de passage de B̃p0q à sa forme de Jordan, alors, la solution canonique Xq

du système aux q-différences converge uniformément, sur tout compact de U0, vers
une solution X̃ du système différentiel.

Il est possible de s’intéresser au même problème d’un point de vue arithmétique,
c’est-à-dire dans le monde des nombres p-adiques. En 2000, Lucia Di Vizio démontre
un q-analogue de la conjecture de Grothendieck sur les p-courbures ([DV02]). Peu
de temps après, en 2004, Yves André et Lucia Di Vizio étudient le phénomène de
confluence (cf. [ADV04]). Pour le corps de fractions K d’un anneau de valuation dis-
crète qui est complet pour une valeur absolue | ¨ | non-archimédienne, ils considèrent
l’anneau de Robba

RK :“
ď

εą0

A ps1 ´ ε, 1rq

où

A ps1 ´ ε, 1rq :“

#

ÿ

nPZ

anX
n, an P K, lim |an|ρn “ 0 @ρ Ps1 ´ ε, 1r

+

.

Ils trouvent une équivalence entre la catégorie σq ´ eqpϕq

RK
des équations aux q-

différences avec une structure de Frobenius sur l’anneau de Robba RK et la catégorie
d´eqpϕq

RK
des équations différentielles avec une structure de Frobenius sur l’anneau de

Robba. Ils montrent que les deux catégories sont équivalentes à RepK
`

Gkppxqq ˆ Ga

˘

où k désigne le corps résiduel de K. La stratégie pour démontrer cette équivalence
consiste à montrer que tout objet de σq ´ eqpϕq

RK
devient unipotent après une exten-

sion spéciale de RK . Le carcan de leur travail requiert que q satisfasse |q ´ 1| ă 1
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et qu’il ne soit pas une racine de l’unité. La première condition sert à se passer de
la confluence. Il n’est pas nécessaire de faire tendre q vers 1, il suffit d’avoir q suf-
fisamment proche de 1. La deuxième condition est tout simplement nécessaire pour
que le q-analogue d’un nombre entier n défini par

pnqq :“
qn ´ 1

q ´ 1

ne s’annule pas. Cela permet de s’assurer que le q-analogue de l’exponentielle, in-
grédient essentiel à la résolution d’équations aux q-différences, est bien défini.

Au même moment, pendant sa thèse de doctorat, Andrea Pulita s’intéresse aussi à
ces problèmes et obtient une équivalence entre ces catégories en supprimant les hy-
pothèses sur q de [ADV04] pour des équations sur la droite affine. Plus précisément,
il se donne un corps ultramétrique complet de caractéristique mixte K et un affi-
noide X “ D`

pc0, R0qz
Ťn
i“1 D´

pcr, Riq. On peut alors considérer l’anneau HKpXq

des éléments analytiques sur X et regarder les équations fonctionelles de la forme

Y pqxq “ Apq, xqY pxq

où Apq, xq P GLnpHKpXqq. Cela est équivalent à se donner une équation aux q-
différences de la forme

BqpY pxqq “ BpxqY pxq avec Bpxq “
Apxq ´ 1

pq ´ 1qx
.

Le q-analogue de la solution de Taylor de cette équation

TY px, yq :“
ÿ

ně0

Hnpyq
px ´ y, qqn

pnqq!
,

où Hnpxq est obtenue par itération par Bq du système

BqpY qpxq “
Apxq ´ 1

pq ´ 1qx
Y pxq.

Nous avons donc
B
n
q pY qpxq “ HnpxqY pxq,

où Hn`1pxq “ HnpqxqH1pxq`BqpHnqpxq. La solution de Taylor ainsi définit converge
sur un voisinage de la diagonale de la forme

UR :“ tpx, yq P X ˆ X, |x ´ y| ă Ru

avec
|q ´ 1|maxp|c0|, R0q ă R.

Le point principal de son travail est de montrer que pour q1 ‰ q, dans le disque
D´

p1, R{maxp|c0|, R0qq, la matrice

Mpq1, xq :“ TY pq1x, xq

12



est une fonction analytique de x sur X. Il montre alors que Mpq1, xq P GLnpHKpXqq

pour tout q1 P D´
p1, R{maxp|c0|, R0qq. Cela implique que TY px, yq est simulta-

nément la solution de Taylor de la famille tY pq1xq “ Mpq1, xqY pxquq1 pour tout
q1 P D´

p1, R{maxp|c0|, R0qq. Ce principe est appelé principe de propagation. Ce
principe, lorsqu’il est vérifié, est alors suffisant pour démontrer l’équivalence entre
la confluence et la déformation sur les anneaux de fonctions p-adiques. Dans la li-
gnée de ses travaux, Andréa Pulita généralise ses résultats aux courbes et à l’action
d’opérateurs plus généraux que la multiplication par q (cf. [Pul08]).

Récemment, Bernard Le Stum, Adolfo Quirós et Michel Gros ont développé une
théorie plus générale qui englobe les résultats précédents (cf. [LSQ15], [LSQ18b],
[LSQ18a], [LSQ20], [GLS14] et [GLQ19]). Ils généralisent la notion d’opérateur dif-
férentiel et travaillent sur des algèbres affinoïdes. Ils construisent leur théorie en
analogie au formalisme développé dans EGA-IV (cf [Gro67]). C’est une approche
orientée par le yoga classique de la cohomologie cristalline. Pour R un anneau com-
mutatif, une R-algèbre déformée est une R-algèbre commutative A munie d’un en-
domorphisme de R-algèbre σ. Ils définissent alors la notion de σ-dérivation : sur
un A-module M c’est la donnée d’une application R-linéaire qui satisfait la règle
déformée :

Dpxsq “ Dpxqs ` σpxqDpsq.

Si un élément de x de A est une σ-coordonnée dans le sens qu’il existe une base Bσ

des dérivations de A telles que Bσpxq “ 1, il est alors possible de définir l’algèbre des
dérivations Dσ. Cela donne naissance à la notion de module σ-différentiel, c’est-à-dire
des modules munis d’une action par la dérivation Bσ. Le but est alors de comparer
Dσ à Dτ où τ est un autre endomorphisme R-linéaire de A tel que x est également
une τ -coordonée. De manière usuelle, on définit les opérateurs différentiels comme
le dual d’un anneau de fonctions formelles. Ainsi pour comprendre Dσ il faut com-
prendre la notion de puissance σ-divisée. Une autre stratégie est de remplacer Dσ

par un anneau d’opérateurs différentiels de Grothendieck Dp8q
σ . L’approche classique

fonctionne alors particulièrement bien pour cette généralisation. En suivant ce che-
min, on se ramène donc à comparer d’un côté Dp8q

τ et Dp8q
σ et de l’autre côté, Dp8q

σ

et Dσ. Il est également possible de définir l’anneau des opérateurs différentiels dé-
formés de niveau η: ([LSQ20]). Le jeu revient alors, encore, à comparer ces anneaux
pour des endomorphismes différents et montrer, sous certaines conditions, que les
catégories de modules munis d’une action par ces modules sont équivalentes et que
cette équivalence préserve les solutions.

Ces différents travaux montrent que dans le cadre p-adique en une variable, le rêve
du mathématicien appliqué est réalisé : les solutions de l’équation discrétisée sont
les mêmes que les solutions de l’équation différentielle originelle après confluence.

L’engouement pour cette théorie s’est décuplé lorsque Bhargav Bhatt, Matthew Mor-
row et Peter Scholze ont publié leurs travaux (cf. [BMS18]) sur la cohomologie de
Hodge p-adique entière. Leur construction permet se spécialise à la cohomologie de
de Rham et la cohomologie étale. Ils ont montré qu’il est possible de calculer cette
cohomologie localement grâce à la théorie des q-différences. Bhatt et Scholze ont
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également introduit les notions de prisme et de cohomologie prismatique afin d’uni-
fier les cohomologies qu’ils ont définies auparavant. À nouveau, il semble apparaître
que les équations aux q-différences permettent de faire des calculs de cohomologie
prismatique.

Cependant, il est à noter que les théories des équations aux q-différences développées
jusqu’à présent en géométrie arithmétique n’ont étées établies que dans le cas d’une
seule variable. Le travail mis en œuvre dans cette thèse permet de généraliser les
théories précédentes au cas de plusieurs variables.

Description des espaces

Le premier chapitre est consacré aux anneaux de Huber et aux morphismes étales.
Nous commençons par rappeler la définition d’un anneau de Huber défini dans
[Hub93].

Définition. Un anneau topologique A est un anneau de Huber s’il existe un sous-
anneau ouvert A0 de A et un idéal de type fini I de A0 tel que tInunPN est une base
de voisinage de 0 dans A0.

Nous consacrons ensuite quelques pages à rappeler les différentes constructions asso-
ciées à ces anneaux : complétion, produit tensoriel et localisation rationnelle. Toutes
ces constructions nous sont utiles pour permettre d’inclure dans notre théorie en
plusieurs variables les résultats démontrés jusqu’à présent dans le cas d’une variable.

Afin de pouvoir faire du calcul différentiel, il est nécessaire de se donner des coordon-
nées. Autrement dit, on se donne des cartes qui sont des morphismes étales. Dans
la deuxième section du premier chapitre, nous introduisons la notion de morphisme
topologiquement étale. Cette définition est une variante affine de [Abb10, Définition
2.3.13]. Nous introduisons également la notion de morphisme bien étale. Dans le
cas où l’on travaille sur un anneau adique, un morphisme topologiquement étale est
automatiquement bien étale. L’idée derrière cette notion est que nous allons nous
donner des coordonnées qui satisfont certaines propriétés liées à nos différentielles,
et nous voulons pouvoir étendre ces propriétés. Sous certaines conditions, la locali-
sation rationnelle et le passage par un morphisme bien étale nous permettent cette
extension des propriétés des coordonnées.

Calcul différentiel déformé

Le processus de confluence consiste à remplacer une équation différentielle par une
équation aux q-différences ou aux différences finies. Ce type d’équations est un cas
particulier des équations déformées comme expliqué dans [LSQ18b]. Dans ce contexte
plus général, l’idée est de comparer des équations différentielles déformées pour des
déformations différentes. Pour cela, une approche possible consiste à introduire dif-
férents anneaux différentiels déformés et les comparer.

Dans la suite, nous écrirons toujours pour des éléments x1, . . . , xd de notre anneau,
x “ px1, . . . , xdq. Pour k “ pk1, . . . , kdq P Nd, nous noterons |k| :“ k1 ` . . . ` kd et
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xk :“ xk11 . . . xkdd .

Soit R un anneau commutatif et A une R-algèbre. Dans le cas classique, afin de
formaliser le calcul différentiel on considère le A-module P :“ A bR A. Ce module
est systématiquement vu comme une A-algèbre en le munissant de l’action

A Ñ P, f ÞÑ 1 b f.

Il est également naturel de considérer le noyau de la multiplication

I :“ ker pP Ñ Aq .

Si l’on suppose que A est munie de coordonnées étales x “ px1, . . . , xdq et si l’on
note pour i “ 1, . . . , d, ξi “ 1 b xi ´ xi b 1, on considère le A-module

Pn :“ P {In`1,

c’est unA-module libre de base ξk, |k| ď n.Nous noterons également P̂ :“
ś

kPNd Aξ
k.

On définit alors l’application de Taylor θ : A Ñ P̂ comme étant

@f P A, θpfq :“
ÿ

kPNd

B
rks

pfqξk

où
`

Brks
˘

Nd est la base duale de pξkqkPNd . Cette application est alors l’unique mor-
phisme de R-algèbres tel que l’application composée

θn : A Ñ P ↠ Pn, f ÞÑ
ÿ

kPNd,|k|ďn

B
rks

pfqξk

est une section de la projection Pn Ñ A qui satisfait θnpxiq “ xi`ξi. Lorsque l’algèbre
A est muni d’un automorphisme σ, Bernard Le Stum et Adolfo Quirós dans [LSQ20],
remplacent les puissances de I par des puissances tordues de I, définies par

Ipn`1qσ :“ IσpIq . . . σn´1
pIq.

Ils suivent alors le même cheminement que dans le cas classique afin de développer
le calcul différentiel déformée. Cependant cette méthode ne s’applique que dans le
cas d’une variable. Si l’on muni A de plusieurs automorphismes σ “ pσ1, . . . , σdq, il
n’existe pas de notion naturelle de puissance déformée de I qui permette de mettre
en place le même formalisme en plusieurs variables.

L’approche que nous développons, dans ce travail, consiste à procéder à contre-
sens de ce qui est mis en œuvre dans [LSQ20]. Soit R un anneau de Huber. Nous
considérons une R-algèbre adique A, cela permet de s’assurer que P est un anneau
de Huber. Nous supposons qu’elle est munie d’endomorphismes R-linéaires continus
σ “ pσ1, . . . , σdq qui commutent entre eux et nous nous donnons des éléments x “

px1, . . . , xdq de A. Pour un entier naturel n, nous définissons le module des séries de
Taylor déformées d’odre n de la manière suivante :

PA,pnqσ :“ Arξs

M´

ξpkqσ tels que |k| “ n ` 1
¯
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où l’on a posé pour k P Nd

ξpkqσ :“ ξ
pk1qσ1
1 . . . ξ

pkdqσd
d et ξpkiqσi

i :“ ξiσipξiq . . . σ
ki´1
i pξiq.

Nous introduisons ensuite la notion de σ-coordonnées. C’est le concept clé de notre
approche.

Définition. Les éléments x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A si, pour tout
entier naturel n, il existe un unique morphisme continu de R-algèbres

ΘA,pnqσ, : A Ñ PA,pnqσ

xi ÞÑ xi ` ξi

tel que la composée de la projection sur A avec ΘA,pnqσ est l’identité. Le morphisme
ΘA,pnqσ est le n-ème morphisme de Taylor de A relativement à σ et x.

Cette notion généralise la notion de coordonnées étales lorsque A est lisse de dimen-
sion relative d sur R. On peut alors définir, a posteriori, la puissance déformée de
l’idéal I comme étant

Ipnqσ :“ ker
´

Θ̃A,pnqσ : A bR A Ñ PA,pnqσ

¯

.

En dimension un, on retrouve les théories évoquées ci-dessus. La situation pour
laquelle toutes les notions sont introduites est celle où les coordonnées sont de la
forme

@i “ 1, . . . , d, σipxjq “

#

qixi si i “ j,

xj sinon,

pour des éléments q1, . . . , qd de R. Nous dirons alors que ce sont des q-coordonnées.

Afin de développer la théorie, il faut s’assurer que l’application

P Ñ P b P, f b g ÞÑ f b 1 b 1 b g

induit un morphisme
PA,pm`nqσ Ñ PA,pmqσ b

1
A PA,pnqσ

où l’action de A à gauche se fait via ΘA,pnqσ . Nous dirons alors que ce sont des coor-
données symétriques.

La puissance déformée de l’idéal I que nous avons introduit permet de définir le
module des différentielles déformées :

Ω1
A,σ :“ I

p1qσ

A {I
p2qσ

A .

Il satisfait les propriétés usuelles voulues et on retrouve dans le cas classique lorsqu’on
prend σ “ pIdA, . . . , IdAq. En particulier, nous observons que ce module est de rang
d. Par dualité, on obtient donc des applications Bσ,1, . . . , Bσ,d de A dans lui même.
Cependant, les conditions établies jusqu’alors ne sont pas suffisantes afin que pour
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i “ 1, . . . , d, l’application Bσ,i soit une σi-dérivation. Il est alors naturel de rajouter
la condition

@i “ 1, . . . , d, @f P A, σipfq ´ f “ pσipxiq ´ xiqBσ,ipfq.

Des coordonnées qui vérifient cette condition sont dites classiques. Dans les cas qui
nous intéressent, les coordonnées sont symétriques et classiques.

Il faut maintenant s’atteler à construire des σ-coordonnées. Dans le cas des anneaux
adiques, il suffit de considérer des coordonnées étales. Un autre cas où avoir des
coordonnées étales suffit est celui où les endomorphismes σ sont infinitésimaux sur
un anneau de définition A0 de A :

@i “ 1, . . . , d, pσi ´ IdqpA0q est topologiquement nilpotent et σipA0q Ă A0.

Dans le cadre plus général, lorsque A est une R-algèbre de Huber quelconque, il est
nécessaire que les coordonnées soient étales sur un anneau de définition, cela donne
lieu à la notion de bonnes coordonnées étales. Malheureusement, les polycouronnes
ne sont pas munies de bonnes coordonnées étales. Il est donc nécessaire de pouvoir
étendre ces coordonnées le long d’une localisation rationnelle afin de pouvoir inclure
le cas d’une polycouronne. Deux nouvelles conditions apparaissent afin de rendre
cette extension possible

Définition. Des éléments x1, . . . , xd de A sont des coordonnées transverses rela-
tivement à σ si pour tout i ‰ j, σipxjq “ xj. Ce sont des coordonnées gentilles
relativement à σ si pour tout entier naturel 1 ď i ď d et 0 ď k ă n : σni pxiq ´ σki pxiq
n’est pas un diviseur de zéro dans A.

Une fois notre algèbre A munie de σ-coordonnées, il est possible définir la notion
de connexion déformée. Lorsque les coordonnées sont symétriques et classiques, on
montre une équivalence de catégorie

∇σ-ModpAq » TA,σ-ModpAq

entre les A-modules munis d’une connexion déformée et les A-modules munis d’une
action compatible par les Bσ,i. Si de plus,

@i “ 1, . . . , d, σipxiq P Rrxis,

A est une algèbre déformée de Schwarz d’ordre d. Cela permets de retrouver des
propriétés usuelles du calcul différentiel, par exemple le fait que les dérivations com-
mutent. Ces conditions sont naturellement vérifiées lorsque les coordonnées sont des
q-coordonnées. Dans ce cas, nous définissons l’anneau des opérateurs différentiels
déformés de niveau zéro Dσ. Et on obtient une équivalence entre les modules mu-
nis d’une connexion déformée et les Dσ-modules. Toujours en suivant le formalisme
classique, nous définissons, lorsque les coordonnées sont symétriques, un anneau des
opérateurs différentiel d’ordre infini Dp8q

σ . Dans le cas où les coordonnées sont des
q-coordonnées classiques, nous avons, encore une fois, équivalence entre modules mu-
nis d’une connexion déformée et Dp8q

σ -modules.
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Nous souhaitons alors appliquer toutes les techniques et objets définis jusqu’à présent
à la question de la confluence p-adique, dans la suite des travaux d’André-Di Vizio et
de Pulita. Le cadre dans lequel nous nous plaçons ici est cependant plus général. Nous
considérons un anneau de Tate A, c’est-à-dire un anneau de Huber admettant un
élément inversible topologiquement nilpotent. Cela permet en particulier de définir
une norme sous-multiplicative sur notre anneau. Nous supposons que cet anneau est
muni de σ-coordonnées classiques et symétriques afin que tous les objets introduits
précédemment soient bien définis. Pour un réel positif η suffisamment proche de
1, nous définissons la notion de Dp8q

σ -module η:-convergent en demandant que la
série de Taylor déformée ait un rayon de convergence au moins égal η. De manière
analogue à ce qui est introduit dans [LSQ20], nous introduisons la notion d’opérateur
différentiel déformée η-convergent (et η:-convergent en passant à la limite). Cela
permet de construire deux anneaux Dpηq

σ et Dpη:q
σ . Nous montrons alors l’équivalence

suivante

Proposition. La catégorie des Dpη:q
σ -modules qui sont de type fini et complet sur

A est équivalente à la sous-catégorie des Dp8q
σ -modules η:-convergent de type fini et

complet sur A.

S’il existe des déformations τ “ pτ1, . . . , τdq telles que les coordonnées x sont des
τ -coordonnées classiques et symétriques, nous avons, pour η suffisamment proche de
1, un isomorphisme Dpηq

σ » Dpηq
τ . Comme application nous pouvons regarder le cas

des q-coordonnées : s’il existe q “ tq1, . . . , qdu des éléments de R tels que x1, . . . , xd
sont des q-coordonnées classiques symétriques,

@i “ 1, . . . , d; @n P N, pnqqi P Rˆ,

et A est η:-convergent alors, nous avons l’équivalence de catégories suivante

∇σ-zMod
pη:q

tf pA{Rq » Dpη:q
σ -zModtfpA{Rq,

entre la catégorie des A-modules de type fini et complet, munis d’une connexion

déformée qui sont η:-convergent ∇σ-zMod
pη:q

tf pA{Rq et la catégorie Dpη:q
σ -zModtfpA{Rq

des Dpη:q
σ -modules qui sont complets et de type fini sur A. Nous retrouvons donc un

résultat similaire, dans l’esprit, à celui de [ADV04].

Opérateurs différentiels déformés et q-cristaux

Nous nous intéressons ensuite à la notion de q-cristal développée par Bhargav Bhatt
et Peter Scholze dans [BS22]. Ils y introduisent de nouveaux outils qui permettent de
renouveler l’approche de la théorie de Hodge p-adique. Pour encoder les différents
relèvements du Frobenius, ils introduisent le concept de site prismatique qui, en
étant poussé le long du Frobenius, permets d’obtenir le site q-cristallin. Pour pouvoir
opérer sur ces sites, il est nécessaire de considérer l’enveloppe prismatique et la q-PD-
enveloppe. Gros, Le Stum et Quirós ont montré que ces enveloppes coïncident avec
un anneau polynomial lorsqu’on dispose d’une coordonnée locale. Cela permets, en
dimension un, de ramener le calcul de la cohomologie prismatique à des problèmes
d’équations aux q-différences.
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Cette construction nécessite le développement d’une théorie du calcul différentiel
déformée de niveau zéro. Soit R un anneau de Huber et A une R-algèbre de Huber
complète. Pour des éléments q “ pq1, . . . , qdq et x “ px1, . . . , xdq nous définissons
l’anneau des polynômes déformés divisés A

@

ξ
D

q
comme étant le A-module libre

avec pour générateurs ξrks
“ ξ

rk1s

1 . . . ξ
rkds

d muni de la règle de multiplication suivante

ξrnsξrms
“

d
ź

i“1

minpni,miq
ÿ

j“0

q
jpj´1q{2
i

ˆ

ni ` mi ´ j

ni

˙

qi

ˆ

ni
j

˙

qi

pqi ´ 1q
jxjiξ

rni`mi´js

i .

Cette règle de multiplication définit une structure de A-algèbre commutative sur
A
@

ξ
D

q
.

Nous pouvons ensuite supposer que R est une Zrqspp,q´1q-algèbre et que les coor-
données x1, . . . , xd sont étales, classiques et symétriques. Sous ces hypothèses, il est
possible de définir une application de Taylor

θ : A Ñ A
@

ξ
D

q
.

Cela permets de définir la notion d’hyper q-stratification et la notion d’hyper q-
structure de Taylor sur un A-module. Nous démontrons, sous nos hypothèses, que
ces structures sont équivalentes. Nous définissons également la notion de q-structure
de Taylor et nous montrons, pour un A-module, que la donnée d’une telle structure
est équivalente à la donnée d’une action par DA,q.

Dans le cas où q1 “ . . . “ qd “ q si l’on suppose que R est sans ppqq-torsions
et munie d’une δ-structure telle que δpqq “ 0 et que A est une δ-R-algèbre avec
δpx1q “ . . . “ δpxdq “ 0, nous montrons que le couple p

{A
@

ξ
D

q
, I r1s

cl
q, où {A

@

ξ
D

q

désigne la complétion par rapport à la topologie pp, q ´ 1q-adique et I r1s est l’idéal
engendré par les ξrξs pour |k| ě 1, est la q-PD-enveloppe de l’idéal d’augmentation
de

`

Arξs, pξ1, . . . , ξdq
˘

.
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Chapitre 1

Généralités

Tout bonheur est une jouissance
finie de l’infini.

Alain Badiou, Métaphysique du
bohneur réel, 2015
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1.1 Anneaux de Huber

Tout comme les objets algébriques locaux de la théorie des schémas sont les anneaux
commutatifs, les objets locaux de la théorie des espaces adiques de Huber sont les
anneaux de Huber. Les schémas, les schémas formels et leurs fibres génériques (qui
peuvent s’exprimer en tant qu’espace analytique rigide et espace de Berkovich) sont
des sous-catégories pleines de la catégorie des espaces adiques. C’est donc un carcan
naturel à l’étude des géométries p-adiques. Cette section sert à introduire cette no-
tion développée dans [Hub93].

Tout les anneaux dans ce manuscrit seront supposés commutatifs et unitaires.

Définition 1.1.1. Un anneau topologique A est un anneau de Huber s’il existe un
sous-anneau ouvert A0 de A et un idéal de type fini I0 de A0 tel que tIn0 unPN est une
base de voisinage de 0 dans A0. Le sous anneau A0 est appelé anneau de définition
de A et l’idéal I0 est appelé idéal de définition de A. Un couple de définition pA0, I0q
est la donnée d’un anneau de définition et d’un idéal de définition. Dans le cas où
A est un anneau de définition, l’anneau est dit adique. Si de plus, t0u est un idéal
de définition, l’anneau A est dit discret.

Exemples. 1. L’anneau des entiers Z muni de la topologie discrète est un anneau
discret.
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2. Pour un entier naturel premier p, l’anneau des entiers p-adiques

Zp “

#

ÿ

ně0

anp
n, 0 ď an ă p

+

muni de la topologie associée à la valuation p-adique est un anneau adique.
L’idéal ppq est un idéal de définition.

3. L’anneau QprrT ss n’est pas un anneau de Huber ayant pour anneau de défi-
nition ZprrT ss et pp, T q pour idéal de définition. En effet, QprrT ss ne peut pas
être muni d’une topologie d’anneau qui vérifie cela : la suite pT nqnPN tend vers
0 pour cette topologie et comme la multiplication par p´1 est continue,

p´1T n Ñ 0.

Cependant cette suite ne rentre jamais dans ZprrT ss.

4. Soit A un anneau de Huber. Pour tout entier naturel n, l’anneau ArX1, . . . , Xns

peut être muni d’une structure d’anneau de Huber, qui induit la topologie de
A, avec A0rX1, . . . , Xns pour anneau de définition et I0A0rX1, . . . , Xns pour
idéal de définition.

5. Soit K un corps non-archimédien : c’est-à-dire un corps topologique pour une
valeur absolue non archimédienne | ¨ | non triviale. Il existe un élément π de K
tel que 0 ă |π| ă 1 (appelé pseudo-uniformisante). Le corps K est un anneau
de Huber : l’ensemble t|x| ď 1u est un anneau de définition et pπq est un idéal
de définition.

6. Soit d un entier naturel. Dans la situation du point précédent considérons
l’anneau suivant

A “

$

&

%

ÿ

kPZd

akX
k, ak P K, |ak|

d
ź

i“1

maxp1, |π|
kiq Ñ 0 quand k Ñ `8

,

.

-

,

muni de la topologie induite par la norme de Gauss∥∥∥∥∥∥
ÿ

kPZd

akX
k

∥∥∥∥∥∥ “ max

#

sup
|k|ě0

|ak|, sup
|k|ă0

|π|
|k|

|ak|

+

.

Avec cette topologie, cet anneau est un anneau de Huber. Un couple de défi-
nition est donné par le sous-anneau et l’idéal suivant

A0 “

$

&

%

ÿ

kPZd

akX
k

P A tel que |ak| ď 1 si |k| ě 0, |π|k|ak| ď 1 si |k| ă 0

,

.

-

,

I0 “

$

&

%

ÿ

kPZd

akX
k

P A tel que |ak| ă 1 si |k| ě 0, |π|k|ak| ă 1 si |k| ă 0

,

.

-

.
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Définition 1.1.2. Soit A et B deux anneaux de Huber. Un morphisme d’anneaux
de Huber u : A Ñ B est un morphisme d’anneaux qui est continu. Cela équivaut
à dire qu’il existe un anneau de définition A0 de A (resp. B0 de B) et un idéal de
définition I0 Ă A0 (resp. J0 Ă B0) tel que upA0q Ă B0 et upI0q Ă J0. Dans le cas
où l’idéal engendré par upI0q est un idéal de définition de B, le morphisme est dit
adique.

Proposition 1.1.3. Soit φ : A Ñ B un morphisme adique d’anneaux de Huber,
pour tous couples de définition pA0, I0q de A et tout anneau de définition B0 de B
tels que φpA0q Ă B0, φpI0qB0 est un idéal de définition de B.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [Mor19, Proposition II.1.3.3].

Exemples. 1. Tout morphisme d’anneaux discrets est adique.

2. L’identité Z Ñ Z n’est pas continue si Z est muni, à gauche, de la topologie
p-adique et de la topologie discrète à droite.

3. Si A est un anneau discret et que ArT s est muni de la topologie T -adique alors
le morphisme canonique A Ñ ArT s est continu mais pas adique.

Définition 1.1.4. Si R Ñ A est un morphisme d’anneaux de Huber, A est appelée
R-algèbre de Huber. Si le morphisme est adique A est appelée R-algèbre adique.

Remarques. 1. UneR-algèbre adique n’est pas nécessairement un anneau adique.

2. Soit R est un anneau de Huber avec anneau (resp. idéal) de définition A0

(resp. I0 Ă A0). Si M est un A-module de type fini, nous pouvons le munir
d’une topologie naturelle, qui est la topologie universelle pour les morphismes
A-linéaire continus M Ñ N dans les A-modules topologiques, et dans ce cas,
tout sous-A0-module M0 de M qui engendre M est nécessairement ouvert dans
M et la topologie de M0 est la topologie I0-adique.

Afin d’avoir une semi-norme qui définit notre topologie, nous considérons plus tard
des anneaux de Tate. Ce sont des anneaux de Huber dont la topologie peut être
définie par une norme sous multiplicative ultramétrique.

Définition 1.1.5. Un anneau de Tate A est un anneau de Huber tel qu’il existe
un élément π de A qui est inversible et topologiquement nilpotent. L’élément π est
appelé pseudo-uniformisante.

Exemples. 1. L’anneau Q muni de la topologie provenenant de la valuation p-
adique est un anneau de Tate.

2. Plus généralement, tout anneau A peut être équipé de la topologie p-adique et
on peut former l’anneau de Tate A

”

1
p

ı

.

3. Tout corps non-archimédien est un anneau de Tate.

Proposition 1.1.6. Soit A un anneau de Tate et A0 un anneau de définition de A.
Alors, A0 contient une pseudo-uniformisante π de A et A “ A0

“

1
π

‰

.
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Preuve. Toute pseudo-uniformisante π de A est topologiquement nilpotente, il existe
donc un entier naturel m tel que πm P A0. L’élément πm est également une pseudo-
uniformisante de A. Tout élément a de A vérifie

lim
nÑ8

πna “ 0.

Ainsi, pour n suffisamment grand πna P A0. Ce qui assure que a P A0

“

1
π

‰

. L’inclusion
inverse est évidente.

Définition 1.1.7. Une semi-norme sous-multiplicative ultramétrique sur un anneau
A est une application

∥ ∥ : A Ñ R

telle que @f, g P A,
1. ∥f ` g∥ ď max p∥f∥, ∥g∥q et
2. ∥fg∥ ď ∥f∥∥g∥.

Nous dirons que c’est une norme sous-multiplicative ultramétrique si de plus

∥f∥ “ 0 ô f “ 0.

Proposition 1.1.8. La topologie d’un anneau de Huber peut toujours être définie
par une semi-norme sous-multiplicative. Dans le cas particulier d’un anneau de Tate
séparé alors la topologie peut être définie par une norme sous-multiplicative.

Preuve. Soient A un anneau de Huber, A0 un anneau de définition de A et I0 Ă A0

un idéal de définition. Pour un élément f de A posons

∥f∥ “

$

’

&

’

%

en si fIn0 Ă A0 mais fIn´1
0 Ć A0,

e´n si f P In0 mais f R In`1,

0 si f P XIn0 .

Alors, A0 “ tf P A, ∥f∥ ď 1u et I0 “ tf P A, ∥f∥ ă 1u.

Définition 1.1.9. Une norme sous-multiplicative ∥ ∥ sur un anneau A est dite
contractante par rapport à un endomorphisme φ de A si @x P A, ∥φpxq∥ ď ∥x∥.

Définition 1.1.10. Soit A un anneau topologique. Un sous-ensemble E de A est
1. borné si pour tout voisinage U de 0 dans A, il existe un voisinage V de 0 tel

que ax P U pour tout a P E et x P V ,

2. borné en puissances si
Ť

ně1Epnq est borné, où Epnq “

"

n
ś

i“1

fi, pfiqi“1,...,n P E

*

,

3. topologiquement nilpotent si pour tout voisinage W de 0 dans A il existe un
entier naturel N tel que pour tout n ą N, Epnq Ă W .

Nous utiliserons cette notion dans le cas où l’ensemble E est réduit à un élément
f , nous dirons alors que f est borné en puissance ou topologiquement nilpotent.
L’ensemble des éléments bornés en puissances de A sera noté A0 et l’ensemble de
ses éléments topologiquement nilpotents sera noté A00.

24



Exemples. 1. Dans le cas d’un anneau discret une partie est topologiquement
nilpotente si et seulement si elle est nilpotente.

2. Soit K un corps non-archimédien. Tout élément x de K vérifiant |x| ă 1
engendre un idéal topologiquement nilpotent de l’anneau de valuation OK .

3. Tout idéal de définition d’un anneau adique est topologiquement nilpotent.

Proposition 1.1.11. Soit E “ tf1, . . . , fru un ensemble fini d’éléments de A alors

E est borné en puissances ô @i P t1, . . . , ru, fi est borné en puissances.

Preuve. Le sens direct est trivial. Montrons le sens réciproque. Par définition, pour
tout voisinage U de 0 dans A il existe un voisinage Wr de 0 dans A tel que pour
tout entier naturel nr

fnr
r Wr Ă U.

Par récurrence, il existe des voisinages pW1, . . . ,Wr´1q de 0 dans A tels que pour
tout pn1, . . . , nr´1q P Nr´1

@i “ 1, . . . , r ´ 1, fni
i Wi Ă Wi`1.

Ainsi,
fn1
1 . . . fnr

r W1 Ă U.

C’est le résultat voulu.

Le produit tensoriel de deux anneaux de Huber n’est pas, à priori, un anneau de
Huber. Afin de pouvoir étendre les scalaires sur les anneaux de polynômes et les
anneaux de séries sur lesquels nous souhaitons regarder des équations différentielles,
nous introduisons ici les conditions nécessaire afin que le produit tensoriel existe
dans la catégorie des anneaux de Huber sur les anneaux que l’on considère.

Soit R un anneau de Huber et deux R-algèbres adiques A et B. Pour un couple de
définition pR0, Iq de R et des anneaux de définition A0 et B0 de A et B tels que
l’image de R0 dans A soit contenue dans A0 et l’image de R0 dans B soit contenue
dans B0, notons J l’idéal de ImpA0 bR0 B0 Ñ A bR Bq engendré par l’image I.

Proposition 1.1.12. Avec ces notations, si l’on munit ImpA0 bR0 B0 Ñ A bR Bq

de la topologie J-adique et que l’on munit A bR B de l’unique structure de groupe
topologique pour laquelle ImpA0 bR0 B0 Ñ A bR Bq est un sous-groupe ouvert alors
AbR B est un anneau de Huber avec pImpA0 bR0 B0 Ñ AbR Bq, Jq pour couple de
définition.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [Mor19, Proposition II.3.2.1].

Exemple. Soit A “ A0 “ Zprrxss muni de la topologie pp, xq-adique, C0 “ Zp Ă C “

Qp muni de la topologie p-adique et B “ B0 “ Zp muni de la topologie p-adique. On
a AbB C “ Zprrxssr1{ps, A0 bB0 C0 “ Zprrxss et pp, xq bB0 C0 `A0 bB0 ppq “ pp, xq. Il
n’est pas possible de munir Zprrxssr1{ps d’une topologie de telle sorte que Zprrxss soit
un sous-anneau ouvert dans lequel la topologie induite est la topologie pp, xq-adique.
Cela impliquerait que la multiplication par p est un homéomorphisme et donc que
pZprrxss est ouvert dans Zprrxss, ce qui est évidemment faux.
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Par la suite, il sera nécessaire de considérer des anneaux topologiques complets. La
proposition suivante décrit comment se comporte le complété d’un anneau de Huber.
Ces propriétés pourront nous être utiles par la suite pour se ramener d’un anneau
de Huber à un anneau adique.

Proposition 1.1.13. Soit A un anneau de Huber et pA0, Iq un couple de définition
de A. Posons Â “ lim

ÐÝně0
A{InA0 (cet ensemble n’est à priori qu’un groupe abélien

topologique) alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si l’on munit Â de l’unique topologie pour laquelle Â0 est un sous-groupe ou-
vert, alors Â est un groupe topologique complet.

2. Il existe une unique structure d’anneau sur Â qui rend continue l’application
canonique A Ñ Â, et Â est un anneau topologique.

3. L’anneau Â est un anneau de Huber et pÂ0, I0Â0q est un couple de définition
de Â. De plus, l’application canonique A Ñ Â est adique.

4. L’application canonique Â0 bA0 A Ñ Â est un isomorphisme.

5. Pour tout entier naturel n, l’application induite Â0{InÂ0 Ñ A0{InA0 est un
isomorphisme.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [Mor19, Theorem II.3.1.8, Corollary II.3.1.9].

Définition 1.1.14. Si A est un anneau de Huber, l’anneau de Huber Â défini dans
la proposition 1.1.13 est appelé le complété de A.

Remarques. 1. Si A est un anneau de Huber complet alors tout anneau de
définition de A est également complet. En effet, un anneau de définition de A
est un fermé de A car c’est un sous-groupe ouvert.

2. Un anneau commutatif muni de la topologie discrète est un anneau adique
complet. Il existe ainsi un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des an-
neaux dans celle des anneaux adiques complets.

Exemples. 1. Si R est un anneau commutatif, l’anneau RrT s muni de la topo-
logie T -adique a pour complétion l’anneau des séries formelles RrrT ss.

2. Pour un nombre premier p, l’anneau des entiers Z muni de la topologie p-adique
a pour complétion Zp.

3. Le corps Q muni de la topologie p-adique est un corps non archimédien dont
le complété est le corps des nombres p-adiques Qp » Q b lim

ÐÝ
Zp.

Un de nos buts est d’obtenir un théorème en plusieurs variables dans l’esprit de
[ADV04]. Il faut pour cela étudier l’anneau de Robba en plusieurs variables. Une
technique que nous utiliserons à cette fin est la localisation rationelle. Elle nous
permettra d’étendre les résultats obtenus sur l’anneau de polynôme à une poly-
couronne.

Proposition 1.1.15 ([Hub93, Section 3, page 467]). Soit A un anneau de Huber.
Soient f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Il existe
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un unique anneau topologique A
´

f1,...,fr
f0

¯

et un morphisme continu A Ñ A
´

f1,...,fr
f0

¯

universel pour la propriété suivante : Si B est un anneau de Huber et u : A Ñ B est
un morphisme continu tel que

upf0q P Bˆ et @i “ 1, . . . , r, upfiqupf0q
´1 est borné en puissance dans B,

alors il existe un unique morphisme continu prolongeant u à A
´

f1,...,fr
f0

¯

.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [Wed19, Proposition and Definition 5.51].

Remarques. 1. La construction donne que A
´

f1,...,fr
f0

¯

“ A
”

1
f0

ı

en tant qu’an-

neaux. Si pA0, I0q est un couple de définition de A alors A
´

f1,...,fr
f0

¯

est un
anneau de Huber qui admet pour couple de définition

ˆ

A0

„

f1
f0
, . . . ,

fr
f0

ȷ

, I0

„

f1
f0
, . . . ,

fr
f0

ȷ˙

Le lecteur pourra se référer à [Wed19, Proposition 6.21] pour plus de dé-
tails. Par construction l’ensemble

!

fi
f0
, 1 ď i ď r

)

est borné en puissance dans

A
´

f1,...,fr
f0

¯

. Le complété de A
´

f1,...,fr
f0

¯

sera noté A
!

f1,...,fr
f0

)

ou A
␣

f{f0
(

lorsque la situation le permets.

Définition 1.1.16. Soit A un anneau de Huber et f0, . . . , fr des éléments de A
qui engendrent un idéal ouvert de A. Nous dirons que A

␣

f{f0
(

est une localisation
rationnelle régulière de A si le morphisme A Ñ A

␣

f{f0
(

préserve les éléments
réguliers.

Exemple. Soit K un corps non-archimédien. Notons |¨| sa norme. Considérons deux
éléments a et b de K tels que 0 ă ∥a∥ ď ∥b∥. Nous pouvons alors considérer l’anneau
KrXs

!

X2,ab
bX

)

. En tant qu’anneau topologique, nous avons

KrXs

"

X2, ab

bX

*

“

#

ÿ

nPZ

anX
n, an P K,

#

∥an∥∥b∥n Ñ 0 quand n Ñ `8

∥an∥∥a∥n Ñ 0 quand n Ñ ´8

+

.

Cet anneau vient avec la norme usuelle∥∥∥ÿ anX
n
∥∥∥ :“ max t∥an∥∥b∥n, n ě 0; ∥an∥∥a∥n, n ď 0u .

Se donner un endomorphisme σ de KrXs

!

X2,ab
bX

)

revient à se donner un élément
σpXq tel que ∥a∥ ď ∥σpXq∥ ď ∥b∥. Nous retrouvons l’anneau de Robba R défini
dans [ADV04] en posant

RK “ lim
ÝÑ
∥b∥ą0

lim
ÐÝ

}a∥ą1

KrXs

"

X2, ab

bX

*

où les limites sont prises sur ϵ positif.
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1.2 Morphismes topologiquement étales
Nous allons définir la notion de morphisme topologiquement étale. Parmi cette classe
de morphismes, nous regarderons en particulier les morphismes bien étale et les lo-
calisations rationnelles. Ce sont les deux types de morphismes étales le long desquels
nous pourrons étendre nos coordonnées.

Définition 1.2.1. Un morphisme d’anneaux de Huber φ : A Ñ B est topologique-
ment de type fini (resp. de présentation finie) s’il est adique et s’il existe des anneaux
de définition A0 Ă A et B0 Ă B tels que l’image de A0 soit contenue dans B0 et

1. pour tout idéal de définition I Ă A0, l’application induite

A0{I Ñ B0{φpIqB0

est de type fini (resp. présentation finie),

2. A bA0
xB0 Ñ pB est de type fini (resp. présentation finie).

Remarque. Cette définition est une variante de la définition 2.3.13 de [Abb10] qui
ne traite que du cas des schémas formels, ce qui dans le cas affine correspond aux
anneaux adiques. Les conditions ici sont plus faibles que la version algébrique de la
définition 1.8.18 de [Abb10]. Dans le cas où A est un anneau noethérien ces deux
notions sont équivalentes

Exemples. 1. Dans le cas des anneaux discrets, cette notion est tout simplement
la notion algébrique classique de type fini (resp. présentation finie).

2. Soit φ : A Ñ B un morphisme de type fini (resp. présentation finie) entre deux
anneaux. Pour un idéal I de A de type fini, il est possible de munir A et B de
la topologie I-adique. Le morphisme φ est topologiquement de type fini (resp.
de présentation finie).

3. Soit A un anneau de Huber et f0, f1, . . . , fr des éléments de A qui engendrent
un idéal ouvert, le morphisme

A Ñ A

ˆ

f1, . . . , fr
f0

˙

est topologiquement de présentation finie. En effet, par construction, il est
adique et pour tout anneau de définition A0 de A et idéal de définition I Ă A0

de A, pour tout entier naturel n le morphisme

A0{I Ñ pA0{Iq

„

1

f0

ȷ

est de présentation finie. La deuxième condition est automatiquement vérifiée.

Proposition 1.2.2. Soit f : A Ñ B et g : B Ñ C deux morphismes entre anneaux
adiques.

1. Si f et g sont topologiquement de type fini (resp. de présentation finie), il en
est de même de g ˝ f .
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2. Si g ˝ f est topologiquement de type fini et si g est adique alors f est topologi-
quement de type fini.

3. Si g ˝ f est topologiquement de présentation finie et si g est topologiquement
de type fini alors f est topologiquement de présentation finie.

Preuve. C’est la variante affine de la proposition 2.3.18 de [Abb10].

Proposition 1.2.3. Un morphisme entre anneaux adiques A Ñ B est topologique-
ment de présentation finie si et seulement si le morphisme complété induit pA Ñ pB
est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Considérons dans un premier temps le sens réciproque. Si pA Ñ pB est topo-
logiquement de présentation finie, alors, pour tout idéal de définition I de A, l’idéal
I pA est un idéal de définition de pA par la proposition 1.1.13. Cette même proposition
implique les isomorphismes suivants

pA{I pA » A{I et pB{I pB » B{IB.

Ce qui assure que pour tout idéal de définition I de A, le morphisme A{I Ñ B{I est
de présentation finie. Montrons alors le sens direct. Si I 1 est un idéal de définition
de pA alors pour tout idéal de définition I de A il existe un entier naturel n tel que
In pA Ă I 1. Il suffit alors de considérer le diagramme suivant

pA{In pA

��

// pB{In pB

��

pA{I 1 // pB{I 1

Le morphisme du haut est topologiquement de présentation finie en utilisant encore
une fois l’isomorphisme de la proposition 1.1.13 ce qui permet de déduire que celui
du bas l’est aussi. La deuxième condition de la définition se vérifie facilement.

Proposition 1.2.4. Soit φ : A Ñ B un morphisme entre anneaux adiques, alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le morphisme φ est topologiquement de type fini (resp. de présentation finie).
2. Pour tout idéal de définition I de A, l’application induite

A{I Ñ B{φpIqB

est de type fini (resp. de présentation finie).

Preuve. Le sens p2q ñ p1q est évident. Montrons alors p1q ñ p2q. Nous supposose-
rons, sans perte de généralité, que les anneaux A et B sont complets. Par hypothèse,
le morphisme est adique. Soit A0 et B0 des anneaux de définitions de A et B qui
satisfont les conditions de la définition. Pour tout idéal de définition I Ă A0 de A,
l’application induite

A0{I Ñ B0{φpIqB0

est de type fini. Par extension des scalaires et par la deuxième condition de la
définition, l’application

A{I » A bA0 A0{I Ñ A bA0 B0{φpIqB0 Ñ B{φpIqB

est de type fini.
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Lemme 1.2.5. Soit A, B et A1 des anneaux adiques, A Ñ B un morphisme topolo-
giquement de présentation finie et A Ñ A1 un morphisme adique alors A1 Ñ A1 bAB
est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Le morphisme A Ñ A1 étant adique, il existe un idéal de définition J de
A tel que l’image de J engendre un idéal de définition de A1. De plus, l’application
induite

A{J Ñ B{JB

est de présentation finie. L’application

A1
{JA1

» A1
{JA1

bA{J A{J Ñ A1
{JA1

bA{J B{J » pA1
bA Bq{JpA1

bA Bq

est alors de présentation finie.

Lemme 1.2.6. Soit R un anneau adique, A, A1, B et B1 des R-algèbre adiques. Si
A Ñ B et A1 Ñ B1 sont des morphismes topologiquement de présentation finie, alors
A bR A

1 Ñ B bR B
1 est topologiquement de présentation finie.

Preuve. Par extension des scalaires, en utilisant le lemme 1.2.5, les morphismes

A bR A
1

Ñ B bR A
1 et B bR A

1
Ñ B bR B

1

sont topologiquement de présentation finie. En utilisant la proposition 1.2.2, avec le
morphisme B bR A

1 Ñ B bR B
1, on obtient que le morphisme A bR A

1 Ñ B bR B
1

est topologiquement de présentation finie.

Définition 1.2.7. Un morphisme A Ñ B d’anneaux adiques est formellement étale
si pour tout diagramme d’anneaux adiques

A

��

// C

����

B // C{c

où C est un anneau adique complet et c est nilpotent, il existe un unique morphisme
B Ñ C rendant le diagramme commutatif. Le morphisme A Ñ B est topologique-
ment étale si il est formellement étale et topologiquement de présentation finie.

Exemples. 1. Dans le cas des anneaux discrets, la notion de morphisme topologi-
quement étale est tout simplement la notion algébrique classique de morphisme
étale.

2. Soit φ : A Ñ B un morphisme étale entre deux anneaux. Pour un idéal de
type fini I de A, il est possible de munir A et B de la topologie I-adique. Le
morphisme φ est alors adique, topologiquement de type fini et formellement
étale. Il est donc topologiquement étale.

3. Soit A un anneau adique et f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un
idéal ouvert, le morphisme

A Ñ A

ˆ

f1, . . . , fr
f0

˙
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est topologiquement étale. Nous avons montré dans la remarque qui suit la
définition 1.2.1 que ce morphisme est topologiquement de présentation finie.
Il suffit alors de remarquer qu’il est formellement étale. Si l’on se donne un
diagramme

A

��

// C

����

A
´

f1,...,fr
f0

¯

// C{c

où C est un anneau adique complet et c est nilpotent, nous vérifions aisément
que le morphisme A Ñ C satisfait les conditions nécessaires afin d’appliquer
la propriété universelle de la localisation rationnelle, ce qui permet d’obtenir
un unique relèvement A

´

f1,...,fr
f0

¯

Ñ C qui fasse commuter le diagramme.

Proposition 1.2.8. Soit A et B deux anneaux adiques et un morphisme adique
φ : A Ñ B. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le morphisme φ est formellement étale.
2. Pour tout diagramme d’anneaux adiques

A

��

// C

����

B // C{c

où C est un anneau adique complet et c est un idéal topologiquement nilpotent,
il existe un unique morphisme B Ñ C rendant le diagramme commutatif.

Preuve. Le sens p2q ñ p1q est évident car un idéal nilpotent est topologiquement
nilpotent. Montrons alors le sens p1q ñ p1q. Donnons-nous un diagramme d’anneaux
adiques

A

��

// C

����

B // C{c

où C est un anneau adique complet et c est un idéal topologiquement nilpotent.
Pour tout idéal de définition I de A et tout entier naturel, k ce diagramme induit
le diagramme commutatif suivant :

A

��

// C{IkC

����

B // C{IkC{c.

L’idéal c est nilpotent dans C{IkC car IkC est un idéal de définition de C par
la proposition 1.1.3. De plus, C{IkC est complet pour la topologie discrète. Nous
obtenons ainsi un unique relèvement B Ñ C{IkC. En passant au complété, nous
obtenons un morphisme B Ñ C et il est aisément vérifiable que celui-ci est adique.
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Proposition 1.2.9. Soit f : A Ñ B et g : B Ñ C deux morphismes entre anneaux
adiques. Si f et g sont topologiquement étales alors g ˝ f est topologiquement étale.

Preuve. On vérifie facilement que la composition de morphismes formellement étales
est formellement étale. La proposition découle alors de la Proposition 1.2.2.

Proposition 1.2.10. Soit R un anneau adique, φ : A Ñ C et ψ : B Ñ D deux
morphismes entre anneaux adiques. Si A, B, C et D sont des R-algèbres adiques et
les morphismes φ et ψ sont topologiquement étales alors φbRψ : AbRB Ñ CbRD
est topologiquement étale.

Preuve. On se donne un diagramme de R-algèbres de Huber

A bR B

��

// E

��

C bR D // E{e

où E est complet et e est nilpotent. Ce diagramme induit les diagrammes suivants

A //

��

E

��

C // E{e

B //

��

E

��

D // E{e

Par hypothèse il existe des relèvements uniques C Ñ E et D Ñ E qui font commuter
ces diagrammes. Par propriété universelle il existe une unique application C bR

D Ñ E qui fait commuter le premier diagramme. Le fait que le morphisme soit
topologiquement de présentation finie découle de la proposition 1.2.6.

Définition 1.2.11. Un morphisme φ : A Ñ B d’anneaux de Huber est bien étale si
il existe des anneaux de définitions A0 et B0 de A et B qui vérifient φpA0q Ă B0 tels
que le morphisme induit φ0 : A0 Ñ B0 est topologiquement étale et B “ A bA0 B0.
Le triplet pφ0, A0, B0q est un bon modèle de φ.

Exemples. 1. Dans le cas où les anneaux sont discrets c’est tout simplement la
notion de morphisme étale.

2. Pour un nombre premier p ‰ 2, le morphisme

QprT s Ñ QprX, Y s{pY 2
´ X3

` Xq, T ÞÑ X

est bien étale, où la topologie des deux côtés est la topologie p-adique.

3. Soit A un anneau de Huber et f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un
idéal ouvert, le morphisme

A Ñ A

ˆ

f1, . . . , fr
f0

˙

est bien étale.
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Proposition 1.2.12. Soit A et B deux anneaux adiques et φ : A Ñ B un mor-
phisme. Si φ est bien étale alors il est formellement étale.

Preuve. Soit un diagramme d’anneaux adiques de la forme suivante

A

��

// C

����

B // C{c

avec C complet et c nilpotent. Pour des anneaux de définitions A0 et B0, respecti-
vement de A et B satisfaisant les hypothèses de la définition de bien étale pour le
morphisme φ, on en déduit le diagramme suivant

A0

��

// C

����

B0
// C{c.

Encore par hypothèse, il existe un unique relèvement B0 Ñ C qui peut être étendu
de manière unique en utilisant l’hypothèse : B “ A bA0 B0.

Définition 1.2.13. Soit A un anneau de Huber. Un endomorphisme σ de A est dit
infinitésimal sur une partie V de A s’il existe une partie topologiquement nilpotente
U de A telle que pσ ´ IdqpV q Ă U et si σpV q Ă V .

Exemple. Soit A un anneau de Huber. Notons ∥¨∥ sa semi-norme sous-multiplicative
associée et pA0, I0q un couple de définition. Soit un élément q de A tel que ∥q´1∥ ă 1

ArXs Ñ ArXs, X ÞÑ qX

est infinitésimal sur A0rXs.

Proposition 1.2.14. Soit B un anneau de Huber complet et u : A Ñ B un mor-
phisme bien étale d’anneaux de Huber et pu0, A0, B0q un bon modèle de u. Si σA est
un endomorphisme de A infinitésimal sur A0 et B est complète, alors σA se prolonge,
de manière unique, en un endomorphisme σB de B également infinitésimal sur B0.

Preuve. Notons J l’idéal de A engendré par pσA ´ IdqpA0q. Du fait que le mor-
phisme σA est infinitésimal sur A0, nous avons J Ă A0. L’idéal JB0 est un idéal
topologiquement nilpotent de B0. Afin d’obtenir le relèvement il suffit de considérer
le diagramme suivant

A0
u˝σA //

u

��

B0

��

B0
// B0{JB0.

Cela nous assure, du fait que le morphisme A Ñ B est bien étale, qu’il existe un
unique relèvement B0 Ñ B0. Par extension des scalaires ce morphisme peut être
entendu en un endomorphisme de B qui satisfait automatiquement les propriétés
voulues.
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Définition 1.2.15. Soit R un anneau de Huber et A une R-algèbre de Huber.
Des éléments x1, . . . , xd P A sont des coordonnées étales si il existe un morphisme
formellement étale

φ : RrX1, . . . , Xds Ñ A, Xi ÞÑ xi.

Nous dirons de plus que ce sont des bonnes coordonnées étales si φ est bien étale : s’il
existe des anneaux de définitionR0 deR etA0 deA tels que le triplet pφ0, R0rX1, . . . , Xds, A0q

est un bon modèle pour φ, où φ0 : R0rX1, . . . , Xds Ñ A0 est le morphisme induit
par φ.

Proposition 1.2.16. Soit R un anneau de Huber et A une R-algèbre de Huber, si
x1, . . . , xd sont des bonnes coordonnées étales sur A alors ce sont des coordonnées
étales.

Preuve. C’est une conséquence de la proposition 1.2.12.

Proposition 1.2.17. Soit R un anneau adique, A et B des R-algèbres adiques
qui sont des anneaux adiques. Si A et B sont munies respectivement de bonnes
coordonnées étales x1, . . . , xd et y1, . . . , ye, alors x1 b 1, . . . , xd b 1, 1 b y1, . . . , 1 b ye
sont des bonnes coordonnées étales sur A bR B.

Preuve. C’est une conséquence de la proposition 1.2.10.
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Chapitre 2

Calcul différentiel déformé

Craindre l’erreur et craindre la
vérité est une seule et même chose.
Celui qui craint de se tromper est
impuissant à découvrir.

Alexandre Grothendieck, Récoltes
et Semailles, 1986
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2.1 Rappels sur les modules filtrés

Nous rappelons dans cette section quelques résultats généraux sur les modules filtrés
sur un anneau qui nous seront utiles par la suite.

Définition 2.1.1. Soit A un anneau. Un A-module M est dit filtré s’il est muni
d’une filtration exhaustive décroissante indexée sur les entiers naturels Fil‚M . Pour
tout entier naturel i, notons GriM “ FiliM{Fili`1M la graduation associée.

Proposition 2.1.2. Soit A un anneau, M et N deux A-modules filtrés. Il existe une
filtration naturelle définie pour k P N par

FilkpM bR Nq “
ÿ

i`j“k

Im pFiliM b FiljN Ñ M b Nq .
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qui donne lieu à un morphisme naturel
à

i`j“k

GriM b GrjN Ñ Grk pM b Nq .

Si, de plus, pour tout i, j P N, M{FiliM et N{FiljN sont des modules plats sur R,
ce morphisme est un isomorphisme.

Preuve. Par définition, pour i ` j “ k fixés il existe un morphisme

FiliM b FiljN Ñ M b N Ñ GrkpM b Nq.

L’image de Fili`1M b FiljN est nulle par ce morphisme, et par passage au quotient,
cela donne un morphisme

GriM b FiljN Ñ GrkpM b Nq.

Appliquons à nouveau le même raisonnement en remarquant que, par ce morphisme,
l’image de GriM b Filj`1N est nulle pour obtenir par passage au quotient un mor-
phisme

ψi,j : GriM b GrjN Ñ GrkpM b Nq.

En prenant la somme directe
à

i`j“k

GriM b GrjN Ñ GrkpM b Nq

nous obtenons le morphisme naturel voulu. Supposons alors que pour tout i, j P N,
M{FiliM etN{FiljN sont des modules plats sur R. Il nous faut construire un inverse.
Pour i ` j “ k fixés, considérons le morphisme composé

ϕi,j : FilkpM b Nq ãÑ M b N Ñ M{Fili`1M b N{Filj`1N.

En composant avec la surjection

ρ1 :M{Fili`1M b N{Filj`1N Ñ M{FiliM b N{Filj`1N

cela donne l’application nulle. En effet, étant donné un élément dans l’image de ϕi,j
il peut être écrit sous la forme

ř

v`u“kmu b nv avec mu P FiluM et nv P FilvN .
Un raisonnement par l’absurde nous assure que u ě i ou v ě j ` 1. Un tel élément
est bien envoyé sur 0 par ρ1. L’image de ϕi,j est donc incluse dans le noyau de ρ1.
Utilisons alors la platitude de N{Filj`1N pour calculer ce noyau. Par définition, la
suite ci-dessous est exacte

0 Ñ GriM Ñ M{Fili`1M Ñ M{FiliM Ñ 0.

Par platitude de N{Filj`1N , la suite obtenue en tensorisant est également exacte

0 Ñ GriMbN{Filj`1N Ñ M{Fili`1MbN{Filj`1N Ñ M{FiliMbN{Filj`1N Ñ 0.

Ainsi kerpρ1q “ GriM b N{Filj`1N et il existe un morphisme

ϕ1
i,j : FilkpM b Nq Ñ GriM b N{Filj`1N.
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Procédons de la même façon et considérons la surjection

ρ2 : GriM b N{Filj`1N Ñ GriM b N{FiljN.

Un raisonnement identique nous permet d’obtenir un morphisme

ϕ2
i,j : FilkpM b Nq Ñ GriM b GrjN.

En raisonnant à nouveau sur les indices, ce morphisme passe au quotient

Grk pM b Nq Ñ GriM b GrjN.

Prenons à nouveau la somme directe pour obtenir un morphisme

GrkpM b Nq Ñ
à

i`j“k

GriM b GrjN.

C’est bien un inverse.

Lemme 2.1.3. Soit M et N deux R-modules munis, respectivement, des filtrations
décroissantes exhaustives Fil‚M et Fil‚N . Si M Ñ N est un isomorphisme de mo-
dules filtrés qui induit pour tout entier i un isomorphisme GriM Ñ GriN alors pour
tout entier i

FiliM » FiliN.

Preuve. Nous procédons par récurrence. Pour k “ 0, le résultat est évidemment vrai.
Supposons alors que le résultat soit vrai pour un k P N˚. Nous avons le diagramme
commutatif suivant

0 // Filk`1M

��

// FilkM

��

// GrkM

��

// 0

0 // Filk`1N // FilkN // GrkN // 0

Les morphismes verticaux au centre et à droite sont des isomorphismes et donc par
le lemme des cinq Filk`1M Ñ Filk`1N est un isomorphisme.

2.2 Parties principales déformées en plusieurs va-
riables

Définition 2.2.1. Soit R un anneau de Huber, A une R-algèbre adique et d P

N. La R-algèbre A est dite déformée d’ordre d si elle est munie d’une suite σ “

pσA,1, . . . , σA,dq d’endomorphismes R-linéaires continus qui commutent entre eux.

Posons PA “ A bR A. Nous étendons σi à PA en posant σipa b bq “ σipaq b b.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, nous écrirons tout simplement σi au lieu de σA,i. La
donnée de l’anneau et de l’ensemble des endomorphismes sera notée sous la forme
d’un couple pA, σq.
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Exemples. Soit R un anneau de Huber et A une R-algèbre adique. Les exemples
suivant sont des exemples d’algèbres déformées

1. Soit h1, . . . , hd des éléments de A, l’anneau ArXs muni de σ “ pσ1, . . . , σdq,
définis par σipXjq “ Xj ` hj, est une R-algèbre déformée d’ordre d. C’est le
cas des différences finies.

2. Soit l P N, l’anneau ArXs muni de σ “ pσ1, . . . , σdq, définis par

@a P A, @i, j “ 1, . . . , d, σipaXjq “ aδi,jX
l
i ,

est une R-algèbre déformée d’ordre d. C’est le cas des différences de Mahler.
3. Dans le cas de deux variables A “ RrX1, X2s, il est possible de regarder les cas
σ1 “ σ2, σ1

`
ř

ai,jX
i
1X

j
2

˘

“
ř

ai,jX
i`j
2 et σ2

`
ř

ai,jX
i
1X

j
2

˘

“
ř

ai,jX
i`j
1 ou en-

core σ1
`
ř

ai,jX
i
1X

j
2

˘

“
ř

ai,jpX1`X2q
iXj

2 et σ2
`
ř

ai,jX
i
1X

j
2

˘

“
ř

ai,jX
i
1pX1`

X2qj.

Définition 2.2.2. Soit R un anneau de Huber et pA, σAq et pB, σBq deux R-algèbres
de Huber déformées d’ordre d. Un morphisme de R-algèbres de Huber déformées
d’ordre d, u : A Ñ B est un morphisme de R-algèbres de Huber tel que

@i “ 1, . . . , d, σB,i ˝ u “ u ˝ σA,i.

Dans la suite, nous considérons un anneau de Huber R et pA, σq une R-algèbre de
Huber déformée d’ordre d. Considérons également des éléments x “ px1, . . . , xdq de
A sur lesquels nous mettrons des conditions variées par la suite. Nous utiliserons
la même notation σi pour l’endomorphisme de l’anneau de polynômes A

“

ξ
‰

tel que
pour tout i, j P t1, . . . , du

σipξjq “

#

ξi ` xi ´ σipxiq, si j “ i

ξj, sinon.

Définition 2.2.3. Pour tout entier naturel n, le A-module PA,pnqσ,x des parties prin-
cipales déformées d’ordre n est le module défini de la façon suivante

PA,pnqσ,x :“ Arξs

M´

ξpkqσ,x tels que |k| “ n ` 1
¯

où l’on a posé pour k P Nd

ξpkqσ,x :“ ξ
pk1qσ1
1 . . . ξ

pkdqσd
d et ξpkiqσi

i :“ ξiσipξiq . . . σ
ki´1
i pξiq.

Cela donne

ξpkqσ,x “

d
ź

i“1

ki´1
ź

j“0

`

ξi ` xi ´ σji pxiq
˘

. (2.1)

Dans le cas où d “ 1, c’est le module défini par Le Stum et Quirós dans [LSQ18a,
Definition 1.5].

Remarque. Comme remarqué dans les exemples qui suivent la définition 1.1.1,
l’anneau de polynômes Arξs peut être muni d’une structure d’anneau de Huber
induisant la topologie de A. L’anneau PA,pnqσ,x muni de la topologie quotient est
également un anneau de Huber. Dans la suite, nous le munirons de cette topologie.
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Exemple. Lorsque A “ R rX1, X2s, et pour i, j “ 1, 2, σipXjq “ q
δi,j
i Xj où q1 et q2

sont des éléments de R, le module admet la description suivante

PA,pnqσ,tX1,X2u
“ Arξ1, ξ2s

M

˜

2
ź

i“1

ki´1
ź

j“0

pξi ` p1 ´ qji qXiq tels que k1 ` k2 “ n ` 1

¸

.

Proposition 2.2.4. Pour tout entier naturel n, le morphisme composé

Arξsďn ãÑ Arξs ↠ PA,pnqσ,x

est un isomorphisme.

Preuve. Considérons le morphisme de A-modules suivant

Arξs Ñ Arξs

ξk ÞÑ ξpkqσ,x .
(2.2)

La formule 2.1 nous assure que pour tout k P Nd, ξpkqσ,x est de degré |k|. Le mor-
phisme 2.2 conserve donc le degré et induit pour tout entier naturel n un morphisme

Arξsďn Ñ Arξsďn,

où Arξsďn désigne l’ensemble des polynômes de degré inférieur à n. Pour n “ 0, ce
morphisme est un isomorphisme. Procédons alors par récurrence en supposant que
c’est un isomorphisme pour un entier naturel n. Il existe également un morphisme
induit

Arξsďn`1{Arξsďn Ñ Arξsďn`1{Arξsďn.

Ce morphisme est un isomorphisme. En effet, étant donné k “ pk1, . . . , kdq P Nd

tel que |k| “ n ` 1 alors par la formule 2.1 ξpkqσ,x ” ξk11 . . . ξkdd mod Arξsďn. Le
diagramme suivant

0 // Arξsďn

��

// Arξsďn`1

��

// Arξsďn`1{Arξsďn

��

// 0

0 // Arξsďn
// Arξsďn`1

// Arξsďn`1{Arξsďn
// 0

permet de conclure, en utilisant le lemme des cinq, que le morphisme

Arξsďn`1 Ñ Arξsďn`1

est un isomorphisme. Il en découle directement que le morphisme 2.2 est un isomor-
phisme.

Remarque. Le module PA,pnqσ,x est un A-module libre de base
!

ξpkqσ,x

)

|k|ďn
.

Proposition 2.2.5. Soit u : A Ñ B un morphisme de R-algèbres de Huber défor-
mées d’ordre d alors,

B bA PA,pnqσA,x » PB,pnqσB,upxq
.
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Preuve. Par définition,

B bA PA,pnqσA,x “ B bA Arξs

M´

ξpkqσA,x tels que |k| “ n ` 1
¯

» Brξs

M´

ξ
pkqσB,upxq tels que |k| “ n ` 1

¯

“ PB,pnqσB,upxq
.

Définition 2.2.6. Les éléments x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A si, pour
tout entier naturel n, il existe un unique morphisme adique R-algèbres

ΘA,pnqσ,x : A Ñ PA,pnqσ,x

xi ÞÑ xi ` ξi

tel que la composée de la projection sur A avec ΘA,pnqσ,x est l’identité. Le morphisme
ΘA,pnqσ,x est le n-ème morphisme de Taylor de A relativement à σ et x.

Remarque. Soit q “ pq1, . . . , qdq des éléments de R. Lorsque

@i, j P t1, . . . , du, σipxjq “

#

qixi si i “ j

xj sinon,

et x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées, nous dirons que ce sont des q-coordonnées pour
accentuer le lien avec les éléments q1, . . . , qd. Dans le cas où d “ 1, c’est la situation
qui est traitée dans [ADV04].

Exemple. Dans le cas où σ1 “ . . . “ σd “ IdA et qu’il existe un morphisme étale

RrXs Ñ A, Xi ÞÑ xi,

alors x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A. En effet, pour tout entier naturel n
le diagramme suivant est commutatif

RrXs
Xi ÞÑxi`ξi //

Xi ÞÑxi

��

PA,pnqσ,x

��

A // PA,pnqσ,x{pξ1, . . . , ξdq

Comme nous nous sommes placés dans le cas où σ1 “ . . . “ σd “ IdA, les éléments
ξi sont des éléments nilpotents de PA,pnqσ,x . Puisque la première flèche verticale est
formellement étale, il existe alors un unique relevé A Ñ PA,pnqσ,x qui vérifie bien la
propriété voulue.

Soit x1, . . . , xd des σ-coordonnées sur A. Considérons pour un entier naturel n le
morphisme

Θ̃A,pnqσ,x :PA Ñ PA,pnqσ,x

a b b ÞÑ aΘA,pnqσ,xpbq

qui étend ΘA,pnqσ,x à PA par A-linéarité. Pour i “ 1, . . . , d,

Θ̃A,pnqσ,xp1 b xi ´ xi b 1q “ ξi.
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La proposition 2.2.4 nous assure donc que ce morphisme est surjectif. Notons

I
pn`1qσ,x

A :“ ker
´

Θ̃A,pnqσ,x

¯

.

Par le premier théorème d’isomorphisme

PA{I
pn`1qσ,x

A » PA,pnqσ,x .

Remarques. 1. Si nous notons

p˚
2 : A Ñ PA, f ÞÑ 1 b f

et π la projection PA ↠ PA,pnqσ,x , alors par unicité de ΘA,pnqσ,x le diagramme
suivant est commutatif

A
p˚
2 //

ΘA,pnqσ,x ##

PA

����

PA,pnqσ,x

2. Pour tout entier naturel n, il existe, par factorisation, un morphisme

ϕn : PA,pnqσ,x Ñ PA,pn´1qσ,x

qui rend le diagramme suivant commutatif

Arξs // //

����

PA,pn´1qσ,x

PA,pnqσ,x

ϕn

88

En utilisant l’unicité du morphisme Θ̃A,pn´1qσ,x on vérifie facilement que

ϕn ˝ Θ̃A,pnqσ,x “ Θ̃A,pn´1qσ,x .

3. Le diagramme ci-dessous est commutatif

0 // I
pnqσ,x

A
� � // PA // PA,pn´1qσ,x

// 0

0 // I
pn`1qσ,x

A

OO

� � // PA // PA,pnqσ,x

OO

// 0

Lemme 2.2.7. Soit x1, . . . , xd des σ-coordonnées telles que pour i “ 1, . . . , d, σipxiq P

Rrxis. Pour tous les entiers naturels n et m, il existe un unique morphisme d’algèbres

δn,m : PA,pn`mqσ,x Ñ PA,pnqσ,x b
1
A PA,pmqσ,x , ξi ÞÑ ξi b 1 ` 1 b ξi

où b1
A désigne le fait que l’action à droite se fait via ΘA,pnqσ,x.
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Preuve. Il existe un unique morphisme de A-algèbres

δ : Arξs Ñ PA,pnqσ,x b
1
A PA,pmqσ,x , ξi ÞÑ 1 b ξi ` ξi b 1.

Pour i “ 1, . . . , d notons ai,n le sous-module libre de base
!

ξ
pkqσ,x

i , k ě n
)

. Montrons
par récurrence l’inclusion suivante :

δpai,nq Ă

n
ÿ

j“0

ai,j bA ai,n´j.

Pour n “ 1, l’inclusion est immédiate. Supposons alors le résultat vrai pour un rang
n P N et montrons qu’il reste vrai au rang n ` 1. Il suffit de le montrer sur la base
du module. Soit k ě n ` 1, nous avons :

δ
´

ξ
pkqσ,x

i

¯

“ δ
´

ξ
pnqσ,x

i

¯

k´1
ź

j“n

δ
`

σji pξiq
˘

.

De plus, en tant qu’idéaux, nous avons

k´1
ź

j“n

δ
`

σji pξiq
˘

Ă δ pσni pξiqq .

Montrons alors que

δ pσni pξiqq Ă PA,pnqσ,x b
1
A σ

n´j
i pξiq ` σji pξiq b

1
A PA,pmqσ,x .

Du fait que δ soit A-linéaire et que σipxiq P Rrxis, il est suffisant de montrer cette
inclusion sur Rrxis, nous identifierons ici l’élément ξi à 1 b xi ´ xi b 1 par l’iso-
morphisme PA{I

pn`1qσ,x

A » PA,pnqσ,x . C’est alors la proposition 3.3 de [LSQ18a] qui
permet d’obtenir cette inclusion. Nous avons alors,

δ
´

ξ
pkqσ,x

i

¯

Ă

n
ÿ

j“0

pai,j bA ai,n´jq
`

PA,pnqσ,x b
1
A σ

n´j
i pξiq ` σji pξiq b

1
A PA,pmqσ,x

˘

Ă

n
ÿ

j“0

`

ai,j bA ai,n´jσ
n´j
i pξiq ` ai,jσ

j
i pξiq bA ai,n´j

˘

Ă

n
ÿ

j“0

pai,j bA ai,n`1´j ` ai,j`1 bA ai,n´jq

Ă

n`1
ÿ

j“0

ai,j bA ai,n`1´j.

Désignons par an le sous-module libre de base
!

ξpkqσ,x , |k| ě n
)

. Montrons alors que

δpanq Ă

n
ÿ

j“0

aj bA an´j.
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L’égalité an “
ř

|k|“n

śd
i“1 ai,ki donne

δpanq “ δ

¨

˝

ÿ

|k|“n

d
ź

i“1

ai,ki

˛

‚

Ă
ÿ

|k|“n

d
ź

i“1

δpai,kiq

Ă
ÿ

|k|“n

d
ź

i“1

ki
ÿ

j“0

aki,j bA ai,ki´j

Ă
ÿ

|k|“n

ÿ

|j|ď|k|

d
ź

i“1

pai,ji bA ai,ki´jiq

Ă
ÿ

|k|“n

ÿ

|j|ď|k|

˜

d
ź

i“1

ai,ji bA

d
ź

i“1

ai,ki´ji

¸

Ă
ÿ

|k|“n

ÿ

|j|ď|k|

´

a|j| bA a|k´j|

¯

Ă

n
ÿ

j“0

aj bA an´j

Pour 0 ď i ď n ` m ` 1, soit i ą n et dans ce cas ai Ă an`1 ou bien i ď n et dans
ce cas m ` n ` 1 ´ i ą m et donc an`m`1´i Ă am`1. D’où

δpan`m`1q Ă Arξs bA an`1 ` am`1 bA Arξs.

Par passage au quotient, on construit alors l’application voulue.

Remarques. 1. L’application δn,m ainsi définie est automatiquement adique.
2. Si A et B sont deux R-algèbres adiques tels que B est munie d’endomorphismes
R-linéaires continus τ1, . . . , τe ainsi que de τ -coordonnées y1, . . . , ye alors, il est
possible de définir un endomorphisme pσ Y τqi de A bR B en posant

pσ Y τqipa b bq “

#

σipaq b b si 1 ď i ď d

a b τi´dpbq sinon.

Nous utiliserons, comme précédemment, la même notation pour l’endomor-
phisme pσ Y τqi sur pA bR Bqrξ1, . . . , ξd`es défini par

pσ Y τqipξjq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ξi ` xi b 1 ´ σipxiq b 1 si i “ j et 1 ď i, j ď d

ξj si i ‰ j et 1 ď i, j ď d

ξi ` 1 b yi ´ 1 b τi´dpyi´dq si i “ j et d ` 1 ď i, j ď d ` e

ξj sinon.

Proposition 2.2.8. Si pB, τq est une R-algèbre adique déformée d’ordre e munie
de τ -coordonnées y1, . . . , ye alors x1 b 1, . . . , xd b 1, 1 b y1, . . . 1 b ye sont des σ Y τ -
coordonnées sur A bR B.
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Preuve. Il suffit ici d’utiliser la propriété universelle du produit tensoriel. Par exis-
tence des morphismes suivants :

A
ΘA,pnqσ,x
ÝÝÝÝÝÑ PA,pnqσ,x Ñ PAbRB,pnqσYτ,xb1,1by

et
B

ΘB,pnqσ,y

ÝÝÝÝÝÑ PB,pnqσ,y Ñ PAbRB,pnqσYτ,xb1,1by

il est possible de construire une application bilinéaire

A ˆ B Ñ PAbRB,pnqσYτ,xb1,1by .

Alors par propriété universelle du produit tensoriel, il existe une unique application

A bR B Ñ PAbRB,pnqσYτ,xb1,1by .

qui satisfait les propriétés voulues.

Proposition 2.2.9. Soit pB, τq est une R-algèbre adique déformée d’ordre e munie
de τ -coordonnées y1, . . . , ye. Si A et B sont plates sur R alors pour tout n P N

I
pnqσYτ,xb1,1by

AbRB
»

ÿ

i`j“n

I
piqσ,x

A b I
pjqτ,y

B .

Preuve. Le module PA peut être muni d’une filtration exhaustive décroissante définie
de la manière suivante : pour n P N, on pose FilnPA “ I

pnqσ,x

A . De plus, le diagramme
suivant est commutatif et ses lignes et colonnes sont exactes

0 // 0

��

// 0 //

��

‘|k|“nAξ
pkqσ,x

��

0 // I
pn`1qσ,x

A
//

��

PA //

��

PA,pnqσ,x

��

// 0

0 // I
pnqσ,x

A
//

��

PA //

��

PA,pn´1qσ,x

��

// 0

I
pnqσ,x

A {I
pn`1qσ,x

A
// 0 // 0 // 0

Par le lemme du serpent, ‘|k|“nAξ
pkqσ,x » I

pnqσ,x

A {I
pn`1qσ,x

A “ GrnPA. Considérons de
la même manière que précédemment la filtration décroissante exhaustive FilnPB “

I
pnqτ,y

B et la graduation associée GrnPB » ‘|k|“nBξ
pkqτ,y . L’isomorphisme

PA bR PB Ñ PAbRB

induit un isomorphisme

Grk pPA bR PBq » GrkPAbRB.

En effet, remarquons que PA{I
piqσ,x

A est un A-module libre et PB{I
pjqτ,y

B est un B-
module libre. Sachant queA etB sont des modules plats surR, PA{I

piqσ,x

A et PB{I
pjqτ,y

B

sont des modules plats sur R. Les propositions 2.1.2 et 2.1.3 permettent de conclure.
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2.3 Coordonnées
Dans cette section, nous étudions les conditions nécessaires afin que les propriétés de
nos coordonnées soient conservées lorsqu’on les transporte via un morphisme bien
étale ou une localisation rationnelle.

Nous énonçons ici les hypothèses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un anneau de Huber et pA, σq est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre
d (définition 2.2.1). Dorénavant, pour alléger les notations, les coordonnées x seront
omises en indice.

Proposition 2.3.1. Supposons A complète. Soit x1, . . . , xd des bonnes coordonnées
étales sur A et pφ0, R0, A0q le bon modèle associé. Si pour tout i “ 1, . . . , d, σi est
infinitésimal sur A0 alors, x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A.

Preuve. Par définition, il existe un morphisme RrXs Ñ A qui est bien étale. Ap-
pliquons le même raisonnement que dans la preuve de la proposition 1.2.14. Le
morphisme induit σ0 : R0rXs Ñ A0 est topologiquement étale. Pour tout 1 ď i ď d,
pσi ´ IdqpA0q est topologiquement nilpotent. Considérerons le diagramme suivant

R0rXs
Xi ÞÑξi`xi //

��

PA0,pnqσ

��

A0
// PA0,pnqσ{ ppξ1, . . . , ξdq ` Jq

où J “

´

řd
i“1pσi ´ IdqpA0q

¯

. Du fait que le morphisme RrXs Ñ A est bien étale
cela nous donne un unique relevé A0 Ñ PA,pnqσ qui peut être étendu en utilisant le
fait que A “ A0 bR0 R.

Définition 2.3.2. Les éléments x1, . . . , xd sont des bonnes σ-coordonnées si ce sont
des bonnes coordonnées étales et des σ-coordonnées.

Proposition 2.3.3. Soit u : A Ñ B un morphisme bien étale de R-algèbres de
Huber complètes et x1, . . . , xd des bonnes σ-coordonnées, avec pφ0, R0, A0q pour bon
modèle associé, tel qu’il existe un anneau de définition B0 de B tel que pu|A0 , A0, B0q

est un bon modèle de u. Si pour i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme σi est infinitésimal
sur A0, alors, il se prolonge de manière unique à B en un endomorphisme σi,B. De
plus, upx1q, . . . , upxdq sont des bonnes σB-coordonnées sur B.

Preuve. Le résultat se déduit directement des propositions 2.3.1 et 1.2.14.

Définition 2.3.4. Des élements x1, . . . , xd de A sont des coordonnées gentilles (resp.
fortes) relativement à σ si pour tout entier naturel 1 ď i ď d et 0 ď k ă n :
σni pxiq ´ σki pxiq n’est pas un diviseur de zéro (resp. est inversible) dans A.

Exemple. Dans le cas où σipxjq “ q
δi,j
i xi avec qi P R, les coordonnées sont gentilles

si et seulement si qki ´ 1 est régulier dans R. Cela revient à demander que qi n’est
pas une racine de l’unité. Les coordonnées seront fortes lorsque qki , q

n´k
i ´ 1 sont
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des éléments inversibles de R et x1, . . . , xd sont des éléments inversibles de A. C’est
le cas dans la situation de [ADV04], où l’anneau R que nous considérons est un
corps K de caractéristique nulle, complet par rapport à une valeur absolue | ¨ | non
archimédienne, avec un corps résiduel de caractéristique p ą 0 et pour un intervalle
I Ă Rą0 la R-algèbre de Huber déformée d’ordre 1 est

AKpIq “

#

ÿ

nPZ

anx
n, an P K, lim

˘8
|an|ρn “ 0 @ρ P I

+

munie de l’endomorphisme
σq : AKpIq Ñ AKpIq

fpxq ÞÑ fpqxq,

où q est un élément de K tel que |q ´ 1| ă 1 et q n’est pas une racine de l’unité.

Pour n P N, nous noterons αnd :“ #
␣

k P Nd, |k| ď n
(

“
`

n`d
d

˘

Proposition 2.3.5. Si A est munie de coordonnées x1, . . . , xd gentilles (resp. fortes),
alors pour tout entier naturel n, il existe un morphisme injectif (resp. bijectif) de
A-algèbres

πn : PA,pnqσ Ñ Aα
n
d ,

dont les composantes sont données par

πk : PA,pnqσ Ñ A, ξi Ñ σkii pxiq ´ xi,

pour k P Nd tel que |k| ď n.

Preuve. Un calcul direct donne

πk
`

σji pξiq
˘

“ πk
`

ξi ´ σji pxiq ` xi
˘

“ σkii pxiq ´ σji pxiq,

qui est donc nul si ki “ j et régulier (resp. inversible) sinon. Il s’en déduit que

πk

´

ξplqσ
¯

“

d
ź

i“1

ź

0ďjiăli

pσkii pxiq ´ σjii pxiqq

est nul s’il existe i tel que ki ă li, et régulier (resp. inversible) sinon. Ainsi,

πk

´

ξplqσ
¯

“ 0 si k ălex l

et
πk

´

ξplqσ
¯

P Areg
presp.Aˆ

q si k “ l.

Ainsi, si PA,pnqσ est muni de la base
!

ξplqσ
)

|l|ďn
et Aαn

d est muni de la base cano-

nique, la matrice de πn exprimée dans ces bases, indexées suivant l’ordre lexicogra-
phique, est triangulaire inférieure avec des éléments réguliers (resp. inversibles) sur
la diagonale. Nous observons donc que detpπnq P Areg (resp. Aˆq, ce qui permet de
conclure.
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Remarque. Pour tout k P Nd, les morphismes πk sont des morphismes finis car ce
sont des morphismes de A-algèbres finies.

Définition 2.3.6. Des éléments x1, . . . , xd de A sont des coordonnées transverses
relativement à σ si pour tout i ‰ j, σipxjq “ xj.

Exemple. Dans la situation de [ADV04] la variable x est évidemment une coordon-
née transverse.

Lemme 2.3.7. Soit x1, . . . , xd des coordonnées transverses sur A, alors pour tout
entier naturel n et tout k P Nd tel que |k| ď n, le diagramme suivant est commutatif

RrXs

Xi ÞÑxi
��

Xi ÞÑξi`xi // PA,pnqσ

πk
��

A
σk

// A

Preuve. Pour k P Nd, puisque les coordonnées sont transverses alors

πkpxi ` ξiq “ xi ` pσkii pxiq ´ xiq “ σkii pxiq “ σkpxiq.

Proposition 2.3.8. Supposons A complète. Soit x1, . . . , xd des bonnes coordonnées
étales associées à un bon modèle pφ0, R0, A0q. Supposons que pour i “ 1, . . . , d, l’en-
domorphisme σi est infinitésimal sur A0, alors pour i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme
σi est uniquement déterminé par sa restriction à RrXs dans le sens où si τi est un
endomorphisme R-linéaire continu de A tel que τi|RrXs

“ σi|RrXs
alors τi “ σi.

Preuve. Étant donné le diagramme commutatif suivant

R0rXs
Xi ÞÑσipxiq

//

Xi ÞÑxi
��

A0

��

A0
// A0{pσi ´ IdqpA0q

où la flèche verticale de gauche envoie Xj sur σipxjq. Le premier morphisme horizon-
tal étant supposé formellement étale, il existe alors un unique relèvement de A0 dans
A0 qui est égal à σi sur R0rXs. Ce relèvement peut être étendu à A en utilisant le
fait que A “ A0 bR0 R et il est aisément vérifiable que c’est l’endomorphisme σi.

Le lemme suivant est un résultat général sur les anneaux commutatifs.

Lemme 2.3.9. Soit A Ñ B un morphisme injectif entier entre deux anneaux com-
mutatifs alors Aˆ “ A X Bˆ.

Preuve. Cela résulte du fait qu’il existe une surjection SpecpBq Ñ SpecpAq ([Aut23,
Chapter 10, Lemma 10.36.17]) et qu’une fonction est inversible si et seulement si
elle ne s’annule pas.

Lemme 2.3.10. Soit A Ñ B un morphisme injectif d’algèbres de Huber. Si le
morphisme induit A0 Ñ B0 est entier, alors A0 “ A X B0.
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Preuve. Si f P A X B0 alors, en particulier, f P B0. Et comme A0 Ñ B0 est entier,
cela implique que f est entier sur A0. Mais comme f P A et que A0 est intégralement
clos dans A, alors nécessairement f P A0.

Lemme 2.3.11. Soit f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert
de A. Si, A est complète, que pour tout i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme σi se prolonge
à A

␣

f{f0
(

et pour tout entier naturel n

ΘA,pnqσpf0q P PA,pnqσ

`

f{f0
˘ˆ et

@i P t1, . . . , ru, ΘA,pnqσpfiq{ΘA,pnqσpf0q P PA,pnqσ

`

f{f0
˘0
,

alors x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A
␣

f{f0
(

.

Preuve. Cela découle directement du fait que l’on souhaite vérifier que l’endomor-
phisme

A Ñ PA,pnqσ Ñ PA,pnqσ

`

f{f0
˘

Ñ PA,pnqσ

␣

f{f0
(

se prolonge à A
␣

f{f0
(

.

Proposition 2.3.12. Supposons que A est complète. Soit x1, . . . , xd des bonnes σ-
coordonnées étales gentilles et transverses associées à un bon modèle pR0, A0q. Sup-
posons que pour i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme σi est infinitésimal sur A0. Soit
f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Si A

␣

f{f0
(

est
une localisation rationnelle régulière de A et pour tout i “ 1, . . . , d

σipf0q P A
`

f{f0
˘ˆ et @j P t1, . . . , ru, σipfjq{σipf0q P A

`

f{f0
˘0
,

alors σ se prolonge à A
␣

f{f0
(

et x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A
␣

f{f0
(

.

Preuve. Par la propriété universelle et par continuité, pour tout i “ 1, . . . , d, l’en-
domorphisme σi se prolonge en un endomorphisme de A

␣

f{f0
(

. Les coordonnées
x1, . . . , xd sont gentilles sur A

␣

f{f0
(

car le morphisme A Ñ A
␣

f{f0
(

préserve donc
les éléments réguliers. Par propriété universelle de A

␣

f{f0
(

elles sont également
transverses. Par le lemme 2.3.11, les coordonnées x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées
si et seulement si pour tout entier naturel n

ΘA,pnqσpf0q P PA,pnqσ

`

f{f0
˘ˆ et

@i “ 1, . . . , r on a ΘA,pnqσpfiq{ΘA,pnqσpf0q P PA,pnqσ

`

f{f0
˘0
.

Grâce aux lemmes 2.3.9 et 2.3.10 cela est équivalent à demander que

`

πn ˝ ΘA,pnqσ

˘

pf0q P

ˆ

A
`

f{f0
˘pd`n

n q
˙ˆ

et @i P t1, . . . , ru,
`

πn ˝ ΘA,pnqσ

˘

pfiq{
`

πn ˝ ΘA,pnqσ

˘

pf0q P

ˆ

A
`

f{f0
˘pd`n

n q
˙0

.
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Nous appliquons alors les lemmes 2.3.7 et 2.3.8 pour obtenir que pour |k| ď n le
diagramme suivant est commutatif

A
ΘA,pnqσ

// PA,pnqσ

πk
// A // // A

`

f{f0
˘

RrXs

ff

σk

88

et donc vérifier que nos hypothèses sont suffisantes pour obtenir le résultat.

Corollaire 2.3.13. De plus,

A
␣

f{f0
(

bA PA,pnqσ » PAtf{f0u,pnqσ
.

Preuve. Par la proposition 2.3.12 les endomorphismes σ se prolongent à A
␣

f{f0
(

et x1, . . . , xd sont des σ-coordonnées sur A
␣

f{f0
(

. Il suffit alors d’appliquer la pro-
position 2.2.5 pour obtenir le résultat voulu.

2.4 Formes différentielles déformées
Nous conservons les hypothèses de la section précédente, c’est-à-dire : R est un
anneau de Huber et pA, σq est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre d (définition
2.2.1). À partir de maintenant, nous supposerons de plus qu’il existe des éléments
x “ px1, . . . , xdq qui sont des σ-coordonnées sur A (définition 2.2.6).

Définition 2.4.1. Le A-module des différentielles déformées de A sur R est

Ω1
A,σ :“ I

p1qσ

A {I
p2qσ

A .

Remarques. 1. L’isomorphisme obtenu par le lemme du serpent dans la preuve
de la proposition 2.2.9 assure que Ω1

A,σ est un module libre de rang d qui
admet p1 b xi ´ xi b 1qi“1,...,d comme base. La preuve de cette proposition
donne également que pour i “ 1, . . . , r, l’élément ξi de PA,p1qσ s’identifie avec
la classe de 1 b xi ´ xi b 1 dans PA{I

p2qσ

A .
2. Avec les notations de la preuve de la proposition 2.2.7, remarquons que

Ω1
A,σ “ a1{a2.

3. L’isomorphisme PA,p1qσ » PA{I
p2qσ

A nous permet d’identifier Ω1
A,σ avec un idéal

de PA,p1qσ .

Proposition 2.4.2. La suite de A-modules suivante,

0 Ñ Ω1
A,σ Ñ PA,p1qσ Ñ A Ñ 0

où le premier morphisme Ω1
A,σ Ñ PA,p1qσ est l’inclusion et le morphisme PA,p1qσ Ñ A

est la multiplication, est exacte et scindée.
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Preuve. Le fait que la suite est exacte est direct par construction. Pour montrer
qu’elle est scindée, il suffit de considérer A Ñ PA{I

p2qσ

A » PA,p1qσ qui à un élément a,
associe a b 1. Nous obtenons l’identité en composant avec la flèche PA,p1qσ Ñ A qui
n’est autre que la multiplication.

Proposition 2.4.3. Soit A et B deux R-algèbres déformées d’ordre d et u : A Ñ B
un morphisme de R-algèbres de Huber déformées d’ordre d. Supposons que upx1q, . . . , upxdq
sont des σB-coordonnées, alors, il existe un isomorphisme

B bA Ω1
A,σA

» Ω1
B,σB

.

Preuve. Par la proposition 2.4.2

0 Ñ Ω1
A,σA

Ñ PA,p1qσA
Ñ A Ñ 0

En appliquant le produit tensoriel, nous obtenons, en utilisant la proposition 2.2.5
et le fait que la suite est scindée

0 Ñ B bA Ω1
A,σA

Ñ PB,p1qσB
Ñ B Ñ 0.

Nous rappelons le résultat général suivant

Lemme 2.4.4. Soit R un anneau. Soit f : A Ñ B et g : C Ñ D des morphismes
surjectifs de R-modules. L’égalité suivante est vérifiée

kerpf b gq “ Im pA b kerpgq ` kerpfq b C Ñ A bR Cq .

Preuve. Nous avons les deux suites exactes suivantes

kerpfq Ñ A Ñ B Ñ 0

et
kerpgq Ñ C Ñ D Ñ 0.

En appliquant deux fois l’exactitude du produit tensoriel à droite ainsi que le lemme
3.1.20 de [Bra14], nous obtenons que la suite

kerpfq b C ‘ A b kerpgq Ñ A b C Ñ B b D Ñ 0

est exacte. C’est le résultat voulu.

Proposition 2.4.5. Soit une R-algèbres de Huber déformée d’ordre d. Supposons
que A et B sont plates sur R et qu’il existe un morphisme de R-algèbres déformées
d’ordre d, u : A Ñ B. Si upx1q, . . . , upxdq sont des σB-coordonnées, alors, il existe
un isomorphisme naturel

Ω1
A,σ bR B ‘ A bR Ω1

B,τ » Ω1
AbRB,σYτ .
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Preuve. Soit πA : I
p1qσ

A Ñ Ω1
A,σ et πB : I

p1qτ

B Ñ Ω1
B,τ les projections canoniques.

Considérons l’application

Gr1PAbRB » I
p1qσ

A bR PB ` PA bR I
p1qτ

A

πAb∆B`∆AbπB // Ω1
A,σ bR B ‘ A bR Ω1

B,τ

qui, par la proposition 2.4.4, admet comme noyau

I
p2qσ

A bR PB ` PA bR I
p2qτ

B ` I
p1qσ

A bR I
p1qτ

B

du fait que les applications considérées sont surjectives et que les modules en jeu
sont plats sur l’anneau de base. Par la proposition 2.2.9

Ω1
AbRB,σYτ “ I

p1qσYτ

AbRB
{I

p2qσYτ

AbRB

»

´

I
p1qσ

A bR PB ` PA bR I
p1qτ

A

¯

{

´

I
p2qσ

A bR PB ` PA bR I
p2qτ

B ` I
p1qσ

A bR I
p1qτ

B

¯

» Ω1
A,σ bR B ‘ A bR Ω1

B,τ .

2.5 Dérivations
Nous conservons les hypothèses de la section précédente, c’est à dire : R est un
anneau de Huber et pA, σq est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre d (définition
2.2.1) et, Il existe des éléments x “ px1, . . . , xdq qui sont des σ-coordonnées sur A
(définition 2.2.6).

Définition 2.5.1. Soit i un entier compris entre 1 et d. Nous rappelons de [LSQ18b]
qu’une σi-dérivation D de A est un morphisme R-linéaire de A dans un A-module
M qui satisfait la règle de Leibniz déformée :

@x, y P A, Dpxyq “ xDpyq ` σipyqDpxq.

Remarque. Notons peiqi“1,...,d :“ pp1bxi´xib1q˚qi“1,...,d la base de HomA

`

Ω1
A,σ, A

˘

duale de la base p1 b xi ´ xi b 1qi“1,...,d de Ω1
A,σ. Posons

d : A Ñ Ω1
A,σ, f ÞÑ ΘA,p1qσpfq ´ f.

Nous utilisons cette application que pour définir

@i P t1 . . . , du, Bσ,i :“ ei ˝ d

Nous noterons DerσpA,Aq le A-module engendré par Bσ,1 . . . , Bσ,d. Ce module est
libre sur A. En effet, étant donné a1, . . . , ad des éléments de A tels que

d
ÿ

i“1

aiBσ,i “ 0

il est possible d’évaluer cette somme en x1, . . . , xd, ce qui donne a1 “ . . . “ ad “ 0.
Nous noterons également TA,σ :“ DerσpA,Aq et TA,σ-ModpAq la catégorie des A-
modules munis d’une action par les dérivations.
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Lemme 2.5.2. La formule suivante est vérifiée

@f, g P A, Bσ,ipfgq “ fBσ,ipgq ` pg ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipgqqqBσ,ipfq.

Preuve. Par définition des applications Bσ,1, . . . , Bσ,d nous disposons du morphisme
d’anneaux

ΘA,p1qσ : A Ñ PA,p1qσ , f ÞÑ f `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqξi.

Dans PA,p1qσ pour i ‰ j, ξiξj “ 0 et σi pξiq ξi “ 0 ce qui implique

ξipξi ` xi ´ σipxiqq “ 0

d’où
ξ2i “ pσipxiq ´ xiqξi.

Maintenant pour f, g P A, d’une part ΘA,p1qσpfgq “ fg `
d
ř

i“1

Bσ,ipfgqξi et d’autre

part comme c’est un morphisme d’anneaux

ΘA,p1qσpfgq “ ΘA,p1qσpfqΘA,p1qσpgq

“

˜

f `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqξi

¸˜

g `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipgqξi

¸

“ fg ` g
d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqξi ` f
d
ÿ

i“1

Bσ,ipgqξi `

d
ÿ

i,j“1

Bσ,ipfqBσ,jpgqξiξj

“ fg `

d
ÿ

i“1

pfBσ,ipgq ` gBσ,ipfqqξi `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipgqBσ,ipfqpσipxiq ´ xiqξi

“ fg `

d
ÿ

i“1

pfBσ,ipgq ` pg ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipgqqqBσ,ipfqqξi

Nous obtenons alors la formule par identification.

Remarque. Pour 1 ď i ď d, l’application Bσ,i est automatiquement continue comme
composante de ΘA,p1qσ qui est continue par hypothèse.

Contrairement au cas en une variable traité dans [LSQ20], il n’est pas automatique
que les applications canoniques que l’on définit soient des σ-dérivation. Il est donc
nécessaire de rajouter une hypothèse sur nos coordonnées afin que cela soit le cas.

Définition 2.5.3. Les σ-coordonnées x1, . . . , xd sont classiques si

@i “ 1 . . . , d, @f P A, σipfq “ f ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfq.

Remarque. Lorsque σipxiq ´ xi est inversible, nous retrouvons la formule classique

Bσ,ipfq “
σipfq ´ f

σipxiq ´ xi
.

52



Proposition 2.5.4. Les σ-coordonnées x1, . . . , xd sont des coordonnées classiques
si et seulement si i P t1, . . . , du, Bσ,i est une σi-dérivation.

Preuve. Ce résultat découle de la formule du lemme 2.5.2.

Proposition 2.5.5. Supposons A complète. Si x1, . . . , xd sont des bonnes coor-
données étales sur A associées à un bon modèle pu0, R0, A0q telles que pour tout
i “ 1, . . . , d, σi est infinitésimal et sur A0 alors x1, . . . , xd sont des coordonnées
classiques.

Preuve. Posons

@i “ 1, . . . , d, @f P A, σ1
ipfq “ f ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfq.

Montrons que σ1
i est un morphisme d’anneaux : pour f, g P A

σ1
ipfgq “ fg ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfgq

“ fg ` pσipxiq ´ xiqpfBσ,ipgq ` σ1
ipgqBσ,ipfqq

“ fpg ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipgqq ` pσipxiq ´ xiqσ
1
ipgqBσ,ipfq

“ pf ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfqqσ1
ipgq

“ σ1
ipfqσ1

ipgq.

Nous utilisons ici la formule du lemme 2.5.2. Nous vérifions aisément que

σi|R0rXs
“ σ1

i|R0rXs

et que σ1
i “ σi mod ppσi ´ IdqpA0qq. Nous pouvons alors appliquer la proposition

2.3.8 pour obtenir que σi “ σ1
i.

La définition suivante est une définition générale provenant du calcul différentiel
classique

Définition 2.5.6. La R-algèbre de Huber déformée d’ordre d, A munie de B “

pBσ,1, . . . , Bσ,dq est dite déformée d’ordre d de type Schwarz si les relations suivantes
sont vérifiées

@i, j “ 1, . . . , d, Bσ,i ˝ Bσ,j “ Bσ,j ˝ Bσ,i et σi ˝ σj “ σj ˝ σi,

@i ‰ j, σi ˝ Bσ,j “ Bσ,j ˝ σi.

Proposition 2.5.7. Si les σ-coordonnées x1, . . . , xd sont classiques et pour tout
i “ 1, . . . , d, σipxiq P Rrxis alors pour tout i ‰ j, Bσ,jpσipxiqq “ 0.

Preuve. Posons σipxiq “
řm
k“1 akx

k
i avec ak P R. Il est alors possible d’effectuer le

calcul en utilisant la R-linéarité et la propriété de la dérivation

Bσ,jpσipxiqq “ Bσ,j

˜

m
ÿ

k“1

akx
k
i

¸

“

m
ÿ

k“1

akBσ,jpx
k
i q
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Montrons alors par récurrence que pour tout entier naturel k et tout i ‰ j, Bσ,jpx
k
i q “

0. Pour k “ 0, c’est l’astuce classique

Bσ,ip1q “ Bσ,ip1 ¨ 1q “ 2Bσ,ip1q,

d’où Bσ,ip1q “ 0. Supposons la propriété vérifiée pour un entier naturel k et montrons
qu’elle reste vraie au rang k ` 1. Comme les coordonnées sont supposées classiques,
nous avons

Bσ,jpx
k`1
i q “ Bσ,jpx

k
i ¨ xiq “ xki Bσ,jpxiq ` σjpxiqBσ,jpx

k
i q “ 0.

Proposition 2.5.8. Si les σ-coordonnées x1, . . . , xd sont classiques et pour tout
i “ 1, . . . , d, σipxiq P Rrxis alors A est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre d
de type Schwarz.

Preuve. Le fait que les endomorphismes σi commutent est vrai par hypothèse. Dé-
montrons alors que les dérivées commutent entre elles. Le diagramme suivant est
commutatif

A

��

d // PA
δ //

Θ̃A,p2qσ

��

p1
//

p2
//

PA b1
A PA

Θ̃A,p1qσbΘ̃A,p1qσ

��

A
ΘA,p2qσ´Id

// PA,p2qσ p1
1 //

p1
2 //

δ1,1
// PA,p1qσ b1

A PA,p1qσ

où l’on a noté en haut

d : A Ñ PA, a ÞÑ 1 b a ´ a b 1,

p1 : PA Ñ PA b
1
A PA, a b b ÞÑ a b b b 1 b 1

et p2 : PA Ñ PA b
1
A PA, a b b ÞÑ 1 b 1 b a b b.

Par analogie en bas nous avons noté p1
2 et p1

1 les morphismes associés au morphisme
PA,p2qσ Ñ PA,p1qσ . En haut b1

A indique que l’action à droite se fait via p1 et que
l’action à gauche se fait via p2. En bas b1

A indique que l’action à droite se fait via
ΘA,p2qσ . Posons alors

d1 : “ p2 ´ δ ` p1 : PA Ñ PA b
1
A PA

et
d2 : “ p1

2 ´ δ1,1 ` p1
1 : PA,p2qσ Ñ PA,p1qσ b

1
A PA,p1qσ .

En calculant, il est facilement obtenu que d1 ˝ d “ 0 et en utilisant le diagramme
commutatif précèdent il suit que d2 ˝

`

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

“ 0. Ainsi pour tout f P A

δ1,1
``

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq
˘

“ p1
1

``

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq
˘

` p1
2

``

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq
˘

.
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En utilisant PA,p2qσ Ñ PA,p1qσ nous déduisons que l’élément
`

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq peut
être écrit sous la forme suivante

ÿ

i

Bσ,ipfqξi `
ÿ

iăj

gi,jξiξj `
ÿ

i

giξ
p2qσ

i

où les gi et gi,j sont des éléments de A. D’où

δ1,1
``

ΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq
˘

“ δ1,1

˜

ÿ

i

Bσ,ipfqξi `
ÿ

iăj

gi,jξiξj `
ÿ

i

giξ
p2qσ

i

¸

.

En utilisant le fait que ξp2qσ

i “ ξipξi ` xi ´ σipxiqq “ 0 dans PA,p1qσ il découle que :

δ1,1

´

ξ
p2qσ

i

¯

“ δ1,1pξipξi ` xi ´ σipxiqqq “ δ1,1pξ
2
i ` pxi ´ σiqξiq

“ p1 b
1 ξi ` ξi b

1 1q
2

` pxi ´ σipxiqqξi b
1 1 ` pxi ´ σipxiqq b

1 ξi

“ ξ2i b
1 1 ` 2pξi b

1 ξiq ` 1 b
1 ξ2i ` pxi ´ σipxiqqξi b 1 ` pxi ´ σipxiqq b

1 ξi

“ ´pxi ´ σipxiqqξi b
1 1 ` p2ξiq b

1 ξi ` 1 b
1 ξ2i ` pxi ´ σipxiqqξi b 1

` pxi ´ σipxiqq b
1 ξi

“ p2ξiq b
1 ξi ´ 1 b

1
pxi ´ σipxiqqξi ` pxi ´ σipxiqq b

1 ξi

“ p2ξiq b
1 ξi ´ dpxi ´ σipxiqq b

1 ξi

“ p2ξiq b
1 ξi ´ ξi b

1 ξi ` dpσipxiqq b
1 ξi

“ pξi ` dpσipxiqq b
1 ξi

“ pξi ` Bσ,ipσipxiqqξiq b
1 ξi

“ p1 ` Bi,σpσipxiqqqξi b
1 ξi.

Ainsi

δ1,1
`

ΘA,p2qσ ´ Idqpfq
˘

“ δ1,1

˜

ÿ

i

Bσ,ipfqξi `
ÿ

iăj

gi,jξiξj `
ÿ

i

giξ
p2qσ

i

¸

“
ÿ

i

Bσ,ipfq pξi b
1 1 ` 1 b

1 ξiq `
ÿ

iăj

gi,jξi b
1 ξj `

ÿ

iąj

gj,iξi b
1 ξj

`

d
ÿ

j“1

gj

˜

1 `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipσjpxjqq

¸

ξi b
1 ξj

“
ÿ

i

Bi,σpfqξi b
1 1 `

ÿ

j

Bσ,jpfq b
1 ξj `

ÿ

iăj

pgi,j ` gjBσ,ipσjpxjqqqξi b
1 ξj

`
ÿ

iąj

pgj,i ` gjBσ,ipσjpxjqqqξi b
1 ξj `

d
ÿ

i“1

gip1 ` Bσ,ipσipxiqqqξi b
1 ξi.

Nous avons encore utilisé le fait que ξiξj “ ξ
p2qσ

i “ 0 dans PA,p1qσ . De l’autre côté,
il est possible calculer p1

1

`

pΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq et p1
2

`

pΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfqq. Ce qui nous
donne tout simplement

p1
1

`

pΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfq “
ÿ

i

Bσ,ipfqξi b
1 1
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et
p1
2

`

pΘA,p2qσ ´ Id
˘

pfqq “
ÿ

j

1 b
1
Bσ,jpfqξj

“
ÿ

j

ΘA,p1qσ pBσ,jpfqq b
1 ξj

“
ÿ

j

˜

Bσ,jpfq `
ÿ

i

Bσ,ipBσ,jpfqqξi

¸

b
1 ξj

“
ÿ

j

Bσ,jpfq b
1 ξj `

ÿ

iăj

Bσ,ipBσ,jpfqqξi b
1 ξj `

ÿ

iąj

Bσ,jpBσ,ipfqqξi b
1 ξj `

ÿ

i

B
2
j,σpfqξi b

1 ξi.

Par identification des coefficients cela implique les conditions suivantes

@i ă j, gij “ Bσ,ipBσ,jpfqqBσ,ipσjpxjqqgj “ Bσ,jpBσ,jpfqq ´ Bσ,jpσipxiqqgi

et
@i, p1 ` Bσ,ipσipxiqqqgi “ B

2
i,σpfq.

Le fait que pour tout i, σipxiq P Rrxis nous assure que

@i ‰ j, Bσ,jpfqpσipxiqq “ 0.

Pour démontrer que les dérivées commutent avec les endomorphismes σi il est pos-
sible de se servir de la formule de la définition 2.5.3. Nous avons d’un côté

σipBσ,jpfqq “ Bσ,jpfq ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipBσ,jpfqq “ Bσ,jpfq ` pσipxiq ´ xiqBσ,jpBσ,ipfqq.

Et de l’autre,

Bσ,jpσipfqq “ Bσ,jpf ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfqq

“ Bσ,jpfq ` Bσ,jppσipxiq ´ xiqBσ,ipfqq

“ Bσ,jpfq ` pσipxiq ´ xiqBσ,jpBσ,ipfqq ` σjpBσ,ipfqqBσ,jpσipxiq ´ xiq

“ Bσ,jpfq ` pσipxiq ´ xiqBσ,jpBσ,ipfqq.

La proposition suivante assure qu’étant donné des coordonnées classiques sur l’an-
neau de polynômes, alors ces mêmes coordonnées sont toujours classiques sur une
localisation rationnelle de l’anneau de polynômes. Par exemple, si l’on a des déri-
vations déformées associées à nos endomorphismes, alors en passant de l’anneau de
polynômes à une poly-couronne, nous sommes toujours assurés d’avoir des dériva-
tions déformées associées aux prolongements de nos endomorphismes. Nous sommes
donc dans une situation analogue à celle du cas non déformé.

Proposition 2.5.9. Supposons que A est complète. Soit x1, . . . , xd des bonnes σ-
coordonnées étales classiques, gentilles et transverses associées à un bon modèle
pR0, A0q. Supposons que pour i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme σi est infinitésimal
sur A0. Soit f0, . . . , fr des éléments de A qui engendrent un idéal ouvert de A. Si
A
␣

f{f0
(

est une localisation rationnelle régulière de A et pour tout i “ 1, . . . , d

σipf0q P A
`

f{f0
˘ˆ et @j P t1, . . . , ru, σipfjq{σipf0q P A

`

f{f0
˘0
,

alors x1, . . . , xd sont des coordonnées classiques sur A
␣

f{f0
(

.
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Preuve. La proposition 2.3.12 nous assure que pour i “ 1, . . . , d, l’endomorphisme
σi se prolonge en un endomorphisme σ̃i de A

␣

f{f0
(

tel que x1, . . . , xd sont des σ̃-

coordonnées surA
␣

f{f0
(

. Rappelons qu’en tant qu’anneaux nous avonsA
´

f1,...,fr
f0

¯

“

Ar1{f0s. Soit i P t1, . . . , du, pour étendre la σi-dérivation Bσ,i en une σ̃i-dérivation
B̃σ̃,i il faut pouvoir vérifier la règle de Leibniz déformée et donc avoir

B̃σ̃,i

ˆ

1

f0
f0

˙

“B̃σ̃,i

ˆ

1

f0

˙

f0 ` σ̃i

ˆ

1

f0

˙

Bσ,ipf0q

“ B̃σ̃,i

ˆ

1

f0

˙

f0 `
1

σipf0q
Bσ,ipf0q.

Cependant, cette quantité doit être nulle, ceci implique l’égalité suivante

B̃σ̃,i

ˆ

1

f0

˙

“
´Bσ,ipf0q

σipf0qf0
.

L’opérateur ainsi définit est bien un prolongement de Bσ,i à A
´

f1,...,fr
f0

¯

et est unique
par nécessité de vérifier l’égalité ci-dessus. Montrons alors que cet opérateur est
continu afin de le prolonger à A

␣

f{f0
(

. Par hypothèse, l’endomorphisme σi est
continu. Si I0 est un idéal de définition de A alors il existe un entier naturel m tel
que σi pIm0 q Ă I0. De plus, une base de voisinage de 0 de A

´

f1,...,fr
f0

¯

est donnée par
pJnqnPN :“ pIn0A0 rf1{f0, . . . , fr{f0sqnPN. Montrons par récurrence que

B̃σ̃,ipJm`1q Ă J1.

Soit 1
fn0
ab1b2 avec n P N, a P A0, b1 P Im0 et b2 P I0. Alors,

B̃σ̃,i

ˆ

1

fn0
ab1b2

˙

“ B̃σ̃,i

ˆ

1

fn0

˙

ab1b2 `
1

σipfn0 q
pBσ̃,ipab1qb2 ` σipaqσipb1qBσ̃,ipa2qq

C’est ce que l’on voulait démontrer. Encore par récurrence, B̃σ̃,ipJNpm`1qq Ă JN
pour tout entier naturel N . L’opérateur B̃σ̃,i est bien continu. Par complétion, il
se prolonge à A

␣

f{f0
(

et c’est automatiquement par continuité une σ̃i-dérivation.
Nous vérifions aisément que l’opérateur B̃σ̃,i ainsi définit est égal à l’opérateur Bσ̃,i. Le
fait que les coordonnées x soient des coordonnées classiques sur A

␣

f{f0
(

découle du
prolongement par continuité et de la manière dont sont définis nos opérateurs.

Définition 2.5.10. Des σ-coordonnées x1, . . . , xd, sont dites symétriques si

@n P N, @f P A, δn,m
`

ΘA,pn`mqσpfq
˘

“ 1 b
1 ΘA,pmqσpfq.

Ici b1 indique que l’action à gauche se fait via ΘA,pnqσ .

Proposition 2.5.11. Supposons que les coordonnées sont symétriques. Posons

δ : PA Ñ PA bA PA

a b b ÞÑ a b 1 b 1 b b

alors
δ
´

I
pn`m`1qσ

A

¯

Ă I
pn`1qσ

A b PA ` PA b I
pm`1qσ

A .
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Preuve. Afin d’obtenir l’inclusion voulue, il suffit de montrer que le diagramme sui-
vant est commutatif

PA
δ //

Θ̃A,pn`mqσ

��

PA bA PA

Θ̃A,pnqσb Θ̃A,pmqσ

��

PA,pn`mqσ δn,m

// PA,pnqσ bA PA,pmqσ

Les coordonnées étant supposés symétriques c’est automatique. Cela implique que

δ
´

I
pn`m`1qσ

A

¯

Ă ker
´

Θ̃A,pnqσ b Θ̃A,pmqσ

¯

.

L’inclusion souhaitée provient alors du lemme 2.4.4

Définition 2.5.12. Lorsque les coordonnées x sont classiques, une connexion dé-
formée sur un A-module M est la donnée d’une application

∇σ :M Ñ M bA Ω1
σ

qui vérifie que l’application

θM :M Ñ M bA PA,p1qσ , s Ñ s b 1 ` ∇σpsq

est ΘA,p1qσ -linéaire :

@f P A, @s P M, θMpfsq “ ΘA,p1qσpfqθMpsq.

Remarque. Pour n P N˚, posons Ωn
σ “

ŹnΩ1
σ. Une connexion déformée ∇σ sur un

A-module M se prolonge en une suite d’applications A-linéaires

∇n,σ :M bA Ωn
σ Ñ M bA Ωn`1

σ

en posant ∇n,σpm b wq “ m b dpwq ` ∇σpmq ^ p´1qnw.

Définition 2.5.13. Une connexion déformée ∇σ sur A-module M est dite intégrable
si ∇2,σ ˝ ∇σ “ 0.

Remarque. Sur un A-module M , il est possible de construire le complexe de de
Rham

DRpAq “
“

M Ñ M bA Ω1
σ Ñ M bA Ω2

σ Ñ . . .
‰

.

La cohomologie de de Rham est la cohomologie de ce complexe.

Nous notons par ∇Int
σ -ModpAq l’ensemble des A-modules muni d’une connexion dé-

formée.

Proposition 2.5.14. Lorsque les coordonnées x1, . . . , xd sont classiques, il existe
une équivalence de catégories

∇σ-ModpAq » TA,σ-ModpAq.
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Preuve. Construisons dans un premier temps un foncteur

∇σ-ModpAq Ñ TA,σ-ModpAq.

Soit M un A-module muni d’une connexion déformée ∇σ. Pour un élément s de M
nous écrivons

∇σpsq “

d
ÿ

i“1

∇ipsq b ξi.

La condition sur θM se traduit de la manière suivante : pour tout f P A, s P M

fs b 1 `

d
ÿ

i“1

∇ipfsq b ξi “

˜

f b 1 `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqp1 b ξiq

¸˜

s b 1 `

d
ÿ

i“1

∇ipsq b ξi

¸

Développons alors le terme de droite

fs b 1 `

d
ÿ

i“1

f∇ipsq b ξi `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqs b ξi `

˜

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqp1 b ξiq

¸˜

d
ÿ

i“1

∇ipsq b ξi

¸

“ fs b 1 `

d
ÿ

i“1

pf∇ipsq ` Bσ,ipfqsq b ξi `

d
ÿ

i,j“1

Bσ,ipfq∇jpsq b ξiξj.

Rappelons les relations suivantes dans Ω1
A,σ

ξiξj “ 0 pour i ‰ j et ξ2i “ pσipxiq ´ xiqξi.

Ainsi,
d
ÿ

i,j“1

Bσ,ipfq∇jpsq b ξiξj “

d
ÿ

i“1

pσipxiq ´ xiqBσ,ipfq∇ipsq b ξi.

Par identification, pour i “ 1, . . . , d,

∇ipfsq “ f∇ipsq ` Bσ,ipfqs ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfq∇ipsq

“ Bσ,ipfqs ` pf ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfqq∇ipsq

“ Bσ,ipfqs ` σipfq∇ipsq.

Ainsi étant donné une connexion déformée ∇σ nous retrouvons des σi-dérivations. Et
donc, une action par TA,σ. Nous pouvons maintenant construire un foncteur inverse

TA,σ-Mod Ñ ∇σ-ModpAq.

Supposons que M soit muni d’une action par les dérivations canoniques Bσ,1, . . . , Bσ,d.

Posons ∇σpsq “
d
ř

i“1

Bσ,ipsqbξi. Nous souhaitons alors vérifier que l’application induite

59



θM est ΘA,p1qσ -linéaire.

ΘA,p1qσpfqθMpsq “

˜

f `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfqp1 b ξiq

¸˜

s b 1 `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipsq b ξi

¸

“ fs b `

d
ÿ

i“1

pfBσ,ipsq ` sBσ,ipfqq b ξi `

d
ÿ

i,j“1

Bσ,ipfqBσ,ipsq b ξiξj

“ fs b `

d
ÿ

i“1

pfBσ,ipsq ` sBσ,ipfqq b ξi `

d
ÿ

i“1

pσipxiq ´ xiqBσ,ipfqBσ,ipsq b ξi

“ fs b 1 `

d
ÿ

i“1

ppf ` pσipxiq ´ xiqBσ,ipfqqBσ,ipsq ` sBσ,ipfqq b ξi

“ fs b 1 `

d
ÿ

i“1

pσipfqBσ,ipsq ` sBσ,ipfqq b ξi

“ fs b 1 `

d
ÿ

i“1

Bσ,ipfsq b ξi “ θMpfsq.

Nous obtenons deux foncteurs qui sont bien inverses l’un de l’autre.

2.6 Opérateurs différentiels déformés de niveau in-
fini

Nous conservons les hypothèses de la section précédente, c’est à dire : R est un
anneau de Huber et pA, σq est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre d (définition
2.2.1). Il existe des éléments x “ px1, . . . , xdq qui sont des σ-coordonnées sur A
(définition 2.2.6). Nous supposerons de plus que les coordonnées x1, . . . , xd sont
symétriques (définition 2.5.10). Cette hypothèse intervient afin de pouvoir définir la
composée d’opérateurs différentiels déformés.

Définition 2.6.1. Soit M un A-module et N un A-module. Un opérateur différentiel
déformé d’ordre au plus n est un morphisme ϕ : M Ñ N R-linéaire dont la A-
linéarisation ϕ̃ se factorise par PA,pnqσ . Ce qui donne le diagramme suivant

PA bAM
„ //

''

ϕ̃

++A bRM // N

PA,pnqσ b1
AM

99

où b1
A désigne le fait que l’action à gauche se fait par ΘA,pnqσ . Cela se traduit par

le fait que ϕ̃ est nul sur Ipn`1qσ

A . Notons Diffn,σpM,Nq l’ensemble des opérateurs
différentiels déformés d’ordre au plus n.
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Par définition Diffn,σpM,Nq » HomApPA,pnqσ b1
AM,Nq. Dans le cas où M “ N nous

noterons simplement Diffn,σpMq. Posons également

DiffσpM,Nq “ lim
ÝÑ
n

HomA

`

PA,pnqσ b
1
AM,N

˘

et Dp8q

A,σ “ DiffσpAq.

Rappelons que pour un élément q de R et tout entier naturel n, nous définissons le
q-analogue de n comme étant

pnqq :“ 1 ` q ` . . . ` qn´1.

Cet élément vérifie lim
q ÞÑ1

pnqq “ n. De manière analogue, il est possible de définir le

q-analogue de la factorielle d’un entier naturel n de la manière suivante :

pnqq! :“ p2qq . . . pnqq.

Remarques. 1. Une base standard de Diffn,σpAq est la base B
rks
σ duale de l’image

des ξpkqσ dans PA,pnqσ pour k P Nd tel que |k| ď n.
2. Soit q “ tq1, . . . , qdu des éléments de R. Dans le cas où x1, . . . , xd sont des
q-coordonnées, d’après le corollaire 6.2 de [LSQ18a], la relation suivante est
vérifiée

@i P t1, . . . , du, @k P N, @z P A, Bkqipzq “ pkq
!
qi

B
rks
qi

pzq.

Pour k “ pk1, . . . , kdq, posons

B
k
σ :“ B

k1
σ,1 ˝ . . . ˝ B

kd
σ,d.

Alors, d’après la relation précédente

B
k
σ “ pk1q

!
q1
. . . pkdq

!
qd

B
rks
σ . (2.3)

Proposition 2.6.2. Soit u : A Ñ B un morphisme plat de R-algèbres déformées
d’ordre d. Si de plus B est un A-module de présentation finie et upx1q, . . . , upxdq
sont des σB-coordonnées alors il existe un isomorphisme

DiffσBpB bAM,B bA Nq » B bA DiffσApM,Nq.

Preuve. Par commutativité du produit tensoriel avec les limites inductives

BbADiffσApM,Nq “ BbAlimÝÑ
HomApPA,pnqσb

1
AM,Nq “ lim

ÝÑ
BbAHomApPA,pnqσb

1
AM,Nq.

Appliquons alors [Bou98, Chapitre 1, Section 2, Sous-section 10, Proposition 11] qui
nous permet d’obtenir

B bA DiffσApM,Nq » lim
ÝÑ

HomBpB bA PA,pnqσ b
1
AM,B bA Nq.

La proposition 2.2.5 permet de conclure.

Proposition 2.6.3. Soient M, N et L des A-modules. Pour deux entiers natu-
rels m et n, étant donné φ P Diffn,σpM,Nq et ψ P Diffm,σpL,Mq alors φ ˝ ψ P

Diffm`n,σpL,Nq. En particulier, DiffσpMq est un sous-anneau de HomRpMq.
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Preuve. Soit φ : M Ñ N un opérateur différentiel déformé d’ordre au plus n et
ψ : L Ñ M un opérateur différentiel déformé d’ordre au plus m. Nous avons la suite
suivante :

PA bA L // PA bA PA bA L
Idbψ̃

// PA bAM
φ̃
// N.

De plus, φ̃ se factorise par PA,pnqσ b1
AM et IdbA ψ̃ se factorise par PAbAPA,pmqσ b1

AL.
De ce fait, la composée des deux se factorise par PA,pnqσ bA PA,pmqσ b1

A L. Il résulte
de la proposition 2.5.11 que le tout se factorise donc par PA,pn`mqσ b1

A L.

Proposition 2.6.4. Les égalités suivantes sont vérifiées

Diff0,σpAq “ A et Diff1,σpAq “ A ‘ TA,σ.

Preuve. Pour la première égalité cela vient juste de la construction et pour la
deuxième, il suffit d’utiliser la proposition 2.4.2 et le fait que TA,σ est le dual de
Ω1
A,σ.

Dans le cas où x1, . . . , xd sont des coordonnées classiques, notons DA,σ le plus petit
sous-anneau de EndRpAq contenant à la fois A et TA,σ et DA,σ comme étant l’anneau
polynomial non commutatif en Bσ,1, . . . , Bσ,d sur A avec les règles suivantes

@i ‰ j, Bσ,i ˝ Bσ,j “ Bσ,j ˝ Bσ,i (2.4)

et @a P A, Bσ,ia “ Bσ,ipaq ` σipaqBσ,i. (2.5)

Proposition 2.6.5. S’il existe q “ tq1, . . . , qdu des éléments de R tels que x1, . . . , xd
sont des q-coordonnées classiques et

@i “ 1, . . . , d @n P N, pnqqi P Rˆ,

alors il existe une équivalence de catégories

∇Int
σ -ModpAq » Dp8q

A,σ-Mod.

Preuve. Cela se déduit de la proposition 2.5.14 et de la formule 2.3.

Proposition 2.6.6. Si x1, . . . , xd sont des coordonnées classiques, il existe une fac-
torisation

DA,σ ↠ DA,σ ãÑ Dp8q

A,σ .

Preuve. L’injection découle de la proposition 2.6.4. Pour la surjection il suffit de
considérer l’application qui pour i “ 1, . . . , d envoi Bσ,i sur l’endomorphisme de
A correspondant. Du fait que les coordonnées soient symétriques et classiques, les
conditions 2.4 et 2.5 sont satisfaites, qui nous assure que cette application est bien
définie et est automatiquement surjective par définition de TA,σ.
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2.7 Séries de Taylor déformées
Nous énonçons ici les hypothèses qui seront utilisées tout au long de cette section : R
est un anneau de Huber, pA, σq est une R-algèbre de Huber déformée d’ordre d (dé-
finition 2.2.1). Nous supposons également être doté d’éléments x “ px1, . . . , xdq qui
sont des σ-coordonnées classiques et symétriques (définitions 2.2.6, 2.5.3 et 2.5.10).
Toutes les propositions énoncées dans cette section se démontrent de la même ma-
nière que dans [LSQ18a, Section 5].

Notons p

pPσ :“ lim
ÐÝ

PA{I
pn`1qσ

A . Cet ensemble diffère de la complétion topologique
usuelle d’algèbre de Huber de PA “ A bR A.

Lemme 2.7.1. Si M est un Dp8q

A,σ-module, alors l’application canonique

Dp8q

A,σ Ñ EndRpMq

induit pour tout entier naturel n, une application

Diffn,σpAq Ñ Diffn,σpMq.

Il existe alors, en passant à la limite, une application p

pPσ-linéaire

Dp8q

A,σ Ñ DiffσpMq.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [LSQ18a, Lemma 5.1].

On désignera par φM l’image de φ P Dp8q

A,σ dans DiffσpMq.

Définition 2.7.2. Une structure de Taylor déformée sur A-moduleM est une famille
d’applications A-linéaires compatibles θn : M Ñ M b1

A PA,pnqσ appelée applications
de Taylor, telles que θ0 “ Id, et qui rendent les diagrammes suivant commutatifs

M

θn`m

��

θm //M b1
A PA,pmqσ

θnbId
��

M b1
A PA,pn`mqσ Idbδn,m

//M b1
A PA,pnqσ b1

A PA,pmqσ

Proposition 2.7.3. Soit M un A-module muni d’une structure de Taylor déformée
pθnqnPN. Alors il existe une unique structure de Dp8q

A,σ -module sur M telle que

@n P N, θnpsq “
ÿ

sk b fk P M bA PA,pnqσ ñ @φ P Diffn,σpAq, φMpsq “
ÿ

φ̃pfkqsk.

Preuve. Le lecteur pourra se référer à [LSQ18a, Proposition 5.3].

Définition 2.7.4. Soit M un A-module muni d’une structure de Taylor déformée.
Alors l’application de Taylor déformée de M est l’application

θ̂ “ lim
ÐÝ

θn :M Ñ M pbA
p

pPσ :“ lim
ÐÝ

M bA PA,pnqσ .
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Proposition 2.7.5. Si M est un D
p8q

A,σ -module, pour tout entier naturel n,

θnpsq “
ÿ

kPNd,|k|ďn

B
rks
σ psq b ξpkqσ

et
θ̂psq “

ÿ

kPNd

B
rks
σ psq b ξpkqσ

Preuve. Par la Proposition 2.7.3, si l’on écrit

θnpsq “
ÿ

kPNd,|k|ďn

sk b ξpkqσ

alors pour tout l P Nd,

B
rls
σ psq “

ÿ

kPNd,|l|ďn

B̃
rls
σ

´

ξpkqσ

¯

sk “ sl.

2.8 Opérateurs différentiels de rayon fini
Nous énonçons ici les hypothèses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un anneau de Tate, pA, σq est une R-algèbre de Huber noethérienne complète
(en particulier A est un anneau de Tate et donc muni d’une norme ultramétrique)
déformée d’ordre d (définition 2.2.1). Il existe éléments x1, . . . , xd qui sont des σ-
coordonnées classiques et symétriques (définitions 2.2.6, 2.5.3 et 2.5.10). Nous fixons
une norme ultramétrique ∥ ∥ qui définit la topologie de A. Cette norme sera supposée
contractante (définition 1.1.9) par rapport aux endomorphismes σ1, . . . , σd.

Remarques. 1. Si A est un anneau muni d’une norme sous-multiplicative ∥ ∥
alors tout A-module M de type fini peut être muni d’une semi-norme. Si l’on
se donne une famille génératrice pe1, . . . , emq de M , il est possible de définir la
semi-norme de M comme suit

@x P M, ∥x∥M “ inf
x“

řm
i“1 aiei

#

m
ÿ

i“1

∥ai∥

+

.

Le lecteur pourra se référer à la section 2 de [KL15] pour plus de détails.
2. Dans la suite il sera nécessaire de supposer que les modules de type fini sur A

considérés sont complets afin que les limites que l’on souhaite regarder existent.
C’est le cas sous les hypothèses avec lesquelles nous travaillons. D’autres hypo-
thèses possibles auraient été de demander qu’il existe un anneau de définition
A0 de A qui noethérien et que A est de type fini sur A0 ou que le module M
considéré soit plat de présentation finie sur A.

Définition 2.8.1. Le x-rayon de σ “ tσ1, . . . , σdu est

ρpσq “ max
1ďiďd

∥xi ´ σipxiq∥.
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Lemme 2.8.2. Si nous posons σn “ tσn1 , . . . , σ
n
d u alors,

ρpσnq ď ρpσq

Preuve. Par récurrence sur n,

sup
1ďiďd

∥xi ´ σn`1
i pxiq∥ ď max

"

sup
1ďiďd

∥xi ´ σni pxiq∥, sup
1ďiďd

∥σni pxi ´ σipxiqq∥
*

ď max tρpσnq, ρpσqu “ ρpσq.

La dernière inégalité est ici obtenue en utilisant la contractivité de la norme par
rapport aux endomorphismes σ1, . . . , σd.

Soit η P R tel que 0 ă η ă 1. Posons

A
␣

ξ{η
(

“

$

&

%

ÿ

nPNd

znξ
n, zn P A et ∥zn∥η|n|

Ñ 0 quand |n| Ñ 8

,

.

-

.

C’est une algèbre de Banach pour la norme sup∥∥∥∥∥∥
ÿ

nPNd

znξ
n

∥∥∥∥∥∥
η

“ max∥zn∥η|n|.

Le lecteur pourra se référer à la section 2.2 de [KL15] pour plus de détails. Nous
remarquerons que c’est également un anneau de Tate.

Lemme 2.8.3. Si η ě ρpσq, alors l’application A-linéaire

ξn ÞÑ ξpnqσ

est un automorphisme isométrique du A-module A
␣

ξ{η
(

.

Preuve. Rappelons que pour k P Nd,

ξpkqσ “

d
ź

i“1

ki´1
ź

j“0

pξi ` xi ´ σji pxiqq “ ξk11 . . . ξkdd ` fk.

avec fk P Arξsă|k|. Par le lemme 2.8.2, pour tout entier naturel j et tout 1 ď i ď d,

∥xi´σji pxiq∥ ď η. Il s’ensuit que ∥fk∥η ď ηp
ř

kiq “ η|k| et par suite que
∥∥∥ξpkqσ

∥∥∥
η

“ η|k|.

Ainsi, l’unique endomorphisme A-linéaire de Arξs qui envoie ξk sur ξpkqσ est une
isométrie qui préserve le degré. Il s’étend donc de manière unique en une isométrie
de A

␣

ξ{η
(

dans lui-même.

Définition 2.8.4. Une base de Schauder orthogonale pour un A-module normé est
une famille tsnunPN d’éléments de M telle que tout élément s de M peut être écrit
de manière unique comme une série convergente

s “

8
ÿ

n“0

znsn

avec zn P A et ∥s∥ “ sup t∥zn∥∥sn∥u .
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Proposition 2.8.5. Soit M un A-module normé et tsnunPN une base de Schauder
orthogonale de M . Si, N est un A-module de type fini alors tout élément f de NbAM
peut s’écrire sous la forme

f “
ÿ

fi b si

où tfiuiPN est une famille d’éléments de N .

Preuve. Par hypothèse, pour un certain entier naturel n il existe un morphisme
surjectif

An ↠ N.

Nous en déduisons donc un morphisme surjectif

Mn
» pA bAMq

n
» pAn bAMq ↠ N bAM.

Ce qui conclut notre démonstration.

Proposition 2.8.6. Lorsque η ě ρpσq,
!

ξpnqσ

)

n´PNd
est une base de Schauder or-

thogonale pour le A-module A
␣

ξ{η
(

.

Preuve. Cela découle directement du lemme 2.8.3 et du fait que la famille
␣

ξk
(

kPNd

est une base de Schauder orthogonale de A
␣

ξ{η
(

.

Proposition 2.8.7. Si η ě ρpσq, alors, pour tout n P N, il existe un isomorphisme
de A-algèbres

A
␣

ξ{η
(

{

´

ξpkqσ avec k P Nd tels que |k| “ n ` 1
¯

» PA,pnqσ .

Preuve. Par la proposition 2.2.4

PA,pnqσ “ Arξs{

´

ξpkqσ avec k P Nd tels que |k| “ n
¯

» Arξsďn.

Posons, avec un léger abus de notation, In :“
´

ξpkqσ avec k P Nd tels que |k| “ n ` 1
¯

l’idéal engendré par ces éléments dans PA,pnqσ et A
␣

ξ{η
(

. La preuve se conclut en
considérant l’application suivante

Arξsďn » Arξs{In Ñ A
␣

ξ{η
(

{In

qui est bijective par la proposition 2.8.6.

Corollaire 2.8.8. Si η ě ρpσq. Alors pour tout n P N et tout A-module M de type
fini, il existe une injection canonique

M bA A
␣

ξ{η
(

Ñ M bA
p

pPσ.

Preuve. Par la proposition 2.8.7, pour tout n P Nd il existe une application

A
␣

ξ{η
(

Ñ A
␣

ξ{η
(

{

´

ξpkqσ , |k| “ n ` 1
¯

» PA,pnqσ .
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En passant à la limite puis en tensorisant avec M nous obtenons une application
M bA A

␣

ξ{η
(

Ñ M bA
p

pPσ. Il reste à montrer que cette application est injective.
L’injectivité de cette application se traduit par le fait que

@
ÿ

si b fi P M bA A
␣

ξ{η
(

; @n P Nd,
ÿ

si b fi “ 0 mod ξpnqσ ñ
ÿ

si b fi “ 0.

Or, cela découle directement du fait que
!

ξpnqσ

)

nPNd
est une base de Schauder de

A
␣

ξ{η
(

et de la proposition 2.8.5.

Définition 2.8.9. Soit M un Dp8q

A,σ-module de type fini complet sur A et η P R
1. Soit s P M alors

(a) s est η-convergent si∥∥B
rks
σ psq

∥∥ η|k|
Ñ 0 quand |k| Ñ 8,

(b) le rayon de convergence de s est

Radpsq “ sup tη, s est η-convergentu ,

(c) s est η:-convergent si Radpsq ě η.

2. M est η-convergent si tous les éléments de M le sont,
3. le rayon de convergence de M est

RadpMq “ inf
sPM

Radpsq

4. M est η:-convergent si tous les éléments de M le sont.

Remarques. 1. Nous avons la formule suivante

RadpMq “ inf
sPM

lim sup
kÑ8

∥∥B
rks
σ psq

∥∥´ 1
|k| .

2. Si s (resp. M) est η-convergent alors s (resp. M) est η:-convergent.

Lemme 2.8.10. Soit M un Dp8q

A,σ-module de type fini complet sur A et η ě ρpσq.
Un élément s de M est η-convergent si et seulement sa série de Taylor déformée

pθpsq “
ÿ

kPNd

B
rks
σ psq b ξpkqσ

est un élément de M bA A
␣

ξ{η
(

Ă M bA
p

pPσ.

Preuve. D’après la proposition 2.8.6,
´

ξpnqσ

¯

nPNd
est une base de Schauder deA

␣

ξ{η
(

.

Nous utilisons à nouveau ici la proposition 2.8.5 pour conclure.
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Proposition 2.8.11. Soit M un Dp8q

A,σ-module de type fini complet sur A et η ě ρpσq.
Le module M est η-convergent si et seulement l’application de Taylor déformée se
factorise de la manière suivante

M
pθ //

θη
%%

M bA
p

pPσ

M bA A
␣

ξ{η
(

OO

Preuve. Le résultat découle directement du lemme 2.8.10.

Définition 2.8.12. L’application θη est appelée application de Taylor déformée de
rayon η.

Proposition 2.8.13. La η-convergence pour les Dp8q

A,σ-module de type fini complet
sur A est stable par quotient et sous-objet si ces derniers sont eux-mêmes de type
fini et complet sur A.

Preuve. La preuve est identique à celle de [LSQ20, Proposition 3.5].

Définition 2.8.14. La structure de A-module sur A
␣

ξ{η
(

induite par l’application
de Taylor déformée de rayon η est appelée structure à droite. Nous noterons dans ce
cas là A

␣

ξ{η
(

b1 ´ pour signifier que nous utilisons la structure à droite sur le côté
gauche du produit tensoriel :

f b
1 zs “ θηpzqf b

1 s.

Remarque. Si A est η-convergent, il est possible de linéariser l’application de Taylor
déformée de rayon η pour obtenir une application A-linéaire

θ̃η : PA Ñ A
␣

ξ{η
(

qui induit le diagramme commutatif suivant

A
θ

{{

pθ

##

θη

��

Arξs // PA
θ̃η

// A
␣

ξ{η
(

//
p

pPσ

(2.6)

où θ est définie comme
θ : A Ñ PA, f ÞÑ 1 b f.

Lemme 2.8.15. Soient M et N deux A-modules de type fini, l’application

M Ñ A
␣

ξ{η
(

b
1
AM, s ÞÑ 1 b

1 s

induit une application PA-linéaire injective

HomA´contpA
␣

ξ{η
(

b
1
AM,Nq Ñ HomR´contpM,Nq.
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Preuve. Par le diagramme 2.6 l’inclusion de Arξs dans A
␣

ξ{η
(

se factorise comme

Arξs Ñ PA
θ̃η
ÝÑ A

␣

ξ{η
(

.

L’image de θ̃η est donc dense dans A
␣

ξ{η
(

. De plus, pour un morphisme A-linéaire
et continu ψ : A

␣

ξ{η
(

b1
A M Ñ N , le diagramme suivant est commutatif par

construction

A bRM // PA b1
AM

θ̃ηb1Id
// A

␣

ξ{η
(

b1
AM

ψ
// N

M
i

hh OO

ψ̄

88

où ψ̄ :“ ψ ˝ pθ̃η b1 Idq ˝ i et

i :M // PA b1
AM

s � // 1 b s.

Ainsi, par densité de θ̃η, dans A
␣

ξ{η
(

, l’application suivante est injective

HomA´contpA
␣

ξ{η
(

b
1
AM,Nq Ñ HomR´contpM,Nq, ψ ÞÑ ψ ˝ pθ̃η b

1 Idq ˝ i.

Définition 2.8.16. Soient M et N deux A-module de type fini, une application
R-linéaire φ :M Ñ N est appelée opérateur différentiel de rayon η si elle s’étend en
une application A-linéaire continue φ̃η : A

␣

ξ{η
(

b1
AM Ñ N appelée η-linéarisation.

Nous noterons Diffpηq
σ pM,Nq l’ensemble des opérateurs différentiels de rayon η.

Remarque. SoientM etN deuxA-modules de type fini. L’ensemble HomR´contpM,Nq

des morphismes R-linéaires continus entre M et N est un PA-module pour l’action
définie par

@ψ P HomR´contpM,Nq, @a, b P A, @x P M pa b bq ¨ ψpxq “ aψpbxq.

Proposition 2.8.17. Soient M et N deux A-module de type fini. L’ensemble Diffpηq
σ pM,Nq

est un PA-sous-module de HomR´contpM,Nq contenant Diffp8q
σ pM,Nq et

HomA´contpA
␣

ξ{η
(

b
1
AM,Nq » Diffpηq

σ pM,Nq.

Preuve. Il est possible de définir l’action de PA sur HomA´contpA
␣

ξ{η
(

b1
A M,Nq.

Pour un élément φ de Diffpηq
σ pM,Nq, le diagramme suivant est commutatif

A
␣

ξ{η
(

b1
AM

π
����

φ̃η
// N

M

φ

88

où l’application canonique π est PA-linéaire. Ainsi, pa b bq ¨ φ “ πppa b bq ¨ φ̃ηq. Ce
qui nous assure que Diffpηq

σ pM,Nq est un PA-sous-module de HomR´contpM,Nq. Il
contient Diffp8q

σ pM,Nq car nous avons une surjection de A
␣

ξ{η
(

dans PA,pnqσ pour
tout entier naturel n. L’isomorphisme se déduit directement de la définition.
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Dans la suite, nous munissons A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

de la norme définie par

@f P A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

, ∥f∥ :“ inf
f“

ř

aibbi
max∥ai∥η∥bi∥η.

Proposition 2.8.18. L’application δη définie par

δη : A
␣

ξ{η
(

Ñ A
␣

ξ{η
(

pbA, ξi ÞÑ ξ b
1 1 ` 1 b

1 ξi

fait commuter le diagramme suivant pour tout entiers naturels m1 ă m et n1 ă n :

PA //

δ

��

A
␣

ξ{η
(

//

δη
��

PA,pm`nqσ

δm,n

��

// PA,pm1`n1qσ

δm1,n1

��

PApb
1

APA // A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

// PA,pmqσ b1
A PA,pnqσ

// PA,pm1qσ b1
A PA,pn1qσ

De plus, δη est un morphisme de R-algèbre de Huber de norme 1.

Preuve. Par passage à la limite, nous obtenons le diagramme commutatif suivant

A
␣

ξ{η
(

��

//
p

pPσ

��

A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

// lim
ÐÝ

PA,pmqσ bA PA,pnqσ

L’unicité ainsi que le fait que δη soit un morphisme d’anneaux provient alors de

la proposition 2.5.11 et du fait que l’application A
␣

ξ{η
(

Ñ
p

pPσ est injective. Pour
l’existence, il suffit de poser δηpξiq “ 1 b1 ξi ` ξi b1 1 et de vérifier que l’application
ainsi définie fait bien commuter le diagramme. Elle est bien définie et de norme 1
car ∥δηpξiq∥η “ η.

Proposition 2.8.19. Le A-module HomA´contpA
␣

ξ{η
(

, Aq est une R-algèbre de
Banach pour la multiplication définie par

ψϕ : A
␣

ξ{η
( δη

ÝÑ A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
( Idb1ϕ

ÝÝÝÑ A
␣

ξ{η
( ψ

ÝÑ A.

Proposition 2.8.20. Les opérateurs différentiels de rayon η sont stables par com-
position et ∥φ ˝ ψ∥η ď ∥φ∥η∥ψ∥η.
Preuve. Soit φ : M Ñ N et ψ : L Ñ M deux opérateurs différentiels déformés de
rayon η. Le diagramme suivant est commutatif

PA b1
A L

δ //

��

PApb
1

APA b1
A L

��

Idb1ψ̃
// PA b1

AM
ϕ̃

//

��

N

��

A
␣

ξ{η
(

b1
A L

δη
// A

␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

b1
A L

Idb1ψ̃η
// A

␣

ξ{η
(

b1
AM

ϕ̃η
// N

où la ligne du haut est exactement Ćϕ ˝ ψ. Les opérateurs différentiels déformés de
rayon η sont donc bien stables par composition. Par sous-multiplicativité de la
norme, l’inégalité suivante est vérifiée

∥ϕ ˝ ψ∥η ď ∥ Čpϕ ˝ ψqη∥ ď ∥ϕ̃η∥∥Id b ψ̃η∥∥δη∥ “ ∥ϕ̃η∥∥ψ̃η∥ “ ∥ϕ∥η∥ψ∥η.
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Proposition 2.8.21. Soit M un A-module de type fini et θη :M Ñ M bA A
␣

ξ{η
(

une application A-linéaire par rapport à la structure à droite de A
␣

ξ{η
(

. Alors θη est
une application de Taylor déformée de rayon η si et seulement le diagramme suivant
est commutatif

M
θη

//

θη

��

M bA A
␣

ξ{η
(

θηb1Id
��

M bA A
␣

ξ{η
( Idbδη

//M bA A
␣

ξ{η
(

pb
1

AA
␣

ξ{η
(

Preuve. Supposons que le module M soit muni d’une application de Taylor déformée
de rayon η. Il est donc muni d’une structure de Taylor déformée. Par la proposition
2.8.11, l’application de Taylor déformée se factorise parMbAA

␣

ξ{η
(

et l’application
θη. La proposition 2.8.18 implique la commutativité du diagramme et permet de
conclure. La réciproque se déduit également directement de cette proposition en
suivant le même raisonnement.

Définition 2.8.22. L’anneau des opérateurs différentiels de rayon η est

Dpηq
σ :“ Diffpηq

A,σpA,Aq.

Remarque. Nous munissons Dpηq
σ d’une norme définie de la façon suivante :

∥φ∥η :“ ∥φ̃η∥ :“ sup
f‰0

∥φ̃ηpfq∥
∥f∥

.

Corollaire 2.8.23. Il existe un isomorphisme canonique de A-module de Banach

Dpηq
σ » HomA´contpA

␣

ξ{η
(

, Aq.

Remarque. Pour n P N, notons Krns le sous-module engendré par tous les B
rks
σ tels

que |k| ě n et
pD

p8q

σ “ lim
ÐÝ

Dp8q

A,σ{Krns.

Ce n’est pas un anneau en général, cependant, nous avons la description suivante

pD
p8q

σ :“

$

&

%

ÿ

kPNd

zkB
rks
σ , zk P A

,

.

-

.

Par dualité, le diagramme 2.6 induit la suite d’inclusion suivante :

Dp8q
σ Ñ Dpηq

σ Ñ pD
p8q

σ .

où l’application de droite est explicitement donnée par

φ ÞÑ
ÿ

kPNd

φ̃η

´

ξpkqσ

¯

B
rks
σ .
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Proposition 2.8.24. L’application injective Dpηq

A,σ Ñ pD
p8q

A,σ induit un isomorphisme
isométrique de A-module de Banach

Dpηq
σ Ñ

$

&

%

ÿ

kPNd

zkB
rks
σ , DC ą 0, @k P Nd, ∥zk∥ ď Cη|k|

,

.

-

pour la norme sup ∥∥∥∥∥∥
ÿ

kPNd

zkB
rks
σ

∥∥∥∥∥∥
η

“ sup
␣

∥zk∥ {η|k|
(

.

Preuve. Soit φ P Dpηq
σ , comme φ̃η est continue, pour tout k P Nd∥∥∥φ̃η ´ξpkqσ

¯∥∥∥ ď ∥φ̃η∥
∥∥∥ξpkqσ

∥∥∥ “ ∥φ̃η∥ η|k|.

L’application d’injection Dpηq
σ Ñ pD

p8q

σ a son image contenue dans l’ensemble consi-
déré et est de norme au plus 1. Donnons nous un élément

ř

kPNd

wkB
rks
σ de norme au

plus C dans le membre de droite. Par la proposition 2.8.17, pour toute suite pzkqkPNd

d’éléments de A vérifiant ∥zk∥η|k| Ñ 0, il existe un unique φ P Dpηq
σ tel que

φ̃η

¨

˝

ÿ

kPNd

zkξ
pkqσ

˛

‚“
ÿ

kPNd

zkwk P A

du fait que ∥zkwk∥ ď C∥zk∥η|k| Ñ 0. Cela implique également que ∥φ∥ ď C. Cela
définit une application inverse qui est bien une isométrie.

Proposition 2.8.25. La structure de Dp8q
σ -module sur un module η-convergent de

type fini complet sur A s’étend canoniquement en une structure de Dpηq
σ -module.

Preuve. Considérons l’application A
␣

ξ{η
(

-linéaire naturelle

M bA A
␣

ξ{η
(

// HomApHomApA
␣

ξ{η
(

, Aq,Mq

s b f � // pψ ÞÑ ψpfqsq.

L’application de Taylor déformée de rayon η se linéarise alors pour obtenir une
application A

␣

ξ{η
(

b1M Ñ MbA
␣

ξ{η
(

. En composant, cela donne une application
A
␣

ξ{η
(

-linéaire
A
␣

ξ{η
(

b
1
AM Ñ HomApDpηq

σ ,Mq

ou, de manière équivalente, une application A
␣

ξ{η
(

-linéaire

Dpηq
σ Ñ HomApA

␣

ξ{η
(

b
1 M,Mq “ Dpηq

σ pM,Mq.

C’est un morphisme d’anneaux par la proposition 2.8.21. Et par construction, cette
application est compatible avec l’application

Dp8q
σ Ñ Dp8q

σ pM,Mq

qui donne l’action de Dp8q
σ sur M.
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Proposition 2.8.26. Si M est un Dpηq
σ -module complet et de type fini sur A, alors

M est η:-convergent.

Preuve. Nous devons montrer ici que M est η1-convergent pour tout η1 ă η. Par
le lemme 4.1.2 de [Ber96], M est un Dpηq

σ module topologique. Autrement dit, pour
tous éléments s de M , l’application

Dpηq
σ Ñ M, φ ÞÑ φpsq

est A-linéaire continue. Cela se traduit par le fait qu’il existe une constante C telle
que pour tout φ P Dpηq

σ , ∥φpsq∥ ď C∥φ∥∥s∥. Ainsi @k P Nd, ∥B
rks
σ psq∥ ď C∥s∥{η|k| et

donc ∥B
rks
σ psq∥η1|k| ď C∥s∥

`

η1|k|{η|k|
˘

Ñ 0. Nous avons montré que le module est M
est η1 convergent pour tout η1 ă η.

Proposition 2.8.27. Soit τ1, . . . , τd des endomorphismes R-linéaires continus de A
qui commutent entre eux. Supposons que x1, . . . , xd sont des τ -coordonnées classiques
symétriques et que η ě ρpτq. Alors si A est η convergent par rapport à σ, il est
également η-convergent par rapport à τ avec le même morphisme de Taylor déformé
que σ.

Preuve. Nous pouvons considérer le diagramme commutatif suivant

A
θ

tt

θη
��

Arξs
� � //

����

PA

����

// A
␣

ξ{η
(

����

Arξs{pξpkqτ ; |k| “ n ` 1q //

33

PA,pnqτ A
␣

ξ{η
(

{

´

ξpkqτ ; |k| “ n ` 1
¯

(où θη est l’application de Taylor déformée de rayon η par rapport à σ). Le dia-
gramme étant commutatif, la composition des applications verticales à droite ne
dépend pas de σ. De plus, par hypothèses η ě ρpτq, ainsi l’application

Arξs{

´

ξpkqτ , |k| “ n ` 1
¯

Ñ A
␣

ξ{η
(

{

´

ξpkqτ , |k| “ n ` 1
¯

est un isomorphisme par la proposition 2.8.7. En passant à la limite, nous obtenons
le diagramme commutatif suivant

A

θη
��

θ

zz

PA

��

A
␣

ξ{η
(

||
p

pPτ .

Il suit alors de la proposition 2.8.11 que A est η-convergent par rapport à τ et que
θη est l’application de Taylor déformée de rayon η par rapport à τ .
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Proposition 2.8.28. La structure d’anneau de HomA´contpA
␣

ξ{η
(

, Aq ne dépend
pas de σ.

Preuve. Cela découle de la multiplication définie sur leA-module HomA´contpA
␣

ξ{η
(

, Aq

dans le corollaire 2.8.19 et de la proposition 2.8.27.

Théorème 2.8.29. Soit τ1, . . . , τd des endomorphismes R-linéaires continus de A
qui commutent entre eux. Supposons que x1, . . . , xd sont des τ -coordonnées classiques
symétriques et que η ě ρpτq. Alors, il existe un isomorphisme isométrique A-linéaire
de R-algèbres

Dpηq
σ » Dpηq

τ .

qui ne dépend que de x1, . . . , xd.

Preuve. Cela résulte de la proposition précèdente et du fait que l’isomorphisme

Dpηq
σ » HomA´contpA

␣

ξ{η
(

, Aq

est A-linéaire.

Il est en particulier possible d’appliquer ce théorème dans le cas où

@i “ 1, . . . , d, τi “ IdA.

Corollaire 2.8.30. Si x1, . . . , xd sont des coordonnées étales alors il existe un iso-
morphisme isométrique A-linéaire de R-algèbres

Dpηq
σ » Dpηq

Id

où Dpηq

Id désigne l’anneau des opérateurs différentiels de rayon η où Id “ pIdA, . . . , IdAq.

Définition 2.8.31. L’anneau des opérateurs différentiels déformés de rayon η: est

Dpη:q
σ “ lim

ÝÑ
η1ăη

Dpη1q
σ .

Proposition 2.8.32. La catégorie des Dpη:q
σ -modules qui sont de type fini et complet

sur A est équivalente à la sous-catégorie des Dp8q
σ -modules η:-convergent de type fini

et complet sur A.

Preuve. Il suffit d’appliquer les propositions 2.8.25 et 2.8.26.

Théorème 2.8.33. Soient τ1, . . . , τd des endomorphismes R-linéaires continus de A
tels que x1, . . . , xd sont également des τ -coordonnées. Si η ą ρpτq, alors les catégories
des Dp8q

σ -modules, complet et de type fini sur A, qui sont η:-convergent par rapport
à σ et τ sont équivalentes.

Preuve. Il suffit d’appliquer le Théorème 2.8.29 et la Proposition 2.8.32.

Tout comme dans [ADV04] afin d’avoir le q-analogue de l’exponentielle
ř

ně0

xn

pnq!q
, nous

sommes intéressés par le cas où les q-analogues des entiers sont inversibles.
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Définition 2.8.34. Lorsqu’il existe q “ tq1, . . . , qdu des éléments de R tels que
x1, . . . , xd sont des q-coordonnées classiques et

@i “ 1, . . . , d; @n P N, pnqqi P Rˆ.

alors un A-module M de type fini complet muni d’une connexion déformée ∇σ est dit
η:-convergent lorsque son image dans la catégorie des Dp8q

σ -modules (voir proposition
2.6.5) est η:-convergent.

Nous noterons ∇Int
σ -zMod

pη:q

tf pAq la catégorie des A-modules de type fini et complet,
munis d’une connexion déformée intégrable qui sont η:-convergent et Dpη:q

σ -zModtfpAq

la catégorie des Dpη:q
σ -modules qui sont complets et de type fini sur A. La cohomologie

de cette catégorie est celle donnée par Ext
Dpη:q

σ
pA, ¨q. Nous noterons également

SP
´

Dpη:q
σ

¯

“ Hom
Dpη:q

σ

´

DR
´

Dpη:q
σ

¯

,Dpη:q
σ

¯

.

Théorème 2.8.35. Supposons qu’il existe des éléments q “ tq1, . . . , qdu de R tels
que x1, . . . , xd sont des q-coordonnées classiques symétriques et tous les entiers qi-
adiques sont inversibles dans R. Alors, si de plus, A est η:-convergent, nous avons
l’équivalence de catégories suivantes

∇σ-zMod
pη:q

tf pAq » Dpη:q
σ -zModtfpAq.

De plus cette équivalence est compatible avec les cohomologies.

Preuve. Par la proposition 2.6.5, la catégorie desA-modules finis munis d’une connexion
déformée intégrable ∇σ est équivalente à la catégorie des Dp8q

A,σ-modules finis sur A.
Nous avons ici utilisé l’hypothèse sur les éléments q1, . . . , qd. L’équivalence découle
alors directement de la proposition 2.8.32. Il nous reste à montrer que cette équiva-
lence est compatible avec les cohomologies des deux côtés. La suite Bσ,1, . . . , Bσ,d est
une suite régulière de Dpη:q

σ . Par la proposition 1.4.3 de [Sch13] SP
´

Dpη:q
σ

¯

est une
résolution libre de A. Ainsi,

Ext
Dpη:q

σ
pA,Mq “ Hom

Dpη:q
σ

´

SPpDpη:q
σ q,M

¯

“ Hom
Dpη:q

σ

´

SPpDpη:q
σ q,Dpη:q

σ

¯

b
Dpη:q

σ
M

“ DRpDpη:q
σ q b

Dpη:q
σ

M

“ DRpMq.

Nous retrouvons ici une généralisation en plusieurs variables du résultat de [LSQ20].
Ce résultat est dans l’esprit de [ADV04] et [Pul08].

Théorème 2.8.36. Soit K un corps non archimédien complet de caractéristique 0.
Soit A une K-algèbre de Huber et q “ pq1, . . . , qdq des éléments de R tels que pour
i “ 1, . . . , d tous les qi-entiers sont inversibles. Si A est η:-convergente par rapport

75



à des q-coordonnées étales, classiques et symétriques, x “ px1, . . . , xdq avec η ě ρpσq

alors, on a une équivalence de catégories

∇Int
σ -zMod

pη:q

tf pAq » ∇Int
Id -zMod

pη:q

tf pAq

compatible avec les cohomologies des deux côtés.

Preuve. Nous sommes dans la situation où il est possible d’appliquer le théorème
2.8.35. Il reste alors à montrer que l’on a un isomorphisme

Dpη:q
σ » Dpη:q

Id .

Cela découle du corollaire 2.8.30.
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Chapitre 3

Opérateurs différentiels déformés et
q-cristaux

Quand on mélange la passion et la
frustration, on contrôle plus rien
dans l’équation.

Laylow, Poizon, 2020
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3.1 δ-anneaux

Dans la suite p désignera un nombre premier.

Définition 3.1.1. Un δ-anneau est une paire pR, δq où R est un anneau commutatif
et δ : R Ñ R est une application telle que δp1q “ δp0q “ 0 qui satisfait les égalités
suivantes :

δpxyq “ xpδpyq ` ypδpxq ` pδpxqδpyq et δpx ` yq “ δpxq ` δpyq `
xp`yp´px`yqp

p
.

Nous dirons alors que R est muni d’une δ-structure.

Remarques. 1. Étant donné un δ-anneau pR, δq, il est possible de définir le
morphisme suivant

ϕ : R Ñ R, x ÞÑ xp ` pδpxq.

Les identités satisfaites par δ nous assurent que c’est un morphisme d’anneau
qui est un relevé du Frobenius surR{p. Réciproquement, si R est sans p-torsion,
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alors tout relèvement ϕ : R Ñ R du Frobenius de R{p provient d’une unique
δ-structure sur R par la relation suivante :

δpxq “
ϕpxq ´ xp

p
.

2. Pour tout anneau R, l’anneau des vecteurs de Witt de longueur 2, W2pRq est
défini de la manière suivante : W2pRq :“ RˆR et l’addition et la multiplication
sont données par

px, yq ` px1, y1
q :“

ˆ

x ` x1, y ` y1
`
xp ` px1qp ´ px ` x1qp

p

˙

px, yq ¨ px1, y1
q :“ pxx1, xpy1

` px1
q
py ` pyy1

q.

La première projection π1 : W2pRq Ñ R est un morphisme d’anneau. Par défi-
nition, donner une δ-structure sur R revient à donner un morphisme d’anneau

w : R Ñ W2pRq, x ÞÑ px, δpxqq

tel que π1 ˝ w “ IdR.
3. La catégorie des δ-anneaux admet toutes les limites et colimites.
4. Un élément x d’un δ-anneau R est dit de rang 1 si δpxq “ 0.

5. Lorsque R est un δ-anneau, une δ-R-algèbre est une R-algèbre munie d’une
δ-structure compatible.

Exemples. 1. Il existe une unique δ-structure sur Z donnée par

δpnq “
n ´ np

p
.

2. Pour P P ZrXs, il existe une unique δ-structure sur ZrXs telle que δpXq “ P.

Définition 3.1.2. Soit pR, δq un δ-anneau. Si A est une R-algèbre, sa δ-enveloppe
Aδ est la δ-R-algèbre universelle pour les morphismes de R-algèbres dans les δ-R-
algèbres.

Remarque. Le foncteur d’oubli des δ-R-algèbres vers les R-algèbres possède un
adjoint A ÞÑ Aδ si bien que les δ-enveloppes existent toujours et préservent les
colimites. Il est donc préférable de travailler avec une δ-structure car ces dernières
sont plus stables que les ϕ-structure. De plus, la catégorie des anneaux sans torsion
n’est pas stable : il n’est pas possible, la plupart du temps, d’effectuer des passages
au quotient.

Exemple. La δ-enveloppe de l’anneau de polynômes ZrXs est l’anneau de poly-
nômes en une infinité dénombrable de variables Z rtXiuiPNs muni de l’unique δ-
structure telle que δpXiq “ Xi`1. En effet, on considère l’endomorphisme φ de
Z rtXiuiPNs défini par φpnq “ n pour n P Z et φpXmq “ Xp

m`X
m`1 pour tout m P N.

Le morphisme φ est un Frobenius sur A. L’anneau Z rtXiuiPNs n’a pas de p torsion,
nous obtenons donc l’existence d’une δ-structure sur A défini par δpnq “ n´np

p
pour

n P Z et δpXmq “ Xm`1 pour m P N. Une δ-structure est uniquement déterminée
par l’action de δ sur les générateurs de l’anneau, ce qui permets de conclure.
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Définition 3.1.3. Un δ-idéal d’un δ-anneau pA, δq est un idéal I qui est stable par
δ. En général, la δ-clôture d’un idéal I de A est le plus petit δ-idéal contenant I.

Exemple. L’anneau polynomial Zrqs est généralement muni de l’unique δ-structure
telle que δpqq “ 0. L’idéal engendré par q ´ 1 est alors un δ-idéal.

3.2 Puissances divisées et q-PD-enveloppes
gUne notion développée depuis longtemps est celle de puissances divisées. Pour un
anneau A sans torsion, il est possible de voir A comme un sous-anneau de AQ :“
Q bZ A. Un élément x de A a des puissances divisées si et seulement si

@n P Z, xrns :“
xn

n!
P A.

Lorsque A est une Zppq-algèbre la situation se simplifie car AQ “ A
”

1
p

ı

et il est alors
suffisant de demander que

@r P N, xrprs :“
xp

r

pr!
P A.

Nous disposons du résultat fondamental [BS22, Lemme 2.35] : pour A une Zppq-
algèbre sans torsion munie d’une structure de Frobenius ϕ (ou de manière équivalente
d’une δ-structure) alors

@x P A, xrps
P A ñ @n P N, xrns

P A.

Nous remarquerons que

xrps
“
xp

p!
“
ϕpxq ´ pδpxq

p!
“

1

pp ´ 1q!

ˆ

ϕpxq

p
´ δpxq

˙

.

Comme pp´ 1q! est inversible dans Zppq et donc dans A, la condition se réécrit sous
la forme

ϕpxq

p
P A ñ @n P N, xrns

P A.

Le q-analogue de cette condition, lorsque A est une Zppqrqs-algèbre sans ppqq-torsion
avec δpqq “ 0, semble donc être naturellement

ϕpxq

ppqq
P A.

Le corollaire 2.39 de [BS22] nous dit que si A est une Zppq-algèbre sans torsion qui
a une δ-structure alors, tout idéal I admet une enveloppe à puissances divisées.
Lorsque I “ px1, . . . , xrq et que x1, . . . , xr est suite régulière dans A{p alors dans ce
cas l’enveloppe à puissances divisées de I dans A est

A

„

ϕpx1q

p
, . . . ,

ϕpxrq

p

ȷδ

.
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Il est cependant difficile de décrire explicitement ces anneaux.

Soit d un entier naturel. Dans la suite, nous fixons un δ-anneau R ainsi que q1, . . . , qd
des éléments de rang 1 de R. L’anneau R peut être vu comme une δ-Zrq1, . . . , qds-
algèbre avec δpq1q “ . . . “ δpqdq “ 0. L’anneau R est muni d’un Frobenius ϕ qui
satisfait

@i P t1, . . . , du, ϕpqiq “ qpi .

Soit A une δ-R-algèbre et x1, . . . , xd des éléments de rang 1 de A. L’algèbre A
est automatiquement munie d’un Frobenius ϕ qui est semi-linéaire par rapport au
Frobenius de R et qui satisfait

@i P t1, . . . , du, ϕpxiq “ xpi .

Il existe une unique structure de δ-A-algèbre sur l’anneau de polynômes Arξs telle que
pour i P t1, . . . , du, xi ` ξi est de rang 1. Cette structure sera appelée δ-symétrique.
Elle est donnée par

δpξiq “

p´1
ÿ

j“1

1

p

ˆ

p

i

˙

xp´j
i ξji .

Cette structure dépend de x1, . . . , xd mais pas de q1, . . . , qd.

Soit A un anneau de Huber. Notons Axξyq le A-module libre avec pour générateurs
ξrks

“ ξ
rk1s

1 . . . ξ
rkds

d où k P Nd.

Proposition 3.2.1. La règle de multiplication

ξrnsξrms
“

d
ź

i“1

minpni,miq
ÿ

j“0

q
jpj´1q{2
i

ˆ

ni ` mi ´ j

ni

˙

qi

ˆ

ni
j

˙

qi

pqi ´ 1q
jxjiξ

rni`mi´js

i . (3.1)

définit une structure de A-algèbre commutative sur Axξyq.

Preuve. Cela découle de [GLQ19, Proposition 2.2].

Définition 3.2.2. Soit A un anneau de Huber. L’anneau des polynômes déformés
divisés Axξyq1,...,qd est le A-module libre avec pour générateurs ξrks

“ ξ
rk1s

1 . . . ξ
rkds

d

muni de la règle de multiplication de la proposition 3.2.1.

Remarque. L’égalité suivante est vérifiée

A
@

ξ
D

q1,...,qd
“ Axξ1yq1 bA . . . bA Axξdyqd (3.2)

Proposition 3.2.3. Si tous les qi-entiers sont inversibles dans R alors l’application
canonique

Arξs Ñ Axξyq1,...,qd

ξpn1,...,ndqσ ÞÑ pn1qq1 ! . . . pndqqd !ξ
rn1sq1
1 . . . ξ

rndsqd
d

est un isomorphisme de A-algèbres.
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Preuve. Cela découle directement du fait que par la proposition 2.2.4,
`

ξ
˘pkq

kPNd est

une base de Arξs et par définition
´

ξrks
¯

kPNd
est une base de Axξyq1,...,qd .

Nous supposerons dorénavant que q1 “ . . . “ qd “ q.

Définition 3.2.4. 1. Si B est une δ-R-algèbre et J Ă B est un idéal, alors pB, Jq

est une δ-paire.
2. De plus, si, B est sans ppqq-torsion et

@f P J, ϕpfq ´ ppqqδpfq P ppqqJ, (3.3)

alors pB, Jq est une q-PD-paire. Nous dirons également que J est un q-PD-
idéal.

Remarques. 1. La condition 3.3 peut être séparée en deux parties : il faut de-
mander que ϕpJq Ă ppqqB puis demander que l’application

ζ : J Ñ B, f ÞÑ
ϕpfq

ppqq
´ δpfq

vérifie ζpJq Ă J .
2. Dans le cas où J est un δ-idéal, la condition 3.3 est tout simplement ϕpJq Ă

ppqqJ .
3. En général, les éléments de J satisfaisant la condition 3.3 forment un idéal et

cette condition peut donc être vérifiée sur les générateurs.

Exemple. Nous pouvons munir Axξyq de l’idéal I r1s engendré par tous les ξrks pour
k P Nd tel que |k| ě 1. Lorsque A est sans ppqq-torsion, c’est une q-PD-paire. Le
lecteur pourra se référer à [GSQ20] pour plus de détails.

Dans la suite, nous noterons I rns l’idéal de Axξyq engendré par tous les ξrks pour
k P Nd tel que |k| ě n.

Lemme 3.2.5. ([GSQ20, Lemma 3.2])
1. Si pB, Jq est une q-PD-paire, B1 est un δ-anneau sans ppqq-torsion et B Ñ B1

est un morphisme de δ-anneaux alors pB1, JB1q est une q-PD-paire.
2. La catégorie des δ-paires possède des colimites qui sont données par

lim
ÝÑ

pBe, Jeq “ pB, Jq

où B “ lim
ÝÑ

Be et J “
ř

JeB. Les colimites préservent les q-PD-paires tant
qu’elles sont sans ppqq-torsions. En particulier, dans la catégorie des δ-paires
le produit tensoriel est défini par

pB1, J1q bpB,Jq pB2, J2q “ pB1 bB B2, Im pB1 b J2 ` J1 bB B2qq .

Définition 3.2.6. Soit pB, Jq une δ-paire. Si elle existe, la q-PD-enveloppe pBr sq , J r sqq

est la q-PD-paire universelle pour les morphismes de q-PD-paires : il existe un mor-
phisme de δ-paire pB, Jq Ñ

`

Br sq , J r sq
˘

tel que tout morphisme dans une q-PD-
paire pB, Jq Ñ pB1, J 1q s’étend de manière unique à

`

Br sq , J r sq
˘

.

Remarque. La q-PD-enveloppe ne dépend que de la δ´Zrqs-structure sous-jacente,
il est possible de prendre R “ B.
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3.3 q-PD-enveloppes complètes
Nous énonçons ici les hypothèses qui seront utilisées tout au long de cette section :
R est un δ anneau muni d’un élément q de rang 1. Nous supposons que R est
une Zrqspp,q´1q-algèbre. Toute R-algèbre B est implicitement munie de la topologie
pp, q´ 1q-adique. Nous noterons B̂ son complété pour cette topologie, c’est automa-
tiquement une Zprrq ´ 1ss-algèbre.

Remarques. 1. Pour des éléments q1, . . . , qd de R qui sont de rang 1, les égalités
suivantes sont vérifiées

{Axξ1yq1 “

!

ÿ

aiξ
ris
1 , ai Ñ 0 lorsque i Ñ `8

)

.

Ainsi,
{A
@

ξ
D

q
“ {Axξ1yq1b̂A . . . b̂A

{Axξdyqd . (3.4)

2. Si B est une δ-R-algèbre, alors δ se prolonge par continuité à pB. Le lecteur
pourra se référer à [BS22, Lemma 2.17] pour une preuve.

Définition 3.3.1. Un groupe abélien M a p8-torsion bornée si

Dl P N, @s P M, @m P M, pms “ 0 ñ pls “ 0.

Définition 3.3.2. Une R-algèbre B est bornée si B est sans ppqq-torsion et B{ppqqB
a p8-torsion bornée.

Définition 3.3.3. Une δ-paire pB, Jq est complète si B est complète et J est fermé.
La complétion d’une δ-paire pB, Jq est la δ-paire pB̂, J̄clq où J̄cl dénote la clôture de
JB̂ dans B̂.

Définition 3.3.4. Si pB, Jq est une δ-paire, alors, si elle existe, sa q-PD-enveloppe
complète pB

xr sq , J
xr sqq est une q-PD paire complète qui est universelle pour les mor-

phismes de q-PD-paires.

Exemple. Si A est une δ-R-algèbre bornée complète avec un élément x de rang 1
alors

´

{Axξyq, I r1s
cl¯

est la q-PD-enveloppe complète de pArξs, pξqq.

Théorème 3.3.5. Soit A une δ-R-algèbre bornée libre sans ppqq-torsion et des élé-
ments x1, . . . , xd de rang 1. Si Arξs est muni de la structure δ-symétrique, alors
´

{Axξyq, I r1s
cl¯

est la q-PD-enveloppe complète de
`

Arξs, pξq
˘

. De plus, nous avons
l’isomorphisme suivant

A
@

ξ
D

q
» Arξ1srϕpξ1q{ppqqs

δ
b . . . b Arξdsrϕpξdq{ppqqs

δ.

Preuve. Le lemme 3.2.5, la formule 3.2 et le théorème 3.5 de [GSQ20] nous assurent
que nous avons bien l’isomorphisme énoncé. Par la formule 3.4, il apparait clairement
que pour 1 ď i ď d,

{Axξyq “ {Axξ1yqb̂ . . . b̂{Axξiyq “

$

&

%

ÿ

kPNi

akξ
rks

i
, lim
kÑ8

ak “ 0

,

.

-

est borné, où ξ
i
désigne les variables ξ1, . . . , ξi. Nous appliquons alors récursivement

le lemme 4.10 de [GSQ20] pour obtenir le résultat.
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3.4 Hyper q-stratifications
Nous énonçons ici les hypothèses qui auront cours tout au long de cette section : R
est une Zrqspp,q´1q-algèbre. Tout R-module sera muni de la topologie pp, q´1q-adique.
Nous considérons également A une R-algèbre complète munie de q-coordonnées clas-
siques x “ px1, . . . , xdq. Cela implique l’existence d’endomorphismes σq “ tσq1 , . . . , σqdu

tels que

@i, j “ 1, . . . , d, σqipxjq “

#

qixi si i “ j,

xj sinon.

Dans la suite, nous noterons Rtxu la complétion de Rrxs par rapport à la topologie
pp, q ´ 1q-adique.

De l’application de la proposition 3.2.3 il est possible de construire une application
canonique φ : Arξs Ñ zAxξy

q
. De plus,

φ
`

ξn
˘

“ pn1qq1 ! . . . pndqqd !ξ
rn1sq1
1 . . . ξ

rndsqd
d Ñ 0 quand |n| Ñ 8.

Cette application se factorise donc de manière unique par l’anneau des séries défor-
mées

lim
ÐÝ

Arξs{

´

ξpkqσ , |k| “ n ` 1
¯

.

Lemme 3.4.1. L’isomorphisme d’anneau suivant est vérifié

lim
ÐÝ

Arξs{

´

ξpkqσ , |k| “ n ` 1
¯

» Arrξss

Preuve. Pour i “ 1, . . . , d, d’après les qi-formules de Stirling (voir [Ern12, Definition
99]), pour tout n P N

ξ
pnqqi
i “

n
ÿ

k“1

sqipn, kqpqi ´ 1q
n´kxn´k

i ξki et ξni
n
ÿ

k“1

Sqipn, kqpqi ´ 1q
n´kxn´k

i ξ
pkqqi
i

où sqipn, kq et Sqipn, kq sont des éléments de Zrqis. Cela implique que

ξ
p2nqqi
i P pξnq ` ppqi ´ 1q

n
q et ξ2n P

´

ξ
pnqqi
i

¯

` ppqi ´ 1q
n
q.

En passant au produit cela donne pour n P Nd

ξp2n1,...,2ndqq P

d
ź

i“1

pξni
i q ` pqi ´ 1q

niq et ξp2n1,...,2ndq
P

d
ź

i“1

´

ξ
pniqqi
i ` pqi ´ 1q

ni

¯

.

Cela assure que

ξp2n1,...,2ndqq P
`

ξk, |k| ě n
˘

` ppq1 ´ 1q
n1 , . . . , pqd ´ 1q

ndq

et

ξp2n1,...,2ndq
P

´

ξpkqq , |k| ě n
¯

` ppq1 ´ 1q
n1 , . . . , pqd ´ 1q

ndq.

L’isomorphisme vient alors du fait que A est pq ´ 1q-complète.

83



Définition 3.4.2. La q-application de Taylor est la composée

θ : A
p2
ÝÑ PA Ñ lim

ÐÝ
Arξs{

´

ξpkqσ , |k| “ n ` 1
¯

Ñ Arrξss Ñ zAxξy
q
.

où la deuxième application est tout simplement lim
ÐÝ

Θ̃A,pnqσq
où Θ̃A,pnqσq

est la linéa-
risation de l’application définie dans la définition 2.2.6.

Lemme 3.4.3. L’application de retournement

τ : Arξs Ñ Arrξssq,

#

f ÞÑ θpfq si f P A

ξi ÞÑ ´ξi.

vérifie que pour tout n P pNdq˚

τ
´

ξpnqσ

¯

“

d
ź

i“1

ni
ÿ

k“1

p´1q
kq
kpk´1q{2
i p1 ´ qiq

ni´kpni ´ kq
!
qi

ˆ

ni ´ 1

k ´ 1

˙

qi

ˆ

ni
k

˙

qi

xni´k
i ξ

pkiqσi
i .

Preuve. L’application τ est un morphisme de R-algèbres. Cela implique que

τ
´

ξpnqσ

¯

“ τ
´

ξ
pn1qσ1
1

¯

. . . τ
´

ξ
pndqσd
d

¯

.

Le résultat découle alors de la proposition 5.3 de [GSQ20].

Proposition 3.4.4. Si les coordonnées x sont des coordonnées étales alors l’appli-
cation R-linéaire τ 1 : {A

@

ξ
D

q
Ñ

{A
@

ξ
D

q
définie par

fξrns
ÞÑ θpfq

d
ź

i“1

ni
ÿ

k“1

p´1q
kq
kpk´1q{2
i p1 ´ qiq

ni´k

ˆ

ni ´ 1

k ´ 1

˙

qi

xni´k
i ξ

pkiqσi
i .

est un automorphisme tel que τ 1 ˝ τ 1 “ Id
{

Axξy
q

.

Preuve. La preuve est analogue à celle du cas en une variable. Le lecteur pourra se
référer à [GSQ20, Proposition 5.4]. Par fonctorialité, il est possible de supposer que
R “ Zrqspp,q´1q et A “ R txu. Cette supposition est possible, car tous les calculs
nécessaires à cette démonstration ne mettent en jeu que les éléments x1, . . . , xd et
q1, . . . , qd. Dans cette situation, l’anneau A est sans torsion et montrer que

@m,n P Nd, τ 1
´

ξrnsξrms
¯

“ τ 1
´

ξrns
¯

τ 1
´

ξrms
¯

revient à montrer que

@m,n P Nd, τ 1
´

ξpnqσξpmqσ

¯

“ τ 1
´

ξpnqσ

¯

τ 1
´

ξpmqσ

¯

.

C’est une égalité similaire à celle qui a été obtenue au lemme 3.4.3 pour l’appli-
cation τ qui est un morphisme par définition. Montrons alors que la composée
τ 1 ˝ τ 1 est A-linéaire. De façon équivalente, cela revient à montrer que τ ˝ θ : A Ñ
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{A
@

ξ
D

q
est l’identité. L’application τ du lemme 3.4.3 envoie l’idéal

´

ξpkqσ , |k| “ n
¯

sur
´

ξpkqσ , |k| “ n ´ k, pq ´ 1qk
¯

lorsque n ě k. Ainsi, τ induit, pour tout entier
naturel k, un morphisme

Arrξssq “ lim
ÐÝ
něk

Arξs{

´

ξpkqσ , |k| “ n
¯

Ñ Arξs{

´

ξpkqσ , |k| “ n ´ k, pq ´ 1q
k
¯

“ Arrξssq{ppq´1q
k
q

Puis en passant à la limite sur k, nous obtenons un endomorphisme de Arrξssq que
nous noterons, encore une fois, τ . Il est alors possible de décomposer τ ˝ θ de la
manière suivante

A
θ // Arrξss

τ // Arrξss // {A
@

ξ
D

q

Comme ξ1, . . . , ξd sont topologiquement nilpotents sur Arrξss et x1, . . . , xd sont des
coordonnées étales, notre assertion provient du fait que

@i “ 1, . . . , d, τ pθpxiqq “ τ pxi ` ξiq “ xi.

Pour prouver que τ 1 ˝τ 1 est l’identité, nous nous ramenons, par le même raisonement
que précedemment, à montrer que

@n P N, τ ˝ τ
´

ξpnqσ

¯

“ ξpnqσ .

Or, τ est un morphisme A -linéaire d’algèbres et τ ˝ τ pξiq “ τ p´ξiq “ ξi. Cela
conclut notre démonstration.

Proposition 3.4.5. L’application diagonale

∆ : Rrx, ξs Ñ Rrx, ξs b
1
Rrxs Rrx, ξs, ξpnqq ÞÑ

ÿ

|i|`|j|“|n|

ˆ

n

i

˙

q

ξpiqq b ξpjqq

où
`

n
i

˘

q
“
śd

k“1

`

nk

ik

˘

qk
, est un morphisme RrXs-linéaire d’anneaux.

Preuve. Par fonctorialité, encore une fois, il est possible supposer que A “ Rrxs

et R “ Zrqspp,q´1q. Par propriété universelle des polynômes, il existe un unique
morphisme d’anneaux

∆ : Rrx, ξs Ñ Rrx, ξs b
1
A Rrx, ξs, ξj ÞÑ ξj b 1 ` 1 b ξj.

Montrons alors par récurrence, sur la longueur de n, que ce morphisme satisfait la
formule énoncée. Pour |n| “ 1, c’est la formule démontrée dans [LSQ18a, Theorem
3.5]. Supposons la propriété satisfaite pour un rang k P N. C’est-à-dire pour tous
les n P Nd tels que |n| “ k. Montrons alors qu’elle reste vraie au rang k ` 1. Soit
n P Nd tel que |n| “ k ` 1. Nous procédons par disjonction de cas. Dans le cas où
il existe un unique ni ‰ 0, nous sommes ramené au cas en une variable et c’est à
nouveau [LSQ18a, Theorem 3.5] qui permet de conclure. Placons nous donc le cas
où il existe i ‰ j tels que ni, nj ‰ 0. Nous supposerons que nd ą 0. Il est alors
possible de décomposer ξpnqq de la façon suivante :

ξpnqq “ ξpn1qqξ
pndqqd
d
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où n1 “ pn1, . . . , nd´1, 0q. Nous avons donc |n1| ď k et nd ď k. Il est alors possible
d’appliquer l’hypothèse de récurrence, ce qui donne

∆
´

ξpnqq

¯

“ ∆
´

ξpn1qqξ
pndqqd
d

¯

“ ∆
´

ξpn1qq

¯

∆
´

ξ
pndqqd
d

¯

“

¨

˝

ÿ

|i|`|j|“|n1|

ˆ

n1

i

˙

q

ξpiqq b ξpjqq

˛

‚

˜

ÿ

i`j“nd

ˆ

nd
i

˙

qd

ξ
piqqd
d b ξ

pjqqd
d

¸

“
ÿ

|i|`|j|“|n1|

ÿ

i`j“nd

ˆ

n1

i

˙

q

ˆ

nd
i

˙

qd

ξpiqqξ
piqqd
d b ξpjqqξ

pjqqd
d

“
ÿ

|i|`|j|“|n|

ˆ

n

i

˙

q

ξpiqq b ξpjqq .

Nous avons bien obtenu la formule souhaitée.

Proposition 3.4.6. L’application diagonale

∆ : {A
@

ξ
D

q
Ñ

{A
@

ξ
D

q
b

1
A
{A
@

ξ
D

q
, ξrns

ÞÑ
ÿ

|i|`|j|“|n|

ξris
b ξrjs

est un morphisme de A-algèbres.

Preuve. Par fonctorialité, encore une fois, il est possible supposer que A “ zRrxs et
R “ Zrqspp,q´1q. Comme A n’a alors pas de torsions, il suffit de prouver que

@n,m P Nd, ∆
´

ξpnqσξpmqσ

¯

“ ∆
´

ξpnqσ

¯

∆
´

ξpmqσ

¯

.

Cela découle du fait que par la proposition 3.4.5, l’application diagonale

∆ : Rrx, ξs Ñ Rrx, ξs b
1
A Rrx, ξs, ξpnqq ÞÑ

ÿ

|i|`|j|“|n|

ˆ

n

i

˙

q

ξpiqq b ξpjqq

est un morphisme d’anneau.

Dans la suite, nous noterons e : {A
@

ξ
D

q
Ñ A l’application d’évaluation en 0 ainsi que

p1 :
{A
@

ξ
D

q
Ñ

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q
, f ÞÑ f b 1

et
p2 :

{A
@

ξ
D

q
Ñ

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q
, f ÞÑ 1 b f

les applications canoniques. Nous utilisons la notation b1 pour indiquer que l’on
utilise la q-application de Taylor θ pour la A-structure à gauche.

Proposition 3.4.7. Les diagrammes suivants sont commutatifs
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1.
A // {A

@

ξ
D

q

e
��

A

et A θ // {A
@

ξ
D

q

e
��

A

2.
A //

��

{A
@

ξ
D

q

∆
��

{A
@

ξ
D

q p1
// {A

@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

et A
θ //

θ

��

{A
@

ξ
D

q

∆
��

{A
@

ξ
D

q p2
// {A

@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

3.
{A
@

ξ
D

q

∆ // {A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

ebId
��

{A
@

ξ
D

q

et {A
@

ξ
D

q

∆ // {A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

Idbe
��

{A
@

ξ
D

q

4.
{A
@

ξ
D

q

∆ //

∆
��

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

∆bId
��

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q Id
{Axξyqb∆

// {A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q

5.
A

��

θ

$$

{A
@

ξ
D

q τ
// {A

@

ξ
D

q

et A

θ
�� $$

{A
@

ξ
D

q τ
// {A

@

ξ
D

q

6.
{A
@

ξ
D

q

e
$$

τ // {A
@

ξ
D

q

e
��

A

7.

{A
@

ξ
D

q

e //

∆
��

A

��

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q Idˆτ
// {A

@

ξ
D

q

et {A
@

ξ
D

q

e //

∆
��

A

θ

��

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q τˆId
// {A

@

ξ
D

q
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Preuve. La preuve est identique à celle de la proposition 5.6 de [LSQ20]. Le fait de
rajouter des variables ne change rien au principe de la démonstration.

Définition 3.4.8. Une hyper-q-stratification (de niveau zéro) sur un A-module M

est un {A
@

ξ
D

q
-isomorphisme linéaire

ε : {A
@

ξ
D

q
b

1
AM » M bA

{A
@

ξ
D

q

tel que les diagrammes

{A
@

ξ
D

q
b M

ε //

pεbIdM q˝

˜

Id
{Axξyq

bε

¸

˝p∆bidM q

��

M b
{A
@

ξ
D

q

IdMb∆
��

M b
{A
@

ξ
D

q
b

{A
@

ξ
D

q
M b

{A
@

ξ
D

q
b

{A
@

ξ
D

q

et
{A
@

ξ
D

q
b M

ebIdM//

pIdMbeq˝ε
��

M

M

sont commutatifs.

Définition 3.4.9. Une hyper-q-structure de Taylor sur un A-module M est une
application A-linéaire

θ :M Ñ M bA
{A
@

ξ
D

q
,

où la structure de A-module à droite est donnée par la q-application de Taylor de
A, telle que

pIdM b eq ˝ θ “ IdM
et le diagramme suivant est commutatif

M θ //

θ

��

M b
{A
@

ξ
D

q

IdMb∆
��

M b
{A
@

ξ
D

q θbId
{Axξyq

//M b
{A
@

ξ
D

q
b

{A
@

ξ
D

q

Proposition 3.4.10. L’extension et la restriction des scalaires par la q-application
de Taylor fournit une équivalence entre les hyper-q-structure de Taylor et les hyper-
q-stratification.

Preuve. Étant donné une hyper-q-stratification ε sur un A-module M il est possible
de définir l’application

θ :M
p2
ÝÑ

{A
@

ξ
D

q
b

1
AM

ε
ÝÑ M bA

{A
@

ξ
D

q
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où la première application est p2psq “ 1bs. Il est alors possible de vérifier facilement
que le diagramme suivant commute

M
θ //

θ

��

M bA
{A
@

ξ
D

q

p2bId

))

θbId

��

{A
@

ξ
D

q
b1
AM bA

{A
@

ξ
D

q

εbId
uu

M bA
{A
@

ξ
D

q ∆
//M b

{A
@

ξ
D

q
b

{A
@

ξ
D

q

ce qui implique que toutes les conditions requises sur θ sont vérifiées. Pour le sens
réciproque, étant donné une hyper-q-structure de Taylor θ, il est possible de l’étendre

en une application {A
@

ξ
D

q
-linéaire

ε : {A
@

ξ
D

q
b

1
AM » M bA

{A
@

ξ
D

q
.

Nous vérifions alors aisément que l’application ainsi définie vérifie toutes les condi-
tions voulues.

3.5 Calcul aux q-différences
Nous énonçons ici les hypothèses qui auront cours tout au long de cette section : R
est une Zrqspp,q´1q-algèbre. Tout R-module sera muni de la topologie pp, q´1q-adique.
Nous considérons également A une R-algèbre complète munie de q-coordonnées clas-
siques x “ px1, . . . , xdq. Cela implique l’existence d’endomorphismes σq “ tσq1 , . . . , σqdu

tels que

@i, j “ 1, . . . , d, σqipxjq “

#

qixi si i “ j,

xj sinon.

Définition 3.5.1. Pour tout entier naturel n, la q-application de Taylor de niveau
zéro et d’ordre n est la composée

θn : A θ // {A
@

ξ
D

q
// // {A

@

ξ
D

q
{{I rn`1s » A

@

ξ
D

q
{I rn`1s.

Définition 3.5.2. Soit M et N deux A-modules. Un opérateur q-différentiel d’ordre
au plus n (et de niveau 0) de M dans N est une application A-linéaire

u : A
@

ξ
D

q
{I rn`1s

b
1
AM Ñ N.

Nous rappelons que φ b fs “ θnpfqφ b s. L’ensemble des opérateurs q-différentiel
d’ordre au plus n (et de niveau 0) de M dans N sera noté

Diffq,npM,Nq :“ HomApA
@

ξ
D

q
{I rn`1s

b
1
AM,Nq
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et nous noterons
DiffqpM,Nq :“ lim

ÝÑ
n

Diffq,npM,Nq.

Nous pouvons alors considérer pour m,n P N l’application diagonale d’ordre fini

A
@

ξ
D

q
{I rm`n`1s

∆n,m
// A

@

ξ
D

q
{I rn`1s b1

A A
@

ξ
D

q
{I rm`1s

ξrks � //
ř

|i|`|j|“|k|

ξris
b ξrjs.

induite par l’application définit à la proposition 3.4.6. Cela permet de composer les
opérateurs q-différentiels. En effet, étant donné

u : A
@

ξ
D

q
{I rn`1s

b
1
AM Ñ N et v : A

@

ξ
D

q
{I rm`1s

b
1
AM Ñ N

nous définissons la composée ˜u ˝ v comme

A
@

ξ
D

q
{I rm`n`1s ˜u˝v //

∆n,mb1Id
��

N

A
@

ξ
D

q
{I rn`1s b1

A A
@

ξ
D

q
{I rm`1s b1

A L Idb1v
// A

@

ξ
D

q
{I rn`1s b1

AM

u

OO

Il faut toutefois faire attention car Diffq,0pAq » A, ainsi tout élément f de A peut
être vu comme un opérateur q-différentiel d’ordre 0. Cependant, si u P Diffq,npAq

alors ˜u ˝ f “ u ˝ θnpfq.

Lemme 3.5.3. Il existe un isomorphisme A-linéaire de R-algèbres

DA,q » DiffqpAq, B
k
q ÞÑ

˜

B̃
k
q : ξrns

ÞÑ

#

1 si n “ k

0 sinon.

¸

où DA,q est le module définit après la proposition 2.6.4.

Preuve. Par commutativité des opérateurs, l’application est clairement une bijection
A-linéaire de R-algèbres. Il reste à vérifier que c’est bien un morphisme. Le fait que

@i “ 1, . . . , d @f P A, B̃q,i˜̋f “ σipfqB̃q,i ` BA,q,ipfq et B̃
k`1
qi

“ B̃
k
q,i˜̋B̃q,i

se démontre de la même manière que dans le Lemme 6.10 de [GSQ20].

Remarques. 1. Les ensembles
!

Bkq

)

kPNd
et

!

ξrks
)

kPNd
sont des bases duales de

DA,q.

2. Si l’on note P̃ l’image d’un élément P par l’isomorphisme définit dans la pro-
position précédente, alors

P “
ÿ

kPNd

P̃
´

ξrks
¯

B
k
q et @ϕ P Axξyq, ϕ “

ÿ

kPNd

B̃
rks
q pϕq ξrks.
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3. Le module DA,q est donc naturellement un Axξyq-module. Nous décrivons sa
structure explicite dans le lemme ci-dessous.

Lemme 3.5.4. Pour tout k “, n P Nd,

ξrns
¨ B

k
q “

ÿ

|pi1,...,idq|ď|n|

d
ź

j“1

q
ijpij´1q

2
i

ˆ

kj
nj

˙

qj

ˆ

nj
ij

˙

qj

pqj ´ 1q
ijx

ij
j B

ki´ni`ij
q,j .

Preuve. Par la formule 3.1, nous déduisons pour m P Nd,

ξrns
¨ B̃

k
q

´

ξrms
¯

“ B̃
k
q

´

ξrnsξrms
¯

“ B̃
k
q

˜

d
ź

i“1

minpni,miq
ÿ

j“0

q
jpj´1q{2
i

ˆ

ni ` mi ` j

ni

˙

qi

ˆ

ni
j

˙

qi

pqi ´ 1q
jxjiξ

rni`mi´js

i

¸

“

$

’

&

’

%

d
ź

i“1

q
jpj´1q{2
i

ˆ

ni ` mi ` j

ni

˙

qi

ˆ

ni
j

˙

qi

pqi ´ 1q
jxjiξ

rni`mi´js

i si ni ` mi ´ j “ ki

0 sinon.

Ainsi,

ξrns
¨ B̃

k
q “

ÿ

|pi1,...,idq|ď|n|

d
ź

j“1

q
ijpij´1q

2
i

ˆ

kj
nj

˙

qj

ˆ

nj
ij

˙

qj

pqj ´ 1q
ijx

ij
j B̃

ki´ni`ij
q,j

si |n| ď |k| et 0 sinon.

Remarque. Pour tout P P DA,q et tout φ P Axξyq, nous avons la formule suivante

φ ¨ P “
ÿ

0ď|i|ď|n|ď|k|

d
ź

j“1

q
ijpij´1q

2
j

ˆ

kj
nj

˙

qj

ˆ

nj
ij

˙

qj

pqj ´ 1q
ijx

ij
j P̃

´

ξ
rkjs

j

¯

B̃
nj

q,j pφq B
kj´nj`ij
q,j .

Lemme 3.5.5. Pour i “ 1, . . . , d, une qi-dérivation D :M Ñ M s’étend uniquement
en un q-opérateur différentiel

D̄ : A
@

ξ
D

q
{I r2s

b
1
AM Ñ M, ξj b s ÞÑ

#

s ` pqi ´ 1qxiDpsq si i “ j

0 sinon.

d’ordre au plus un.

Preuve. Considérons les applications

˜̃D : Arξs bAM Ñ PA bAM, ξj b m ÞÑ p1 b xj ´ xj b 1q b m

et D̃ : PA b M Ñ M, pf b gq b m ÞÑ fDpgsq.
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Nous voulons ici montrer que D̄ “ pD̃ ˝
˜̃Dq s’annule sur

´

ξpkqq , |k| “ 2
¯

. Cet idéal
est engendré par les éléments de la forme ξiξj et ξjσjpξjq “ ξjpξj ` p1 ´ qjqxjq.

Montrons que pD̃ ˝
˜̃Dqpξiξj b sq est nul, on a

pD̃ ˝
˜̃Dqpξiξj b sq “ D̃pp1 b xi ´ xi b 1qp1 b xj ´ xj b 1q b sq

“ Dpxixjsq ´ xjDpxisq ´ xiDpxjsq ` xixjDpsq

“ Bq,ipxixjqs ` qixixjDpsq ´ xjps ` qixiDpsqq ´ xixjDpsq ` xixjDpsq

“ xjs ` qixixjDpsq ´ xjps ` qixiDpsqq ´ xixjDpsq ` xixjDpsq “ 0.

Montrons alors que pD̃ ˝
˜̃Dqpξjσjpξjq b sq est nul, on a

pD̃ ˝
˜̃Dqpξjσjpξjq b sq “ pD̃ ˝

˜̃Dqpξ2j b sq ` xjpD̃ ˝
˜̃Dqpξj b sq ´ qjxjpD̃ ˝

˜̃Dqpξj b sq.

Il est alors possible de calculer séparément pD̃ ˝
˜̃Dqpξj b sq et pD̃ ˝

˜̃Dqpξ2j b sq. Ce
qui donne

pD̃ ˝
˜̃Dqpξj b sq “

#

s ` pqi ´ 1qxiDpsq si i “ j,

0 sinon,

et

pD̃ ˝
˜̃Dqpξ2j b sq “

#

pqixi ´ xiqs ` pq2i ´ 2qi ` 1qx2iDpsq si i “ j,

0 sinon.

En sommant, nous obtenons bien que pD̃ ˝
˜̃Dqpξjσjpξjq b sq “ 0. Nous pouvons alors

conclure en utilisant le fait que {A
@

ξ
D

q
{I r2s » Arξs{

´

ξpkqq , |k| “ 2
¯

.

Lemme 3.5.6. Si M est un DA,q-module et s P M alors @j P t1, . . . , du, @k P

Nd, @n “ pniqi“1,...,d P Nd,

B̃
k
M,q,j

´

ξrns
b s

¯

“

d
ź

j“1

nj
ÿ

i“0

q
ipi´1q

2
j

ˆ

k

nj

˙

qj

ˆ

n

i

˙

qj

pqj ´ 1q
ixijB

k´nj`i
M,q,j psq.

Preuve. Par définition, B̃
ki
M,q,j

´

ξrns
b s

¯

“ ξ
rn1s

1 . . . ξ
rnj´1s

j´1 ξ
rnj`1s

j`1 . . . ξ
rnds

d B̃
ki
M,q,j

´

ξ
rnjs

j b s
¯

.
Il suffit alors d’appliquer récursivement les opérateurs et la proposition 6.13 de
[LSQ20].

Lemme 3.5.7. Si M est un DA,q-module, l’application structurelle

DA,q Ñ EndRpMq

se relève de manière unique en un morphisme Axξyq-linéaire de R-algèbres

ρ : DiffqpAq Ñ DiffqpMq.
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Preuve. Pour i “ 1, . . . , d, l’image de Bq,i P DA,q dans EndRpMq est une qi-dérivation
BM,q,i de M qui satisfait

@f P A, B̃M,q,i˜̋f “ σqipfq˜̋B̃M,q,i ` BA,q,ipfq.

Par linéarité et réduction modulo I r2s, il est suffisant de vérifier cette formule sur
ξi b s pour un élément s de M .

´

B̃M,q,i˜̋f
¯

pξi b sq “ B̃M,q,i pθ1pfqξi b sq

“ B̃M,q,i

˜˜

f `

d
ÿ

j“1

BA,q,jpfqξj

¸

ξi b s

¸

“ B̃M,q,i

´

pf ` pqi ´ 1qxiBA,q,ipfqqξi b s
¯

“ B̃M,q,i pσqipfqξi b sq

“ σqipfqB̃M,q,i pξi b sq .

Le lemme 3.5.5 nous permets bien d’obtenir un relevé

ρ : DiffqpAq Ñ DiffqpMq.

Il reste à montrer que ce relevé est A
@

ξ
D

q
-linéaire. D’après les lemmes 3.5.4 et 3.5.6

pour un élément s de M la formule suivante est satisfaite

@k, n P Nd, ρ
´

B
k
q

¯´

ξrns
b s

¯

“ ρ
´

ξrns
¨ B̃

k
q

¯

p1 b sq.

Par linéarité, nous avons

@P P DA,q, @φ P A
@

ξ
D

q
, ρ

´

P̃
¯

pφ b sq “ ρ
´

φ ¨ P̃
¯

p1 b sq.

Maintenant si P P DA,q et ψ, φ P A
@

ξ
D

q
alors

´

φ ¨ ρ
´

P̃
¯¯

pψ b sq “ ρ
´

P̃
¯

pφψ b sq

“ ρ
´

φψ ¨ P̃
¯

p1 b sq

“ ρ
´

ψ ¨

´

φ ¨ P̃
¯¯

p1 b sq

“ ρ
´

φ ¨ P̃
¯

pψ b sq.

Le relevé ρ induit donc pour tout entier naturel n une application A
@

ξ
D

q
{I rn`1s-

linéaire
ρn : Diffq,npAq Ñ Diffq,npMq.
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Définition 3.5.8. Une q-structure de Taylor (de niveau zéro) sur un A-module M
est une famille d’application semi-linéaire compatibles

θn :M Ñ M bA Axξyq{I
rn`1s,

telles que
@s P M, θ0psq “ s b 1

et @m,n P N le diagramme suivant est commutatif

M
θm //

θm`n

��

M bA Axξyq{I
rn`1s

θnbId
Axξyq{Irn`1s

��

M bA Axξyq{I
rn`m`1s

IdMb∆m,n

//M bA Axξyq{I
rn`1s bA Axξyq{I

rm`1s

Proposition 3.5.9. Avoir une q-structure de Taylor sur un A-module M est équi-
valent à avoir une DA,q-structure par la formule suivante :

@s P M, θnpsq “
ÿ

|k|“n

B
k
M,qpsq b ξrks.

Preuve. Le schéma de preuve est identique à celle de la proposition 6.16 de [GSQ20].

Définition 3.5.10. Un DA,q-module M est topologiquement nilpotent si

@s P M, lim
kÑ8

B
k
M,qpsq “ 0.

Proposition 3.5.11. Si M est un A-module plat de présentation finie, alors il est
équivalent de se donner une structure de DA,q-module topologiquement nilpotent sur
M ou de munir M d’une hyper-q-stratification.

Preuve. Notons Axxξyyq :“ lim
ÐÝ

A
@

ξ
D

q
{I rn`1s. Grâce aux propositions 3.5.9 et 3.4.10,

c’est équivalent à montrer qu’il est équivalent de se donner une q-structure de Taylor
ou une hyper-q-structure de Taylor. Si on se donne une hyper-q-structure de Taylor
alors celle-ci induit une q-structure de Taylor par réduction modulo I rn`1s pour
tout entier naturel n. Réciproquement, comme M est de présentation finie, une
q-structure de Taylor sur M induit à la limite une application

θ̂ :M Ñ lim
ÐÝ

´

M bA A
@

ξ
D

q
{I rn`1s

¯

» M b Axxξyyq, s ÞÑ
ÿ

kPNd

B
k
M,qpsq b ξrks,

où l’isomorphisme s’obtient par la proposition [Aut23, Tag 059K] et en utilisant le
fait que A

@

ξ
D

q
{I rn`1s »

ś

|k|ďnAξ
rks. Le module M étant également supposé plat,

par la proposition [Aut23, Tag 00Nx] c’est une somme directe de module libre, et
nous avons l’équivalence suivante :

ÿ

|k|ďn

B
k
M,qpsq b ξrks

P M bA
{A
@

ξ
D

q
ô lim

kÑ8
B
k
M,qpsq “ 0.
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L’application θ̂ se factorise donc par M bA
{A
@

ξ
D

q
si et seulement si la q-structure

de Taylor est topologiquement quasi-nilpotente. Il reste à vérifier que l’application
induite θ : M Ñ M bA

{A
@

ξ
D

q
est une hyper-q-structure de Taylor. La première

condition de la définition est automatique, il reste donc à vérifier que
˜

θ b Id
{

Axξy
q

¸

˝ θ “ pIdM b ∆q ˝ θ,

cela revient à s’assurer que l’application canonique

M bA
{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q
Ñ M bA Axxξyyqb̂

1

AAxxξyyq

est injective. Cela se déduit du fait que M est un module plat et que le diagramme
suivant est commutatif

{A
@

ξ
D

q
b̂

1

A
{A
@

ξ
D

q
//

τbId
��

Axxξyyqb̂
1

AAxxξyyq

τbId

��
{A
@

ξ
D

q
b̂A

{A
@

ξ
D

q
//

��

Axxξyyqb̂AAxxξyyq

��

‘̂i,jPNdA
´

ξris
b ξrjs

¯

� � //
ś

i,jPNd A
´

ξris
b ξrjs

¯

.
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