
HAL Id: tel-04232670
https://theses.hal.science/tel-04232670

Submitted on 9 Oct 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Public Domain

Modélisation et simulation d’écoulements
multiphasiques avec phases miscibles

Jean Bussac

To cite this version:
Jean Bussac. Modélisation et simulation d’écoulements multiphasiques avec phases miscibles. Math-
ématiques [math]. Nantes Université, 2023. Français. �NNT : �. �tel-04232670�

https://theses.hal.science/tel-04232670
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE DE DOCTORAT

NANTES UNIVERSITÉ

ÉCOLE DOCTORALE NO 641
Mathématiques et Sciences et Technologies
de l’Information et de la Communication
Spécialité : Mathématiques et leurs Interactions

Jean BUSSAC

Modélisation et simulation d’écoulements multiphasiques avec
phases miscibles

Thèse présentée et soutenue à Nantes, le 4 septembre 2023
Unité de recherche : Laboratoire de Mathématiques Jean Leray

Rapporteurs avant soutenance :

Marc MASSOT Professeur, École Polytechnique
Vincent PERRIER Chargé de Recherche, INRIA Bordeaux

Composition du Jury :

Président : Christophe CHALONS Professeur, Université de Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines
Examinateurs : Christophe BERTHON Professeur, Nantes Université

Frédérique LAURENT-NÈGRE Chargée de recherche, CNRS
Maria Giovanna RODIO Ingénieur de recherche, CEA Paris-Saclay

Dir. de thèse : Jean-Marc HÉRARD Chercheur Senior, E.D.F. R.&D.
Co-dir. de thèse : Hélène MATHIS Professeure, Université de Montpellier





Remerciements

Trois années viennent de s’écouler, bien plus rapidement que prévu, c’est sans doute
bon signe. Il convient de remercier l’ensemble des personnes ayant rendu ce travail possible
dans d’excellentes conditions.

En premier lieu, je tiens à remercier Hélène et Jean-Marc, qui m’ont fourni un cadre de
travail agréable et ont su me donner les outils pour affronter ces maths comme le monde
de la recherche. Votre complémentarité et vos expériences m’ont beaucoup appris, et je ne
manquerai pas de m’en inspirer si, par hasard, je poursuis ce travail de recherche dans les
années à venir. Merci Hélène de m’avoir proposé ce stage de fin d’études puis de m’avoir
fait confiance pour la thèse, malgré mon absentéisme aux TP de L3 et ma réticence à
l’option "arts et science", que tu as sans aucun doute oubliés... ! Jean-Marc, merci pour ta
gentillesse, ta patience et ton humour, qui auront été précieux au milieu de ces problèmes
pas tout à fait triviaux.

Le chapitre 4 est l’adaptation d’un travail de Khaled Saleh, qui m’a proposé de tra-
vailler avec lui deux jours à Lyon. Merci Khaled pour cet accueil et cet aperçu de ce que
peut être la recherche à plusieurs, j’admire ton travail et ton humilité. Merci encore pour
cette excellente adresse de restaurant à sushi, l’inconvénient étant que je n’en trouve pas
d’équivalente ici.

Je remercie l’ensemble des membres du laboratoire de maths qui rendent ce lieu de
travail agréable : secrétariat, documentalistes, enseignants-chercheurs, doctorants.

Plus particulièrement, j’ai une grande reconnaissance envers les enseignants formi-
dables que j’ai pu avoir. Vos qualités humaines, scientifiques et pédagogiques ont fait
(re ?)naître chez moi cet intérêt pour la science et l’apprentissage des maths. Lors de ma
reprise d’étude, je n’aurais pas imaginé une seconde prendre ce chemin.

J’aimerais remercier individuellement Friedrich Wagemann de m’avoir aidé à reprendre
directement en L3 après mes années disons, d’interlude musicale, Sylvain Gervais et Fran-
çois Nicoleau pour leur préparation à l’agrégation et Anaïs Crestetto dont les TP de
modélisation m’auront orienté vers les maths appliquées. Je remonte un peu plus le temps
pour remercier mes trois professeures en deuxième année de prépa, Mesdames Brune,
Henri et Pélissier.

3



J’ai aussi eu la chance d’avoir eu quelques coups de main : merci à Lucie Quibel qui
a pris un moment au téléphone au début de ma thèse pour me parler de son travail et
préciser quelques points techniques, merci à Clovis Chabertier pour ses réponses à mes
questions sur les champs de vecteurs, merci à Mohamad Rachid qui, en insistant gentiment
et avec innocence, m’a aidé à montrer le théorème du chapitre 5 et merci à Jeanne Lacroix
pour son aide lorsque Communications in Mathematical Science trouvait mon anglais un
peu limite.

Un grand merci à toi Juliette, pour ta patience et ta gentillesse remarquables, notam-
ment les derniers jours de préparation de la soutenance.

Je suis heureux de rendre ma mère fière de ce parcours, qui préfère sans doute un
fils docteur à un fils intermittent du spectacle. Je fais remarquer au lecteur que l’un
n’empêche pas l’autre, et qu’il existe de beaux exemples. Je souhaite à mon frère de
trouver son équilibre qui le rende aussi heureux que moi.

Quelques membres de ma famille, qui m’ont permis d’en arriver là : ma formidable
tante et marraine Sophie, Christophe, ma grand-mère Annette, et mon oncle François, à
qui j’aurais aimé pouvoir tendre ce manuscrit.

Enfin, quelques proches, amis, professeurs, musiciens... Esther, Luc-Antoine, Clément
et François. Sven, Léo, Licia, Clovis. Une mention spéciale à Michel Grizard qui aura,
avec une grande simplicité, joué un rôle essentiel dans ma vie de musicien. Évidemment,
Mila, Laure (François et Cléo !), ainsi que Louis, Pascal, Pierre-Emmanuel et Romain.
Angélique, et plus récemment Arthur, Étienne, Ronan, Théo, et les autres musiciens
grâce qui j’ai pu changer d’air lors de quelques sessions... !

4



TABLE DES MATIÈRES

Introduction 9
Contexte industriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Contexte scientifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Synthèse des travaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Chapitre 1 : contexte thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Chapitre 2 : étude de processus de relaxation dans un modèle diphasique . 17
Chapitre 3 : simulation d’un modèle homogène diphasique hybride . . . . . 19
Chapitre 4 : simulation d’un modèle multivitesses barotrope diphasique

hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Chapitre 5 : généralisation d’un modèle multivitesses avec miscibilité . . . 24

Publications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1 Contexte thermodynamique 27
1.1 Quelques fondamentaux de thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.2 Descriptions thermodynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.1 Description extensive et entropie d’un fluide monophasique . . . . . 29
1.2.2 Description d’un fluide monophasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.3 Description d’un fluide multiphasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.3 Équilibre thermodynamique : une approche mathématique . . . . . . . . . . 37
1.4 Quelques lois d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2 Étude de processus de relaxation dans un modèle diphasique 41
2.1 Thermodynamique d’un mélange diphasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.1 Entropie du mélange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.1.2 Équilibre thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2 Termes sources de type BGK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.3 Termes sources en gradient d’entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.4 Conclusion : comparaison des termes sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5



TABLE DES MATIÈRES

3 Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride 59
3.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.1.1 Thermodynamique du mélange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.1.2 Dynamique du mélange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.1.3 Termes sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2 Approximation numérique par une méthode à pas fractionnaire . . . . . . . 73
3.2.1 Partie convective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.2.2 Calculs de l’énergie interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2.3 Approximation des termes sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.3.1 Relaxation infiniement lente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.3.2 Simulations complètes hors-équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.5 Annexe : Calcul de l’équilibre pour un mélange de trois gaz raides . . . . . 95

4 Simulation d’un modèle multivitesses pour un mélange diphasique hy-
bride 99
4.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.2 Schémas numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2.1 Schéma de Rusanov non conservatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.2.2 Schéma de relaxation type Suliciu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.2.3 Approximation des termes sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.3.1 Cas test 1 : discontinuité de contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.3.2 Cas test 2 : phase liquide évanescente avec des chocs . . . . . . . . . 109
4.3.3 Couplage avec les termes sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.5 Annexe : résolution numérique du problème de Riemann de relaxation . . . 114

4.5.1 Calcul des paramètres de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
4.5.2 Résolution du problème de point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
4.5.3 Solution de la phase liquide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.5.4 Solutions de la phase gazeuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.5.5 Calcul des flux numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

6



TABLE DES MATIÈRES

5 Généralisation d’un modèle multivitesses avec miscibilité 121
5.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.1.1 Cadre thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.1.2 Système d’équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.1.3 Définition des pressions interfaciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.2 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.2.1 Hyperbolicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.2.2 Symétrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.3 Termes sources admissibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
5.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

Conclusion 143

Bibliographie 147

7





INTRODUCTION

Contexte industriel

Les écoulements multiphasiques prennent part dans de nombreuses situations phy-
siques, leur compréhension est un enjeu contemporain fondamental. Une des principales
applications industrielles est le nucléaire civil, où différentes configurations fluides appa-
raissent, que ce soit dans le régime de fonctionnement normal ou dans de potentielles
situations accidentelles.

Le parc nucléaire français est exclusivement constitué de réacteurs à eau pressurisée
(REP). Ils contiennent différents circuits permettant de contrôler les flux de chaleur, et
ainsi entrainer la turbine qui produit l’électricité (voir figure 1, tirée de la page d’informa-
tions de l’IRSN [53]). Le circuit primaire transfère la chaleur produite par la réaction de
fission vers le circuit secondaire. Dans ce premier, l’eau est radioactive et circule à plus de
300°C et 155 bars : sa sûreté est essentielle. Un scénario accidentel étudié est la perte de
réfrigérant primaire (APRP, [35]), pouvant entrainer différentes complications majeures.
La brèche dans le circuit primaire entrainerait une dépressurisation brutale de l’eau et son
ébullition. L’explosion vapeur [5] est un autre scénario où le cœur du réacteur fondrait,
menant à un mélange de combustible fondu, d’eau liquide et de vapeur.

Ces deux scénarii font intervenir plusieurs états physiques, principalement liquide et
gazeux. L’étude des écoulements multiphasiques est donc centrale afin d’améliorer la sûreté
des installations nucléaires. De plus, ces situations comprennent des mélanges miscibles,
configuration physique qui sera un élément important de cette thèse.

Contexte scientifique

Vocabulaire

Comme nous l’avons mentionné précédemment, la prise en compte de la miscibilité
dans nos modèles est un point central. Par exemple, une situation qui requiert cet aspect
est un mélange où l’eau, sous forme liquide et vapeur, est au contact de l’air ambiant.
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Figure 1 – Principe de fonctionnement d’une centrale nucléaire (IRSN, [53]).

Afin de clarifier les différentes configurations envisagées dans ce manuscrit, précisons les
termes utilisés.

Le terme "phase" correspond à un état de la matière, "composant" à une substance
chimique, et "champ" à un composant dans une phase donnée. Un gaz est dit incondensable
s’il ne peut échanger de matière avec les autres composants du mélange. Enfin, nous
utiliserons l’adjectif "hybride" en complément de N -phasique pour indiquer qu’une des
phases contient de la miscibilité (et donc plusieurs champs). Ainsi, la configuration eau
liquide-eau vapeur-air ambiant est un mélange diphasique hybride, ou plus précisément,
diphasique à trois champs. L’air ambiant est un gaz incondensable, contrairement à la
vapeur d’eau qui peut échanger de la masse avec l’eau sous forme liquide.

Modélisation de la dynamique

L’étude de tels écoulements nécessite d’une part, une description dynamique du fluide
et d’autre part, une description thermodynamique. Cela se fait à l’aide d’une fonction
inconnue W(t, x) ∈ Rn dépendant du temps t > 0 et de l’espace x ∈ Rd

W ∶ R+ × Rd → Rn (1)

(t, x) ↦ W(t, x). (2)
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Les équations de la dynamique que l’on étudiera appartiennent à la catégorie des
équations aux dérivées partielles d’ordre un. Une grande partie de ces systèmes traduisent
des conservations de quantités et sont de la forme

∂tW + ∂xf(W) = 0, (3)

où la fonction f ∶ Rn ↦ Rn est appelé flux physique. Ces systèmes sont appelés lois de
conservation. Dans ce travail, la dynamique (globale ou par phases) reposera toujours sur
le système d’Euler compressible qui appartient à cette catégorie. Il traduit les bilans de
masse, quantité de mouvement et énergie sous formes dérivées, et décrit les évolutions de
la masse volumique ρ, de la vitesse u et de l’énergie totale E = e + u2/2, où e est l’énergie
interne du fluide. Pour un fluide monophasique, il s’écrit

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(ρ) + ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,
∂t(ρE) + ∂x(ρuE + up) = 0,

(4)

auquel on adjoint une loi d’état p = p(ρ, e). La répartition entre les phases se fait à l’aide
de fractions que l’on définira dans le paragraphe suivant. Dans certains de nos modèles,
des termes supplémentaires feront perdre le caractère conservatif de ces équations et des
résultats théoriques associés. Toutefois, tous vérifieront la propriété d’hyperbolicité. Cela
signifie qu’à l’aide de changements de variables, ces systèmes peuvent s’écrire sous la forme

∂tW +A(W)∂xW = 0, (5)

avec A(W) diagonalisable dans R pour toutW . Ce caractère hyperbolique définit un cadre
de travail précis [68, 36] et permet notamment d’étudier rigoureusement des solutions
comprenant des discontinuités.

Deux familles de modèles

Il existe deux grandes classes de modèles dédiés à la dynamique des écoulements
multiphasiques que nous présentons dans cette partie.

La première classe est celle des modèles homogènes. Ce dernier terme concerne des
quantités, relatives aux composants, qui sont supposées égales. La dynamique décrite est
celle du mélange, à l’aide d’un système d’Euler. Les informations de chacun des champs
sont connues par des fractions de masse, volume et énergie, qui correspondent au rapport
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de la quantité phasique sur la quantité totale. Par exemple, la fraction de volume de
liquide est αl = Vl/V . Il existe un panel large de modèles homogènes, avec différentes
hypothèses. Nous nous concentrons sur les modèles homogènes de relaxation, dits HRM.
Ils sont issus des modèles homogènes à l’équilibre (HEM), qui sont munis d’une loi de
pression du mélange à l’équilibre. Bien que ces derniers bénéficient de bonnes propriétés
analytiques, leur implémentation numérique est très complexe à cause de cette loi de
pression. Les modèles HRM héritent des propriétés des modèles HEM et n’ont pas cet
inconvénient pratique. La loi de pression est celle du fluide hors équilibre et elle se calcule
explicitement à partir des lois d’état phasiques. Des termes sources viennent compenser
cette hypothèse et modélisent l’évolution vers l’équilibre thermodynamique.

Dans les modèles homogènes que nous étudions, c’est la vitesse qui est supposée com-
mune aux différents composants. Ainsi, il est possible d’écrire des équations de transport
sur les fractions à cette unique vitesse. Enfin, la donnée des équations d’état phasiques
suffit à fermer le système.

Ces modèles ont été introduits il y a plusieurs décennies et le cas diphasique a été
beaucoup étudié récemment, on pourra notamment se référer à [6, 31, 54, 37, 4, 29, 47, 55].
L’extension au triphasique immiscible a été étudiée dans [48], et l’ajout de miscibilité dans
[60].

La structure mathématique étant très proche de celle des équations d’Euler, la simu-
lation de ces modèles est relativement accessible. Des travaux ont été menés dans [47, 48]
en diphasique et triphasique, et dans [50] en diphasique hybride.

La seconde catégorie, plus récente, est issue du modèle de Baer et Nunziato [3], initia-
lement conçu pour étudier un mélange diphasique compressible contenant des matériaux
granulaires réactifs. Dans ces modèles, la répartition entre les champs se fait à l’aide
de fractions statistiques donnant la probabilité à un temps et en un point donnés que
ce champ soit présent. Chacun d’entre eux est décrit par un système d’Euler compres-
sible auquel on adjoint des termes de couplage. Ces derniers contiennent des quantités
dites interfaciales qui contribuent au système de façon non conservative, ce qui demande
une analyse plus approfondie du système. La fraction statistique suit une équation de
transport à la vitesse interfaciale. On doit définir des lois de fermeture pour ces termes
interfaciaux, sous contraintes physiques, et dont les propriétés mathématiques du modèle
dépendent. Ces modèles sont couramment appelés modèles multifluides ou multivitesses
(par opposition à la première classe de modèles), ou modèles de Baer et Nunziato. Nous
utiliserons régulièrement ces appellations dans tout ce manuscrit.
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L’analyse du modèle original a été faite dans [27], et des propositions de fermeture
ont été proposées dans [16] par exemple. Des généralisations à un plus grand nombre
de phases ont été étudiées, d’abord en triphasique immiscible [40], puis pour un nombre
quelconque de phases immiscibles [61]. Plus récemment, l’hypothèse de miscibilité a été
rajoutée [45, 43].

Les propriétés mathématiques du modèle et ses termes non conservatifs rendent les
applications numériques difficiles. On trouvera dans [32] des simulations du modèle de
Baer-Nunziato. Plus récemment, un schéma de relaxation dédié à ces modèles a été pro-
posé dans le cas barotrope dans [19] et dans le cas avec énergie [18].

Modélisation thermodynamique : lois d’état et relaxation

Les systèmes introduits précédemment sont généralement sous-déterminés. On dit
aussi qu’il faut fournir des lois de fermeture, ou plus simplement fermer ces systèmes.
Par exemple, le système d’Euler (4) requiert un choix de loi de pression p = p(ρ, e).

Le premier type de fermeture à préciser concerne les lois d’état : elles sont des fonctions
décrivant la thermodynamique du fluide et liant ainsi les variables. Parmi de nombreux
choix possibles, on utilisera dans ce manuscrit la fonction d’entropie spécifique s dans
le plan (τ, e), où τ est le volume spécifique du fluide et e son énergie interne spécifique.
On retiendra donc que se donner une description thermodynamique d’un fluide, c’est se
donner une loi d’état de la forme

s ∶ (τ, e)↦ s(τ, e). (6)

L’équation (6) s’applique à un fluide monophasique, et elle permet de passer à une
description multiphasique lorsque chaque phase possède sa loi d’état.

Néanmoins, la considération de fluides multiphasiques nécessite d’établir des relations
de conservation et de considérer les échanges entre les phases :

ä Les conservations de la masse, de l’énergie et du volume se traduisent en un ensemble
de contraintes C qui lient la variable du mélange aux variables des phases.

ä Les échanges entre les phases se modélisent par l’adjonction de termes sources Γ
sur les équations de la dynamique. Dans ce travail, ils modéliseront les transferts de
masse, de volume et de chaleur.
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Finalement, un modèle complet sera constitué de lois d’état sk(τk, ek) relatives aux
phases k, de contraintes de conservation C et d’un système d’équations aux dérivées par-
tielles

∂tW + ∂xf(W) = Γ(W) (7)

où Γ(W) traduit le retour à l’équilibre thermodynamique du mélange.

Simulations numériques

Une partie importante de cette thèse concerne l’approximation numérique des modèles
étudiés. En effet, la complexité de ces derniers ne permet pas de calculer des solutions
explicites, d’où la nécessité de disposer de méthodes numériques permettant d’approcher
les solutions théoriques.

Les simulations globales sur un système de la forme (7) seront faites à l’aide d’une mé-
thode à pas fractionnaires [69], où l’on résout dans un premier temps la partie convective
du système, c’est-à-dire sans termes sources

∂tW + ∂xf(W) = 0. (8)

Dans un second temps les termes sources sont pris en compte par la résolution d’une
équation différentielle ordinaire

∂tW = Γ(W). (9)

Selon la nature des termes sources et leur complexité, on disposera ou non des solutions
exactes de cette équation différentielle. On pourra éventuellement utiliser des approxima-
tions numériques pour la résoudre dans les cas les plus complexes.

La partie convective sera approchée par des méthodes volumes finis [59, 36]. Elles
consistent à approcher sur un maillage espace-temps la solution W(tn, xj) au temps tn et
sur la maille xj par Wn

j à l’aide de la relation

Wn+1
j =Wn

j −
∆t
∆x

(F n
i+ 1

2
(Wn

j ,Wn
j+1) − F n

i− 1
2
(Wn

j−1,Wn
j )), (10)

où F n
i± 1

2
est un flux numérique. Dans le cas où le modèle est non conservatif, une

adaptation sera requise. Les simulations dans ce manuscrit sont exclusivement faites en
dimension un.
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Il est essentiel de s’assurer de la pertinence des méthodes numériques que l’on im-
plémente. Ce processus est appelé vérification et consiste à s’assurer que la méthode ap-
proche convenablement la solution exacte du problème. On étudiera ainsi la convergence
en maillage de nos schémas sur des problèmes dont on connait la solution. Ces derniers
seront des problèmes de Riemann, qui sont des problèmes de Cauchy avec une donnée
initiale W(0, x) constituée de deux états constants

W(t = 0, x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

WL si x < 0,
WR si x ≥ 0.

(11)

Cela nous permet finalement d’étudier les schémas et de les comparer selon divers
aspects : taux de convergence, stabilité, temps de calcul...

Lorsque ce sera possible, on simulera l’ensemble du modèle en couplant la partie
convective et les termes sources.

Synthèse des travaux

Chapitre 1 : contexte thermodynamique

Ce premier chapitre a pour but de présenter quelques notions basiques de la ther-
modynamique et d’introduire les outils nécessaires pour les travaux présentés dans ce
manuscrit.

On s’attache dans un premier temps à donner le vocabulaire et les notions essentielles.
Le terme "phase" est précisé : il réfère à un état de la matière. On définit en conséquence
le terme "champ" qui réfère à une substance chimique dans une phase donnée. Dans la
littérature, les travaux traitant de fluides avec miscibilité peuvent s’accorder quelques
libertés sur la terminologie, il est donc important de définir un cadre précis pour ce
manuscrit. On énonce ensuite le second principe de la thermodynamique et on définit
l’équilibre thermodynamique, qui seront des éléments incontournables dans ce travail.

La deuxième partie concerne la description thermodynamique d’un fluide multipha-
sique. Dans le cas d’un fluide monophasique, on donne les variables dites extensives :
masse, volume et énergie. L’énergie interne est définie, et on introduit la fonction d’entro-
pie, qui dépend exclusivement de ces variables et décrit totalement la thermodynamique
du fluide. Ce travail est décliné en version intensive, c’est-à-dire par unité de masse. Ce sera
la forme que l’on utilisera en général. Les potentiels dits intensifs sont définis : pression,
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température, potentiel chimique. Enfin, ces définitions sont étendues au cas multipha-
sique, grâce notamment à l’introduction des fractions de masse, de volume et d’énergie
propres à chaque phase.

On retiendra qu’un fluide multiphasique de vecteur d’état w = (τ, e, Y ) est entièrement
décrit par sa fonction d’entropie spécifique s, où τ est le volume massique, e l’énergie
interne e et Y le vecteur des fractions décrivant la répartition des phases. Cette fonction
est dite loi d’état :

s ∶ (τ, e, Y )↦ s(τ, e, Y ). (12)

On peut en déduire la pression p, la température T et le potentiel chimique du fluide
µ, dérivées partielles de cette fonction. En effet, l’entropie vérifie la relation de Gibbs,
écrite ici sous forme intensive

Tds = de + pdτ. (13)

On étudie les propriétés de l’entropie thermodynamique, qui joueront régulièrement
des rôles importants dans notre travail. En particulier, sa concavité est un point central
pour la définition de l’équilibre thermodynamique, l’évolution du système selon le second
principe et l’hyperbolicité de certains modèles.

La dernière partie donne des lois d’états sk(τk, ek) pour une phase k, en fonction du
volume spécifique τk et de l’énergie interne ek. Spécifier ces lois pour chaque phase k
permet de connaitre le comportement du mélange d’après la relation suivante

s(τ, e, Y ) = ∑
k∈K

yksk(τk, ek), (14)

où K est l’ensemble des champs constituant le mélange. Ces lois seront utilisées pour les
applications numériques au long de ce manuscrit, ainsi que pour quelques études théo-
riques. Certains aspects techniques sont abordés, et les paramètres numériques utilisés
dans la suite de ce manuscrit sont donnés.
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Chapitre 2 : étude de processus de relaxation dans un modèle
diphasique

Dans ce premier chapitre, on se place dans le cadre diphasique afin de s’intéresser à
la modélisation de la relaxation thermodynamique. Pour cela, on considère un modèle
homogène de relaxation (HRM). C’est un modèle où les phases partagent la même vitesse
et aucune hypothèse d’équilibre thermodynamique n’est faite. En contrepartie, des termes
sources Γ modélisent l’évolution vers l’équilibre, par des relaxations thermique, mécanique
et des échanges de masse. Le modèle admet la forme conservative

∂tW + ∂xf(W) = Γ(W). (15)

Le système convectif (c’est-à-dire sans termes sources) est hyperbolique. Sa structure
est semblable à celle des équations d’Euler et il admet une entropie de Lax liée à l’entropie
physique σ concave.

Les termes sources sont l’objet central de notre étude. Ils dépendent du volume mas-
sique du fluide τ , de son énergie interne e et du vecteur de fractions Y . En pratique,
l’approximation numérique de ce modèle se fait classiquement par une méthode à pas
fractionnaires [69]. Elle consiste à résoudre dans un premier temps la partie convective du
système, puis à prendre en compte les termes sources par le système d’équations différen-
tielles ordinaires suivant

dY
dt = Γ(τ, e, Y ). (16)

Ainsi, on étudiera particulièrement les trajectoires des solutions de ce système dyna-
mique. Le choix de termes sources est contraint par le second principe de la thermody-
namique : l’évolution qu’ils modélisent doit faire croître l’entropie physique du système.
Une condition suffisante pour s’en assurer est

Γ(Y, τ, e) ⋅ ∇Y σ ≥ 0, (17)

condition que l’on appellera "éligibilité". De plus, les états asymptotiques du système dy-
namique (16) doivent correspondre à des équilibres. Cette condition sera appelée "consis-
tance", et se traduit par

lim
t→+∞Y (t) = Yeq,
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où Yeq est définit en maximisant l’entropie du mélange par rapport aux fractions Y .

Nous rappelons dans une première partie les propriétés thermodynamiques du modèle,
pour une équation d’état aux hypothèses classique (C2, strictement concave), voir [30]. En
illustrant ces propriétés avec le choix de lois d’état de gaz raides, on étudie le domaine
de définition de l’entropie du mélange et l’on s’attarde sur ses propriétés de convexité.
Ces dernières sont fondamentales du point de vue physique [14]. En effet, elles doivent
permettre une définition de l’équilibre thermodynamique comme maximiseur de l’entropie
et offrir des possibilités de termes sources en adéquation avec le second principe.

Les deux parties qui suivent présentent des termes sources étudiés. Pour chacun, on
vérifie l’éligibilité et la consistance : ils doivent faire évoluer le système avec une croissance
de l’entropie et vers un équilibre thermodynamique. Des échelles de temps de relaxation
λ peuvent pondérer ces évolutions.

Le premier est un terme source de type BGK, très utilisé dans la littérature afférente
au cadre diphasique homogène, voir par exemple [47, 48, 63]. Il est défini par

Γ1(τ, e, Y ) = λ(Yeq(τ, e) − Y ). (18)

Son expression permet la résolution exacte de (16) et est ainsi un avantage considérable
d’un point de vue numérique. L’évolution induite du système est simple. Néanmoins, il né-
cessite le calcul de l’équilibre thermodynamique, dont la difficulté dépend directement des
lois d’état. Par exemple, un mélange diphasique hybride avec lois de gaz raides semble être
la situation la plus réaliste que l’on sait traiter rigoureusement [63, 51]. Enfin, les échelles
de temps doivent être les mêmes afin d’assurer le second principe de la thermodynamique,
ce qui peut être physiquement délicat.

Le second terme source est défini à partir du gradient de l’entropie du mélange

Γ2(τ, e, Y ) = λ∇Y s(τ, e, Y ). (19)

Ainsi, il vérifie directement les propriétés d’éligibilité et de consistance. L’intégration
exacte est hors d’atteinte, mais on peut appliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz et
utiliser des solveurs en pratique. Les expériences numériques mènent à des évolutions
complexes du système. La non-définition de l’entropie dans les cas monophasiques néces-
site de vérifier le bon comportement de ce terme source. C’est l’objet d’une proposition
qui exclue des convergences physiquement incohérentes. Contrairement au premier terme
source, il est possible de choisir des échelles de temps distinctes par composantes. Ces
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résultats, établis dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, sont aussi déclinés dans le
cas plus simple de deux gaz parfaits.

Ce travail est une mise à plat de certaines connaissances sur la relaxation thermo-
dynamique dans le cadre d’un modèle homogène de relaxation. À notre connaissance, la
grande majorité des travaux sur les écoulements multiphasiques portent sur la dynamique,
et ce n’est que plus récemment que la question thermodynamique a été approfondie, voir
par exemple [49]. Il permet de soulever certaines difficultés et d’éclaircir des points sou-
vent occultés : définitions de l’équilibre et des termes sources, existence de solutions aux
systèmes dynamiques, pertinence physique... En proposant une étude pour deux classes
de termes sources, leurs définitions sont données, leurs propriétés sont établies et illus-
trées numériquement. Enfin, une partie de ce travail sera prolongée dans le cas diphasique
hybride qui est l’objet du chapitre suivant.

L’ensemble des simulations numériques de ce chapitre a été réalisé à partir d’algo-
rithmes Python utilisant des méthodes d’intégration semi-implicites du type Adams Bash-
forth.

Communications :

ä Ce travail a donné lieu à un papier accepté dans les proceedings ESAIM : Proceedings
and Surveys sous la référence :
Bussac Jean, "Study of relaxation processes in a two-phase flow model"

ä Communications orales :

ä Third workshop on Compressible Multiphase Flows (Strasbourg, juin 2021,
poster)

Chapitre 3 : simulation d’un modèle homogène diphasique hy-
bride

Ce chapitre a pour objectif d’approcher numériquement un modèle diphasique hybride
avec termes sources. On s’attachera d’une part à comparer les performances de deux
schémas volumes finis sur la partie convective, et d’autre part à comparer les deux termes
sources présentés dans le chapitre précédent.

Le modèle que l’on étudie ici est la version diphasique hybride du modèle présenté
au chapitre 2. Il décrit un mélange d’eau liquide (l), de vapeur (v) et d’un gaz inerte
(g). C’est un modèle homogène de relaxation (HRM) dont la dynamique est constituée
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d’une part d’un système d’équations d’Euler sur le mélange, et d’autre part d’équations
de transport sur les fractions Y = (yl, αl, zl, zg), où yk, αk et zk sont respectivement les
fractions de masse, de volume et d’énergie de la phase k. Ces dernières contiennent des
termes sources Γ(τ, e, Y, yg) modélisant les échanges thermodynamiques. Le système est
le suivant

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(ρY ) + ∂x(ρY u) = ρλΓ(τ, e, Y, yg),
∂t(ρyg) + ∂x(ρygu) = 0,

∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρE) + ∂x ((ρE + p)u) = 0.

(20)

Notons que l’équation de transport sur la masse de gaz yg ne contient pas de terme
source. C’est la conséquence du caractère inerte du gaz, dont la masse reste constante et
est uniquement soumise à la dynamique.

Dans un premier temps, la thermodynamique du mélange est présentée. Nous en don-
nons une description et les lois d’état qui seront utilisées dans les applications numériques.
Un paragraphe est dédié aux propriétés de concavité de l’entropie. Enfin, une définition
mathématique de l’équilibre thermodynamique est donnée dans ce cas précis. Ces notions
et propriétés sont cruciales du point de vue physique.

Nous dérivons ensuite le modèle et étudions ses propriétés : il est hyperbolique, ad-
met une entropie de Lax et possède trois champs caractéristiques analogues au cas du
système d’Euler. On définit les deux types de termes sources utilisés, qui sont les versions
diphasiques hybrides des termes sources étudiés dans le chapitre 2. Certaines des proprié-
tés présentées dans ce dernier sont étendues au cas présent : admissibilité vis-à-vis du
second principe de la thermodynamique, résolution de l’équation différentielle associée,
étude des trajectoires des solutions approchées. Comme dans le chapitre précédent, cette
partie clarifie des définitions et propriétés d’objets souvent utilisés.

L’approximation numérique du modèle est présentée, et s’appuie une nouvelle fois sur
une méthode à pas fractionnaires [69]. Dans un premier temps, le traitement de la partie
convective est effectué à l’aide de schémas volumes finis. On implémente des schémas de
Rusanov, VFRoe-ncv [11] et un schéma de relaxation [15]. Ces deux derniers sont comparés
sur des cas tests aux caractéristiques correspondant à accident de perte de réfrigérant [35].
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Le travail est effectué pour deux types de mélanges : un premier contenant trois gaz raides,
un second où la phase liquide suit une loi dite NASG-CK. Nous explicitons, dans ces deux
configurations, les calculs de changement de variable pression/énergie qui concentrent une
grande partie des difficultés numériques. Les équations à résoudre dont détaillées ainsi que
les algorithmes associés.

Dans un second temps, la résolution des termes sources dans le cas d’un mélange de
trois gaz raides est présentée. Les termes sources de type BGK nécessitent principalement
le calcul de l’équilibre, dont on explicite la résolution dans cette situation. L’équation
différentielle sur les termes sources en gradient d’entropie est résolue numériquement avec
une méthode d’Euler implicite, couplée à une méthode de Broyden [10] qui résout la partie
non linéaire.

La dernière partie présente les résultats numériques, en commençant par la comparai-
son des schémas convectifs. Le schéma de relaxation s’avère être plus rapide, robuste et
précis, ce que l’on illustre par des courbes de convergence et une comparaison des coûts de
calcul. Cette conclusion repose en partie sur les précédents changements de variables, coû-
teux et difficiles à réaliser. En effet, VFRoe-ncv en effectue de nombreux, contrairement
au schéma de relaxation. Dans un second temps, le couplage avec les termes sources est
effectué. Il permet d’illustrer certaines des propriétés établies sur ces derniers. En traçant
les solutions pour différentes échelles de temps, on retrouve les propriétés de monotonie
des termes sources. Dans l’ensemble, les termes sources rapprochent le système de l’équi-
libre comme attendu, mais le comportement global est très sensible. Cela mène parfois à
des états à la limite du domaine de définition du modèle.

Dans ce travail, notre démarche a consisté à dresser une comparaison de schémas
et termes sources, en précisant notamment certains points obscurs. L’étude numérique
de la partie convective confirme des résultats connus dans des cas similaires [51]. Nous
fournissons des informations supplémentaires sur les temps de calcul et les résolutions
implicites apparaissant dans les changements de variables. Ce dernier point est notamment
détaillé grâce à la présentation d’algorithmes. Ces opérations sont complexes et nécessitent
une attention particulière dans le but d’avoir une résolution robuste. Un algorithme de
calcul de l’équilibre pour un mélange de gaz raides est proposé. Enfin, les simulations
numériques illustrent ces propriétés et permettent d’observer le couplage entre les parties
convectives et les termes sources.

Les simulations numériques de ce chapitre ont été réalisées à l’aide d’un code Fortran
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entièrement développé.

Communications :

ä Ce travail a donné lieu à un papier accepté dans la revue Computers & Mathematics
with Applications sous la référence :
Bussac Jean et Mathis Hélène, "Simulation of an homogeneous relaxation model for
a three-phase mixture with miscible phases"

ä Communications orales :

ä Congrès SMAI (La Grande-Motte, mai 2021)

ä Séminaire AFRImaths (mars 2022)

ä Séminaire d’équipe MACS (Nantes, avril 2022)

Chapitre 4 : simulation d’un modèle multivitesses barotrope di-
phasique hybride

Comme dans le chapitre précédent, on s’intéresse ici à la simulation d’un mélange eau
liquide-vapeur-gaz. Il s’agit cette fois d’un modèle multivitesses qui est non conservatif,
dont l’approximation numérique est un sujet plus difficile à aborder. Il se met sous la
forme

∂tW + ∂xf(W) + c(W)∂xW = 0. (21)

Le fluide est supposé barotrope, c’est-à-dire que la pression phasique ne dépend que de
la densité de la phase associée. Chaque champ est décrit par son propre système d’Euler
barotrope. Ces systèmes sont couplés par des termes non conservatifs, dépendant des
pressions pk et de la vitesse de la phase liquide ul, ainsi qu’à l’aide d’une équation de
transport sur la fraction statistique du liquide α. Le système complet est le suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tα + ul∂xα = 0,
∂t(αρl) + ∂x(αρlul) = 0,
∂t(αρlul) + ∂x(αρlu2

l + αpl) − (pv + pg)∂xα = 0,
∂t(ᾱρv) + ∂x(ᾱρvuv) = 0,
∂t(ᾱρvuv) + ∂x(ᾱρvu2

v + ᾱpv) + pv∂xα = 0,
∂t(ᾱρg) + ∂x(ᾱρgug) = 0,
∂t(ᾱρgug) + ∂x(ᾱρgu2

g + ᾱpg) + pg∂xα = 0,

(22)
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où chaque champ k est décrit à l’aide de sa densité ρk, sa vitesse uk et sa pression
pk. La fraction ᾱ = 1 − α est celle des deux champs v et g, dont les volumes sont égaux
d’après l’hypothèse de miscibilité. Les lois des pressions barotropes pk = pk(ρk) vérifient
p′k(ρk) > 0.

Ce modèle a été étudié, y compris dans sa version avec énergies, dans [45]. C’est un
modèle faiblement hyperbolique de spectre {ul, ul ± cl, uv ± cv, ug ± cg}. En effet, l’égalité
entre certaines de ces valeurs propres mène à une perte de l’hyperbolicité. Néanmoins, les
écoulements apparaissant dans les contextes industriels ne sont pas sujets à ceci. Enfin,
on peut définir une entropie mathématique du système qui permettra de caractériser les
solutions faibles admissibles physiquement.

Dans ce travail, on adapte un schéma de relaxation du type Suliciu [8], fruit d’une
construction pas à pas lors de ces dix dernières années [22, 19, 18, 65]. Il est spécialement
dédié aux modèles de type Baer-Nunziato pour des mélanges immiscibles. C’est un schéma
volumes finis non conservatif :

Wn+1
j =Wn

j −
∆t
∆x

(F−(Wn
j ,Wn

j+1) − F+(Wn
j−1,Wn

j )), (23)

où Wn
j est l’approximation de la solution au temps tn et sur la maille j, et F± est le flux

numérique non conservatif. Il vérifie des propriétés importantes. Il construit notamment
des solutions entropiques, c’est-à-dire qui vérifient l’inégalité d’entropie au sens discret.
De plus, il préserve la positivité des fractions statistiques et des densités.

Une adaptation de ce schéma au cas hybride est nécessaire et nous présentons cette
stratégie. On pourra ainsi vérifier certains résultats observés en immiscible dans des tra-
vaux plus anciens. Il est comparé au schéma de Rusanov adapté au cas non conservatif
[32], seule référence à notre connaissance pour ce type de modèle.

La convergence en maillage est observée ainsi que l’erreur en fonction du temps de cal-
cul. Ce dernier point démontre une efficacité très convaincante en comparaison au schéma
de Rusanov. En effet, à une erreur donnée, le schéma de Rusanov nécessite plusieurs
centaines de fois plus de temps que le schéma de relaxation. Enfin, on s’intéresse à des
régimes d’absence de phases en étudiant un problème de Riemann avec absence de liquide
à gauche. Le schéma de relaxation fournit des solutions bien plus stables que celui de
Rusanov.

Ce travail confirme dans un cas hybride les résultats obtenus en diphasique et tri-
phasique [19, 65]. À notre connaissance, c’est la première fois qu’un modèle multivitesses
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diphasique barotrope avec conditions de miscibilité est approché numériquement. Ces ré-
sultats sont encourageants compte tenu de la complexité de ces modèles, notamment dans
la simulation numérique.

L’ensemble des simulations numériques de ce chapitre a été réalisé à l’aide d’une
adaptation d’un code C++ de Khaled Saleh (Université de Lyon).

Communications :

ä Ce travail a donné lieu à un papier accepté dans les proceedings de Finite Volumes
for Complex Applications 10 (2023) sous la référence :
Bussac Jean et Saleh Khaled, "Numerical simulation of a barotropic two-phase flow
model with miscible phases"

Chapitre 5 : généralisation d’un modèle multivitesses avec misci-
bilité

Ce dernier chapitre est consacré à l’extension de résultats d’existence et d’unicité de lois
de fermeture pour des modèles hybrides de type Baer-Nunziato. Ces modèles totalement
hors-équilibre, présentent des difficultés conséquentes compte tenu de leur description par
composant. Par exemple, on rappelle qu’il est nécessaire de fournir des lois de fermeture
pour les termes interfaciaux [16]. Elles doivent être physiquement pertinentes et permettre
la gestion des termes non conservatifs en pratique. De plus, ce caractère non conservatif
nécessite une analyse approfondie pour avoir un résultat d’existence de solutions [57].

La généralisation consiste à démontrer pour un mélange N -phasique hybride avec
énergies un ensemble de propriétés connues dans les cas N -phasique immiscible, ou encore
dans les cas diphasique et triphasique hybrides.

Dans un premier temps, on montre que pour une vitesse interfaciale définie comme la
combinaison convexe des vitesses phasiques (voir [16]), les termes de pressions interfaciales
sont bien définis et ce de façon unique. Pour y parvenir, on détermine un système linéaire
dont elles sont les inconnues. La preuve met en commun des arguments utilisés dans le
cas N -phasique immiscible [61] et des arguments des cas hybrides avec un nombre de
phases donné [45, 43]. Elle consiste à écrire un ensemble de contraintes issues du second
principe de la thermodynamique et les manipuler pour aboutir à un système linéaire. On
démontre alors que ce système admet un unique jeu de pressions interfaciales à l’aide d’un
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calcul de déterminant. Ce résultat est fondamental pour poursuivre l’étude de ce modèle
et envisager des résolutions numériques.

Dans un second temps, l’analyse du modèle est effectuée. On démontre d’une part
qu’il est hyperbolique sous conditions classiques de non-résonance [27]. D’autre part, on
démontre son caractère symétrisable, résultat particulièrement important compte tenu
du caractère non conservatif du système. Cette propriété permet, d’après le théorème de
Kato [57], d’avoir l’existence d’une solution régulière locale en temps.

Enfin, on donne quelques classes de termes sources admissibles sous contrainte de
garantir le second principe de la thermodynamique. Elles définissent un cadre à préciser
dès que l’on se ramène à un cas pratique.

L’objectif de ce travail était d’assurer ces propriétés cruciales pour un mélange conte-
nant un nombre quelconque de phases, avec miscibilité. Il permet donc de se tourner plus
efficacement vers des situations pratiques où les nombres de phases et champs sont donnés.

Communications :

ä Ce travail a donné lieu à un papier accepté dans la revue Communications in Ma-
thematical Science sous la référence :
Bussac Jean, "A non-equilibrium multi-component model with miscible conditions"

ä Communications orales :

ä Congrès CANUM (Évian, juin 2022)

ä Fourth workshop on Compressible Multiphase Flows (juin 2022)

ä Conférence de clôture de l’ANR MoHyCon (mars 2022, poster, synthèse avec
le chapitre 3)

Publications

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont fait l’objet des éléments de valorisation
suivants :

ä Les travaux du chapitre 2 ont été acceptés dans les proceedings ESAIM : Proceedings
and Surveys sous la référence :
Bussac Jean, "Study of relaxation processes in a two-phase flow model" - HAL
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ä Les travaux du chapitre 3 ont été acceptés dans la revue Computers & Mathematics
with Applications sous la référence [13]
Bussac Jean et Mathis Hélène, "Simulation of an homogeneous relaxation model for
a three-phase mixture with miscible phases" - HAL

ä Les travaux du chapitre 4 ont été acceptés dans les proceedings Springer (SPMS)
du congrès Finite Volumes for Complex Applications 10 (30 octobre au 3 novembre
2023) sous la référence :
Bussac Jean et Saleh Khaled, "Numerical simulation of a barotropic two-phase flow
model with miscible phases" - HAL
Un article au format plus long sera soumis prochainement.

ä Les travaux du chapitre 5 ont été acceptés dans la revue Communications in Ma-
thematical Sciences sous la référence :
Bussac Jean, "A non-equilibrium multi-component model with miscible conditions"
- HAL
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Chapitre 1

CONTEXTE THERMODYNAMIQUE

L’étude d’écoulements multiphasiques nécessite de coupler mécanique des fluides et
thermodynamique. Dans ce contexte, différents états de la matière et composants chi-
miques interagissent les uns avec les autres. Ainsi, des échanges de matière et d’énergies
(thermique ou mécanique) surviennent et contribuent à l’évolution globale (y compris dy-
namique) du système. La thermodynamique joue donc un rôle central dans ce travail, ce
chapitre en introduit les notions nécessaires.

1.1 Quelques fondamentaux de thermodynamique

Notions de bases de thermodynamique (une brève approche phy-
sique)

Cette première partie donne une approche physique des descriptions de fluides mul-
tiphasiques qui nous seront utiles. On définit le vocabulaire de base et les hypothèses
permettant de décrire de tels mélanges.

Vocabulaire

La diversité des mélanges que nous allons étudier demande un vocabulaire précis. Le
terme "phase" correspondra à un état de la matière, "composant" à une substance chimique,
et "champ" à un composant dans une phase donnée. Deux composants sont dits miscibles
s’ils sont sous le même état physique et constituent une même phase sans distinction
possible d’une interface. Ce choix de dénominations sous-entend que deux phases sont né-
cessairement immiscibles. Néanmoins, on emploiera occasionnellement "phases miscibles"
dans certains contextes particuliers, tels qu’un mélange de gaz. On utilisera dans tout ce
manuscrit le terme "inerte" pour qualifier un composant qui ne peut échanger de matière
avec les autres phases. L’adjectif "hybride" sera utilisé en complément de "N -phasique"
pour indiquer qu’une des phases contient plusieurs composants miscibles. Par exemple, la
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configuration eau liquide-eau vapeur-air ambiant est un mélange diphasique hybride ou
diphasique à trois champs. L’air ambiant joue le rôle de gaz incondensable, contrairement
à la vapeur d’eau qui peut échanger de la masse avec l’eau sous forme liquide. On parlera
également de gaz inerte.

Ce mélange sera souvent cité pour illustrer des situations théoriques dans ce manuscrit.
En effet, c’est la configuration multiphasique avec miscibilité la plus commune.

Description d’un mélange et hypothèses

Les interfaces entre les différentes phases sont un sujet de modélisation à part en-
tière, et déterminer leur évolutions est une tâche complexe. Selon les échelles et les types
d’écoulements, différentes approches existent. Dans notre cas, les interfaces seront dites
moyennées : la composition du fluide en un point donné sera décrite par une fraction,
modélisation précise de l’interface.

D’autre part, nous faisons l’hypothèse de non-apparition de vide, phénomène pouvant
apparaître lors de mélanges de composants particuliers. Ainsi, le volume du mélange
s’écrira comme la somme des volumes de chaque phase. La miscibilité de deux composants
se traduira par une égalité de leurs volumes. De plus, aucune réaction chimique ne sera
envisagée.

Enfin, on envisagera uniquement des situations où la miscibilité n’apparait que dans
une phase. Celle-ci correspond évidemment à la phase gazeuse dans les applications pra-
tiques. Bien que la miscibilité soit un phénomène répandu pour des composants liquides,
les applications industrielles qui nous concernent ne nécessitent pas d’envisager cette si-
tuation. Remarquons tout de même qu’étendre nos travaux à ce cas ne représente aucune
difficulté.

Postulats et principes

Le système considéré est isolé, c’est-à-dire qu’il n’échange ni matière, ni chaleur, ni
travail avec l’extérieur. Les conséquences de cette hypothèse sont les conservations de
la masse, du volume et de l’énergie. Cette dernière est aussi due au premier principe
de la thermodynamique, qui stipule qu’aucune énergie ne se créé ou disparait. Il existe
une fonction d’état appelée entropie, qui décrit le désordre du système et caractérise
l’irréversibilité des transformations spontanées. Dans cette thèse, on s’attachera à étudier
les phénomènes d’évolution thermodynamique, conditionnés par le second principe.
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Second principe de la thermodynamique [14] : Toute évolution d’un système
thermodynamique se fait avec une augmentation de l’entropie.

Ainsi, la modélisation de l’évolution thermodynamique d’un système est étroitement
liée à son entropie. Une autre notion centrale est l’équilibre thermodynamique, que l’on
peut définir d’après [14] de la façon suivante.

Équilibre thermodynamique : Tout système évolue spontanément vers un état
déterminé par des facteurs intrinsèques, et non par des influences externes antérieures.
Cet état est appelé équilibre thermodynamique, et il correspond à un maximum de l’entropie
d’après le second principe.

Autrement dit, un réarrangement s’opère entre les différents champs et phases consti-
tuant notre mélange.

Finalement, le travail de modélisation de ces phénomènes consistera à décrire cette
évolution. À un état du mélange donné, il faudra définir le chemin qu’il parcourt pour
aboutir à l’état d’équilibre.

Les notions et hypothèses principales étant à présent définies, nous pouvons nous
tourner vers une approche mathématique.

1.2 Descriptions thermodynamiques

Cette partie présente l’approche mathématique générale des descriptions thermody-
namiques que nous utiliserons dans ce manuscrit.

1.2.1 Description extensive et entropie d’un fluide monopha-
sique

Dans un premier temps, nous présentons la description extensive d’un fluide quel-
conque. Elle peut se faire par la donnée d’une fonction d’entropie, dépendant de la masse
M > 0, du volume V > 0 et de l’énergie interne E > 0 de ce système. En définissant le
vecteur d’état W = (M,V,E), on a

S ∶ (R+)3 → R

W ↦ S(W ) = S(M,V,E).
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Ces variables sont dites extensives, c’est-à-dire qu’elles sont proportionnelles à la taille
du système.

Hypothèses 1. Hypothèses extensives sur l’entropie
(i) L’ensemble des états admissibles : C ⊂ (R+)3 est convexe non vide,
(ii) W ↦ S(W ) est concave sur C,
(iii) S est positivement homogène de degré 1, ou extensive :

∀λ ∈ R+
∗,∀W ∈ C, S(λW ) = λS(W ),

(iv) S est de classe C2 sur C et de plus,

∀W ∈ C, ∂S
∂E

> 0.

L’hypothèse de concavité (ii) est fondamentale et plusieurs propriétés et définitions en
dépendent dans la suite de ce travail. L’hypothèse (iii) est la traduction mathématique
de l’extensivité, et l’hypothèse (iv) permet entre autre une bonne définition des potentiels
intensifs suivants.

On définit la température T , la pression p et le potentiel chimique µ par

1
T
= ∂S

∂E
∣
M,V

, p = T ∂S

∂V
∣
M,E

, µ = −T ∂S

∂M
∣
V,E

. (1.1)

On remarque que l’hypothèse (iv) correspond alors à supposer la température stric-
tement positive. La relation fondamentale (extensive) de la thermodynamique est alors

TdS = dE + pdV − µdM. (1.2)

Remarque 1. (Relation d’Euler) L’entropie extensive S vérifie la relation d’Euler sui-
vante, voir [25], qui permet d’exprimer le potentiel chimique µ en fonction des autres
potentiels intensifs

∇WS ⋅W T = S,
⇐⇒ Mµ = −TS + pV +E. (1.3)

En pratique, nous devrons définir de telles fonctions d’entropie dans le but d’obtenir
une description réaliste du fluide. Il est pertinent de décrire chaque composant par sa
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propre entropie, et d’en déduire l’entropie du mélange. Cette approche est possible grâce
à la propriété d’additivité de l’entropie.

Hypothèse 1. Considérons un système thermodynamique d’entropie S composé d’un
ensemble de champs K. L’entropie est additive selon les composants [14]

S = ∑
k∈K

Sk. (1.4)

Autrement dit, une description des champs contient implicitement la description du
mélange. Par exemple, dans un mélange eau liquide-vapeur-gaz, la donnée des entropies
phasiques de ces trois champs suffit à connaitre l’entropie du mélange, et ainsi son com-
portement thermodynamique.

1.2.2 Description d’un fluide monophasique

Dans cette partie, on considère un fluide monophasique constitué d’un unique com-
posant. Son comportement thermodynamique est entièrement décrit par une fonction
d’entropie. On présente deux descriptions dites intensives.

Description spécifique

La description spécifique consiste à travailler pour une unité de masse. C’est la plus
utilisée dans les modèles. Les termes d’entropie massique ou spécifique sont équivalents.
C’est donc l’entropie extensive rapportée à une unité de masse. Ainsi, pour un fluide de
masse M , de volume V et d’énergie interne E, on a

s ∶ (M,V,E)↦ 1
M
S(M,V,E) = S(1, V

M
,
E

M
) = S(1, τ, e), (1.5)

où τ = V /M est le volume spécifique du fluide et e = E/M son énergie interne spé-
cifique. En pratique, il convient de définir l’entropie spécifique comme fonction de deux
variables

s ∶= s(τ, e), (1.6)

Des exemples de telles lois d’état seront présentés en partie 1.4.
On dit que c’est une équation d’état complète [30], c’est-à-dire que sa donnée suffit pour

connaitre toutes les caractéristiques thermodynamiques du fluide. Dans tout ce manuscrit,
les fonctions d’entropie spécifique vérifient les hypothèses classiques suivantes, voir [55, 30].
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Hypothèses 2. Soit (τ, e) ↦ s(τ, e) une fonction d’entropie spécifique définie sur Ω ⊂
(R+∗)2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

ä Ω est un convexe fermé non vide,

ä s ∈ C2(Ω) telle que T (τ, e) > 0,

ä La matrice hessienne de s est définie négative. En particulier, s est strictement
concave sur Ω.

Remarquons qu’elles proviennent des hypothèses faites dans le cas extensif. La pression
et la température s’expriment alors par les relations

1
T (τ, e) = ∂s

∂e
∣
τ

, p(τ, e) = T ∂s

∂τ
∣
e

, (1.7)

et sont liées à l’entropie spécifique par la relation fondamentale

Tds = de + pdτ. (1.8)

Enfin, le potentiel chimique se définit par la relation suivante

µ = −Ts + pτ + e. (1.9)

Description volumique

La description volumique consiste à travailler pour une unité de volume. Elle est plus
rarement utilisée, mais est particulièrement pertinente pour étudier un mélange miscible.
Similairement à l’entropie spécifique, elle est définie par

σ ∶ (M,V,E)↦ 1
V
S(M,V,E) = S(M

V
,1, E

V
) = S(ρ,1, ε), (1.10)

où ρ =M/V est la densité ou masse volumique du fluide et ε = E/V son énergie interne
volumique. On définira ici aussi l’entropie volumique comme fonction de deux variables

σ ∶= σ(ρ, ε). (1.11)

Remarquons que l’on a σ(ρ, ε) = ρs(τ, e). C’est également une équation d’état com-
plète, et l’on fait les hypothèses suivantes, voir [30].

Hypothèses 3. Soit (ρ, ε) ↦ σ(ρ, ε) une fonction d’entropie spécifique définie sur Ω ⊂
(R+∗)2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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ä Ω est un convexe fermé non vide,

ä σ ∈ C2(Ω) telle que T (ρ, ε) > 0,
ä La matrice hessienne de σ définie négative. En particulier, σ est strictement concave

sur Ω.

La température et le potentiel chimique se définissent alors par

1
T (ρ, ε) = ∂σ

∂ε
∣
ρ

, µ(ρ, ε) = −T ∂σ

∂ρ
∣
ε

, (1.12)

et la pression par

p = Tσ + ρµ − ε. (1.13)

Ces descriptions monophasiques étant données, nous pouvons à présent nous tourner
vers le cas multiphasique.

1.2.3 Description d’un fluide multiphasique

Description intensive

Dans cette partie, on considère un fluide à plusieurs phases pouvant elles-mêmes conte-
nir plusieurs champs. Autrement dit, on s’intéresse également aux situations de miscibilité.
Soit N le nombre de phases de ce fluide et M le nombre de composants, dont l’ensemble
sera noté K. On suppose que toute la miscibilité est contenue dans la phase N , qui est
donc constituée de M −N +1 champs. Notre exemple canonique d’un mélange diphasique
hybride eau liquide-eau vapeur-gaz correspond à {N = 2,M = 3}.

Donnons-nous un fluide de vecteur d’état du mélange w = (τ, e). Afin de décrire la
répartition des différentes quantités physiques selon chaque composant, on introduit les
fractions de masse, de volume et d’énergie. Pour k ∈ K, on a

yk =
Mk

M
, αk =

Vk
V
, zk =

Ek
E
. (1.14)

Dans le cas général, on utilisera les notations vectorielles suivantes sur les fractions

Yk = (αk, yk, zk), Y = ((αk)k≤N−1, (yk)k∈K, (zk)k∈K). (1.15)

Dans les cas où des composants sont inertes, ces notations seront légèrement modifiées
afin de distinguer les natures des variables (voir chapitre 3, partie 3.1.1). On rappelle que
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la miscibilité de deux champs se traduit par une égalité de leurs volumes, voir partie 1.1.
Les conservations de la masse et de l’énergie se traduisent par

∑
k∈K

yk = 1, ∑
k∈K

zk = 1, (1.16)

et la conversation du volume par

∑
k≤N

αk = 1, αk = αN pour k ≥ N. (1.17)

Les variables intensives définies dans la partie précédente pour une phase se définissent
de la même manière pour un champ k ∈ K donné. Nous ne donnons que le pendant
spécifique ici, le cas volumique étant similaire.

L’entropie phasique spécifique sk d’un champ k est fonction du volume phasique spé-
cifique τk = Vk/Mk et de l’énergie interne phasique spécifique ek = Ek/Mk. En utilisant les
relations suivantes

τk =
αk
yk
τ, ek =

zk
yk
e, (1.18)

on peut exprimer l’entropie phasique spécifique à l’aide des variables de mélange et
des fractions

sk(τk, ek) = sk(
αk
yk
τ,
zk
yk
e) = sk(τ, e, Yk). (1.19)

Cette dernière égalité est un nouvel abus sur les variables, mais vise à mettre en avant
les différents choix que l’on peut faire pour définir les fonctions. En particulier, ce sera
important (et commode) pour définir l’entropie d mélange dans la partie suivante.

Entropie du mélange

Grâce à l’additivité de l’entropie extensive [14], l’entropie spécifique du mélange s
s’écrit comme la somme des entropies spécifiques sk pondérées par les fractions. En notant
S l’entropie extensive du mélange et Sk celles des phases, on a
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s ∶ ((Mk, Vk,Ek)k)↦
1

∑kMk

S((Mk, Vk,Ek)k) =
1
M
∑
k

Sk(Mk, Vk,Ek)

= 1
M
∑
k

MkSk(1, Vk
Mk

,
Ek
Mk

)

=∑
k

Mk

M
sk(1, Vk

Mk

,
Ek
Mk

)

=∑
k

yksk(1, τk, ek).

Ainsi, on préfèrera définir s comme fonction de (τ, e, Y ). Voici sa définition pour la
suite du manuscrit :

Définition 1. (Entropie spécifique d’un mélange) Considérons un mélange multi-
phasique de volume spécifique τ , d’énergie interne spécifique e et de vecteur de fractions
Y . L’entropie spécifique du mélange est la fonction

s(τ, e, Y ) = ∑
k∈K

yksk(τk, ek) = ∑
k∈K

yksk(
αk
yk
τ,
zk
yk
e). (1.20)

Cette fonction est centrale dans notre travail, et nous reviendrons régulièrement sur
ses propriétés dans des cas plus précis. Tout d’abord, elle induit les calculs de potentiels
intensifs en pratique, dont la complexité et le réalisme dépendent. D’un point de vue
théorique, elle doit permettre une définition rigoureuse de l’équilibre thermodynamique,
ainsi qu’un comportement du modèle admissible pour le second principe. Enfin, une classe
de termes source est définie explicitement à partir de l’entropie du mélange, leur pertinence
dépend donc de cette dernière.

Ses propriétés seront étudiées dans différents cas pratiques au cours de ce manuscrit.

Remarque 2. (Entropie de mélange) Bien que l’hypothèse d’additivité de l’entropie
soit souvent considérée dans des travaux impliquant des phases miscibles [60, 52, 63], il
faut noter que les mélanges de gaz sont sujets à une création d’entropie dite "de mélange"
[34]. Ces effets non-idéaux peuvent être pris en compte par des modifications des lois
d’états phasiques, voir par exemple [24].
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Concavité de l’entropie du mélange

Nous avons précédemment donné un cadre de travail comprenant des hypothèses de
concavité sur les entropies phasiques. Tandis que ces dernières sont des fonctions de deux
variables, les dépendances de l’entropie du mélange peuvent se distinguer ainsi :

ä Les variables affectées par la thermodynamique : elles sont susceptibles d’évoluer
spontanément vers l’équilibre. Dans le cas général, la majorité des fractions en font
partie. Par exemple, dans un mélange diphasique hybride eau liquide-vapeur-air
ambiant, les échanges de masse entre les deux phases d’eau correspondent à des
variations des fractions de masse yl et yv.

ä Les variables indépendantes de la thermodynamique : elles ne contribuent pas à
l’évolution du mélange. Les variables de mélange (c’est-à-dire, non relatives à une
phase) en font partie, telles que la densité et l’énergie interne du mélange. Dans le
cas diphasique hybride précédent, la fraction de masse de gaz n’évolue pas non plus,
puisque ce dernier est supposé inerte.

On s’intéresse aux propriétés de concavité de l’entropie du mélange s pour deux en-
sembles de variables. D’une part, la concavité en (τ, e), et d’autre part, la concavité en
Y .

Proposition 1. (Concavité de l’entropie) Soit s une entropie spécifique suivant la
définition 1, et on suppose que les entropies phasiques spécifiques sk sont strictement
concaves. On a les résultats de concavité suivants :

ä Pour tout vecteur de fractions Y , la fonction (τ, e)↦ s(τ, e, Y ) est concave.

ä Pour tout (τ, e), la fonction Y ↦ s(τ, e, Y ) est concave.

Nous verrons dans la suite que ces deux concavités jouent des rôles distincts. Celle en
(τ, e) permet d’assurer l’hyperbolicité de certains modèles homogènes [47, 60], et celle en Y
permet d’établir des propriétés concernant l’évolution thermodynamique. En particulier,
elle est nécessaire (et pas suffisante) pour définir l’équilibre, qui est l’objet de la partie
suivante.
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1.3 Équilibre thermodynamique : une approche ma-
thématique

La notion d’équilibre thermodynamique a été introduite en partie 1.1. On s’attache à
présent à sa définition mathématique.

Lorsque l’équilibre thermodynamique est atteint, l’entropie du mélange atteint son
maximum. Mathématiquement, il correspond à la détermination des fractions dites d’équi-
libre. On les définit de la façon suivante.

Définition 2. (Fractions d’équilibre) Fixons (τ, e). En supposant que Y ↦ s(τ, e, Y )
est strictement concave, on définit les fractions d’équilibre Yeq par

Yeq(τ, e) = arg max
Y ∈Cw

s(τ, e, Y ), (1.21)

où Cw est le domaine de définition de Y ↦ s(τ, e, Y ) pour un état donné w = (τ, e).

Sans la stricte concavité de l’entropie en Y , on pourrait avoir plusieurs fractions pour
lesquelles l’entropie atteint son maximum (le graphe de la fonction aurait un plateau, par
exemple). Sans même aborder la question (complexe) de l’unicité de l’équilibre sous un
angle physique, cela ne permettrait pas de définir Yeq mathématiquement.

1.4 Quelques lois d’état

Dans les applications pratiques, on utilisera différentes lois d’état. Nous les définissons
pour un champ k donné, et discutons de leurs propriétés. Leurs domaines de définition
seront notés Ωk.

Loi de gaz raide (SG)

La loi de gaz raide, stiffened gas en anglais (SG), est une extension de la loi de gaz
parfait [58]. Elle est définie, pour un état (τk, ek) ∈ Ωk, par

sk(τk, ek) = Cv,k ln ((ek −Qk −Πkτk)τ γk−1
k ) + s0

k, (1.22)

où Cv,k > 0 est la capacité calorifique à volume constant, −Πk est la pression minimale,
Qk est l’enthalpie de référence, γk > 1 est le coefficient adiabatique et s0

k > 0 est une
entropie spécifique de référence. Le cas Πk = Qk = 0 correspond à la loi de gaz parfait.
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Les températures et pressions phasiques, d’après (1.7), sont

pk(τk, ek) = (γk − 1)ek −Qk

τk
− γkΠk, Tk =

ek −Qk −Πkτk
Cv,k

. (1.23)

Les paramètres de cette loi, donnés en table 1.1, ont été calculés dans [63, chap. 2] à
l’aide de données expérimentales. Plus précisément, ils ont été ajustés autour d’un point
de référence (pref = 80bar, Tref = 425K). Nous les utiliserons à plusieurs reprises.

Paramètre Eau liquide Vapeur d’eau
γk (sans dimension) 1.39864082368510 1.15442237458290
Ck,l (JK−1kg−1) 3.19641035947920×103 2.91668522329726×103

Qk (Jkg−1) −1.24606074764184 × 106 1.25942536895827 × 106

Πk Pa 4.79690712132593 × 108 −3.24993579473092 × 102

s0
k (JK−1kg−1) −34597.52986978335 -33792.18353359583

Table 1.1 – Paramètres SG pour l’eau.

Paramètre Phase gazeuse
γk (sans dimension) 1.4
Ck,l (JK−1kg−1) 719
Qk (Jkg−1) 0

Πk Pa 0

Table 1.2 – Paramètres SG correspondant à un gaz parfait pour l’air.

Loi Noble-Able Chemkin Stiffened Gas (NASG-CK)

La loi Noble-Able Stiffened Gas Chemkin (NASG-CK) est une extension de la loi de
gaz raide, où la capacité calorifique dépend de la température. D’après [63, chap. 2], la
loi NASG-CK fournit une description précise sur un domaine plus large qu’une loi de gaz
raide. Cette précision a un coût induit par des résolution implicites, voir partie 3.2.2.

Le potentiel chimique du liquide se définit de la façon suivante :

µl(pl, Tl) = µ0
l (Tl) + blpl +Cl(Tl) ln(pl +Πl), (1.24)
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où

µ0
l (Tl) = RTl (Al(1 − ln(Tl)) −

Bl

2 Tl −
Cl
6 T

2
l −

Dl

12T
3
l −

El
20T

4
l +

Rl

Tl
−Gl) ,

Cl(Tl) = Cv,l(γl − 1)Tl,
(1.25)

avec R = 0.4615228083134561 la constante des gaz parfaits pour l’eau et bl une modi-
fication du volume spécifique provenant de la loi NASG, voir [7]. Pour les simulations
numériques, on utilisera les paramètres de la table 1.3 pour l’eau liquide.

Paramètre Valeur
γl (sans dimension) 3.27113568773712
Cv,l (JK−1kg−1) 7.24509640448929 × 102

Πk (Pa) 1.24425779880749 × 109

Al (sans dimension) 4.69738865636393 × 101

Bl (K−1) −4.19269571479452 × 10−1

Cl (K−2) 1.70702143968620 × 10−3

Dl (K−3) −3.04805662517983 × 10−6

El (K−4) 2.02814588067819 × 10−9

Fl (K−5) −2.519604765 × 106/R
Gl (sans dimension) −5.573536947 × 104/R

bl (m3kg−1) 5.66559849022606 × 10−4

Table 1.3 – Paramètres NASG-CK pour l’eau liquide.

Les difficultés de calcul proviennent des expressions implicites de la pression pl et de
la température Tl dans le plan (τl, el). Grâce aux relations dans le plan (τl, el), on a :

pl(τl, Tl) =
Cv,l(γl − 1)Tl

τl − bl
−Πl, (1.26)

el(τl, Tl) = RTl (Al +
Bl

2 Tl +
Cl
3 T

2
l +

Dl

4 T 3
l +

El
5 T

4
l +

Fl
Tl

) (1.27)

−Cv,l(γl − 1)Tl +Πl(τl − bl).

Ainsi, pour un état (τl, el), on calcule d’abord la température en résolvant implicite-
ment (1.27), puis on déduit la pression grâce à (1.26).

Nous renvoyons à [63, chap.2] pour des présentations approfondies de ces deux lois et
la détermination de ces paramètres.
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Chapitre 2

ÉTUDE DE PROCESSUS DE RELAXATION

DANS UN MODÈLE DIPHASIQUE

De nombreux modèles ont été développés pour décrire les dynamiques des écoulements
diphasiques compressibles, ainsi que les déséquilibres thermodynamiques entre les champs,
par exemple [3, 4, 16, 26, 56]. Plusieurs approches existent, nous nous concentrons dans ce
chapitre sur la modélisation diphasiques à une vitesse. Le déséquilibre thermodynamique
concerne seulement les échanges thermiques, mécaniques et les transferts de masse entre
les phases. Ces modèles appartiennent à la classe des modèles homogènes, voir par exemple
[4, 55, 47, 60]. Ils bénéficient de plusieurs avantages, notamment d’avoir une forme conser-
vative et des relations de saut bien définies. Dans l’approche homogène, on peut considérer
que les phases sont à l’équilibre thermodynamique, ce qui mène aux Modèles Homogènes
à l’Équilibre (HEM) où la loi de pression P̄ (τ, e) ne dépend que des variables du mélange.
Cette dernière est complexe et ainsi source de difficultés numériques, et un moyen de
contourner cette difficulté est de relaxer la loi de pression en lui ajoutant une dépendance
en les fractions Y en compensation. La loi obtenue est alors une fonction P (τ, e, Y ) et
on adjoint des lois de transports sur ces fractions avec des termes sources Γ(τ, e, Y ) au
système. Ces derniers décrivent la relaxation vers l’équilibre thermodynamique Yeq, de
sorte que

P (τ, e, Yeq) = P̄ (τ, e).

Ces modèles appartiennent donc à la classe des Modèles Homogènes de Relaxation
(HRM), dont on sait qu’ils fournissent une alternative pertinente aux modèles bifluides
[47].

S’il y a un relatif consensus sur la partie convective des modèles HRM, la question des
termes sources est toujours ouverte. En effet, les déséquilibres thermodynamiques sont
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Chapitre 2 – Étude de processus de relaxation dans un modèle diphasique

décrits en pratique par le système dynamique

dY

dt
(t) = Γ(τ, e, Y ). (2.1)

Ainsi, des termes sources admissibles doivent vérifier les deux contraintes majeures :

1. Second principe de la thermodynamique : l’évolution du système doit se faire avec
une croissance de l’entropie thermodynamique s(τ, e, Y ) du mélange

Γ(τ, e, Y ) ⋅ ∇Y s(τ, e, Y ) ≥ 0, (2.2)

2. États asymptotiques : pour un état du fluide donné (τ, e), les termes sources doivent
capturer le bon équilibre thermodynamique

lim
t→∞Y (t) = Yeq, (2.3)

où Yeq est défini suivant la définition 2.

Le but de ce chapitre est de comparer deux formes possibles de termes sources. La
première, récemment présentée comme de type BGK [49], correspond à une linéarisation
au voisinage de l’état d’équilibre Yeq. Son apparition remonte à [54, 37, 4] et est à présent
utilisée dans différentes configurations multiphasiques avec des lois d’état complexes [48,
63].

Une alternative correspond à une forme en gradient d’entropie, vérifiant directement
l’inégalité (2.2), voir [60].

Dans la partie 2.1, la thermodynamique du mélange diphasique est présentée, consi-
dérant que les deux phases sont immiscibles et satisfont une loi de gaz raide. L’équilibre
thermodynamique est défini comme le résultat de la maximisation de l’entropie du mé-
lange dont les propriétés standard sont rappelées.

Les parties 2.2 et 2.3 présentent les propriétés de ces deux termes sources pour un
mélange de deux gaz raides. L’avantage de cette équation d’état particulière est qu’elle
permet d’obtenir des résultats relativement pertinents tout en gardant un niveau de com-
plexité acceptable. Dans les deux parties, on s’intéresse à l’éligibilité et à la consistance
des termes sources, puis on liste leurs propriétés principales : états asymptotiques, trajec-
toires, résolutions numériques... Certaines remarques seront aussi données sur l’influence
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2.1. Thermodynamique d’un mélange diphasique

des temps de relaxation.
Dans la conclusion 2.4, on dressera un bilan comparatif.

2.1 Thermodynamique d’un mélange diphasique

Cette partie concerne la description thermodynamique d’un mélange diphasique, et
s’appuie sur les notions introduites au chapitre 1. On adopte ainsi une description inten-
sive.

2.1.1 Entropie du mélange

Dans ce chapitre, les phases sont exclusivement décrites par des lois de gaz raides. On
renvoie au chapitre précédent, partie 1.2.2 pour plus de détails sur la description phasique.
Rappelons toutefois la définition de l’entropie d’un gaz raide pour la phase k

sk(τk, ek) = Ck(ln(ek −Qk −Πkτk) + (γk − 1) ln(τk)) + s0
k. (2.4)

Soit w = (τ, e) le vecteur d’état du mélange. Il est composé de deux phases de volumes
spécifiques τk et d’énergies internes spécifiques ek, tels que

τk =
αk
yk
τ, ek =

zk
yk
e, (2.5)

où yk ∈]0; 1[ est la fraction de masse de la phase k, αk ∈]0; 1[ la fraction volumique et
zk ∈]0; 1[ la fraction d’énergie. Les conservations de masse et d’énergie imposent

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y1 + y2 = 1,

z1 + z2 = 1.
(2.6)

De plus, les phases étant supposées immiscibles, la contrainte de volume est

α1 + α2 = 1. (2.7)

On verra en partie ?? le cas miscible où la contrainte volumique est alors α1 = α2 = 1.

43



Chapitre 2 – Étude de processus de relaxation dans un modèle diphasique

Dans le but de simplifier les notations, on note Y = (y,α, z) = (y1, α1, z1) tel que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y2 = 1 − y,
α2 = 1 − α,
z2 = 1 − z.

L’entropie spécifique du mélange est donnée par

s(τ, e, Y ) = ys1(
α

y
τ,
z

y
e) + (1 − y)s2(

1 − α
1 − y τ,

1 − z
1 − ye). (2.8)

Elle est définie sur un sous-ensemble convexe de (R+)2×]0; 1[3. Similairement à [55],
dans le but de capturer les situations monophasiques Y = (0,0,0) (vapeur pure) et Y =
(1,1,1) (liquide pur), on étend cette fonction sur

C ∶= (R+)2 × (]0; 1[3∪0R3 ∪ 1R3),

avec les notations 0R3 = (0,0,0) et 1R3 = (1,1,1), par

s(τ, e, Y ) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

s1(τ, e), si Y = 1R3 ,

s2(τ, e), si Y = 0R3 .
(2.9)

On rappelle les propriétés de concavité de l’entropie (voir partie 1.2.2) :

ä Pour un Y donné, (τ, e)↦ s(τ, e, Y ) est concave,
ä Pour un (τ, e) donné, Y ↦ s(τ, e, Y ) est concave.

Dans le cas d’un mélange de gaz raides, l’entropie s est

s(τ, e, Y ) = yC1( ln (z
y
e −Q1 −Π1

α

y
τ) + (γ1 − 1) ln (α

y
τ))

+ (1 − y)C2( ln (1 − z
1 − ye −Q2 −Π2

1 − α
1 − y τ) + (γ2 − 1) ln (1 − α

1 − y τ)).

Définition 3. L’ensemble des fractions admissibles pour un état intensif w = (τ, e) ∈ (R+∗)2

est
Cw = {Y ∈]0; 1[3∪0R3 ∪ 1R3 , (τ, e, Y ) ∈ C}. (2.10)

Proposition 2. Pour tout w = (τ, e) ∈ (R+∗)2, Cw est un sous-ensemble du cube unité
ouvert borné par deux plans P1 et P2
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2.1. Thermodynamique d’un mélange diphasique

Cw = {(y,α, z) ∈]0; 1[3, z > Q1

e
y + Π1τ

e
α, (1 − z) > Q2

e
(1 − y) + Π2τ

e
(1 − α)},

où

P1 = {(y,α, z) ∈ R3, z = Q1

e
y + Π1τ

e
α},

P2 = {(y,α, z) ∈ R3, (1 − z) = Q2

e
(1 − y) + Π2τ

e
(1 − α)}

De plus, 0R3 ∈ P1 et 1R3 ∈ P2.

Figure 2.1 – Ensemble des fractions admissibles Cw pour τ = 0.01, e = 107 et les para-
mètres de gaz raides donnés en table 1.1. L’état 0R3 appartient au plan P1 (en rouge) et
l’état 1R3 au plan P2 (en bleu), voir la proposition 2.

La figure 2.1 représente l’ensemble des fractions admissibles Cw pour un état donné
(τ = 0.01, e = 107) et des lois de gaz raides sk, k = 1,2, avec des paramètres de la table
1.1. Les plans P1 et P2 sont représentés en rouge et bleu. On observe que les états purs
0R3 et 1R3 appartiennent aux plans P1 et P2 respectivement. Dans le cas de gaz parfaits,
le plan P1 (resp. P2) coïncide avec le plan {z = 0} (resp. {z = 1}).
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2.1.2 Équilibre thermodynamique

Le second principe de la thermodynamique établit que pour toute évolution, l’entro-
pie du mélange ne peut décroître et que l’équilibre thermodynamique correspond à un
maximum de l’entropie.

Définition 4. Pour un état donné w = (τ, e) ∈ (R+∗)2, la fraction d’équilibre Yeq ∈ Cw
maximise l’entropie du mélange Y ↦ s(τ, e, Y ) sur Cw. Autrement dit

Yeq(w) = arg max
Y ∈Cw

s(τ, e, Y ). (2.11)

L’étude de ce processus d’optimisation a été le sujet de nombreux travaux, en parti-
culier pour des mélanges immiscibles avec lois de gaz raides [28, 47, 48, 63].

Lorsque le maximum est atteint à l’intérieur du domaine Cw, l’équilibre correspond à
un état de saturation [54, 37].

Proposition 3. Lorsque le maximum de l’entropie est atteint à l’intérieur de l’ensemble
de contraintes Cw, il est caractérisé par l’égalité des pressions, températures et potentiels
chimiques phasiques

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P1(τ1, e1) = P2(τ2, e2),
T1(τ1, e1) = T2(τ2, e2),
µ1(τ1, e1) = µ2(τ2, e2).

(2.12)

Présentons les principales propriétés.

ä Lorsque le maximum est atteint à l’intérieur de Cw, il n’est pas certain que Yeq soit
bien défini. En effet, l’entropie est seulement concave (et non strictement) sur Cw,
et ainsi Yeq n’est pas nécessairement uniquement défini, voir remarque 3.

ä Le prolongement de l’entropie du mélange garantit que Yeq peut prendre les valeurs
0R3 et 1R3 , ce qui correspond aux équilibres monophasiques.

ä La difficulté du calcul de Yeq dépend directement de l’équation d’état. Pour un
mélange de deux gaz raides, cela consiste en un problème algébrique, donné dans
[47], mais pour des équations d’état plus complexes telles que les lois NASG ou
NASG-CK [63], des changements de variables implicites apparaissent, et les difficul-
tés s’accumulent lorsque l’on considère d’autres phases [50, 63].
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2.2. Termes sources de type BGK

ä Dans [39], les auteurs affirment que l’équilibre est monophasique dans la plupart
des cas. Ce serait intéressant de mener une étude statistique pour vérifier cela en
choisissant un domaine pertinent pour (τ, e).

Remarque 3. Des tentatives de preuves concernant la stricte concavité de l’entropie
du mélange ont été fournies, par exemple dans [50]. Celle-ci repose sur la concavité de
l’entropie du mélange. L’idée est de montrer, pour un état extensif donné W = (M,V,E)
(de masse M , de volume V et d’énergie E), que l’entropie extensive de mélange S est une
fonction strictement concave lorsque restreinte à l’ensemble H(M) des états dont la masse
totale est égale à 1. Si cette propriété est vraie, alors l’entropie intensive de mélange est
bien strictement concave.

Dans le but de montrer la stricte concavité de S sur H(M), il faut montrer que
ker∇2

WS(W ) = {aW,a ∈ R∗+} pour tout W .
Dans ce cas, la restriction de S à H(M) est strictement concave puisque H(M) ∩

ker∇2
WS(W ) = {W}. Néanmoins, seulement l’inclusion {aW,a ∈ R∗+} ⊂ ker∇2

WS(W )
est démontrée dans [55]. On remarque que ker∇2

WS(W ) est un sous-espace vectoriel de
dimension 6 dans le cas diphasique. La seconde inclusion semble difficile à démontrer.

2.2 Termes sources de type BGK

Ce premier type de termes sources correspond à un retour linéaire à l’équilibre, parfois
appelé "BGK linéarisé". Cette dénomination sera utilisée de temps en temps pour des
raisons pratiques. Il a été introduit dans la littérature homogène, d’abord dans le cas
diphasique [54, 37, 4, 47] et plus récemment dans le contexte multiphasique [50, 63].

Pour un état donné (τ, e, Y ) ∈ C, en supposant que Y ↦ s(τ, e, Y ) est strictement
concave, il existe une unique fraction d’équilibre Yeq qui maximise l’entropie s, où Yeq

dépend uniquement de (τ, e), voir le définition 4.

Définition 5. Pour tout état (τ, e, Y ) ∈ C, on définit

Γ1(τ, e, Y ) = λ(Yeq(τ, e) − Y ), (2.13)

où λ = (λ1, λ2, λ3) est un vecteur d’échelles de temps et λY représente le produit terme
à terme.

Cette définition contient des échelles de temps λ qui en général, sont distinctes et
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dépendent du temps. Elles correspondent respectivement aux temps de relaxation de
transferts de masse, mécanique et thermique.

Éligibilité et Consistance. Soit λ > 0 tel que λ1 = λ2 = λ3 = λ. Pour tout état (τ, e) ∈
(R+∗)2, on suppose que l’entropie Y ↦ s(τ, e, Y )est une fonction strictement concave par
rapport à Y . Alors, le terme source Γ1 vérifie le critère de croissance de l’entropie (2.2).
De plus, les états stationnaires du système dynamique (2.1)-(2.13) coïncident avec les
équilibres thermodynamiques de la définition 4.

Démonstration. Il est clair qu’un état stationnaire pour Γ1 est un vecteur Yeq de la défi-
nition 4. Il reste à vérifier la croissance de l’entropie. Soit (τ, e, Y ) ∈ C un état donné. On
a

Γ1(Y ) ⋅ ∇Y s(τ, e, Y ) = (λ(Yeq − Y )) ⋅ ∇Y s(τ, e, Y )
= λ((Yeq − Y ) ⋅ ∇Y s(τ, e, Y ))
≥ λ(s(τ, e, Yeq) − s(τ, e, Y ))
≥ 0,

grâce à la concavité de Y ↦ s(τ, e, Y ).

Notons qu’invoquer l’argument de concavité requiert de considérer un paramètre de
relaxation unique λ. Récemment, une modification de ce type de termes sources autorisant
des temps de relaxation distincts a été introduite dans [49].

Proposition 4. Soit (τ, e, Y0) ∈ C un vecteur d’état initial. Le problème de Cauchy

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dY
dt (t) = Γ1(τ, e, Y (t)), t > 0,

Y (0) = Y0,
(2.14)

admets une solution globale Y

∀t ≥ 0, Y (t) = e−Λ(t)(eΛ(0)Y (0) + Yeq ∫
t

0
λ(s)eΛ(s)ds), (2.15)

où Λ est une primitive de λ. Dans le cas où le temps de relaxation λ est constant, on a

∀t ≥ 0, Y (t) = e−λtY (0) + (1 − e−λt)Yeq. (2.16)
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Cette dernière expression peut être interprétée comme le barycentre de l’état initial
Y (0) et de l’état d’équilibre Yeq. Les trajectoires des solutions sont des exponentielles
décroissantes vers les fractions d’équilibre. La figure 2.2 illustre ce comportement pour
un mélange de deux gaz raides de paramètres donnés en table 1.1. On observe l’évolution
en temps des fractions Y (t) pour un état initial Y (0) = (0.5,0.5,0.5), avec un volume
spécifique τ = 5.5.10−3 et une énergie interne e = 108. L’échelle de temps est constante et
vaut 1. Les fractions d’équilibre sont représentées en pointillés. Un autre point important
est que le temps d’atteinte des états asymptotiques ne dépend pas de l’état initial du
fluide.

Figure 2.2 – Trajectoires du système Γ1 pour la donnée Y (0) = (0.5,0.5,0.5), τ = 5.5.10−3,
e = 108 et λ = 1. Les paramètres des lois d’état sont donnés dans 1.1. L’état d’équilibre
est représentée par les lignes pointillées.

Un avantage majeur des termes sources de type BGK est leur intégration explicite.
Néanmoins, ils nécessitent la détermination de l’état d’équilibre Yeq pour chaque état
considéré (τ, e, Y ) ∈ C, c’est-à-dire de résoudre le problème de maximisation (2.11). Pour
un mélange diphasique, et particulièrement avec des lois d’état de gaz raides, la maximi-
sation est explicite, voir [47]. Mais lorsque des équations d’état plus complexes et plus
de phases sont considérées, la maximisation doit être réalisée à l’aide d’algorithmes ap-
propriés. Un algorithme a été proposé dans le cas de trois gaz raides (voir chapitre 3), et
dans le cas de deux gaz raides plus un liquide NASG-CK [63], on utilise une méthode de
Broyden [10]. Lorsque l’on couple ceci avec la dynamique du fluide, avec une méthode de
splitting en temps par exemple, cette maximisation doit être effectuée sur chaque maille
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et à chaque pas de temps, ce qui mène à des coûts de calculs élevés, voir chapitre 3.

2.3 Termes sources en gradient d’entropie

Le deuxième type de termes sources correspond au gradient de l’entropie afin qu’il
vérifie directement la condition d’éligibilité (2.2).

Définition 6. Pour tout (τ, e, Y ) ∈ C, le terme source Γ2 est défini par

Γ2(τ, e, Y ) = λY (1 − Y )∇Y s(τ, e, Y ), (2.17)

avec λ = (λ1, λ2, λ3) les paramètres de relaxation. En utilisant la définition de l’entropie
du mélange (2.8) et des potentiels phasiques (1.9), Γ2 se réécrit

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ1y(1 − y)(µ2
T2
− µ1
T1

)
λ2α(1 − α)τ(P1

T1
− P2
T2

)
λ3z(1 − z)e( 1

T1
− 1
T2

)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, le domaine de définition Cw de Γ2 est
représenté sur la figure 2.1. Le terme source Γ2 correspond au terme source en gradient
d’entropie multiplié par Y (1−Y ) (au sens du produit terme à terme). Cette modification
est obligatoire pour des raisons numériques. En effet, le domaine de définition de l’entropie
du mélange Y ↦ s(Y ) est Cw qui est inclus dans ]0; 1[3. Ainsi, une solution (Y, I) ∈
]0; 1[3×R+ du système dynamique Y ′(t) = ∇Y s(τ, e, Y ) est telle que Y (t) ∈]0; 1[3, pour
tout t ∈ [0;T [, avec I = [0;T [. Néanmoins, dans les simulations numériques, le principe
du maximum n’est pas garanti, comme illustré dans la figure 2.3-gauche. C’est le cas
d’un mélange de deux gaz raides de paramètres 1.1 décrit par le système dynamique
Y ′(t) = ∇Y s(τ, e, Y ) d’état initial Y (0) = (0.5,0.5,0.5), τ = 8.10−4, e = 108 et λ = 1. On
observe que les fractions de volume deviennent négatives avant le temps t < 0.0025. Le
terme de correction Y (1 − Y ) assure le principe du maximum, comme illustré dans la
figure 2.3-droite. Bien entendu, cette modification modifie les trajectoires, en particulier
les états d’équilibre monophasiques sont atteints en un temps plus long dans la figure 2.3.

Remarque 4. Le terme source Γ2 fait intervenir la différence des pressions phasiques,
agissant sur l’équation de la fraction de volume. Une telle expression est classique. Elle
peut être trouvée dans la littérature diphasique, par exemple dans les modèles de type Baer-
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(a) Trajectoires pour Γ2 = ∇Y s. (b) Trajectoires pour Γ2 = Y (1 − Y )∇Y s.

Figure 2.3 – Comparaison des trajectoires des solutions de Ẏ = ∇Y s(τ, e, Y ) (gauche) et
Ẏ = Y (1 − Y )∇Y s(τ, e, Y ) (droite) pour un mélange de gaz raides de paramètres 1.1. La
donnée initiale est Y (0) = (0.5,0.5,0.5), avec τ = 8.10−4, e = 108 et λ = 1.

Nunziato [3] et la dérivation d’un tel terme de transfert mécanique est maintenant bien
compris [33].

Éligibilité et Consistance. Supposons qu’il existe λ0 > 0 tel que ∀t ≥ 0, ∀k = 1,2,3,
λk(t) > λ0. Pour tout état (τ, e) ∈ (R+∗)2, le terme source Γ2 vérifie le critère de croissance
de l’entropie (2.2).

Démonstration.

Γ2(Y ) ⋅ ∇Y s(τ, e, Y ) = λY (1 − Y )∇Y s ⋅ ∇Y s

=
3
∑
k=1

λkYk(1 − Yk)(∂Yk
s)2

≥ 0,

dès qu’il existe un k ∈ {1,2,3} tel que Yk ∈]0; 1[, ce qui conclut la preuve.

Contrairement au terme source du type BGK, résoudre exactement le système dyna-
mique est hors d’atteinte. Néanmoins, le théorème de Cauchy-Lipschitz garantit l’existence
et l’unicité d’une solution régulière locale.

Proposition 5. Considérons (τ, e) ∈ (R+∗)2. Pour tout Y0 ∈ (R+∗)3 tel que (τ, e, Y0) ∈ C, il
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existe une unique solution maximale (I, Y ) ∈ R+×]0; 1[3, avec Y ∶ I →]0; 1[3, du système
(2.1)-(2.17).

Exclusion d’équilibres non admissibles

Le point suivant a pour objectif d’assurer que les états stationnaires du système dy-
namique (2.1)-(2.17), notés Ȳ telles que Γ2(Ȳ ) = 0, correspondent à un équilibre thermo-
dynamique pertinent d’un point de vue physique, dans le sens (2.3).

Pour un état donné (τ, e) ∈ (R+∗)2, si Ȳ ∈]0; 1[3, alors Γ2(Ȳ ) = 0 implique que
∇Y s(τ, e, Ȳ ) = 0. Ainsi, Ȳ est tel que la proposition (3) est vérifiée et l’état stationnaire
est un équilibre.

De plus, puisque Γ2 n’est pas défini sur le bord du cube [0,1]3, on ne peut pas dé-
terminer si les états monophasiques Ȳ = 0R3 et Ȳ = 1R3 sont des états stationnaires du
système dynamique et s’ils sont attractifs (en utilisant des arguments comme la linéarisa-
tion de la jacobienne). D’une façon similaire, (1,0,0) pourrait être un état stationnaire du
système dynamique, même s’il n’a pas de sens physique. La proposition suivante établit
que les trajectoires Y ne peuvent pas atteindre la bordure du cube [0,1]3 dans le cas d’un
mélange de gaz raides avec paramètres donnés en table 1.1.

Proposition 6. (Exclusion de la bordure)
Soit (τ, e) ∈ (R+∗)2) un état donné. Pour toute donnée initiale Y (0) ∈]0,1[3, une solu-

tion Y du système (2.1)-(2.17) ne peut converger vers un état asymptotique appartenant
aux ensembles du cube suivants :

ä faces : {y = 0}, {y = 1}, {α = 0}, {α = 1},

ä arêtes : {y = 0, α = 0}, {y = 1, α = 1}, {y = 0, α = 1}, {y = 1, α = 0}, {y = 0, z = 1},
{y = 1, z = 0}, {α = 0, z = 1}, {α = 1, z = 0},

ä sommets : (1; 0; 0), (0; 1; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1).

Démonstration. La preuve repose sur des arguments de champs de vecteurs. On étudie la
limite de Γ2 aux voisinages des ensembles considérés.

ä ∀(α, z) ∈]0; 1[2, lim
y→0

Γ2(Y ) = (0, k1, k2)
⊺
avec k1 ∈ R et k2 ∈ R−∗. Puisque k2 ≠ 0,

il n’y a pas d’équilibre possible sur la face {y = 0}. Ce cas est illustré dans la
figure 2.4 pour différentes fractions initiales Y (0) ∈]0,1[3 (points bleus) avec des
trajectoires convergeant vers un état asymptotique (triangle rouge) correspondant à
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Figure 2.4 – Trajectoires du système (2.1)-(2.17) avec différentes fractions initiales
Y (0) = (1.10−10, α, z) où (α, z) est choisi aléatoirement dans ]0; 1[2. Les états initiaux
sont représentés par les points bleus. Les paramètres thermodynamiques sont donnés en
table 1.1, τ = 5.10−2, e = 108 et λ = 1. La donnée initiale Y (0) ∈]0,1[3 est représentée par
un point bleu et l’état asymptotique correspondant est représenté en rouge.

un état de saturation. Observons que, puisque k2 < 0, les courbes sont des fonctions
décroissantes de α au voisinage de la face {y = 0}.

ä ∀(α, z) ∈]0; 1[2, lim
y→1

Γ2(Y ) = (0, k1, k2)
⊺
, k1 ∈ R, k2 ∈ R∗+,

ä ∀(y, z) ∈]0; 1[2, lim
α→0

Γ2(Y ) = (−∞, k1, k2)
⊺
, k1 ∈ R∗+, k2 ∈ R,

ä ∀(y, z) ∈]0; 1[2, lim
α→1

Γ2(Y ) = (+∞, k1, k2)
⊺
, k1 ∈ R∗−, k2 ∈ R.

Concernant les plans {z = 0}, {z = 1}, il pourrait exister des couples (y,α) tels que les
k1, k2 soient tous les deux nuls. En effet, on a

∀(y,α) ∈]0; 1[2, lim
z→0,1

Γ2(Y ) = (k1, k2,0) , (k1, k2) ∈ R2,

et donc rigoureusement, on ne peut conclure.
Introduisons la notation lim f = ∗ qui signifie que f n’admet pas de limite, ou qu’elle

ne peut être déterminée. On a pour les arêtes :

ä ∀z ∈]0; 1[, lim
y,α→0

Γ2(Y ) = (∗,0, k1)
⊺
, k1 ∈ R∗−,

ä ∀z ∈]0; 1[, lim
y,α→1

Γ2(Y ) = (∗,0, k1)
⊺
, k1 ∈ R∗+,
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ä ∀y ∈]0; 1[, lim
α,z→0

Γ2(Y ) = (−∞, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗+,

ä ∀y ∈]0; 1[, lim
α,z→1

Γ2(Y ) = (+∞, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗−,

ä ∀z ∈]0; 1[, lim
y→0, α→1

Γ2(Y ) = (∗, k1, k2)
⊺
, (k1, k2) ∈ (R∗−)2,

ä ∀z ∈]0; 1[, lim
y→1, α→0

Γ2(Y ) = (∗, k1, k2)
⊺
, (k1, k2) ∈ (R∗+)2,

ä ∀y ∈]0; 1[, lim
α→0, z→1

Γ2(Y ) = (−∞, k1, k2)
⊺
, (k1, k2) ∈ R2,

ä ∀y ∈]0; 1[, lim
α→1, z→0

Γ2(Y ) = (+∞, k1, k2)
⊺
, (k1, k2) ∈ R2.

Quatre arêtes restent problématiques à cause de limites non déterminées.
Finalement, on peut exclure quatre des six coins :

ä lim
y→1, α,z→0

Γ2(Y ) = (∗, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗+,

ä lim
y→0, α,z→1

Γ2(Y ) = (∗, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗−,

ä lim
α→1, y,z→0

Γ2(Y ) = (∗, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗−,

ä lim
α→0, y,z→1

Γ2(Y ) = (∗, k1,0)
⊺
, k1 ∈ R∗+, .

Pour les deux restants (1,1,0) et (0,0,1), deux composantes de Γ2 n’admettent pas de
limite ou elle est indéterminée.

Soulignons que ces arguments ne s’appliquent pas pour les deux coins (1,1,0) et
(0,0,1) et les deux faces {z = 0} et {z = 1}. Ceci pourrait être précisé en considérant
des paramètres Qk et πk spécifiques. Par exemple, les paramètres réalistes de la table 1.1
excluent certaines de ces situations, ce qu’on illustre sur la figure 2.1.

Lorsque le mélange est constitué de deux gaz parfaits, la preuve reste vraie et les coins
et faces problématiques dans le cas précédent ne le sont plus.

Dans les simulations numériques, aucune trajectoire incohérente n’a été trouvée. Cer-
taines trajectoires sont tracées dans la figure 2.5 dans le cas d’un mélange immiscible de
deux gaz raides de paramètres 1.1, en utilisant les algorithmes semi-implicites Adams-
Bashforth Python, suffisant pour deux gaz raides. Toutes les courbes correspondent à une
solution du système dynamique (2.1)-(2.17) pour la donnée initiale Y (0) = (0.5,0.5,0.5)
avec λ = 1. L’énergie interne est e = 108 et différents volumes spécifiques sont considérés.
La courbe verte correspond à τ = 1.10−3 et converge vers l’état 0R3 , correspondant à un
état monophasique pour la phase 2. La courbe bleue correspond au cas τ = 1.10−2 et
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converge vers l’état monophasique 1R3 (constitué exclusivement de la phase 1 donc). La
courbe rouge est obtenue pour τ = 5.5.10−3 et correspond à l’état de saturation Yeq ∈]0,1[3

vérifiant (3).

Figure 2.5 – Exemples de trajectoires du système dynamique Γ2 avec une donnée initiale
Y (0) = (0.5,0.5,0.5) et e = 108. La courbe verte est obtenue pour τ = 1.10−3 et converge
vers l’état monophasique 0R3 . La courbe bleue correspond à τ = 1.10−2 et converge vers
l’état monophasique 1R3 . Enfin, la courbe rouge correspond à τ = 5.5.10−3 et converge vers
un état de saturation à l’intérieur du cube.

La figure 2.6 illustre des états asymptotiques possibles du système dynamique (2.1)-
(2.17). Pour une énergie interne donnée e = 108, chaque trajectoire correspond à un état
initial (τ, e, Y (0)), où Y (0) et τ sont déterminés aléatoirement respectivement dans ]0,1[3

et ]5.10−4; 1.10−2[. La fraction initiale Y (0) est représentée par un point bleu et les états
asymptotiques au temps final t = 0.1 sont tracées en bleu. On observe que les états
asymptotiques sont distribués à l’intérieur du cube et que les coins 0R3 et 1R3 sont des
points d’accumulation.

Remarque 5. Cas miscible Cette étude peut se décliner au cas d’un mélange dipha-
sique miscible, où les deux champs partagent le même volume. On peut décrire l’ensemble
de définition de l’entropie du mélange dans le plan et définir les termes sources comme
précédemment. En raison de l’absence de réaction chimique, la seule fraction concernée
par la thermodynamique est la fraction d’énergie z. L’équilibre thermodynamique est ca-
ractérisé par l’égalité des températures. Les termes sources n’ont alors qu’une composante

55



Chapitre 2 – Étude de processus de relaxation dans un modèle diphasique

Figure 2.6 – Trajectoires du système dynamiques Γ2 avec e = 108. Chaque trajectoire
correspond à une paire aléatoirement choisie (Y (0), τ) ∈]0,1[3×]5.10−4; 1.10−2[ où la don-
née initiale Y (0) est représentée par un point bleu. L’état asymptotique correspondant
est représenté en rouge.

et leur étude est très simple relativement au cadre immiscible.

2.4 Conclusion : comparaison des termes sources

Les termes sources de type BGK fournissent des solutions très simples, dès que l’état
d’équilibre Yeq est connu pour un état donné (τ, e) ∈ (R+∗)2. Les trajectoires sont des
exponentielles décroissantes, le temps de retour à l’équilibre est en particulier toujours
le même, peu importe l’état initial. Le second terme source ne permet pas d’avoir de
solutions explicites au système dynamique. En général, les trajectoires obtenues sont bien
plus complexes, non monotones, et le temps de retour à l’équilibre dépend de l’état initial.

La figure 2.7 présente des trajectoires pour un mélange de deux gaz raides de pa-
ramètres de la table 1.1. Elles sont obtenues, pour chaque terme source, pour un état
τ = 5.5.10−3, e = 108, avec un temps de relaxation λ = 1. Le même état initial Y (0) =
(0.5,0.5,0.5) est considéré. On observe que les trajectoires du terme source BGK ont
les trajectoires exponentielles attendues. Au contraire, les trajectoires du terme source
en gradient d’entropie sont non monotones. Notons enfin le temps d’atteinte de l’état
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d’équilibre : le second terme source atteint ce dernier plus rapidement que le premier.

(a) Trajectoires pour Γ1 (b) Trajectoires pour Γ2

Figure 2.7 – Comparaison des trajectoires des modèles Γ1 et Γ2 pour la même donnée
initiale Y (0) = (0.5,0.5,0.5), τ = 5.5.10−3, e = 108, λ = 1. Alors que les trajectoires de Γ1
sont des exponentielles décroissantes, celles de Γ2 ne sont pas monotones. Pour le second
terme source, l’état asymptotique est atteint à t = 0.05, et approximativement t = 3.5 pour
Γ1.

Enfin, il est important de faire une comparaison sur la complexité numérique. Les
termes sources BGK requièrent le calcul de l’équilibre. Lorsque des lois d’état complexes
sont utilisées, ou si l’on considère plus de phases, des algorithmes de résolutions d’équa-
tions non linéaires sont nécessaires [48, 63]. Dans un contexte global avec résolution de la
dynamique du fluide, de tels algorithmes coûtent cher en temps de calcul, puisque utilisés
à chaque itération en temps et en espace.

Cette complexité pourrait être contournée grâce au second terme source. Bien entendu,
la résolution numérique du système dynamique associé dépend des lois d’états et du
nombre de phases. Ainsi, des méthodes semi-implicites ou d’ordre élevées sont sans doute
nécessaires.

Finalement, les termes sources en gradient d’entropie permettent de considérer une
relaxation avec des échelles de temps distinctes pour les transferts mécaniques, thermiques
ou massiques. Ce n’est pas le cas des termes sources type BGK qui nécessitent l’utilisation
d’une échelle de temps commune, bien que cette contrainte a été revue dans [49].
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Chapitre 3

SIMULATION D’UN MODÈLE HRM POUR

UN MÉLANGE DIPHASIQUE HYBRIDE

Ce chapitre concerne un modèle d’écoulement multiphasique hybride, c’est-à-dire que
le fluide est constitué de plusieurs phases dont certaines contiennent des composants
miscibles. Des modèles récents pour ce type de configuration ont été proposés [60, 51, 52,
45, 43]. Ils décrivent la dynamique et le comportement thermodynamique d’un mélange
composé d’un liquide, de sa vapeur et d’un gaz inerte ([43] considère une phase liquide
additionnelle). Dans [45, 43], la dynamique du fluide est décrite par les équations de Baer-
Nunziato. Dans [60, 51, 52], toutes les phases évoluent à la même vitesse, et c’est cette
approche que nous considérons dans ce chapitre. Ces modèles HRM ont une structure
similaire à celle des équations d’Euler. Ils contiennent des équations d’évolution sur les
fractions de volume, masse et énergie des phases qui contiennent des termes sources de
relaxation vers l’équilibre thermodynamique. La dérivation de ce modèle est proposée dans
[60], basée sur une étude préliminaire [2]. Le modèle HRM correspond à la relaxation d’un
Modèle Homogène à l’Équilibre (HEM), composé d’un système d’Euler avec une loi de
pression complexe qui décrit le comportement thermodynamique du mélange. Lorsque
l’on considère des équations d’état réalistes pour chaque phase, le calcul exact de cette
pression d’équilibre est hors d’atteinte et rend le modèle HEM difficile à utiliser. La
méthode de relaxation, utilisée par exemple dans [21, 54, 39], fournit un modèle HRM
avec une structure simple du type Euler et une loi de pression explicite, héritant des
propriétés d’hyperbolicité et des propriétés entropiques du modèle HEM. Néanmoins, il
reste à fournir des termes sources pour fermer le système. Ces termes sources doivent
non seulement être en accord avec le second principe de la thermodynamique, mais aussi
capturer les équilibres thermodynamiques corrects. On étudiera un terme source du type
BGK correspondant à la linéarisation autour de l’équilibre, et un second construit à l’aide
du gradient de l’entropie. On considère des équations d’état réalistes pour chaque phase
(voir [51, 52]) et des simulations numériques du modèle complet seront proposées avec ces
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termes sources. Le but de ce chapitre est entre autre de le comparer avec le terme source
en gradient d’entropie.

Il est organisé de la façon suivante.

Dans une première partie, la thermodynamique du mélange est présentée, en considé-
rant que les trois phases sont décrites par des équations d’état complètes : des lois de gaz
raides, ou des lois NASG-CK. L’entropie du mélange est présentée dans sa forme intensive
(voir [60] pour une formulation extensive) et sa concavité est étudiée. Les principales diffi-
cultés du modèle sont les conditions de miscibilité et l’inertie du gaz (voir chapitre 1), qui
ne peut pas échanger de masse avec les deux autres phases. Il en résulte des contraintes
sur les fractions de masse et de volume. On définit l’équilibre thermodynamique similai-
rement au chapitres précédents et en prenant compte ces hypothèses, ce qui mène à la
définition 7. On mentionne notamment la question des disparitions de phases.

Dans une seconde partie, la dérivation des équations d’évolution est proposée, menant
au modèle HRM attendu. Notons que cette dérivation diffère de l’approche par relaxation
proposée dans [60]. Une brève étude de la structure hyperbolique est donnée.

La partie 3.1 se termine par une comparaison des termes sources de type BGK avec
ceux en gradient d’entropie. Les propriétés des systèmes dynamiques associés sont don-
nées.

La partie 3.2 présente l’approximation numérique du modèle HRM à l’aide d’une
méthode à pas fractionnaire. L’approximation de la partie convective est effectuée par
une méthode volumes finis avec différents schémas numériques. À cause des lois d’état
considérées, les calculs d’énergie interne ou de température peuvent être particulièrement
difficiles, ainsi on fournit des algorithmes détaillés concernant le calcul d’énergie interne
dans les deux configurations de lois d’état considérées.

Enfin, la partie 3.3 contient les résultats numériques. D’abord, des cas tests de vali-
dation (problèmes de Riemann) de la partie convective sont présentés pour un mélange
de gaz raides et un mélange où le liquide suit une loi NASG-CK. Dans les deux configu-
rations, des cas tests à basse et haute pression sont proposés. On présente enfin des cas
tests où les termes sources sont pris en compte, afin d’observer leurs propriétés données
précédemment.
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3.1 Modèle

Cette section présente la modélisation du mélange diphasique hybride. On s’intéresse
d’abord à sa thermodynamique. Comparé à [60], des résultats complémentaires sur la
concavité de l’entropie et sur l’équilibre thermodynamique sont donnés. La question de
la disparition de phase est notamment abordée. La dynamique du fluide est décrite par
un système hyperbolique avec des termes sources de relaxation dont la dérivation est
détaillée. Le cœur de la partie est la comparaison et l’analyse entre deux choix possibles
de termes sources proposés dans [60], en procédant similairement au chapitre 2.

3.1.1 Thermodynamique du mélange

Le mélange est composé de trois phases : un liquide (noté l), sa vapeur (notée v) et
un gaz inerte (noté g). Le gaz est supposé inerte dans le sens où il ne peut échanger
de masse avec les deux autres phases. On considère que le vide ne peut apparaître. La
caractéristique principale de ce modèle repose sur la miscibilité des deux phases gazeuses,
tandis que la phase liquide est immiscible avec ces dernières.

Dans le but de décrire le comportement thermodynamique du mélange, on considère
un état (τ, e), avec τ le volume spécifique du mélange et e son énergie interne spécifique.
La question abordée dans la partie 3.1.1 est la définition de la fonction d’entropie du mé-
lange qui décrit entièrement le comportement de ce dernier. On présente les contraintes de
conservation de masse et d’énergie ainsi que la contrainte volumique qui traduit la misci-
bilité des phases gazeuses. Cela permet d’exprimer l’entropie du mélange en fonction des
fractions de masse, volume et énergie. D’après le second principe de la thermodynamique,
l’équilibre thermodynamique est atteint au maximum de l’entropie et est défini ainsi, voir
la définition 7. Ce processus de maximisation est réalisé sous les contraintes précédentes.

Contraintes intensives et entropie du mélange

Donnons la description thermodynamique du mélange. Soit w = (τ, e) un vecteur d’état
du fluide. En suivant les notations du chapitre 1, les conservations de la masse totale et
de l’énergie donnent :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

yl + yv = 1 − yg,
zl + zv + zg = 1,

(3.1)
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tandis que la miscilité des phases gazeuses et le comportement immiscible du liquide
imposent

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

αg = αv,
αl + αg = 1.

(3.2)

Notons que la fraction de masse de gaz yg est fixée, puisque le gaz est inerte. La
connaissance des fractions et du couple (τ, e) permettent de retrouver les états des phases
(τk, ek) puisque

τk =
αk
yk
τ, ek =

zk
yk
e. (3.3)

Pour un état du mélange donné (τ, e), l’entropie du mélange est définie comme une
combinaison convexe des entropies phasiques avec les poids yk ∈ [0,1]. En notant Y =
(yl, αl, zl, zg), elle s’exprime par

s(τ, e, Y, yg) = ∑
k=l,g,v

yksk (
αk
yk
τ,
zk
yk
e) . (3.4)

Le domaine de définition Ω de l’entropie du mélange est un sous-ensemble convexe de
(R+)2×]0; 1[5, voir [55].

Remarque 6. (Stricte concavité de l’entropie du mélange) On peut montrer que
(τ, e)↦ s(τ, e, Y, yg) et Y ↦ s(τ, e, Y, yg) sont des fonctions concaves [50, 60].

Des commentaires concernant la stricte concavité de l’entropie du mélange ont été
fournis par exemple dans [50], dans le cas d’un mélange immiscible. Ils reposent sur
l’étude de la concavité de l’entropie extensive du mélange.

L’idée est de montrer, pour un état extensif donnée X = (M,V,E) ∈ (R∗+)3 de masseM ,
volume V et énergie E, que l’entropie extensive du mélange est une fonction strictement
concave lorsqu’elle est restreinte à l’ensemble H(M) des états de masse totale M . Si cette
propriété est vraie, alors l’entropie intensive du mélange est strictement concave.

Dans le but de prouver la stricte concavité de S sur H(M), l’idée est de montrer
l’égalité [55] :

∀X ∈ (R∗
+)3, ker∇2

XS(X) = {kX,k ∈ R}.
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3.1. Modèle

Dans ce cas, la restriction de S à H(M) est strictement concave puisque

H(M) ∩ ker∇2
XS(X) = {X}.

Néanmoins, seulement l’inclusion {kX,k ∈ R} ⊂ ker∇2
XS(X) est montrée dans [55]. À

ce jour, l’autre n’est pas démontrée. On remarque que ker∇2
XS(X) est un sous-espace

vectoriel de dimension 9 dans le cas diphasique hybride.
En procédant comme dans [12], quelques vérifications numériques sur le signe de

det∇2
Y s ont été faites pour des choix de (τ, e, yg), et aucun défaut de stricte concavité

n’a été observé. Ces tests nous permettent de vérifier que dans nos cas pratiques, l’hy-
pothèse de stricte concavité est raisonnable, mais l’ensemble des états présents dans les
simulations numériques demanderaient une étude systématique coûteuse.

Dans ce chapitre, on suppose que Y ↦ s(τ, e, Y, yg) est strictement concave.

D’après la relation de Gibbs (1.8) appliquées aux phases, les relations (3.3) ainsi que
la définition du potentiel chimique (1.9), la forme différentielle de l’entropie du mélange
est

ds = ∑
k=l,g,v

µkdyk + τ ∑
k=l,g,v

pk
Tk

dαk + e ∑
k=l,g,v

1
Tk

dzk + ∑
k=l,g,v

zk
1
Tk

de + ∑
k=l,g,v

αk
pk
Tk

dτ.

En utilisant les contraintes intensives (3.1) et (3.2), on a

ds = (µl − µv)dyl + τ (pl
Tl
− (pv

Tv
+ pg
Tg

))dαl

+ e( 1
Tl
− 1
Tg

)dzl + e(
1
Tv

− 1
Tg

)dzv

+ ( zl
Tl
+ zv
Tv

+ zg
Tg

)de + (αl
pl
Tl
+ (1 − αl)(

pv
Tv

+ pg
Tg

))dτ.

(3.5)

Ainsi, on obtient que la pression et la température du mélange sont définies par

1
T
(τ, e, Y, yg) =

zl
Tl
+ zv
Tv

+ zg
Tg
,

p(τ, e, Y, yg) =
αl

pl

Tl
+ (1 − αl) pv

Tv
+ (1 − αl) pg

Tg

zl

Tl
+ zv

Tv
+ zg

Tg

,

(3.6)

où les notations pk (resp. Tk) correspondent à pk(τk, ek) (resp. Tk(τk, ek)) avec les relations
(3.3).
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Équilibre thermodynamique

Lorsque l’équilibre thermodynamique est atteint, l’entropie du mélange atteint son
maximum. Ce processus de maximisation est fait sous les contraintes (3.1)-(3.2), et on
rappelle ici que l’on suppose que Y ↦ s(τ, e, Y, yg) est strictement concave. Ainsi, on peut
définir les fractions d’équilibre thermodynamique de la façon suivante.

Définition 7. (Fractions d’équilibre) Fixons (τ, e, yg). En supposant que l’application
Y ↦ s(τ, e, Y, yg) est strictement concave, on définit les fractions d’équilibre Yeq par

Yeq(τ, e, yg) = arg max
Y ∈Cw

s(τ, e, Y, yg), (3.7)

où Cw est le domaine de définition de Y ↦ s(τ, e, Y, yg) pour un (τ, e, yg) donnée.

Mentionnons ici la disparition de phases. Selon la définition du modèle, on considère
toujours un mélange avec une présence du gaz (sinon, cela implique que la vapeur ne peut
être présente d’après leur fraction volumique commune). Ainsi, il y a seulement deux cas
particuliers à envisager : la disparition du liquide ou celle de la vapeur.

ä Si l’état d’équilibre correspond à un mélange liquide-gaz, les fractions d’équilibre
devraient être Y = (1 − yg, αl,1 − zg, zg).

ä Si l’état d’équilibre correspond à un mélange vapeur-gaz, les fractions d’équilibre
devraient être Y = (0,0,0, zg). Cette valeur particulière n’appartient pas au domaine
de définition de s, mais elle doit absolument pouvoir être envisagée. Ce cas est par
exemple illustré sur la figure 3.3.

Le cas d’un équilibre diphasique hybride correspond à un état de saturation caractérisé
par les relations suivantes, voir [60]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pl = pv + pg,
Tl = Tv = Tg,
µl = µv.

(3.8)

La relation sur les pression dans (3.8) est la loi de Dalton. Notons qu’une approche
pratique des disparitions de phase peut être trouvée dans [52], où ces cas sont gérés à
l’aide de seuils.
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3.1. Modèle

3.1.2 Dynamique du mélange

Dans cette partie, on introduit les équations d’évolution du mélange, en considérant
que chaque phase évolue avec la même vitesse u. Leur dérivation consiste à étudier l’évo-
lution d’un élément de fluide isolé le long d’une ligne de courant. Notons que l’ensemble
d’équations obtenu a déjà été donné dans [60] comme version relaxée du modèle diphasique
hybride à l’équilibre.

Dérivation des équations d’évolution

Le but de cette partie est de dériver un système simple d’équations d’évolution sur les
quantités observables du mélange au temps t et à la position x, en considérant que chaque
phase évolue à la même vitesse u. La dérivation est faite pour x ∈ Rd, bien que dans la
suite on ne considère que le cas en dimension d = 1. Considérons un élément de fluide
isolé, composé de trois phases, le long d’une ligne de courant. On effectue les hypothèses
standard en suivant le formalisme dans [50]. D’abord, la masse totale de cet élément est
conservée au cours du temps, comme la fraction de masse de gaz yg. De plus, on considère
que la variation de volume de l’élément est seulement due à la divergence du champ de
vitesse. On obtient ainsi

dτ = τ∇ ⋅ udt,

où la notation dϕ correspond à la dérivée le long de l’écoulement

dϕ = ∂tϕ + u ⋅ ∇xϕ.

Considérant maintenant que la seule force agissant sur l’élément de fluide est due au
gradient de pression, le principe fondamental de la mécanique établit que

du = −τ∇xpdt,

où la pression du mélange p correspond à la pression (3.6). La première loi de la
thermodynamique relie alors l’énergie interne à la pression en considérant que l’élément
de fluide n’est pas soumis à d’autres sources de chaleur

de = −pdτ.
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Suivant [21, 4, 50], on considère que les évolutions en temps des quantités phasiques sont
de la forme

dY = λΓ(τ, e, Y, yg)dt,

où λY est un produit terme à terme et λ correspond à un paramètre de temps de relaxation
dont les composantes peuvent être distinctes.

En combinant les équations précédentes avec la définition de la densité du fluide
ρ = 1/τ , on aboutit à un système du type Euler compressible avec cinq équations addi-
tionnelles sur les fractions avec des possibles termes de relaxation. L’ensemble d’équations
conservatives en dimension un est alors

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(ρY ) + ∂x(ρY u) = ρλΓ(τ, e, Y, yg),
∂t(ρyg) + ∂x(ρygu) = 0,

∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρE) + ∂x ((ρE + p)u) = 0,

(3.9)

où E = u2/2 + e désigne l’énergie interne totale du système et p(τ, e, Y, yg) est la pression
du mélange (3.6).

Propriétés du modèle homogène

L’hyperbolicité et la structure entropique du modèle ont été étudiées dans [60]. La
concavité de s par rapport à (τ, e, Y, yg) est équivalente à la convexité de H = −ρs par
rapport aux variables conservatives W = (ρY, ρ, ρu, ρE). Alors H(W) = −ρs est une en-
tropie du Lax du système (3.9) et les solutions faibles du système satisfont

∂tH + ∂x(Hu) ≤ 0.

L’hyperbolicité est assurée dès que les trois phases sont présentes, où la vitesse du son
c est alors strictement positive

c2

τ 2 = p∂ep − ∂τp = −T (p2∂ees − 2p∂τes + ∂ττs). (3.10)

La structure du système (3.9) est composée d’un champ linéairement dégénéré associé
à la valeur propre u, et de deux champs vraiment non linéaires associés aux valeurs propres
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3.1. Modèle

u ± c.

Figure 3.1 – Ondes du système (3.9).

La figure 3.1 présente la structure d’ondes dans le plan de phases (x, t). La pression
du mélange et la vitesse sont conservées autour du contact, contrairement aux fractions.
Pour deux états WL et WR séparés par un champ vraiment non linéaire, les conditions de
saut sont

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[Y ] = 0,

J = − [p]
[u] ,

J2 = − [p]
[τ] ,

[e] + [τ]pL+pR

2 = 0,

. (3.11)

où J = ρu − ξ, où ξ est la vitesse de l’onde et [x] = xR − xL. En particulier, les fractions
sont constantes à travers les ondes vraiment non linéaires, en accord avec leurs équations
d’évolution. Dans les validations numériques, on fournit des solutions analytiques de pro-
blèmes de Riemann, c’est-à-dire lorsque le système (3.9) possède une condition initiale
W(0, x) =WL1x<0 +WR1x≥0, voir partie 3.3.1. On utilise alors les relations de saut (3.11)
pour calculer des solutions composées de quatre états constants séparés par un contact et
un choc (voir aussi [52]).

3.1.3 Termes sources

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, le comportement thermodynamique du
mélange n’est pas seulement décrit par la loi de pression p, mais aussi par les termes de
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

relaxation agissant sur les équations de transport en les fractions Y . On rappelle que le
déséquilibre thermodynamique est pris en compte en pratique par le système

dY
dt = λΓ(τ, e, Y, yg). (3.12)

Bien qu’il ne semble pas y avoir de consensus sur le choix de ces termes, ils doivent
vérifier des contraintes issues de la physique (voir chapitre 2) : d’abord, une évolution
thermodynamique du système doit mener à la croissance de l’entropie, et l’état d’équilibre
doit correspondre à son maximum. L’entropie du mélange vérifie l’équation d’évolution
suivante

∂ts + u∂xs = λΓ(Y, τ, e) ⋅ ∇Y s. (3.13)

Ainsi, une condition suffisante pour que Γ assure la croissance de l’entropie est

λΓ(Y, τ, e)∇Y ⋅ s ≥ 0. (3.14)

De plus, les états asymptotiques doivent correspondre aux états d’équilibre du système

lim
t→+∞Y (t) = Yeq.

Le cœur de cette partie est l’analyse de deux choix possibles de termes sources, similai-
rement au chapitre 2. Le premier est du type BGK linéarisé autour de l’équilibre Yeq.
Introduit dans [21, 39, 4], il est utilisé dans des configurations multiphasiques avec des
lois d’état complexes [52, 51]. L’alternative proposée dans [60] correspond au gradient de
l’entropie du mélange qui satisfait directement la contrainte (3.13).

On rappelle qu’une analyse similaire et approfondie a été effectuée dans le chapitre 2
pour des mélanges diphasiques, permettant de fournir une représentation visuelle claire
et impossible dans le cas présent.

Remarque 7. Les termes sources Γ contiennent des échelles de temps λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈
(R+)4 qui modélisent la vitesse de relaxation du système. On considérera qu’elles ne dé-
pendent pas du temps dans ce chapitre.

Plus précisément, chaque λi est un facteur dans Γi, et concerne une fraction spécifique
du système (3.9). D’un point de vue physique, λ1 correspond au transfert de masse, λ2 au
transfert mécanique, λ3 et λ4 aux transferts thermiques.
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Termes sources type BGK

Pour un état donné (τ, e, Y, yg) ∈ Ω, en supposant que Y ↦ s(τ, e, Y, yg) est strictement
concave, il existe un unique vecteur de fractions d’équilibre Yeq qui maximise l’entropie s,
où Yeq dépend exclusivement de (τ, e, Y ) (proposition 3.1.1).

Définition 8. Pour un état (τ, e, Y, yg) ∈ Ω, on définit

Γ1(τ, e, Y, yg) = λ(Yeq(τ, e, yg) − Y ), (3.15)

où λ ∈ (R+∗)4 est un vecteur d’échelles de temps.

Proposition 7. (Eligibilité) Supposons que le vecteur d’échelles de temps λ est tel
que λ1 = ... = λ4. Pour un état donné (τ, e) ∈ (R+∗)2, supposons que la fonction d’entropie
Y ↦ s(τ, e, Y, yg) est strictement concave par rapport à Y . Alors, le terme source Γ1 vérifie
le critère de croissance de l’entropie (3.14). De plus, les états stationnaires du système
dynamique (3.12)-(3.15) coïncident avec les équilibres thermodynamiques de la définition
7.

Démonstration. La preuve est identique au cas diphasique fait au chapitre précédent.

Proposition 8. Soit (τ, e, Y0, yg) ∈ Ω un état initial donné. Le problème de Cauchy

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dY
dt (t) = Γ1(τ, e, Y (t), yg), t > 0,

Y (0) = Y0,

admet une solution globale Y donnée par

∀t ≥ 0, Y (t) = e−Λ(t)(eΛ(0)Y0 + Yeq ∫
t

0
λ(s)eΛ(s)ds), (3.16)

où Λ est une primitive de λ. Dans le cas de paramètres de relaxation constants λ, on a

∀t ≥ 0, Y (t) = e−λtY (0) + (1 − e−λt)Yeq. (3.17)

La preuve est directe et cette dernière expression peut être interprêtée comme le bary-
centre de l’état initial Y (0) et de l’état d’équilibre. De plus, il est garanti que Y (t) ∈ [0,1]4

pour tout t ≥ 0.
Un avantage majeur des termes sources du type BGK est que l’équation différentielle

associée se résout explicitement. Les trajectoires des solutions sont des exponentielles
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(a) (b)

Figure 3.2 – Termes sources Γ1 du type BGK pour un mélange de trois gaz raides. La
figure (a) correspond à un équilibre à trois champs tandis que la figure (b) correspond à un
équilibre eau liquide-gaz. Les fractions initiale sont données par Y (0) = (0.1,0.1,0.1,0.05),
et l’énergie interne vaut e = 108. Sur la figure (a), yg = 0.05 et τ = 5.10−3 alors que sur la
figure (b), yg = 0.3 et τ = 4.54.10−2.

décroissantes admettant pour asymptotes horizontales Yeq. Néanmoins, ils requièrent le
calcul de l’état d’équilibre pour chaque donnée initiale.

Pour un mélange diphasique avec des lois d’états classiques [47], ce calcul peut être fait
explicitement. Dans notre contexte triphasique, il est plus complexe et nous explicitons
le raisonnement pour un mélange de gaz raides dans la partie 3.2.2.

La figure 3.2 présente deux évolutions en temps des fractions Y (t) pour un mélange
de trois gaz raides de paramètres donnés en table 1.1. L’échelle de temps est constante et
fixée à λ = 1.

Sur la figure 3.2-a, on observe l’évolution en temps des fractions Y (t) pour un état
initial Y (0) = (0.1,0.1,0.1,0.05), yg = 0.05, de volume spécifique τ = 5.10−3 et d’énergie
interne e = 108. L’état d’équilibre associé est un mélange des trois champs.

Sur la figure 3.2-b, on observe l’évolution en temps des fractions Y (t) pour un état
initial Y (0) = (0.1,0.1,0.1,0.05), yg = 0.3, de volume spécifique τ = 4.54.10−2 et d’énergie
interne e = 108. L’état d’équilibre associé est proche d’un mélange diphasique sans vapeur,
où yv,eq ∼ 10−2 et zv,eq ∼ 10−2.

Un autre point important est que le temps d’atteinte à l’équilibre ne dépend pas de
l’état initial du fluide. Ici, les fractions d’équilibre sont calculées grâce à l’algorithme donné
en annexe 3.5.
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On peut trouver dans [52] des calculs d’état d’équilibre pour une loi NASGCK pour
le liquide. Ces résultats ont été obtenus par un solveur de Broyeden en dimension 2.

Termes sources en gradient d’entropie

Ce second type de terme source repose sur le gradient d’entropie, et est défini de la
façon suivante.

Définition 9. Pour tout (τ, e, Y, yg) ∈ Ω, soit Γ2 le terme source défini par

Γ2(τ, e, Y, yg) = λY (1 − Y )∇Y s(τ, e, Y, yg) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ1yl(1 − yl)∂yl
s

λ2α(1 − α)∂αs
λ3zl(1 − zl)∂zl

s

λ4zg(1 − zg)∂zgs

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Le produit λY est à lire au sens du produit terme à terme. En utilisant les potentiels
intensifs, Γ2 se réécrit

Γ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ1yl(1 − yl)(µv

Tv
− µl

Tl
)

λ2αl(1 − αl)τ(Pl

Tl
− Pv

Tv
− Pg

Tg
)

λ3zl(1 − zl)( 1
Tl
− 1
Tv

)
λ4zg(1 − zg)( 1

Tg
− 1
Tv

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (3.18)

Cette fonction correspond au gradient d’entropie multiplié par Y (1 − Y ) terme à
terme. En effet, à (τ, e, yg) donnés, le domaine de définition de l’entropie du mélange
s est Cw ⊂]0; 1[4 (voir définition 7). Bien qu’une solution Y du système dynamique
Y ′(t) = ∇Y s(τ, e, Y, yg) est telle que pour tout t > 0, Y (t) ∈]0; 1[4, ce principe du maximum
n’est pas garanti dans les applications numériques, comme illustré sur la figure 3.3.

Les trajectoires des solutions sont représentées pour un mélange de trois gaz raides de
paramètres 1.1 pour les conditions initiales Y (0) = (0.1,0.1,0.1,0.05), yg = 0.05, avec un
volume spécifique τ = 5.5.10−3, une énergie interne e = 108 et λ = (1,1,1,1)T . Les lignes
pointillées représentent les solutions sans modification et les lignes continues celles avec
modification. On constate que sans modification, les solutions deviennent négatives à un
temps t < 0.0005s. Le terme de correction Y (1−Y ) assure le principe du maximum. Bien
sûr, cette correction modifie les trajectoires, on remarque sur cet exemple que le temps
de retour à l’équilibre est rallongé. Enfin, les trajectoires pour ce second terme source
dépendent directement de l’état initial.
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Figure 3.3 – Terme source en gradient d’entropie pour un mélange de gaz raides. Tra-
jectoires des solutions sans la correction assurant le principe du maximum sur les frac-
tions.(pointillés) et avec la correction (lignes continues).

Proposition 9. (Éligibilité) Soit λ0 = minλi tel que λ0 > 0. Alors, pour un état
(τ, e, Y, yg) ∈ Ω, le terme source Γ2 vérifie le critère d’éligibilité (3.14) pour tout t > 0.

Démonstration. La preuve est identique au cas diphasique vu au chapitre précédent.

Contrairement au premier terme source, celui-ci ne requiert aucune condition sur les
échelles de temps. On peut ainsi en choisir des distinctes. Nos observations montrent que
pour des échelles de temps égales, les fractions évoluent vers l’équilibre à la même vitesse.
Il serait intéressant d’arriver à estimer un temps caractéristique représentatif de cette
évolution en fonction de l’état initial.

Enfin, résoudre exactement l’équation différentielle est hors d’atteinte. Néanmoins, le
théorème de Cauchy-Lipchitz garantit l’existence d’une unique solution régulière.

Proposition 10. Considérons (τ, e) ∈ (R+∗)2. Pour tout Y0 ∈ (R+∗)4 tel que (τ, e, Y0, yg) ∈ Ω,
il existe une unique solution maximale (I, Y ) ∈ R+×]0; 1[4, avec Y ∶ I →]0; 1[4 du problème
de Cauchy

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dY
dt (t) = Γ2(τ, e, Y (t), yg), t > 0,

Y (0) = Y0.
(3.19)

Le point suivant consiste à s’assurer que les états stationnaires du problème de Cauchy
(3.19) correspondent à un équilibre physiquement admissible.

Pour un état donné (τ, e) ∈ (R+∗)2, si Ȳ ∈]0; 1[4, alors Γ2(Ȳ ) = 0 implique que
∇Y s(τ, e, Ȳ , yg) = 0. Ainsi Ȳ est tel que les conditions de saturation (3.8) sont vraies et
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l’état d’équilibre est un état stationnaire.
D’autre part, puisque Γ2 n’est pas défini sur le bord du cube [0,1]4, les états d’équilibre

avec absence de phase ne peuvent pas être des états stationnaires et on ne peut pas
déterminer s’il sont attractifs pour le système dynamique. Le résultat suivant rejette des
possibilités d’états stationnaires sur le bord du cube non admissibles physiquement. Ce
travail a été décrit précisément dans le cas diphasique au chapitre 2.

Proposition 11. (Exclusion de la bordure) Soit (τ, e) ∈ (R+∗)2 un état donné. Pour
toute donnée initiale Y (0) ∈]0,1[3, une solution Y (t) du système (3.19) ne peut converger
vers l’état sur le bord Y0 = (1 − yg,0,0,0).

Démonstration. L’étude du champ de vecteur au voisinage de Y0 = (1 − yg,0,0,0) per-
met d’exclure une possibilité de converge vers ce point. En effet, on peut montrer que
lim
Y→Y0

Γ2,1(Y ) = −∞, où Γ2,1 est la première composante de Γ2. On réfère au chapitre pré-
cédente pour une preuve détaillée dans le cas diphasique.

La forte non linéarité du terme source Γ2 nécessite une méthode robuste pour appro-
cher numériquement les solutions du système dynamique, particulièrement lorsque l’on
considère des lois d’état complexes telles que la loi NASG-CK. La méthode que nous
utilisons est donnée dans la partie 3.2.3.

3.2 Approximation numérique par une méthode à
pas fractionnaire

La méthode à pas fractionnaire [69, 4] consiste à approcher la partie convective et
les termes sources en deux étapes distinctes. L’approximation de la partie convective du
modèle (3.9) est faite par une méthode volumes finis sur un maillage régulier de mailles
∆x = xi+1/2 − xi−1/2, i ∈ Z. Les pas de temps sont calculés sous condition CFL, avec la
notation ∆tn = tn+1 − tn. En notant W = (ρY, ρ, ρu, ρE) le vecteur conservatif, la première
étape correspond à l’approximation de

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂tW + ∂xF(W) = 0,

W(0, x) =W0(x),
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

où F(W) = uW + pD, avec D = (0,0,1, u)T et W0(x) est un état initial donné. Soit
W(tn, x) le vecteur approché par

Wn
i = ∫

xi+1/2

xi−1/2
W(tn, x)dx. (3.20)

En intégrant la partie convective sur le domaine espace-temps [xi−1/2, xi+1/2]× [tn, tn+1,∗),
on a

∫
xi+1/2

xi−1/2
W(tn+1,∗, x) −W(tn, x)dx + ∫

tn+1,∗

tn
F(W(t, xi+1/2)) −F(W(t, xi−1/2))dt = 0.

En utilisant la notation (3.20), la formulation volumes finis est

Wn+1,∗
i =Wn

i −
∆t
∆x(F

n
i+1/2 − F n

i−1/2), (3.21)

où la notation F n
i+1/2 désigne l’approximation à deux points du flux sur l’interface xi+1/2,

nommée F n
i+1/2 = F (Wn

i ,Wn
i+1). Il reste à fournir une discrétisation des termes sources.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

d

dt
Y (t) = Γ(τ, e, Y, yg),

d

dt
W̃ (t) = 0,

(3.22)

où W̃ = (ρyg, ρ, ρu, ρE). Finalement, Wn+1
i est une solution approchée de (3.22) au temps

t = ∆t avec la condition initiale Wn+1,∗, déduite de l’étape de convection.

3.2.1 Partie convective

Plusieurs schémas ont été considérés et deux d’entre eux vont être comparés dans cette
partie. On se concentre sur des schémas standard, que l’on rappelle.

Schéma de Rusanov

En considérant deux états voisins WL et WR, le flux du schéma de Rusanov [64] est

F (WL,WR) =
1
2 (F(WL) +F(WR)) −

max(ΛR,ΛL)
2 (WR −WL),
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3.2. Approximation numérique par une méthode à pas fractionnaire

où Λk = Λk(Wk) est le rayon spectral de la matrice de convection ∇WF(Wk), et

max(ΛR,ΛL) = max
k=L,R

(∣ uk ± ck ∣),

où la vitesse du son ck est donnée par ck = −τk(pk∂ek
pk − ∂τk

pk). Chaque pas de temps tn

est calculé sous la contrainte CFL : ∆tn = C ∆x
max(ΛR,ΛL) , avec C tel que 0 < C < 1

2 .

Schéma VFRoe-ncv

Le schéma de VFRoe-ncv [11] est une approximation du schéma de Godunov. Il
consiste à considérer une linéarisation du modèle. En considérant un changement de va-
riable pour des solutions régulières

W ↦ V = Ψ−1(W),

avec Ψ un C1-difféomorphisme, le système se réécrit sous la forme non conservative

∂tV +A(V )∂xV = 0, (3.23)

avec A(V ) = (∇V Ψ)−1∇WF(∇V Ψ) la nouvelle matrice de convection. Pour deux états
donnés VL et VR, la linéarisation est effectuée avec la moyenne V̄ = VL+VR

2 .

Ainsi le flux numérique est défini à partir de la solution exacte du problème de Riemann
associé au système linéaire

∂tV +A(V̄ )∂xV = 0.

Notons V(xt = 0;VL, VR) cette solution. On obtient le flux numérique :

F (WL,WR) = F(Ψ(V(x/t = 0, VL;VR))),

et la solution du système linéaire est

V(x/t = 0, VL;VR) = VL + ∑
β̄i≤0

γ̄ir̄i,

où (β̄i)i sont les valeurs propres de A(V̄ ), (r̄i)i ses vecteurs propres et (γ̄i)i les coefficients
solutions du système ∆V = ∑i γ̄ir̄i, avec ∆V = VR − VL. Pour éviter l’apparition de chocs
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non physiques, le flux est corrigé par un terme diffusif [38], menant à

F (WL,WR) = F(Ψ(V(x/t = 0, VL;VR))) −
δ

2(WR −WL), (3.24)

où

δ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min(−(u + c)L, (u + c)R), si (u + c)L < 0 et (u + c)R > 0,
min(−(u − c)L, (u − c)R), si (u − c)L < 0 et (u − c)R > 0,
0, sinon.

(3.25)

Schéma de relaxation

Le principe de ce schéma de relaxation est d’augmenter le système et de relaxer la
pression, qui contient la non linéarité du système, pour aboutir à une structure de champs
exclusivement linéairement dégénérés. Ainsi, les calculs des solutions à un problème de
Riemann sont explicites, et une relaxation permet de retrouver les solutions du problème
initial. En suivant par exemple [15, Theorème 6], le système de relaxation est le suivant

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(ρY ) + ∂x(ρY u) = 0,
∂t(ρyg) + ∂x(ρygu) = 0,
∂tρ + ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 +Π) = 0,
∂t(ρΣ) + ∂x(ρuΣ + uΠ) = 0,
∂t(ρT ) + ∂x(ρT u) = 1

ερ(τ − T ).

(3.26)

Ici la quantité T est telle que pour tout x, T (0, x) = τ(0, x) et ε est un paramètre de
relaxation. La pression est relaxée par

Π(τ,T ) = p(T , e, Y, yg) + a2(T − τ), (3.27)

alors que l’énergie relaxée est

Σ = e + u
2

2 + Π2 − (p(T , e, Y, yg))2

2a2 , (3.28)

avec a a un paramètre vérifiant

a > max(cl(τl, el, Yl, yg)
τl

,
cr(τr, er, Yr, yg)

τr
) . (3.29)
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3.2. Approximation numérique par une méthode à pas fractionnaire

La condition (3.29) est dite condition de Whitham (voir [8]), qui assure l’hyperbolicité du
système relaxé et des ondes bien ordonnées. Finalement, en considérant deux états WL et
WR à une interface donnée, le flux numérique est

F (WL,WR) = (Y u
τ
,
u

τ
,
u2

τ
+Π, uΣ

τ
+ uΠ) , (3.30)

où Y, τ, u,Σ sont les composantes de la solution de problème de Riemann augmenté.

3.2.2 Calculs de l’énergie interne

L’implémentation des schémas numériques ci-dessus nécessite des changements de va-
riables entre les variables conservatives et non conservatives (ou observables) telles que
la pression ou la température. Selon les équations d’état choisies, ces changements de
variables peuvent être explicites ou non, et demandent un temps de calcul éventuellement
long. Le but de cette partie est de préciser ces difficultés et de proposer des algorithmes
pour effectuer ces calculs. On considère un état du mélange avec un volume spécifique τ̄ ,
un vecteur de fraction Ȳ et une pression p̄ (parfois, on partira plutôt d’une température
T̄ ).

Selon les équations d’état, les algorithmes diffèrent. On se concentre d’abord sur un
mélange de trois gaz raides, puis un mélange où le liquide est décrit par une loi NASG-CK.

Calcul pour un mélange de trois gaz raides

Soit (τ̄ , p̄, Ȳ ) un état donné. On cherche à calculer l’énergie interne e de cet état, qui
est la racine de la fonction P définie par

P(e) = p(τ̄ , e, Ȳ , yg) − p̄. (3.31)

En utilisant la définition de la pression du mélange (3.6) et les expressions des lois de gaz
raides, on peut la réécrire comme un polynôme de degré trois

P(e) = Āe3 + B̄e2 + C̄e + D̄. (3.32)

Précisons les coefficients exacts, pour k, k′, k′′ ∈ {l, g, v} deux à deux distincts
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Ā = ∑
k,k′,k′′

zkyk(γk − 1) zk′
Ck′

zk′′

Ck′′

1
τ
,

B̄ = ∑
k,k′,k′′

−αkyk
1

Ck′Ck′′

⎛
⎝
zk′zk′′(Πkγk +

ykQk(γk − 1)
αkτ

)

+ zk(γk − 1)
αk

1
τ
(zk′ωk′′ + zk′′ωk′)

⎞
⎠
− zkyk

zk′zk′′

Ck′Ck′′
,

C̄ = ∑
k,k′,k′′

αkyk
1

Ck′Ck′′

⎛
⎝
zk(γk − 1)

yk

1
τ
ωk′ωk′′

+ (ykQk(γk − 1)
αk

1
τ
+Πkγk)(zk′ωk′′ + zk′′ωk′)

⎞
⎠

+ (zkyk
1

Ck′Ck′′
(zk′ωk′′ + zk′′ωk′)),

D̄ = ∑
k,k′,k′′

−αkyk
1

Ck′Ck′′
(ykQk(γk − 1)

αk

1
τ
+Πkγk)ωk′ωk′′

− ykzk
1

Ck′Ck′′
ωk′ωk′′ ,

(3.33)

où ωk = ykQk + αkΠkτ . Remarquons que les coefficients Ā à D̄ sont définis explicitement
par la donnée (τ̄ , p̄, Ȳ ), la notation x̄ étant omise pour des raisons de clarté. On peut alors
utiliser l’algorithme suivant.
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3.2. Approximation numérique par une méthode à pas fractionnaire

(a) P admet une racine. (b) P admet trois racines.

Figure 3.4 – Calcul de l’énergie interne pour un mélange de trois gaz raides. Graphe
typique de la fonction P dans les deux cas où ∆ > 0.

ä Pour un état donné (τ̄ , p̄, Ȳ ), on calcule les coefficients (3.33) de P.

ä On calcule le discriminant ∆ de la dérivée de P.

I) Si ∆ ≤ 0, l’équation (3.32) admet une unique solution calculée à partir d’une
méthode de Newton,

II) Si ∆ > 0, soient X1,X2 les racines ordonnées de P ′, telles que X1 < X2. Elles
correspondent aux extrema locaux de P, voir la figure 3.4.
Soit δ = 109 et γ = 100 deux paramètres.

i) Si P(X2)P(X2 + γ) ≤ 0, il existe une unique racine e0 telle que e0 > X2

(voir figure 3.4-droite). On utilise une méthode de Newton avec une
condition initiale X2 + δ et on vérifie que la solution est plus grande que
X2. Si l’algorithme ne converge pas ou si la racine est plus petite que
X2, on utilise une dichotomie sur [X2,X2 + γ] pour garantir d’obtenir la
racine dans l’intervalle voulu.

ii) Si P(X2)P(X2 + γ) > 0, P admet une unique racine e0 telle que e0 < X1

(voir figure 3.4-gauche). En effet, on ne peut avoir X1 < e0 < X2 car la
racine ne serait pas unique. On procède comme précédemment avec un
algorithme de Newton initialisé en X2 − δ.

Les paramètres δ et γ sont fixés arbitrairement et peuvent être adaptés aux paramètres
des lois. Notons que le cas II)-ii) exclue la possibilité d’avoir P(Xi) = 0, i = 1 ou 2. En
effet, cette situation correspond à l’existence de deux racines, événement de probabilité
nulle.
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Calcul pour un mélange de deux gaz raides et un liquide NASG-CK

Figure 3.5 – Calcul de l’énergie interne pour un mélange de deux gaz raides et d’un
liquide NASG-CK. Graphe typique de P.

Dans cette configuration, l’expression de P(e) = P (τ̄ , e, Ȳ ) − p̄ n’est plus explicite à
cause de la loi NASG-CK. Calculer la racine de P(e) est difficile car le graphe de P a une
allure d’hyperbole (voir figure 3.5). Pour gérer cette difficulté, une méthode de dichotomie
est préférée pour gérer les intervalles de recherche de racine. L’algorithme est le suivant.

ä Considérons l’intervalle pour l’énergie interne [emin, emax].

ä Discrétisons [emin, emax] avec ej = emin + j∆e, ∆e = (emax − emin)/N .

ä Fixons δj = ej−ej−1
d .

ä Pour j = N,N−1, ...,2, on cherche le premier indice j0 tel que P(ej0−1)P(ej0) <
0.

ä On effectue une dichotomie sur [ej0−1, ej0].

ä Si elle échoue, il doit exister un réel ẽ ∈ [ej0−1, ej0] où P n’est pas définie. Deux
cas peuvent alors être considérés.

1. Si les dernières itérations indiquent que ē est au voisinage de ej0−1 (resp.
ej0), on relance la dichotomie sur [ej0−1, ej0−1+δj], [ej0−1+δj, ej0−1+2δj]...
jusqu’à obtenir la convergence (resp. [ej0 , ej0 − δj], [ej0 − δj, ej0 − 2δj]... ).

2. Sinon, la dernière itération e∞ fournit une approximation de ē. Si e∞ < ē
(resp. e∞ > ē), on relance la dichotomie sur [ej0−1, e∞] (resp. on [e∞, ej0]).

En pratique on choisit d = 10 et N = 103. De plus grandes valeurs de N peuvent être
nécessaires sur des simulations à haute pression, voir la partie 3.3, figure 3.11.
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3.2. Approximation numérique par une méthode à pas fractionnaire

Remarque 8. Dans le but de réduire les coûts de ces algorithmes, on peut repérer les
états constants et alors lancer une dichotomie au voisinage de la dernière solution trouvée.
Soient eold et enew les valeurs des énergies internes trouvées sur deux cellules consécutives.
On commence le calcul suivant de l’énergie interne en testant si ∣eold − enew∣ < 1. Dans ce
cas, on lance une dichotomie sur [enew − 10; enew + 10]. Si la solution est négative ou si
l’algorithme ne converge pas, on retourne à l’algorithme précédent.

3.2.3 Approximation des termes sources

La seconde étape de la méthode de splitting correspond à l’approximation des termes
sources.

Concernant les termes sources BGK, les trajectoires peuvent être explicitement définies
(voir proposition 8), dès que l’on connait le vecteur des fractions d’équilibre Yeq. Deux
difficultés apparaissent. Le calcul de cet équilibre peut être très complexe. On réfère à
[52] pour l’utilisation d’un algorithme de Broyden pour le calcul de l’équilibre avec une
loi NASG-CK pour le liquide. Dans le cas de trois gaz raides, notre algorithme proposée
en annexe 4.5 convient.

On se concentre dans cette partie sur le terme source en gradient d’entropie. On
propose une méthode d’Euler implicite, à l’aide d’un algorithme de Broyden [10] pour
évaluer la partie non linéaire.

Au temps [tn+1,∗, tn+1], on considère le problème de Cauchy (3.22) avec la condition
initiale Wn+1,∗ calculée par l’étape convective. La méthode d’Euler implicite nécessite le
calcul de la solution de l’équation non linéaire G ∶ [0,1]4 → R4

G(Y ) = Y −∆tY (1 − Y )∇Y s(τn+1;∗, en+1;∗, Y, yg) − Yn+1;∗, (3.34)

On utilise alors la méthode de Broyden qui nécessite le calcul de la jacobienne J(Y )
de G(Y ) avec les coefficients

(J(Y ))
i,j
= ∂Yj

Yi −∆tλi∂Yj
[Yi(1 − Yi)∂Yi

s(τn+1;∗, en+1;∗, Y, yg)] , 1 ≤ i, j ≤ 4, (3.35)

où Yi (resp. λi) correspond au i−ème coefficient de Y (resp. λ). Seule l’initialisation re-
quiert un calcul de la jacobienne. L’algorithme construit ensuite une suite (Yk)k∈N donnée
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par
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Yk = Yk−1 − J−1
k−1G(Yk−1),

J−1
k = J−1

k−1 +
∆Yk−J−1

k−1∆Gk

∆Y T
k
Jk−1∆Gk

(∆Yk)TJ−1
k−1,

∆Yk = Yk − Yk−1,

∆Gk = G(Yk) −G(Yk−1),

(3.36)

jusqu’à ce que ∥Yk − Yk−1∥∞ < η, où η est une tolérance (η = 10−10 en pratique). L’initiali-
sation demande de choisir Y0 comme le Yn calculé à l’itération en temps précédente.

3.3 Résultats numériques

Cette partie fournit deux types de tests numériques. D’abord, des cas tests de valida-
tion assurent la bonne approximation de la parie convective du modèle (3.9). Ils consistent
en la résolution de problèmes de Riemann à basse et haute pression, pour les deux mé-
langes considérés. On notera parfois le mélange de trois gaz raides "3 SG" et le mélange
de deux gaz raides et un liquide NASG-CK par "2 SG + 1 NASG-CK".

Une comparaison des temps de calcul est présentée dans la partie 3.3.1, mettant en
avant les performances du schéma de relaxation comparé au schéma VFRoe-ncv.

Finalement, une simulation globale avec les termes sources est présentée.

3.3.1 Relaxation infiniement lente

Ces cas tests correspondent à la validation de l’approximation de la partie convective
(lorsque les termes sources sont inactifs). Pour les deux différentes configurations d’équa-
tions d’état, on compare les résultats des différents flux numériques présentés en partie
3.2.1 sur des problèmes de Riemann à basse et haute pression. Dans les deux cas, ces
derniers sont construits pour vérifier les relations de saut (3.11). En considérant un état
initial WL, l’état W1 est calculé en considérant une absence de la première onde. On
calcule ensuite l’état W2 à travers le contact, et on considère un choc de vitesse ξ pour
aboutir à l’état WR.

Mélange de trois gaz raides

Les tables 3.1-3.2 donnent les données du problème de Riemann basse et haute pression
pour un mélange de trois gaz raides de paramètres de la table 1.1. Les quatre états
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constants sont décrits en leurs variables primitives Z = (yl, yg, αl, zl, zg, τ, u, p)T .

ZL = Z1 Z2 ZR
0.91826194646564185 0.89784395822033747 0.89784395822033747

5.0000000000000003×10−2 5.9999999999994613×10−2 5.9999999999994613×10−2

1.6767800121816667×10−2 1.0000000000001008×10−2 1.0000000000001008×10−2

0.41969031490727782 0.30000000000002064 0.30000000000002064
8.8350466782145878×10−2 9.8999999999997021×10−2 9.8999999999997021×10−2

5.4427805491776261×10−2 6.8863503931918257×10−2 7.0000000000000007×10−2

10.0 10.0 -1.5263757834575244
1.8668002620104561×105 1.8668002620104561×105 6.9779191756698478×104

Table 3.1 – Mélange de trois gaz raides. Données pour le problème de Riemann à basse
pression. Choc u + c de vitesse ξ = 708.41563589800251.

ZL = Z1 Z2 ZR
0.39999999999999997 0.37999999999999906 0.37999999999999906
0.29999999999999999 0.33000000000000052 0.33000000000000052

8.0000000000000071×10−2 6.9999999999999840×10−2 6.9999999999999840×10−2

0.25000000000000011 0.21999999999999936 0.21999999999999936
9.9999999999999978×10−2 0.12000000000000005 0.12000000000000005
6.0000000000000010×10−3 5.0000000000000062×10−3 5.3000000000000000×10−3

100.0 100.0 71.298995659385199
1.4999999999999996×107 1.4999999999999996×107 1.2254174499466641×107

Table 3.2 – Mélange de trois gaz raides. Données pour le problème de Riemann à haute
pression. Choc u + c de vitesse ξ = 578.35007234359045.

Les trois flux numériques sont comparés avec la même CFL fixée à 0.45, sur différents
cas tests sur le domaine [0; 1]. Les figures 3.7-3.8-3.10-3.11 ont été obtenues avec 500
cellules. Les résultats de convergence, obtenus pour le temps final t = 10−3, voir figure 3.6,
montrent une convergence d’ordre 1/2 pour les deux schémas. C’est le résultat attendu
pour un cas test faisant intervenir une onde de contact.

La figure 3.7 présente les profils de densité, vitesse, pression et les fractions obtenues
par le schéma de relaxation dans la configuration à basse pression. On observe la bonne
approximation des fractions. Des oscillations sont présentes sur la pression et la vitesse, et
sont certainement dues aux fortes non linéarités des équations d’état. Elles apparaissent
aussi dans le cas haute pression, voir figure 3.8, alors que les profils de fractions sont
toujours bien capturés.
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(a) Problème de Riemann à basse pression. (b) Problème de Riemann à haute pression.

Figure 3.6 – Mélange de trois gaz raides. Convergence en norme L1 pour les problèmes
de Riemann à basse et haute pression.

Mélange de deux gaz raides avec un liquide NASG-CK

Les tables 3.3 et 3.4 donnent la solution exacte du problème de Riemann dans les cas
basse et haute pression en considérant que le liquide suit une loi NASG-CK de paramètres
1.3.

ZL = Z1 Z2 ZR
0.91841879730033971 0.89999999102958528 0.89999999102958528

5.0000000000000003E-002 5.5000004933728031E-002 5.5000004933728031E-002
1.6376791114071865E-002 1.4999998527357117E-002 1.4999998527357117E-002

0.92743215703897408 0.90000000855046036 0.90000000855046036
1.1475280368993632E-002 9.9999991449539437E-003 9.9999991449539437E-003

0.19492558898696019 0.19500001720076998 0.19700000000000001
100.0 100.0 90.488583338128308

2.4530790395664933×105 2.4530790395664933×105 2.0007399146972221×105

Table 3.3 – Mélange de deux gaz raides avec une phase liquide NASG-CK. Données pour
le problème de Riemann à basse pression. Choc droit de vitesse ξ = 1027.3711820835272.

Les résultats de convergence, voir sur la figure 3.9, sont obtenus avec la même discré-
tisation et la condition CFL du paragraphe 3.3.1. On observe des taux de convergence
similaires de 1/2, ce qui est optimal pour des calculs typiques de tube à choc faisant
intervenir des discontinuités de contact.

Les profils de densité, vitesse, pression, température et les fractions sont donnés dans

84



3.3. Résultats numériques

Figure 3.7 – Mélange de trois gaz raides. Cas test à basse pression. De gauche à droite
et de haut en bas, profils de densité, vitesse, pression, température, yl, αl, zl et zg.

85



Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Figure 3.8 – Mélange de trois gaz raides. Cas test à haute pression. De gauche à droite
et de haut en bas, profils de densité, vitesse, pression, température, yl, αl, zl et zg.
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3.3. Résultats numériques

ZL = Z1 Z2 ZR
0.92020382010222246 0.89999998651866320 0.89999998651866320

5.0000000000000003×10−2 5.3000007145108524×10−2 5.3000007145108524×10−2

0.68595071360084603 0.59999996404976996 0.59999996404976996
0.95997763551798010 0.90000000093700905 0.90000000093700905

6.5876209523389063×10−3 7.9999999250392681×10−3 7.9999999250392681×10−3

4.8078440722228851×10−3 5.0000002246889472×10−3 5.0699999999999999×10−3

100.0 100.0 79.113750095130015
1.7275285041205704×107 1.7275285041205704×107 1.1043330250633653×107

Table 3.4 – Mélange de deux gaz raides avec une phase liquide NASG-CK. Données pour
le problème de Riemann à haute pression. Choc droit de vitesse ξ = 1591.8798489453186.

(a) Problème de Riemann à basse pression. (b) Problème de Riemann à haute pression.

Figure 3.9 – Mélange de deux gaz raides et un liquide NASG-CK. Convergence en norme
L1 pour les problèmes de Riemann à basse et haute pression.

87
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les figures 3.10 (resp. figure 3.11) pour les tests à basse et haute pression, avec le schéma de
relaxation. Des observations similaires au cas précédent peuvent être faites. Les fractions
sont bien approchées. Des oscillations apparaissent, et elles semblent plus amples à cause
de la loi NASG-CK, en tout cas pour le cas à basse pression.

Comparaison entre VFRoe-ncv et le schéma de relaxation

Bien que la section précédente montre des taux de convergence similaires pour ces
deux schémas, on peut faire quelques remarques supplémentaires sur leurs performances.

Concernant le temps de calcul, une comparaison est proposé dans la figure 3.12 pour
les deux types de mélanges considérés. Il est clair que le schéma de VFRoe-ncv est plus
coûteux. C’est une conséquence de ses nombreux changements de variables qui demandent
des calculs d’énergie interne. Ils sont faits avec les algorithmes fournis dans la partie 3.2.2.
Au contraire, le schéma de relaxation ne fait ces changements de variables qu’en début et
fin de simulation ce qui le rend moins gourmand en terme de temps CPU.

On observe sur la figure 3.12 (3 gaz raides) que pour un nombre donné de cellules, le
schéma de VFRoe-ncv a besoin d’en moyenne deux fois plus de temps de calcul que le
schéma de relaxation pour parvenir à la même précision.

Dans le cas du liquide NASG-CK, (voir 3.12), l’écart est bien entendu plus grand
et le facteur va de 20 (pour les maillages les plus fins) à 100 (pour les maillages les plus
grossiers). Ces variations sont certainement dues à l’algorithme de calcul d’énergie interne
qui a plus de difficultés sur les maillages grossiers (voir partie 3.2.2).

Étant donné que les calculs de lois d’état sont le cœur du sujet, la figure 3.13 représente
le temps CPU par rapport au nombre d’évaluations des lois d’état. Ainsi, pour un nombre
d’évaluations donné, le mélange 2 SG + 1 NASG-CK requiert environ vingt fois plus de
temps que dans le cas 3 SG.

3.3.2 Simulations complètes hors-équilibre

Cette partie finale fournit des résultats numériques avec la méthode à pas fractionnaire,
en utilisant le schéma de relaxation pour résoudre la partie convective, et l’algorithme de
Broyden pour les termes sources. Les deux termes sources de la partie 3.1.3 sont comparés
et plusieurs échelles de temps sont testées. On se concentre sur le mélange de trois gaz
raides dans une configuration à basse pression. La condition initiale est celle du problème
de Riemann donné dans la table 3.1. Le domaine est constitué de 1000 cellules et la CFL
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3.3. Résultats numériques

Figure 3.10 – Mélange de deux gaz raides avec un liquide NASG-CK De gauche à droite
et de haut en bas, profils de densité, vitesse, pression, température, yl, αl, zl et zg.
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Figure 3.11 – Mélange de deux gaz raides avec un liquide NASG-CK. De gauche à droite
et de haut en bas, profils de densité, vitesse, pression, température, yl, αl, zl et zg.
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3.3. Résultats numériques

Figure 3.12 – Comparaison des coûts CPU par rapport au nombre de cellules pour les
schémas de VFRoe-ncv et de relaxation, sur le problème de Riemann à basse pression.

Figure 3.13 – Comparaison des coûts CPU par rapport au nombre d’évaluations de lois
d’état sur le problème de Riemann à basse pression approché par le schéma de relaxation.
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

est fixée à 0.45. Le temps final est t = 10−4. Le terme source Γ1 requiert une échelle de
temps plus petite que 5.103 afin d’éviter l’apparition d’états non admissibles.

On observe sur la figure 3.14 un comportement attendu des solutions par rapport aux
échelles de temps λ. En effet, la propriété de monotonie des solutions du système dy-
namique (3.12) est retrouvée. Plus λ augmente, plus la solution s’éloigne de la solution
hors-équilibre, qui correspond à l’absence de termes sources (λ = 0). C’est donc mathéma-
tiquement et physiquement pertinent. Néanmoins, la limite supérieure de λ nous empêche
d’obtenir des solutions plus proches de l’équilibre. Cela est dû à l’apparition d’états non
admissibles au voisinage de la discontinuité de contact, comme on l’observe sur le tracé
de la vitesse, certainement la variable la plus sensible sur ce cas test. Finalement, les
états constants gauche et droite sur les fractions nous permettent d’évaluer la "distance"
à l’équilibre. Au temps final T = 0.001 et pour λ = 5.103, le système a fait approxima-
tivement 40% du trajet vers l’équilibre. C’est cohérent avec les observations de la partie
3.1.3.

Concernant Γ2, la figure 3.15 illustre le caractère non monotone des solutions pour
ce terme source. Par exemple, on peut noter les intersections entre les profils de vitesse
pour λ = 1 et λ = 1.1. À cause de la forte non linéarité de Γ2, il est difficile et peut-être
hors d’atteinte de donner des informations quantitatives sur les trajectoires possibles. En
comparant ces profils à ceux du terme source Γ1, il apparaît clairement que le présent
terme source donne des états intermédiaires très complexes. Les comportements sur les
profils de densité, vitesse et pression autour du contact sont particulièrement désordonnés.
En particulier, cela semble avoir des conséquences sur l’état constant droit en pression
(pour n’importe quelle valeur de λ), qui sont loins de ceux obtenus pour le terme source
du type BGK. On peut néanmoins supposer que la non monotonie est la cause et que
ce phénomène s’atténue en temps long. Enfin, les états constants droit et gauche de yl
illustrent que le temps d’atteinte vers l’équilibre dépend de l’état initial (en supposant
que leurs évolutions sont monotones dans ce cas, ce qui semble raisonnable).

3.4 Conclusion

Ce chapitre se concentre sur la simulation numérique d’un modèle homogène de re-
laxation pour un écoulement diphasique avec une phase contenant deux composants mis-
cibles. Le travail effectué sur la partie convective aboutit à une préférence du schéma de
relaxation pour des raisons de temps de calcul et de robustesse, bien que les résultats de
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3.4. Conclusion

Figure 3.14 – Simulation globale pour un mélange de trois gaz raides à basse pression,
avec les termes soruces Γ1 de type BGK. De haut en bas et de gauche à droite, comparaison
de l’influence des temps de relaxation sur la densité, vitesse, pression, yl et αl.
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Chapitre 3 – Simulation d’un modèle HRM pour un mélange diphasique hybride

Figure 3.15 – Simulation globale pour un mélange de trois gaz raides à basse pression,
avec les termes soruces Γ2 en gradient d’entropie. De haut en bas et de gauche à droite,
comparaison de l’influence des temps de relaxation sur la densité, vitesse, pression, yl et
αl.
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3.5. Annexe : Calcul de l’équilibre pour un mélange de trois gaz raides

convergence soient similaires avec le schéma de VFRoe-ncv avec correction entropique. Le
calcul de l’énergie interne joue un rôle majeur, c’est pourquoi les algorithmes ont été dé-
taillés. Deuxièmement, l’équilibre thermodynamique d’un tel mélange et la relaxation vers
ce dernier sont analysés. La bonne définition des fractions d’équilibre est fondamentale.
On aborde notamment les équilibres avec disparition de phases. Deux types de termes
sources sont présentés et comparés. Le terme source de type BGK fournit une simulation
efficace dès que l’on peut calculer l’équilibre, qui reste une contrainte forte. De puis, il
requiert des temps de relaxations égaux. Le terme source en gradient d’entropie est plus
polyvalent grâce à des échelles de temps pouvant être distinctes, mais son analyse est
très difficile. En conséquence, l’approximation numérique est un sujet à part entière. Ces
avantages et incovénients sont illustrés dans les simulations globales.

3.5 Annexe : Calcul de l’équilibre pour un mélange
de trois gaz raides

Soit (τ, e, yg) un état donné. On considère que l’équilibre Yeq est atteint à l’intérieur
de [0,1]4, tel qu’il est caractérisé par (3.8). En suivant [2, annexe B], on caractérise
l’équilibre en considérant l’équilibre thermique, puis mécanique et enfin l’égalité entre les
potentiels chimiques. Selon la définition (1.23) des températures de gaz raides, la somme
des températures phasiques pondérées par les fractions de masse donne

∑
k=l,g,v

ykCkTk = e −∑
k

ykQk −∑
k

αkΠkτ, (3.37)

où les contraintes de conservation ont été utilisées. L’équilibre thermique Tl = Tg = Tv = T̄
permet d’obtenir

T̄ (yv, αv) =
e −Q(yv) −Π(αv)τ

C(yv)
, (3.38)

où C(yv) = ∑k ykCk, Q(yv) = ∑k ykQk et Π(αv) = ∑k αkΠk. En utilisant les contraintes
intensives (3.1)-(3.2), on observe que les coefficients C(yv) et Q(yv) sont des fonctions de
yv, tandis que Π(αv) dépend seulement de αv. Alors l’équilibre en température T̄ (yv, αv)
ne dépend plus des fractions d’énergie. Ceci permet de séparer le calcul en deux étapes :
on détermine d’abord le couple (yv, αv) puis les fractions d’énergie (zl, zg).

Regardons à présent l’équilibre mécanique, afin d’exprimer αv en fonction de yv. En
effet, l’équlibre mécanique correspond à pl − (pg + pv) = 0 ou de façon équivalente à αv(1−
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αv)[pl − (pg + pv)] = 0. Alors, on utilise le fait que Fyv(αv) = αv(1 − αv)[pl − (pg + pv)] est
un polynôme de degré deux en αv

Fyv(αv) = AFα2
v +BFαv +CF , (3.39)

avec pour coefficients

AF = (β + 1)Π0,

BF = −Π0(βv + βg + 1) − β(ρ(e −Q) −Πl),
CF = (βv + βg)(ρ(e −Q) −Πl),
Π0 = Πg +Πv −Πl,

βk = (γk − 1)Ckyk,
β =∑

k

βk.

(3.40)

Il reste à déterminer la racine αv de Fyv , qui dépend uniquement de yv, selon la
définition des coefficients (3.40). Dans le but d’assurer la positivité de la température de
mélange T̄ (yv, αv), cette fraction αv doit vérifier certaines contraintes. En considérant que
Πg = 0, Πv < 0 et Πv − Πl < 0 (ce qui est par exemple le cas pour les données pratiques
données en table 1.1), la positivité de la température est équivalente à ρ(e − Q(yv) −
Π(yv)) ≥ 0, qui donne

αv ≥
ρ(e −Q) −Πl

Πv −Πl

=∶ δ(yv).

On doit alors chercher αv ∈ [αv,inf ; 1], avec αv,inf = max(0,min(1, δ(yv)) ∈ [0; 1].
Généralement, l’équation Fyv(x) = 0 n’admet pas de solution dans cet intervalle. Si

cela arrive, on doit déterminer quel cas limite αv = αv,inf ou αv = 1 maximise l’entropie.
Grâce à la concavité de αv ↦ s, il suffit d’étudier le signe de ∂s

∂αv
sur le bord, ce signe

étant le même que celui de ∆p = pv + pg − pl. On a alors

ä Si lim
αv→αv,inf

∆p(αv) < 0, αv = αv,inf correspond à un état stable,

ä Si lim
αv→1

∆p(αv) > 0, αv = 1 correspond à un état stable constitué de gaz uniquement.

Dans les simulation numériques, on choisit de résoudre d’abord Fyv(x) = 0, puis de
vérifier si on a une unique solution αv dans [0; 1] telle que T̄ (yv, αv) ≥ 0, et sinon on
considère les cas limites.

Enfin, l’équlibre chimique µl = µv permet de déterminer (ȳv, ᾱv) de façon implicite,
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grâce à Fyv . On peut déjà définir yv,max ∈ [0; 1 − yg] comme la plus grande fraction de
masse de vapeur telle que la température est positive.

Puis on doit résoudre l’équation suivante sur [0; yv,max]

∆µ(yv) = ∆µ(yv, αv(yv)) = µl(yv, αv(yv)) − µv(yv, αv(yv)) = 0, (3.41)

où

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µl(yv, αv(yv)) = Ql +Cl + T̄ (yv, αv)(γl − ln(ClT ) − s0
l

Cl
− (γl − 1) ln ( (1−αv)τ

1−yv−yg
))

µv(yv, αv(yv)) = Qv +Cv + T̄ (yv, αv)(γv − ln(CvT ) − s0
v

Cv
− (γv − 1) ln (αvτ

yv
))

,

et αv(yv) est la solution de Fyv(x) = 0. Comme précédemment, il est possible de ne pas
trouver de solutions yv ∈]0; yv,max[ et αv à cette équation. On utilise cette fois la concavité
de yv → s et le fait que le signe de ∂s

∂yv
est celui de ∆µ pour étudier les cas limites :

ä Si lim
yv→0

∆µ(yv) < 0, yv = 0 correspond à un état stable, avec du liquide et du gaz
inerte i.e. yl = 1 − yg.

ä Si lim
yv→yv,max

∆µ(yv) > 0, yv = yv,max correspond à un état stable avec seulement des
gaz i.e. yl = 0.

Finalement, une fois que (ȳv, ᾱv) est déterminé, on peut calculer (z̄v, z̄g) avec les
relations suivantes

z̄k =
(T̄ (ȳv, ᾱv)Ck +Qk)ȳk +Πkᾱkτ

e
. (3.42)
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Chapitre 4

SIMULATION D’UN MODÈLE

MULTIVITESSES POUR UN MÉLANGE

DIPHASIQUE HYBRIDE

Ce chapitre s’intéresse à la simulation d’un modèle d’écoulements diphasiques hy-
brides. La composition du fluide est la même qu’au chapitre précédent (et correspond à
un mélange d’eau liquide, de vapeur d’eau et d’air ambiant), mais le modèle est du type
multivitesses barotrope et est étudié dans [45].

Ces modèles requièrent des lois de fermeture afin de poursuivre leur étude et de les
approcher numériquement. On considère ici les fermetures de la référence précédente [45]
pour la vitesse interfaciale et les termes de pression.

On notera la phase liquide (l), la phase gazeuse est composée de vapeur d’eau notée (v)
et d’air ambiant noté (g), ce dernier composant étant inerte (il n’échange pas de matière
avec les autres). La fraction statistique du champ k est notée αk ∈ (0,1). L’hypothèse de
miscibilité se traduit par la relation

αv = αg = 1 − αl. (4.1)

Ainsi, le seul transfert de masse possible est entre l’eau liquide et sa vapeur. Néanmoins,
on ne modélisera pas ce type de transfert dans ce travail.

Le modèle obtenu est un système de sept équations comprenant des termes de cou-
plages non conservatifs. Ses valeurs propres sont réelles et il est faiblement hyperbolique,
avec des conditions classiques de non-résonance. Des termes sources sont adjoints, modé-
lisant des transferts mécaniques incluant les contributions de trainée.

La simulation de ce type de modèles est un défi scientifique d’actualité, en particulier
à cause de certaines difficultés théoriques. Principalement, le nombre de champs carac-
téristiques peut être grand et ces champs sont a priori non ordonnés. La définition des
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termes non conservatifs au sens faible est subtile. On peut trouver des études numériques
dans le cas diphasique avec splitting convection-termes sources [17, 32, 42], en triphasique
immiscible barotrope [9] et plus récemment en diphasique barotrope avec une approche
par décomposition acoustique-transport [1].

Le cœur du chapitre est l’application du schéma de relaxation développé ces dix der-
nières années [19, 22, 65], qui est spécialement conçu pour ces modèles multifluides. Ces
travaux mènent à un schéma entropique pour un fluide immiscible avec un nombre quel-
conque de phases. De plus, il est robuste pour les régimes à basses fractions et performant
en coût de calcul.

La structure du chapitre est la suivante. Dans un premier temps, on rappelle le cadre
en présentant le modèle et ses propriétés. La seconde partie est principalement dédiée à la
présentation du schéma de relaxation, et enfin la dernière est consacrée aux simulations
numériques. On présentera notamment des premiers résultats prenant en compte des
termes sources modélisant les relaxation en vitesses et en pression.

4.1 Modèle

Dans le cadre de la dimension un, le système convectif est constitué des systèmes
phasiques d’équations aux dérivées partielles suivants

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tαl + ul∂xαl = 0,

∂t(αlρl) + ∂x(αlρlul) = 0,

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρlu2
l + αlpl(ρl)) − (pv(ρv) + pg(ρg))∂xαl = 0,

(4.2)

et pour k = g, v :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkpk(ρk)) + pk(ρk)∂xαl = 0.

(4.3)

Pour k ∈ {l, v, g}, ρk > 0 et uk ∈ R sont respectivement la densité et la vitesse du champ
k. La pression du champ k dépend uniquement de la densité correspondante et est donnée
par une équation d’état barotrope (voir [16, 45]) pk ∶ ρk ↦ pk(ρk), en considèrant que
p′k(ρk) > 0. Finalement, αk ∈ (0,1) est la fraction statistique du champ k.

En considérant la contrainte volumique (4.1), le système complet avec termes sources
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4.1. Modèle

contient sept équations et s’écrit sous la forme compacte

∂tW + ∂xf(W) + c(W)∂xW = s(W), x ∈ R, t > 0, (4.4)

où

W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

αl

αlρl

αlρlul

αvρv

αvρvuv

αgρg

αgρgug

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, f(W) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
αlρlul

αlρlu2
l + αlpl(ρl)
αvρvuv

αvρvu2
v + αvpv(ρv)
αgρgug

αgρgu2
g + αgpg(ρg)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (4.5)

et

c(W) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ul

0
−(pv + pg)

0
pv

0
pg

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∂xαl, s(W) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

K(pl − (pv + pg))
0

∑k≠l dkl(uk − ul)
0

∑k≠v dkv(uk − uv)
0

∑k≠g dkg(uk − ug)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (4.6)

Ces termes sources s(W) ne prennent pas en compte les transferts de masse, et sont
choisis selon [45]. Ils contiennent une échelle de temps de relaxation mécanique K ≥ 0 et
des coefficients de traînée (dkl) vérifiant la relation

dkl = dlk.

Un vecteur d’état W doit appartenir à l’espace physique

ΩW = {W ∈ R7, 0 < αl < 1 et αkρk > 0 pour k ∈ {l, v, g}}. (4.7)

Proposition 12. Le système (4.4) est faiblement hyperbolique et admet les valeurs propres
suivantes

σ1(W) = ul, σ2,3(W) = ul ± cl, σ4,5(W) = uv ± cv, σ6,7(W) = ug ± cg,
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où ck(ρk) =
√
p′k(ρk) est la vitesse du son du champ k. Tous les champs caractéristiques

sont vraiment non linéaires à l’exception de σ1 qui est linéairement dégénéré. L’ensemble
des vecteurs propres engendre R7 si, et seulement si,

αl ≠ 0, αv = αg ≠ 0, ∣uk − ul∣ ≠ ck(ρk) pour k = g, v. (4.8)

Remarque 9. αk = 0 doit être compris dans le sens αk → 0. Ces régimes à basses frac-
tions sont importants dans les applications pratiques. Il est déjà connu dans les situations
immiscibles que le schéma de relaxation de Suliciu a de très bon résultats comparé à des
schémas standards [19, 65].

Remarque 10. La perte d’hyperbolicité (4.8) peut être due à la présence d’une phase
évanescente αk → 0, ou d’une interaction entre l’onde de couplage associée à σ1 = ul

et une onde acoustique uk ± ck. Cette seconde condition de non-résonance ne doit pas
apparaître dans les applications industrielles concernées, où les écoulements ont de faibles
vitesses relatives subsoniques, i.e. un nombre de Mach bien inférieur à un :

Mk =
∣ul − uk∣
ck(ρk)

<< 1 pour k = g, v.

Définissons l’énergie totale spécifique du champ k par Ek = ek + u2
k/2, où l’énergie

interne spécifique vérifie e′k(ρk) = pk(ρk)/ρ2
k. On peut démontrer que la fonction W ↦

(αkρkEk)(W) est (non strictement) convexe (voir [66]). Les solutions faibles entropiques
du système (4.4) sont les solutions faibles qui vérifient l’inégalité suivante au sens faible

∂t( ∑
k=l,g,v

αkρkEk) + ∂x( ∑
k=l,g,v

(αkρkEkuk + αkpk(ρk)uk)) ≤ 0. (4.9)

Pour les solutions régulières de (4.4), (4.9) est une égalité.

4.2 Schémas numériques

En suivant [19, 65], on compare le schéma de relaxation au schéma de Rusanov non
conservatif [32], qui est (à notre connaissance) le seul schéma disponible pour ce type de
modèle multiphasique.

On rappelle les notations usuelles pour les schémas volumes finis. On considère un
maillage régulier constitué de cellules (xi− 1

2
;xi+ 1

2
), ∆t est le pas de temps et ∆x est la
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4.2. Schémas numériques

longueur de la cellule. La solution est approchée sur la cellule j au temps tn = n∆t par
Wn

j , où W est l’analogue discret du vecteur des variables conservatives W.

4.2.1 Schéma de Rusanov non conservatif

Ce schéma nécessite une adaptation pour prendre en compte les termes non conserva-
tifs du système (4.4). Dans le cas général, une adaptation de schéma volumes finis à un
cadre non conservatif peut mener à des difficultés numériques, voir [46]. Ici, puisque les
termes concernés sont uniquement actifs dans le champ linéairement dégénéré ul et qu’ils
sont bien définis (voir [19, 2.2]), le schéma de Rusanov suivant convient. Dans cette
sous-partie, on notera α = αl pour des raisons de lisibilité.

αn+1
j = αnj −

∆t
∆x(ul)

n
j (αnj+ 1

2
− αn

j− 1
2
)

+ 1
2

∆t
∆xrj+

1
2
(αnj+1 − αnj ) −

1
2

∆t
∆xrj−

1
2
(αnj − αnj−1),

(4.10)

rj = max
k=l,g,v

(∣(ul)nj ∣, ∣(uk)nj ∣ + ∣(ck)nj ∣), rj+ 1
2
= max(rj, rj+1), (4.11)

(Wk)n+1
j = (Wk)nj −

∆t
∆x

(F n
j+ 1

2
− F n

j− 1
2
) +Φ ∆t

∆x(Πk)nj (αnj+ 1
2
− αn

j− 1
2
), (4.12)

où

αn
j+ 1

2
=
αnj+1 + αnj

2 , Φ =
⎛
⎝

0
1
⎞
⎠
,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Πk = pk si k = v, g
Πk = −pv − pg si k = l

(4.13)

et

(Fk)nj+ 1
2
= 1

2
((Hk)nj + (Hk)nj+1) −

1
2rj+

1
2
((Wk)nj+1 − (Wk)nj ), (4.14)

où Wk est le vecteur des variables conservatives et Hk est le flux physique associé à la
phase k

Wk =
⎛
⎝
αkρk

αkρkuk

⎞
⎠
, Hk =

⎛
⎝

αkρkuk

αkρku2
k + αkpk

⎞
⎠
. (4.15)
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Chapitre 4 – Simulation d’un modèle multivitesses pour un mélange diphasique hybride

4.2.2 Schéma de relaxation type Suliciu

Les solutions de (4.4) sont formellement retrouvées à la limite des solutions du système
augmenté suivant, comprenant des inconnues supplémentaires Tk, dans le régime ε→ 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tαl + ul∂xαl = 0,

∂t(αlρl) + ∂x(αlρlul) = 0,

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρlu2
l + αlπv(τl,Tl))

−(πv(τv,Tv) + πg(τg,Tg))∂xαl = 0,

∂t(αlρlTl) + ∂x(αlρlTlul) = 1
εαlρl(τl − Tl),

(4.16)

et pour k = g, v :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk,Tk)) + πk(τk,Tk)∂xαl = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂x(αkρkTkuk) = 1
εαkρk(τk − Tk),

(4.17)

où, en notant τk = 1/ρk le volume spécifique du champ k, on introduit les lois de
pression linéarisées

πk(τk,Tk) = Pk(Tk) + a2
k(Tk − τk), k = l, g, v,

où τ ↦ Pk(τ) = pk(τ−1) et ak ∈ R+ est un coefficient phasique de relaxation.
Le schéma de relaxation de Suliciu consiste en la construction d’un solveur de Riemann

exact pour la partie convective du système (4.16)-(4.17), qui est plus facile à résoudre
grâce à ses champs uniquement linéairement dégénérés. De telles solutions de Riemann
ont été calculées dans [19, 18] pour un écoulement diphasique et ont été étendues pour
des mélanges immiscibles barotropes dans [65].

αg(t = 0) ∶= 1 − αl(t = 0) − αv(t = 0).

L’extension au cas du modèle barotrope diphasique à trois champs (4.4) est relative-
ment directe. Elle consiste à résoudre l’équation de transport pour αl tandis que αg = αv
est calculée en imposant l’initialisation

αg(t = 0) = αv(t = 0) ∶= 1 − αl(t = 0).
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4.2. Schémas numériques

Puisque dans les cas immiscibles et miscibles, les fractions αk vérifient l’équation de trans-
port

∂tαk + ul∂xαk = 0,

l’expression de la solution de Riemann reste inchangée. Donnons à présent la structure
du système relaxé (4.16)-(4.17), qui s’écrit sous la forme compacte suivante

∂tU + ∂xg(U) + c(U)∂xU = 1
ε
R(U), x ∈ R, t > 0, (4.18)

où U ∈ ΩU ⊂ R10 est le vecteur de relaxation des variables conservatives, tel que
U = (α,αlρl, αlρlul, αvρv, αvρvuv, αgρg, αgρgug, αlρlTl, αvρvTv, αgρgTg)T , et où

g(U) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
αlρlul

αlρlu2
l + αlπl

αvρvuv

αvρvu2
v + αvπv

αgρgug

αgρgu2
g + αgπg

αlρlulTl
αvρvuvTv
αgρgugTg

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, c(U) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ul

0
−(πv + πg)

0
πv

0
πg

0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∂xαl, R(U) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
0
0
0
0
0

αlρl(τl − Tl)
αvρv(τv − Tv)
αgρg(τg − Tg)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (4.19)

Proposition 13. La partie convective du système de relaxation (4.18) est faiblement
hyperbolique et admets les valeurs propres suivantes

σ1,8,9,10(W) = ul, σ2,3(W) = ul ± alτl, σ4,5(W) = uv ± avτv, σ6,7(W) = ug ± agτg.

Tous les champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. Les vecteurs propres associés
engendrent R7 si, et seulement si

αl ≠ 0, αv = αg ≠ 0, ∣uk − ul∣ ≠ akτk pour k = g, v. (4.20)

Afin de résoudre numériquement ce système de relaxation, on utilise une méthode à
pas fractionnaires. La première étape avance en temps en utilisant la solution exacte pour
la partie convective (4.16)-(4.17). La seconde étape consiste en une relaxation instantanée
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Chapitre 4 – Simulation d’un modèle multivitesses pour un mélange diphasique hybride

vers le système à l’équilibre (4.4) en imposant Tk = τk dans la solution obtenue à la
première étape. Le schéma peut s’écrire sous forme non conservative (voir [65] pour des
détails).

Rappelons que W désigne le vecteur des variables conservatives discrètes du système
à l’équilibre, et notons U l’analogue discret du vecteur U des variables conservatives du
système relaxé. Les ensembles ΩW ⊂ R7 et ΩU ⊂ R10 sont respectivement les domaines de
définition de ces vecteurs. Le schéma est le suivant

Wn+1
j =Wn

j −
∆t
∆x

(F−(Wn
j ,Wn

j+1) −F+(Wn
j−1,Wn

j )), (4.21)

où ∆t doit vérifier la condition CFL suivante

∆t
∆x max

k∈{l,g,v}
max
j∈Z

max{∣(uk − akτk)nj ∣, ∣(uk + akτk)nj ∣} <
1
2 . (4.22)

Les coefficients de relaxation phasiques ak doivent vérifier la condition de Whitham
(d’autres conditions seront précisées par la suite). Les flux numériques F− et F+ sont

F−(WL,WR) = Pg(WR(0−;M(WL),M(WR))) +PD∗(M(WL),M(WR)))1{u∗
l
<0},

F+(WL,WR) = Pg(WR(0+;M(WL),M(WR))) −PD∗(M(WL),M(WR)))1{u∗
l
>0},

où WR est la solution exacte du problème de Riemann du problème de relaxation, D∗

correspond à la partie non conservative du flux [65, Def 3.1] et est

D∗(UL,UR) = (u∗l ∆αl,0,0,0,−(πv + πg)∆αl, πv∆αl, πg∆αl,0,0,0)T (4.23)

et les applications P et M correspondent au processus de relaxation et sont définies
par

M ∶ ΩW Ð→ ΩU

(xi)1≤i≤7 ↦ (x1, ...x7, x1,1 − x1,1 − x1).
P ∶ ΩU Ð→ ΩW

(xi)1≤i≤10 ↦ (x1, ..., x7).
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4.2. Schémas numériques

On rappelle que la situation hybride présente correspond à [65, Prop. 2.3] où N = 3,
sans la seconde équation de transport sur α2 dans cette référence. La seule différence réside
dans l’applicationM et ses deux dernières coordonnées. Le reste du schéma est identique.
Le solveur WR est donné en annexe et sa construction est complètement détaillée dans
[65, Prop. 3.4 et 3.6].

Donnons finalement les propriétés intéressantes de ce schéma.

Proposition 14. (Propriétés du schéma de relaxation de Suliciu)

ä Sous la condition CFL [65, (51)], le schéma préserve les valeurs positives des frac-
tions et densités.

ä Les discrétisations des masses partielles et moments partiels sont conservatives.

ä Sous la condition de Whitham sur les paramètres ak (voir [65, (16)],[8]), la solution
numérique satisfait une version discrète de l’inégalité d’entropie (4.9).

4.2.3 Approximation des termes sources

Dans la résolution globale du système (4.4) avec termes sources, la seconde partie de
la méthode à pas fractionnaires consiste en la résolution du système d’équations différen-
tielles ordinaires suivantes

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tαl =K(pl − (pv + pg)),
∂tmk = 0,

∂t(mkuk) = Sk,

(4.24)

où mk = αkρk, pour k = l, g, v, sur l’intervalle de temps [tn; tn+1], avec
Sk = ∑j≠k djk(uj − uk).

Soit Wn,∗ la solution de la partie convective au temps tn+1 et notons ∆ukl = uk − ul.
Le schéma est semi-implicite et la première étape est

αn+1
l − αn,∗l

∆t =Kn,∗(pl(
mn,∗
l

αn+1
l

) − pv(
mn,∗
v

1 − αn+1
l

) − pg(
mn,∗
g

1 − αn+1
l

)), (4.25)

tandis que la seconde est

mn,∗
k

un+1
k − un,∗k

∆t =∑
j≠k
dn,∗jk ∆un+1

jk , k = l, g, v, (4.26)
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menant ainsi à un système linéaire d’inconnue ∆un+1 =
⎛
⎝

∆un+1
lv

∆un+1
lg

⎞
⎠
=
⎛
⎝
un+1
l − un+1

v

un+1
l − un+1

g

⎞
⎠
, qui

s’écrit

(I2 +∆tM)∆un+1 = ∆un, (4.27)

avec M la matrice inversible définie par

M =
⎛
⎝

dn
lv

ml
+ dn

lv

mv
+ dn

vg

mv

dn
lg

ml
− dn

vg

mv
dn

lv

ml
− dn

vg

mg

dn
lg

ml
+ dn

lg

mg
+ dn

vg

mg

⎞
⎠
. (4.28)

Finalement, la conservation de la quantité de mouvement totale donne la relation

(∑
k

mn
k)un+1

l =∑
k

mn
ku

n
k +∑

k

mn
k∆ulk (4.29)

qui permet de déterminer les vitesses phasiques.

4.3 Résultats numériques

Le schéma de relaxation est comparé au schéma non conservatif de Rusanov [32], qui
est à notre connaissance, le seul schéma disponible pour ce type de modèle multiphasique.
Dans la suite, on note U = (αl, ρl, ul, ρv, uv, ρg, ug) le vecteur des inconnues non conserva-
tives. On présente deux cas tests et on trace les solutions approchées sur un maillage de
100 cellules, ce qui correspond à un maillage réaliste de 106 cellules en dimension trois
pour des applications industrielles. La CFL est fixée à 0.45.

4.3.1 Cas test 1 : discontinuité de contact

La donnée initiale est la suivante

UL =(0.1,3.0,0.2,0.3,1.0,0.4,1.0),
UR =(0.4,2.0724212862957074,0.2,0.28339834471128433,

1.4702967632600488,0.34584269153214842,1.5879142504747157).
(4.30)

On présente les solutions approchées dans la figure 4.1. L’erreur L1 par rapport au pas
d’espace ∆x et par rapport au coût de calcul est tracée dans la figure 4.2. Les oscillations
classiques sur les ondes acoustiques sont plutôt faibles pour le schéma de relaxation. La
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discontinuité de contact est bien moins lissée avec le schéma de relaxation qu’avec le
schéma de Rusanov, ce qui suggère une meilleure précision. En effet, la figure 4.2 montre
qu’on a besoin de cent fois plus de temps avec le schéma de Rusanov pour atteinte la
même erreur qu’avec le schéma de relaxation.

4.3.2 Cas test 2 : phase liquide évanescente avec des chocs

Dans ce cas test, la donnée initiale à gauche n’a pas de liquide, ce qui correspond à
αl = 0 (en pratique αl = 10−10). On considère une structure d’ondes choc-contact-choc
pour le champ de vapeur, tandis que les autres champs sont juste soumis au contact. La
structure est donnée dans la figure 4.3. La donnée initiale est la suivante

UL = (1.0.10−10,1.0,0.3,0.8,0.5,0.6,0.5, ),
− 0.66086132955857257,0.54048985831522922,1.4101040855979630),

UR = (0.8,2.1958716914805883,0.3,0.9,

− 0.49798559025814237,0.54048985831522922,1.4101040855979630).

(4.31)

Les solutions approchées sur la figure 4.3 donnent une comparaison intéressante. D’une
part, le schéma de relaxation suit le contact bien mieux que le schéma de Rusanov et
n’oscille pas sur l’état gauche constant, qui correspond à un régime de fraction statistique
faible. D’autre part, les états intermédiaires proches du champ de vapeur sont plutôt bien
capturés par le schéma de relaxation, même pour un maillage de 100 cellules. Au contraire,
on voit que le schéma de Rusanov approxime mal ces états.

4.3.3 Couplage avec les termes sources

La figure 4.4 présente des résultats numériques qui intègrent partie convective (résolue
avec le schéma de relaxation) et termes sources. On regarde l’influence des temps de
relaxation K concernant les transferts mécaniques uniquement, les coefficients dkl sont
fixés à 1.

On observe l’éloignement des solutions de la solution hors équilibre (K = dkl = 0)
lorsque K augmente. Bien que les différentes solutions s’intersectent et montrent ainsi
que l’on n’a pas de propriété de monotonie sur les solutions de l’équation différentielle
(4.24), la solution semble se régulariser lorsque K atteint ses plus grandes valeurs.

De plus, on retrouve bien des états à l’équilibre en pression (loi de Dalton : pl = pv+pg)
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Figure 4.1 – Cas test 1 : solution pour 100 mailles à t = 0.08. Onde de contact de vitesse
ul = 0.2. Donnée initiale donnée dans (4.30).
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Figure 4.2 – Cas test 1 : erreur L1 par rapport à ∆x et erreur L1 par rapport au coût
de calcul. Le tracé de ug n’est pas représenté, car très proche de celui de uv.
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Figure 4.3 – Cas test 2 : solution pour 100 mailles à t = 0.02. Onde de contact de
vitesse ul = 0.3, choc uv − cv de vitesse -3.3155813734376762 et choc uv + cv de vitesse
3.0689467170729379. Donnée initiale donnée dans (4.31).
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Figure 4.4 – Influence des temps de relaxation K sur le problème de Riemann 4.30.
La partie convective est résolue avec le schéma de relaxation et les termes sources par le
schéma présenté en partie 4.2.3
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et en vitesse sur les états constants gauche et droit.

4.4 Conclusion

Ce travail confirme le comportement convaincant du schéma de relaxation déjà connu
pour les mélanges diphasiques (et triphasiques [65]), dont l’adaptation est quasiment
directe. Pour une erreur donnée, il est bien plus performant que le schéma de Rusanov (un
ordre 100 sur le temps de calcul), ce qui est discriminant dans une approche industrielle.
De plus, les régimes à fractions statistiques faibles sont approchés avec robustesse. Enfin,
les premières simulations globales donnent des résultats cohérents et encourageants.

4.5 Annexe : résolution numérique du problème de
Riemann de relaxation

On détaille dans cette annexe les éléments nécessaires à la mise en œuvre du schéma
de relaxation.

Définitions et notations

Dans le but d’alléger les notations, on note dans cette section α = αl et
ᾱ = 1 − α. On notera aussi ∆α = αR − αL = −∆ᾱ.

Les solutions classiques du problème de relaxation vérifient des équations d’énergie
(de relaxation) similaires au cadre original. On réfère à [65, Sec.3] pour plus de détails.

Soit (UL,UR) ∈ Ω2
U une paire d’états initiaux dans le cadre relaxé. On introduit les no-

tations suivantes, dépendant uniquement de ces derniers états, qui permettront de définir
les solutions.
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u#
k = 1

2(uk,L + uk,R) −
1

2ak
(πk(τk,R,Tk,R) − πk(τk,L,Tk,L)),

π#
k = 1

2
(πk(τk,R,Tk,R) + πk(τk,L,Tk,L)) −

ak
2 (uk,R − uk,L),

τ#
k,L = τk,L +

1
ak

(u#
k − uk,L),

τ#
k,R = τk,R −

1
ak

(u#
k − uk,R).

Le théorème principal [65, 3.7] établit que si les paramètres de relaxation ak sont assez
grands, tels que pour k = l, v, g, τ#

k,L > 0 et τ#
k,R > 0, alors le problème de relaxation admet

des solutions si, et seulement si

Θ(max
k

{uk,L − akτk,L}) < ∑
k=g,v

(π#
l − π#

k )∆ᾱ < Θ(min
k

{uk,R + akτk,R}), (4.32)

où

Θ(x) = θl(x) + θv(x) + θg(x), (4.33)

avec

θk(u∗l ) = ak(αk,L + αk,R)(u∗l − u#
k )

+ 2a2
k

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

αk,Lτ
#
k,LM0(αk,L

αk,R
,

1−M∗
k

1+M∗
k
), avecM∗

k =
u#

k
−u∗l

akτ
#
k,L

si u#
k ≥ u∗l ,

αk,Rτ
#
k,RM0(αk,R

αk,L
,

1−M∗
k

1+M∗
k
), avecM∗

k =
u#

k
−u∗l

akτ
#
k,R

si u#
k ≤ u∗l .

La fonctionM0 est définie par

M0(ν,ω) =
1
2
⎛
⎝

1 + ω2

1 − ω2(1 + 1
ν
) −

¿
ÁÁÀ(1 + ω2

1 − ω2)
2

(1 + 1
ν
)

2

− 4
ν
)
⎞
⎠
, (4.34)

avec l’extension par continuité à ω = 1 parM0(ν,1) = 0.

Lorsque la condition (4.32) est vérifiée, il existe un unique u∗l solution du problème de

115



Chapitre 4 – Simulation d’un modèle multivitesses pour un mélange diphasique hybride

point fixe suivant

Θ(u∗l ) = ∑
k=g,v

(π#
l − π#

k )∆ᾱ. (4.35)

Remarque 11. (Solutions dissipant l’énergie) Précisons que cette unique solution au
problème de point fixe peut mener à plusieurs solutions au problème de Riemann, selon le
taux de dissipation d’énergie renseigné par l’utilisateur. En effet, dans le but d’assurer la
positivité des densités dans les états intermédiaires pour des valeurs extrêmes des fractions,
il est parfois obligatoire d’imposer une dissipation stricte d’énergie à travers l’onde ul.
Ainsi, il existe toujours une unique solution au problème de point fixe (4.35). Sous cette
hypothèse, il y a plusieurs solutions au problème de Riemann, mais une seule pour un
taux de dissipation donné. On renvoie à [65, Rem. 3.6] pour un exemple précis, et à [19,
Sec. 4.6] pour une explication complète et la construction de ces solutions.

Dans la suite, on ne considère pas les cas avec dissipation d’énergie et on réfère aux
papiers cités dans la remarque. Le champ k ∈ {l, v, g} est décrit par son vecteur phasique
de relaxation Uk = (αk, αkρk, αkρkuk, αkρkTk).

4.5.1 Calcul des paramètres de relaxation

Dans le but d’assurer la condition de Whitham, la positivité des états intermédiaires
et l’existence d’une solution au problème de point fixe, les paramètres de relaxation ak

peuvent être calculés de la façon suivante, où η > 0 est un petit paramètre fixé à 0.01 par
exemple.

1. Sur chaque cellule j, définir aj = (1 + η)max(ρj,Lcj(ρj,L), ρj,Rcj(ρj,R)),

2. Sur chaque cellule j, faire {aj = (1 + η)aj} tant que (τ#
j,L ≤ 0 ou τ#

j,R ≤ 0),

3. Faire {∀j, aj = (1 + η)aj} tant que la condition (4.32) n’est pas vérifiée.

On renvoie à [65, App. B.1] pour plus de détails sur ces calculs.

4.5.2 Résolution du problème de point fixe

ä On calcule les paramètres ak afin de vérifier (1) et (2),

ä On définit les fonctions M0 et Θ de (4.34)-(4.33),
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ä Si (4.32) est vérifiée, le problème de point fixe (4.35) peut être résolu en utilisant une
méthode de Newton ou de dichotomie. Sinon, les paramètres de relaxation doivent
être mis à jour en suivant l’étape (3) décrite ci-dessus.

4.5.3 Solution de la phase liquide

La phase liquide (voir [65, Prop. 3.4]) est constituée de quatre états donnés sur la
figure 4.5a

α−l = αl,L, τ−l = τ#
l,L +

1
al

(u∗l − u#
l ), u−l = u∗l , T −l = Tl,L,

α+l = αl,R, τ+l = τ#
l,R −

1
al

(u∗l − u#
l ), u+l = u∗l , T +l = Tl,R.

Cette solution préserve l’énergie phasique de relaxation.

4.5.4 Solutions de la phase gazeuse

Les solutions pour les champs v et g, voir [65, Prop. 3.6], ont trois états intermédiaires
avec trois configurations d’ondes possibles, selon les positions relatives de u∗l et uk, k = v, g.
Les autres configurations ne sont pas envisagées et n’apparaissent pas sous nos hypothèses,
on renvoie à [65, 3.1] pour plus de détails.

ä Si u#
k > u∗l , la configuration d’ondes est donnée sur la figure 4.5b.

On calcule νk = ᾱL

ᾱR
, M∗

k = (u#
k − u∗l )/(akτ

#
k,L) et Mk = M0(νk, 1−M∗

k

1+M∗
k
). Les états

intermédiaires sont alors les suivants

α−k = αk,L, τ−k = τ#
k,L

1 +M∗
k

1 −Mk

, u−k = u∗l + akMkτ
−
k , T −k = Tk,L,

α+k = αk,R, τ+k = τ#
k,L

1 +M∗
k

1 + νkMk

, u+k = u∗l + νkakMkτ
+
k , T +k = Tk,L,

αk,R∗ = αk,R, τk,R∗ = τ#
k,R + τ

#
k,L

M∗
k − νkMk

1 + νkMk

, uk,R∗ = u∗l + νkakMkτ
+
k , Tk,R∗ = Tk,R.

ä Si u#
k < u∗l , la configuration d’ondes est donnée sur la figure 4.5c.

On calcule νk = ᾱR

ᾱL
, M∗

k = −(u#
k − u∗l )/(akτ

#
k,R) et Mk = M0(νk, 1−M∗

k

1+M∗
k
). Les états

intermédiaires sont alors les suivants
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αk,L∗ = αk,L, τk,L∗ = τ#
k,L + τ

#
k,R

M∗
k − νkMk

1 + νkMk

, uk,L∗ = u∗l − νkakMkτ
−
k , Tk,L∗ = Tk,L,

α−k = αk,L, τ−k = τ#
k,R

1 +M∗
k

1 + νkMk

, u−k = u∗l − νkakMkτ
−
k , T −k = Tk,R,

α+k = αk,R, τ+k = τ#
k,R

1 −M∗
k

1 −Mk

, u+k = u∗l − akMkτ
+
k , T +k = Tk,R.

ä Si u#
k = u∗l , la configuration d’ondes est donnée sur la figure 4.5d.

Les états intermédiaires sont alors les suivants

α−k = αk,L, τ−k = τ#
k,L, u−k = u∗k = u#

k , T −k = Tk,L,
α+k = αk,R, τ+k = τ#

k,R, u+k = u∗k = u#
k , T +k = Tk,R.

Dans ces trois cas, la solution vérifie une inégalité d’énergie pouvant prendre en compte
une éventuelle dissipation, voir remarque 11.

(a) Configuration d’ondes relatives à la phase
liquide

(b) Configuration d’ondes relative aux phases
k = v, g avec uk > u∗l

(c) Configuration d’ondes relative aux phases
k = v, g avec uk < u∗l

(d) Configuration d’ondes relative aux phases
k = v, g avec uk = u∗l

Figure 4.5 – Configurations d’ondes phasiques
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4.5.5 Calcul des flux numériques

Une fois que la solution du problème de Riemann relaxé ξ ↦WR(ξ,M(WR),M(WR))
est connue, les flux dans le cadre original sont donnés par

F±(Wl,WR) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(u∗l )±∆α
αρlul

ᾱρvuv

ᾱρgug

αρlu2
l + αlπl +

(u∗l )±
u∗

l
(πv + πg)∆α

ᾱρvu2
v + ᾱπv −

(u∗l )±
u∗

l
πv∆ᾱ

ᾱρgu2
g + ᾱπg −

(u∗l )±
u∗

l
πg∆ᾱ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(WR(ξ,M(WL),M(WR))), (4.36)

où u∗l est la solution du problème de point fixe (4.35), avec la notation (u∗l )+ =
max(u∗l ,0), (u∗l )− = min(u∗l ,0). Les fonctions x ↦ (x)±/x sont prolongées par 0 en x = 0.
Finalement, π∗k∆αk = π#

k ∆αk + θk(u∗l ).
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Chapitre 5

GÉNÉRALISATION D’UN MODÈLE

MULTIVITESSES AVEC MISCIBILITÉ

Ce chapitre s’intéresse à la généralisation d’un modèle du type Baer-Nunziato pour
un écoulement multiphasique hybride contenant un nombre arbitraire de phases.

Dans cette approche multifluides, la dynamique de chaque composant est décrite par
un modèle de type Euler et les différents systèmes sont couplés à l’aide de termes non
conservatifs contenant des quantités dites interfaciales. Des termes sources modélisent le
retour à l’équilibre thermodynamique et en vitesse. Des lois de fermeture ont été étudiées
dans [16, 40] respectivement dans les cas diphasique et triphasiques. Plus récemment, des
techniques alternatives sur ce sujet ont été proposées comme l’utilisation de calcul formel
[23] ou une modélisation stochastique [62]. L’analyse de ce modèle pour un écoulement
diphasique a été faite par exemple dans [20, 27], et une généralisation de ces propriétés a
été proposée dans [61] dans le cas d’un mélange immiscible. Plus récemment, ces résultats
ont été étudiés dans des cas hybrides [43, 45]. Dans la continuité de ces travaux, ce chapitre
est une généralisation de [61] en ajoutant des composants miscibles, et de [43, 45] en
considérant un nombre arbitraire de phases.

Pour des raisons de clarté, on rappelle que le terme "phase" réfère à un état de la
matière, "composant" à une substance chimique et "champ" à un composant dans une
phase donnée. Ainsi, un mélange diphasique hybride composé d’eau liquide, de sa vapeur
et d’un gaz est un mélange diphasique à trois champs et deux composants, voir [45]. Cet
exemple sera utilisé au long du chapitre pour illustrer des résultats.

Ce travail se concentre sur la modélisation d’un mélange de N phases et M champs,
avec N ≤ M , où toute la miscibilité est contenue dans la N ième phase. Cette situation
correspond à une dernière phase gazeuse, sans miscibilité dans les autres états de la
matière. Les composants miscibles sont supposés partager le même volume, et ainsi leurs
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fractions statistiques sont les mêmes

∀k ≥ N, αk = αN . (5.1)

Puisque l’on considère que le vide ne peut apparaître, la contrainte de volume globale
est

N

∑
k=1
αk = 1, (5.2)

avec αk ∈ [0; 1] pour tout k = 1, ...,N . Les équations d’évolutions sont écrites en dimension
un pour des raisons de clarté. Ce travail peut être étendu au cas multidimensionnel.

La structure de ce chapitre est la suivante.
La première partie présente le modèle en introduisant le cadre thermodynamique,

le système d’équations et l’équation d’évolution de l’entropie du mélange. On démontre
ensuite l’unicité des termes de pressions interfaciales sous une hypothèse classique sur
la vitesse d’interface (égale à une combinaison convexe des vitesse phasiques). Dans la
troisième partie, l’analyse de la partie convective est faite en étudiant son hyperbolicité et
sa symétrisation. Finalement on présente les contraintes que doivent satisfaire les termes
sources de sorte à satisfaire le second principe.

5.1 Modèle

5.1.1 Cadre thermodynamique

Le fluide est composé de N ≥ 2 phases qui sont immiscibles, où seule la dernière phase
N peut contenir K ≥ 1 composants. Le fluide est alors composé deM = N +K −1 champs.
En d’autres termes, on considère un mélange de N phases et M champs, où la phase N
contient tous les composants miscibles du fluide. On définit K l’ensemble des champs, et
on a alors #K =M .

1 2 3 ... N, N+1, ..., M

Dans le cas diphasique hybride,M est égal à 3, N à 2 et la représentation schématique
précédente est l v, g . Plus tard, on se réfèrera à cette situation comme le cas {N =
2,M = 3}, où l = 1, v = 2 et g = 3.
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Équations d’état

Chaque champ k ∈ K est décrit par son volume spécifique τk > 0 et son énergie interne
spécifique ek > 0. Le comportement thermodynamique de chacun est décrit par sa fonction
d’entropie intensive (τk, ek)↦ sk(τk, ek) définie sur Ωk ⊂ (R+∗)2, qui est une équation d’état
complète. Dans la suite, une telle fonction sera supposée concave. On rappelle la forme
différentielle suivante

Tkdsk = dek + pkdτk, (5.3)

où la température phasique Tk = Tk(τk, ek) et la pression phasique pk = pk(τk, ek) sont
définies par

1
Tk

= ∂sk
∂ek

∣
τk

, pk = Tk
∂sk
∂τk

∣
ek

, (5.4)

et le potentiel chimique par la relation

µk = −Tksk + pkτk + ek. (5.5)

Les températures phasiques Tk seront supposées strictement positives.

Contraintes volumiques et entropie du mélange

On donne à présent la description du comportement thermodynamique du mélange.
La conservation du volume et les hypothèses de miscibilité donnent les relations suivantes
sur les fractions statistiques

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∑N
k=1αk = 1,

αk = αN pour k ≥ N,
(5.6)

et les dérivées satisfont

N−1
∑
k=1

∂xαk = −∂xαN . (5.7)

Dans la suite, plusieurs arguments reposeront sur ces contraintes. On définit le vecteur
d’état du champ k par

Yk = (αk, ρk, vk, ek),
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où ρk = 1/τk et vk est la vitesse de la phase. Pour un état du mélange donné (ρ, e),
l’entropie du mélange est définie comme la combinaison des entropies phasiques avec les
poids mk = αkρk. En notant Y = ⋃k∈KYk, elle s’écrit

σ(Y) = ∑
k∈K

mksk(Yk). (5.8)

Finalement, l’énergie totale spécifique de la phase k est notée Ek = ek + v2
k/2.

5.1.2 Système d’équations

Soit W le vecteur d’inconnues, défini par

W = (α1, ..., αN ,W 1, ...WM)T , W k =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

mk

mkvk

mkEk

⎞
⎟⎟⎟
⎠
. (5.9)

En procédant comme dans [45, 40, 43, 61], les équations du fluide contiennent N
équations de transport sur αk, pour k = 1, ...,N

∂tαk + VI(Y)∂xαk = Φk(Y), (5.10)

avec, pour k ∈ K, les systèmes du type Euler suivants

∂tWk + ∂xf(Wk) +Ck∂xα = Sk, (5.11)

où

f(W)k =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

mkvk

mkv2
k + αkpk

mkvk(Ek + pk

ρk
)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, α =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

α1

⋮
αM

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.12)

et

Ck =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 ⋯ ⋯ 0 ⋯ ⋯ 0
Pk,1 ⋯ Pk,k−1 0 Pk,k+1 ⋯ Pk,M

VIPk,1 ⋯ VIPk,k−1 0 VIPk,k+1 ⋯ VIPk,M

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, Sk =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

Γk
Sq,k

SE,k

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.13)
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où la kième colonne contient des termes nuls. Dans la suite, on notera également
Y = ⋃k∈KYk.

Dans le but d’identifier ce modèle à des cas pratiques, on réfère à [45] pour le cas
{N = 2,M = 3} et [43] pour le cas {N = 3,M = 4}.

Des termes sources Φk, Γk, Sq,k, SE,k doivent être choisis en accord avec le second
principe de la thermodynamique. Précisons que les termes (Φk)k=1,...,N sont seulement
définis pour les N premières fractions statistiques.

Les échanges entre les différents champs sont modélisés par des termes non conservatifs
dans les équations (5.10) et (5.11), contenant la vitesse interfaciale VI et les pressions
interfaciales (Pk,l), définies pour k ≠ l. Ces termes doivent être précisés dans le but de
fermer le système, ce qui sera fait dans la partie 5.1.3.

L’ensemble d’équations pour le cas eau-gaz {N = 2,M = 3} est

∂tαl + VI(Y)∂xαl = Φl(Y),

et

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(ml) + ∂x(mlvl) = Γl(Y),
∂t(mlvl) + ∂x(mlv2

l + αlpl) + (Pl,v(Y) + Pl,g(Y))∂xαl = Sq,l(Y),
∂t(mlEl) + ∂x(mlvl(El + pl

ρl
)) + (Pl,v(Y) + Pl,g(Y))VI(Y)∂xαl = SE,l(Y),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(mv) + ∂x(mvvv) = Γv(Y),
∂t(mvvv) + ∂x(mvv2

v + αvpv) − (Pv,l(Y) + Pv,g(Y))∂xαl = Sq,v(Y),
∂t(mvEv) + ∂x(mvvv(Ev + pv

ρv
)) − (Pv,l(Y) + Pv,g(Y))VI(Y)∂xαl = SE,v(Y),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂t(mg) + ∂x(mgvg) = Γg(Y),
∂t(mgvg) + ∂x(mgv2

g + αgpg) − (Pg,l(Y) + Pg,v(Y))∂xαl = Sq,g(Y),
∂t(mgEg) + ∂x(mgvg(Eg + pg

ρg
)) − (Pg,l(Y) + Pg,v(Y))VI(Y)∂xαl = SE,g(Y),

où Γg(Y) = 0 puisque le gaz est inerte.

Remarque 12. Similairement à [43, 45], on considère que les termes sources et les fer-
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metures interfaciales ne dépendent que de Y. Ils pourraient aussi dépendre des dérivées
de Y, comme suggéré par exemple dans [41, 67].

Puisque l’on considère un système fermé, la masse totale, le moment et l’énergie doivent
s’équilibrer et ainsi les termes sources vérifier

∑
k∈K

Γk(Y) = 0, ∑
k∈K

Sq,k(Y) = 0, ∑
k∈K

SE,k(Y) = 0. (5.14)

Puisque l’on ne considère pas d’apparition de vide, les termes sources sur les fractions
vérifient

N

∑
k=1

Φk(Y) = 0. (5.15)

De plus, les termes de pressions interfaciales (Pk,l) doivent s’annuler

∑
k∈K
∑
l∈K
l≠k

Pk,l(Y)∂xαl = 0, (5.16)

dans le but de préserver les équations conservatives du mélange sur le moment et l’énergie.

Production d’entropie

L’entropie du mélange a été définie dans (5.8), et en manipulant les équations d’évolu-
tion sur les densités phasiques, énergies cinétiques et énergies internes [43, Appendix A],
on obtient l’équation suivante

∂tσ(Y) + ∂xfσ(Y) = Aσ(Y, ∂xY) +RHSσ(Y), (5.17)

où fσ(Y) = ∑
k∈K

mkskvk est le flux d’entropie et les termes de production sont définis par

Aσ(Y, ∂xY) = ∑
k∈K

1
Tk

(vk − VI)(∑
l∈K
l≠k

Pk,l(Y)∂xαl + pk∂xαk), (5.18)

qui correspond à la contribution interfaciale, et
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5.1. Modèle

RHSσ(Y) = ∑
k∈K

1
Tk

(SE,k(Y) − Γk(Y)ek − vk(Sq,k(Y)

− 1
2Γk(Y)vk) + ρk

∂ek
∂ρk

(ρkΦk(Y) − Γk(Y)))

+∑
k∈K

(skΓk(Y) + ρk
∂sk
∂ρk

(Γk(Y) − ρkΦk(Y))),

qui correspond à la contribution des termes sources. D’après le second principe de la
thermodynamique, ces termes de production doivent être positifs. En suivant [16, 40]
dans le cas diphasique et triphasique, notre but est de déterminer des contraintes telles
que

Aσ(Y, ∂xY) = 0, (5.19)

qui définit le modèle dit de dissipation minimale d’entropie [45], ce qui est l’objet de la
partie suivante. Le second terme RHSσ concerne les termes sources et sera étudié en
partie 5.3.

5.1.3 Définition des pressions interfaciales

Le système d’équations aux dérivées partielles (5.10)-(5.11) requiert une unique défi-
nition des termes de pressions interfaciales. Ceci a été fait pour des écoulements à deux,
trois et N phases dans [16, 40, 61], ou plus récemment dans des mélanges hybrides dans
[43, 45].

Dans ce but, on postule que la vitesse interfaciale est une combinaison convexe (en
postulant l’invariance Galiléenne) des vitesses phasiques

VI(Y) = ∑
k∈K

βk(Y)vk, (5.20)

avec

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∑k∈K βk(Y) = 1

βk(Y) ≥ 0 ∀k ∈ K
. (5.21)

Déterminer ces pressions interfaciales (Pk,l) comme c’est fait dans [61] est hors d’at-
teinte à cause des hypothèses de miscibilité qui correspondent mathématiquement à ajou-
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ter des inconnues sans ajouter d’équations. Néanmoins, ces contraintes permettent de faire
ce travail pour un autre ensemble de termes de pression que l’on définit ici.

Introduisons les termes interfaciaux (Kk,l), définis pour k = 1, ...,M et l = 1, ...,N − 1.
Pour des raisons de clarté, on s’autorise à écrire les termes initiaux (Pk,l) pour k = l.

Définition 10. Pour k = 1, ...,M et l = 1, ...,N − 1, on définit

Kk,l = Pk,l(1 − δk,l) −
M

∑
j=N

Pk,j(1 − δk,j). (5.22)

Les coefficients (χk,l) sont définis pour les mêmes indices par

χk,l = δk,l −
M

∑
j=N

δk,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si k ≤ N − 1 et k ≠ l,
1 si k = l,
−1 si k ≥ N pour tout l ≤ N − 1,

(5.23)

où δk,l est le symbole de Kronecker.

Pour le cas diphasique hybride {N = 2,M = 3}, il y a seulement trois coefficients Kk,l

qui sont :

Kl,l = −(Pl,v + Pl,g), Kv,l = Pv,l − Pv,g, Kg,l = Pg,l − Pg,v. (5.24)

On introduit à présent le lemme suivant 1 qui donne une réécriture très importante
dans la suite de ce travail.

Lemme 1. Pour tout k = 1, ...,M , on a les deux relations

∑
l∈K
l≠k

Pk,l∂xαl =
N−1
∑
l=1

Kk,l∂xαl, (5.25)

∑
l∈K
l≠k

Pk,l∂xαl + pk∂xαk =
N−1
∑
l=1

(Kk,l + χk,lpk)∂xαl. (5.26)

Démonstration. En utilisant les contraintes de miscibilité (5.6) et les relations (5.7), on
peut réécrire la somme
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5.1. Modèle

∑
l∈K
l≠k

Pk,l∂xαl =
N−1
∑
l=1

Pk,l(1 − δk,l)∂xαl +
M

∑
j=N

Pk,j(1 − δk,j)∂xαj (5.27)

=
N−1
∑
l=1

Pk,l(1 − δk,l)∂xαl + ∂xαN
M

∑
j=N

Pk,j(1 − δk,j)

=
N−1
∑
l=1

Pk,l(1 − δk,l)∂xαl −
N−1
∑
l=1

∂xαl
M

∑
j=N

Pk,j(1 − δk,j)

=
N−1
∑
l=1

(Pk,l(1 − δk,l) −
M

∑
j=N

Pk,j(1 − δk,j))∂xαl

=
N−1
∑
l=1

Kk,l∂xαl,

où Kk,l a été défini dans (5.22).
La seconde relation peut être déduite de la première, il suffit d’exprimer le terme

pk∂xαk comme une fonction de (∂xαl)1≤l≤N−1, qui est

pk∂xαk =
N−1
∑
l=1

χk,lpk∂xαl, (5.28)

où χk,l est défini par (5.23). On en déduit alors (5.26).

Ces relations nous permettent de réécrire les expressions faisant intervenir (∂xαl)1≤l≤M
en fonction des N − 1 premières quantités (∂xαl)l≤N−1.

En utilisant le lemme 1, les équations sur l’énergie et le moment (5.11) se réécrivent

∂t(αkρkvk) + ∂x(αkρkv2
k + αkpk) +

N−1
∑
k=1

Kk,l∂xαl = 0, (5.29)

∂t(αkρkEk) + ∂x(αkρkvk(Ek + pk/ρk)) +
N−1
∑
k=1

Kk,lVI∂xαl = 0. (5.30)

Ainsi, nous avons réduit le nombre d’inconnues interfaciales. En effet, il y avaitM(M−
1) coefficients (Pk,l) et à présente, il y aM(N −1) coefficients (Kk,l). On peut maintenant
réécrire la condition de dissipation minimale d’entropie (5.19) en fonction des (Kk,l).
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Lemme 2. Le terme Aσ(Y, ∂xY) s’écrit

Aσ(Y, ∂xY) = ∑
k∈K

1
Tk

(vk − VI)
N−1
∑
l=1

(Kk,l + χk,lpk)∂xαl, (5.31)

avec (χ)k,l défini par (5.23).

Démonstration. Cela consiste à réécrire (5.19) en fonction des N − 1 premiers (∂xαk),
grâce au lemme 1.

Donnons à présent le résultat principal de ce chapitre

Proposition 15. (Production minimale d’entropie par les états interfaciaux)
Supposons que (5.16) est vérifiée. Si toutes les températures phasiques sont strictement po-
sitives, alors pour toute combinaison convexe (5.20), les termes de pressions interfaciales
(Kk,l) sont définis de façon unique.

Démonstration. La structure de la preuve est similaire à [61]. On détermine des équations
grâce à :

1. L’indépendance des dérivées N − 1 premières dérivées (∂xαk)
2. L’indépendance des vitesses relatives (vk+1 − vk)
On obtient alors N−1 systèmes linéaires, un pour chaque l = 1, ...,N−1, en les variables

(Kk,l)k=1,...,M . Tous sont définis par la même matrice, il suffit alors de montrer que cette
dernière est inversible en calculant son déterminant.

Selon (5.7), les (∂xαl)1≤l≤N−1 doivent être indépendantes. En utilisant cela et le lemme
2, imposer Aσ(Y, ∂xY) = 0 est équivalent à écrire pour l = 1, ...,N−1 les relations suivantes

∑
k∈K

1
Tk

(vk − VI)(Kk,l + χk,lpk) = 0. (5.32)

En utilisant la combinaison convexe (5.20), on réécrit les différences vk − VI comme

vk − VI =
k−1
∑
i=1

i

∑
j=1

(−βj)(vi − vi+1) +
M−1
∑
i=k

M

∑
j=i+1

(βj)(vi − vi+1), (5.33)

ce qui nous permet de réarranger (5.32) en fonction des différences indépendantes (vi −
vi+1). Introduisons les coefficients ci et ci définis pour i = 1, ...,M − 1

ci =
i

∑
j=1
βj, c

i =
M

∑
j=i+1

βj. (5.34)
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5.1. Modèle

On obtient les relations suivantes

i

∑
k=1

1
Tk
ciKk,l −

M

∑
k=i+1

1
Tk
ciKk,l =

i

∑
k=1

1
Tk
ciχk,lpk −

M

∑
k=i+1

1
Tk
ciχk,lpk, (5.35)

pour l = 1, ...,N − 1 et i = 1, ...,M − 1. On définit, pour les mêmes indices

dil =
i

∑
k=1
akc

iχk,lpk −
M

∑
k=i+1

akciχk,lpk et ai =
1
Ti
.

On obtient le système défini par les équations suivantes pour l = 1, ...,N − 1 et i =
1, ...,M − 1

i

∑
k=1

ciakKk,l −
M

∑
k=i+1

ciakKk,l = dil. (5.36)

Autrement dit, pour l = 1, ...,N − 1, il y a M − 1 équations pour M inconnues qui sont
les (Kk,l)1≤k≤M . Ce peut être compensé en considérant la contrainte (5.16) qui donne, en
utilisant (5.22) et l’indépendance des (∂xαl)l≤N−1, pour l = 1, ...,N − 1

∑
k∈K

Kk,l = 0. (5.37)

On a alors N − 1 systèmes linéaires de taille M ×M , pour chaque l ∈ {1, ...,N − 1}, qui
sont

AK l = dl, (5.38)

avec

ä A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c1a1 −c1a2 −c1a3 ⋯ −c1aM

c2a1 c2a2 −c2a3 ⋯ −c2aM

⋮ ⋮
cM−1a1 cM−1a2 ⋯ cM−1aM−1 −cM−1aM

1 1 ⋯ ⋯ 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

ä K l = (K1,l,K2,l, ...,KM,l)⊺,

ä dl = (d1
l , d

2
l , ..., d

M
l )⊺.

Finalement, on doit montrer que A est inversible et ainsi que les (Kk,l) sont définis
de façon unique.
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Notons

D = detA. (5.39)

L’idée de la preuve est de développer ce déterminant le long de la dernière ligne,
puis d’exprimer les mineurs de taille M − 1 avec un déterminant 2 × 2 grâce à M − 3
développements.

Deux relations doivent être rappelées ici. Pour i = 1, ...,M − 1, on a

ci + ci = 1, ci+1 − ci = −βi. (5.40)

En développant D sur la dernière ligne et en factorisant par āi, on a

D =
M

∑
i=1

(−1)M+iāiDi, (5.41)

où Di est le mineur formé en retirant la dernière ligne et la iième colonne, et āi =∏M
j≠i aj.

Pour i = 1, ...,M − 1, on a

Di = det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c1 −c1 ⋯ −c1 −c1 ⋯ −c1

c2 c2 ⋯ ⋯ −c2

⋱ −ci−1 −ci−2

⋮ ⋱ ci−1 −ci−1 ⋮
ci −ci
ci+1 ci+1

⋮ ⋮ ⋱
cM−1 cM−1 ⋯ cM−1 cM−1 ⋯ −cM−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (5.42)

ainsi, en écrivant la colonne Cj = (−c1, ...,−cj−1, cj, ..., cM−1)⊺ ∈ RM−1, on a

Di = det (C1 C2 ... Ci−1 Ci+1... CM) . (5.43)

Alors, Di peut être réduit à un déterminant d’ordre deux avec M − 3 opérations :

ä C1 ← C1 − C2 et un développement le long de C1 est fait i − 2 fois,

ä Cn ← Cn − Cn−1 et un développement le long de Cn est fait M − (i + 1) fois, où n est
la taille du mineur considéré.
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Un facteur (−1) apparaît pour chaque opération du second type, ce qui donne

Di = (−1)M−(i+1) det
⎛
⎝
ci−1 −ci−1

ci −ci
⎞
⎠
, (5.44)

donc, grâce à la relation (5.34), on peut exprimer ce déterminant par

Di = (−1)M−(i+1)(−βi) (5.45)

= (−1)M−iβi,

pour i = 2, ...,M − 1. D’autre part, les cas i = 1 et i =M donnent D1 = c1 et DM = cM−1.
En revenant à (5.41), on a

D = ā1c1 + āMcM−1 +
M−1
∑
i=2

(−1)M+iāi(−1)M−iβi, (5.46)

ce qui se simplifie en

D = ā1c1 + āMcM−1 +
M−1
∑
i=2

āiβi > 0. (5.47)

Puisque
M

∑
i=1
βi = 1 et ai > 0 pour tout i = 1, ...,M , alors detA > 0 et les termes

interfaciaux (Kk,l) sont entièrement déterminés, et ce, de façon unique.

Donnons un exemple pour {N = 2,M = 3}, étudié dans [45]. Comme vu précédemment
dans (5.24), on doit seulement déterminer trois termes (Kk,l)k=l,v,g puisque N = 2. On
obtient les expressions simples

Kl,l = −(pv + pg), Kv,l = pv, Kg,l = pg. (5.48)

On se réfère à [45, Prop. 1] pour la preuve complète. Le cas {N = 3,M = 4} est plus
difficile et détaillé dans [43, Prop. 1].

Remarque 13. (Préservation des équilibres en pression) Une propriété importante est la
préservation d’un état initial au repos où le fluide est supposé à l’équilibre thermodyna-
mique : les pressions phasiques satisfont la loi de Dalton, les températures phasiques sont
égales et les vitesses sont nulles. Une explication complète est donnée dans [44, Annexe
A] dans le cas triphasique immiscible.
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5.2 Analyse

Dans cette partie, on étudie l’hyperbolicité et la symétrisation du système. L’hyperbo-
licité donne un cadre connu pour résoudre les équations. La symétrisation est importante
pour montrer l’existence d’une solution locale en temps pour un problème de Cauchy, en
appliquant le théorème de Kato [57].

ä Dans le cas conservatif, l’existence d’une fonction d’entropie entraîne la symétrisa-
tion du système grâce au théorème de Godunov-Mock [36, Theorem 3.1].

ä Dans le cas non conservatif, ce théorème ne s’applique pas et ainsi la symétrisation
doit être démontrée à la main. On peut toutefois citer des avancées récentes à ce
sujet [23].

5.2.1 Hyperbolicité

D’abord, on considère le système convectif associé à (5.10)-(5.11) et on le réécrit dans
les variables primitivesw = (α1, ..., αN−1,w1, ...,wM), oùwk = (ρk, vk, pk). Pour k = 1, ...,N
on a

∂tαk + VI∂xαk = 0, (5.49)

et pour k ∈ K

∂tρk +
ρk
αk

(vk − VI)∂xαk + vk∂xρk + ρk∂xvk = 0, (5.50)

∂tvk +
1

αkρk

⎛
⎝∑l∈K

Pk,l∂xαl + pk∂xαk
⎞
⎠
+ vk∂xvk +

1
ρk
∂xpk = 0, (5.51)

∂tpk +
ρk
αk

(vk − VI)∑
l∈K
l≠k

C2
k,l∂xαl + ρkc2

k∂xvk + vk∂xpk = 0, (5.52)

où Ck,l et ck sont respectivement les vitesses du son interfaciales et les vitesses du son
phasiques, définies par

C2
k,l = −((∂pk/∂ek)Pk,l/ρ2

k + (∂pk/∂ρk)), (5.53)

c2
k = ∂pk/∂ρk + pk/ρk + pk/ρ2

k(∂pk/∂ek).
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Ensuite, on exprime les (∂xαl)1≤l≤M en fonction des (∂xαl)l≤N−1 en utilisant le lemme
1, ce qui donne

∂tαk + VI∂xαk = 0, (5.54)

∂tρk +
ρk
αk

(vk − VI)
⎛
⎝
(1 −

M

∑
j=N

δk,j)∂xαk − (
M

∑
j=N

δk,j)
N−1
∑
l=1

∂xαl
⎞
⎠

(5.55)

+vk∂xρk + ρk∂xvk = 0,

∂tvk +
1

αkρk

N−1
∑
l=1

(Kk,l + χk,lpk)∂xαl + vk∂xvk +
1
ρk
∂xpk = 0, (5.56)

∂tpk + ρkc2
k∂xvk +

ρk
αk

(vk − VI)
N−1
∑
l=1

γk,l∂xαl + vk∂xpk = 0, (5.57)

avec γk,l = C2
k,l(1 − δk,l) −∑

M
j=N C2

k,j(1 − δk,j) et Kk,l définis par (5.22). Notons que l’on a
utilisé le lemme 2 pour les équations sur les vitesses.

On a alors le système quasi-linéaire

∂tw +B(w)∂xw = 0, (5.58)

où B(w) ∈MN−1+3M(R) est la matrice par blocs

B(w) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

VIIN−1 0 ... 0
A1 B1

... ...

AM BM

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (5.59)

Les matrices Ak ∈M3,N−1(R) et Bk ∈M3(R) sont définies par

Ak =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρk

αk
(vk − VI)(e⊺k(1 −∑

M
j=N δk,j) − 1⊺N−1∑M

j=N δk,j)
1

αkρk
β⊺k

ρk

αk
(vk − VI)γ⊺k

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.60)
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Bk =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

vk ρk 0
0 vk 1/ρk
0 ρkc2

k vk

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.61)

où

ä ek est le kième vecteur unité dans RN−1 quand k < N , avec la convention ek = 0 si
k ≥ N ,

ä 1N−1 est le vecteur dans RN−1 dont toutes les composantes valent 1,

ä les vecteurs βk, γk ∈ RN−1 sont définis, pour l = 1, ...,N − 1, par

βk = (Kk,1 + χk,1pk, ... ,Kk,N−1 + χk,N−1pk)
⊺
, (5.62)

γk = (γk,1, ... , γk,N−1)
⊺
. (5.63)

On constate que les matrices phasiques Bk ne diffèrent pas du cas immiscible [61],
mais les matrices Ak changent. Les éléments propres de B sont exactement les mêmes
que dans ce dernier cas et ses valeurs propres sont :

ä λI,k = VI , k = 1, ...,N − 1

ä λk = vk et λk,± = vk ± ck, k = 1, ...,M .

Remarque 14. La nature et les propriétés de ces champs caractéristiques sont ceux at-
tendus, voir [27] pour leur étude dans le cas diphasique. Précisons que la nature de VI
reste inconnue, et donc ses invariants de Riemann, qui dépendent bien entendu de sa dé-
finition. On peut se référer à [16] où différentes lois de fermetures pour VI sont envisagées
pour un mélange diphasique, permettant de définir des relations de saut de façon unique.

On se tourne à présent vers la détermination des vecteurs propres. La matrice R
composée des vecteurs propres à droite a une structure par blocs et s’écrit

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

R0
I 0 ... 0

R1
I R1

... ...

RM
I RM

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (5.64)
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5.2. Analyse

Les problèmes phasiques sont bien connus et donc Rk l’est, voir (5.68). Pour Rk
I , on

introduit les notations suivantes

κ0 =
M

∏
l=1
αlσl, κk =

M

∏
l=1,≠k

αlσl, k = 1, ...,M (5.65)

σk = δ2
k − c2

k et δk = vk − VI . (5.66)

Ainsi on a

Rk
I = κkρk

⎛
⎜⎜⎜
⎝

αkc2
kβ

⊺
k − δ2

kγ
⊺
k

−(αkβ⊺k − γ⊺k)δk/ρk
−σk(e⊺k(1 −∑

M
j=N δk,j) − 1⊺N−1∑M

j=N δk,j) + αkβ⊺k − γ⊺k

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.67)

R0
I = κ0IN−1, Rk =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 1 1
−ck/ρk 0 ck/ρk
c2
k 0 c2

k

⎞
⎟⎟⎟
⎠
. (5.68)

La matrice R est inversible sous la condition suivante

σk ≠ 0 ⇐⇒ VI ≠ vk ± ck, ∀k = 1, ...,M (5.69)

dite condition de non-résonance.

Proposition 16. Le système (5.10)-(5.11) est hyperbolique sous la condition de non-
résonance (5.69).

La condition de non-résonance apparaît quand un champ vraiment non linéaire associé
à vk±ck est superposé à l’onde de couplage VI . Dans de telles situations, l’espace vectoriel
n’est plus engendré par les vecteurs propres.

5.2.2 Symétrisation

La preuve de la symétrisation repose sur les mêmes arguments que dans [20, 45] et
est exactement la même que dans le cas immiscible à N phases [61]. On construit une
matrice symétrique définie positive P = P (w) telle que PB est symétrique, en utilisant
la structure par blocs de B et ses matrices de vecteurs propres à gauche et droite. On
rappelle ici l’idée générale.
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Chapitre 5 – Généralisation d’un modèle multivitesses avec miscibilité

On définit d’abord P k le symétriseur du problème phasique par

P k =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 −1/c2
k

0 0.5(ρk/ck)2 0
−1/c2

k 0 1.5/c4
k

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (5.70)

qui est une matrice définie positive. De plus, elle est telle que P kBk est symétrique. On
définit alors P k,α sous la condition de non-résonance (5.69) par

P k,α = L⊺
k(Λk − VII3)−1R⊺

kP kAk, (5.71)

où Lk est la matrice de vecteurs propres à gauche de Bk et Λk est la matrice diagonale
constituée des valeurs propres deBk. On rappelle que ces matrices vérifient LkBkRk = Λk

et LkRk = I3. Ainsi on peut définir le symétriseur par B, qui est

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

NPαIN−1 P ⊺
1,α ... P ⊺

M,α

P 1,α P 1

... ...

PM,α PM

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (5.72)

où PαIN−1 doit être renseignée.
Le point central est la relation (V1P k,α + P kAk)⊺ = P ⊺

k,αBk, ce qui correspond à la
symétrie des premières lignes et colonnes de blocs de PB.

Cela repose sur le fait que P ⊺
k,αAk est une matrice symétrique, puisque P ⊺

kRk = L⊺
k.

On prouve à présent que P est définie positive. Soit a = (aα,a1, ...,aM) ∈ RN−1+3M

avec aα ∈ RN−1. On a

a⊺Pa = Pα
N−1
∑
k=1

N−1
∑
i=1

(aα,i + (P ⊺
k,αak)i/Pα)

2
+

M

∑
k=1

1
Pα
a⊺kQak, (5.73)

où Q = PαP k −P k,αP
⊺
k,α. Déterminons une condition sur Pα telle que les termes a⊺kQak

soient positifs.
On considère la décomposition de Cholesky de P k = CkC

⊺
k et on définit la ma-

trice symétrique Ek = C−1
k P

⊺
k,αP k,αC

⊺
k. Ainsi, il existe T k telle que T kEkT

⊺
k = Dk =

diag(µk1, µk2, µk3), où (µki )1≤i≤3 sont les valeurs propres de Ek. Ainsi on a

a⊺kQak = b
⊺
k(PαI3 −Dk)bk =

3
∑
i=1
bk,i(Pα − µki ), (5.74)
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5.3. Termes sources admissibles

avec bk = T ⊺
kC

⊺
kak. En choisissant Pα > maxi,k ∣µki ∣ > 0 le terme a⊺kQak est positif pour

ak ≠ 0, donc a⊺Qa l’est aussi.
Finalement, le système (5.54)-(5.57) est symétrisable et d’après le théorème de Kato

[57], il existe une solution régulière locale en temps au problème de Cauchy.

5.3 Termes sources admissibles

Dans cette dernière partie, on s’intéresse à quelques conditions sur les termes sources
dans le but de satisfaire le second principe de la thermodynamique. On omet la dépendance
en Y des termes sources pour des raisons de lisibilité. On donne d’abord leur forme, puis
on détermine des conditions sur chacune des contributions.

D’abord, remarquons que le terme source de transfert mécanique Φk vérifie

∀k ≥ N,Φk = ΦN ,
N

∑
k=1

Φk = 0, (5.75)

ce qui est une conséquence des contraintes de miscibilité. Ceci nous permet d’utiliser une
réécriture similaire à (5.25) et (5.26), qui nous servira plus tard.

Le terme de transfert de masse Γk est défini comme la somme des contributions

Γk =∑
l∈K
l≠k

Γkl, (5.76)

où Γkl représente le transfert de masse de la phase k vers la phase l. Dans un modèle
pratique, certains de ces termes peuvent être nuls, par exemple dans le cas d’un gaz non
condensable.

La contribution en quantité de mouvement se décompose en un terme de trainée et
un terme de transfert de masse

Sq,k =∑
l≠k
Dkl +∑

l≠k
Γklvkl. (5.77)

Enfin, les termes sources sur l’énergie totale contiennent des termes de transfert ther-
mique, de trainée et de transfert de masse.

SE,k =∑
l≠k

Ψkl +∑
l≠k
vklDkl +∑

l≠k
ΓklHkl +∑

l≠k
Pk,lΦl. (5.78)

Le dernier terme ∑l≠k Pk,lΦl provient du choix de modélisation que nous avons fait au
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Chapitre 5 – Généralisation d’un modèle multivitesses avec miscibilité

début du chapitre. En effet, en choisissant les dérivées en espace pour αl dans l’équation
d’énergie (5.11), les termes sources associés SE,k contiennent une contribution mécanique,
ce qui n’est par exemple pas le cas dans [43, 45].

Faisons quelques remarques sur ces contributions. D’abord, les coefficients de (5.76),
(5.77) et (5.78) doivent vérifier

Γkl = −Γlk, Dkl = −Dlk, Ψkl = −Ψlk. (5.79)

Celles dans (5.78) donnent

vklDkl = −vlkDlk,

ce qui impose vkl = vlk, grâce à l’indépendance des Dkl. De même, on a Hkl =Hlk.
On peut à présent regrouper les contributions selon leurs natures.

RHSσ = RHSΦ
σ +RHSΓ

σ +RHSDσ +RHSΨ
σ . (5.80)

Dans le but d’assurer la croissance de l’entropie, chacun de ces quatre termes doit être
positif.

ä Contribution de transfert mécanique admissible Φ

RHSΦ
σ = ∑

k∈K
ak(∑

l≠k
Pk,lΦl + ρ2

k

∂ek
∂ρk

Φk) − ρ2
k

∂sk
∂ρk

Φk

= ∑
k∈K

ak(∑
l≠k
Pk,lΦl + pkΦk)

= ∑
k∈K

ak( ∑
l≤N−1

(Kk,l + χk,lpk)Φl)

=
N−1
∑
l=1

(
M

∑
k=1
ak(Kk,l + χk,lpk))Φl.

On obtient les conditions, pour tout l = 1, ...,N − 1

(
M

∑
k=1
ak(Kk,l + χk,lpk))Φl ≥ 0. (5.81)

ä Contributions de transfert de masse admissible Γ

En utilisant la définition du potentiel chimique (5.5), on a
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5.3. Termes sources admissibles

RHSΓ
σ =∑

k

ak∑
l≠k

(Hkl +
v2
k

2 − vkvkl)Γkl −∑
k

∑
l≠k
akµkΓkl.

En prenant Hkl = vkvl

2 et vkl = vk+vl

2 , la première somme est nulle. Ainsi

∀k ≠ l, (akµk − alµl)Γkl ≥ 0, (5.82)

ce qui est équivalent à

∀k ≠ l, (Tl
µl
− Tk
µk

)Γkl ≥ 0. (5.83)

ä Contribution des effets de trainée admissibles

RHSDσ = ∑
k∈K

ak(∑
l≠k
vklDkl − vk∑

l≠k
Dkl).

On considère la forme suivante pour vkl pour vérifier le principe d’invariance Gali-
léenne

vkl = βklvk + (1 − βkl)vl, avec βkl + βlk = 1 et βkl ∈ [0; 1].

Alors on impose pour k ≠ l

ak(1 − βkl + al(1 − βlk))(vl − vk)Dkl ≥ 0

⇐⇒ ak(βlk + al(1 − βlk))(vl − vk)Dkl ≥ 0.

Sachant que ak(βlk + al(1 − βlk)) > 0, la condition finale est

(vl − vk)Dkl ≥ 0. (5.84)

ä Contribution de transfert thermique admissible

RHSΨ
σ = ∑

k∈K
∑
l>k

Ψkl(ak − al),

et dont la contrainte est que pour k ≠ l,

Ψkl(Tl − Tk) ≥ 0. (5.85)
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Finalement, ces classes de termes sources vérifient le second principe de la thermody-
namique. Dans des cas pratiques, voir [45, 43] par exemple, la condition sur la contribution
mécanique Φl peut être plus précise, et l’on se réfère à ces papiers pour plus de précisions.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié un modèle du type Baer-Nunziato pour un écoulement
N -phasique avec des conditions de miscibilité. Le résultat principal concerne les lois de
fermetures sur les termes de pressions interfaciales. On démontre que pour une vitesse
interfaciale correspondant à une combinaison convexe des vitesses phasiques, ces termes
sont définis de façon unique. Des expressions explicites peuvent en être données dans des
situations pratiques, c’est-à-dire pour des valeurs données de M et N , voir par exemple
[43, 45].

Ensuite, l’hyperbolicité et la symétrisation de la partie convective du système ont été
étudiées. Le système est hyperbolique sous conditions classiques de non-résonance. La
symétrisation donne l’existence d’une solution locale en temps.

Finalement, on détermine des contraintes sur les termes sources dans le but de satis-
faire le second principe de la thermodynamique. Les résultats sont les mêmes que dans
les modèles pratiques où M et N sont donnés. L’expression manquante sur les termes
interfaciaux Φk peuvent être précisés dans ces situations.
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CONCLUSION

Ce mémoire étudie les écoulements multiphasiques compressibles avec miscibilité. Il
s’intéresse d’une part à la dynamique de tels phénomènes, et d’autre part aux échanges
thermodynamiques qui y adviennent. Dans les deux cas, des résultats théoriques sur les
modèles sont donnés et ces derniers sont complétés par des expérimentations numériques.

————–

Une part importante de cette thèse concerne la dynamique des écoulements multi-
phasiques en étudiant des modèles et plus particulièrement leur simulation. En effet, les
chapitres 3 et 4 se concentrent sur l’approximation numérique de deux types de modèles
pour un mélange diphasique hybride.

Dans le chapitre 3, le modèle homogène de relaxation (HRM) issu de [60] est présenté
et sa partie convective est simulée avec plusieurs schémas volumes finis. On compare en
particulier le schéma de VFRoe-ncv avec un schéma de relaxation, et l’on conclut que ce
dernier est plus performant, principalement pour des raisons de robustesse et temps de
calcul. Ce travail est fait pour deux jeux de lois d’état : un mélange de trois gaz raides, et
un mélange de deux gaz raides avec une loi NASG-CK pour le liquide. On s’attarde sur
les algorithmes de calcul d’énergie interne dans ces deux cas, qui sont centraux dans les
questions de robustesse et temps de calcul.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse à un modèle du type Baer-Nunziato issu de [45]. La
présence de termes de couplage non conservatifs ne permet pas d’utiliser des méthodes
volumes finis classiques. Le centre de ce chapitre est de simuler sa partie convective à l’aide
d’un schéma de relaxation [65], qui s’adapte relativement facilement au cas diphasique
hybride présent. Il est comparé au schéma de Rusanov adapté au cadre non conservatif, et
l’on retrouve les résultats très encourageants déjà connus pour des mélanges immiscibles.
En particulier, il est rapide et robuste pour des écoulements à fractions statistiques faibles.

Ces deux chapitres permettent de mettre en perspective ces deux classes de modèles.
Premièrement, ils se distinguent par le caractère conservatif/non conservatif. Cette pro-
priété permet au modèle homogène d’être simulé à l’aide de méthodes volumes finis
usuelles, tandis que le modèle multivitesses nécessite une adaptation du schéma de Ru-
sanov, ou bien l’utilisation du schéma de relaxation étudié. Ces difficultés sont de plus
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liées à la complexité des analyses de ces modèles. En effet, bien qu’ils soient tous deux
hyperboliques, l’analyse du modèle HRM est simple puisque sa structure est proche de
celle des équations d’Euler. En revanche, le modèle multivitesses admet plus de champs
caractéristiques, ce qui entraine notamment des interactions entre les ondes (et ainsi la
perte potentielle de l’hyperbolicité), ou encore la résolution de problèmes de Riemann
hors d’atteinte. Son caractère non conservatif nécessite notamment de faire la symétrisa-
tion afin d’obtenir l’existence d’une solution locale en temps grâce au théorème de Kato.
Finalement, notons que le modèle HRM tient compte de la température et que l’étude a
été faite pour des lois de gaz raides (parfois combinées avec une loi NASG-CK), alors que
le modèle de type Baer-Nunziato est barotrope et l’on a considéré des lois de gaz parfaits.

Le second pan de ce manuscrit concerne la relaxation thermodynamique. Le chapitre
2 présente un travail sur ces processus d’évolution pour un mélange diphasique, que le
chapitre 3 reprend en partie dans le cas d’un mélange diphasique hybride. Enfin, le chapitre
4 considère une relaxation dans le cadre des modèles de Baer-Nunziato et le chapitre 5
aborde ce sujet en donnant des familles de termes sources admissibles pour le modèle de
Baer-Nunziato généralisé.

Le chapitre 2 dresse une comparaison entre deux types de termes sources couramment
utilisés dans les modèles multiphasiques : les termes du type BGK et ceux du type gra-
dient d’entropie. On s’attache à définir proprement ces termes sources et établir quelques
propriétés, notamment leur pertinence physique : leur contribution au modèle doit faire
croître l’entropie et mener vers un équilibre thermodynamique. Dans les simulations com-
plètes, on utilise une méthode à pas fractionnaires et ainsi la prise en compte des termes
sources se fait par la résolution d’une équation différentielle ordinaire. De plus, des échelles
de temps permettent a priori de modifier la vitesse des relaxations selon leur nature (ther-
mique, mécanique, chimique). Des difficultés sont mises en avant, telles que le calcul de
l’équilibre qui est nécessaire à l’utilisation du terme source du type BGK, ou l’analyse et la
résolution numérique du terme source en gradient d’entropie. Pour ce dernier, une propo-
sition exclue des convergences de solutions vers des états asymptotiques non admissibles
physiquement. Des simulations numériques permettent d’illustrer les comportements at-
tendus de chaque terme source pour un état donné.

Le chapitre 3 reprend partiellement ce travail dans le cas d’un mélange diphasique
hybride, et l’on observe l’influence des termes sources dans un contexte global où la
dynamique agit aussi. Sur des problèmes de Riemann, on constate que pour chaque terme
source, les comportements sont cohérents avec les études précédentes. Des difficultés liées
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au couplage apparaissent, telles que des états non admissibles au voisinage de certaines
ondes. Le terme source du type BGK donne une évolution plus lisible, tandis que le terme
source en gradient d’entropie complexifie les états de façon notable.

La comparaison de ces deux types de termes sources est claire : le premier, du type
BGK, fait évoluer le système simplement et s’implémente facilement. Néanmoins, il faut
calculer l’équilibre thermodynamique et les échelles de temps doivent être les mêmes. À
l’opposé, le second terme source est complexe à analyser, et l’évolution du système l’est
aussi en conséquence. Il ne requiert pas de calculer l’équilibre et le choix d’échelles de
temps distinctes est possible. Le premier reste un choix efficace et relativement simple à
mettre en œuvre, et la version récente permettant d’utiliser des échelles de temps distinctes
[49] nous encourage à le préférer au second, dont la maîtrise semble difficile.

Enfin, le sujet des termes sources est abordé en fin de chapitre 5 dans un cas géné-
ral. Des conditions sur les différentes relaxations (mécanique, thermique, chimique) sont
établies afin d’assurer la croissance de l’entropie. Dans le chapitre 4, on considère une re-
laxation thermodynamique sans transfert de masse, où les termes sources sont en accord
avec les conditions précédentes. Comme dans le chapitre 3 pour le cas du modèle HRM,
on couple dynamique et relaxation.

Finalement, le chapitre 5 est exclusivement théorique et généralise un modèle du type
Baer-Nunziato pour un mélange immiscible [61] à un mélange miscible. Ce travail dé-
montre des propriétés importantes du modèle, qui sont nécessaires pour envisager des
applications numériques. Dans un premier temps, on démontre qu’il existe un unique
jeu de pressions interfaciales qui ferme le système. Dans un second temps, on montre
que le modèle est hyperbolique et symétrisable, propriété cruciale pour un modèle non
conservatif.

Cette thèse présente donc des travaux aussi bien sur le plan théorique que sur le
plan numérique, et permet de prendre du recul sur deux grandes classes de modèles
d’écoulements multiphasiques, et ce, particulièrement dans le cas d’un mélange diphasique
hybride. Une part importante est consacrée aux processus de relaxation qui ont été étudiés
dans un cas diphasique plus simple pour ensuite les considérer dans des contextes plus
généraux. Enfin, la généralisation du modèle dans le dernier chapitre se distingue des
autres travaux et apporte un résultat théorique important.

————–

Plusieurs poursuites de travaux sont envisagées.
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Premièrement, nous avons insisté dans ce manuscrit sur l’importance des propriétés de
concavité de l’entropie spécifique de mélange. En particulier, approfondir la stricte conca-
vité de cette fonction par rapport aux fractions permettrait d’assurer la bonne définition
de l’équilibre thermodynamique. Si l’étude "à la main" n’aboutit pas, deux pistes peuvent
être envisagées : des études statistiques sur le signe de la hessienne, ou bien une utilisation
du calcul formel.

Ensuite, les chapitres 2 et 3 ont entamé une étude des termes sources en gradient
d’entropie. Nous avons vu qu’ils peuvent pallier certaines limites des termes sources du
type BGK, telles que la nécessité du calcul de l’équilibre, ou encore la contrainte d’échelles
de temps égales. L’analyse du terme source en gradient d’entropie est complexe et nécessite
un travail approfondi.

Le chapitre 4 a confirmé les propriétés remarquables du schéma de relaxation dans
le cas d’un écoulement barotrope. L’extension de ce schéma au cas avec énergies est une
poursuite naturelle des travaux associés, et l’application dans le cas diphasique hybride
permettrait d’envisager une comparaison entre les deux classes de modèles.

Cette comparaison est le dernier point que l’on aborde. C’est un travail très ambitieux,
donnons-en quelques pistes. Nous pourrions d’abord simuler le modèle HRM dans un
cas barotrope pour pouvoir le comparer au travail fait dans le chapitre 4. La notion de
"comparaison" est très complexe, et il faudrait par exemple étudier la relaxation en vitesse
du modèle de Baer-Nunziato dans ce cas, ou encore faire des cas tests de vérification
adaptés aux deux modèles. Si le schéma de relaxation utilisé dans le chapitre 4 est adapté
au cas avec énergies, la comparaison pourra être étendue à cette situation. Néanmoins,
de nombreux paramètres sont à prendre en compte dans de telles comparaisons, et c’est
sans aucun doute un travail à envisager sur le long terme.
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Titre : Modélisation et simulation d’écoulements multiphasiques avec miscibilité

Mot clés : équations aux dérivées partielles, mécanique des fluides, thermodynamique, mé-

thodes volumes finis

Résumé : Cette thèse étudie les écoulements
multiphasiques avec miscibilité, dont l’étude
est fondamentale pour la sûreté des réacteurs
nucléaires. Elle se scinde en deux types de
travaux : la première, plus théorique, consiste
en la modélisation de tels phénomènes par
des systèmes d’équations aux dérivées par-
tielles. La seconde, plus pratique, simule ces
modèles à l’aide de schémas volumes finis et
de méthodes à pas fractionnaires. Modéliser
un fluide multiphasique nécessite de prendre
en compte les échanges thermodynamiques
entre les composants. Une partie importante
de ce manuscrit est accordée à la définition

et à l’étude des objets mathématiques per-
mettant de modéliser ces phénomènes. Deux
types de modèles pour un mélange dipha-
sique à trois composants sont étudiés et si-
mulés. Ce mélange correspond à un écou-
lement constitué d’eau liquide, de vapeur et
d’air. De nombreuses simulations numériques
sont fournies et comparées, notamment en
prenant compte des échanges thermodyna-
miques. Enfin, on propose une généralisation
d’un modèle existant dans le cas où le fluide
contient un nombre arbitraire de composants
miscibles.

Title: Modelling and simulation of multiphase flow with miscible components

Keywords: partial derivative equations, fluid mechanics, thermodynamics, finite volume meth-

ods

Abstract: This thesis concerns the multi-
phase flows with miscible components, that
are mandatory in the nuclear powerplant
safety. Two types of works are presented : the
first one is the modelling of such phenomena
that involve systems of partial derivative equa-
tions. The second one concerns the simulation
of these models thanks to numerical schemes.
The modelling of a multiphase fluid requires
to take into account for the thermodynamical
exchanges between the components. An im-
portant part of this thesis is dedicated to the

definition and the study of the mathematical
tools that allow to describe these phenomena.
Two types of models for a two-phase flow with
three components are studied. This mixture
corresponds to a fluid composed of liquid wa-
ter, vapour water and a gas. Numerous nu-
merical simulations are given and compared,
especially by taking into account of the ther-
modynamical exchanges. Finally, we propose
a generalization of an existing model by con-
sidering a miscible hypothesis.
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