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NOTICE TO THE READER

The thesis of J.-P. Jouanolou was defended on July 3, 1969, at IHP (Paris), in front
of a jury chaired by P. Samuel, with examiners J. Dixmier, A. Grothendieck, and
J. L. Verdier. Even if listed here, Grothendieck did not attend this defense, because
at the time he was already switching interests.

An important precursor to the thesis was the Seminar SGA5 (1965/66), during
which J. P. Jouanolou delivered three consecutive exposés V, VI, VII. These exposés
elaborated on key concepts and techniques that would directly influence his own
thesis work. In Exposé III Intro of the published version, we find the following
statement:

“Faute de disposer d’une bonne catégorie dérivée de faisceaux ℓ-adiques
(la thèse de Jouanolou n’ayant malheureusement pas été publiée), nous tra-
vaillons systématiquement avec des coefficients de torsion (première aux
caractéristiques résiduelles).”

The thesis holds significant historical value as it reflects, in some sense, a
language and an approach developed during Grothendieck’s active years in the
I.H.É.S. In the 1980s, he wrote in “Récoltes et Semailles”:

“De toutes façons, c’est aujourd’hui encore le seul texte au monde qui
présente la théorie des coefficients ℓ-adiques, version catégories dérivées
— et un texte introuvable par dessus le marché, pour mettre la joie à son
comble.”
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Later on, there was a renewed interest in the use of the ’derived category of ℓ-adic
sheaves’, which had a significant influence on subsequent important works.

This project, involving the transcription of J.-P. Jouanolou’s thesis, was con-
ducted with his authorization. It was typeset in LATEX under the direction of Ma-
teo Carmona, with the collaboration of Niels Borne, along with volunteers. The
transcription aims to be as faithful as possible to the original. Its edition is consid-
ered provisional, and we welcome any remarks, comments, and corrections. See
https://github.com/niels-borne/Jouanolou

Mateo Carmona
Coordinator of the Centre for Grothendieckian Studies (CSG)

Istituto Grothendieck ETS
mateo.carmona@csg.igrothendieck.org
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§ I. — CATÉGORIES DES FAISCEAUX SUR UN IDÉOTOPE

1. Généralités.

Définition 1.1. — On appelle idéotope un triple (X ,A, J ) formé d’un topos X , d’un
anneau commutatif unifère A et d’un idéal propre J de A.

On suppose donné dans la suite du paragraphe un idéotope (X ,A, J ). On note
A−ModX la catégorie des faisceaux de AX -Modules et

Hom(N◦,A−ModX )

la catégorie abélienne des systèmes projectifs indexés par N de AX -Modules.

Définition 1.2. — On appelle (A, J )-faisceau sur X , ou s’il n’y a pas de confusion
possible A-faisceau sur X , un système projectif

F = (Fn, um,n)(m,n)∈N×N,m≥n

de AX -Modules, vérifiant
J n+1Fn = 0

pour tout entier n ≥ 0. On note E (X , J ) la sous-catégorie, abélienne, pleine de
Hom(N◦,A−ModX ) engendrée par les A-faisceaux.

Pour des raisons qui apparaîtront par la suite, la catégorie E (X , J ) ne mérite
pas le nom de catégorie des A-faisceaux sur X ; c’est seulement une catégorie quo-
tient de la précédente que nous baptiserons ainsi. Aussi, pour éviter le risque de



confusion, nous arrivera-t-il, étant donnés deux A-faisceaux E et F , de noter

Homa(E , F )

(a pour anodin) l’ensemble des E (X , J )-morphismes de E dans F .

Notons pour tout objet T de X par T, ou même T s’il n’y a pas de confusion
possible, le topos X /T . Le foncteur restriction pour les faisceaux de A-Modules
induit de façon évidente un foncteur restriction

E (X , J )−→E (T , J )

E 7→ E |T .

Proposition-définition 1.4. — Soit E = (En)n∈N un A-faisceau sur X :

1) On dit que E est essentiellement nul s’il est nul en tant que pro-objet, ce qui
revient à dire que pour tout entier n ≥ 0, il existe un entier p ≥ 0 tel que le
morphisme de transition

En+p −→ En

soit nul.

2) On dit que E est négligeable s’il vérifie l’une des relations équivalentes suiv-
antes :

(i) Il existe un recouvrement (Ti −→ eX )i∈I de l’objet final eX de X tel que
les A-faisceaux E |Ti soient essentiellement nuls.

(ii) Idem, mais en supposant de plus que les Ti sont des ouverts de X .

Preuve: Pour voir l’équivalence de (i) et (ii), il suffit d’observer que pour tout
i ∈ I , le faisceau image Ui de Ti par le morphisme canonique Ti −→ eX est tel que
le morphisme restriction

Ui −→ Ti

soit fidèle.
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Il est clair que lorsque l’objet final de X est quasicompact (SGA4 VI 1.1), il
revient au même pour un A-faisceau de dire qu’il est essentiellement nul ou qu’il
est négligeable. Il est par ailleurs immédiat que la sous-catégorie pleine

(1.4.1) N (X , J ) (ou plus simplement NX )

de E (X , J ) engendré par les A-faisceaux négligeables est épaisse dans E (X , J ).

Définition 1.5. — Soit (X ,A, J ) un idéotope. On appelle catégorie des (A, J )-
faisceaux (ou A-faisceaux s’il n’y a pas de confusion possible) sur X et on note

(A, J )− fsc(X ) (ou plus simplement A− fsc(X ))

la catégorie abélienne quotient (thèse Gabriel III.1)

E (X , J )/NX .

1.6. Soit T un objet de X . Il est clair que le foncteur restriction (1.3) est exact et
envoie NX dans NT , d’où par passage au quotient un foncteur exact, appelé encore
restriction,

(1.6.1) rT ,X : A− fsc(X )−→A− fsc(T ).

Soient maintenant T et T ′ deux objets de X et f : T −→ T ′ un morphisme. Se
plaçant dans le topos T′, on déduit de (1.6.1) un foncteur exact

(1.6.2) f ∗ : A− fsc(T ′)−→A− fsc(T ),

vérifiant les propriétés de transitivité habituelles.
Ces remarques étant faites, nous utiliserons dans la suite sans plus

d’explications le langage local pour les A-faisceaux.

Proposition 1.7. — Les propriétés suivantes sont de nature locale pour la topologie
de X .

(i) La propriété pour un A-faisceau d’être nul, i.e. isomorphe au système projectif
nul.
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(ii) La propriété pour une suite

E ′
u−−→ E

v−−→ E ′′

de A-faisceaux d’être exacte.

(iii) La propriété pour un morphisme u : E −→ F de A-faisceaux d’être un
monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme).

(iv) La propriété pour deux morphismes u, v : E ⇒ F d’être égaux.

Preuve : L’assertion (i) est immédiate. On en déduit (ii) en l’appliquant suc-
cessivement à Im(v ◦ u) et à Ker(v)/Im(u). L’assertion (iii) est un cas particulier
de (ii). Enfin (iv) s’obtient en appliquant (i) à Im(v − u).

Corollaire 1.7.1. — Soient T et T ′ deux objets de X et f : T −→ T ′ un épimor-
phisme. Le foncteur

f ∗ : A− fsc(T ′)−→A− fsc(T )

est fidèle.

Preuve: Appliquer 1.7 (i) au topos T′.

Corollaire 1.7.2. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X . Lorsque T parcourt
les objets de X , le préfaisceau

T 7→Hom(E |T , F |T )

est séparé.

Preuve: Simple traduction de 1.7 (iv).

Remarque 1.7.3. En général, le préfaisceau précédent n’est pas un faisceau.
Nous verrons toutefois qu’il en est ainsi, à peu de choses près, lorsque le topos X
est noethérien (SGA4 VI 2.11), ou lorsque E est de type J -adique (3).

2. Cas où l’objet final de X est quasicompact.

On se propose maintenant de donner un certain nombre de catégories équivalentes
à A−fsc(X ), lorsque l’objet final de X est quasicompact. Nous aurons besoin pour
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cela d’un certain nombre de lemmes techniques, dont la plupart n’utilisent pas
cette hypothèse.

2.1. Soit (X ,A, J ) un idéotope. Étant donnés un objet M de Hom(N ◦,A−
ModX ), et une application croissante γ ≥ id : N −→ N, on définit un nouveau
système projectif cγ (M ) en posant

cγ (M )n =Mγ (n) (n ≥ 0),

avec les morphismes de transition évidents. De plus, si γ et δ sont deux applica-
tions de ce type, avec δ ≥ γ , on a un morphisme évident de systèmes projectifs

cδ(M )−→ cγ (M ).

Ceci permet de définir une nouvelle catégorie, notée

Hom1(N
◦,A−ModX ), comme suit.

(i) Ses objets sont ceux de Hom(N ◦,A−ModX ).

(ii) Si M et M ′ sont deux objets de Hom(N ◦,A−ModX ), l’ensemble des mor-
phismes de M dans M ′ est

Hom1(M , M ′) = lim−→
γ

Hom(cγ (M ), M ′),

avec la loi de composition évidente.

Il est clair qu’un morphisme de Hom(N ◦,A−ModX ) définit un morphisme de
Hom1(N

◦,A−ModX ), d’où un foncteur “projection”

q : Hom(N ◦,A−ModX )−→Hom1(N
◦,A−ModX ),

qui est une bijection sur les objets.

2.2. Soient maintenant M un objet de E (X , J ) et γ ≥ id : N −→N une appli-
cation croissante. On définit un nouvel objet χγ (M ) de E (X , J ), fonctoriel en M ,
par

(χγ (M ))n =Mγ (n)/J n+1Mγ (n) (n ≥ 0),
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avec les morphismes de transition évidents. De plus, si δ est une application de
même type, avec δ ≥ γ , on a un morphisme canonique

χδ(M )−→ χγ (M ).

Ceci permet de définir une nouvelle catégorie E1(X , J ) comme suit.

(i) Ses objets sont ceux de E (X , J ).

(ii) Si M et N sont deux objets de E (X , J ), l’ensemble des E1(X , J )-morphismes
de M dans N est

Hom1(M ,N ) = lim−→
γ

Hom(χγ (M ),N ),

avec la loi de composition évidente.

De même que précédemment, on a un foncteur projection

q : E (X , J )−→E1(X , J ).

Il est clair que la catégorie E1(X , J ) s’identifie à la sous-catégorie pleine de
Hom1(N

◦,A−ModX ) engendrée pas les A-faisceaux, et que le diagramme

Hom(N◦,A−ModX ) Hom1(N
◦,A−ModX )

E (X , J ) E1(X , J ),

q

q

dans lequel les flèches verticales sont les inclusions canoniques, est commutatif.
Enfin, on vérifie, comme dans (SGA5 V 2.4.1), que la famille des flèches canon-

iques du type χγ (M ) −→ M permet un calcul de fractions à droite, ce qui per-
met d’identifier E1(X , J ) à la catégorie obtenue à partir de E (X , J ) en inversant ces
flèches.

Lemme 2.3. — La catégorie Hom1(N
◦,A−ModX ) (resp. E1(X , J )) est abélienne

et le foncteur q est exact.

Preuve : Montrons tout d’abord l’assertion non respée. Il est évident que la
catégorie Hom1(N

◦,A−ModX ) est additive et que le foncteur q rend inversibles
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toutes les flèches canoniques de la forme cγ (M ) −→ M . Si u : P −→ Q est un
élément de Hom1(P,Q), alors u est la classe d’une flèche f : cγ (P ) −→ Q et, en
notant c : cγ (P )−→ P la flèche canonique, on a donc u = q( f )◦ q(c)−1 ; par suite,
toute flèche de Hom1(N

◦,A−ModX ) est isomorphe à l’image par q d’une flèche
de Hom(N◦,A−ModX ). Il en résulte que pour voir que Hom1(N

◦,A−ModX ) est
abélienne, il suffit de montrer que le foncteur q est exact. Soient donc P et

0−→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0

respectivement un objet et une suite exacte de Hom(N◦,A−ModX ).
Comme les foncteurs cγ sont exacts et les limites inductives filtrantes de

groupes abéliens sont exactes, les suites évidentes

0−→ lim−→
γ

Hom(cγ (P ), M ′)−→ lim−→
γ

(cγ (P ), M )−→ lim−→
γ

Hom(cγ (P ), M ′′)

et

0−→ lim−→
γ

Hom(cγ (M
′′), P )−→ lim−→

γ

Hom(cγ (M ), P )−→ lim−→
γ

Hom(cγ (M
′), P )

sont exactes, d’où l’assertion. L’assertion respée se voit de façon analogue; en fait,
on montre en même temps que le foncteur d’inclusion

E1(X , J )−→Hom1(N
◦,A−ModX )

est exact

2.4. Soient P et Q deux objets de Hom(N◦,A−ModX ), γ ≥ id une application
croissante de N dans N et f : cγ (P ) −→Q un morphisme de systèmes projectifs.
Désignant pour tout n ∈ N par ξn la classe de fn dans lim−→m

Hom(Pm,Qn), il est
clair que l’ensemble des ξn (n ∈N) définit un élément de

lim←−
n

lim−→
m

Hom(Pm,Qn),

qui ne dépend que de la classe de f dans Hom1(P,Q). On définit ainsi un foncteur

ρ : Hom1(N
◦,A−ModX )−→ Pro(A−ModX ),
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d’où un foncteur
δ : E1(X , J )−→ Pro(A−ModX ),

obtenu par restriction de ρ à E1(X , J ).

Lemme 2.5. — Les foncteurs ρ et δ ci-dessus sont des injections sur les objets et
sont pleinement fidèles.

Preuve : Il suffit de le voir pour ρ. Dans ce cas, la seule assertion non tau-
tologique est que ρ est pleinement fidèle. Soient donc P et Q deux objets de
Hom(N◦,A−ModX ), et montrons que l’application canonique

lim−→
γ

Hom(cγ (P ),Q)−→ lim←−
n

lim−→
m

Hom(Pm,Qn)

est bijective.
Elle est injective. Soient γ et γ ′ deux applications croissantes ≥ id de N dans

N, et
f : cγ (P )−→Q et f ′ : cγ ′(P )−→Q

deux morphismes ayant même image dans ProHom(P,Q). Par hypothèse, pour
tout entier n ≥ 0, les morphismes fn et f ′n définissent le même élément de
lim−→m

Hom(Pm,Qn), donc il existe un entier ϕ(n) ≥ max(γ (n),γ ′(n)) tel que les
composés







Pϕ(n)
can−−→ Pγ (n)

fn−−→Qn

Pϕ(n)
can−−→ Pγ ′(n)

f ′n−−→Qn

soient égaux. Il est alors immédiat que l’application γ ′′ : N−→N définie par

γ ′′(n) =max
n′≤n

δ(n′)

est croissante supérieure à l’identité, et que pour tout n ≥ 0 les composés

Pγ ′′(n)
can−−→ Pγ (n)

fn−−→Qn

et
Pγ ′′(n)

can−−→ Pγ ′(n)
f ′n−−→Qn

sont égaux.
Elle est surjective. Soient donnés
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a) Une application θ : N−→N.

b) Une application λ : N×N−→N vérifiant

λ( j , k)≥max(θ( j ),θ(k))

pour tout couple ( j , k).

c) Pour tout entier j , un morphisme

ξ j : Pθ( j ) −→Q j

tel que, dès que k ≥ j , le diagramme évident

Pθ( j ) Q j

Pλ( j ,k)

Pθ(k) Qk

can

ξk

ξ j

can

can

soit commutatif.

Il s’agit de trouver une application croissante γ ≥ id de N dans N et un morphisme
f : cγ (P )−→Q tel que pour tout j ∈N, les morphismes f j et ξ j aient même classe
dans

lim−→
i

Hom(Pi ,Q j ).

On vérifie aisément que le couple (γ , f ) défini par






γ ( j ) = supk ,l≤ j λ(k , l )

f j Pγ ( j )
can−−→ Pθ( j )

ξ j−−→Q j

répond à la question.

2.6. Supposons maintenant que l’objet final de X soit quasicompact. Il est
clair que le foncteur q : E (X , J ) −→ E1(X , J ) envoie sur O les A-faisceaux essen-
tiellement nuls, ou, ce qui renvient au même négligeables. D’après la propriété
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universelle des catégories abéliennes quotients (Thèse Gabriel III 1 Cor.2), il ad-
met donc une factorisation unique

E (X , J ) E1(X , J )

A− fsc(X )
q

q

πX

avec q un foncteur exact et πX le foncteur canonique de passage au quotient.

Lemme 2.7. — Le foncteur q ci-dessus est un isomorphisme de catégories.

Preuve : Tenant compte de l’interprétation de E1(X , J ) comme catégorie de
fractions (2.2), il s’agit de voir que si C est une catégorie abélienne et

F : E (X , J )−→C

un foncteur exact, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F annulle tout A-faisceau essentiellement nul.

(ii) F rend inversible toute flèche canonique χγ (M )−→M .

Si M est un A-faisceau essentiellement nul, il existe une application croissante γ ≥
id : N−→N telle que la flèche canonique χγ (M )−→M soit nulle, d’où (ii)⇒ (i).
Prouvons (i)⇒ (ii).

Si P et Q sont définis par l’exactitude de la suite 0 −→ P −→ χγ (M )
can−−→

M −→ Q −→ 0, il est immédiat que les morphismes canoniques χγ (P ) −→ P et
χγ (Q)−→Q sont nuls, d’où aussitôt l’assertion.

Remarque 2.7.1. Plus généralement, l’argument précédent montre, sans hy-
pothèse sur X , que E1(X , J ) est la catégorie abélienne quotient de E (X , J ) par la
sous-catégorie, abélienne engendrée par les A-faisceaux essentiellement nuls. On
en déduit grâce à la description des morphismes d’une catégorie abélienne quo-
tient, que tout morphisme (resp. isomorphisme) de A− fsc(X ) est localement
l’image d’un morphisme de E (X , J ).

Proposition 2.8. — Soit (X ,A, J ) un idéotope. On suppose que l’objet final de X
est quasicompact. Alors le foncteur canonique

σ ◦ q : A− fsc(X )−→ Pro(A−ModX )
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induit un isomorphisme de A− fsc(X ) sur la sous-catégorie pleine de Pro(A−ModX )
engendrée par les A-faisceaux.

Preuve: Résulte immédiatement de (2.5) et (2.7).

Remarques 2.8.1. La proposition précédente s’applique notamment lorsque
X est le topos ponctuel.

2.8.2. La preuve qu’on a donnée de (2.8) n’utilise pas le fait que la catégorie des
pro-objets d’une catégorie abélienne, et il ne semble pas que l’utilisation de ce fait
apporte des simplifications notables.

Soit X un topos localement noethérien (SGA4 VI 2.11).
On rappelle que la sous-catégorie pleine de X engendrée par les objets

noethériens est stable par produits fibrés finis et que munissant C de la structure
de site induite par la topologie de X , le foncteur canonique

X −→ eC

est une équivalence de catégories.

Lemme 2.9. — Soient (X ,A, J ) un idéotope, avec X un topos localement
noethérien, et E et F deux A-faisceaux sur X . La restriction au site des objets
noethériens de X du préfaisceau

T −→Hom(E |T , F |T )

est un faisceau.

Preuve : On est ramené à voir que si T est un objet noethérien de X et
(Ti −→ T )i∈I est un recouvrement fini de T par des objets noethériens, alors la
suite canonique

0−→ lim−→
γ

Homa(χγ (E)|T , F |T )−→
∏

lim−→
γ

Homa(χγ (E)|T , F |T ),

∏

j

lim−→
γ

Homa(χγ (E)|Ti ×T T j , F |Ti ×T T j )

est exacte (2.7). Comme les produits finis sont des sommes directes et les lim-
ites inductives filtrantes de groupes abéliens sont exactes, l’assertion résulte de
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l’exactitude des suites canoniques

0−→Homa(χγ (E)|T , F |T )−→
∏

i

Homa(χγ (E)|Ti , F |Ti )−→

−→
∏

i , j

Homa(χγ (E)|Ti ×T T j , F |Ti ×T T j ).

3. A-faisceaux de type constant, strict ou J -adique.

Soit (X ,A, J ) un idéotope.

Proposition 3.1. — Étant donné un A-faisceau F sur X , les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) F est isomorphe (dans A− fsc(X )) à un A-faisceau qui est un système projectif
strict.

(ii) F est localement isomorphe à un A-faisceau qui est un système projectif strict.

(iii) F vérifie localement la condition de Mittag-Leffler (ML) (EGA0I I I 13.1.2).

Preuve: Il est clair que (i) ⇒ (ii). On voit que (ii) ⇒ (iii) en paraphrasant
la preuve de (SGA5 V 2.5.1). Si maintenant (iii) est vérifiée, on peut parler lo-
calement du système projectif des images universelles de F et ces divers systèmes
projectifs d’images universelles se recollent pour donner un A-faisceau qui est un
sous-système projectif strict F ′ de F . Alors, paraphrasant toujours (SGA5 V 2.5.1),
on voit que l’inclusion de F ′ dans F est localement un isomorphisme, et on conclut
par (1.7 (iii)).

Définition 3.2. — Un A-faisceau F qui vérifie les conditions équivalentes de (3.1)
est appelé de type strict.

Si F est de type strict, nous avons vu dans le courant de la démonstration que
pour tout entier n ≥ 0, le système projectif

(Im(Fm −→ Fn))m≥n

admet localement, donc aussi globalement, une limite projective F ′n qui s’identifie
à un sous-faisceau de Fn, et nous avons ainsi défini un sous-A-faisceau F ′ de F .
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Définition 3.3. — Si F est un A-faisceau de type strict, le A-faisceau F ′ défini ci-
dessus est appelé A-faisceau strict associé à F .

Rappelons enfin que nous avons vu que l’inclusion canonique F ′ ,→ F est un
isomorphisme.

Proposition 3.4. — Soit 0 −→ E ′ −→ E −→ E ′′ −→ 0 une suite exacte de
A− fsc(X ). Alors :

(i) Si E est de type strict, E ′′ est de type strict.

(ii) Si E ′ et E ′′ sont de type strict, il en est de même de E.

Preuve: On peut supposer que la suite exacte considérée est l’image d’une
suite exacte de E (X , J ) et alors l’énoncé résulte de l’application locale de (EGA
0I I I 13.2.1).

3.5. Convenant de noter

J −Mod(X )

la sous-catégorie, exacte (i.e. stable par noyaux, conoyaux et extensions), et même
épaisse, pleine de A−ModX engendrée par les A–Modules localement annulés par
une puissance de J , associons à tout objet M de J −ModX le A-faisceau localement
essentiellement constant

M = EX (M ) = (M/J n+1M )n∈N.

On définit ainsi de façon claire un foncteur additif

J −Mod(X )−→E (X , J ),

d’où, en composant avec la projection canonique, un foncteur additif

(3.5.1) EX : J −Mod(X )−→A− fsc(X ).

Proposition 3.6. —
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1) Le foncteur (3.5.1) ci-dessus est exact et pleinement fidèle. Son image essentielle

TC(X , J )

est une sous-catégorie abélienne exacte de A− fsc(X ).

2) Les assertions suivantes pour un A-faisceau F sur X sont équivalentes :

(i) F appartient à l’image essentielle de (3.5.1).

(ii) F est isomorphe à un A-faisceau localement essentiellement constant.

(iii) F est localement isomorphe à un A-faisceau essentiellement constant.

Un A-faisceau vérifiant ces conditions équivalentes est dit de type constant. Un A-
faisceau de type constant est de type strict. La propriété pour un A-faisceau d’être de
type constant est de nature locale.

Preuve: 1) Soit 0 −→ M
u−−→ N

v−−→ P −→ 0 une suite exacte de J −ModX ,
d’où une suite

0−→M
u−−→N

v−−→ P −→ 0

de E (X , J ). Comme les systèmes projectifs M ,N , P sont localement essentielle-
ment constants, on voit que, localement, pour n assez grand,

(Ker u)n = (Coker v)n = (Ker v/Imu)n = 0,

donc les systèmes projectifs Ker(u), Coker(v), Ker(v)/Im(u) sont négligeables,
d’où l’exactitude de (3.5.1). Montrons qu’il est fidèle. Soit u : M −→ N un mor-
phisme de J−ModX tel que u définisse le morphisme nul de A−fsc(X ) et montrons
que u = 0. Dans E (X , J ), le A-faisceau Im(u) est négligeable ; l’assertion à prou-
ver étant locale, on peut supposer qu’il est essentiellement nul et que M et N sont
annulés par une puissance de J . Alors, comme Im(u) est contenu dans le système
projectif essentiellement constant N , on a évidemment (Im(u))n = 0 pour n assez
grand. Mais, toujours pour n assez grand, on a (u)n = 0, d’où l’assertion.

Soit maintenant λ : M −→N un morphisme de A-faisceaux et montrons qu’il
existe un morphisme u : M −→ N tel que λ = u dans A− fsc(X ). Comme on
sait déjà que (3.5.1) est fidèle, il résulte de (1.7.2) que cette assertion est de nature

20



locale. Par définition (Thèse Gabriel III 1), le morphisme λ est la classe d’un triple
(α,β, v) de E (X , J )-morphismes (cf. diagramme)

M F

E N ,

βvα

avec α un monomorphisme, β un épimorphisme et Coker(α) et Ker(β) néglige-
ables. D’après le caractère local de l’assertion à démontrer, on peut supposer qu’ils
sont essentiellement nuls, et que M et N sont annulés par une puissance de J .
Comme précédemment, on a alors (Kerβ)n = 0 pour n assez grand ; de plus,
comme M est strict, α est un isomorphisme. On vérifie aussitôt que pour n assez
grand, le morphisme

(β ◦ v ◦α−1)n : (M )n =M −→N = (N )n

ne dépend pas de n. Désignant par u la valeur commune, on voit alors sans peine
que λ= u. La peine fidélité de (3.5.1) montre que la catégorie TC(X , J ) est stable
par noyaux et conoyaux dans A− fsc(X ). Nous verrons la stabilité par extensions
après avoir prouvé la deuxième partie.

2) Il est clair que (i)⇒ (ii)⇒ (iii). Montrons que (iii)⇒ (i). Faisons d’abord
quelques préliminaires. Étant donné un A-faisceau F on définit un nouveau A-
faisceau F par

(F )n = (lim←−
m

(Fm))/J n+1(lim←−
m

(Fm)),

avec les morphismes de transition évidents. De plus, on a, de façon évidente un
E (X , J )-morphisme fonctoriel en F

uF : F −→ F .

On vérifie sans peine que si α : F −→G est un E (X , J )-morphisme dont le noyau
et le conoyau sont négligeables, alors le morphisme correspondant α : F −→G est
un isomorphisme. Ceci permet de définir un A−fsc(X )-morphisme, fonctoriel en
F lorsque ce dernier parcourt A− fsc(X ),

(3.6.1) uF : F −→ F .
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Supposons maintenant que F soit localement dans l’image essentielle de (3.5.1) et
montrons qu’il y est globalement. Étant donnés un objet T de X , un objet M de
J −ModT et un A− fsc(T )-isomorphisme

F |T ∼−−→ET (M ),

on voit sans peine que
(lim←−

m

Fm)|T ≃M ,

et par suite lim←−m
(Fm) est un objet de J −ModX . On aura terminé si on prouve que

uF définit un isomorphisme de A− fsc(X ). C’est immédiat si F = EX (M ) ; dans le
cas général, l’assertion étant locale (1.7), on peut supposer donné un isomorphisme

i : F ∼−−→EX (M ) de A− fsc(X )

et alors l’assertion résulte de la commutativité du diagramme

G EX (M ) =G

F F

∼
uG

uF

i ∼ i∼

dans A− fsc(X ).
Montrons maintenant que TC(X , J ) est stable par extensions dans A− fsc(X ).

On se ramène immédiatement à voir que si

0−→ F ′
α−−→ F

β
−−→ F ′′ −→ 0

est une suite exacte de E (X , J ), avec F ′ et F ′′ définissant des objets de TC(X , J ), il
en est de même pour F . L’assertion étant locale d’après l’équivalence (i)⇔ (iii),
on peut supposer que

F ′ ≃EX (M
′) et F ′′ ≃EX (M

′′)

dans A− fsc(X ), avec M ′ et M ′′ annulés par une puissance de J . Avec les notations
utilisés dans la preuve de 2), on a F ′ ≃M ′ et le morphisme canonique uF ′ : F ′ −→
F ′ est à noyau et conoyau négligeables et, quitte à localiser, on peut les supposer
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essentiellement nuls. Dans ce cas, le A-faisceau Ker(uF ′) vérifie, puisque F ′ est
essentiellement constant,

(Ker uF ′)n = 0 pour n assez grand.

En particulier, Im(uF ′) est essentiellement constant. Quitte à remplacer F ′′ par
F /Im(α ◦ uF ′), on peut donc supposer que F ′ est essentiellement constant. Ceci
dit, quitte à remplacer F ′′ par F ′′ et F par F ′′×F ′′F , on peut de plus supposer que F ′′

est aussi essentiellement constant. Dans ce cas, F l’est également, d’où l’assertion.

Corollaire 3.7. — La sous-catégorie pleine TC(X , J )+ de A−fsc(X ) engendrée par
les A-faisceaux isomorphes à un A-faisceau de la forme EX (M ), avec M un AX –Module
annulé par une puissance de J , est exacte.

Preuve : Les objets de TC(X , J )+ sont ceux de TC(X , J ) qui sont annulés par
une puissance de l’idéal J .

3.8. Soit J − ad(X ) la sous-catégorie pleine de E (X , J ) engendrée par les sys-
tèmes projectifs J -adiques (SGA5 V 3.1.1) de AX –Modules. Le foncteur canonique

(3.8.1) E (X , F )−→A− fsc(X )

induit un foncteur

(3.8.2) J − ad(X )−→A− fsc(X )

et nous noterons
TJ−ad(X )

l’image essentielle de (3.8.1), i.e. la sous-catégorie pleine de A− fsc(X ) engendrée
par les A-faisceaux qui sont isomorphes à un A-faisceau J -adique. Un tel A-faisceau
sera dit de type J -adique.

Proposition 3.9. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X .

(a) Si E est J -adique, l’application canonique

ϕX : Homa(E , F )−→Hom(E , F )

est une bijection.
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(b) Si E est de type J -adique, le préfaisceau

T 7→Hom(E |T , F |T )

sur X est un faisceau.

Preuve: Il suffit de montrer a), l’assertion b) en étant conséquence immédiate.
Si u et v : E ⇒ F sont deux morphismes de systèmes projectifs vérifiant ϕX (u) =
ϕX (v), alors l’exactitude de (3.8.1) montre que Im(v−u) est négligeable, donc nul
puisque E est strict, d’où u = v. Soit maintenant a : E −→ F un morphisme de A−
fsc(X ) et montrons qu’il est dans l’image de ϕX . Il résulte de (2.7.1) que localement
a est l’image d’un élément de lim−→γ

Hom(χγ (E), F ), donc provient d’un morphisme
u : E −→ F de E (X , J ), puisque les morphismes canoniques χγ (E)−→ E sont des
isomorphismes. Dans le cas général, on obtient ainsi un recouvrement (Ti −→ eX )
de l’objet final eX de X et des morphismes de systèmes projectifs

vi : E |Ti −→ F |Ti

vérifiant ϕTi
(vi ) = a|Ti . D’après l’injectivité des applications ϕTi×T j

, les mor-
phismes vi se recollent en un morphisme v de E (X , J ) vérifiant ϕX (v) = a lo-
calement, donc aussi globalement (1.7.2).

Corollaire 3.9.1. — Le foncteur

J − ad(X )−→TJ−ad(X )

induit par (3.8.1) est une équivalence de catégories.

Corollaire 3.9.2. — La catégorie fibrée

S 7→TJ−ad(S)

au-dessus de X est un champ, autrement dit on a les propriétés suivantes.

(i) Si F et G sont deux A-faisceaux de type J -adique, le préfaisceau

T 7→Hom(F |T ,G|T )

sur X est un faisceau.
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(ii) Soit (Ui −→ eX )i∈I un recouvrement de l’objet final eX de X . Pour tout couple
(i , j ) d’éléments de I (resp. tout triple (i , j , k)), on pose

Ui j =Ui ×Uj (resp. Ui j k =Ui ×Uj ×Uk).

Supposons donné pour tout i ∈ I un A-faisceau de type J -adique Fi sur Ui et pour tout
couple (i , j ) d’éléments de I un isomorphisme

θ j i : Fi |Ui j
∼−−→ F j |Ui j

de A− fsc(Ui j ). On suppose que

a) Si i ∈ I , alors θi i = id.

b) Si (i , j , k) ∈ I 3, θki = θk j ◦θ j i sur Ui j k .

Alors il existe un A-faisceau de type J -adique F sur X et pour tout i ∈ I un isomor-
phisme

θi : Fi
∼−−→ F |Ui de A− fsc(Ui )

tels que pour tout couple (i , j ) d’éléments de I on ait

θ j ◦θi j = θi sur Ui j .

Preuve : Résulte immédiatement de l’assertion analogue, évidente, pour la
catégorie fibrée T 7→ J − ad(T ) sur X .

Corollaire 3.9.3. — La propriété pour un A-faisceau d’être de type J -adique est de
nature locale.

Preuve : Soit F un A-faisceau localement de type J -adique, et (Ui −→ eX )i∈I

un recouvrement de l’objet final eX de X tel que les A-faisceaux Fi = F |Ui soient
de type J -adique. D’après (3.9.2 (ii)), on peut “recoller” les Fi suivant un A-faisceau
de type J -adique F ′. Par ailleurs la proposition (3.9 b)) permet de recoller les mor-
phismes identiques des Fi en un morphisme F ′ −→ F , qui est un isomorphisme
localement, donc aussi globalement (1.7. (iii)).

Proposition 3.10. — Soit F un A-faisceau sur X . Les assertions suivantes sont
équivalentes :
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(i) F est de type J -adique.

(ii) F est de type strict (3.2) et, notant F ′ le A-faisceau strict associé à F (3.3), il existe
localement une application croissante γ ≥ id : N −→ N telle que χγ (F

′) soit
J -adique.

De plus ces conditions impliquent la condition (iii) ci-dessous et lui sont équivalentes
lorsque l’objet final eX de X admet un recouvrement par les objets quasicompacts.

(iii) Pour tout entier r ≥ 0, le A-faisceau

τr (F ) = (Fn

⊗

A

(A/J r+1))n∈N

est de type constant (3.6).

Preuve : Si F est de type J -adique, il existe un recouvrement (Ui −→ eX )i∈I de
l’objet final de X tel que pour tout i ∈ I F |Ui soit isomorphe au sens de E1(Ui , J )
(2.2) à un A-faisceau J -adique, et la réciproque est également vraie d’après (3.9.3).

L’équivalence de (i) et (ii) se voit alors en paraphrasant la preuve de (SGA5 V
3.2.3). Montrons que (i)⇒ (iii). Il résultera de (5.1) (le lecteur vérifiera que (3.10)
n’est pas utilisé dans la preuve de (5.1)) que si P et Q sont deux A-faisceaux isomor-
phes, alors les A-faisceaux τr (P ) et τr (Q) sont isomorphes. Par suite on peut sup-
poser que F est J -adique, et alors l’assertion est évidente. Pour voir que (iii)⇒ (i)
sous l’hypothèse supplémentaire de l’énoncé, on peut grâce à (3.9.3) supposer que
eX est quasicompact. Alors pour tout r ≥ 0, τr (F ) vérifie la condition de Mittagg-
Leffler, d’où résulte aussitôt qu’il en est de même pour F . On peut donc supposer
F strict. Alors pour tout r ≥ 0, τr (F ) est de type J -adique, donc essentiellement
constant par (i)⇒ (ii). Choisissant alors une application γ ≥ id : N −→ N telle
que pour tout r ≥ 0 le système projectif τr (F ) soit constant à partir du rang γ (r ),
il est immédiat que le A-faisceau χγ (F ) est J -adique, et donc que F vérifie (ii).

Corollaire 3.11. — Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact. Les asser-
tions suivantes pour un A-faisceau F sur X sont équivalentes :

(i) F est de type J -adique.
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(ii) F vérifie la condition de Mittag-Leffler et, désignant par F ′ le A-faisceau strict
associé, il existe une application γ ≥ id de N dans N telle χγ (F

′) soit J -adique.

Signalons enfin l’énoncé suivant, dont la preuve se ramène localement à une
paraphrase de celle de (SGA5 V 3.2.4) :

Proposition 3.12. — Soit

0−→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0

une suite exacte de A-faisceaux. Alors :

(i) Si F ′ et F sont respectivement de type strict et de type J -adique, alors F ′′ est de
type J -adique.

(ii) Si F et F ′′ sont respectivement de type strict et de type J -adique, alors F ′ est de
type strict.

Remarque 3.13. Bien entendu, comme dans le contexte de (SGA5 V et VI)
ce sont là les seules stabilités des notions précédentes. Pour en avoir d’autres, il
faudra introduire des conditions de finitude (cf. II).

4. Opérations externes.

On suppose donné dans ce paragraphe un anneau commutatif unifère A et un idéal
propre J de A.

4.1. Soient X et Y deux topos et f : X −→ Y un morphisme de topos. Ayant
choisi un foncteur image réciproque

f ∗ : A−ModY −→A−ModX ,

on définit un foncteur exact, noté de même,

f ∗ : E (Y, J )−→E (X , J )

en posant pour tout A-faisceau F = (Fn)n∈N sur Y

f ∗(F ) = ( f ∗(Fn))n∈N

27



et pour tout E (Y, J )-morphisme u = (un)n∈N,

f ∗(u) = ( f ∗(un))n∈N.

Ce foncteur est exact et transforme évidemment A-faisceau négligeable en A-
faisceau négligeable. On en déduit par passage au quotient un foncteur exact, ap-
pelé foncteur image réciproque par f ,

(4.1.1) f ∗ : A− fsc(Y )−→A− fsc(X ).

Il est clair que deux foncteurs images réciproques de A−ModY dans A−ModX ,
étant isomorphes, définissent des foncteurs isomorphes de A− fsc(Y ) dans A−
fsc(X ) ; par suite, on pourra parler, sans plus d’ambiguïté que dans le cas des fais-
ceaux de A–Modules, “du” foncteur image réciproque.

Exemple 4.1.2. Le foncteur restriction (1.6.2) associé à un morphisme f :
T −→ T ′ d’objets d’un topos X n’est autre que le foncteur image réciproque asso-
cié au morphisme de topos

X /T −→X /T ′

correspondant.

4.1.3. Si maintenant f : X −→ Y et g : Y −→ Z sont deux morphismes de
topos, on définit sans peine, argument par argument, un isomorphisme de fonc-
teurs

(g ◦ f )∗ ≃ f ∗ ◦ g ∗,

vérifiant la condition de cocycles habituelle.

4.1.4. Notant “pt” le topos ponctuel, i.e. la catégorie des ensembles munie de
la topologie canonique, on rappelle (2.8.1) que la catégorie A− fsc(pt) s’identifie
à la sous-catégorie pleine de Pro(A− mod ) engendrée par les systèmes projectifs
M = (Mn)n∈N de A–modules vérifiant J n+1Mn = 0 pour tout n ≥ 0. Si maintenant
X est un topos et

p : X −→ pt

le morphisme de topos canonique, le foncteur p∗ associe à tout système projectif
M comme ci-dessus un A-faisceau sur X , qui sera noté de même s’il n’y a pas de
confusion possible.
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Supposons maintenant que A soit noethérien. Il résulte du lemme d’Artin-Rees
(EGA 0I 7.3.2.1). que le foncteur

(4.1.4.1) M 7→ (M/J n+1M )n∈N

de la catégorie A−modn des A–modules de type fini dans A− fsc(pt) est exact et
fidèle,et même pleinement fidèle lorsque A est complet pour la topologie J -adique
(EGA 0I 7.8.2). Composant avec le foncteur p∗, on en déduit un foncteur exact et
fidèle

(4.1.4.2) A−modn−→A− fsc(pt),

qui est de même pleinement fidèle lorsque A est complet pour la topologie J -
adique. Dans la suite, on identifiera si aucune confusion n’en résulte un A–module
de type fini et le système projectif n’en résulte un A–module de type fini et le
système projectif associé au moyen du foncteur (4.1.4.2).

4.1.5. Soit X un topos. Tout foncteur point

i : pt−→X

de X définit un foncteur exact

i ∗ : A− fsc(X )−→A− fsc(pt) ,→ Pro(A− mod ),

qu’on appellera foncteur fibre associé à i . On prendra garde que si X admet une
famille conservative (ir )r∈R de foncteurs points, alors la famille de foncteurs exacts

i ∗r : A− fsc(X )−→A− fsc(pt)

n’est pas en général conservative. Soient en effet X un espace topologique qua-
sicompact et (xr )r∈N une infinité dénombrable de points fermés de X , et notons
ir : xr −→ X les inclusions canoniques. On peut choisir une infinité dénom-
brable (Pr )r∈N de A-faisceaux essentiellement nuls sur le topos ponctuel, telle qu’il
n’existe aucune application croissante γ ≥ id : N −→ N pour laquelle les mor-
phismes canoniques χγ (Pr ) −→ Pr soient simultanément nuls. Alors le système
projectif de AX –Modules

P =
⊕

r∈N

(ir )∗(Pr )
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n’est pas essentiellement nul et définit pourtant un A-faisceau qui est envoyé sur le
A-faisceau nul par tous les foncteurs fibres associés aux points de X . Nous verrons
cependant plus loin que ce genre d’inconvénient ne se produit plus lorsqu’on fait
des hypothèse de finitude convenables sur les A-faisceaux envisagés.

4.2. Soient X et Y deux topos et f : X −→ Y un morphisme. Avec les abus
de langage usuels, on définit pour tout entier p un foncteur additif

Rp f∗ : E (X , J )−→E (Y, J )

par la formule
Rp f∗((Fn)n∈N) = (R

p f∗(Fn))n∈N.

Mieux, la collection des foncteurs (Rp f∗)p∈Z est munie de façon évidente d’une
structure de foncteur cohomologique de E (X , J ) dans E (Y, J ).

Lemme 4.2.1. — On suppose f quasicompact (SGA4 VI 3.1). Soit u : F −→ G
un morphisme de E (X , J ) dont le noyau et le conoyau sont négligeables. Alors pour
tout entier p ∈ Z, le morphisme

Rp f∗(u) : Rp f∗(F )−→Rp f∗(G)

est à noyau et conoyau négligeables.

Preuve : Comme f est quasicompact, on voit en se ramenant au cas où l’objet
final de X est quasicompact que pour tout q ∈ Z le foncteur Rq f∗ transforme A-
faisceau négligeant en A-faisceaux négligeable. Le lemme s’en déduit en utilisant la
structure de foncteur cohomologique sur (Rp f∗)p∈Z.

D’après les propriétés générales des catégories abéliennes quotients, la catégorie
A− fsc(X ) est obtenue à partir de E (X , J ) en inversant les flèches dont le noyau et
le conoyau sont négligeables. Il résulte de (4.2.1) que lorsque f est quasicompact
le foncteur cohomologique (Rp f∗)p∈Z définit par passage au quotient un foncteur
cohomologique noté de même

(4.2.2) (Rp f∗)p∈Z : A− fsc(X )−→A− fsc(Y ).

Bien entendu, Ri f∗ = 0 pour i < 0, et en particulier le foncteur image directe
f∗ =R0 f∗ est exact à gauche.
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Définition 4.2.3. — Soit X un topos. On dit qu’un A-faisceau F = (Fn)n∈N est
flasque si chacun des Fn est un A–Module (ou, ce qui revient au même, un faisceau
abélien) flasque.

Proposition 4.2.4. —

(i) Soit X un topos. Tout A-faisceau sur X se plonge dans un A-faisceau flasque.

(ii) Soient X et Y deux topos et f : X −→ Y un morphisme quasicompact. Pour
tout A-faisceau flasque F sur X , le A-faisceau f∗(F ) est flasque et on a

Rp f∗(F ) = 0 (p ≥ 1), dans A− fsc(Y ).

En particulier, pour tout entier p ≥ 1, le foncteur Rp f∗ est effaçable.

Preuve : Lorsque X admet suffisamment de points, le caractère fonctoriel de
la “résolution de Godement” (SGA4 XII 3.4) permet de la prolonger aux systèmes
projectifs, ce qui montre (i) dans ce cas.

Dans le cas général, on laisse au lecteur le soin de faire la construction pas à
pas. D’ailleurs, nous verrons plus loin (6.6.3) que la catégorie E (X , J ) possède
suffisamment d’injectifs et que ceux-ci sont flasques, ce qui prouvera également le
résultat annoncé. Quant à l’assertion (ii), elle est immédiate.

4.3. Soient X et Y deux topos et f : X −→ Y un morphisme quasicompact.
Soient F un A-faisceau sur Y et G un A-faisceau sur X .

On définit de façon évidente, composant par composant, des “morphismes
d’adjonction”

(4.3.1) aF : F −→ f∗ f ∗(F )

(4.3.2) bG : f ∗ f∗(G)−→G

fonctoriels en F et G respectivement. On en déduit des applications fonctorielles
(Sém. CARTAN 11 Exp. 7 par 3)

(4.3.3) ϕ : Hom( f ∗F ,G)−→Hom(F , f∗(G))
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(4.3.4) ψ : Hom(F , f∗(G))−→Hom( f ∗F ,G).

Proposition 4.3.5. — Les applications ϕ et ψ précédentes sont des bijections in-
verses l’une de l’autre. En particulier, le foncteur

f ∗ : A− fsc(Y )−→A− fsc(X )

est adjoint à gauche du foncteur

f∗ : A− fsc(X )−→A− fsc(Y ).

Preuve : Il suffit (cf. loc. cit.) de montrer que les composés

f∗(G)
a f∗(G)−−→ f∗ f ∗ f∗(G)

f∗(bG)−−→ f∗(G)

et

f ∗(F )
f ∗(aF )−−→ f ∗ f∗ f ∗(F )

b f ∗(F )−−→ f ∗(F )

sont respectivement l’identité de f∗(G) et celle de f ∗(F ). Or cela est vrai au stade
des composants, d’où l’assertion.

4.4. Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact, de sorte que (SGA4 VI
3.2), le morphisme canonique

p : X −→ pt

est quasicompact. On définit de façon évidente un foncteur cohomologique

(H
i
(X , .))i∈Z : E (X , J )−→E (pt, J ) (−→ Pro(A− mod )),

en posant pour tout A-faisceau F = (Fn)n∈N

(4.4.1) H
i
(X , F ) = (H

i
(X , Fn))n∈N

avec les morphismes de transition évidents.
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Le même raisonnement qu’en (4.2) montre qu’il définit par passage au quotient
un nouveau foncteur cohomologique, noté sans inconvénient de la même manière,

(4.4.2) (H
i
(X , .))i∈Z : A− fsc(X )−→A− fsc(pt) ,→ Pro(A− mod ).

Comme précédemment, H
i
= 0 pour i < 0, et on pose H

0
(X , .) = Γ (X , .).

Identifiant de la façon habituelle les foncteurs Γ et p∗ pour les AX –Modules,
on obtient une identification canonique entre les foncteurs H

i
(X , .) et Ri p∗(.),

de sorte que les énoncés précédents peuvent être considérés comme une redite de
(4.2).

4.4.3. Soient X et Y deux topos dont l’objet final est quasicompact et f : X −→
Y un morphisme. Si F est un A-faisceau sur Y , l’image réciproque en cohomologie
définit de façon évidente un morphisme de foncteurs cohomologiques

f ∗ : H
p
(Y, F )−→H

p
(X , f ∗(F ))

avec les propriétés habituelles (isomorphisme canonique pour le composé, avec
condition de cocycles).

4.5. Soient X un topos et f : T −→ T ′ un morphisme quasicompact (SGA4
VI 1.7) de X . Le foncteur exact (SGA4 III 6.8)

f! : A−ModT −→A−ModT ′

définit de façon claire un foncteur exact

(4.5.1) f! : E (T , J )−→E (T ′, J )

en posant pour tout A-faisceau F = (Fn)n∈N sur T

(4.5.2) f!(F ) = ( f!(Fn))n∈N.

Comme f est quasicompact, le foncteur (4.5.1) transforme A-faisceau négligeable
en A-faisceau négligeable, et définit par suite par passage au quotient un foncteur
exact, noté de même,

(4.5.3) f! : A− fsc(T )−→A− fsc(T ′).
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4.5.4. Si g : T ′ −→ T ′′ est un autre morphisme quasicompact de X , on définit,
composant par composant sur les systèmes projectifs, un isomorphisme

(g f )!
∼−−→ g! f!

vérifiant la condition de cocycles habituelle.

Proposition 4.5.5. — Soient X un topos et f : T −→ T ′ un morphisme quasi-
compact de X . Le foncteur

f! : A− fsc(T )−→A− fsc(T ′)

est adjoint à gauche du foncteur

f ∗ : A− fsc(T ′)−→A− fsc(T ).

Preuve : On se ramène comme dans la preuve de (4.3.5) à l’assertion analogue
pour les A–Modules.

4.6. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le fermé complémentaire de
U (SGA4 IV 3.3). On note

j : Y −→X

le morphisme de topos canonique, et on rappelle que j est quasicompact. Sur le
modèle de (4.2), le foncteur cohomologique ( )

(Rp j !)p∈Z : A−ModX −→A−ModY

permet de définir un foncteur cohomologique, noté de même,

(4.6.1) (Rp j !)p∈Z : A− fsc(X )−→A− fsc(Y ).

On a Ri j ! = 0 pour i < 0, et on pose j ! =R0 j !. Le foncteur j ! est exact à gauche.

4.6.2. Si k : Z −→ Y est une autre immersion fermée de topos, on a un iso-
morphisme canonique

( j k)! ∼−−→ (k !)( j !),

vérifiant la condition de cocycles habituelle.
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Proposition 4.6.3. — Le foncteur

j∗ : A− fsc(Y )−→A− fsc(X )

est adjoint à gauche du foncteur

j ! : A− fsc(X )−→A− fsc(Y ).

Preuve : Analogue à celle de (4.3.5), compte tenu de (SGA4 IV 3.6).

Proposition 4.6.4. — On suppose que le morphisme canonique i : U −→ X est
quasicompact. Alors on a pour tout A-faisceau F sur X des suites exactes de E (X , J ),
donc aussi de A− fsc(X ), fonctorielles en F ,

(i) 0−→ i!i
∗(F )−→ F −→ j∗ j ∗(F )−→ 0

(i i) 0−→ j∗ j !(F )−→ F −→ i∗i
∗(F ),

dans lesquelles les flèches non évidentes désignent les morphismes d’adjonction.

Preuve : Résulte aussitôt de (SGA4 IV 3.7) appliqué aux composants de F .

4.6.5. Signalons enfin que toutes les opérations que nous venons de définir
transforment évidemment A-faisceau de type constant en A-faisceau de type con-
stant, et que les foncteurs image réciproque et prolongement par zéro (4.5.3), étant
exacts, transforment A-faisceau de type J -adique en A-faisceau de type J -adique.
Nous verrons dans le chapitre II, moyennant des conditions de finitude conven-
ables, d’autres propriétés de stabilité pour ces notions.

5. Produit tensoriel.

On suppose donné dans ce paragraphe un idéotope (X ,A, J ), et on convient de
poser pour tout entier n ≥ 0

An =A/J n+1.
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5.1. Soient E = (En)n∈N et F = (Fn)n∈N deux A-faisceaux sur X . Pour tout
entier i ∈ Z, on définit comme suit un nouveau A-faisceau, noté

T orA
i (E , F ).

Si n est un entier ≥ 0, le nème composant est

T orA
i (E , F )n =T orAn

i (En, Fn),

est le morphisme de transition

T orA
i (E , F )n+1 −→T orA

i (E , F )n

est le composé du morphisme canonique

T orAn+1
i (En+1, Fn+1)−→T orAn+1

i (En, Fn),

déduit des morphismes de transition de E et F respectivement, et du morphisme
de changement d’anneau (CE VI 4)

T orAn+1
i (En, Fn)−→T orAn

i (En, Fn).

Si u : E −→ E ′ et v : F −→ F ′ sont deux morphismes de E (X , J ), on définit un
E (X , J )-morphisme

T orA
i (u, v) :T orA

i (E , F )−→T orA
i (E

′, F ′)

en posant
(T orA

i (u, v))n =T orAn
i (un, vn).

Mieux, on peut, grâce à (CE p.119, Remarque), définir des morphismes bords com-
posant par composant et munir ainsi la collection des T orA

i d’une structure de
bifoncteur cohomologique

E (X , J )×E (X , J )−→E (X , J ).

Bien entendu, le bifoncteur T orA
0 sera noté ⊗A et appelé produit tensoriel. Il est

clair qu’il est exact à droite, commutatif et associatif. Enfin, on a pour tout entier
i un isomorphisme “canonique” de bifoncteurs.

(5.1.1) T orA
i (E , F )≃T orA

i (F , E).
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Proposition 5.2. — Il existe un unique bifoncteur cohomologique, noté encore
(T orA

i )i∈Z

(T orA
i )i∈Z : A− fsc(X )×A− fsc(X )−→A− fsc(X )

vérifiant les propriétés suivantes.

(a) Pour tout entier i ∈ Z, le diagramme

E (X , J )×E (X , J ) E (X , J )

A− fsc(X )×A− fsc(X ) A− fsc(X )

π×π π

T orA
i

T orA
i

dans lequel π désigne le foncteur canonique, est commutatif.

(b) Pour tout suite exacte 0 −→ E ′ −→ E −→ E ′′ −→ 0 (resp. 0 −→ F ′ −→
F −→ F ′′ −→ 0) de E (X , J ), le foncteur π transforme les morphismes bords

T orA
i+1 (E

′′, F )−→T orA
i (E

′, F )

(resp. T orA
i+1 (E , F ′′)−→T orA

i (E , F ′) )

de E (X , J ) en les morphismes bords correspondants dans A− fsc(X ).

Preuve : Comme toute flèche de A− fsc(X ) peut se mettre sous la forme
π(u)◦π(s)−1, où u et s sont deux flèches de E (X , J ), l’unicité est immédiate en ce
qui concerne les bifoncteurs T orA

i . Pour ce qui est des opérateurs bords, elle ré-
sulte de ce que toute suite exacte de A− fsc(X ) est, d’après les propriétés générales
des catégories abéliennes quotients, isomorphe à l’image par π d’une suite exacte
de E (X , J ). Quant à l’existence, on est essentiellement réduit à montrer que si
u : E −→ E ′ est un morphisme de E (X , J ) dont le noyau et le conoyau sont
négligeables, alors il en est de même pour tout entier i et tout A-faisceau F des
morphismes

T orA
i (u, idF ) :T orA

i (E , F )−→T orA
i (E

′, F ).

Compte tenu du fait que les T orA
i sont munis d’une structure de foncteur coho-

mologique sur E (X , J ), on est ramené à voir qu’ils transforment A-faisceau nég-
ligeable en A-faisceau négligeable, ce qui est évident.
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Définition 5.3. — Le bifoncteur T orA
0 est appelé produit tensoriel et noté ⊗A.

Le bifoncteur produit tensoriel est évidemment exact à droite, commutatif et
associatif. De plus on a pour tout entier i des isomorphismes fonctoriels

T orA
i (E , F ) ∼−−→T orA

i (F , E).

Convention 5.4. Comme l’anneau A est fixé dans tout le paragraphe, on le
supprime à partir de maintenant des notations, afin d’alléger le texte.

Définition 5.5. — Soit E un A-faisceau sur X . On dit que E est plat si pour toute
suite exacte

0−→ F ′
u−−→ F

v−−→ F ′′ −→ 0

de A− fsc(X ), la suite correspondante

0−→ E ⊗ F ′
idE ⊗u
−−→ E ⊗ F

idE ⊗v
−−→ E ⊗ F ′′ −→ 0

est exacte.

On voit immédiatement que le produit tensoriel de deux A-faisceaux plats est
un A-faisceau plat.

Lemme 5.6. — Soit E un A-faisceau. On suppose que pour toute suite exacte de
E (X , J )

0−→ F ′
u−−→ F

v−−→ F ′′ −→ 0

la suite correspondante

0−→ E ⊗ F ′
idE ⊗u
−−→ E ⊗ F

idE ⊗v
−−→ E ⊗ F ′′ −→ 0

de E (X , J ) soit exacte. Alors E est un A-faisceau plat.

Preuve : On utilise le fait que toute suite exacte de A−fsc(X ) est l’image d’une
suite exacte de E (X , J ).

En particulier, un A-faisceau E = (En)n∈N, dont pour tout entier n ≥ 0 le
composant En est un An–Module plat, est plat.
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Définition 5.7. — Soit X un topos. Étant donné un système projectif indexé par
N d’objets de X

H = (Hn)n∈N,

on appelle A-faisceau quasilibre engendré par H , et on note AH , le A-faisceau

AH = ((An)Hn
)n∈N,

dans lequel les morphismes de transition sont ceux déduits des morphismes de transition
de H . On dit qu’un A-faisceau est quasilibre s’il est isomorphe dans E (X , J ) à un A-
faisceau de la forme AH .

D’après 5.6, un A-faisceau quasilibre est plat.

Proposition 5.8. —

(a) Soient H un système projectif indexé par N d’objets de X , et E un A-faisceau
sur X . On a un isomorphisme fonctoriel en E

Hom(AH , E) ∼−−→ ProHom(H , E).

(b) Si H et K sont deux systèmes projectifs indexés par N d’objets de X , on a un
isomorphisme canonique

AH×K
∼−−→AH ⊗A AK

(c) Si E est un A-faisceau sur X , on a dans E (X , J ), donc aussi dans A− fsc(X ), un
épimorphisme fonctoriel en E

AE −→ E −→ 0.

En particulier, tout A-faisceau est quotient d’un A-faisceau plat.

Preuve : Montrons d’abord a). Si l’objet final de X est quasicompact, le
premier s’identifie à l’ensemble de morphismes de AH dans E dans la catégorie
Pro(A−ModX ) (2.8). On en déduit le résultat grâce à (SGA4 IV 2.13 1) a)).
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L’isomorphisme de b) est la collection des isomorphismes canoniques sur les com-
posants (SGA4 IV 2.13. 1) b)). Enfin l’épimorphisme de c) est la collection des
épimorphismes canoniques (d’adjonction)

(An)En
−→ En.

Proposition 5.9. — Soit F un A-faisceau sur X . Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est plat.

(ii) Pour toute suite exacte de A-faisceau

0−→G
u−−→H

v−−→ F −→ 0

et tout A-faisceau E, la suite

0−→ E ⊗G
idE ⊗u
−−→ E ⊗H

idE ⊗v
−−→ E ⊗ F −→ 0

est exacte.

(iii) Pour tout A-faisceau G, on a :

T or1 (F ,G) = 0.

(iv) Pour tout A-faisceau G, on a

T ori (G, F ) = 0 (i ≥ 1).

Preuve : (i) ⇒ (ii). Soit 0 −→ R −→ L −→ E −→ 0 une suite exacte, avec
L plat (par exemple quasilibre). On en déduit de façon évidente un diagramme
commutatif exact

G⊗R H ⊗R F ⊗R 0

G⊗ L H ⊗ L F ⊗ L 0

G⊗ E H ⊗ E

0 0 .

u⊗idE

α

β
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Comme L est plat, la flèche α est un monomorphisme. On peut donc appliquer
le lemme du serpent au diagramme délimité par les deux lignes du haut. Il fournit
une suite exacte

Ker(β)−→G⊗ E
u⊗idE−−→H ⊗ E .

Comme F est plat, Ker(β) = 0, donc u ⊗ idE est un monomorphisme, ce qui
prouve (ii). Montrons (ii)⇒ (iii). Soit

0−→K −→ L−→ F −→ 0

une suite exacte, avec L un A-faisceau quasilibre. On en déduit une suite exacte

T or1 (G, L)−→T or1 (G, F )−→G⊗K −→G⊗ L−→G⊗ F −→ 0,

d’où d’après (ii) un épimorphisme

T or1 (G, L)−→T or1 (G, F )−→ 0.

Nous aurons donc montré queT or1 (G, F ) = 0 si nous prouvons le lemme suivant.

Lemme 5.9.1. — Soit L un A-faisceau quasilibre. Pour tout A-faisceau G, on a

T ori (L,G) = 0 (i ≥ 1), dans E (X , J ).

En effet, comme pour tout entier n ≥ 0, Ln est un An–Module plat, il est
évident que T orAn

i (Ln,Gn) = 0, d’où l’assertion.
Montrons que (iii) ⇒ (iv). Nous allons le voir par récurrence croissante sur

l’entier i ≥ 1. Supposons donc prouvé que pour tout A-faisceau H , on ait T ori

(F , H ) = 0, et soit G un A-faisceau. Choisissons une suite exacte

0−→H −→ L−→G −→ 0,

avec L quasilibre. On en déduit une suite exacte

T ori+1 (F , L)−→T ori+1 (F ,G)−→T ori (F , H )−→T ori (F , L),

dans laquelle les termes extrêmes sont nuls d’après (5.9.1). L’hypothèse de récur-
rence appliquée à H montre alors que

T ori+1 (F ,G)≃T ori (F , H ) = 0.
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Montrons que (iv) ⇒ (i). soit 0 −→ E ′
u−−→ E

v−−→ E ′′ −→ 0 une suite exacte
de A-faisceaux et montrons que idF ⊗u est un monomorphisme. Comme T or1

(F , E ′′) = 0 par hypothèse, l’assertion résulte de la suite exacte canonique

T or1 (F , E ′′)−→ F ⊗ E ′
idF ⊗u
−−→ F ⊗ E

idF ⊗v
−−→ F ⊗ E ′′ −→ 0.

Corollaire 5.9.2. — Soit 0 −→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0 une suite exacte de
A-faisceaux.

(i) Si F ′ et F ′′ sont plats, alors F est plat.

(ii) Si F et F ′′ sont plats, alors F ′ est plat.

Corollaire 5.9.3. — La propriété pour un A-faisceau F d’être plat est de nature
locale.

Preuve : Soit G un autre A-faisceau. L’assertion T or1 (G, F ) = 0 est de nature
locale (1.7 (i)). Par ailleurs il est immédiat (cf. aussi (5.17)) que si T est un objet de
X , on a

T or1 (G, F )|T ≃T or1 (G|T , F |T ).

5.10. Soient E , F ,G trois A-faisceaux. Étant données trois résolutions plates
L, M ,N de E , F ,G respectivement, on pose

T ori (E , F ,G) =Hi (L⊗M ⊗N ).

Les propriétés (5.9) et (5.9.2) des A-faisceaux plats impliquent de façon classique
que la définition précédente ne dépend pas des résolutions plates choisies.

Proposition 5.11. — Soient E , F ,G trois A-faisceaux et L, M ,N des résolutions
plates de E , F ,G respectivement.

(i) On a des isomorphismes canoniques

T ori (E , F )≃Hi (L⊗ F )≃Hi (E ⊗M )≃Hi (L⊗M ).
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(ii) On a trois suites spectrales birégulières

T ori (E ,T or j (F ,G)) T ori+ j (E , F ,G)

T ori (F ,T or j (G, E)) T ori+ j (E , F ,G)

T ori (G,T or j (E , F )) T ori+ j (E , F ,G).

Preuve : Classique à partir des propriétés énoncées des A-faisceaux plats (voir
thèse de VERDIER). En ce qui concerne les suites spectrales, on fera une démon-
stration analogue en ( ).

Proposition 5.12 (Lemme de NAKAYAMA). — Soit F un A-faisceau. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) F /J F = 0.

(ii) F = 0.

Preuve : On a seulement à voir que (i) entraîne (ii). Quitte à localiser, on peut
supposer le système projectif

F /J F = (Fn/J Fn)n∈N

essentiellement nul. Alors il existe une application croissante γ ≥ id : N −→ N
telle que pour tout entier n ≥ 1 le morphisme canonique Fγ (n)/J Fγ (n) −→ Fn/J Fn

soit nul. Autrement dit, l’image de Fγ (n) par le morphisme canonique

Fγ (n) −→ Fn

est contenue dans J Fn. On en déduit par récurrence que pour tout entier r ≥ 1,
l’image du morphisme canonique

Fγ r (n) −→ Fn
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est contenue dans J r Fn. En particulier, comme J n+1Fn = 0, le morphisme canon-
ique

Fγ n+1(n) −→ Fn

À partir de maintenant et jusqu’à mention expresse du contraire nous allons
supposer que A est noethérien et que J est un idéal maximal de A.

Proposition 5.13. — Soit (X ,A, J ) un idéotope, avec A un anneau noethérien et
J un idéal maximal de A. Les assertions suivantes pour un A-faisceau F sont équiva-
lentes :

(i) T or1 (A/J , F ) = 0.

(ii) Pour tout A–module de type fini M , on a

T ori (M , F ) = 0 (i ≥ 1).

(iii) Pour tout A-faisceau G annulé par une puissance de J , on a

T ori (F ,G) = 0 (i ≥ 1).

(Les notations de l’énoncé sont celles de 4.1.4).

Preuve : La catégorie des A-faisceaux ne changeant pas si on remplace A par
AJ , nous pouvons supposer A local d’idéal maximal J . Il est clair que (ii) et (iii)
impliquent chacun (i). Montrons que (i) ⇒ (ii). Tout d’abord, utilisant une ré-
solution de M par des A–modules libres de type fini, on voit par récurrence qu’il
suffit de montrer que T or1 (M , F ) = 0, pour tout A–module de type fini M . Nous
allons voir ce dernier point par récurrence croissante sur la dimension de M . Si
dim(M ) = 0, alors M admet une filtration finie par des A–modules isomorphes à
A/J et l’assertion résulte de (i) par récurrence sur la longueur, grâce à la suite ex-
acte des T or. Dans le cas général, M admet (Bourbaki Alg. Comm. IV 4.1) une
filtration finie dont les quotients consécutifs sont isomorphes à des A–modules de
la forme A/P , où P est un idéal premier de A, de sorte que l’on peut supposer que
M est de cette forme. Si P = J , c’est terminé. Sinon, il existe un élément a non
nul de J/P , d’où une suite exacte

0−→A/P
a−−→A/P −→A/P + aA−→ 0.
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Comme T or1 (A/P + aA, F ) = 0 par récurrence, on déduit de cette suite exacte
que la multiplication par a

T or1 (A/P, F ) a−−→T or1 (A/P, F )

est un épimorphisme. On conclut alors par le lemme de Nakayama 5.12.

Montrons enfin que (i)⇒ (iii). Le A-faisceau G admet une filtration finie dont
les quotients consécutifs sont annulés par J , de sorte qu’on peut supposer que G
lui-même est annulé par J .

Lemme 5.13.1. — Soit (S) 0 −→ E ′
u−−→ E

v−−→ E ′′ −→ 0 une suite exacte de
A-faisceaux, avec J E = 0. Pour tout A-faisceau P , la suite correspondante

0−→ P ⊗ E ′ −→ P ⊗ E −→ P ⊗ E ′′ −→ 0

est exacte.

On se ramène immédiatement au cas où les morphismes u et v sont images de
morphismes de E (X , J ). De plus, on peut remplacer E , E ′′ et E ′ respectivement
par E/J E , E ′′/J E ′′ et Im(E ′/J E ′ −→ E/J E), ces expressions étant entendues au
sens de E (X , J ) ; dans ce cas, on a pour tout entier n ≥ 1

J E ′n = J En = J E ′′n = 0.

Il suffit alors pour voir le lemme de prouver que les suites évidentes

0−→ Pn ⊗An
E ′n −→ Pn ⊗An

En −→ Pn ⊗An
E ′′n −→ 0

sont exactes. Or on peut pour le voir remplacer Pn par Pn/J Pn, et alors c’est évi-
dent car on a affaire à des faisceaux de A/J -espaces vectoriels.

Lemme 5.13.2. — Soient F et G deux A-faisceaux. On suppose que F vérifie (i) et
que J G = 0. Alors T or1 (F ,G) = 0.

Soit 0 −→ M −→ L −→ G −→ 0 une suite exacte de A-faisceaux, avec L plat.
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Il est clair que J L⊂M . On en déduit un diagramme commutatif et exact :

(D)

0 0

J L J L

0 M L G 0

0 M/J L L/J L G 0

0 0

En tensorisant par F , on en déduit un diagramme commutatif et exact

(D ′)

0

F ⊗ J L F ⊗ J L 0

F ⊗M F ⊗ L F ⊗G 0

F ⊗ (M/J M ) F ⊗ (L/J L) F ⊗G 0

0 0 .

En effet, comme F vérifie (i), la suite canonique

(U ) 0−→ F ⊗ J −→ F −→ F /J F −→ 0

est exacte, et il en est de même de la colonne centrale de (D’) qui se déduit de (U)
par tensorisation par le A-faisceau plat L. Par ailleurs, la ligne du bas de (D’) est ex-
acte d’après le lemme (5.13.1) appliqué à la ligne correspondante de (D). L’assertion
(5.13.2) résulte alors de (D’) en appliquant le lemme du serpent au diagramme
défini par la colonne de gauche et celle du centre : on obtient ainsi que la suite
canonique

0−→ F ⊗M −→ F ⊗ L−→ F ⊗G −→ 0
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est exacte, d’où l’assertion par la suite exacte des T or.
On achève la preuve de (iii) comme suit. Il est clair que G admet une résolution

gauche par des A-faisceaux de la forme L/J L, avec L un A-faisceau plat. L’assertion
se verra par récurrence croissante sur l’entier i à partir du cas i = 1 si on montre
que

T ori (F , L/J L) = 0 (i ≥ 1)

pour tout A-faisceau plat L. Or la considération des deux suites spectrales (5.11)

T ori (F ,T or j (A/J , L)) T ori+ j (F ,A/J , L)

T ori (L,T or j (A/J , F )) T ori+ j (F ,A/J , L)

montre, compte tenu du fait que L est plat, que l’on a un isomorphisme

T ori (F , L/J L)≃ L⊗T ori (A/J , F ),

d’où le résultat désiré grâce à l’implication (i)⇒ (ii).

Définition 5.14. — Un A-faisceau vérifiant les conditions équivalentes de (5.13)
sera dit presque plat.

Remarque 5.15. Lorsque A est un anneau de valuation discrète d’idéal max-
imal J , alors, désignant par u une uniformisante locale de A, on voit facilement,
par application de la suite exacte des T or à la suite exacte canonique 0−→A

x u−−→
A−→ A/J −→ 0 que les A-faisceaux presque plats sont ceux qui sont sans torsion,
i.e. ceux pour lesquels la multiplication par un élément de A est un monomor-
phisme.

Proposition 5.15. —

1) Soit 0−→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0 une suite exacte de A-faisceaux. Si F ′ et F ′′

(resp. F et F ′′) sont presque plats, alors il en est de même pour F (resp. F ′).

2) Si E et F sont deux A-faisceaux presque plats, alors E ⊗A F est presque plat et
l’on a

T ori (E , F ) = 0 (i ≥ 1).
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Preuve : L’assertion (1) se voit de façon classique en utilisant la suite exacte des
T or. Montrons (2). Compte tenu de (5.13 (iii)), la suite spectrale

(5.15.1) T ori (F ,T or j (A/J , E))⇒T ori+ j (F ,A/J , E)

montre que
T orp (F ,A/J , E) = 0 (p ≥ 1).

Utilisant ce résultat, on déduit de la suite spectrale

(5.15.2) T ori (A/J ,T or j (E , F ))⇒T ori+ j (A/J , E , F )

l’égalité
T or1 (A/J , E ⊗ F ) = 0,

donc que E ⊗ F est presque plat. Mais alors (5.13), on a

T ori (A/J , E ⊗ F ) = 0 (i ≥ 1)

et un nouvel examen de (5.15.2) montre que

(A/J )⊗T or1 (E , F ) = 0,

d’où T or1 (E , F ) = 0 par le lemme de Nakayama. Nous allons maintenant voir
le fait que T ori (E , F ) = 0 (i ≥ 1) par récurrence croissante sur l’entier i ≥ 1.
Supposons donc la vraie pour i et montrons qu’elle est vraie pour i+1. Soit pour
cela

(S) 0−→ F ′ −→ L−→ F −→ 0

une suite exacte de A-faisceaux, avec L plat. D’après (1), F ′ est presque plat, d’où
T ori (E , F ′) = 0 par hypothèse de récurrence. On conclut par la suite exacte des
T ori (E , .) appliquée à la suite (S).

Proposition 5.16. — Soit (X ,A, J ) un idéotope, avec A un anneau local régulier
de dimension r et J son idéal maximal. Étant donnés deux A-faisceaux E et F sur X ,
on a

T ori (E , F ) = 0 (i ≥ 2r + 1)
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Si de plus F est presque plat, alors

T ori (E , F ) = 0 (i ≥ r + 1)

Preuve : Nous utiliserons le lemme suivant, qui peut-être utile en soi.

Lemme 5.16.1. — Pour tout A-faisceau G et tout A-module de type fini M , on a

T ori (M ,G) = 0 (i > dpA(M )).

Pour le voir, on utilise (5.11), en prenant une résolution plate de M définie par
une résolution de longueur dpA(M ) du M –module M par des A–modules libres de
type fini.

Le lemme montre que pour tout A-faisceau F et toute suite exacte

0−→ Zr −→ Lr−1 −→ Lr−2 −→ . . .−→ L1 −→ L0 −→ F −→ 0,

avec les Li des A-faisceaux plats, le A-faisceau Zr est presque plat. Faisant de même
pour E , ce qui fournit un A-faisceau presque plat Yr , on a de façon classique des
isomorphismes

T ori+2r (E , F )≃T ori (Yr ,Zr ) (i ≥ 1)

d’où le fait que
T ori (E , F ) = 0 (i ≥ 2r + 1)

grâce à (5.15.2). L’assertion analogue lorsque F est presque plat se voit de même.

Corollaire 5.16.1. — Sous les hypothèses de (5.16), il existe pour tout A-faisceau F
sur X une suite exacte

0−→ P2r −→ P2r−1 −→ . . .−→ P1 −→ P0 −→ F −→ 0

de A-faisceaux, avec Pi plat sur i ∈ [0,2r ].

A partir de maintenant, l’anneau A et l’idéal J sont de nouveau quelconques.

5.17. Soient X et Y deux topos et f : X −→ Y un morphisme de topos.
Choisissons un foncteur image réciproque

f ∗ : A−ModY −→A−ModX .
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On rappelle qu’on en déduit pour tout couple (P,Q) de AnY –Modules (n entier
≥ 0) et tout entier i ≥ 0 un isomorphisme fonctoriel

αi :T orAn
i ( f

∗P, f ∗Q) ∼−−→ f ∗ T orAn
i (P,Q),

et que la collection des αi définit un isomorphisme de foncteurs cohomologiques
de An−ModX . Appliquant ces isomorphismes aux composants des systèmes pro-
jectifs, on en déduit sans peine un isomorphisme analogue de bifoncteurs coho-
mologiques de E (Y, J ) dans E (X , J ). Enfin, un passage au quotient immédiat four-
nit un isomorphisme de bifoncteurs cohomologiques de A− fsc(Y ) dans A− fsc(X ) :

(5.17.1) (T ori ( f
∗E , f ∗F ) ∼−−→ f ∗ T ori (E , F ))i∈N.

Proposition 5.17.2. — Pour tout A-faisceau quasilibre (5.7) L sur Y , le A-faisceau
f ∗(L) est quasilibre.

Preuve : L’assertion résultera du fait, appliqué aux composants de L, que si B
est un anneau et H un faisceau d’ensembles sur Y , alors f ∗(BH )≃ B f ∗(H ). Faute de
référence, montrons comment on voit ce dernier point. Si M est un BX –Module,
on a la suite d’isomorphismes

(1) HomB( f
∗(BH ), M )≃HomB(BH , f∗(M ))

(2) HomB(BH , f∗(M ))≃HomEns(H , f∗(M ))

(3) HomEns(H , f∗(M ))≃HomEns( f
∗(H ), M )

(4) HomEns( f
∗(H ), M )≃HomB(B f∗(H )

, M ),

les isomorphismes d’ordre impair provenant de la formule d’adjonction entre f∗
et f ∗, et ceux d’ordre pair traduisant les définitions respectives de BH et B f ∗(H ).
L’égalité annoncée en résulte aussitôt.

5.18. Soient X un topos, T et T ′ deux objets de X et i : T −→ T ′ un mor-
phisme quasicompact. On note de même le morphisme de topos

i : X /T −→X /T ′
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correspondant. Si E = (En)n∈N et F = (Fn)n∈N sont respectivement un A-faisceau
sur T et un A-faisceau sur T ′, les isomorphismes de projection (SGA4 IV 2.13)

i!(En ⊗A i ∗(Fn))
∼−−→ i!(En)⊗A Fn

définissent un morphisme de E (T ′, J )

(5.18.1) i!(E ⊗ i ∗(F )) ∼−−→ i!(E)⊗ F ,

d’où un isomorphisme bifonctoriel de A− fsc(T ′).
En particulier, on en déduit pour tout A-faisceau F sur T ′ un isomorphisme

fonctoriel en F

(5.18.2) F ⊗ i!(A)≃ i!i
∗(F ).

De cette dernière formule, on déduit pour tout couple (F ,G) de A-faisceaux sur
T ′ un isomorphisme fonctoriel

(5.18.3) i!i
∗(F ⊗G)≃ (i!i

∗F )⊗G.

Supposons maintenant que i soit un monomorphisme, autrement dit que T
définisse un ouvert de X /T ′, auquel cas nous dirons que i est une immersion ou-
verte. Alors on définit comme suit pour tout couple (F , F ′) de A-faisceaux sur T
un isomorphisme fonctoriel

(5.18.4) i!(F ⊗ F ′)≃ i!(F )⊗ i!(F
′).

L’isomorphisme évident i ∗i! ≃ id fournit un isomorphisme

i!(F ⊗ F ′)≃ i!(F ⊗ i ∗i!F
′)

qui, composé avec l’isomorphisme de projection (5.18.1)

i!(F ⊗ i ∗i!F
′)≃ i!(F )⊗ i!(F

′),

donne l’isomorphisme désiré.

Proposition 5.18.5. — Soient X un topos et i : T −→ T ′ un morphisme quasi-
compact d’objets de X .
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(i) Pour tout A-faisceau quasilibre (resp. plat) L sur T , le A-faisceau i!(L) est quasili-
bre (resp. plat).

(ii) Si de plus i est une immersion ouverte, alors pour tout A-faisceau plat P sur T ′,
le A-faisceau i ∗(P ) est plat.

Preuve : (i) Supposons d’abord L quasilibre. Pour voir que i!L l’est également,
il suffit de montrer que pour tout anneau B et tout objet u : H −→ T de X /T , on
a un isomorphisme

i!(Bu)≃ Bi◦u ,

ce qui se voit comme en (5.17.2), en utilisant cette fois l’adjonction entre i! et i ∗.
Montrons maintenant que si L est plat, alors i!(L) l’est aussi.

Par (5.18.1), le foncteur M 7→ i!(L)⊗M est isomorphe au foncteur M 7→ i!(L⊗
i ∗(M )). Or ce dernier est exact, puisque i!, i ∗ et le foncteur P −→ L⊗P sont exacts.
D’où l’assertion. (ii) Il s’agit de voir que si u : L −→ M est un monomorphisme
de A-faisceaux sur T ′, le morphisme

L⊗ i ∗(P ) u⊗id−−→M ⊗ i ∗(P )

est un monomorphisme. Comme i ∗i! ≃ id, il suffit de voir que le morphisme
i!(u ⊗ id) est un monomorphisme. Or celui-ci est isomorphe d’après (5.18.1) au
morphisme

i!(L)⊗ P
i!(u)⊗id
−−−→ i!(M )⊗ P,

qui est un monomorphisme puisque i! est exact à gauche et P plat.

5.19. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le topos fermé complémen-
taire. On note

j : Y −→X

le morphisme canonique. Dans ces conditions, mutatis mutandis, le formulaire
(5.18.1) à (5.18.4) reste valable, à condition d’y remplacer le formule i! par le fonc-
teur j∗ et i ∗ par j ∗. (Preuves identiques).

De même on a l’énoncé suivant.

Proposition 5.19.1. —
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(i) Si L est un A-faisceau plat sur Y , le A-faisceau j∗(L) est plat.

(ii) Si P est un A-faisceau plat sur X , le A-faisceau j ∗(P ) est plat.

Preuve : Analogue à celle de (5.18.5), à condition encore de remplacer i! par
j∗.

6. Foncteurs associés aux homomorphismes.

6.1. Soient E = (En)n∈N et F = (Fn)n∈N deux A-faisceaux sur un topos X . Pour
tout entier i ∈ Z, on définit comme suit un nouveau A-faisceau, noté

Exti
A (E , F ),

la mention de l’anneau A pouvant être éventuellement supprimée s’il n’y a pas
de confusion possible. Soient m′ ≥ m ≥ n trois entiers ≥ 0. En composant le
morphisme d’extension d’anneau (CE VI 4 cas3)

Exti
Am
(Em, Fn)−→Exti

Am′
(Em, Fn)

avec le morphisme

Exti
Am′
(Em, Fn)−→Exti

Am′
(Em′ , Fn)

déduit du morphisme de transition Em′ −→ Em on obtient un morphisme de
(An)X –Modules

ϕm,m′ :Exti
Am
(Em, Fn)−→Exti

Am′
(Em′ , Fn).

D’où, l’entier n étant fixé, un système inductif dont on note

lim−→
m≥n

Exti
Am
(Em, Fn)

la limite inductive. Si maintenant n′ ≥ n est un autre entier, le morphisme de
transition Fn′ −→ Fn définit pour tout entier m ≥ n′ un morphisme de faisceaux
de AX –Modules

Exti
Am
(Em, Fn′)−→Exti

Am
(Em, Fn).
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Par passage à la limite inductive, on en déduit un morphisme

un,n′ : lim−→
m

Exti
Am
(Em, Fn′)−→ lim−→

m

Exti
Am
(Em, Fn)

et il est évident que si n′′ ≥ n′ ≥ n, on a

un,n′′ = un,n′ ◦ un′,n′′ .

On définit alors le A-faisceau Exti
A (E , F ) par la formule

(Exti
A (E , F ))n = lim−→

m

Exti
Am
(Em, Fn) (n ≥ 0),

les morphismes de transition étant les un,n′ .
Si maintenant u : E ′ −→ E et v : F −→ F ′ sont deux morphismes de E (X , J ),

on obtient un E (X , J )-morphisme

Exti
A (u, v) :Exti

A (E , F )−→Exti
A (E

′, F ′)

en posant pour tout entier n ≥ 0

Exti
A (u, v)n = lim−→

m

Exti
Am
(um, vn).

Mieux, on peut, grâce à (CE VI 4.4 a) et Remarque), définir des opérateurs bords,
composant par composant pour le second argument et par une limite inductive
évidente pour le premier. On munit ainsi la collection des Exti

A d’une structure
de bifoncteur cohomologique

E (X , J )◦×E (X , J )−→E (X , J ).

Bien entendu, le bifoncteur Ext0
A sera aussi notéHomA. Il est clair qu’il exact à

gauche.

Proposition 6.1.1. — Il existe un unique bifoncteur cohomologique, noté encore
(Exti

A)i∈Z,

(Exti
A)i∈Z : (A− fsc(X ))◦× (A− fsc(X ))−→A− fsc(X )

vérifiant les propriétés suivantes.
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a) Pour tout entier i ∈ Z, le diagramme

E (X , J )◦×E (X , J ) E (X , J )

A− fsc(X )◦×A− fsc(X ) A− fsc(X ),

π◦×π π

Exti
A

Exti
A

dans lequel π désigne le foncteur de projection canonique, est commutatif.

b) Pour toute suite exacte 0 −→ E ′ −→ E −→ E ′′ −→ 0 (resp. 0 −→ F ′ −→
F −→ F ′′ −→ 0) de E (X , J ), le foncteur π transforme le morphisme bord

Exti
A (E

′, F )−→Exti+1
A (E ′′, F )

(resp. Exti
A (E , F ′′)−→Exti+1

A (E , F ′) )

dans E (X , J ) en le morphisme bord correspondant dans A− fsc(X ).

Preuve : L’unicité se montre comme en (5.2). Pour voir l’existence, on est ra-
mené comme dans loc.cit. à voir que si E ou F est négligeable, alors (dans E (X , J ))
les A-faisceaux Exti

A (E , F ) sont négligeables. C’est évident lorsque F est néglige-
able ; lorsque E est négligeable, on a même, vu la définition des Exti

A (E , F )n,

Exti
A (E , F ) = 0,

comme objet de E (X , J ).

6.1.2. On a en particulier Exti
A= 0 pour i < 0, et le foncteur Ext0

A, aussi noté
de plus souventHomA, est exact à gauche.

Définition 6.1.3. — Si E et F sont deux A-faisceaux sur X , le A-faisceauHomA

(E , F ) =Ext0
A (E , F ) est appelé A-faisceau des homomorphismes de E dans F .

6.2. Soient X un topos dont l’objet final est quasicompact et E et F deux A-
faisceaux sur X . On définit comme en (6.1) des bifoncteurs cohomologiques, notés
tous deux (Ext

i
A)i∈Z,

(6.2.1)
E (X , J )◦×E (X , J ) E (pt, J )

A− fsc(X )◦×A− fsc(X ) A− fsc(pt)⊂ Pro(A− mod )
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par les formules
Ext

i
A(E , F )n = lim−→

m

Exti
Am
(Em, Fn),

avec les morphismes de transition évidents.
Le bifoncteur Ext

0
A est aussi noté Hom. Il est exact à gauche.

Supposons maintenant que le topos X soit cohérent (SGA4 VI 2.) Il résulte
alors immédiatement du fait que le foncteur Γ (X , .) commute aux limites induc-
tives filtrantes que l’on a l’égalité

(6.2.2) HomA(E , F )≃ Γ (X ,HomA (E , F ))

(voir (4.4) pour la notation Γ ).

6.3 “Formules chères à CARTAN”.
Soient X un topos dont l’objet final est quasicompact, et E , F et G trois A-

faisceaux sur X . On définit comme suit un morphisme de E (pt, J ), donc aussi de
A− fsc(pt),

(6.3.1) HomA(E ⊗ F ,G)−→Hom(E ,HomA (F ,G))

fonctoriel en E , F et G. Pour tout entier n ≥ 0, le nème composant du premier
membre de (6.3.1) est

lim−→
q

HomA(Eq ⊗A Fq ,Gn).

Comme le diagonale est cofinale dans l’ensemble ordonné N×N, l’application
canonique

lim−→
m, p

HomA(Em ⊗A Fp ,Gn)−→ lim−→
q

HomA(Eq ⊗A Fq ,Gn)

est un isomorphisme. Compte tenu des isomorphismes canoniques

HomA(Em ⊗A Fp ,Gn)
∼−−→HomA(Em,HomA (Fp ,Gn)),

on en déduit un isomorphisme

HomA(E ⊗ F ,G)n
∼−−→ lim−→

m

lim−→
p

HomA(Em,HomA (Fp ,Gn)).
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Enfin, utilisant les morphismes canoniques

(6.3.2) lim−→
p

HomA(Em,HomA (Fp ,Gn))−→HomA(Em, lim−→
p

HomA (Fp ,Gn))

on obtient pour tout entier n ≥ 0 une application

HomA(E ⊗ F ,G)n −→HomA(E ,HomA (F ,G))n,

et cela de façon compatible avec les morphismes de transition, d’où le morphisme
(6.3.1) annoncé.

Passant à la limite projective, on déduit, grâce à (2.8), du morphisme de sys-
tèmes projectifs (6.3.1), une application

(6.3.3) Hom(E ⊗ F ,G)−→Hom(E ,HomA (F ,G)),

fonctorielle en E , F et G.

Proposition 6.3.4. — Soient X un topos dont l’objet final est quasicompact et
E, F et G trois A-faisceaux sur X . On suppose que les composants de E sont des A–
modules noethériens. Alors les morphismes fonctoriels (6.3.1) et (6.3.3) sont des iso-
morphismes.

Preuve : Comme Em est un A–Module noethérien, l’application (6.3.2) est une
bijection.

Soient maintenant X un topos arbitraire et E , F et G trois A-faisceaux sur X .
Nous allons définir un morphisme fonctoriel

(6.3.5) HomA (E ⊗ F ,G)−→HomA (E ,HomA (F ,G))

de E (X , J ), donc aussi de A− fsc(X ). Il s’agit de définir pour tout entier n ≥ 0 un
morphisme

(6.3.6) HomA (E ⊗ F ,G)n −→HomA (E ,HomA (F ,G))n

commutant avec les morphismes de transition. Comme précédemment, on voit
que le premier membre de (6.3.6) est isomorphe à

(6.3.6) lim−→
m

lim−→
p

HomA (Em,HomA (Fp ,Gn)).

57



Le morphisme (6.3.6) est obtenu à partir de là en utilisant les morphismes canon-
iques

(6.3.7) lim−→
p

HomA (Em,HomA (Fp ,Gn))−→HomA (Em, lim−→
p

HomA (Fp ,Gn)).

Proposition 6.3.8. — Soient X un topos localement noethérien et E, F et G
trois A-faisceaux sur X . On suppose que les composants de E sont des A–Modules con-
structibles. Alors le morphisme (6.3.5) de E (X , J ) est un isomorphisme.

Preuve : Sous les hypothèses de (6.3.8), il résulte du lemme suivant que le
morphisme (6.3.7) est un isomorphisme.

Lemme 6.3.9. — Soient X un topos localement noethérien, E un A–Module con-
structible sur X , et

(Fi , ui , j )(i , j )∈I×I

un système inductif filtrant de A–Modules sur X . Le morphisme canonique

lim−→
i

HomA (E , Fi )−→HomA (E , lim−→
i

(Fi ))

est un isomorphisme.

Il suffit de voir que pour tout objet noethérien T de X , le morphisme canon-
ique

(6.3.10) Γ (T , lim−→
i

HomA (E , Fi ))−→ Γ (T ,HomA (E , lim−→
i

(Fi )))

est un isomorphisme. Comme T est noethérien, le foncteur Γ (T , .) commute aux
limites inductives filtrantes, de sorte que (6.3.10) est isomorphe au morphisme
canonique

(6.3.11) lim−→
i

HomA(E |T , Fi |T )−→HomA(E |T , lim−→
i

(Fi |T )).

Mais le AT –Module E |T est constructible, donc noethérien, et par suite (6.3.11)
est une bijection, d’où l’assertion.
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Proposition 6.3.12. — Soient X un topos cohérent et E et F deux A-faisceaux sur
X . On a un isomorphisme fonctoriel en E et F :

Hom(E , F )≃Hom(A,HomA (E , F )).

Preuve : Il provient par passage à la limite projective de (6.2.2).

6.3.13. Nous allons maintenant généraliser à un topos arbitraire le morphisme
(6.3.3). Soient E = (En)n∈N et F = (Fn)n∈N deux A-faisceaux sur un topos X . On
définit comme suit un morphisme d’“adjonction”

(6.3.13.1) E −→HomA (F , E ⊗A F ).

Pour tout entier n ≥ 0, on a un morphisme canonique

(6.3.13.2) En −→HomA (Fn, En ⊗A Fn)

réalisant l’adjonction entre les foncteurs HomA(En ⊗A Fn, .) et HomA(En,HomA

(Fn, .)). Composant (6.3.13.2) avec le morphisme évident

HomA (Fn, En ⊗A Fn)−→ lim−→
m≥n

HomA (Fm, En ⊗A Fn),

on obtient un morphisme de A–Modules

En −→HomA (F , E ⊗A F )n,

et la collection de ces morphismes pour les divers entiers n fournit le morphisme
(6.3.13.1) désiré. De (6.3.13.1), on déduit de façon évidente une application

(6.3.13.3) Hom(E ⊗A F ,G)−→Hom(E ,HomA (F ,G))

pour tout A-faisceau G. On laisse au lecteur le soin de vérifier que lorsque l’objet
final de X est quasicompact, les morphismes (6.3.3) et (6.3.13.3) sont égaux.

6.4. Comportement vis à vis des morphismes.

6.4.1. Soient f : X −→ Y un morphisme de topos et E = (En)n∈N et F =
(Fn)n∈N deux A-faisceaux sur Y . Nous allons définir un morphisme de bifoncteurs
cohomologiques de E (Y, J )◦×E (Y, J ) dans E (X , J ) :

(6.4.1.1) f ∗ Ext•A (E , F )−→Ext•A ( f
∗E , f ∗F ).
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Soit i ∈ Z un entier. L’entier n ≥ 0 étant fixé, on a pour tout entier m ≥ n un
morphisme canonique (EGA 0I I I 12.3.4)

(6.4.1.2) f ∗ Exti
Am
(Em, Fn)−→Exti

Am
( f ∗Em, f ∗Fn),

d’où un morphisme

αn : lim−→
m

f ∗ Exti
Am
(Em, Fn)−→ lim−→

m

Exti
Am
( f ∗Em, f ∗Fn).

Par ailleurs, comme le foncteur f ∗ commute aux limites inductives, le morphisme
canonique

βn : lim−→
m

f ∗ Exti
Am
(Em, Fn)−→ f ∗(lim−→

m

Exti
Am
(Em, Fn))

est un isomorphisme. Ceci permet de définir un morphisme de AnX –Modules

µn = αn ◦β
−1
n : f ∗(Exti

A (E , F )n)−→Exti
A ( f

∗E , f ∗F )n.

On s’assure sans peine que (µn)n∈N définit un morphisme de systèmes projectifs

µi : f ∗(Exti
A (E , F ))−→Exti

A ( f
∗E , f ∗F )

et que la collection des µi est un morphisme de bifoncteurs cohomologiques.

On en déduit aussitôt un morphisme analogue de bifoncteurs cohomologiques
de A− fsc(Y )◦×A− fsc(Y ) dans A− fsc(X ).

Si g : Y −→ Z est un autre morphisme de topos, le morphisme (6.4.1.1) asso-
cié au composé g ◦ f est le composé des morphismes analogues associés à g et f
respectivement.

Proposition 6.4.2. — On suppose A noethérien. Soient f : X −→ Y un mor-
phisme de topos et E et F deux A-faisceaux sur Y . On suppose que les composants de
E sont localement constants de type fini. Alors les morphismes

(6.4.1.1) f ∗ Exti
A (E , F )−→Exti

A ( f
∗E , f ∗F )

sont des isomorphismes.
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Preuve : Comme pour tout entier m, le A–Module Em est localement constant
de type fini, les morphismes (6.4.1.2) sont des isomorphismes (EGA 0I I I 12.3.5).
L’assertion en résulte sans peine.

6.4.3. Soient X et Y deux topos dont l’objet final est quasicompact et f : X −→
Y un morphisme. Soient E = (En)n∈N et F = (Fn)n∈N deux A-faisceaux sur Y . On
a pour tout triple (m, n, i) d’entiers, avec m ≥ 0 une application canonique

Exti
Am
(Em, Fn)−→ Exti

Am
( f ∗Em, f ∗Fn).

On en déduit immédiatement un morphisme de bifoncteurs cohomologiques

f ∗ : Ext
i
A(E , F )−→ Ext

i
A( f

∗E , f ∗F ),

fonctoriel en f .

6.4.4. Soient f : X −→ Y un morphisme de topos et E et F deux A-faisceaux
sur Y et X respectivement. On définit comme suit un morphisme de bifoncteur

(6.4.4.1) HomA (E , f∗F )−→ f∗HomA ( f
∗E , F ).

Soit n ≥ 0 un entier. Pour tout entier m ≥ n, on a un isomorphisme canonique
(SGA4 IV 2.2.8)

HomA (Em, f ∗(Fn))−→ f∗HomA ( f
∗Em, Fn),

d’où par passage à la limite suivant m, un isomorphisme

γn :HomA (E , f∗F )n
∼−−→ lim−→

m

f∗HomA ( f
∗Em, Fn)

qui, composé avec le morphisme canonique

δn : lim−→
m

f∗HomA ( f
∗Em, Fn)−→ f∗(lim−→

m

HomA ( f
∗Em, Fn)),

fournit un morphisme de A–Modules

δn ◦ γn :HomA (E , f∗F )n −→ f∗(HomA ( f
∗E , F )n).
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Il est immédiat que la collection (δn ◦ γn)n∈N définit un morphisme de E (Y, J )
répondant à la question.

On en déduit aussitôt, lorsque f est quasicompact, un morphisme analogue de
foncteurs de A− fsc(Y )◦×A− fsc(X ) dans A− fsc(Y ).

Proposition 6.4.5. — Soit f : X −→ Y un morphisme cohérent de topos (SGA4
VI 3.1). Étant donnés un A-faisceau E sur Y et un A-faisceau F sur X , le morphisme

(6.4.1.1) HomA (E , f∗F )−→ f∗HomA ( f
∗E , F )

est un isomorphisme.

Preuve : Si f est cohérent, le foncteur f∗ commute aux limites induc-
tives filtrantes (SGA4 VI ), donc les morphismes δn sont des isomorphismes.
L’assertion en résulte aussitôt.

6.4.6. Soient X et Y deux topos dont l’objet final est quasicompact et f : X −→
Y un morphisme quasicompact. Étant donnés deux A-faisceaux E et F sur Y et X
respectivement, les morphismes d’adjonction usuels sur les A–Modules définissent
de façon évidente un isomorphisme de bifoncteurs

HomA( f
∗E , F ) ∼−−→HomA(E , f∗F ).

6.4.7. Soient X un topos, T et T ′ deux objets de X et f : T −→ T ′ un mor-
phisme. On note de même le morphisme de topos

X /T −→X /T ′

correspondant. On définit comme précédemment, à partir du morphisme ana-
logue pour les A–Modules, un morphisme de foncteurs de E (T , J )◦×E (T ′, J ) dans
E (T ′, J )

(6.4.7.1) f∗HomA (E , f ∗F )←−HomA ( f!E , F ).

Lorsque f est quasicompact, le morphisme (6.4.7.1) définit un morphisme de fonc-
teurs de A− fsc(T )◦×A− fsc(T ′) dans A− fsc(T ′).

Lorsque f est cohérent, le morphisme (6.4.7.1) est un isomorphisme.
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Supposons maintenant que T , T ′ et f soient quasicompacts, la dernière hy-
pothèse résultant des deux premières si de plus T ′ est quasiséparé (SGA4 VI 1.14).
Alors les morphismes d’adjonction usuels pour les A–Modules définissent de façon
évidente un isomorphisme de bifoncteurs

(6.4.7.2) HomA(E , f ∗F ) ∼−−→HomA( f!E , F ),

E désignant un A-faisceau sur T et F un A-faisceau sur T ′.

6.4.8. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le topos fermé complémen-
taire. On note j : Y −→X le morphisme de topos canonique : on rappelle (SGA4
) que j est cohérent. Étant donnés deux A-faisceaux E et F sur Y respectivement,
on définit comme précédemment un isomorphisme de bifoncteurs

(6.4.8.1) j∗HomA (E , j !F ) ∼−−→HomA ( j∗E , F ).

Si de plus l’objet final de X est quasicompact, on a un isomorphisme de bifoncteurs

(6.4.8.2) HomA(E , j !F ) ∼−−→HomA( j∗E , F )

obtenu de façon évidente à partir de l’isomorphisme analogue pour les A–
Modules.

6.5. Cohomologie à support dans un fermé.

Soient X un topos, U un ouvert de X , Y le topos fermé complémentaire et
j : Y −→X le morphisme canonique.

Proposition 6.5.1. — Soit F un A-faisceau sur X . On a dans E (Y, J ) et E (pt, J )
respectivement des isomorphismes fonctoriels en F

(6.5.1.1) j ∗ Exti
A ( j∗A, F )≃ (H1

Y (Fn))n∈N

(6.5.1.2) Ext
i
A( j∗A, F )≃ (Hi

Y (X , Fn))n∈N.
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Preuve : Compte tenu des définitions des seconds membres, il suffit de prouver
que si m et n sont deux entiers, avec m ≥ n, les morphismes canoniques

Exti
An
( j∗An, Fn)−→Exti

Am
( j∗Am, Fn)

et
Exti

An
( j∗An, Fn)−→ Exti

Am
( j∗Am, Fn)

sont des isomorphismes. C’est là un fait bien connu, qui résulte aussi du lemme
suivant qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 6.5.2. — Soient X un topos, B et C deux Anneaux de X et u : B −→ C
un morphisme d’Anneaux. Pour tout B–Module plat M , tout C –Module N et tout
entier p, le morphisme de C –Modules (resp. de groupes abéliens)

Extp
C (M ⊗B C ,N )−→Extp

B (M ,N )

(resp. Extp
C (M ⊗B C ,N ))−→ Extp

B (M ,N ) )

composé de morphisme d’extension d’Anneau

Extp
C (M ⊗B C ,N )−→Extp

B (M ⊗B C ,N )

(resp. Extp
C (M ⊗B C ,N ))−→ Extp

B (M ⊗B C ,N ) )

et du morphisme canonique déduit de id⊗u : M −→M ⊗B C

Extp
B (M ⊗B C ,N )−→Extp

B (M ,N )

(resp. Extp
B (M ⊗B C ,N ))−→ Extp

B (M ,N ) )

est un isomorphisme.

Preuve : Nous montrerons seulement l’assertion non respée, l’assertion re-
spée se prouvant de façon analogue. Fixons M . Faisant varier N , on obtient un
morphisme de foncteurs cohomologiques

Ext•C (M ⊗B C , .)−→Ext•B (M , .)
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qui est un isomorphisme en degré zéro et dont la source est effaçable. Il suffit pour
voir le lemme de montrer que si N est un C –Module injectif, on a Extp

B (M ,N ) =
0 (p ≥ 1). Lorsque M est un B–Module libre de base un faisceau d’ensembles,
cela résulte du lemme (6.5.3) ci dessous, compte tenu du fait que N est un C –
Module flasque, donc un B–Module flasque. Dans le cas général, on va raisonner
par récurrence. Commençons par le cas p = 1. Soit

(S) 0−→M ′ −→ L−→M −→ 0

une suite exacte de B–Modules, avec L un B–Module libre. Comme M est plat,
la suite obtenue en tensorisant (S) par C est exacte. Puisque N est un C –Module
injectif, on en déduit que la suite évidente
(T )
0−→HomC (M⊗B C ,N )−→HomC (L⊗B C ,N )−→HomC (M

′⊗B C ,N )−→ 0

est exacte. Mais (T) est isomorphe à la suite canonique

0−→HomB (M ,N )−→HomB (L,N )−→HomB (M
′,N )−→ 0.

Comme Ext1
B (L,N ) = 0, on en déduit que Ext1

B (M ,N ) = 0. Supposons main-
tenant établi que pour tout B–Module plat M et tout entier i ∈ [1, p] on a
Exti

B (M ,N ) = 0. Considérons à nouveau la suite exacte (S), dans laquelle il est
clair que M ′ est B -plat. On déduit de (S) des isomorphismes

Exti
B (M ,N )≃Exti−1

B (M ′,N ) (i ≥ 2)

d’où, grâce à l’hypothèse de récurrence appliquée à M ′,

Exti
B (M ,N ) = 0 (2≤ i ≤ p + 1)

ce qui achève la démonstration puis que l’on sait déjà cette égalité vraie pour i = 1.

Lemme 6.5.3. — Soit (X ,B) un topos annelé. Pour tout B–Module libre L et tout
B–Module flasque M , on a

Extp
B (L, M ) = 0 (p ≥ 1)

Extp
B (L, M ) = 0 (p ≥ 1).
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Preuve : Soit H un faisceau d’ensembles tel que L≃ BH . On a

Extp
B (L, M )≃Hp(H , M ),

et la deuxième assertion résulte alors de l’acyclicité de M (SGA4 V 3.7). Main-
tenant le B–Module Extp

B (L, M ) est associé au préfaisceau

T −→ Extp
B (L|T , M |T ),

d’où la première assertion, puisque L|T et M |T sont respectivement libre et
flasque.

Définition 6.5.4. — Soient X un topos, U un ouvert de X , Y le topos fermé
complémentaire, j : Y −→X le morphisme canonique. Étant donné un A-faisceau F
sur X , on pose pour tout entier i

Hi
Y (F ) =Exti

A ( j∗A, F ) = (Hi
Y (Fn))n∈N.

H
i
Y (X , F ) = Ext

i
A( j∗A, F ) = (Hi

Y (Fn))n∈N.

Proposition 6.5.5. — Soit F un A-faisceau sur X .

a) Si l’immersion canonique i : U −→X est quasicompacte, on a une suite exacte,
fonctorielle en F , de A− fsc(X )

0−→H0
Y (F )−→ F −→ i∗(F |U )−→H1

Y (F )−→ 0

et des isomorphismes fonctoriels en F

Hp
Y (F )≃Rp−1 i∗(F |u) (p ≥ 2).

b) Si U et X ont des objets finaux quasicompacts, on a une suite exacte fonctorielle
en F de A− fsc(pt)

. . .−→H
p
Y (X , F )−→H

p
(X , F )−→H

p
(U , F |U ) δ−−→H

p+1
Y (X , F )−→ . . .
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Preuve : Appliquant l’assertion analogue pour les A–Modules aux composants
de F , on obtient de telles suites exactes dans E (X , J ) (resp. E (pt, J )).

6.6. Objets injectifs et pseudo-injectifs.

Soit (X ,A, J ) un idéotope.

Définition 6.6.1. — On dit qu’un A-faisceaux I sur X est pseudo-injectif si c’est
un objet injectif de la catégorie E (X , J ).

Le lecteur peut se demander pourquoi considérer cette notion plutôt que la
notion d’injectif de A− fsc(X ) ; c’est parce que nous verrons plus loin (au moins
lorsque A= Zℓ) que le seul A-faisceau injectif est le A-faisceau nul.

On vérifie par un raisonnement classique d’adjonction que pour tout objet T
de X et tout A-faisceau pseudo-injectif I sur X , le A-faisceau I |T est pseudo-injectif.

Définition 6.6.2. — Soit C une catégorie abélienne. Un système projectif E
d’objets de C est dit directement strict si tous ses morphismes de transition sont des
épimorphismes directs.

Proposition 6.6.3. —

1) Soit I = (In, un)n∈N un A-faisceau pseudo-injectif sur X . Alors :

(i) I est flasque (4.2.3) et directement strict.

(ii) Pour tout entier n ≥ 0, le An–Module Ker(un) est injectif.

(iii) Pour tout entier n ≥ 0, on a un isomorphisme

In ≃
⊕

0≤p≤n

Ker(un).

(avec la convention u0 = 0).

2) Pour tout A-faisceau E sur X , il existe un monomorphisme de E (X , J )

m : E −→ I ,

avec I un A-faisceau pseudo-injectif.
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Preuve : Pour montrer 2), on peut référer au résultat général de (Tohoku).
Nous allons toutefois donner une preuve directe, qui sera utile pour montrer 1).
Soient n ≥ 0 un entier et M un An–Module. On définit un A-faisceau noté n

eM par
les formules

(n eM )p =







0 si p < n

M si p ≥ n,

les morphismes de transition étant l’identité en degrés ≥ n et 0 ailleurs. Choisis-
sions maintenant pour tout entier n ≥ 0 un monomorphisme

ξn : En −→ In,

avec In un (An)X –Module injectif. Le morphisme ξn définit de façon évidente un
morphisme

eξn : E −→ n
g(In)

de E (X , J ). On en déduit un monomorphisme de E (X , J )

m =
∏

n

g(ξn) : E −→
∏

n
n
eIn = I ,

dont on vérifie aisément qu’il répond à la question. De plus, le A-faisceau I est
par construction flasque et directement strict. Montrons maintenant 1). Si I est
pseudo-injectif, il résulte de la partie 2) qu’il est facteur direct (dansE (X , J )) d’un A-
faisceau flasque et directement strict, d’où aussitôt (i) et (iii). Pour voir que Ker(un)
est un (An)X –Module injectif, il suffit d’exprimer que le foncteur

M 7→Homa(M , I )

est exact lorsque M parcourt la catégorie des A-faisceaux vérifiant M p = 0 pour
p ̸= n. En effet, on a évidemment dans ce cas

Homa(M , I ) =HomAn
(M ,Ker(un)).

Proposition 6.6.4. — Soit (X ,A, J ) un idéotope. On suppose que X est localement
algébrique (SGA4 VI 2.3), et que A est un anneau de valuation discrète et J son idéal
maximal. Alors tout A-faisceau injectif sur X est nul.
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Preuve : Soit F un A-faisceau injectif. D’après (6.6.3), il existe un monomor-
phisme u : F −→ P , avec P un A-faisceau directement strict. Comme F est injectif,
le morphisme u admet dans A− fsc(X ) une rétraction

(6.6.5) v : P −→ F ,

qui est un épimorphisme. En particulier, F est de type strict.
Montrons d’abord la proposition lorsque X est le topos ponctuel. Si s désigne

une uniformisante locale de A, on obtient en écrivant l’exactitude du foncteur
Hom(·, F ) pour la suite exacte

0−→A
s−−→A−→A/J −→ 0

une suite exacte

(6.6.6) 0−→Hom(A/J , F )−→ lim←−(F )
s−−→ lim←−(F )−→ 0.

Par ailleurs, posant K = s F , on a des suites exactes

0 s F F K 0

0 K F F /s F 0,

avec K et F /s F vérifiant la condition de Mittag-Leffler. On en déduit une suite
exacte

0−→ lim←−K
g
−−→ lim←−F −→ lim←−(F /s F )−→ 0.

Le morphisme composé naturel

lim←−(F )−→ lim←−(K)−→ lim←−(F )

étant un épimorphisme (6.6.6), il en est de même de g , donc

lim←−(F /s F ) = 0.

Se ramenant au cas strict, on voit sans peine qu’un système projectif de groupes
abéliens vérifiant la condition de Mittag-Leffler et dont la limite projective est
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nulle, est essentiellement nul. Par suite F /s F = 0, et F = 0 par le lemme de
Nakayama (5.12).

Passons au cas général. Comme il est immédiat par adjonction que la restric-
tion d’un A-faisceau injectif à un objet T de X est un A-faisceau injectif, on peut
supposer que l’objet final de X est quasicompact.

Lemme 6.6.7. — Soit U un objet quasicompact de X . Le système projectif

H
0
(U , F ) = (H0(U , Fn))n∈N

est essentiellement nul.

En effet, notant p : U −→ pt le morphisme de topos canonique, le foncteur P∗
(qui existe puisque U est quasicompact) est adjoint à droite du foncteur exact p∗.
Il transforme donc A-faisceaux injectifs en A-faisceaux injectifs, et en particulier

p∗(F ) =H
0
(U , F )

est un injectif de A− fsc(pt), donc est essentiellement nul d’après ce qui précède.

Lemme 6.6.8. — Soient F un A-faisceau injectif et strict sur X , et σ une section
de Fn (n ≥ 0). Il existe un recouvrement (Ui )i∈I de l’objet final de X tel que pour tout
i ∈ I , la section σ |Ui appartienne à l’image de Γ (Ui , Fn+r ) pour tout entier r ≥ 0.

Comme F est strict, il existe une application γ ≥ id : N −→ N telle que le
morphisme (6.6.5) provienne d’un épimorphisme

χγ (P )−→ F −→ 0

de E (X , J ), ou encore d’un épimorphisme de systèmes projectifs

hγ (P )−→ F −→ 0,

où (hγ (P ))p = Pγ (p) pour tout p ≥ 0. Localement, la section de Fn est l’image
d’une section de P(n), donc d’une section de Pγ (n+r ) pour tout entier r ≥ 0 (hγ (P )
est directement strict). Le lemme en résulte aussitôt.

Montrons maintenant comment les lemmes précédents impliquent la proposi-
tion. Comme F est de type strict, on peut supposer qu’il est strict. Soit n ≥ 0 un
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entier et montrons que Fn = 0. Soit σ une section de Fn au-dessus d’un objet T
de X et montrons qu’elle est nulle. Quitte à localiser, on peut supposer que T est
quasicompact et que (6.6.8)

σ ∈ Im(Γ (U , Fn+r ))−→ Γ (U , Fn) pour tout r ≥ 0.

Comme (6.6.7) le système projectif (Γ (U , Fp))p∈N est essentiellement nul, on en
déduit bien que σ = 0.

6.7. Relations d’orthogonalité.

Définition 6.7.1. — Soit (X ,A, J ) un idéotope. On dit qu’un A-faisceau sur X est
fortement plat s’il est isomorphe dans A− fsc(X ) à un A-faisceau F = (Fn)n∈N tel que
pour tout n ∈N le AnX –Module Fn soit plat.

Un A-faisceau fortement plat est plat (5.6). Un A-faisceau quasi-libre est forte-
ment plat.

Proposition 6.7.2. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X .

(i) Si E est quasilibre et F flasque, alors

(a) Exti
A (E , F ) = 0 (i ≥ 1) dans E (X , J ).

(b) Ext
i
A(E , F ) = 0 (i ≥ 1) dans E (pt, J ).

(ii) Si E est fortement plat et F pseudo-injectif, alors

(a) Exti
A (E , F ) = 0 (i ≥ 1) dans A− fsc(X ).

(b) Ext
i
A(E , F ) = 0 (i ≥ 1) dans A− fsc(pt),

si l’objet final de X est quasicompact.

Preuve : Les assertions (i) résultent immédiatement des définitions et de
(6.5.3). Montrons par exemple la première partie de (ii), la seconde se voyant de
façon analogue. On peut supposer que pour tout entier n ≥ 0 le nème composant
En de E est un An–Module plat. Si on note (up)p∈N les morphismes de transition
de F , on a (6.6.3)

Fn ≃
⊕

0≤ j≤n

Ker(u j )
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et les Ker(u j ) sont des Aj –Modules injectifs. On est donc ramené à voir que pour
tout entier j ≥ 0 et tout Aj –Module injectif J , on a

lim−→
q≥ j

Exti
Aq
(Eq , J ) = 0.

Mais, comme Eq est un Aq–Module plat, on a (6.5.2)

Exti
Aq
(Eq , J )≃Exti

Aj
(Eq ⊗Aq

Aj , J ) = 0,

la dernière égalité provenant du fait que J est un Aj –Module injectif. D’où le
lemme.

7. Catégories dérivées.

7.1. Soit (X ,A, J ) un idéotope. On convient de poser, désignant l’un des symboles
+,−, b ou “vide”

K∗(X ,A) =K∗(A− fsc(X ))

D∗(X ,A) =D∗(A− fsc(X )).

On prendra garde de ne pas confondre ces catégories avec les catégories K∗(A−
ModX ) et D∗(A−ModX ), pour lesquelles on fait d’habitude des conventions ana-
logues.

Reprenant les notations de (3.5), le foncteur canonique (3.5.1)

EX : J −ModX −→A− fsc(X )

est exact et induit donc des foncteurs exacts

(7.1.1) D∗(EX ) : D∗(J −ModX )−→D∗(X ,A).

Proposition 7.1.2. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Alors
le foncteur (7.1.1)

D+(EX ) : D+(J −ModX )−→D+(X ,A)

(resp. Db (EX ) : Db (J −ModX )−→Db (X ,A) )
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est pleinement fidèle et induit une équivalence avec la sous-catégorie, triangulée, pleine
de D+(X ,A) (resp. Db (X ,A)) engendrée par les complexes dont la cohomologie appar-
tient à TC(X , J ) (3.6).

Preuve : Comme TC(X , J ) est une sous-catégorie exacte de A− fsc(X ) les
sous-catégories pleines engendrés par les complexes à cohomologie dans TC(X , J )
sont des sous-catégories triangulées de D+(X ,A) et Db (X ,A) respectivement. Pour
montrer la proposition il suffit de voir que les objets de TC(X , J ) vérifient relative-
ment aux A-faisceaux les conditions duales de EGA 0I I I II.9.I).

Lemme 7.1.3. — Pour tout monomorphisme u : F −→ G de A− fsc(X ) avec
F un objet de TC(X , J ), il existe un morphisme v : G −→ K, avec K un objet de
TC(X , J ) tel que le morphisme composé v ◦ u soit un monomorphisme.

On peut supposer F de la forme EX (M ), avec M un AX –Module annulé par
une puissance de J . Alors (3.9), le morphisme u est l’image d’un morphisme de
E (X , J ), qu’on notera de même. Dans E (X , J ), le A-faisceau Ker(u) est négligeable,
donc essentiellement nul puisque l’objet final de X est quasicompact. Comme
EX (M ) est essentiellement constant, il existe donc un entier p tel que

Ker(u)n = 0 pour n ≥ p.

Soit alors K le A-faisceau défini par

Kn =







Gp n ≥ p

0 n < p

avec pour morphismes de transition l’identité en degrés ≥ p et 0 ailleurs. Les
morphismes de transition de G définissent de façon évidente dans E (X , J ) un mor-
phisme

v : G −→K ,

tel que le composé v ◦ u définisse un monomorphisme de A− fsc(X ). Par ailleurs
K = EX (Gp) dans A− fsc(X ), d’où le lemme.

7.2. Les propriétés générales des A-faisceaux plats (5.9) et (5.9.1) permettent de
leur appliquer les arguments de ((CD) p.41 th.2.2.) et ((H) II 4). Ainsi, on peut
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définir au moyen des résolutions plates un bifoncteur dérivé du produit tensoriel

(7.2.1) ⊗ : D−(X ,A)×D−(X ,A)−→D−(X ,A),

vérifiant les propriétés de commutativité et d’associativité habituelles.

7.2.2. Soit K un complexe borné supérieurement de A-faisceaux. On dit que
K est de tor-dimension finie s’il vérifie l’une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) Il existe deux entiers m et n tels que l’on ait

Hi (K ⊗ E) = 0 pour i /∈ [m, n]

et pour tout A-faisceau E .

(ii) Il existe un quasi-isomorphisme u : L−→K , avec L un complexe borné et à
composants plats.

L’équivalence se montre en paraphrasant la preuve de (SGA4 ). La sous-catégorie
pleine de D−(X ,A) engendrée par les complexes de tor-dimension finie est une
sous-catégorie triangulée, notée

D−(X ,A)torf.

Utilisant des résolutions plates bornées pour le composant de gauche, on définit
un bifoncteur dérivé du produit tensoriel

(7.2.3) ⊗ : D−(X ,A)torf×D(X ,A)−→D(X ,A)

coïncidant avec (7.2.1) sur leur domaine commun de définition.

7.2.4. Supposons maintenant que A soit un anneau local régulier et J son idéal
maximal. Il résulte alors de (5.16.1) et de ((CD) p.25 lemme 1) que pour tout com-
plexe K de A-faisceaux sur X , il existe un complexe P de A-faisceaux plats et un
quasi-isomorphisme

P −→K ,

le complexe P pouvant être pris borné (resp. borné inférieurement, resp. borné
supérieurement) si K l’est. En particulier, les complexes parfaits s’identifient à
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isomorphisme près aux complexes bornés. A partir de là, les arguments de ((CD)
p.41 th.2.2) et de ((H) II 4) permettent de définir au moyen d’une résolution plate
du terme de gauche, des bifoncteurs dérivés du produit tensoriel

⊗
D+(X ,A)×D+(X ,A) D+(X ,A)

Db (X ,A)×D∗(X ,A) D∗(X ,A),

coïncidant avec (7.2.1) sur leur domaine commun de définition, et vérifiant les
propriétés de commutativité et d’associativité habituelles.

7.2.5. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X . Dans chacun des
cas où nous avons défini K ⊗ L, nous poserons

T orA
i (K , L) =H−i (K ⊗ L) (i ∈ Z).

Si E et F sont deux A-faisceaux, alors, notant de même les complexes de degré
zéro associés, on retrouve à isomorphisme près (5.11) les bifoncteurs T orA

i (E , F )
définis en (5.1).

7.3. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux. On suppose que

• ou bien K est borné supérieurement et L borné inférieurement.

• ou bien K est borné inférieurement et L borné supérieurement.

• ou bien l’un des deux est borné.

On définit alors un nouveau complexe

Hom•A (K , L)

comme suit. Pour tout n ∈ Z, son nème terme est

(Hom•A (K , L))n =
⊕

p∈Z

HomA (K
p , Lp+n)

(somme directe finie), et sa différentielle de degré n est donnée de façon claire par
la formule

d n
Hom•A(K ,L) =HomA (dK , idL)+ (−1)n+1HomA (idK , dL).
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Comme d’habitude, on en déduit des bifoncteurs exacts, notésHom•A:

K+(X ,A)◦×K−(X ,A) K−(X ,A),

K−(X ,A)◦×K+(X ,A) K+(X ,A),

Kb (X ,A)◦×K(X ,A) K(X ,A),

K(X ,A)◦×Kb (X ,A) K(X ,A),

qui coïncident sur leurs domaines communs de définition.
Soit K−(X ,A)ql la sous-catégorie triangulée pleine de K−(K ,A) engendrée par

les complexes bornés supérieurement et quasilibres en tout degré, et D−(X ,A)ql

la catégorie triangulée obtenue à partir de K−(X ,A)ql en inversant les quasi-
isomorphismes. Comme il y a suffisamment de A-faisceaux quasilibres, le foncteur
canonique

(7.3.1) D−(X ,A)ql −→D−(X ,A)

est une équivalence de catégories ((CD) cor.2 p.43).
De même, notons K+(X ,A)fl la sous-catégorie triangulée pleine de K+(X ,A)

engendrée par les complexes bornés inférieurement et flasques en tout degré
et D+(X ,A)fl la catégorie triangulée que l’on en déduit en inversant les quasi-
isomorphismes. Comme il y a suffisamment de A-faisceaux flasques, le foncteur
canonique

(7.3.2) D+(X ,A)fl −→D+(X ,A)

est une équivalence de catégories.

Lemme 7.3.3. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X , avec K
borné supérieurement et flasque, et L borné inférieurement et flasque. Si l’un d’eux est
acyclique, alors le complexeHom•A (K , L) est acyclique.

Preuve : Montrons-le lorsque L est acyclique, le cas où K est acyclique se trai-
tant de façon analogue. Lorsque K est “réduit au degré zéro”, on le voit par un
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argument de récurrence classique à partir de (6.7.2.(i)). Soit maintenant M •• le
double complexe de terme général

M p,q =HomA (K
−p , Lq),

et dont les deux différentielles sont déduites de façon évidente de celles de K et
L respectivement. Rappelant queHom•A (K , L) est le complexe simple associé à
M ••, l’assertion résulte dans le cas général de la suite spectrale birégulière

Hp
I Hq

I I (M
••)⇒Hp+q(Hom•A (K , L)).

Le lemme (7.3.3) permet par passage au quotient de définir un bifoncteur exact

D−(X ,A)◦ql×D+(X ,A)fl −→D+(X ,A),

d’où, compte tenu des équivalences (7.3.1) et (7.3.2), un bifoncteur exact :

(7.3.4) RHomA: D−(X ,A)◦×D+(X ,A)−→D+(X ,A).

Proposition 7.3.5. — Étant donnés deux A-faisceaux E et F sur X , on a pour tout
i ∈ Z un isomorphisme fonctoriel

Exti
A (E , F ) ∼−−→Hi (RHomA (E , F )).

Preuve : Soit, dans E (X , J ), U • (resp. V •) une résolution quasilibre (resp.
flasque) de E (resp. F ). Par définition, la deuxième membre est isomorphe à

Hi (Hom•A (U
•,V •)),

soit, comme les limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens commutent aux
suites exactes, au A-faisceau

(lim−→
m

Hi Hom•A ((U
•)m, (V •)n))n∈N.

A des vérifications immédiates de commutativité de diagrammes près, on est ra-
mené à voir que

Hi (Hom•A ((U
•)m, (V •)n)) =Exti

Am
(Em, Fn).
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Utilisant (6.5.3), on voit que le premier membre ne change pas si on y remplace
(V •)n par une résolution Am-injective de Fn, d’où l’assertion.

Soient K ∈D−(X ,A) et L ∈D+(X ,A). La proposition (7.3.5) permet de poser
sans ambiguïté

(7.3.6) Exti
A (K , L) =Hi (RHomA (K , L)).

Proposition 7.3.7. — Soient K ∈ D−(X ,A) et L ∈ D+(X ,A). On a des suites
spectrales birégulières :

(7.3.7.1) E p,q
1 =Extq

A (K , Lp)⇒Extp+q
A (K , L).

(7.3.7.2) E p,q
2 =Extp

A (K , Hq(L))⇒Extp+q
A (K , L).

(7.3.7.3) E p,q
1 =Extq

A (K
−p , L)⇒Extp+q

A (K , L).

(7.3.7.4) E p,q
2 =Extp

A (H
−q(K), L)⇒Extp+q

A (K , L).

Preuve : Nous montrerons les deux premières, les deux autres se montrant de
façon duale. Nous nous appuierons sur le lemme suivant, bien connu lorsque le
foncteur cohomologique en question est la cohomologie des complexes, et qui se
démontre par la méthode des couples exacts.

Lemme 7.3.8. — Soient C une catégorie abélienne, et (T i )i∈Z un foncteur coho-
mologique de C dans une catégorie abélienne D. Soit K un objet de C muni d’une
filtration décroissante (F pK)p∈Z. On suppose que :

(i) Pour tout n ∈ Z, il existe un p(n) ∈ Z tel que le morphisme

T n(F p(n)K)−→ T n(K)

déduit de l’inclusion soit un isomorphisme.
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(ii) Pour tout n ∈ Z, il existe un q(n) ∈ Z tel que

T n(F pK) = 0 pour p ≥ q(n).

Alors, il existe une suite spectrale birégulière

E p,q
1 = T p+q(F pK/F p+1K)⇒ T p+q(K).

Montrons (7.3.7.1). On prend pour catégorie C la catégorie C+(A−fsc(X )) des
complexes bornés inférieurement de A-faisceaux, comme foncteur cohomologique
(Exti

A (K , .))i∈Z et on munit L de la filtration

F p(L) = . . .−→ 0−→ 0−→ . . .−→ 0−→ Lp −→ Lp+1 −→ . . .−→ Li −→ . . .

Alors, L/F p(L) = . . .−→ Li −→ . . .−→ Lp−1 −→ 0−→ 0−→ 0 . . . . Étant donné
un entier r , on voit sans peine, pour des raisons de degrés, que T r (L/F p L) = 0
pour p assez petit. D’où l’assertion (i) dans ce cas. L’assertion (ii) se voit de même.
On en déduit donc une suite spectrale birégulière

E p,q
1 =Extp+q

A (K , F p L/F p+1L)⇒Extp+q
A (K , L),

d’où l’assertion car F p L/F p+1L≃ Lp(−p).
Montrons (7.3.7.2). On prend le même foncteur cohomologique et on munit

cette fois L de la filtration

F p(L) = . . .−→ Li −→ . . .−→ L−p−1 −→Ker(d−p)−→ 0−→ 0 . . .

de sorte que F p L/F p+1L ≃ H−p(L)(p). On vérifie sans peine que les conditions
du lemme sont encore vérifiées dans ce cas, d’où une suite spectrale birégulière

E
p,q
1 =Ext2 p+q

A (K , H−q(L))⇒Extp+q
A (K , L) = E

p+q
.

On en déduit la suite spectrale annoncée en posant

E n = E
n
(n ∈ Z).

F p E n = F p−n(E
n
)
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E p,q
r = E

−q , p+2q
r−1 (r ≥ 2),

sans changer les différentielles.
Nous allons maintenant indiquer, surtout à titre d’exercice, un autre cas où,

étant donnés deux complexes de A-faisceaux sur X , on peut définir R HomA

(K , L).

Définition 7.3.8. — On dit qu’un A-faisceaux E = (En)n∈N sur X est pseudolibre
si pour tout n ∈N, le An–Module En est localement libre de type fini.

Lemme 7.3.9. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X , dont l’un est
acyclique. On suppose que K est borné (resp. borné supérieurement) et à composants
pseudolibres, et que L est arbitraire (resp. borné inférieurement). Alors le complexe
Hom•A (K , L) est acyclique.

Preuve : Analogue à celle de (7.3.3), compte tenu du fait, évident sur les déf-
initions, que si E et F sont deux A-faisceaux sur X , avec E pseudolibre, alors on
a

Exti
A (E , F ) = 0 (i ≥ 1).

On déduit du lemme que, étant donné un complexe de A-faisceaux K borné (resp.
borné supérieurement) à composants des A-faisceaux pseudolibres, le foncteur
Hom•A est dérivable, d’où un foncteur exact

(7.3.10) RHomA (K , .) : D(X ,A)−→D(X ,A)

(resp. D+(X ,A)−→D+(X ,A)).

Proposition 7.3.11. — Soit K un complexe borné supérieurement à composants
des A-faisceaux pseudolibres sur X . Les deux foncteurs exacts

RHomA (K , .) : D+(X ,A)−→D+(X ,A)

induits par (7.3.4) et (7.3.10) respectivement, sont égaux.

Preuve : Soit L un complexe borné supérieurement, et soient u : P −→ K
et v : L −→ F respectivement une résolution quasilibre de K et une résolution
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flasque de L. Nous allons voir que le morphisme de complexes

Hom•A (u, v) :Hom•A (K , L)−→Hom•A (P, F )

est un quasi-isomorphisme. De (7.3.9) résulte que le foncteurHom•A (K , .) trans-
forme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, de sorte que l’on peut sup-
poser que L= F . Utilisant alors le mapping-cylinder de u, on est ramené à prouver
le lemme suivant, qui est une légère amélioration de (7.3.3).

Lemme 7.3.12. — Soient K un complexe borné supérieurement et acyclique et L
un complexe flasque et borné inférieurement. On suppose que pour tout n ∈ N, les
composants du A-faisceau K n sont localement libres (de base un faisceau d’ensembles).
Alors le complexeHom•A (K , L) est acyclique.

Montrons le lemme. Comme dans la preuve de (7.3.3), on est ramené à voir
que si Q est un A-faisceau flasque, alors pour tout n ∈ Z

Exti
A (K

n,Q) = 0 (i ≥ 1).

Or cela résulte sans peine de la définition (6.1) et de (6.5.3).

Corollaire 7.3.13. — Pour tout complexe de A-faisceaux L sur X , on a un isomor-
phisme fonctoriel en L

L≃RHomA (A, L).

7.3.14. Bien entendu, on étend dans le nouveau contexte la définition (7.3.6).
On laisse au lecteur le soin d’adapter (7.3.7).

7.4. Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact.

7.4.1. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X , satisfaisant à l’une
des hypothèses suivantes sur les degrés.

K − + 0 b

L + − b 0 .
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On définit alors comme suit un complexe, noté Hom
•
A(K , L), d’objets de A−

fsc(pt). Pour tout n ∈ Z, son nème terme est

(6.2) (Hom
•
A(K , L))n =
⊕

p∈Z

HomA(K
p , Lp+n).

(somme directe finie), et sa différentielle de degré n est définie de façon claire par
la formule

d n =HomA(dK , idL)+ (−1)n+1HomA(idK , dL).

On en déduit comme d’habitude des bifoncteurs exacts, notés HomA,

K+(X ,A)◦×K−(X ,A) K−(pt,A)

K−(X ,A)◦×K+(X ,A) K+(pt,A)

Kb (X ,A)◦×K(X ,A) K(pt,A)

K(X ,A)◦×Kb (X ,A) K(pt,A).

Lemme 7.4.2. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X . On suppose
que

a) K ∈K−(X ,A) et est à composants quasilibres.

b) L ∈K+(X ,A) et est à composants flasques.

Alors si l’un des deux est acyclique, le complexe Hom
•
A(K , L) est acyclique.

Preuve : Analogue à celle de (7.3.3), en utilisant cette fois (6.7.2. (i) b)) au lieu
de (6.7.2. (i) a)).

Le lemme (7.4.2) permet de définir, exactement comme dans (7.3) un bifonc-
teur exact

(7.4.3) RHomA : D−(X ,A)◦×D+(X ,A)−→D+(pt,A).

Lemme 7.4.4. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X . On suppose
que :
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a) K ∈K−(X ,A) et est à composants quasilibres.

b) L ∈K+(X ,A) et est à composants flasques et directement stricts.

Alors si K ou L est acyclique, le complexe Hom•A(K , L) est acyclique.

Preuve : D’après (2.8), le complexe Hom•A(K , L) est obtenu en appliquant le
foncteur lim←−n∈N

au complexe Hom
•
A(K , L). Or ce dernier est acyclique (7.4.2) et

l’hypothèse sur L implique que ses composants sont directement stricts. On con-
clut grâce à (EGA 0I I I 13.2.2).

Comme précédemment, compte tenu de (6.6.3), le lemme (7.4.4) permet de
définir un bifoncteur exact

(7.4.5) RHomA : D−(X ,A)◦×D+(X ,A)−→D+(A− mod ).

Proposition 7.4.6. —

(i) Soient E et F deux A-faisceaux sur X . On a un isomorphisme de foncteurs
cohomologiques

Ext
i
A(E , F ) ∼−−→Hi (RHomA(E , F )) (i ∈ Z).

(ii) Soient K ∈ K−(X ,A) et L ∈ K+(X ,A). On a un isomorphisme de foncteurs
cohomologiques

Exti
A(K , L) ∼−−→Hi (RHomA(K , L)) (i ∈ Z).

Preuve : Précisons tout d’abord que l’on a posé

Exti
A(K , L)≃ Exti (K , L)

pour uniformiser les notations. La preuve de (i), semblable à celle de (7.3.5), est
laissée au lecteur. Montrons (ii) dans le cas i = 0, le cas général s’en déduisant
aussitôt. On peut supposer K quasilibre et L à composants flasques et directement
stricts. Alors, notant Homht(K , L) les morphismes de K dans L dans la catégories
K(X ,A), on est ramené à prouver le corollaire suivant :
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Corollaire 7.4.7. — Soient K ∈ K−(X ,A) et L ∈ K+(X ,A). On suppose que K
est à composants quasilibres et L à composants flasques et directement stricts. Alors
l’application canonique

Homht(K , L)−→HomA(K , L)

est une bijection.

Par définition, le deuxième membre est égal à

lim−→
σ :K ′−→K

Homht(K
′, L),

où σ parcourt les quasi-isomorphismes de but K . Comme parmi ces quasi-
isomorphismes, ceux de source un complexe borné supérieurement et à com-
posants quasilibres forment une famille cofinale, on est ramené à voir que pour
tout quasi-isomorphisme u : K ′ −→ K , avec un K ′ borné supérieurement et
quasilibre, le morphisme correspondant

Homht(K , L)−→Homht(K
′, L)

est une bijection. Désignant par M le mapping-cylinder de u, on a un triangle
exact de K(A− mod ) :

Hom•A(M , L)(−1)

Hom•A(K , L) Hom•A(K
′, L),

d ◦1

α

Hom•A(u,id)

et il s’agit de voir que H0(α) est un isomorphisme. Or M est quasilibre et acyclique,
donc (7.4.4) Hom•A(M , L) est acyclique, d’où l’assertion.

Corollaire 7.4.8. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X . On suppose que l’on
est dans l’un des cas suivants :

(i) E est quasilibre et F est flasque et directement strict.

(ii) E est fortement plat (6.7.1) et F pseudo-injectif (6.6.1).
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Alors on a
Exti

A(E , F ) = 0 (i ≥ 1).

Preuve : Dans le premier cas, RHomA(E , F ) =HomA(E , F ) est réduit au degré
0. Dans le deuxième cas, soit L• −→ E une résolution quasilibre de E . De (6.7.2
(ii)) résulte que le complexe

P =Hom
•
A(L

•, F )

est acyclique en degrés≥ 1, et il s’agit de voir qu’il en est de même pour le complexe
déduit de celui-ci en appliquant le foncteur lim←−n∈N

. Comme les composants de

P sont directement stricts ainsi que H0(P ) = HomA(E , F ), l’assertion résulte de
(EGA 0I I I 13.2.2)

Définition 7.4.9. — Soient K ∈ K−(X ,A) et L ∈ K+(X ,A). Pour tout i ∈ Z on
pose

Ext
i
(K , L) =Hi (RHomA(K , L)).

Il résulte de (7.4.6 (i)) que cela ne prête pas à confusion.

Définition 7.4.10. — On note

RΓ : D+(X ,A)−→D+(A− mod )

(resp. RΓ : D+(X ,A)−→D+(pt,A) )

le foncteur exact

K 7→RHomA(A,K) =RΓ (K) =RΓ (X ,K).

(resp. K 7→RHomA(A,K) =RΓ (K) =RΓ (X ,K). )

Soit E un A-faisceau sur X . Il résulte de (7.4.6 (i)) et (6.5.4) que l’on a des
isomorphismes canoniques

H
i
(X , E)≃Hi (RΓ (E)) (i ∈ Z).

Ceci permet de poser sans ambiguïté pour tout complexe borné inférieurement K

(7.4.11) H
i
(X ,K) =Hi (RΓ (K)) (i ∈ Z).
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Enfin, on posera de même

(7.4.12) Hi (X ,K) =Hi (RΓ (K)) (i ∈ Z).

7.4.13. On sait que la catégorie Pro(A− mod ) est abélienne et possède suf-
fisamment d’objets lim←−A

acycliques, ce qui permet de définir les foncteurs dérivés

(i)
lim←−

A

: Pro(A− mod )−→A− mod

du foncteur limite projective. Plus précisément, on définit un foncteur dérivé

R(lim←−
A

) : D+(Pro(A− mod ))−→D+(A− mod )

et pour tout pro-A-module E , on a

(i)
lim←−

A

(E)≃Hi (R lim←−
A

(E)) (i ∈ Z).

On rappelle que la structure de groupe abélien sous-jacente à lim←−
(i)
A
(E) ne dépend

que de la structure de pro-groupe abélien sous-jacente à E . Si l’ensemble indexant
E est N, on a

(i)
lim←−

A

(E) = 0 (i ≥ 2),

et même
(i)

lim←−
A

(E) = 0 (i ≥ 1)

lorsque E vérifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit en particulier que
lorsque E est indexé par N, on peut calculer les lim←−

(i)
A
(E) au moyen d’une résolu-

tion de E par des pro-A-modules indexés par N et vérifiant la condition de Mittag-
Leffler. Il résulte de là que le diagramme

D+(pt,A) D+(Pro(A− mod ))

D+(A− mod )
RΓ R( lim←−A

)

D+(c)
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dans lequel C désigne l’inclusion canonique, est ommutatif. Ceci nous permettra
dans ce cas d’identifier le plus souvent le foncteur RΓ (resp. Hi (pt, .) et le foncteur
R lim←−A

(resp. lim←−
(i)
A

).

Proposition 7.4.14. — Soient K ∈D−(X ,A) et L ∈D+(X ,A). On a un isomor-
phisme canonique

RHomA(K , L) ∼−−→R(lim←−) ◦RHomA(K , L).

Preuve : On peut supposer K quasilibre et L à composants flasques et directe-
ment stricts. Alors la formule résulte de l’isomorphisme

(2.8) Hom•A(K , L)≃ lim←−
n∈N

Hom
•
A(K , L)

et du fait que les composants de Hom
•
A(K , L) sont directement stricts.

Corollaire 7.4.15. — Soit K ∈D+(X ,A). On a un isomorphisme fonctoriel

RΓ ≃R(lim←−) ◦RΓ (K).

Corollaire 7.4.16. — Soient K ∈ D−(X ,A) et L ∈ D+(X ,A). On a pour tout
i ∈ Z des suites exactes de A–modules

a) 0−→ lim←−
(1)
A

Ext
i−1
A (K , L)−→ Exti

A(K , L)−→ lim←−A
Ext

i
A(K , L)−→ 0

b) 0−→ lim←−
(1)
A

H
i−1
(X , L)−→Hi (X , L)−→ lim←−A

H
i
(X , L)−→ 0.

Preuve : La suite exacte b) étant un cas particulier de a), nous avons seule-
ment à montrer cette dernière. L’isomorphisme (7.4.14) donne lieu par la méth-
ode des couples exacts (cf. thèse Verdier ou la preuve de 7.3.7) à une suite spectrale
birégulière

E i , j
2 =

(i)
lim←−

A

Ext
j
A(K , L)⇒ Exti+ j

A (K , L).

Comme les systèmes projectifs considérés sont indexés par N, on a E i , j
2 = 0 pour

i ≥ 2, d’où aussitôt la suite exacte annoncée.
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Corollaire 7.4.17. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X , avec F directement
strict. Pour tout i ∈ Z, le morphisme canonique

Exti
A(E , F )−→ lim←−Ext

i
A(E , F )

est un isomorphisme. En particulier, les morphismes canoniques

Hi (X , F )−→ lim←−H
i
(X , F )

sont des isomorphismes.

Preuve : L’hypothèse sur F entraîne que pour tout i ∈ Z, le système projectif
Ext

i
A(E , F ) vérifie la condition de Mittag-Leffler, donc annule les foncteurs lim←−

(p)
A

pour p ≥ 1. L’assertion résulte alors immédiatement de (7.4.16).

Proposition 7.4.18. — On suppose le topos X et l’anneau A noethériens. Soient
K ∈D−(X ,A) et L ∈D+(X ,A). On a des isomorphismes fonctoriels :

(i) RHomA(K , L)≃RΓ (X ,RHomA (K , L)).

(ii) RHomA(K , L)≃RΓ (X ,RHomA (K , L)).

(iii) HomA(K , L)≃HomA(A,RHomA (K , L)).

Preuve : On peut supposer que les composants de K sont quasilibres et ceux
de L pseudo-injectifs (6.6.1), donc directement stricts (6.6.3). Dans ce cas, les com-
posants de Hom•A (K , L) sont directement stricts et le lemme (7.4.19) ci-dessous
montre qu’ils sont flasques. Alors les assertions (i) et (ii) proviennent de (6.2.2) et
(6.3.12) respectivement. Grâce à (7.4.6 (ii)), on déduit (iii) de (ii) en appliquant le
foncteur H0 aux deux membres.

Lemme 7.4.19. — Soient T un topos localement noethérien, A un anneau
noethérien et J un idéal de A. Étant donnés un A-faisceau quasilibre E et un A-faisceau
pseudo-injectif F sur T , le A-faisceau

H=HomA (E , F )

est flasque.
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Soit n un entier ≥ 0. D’après (6.6.3), le nème composant de H est de la forme

lim−→
p≥n

HomA (Ep ,
⊕

q≤n

Iq)

où pour tout q , Iq est un Aq–Moule injectif. L’entier q ≥ n étant fixé, pour tout
entier p ≤ n, le Aq–Module Ep/J q+1Ep est plat, doncHomA (Ep , Iq) est un Aq–
Module injectif. Les hypothèses sur T et A impliquent que la catégorie Aq−ModT

est localement noethérienne, et par suite qu’une limite inductive filtrante de Aq–
Modules injectifs est un Aq–Module injectif. En particulier

lim−→
p≥n

HomA (Ep , Iq)

est un Aq–Module injectif, donc flasque. L’assertion en résulte aussitôt.

7.4.20. Soit F = (Fn, un)n∈N un A-faisceau flasque et strict. On suppose que
pour tout n ≥ 0, le A–Module Ker(un) est flasque. Alors H

i
(X , F ) = 0 pour i ≥ 1

et H
0
(X , F ) est strict. Par (7.4.16), on en déduit que

Hi (X , F ) = 0 (i ≥ 1).

Supposons maintenant que le topos X possède suffisamment de points. Alors on
voit, en utilisant ce qui précède et en se ramenant au cas où F est strict, que pour
tout A-faisceau F vérifiant la condition de Mittag-Leffler, on a

RΓ (X , F )≃Hom•A(A,C •(F )),

où C •(F ) désigne la résolution de Godement de F .

7.5. Soit (X ,A, J ) un idéotope. On rappelle que la catégorie Pro(A−ModX ) est
abélienne et possède suffisamment d’objets lim←− acycliques, ce qui permet de définir
les foncteurs dérivés

(i)
lim←−

A

: Pro(A−ModX )−→A−ModX (i ≥ 0)

du foncteur limite projective. Plus précisément, on définit un foncteur dérivé à
droite

R(lim←−
A

) : D+(Pro(A−ModX ))−→D+(A−ModX ),
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et pour tout A-faisceau F , on a

(i)
lim←−

A

(F ) =Hi (R lim←−
A

(F )) (i ∈N).

Lemme 7.5.1. — Soit F = (Fn, un)n∈N un système projectif strict de A–Modules,
dont les composants sont flasques. On suppose que pour tout n, de A–Module Ker(un)
soit flasque. Alors on a :

(i)
lim←−

A

(F ) = 0 (i ≥ 1).

Preuve : Nous allons le voir par récurrence croissante sur l’entier i . Choisis-
sons pour tout n ≥ 0 un monomorphisme Fn −→ In, avec In un A–Module injectif.
Posant pour tout n ≥ 0

Gn =
⊕

i≤n

Ii ,

on définit, avec les morphismes de transition évidents, un système projectif
G lim←−A

-acyclique et un monomorphisme de Hom(N0,A−ModX )

v : F −→G.

Notant K le conoyau de v dans Hom(N0,A−ModX ), nous allons voir que la suite
canonique

(S) 0−→ lim←−
A

(F )−→ lim←−
A

(G)−→ lim←−
A

(K)−→ 0

est exacte, ce qui prouvera le lemme lorsque i = 1. Comme F est à composants
flasques, pour tout objet T de X la suite canonique

(T ) 0−→ Γ (T , F )−→ Γ (T ,G)−→ Γ (T ,K)−→ 0

est exacte. Comme les noyaux des morphismes de transition de F sont flasques,
le système projectif de A–modules Γ (T , F ) est strict ; par suite (EGA 0I I I 13.2.2),
la suite obtenue à partir de (T) en passant à la limite projective est encore exacte.
Autrement dit, la suite canonique

0−→ Γ (T , lim←−
A

(F ))−→ Γ (T , lim←−
A

(G))−→ Γ (T , lim←−
A

(K))−→ 0
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est exacte, d’où aussitôt l’exactitude de (S). On termine par récurrence en remar-
quant que K vérifie les conditions du lemme et que l’on a des isomorphismes

(i)
lim←−

A

(F )≃
(i−1)
lim←−

A

(K) (i ≥ 2).

Les conditions du lemme (7.5.1) étant satisfaites en particulier par les A-faisceaux
pseudo-injectives, on peut, en utilisant des résolutions pseudo-injectifs, définir un
foncteur dérivé

(7.5.2) R lim←−
A

: D+(X ,A)−→D+(A−ModX ),

et le diagramme

D+(X ,A) D+(Pro(A−ModX ))

D+(A−ModX )

D+(c)

R lim←−A
R lim←−A

,

dans lequel c désigne le foncteur canonique A− fsc(X ) −→ Pro(A−ModX ), est
commutatif.

Proposition 7.5.3. — On suppose qu’il existe une sous-catégorie pleine génératrice
de X , formée d’objets quasicompacts (par exemple que X est localement algébrique).
Pour tout A-faisceau F sur X et tout i ∈N le A–Module lim←−

(i)
A
(F ) est le faisceau associé

au préfaisceau
T 7→Hi (T , F )

sur la famille génératrice des objets quasicompacts de X .

Preuve : Soit J • une résolution pseudo-injective de F . Le A–Module
lim←−

(i)
A
(F ) =Hi (lim←−A

J •) est le faisceau associé au préfaisceau

T 7→HiΓ (T , lim←−
A

J •).

Lorsque T est quasicompact, il est clair que

Γ (T , lim←−
A

J •) = Γ (T , J •)
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d’où, comme la propriété pour un A-faisceau d’être pseudo-injectif est stable par
restriction à un objet du topos,

Hi (T , lim←−
A

J •) =Hi (T , F |T ),

ce qui entraîne manifestement le résultat.

Corollaire 7.5.4. — Soit F un A-faisceau flasque sur un topos X engendré par ses
objets quasicompacts. On a

(i)
lim←−

A

(F ) = 0 (i ≥ 2).

Preuve : Il résulte sans peine de (7.4.16) que l’on a Hi (T , F ) = 0 (i ≥ 2) pour
tout objet quasicompact T de X .

Proposition 7.5.5. — Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact. On a
pour tout objet K de D+(X ,A) un isomorphisme fonctoriel en K :

RΓ (X ,R lim←−
A

(K)) ∼−−→RΓ (X ,K).

Preuve : On peut supposer que les composants de K sont pseudo-injectifs, et
alors l’assertion a été vue dans la preuve de (7.5.3).

Corollaire 7.5.6. — Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact. Pour tout
A-faisceau F sur X , on a une suite spectrale birégulière

E p,q
2 =Hp(X ,

(q)
lim←−)A(F ))⇒Hp+q(X , F ).

Nous allons maintenant nous intéresser aux théorèmes Č echistes de la cohomolo-
gie sur un topos X dont l’objet final est quasicompact.

Définition 7.5.7. — Soit X un topos. On appelle A-préfaisceau sur X un sys-
tème projectif indexé par N, F = (Fn)n∈N de préfaisceaux de A–Modules vérifiant les
relations

J n+1Fn = 0 (n ≥ 0).
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Dans ce qui suit, nous noterons

pre−E (X , J )

la sous-catégorie, exacte, pleine de Hom(N◦, pre−A−ModX ) engendrée par les
A-préfaisceaux. Comme pour les A-faisceaux, on définit la notion de A-préfaisceau
essentiellement nul (resp. négligeable), et on appelle catégorie des A-préfaisceaux
et on note

A− prefsc(X )

la catégorie abélienne quotient de pre−E (X , J ) par la sous-catégorie abélienne
épaisse engendrée par les A-faisceaux négligeables.

On définit, composant par composant, la notion de A-faisceau associé à un A-
préfaisceau. Il est clair que le A-faisceau associé à un A-préfaisceau négligeable est
négligeable, ce qui permet de définir un foncteur exact, appelé foncteur faisceau
associé :

a : A− prefsc(X )−→A− fsc(X ).

D’autre part, le foncteur inclusion i : A−ModX −→ pre−A−ModX définit,
composant par composant, un foncteur noté de même

i : E (X , J )−→ pre−E (X , J ).

Plus généralement, on définit un foncteur cohomologique (Rp i)p∈Z en posant
pour tout A-faisceau F et tout entier p

Rp i(F ) = (Rp i(Fn))n∈N.

Il est immédiat que pour tout morphisme u : E −→ F de E (X , J ) dont le noyau et
le conoyau sont négligeables, le noyau et le conoyau des morphismes Rp i(u) sont
négligeables. Ceci permet de définir un foncteur cohomologique, noté de même

(Rp i)p∈Z : A− fsc(X )−→A− prefsc(X ).

Bien entendu, Rp i = 0 pour p < 0, et on note i le foncteur exact à gauche R0 i .

Lemme 7.5.8. — Pour tout A-faisceau flasque F , on a :

Rp i(F ) = 0 (p ≥ 1).
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Preuve : On rappelle que si M est un A–Module, Rp i(M ) est le faisceau associé
au préfaisceau T 7→Hp(T , M ) ; en particulier, Rp i(M ) = 0 (p ≥ 1) lorsque M est
flasque. D’où le lemme, en appliquant ce résultat aux composants de F .

Ce lemme permet, en utilisant des résolutions flasques, de dériver le foncteur
i en un foncteur exact

R i : D+(X ,A)−→D+(A− prefsc(X )),

et pour tout A-faisceau F , on a des isomorphismes

Rp i(F )≃Hp(R i(F )) (p ∈ Z).

Proposition 7.5.9. — Soient K ∈ D(A− prefsc(X )) et L ∈ D+(X ,A). On a un
isomorphisme fonctoriel

Hom(aK , L) ∼−−→Hom(K ,R i(L)).

Preuve : Tout d’abord, étant donnés un A-préfaisceau E et un A-faisceau F ,
on définit, au moyen des morphismes d’adjonction usuels sur les composants, des
morphismes “d’adjonction”

(1) uE : E −→ i ◦ a(E).

(2) vF : a ◦ i(F )−→ F .

Se ramenant au cas où L est flasque, on définit en appliquant le morphisme (2) aux
composants du complexe L un morphisme “d’adjonction” fonctoriel

(2bis) vL : a ◦R i(L)−→ L.

D’autre part, lorsque K est borné inférieurement, le morphisme (1) appliqué aux
composants de K , composé avec i(r ), où r désigne une résolution flasque de a(K),
fournit un morphisme “d’adjonction” fonctoriel

(1bis) uK : K −→R i(aK).
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Le morphisme (2bis) définit de façon claire un morphisme de bifoncteurs coho-
mologiques

(3) Hom(K ,R i(L))−→Hom(aK , L),

et nous allons voir que c’est un isomorphisme. Quitte à décomposer K en parties
positive et négative, on est ramené à le voir lorsque K appartient respectivement à
D+(A−prefsc(X )) et D−(A−prefsc(X )). Dans ce dernier cas, on se ramène grâce
à la suite spectrale

E p,q
1 = Extq(U−p ,V )⇒ Extp,q(U ,V ),

qui se montre comme (7.3.7.3) en utilisant le lemme (7.3.8), au cas où K a un seul
composant non nul. Finalement, on peut supposer que K ∈ D+(A− prefsc(X )).
Alors le morphisme (1bis) permet de définir un nouveau morphisme de bifonc-
teurs cohomologiques

(4) Hom(aK , L)−→Hom(K ,R i(L)),

dont nous allons voir qu’il est inverse de (3). Pour cela, il suffit (Sém. CARTAN
11 Exp. 7) de montrer que les morphismes composés

R i(L)
uR i(L)−−→R i ◦ a ◦R i(L)

R i(vL)−−−→R i(L)

a(K)
a(uK )−−→ a ◦R i ◦ a(K)

va(K)−−→ a(K)

sont respectivement l’identité de R i(L) et celle de a(K). Pour cela, à des commu-
tations de diagrammes près, il suffit de voir qu’étant donnés un A-préfaisceau E et
un A-faisceau F , les morphismes composés

i(F )
ui (F )−−→ i ◦ a ◦ i(F )

i(vF )−−→ i(F )

a(E)
a(uE )−−→ a ◦ i ◦ a(E)

va(E)−−→ a(E)

sont respectivement l’identité de i(F ) et celle de a(E). Or cela est vrai au stade des
composants, d’où l’assertion.

Définition 7.5.10. — On dit qu’un A-préfaisceau F sur X est pseudo-injectif si
c’est un objet injectif de pre−E (X , J ).
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Paraphrasant la preuve de (6.6.3), on voit que si F = (Fn, un)n∈N est un A-
préfaisceau pseudo-injectif, alors pour tout entier n ≥ 0, le pre−An–Module
Ker(un) est injectif et on a un isomorphisme

Fn ≃
⊕

0≤p≤n

Ker(un).

De plus, il y a suffisamment de A-préfaisceaux pseudo-injectifs. Enfin, on voit
facilement par adjonction, compte tenu du fait que le foncteur faisceau associé
pre−E (X , J ) −→ E (X , J ) est exact, que tout A-faisceau pseudo-injectif est égale-
ment pseudo-injectif en tant que A-préfaisceau.

Supposons maintenant que l’objet final de X soit quasicompact. On définit alors
par les arguments habituels un foncteur cohomologique

(Ȟ
p

(X , .))p∈Z : A− prefsc(X )−→A− fsc(pt)

en posant pour tout A-préfaisceau F = (Fn)n∈N et tout entier p

Ȟ
p

(X , F ) = (Ȟp(X , Fn))n∈N,

avec les morphismes de transition évidents. On a bien sûr

Ȟ
p

(X , .) = 0 (p < 0)

et on pose

Ȟ
0

(X , .) = Γ̌ (X , .).

Lemme 7.5.11. — Si F est un A-préfaisceau pseudo-injectif, alors

Ȟ
p

(X , F ) = 0 (p ≥ 1).

Preuve : Vu la structure des composants des A-préfaisceaux pseudo-injectifs,
on est ramené à voir que si M est un pre−An–Module injectif, alors Ȟp(X , M ) = 0
(p ≥ 1). Or il résulte de (SGA4 V 2.1 formule (15)) que les foncteurs Ȟp(X , .)
dépendent seulement de la structure de préfaisceau abélien, de sorte que les
Ȟp(X , M ) sont aussi les dérivés de Ȟ0(X , .) dans la catégorie des pre−An–Modules.
D’où l’assertion.
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Le lemme (7.5.11) permet de dériver le foncteur Γ̌ (X , .), au moyen de résolu-
tions pseudo-injectives, en un foncteur exact

R Γ̌ (X , .) : D+(A− prefsc(X ))−→D+(pt,A).

Si F est un A-préfaisceau, on a

Ȟ
p

(X , F ) =Hp(R Γ̌ (X , F )) (p ∈ Z).

Pour tout A-faisceau F , on convient de poser par définition

Ȟ
p

(X , F ) = Ȟ
p

(X , i(F )) (p ∈ Z).

On prendra garde que l’on n’obtient pas ainsi un foncteur cohomologique sur la
catégorie des A-faisceaux.

Étant donné un A-préfaisceau pseudo-injectif, le système projectif Γ̌ (X , I ) est

directement strict. Par suite, le foncteur lim←−◦Γ̌ (X , .) est dérivable en un foncteur
exact

R Γ̌ (X , .) : D+(A− prefsc(X ))−→D+(A− mod ),

et on a un isomorphisme de foncteurs composés

R Γ̌ (X , .)≃R lim←−◦R Γ̌ (X , .).

Étant donné un objet K de D+(A− prefsc(X )), on pose

Ȟp(X ,K) =Hp(R Γ̌ (X ,K)),

et

Ȟ0 = Γ̌ .

Il est clair que lorsque F parcourt la catégorie des A-préfaisceaux, le foncteur

F 7→ Ȟ0(X , F ) = Γ̌ (X , F )

est exact à gauche et Ȟp(X , F ) = 0 (p < 0).
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Proposition 7.5.12. — Soit X un topos dont l’objet final est quasicompact. Pour
tout K ∈D+(X ,A), on a des isomorphismes fonctoriels

(A) RΓ (X ,K)≃R Γ̌ (X ,R i(K))

(B) RΓ (X ,K)≃R Γ̌ (X ,R i(K)).

En particulier, on a pour tout A-faisceau F des suites spectrales

(1) E p,q
2 = Ȟ

p

(X ,Rq i(F ))⇒H
p+q
(X , F )

(2) E p,q
2 = Ȟp(X ,Rq i(F ))⇒Hp+q(X , F ).

Les morphismes canoniques Ȟ
1

(X , F ) −→ H
1
(X , F ) et Ȟ1(X , F ) −→ H1(X , F )

(resp. Ȟ
2

(X , F )−→H
2
(X , F ) et Ȟ2(X , F )−→H2(X , F )) déduits des suites spectrales

(1) et (2) sont des isomorphismes (resp. des monomorphismes).

Preuve : L’isomorphisme (B) se déduit de (A) en appliquant le foncteur R lim←−
aux deux membres. Pour voir (A), on peut supposer que K est pseudo-injectif,
donc que i(K) = R i(K) l’est également. Alors (A) se voit en appliquant l’égalité
évidente

H
0
(X , F ) = Ȟ

0

(X , F ),

valable pour tout A-faisceau F , aux composants de K . Les suites spectrales (1)
et (2) se déduisent de (A) et (B) respectivement par des arguments standards. Si
maintenant F est un A-faisceau, on voit en appliquant (SGA4 V (2.2)) et formule
23) aux composants de F que

Ȟ
0

(X ,Rq i(F )) = 0 (q ≥ 1),

d’où aussitôt
Ȟ0(X ,Rq i(F )) = 0 (q ≥ 1).

La dernière assertion de (7.5.12) en résulte aussitôt.
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On peut introduire une autre notion de cohomologie de Č ech de la manière
suivante. Étant donné un topos X , la catégorie

P =Hom(N◦,X )

est un topos, et le système projectif

A= (A/J n+1)n∈N = (An)n∈N

est un Anneau de P . On définit sans peine un isomorphisme

pre−A−ModP −→ pre−E (X , J ),

d’où un foncteur cohomologie de Č ech

(7.5.13) R Γ̌ : D+(pre−E (X , J ))−→D+(A− mod ),

défini sans hypothèse de quasicompacité sur l’objet final de X

Proposition 7.5.14. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Alors
le diagramme

D+(pre−E (X , J )) D+(A− prefsc(X )))

D+(A− mod )

D+(p)

(7.5.13) R Γ̌

dans lequel p : pre−E (X , J ) −→ A− prefsc(X ) désigne le foncteur quotient cano-
nique, est commutatif.

Preuve : Évident, car il y a identité entre A–Modules injectifs et A-préfaisceaux
pseudo-injectifs.

7.6. Morphismes de CARTAN.

Soient K , L, M trois complexes de A-faisceaux sur un topos X . On suppose que
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l’une des conditions suivantes est réalisée pour les degrés :

K L M

− − +

b b ∅

b ∅ b .

Alors, les morphismes (6.3.5) pour les composants permettent de définir de la
façon habituelle un morphisme de K(X ,A) :

(7.6.1) Hom•A (K ⊗A L, M )−→Hom•A (K ,Hom•A (L, M )).

Soient maintenant K ∈D−(X ,A), L ∈D−(X ,A) et M ∈D+(X ,A), et choisissons
des résolutions quasilibres P et Q de K et L respectivement, et une résolution
flasque R de M . Comme P ⊗A Q est quasilibre (5.8), le morphisme (7.6.1)

Hom•A (P ⊗A Q, R)−→Hom•A (P,HomA (Q, R)),

s’interprète comme un morphisme de D(X ,A)

(7.6.2) RHomA (K ⊗ L, M )−→RHomA (K ,RHomA (L, M )),

et on vérifie facilement que (7.6.2) ne dépend pas des résolutions choisies, et
dépend fonctoriellement de K , L et M . Contrairement à ce qui se passe pour les
faisceaux de A–modules, le morphisme (7.6.2) n’est pas en général un isomorphisme ;
nous verrons toutefois plus loin que c’est le cas si l’on fait des hypothèses de fini-
tude convenables.

Supposons que le topos X et l’anneau A soient noethériens. Alors on déduit de
(7.6.2) des morphismes fonctoriels canoniques

(7.6.3) RHomA(K ⊗ L, M )−→RHomA(K ,RHomA (L, M )).

(7.6.4) RHomA(K ⊗ L, M )−→RHomA(K ,RHomA (L, M )).
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(7.6.5) HomA(K ⊗ L, M )−→HomA(K ,RHomA (L, M )).

Utilisant (7.4.18), on les obtient en appliquant respectivement les foncteurs RΓ ,
RΓ , HomA(A, .) aux deux membres de (7.6.2).

Nous allons maintenant essayer de définir le morphisme (7.6.5) sans hypothèse
de finitude sur A ou X . Étant donnés deux complexes de A-faisceaux K ∈K+(X ,A)
et L ∈ Kb (X ,A), le morphisme (6.3.13.1) permet de définir pour tout entier n un
morphisme de A-faisceaux

K n −→
⊕

p

HomA (L
p ,K n ⊗A Lp)⊂Homn

A (L,K ⊗A L),

d’où un morphisme de complexes

(7.6.6) K −→Hom•A (L,K ⊗A L).

Proposition 7.6.7. — Soient K ∈ D+(X ,A) et L ∈ D−(X ,A)torf. On a un mor-
phisme fonctoriel canonique

K −→RHomA (L,K ⊗ L)

qui “coïncide” avec l’identité de K lorsque L=A.

Preuve : On peut supposer L plat et borné. Choisissant alors une résolution
quasilibre L′ de L et une résolution flasque F de K ⊗ L = K ⊗ L, le morphisme
annoncé est le composé de (7.6.6) et du morphisme canonique Hom•A (L,K ⊗
L) −→Hom•A (L

′, I ). On laisse au lecteur le soin de voir que cela ne dépend pas
des choix faits.

Corollaire 7.6.8. — Soient K ∈ D+(X ,A), L ∈ D−(X ,A)torf et M ∈ D+(X ,A).
On a un morphisme fonctoriel

HomA(K ⊗ L, M )−→HomA(K ,RHomA (L, M )).

En particulier, on a un morphisme fonctoriel

HomA(K , M )−→HomA(A,RHomA (K , M )).
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Preuve : Soit u : K ⊗ L −→ M . On obtient un morphisme K −→ RHomA

(L, M ) en composant RHomA (idL, u) avec (7.6.7).

7.6.9. Soient E , F ,G trois complexes de A-faisceaux sur X . On suppose que
les degrés vérifient l’une des conditions suivantes :

E + − b ∅ b

F − + ∅ b b

G − + b b ∅ .

Nous allons alors définir un morphisme de complexes fonctoriel

(7.6.9.1) Hom•A (E , F )⊗A G −→Hom•A (E , F ⊗A G).

Il est clair qu’il suffit de le définir pour les A-faisceaux, car alors on disposera pour
tout triplet (p, q , r ) d’entiers d’un morphisme de A-faisceaux

HomA (E
p , F q)⊗A G r −→HomA (E

p , F q ⊗A G r ),

ce qui permet de définir de façon évidente le morphisme annoncé. Plaçons-nous
donc dans ce cas. Si m et n sont deux entiers, avec m ≥ n ≥ 0, on a un morphisme
canonique de An–Modules

HomA (Em, Fn)⊗A Gn −→HomA (Em, Fn ⊗A Gn).

Par passage à la limite inductive suivant m, on en déduit un morphisme de An–
Modules

HomA (E , F )n ⊗A Gn −→HomA (E , F ⊗A G)n,

et la collection de ces morphismes pour les différents entiers n définit le mor-
phisme de A-faisceaux désiré (c’est même un morphisme de E (X , J )).

Soient maintenant E ∈D−(X ,A), F ∈D+(X ,A), et G ∈D(X ,A). On se place
dans l’un des cas suivants :

(i) G ∈D−(X ,A)torf.
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(ii) L’anneau A est local régulier, J est son idéal maximal et G ∈D+(X ,A).

Nous allons alors définir un morphisme fonctoriel

(7.6.9.2) RHomA (E , F )⊗G −→RHomA (E , F ⊗G).

Dans chacun des cas envisagés, le complexe G admet une résolution plate et bornée
inférieurement N . Étant donnés une résolution quasilibre L de E et une résolution
flasque M de F , on a (7.6.9.1) un morphisme de complexes

Hom•A (L, M )⊗A N −→Hom•A (L, M ⊗A N ).

Choisissant alors une résolution flasque P de M⊗AN , on en déduit un morphisme
de complexes

Hom•A (L, M )⊗A N −→Hom•A (L, P ),

qui ne dépend pas, isomorphisme près dans D+(X ,A), des choix que l’on a faits.
C’est celui-là que l’on prend.

7.7. Opérations externes.

On suppose toujours fixés l’anneau A et l’idéal J .

7.7.1. Soit f : X −→ Y un morphisme de topos. Le foncteur image réciproque
f ∗ : A−fsc(Y )−→A−fsc(X ), étant exact, admet un foncteur dérivé noté de même

f ∗ : D(Y,A)−→D(X ,A) .

Proposition 7.7.2. — Soient E et F ∈D(Y,A).

(i) Lorsque E et F ∈D−(Y,A), ou lorsque A est un anneau local régulier et J son
idéal maximal, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

f ∗(E)⊗A f ∗(F ) ∼−−→ f ∗(E ⊗A F ),

induisant, lorsque E et F sont des A-faisceaux, les morphismes (5.17.1) sur les
objets de cohomologie.
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(ii) Lorsque E ∈ D−(Y,A) et F ∈ D+(Y,A), il existe un morphisme canonique
fonctoriel

f ∗RHomA (E , F )−→RHomA ( f
∗E , f ∗F ),

induisant, lorsque E et F sont des A-faisceaux, les morphismes (6.4.1.1) sur les
objets de cohomologie.

Preuve : Montrons (i). On peut supposer E et F quasilibres, de sorte que
(5.17.2) f ∗E et f ∗F le sont également. Par ailleurs, l’isomorphisme (5.17.1)
(pour i = 0) permet de définir de façon classique un isomorphisme de complexes
f ∗E⊗A f ∗F −→ f ∗(E⊗A F ), dont on vérifie sans peine qu’il répond à la question.
Pour la partie (ii) on peut supposer que E est quasilibre et F flasque. Alors le mor-
phisme (6.4.1.1) permet de définir, composant par composant, un morphisme de
complexes

f ∗Hom•A (E , F )−→Hom•A ( f
∗E , f ∗F ).

Choisissant alors une résolution flasque L de f ∗F , on en déduit un morphisme de
complexes

f ∗Hom•A (E , F )−→Hom•A ( f
∗E , L)

ne dépendant pas de L, à isomorphisme près dans D+(X ,A). Compte tenu du fait
que f ∗E est quasilibre (5.17.2), on vérifie aussitôt qu’il répond à la question.

7.7.3. Soit f : X −→ Y un morphisme quasicompact de topos. Utilisant
(4.2.4), on voit, à l’aide de résolutions flasques, que le foncteur f∗ : A− fsc(X )−→
A− fsc(Y ) est dérivable en un foncteur exact

R f∗ =R+ f∗ : D+(X ,A)−→D+(Y,A).

Il peut être utile de savoir prolonger ce foncteur à D(X ,A). Pour cela, introduisons
la définition suivante (cf. Séminaire Strasbourg-Heidelberg 66-67 Exp.2 2.5).

Définition 7.7.4. — Soient X un topos et q un entier ≥ 0. On dit que X est de
dimension topologique stricte ≤ q s’il vérifie les relations équivalentes suivantes.

(i) Tout faisceau abélien F sur X admet une résolution flasque de longueur ≤ q.
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(ii) Pour tout objet T de X , tout fermé Z de X /T , et tout faisceau abélien F sur X ,
on a

Hq+1
Z (T , F |T ) = 0.

On appelle dimension topologique stricte de X , et on note

dimtops(X )

la borne inférieure (éventuellement infinie) des entiers q satisfaisant aux condi-
tions (i) et (ii).

Lorsque le topos X est de dimension topologique stricte finie, tout complexe
de A-faisceaux admet une résolution flasque, de sorte qu’on définit un foncteur
dérivé droit

R f∗ : D(X ,A)−→D(Y,A),

prolongeant le précédent, en utilisant ([H], I 5.3 γ ).
Soit maintenant un autre morphisme quasicompact g : Y −→ Z . Comme le

foncteur f∗ transforme A-faisceau flasque en A-faisceau flasque, on a un isomor-
phisme

(7.7.5) R+(g ◦ f )∗
∼−−→R+ g∗ ◦R+ f∗,

avec la condition de cocycles habituelle. Si de plus X et Y sont de dimension
topologique stricte finie, cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme

(7.7.5 bis) R(g ◦ f )∗
∼−−→R g∗ ◦R f∗.

Proposition 7.7.6. — Soit f : X −→ Y un morphisme de topos quasicompact.
Étant donnés E ∈D(Y,A) et F ∈D+(X ,A), on a un isomorphisme fonctoriel

HomA( f
∗E , F ) ∼−−→HomA(E ,R f∗(F )).

Preuve : Analogue à celle de (7.5.9). Se ramenant au cas où F est borné in-
férieurement et flasque, on définit, grâce à (4.3.2), un morphisme d’“adjonction”

f ∗R f∗(F )−→ F ,
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d’où un morphisme de bifoncteurs cohomologiques

HomA(E ,R f∗(F ))−→HomA( f
∗E , F ),

dont on veut prouver que c’est un isomorphisme. Par le way-out functor lemma,
on peut pour cela supposer que E ∈D+(Y,A). Dans ce cas, on déduit de (4.3.1) un
morphisme d’“adjonction”

E −→R f∗( f
∗E),

et on conclut en vérifiant que les composés canoniques sont les identités.

7.7.7. Soient f : X −→ Y un morphisme quasicompact de topos, E ∈
D−(Y,A) et F ∈ D+(X ,A). Nous allons définir un morphisme canonique fonc-
toriel

RHomA (E ,R f∗(F ))−→R f∗RHomA ( f
∗E , F ).

Pour cela, on peut supposer que E est borné supérieurement et quasilibre, et que
F est borné inférieurement et flasque. Alors, on définit grâce à (6.4.4.1) un mor-
phisme fonctoriel de complexes

s :Hom•A (E , f∗(F ))−→ f∗Hom•A ( f
∗E , F ).

Comme f ∗(E) est quasilibre (5.17.2), le complexe Hom•A ( f
∗E , F ) s’identifie à

RHomA ( f
∗E , F ). Choisissant alors une résolution flasque

u :Hom•A ( f
∗E , F )−→ L,

le morphisme désiré est le composé f∗(u) ◦ s .

Proposition 7.7.8. — On suppose A noethérien. Soit f : X −→ Y un morphisme
cohérent de topos, avec X localement noethérien. (SGA4 VI 2.11). On a un isomor-
phisme canonique fonctoriel

(1) R f∗RHomA ( f
∗E , F ) ∼−−→RHomA (E ,R f∗(F )).

Si de plus X et Y ont des objets finaux quasicompacts, on a des isomorphismes cano-
niques fonctoriels

(2) RHomA( f
∗E , F ) ∼−−→RHomA(E ,R f∗(F )).
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(3) RHomA( f
∗E , F ) ∼−−→RHomA(E ,R f∗(F )).

Preuve : Pour définir (1), on peut supposer E borné supérieurement et quasili-
bre, et F borné inférieurement et pseudo-injectif. Comme f est cohérent, il résulte
de (6.4.5) que le morphisme de complexes s de (7.7.7) est un isomorphisme. Par
ailleurs, il résulte du lemme (7.4.19) queHom•A ( f

∗E , F ) est flasque, d’où aussitôt
l’assertion.

Les isomorphismes (2) et (3) se déduisent de (1) en appliquant respectivement
les foncteurs RΓ (Y, .)et RΓ (Y, .) aux deux membres de (1) et en utilisant (7.4.18).

7.7.9. Soient X un topos et i : T −→ T ′ un morphisme quasicompact (SGA4
VI 1.7) de X . Le foncteur (4.5.3)

i! : A− fsc(T )−→A− fsc(T ′).

étant exact, est évidemment dérivable en un foncteur exact

R i! : D(T ,A)−→D(T ′,A).

Proposition 7.7.10. — Soient E ∈D(T ,A) et F ∈D(T ′,A).

(i) On a un isomorphisme fonctoriel

HomA(R i!(E), F ) ∼−−→HomA(E , i ∗(F )).

(ii) Lorsque E ∈D−(T ,A) et F ∈D+(T ′,A), il existe un morphisme fonctoriel

RHomA (R i!(E), F )−→R i∗RHomA (E , i ∗F ),

qui est un isomorphisme lorsque i est cohérent en X /T localement noethérien.

(iii) Si T et T ′ sont quasicompacts, on a des isomorphismes fonctoriels

RHomA(R i!(E), F ) ∼−−→RHomA(E , i ∗F )

RHomA(R i!(E), F ) ∼−−→RHomA(E , i ∗F ).
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(iv) On a un isomorphisme fonctoriel

R i!(E ⊗ i ∗(F )) ∼−−→R i!(E)⊗ F

dans chacun des cas suivants :

a) E ∈D−(T ,A) et F ∈D−(T ′,A).

b) E ∈D−torf(T ,A) et F ∈D(T ,A).

c) L’anneau A est local régulier, J est son idéal maximal, E ∈ D+(T ,A) et
F ∈D+(T ′,A).

Preuve : Pour (i), on définit composant par composant, à partir de (4.5.5), des
morphismes d’adjonction

i!i
∗(F )−→ F

E −→ i ∗i!(E),

et il est immédiat, composant par composant ; que les composés canoniques (cf. la
preuve de (4.3.5)) sont des identités. Montrons (ii).

Pour définir le morphisme désiré, on peut supposer E quasilibre et borné
supérieurement, et F flasque et borné inférieurement. Alors, on définit grâce
(6.4.7.1) un morphisme de complexes

w :Hom•A (i!(E), F )−→ i∗Hom•A (E , i ∗F ).

Comme i!(E) est quasilibre (5.18.5) et i ∗(F ) flasque, on obtient le morphisme an-
noncé en choisissant une résolution flasque u de Hom•A (E , i ∗F ) et en prenant
le morphisme composé i∗(u) ◦ w. Lorsque i est cohérent, le morphisme w est
un isomorphisme (6.4.7), et lorsque X /T est localement noethérien, le complexe
Hom•A (E , i ∗F ) est flasque, du moins lorsque F est pris pseudo-injectif, ce qui est
toujours possible (7.4.19). Montrons (iii). On peut comme précédemment pren-
dre E quasilibre et borné supérieurement, et F pseudo-injectif et borné inférieure-
ment. Alors l’isomorphisme de complexes

Hom
•
A(E , i ∗F ) ∼−−→Hom

•
A(i!E , F )
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fournit le premier isomorphisme annoncé. Le second s’en déduit en passant
à la limite projective sur les composants. Enfin (iv) résulte immédiatement de
l’isomorphisme (5.18.1) en prenant E plat, ce qui est possible dans chacun des cas
envisagés : alors, i!(E) est plat (5.18.5).

7.7.11. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le topos fermé complémen-
taire de U (SGA4 IV 3.3). On note j : Y −→X le morphisme de topos canonique.
Le foncteur cohomologique (4.6.1)

(Rp j !)p∈Z : A− fsc(X )−→Afsc(Y )

est, comme on le voit immédiatement composant par composant, effacé (en degrés
> 0) par les A-faisceaux flasques. Ceci permet, au moyen de résolutions flasques, de
définir un foncteur dérivé droit de j ! :

R j ! : D+(X ,A)−→D+(Y,A),

et on a pour tout A-faisceau F sur X :

Rp j !(F )≃Hp(R j !(F )) (p ∈ Z).

Proposition 7.7.12. — Soient E ∈D(X ,A) et F ∈D(Y,A).

(i) Si E ∈D+(X ,A), on a un isomorphisme fonctoriel

HomA(R j∗(F ), E) ∼−−→HomA(F ,R j !(E)).

(ii) Si E ∈D+(X ,A) et F ∈D−(Y,A), il existe un isomorphisme fonctoriel

RHomA (R j∗(F ), E) ∼−−→R j∗RHomA (F ,R j !(E)).

(iii) Si l’objet final de X (donc aussi celui de Y ) est quasicompact, alors il existe pour
E ∈D+(X ,A) et F ∈D−(Y,A) des isomorphismes fonctoriels

RHomA(R j∗(F ), E) ∼−−→RHomA(F ,R j !(E)))

RHomA(R j∗(F ), E) ∼−−→RHomA(F ,R j !(E))).
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(iv) On a un isomorphisme fonctoriel

R j∗(E ⊗R j ∗(E)) ∼−−→R j∗(F )⊗ E

dans chacun des cas suivants :

a) E ∈D−(X ,A) et F ∈D−(Y,A).

b) F ∈D−torf(Y,A).

c) L’anneau A est local régulier, J est son idéal maximal, E ∈ D+(X ,A) et
F ∈D+(Y,A).

Preuve : Le foncteur j∗ étant exact, le foncteur R j∗ est défini sur D(Y,A) en en-
tier, ce qui donne un sens à certaines des expressions de l’énoncé. L’assertion (i) se
voit comme l’assertion correspondante de (7.7.10), en utilisant (4.6.3). Montrons
(ii). Pour définir le morphisme de l’énoncé, on peut supposer que F est quasili-
bre et borné supérieurement, et que E est pseudo-injectif et borné inférieurement.
Alors le morphisme (6.4.8.1) permet de définir un isomorphisme de complexes

h :Hom•A ( j∗(F ), E)−→ j∗Hom•A (F , j !(E)).

Le complexe j∗(F ) est fortement plat (6.7.1), de sorte que l’on déduit de (6.7.2 (ii))
queHom•A ( j∗(F ), E)≃RHomA (R j∗(F ), E). Par ailleurs, on voit par adjonction
et grâce au fait que

j∗ : E (Y, J )−→E (X , J )

est un foncteur exact, que j !(E) est pseudo-injectif, de sorte que l’isomorphisme
h répond à la question. Les isomorphismes de (iii) se déduisent du précé-
dent, grâce à (7.4.18), en appliquant aux deux membres les foncteurs RΓ (X , .) et
RΓ (X , .) respectivement. On peut aussi définir le premier directement à partir de
l’isomorphisme (6.4.8.2). Enfin, l’assertion (iv) se voit comme l’assertion analogue
de (7.7.10), en utilisant cette fois (5.19.1 (i)).

Proposition 7.7.13. — Soit K ∈D+(X ,A). On a un isomorphisme fonctoriel

R j !(K) ∼−−→ j ∗RHomA ( j∗(A),K).
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Preuve : On peut supposer K pseudo-injectif. Alors on déduit de (6.5.1.1)
(pour i = 0) un isomorphisme de complexes

j !(K) ∼−−→ j ∗Hom•A ( j∗(A),K),

qui répond à la question (comme dans la preuve de (7.7.12), on utilise le fait que
j∗(A) est fortement plat).

Proposition 7.7.14. — Soient X un topos, U un ouvert de X , Y le topos fermé
complémentaire de U , i : U −→ X et j : Y −→ X les morphismes de topos cano-
niques . On suppose que i est quasicompact. On a alors pour tout E ∈D+(X ,A) des
triangles exacts fonctoriels en E

(I )
R j∗( j

∗E)

R i!i
∗(E) E

R i∗(i
∗E)

R j∗R j !(E) E .

d ◦1

Preuve : On peut pour les définir supposer E pseudo-injectif. Alors, on déduit
de façon évidente de (4.6.4) des suites exactes de complexes répondant à la question.

Définition 7.7.15. — Soient X un topos, U un ouvert de X , Y le topos fermé
complémentaire, i : U −→ X et j : Y −→ X les morphismes de topos canoniques.
On pose pour tout objet E de D+(X ,A) :

Hp
Y (X , E) = Extp

A( j∗(A), E) (p ∈ Z).

Proposition 7.7.16. — Sous les hypothèses de (7.7.15), on a une suite exacte illi-
mitée

. . .−→Hp
Y (X , E)−→Hp(X , E)−→Hp(U , E)−→Hp+1

Y (X , E)−→ . . . .

Si de plus l’objet final de X est quasicompact, on a :
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(i) Une suite spectrale birégulière

E p,q
2 =Hp(X , Hq

Y (F ))⇒Hp+q
Y (X , F ),

pour tout A-faisceau F sur X .

(ii) Des suites exactes

0−→
(1)

lim←−
A

H
i−1
Y (X , E)−→Hi

Y (X , E)−→ lim←−
A

H
i
Y (X , E)−→ 0,

pour tout objet E de D+(X ,A) et tout i ∈ Z.

Preuve : Compte tenu de (7.7.10. (i)), la suite exacte illimitée est la suite exacte
des Ext•(., E) déduite de la suite (4.6.4)

0−→ i!(A)−→A−→ j∗(A)−→ 0.

Compte tenu de la définition (6.5.4), la suite spectrale (i) est conséquence immé-
diate de (7.7.12. (ii)). Enfin, les suites exactes (ii) sont une simple traduction de
(7.4.16. a)).

8. Changement d’anneau.

8.1. Soient X un topos, A et B deux anneaux commutatifs unifères, J et K deux
idéaux de A et B respectivement et

u : A−→ B

un morphisme d’anneaux unifères, vérifiant u(J ) ⊂ K . Comme il n’y aura pas
d’ambiguïté, on appellera A-faisceaux les (A, J )-faisceaux et B -faisceaux les (B ,K)-
faisceaux (1.2).

Il est clair que tout B -faisceau F est canoniquement muni d’une structure de
A-faisceau d’où un foncteur exact

E (X ,K)−→E (X , J ),
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qui fournit par passage au quotient un foncteur exact et conservatif

(8.1.1) u∗ : B − fsc(X )−→A− fsc(X ),

d’où un foncteur exact noté de même sur les catégories dérivées

(8.1.2) u∗ : D(X ,B)−→D(X ,A).

Étant donné un A-faisceau F , le A-faisceau F ⊗A u∗(B) est canoniquement muni
d’une structure de B -faisceau grâce aux structures de B–Modules des composants
du deuxième facteur, d’où un foncteur exact à droite

(8.1.3) u∗ : A− fsc(X )−→ B − fsc(X ).

Utilisant des résolutions plates dans la catégorie des A-faisceaux, on en déduit un
foncteur exact

(8.1.4) L u∗ : D−(X ,A)−→D−(X ,B).

De plus, lorsque A est un anneau local régulier et J son idéal maximal, il résulte
de (5.16) que le foncteur (8.1.4) se prolonge, toujours en utilisant des résolutions
plates, en un foncteur noté de même

(8.1.5) L u∗ : D(X ,A)−→D(X ,B),

qui envoie D+(X ,A) dans D+(X ,B).

Proposition 8.1.6. — Soient E ∈D(X ,A) et F ∈D(X ,B).

(i) Si E ∈D−(X ,A) (resp. A est local régulier et J est son idéal maximal), on a un
isomorphisme fonctoriel de A-modules

HomB(L u∗(E), F ) ∼−−→HomA(E , u∗(F )).

(ii) Si E ∈D−(X ,A) et F ∈D+(X ,B), on a un isomorphisme fonctoriel

u∗RHomB (L u∗(E), F ) ∼−−→RHomA (E , u∗(F )).
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(iii) Si le topos X et l’anneau A sont noethériens, et si E ∈ D−(X ,A) et F ∈
D+(X ,B), on a des isomorphismes fonctoriels

u∗RHomB(L u∗(E), F ) ∼−−→RHomA(E , u∗(F ))

et
u∗RHomB(L u∗(E), F ) ∼−−→RHomA(E , u∗(F ))

dans D(A− fsc(pt)) et D(A− mod ) respectivement, en convenant de noter
encore u : D(B− mod )−→D(A− mod ) le foncteur restriction des scalaires.

Preuve : Montrons (i). Nous allons pour cela définir tout d’abord un mor-
phisme d’“adjonction”

(8.1.7) E −→ u∗L u∗(E).

Pour ce faire, on peut, dans chacun des cas envisagés, supposer E plat, et on prend
alors le morphisme “extension des scalaires”

E −→ E ⊗A u∗(B)

déduit du morphisme évident de A-faisceaux A−→ u∗(B). Le morphisme (8.1.7)
permet de définir de façon évidente un morphisme de bifoncteurs cohomologiques

HomB(L u∗(E), F )−→HomA(E , u∗(F )),

et il s’agit de voir que c’est un isomorphisme. Quitte à découper F en parties po-
sitive et négative, on est ramené à le voir lorsque F ∈D+(X ,B) ou F ∈D−(X ,B).
Dans l’hypothèse non respée, le cas où F ∈ D+(X ,B) se ramène, au moyen du
“way-out functor lemma”, au cas où F est borné, de sorte qu’on peut pour prou-
ver l’assertion supposer que F ∈D−(X ,B). Alors, on définit comme suit un mor-
phisme d’“adjonction”

(8.1.8) L u∗u∗F −→ F .

On choisit une résolution A-plate P −→ u∗(F ), et la structure de B -faisceaux sur
les composants de u∗(F ) permet d’en déduire de façon évidente un morphisme
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de complexes u∗(P ) −→ F qui répond à la question. Dans l’hypothèse respée, le
morphisme (8.1.8) se définit de même sans hypothèse de degrés sur F . Enfin, les
morphismes composés canoniques déduits de (8.1.7) et (8.1.8) sont les identités,
d’où (i). Pour montrer l’assertion (ii), on peut supposer E quasilibre et F flasque,
ce qui implique que u∗(E) et u∗(F ) sont respectivement quasilibre et flasque. Le
lemme suivant permet alors de définir un isomorphisme de complexes

u∗Hom•B (u
∗(E), F ) ∼−−→Hom•A (E , u∗(F )),

qui répond à la question.

Lemme 8.1.9. — Étant donnés un A-faisceau E = (En)n∈N et un B-faisceau F =
(Fn)n∈N, il existe un isomorphisme fonctoriel

u∗HomB (u
∗(E), F ) ∼−−→HomA (E , u∗(F )).

On va le définir sur les composants. Soit n un entier ≥ 0; pour tout entier
m ≥ n, on a un isomorphisme évident de Am–Modules

HomBm
(Em ⊗Am

Bm, Fn)
∼−−→HomAm

(Em, Fn),

et on obtient l’isomorphisme désiré sur les composants d’ordre n en passant à la
limite inductive suivant m.

Compte tenu de (7.4.18), l’assertion (iii) résulte de (ii) et des isomorphismes

(8.1.10)
RΓ ◦ u∗ u∗ ◦RΓ

RΓ ◦ u∗ u∗ ◦RΓ ,

∼

∼

qui proviennent immédiatemment du fait que la propriété pour un A–Module
d’être flasque ne dépend pas de l’Anneau de base.

Proposition 8.1.11. —

(i) Si L est un A-faisceau plat, le B-faisceau u∗(L) est plat. Si E ∈ D−(X ,A)torf,
alors L u∗(E) ∈D−(X ,B)torf.
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(ii) Soient E et F ∈D(X ,A). On a un isomorphisme fonctoriel

L u∗(E ⊗A F ) ∼−−→ L u∗(E)⊗B L u∗(F )

dans chacun des cas suivants :

– E et F ∈D−(X ,A).

– A et B sont locaux réguliers, J et K sont leurs idéaux maximaux, et E et
F ∈D+(X ,A), ou E ∈Db (X ,A).

(iii) Soient E ∈D(X ,A) et F ∈D(X ,B). On a un isomorphisme fonctoriel

u∗(L u∗(E)⊗B F ) ∼−−→ u∗(F )⊗A E ,

appelé formule de projection, dans chacun des cas suivants :

– E ∈D−(X ,A) et F ∈D−(X ,B).

– E ∈D−(X ,A)torf.

– A et B sont locaux réguliers, J et K sont leurs idéaux maximaux, E ∈
D+(X ,A) et F ∈D+(X ,B).

(iv) Soient E ∈ D−(X ,A) et F ∈ D+(X ,A). On a un morphisme canonique fonc-
toriel

L u∗RHomA (E , F )−→RHomB (L u∗(E),L u∗(F ))

lorsque A est un anneau local régulier et J son idéal maximal. Ce morphisme
est un isomorphisme lorsque de plus B est une A-algèbre finie et K = J B.

(v) Soient E ∈ D−(X ,A) et F ∈ D+(X ,A). Lorsque l’objet final de X est qua-
sicompact, et que l’anneau A est régulier et J est son idéal maximal, on a des
morphismes canoniques

RHomA(E , F )−→ u∗RHomB(L u∗(E),L u∗(F ))

RHomA(E , F )−→ u∗RHomB(L u∗(E),L u∗(F )).
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Preuve : Étant donnés un A-faisceau L et un B -faisceau M , on définit com-
posant par composant un isomorphisme “de projection”

(8.1.12) u∗(u
∗(L)⊗B M ) ∼−−→ L⊗A u∗(M )

qui nous servira dans la preuve de (iii). Lorsque L est plat, on en déduit que u∗(L)
est plat, grâce à l’exactitude et à la conservativité du foncteur u∗ ; l’autre partie de (i)
en résulte aussitôt. Pour voir (ii), on peut dans chacun des cas de l’énoncé prendre
E et F plats, et alors on exhibe de façon évidente un isomorphisme de complexes
qui répond à la question. De même pour (iii), compte tenu de l’isomorphisme
(8.1.12). Montrons (iv). Par (8.1.6.(i)), il s’agit de définir un morphisme

RHomA (E , F )−→ u∗RHomB (L u∗(E),L u∗(F )),

soit encore, par (8.1.6.(ii)), un morphisme

RHomA (E , F )−→RHomA (E , u∗L u∗(F )).

On prend celui déduit de façon évidente du morphisme d’adjonction (8.1.7) :
F −→ u∗L u∗(F ). Notant q le morphisme de l’énoncé, nous allons donner une
description directe de u∗(q). Il s’agit, compte tenu de (8.1.16.(iii)), d’un morphisme

(8.1.13) B ⊗A RHomA (E , F )−→RHomA (E ,B ⊗A F ),

qui n’est autre, comme on s’en assure aisément, que (7.6.9.2). Supposons main-
tenant que B soit une A-algèbre finie et que K = J B . Pour voir que dans ce cas le
morphisme q est un isomorphisme, il suffit, d’après la conservativité du foncteur
u∗, de montrer que (8.1.13) en est un. Quitte à remplacer B par une résolution
finie par des A-modules libres de type fini, on est ramené au cas où B =A, et alors
l’assertion est évidente. Prouvons enfin (v). Nous allons le faire pour les RHom,
la construction dans l’autre cas étant analogue. Appliquant le foncteur u∗ ◦RΓ au
morphisme q , on obtient un morphisme

(8.1.14) u∗RΓ L u∗RHomA (E , F )−→RHomB (L u∗(E),L u∗(F )).

Par ailleurs, le morphisme d’adjonction id
a−−→ u∗L u∗ définit, grâce à(8.1.10), un

morphisme

(8.1.15) RΓ (a) : RΓ RHomA (E , F )−→ u∗RΓ L u∗RHomA (E , F )
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soit, d’après (7.4.18.(i)),

(8.1.15)b i s RHomA(E , F )−→ u∗RΓ RHomA (E , F ).

Le morphisme annoncé est le composé de (8.1.14) et (8.1.15)bis.

Proposition 8.1.16. —

(i) Soit f : X −→ Y un morphisme de topos. Étant donné E ∈D(Y,A), on a un
isomorphisme fonctoriel

L u∗ f ∗(E)−→ f ∗L u∗(E)

lorsque E ∈D−(Y,A) ou A est local régulier et J est son idéal maximal.

(ii) Soient X un topos, T et T ′ deux objets de X et i : T −→ T ′ un morphisme
quasicompact. Étant donné E ∈D(T ,A), on a un isomorphisme fonctoriel

R i! L u∗(E) ∼−−→ L u∗R i!(E).

lorsque E ∈D−(T ,A), ou A est local régulier et J est son idéal maximal.

(iii) Soient X un topos, U un ouvert de X , Y le topos fermé complémentaire et
j : Y −→ X le morphisme de topos canonique. Lorsque A est régulier et J est
son idéal maximal, on a pour tout E ∈D+(X ,A) un morphisme fonctoriel

L u∗R j !(E)−→R j ! L u∗(E).

Ce morphisme est un isomorphisme lorsque de plus B est une A-algèbre finie et
K = J B.

(iv) Sous les hypothèses préliminaires de (iii), étant donné E ∈ D(Y,A), on a un
isomorphisme fonctoriel

L u∗R j∗(E)
∼−−→R j∗L u∗(E)

lorsque E ∈D−(Y,A), ou A est local régulier et J est son idéal maximal.
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Preuve : Montrons (i). Lorsque E ∈D−(Y,A), on peut le supposer quasilibre,
de sorte que f ∗(E) l’est également (5.17.2). Comme f ∗(B) ∼−→ B , l’isomorphisme
évident de complexes

B ⊗A f ∗(E)−→ f ∗(B ⊗A E),

défini composant par composant, répond à la question. Dans la deuxième hy-
pothèse, on peut supposer E plat, et on concluera comme précédemment si on
prouve que B ⊗A f ∗(E)≃ B ⊗A f ∗(E). Comme le foncteur L u∗ est de dimension
cohomologique finie à gauche, il suffit pour cela (CD début page 43), de montrer
que pour tout A-faisceau plat M sur Y , on aT orA

i (B , f ∗(M )) = 0 (i ≥ 1), ce qui est
immédiat à partir de (5.17.1). Pour voir (ii), on peut dans chacun des cas considérés
supposer E plat, de sorte que i!(E) l’est aussi (5.18.5.(i)).

Alors, on construit, composant par composant à partir de (5.18.1), un isomor-
phisme de complexes

i!(E ⊗A i ∗(B)) ∼−−→ i!(E)⊗A B

qui répond à la question. L’assertion (iv) se montre de même à partir de (5.19).
Prouvons (iii). D’après (7.7.13), il s’agit de définir un morphisme

(8.1.17) L u∗ j ∗RHomA ( j∗A, E)−→ j ∗RHomB ( j∗B ,L u∗(E)),

ou encore, compte tenu de (i), un morphisme

(8.1.18) j ∗L u∗RHomA ( j∗A, E)−→ j ∗RHomB (L u∗ j∗A,L u∗(E)).

On prend celui déduit de (8.1.11.(iv)) par application du foncteur j ∗. L’assertion
d’isomorphie résulte également de (loc. cit.).

Définition 8.1.19. — Étant donnés deux idéotopes (X ,A, J ) et (Y,B ,K), on ap-
pelle morphisme d’idéotopes (X ,A, J ) −→ (Y,B ,K) un couple ( f , u) formé d’un
morphisme de topos f : X −→ Y et d’un morphisme d’anneaux unifères u : B −→A
vérifiant

u(K)⊂ J .

On vérifie immédiatement qu’on définit ainsi une catégorie, appelée catégorie
des idéotopes. Étant donné un morphisme d’idéotopes

( f , u) = ϕ : (X ,A, J )−→ (Y,B ,K),
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on note ϕ∗ et on appelle image réciproque par ϕ le foncteur exact

ϕ∗ = u∗ ◦ f ∗ : B− fsc(Y )−→A− fsc(X ).

De même, on note Lϕ∗ le foncteur exact

L u∗ ◦ f ∗ : D−(Y,B)−→D−(X ,A),

qui se prolonge lorsque B est régulier et K est son idéal maximal, en un foncteur
exact noté de même de D(Y,B) dans D(X ,A).

De façon analogue, on définit les foncteurs images directes par

ϕ∗ = u∗ ◦ f∗ : A− fsc(X )−→ B − fsc(Y )

et
Rϕ∗ = u∗ ◦R f∗ : D+(X ,A)−→D+(Y,B).

On déduit sans peine de (7.7) et (8.1) des formalismes analogues pour les mor-
phismes d’idéotopes, qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter, car nous n’en au-
rons pas besoin dans la suite.

8.2. Nous allons maintenant expliciter dans quelques cas particuliers les résul-
tats du numéro précédent.

Proposition 8.2.1. — Soit (X ,A, J ) un idéotope. Pour tout entier n > 0, les
foncteurs

(idA)∗ : (A, J )− fsc(X )−→ (A, J n)− fsc(X )

et
(idA)

∗ : (A, J n)− fsc(X )−→ (A, J )− fsc(X )

sont des équivalences quasi-inverses l’une de l’autre. En particulier, lorsque A est
noethérien, la catégorie A−fsc(X ) ne dépend pas (à équivalence près) de l’idéal J , mais
seulement de la topologie qu’il définit (ce qui justifie a posteriori la notation A−fsc(X )
au lieu de (A, J )− fsc(X ), étant alors sous-entendu que la lettre A désigne un anneau
topologique).

Preuve : Il est immédiat que les morphismes d’adjonction id −→ u∗u
∗ et

u∗u∗ −→ id sont des isomorphismes (on pose u = id).
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A partir de maintenant, on suppose donné un idéotope (X ,A, J ), un entier
n ≥ 0, et on note u : A −→ An = A/J n+1 le morphisme d’anneaux canonique.
L’anneau An sera toujours supposé muni de l’idéal J/J n+1.

Proposition 8.2.2. — Sous les conditions précédentes, le foncteur

L u∗ : D−(X ,A)−→D−(X ,An)

est conservatif.

Preuve : Soit p un morphisme de D−(X ,A) tel que L u∗(p) soit un isomor-
phisme, et montrons que p est un isomorphisme. Comme L u∗ transforme trian-
gle exact en triangle exact, on est ramené, par considération du mapping-cylinder
de p, à montrer que si E est un objet de D−(X ,A) tel que L u∗(E) soit acyclique,
alors E est acyclique. Nous allons pour cela raisonner par l’absurde et supposer
qu’il existe un plus grand entier i tel que Hi (E) ̸= 0 ; quitte à tronquer E et à trans-
later les degrés, on peut d’ailleurs supposer que E est à degrés≤ 0 et que i = 0, puis
même que E est plat. Alors il est clair que H0(L u∗(E)) =H0(E)/J n+1H0(E), d’où
H0(E) = J n+1H0(E) par hypothèse et H0(E) = 0 par le “lemme de Nakayama”
(5.12). D’où la contradiction annoncée.

Nous allons maintenant comparer les An–Modules et les An-faisceaux. Tout
d’abord, on sait (3.6) que le foncteur canonique (3.5.1)

(8.2.3) An −ModX −→An − fsc(X )

est exact, pleinement fidèle, et que son image essentielle est une sous-catégorie
exacte de An − fsc(X ). Pour des raisons de commodité, nous noterons ici

An − fsc0(X )

cette sous-catégorie exacte de A− fsc(X ). On en déduit que la sous-catégorie

D0(X ,An)

de D(X ,An) engendrée par les complexes dont la cohomologie appartient à An −
fsc0(X ) est une sous-catégorie triangulée. Même remarque pour les catégories ana-
logues D∗0(X ,An), avec des notations évidentes. Le foncteur (8.2.3) définit des fonc-
teurs exacts

(8.2.4) ω∗ : D∗(An −ModX )−→D∗0(X ,An).

121



Proposition 8.2.5. —

(i) Le foncteur (8.2.4) induit un foncteur

D−(An −ModX )torf −→D−(X ,An)torf.

(ii) Soient E et F ∈D(An −ModX ). On a un isomorphisme fonctoriel

ω(E)⊗ω(F ) ∼−−→ω(E ⊗ F )

lorsque E et F ∈D−(An −ModX ), où E ∈D−(An −ModX )torf.

(iii) Si E ∈D−(An −ModX ) et F ∈D+(An −ModX ), on a un isomorphisme fonc-
toriel

ωRHomAn
(E , F ) ∼−−→RHomAn

(ω(E),ω(F )).

Preuve : L’assertion (i) résulte de ce que un An–Module plat définit un An-
faisceau fortement plat. Profitons d’ailleurs de l’occassion pour remarquer qu’un
An–Module libre (sur un faisceau d’ensembles) définit un An-faisceau quasilibre.
L’assertion (ii) se voit sans peine, en prenant E plat. Pour (iii), on peut supposer
E quasilibre (i.e. à composants des An–Modules libres) et F flasque. Alors ω(E)
est quasilibre et ω(F ) a des composants qui sont isomorphes à des An-faisceaux
flasques, d’où aussitôt l’assertion.

Proposition 8.2.6. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Alors
le foncteur (8.2.4)

ω+0 : D+(An −ModX )−→D+0 (X ,An)

est une équivalence de catégories.

Preuve : Résulte immédiatement de (7.1.2).

Notations 8.2.7. Dans la suite, on notera

α : An −ModX −→A− fsc(X )

le foncteur canonique, composé de u∗ et de (8.2.3). On posera

α∗ = u∗ ◦ω : D(An −ModX )−→D(X ,A).
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Avant de poursuivre, introduisons une nouvelle notion. Notant pour tout entier
p ≥ 0 par up : A −→ Ap le morphisme d’anneaux canonique, la sous-catégorie
pleine de D−(X ,A) (resp. D−(X ,A)torf) engendrée par les objets E vérifiant

L u∗p(E) ∈D0(X ,Ap) (p ∈N)

est une sous-catégorie triangulée. On la note

D−0 (X ,A) (resp. D−0 (X ,A)torf).

Si A est local régulier et J est son idéal maximal, on définit de même la catégorie
triangulée D0(X ,A). La cohérence de cette notation est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 8.2.8. — Soit E ∈ D−0 (X ,An). Alors pour tout entier p ≤ n, on a,
en notant vp : An −→Ap le morphisme d’anneaux canonique,

L v∗p(E) ∈D−0 (X ,A).

Preuve : D’après ([H] I 7.3.), on peut supposer que E est “réduit au degré 0”.
Notant de même le An–Module correspondant et P une résolution de E par des
An–Modules plats, on a alors

L v∗p(E) “=” Ap ⊗An
P,

d’où l’assertion.
Remarquons que l’intérêt de la catégorie D−0 (X ,A) vient de ce qu’elle contient,

lorsque X est localement noethérien, la catégorie triangulée correspondante for-
mée des complexes à cohomologie des A-faisceaux constructibles.

Supposons maintenant que l’objet final de X soit quasicompact. Choisissant
un foncteur quasi-inverseω−1 deω+0 (8.2.6), nous noterons

(8.2.9) Lα∗ =ω−1 ◦L u∗ : Db
0 (X ,A)torf −→Db (An −ModX )torf.

Le “torf” en indice dans le second membre provient de (8.1.11.(i)) et de (8.2.5.(i)).
Lorsque de plus l’anneau A est local régulier et J est son idéal maximal, on note de
même le foncteur

(8.2.9)bis Lα∗ =ω−1 ◦L u∗ : D+0 (X ,A)−→D+(An −ModX ).
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Proposition 8.2.10. — Soient E et F ∈D(X ,A).

(i) Si E et F ∈D−0 (X ,A), alors E ⊗A F ∈D−0 (X ,A).

(ii) Si l’anneau A est local régulier et J est son idéal maximal, et si E et F ∈
D+0 (X ,A), alors E ⊗A F ∈D+0 (X ,A).

(iii) On suppose que l’anneau A est local régulier et que J est son idéal maximal.
Alors, si E ∈D−0 (X ,A) et F ∈D+0 (X ,A), on a

RHomA (E , F ) ∈D+0 (X ,A).

Preuve : Montrons (i). D’après (8.1.11.(ii)), on est ramené à voir que si L et
M ∈D−0 (X ,Ap) pour un entier p ≥ 0, alors il en est de même pour L⊗Ap

M . On
peut ([H] I 7.3.) supposer que L et M sont réduits au degré 0, et appartiennent
donc à Ap − fsc0(X ). Alors l’assertion résulte de (8.2.5.(ii)). L’assertion (ii) résulte
également sans peine de (8.2.6) et (8.2.5. (ii)). Montrons (iii). Grâce à (8.1.11. (iv)),
on est ramené à voir l’assertion analogue dans D(X ,Ap) pour tout entier p ≥ 0.
Par dévissage ([H] I 7.3.), on peut supposer que E est réduit au degré 0, et alors
l’assertion résulte de (8.2.6) et (8.2.5. (iii)).

Proposition 8.2.11. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Si
E ∈Db

0 (X ,A)torf et F ∈D+(An −ModX ), on a des isomorphismes fonctoriels

(i) α∗RHomAn
(Lα∗(E), F ) ∼−−→RHomA (E ,α∗F ).

(i i) u∗RHomAn
(Lα∗(E), F ) ∼−−→RHomA(E ,α∗F ).

Si E ∈ Db
0 (X ,A) et F ∈ D+(An −ModX ), ou bien si A est régulier, J est son idéal

maximal et E ∈D+0 (X ,A) et F ∈D+(An−ModX ), on a un isomorphisme fonctoriel

(i i i) u∗HomAn
(Lα∗(E), F ) ∼−−→HomA(E ,α∗(F )).

124



Preuve : Conséquence immédiate des définitions (8.2.7), (8.2.9) et (8.2.9)bis,
et de (8.1.6).

Proposition 8.2.12. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Soient
E et F ∈D(X ,A) et G ∈D(An −ModX ).

(i) On a un isomorphisme fonctoriel

Lα∗(E)⊗An
Lα∗(F ) ∼−−→ Lα∗(E ⊗A F )

lorsque E ∈ Db
0 (X ,A)torf et F ∈ Db

0 (X ,A)torf, ou bien lorsque A est local
régulier, J est son idéal maximal, E ∈Db

0 (X ,A) et F ∈D+0 (X ,A).

(ii) On suppose que A est local régulier et que J est son idéal maximal. Si E ∈
D−0 (X ,A) et F ∈D+0 (X ,A), on a un isomorphisme fonctoriel

Lα∗RHomA (E , F ) ∼−−→RHomAn
(Lα∗(E),Lα∗(F )).

(iii) On suppose que G ∈ Db (An −ModX ) et F ∈ Db
0 (X ,A)torf, ou bien que A est

régulier d’idéal maximal J , et que G ∈ Db (An −ModX )torf (resp. D+(An −
ModX )) et F ∈D+0 (X ,A) (resp. Db

0 (X ,A)). On a alors un isomorphisme fonc-
toriel

α∗(G⊗An
Lα∗(F )) ∼−−→ α∗(G)⊗A F .

Preuve : Résulte formellement de (8.1.11), compte tenu des définitions (8.2.7),
(8.2.9) et (8.2.9)bis.

Signalons enfin quelques propriétés de stabilité par morphismes des catégories
D0(X ,A).

Proposition 8.2.13. — Soient A un anneau commutatif unifère et J un idéal de
A.

(i) Étant donné un morphisme de topos f : X −→ Y , le foncteur f ∗ induit un
foncteur

D−0 (Y,A)−→D−0 (X ,A).

Si de plus A est local régulier et J est son idéal maximal, il induit un foncteur

D0(Y,A)−→D0(X ,A).
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(ii) Soient X un topos, T et T ′ deux objets de X et i : T −→ T ′ un morphisme
quasicompact. Alors le foncteur i! induit un foncteur

D−0 (T ,A)−→D−0 (T
′,A)

(resp. D−0 (T ,A)torf −→D−0 (T
′,A)torf).

Si de plus A est local régulier et J est son idéal maximal, il induit un foncteur

D0(T ,A)−→D0(T
′,A).

(iii) Soient X un topos, U un ouvert de X ,Y le topos fermé complémentaire et j :
Y −→X le morphisme de topos canonique. Alors, si A est local régulier et J est
son idéal maximal, le foncteur R j ! induit un foncteur

D+0 (X ,A)−→D+0 (Y,A).

(iv) Sous les hypothèses préliminaires de (iii), le foncteur R j∗ induit des foncteurs

D−0 (Y,A)−→D−0 (X ,A)

D−0 (Y,A)torf −→D−0 (X ,A)torf.

Si de plus l’anneau A est local régulier et J est son idéal maximal, le foncteur
R j∗ induit un foncteur

D0(Y,A)−→D0(X ,A).

Preuve : Montrons par exemple (iii), les autres assertions se voyant de façon
analogue. Étant données un entier n ≥ 0 et u : A −→ An le morphisme
d’anneaux canonique, il s’agit, d’après (8.1.16.(iii)), de prouver que R j !(L u∗(E)) ∈
D+0 (Y,An). Par hypothèse et d’après (8.2.6), il existe F ∈D+(An −ModX ) tel que
L u∗(E) ≃ ω(F ). On aura donc terminé si on prouve la commutativité du dia-
gramme

D+(An −ModX ) D+(X ,An)

D+(An −ModY ) D+(Y,An).

ω

ω

R j !R j !
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Or cela résulte immédiatement de ce que, comme on l’a déjà remarqué, un An–
Module flasque définit un An-faisceau isomorphe à un An-faisceau flasque.

8.3. Parties multiplicatives.

Définition 8.3.1. — Étant donnés un topos X , un anneau A, un idéal J de A et une
partie multiplicative S de A, on appelle catégorie des (A, J , S)-faisceaux sur X (ou, s’il
n’y a pas de confusion possible, des S−1A-faisceaux sur X ), en on note (A, J , S)−fsc(X ),
ou plus simplement

S−1A− fsc(X )

la catégorie ainsi définie :

• Ses objets sont les A-faisceaux.

• Si E et F sont deux A-faisceau, un morphisme de S−1A-faisceaux de E dans F
est un élément de

HomS−1A(E , F ) = S−1 HomA(E , F ).

On vérifie facilement (cf. SGA5 VI 1.4.3.) que la catégorie S−1A− fsc(X ) est
abélienne, et s’identifie de façon plus précise à la catégorie abélienne quotient de
A− fsc(X ) par la sous-catégorie abélienne épaisse engendrée par les A-faisceaux
annulés par un élément de S.

Soient maintenant B un autre anneau commutatif unifère, muni d’un idéal K ,
et u : A −→ B un morphisme d’anneaux vérifiant u(J ) ⊂ K . Munissant B de la
partie multiplicative définie par S, il est clair que le foncteur u∗ : B − fsc(X ) −→
A− fsc(X ) transforme un B -faisceau annulé par un élément de S en un A-faisceau
vérifiant la même propriété. Par suite, il induit par passage au quotient un foncteur
exact, noté de même,

u∗ : S−1B − fsc(X )−→ S−1A− fsc(X ),

qu’on peut également définir directement grâce à la forme explicite des mor-
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phismes donnée en (8.3.1). Bien entendu, le diagramme

(8.3.2)
B − fsc(X ) A− fsc(X )

S−1B − fsc(X ) S−1A− fsc(X )
u∗

u∗

dans lequel les flèches verticales sont les morphismes de projection canoniques, est
commutatif.

Définition 8.3.3. — Supposons donnés (X ,A, J , S) comme plus haut. Avec les
mêmes conventions simplificatrices que précédemment, on note

D∗(X , S−1A) (∗=+,−, b ,∅)

la catégorie ainsi définie :

• Ses objets sont ceux de D∗(X ,A).

• Si E et F ∈D∗(X ,A), HomS−1A(E , F ) = S−1 HomA(E , F ).

Il est évident que la catégorie D∗(X , S−1A) est additive, et que le foncteur
translation de D∗(X ,A) définit un foncteur de même type dans D∗(X , S−1A), ap-
pelé également foncteur translation. De plus, la définition des morphismes de
D∗(X , S−1A) fournit de façon évidente un foncteur additif

(8.3.4) D∗(X ,A)−→D∗(X , S−1A),

qui induit l’identité sur les objets. Munissant alors D∗(X , S−1A) des triangles qui
sont isomorphes à l’image par (8.3.4) d’un triangle de D∗(X ,A), et du foncteur
translation précédemment défini, on constate aisément que l’on obtient ainsi une
catégorie triangulée telle que le foncteur (8.3.4) soit exact. Plus précisément, on
vérifie que D∗(X , S−1A) est la catégorie triangulée obtenue à partir de D∗(X ,A) en
inversant les homothéties définies par des éléments de S.

Ces définitions étant ainsi posées, on laisse au lecteur le soin de s’assurer que
le formalisme développé dans les numéros précédents pour les A-faisceaux s’étend,
mutatis mutandis, aux S−1A-faisceaux.
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§ II. — CONDITIONS DE FINITUDE

Dans tout ce chapitre, on fixe un anneau commutatif unifère noethérien A et un
idéal J de A. Sauf mention expresse du contraire, tous les topos considérés seront
supposés localement noethériens (SGA 4 VI 2.11.).

1. Catégorie des A-faisceaux constructibles.

Soit X un topos localement noethérien.

Définition 1.1. — On dit qu’un A-faisceau F = (Fn)n∈N est J -adique con-
structible s’il est J -adique (I 3.8.) et si pour tout n ∈ N, le An–Module Fn est con-
structible. On dit que F est un A-faisceau constructible s’il est isomorphe dans
A−fsc(X ) à un A-faisceau J -adique constructible. On appelle catégorie des A-faisceaux
constructibles et on note

A− fscn(X ) (“n” pour “noethérien”)

la sous-catégorie pleine de A− fsc(X ) engendrée par les A-faisceaux constructibles.

Proposition 1.2. — Soit F = (Fn)n∈N un A-faisceau sur X . Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) F est un A-faisceau constructible.

(ii) F est de type strict (I 3.2.) et, notant F ′ le A-faisceau strict associé à F (I 3.3.), il
existe localement une application croissante γ ≥ id telle que χγ (F

′) (I 2.2) soit
J -adique constructible.



(iii) Pour tout entier r ≥ 0, le A-faisceau F ⊗A Ar est de type constant (I 3.6.) associé
à un Ar –Module constructible.

Preuve : Si F vérifie (i), il résulte de (I 3.9.3. (i)⇒ (ii)) qu’il existe localement
une telle application γ , avec χγ (F

′) J -adique. Mais χγ (F
′)≃ F , donc χγ (F

′) est iso-
morphe à un A-faisceau J -adique constructible, d’où (ii) grâce à (I 3.9.1). L’assertion
(ii)⇒ (iii) résulte aussitôt de ce que F ⊗A Ar ≃ χγ (F ′)⊗A Ar . Pour voir que (iii)⇒
(i), on peut supposer que l’objet final de X est quasicompact, et alors cela se voit
comme l’assertion analogue de (I 3.9.3.).

Corollaire 1.3. — Si F = (Fn)n∈N est un A-faisceau strict et constructible, alors
pour tout n ∈N, le An–Module Fn est constructible.

Preuve : D’après (1.2.(i)), il existe localement une application croissante γ ≥
id telle que χγ (F ) soit J -adique constructible, donc à composants constructibles.
L’assertion résulte alors de ce que le morphisme canonique de E (X , J ) : χγ (F )−→
F est un épimorphisme.

Corollaire 1.4. — Pour qu’un A-faisceau annulé par une puissance de l’idéal J
soit constructible, il faut et il suffit qu’il soit de type constant associé à un A–Module
constructible.

Proposition 1.5. —

(i) La propriété pour un A-faisceau d’être constructible est stable par restriction à
un objet du topos, de nature locale, et la catégorie fibrée

T 7→A− fscn(T ),

où T parcourt les objets de X , est un champ.

(ii) Notant J − adn(X ) la sous-catégorie pleine de E (X , J ) engendrée par les A-
faisceaux J -adiques constructibles, le foncteur canonique

J − adn(X )−→A− fscn(X )

induit par (I 3.8.2) est une équivalence de catégories.
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(iii) La catégorie A− fscn(X ) est une sous-catégorie exacte (i.e. stable par noyaux,
conoyaux et extensions) de A− fsc(X ). De plus, lorsque X est noethérien, les
objets de A− fscn(X ) sont noethériens (dans A− fscn(X )).

Preuve : L’assertion (ii) est conséquence immédiate de (I 3.9.1.). Montrons (i).
Le caractère local résulte par exemple de (1.2. (i)⇔ (ii)) et du caractère local de la
propriété pour un A-faisceau d’être de type strict. Quant à la propriété de champ,
elle provient de (ii) et de la propriété analogue, évidente, pour la catégorie fibrée
T 7→ J − adn(T ). Montrons (iii). Pour voir la stabilité par noyaux et conoyaux,
on se ramène grâce à (ii) au cas d’un morphisme u : E −→ F de E (X , J ), avec E
et F des A-faisceaux J -adiques constructibles, et alors l’assertion résulte, en se ra-
menant localement au cas où X est noethérien, de (SGA5 V 5.2.1.). Pour montrer
la stabilité par extensions, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.6. — Pour tout A-faisceau constructible E et tout entier n ≥ 0, le A-
faisceau T orA

1 (An, E) est de type constant, associé a un An–Module constructible.

Il suffit de voir (1.4) qu’il est constructible. Or, notant u : J n+1 −→ A le mor-
phisme de A-faisceaux canonique, on a un isomorphisme

T orA
1 (An, E)≃Ker(u ⊗A idE ),

d’où le lemme, car J n+1 ⊗A E est constructible, comme on voit aisément en se
ramenant au cas où E est J -adique constructible.

Montrons comment le lemme entraîne la stabilité par extensions. Soit donc

0−→ E −→ F −→G −→ 0

une suite exacte de A− fsc(X ), avec E et G constructibles, et montrons que F l’est
également. Pour cela, il suffit (1.2) de voir que pour tout entier r ≥ 0, le A-faisceau
F ⊗A Ar est de type constant associé à un Ar –Module constructible. Or on a une
suite exacte

T orA
1 (Ar ,G)−→Ar ⊗A E −→Ar ⊗A F −→Ar ⊗A G −→ 0,

dans laquelle tous les termes, excepté éventuellement Ar ⊗A F , sont de type con-
stant et constructibles. Compte tenu du fait qu’un Ar –Module qui est extension de
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Ar –Modules constructibles est lui-même constructible, l’assertion résulte alors de
(I 3.6). Il nous reste enfin à voir que la catégorie A−fscn(X ) est noethérien lorsque
X est noethérien. Il suffit de le voir pour la catégorie équivalente J − adn(X ), ce
qui n’est autre que (SGA V 5.2.3.).

Corollaire 1.6. — Notant J −Modn(X ) la sous-catégorie abélienne épaisse de
A−ModX engendrée par les A–Modules constructibles et localement annulés par une
puissance de J , le foncteur

J −Modn(X )−→A− fsc(X )

induit par (I 3.5.1.) définit une équivalence avec la sous-catégorie abélienne épaisse de
A− fsc(X ) engendrée par les A-faisceaux de type constant et constructibles.

On aura remarqué que dans l’énoncé (1.5), on a pris soin de préciser que les
A-faisceaux constructibles sont noethériens dans A− fscn(X ). On pourrait croire
qu’ils le sont aussi dans A− fsc(X ).

Nous allons voir plus loin qu’il n’en est rien, mais donnons tout d’abord un
cas où cette assertion est vraie.

Proposition 1.7. — On suppose que l’idéal J est maximal. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes pour un objet F de A− fsc(pt).

(i) F est constructible.

(ii) F est noethérien.

Preuve : Montrons d’abord que (ii) ⇒ (i). Comme la catégorie A− fscn(pt)
est noethérienne (1.5.(iii)), il suffit de montrer que tout sous-A-faisceau E de F est
constructible. On se ramène immédiatement pour le voir au cas où F est J -adique
constructible et E est un sous-système projectif de E . Mais alors les composants
de F , donc aussi ceux de E , sont des A–modules artiniens, de sorte que E vérifie
la condition de Mittag-Leffler. Dans ces conditions, l’assertion résulte du lemme
suivant, valable sans hypothèse spéciale sur le topos X et le couple (A, J ), autre que
celles de l’introduction.
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Lemme 1.8. — Soit u : E −→ F un monomorphisme de A-faisceaux. On suppose
que F est constructible et que E est de type strict. Alors E est constructible.

On se ramène pour le voir au cas où u est un monomorphisme de E (X , J ) et F
est J -adique constructible, puis, quitte à remplacer E par le A-faisceau strict associé,
au cas où E est strict. Alors le A-faisceau G =Coker(u) est J -adique (cf. le preuve
de SGA5 V 3.2.4. (i)), et constructible, car ses composants sont des quotients des
composants de F . Mais alors E , noyau du morphisme canonique F −→ G, est
constructible par (1.5.(iii)).

Montrons maintenant l’assertion (i)⇒ (ii) de la proposition.

Lemme 1.9. — Un objet noethérien F de A− fsc(pt) est de type strict (i.e. vérifie
la condition de Mittag-Leffler).

Il est clair qu’il suffit de montrer la même assertion pour les A-faisceaux F ⊗A

Ar , qui sont également noethériens, de sorte que l’on est ramené au cas où F est
annulé par une puissance de J . Puis, utilisant la filtration (finie) de F définie par
les puissances de l’idéal J , on se ramène au cas où F est annulé par J , et enfin au cas
où F est un système projectif de (A/J )-espaces vectoriels. Soit n0 ≥ 0 un entier, et
montrons que la suite décroissante

Im(Fn −→ Fn0
)n≥n0

de (A/J )-espaces vectoriels est stationnaire. Posant

Kn =







0 (n < n0)

Im(Fn −→ Fn0
) (n ≥ n0),

on définit, avec les morphismes de transition évidents, un A-faisceau quotient de
F , donc noethérien. On est finalement ramené à voir qu’un A-faisceau noethérien
(Vp)p∈N, dont les composants sont des (A/J )-espaces vectoriels et les morphismes
de transition sont des monomorphismes, est essentiellement constant. Raison-
nons par l’absurde, et supposons qu’il existe une infinité (dénombrable) de Vp dis-
tincts. Quitte à renuméroter, on peut supposer que Vi ̸= V j si i ̸= j . Désignons
alors, pour tout i ≥ 0, par Xi un supplémentaire de Vi+1 dans Vi , et choisissons
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un élément non nul ei de xi . On définit un sous-A-faisceau W de V = (Vp)p∈N en
posant

Wp =
∞
⊕

i=p

kei (k =A/J ),

avec les morphismes de transitions évidents. Nous allons voir que le A-faisceau
ainsi défini n’est pas noethérien, ce qui donnera la contradiction annoncée. Pour
tout entier p ≥ 0, notons M p le sous-espace vectoriel de W0 ayant pour base les
éléments

e2n−r (n, r ≥ 0, 0≤ r ≤ p).

Il est immédiat que pour tout couple (p, q) d’entiers positifs distincts, on a M p ∩
Wi ̸=Mq ∩Wi pour tout entier i ≥ 0. Considérant alors pour tout entier p ≥ 0 le
système projectif, noté (M p ∩W )· défini par

(M p ∩W )n =M p ∩Wn (n ≥ 0)

avec les morphismes de transition évidents, on a une suite croissante

(M0 ∩W )· ⊂ (M1 ∩W )· ⊂ · · · ⊂ (M p ∩W )· ⊂ . . .

de sous-A-faisceaux de W . Le lemme suivant entraîne qu’elle n’est pas stationnaire.

Lemme 1.10. — Soit V = (Vn)n∈N un système projectif d’objets d’une catégorie
abélienne C , dont les morphismes de transition sont des monomorphismes. Pour tout
sous-objet X de V0, on pose

(X ∩V )· = (X ∩Vn)n∈N.

Si L et M sont deux sous-objets de V0, avec L⊂M , les assertions suivantes sont équiv-
alentes.

(i) (M ∩W )·/(L∩W )· est essentiellement nul.

(ii) Il existe un entier p ≥ 0 tel que M ∩Vp = L∩Vp .

Lorsque (i) et (ii) sont satisfaites, on a M ∩Vq = L∩Vq pour q assez grand.
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Il est clair que (ii)⇒ (i). Inversement, si (i) est vérifiée, il existe un entier p ≥ 0
tel que le morphisme canonique

(M ∩Vp)/(L∩Vp)−→M/L

soit nul. Autrement dit , M ∩Vp ⊂ L, d’où M ∩Vp ⊂ L∩Vp . L’inclusion en sens
opposée étant évidente, l’assertion en résulte.

Achevons la preuve de l’assertion (ii)⇒ (i) de (1.7). Il s’agit de voir (1.2) que
pour tout entier r ≥ 0, le A-faisceau F ⊗A Ar est de type constant associé à un
Ar –Module constructible, ce qui permet de se ramener au cas où F est annulé
par une puissance de J . Utilisant la filtration de F définie par les puissances de J ,
on peut même supposer que F est annulé par J . Finalement, utilisant (1.9), on a à
montrer que si un système projectif strict de (A/J )-espaces vectoriels est noethérien
en tant que A-faisceau, alors il est essentiellement constant et sa limite projective
est un (A/J )-espace vectoriel de dimension finie. Cela se voit immédiatement par
l’absurde, et est laissé en exercice au lecteur.

J’ignore s’il est toujours vrai qu’un A-faisceau noethérien est constructible. Par
contre, la proposition suivante, intéressante en soi, montre qu’en général un A-
faisceau constructible n’est pas noethérien.

Proposition 1.11. — On suppose que X soit le topos étale d’un schéma de Jacobson
noté de même. Soit F un A-faisceau sur X . Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) F est noethérien et constructible.

(ii) Il existe un nombre fini de points fermés (xi , . . . , xd ) de X et pour tout i ∈ [1, d ]
un A-faisceau Fi noethérien et constructible sur le topos ponctuel tels que, notant
jxi

: xi −→X les immersions canoniques, on ait

F ≃
⊕

1≤i≤d

( jxi
)∗(Fi ).

Preuve : Pour voir que (ii)⇒ (i), il suffit de voir que les A-faisceaux ( jxi
)∗(Fi )

sont constructibles et noethériens. Le caractère constructible se voit en se ra-
menant au cas où Fi est J -adique constructible, en utilisant l’exactitude du foncteur
( jxi
)∗.
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Le caractère noethérien résulte immédiatement de l’adjonction naturelle entre
les foncteurs ( jxi

)∗ et ( jxi
)∗. Montrons que (i)⇒ (ii). On peut supposer que F =

(Fn)n∈N est J -adique constructible, et nous allons alors voir qu’il n’existe qu’un
nombre fini (x1, . . . , xd ) de points fermés de X tels que (F0)xi

̸= 0. Notons pour
tout point fermé x de X par jx : X −→ X l’immersion fermée canonique. Pour
tout famille finie Y = (x1, . . . , xm) de points fermés de X , l’inclusion Y −→ X
définit un épimorphisme canonique

F0 −→
⊕

1≤i≤m

( jxi
)∗( jxi

)∗(F0).

Supposons alors qu’il existe une infinité dénombrable (xi )i∈N de points fermés de
X , avec Fxi

̸= 0. Définissant un A-faisceau G par

Gn =
⊕

0≤p≤n

( jxp
)∗( jxp

)∗(F0),

avec les morphismes de transition évidents (identité sur les termes communs et 0
ailleurs), on a un épimorphisme

F0 −→G −→ 0

du A-faisceau constant F 0 défini par F0 sur G. Il s’ensuit que G est un quotient
de F , donc est noethérien. On obtient une contradiction en définissant une suite
croissante non stationnaire (F qG)q∈N de sous-A-faisceaux de G. Pour cela, on pose

(F qG)n =







Gn (n ≤ q)
⊕

0≤i≤q( jxi
)∗( jxi

)∗(F0) (n > q),

avec les morphismes de transition évidents. Ceci dit, soient donc (x1, . . . , xd ) les
seuls points fermés du support de F0, et U l’ouvert complémentaire de leur réu-
nion. Nous allons voir que F |U = 0. Il en résultera, d’après la suite exacte (I
4.6.4.(i)), que

F ≃
⊕

1≤i≤d

( jxi
)∗( jxi

)∗(F ),

de sorte qu’il suffira de prouver que pour tout i ∈ (1, d ) le A-faisceau ( jxi
)∗(F )

est constructible et noethérien. Qu’il soit constructible est évident; comme F
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est noethérien, son facteur direct ( jxi
)∗( jxi

)∗(F ) l’est également, de sorte que le
caractère noethérien de ( jxi

)∗(F ) se voit en utilisant l’adjonction naturelle entre
( jxi
)∗ et ( jxi

)∗. Montrons donc que F |U = 0. Comme F /J F ≃ F 0, il suffit, d’après
le lemme de Nakayama (I 5.12.) de voir que F0|U = 0. En effet, comme X est un
schéma de Jacobson, il existerait sinon (SGA4 VIII 3.13.) un point fermé x de X
contenu dans U tel que ( jx)

∗(F0) ̸= 0.

1.12. Notant Â le complété de A pour la topologie J -adique, on définit un
foncteur exact et pleinement fidèle (EGA 0I 7.8.2)

(1.12.1) Â−modn−→A− fsc(pt)

en associant à tout Â-module de type fini M le système projectif

(M/J n+1M )n∈N.

Ce foncteur se factorise de manière évidente en un foncteur

(1.12.2) Â−modn−→A− fscn(pt).

Il résulte aisément de (EGA 0I 7.2.9. et 7.8.2.) que ce foncteur est une équiva-
lence de catégories, un foncteur quasi-inverse étant d’ailleurs fourni par la limite
projective.

Si maintenant a : pt−→X est un point du topos X , il est clair que le foncteur
fibre défini par a

A− fsc(X )−→A− fsc(pt)

envoie A−fscn(X ) dans A−fscn(pt), d’où grâce à l’équivalence (1.12.2) un foncteur
exact, appelé encore foncteur fibre associé à a,

(1.12.3) Ea : A− fscn(X )−→ Â−modn,

qui est obtenu de façon précise en composant le foncteur fibre ordinaire et le
foncteur limite projective A− fscn(pt)−→ Â−modn.

Rappelons enfin (SGA4 VI ) qu’un topos localement noethérien à suffisam-
ment de points.
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Proposition 1.12.4. — La collection des foncteurs fibres

Ea : A− fscn(X )−→ Â−modn,

où a parcourt les points du topos X , est conservative. En particulier, pour qu’une suite
de A-faisceaux constructibles

(S) F ′
u−−→ F

v−−→ F ′′

soit exacte, il faut et il suffit que les suites correspondantes

(Sa) Ea(F
′)
Ea(u)−−→Ea(F )

Ea(v)−−→Ea(F
′′)

soient exactes.

Preuve : On est ramené à voir l’assertion analogue pour les foncteurs fibres
évidents J−adn(X )−→ J−adn(pt), qui se voit composant par composant à partir
de la conservativité des foncteurs fibres pour les A–Modules.

1.13. Soit f : X −→ Y un morphisme de topos localement noethériens.
Comme l’image réciproque d’un A–Module constructible est un A–Module con-
structible, le foncteur image réciproque

f ∗ : E (Y, J )−→E (X , J )

envoie évidemment J − adn(Y ) dans J − adn(X ). On en déduit aussitôt que le
foncteur image réciproque (I 4.1.1.) envoie A− fscn(Y ) dans A− fscn(X ). D’où
un diagramme commutatif

J − adn(Y ) A− fscn(Y )

J − adn(X ) A− fscn(X )

f ∗f ∗

ϕY

ϕX

dans lequel ϕX et ϕY désignent les équivalences canoniques.
Si i : T −→ T ′ est un morphisme quasi-compact entre objets d’un topos lo-

calement noethérien X , on voit de même que le foncteur i! induit un foncteur
exact

(1.13.1) i! : A− fscn(T )−→A− fscn(T ′).
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Enfin, étant donné un ouvert U d’un topos localement noethérien et Y le topos
(également localement noethérien) fermé complémentaire de U , si on note j :
Y −→X le morphisme de topos canonique, le foncteur exact j∗ induit un foncteur
exact

(1.13.2) j∗ : A− fscn(Y )−→A− fscn(X ).

Définition 1.14. — On dit qu’un A-faisceau J -adique constructible (1.1) sur X F =
(Fn)n∈N est constant tordu (resp. par abus de langage, localement libre), si pour tout
entier n ≥ 0, le An–Module Fn est localement constant (resp. localement libre). On
dit qu’un A-faisceau sur X est constant tordu constructible (resp. localement libre
constructible) s’il est isomorphe dans A−fsc(X ) à un A-faisceau J -adique constructible
constant tordu (resp. localement libre). On note

A− fsct(X )

la sous-catégorie pleine de A− fscn(X ), donc aussi de A− fsc(X ), engendrée par les
A-faisceaux constant tordus constructibles.

Nous allons maintenant énoncer pour les A-faisceaux constants tordus con-
structibles (resp. localement libres constructibles) un certain nombre de résul-
tats analogues à des assertions déjà données pour les A-faisceaux constructibles.
Nous ne donnerons pratiquement pas de démonstrations, et signalerons surtout
les points possibles de divergence.

Proposition 1.15. — Soit F un A-faisceau sur X . Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) F est un A-faisceau constant tordu constructible (resp. localement libre con-
structible).

(ii) F est de type strict et, notant F ′ le A-faisceau strict associé à F , il existe localement
une application croissante γ ≥ id : N −→ N telle que χγ (F

′) soit J -adique
constructible constant tordu (resp. localement libre).

(iii) Pour tout entier r ≥ 0, le A-faisceau F ⊗A Ar est de type fini constant associé
à un Ar –Module localement constant constructible (resp. localement libre con-
structible).
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Corollaire 1.16. — Soit F = (Fn)n∈N un A-faisceau de type J -adique (par exemple,
constructible). On suppose que pour tout n ∈ N, le An–Module Fn est localement
constant constructible. Alors, F est constant tordu constructible.

Preuve : Comme la catégorie des A–Modules localement constants con-
structibles est stable par images dans A−ModX , on peut, quitte à remplacer F
par le système projectif strict associé, supposer que F est strict. Par hypothèse, il
existe alors (I 3.11) localement une application croissante γ ≥ id : N −→ N telle
que χγ (F ) soit J -adique. Mais l’hypothèse sur F entraîne que les composants de
χγ (F ) sont localement constants constructibles, d’où l’assertion.

Proposition 1.17. —

(i) La propriété pour un A-faisceau d’être constant tordu constructible (resp. locale-
ment libre constructible) est stable par restriction à un objet du topos et de nature
locale. La catégorie fibrée

T 7→A− fsct(T ),

où T parcourt les objets de X , est un champ.

(ii) Notant J − adt(X ) la sous-catégorie pleine de E (X , J ) engendrée par les A-
faisceaux J -adiques constants tordus constructibles, le foncteur canonique

J − adt(X )−→A− fsct(X )

induit par (I 3.8.2) est une équivalence de catégories.

(iii) La catégories A− fsct(X ) est une sous-catégorie exacte de A− fsc(X ). De plus,
lorsque X n’a qu’un nombre fini de composantes connexes (par exemple, est
noethérien), les objets de A− fsc(X ) sont noethériens (dans A− fsct(X )).

Preuve : Seule l’assertion (iii) mérite quelque attention. Pour la stabilité par
noyaux et conoyaux, on se ramène au cas d’un morphisme u : E −→ F de E (X , J ).
Les systèmes projectifs Ker(u) et Coker(u) ont des composants localement con-
stants constructibles, et sont constructibles (1.5.(iii)), de sorte que l’assertion ré-
sulte de (1.16). La stabilité se voit comme l’assertion analogue de (1.5), en utilisant
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le fait (cf.1.6.) que pour tout A-faisceau constant tordu constructible E et tout en-
tier n ≥ 0, le A-faisceauT orA

1 (An, E) est de type constant, associé à un An–Module
localement constant constructible. D’après (1.6), il suffit pour cela de voir qu’il est
constant tordu, ce qui, vu que ses composants sont localement constants, résulte
une nouvelle fois de (1.16). Pour la dernière assertion, rappelons (SGA4 VI ) que
les composantes connexes d’un topos localement noethérien sont, par définition,
les ouverts connexes maximaux du topos. On peut supposer que X est connexe.
Soit donc (E n)n∈N une suite croissante de sous-A-faisceaux constants tordus con-
structibles d’un A-faisceau constant tordu constructible E , et montrons qu’elle est
stationnaire. Supposons X non vide, et choisissons un ouvert noethérien non vide
U de X . Par (1.5.(iii)), la suite des E n|U est stationnaire; il existe donc un entier q
tel que E p |U = E q |U pour p ≥ q , ou encore (E p/E q)|U = 0. On est donc ramené
à voir que si un A-faisceau J -adique constant tordu constructible est nul au-dessus
d’un ouvert non vide d’un topos localement noethérien connexe, il est nul. Cela
résulte immédiatement de l’assertion analogue pour les A–Modules, appliqués à
ses composants.

Corollaire 1.18. — Notant J −Modt(X ) la sous-catégorie abélienne épaisse de
A−ModX engendrée par les A–Modules localement constants constructibles et annulés
par une puissance de J , le foncteur

J −Modt(X )−→A− fsc(X )

induit par (I 3.5.1.) définit une équivalence avec la sous-catégorie abélienne épaisse
de A− fsc(X ) engendrée par les A-faisceaux de type constant et constants tordus con-
structibles.

Proposition 1.19. —

(i) Soit 0−→ L′
u−−→ L

v−−→ L′′ −→ 0 une suite exacte de E (X , J ). Si L et L′′ (resp.
L′ et L′′) sont J -adiques localement libres constructibles, il en est de même de L′

(resp. L).

(ii) Soit 0 −→ L′
u−−→ L

v−−→ L′′ −→ 0 une suite exacte de A− fsc(X ). Si L et L′′

(resp. L′ et L′′) sont des A-faisceaux localement libres constructibles, il en est de
même de L′ (resp. L).
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Preuve : Montrons (i). Comme il est clair que les composants de L′ (resp. L)
sont localement libres constructibles, on a seulement à voir que L′ (resp. L) est
J -adique. Dans le cas respé, cela résulte de (SGA5 V 3.1.3.(iii)). Dans le cas non
respé, on a pour tout entier n ≥ 0 un diagramme commutatif exact

L′n+1/J n+1L′n+1 Ln+1/J n+1Ln+1 L′′n+1/J n+1L′′n+1 0

0 L′n Ln L′′n 0,

µ∼λ

un+1

un

vn+1

vn

ν∼

dans lequel les flèches verticales sont déduites de façon évidente des morphismes
de transition. Comme L′′n+1 est un An+1–Module localement libre, un+1 est un
monomorphisme, donc λ est un isomorphisme d’où l’assertion. Montrons main-
tenant (ii), et tout d’abord l’assertion non respée. On peut supposer (1.17.(ii)) que
L et L′′ sont J -adiques localement libres constructibles et que v est l’image d’un
morphisme de E (X , J ); alors l’assertion résulte de (i) non respée. Prouvons main-
tenant l’assertion respée. Comme elle est de nature locale (1.17.(i)), on peut sup-
poser X noethérien, et bien sûr L′′ J -adique localement libre constructible. Alors
il existe une application croissante γ ≥ id : N−→N telle que v e¿soit l’image d’un
morphisme

χγ (L)−→ L′′

de E (X , J ), qui, comme v est un épimorphisme et L′′ est strict, est un épimor-
phisme. On est ainsi ramené au cas où X est noethérien, la suite exacte en ques-
tion est l’image d’une suite exacte de E (X , J ), et L′′ est J -adique localement libre
constructible. Comme L′ et L′′ vérifient la condition de Mittag-Leffler, il en est
de même de L (EGA 0I I I 13.2.1.); quitte à remplacer L par le système projectif
strict associé, on peut donc supposer L strict. Alors (SGA5 V 3.1.3.) L′ est strict.
Par suite, il existe une application croissante γ ≥ id : N −→ N telle que χγ (L

′)
soit J -adique localement libre constructible. Comme les composants de L′′ sont
localement libres, la suite

0−→ χγ (L
′)

χγ (u)−−→ χγ (L)
χγ (v)−−→ χγ (L

′′)−→ 0

est exacte. On peut donc supposer que L′ et L′′ sont tous les deux J -adiques locale-
ment libres constructibles, et alors l’assertion résulte de (i) respé.
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1.20. Nous allons maintenant expliciter la structure de la catégorie A− fsc(X ),
lorsque le topos X est connexe. Rappelons tout d’abord quelques faits concernant
le pro-groupe fondamental d’un topos. Étant donné un pro-groupe strict

G = (Gi )i∈I ,

on définit comme suit un topos, noté

BG

et appelé topos classifiant de G. Un objet de BG, appelé encore G-ensemble, est un
ensemble M muni d’une application

p : M −→ lim−→
i

Hom(Gi , M )

m 7→ (gi 7→ gi m pour i “assez grand”)

telle que l’on ait

gi (g
′
i m) = (gi g ′i )m pour i “assez grand”.

Autrement dit, M admet une filtration par des Gi -ensembles (i ∈ I ), avec compat-
ibilité des diverses opérations. Un morphisme de G-ensembles M −→ N est une
application u : M −→N qui rend le diagramme

M lim−→i
Hom(Gi , M )

N lim−→i
Hom(Gi ,N )

u

p

p

lim−→i
Hom(id,u)

commutatif.
De la même manière, étant donné un anneau B , on définit la notion de (B ,G)-

module, en exigeant que l’application structurale

p : M −→ lim−→
i

Hom(Gi , M )

soit B -linéaire, lorsque l’on munit le second membre de la structure de B–Module
déduite de façon évidente de celle de M . Autrement dit, un (B ,G)–Module n’est
autre qu’un B–Module sur le topos BG.
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Le topos BG est localement noethérien (cf. SGA4 VI 1.33.) et n’admet (à
isomorphisme près) qu’un seul point, à savoir le foncteur qui associe à tout G-
ensemble M l’ensemble sous-jacent.

Étant données maintenant un topos connexe X (non nécessairement locale-
ment noethérien) et un point

a : pt−→X ,

on définit, à isomorphisme près dans la catégorie des pro-groupes, un pro-groupe
strict

π1(X ,a),

appelé pro-groupe fondamental de X en a, et une équivalence de catégories

(1.20.1) Elc(X ) ≈−−→ Bπ1(X ,a)

de la catégorie des faisceaux d’ensembles localement constants sur X , avec le topos
classifiant de π1(X ,a). De plus, notant c le point canonique du topos classifiant
du pro-groupe fondamental, le diagramme

Elc(X ) Bπ1(X ,a)

Ens
a∗ c∗

(1.20.1)

est commutatif (à isomorphisme près).
Étant donné un anneau commutatif unifère B , le foncteur (1.20.1) définit une

équivalence

(1.20.2) B −Modlc(X ) ≈−−→ B−Mod(Bπ1(X ,a)),

où B−Modlc(X ) désigne la catégorie des B–Modules localement constants sur X .
Si f : X −→ Y est un morphisme de topos, le morphisme composé b = f ◦ a

est un point de Y , et on définit fonctoriellement en les données, un morphisme de
pro-groupes

π1( f ) :π1(X ,a)−→π1(Y, b )

tel que le foncteur image réciproque

f ∗ : Elc(Y )−→ Elc(X )
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corresponde dans les équivalences (1.20.1) à la restriction du pro-groupe structural.
Soit X un topos localement noethérien connexe, et choisissons un point a :

pt −→ X de X . Par simple extension aux systèmes projectifs, le foncteur (1.20.2)
définit une équivalence

(1.20.3) J − adt(X ) ≈−−→ J − adt(Bπ1(X ,a)) = J − adn(Bπ1(X ,a)).

Proposition 1.20.4. —

(i) Soient X un topos localement noethérien connexe et a un point de X . On a une
équivalence canonique, définie à isomorphisme près,

A− fsct(X )
ωX−−→A− fsct(Bπ1(X ,a)) =A− fscn(Bπ1(X ,a)).

Le foncteur fibre défini par a (1.12.3)

Ea : A− fsct(X )−→ Â−modn

est conservatif.

(ii) Soient X et Y deux topos localement noethériens, et f : X −→ Y un mor-
phisme. Pour tout A-faisceau constant tordu constructible F sur Y , le A-faisceau
f ∗(F ) est constant tordu constructible. Supposons maintenant que X et Y soient
connexes, choisissons un point a de X et posons b = f ◦ a. Alors le diagramme

A− fsct(Y ) A− fsct(Bπ1(Y,b ))

A− fsct(X ) A− fsct(Bπ1(X ,a)) ,

f ∗

ωY

ωX

Res

dans lequel le foncteur Res désigne la restriction du pro-groupe structural, est
commutatif à isomorphisme près.

Preuve : L’équivalenceωX se déduit de façon évidente de (1.20.3), en utilisant
l’équivalence (1.17.(ii)). Comme l’“unique” foncteur fibre du topos Bπ1(X ,a) est
conservatif (1.12.4), la conservativité annoncée en résulte aussitôt. L’assertion (ii)
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est conséquence immédiate de l’assertion analogue pour les Modules localement
constants, rappelée plus haut.

Corollaire 1.20.5. — Soient X un schéma localement noethérien connexe et a
un point géométrique de X . Notant encore π1(X ,a) le groupe fondamental de X en
a, muni de sa topologie canonique, on a une équivalence canonique (à isomorphisme
près)

A− fsct(X ) ≈−−→ Â−modn(π1(X ,a)),

où la deuxième membre désigne la catégorie des Â–Modules de type fini munis d’une
opération continue de π1(X ,a) pour la topologie J -adique. De plus, si

f : X −→ Y

est un morphisme de schémas localement noethériens connexes, alors, munissant Y du
point géométrique b = f ◦ a, le diagramme

A− fsct(Y ) Â−modn(π1(Y, b ))

A− fsct(X ) Â−modn(π1(X ,a)) ,

f ∗

≈

≈

Res

dans lequel les flèches horizontales désignent les équivalences canoniques et Res est le
foncteur restriction des scalaires déduit de π1( f ) :π1(X ,a)−→π1(Y, b ), est commu-
tatif (à isomorphisme près).

Preuve : Seule la première assertion demande une démonstration. Pour cela,
il n’y a qu’à transcrire la preuve de (SGA5 VI 1.2.5).

Dans l’énoncé suivant, nous appellerons sous-topos localement fermé d’un
topos X un couple (U ,Y ) formé d’un ouvert U de X et du topos fermé com-
plémentaire (relativement à U ) d’un ouvert V de U . Il est clair qu’il revient au
même de se donner deux ouverts emboîtés U et V de X . On définit les opéra-
tions de restriction à un sous-topos localement fermé (U ,Y ) comme composées
des restrictions à U puis à Y . Étant donné un autre ouvert U ′ de X , on note

U ′ ∩ (U ,Y )
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et on appelle intersection de U ′ avec (U ,Y ) le sous-topos localement fermé (U ×
U ′,Y ′) de U ′, où Y ′ désigne le topos fermé de U×U ′ complémentaire de V ×U ′.

Étant donnés un topos X et une famille finie (Ui ,Yi )1≤i≤p de sous-topos locale-
ment fermés de X , on dira que X est réunion des (Ui ,Yi ) si, notant pour tout i par
Vi l’ouvert de Ui dont Yi est le complémentaire, on a les relations

X =
⋃

i

Ui

⋂

i

(Vi ) =∅

et si pour toute partition [1, q] = S ∪T de [1, q] la relation
⋂

S

(VS)∩
⋃

T

(Ut ) =∅

implique soit que T est vide, soit que Ut =∅ pou tout t ∈ T .

Proposition 1.21. — Soient X un topos localement noethérien et F un A-faisceau
sur X . Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est un A-faisceau constructible.

(ii) Tout ouvert noethérien de X est réunion d’un nombre fini de sous-topos locale-
ment fermés Zi = (Ui ,Yi ) au-dessus desquels l’image réciproque de F est un
A-faisceau constant tordu constructible.

(iii) X admet un recouvrement par des ouverts, qui sont réunions finies des sous-topos
localement fermés, au-dessus desquels l’image réciproque de F est un A-faisceau
constant tordu constructible.

Preuve : Preuve : Il est évident que (ii) ⇒ (iii). Pour voir que (i) ⇒ (ii),
on peut supposer X noethérien et F J -adique constructible, et alors (SGA5 V
5.1.6) le gradué strict grs(F ) est un grJ (A)–Module constructible. D’après la struc-
ture des Modules constructibles sur un topos noethérien (SGA4 VI ), le topos
X admet un recouvrement fini par des sous-topos localement fermés au-dessus
desquels l’image réciproque de grs(F ) est un grJ (A)–Module localement constant
constructible. Au dessus de ces sous-topos localement fermés, les composants de
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grs(F ) sont localement constants constructibles, et par suite F est J -adique con-
stant tordu constructible. Montrons que (iii)⇒ (i). Comme l’assertion est locale,
on peut supposer que X est noethérien et réunion finie de sous-topos localement
fermés Zi = (Ui ,Yi ) (1 ≤ i ≤ q) au-dessus desquels F est constant tordu con-
structible. En particulier, les F |Zi vérifiant la condition de Mittag-Leffler, et il
résulte sans peine du lemme suivant que F la vérifie également.

Proposition 1.22. — Si un topos X est réunion d’un nombre fini de sous-topos
localement fermés Zm = (Um,Ym) (1 ≤ m ≤ q), alors, notant jm : Ym −→ X les
morphismes de topos canoniques, les foncteurs

( jm)
∗ : A−ModX −→A−ModYm

forment une famille conservative.

Comme ces foncteurs sont exacts, il s’agit de voir que si un A–Module M vérifie
( jm)

∗(M ) = 0 pour tout m, alors M = 0. Nous allons voir cette assertion par récur-
rence sur q , le cas où q = 1 étant évident. Nous allons pour cela noter Vm l’ouvert
de Um dont Ym est le complémentaire, et im : Vm −→ Um, km : Vm −→ X et
lm : Um −→ X les morphismes canoniques. L’hypothèse de récurrence appliquée
au topos fermé Km complémentaire de Um dans X montre que pour tout m le
morphisme canonique

(lm)!(M |Um)−→M

est un isomorphisme. Par ailleurs le fait que ( jm)
∗(M ) = 0 implique que le mor-

phisme canonique

(im)!(M |Vm)−→M |Um

est également un isomorphisme. Il est donc de même du morphisme canonique
(km)!(M |Vm)−→M , et par suite (SGA4 IV 2.6)

M ≃M ⊗A (km)!(A).

Par récurrence, on en déduit que

M ∼−−→M ⊗A

⊗

m

(km)!(A).
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Mais, notant k :
∏

m(Vm)−→ eX le morphisme canonique, on a (SGA4 IV 2.13.b)
de 1))

⊗

m

(km)!(A)
∼−−→ k!(A),

d’où l’assertion, puisque par hypothèse le produit des Vm est vide.
Sachant que F vérifie la condition de Mittag-Leffler, on peut, quitte à le rem-

placer par le système projectif strict associé, supposer qu’il est strict. Alors
(1.15.(ii)), il existe pour tout i une application croissante γi ≥ id : N −→ N telle
que χγi

(F |Zi ) soit J -adique constructible. Posant γ = sup(γi ), on voit que χγ (F )
est J -adique, en utilisant (1.22), et constructible, d’où l’assertion.

Dans l’énoncé suivant, étant donné un sous-topos localement fermé (U ,Y )
d’un topos localement noethérien X , et i : Y −→ X , j : Y −→ U , k : U −→ X
les morphismes de topos canoniques, nous noterons i! le foncteur

i! : A− fsc(Y )−→A− fsc(X )

le morphisme composé de k! et j∗. On s’assure aisément qu’il ne dépend pas (à
isomorphisme près) de U , ce qui permet d’ôter ce dernier des notations. Le fonc-
teur i! ainsi défini est exact et transforme A-faisceau constructible en A-faisceau
constructible.

Proposition 1.23. — Soient X un topos noethérien et F un A-faisceau con-
structible sur X . Il existe dans E (X , J ), donc aussi dans A− fsc(X ), une filtration
finie de F dont les quotients consécutifs sont de la forme i!(G), où i : Y −→ X est
le morphisme structural d’un sous-topos localement fermé (U ,Y ) de X , et G un A-
faisceau constant tordu constructible sur Y . Lorsque X est le topos étale d’un schéma
noethérien, noté de même, on peut prendre pour sous-topos localement fermés de X les
topos étales de schémas réduits associés à des parties localement fermées irréductibles de
X .

Preuve : Par récurrence noethérienne, on est ramené à prouver l’assertion en
la supposant vraie pour out sous-topos fermé de X , différent de X . L’argument de
la preuve de (SGA4 IX 2.5.), de nature formelle, s’applique aux topos généraux et
montre, compte tenu de (1.21), qu’il existe un ouvert non vide U de X tel que F U
soit constant tordu constructible. Notons alors Y le topos fermé complémentaire
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de U , et i : U −→ X et j : Y −→ X les morphismes de topos canoniques. On a
alors (I 4.6.4.(i)) une suite exacte de E (X , J )

0−→ i!(F |U )−→ F −→ j∗(F |Y )−→ 0.

L’assertion étant vraie sur Y pour F |Y , par hypothèse de récurrence, on en déduit
aussitôt qu’elle est vraie pour F . Dans le cas où X est le topos étale d’un schéma,
les sous-topos localement fermés de X correspondent aux schémas réduits associés
à des parties localement fermées de X , et on peut dans la preuve prendre pour U
un ouvert irréductible de X .

Proposition 1.24. — Soient X un topos localement noethérien, et E et F deux
A-faisceaux sur X .

(i) Si E et F sont constructibles (resp. constants tordus constructibles), les A-
faisceaux

T orA
p(E , F ) (p ∈ Z)

sont constructibles (resp. constants tordus constructibles). Si de plus l’anneau A
est régulier de dimension r , on

T orA
p(E , F ) = 0 pour p ≥ r + 1.

(ii) Supposons maintenant que X soit connexe, et soit a un point de X . Lorsque E
et F sont constants tordus constructibles, on a, avec les notations de (1.20.4), des
isomorphismes de bifoncteurs cohomologiques

(1.24.1) ωX (T orA
p(E , F )) ∼−−→T orA

p(ωX (E),ωX (F ))

et

(1.24.2) Ea(T orA
p(E , F )) ∼−−→TorÂ

p(Ea(E),Ea(F )).

De plus, lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien, notant
M et N les Â–Modules de type fini munis d’une opération continue de π1(X ,a)
correspondant à E et F (1.20.5), les A-faisceaux

T orA
p(E , F ) (p ∈ Z)
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correspondant aux Â–Modules de type fini

TorÂ
p(M ,N ),

munis de l’opération “diagonale” de π1(X ,a).

Preuve : Supposons tout d’abord que E et F sont constants tordus con-
structibles, et montrons que les A-faisceaux T orA

p(E , F ) le sont également. On
peut pour cela supposer E et F J -adiques constants tordus constructibles. Pour
tout entier p, la définition de T orA

p(E , F ) (I 5.1) montre que ce A-faisceau a des
composants localement constants constructibles, de sorte qu’il suffit (1.16) de voir
qu’il est de type J -adique. On peut supposer X connexe; soit alors a un point de
X . Posant alors M = Ea(E) et N = Ea(F ), foncteur fibre

E (X , J )−→E (pt, J )

défini par a associe au A-faisceau T orA
p(E , F ) le système projectif

(TorAn
p (M/J n+1M ,N/J n+1N ))n∈N,

et il suffit, vu la conservativité du foncteur fibre (habituel) défini par a sur les
A–Modules localement constants, de vérifier que ce dernier est de type J -adique.
Choisissons pour cela une résolution libre de type fini

P −→M

du Â–Module M . Convenant de poser pour tout Â–Module de type fini L

L= (L/J n+1L)n∈N,

il résulte de (4.1.4) que P −→ M est une résolution quasilibre de M. Par suite (I
5.11.(i)), on a dans A− fsc(pt) un isomorphisme canonique

(1.24.3) T orA
p(M,N)≃Hp(P⊗A N).

Mais les composants du complexe P ⊗A N sont des A-faisceaux J -adiques con-
structibles, donc ses objets de cohomologie sont des A-faisceaux constructibles
(1.5.(iii)), d’où l’assertion. Par ailleurs, le foncteur limite projective

A− fscn(pt)−→ Â−modn
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est exact (1.12.2) et commute au produit tensoriel (EGA 0I I I 7.3.4), de sorte que
(1.24.2) s’obtient par passage à la limite projective à partir de (1.24.3). Lorsque X
est un schéma connexe et a un point géométrique de X , ce qui précède montre en
tout cas que l’application canonique

TorA
p(M ,N )−→ lim←−

n

TorAn
p (M/J n+1M ,N/J n+1N )

est un isomorphisme topologique. Par ailleurs, il est immédiat que, munissant
le premier membre de l’opération diagonale de π1(X ,a) et le second membre de
la limite projective des opérations diagonales, c’est un morphisme de π1(X ,a)–
modules. Terminons la preuve de (ii), en exhibant l’isomorphisme (1.24.1). Il suf-
fit pour cela de remarquer que le foncteur (1.20.2) “commute auxT ori ” (SGA4 IV)
ce qui permet, vu la définition (I 5.1.) de définir (1.24.1) sur les composants. Mon-
trons maintenant (i). Si E et F sont constructibles, on sait (1.21) que X admet un
recouvrement par des ouverts, qui sont réunions finies de sous-topos localement
fermés (Zi )i∈I au-dessus desquels E et F sont constants tordus constructibles. Mais

T orA
p (E , F )|Zi ≃T orA

p (E |Zi , F |Zi ) (i ∈ I , p ∈ Z),

et par suite, d’après (ii), les restrictions aux Zi des A-faisceaux T orA
p (E , F ) sont

des A-faisceaux constants tordus constructibles, ce qui entraîne qu’ils sont con-
structibles (1.21). Montrons enfin que si A est régulier de dimension r , on a

T orA
p (E , F ) (p ≥ r + 1) dans A− fsc(X ).

On peut supposer X noethérien, et il s’agit alors de voir que les systèmes projectifs
T orA

p (E , F ) (p ≥ r+1) sont essentiellement nuls. Grâce à (1.22), il suffit de vérifier
cette assertion au-dessus des sous-topos localement fermés de X sur lesquels E et
F sont constants tordus constructibles. On est ainsi ramené au cas où E et F sont
constants tordus constructibles. Supposant de plus X connexe et choisissant un
point a de X , l’assertion résulte alors de (1.24.2) et du fait que Â est régulier de
dimension r (EGA 0IV 17.3.8.1).

Proposition 1.251. — Soient X un topos localement noethérien et E un A-faisceau
constructible (resp. constant tordu constructible) sur X .

1Pour les assertions respées, J doit être supposé maximal.
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(i) Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) E est fortement plat (resp. localement libre constructible).

Si de plus J est un idéal maximal de A, elles équivalent à :

c) E est presque plat (I 5.14).

(ii) Si E est J -adique, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) Pour tout entier n ≥ 0, le nème composant En de E est un An–Module plat
(resp. localement libre constructible).

(iii) Si A est un anneau local régulier de dimension r et J est son idéal maximal,
alors

T orA
p (E , F ) = 0 (p ≥ r + 1)

pour tout A-faisceau F . Si de plus F est presque plat,

T orA
p (E , F ) = 0 (p ≥ 1).

Preuve : Montrons (ii). L’assertion b)⇒ a) a déjà été vue (I 5.6.); l’assertion
a) ⇒ b) s’obtient en écrivant que pour toute suite exacte 0 −→ M ′ −→ M −→
M ′′ −→ 0 de An–Modules, la suite correspondante

0−→M ′⊗A E −→M ⊗A E −→M ′′⊗A E −→ 0

est exacte. On déduit aussitôt de (ii) l’équivalence des assertions a) et b) de (i), de
sorte qu’il suffit de voir que c) ⇒ a). Autrement dit, nous avons à montrer que
pour tout A-faisceau F , les systèmes projectifs T orA

p (E , F ) (p ≥ 1) sont essen-
tiellement nuls, lorsqu’on se restreint à des ouverts noethériens. Grâce à (1.22) et
(1.21), on peut supposer X noethérien connexe et E constant tordu constructible.
Par ailleurs, la catégorie A− fsc(X ) ne changeant pas lorsque A est remplacé par
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AJ , on peut supposer que A est local noethérien. Choisissant alors un point a de
X , le Â–module M correspondant à E dans l’équivalence ϵa (1.20.4) vérifie (1.24.2)

T orÂ
1 (A/J , M ) = 0,

donc est libre (Bourbaki.Alg.Comm. II 3 Cor.2), et par suite E est localement
libre constructible, d’où l’assertion. Montrons (iii). Comme tout A-faisceau admet
(I 5.16) une résolution de longueur r par des A-faisceaux presque plats, on peut
supposer que F est presque plat. Comme précédemment, on se ramène au cas où
A est local noethérien, X noethérien connexe et E constant tordu constructible.
Ayant choisi un point a de X , soit M le Â–module de type fini correspondant à E .
Nous allons voir que

T orA
p (E , F ) = 0 (p ≥ 1)

par récurrence croissante sur la dimension de M . Lorsque dim(M ) = 0, M est
annulé par une puissance de J , et l’assertion résulte de (I 5.13). Supposons main-
tenant l’assertion vraie pour dim(M ) = d ≥ 0 et montrons qu’elle est vraie pour
dim(M ) = d + 1. Le sous-Â–module M ′ de M formé des éléments annulés par
une puissance de l’idéal J correspond au plus grand sous-A-faisceau constant tordu
constructible E ′ de E annulé par une puissance de J . Posons E ′′ = E/E ′ et
M ′′ =M/M ′. Le Â–module M ′′ correspond à E ′′, et on a une suite exacte

T orA
i (E

′, F )−→T orA
i (E , F )−→T orA

i (E
′′, F ) (i ≥ 1),

qui montre, compte tenu de ce que E ′ est annulé par une puissance de J , qu’il suffit
de prouver l’assertion pour E ′′. Mais prof(M ′′)> 0 et par suite il existe un élément
u de J tel que la multiplication par u soit un monomorphisme de E ′′. On en déduit
pour tout i ≥ 1 une suite exacte

T orA
i (E

′′, F ) u−−→T orA
i (E

′′, F )−→T orA
i (E

′′/uE ′′, F ).

Mais le Â–module correspondant à E ′′/uE ′′, à savoir M ′′/uM ′′, est de dimension
d (EGA 0IV 16.3.4), donc

T orA
i (E

′′/uE ′′, F ) = 0 (i ≥ 1)
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par hypothèse de récurrence, et par suite

T orA
i (E

′′, F ) = u T orA
i (E

′′, F ),

ce qui permet de conclure par le lemme de Nakayama (I 5.12).

Proposition 1.26. — Soient X un topos localement noethérien, et E et F deux
A-faisceaux sur X .

(i) Si E et F sont constant tordus constructibles, les A-faisceaux

Extp
A (E , F ) (p ∈ Z)

sont constant tordus constructibles. Lorsque X est connexe, le choix d’un point
a de X définit, avec les notations de (1.20.4), des isomorphismes de bifoncteurs
cohomologiques

(1.26.1) ωX Extp
A (E , F ) ∼−−→Extp

A (ωX E ,ωX F ).

(1.26.2) Ea Extp
A (E , F ) ∼−−→Extp

A (Ea E ,EaF ).

De plus, lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien, notant
M et N les Â–modules de type fini munis d’une opération continue de π1(X ,a)
correspondant à E et F (1.20.5), les A-faisceaux

Extp
A (E , F ) (p ∈ Z)

correspondent aux Â–modules de type fini

Extp

Â
(M ,N ),

munis de l’opération “diagonale” de π1(X ,a).

(ii) Si E est constant tordu constructible et F constructible, les A-faisceaux Extp
A

(E , F ) sont constructibles.

(iii) On suppose que l’anneau A est local régulier de dimension r et que J est son
idéal maximal. Alors, si E est constant tordu constructible, on a

Extp
A (E , F ) = 0 (p ≥ r + 1).
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(iv) Supposons que pour toute A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de
J , et toute couple (M ,N ) de B–Modules constructibles, les B–Modules

Extp
B (M ,N ) (p ∈ Z)

soient constructibles. Alors, lorsque E et F sont constructibles, les A-faisceaux
Extp

A (E , F ) sont constructibles.

Preuve : Montrons (i). Comme le A-faisceau Extp
A (E , F ) a des composants

localement constants constructibles, il suffit pour voir qu’il est constant tordu
constructible, de montrer qu’il est de type J -adique (1.16). On peut supposer X
connexe; soit alors a un point de X . Posant M = ϵa(E) et N = ϵa(F ), le foncteur
fibre

E (X , J )−→E (pt, J )

défini par a associe au A-faisceau Extp
A (E , F ) le système projectif

(lim−→
m≥n

Extp
Am
(M/J m+1M ,N/J n+1N ))n∈N,

et il suffit, vu la conservativité du foncteur fibre (habituel) défini par a sur les A–
Modules localement constants, de vérifier que ce dernier est de type J -adique. Avec
les notations de la preuve de (1.24.(i)), on a dans A− fsc(pt) un isomorphisme
canonique

(1.26.3) Extp
A (M,N)≃Hp(Hom•A (P,N)),

défini grâce à (I 7.3.11). Mais (SGA5 VI 1.3.3) les composants deHom•A (P,N)
sont J -adiques constructibles, d’où aussitôt l’assertion.

Les assertions restantes de la partie (i) se montrent à partir de là en calquant la
preuve des assertions analogues de (1.24). Montrons (ii). D’après (1.21), on peut
supposer que F est également constant tordu constructible, et alors (ii) résulte de
(i). Pour voir (iii), on peut supposer que X est connexe. Choisissant alors un
point a de X , nous allons raisonner par récurrence croissante sur la dimension du
Â–module de type fini M associé à E . Si dim(M ) = 0, le A-faisceau E est défini par
un A-Module localement constant constructible annulé par une puissance de J ,
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que, quitte à localiser, on peut même supposer constant. Alors, toute résolution
de longueur r de M par des Â-modules libres de type fini définit une résolution
localement libre constructible et de longueur r du A-faisceau E . On conclut dans
ce cas grâce à (I 7.3.11). Supposons maintenant l’assertion vraie lorsque dim(M ) =
d ≥ 0 et montrons qu’elle est vraie pour dim(M ) = d + 1. Le sous-Â–module
M ′ de M formé des éléments annulés par une puissance de l’idéal J correspond au
plus grand sous-A-faisceau constant tordu constructible E ′ de E annulé par une
puissance de J . Posons E ′′ = E/E ′ et M ′′ = M/M ′. Le Â–module M ′′ correspond
à E ′′ et on a une suite exacte

Extp
A (E

′′, F )−→Extp
A (E , F )−→Extp

A (E
′, F ) (p ∈ Z),

qui montre, compte tenu de ce que E ′ est annulé par une puissance de J , qu’il suffit
de prouver l’assertion pour E ′′. Mais prof(M ′′)> 0, de sorte qu’il existe un élément
u de J tel que la multiplication par u définisse un monomorphisme de E ′′. On en
déduit pour tout p ∈ Z une suite exacte

Extp
A (E

′′, F ) ×u−−→Extp
A (E

′′, F ) δ−−→Extp+1
A (E ′′/uE ′′, F ).

L’hypothèse de récurrence implique alors que

Extp
A (E

′′, F ) = u Extp
A (E

′′, F ) (p ≥ r + 1),

et on conclut par le lemme de Nakayama (I 5.12). Pour prouver (iv), nous allons
tout d’abord supposer que E est plat et J -adique, donc que pour tout entier n ≥ 0,
le nème composant En de E est un An–Module constructible et plat (1.25). Dans ce
cas, nous allons utiliser la notation suivante. Soit M un Ap–Module. Il résulte de
(I 6.5.2) que pour tout entier q ≥ p, le morphisme canonique

Exti
Aq
(Eq , M ) Exti

Ap
(Ep , M ) (i ≥ 0)

est un isomorphisme. Posant pour tout entier i ≥ 0

T i (M ) = lim−→
q≥p

Exti
Aq
(Eq , M ),

il est clair qu’on obtient un foncteur cohomologique de la catégorie des A–Modules
annulés par une puissance de J dans elle-même. De plus, les hypothèses faites as-
surent que lorsque M est constructible, les A–Modules T i (M ) sont constructibles.
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Rappelons enfin qu’avec ces notations, le A-faisceau Exti
A (E , F ) est identique au

système projectif
(T i (Fn))n∈N.

Pour voir l’assertion dans ce cas, on peut supposer que F est J -adique. Alors,
compte tenu de lemme d’Artin-Rees (SGA5 V 4.2.6) et du lemme de Shih (SGA5
V A3.2), il suffit de montrer que pour tout entier m ≥ 0, le grJ (A)–Module

T m(grs(F ))≃Extm
A0
(E0, grs(F )),

dans lequel grJ (A) opère par l’intermédiaire du deuxième argument, est
noethérien. Mais il résulte de (I 6.5.2) que

Extm
A0
(E0, grs(F ))≃Extm

grJ (A)
(E0⊗A0

grJ A, grs(F )),

ce qui permet de conclure grâce à l’hypothèse de l’énoncé et au théorème de
Hilbert (SGA5 V 5.1.4). Montrons maintenant comment on peut se ramener en
général au cas où E est plat. On se ramène facilement au cas où X est noethérien,
de sorte que (1.23) E admet une filtration finie dont les quotients consécutifs sont
de la forme i!(G), où i : Y −→ X est le morphisme structural d’un sous-topos
localement fermé de X et G est un A-faisceau constant tordu constructible sur Y ,
de sorte qu’on peut supposer E de la forme i!(G). Lorsque i est une immersion
fermée, on a (I 7.7.12)

RHomA (i!(G), F ) ∼−−→ i∗RHomA (G,R i !(F )),

de sorte que d’après (ii), on est ramené à voir que R i !(F ) est à cohomologie formée
de A-faisceaux constructibles. Mais (I 7.7.13)

R i !(F ) ∼−−→ i ∗RHomA (i∗(A), F ),

d’où l’assertion dans ce cas, car i∗(A) est un A-faisceau plat et constructible. Dans
le cas où i n’est pas une immersion fermée, on l’écrit sous la forme

i = k ◦ j ,

où j est une immersion fermée et k une immersion ouverte. On a alors

RHomA (i!G, F )≃R k∗RHomA ( j∗(G), k∗(F )),
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de sorte que, d’après ce qui a été vu dans le cas d’une immersion fermée, il suffit
de montrer que si k est définie par l’ouvert U de X et P est un complexe borné
inférieurement de A-faisceaux sur U dont les objets de cohomologie sont des A-
faisceaux constructibles, les objets de la cohomologie de R k∗(P ) sont également
des A-faisceaux constructibles. Or, notant t : Z −→ X l’immersion fermée com-
plémentaire de k, on a un tringle exact (I 7.7.14)

R k∗(P )

R t∗R t !k!(P ) k!(P )

qui montre qu’il suffit de voir que

R t !k!(P )≃ t ∗RHomA (t∗(A), k!(P ))

est à cohomologie constructible, ce qui nous ramène à nouveau au cas d’une im-
mersion fermée.

Exemple 1.27. Les hypothèses de (iv) sont notamment réalisées (SGA5 I
Appendice 6) lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien,
lorsqu’on dispose de la résolution des singularités et de la pureté au sens fort (SGA5
I Appendice 4.4). C’est le cas notamment lorsque X est de dimension ≤ 1, ou
lorsque X est excellent de caractéristique nulle, ou localement de type fini sur un
corps et de dimension ≤ 2.

Nous allons maintenant nous intéresser à quelques propriétés particulières aux
anneaux de valuation discrète.

Proposition 1.28. — On suppose que A est un anneau de valuation discrète et
que J est son idéal maximal. Étant donné un A-faisceau constructible F sur X , les
assertions suivantes sont équivalentes:

(i) F est plat.

(ii) F est sans torsion, i.e. pour tout élément a de A, l’homothétie

aF : F −→ F

est un monomorphisme.
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(iii) Étant donnée une uniformisante locale u de A, l’endomorphisme uF est un
monomorphisme.

Preuve : L’équivalence de (ii) et (iii) est évidente, et il est immédiat que (i)⇒
(iii). Montrons que (iii)⇒ (i). D’après (1.25.(i)), il suffit de voir que

T orA
i (A/uA, E) = 0,

ce qui se voit sans peine sur la suite exacte des T orA
i (., E) associée à la suite exacte

0−→A
u−−→A−→A/uA−→ 0.

Proposition 1.29. — On suppose que A est de valuation discrète, que J est son
idéal maximal, et que X est le topos étale d’un schéma noethérien (resp. localement
noethérien). Alors, pour tout A-faisceau constructible (resp. constant tordu con-
structible) F sur X , il existe une suite exacte

0−→ L′ −→ L−→ F −→ 0

de A−fscn(X ), avec L et L′ deux A-faisceaux constructibles et plats (resp. localement
libres constructibles).

Preuve : Il résulte de (1.28) que tout sous-A-faisceau constructible d’un A-
faisceau constructible et plat est plat. Utilisant (1.5.(iii)), (resp. 1.17.(iii)), on voit
donc qu’il nous suffit de prouver l’existence d’un épimorphisme L −→ F −→ 0,
avec L constructible et plat (resp. localement libre constructible).

a) Supposons tout d’abord que F soit associé à un Ad –Module localement con-
stant constructible (d entier≥ 0) et montrons l’assertion respée dans ce cas.
Quitte à décomposer X en ses composantes connexes (ouvertes), on peut le
supposer connexe. Alors, choisissant un point a de X , le A-faisceau F cor-
respond à une représentation continue de π1(X ,a) dans un Ad –module de
type fini S. Le groupeπ1(X ,a) opérant par un quotient fini G sur S, il existe
un épimorphisme de (G,Ad )–modules

T −→ S −→ 0,

avec T un Â(G)–module libre de type fini, qui peut être aussi considéré
comme un (π1(X ,a), Â)–module continu. L’assertion en résulte grâce à
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(1.20.5), puisque le A-faisceau constant tordu correspondant à T est locale-
ment libre. On remarquera que dans cette partie on n’a pas utilisé que A est
de valuation discrète.

b) Montrons maintenant l’assertion dans le cas où F est associé à un Ad –
Module constructible. D’après (SGA4 IX 2.14.(ii)), il existe une famille finie

(pi : Xi −→X )i∈I

de morphismes finis, pou tout i un Ad –Module constant Ci sur Xi , et un
monomorphisme

F
λ−−→
∏

i

(pi )∗(Ci ).

Or, d’après a), il existe des épimorphismes de A-faisceaux Pi −→ Ci −→ 0,
avec Pi constructible et plat, d’où un épimorphisme

∏

i

(pi )∗(Pi )
µ
−−→
∏

i

(pi )∗(Ci )−→ 0,

dont la source est un A-faisceau constructible et sans torsion, donc plat. Con-
sidérons alors un diagramme cartésien

P
∏

i (pi )∗(Pi )

F
∏

i (pi )∗(Ci ).

β

λ

α

µ

Des arguments catégoriques généraux montrent que α est un monomor-
phisme et β un épimorphisme; de plus, P est constructible, et plat puisque
α est un monomorphisme. On remarquera qu’on a seulement utilisé que
X est localement noethérien, et que l’argument montre plus généralement
que, sans hypothèse sur A, F est quotient d’un A-faisceau constructible et
sans torsion.

c) Passons au cas général. La catégorie A − fscn(X ) (resp. − fsct(X )) est
noethérien (1.5.(iii) resp. 1.17.(iii)); par suite, u désignant une uniformisante
locale de A, la famille de sous-A-faisceaux constructibles (resp. constants tor-
dus constructibles)

un F =Ker(F un

−−→ F )
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admet un plus grand élément, soit ud F , dans A− fsc(X ). Le A-faisceau
M = ud F est sans torsion et F /ud F est isomorphe au A-faisceau associé à un
(A/ud A)–Module constructible (resp. localement constant constructible).
D’après b) (resp a)), il existe un épimorphisme

γ : P −→ F /ud F ,

avec F un A-faisceau constructible et plat (resp. localement libre con-
structible). Désignant par L le produit fibré de P et F au-dessus de F /ud F ,
le diagramme commutatif exact évident

0 M L P 0

0 M F F /ud F 0

id δ γ

montre que δ est un épimorphisme et que L, extension de deux A-faisceaux
constructibles et plats (resp. localement libres constructibles) est lui-même
plat (resp. localement libre constructible).

2. Conditions de finitude dans les catégories dérivées.

Soit X un topos localement noethérien.

Définition 2.1. — On dit qu’un complexe E de A-faisceaux sur X est à coho-
mologie constructible (resp. constante tordue constructible) si tous ses objets de co-
homologie sont des A-faisceaux constructibles (resp. constants tordus constructibles).

La sous-catégorie A− fscn(X ) étant exacte dans A− fsc(X ) (1.5.(iii)), les sous-
catégories pleines

K∗c (X ,A) et D∗c (X ,A) (∗=∅,+− ou b )

de K∗(X ,A) et D∗(X ,A) respectivement engendrées par les complexes à cohomolo-
gie constructible sont des sous-catégories triangulées; de plus, D∗c (X ,A) s’obtient
par inversion des quasi-isomorphismes à partir de K∗c (X ,A). De même, on définit
des catégories triangulées

K∗t (X ,A) et D∗t (X ,A) (∗=∅,+− ou b )
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à partir des complexes à cohomologie constants tordue constructible et D∗t (X ,A)
s’obtient à partir de K∗t (X ,A) en inversant les quasi-isomorphismes.

Définition 2.2. — On dit qu’un complexe E de A-faisceaux sur X est pseudoco-
hérent s’il est à cohomologie localement bornée supérieurement et constante tordue
constructible. On dit qu’il est parfait si de plus il est localement de tor-dimension
finie.

Comme A− fsct(X ) est une sous-catégorie exacte de A− fsc(X ), il est clair que
les sous-catégories pleines

Kcoh(X ,A) et Kparf(X ,A)

de K(X ,A) engendrées respectivement par les complexes pseudocohérents et par-
faits sont des sous-catégories triangulées vérifiant les inclusions

Kparf(X ,A)⊂Kcoh(X ,A)⊂Kt (X ,A).

On définit de même des catégories triangulées

Dcoh(X ,A) et Dparf(X ,A)

vérifiant les inclusions

Dparf(X ,A)⊂Dcoh(X ,A)⊂Dt (X ,A).

De plus la catégorie Dparf(X ,A) (resp. Dcoh(X ,A)) est obtenue à partir de
Kparf(X ,A) (resp. Kcoh(X ,A)) par inversion des quasi-isomorphismes. Enfin, on
utilisera également les notations

Db
parf(X ,A) = (Db

t (X ,A))torf

et
Db

coh(X ,A) =Db
t (X ,A).

Avant de poursuivre, nous allons expliciter certaines de ces notions dans le cas où
X est le topos ponctuel. Dans ce cas, le foncteur additif

M 7→ (M/J n+1M )n∈N
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de la catégorie des Â–modules de type fini dans A−fsc(pt) est exact et permet donc
de définir par prolongement aux complexes un foncteur exact

(2.3.1) Db (Â−modn)−→Db
c (pt,A).

De plus, comme tout complexe parfait de Â–modules est équivalent à un complexe
borné de Â–modules projectifs de type fini, le foncteur (2.3.1) induit un foncteur
exact

(2.3.2) Dparf(Â−modn)−→Dparf(pt,A).

Proposition 2.3. — Les foncteurs

(2.3.1) Db (Â−modn)−→Db
c (pt,A)

(2.3.2) Dparf(Â−modn)−→Dparf(pt,A)

ci-dessus sont des équivalences de catégories.

Preuve : Comme le foncteur (2.3.1) commute évidemment au produit ten-
soriel et est conservatif, il est clair qu’un complexe dont l’image par (2.3.1)
est de tor-dimension finie est lui-même de tor-dimension finie. Il nous suffit
donc de montrer que (2.3.1) est une équivalence. Notons pour cela U la sous-
catégorie pleine de Kb

c (pt,A) engendrée par les complexes bornés à cohomolo-
gie constructible et dont les composants sont essentiellement stricts, i.e. vérifi-
ant la condition de Mittag-Leffler. Comme la catégorie Â−modn s’identifie à
une sous-catégorie pleine de A− fsc(pt), il est clair qu’on a une suite de foncteurs
d’“inclusion”

Kb (Â−modn)
p
−−→U

q
−−→Kb

c (pt,A).

Nous allons voir successivement que lorsqu’on inverse les quasi-isomorphismes,
les foncteurs p et q deviennent des équivalences. Pour le voir pour p, il suffit
(CD I 4.2.(b)) de montrer qu’étant donné un objet E de U , il existe un quasi-
isomorphisme

M −→ E ,
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avec M un objet de Kb (Â−modn). Appliquant (EGA 0I I I 11.9.1), on est ramené à
montrer qu’étant donnés un objet F de A−fsc(pt) vérifiant la condition de Mittag-
Leffler et un épimorphisme de A-faisceaux

F
u−−→ P −→ 0,

avec P un Â–module de type fini, il existe un Â–module de type fini Q et un mor-
phisme v : Q −→ F tels que le composé uv soit un épimorphisme. Quitte à
remplacer F = (Fn)n∈N par le système projectif strict associé, on peut supposer
qu’il est strict. Alors, les morphismes de Â–modules canoniques

lim←−(F )−→ Fn (n ∈N)

sont des épimorphismes. Choisissons alors un sous-Â–module de type fini Q de
lim←−(F ) tel que la projection Q −→ F0 soit un épimorphisme. Alors le morphisme
composé Q −→ P induit un épimorphisme Q/J Q −→ P/J P , donc est un épimor-
phisme d’après le lemme de Nakayama. Montrons maintenant que le foncteur q
induit une équivalence après inversion des quasi-isomorphismes. Étant donné un
objet K de Kb

c (pt,A), on sait (I 6.6.3) qu’il existe un quasi-isomorphisme

K
w≃ L

où L est un complexe borné inférieurement et dont les composants sont directe-
ment stricts, donc vérifient la condition de Mittag-Leffler. Nous allons voir que,
quitte à tronquer L, on peut le remplacer par un complexe borné et dont les com-
posants vérifient la condition de Mittag-Leffler, ce qui achèvera la démonstration
d’après (CD I 4.2. (c) et (d)). Si p est un entier tel que K q = 0 (q ≥ p), le mor-
phisme wp se factorise Ker(d p

L ), et, quitte à tronquer L au degré p, il nous suf-
fit de voir que Ker(d p

L ) vérifie la condition de Mittag-Leffler, ce qui est immédiat
puisqu’il est isomorphe dans A− fsc(pt) au système projectif Im(Lp−1), lui-même
quotient du système projectif strict Lp−1.

Proposition 2.4. — Le bifoncteur dérivé du produit tensoriel induit des bifonc-
teurs

(i) D−
λ
(X ,A)×D−

λ
(X ,A)−→D−

λ
(X ,A) (λ= c ou t ).
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(ii) Db
λ(X ,A)torf×D+

λ
(X ,A)−→D+

λ
(X ,A) (λ= c ou t ).

(iii) Dcoh(X ,A)×Dcoh(X ,A)−→Dcoh(X ,A).

(iv) Dparf(X ,A)×Dparf(X ,A)−→Dparf(X ,A).

Si de plus l’anneau A est local régulier d’idéal maximal J , le bifoncteur (I 7.2.4) induit
des bifoncteurs

(v) D∗λ(X ,A)×D∗λ(X ,A)−→D∗λ(X ,A), avec ∗= b ou +, et λ= c ou t .

Preuve : Notons respectivement E et F les complexes à droite et à gauche
dans le premier membre. Pour (i), (iii) et (v), on se ramène au moyen du “way-
out functor lemma” (H I 7.1) au cas où E et F sont réduits au degré 0, et alors
on conclut par (1.24.(i)). Pour (ii), on se ramène par way-out functor lemma au
cas où F est borné et alors, compte tenu de ce que E est de tor-dimension finie,
l’assertion est conséquence de (i). Enfin, la partie (iv) résulte de (iii) et du fait que
le produit tensoriel dérivé de deux complexes de tor-dimension finie est lui-même
de tor-dimension finie.

Proposition 2.5. — Le bifoncteur RHomA induit des bifoncteurs

(i) (D−t (X ,A))◦×D+
λ
(X ,A)−→D+

λ
(X ,A) (λ= c ou t ).

Lorsque A est local régulier d’idéal maximal J , il induit des bifoncteurs exacts

(ii) (Db
t (X ,A))◦×Db

λ(X ,A)−→Db
λ(X ,A) (λ=∅, c ou t ).

Enfin, supposons que pour toute A-algèbre de type fini B annulée par une puissance
de J , et tout couple (M ,N ) de B–Modules constructibles, les B–Modules Extp

B (M ,N )
(p ∈N) soient constructibles. Alors, le bifoncteur RHomA induit un bifoncteur

(iii) (D−c (X ,A))◦×D+c (X ,A)−→D+c (X ,A).

Preuve : Soient E ∈ D−(X ,A) et F ∈ D+(X ,A). Pour voir (i), on se ramène
par le way-out functor lemma au cas où E et F sont réduits au degré 0, et alors
l’assertion résulte de (1.26. (i) et (ii)). L’assertion (ii) se déduit sans peine de (i)
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et (1.26.(iii)). Enfin, l’assertion (iii) se voit de même que (i), en utilisant cette fois
(1.26.(iv)).

Proposition 2.6. — Soient K ∈ D−c (X ,A), L ∈ D−(X ,A) et M ∈ D+(X ,A).
Alors, le morphisme de Cartan

(I 7.6.2) RHomA (K ⊗A L, M )−→RHomA (K ,RHomA (L, M ))

est un isomorphisme. Si de plus X est noethérien, les morphismes

(I 7.6.3) RHomA(K ⊗A L, M )−→RHomA(K ,RHomA (L, M ))

(I 7.6.4) RHomA(K ⊗A L, M )−→RHomA(K ,RHomA (L, M ))

(I 7.6.5) HomA(K ⊗A L, M )−→HomA(K ,RHomA (L, M ))

sont aussi des isomorphismes.

Preuve : La définition des trois derniers morphismes à partir du premier au
moyen de (I 7.4.18) montre qu’il suffit de voir que (I 7.6.2) est un isomorphisme.
On peut pour cela supposer L quasilibre et M flasque. Ceci dit, les foncteurs exacts

RHomA (K ⊗A L, .) et RHomA (K ,RHomA (L, .))

de D+(X ,A) dans D+(X ,A) possèdent la propriété de “décalage à droite” ([H] I 7),
ce qui permet de se ramener au cas où M est de plus réduit au degré 0. Dans ce cas,
fixant K et M , les foncteurs exacts

RHomA (K ⊗A ., M ) et RHomA (K ,RHomA (., M ))

possèdent également la propriété de décalage à droite, ce qui permet de se ramener
au cas où de plus L est réduit au degré 0. Enfin, un dernier argument de décalage
permet de supposer que K est réduit au degré 0 et que K0 est un A-faisceau con-
structible. Pour montrer l’assertion dans ce dernier cas, on peut, quitte à localiser,
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supposer X noethérien. Alors, il est immédiat que K est quasi-isomorphe à un
complexe quasilibre borné supérieurement, tel que pour tout n ∈ Z, le A-faisceau
K n ait ses composants constructibles. Finalement, on peut supposer K et L ré-
duits au degré 0, quasilibres, que K0 a des composants constructibles et que L est
flasque. Alors, il résulte de (I 6.3.8) que le morphisme de complexes (I 7.6.1) est un
isomorphisme, d’où l’assertion.

Proposition 2.7. — Soient E ∈ D−parf(X ,A), F ∈ D+(X ,A) et G ∈ D(X ,A). Le
morphisme

(I 7.6.9.2) m : RHomA (E , F )⊗A G −→RHomA (E , F ⊗A G)

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants:

(i) L’anneau A est local régulier d’idéal maximal J , et G ∈D+(X ,A).

(ii) F ∈Db
c (X ,A) et G ∈D−c (X ,A)torf.

Preuve : Plaçons-nous d’abord dans le cas (i). Par dévissage, on se ramène au
cas où F et G sont bornés. Alors les deux membres sont à cohomologie bornée
supérieurement (2.5.(ii)). Notant alors u : A −→ A/J le morphisme d’anneaux
canonique, il nous suffit (I 8.2.2) de montrer que L u∗(m) est un isomorphisme.
Utilisant (I 8.1.11.(ii) et (iv)), on voit qu’on peut remplacer A par A/J . En effet, le
complexe L u∗(E) est de tor-dimension finie (I 8.1.11.(i)) et il est immédiat que sa
cohomologie est constante tordue constructible (nous reviendrons d’ailleurs plus
loin sur ce point). Ceci dit, on peut supposer X quasicompact; alors, l’équivalence
(I 8.2.6) permet de se ramener à l’assertion analogue dans la catégorie des (A/J )–
Modules (SGA6 I 7.6). Dans l’hypothèse (ii), la cohomologie des deux membres
est constructible, ce qui (1.12.4) de vérifier l’assertion sur les fibres. Utilisant (I
6.4.2), on est ainsi ramené au cas où X est le topos ponctuel. Mais alors, grâce à
(2.3), c’est une conséquence immédiate de l’assertion analogue pour les Â–modules
de type fini.

Pour énoncer le corollaire suivant, on posera pour tout E appartenant à
D−parf(X ,A)

Ě =RHomA (E ,A).
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Il est clair que lorsque A est local régulier d’idéal maximal J , on a

E ∈D+parf(X ,A),

mais j’ignore si c’est vrai sans hypothèse sur l’anneau A.

Corollaire 2.8. — Soient E ∈D−parf(X ,A) et F ∈D+(X ,A). Le morphisme canon-
ique

m : Ě ⊗A F −→RHomA (E , F )

est un isomorphisme lorsque A est local régulier d’idéal maximal J , ou lorsque F ∈
Db

c (X ,A)torf. C’est le cas en particulier lorsque E ∈ D−parf(X ,A) et F ∈ Db
parf(X ,A),

de sorte que le complexe
RHomA (E , F )

est parfait lorsque de plus A est local régulier d’idéal maximal J .

2.9. Supposons maintenant pour simplifier que A est local régulier d’idéal
maximal J . Soient E , E ′ ∈ D−(X ,A) et F , F ′ ∈ D+(X ,A). On suppose que
E ∈D−c (X ,A). Nous allons définir un morphisme fonctoriel

(2.9.1) RHomA (E , F )⊗A RHomA (E
′, F ′)−→RHomA (E ⊗A E ′, F ⊗A F ′).

Considérons pour cela le diagramme

RHomA (E , F )⊗A RHomA (E
′, F ′) RHomA (E ⊗A E ′, F ⊗A F ′)

RHomA (E , F )⊗A RHomA (E
′, F ′)) RHomA (E ,RHomA (E

′, F ⊗A F ′)).

(1) (3)

(2)

La flèche (1) n’est autre que (I 7.6.9.2), qui existe puisque R Homa (E
′, F ′) ∈

D+(X ,A). La flèche (2) est obtenue en appliquant le foncteur R HomA (E , .) à
la flèche (I 7.6.2), pour E ′, F ′ et F . Enfin, la flèche (3) est le morphisme de Car-
tan (I 7.6.9.2). Comme E ∈ D−c (X ,A), cette dernière est un isomorphisme (2.6),
ce qui permet de définir (2.9.1) comme l’unique flèche (en pointillé) rendant le
diagramme ci-dessus commutatif.

Si maintenant on a aussi E ′ ∈D−c (X ,A), on définit, en échangeant les rôles de
E et E ′, et F et F ′ respectivement, un autre flèche et on vérifie qu’elle coïncide avec
la première.
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Proposition 2.9.2. — On suppose que l’anneau A est local régulier d’idéal maxi-
mal J . Soient E , E ′ ∈ D−parf(X ,A) et F , F ′ ∈ D+(X ,A). Alors, le morphisme canon-
ique

(2.9.1) RHomA (E , F )⊗A RHomA (E
′, F ′)−→RHomA (E ⊗A E ′, F ⊗A F ′)

est un isomorphisme.

Preuve : D’après (2.7), les flèches (1) et (2) du diagramme ci-dessus sont des
isomorphismes.

2.10. Supposons maintenant le topos X noethérien, et que l’anneau A est local
régulier d’idéal maximal J . Étant donné E ∈Db

parf(X ,A), le complexe Ě appartient
aussi à Db

parf(X ,A), et le morphisme de Cartan (I 7.6.5)

HomA(Ě ⊗A E ,A)−→HomA(Ě , Ě)

est une bijection. En particulier, l’identité de Ě correspond à un morphisme

(2.10.1) E ⊗A Ě −→A.

Proposition 2.10.2. — Soit F ∈D+(X ,A). Il existe un morphisme fonctoriel en
F

E ⊗A RHomA (E , F )−→ F ,

qui “coïncide” avec (2.10.1) lorsque F =A.

Preuve : En tensorisant par l’identité de E l’isomorphisme (2.8) on obtient un
isomorphisme

a : E ⊗A Ě ⊗A F ∼−−→ E ⊗A RHomA (E , F ).

Par ailleurs, on définit, en tensorisant par l’identité de F le morphisme (2.10.1),
un morphisme

b : E ⊗A Ě ⊗A F −→ F .

Le morphisme annoncé est le composé b ◦ a−1.
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Lorsque F ∈Db
c (X ,A), il en est de même de RHomA (E , F ), et le morphisme

de Cartan

HomA RHomA (E , F )⊗A E , F )−→HomA(RHomA (E , F ),RHomA (E , F ))

est une bijection. On laisse alors au lecteur le soin de vérifier que le morphisme
(2.10.2) correspond à l’identité de RHomA (E , F ) dans cette bijection.

Proposition 2.10.3. — Soit E ∈ Db
parf(X ,A). Pour tout F ∈ D+(X ,A), il existe

un morphisme canonique

E −→RHomA (RHomA (E , F ), F ).

Preuve : On prend l’image de (2.10.2) par le morphisme de Cartan

HomA(E ⊗RHomA (E , F ), F )−→HomA(E ,RHomA (RHomA (E , F ), F )).

En particulier, pour F =A, on déduit de (2.10.3) un morphisme

(2.10.4) E −→ (Ě) .̌

Proposition 2.10.5. — Soit E ∈Db
parf(X ,A). Le morphisme

E −→ (Ě)ˇ

ci-dessus est un isomorphisme.

Preuve : Comme les deux membres sont à cohomologie constructible, on est
ramené à vérifier l’assertion sur les fibres (1.12.4).

Grâce à (I 6.4.2), on peut alors supposer que X est le topos ponctuel. Enfin,
la proposition (2.3) montre que dans ce cas, l’assertion (2.10.5) est conséquence de
l’assertion analogue pour les complexes parfaits de Â–modules (SGA 6 I 7.2).

2.11. Trace et cup-produit.
On suppose que A est local régulier et que J est son idéal maximal. Étant donné

E ∈Dparf(X ,A), nous allons définir un morphisme trace

tr : HomA(E , E)−→ Γ (X ,A),
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satisfaisant au formalisme développé dans (SGA6 I 8), à l’exception de l’additivité
qui est d’ailleurs énoncée de façon erronée dans (loc.cit.).

Supposons tout d’abord que X soit noethérien et E ∈ Db
parf(X ,A). Alors il

existe une flèche naturelle

(2.11.1) RHomA (E , E)−→A,

composée de l’isomorphisme inverse de (2.8) R HomA (E , E) ∼−−→ Ě ⊗A E
et du morphisme (2.10.1). Appliquant à (2.11.1) le foncteur H0(X , .), on ob-
tient, compte tenu de l’isomorphisme de Cartan, une application A-linéaire
HomA(E , E) −→ Γ (X ,A), qui est le morphisme trace annoncé lorsque X est
noethérien. Dans le cas général, comme le préfaisceau

U 7→H0(U ,A)

est un faisceau (I 3.9), les morphismes traces précédemment définis sur les ouverts
noethériens de X se recollent pour fournir le morphisme trace annoncé. Il est
immédiat de vérifier que, sur les fibres, il induit, compte tenu de l’équivalence
(2.3.2), le morphisme trace défini dans (SGA6 I 8).

Plus généralement, étant donnés E et F ∈Dparf(X ,A), un accouplement

( , ) : HomA(E , F )⊗H0(X ,A)HomA(F , E)−→H0(X ,A).

que nous appellerons cup-produit. Pour cela, on se ramène comme précédemment
à le définir lorsque X est noethérien et les complexes E et F sont bornés. Dans ce
cas, on dispose d’un homomorphisme canonique

(2.11.2) RHomA (E , F )⊗A RHomA (F , E)−→A,

que l’on construit comme suit. D’après (2.8), il s’agit de définir un accouplement

Ě ⊗A F ⊗A F̌ ⊗A E −→A.

On prend le produit tensoriel des accouplements (2.10.1) associés à E et F re-
spectivement. Montrons maintenant comment déduire le cup-produit de (2.11.2).
D’après l’isomorphisme de Cartan (2.6), il s’agit, étant donnés deux morphismes

u : A−→RHomA (E , F )
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et
v : A−→RHomA (F , E),

d’en définir un de A dans A. On prend le morphisme composé de (2.11.1) et de
u ⊗A v.

Proposition 2.11.3. — Soient E et F ∈Dparf(X ,A).

(i) Étant donnés deux morphismes u : E −→ F et v : F −→ E, on a

(u, v) = (v, u) = tr(v ◦ u) = tr(u ◦ v).

(ii) Étant donnés un morphisme u : E −→ E et un isomorphisme s : E −→ F , on
a

tr(s ◦ u ◦ s−1) = tr(u).

(iii) Étant donnés deux morphismes u : E −→ E et v : F −→ F , on a :

tr(u ⊗ v) = tr(u) tr(v).

Preuve : Il est clair que (i) ⇒ (ii). Par passage aux fibres, et compte tenu de
l’équivalence (2.3.2), les assertions (i) et (iii) résultent des assertions analogues pour
les complexes parfaits de Â–modules (SGA6 I 8.3 et 8.7).

2.12. Nous allons maintenant expliciter pour la commodité des références un
certain nombre de compatibilités de la notion de constructibilité avec les opéra-
tions externes, qui sont pour la plupart évidentes et ont déjà été utilisées librement
dans les numéros précédents.

Proposition 2.12.1. — Soit f : X −→ Y un morphisme de topos localement
noethériens.

(i) Le foncteur f ∗ transforme A-faisceau constructible (resp. constant tordu con-
structible) en A-faisceau constant tordu constructible.

(ii) Le foncteur f ∗ : D(Y,A)−→D(X ,A) induit des foncteurs

D∗λ(Y,A)−→D∗λ(X ,A) (∗=∅,+,−, b et λ= c , t ).
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(A rég., J id. max.) Dparf(Y,A)−→Dparf(X ,A).

Dcoh(Y,A)−→Dcoh(X ,A).

(iii) Étant données E ∈ D−t (Y,A) et F ∈ D+(Y,A), le morphisme canonique (I
7.7.2.(ii))

f ∗RHomA (E , F )−→RHomA ( f
∗E , f ∗F )

est un isomorphisme.

Preuve : Dans le cas constant tordu constructible, l’assertion (i) a été déjà vue
(1.20.4). Dans le cas constructible, on se ramène au cas où F est J -adique con-
structible, où c’est immédiat. L’assertion (ii) résulte immédiatement de (i); pour
la perfection, on suppose A régulier d’idéal maximal J , car je ne sais pas en général
si l’image réciproque d’un A-faisceau plat est un A-faisceau plat. Enfin, (iii) résulte
de (I 6.4.2).

Proposition 2.12.2. — Soient X un topos localement noethérien, T et T ′ deux
objets de X , et f : T −→ T ′ un morphisme quasicompact.

(i) Le foncteur (I 7.7.9) R f! : D(T ,A)−→D(T ′,A) induit des foncteurs

D∗c (T ,A)−→D∗c (T
′,A) (∗=∅,−,+ ou b ).

(ii) Si f est une immersion ouverte, le foncteur f ∗ induit un foncteur

f ∗ : Dparf(T
′,A)−→Dparf(T ,A).

Preuve : Comme le foncteur f! est exact et transforme A–Module constructible
en A-Module constructible (SGA4 ), il transforme A-faisceau J -adique con-
structible en A-faisceau J -adique constructible, d’où aussitôt (i). L’assertion (ii)
provient de ce que l’on sait dans ce cas (I 5.18.5 (ii)) que le foncteur f ∗ transforme
A-faisceau plat en A-faisceau plat.

Proposition 2.12.3. — Soient X un topos, U un ouvert de X et j : Y −→ X
l’immersion fermée complémentaire.
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(i) Le foncteur R j∗ : D(Y,A)−→D(X ,A) induit des foncteurs

D∗c (Y,A)−→D∗c (X ,A) (∗=∅,−,+ ou b ).

(ii) Le foncteur j ∗ induit un foncteur

j ∗ : Dparf(X ,A)−→Dparf(Y,A).

(iii) On suppose que pour toute A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de
J , et tout couple (M ,N ) de B–Modules constructibles les B–ModulesExtp

B (M ,N )
(p ∈N) soient constructibles. Alors le foncteur R j ! (I 7.7.11) induit un foncteur
exact

R j ! : D+c (X ,A)−→D+c (Y,A).

Preuve : Les assertions (i) et (ii) se voient comme les assertions analogues
de (2.12.2), en utilisant (I 5.19.1 (ii)) pour la deuxième.Quant à (iii), elle résulte,
compte tenu de l’isomorphisme (I 7.7.13) de (2.5 (iii)).

2.13. Changement d’anneau.

Soient X un topos localement noethérien, A et B deux anneaux commutatifs
unifères noethériens, J et K deux idéaux de A et B respectivement et u : A−→ B un
morphisme d’anneaux unifères, tel que u(J )⊂K . On utilise par ailleurs librement
les notations de (I 8.1).

Proposition 2.13.1. —

(i) Le foncteur L u∗ : D−(X ,A)−→D−(X ,B) induit des foncteurs exacts

D−c (X ,A) D−c (X ,B)

D−t (X ,A) D−t (X ,B)

D−parf(X ,A) D−parf(X ,B).
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Si de plus A est régulier d’idéal maximal J , il induit des foncteurs

D∗c (X ,A) D∗c (X ,B) (∗=∅,+ ou b )

D∗t (X ,A) D∗t (X ,B) (∗=∅,+ ou b )

D∗parf(X ,A) D∗parf(X ,B) (∗=∅,+ ou b ).

(ii) Si B est une A-algèbre finie, le foncteur u∗ : D(X ,B) −→ D(X ,A) induit des
foncteurs exacts

Dc (X ,B) Dc (X ,A)

Dt (X ,B) Dt (X ,A).

Preuve : Montrons (i). L’assertion concernant les complexes parfaits découle
de celle concernant les complexes à cohomologie constante tordue constructible
et de (I 8.1.11 (i)). Montrons par exemple que si E ∈ Dc (X ,A), alors L u∗(E) ∈
Dc (X ,B). Dans chacun des cas envisagés, on est ramené grâce à ([H], I 7.3) au cas
où E est réduit au degré 0, associé à un A-faisceau constructible noté de même. Il
s’agit alors de voir que pour tout p ∈N, le B -faisceau

T orA
p (B , E) = (T orAn

p (Bn, En))n∈N = (Fn)n∈N

est constructible. Pour tout n ∈N, le calcul de Fn au moyen d’une résolution plate
et constructible de En montre que c’est un Bn–Module constructible. Il nous suffit
donc de voir que T orA

p (B , E) est de type J -adique. Pour cela, on se ramène grâce
à (1.21) et (1.22) au cas où E est J -adique constant tordu constructible. Supposons
alors X connexe, et choisissons un point a de X ; comme le foncteur fibre défini
par a est conservatif pour les B–Modules localement constants, on est ramené à
voir l’assertion pour la fibre de T orA

p (B , E). On peut donc supposer que X est

le topos ponctuel. Utilisant alors une résolution libre de type fini du Ǎ–module
de type fini associé à E (1.20.5), on se ramène au cas où E est localement libre
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constructible et J -adique, et alors l’assertion est immédiate, car

T orA
p (B , E) = 0 (p ≥ 1) et B ⊗A E ≃ B r ,

pour un r ∈N. Montrons (ii), dans le cas constructible par exemple. Si E est un B -
faisceau J -adique constructible, ses composants sont des A–Modules constructibles
(B est une A-algèbre finie), donc il est aussi constructible en tant que A-faisceau ;
d’où l’assertion.

Dans la suite du numéro, nous noterons pour tout entier n ≥ 0

un : A−→ (A/J n+1)

le morphisme d’anneaux canonique. On définit un bifoncteur cohomologique

(ÓExt
i
(., .))i∈Z : D−(X ,A)×D−(X ,A)−→E (pt, J ),

en posant pour tout couple (E , F ) d’objets de D−(X ,A) et tout i ∈ Z

ÓExt
i
(E , F ) = (Exti

An
(L u∗n(E),L u∗n(F )))n∈N

Lorsque A est régulier, d’idéal maximal J , le bifoncteur cohomologique précédent
se prolonge en un bifoncteur cohomologique

D(X ,A)×D(X ,A)−→E (pt, J ),

de manière évidente.

Théorème 2.13.2. — On suppose A régulier d’idéal maximal J , que le topos X
est noethérien de dimension topologique stricte finie, et qu’il vérifie de plus les deux
propriétés suivantes.

(i) Pour toute A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de J , et tout couple
(M ,N ) de B–Modules constructibles, les B–Modules Extp

B (M ,N ) (p ∈N) sont
constructibles.

(ii) Pour tout A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de J et tout B–
Modules constructible M , les B–modules

Hp(X , M ) (p ∈N)

sont de type fini.
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Alors, étant données E ∈D−c (X ,A) et F ∈D+c (X ,A), les systèmes projectifs

ÓExt
i

A(E , F ) (i ∈ Z)

sont des A-faisceaux constructibles sur le topos ponctuel, et les applications canoniques
évidentes

Exti
A(E , F )−→ lim←−

n

Exti
An
(L u∗n(E),L u∗n(F ))

sont des bijections. En particulier, les Â–modules

Exti
A(E , F )

sont de type fini.

Preuve : Les isomorphismes de Cartan (2.6)

Hi (X ,RHomAn
(L u∗n(E),L u∗n(F )))

∼−−→ Exti
An
(L u∗n(E),L u∗n(F ))

et l’isomorphisme (I 8.1.11 (iv))

L u∗n RHomA (E , F ) ∼−−→RHomAn
(L u∗n(E),L u∗n(F )))

montrent que
ÓExt

i

A(E , F )≃ÓExt
i

A(A,RHomA (E , F )).

Or le complexe RHomA (E , F ) est à cohomologie constructible (2.5 (iii)) donc,

pour voir que ÓExt
i

A(E , F ) est un A-faisceau constructible, on peut supposer que
E =A. Dans ce cas, la suite spectrale canonique

E p,q
2 =ÓExt

p

A(A, Hq(F ))⇒ÓExt
p+q

A (E , F ),

construite de façon habituelle au moyen des couples exacts, permet de se ramener
de plus au cas où F est réduit au degré 0 et défini par un A-faisceau constructible
noté de même. Posant pour simplifier pour tout entier i et tout A-faisceau M ,

Ĥi (M ) =ÓExt
i

A(A, M ),

on doit alors prouver le lemme suivant.
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Lemme 2.13.3. — Pour tout A-faisceau constructible M sur X , les A-faisceaux
Ĥi (M ) sont constructibles.

Avant de le faire, dégageons le résultat préliminaire suivant.

Lemme 2.13.4. — Désignant par d la dimension topologique stricte de X , on a
pour tout A-faisceau N sur X

Ĥi (N ) = 0 (i ≥ d + 1).

En effet, étant donné un entier p ≥ 0, le complexe L u∗p(N ) a sa cohomologie
concentré en degrés ≤ 0. Comme Hi (X ,G) = 0 (i ≥ d + 1) pour tout Ap -
faisceau G, on a une suite spectrale birégulière

Hi (X ,L u j
p(N ))⇒ Ĥ i+ j (N )p

qui permet aussitôt de conclure.
Montrons maintenant (2.13.3). Nous allons le voir par récurrence croissante

sur l’entier
dimA(M ) = dimA(A/ann(M )),

appelé dimension de M . Si dimA(M ) = 0, le A-faisceau M est annulé par une puis-
sance de J , donc il existe un entier n ≥ 0 tel que M soit défini par un An–Module
constructible. Soit alors P une résolution à gauche de M par des An–Modules de la
forme i!(An), où i : T −→ eX désigne l’unique morphisme d’un objet noethérien
de X dans l’objet final. Grâce à (2.13.4), on a une suite spectrale birégulière

E p,q
1 =ÓExt

q

A(A, P p)⇒ÓExt
p+q

A (A, M ),

qui permet de se ramener au cas où M est de la forme i!(An). Dans ce cas, soit L
une résolution à gauche de An par des Â–modules libres de type fini. A nouveau,
la suite spectrale

E p,q
1 = Ĥq(i!(L

p))⇒ Ĥp+q(i!(An)),

permet de supposer que M est de la forme i!(L
p) pour un entier p, donc est con-

structible et plat. Il est alors clair que pour tout i

Ĥi (M ) = (Hi (X , Mn))n∈N.
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Dans ce cas, l’hypothèse (ii) de l’énoncé permet de conclure grâce au lemme de
SHIH (SGA5 V 5.3.1). Soit maintenant r un entier ≥ 0, et supposons l’assertion
vraie pour tous les A-faisceau constructibles de dimension ≤ r . Nous allons voir
qu’elle est vraie pour tout A-faisceau constructible M de dimension r+1. Comme
r+1> 0, il existe un élément a de J qui n’appartient à aucun idéal premier minimal
dans Ass(A/ann(M )); on a alors (EGA 0IV 16.3.4)

dimA(A/(ann(M )+ aA)) = r.

Comme M est noethérien dans la catégorie des A-faisceaux constructibles, la suite
croissante des sous-A-faisceaux

Ker(aq : M −→M )

de M est stationnaire. Quitte à remplacer a par une puissance de a, on peut donc
supposer que l’homothétie

a : M/Ker(a)−→M/Ker(a)

est un monomorphisme. La suite exacte

0−→Ker(a)−→M −→M/Ker(a)−→ 0

donne lui à une suite exacte illimitée

. . . Ĥi−1(M/Ker(a))−→ Ĥi (Ker(a))−→ Ĥi (M )−→ Ĥi (M/Ker(a))−→ Ĥi+1(Ker(a)) . . .

Mais Ker(a) est de dimension ≤ r par construction de a. Utilisant l’hypothèse de
récurrence et le caractère exact de la sous-catégorie des A-faisceaux constructibles,
on peut donc remplacer M par M/Ker(a) donc supposer que la multiplication par
a définit un monomorphisme sur M . Nous allons alors montrer que Ĥi (M ) est
constructible par récurrence décroissante sur l’entier i , compte tenu de (2.13.4).
D’après (loc.cit.), l’assertion est évidente pour i ≥ d + 1. Supposons donné un
entier p tel qu’elle soit vraie pour i ≥ p+ 1, et montrons qu’elle est vraie pour p.
Pour tout entier q , on a une suite exacte

0−→M
aq

−−→M −→M/aq M −→ 0,
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d’où une suite exacte illimitée

. . .−→ Ĥp(M ) aq

−−→ Ĥp(M )−→ Ĥp(M/aq M )−→ Ĥp+1(M )−→ Ĥp+1(M ) . . .

Comme dimA(M/aq M ) ≤ r , l’hypothèse de récurrence sur la dimension et celle
sur l’exposant entraînent que pour tout entier q > 0, le A-faisceau

Ĥp(M )/aq Ĥp(M )

est constructible. Mais par ailleurs, on a une suite exacte

J q Ĥp(M )/aq Ĥp(M )−→ Ĥp(M )/aq Ĥp(M )−→ Ĥp(M )/J q Ĥp(M )−→ 0

d’où résulte, comme le terme de gauche vérifie la condition de Mittag-Leffler (c’est
un quotient de J q ⊗A (Ĥ

p(M )/aq Ĥp(M ))) et celui du milieu est constructible, que
pour tout entier q > 0, le A-faisceau

Ĥp(M )/J q Ĥp(M )

est constructible (cf. la preuve de SGA5 V 3.2.4 (i)). L’assertion résulte alors de
(1.2 (iii)) et (1.6).

Ceci dit, posant pour tout i ∈ Z

exti
A(E , F ) = lim←−

p

Exti
A(L u∗p(E),L u∗p(F )),

on obtient, grâce à (EGA 0I I I 13.2.2), un bifoncteur cohomologique

D−c (X ,A)◦×D+c (X ,A)−→ Â−modn,

et il reste à voir que le morphisme canonique de bifoncteurs cohomologiques

Exti
A(E , F )−→ exti

A(E , F )

est un isomorphisme. On se ramène comme précédemment au cas où E =A.
On dispose alors, par la voie des couples exacts, de deux suites spectrales

E′ ′E p,q
2 = Extp

A(A, Hq(F ))⇒ Extp
A(A, F )

E′′ ′′E p,q
2 = extp

A(A, Hq(F ))⇒ extp
A(A, F )
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et d’un morphisme naturel E′ −→ E′′. Ces deux suites spectrales sont birégulières;
pour la première, c’est évident (son support est dans un cadran supérieur droit), et
pour la seconde cela résulte du lemme ci-dessous.

Lemme 2.13.5. — Soit M un A-faisceau sur X . On a

exti
A(A, M ) = 0 pour i <−2 dim(A).

En effet, pour tout entier m, le complexe L u∗m(M ) est acyclique en dimensions
<−2 dim(A), puisque la catégorie des A-faisceaux est de tor-dimension≤ 2 dim(A)
(I 5.16).

La comparaison des deux suites spectrales précédentes permet alors de se
ramener au cas où F est réduit au degré 0 est défini par un A-faisceau constructible
noté de même. Nous allons alors encore une fois raisonner sur la dimension de
F . Lorsque dimA(F ) = 0, l’assertion résulte, au moyen des dévissages utilisés pour
prouver la constructibilité des Hi (F ), du lemme suivant, appliqué à un A-faisceau
constructible et plat de la forme i!(A), où i : T −→ eX est l’unique morphisme
d’un objet noethérien de X dans l’objet final.

Lemme 2.13.6. — Étant donné un A-faisceau constructible M sur X , l’application
canonique

Hi (X , M )−→ lim←−H
i
(X , M ) (i ∈ Z)

est une bijection.

En effet, le système projectif H
i−1
(X , M ) vérifie la condition de Mittag-Leffler,

d’après l’hypothèse (ii) et le lemme de SHIH. Le lemme résulte donc de (I 7.4.16).
Soit maintenant r un entier ≥ 0, et supposons l’assertion vraie pour tous les

A-faisceaux constructibles de dimension ≤ r . Nous allons voir qu’elle est vraie
pour tout A-faisceau constructible F de dimension r + 1. On choisit un élément
a comme plus haut. Utilisant le lemme des 5, on se ramène à vérifier l’assertion
lorsque de plus la multiplication par a définit un monomorphisme de F . Nous
allons alors montrer l’assertion par récurrence décroissante sur l’entier i , en com-
mençant par voir qu’elle est vraie pour les grandes valeurs de i . Pour i ≥ d + 2, il
résulte de (I 7.4.16) que

Hi (X , F ) = 0,
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et nous allons prouver que h i (X , F ) = exti
A(A, F ) est également nul.

Pour cela, la suite exacte

(2.13.7) 0−→ F
a−−→ F −→ F /aF −→ 0

fournit une suite exacte

hi (X , F ) a−−→ hi (X , F )−→ hi (X , F /aF ).

L’hypothèse de récurrence sur la dimension montre que

hi (X , F /aF ) =Hi (X , F /aF ) = 0,

la dernière égalité provenant d’une nouvelle application de (I 7.4.16). Par suite
hi (X , F ) = ahi (X , F ), d’où hi (X , F ) = 0 par le lemme de Nakayama. Supposons
maintenant donné un entier p tel que le morphisme canonique

Hi (X , F )−→ hi (X , F )

soit un isomorphisme pour i ≥ p + 1, et montrons que c’est un isomorphisme
pour i = p. La suite exacte (2.13.7) fournit un diagramme commutatif exact

Hp(X , F ) Hp(X , F ) Hp(X , F /aF ) Hp+1(X , F )

hp(X , F ) hp(X , F ) hp(X , F /aF ) hp+1(X , F ),

u v

a

a

dans lequel les flèches verticales sont les flèches canoniques. Par hypothèse de
récurrence sur la dimension (resp. sur l’entier i ), la flèche u (resp. v) est un iso-
morphisme : par suite, la flèche canonique

Hp(X , F )/aHp(X , F )−→ hp(X , F )/ahp(X , F )

est un isomorphisme de Â–modules. On sait que hp(X , F ) est un Â–module de
type fini, et il résulte du théorème de SHIH (SGA5 V A 3.2) et de (2.13.6) que
Hp(X , F ) est également un Â–module de type fini. On conclut alors par le lemme
de Nakayama.

Remarques 2.13.7.
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(i) Supposons par exemple que X soit le topos étale d’un schéma de type fini sur
un corps séparablement clos ou fini. Il est alors conjecturé que les conditions
(i) et (ii) de (2.13.2) sont réalisées dans chacun des cas suivants :

a) Les An sont des groupes abéliens de torsion, et X est propre sur K .

b) Les An sont des groupes abéliens de torsion première à la caractéristique
de k.

Elles sont en tout cas démontrées lorsque de plus le corps k est de caractéris-
tique 0, ou bien dim(X )≤ 2.

(ii) Lorsque Aest un anneau de valuation discrète et X le topos étale d’un schéma
noethérien, on peut préciser (2.13.2) en montrant que les systèmes projectifs

ÓExt
i

A(E , F )

vérifient la condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees (SGA5 V 2.2.1).

En effet, reprenant le dévissage utilisé dans la preuve de (2.13.2), on se
ramène à le voir pou E = A, et F le complexe de degré 0 associé à un A-
faisceau constructible noté de même. Alors, utilisant (1.29), on se ramène
au cas où F est constructible et plat, ce qui permet alors de conclure directe-
ment grâce au lemme de SHIH (SGA5 V 3.1 et A 3.2) et à l’hypothèse (ii).

(iii) L’hypothèse (i) de (2.13.2) sert uniquement pour montrer que R HomA

(E , F ) est à cohomologie constructible. Elle est donc en particulier inutile
lorsque E ∈D−t (X ,A), vu (2.5.(i)).

2.13.8. Sans hypothèse particulière sur X ou A, il résulte de (2.13.1) que

D−c (X ,A) ,→D−0 (X ,A) (I 8.2.7).

On en déduit pour tout entier n ≥ 0 un foncteur exact (8.2.9)

Lα∗n : Db
c (X ,A)torf −→Db

c (An −ModX )torf

lorsque X est noethérien.
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Si maintenant Aest régulier et local d’idéal maximal J , on a même une inclusion

Dc (X ,A) ,→D0(X ,A),

qui permet, lorsque de plus X est noethérien, de définir pour tout entier n ≥ 0 un
foncteur exact (8.2.9.bis)

Lα∗n : D+c (X ,A)−→D+c (An −ModX ).

Proposition 2.13.9. — Sous les hypothèses de (2.13.2), les applications canoniques

Exti
A(E , F )−→ lim←−

n

Exti
An
(Lα∗n(E),Lα

∗
n(F ))

sont des isomorphismes de Â–modules.

Preuve : Par définition des foncteurs Lα∗n, on a

Exti
An
(Lα∗n(E),Lα

∗
n(F )) “=” Exti

An
(L u∗n(E),L u∗n(F )).

Remarques 2.13.10. La proposition (2.13.9) ramène en pratique l’étude ces
complexes de A-faisceaux à cohomologie constructible à celle des complexes de
An–Modules constructibles (n ≥ 0), et sera de ce fait un instrument privilégié
pour obtenir, à partir d’énoncés sur les An–Modules, les énoncés correspondants
pour les A-faisceaux.

La proposition suivante généralise la dernière assertion de (2.13.2).

Proposition 2.14. — Soit X un topos noethérien. On suppose que

(i) Pour tout A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de J , et tout couple
(M ,N ) de B–Modules constructibles, les B–Modules Extp

B (M ,N ) soient con-
structibles.

(ii) Pour tout A-algèbre de type fini B annulée par une puissance de J et tout B–
Module constructible M , les B–modules

Hp(X , M ) (p ∈N)

sont de type fini.
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Alors, étant donnés B ∈D−c (X ,A) et F ∈D+c (X ,A), ls systèmes projectifs

Ext
i
A(E , F ) (i ∈ Z)

(I 6.2.1) sont des A-faisceaux constructibles sur le topos ponctuel et les applications
canoniques (I 7.4.16)

Exti
A(E , F )−→ lim←−Ext

i
A(E , F )

sont des bijections. En particulier, les Â–modules Exti
A(E , F ) sont de type fini.

Preuve : Montrons que les A-faisceaux Ext
i
A(E , F ) sont constructibles, les

autres assertions en découlant sans peine grâce à la suite exacte (I 7.4.16). On a
l’isomorphisme de Cartan (2.6)

RHomA(E , F )≃RHomA(A,RHomA (E , F ))

qui permet, puisque RHomA (E , F ) est à cohomologie constructible (2.5.(iii)), de
se ramener au cas où E =A. Alors la suite spectrale birégulière canonique

E p,q
2 =H

p
(X , Hq(F ))⇒H

p+q
(X , F )

montre qu’il suffit de voir l’assertion dans le cas où F est le complexe de degré 0
associé à un A-faisceau constructible noté de même.

Alors l’hypothèse (ii) et le lemme de SHIH (SGA5 V 3.1) permettent de con-
clure.

Remarques 2.15. Comme pour (2.13.2), l’hypothèse (i) a servi uniquement
pour assurer que le complexe R HomA (E , F ) est à cohomologie constructible.
Elle est donc inutile en particulier dans le cas où E ∈D−t (X ,A).
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§ III. — APPLICATIONS AUX SCHÉMAS

Le texte qui suit ayant un caractère essentiellement provisoire (cf. l’appendice basé
sur une construction de Deligne), nous ferons toutes les hypothèses simplificatrices
qui nous paraîtront nécessaires pour la clarté de l’exposé.

Soit ℓ un nombre premier. On fixe comme précédemment un anneau
noethérien Aet un idéal propre J de A. On suppose de plus que Aest une Zℓ-algèbre
et que J contient ℓA. Pour simplifier (cf. supra), tous les schémas considérés sont
noethériens.

1. Opérations externes.

1.1. Soient X et Y deux schémas noethériens, et f : X −→ Y un morphisme
séparé de type fini. On définit comme suit un foncteur exact

(1.1.1) R f! : D(X ,A)−→D(Y,A),

appelé image directe à supports propres. D’après Nagata et Mumford il existe une
factorisation

X Z

Y ,
qf

i

où i est une immersion ouverte et q un morphisme propre. On pose alors

R f! =R q∗ ◦R i!.



On vérifie, grâce à la technique de factorisation de Lichtenbaum (SGA4 XVIII ),
que le résultat ne dépend pas, à isomorphisme près, de la factorisation choisie.

La même technique de factorisation montre que si g : Y −→ Z est un autre
morphisme séparé de type fini, on a un isomorphisme

(1.1.2) R(g ◦ f )!
∼−−→R g! ◦R f!,

avec la condition de cocycles habituelle pour un triple de morphismes.

Définition 1.1.3. — Si E est un A-faisceau sur X (resp. un objet de D(X ,A)), on
pose pour tout p ∈ Z

Rp f!(E) =Hp(R f!(E)).

On obtient ainsi un foncteur cohomologique qui n’est pas en général (sauf bien
sûr si le morphisme f est propre) le foncteur cohomologique dérivé de R◦ f!.

1.1.4. Il est clair que si F = (Fn)n∈N est un A-faisceau, on a pour tout p ∈ Z

Rp f!(F ) = (R
p f!(Fn))n∈N.

Proposition 1.1.5. — Soit

X ′ X

Y ′ Y

f

g

g ′

f ′

un carré cartésien de schémas noethériens.

(i) (Théorème de changement de base propre) Si f (donc f ′) est séparé de type
fini, on a pour tout E ∈D+(X ,A) un isomorphisme canonique fonctoriel

g ∗R f!(E)
∼−−→R f ′! (g

′)∗(E).

(ii) (Théorème de changement de base lisse) Si ℓ est premier aux caractéristiques
résiduelles de Y et g est lisse, on a pour tout E ∈ D+(X ,A) un isomorphisme
canonique fonctoriel

g ∗R f∗(E)
∼−−→R( f ′)∗(g

′)∗(E).
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Preuve : Montrons (ii). Utilisant l’adjonction entre image directe et image
réciproque (I 7.7.6), on construit comme dans (SGA4 XVII) (voir aussi SGA4 XII
4), un morphisme fonctoriel

g ∗R f∗(E)−→R( f ′)∗(g
′)∗(E).

Pour voir que c’est un isomorphisme, on se ramène par “way-out functor lemma”
au cas où E est de degré 0, et il suffit alors de montrer que les morphismes

g ∗Ri f∗(E)−→Ri ( f ′)∗(g
′)∗(E) (i ∈N)

correspondants de E (X , J ) sont des isomorphismes. Cela se voit sur les com-
posants, grâce au théorème de changement de base lisse sur les An–Modules (SGA4
XII 1.1). Montrons (i). On construit tout d’abord un morphisme fonctoriel

(1.1.6) g ∗R f!(E)−→R( f ′)!(g
′)∗(E),

en paraphrasant la construction faite pour les An–Modules (SGA4 XVII ). Pour
cela, choisissant une factorisation f = q ◦ i , avec i une immersion ouverte et q un
morphisme propre, on se ramène à faire la construction lorsque f est propre, ou
bien est une immersion ouverte; on vérifie ensuite de fçon standard que le résultat
ne dépend pas de la factorisation choisie. Lorsque f est une immersion ouverte, les
morphismes analogues pour les An–Modules (n ∈N) définissent de façon évidente
un isomorphisme g ∗ f!

∼−−→ ( f ′)!(g ′)∗ de foncteurs exacts

E (X , J )−→E (Y ′, J ),

d’où par passage au quotient, un isomorphisme de foncteurs exacts

A− fsc(X )−→A− fsc(Y ′),

qui fournit à son tour un isomorphisme de foncteurs exacts

D(X ,A) D(Y ′,A).
g ∗◦ f!

( f ′)!◦(g ′)∗

∼

Lorsque f est un morphisme propre, on utilise la même construction que pour (ii).
Pour montrer enfin que le morphisme (1.1.6) ainsi construit est un isomorphisme,
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on se ramène au cas où E est de degré 0, et alors l’assertion résulte, comme pour
(ii), de l’assertion analogue pour les An–Modules (SGA4 XVII ).

Proposition 1.1.7 (Formule de projection). — Soient f : X −→ Y un mor-
phisme séparé de type fini entre schémas noethériens, E ∈D−(X ,A) et F ∈D−(X ,A).
On a un isomorphisme canonique fonctoriel

R f!(E ⊗ f ∗(F )) R f!(E)⊗ F .∼

Preuve : Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.1.8. — Si d est un entier majorant la dimension des fibres de f , on a
pour tout A-faisceau M sur X

Ri f!(M ) = 0 (i > 2d ).

(Résulte immédiatement de l’assertion analogue pour les composants de M ).

Choisissant une compactification de f , on se ramène à montrer (1.1.7) succes-
sivement lorsque f est une immersion ouverte, ou un morphisme propre. Dans
le premier cas, ce n’est autre que (I 7.7.10.(iv)). Dans le second cas, on définit un
morphisme

(1.1.9) R f∗(E)⊗ F −→R f∗(E ⊗ f ∗F )

sur le modèle de (J.L. Verdier: The Lefschetz fixed point formula in étale coho-
mology, in “Conference on local fields held at Driebergen” preuve de 3.2), en se
ramenant à F plat et E f∗-acyclique (ce qui est possible grâce à 1.1.8). Enfin, pour
voir que (1.1.9) est un isomorphisme, on se ramène par les dévissages habituels au
cas où E et F sont réduits au degré 0 et F plat, et alors l’assertion résulte de la
formule de projection pour les An–Modules (n ∈ N), appliquée aux composants
de E et F .

Proposition 1.1.10 (Formule de Künneth). — Considérons un diagramme
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cartésien de schémas noethériens

X ×Z Y

X Y

Z ,

p q

gf

et posons h = f ◦ p = g ◦q. Si E ∈D−(X ,A) et F ∈D−(Y,A), on a un isomorphisme
canonique fonctoriel

R f!(E)⊗R g!(F )
∼−−→R h!(p

∗E ⊗ q∗F ).

Preuve : Formellement la même que celle de l’assertion correspondante pour
les faisceaux de An–Modules (n ∈ N) (SGA4 XVII). De (1.1.7) appliqué à f , on
déduit un isomorphisme

(1.1.10.1) R f!(E)⊗R g!(F )
∼−−→R f!(E ⊗ f ∗R g!(F )).

Le théorème de changement de base propre pour f (1.1.5.(i)) montre que

(1.1.10.2) f ∗R g!(F )
∼−−→R p!q

∗(F ).

Comparant avec (1.1.10.1), on a donc

R f!(E)⊗R g!(F )
∼−−→R f!(E ⊗R p!q

∗(F )).

La formule de projection (1.1.7) pour le morphism p montre que

E ⊗R p!q
∗(F ) ∼−−→R p!(p

∗E ⊗ q∗F ),

d’où
R f!(E ⊗R p!q

∗(F )) ∼−−→R f! R p!(p
∗E ⊗ q∗F ),

et le résultat annoncé puisque f ◦ p = h.

Proposition 1.1.11. — Soient X et Y deux schémas noethériens, f : X −→ Y un
morphisme séparé de type fini, et E ∈D(X ,A).
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(i) Si E ∈Dc (X ,A), alors R f!(E) ∈Dc (Y,A).

(ii) Si E ∈D−(X ,A)torf, alors R f!(E) ∈D−(Y,A)torf.

(iii) Supposons que f soit propre et lisse, et que ℓ soit premier aux caractéristiques
résiduelles de Y . Alors:

E ∈Dt (X ,A) R f!(E) ∈Dt (Y,A).

E ∈Dparf(X ,A) R f!(E) ∈Dparf(Y,A).

Preuve : Montrons (i). Grâce à (1.1.8), on peut supposer E de degré 0 associé à
un A-faisceau J -adique constructible. Alors, l’assertion est essentiellement (SGA5
VI 2.2.2). Pour la première partie de (iii), on est ramène de même à voir que si
E est un A-faisceau J -adique constant tordu constructible, les A-faisceaux Rp f∗(E)
(p ∈N) sont constants tordus constructibles. Cela se voit comme (SGA5 V 2.2.2),
en utilisant le lemme de SHIH (SGA5 V A 3.2) et la stabilité des catégories des fais-
ceaux abéliens localement constants constructibles par images directes supérieures
(SGA4 XVI 2.2). L’assertion (ii) résulte sans peine de (1.1.7), et on en déduit aus-
sitôt la deuxième partie de (iii) (compte tenu de la première).

1.2. Soient X et Y deux schémas noethériens de caractéristique résiduelles
premières à ℓ, et f : X −→ Y un morphisme quasiprojectif. On suppose que Y
admet un Module inversible ample. On définit alors comme suit un foncteur exact

(1.2.1) R f ! : D+(Y,A)−→D+(X ,A).

D’après (EGA II 5.3.3), il existe une factorisation

X Pr
Y

Y ,
f q

j

avec j une immersion. On en déduit aussitôt une factorisation

X U

Y ,
f p

i
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où i est une immersion fermée et p un morphisme lisse équidimensionel de di-
mension r . Avec les notations de (SGA5 VI 1.3.4), on pose alors pour tout
F ∈D+(X ,A)

R f !(F ) =R i !(p∗F ⊗Zℓ
Zℓ(r ))[2r ],

où le foncteur R i ! a été défini en (I 7.7.11). Pour avoir que cette définition ne
dépend pas, à isomorphisme près, des choix faits, on est ramené, grâce à la tech-
nique de factorisation de Lichtenbaum, à prouver le théorème de pureté coho-
mologique suivant.

Proposition 1.2.3. — Soient S, X , Y trois schémas noethériens de caractéristique
résiduelles premières à ℓ, et

Y X

S
fg

j

un S-couple lisse (SGA4 XVI 3.1) purement de codimension d . Pour tout F ∈
D+(S,A), on a un isomorphisme canonique fonctoriel (classe fondamentale locale)

(1.2.3.1) R j !( f ∗F ) g ∗(F )⊗Zℓ
Zℓ(−d )[−2d ].∼

Preuve : Par (I 7.7.12), il s’agit de définir un morphisme

R j∗(g
∗F ⊗Zℓ

Zℓ(−d )[−2d ])−→ f ∗F ,

soit, d’après la formule de projection (I 7.7.12 (iv)),

f ∗F ⊗Zℓ
R j∗(Zℓ(−d )[−2d ])−→ f ∗F .

On est ainsi ramené à définir (1.2.3.1) dans le cas où A = Zℓ = F . Il s’agit alors
d’exhiber un morphisme

Zℓ −→R j !(Zℓ(d ))[2d ].

Mais on sait, d’après l’assertion analogue (SGA4 VI 3) pour les composantes, que

Rs j !(Zℓ(d )) = 0 pour s < 2d ,
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de sorte qu’il suffit d’exhiber un morphisme de Zℓ-faisceaux

Zℓ −→R2d j !(Zℓ(d )).

On prend le système projectif des morphismes classes fondamentales correspon-
dants

Z/ℓn+1Z−→R2d j !(µ⊗d
ℓn+1).

Enfin, pour voir que (1.2.3.1) est un isomorphisme, on peut supposer que F est
réduit au degré 0, associé à un A-faisceau noté de même. Alors, l’assertion résulte
du théorème de pureté cohomologique pour les An–Modules (n ∈ N), appliqué
aux composants de F .

Notation 1.2.4. Si F est un A-faisceau sur Y (resp. un objet de D+(Y,A)), on
pose pour tout p ∈ Z

Rp f !(F ) =Hp(R f !F ).

1.2.5. Si X ,Y,Z sont trois schémas noethériens admettant des Modules in-
versibles amples, et f : X −→ Y et g : Y −→ Z deux morphismes quasiprojectifs,
on a un isomorphisme

R(g ◦ f )! ∼−−→R g ! ◦R f !,

avec la condition de cocycles habituelle pour un triple de tels morphismes.
Cela se voit, comme dans le cas usuel des faisceaux abéliens de torsion, par la

méthode de factorisation de Lichtenbaum.

Proposition 1.2.5 (Formule d’induction). — Sous les hypothèses préliminaires
de (1.2), soient E ∈ D−c (Y,A) et F ∈ D+(X ,A). On a un isomorphisme canonique
fonctoriel

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→RHomA( f
∗E ,R f !F ).

Preuve : Si f est une immersion fermée, on a (I 7.7.13) un isomorphisme

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→ f ∗RHomA( f∗A,RHomA(E , F )),

soit, d’après l’isomorphisme de Cartan (E et f∗A sont à cohomologie con-
structible)

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→ f ∗RHomA(E ,RHomA( f∗A, F )).
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Utilisant à nouveau (I 7.7.3), on a

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→ f ∗RHomA(E , f ∗R f !F ),

d’où, d’après l’adjonction entre f ∗ et f∗ (I 7.7.6)

R f ! RHomA(E , F ) f ∗ f∗RHomA( f
∗E ,R f !F )

RHomA( f
∗E ,R f !F ).

∼

∼

Lorsque f est lisse et équidimensionnel de dimension r , on a

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→ f ∗RHomA(E , F )⊗Zℓ
Zℓ(r )[2r ];

de (I 7.7.2 (ii)), on déduit alors aussitôt un morphisme “canonique”

R f ! RHomA(E , F )−→RHomA( f
∗E ,R f !F ).

Pour voir que c’est un isomorphisme, on peut supposer que E et F sont réduits au
degré 0 et que H0(E) est un A-faisceau constructible. Il s’agit alors de voir que les
morphismes canoniques

(I 6.4.1.1) f ∗Extp
A(E , F )−→Extp

A( f
∗E , f ∗F )

sont des isomorphismes ; vu leur définition, cela est conséquence immédiate de
l’assertion analogue pour les An–Modules (SGA4 XVIII). Enfin, dans le cas général,
on choisit une factorisation f = p ◦ i du type (1.2.2). Des deux cas précédents, on
déduit des isomorphismes

R f ! RHomA(E , F ) ∼−−→R p ! R i ! RHomA(E , F ) ∼−−→R p ! RHomA(i
∗E ,R i !F )

∼−−→RHomA(p
∗i ∗E ,R p ! R i !F ) ∼−−→RHomA( f

∗E ,R f !F ).

On assure ensuite, comme d’habitude, que l’isomorphisme composé ne dépend
pas de la factorisation choisie.

1.3. Soient u : A−→ B une A-algèbre et K un idéal de B tel que u(J )⊂K . On
utilise dans l’énoncé suivant les notations de (I 8).

Proposition 1.3.1. — Soit f : X −→ Y un morphisme séparé de type fini entre
schémas noethériens.
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1) Soit E ∈D(X ,A). On a un isomorphisme canonique

L u∗R f!(E)
∼−−→R f! L u∗(E),

lorsque E ∈D−(X ,A), ou lorsque A est local régulier et J est son idéal maximal.

2) Plaçons-nous maintenant dans le cas où Y admet un Module inversible ample.
On suppose de plus que ℓ est premier aux caractéristiques résiduelles de Y , que
l’anneau A est local régulier et que J est son idéal maximal. Alors pour tout
F ∈D+(Y,A), on a un morphisme canonique fonctoriel

L u∗R f !(F ) ∼−−→R f ! L u∗(F ),

qui est un isomorphisme lorsque B est une A-algèbre finie et K = J B.

Preuve : Montrons 1), et définissons d’abord un morphisme

(1.3.1.1) L u∗R f!(E)−→R f! R u∗(E).

D’après (I. 8.1.6), il suffit dans chacun des cas considérés de définir un morphisme

(1.3.1.2) R f!(E)−→ u∗R f! L u∗(E).

Mais il est immédiat que u∗R f! ≃ R f!u∗, de sorte que l’on définit (1.3.1.2) en
appliquant le foncteur R f! au morphisme d’adjonction (I 8.1.7)

E −→ u∗L u∗(E).

Pour voir que (1.3.1.1) est un isomorphisme, on se ramène, par le way-out functor
lemme, au cas où E ∈D−(X ,A). Alors, grâce à la conservativité du foncteur u∗, il
s’agit de montrer que le morphisme canonique

B ⊗A R f!(E)−→R f!(B ⊗A E)

est un isomorphisme, ce qui résulte de (1.1.7). Montrons 2). Pour définir un mor-
phisme

(1.3.1.3) L u∗R f !(F )−→R f ! L u∗(F ),
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on se ramène encore, grâce à (I 8.1.6), à définir un morphisme

(1.3.1.4) R f !(F )−→ u∗R f ! L u∗(F ).

On a évidemment u∗R f ! ≃ R f !u∗; on prend pour (1.3.1.4) l’image par R f ! du
morphisme d’adjonction (I 8.1.7). Pour voir que (1.3.1.3) est un isomorphisme,
on se ramène, après avoir choisi une “lissification” (1.2.2), à le faire successivement
pour une immersion fermée et un morphisme lisse équidimensionnel. Dans le
premier cas, ce n’est autre que (I 8.1.16 (iii)). Dans le second, on se ramène aussitôt
à (I 8.1.16 (i)).

2. Dualité.

Dans tout ce paragraphe, tous les schémas considérés sont de caractéristiques
résiduelles premières à ℓ.

2.1. Soient X et Y deux schémas noethériens et f : X −→ Y un morphisme
quasiprojectif. On suppose que Y admet un Module inversible ample et on se
propose de définir un morphisme “trace”

(2.1.1) Tr f : R f! R f ! −→ id

entre foncteurs de D(Y,A) dans D(Y,A).
Lorsque f est une immersion fermée, on dispose d’un tel morphisme, à savoir

le morphisme d’adjonction déduit de (I 7.7.12 (i)).
Lorsque f est un morphisme lisse équidimensionnel de dimension r , il s’agit

de définir pour tout F ∈D(Y,A) un morphisme fonctoriel

(2.1.2) R f!( f
∗F ⊗Zℓ

Zℓ(r )[2r ])−→ F .

Comme A⊗Zℓ
Zℓ(r ) est localement libre constructible, on définit sur le modèle

de (1.1.7), mais sans hypothèse de degré sur F , un isomorphisme de “projection”

R f!(Zℓ(r ))[2r ]⊗Zℓ
F ∼−−→R f!( f

∗F ⊗Zℓ
Zℓ(r ))[2r ],

ce qui ramène à faire la construction de (2.1.2) dans le cas où A= Zℓ = F . Dans ce
cas, comme Ri f! = 0 pour i > 2d (1.1.8), il s’agit d’exhiber un morphisme “trace”

R2r f!(Zℓ(r ))−→ Zℓ.
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On prend le système projectif des morphismes traces “habituels”

R2r f!(µ
⊗r
ℓn+1)−→ Z/ℓn+1Z.

Dans le cas général, on choisit pour définir (2.1.1) une factorisation f = p ◦ i du
type (1.2.2). Désignant par

u : R i! R i ! id

v : R p! R p ! id

les morphismes traces définis par les méthodes précédentes pour i et p respective-
ment, on définit Tr f par la commutativité du diagramme

R f! R f ! R p! R i! R i ! R p !

id R p! R p ! .

∼

v

Tr f R p!(u R p !)

On s’assure ensuite, de la façon habituelle, que le résultat ne dépend pas de la fac-
torisation choisie.

2.2. Sous les hypothèses précédentes, on se propose maintenant de définir,
pour E ∈D−(X ,A) et F ∈D+(Y,A) un morphisme “canonique” fonctoriel

(2.2.1) R f∗RHomA(E ,R f !F )−→RHomA(R f!E , F ).

Pour cela, nous allons d’abord définir, pour L ∈ D−(X ,A) et M ∈ D+(X ,A) un
morphisme fonctoriel

(2.2.2) R f∗RHomA(L, M )−→RHomA(R f!L,R f!M ).

On prendra alors pour (2.2.1) le morphisme composé

RHomA(R f!E ,R f! R f !F )

R f∗RHomA(E ,R f !F ) RHomA(R f!E , F )

RHomA(id,Tr f )(2.2.2)
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Il reste à définir (2.2.2). Lorsque f est une immersion ouverte, le foncteur f! com-
mute aux limites inductives filtrantes, et permet donc de définir pour tout couple
(E , F ) de A-faisceaux sur X un morphisme fonctoriel

(2.2.3) f!HomA(E , F )−→HomA( f!E , f!F ),

à partir des morphismes analogues dans la catégorie des A–Modules. Pour définir
(2.2.2) dans ce cas, on peut supposer L quasilibre et M flasque, de sorte que
Hom•A(L, M ) est flasque. Le morphisme (2.2.3) fournit par fonctorialité un mor-
phisme de complexes

(2.2.4) f!Hom•A(L, M )−→Hom•A( f!L, f!M ).

Choisissant une résolution quasilibre P −→ f!L et une résolution flasque f!M −→
Q, on prend pour (2.2.2) le composé de (2.2.4) et du morphisme canonique

Hom•A( f!L, f!M )−→Hom•A(P,Q).

Lorsque f est propre, il s’agit de définir un morphisme

R f∗RHomA(L, M )−→RHomA(R f∗L,R f∗M ).

La construction que nous allons faire de (2.2.5) vaut plus généralement pour un
morphisme quasicompact et quasiséparé. Cette dernière hypothèse implique que
le foncteur f∗ commute aux limites inductives filtrantes, et permet donc comme
précédemment de définir pour tout couple (E , F ) de A-faisceaux sur X un mor-
phisme fonctoriel

(2.2.6) f∗HomA(E , F )−→HomA( f∗E , f∗F ),

à partir des morphismes analogues dans la catégorie des A–Modules. Pour définir
(2.2.5), on peut supposer L quasilibre et M flasque, de sorte queHom•A(L, M ) est
flasque. Le morphisme (2.2.6) fournit par fonctorialité un morphisme de com-
plexes

(2.2.7) f∗Hom•A(L, M )−→Hom•A( f∗L, f∗M ).
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On prend pour (2.2.5) le composé de (2.2.7) et du morphisme

Hom•A( f∗L, f∗M )−→Hom•A(P, f∗M )

déduit d’une résolution quasilibre P −→ f∗L de f ∗L.
Enfin, dans le cas général, on choisit une compactification f = q ◦ i de f , et on

définit (2.2.2) de façon évidente à partir des morphismes déjà définis pour i et q
respectivement. Bien, entendu, on s’assure que le résultat ne dépend pas des choix
faits, et notamment de la compactification choisie.

Proposition 2.2.8. — Sous les hypothèses préliminaires de (2.1), soient E ∈
D−(X ,A) et F ∈D+(Y,A). On a des isomorphismes canoniques fonctoriels :

(i) R f∗RHomA(E ,R f !F ) ∼−−→RHomA(R f!E , F ).

(ii) RHomA(E ,R f !F ) ∼−−→RHomA(R f!E , F ).

(iii) RHomA(E ,R f !F ) ∼−−→RHomA(R f!E , F ).

(iv) HomA(E ,R f !F ) ∼−−→HomA(R f!E , F ).

Preuve : Nous allons voir que (2.2.1) est un isomorphisme. Les autres as-
sertions en résulteront en appliquant aux deux membres les foncteurs respectifs
RΓ (Y, .), RΓ (Y, .) (I 7.4.10) et HomA(A, .) d’après (I 7.4.18). Pour voir que (2.2.1)
est un isomorphisme, on se ramène par le way-out functor lemma au cas où E et
F sont les complexes de degré 0 associés à des A-faisceaux notés de même. Les con-
structions aboutissant à la définition de (2.2.1) peuvent alors être faites au moyen
de résolutions flasques ou quasilibres dans E (X , J ) et E (Y, J ). Si E = (En)n∈N et
F = (Fn)n∈N, l’assertion résulte alors aussitôt du fait que les morphismes de dualité

R f∗RHomAm
(Em,R f !Fn)−→RHomAm

(R f!Em, Fn) (m, n ∈N; m ≥ n)

sont des isomorphismes, et de ce que les foncteurs Ri f∗ (i ∈ Z) commutent aux
limites inductives filtrantes.

2.3. À partir de maintenant, on suppose, pour simplifier, que A = Zℓ et J =
ℓZℓ. Étant donné un complexe K ∈D+(X ,Zℓ), on pose pour tout F ∈D−(X ,Zℓ)

DK(F ) =RHomZℓ
(F ,K).

200



Définition 2.3.1. — Soit X un schéma noethérien. On dit qu’un complexe K
de Zℓ-faisceaux sur X est dualisant si pour tout F ∈ Db

c (X ,Zℓ), on a DK(F ) ∈
Db

c (X ,Zℓ), et si le morphisme “de Cartan”

(2.3.2) F −→DK◦ DK(F )

que l’on en déduit est un isomorphisme.

Explicitons (2.3.2). Comme DK(F ) ∈Db
c (X ,Zℓ), le morphisme (I 7.6.5)

HomZℓ
(DK(F )⊗ F ,K)−→HomZℓ

(DK(F ),DK(F ))

est un isomorphisme (II 2.6). L’image inverse de l’identité de DK(F ) définit un
morphisme

F ⊗DK(F )−→K .

Comme F ∈ Db
c (X ,Zℓ), une nouvelle application de l’isomorphisme de Cartan

permet d’en déduire le morphisme (2.3.2) annoncé.

Proposition 2.3.2 (Formules d’échange). — Soient X et Y deux schémas
noethériens de caractéristique résiduelles premières à ℓ, et f : X −→ Y un morphisme
quasiprojectif. On suppose que Y admet un Module inversible ample. Étant donné
KY ∈D+(Y,Zℓ), on pose

KX =R f !(KY ), DX =DKX
, DY =DKY

.

a) Il existe, pour F ∈D−(X ,Zℓ), un isomorphisme fonctoriel

(i) R f∗DX (F )
∼−−→DY R f!(F ).

Si KX et KY sont dualisants et F ∈Db
c (X ,Zℓ), on a un isomorphisme fonctoriel

(i i) R f! DX (F )
∼−−→DY R f∗(F ).

b) Il existe, pour D−(Y,Zℓ), un isomorphisme fonctoriel

(i) R f ! DY (F )
∼−−→DX ( f

∗F ).

Si KX et KY sont dualisants et F ∈Db
c (Y,Zℓ), on a un isomorphisme fonctoriel

(i i) f ∗DY (F )
∼−−→DX R f !(F ).
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Preuve : Formellement identique à celle de (SGA5 I 1.12), dont d’ailleurs
(2.3.2) n’est qu’une paraphrase.

Proposition 2.3.3. — Soient X un schéma noethérien de caractéristiques résidu-
elles premières à ℓ.

(i) Si X est régulier, de dimension finie, et satisfait aux conditions de (SGA5 I 3.4.1),
le complexe Zℓ est dualisant sur X .

(ii) Si X est régulier excellent de caractéristique 0, et admet un Module inversible
ample, alors pour tout morphisme quasiprojectif f : T −→ X , le complexe
R f !(Zℓ) est dualisant sur T .

(iii) Soient k un corps et f : X −→ S = Spec(k) un morphisme quasiprojectif, avec
dim(X )≤ 2. Alors R f !(Zℓ) est dualisant sur X .

Preuve : Montrons par exemple (ii), les autres assertions se prouvant de façon
essentiellement identique, à partir des énoncés correspondants de (SGA5 I). Mon-
trons tout d’abord que si E ∈Db

c (T ,Zℓ), alors RHomZℓ
(E ,R f !(Zℓ)) ∈Db

c (T ,Zℓ).

Lemme 2.3.4. — Si F ∈D+c (X ,Zℓ), alors R f !(F ) ∈D+c (T ,Zℓ).

On se ramène à le voir lorsque F est un Zℓ-faisceau constructible. Alors cela
résulte de la façon habituelle (SGA5 VI) du lemme de Shih, et de l’énoncé analogue
pour les Z/ℓn+1Z–Modules constructibles (n ∈ N) et pour les Zℓ[T ]–Modules
constructibles.

Comme les hypothèses de (II 2.5 (iii)) sont réalisées (SGA5 I 3.3.1) il résulte du
lemme que

RHomZℓ
(E ,R f !(Zℓ)) ∈D+c (T ,Zℓ).

Pour voir qu’il est borné, on peut supposer que E est un Zℓ-faisceau constructible.
Alors, on peut prendre une résolution quasilibre (resp. flasque) de E (resp.
R f !(Zℓ)) “canonique” dans E (T ,ℓZℓ), en ce sens que c’est un système projectif
de résolutions quasilibres (resp. flasques) des composants. Comme la dimension
quasi-injective des R f !(Z/ℓn+1Z) est indépendante de n (preuve de SGA5 I 3.4.3),
l’assertion en résulte aussitôt. Il reste à voir que, posant

K =R f !(Zℓ)

202



le morphisme canonique E −→ DK ◦DK(E) est un isomorphisme. Pour cela,
désignant par u0 : Z −→ Z/ℓZ le morphisme d’anneaux canonique, il suffit (II
8.2.2) de voir que le morphisme correspondant

(2.3.5) L u∗0 (E)−→ L u∗0 DK ◦DK(E)

est un isomorphisme. Posant L= L u∗0 (K), les différentes compatibilités exposées
en (I 8) montrent que (2.3.5) s’identifie au morphisme canonique

L u∗0 (E)−→DL ◦DL(L u∗0 (E)).

Comme L=R f !(Z/ℓZ) (1.3.1;2), et L u∗0 (E) ∈Db
c (X ,Z/ℓZ) (II 2.13.1), l’assertion

résulte alors de (SGA5 I 3.4.3). On aurait pu également utiliser (II 2.13.9), qui
éclaire bien la situation.

Proposition 2.3.6. — Soient k un corps séparablement clos de caractéristique dif-
férente de ℓ, S = Spec(k) et f : X −→ S et g : Y −→ S deux S-schémas quasiprojectifs,
d’où un diagramme commutatif évident

X ×S Y

X Y

S .

h

qp

f g

On suppose que les schémas de type fini sur S et de dimension ≤ dim(X ) + dim(Y )
sont fortement désingularisables (SGA5 3.1.5) ce qui a lieu notamment si car(k) = 0,
ou si k est parfait et dim(X ×S Y )≤ 2. On pose

KX =R f !(Zℓ), KY =R g !(Zℓ), KX×S Y =R h !(Zℓ).

Ces complexes sont dualisants pour X ,Y et X ×S Y respectivement, et on note DX ,
DY , DX×S Y les foncteurs dualisants correspondants.

Alors

a) Il existe un isomorphisme canonique

p∗KX ⊗ q∗KY
∼−−→KX×S Y .
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b) Pour F ∈ Db
c (X ,Zℓ) et G ∈ Db

c (X ,Zℓ), il existe un isomorphisme canonique
fonctoriel

p∗DX (F )⊗ q∗DY (G)
∼−−→DX×S Y (p

∗F ⊗ q∗G).

Preuve : L’énoncé est une paraphrase de (SGA5 III 3.1). Le fait que KX , KY et
KX×S Y soient dualisants résulte, sur le modèle de la preuve de (2.3.3), de (SGA5 I
App.7.5). Utilisant (II 2.13.9), et diverses compatibilités évidentes, les assertions a)
et b) résultent par simple passage à la limite des assertions correspondantes (SGA5
III 3.1) pour les (Z/ℓn+1Z)–Modules (n ∈N).

Avant d’énoncer la proposition suivante, précisons quelques définitions et no-
tations de (I 8.3). Soit X un schéma noethérien. On définit la catégorie, notée

Qℓ− fsc(X )

des Qℓ-faisceaux sur X , au moyen de la partie multiplicative Zℓ− 0 de Zℓ (I 8.3).
Étant donné d ∈ Z le Zℓ-faisceau Zℓ(d ) définit un Qℓ-faisceau, noté de préférence

Qℓ(d ).

Comme on l’a indiqué dans (I 8.3), on étend sans peine aux Qℓ-faisceaux le for-
malisme développé pour les Zℓ-faisceaux. Ainsi, on dit qu’un Qℓ-faisceau F
est constructible (resp. constant tordu constructible) s’il est isomorphe à l’image
d’un Zℓ-faisceau du même type. La sous-catégorie pleine, notée Qℓ − fscn(X )
(reps. Qℓ− fsct(X )), de Qℓ− fsc(X ) engendrée par les Qℓ-faisceaux constructibles
(resp. constants tordus constructibles) est exacte. De même, si K est un objet de
D(X ,Qℓ), on dit que K est à cohomologie constructible (resp. constante tordu
constructible) s’il est isomorphe dans D(X ,Qℓ) à un complexe de Zℓ-faisceaux
constructible (resp. constant tordu constructible). On note

Dc (X ,Qℓ) (resp.Dt (X ,Qℓ))

la sous-catégorie triangulée pleine de D(X ,Qℓ) définie par les complexes à coho-
mologie constructible (resp. constante tordue constructible).

Proposition 2.3.7 (Dualité locale). — Soient X un schéma quasiprojectif et lisse
de dimension d sur un corps séparablement clos, et x un point fermé de X . Pour tout
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F ∈ Db
c (X ,Qℓ), on a une dualité parfaite entre espaces vectoriels de dimension finie

sur Qℓ

Ext2d−i
Qℓ
(F ,Qℓ(d ))x ×Hi

x(F )−→Qℓ.

Preuve : On convient d’identifier, comme on l’a fait dans l’énoncé, un Qℓ-
faisceau constructible ponctuel et le Qℓ-espace vectoriel de dimension finie corre-
spondant (SGA5 VI 1.4.3). Soit

i : x ,→X

l’immersion fermée canonique. Posons KX = Zℓ(d )[2d ] et Kx = Zℓ; ce sont des
complexes dualisants pour X et x respectivement (2.3.3) et l’on a (1.2.3)

R i !(KX )
∼−−→Kx (canoniquement).

Notant DX =DKX
, Dx =DKx

, la formule d’induction complémentaire fournit un
isomorphisme (2.3.2 b) (ii))

i ∗DX (F )
∼−−→Dx R i !(F ).

Avec des notations évidentes, on a donc

DX (F )x
∼−−→RHomQℓ

(RΓx(F ),Qℓ).

L’assertion en résulte aussitôt, grâce au fait que Qℓ est un injectif dans la catégorie
des Qℓ-espaces vectoriels.

Remarque 2.3.8. Nous avons seulement donné ici la variante la moins tech-
nique du théorème de dualité locale, et renvoyons le lecteur à (SGA5 I 4) pour des
énoncés plus généraux.

2.4. Replaçons-nous sous les hypothèses préliminaires de (2.3.6). Nous allons
indiquer brièvement comment les constructions de (SGA5 III 3) se transposent
dans notre cadre et permettent de démontrer un théorème de Lefschetz-Verdier.

Proposition 2.4.1. — Soient F ∈Db
c (X ,Zℓ), G ∈Db

c (Y,Zℓ).

a) Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

RHomZℓ
(p∗F , q∗G) ∼−−→ p∗DX (F )⊗ q∗G.
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b) Il existe un accouplement parfait canonique

RHomZℓ
(p∗F ,R q !G)×RHomZℓ

(q∗G,R p !F )−→KX×S Y .

Preuve : Formellement identique à celle de (SGA5 III 3.2), à partir de (2.3.2)
et (2.3.6). On notera que, comme tous les complexes entrant en jeu sont à coho-
mologie constructible, on dispose sans restriction de l’isomorphisme de Cartan
(II 2.6).

Proposition 2.4.2. — Si F ∈D−c (X ,Zℓ), G ∈D+c (Y,Zℓ), on a des isomorphismes
canoniques

(i) R h∗RHomZℓ
(p∗F ,R q !G) ∼−−→RHomZℓ

(R p!(F ),R q∗(G)).

(ii) HomZℓ
(p∗F ,R q !G) ∼−−→HomZℓ

(R p!(F ),R q∗(G)).

Preuve : La preuve de l’assertion (i) est formellement identique à celle de
(SGA5 III 2.2.1). On en déduit (ii) en appliquant aux deux membres le foncteur
HomZℓ

(Zℓ, .) (I 7.4.6).
Supposons maintenant que X et Y soient propres sur S, et soient F ∈

Db
c (X ,Zℓ)torf, G ∈ Db

c (Y,Zℓ)torf. Les complexes R f∗(F ) et R g∗(G) sont parfaits
: en effet, (1.1.11 (i) et (ii)), ils appartiennent à Db

c (S,Zℓ)torf et, comme le corps k
est séparablement clos, Dc (S,Zℓ) =Dt (S,Zℓ).

Donnons-nous de plus deux familles ϕ et ψ de supports sur X ×S Y . On con-
struit alors comme suit un diagramme
(2.4.3)

H0
ϕ(X ×S Y,RHom(p∗F ,R q !G))×H0

ψ
(X ×S Y,RHom(q∗G,R p !F ))

Hom(R f∗F ,R g∗G)×Hom(R g∗G,R f∗F ) H0
ϕ∩ψ(X ×S Y,KX×S Y )

H0(S,Zℓ)

(b )

(d )

(a)

(c)

Compte tenu de l’isomorphisme (2.4.2 (ii)), la flèche (a) n’est autre que la restric-
tion du support. La flèche (b) résulte sans peine de l’accouplement (2.4.1 b)). La
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flèche (c) est le cup-produit défini en (II 2.11). Enfin, la flèche s’obtient immédi-
atement à partir du morphisme trace

R h∗(KX×S Y )−→ Zℓ.

Théorème 2.4.4 (Lefschetz-Verdier). — Le diagramme (2.4.3) ci-dessus est com-
mutatif.

Preuve : Utilisant les notations de (II 2.13.9), il suffit de voir que pour tout
n ∈ N, le diagramme déduit de (2.4.3) après application du foncteur L(αn)

∗ est
commutatif. Comme le foncteur L(αn)

∗ commute à toutes les opérations usuelles,
l’assertion résulte donc de (SGA 5 III 3.3) pour les (Z/ℓn+1Z)–Modules (n ∈N).

3. Formalisme des fonctions L.

Soit p un nombre premier ̸= ℓ. On note f l’élément de Frobenius u 7→ u p (u ∈
Fp), qui est un générateur topologique du groupe de Galois Gal(Fp/Fp).

Étant donné un schéma X de type fini sur Fp , on note X ◦ l’ensemble des points
fermés de X , et, pour tout x ∈ X ◦, on désigne par d (x) le degré résiduel de x.
Choisissant pour tout x ∈X ◦ un point géométrique x au-dessus de x, on rappelle
(SGA 5 XV 3) que la fonction L d’un Qℓ-faisceau constructible F sur X est définie
par la formule

(3.0) LF ( f ) =
∏

x∈X ◦
(1/det(1− f −d (x)

Fx
t d (x))).

Grâce à la propriété de multiplicativité de (SGA 5 XV 3.1 a)), on peut prolonger
cette définition à Db

c (X ,Qℓ), en posant pour tout E ∈Db
c (X ,Qℓ)

(3.1) LE ( f ) =
∏

i∈Z

(LHi (E)(t ))
(−1)i .

Proposition 3.2. — Soit X un schéma de type fini sur Fp .

a) Pour tout triangle exact

E ′′

E ′ E
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de Db
c (X ,Qℓ), on a

LE (t ) = LE ′(t )LE ′′(t ).

En particulier, pour tout m ∈ Z, on a

LE[m](t ) = (LE (t ))
(−1)m .

b) Soient Y un sous-schéma fermé de X , et U =X −Y l’ouvert complémentaire.
On a

LE = LE |U LE |Y ,

pour tout E ∈Db
c (X ,Qℓ).

c) Soit h : X −→ S un morphisme de schémas de type fini sur Fp . Pour tout
E ∈Db

c (X ,Qℓ), on a
LE =
∏

s∈S◦
LE |Xs

.

Preuve : Immédiat à partir des assertions analogues pour les objets de coho-
mologie (SGA5 XV 3.1).

Proposition 3.3. — Soient X un schéma de type fini sur Fp , g : X −→ Fp le
morphisme structural et E ∈Db

c (X ,Qℓ). Alors

LE = LR g!(E)
.

En particulier, LE est une fraction rationnelle.

Preuve : On peut supposer que E est un Qℓ-faisceau constructible, et alors
l’assertion n’est autre que (SGA5 XV 3.2).

Corollaire 3.4. — Soit h : X −→ S un morphisme de schémas de type fini sur Fp .
Pour tout E ∈Db

c (X ,Qℓ), on a

LE = LR h!(E)
.

Nous allons maintenant déduire de (3.3) une équation fonctionnelle pou les
fonctions L, du moins si X est projectif sur Fp .
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Définition 3.5. — Soient g : X −→ Fp un schéma de type fini sur Fp , et X =
X ×Fp

Fp . Pour tout E ∈Db
c (X ,Qℓ), on pose

χ (E) = rang(R g!E) =
∑

i∈Z

(−1)i[Hi
c (X , E) : Qℓ],

δ(E) = det(R g!(E)) =
∏

i∈Z

(det fHi
c (X ,E))

(−1)i ,

où E désigne l’image inverse de E au-dessus de X .

D’après les propriétés d’additivité et de multiplicativité respectives de la trace
et du déterminant dans la catégorie des Qℓ-espaces vectoriels de dimension finie,
il es clair que pour tout triangle exact

E ′′

E ′ E ,

on a

(3.5.1) χ (E) = χ (E ′)+χ (E ′′).

(3.5.2) δ(E) = δ(E ′)δ(E ′′).

En particulier, pour tout m ∈ Z et tout E ∈Db
c (X ,Qℓ),

χ (E[m]) = (−1)mχ (E) et δ(E[m]) = (δ(E))(−1)m .

Proposition 3.6. — Soit g : X −→ Fp un schéma projectif sur Fp . On pose
KX = R g !(Qℓ), et DX = RHomQℓ

(.,KX ). Alors, pour tout E ∈ Db
c (X ,Qℓ), on a

l’identité
LDX (E)

(t ) = (−t )−χ (E)δ(E)LE (t
−1).

Preuve : Le second membre a un sens d’après (3.3). Posons S = SpecFp et
DS =RHomQℓ

(.,Qℓ). D’après (2.3.2 a)), on a

R g∗(DX E) ∼−−→DS R g∗(E),
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donc (3.3)
LDX
(E) = LDS (R g∗(E))

.

Comme LE = LR g∗(E)
(3.3), l’assertion résultera du lemme suivant

Lemme 3.7. — Si F ∈Db
c (S,Qℓ), on a :

LDS (F )
(t ) = (−t )χ (F )δ(F )LF (t

−1).

D’après les propriétés d’additivité et de multiplicativité (3.5.1) et (3.5.2), on
peut supposer que F ∈ Qℓ− fscn(S). Alors F correspond (SGA5 VII 1.4.2) à un
Qℓ-espace vectoriel de dimension finie V muni d’une opération continue fV du
Frobenius, et le Qℓ-faisceau DS(F ) =HomQℓ

(F ,Qℓ) correspond (II 1.26) au Qℓ-
espace vectoriel V ∨ muni de l’opération continue ( f ∨V )

−1 du Frobenius. Il suffit
alors de montrer que, étant donnés un corps K , un K -espace vectoriel de dimension
finie V et un automorphisme u de V , on a l’identité

(3.8) 1/det(1− u−1t ) = (−t )−dim(V ) det(u)/det(1− u t−1)

dans K(t ). On peut pour cela supposer K algébriquement clos, donc u triangula-
ble, puis, grâce aux propriétés de multiplicativité du déterminant, que dim(V ) = 1.
Alors u est l’homothétie définie par un scalaire non nul λ, et (3.8) est l’identité év-
idente

1/(1− (t/λ)) = (−λ/t )/(1− (λ/t )).

Bien entendu, la formule (3.6) ne présente d’intérêt en pratique que si l’on dispose
d’une expression simple pour DX (E). Nous allons maintenant donner des cas où
il en est ainsi.

Proposition 3.9. — On suppose X quasiprojectif, lisse et purement de dimension
n sur Fp . Posant pour tout E ∈Db

c (X ,Qℓ)

E∨ =Hom•Qℓ
(E ,Qℓ),

on a un isomorphisme
DX (E)≃ E∨(n)[2n]

dans chacun des cas suivants
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(i) E ∈Db
t (X ,Qℓ)

(ii) X est une courbe, et E est un Qℓ-faisceau constructible de la forme i∗(M ), où
i : U ,→X est l’inclusion d’un ouvert dense de X et M ∈Qℓ− fsct(U ).

Preuve : Comme DX (E) = RHomQℓ
(E ,Qℓ(n))[2n], le cas (i) résulte du

lemme suivant.

Lemme 3.9.1. — Étant donnés un schéma noethérien X , F ∈ Qℓ − fsct(X ) et
G ∈Qℓ− fscn(X ), on a:

Ext j
Qℓ
(F ,G) = 0 ( j ≥ 1).

Il s’agit de voir que si F ∈ Zℓ − fsct(X ) et G ∈ Zℓ − fscn(X ), les Zℓ-faisceaux
Ext j

Zℓ
(F ,G) ( j ≥ 1) sont annulés par une puissance de ℓ. D’après (I 6.4.2) et (II

1.2.1), on peut, quitte à se restreindre à des parties localement fermées convenables
de X , supposer que G ∈ Zℓ− fsct(X ). Alors, compte tenu de (II 1.26), l’assertion
résulte de l’assertion analogue, bien connue, pour les Zℓ–Modules de type fini.
Montrons (ii).

Il s’agit de voir que

P j = Ext j
Qℓ
(E ,Qℓ(1)) = 0 ( j ≥ 1).

Comme M est constante tordu constructible, il résulte du cas (i) que P j |U = 0. Il
nous suffit donc de voir que pour tout point fermé x de Y =X −U et tout point
géométrique x au-dessus de x, on a P j

x = 0. Le pendant pour les Qℓ-faisceaux de
la variante (SGA5 I 4.6.2) du théorème de dualité locale fournit un accouplement
parfait

(3.9.2) Ext j
Qℓ
(E ,Qℓ(1))×H2− j

x (E)−→Qℓ,

avec (SGA5 I 4.5.1)
H2− j

x (E) = (H
2− j
x (E))x .

Comme le morphisme d’adjonction canonique

E −→ i∗i
∗(E)
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est un isomorphisme, il résulte de la première suite exacte de (SGA4 V 4.5) que

H0
x(E) =H1

x(E) = 0,

d’où aussitôt le résultat annoncé.
Ceci dit, lorsque X est projectif sur Fℓ, la formule (3.6) prend la forme

(3.10) LE∨(p
−n t ) = (−1)−χ (E)δ(E)LE (t

−1),

dans chacun des cas de (3.9). Compte tenu de (3.2 a)), cela résulte du lemme suiv-
ant.

Lemme 3.11. — Soient X un schéma de type fini sur Fp , et F ∈ Db
c (X ,Qℓ).

Posant F ( j ) = F ⊗Qℓ( j ) ( j ∈ Z), on a la relation

LF ( j )(t ) = LF (p
− j t ).

D’après les propriétés de multiplicativité (3.2 a)), on peut pour le voir sup-
poser que F est un Qℓ-faisceau constructible; alors, comme le Frobenius opère sur
Qℓ( j )≃Qℓ (non canoniquement) par l’homothétie de rapport p− j , l’assertion est
immédiate sur la définition (3.0).

Supposons maintenant qu’on ait de plus un isomorphisme

E∨ ∼−−→ E(ρ) pour un ρ ∈ Z.

Alors la formule (3.10) prend la forme

LE (p
−n−ρt ) = (−t )−χ (E)δ(E)LE (t

−1),

ou encore, après avoir posé q = n+ρ et fait le changement de variable t 7→ t−1,

(3.12) LE (1/q t ) = (−t )χ (E)δ(E)LE (t ).

Remarque 3.13. Sous les hypothèses de (3.9), l’existence d’un tel entier p est
assurée dans les cas suivants

cas (i) E ∼−−→Qℓ(m) pour un m ∈ Z, et alors ρ=−2m.
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cas (ii) M ∼−−→Qℓ(m) pour un m ∈ Z, et alors ρ=−2m.

(Pour ce dernier cas, il est immédiat que

i∗(M
∨)≃ (i∗(M ))

∨. )

Explicitons enfin une relation importante entre les entiers χ (E) et δ(E).

Proposition 3.14. — Soient X un schéma projectif et lisse purement de dimension
n sur Zp et E ∈Db

c (X ,Qℓ). On suppose qu’il existe un entier m tel que

DX (E)
∼−−→ E(m),

et on pose q = p m . Alors, on a l’égalité

δ(E)2 = qχ (E).

Preuve : La substitution t 7→ 1/q t dans (3.12) fournit l’équation fonctionnelle

(3.12 bis) LE (t ) = (−1/q t )χ (E)δ(E)LE (1/q t ).

Multipliant (3.12) et (3.12 bis) membre à membre, on obtient l’identité

LE (t )LE (1/q t ) = q−χ (E)(δ(E))2LE (t )LE (1/q t ),

d’où aussitôt la relation désirée, compte tenu du fait que LE n’est pas identiquement
nulle, comme il est clair sur sa définition (3.0).
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