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NOTICE TO THE READER

The thesis of J.-P. Jouanolou was defended on July 3, 1969, at IHP (Paris), in front
of a jury chaired by P. Samuel, with examiners J. Dixmier, A. Grothendieck, and
J. L. Verdier. Even if listed here, Grothendieck did not attend this defense, because
at the time he was already switching interests.

An important precursor to the thesis was the Seminar SGA5 (1965/66), during
which J. P. Jouanolou delivered three consecutive exposés V, VI, VIL. These exposés
elaborated on key concepts and techniques that would directly influence his own
thesis work. In Exposé III Intro of the published version, we find the following

statement:

“Faute de disposer d’une bonne catégorie dérivée de faisceanx {-adigues
(la these de Jouanolou n’ayant malbenrensement pas été publiée), nous tra-
vaillons systématiguement avec des coefficients de torsion (premiere aux

caractéristiques résiduelles).”

The thesis holds significant historical value as it reflects, in some sense, a
language and an approach developed during Grothendieck’s active years in the
LH.E.S. In the 1980s, he wrote in “Récoltes et Semailles”:

“De toutes facons, c’est anjourd’hui encore le seul texte an monde qui
présente la théorie des coefficients {-adiques, version catégories dérivées
— et un texte intronvable par dessus le marché, pour mettre la joie a son

comble.”



Later on, there was a renewed interest in the use of the ’derived category of £-adic
sheaves’, which had a significant influence on subsequent important works.

This project, involving the transcription of J.-P. Jouanolou’s thesis, was con-
ducted with his authorization. It was typeset in ISTEX under the direction of Ma-
teo Carmona, with the collaboration of Niels Borne, along with volunteers. The
transcription aims to be as faithful as possible to the original. Its edition is consid-
ered provisional, and we welcome any remarks, comments, and corrections. See

https://github.com/niels-borne/Jouanolou

Mateo Carmona
Coordinator of the Centre for Grothendieckian Studies (CSG)
Istituto Grothendieck ETS

mateo.carmona@csg.igrothendieck.org
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§ . — CATEGORIES DES FAISCEAUX SUR UN IDEOTOPE

1. Généralités.

Définition 1.1. — On appelle idéotope un triple (X ,A,]) formé d’un topos X, d’un

anneaun commutatif unifere A et d’un idéal propre | de A.

On suppose donné dans la suite du paragraphe un idéotope (X, A4,]). On note

A—Mod, la catégorie des faisceaux de A,-Modules et
Hom(N°,A—Mody)
la catégorie abélienne des systemes projectifs indexés par N de A -Modules.

Définition 1.2. — On appelle (A,] )faisceau sur X, ou s’il n’y a pas de confusion

possible A-faisceau sur X, un systéme projectif

F= (Fn’ Mm,n)(m,n)eNXN,mZn
de Ay -Modules, vérifiant
]n—i—an =0

pour tout entier n > 0. On note (X,]) la sous-catégorie, abélienne, pleine de

Hom(N°,A—Mod, ) engendrée par les A-faisceanx.

Pour des raisons qui apparaitront par la suite, la catégorie &(X,]) ne mérite
pas le nom de catégorie des A-faisceaux sur X; c’est seulement une catégorie quo-

tient de la précédente que nous baptiserons ainsi. Aussi, pour éviter le risque de



confusion, nous arrivera-t-il, étant donnés deux A-faisceaux E et F, de noter
Hom, (E,F)

(a pour anodin) ’ensemble des &(X,])-morphismes de E dans F.
Notons pour tout objet 7" de X par T, ou méme T s’il n’y a pas de confusion
possible, le topos X /T. Le foncteur restriction pour les faisceaux de A-Modules

induit de fagcon évidente un foncteur restriction

E-—>E|T.

Proposition-définition 1.4. — Soit £ = (E,)), . un A-faiscean sur X :

1) On dit que E est essentiellement nul s’/ est nul en tant que pro-objet, ce qui
revient a dire que pour tout entier n > 0, il existe un entier p > 0 tel que le

morphisme de transition

soit nul.

2) On dit que E est négligeable s’/ vérifie Pune des relations équivalentes suiv-

antes:

(1) Il existe un recouvrement (T, — ey ),.; de lobjet final e, de X tel que

1

les A-faisceanx E|T, soient essentiellement nuls.

(1) Idem, mais en supposant de plus que les T, sont des ouverts de X .

Preuve: Pour voir ’équivalence de (i) et (i1), il suffit d’observer que pour tout
i €1, le faisceau image U, de T par le morphisme canonique 7, — ey, est tel que
le morphisme restriction

U —T.

1 2

soit fidéle.



Il est clair que lorsque I'objet final de X est quasicompact (SGA4 VI 1.1), il
revient au méme pour un A-faisceau de dire qu’il est essentiellement nul ou qu’il

est négligeable. Il est par ailleurs immeédiat que la sous-catégorie pleine
(1.4.1) N(X,]) (ouplussimplement Ny )

de &(X,]) engendre par les A-faisceaux négligeables est épaisse dans &(X,]).

Définition 1.5. — Soit (X,A,]) un idéotope. On appelle catégorie des (A,])-

faisceaux (ou A-faisceaux s’il n’y a pas de confusion possible) sur X et on note
(A,])—1sc(X)  (on plus simplement A—fsc(X))
la catégorie abélienne quotient (these Gabriel I11.1)

g(XJ)/NX

1.6. Soit T un objet de X . Il est clair que le foncteur restriction (1.3) est exact et
envoie N, dans N, d’ou par passage au quotient un foncteur exact, appelé encore

restriction,
(1.6.1) rrx i A—tse(X) — A—fsc(T).

Soient maintenant T et 7’ deux objets de X et f : T — T’ un morphisme. Se

plagant dans le topos T’, on déduit de (1.6.1) un foncteur exact
(1.6.2) friA—Afse(T) — A—1sc(T),

vérifiant les propriétés de transitivité habituelles.
Ces remarques étant faites, nous utiliserons dans la suite sans plus

d’explications le langage local pour les A-faisceaux.

Proposition 1.7. — Les propriétés suivantes sont de nature locale pour la topologie
de X.

(1) La propriété pour un A-faiscean d’étre nul, i.e. isomorphe au systeme projectif

nul.



(11) La proprieté pour une suite
E/ _”) E _7)) E//
de A-faisceanx d’étre exacte.

(1i1) La propriété pour un morphisme u : E — F de A-faisceaux d’étre un

monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme).
(iv) La propriété pour deux morphismes u,v : E =3 F d’étre égaux.
Preuve : Lassertion (i) est immédiate. On en déduit (ii) en I"appliquant suc-

cessivement a Im(v o #) et a Ker(v)/Im(#). Lassertion (iii) est un cas particulier

de (i1). Enfin (iv) s’obtient en appliquant (1) a Im(v — #).

Corollaire 1.7.1. — Soient T et T’ deux objets de X et f : T — T un épimor-
phisme. Le fonctenr

FrrA—Afse(T) — A—1sc(T)
est fidele.
Preuve: Appliquer 1.7 (i) au topos T".

Corollaire 1.7.2. — Soient E et F deux A-faisceanx sur X. Lorsque T parcourt
les obyets de X, le préfaiscean

T —Hom(E|T,F|T)
est sépare.
Preuve: Simple traduction de 1.7 (iv).

Remarque 1.7.3. En général, le préfaisceau précédent n’est pas un faisceau.
Nous verrons toutefois qu’il en est ainsi, a peu de choses pres, lorsque le topos X
est noethérien (SGA4 VI 2.11), ou lorsque E est de type J-adique (3).

2. Cas ou ’objet final de X est quasicompact.

On se propose maintenant de donner un certain nombre de catégories équivalentes

a A—fsc(X), lorsque l’objet final de X est quasicompact. Nous aurons besoin pour

10



cela d’un certain nombre de lemmes techniques, dont la plupart n’utilisent pas

cette hypothese.

2.1. Soit (X,A,]) un idéotope. Etant donnés un objet M de Hom(N°,A —
Mody ), et une application croissante y > id : N — N, on définit un nouveau

systeme projectif ¢ () en posant

c, (M), =M

n y(n) (7’1 2 O)’

avec les morphismes de transition évidents. De plus, si y et & sont deux applica-

tions de ce type, avec 8 > ¥, on a un morphisme évident de systémes projectifs

CS(M)—> c (M).

v
Ceci permet de définir une nouvelle catégorie, notée
Hom,(N°,A—Mody ), comme suit.
(i) Ses objets sont ceux de Hom(N°,A—Mod, ).

(i) Si M et M’ sont deux objets de Hom(N°,A —Mody), ’ensemble des mor-

phismes de M dans M’ est
Hom,(M,M") = li_n)lHom(cy(M),M/),
¥

avec la loi de composition évidente.

Il est clair qu’un morphisme de Hom(N°,A —Mod, ) définit un morphisme de

Hom (N°,A—Mody), d’ou un foncteur “projection”
g : Hom(N°,A—Mody ) — Hom,(N°,A—Mody),
qui est une bijection sur les objets.

2.2. Soient maintenant M un objet de £(X,J) et ¥ >id : N — N une appli-
cation croissante. On définit un nouvel objet y, (M) de £(X,]), fonctoriel en M,
par

O (M), = M}/(n)/]n—HMy(n) (n20),

11



avec les morphismes de transition évidents. De plus, si & est une application de

méme type, avec & > ¥, on a un morphisme canonique

Ceci permet de définir une nouvelle catégorie &,(X,]) comme suit.
(i) Ses objets sont ceux de &(X,]).

(i) Si M et N sont deux objets de (X, ]), 'ensemble des &,(X,])-morphismes
de M dans N est

Hom, (M, N) =limHom(y,(M),N),

—
v

avec la loi de composition évidente.
De méme que précédemment, on a un foncteur projection
q:8(X,])— (X))

Il est clair que la catégorie &,(X,]) s’identifie & la sous-catégorie pleine de

Hom (N°,A—Mod, ) engendrée pas les A-faisceaux, et que le diagramme

Hom(N°,A—Mody) ——— Hom, (N°,A —Mody)

[ [

E(X,]) : > 8(X,]),

dans lequel les fleches verticales sont les inclusions canoniques, est commutatif.
Enfin, on vérifie, comme dans (SGA5 V 2.4.1), que la famille des fleches canon-
iques du type y, (M) — M permet un calcul de fractions a droite, ce qui per-

met d’identifier &,(X,]) a la catégorie obtenue a partir de £(X,]) en inversant ces

fleches.

Lemme 2.3. — La catégorie Hom (N°,A—Mody ) (resp. &,(X,])) est abélienne

et le foncteur q est exact.

Preuve : Montrons tout d’abord ’assertion non respée. 1l est évident que la

catégorie Hom, (N°,A —Mody ) est additive et que le foncteur g rend inversibles

12



toutes les fleches canoniques de la forme ¢ (M) — M. Siu : P — Q est un
¢lément de Hom, (P, Q), alors # est la classe d’une fleche £ : ¢, (P) — Q et, en
notant ¢ : ¢,(P) — P la fleche canonique, on a donc # = g(f)o g(c)™"; par suite,
toute fleche de Hom, (N°,A —Mody ) est isomorphe a I'image par ¢ d’une fleche
de Hom(N°,A—Mody ). Il en résulte que pour voir que Hom (N°,A—Mod, ) est

abélienne, il suffit de montrer que le foncteur ¢ est exact. Soient donc P et

0 M’ M M" 0

respectivement un objet et une suite exacte de Hom(N°, A —Mody).
Comme les foncteurs ¢, sont exacts et les limites inductives filtrantes de
groupes abéliens sont exactes, les suites évidentes

0—> li_r)nHom(c},(P),M’) — li_n)q(cy(P),M) — li_n)qum(cy(P),M”)
y v v

et

0— li_r)nHom(cy(M”), P)—s li_r)nHom(CV(M),P) — limHom(c (M"),P)

14 14 14

14

sont exactes, d’ou I’assertion. Lassertion respée se voit de fagon analogue; en fait,

on montre en méme temps que le foncteur d’inclusion
&,(X,]) — Hom (N°,A—Mody)
est exact

2.4. Soient P et Q deux objets de Hom(N°,A—Mod, ), y > id une application
croissante de N dans Neet f : ¢ (P) — Q un morphisme de systemes projectifs.
Désignant pour tout 7 € N par ¢ la classe de f, dans lim Hom(P,,Q,), il est

clair que ’ensemble des & (7 € N) définit un élément de

h(_mh_r)nHom(Pm’ Qn)’

n m

qui ne dépend que de la classe de f* dans Hom, (P, Q). On définit ainsi un foncteur

e :Hom, (N°,A—Mody) — Pro(A—Mody),

13



d’ou un foncteur
8 :8(X,])— Pro(A—Mody),

obtenu par restriction de p a &,(X,]).

Lemme 2.5. — Les foncteurs p et 8 ci-dessus sont des injections sur les objets et

sont pleinement fidéles.

Preuve : Il suffit de le voir pour p. Dans ce cas, la seule assertion non tau-
tologique est que p est pleinement fidéle. Soient donc P et Q deux objets de
Hom(N°,A—Mody), et montrons que ’application canonique

h_r)nHom(Cy<P)’ Q) - h(_mli)nHom(Pm’ Qn)
y n m
est bijective.

Elle est injective. Soient y et y’ deux applications croissantes > id de N dans

N, et

fic,(P)—Q et £ ¢ (P)—Q
deux morphismes ayant méme image dans ProHom(P, Q). Par hypothese, pour
tout entier 7 > 0, les morphismes f, et f/ définissent le méme élément de
: g . ,
h_r)nm Hom(P,,,Q,), donc il existe un entier ¢(n) > max(y(n),y’(n)) tel que les
composés

I

_)P}’(n>—/> Q,

P
P

¢(n)
o~ Ly ™ Q,
soient égaux. Il est alors immédiat que I’application y” : N — N définie par

y"(n) = max 8 (n')

n’'<n
. . \ e . ’
est croissante supérieure a I’identité, et que pour tout 7 > 0 les composés

fn

Py = Py — Q,
et
can fn/

sont égaux.

Elle est surjective. Soient donnés

14



a) Une application 8 : N— N.
b) Une application A: N x N — N vérifiant
A(j,k) 2 max(0(7), 0(k))
pour tout couple (7, k).
¢) Pour tout entier 7, un morphisme
&+ Py — Q;

tel que, dés que & > 7, le diagramme évident

g.
Py;) ——— Q

Py — =z Qr

soit commutatif.

Il s’agit de trouver une application croissante y > id de N dans N et un morphisme
f :¢,(P)— Qtel que pour tout j € N, les morphismes f; et {; aient méme classe
dans

li_p)qum(Pi, Q;).

1

On vérifie aisément que le couple (y, /) defini par

y(j)=supy; Ak, 1)
can fj
[iPyiiy— Pay— Q;

/4 \ .
répond a la question.

2.6. Supposons maintenant que 1’objet final de X soit quasicompact. Il est
clair que le foncteur q : §(X,]) — &,(X,]) envoie sur O les A-faisceaux essen-

: : : R ;- L .y
tiellement nuls, ou, ce qui renvient au méme négligeables. D’apres la propriété

15



universelle des catégories abéliennes quotients (These Gabriel IIT 1 Cor.2), il ad-

met donc une factorisation unique

g(X’]) - ? gl(X’])

A—1sc(X)
avec g un foncteur exact et 7ty le foncteur canonique de passage au quotient.
Lemme 2.7. — Le fonctenr q ci-dessus est un isomorphisme de catégories.

Preuve : Tenant compte de 'interprétation de &,(X,]) comme catégorie de

fractions (2.2), il s’agit de voir que si C est une catégorie abélienne et
F:8X,])—C
un foncteur exact, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F annulle tout A-faisceau essentiellement nul.

(i) F rend inversible toute fleche canonique y, (M) — M.

Si M est un A-faisceau essentiellement nul, il existe une application croissante y >
id : N — N telle que la fleche canonique X, (M) — M soit nulle, d’ou (i1) = (i).
Prouvons (1) = (i1).

Si P et Q sont définis par I'exactitude de la suite 0 — P — y (M) SN
M — Q — 0, il est immeédiat que les morphismes canoniques y, (P) — P et

X,(Q)— Q sont nuls, d’ots aussit6t Iassertion.

Remarque 2.7.1. Plus généralement, ’argument précédent montre, sans hy-
potheése sur X, que &,(X,]) est la catégorie abélienne quotient de &(X,]) par la
sous-catégorie, abélienne engendrée par les A-faisceaux essentiellement nuls. On
en deéduit grace a la description des morphismes d’une catégorie abélienne quo-
tient, que tout morphisme (resp. isomorphisme) de A — fsc(X) est localement

Iimage d’'un morphisme de &(X,]).

Proposition 2.8. — Soit (X,A,]) un idéotope. On suppose que lobjet final de X

est quasicompact. Alors le foncteur canonique

ooq:A—1sc(X)—> Pro(A—Mody)

16



induit un isomorphisme de A—fsc(X) sur la sous-catégorie pleine de Pro(A—Mody,)

engendrée par les A-faisceaux.
Preuve: Résulte immédiatement de (2.5) et (2.7).

Remarques 2.8.1. La proposition précédente s’applique notamment lorsque

X est le topos ponctuel.

2.8.2. La preuve qu’on a donnée de (2.8) n’utilise pas le fait que la catégorie des
pro-objets d’une catégorie abélienne, et il ne semble pas que Iutilisation de ce fait
apporte des simplifications notables.

Soit X un topos localement noethérien (SGA4 VI 2.11).

On rappelle que la sous-catégorie pleine de X engendrée par les objets
noethériens est stable par produits fibrés finis et que munissant C de la structure

de site induite par la topologie de X, le foncteur canonique
X—C
’ . , .
est une équivalence de catégories.

Lemme 2.9. — Soient (X,A,]) un idéotope, avec X un topos localement
noethérien, et E et F deux A-faisceanx sur X. La restriction an site des objets

noethériens de X du préfaiscean
T — Hom(E|T,F|T)
est un faisceau.

Preuve : On est ramené a voir que si 7 est un objet noethérien de X et
(T, — T),; est un recouvrement fini de T par des objets noethériens, alors la

suite canonique

0— limHom, (y, (E)| T, F|T) — [ [ limHom, (y, (E)|T,F|T),

Y Y
l_[h_r)nHoma(Xy(‘E)lj; Xr 7;’F|7; X 7})
7or

est exacte (2.7). Comme les produits finis sont des sommes directes et les lim-

ites inductives filtrantes de groupes abéliens sont exactes, ’assertion résulte de

17



’exactitude des suites canoniques

0— Hom,(x,(E)| T, F|T) — | [Hom, (3, (E)T,F|T;)—

—’HHomﬂ()(y(E)m X7 T, F|T; x4 T)).

1,]

3. A-faisceaux de type constant, strict ou J-adique.
Soit (X,A,]) un idéotope.

Proposition 3.1. — Etant donné un A-faisceau F sur X, les assertions suivantes

sont éguivalentes :

(i) F est isomorphe (dans A—tsc(X)) a un A-faiscean qui est un systéme projectif

strict.
(1) F est localement isomorphe a un A-faiscean qui est un systéme projectif strict.

(ii1) F vérifie localement la condition de Mittag-Leffler (ML) (EGAQ,,; 13.1.2).

Preuve: Il est clair que (i) = (i1). On voit que (i1) = (ii1) en paraphrasant
la preuve de (SGA5 V 2.5.1). Si maintenant (ii1) est vérifiée, on peut parler lo-
calement du systéme projectif des images universelles de F et ces divers systemes
projectifs d’images universelles se recollent pour donner un A-faisceau qui est un
sous-systeme projectif strict F' de F. Alors, paraphrasant toujours (SGA5V 2.5.1),

on voit que I'inclusion de F’ dans F est localement un isomorphisme, et on conclut
par (1.7 (111)).

Définition 3.2. — Un A-faisceau F qui vérifie les conditions éguivalentes de (3.1)
est appelé de type strict.

Si F est de type strict, nous avons vu dans le courant de la démonstration que

pour tout entier 7 > 0, le systeme projectif

(Im(F,, — F,))

m>n

admet localement, donc aussi globalement, une limite projective F, qui s’identifie

a un sous-faisceau de F,, et nous avons ainsi défini un sous-A-faisceau F’ de F.

18



Définition 3.3. — Si F est un A-faiscean de type strict, le A-faiscean F' défini ci-

dessus est appelé A-faisceau strict associé a F.

Rappelons enfin que nous avons vu que I'inclusion canonique ' < F est un

isomorphisme.

Proposition 3.4. — Soit 0 E’ E E” O une suite exacte de
A—fsc(X). Alors :

(1) Si E est de type strict, E" est de type strict.

(11) Si E' et E” sont de type strict, il en est de méme de E.

Preuve: On peut supposer que la suite exacte considérée est I'image d’une
suite exacte de &(X,]) et alors ’énoncé résulte de I’application locale de (EGA
0,,, 13.2.1).

3.5. Convenant de noter
J—Mod(X)

la sous-catégorie, exacte (i.e. stable par noyaux, conoyaux et extensions), et méme
épaisse, pleine de A—Mod,, engendrée par les A-Modules localement annulés par
une puissance de ], associons a tout objet M de ] —Mody le A-faisceau localement

essentiellement constant

T = 8,(M) = (M /] 1)

neN"*

On définit ainsi de fagon claire un foncteur additif
J—Mod(X)— &(X,]),
d’ot1, en composant avec la projection canonique, un foncteur additif

(3.5.1) &y : ] —Mod(X ) — A—fsc(X).
Proposition 3.6. —
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1) Le fonctenr (3.5.1) ci-dessus est exact et pleinement fidéle. Son image essentielle
TC(X,))
est une sous-catégorie abélienne exacte de A —fsc(X).
2) Les assertions suivantes pour un A-faiscean F sur X sont équivalentes :

(i) F appartient a ['image essentielle de (3.5.1).
(i) F est isomorphe a un A-faiscean localement essentiellement constant.

(111) F est localement isomorphe a un A-faiscean essentiellement constant.

Un A-faiscean vérifiant ces conditions équivalentes est dit de type constant. Un A-
faiscean de type constant est de type strict. La propriété pour un A-faiscean d’étre de

type constant est de nature locale.

n v

Preuve: 1) Soit O M

d’ot une suite

N

P O une suite exacte de ] —Mody,

0O—s MNP0

de £(X,]). Comme les systémes projectifs M, N, P sont localement essentielle-

ment constants, on voit que, localement, pour 7 assez grand,
(Ker#), = (Cokerv), = (Kerv/Imu), =0,

donc les systemes projectifs Ker(#), Coker(7), Ker(7)/Im(%) sont négligeables,
d’ou I’exactitude de (3.5.1). Montrons qu’il est fidele. Soit # : M — N un mor-
phisme de J—Mody, tel que # définisse le morphisme nul de A—fsc(X') et montrons
que # = 0. Dans £(X,]), le A-faisceau Im(#) est négligeable ; I’assertion a prou-
ver étant locale, on peut supposer qu’il est essentiellement nul et que M et N sont
annulés par une puissance de /. Alors, comme Im(%) est contenu dans le systeme
projectif essentiellement constant N, on a évidemment (Im(%)), = 0 pour 7 assez
grand. Mais, toujours pour 7 assez grand, on a (%), = 0, d’ou ’assertion.

Soit maintenant A: M — N un morphisme de A-faisceaux et montrons qu’il
existe un morphisme # : M — N tel que A = % dans A — fsc(X). Comme on

sait déja que (3.5.1) est fidele, il résulte de (1.7.2) que cette assertion est de nature
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locale. Par définition (These Gabriel ITT 1), le morphisme A est la classe d’un triple
(a, B,v) de &(X,])-morphismes (cf. diagramme)

avec ¢ un monomorphisme, S un épimorphisme et Coker(a) et Ker(5) néglige-

ey — X

ables. D’apres le caractére local de I’assertion a démontrer, on peut supposer qu’ils
sont essentiellement nuls, et que M et N sont annulés par une puissance de J.
Comme précédemment, on a alors (Ker £), = 0 pour 7 assez grand ; de plus,
comme M est strict, @ est un isomorphisme. On vérifie aussitdt que pour 7 assez

grand, le morphisme

(Bovoa™),:(M),=M— N=(N)

n

ne dépend pas de 7. Désignant par # la valeur commune, on voit alors sans peine
que A =7%. La peine fidélité de (3.5.1) montre que la catégorie TC(X,]) est stable
par noyaux et conoyaux dans A —fsc(X). Nous verrons la stabilité par extensions
apres avoir prouvé la deuxiéme partie.

2) Il est clair que (1) = (i) = (ii1). Montrons que (iii) = (i). Faisons d’abord
quelques préliminaires. Etant donné un A-faisceau F on définit un nouveau A-

faisceau F par

(), = (lim(F, /7" (lim(E,,),

m
avec les morphismes de transition évidents. De plus, on a, de fagon évidente un

&(X,])-morphisme fonctoriel en F
up:F—F.

On vérifie sans peine que si @ : F — G est un &(X,J)-morphisme dont le noyau
et le conoyau sont négligeables, alors le morphisme correspondant @ : F — G est
un isomorphisme. Ceci permet de définir un A—{fsc(X )-morphisme, fonctoriel en

F lorsque ce dernier parcourt A —fsc(X),

(3.6.1) up:F—F.
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Supposons maintenant que F soit localement dans I'image essentielle de (3.5.1) et
montrons qu’il y est globalement. Etant donnés un objet 7' de X, un objet M de
J—Mod; et un A —fsc(T)-isomorphisme

FIT =5 &.(M),
on voit sans peine que

et par suite lim _(F),) est un objet de ] —Mod,. On aura terminé si on prouve que
uy définit un isomorphisme de A—fsc(X). C’est immédiat si F = &y (M) ; dans le

cas général, I’assertion étant locale (1.7), on peut supposer donné un isomorphisme
i:F "5 8,(M) de A—fsc(X)

et alors I’assertion résulte de la commutativité du diagramme

(93
> F

dans A —fsc(X).
Montrons maintenant que TC(X,]) est stable par extensions dans A —fsc(X).

On se ramene immédiatement a voir que si

p

0 F' 25 F F” 0

est une suite exacte de (X, ), avec F’ et F” définissant des objets de TC(X,]), il
en est de méme pour F. Lassertion étant locale d’apres I’équivalence (i) < (i),

on peut supposer que
F'~& M) et F'~&(M"

dans A—fsc(X), avec M’ et M" annulés par une puissance de /. Avec les notations
utilisés dans la preuve de 2), on a F/ ~ M et le morphisme canonique #;, : F/ —

F’ est a noyau et conoyau négligeables et, quitte a localiser, on peut les supposer
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essentiellement nuls. Dans ce cas, le A-faisceau Ker(u,) vérifie, puisque F’ est

essentiellement constant,
(Keruz), =0 pour n assez grand.

En particulier, Im(#,,) est essentiellement constant. Quitte a remplacer F” par

p F p p

F /Im(a o uy,), on peut donc supposer que F’ est essentiellement constant. Ceci

dit, quitte a remplacer F” par F” et F par F” x ., F, on peut de plus supposer que F”
q p p p F P p 1% q

est aussi essentiellement constant. Dans ce cas, F Iest également, d’ou I’assertion.

Corollaire 3.7. — La sous-catégorie pleine TC(X,] )t de A—{sc(X) engendrée par
les A-faisceaux isomorphes a un A-faiscean de la forme &y (M), avec M un Ay ~Module

annulé par une puissance de J, est exacte.

Preuve : Les objets de TC(X,/])* sont ceux de TC(X,]) qui sont annulés par

une puissance de 'idéal J.

3.8. Soit ] —ad(X) la sous-catégorie pleine de &(X,]) engendrée par les sys-
temes projectifs J-adiques (SGA5 V 3.1.1) de A,,-Modules. Le foncteur canonique

(3.8.1) E(X,F)— A—1fsc(X)
induit un foncteur
(3.8.2) J—ad(X)— A—fsc(X)

et nous noterons

T]—ad(X)

’image essentielle de (3.8.1), i.e. la sous-catégorie pleine de A — fsc(X') engendrée
par les A-faisceaux qui sont isomorphes a un A-faisceau J-adique. Un tel A-faisceau

sera dit de type [ -adigue.
Proposition 3.9. — Soient E et F deux A-faisceanx sur X.
(@) Si E est [-adique, lapplication canonigue
@y :Hom (E,F)— Hom(E,F)

est une bijection.
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(b) Si E est de type J-adigue, le préfaiscean
T — Hom(E|T,F|T)
sur X est un faisceau.

Preuve: Il suffit de montrer a), ’assertion b) en étant conséquence immédiate.
Siuetv:E 33 F sont deux morphismes de systémes projectifs vérifiant ¢y (#) =
@y (v), alors Pexactitude de (3.8.1) montre que Im(v —#) est négligeable, donc nul
puisque E est strict, d’ou # = v. Soit maintenanta : E — F un morphisme de A—
fsc(X) et montrons qu’il est dans 'image de ¢ .. Il résulte de (2.7.1) que localement
a est 'image d’un élément de li_r)ny Hom(y, (E), F), donc provient d’un morphisme
u:E— F de §(X,]), puisque les morphismes canoniques y, (E) — £ sont des

isomorphismes. Dans le cas général, on obtient ainsi un recouvrement (7, — ey)

de objet final ey, de X et des morphismes de systemes projectifs
o, EIT,— FIT

vérifiant ¢4 (v;) = a|T;. D’apres Pinjectivité des applications ¢, 1, les mor-
i t 7
phismes v, se recollent en un morphisme v de &(X,J) vertfiant ¢y (v) = a lo-

calement, donc aussi globalement (1.7.2).

Corollaire 3.9.1. — Le foncteur
J—ad(X)— T]—ad(X)
induit par (3.8.1) est une équivalence de catégories.
Corollaire 3.9.2. — La catégorie fibrée
S TJ—ad(S)
an-dessus de X est un champ, autrement dit on a les propriétés suivantes.
(1) Si F et G sont deux A-faisceanx de type [-adique, le préfaiscean
T — Hom(F|T,G|T)

sur X est un faisceau.
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(1) Soit (U, —> ey),c; un recouvrement de l'objet final e, de X. Pour tout couple

(i,7) d’éléments de I (resp. tout triple (i,7,k)), on pose
Uj=UxU; (resp. Uy, = U x Up x Up).

Supposons donné pour tout i € I un A-faiscean de type J-adique F; sur U, et pour tout

couple (i,7) d’éléments de I un isomorphisme
0, F|U; — F|U;
de A—fsc(U,;). On suppose que
a) Sii€l,alors 0., =id.
b) Si(i,j,k)ED, 0,;,=0,,00, sur Uy,
Alors il existe un A-faiscean de type [-adique F sur X et pour tout i € I un isomor-

phisme
0,:F,—5F|U de A—fsc(U)

tels gue pour tout couple (1, ) d’éléments de I on ait

0.00,, =0, sur U;.
Preuve : Résulte immédiatement de P’assertion analogue, évidente, pour la
catégorie fibrée T — | —ad(T') sur X.

Corollaire 3.9.3. — La propriété pour un A-faiscean d’étre de type J-adigue est de

nature locale.

Preuve : Soit F un A-faisceau localement de type J-adique, et (U, — ey),,
un recouvrement de l'objet final e, de X tel que les A-faisceaux F, = F|U, soient
de type J-adique. D’apres (3.9.2 (i1)), on peut “recoller” les F; suivant un A-faisceau
de type J-adique F’. Par ailleurs la proposition (3.9 b)) permet de recoller les mor-
phismes identiques des F; en un morphisme F/ — F, qui est un isomorphisme

localement, donc aussi globalement (1.7. (iit)).

Proposition 3.10. — Soit F un A-faiscean sur X. Les assertions suivantes sont

.y
équivalentes :

25



(1) F est de type J-adique.

(i1) F est detype strict (3.2) et, notant F' le A-faiscean strict associé a F (3.3), il existe
localement une application croissante y > id : N — N telle que y (F’) soit

J-adique.

De plus ces conditions impliguent la condition (iii) ci-dessous et lui sont équivalentes

lorsque lobjet final ey, de X admet un reconvrement par les objets guasicompacts.

(i1i) Pour tout entier r > 0, le A-faiscean

7, (F) = (F, QAT e

A

est de type constant (3.6).

Preuve : Si F est de type J-adique, il existe un recouvrement (U, — ey ),; de
I’objet final de X tel que pour tout i € I F|U, soit isomorphe au sens de &,(U.,])
(2.2) a un A-faisceau J-adique, et la réciproque est également vraie d’apres (3.9.3).
L’équivalence de (i) et (ii) se voit alors en paraphrasant la preuve de (SGA5 V
3.2.3). Montrons que (1) = (iii). Il résultera de (5.1) (le lecteur vérifiera que (3.10)
n’est pas utilisé dans la preuve de (5.1)) que si P et Q sont deux A-faisceaux isomor-
phes, alors les A-faisceaux 7_(P) et 7,(Q) sont isomorphes. Par suite on peut sup-
poser que F est J-adique, et alors I’assertion est évidente. Pour voir que (ii1) = (1)
sous I’hypothése supplémentaire de I’énoncé, on peut grace a (3.9.3) supposer que
ey est quasicompact. Alors pour tout r >0, 7 _(F) vérifie la condition de Mittagg-
Leffler, d’otu résulte aussitot qu’il en est de méme pour F. On peut donc supposer
F strict. Alors pour tout » > 0, 7,(F) est de type J-adique, donc essentiellement
constant par (i) = (ii). Choisissant alors une application y > id : N — N telle
que pour tout » > 0 le systeme projectif 7, (F) soit constant a partir du rang y(r),

il est immeédiat que le A-faisceau x,(F)est] -adique, et donc que F vérifie (ii).

Corollaire 3.11. — Soit X un topos dont objet final est guasicompact. Les asser-

tions suivantes pour un A-faiscean F sur X sont équivalentes :

(1) F est de type J-adique.
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(i1) F vérifie la condition de Mittag-Leffler et, désignant par F' le A-faiscean strict
associé, il existe une application y > id de N dans N telle y, (F') soit ] -adique.

Signalons enfin I’énoncé suivant, dont la preuve se rameéne localement a une

paraphrase de celle de SGA5V 3.2.4) :
Proposition 3.12. — Soit

0 F’ F F" 0

une suite exacte de A-faisceanx. Alors :

(1) Si F' et F sont respectivement de type strict et de type J-adique, alors F" est de
type [ -adique.

11) Si F et " sont respectivement de type strict et de type J-adique, alors F' est de

(i) St F et F” pecti de type strict et de type J-adique, alors F' est d

type strict.

Remarque 3.13. Bien entendu, comme dans le contexte de (SGA5 V et VI)
ce sont la les seules stabilités des notions précédentes. Pour en avoir d’autres, il

faudra introduire des conditions de finitude (cf. II).

4. Opérations externes.

On suppose donné dans ce paragraphe un anneau commutatif unifére A et un idéal

propre J de A.

4.1. Soient X et Y deux topos et f/ : X — Y un morphisme de topos. Ayant

choisi un foncteur image réciproque
f*:A—Mod, — A—Mod,,
on définit un foncteur exact, noté de méme,
[r8(Y,])— E(X,])

en posant pour tout A-faisceau F = (F))), .y sur Y

ST E)=((F,))en

27



et pour tout &(Y,J)-morphisme # = (#,),,n;

S =" (1,))en-

Ce foncteur est exact et transforme évidemment A-faisceau négligeable en A-
faisceau négligeable. On en déduit par passage au quotient un foncteur exact, ap-

pelé foncteur image réciproque par f,
(4.1.1) [ A—1sc(Y)— A—1fsc(X).

Il est clair que deux foncteurs images réciproques de A—Mod,, dans A —Mod,,
étant isomorphes, définissent des foncteurs isomorphes de A —fsc(Y") dans A —
fsc(X) ; par suite, on pourra parler, sans plus d’ambiguité que dans le cas des fais-

ceaux de A-Modules, “du” foncteur image réciproque.

Exemple 4.1.2. Le foncteur restriction (1.6.2) associé¢ a un morphisme f :
T — T’ d’objets d’un topos X n’est autre que le foncteur image réciproque asso-

cié au morphisme de topos
X|T—X|T

correspondant.

4.1.3. Si maintenant f : X — Y et g : Y — Z sont deux morphismes de
topos, on définit sans peine, argument par argument, un isomorphisme de fonc-
teurs

(gof) =frog’,

vérifiant la condition de cocycles habituelle.

4.1.4. Notant “pt” le topos ponctuel, i.e. la catégorie des ensembles munie de
la topologie canonique, on rappelle (2.8.1) que la catégorie A — fsc(pt) s’identifie
a la sous-catégorie pleine de Pro(A— mod ) engendrée par les systemes projectifs
M = (M), de A-modules vérifiant J”™'M =0 pour tout 7 > 0. Si maintenant
X est un topos et

p: X —pt
le morphisme de topos canonique, le foncteur p* associe a tout systéme projectif
M comme ci-dessus un A-faisceau sur X, qui sera noté de méme s’il n’y a pas de

confusion possible.
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Supposons maintenant que A soit noethérien. 1l résulte du lemme d’Artin-Rees
(EGA 0, 7.3.2.1). que le foncteur

(4.1.4.1) M= M[]"'M), N

de la catégorie A —modn des A-modules de type fini dans A —fsc(pt) est exact et
fidele,et méme pleinement fidéle lorsque A est complet pour la topologie J-adique

(EGA 0, 7.8.2). Composant avec le foncteur p*, on en déduit un foncteur exact et

fidele
(4.1.4.2) A—modn — A —fsc(pt),

qui est de méme pleinement fidele lorsque A est complet pour la topologie /-
adique. Dans la suite, on identifiera si aucune confusion n’en résulte un A-module
de type fini et le systeme projectif n’en résulte un A-module de type fini et le

systeme projectif associé au moyen du foncteur (4.1.4.2).
4.1.5. Soit X un topos. Tout foncteur point
1ipt— X
de X définit un foncteur exact
1" 1 A—fsc(X) —> A—fsc(pt) = Pro(A— mod),

qu'on appellera fonctenr fibre associé a i. On prendra garde que si X admet une

famille conservative (z, ), .r de foncteurs points, alors la famille de foncteurs exacts

rER
17t A—tsc(X) — A—1sc(pt)

n’est pas en général conservative. Soient en effet X un espace topologique qua-
sicompact et (x, ), oy une infinité dénombrable de points fermés de X, et notons
i, : x, — X les inclusions canoniques. On peut choisir une infinité dénom-
brable (P,), y de A-faisceaux essentiellement nuls sur le topos ponctuel, telle qu’il
n’existe aucune application croissante y > id : N — N pour laquelle les mor-
phismes canoniques y, (P,) — P, soient simultanément nuls. Alors le systeme

projectif de A, -Modules
P=,).(P,)

reN
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n’est pas essentiellement nul et définit pourtant un A-faisceau qui est envoyé sur le
A-faisceau nul par tous les foncteurs fibres associés aux points de X. Nous verrons
cependant plus loin que ce genre d’inconvénient ne se produit plus lorsqu’on fait

des hypothese de finitude convenables sur les A-faisceaux envisagés.

4.2. Soient X et Y deux topos et f : X — Y un morphisme. Avec les abus

de langage usuels, on définit pour tout entier p un foncteur additif

par la formule
R? £((F,)en) = R £.(F,)) pen-

Mieus, la collection des foncteurs (R” £,) ; est munie de facon évidente d’une
structure de foncteur cohomologique de &(X,]) dans &(Y,]).

Lemme 4.2.1. — On suppose f quasicompact (SGA4 VI 3.1). Soit u : F — G
un morphisme de (X ,]) dont le noyau et le conoyan sont négligeables. Alors pour

tout entier p € Z, le morphisme
R? f(u):R? f,(F)— R £(G)
est a noyau et conoyan négligeables.

Preuve : Comme f est quasicompact, on voit en se ramenant au cas ou l’objet
final de X est quasicompact que pour tout ¢ € Z le foncteur R? £, transforme A-
faisceau négligeant en A-faisceaux négligeable. Le lemme s’en déduit en utilisant la
structure de foncteur cohomologique sur (R? £,) .

D’apres les propriétés générales des catégories abéliennes quotients, la catégorie
A—1sc(X) est obtenue a partir de (X, ]) en inversant les fleches dont le noyau et
le conoyau sont négligeables. Il résulte de (4.2.1) que lorsque f est guasicompact

le foncteur cohomologique (R? f.), _, définit par passage au quotient un foncteur

peZ
cohomologique noté de méme

(4.2.2) (R? £.) ez : A—15c(X) — A —fsc(Y).

Bien entendu, R’ £, = 0 pour i < 0, et en particulier le foncteur image directe

f. =RO £, est exact a gauche.
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Définition 4.2.3. — Soit X un topos. On dit gu’un A-faiscean F = (F,), .y est
flasque si chacun des F, est un A-Module (ou, ce qui revient au méme, un faiscean

abélien) flasque.
Proposition 4.2.4. —
(1) Soit X un topos. Tout A-faiscean sur X se plonge dans un A-faiscean flasque.

(i) Soient X et Y deux topos et f : X — Y un morphisme quasicompact. Pour
tout A-faiscean flasque F sur X, le A-faiscean f,(F) est flasque et on a

R? f(F)=0 (p=>1), dans A—1sc(Y).

En particulier, pour tout entier p > 1, le fonctenr R? f, est effacable.

Preuve : Lorsque X admet suffisamment de points, le caractére fonctoriel de
la “résolution de Godement” (SGA4 XII 3.4) permet de la prolonger aux systemes
projectifs, ce qui montre (i) dans ce cas.

Dans le cas général, on laisse au lecteur le soin de faire la construction pas a
pas. Drailleurs, nous verrons plus loin (6.6.3) que la catégorie &(X,]) possede
suffisamment d’injectifs et que ceux-ci sont flasques, ce qui prouvera également le

résultat annoncé. Quant a I’assertion (i1), elle est immédiate.

4.3. Soient X et Y deux topos et f : X — Y un morphisme quasicompact.
Soient F un A-faisceau sur Y et G un A-faisceau sur X.
On définit de fagon évidente, composant par composant, des “morphismes

d’adjonction”

(4.3.1) ap:F— [ f*(F)

(4.3.2) bo:ff.(G)— G

fonctoriels en F et G respectivement. On en déduit des applications fonctorielles
(Séem. CARTAN 11 Exp. 7 par 3)

(4.3.3) @ : Hom(f*F,G) — Hom(F, £.(G))
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(4.3.4) ¢ :Hom(F, f,(G)) — Hom(f"F, G).

Proposition 4.3.5. — Les applications ¢ et ¢ précédentes sont des bijections in-

verses ['une de 'autre. En particulier, le fonctenr
[ A—1tsc(Y)— A—fsc(X)
est adjoint a gauche du fonctenr

f i A—1fse(X)— A—1sc(Y).

Preuve : Il suffit (cf. loc. cit.) de montrer que les composés

£6) 2S£ 16) 25 £(G)

et
FEV L, g ) L8 ()

sont respectivement |'identité de f.(G) et celle de f*(F). Or cela est vrai au stade

des composants, d’ou I’assertion.

4.4. Soit X un topos dont lobjet final est quasicompact, de sorte que (SGA4 VI

3.2), le morphisme canonique
p: X —pt
est quasicompact. On définit de fagon évidente un foncteur cohomologique
(H'(X,))iez: 6(X.])— &(pt.]) (—> Pro(A— mod)),
en posant pour tout A-faisceau F = (F,),, .y
(+41) H (X,F) = ([ (XF,)),en

avec les morphismes de transition évidents.
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Le méme raisonnement qu’en (4.2) montre qu’il définit par passage au quotient

un nouveau foncteur cohomologique, noté sans inconvénient de la méme maniere,
(442)  (F(X,.),ep: A—fsc(X) —> A—fsc(pt) <> Pro(A— mod ).

Comme précédemment, H =0 pour z < 0, et on pose HO(X, )=TI(X,.).
Identifiant de la fagon habituelle les foncteurs I' et p, pour les Ay-Modules,

. . . . . T ;
on obtient une identification canonique entre les foncteurs H (X,.) et R* p,(.),

de sorte que les énoncés précédents peuvent étre considérés comme une redite de
(4.2).

4.4.3. Soient X et Y deux topos dont I’objet final est quasicompactet f : X —
Y un morphisme. Si F est un A-faisceau sur Y, I'image réciproque en cohomologie

deéfinit de fagon évidente un morphisme de foncteurs cohomologiques
fHH(E)— H(Xf(F))

avec les propriétés habituelles (isomorphisme canonique pour le composé, avec

condition de cocycles).

4.5. Soient X un topos et f : T — T’ un morphisme quasicompact (SGA4
VI 1.7) de X. Le foncteur exact (SGA4 III 6.8)

fi:A—Mod; — A—Mod,
définit de facon claire un foncteur exact
(4.5.1) f:6(T,])— &(T',])
en posant pour tout A-faisceau F = (F),), . sur T

(4.5.2) HE) = (W) pen-

Comme f est quasicompact, le foncteur (4.5.1) transforme A-faisceau négligeable
en A-faisceau négligeable, et définit par suite par passage au quotient un foncteur

4 A
exact, noté de méme,

(4.5.3) fii A—1se(T) —> A—fsc(T").
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4.5.4.Si g : T"—> T” est un autre morphisme quasicompact de X, on définit,

composant par composant sur les systémes projectifs, un isomorphisme

(gf) — gh

vérifiant la condition de cocycles habituelle.

Proposition 4.5.5. — Soient X un topos et f : T — T’ un morphisme quasi-

compact de X. Le foncteur
i A—fse(T)— A—fsc(T")
est adjoint a gauche du fonctenr

Fr i A—Atse(T") — A—1sce(T).

Preuve : On se raméne comme dans la preuve de (4.3.5) a ’assertion analogue

pour les A-Modules.

4.6. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le fermé complémentaire de
U (SGA41V 3.3). On note
j:Y —X

le morphisme de topos canonique, et on rappelle que j est quasicompact. Sur le

modele de (4.2), le foncteur cohomologique ()
(R? j’)PeZ :A—Mod, — A—Mod,
permet de définir un foncteur cohomologique, noté de méme,
(4.6.1) (R? ]'!)peZ : A—1fsc(X)— A—fsc(Y).
OnaR’;'=0pouri <0, etonpose ;' =R%;". Le foncteur ;' est exact a ganche.

4.6.2. Si k : Z — Y est une autre immersion fermée de topos, on a un iso-

morphisme canonique
(k) — (&),

vérifiant la condition de cocycles habituelle.
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Proposition 4.6.3. — Le fonctenr
. A—1sc(Y) — A—1fsc(X)
est adjoint a gauche du fonctenr

jliA—fse(X) —s A—fsc(Y).

Preuve : Analogue a celle de (4.3.5), compte tenu de (SGA4 IV 3.6).

Proposition 4.6.4. — On suppose que le morphisme canonique i : U — X est
quasicompact. Alors on a pour tout A-faiscean F sur X des suites exactes de §(X,]),
donc aussi de A—tsc(X), fonctorielles en F,

(2) 0—ii'(F)—F— 7" (F)—0

(i1) 0— j.j(F)— F — i.i"(F),
dans lesquelles les fleches non évidentes désignent les morphismes d’adjonction.

Preuve : Résulte aussitot de (SGA4 IV 3.7) appliqué aux composants de F.

4.6.5. Signalons enfin que toutes les opérations que nous venons de définir
transforment évidemment A-faisceau de type constant en A-faisceau de type con-
stant, et que les foncteurs image réciproque et prolongement par zéro (4.5.3), étant
exacts, transforment A-faisceau de type J-adique en A-faisceau de type J-adique.
Nous verrons dans le chapitre II, moyennant des conditions de finitude conven-

ables, d’autres propriétés de stabilité pour ces notions.

5. Produit tensoriel.

On suppose donné dans ce paragraphe un idéotope (X,A4,]), et on convient de

poser pour tout entier 7 > 0

An :A/]n—i-l'
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5.1. Soient £ = (E,),n et F = (F,),on deux A-faisceaux sur X. Pour tout

entier ¢ € Z, on définit comme suit un nouveau A-faisceau, noté

For! (E,F).

Si 7 est un entier > 0, le 7™ composant est

For} (E,F), =For" (E,,F,),
est le morphisme de transition

For! (E,F),,,—Tor! (E,F),

n+1

est le composé du morphisme canonique
9 An+1 (E F ) —)9 Aﬂ+1 (E F )
or; n+1>" n+1 or; nwtn)s

deéduit des morphismes de transition de E et F respectivement, et du morphisme

de changement d’anneau (CE VI 4)
90{;1"“ (E,,F,) —>90r?” (E,,F,).

Siu:E— E et v:F — F’ sont deux morphismes de §(X,]), on définit un
&(X,])-morphisme
For! (u,v):Tor} (E,F)—Tor! (E',F)
en posant
(Tor! (u,v)), :ﬂorf” (n,,v,).

Mieux, on peut, grace a (CE p.119, Remarque), définir des morphismes bords com-
posant par composant et munir ainsi la collection des For{ d’une structure de

bifoncteur cohomologique

Bien entendu, le bifoncteur Forj sera noté ®, et appelé produit tensoriel. 1l est
clair qu’il est exact a droite, commutatif et associatif. Enfin, on a pour tout entier

i un isomorphisme “canonique” de bifoncteurs.

(5.1.1) For} (E,F)~Tor}! (F,E).
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Proposition 5.2. — II existe un unigue bifonctenr cobomologique, noté encore

(Tor)iez
(Tor}),oy : A—fse(X) x A—fsc(X) — A—fsc(X)
vérifiant les propriétés suivantes.

(@) Pour tout entier i € Z, le diagramme

ECX.]) % E(X.]) YTy

lm ln

Fort
A—fse(X) x A—fsc(X) ————— A—1sc(X)
dans lequel 1 désigne le foncteur canonigue, est commutatif.

(b) Pour tout suite exacte O E’ E E” O(resp. 0 — F' —
F— F"—0)de §(X,]), le foncteur 7 transforme les morphismes bords

Forl  (E",F)—Tor?! (E',F)
(resp.  Torl  (E,F")—Tor! (E,F) )
de (X ,]) en les morphismes bords correspondants dans A—fsc(X).

Preuve : Comme toute fleche de A — fsc(X) peut se mettre sous la forme
m(u)om(s)™!, olt # et s sont deux fleches de §(X,]), I'unicité est immédiate en ce
qui concerne les bifoncteurs For!. Pour ce qui est des opérateurs bords, elle ré-
sulte de ce que toute suite exacte de A —fsc(X) est, d’apres les propriétés générales
des catégories abéliennes quotients, isomorphe a 'image par 7= d’une suite exacte
de &(X,]). Quant a Pexistence, on est essentiellement réduit a montrer que si
u : E —> E’ est un morphisme de &(X,J) dont le noyau et le conoyau sont
négligeables, alors il en est de méme pour tout entier 7 et tout A-faisceau F des

morphismes

For! (u,id;) :Tord (E,F)—Tor! (E',F).

Compte tenu du fait que les For! sont munis d’une structure de foncteur coho-
mologique sur &(X,]), on est ramené a voir qu’ils transforment A-faisceau nég-

ligeable en A-faisceau négligeable, ce qui est évident.
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Définition 5.3. — Le bifoncteur Tory est appelé produit tensoriel et noté ® .

Le bifoncteur produit tensoriel est évidemment exact a droite, commutatif et

associatif. De plus on a pour tout entier 7 des isomorphismes fonctoriels

For! (E,F)—TJor! (F,E).

Convention 5.4. Comme ’anneau A est fixé dans tout le paragraphe, on le

supprime a partir de maintenant des notations, afin d’alléger le texte.

Définition 5.5. — Soit E un A-faiscean sur X. On dit que E est plat si pour toute

suite exacte

u v

0 F’ F F" 0

de A—1sc(X), la suite correspondante

0 EQF M FoF ™ FoF —0

est exacte.

On voit immédiatement que le produit tensoriel de deux A-faisceaux plats est

un A-faisceau plat.

Lemme 5.6. — Soit E un A-faiscean. On suppose que pour toute suite exacte de

E(X.])

la suite correspondante

i u idr ®v
0 EQF M roF ™ FeF —0

de E(X,]) soit exacte. Alors E est un A-faiscean plat.

Preuve : On utilise le fait que toute suite exacte de A—{fsc(X) est 'image d’une
suite exacte de (X, ]).

En particulier, un A-faisceau £ = (E) dont pour tout entier 7 > 0 le

neN>
composant E, est un A -Module plat, est plat.
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Définition 5.7. — Soit X un topos. Etant donné un systéme projectif indexé par
N d’objets de X

H=(H,)

neN?

on appelle A-faiscean quasilibre engendré par H, et on note Ay, le A-faiscean

Ap =((A,)m, ) ens

dans lequel les morphismes de transition sont ceux déduits des morphismes de transition
de H. On dit qu’un A-faiscean est quasilibre 5’1l est isomorphe dans (X ,]) a un A-

Jaiscean de la forme A,.
D’apres 5.6, un A-faiscean quasilibre est plat.

Proposition 5.8. —

(a) Soient H un systéme projectif indexé par N d’objets de X, et E un A-faiscean

sur X. On a un isomorphisme fonctoriel en E

Hom(A,,, E) —> ProHom(H, E).

(b) Si H et K sont deux systémes projectifs indexés par N d’objets de X, on a un

isomorphisme canonique

Apk — Ap @4 Ag

(c) Si E est un A-faiscean sur X, on a dans (X, ] ), donc aussi dans A—1sc(X), un

épimorphisme fonctoriel en E
AE —> .E — O.

En particulier, tout A-faiscean est quotient d’un A-faiscean plat.

Preuve : Montrons d’abord a). Si I'objet final de X est quasicompact, le

premier s’identifie a ’ensemble de morphismes de A;; dans £ dans la catégorie
Pro(A — Mody) (2.8). On en déduit le résultat grace a (SGA4 IV 2.13 1) a)).
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L’isomorphisme de b) est la collection des isomorphismes canoniques sur les com-
posants (SGA4 IV 2.13. 1) b)). Enfin I’épimorphisme de c) est la collection des

épimorphismes canoniques (d’adjonction)

Proposition 5.9. — Soit F un A-faiscean sur X. Les assertions suivantes sont

.y
équivalentes :

(1) F est plat.

(11) Pour toute suite exacte de A-faiscean

u

0 G H F 0

et tout A-faiscean E, la suite
0—E®G S EQH - E@F —0
est exacte.
(11) Pour tout A-faiscean G, on a :
Jor, (F,G)=0.
(iv) Pour tout A-faiscean G, on a

Jor, (G,F)=0 (i>1).

Preuve : (1) = (11). Soit 0 R L E 0 une suite exacte, avec

L plat (par exemple quasilibre). On en déduit de fagon évidente un diagramme

commutatif exact

G®R — H®R — F®R —— 0

l | i

G®L 23> H®L —> F®L ——> 0

u®idy,

G®L — HQ®E
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Comme L est plat, la fleche @ est un monomorphisme. On peut donc appliquer
le lemme du serpent au diagramme délimité par les deux lignes du haut. Il fournit
une suite exacte

#®idg

Ker(8)— GQE —— HQ®E.

Comme F est plat, Ker(8) = 0, donc # ® id; est un monomorphisme, ce qui

prouve (i1). Montrons (ii) = (iit). Soit

0 K L F 0

une suite exacte, avec L un A-faisceau quasilibre. On en déduit une suite exacte
Jor, (G,L)—Tor, (G, F)—GRK—GQRL— GQF —0,
d’ou d’apres (ii) un épimorphisme
Jor, (G,L)—Tor, (G,F)— 0.
Nous aurons donc montré que For, (G, F) = 0si nous prouvons le lemme suivant.
Lemme 5.9.1. — Soit L un A-faiscean quasilibre. Pour tout A-faiscean G, on a
Jor; (L,G)=0 (i>1), dans &(X,]).
En effet, comme pour tout entier » > 0, L, est un A,-Module plat, il est
évident que 7 orf” (L,,G,)=0, dou l’assertion.
Montrons que (iii) = (iv). Nous allons le voir par récurrence croissante sur

’entier 7 > 1. Supposons donc prouvé que pour tout A-faisceau H, on ait Jor;

(F,H)=0, et soit G un A-faisceau. Choisissons une suite exacte

0 H L G 0,
avec L quasilibre. On en déduit une suite exacte
Tor,,(F,L)—Tor,,, (F,G)—Tor; (F,H)—Jor,; (F,L),

dans laquelle les termes extrémes sont nuls d’apres (5.9.1). L'hypothese de récur-

rence appliquée a H montre alors que

For,  (F,G)~Tor; (F,H)=0.
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un v

E E” 0 une suite exacte

de A-faisceaux et montrons que id; ®# est un monomorphisme. Comme Jor,

Montrons que (iv) = (i). soit 0 E’

F,E") =0 par hypothese, I’assertion résulte de la suite exacte canonique
par hyp q
idy ®v

id; ®u
For, (F.E')—FQE ~ 2 FQE " FQE" —0.

Corollaire 5.9.2. — Soit 0 F’ F F” 0 une suite exacte de

A-faisceaux.

(1) Si F' et F" sont plats, alors F est plat.

(11) Si F et F" sont plats, alors F' est plat.

Corollaire 5.9.3. — La propriété pour un A-faiscean F d’étre plat est de nature

locale.

Preuve : Soit G un autre A-faisceau. Lassertion For, (G, F) =0 est de nature
locale (1.7 (1)). Par ailleurs il est immeédiat (cf. aussi (5.17)) que si T est un objet de

X,ona

For, (G,F)|T ~For, (G|T,F|T).

5.10. Soient E,F, G trois A-faisceaux. Etant données trois résolutions plates

L,M,N de E,F,G respectivement, on pose
Jor, (E,F,G)=H,(LM QN).

Les propriétés (5.9) et (5.9.2) des A-faisceaux plats impliquent de fagon classique

que la définition précédente ne dépend pas des résolutions plates choisies.

Proposition 5.11. — Soient E,F,G trois A-faisceanx et L,M,N des résolutions
plates de E, F, G respectivement.

(1) On a des isomorphismes canoniques

Jor, (E,F)H.(LF)~H.(EQM)~H.(LM).
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(11) On a trois suites spectrales birégulieres

Tor; (E,Tor; (F,G)) == TJor,; (E,F,G)

1+]

Tor; (F,Tor;(G,E)) == Jor,; (E,F,G)

1

Tor; (G, Tor, (E,F)) == TJor,; (E,F,G).

1

Preuve : Classique a partir des propriétés énoncées des A-faisceaux plats (voir
thése de VERDIER). En ce qui concerne les suites spectrales, on fera une démon-

stration analogue en ().

Proposition 5.12 (Lemme de NAKAYAMA). — Soit F un A-faiscean. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :
(i) F/JF =0.
(i) F =0.

Preuve : On a seulement a voir que (1) entraine (i1). Quitte a localiser, on peut

supposer le systeme projectif

F/]F = (Fn/]Fn>n€N

essentiellement nul. Alors il existe une application croissante y > id : N — N
telle que pour tout entier 7 > 1 le morphisme canonique F,,\/J F,(,) — F,/JF,

soit nul. Autrement dit, 'image de F,, par le morphisme canonique

est contenue dans JF,. On en déduit par récurrence que pour tout entier r > 1,

I'image du morphisme canonique



est contenue dans /7 F,. En particulier, comme J”*'F =0, le morphisme canon-
1que

F yrti(n) T F n
A partir de maintenant et jusqu’a mention expresse du contraire nous allons

supposer que A est noethérien et que J est un idéal maximal de A.

Proposition 5.13. — Soit (X,A,]) un idéotope, avec A un anneau noethérien et
J un idéal maximal de A. Les assertions suivantes pour un A-faiscean F sont équiva-

lentes :
§) For, (Al],F)=0.
(i1) Pour tout A-module de type fini M, on a

Jor, (M,F)=0 (i>1).

(i11) Pour tout A-faiscean G annulé par une puissance de J, on a
Jor, (F,G)=0 (:>1).

(Les notations de I’énoncé sont celles de 4.1.4).

Preuve : La catégorie des A-faisceaux ne changeant pas si on remplace A par
A;, nous pouvons supposer A local d’idéal maximal J. 1l est clair que (ii) et (iii)
impliquent chacun (i). Montrons que (i) = (i1). Tout d’abord, utilisant une re-
solution de M par des A-modules libres de type fini, on voit par récurrence qu’il
suffit de montrer que For, (M, F) =0, pour tout A-module de type fini M. Nous
allons voir ce dernier point par récurrence croissante sur la dimension de M. Si
dim(M) =0, alors M admet une filtration finie par des A-modules isomorphes a
A/] et Passertion résulte de (1) par récurrence sur la longueur, grace a la suite ex-
acte des FZor. Dans le cas général, M admet (Bourbaki Alg. Comm. IV 4.1) une
filtration finie dont les quotients consécutifs sont isomorphes a des A-modules de
la forme A/P, ou P est un idéal premier de A, de sorte que ’'on peut supposer que
M est de cette forme. Si P =], c’est terminé. Sinon, il existe un élément @ non
nul de J /P, d’ou une suite exacte

a

0—A/P 25 A/P —> A/P +aA— 0.

44



Comme Jor, (A/P +aA,F) = 0 par récurrence, on déduit de cette suite exacte

que la multiplication par a
For, (A/P,F)—=Tor, (A/P,F)

est un épimorphisme. On conclut alors par le lemme de Nakayama 5.12.
Montrons enfin que (i) = (iii). Le A-faisceau G admet une filtration finie dont
les quotients consécutifs sont annulés par J, de sorte qu’on peut supposer que G

lui-méme est annulé par J.

u k4

Lemme 5.13.1. — Soit (§) 0 E’ E E” O une suite exacte de

A-faisceaux, avec [ E = 0. Pour tout A-faiscean P, la suite correspondante

0—PRE —>PQE—PQE"—0

est exacte.

On se rameéne immeédiatement au cas ou les morphismes # et v sont images de
morphismes de &(X,]). De plus, on peut remplacer E, E” et E’ respectivement
par E/JE, E"|/JE" et Im(E'[JE' — E/JE), ces expressions étant entendues au

sens de £(X,]) ; dans ce cas, on a pour tout entier 7 > 1
JE,=JE,=JE! =0,
Il suffit alors pour voir le lemme de prouver que les suites évidentes
0—P,® E,—P,®, £E,—P,®, E/—0

sont exactes. Or on peut pour le voir remplacer P, par P, /JP , et alors c’est évi-

dent car on a affaire a des faisceaux de A/J-espaces vectoriels.

Lemme 5.13.2. — Soient F et G deux A-faisceanx. On suppose que F vérifie (i) et
que ]G =0. Alors Tor, (F,G)=0.

Soit 0 M L G O une suite exacte de A-faisceaux, avec L plat.
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Il est clair que JL C M. On en déduit un diagramme commutatif et exact :

0 0
L L
(D) 0 . M . L y G —> 0
l Lol
0 —— M/JL — L)JL —3 G —> 0
0 0

En tensorisant par F, on en déduit un diagramme commutatif et exact

0

~

FRJL ——— 3 F®JL ———3 0

~ ~ \L

(D) FOM — S F®L—3SFRG —3 0

~ ~ \L

FRM/IM) —> FQ(L/JL) —> F®RG — 0

~ ~

0 0

En effet, comme F vérifie (i), la suite canonique

(U) 0—F®J]—>F—>F/JF —0

est exacte, et il en est de méme de la colonne centrale de (D) qui se déduit de (U)

par tensorisation par le A-faisceau plat L. Par ailleurs, la ligne du bas de (D’) est ex-
acte d’apres le lemme (5.13.1) appliqué a la ligne correspondante de (D). L’assertion
(5.13.2) résulte alors de (D’) en appliquant le lemme du serpent au diagramme
deéfini par la colonne de gauche et celle du centre : on obtient ainsi que la suite
canonique

00— FIM—FQL—FQG—0
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est exacte, d’ou I’assertion par la suite exacte des For.

On acheve la preuve de (iii) comme suit. Il est clair que G admet une résolution
gauche par des A-faisceaux de la forme L/] L, avec L un A-faisceau plat. L'assertion
se verra par récurrence croissante sur I’entier z a partir du cas z = 1 si on montre
que

For, (F,L/JL)=0 (z1>1)

pour tout A-faisceau plat L. Or la considération des deux suites spectrales (5.11)

l

For, (F,Tor; (A/],L)) == Jor,, (F,Al],L)

For; (L, Tor; (A[],F)) == Tor, ; (F,A/],L)

montre, compte tenu du fait que L est plat, que 'on a un isomorphisme
Jor,; (F,L/JL)~L® Jor, (A/],F),
d’ou le résultat désire grace a 'implication (i) = (ii).

Définition 5.14. — Un A-faiscean vérifiant les conditions équivalentes de (5.13)
sera dit presque plat.

Remarque 5.15. Lorsque A est un anneau de valuation discrete d’idéal max-

imal J, alors, désignant par # une uniformisante locale de A, on voit facilement,
. . . \ . . xu

par application de la suite exacte des For a la suite exacte canonique 0 — A —

A— A/] — 0 que les A-faisceaux presque plats sont ceux qui sont sans torsion,

i.e. ceux pour lesquels la multiplication par un élément de A est un monomor-

phisme.
Proposition 5.15. —

1) Soit 0 F’ F F” O une suite exacte de A-faisceaux. Si F' et F”
(resp. F et F") sont presque plats, alors il en est de méme pour F (resp. F’).

2) Si E et F sont deux A-faisceaunx presque plats, alors E @ , F est presque plat et
Pon a
Jor, (E,F)=0 (1>1).
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Preuve : Lassertion (1) se voit de fagon classique en utilisant la suite exacte des

Jor. Montrons (2). Compte tenu de (5.13 (ii1)), la suite spectrale
(5.15.1) Tor; (F,Tor; (A/],E)) =>Tor,, ;. (F,A[],E)

montre que

For, (F,A[[,E)=0 (p>1).

Utilisant ce résultat, on déduit de la suite spectrale

1

(5.15.2) For; (A/],Tor; (E,I))=>Tor,; (A/]E,F)
’égalité
For, (A/],E®F)=0,
donc que E ® F est presque plat. Mais alors (5.13), on a
Jor, (A/[,EQF)=0 (:>1)
et un nouvel examen de (5.15.2) montre que

(A/])® Tor, (E,F) =0,

d’ou For, (E,F) = 0 par le lemme de Nakayama. Nous allons maintenant voir
le fait que Jor; (E,F) =0 (i > 1) par récurrence croissante sur ’entier 7 > 1.
Supposons donc la vraie pour i et montrons qu’elle est vraie pour i + 1. Soit pour

cela

(S) 0—sF —sL—>F—>0

une suite exacte de A-faisceaux, avec L plat. D’apres (1), F’ est presque plat, d’ou
Jor, (E,F’) =0 par hypothese de récurrence. On conclut par la suite exacte des

Jor, (E,.) appliquée a la suite (S).

Proposition 5.16. — Soit (X, A,]) un idéotope, avec A un annean local régulier
de dimension 7 et ] son idéal maximal. Etant donnés denx A-faisceaux E et F sur X,
ona
Jor, (E,F)=0 (1>2r+1)
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Si de plus F est presque plat, alors

Jor, (E,F)=0 (i>r+1)

Preuve : Nous utiliserons le lemme suivant, qui peut-étre utile en soi.
Lemme 5.16.1. — Pour tout A-faiscean G et tout A-module de type fini M, on a

Tor; (M,G)=0 (i >dp,(M)).

Pour le voir, on utilise (5.11), en prenant une résolution plate de M définie par
une résolution de longueur dp ,(M) du M-module M par des A-modules libres de
type fini.

Le lemme montre que pour tout A-faisceau F et toute suite exacte

0—Z7Z —L, ,—L, , L, L, F 0,

avec les L, des A-faisceaux plats, le A-faisceau Z, est presque plat. Faisant de méme
pour E, ce qui fournit un A-faisceau presque plat Y, on a de fagon classique des
isomorphismes
For, ., (E,F)~Tor; (Y,,Z,) (12>1)
d’ou le fait que
Jor, (E,F)=0 (1>2r+1)

grace a (5.15.2). L'assertion analogue lorsque F est presque plat se voit de méme.

Corollaire 5.16.1. — Sous les hypotheses de (5.16), il existe pour tout A-faiscean F

sur X une suite exacte

0— Py, — P, P P, F 0
de A-faisceanx, avec P; plat sur 1 €[0,27].
A partir de maintenant, l'annean A et I’idéal | sont de nouvean quelconques.

5.17. Soient X et Y deux topos et f : X — Y un morphisme de topos.

Choisissons un foncteur image réciproque

f*:A—Mod, — A—Mod,, .
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On rappelle qu’on en déduit pour tout couple (P, Q) de A,,~Modules (z entier

> 0) et tout entier z > 0 un isomorphisme fonctoriel
2, :?or?” (f*P,fQ)—> f* g'or?” (P,Q),

et que la collection des @; définit un isomorphisme de foncteurs cohomologiques
de A, —Mod,. Appliquant ces isomorphismes aux composants des systemes pro-
jectifs, on en déduit sans peine un isomorphisme analogue de bifoncteurs coho-
mologiques de £(Y,]) dans &(X,]). Enfin, un passage au quotient immédiat four-
nit un isomorphisme de bifonctenrs cobomologigues de A—fsc(Y) dans A —fsc(X) :

(5.17.1) (For, (f"E,f*F)—> f* For; (E,F)),cn-

Proposition 5.17.2. — Pour tout A-faiscean quasilibre (5.7) L sur Y, le A-faiscean
F*(L) est quastlibre.

Preuve : L’assertion résultera du fait, appliqué aux composants de L, que si B
est un anneau et /7 un faisceau d’ensembles sur Y, alors f*(By;) ~ B, ;). Faute de
référence, montrons comment on voit ce dernier point. Si M est un By-Module,

on a la suite d’isomorphismes

(1) Homy (f*(By;), M) ~ Homy(By;, £.(M))
(2) Homy(By,, /(M) ~ Homy, (H, /,(M))
3) Homy, (H, f.(M)) ~Homy, (f*(H), M)
(4) Homy,(f*(H), M) ~Homy(By 1), M),

les isomorphismes d’ordre impair provenant de la formule d’adjonction entre £,
et /%, et ceux d’ordre pair traduisant les définitions respectives de By; et By, py).

Dégalité annoncée en résulte aussitot.

5.18. Soient X un topos, T et T’ deux objets de X et i : T — T un mor-

phisme guasicompact. On note de méme le morphisme de topos

i X/T—X/T'
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correspondant. Si E =(E,), .y et F = (F,),,on sont respectivement un A-faisceau

sur T et un A-faisceau sur 7", les isomorphismes de projection (SGA4 IV 2.13)

i(E, ®,1"(F,)— i(E,)®, F,

définissent un morphisme de &(77,])
(5.18.1) i(E®i"(F))—> i(E)®F,

d’ot un isomorphisme bifonctoriel de A —fsc(7”).
En particulier, on en déduit pour tout A-faisceau F sur 7’ un isomorphisme

fonctoriel en F
(5.18.2) F®i,(A)~ii"(F).

De cette derniere formule, on déduit pour tout couple (F, G) de A-faisceaux sur

T’ un isomorphisme fonctoriel
(5.18.3) ' (F®G)~(4i"F)Q®G.

Supposons maintenant que Z soit un monomorphisme, autrement dit que T
deéfinisse un ouvert de X /T”, auquel cas nous dirons que i est une immersion ou-
verte. Alors on définit comme suit pour tout couple (F, F’) de A-faisceaux sur T

un isomorphisme fonctoriel
(5.18.4) iW(FQF')~i(F)®i(F").
Lisomorphisme évident i*;, ~ id fournit un isomorphisme
W(FOF)~i(F®i'iF)
qui, composé avec 'isomorphisme de projection (5.18.1)
LW(FQi*i,F')~1(F)®1(F),
donne I'isomorphisme désire.

Proposition 5.18.5. — Soient X un topos et i : T — T’ un morphisme quasi-

compact d’objets de X.
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(1) Pour tout A-faiscean quasilibre (resp. plat) L sur T, le A-faiscean 1,(L) est quasili-
bre (resp. plat).

(1) Side plus i est une immersion onverte, alors pour tout A-faiscean plat P sur T',

le A-faiscean i*(P) est plat.

Preuve : (i) Supposons d’abord L quasilibre. Pour voir que 7, I’est également,
il suffit de montrer que pour tout anneau B et tout objet # : H — T de X /T, on
a un isomorphisme

u(B,)~B;,,,

ce qui se voit comme en (5.17.2), en utilisant cette fois I’adjonction entre 7, et 2*.
Montrons maintenant que si L est plat, alors 7,(L) I’est aussi.

Par (5.18.1), le foncteur M — 7,(L) ® M est isomorphe au foncteur M — 7,(L ®
1*(M)). Or ce dernier est exact, puisque i, 2" et le foncteur P — L®P sont exacts.
D’ou Passertion. (i1) Il s’agit de voir que si # : L — M est un monomorphisme

de A-faisceaux sur 77, le morphisme

L®i*(P)22% M i*(P)
est un monomorphisme. Comme 7% ~ id, il suffit de voir que le morphisme
i,(# ® id) est un monomorphisme. Or celui-ci est isomorphe d’apres (5.18.1) au
morphisme

i(n)®id

WDeP % e,
qui est un monomorphisme puisque 7 est exact a gauche et P plat.

5.19. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le topos fermé complémen-

tatre. On note

]:Y —X

le morphisme canonique. Dans ces conditions, mutatis mutandis, le formulaire
(5.18.1) a (5.18.4) reste valable, a condition d’y remplacer le formule 7, par le fonc-
teur 7, et 2* par j*. (Preuves identiques).

De méme on a I’énoncé suivant.

Proposition 5.19.1. —
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(1) Si L est un A-faiscean plat sur' Y, le A-faiscean j (L) est plat.
(11) Si P est un A-faiscean plat sur X, le A-faiscean j*(P) est plat.

Preuve : Analogue a celle de (5.18.5), a condition encore de remplacer 7, par

6. Foncteurs associés aux homomorphismes.

6.1. Soient E = (E,),n et F = (F,),on deux A-faisceaux sur un topos X. Pour

tout entier € Z, on définit comme suit un nouveau A-faisceau, noté
éxt, (E,F),

la mention de ’anneau A pouvant étre éventuellement supprimée s’il n’y a pas
de confusion possible. Soient m’ > m > n trois entiers > 0. En composant le

morphisme d’extension d’anneau (CE VI 4 cas3)

éxty (E,,F,)—éxt, (E,.F,)
avec le morphisme

é”xtf;lm/ (Em,Fn)—>£’xt2ml (E,F,)

déduit du morphisme de transition £,, — E,_ on obtient un morphisme de
(A,)x-Modules

P XY (E,..F,) —Exty (E,..,F)).
D’ou, I’entier 7 étant fixé, un systeme inductif dont on note

lim &ty (E,,F,)
m>n
la limite inductive. Si maintenant n’ > 7 est un autre entier, le morphisme de
transition F, — F, définit pour tout entier 7 > »n’ un morphisme de faisceaux
de Ay, -Modules
éxty (E,,F,)—é&xty (E,,F,).
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Par passage a la limite inductive, on en déduit un morphisme

%n,n/ : 11_1'1')1 gthl‘lm (Em’Fn/) - 11_1'1')1 gthl‘lm (Em’Fn)

m m

et il est évident que si n” >n’'>n,ona

= (o] .
%n,n” Mn,n/ Mn’,n”

On définit alors le A-faisceau &xt’, (E, F) par la formule

(gthl‘l (E’F>)n = 11_1’1’)1 (gXth (Em’Fn) (7’1 Z O)’

m

les morphismes de transition étant les #, ..
Si maintenant # : £/ — E et v : F — F’ sont deux morphismes de &(X,]),

on obtient un &(X,J)-morphisme
&xt'y (n,v):6xt', (E,F)—s&xt', (E',F')
en posant pour tout entier 7 >0

&xty (u,v), = lim &xtly (u,,v,).

m

Mieux, on peut, grace a (CE VI 4.4 a) et Remarque), définir des opérateurs bords,
composant par composant pour le second argument et par une limite inductive
évidente pour le premier. On munit ainsi la collection des &xt’; d’une structure

de bifoncteur cohomologique
g(Xs])o x g(XJ) - £<X3])

Bien entendu, le bifoncteur &xt sera aussi noté #om,. Il est clair qu'il exact a

gauche.

Proposition 6.1.1. — 1] existe un unique bifonctenr cohomologique, noté encore

(gXtil)ieZ’
(Ext));ez : (A—fsc(X))° x (A—fsc(X)) — A—fsc(X)

vérifiant les propriétés suivantes.
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a) Pour tout entier i € Z, le diagramme

i

E(X,JY x 8(X,]) — 4 g(X,])

\Lﬂ" X7 \Lﬂ
i

A—1fsc(X)° x A—1fsc(X) L} A—1fsce(X),

dans lequel 1 désigne le foncteur de projection canonique, est commutatif.

b) Pour toute suite exacte O E’ E E" O (resp. 0 — F' —
F— F"—0)de §(X,]), le foncteur 1 transforme le morphisme bord

éxt, (E',F)—&xt' T (E",F)
(resp.  Ext’ (E,F")—&xt M (E,F) )
dans §(X,]) en le morphisme bord correspondant dans A —fsc(X).

Preuve : L'unicité se montre comme en (5.2). Pour voir ’existence, on est ra-
mené comme dans loc.cit. a voir que si £ ou F est négligeable, alors (dans £(X,]))
les A-faisceaux &xt’, (E, F) sont négligeables. C’est évident lorsque F est néglige-

able ; lorsque E est négligeable, on a méme, vu la définition des &xt’, (E,F),,,
éxt (E,F)=0,
comme objet de (X, ).

6.1.2. On a en particulier &xt,= 0 pour i < 0, et le foncteur &xt5, aussi noté

de plus souvent S#om, est exact a gauche.

Définition 6.1.3. — Si E et F sont deux A-faisceanx sur X, le A-faiscean F€om
(E,F)=6xt5 (E,F) est appelé A-faisceau des homomorphismes de E dans F.

6.2. Soient X un topos dont lobjet final est quasicompact et E et F deux A-
faisceaux sur X'. On définit comme en (6.1) des bifoncteurs cohomologiques, notés

tous deux (Ext,); oy,

EX,]) x &(X,]) > &(pt.))

(6.2.1)
A—1fsc(X)° x A—1fsc(X) —— A—1sc(pt) C Pro(A— mod)
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par les formules A
Exty(E,F), = limExt) (E,.F,),

m
avec les morphismes de transition évidents.

Le bifoncteur QZ est aussi noté Hom. I est exact 4 gauche.

Supposons maintenant que le topos X soit cobérent (SGA4 VI 2.) 1l résulte
alors immédiatement du fait que le foncteur I'(X,.) commute aux limites induc-

tives filtrantes que 'on a I’egalité
(6.2.2) Hom,(E,F)~T(X,#om, (E,F))

(voir (4.4) pour la notation T).

6.3 “Formules chéres a CARTAN”.
Soient X un topos dont Iobjet final est quasicompact, et E, F et G trois A-

faisceaux sur X. On définit comme suit un morphisme de &(pt, /), donc aussi de
A—fsc(pt),

(6.3.1) Hom,(E ® F,G)— Hom(E, #¢om, (F,G))

fonctoriel en E,F et G. Pour tout entier 7 > 0, le n®™ composant du premier
membre de (6.3.1) est
limHom,(E, ®, F,,G,).
q
Comme le diagonale est cofinale dans I’ensemble ordonné N x N, I’application

canonique

li_n)qumA(Em ®,F,G,)— li_n)qumA(Eq ®,uF,G,)
m,p q

est un isomorphisme. Compte tenu des isomorphismes canoniques
~y
Homy(E,, ®, F,,G,)— Hom,(E,,, #om, (F,,G,)),
on en déduit un isomorphisme

Hom,(E®F,G), — limlimHom (E,,, #om, (F,,G,)).
m p

56



Enfin, utilisant les morphismes canoniques
(6.3.2) li_r)nHomA(Em, Fom, (F,,G,)) — Homy(E,, h_r)n Fom, (F,,G,))
b4 r

on obtient pour tout entier 7 > 0 une application
Hom,(E ® F,G),, — Hom,(E, #om, (F,G)),,

et cela de fagon compatible avec les morphismes de transition, d’ot le morphisme
(6.3.1) annoncé.
Passant a la limite projective, on déduit, grace a (2.8), du morphisme de sys-

témes projectifs (6.3.1), une application
(6.3.3) Hom(E ® F,G) — Hom(E, #om, (F,G)),
fonctorielle en E, F et G.

Proposition 6.3.4. — Soient X un topos dont ’objet final est quasicompact ez
E, F et G trois A-faisceanx sur X. On suppose que les composants de E sont des A-
modules noethériens. Alors les morphismes fonctoriels (6.3.1) et (6.3.3) sont des iso-

morphismes.

Preuve: Comme E, est un A-Module noethérien, 'application (6.3.2) est une
bijection.

Soient maintenant X un topos arbitraire et E, F et G trois A-faisceaux sur X.
Nous allons définir un morphisme fonctoriel

(6.3.5) Fom, (EQF,G)—Fom, (E, #Hom, (F,G))

de &(X,]), donc aussi de A —fsc(X). Il s’agit de définir pour tout entier 7z > 0 un

morphisme
(6.3.6) Fom, (EQF,G), —Hom, (E,om, (F,G)),

commutant avec les morphismes de transition. Comme précédemment, on voit

que le premier membre de (6.3.6) est isomorphe a

(6.3.6) h_n)lh_r)n Hom, (E,,Homy, (F,,G,)).
m p
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Le morphisme (6.3.6) est obtenu & partir de la en utilisant les morphismes canon-

1ques

(6.3.7) h_r)n Hom, (E,, A omy, (F,,G,)) — Hom, (Em,h_r)n Hom, (F,,G,)).
b4 b4

Proposition 6.3.8. — Soient X un topos localement noethérien et E, F et G
trois A-faisceaux sur X. On suppose que les composants de E sont des A-Modules con-

structibles. Alors le morphisme (6.3.5) de &(X,]) est un isomorphisme.

Preuve : Sous les hypotheses de (6.3.8), il résulte du lemme suivant que le

morphisme (6.3.7) est un isomorphisme.
Lemme 6.3.9. — Soient X un topos localement noethérien, E un A-Module con-
structible sur X, et
(£;, ”z’,j)(i,j)elxl
un systéme inductif fltrant de A-Modules sur X. Le morphisme canonique

lim om, (E,F,) —Hom, (E. lim(F)

1 2

est un isomorphisme.

Il sutfit de voir que pour tout objet noethérien 7" de X, le morphisme canon-

ique

(6.3.10) I(T,lim Som, (E, F;)) — I(T, #Hom, (E,lim(F,)))

2 1

est un isomorphisme. Comme 7 est noethérien, le foncteur I'(7,.) commute aux
limites inductives filtrantes, de sorte que (6.3.10) est isomorphe au morphisme

canonique

(6.3.11) liom Hom, (E| 7, £| T) — Hom, (E| T, lim(F, | ).

l 1

Mais le A;-Module E|T est constructible, donc noethérien, et par suite (6.3.11)

est une bijection, d’ou ’assertion.
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Proposition 6.3.12. — Soient X un topos cobérent et E et F deux A-faisceanx sur

X. On a un isomorphisme fonctoriel en E et F :

Hom(E,F)~Hom(A, #¢om, (E, F)).

Preuve : Il provient par passage a la limite projective de (6.2.2).

6.3.13. Nous allons maintenant généraliser a un topos arbitraire le morphisme
(6.3.3). Soient £ = (E,), N €t I = (F,),cn deux A-faisceaux sur un topos X. On

définit comme suit un morphisme d’“adjonction”

(6.3.13.1) E—om, (F,EQ,F).

Pour tout entier 7 >0, on a un morphisme canonique

(6.3.13.2) E —3om, (F,E Q,F,)

réalisant I’adjonction entre les foncteurs Hom,(E, ® , F,,.) et Hom(E, , #om,

(F

».)). Composant (6.3.13.2) avec le morphisme évident

%OmA (Fn’En ®AFn)—) ll_I)Il %OmA (Fm’En ®AFn>’

m>n

on obtient un morphisme de A-Modules
E, —om, (F,E®,F),,

et la collection de ces morphismes pour les divers entiers 7 fournit le morphisme
(6.3.13.1) désiré. De (6.3.13.1), on déduit de fagon évidente une application

(6.3.13.3) Hom(E ®, F,G)— Hom(E, 7¢om, (F,G))

pour tout A-faisceau G. On laisse au lecteur le soin de vérifier que lorsque I’objet

final de X est quasicompact, les morphismes (6.3.3) et (6.3.13.3) sont égaux.
6.4. Comportement vis a vis des morphismes.

6.4.1. Soient f : X — Y un morphisme de topos et £ = (E,),.n et F =
(F,),en deux A-faisceaux sur Y. Nous allons définir un morphisme de bifoncteurs
cohomologiques de £(Y,])° x &(Y,]) dans (X, ]) :

(6.4.1.1) £ &xt, (E,F)—s&xt, (f'E, f*F).
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Soit 7 € Z un entier. L'entier n > 0 étant fixé, on a pour tout entier 7 > 7 un

morphisme canonique (EGA 0,,, 12.3.4)
(6.4.1.2) fréxt, (E,,F,)—é&xt, (fE,,f"F),
d’ot un morphisme

@, h_r)nf éaXtAm (Em’Fn)_)h_I)ngXtAm (f Em’f Fn)

m m

Par ailleurs, comme le foncteur f* commute aux limites inductives, le morphisme

canonique

1871 ll_l’)nf* gth‘lm (Em’Fn)_)f*(h_r)n gthm (Em’Fn))

m m

est un isomorphisme. Ceci permet de définir un morphisme de A, ~Modules
= a0 81 [(6xt (E,F),) — 65ty (fE,['F),.
On s’assure sans peine que (u,,),on définit un morphisme de systémes projectifs
- 8t (E,F)) —xt, (FE, )

et que la collection des u' est un morphisme de bifoncteurs cohomologiques.

On en déduit aussitot un morphisme analogue de bifoncteurs cohomologiques
de A—1sc(Y)° x A—1fsc(Y) dans A —fsc(X).

Si g : Y — Z est un autre morphisme de topos, le morphisme (6.4.1.1) asso-
cié au composé g o f est le composé des morphismes analogues associés a g et f

respectivement.

Proposition 6.4.2. — On suppose A noethérien. Soient f : X — Y un mor-
phisme de topos et E et F deux A-faisceaux sur Y. On suppose que les composants de

E sont localement constants de type fini. Alors les morphismes
(6.4.1.1) f* &xt, (E,F)—&xt', (f*E, f*F)

sont des isomorphismes.
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Preuve : Comme pour tout entier 72, le A-Module E est localement constant
de type fini, les morphismes (6.4.1.2) sont des isomorphismes (EGA 0,,; 12.3.5).

Dassertion en résulte sans peine.

6.4.3. Soient X et Y deux topos dont I’objet final est quasicompactet f : X —
Y un morphisme. Soient E = (E,,), N et ' = (F),),cn deux A-faisceaux sur Y. On

a pour tout triple (m,n,1) d’entiers, avec m > 0 une application canonique
Ext), (E,,F,)— Ext, (f*E,,f"F,).
On en déduit immédiatement un morphisme de bifoncteurs cohomologiques
f* - Exty(E,F)— Exty(f'E.f'F),
fonctoriel en f.

6.4.4. Soient f : X — Y un morphisme de topos et E et F deux A-faisceaux

sur Y et X respectivement. On définit comme suit un morphisme de bifoncteur
(6.4.4.1) Som, (E,f.F)—> f. F#om, (f*E,F).

Soit #» > 0 un entier. Pour tout entier 7 > 7, on a un isomorphisme canonique
(SGA41V 2.2.8)

%OmA (Em’f*(Fn)) _)f; %OmA (f*Em’Fn)’
d’ou par passage a la limite suivant 72, un isomorphisme

Y :%OmA (E’ﬂF)n ;) h_r)nf; %Om/l (f*Em’Fr)

m

qui, composé avec le morphisme canonique

871 h_r)nf:k %Om/l (f*Em’Fn) —>ﬂ(h_n;1 %OmA (f*Em’Fn))’

m m

fournit un morphisme de A-Modules

8,07, :Homy (E,fL.F),—> f(Hom, (f"E,F),).
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Il est immeédiat que la collection (8, 0 y,,),on définit un morphisme de &(Y,])
répondant a la question.

On en déduit aussitot, lorsque f est guasicompact, un morphisme analogue de
foncteurs de A —fsc(Y)° x A —fsc(X) dans A —fsc(Y).

Proposition 6.4.5. — Soit  : X — Y un morphisme cohérent de topos (SGA4
VI 3.1). Etant donnés un A-faiscean E sur Y et un A-faiscean F sur X, le morphisme

(6.4.1.1) Hom, (E,f.F)—> f, #om, (fE,F)

est un isomorphisme.

Preuve : Si f est cohérent, le foncteur f, commute aux limites induc-
tives filtrantes (SGA4 VI ), donc les morphismes &, sont des isomorphismes.

Lassertion en résulte aussitOt.

6.4.6. Soient X et Y deux topos dont I’objet final est quasicompactet f : X —
Y un morphisme quasicompact. Etant donnés deux A-faisceaux E et F sur Y et X
respectivement, les morphismes d’adjonction usuels sur les A-Modules définissent

de fagon évidente un isomorphisme de bifoncteurs
Hom,(f*E,F)—> Hom (E, f.F).

6.4.7. Soient X un topos, T et T’ deux objets de X et f : T — T’ un mor-

phisme. On note de méme le morphisme de topos
X|T—X|T

correspondant. On définit comme précédemment, a partir du morphisme ana-

logue pour les A-Modules, un morphisme de foncteurs de &(7,])° x &(T",]) dans
&(T"])

(6.4.7.1) f. Hom, (E,f*F)«—Hom, (LE,F).

Lorsque f est guasicompact, le morphisme (6.4.7.1) définit un morphisme de fonc-
teurs de A —fsc(7T')° x A—1fsc(T") dans A —fsc(T7).

Lorsque f est cobérent, le morphisme (6.4.7.1) est un isomorphisme.
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Supposons maintenant que T, 7’ et f soient quasicompacts, la derniere hy-
potheése résultant des deux premieres si de plus 7" est quasiséparé (SGA4 VI 1.14).
Alors les morphismes d’adjonction usuels pour les A~-Modules définissent de fagon

évidente un isomorphisme de bifoncteurs
(6.4.7.2) Hom,(E, f*F)—- Hom,(fE, F),

E désignant un A-faisceau sur 7 et F un A-faisceau sur 7”.

6.4.8. Soient X un topos, Uun ouvert de X et Y le topos fermé complémen-
taire. On note j : ¥ — X le morphisme de topos canonique : on rappelle (SGA4
) que ; est cobérent. Etant donnés deux A-faisceaux E et F sur Y respectivement,

on définit comme précédemment un zsomorphisme de bifoncteurs

(6.4.8.1) j. #om, (E,j'F)—5om, (j E,F).

Si de plus I'objet final de X est quasicompact, on a un isomorphisme de bifoncteurs
(6.4.8.2) Hom,(E, j'F) —> Hom,(j.E, F)

obtenu de fagon évidente a partir de I'isomorphisme analogue pour les A-
Modules.

6.5. Cohomologie a support dans un fermé.
Soient X un topos, U un ouvert de X, Y le topos fermé complémentaire et

7 1Y — X le morphisme canonique.

Proposition 6.5.1. — Soit F un A-faiscean sur X. On a dans E(Y,]) et (pt,])

respectivement des isomorphismes fonctoriels en F

(6.5.1.1) 7" Exty (j,AF) =~ (Hy(F,))en

(6.5.1.2) Ext,(7.A,F) = (Hy(X,F,)) e
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Preuve : Compte tenu des définitions des seconds membres, il suffit de prouver

que si m et 7 sont deux entiers, avec 7 > n, les morphismes canoniques
i i
gXtAn (]*An’Fn) gXtAm (]*ArrﬂFn)

et

sont des isomorphismes. C’est 1 un fait bien connu, qui résulte aussi du lemme

suivant qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 6.5.2. — Soient X un topos, B et C deux Anneanx de X et u :B— C
un morphisme d’Anneaux. Pour tout B-Module plat M, tout C-Module N et tout
entier p, le morphisme de C-Modules (resp. de groupes abéliens)

&xt? (M ®, C,N) —&xtl (M,N)

(resp.  Extl.(M @, C,N))— Exth(M,N) )
composé de morphisme d’extension d’Annean

éxtl (M @, C,N)—&xth (M ®, C,N)

(resp. Extl.(M ®; C,N))— Exth(M ®, C,N) )
et du morphisme canonique déduit de \d®@u : M — M @, C

Exth (M ®, C,N)—&xth (M,N)

(resp. Exth(M ®, C,N))— Exti(M,N) )
est un isomorphisme.

Preuve : Nous montrerons seulement I’assertion non respée, I’assertion re-
spée se prouvant de facon analogue. Fixons M. Faisant varier N, on obtient un

morphisme de foncteurs cohomologiques

Exte (M ®, C,.) —&xtl (M)
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qui est un isomorphisme en degré zéro et dont la source est effagable. Il suffit pour
voir le lemme de montrer que si N est un C-Module injectif, on a &xth (M,N) =
0(p > 1). Lorsque M est un B-Module libre de base un faisceau d’ensembles,
cela résulte du lemme (6.5.3) ci dessous, compte tenu du fait que N est un C-
Module flasque, donc un B-Module flasque. Dans le cas général, on va raisonner

par récurrence. Commengons par le cas p = 1. Soit

(S) 0O—s M —L—>M—>0

une suite exacte de B-Modules, avec L un B-Module libre. Comme M est plat,
la suite obtenue en tensorisant (S) par C est exacte. Puisque N est un C-Module

injectif, on en déduit que la suite évidente

(T)
0—Hom (M®,C,N)—FHom, (L& C,N)—>Hom, (M'®;C,N)—> 0

est exacte. Mais (T) est isomorphe a la suite canonique
0—omy (M,N)—omy (L,N)—>#omy (M',N)— 0.

Comme &xty (L,N) = 0, on en déduit que &xty (M,N) = 0. Supposons main-
tenant établi que pour tout B-Module plat M et tout entier 7 € [1,p] on a
&xtly, (M,N) = 0. Considérons a nouveau la suite exacte (S), dans laquelle il est

clair que M’ est B-plat. On déduit de (S) des isomorphismes
Exty (M,N)~&xty" (M',N) (i>2)
d’ou, grace a I’hypothese de récurrence appliquée a M,
Exty (M,N)=0 (2<i<p+1)
ce qui achéve la démonstration puis que 'on sait déja cette égalité vraie pour 7 = 1.

Lemme 6.5.3. — Soit (X, B) un topos annelé. Pour tout B-Module libre L et tout
B-Module flasque M, on a

&xth (LLM)=0 (p=>1)

Extf(L,M)=0 (p=>1).
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Preuve : Soit H un faisceau d’ensembles tel que L ~ B,,. On a
Ext’(L, M)~ H? (H, M),

et la deuxiéme assertion résulte alors de 'acyclicite de M (SGA4 V 3.7). Main-

tenant le B-Module &xt (L, M) est associé au préfaisceau
T — Exti(L|T,M|T),

d’ou la premiére assertion, puisque L|7T et M|T sont respectivement libre et

flasque.

Définition 6.5.4. — Soient X un topos, U un ouvert de X, Y le topos fermé
complémentaire, | : Y — X le morphisme canonigue. Etant donné un A-faiscean F

sur X, on pose pour tout entier i

H;(F> :‘gXtZ (j*A’F) = (H;(Fn»neN'

Proposition 6.5.5. — Soit F un A-faiscean sur X.

a) Silimmersion canonigue i : U — X est quasicompacte, on a une suite exacte,
fonctorielle en F, de A—fsc(X)

0 —s HE(F)— F — i,(F|U) — HL(F)— 0
et des isomorphismes fonctoriels en F

HY (F)~RF i (Flu) (p>2).

b) S1 U et X ont des objets finaux quasicompacts, on a une suite exacte fonctorielle
en F de A—fsc(pt)

—p+1

o (X, F)— T (X, F)— T (U, F|IU) - B (X, F) — .
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Preuve : Appliquant I’assertion analogue pour les A-Modules aux composants

de F, on obtient de telles suites exactes dans (X, ]) (resp. &(pt,])).

6.6. Objets injectifs et pseudo-injectifs.
Soit (X,A,]) un idéotope.

Définition 6.6.1. — On dit gu’un A-faisceaux I sur X est pseudo-injectif sz c’est
un objet injectif de la catégorie (X, ]).

Le lecteur peut se demander pourquoi considérer cette notion plutdt que la
notion d’injectif de A —fsc(X) ; c’est parce que nous verrons plus loin (au moins
lorsque A =Z,) que le seul A-faisceau injectif est le A-faisceau nul.

On veérifie par un raisonnement classique d’adjonction que pour tout objet 7'

de X et tout A-faisceau pseudo-injectif 7 sur X, le A-faisceau | T est pseudo-injectif.

Définition 6.6.2. — Soit C une catégorie abélienne. Un systéme projectif E
d’objets de C est dit directement strict sz tous ses morphismes de transition sont des

épimorphismes directs.

Proposition 6.6.3. —

1) Soit I =(I,,n,),cN #n A-faiscean psendo-injectif sur X. Alors :

n>"n

(1) I est flasque (4.2.3) et directement strict.
(11) Pour tout entier n >0, le A, ~Module Ker(u,)) est injectif.

(111) Pour tout entier n >0, on a un isomorphisme

I ~ @ Ker(u,).

n
0<p<n

(avec la convention uy = 0).
2) Pour tout A-faiscean E sur X, il existe un monomorphisme de (X ,])
m:E—1,

avec I un A-faiscean psendo-injectif.
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Preuve : Pour montrer 2), on peut référer au résultat général de (Tohoku).
Nous allons toutefois donner une preuve directe, qui sera utile pour montrer 1).
Soient 7 > 0 un entier et M un A, ~Module. On définit un A-faisceau note , M par
les formules

~ 0 s1 p<nm
(M), =

? M st p>n,

les morphismes de transition étant I’identité en degrés > 7 et 0 ailleurs. Choisis-

sions maintenant pour tout entier 7 > 0 un monomorphisme
é:n : En In’

avec I un (A,)y-Module injectif. Le morphisme ¢ définit de fagon évidente un

morphisme

n

de &(X,J). On en déduit un monomorphisme de &(X,])
m = (E;) E— 1_[71}:1 =14

dont on vérifie aisément qu’il répond a la question. De plus, le A-faisceau [ est
par construction flasque et directement strict. Montrons maintenant 1). Si I est
pseudo-injectif, il résulte de la partie 2) qu’il est facteur direct (dans (X, ] )) d’un A-
faisceau flasque et directement strict, d’ou aussitot (i) et (iii). Pour voir que Ker(#,))

est un (A, )y-Module injectif, il suffit d’exprimer que le foncteur
M — Hom (M,T)

est exact lorsque M parcourt la catégorie des A-faisceaux vérifiant M, = 0 pour

p # n. En effet, on a évidemment dans ce cas

Hom,(M,I)=Hom, (M,Ker(x,)).

Proposition 6.6.4. — Soit (X, A,]) un idéotope. On suppose que X est localement
algébrigue (SGA4 VI 2.3), et que A est un anneau de valuation discréte et | son idéal

maximal. Alors tout A-faiscean injectif sur X est nul.
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Preuve : Soit F un A-faisceau injectif. D’apres (6.6.3), il existe un monomor-
phisme # : F — P, avec P un A-faisceau directement strict. Comme F est injectif,

le morphisme # admet dans A —fsc(X') une rétraction
(6.6.5) v:P—F,

qui est un épimorphisme. En particulier, F est de type strict.
Montrons d’abord la proposition lorsque X est le topos ponctuel. Si s désigne
une uniformisante locale de A, on obtient en écrivant ’exactitude du foncteur

Hom(:, F) pour la suite exacte

0 A A Al 0
une suite exacte
(6.6.6) 0— Hom(A/],F)— lim(F) — lim(F) — 0.

Par ailleurs, posant K = sF, on a des suites exactes

0 > F > F > K > 0

0 — K — F — F[sF — 0,

avec K et F /sF vérifiant la condition de Mittag-Leffler. On en déduit une suite
exacte

0— limK — lim F — lim(F /sF) — 0.
«— «— «—

Le morphisme composé naturel
fim(F) — lim(K) — lim(F)
étant un épimorphisme (6.6.6), il en est de méme de g, donc
lim(F /sF)=0.

Se ramenant au cas strict, on voit sans peine qu’un systéme projectif de groupes

abéliens vérifiant la condition de Mittag-Leffler et dont la limite projective est
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nulle, est essentiellement nul. Par suite F/sF = 0, et F = 0 par le lemme de
Nakayama (5.12).

Passons au cas général. Comme il est immédiat par adjonction que la restric-
tion d’un A-faisceau injectif a un objet 7 de X est un A-faisceau injectif, on peut

supposer que 1’objet final de X est quasicompact.

Lemme 6.6.7. — Soit U un objet quasicompact de X. Le systeme projectif
—0
H (U,F)=(H(U,F,)),en
est essentiellement nul.

En effet, notant p : U — pt le morphisme de topos canonique, le foncteur P,
(qui existe puisque U est quasicompact) est adjoint a droite du foncteur exact p*.

Il transforme donc A-faisceaux injectifs en A-faisceaux injectifs, et en particulier
—0
p.(F)=H(U,F)
est un injectif de A —fsc(pt), donc est essentiellement nul d’apreés ce qui précede.

Lemme 6.6.8. — Soient F un A-faiscean injectif et strict sur X, et o une section
de F, (n > 0). Il existe un reconvrement (U,),; de lobjet final de X tel gue pour tout
i €1, la section o|U; appartienne a I'image de T(U,, F, . ) pour tout entier r > 0.

Comme F est strict, il existe une application y > id : N — N telle que le

morphisme (6.6.5) provienne d’un épimorphisme
x,(P)—F—0

de &(X,]), ou encore d’un épimorphisme de systemes projectifs
h,(P)— F —0,

ou (h,(P)), = P, pour tout p > 0. Localement, la section de F, est 'image

5 . s .
d’une section de L.y donc d’une section de Py

) pour tout entier r >0 (b (P)
est directement strict). Le lemme en résulte aussitot.
Montrons maintenant comment les lemmes précédents impliquent la proposi-

tion. Comme F est de type strict, on peut supposer qu’il est strict. Soit # > 0 un
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entier et montrons que F, = 0. Soit o une section de F, au-dessus d’un objet T
de X et montrons qu’elle est nulle. Quitte a localiser, on peut supposer que 7" est

quasicompact et que (6.6.8)
ocelm(I(U,F,,,))— I(U,F,) pourtout r >0.

Comme (6.6.7) le systeme projectif (I(U, F,)) oy est essentiellement nul, on en

déduit bien que o =0.
6.7. Relations d’orthogonalité.

Définition 6.7.1. — Soit (X, A,]) un idéotope. On dit gu’un A-faiscean sur X est
fortement plat si/ est isomorphe dans A—1sc(X) a un A-faiscean F = (F,),, ., tel que
pour tout n € N le Ay, ~Module F, soit plat.

Un A-faisceau fortement plat est plat (5.6). Un A-faisceau quasi-libre est forte-

ment plat.
Proposition 6.7.2. — Soient E et F deux A-faisceanx sur X.

(1) Si E est quasilibre et F flasque, alors

(@) &t (E,F)=0 (i>1) dans &(X,]).
(1) Ext,(E,F)=0 (i>1) dans &(pt,))

(i1) Si E est fortement plat et F pseudo-injectif, alors

(@) Ext' (E,F)=0 (i>1) dans A—fsc(X).
(b) E_Xt;(E,F) =0 (12>21) dans A—fsc(pr),

s Lobjet final de X est guasicompact.

Preuve : Les assertions (i) résultent immédiatement des définitions et de

(6.5.3). Montrons par exemple la premiere partie de (ii), la seconde se voyant de

\
eme

fagon analogue. On peut supposer que pour tout entier z > 0 le #°™ composant

les morphismes de transition

E, de E est un A, -Module plat. Si on note (#,,)
de F, on a (6.6.3)
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et les Ker(#,) sont des A;-Modules injectifs. On est donc ramené a voir que pour

tout entier j > 0 et tout A ; -Module injectif /, on a

li_r)n gxt/qu (E,.])=0.
92j

Mais, comme E, est un A, -Module plat, on a (6.5.2)
gxt;q (E,.]) 2£th4j (E, ®4 A;])=0,
la dernicre égalité provenant du fait que J est un A;-Module injectif. D’ou le

lemme.

7. Catégories dérivées.

7.1. Soit (X,A,]) un idéotope. On convient de poser, désignant I'un des symboles
+,—, b ou “vide”
K*(X,A) =K"(A—1fsc(X))

D*(X,A) =D"(A—{sc(X)).

On prendra garde de ne pas confondre ces catégories avec les catégories K*(A —
Mody ) et D*(A—Mod, ), pour lesquelles on fait d’habitude des conventions ana-
logues.

Reprenant les notations de (3.5), le foncteur canonique (3.5.1)
&y : ] —Mody — A—1fsc(X)
est exact et induit donc des foncteurs exacts

(7.1.1) D(&y):D*(J —Mod, ) — D*(X, A).

Proposition 7.1.2. — On suppose que objet final de X est quasicompact. Alors
le foncteur (7.1.1)
D*(&y): D*(J —Mody ) — D*(X,A)

(resp. D?(&,):D?(J—Mod, ) — D’(X,A) )
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est pleinement fidéle et induit une éguivalence avec la sous-catégorie, triangulée, pleine
de D*(X,A) (resp. D*(X,A)) engendrée par les complexes dont la cobomologie appar-
tient a TC(X,]) (3.6).

Preuve : Comme TC(X,]) est une sous-catégorie exacte de A — fsc(X) les
sous-catégories pleines engendrés par les complexes a cohomologie dans TC(X,])
sont des sous-catégories triangulées de D* (X, A) et D?(X, A) respectivement. Pour
montrer la proposition il suffit de voir que les objets de TC(X,]) vérifient relative-

ment aux A-faisceaux les conditions duales de EGA 0,,, I1.9.1).

Lemme 7.1.3. — Pour tout monomorphisme u : F — G de A — fsc(X) avec
F un objet de TC(X,]), il existe un morphisme v : G — K, avec K un objet de

TC(X,]) tel que le morphisme composé v o u soit un monomorphisme.

On peut supposer F de la forme &y (M), avec M un A,-Module annulé par
une puissance de /. Alors (3.9), le morphisme # est I'image d’un morphisme de
&(X,]), qu’on notera de méme. Dans (X, ]), le A-faisceau Ker(# ) est négligeable,
donc essentiellement nul puisque I’objet final de X est quasicompact. Comme

&y (M) est essentiellement constant, il existe donc un entier p tel que
Ker(#),=0 pour n>p.
Soit alors K le A-faisceau défini par

K — Gp n>p
0 n<p

avec pour morphismes de transition I'identité en degrés > p et O ailleurs. Les
morphismes de transition de G définissent de fagon évidente dans &(X, ) un mor-
phisme

v:G—K,

tel que le composé v o # définisse un monomorphisme de A —fsc(X). Par ailleurs
K =&y(G,) dans A—fsc(X), d'ou le lemme.

7.2. Les propriétés générales des A-faisceaux plats (5.9) et (5.9.1) permettent de
leur appliquer les arguments de ((CD) p.41 th.2.2.) et ((H) I 4). Ainsi, on peut
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définir au moyen des résolutions plates un bifoncteur dérivé du produit tensoriel
(7.2.1) ®:D(X,4) x D~(X,A)— D (X, A),
vérifiant les propriétés de commutativité et d’associativité habituelles.

7.2.2. Soit K un complexe borné supérieurement de A-faisceaux. On dit que

K est de tor-dimension finie s'1l vérifie "'une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) Il existe deux entiers m et n tels que ’on ait
H(K®E)=0 pour i¢[m,n]
et pour tout A-faisceau E.

(i) Il existe un quasi-isomorphisme # : L — K, avec L un complexe borné et a

composants plats.

L’équivalence se montre en paraphrasant la preuve de (SGA4 ). Lasous-catégorie
pleine de D7(X,A) engendrée par les complexes de tor-dimension finie est une
sous-catégorie triangulée, notée

D (X,A)

torf*

Utilisant des résolutions plates bornées pour le composant de gauche, on définit

un bifoncteur dérivé du produit tensoriel

(7.2.3) ® : D (X,A); x D(X,A)— D(X,A)

tor
coincidant avec (7.2.1) sur leur domaine commun de définition.

7.2.4. Supposons maintenant que A soit un anneau local régulier et J son idéal
maximal. Il résulte alors de (5.16.1) et de ((CD) p.25 lemme 1) que pour tout com-
plexe K de A-faisceaux sur X, il existe un complexe P de A-faisceaux plats et un
quasi-isomorphisme

P—K,

le complexe P pouvant étre pris borné (resp. borné inférieurement, resp. borné

supérieurement) si K ’est. En particulier, les complexes parfaits s’identifient a
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isomorphisme pres aux complexes bornés. A partir de 13, les arguments de ((CD)
p-41th.2.2) et de (H) II 4) permettent de définir au moyen d’une résolution plate

du terme de gauche, des bifoncteurs dérivés du produit tensoriel

D*(X,A) x D*(X,A) — D*(X,A)

D’(X,A) x D*(X,A) — D*(X,A),

coincidant avec (7.2.1) sur leur domaine commun de définition, et vérifiant les

propriétés de commutativité et d’associativité habituelles.

7.2.5. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X. Dans chacun des

cas ou nous avons défini K ® L, nous poserons
Tor! (K,L)=H(K®L) (i€Z).

Si E et F sont deux A-faisceaux, alors, notant de méme les complexes de degré
zéro associés, on retrouve a isomorphisme pres (5.11) les bifoncteurs Zor? (E, F)
définis en (5.1).

7.3. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux. On suppose que

® ou bien K est borné supérieurement et L borné inférieurement.
® ou bien K est borné inférieurement et L borné supérieurement.

® ou bien I'un des deux est borné.

On définit alors un nouveau complexe

JCom} (K,L)

comme suit. Pour tout n € Z, son 7™ terme est

(Aom} (K, L))" =P Hom, (K?,LF+")
PEZ

(somme directe finie), et sa différentielle de degré 7 est donnée de fagon claire par

la formule

dgfom;l(K,L) =som, (dy,id;) + <_1)n+1 Fom, (idg, d;).
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Comme d’habitude, on en deéduit des bifoncteurs exacts, notés #omj:

K+(X,A)P x K~(X,A) — K~ (X,A),
K—(X,A) x K¥(X,A) — K*(X,A),
K?(X,A)P x K(X,A) —— K(X,A),

K(X,A) xK?(X,A) —— K(X,A),

qui coincident sur leurs domaines communs de définition.
. _ / . . / . _ /

Soit K™(X,A), la sous-catégorie triangulée pleine de K™(K,A) engendrée par
les complexes bornés supérieurement et quasilibres en tout degre, et D™(X,A),
la catégorie triangulée obtenue a partir de K™(X,A), en inversant les quasi-
isomorphismes. Comme il y a suffisamment de A-faisceaux quasilibres, le foncteur

canonique
(7.3.1) D™ (X,A),— D7(X,A)
est une equivalence de catégories (CD) cor.2 p.43).

De méme, notons K*(X,A), la sous-catégorie triangulée pleine de K*(X,A)
engendrée par les complexes bornés inférieurement et flasques en tout degré
et DT(X,A)q la catégorie triangulée que I'on en déduit en inversant les quasi-

isomorphismes. Comme il y a suffisamment de A-faisceaux flasques, le foncteur

canonique
(7.3.2) D (X,A);— D (X,A)
est une équivalence de catégories.

Lemme 7.3.3. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X, avec K
borné supérieurement et flasque, et L borné inférieurement et flasque. Si Pun d’eux est

acyclique, alors le complexe €om’, (K, L) est acycligue.

Preuve : Montrons-le lorsque L est acyclique, le cas ou K est acyclique se trai-

tant de facon analogue. Lorsque K est “réduit au degré zéro”, on le voit par un
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argument de récurrence classique a partir de (6.7.2.(1)). Soit maintenant M** le

double complexe de terme général
MP1 =5Com, (K7, L7),

et dont les deux différentielles sont déduites de fagon évidente de celles de K et
L respectivement. Rappelant que #om}, (K, L) est le complexe simple associé a

M**, Passertion résulte dans le cas général de la suite spectrale biréguliere
HPHY (M*) = HP*1(Aom’ (K, L)).
Le lemme (7.3.3) permet par passage au quotient de définir un bifoncteur exact

D~(X,A); x D¥(X,A)y — D*(X,A),

d’oui, compte tenu des équivalences (7.3.1) et (7.3.2), un bifoncteur exact :

(7.3.4) R #om,: D™ (X,A)° x DT(X,A)— D (X, A).

Proposition 7.3.5. — Etant donnés deux A-faisceanx E et F sur X, on a pour tout

i € Z un isomorphisme fonctoriel

éxt', (E,F)—> H'(R #om, (E,F)).

Preuve : Soit, dans &(X,]), U*® (resp. V*) une résolution quasilibre (resp.

flasque) de E (resp. F). Par définition, la deuxi¢éme membre est isomorphe a
H (om% (U*,V*)),

soit, comme les limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens commutent aux

suites exactes, au A-faisceau

(lim H' Aoms, (U*),(V*),))en-

m

A des vérifications immeédiates de commutativité de diagrammes pres, on est ra-

meneé a voir que

H' (Aomj, (U),,,(V*),) =6xt; (E,,.F,).
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Utilisant (6.5.3), on voit que le premier membre ne change pas si on y remplace
(V'*), par une résolution A, -injective de F,, d’ou I’assertion.
Soient K € D7(X,A) et L D" (X,A). La proposition (7.3.5) permet de poser

sans ambiguité

(7.3.6) &xt'y (K,L)=H' (R #om, (K,L)).

Proposition 7.3.7. — Soient K € D™(X,A) et L € D*(X,A). On a des suites

spectrales biréguliéres :

(7.3.7.1) EP =&xt" (K,L?) =&xti ™ (K, L).
(7.3.7.2) EM =éxt) (K,H1(L)) =>&xt) ™ (K, L).
(7.3.7.3) EM =&xt! (K?,L) =6xt ™ (K, L).
(7.3.7.4) EM =&xth (H1(K),L) =>&xt) ™ (K, L).

Preuve : Nous montrerons les deux premieres, les deux autres se montrant de
facon duale. Nous nous appuierons sur le lemme suivant, bien connu lorsque le
foncteur cohomologique en question est la cohomologie des complexes, et qui se

démontre par la méthode des couples exacts.

Lemme 7.3.8. — Soient C une catégorie abélienne, et (T*),, un fonctenr coho-
mologique de C dans une catégorie abélienne D. Soit K un objet de C muni d’une

filtration décroissante (F?K) ,c,. On suppose que :
(1) Pour tout n € Z, il existe un p(n) € Z tel que le morphisme
T"(F*"™K)— T"(K)

déduit de Pinclusion soit un isomorphisme.
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(11) Pour tout n € Z, il existe un q(n) € Z tel que
T"(F?K)=0 pour p=>q(n).
Alors, il existe une suite spectrale biréguliere

EPT=TP(FPK[FPTK) = TP(K).

Montrons (7.3.7.1). On prend pour catégorie C la catégorie Ct(A—fsc(X)) des
complexes bornés inférieurement de A-faisceaux, comme foncteur cohomologique

(&xt’, (K,.));oz et on munit L de la filtration

Fr(l)=...—0—0—...—0— [ — [P [

Alors, L/FP(L)=... L Lr! 0 0 0.... Etant donné
un entier 7, on voit sans peine, pour des raisons de degrés, que 77 (L/F?L) = 0
pour p assez petit. D’ou I’assertion (1) dans ce cas. L’assertion (i) se voit de méme.

On en déduit donc une suite spectrale biréguliere
EP =&xe™ (K, FPLJFI' L) = &xt ™ (K, L),

d’ou lassertion car FPL/FPH L~ L7(—p).
Montrons (7.3.7.2). On prend le méme foncteur cohomologique et on munit

cette fois L de la filtration

Fr(l)=...— L' —...— L' —Ker(d ") — 0—0...

de sorte que FPL/F?™' L ~ H™?(L)(p). On vérifie sans peine que les conditions

du lemme sont encore vérifiées dans ce cas, d’ou une suite spectrale biréguliere
2 2p+ - + =r+a
E;" =&xt," (K, H(L) =>éxth ™ (K,L)=E" .
On en déduit la suite spectrale annoncée en posant
n —-_n
E"=E (ne€Z).

FPE" =Fr—"E")
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r—1
sans changer les différentielles.

Nous allons maintenant indiquer, surtout a titre d’exercice, un autre cas ou,

étant donnés deux complexes de A-faisceaux sur X, on peut définir R #om,
(K,L).

Définition 7.3.8. — On dit qu’un A-faisceaux E = (E,),, . sur X est pseudolibre
sz pour tout n €N, le A, -Module E, est localement libre de type finu.

Lemme 7.3.9. — Soient K et L deux complexes de A-faisceanx sur X, dont Pun est
acycligue. On suppose que K est borné (vesp. borné supérienrement) et a composants
pseudolibres, et que L est arbitraire (resp. borné inférienrement). Alors le complexe

Ftom), (K, L) est acycligue.

Preuve : Analogue a celle de (7.3.3), compte tenu du fait, évident sur les déf-
initions, que si E et F sont deux A-faisceaux sur X, avec E pseudolibre, alors on
a

&xt' (E,F)=0 (i>1).

On déduit du lemme que, étant donné un complexe de A-faisceaux K borné (resp.
borné supérieurement) a composants des A-faisceaux pseudolibres, le foncteur

FCom} est dérivable, d’ou un foncteur exact

(7.3.10) R Som, (K,.):D(X,A)— D(X,A)

(resp. DT (X,A)— DT(X,A)).

Proposition 7.3.11. — Soit K un complexe borné supérienrement a composants

des A-faisceanx psendolibres sur X. Les deux foncteurs exacts
R #om, (K,.):D"(X,A)— D" (X,A)
induits par (7.3.4) et (7.3.10) respectivement, sont égaux.

Preuve : Soit L un complexe borné supérieurement, et soient # : P — K

et v : L — F respectivement une résolution quasilibre de K et une résolution
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flasque de L. Nous allons voir que le morphisme de complexes
Fom) (u,v) 7 om} (K,L)—Fom} (P, F)

est un quasi-isomorphisme. De (7.3.9) résulte que le foncteur #om}, (K,.) trans-
forme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, de sorte que ’'on peut sup-
poser que L = F. Utilisant alors le mapping-cylinder de #, on est ramené a prouver

le lemme suivant, qui est une légere amélioration de (7.3.3).

Lemme 7.3.12. — Soient K un complexe borné supérieurement et acyclique et L
un complexe flasque et borné inférienrement. On suppose que pour tout n € N, les
composants du A-faiscean K" sont localement libres (de base un faiscean d’ensembles).

Alors le complexe #€om} (K, L) est acyclique.

Montrons le lemme. Comme dans la preuve de (7.3.3), on est ramené a voir

que si Q est un A-faisceau flasque, alors pour tout n € Z
Ext' (K",Q)=0 (i>1).

Or cela résulte sans peine de la définition (6.1) et de (6.5.3).

Corollaire 7.3.13. — Pour tout complexe de A-faisceanx L sur X, on a un isomor-

phisme fonctoriel en L

L~R Hom, (AL).
7.3.14. Bien entendu, on étend dans le nouveau contexte la définition (7.3.6).
On laisse au lecteur le soin d’adapter (7.3.7).
7.4. Soit X un topos dont l’objet final est guasicompact.

7.4.1. Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X, satisfaisant a 'une

des hypotheéses suivantes sur les degrés.

K — + 0 b
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On définit alors comme suit un complexe, noté Hom (K, L), d’objets de A —

fsc(pt). Pour tout 7 € Z, son n°™ terme est
(6.2) (Homy(K, L))" = (P Hom,(K?, L"),
pEZ

(somme directe finie), et sa différentielle de degré 7 est définie de fagon claire par

la formule
d” =Hom ,(d,id; )+ (—1)"""Hom ,(idy, d, ).

On en déduit comme d’habitude des bifoncteurs exacts, notés Hom,,

K*(X,A)° x K~(X,A) — K~(pt,A)
K~ (X,A)° x KH(X,A) — K*(pt,A)
K’(X,A)° x K(X,A) — K(pt,A)

K(X,A)’ xK?(X,A) —— K(pt,A).
Lemme 7.4.2. — Soient K et L deux complexes de A-faisceanx sur X. On suppose
que
a) K € K™(X,A) et est a composants quasilibres.
b) L eK*(X,A) et est a composants flasques.

Alors si Pun des deux est acyclique, le complexe Hom, (K, L) est acycligue.

Preuve : Analogue a celle de (7.3.3), en utilisant cette fois (6.7.2. (i) b)) au lieu
de (6.7.2. (1) a)).
Le lemme (7.4.2) permet de définir, exactement comme dans (7.3) un bifonc-

teur exact

(7.4.3) RHom, : D™ (X,A4)° x D"(X,A) — D™ (pt,A).

Lemme 7.4.4. — Soient K et L deux complexes de A-faisceaux sur X. On suppose

que:
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a) K € K7(X,A) et est a composants quasilibres.
b) L e K*(X,A) et est a composants flasques et directement stricts.
Alors si K ou L est acyclique, le complexe Hom$(K, L) est acyclique.

Preuve : D’apres (2.8), le complexe Hom% (K, L) est obtenu en appliquant le
foncteur li(_mneN au complexe Hom (K, L). Or ce dernier est acyclique (7.4.2) et
I’hypothese sur L implique que ses composants sont directement stricts. On con-
clut grace a (EGA 0,,; 13.2.2).

Comme précédemment, compte tenu de (6.6.3), le lemme (7.4.4) permet de

définir un bifoncteur exact

(7.4.5) RHom, : D~(X,A) x D*(X,A) — D" (A— mod ).

Proposition 7.4.6. —

(1) Soient E et F deux A-faisceaux sur X. On a un isomorphisme de foncteurs

cohomologiques

Exty(E,F)—5 H!(RHom,(E,F)) (i €Z).

(i1) Soient K € K™ (X,A) et L € K¥(X,A). On a un isomorphisme de foncteurs

cobomologigues

Ext!(K,L)—> H'(RHom,(K,L)) (i €Z).

Preuve : Précisons tout d’abord que I'on a posé
Ext!,(K,L)~Ext'(K,L)

pour uniformiser les notations. La preuve de (i), semblable a celle de (7.3.5), est
laissée au lecteur. Montrons (ii) dans le cas z = 0, le cas général s’en déduisant
aussitot. On peut supposer K quasilibre et L a composants flasques et directement
stricts. Alors, notant Hom, (K, L) les morphismes de K dans L dans la catégories

K(X,A), on est ramené a prouver le corollaire suivant :
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Corollaire 7.4.7. — Soient K € K~ (X,A) et L € K¥(X,A). On suppose que K
est a composants guasilibres et L a composants flasques et directement stricts. Alors

Papplication canonique
Hom,,(K,L)— Hom,(K,L)

est une bijection.

Par définition, le deuxieme membre est égal a

li_n)q Hom, (K', L),

o:K'—K

ou o parcourt les quasi-isomorphismes de but K. Comme parmi ces quasi-
isomorphismes, ceux de source un complexe borné supérieurement et a com-
posants quasilibres forment une famille cofinale, on est ramené a voir que pour
tout quasi-isomorphisme # : K’ — K, avec un K’ borné supérieurement et

quasilibre, le morphisme correspondant
Hom, (K,L)— Hom, (K',L)

est une bijection. Désignant par M le mapping-cylinder de #, on a un triangle
exact de K(A— mod):

Hom,(M, L)(—1)

LT \
4//

Hom®, (#,id
Hom',(K, L) aid s Hom',(K', L),

a

et il s’agit de voir que H(@) est un isomorphisme. Or M est quasilibre et acyclique,

donc (7.4.4) Hom% (M, L) est acyclique, d’ou ’assertion.

Corollaire 7.4.8. — Soient E et F deux A-faisceaux sur X. On suppose que I’on

est dans [un des cas suivants :
(i) E est quasilibre et F est flasque et directement strict.

(1) E est fortement plat (6.7.1) et F pseudo-injectif (6.6.1).
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Alorsona
Ext,(E,F)=0 (i>1).

Preuve: Dansle premier cas, RHom (£, F) = Hom (E, F) est réduit au degré
0. Dans le deuxiéme cas, soit L* — E une résolution quasilibre de £. De (6.7.2

(i1)) résulte que le complexe
P =Hom,(L*,F)

est acyclique en degrés > 1, et il s’agit de voir qu’il en est de méme pour le complexe
déduit de celui-ci en appliquant le foncteur lim oy Comme les composants de
n

P sont directement stricts ainsi que H°(P) = Hom ,(E, F), I’assertion résulte de
(EGA 0,,, 13.2.2)

Définition 7.4.9. — Soient K € K~ (X,A) et L € K¥(X,A). Pour tout i € Z on
pose '
Ext (K,L)=H'(RHom,(K,L)).

Il résulte de (7.4.6 (1)) que cela ne préte pas a confusion.
Définition 7.4.10. — On note
RT:D*(X,A)— D*(A— mod)
(resp. RT:D*(X,A)— D*(pt,A) )
le foncteur exact
K — RHom,(4,K) = RI(K) = RI(X,K).

(resp. K — RHom,(A,K)=RIT(K)=RI(X,K). )

Soit E un A-faisceau sur X. Il résulte de (7.4.6 (1)) et (6.5.4) que I'on a des

isomorphismes canoniques
H (X,E)~H([RI(E)) (ieZ)
Ceci permet de poser sans ambiguité pour tout complexe borné inférieurement K

(7.4.11) H (X,K)=H/(RT(K)) (i<cZ).
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Enfin, on posera de méme

(7.4.12) H'(X,K)=H'(RI(K)) (i €Z).

7.4.13. On sait que la catégorie Pro(A — mod ) est abélienne et possede suf-

fisamment d’objets li(_mA acycliques, ce qui permet de définir les foncteurs dérivés

(@)
lim:Pro(A— mod)— A— mod
A

du foncteur limite projective. Plus précisément, on définit un foncteur dérive
) -DF _ A
R(hTm) :D"(Pro(A— mod))— D"(A— mod)
et pour tout pro-A-module £, on a
(1)

lim(E) ~H'(RIim(E)) (i €Z).

On rappelle que la structure de groupe abélien sous-jacente a li(_m;i)(E ) ne dépend

que de la structure de pro-groupe abélien sous-jacente a E. Si I’ensemble indexant

EestN,ona
(2)
h(r_n(E) =0 (1>2),
A
et méme

lim(E)=0 (i>1)

lorsque E vérifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit en particulier que
lorsque E est indexé par N, on peut calculer les li(_mx)(E ) au moyen d’une résolu-
tion de E par des pro-A-modules indexés par N et vérifiant la condition de Mittag-

Leffler. Il résulte de 1a que le diagramme

D¥(c)

D*(pt,A) > D*(Pro(A— mod))

N R((liﬂA)




dans lequel C désigne I'inclusion canonique, est ommutatif. Ceci nous permettra
dans ce cas d’identifier le plus souvent le foncteur RT (resp. H'(pt,.) et le foncteur
Rli(_mA (resp. liﬂf;))'

Proposition 7.4.14. — Soient K € D™(X,A) et L € D*(X,A). On a un isomor-

phisme canonique

RHom,(K,L)— R(h(r_n) oRHom,(K,L).

Preuve : On peut supposer K quasilibre et L & composants flasques et directe-

ment stricts. Alors la formule résulte de Iisomorphisme

(2.8) Hom}(K, L) = lim Hom, (K, L)
neN

. T ° . .
et du fait que les composants de Hom, (K, L) sont directement stricts.

Corollaire 7.4.15. — Soit K € D*(X,A). On a un isomorphisme fonctoriel

RT =~ R(lim) o RT(K).

Corollaire 7.4.16. — Soient K € D™(X,A) et L € D¥(X,A). On a pour tout

i1 € Z des suites exactes de A-modules
4) 0— limVExt) " (K, L) — Ext\(K, L) — lim Exty(K,L) — 0

b) 0— lim"H (X,L)— H(X,L)— lim H(X,1)— 0.
«—A «—A

Preuve : La suite exacte b) étant un cas particulier de a), nous avons seule-
ment a montrer cette derniere. L'isomorphisme (7.4.14) donne lieu par la méth-
ode des couples exacts (cf. theése Verdier ou la preuve de 7.3.7) a une suite spectrale
biréguliere

i A
EY = l;(r_llE_xtg(K,L) = Ext’V(K,L).
A
Comme les systemes projectifs considérés sont indexés par N, on a Ez” =0 pour

1 > 2, d’ou aussitot la suite exacte annoncée.
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Corollaire 7.4.17. — Soient E et F deux A-faisceanx sur X, avec F directement

strict. Pour tout i € Z, le morphisme canonique
Exty(E,F)— h(_mEXtA(E,F)
est un isomorphisme. En particulier, les morphismes canonigues
Hi(X,F)— limH (X, F)
H
sont des isomorphismes.

Preuve : L’hypothese sur F entraine que pour tout i € Z, le systeme projectif
Ext,(E, F) vérifie la condition de Mittag-Leffler, donc annule les foncteurs li(_mff )

pour p > 1. Dassertion résulte alors immeédiatement de (7.4.16).

Proposition 7.4.18. — On suppose le topos X et 'annean A noethériens. Soient
KeD (X,A) et Le DY(X,A). On a des isomorphismes fonctoriels :

(i) RHom (K,L) ~RT(X,R som, (K,L)).
(i) RHom(K,L)~RT(X,R #om, (K,L)).
(117) Hom,(K,L) ~Hom,(A,R #om, (K,L)).

Preuve : On peut supposer que les composants de K sont quasilibres et ceux
de L pseudo-injectifs (6.6.1), donc directement stricts (6.6.3). Dans ce cas, les com-
posants de JZom} (K, L) sont directement stricts et le lemme (7.4.19) ci-dessous
montre qu’ils sont flasques. Alors les assertions (i) et (i1) proviennent de (6.2.2) et

(6.3.12) respectivement. Grace a (7.4.6 (i1)), on déduit (ii1) de (ii) en appliquant le

foncteur H® aux deux membres.

Lemme 7.4.19. — Soient T un topos localement noethérien, A un annean
noethérien et | un idéal de A. Etant donnés un A-faiscean quasilibre E et un A-faiscean

pseudo-injectif F sur T, le A-faiscean
H=5¢om, (E,F)

est flasque.
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Soit 7 un entier > 0. D’apres (6.6.3), le 7°™ composant de H est de la forme

li_r)n Hom, (EP’ @]q)
pzn qsn

ol pour tout g, I, est un A -Moule injectif. Lentier g > n étant fixé, pour tout
entier p < 7, le A -Module E,/J7*'E , est plat, donc Som, (E,,I ) estun A -
Module injectif. Les hypotheses sur 7" et A impliquent que la catégorie A, —Mod
est localement noethérienne, et par suite qu’une limite inductive filtrante de A -
Modules injectifs est un A, -Module injectif. En particulier

li_r)n,%”omA (E,.1,)

pzn

est un A, ~-Module injectif, donc flasque. L’assertion en résulte aussitot.

7.4.20. Soit F = (F,, u,),en un A-faisceau flasque et strict. On suppose que
pour tout 7 >0, le A~-Module Ker(#,) est flasque. Alors H (X,F)=0pouri > 1
et ﬁO(X,F) est strict. Par (7.4.16), on en déduit que

H/(X,F)=0 (i>1).

Supposons maintenant que le topos X posseéde suffisamment de points. Alors on
voit, en utilisant ce qui précede et en se ramenant au cas ou F est strict, que pour

tout A-faisceau F vérifiant la condition de Mittag-Leffler, on a
RI(X, F) ~ Hom? (4, C*(F)),
ou C*(F) désigne la résolution de Godement de F.

7.5. Soit (X, A,]) un idéotope. On rappelle que la catégorie Pro(A—Mod, ) est
abélienne et possede suffisamment d’objets lim acycliques, ce qui permet de définir
—
les foncteurs dérivés
(@)
h(A_m :Pro(A—Mody) — A—Mody, (i >0)
du foncteur limite projective. Plus précisément, on définit un foncteur dérivé a

droite

R(lim) : D" (Pro(A—Mody )) — D*(A—Mod, ),
A
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et pour tout A-faisceau F, on a

(1) 4
lim(F) = H (R im(F)) (i N).
A A
Lemme 7.5.1. — Soit F = (F,,, u,),.N #n systeme projectif strict de A-Modules,
dont les composants sont flasques. On suppose que pour tout n, de A-Module Ker(u,))
soit flasque. Alorson a :
(&)
im(F)=0 (i>1).
A
Preuve : Nous allons le voir par récurrence croissante sur entier z. Choisis-

sons pour tout 7z > 0 un monomorphisme F, — I, avec I, un A-Module injectif.

G,=P1,

i<n

Posant pour tout 7 >0

on définit, avec les morphismes de transition évidents, un systeme projectif

Glim -acyclique et un monomorphisme de Hom(N°% A —Mody)
v:F—G.

Notant K le conoyau de v dans Hom(N° A—Mody ), nous allons voir que la suite

canonique
(S) 0— lim(F)— lim(G) — lim(K) — 0
e A e

est exacte, ce qui prouvera le lemme lorsque i = 1. Comme F est a composants

flasques, pour tout objet 7" de X la suite canonique
(T) 0—I(T,F)— I(T,G) — I(T,K) — 0

est exacte. Comme les noyaux des morphismes de transition de F sont flasques,

le systéme projectif de A-modules T(T, F) est strict ; par suite (EGA 0,,, 13.2.2),
la suite obtenue a partir de (T) en passant a la limite projective est encore exacte.
Autrement dit, la suite canonique

0— I(T, lim(F)) — I(T, im(G)) —> (T, lim(K)) —> 0
A A A
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est exacte, d’ou aussitdt ’exactitude de (S). On termine par récurrence en remar-

quant que K vérifie les conditions du lemme et que I’on a des isomorphismes

Les conditions du lemme (7.5.1) étant satisfaites en particulier par les A-faisceaux
pseudo-injectives, on peut, en utilisant des résolutions pseudo-injectifs, définir un

foncteur dérivé

(7.5.2) Rlim : D*(X,4) — D*(A—Mody),
A

et le diagramme

D*(c)

D*(X,A) > D¥(Pro(A—Mody))

RN A ’
«—A A

D*(A—Mod,)

dans lequel ¢ désigne le foncteur canonique A —fsc(X) — Pro(A —Mod, ), est

commutatif.

Proposition 7.5.3. — On suppose qu’il existe une sous-catégorie pleine génératrice
de X, formée d’objets quasicompacts (par exemple que X est localement algébrique).
Pour tout A-faiscean F sur X et tout 1 € N le A-Module Ii(_m;i)(F ) est le faiscean associé
an préfaiscean

T — H(T,F)
sur la famille génératrice des objets quasicompacts de X .

Preuve : Soit J* une résolution pseudo-injective de F. Le A-Module
()

lim"(F)=H(lim J*) est le faisceau associé au préfaisceau
«—A «—A

T HT(T,lim/*).
A

Lorsque T est quasicompact, il est clair que

I(T, h(_m].) = r(T’].>

A
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d’ou, comme la propriété pour un A-faisceau d’étre pseudo-injectif est stable par

restriction & un objet du topos,

HI (7, lim]*) = HY(T, F|T),
A
ce qui entraine manifestement le résultat.

Corollaire 7.5.4. — Soit F un A-faiscean flasque sur un topos X engendré par ses

objets quasicompacts. On a

Preuve : Il résulte sans peine de (7.4.16) que 'on a H'(T,F) =0 (i > 2) pour
tout objet quasicompact 7" de X.

Proposition 7.5.5. — Soit X un topos dont lobjet final est quasicompact. On a
pour tout objet K de D (X, A) un isomorphisme fonctoriel en K :

RI(X,Rlim(K)) — RI(X,K).
A

Preuve : On peut supposer que les composants de K sont pseudo-injectifs, et

alors I’assertion a été vue dans la preuve de (7.5.3).
Corollaire 7.5.6. — Soit X un topos dont lobjet final est quasicompact. Pour tout

A-faiscean F sur X, on a une suite spectrale biréguliere

(q)
Ef’q = HP(X,h<_m)A(F)) = Hp+q(X,F).

\"
Nous allons maintenant nous intéresser aux théoremes Cechistes de la cohomolo-

gie sur un topos X dont ’objet final est quasicompact.

Définition 7.5.7. — Soit X un topos. On appelle A-préfaisceau sur X un sys-
teme projectif indexé par N, F = (F,), N de préfaisceaux de A-Modules vérifiant les
relations

J*E =0 (n>0).
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Dans ce qui suit, nous noterons
pre—&(X.,])

la sous-catégorie, exacte, pleine de Hom(N°,pre—A — Mod, ) engendrée par les
A-préfaisceaux. Comme pour les A-faisceaux, on définit la notion de A-préfaisceau
essentiellement nul (resp. négligeable), et on appelle catégorie des A-préfaisceaux

et on note

A —prefsc(X)

la catégorie abélienne quotient de pre—&(X,]) par la sous-catégorie abélienne
épaisse engendrée par les A-faisceaux négligeables.

On définit, composant par composant, la notion de A-faisceau associé a un A-
préfaisceau. 1l est clair que le A-faisceau associé a un A-préfaisceau négligeable est
négligeable, ce qui permet de définir un foncteur exact, appelé foncteur faisceau
associé :

a : A—prefsc(X) — A—1fsc(X).

D’autre part, le foncteur inclusion 7 : A —Mody, — pre—A — Mod,, définit,

composant par composant, un foncteur noté de méme
1:8(X,])— pre—&(X,]).

Plus généralement, on définit un foncteur cohomologique (R?7),., en posant

pour tout A-faisceau F et tout entier p
R?i(F) = (R”i(F,)) en-

Il est immédiat que pour tout morphisme # : E — F de £(X,]) dont le noyau et
le conoyau sont négligeables, le noyau et le conoyau des morphismes R? (#) sont

négligeables. Ceci permet de définir un foncteur cohomologique, noté de méme

(R?7), ., : A—fsc(X) —> A—prefsc(X).

PEZ
Bien entendu, R? i =0 pour p < 0, et on note 7 le foncteur exact a gauche R;.

Lemme 7.5.8. — Pour tout A-faisceau flasque F, on a :

RYi(F)=0 (p=>1).
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Preuve : On rappelle que si M est un A-Module, R? (M) est le faisceau associé
au préfaisceau 7' — H?(T,M) ; en particulier, R? (M) =0 (p > 1) lorsque M est
flasque. D’ou le lemme, en appliquant ce résultat aux composants de F.

Ce lemme permet, en utilisant des résolutions flasques, de dériver le foncteur

i en un foncteur exact
Ri:D¥(X,A)— D*(A—prefsc(X)),
et pour tout A-faisceau F, on a des isomorphismes
R?i(F)~ H?(Ri(F)) (p€Z).

Proposition 7.5.9. — Soient K € D(A — prefsc(X)) et L € D*(X,A). On a un

isomorphisme fonctoriel
Hom(aK, L) — Hom(K,Ri(L)).
Preuve : Tout d’abord, étant donnés un A-préfaisceau E et un A-faisceau F,

on définit, au moyen des morphismes d’adjonction usuels sur les composants, des

morphismes “d’adjonction”

(l) ME:E—>ioa(E).

(2) vp:aoi(F)— F.

Se ramenant au cas ou L est flasque, on définit en appliquant le morphisme (2) aux

composants du complexe L un morphisme “d’adjonction” fonctoriel
(2bis) v; taoRi(L)— L.

D’autre part, lorsque K est borné inférienrement, le morphisme (1) appliqué aux
composants de K, composé avec i(7), ou r désigne une résolution flasque de a(K),

fournit un morphisme “d’adjonction” fonctoriel

(1bis) uy : K — Ri(aK).
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Le morphisme (2bis) définit de fagon claire un morphisme de bifoncteurs coho-

mologiques
(3) Hom(K,R (L)) — Hom(aK,L),

et nous allons voir que c’est un isomorphisme. Quitte a décomposer K en parties
positive et négative, on est ramené a le voir lorsque K appartient respectivement a
D*(A—prefsc(X)) et D™(A —prefsc(X)). Dans ce dernier cas, on se raméne grice

a la suite spectrale
EM1 =Ext!(U?,V)=Ext"(U,V),

qui se montre comme (7.3.7.3) en utilisant le lemme (7.3.8), au cas ou K a un seul
composant non nul. Finalement, on peut supposer que K € D (A — prefsc(X)).
Alors le morphisme (1bis) permet de définir un nouveau morphisme de bifonc-

teurs cohomologiques
(4) Hom(aK,L)— Hom(K,R (L)),

dont nous allons voir qu’il est inverse de (3). Pour cela, il suffit (Sém. CARTAN

11 Exp. 7) de montrer que les morphismes composés

Ri(L) Ri(v;)

Ri(L)—2 RioaoRi(L)—= Ri(L)

a(ng)

a(K)—WORioa(K)@m(K)

sont respectivement |’identité de R (L) et celle de a(K). Pour cela, a des commu-
tations de diagrammes pres, il suffit de voir qu’étant donnés un A-préfaisceau E et

un A-faisceau F, les morphismes composés

i(F) 2L, i oao0i(F) 22 i(F)

a(ng) Ya(E)

a(E)—>aocioa(E)—> a(E)

sont respectivement I’identité de (F) et celle de a(E). Or cela est vrai au stade des

composants, d’ou I’assertion.

Définition 7.5.10. — On dit guw’un A-préfaiscean F sur X est pseudo-injectif sz
Cest un objet injectif de pre—&(X,J).
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Paraphrasant la preuve de (6.6.3), on voit que si F = (F,,#,),.n est un A-
préfaisceau pseudo-injectif, alors pour tout entier » > 0, le pre—A -Module
Ker(#,) est injectif et on a un isomorphisme

F ~ @ Ker(u,).
0<p<n
De plus, il y a suffisamment de A-préfaisceaux pseudo-injectifs. Enfin, on voit
facilement par adjonction, compte tenu du fait que le foncteur faisceau associe
pre—&(X,]) — &(X,]) est exact, que tout A-faisceau pseudo-injectif est égale-
ment pseudo-injectif en tant que A-préfaisceau.
Supposons maintenant que ’objet final de X soit guasicompact. On définit alors

par les arguments habituels un foncteur cohomologique

vp

(H (X,.)),es : A—prefsc(X) — A —fsc(pt)

peL

en posant pour tout A-préfaisceau F = (F,),, -y et tout entier p

I (X,F)=(LT(X,E,)

neN?

avec les morphismes de transition évidents. On a bien sGr
~P
H (X,)=0 (p<0)

¢t on pose

P (X,.)=T(X,.).

Lemme 7.5.11. — Si F est un A-préfaiscean pseudo-injectif, alors

B (X,F)=0 (p>1).

Preuve : Vu la structure des composants des A-préfaisceaux pseudo-injectifs,
on est ramené 4 voir que si M est un pre—A,_-Module injectif, alors H? (X, M) =0
(p > 1). Or il résulte de (SGA4 V 2.1 formule (15)) que les foncteurs F? (X,.)
dépendent seulement de la structure de préfaisceau abélien, de sorte que les
H?(X, M) sont aussi les dérivés de H°(X , ) dans la catégorie des pre —A -Modules.

D’ou I’assertion.
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Le lemme (7.5.11) permet de dériver le foncteur I(X,.), au moyen de résolu-

tions pseudo-injectives, en un foncteur exact

RI(X,.): D*(A— prefsc(X)) — D*(pt, A).

Si F est un A-préfaisceau, on a

~P v

H (X,F)=H!(RI(X,F)) (p€Z).

Pour tout A-faisceau F, on convient de poser par définition

B (X,F)=H (X,i(F)) (peZ)

On prendra garde que I'on n’obtient pas ainsi un foncteur cohomologique sur la

catégorie des A-faisceaux.
2 . C e . w
Etant donné un A-préfaisceau pseudo-injectif, le systeme projectif I'(X, 1) est
v
directement strict. Par suite, le foncteur lim oI'(X,.) est dérivable en un foncteur

exact

RI(X,.): D*(A— prefsc(X))—> D*(A— mod),
et on a un isomorphisme de foncteurs composés
RI(X,.)~ R@oRF(X, ).
Etant donné un objet K de D*(A — prefsc(X)), on pose

H?(X,K) = H?(RT(X,K)),

et
F°=T.

Il est clair que lorsque F parcourt la catégorie des A-préfaisceaux, le foncteur
F —H(X,F)=T(X,F)

est exact 4 gauche et H?(X,F)=0(p < 0).
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Proposition 7.5.12. — Soit X un topos dont Pobjet final est guasicompact. Pour
tout K € D¥(X,A), on a des isomorphismes fonctoriels

(A) RT(X,K)~RI(X,Ri(K))

(B) RI(X,K)~RI(X,Ri(K)).
En particulier, on a pour tout A-faiscean F des suites spectrales

(1) EP :EP(X,R‘I i(F))=H "(X,F)

(2) EP? =HP(X,R?i(F)) = H'*(X,F).

~1 — v
Les morphismes canonigues H (X, F) — Hl(X,F) et H(X,F) — H'(X,F)
~2 — v
(resp. H (X, F)—> HZ(X JF)et H*(X,F)— H*(X, F)) déduits des suites spectrales

(1) et (2) sont des isomorphismes (resp. des monomorphismes).

Preuve : Lisomorphisme (B) se déduit de (A) en appliquant le foncteur Rli(_m
aux deux membres. Pour voir (A), on peut supposer que K est pseudo-injectif,
donc que i(K) = Ri(K) lest également. Alors (A) se voit en appliquant I’égalité

évidente
—0

T (X,F)=H (X,F),
valable pour tout A-faisceau F, aux composants de K. Les suites spectrales (1)
et (2) se déduisent de (A) et (B) respectivement par des arguments standards. Si
maintenant F est un A-faisceau, on voit en appliquant (SGA4 V (2.2)) et formule

23) aux composants de F que

—0

\Z

I (X,R7i(F)=0 (q>1),

d’ou aussitot
HY(X,R7i(F))=0 (q>1).

La derniére assertion de (7.5.12) en résulte aussitot.
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v
On peut introduire une autre notion de cohomologie de Cech de la maniere

suivante. Etant donné un topos X, la catégorie
P = Hom(N°, X)
est un topos, et le systeme projectif
A=(A/]")en=(4,)en
est un Anneau de P. On définit sans peine un isomorphisme
pre—A —Mod, — pre—&(X,]),
d’ou un foncteur cohomologie de Cech
(7.5.13) RI:D*(pre—&(X,]))— D (A— mod),

défini sans hypothese de quasicompacité sur ’objet final de X

Proposition 7.5.14. — On suppose que lobjet final de X est quasicompact. Alors

le diagramme

D*(p)

Df(pre—&(X,])) > DT(A—prefsc(X)))

(7.5.13) %

D*(A— mod)
dans lequel p : pre—&(X,]) — A — prefsc(X) désigne le foncteur gquotient cano-
nique, est commutatif.

Preuve: Evident, car il y a identité entre A-Modules injectifs et A-préfaisceaux

pseudo-injectifs.

7.6. Morphismes de CARTAN.

Soient K, L, M trois complexes de A-faisceaux sur un topos X . On suppose que
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I’'une des conditions suivantes est réalisée pour les degrés :

K L M
— — +
b b %)
b %) b

Alors, les morphismes (6.3.5) pour les composants permettent de définir de la

fagon habituelle un morphisme de K(X,A) :
(7.6.1) Fom} (K®,L,M)—Fom} (K, om} (L,M)).

Soient maintenant K € D™(X,A), L€ D™ (X,A) et M € D" (X, A), et choisissons
des résolutions quasilibres P et Q de K et L respectivement, et une resolution
flasque R de M. Comme P ® ; Q est quasilibre (5.8), le morphisme (7.6.1)

Homy (P ®, Q,R)—om} (P, om, (Q,R)),
s’interpréte comme un morphisme de D(X,A)
(7.6.2) R #om, (K®L,M)—> R #om, (K,R FHom, (L,M)),

et on vérifie facilement que (7.6.2) ne dépend pas des résolutions choisies, et
dépend fonctoriellement de K, L et M. Contrairement a ce qui se passe pour les
faisceaux de A-modules, le morphisme (7.6.2) n’est pas en général un isomorphisme;
nous verrons toutefois plus loin que c’est le cas si I’on fait des hypotheses de fini-
tude convenables.
Supposons que le topos X et I’anneau A soient noethériens. Alors on déduit de

(7.6.2) des morphismes fonctoriels canoniques

(7.6.3) RHom,(K ® L,M)— RHom,(K,R Som, (L,M)).

(7.6.4) RHom,(K ® L,M)— RHom,(K,R Som, (L,M)).
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(7.6.5) Hom /(K ® L,M)— Hom,(K,R som, (L,M)).

Utilisant (7.4.18), on les obtient en appliquant respectivement les foncteurs RT,
RT, Hom,(4,.) aux deux membres de (7.6.2).

Nous allons maintenant essayer de définir le morphisme (7.6.5) sans hypothese
de finitude sur A ou X . Etant donnés deux complexes de A-faisceaux K € K*(X,A)
et L € Kb(X,A), le morphisme (6.3.13.1) permet de définir pour tout entier 7 un

morphisme de A-faisceaux

K" — (P #om, (L*,K" ®, L") CHom); (L,K ®, L),
b4

d’ou un morphisme de complexes

(7.6.6) K—stom} (L,LKQ,L).

Proposition 7.6.7. — Soient K € D™(X,A) et L € D™(X,A), .. On a un mor-

phisme fonctoriel canonique
K— R om,(L,LK®L)
qui “coincide” avec identité de K lorsque L = A.

Preuve : On peut supposer L plat et borné. Choisissant alors une résolution
quasilibre L’ de L et une résolution flasque F de K® L = K ® L, le morphisme
annonce est le composé de (7.6.6) et du morphisme canonique Fomj (L,K ®
L) —om} (L',I). On laisse au lecteur le soin de voir que cela ne dépend pas

des choix faits.

Corollaire 7.6.8. — Soient K € D*(X,A), L € D™(X,A),,; et M € DT(X,A).

On a un morphisme fonctoriel
Hom /(K ® L,M)— Hom,(K,R som, (L,M)).
En particulier, on a un morphisme fonctoriel

Hom (K,M)— Hom,(A4,R som, (K,M)).
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Preuve : Soit # : K® L — M. On obtient un morphisme K — R Jom,
(L,M) en composant R #om, (id;, ) avec (7.6.7).

7.6.9. Soient E,F,G trois complexes de A-faisceaux sur X. On suppose que

les degrés vérifient I'une des conditions suivantes :

E + — b %) b
3 — + %) b b
G — + b b %)

Nous allons alors définir un morphisme de complexes fonctoriel
(7.6.9.1) Fom) (E,F)®,G—om} (E,F ®,G).

Il est clair qu’il suffit de le définir pour les A-faisceaux, car alors on disposera pour

tout triplet (p,q, r) d’entiers d’'un morphisme de A-faisceaux
Hom, (E?, F1)®@, G —Fom, (E*,F1®,G"),

ce qui permet de définir de fagon évidente le morphisme annoncé. Plagons-nous
donc dans ce cas. Si m et 7 sont deux entiers, avec 7 > n > 0, on a un morphisme

canonique de A -Modules
%OmA (Em’Fn) ®A Gn _>%OmA (Em’Fn ®A Gn)

Par passage a la limite inductive suivant 72, on en déduit un morphisme de A, -
Modules
som, (E,F), ®,G, —Hom, (E,F®,G),,

et la collection de ces morphismes pour les différents entiers 7 définit le mor-

phisme de A-faisceaux désiré (c’est méme un morphisme de §(X,))).
Soient maintenant £ € D™(X,A), F € D"(X,A), et G € D(X,A). On se place

dans I’un des cas suivants :

() GeD(X,A)

torf*
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(ii) L’anneau A est local régulier, J est son idéal maximal et G € D¥(X, A).
Nous allons alors définir un morphisme fonctoriel
(7.6.9.2) R #om, (E,F)® G— R om, (E,F ® G).

Dans chacun des cas envisagés, le complexe G admet une résolution plate et bornée
inférieurement N. Etant donnés une résolution quasilibre L de E et une résolution

flasque M de F, on a (7.6.9.1) un morphisme de complexes
Fom} (L,M)®, N —Fom), (L,M ®, N).

Choisissant alors une résolution flasque P de M ® , N, on en déduit un morphisme

de complexes

sCom} (L,M)®, N —Com} (L,P),

qui ne dépend pas, isomorphisme pres dans D (X, A), des choix que I’on a faits.

Cest celui-la que 'on prend.

7.7. Opérations externes.

On suppose toujours fixés 'anneau A et I'idéal .

7.7.1. Soit f : X — Y un morphisme de topos. Le foncteur image réciproque

1 A—fsc(Y) —> A—fsc(X), étant exact, admet un foncteur dérivé noté de méme

¥ :D(Y,A)— D(X,A).

Proposition 7.7.2. — Soient E et F € D(Y, A).

(i) Lorsque E et F € D™(Y,A), ou lorsque A est un anneau local régulier et | son

idéal maximal, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

fE)®,f(F)— f(E®4F),

induisant, lorsque E et F sont des A-faisceanx, les morphismes (5.17.1) sur les

objets de cohomologie.
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(i1) Lorsque E € D™(Y,A) et F € D¥(Y,A), il existe un morphisme canonique
Jonctoriel
f*R A om, (E,F)— R Hom, (fE,fF),

induisant, lorsque E et F sont des A-faisceaux, les morphismes (6.4.1.1) sur les

objets de cohomologie.

Preuve : Montrons (i). On peut supposer E et F quasilibres, de sorte que
(5.17.2) f*E et f*F le sont également. Par ailleurs, I'isomorphisme (5.17.1)
(pour 7z = Q) permet de définir de fagon classique un isomorphisme de complexes
fE®, [ F — f*(EQ®,F), dont on vérifie sans peine qu’il répond a la question.
Pour la partie (i1) on peut supposer que E est quasilibre et F flasque. Alors le mor-
phisme (6.4.1.1) permet de définir, composant par composant, un morphisme de
complexes

[ AHom) (E,F)—Fom) (f*E, [*F).

Choisissant alors une résolution flasque L de f*F, on en déduit un morphisme de
complexes

f* HAom) (E,F)—>Fom) (f“E,L)

ne dépendant pas de L, & isomorphisme prés dans D*(X, A). Compte tenu du fait

que f*E est quasilibre (5.17.2), on vérifie aussitot qu’il répond a la question.

7.7.3. Soit f : X — Y un morphisme guasicompact de topos. Utilisant
(4.2.4), on voit, a I’aide de résolutions flasques, que le foncteur f, : A —fsc(X) —

A—1sc(Y) est dérivable en un foncteur exact
Rf. =R*f :D"(X,A)— D (Y,A).

Il peut étre utile de savoir prolonger ce foncteur a D(X, A). Pour cela, introduisons

la définition suivante (cf. Séminaire Strasbourg-Heidelberg 66-67 Exp.2 2.5).

Définition 7.7.4. — Soient X un topos et q un entier > 0. On dit que X est de

dimension topologique stricte < q s’il vérifie les relations équivalentes suivantes.

(1) Tout faiscean abélien F sur X admet une résolution flasque de longuenr < q.
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(i1) Pour tout objet T de X, tout fermé Z de X | T, et tout faiscean abélien F sur X,
ona
HZ™(T,F|T)=0.

On appelle dimension topologique stricte de X, et on note
dimtops(X)

la borne inférienre (éventuellement infinie) des entiers q satisfaisant anx condi-

tions (1) et (11).

Lorsque le topos X est de dimension topologique stricte finie, tout complexe
de A-faisceaux admet une résolution flasque, de sorte qu'on définit un foncteur
dérivé droit

R/ : D(X,A)— D(Y,A),
prolongeant le précédent, en utilisant (H], 15.3 y).

Soit maintenant un autre morphisme quasicompact g : ¥ — Z. Comme le

foncteur f, transforme A-faisceau flasque en A-faisceau flasque, on a un isomor-

phisme
(77'5) R+<g0f>X;>R+gyOR+f;,

avec la condition de cocycles habituelle. Si de plus X et Y sont de dimension

topologique stricte finie, cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme
(7.7.5 bis) R(gof),—>Rg oRf.

Proposition 7.7.6. — Soit [ : X — Y un morphisme de topos quasicompact.
Etant donnés E € D(Y,A) et F € D¥(X,A), on a un isomorphisme fonctoriel

Hom,(f*E,F)— Hom,(E,R f.(F)).

Preuve : Analogue a celle de (7.5.9). Se ramenant au cas ou F est borné in-

3¢

férieurement et flasque, on définit, grace a (4.3.2), un morphisme d’“adjonction”

[*RE(F)—F,
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d’oti un morphisme de bifoncteurs cohomologiques
Hom,(E,R f.(F))— Hom,(f"E, F),

dont on veut prouver que c’est un isomorphisme. Par le way-out functor lemma,
on peut pour cela supposer que E € D¥(Y,A). Dans ce cas, on déduit de (4.3.1) un
morphisme d’“adjonction”

E—R[(f"E),

et on conclut en vérifiant que les composés canoniques sont les identités.

7.7.7. Solent f : X — Y un morphisme quasicompact de topos, £ €
D (Y,A) et F € D¥(X,A). Nous allons définir un morphisme canonique fonc-

toriel
R #om, (E,Rf.(F))— R f,R #om, (f*E,F).

Pour cela, on peut supposer que E est borné supérieurement et quasilibre, et que
F est borné inférieurement et flasque. Alors, on définit grace a (6.4.4.1) un mor-

phisme fonctoriel de complexes
s :#om) (E, f.(F))— f. #om), (f“E,F).

Comme f*(E) est quasilibre (5.17.2), le complexe Som}, (f*E,F) s’identifie a

R #om, (f*E,F). Choisissant alors une résolution flasque
u:Hom) (f*E,F)— L,
le morphisme désiré est le composé f.(#)os.

Proposition 7.7.8. — On suppose A noethérien. Soit [ : X — Y un morphisme
cobérent de topos, avec X localement noethérien. (SGA4 VI 2.11). On a un isomor-

phisme canonigue fonctoriel
(1) Rf.R #om, (f*E,F)—> R s#om, (E,Rf.(F)).

Si de plus X et Y ont des objets finaux quasicompacts, on a des isomorphismes cano-

niques fonctoriels

(2) RHom,(f*E,F)—> RHom,(E,R f.(F)).
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(3) RHom ,(f*E,F) —- RHom,(E,R f.(F)).

Preuve : Pour définir (1), on peut supposer E borné supérieurement et quasili-
bre, et F borné inférieurement et pseudo-injectif. Comme f est cohérent, il résulte
de (6.4.5) que le morphisme de complexes s de (7.7.7) est un isomorphisme. Par
ailleurs, il résulte du lemme (7.4.19) que S€om, (f“E, F) est flasque, d’ou aussitot
Iassertion.

Les isomorphismes (2) et (3) se déduisent de (1) en appliquant respectivement
les foncteurs RT(Y,.)et RI(Y,.) aux deux membres de (1) et en utilisant (7.4.18).

7.7.9. Soient X un topos et z : T — T’ un morphisme quasicompact (SGA4
VI 1.7) de X. Le foncteur (4.5.3)

iyt A—fso(T) —> A—1fsc(T").
étant exact, est évidemment dérivable en un foncteur exact

Ri :D(T,A)— D(T",A).

Proposition 7.7.10. — Soient E € D(T,A) et F e D(T',A).
(1) On a un isomorphisme fonctoriel
Hom, (R ;(E), F) = Hom,(E,i*(F)).
(i1) Lorsque E € D™ (T,A) et F € D¥(T',A), il existe un morphisme fonctoriel
R #om, (Ry(E),F)— Ri R Hom, (E,i"F),
qui est un isomorphisme lorsque i est cobérent en X | T localement noethérien.
(i11) Si T et T’ sont quasicompacts, on a des isomorphismes fonctoriels
RHom (R ;,(E), F) —> RHom,(E,i*F)

RHom,(Ri,(E),F)—> RHom(E,i*F).
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(iv) On a un isomorphisme fonctoriel
Ri(E®i*(F))—Ri(E)®F
dans chacun des cas suivants :

a) E€D(T,A)et F e D (T',A).
b) E€D_ (T,A)et F €D(T,A).

¢) Lannean A est local régulier, | est son idéal maximal, E € D¥(T,A) et
F eD(T",A).

Preuve : Pour (i), on définit composant par composant, a partir de (4.5.5), des
morphismes d’adjonction
' (F)— F

E—1"1(E),

et il est immédiat, composant par composant ; que les composés canoniques (cf. la
preuve de (4.3.5)) sont des identités. Montrons (i1).

Pour définir le morphisme désiré, on peut supposer E quasilibre et borné
supérieurement, et F flasque et borné inférieurement. Alors, on définit grace

(6.4.7.1) un morphisme de complexes
w :Fom} (4(E),F)—> i, Jom) (E,1"F).

Comme 7,(E) est quasilibre (5.18.5) et 2*(F) flasque, on obtient le morphisme an-
nonce en choisissant une résolution flasque # de #om} (E,i*F) et en prenant
le morphisme composé 7 (#)o w. Lorsque i est cohérent, le morphisme w est
un isomorphisme (6.4.7), et lorsque X /T est localement noethérien, le complexe
FCom) (E,1"F) est flasque, du moins lorsque F est pris pseudo-injectif, ce qui est
toujours possible (7.4.19). Montrons (iii). On peut comme précédemment pren-
dre E quasilibre et borné supérieurement, et F pseudo-injectif et borné inférieure-

ment. Alors I'isomorphisme de complexes

Hom,(E,i*F) — Hom,(;E,F)
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fournit le premier isomorphisme annoncé. Le second s’en déduit en passant
a la limite projective sur les composants. Enfin (iv) résulte immeédiatement de
I’isomorphisme (5.18.1) en prenant E plat, ce qui est possible dans chacun des cas

envisagés : alors, 7,(E) est plat (5.18.5).

7.7.11. Soient X un topos, U un ouvert de X et Y le topos fermé complémen-
taire de U (SGA41V 3.3). Onnote j : Y — X le morphisme de topos canonique.

Le foncteur cohomologique (4.6.1)
(R? j!)pez : A—fsc(X) — Afsc(Y)

est, comme on le voit immeédiatement composant par composant, effacé (en degrés
> Q) par les A-faisceanx flasques. Ceci permet, au moyen de résolutions flasques, de

définir un foncteur dérivé droit de ;' :
R;':DT(X,A)— D*(Y,A),
et on a pour tout A-faisceau F sur X :

R?j{(F)~H!(R}(F)) (p€Z).

Proposition 7.7.12. — Sozent E € D(X,A) et F € D(Y,A).
(1) Si E € DY(X,A), on a un isomorphisme fonctoriel
Hom,(R j.(F), E)— Hom, (F,R /().
(i1) Si E € DY (X,A) et F € D™ (Y,A), il existe un isomorphisme fonctoriel
R Hom, (R j.(F),E)— R j. R Hom, (F,R j(E)).

(i) Silobjet final de X (donc aussi celui de Y) est guasicompact, alors il existe pour
E eD"(X,A) et F e D™(Y,A) des isomorphismes fonctoriels

RHom (R j,(F),E) —> RHom ,(F,R j'(E)))

RHom, (R (F),E) —> RHom,(F,Rj'(E))).
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(iv) On a un isomorphisme fonctoriel
R/ (E®R;'(E))— R/ (F)®E
dans chacun des cas suivants :

a) E€D(X,A)et F e D (Y,A).
b) FeD_(Y,A).

¢) Lannean A est local régulier, | est son idéal maximal, E € D*(X,A) et
F €D (Y,A).

Preuve: Le foncteur j, étant exact, le foncteur R 7, est défini sur D(Y, A) en en-
tier, ce qui donne un sens a certaines des expressions de ’énoncé. L'assertion (i) se
voit comme ’assertion correspondante de (7.7.10), en utilisant (4.6.3). Montrons
(i1). Pour définir le morphisme de I’énoncé, on peut supposer que F est quasili-
bre et borné supérieurement, et que E est pseudo-injectif et borné inférieurement.

Alors le morphisme (6.4.8.1) permet de définir un isomorphisme de complexes
h:Aom} (7,(F),E)— j, #om} (F,j(E)).

Le complexe 7 (F) est fortement plat (6.7.1), de sorte que ’on déduit de (6.7.2 (i1))
que 7fom}, (7,(F),E) ~R #om, (Rj,(F),E). Parailleurs, on voit par adjonction
et grace au fait que

Ji: 6(Y,])— E(X,])

est un foncteur exact, que j'(E) est pseudo-injectif, de sorte que I’isomorphisme
h répond a la question. Les isomorphismes de (iii) se déduisent du précé-
dent, grice 4 (7.4.18), en appliquant aux deux membres les foncteurs RT(X,.) et
RT(X,.) respectivement. On peut aussi définir le premier directement a partir de
'isomorphisme (6.4.8.2). Enfin, I’assertion (iv) se voit comme I’assertion analogue
de (7.7.10), en utilisant cette fois (5.19.1 (1)).

Proposition 7.7.13. — Soit K € D*(X,A). On a un isomorphisme fonctoriel

R j'(K)— j*R #om, (j.(A),K).
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Preuve : On peut supposer K pseudo-injectif. Alors on déduit de (6.5.1.1)

(pour = 0) un isomorphisme de complexes

J(E) == j* Hom} (j,(A).K),
qui répond a la question (comme dans la preuve de (7.7.12), on utilise le fait que
7.(A) est fortement plat).

Proposition 7.7.14. — Soient X un topos, U un ouvert de X, Y le topos fermé
complémentaire de U, i : U — X et j : Y —> X les morphismes de topos cano-
niques . On suppose que i est quasicompact. On a alors pour tout E € D*(X,A) des

triangles exacts fonctoriels en E

R;.(j°E)

(1) NG

Rii*(E) S E

R/, Rj(E)

Preuve : On peut pour les définir supposer E pseudo-injectif. Alors, on déduit

de fagon évidente de (4.6.4) des suites exactes de complexes répondant a la question.

Définition 7.7.15. — Soient X un topos, U un ouvert de X, Y le topos fermé

complémentaire, i : U — X et j : Y — X les morphismes de topos canonigues.
On pose pour tout objet E de D*(X,A) :

HY(X,E)=Ext!(j.(ALE) (p<€2).

Proposition 7.7.16. — Sous les hypotheéses de (7.7.15), on a une suite exacte illi-

mitée
oo H(X,E) — HY (X ,E) — H?(U,E) — HP (X ,E) — . ...

Si de plus Pobjet final de X est quasicompact, on a :
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(1) Une suite spectrale birégulicre
EM =H(X,H1(F)) = H,™(X,F),
pour tout A-faiscean F sur X.

(11) Des suites exactes

m | _
0— limH, (X, E) — Hy(X, E) — lim Hy (X, E) — 0,
A

pour tout objet E de D (X, A) et tout i € Z.

Preuve : Compte tenu de (7.7.10. (1)), la suite exacte illimitée est la suite exacte
des Ext*(., E) déduite de la suite (4.6.4)

0 1(A) A 7.(A) 0.

Compte tenu de la définition (6.5.4), la suite spectrale (i) est conséquence immé-
diate de (7.7.12. (i1)). Enfin, les suites exactes (i1) sont une simple traduction de
(7.4.16. a)).

8. Changement d’anneau.

8.1. Soient X un topos, A et B deux anneaux commutatifs uniféres, J et K deux

idéaux de A et B respectivement et
nw:A— B

un morphisme d’anneaux uniferes, vérifiant #(J) C K. Comme il n’y aura pas
d’ambiguité, on appellera A-faisceaux les (A4, ] )-faisceaux et B-faisceaux les (B, K)-
faisceaux (1.2).

Il est clair que tout B-faisceau F est canoniquement muni d’une structure de

A-faisceau d’ou un foncteur exact

E(X,K)— &(X,]),
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qui fournit par passage au quotient un foncteur exact et conservatif
(8.1.1) u,:B—1fsc(X)— A—1sc(X),

d’ot un foncteur exact noté de méme sur les catégories dérivées
(8.1.2) u,:D(X,B)— D(X,A).

Etant donné un A-faisceau F, le A-faisceau F ® , #,(B) est canoniquement muni
d’une structure de B-faisceau grace aux structures de B-Modules des composants

du deuxiéme facteur, d’ou un foncteur exact a droite
(8.1.3) u* i A—1fsc(X)— B —fsc(X).

Utilisant des résolutions plates dans la catégorie des A-faisceaux, on en déduit un

foncteur exact
(8.1.4) Lx":D (X,A)— D (X,B).

De plus, lorsque A est un anneau local régulier et J son idéal maximal, il résulte
de (5.16) que le foncteur (8.1.4) se prolonge, toujours en utilisant des résolutions

plates, en un foncteur noté de méme
(8.1.5) Lu*:D(X,A)— D(X,B),

qui envoie D¥(X,A) dans D¥(X, B).
Proposition 8.1.6. — Sozent E € D(X,A) et F € D(X,B).

(1) Si E € D™ (X,A) (resp. A est local régulier et | est son idéal maximal), on a un

isomorphisme fonctoriel de A-modules

Homy(L#*(E), F)—> Hom(E, u,(F)).

(i1) St E €D (X,A) et F € D*(X,B), on a un isomorphisme fonctoriel

u, R somy (Lu*(E),F)—> R s#om, (E,u(F)).
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(i) Si le topos X et Pannean A sont noethériens, et si E € D™ (X,A) et F €

D™ (X, B), on a des isomorphismes fonctoriels
n, RHomy(Lu*(E),F) — RHom (E, #,(F))

et
n, RHomy(Lu*(E),F) — RHom (E, #,(F))

dans D(A — fsc(pt)) et D(A— mod ) respectivement, en convenant de noter

encore u : D(B— mod ) —> D(A— mod ) le foncteur restriction des scalaires.

Preuve : Montrons (i). Nous allons pour cela définir tout d’abord un mor-

phisme d’“adjonction”
(8.1.7) E—u Lu*(E).

Pour ce faire, on peut, dans chacun des cas envisagés, supposer E plat, et on prend

alors le morphisme “extension des scalaires”
E—sE@,u(B)

déduit du morphisme évident de A-faisceaux A — #_(B). Le morphisme (8.1.7)

permet de définir de fagon évidente un morphisme de bifoncteurs cohomologiques
Homy(Lu*(E),F)— Hom,(E, u*(F)),

et il s’agit de voir que c’est un isomorphisme. Quitte a découper F en parties po-
sitive et négative, on est ramené a le voir lorsque F € D*(X,B) ou F € D™ (X, B).
Dans 'hypothése non respée, le cas ou F € DT(X,B) se ramene, au moyen du
“way-out functor lemma”, au cas ou F est borné, de sorte qu’on peut pour prou-
ver ’assertion supposer que F € D7(X, B). Alors, on définit comme suit un mor-

phisme d’“adjonction”
(8.1.8) Lu'uF—F.

On choisit une résolution A-plate P — u_(F), et la structure de B-faisceaux sur

les composants de # (F) permet d’en déduire de fagon évidente un morphisme
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de complexes #*(P) — F qui répond a la question. Dans I’hypothese respée, le
morphisme (8.1.8) se définit de méme sans hypothese de degrés sur F. Enfin, les
morphismes composés canoniques déduits de (8.1.7) et (8.1.8) sont les identités,
d’ou (i). Pour montrer I’assertion (ii), on peut supposer E quasilibre et F flasque,
ce qui implique que #*(E) et u (F) sont respectivement quasilibre et flasque. Le

lemme suivant permet alors de définir un isomorphisme de complexes
u, Aom} (u*(E),F)—>#om’, (E,u (F)),
qui répond a la question.

Lemme 8.1.9. — Etant donnés un A-faiscean E = (E,), . et un B-faiscean F =

(F,)env U existe un isomorphisme fonctoriel

u, Aomy (u*(E),F)—>#om, (E,u(F)).

On va le définir sur les composants. Soit 7 un entier > 0; pour tout entier

m > n, on a un isomorphisme évident de A, ~-Modules
Somy (E,®, B,.F)—>rHom, (E,.F,),

et on obtient I'isomorphisme désiré sur les composants d’ordre 7 en passant a la
limite inductive suivant .

Compte tenu de (7.4.18), I’assertion (iii) résulte de (ii) et des isomorphismes
RTou, —=—% u oRT
(8.1.10)

RTou, ———— u_oRI,

qui proviennent immédiatemment du fait que la propriété pour un A-Module

d’étre flasque ne dépend pas de I’Anneau de base.

Proposition 8.1.11. —

(1) Si L est un A-faiscean plat, le B-faiscean u*(L) est plat. Si E € D—(X,A)
alorsLu*(E)e D™ (X,B)

torf>

torf*
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(i) Soient E et F € D(X,A). On a un isomorphisme fonctoriel
Lu"(E®,F)—>Lu"(E)®, Lu*(F)
dans chacun des cas suivants :

- Eet FeD(X,A).

- A et B sont locaux réguliers, | et K sont leurs idéaux maximaux, et E et
F eD*(X,A), ou E e D*(X,A).

(i11) Soient E € D(X,A) et F € D(X,B). On a un isomorphisme fonctoriel
u,(Lu (E)®z F)— u (F)®,E,
appelé formule de projection, dans chacun des cas suivants :

- EeD (X,A)et FeD (X,B).
- E€eD (X,A)

torf*

- A et B sont locaux réguliers, | et K sont leurs idéaux maximaunx, E €
D*(X,A) et F e D*(X,B).

(iv) Soient E € D™(X,A) et F € D*(X,A). On a un morphisme canonigue fonc-
toriel
Lu*R Som, (E,F)— R #omy (Lu*(E),Lu*(F))

lorsque A est un anneau local régulier et | son idéal maximal. Ce morphisme

est un isomorphisme lorsque de plus B est une A-algebre finie et K = J B.

(v) Soient E € D™ (X,A) et F € D*(X,A). Lorsque lobjet final de X est qua-
sicompact, et que l'annean A est régulier et | est son idéal maximal, on a des

morphismes canoniques
RHom,(E,F)— u, RHomyz(L#"(E),Lu"(F))

RHom,(E,F)— u, RHomyz(Lu"(E),Lu"(F)).
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Preuve : Etant donnés un A-faisceau L et un B-faisceau M, on définit com-

posant par composant un isomorphisme “de projection”
(8.1.12) n (' (L)@ M)—5 L®, u (M)

qui nous servira dans la preuve de (ii1). Lorsque L est plat, on en déduit que #*(L)
est plat, grace a I’exactitude et a la conservativité du foncteur #, ; I’autre partie de (i)
en résulte aussitot. Pour voir (ii), on peut dans chacun des cas de I’énoncé prendre
E et F plats, et alors on exhibe de fagon évidente un isomorphisme de complexes
qui répond a la question. De méme pour (iii), compte tenu de I'isomorphisme
(8.1.12). Montrons (iv). Par (8.1.6.(1)), il s’agit de définir un morphisme

R #om, (E,F)— u R Homy (Lu"(E),Lu*(F)),
soit encore, par (8.1.6.(i1)), un morphisme
R Som, (E,F)— R om, (E,u Lu*(F)).

On prend celui déduit de fagon évidente du morphisme d’adjonction (8.1.7) :
F — u Lu*(F). Notant g le morphisme de I’énoncé, nous allons donner une

description directe de #_(g). Il s’agit, compte tenu de (8.1.16.(ii1)), d’un morphisme
(8.1.13) B®,R #om, (E,F)— R Hom, (E,B®,F),

qui n’est autre, comme on s’en assure aisément, que (7.6.9.2). Supposons main-
tenant que B soit une A-algebre finie et que K = JB. Pour voir que dans ce cas le
morphisme g est un isomorphisme, il suffit, d’apres la conservativité du foncteur
u,, de montrer que (8.1.13) en est un. Quitte a remplacer B par une résolution
finie par des A-modules libres de type fini, on est ramené au cas ou B = A, et alors
I’assertion est évidente. Prouvons enfin (v). Nous allons le faire pour les R Hom,
la construction dans I’autre cas étant analogue. Appliquant le foncteur #, oRT au

morphisme ¢, on obtient un morphisme
(8.1.14) #, RTLu*R #om, (E,F)—s R om, (Lu*(E),Lu*(F)).

Par ailleurs, le morphisme d’adjonction id —— #, L #* définit, grace 4(8.1.10), un

morphisme

(8.1.15) RT(a):RTR #om, (E,F)— u, RTL#*R #om, (E,F)
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soit, d’apres (7.4.18.(1)),
(8.1.15)b1s RHom ,(E,F)— u, RTR #om, (E,F).

Le morphisme annoncé est le composé de (8.1.14) et (8.1.15)bis.

Proposition 8.1.16. —

(i) Soit f : X — Y un morphisme de topos. Etant donné E € D(Y,A), on a un

isomorphisme fonctoriel
Lu*f*(E)— f"Lu"(E)
lorsque E € D™ (Y, A) ou A est local régulier et | est son idéal maximal.

(11) Soient X un topos, T et T' deux objets de X et i : T — T' un morphisme

quasicompact. Etant donné E € D(T,A), on a un isomorphisme fonctoriel
R;Lu*(E)—5Lu Ri(E).
lorsque E € D™(T,A), on A est local régulier et | est son idéal maximal.

(i) Soient X un topos, U un ouvert de X, Y le topos fermé complémentaire et
j : Y — X le morphisme de topos canonique. Lorsque A est régulier et | est

son idéal maximal, on a pour tout E € D*(X, A) un morphisme fonctoriel
Lu*R;(E)— Rj'Lu’*(E).

Ce morphisme est un isomorphisme lorsque de plus B est une A-algébre finie et
K=JB.

(iv) Sous les hypotheéses préliminaires de (i11), étant donné E € D(Y,A), on a un

isomorphisme fonctoriel
L' Rj,(E)—5 R, Lu(E)

lorsque E € D™ (Y, A), ou A est local régulier et | est son idéal maximal.

118



Preuve : Montrons (). Lorsque £ € D™(Y, A), on peut le supposer quasilibre,
de sorte que f*(E) I’est également (5.17.2). Comme f*(B) = B, I'isomorphisme
évident de complexes

Be, [ (E)— ['(B®,E),

défini composant par composant, répond a la question. Dans la deuxieme hy-
pothése, on peut supposer E plat, et on concluera comme précédemment si on
prouve que B, f*(E)~B®, f*(E). Comme le foncteur L #* est de dimension
cohomologique finie a gauche, il suffit pour cela (CD début page 43), de montrer
que pour tout A-faisceau plat M sur Y, on a For! (B, f*(M)) =0 (i > 1), ce qui est
immeédiat a partir de (5.17.1). Pour voir (ii), on peut dans chacun des cas considéreés
supposer E plat, de sorte que 7, (E) est aussi (5.18.5.(1)).

Alors, on construit, composant par composant a partir de (5.18.1), un isomor-

phisme de complexes
i(E®,i"(B)— i(E)®,B
qui répond a la question. Lassertion (iv) se montre de méme a partir de (5.19).
Prouvons (iii). D’apres (7.7.13), il s’agit de définir un morphisme
(8.1.17) Lu*j*R #om, (j,A,E)—> j"R Fomy (j,B,Lu*(E)),
ou encore, compte tenu de (i), un morphisme
(8.1.18) J*"Lu*R Fom, (j,A,E)— j*R Homy (Lu"j A, Lu*(E)).

On prend celui déduit de (8.1.11.(iv)) par application du foncteur j*. L’assertion

d’isomorphie résulte également de (loc. cit.).

Définition 8.1.19. — Etant donnés denx idéotopes (X ,A,]) et (Y,B,K), on ap-
pelle morphisme d’idéotopes (X,A,]) — (Y,B,K) un couple (f,u) formé d’un
morphisme de topos f : X — Y et d’un morphisme d’anneanx uniferes u : B— A
vérifiant

uw(K)C]J.

On vérifie immédiatement qu’on définit ainsi une catégorie, appelée catégorie

des idéotopes. Etant donné un morphisme d’idéotopes

(fru)=¢:(X,A,])— (Y,B,K),
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on note ¢* et on appelle image réciprogue par ¢ le foncteur exact
@ =u"of":B—1Isc(Y) —> A—1sc(X).
De méme, on note Lo* le foncteur exact
Luof*:D(Y,B)—> D~(X,A),

qui se prolonge lorsque B est régulier et K est son idéal maximal, en un foncteur
exact note de méme de D(Y, B) dans D(X,A).

De fagon analogue, on définit les foncteurs images directes par
o, =u,of :A—1fsc(X)— B—1sc(Y)

et
Ro,=u oRf. :D*(X,A)— D*(Y,B).

On déduit sans peine de (7.7) et (8.1) des formalismes analogues pour les mor-
P gucs p
phismes d’idéotopes, qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter, car nous n’en au-

rons pas besoin dans la suite.

8.2. Nous allons maintenant expliciter dans quelques cas particuliers les résul-

tats du numéro précédent.

Proposition 8.2.1. — Soit (X,A,]) un idéotope. Pour tout entier n > 0, les

foncteurs

(idy), : (A,]) —fsc(X) — (A,]") —fsc(X)

et
(idy)" = (A,]J") — fsc(X) — (A,]) —fse(X)

sont des équivalences quasi-inverses l'une de l'autre. En particulier, lorsque A est
noethérien, la catégorie A—tsc(X ) ne dépend pas (a équivalence pres) de I’idéal J, mais
seulement de la topologie gu’il définit (ce qui justifie a posteriori la notation A—fsc(X)
an lien de (A,]) —1fsc(X), étant alors sous-entendu gue la lettre A désigne un annean
topologique).

Preuve : Il est immédiat que les morphismes d’adjonction id — u_u* et

u*u,— id sont des isomorphismes (on pose # = id).
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A partir de maintenant, on suppose donné un idéotope (X,A4,]), un entier
n>0,etonnote n: A— A = A/J"! le morphisme d’anneaux canonique.

Lanneau A, sera toujours supposé muni de I'idéal J /],

Proposition 8.2.2. — Sous les conditions précédentes, le fonctenr
Lu*:D (X,A)— D (X,A,)
est conservatif.

Preuve : Soit p un morphisme de D7(X,A) tel que L#*(p) soit un isomor-
phisme, et montrons que p est un isomorphisme. Comme L #* transforme trian-
gle exact en triangle exact, on est ramené, par considération du mapping-cylinder
de p, a montrer que si E est un objet de D7(X,A) tel que L #*(E) soit acyclique,
alors E est acyclique. Nous allons pour cela raisonner par ’absurde et supposer
qu’il existe un plus grand entier 7 tel que H'(E) # 0 ; quitte a tronquer E et & trans-
later les degrés, on peut d’ailleurs supposer que E est a degrés < 0 et que 7 = O, puis
méme que E est plat. Alors il est clair que H(L »*(E)) = H%(E)/J"'H(E), d’ou
HO(E) = J"*'H%(E) par hypothese et H°(E) = 0 par le “lemme de Nakayama”
(5.12). D’ou la contradiction annoncée.

Nous allons maintenant comparer les A ~Modules et les A -faisceaux. Tout

d’abord, on sait (3.6) que le foncteur canonique (3.5.1)
(8.2.3) A, —Mody — A, —fsc(X)

est exact, pleinement fidéle, et que son image essentielle est une sous-catégorie

exacte de A, —fsc(X). Pour des raisons de commodité, nous noterons ici
A —fscy(X)
cette sous-catégorie exacte de A —fsc(X). On en déduit que la sous-catégorie
DO(X’An)

de D(X,A,) engendrée par les complexes dont la cohomologie appartient a A —
fsc,(X) est une sous-catégorie triangulée. Méme remarque pour les catégories ana-
logues D;(X,A,), avec des notations évidentes. Le foncteur (8.2.3) définit des fonc-

teurs exacts

(8.2.4) w”:D*(A, —Mody ) — Dy(X,A,).
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Proposition 8.2.5. —

(1) Le fonctenr (8.2.4) induit un fonctenr

D_(An _MOdX )torf - D_<X’An)

torf*

(1) Soient E et F € D(A, —Mody, ). On a un isomorphisme fonctoriel
W(E)® w(F)— w(E®F)

lorsque E et F e D™ (A, —Mody), on E € D™(A, —Mod,)

torf*

(i1i) Si E €D (A, —Mody) et F € D"(A, —Mody), on a un isomorphisme fonc-
toriel
wR Hom, (E,F)—>R Hom, (w(E),w(F)).

Preuve : Lassertion (i) résulte de ce que un A -Module plat définit un A -
faisceau fortement plat. Profitons d’ailleurs de I’occassion pour remarquer qu'un
A,-Module libre (sur un faisceau d’ensembles) définit un A -faisceau quasilibre.
Dassertion (ii) se voit sans peine, en prenant E plat. Pour (iii), on peut supposer
E quasilibre (i.e. a composants des A -Modules libres) et F flasque. Alors w(E)
est quasilibre et w(F) a des composants qui sont isomorphes a des A -faisceaux

flasques, d’ou aussitot ’assertion.

Proposition 8.2.6. — On suppose que 'objet final de X est quasicompact. Alors
le foncteur (8.2.4)
w7 :D*(A,—Mody) — D (X,A,)

est une équivalence de catégories.
Preuve : Résulte immédiatement de (7.1.2).
Notations 8.2.7. Dans la suite, on notera
a:A,—Mody — A—1fsc(X)
le foncteur canonique, composé de #, et de (8.2.3). On posera

a,=u,0w:DA,—Mod,)— D(X,A).
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Avant de poursuivre, introduisons une nouvelle notion. Notant pour tout entier
p = 0 par u 't A— A p le morphisme d’anneaux canonique, la sous-catégorie
pleine de D™(X,A) (resp. D™(X,A),. ) engendrée par les objets E vérifiant

Lu,(E)eDy(X,A,) (p€N)
est une sous-catégorie triangulée. On la note
DO_(X’A) (I'CSp. DO—(X’A)torf)'

Si A est local régulier et J est son idéal maximal, on définit de méme la catégorie
triangulée Dy(X,A). La cohérence de cette notation est donnée par la proposition

suivante :

Proposition 8.2.8. — Soit E € D, (X,A,). Alors pour tout entier p < n, on a,

en notant v, : A, — A, le morphisme d’anneanx canonique,

Lo)(E) € Dy (X, A).

Preuve : D’apres (H]17.3.), on peut supposer que E est “réduit au degré 0”.
Notant de méme le A ,-Module correspondant et P une résolution de E par des

A, -Modules plats, on a alors
Lo (E) “=" A,®, D,

d’ou Iassertion.

Remarquons que I'intérét de la catégorie D (X, A) vient de ce qu’elle contient,
lorsque X est localement noethérien, la catégorie triangulée correspondante for-
mée des complexes a cohomologie des A-faisceaux constructibles.

Supposons maintenant que 1’objet final de X soit quasicompact. Choisissant

un foncteur quasi-inverse ™' de w7 (8.2.6), nous noterons

(8.2.9) La*=w 'oLu*:DY(X,A),— D’(A, —Mod,)

tor torf*

Le “torf” en indice dans le second membre provient de (8.1.11.(1)) et de (8.2.5.(1)).
Lorsque de plus I’anneau A est local régulier et J est son idéal maximal, on note de

méme le foncteur

(8.2.9)bis Lo*=w 'oLu*:Df(X,A)— D"(A, —Mody).
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Proposition 8.2.10. — Sozent E et F € D(X,A).
(1) SiE et F € D, (X,A), alors E®, F € Dj(X,A).

(11) Si Panneau A est local régulier et | est son idéal maximal, et si E et F €
DI (X,A), alors E®, F € D{ (X, A).

(117) On suppose que l'annean A est local régulier et que | est son idéal maximal.
Alors, si E€Dj(X,A) et F €DJ(X,A), ona

R #om, (E,F)eD{(X,A).

Preuve : Montrons (i). D’apres (8.1.11.(i1)), on est ramené a voir que si L et
M € Dy (X,A,) pour un entier p >0, alors il en est de méme pour L ®y, M. On
peut (H] 17.3.) supposer que L et M sont réduits au degré 0, et appartiennent
donca A, —fscy(X). Alors I’assertion résulte de (8.2.5.(i1)). L'assertion (ii) résulte
également sans peine de (8.2.6) et (8.2.5. (i1)). Montrons (ii1). Grace a (8.1.11. (iv)),
on est ramené a voir I'assertion analogue dans D(X,4,) pour tout entier p > 0.
Par dévissage (H] 17.3.), on peut supposer que E est réduit au degré 0, et alors
’assertion résulte de (8.2.6) et (8.2.5. (ii1)).

Proposition 8.2.11. — On suppose que l’objet final de X est quasicompact. Si
E eD}(X,A), et F €D (A, —Mody), on a des isomorphismes fonctoriels

(i) a,R #Hom, (La*(E),F)—R #om, (E,a F).

(i1) u,R #Hom, (La*(E),F)— RHom,(E,a,F).

Si E € DY(X,A) et F € DY(A, —Mody ), ou bien si A est régulier, | est son idéal
maximal et E € D (X,A) et F € D¥(A,—Mody), on a un isomorphisme fonctoriel

(111) u, HomAn(La*(E),F)l)HomA(E,a*(F)).
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Preuve : Conséquence immédiate des définitions (8.2.7), (8.2.9) et (8.2.9)bis,
et de (8.1.6).

Proposition 8.2.12. — On suppose que l'objet final de X est guasicompact. Soient
Eet F eD(X,A)et GeD(A,—Mody).

(i) On a un isomorphisme fonctoriel
La'(E)®, La'(F)——>La*(E®,F)

lorsque E € DY(X,A), ¢ et F € DLX,A),.0
régulier, | est son idéal maximal, E € D5(X,A) et F € D} (X,A).

ou bien lorsque A est local

(11) On suppose que A est local régulier et que | est son idéal maximal. Si E €
Dy (X,A) et F € D (X,A), on a un isomorphisme fonctoriel

La*R #om, (E,F)— R #om, (La'(E),La*(F)).

(i1i) On suppose que G € DP(A, —Mody ) et F € DL(X,A),.;, on bien que A est
régulier d’idéal maximal ], et que G € D?(A, —Mody),. ¢ (resp. DT(A, —
Mody)) et F € DF(X,A) (resp. DL(X,A)). On a alors un isomorphisme fonc-

toriel
2.(G8, La'(F) > 2.(G) 8, F

Preuve : Résulte formellement de (8.1.11), compte tenu des définitions (8.2.7),
(8.2.9) et (8.2.9)bis.

Signalons enfin quelques propriétés de stabilité par morphismes des catégories
D,(X,A).

Proposition 8.2.13. — Soient A un anneau commutatif unifére et | un idéal de

A.

(i) Etant donné un morphisme de topos f : X — Y, le fonctenr f* induit un

fonctenr
D, (Y,A)— Dy (X,A).

Si de plus A est local régulier et | est son idéal maximal, il induit un fonctenr

D,(Y,A) —> Dy(X, A).

125



(11) Soient X un topos, T et T’ deux objets de X et i : T — T' un morphisme

quasicompact. Alors le foncteur i, induit un foncteur
D, (T,A)— D, (T, A)

(TESP. DO_(T’A>t0rf - DO_( T/’A>t0rf)'

Si de plus A est local régulier et | est son idéal maximal, il induit un fonctenr

Dy(T,A) —> Dy(T", A).

(i11) Soient X un topos, U un onvert de X,Y le topos fermé complémentaire et j :
Y — X le morphisme de topos canonique. Alors, si A est local régulier et | est

son idéal maximal, le fonctenr R j* induit un fonctenr

D} (X,A) — DI (Y, A).

(1v) Sous les hypotheéses préliminaires de (i11), le foncteur R j, induit des foncteurs
D; (Y,A)— D7 (X,A)

Dy (Y, 4) 41 — D5 (X, 4)

tor torf*

Si de plus Pannean A est local régulier et | est son idéal maximal, le fonctenr

R j, induit un fonctenr

D,(Y,A) —> Dy(X, A).

Preuve : Montrons par exemple (iii), les autres assertions se voyant de facon
analogue. Etant données un entier 7 > O et # : A — A le morphisme
d’anneaux canonique, il s’agit, d’apres (8.1.16.(iii)), de prouver que R /(L u*(E)) €
DZ(Y,A,). Par hypothese et d’apres (8.2.6), il existe F € D*(A, —Mody) tel que
Lu*(E) ~ w(F). On aura donc terminé si on prouve la commutativité du dia-

gramme

D*(A, —Mod,) —=2— D*(X,A)

ol I

D (A, —Mod,) —<— D™(Y,A,).
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Or cela résulte immédiatement de ce que, comme on I’a déja remarqué, un A -

Module flasque définit un A, -faisceau isomorphe a un A, -faisceau flasque.
8.3. Parties multiplicatives.

Définition 8.3.1. — Etant donnés un topos X, un annean A, un idéal | de A et une
partie multiplicative S de A, on appelle catégorie des (A,], S)-faisceanx sur X (ou, s’il
n’y a pas de confusion possible, des S~  A-faisceanx sur X), en on note (A, ], S)—fsc(X),

ou plus simplement

ST'A —fsc(X)

la catégorie ainsi définie :
® Ses objets sont les A-faisceaux.

® Si E et F sont deux A-faiscean, un morphisme de S™'A-faisceanx de E dans F

est un élément de

Homg ,(E,F)=S"Hom,(E,F).

On vérifie facilement (cf. SGA5 VI 1.4.3.) que la catégorie S7'A —fsc(X) est
abélienne, et s’identifie de fagon plus précise a la catégorie abélienne quotient de
A —fsc(X) par la sous-catégorie abélienne épaisse engendrée par les A-faisceaux
annulés par un élément de §.

Soient maintenant B un autre anneau commutatif unifére, muni d’un idéal K,
et # : A —> B un morphisme d’anneaux vérifiant #(J) C K. Munissant B de la
partie multiplicative définie par S, il est clair que le foncteur #, : B —fsc(X) —
A—fsc(X) transforme un B-faisceau annulé par un élément de S en un A-faisceau
vérifiant la méme propriété. Par suite, il induit par passage au quotient un foncteur

exact, noté de méme,
n,:S'B—fsc(X)— STTA—1fsc(X),

b / 4 . . A \ P
qu'on peut également définir directement grace a la forme explicite des mor-
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phismes donnée en (8.3.1). Bien entendu, le diagramme

uy

B —1sc(X) > A—1sc(X)

(8.3.2) l l

ST1B —fsc(X) —=—— STA—fsc(X)

dans lequel les fleches verticales sont les morphismes de projection canoniques, est

commutatif.

Définition 8.3.3. — Supposons donnés (X,A,],S) comme plus hant. Avec les

mémes conventions simplificatrices que précédemment, on note
D'(X,57'A) (x=+,—b,90)
la catégorie ainsi définie :
® Ses objets sont cenx de D*(X, A).

® SiE et F €eDY(X,A), Homg ,4,(E,F)= S~ Hom,(E,F).

Il est évident que la catégorie D*(X,S7'A) est additive, et que le foncteur
translation de D*(X,A) définit un foncteur de méme type dans D*(X,S7'A), ap-
pelé également foncteur translation. De plus, la définition des morphismes de

D*(X,S™'A) fournit de fagon évidente un foncteur additif
(8.3.4) D*(X,A)—s D*(X,S'A),

qui induit I'identité sur les objets. Munissant alors D*(X, S7'A) des triangles qui
sont isomorphes a I'image par (8.3.4) d’un triangle de D*(X,A), et du foncteur
translation précédemment défini, on constate aisément que ’on obtient ainsi une
catégorie triangulée telle que le foncteur (8.3.4) soit exact. Plus précisément, on
vérifie que D*(X, S7'A) est la catégorie triangulée obtenue a partir de D*(X,A) en
inversant les homothéties définies par des éléments de S.

Ces définitions étant ainsi posées, on laisse au lecteur le soin de s’assurer que
le formalisme développé dans les numéros précédents pour les A-faisceaux s’étend,

mutatis mutandis, aux S~!A-faisceaux.
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§ II. — CONDITIONS DE FINITUDE

Dans tout ce chapitre, on fixe un anneau commutatif unifére noethérien A et un
idéal J de A. Sauf mention expresse du contraire, tous les topos considérés seront

supposés localement noethériens SGA 4 VI 2.11.).

1. Catégorie des A-faisceaux constructibles.
Soit X un topos localement noethérien.

Définition 1.1. — On dit gw’un A-faiscean F = (F,),. est J-adique con-
structible s’/ est [-adique (I 3.8.) et si pour tout n € N, le A, -Module F, est con-
structible.  On dit que F est un A-aisceau constructible s’/ est isomorphe dans
A—tsc(X) a un A-faiscean J-adique constructible. On appelle catégorie des A-faisceanx

constructibles et on note
A—ftsen(X)  (“n” pour “noethérien”)
la sous-catégorie pleine de A —fsc(X') engendrée par les A-faisceanx constructibles.

Proposition 1.2. — Soit F = (F,),, .\ #n A-faiscean sur X . Les assertions suivantes

sont équivalentes.

(i) F est un A-faiscean constructible.

(i) F est de type strict (I 3.2.) et, notant F' le A-faiscean strict associé a F (I 3.3.), il
existe localement une application croissante y > id telle que y, (F') (I 2.2) soit

J-adique constructible.



(i11) Pour tout entier r > 0, le A-faiscean F ® , A, est de type constant (I 3.6.) associé

a un A, -Module constructible.

Preuve : Si F vérifie (1), il résulte de (13.9.3. (i) = (i1)) qu’il existe localement
une telle application y, avec y,(F') J-adique. Mais y, (F') > F, donc y, (F') est iso-
morphe a un A-faisceau J-adique constructible, d’ou (i1) grace a (13.9.1). L'assertion
(if) = (iii) résulte aussit6t de ce que F @4 A, =~ y,(F')®4A,. Pour voir que (iii) =
(1), on peut supposer que I’objet final de X est quasicompact, et alors cela se voit

comme |’assertion analogue de (I 3.9.3.).

Corollaire 1.3. — 8§i F = (F,),, N €st un A-faiscean strict et constructible, alors

pour tout n €N, le A -Module F, est constructible.

Preuve : D’apres (1.2.(1)), il existe localement une application croissante y >
id telle que y, (F) soit J-adique constructible, donc a composants constructibles.
Lassertion résulte alors de ce que le morphisme canonique de £(X, /) : y, (F) —

F est un épimorphisme.

Corollaire 1.4. — Pour qu’un A-faiscean annulé par une puissance de I’idéal |
soit constructible, il faut et il suffit qu’il soit de type constant associé a un A-Module

constructible.

Proposition 1.5. —

(1) La propriété pour un A-faiscean d’étre constructible est stable par restriction a

un objet du topos, de nature locale, et la catégorie fibrée
T — A—fsen(T),
on T parcourt les objets de X, est un champ.

(17) Notant | — adn(X) la sous-catégorie pleine de &(X,]) engendrée par les A-

Jaisceanx J-adigues constructibles, le fonctenr canonigue
J—adn(X)— A—{fscn(X)

induit par (I 3.8.2) est une équivalence de catégories.
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(i11) La catégorie A—fscn(X) est une sous-catégorie exacte (i.e. stable par noyanx,

conoyaux et extensions) de A —fsc(X). De plus, lorsque X est noethérien, les
objets de A — fscn(X) sont noethériens (dans A —fscn(X)).

Preuve : L'assertion (ii) est conséquence immeédiate de (I3.9.1.). Montrons (i).
Le caractere local résulte par exemple de (1.2. (1) <= (i1)) et du caractere local de la
propriété pour un A-faisceau d’étre de type strict. Quant a la propriété de champ,
elle provient de (ii) et de la propriété analogue, évidente, pour la catégorie fibrée
T — J —adn(T). Montrons (iii). Pour voir la stabilité par noyaux et conoyaux,
on se rameéne grace a (i1) au cas d’un morphisme # : E — F de §(X,]), avec E
et F des A-faisceaux J-adiques constructibles, et alors I’assertion résulte, en se ra-
menant localement au cas ou X est noethérien, de (SGA5 V 5.2.1.). Pour montrer

la stabilité par extensions, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.6. — Pour tout A-faiscean constructible E et tout entier n > 0, le A-

faiscean Tor (A, ,E) est de type constant, associé a un A ~Module constructible.

Il suffit de voir (1.4) qu’il est constructible. Or, notant # : J*™' — A le mor-

phisme de A-faisceaux canonique, on a un isomorphisme
Tor! (A,,E) ~Ker(n ®,1d;),

d’ou le lemme, car /"™ ®, E est constructible, comme on voit aisément en se
ramenant au cas ou E est J-adique constructible.

Montrons comment le lemme entraine la stabilité par extensions. Soit donc

0 E F G 0

une suite exacte de A—fsc(X), avec E et G constructibles, et montrons que F Pest
également. Pour cela, il suffit (1.2) de voir que pour tout entier r > 0, le A-faisceau
F ®, A, est de type constant associé a un A -Module constructible. Or on a une

suite exacte
Tor! (A,,G)— A @ E— A @, F—A ®,G—0,

dans laquelle tous les termes, excepté éventuellement A, ® , F, sont de type con-

stant et constructibles. Compte tenu du fait qu'un A, -Module qui est extension de
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A _-Modules constructibles est lui-méme constructible, assertion résulte alors de
(I3.6). Il nous reste enfin a voir que la catégorie A—fscn(X) est noethérien lorsque
X est noethérien. Il suffit de le voir pour la catégorie équivalente | —adn(X), ce
qui n’est autre que (SGA V 5.2.3.).

Corollaire 1.6. — Notant | — Modn(X) la sous-catégorie abélienne épaisse de
A—Mod, engendrée par les A-Modules constructibles et localement annulés par une

puissance de ], le foncteur
J—Modn(X) — A—fsc(X)

induit par (I 3.5.1.) définit une équivalence avec la sous-catégorie abélienne épaisse de

A—1sc(X) engendrée par les A-faisceanx de type constant et constructibles.

On aura remarqué que dans I’énoncé (1.5), on a pris soin de préciser que les
A-faisceaux constructibles sont noethériens dans A —fscn(X'). On pourrait croire
qu’ils le sont aussi dans A — fsc(X).

Nous allons voir plus loin qu’il n’en est rien, mais donnons tout d’abord un

cas ou cette assertion est vraie.

Proposition 1.7. — On suppose que I’idéal | est maximal. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes pour un objet F de A — fsc(pt).
(1) F est constructible.

(i1) F est noethérien.

Preuve : Montrons d’abord que (i) = (i). Comme la catégorie A — fscn(pt)
est noethérienne (1.5.(ii1)), il suffit de montrer que tout sous-A-faisceau E de F est
constructible. On se ramene immédiatement pour le voir au cas ou F est J-adique
constructible et £ est un sous-systeme projectif de £. Mais alors les composants
de F, donc aussi ceux de E, sont des A-modules artiniens, de sorte que E veérifie
la condition de Mittag-Leffler. Dans ces conditions, ’assertion résulte du lemme
suivant, valable sans hypothése spéciale sur le topos X et le couple (4,]), autre que

celles de I’introduction.
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Lemme 1.8. — Soit u : E — F un monomorphisme de A-faisceanx. On suppose

que F est constructible et que E est de type strict. Alors E est constructible.

On se rameéne pour le voir au cas ou # est un monomorphisme de §(X,]) et F
est J-adique constructible, puis, quitte a remplacer E par le A-faisceau strict associé,
au cas ou E est strict. Alors le A-faisceau G = Coker(#) est J-adique (cf. le preuve
de SGA5 V 3.2.4. (1)), et constructible, car ses composants sont des quotients des
composants de F. Mais alors E, noyau du morphisme canonique F — G, est
constructible par (1.5.(iit)).

Montrons maintenant I’assertion (i) = (ii) de la proposition.

Lemme 1.9. — Un objet noethérien F de A —fsc(pt) est de type strict (i.e. vérifie
la condition de Mittag-Leffler).

Il est clair qu’il suffit de montrer la méme assertion pour les A-faisceaux F ® ,
A, qui sont également noethériens, de sorte que ’on est ramené au cas ou F est
annulé par une puissance de /. Puis, utilisant la filtration (finie) de F définie par
les puissances de I’idéal /, on se raméne au cas ou F est annulé par /, et enfin au cas
ou F est un systeme projectif de (A/])-espaces vectoriels. Soit 7, > 0 un entier, et
montrons que la suite décroissante

Im(F, —F,)

n=>ng

de (A/] )-espaces vectoriels est stationnaire. Posant

0 (n<mny)
Im(Fn —)Fno) (7’1 Z no)’

K =

n

on définit, avec les morphismes de transition évidents, un A-faisceau quotient de
F, donc noethérien. On est finalement ramené a voir qu’un A-faisceau noethérien
(V,) pen»> dont les composants sont des (4/])-espaces vectoriels et les morphismes
de transition sont des monomorphismes, est essentiellement constant. Raison-
nons par Iabsurde, et supposons qu’il existe une infinité (dénombrable) de V/, dis-
tincts. Quitte a renuméroter, on peut supposer que V; # Visii # j. Désignons

alors, pour tout i > 0, par X, un supplémentaire de V., dans V,, et choisissons

i+1
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un ¢lément non nul ¢; de x;. On définit un sous-A-faisceau W de V = (V) .oy en
posant
Wp = @kei (k :A/])’
i=p

avec les morphismes de transitions évidents. Nous allons voir que le A-faisceau
ainsi défini n’est pas noethérien, ce qui donnera la contradiction annoncée. Pour
tout entier p > 0, notons M, le sous-espace vectoriel de W, ayant pour base les

éléments

ey, (n,7r>0, 0<r<p).

Il est immédiat que pour tout couple (p, q) d’entiers positifs distincts, on a M, N
W, # M, N W, pour tout entier i > 0. Considérant alors pour tout entier p >0 le
systeme projectif, noté (M, N W), défini par

(M,NW),=M,NW, (n=0)
avec les morphismes de transition évidents, on a une suite croissante
(MNW). Cc(MNW). C--C(M,NW).C...

de sous-A-faisceaux de W. Le lemme suivant entraine qu’elle n’est pas stationnaire.

Lemme 1.10. — Soiz V = (V). un systéme projectif d’objets d’une catégorie
abélienne C, dont les morphismes de transition sont des monomorphismes. Pour tout
sous-objet X de Vy,, on pose

(Xﬂ V) = (Xﬂ Vn)

neN-

Si L et M sont deux sous-objets de Vy, avec L C M, les assertions suivantes sont équiv-

alentes.

(i) (MNOW) [(LNW). est essentiellement nul.
(i) Il existe un entier p >0 tel que MNV, =LN V.

Lorsque (i) et (11) sont satisfaites, ona M NV, = LNV, pour q assez grand.
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Il est clair que (i) = (i). Inversement, si (i) est vérifiée, il existe un entier p >0

tel que le morphisme canonique
(MOV)(LNV,)— M/L

soit nul. Autrement dit , M N V,CL, douMnN V,cLNV,. Linclusion en sens
opposée étant évidente, I’assertion en résulte.

Achevons la preuve de I’assertion (i) = (i) de (1.7). Il s’agit de voir (1.2) que
pour tout entier r > 0, le A-faisceau F ® ; A, est de type constant associé a un
A -Module constructible, ce qui permet de se ramener au cas ou F est annulé
par une puissance de /. Utilisant la filtration de F définie par les puissances de /,
on peut méme supposer que F est annulé par J. Finalement, utilisant (1.9), on a a
montrer que si un systeme projectif strict de (A/] )-espaces vectoriels est noethérien
en tant que A-faisceau, alors il est essentiellement constant et sa limite projective
est un (A/] )-espace vectoriel de dimension finie. Cela se voit immédiatement par
Iabsurde, et est laissé en exercice au lecteur.

Jignore s’il est toujours vrai qu'un A-faisceau noethérien est constructible. Par
contre, la proposition suivante, intéressante en soi, montre qu’en genéral un A-

faisceau constructible n’est pas noethérien.

Proposition 1.11. — On suppose que X soit le topos étale d’un schéma de Jacobson

noté de méme. Soit F un A-faiscean sur X. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) F est noethérien et constructible.

(1) Il existe un nombre fini de points fermés (x,, ..., x,) de X et pour tout i € [1,d ]
un A-faiscean F; noethérien et constructible sur le topos ponctuel tels que, notant

] 2 x; — X les immersions canoniques, on ait
1

Fe @D G).(F).

1<i<d

Preuve : Pour voir que (i1) = (1), il suffit de voir que les A-faisceaux (j, ), (F,)
sont constructibles et noethériens. Le caracteére constructible se voit en se ra-

menant au cas ou F, est /-adique constructible, en utilisant I’exactitude du foncteur

(7, )
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Le caractére noethérien résulte immédiatement de I’adjonction naturelle entre
les foncteurs (7, )" et (j,.),- Montrons que (i) = (ii). On peut supposer que F' =
(F,),en st J-adique constructible, et nous allons alors voir qu’il n’existe qu’un
nombre fini (x;,...,x,) de points fermés de X tels que (), # 0. Notons pour
tout point fermé x de X par j_: X — X I'immersion fermée canonique. Pour
tout famille finie Y = (x,,...,x,, ) de points fermés de X, I'inclusion ¥ — X

deéfinit un épimorphisme canonique

F— @ (G.,).0.) (F)-
1<i<m
Supposons alors qu’il existe une infinité dénombrable (x; ),y de points fermés de

X, avec F, #0. Définissant un A-faisceau G par

B SN v
G, = D ().l (F),
0<p<n
avec les morphismes de transition évidents (identité sur les termes communs et 0

ailleurs), on a un épimorphisme
Fo — G—0

du A-faisceau constant F défini par F, sur G. Il s’ensuit que G est un quotient
de F, donc est noethérien. On obtient une contradiction en définissant une suite

croissante non stationnaire (F?G)__y de sous-A-faisceaux de G. Pour cela, on pose

qeN

(FiG), = (n<q)

Doci<gU)(7,) (F) - (n>q),

avec les morphismes de transition évidents. Ceci dit, soient donc (x,,...,x,) les
seuls points fermés du support de F,, et U 'ouvert complémentaire de leur réu-
nion. Nous allons voir que F|U = 0. Il en résultera, d’apres la suite exacte (I

4.6.4.(1)), que
Fﬁ @ (]xl)*(]xl)*(F)’

1<i<d
de sorte qu’il suffira de prouver que pour tout i € (1,d) le Afaisceau (5, )*(F)

est constructible et noethérien. Qu’il soit constructible est évident; comme F
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est noethérien, son facteur direct (7, ),(7, )'(¥) l'est également, de sorte que le
caractere noethérien de (7, )"(F) se voit en utilisant I'adjonction naturelle entre
(Jx,). et (7,,)"- Montrons donc que F|U =0. Comme F /] F =~ F,, il suffit, d’aprés
le lemme de Nakayama (I 5.12.) de voir que F,|U = 0. En effet, comme X est un
schéma de Jacobson, il existerait sinon (SGA4 VIII 3.13.) un point fermé x de X

contenu dans U tel que (j,)*(F,) #0.

1.12. Notant A le complété de A pour la topologie J-adique, on définit un
foncteur exact et pleinement fidele (EGA 0, 7.8.2)

(1.12.1) fi—modn—»A—fsc(pt)
en associant 4 tout A-module de type fini M le systéme projectif

(M/]" M) e

Ce foncteur se factorise de maniere évidente en un foncteur
(1.12.2) A—modn — A —fscn(pt).

Il résulte aisément de (EGA 0, 7.2.9. et 7.8.2.) que ce foncteur est une éguiva-
lence de catégories, un foncteur quasi-inverse étant d’ailleurs fourni par la limite
projective.

Si maintenant a : pt — X est un point du topos X, il est clair que le foncteur
fibre défini par 4
A—1fsc(X)— A—fsc(pt)

envoie A—fscn(X) dans A—fscn(pt), d’ou grace a I’équivalence (1.12.2) un foncteur

exact, appelé encore foncteur fibre associé i ,
(1.12.3) &, :A—fscn(X)—u‘i—modn,

qui est obtenu de fagon précise en composant le foncteur fibre ordinaire et le
foncteur limite projective A —fscn(pt) — A—modn.
Rappelons enfin (SGA4 VI ) qu’un topos localement noethérien a suffisam-

ment de points.

137



Proposition 1.12.4. — La collection des foncteurs fibres
& :A—fsen(X) — A—modn,

o1 a parcourt les points du topos X , est conservative. En particulier, pour qu’une suite

de A-faisceanx constructibles
(S) F = F-=5F"

soit exacte, il faut et il suffit que les suites correspondantes

(5. 6(F) =5 6,55

a a

1
&,(F")
solent exactes.

Preuve : On est ramené a voir ’assertion analogue pour les foncteurs fibres
évidents ] —adn(X) — J —adn(pt), qui se voit composant par composant a partir

de la conservativité des foncteurs fibres pour les A-Modules.

1.13. Soit f : X — Y un morphisme de topos localement noethériens.
Comme I'image réciproque d’'un A-Module constructible est un A-Module con-

structible, le foncteur image réciproque
[T6(Y,])— E(X,])

envoie évidemment | —adn(Y’) dans J —adn(X). On en déduit aussitdt que le
foncteur image réciproque (I 4.1.1.) envoie A —fscn(Y") dans A —fsen(X). D’ou

un diagramme commutatif

J—adn(Y) — 2 A—fsen(Y)

| I

J—adn(X) ———— A—fsen(X)

dans lequel ¢ et ¢, désignent les équivalences canoniques.
Sii: T — T’ est un morphisme quasi-compact entre objets d’un topos lo-
calement noethérien X, on voit de méme que le foncteur 7, induit un foncteur

exact

(1.13.1) iy: A—fsen(T) — A—fsen(T).
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Enfin, étant donné un ouvert U d’un topos localement noethérien et Y le topos
/4 O /7 ’ . . .
(également localement noethérien) fermeé complémentaire de U, si on note j :
Y — X le morphisme de topos canonique, le foncteur exact j, induit un foncteur

exact

(1.13.2) 7. :A—1fsen(Y) — A—fsen(X).

Définition 1.14. — On dit qu’un A-faiscean J-adigue constructible (1.1)sur X F =
(F,),en est constant tordu (vesp. par abus de langage, localement libre), si pour tout
entier n > 0, le A ~Module F, est localement constant (resp. localement libre). On
dit qu’un A-faiscean sur X est constant tordu constructible (resp. localement libre
constructible)s’t/ est isomorphe dans A—tsc(X ) a un A-faiscean J-adigue constructible

constant tordu (resp. localement libre). On note
A—fsct(X)

la sous-catégorie pleine de A —fsen(X), donc aussi de A —1sc(X), engendrée par les

A-faisceanx constant tordus constructibles.

Nous allons maintenant énoncer pour les A-faisceaux constants tordus con-
structibles (resp. localement libres constructibles) un certain nombre de résul-
tats analogues a des assertions déja données pour les A-faisceaux constructibles.
Nous ne donnerons pratiquement pas de démonstrations, et signalerons surtout

les points possibles de divergence.

Proposition 1.15. — Soit F un A-faiscean sur X. Les assertions suivantes sont

.y
équivalentes.

(i) F est un A-faiscean constant tordu constructible (vesp. localement libre con-

structible).

(i1) F estde trypestrict et, notant F' le A-faisceau strict associéa F, il existe localement
une application croissante y > id : N — N telle que y (F') soit ]-adigue

constructible constant tordu (vesp. localement libre).

(i11) Pour tout entier r > 0O, le A-faiscean F ® 4 A, est de type fini constant associé
a un A, -Module localement constant constructible (vesp. localement libre con-
structible).
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Corollaire 1.16. — Soit F = (F,),, . un A-faiscean de type J-adique (par exemple,
constructible). On suppose que pour tout n € N, le A, -Module F, est localement

constant constructible. Alors, F est constant tordu constructible.

Preuve : Comme la catégorie des A-Modules localement constants con-
structibles est stable par images dans A — Mody, on peut, quitte a remplacer F
par le systeme projectif strict associé, supposer que F est strict. Par hypothese, il
existe alors (I 3.11) localement une application croissante y > id : N — N telle
que y,(F) soit J-adique. Mais 'hypothese sur F entraine que les composants de

x,(F) sont localement constants constructibles, d’ou I'assertion.
Proposition 1.17. —

(i) La propriété pour un A-faiscean d’étre constant tordu constructible (vesp. locale-
ment libre constructible) est stable par restriction a un objet du topos et de nature

locale. La catégorie fibrée
T — A—fsct(T),
on T parcourt les objets de X, est un champ.

(11) Notant | — adt(X) la sous-catégorie pleine de &(X,]) engendrée par les A-

faisceanx [ -adigues constants tordus constructibles, le foncteur canonique
J—adt(X) — A—fsct(X)
induit par (I 3.8.2) est une équivalence de catégories.

(111) La catégories A—fsct(X) est une sous-catégorie exacte de A —1sc(X). De plus,
lorsque X n’a qu’'un nombre fini de composantes connexes (par exemple, est
noethérien), les objets de A —fsc(X) sont noethériens (dans A — fsct(X)).

Preuve : Seule I’assertion (iii) mérite quelque attention. Pour la stabilité par
noyaux et conoyaux, on se ramene au cas d’'un morphisme # : E — F de §(X,]).
Les systémes projectifs Ker(#) et Coker(#) ont des composants localement con-
stants constructibles, et sont constructibles (1.5.(ii1)), de sorte que I’assertion ré-

sulte de (1.16). La stabilité se voit comme I’assertion analogue de (1.5), en utilisant
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le fait (cf.1.6.) que pour tout A-faisceau constant tordu constructible E et tout en-
tier 7 > 0, le A-faisceau Forf (A, , E) est de type constant, associé a un A ~Module
localement constant constructible. D’apres (1.6), il suffit pour cela de voir qu’il est
constant tordu, ce qui, vu que ses composants sont localement constants, résulte
une nouvelle fois de (1.16). Pour la derniere assertion, rappelons (SGA4 VI ) que
les composantes connexes d’un topos localement noethérien sont, par définition,
les ouverts connexes maximaux du topos. On peut supposer que X est connexe.
Soit donc (E£7), . une suite croissante de sous-A-faisceaux constants tordus con-
structibles d’un A-faisceau constant tordu constructible E, et montrons qu’elle est
stationnaire. Supposons X non vide, et choisissons un ouvert noethérien non vide
U de X. Par (1.5.(i11)), la suite des E”|U est stationnaire; il existe donc un entier g
tel que E#|U = E1|U pour p > g, ouencore (E? /ET)|U = 0. On est donc ramené
a voir que si un A-faisceau J-adique constant tordu constructible est nul au-dessus
d’un ouvert non vide d’un topos localement noethérien connexe, il est nul. Cela
résulte immédiatement de ’assertion analogue pour les A~-Modules, appliqués a

S€S COl’IlpOSle’ltS.

Corollaire 1.18. — Notant | —Modt(X) la sous-catégorie abélienne épaisse de
A—Mod,, engendrée par les A-Modules localement constants constructibles et annulés

par une puissance de |, le fonctenr
J—Modt(X) — A —1fsc(X)

induit par (I 3.5.1.) définit une équivalence avec la sous-catégorie abélienne épaisse
de A —fsc(X) engendrée par les A-faisceanx de type constant et constants tordus con-

structibles.

Proposition 1.19. —

un v

(i) Soit0O— L’ L L O une suite exacte de (X, J). Si L et L” (resp.

L' et L") sont [ -adigues localement libres constructibles, il en est de méme de L’

(resp. L).
(i) Soit 0 L L L" 0 une suite exacte de A—fsc(X). Si L et L”

(resp. L et L") sont des A-faisceaux localement libres constructibles, il en est de

u v

méme de L' (vesp. L).
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Preuve : Montrons (i). Comme il est clair que les composants de L’ (resp. L)
sont localement libres constructibles, on a seulement a voir que L’ (resp. L) est
J-adique. Dans le cas respe, cela résulte de (SGA5 V 3.1.3.(ii1)). Dans le cas non

respé, on a pour tout entier 7z > 0 un diagramme commutatif exact

/ ntly/ #nt1 } n+1 Unti N2 ntl i
Ln+1 ] Ln+1 Ln+1 ] Lﬂ+1 Ln+1 ] Ln+1

! ~|s

A

~

/ n n /!
0 > L, > L s L

n

dans lequel les fleches verticales sont déduites de fagon évidente des morphismes

de transition. Comme L) est un A, ,-Module localement libre, %, est un

nt1
monomorphisme, donc A est un isomorphisme d’ou I’assertion. Montrons main-
tenant (i1), et tout d’abord I’assertion non respée. On peut supposer (1.17.(i1)) que
L et L” sont J-adiques localement libres constructibles et que v est I'image d’un
morphisme de &(X,]); alors Iassertion résulte de (i) non respée. Prouvons main-
tenant ’assertion respée. Comme elle est de nature locale (1.17.(1)), on peut sup-
poser X noethérien, et bien str L” J-adique localement libre constructible. Alors
il existe une application croissante y > id : N — N telle que v e¢soit I'image d’un
morphisme

)(y(L) - L”

de &(X,]), qui, comme v est un épimorphisme et L” est strict, est un épimor-
phisme. On est ainsi ramené au cas ou X est noethérien, la suite exacte en ques-
tion est I'image d’une suite exacte de §(X,]), et L” est J-adique localement libre
constructible. Comme L' et L” vérifient la condition de Mittag-Leffler, il en est
de méme de L (EGA 0,,; 13.2.1.); quitte a remplacer L par le systeme projectif
strict associé, on peut donc supposer L strict. Alors (SGA5 V 3.1.3.) L’ est strict.
Par suite, il existe une application croissante y > id : N — N telle que y, (L)
soit J-adique localement libre constructible. Comme les composants de L” sont

localement libres, la suite

(n) (v)
0—s 3 (L) 25 x (1) 25 y (L) —0

est exacte. On peut donc supposer que L’ et L” sont tous les deux J-adiques locale-

ment libres constructibles, et alors I’assertion résulte de (i) respé.
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1.20. Nous allons maintenant expliciter la structure de la catégorie A—fsc(X),
lorsque le topos X est connexe. Rappelons tout d’abord quelques faits concernant

le pro-groupe fondamental d’un topos. Etant donné un pro-groupe strict

G:(Gi)

el
4 . . /
on définit comme suit un topos, noté
Be

et appelé topos classifiant de G. Un objet de B, appelé encore G-ensemble, est un

ensemble A/ muni d’une application

piM— h;)nHom(Gi,M)

1

m— (g, — g;m pour i “assez grand”)

telle que Ion ait
g,(g'm)=(g;g)m pour i “assez grand”.

Autrement dit, M admet une filtration par des G;-ensembles (i € I), avec compat-
ibilité des diverses opérations. Un morphisme de G-ensembles M — N est une

application # : M — N qui rend le diagramme
M—r li_n)li Hom(G,, M)

”\L lim Hom(id,x)
—>:
N— li_r)ni Hom(G;,N)

commutatif.
De la méme maniere, étant donné un anneau B, on définit la notion de (B, G)-
module, en exigeant que I’application structurale
p:M— h_F)nHom(Gi,M)
1
soit B-linéaire, lorsque I’on munit le second membre de la structure de B-Module

déduite de fagon évidente de celle de M. Autrement dit, un (B, G)-Module n’est

autre qu'un B-Module sur le topos B...

143



Le topos B est localement noethérien (cf. SGA4 VI 1.33.) et n’admet (2
isomorphisme pres) qu'un seul point, a savoir le foncteur qui associe a tout G-
ensemble M I’ensemble sous-jacent.

Ftant données maintenant un topos connexe X (non nécessairement locale-
ment noethérien) et un point

a:pt— X,

on définit, a isomorphisme pres dans la catégorie des pro-groupes, un pro-groupe
strict
m(X,a),

appelé pro-groupe fondamental de X en a, et une équivalence de catégories
(1.20.1) E1C<X)—)B7T1<X,a)

de la catégorie des faisceaux d’ensembles localement constants sur X, avec le topos
classifiant de 7t,(X,a). De plus, notant ¢ le point canonique du topos classifiant

du pro-groupe fondamental, le diagramme

(1.20.1)

Elc(X) > Bm(X,a)
Ens

est commutatif (2 isomorphisme pres).
Etant donné un anneau commutatif unifére B, le foncteur (1.20.1) définit une

équivalence
(1.20.2) B —Modle(X) —»B—Mod(B,_ ),

ou B—Modlc(X) désigne la catégorie des B-Modules localement constants sur X.
Si f: X — Y est un morphisme de topos, le morphisme composé b = f oa
est un point de Y, et on définit fonctoriellement en les données, un morphisme de
pro-groupes
ﬂl(f) : ﬂl(X:“) - 7T1<Y’ b)

tel que le foncteur image réciproque

£ Ele(Y) — Ele(X)
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corresponde dans les équivalences (1.20.1) a la restriction du pro-groupe structural.
Soit X un topos localement noethérien connexe, et choisissons un point « :
pt —> X de X. Par simple extension aux systémes projectifs, le foncteur (1.20.2)

definit une équivalence

(1.20.3) J—adt(X)—> ] —adt(B, ) =] —adn(B_ y )

Proposition 1.20.4. —

(1) Soient X un topos localement noethérien connexe et a un point de X. On a une

équivalence canonique, définie a isomorphisme pres,
A—fsct(X) =5 A— fsct(B, (x ) =A—tsen(B,, (x ,)-
Le foncteur fibre défini par a (1.12.3)
& A—1sct(X) — A—modn
est conservatif.

(i1) Soient X et Y deux topos localement noethériens, et f : X — Y un mor-
phisme. Pour tout A-faisceau constant tordu constructible F sur Y, le A-faiscean
[ *(F) est constant tordu constructible. Supposons maintenant gue X etY soient

connexes, choisissons un point a de X et posons b = f oa. Alors le diagramme

A—fset(Y) —— A—fsct(B_ 1y ;)

fi lRes

A—tset(X) ———> A—tsct(B, (x ) ,

dans lequel le foncteur Res désigne la restriction du pro-groupe structural, est

commutatif a isomorphisme pres.

Preuve : Déquivalence w, se déduit de fagon évidente de (1.20.3), en utilisant
Péquivalence (1.17.(i1)). Comme I"“unique” foncteur fibre du topos B, v, est

conservatif (1.12.4), la conservativité annoncée en résulte aussitot. L’assertion (ii)
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est conséquence immédiate de I’assertion analogue pour les Modules localement

constants, rappelée plus haut.

Corollaire 1.20.5. — Soient X un schéma localement noethérien connexe et a
un point géométrique de X. Notant encore 7t (X ,a) le groupe fondamental de X en
a, muni de sa topologie canonique, on a une équivalence canonique (a isomorphisme
pres)

A—fsct(X) = A—modn(r,(X,2)),

A
ont la deuxieme membre désigne la catégorie des A-Modules de type fini munis d’une

opération continue de 1,(X,a) pour la topologie J-adique. De plus, si
[ X—Y

est un morphisme de schémas localement noethériens connexes, alors, munissant Y du

point géométrique b = [ o a, le diagramme

A—fsct(Y) —=— A— modn(7,(Y, b))

ol e

A—fsct(X) ——— /i—modn(nl(X,a)) ;

dans lequel les fleches horizontales désignent les équivalences canonigues et Res est le
foncteur restriction des scalaires déduit de 7o (f): (X ,a) — 7 (Y, b), est commu-

tatif (@ isomorphisme pres).

Preuve : Seule la premiére assertion demande une démonstration. Pour cela,
il n’y a qu’a transcrire la preuve de (SGA5 VI 1.2.5).

Dans I’énoncé suivant, nous appellerons sous-topos localement fermé d’un
topos X un couple (U,Y) formé d’un ouvert U de X et du topos fermé com-
plémentaire (relativement & U) d’un ouvert V' de U. 1l est clair qu’il revient au
méme de se donner deux ouverts emboités U et V de X. On définit les opéra-
tions de restriction a un sous-topos localement fermé (U,Y’) comme composées

des restrictions a U puis a Y. Etant donné un autre ouvert U’ de X, on note

U'n(U,Y)
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et on appelle intersection de U’ avec (U, Y’) le sous-topos localement fermé (U x
U',Y')de U’, ou Y’ désigne le topos fermé de U x U’ complémentaire de V x U’.

Etant donnés un topos X et une famille finie (U, Y})i<i<, de sous-topos locale-
ment fermés de X, on dira que X est réunion des (U,, Y, ) si, notant pour tout z par

V. Pouvert de U, dont Y est le complémentaire, on a les relations
x=Ju,
V=2

2

et si pour toute partition [1,4] =SUT de[1,4] la relation
NvonUw) =2
s T

implique soit que 7 est vide, soit que U, =@ poutout t € T

Proposition 1.21. — Soient X un topos localement noethérien et F un A-faiscean

sur X. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) F est un A-faiscean constructible.

(11) Tout onvert noethérien de X est réunion d’un nombre fini de sous-topos locale-
ment fermés Z, = (U,,Y;) au-dessus desquels I'image réciproque de F est un

A-faiscean constant tordu constructible.

(i11) X admet un reconvrement par des onverts, qui sont réunions finies des sous-topos
localement fermeés, an-dessus desquels I'image réciprogue de F est un A-faiscean

constant tordu constructible.

Preuve : Preuve : Il est évident que (ii) = (iii). Pour voir que (i) = (ii),
on peut supposer X noethérien et F J-adique constructible, et alors (SGA5 V
5.1.6) le gradué strict grs(F) est un gr;(A)-Module constructible. D’apres la struc-
ture des Modules constructibles sur un topos noethérien (SGA4 VI ), le topos
X admet un recouvrement fini par des sous-topos localement fermés au-dessus
desquels I'image réciproque de grs(F') est un gr;(A)-Module localement constant

constructible. Au dessus de ces sous-topos localement fermés, les composants de
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grs(F) sont localement constants constructibles, et par suite F est J-adique con-
stant tordu constructible. Montrons que (iii) = (i). Comme [’assertion est locale,
on peut supposer que X est noethérien et réunion finie de sous-topos localement
fermes Z, = (U,Y,;) (1 < i < g) au-dessus desquels F est constant tordu con-
structible. En particulier, les F|Z; vérifiant la condition de Mittag-Leffler, et il

, . . IO I4
résulte sans peine du lemme suivant que F la verifie également.

Proposition 1.22. — Si un topos X est réunion d’un nombre fini de sous-topos
localement fermés Z,, = (U,,Y, ) (1 < m < q), alors, notant j,, : Y, —> X les

morphismes de topos canoniques, les foncteurs
(7, :A—Mod, — A— Modym

forment une famille conservative.

Comme ces foncteurs sont exacts, il s’agit de voir que si un A-Module M vérifie
(7,,) (M) =0 pour tout m, alors M = 0. Nous allons voir cette assertion par récur-
rence sur ¢, le cas ou g = 1 étant évident. Nous allons pour cela noter V, I'ouvert
de U, dont Y, est le complémentaire, et i, : V, — U , k, : V —> X et
[ : U, — X les morphismes canoniques. Lhypothese de récurrence appliquée
au topos fermé K complémentaire de U dans X montre que pour tout m le
morphisme canonique

L) (M|U,) — M

est un isomorphisme. Par ailleurs le fait que (j,,)*(M) = 0 implique que le mor-
phisme canonique

est également un isomorphisme. Il est donc de méme du morphisme canonique
(k,)(M|V )—> M, et par suite (SGA4 IV 2.6)

M =M ®,(k,)(A).
Par récurrence, on en déduit que

M2 M@, Rk, )1 (A).
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Mais, notant k : [],,(V,,) — ey le morphisme canonique, on a (SGA4 1V 2.13.b)
de 1))

@k, )(A) = ky(A),

d’ou I’assertion, puisque par hypothese le produit des V., est vide.

Sachant que F vérifie la condition de Mittag-Leffler, on peut, quitte a le rem-
placer par le systeme projectif strict associé, supposer qu’il est strict. Alors
(1.15.(i1)), il existe pour tout z une application croissante y; > id : N — N telle
que y, (F|Z;) soit J-adique constructible. Posant y = sup(y;), on voit que y, (F)
est J-adique, en utilisant (1.22), et constructible, d’ou I'assertion.

Dans I’énoncé suivant, étant donné un sous-topos localement fermé (U,Y)
d’un topos localement noethérien X, eti: Y — X, j: Y — U, k: U — X

les morphismes de topos canoniques, nous noterons i, le foncteur
i A—fse(Y) — A—fsce(X)

le morphisme composé de k, et j,. On s’assure aisément qu’il ne dépend pas (a
isomorphisme pres) de U, ce qui permet d’Oter ce dernier des notations. Le fonc-
teur 7, ainsi défini est exact et transforme A-faisceau constructible en A-faisceau

constructible.

Proposition 1.23. — Soient X un topos noethérien et F un A-faiscean con-
structible sur X. I existe dans (X, ]), donc aussi dans A —fsc(X), une filtration
finie de F dont les quotients consécutifs sont de la forme 1,(G), on i : Y — X est
le morphisme structural d’un sous-topos localement fermé (U,Y) de X, et G un A-
faiscean constant tordu constructible sur Y. Lorsque X est le topos étale d’un schéma
noethérien, noté de méme, on peut prendre pour sous-topos localement fermés de X les
topos étales de schémas réduits associés a des parties localement fermées irréductibles de
X.

Preuve : Par récurrence noethérienne, on est ramené a prouver |’assertion en
la supposant vraie pour out sous-topos fermé de X, différent de X. Largument de
la preuve de (SGA4 IX 2.5.), de nature formelle, s’applique aux topos généraux et
montre, compte tenu de (1.21), qu’il existe un ouvert non vide U de X tel que FU

soit constant tordu constructible. Notons alors Y le topos fermé complémentaire
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de Uyeti:U— X etj:Y — X les morphismes de topos canoniques. On a
alors (I 4.6.4.(1)) une suite exacte de &(X,])

0— i((F|U)—> F — j,(F|Y) —>O.

L’assertion étant vraie sur Y pour F|Y, par hypothese de récurrence, on en déduit
aussitot qu’elle est vraie pour F. Dans le cas ou X est le topos étale d’un schéma,
les sous-topos localement fermés de X correspondent aux schémas réduits associés
a des parties localement fermées de X, et on peut dans la preuve prendre pour U

un ouvert irréductible de X.

Proposition 1.24. — Soient X un topos localement noethérien, et E et F deux

A-faisceanx sur X.

(1) Si E et F sont constructibles (resp. constants tordus constructibles), les A-

Jaisceanx

Fory(E,F) (peZ)

sont constructibles (vesp. constants tordus constructibles). Si de plus l'annean A

est régulier de dimension r, on

gor;*(E,F):O pour p > 1+ 1.

(11) Supposons maintenant que X soit connexe, et soit a un point de X. Lorsque E
et F sont constants tordus constructibles, on a, avec les notations de (1.20.4), des

isomorphismes de bifonctenrs cohomologiques

(1.24.1) wy(Tor(E,F)) > FTor(wy (E), cox (F))
et
(1.24.2) E(TorM(E, F)) =5 Tork(6,(E), 6,(F)).

De plus, lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien, notant
M et N les A-Modules de type fini munis d’une opération continue de 7w, (X ,a)
correspondant a E et F (1.20.5), les A-faisceaux

For)(E,F) (p€Z)
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correspondant aux A-Modules de type fini
Tor,(M, N),

munis de lopération “diagonale” de v (X ,a).

Preuve : Supposons tout d’abord que E et F sont constants tordus con-
structibles, et montrons que les A-faisceaux 7 or‘;(E ,F) le sont également. On
peut pour cela supposer E et F J-adiques constants tordus constructibles. Pour
tout entier p, la définition de T or‘;(E ,F) (I 5.1) montre que ce A-faisceau a des
composants localement constants constructibles, de sorte qu’il suffit (1.16) de voir
qu’il est de type J-adique. On peut supposer X connexe; soit alors 2 un point de
X. Posant alors M = & (E) et N = & (F), foncteur fibre

E(X,])— &(pt.])

deéfini par a associe au A-faisceau 7 or‘;(E ,F) le systeme projectif

(Tory (M /]"*'M,N/]"™'N))

neN?

et il suffit, vu la conservativité du foncteur fibre (habituel) défini par 4 sur les
A-Modules localement constants, de vérifier que ce dernier est de type J-adique.

Choisissons pour cela une résolution libre de type fini
P—M
du A-Module M. Convenant de poser pour tout A-Module de type fini L
L= (/")

il résulte de (4.1.4) que P — M est une résolution quasilibre de M. Par suite (I

5.11.(1)), on a dans A —fsc(pt) un isomorphisme canonique
(1.24.3) Fory(M,N)~H (P®,N).

Mais les composants du complexe P ® , N sont des A-faisceaux J-adiques con-
structibles, donc ses objets de cohomologie sont des A-faisceaux constructibles

(1.5.(ii1)), d’ou I’assertion. Par ailleurs, le foncteur limite projective

A—fsen(pt) — A—modn
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est exact (1.12.2) et commute au produit tensoriel (EGA 0,;, 7.3.4), de sorte que
(1.24.2) s’obtient par passage a la limite projective a partir de (1.24.3). Lorsque X
est un schéma connexe et 4 un point géométrique de X, ce qui précede montre en
tout cas que I’application canonique
Tor'y(M,N)— lim Tor,"(M /]"*'M,N/]"*'N)

n
est un isomorphisme topologique. Par ailleurs, il est immédiat que, munissant
le premier membre de opération diagonale de 7r,(X,4) et le second membre de
la limite projective des opérations diagonales, c’est un morphisme de 7,(X,a)-
modules. Terminons la preuve de (i1), en exhibant 'isomorphisme (1.24.1). Il suf-
fit pour cela de remarquer que le foncteur (1.20.2) “commute aux Jor;” (SGA41V)
ce qui permet, vu la définition (I5.1.) de définir (1.24.1) sur les composants. Mon-
trons maintenant (i). Si £ et F sont constructibles, on sait (1.21) que X admet un
recouvrement par des ouverts, qui sont réunions finies de sous-topos localement

fermés (Z,),; au-dessus desquels E et F sont constants tordus constructibles. Mais
FTor, (E,F)|Z; ~Tor) (E|Z,,F|Z;) (i€l,p€Z),

et par suite, d’apres (ii), les restrictions aux Z. des A-faisceaux or’; (E,F) sont
des A-faisceaux constants tordus constructibles, ce qui entralne qu’ils sont con-

structibles (1.21). Montrons enfin que si A est régulier de dimension 7, on a
9or’; (E,F) (p=>r+1)dans A—{fsc(X).

On peut supposer X noethérien, et il s’agit alors de voir que les systemes projectifs
T or’; (E,F)(p > r+1)sontessentiellement nuls. Grace a (1.22), il suffit de vérifier
cette assertion au-dessus des sous-topos localement fermés de X sur lesquels E et
F sont constants tordus constructibles. On est ainsi ramené au cas ou E et Fsont
constants tordus constructibles. Supposant de plus X connexe et choisissant un
point a de X, I’assertion résulte alors de (1.24.2) et du fait que A est régulier de
dimension r (EGA 0,,, 17.3.8.1).

Proposition 1.25'. — Soient X un topos localement noethérien et E un A-faiscean

constructible (resp. constant tordu constructible) sur X.

Pour les assertions respées, | doit étre supposé maximal.
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(1) Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) E est fortement plat (resp. localement libre constructible).
Si de plus | est un idéal maximal de A, elles équivalent a :
¢) E est presque plat (I 5.14).
(11) Si E est [-adique, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) Pour tout entier n >0, le n® composant E, de E est un A ~Module plat

(vesp. localement libre constructible).

(111) Si A est un anneau local régulier de dimension r et | est son idéal maximal,
alors
Tory (E,F)=0 (p>r+1)

pour tout A-faiscean F. Si de plus F est presque plat,

FTor, (E,F)=0 (p>1).

Preuve : Montrons (i1). L'assertion b) = a) a déja été vue (I 5.6.); I’assertion

a) = b) s’obtient en écrivant que pour toute suite exacte O M M

M" — 0de A,-Modules, la suite correspondante
0— M EFE—>ME—M®,E—0

est exacte. On déduit aussitot de (ii) I’équivalence des assertions a) et b) de (i), de
sorte qu’il suffit de voir que ¢) = a). Autrement dit, nous avons a montrer que
pour tout A-faisceau F, les systemes projectifs 7 01’;‘ (E,F) (p > 1) sont essen-
tiellement nuls, lorsqu’on se restreint a des ouverts noethériens. Grace a (1.22) et
(1.21), on peut supposer X noethérien connexe et E constant tordu constructible.

Par ailleurs, la catégorie A —fsc(X) ne changeant pas lorsque A est remplacé par
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A;, on peut supposer que A est local noethérien. Choisissant alors un point 4 de
X, le A-module M correspondant a E dans I’équivalence ¢, (1.20.4) vérifie (1.24.2)

For} (A],M)=0,

donc est libre (Bourbaki.Alg.Comm. II 3 Cor.2), et par suite E est localement
libre constructible, d’oti I’assertion. Montrons (iii1). Comme tout A-faisceau admet
(I 5.16) une résolution de longueur r par des A-faisceaux presque plats, on peut
supposer que F est presque plat. Comme précédemment, on se rameéne au cas ou
A est local noethérien, X noethérien connexe et E constant tordu constructible.
Ayant choisi un point 2 de X, soit M le A-module de type fini correspondant a E.

Nous allons voir que

For) (E,F)=0 (p21)

par récurrence croissante sur la dimension de M. Lorsque dim(M) = 0, M est
annulé par une puissance de ], et assertion résulte de (I 5.13). Supposons main-
tenant ’assertion vraie pour dim(M) = d > 0 et montrons qu’elle est vraie pour
dim(M) =d + 1. Le sous-A-module M’ de M formé des éléments annulés par
une puissance de I'idéal J correspond au plus grand sous-A-faisceau constant tordu
constructible £ de E annulé par une puissance de J. Posons E” = E/E’ et

M'=M|M'. Le A-module M” correspond a E”, et on a une suite exacte
gOr? (E/,F) —),9'01”[:1 (E,F) —><9'0r‘:1 (E”’F) (l > 1),

qui montre, compte tenu de ce que £’ est annulé par une puissance de J, qu’il suffit
de prouver I’assertion pour E£”. Mais prof(M”) > 0 et par suite il existe un élément
u de ] tel que la multiplication par # soit un monomorphisme de £”. On en déduit

pour tout 2 > 1 une suite exacte
For} (E",F)—TFor} (E",F)—Tor} (E" |uE",F).

Mais le A-module correspondant a E” /uE", a savoir M" /uM", est de dimension
d (EGA 0,,, 16.3.4), donc

For} (E"|uE",F)=0 (i>1)
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par hypotheése de récurrence, et par suite
For! (E",F)=u Tor! (E",F),
ce qui permet de conclure par le lemme de Nakayama (I 5.12).

Proposition 1.26. — Sozent X un topos localement noethérien, et E et F deux

A-faisceanx sur X.
(i) Si E et F sont constant tordus constructibles, les A-faisceanx
éxth (E,F) (peZ)

sont constant tordus constructibles. Lorsque X est connexe, le choix d’un point

a de X définit, avec les notations de (1.20.4), des isomorphismes de bifonctenrs

cobomologigues
(1.26.1) wy Exth (E,F)—56&xth (wyE,wyF).
(1.26.2) &, &xth (E,F)—>6xth (8,E,8,F).

De plus, lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien, notant
M et N les A-modules de type fini munis d’une opération continue de 7w, (X ,a)
correspondant a E et F (1.20.5), les A-faisceanx

éxtl (E,F) (peZ)
correspondent anx A-modules de type fini
Extz (M,N),
munis de opération “diagonale” de r,(X,a).

(it) Si E est constant tordu constructible et F constructible, les A-faisceanx Ext!

(E, F) sont constructibles.

(111) On suppose que I'annean A est local régulier de dimension r et que | est son

idéal maximal. Alors, si E est constant tordu constructible, on a

éxth (E,F)=0 (p=r+1).
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(iv) Supposons que pour toute A-algebre de type fini B annulée par une puissance de
], et toute couple (M ,N) de B-Modules constructibles, les B-Modules

&xtt (M,N) (p€Z)

soient constructibles. Alors, lorsque E et F sont constructibles, les A-faisceaux

éxth (E, F) sont constructibles.

Preuve : Montrons (i). Comme le A-faisceau &xt! (E,F) a des composants
localement constants constructibles, il suffit pour voir qu’il est constant tordu
constructible, de montrer qu’il est de type J-adique (1.16). On peut supposer X

connexe; soit alors 2 un point de X. Posant M = ¢ (E) et N = ¢ (F), le foncteur

fibre
E(X,])— &(pt,])

défini par 4 associe au A-faisceau &xt’; (E, F) le systéme projectif

(li Ext, (/" MNP 1N)

m>n
et il suffit, vu la conservativité du foncteur fibre (habituel) défini par a sur les A-
Modules localement constants, de vérifier que ce dernier est de type J-adique. Avec
les notations de la preuve de (1.24.(1)), on a dans A — fsc(pt) un isomorphisme

canonique
(1.26.3) &xtll (M,N) ~ H(om}, (P,N)),

défini grace a (I7.3.11). Mais (SGA5 VI 1.3.3) les composants de #Zom} (P,N)
sont J-adiques constructibles, d’ou aussitot I'assertion.

Les assertions restantes de la partie (i) se montrent a partir de la en calquant la
preuve des assertions analogues de (1.24). Montrons (ii). D’apres (1.21), on peut
supposer que F est également constant tordu constructible, et alors (i1) résulte de
(1). Pour voir (iii), on peut supposer que X est connexe. Choisissant alors un
point 2 de X, nous allons raisonner par récurrence croissante sur la dimension du
A-module de type fini M associé a E. Si dim(M) =0, le A-faisceau E est défini par

un A-Module localement constant constructible annulé par une puissance de J,

156



que, quitte a localiser, on peut méme supposer constant. Alors, toute résolution
de longueur » de M par des A-modaules libres de type fini définit une résolution
localement libre constructible et de longueur » du A-faisceau £. On conclut dans
ce cas grace a (I7.3.11). Supposons maintenant |’assertion vraie lorsque dim(M) =
d > 0 et montrons qu’elle est vraie pour dim(M) = d + 1. Le sous-A-module
M’ de M formé des éléments annulés par une puissance de ’idéal | correspond au
plus grand sous-A-faisceau constant tordu constructible £’ de E annulé par une
puissance de J. Posons E” = E/E" et M" =M /M’. Le A-module M” correspond

a E” et on a une suite exacte
éxth (E",F)—&xth (E,F)—éxth (E',F) (p€Z),

qui montre, compte tenu de ce que £’ est annulé par une puissance de J, qu’il suffit
de prouver I’assertion pour E”. Mais prof(M") > 0, de sorte qu’il existe un élément
u de ] tel que la multiplication par # définisse un monomorphisme de E”. On en

déduit pour tout p € Z une suite exacte
ext? (E",F) =5 6xt? (E",F)—&xt?*! (E" [uE", F).
Lhypothese de récurrence implique alors que
éxth (E",F)=u &xth (E",F) (p=r+1),

et on conclut par le lemme de Nakayama (I 5.12). Pour prouver (iv), nous allons
tout d’abord supposer que E est plat et /-adique, donc que pour tout entier 7 > 0,
le 7¢™¢ composant E, de E est un A, -Module constructible et plat (1.25). Dans ce
cas, nous allons utiliser la notation suivante. Soit M un A p—Module. Il résulte de

(1 6.5.2) que pour tout entier ¢ > p, le morphisme canonique
gxt;‘,q (E, M) ——— gxtgp (E,, M) (1 >0)
est un isomorphisme. Posant pour tout entier z >0

T'(M)= h_r)n 60Xt;1q (E,,M),
qzp
il est clair qu'on obtient un foncteur cohomologique de la catégorie des A~-Modules
annulés par une puissance de J dans elle-méme. De plus, les hypotheses faites as-

surent que lorsque M est constructible, les A~Modules T%(M) sont constructibles.

157



Rappelons enfin qu’avec ces notations, le A-faisceau &xt’, (E, F) est identique au
systéme projectif

(T*(F,))uen-
Pour voir Passertion dans ce cas, on peut supposer que F est [-adique. Alors,
compte tenu de lemme d’Artin-Rees (SGA5 V 4.2.6) et du lemme de Shih (SGA5
V A3.2), il suffit de montrer que pour tout entier 7, >0, le gr;(A)-Module

T (grs(I)) =é&xty (Eq,grs(F)),

dans lequel gr/(A) opere par I'intermédiaire du deuxiéme argument, est

noethérien. Mais il résulte de (I 6.5.2) que
Exty (Eo,grs(F)) :é”xtg](A) (Ey®4, 87 A, 8rs(F)),

ce qui permet de conclure grace a I’hypothese de 1’énoncé et au théoreme de
Hilbert (SGA5 V 5.1.4). Montrons maintenant comment on peut se ramener en
général au cas ou E est plat. On se ramene facilement au cas ou X est noethérien,
de sorte que (1.23) E admet une filtration finie dont les quotients consécutifs sont
de la forme i(G), ou 7 : Y —> X est le morphisme structural d’un sous-topos
localement fermé de X et G est un A-faisceau constant tordu constructible sur Y,
de sorte qu’on peut supposer E de la forme 7,(G). Lorsque 7 est une immersion
fermée, ona (17.7.12)

R s#om, (i(G),F)—> iR #om, (G,Ri'(F)),

de sorte que d’apres (ii), on est ramené a voir que R 7'(F) est a cohomologie formée
de A-faisceaux constructibles. Mais (I7.7.13)

Ri'(F)—5 i*R #om, (i (A),F),

d’ou P’assertion dans ce cas, car 7 (A) est un A-faisceau plat et constructible. Dans

le cas ou 7 n’est pas une immersion fermée, on I’écrit sous la forme
i=koj,
ou j est une immersion fermée et k£ une immersion ouverte. On a alors

R #om, (i,G,F)~RE R FHom, (;,(G),k*(F)),

158



de sorte que, d’apres ce qui a été vu dans le cas d’une immersion fermée, il suffit
de montrer que si k est définie par 'ouvert U de X et P est un complexe borné
inférieurement de A-faisceaux sur U dont les objets de cohomologie sont des A-
faisceaux constructibles, les objets de la cohomologie de Rk, (P) sont également
des A-faisceaux constructibles. Or, notant ¢ : Z — X 'immersion fermée com-

plémentaire de k, on a un tringle exact (17.7.14)

Rk, (P)

-
-
-
-
-
k/

Rt Rt'k(P) > ky(P)

qui montre qu’il suffit de voir que
Rt'k(P)=~t*R Hom, (t,(A),k(P))

est a cohomologie constructible, ce qui nous raméne a nouveau au cas d’une im-

mersion fermée.

Exemple 1.27. Les hypotheses de (iv) sont notamment réalisées (SGA5 1
Appendice 6) lorsque X est le topos étale d’un schéma localement noethérien,
lorsqu’on dispose de la résolution des singularités et de la pureté au sens fort (SGA5
I Appendice 4.4). C’est le cas notamment lorsque X est de dimension < 1, ou
lorsque X est excellent de caractéristique nulle, ou localement de type fini sur un
corps et de dimension < 2.

Nous allons maintenant nous intéresser a quelques propriétés particuliéres aux

anneaux de valuation discrete.

Proposition 1.28. — On suppose que A est un annean de valuation discréte et
que ] est son idéal maximal. Etant donné un A-faiscean constructible F sur X, les

assertions suivantes sont équivalentes:
(1) F est plat.
(i) F est sans torsion, i.e. pour tout élément a de A, I’homothétie
ap:F—F

est un monomorphisme.
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(iii) Etant donnée une uniformisante locale u de A, Pendomorphisme u, est un

monomorphisme.
Preuve : L’équivalence de (i1) et (ii1) est évidente, et il est immédiat que (i) =
(ii1). Montrons que (iii) = (i). D’apres (1.25.(1)), il suffit de voir que
Tor!(AJuA,E)=0,

ce qui se voit sans peine sur la suite exacte des For’(., E) associée a la suite exacte
0—A—5A— A/uA—0.

Proposition 1.29. — On suppose que A est de valuation discréte, que | est son
idéal maximal, et que X est le topos étale d’un schéma noethérien (resp. localement
noethérien). Alors, pour tout A-faiscean constructible (resp. constant tordu con-

structible) F sur X, il existe une suite exacte

0 L L F 0

de A—fsen(X), avec L et L' denx A-faisceaux constructibles et plats (resp. localement

libres constructibles).

Preuve : Il résulte de (1.28) que tout sous-A-faisceau constructible d’un A-
faisceau constructible et plat est plat. Utilisant (1.5.(ii1)), (resp. 1.17.(iii)), on voit
donc qu’il nous suffit de prouver Pexistence d’un épimorphisme L — F — 0,

avec L constructible et plat (resp. localement libre constructible).

a) Supposons tout d’abord que F soit associé a un A ;~Module localement con-
stant constructible (d entier > 0) et montrons I’assertion respée dans ce cas.
Quitte a décomposer X en ses composantes connexes (ouvertes), on peut le
supposer connexe. Alors, choisissant un point a de X, le A-faisceau F cor-
respond a une représentation continue de 7,(X,4) dans un A;-module de
type fini S. Le groupe 7t,(X,a) opérant par un quotient fini G sur S, il existe
un épimorphisme de (G,A,)-modules

T—8§5—0,

avec T un A(G)—module libre de type fini, qui peut €tre aussi considéré

A

comme un (7r;(X,a),A)-module continu. L’assertion en résulte grace a
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b)

(1.20.5), puisque le A-faisceau constant tordu correspondant a 7" est locale-
ment libre. On remarquera que dans cette partie on n’a pas utilisé que A est

de valuation discrete.

Montrons maintenant I’assertion dans le cas ou F est associé a un A -

Module constructible. D’apres (SGA4 IX 2.14.(11)), il existe une famille finie

(p;: X; — X)

i€l
de morphismes finis, pou tout i un A;-Module constant C; sur X, et un

monomorphisme

A
F _’H(Pl)y(cz)
Or, d’apres a), il existe des épimorphismes de A-faisceaux P, — C, — 0,
avec P, constructible et plat, d’ou un épimorphisme

[ [().2)—] [(p).(CH—0,

1
dont la source est un A-faisceau constructible et sans torsion, donc plat. Con-

sidérons alors un diagramme cartésien

P ———— TL.(p).(P)

ﬁl 1

F ——2— TL(p:).(C)).

Des arguments catégoriques généraux montrent que @ est un monomor-
phisme et 5 un épimorphisme; de plus, P est constructible, et plat puisque
a est un monomorphisme. On remarquera qu’on a seulement utilisé que
X est localement noethérien, et que ’argument montre plus généralement
que, sans hypothese sur A, F est quotient d’un A-faisceau constructible et

sans torsion.

Passons au cas général. La catégorie A — fscn(X) (resp. —fsct(X)) est
noethérien (1.5.(ii1) resp. 1.17.(ii1)); par suite, # désignant une uniformisante
locale de A, la famille de sous-A-faisceaux constructibles (resp. constants tor-

dus constructibles)
F=Ker(F 25 F)
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admet un plus grand élément, soit F, dans A — fsc(X). Le A-faisceau
M = uF est sans torsion et F /u®F est isomorphe au A-faisceau associé a un
(A/u?A)-Module constructible (resp. localement constant constructible).

D’apres b) (resp a)), il existe un épimorphisme
y:P—F/u’F,

avec F un A-faisceau constructible et plat (resp. localement libre con-
structible). Désignant par L le produit fibré de P et F au-dessus de F/u*F,

le diagramme commutatif exact évident

0 > M > L > P > 0

{

0 s M > F s F/uF — 0

montre que & est un épimorphisme et que L, extension de deux A-faisceaux
constructibles et plats (resp. localement libres constructibles) est lui-méme

plat (resp. localement libre constructible).

2. Conditions de finitude dans les catégories dérivées.
Soit X un topos localement noethérien.

Définition 2.1. — On dit gu’un complexe E de A-faisceanx sur X est a coho-
mologie constructible (resp. constante tordue constructible) sz tous ses objets de co-

homologie sont des A-faisceaux constructibles (vesp. constants tordus constructibles).

La sous-catégorie A — fscn(X) étant exacte dans A —fsc(X) (1.5.(iit)), les sous-

catégories pleines
Ki(X,A) et Di(X,A) (x=@,+— oub)

de K*(X,A) et D*(X,A) respectivement engendrées par les complexes a cohomolo-
gie constructible sont des sous-catégories triangulées; de plus, D?(X,A) s’obtient
par inversion des quasi-isomorphismes a partir de K(X,A). De méme, on définit

des catégories triangulées

Ki(X,A) et Dj(X,A) (x=@,+— oub)
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a partir des complexes a cohomologie constants tordue constructible et D} (X, A)

s’obtient a partir de K}(X,A) en inversant les quasi-isomorphismes.

Définition 2.2. — On dit qu’un complexe E de A-faisceaux sur X est pseudoco-
hérent s’/ est a cohomologie localement bornée supérienrement et constante tordue

constructible. On dit qu’il est parfait si de plus il est localement de tor-dimension
finie.

Comme A —fsct(X) est une sous-catégorie exacte de A—{fsc(X), il est clair que

les sous-catégories pleines
Kcoh(X’A) et Kparf(X’A)

de K(X,A) engendrées respectivement par les complexes pseudocohérents et par-

faits sont des sous-catégories triangulées vérifiant les inclusions

KX, 4) C K o (X, 4) C K, (X, A),

coh

On définit de méme des catégories triangulées
Dcoh(X’A) et Dparf(XﬂA)
vérifiant les inclusions

D_ «(X,A)cD_,(X,A)CD,(X,A).

parf

(X,A) (resp. D, (X,A)) est obtenue a partir de
(X,A) (resp. K_(X,A)) par inversion des quasi-isomorphismes. Enfin, on

De plus la catégorie D
Kparf

utilisera également les notations

parf

Db

parf

(X,4) = (D{(X,A))

torf

et
D’ (X,A)=D!(X,A).

Avant de poursuivre, nous allons expliciter certaines de ces notions dans le cas ou

X est le topos ponctuel. Dans ce cas, le foncteur additif

Mo (M[]" M), e
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de la catégorie des A-modules de type fini dans A—{fsc(pt) est exact et permet donc

de définir par prolongement aux complexes un foncteur exact
(2.3.1) Db(/i—modn) — D’(pt, A).

De plus, comme tout complexe parfait de A-modules est équivalent a un complexe
borné de A-modules projectifs de type fini, le foncteur (2.3.1) induit un foncteur
exact

A

(2.3.2) D, {(4—modn)— D, (pt,A).

Proposition 2.3. — Les foncteurs

(2.3.1) D?(A—modn) —> D (pt, A)

A

(2.3.2) D, #(A—modn)— D, «(pt,A)
ci-dessus sont des équivalences de catégories.

Preuve : Comme le foncteur (2.3.1) commute évidemment au produit ten-
soriel et est conservatif, il est clair qu'un complexe dont I'image par (2.3.1)
est de tor-dimension finie est lui-méme de tor-dimension finie. Il nous suffit
donc de montrer que (2.3.1) est une équivalence. Notons pour cela U la sous-
catégorie pleine de K’(pt,A) engendrée par les complexes bornés & cohomolo-
gie constructible et dont les composants sont essentiellement stricts, i.e. vérifi-
ant la condition de Mittag-Leffler. Comme la catégorie A — modn s’identifie 3
une sous-catégorie pleine de A —fsc(pt), il est clair qu’on a une suite de foncteurs
d’“inclusion”

Kb(z‘i — modn) Lv-Ls K’ (pt,A).

Nous allons voir successivement que lorsqu’on inverse les quasi-isomorphismes,
les foncteurs p et ¢ deviennent des équivalences. Pour le voir pour p, il suffit
(CD I 4.2.(b)) de montrer qu’étant donné un objet £ de U, il existe un quasi-
isomorphisme

M—E,



avec M un objet de Kb(fi—modn). Appliquant (EGA 0,,; 11.9.1), on est ramené a
montrer qu’étant donnés un objet F de A—{fsc(pt) vérifiant la condition de Mittag-

Leffler et un épimorphisme de A-faisceaux
F—>P—0,

A A
avec P un A-module de type fini, il existe un A-module de type fini Q et un mor-
phisme v : Q — F tels que le composé #v soit un épimorphisme. Quitte a
remplacer F = (F,),.n par le systéme projectif strict associé, on peut supposer

qu’il est strict. Alors, les morphismes de A-modules canoniques
lin(F)— F, (neN)

A
sont des épimorphismes. Choisissons alors un sous-A-module de type fini Q de
lim(F) tel que la projection F, soit un épimorphisme. Alors le morphism
lim(F) tel que la projection Q — F; soit un épimorphisme. Alors le morphisme
composé Q — P induit un épimorphisme Q/JQ — P /] P, donc est un épimor-
phisme d’apres le lemme de Nakayama. Montrons maintenant que le foncteur ¢
induit une équivalence aprés inversion des quasi-isomorphismes. Etant donné un

objet K de K®(pt, A), on sait (I 6.6.3) qu’il existe un quasi-isomorphisme
K~1L

ou L est un complexe borné inférieurement et dont les composants sont directe-
ment stricts, donc vérifient la condition de Mittag-Leffler. Nous allons voir que,
quitte & tronquer L, on peut le remplacer par un complexe borné et dont les com-
posants vérifient la condition de Mittag-Leffler, ce qui achévera la démonstration
d’apres (CD 14.2. (c) et (d)). Si p est un entier tel que K9 =0 (q > p), le mor-

phisme w, se factorise Ker(d/), et, quitte & tronquer L au degré p, il nous suf-

b4
fit de voir que Ker(d!) vérifie la condition de Mittag-Leffler, ce qui est immédiat
puisqu’il est isomorphe dans A — fsc(pt) au systéme projectif Im(L?~1), lui-méme

quotient du systéme projectif strict L'

Proposition 2.4. — Le bifoncteur dérivé du produit tensoriel induit des bifonc-

teurs

() D7 (X,A)x D} (X,A)— D (X,A) (A=cont)
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(ii) DY(X,A)o x DT(X,A)— DI(X,A) (A=cout)

fti) Doy (X, A) x Dy (X, A) — D (X, A).

coh

(iv) D, (X, A) x D, (X, A) — D, (X ,A).

parf parf

Si de plus Pannean A est local régulier d’idéal maximal |, le bifonctenr (I17.2.4) induit

des bifonctenrs

(v) D(X,A) x D}(X,A)— D}(X,A), avec x=b on +, et A=c ou t.

Preuve : Notons respectivement E et F les complexes a droite et a gauche
dans le premier membre. Pour (i), (iii) et (v), on se raméne au moyen du “way-
out functor lemma” (H 17.1) au cas ou E et F sont réduits au degré 0, et alors
on conclut par (1.24.(1)). Pour (ii), on se rameéne par way-out functor lemma au
cas ou F est borné et alors, compte tenu de ce que E est de tor-dimension finie,
I’assertion est conséquence de (i). Enfin, la partie (iv) résulte de (ii1) et du fait que
le produit tensoriel dérivé de deux complexes de tor-dimension finie est lui-méme

de tor-dimension finie.
Proposition 2.5. — Le bifonctenr R A om  induit des bifonctenrs
(i) (D;(X,A)) xD](X,A)— D}(X,A) (A=count).
Lorsque A est local régulier d’idéal maximal ], il induit des bifonctenrs exacts
(i) (D*(X,A))° x D4(X,A)— D4(X,A) (A=@,cont).

Enfin, supposons que pour toute A-algébre de type fini B annulée par une puissance
de ], et tout couple (M ,N) de B-Modules constructibles, les B-Modules &xt; (M,N)
(p €N) soient constructibles. Alors, le bifonctenr R Fom , induit un bifonctenr

(iii) (DZ(X,A))° x DF(X,A) — DF(X, A).

Preuve : Soient E € D™(X,A) et F € D*(X,A). Pour voir (i), on se rameéne
par le way-out functor lemma au cas ou E et F sont réduits au degré 0, et alors

I’assertion résulte de (1.26. (1) et (ii)). Lassertion (ii) se déduit sans peine de (i)
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et (1.26.(i11)). Enfin, ’assertion (iii) se voit de méme que (i), en utilisant cette fois
(1.26.(iv).

Proposition 2.6. — Soient K € D7 (X,A), L € D™ (X,A) et M € DT (X, A).

Alors, le morphisme de Cartan
(17.6.2) R #om, (K®,L,M)— R som, (K,R Fom, (L,M))

est un isomorphisme. Si de plus X est noethérien, les morphismes

(17.6.3) RHom,(K®,L,M)— RHom,(K,R #om, (L,M))
(17.6.4) RHom,(K®,L,M)— RHom,(K,R #om, (L,M))
(17.6.5) Hom /(K ®, L,M)— Hom/,(K,R #om, (L,M))

sont aussi des isomorphismes.

Preuve : La définition des trois derniers morphismes a partir du premier au
moyen de (I 7.4.18) montre qu’il suffit de voir que (I 7.6.2) est un isomorphisme.

On peut pour cela supposer L quasilibre et M flasque. Ceci dit, les foncteurs exacts
R #om,(K®,L,.) et RAHom, (K,R FHom,(L,.))

de D(X,A) dans D* (X, A) possédent la propriété de “décalage a droite” (H]17),
ce qui permet de se ramener au cas ou M est de plus réduit au degré 0. Dans ce cas,

fixant K et M, les foncteurs exacts
R fom, (K®,.,M) et RHom, (K,RFom,(.,M))

possedent également la propriété de décalage a droite, ce qui permet de se ramener
au cas ou de plus L est réduit au degré 0. Enfin, un dernier argument de décalage
permet de supposer que K est réduit au degré 0 et que K° est un A-faisceau con-

structible. Pour montrer ’assertion dans ce dernier cas, on peut, quitte a localiser,
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supposer X noethérien. Alors, il est immeédiat que K est quasi-isomorphe a un
complexe quasilibre borné supérieurement, tel que pour tout 7 € Z, le A-faisceau
K" ait ses composants constructibles. Finalement, on peut supposer K et L ré-
duits au degré 0, quasilibres, que K° a des composants constructibles et que L est
flasque. Alors, il résulte de (I 6.3.8) que le morphisme de complexes (17.6.1) est un

isomorphisme, d’ou I’assertion.

Proposition 2.7. — Soient E € D__(X,A), F e D*(X,A) et G e D(X,A). Le
par

morphisme
(17.6.9.2) m:R #om, (E,F)®,G— R Hom, (E,F ®,G)
est un isomorphisme dans chacun des cas suivants:

(1) Lanneau A est local végulier d’idéal maximal ], et G € D(X,A).

(i) FeD’(X,A) et GeD_(X,A), s

Preuve : Plagons-nous d’abord dans le cas (1). Par dévissage, on se raméne au
cas ou F et G sont bornés. Alors les deux membres sont a cohomologie bornée
supérieurement (2.5.(i1)). Notant alors # : A —> A/ le morphisme d’anneaux
canonique, il nous suffit (I 8.2.2) de montrer que L#*(m) est un isomorphisme.
Utilisant (I 8.1.11.(i1) et (iv)), on voit qu’on peut remplacer A par A/J. En effet, le
complexe L#*(E) est de tor-dimension finie (I 8.1.11.(1)) et il est immédiat que sa
cohomologie est constante tordue constructible (nous reviendrons d’ailleurs plus
loin sur ce point). Ceci dit, on peut supposer X quasicompact; alors, I’équivalence
(I 8.2.6) permet de se ramener a I’assertion analogue dans la catégorie des (A/])-
Modules (SGA6 17.6). Dans I’hypothese (ii), la cohomologie des deux membres
est constructible, ce qui (1.12.4) de vérifier I’assertion sur les fibres. Utilisant (I
6.4.2), on est ainsi ramené au cas ou X est le topos ponctuel. Mais alors, grace a
(2.3), c’est une conséquence immédiate de I’assertion analogue pour les A-modules
de type fini.

Pour énoncer le corollaire suivant, on posera pour tout E appartenant a

Dp—arf(X LA)

E =R #om, (E,A).
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Il est clair que lorsque A est local régulier d’idéal maximal J, on a

EeD"

parf(X’A)’

s - : X ,
mais j’ignore si ¢’est vrai sans hypothese sur 'anneau A.

Corollaire 2.8. — Soient E € D;arf(X ,A)et F € DY(X,A). Le morphisme canon-
ique

m:E®,F — R #om, (E,F)

est un isomorphisme lorsque A est local végulier d’idéal maximal ], ou lorsque F €

D?(X,A), .. Cest le cas en particulier lorsque E € D (X, A)et F € Df: (X, A),

de sorte gque le complexe
R #om, (E,F)

est parfait lorsque de plus A est local régulier d’idéal maximal .

2.9. Supposons maintenant pour simplifier que A est local régulier d’idéal
maximal J. Soient E,E’ € D7 (X,A) et F,F' € D*(X,A). On suppose que
E €D (X,A). Nous allons définir un morphisme fonctoriel

(29.1) Rs#om, (E,F)®,R #om, (E',F')— R Hom, (E®,E',F ®,F').
Considérons pour cela le diagramme

R%Oan (E,F)@AR%OH’IA (E/,F/) ___________ > R%OmA (E ®AE/’F ®AF/)

(D\L (3)\L

R #om, (E,F)®, R #om, (E/,F')) — 23 R #Hom, (E,R #Hom, (E',F ®,F")).

La fleche (1) n’est autre que (I 7.6.9.2), qui existe puisque R #om_ (E',F’) €
D" (X,A). La fleche (2) est obtenue en appliquant le foncteur R #om, (E,.) a
la fleche (17.6.2), pour E’, F' et F. Enfin, la fleche (3) est le morphisme de Car-
tan (17.6.9.2). Comme E € D_(X,A), cette derniere est un isomorphisme (2.6),
ce qui permet de définir (2.9.1) comme I'unique fleche (en pointillé) rendant le
diagramme ci-dessus commutatif.

Si maintenant on a aussi £ € D_(X,A), on définit, en échangeant les roles de
E et E', et F et I’ respectivement, un autre fleche et on vérifie qu’elle coincide avec

la premiére.
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Proposition 2.9.2. — On suppose que l'annean A est local régulier d’idéal maxi-
mal J. Soient E,E' € D (X,A) et F,F' € D"(X,A). Alors, le morphisme canon-

ique
(29.1) R om, (E,F)®,R #om, (E',F')— R #om, (E®,E',F ®,F’)

est un isomorphisme.

Preuve : D’apres (2.7), les fleches (1) et (2) du diagramme ci-dessus sont des

isomorphismes.

2.10. Supposons maintenant le topos X noethérien, et que I’anneau A est local

régulier d’idéal maximal J. Etant donné E € Dﬁ "

aussi a Dg (X ,A), et le morphisme de Cartan (17.6.5)

(X,A), le complexe E appartient

HomA(é ®,E,A)— HomA(é,]:!)
est une bijection. En particulier, 'identité de £ correspond 4 un morphisme

(2.10.1) E®,E— A

Proposition 2.10.2. — Soit F € D™ (X, A). Il existe un morphisme fonctoriel en
F

E®, R Hom, (E,F)— F,
qui “coincide” avec (2.10.1) lorsque F = A.

Preuve : En tensorisant par I'identité de E I'isomorphisme (2.8) on obtient un

isomorphisme
a:E®,F®,F "5FE®,R #Hom, (E,F).

Par ailleurs, on définit, en tensorisant par 'identité de F le morphisme (2.10.1),
un morphisme

b:E®,E®,F—F.

Le morphisme annoncé est le composé b oa™"'.
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Lorsque F € D?(X,A), il en est de méme de R #om,, (E,F), et le morphisme
de Cartan

Hom,R s#om, (E,F)®,E,F)— Hom,(R #om, (E,F),R 7om, (E,F))

est une bijection. On laisse alors au lecteur le soin de vérifier que le morphisme

(2.10.2) correspond a Iidentité de R #om , (E, F) dans cette bijection.

Proposition 2.10.3. — Soit E € Df;mc(X,A). Pour tout F € D*(X,A), il existe

un morphisme canonique

E— R #om, (R Hom, (E,F),F).

Preuve : On prend I'image de (2.10.2) par le morphisme de Cartan
Hom,(E ® R Som, (E,F),F)— Hom,(E,R €om, (R #om, (E,F),F)).
En particulier, pour F = A, on déduit de (2.10.3) un morphisme

(2.10.4) E—s(E)"

Proposition 2.10.5. — Soit E € Dgarf(X,A). Le morphisme

\
E—(E)
ci-dessus est un isomorphisme.

Preuve : Comme les deux membres sont & cohomologie constructible, on est
ramené a vérifier assertion sur les fibres (1.12.4).

Grace a (I 6.4.2), on peut alors supposer que X est le topos ponctuel. Enfin,
la proposition (2.3) montre que dans ce cas, I’assertion (2.10.5) est conséquence de

I’assertion analogue pour les complexes parfaits de A-modules (SGA 617.2).

2.11. Trace et cup-produit.
On suppose que A est local régulier et que J est son idéal maximal. Etant donné

E €D, (X,A), nous allons définir un morphisme trace

tr: Hom,(E,E) — I'(X,A),
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satisfaisant au formalisme développé dans (SGA6 1 8), a I’exception de I’additivité
qui est d’ailleurs énoncée de fagon erronée dans (loc.cit.).

Supposons tout d’abord que X soit noethérien et E € Dgarf(X ,A). Alors il
existe une fleche naturelle

(2.11.1) R #om, (E,E)— A,

composée de I'isomorphisme inverse de (2.8) R s#om, (E,E) — E ®,E
et du morphisme (2.10.1). Appliquant a (2.11.1) le foncteur H%(X,.), on ob-
tient, compte tenu de 'isomorphisme de Cartan, une application A-linéaire
Hom,(E,E) — T(X,A), qui est le morphisme trace annoncé lorsque X est

noethérien. Dans le cas général, comme le préfaisceau
U — H(U,A)

est un faisceau (I 3.9), les morphismes traces précédemment définis sur les ouverts
noethériens de X se recollent pour fournir le morphisme trace annoncé. Il est
immédiat de vérifier que, sur les fibres, il induit, compte tenu de I’équivalence
(2.3.2), le morphisme trace défini dans (SGA6 I 8).

Plus généralement, étant donnés E et F € D, (X,A), un accouplement

arf
( » ):Homy(E,F)®jpy 4 Hom,(F,E) — H(X,A).

que nous appellerons cup-produit. Pour cela, on se raméne comme précédemment
a le définir lorsque X est noethérien et les complexes E et F sont bornés. Dans ce

cas, on dispose d’un homomorphisme canonique

(2.11.2) R #om, (E,F)®,R Hom, (F,E)— A,

que I’on construit comme suit. D’apres (2.8), il s’agit de définir un accouplement
E@F®,F®,E—A.

On prend le produit tensoriel des accouplements (2.10.1) associés a E et F re-
spectivement. Montrons maintenant comment déduire le cup-produit de (2.11.2).

D’apres isomorphisme de Cartan (2.6), il s’agit, étant donnés deux morphismes

n:A— R Hom, (E,F)
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ct
v:A— R om, (F,E),

d’en définir un de A dans A. On prend le morphisme composé de (2.11.1) et de

u®,v.
Proposition 2.11.3. — Soient E et F € D (X, A).

(i) Etant donnés deux morphismes u :E — F etv:F —E, ona

(n,v)=(v,u)=tr(vou)=tr(nov).

(i1) Etant donnés un morphisme u : E — E et un isomorphisme s : E — F, on
a

tr(souos ) =tr(u).
(i1i) Etant donnés deux morphismes u :E — E etv:F — F, ona:

tr(u ® v) = tr(u)tr(v).

Preuve : Il est clair que (1) = (). Par passage aux fibres, et compte tenu de
’équivalence (2.3.2), les assertions (i) et (iii) résultent des assertions analogues pour
les complexes parfaits de A-modules (SGA618.3 et 8.7).

2.12. Nous allons maintenant expliciter pour la commodité des références un
certain nombre de compatibilités de la notion de constructibilité avec les opéra-
tions externes, qui sont pour la plupart évidentes et ont déja été utilisées librement

dans les numéros précédents.

Proposition 2.12.1. — Soit f : X — Y un morphisme de topos localement

noethériens.

(1) Le fonctenr [* transforme A-faisceau constructible (vesp. constant tordu con-

structible) en A-faiscean constant tordu constructible.
(i1) Le fonctenr f*:D(Y,A) — D(X,A) induit des foncteurs

Dy(Y,A)—DY(X,A) (x=@,+,— bet A=c,1).
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(Arég, ] id. max.)D__(Y,A)— D__(X,A).

parf parf

Dcoh(Y>A) I Dcoh(X’A)'

(i1i) Etant données E € D7 (Y,A) et F € D*(Y,A), le morphisme canonique (I
7.7.2.(ii)
"R om, (E,F)— R Hom, (fE,f"F)

est un isomorphisme.

Preuve : Dans le cas constant tordu constructible, assertion (i) a été déja vue
(1.20.4). Dans le cas constructible, on se raméne au cas ou F est J-adique con-
structible, ou c’est immeédiat. L’assertion (ii) résulte immédiatement de (i); pour
la perfection, on suppose A régulier d’idéal maximal /, car je ne sais pas en général
si 'image réciproque d’un A-faisceau plat est un A-faisceau plat. Enfin, (iii) résulte

de 16.4.2).

Proposition 2.12.2. — Soient X un topos localement noethérien, T et T deux

objetsde X, et f : T — T’ un morphisme quasicompact.
(1) Le foncteur (I 7.7.9)R f,: D(T,A) — D(T’, A) induit des foncteurs

DX(T,A)— DX(T',A) (x=@,—,+ ou b).

11) Si f est une immersion ouverte, le foncteur f* induit un fonctenr
(i2)

f* : Dparf(T/’A) - Dparf(T’A)'

Preuve : Comme le foncteur f, est exact et transforme A-Module constructible
en A-Module constructible (SGA4 ), il transforme A-faisceau J-adique con-
structible en A-faisceau J-adique constructible, d’ou aussitot (i). L'assertion (ii)
provient de ce que I’on sait dans ce cas (I 5.18.5 (i1)) que le foncteur f* transforme

A-faisceau plat en A-faisceau plat.

Proposition 2.12.3. — Soient X un topos, U un onvertde X et j : ¥ — X

Pimmersion fermée complémentaire.
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(i) Le foncteur Rj :D(Y,A) — D(X,A) induit des fonctenrs

Di(Y,A)— DI (X,A) (x=@,—,+ ou b).

(i1) Le fonctenr j* induit un fonctenr

]X : Dparf(XﬂA)—)D (Y’A)

parf

(i11) On suppose que pour toute A-algeébre de type fini B annulée par une puissance de
] et tout couple (M, N) de B-Modules constructibles les B-Modules Ext’, (M, N)
(p € N) soient constructibles. Alors le fonctenr R j' (17.7.11) induit un foncteur

exact
R;': D/ (X,A)— D/(Y,A).

Preuve : Les assertions (i) et (ii) se voient comme les assertions analogues
de (2.12.2), en utilisant (I 5.19.1 (i1)) pour la deuxieme.Quant a (ii1), elle résulte,
compte tenu de I'isomorphisme (17.7.13) de (2.5 (iit)).

2.13. Changement d’anneau.

Soient X un topos localement noethérien, A et B deux anneaux commutatifs
uniféres noethériens, J et K deux idéaux de A et B respectivement et # : A— B un
morphisme d’anneaux uniféres, tel que #(J) C K. On utilise par ailleurs librement

les notations de (I 8.1).

Proposition 2.13.1. —
(i) Le fonctenr Lu* : D™ (X,A) — D™ (X, B) induit des foncteurs exacts

D (X,A) ——— D (X,B)
D; (X,A) —— D;(X,B)
D, (X,4) ——— D__(X,B).

parf
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Si de plus A est régulier d’idéal maximal ], il induit des fonctenrs

D;(X,A) ——— Dj(X,B) (x =@, + ou b)
D;arf(X’A) —_— D;arf(X:B) (* =J,4+ ou b)

(i1) Si B est une A-algebre finie, le foncteur u, : D(X,B) — D(X,A) induit des
fonctenrs exacts

D,(X,B) — D_(X,A)
D,(X,B) —— D,(X,A).

Preuve : Montrons (i). Lassertion concernant les complexes parfaits découle
de celle concernant les complexes & cohomologie constante tordue constructible
et de (I 8.1.11 (i)). Montrons par exemple que si E € D (X,A), alors Lu*(E) €
D_(X,B). Dans chacun des cas envisagés, on est ramené grace a ((H], 17.3) au cas
ou E est réduit au degré 0, associé & un A-faisceau constructible noté de méme. Il

s’agit alors de voir que pour tout p € N, le B-faisceau
A
For, (B,E)=(Tory" (B,,E,))en = (F,)pen

est constructible. Pour tout 7 € N, le calcul de F, au moyen d’une résolution plate
et constructible de £, montre que c’est un B,-Module constructible. Il nous suffit
donc de voir que 7 or‘; (B, E) est de type J-adique. Pour cela, on se raméne grace
a (1.21) et (1.22) au cas ou E est J-adique constant tordu constructible. Supposons
alors X connexe, et choisissons un point a de X; comme le foncteur fibre défini
par a est conservatif pour les B-Modules localement constants, on est ramené a
voir I’assertion pour la fibre de 7 orﬁ (B,E). On peut donc supposer que X est
le topos ponctuel. Utilisant alors une résolution libre de type fini du A-module

de type fini associé a E (1.20.5), on se raméne au cas ou E est localement libre
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constructible et J-adique, et alors ’assertion est immédiate, car
For, (B,E)=0 (p>1) et BR,E~H,

pour un » € N. Montrons (i1), dans le cas constructible par exemple. Si E est un B-
faisceau J-adique constructible, ses composants sont des A~-Modules constructibles
(B est une A-algebre finie), donc il est aussi constructible en tant que A-faisceau ;
d’ou Iassertion.

Dans la suite du numéro, nous noterons pour tout entier 7 >0
u, 1 A— (A[]")
le morphisme d’anneaux canonique. On définit un bifoncteur cohomologique
(Bxt (. )iz :D7(X,4) x D™ (X, 4)— E(pu.]),
en posant pour tout couple (£, F) d’objets de D™(X,A) et tout 2 € Z
Ext (E,F) = (Ext), (Luy(E)Lu;(F),on

Lorsque A est régulier, d’idéal maximal J, le bifoncteur cohomologique précédent

se prolonge en un bifoncteur cohomologique
D(X,A) x D(X,A)— &(pt,]),
de maniére évidente.

Théoreme 2.13.2. — On suppose A régulier d’idéal maximal |, que le topos X
est noethérien de dimension topologique stricte finie, et qu’il vérifie de plus les denx

<, .
proprzetes survantes.

1) Pour toute A-algébre de type fini B annulée par une puissance de J, et tout couple
8 VP P p P
(M,N) de B-Modules constructibles, les B-Modules Extl (M,N) (p € N) sont

constructibles.

(11) Pour tout A-algebre de type fini B annulée par une puissance de | et tout B-
Modules constructible M, les B-modules

H?(X,M) (peN)

sont de type fini.

177



Alors, étant données E € D_(X,A) et F € DI (X, A), les systémes projectifs
Ext,(E,F) (i€Z)

sont des A-faisceaux constructibles sur le topos ponctuel, et les applications canoniques
évidentes
Exty(E,F)— limExt) (Lu,(E),Lu,(F))

n

sont des bijections. En particulier, les A-modules
Ext!,(E,F)
sont de type fini.
Preuve : Les isomorphismes de Cartan (2.6)
H'(X,R #om, (Luy(E),Lu;(F))— Ext} (Lu;(E),Lu;(F))
et I'isomorphisme (I 8.1.11 (iv))
Lu R #om, (E,F)—>R Hom, (Lu,(E),Lu,(F)))

montrent que ' '
Ext,(E,F) ~ Ext,(4,R #om, (E,F)).

Or le complexe R om, (E, F) est a cohomologie constructible (2.5 (iii)) donc,
pour voir que E);c;(E ,F) est un A-faisceau constructible, on peut supposer que

E = A. Dans ce cas, la suite spectrale canonique
EP = Ext)(A,HY(F)) = Ext, ' (E,F),

construite de fagon habituelle au moyen des couples exacts, permet de se ramener
de plus au cas ou F est réduit au degré 0 et défini par un A-faisceau constructible

noté de méme. Posant pour simplifier pour tout entier 7 et tout A-faisceau M,
A i
H'(M)=Ext,(A,M),

on doit alors prouver le lemme suivant.
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Lemme 2.13.3. — Pour tout A-faisceau constructible M sur X, les A-faisceanx
i (M) sont constructibles.

Avant de le faire, dégageons le résultat préliminaire suivant.

Lemme 2.13.4. — Désignant par d la dimension topologique stricte de X, on a

pour tout A-faiscean N sur X

(N)=0 (i>d+1).

En effet, étant donné un entier p > 0, le complexe L, (N) a sa cohomologie
concentré en degrés < 0. Comme H'(X,G) =0 (i > d + 1) pour tout A -
faisceau G, on a une suite spectrale biréguliere

HY(X,Lu)(N))= H"(N),

qui permet aussitdt de conclure.
Montrons maintenant (2.13.3). Nous allons le voir par récurrence croissante

sur ’entier
dim (M) = dim,(A/ann(M)),

appelé dimension de M. Si dim (M) =0, le A-faisceau M est annulé par une puis-
sance de J, donc il existe un entier 7z > 0 tel que M soit défini par un A, ~Module
constructible. Soit alors P une résolution a gauche de M par des A ~Modules de la
forme 7,(A,), ou i : T — ey désigne ’'unique morphisme d’un objet noethérien

de X dans l’objet final. Grace a (2.13.4), on a une suite spectrale biréguliere
EP =Ext}(A,P") = Exth (A, M),

qui permet de se ramener au cas ou M est de la forme ,(A,). Dans ce cas, soit L
A
une résolution a gauche de A, par des A-modules libres de type fini. A nouveau,

la suite spectrale
EPY = HIG(L9) = FPT1((4,),

permet de supposer que M est de la forme 7 (L?) pour un entier p, donc est con-

structible et plat. Il est alors clair que pour tout :

H/ (M) = (H! (X, M,)), ex-
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Dans ce cas, I’hypotheése (ii) de ’énoncé permet de conclure grace au lemme de
SHIH (SGA5 V 5.3.1). Soit maintenant » un entier > 0, et supposons |’assertion
vraie pour tous les A-faisceau constructibles de dimension < r. Nous allons voir
qu’elle est vraie pour tout A-faisceau constructible M de dimension r +1. Comme
r+1> 0, il existe un élément a de J qui n’appartient a aucun idéal premier minimal
dans Ass(A/ann(M)); on a alors (EGA 0,,, 16.3.4)

dim,(A/(ann(M)+aA))=r.

Comme M est noethérien dans la catégorie des A-faisceaux constructibles, la suite

croissante des sous-A-faisceaux
Ker(a?: M — M)

de M est stationnaire. Quitte a remplacer 4 par une puissance de 4, on peut donc

supposer que ’homothétie
a:M/Ker(a)— M/Ker(a)
est un monomorphisme. La suite exacte
0— Ker(a) — M —> M /Ker(a) — 0
donne lui a une suite exacte illimitée
e IiIi_1(M/ Ker(a)) — IiIi(Ker(a)) — IiI‘(M) — IiIl(M/ Ker(a)) — IiIi“(Ker(a)) e

Mais Ker(a) est de dimension < 7 par construction de 4. Utilisant I’hypotheése de
récurrence et le caractere exact de la sous-catégorie des A-faisceaux constructibles,
on peut donc remplacer M par M / Ker(a) donc supposer que la multiplication par
a deéfinit un monomorphisme sur M. Nous allons alors montrer que Fi (M) est
constructible par récurrence décroissante sur I’entier 7, compte tenu de (2.13.4).
D’apres (loc.cit.), I’assertion est évidente pour 7 > d + 1. Supposons donné un
entier p tel qu’elle soit vraie pour > p + 1, et montrons qu’elle est vraie pour p.

Pour tout entier ¢, on a une suite exacte

al

0O— M5 M — M/a"M —>0,
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d’ot une suite exacte illimitée
A a4

.. — H(M) -5 TP (M) —s HE (M [aM) — HP (M) —s HPY (M) ..

Comme dim, (M /a?M) < r, I’hypothese de récurrence sur la dimension et celle

sur I’exposant entrainent que pour tout entier g > 0, le A-faisceau
H7 (M) /a”FI7 (M)
est constructible. Mais par ailleurs, on a une suite exacte
TR (M) @ TR (M) — F1P (M) a TP (M) — F1P (M) ] "1 (M) — O

d’oti résulte, comme le terme de gauche vérifie la condition de Mittag-Leffler (c’est
un quotient de /7 ®, (ﬁp (M)/at 1504 (M))) et celui du milieu est constructible, que

pour tout entier g > 0, le A-faisceau
FIP (M), 70 ()

est constructible (cf. la preuve de SGA5 V 3.2.4 (1)). Lassertion résulte alors de
(1.2 (iii)) et (1.6).
Ceci dit, posant pour tout ; € Z

exty(E, F) = lim Ext)(Lu, (E),Lu;(F)),
r

on obtient, grace a (EGA 0,;; 13.2.2), un bifoncteur cohomologique
D (X,A) x DF(X,A)— A—modn,
et il reste a voir que le morphisme canonique de bifoncteurs cohomologiques
Ext!,(E,F)— ext,(E,F)

est un isomorphisme. On se rameéne comme précédemment au cas ou E = A.

On dispose alors, par la voie des couples exacts, de deux suites spectrales
E EP?=Ext!(A,HI(F))=> Ext’ (4, F)

E’ "EP = exth(A,HY(F)) = ext}(A, F)
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et d’'un morphisme naturel E' — E”. Ces deux suites spectrales sont birégulieres;
pour la premiére, c’est évident (son support est dans un cadran supérieur droit), et

pour la seconde cela résulte du lemme ci-dessous.
Lemme 2.13.5. — Soit M un A-faisceau sur X. On a

exty(A,M)=0 pour i<—2dim(A).

En effet, pour tout entier 2, le complexe L« (M) est acyclique en dimensions
< —2dim(A), puisque la catégorie des A-faisceaux est de tor-dimension < 2 dim(A)
(15.16).

La comparaison des deux suites spectrales précédentes permet alors de se
ramener au cas ou F est réduit au degré 0 est défini par un A-faisceau constructible
noté de méme. Nous allons alors encore une fois raisonner sur la dimension de
F. Lorsque dim,(F) =0, ’assertion résulte, au moyen des dévissages utilisés pour
prouver la constructibilité des H'(F), du lemme suivant, appliqué a un A-faisceau
constructible et plat de la forme ;(A), ou 7z : T — e, est 'unique morphisme

d’un objet noethérien de X dans l'objet final.

Lemme 2.13.6. — Etant donné un A-faiscean constructible M sur X, Uapplication
canonique A
H! (X, M)— limH (X, M) (i €Z)

est une bijection.

En effet, le systéme projectif ﬁl_l(X , M) vérifie la condition de Mittag-Leffler,
d’apres ’hypothese (ii) et le lemme de SHIH. Le lemme résulte donc de (I 7.4.16).

Soit maintenant r un entier > 0, et supposons |’assertion vraie pour tous les
A-faisceaux constructibles de dimension < r. Nous allons voir qu’elle est vraie
pour tout A-faisceau constructible F de dimension » + 1. On choisit un élément
a comme plus haut. Utilisant le lemme des 5, on se raméne a vérifier I’assertion
lorsque de plus la multiplication par 4 définit un monomorphisme de F. Nous
allons alors montrer I’assertion par récurrence décroissante sur I’entier 7, en com-
mengant par voir qu’elle est vraie pour les grandes valeurs de 7. Pour i >d + 2, il
résulte de (17.4.16) que

H!(X,F)=0,

182



et nous allons prouver que »'(X, F) = ext/,(A, F) est également nul.

Pour cela, la suite exacte

a

(2.13.7) 0—>F

F—FJaF —0
fournit une suite exacte
hi(X,F)— hi(X,F)— h’(X,F /aF).
L’hypothese de récurrence sur la dimension montre que
h'(X,F /aF)=H'(X,F |aF) =0,

la derniére égalité provenant d’une nouvelle application de (I 7.4.16). Par suite
h*(X,F) = ah'(X,F), d’ol hi(X,F) = 0 par le lemme de Nakayama. Supposons

maintenant donné un entier p tel que le morphisme canonique
H!(X,F)— h'(X,F)

soit un isomorphisme pour 7 > p + 1, et montrons que c’est un isomorphisme

pour i = p. La suite exacte (2.13.7) fournit un diagramme commutatif exact

H?(X,F) —~y H?(X,F) — H?(X,F /aF) — H*{(X,F)
h*(X,F) —“ h?(X,F) — h?(X,F JaF) — h*+'(X,F),

dans lequel les fleches verticales sont les fleches canoniques. Par hypothese de
récurrence sur la dimension (resp. sur Uentier 7), la fleche # (resp. v) est un iso-

morphisme : par suite, la fleche canonique
H?(X, F)/aH? (X, F) — h?(X, F)/ah?(X, F)

est un isomorphisme de A-modules. On sait que h?(X,F) est un A-module de
type fini, et il résulte du théoréme de SHIH (SGA5 V A 3.2) et de (2.13.6) que
H?(X, F) est également un A-module de type fini. On conclut alors par le lemme
de Nakayama.

Remarques 2.13.7.
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M

(i)

(iid)

Supposons par exemple que X soit le topos étale d’un schéma de type fini sur
un corps séparablement clos ou fini. Il est alors conjecturé que les conditions

(1) et (i1) de (2.13.2) sont réalisées dans chacun des cas suivants :

a) Les A, sont des groupes abéliens de torsion, et X est propre sur K.

b) LesA, sont des groupes abéliens de torsion premiére a la caractéristique

de k.

Elles sont en tout cas démontrées lorsque de plus le corps k est de caractéris-
tique 0, ou bien dim(X) < 2.

Lorsque A est un anneau de valuation discréte et X le topos étale d’un schéma

noethérien, on peut préciser (2.13.2) en montrant que les systémes projectifs
Ext,(E,F)

vérifient la condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees (SGA5 V 2.2.1).

En effet, reprenant le dévissage utilisé dans la preuve de (2.13.2), on se
rameéne a le voir pou E = A, et F le complexe de degré 0 associé a un A-
faisceau constructible noté de méme. Alors, utilisant (1.29), on se rameéne
au cas ou F est constructible et plat, ce qui permet alors de conclure directe-
ment grace au lemme de SHIH (SGA5 V 3.1 et A 3.2) et a I’hypothese (ii).

Lhypothese (i) de (2.13.2) sert uniquement pour montrer que R #om,
(E,F) est a cohomologie constructible. Elle est donc en particulier inutile
lorsque E € D, (X,A), vu (2.5.(1)).

2.13.8. Sans hypothese particuliere sur X ou A, il résulte de (2.13.1) que

D (X,A) Dy (X,A) (18.2.7).

On en déduit pour tout entier 7 > 0 un foncteur exact (8.2.9)

La*n : ch(X’A)torf - Df (An _MOdX)

torf

lorsque X est noethérien.
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Si maintenant A est régulier et local d’idéal maximal J, on a méme une inclusion
D, (X,4) > Dy(X, A),

qui permet, lorsque de plus X est noethérien, de définir pour tout entier » >0 un

foncteur exact (8.2.9.bis)

Lo’ :Df(X,A)— D/ (A, —Mody).

Proposition 2.13.9. — Sous les hypothéses de (2.13.2), les applications canoniques

Ext)(E,F) — limExt} (Laj,(E),La;,(F))

n

sont des isomorphismes de A-modules.

Preuve : Par définition des foncteurs La?, on a

Ext, (La(E),La’(F))“=" Ext), (Lu}(E),Lu(F)).

Remarques 2.13.10. La proposition (2.13.9) ramene en pratique 1’étude ces
complexes de A-faisceaux a cohomologie constructible a celle des complexes de
A,-Modules constructibles (7 > 0), et sera de ce fait un instrument privilégié
pour obtenir, a partir d’énoncés sur les A ~Modules, les énoncés correspondants
pour les A-faisceaux.

La proposition suivante généralise la derniére assertion de (2.13.2).
Proposition 2.14. — Soit X un topos noethérien. On suppose que

(1) Pour tout A-algebre de type fini B annulée par une puissance de J, et tout couple
(M,N) de B-Modules constructibles, les B-Modules Extl (M ,N) soient con-

structibles.

(11) Pour tout A-algebre de type fini B annulée par une puissance de | et tout B-
Module constructible M, les B-modules

H?(X,M) (peN)

sont de type fini.
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Alors, étant donnés B D_(X,A) et F € DI (X, A), Is systemes projectifs
Exty(E,F) (i€Z)

(I 6.2.1) sont des A-faisceaux constructibles sur le topos ponctuel et les applications
canoniques (I 7.4.16) '
Ext(E,F)—> h(_mEXtA(E,F)

sont des bijections. En particulier, les A-modules Ext!,(E, F) sont de type fini,

. = .
Preuve : Montrons que les A-faisceaux Ext,(E,F) sont constructibles, les
autres assertions en découlant sans peine grace a la suite exacte (I 7.4.16). On a

I’isomorphisme de Cartan (2.6)
RHom,(E,F)~RHom,(A4,R #om, (E,F))

qui permet, puisque R #om, (E, F) est a cohomologie constructible (2.5.(ii1)), de

se ramener au cas ou E = A. Alors la suite spectrale biréguliére canonique
, 77 Rt
EP=T'(X,Hi(F))= T (X, F)

montre qu’il suffit de voir I’assertion dans le cas ou F est le complexe de degré 0
associé a un A-faisceau constructible noté de méme.
Alors ’hypothese (ii) et le lemme de SHIH (SGA5 V 3.1) permettent de con-

clure.

Remarques 2.15. Comme pour (2.13.2), ’hypothese (i) a servi uniquement
pour assurer que le complexe R #om, (E,F) est a cohomologie constructible.

Elle est donc inutile en particulier dans le cas ou E € D] (X, A).

186



§ III. — APPLICATIONS AUX SCHEMAS

Le texte qui suit ayant un caractere essentiellement provisoire (cf. I’appendice basé
sur une construction de Deligne), nous ferons toutes les hypotheses simplificatrices
qui nous paraitront nécessaires pour la clarté de ’exposé.

Soit { un nombre premier. On fixe comme précédemment un anneau
noethérien A etun idéal propre J de A. On suppose de plus que A est une Z,-algebre
et que J contient A. Pour simplifier (cf. supra), tous les schémas considérés sont

noethériens.

1. Opérations externes.

1.1. Soient X et Y deux schémas noethériens, et f : X — Y un morphisme

séparé de type fini. On définit comme suit un foncteur exact
(1.1.1) R £: D(X,A)— D(Y,A),

appelé image directe a supports propres. D’apres Nagata et Mumford il existe une

X < : N4
N Y
Y ,

ou z est une immersion ouverte et ¢ un morphisme propre. On pose alors

factorisation

Rf;:Rq*oRi!.



On vérifie, grace a la technique de factorisation de Lichtenbaum (SGA4 XVIIL ),
que le résultat ne dépend pas, & isomorphisme pres, de la factorisation choisie.
La méme technique de factorisation montre que si g : ¥ — Z est un autre

morphisme séparé de type fini, on a un isomorphisme
(1.1.2) R(gof)—RgoRf,
avec la condition de cocycles habituelle pour un triple de morphismes.

Définition 1.1.3. — Si E est un A-faiscean sur X (vesp. un objet de D(X,A)), on
pose pour tout p € Z

R? f(E) = H (R /(E)).

On obtient ainsi un foncteur cohomologique qui n’est pas en général (sauf bien

sur si le morphisme f* est propre) le foncteur cohomologique dérivé de R° f,.

1.1.4. T est clair que si F = (F,), . est un A-faisceau, on a pour tout p € Z
R? /{(F) = (R? /(F,))en-
Proposition 1.1.5. — Soit

X — ¢ o x

7l I

Y ———— Y
g
un carré cartésien de schémas noethériens.

(1) (Théoreme de changement de base propre) Si f (donc f') est séparé de type

fini, on a pour tout E € DY (X, A) un isomorphisme canonique fonctoriel
g RAE)——RA(g')(E).

(i1) (Théoréme de changement de base lisse) Si ¢ est premier aux caractéristiques
résiduelles de Y et g est lisse, on a pour tout E € D (X, A) un isomorphisme

canonique fonctoriel

g RA(E)—R(f").(g")(E).

188



Preuve : Montrons (i1). Utilisant I’adjonction entre image directe et image
réciproque (I 7.7.6), on construit comme dans (SGA4 XVII) (voir aussi SGA4 XII

4), un morphisme fonctoriel

g RA(E)— R(f").(¢")(E).

Pour voir que c’est un isomorphisme, on se raméne par “way-out functor lemma”

au cas ou E est de degre 0, et il suffit alors de montrer que les morphismes

g'RA(E)—R(f)(g)(E) (ieN)

correspondants de &(X,]) sont des isomorphismes. Cela se voit sur les com-
posants, grace au théoréme de changement de base lisse sur les A, -Modules (SGA4

XII 1.1). Montrons (i). On construit tout d’abord un morphisme fonctoriel

(1.1.6) g RAE) — R(f)\(g)(E),

en paraphrasant la construction faite pour les A, -Modules (SGA4 XVII ). Pour
cela, choisissant une factorisation f = g o, avec 7 une immersion ouverte et g un
morphisme propre, on se rameéne a faire la construction lorsque f est propre, ou
bien est une immersion ouverte; on vérifie ensuite de fcon standard que le résultat
ne dépend pas de la factorisation choisie. Lorsque f est une immersion ouverte, les
morphismes analogues pour les A -Modules (7 € N) définissent de fagon évidente

un isomorphisme g*f, — (f*),(g’)* de foncteurs exacts
EX,])— &Y.]),
d’ou par passage au quotient, un isomorphisme de foncteurs exacts
A—fsc(X)— A—fsc(Y),
qui fournit a son tour un isomorphisme de foncteurs exacts
¢~ D(Y",A

(f )!O(g )

Lorsque f est un morphisme propre, on utilise la méme construction que pour (ii).

Pour montrer enfin que le morphisme (1.1.6) ainsi construit est un isomorphisme,
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on se rameéne au cas ou E est de degré 0, et alors I’assertion résulte, comme pour
(i1), de P’assertion analogue pour les A ~Modules (SGA4 XVII ).

Proposition 1.1.7 (Formule de projection). — Soient f : X — Y un mor-
phisme séparé de type fini entre schémas noethériens, E € D™(X,A) et F € D™(X,A).

On a un isomorphisme canonique fonctoriel

RAE® [ (F)) <—— RAE)®F.

Preuve : Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.1.8. — Si d est un entier majorant la dimension des fibres de f, on a

pour tout A-faiscean M sur X

R AM)=0 (i>2d).

(Résulte immédiatement de I’assertion analogue pour les composants de M).

Choisissant une compactification de f, on se rameéne a montrer (1.1.7) succes-
sivement lorsque f est une immersion ouverte, ou un morphisme propre. Dans
le premier cas, ce n’est autre que (I 7.7.10.(iv)). Dans le second cas, on définit un

morphisme
(1.1.9) Rf(E)®@F —Rf(E®['F)

sur le modele de (J.L. Verdier: The Lefschetz fixed point formula in étale coho-
mology, in “Conference on local fields held at Driebergen” preuve de 3.2), en se
ramenant a F plat et E f,-acyclique (ce qui est possible grace a 1.1.8). Enfin, pour
voir que (1.1.9) est un isomorphisme, on se ramene par les dévissages habituels au
cas ou E et F sont réduits au degré 0 et F plat, et alors I’assertion résulte de la

formule de projection pour les A ~-Modules (n € N), appliquée aux composants
deEetF.

Proposition 1.1.10 (Formule de Kiinneth). — Considérons un diagramme

190



cartésien de schémas noethériens

Xx,Y
/ \
X Y
\ /
YA ;
etposonsh = fop =goq. SiE €D (X,A)et F € D~(Y,A), on a un isomorphisme
canonigue fonctoriel
Rf(E)®Rg(F)——Rh(p'E®q'F).
Preuve : Formellement la méme que celle de ’assertion correspondante pour

les faisceaux de A,-Modules (7 € N) (SGA4 XVII). De (1.1.7) appliqué a f, on

déduit un isomorphisme
(1.1.10.1) RAE)®R g(F)—>Rf(E® f*Rg(F)).
Le théoreme de changement de base propre pour f (1.1.5.(1)) montre que
(1.1.10.2) F*Rg(F)=5Rpgq"(F).
Comparant avec (1.1.10.1), on a donc

R(E) ® R g(F) > RA(E &R pg’(F)).
La formule de projection (1.1.7) pour le morphism p montre que

E®R pq'(F)——Rp(p'E®@q'F),

d’ou
RAE®Rpq (F)—RARp(p'E®qF),

et le résultat annoncé puisque f o p = h.

Proposition 1.1.11. — Sozent X et Y deux schémas noethériens, f : X — Y un

morphisme séparé de type fini, et E € D(X,A).
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(1) Si E €D (X,A), alors R f(E) €D (Y,A).
(1) St E€ D™ (X,A),,p alors RA(E) € D™(Y,A),,,p
(111) Supposons que | soit propre et lisse, et que { soit premier aux caractéristiques

résiduelles de Y. Alors:
EeD,(X,A) ——— RJ(E)eD,(Y,A).

EeD, (X,A) === RAE)eD,(Y,A).

Preuve : Montrons (i). Grace a (1.1.8), on peut supposer E de degré 0 associé a
un A-faisceau J-adique constructible. Alors, ’assertion est essentiellement (SGA5
VI 2.2.2). Pour la premiere partie de (iii), on est rameéne de méme a voir que si
E est un A-faisceau J-adique constant tordu constructible, les A-faisceaux R? f,(E)
(p € N) sont constants tordus constructibles. Cela se voit comme (SGA5V 2.2.2),
en utilisant le lemme de SHIH (SGA5 V A 3.2) et la stabilité des catégories des fais-
ceaux abéliens localement constants constructibles par images directes supérieures
(SGA4 XVI 2.2). Dassertion (ii) résulte sans peine de (1.1.7), et on en déduit aus-

sitOt la deuxieéme partie de (ii1) (compte tenu de la premiére).

1.2. Soient X et Y deux schémas noethériens de caractéristique résiduelles
premiéres a £, et f : X — Y un morphisme quasiprojectif. On suppose que ¥

admet un Module inversible ample. On définit alors comme suit un foncteur exact
(1.2.1) Rf':D7(Y,A)— D" (X,A).
D’apres (EGA 11 5.3.3), il existe une factorisation

X ¢ ! > P,
x /
Y ;
avec 7 une immersion. On en déduit aussitdt une factorisation
X . > U
f\/x /
Y ;
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ou 7 est une immersion fermée et p un morphisme lisse équidimensionel de di-
mension 7. Avec les notations de (SGA5 VI 1.3.4), on pose alors pour tout
F eD¥(X,A)

RF(F)=Ri'(p'F &, Z,(")[27],

ot le foncteur Ri' a été défini en (I 7.7.11). Pour avoir que cette définition ne
dépend pas, a isomorphisme pres, des choix faits, on est ramené, grace a la tech-
nique de factorisation de Lichtenbaum, a prouver le théoreme de pureté coho-

mologique suivant.

Proposition 1.2.3. — Soient S, X, Y trois schémas noethériens de caractéristique

résiduelles premiéres a {, et

ye—" 53X
S
un S-couple lisse (SGA4 XVI 3.1) purement de codimension d. Pour tout F €

D™(S,A), on a un isomorphisme canonique fonctoriel (classe fondamentale locale)

(1.2.3.1) R/(f*F) +——— g (F)®, Z,(—d)[—2d].

Preuve : Par (17.7.12), il s'agit de définir un morphisme
Rj(g'F 8, Z,(—d)[—2d])—> f°F,
soit, d’aprés la formule de projection (7.7.12 (iv)),
f°F @, Rj.(Z(~d)[~2d) — f°F.

On est ainsi ramené a définir (1.2.3.1) dans le cas ou A = Z, = F. 1l s’agit alors

d’exhiber un morphisme
Z,—Rj'(Z,(d))[2d]
Mais on sait, d’apres ’assertion analogue (SGA4 VI 3) pour les composantes, que

R°jY(Z,(d))=0 pours<2d,
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de sorte qu’il suffit d’exhiber un morphisme de Z,-faisceaux
Z,— R j(Z,(d)).

On prend le systeme projectif des morphismes classes fondamentales correspon-
dants

Z/0HZ— R (a8,
Enfin, pour voir que (1.2.3.1) est un isomorphisme, on peut supposer que F est
réduit au degré 0, associé a un A-faisceau noté de méme. Alors, ’assertion résulte
du théoreme de pureté cohomologique pour les A, -Modules (» € N), appliqué

aux composants de F.

Notation 1.2.4. Si F est un A-faisceau sur Y (resp. un objet de D¥(Y,A)), on
pose pour tout p € Z
R? f(F)=H?(Rf'F).

1.2.5. Si X,Y,Z sont trois schémas noethériens admettant des Modules in-
versibles amples, et f : X — Y et g : Y — Z deux morphismes quasiprojectifs,
on a un isomorphisme

R(gof) —>Rg'oRf,
avec la condition de cocycles habituelle pour un triple de tels morphismes.
Cela se voit, comme dans le cas usuel des faisceaux abéliens de torsion, par la

méthode de factorisation de Lichtenbaum.

Proposition 1.2.5 (Formule d’induction). — Sous les hypotheses préliminaires
de (1.2), soient E € D_(Y,A) et F € D*(X,A). On a un isomorphisme canonique
fonctoriel

R f'R sfom,(E,F)—> R om,(f"E,R f'F).
Preuve : Si f est une immersion fermée, on a (I 7.7.13) un isomorphisme

R /'R s¢om,(E,F)—> f*Rsom,(f.A,R 7 om,(E,F)),

soit, d’apres isomorphisme de Cartan (E et f,A sont a cohomologie con-

structible)

R f'R s#om,(E,F)—> f*Rsom,(E,R 7#om,(f.A,F)).
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Utilisant a nouveau (I7.7.3), on a
R /'R s#om,(E,F)—> f*Rom,(E, f*Rf'F),
d’ou, d’apres I’adjonction entre f* et £, (17.7.6)

R f'R#om (E,F) —=— f*f.RHom,(f*E,Rf'F)

_~ s Rom,(f*E,Rf'F).
Lorsque f est lisse et équidimensionnel de dimension 7, on a
R f'R#om,(E,F)— f*RAom,(E,F)®, Z,(r)[27];
de (I7.7.2 (11)), on déduit alors aussitot un morphisme “canonique”
R f'Rom,(E,F)—s R AFom,(f*E,Rf'F).

Pour voir que ¢’est un isomorphisme, on peut supposer que E et F sont réduits au
degré 0 et que HO(E) est un A-faisceau constructible. Il s’agit alors de voir que les

morphismes canoniques
(16.4.1.1) [ Exth(E,F)— Exth(f*E,f*F)

sont des isomorphismes ; vu leur définition, cela est conséquence immédiate de
I’assertion analogue pour les A, ~Modules (SGA4 XVIII). Enfin, dans le cas général,
on choisit une factorisation f = p o du type (1.2.2). Des deux cas précédents, on

déduit des isomorphismes
R /'R som,(E,F)—> R p'Ri'R #om,(E,F) — R p'R #om,(i*E,Ri'F)
= Rom,(p*i*E,R p'Ri'F) —5 R A#om,(fE,Rf'F).

On assure ensuite, comme d’habitude, que I'isomorphisme composé ne dépend

pas de la factorisation choise.

1.3. Soient # : A— B une A-algebre et K un idéal de B tel que #(J) C K. On

utilise dans I’énoncé suivant les notations de (I 8).

Proposition 1.3.1. — Soit f : X — Y un morphisme séparé de type fini entre

schémas noethériens.
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1) Soit E € D(X,A). On a un isomorphisme canonique
Lu*Rf(E)—>RfALu*(E),
lorsque E € D™(X,A), ou lorsque A est local régulier et | est son idéal maximal.

2) Placons-nous maintenant dans le cas on Y admet un Module inversible ample.
On suppose de plus que { est premier anx caractéristiques résiduelles de Y , que
Pannean A est local régulier et que | est son idéal maximal. Alors pour tout

F € D*(Y,A), on a un morphisme canonique fonctoriel
Lu*Rf(F)"5Rf'Lu'(F),

qui est un isomorphisme lorsque B est une A-algebre finie et K = | B.

Preuve : Montrons 1), et définissons d’abord un morphisme
(1.3.1.1) Lu*R fi(E)— R fiRu*(E).
D’apres (L. 8.1.6), il suffit dans chacun des cas considérés de définir un morphisme
(1.3.1.2) Rf(E)— u, R fiLu*(E).

Mais il est immédiat que # R f; ~ R fiu_, de sorte que 'on définit (1.3.1.2) en
appliquant le foncteur R f; au morphisme d’adjonction (18.1.7)

E— u Lu'(E).

Pour voir que (1.3.1.1) est un isomorphisme, on se raméne, par le way-out functor
lemme, au cas ou E € D7(X,A). Alors, grace a la conservativité du foncteur #_, il

s’agit de montrer que le morphisme canonique
B®,RA(E)—Rf(B®,E)

est un isomorphisme, ce qui résulte de (1.1.7). Montrons 2). Pour définir un mor-

phisme

(1.3.1.3) Lu*Rf(F)— Rf'Lu*(F),
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on se ramene encore, grace a (I 8.1.6), a définir un morphisme
(1.3.1.4) Rf(F)— u Rf'Lu*(F).

On a évidemment # R f* ~ R f'u_; on prend pour (1.3.1.4) 'image par R f* du
morphisme d’adjonction (I 8.1.7). Pour voir que (1.3.1.3) est un isomorphisme,
on se ramene, apres avoir choisi une “lissification” (1.2.2), a le faire successivement
pour une immersion fermée et un morphisme lisse équidimensionnel. Dans le
premier cas, ce n’est autre que (I 8.1.16 (ii1)). Dans le second, on se raméne aussitot

3 (18.1.16 ().

2. Dualité.

Dans tout ce paragraphe, tous les schémas considérés sont de caractéristiques

résiduelles premieres a £.

2.1. Soient X et Y deux schémas noethériens et / : X — Y un morphisme
quasiprojectif. On suppose que Y admet un Module inversible ample et on se

propose de définir un morphisme “trace”
(2.1.1) Trf:RﬁRf!—>id

entre foncteurs de D(Y,A) dans D(Y, A).

Lorsque f est une immersion fermée, on dispose d’un tel morphisme, a savoir
le morphisme d’adjonction déduit de 17.7.12 (1)).

Lorsque f est un morphisme lisse équidimensionnel de dimension 7, il s’agit

de définir pour tout F € D(Y,A) un morphisme fonctoriel
(2.1.2) RA(fF ®,,Z(r)2r])— F.

Comme A ®;, Z(r) est localement libre constructible, on définit sur le modele

de (1.1.7), mais sans hypothese de degré sur F, un isomorphisme de “projection”

RAZ,(1))[27]1®z, F = RA(f'F ®,, Z,(r))2r],

ce qui ramene a faire la construction de (2.1.2) dans le casou A =Z, = F. Dans ce

cas, comme R’ £ =0 pour i > 2d (1.1.8), il s’agit d’exhiber un morphisme “trace”

RY f(Zy(7)— Z,.
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On prend le systéme projectif des morphismes traces “habituels”
RY f(ue,)— 207,

Dans le cas général, on choisit pour définir (2.1.1) une factorisation f = poi du

type (1.2.2). Désignant par

u:RiyRs' —— id

v:RpRp! —— id

les morphismes traces définis par les méthodes précédentes pour i et p respective-

ment, on définit Tr, par la commutativité du diagramme

RARf' —— RpR;Ri'Rp!

Trfl l/Rp!(uRp!)

id < RpRp'

v

On s’assure ensuite, de la fagon habituelle, que le résultat ne dépend pas de la fac-

torisation choisie.

2.2. Sous les hypotheses précédentes, on se propose maintenant de définir,

pour £ € D™(X,A) et F € D¥(Y,A) un morphisme “canonique” fonctoriel
(2.2.1) R f R s#om (E,R f'F)—s Rsom,(R £E,F).

Pour cela, nous allons d’abord définir, pour L € D™(X,A) et M € D¥(X,A) un

morphisme fonctoriel
(2.2.2) R/ RAom,(L,M)— R #om,R fL,R {,M).
On prendra alors pour (2.2.1) le morphisme composé

R #om,(R £E,R R f'F)
(2.2.2) R #om,(id, Try)

R £ R #om,(E,R f'F) R #om,(R fE,F)
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Il reste a définir (2.2.2). Lorsque f est une immersion ouverte, le foncteur f; com-
mute aux limites inductives filtrantes, et permet donc de définir pour tout couple

(E, F) de A-faisceaux sur X un morphisme fonctoriel
(2.2.3) fiom,(E,F)—> HHom,(#E, LF),

a partir des morphismes analogues dans la catégorie des A-Modules. Pour définir
(2.2.2) dans ce cas, on peut supposer L quasilibre et M flasque, de sorte que
FCom$(L, M) est flasque. Le morphisme (2.2.3) fournit par fonctorialité un mor-

phisme de complexes
(2.2.4) fifomS(L,M)— Hom'(fiL, [M).

Choisissant une résolution quasilibre P — f,L et une résolution flasque M —

Q, on prend pour (2.2.2) le composé de (2.2.4) et du morphisme canonique
Homiy(fL, M) —> Hom (P, Q).
Lorsque f est propre, il s’agit de définir un morphisme
R/ RAom,(L,M)— R Aom,(Rf.L,RfM).

La construction que nous allons faire de (2.2.5) vaut plus généralement pour un
morphisme quasicompact et quasiséparé. Cette derniere hypothese implique que
le foncteur f, commute aux limites inductives filtrantes, et permet donc comme
précédemment de définir pour tout couple (£, F) de A-faisceaux sur X un mor-

phisme fonctoriel
(2.2.6) f.omy(E,F)—> Hom,(f.E, [.F),

a partir des morphismes analogues dans la catégorie des A-Modules. Pour définir
(2.2.5), on peut supposer L quasilibre et M flasque, de sorte que S€om(L, M) est
flasque. Le morphisme (2.2.6) fournit par fonctorialité un morphisme de com-

plexes

(2.2.7) f.#€om(L,M)—> FHom)(f.L, f.M).

199



On prend pour (2.2.5) le composé de (2.2.7) et du morphisme
Fom\(f.L, f.M)— Hom}(P, f.M)

déduit d’une résolution quasilibre P — f,L de f*L.

Enfin, dans le cas général, on choisit une compactification f =goz de f, et on
définit (2.2.2) de fagon évidente a partir des morphismes déja définis pour 7 et g
respectivement. Bien, entendu, on s’assure que le résultat ne dépend pas des choix

faits, et notamment de la compactification choisie.

Proposition 2.2.8. — Sous les hypotheses préliminaires de (2.1), soient E €
D (X,A) et F e D*(Y,A). On a des isomorphismes canoniques fonctoriels :

(i) R f. R A#om (E,R f'F)—5 R #om,(R fE,F).
(i) RHom,(E,R f'F)—5 RHom,(R fE, F).
(ii) RHom ,(E,R f'F)—> RHom,(R f,E,F).

(iv) Hom,(E,R f'F)—5 Hom,(R fE,F).

Preuve : Nous allons voir que (2.2.1) est un isomorphisme. Les autres as-
sertions en résulteront en appliquant aux deux membres les foncteurs respectifs
RI(Y,.), RI(Y,.) (1 7.4.10) et Hom (A,.) I’aprés (I 7.4.18). Pour voir que (2.2.1)
est un isomorphisme, on se raméne par le way-out functor lemma au cas ou E et
F sont les complexes de degre 0 associés a des A-faisceaux notés de méme. Les con-
structions aboutissant a la définition de (2.2.1) peuvent alors étre faites au moyen
de résolutions flasques ou quasilibres dans §(X,]) et £(Y,]). St E = (E,),N €t

F =(F,),en lassertion résulte alors aussit6t du fait que les morphismes de dualité
R/ R,}fomAm(Em,Rf!Fn) — Rom, (RfE,,F,) (mneN;m=n)

sont des isomorphismes, et de ce que les foncteurs R’ £, (i € Z) commutent aux

limites inductives filtrantes.

2.3. A partir de maintenant, on suppose, pour simplifier, que A = Z, et | =
(Z,. Etant donné un complexe K € D*(X,Z,), on pose pour tout F € D™(X,Z,)

Dy (F)=RHomy (F,K).
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Définition 2.3.1. — Soit X un schéma noethérien. On dit qu’un complexe K
de Z,faisceanx sur X est dualisant si pour tout F € DY(X,Z,), on a Di(F) €
D*(X,Z,), et si le morphisme “de Cartan”

(2.3.2) F — Dy, Dg(F)
que lon en déduit est un isomorphisme.
Explicitons (2.3.2). Comme Dy (F) € D?(X,Z,), le morphisme (I7.6.5)
Homy, (Dy(F) ® F,K) — Hom,, (D (F), Dy(F))

est un isomorphisme (I 2.6). L'image inverse de I'identité de D (F) définit un
morphisme

F®Dy(F)— K.

Comme F € D?(X,Z,), une nouvelle application de I’isomorphisme de Cartan

permet d’en déduire le morphisme (2.3.2) annoncé.

Proposition 2.3.2 (Formules d’échange). — Soient X et Y deux schémas
noethériens de caractéristique résiduelles premieresa {, et f : X — Y un morphisme
quasiprojectif. On suppose que Y admet un Module inversible ample. Etant donné
Ky € D*(Y,Z,), on pose

Ky = Rf!(KY)’ Dy = DKX’ Dy, = DKY'
a) 1l existe, pour F € D™ (X, Z,), un isomorphisme fonctoriel
(1) R f.Dy(F)— Dy R f(F).
Si K, et Ky sont dualisants et F € D*(X,Z,), on a un isomorphisme fonctoriel
(i2) R /iDy(F)— Dy R£,(F).
b) Il existe, pour D™(Y,Z,), un isomorphisme fonctoriel
(1) R f'Dy(F) == Dx(f"F).
Si Ky et Ky sont dualisants et F € DP(Y,Z,), on a un isomorphisme fonctoriel

(i2) f"Dy(F) =Dy R f'(F).
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Preuve : Formellement identique a celle de (SGA5 I 1.12), dont d’ailleurs
(2.3.2) n’est qu’une paraphrase.

Proposition 2.3.3. — Soient X un schéma noethérien de caractéristigues résidu-

elles premieres a (.

(1) Si1X est régulier, de dimension finie, et satisfait anx conditions de (SGAS5 13.4.1),

le complexe Z, est dualisant sur X.

(11) St X est régulier excellent de caractéristigue O, et admet un Module inversible

ample, alors pour tout morphisme quasiprojectif f : T — X, le complexe
R fN(Z,) est dualisant sur T.

(i) Soient k un corpset f : X — S = Spec(k) un morphisme quasiprojectif, avec
dim(X) < 2. Alors R f{(Z,) est dualisant sur X.

Preuve : Montrons par exemple (ii), les autres assertions se prouvant de fagon
essentiellement identique, a partir des énoncés correspondants de (SGA5 I). Mon-
trons tout d’abord que si E € D?(T,Z,), alors R 7omy (E, R/ (Z,)eD!(T,z,).

Lemme 2.3.4. — Si F e D/(X,Z,), alors R f(F) e D/(T,Z,).

On se ramene a le voir lorsque F est un Z,-faisceau constructible. Alors cela
résulte de la fagon habituelle (SGA5 VI) du lemme de Shih, et de I’énoncé analogue
pour les Z/{"*'Z-Modules constructibles (n € N) et pour les Z,[ T ]-Modules
constructibles.

Comme les hypotheses de (IT 2.5 (ii1)) sont réalisées (SGA513.3.1) il résulte du
lemme que

R.¢om, (E,R f'(Z,)) € D}(T,Z,).
Pour voir qu’il est borné, on peut supposer que E est un Z,-faisceau constructible.
Alors, on peut prendre une résolution quasilibre (resp. flasque) de E (resp.
R f(Z,)) “canonique” dans &(T,{Z,), en ce sens que c’est un systéme projectif
de résolutions quasilibres (resp. flasques) des composants. Comme la dimension
quasi-injective des R f/(Z/{"Z) est indépendante de 7 (preuve de SGA513.4.3),

I’assertion en reésulte aussitot. Il reste a voir que, posant

K:Rf!(zé>
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le morphisme canonique £ — Dy oDy (E) est un isomorphisme. Pour cela,
désignant par u, : Z —> Z/{Z le morphisme d’anneaux canonique, il suffic (II

8.2.2) de voir que le morphisme correspondant
(2.3.5) Luj(E)— LugDyoDy(E)

est un isomorphisme. Posant L = L #}(K), les différentes compatibilités exposées

en (I 8) montrent que (2.3.5) s’identifie au morphisme canonique
Lug(E)— D oD, (Luy(E)).

Comme L =R f{Z/{Z) (1.3.1;2), et Lu(E) € D*(X,Z/¢Z) (112.13.1), assertion
résulte alors de (SGA5 I 3.4.3). On aurait pu également utiliser (Il 2.13.9), qui

éclaire bien la situation.

Proposition 2.3.6. — Soient k un corps séparablement clos de caractéristique dif-
férentedel, S = Spec(k)etf : X —> Set g : Y — S deux S-schémas quasiprojectifs,

d’on un diagramme commutatif évident
X XY

N

X h Y

R

S

On suppose que les schémas de type fini sur S et de dimension < dim(X) + dim(Y')
sont fortement désingularisables (SGAS 3.1.5) ce gui a lien notamment si car(k) =0,
ou si k est parfait et dim(X x¢Y) < 2. On pose

KX:Rf!(Zz), KY:Rg!(ZZ)’ KXXSY:Rb!(Z€>'

Ces complexes sont dualisants pour X, Y et X X Y respectivement, et on note D,

Dy, Dy, y les foncteurs dualisants correspondants.
Alors

a) 1l existe un isomorphisme canonique

Ky ®q' Ky, — Ky v
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b) Pour F € D*(X,Z,) et G € D*(X,Z,), il existe un isomorphisme canonique

fonctoriel

p"Dx(F)®q"Dy(G) ;DXXSY(p*F ®4q G).

Preuve : I’énoncé est une paraphrase de (SGAS5 I1I 3.1). Le fait que Ky, Ky et
Ky, y soient dualisants résulte, sur le modele de la preuve de (2.3.3), de (SGA5 1
App.7.5). Utilisant (I 2.13.9), et diverses compatibilités évidentes, les assertions a)
et b) résultent par simple passage a la limite des assertions correspondantes (SGA5
II1 3.1) pour les (Z/¢"'Z)-Modules (n € N).

Avant d’énoncer la proposition suivante, précisons quelques définitions et no-

tations de (I 8.3). Soit X un schéma noethérien. On définit la catégorie, notée

Q, —fsc(X)

des Q,-faisceaux sur X, au moyen de la partie multiplicative Z, —0 de Z, (I 8.3).
Etant donné d € Z le Z,-faisceau Z,(d ) définit un Q,-faisceau, noté de préférence

Q,(d).

Comme on ’a indiqué dans (I 8.3), on étend sans peine aux Q,-faisceaux le for-
malisme développé pour les Z,-faisceaux. Ainsi, on dit qu'un Q,-faisceau F
est constructible (resp. constant tordu constructible) s’il est isomorphe a I'image
d’un Z,-faisceau du méme type. La sous-catégorie pleine, notée Q, — fscn(X)
(reps. Q,—fsct(X)), de Q, —fsc(X) engendrée par les Q,-faisceaux constructibles
(resp. constants tordus constructibles) est exacte. De méme, si K est un objet de
D(X,Qy), on dit que K est a cohomologie constructible (resp. constante tordu
constructible) s’il est isomorphe dans D(X,Q,) a un complexe de Z,-faisceaux

constructible (resp. constant tordu constructible). On note

D, (X,Q) (resp.D,(X,Qy))

la sous-catégorie triangulée pleine de D(X,Q,) définie par les complexes a coho-

mologie constructible (resp. constante tordue constructible).

Proposition 2.3.7 (Dualité locale). — Soient X un schéma quasiprojectif et lisse

de dimension d sur un corps séparablement clos, et x un point fermé de X. Pour tout
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F € D*(X,Qy), on a une dualité parfaite entre espaces vectoriels de dimension finie

sur Q,
&xtgy " (F,Qy(d)), x Hy(F)— Q.

Preuve : On convient d’identifier, comme on I’a fait dans I’énoncé, un Q,-

faisceau constructible ponctuel et le Q,-espace vectoriel de dimension finie corre-
spondant (SGA5 VI 1.4.3). Soit

1:x—=X

I'immersion fermée canonique. Posons Ky, = Z,(d)[2d] et K, = Z,; ce sont des

complexes dualisants pour X et x respectivement (2.3.3) et 'on a (1.2.3)
Ri'(Ky)—>K, (canoniquement).

Notant D, =D K, D, =Dy, laformule d’induction complémentaire fournit un
isomorphisme (2.3.2 b) (i1))

i*Dy(F)—5D_Ri'(F).
Avec des notations évidentes, on a donc
DX<F)x l) R %OmQ[ (Rrx(F)’ QZ)

Lassertion en résulte aussitot, grace au fait que Q, est un injectif dans la catégorie

des Q,-espaces vectoriels.

Remarque 2.3.8. Nous avons seulement donné ici la variante la moins tech-
nique du théoréme de dualité locale, et renvoyons le lecteur a (SGAS5 14) pour des

énoncés plus généraux.

2.4. Replagons-nous sous les hypotheses préliminaires de (2.3.6). Nous allons
indiquer briévement comment les constructions de (SGA5 III 3) se transposent

dans notre cadre et permettent de démontrer un théoreme de Lefschetz-Verdier.
Proposition 2.4.1. — Soient F € D*(X,Z,), G € D*(Y,Z,).
a) 1l existe un isomorphisme canonique fonctoriel

R #om, (p°F,q"G)— p'Dy(F)®4'G.

205



Hom(Rf F,R g G)xHom(R g.G,R f.F)

b) Il existe un accouplement parfait canonique

R #om, (p*F,Rq'G) x R#omy (q°G,Rp'F)— Ky, y-

Preuve : Formellement identique a celle de (SGAS5 III 3.2), a partir de (2.3.2)
et (2.3.6). On notera que, comme tous les complexes entrant en jeu sont a coho-

mologie constructible, on dispose sans restriction de 'isomorphisme de Cartan
(I 2.6).

Proposition 2.4.2. —Si F e D_(X,Z,), G € D/ (Y,Z,), on a des isomorphismes

canoniques
i) Rb, R Homy (pF,Rq'G) > R Homy (R p(F),Rq,(G))

(i2) Homz[(P*F,RCI!G)L’ Hom,, (R p,(F),Rq,(G)).

Preuve : La preuve de I'assertion (i) est formellement identique a celle de
(SGA5 IIT 2.2.1). On en déduit (ii) en appliquant aux deux membres le foncteur
HomZZ(ZZ, ) 17.4.6).

Supposons maintenant que X et Y soient propres sur S, et solent F €
DY(X,Z,))...., G € D’(Y,Z,),..+ Les complexes R f.(F) et R g,(G) sont parfaits
: en effet, (1.1.11 (i) et (ii)), ils appartiennent 2 D’(S,Z,),, ¢ et, comme le corps
est séparablement clos, D (S,Z,) =D,(S,Z,).

Donnons-nous de plus deux familles ¢ et ¢ de supports sur X X Y. On con-

torf?

struit alors comme suit un diagramme
(2.4.3)
H)(X x Y,R#om(p'F,Rq'G)) x H)(X x; ¥,R #om(q'G,R p'F))

/

\
XX YKXxY)
\ °S,Z,) /
é

Compte tenu de I'isomorphisme (2.4.2 (i1)), la fleche (a) n’est autre que la restric-

tion du support. La fleche (b) résulte sans peine de I’accouplement (2.4.1 b)). La
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fleche (c) est le cup-produit défini en (I 2.11). Enfin, la fleche s’obtient immédi-

atement a partir du morphisme trace

Rh*(KXxSY) —Z,.

Théoréme 2.4.4 (Lefschetz-Verdier). — Le diagramme (2.4.3) ci-dessus est com-
mutatif.

Preuve : Utilisant les notations de (I 2.13.9), il suffit de voir que pour tout
n € N, le diagramme déduit de (2.4.3) apres application du foncteur L(a,))* est

commutatif. Comme le foncteur L(e,,)* commute a toutes les opérations usuelles,

I’assertion résulte donc de (SGA 5 III 3.3) pour les (Z/¢"'Z)-Modules (7 € N).

3. Formalisme des fonctions L.

Soit p un nombre premier # . On note f I’élément de Frobenius # — u? (u €
F p),’qui est un générateur topologique du groupe de Galois Gal(F oEp).

Etant donné un schéma X de type finisur F , on note X 'ensemble des points
fermés de X, et, pour tout x € X°, on désigne par d(x) le degré résiduel de x.
Choisissant pour tout x € X° un point géométrique X au-dessus de x, on rappelle
(SGA 5 XV 3) que la fonction L d’un Q,-faisceau constructible F sur X est définie
par la formule
(3.0) Le(f) =T 11/ det(1— £-714)),

xeXe
Grace a la propriété de multiplicativité de (SGA 5 XV 3.1 a)), on peut prolonger
cette définition 2 D?(X,Q,), en posant pour tout E € D?(X,Q,)
(3.1) Le() =] [ ()

i€Z
Proposition 3.2. — Soit X un schéma de type fini sur F .

a) Pour tout triangle exact
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de Df(X,QZ), ona
Lp(t)=Lp(t)Lpi(t).

En particulier, pour tout m € Z, on a
Lyg,(t) = (Lp(£) "
E[m] E

b) Soient Y un sous-schéma fermé de X, et U = X —Y Pouvert complémentaire.
Ona
L= LE|ULE|Y’

pour tout E € DP(X,Q,).

¢) Soit h : X — S un morphisme de schémas de type fini sur ¥ .. Pour tout
EeD’(X,Q,),ona
Ly=] [Lgx-

seSse

Preuve : Immédiat a partir des assertions analogues pour les objets de coho-
mologie (SGA5 XV 3.1).

Proposition 3.3. — Soient X un schéma de type fini sur ¥, g : X — F le
morphisme structural et E € D*(X,Q,). Alors

Ly =Lrgpy
En particulier, L est une fraction rationnelle.

Preuve : On peut supposer que E est un Q,-faisceau constructible, et alors

I’assertion n’est autre que (SGA5 XV 3.2).

Corollaire 3.4. — Soit b : X — S un morphisme de schémas de type fini sur F ,.
Pour tout E € D?(X,Q,), on a

Lp= LRh!(E)'

Nous allons maintenant déduire de (3.3) une éguation fonctionnelle pou les

fonctions L, du moins si X est projectif sur F .

208



Définition 3.5. — Soient g : X — F, un schéma de type fini sur F , et X =
X XE, Fp. Pour tout E € D?(X,Q,), on pose

x(E) = rang(RgE) = > (—1)[HI(X,E): Q/],

ieZ
O(E)= der(® g(E)) = J(det i)™
ic
ot E désigne image inverse de E au-dessus de X.
D’apres les propriétés d’additivité et de multiplicativité respectives de la trace

et du déterminant dans la catégorie des Q,-espaces vectoriels de dimension finie,

il es clair que pour tout triangle exact

E//
K/ \
E’' > E,
(3.5.1) 2(E)= y(E")+ y (E")
(3.5.2) S(E)=S8(ENS(E").

En particulier, pour tout m € Z et tout E € D*(X,Q,),

m

Y(E[m])=()"y(E) et S(E[m])=(8(E))"".

Proposition 3.6. — Soit g : X — F, un schéma projectif sur F »» On pose
Ky =Rg'(Q,), et Dy = R Aomg,(.,Ky). Alors, pour tout E € D’(X,Q,), on a
Pidentité

Ly y(t) = (=t ) #OS(E)Lp(t7).

Preuve : Le second membre a un sens d’apres (3.3). Posons § = SpecF,, et

Dg=Romg (.,Qy). D’apres (2.3.2a)), on a

R g (Dy E)— DsRg,(E),
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donc (3.3)
Lp (E) = Lp g k)

Comme Ly =Ly, () (3.3), assertion résultera du lemme suivant

Lemme 3.7. — Si F € D’(S,Q,), ona:

Ly y(t) = (=t * DS (F)Lp(e7").

D’apres les propriétés d’additivité et de multiplicativité (3.5.1) et (3.5.2), on
peut supposer que F € Q, —fscn(S). Alors F correspond (SGAS5 VII 1.4.2) d un
Q,-espace vectoriel de dimension finie V' muni d’une opération continue f, du
Frobenius, et le Q,-faisceau D(F) = #omg, (F,Q,) correspond (II 1.26) au Q,-
espace vectoriel V¥ muni de I'opération continue (f;/)~" du Frobenius. Il suffit
alors de montrer que, étant donnés un corps K, un K-espace vectoriel de dimension

finie V' et un automorphisme # de V, on a I'identité
(3.8) 1/det(1—u't) = (—t )™V det(n)/ det(1 — ut ™)

dans K(¢). On peut pour cela supposer K algébriquement clos, donc # triangula-
ble, puis, grace aux propriétés de multiplicativité du déterminant, que dim(V) = 1.
Alors u est ’lhomothétie définie par un scalaire non nul A, et (3.8) est I'identité év-

idente
1/(1=(t/A)=(=4/t)/(1=(4/1)).
Bien entendu, la formule (3.6) ne présente d’intérét en pratique que si I’on dispose

d’une expression simple pour Dy (E). Nous allons maintenant donner des cas ou

il en est ainsi.

Proposition 3.9. — On suppose X quasiprojectif, lisse et purement de dimension
n sur B . Posant pour tout E € Df(X, Q)

EY = Aomy, (E,Qy),

on a un isomorphisme
Dy (E)~E"(n)[2n]

dans chacun des cas suivants
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() E€D;(X,Q,)

(11) X est une courbe, et E est un Q,-faiscean constructible de la forme i (M), on
i: U — X est Pinclusion d’un onvert dense de X et M € Q, —tsct(U).

Preuve : Comme Dy (E) = RAomg (E,Q,(n))[2n], le cas (i) résulte du

lemme suivant.

Lemme 3.9.1. — Etant donnés un schéma noethérien X, F € Q, —fsct(X) et
GeQ,—fsen(X), on a:

é"xtg[(F,G): 0 (j>1).

Il s’agit de voir que si F € Z, —fsct(X) et G € Z, —fsen(X), les Z,-faisceaux
é”xté(Z (F,G) (j > 1) sont annulés par une puissance de £. D’apres (I 6.4.2) et (II
1.2.1), on peut, quitte a se restreindre a des parties localement fermées convenables
de X, supposer que G € Z, —fsct(X). Alors, compte tenu de (II 1.26), I’assertion
résulte de ’assertion analogue, bien connue, pour les Z,~-Modules de type fini.
Montrons (i1).

Il s’agit de voir que
Pl = Exty (E,Q,(1)=0 (j=1).

Comme M est constante tordu constructible, il résulte du cas (i) que P/|U =0. 1l
nous suffit donc de voir que pour tout point fermé x de Y =X — U et tout point
géométrique X au-dessus de x, on a P, = 0. Le pendant pour les Q,-faisceaux de
la variante (SGA5 I 4.6.2) du théoreme de dualité locale fournit un accouplement

parfait
(3.9.2) &xtyy (E,Qu(1) x HE/(E)— Q,,
avec (SGA514.5.1)

ZIE)=(H (E))s

Comme le morphisme d’adjonction canonique

E—ii*(E)
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est un isomorphisme, il résulte de la premiére suite exacte de (SGA4 V 4.5) que
H’(E)=HL(E)=0,

d’ou aussitot le résultat annoncé.

Ceci dit, lorsque X est projectif sur F, la formule (3.6) prend la forme
(3.10) Lp(p"t) = (=) *OSE)L (17,

dans chacun des cas de (3.9). Compte tenu de (3.2 a)), cela résulte du lemme suiv-

ant.

Lemme 3.11. — Soient X un schéma de type fini sur ¥, et F € D’(X,Q,).
Posant F(j)=F ® Q,(j) (j € Z), on a la relation

Lpy(t)= L(p71).

D’apres les propriétés de multiplicativité (3.2 a)), on peut pour le voir sup-
poser que F est un Q,-faisceau constructible; alors, comme le Frobenius opére sur
Q,(7) ~ Q, (non canoniquement) par ’homothétie de rapport p, I'assertion est
immeédiate sur la définition (3.0).

Supposons maintenant qu’on ait de plus un isomorphisme
EY "5 E(p) pourunp€Z.
Alors la formule (3.10) prend la forme
Ly(p™"F1) = (—t) *BS(E)L(e7"),
ou encore, apres avoir posé g = n + p et fait le changement de variable ¢ — ¢,

(3.12) Ly(1/q0) = (—)* DS (E)L (1)

Remarque 3.13. Sous les hypotheses de (3.9), Pexistence d’un tel entier p est

assurée dans les cas suivants

cas (i) £E—>Q,(m) pourunm €Z, et alors p=—2m.
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cas (i) M —> Q,(m) pourun m €Z, et alors p =—2m.
(Pour ce dernier cas, il est immédiat que
i (M) (i,(M))". )
Explicitons enfin une relation importante entre les entiers y (E) et §(E).

Proposition 3.14. — Soient X un schéma projectif et lisse purement de dimension

nsurl,etE € D?(X,Q,). On suppose qu’il existe un entier m tel que
Dy (E) == E(m),

et on pose q = p™. Alors, on a [’égalité
3(5)2 — q)((E).
Preuve : Lasubstitution ¢ — 1/qt dans (3.12) fournit I’équation fonctionnelle
(3.12 bis) Lp(t)=(—1/qt)*OS(E)L,(1/q¢).
Multipliant (3.12) et (3.12 bis) membre 3 membre, on obtient 'identité

Ly(t)Lp(1/qt) = q ¥ (S (E)VLy(t)Ly(1/q1),

d’oti aussitot la relation désirée, compte tenu du fait que L n’est pas identiquement

nulle, comme il est clair sur sa définition (3.0).
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