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Introduction
Soient f et g deux polynômes à une variable et à coefficients dans Z, ayant un nombre de coefficients

relativement petit par rapport à leur degré. De tels polynômes sont appelés polynômes lacunaires ou
creux.

Ensuite, en 2008, M. Filaseta, A. Granville et A. Schinzel [23] ont montré qu’il existe un algorithme
qui permet de calculer le pgcd de f et g de degré au plus D en ÕN,h(logD) opérations binaires sous
l’hypothèse qu’au moins l’un des f et g n’ait pas de facteur cyclotomique. Ici, N désigne le nombre de
coefficients non nuls de f et g et h la taille de leurs coefficients. La notation ÕN,h(logD) signifie une
borne supérieure dont l’ordre de grandeur est log(D) à des facteurs log log(D) près et à une constante
près qui ne dépend que de N et h. Leur résultat implique que si f ou g n’est pas divisible par un
polynôme cyclotomique alors le pgcd de f et g contient au plus c(N,h) coefficients non nuls où c(N,h)
est une constante non nulle, positive et ne dépendant que de N et h. L’hypothèse que f ou g n’est pas
divisible par un polynôme cyclotomique est cruciale. L’exemple suivant, démontrant ce fait, a déjà été
noté par A. Schinzel [41]. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Alors on a :

pgcd
(
xab − 1, (xa − 1)(xb − 1)

)
= (xa − 1)(xb − 1)

x− 1 .

Ce polynôme contient 2 min(a, b) coefficients non nuls. Ainsi, pour deux entiers a, b relativement grands,
les deux polynômes xab − 1 et (xa − 1)(xb − 1) sont lacunaires mais pas leur pgcd.

En 2015, F. Amoroso, L. Leroux et M. Sombra [4] ont amélioré l’algorithme de M. Filaseta, A. Granville
et A. Schinzel [23]. Ils ont montré qu’il existe un algorithme qui permet de trouver une approximation
du pgcd de f et g en au plus ÕN,h(logD) opérations binaires en autorisant f et g à avoir des facteurs
cyclotomiques. On va énoncer leur résultat. On note V (f, g) l’ensemble des racines communes de f, g
dans le corps des nombres algébriques Q. Le symbole µ∞ désigne l’ensemble des racines de l’unité de
Q.

Théorème 1. [4, Theorem 4.5] Soient f, g ∈ Z[x]. Il existe un algorithme qui permet de calculer deux
polynômes p1, p2 ∈ Z[x] tels que :

p1 | pgcd(f, g), V (p1) \ µ∞ = V (pgcd(f, g)) \ µ∞ et V (p2) = V (pgcd(f, g)) ∩ µ∞,

en au plus ÕN,h(logD) opérations binaires.

L’algorithme correspondant au Théorème 1 est divisé en deux procédures :

(1) la recherche de la partie non-cyclotomique p1
(2) la recherche de la partie cyclotomique p2.

L’algorithme pour la recherche de la partie cyclotomique est décrit et analysé dans [4, Algorithm 4.3].
La complexité de cette première procédure est au plus ÕN,h(logD) opérations binaires. En outre, la
dépendance en N et h de cette complexité peut être déduite du Théorème 2.2 de L. Leroux dans [30].

L’algorithme pour la recherche de la partie non-cyclotomique est aussi décrit et analysé dans [4,
Algorithm 4.2] et a une complexité en au plus ÕN,h(logD) opérations binaires. Toutefois, cet algorithme
n’est pas effectif car il utilise une constante non explicite dont l’existence est donnée par la Conjecture de
Schinzel [40, Conjecture 1]. Cette conjecture concerne l’intersection d’une sous-variété de codimension
au moins 2 dans une puissance du tore multiplicatif Q∗n avec un translaté de sous-tore de dimension 1
par un point de torsion. Cette conjecture est maintenant un théorème.
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Théorème 2 (Conjecture de Schinzel). Soit n > 2 un entier. Soient F,G ∈ Z[x1, · · · , xn] tels
que pgcd(F,G) = 1. Alors il existe une constante B(F,G) satisfaisant la propriété suivante. Soient
a = (a1, · · · , an) ∈ Zn, ζ = (ζ1, · · · , ζn) ∈ µn∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞. Si F (ζ1ξ

a1 , · · · , ζnξan) =
G(ζ1ξ

a1 , · · · , ζnξan) = 0 alors il existe un vecteur non nul b ∈ Zn orthogonal à a tel que :

max
16i6n

|bi| 6 B(F,G).

Ce théorème a été démontré par plusieurs auteurs : par A. Schinzel [40, Theorem 45] en 1989
(seulement dans le cas 2 6 n 6 3 et pour ζ1 = · · · = ζn = 1), puis, pour n quelconque, par E. Bombieri
et U. Zannier [40, Appendix] en 1998 (à nouveau pour ζ1 = · · · = ζn = 1), et par E. Bombieri, D.
Masser et U. Zannier [11, Theorem 1.6] en 2007 (pour ζ ∈ µn∞ quelconque). Un résultat similaire dans
le cas d’un produit de courbes elliptiques a été réalisé par S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada [15] en
2016.

Dans le cas torique qui nous intéresse, les preuves de ce théorème sont effectives mais pas explicites.
Le sujet de cette thèse consiste à expliciter la constante du Théorème 2 et à rendre effectif l’algorithme
correspondant du Théorème 1 pour la partie non-cyclotomique. Les résultats principaux de cette thèse
donnent des constantes explicites pour les deux cas n = 2 et n = 3 et un résultat partiel pour n
quelconque (explicite en le degré et la taille des coefficients de F et G mais pas explicite en n).

La suite de cette introduction présente les résultats principaux des différents chapitres.

Dans le Chapitre 2, on présente les notions de relation de dépendance multiplicative faible et forte entre
des nombres algébriques. Ces relations ont un intérêt indépendant mais apparaissent également dans la
démonstration explicite du Théorème 2. On applique la notion de relation de dépendance multiplicative
faible pour démontrer l’analogue de la Conjecture de Schinzel pour les variétés qui sont des translatés
de sous-tores. On donne ensuite des algorithmes pour calculer l’ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible. Pour le cas des nombres rationnels, l’algorithme consiste à faire la factorisation
en des nombres qui sont premiers entre eux grâce à l’Algorithme de Bernstein [8]. On pourrait adapter
cette méthode pour le cas des nombres algébriques, mais cette opération s’avère coûteuse. On a ainsi
proposé une autre méthode qui est basée sur l’approximation diophantienne et les fractions continues,
mais qui, cette fois-ci, ne s’applique qu’au cas de deux nombres algébriques. À l’aide de cet algorithme,
on en déduit un algorithme pour calculer l’ensemble des relations de dépendance multiplicative faible
entre n nombres algébriques lorsque cet ensemble est de codimension au plus 1. On note que c’est ce
cas-là qui est utile pour la Conjecture de Schinzel.

Le Chapitre 3 contient une version explicite du Théorème 2 dans le cas n = 2. Étant donné a ∈ Z2,
ζ ∈ µ2

∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞, on montre que si α = ζξa est un point isolé de la variété V définie par
F = G = 0 alors la norme de a est majorée par cDh où c > 0 est une constante explicite strictement
positive, D est le maximum entre entre le degré de F et G et h le maximum entre le logarithme de
la mesure de Mahler de F et G. Pour déduire un vecteur b satisfaisant les propriétés du Théorème 2,
il suffit de considérer b = (−a2, a1). La preuve consiste d’une part à majorer la hauteur des points
isolés dans V en utilisant le résultant et d’autre part, à minorer la hauteur de ξ par un théorème de
E. Dobrowolski [21] sur la minoration de la hauteur des nombres algébriques non nuls et différents des
racines de l’unité, en utilisant une version explicite par P. Voutier [45]. Ce théorème de Dobrowolski est
un résultat partiel dans la direction de la Conjecture de Lehmer. Le résultat que l’on a obtenu permet
de montrer l’existence ou non de facteurs communs non-cyclotomiques de deux polynômes f et g à
une variable lorsqu’ils sont spécialisations de deux polynômes à deux variables. L’algorithme suggéré
par le Théorème 1 consiste à tester tous les vecteurs b plus petits que la borne du Théorème 2. Dans
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le Chapitre 3, on propose également un algorithme plus efficace, dans le cas où n = 2, qui consiste à
construire les vecteurs b en utilisant le résultant.

Dans le Chapitre 4, on présente une version explicite du Théorème 2 dans le cas n = 3, basée sur
une amélioration de la preuve de A. Schinzel [40, Theorem 45]. L’approche de A. Schinzel consiste à
considérer deux vecteurs linéairement indépendants u1,u2 tels que a ∈ 〈u1,u2〉 et tels que ‖u1‖∞‖u2‖∞
est minimal. Ensuite, on pose H(y1, y2) = pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )) et on considère deux cas selon

le cas où H est un monôme ou non. Si H n’est pas un monôme alors on montre l’existence d’un vecteur
b satisfaisant les propriétés requises en utilisant un théorème d’Ostrowski sur le polytope de Newton
de l’ensemble de support de F et G. En revanche, si H est un monôme alors on montre que le degré
de ξ peut être contrôlé par ‖a‖1/2 (le fait que cet exposant soit strictement inférieur à 1 est crucial).
En séparant encore en deux sous-cas suivant la nature du polytope de Newton de F et de G, soit on
montre que la norme de a est majorée par une constante explicite à l’aide du Théorème de Dobrowolski,
soit on trouve directement un vecteur b dont la norme est majorée par F et G.

Dans le Chapitre 5, toujours dans le cas particulier n = 3, on suit une approche inspirée de la preuve
de E. Bombieri et U. Zannier dans [40, Appendix] et de celle de E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier
dans [11, Theorem 1.6]. Cette approche consiste à construire un sous-tore auxiliaire T2 de dimension 2
contenant α = ζξa. Ensuite, on sépare trois cas. Dans le premier cas, on suppose que α est un point
isolé de V ∩ ζT2. Dans ce cas, on majore la hauteur de α en explicitant un théorème de U. Zannier
[40, Appendix]. En minorant la hauteur de ξ avec le Théorème de Dobrowolski relatif [5], on montre
que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de D et h. Dans le deuxième cas,
on suppose que α n’est pas un point isolé et que α n’appartient pas à un translaté de sous-tore de
dimension non nulle contenu dans V . Dans ce deuxième cas, on peut conclure par un argument de
dimension. Enfin, dans le dernier cas, si α est contenu dans un translaté de sous-tore contenu dans V ,
alors on fait un changement de variable pour se ramener au cas n = 2.

Dans le Chapitre 6, on présente une nouvelle approche, encore dans le cas n = 3, que l’on développe
ensuite dans le Chapitre 8 pour n quelconque. Le début de la preuve est similaire à celui du Chapitre 5.
On construit un tore auxiliaire T2 de dimension 2 et on sépare trois cas comme dans le Chapitre 5. Dans
le premier cas, on suppose que α = ζξa est un point isolé de V ∩ ζT2. Dans ce cas, la nouveauté de
la preuve consiste à utiliser une majoration de type Bézout Arithmétique que l’on obtient, dans ce cas
particulier (n = 3), à l’aide du résultant. Dans le deuxième et le troisième cas, on procède comme dans
le Chapitre 5. Dans le même chapitre, pour n quelconque, on décrit également un algorithme qui permet
de calculer l’ensemble des sous-tores de Gn

m dont un translaté est contenu dans V et y est maximal.
En combinant ces algorithmes avec ceux du Chapitre 2, on a un algorithme qui permet de résoudre la
Conjecture de Schinzel dans le cas où α appartient à un translaté de sous-tore contenu dans V lorsque
n = 3.

Le Chapitre 7 contient des comparaisons des bornes obtenues suivant les différentes approches décrites
dans les chapitres précédents. Dans chaque approche, le schéma de la preuve est divisé en trois cas, mais
ce n’est pas toujours le même schéma. Pour pouvoir les comparer, on divise en quatre cas. On note V a

la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V et V o le complémentaire
de V a dans V . Le tableau suivant résume les différentes bornes obtenues en omettant les puissances
de log :

On observe que l’approche décrite dans le Chapitre 6 donne une borne plus précise, en particulier dans le
cas où α est un point isolé. En utilisant ces bornes, on explicite l’algorithme correspondant au Théorème
1 pour le calcul de la partie non-cyclotomique du pgcd de deux polynômes f, g ∈ Z[x] qui sont des
spécialisations de deux polynômes F et G à (seulement) trois variables.
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Hypothèses Chapitre 4 Chapitre 5 Chapitre 6
α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o ND4 N3D5h2 Dh

α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V a D5h D4h Dh

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o D6 D4 D4

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V a D5h D4h D4h

Maximum D6h N3D5h2 D4h

Tableau 1 – Ordre de grandeur des bornes suivant les différentes approches

Enfin, dans le Chapitre 8, on présente une nouvelle méthode pour démontrer le Théorème 2 pour n
quelconque en explicitant la dépendance en D et h. Le résultat obtenu n’est cependant pas explicite en
n. Cette méthode s’inspire de l’approche de S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada dans [15], où ils ont
démontré un théorème analogue au Théorème 2 dans le cas des courbes elliptiques. L’idée principale
consiste à utiliser le Théorème de Bézout Arithmétique et une version fonctorielle du Théorème de
Dobrowolski généralisé. Pour expliciter la dépendance en n de notre résultat, il faudrait expliciter la
méthode de transfert de G. Rémond [39] qui permet de déduire une version fonctorielle du Théorème
de Dobrowolski généralisé à partir de la version relative de E. Delsinne [20]. Le tableau suivant résume
la dépendance en D et h des bornes obtenues pour n quelconque et pour tout ε > 0.

Hypothèses Bornes
α ∈ V o (hD +D2)1+ε

α ∈ V a (hD(n−1)2 +D(n−1)2+n)1+ε

Tableau 2 – Ordre de grandeur des bornes pour n quelconque

Dans le cas où α ∈ V o, on a utilisé le Théorème de Bézout Arithmétique qui donne une majoration de
type hDk−1 +Dk pour la hauteur des sous-variétés de codimension k de Gn

m. On remarque que, dans le
Chapitre 3, on a montré une majoration de même type sans le terme en Dk pour le cas des sous-variétés
de dimension 0 dans G2

m. Il serait ainsi intéressant d’avoir une majoration du type hDk−1 pour n et k
quelconques. Une telle majoration permettrait de :

— remplacer le terme hD +D2 par hD dans le cas où α ∈ V o et pour n quelconque ;
— remplacer le terme hD(n−1)2 + D(n−1)2+n par hD(n−1)2 dans le cas où α ∈ V a et pour n

quelconque ;
— remplacer le terme D4 par hD dans le cas où α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o

pour n = 3.

vii



Dans le cas où α ∈ V a, on applique une stratégie semblable à celle du Chapitre 6 qui consiste à se
ramener à une situation du type α ∈W o pour une sous-variété W contenue dans Gr

m où r < n.

Enfin, on a reporté à l’annexe les preuves de certains résultats auxiliaires.
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1. Préliminaires

1.1 Notations

Soit n > 0 un entier.

Norme d’un vecteur

Soit a ∈ Cn. On note par ‖a‖i la norme Li de a pour i ∈ {1, 2,∞}. Par exemple, ‖a‖∞ désigne le
maximum des valeurs absolues des coordonnées de a. Soit, de plus, b ∈ Cn. La notation ab désigne
le produit scalaire entre a et b et on considère implicitement que a est un vecteur ligne et b est un
vecteur colonne.

Polynômes

Soit K un corps. Soient x1, · · · , xn des indéterminées. On note x = (x1, · · · , xn) et K[x±1] l’anneau
des polynômes de Laurent à coefficients dans K en ces indéterminées. On note Z[x±1] l’anneau des
polynômes de Laurent à coefficients dans Z en ces indéterminées.

Soit F ∈ K[x±1]. On note Supp(F ) ⊂ Zn le support de F i.e. l’ensemble des exposants des monômes
de F correspondant aux coefficients non nuls. Le polynôme F peut s’écrire sous la forme F (x) =
xa1

1 · · ·xann F̃ (x) où (a1, · · · , an) ∈ Zn et F̃ ∈ K[x] tels que pgcd(F̃ , x1 · · ·xn) = 1. Le polynôme F̃ est
uniquement déterminé par F et on l’appellera le polynôme associé à F . On définit alors :

— degxi(F ) le degré partiel de F̃ par rapport à xi ;
— deg∞(F ) le maximum des degrés partiels de F̃ ;
— deg1(F ) la somme des degrés partiels de F̃ ;
— deg(F ) le degré total de F̃ .

Si G ∈ K[x±1] alors le résultant de F et G par rapport à xi est le résultant de F̃ et G̃ par rapport à
xi. Si F,G ∈ C[x±1] alors on désigne par ‖F‖i la norme Li du vecteur formé par les coefficients non
nuls de F .

Tore algébrique

L’ensemble Gn
m = (Q∗)n est appelé le tore algébrique de dimension n. C’est un groupe pour la

multiplication coordonnée par coordonnée :

(x1, · · · , xn)(y1, · · · , yn) = (x1y1, · · · , xnyn).

Un élément d’ordre fini dans Gn
m est appelé un point de torsion. On note µn∞ l’ensemble des points de

torsion de Gn
m. Si K est un corps de nombres alors on note µnK l’ensemble de points de torsion de Gn

m
qui sont définis sur K. Par exemple, on a µnQ = {±1}n. Si α ∈ Gn

m alors on note Q(α) le corps de
définition de α i.e. le plus petit sous-corps de Q contenant tous les αi pour 0 6 i 6 n.

Soient α = (α1, · · · , αn) ∈ Gn
m et a = (a1, · · · , an) ∈ Zn. On note :

αa := αa1
1 · · ·α

an
n .

Si ξ ∈ Gm alors on note :

ξa := (ξa1 , · · · , ξan).

1
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Soit m, l > 0 deux autres entiers. On note Mn,m(Z) l’ensemble des matrices de taille n × m à
coefficients entiers et GLn(Z) le groupe des matrices de taille n × n à coefficients entiers dont le
déterminant vaut ±1.

Soit A ∈ Mn,m(Z) une matrice dont les colonnes sont les coordonnées de a1, · · · ,am par rapport à
la base canonique de Zn. On pose :

αA = (αa1 , · · · ,αam).

Soit B ∈Mm,l(Z). Alors on a :

(αA)B = αAB. (1.1.1)

En effet, en notant bi = (bi1, · · · , bim) pour 1 6 i 6 l, on a :

(αA)B = (αa1 , · · · ,αam)B = (αb11a1+···+b1mam , · · · ,αbl1a1+···+blmam) = αAB.

Pour toute matrice A, on notera A> sa transposée.

Sous-variété de Gn
m

On fixe le plongement naturel :

ιn : Gn
m ↪→ Pn

(α1, · · · , αn) 7→ (1 : α1 : · · · : αn).

Ainsi, les sous-ensembles algébriques de Gn
m peuvent être vus comme des ensembles algébriques de Pn

en considérant leur adhérence de Zariski dans Pn.

On dit qu’un ensemble algébrique (ou un fermé de Zariski) est défini sur un corps K ⊆ Q s’il est
stable sous l’action de Gal(Q/K). En d’autres termes, cela signifie que son idéal de définition peut
être engendré par des polynômes à coefficients dans le corps K. Le corps de définition d’un ensemble
algébrique sera le plus petit sous-corps de Q sur lequel il est défini. Une variété désignera un ensemble
algébrique et irréductible sur son corps de définition.

Soit V une sous-variété de Gn
m. Le degré de V , notée deg(V ), est le degré de la clôture de Zariski de

ιn(V ) dans Pn. La dimension de V , notée dim(V ), est la longueur maximale d d’une suite :

V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vd,

telles que les Vi sont des sous-variétés algébriques de V , non-vides, irréductibles et distinctes. Si α ∈ Gn
m

alors on définit dimα(V ) comme la dimension maximale des composantes irréductibles sur Q de V
contenant α. Dans la suite, toute variété irréductible est implicitement définie sur Q.

Si F1, · · · , Fs ∈ Q[x±1] alors on note V (F1, · · · , Fs) la sous-variété de Gn
m définie par F1 = · · · =

Fs = 0.

1.2 Mesure de Mahler, Hauteur de Weil et Conjecture de Lehmer

Dans cette section, on rappelle les définitions de la mesure de Mahler d’un polynôme et la hauteur
de Weil d’un nombre algébrique. On évoque également la Conjecture de Lehmer sur le problème de
minoration de la hauteur.
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1.2.1 Mesure de Mahler et Hauteur de Weil

En 1962, K. Mahler a introduit dans [31] une mesure pour la complexité les polynômes (qui portera
plus tard son nom). Soit F ∈ C[x] un polynôme non nul. La mesure de Mahler de F est définie par :

M(F ) = exp
(∫ 1

0
log |F (e2πiθ)|dθ

)
.

De manière équivalente, en écrivant F sous la forme :

F (x) = ad

d∏
i=1

(x− αi),

où d est le de degré de F , ad son coefficient dominant et αi ses racines complexes, on a :

M(F ) = |ad|
d∏
i=1

max(1, |αi|).

L’équivalence des deux définitions découle de la formule de Jensen :∫ 1

0
log |e2πiθ − α|dθ = log+ |α|,

où log+ x = max(0, log x).

Soit α un nombre algébrique. Soit Pα ∈ Z[x] son polynôme minimal (i.e. irréductible sur Q et primitif).
On définit :

M(α) = M(Pα).

Soit K un corps de nombres contenant α. D’après [10, Proposition 1.4.7], il est possible de choisir un
ensemble MK de représentants des classes d’équivalence de valeurs absolues sur K de telle sorte que
pour tout x ∈ K∗, on ait la formule du produit :∏

v∈MK

|x|nvv = 1,

où nv = [Kv : Qv] est le degré local en v. D’après [10, Proposition 1.6.5], la quantité

h(α) = 1
[K : Q]

∑
v∈MK

nv log+ |α|v

est appelée hauteur de Weil de α. Elle ne dépend pas du choix du corps K qui contient α. D’après [10,
Proposition 1.6.6], on a la relation :

h(α) = logM(α)
[Q(α) : Q] .

Cette hauteur vérifie les propriétés suivantes :

— h(α) > 0 et de plus, h(α) = 0 si et seulement si α ∈ {0} ∪ µ∞ (Théorème de L. Kronecker
[26]),

— h(ζα) = h(α) si ζ ∈ µ∞,



Section 1.2. Mesure de Mahler, Hauteur de Weil et Conjecture de Lehmer 4

— h(1/α) = h(α) et plus généralement, h(αm) = |m|h(α) pour tout m ∈ Z et avec α 6= 0,
— h(σ(α)) = h(α) pour tout σ ∈ Gal(Q/Q).

La notion de mesure de Mahler d’un polynôme se généralise à un polynôme à plusieurs variables. Soit
n > 0 un entier et soit F ∈ C[x±1

1 , · · · , x±1
n ] non nul. La mesure de Mahler de F est définie par :

M(F ) = exp
(∫

[0,1]n
log |F (e2πiθ1 , · · · , e2πiθn)|dθ1 · · · dθn

)
.

On remarque que la mesure de Mahler est multiplicative i.e. si F,G ∈ C[x±1] sont non nuls alors on a :

M(FG) = M(F )M(G).

En outre, on a aussi les inégalités suivantes :

M(F ) 6 ‖F‖1 6 2deg1(F )M(F ). (1.2.1)

La première inégalité se déduit directement de la définition. La seconde inégalité se déduit de [40,
Corollary 11]. Remarquons que cette deuxième inégalité est atteinte. Par exemple, si d ∈ N et F =
(x− 1)d alors on a ‖F‖1 = 2d et 2deg1(F )M(F ) = 2d.

Si 0 6= F ∈ Z[x±1] alors on a M(F ) > 1 (voir par exemple [40, Lemma 15 avec σ = 0]). De plus,
d’après [40, Corollary 17], M(F ) = 1 si et seulement si F est primitif et égal à un produit de monômes
et de polynômes cyclotomiques généralisés (un polynôme cyclotomique généralisé est un polynôme de
la forme φd(xµ) où µ ∈ Zn et φd est un polynôme cyclotomique).

Calcul de la mesure de Mahler

Soit n > 0 un entier et soit 0 6= F ∈ C[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. Si n = 1 alors, grâce à la formule de Jensen, on
peut calculer la mesure de Mahler de F en utilisant ses racines. Si n > 2 alors le calcul de la mesure de
Mahler F peut être difficile puisque on n’a pas une version analogue de la formule de Jensen. Cependant,
en utilisant une approche basée sur la méthode de Graeffe, on peut déterminer un encadrement de la
mesure de Mahler de F . La méthode suivante est celle décrite par D. Boyd dans [13]. On commence
par définir une opération τ sur F par la formule suivante :

τ (F ) (x1, · · · , xn) =
∏

F (±x1/2
1 , · · · ,±x1/2

n ),

où le produit est sur l’ensemble de 2n choix des signes. Ce polynôme est bien défini. En effet, le
polynôme G(y1, · · · , yn) =

∏
F (±y1, · · · ,±yn) est invariant pour tout changement de variables yj en

−yj . Ainsi G est une fonction paire pour chaque variable yi et donc τ(F ) est bien un polynôme. Il est
immédiat que degxi τ(F ) = 2n−1 degxi(F ). De plus, par la multiplicativité de la mesure de Mahler, on
a M(τ(F )) = M(G) = M(F )2n puisque chacun des polynômes F (±y1, · · · ,±yk) a pour mesure de
Mahler M(F ).

Soit m > 0 un entier. On définit τm(F ) comme étant le résultat de m applications de l’opération τ
à F . On a alors :

M(τm(F )) = M(F )2mn et degxi τ
m(F ) = 2(n−1)m degxi(F ).

D’après (1.2.1), on en déduit que :

M(F )2mn 6 ‖τm(F )‖1 6 22(n−1)m deg1(F )M(F )2nm .
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Ainsi, on obtient l’encadrement :( ‖τm(F )‖2
22(n−1)m deg1(F )

)1/2mn

6M(F ) 6 ‖τm(F )‖1/2
mn

1 . (1.2.2)

On a aussiM(F ) 6 ‖F‖2 d’après [40, Corollary 11]. Cela permet de remplacer la norme L1 dans (1.2.2)
par la norme L2 qui est plus fine.

Remarques. (1) On note que dans cet encadrement, plus m est grand, plus les deux bornes obtenues
sont plus précises. Cependant, cela aura un impact dans le coût des calculs.

(2) En observant sur quelques exemples, la minoration ne fournit pas une bonne approximation de la
mesure de Mahler. En revanche, avec la majoration, on obtient une bonne approximation de celle-ci.

1.2.2 Conjecture de Lehmer

La Conjecture de Lehmer (connue aussi sous le nom de Problème de Lehmer) peut être formulée
comme suit :

Conjecture 1.2.2.1 (Conjecture de Lehmer). Il existe une constante absolue c telle que M(α) > c > 1
pour tout α ∈ Q non nul et différent des racines de l’unité.

L’hypothèse que α est non nul et n’est pas une racine de l’unité est nécessaire car sinon on aM(α) = 1.
Cette conjecture reste encore ouverte dans toute sa généralité. La meilleure borne connue sans condition
supplémentaire est due à E. Dobrowolski [21] en 1979 :

Théorème 1.2.2.2. [21, Theorem 1] Pour tout réel ε > 0, il existe une constante c(ε) > 0 telle que
pour tout nombre algébrique non nul α qui n’est pas une racine de l’unité, on a :

[Q(α) : Q]1+εh(α) > c(ε).

En 1996, P. Voutier a donné une version explicite de ce théorème. Dans [45], il a montré :

Théorème 1.2.2.3. [45, Theorem, p. 83] Soit α 6= 0 un nombre algébrique de degré d qui n’est pas
une racine de l’unité. Si d > 3 alors on a :

logM(α) > 1
4

( log log d
log d

)3

et

logM(α) > 2
(log(3d))3 .

La deuxième minoration est plus fine pour 3 6 d 6 184.

Si d > 1 est un entier alors on définit `(d) la borne supérieure de l’ensemble des réels 1/ logM(α) où
α parcourt les nombres algébriques non nuls et différents des racines de l’unité de degré 6 d i.e.

`(d) = sup
{

(logM(α))−1, α ∈ Q∗ \ µ∞ ,deg(α) 6 d
}
. (1.2.3)
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Remarquons que cette fonction ` est croissante. D’après [12] et [34], on connaît les valeurs exactes de
`(d) pour 1 6 d 6 55 :

`(1) = (log 2)−1 6 1, 44270,
`(2) = (logα)−1 6 2, 07809,
`(d) = (logM(P3))−1 6 3, 55620 pour d = 3, 4, 5, 6, 7,
`(d) = (logM(P8))−1 6 4, 04272 pour d = 8, 9,
`(d) = (logM(P10))−1 6 6, 15925 pour 10 6 d 6 55,

où

— α = (1 +
√

5)/2 est le nombre d’or
— P3 = x3 − x− 1,
— P8 = x8 + x5 − x4 + x3 + 1
— P10 = x10 + x9 − x7 − x6 − x5 − x4 − x3 + x+ 1.

Enfin, d’après le Théorème 1.2.2.3, on a `(d) 6 4(log d/ log log d)3 pour tout entier d > 3. Il existe
également une conjecture de Lehmer dite forte :

Conjecture 1.2.2.4 (Conjecture de Lehmer Forte). Soit α ∈ Q∗ qui n’est pas une racine de l’unité.
Alors on a :

M(α) >M(P10) ≈ 1, 176280818 · · ·

1.2.3 Version relative de la Conjecture de Lehmer

F. Amoroso et U. Zannier ont proposé une version relative de la Conjecture de Lehmer en remplaçant
le degré de α sur Q par le degré « non abélien » de α sur un corps de nombres K, i. e. le degré de α sur
une extension abélienne de K. Ils ont montré dans [5] un analogue du Théorème de Dobrowolski dans
le cas relatif :

Théorème 1.2.3.1. [5, Theorem 1.1] Soit K un corps de nombres. Il existe une constante c(K) stric-
tement positive ne dépendant que de K et vérifiant la propriété suivante. Pour tout nombre algébrique
non nul α qui n’est pas une racine de l’unité et pour toute extension abélienne L de K, on a :

h(α) > c(K)
D

( log log 5D
log 2D

)13

où D = [L(α) : L].

Dans notre situation, on a besoin d’une version explicite de c(Q). Un des résultats dans cette direction
est le théorème du premier auteur et E. Delsinne. Ils ont donné la dépendance en K de la constante
c(K) qui dépend d’une part du degré du corps K et d’autre part de son discriminant. Ils ont montré
dans [3] le résultat suivant.

Théorème 1.2.3.2. [3, Théorème 1.3] Soit K un corps de nombres de degré δ et discriminant ∆. Soit
α un nombre algébrique non nul qui n’est pas une racine de l’unité. Alors pour toute extension abélienne
L de K, on a :

h(α) > (2g(δ)∆)−c

d

log log(5d)3

log(2d)4
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où c est une constante absolue strictement positive, d = [L(α) : L] et g(δ) = 1 s’il existe une tour
d’extensions :

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · ·Km = K

avec Ki/Ki−1 est normale pour i = 1, · · · ,m et g(δ) = δ! sinon.

E. Delsinne a montré dans [20] une généralisation du Théorème 1.2.3.2, dont la borne est explicite.
Pour n = 3, cette borne fait intervenir une constante c1(3) > exp(16 × 1013) qui est beaucoup trop
grande pour être utilisée dans des applications algorithmiques. Par conséquent, on a choisi de garder le
Théorème 1.2.3.2 pour nos applications plus tard.

1.3 Sous-groupes de Zn et sous-groupes algébriques de Gn
m

Dans cette section, on fixe un entier n > 0. On rappelle ici la définition d’un sous-groupe saturé
de Zn et ses propriétés. Ensuite, on présente la correspondance entre les sous-groupes de Zn et les
sous-groupes algébriques de Gn

m.

1.3.1 Sous-groupes de Zn

On dit qu’un sous-groupe Λ de (Rn,+) est discret si chaque point de Λ est isolé dans Rn muni de
la topologie usuelle. Par exemple, les sous-groupes {0} et le réseau Zn sont des sous-groupes discrets
de Rn. Cette définition implique que tout sous-groupe d’un sous-groupe discret est discret. Donc, tout
sous-groupe de Zn est un sous-groupe discret. On pose :

QΛ = {xλ, x ∈ Q,λ ∈ Λ} et RΛ = {xλ, x ∈ R,λ ∈ Λ}

La proposition suivante montre que les sous-groupes discrets de Rn sont isomorphes à Zr, pour un
certain entier 0 6 r 6 n.

Proposition 1.3.1.1. [46, Theorem 4.20, p.168] Tout sous-groupe discret Λ de Rn admet une Z-
base finie formée par des vecteurs λ1, · · · ,λr qui sont linéairement indépendants sur R. De plus on a
r = dimQ(QΛ) = dimR(RΛ).

On va s’intéresser aux sous-groupes de Zn. Soit Λ ⊂ Zn un sous-groupe. Le rang de Λ, noté rang(Λ),
est la dimension de l’espace vectoriel RΛ sur R. On l’appelle aussi la dimension de Λ que l’on note
dim(Λ). D’après la Proposition 1.3.1.1, on a rang(Λ) = dimQ(QΛ).

Le saturé de Λ, noté Λsat, est défini par :

Λsat = QΛ ∩ Zn.

Ainsi, Λsat est un sous-groupe de Zn contenant Λ et l’index [Λsat : Λ] est fini car Λsat et Λ ont le même
rang. On dit que Λ est saturé ou primitif si Λsat = Λ.

L’orthogonal Λ⊥ de Λ est le sous-groupe de Zn contenant les vecteurs orthogonaux à Λ. On remarque
que Λ⊥ est saturé (l’hypothèse mλ ∈ Λ⊥ implique λ ∈ Λ⊥ pour λ ∈ Zn et m ∈ Z). Il s’ensuit que si
Λ est saturé alors Λ⊥⊥ = Λ.
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Dans la suite, si m > 0 est un entier et siM ∈Mn,m(Z) alors la notation 〈M〉 désigne le sous-groupe
de Zn engendré par les m vecteurs colonnes de M .

La proposition suivante donne des conditions équivalentes à la primitivité de Λ.

Proposition 1.3.1.2. [46, Proposition 4.2] Soit Λ un sous-groupe de Zn de rang r. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. Λ est saturé.

2. Zn/Λ est sans torsion.

3. Il existe un sous-groupe Λc de Zn tel que Λ⊕ Λc = Zn, i.e., toute base de Λ peut se compléter
en une base de Zn.

4. dimFp (Λ(p)) = rang(Λ) pour tout nombre premier p et où Λ(p) est l’image de Λ dans Fnp par
la réduction modulo p dans Zn.

5. Soit {λ1, · · · ,λr} une Z-base de Λ. Alors, le pgcd des déterminants des mineurs d’ordre r de la
matrice (λij) vaut 1.

Dans nos applications, on utilisera principalement les propriétés 1, 3 et 5 de cette proposition. La
proposition suivante permet de construire une base d’un sous-groupe de Zn à partir d’un système de
vecteurs linéairement indépendants de rang maximal.

Proposition 1.3.1.3. [44, Theorem 18] Soit Λ un sous-groupe de Zn de rang r et soient λ1, · · · ,λr ∈ Λ
des vecteurs linéairement indépendants sur R. Alors il existe des vecteurs µ1, · · · ,µr ∈ Λ formant une
base de Λ et qui sont définis comme suit :

µ1 = c1λ1,

µ2 = c2,1λ1 + c2λ2,

...
µr = cr,1λ1 + cr,2λ2 + · · ·+ cr,r−1λr−1 + crλr,

où les coefficients ci,j (pour i = 2, · · · , r et j = 1, · · · , i−1) et ck (pour i = 1, · · · , r) sont des nombres
rationnels avec :

0 6 ci,j < 1 et 0 < ck 6 1.

Par translation, on peut aussi prendre −1/2 6 ci,j < 1/2.

1.3.2 Sous-groupes algébriques de Gn
m

Un sous-groupe algébrique de Gn
m est à la fois une sous-variété et un sous-groupe de Gn

m. Un sous-
tore de Gn

m est un sous-groupe algébrique qui est irréductible sur Q en tant que variété. Si Λ est un
sous-groupe de Zn, alors l’ensemble

HΛ = {α ∈ Gn
m | αλ = 1, ∀ λ ∈ Λ} (1.3.1)

est un sous-groupe algébrique de Gn
m défini sur Q. Il existe une bijection entre les sous-groupes de Zn

et les sous-groupes algébriques de Gn
m. En effet, d’après [42, Lemma 2], tout sous-groupe algébrique de
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Gn
m est de la forme (1.3.1) et dimHΛ = n− rang(Λ). D’après [10, Corollary 3.2.8], HΛ est un sous-tore

si et seulement si Λ est primitif. Si H est un sous-groupe algébrique de Gn
m et s’il existe un sous-groupe

Λ de Zn tel que H = HΛ alors on dit que H est défini par Λ.

Un translaté de sous-groupe algébrique (resp. translaté de sous-tore) est une sous-variété de la forme
αH (resp. αT ) où α ∈ Gn

m et H un sous-groupe algébrique de Gn
m (resp. T est un sous-tore de Gn

m).

Soit V une sous-variété de Gn
m. Un translaté de sous-groupe algébrique αH ⊂ V (resp. un translaté de

sous-tore αT ) est dit maximal si aucun translaté de sous-groupe algébrique βH ′ (resp. aucun translaté
de sous-tore βT ′) ne vérifie αH ( βH ′ ⊂ V (resp. αT ( βT ′ ⊂ V ).

On note V a la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V et V o le
complémentaire de V a dans V i.e. V o = V \ V a.

On va énoncer quelques résultats concernant les translatés de sous-groupes de Gn
m. La proposition

suivante donne une paramétrisation d’un translaté de sous-tore par un point de torsion.

Proposition 1.3.2.1. Soit T un sous-tore de Gn
m de dimension d défini par un sous-groupe saturé Λ de

Zn. Soit A ∈ Md,n(Z) une matrice dont les lignes forment une base de Λ⊥. Soit η ∈ µn∞. Si α ∈ ηT
alors il existe ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Gd

m tels que α = ζξA et Q(ζ, ξ) = Q(α). De plus, on a α ∈ µn∞ si et
seulement si ξ ∈ µd∞. Enfin, si η = 1 alors ζ = 1.

Démonstration. On note a1, · · · ,ad ∈ Zn les lignes deA. Comme Λ⊥ est primitif, il existe ad+1, · · · ,an ∈
Zn tels que {a1, · · · ,an} est une base de Zn. On note Ā la matrice dont les lignes sont ad+1, · · · ,an
et M la matrice dont les lignes sont a1, · · · ,an. On a alors :

M =
(
A

Ā

)
∈ GLn(Z).

On note λ1, · · · ,λn les colonnes de la matrice M−1. On a alors :

α = (αM−1)M =
(
αλ1 , · · · ,αλn

)M
= (αλ1 , · · · ,αλd)A(αλd+1 , · · · ,αλn)Ā.

On pose ξ = (αλ1 , · · · ,αλd) et ζ = (αλd+1 , · · · ,αλn)Ā. Par construction, on a α = ζξA et ζ, ξ ∈
Q(α). On a aussi α ∈ Q(ζ, ξ) (car α = ζξA) et donc Q(ζ, ξ) = Q(α).

Montrons que ζ ∈ µn∞. Comme MM−1 = In, on déduit que 〈λd+1, · · · ,λn〉 = (Λ⊥)⊥ = Λ. Comme
α ∈ ηT , il existe τ ∈ T tel que α = ητ . En particulier, on a τλi = 1 pour d+ 1 6 i 6 n. On a alors :

ζ = ((ητ )λd+1 , · · · , (ητ )λn)Ā = (ηλd+1 , · · · ,ηλn)Ā.

Ainsi, on a ζ ∈ µn∞. On déduit également que si η = 1 alors ζ = 1. De plus, comme ζ ∈ µn∞, il est
immédiat de voir que α ∈ µn∞ si et seulement si ξ ∈ µd∞.

On a la réciproque de la Proposition 1.3.2.1 dans le cas où ζ = 1.

Proposition 1.3.2.2. Soit T un sous-tore de Gn
m de dimension d défini par un sous-groupe saturé Λ de

Zn. Soit A ∈Md,n(Z) une matrice dont les lignes forment une base de Λ⊥. Alors on a :

T =
{
ξA, ξ ∈ Gd

m

}
.
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Démonstration. Notons T ′ l’ensemble du second membre. D’après la Proposition 1.3.2.1, on a T ⊆ T ′.
Réciproquement, si ξA ∈ T ′ alors on a ξAλ = 1 pour tout λ ∈ Λ.

Si F ∈ C[x±1] alors on note :

D(F ) = {λ1 − λ2,λ1,λ2 ∈ Supp(F )}.

La proposition suivante permet de déterminer explicitement les équations de translatés de sous-tores
contenus dans une sous-variété de Gn

m. La preuve repose essentiellement sur le Lemma 4 de W.
Schmidt [42].

Proposition 1.3.2.3. Soit s > 0 un entier et soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. Soit αT un translaté
maximal de sous-tore contenu dans V (F1, · · · , Fs) et de dimension non nulle. On pose r = n− dimT .
Alors il existe {µ1, · · · ,µn} formant une base de Zn telle que {µ1, · · · ,µr} est une base du réseau
définissant T . De plus, ces vecteurs peuvent être définis comme suit :

— pour k = 1, · · · , r, on a :

µk = ck,1λ1 + ck,2λ2 + · · ·+ ck−1,1λk−1 + ckλk,

— pour k = r + 1, · · · , n, on a :

µk = ck,1λ1 + · · ·+ ck,rλr + ck,r+1eir+1 + · · ·+ ck,k−1eik−1 + ckeik ,

où

• λk ∈
⋃
iD(Fi) pour tout k,

• les ei sont des vecteurs de la base standard de Zn,
• les ck,i (pour k = 1, · · · , n et i = 1, · · · , k − 1) et les ck (pour k = 1, · · · , n) sont des nombres
rationnels tels que −1/2 6 ck,i < 1/2 et 0 < ck 6 1.

Démonstration. On note V = V (F1, · · · , Fs). Le fait que αT ⊆ V est maximal implique que T ⊂ α−1V
est maximal. La variété α−1V est définie par les équations Gi(x) = 0 avec Gi(x) := Fi(αx) pour
i = 1, · · · , s. On a alors Supp(Gi) = Supp(Fi) pour tout i = 1, · · · , s. Comme T est un sous-tore de
Gn

m, T est défini par un sous-groupe saturé Λ de Zn. Comme HΛ = T ⊆ α−1V est maximal, d’après
[42, Lemme 4], Λ est engendré par l vecteurs λ1, · · · ,λl ∈ Zn (pour un certain entier l > r) tels que les
λj ∈ D(Fij ) pour un certain ij ∈ {1, · · · , s}. Comme rang(Λ) = r, Λ contient r vecteurs linéairement
indépendants que l’on note encore λ1, · · · ,λr ∈ Zn.

Posons m = n − r = dimT . Si m = 1 alors il existe un vecteur eir+1 (avec 1 6 ir+1 6 n)
appartenant à la base canonique de Zn, tel que λ1, · · · ,λr, eir+1 soient linéairement indépendants sur
R. En raisonnant par récurrence, il existe des vecteurs eir+1 , · · · , ein appartenant à la base canonique de
Zn tels que les vecteurs λ1,λ2, · · · ,λr, eir+1 , · · · , ein soient linéairement indépendants sur R. D’après
la Proposition 1.3.1.3, il existe des vecteurs µ1, · · · ,µr,µr+1, · · · ,µn ∈ Zn formant une base de Zn,
tels que :

— pour k = 1, · · · , r, on a :

µk = ck,1λ1 + ck,2λ2 + · · ·+ ck−1,1λk−1 + ckλk,

— pour k = r + 1, · · · , n, on a :

µk = ck,1λ1 + · · ·+ ck,rλr + ck,r+1eir+1 + · · ·+ ck,k−1eik−1 + ckeik ,
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— les ck,i (pour k = 1, · · · , n et i = 1, · · · , k − 1) et les ck (pour k = 1, · · · , n) sont des nombres
rationnels avec −1/2 6 ck,i < 1/2 et 0 < ck 6 1.

On note M le sous-groupe de Zn engendré par les vecteurs µ1, · · · ,µr. M est primitif car les vecteurs
µ1, · · · ,µn forment une base de Zn. Les vecteurs µ1, · · · ,µr appartiennent à QΛ car les vecteurs
λ1, · · · ,λr ∈ Λ et les coefficients ck,i, ck sont des nombres rationnels. On a alors M ⊆ Λsat = Λ.
Comme rang(Λ) = rang(M), on en déduit que Λ = M .

1.4 Géométrie des nombres

Dans cette section, on fixe un entier n > 2. On rappelle ici les définitions sur les minimas successifs, la
constante d’Hermite et la constante de Rankin. On énonce également le Second Théorème de Minkwoski.
Pour une application ultérieure, on donne également un lemme qui affirme qu’étant donné un vecteur
non nul a ∈ Zn, il est possible de trouver deux vecteurs linéairement indépendants (sur R) u1,u2 ∈ Zn

tels que a ∈ 〈u1,u2〉 et dont leur déterminant est contrôlé par ‖a‖(n−2)/(n−1)
2 (Lemme 1.4.2).

Minima successifs

Soit Λ un sous-groupe de Zn de dimension d. Pour 1 6 i 6 d, le i-ème minimum successif de Λ,
noté par λi(Λ), est défini par :

λi(Λ) = inf
λ1,··· ,λi∈Λ
lin. indep.

max
16j6i

‖λj‖2.

En d’autres termes, λi(Λ) est le rayon de la plus petite boule dans Rn qui contient i vecteurs de Λ
linéairement indépendants.

Déterminants

Si λ1, · · · ,λd ∈ Zn alors on définit :

det(λ1, · · · ,λd) = |det(U>U)|1/2.

où U est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs λi dans la base canonique de
Zn. Si d = n alors det(λ1, · · · ,λn) est la valeur absolue du déterminant classique.

Soit Λ un sous-groupe de Zn de dimension d et soit {u1, · · · ,ud} une base de Λ. On définit le
déterminant de Λ par :

det(Λ) = det(u1, · · · ,ud).

Si Λ est primitif alors on a det(Λ⊥) = det(Λ).

Constante d’Hermite

Soit d un entier positif non nul. La constante d’Hermite de dimension d est définie par :

γd = sup
dim Λ=d

(
λ1(Λ)2

det(Λ)2/d

)
.

D’après [35, p.15 ], la valeur exacte de γd est connue seulement pour r 6 8 et r = 24.
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d 1 2 3 4 5 6 7 8 24
γdd 1 4/3 2 4 8 64/3 64 28 424

Tableau 1.1 – Constantes d’Hermite

Toutefois, pour tout entier d, on a la majoration suivante [35, p.17] :

γd 6 1 + d

4 .

Le Second Théorème de Minkowski donne une majoration des minima successifs d’un sous-groupe de
Zn.

Théorème 1.4.1. [44, Theorem 16](Second Théorème de Minkowski) Soit Λ un sous-groupe de Zn de
dimension d. Si 1 6 r 6 d alors on a :(

r∏
i=1

λi(Λ)
)1/r

6
√
γd det(Λ)1/d.

Constante de Rankin

En 1953, R. Rankin [38] a introduit une généralisation de la constante d’Hermite. Soit Λ un sous-
groupe de Zn de dimension d. Soit 1 6 r 6 d, l’invariant de Rankin de Λ, noté γd,r(Λ), est défini
par :

γd,r(Λ) = inf
λ1,··· ,λr∈Λ

det(λ1,··· ,λr)6=0

(det(λ1, · · · ,λr)
det(Λ)r/d

)2
= inf

L sous-groupe de Λ
dim(L)=r

( det(L)
det(Λ)r/d

)2
.

En considérant une famille de vecteurs linéairement indépendants atteignant simultanément tous les
minima et en utilisant le Théorème 1.4.1, on obtient :

γd,r(Λ) 6
(∏r

i=1 λi(Λ)
det(Λ)r/d

)2
6 γrd.

Ainsi, la constante de Rankin, notée par γd,r, est bien définie :

γd,r = sup
dim Λ=d

γd,r(Λ),

où Λ parcourt les sous-groupes de Zn de dimension d. De plus, on a γd,r 6 γrd.

Étant donné un vecteur a ∈ Zn, le lemme suivant permet de construire un sous-groupe saturé de Zn

de dimension 2, contenant a et de déterminant contrôlé par ‖a‖(n−2)/(n−1)
2 .

Lemme 1.4.2. Soit a ∈ Zn un vecteur non nul. Alors il existe deux vecteurs linéairement indépendants
u1,u2 ∈ Zn tels que 〈u1,u2〉 est saturé, contient a et vérifie :

γ−1
2 ‖u1‖2‖u2‖2 6 det(u1,u2) 6 γ

1/2
n−1‖a‖

(n−2)/(n−1)
2 .
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Démonstration. Remarquons que a⊥ est de dimension n − 1 et det(a⊥) 6 ‖a‖2 (avec égalité si a est
primitif). Par définition, il existe un sous-groupe Λ de a⊥ de dimension n− 2 tel que

det(Λ) =
√
γn−1,n−2(a⊥) det(a⊥)(n−2)/(n−1).

Par minimalité, Λ est saturé. D’après [35, p.18 ], on a :

γn−1,n−2(a⊥) 6 γn−1,n−2 = γn−1,1 = γn−1.

Par suite, on obtient :

det(Λ) 6 √γn−1‖a‖(n−2)/(n−1)
2 .

Soit {u1,u2} une base réduite de Λ⊥ au sens de Lagrange [35, Definition 17, p.22]. On a :

det(u1,u2) = det(Λ⊥) = det(Λ).

Ainsi, on en déduit la deuxième inégalité :

det(u1,u2) 6 γ
1/2
n−1‖a‖

(n−2)/(n−1)
2 .

Comme {u1,u2} est une base réduite de Λ⊥, d’après [35, Theorem 7, p.22], on a λ1(Λ⊥) = ‖u1‖2 et
λ2(Λ⊥) = ‖u2‖2. D’après le Théorème 1.4.1, on a la première inégalité :

‖u1‖2‖u2‖2 6 γ2 det(u1,u2).

1.5 Géométrie convexe

Cette section contient les notions de polytope de Newton et polynôme de facette d’un polynôme.
Soient n > m > 0 deux entiers. Soit 0 6= F ∈ C[x±1]. On écrit

F (x) =
∑

λ∈Supp(F )
fλxλ,

où les fλ sont les coefficients non nuls de F correspondants à λ ∈ Supp(F ). Soit L une application
linéaire de Zn sur Zm. On munit Zm d’un ordre total (ordre lexicographique). On définit :

d(F ) = sup
λ∈Supp(F )

L(λ) et FL(x) =
∑

λ∈Supp(F )|L(λ)=d(F )
fλxλ.

Le polynôme FL est appelé le polynôme de facette de F suivant L. Le lemme suivant généralise la
propriété selon laquelle le degré d’un produit de polynômes à une variable est la somme des degrés et
que le coefficient dominant du produit est égal au produit des coefficients dominants.

Lemme 1.5.1. Soient F,G ∈ C[x±1] deux polynômes non nuls. Alors on a :

d(FG) = d(F ) + d(G) et (FG)L = FLGL.

En particulier, si F divise G alors FL divise GL.
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Démonstration. On écrit :

F (x) =
∑

λ∈Supp(F )
fλxλ et G(x) =

∑
λ∈Supp(G)

gλxλ,

où les fλ et gλ sont les coefficients non nuls de F et G correspondants à λ.

Comme FL et GL sont non nuls, on a FLGL 6= 0 et donc Supp(FLGL) 6= ∅. Par définition de FL et
GL, on a L(λ) = d(F ) + d(G) pour tout λ ∈ Supp(FLGL). Donc on a :

d(FLGL) = d(F ) + d(G).

On considère les polynômes :

FL(x) =
∑

λ∈Supp(F )|L(λ)6=d(F )
fλxλ et GL(x) =

∑
λ∈Supp(G)|L(λ) 6=d(G)

gλxλ.

On peut alors écrire :

F = FL + FL et G = GL +GL.

On a donc :

FG = FLGL + FLGL + FLGL + FLGL.

On remarque que l’on a d(FL) = d(F ) et d(FL) < d(F ). On a des inégalités similaires pour G. Comme
Supp(FLGL) ⊆ Supp(FL) + Supp(GL) et L est linéaire, on a :

d(FLGL) 6 d(FL) + d(GL) < d(F ) + d(G).

Similairement, on a :

d(FLGL) < d(F ) + d(G)
d(FLGL) < d(F ) + d(G).

Ainsi, on en déduit que (FG)L = FLGL et d(FG) = d(F ) + d(G). La dernière propriété s’ensuit
facilement.

Si 0 6= F ∈ C[x±1] alors le polytope de Newton de F , noté Newt(F ), est défini comme l’enveloppe
convexe de Supp(F ). On rappelle le résultat suivant, connu sous le nom de Théorème d’Ostrowski [36].

Théorème 1.5.2. (Théorème d’Ostrowski) Soient F,G ∈ C[x±1] deux polynômes non nuls. Alors on a
Newt(FG) = Newt(F ) + Newt(G).

1.6 Hauteurs et Théorèmes de Bézout

On fixe un entier n > 1. Dans la sous-section 1.6.1, on rappelle deux définitions de hauteurs des
points de Gn

m. Dans la sous-section 1.6.2, on rappelle la définition de hauteur d’une variété, notamment
celle d’une hypersurface et ainsi que le Théorème de Bézout Arithmétique établi par P. Philippon [37,
III]. On y rappelle également le Théorème de Bézout Géométrique.
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1.6.1 Hauteurs d’un point de Gn
m

On commence avec la notion de hauteurs dans l’espace projectif Pn. Soit α = (α0 : α1 : · · · : αn) ∈
Pn. On rappelle que Q(α) est le corps de définition de α. On définit :

— la hauteur de Weil de α par :

h(α) = 1
[Q(α) : Q]

∑
v

nv log |α|v

où la somme est sur les places finies et infinies de Q(α), nv = [Q(α)v : Qv] est le degré local et

|α|v = max(|α0|v, . . . , |αn|v).

— la hauteur "`2" de α par :

h2(α) = 1
[Q(α) : Q]

∑
v

nv log ‖α‖v

où cette fois-ci

‖α‖v =
{

max(|α0|v, . . . , |αn|v) , si v -∞
(|α0|2v + · · ·+ |αn|2v)1/2 , si v | ∞.

Par la formule du produit, ces deux hauteurs sont indépendantes du choix des coordonnées et elles sont
positives. On a les relations suivantes entre ces deux hauteurs :

Lemme 1.6.1.1. Soit α ∈ Pn. On a :

h(α) 6 h2(α) 6 h(α) + 1
2 log(n+ 1).

Démonstration. Ces inégalités se déduisent en comparant les termes locaux dans leurs définitions et en
remarquant, de plus, que

∑
v∈M∞Q(α)

nv = [Q(α) : Q] pour la deuxième inégalité.

On rappelle le plongement ιn : Gn
m ↪→ Pn défini par ιn(α1, · · · , αn) = (1 : α1 : · · · : αn). Ce

morphisme induit une hauteur hιn : Gn
m(Q) → R+ en posant hιn(α) = h(ιn(α)). Pour simplifier la

notation, on note simplement h(α) la hauteur de Weil de α ∈ Gn
m.

On mentionne également une autre définition de la hauteur. Si α ∈ Gn
m alors on peut définir :

h1(α) =
n∑
i=1

h(αi).

Cette définition correspond en effet au plongement ϕn : Gn
m ↪→ P1×· · ·×P1 défini par ϕn(α1, · · · , αn) =

((1 : α1), · · · , (1 : αn)). On a la relation entre h(α) et h1(α) suivante :

Lemme 1.6.1.2. Soit α ∈ Gn
m. On a :

h(α) 6 h1(α).
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Démonstration. On pose K = Q(α). Soit MK l’ensemble des places de K de telle sorte que pour tout
α ∈ K×, on ait la formule du produit : ∏

v∈MK

|α|nvv = 1,

où nv est le degré local en v. Il suffit de remarquer que pour tout v ∈MK, on a : :

max (1, |α1|v, · · · , |αn|v) 6 max (1, |α1|v) · · ·max (1, |αn|v) .

Par suite, on a h(α) 6 h(α1) + · · ·+ h(αn).

Enfin, on énonce le lemme suivant qui donne des relations entre h(ξ) et h(ζξa) où ζ ∈ µ∞.

Lemme 1.6.1.3. Soient a ∈ Zn, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Q∗. On pose α = ζξa. On a les relations suivantes :

‖a‖∞h(ξ) 6 h(α) 6 2‖a‖∞h(ξ).

Démonstration. On pose :

a+ = (max(a1, 0), · · · ,max(an, 0)) et a− = (−min(a1, 0), · · · ,−min(an, 0)) .

Soit v une place de Q(α). On a alors |ζiξ|v = |ξ|v et par suite :

max
(
1, |ξ|‖a+‖∞

v

)
6 max(1, |ζ1ξ|a1

v , · · · , |ζnξ|anv )

et

max
(
1, |ξ−1|‖a−‖∞v

)
6 max(1, |ζ1ξ|a1

v , · · · , |ζnξ|anv ).

En prenant le logarithme et en faisant la somme sur v, on en déduit que ‖a+‖∞h(ξ) 6 h(α) et
‖a−‖∞h(ξ−1) 6 h(α). Comme h(ξ−1) = h(ξ), on a la première inégalité.

Soit i ∈ {1, · · · , n} et soit v une place de Q(α). On a :

max (1, |ζiξ|aiv ) = max (1, |ξ|aiv ) 6 max
(
max(1, |ξ|‖a+‖∞

v ),max(1, |ξ−1|‖a−‖∞v )
)
.

On a alors :

max (1, |ζ1ξ|a1
v , · · · |ζnξ|anv ) 6 max

(
max(1, |ξ|‖a+‖∞

v ),max(1, |ξ−1|‖a−‖∞v )
)
,

et par conséquent :

log max (1, |ζ1ξ|a1
v , · · · |ζnξ|anv ) 6 log max(1, |ξ|‖a+‖∞

v ) + log max(1, |ξ−1|‖a−‖∞v ).

En faisant la somme sur v, on en déduit que h(α) 6 ‖a+‖∞h(ξ) + ‖a−‖∞h(ξ−1). Comme h(ξ−1) =
h(ξ), on déduit la deuxième inégalité.
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1.6.2 Hauteurs d’une sous-variété de Gn
m et Théorèmes de Bézout

Soit V une sous-variété de Pn. Soient Z1, · · · , Zg les composantes irréductibles de V , où g > 1
un entier. On dit que V est de dimension pure si toutes les Zi ont la même dimension. Dans ce
cas, on a deg(V ) =

∑g
i=1 deg(Zi) (voir [18, Chapitre III, 2.2]). En général, on a seulement l’inégalité

deg(V ) 6
∑g
i=1 deg(Zi). Les variétés irréductibles et les hypersurfaces sont de dimension pure. On a

besoin du Théorème de Bézout (Géométrique) sous la forme suivante :

Théorème 1.6.2.1. (Théorème de Bézout Géométrique) Soit s > 2 un entier. Soient V1, · · · , Vs des
variétés de dimension pure dans Pn. Soient g > 1 un entier et Z1, · · · , Zg les composantes irréductibles
de V1 ∩ · · · ∩ Vs. Alors on a :

g∑
i=1

deg(Zi) 6
s∏
j=1

deg(Vj).

Démonstration. Voir Proposition dans la page 10 de [24].

L’analogue pour la hauteur de ce théorème est appelé Théorème de Bézout Arithmétique. Soit V une
sous-variété irréductible de Pn. La hauteur projective de V , notée hPn(V ), est celle définie par Philippon
dans [37, III]. Par exemple, si V = {α} alors la hauteur de α en tant que variété de Pn est la hauteur
h2(α). Si V est réductible et si Z1, · · · , Zg sont les composantes irréductibles de V alors on a :

hPn(V ) 6
g∑
i=1

hPn(Zi).

Si V est une sous-variété de Gn
m alors la hauteur de V , notée h(V ), est la hauteur de la clôture de

Zariski de ιn(V ) dans Pn.

Le cas d’une hypersurface :

Soit K un corps de nombres et soit F ∈ K[x]. D’après Philippon [37, III], la hauteur de F , notée
h(F ), est définie par :

h(F ) = 1
[K : Q]

∑
v

[Kv : Qv] logMv(F ) (1.6.1)

où v parcourt l’ensemble des places de K tels que :

— si v est finie alors Mv(F ) est le maximum des valeurs absolues v-adique des coefficients de F ,
— si v est infinie associée au plongement σv de K dans C alors

logMv(F ) = m̂v(F ) + deg(F )
n∑
i=1

1
2i ,

où m̂v(F ) est une variante du logarithme de la mesure de Mahler :

m̂v(F ) =
∫
Sn(1)

log |σv(F )|σn,

Sn(1) désignant la sphère unité de Cn et σn la mesure invariante de masse totale 1 sur Sn(1).
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Soit V l’hypersurface de Gn
m définie par F = 0. D’après la définition [37, p. 347, III], on a :

h(V ) = h(F ) + 1
2 deg(F )

n−1∑
i=1

i∑
j=1

1
j
.

On appelle hauteur de Gauss-Mahler de F , notée hGM(F ), la hauteur logarithmique obtenue en
effectuant la somme des logarithmes de la norme de Gauss aux places ultramétriques et de la mesure
de Mahler aux places archimédiennes i.e.

hGM(F ) = 1
[K : Q]

∑
v

[Kv : Qv] logMv(F )

où v parcourt l’ensemble des places de K et tels que :

— si v est finie alors Mv(F ) est le maximum des valeurs absolues v-adique des coefficients de F ,
— si v est infinie associée au plongement σv de K dans C alors Mv(F ) est la mesure de Mahler de

σv(F ) (le polynôme dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de F par σv).

Puisque la hauteur de Gauss-Mahler fait intervenir la mesure de Mahler, elle possède des propriétés plus
intéressantes. Par exemple, si F ∈ Z[x] est primitive (i.e. de contenu 1) alors on a hGM(F ) = logM(F )
car il n’y a que la place infinie qui contribue à la hauteur. En utilisant un résultat de P. Lelong [28], on en
déduit la proposition suivante qui donne une majoration de la hauteur d’une hypersurface en fonction de
la hauteur de Gauss-Mahler. Pour un entier d > 1, on note φ(d) =

∑d
i=1

∑i
j=1

1
j et on pose φ(0) = 0.

Proposition 1.6.2.2. Soit K un corps de nombres et soit F ∈ K[x±1]. On note V l’hypersurface de
Gn

m définie par F = 0. Alors, on a :

h(V ) 6 hGM(F ) + 1
2 deg(F )φ(n).

En particulier, si F ∈ Z[x±1] alors on peut remplacer hGM(F ) par logM(F ).

Démonstration. Quitte à remplacer F par son polynôme associé, on peut supposer que F ∈ K[x]. Par
définition, on a :

h(V ) = h(F ) + 1
2 deg(F )

n−1∑
i=1

i∑
j=1

1
j
.

On va donner une majoration de h(F ) en fonction de hGM(F ). Soit v une place infinie associée au
plongement σv de K dans C. D’après le Théorème 2 de [28, p. 140], on a :

m̂v(F ) 6 logM(σv(F )).

En remplaçant m̂v(F ) par cette majoration dans la définition (1.6.1) de h(F ), on déduit que :

h(F ) 6 hGM(F ) + 1
2 deg(F )

n∑
i=1

1
i
.

En remplaçant h(F ) par cette majoration dans la définition de h(V ), on a :

h(V ) 6 hGM(F ) + 1
2 deg(F )

n∑
i=1

1
i

+ 1
2 deg(F )

n−1∑
i=1

i∑
j=1

1
j
.
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En remarquant que

n−1∑
i=1

i∑
j=1

1
j

+
n∑
i=1

1
i

=
n∑
i=1

i∑
j=1

1
j

= φ(n),

on en déduit la première assertion.

Maintenant supposons que F est à coefficients dans Z. On note CF le contenu de F . Comme
V (F ) = V (F/CF ), d’après la première assertion, on a :

h(V ) 6 hGM(F/CF ) + 1
2 deg(F )φ(n).

Or hGM(F/CF ) = logM(F/CF ) 6 logM(F ) et la dernière assertion s’ensuit.

La majoration de la Proposition (1.6.2.2) permet de déduire des majorations plus simples (en fonction
de la mesure de Mahler) du Théorème de Bézout Arithmétique dû à Philippon ([37, III]) pour l’inter-
section d’une variété avec une hypersurface. Le Théorème de Bézout Arithmétique, établi par Philippon,
est formulé de manière plus générale, mais on va l’énoncer dans le contexte qui nous intéresse (voir
aussi [25, Theorem 3]).

Théorème 1.6.2.3. (Théorème de Bézout Arithmétique) Soit V une sous-variété de Gn
m définie sur Q.

Soit F ∈ Q[x±1] et soit W l’hypersurface de Gn
m définie par F = 0. Soient g > un entier et Z1, · · · , Zg

les composantes irréductibles de V ∩W . Alors on a :
g∑
i=1

h(Zi) 6 h(V ) deg(F ) + hGM(F ) deg(V ) + 1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V ) deg(F ).

En particulier, si F ∈ Z[x±1] alors on peut remplacer hGM(F ) par logM(F ).

Démonstration. Quitte à remplacer F par son polynôme associé, on peut supposer que F ∈ Q[x].
D’après la Proposition 4 de ([37, III]), on a :

g∑
i=1

h(Zi) 6 h(V ) deg(F ) + hV (F ) deg(V ),

où hV (F ) est une quantité majorée par :

hV (F ) 6 h(W ) + 1
2 (log(n+ 1)− φ(n− 1)) deg(W ).

D’après la Proposition (1.6.2.2), on a :

h(W ) 6 hGM(F ) + 1
2 deg(F )φ(n).

En combinant ces inégalités, on a :
g∑
i=1

h(Zi) 6 h(V ) deg(F ) +
(
hGM(F ) + 1

2 deg(F )φ(n) + 1
2 (log(n+ 1)− φ(n− 1)) deg(F )

)
deg(V )

= h(V ) deg(F ) + hGM(F ) deg(V ) + 1
2 (φ(n) + log(n+ 1)− φ(n− 1)) deg(F ) deg(V ).
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En remarquant que

φ(n)− φ(n− 1) =
n∑
i=1

1
i
,

on en déduit le résultat requis.

Comme conséquence du Théorème 1.6.2.3, on obtient une majoration de la hauteur d’une sous-variété
de Gn

m définie par des polynômes Fi ∈ Z[x±] en fonction de leur degré et de leur mesure de Mahler.
Pour une application plus tard, on va considérer le cas de deux polynômes.

Corollaire 1.6.2.4. Soient F1, F2 ∈ Z[x±1]. Soient g > 1 un entier et Z1, · · · , Zg les composantes
irréductibles de la sous-variété de Gn

m définie par F1 = F2 = 0. Alors on a :

g∑
i=1

h(Zi) 6 logM(F1) deg(F2) + logM(F2) deg(F1)+

1
2

(
φ(n) + log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(F1) deg(F2).

Démonstration. On applique le Théorème 1.6.2.3 à V = V (F1) et W = V (F2) :

g∑
i=1

h(Zi) 6 h(V ) deg(F2) + logM(F2) deg(V ) + 1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V ) deg(F2). (1.6.2)

D’après la Proposition 1.6.2.2, on a :

h(V ) 6 logM(F1) + 1
2 deg(F1)φ(n).

En rempaçant h(V ) par cette majoration dans (1.6.2) et en tenant compte du fait que deg(V ) =
deg(F1), on obtient :

g∑
i=1

h(Zi) 6
(

logM(F1) + 1
2 deg(F1)φ(n)

)
deg(F2) + logM(F2) deg(F1)+

1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(F1) deg(F2)

= logM(F1) deg(F2) + logM(F2) deg(F1) + 1
2

(
φ(n) + log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(F1) deg(F2).

On désigne par Qab l’extension abélienne maximale de Q. D’après le Théorème de Kronecker-Weber,
Qab est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q.

On va aussi énoncer une variante du Théorème 1.6.2.3 en remplaçant W par une variété définie par
des polynômes de la forme xb − ζb où b ∈ Zn.
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Corollaire 1.6.2.5. Soit V une sous-variété de Gn
m définie sur Q. Soit m > 0 un entier. Soient

b1, · · · ,bm ∈ Zn et ζ1, · · · , ζm ∈ µn∞. On pose Gi(x) = xbi − ζbi
i pour i ∈ {1, · · · ,m} et on

note W la sous-variété de Gn
m définie par G1 = · · · = Gm = 0. Soient g > 1 un entier et Z1, · · · , Zg

les composantes irréductibles de V ∩W . Alors on a :
g∑
i=1

h(Zi) 6
(
h(V ) + m

2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

)
m∏
i=1

deg(Gi)

Démonstration. On remarque tout d’abord que l’on a hGM(Gi) = 0. En effet, soit v une place de Qab.
Si v est finie alors on a Mv(Gi) = max(1, |ζbi

i |v) = 1 (car ζi ∈ µn∞). Si v est une place infinie associée
au plongement de Qab dans C alors on a :

Mv(Gi) = M(σv(Gi)) = M(Gi(σv(ζi)x)) = M(xbr − σv(ζbi
i )).

D’après [40, Theorem 42, p. 253], on a M(xbr − σv(ζbi
i )) = 1 et ainsi Mv(Gi) = 1.

Montrons maintenant le résultat par récurrence surm. On noteWm la sous-variété deGn
m définieG1 =

· · · = Gm = 0. On note gm le nombre des composantes irréductibles de V ∩Wm et Zm,1, · · · , Zm,gm
ses composantes irréductibles. Si m = 1 alors, d’après le Théorème 1.6.2.3, on a :

g1∑
i=1

h(Z1,i) 6 h(V ) deg(G1) + 1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V ) deg(G1),

car hGM(G1) = 0. Supposons que, jusqu’au rang m− 1, on a :
gm−1∑
i=1

h(Zm−1,i) 6
(
h(V ) + (m− 1)

2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

)
m−1∏
i=1

deg(Gi).

Au rang m, on note Y l’hypersurface définie par Gm = 0. On a alors V ∩Wm = V ∩Wm−1 ∩ Y . En
appliquant le Théorème 1.6.2.3 à V ∩Wm−1 ∩ Y , on a :

gm∑
i=1

h(Zm,i) 6 h(V ∩Wm−1) deg(Gm) + 1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V ∩Wm−1) deg(Gm),

car hGM(Gm) = 0. D’après le Théorème 1.6.2.1, on a :

deg(V ∩Wm−1) 6 deg(V )
m−1∏
i=1

deg(Gi).

D’après l’hypothèse de récurrence, on a :
gm∑
i=1

h(Zm,i) 6
(
h(V ) + (m− 1)

2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

)
m∏
i=1

deg(Gi)+

1
2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

m∏
i=1

deg(Gi).

Par suite, on a :
gm∑
i=1

h(Zm,i) 6
(
h(V ) + m

2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

)
m∏
i=1

deg(Gi).

Ainsi, on obtient l’inégalité voulue au rang m. Par le principe de récurrence, on a bien le résultat du
corollaire.
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Le corollaire suivant permet de majorer le degré et la hauteur de V en fonction de degré des Fi, leur
mesure de Mahler et la codimension de V . On rappelle que φ(d) =

∑d
i=1

∑i
j=1

1
j pour tout entier d > 0

et φ(0) = 0.

Corollaire 1.6.2.6. Soit s > 1 un entier et soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V la sous-variété de
Gn

m définie par F1 = · · · = Fs = 0 et k sa codimension. Alors on a :

deg(V ) 6 Dk et h(V ) 6
(1

2φ(n) + nh

)
Dk−1 + n

2φ(n)Dk,

où

D = max
16i6s

deg(Fi) et h = max
16i6s

logM(Fi).

Démonstration. Pour i ∈ {1, · · · , s}, on noteWi l’hypersurface de Gn
m définie par Fi = 0. En appliquant

[37, Corollaire 5, p. 357] (avec S = Pn, Zi = Wi et δ = D), on obtient :

Dd deg(V ) 6 deg(Pn)Dn.

Par suite, on en déduit que deg(V ) 6 Dk. Par ailleurs, pour la hauteur, on obtient :

Dd+1h(V ) 6 h(Pn)Dn + n

(
max
16i6s

h(Wi)
)

deg(Pn)Dn. (1.6.3)

D’après la Proposition 1.6.2.2 et en tenant compte que les Fi ont des coefficients dans Z, on a :

h(Wi) 6 logM(Fi) + 1
2 deg(Fi)φ(n).

En majorant logM(Fi) par h et deg(Fi) par D, on a :

h(Wi) 6 h+ 1
2Dφ(n).

En remplaçant h(Wi) dans (1.6.3) par cette dernière majoration et en tenant compte du fait que
h(Pn) = 1

2φ(n), on obtient :

h(V ) 6 1
2φ(n)Dn−d−1 + n

(
h+ 1

2φ(n)D
)
Dn−d−1

6
1
2φ(n)Dk−1 + nhDk−1 + n

2φ(n)Dk.



2. Relations de dépendance multiplicative
Ce chapitre vise à étudier l’ensemble des relations de dépendance multiplicative entre des nombres

algébriques et utiliser cette notion pour démontrer l’analogue de la Conjecture de Schinzel dans le cas
des sous-variétés qui sont des translatés de sous-tores de Gn

m.

Dans la Section 2.1, on introduit les notions de dépendance multiplicative faible et forte. On montre
que l’ensemble des relations de dépendance multiplicative faible est le saturé de l’ensemble des relations
de dépendance multiplicative forte. Dans la Section 2.2, on applique la notion de relations de dépen-
dance multiplicative faible pour démontrer l’analogue de la Conjecture de Schinzel pour les sous-variétés
qui sont des translatés de sous-tores de Gn

m. La Section 2.3 contient un algorithme pour calculer les
relations de dépendance multiplicative faible dans le cas des nombres rationnels (pour un nombre quel-
conque de rationnels) et un exemple d’application à la Conjecture de Schinzel. Dans la Section 2.4,
on donne un algorithme pour calculer l’ensemble des relations de dépendance multiplicative faible pour
un nombre algébrique, en d’autres termes, qui reconnaît les racines de l’unité. Dans la Section 2.5, on
donne un algorithme pour calculer les relations de dépendance multiplicative faible dans le cas de deux
nombres algébriques et on en déduit un algorithme pour calculer l’ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible de n nombres algébriques lorsque celui-ci est codimension au plus 1. On note que
c’est ce dernier cas qui est utile pour la Conjecture de Schinzel. Enfin, dans la Section 2.6, on donne une
procédure permettant de calculer l’ensemble des relations de dépendance multiplicative forte à partir
des relations de dépendance multiplicative faible.

Les différents algorithmes présentés dans cette section sont implémentés en le langage du calcul formel
PARI/GP et sont exécutés sur un ordinateur ayant les spécifications suivantes :

— Processeur : r CoreTM i5-8265U CPU @1.60GHz× 8
— RAM : 16GB.

Dans toute la suite, on fixe n > 1 un entier (sauf indication du contraire).

2.1 Relations de dépendance multiplicative faible et forte

Soient α1, · · · , αn ∈ Q∗. On appelle une relation de dépendance multiplicative faible entre α1, · · · , αn
une relation de la forme :

αb = µ où b ∈ Zn et µ ∈ µ∞.

Si, de plus, µ = 1 alors on dit que la relation de dépendance multiplicative entre α1, · · · , αn est forte. On
dit que α1, · · · , αn sont multiplicativement indépendants si aucun vecteur non nul b ∈ Zn ne satisfait
αb ∈ µ∞.

On note Rf (α) (respectivement RF (α)) l’ensemble des vecteurs b ∈ Zn vérifiant une relation de
dépendance multiplicative faible (respectivement forte) entre α1, · · · , αn. Ces deux ensembles sont des
sous-groupes de Zn et de plus, RF (α) ⊆ Rf (α). Le lemme suivant montre que Rf (α) = Rsat

F (α).
Lemme 2.1.1. Soit α ∈ Gn

m. Alors Rf (α) est saturé et Rsat
F (α) = Rf (α).

Démonstration. Montrons queRf (α) est saturé. Soit b ∈ Zn etm ∈ N tels quemb = (mb1, · · · ,mbn) ∈
Rf (α). Il existe donc µ ∈ µ∞ tel que αmb = µ. On a alors (αb)m = µ et donc αb ∈ µ∞. Par suite,
Rf (α) est saturé.

23
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Montrons que Rf (α) est le saturé de RF (α). Il est évident que RF (α) ⊆ Rf (α). Soit d la dimension de
Rf (α) et soient {b1, · · · ,bd} une Z-base de Rf (α). Pour i ∈ {1, · · · , d}, on note µi = αbi ∈ µ∞ et di
l’ordre de µi. Soit N le plus petit commun multiple des di et soit B la matrice associée à {b1, · · · ,bd}
(i.e. les colonnes de B sont les coordonnées des bi exprimés dans la base canonique de Zn). On a alors
αNB = 1 et donc NRf (α) ⊆ RF (α). On obtient ainsi les relations NRf (α) ⊆ RF (α) ⊆ Rf (α).
Comme Rf (α) est saturé, on en déduit que Rsat

F (α) = Rf (α).

D’après ce lemme, on peut déduire Rf (α) à partir de RF (α). En effet, on peut calculer le saturé
de RF (α) à l’aide de l’Algorithme 15. Réciproquement, on peut également déduire RF (α) à partir
de Rf (α) comme on verra plus tard (voir Algorithme 9). On va alors s’intéresser aux relations de
dépendance multiplicative faible.

Lemme 2.1.2. Soit α ∈ Gn
m. On note d = dimRf (α). Soit A ∈Mn−d,n(Z) la matrice dont les lignes

forment une base de Rf (α)⊥. Alors il existe ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Gn−d
m tels que α = ζξA et Q(ζ, ξ) = Q(α).

De plus, on a Rf (ξ) = {0} i.e. ξ1, · · · , ξn−d sont multiplicativement indépendants.

Démonstration. Soit {b1, · · · ,bd} une Z-base de Rf (α). Pour i ∈ {1, · · · , d}, on note µi = αbi ∈ µ∞
et di l’ordre de µi. Soit N le plus petit commun multiple des di et soit B la matrice associée à
{b1, · · · ,bd}. On a alors αNB = 1 et donc αN = (αN1 , · · · , αNn ) appartient au sous-groupe algébrique
HRf (α) défini par Rf (α). Comme Rf (α) est saturé, HRf (α) est un sous-tore de Gn

m. D’après la Propo-
sition 1.3.2.1, il existe ζ′ ∈ µn∞ et ξ′ ∈ Gd

m tels que αN = ζ′ξ′A. Soit ξ′′ ∈ Gn−d
m tel que ξ′′N = ξ′. On

a alors α = ζ′′ξ′′A ∈ HRf (α) où ζ′′ ∈ µn∞. De nouveau, d’après la Proposition 1.3.2.1, il existe ζ ∈ µn∞
et ξ ∈ Gn−d

m tels que α = ζξA et Q(ζ, ξ) = Q(α).

Soit r = dimRf (ξ). Il reste à montrer Rf (ξ) = {0} i.e. r = 0. Soit Ã ∈ Mn−d−r,n−d(Z) la matrice
dont les lignes forment une base de Rf (ξ)⊥. En appliquant le résultat précédent à ξ ∈ Gn−d

m , il existe
ζ̃ ∈ µn−d∞ et ξ̃ ∈ Gn−d−r

m tels que ξ = ζ̃ξ̃
Ã. On a alors α = ζζ̃

A
ξ̃
ÃA. On a alors (ÃA)⊥ ⊆ Rf (α).

Comme la matrice ÃA est de rang au plus n− d− r, on a d+ r 6 d. Cela implique r = 0.

2.2 Conjecture de Schinzel pour les translatés de sous-tores

On s’intéresse ici à une version analogue du Théorème 2 dans le cas où la variété V (F,G) est
remplacée par un translaté βT de sous-tore de Gn

m. Pour cela, on considère le problème suivant :

Soit βT un translaté de sous-tore de Gn
m. Pour quelles valeurs de a ∈ Zn, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Gm \µ∞,

a-t-on ζξa ∈ βT ?

Grâce à la Proposition 1.3.2.1, cette question peut être reformulée comme suit : étant donné β ∈ Gn
m

et Λ ⊆ Zn un sous-groupe primitif de rang d, existe-il (γ, ξ, ζ,a) ∈ Gd
m × Gm × µn∞ × Zn tel que

ξ /∈ µ∞ vérifiant :

βγ∆ = ζξa (2.2.1)

où ∆ ∈Md,n(Z) est la matrice dont les lignes forment une base de Λ ?

On montre facilement que Rf (β) ∩ Λ⊥ ⊆ a⊥ est une condition nécessaire. En particulier, dans ce
cas, tous les vecteurs b ∈ Rf (β) ∩ Λ⊥ satisfont les propriétés requises du Théorème 2 i.e. que b est
orthogonal à a et ne dépend que de β et T .
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On va ainsi donner une condition nécessaire et suffisante pour l’équation (2.2.1) ait une solution
(Proposition 2.2.2). On commence par le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Soient β ∈ Gn
m, Λ ⊆ Zn un sous-groupe saturé de rang d et a ∈ Zn. On définit la

propriété suivante :

Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥. (2.2.2)

(1) Si la propriété (2.2.2) est satisfaite alors on a n− d− 1 6 dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 n− d.

(2) Si dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n − d − 1 alors la propriété (2.2.2) est satisfaite si et seulement si a ∈
(Rf (β)⊥ + Λ)sat \ Λ. Dans ce cas, on a Λ 6⊆ Rf (β).

(3) Si dim(Rf (β)∩Λ⊥) = n− d alors la propriété (2.2.2) est satisfaite si et seulement si a ∈ Λ. Dans
ce cas, on a Λ ⊆ Rf (β).

Démonstration. (1) On a dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 dim(Λ⊥) = n− d. Par ailleurs, on a :

dim(a⊥ ∩ Λ⊥) = dim a⊥ + dim Λ⊥ − dim(a⊥ + Λ⊥) > dim a⊥ + dim Λ⊥ − n > n− d− 1.

Ainsi, si on a Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥ alors on a n− d− 1 6 dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 n− d.

(2) Supposons que dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n − d − 1. Supposons que la propriété (2.2.2) est satisfaite.
Dans ce cas, on a dim(a⊥ ∩ Λ⊥) = dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n− d− 1 et donc a /∈ Λ. D’après la relation
a⊥ ∩ Λ⊥ = Rf (β) ∩ Λ⊥, on en déduit que a ∈ (Rf (β)⊥ + Λ)sat. Réciproquement, supposons que
a ∈ (Rf (β)⊥+ Λ)sat \Λ. Comme a /∈ Λ, dim(a⊥∩Λ⊥) = n−d−1. Puisque a ∈ (Rf (β)⊥+ Λ)sat, on
a aussi (Za + Λ)sat ⊆ (Rf (β)⊥+ Λ)sat. En passant à l’orthogonal, on a (Rf (β)⊥+ Λ)⊥ ⊆ (Za + Λ)⊥.
Cela est équivalent à Rf (β) ∩ Λ⊥ ⊆ a⊥ ∩ Λ⊥. Puisque Rf (β),a⊥ et Λ⊥ sont saturés, alors il est en
de même pour leur intersection. Enfin, comme dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n− d− 1 = dim(a⊥ ∩ Λ⊥), on a
l’égalité Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥.

(3) Supposons que dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n − d. Si la propriété (2.2.2) est satisfaite alors on a
dim(a⊥ ∩ Λ⊥) = dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n − d = dim(Λ⊥) et donc a ∈ Λsat = Λ. Réciproque-
ment, si a ∈ Λ alors on a a⊥ ∩ Λ⊥ = Λ⊥. Puisque Rf (β) ∩ Λ⊥ ⊆ Λ⊥ est de dimension n − d, on a
Rf (β) ∩ Λ⊥ = Λ⊥.

On donne maintenant une réponse à la question (2.2.1) précédente.

Proposition 2.2.2. Soient β ∈ Gn
m et Λ ⊆ Zn un sous-groupe primitif de rang d. On note ∆ ∈Md,n(Z)

la matrice dont les lignes forment une base de Λ. Alors (2.2.1) possède une solution (γ, ξ, ζ,a) ∈
Gd

m ×Gm × µn∞ × Zn telle que 0 6= ξ /∈ µ∞ si et seulement si a⊥ ∩ Λ⊥ = Rf (β) ∩ Λ⊥.

Démonstration. Supposons qu’il existe un quadruplet (γ, ξ, ζ,a) ∈ Gd
m × Gm × µn∞ × Zn tels que

0 6= ξ /∈ µ∞ et vérifiant (2.2.1). Montrons que a⊥ ∩ Λ⊥ = Rf (β) ∩ Λ⊥. Soit b ∈ Zn un vecteur
(colonne). En mettant (2.2.1) à la puissance b, on a :

βbγ∆b = ζbξab. (2.2.3)

Si b ∈ a⊥ ∩Λ⊥ alors on obtient βb = ζb. Comme ζ ∈ µ∞, on a βb ∈ µ∞ et donc b ∈ Rf (β). Ainsi,
on a l’inclusion a⊥ ∩ Λ⊥ ⊆ Rf (β) ∩ Λ⊥. Inversement, si b ∈ Rf (β) ∩ Λ⊥ alors, d’après (2.2.3), on
obtient cette fois-ci βb = ζbξab car b ∈ Λ⊥. Comme b ∈ Rf (β), on a βb ∈ µ∞ et par suite, on a
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ξab = βbζ−b ∈ µ∞. Puisque ξ /∈ µ∞, on en déduit que ab = 0 et donc b ∈ a⊥. Ainsi, on a aussi
l’autre inclusion Rf (β) ∩ Λ⊥ ⊆ a⊥ ∩ Λ⊥.

Réciproquement, soit a ∈ Zn tel que a⊥∩Λ⊥ = Rf (β)∩Λ⊥. D’après le Lemme 2.2.1, on a n−d−1 6
dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 n− d. On considère ainsi les deux cas suivants.

1er cas : dimRf (β) ∩ Λ⊥ = n− d− 1.

Soit {b1, · · · ,bn−d−1} une base de Rf (β) ∩ Λ⊥. Comme Rf (β) ∩ Λ⊥ est saturé dans Λ⊥, il existe
un vecteur bn−d ∈ Zn tels que {b1, · · · ,bn−d} soit une base de Λ⊥. Comme Λ⊥ est saturé dans Zn,
il existe des vecteurs bn−d+1, · · · ,bn ∈ Zn tel que {b1, · · · ,bn} soit une base de Zn. Notons B la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs b1, · · · ,bn. En mettant l’équation (2.2.1) à la puissance B
qui est inversible, on en déduit que cette équation est équivalente au système :

βb1 = ζb1

...
βbn−d−1 = ζbn−d−1

βbn−d = ζbn−dξabn−d

βbn−d+1γ∆bn−d+1 = ζbn−d+1ξabn−d+1

...
βbnγ∆bn = ζbnξabn ,

en utilisant le fait que b1, · · · ,bn−d ∈ Λ⊥ et b1, · · · ,bn−d−1 ∈ Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥. Comme
b1, · · · ,bn−d−1 ∈ Rf (β), on a (βb1 , · · · ,βbn−d−1) ∈ µn−d−1

∞ . Comme b1, · · · ,bn−d−1 sont linéaire-
ment indépendants (sur R), on peut donc trouver ζ ∈ µn∞ satisfaisant les n−d−1 premières équations.
On fixe un tel ζ. À la n − d-ième équation, on a abn−d 6= 0 (sinon on aurait bn−d ∈ a⊥ ∩ Λ⊥ =
Rf (β) ∩Λ⊥ et Rf (β) ∩Λ⊥ serait de dimension n− d). On en déduit donc qu’il existe ξ ∈ Gm tel que
ξabn−d = βbn−dζ−bn−d . Par suite, ξ /∈ µ∞ sinon bn−d ∈ Rf (β) et Rf (β) ∩ Λ⊥ serait de dimension
n − d. Pour n − d + 1 6 i 6 n, on a ∆bi 6= 0. Par construction des bn−d+1, · · · ,bn, les vecteurs
∆bn−d+1, · · · ,∆bn sont linéairement indépendants sur R. Ainsi il existe γ ∈ Gd

m satisfaisant les d
dernières équations. Donc l’équation (2.2.1) a une solution (γ, ξ, ζ,a) avec ξ /∈ µ∞.

2ème cas : dimRf (β) ∩ Λ⊥ = n− d.

Dans ce cas, on a Rf (β) ∩ Λ⊥ = Λ⊥. D’après le Lemme 2.2.1, on a a ∈ Λ. Soit {b1, · · · ,bn−d}
une base de Λ⊥. Comme Λ⊥ est saturé dans Zn, il existe des vecteurs bn−d+1, · · · ,bn ∈ Zn tels
que {b1, · · · ,bn} soit une base de Zn. Notons encore B la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
b1, · · · ,bn. En mettant l’équation (2.2.1) à la puissance B qui est inversible, on en déduit que l’équation
(2.2.1) est équivalente au système :

βb1 = ζb1

...
βbn−d = ζbn−d

βbn−d+1γ∆bn−d+1 = ζbn−d+1ξabn−d+1

...
βbnγ∆bn = ζbnξabn ,

en utilisant le fait que b1, · · · ,bn−d ∈ Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥. On a (βb1 , · · · ,βbn−d) ∈ µn−d∞ car
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b1, · · · ,bn−d ∈ Rf (β). Comme b1, · · · ,bn−d sont linéairement indépendants sur R, on peut trou-
ver ζ ∈ µn∞ satisfaisant les n − d premières équations. On fixe un tel ζ. On choisit ξ ∈ Gm \ µ∞
arbitrairement. De nouveau, par construction des bn−d+1, · · · ,bn, les vecteurs ∆bn−d+1, · · · ,∆bn
sont linéairement indépendants sur R. Cela permet de trouver un γ ∈ Gd

m satisfaisant les d dernières
équations. Donc (2.2.1) possède une solution (γ, ξ, ζ,a) avec ξ /∈ µ∞.

On va présenter ensuite une autre reformulation de la proposition précédente en utilisant la notion
de dépendance multiplicative. Soit m > 0 un entier. Si A ∈ Mn,m(Z) et E un ensemble de vecteurs
(colonnes) de Zm alors on note AE l’ensemble des vecteurs de la forme Aλ dans Zn où λ parcourt E.

Corollaire 2.2.3. Soient β ∈ Gn
m et Λ ⊆ Zn un sous-groupe saturé de rang d. On note ∆ ∈ Md,n(Z)

la matrice dont les lignes forment une base de Λ et K ∈ Mn,n−d(Z) le noyau à droite de ∆. Alors
(2.2.1) possède une solution (γ, ξ, ζ,a) ∈ Gd

m × Gm × µn∞ × Zn telle que ξ /∈ µ∞ si et seulement si
codimRf (βK) 6 1 dans Zn−d. Dans ce cas, on a KRf (βK) = a⊥ ∩ Λ⊥.

Démonstration. Remarquons d’abord que l’on a :

Rf (β) ∩ Λ⊥ = KRf (βK). (2.2.4)

En effet, on a :

b ∈ Rf (β)∩Λ⊥ ⇐⇒
{

b = Kλ où λ ∈ Zn−d

βKλ ∈ µ∞
⇐⇒

{
b = Kλ où λ ∈ Zn−d

λ ∈ Rf (βK)
⇐⇒ b ∈ KRf (βK).

De plus, comme K est de rang n− d, on a :

dim(KRf (βK)) = dimRf (βK). (2.2.5)

Supposons que (γ, ξ, ζ,a) ∈ Gd
m × Gm × µn∞ × Zn telle que ξ /∈ µ∞ est une solution de (2.2.1).

D’après la Proposition 2.2.2, on a a⊥ ∩ Λ⊥ = Rf (β) ∩ Λ⊥. D’après l’assertion (1) du Lemme 2.2.1,
on a n − d − 1 6 dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 n − d. D’après (2.2.4) et (2.2.5), on a dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) =
dimKRf (βK) = dimRf (βK) et donc :

n− d− 1 6 dimRf (βK) 6 n− d.

Réciproquement, supposons que codimRf (βK) 6 1. D’après (2.2.4) et (2.2.5), on a :

n− d− 1 6 dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) 6 n− d.

Si dim(Rf (β) ∩ Λ⊥) = n − d alors, en choisissant a ∈ Λ, d’après l’assertion (3) du Lemme 2.2.1, on
a Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥. D’après la Proposition 2.2.2, (2.2.1) possède une solution (γ, ξ, ζ,a) ∈
Gd

m ×Gm × µn∞ × Zn telle que ξ /∈ µ∞.

Supposons que dim(Rf (β)∩Λ⊥) = n−d−1. Puisque Λ⊥ est de dimension n−d, on a Rf (β)∩Λ⊥ 6= Λ⊥.
En passant à l’orthogonal, (Rf (β) ∩ Λ⊥)⊥ \ Λ = (Rf (β)⊥ + Λ)sat \ Λ est non vide. En choisissant
a ∈ (Rf (β)⊥ + Λ)sat \ Λ, d’après l’assertion (2) du Lemme 2.2.1, on a Rf (β) ∩ Λ⊥ = a⊥ ∩ Λ⊥ et on
conclut de nouveau par la Proposition 2.2.2.

La dernière assertion suit directement de la Proposition 2.2.2 et en tenant compte de (2.2.4).

Remarque. On va donner dans la section suivante un exemple (Exemple 2.3.2) pour illustrer une
application de ce corollaire à la Conjecture de Schinzel.
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2.3 Relations de dépendance multiplicative faible sur Q∗

Soient α1, · · · , αn ∈ Q∗. L’algorithme suivant permet de trouver une base de Rf (α). Cet algorithme
repose sur la factorisation des entiers en produits de nombres premiers entre eux.

Algorithme 1 : Relations de dépendance multiplicative faible sur Q∗

Entrée : α1, · · · , αn ∈ Q∗.
Sortie : Une base de Rf (α).

1 Si |α1| = · · · = |αn| = 1 alors renvoyer {In}.
2 Écrire les |αi| en produits de nombres p1, · · · , pr 6= 1 premiers entre eux :

|αi| = pui où ui ∈ Zr

3 Noter U ∈Mr,n(Z) la matrice dont la i-ème colonne est le vecteur ui et calculer B une base du
noyau entier (à droite) de U .

4 Renvoyer B.

Remarque. À l’étape 2, on peut utiliser l’Algorithme de Bernstein [8] pour décomposer les |αi| en
produit de nombres premiers entre eux en temps « essentiellement » linéaire. Pour notre implémentation,
on utilise une autre version qui est plus simple à implémenter mais dont la complexité n’est plus linéaire
mais quadratique et effectue au plus O(log(maxi |αi|)2) opérations élémentaires [6].
Proposition 2.3.1. L’Algorithme 1 est correct.

Démonstration. Si |α1| = · · · = |αn| = 1 alors c’est trivial. Supposons donc qu’il existe i ∈ {1, · · · , n}
tel que |αi| 6= 1. Dans ce cas, r > 1. Par suite, on a |α| = pU et donc :

b ∈ Rf (α) ⇐⇒ αb = ±1 ⇐⇒ pUb = 1 ⇐⇒ Ub = 0 ⇐⇒ b ∈ kerU.
D’où le résultat.

Remarque. L’algorithme de Bernstein peut être adapté au cas des nombres algébriques en utilisant la
décomposition en idéaux premiers entre eux. Cependant, cette opération s’avère coûteuse, en particulier
pour le calcul de la base de l’anneau des entiers qui nécessite la factorisation du discriminant [16,
Algorithm 6.1.8, p. 305]. En outre, une telle décomposition ne donne pas directement une relation de
dépendance multiplicative faible sur Q∗ à cause du fait que les idéaux sont définis à des unités près.
Pour remédier à cela, on va décrire un algorithme plus efficace mais s’applique seulement au cas de deux
nombres algébriques.
Exemple 2.3.2. On va appliquer le Corollaire 2.2.3 pour trouver explicitement un vecteur non nul
b ∈ Zn satisfaisant la Conjecture de Schinzel dans le cas où la sous-variété considérée est un translaté
de sous-tore de Gn

m. On se place dans le cas n = 5 et d = 3. On considère :
β = (243350, 233250, 203454, 223152, 203354) = (432, 72, 50625, 300, 16875).

En appliquant l’Algorithme 1, on trouve une base B de Rf (β) :

B =


14 3
−20 −4
−1 −1
2 0
0 1

 .
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On considère ensuite le sous-groupe Λ ⊆ Z5 dont les lignes de la matrice ∆ suivante forment une base :

∆ =

 2 1 0 −4 3
3 2 −2 −2 −5
−1 0 −8 3 3

 .
Le noyau K à droite de ∆ est :

K =


9 14
5 −20
3 −1
8 2
3 0

 .

On considère donc le translaté de sous-tore βT de G5
m où T est paramétré par :

T =
{
γ∆,γ ∈ G3

m

}
.

Soient maintenant a ∈ Zn, ζ ∈ µ∞ et ξ ∈ Gm \ µ∞ comme dans les hypothèses du Théorème 2. Si
α = ζξa ∈ βT alors, d’après le Corollaire 2.2.3, on a codim(Rf (βK)) 6 1 et KRf (βK) ⊆ a⊥. Or on
a :

βK = (267366540, 1) ∈ G2
m

et donc

Rf (βK) =
〈(

0
1

)〉
et KRf (βK) =

〈
14
−20
−1
2
0


〉
.

Ainsi, on peut donc prendre b =


14
−20
−1
2
0

 ∈ a⊥.

Cet exemple montre qu’il est intéressant de savoir calculer l’ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible entre des nombres algébriques, au moins dans le cas où sa codimension est au plus
1 (Algorithme 7).

2.4 Relations de dépendance multiplicative d’un nombre algébrique

Avant de chercher l’ensemble des relations dépendance multiplicative faible sur Gn
m, il faut une pro-

cédure permettant de reconnaître une racine de l’unité. Cela revient à calculer Rf (α) pour α ∈ Gm.
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La première procédure ci-après (Algorithme 2) permet de trouver un multiple de l’ordre du groupe de
torsion d’un corps de nombres. En utilisant cette procédure, on donnera un algorithme (Algorithme 3)
qui permet de vérifier si un nombre algébrique donné est une racine de l’unité.

Algorithme 2 : Multiple de l’ordre du groupe de torsion d’un corps de nombres

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps K = Q[x]/P .
Sortie : Un entier strictement positif N tel que µK ⊆ µN .

1 Noter d, ad et a0 le degré, le coefficient dominant et le coefficient constant de P .
2 Si d est impair ou a0ad < 0 ou adP (1) < 0 ou adP (−1) < 0 alors renvoyer 2.
3 Calculer la liste D des diviseurs de d et l’ensemble P = {p ∈ N | p premier et p− 1 ∈ D}.
4 Renvoyer N =

∏
p∈P p

vp(d)+1.

Proposition 2.4.1. L’Algorithme 2 est correct.

Démonstration. Si n ∈ N∗ alors on note ζn une racine n-ième de l’unité et ϕ(n) la fonction indicatrice
d’Euler. Remarquons qu’on a toujours ζ1, ζ2 ∈ µK.

Soient d, ad et a0 les entiers définis à l’étape 1. Si d est impair ou a0ad < 0 ou adP (1) < 0 ou
adP (−1) < 0 alors P a une racine réelle. Cela implique qu’il existe un plongement réel σ : K ↪→ R et
donc µK ⊆ µR. Cela implique µK = {±1} et ainsi, l’algorithme termine et renvoie 2 à l’étape 2.

Soit n ∈ N∗ tel que ζn ∈ K. On écrit n =
∏
p p

ep où p parcourt l’ensemble des nombres premiers. En
particulier, on a ζpep ∈ K et donc [Q(ζpep ) : Q] divise [K : Q] i.e. ϕ(pep) = (p − 1)pep−1 divise d. En
particulier, on a p− 1 | d et ep − 1 6 vp(d). Ainsi, l’entier N défini à l’étape 4 est un multiple de n et
donc ζNn = 1.

Remarque. On pourrait aussi utiliser le fait que le discriminant Q(ζepp ) divise celui de K. Cette stratégie
aurait permis d’obtenir une estimation plus précise de N , mais le calcul du discriminant demeure une
opération coûteuse.

La procédure suivante permet de vérifier si un nombre algébrique est une racine de l’unité.

Algorithme 3 : Racine de l’unité

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x], α ∈ K = Q[x]/P et un entier N tel que µK ⊆ µN .
Sortie : 1 si α ∈ µK et 0 sinon.

1 Si α = ±1 alors renvoyer 1.
2 Si N = 2 alors renvoyer 0.
3 Si α2 + 1 ∈ {0,±α} alors renvoyer 1.
4 Si N 6 6 alors renvoyer 0.
5 Noter A le relevé de α2 dans Q[x] tel que deg(A) < deg(P ).
6 Choisir aléatoirement un nombre premier p tel que p ne divise pas le contenu de P − P (0) et p ne

divise pas le dénominateur de A.
7 Noter P̄ l’image de P dans Fp[x] et Ā la réduction de A dans Fp[x]/P̄ .
8 Si ĀN/2 6= 1 alors renvoyer 0.
9 Si (α2)N/2 = 1 dans K alors renvoyer 1.

10 Renvoyer 0.
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Remarques. (1) Il est fréquent qu’un corps de nombres K ne contienne que les deux points de torsion
−1 et 1. Dans ce cas, l’algorithme s’arrête à l’étape 2 et est particulièrement rapide. Le cas où µK = µ4
ou µK = µ6 est déterminé par l’algorithme à l’étape 3 ou l’étape 4.

(2) Il suffit de calculer α2 une seule fois tout au long de l’algorithme.

(3) On peut utiliser l’Algorithme 2 pour calculer un entier N vérifiant µK ⊆ µN si celui-ci n’a pas été
donné dans l’entrée.

Proposition 2.4.2. L’Algorithme 3 est correct.

Démonstration. Les étapes 1 et 2 sont triviales. L’étape 3 consiste à vérifier si α est égal à ζ4, ζ3 ou
ζ6. Comme µK ⊆ µN , N est pair. Ainsi, si N 6 6 alors N ∈ {2, 4, 6}. Le cas N = 2 est déterminé à
l’étape 2 et les deux autres cas sont déterminés à l’étape 4.

Puisque α2 ∈ K, A est le polynôme vérifiant α2 = A(ξ) où P (ξ) = 0 et deg(A) < deg(P ). Soit p
un nombre premier vérifiant les deux conditions de l’étape 6. La première condition implique que le
polynôme P (X) n’est pas constant modulo p et donc Fp[x]/P̄ 6= Fp[x]. La deuxième condition implique
que Ā est bien défini dans Fp[x]/P̄ .

Si αN = 1 alors on a ĀN/2 = 1 (ainsi l’algorithme termine à l’étape 8) et (α2)N/2 = 1 (et donc
l’algorithme termine à l’étape 9).

Remarque. Une autre méthode pour déterminer si un nombre algébrique α est une racine de l’unité
consiste à calculer sa mesure de Mahler. En effet, on a α ∈ µ∞ si et seulement si M(α) = 1. Tou-
tefois, comme le calcul des racines du polynôme minimal de α dans C implique l’utilisation de valeurs
approchées, il est préférable de ne pas s’en servir, d’où la nécessité de l’Algorithme 3.

2.5 Relations de dépendance multiplicative faible entre deux nombres
algébriques

Soit α ∈ G2
m. Afin de donner l’algorithme qui calcule une base de Rf (α) (Algorithme 6), on a besoin

de quelques procédures préliminaires.

On souhaite établir un algorithme permettant de vérifier si αb ∈ µ∞ pour un vecteur b ∈ Z2 donné.
Une méthode simple consiste à calculer directement αb et vérifier si le nombre obtenu est une racine
de l’unité ou non. L’inconvénient de cette méthode est que le calcul peut être coûteux en termes de
taille. Par exemple, soit ξ ∈ Q dont le polynôme minimal vaut P = 109x123 + 17x5 + 14x + 2 et
soit K = Q[x]/P . Soit (α1, α2) = (ξ43, ξ100). On veut vérifier si α100

1 α−43
2 ∈ µ∞. Pour écrire α100

1 ,
on a déjà besoin d’un polynôme de degré 122, ayant beaucoup de coefficients non nuls, et dont la
taille est plus de 100 chiffres chacun. Sans même compter les calculs, la complexité en taille vaut au
moins O(‖b‖h(ξ)). L’algorithme suivant (Algorithme 4) utilise la réduction modulo p pour éviter cette
explosion des coefficients.
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Algorithme 4 : Vérification d’une relation de dépendance multiplicative faible

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x], α ∈ K∗2 où K = Q[x]/P et b ∈ Z2.
Sortie : 1 si αb ∈ µK et 0 sinon.

1 Si b = 0 alors renvoyer 1.
2 Pour i = 1, 2 : si bi < 0 alors faire

bi ← −bi et αi ← α−i1 .

3 Noter Ai le relevé de αi dans Q[x] tel que deg(Ai) < deg(P ) pour i = 1, 2.
4 Choisir aléatoirement un nombre premier p tel que p ne divise pas le contenu de P − P (0) et p ne

divise pas le dénominateur de A1 ni de A2.
5 Noter P̄ l’image de P dans Fp[x] et Ā1 (resp. Ā2) la réduction de A1 (resp. A2) dans Fp[x]/P̄ .
6 Si Āb1

1 Ā
b2
2 6= 1 alors renvoyer 0.

7 Tant que b2 6= 0 :
8 calculer m, r ∈ Z tels que b1 = b2m+ r où 0 6 r < b2 ;
9 faire :

(b1, b2)← (b2, r) et (α1, α2)← (α2α
m
1 , α1).

10 Renvoyer 1 si α1 ∈ µK et 0 sinon, en appliquant l’Algorithme 3.

Proposition 2.5.1. L’Algorithme 4 est correct.

Démonstration. La première étape est triviale. On peut supposer donc que b est non nul. Quitte à
remplaçer αi par α−1

i à l’étape 2, on peut supposer que b1 et b2 sont positifs.

Soient A1 et A2 les deux polynômes définis à l’étape 3 et soit p un nombre premier vérifiant les conditions
de l’étape 4. La première condition sur p implique que le polynôme P (X) n’est pas constant modulo p
et donc Fp[x]/P̄ 6= Fp[x]. Les deux autres conditions impliquent que la réduction de A1 et celle de A2
sont bien définies dans Fp[x]/P̄ . Maintenant si αb ∈ µ∞ alors on a Āb1

1 Ā
b2
2 = 1. Ainsi si Āb1

1 Ā
b2
2 6= 1

alors on a αb /∈ µ∞ ; et dans ce cas, l’algorithme termine et renvoie 0 à l’étape 6.

Soit k le nombre d’étapes dans la division euclidienne de b1 par b2. On pose µ = αb et on note α1,i,
α2,i, mi et ri les valeurs respectives de α1, α2, m et r après i itérations de la boucle « Tant que ». On
a donc r1, · · · , rk ∈ Z, 0 = rk < rk−1 < · · · < r1 < b2 et

b1 = b2m1 + r1

b2 = r1m2 + r2

r1 = r2m3 + r3
...
rk−3 = rk−2mk−1 + rk−1

rk−2 = rk−1mk + rk.

Supposons d’abord pgcd(b1, b2) = 1. Il existe donc (u1, u2) ∈ Z2 tel que u1b1 + u2b2 = 1. En posant
ξ = αu2

1 α−u1
2 , on a ξb2 = αu2b2

1 α−u1b2
2 = α1µ

−u1 et donc α1 = µu1ξb2 . Similairement, on a α2 =
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µu2ξ−b1 . Par suite, il existe η1 = u1, η2, · · · , ηk−1, ηk ∈ Z tels que :

α1,1 = µη1ξb2

α1,2 = µη2ξ−r1

...
α1,k−1 = µηk−1ξ∓rk−1

α1,k = µηk .

(2.5.1)

Cela montre que si µ ∈ µ∞ alors α1,k ∈ µ∞ et donc l’algorithme termine et renvoie 1 à l’étape 10.

Enfin, si pgcd(b1, b2) 6= 1 alors la boucle « Tant que » finit en une seule étape. Dans ce cas, l’algorithme
termine à l’étape 10.

On s’intéresse maintenant au problème suivant. Soient α1, α2 ∈ Q∗2 deux unités algébriques qui ne
sont pas des racines de l’unité. Comment peut-on calculer une base de Rf (α) ? L’Algorithme 5 permet
de traiter ce type de problème. L’idée consiste à utiliser les plongements de K dans C. On a besoin du
lemme suivant qui donne une majoration des vecteurs b vérifiant αb ∈ µ∞. On rappelle que la fonction
` est définie à l’équation (1.2.3) à la page 5, à la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1.

Lemme 2.5.2. Soit α ∈ Q∗2 qui n’est pas de torsion et soit b ∈ Z2. Si αb ∈ µ∞ alors on a :

|b1|
pgcd(b1, b2) 6 d`(d)h(α2) et |b2|

pgcd(b1, b2) 6 d`(d)h(α1),

où d = [Q(α) : Q].

Démonstration. Si b = 0 alors c’est trivial. On peut supposer donc que b est non nul. Supposons
d’abord pgcd(b1, b2) = 1. On a alors dimRf (α) = 1 car α n’est pas un point de torsion. Ainsi, b est
un générateur de Rf (α). D’après le Lemme 2.1.2, on a α = (ζ1ξ

b2 , ζ2ξ
−b1) où ζ ∈ µ2

∞, ξ ∈ Q∗ tel que
Rf (ξ) = {0} et Q(α) = Q(ζ, ξ). On a alors :

h(α1) = h(ζ1ξ
b2) = h(ξb2) = |b2|h(ξ).

Puisque 0 6= ξ /∈ µ∞, on a h(ξ) 6= 0. Par suite, on a :

|b2| =
h(α1)
h(ξ) = [Q(ξ) : Q]

logM(ξ) h(α1).

En utilisant la fonction ` et comme ξ ∈ Q(α), on obtient :

|b2| 6 [Q(α) : Q]`([Q(α) : Q])h(α1).

Si pgcd(b1, b2) 6= 1 alors il suffit de faire le calcul précédent en remplaçant respectivement b1 et b2 par
b1/pgcd(b1, b2) et b2/ pgcd(b1, b2). Par symétrie, on a la majoration pour |b1|/ pgcd(b1, b2).
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Algorithme 5 : Relations de dépendance multiplicative faible entre deux unités algébriques α1, α2 /∈
µ∞

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[x]/P , deux
unités algébriques α1, α2 /∈ µ∞.

Sortie : Une base de Rf (α).

1 Calculer l’ensemble Σ des plongements σ de K dans C.
2 Noter d le degré de P .
3 Calculer un majorant H de h(α2) = 1

d

∑
σ∈Σ log max(1, |σ(α2)|).

4 Calculer B = d`(d)H.
5 Choisir σ ∈ Σ tel que maxσ′∈Σ |σ′(α2)| = |σ(α2)|.

6 Calculer r = log(|σ(α1)|)
log(|σ(α2)|) à 1/(4B2) précision près.

7 En utilisant l’algorithme de la fraction continue de r, calculer la réduite (pn/qn) telle que qn 6 B
est maximal et poser (b1, b2) = (pn, qn).

8 Appliquer l’Algorithme 4 à α et {
(
−b2
b1

)
}.

9 Si l’Algorithme 4 renvoie 1 alors renvoyer {
(
−b2
b1

)
}.

10 Sinon renvoyer {}.

Proposition 2.5.3. L’Algorithme 5 est correct.

Démonstration. Supposons qu’il existe b′ ∈ Z2 primitif tel que αb′ ∈ µ∞. On peut supposer b′1 < 0.
D’après le Lemme 2.5.2, on a |b′1| 6 d`(d)h(α2). Ainsi, la borne B construite à l’étape 4 est un majorant
de |b′1|. On a dimRf (α) = 1 car α n’est pas un point de torsion. Ainsi, b′ est un générateur de Rf (α).
D’après le Lemme 2.1.2, on a α = (ζ1ξ

b′2 , ζ2ξ
−b′1) où ζ ∈ µ2

∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞. Soit σ le plongement
défini à l’étape 5. Puisque α2 /∈ µ∞, on a |σ(α2)| > 1 et on peut donc faire le calcul du quotient r à
l’étape 6. Par construction, on a : ∣∣∣∣r − b′2

−b′1

∣∣∣∣ 6 1
4B2 6

1
b′21
.

Cette inégalité montre que b′2/− b′1 est une réduite de r. Soit (b1, b2) le vecteur défini à l’étape 7. Par
maximalité de b2, on a −b′1 6 b2.

Montrons ensuite que l’on a (b1, b2) = (b′2,−b′1). Supposons |b2r−b1| < |−b′1r−b′2|. Comme −b′1 6 b2,
on obtient : ∣∣∣∣r − b1

b2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣r − b′2
−b′1

∣∣∣∣ 6 1
4B2 .

Par suite, on a :

1
B2 6

1
−b2b′1

6
∣∣∣∣b1b2 − b′2

−b′1

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣b1b2 − r
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣r − b′2

−b′1

∣∣∣∣ 6 1
4B2 + 1

4B2 = 1
2B2 .

D’où on a une contradiction et donc |b2r − b1| > | − b′1r − b′2|. Puisque b1/b2 est une meilleure
approximation de r (car réduite) et −b′1 6 b2, on en déduit b1/b2 = b′2/b

′
1 et donc (b1, b2) = (b′2,−b′1).

Ainsi, l’algorithme est correct.
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Remarque. Il semble possible de généraliser la méthode utilisée dans l’Algorithme 5 pour n unités
algébriques (avec n quelconque) quitte à bien gérer les précisions.

Soit K un corps de nombres et soit α ∈ K. On note Σ l’ensemble des plongements σ de K dans C.
On note NK/Q(α) ∈ Q la norme et χαK/Q(x) ∈ Z[x] le polynôme caractéristique (dans Z[x] et primitif)
de α i.e.

NK/Q(α) =
∏
σ∈Σ

σ(α) et χαK/Q(x) = cα
∏
σ∈Σ

(x− σ(α)) où cα ∈ Z.

Il est connu que si α1, α2 ∈ K alors on a :

NK/Q(α1α2) = NK/Q(α1)NK/Q(α2).

On note CK/Q(α) la valeur absolue du coefficient dominant de χαK/Q(x) i.e. CK/Q(α) = |cα|. On a la
propriété suivante.

Lemme 2.5.4. Soit K un corps de nombres et soit α ∈ K. Si 0 6= n ∈ N alors on a CK/Q(αn) =
CK/Q(α)n.

Démonstration. Soit Σ l’ensemble des plongements σ de K dans C. On note d = [K : Q]. Pour simplifier
les notations, si n ∈ N alors on désigne par χn le polynôme caractéristique de αn i.e.

χn(x) = cn
∏
σ∈Σ

(x− σ(αn)).

On va alors montrer |cn| = |c1|n. Soit ζ ∈ µ∞ tel que ζn = 1. On a :

χn(xn) = cn
∏
σ∈Σ

(xn − σ(α)n)

= cn

n−1∏
i=0

∏
σ∈Σ

(x− ζiσ(α))

= cn(−1)(n−1)d
n−1∏
i=0

χ1(ζ−ix)
c1

= (−1)(n−1)dcn
cn1

n−1∏
i=0

χ1(ζ−ix).

Puisque χ1 ∈ Z[x], on en déduit que :

n−1∏
i=0

χ1(ζ−ix) ∈ Q[x] ∩ Z[ζ][x] = Z[x].

Puisque χ1 est primitif et ζ est une unité algébrique, χ1(ζ−ix) est primitif dans Z[ζ][x]. Puisque Z[ζ]
est intégralement clos, d’après le Lemme de Gauss,

∏n−1
i=0 χ1(ζ−ix) est primitif dans Z[ζ][x] et donc

dans Z[x]. Par suite, on en déduit que cn = ±cn1 et donc |cn| = |c1|n.

On peut utiliser ces deux outils pour déduire une relation de dépendance multiplicative entre α1 et
α2. Par exemple, s’il existe une relation de dépendance entre leur norme alors on peut vérifier si le même



Section 2.5. Relations de dépendance multiplicative faible entre deux nombres algébriques 36

vecteur donne une relation entre α1 et α2 en utilisant l’Algorithme 4. On a aussi une propriété similaire
pour le coefficient dominant.

En combinant ces différentes procédures, on obtient un algorithme pour calculer une base de l’ensemble
des relations de dépendance multiplicative faible entre deux nombres algébriques α1 et α2.

Algorithme 6 : Relations de dépendance multiplicative faible dans G2
m

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[x]/P ,
α = (α1, α2) ∈ K∗2.

Sortie : Une base de Rf (α).

1 Appliquer l’Algorithme 3 à α1 et α2 successivement.
2 Si α1 ∈ µK et α2 ∈ µK alors renvoyer {I2}.
3 Si α1 ∈ µK alors renvoyer {( 1

0 )}.
4 Si α2 ∈ µK alors renvoyer {( 0

1 )}.
5 Appliquer l’Algorithme 1 à (NK/Q(α1),NK/Q(α2)) et noter B1 la base renvoyée.
6 Si B1 = {}, renvoyer {}.
7 Si B1 = {b} alors :
8 appliquer l’Algorithme 4 à α et b ;
9 si αb ∈ µK alors renvoyer {b} ;

10 sinon renvoyer {0}.
11 Appliquer l’Algorithme 1 à (CK/Q(α1), CK/Q(α2)) et noter B2 la base renvoyée.
12 Si B2 = {} alors renvoyer {}.
13 Si B2 = {b} alors :
14 appliquer l’Algorithme 4 à α et b ;
15 si αb ∈ µK alors renvoyer {b} ;
16 appliquer l’Algorithme 4 à α et b∗ =

(
b1
−b2

)
;

17 si αb∗ ∈ µK alors renvoyer {b∗} et sinon renvoyer {}.
18 Appliquer l’Algorithme 5 à (α1, α2) et noter B la base renvoyée.
19 Renvoyer B.

Proposition 2.5.5. L’Algorithme 6 est correct.

Démonstration. L’étape 1 consiste à vérifier si α1 ou α2 est une racine de l’unité. Si tel est le cas, la
base de Rf est triviale.

À l’étape 5, on a α1, α2 /∈ µ∞. Cela implique en particulier que Rf (α) est au plus de dimension 1.
Remarquons que l’on a Rf (α) ⊆ Rf (NK/Q(α1),NK/Q(α2)).

Si Rf (NK/Q(α1),NK/Q(α2)) = {0} alors Rf (α) = {0} et donc l’algorithme termine à l’étape 6.

Si dimRf (NK/Q(α1),NK/Q(α2)) = 1 alors 0 6 dimRf (α) 61. Si dimRf (α) = 1 alors on a Rf (α) =
Rf (NK/Q(α1),NK/Q(α2)) (car ils sont saturés) et donc l’algorithme termine à l’étape 9. Si dimRf (α) =
0 alors l’algorithme termine à l’étape 10.

À l’étape 11, on a dimRf (NK/Q(α1),NK/Q(α2)) = 2 et donc NK/Q(α1) = ±NK/Q(α2) = ±1. Cela
implique que CK/Q(αi) = CK/Q(α−1

i ) pour i = 1, 2. En effet, soit P le polynôme caractéristique de αi.
On note ai,d (resp. ai,0) le coefficient dominant de P (resp. son coefficient constant) et di son degré.
Alors on a NK/Q(αi) = ±ai,0/ai,d = ±1 et donc CK/Q(αi) = |ai,d| = |ai,0| = CK/Q(α−1

i ).
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Maintenant, soit b ∈ Rf (α). On a donc αb ∈ µ∞. Il existe alors 0 6= m ∈ N tel que αb1m
1 αmb2

2 =
1. D’après le Lemme 2.5.4, on en déduit que CK/Q(α1)|b1|CK/Q(α2)−|b2| = 1. Ainsi, on a Rf (α) ⊆
Rf (CK/Q(α1), CK/Q(α2)) ou Rf (α) ⊆ Rf (CK/Q(α1), CK/Q(α2)). Les arguments pour les étapes 11 à 17
sont les mêmes que ceux de 5 à 10.

À l’étape 18, on a dimRf (CK/Q(α1), CK/Q(α2)) = 2 et donc α1 et α2 sont des unités algébriques car
NK/Q(α1) = ±NK/Q(α2) = ±1 et CK/Q(α1) = CK/Q(α2) = 1. De plus, α1, α2 /∈ µ∞ et donc on peut
appliquer l’Algorithme 5 à l’étape 18.

Relations de dépendance multiplicative faible de codimension au plus 1

Soit α ∈ Gn
m. L’algorithme suivant calcule une base de Rf (α) si codimRf (α) 6 1.

Algorithme 7 : Relations de dépendance multiplicative faible de codimension au plus 1

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[x]/P ,
α = (α1, · · · , αn) ∈ K∗n.

Sortie : Une base de Rf (α) ou ∅.

1 Appliquer l’Algorithme 3 à α1, · · · , αn successivement.
2 Si (α1, · · · , αn) ∈ µnK alors renvoyer {In}.
3 Soit αj le premier nombre algébrique différent des racines de l’unité parmi les α1, · · · , αn.
4 Échanger α1 et αj de telle sorte que α1 /∈ µK.
5 Pour i ∈ {2, · · · , n} :
6 appliquer l’Algorithme 6 à (α1, αi) ;
7 si dimRf (α1, αi) = 0 alors renvoyer ∅ ;
8 si dimRf (α1, αi) = 1 alors noter bi =

(
bi,1
bi,2

)
la base renvoyée ;

9 Noter U ∈Mn,n−1(Z) la matrice :

U =


b2,1 b3,1 · · · bn,1
b2,2 0 · · · 0
0 b3,2 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · bn,2

 .

10 Échanger la première colonne et la j-ème colonne de U .
11 Renvoyer une base B de 〈U〉sat.

Proposition 2.5.6. Soit P ∈ Z[x] un polynôme irréductible définissant un corps de nombres K =
Q[x]/P et α ∈ K∗n. Si codimRf (α) 6 1 alors l’Algorithme 7 renvoie une base de Rf (α), sinon il
renvoie ∅.

Démonstration. Si codimRf (α) = 0 alors α est un point de torsion et donc l’algorithme termine à
l’étape 2 et renvoie {In}.

Sans perte de généralité, on peut supposer qu’à l’étape 3, α1 est le premier nombre algébrique différent
des racines de l’unité parmi les α1, · · · , αn.

Supposons que l’algorithme renvoie ∅. Donc il existe i > 2 tel que dimRf (α1, αi) = 0. Cela signifie que
α1 et αi sont multiplicativement indépendants et donc la codimension est au moins 2.
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Supposons que cet algorithme ne renvoie pas ∅. Par construction de U , son rang est égal à n − 1 et
αU ∈ µn−1

∞ . On a donc 〈U〉 ⊆ Rf (α) et donc Rf (α) est de codimension 1 (car α n’est pas de torsion).
En prenant le saturé et en tenant compte du fait que Rf (α) est saturé, on a :

〈U〉sat ⊆ Rf (α).

Par un argument de dimension, on a l’égalité 〈U〉sat = Rf (α).

2.6 Calcul des relations de dépendance forte à partir des relations de
dépendance faible

Maintenant que l’on dispose d’un algorithme (Algorithme 6) pour calculer Rf (α) pour α ∈ G2
m, on

va décrire un algorithme qui permet d’obtenir RF (α) à partir de Rf (α). Pour cela, on a besoin d’une
procédure qui permet de calculer une base de l’ensemble des relations de dépendance multiplicative forte
entre des racines de l’unité. Les deux algorithmes qui suivent s’appliquent au cas où α ∈ Gn

m mais pas
seulement au cas où α ∈ G2

m.

Algorithme 8 : Relations de dépendance multiplicative forte entre racines de l’unité

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[x]/P et
α ∈ µnK.

Sortie : Une base de RF (α).

1 Calculer un entier positif N tel que µK ⊆ µN en appliquant l’Algorithme 2
2 Choisir un plongement σ de K dans C.
3 Calculer le vecteur a ∈ Zn où la coordonnée ak de a est l’entier positif vérifiant

σ(αk) = exp(2πiak/N).
4 Calculer le noyau K ⊆ Zn de l’application x ∈ Zn 7→ ax mod N ∈ Z/NZ.
5 Renvoyer une base de K.

Proposition 2.6.1. L’Algorithme 8 est correct.

Démonstration. Soit {b1, · · · ,bd} une Z-base de K. Pour j ∈ {1, · · · , d}, on a :

bj ∈ K ⇐⇒ abj = 0 mod N ⇐⇒ exp(2πi/N)abj = 1 ⇐⇒ σ(α)bj = 1 ⇐⇒ αbj = 1.

On en déduit l’algorithme qui permet de déduire RF (α) à partir de Rf (α).

Algorithme 9 : Relations de dépendance multiplicative forte entre nombres algébriques

Entrée : Un polynôme irréductible P ∈ Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[x]/P ,
α ∈ K∗n et une base B de Rf (α).

Sortie : Une base de RF (α).

1 Calculer β = (β1, · · · , βm) = αB où m = dimRf (α).
2 Appliquer l’Algorithme 8 à β et noter U la base renvoyée.
3 Renvoyer BU .
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Proposition 2.6.2. L’Algorithme 9 est correct.

Démonstration. À l’étape 1, B est une base de Rf (α) et donc on a :

β = αB ∈ µm∞.

Ainsi, on peut appliquer l’Algorithme 8 à β. À l’étape 2, comme U est une base de RF (β), d’après la
propriété (1.1.1), on a :

(αB)U = αBU = 1.

Ainsi, on a 〈BU〉 ⊆ RF (α). Réciproquement, soit b ∈ RF (α). On a alors αb = 1 et donc b ∈ Rf (α).
Ainsi, il existe un vecteur (colonne) u ∈ Zm tel que b = Bu. On a alors (αB)u = 1 et donc u ∈ Rf (β).
Ainsi, il existe un vecteur (colonne) v ∈ Zr où r = dimRF (β) tel que u = Uv. D’où on a b = BUv
et donc b ∈ 〈BU〉.



3. Cas n = 2
Dans ce chapitre, on va donner une version explicite du Théorème 2 pour n = 2 (Théorème 3.2.1).

Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ]. Soient a ∈ Z2 un vecteur primitif, ζ ∈ µ2
∞ et ξ ∈ Gm \ µ∞. On pose

α = ζξa. Quitte à remplacer ξ par ξpgcd(a1,a2), on peut supposer que a est primitif. On va montrer
que si α est un point isolé de V (F,G) alors la norme de a est majorée par une constante explicite ne
dépendant que de F et G. Pour déduire un vecteur b satisfaisant les propriétés du Théorème 2, il suffit
de prendre (b1, b2) = (a2,−a1).

Pour majorer la norme de a, la preuve se passe en deux étapes : d’une part, on minore la hauteur de
Weil de ξ par une version explicite du Théorème de Dobrowolski montrée par Voutier (Théorème 1.2.2.3)
et d’autre part, on majore la hauteur de Weil de αi par une majoration de type Bézout Arithmétique
(Proposition 3.1.6) que l’on obtient à l’aide du résultant.

On note qu’il est possible de trouver une majoration pour la hauteur de α en utilisant le Théorème
de Bézout Arithmétique (Théorème 1.6.2.3) ainsi qu’un autre résultat du même type fait par M. César
[32]. Bien que ces résultats soient applicables à notre situation ainsi qu’à des contextes plus généraux,
la majoration obtenue à l’aide de la Proposition 3.1.6 est plus précise dans le cas particulier n = 2.

Dans la Section 3.1, on donne la majoration de type Bézout Arithmétique que l’on obtient à l’aide
du résultant. Ensuite, dans la Section 3.2, on donne une version explicite du Théorème 2 pour n = 2.
La Section 3.3 contient des exemples et des applications, notamment le calcul de facteurs communs
non-cyclotomiques de deux polynômes à une variable lorsque ceux-ci sont des spécialisations de deux
polynômes à deux variables. Enfin, dans la Section 3.4, on décrit un algorithme plus efficace qui permet
de calculer explicitement les vecteurs a du Théorème 3.2.1 sans passer par la recherche exhaustive basée
sur la borne obtenue.

3.1 Majoration de type Bézout Arithmétique par le résultant

Si A est un anneau et si F,G ∈ A[x] alors on note Res(F,G) leur résultant par rapport à x. En
utilisant la majoration de Hadamard pour le déterminant de la matrice de Sylvester de F et G, on peut
montrer le lemme classique suivant :

Lemme 3.1.1. Soient F,G ∈ C[x] deux polynômes non nuls de degré respectif dF et dG. On a :

|Res(F,G)| 6 ‖F‖dG2 ‖G‖
dF
2 .

Dans notre situation, cette inégalité n’est pas suffisante car la norme L2 ne se comporte pas bien par
rapport au produit des polynômes. Rappelons que si 0 6= F ∈ C[x±1] alors M(F ) désigne la mesure de
Mahler de F et ‖F‖1 la norme L1 du vecteur correspondant aux coefficients non nuls de F . Le lemme
ci-après permet de majorer le résultant de deux polynômes à une variable en fonction de la mesure de
Mahler et de la norme L1.

Lemme 3.1.2. Soient F,G ∈ C[x] deux polynômes non nuls de degré respectif dF et dG. On a :

|Res(F,G)| 6M(F )dG‖G‖dF1 .

40
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Démonstration. On écrit :

F (x) =
dF∑
i=0

aix
i = adF

dF∏
i=1

(x− αi) et G(x) =
dG∑
j=0

bjx
j = bdG

dG∏
j=1

(x− βj).

Pour tout z ∈ C, on a :

|G(z)| 6
dG∑
j=0
|bj |max(1, |z|)dG = ‖G‖1 max(1, |z|)dG .

Donc :

|Res(F,G)| = |adGdF
dF∏
i=1

G(αi)| 6

|adF | dF∏
i=1

max(1, |αi|)

dG ‖G‖dF1 = M(F )dG‖G‖dF1 .

Remarque. Il aurait été bien pratique d’avoir la mesure de Mahler M(G) à la place de la norme ‖G‖1
dans le Lemme 3.1.2. Cependant, cela n’est pas vrai en général. Par exemple, si d, e ∈ N, F (x) = (x−1)d
et G(x) = (x+ 1)e alors on a Res(F,G) = 2de et M(F ) = M(G) = 1.

Soit K un corps de nombre de degré d. Soient σ1, · · · , σd les plongements de K. Si F ∈ K[x] alors
on note NK/Q(F ) la norme de F sur Q i.e.

NK/Q(F ) =
d∏
i=1

σi(F ).

Les trois lemmes qui suivent sont utiles pour obtenir une majoration pour la mesure de Mahler des
points isolés de V (F,G).

Lemme 3.1.3. Soient F,G ∈ K[x1, x2] tels que pgcd(F,G) = 1. On note Ri le résultant de F et G
par rapport à xi. Soit α = (α1, α2) ∈ V (F,G). Pour i = 1, 2, on note Pi ∈ Z[xi] le polynôme minimal
de αi. Alors :

(i) P [K(α):Q(α1)]
1 divise NK/Q(R2) (sur Q).

(ii) P [K(α):Q(α2)]
2 divise NK/Q(R1) (sur Q).

(iii) [K(α) : K] 6 min(degx1(R2),degx2(R1)).

Démonstration. Notons P1,K le polynôme minimal de α1 sur K. Puisque α1 annule R2 ∈ K[x1] alors
P1,K divise R2. On va tout d’abord montrer que P [K(α):K(α1)]

1,K divise R2. Les deux polynômes F (α1, x2)
et G(α1, x2) ne sont pas tous les deux nuls sinon F et G ont comme diviseur commun P1,K. Ainsi le
polynôme Ĥ(x2) = pgcd(F (α1, x2), G(α1, x2)) ∈ K(α1)[x2] est non nul. Il existe F̂1(x2) ∈ K(α1)[x2]
tel que Ĥ(x2)F̂1(x2) = F (α1, x2). Soit H ∈ K[x1, x2] un relevé de Ĥ tel que H(α1, x2) = Ĥ(x2) et
degx2(H) = degx2(Ĥ). On choisit de même un relevé F1 de F̂1. Ainsi, le polynôme F−HF1 ∈ K[x1, x2]
s’annule en x1 = α1. Par suite, il existe F2 ∈ K[x1, x2] tel que F = HF1 + P1,KF2. De même, il existe
G1, G2 ∈ K[x1, x2] tels que G = HG1 +P1,KG2. On a alors 〈F,G〉 ⊂ 〈H,P1,K〉 en tant qu’idéaux dans
K[x1, x2]. D’après [27, Lemma 3.12, p. 398], on en déduit que Resx2(H,P1,K) divise Resx2(F,G) = R2.
Comme P1,K est indépendant de x2, on a Resx2(H,P1,K) = P

degx2 (H)
1,K . Puisque [K(α) : K(α1)] est le
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degré du polynôme minimal de α2 sur K(α1) et que Ĥ(α2) = 0, on a [K(α) : K(α1)] 6 degx2(Ĥ).
D’où P [K(α):K(α1)]

1,K divise R2.

Par la multiplicativité de la norme, NK/Q(P1,K)[K(α):K(α1)] divise NK/Q(R2) sur Q. Comme α1 annule
NK/Q(P1,K), P1 divise NK/Q(P1,K) qui est donc une puissance de P1. En comparant les degrés de ces
polynômes, on trouve :

NK/Q(P1,K) = P
[K(α1):Q(α1)]
1 .

Comme N (P1,K)[K(α):K(α1)] divise N (R2) sur Q, il en est de même pour P [K(α):Q(α1)]
1 . D’où on a (i) et

similairement on a aussi (ii). Enfin, on a :

[K(α) : K] = [K(α) : K(α1)][K(α1) : K] = [K(α) : K(α1)] deg(P1,K).

Comme P [K(α):K(α1)]
1,K divise R2, on en déduit [K(α) : K] 6 degx1(R2) et d’où on a (iii).

Si α est un point isolé d’une variété V de G2
m alors le lemme suivant fournit une méthode permettant

de trouver une variété de dimension nulle dans V contenant α.

Lemme 3.1.4. Soit K un corps de nombres. Soit s > 1 un entier et soient F1, · · · , Fs ∈ K[x±1
1 , x±1

2 ].
Si β est un point isolé de V (F1, · · · , Fs) alors pour tout i ∈ {1, · · · , s}, il existe un facteur irréductible
Si de Fi et j ∈ {1, · · · , s}, j 6= i, tels que α ∈ V (Si, Fj) et pgcd(Si, Fj) = 1.

Démonstration. On note G = pgcd(F1, · · · , Fs). Comme α est un point isolé de V (F1, · · · , Fs), on a
G(α) 6= 0 et donc (Fi/G)(α) = 0. Il existe donc un facteur irréductible Si de (Fi/G) tel que Si(α) = 0.
Par suite, on a Si - G. Par ailleurs, il existe j 6= i tel que Si - (Fj/G). On a alors Si - (Fj/G)G = Fj
et en particulier pgcd(Si, Fj) = 1. On a aussi (Fj/G)(α) = 0.

Remarque. Il est nécessaire de prendre des facteurs irréductibles de Fi car parmi ces derniers, il n’existe
pas nécessairement deux Fi qui sont premiers entre eux. Pour illustrer cela, on peut considérer l’exemple
suivant : F1(x1, x2) = (x1−1)(x2−1), F2(x1, x2) = (x1−1)(x1−x2) et F3(x1, x2) = (x1−x2)(x2−1)
avec α = 1.

Le résultat suivant est un lemme technique qui ne sert que comme outil de démonstration pour les
deux propositions qui suivent.

Lemme 3.1.5. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ] non nuls. Soient ζ ∈ µn∞ et u1,u2 ∈ Zn deux vecteurs
linéairement indépendants. On pose P (y) = F (ζyu1

1 yu2
2 ) et Q(y) = G(ζyu1

1 yu2
2 ) ∈ Z[ζ][y1, y2]. Si

β ∈ G2
m est un point isolé de V (P,Q) alors on a :

M(β1)[K(β):Q(β1)] 6M(NK/Q(P ))degy2 (Q)‖G‖
degy2 (P )[K:Q]
1 ,

M(β2)[K(β):Q(β2)] 6M(NK/Q(P ))degy1 (Q)‖G‖
degy1 (P )[K:Q]
1

et

[K(β) : K] 6 degy1(P ) degy2(Q) + degy1(Q) degy2(P ),

où K = Q(ζ).
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Démonstration. Quitte à remplacer F et G par leurs polynômes associés F̃ et G̃, on peut supposer
F,G ∈ Z[x]. Comme β est un point isolé de V (P,Q), d’après le Lemme 3.1.4, il existe un facteur
irréductible S ∈ K[y1, y2] de P tel que β ∈ V (S,Q) et pgcd(S,Q) = 1. Comme Z[ζ] est intégralement
clos, on peut supposer S ∈ Z[ζ][y1, y2]. On note R2 ∈ Z[ζ][y1] le résultant de S et Q par rapport à la
variable y2. Soit z ∈ C tel que z ne soit pas un zéro du coefficient dominant de S ni de Q par rapport à
la variable y2. On note d = [K : Q]. Soient σ1, · · · , σd sont les plongements de K dans C. En appliquant
le Lemme 3.1.2 à σi(S)(z, y2) et σi(Q)(z, y2), on a :

|σi(R2)(z)| 6M(σi(S)(z, y2))degy2 (Q)‖σi(Q)(z, y2)‖
degy2 (S)
1 . (3.1.1)

On note P1 le polynôme minimal de β1 sur Q. D’après le Lemme 3.1.3 (i), P [K(β):Q(β1)]
1 divise NK/Q(R2)

sur Q. Comme R2 ∈ Z[ζ][y1], on a NK/Q(R2) ∈ Z[y1]. Puisque P1 ∈ Z[y1] est primitif, la divisibilité
reste vraie sur Z. Par la multiplicativité de la mesure de Mahler, on en déduit que :

M(β1)[K(β):Q(β1)] 6M(NK/Q(R2)) = exp
(∫ 1

0
log

(
|NK/Q(R2)(e2πiθ1)|

)
dθ1

)
.

Les valeurs de z = e2πiθ1 qui sont des racines du coefficient dominant de S ou de Q par rapport à la
variable x2 sont en nombre fini. D’après (3.1.1), on a :

M(β1)[K(α):Q(β1)] 6 exp
(

degy2(Q)
∫ 1

0
log

d∏
i=1

M
(
σi(S)(e2πiθ1 , y2)

)
dθ1

)
×

exp
(

degy2(S)
∫ 1

0
log

d∏
i=1
‖σi(Q)(e2πiθ1 , y2)‖1 dθ1

)
.

D’une part, on a :∫ 1

0
log

d∏
i=1

M
(
σi(S)(e2πiθ1 , y2)

)
dθ1 =

∫ 1

0

∫ 1

0
log |NK/Q(S)(e2πiθ1 , e2πiθ1)| dθ1dθ2

= logM(NK/Q(S))
6 logM(NK/Q(P )),

où, dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait que NK/Q(S) divise NK/Q(P ) et ces polynômes ont
des coefficients dans Z.

D’autre part, on a :∫ 1

0
log

d∏
i=1
‖σi(Q)(e2πiθ1 , y2)‖1 dθ1 6 log

d∏
i=1

max
|z|=1

‖σi(Q)(z, y2)‖1 6 log
d∏
i=1
‖σi(Q)‖1 6 log ‖G‖d1.

En combinant ces inégalités et le fait que degy2(S) 6 degy2(P ), on a :

M(β1)[K(α):Q(β1)] 6M(NK/Q(P ))degy2 (Q)‖G‖
degy2 (P )[K:Q]
1 .

Enfin, d’après le Lemme 3.1.3 (iii), on a :

[K(β) : K] 6 min(degy1(R2), degy2(R1)).

En utilisant la matrice de Sylvester pour le calcul du résultant, on en déduit que :

[K(β) : K] 6 degy1(S) degy2(Q) + degy1(Q) degy2(S)
6 degy1(P ) degy2(Q) + degy1(Q) degy2(P ).
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La proposition suivante donne une majoration du type Bézout Arithmétique dans le cas de deux
polynômes à deux variables.

Proposition 3.1.6. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ]. Si β ∈ G2
m est un point isolé de V (F,G) alors on a :

M(β1)[Q(β):Q(β1)] 6M(F )degx2 (G)‖G‖
degx2 (F )
1 ,

M(β2)[Q(β):Q(β2)] 6M(F )degx1 (G)‖G‖
degx1 (F )
1

et

[Q(β) : Q] 6 degx1(F ) degx2(G) + degx1(G) degx2(F ).

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Lemme 3.1.5 à ζ = 1, {u1,u2} la base canonique de Z2, P = F
et Q = G.

Pour une utilisation ultérieure (dans le Chapitre 6), on donne la proposition suivante qui est une
variante de la Proposition 3.1.6. On note que la borne dans la Proposition 3.1.6 est plus précise que
celle dans la Proposition 3.1.7 dans le cas où n = 2 et {u1,u2} la base canonique de Z2.

Proposition 3.1.7. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. Soit ζ ∈ µn∞. On note K = Q(ζ). Soient u1,u2 ∈
Zn deux vecteurs linéairement indépendants. Si β ∈ G2

m est un point isolé de V (F (ζyu1
1 yu2

2 ), G(ζyu1
1 yu2

2 ))
alors on a :

M(β1)[K(β):Q(β1)] 6
(
‖F‖deg∞(G)

1 ‖G‖deg∞(F )
1

)‖u2‖1[K:Q]
,

M(β2)[K(β):Q(β2)] 6
(
‖F‖deg∞(G)

1 ‖G‖deg∞(F )
1

)‖u1‖1[K:Q]

et

[K(β) : K] 6 2 deg∞(F ) deg∞(G)‖u1‖1‖u2‖1.

Démonstration. On pose P (y) = F (ζyu1
1 yu2

2 ) et Q(y) = G(ζyu1
1 yu2

2 ) ∈ Z[ζ][y1, y2]. D’après le Lemme
3.1.5, on a :

M(β1)[K(α):Q(β1)] 6M(NK/Q(P ))degy2 (Q)‖G‖
degy2 (P )[K:Q]
1 ,

et

[K(β) : K] 6 degy1(P ) degy2(Q) + degy1(Q) degy2(P ).

On note d = [K : Q]. Soient σ1, · · · , σd les plongements de K dans C. On a :

M(NK/Q(P )) 6 ‖NK/Q(P )‖1 6
d∏
i=1
‖σi(P )‖1 6 ‖F‖d1.

On a aussi les majorations suivantes sur les degrés :

degy2(P ) 6 ‖u1‖1 deg∞(F ) et degy2(Q) 6 ‖u2‖1 deg∞(G).
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En combinant ces inégalités, on obtient :

M(β1)[K(β):Q(β1)] 6 ‖F‖deg∞(G)‖u2‖1[K:Q]
1 ‖G‖deg∞(F )‖u2‖1[K:Q]

1 .

Par symétrie, on a aussi l’inégalité pour M(β2)[K(β):Q(β2)]. Enfin, on a :

[K(α) : K] 6 degy1(P ) degy2(Q) + degy1(Q) degy2(P )
6 2 deg∞(F ) deg∞(G)‖u1‖1‖u2‖1.

Dans la suite, on va donner une autre approche permettant de déterminer une majoration du degré
des points isolés de V (F,G) à l’aide du volume mixte et le Théorème de Bernstein-Kushnirenko [7] sur
le nombre de racines communes dans Gn

m (Corollaire 3.1.9). Le résultat obtenu permet de retrouver une
majoration très similaire à celle de la Proposition 3.1.7.

Si E est un ensemble compact dans Rn alors on définit diam2(E) = supλ1,λ2∈E ‖λ1 − λ2‖2. Si
F ∈ C[x±1] alors on note diam2(F ) = diam2(Supp(F )). On a donc diam2(F ) 6

√
n deg∞(F ). Pour

montrer le Corollaire 3.1.9, on a besoin de la proposition suivante qui majore le nombre de racines
communes de deux polynômes à deux variables qui sont de la forme F (yU ) et G(yU ).

Proposition 3.1.8. Soient F,G ∈ C[x±1
1 , · · · , x±1

n ] non nuls. Soient u1,u2 ∈ Zn deux vecteurs linéai-
rement indépendants et U la matrice dont les lignes sont u1 et u2. On suppose que F (yU ) et G(yU )
sont non nuls. On note H(y) = pgcd(F (yU ), G(yU )), P (y) = F (yU )/H et Q(y) = G(yU )/H. On
pose :

ZU =
{

y ∈ G2
m | P (y) = Q(y) = 0

}
.

Alors on a :

#ZU 6
π

4 diam2(F )diam2(G)| det(UU>)|1/2.

Démonstration. Si k > 0 est un entier alors on désigne par Mvolk et volk respectivement le volume
mixte et le volume usuel dans Rk. Pour plus de détails sur la preuve des propriétés du volume mixte
mentionnées ci-dessus, on se réfère à [22]. Dans la suite, si A et B sont deux ensembles alors A+B =
{a+ b, a ∈ A, b ∈ B} désigne est la somme de Minkowski. Si B n’a qu’un seul élément b alors on note
par A+ b la somme A+ {b}.

D’après le Théorème de Bernstein-Kushnirenko [7] sur le nombre de racines communes dans G2
m, on

a :

#ZU 6 Mvol2 (Newt(P ),Newt(Q)) .

Soit λH ∈ Newt(H). On a Newt(P ) +λH ⊂ Newt(P ) + Newt(H) où la somme est prise au sens de la
somme de Minkwoski. On a donc Newt(P )+λH ⊂ Newt(F (yU )). Similairement, on a Newt(Q)+λH ⊂
Newt(G(yU )). Comme le volume mixte est invariant par translation, on a :

Mvol2 (Newt(P ),Newt(Q)) = Mvol2 (Newt(P ) + λH ,Newt(Q) + λH) .
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Comme Newt(P )+λH ⊂ Newt(F (yU )) et Newt(Q)+λH ⊂ Newt(G(yU )), par monotonie du volume
mixte, on en déduit que :

Mvol2 (Newt(P ),Newt(Q)) 6 Mvol2
(
F (yU ), G(yU )

)
.

Ainsi, on obtient :

#ZU 6 Mvol2
(
Newt(F (yU )),Newt(G(yU ))

)
.

Comme Newt(F (yU )) ⊆ UNewt(F ) et Newt(G(yU )) ⊆ UNewt(G), de nouveau par monotonie du
volume mixte, on a :

Mvol2
(
Newt(F (yU )),Newt(G(yU ))

)
6 Mvol2 (UNewt(F ), UNewt(G)) (3.1.2)

On pose M = UU> ∈ M2(Z). Comme U est de rang 2 alors detM 6= 0. D’après le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt, il existe W ∈M2(R) telle que WMW> = I2. Par suite, on a :

Mvol2 (UNewt(F ), UNewt(G)) = |det(W )|−1Mvol2 (WUNewt(F ),WUNewt(G)) . (3.1.3)

Si r > 0 et c ∈ R2 alors on note D(c, r) le disque de centre c et de rayon r. Comme WUNewt(F ) est
compact, alors il existe un réel rF > 0 et un vecteur cF ∈ R2 tels que WUNewt(F ) est inclus dans
le disque DF = D(cF , rF ). De même il existe un réel rG > 0 et cG ∈ R2 tels que WUNewt(G) ⊆
DG = D(cG, rG). En termes de la somme de Minkwoski, on peut écrire D(cF , rF ) = cF + D(O, rF )
et D(cG, rG) = cG + D(O, rG) où O est le point à l’origine (0, 0). On note D1 = D(O, 1) le disque
unité. On a alors D(O, rF ) = rFD(O, 1) et D(O, rG) = rGD(O, 1). Par monotonie et invariance par
translation du volume mixte, on a :

Mvol2 (WUNewt(F ),WUNewt(G)) 6 Mvol2 (DF , DG)
= Mvol2 (D(O, rF ), D(O, rG))
= Mvol2 (rFD1, rGD1)
= rF rGMvol2 (D1, D1)
= rF rGvol2 (D1) .

Or on a vol2 (D1) = π. Par définition, on a la majoration :

rF 6
1
2diam2(WUSupp(F )).

Comme WMW> = I2, on a (WU)(WU)> = I2. Ainsi WU est une isométrie et donc on a :

rF 6
1
2diam2(WUSupp(F )) = 1

2diam2(F ).

Similairement, on a le même résultat pour G. Ainsi, on obtient :

Mvol2 (WUNewt(F ),WUNewt(G)) 6 π

4 diam2(F )diam2(G). (3.1.4)

Par ailleurs, on a det(W )2 det(M) = 1 et det(M) = det(UU>). On en déduit que

det(W )−1 = |det(UU>)|1/2.
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En combinant cette dernière équation avec (3.1.3) et (3.1.4), la relation (3.1.2) devient :

Mvol2
(
Newt(F (yU )),Newt(G(yU ))

)
6
π

4 |det(UU>)|1/2diam2(F )diam2(G).

Ainsi, on a :

#ZU 6
π

4 diam2(F )diam2(G)| det(UU>)|1/2.

Corollaire 3.1.9. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. Soit ζ ∈ µn∞. On note K = Q(ζ). Soient u1,u2 ∈ Zn
deux vecteurs linéairement indépendants. Soit U la matrice dont les lignes sont u1 et u2. Si β ∈ G2

m
est un point isolé de V (F (ζyU ), G(ζyU )) alors on a :

[K(β) : K] 6 π

4 diam2(F )diam2(G)| det(UU>)|1/2.

Démonstration. On note H(y) = pgcd(F (yU ), G(yU )), P (y) = F (yU )/H et Q(y) = G(yU )/H.
Comme β un point isolé de V (F (ζyU ), G(ζyU )) alors on a P (β) = Q(β) = 0. D’après la Proposition
3.1.8, on a :

#V
(
F (ζyU ), G(ζyU )

)
6
π

4 diam2(F )diam2(G)|det(UU>)|1/2.

Comme tous les conjugués de β sur K appartiennent à V (F (ζyU ), G(ζyU )), on a :

[K(β) : K] 6 π

4 diam2(F )diam2(G)| det(UU>)|1/2.

Remarque. En observant que det(UU>)1/2 6 ‖u1‖2‖u2‖2, on retrouve une majoration similaire à celle
de la Proposition 3.1.7 pour [K(β) : K].

3.2 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

En combinant les résultats précédemment obtenus, on peut maintenant établir une version explicite
de la Conjecture de Schinzel pour le cas n = 2. On rappelle que la fonction ` est définie à l’équation
(1.2.3) à la page 5, à la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1.

Théorème 3.2.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ]. Soient a ∈ Z2 un vecteur primitif, ζ ∈ µ2
∞ et ξ ∈ Q∗\µ∞.

On note α = ζξa et d = [Q(α) : Q]. Si α est un point isolé de V (F,G) alors on a :

|a1| 6
(
degx2(G) logM(F ) + degx2(F ) log ‖G‖1

)
`(d),

|a2| 6
(
degx1(G) logM(F ) + degx1(F ) log ‖G‖1

)
`(d)

et

d 6 degx1(F ) degx2(G) + degx1(G) degx2(F ).
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Remarques. (1) Si a n’est pas primitif alors ces majorations restent vraies en remplaçant ai par
ai/pgcd(a1, a2). Cela correspond à remplacer ξ par ξpgcd(a1,a2) dans la preuve.

(2) D’après la Proposition 1.3.2.1, on peut supposer ζ, ξ ∈ Q(α). Comme [Q(α) : Q] est majoré par
une constante ne dépendant que de F et G, il est en de même pour [Q(ζ) : Q]. Par suite, il n’y a qu’un
nombre fini de ζ ∈ µ2

∞ à considérer.

Démonstration. On a α = (ζ1ξ
a1 , ζ2ξ

a2). D’après la Proposition 1.3.2.1, on peut supposer ξ ∈ Q(α).
Comme ζ1 ∈ µ∞, on a :

h(α1) = h(ζ1ξ
a1) = h(ξa1) = |a1|h(ξ).

Puisque 0 6= ξ /∈ µ∞, on a h(ξ) 6= 0. Par suite, on a :

|a1| =
h(α1)
h(ξ) = [Q(ξ) : Q]

logM(ξ)
logM(α1)
[Q(α1) : Q] .

Comme ξ ∈ Q(α), on a :

[Q(ξ) : Q] 6 [Q(α) : Q].

On obtient donc :

|a1| 6 [Q(α) : Q(α1)] logM(α1) 1
logM(ξ) . (3.2.1)

Puisque α est un point isolé de V (F,G), d’après la Proposition 3.1.6, on a :

[Q(α) : Q(α1)] logM(α1) 6 degx2(G) logM(F ) + degx2(F ) log ‖G‖1 (3.2.2)

et

[Q(α) : Q] 6 degx1(F ) degx2(G) + degx1(G) degx2(F ).

Comme la fonction ` est croissante, on a :

1
logM(ξ) 6 `([Q(ξ) : Q]) 6 `(d). (3.2.3)

En combinant (3.2.2) et (3.2.3), l’inégalité (3.2.1) devient :

|a1| 6
(
degx2(G) logM(F ) + degx2(F ) log ‖G‖1

)
`(d).

On a l’inégalité similaire pour |a2|.

Remarques. (1) Comme déjà remarqué par Schinzel, la borne pour le vecteur a ne peut pas dépendre
uniquement des degrés de F et G. Par exemple, si F (x1, x2) = x1−2, G(x1, x2) = x2−2a et α = (2, 2a)
alors a = (a,−1) et en particulier, ‖a‖∞ = a.

(2) On remarque que si la conjecture de Lehmer forte (Conjecture 1.2.2.4) est vraie alors pour tout
α ∈ Q∗ \ µ∞, on a :

M(α) >M(x10 + x9 − x7 − x6 − x5 − x4 − x3 + x+ 1) ≈ 1, 176280818...
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Cela permettrait de remplacer ` (d) par `(10) 6 6, 15925 dans le Théorème 3.2.1. Si on ne s’intéresse
qu’aux α ∈ G2

m dont les coordonnées ne sont pas des unités algébriques (donc ξ n’est pas non plus une
unité algébrique) alors on a M(ξ) > 2. Cela permet de remplacer `(d) par `(1) 6 1, 44270.

(3) En utilisant le Théorème de Bernstein-Kushnirenko [7] qui affirme que le nombre de racines com-
munes de F et G dans C∗2 est égal au volume mixte des polygones de Newton de F et G, on peut
remplacer la majoration obtenue pour d par ce volume mixte.

Une version explicite du Théorème 2 pour n = 2 peut se déduire directement à partir du corollaire
suivant.

Corollaire 3.2.2. Soient F1, . . . , Fs ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ]. Soient a ∈ Z2 un vecteur non nul, ζ ∈ µ2
∞ et

ξ ∈ Gm \ µ∞. Si ζξa est un point isolé de V (F1, · · · , Fs) alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z2

orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 2Dh`(2D2),

où

D = max
16i6s

deg∞(Fi) et h = max
16i6s

log ‖Fi‖1.

Démonstration. On pose α = ζξa et d = [Q(α) : Q]. Comme α est un point isolé de V (F1, · · · , Fs),
d’après le Lemme 3.1.4, il existe i 6= j ∈ {1, · · · , s} et un facteur irréductible Si de Fi tels que
α ∈ V (Si, Fj) et pgcd(Si, Fj) = 1. D’après le Théorème 3.2.1, on a :

|a1|
pgcd(a1, a2) 6

(
degx2(Fj) logM(Si) + degx2(Si) log ‖Fj‖1

)
`(d)

et
|a1|

pgcd(a1, a2) 6
(
degx1(Fj) logM(Si) + degx1(Si) log ‖Fj‖1

)
`(d)

avec

d 6 degx1(Si) degx2(Fj) + degx1(Fj) degx2(Si).

On note b le vecteur dont les coordonnées sont définies par :

b1 = a2
pgcd(a1, a2) et b2 = −a1

pgcd(a1, a2) .

Par construction, b est orthogonal à a. Puisque Si divise Fi, d’après la majoration (1.2.1), on a :

M(Si) 6M(Fi) 6 ‖Fi‖1.

On obtient :

‖b‖∞ 6 2Dh`(d)

et

d 6 degx1(Fi) degx2(Fj) + degx1(Fj) degx2(Fi) 6 2D2.

On a la majoration voulue car ` est croissante.
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3.3 Exemples et applications

Les exemples ci-après illustrent quelques applications du Théorème 3.2.1 pour le calcul du pgcd de
deux polynômes qui sont des spécialisations en une variable deux polynômes à deux variables.

Les calculs suivants sont faits en Pari/GP et sur un ordinateur ayant les caractéristiques suivantes :

— Processeur : r CoreTM i5-8265U CPU @1.60GHz× 8
— RAM : 16GB.

Exemple 3.3.1. On considère les deux polynômes lacunaires F et G :

F (x1, x2) = 2606 + 2023x2543
1 x567

2 + 1010x5321
1 x4560

2 − 2020x1234
1 x2789

2 ,

G(x1, x2) = 6062 + 3202x5427
1 x2345

2 + 1001x3123
1 x4321

2 .

On choisit a = (800000000,−1234567) ∈ Z2. On cherche à déterminer si les deux polynômes f et g
suivants :

f(t) = F (ta) = 2606 + 2023t202740000511 + 1010t420050374480 − 2020t95276792637,

g(t) = G(ta) = 6062 + 3202t431264940385 + 1001t244505435993.

ont un facteur commun non cyclotomique. On a pgcd(a1, a2) = 1. Pour utiliser le Théorème 3.2.1,
il faut montrer pgcd(F,G) = 1. On note D = pgcd(F,G). D’après le Lemme 1.5.1, toute arête de
Newt(D) est parallèle à une arête de Newt(F ) et à une arête de Newt(G). Ainsi, si D n’est pas un
monôme alors Newt(F ) a une arête qui est parrallèle à une arête de Newt(G). En traçant ces deux
polygones dans le plan (voir Figure 3.3.1), on observe que ce n’est pas le cas et ainsi pgcd(F,G) = 1.

x1

x2

(0,0)
(2543,567)

(5321,4560)

(1234,2789)

(5427,2345)

(3123,4321)

Figure 3.3.1 – Polygônes de Newton de F (en rouge) et G (en bleu)

Maintenant, d’après le Théorème 3.2.1, si F (ta) et G(ta) ont un facteur commun non-cyclotomique
alors |a1| 6 75341516 et |a2| 6 91126127. Puisque |a1| > 75341516, on en déduit que f et g n’ont
aucun facteur commun non cyclotomique.
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Exemple 3.3.2. On définit les deux polynômes F et G :

F (x1, x2) = −1 + 27x3
2 + 27x3

1x
3
2 + 27x1x

2
2,

G(x1, x2) = −3− x1 + 9x2 − 6x1x2 − 3x2
1x2.

On cherche à déterminer les vecteurs (u, v) ∈ Z2 pour lesquels les deux polynômes suivants :

fu,v(t) = F (tu, tv) = −1 + 27t3v + 27t3u+3v + 27tu+2v,

gu,v(t) = G(tu, tv) = −3− tu + 9tv − 6tu+v − 3t2u+v

ont un facteur commun non-cyclotomique.

En calculant sur Pari/GP (ou en utilisant le Théorème d’Ostrowski comme dans l’exemple précédent),
on trouve pgcd(F,G) = 1. D’après le Théorème 3.2.1, le problème est réduit à calculer le pgcd de fu,v
et gu,v pour tout vecteur primitif (u, v) ∈ Z2 vérifiant |u| 6 52 et |v| 6 66. En faisant ce calcul sur
Pari/GP, on déduit qu’aucun vecteur ne donne un pgcd non trivial en environ 0,9s.

On cherche ensuite à déterminer les points de torsion ζ ∈ µ2
∞ pour lesquels les deux polynômes

F (ζ1t
u, ζ2t

v) et G(ζ1t
u, ζ2t

v) ont un facteur commun non-cyclotomique. Si tel est le cas alors, de
nouveau d’après le Théorème 3.2.1 et la remarque qui le suit, les bornes pour u et v restent les mêmes
et de plus, on a [Q(ζ) : Q] 6 9 (en particulier, il n’y a qu’un nombre fini de ζ à considérer). Le Tableau
3.1 suivant donne quelques exemples de points de torsion ζ et de vecteurs (u, v) primitifs pour lesquels
ces deux polynômes ont un facteur commun non-cyclotomique.

ζ (u, v) pgcd Temps de calcul
(1,−1) ±(1,−2) t2 − 3t+ 3 0,9s

(−1,−1) ±(1,−2) t2 + 3t+ 3 0,9s
(i, 1) ±(1,−2) t2 + 3it− 3 6,4s

Tableau 3.1 – Quelques points de torsion

3.4 Algorithme

Au lieu de passer par une recherche exhaustive en utilisant la borne, on propose ici un algorithme
permettant de calculer explicitement les vecteurs a vérifiant les propriétés requises en utilisant les zéros
communs de F et G.
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Algorithme 10 :

Entrée : F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ] tels que pgcd(F,G) = 1.
Sortie : une liste finie A ⊂ (G2

m \ µ2
∞)× Z2.

1 Résoudre dans G2
m le système F (α) = G(α) = 0 et noter V (F,G) l’ensemble des solutions.

2 Pour chaque α ∈ V (F,G) :
3 calculer une base Rf (α) en appliquant l’Algorithme 6 ;
4 si dim(Rf (α)) = 1 alors :
5 noter b ∈ Z2 un générateur de Rf (α) et poser a = (b2,−b1) ;
6 mettre (α,a) dans A.
7 Renvoyer A.

Remarque. Pour le calcul de V (F,G), on utilise la méthode standard avec le résultant. On commence
par calculer le résultant R1(x2) de F et G par rapport à x1. On factorise R1 dans Q[x2]. Pour chaque
facteur irréductible Pi ∈ Z[x2] de R1, on note α2,i le nombre algébrique dont le polynôme minimal est
Pi et on calcule Di = pgcd(F (x1, α2,i), G(x1, α2,i)). On factorise Di dans Q(α2,i)[x1]. Pour chaque
facteur Qi,j ∈ Q(α2,i)[x1] de Di, on note α1,i,j le nombre algébrique dont le polynôme minimal sur
Q(α2,i) est Qi,j . Ainsi, on trouve V (F,G) =

⋃
i,j(α1,i,j , α2,i). L’Algorithme 10 a été implémenté en

PARI/GP.

Proposition 3.4.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 ] tels que pgcd(F,G) = 1. L’Algorithme 10 termine et
renvoie une liste finie A ⊂ (G2

m \µ2
∞)×Z2 vérifiant la propriété suivante : (α,±a) ∈ A si et seulement

si α ∈ V (F,G) et α est de la forme α = ζξa où a ∈ Z2 est primitif, ζ ∈ µ2
∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞.

Démonstration. Comme pgcd(F,G) = 1, V (F,G) est fini et donc cet algorithme termine après un
nombre fini d’étapes. Montrons que la sortie vérifie les propriétés annoncées.

Supposons que (α,a) ∈ A. Posons ζ = µu et ξ = αu2
1 α−u1

2 où µ = αb ∈ µ∞, u = (u1, u2) ∈ Z2 tel
que u1b1 + u2b2 = 1 et b = (−a2, a1). On a :

ζξa = (µu1ξa1 , µu2ξa2)

=
(
(αb1

1 α
b2
2 )u1(αu2

1 α−u1
2 )b2 , (αb1

1 α
b2
2 )u2(αu2

1 α−u1
2 )−b1

)
=
(
αb1u1+u2b2

1 αb2u1−u1b2
2 , (αb1u2−u2b1

1 αb2u2+u1b1
2

)
= α car u1b1 + u2b2 = 1.

Réciproquement, si α ∈ V (F,G) de la forme α = ζξa où a ∈ Z2 est primitif, ζ ∈ µ2
∞ et ξ ∈ Q∗ \µ∞

alors on a Rf (α) = a⊥.

Remarque. En observant cette démonstration, on a Q(ζ, ξ) = Q(α) comme annoncé dans la Proposi-
tion 1.3.2.1.

Exemple 3.4.2. On reprend les deux polynômes F et G définis dans l’Exemple 3.3.2 :

F (x1, x2) = −1 + 27x3
2 + 27x3

1x
3
2 + 27x1x

2
2,

G(x1, x2) = −3− x1 + 9x2 − 6x1x2 − 3x2
1x2.
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On cherche à déterminer l’ensemble des couples (α,±a) ∈ A tels que a ∈ Z2 est primitif et α ∈
V (F,G) de la forme α = ζξa où ζ ∈ µ2

∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞. En appliquant l’Algorithme 10, on trouve
A = {(α1, α2),±(1,−2)} où α1 est le nombre algébrique dont le polynôme minimal est P1 = x2−3x+3
et α2 celui dont le polynôme minimal est P2 = 9x2 + 3x+ 1 en 2ms.

Exemple 3.4.3. On considère les deux polynômes F et G :

F (x1, x2) = −123 + 456x13
2 + 789x3

1x
5
2 + 10123x1x

2
2,

G(x1, x2) = −90807− x7
1 + 605x3

2 − 403x1x2 − 201x2
1x

7
2; .

On cherche à déterminer l’ensemble des couples (α,±a) ∈ A tels que a ∈ Z2 est primitif et α ∈ V (F,G)
de la forme α = ζξa où ζ ∈ µ2

∞ et ξ ∈ Q∗ \ µ∞. En appliquant l’Algorithme 10, on trouve A = ∅ en
0,7s.

Si on avait utilisé la méthode avec les bornes, on aurait calculé le pgcd de F (ta) et G(ta) pour tout
vecteur primitif a vérifiant |a1| 6 20978 et |a2| 6 9728. Avec ces bornes, le temps de calcul prend
environ 328h (soit 13jours et une demi-journée) sur notre machine.

Remarque. En essayant sur plusieurs exemples, on remarque que l’essentiel du temps passé par l’Algo-
rithme 10 se trouve dans le calcul des racines communes de F et G, et plus précisément dans l’étape
où on effectue un calcul de pgcd de deux polynômes sur un corps de nombres.



4. Cas n = 3 : approche S
Dans ce chapitre, on présente une version explicite du Théorème 2 dans le cas où n = 3 et ζ = 1

(Théorème 4.4.1), basée sur une amélioration de la preuve de A. Schinzel [40, Theorem 45], que l’on
appelle approche S.

4.1 Présentation de l’approche

Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 et ξ ∈ Q∗ \ µ∞ tels que

F (ξa) = G(ξa) = 0. Soient u1,u2 deux vecteurs linéairement indépendants tels que a ∈ 〈u1,u2〉
(on peut appliquer le Lemme 1.4.2 pour montrer l’existence de tels vecteurs). On suppose de plus
que ‖u1‖∞‖u2‖∞ est minimal. On note H(y1, y2) = pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )). On commence par

considérer les deux cas suivants : H est un monôme ou H n’est pas un monôme.

SiH n’est pas un monôme alors, grâce au Lemme 1.5.1, on montre qu’il existe un vecteur b satisfaisant
les propriétés requises (Proposition 4.2.1).

En revanche, si H est un monôme alors cela implique que le degré de ξ peut être contrôlé par ‖a‖1/2
(Proposition 4.3.1). Le fait que cette puissance de ‖a‖2 est strictement inférieure à 1 est crucial. Pour
trouver un vecteur b vérifiant les propriétés requises, on fait une décomposition de F et G suivant la
construction suivante.

Matrice associée à un polynôme

Si 0 6= P ∈ C[x±1
1 , · · · , x±1

n ] alors on écrit :

P = pλ1xλ1 + · · ·+ pλnP xλnP ,

où les pλi sont les coefficients non nuls de P , nP = #Supp(P ) et les vecteurs λi ∈ Supp(P ) sont
ordonnés suivant l’ordre lexicographique : λ1 < · · · < λnP . La matriceM(P ) associée à P est définie
par :

M(P ) = (λi,j − λ1,j)26i6nP
16j6n

∈Mn,nP−1(Z).

Matrice associée à une décomposition de F et G

Une décomposition σ de F et G suivant ξa est une représentation de F et G sous la forme :

σ : F =
p∑
i=1

Fi et G =
q∑
j=1

Gi, (4.1.1)

tels que

— les Fi et les Gj sont non nuls,
— Supp(Fi) ∩ Supp(Fj) = Supp(Gi) ∩ Supp(Gj) = ∅ pour i 6= j,
— Fi(ξa) = Gj(ξa) = 0 pour 1 6 i 6 p et 1 6 j 6 q.

On associe à σ la matriceMσ définie par :

Mσ =
(
M(F1) · · · M(Fp) M(G1) · · · M(Gq)

)
∈M3,m(Z),

54
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où m = (nF1 − 1) + · · · (nFp − 1) + (nG1 − 1) + · · ·+ (nGq − 1).

On considère une telle décomposition σ de F et G telle que p et q soient maximaux. Dans ce cas, on
dit que la décomposition est maximale. On note rσ le rang du sous groupe Λ de Z3 engendré par les
vecteurs colonnes deMσ. On considère les deux cas : rσ = 3 et rσ 6 2.

Si rσ = 3 et sous l’hypothèse que le degré de ξ est contrôlé par ‖a‖1/22 , on montre que la norme de a
est majorée par une constante ne dépendant que de F et G (Proposition 4.3.3). Ensuite, pour déduire
un vecteur b ayant les propriétés requises, il suffit d’appliquer le Théorème 1.4.1 à a⊥.

Si rσ 6 2 alors, en se ramenant au cas n = 2, on montre qu’il existe un vecteur b ayant les propriétés
requises (Proposition 4.3.4). Dans cette proposition, l’hypothèse que le degré de ξ est contrôlé par
‖a‖1/22 n’est pas nécessaire.

Le Tableau 4.1 suivant récapitule le schéma de la preuve :

Hypothèses rσ = 3 rσ 6 2
H est un monôme Proposition 4.3.3 Proposition 4.3.4

H n’est pas un monôme Proposition 4.2.1 Proposition 4.2.1 ou Proposition 4.3.4

Tableau 4.1 – Schéma de l’approche S

On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Le Tableau 4.2 donne asymptotiquement l’ordre de grandeur des bornes associées aux différents cas.

Hypothèses rσ = 3 rσ 6 2
H est un monôme ND4 D5h

H n’est pas un monôme D6 D6 ou D5h

Tableau 4.2 – Ordre de grandeur des bornes suivant l’approche S

Dans la Section 4.2 et la Section 4.3, on traite respectivement les deux cas : H n’est pas un monôme
puis H est un monôme. Dans la Section 4.4, on donne une version explicite du Théorème 2 dans le cas
n = 3.

4.2 Cas 1 : H(y) n’est pas un monôme

La proposition suivante montre que si H n’est pas un monôme alors il existe un vecteur non nul
b ∈ Z3 orthogonal à a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de deg(F ) et
deg(G).



Section 4.2. Cas 1 : H(y) n’est pas un monôme 56

Proposition 4.2.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

primitif et ξ ∈ Q \ µ∞ tels que F (ξa) = G(ξa) = 0. Soient u1,u2 ∈ Z3 deux vecteurs linéairement
indépendants tels que a ∈ 〈u1,u2〉 et ‖u1‖∞‖u2‖∞ est minimal. Si pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )) n’est

pas un monôme alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 48 (deg∞(F ) deg∞(G) min (deg∞(F ),deg∞(G)))2 .

Démonstration. Quitte à renuméroter les ui, on peut supposer que ‖u1‖∞ 6 ‖u2‖∞. On noteH(y1, y2) =
pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )). Comme H n’est pas un monôme, Newt(H) possède une arête A. On note

L la droite qui passe par cette arête et (c1, c2) ∈ Z2 un vecteur normal à L. On écrit :

F (x) =
∑

λ∈Supp(F )
fλxλ et H(y) =

∑
α∈Supp(H)

hαyα.

On définit les deux polynômes de facette (suivant L) :

FL(y) =
∑

λ∈Supp(F ) | (u1λ,u2λ)∈L
fλy

u1λ
1 yu2λ

2 et HL(y) =
∑

α∈Supp(H)∩L
hαyα.

En considérant l’application linéaire L(z1, z2) = c1z1 + c2z2 et en utilisant le Lemme 1.5.1, HL divise
FL(yu1

1 yu2
2 ) car H divise F (yu1

1 yu2
2 ). Comme L contient au moins deux points de Supp(H), HL possède

au moins deux monômes. Ainsi, il en est de même pour FL. Par suite, il existe λ1 6= λ2 ∈ Supp(F ) tels
que c1u1(λ2 − λ1) + c2u2(λ2 − λ1) = 0. En posant v1 = λ2 − λ1, on a :

c1u1v1 + c2u2v1 = 0 et 0 < ‖v1‖∞ 6 deg∞(F ). (4.2.1)

Puisque H divise G(yu1
1 yu2

2 ), on a aussi des propriétés similaires avec G. Ainsi, on peut remplacer
deg∞(F ) par deg∞(G) dans (4.2.1).

Comme v1 6= 0, alors il existe k ∈ {1, 2, 3} tel que v1k 6= 0. Pour alléger les notations, on suppose
k = 3. Notons R le résultant de F et G par rapport à la variable x3. Comme pgcd(F,G) = 1, on a
R 6= 0. En utilisant la matrice de Sylvester pour le calcul du résultant, on en déduit :

deg∞(R) 6 2 deg∞(F ) deg∞(G).

De plus, il existe R1, R2 ∈ Q[x1, x2, x3] tels que R = R1F + R2G,. Puisque H divise F (yu1
1 yu2

2 ) et
G(yu1

1 yu2
2 ), donc il divise R(yu1

1 yu2
2 ). En appliquant la même procédé, il existe deux vecteurs λ′1 6= λ′2 ∈

Supp(R) tels que c1u1(λ′2 − λ′1) + c2u2(λ′2 − λ′1) = 0. La 3ème coordonnée de λ′1 et celle de λ′2 sont
nulles car degx3(R) = 0. En posant v2 = λ′2 − λ′1, on a :

c1u1v2 + c2u2v2 = 0 et 0 < ‖v2‖∞ 6 deg∞(R) 6 2 deg∞(F ) deg∞(G). (4.2.2)

En combinant (4.2.1) et (4.2.2), on obtient la relation :

(u1v1)(u2v2) = (u2v1)(u1v2). (4.2.3)

Par ailleurs, les vecteurs v1 et v2 sont linéairement indépendants car si d1v1 + d2v2 = 0 où d1, d2 ∈ Z
alors d1 = 0 (v23 = 0 et v13 6= 0) et d2 = 0 (v2 6= 0).

En résumé, il existe deux vecteurs v1,v2 ∈ Zn linéairement indépendants tels que :

0 < ‖v1‖∞ 6 min (deg∞(F ), deg∞(G)) , (4.2.4)
0 < ‖v2‖∞ 6 2 deg∞(F ) deg∞(G). (4.2.5)



Section 4.2. Cas 1 : H(y) n’est pas un monôme 57

On pose :

c = (c1, c2), U =
(

u1
u2

)
et V =

(
v1 v2

)
.

D’après (4.2.2) et (4.2.3), on a :

cUV = 0 et det(UV ) = 0.

Comme c est non nul, sans perte de généralité, on peut supposer c2 6= 0. Supposons d’abord u1v1 = 0.
Comme cUV = 0 et c2 6= 0, on en déduit u2v1 = 0. Donc on a av1 = (η1u1 + η2u2)v1 = 0. En
prenant b = v1, on a ab = 0 et ‖b‖∞ 6 min (deg∞(P ),deg∞(Q)) ; d’où le résultat.

Supposons maintenant u1v1 6= 0. Posons b = (u1v1)v2 − (u1v2)v1. On a b 6= 0 car v1 et v2 sont
linéairement indépendants. Il est évident que u1b = 0. De plus, on a u2b = 0 car det(UV ) = 0. Ainsi,
on en déduit que ab = 0. Enfin, déterminons une majoration explicite de ‖b‖∞ en fonction de F et G.
Comme b = (u1v1)v2 − (u1v2)v1, on a :

‖b‖∞ 6 2‖v1‖∞‖v2‖∞‖u1‖1. (4.2.6)

On peut écrire b = (v1∧v2)∧u1. Comme a est orthogonal à b, on peut écrire a de la façon suivante :

a = d1(v1 ∧ v2) + d2u1, avec d1, d2 ∈ Q.

Les deux vecteurs v1 ∧ v2 et u1 sont linéairement indépendants. En effet, supposons qu’on a α1(v1 ∧
v2) + α2u1 = 0 avec α1, α2 ∈ R. Si u1v1 = u1v2 = 0 alors on fait le produit vectoriel avec v2 ; dans
ce cas, on obtient α2 = 0 et aussi α1 = 0 (car v1 ∧ v2 6= 0). Sinon, on fait le produit vectoriel avec
u1 ; dans ce cas, on obtient α1 = 0 et aussi α2 = 0 (car u1 6= 0).

Notons Λ le sous-groupe de Z3 engendré par v1 ∧ v2 et u1. On a a ∈ Z3 ∩QΛ = Λsat. En appliquant
le Lemme 1.3.1.3 à Λsat, il existe deux vecteurs linéairement indépendants u3,u4 ∈ Z3 tels que :

a = η3u3 + η4u4, avec η3, η4 ∈ Z et ‖u3‖∞‖u4‖∞ 6
3
2‖v1 ∧ v2‖∞‖u1‖∞.

Puisque ‖u1‖∞‖u2‖∞ est minimal, on a :

‖u1‖∞‖u2‖∞ 6 ‖u3‖∞‖u4‖∞ 6
3
2‖v1 ∧ v2‖∞‖u1‖∞ 6 3‖v1‖∞‖v2‖∞‖u1‖∞.

Par suite, on a :

‖u1‖∞ 6 ‖u2‖∞ 6 3‖v1‖∞‖v2‖∞.

L’inégalité (4.2.6) devient :

‖b‖∞ 6 4‖v1‖∞‖v2‖∞ (3‖v1‖∞‖v2‖∞) = 12 (‖v1‖∞‖v2‖∞)2 .

Enfin, d’après (4.2.4) et (4.2.5), on en déduit que :

‖b‖∞ 6 48 (deg∞(F ) deg∞(G) min (deg∞(F ),deg∞(G)))2 .
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4.3 Cas 2 : H(y) est un monôme

La proposition suivante montre que si H est un monôme alors le degré de ξ ∈ Q \ µ∞ vérifiant
F (ξa) = G(ξa) = 0 est contrôlé par ‖a‖1/22 .

Proposition 4.3.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

primitif et ξ ∈ Q \ µ∞ tels que F (ξa) = G(ξa) = 0. Soient u1,u2 ∈ Z3 deux vecteurs linéairement
indépendants tels que a ∈ 〈u1,u2〉 et ‖u1‖∞‖u2‖∞ est minimal. Si pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )) est

un monôme alors on a :

[Q(ξ) : Q] 6 6γ3/2
2 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖1/22 , (4.3.1)

où γ2 = 2/
√

3 est la constante d’Hermite de dimension 2.

Démonstration. On note H(y) = pgcd(F (yu1
1 yu2

2 ), G(yu1
1 yu2

2 )). On considère les deux polynômes
P (y) = F (yu1

1 yu2
2 )/H(y) et Q(y) = F (yu1

1 yu2
2 )/H(y). On note R le résultant de P et Q par rapport

à la variable y2. On a donc R 6= 0. Soit E l’ensemble des racines communes de P et Q dans Q2 :

E =
{
α ∈ Q2 | P (α) = Q(α) = 0

}
.

On a #E 6 deg∞(R). En utilisant la matrice de Sylvester pour majorer deg∞(R) et en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer degyi P et degyi Q, on en déduit :

#E 6 degy1(P ) degy2(Q) + degy2(P ) degy1(Q)
6 2‖u1‖1‖u2‖1 deg∞(F ) deg∞(G).

D’après l’hypothèse, il existe η ∈ Z2 tel que a = η1u1 + η2u2. Comme F (ξa) = G(ξa) et ξ n’est
pas une racine de l’unité, on a ξη ∈ E. Puisque a primitif, il en est de même pour η et donc ξ est
uniquement déterminé par ξη. Comme chaque conjugué de ξη appartient à E, on a :

[Q(ξ) : Q] 6 2‖u1‖1‖u2‖1 deg∞(F ) deg∞(G).

D’après le Lemme 1.4.2, il existe deux vecteurs linéairement indépendants u′1,u′2 ∈ Zn tels que a ∈
〈u′1,u′2〉 et

‖u′1‖2‖u′2‖2 6 γ
3/2
2 ‖a‖

1/2
2 .

Puisque ‖u1‖∞‖u2‖∞ est minimal, on a :

‖u1‖∞‖u2‖∞ 6 ‖u′1‖∞‖u′2‖∞ 6 γ
3/2
2 ‖a‖

1/2
2 .

Ainsi, on a :

[Q(ξ) : Q] 6 2γ3/2
2 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖1/22 .

Sous l’hypothèse que le degré de ξ est contrôlé par ‖a‖1/22 et rσ = 3, on va appliquer la Proposition
4.3.3 pour montrer que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de F et G.
Pour montrer cette proposition, on a besoin d’un lemme de U. Zannier sur la hauteur des zéros d’un
polynôme lacunaire.
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Lemme 4.3.2. [40, Lemme 1, p.524] Soit n > 1 un entier. Soient α1, · · · , αn ∈ Q∗n tels que α1 · · ·αn 6=
0. Soient m1 > m2 > · · · > mn des entiers naturels et soit ξ un nombre algébrique non nul satisfaisant :

n∑
i=1

αiξ
mi = 0 et

k∑
i=1

αiξ
mi 6= 0 pour tout k = 1, · · · , n− 1.

Alors on a :

(m1 −mn) logM(ξ) 6 (n− 1) (log(n− 1) + h1(α)) [Q(ξ) : Q].

On note τ la fonction définie par τ(x) = 4 (log(x)/ log log(x))3 pour tout x > e. On rappelle que
la fonction ` est définie à l’équation (1.2.3) à la page 5, à la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1. Si
F ∈ C[x±1] alors on note H(F ) la somme de logarithmes des valeurs absolues des coefficients non nuls
de F . On note aussi :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max (log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max (#Supp(F ),#Supp(G))
H = max (H(F ), H(G)) .

Proposition 4.3.3. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

primitif et ξ ∈ Q \ µ∞ de degré vérifiant (4.3.1) tels que F (ξa) = G(ξa) = 0. Soit σ la décomposition
maximale de F et G définie par (4.1.1). Si rσ = 3 alors on a :

‖a‖1/2∞ 6 3
√

864D4H(N − 1) log(N − 1)τ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)).

En particulier, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 125D4H(N − 1) log(N − 1)τ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)).

Démonstration. Par hypothèse, σ est une décomposition maximale de F et G définie par (4.1.1) :

σ : F =
p∑
i=1

Fi et G =
q∑
j=1

Gi,

tels que

— les Fi et les Gj sont non nuls,
— Supp(Fi) ∩ Supp(Fj) = Supp(Gi) ∩ Supp(Gj) = ∅ pour i 6= j,
— Fi(ξa) = Qj(ξa) = 0 pour 1 6 i 6 p et 1 6 j 6 q.

On rappelle que la matriceMσ est définie par :

Mσ =
(
M(F1) · · · M(Fp) M(G1) · · · M(Gq)

)
∈Mn,m(Z),

où m = (nF1−1)+ · · · (nFp−1)+(nG1−1)+ · · ·+(nGq−1). Comme la décomposition σ est maximale,
les entiers p et q sont maximaux.

Quitte à faire une somme sur les coefficients, on peut supposer que pour tout i, j, aucun couple de
vecteurs distincts (λ,µ) ∈ Supp(Fi)2 ∪ Supp(Gj)2 vérifie aλ = aµ.
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Soit i ∈ {1, · · · , p}. Pour λk ∈ Supp(Fi), on pose mk = aλk. Quitte à renuméroter les mk, on peut
supposer m1 > · · · > mnFi

. Puisque p est maximal, aucune sous-somme de Fi s’annule en ξa. D’après
le Lemme 4.3.2, on en déduit que :

(m1 −mnFi
) logM(ξ) 6 (nFi − 1) (log(nFi − 1) +H(Fi)) [Q(ξ) : Q].

où H(Fi) est la somme des logarithmes des valeurs absolues des coefficients non nuls de Fi. Comme
Supp(Fi) ∩ Supp(Fj) = ∅ pour i 6= j, on a les majorations nFi 6 nF et H(Fi) 6 H(F ). On a alors :

(m1 −mnFi
) logM(ξ) 6 (nF − 1) (log(nF − 1) +H(F )) [Q(ξ) : Q]. (4.3.2)

On a une inégalité similaire pour Gj .

Par ailleurs, comme rσ = 3, il existe trois vecteurs linéairement indépendants v1,v2,v3 ∈ Z3

tels que chaque vi (pour i = 1, 2, 3) correspond à une des colonnes de Mσ. On a alors ‖vi‖∞ 6
max (deg∞(F ), deg∞(G)). Sans perte de généralité, on peut supposer que v1 correspond à une des
colonnes deM(Fi). D’après la construction de m1 et mnFi

ci-dessus, on en déduit :

|av1| 6 m1 −mnFi
. (4.3.3)

On rappelle γ2 = 2/
√

3 la constante d’Hermite de dimension 2. On note :

d = 6γ3/2
2 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖1/22 .

En combinant les deux inégalités (4.3.3) et (4.3.2) et en utilisant le fait que (logM(ξ))−1 6 `(d), on
obtient :

|av1| 6 m1 −mnFi
6 (nF − 1) (log(nF − 1) +H(F )) d`(d).

En appliquant cette procédé à v2 et v3, on a des inégalités similaires. Ainsi, pour i ∈ {1, 2, 3}, on a :

‖vi‖∞ 6 D

|avi| 6 (N − 1) (log(N − 1) +H) d`(d).

En écrivant

(
a1 a2 a3

)v1
v2
v3

 =

av1
av2
av3


et utilisant les formules de Cramer, on en déduit que :

‖a‖∞ 6 2‖v1‖∞ ‖v2‖∞ ‖v3‖∞
3∑
i=1

|avi|
‖vi‖∞

6 6D2(N − 1) log(N − 1)Hd`(d).

Comme ` est croissante et en remplaçant d par son expression, on obtient :

‖a‖1/2∞ 6
√

864D4(N − 1) log(N − 1)H`
(√

96D2‖a‖1/2∞
)
.

En multipliant par
√

96D2 cette inégalité, on obtient :

X 6 C`(X)
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où

X =
√

96D2‖a‖1/2∞ et C =
√

82944D6(N − 1) log(N − 1)H.

D’après le Théorème 1.2.2.3, on a `(X) 6 τ(X) car X > 3. Comme C > 2 et 3 6 X 6 Cτ(X),
d’après le Lemme A.2.2, on a :

X 6 3Cτ(4C).

En remplaçant X et C par leur expression, on en déduit que la majoration de ‖a‖∞ voulue :

‖a‖1/2∞ 6 3
√

864D4(N − 1) log(N − 1)Hτ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)).

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 γ
1/2
2 ‖a‖

1/2
2 .

Par suite, on a :

‖b‖2 6 125D4(N − 1) log(N − 1)Lτ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)).

Enfin, si rσ 6 2, on applique la proposition suivante pour trouver un vecteur b vérifiant les propriétés
requises. On note que l’hypothèse que la décomposition σ soit maximale n’est plus nécessaire. On note
encore :

D = max (deg∞(F ),deg∞(G)) et h = max (log ‖F‖1, log ‖G‖1)

Proposition 4.3.4. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

primitif et ξ ∈ Q \ µ∞ tels que F (ξa) = G(ξa) = 0. Soit σ la décomposition de F et G définie par
(4.1.1). Si rσ 6 2 alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 30D3(6D2 log 2 + h)`(18D4).

Démonstration. On va faire un changement de variables pour se ramener au cas n = 2. On rappelle
que la matriceMσ est définie par :

Mσ =
(
M(F1) · · · M(Fp) M(G1) · · · M(Gq)

)
∈M3,m(Z),

où m = (nF1 − 1) + · · · (nFp − 1) + (nG1 − 1) + · · ·+ (nGq − 1).

On commence par montrer qu’il existe deux matrices U ∈ M3,2(Z) et A ∈ M2,N (Z) vérifiant les
propriétés suivantes :

— Mσ = UA
— rang(U) = 2
— les normes des vecteurs colonnes de U sont majorées par une constante ne dépendant que de F

et de G
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• Si rσ = 0 alorsMσ est la matrice nulle et ainsi on prend A la matrice nulle et

U =

1 0
0 1
0 0

 .
• Supposons rσ = 1. Dans ce cas, le sous-groupe Λ engendré les vecteurs colonnes deMσ est de rang
1. Ainsi, Λ est engendré par un vecteur non nul u1 ∈ Supp(F ) ∪ Supp(G). D’après le Théorème 1.4.1,
il existe un vecteur non nul u2 ∈ Z3 orthogonal à u1 et tel que :

‖u2‖2 6 γ
1/2
2 ‖u1‖1/22 .

On peut alors écrire Mσ de la façon suivante :

Mσ =
(
u1 u2

)(c
0

)
où c ∈ Zm.

La matrice U dont les colonnes sont u1 et u2 est de rang 2 car ces deux vecteurs sont orthogonaux. De
pus, on a

‖u1‖∞ 6 max (deg∞(F ),deg∞(G)) et ‖u2‖∞ 6
√

2 max (deg∞(F ), deg∞(G))1/2 .

• Supposons rσ = 2. Soit {u1,u2} une base de Λ et soit U la matrice dont les colonnes sont ces deux
vecteurs. Il existe donc une matrice entière A ∈M2,m(Z) telle que :

Mσ = UA.

Par construction, on a bien rang(U) = 2. D’après la Proposition 1.3.1.3, on peut choisir u1 et u2 tels
que u1 = c1µ1 et u2 = c2,1µ1 + c2µ2 où µ1,µ2 ∈ Supp(F ) ∪ Supp(G), |ci| 6 1 (pour i = 1, 2) et
|c2,1| 6 1/2. En particulier, on a

‖u1‖∞ 6 max (deg∞(F ), deg∞(G)) et ‖u2‖∞ 6 (3/2) max (deg∞(F ), deg∞(G)) .

On en conclut que, dans chaque cas, il existe deux matrices U ∈ M3,2(Z) de rang 2 et une matrice
A ∈M2,m(Z) vérifiant Mσ = UA et telles

‖u1‖∞ 6 max (deg∞(F ),deg∞(G)) et ‖u2‖∞ 6 (3/2) max (deg∞(F ),deg∞(G)) . (4.3.4)

Maintenant, pour i, j, on écrit Fi et Gj sous la forme :

Fi(x) = xpiF ∗i (xU ) et Gj(x) = xqjG∗j (xU ),

où pi,qj ∈ Z3 et tels que F ∗i , G∗j ∈ Z[y1, y2] sont uniquement déterminés par :

pgcd (F ∗i , y1y2) = 1 et pgcd
(
G∗j , y1y2

)
= 1.

Puisque Fi et Gj s’annulent en ξa, on a :

F ∗i (ξa·u1 , ξa·u2) = G∗j (ξa·u1 , ξa·u2) = 0.
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On pose :
Rσ = pgcd(F ∗1 , · · · , F ∗p ) et F ∗∗i = F ∗i /Rσ pour i ∈ {1, · · · , p},
Sσ = pgcd(G∗1, · · · , G∗q) et G∗∗j = G∗j/Sσ pour j ∈ {1, · · · , q}.

On a pgcd(Rσ, Sσ) = 1 car pgcd(F,G) = 1. Par construction, on a aussi pgcd(F ∗∗1 , · · · , F ∗∗p ) =
pgcd(G∗∗1 , · · · , G∗∗q ) = 1. On est alors dans l’un des trois cas suivants :

Rσ(ξa·u1 , ξa·u2) = Sσ(ξa·u1 , ξa·u2) = 0
F ∗∗i (ξa·u1 , ξa·u2) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , p}
G∗∗j (ξa·u1 , ξa·u2) = 0 pour tout j ∈ {1, · · · , q}

(4.3.5)

Soit F un ensemble fini de polynômes. On pose :
B(F) = 2DFhF`(2D2

F ),

où
DF = max

P∈F
deg∞(P ) et hF = max

P∈F
log ‖P‖1.

On note :
Bmax = max

(
B(Rσ, Sσ), B(F ∗∗1 , · · · , F ∗∗p ), B(G∗∗1 , · · · , G∗∗q )

)
.

En appliquant le Corollaire 3.2.2 aux trois cas (4.3.5), il existe un vecteur non nul η ∈ Z2 orthogonal à
(a · u1,a · u2) tel que

‖c‖∞ 6 B.

On prend b = η1u1 + η2u2. Puisque u1 et u2 sont linéairement indépendants et η est non nul, b est
non nul. Comme η orthogonal à (a · u1,a · u2), b est orthogonal à a. En utilisant (4.3.4), on a :

‖b‖∞ 6 5Bmax max (deg∞(F ),deg∞(G)) . (4.3.6)
Il reste à déterminer une majoration de Bmax en fonction de F et G. Comme F ∗∗i Rσ = F ∗i , on a
deg∞(F ∗∗i ) 6 deg∞(F ∗i ). Puisque Fi(x) = xpiF ∗i (xU ) et U est de rang 2, pour tout µ ∈ Supp(F ∗i ),
il existe λ ∈ Supp(Fi) tel que µ1u1 + µ2u2 = λ. D’après les formules de Cramer, on en déduit que :

deg∞(F ∗i ) 6 2 deg∞(Fi) max (‖u1‖∞, ‖u2‖∞)

En utilisant (4.3.4), on en déduit que :
deg(F ∗∗i ) 6 deg∞(F ∗i ) 6 3D2.

Par ailleurs, d’après la majoration (1.2.1) de la mesure de Mahler par la norme L1 et la multiplicativité
de la mesure de Mahler, on a :

‖F ∗∗i ‖1 6 22 deg∞(F ∗∗i )M(F ∗∗i ) 6 22 deg∞(F ∗∗i )M(F ∗i ) 6 22 deg∞(F ∗∗i )‖Fi‖1 6 26D2‖F‖1.

Ainsi, on a :
deg(F ∗∗i ) 6 3D2 et log ‖F ∗∗i ‖1 6 6D2 log 2 + h.

Par suite, on a :
B(F ∗∗1 , · · · , F ∗∗p ) 6 6D2(6D2 log 2 + h)`(18D4).

De même, B(G∗∗1 , · · · , G∗∗q ) et B(Rσ, Sσ) sont majorées par cette borne. Enfin, (4.3.6) devient :

‖b‖∞ 6 5BmaxD 6 30D3(6D2 log 2 + h)`(18D4).
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4.4 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

On donne maintenant une version explicite du Théorème 2 pour n = 3 suivant l’approche S. Si
F ∈ Z[x±1] alors on note H(F ) est la somme de logarithmes des valeurs absolues des coefficients non
nuls de F . Pour F,G ∈ Z[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ], on pose :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max (log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max (#Supp(F ),#Supp(G))
H = max (H(F ), H(G)) .

Théorème 4.4.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

primitif et ξ ∈ Q \µ∞. Si F (ξa) = G(ξa) = 0 alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a
tel que :

‖b‖2 6 120D4(6D2 log 2 + h)HN logN
(

log(1152D6HN logN)
log log(18D4)

)3

.

Démonstration. Soient u1,u2 deux vecteurs linéairement indépendants tels que a ∈ 〈u1,u2〉 et ‖u1‖∞‖u2‖∞
est minimal. On note H(y1, y2) = pgcd(F (yu1

1 yu2
2 ), G(yu1

1 yu2
2 )). Si H n’est pas un monôme alors,

d’après la Proposition 4.2.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 48D6. (4.4.1)

Si H est un monôme alors, d’après la Proposition 4.3.1, on a :

[Q(ξ) : Q] 6 6γ3/2
2 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖1/22 .

Soit σ une décomposition maximale de F et G suivant ξa. On noteMσ la matrice associée à σ et rσ
le rang du sous groupe de Z3 engendré par les vecteurs colonnes deMσ.

Si rσ = 3 alors d’après la Proposition 4.3.3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 125D4H(N − 1) log(N − 1)τ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)).

Comme τ(x) est croissante pour x > ee, on a :

τ(1152D6H(N − 1) log(N − 1)) 6 4
(

log(1152D6HN logN)
log log(1152D6HN logN)

)3

.

Donc on a :

‖b‖2 6 500D4HN logN
(

log(1152D6HN logN)
log log(1152D6HN logN)

)3

. (4.4.2)

Si rσ 6 2 alors d’après la Proposition 4.3.4, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 30D3(6D2 log 2 + h)`(18D4).
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Par le Théorème 1.2.2.3, on a `(d) 6 τ(d) pour d > 3, donc on a :

`(18D4) 6 4
(

log(18D4)
log log(18D4)

)3

.

Donc on a :

‖b‖∞ 6 120D3(6D2 log 2 + h)
(

log(18D4)
log log(18D4)

)3

. (4.4.3)

En prenant le maximum entre les bornes de (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3), on obtient :

‖b‖2 6 120D4(6D2 log 2 + h)HN logN
(

log(1152D6HN logN)
log log(18D4)

)3

.



5. Cas n = 3 : approche BMZ
Dans ce chapitre, on va décrire une autre approche, que l’on appelle approche BMZ et qui s’inspire de

la preuve de E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier dans [11] et celle de U. Zannier dans [40, Appendix].
Cette approche permet aussi d’obtenir une version explicite du Théorème 2 dans le cas n = 3 (Théorème
5.5.1).

5.1 Présentation de l’approche

Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur primitif et

ζ ∈ µ3
∞. On note :

V = V (F,G) et T1 =
{
ξa ∈ G3

m, ξ ∈ Q∗
}
.

On s’intéresse aux points α ∈ V ∩ ζT1 qui ne sont pas de torsion. On a alors :

α ∈ V ∩ ζT1 6= ∅.

On aurait pu s’attendre à une intersection vide car dim(V ) + dim(ζT1)− n = 1 + 1− 3 = −1. Il s’agit
de ce que Zilber [49] appelle une intersection atypique. On cherche à déterminer un vecteur non nul
b ∈ Z3 orthogonal à a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de F et G.

À l’aide du Théorème de H. Minkwoski, on construit un sous-tore auxiliaire T2 de G3
m de dimension 2

contenant T1 et tel que deg(T2) � deg(T1)1/2. Plus précisément, d’après le Théorème 1.4.1, il existe
un vecteur non nul u ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖u‖2 6
√
γ2‖a‖1/22 , (5.1.1)

où γ2 = 2/
√

3 est la constante d’Hermite en dimension 2. Quitte à diviser u par son pgcd, on peut
supposer que u est primitif. On note T2 le sous-tore de G3

m défini par le vecteur u i.e.

T2 = {α ∈ G3
m | αu = 1}. (5.1.2)

On rappelle que V a est la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V
et V o = V \ V a. On est alors dans l’un des trois cas suivants :

Cas 1 : α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o (Proposition 5.4.1). Dans ce cas, on montre que
la norme de a est majorée uniquement en fonction de F et G. En écrivant α = ζξa, l’idée consiste
d’une part à minorer la hauteur de h(ξ) soit en utilisant la minoration du Théporème Dobrowolski soit
sa version relative établi par F. Amoroso et U. Zannier et d’autre part à majorer la hauteur de α en
utilisant une majoration de type Bounded Height Conjecture. Ensuite, pour déduire un vecteur b ayant
les propriétés requises, il suffit d’appliquer le Théorème 1.4.1 à a⊥.

Cas 2 : α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o (Proposition 5.4.2). Dans ce cas, à l’aide
d’une certaine variété V −1V construite à partir de V , on montre qu’il existe un vecteur b vérifiant les
propriétés requises.

Cas 3 : α /∈ V o (Proposition 5.4.3). Dans ce cas, on fait un changement de variable pour se ramener
au cas n = 2.

66
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On note que cette approche est semblable à celle de Bombieri, Masser et Zannier [11] sauf dans le
Cas 2. Dans ce cas, on a pu simplifier leur approche car on est dans une situation particulière.

On peut aussi faire l’analogie avec l’approche S décrite dans le Chapitre 4. Avec les notations du
Chapitre 6, le fait que H n’est pas un monôme correspond au cas où α n’est pas un point isolé de
V ∩ ζT2. Le fait que H est un monôme correspond au cas où α est un point isolé de V ∩ ζT2. Le cas
où rσ 6 2 et r = 3 correspondent respectivement au cas où α ∈ V a et où α ∈ V o.

Le Tableau 5.1 récapitule le schéma de la preuve.

Hypothèses α ∈ V o α ∈ V a

α est un point isolé de V ∩ ζT2 Proposition 5.4.1 Proposition 5.4.3
α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 Proposition 5.4.2 Proposition 5.4.3

Tableau 5.1 – Schéma de la preuve de l’approche BMZ

On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Le Tableau 5.2 donne asymptotiquement l’ordre de grandeur des bornes associées aux différents cas
suivant l’approche BMZ.

Hypothèses α ∈ V o α ∈ V a

α est un point isolé de V ∩ ζT2 N3D5h2 D4h

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 D4 D4h

Tableau 5.2 – Ordre de grandeur des bornes suivant l’approche BMZ

Dans la Section 5.2, on va définir et donner des propriétés de la variété V −1V construite à partir de
V . Ensuite, dans la Section 5.3, on donne la majoration du type Bounded Height Conjecture. La Section
5.4 contient la démonstration de chaque proposition dans les trois cas mentionnés ci-dessus. Enfin, dans
la Section 5.5, on donne une version explicite de la Conjecture de Schinzel (Théorème 5.5.1) suivant
l’approche BMZ.

5.2 La sous-variété V −1V

On fixe un entier n > 1. Soit V est une sous-variété de Gn
m. L’objectif de cette section est d’étudier

des conditions (Proposition 5.2.1) pour lesquelles V soit un translaté de sous-groupe algébrique de Gn
m

en utilisant la variété V −1V que l’on va définir. La Proposition 5.2.2 donne une majoration du degré de
V −1V dans le cas où V −1V est un sous-tore.
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On considère le morphisme ϕ défini par :

ϕ : Gn
m ×Gn

m −→ Gn
m

(x,y) 7→ x−1 · y

On note V −1V l’image de V × V via ce morphisme.

Proposition 5.2.1. Soient V une sous-variété de Gn
m et α ∈ V . Alors V est un translaté de sous-groupe

algébrique de Gn
m si et seulement si α−1V = V −1V .

Démonstration. Supposons que V est un translaté de sous-groupe algébrique. On a alors V = βH où
β ∈ Gn

m et H est un sous-groupe algébrique de Gn
m. Comme α ∈ V , on peut prendre β = α. Par suite,

on a :

V −1V = (αH)−1(αH) = H−1H = H = α−1V.

Supposons que α−1V = V −1V et posons H = α−1V . Soient γ1,γ2 ∈ H. Il existe y1,y2 ∈ V tels que
γ1 = α−1y1 et γ2 = α−1y2. Ainsi, on a :

γ−1
1 γ2 = (α−1y1)−1(α−1y2) = y−1

1 y2 ∈ V −1V = α−1V = H.

Donc H est un sous-groupe algébrique de Gn
m. Ainsi V = αH est un translaté de sous-groupe algébrique

de Gn
m.

Proposition 5.2.2. Soit V une sous-variété de Gn
m. Notons d = dim(V −1V ). Si V −1V est un sous-tore

de Gn
m alors on a :

deg(V −1V ) 6 nd deg(V )2.

Démonstration. On considère le plongement ιn : Gn
m ↪→ Pn défini par ιn(x1, · · · , xn) = (1 : x1 : · · · :

xn) et le plongement ι2n : Gn
m ×Gn

m ↪→ P2n défini par ι2n ((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) = (1 : x1 : · · · :
xn : y1 : · · · : yn). Ainsi, le degré de V −1V = ϕ(V × V ) est le degré de l’adhérence de Zariski de
ιn(ϕ(V × V )) dans Pn et le degré de V × V est le degré de l’adhérence de Zariski de ι2n(V × V ) dans
P2n. En multipliant l’expression x−1 · y par x1 · · ·xn, on obtient l’application :

ιn ◦ ϕ : Gn
m ×Gn

m −→ Pn

(x,y) 7→ (x1 · · ·xn : y1x2x3 · · ·xn : · · · : x1x2 · · ·xn−1yn).

On définit également le morphisme ϕ̃ :

ϕ̃ : P2n −→ Pn

(z0 : z1 : · · · : z2n) 7→ (z1 · · · zn : zn+1z2z3 · · · zn : · · · : z1z2 · · · zn−1z2n)

de telle sorte que ιn ◦ ϕ = ϕ̃ ◦ ι2n. De plus, ϕ̃ est de degré n. Comme dim(V −1V ) = d, le degré de
V −1V ⊆ Pn est son degré d’intersection avec d hyperplans génériques H1, · · · , Hd dans Pn. Chaque Hi

est défini par une équation linéaire homogène non triviale. Remarquons que ϕ̃−1(Hi) est une hypersurface
car elle est le lieu des zéros d’une équation linéaire homogène composée avec l’application ϕ̃ homogène
de degré n. Par suite, on a deg(ϕ̃−1(Hi)) = n. On a alors :

deg(V −1V ) = # ((in ◦ ϕ)(V × V ) ∩H1 ∩ · · · ∩Hd)

6 #
(
ι2n(V × V ) ∩ ϕ̃−1(H1) ∩ · · · ∩ ϕ̃−1(Hd)

)
6 nd deg (V × V ) ,
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où on utilise le Théorème de Bézout dans la dernière inégalité. En considérant le plongement ι2n, on a
deg(V × V ) 6 deg(V )2. Par suite, on obtient :

deg(V −1V ) 6 nd deg(V )2.

5.3 Bounded Height Conjecture

On fixe un entier n > 1. Si V est une variété de Gn
m alors la Bounded Height Conjecture stipule que la

hauteur de l’ensemble des points appartenant à un certain ouvert de Zariski de V et à la réunion de tous
les sous-groupes algébriques de Gn

m de codimension au moins dim(V ) est majorée par une constante ne
dépendant que de V . Dans [25, Theorem 1], P. Habegger a donné une démonstration de telle conjecture
avec des bornes explicites. On va l’énoncer dans le cas correspondant à notre situation mais son résultat
est plus général.

Théorème 5.3.1. Soient V une variété irréductible de G3
m. Soit T1 un sous-tore de G3

m de dimension
1. Si α ∈ V o ∩ T1 alors on a :

h(α) 6 c3 deg(V )2 (h(V ) + deg(V )) ,

où c3 = 6270.

Démonstration. Dans le Theorem 1 de [25], on prend n = 3, s = 2 et m = 1 et d’après [25, Equation
(3)], on obtient V oa,1 = V o.

La constante c3 ici est trop grande pour des applications algorithmiques. Pour obtenir une version
explicite plus fine, on va expliciter le Theorem 1 de U. Zannier [40, p. 524, Appendix], suffisant dans
notre cas, et dont le Theorem 1 de P. Habegger [25] est une généralisation. On va commencer par un
lemme d’évitement pour les sous-espaces vectoriels sur Q (Lemme 5.3.3).

Si F ∈ Z[x1, · · · , xn] alors le lemme suivant donne un vecteur c ∈ Zn tel que F (c) 6= 0 et dont la
norme est contrôlé par le degré de F .

Lemme 5.3.2. Soit F ∈ Z[x1, · · · , xn] un polynôme non nul de degré total d. Soient di = degxi(F )
pour tout i ∈ {1, · · · , n}. Alors il existe c = (c1, · · · , cn) ∈ Zn tel que F (c) 6= 0 et |ci| 6 (di + 1)/2 et
‖c‖1 6 (d+ n)/2.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n. Si n = 1, F ∈ Z[x] est de degré d1. Notons
d′1 la partie entière de (d1 + 1)/2. En particulier, on a d′1 6 (d1 + 1)/2 < d′1 + 1 et donc d1 < 2d′1 + 1.
Par suite, il existe c1 ∈ {−d′1,−d′1 − 1, · · · , 0, 1, · · · , d′1} tel que F (c1) 6= 0. Par suite, on a le résultat
pour n = 1. Supposons qu’on ait le résultat pour tout polynôme homogène non nul à n − 1 variables.
On écrit F comme suit :

F (x1, · · · , xn) =
dn∑
i=0

Fi(x1, · · · , xn−1)xin.
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Le polynôme Fdn est non nul de degré au plus d − dn. D’après l’hypothèse de récurrence, il existe
(c1, · · · , cn−1) ∈ Zn−1 tel que Fdn(c1, · · · , cn−1) 6= 0 et |ci| 6 (di + 1)/2 (car degxi(Fdn) 6 di) et
‖(c1, · · · , cn−1)‖1 6 (d− dn + n− 1)/2. Posons

F̃ (xn) = F (c1, · · · , cn−1, xn) =
dn∑
i=0

Fi(c1, · · · , cn−1)xin.

Donc F̃ ∈ Z[xn] est non nul de degré dn. En appliquant le même argument que pour le cas n = 1, il
existe cn ∈ Z tel que |cn| 6 (dn + 1)/2 et F̃ (cn) 6= 0. Par suite, on peut prendre c = (c1, · · · , cn−1, cn)
car on a F (c) = F̃ (cn) 6= 0 et |ci| 6 (di + 1)/2 pour tout i = 1, · · · , n. De plus, on a ‖c‖1 6
(d− dn + n− 1)/2 + (dn + 1)/2 = (d+ n)/2. Cela prouve la récurrence et ainsi on a la conclusion du
lemme.

Lemme 5.3.3. (Lemme d’évitement) Soient r, s > 1 deux entiers et X1, · · · , Xs des sous-espaces
vectoriels de Qr de dimension < r. Alors il existe un vecteur non nul c ∈ Zr tel que c /∈

⋃s
i=1Xi et

‖c‖∞ 6 (s+ 1)/2.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout i = 1, · · · , s, il existe une application linéaire
non nulle fi : Qr → Q tel que fi|Xi = 0 (puisque dim(Xi) < r, on peut considérer la projection
sur Qe où e est un vecteur de la base canonique de Zr et e /∈ Xi). En multipliant par un certain
entier, on peut supposer que chaque fi est de la forme

∑r
j=1 ai,jxj avec ai,j ∈ Z. Ensuite, on définit

F =
∏s
i=1 fi ∈ Z[x1, · · · , xr]. Ainsi F est homogène de degré s. On a donc degxi(F ) 6 s et F (0) = 0.

D’après le Lemme 5.3.2, il existe c = (c1, · · · , cr) ∈ Zr tel que F (c) 6= 0 et ‖c‖∞ 6 (s+ 1)/2. Comme
F est homogène et F (c) 6= 0, on a c 6= 0 et c /∈

⋃s
i=1Xi.

On va maintenant donner une version explicite du Theorem 1 de U. Zannier [40, p. 524]. Si F ∈ C[x±1]
alors on rappelle que nF = #Supp(F ), deg(F ) est son degré total, deg∞(F ) la maximum de ses degrés
partiels et ‖F‖i est la norme Li du vecteur formé par ses coefficients non nuls. On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Proposition 5.3.4. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Notons V la variété de

G3
m définie par F = G = 0. Soit a ∈ Z3 un vecteur primitif et ζ ∈ µ3

∞. On note T1 le sous-tore de G3
m

défini par T1 = {ξa, ξ ∈ Gm}. Si α ∈ V o ∩ ζT1 alors soit il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 tel que
‖b‖∞ 6 2D soit on a :

h(α) 6 459N3D3h2.

Démonstration. Soit Z une composante irréductible de V contenant α. On a 0 6 dim(Z) 6 dim(V ) =
1. Soit σ une décomposition de F et G suivant Z de la forme :

σ : F =
p∑
i=1

Fi et G =
q∑
j=1

Gi,

tels que

— les Fi et les Gj sont non nuls
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— Supp(Fi) ∩ Supp(Fj) = Supp(Gi) ∩ Supp(Gj) = ∅ pour i 6= j
— Fi = Gj = 0 sur Z pour tout i, j

On considère une telle décomposition σ de F et G tels que p et q soient maximaux. Pour alléger
l’écriture, on pose :

r = p+ q et fi =
{
Fi si 1 6 i 6 p,

Gi−p si p+ 1 6 i 6 r.

Soit Ṽ la variété de G3
m définie par les fi = 0. Alors on a Z ⊆ Ṽ ⊆ V . On note ni = #Supp(fi). On

a donc
∑p
i=1 ni = nF et

∑r
i=p+1 ni = nG. Comme chaque fi a au moins deux monômes, on a ni > 2.

On en déduit que p 6 nF /2 et q 6 nG/2.

Pour i ∈ 1, · · · , r, on choisit λi ∈ Supp(fi) et on pose gi = x−λifi. Dans ce cas on a 0 ∈
⋂
i Supp(gi).

Remarquons que les gi définissent encore Ṽ . On pose :

S =
⋃
i

Supp(gi).

Comme 0 ∈
⋂
i Supp(gi), on a :

#E 6 1 +
r∑
i=1

(#Supp(gi)− 1) = 1 +
r∑
i=1

(ni − 1) = nF + nG − (r − 1). (5.3.1)

Si λ ∈ S alors on note Λλ le sous-groupe de Z3 engendré par les vecteurs de la forme µ−λ où µ ∈ S
et rλ son rang. Ainsi on a la propriété suivante :

∀λ ∈ S, rλ = 3. (5.3.2)

Supposons d’abord qu’il existe λ ∈ S tel que Λλ est de rang rλ < 3. En multipliant les gi par le monôme
x−λ et en effectuant un changement de variables (par un automorphisme de G3

m), on se ramène au cas
où les gi dépendent seulement de rλ variables. Soit W ⊂ Grλm la variété définie par ces équations. Donc
on a Ṽ 'W ×G3−rλm . Ceci contredit le fait que α ∈ V o i.e. α n’est pas contenu dans un translaté de
sous-tore de G3

m contenu dans V . Ainsi Λλ est de rang 3 pour tout λ ∈ S.

On écrit les gi sous la forme :

gi =
∑

λ∈Supp(gi)
βi,λxλ =

∑
λ∈S

βi,λxλ,

où βi,λ := 0 si λ ∈ S \ Supp(gi). Si ∅ 6= Γ ( S, on définit :

XΓ =

(c1, · · · , cr) ∈ Qr |
∑
λ∈Γ

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
xλ = 0 sur Z

 .
Ainsi, XΓ est un sous-espace vectoriel de Qr. On va montrer que, pour tout ∅ 6= Γ ( S, dim(XΓ) 6= r.
Supposons que pour un certain ∅ 6= Γ ( S, XΓ soit de dimension r. On a XΓ = XS\Γ. En effet, si
c ∈ Qr alors on a :

∑
λ∈Γ

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
xλ +

∑
λ∈S\Γ

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
xλ =

r∑
i=1

cigi = 0 sur Z.
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Par suite, quitte à remplacer Γ par S \ Γ, on peut supposer que 0 ∈ Γ. Pour i = 1, · · · , r, on a :∑
λ∈Γ

βi,λxλ = 0 sur Z

et donc ∑
λ∈Γ∩Supp(gi)

βi,λxλ = 0 sur Z.

Or aucune sous-somme de gi ne s’annule sur Z, alors on a soit Supp(gi)∩Γ = Supp(gi) (i.e. Supp(gi) ⊆
Γ) ou Supp(gi) ∩ Γ = ∅. Le deuxième cas ne peut pas être vrai car 0 ∈ Γ ∩ (

⋂
i Supp(gi)). Donc on a

Supp(gi) ⊆ Γ pour tout i et donc S = Γ. Ceci est une contradiction car Γ 6= S. On en conclut que,
pour tout ∅ 6= Γ ( S, XΓ n’est pas de dimension r.

On va ensuite définir un polynôme P , ne dépendant que de F et G, tel que P s’annule sur Ṽ . Comme
S est fini, le nombre de ∅ 6= Γ ( S est égal à 2#S−2. En remarquant que XΓ = XS\Γ, le nombre de XΓ
est donc majoré par t := (2#S − 2)/2. Par suite, d’après Le lemme 5.3.3, il existe c = (c1, · · · , cr) ∈ Zr
tel que c /∈

⋃
ΓXΓ, où Γ parcourt l’ensemble {Γ | ∅ 6= Γ ( S}, et tel c vérifie :

0 < ‖c‖∞ 6 (t+ 1)/2.

D’après (5.3.1), on obtient :

‖c‖∞ 6 2nF+nG−1−r = 22−r2N−3. (5.3.3)

On définit maintenant le polynôme P :

P =
r∑
i=1

cigi =
∑
λ∈S

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
xλ.

Ce polynôme s’annule sur Ṽ car les gi s’annulent sur Ṽ . Pour ∅ 6= Γ ( S, on définit également :

PΓ(x) =
∑
λ∈Γ

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
xλ.

On définit aussi les deux sous-variétés de G3
m :

VΓ = {x ∈ G3
m | PΓ(x) = 0} et ZΓ = Z ∩ VΓ.

On va considérer les deux cas suivants : α ∈
⋃

Γ ZΓ ou α /∈
⋃

Γ ZΓ. On note :

C1 =
(

logM(F ) deg(G) + logM(G) deg(F ) + (4 + log 2) deg(F ) deg(G)
)

max (deg(F ), deg(G)) +

deg(F ) deg(G) log
(
2N−3 (‖F‖2 + ‖G‖2)

)
et

C2 = 48(N − 2) max(deg∞(F ),deg∞(G))2
(
log(N − 2) + (N − 1) log

(
2N−3(‖F‖∞ + ‖G‖∞)

))
.

Cas I : Supposons que α ∈
⋃

Γ ZΓ. On va montrer que h2(α) 6 C1.
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Il existe donc un sous-ensemble non vide Γ ( S tel que α ∈ ZΓ. Remarquons que ZΓ est une sous-variété
de Z et ZΓ ( Z car c /∈ XΓ. Alors on a dim(ZΓ) = 0 car dim(Z) 6 1 et Z est irréductible. Ainsi α
est un point isolé de Z ∩ VΓ. D’après le Théorème de Bézout Arithmétique (Théorème 1.6.2.3), on a :

h2(α) 6 h(Z) deg(PΓ) + logM(PΓ) deg(Z) + 1
2

(
2 log 2 + 11

6

)
deg(Z) deg(PΓ).

D’après le Théorème de Bézout Géométrique (Théorème 1.6.2.1), on a :

deg(Z) 6 deg(V ) 6 deg(F ) deg(G).

Comme Z est une composante irréductible de V = V (F,G), d’après le Corollaire 1.6.2.4 (qui est une
conséquence du Théorème de Bézout Arithmétique), on a :

h(Z) 6 logM(F ) deg(G) + logM(G) deg(F ) + 1
2

(13
3 + 2 log 2 + 11

6

)
deg(F ) deg(G).

En combinant ces inégalités, on a :

h2(α) 6 C0 deg(PΓ) + deg(F ) deg(G) logM(PΓ), (5.3.4)

où

C0 = logM(F ) deg(G) + logM(G) deg(F ) + (4 + log 2) deg(F ) deg(G).

On va donner une majoration de deg(PΓ) et M(PΓ) en fonction de F et G. Par construction de PΓ, on
a deg(PΓ) 6 deg(P ) 6 max (deg(F ), deg(G)) et M(PΓ) 6 ‖PΓ‖2 6 PΓ 6 ‖P‖2. Or, on a :

‖P‖2 6 ‖c‖∞
(

r∑
i=1
‖gi‖2

)
= ‖c‖∞

 p∑
i=1
‖Fi‖2 +

q∑
j=1
‖Gj‖2

 .
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

p∑
i=1
‖Fi‖2 =

p∑
i=1

√
‖Fi‖22 6

√
p

√√√√ p∑
i=1
‖Fi‖22 = √p‖F‖2.

On a une inégalité similaire pour la majoration de
∑q
j=1 ‖Gj‖2. Par suite :

‖P‖2 6 ‖c‖∞ (√p‖F‖2 +√q‖G‖2) .

D’après (5.3.3), on déduit que :

‖P‖2 6 2N−32(1−p)+(1−q) (√p‖F‖2 +√q‖G‖2)

6 2N−3
(
21−q‖F‖2 + 21−p‖G‖2

)
6 2N−3 (‖F‖2 + ‖G‖2)

où, au deuxième inégalité, on a utilisé l’inégalité
√
x 6 x 6 2x−1 pour x > 1 entier. D’après l’inégalité

(5.3.4), on a :

h2(α) 6 C0 max (deg(F ),deg(G)) + deg(F ) deg(G) log
(
2N−3 (‖F‖2 + ‖G‖2)

)
= C1.
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Cas II : α /∈
⋃

Γ ZΓ. On va montrer que h2(α) 6 C2.

Comme α ∈ ζT1, il existe ξ ∈ Gm tel que α = ζξa où a est vu comme un vecteur ligne. Comme P
s’annule sur Ṽ , P s’annule en α. Ainsi, on a :

∑
λ∈S

(
r∑
i=1

ciβi,λ

)
ζλξaλ = 0. (5.3.5)

Notons s = #S et posons λ1, · · · ,λs les éléments de S. Pour tout λj ∈ E, on pose lj = aλj .

S’il existe λi 6= λj ∈ S tels que li = lj alors le vecteur b = λi − λj est orthogonal à a. Comme
λi ∈ Supp(gi) ⊆ D(fi), on a :

‖b‖∞ 6 2 max (deg∞(F ),deg∞(G)) .

On peut maintenant supposer que tous les lj sont distincts. Quitte à renuméroter les lj , on peut supposer
que l1 > l2 > · · · > ls. Pour j ∈ {1, · · · , s}, on note :

µj = ζλj
r∑
i=1

ciβi,λj .

On peut récrire (5.3.5) sous la forme :

s∑
j=1

µjξ
lj = 0. (5.3.6)

Puisque α n’appartient à aucun des ZΓ, donc aucune sous-somme de (5.3.6) ne s’annule sur un sous-
ensemble non vide Γ 6= S. En particulier, cela implique que les µj sont tous non nuls. Pour j ∈
{1, · · · , s}, on pose mj = lj − ls = a(λj − λs). On a alors m1 > m2 > · · · > ms = 0. Or, d’après la
propriété (5.3.2), tout sous-groupe Λλ est de rang 3. En particulier, Λλs est de rang 3 et donc il existe
trois vecteurs (colonnes) v1,v2,v3 ∈ S − λs qui sont linéairement indépendants. En écrivant

(
a1 a2 a3

)v11 v12 v13
v21 v22 v23
v31 v32 v33

 =

av1
av2
av3

 ,
et utilisant les formules de Cramer, on a :

‖a‖∞ 6 2‖v2‖∞‖v3‖∞|av1|+ 2‖v1‖∞‖v3‖∞|av2|+ 2‖v1‖∞‖v2‖∞|av3|. (5.3.7)

Puisque vi ∈ S − λs, on a :

‖vi‖∞ 6 2 max (deg∞(F ),deg∞(G)) .

D’après la définition de m1, on a :

|avi| 6 m1 pour tout i = 1, 2, 3.

En combinant ces inégalités, (5.3.7) devient :

‖a‖∞ 6 24m1 max (deg∞(F ),deg∞(G))2 . (5.3.8)
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Par ailleurs, en appliquant le Lemme 4.3.2 à (5.3.6), on a :

h(ξ) 6 (s− 1) (log(s− 1) + h1(µ))
m1

, (5.3.9)

où h1(µ) =
∑s
j=1 h(µj). Soit j ∈ {1, · · · , s}. Puisque ζλj ∈ µ∞, on a :

h(µj) = h(ζλj
r∑
i=1

ciβi,λj ) = h(
r∑
i=1

ciβi,λj ).

Comme
∑r
i=1 ciβi,λj ∈ Z, on en déduit que h(

∑r
i=1 ciβi,λj ) = log |

∑r
i=1 ciβi,λj |. Or on a :

|
r∑
i=1

ciβi,λj | 6
r∑
i=1
|ciβi,λj | 6 ‖c‖∞ (p‖F‖∞ + q‖G‖∞) .

D’après (5.3.3), on obtient :

|
r∑
i=1

ciβi,λj | 6 2N−32(1−p)+(1−q) (p‖F‖∞ + q‖G‖∞) 6 2N−3 (‖F‖∞ + ‖G‖∞) ,

où on a utilisé à nouveau l’inégalité x 6 2x−1 pour x > 1 pour la deuxième inégalité. Ainsi, on a :

h1(µ) 6
s∑
j=1

log(2N−3(‖F‖∞ + ‖G‖∞))

6 s log
(
2N−3(‖F‖∞ + ‖G‖∞)

)
.

D’après (5.3.1), on a s = #E 6 nF + nG − (r − 1) 6 nF + nG − 1 = N − 1. En combinant ces
inégalités, (5.3.9) devient :

h(ξ) 6
(N − 2)

(
log(N − 2) + (N − 1) log

(
2N−3(‖F‖∞ + ‖G‖∞)

))
m1

. (5.3.10)

D’après le Lemme 1.6.1.3, on a :

h(α) 6 2‖a‖∞h(ξ).

En combinant (5.3.8) et (5.3.10), on a

h(α) 6 48D2(N − 2)
(

log(N − 2) + (N − 1) log
(
2N−3(‖F‖∞ + ‖G‖∞)

) )
= C2.

Enfin, en majorant deg(F ), deg(G) par 3D et logM(F ), logM(G) par h, on a :

max(C1, C2) 6 459N3D3h2.
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5.4 Bornes explicites dans les trois cas : Cas 1, Cas 2 et Cas 3

Dans cette section, on va donner les propositions mentionnées suivant les trois cas et leurs démons-
trations. Soient F,G ∈ Z[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ]. On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Cas 1 : α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o.

Proposition 5.4.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ]. Soient a ∈ Z3 un vecteur primitif et ξ ∈ Gm \µ∞.

On note α = ζξa. Soit T2 le sous-tore de Gn
m défini par (5.1.2). Si α est un point isolé de V (F,G)∩ζT2

et α ∈ V o alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 107406N3D5h22c log(150552N3D7h22c)4

log log(376380N3D7h22c)3 .

Si, de plus, ζ ∈ {±1}3 alors on a :

‖b‖∞ 6 99144N3D5h2
(

log(74358N3D7h2)
log log(74358N3D7h2)

)3

.

Démonstration. On note V = V (F,G) et T1 = {γa ∈ G3
m, γ ∈ Q∗}. On pose P = ξu − 1 où u est

défini comme dans (5.1.1). On a donc T2 = V (P ). Par hypothèse, on a α ∈ V o ∩ ζT1. D’après la
Proposition 5.3.4, soit il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 tel que ‖b‖ 6 2D soit on a :

h(α) 6 459N3D3h2. (5.4.1)

Comme la borne dans la majoration est plus petit que celle annoncée dans la proposition, on suppose
que l’on est dans le second cas. On note C = 459N3D3h2. D’après le Lemme 1.6.1.3, on a :

‖a‖∞h(ξ) 6 h(α) 6 C. (5.4.2)

Par définition de P , on a deg(P ) 6 ‖u‖1. D’après (5.1.1), on a :

deg(P ) 6
√

3‖u‖2 6
√

3γ2‖a‖1/22 6
√

2‖a‖1/2∞ .

On pose K = Q(ζ) et d = [K(ξ) : K]. Puisque a est primitif, on a K(α) = K(ξ) et donc d = [K(α) : K].
Comme α est un point isolé de V ∩ ζT2, d’après le Théorème 1.6.2.1, on a :

d = [K(α) : K] 6 deg(F ) deg(G) deg(P ) 6
√

2 deg(F ) deg(G)‖a‖1/2∞ .

En majorant deg(F ) et deg(G) par 3D, on a :

d 6 9
√

2D2‖a‖1/2∞ . (5.4.3)

Supposons ζ ∈ {±1}3 :
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Dans ce cas K = Q. Par définition de la fonction ` (voir la Sous-section 1.2.2 pour la définion), on a
1/ logM(ξ) 6 `(d). D’après (5.4.2), on en déduit que :

‖a‖∞ 6 C
[Q(ξ) : Q]
logM(ξ) 6 Cd`(d).

D’après (5.4.3), on en déduit que :

‖a‖1/2∞ 6 9
√

2CD2`(d). (5.4.4)

Cela montre que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de F et G. Déterminons
explicitement une majoration pour la norme de a. En utilisant le fait que ` est croissante et en multipliant
(5.4.4) par 9

√
2D2, celle-ci peut s’écrire sous la forme :

X 6 C1`(X)

où

X = 9
√

2D2‖a‖1/2∞ et C1 = (9
√

2D2)2C = 74358N3D7h2.

Soit τ la fonction définie par τ(x) = 4(log(x)/ log log(x))3 pour tout x > 3. D’après le Théorème
1.2.2.3, on en déduit que `(X) 6 τ(X) car X > 3. Comme C1 > 2 et 3 6 X 6 C1τ(X), d’après le
Lemme A.2.2, on a :

X 6 3C1τ(4C1).

En remplaçant X et C1 par leur expression respective, on en déduit que :

‖a‖1/2∞ 6 12393
√

2N3D5h2τ(4C1).

En utilisant la défition de τ , on en déduit que :

‖a‖1/2∞ 6 49572
√

2N3D5h2
(

log(74358N3D7h2)
log log(74358N3D7h2)

)3

.

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 (2/
√

3)1/2‖a‖1/22 .

En simplifiant les expressions dans les log, on en déduit que :

‖b‖2 6 99144N3D5h2
(

log(74358N3D7h2)
log log(74358N3D7h2)

)3

.

Supposons ζ ∈ µ3
∞ :

En appliquant le Théorème 1.2.3.2 (avec K = Q et L = Q(ζ)), on en déduit :

1
h(ξ) 6 d

2c log(2d)4

log log(5d)3 = dλ(d).
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où c est une constante absolue strictement positive. En remplaçant `(d) par λ(d) dans le cas précédent
et refaisant le même calcul, on a :

‖a‖1/2∞ 6 9
√

2CD2λ(d).

D’après le Lemme A.2.3, λ est croissante. En utilisant ce fait et la majoration (5.4.3) de d, on obtient :

X 6 2cC log(2X)4

log log(5X)3

où

X = 9
√

2D2‖a‖1/2∞ et C2 = (9
√

2D2)2C2c = 162C2c.

Puisque C2 > 44, d’après le Lemme A.2.4, on a :

X 6 13C2
log(2C2)4

log log(5C2)3 .

En remplaçant X, C2 et C par leur expression respective, on en déduit que :

‖a‖1/22 6 53703
√

2N3D5h22c log(150552N3D7h22c)4

log log(376380N3D7h22c)3 .

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 (2/
√

3)1/2‖a‖1/22 .

Par suite, on a :

‖b‖2 6 107406N3D5h22c log(150552N3D7h22c)4

log log(376380N3D7h22c)3 .

Cas 2 : α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o.

Proposition 5.4.2. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur

non nul, ζ ∈ µ3
∞ et ξ ∈ Gm \µ∞ tels que ζξa ∈ V (F,G). On note α = ζξa et V = V (F,G). Soit T2

un sous-tore de G3
m de dimension 2. Si α ∈ V o ∩ ζT2 et α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 alors il

existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 1458D4.

Démonstration. Puisque α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2, il existe une composante irréductible
Y ⊆ V ∩ ζT2 de dimension 1 et contenant α. En particulier, Y est une composante irréductible de V
car dim(Y ) = 1 = dim(V ). Comme α ∈ V o, Y n’est pas un translaté de sous-tore de G3

m. On note ϕ
le morphisme défini par :

ϕ : G3
m ×G3

m −→ G3
m

(x,y) 7→ x−1y
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On note Y −1Y l’image de Y par ϕ. Puisque Y ⊆ ζT2, on a Y −1Y ⊆ T2. De plus, Y −1Y est irréductible
car Y × Y est irréductible et l’application ϕ est continue. Comme α ∈ Y , on a α−1Y ⊆ Y −1Y . Ainsi,
on a :

1 = dim(α−1Y ) 6 dim(Y −1Y ) 6 dim(T2) = 2.

Supposons dim(Y −1Y ) = 1. Puisque Y −1Y est irréductible, on a l’égalité α−1Y = Y −1Y . D’après la
Proposition 5.2.1, Y est un translaté de sous-groupe algébrique de G3

m. Comme Y est irréductible, Y est
un translaté de sous-tore de G3

m. Ceci contredit l’hypothèse α ∈ V o. On en déduit que dim(Y −1Y ) = 2.

Vu que Y −1Y ⊆ T2 et T2 est aussi un sous-tore de dimension 2, on a T2 = Y −1Y . D’après le Proposition
5.2.2, on a :

deg(T2) 6 32 deg(Y )2.

Puisque Y est une composante irréductible de V , on a deg(Y ) 6 deg(V ). D’après le Théorème de
Bézout Géométrique, on a deg(V ) 6 deg(F ) deg(G). Ainsi, on obtient :

deg(T2) 6 9(deg(F ) deg(G))2.

Puisque T2 est un sous-tore de G3
m de dimension 2, T2 est défini par un vecteur primitif b ∈ Z3. Comme

ξa ∈ T2 et ξ /∈ µ∞, on a a · b = 0. Enfin, on a :

max(‖b−‖1, ‖b+‖1) = deg(T2) 6 9(deg(F ) deg(G))2,

où b+ (respectivement b−) est le vecteur obtenu à partir de b en ne gardant que les coordonnées dont
le signe est positif (respectivement négatif). Enfin, on en déduit que :

‖b1‖1 6 2 max(‖b1,+‖1, ‖b1,−‖1) 6 18(deg(F ) deg(G))2.

En majorant deg(F ) et deg(G) par 3D, on a la majoration voulue.

Cas 3 : α /∈ V o.

Proposition 5.4.3. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. On note V = V (F,G).

Soient a ∈ Z3 un vecteur non nul, ζ ∈ µ3
∞ et ξ ∈ Gm \ µ∞. On note α = ζξa. Si α ∈ V a alors il

existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6
225
4 D4h`(254D6).

Démonstration. Comme α ∈ V a, α appartient à un translaté de sous-tore αT ⊆ V de dimension
non nulle. Comme pgcd(F,G) = 1, V est de dimension 1 et donc il en est de même pour T . Ainsi,
l’inclusion αT ⊆ V est maximal. On va construire un automorphisme ϕ de G3

m tel que ϕ(T ) ={
y ∈ G3

m | y1 = y2 = 1
}
. D’après la Proposition 1.3.2.3, il existe trois vecteurs µ1,µ2,µ3 formant une

base de Z3 tels que :

— T est défini par les équations xµ1 − 1 = xµ2 − 1 = 0,
— ces trois vecteurs sont définis comme suit :

µ1 = c1λ1,

µ2 = c2,1λ1 + c2λ2,

µ3 = c3,1λ1 + c3,2λ2 + c3λ3,

(5.4.5)
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où λ1,λ2 ∈ D(F ) ∪ D(G), λ3 est un vecteur de la base standard de Z3, les ci,j (pour i = 2, 3 et
j = 1, i − 1) et ck (pour k = 1, 2, 3) sont des nombres rationnels tels que |ci,j | 6 1/2 et 0 < ck 6 1.
Notons M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs µ1,µ2,µ3. On considère l’automorphisme ϕM
de G3

m défini par :

ϕM : G3
m −→ G3

m

x 7→ xM = (xµ1 ,xµ2 ,xµ3).

On a alors :

ϕM (T ) = {y ∈ G3
m | y1 = y2 = 1}.

En effet, en notant T ′ := {y ∈ G3
m | y1 = y2 = 1}, on a ϕM (T ) ⊆ T ′ car T est défini par les équations

xµ1 = xµ2 = 1. Comme dim (ϕM (T )) = dim(T ′) et T ′ est irréductible, on a l’égalité.

Puisque {µ1,µ2,µ3} forme une base de Z3, M ∈ GLn(Z). On considère le changement de variable
x = ϕ−1

M (y) = yM−1 . On écrit :

F (yM−1) =
∑
i∈I

Fi(y1, y2) yi3 et G(yM−1) =
∑
j∈J

Gj(y1, y2) yj3. (5.4.6)

On considère la sous-variété W de G2
m définie par :

W = {(y1, y2) ∈ G2
m | Fi(y1, y2) = Gj(y1, y2) = 0,∀i ∈ I, j ∈ J}.

On a alors :

(y1, y2) ∈W ⇐⇒ Fi(y1, y2) = Gj(y1, y2) = 0, ∀i ∈ I, j ∈ J,
⇐⇒ F (ϕ−1

M (y)) = G(ϕ−1
M (y)) = 0, ∀y3 ∈ Gm,

⇐⇒ ϕM−1(y) ∈ V, ∀y3 ∈ Gm,

⇐⇒ y ∈ ϕM (V ), ∀y3 ∈ Gm.

Ainsi, on obtient :

W = {(y1, y2) ∈ G2
m | ∀y3 ∈ Gm, (y1, y2, y3) ∈ ϕM (V )}. (5.4.7)

Par conséquent, on a W ×Gm ⊆ ϕM (V ) et donc :

dim(W ) + 1 = dim(W ×Gm) 6 dim(ϕM (V )) = dim(V ) = 1.

On en déduit que W est de dimension nulle dans G2
m. Ensuite, on note β l’image de α par ϕM i.e.

β = (ζµ1ξaµ1 , ζµ2ξaµ2 , ζµ3ξaµ3).

On pose β′ = (β1, β2). On a :

β′ ×Gm = {(β1, β2, β3y3) ∈ G3
m, y3 ∈ Gm}

= βϕ(T ) car ϕ(T ) = {y ∈ Gn
m | y1 = y2 = 1}

= ϕM (αT )
⊆ ϕ(V ).
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D’après (5.4.7), on en déduit que β′ ∈ W . Comme dim(W ) = 0, (ζµ1ξaµ1 , ζµ2ξaµ2) est un point
isolé de W . D’après le Corollaire 3.2.2, il existe un vecteur non nul (η1, η2) ∈ Z2 orthogonal au vecteur
(aµ1,aµ2) ∈ Z2 tel que pour i = 1, 2 :

|ηi| 6 2DWhW `(2D2
W ), (5.4.8)

où

DW = max
i∈I,j∈J

(max(deg∞(Fi), deg∞(Gj))) et hW = max
i∈I,j∈J

(max (log ‖Fi‖1, log ‖Gj‖1)) .

On considère le vecteur b défini par b = η1µ1 + η2µ2. On a b 6= 0 car (η1, η2) est non nul et µ1,µ2
sont linéairement indépendants. Comme (η1, η2) est orthogonal à (aµ1,aµ2), on a ab = 0. En utilisant
(5.4.5), on a :

‖b‖∞ 6 |η1|‖µ1‖∞ + |η2|‖µ2‖∞
6 |η1|‖c1λ1‖∞ + |η2|‖c21λ1 + c2λ2‖∞
6 (|η1|+ (3/2)|η2|)D.

D’après (5.4.8), on en déduit que :

‖b‖∞ 6 5DDWhW `(2D2
W ). (5.4.9)

Il reste à déterminer une majoration de hW et DW en fonction de h et D. Par construction des Fi et
Gj , on a ‖Fi‖1 6 ‖F‖1 et ‖Gj‖1 6 ‖G‖1. On a donc hW 6 max(log ‖F‖1, log ‖G‖1) = h. Par ailleurs,
les exposants des Fi sont donnés par les vecteurs M−1λ où λ parcourt Supp(F ). D’après les formules
de Cramer, on a :

M−1λ = ± ((µ2 ∧ µ3)λ, (µ3 ∧ µ1)λ, (µ1 ∧ µ2)λ) .

Ainsi, on a :

degy1(Fi) 6 sup
λ,λ′∈Supp(F )

|(µ2 ∧ µ3)(λ− λ′)|

6 ‖(µ2 ∧ µ3)‖1 sup
λ,λ′∈Supp(F )

‖λ− λ′‖∞

6 ‖(µ2 ∧ µ3)‖1 deg∞(F )
6 ‖(µ2 ∧ µ3)‖1D,

où on a utilisé le fait que |u·v| 6 ‖u‖1‖v‖∞ dans la deuxième ligne. NotonsD1 = max (deg1(F ), deg1(G)).
En utilisant (5.4.5) et les majorations sur les ci,j et ck, on en déduit que :

‖µ2 ∧ µ3‖1 6
3
4‖λ1 ∧ λ2‖1 + 1

2‖λ1 ∧ λ3‖1 + ‖λ2 ∧ λ3‖1,

6
3
4‖λ1‖1‖λ2‖1 + 1

2‖λ1‖1‖λ3‖1 + ‖λ2‖1‖λ3‖1,

6
3
4D1 (D1 + 2) ,

où on utilise le fait que ‖u ∧ v‖1 6 ‖u‖1‖v‖1 dans la deuxième ligne. On en déduit que :

degy1(Fi) 6 (3/4)DD1(D1 + 2).
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On a une même majoration pour degy1(Gj). En appliquant le même procédé, on trouve :

degy2(Fi) 6 ‖(µ3 ∧ µ1)‖1D 6 (1/2)DD1(D1 + 2).

On a aussi une même majoration pour degy2(Gj). On obtient :

DW 6 (3/4)DD1(D1 + 2).

Comme D1 6 3D, on en déduit que :

DW 6 (325/4)D3.

Enfin, comme la fonction ` est croissante, (5.4.9) devient :

‖b‖∞ 6 5D(325/4)D3h`(2(325/4)2D6)
= (3252/4)D4h`(3452D6/23)
6 (225/4)D4h`(254D6).

Cela complète la preuve de la proposition.

5.5 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

Suivant l’approche BMZ, on a une version explicite du Théorème 2 dans le cas n = 3. On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Théorème 5.5.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient ξ ∈ Q∗ \ µ∞ et

a ∈ Z3. On pose α = ζξa. Si α ∈ V (F,G) alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a et
tel que :

‖b‖∞ 6 107406N3D5h22c log(150552N3D7h22c)4

log log(376380N3D7h22c)3 .

où c est une constante absolue strictement positif. Si, de plus, ζ ∈ {±1}3 alors on a :

‖b‖∞ 6 99144N3D5h2
(

log(74358N3D7h2)
log log(74358N3D7h2)

)3

.

Démonstration. Quitte à remplacer ξ par ξpgcd(a1,a2,a3), on peut supposer que a est primitif. On note :

V = V (F,G) et T1 =
{
ξa ∈ G3

m, ξ ∈ Q∗
}
.

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul u ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖u‖2 6
√
γ2‖a‖1/22 ,
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où γ2 = 2/
√

3 est la constante d’Hermite en dimension 2. Quitte à diviser u par son pgcd, on peut
supposer que u est primitif. On note T2 le sous-tore de G3

m défini par le vecteur u i.e.

T2 = {α ∈ G3
m | αu = 1}.

Si α ∈ V a alors d’après la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel
que :

‖b‖∞ 6 225D4h

(
log(254D6)

log log(254D6)

)3

.

Si α n’est pas un point isolé de V ∩T2 et α ∈ V o alors d’après la Proposition 5.4.2, il existe un vecteur
non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 1458D4.

Si α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o alors d’après la Proposition 5.4.1, il existe un vecteur non
nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖∞ 6 99144N3D5h2
(

log(74358N3D7h2)
log log(74358N3D7h2)

)3

si ζ ∈ {±1}3,

et

‖b‖∞ 6 107406N3D5h22c log(150552N3D7h22c)4

log log(376380N3D7h22c)3 sinon.

En prenant le maximum entre ces trois bornes, on a le résultat voulu.



6. Cas n = 3 : approche R
Dans ce chapitre, on présente une nouvelle approche, encore dans le cas n = 3, que l’on développera

ensuite dans le Chapitre 8 pour n quelconque. Cette approche, que l’on appelle approche R (comme
résultant), est similaire à l’approche BMZ décrite dans le Chapitre 5. La nouveauté de la preuve consiste
à utiliser une majoration de type Bézout Arithmétique (Proposition 3.1.7) pour les points isolés, que
l’on obtient à l’aide du résultant.

On va aussi décrire un algorithme qui permet de calculer les sous-tores de Gn
m dont un translaté est

contenu dans V et y est maximal (Algorithme 11) pour n quelconque. Dans le cas particulier n = 3, on
va déduire, à l’aide de cet algorithme, une procédure permettant de calculer explicitement les vecteurs
b ∈ Z3 du Théorème 2 dans le cas où ζξa ∈ V a (Algorithme 12).

6.1 Présentation de l’approche

Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. Soient a ∈ Z3 un vecteur primitif et

ζ ∈ µ3
∞. On note :

V = V (F,G) et T1 =
{
ξa ∈ G3

m, ξ ∈ Q∗
}
.

On s’intéresse aux points α ∈ V ∩ ζT1 qui ne sont pas de torsion. On cherche à déterminer un vecteur
non nul b ∈ Z3 orthogonal à a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de F
et G. À l’aide du Lemme 1.4.2, on construit un sous-tore auxiliaire T2 de G3

m de dimension 2 contenant
T1 et tel que deg(T2)� deg(T1)1/2. On rappelle que V a est la réunion des translatés de sous-tores de
dimension non nulle contenus dans V et V o = V \ V a. On est alors dans l’un des trois cas suivants :

Cas 1 : α est un point isolé de V ∩ ζT2 (Proposition 6.2.2). Dans ce cas, on montre que la norme de
a est majorée uniquement en fonction de F et G. En écrivant α = ζξa, l’idée consiste d’une part à
minorer la hauteur de h(ξ) soit en utilisant la minoration de Dobrowolski soit la minoration relative de
F. Amoroso et U. Zannier et d’autre part à majorer la hauteur de α en utilisant la majoration de type
Bézout arithmétique. La Proposition 6.2.2 est valable pour n quelconque mais n’est explicite que pour
ζ ∈ {±1}n. Pour déduire un vecteur b ayant les propriétés requises, on peut utiliser le Théorème 1.4.1.

Cas 2 : α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o (Proposition 5.4.2).

Cas 3 : α /∈ V o (Proposition 5.4.3).

Contrairement à l’approche BMZ, on note que l’hypothèse α ∈ V o n’est plus nécessaire dans le cas
Cas 1. Le Tableau 6.1 récapitule le schéma de la preuve.

Hypothèses α ∈ V o α ∈ V a

α est un point isolé de V ∩ ζT2 Proposition 6.2.2 Proposition 6.2.2 ou Proposition 5.4.3
α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 Proposition 5.4.2 Proposition 5.4.3

Tableau 6.1 – Schéma de démonstration de l’approche R

84
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On note :

D = max (deg∞(F ),deg∞(G)) et h = max (log ‖F‖1, log ‖G‖1)

Sous l’hypothèse pgcd(F,G) = 1, le Tableau 6.2 donne asymptotiquement l’ordre de grandeur des
différentes bornes associées aux différents cas.

Hypothèses α ∈ V o α ∈ V a

α est un point isolé de V ∩ ζT2 Dh Dh ou D4h

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 D4 D4h

Tableau 6.2 – Ordre de grandeur des bornes suivant l’approche R

Dans la Section 6.2, on donne une nouvelle borne explicite du nouveau Cas 1. Dans la Section 6.3, on
donne une nouvelle borne explicite de la Conjecture de Schinzel dans le cas n = 3 (Théorème 6.3.1). La
dernière Section 6.4 contient un algorithme sur le calcul des translatés de sous-tores maximaux contenus
dans V .

6.2 Borne explicite du nouveau Cas - 1

Dans cette section, on va construire le sous-tore T2 de Gn
m annoncé précédemment pour n quelconque.

Lemme 6.2.1. Soient n > 2 un entier et a ∈ Zn un vecteur non nul. Alors il existe deux vecteurs
linéairement indépendants u1,u2 ∈ Zn tels que 〈u1,u2〉 est saturé, a ∈ 〈u1,u2〉 et

γ−1
2 ‖u1‖2‖u2‖2 6 det(u1,u2) 6 γ

1/2
n−1‖a‖

(n−2)/(n−1)
2 .

Le sous-ensemble T2 de Gn
m défini par :

T2 =
{
γu1

1 γu2
2 ∈ Gn

m, (γ1, γ2) ∈ G2
m

}
,

est un sous-tore et contient tous les points de la forme ξa où ξ ∈ Gm.

Démonstration. Les deux vecteurs u1,u2 ∈ Zn sont donnés par le Lemme 1.4.2 et T2 est un tore d’après
la Proposition 1.3.2.2.

Remarque. Par définition de T2, on peut observer que le degré de T2 est inférieur au degré de T1 à
la puissance (n − 2)/(n − 1) à une constante près. Le fait que cette puissance du degré dans T1 est
strictement inférieure à 1 est crucial pour démontrer le résultat suivant.

La proposition suivante donne une majoration de la norme de a dans le cas où α est un point isolé de
V ∩ ζT2. On rappelle que γd est la constante d’Hermite de dimension d.

Proposition 6.2.2. Soit n > 2 un entier. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. Soient a ∈ Zn un vecteur
primitif, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Gm \ µ∞. On note K = Q(ζ), α = ζξa et T2 le sous-tore de Gn

m défini dans
le Lemme 6.2.1. Si α est un point isolé de V (F,G) ∩ ζT2 alors on a :

‖a‖1/(n−1)
2 6 2

√
nγ2γ

1/2
n−1 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1)λ(d),



Section 6.2. Borne explicite du nouveau Cas - 1 86

où

d = [K(α) : K] et λ(d) = 2c log(2d)4

log log(5d)3

où c est une constante absolue strictement positive. On a aussi :

[K(α) : K] 6 2nγ2γ
1/2
n−1 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖(n−2)/(n−1)

2 .

Si, de plus ζ ∈ µnQ alors on peut remplacer λ(d) par `(d).

En particulier, pour n = 3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 2c+431/213Dh log(2c+7D3h)4

log log(2c+75D3h)3 .

Si de plus, ζ ∈ {±1}3 alors on a la majoration (sans la constante c) :

‖b‖2 6
√

12288Dh
(

log(256D3h)
log log(256D3h)

)3

.

Démonstration. Soient u1,u2 les deux vecteurs définis dans le Lemme 6.2.1. Comme a ∈ 〈u1,u2〉, il
existe η = (η1, η2) ∈ Z2 tel que a = η1u1 + η2u2. Comme a est primitif, alors il en est de même pour
η. Puisque 〈u1,u2〉 est saturé, il existe n− 2 vecteurs u3, · · · ,un ∈ Zn tels que {u1, · · · ,un} est une
base de Zn. Soit U la matrice dont les lignes sont ui. On considère l’automorphisme ϕU qui est défini
par :

ϕU : Gn
m −→ Gn

m

x 7→ xU

On remarque que si (y1, y2) ∈ G2
m alors on a :

ϕU (y1, y2, 1, · · · , 1) = yu1
1 yu2

2 .

On en déduit que :

ϕ−1
U (T2) =

{
(y1, y2, 1, · · · , 1) ∈ Gn

m, (y1, y2) ∈ G2
m

}
.

Notons ϑ = ϕ−1(ζ) ∈ µn∞. Puisque

ϕU (ξη1 , ξη2 , 1, · · · , 1) = ξη1u1ξη2u2 = ξa,

on a :

ϕ−1
U (ζξa) = ϑϕ−1

U (ξa) = (ϑ1ξ
η1 , ϑ2ξ

η2 , ϑ3, · · · , ϑn).

Posons maintenant P (y1, y2) = F (ζyu1
1 yu2

2 ) et Q(y1, y2) = G(ζyu1
1 yu2

2 ). On a :

ϕ−1
U (V ∩ ζT2) = {(ϑ1y1, ϑ2y2, ϑ3, · · · , ϑn) ∈ Gn

m, (y1, y2) ∈ V (P,Q)} .

En effet, soit z ∈ Gn
m. On a z = (ϑ1y1, ϑ2y2, ϑ3, · · · , ϑn) avec P (y1, y2) = Q(y1, y2) = 0 si et seulement

si ϕ(z) = ζyu1
1 yu2

2 ∈ ζT2 avec F (ϕ(z)) = G(ϕ(z)) = 0.
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Notons β = (ξη1 , ξη2). Puisque ζξa est un point isolé de V ∩ ζT2, ϕ−1
U (ζξa) est un point isolé de

ϕ−1
U (V ∩ζT2). Donc β est un point isolé de V (F (ζyu1

1 yu2
2 ), G(ζyu1

1 yu2
2 )). D’après la Proposition 3.1.7,

et en utilisant la majoration de la norme L2 par la norme L1 d’un vecteur, on en déduit que :

[K(β) : Q(β1)] logM(βi) 6
√
n‖u2‖2 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) [K : Q],

[K(β) : Q(β2)] logM(βi) 6
√
n‖u1‖2 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) [K : Q]

et

[K(β) : K] 6 2n deg∞(F ) deg∞(G)‖u1‖2‖u2‖2.

Par construction des vecteurs u1 et u2, on a :

γ−1
2 ‖u1‖2‖u2‖2 6 det(u1,u2) 6 γ

1/2
n−1‖a‖

(n−2)/(n−1)
2 . (6.2.1)

On en déduit que :

[K(β) : K] 6 2nγ2γ
1/2
n−1 deg∞(F ) deg∞(G)‖a‖(n−2)/(n−1)

2 .

De plus, comme η est primitif, on a [K(ξ) : K] = [K(β) : K]. D’autre part, puisque 0 6= ξ /∈ µ∞, on a
h(ξ) 6= 0. Par suite, on a :

|η1| =
h(β1)
h(ξ) = logM(β1)

[Q(β1) : Q] ×
1

h(ξ)

6

√
n‖u2‖2[K : Q]

[K(β) : Q(β1)][Q(β1) : Q] ×
(deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1)

h(ξ)

=
√
n‖u2‖2

[K(β) : K] ×
(deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1)

h(ξ) .

On obtient :

|η1| 6
√
n‖u2‖2 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) 1

[K(β) : K]h(ξ) . (6.2.2)

En appliquant le Théorème 1.2.3.2 (avec K = Q et L = Q(ζ)), on en déduit :

1
h(ξ) 6

2cd log(2d)4

log log(5d)3 = dλ(d). (6.2.3)

où c est une constante absolue strictement positive. Comme d = [K(β) : K] = [K(ξ) : K], l’inégalité
(6.2.2) devient :

|η1| 6
√
n‖u2‖2 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1)λ(d).

Similairement, on a :

|η2| 6
√
n‖u1‖2

(
degx1(G) log ‖F‖1 + degx1(F ) log ‖G‖1

)
λ(d).

Comme a = η1u1 + η2u2, on a :

‖a‖2 6 2
√
n (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) ‖u1‖2‖u2‖2λ(d).
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D’après (6.2.1), on a :

‖a‖2 6 2
√
nγ2γ

1/2
n−1 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) ‖a‖(n−2)/(n−1)

2 λ(d).

En simplifiant par ‖a‖2, on a :

‖a‖1/(n−1)
2 6 2

√
nγ2γ

1/2
n−1 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1)λ(d). (6.2.4)

Si ζ ∈ µnQ alors K = Q. Ainsi au lieu d’utiliser l’inégalité (6.2.3), on utilise l’inégalité suivante :

1
h(ξ) = d

logM(ξ) 6 d`(d).

Comme [Q(β) : Q] = [Q(ξ) : Q], l’inégalité (6.2.2) devient :

|η1| 6
√
n‖u2‖2 (deg∞(G) log ‖F‖1 + deg∞(F ) log ‖G‖1) `(d).

Ainsi, il suffit de remplacer λ(d) par `(d) dans (6.2.4).

On suppose maintenant que n = 3 et ζ = 1.

Déterminons explicitement une borne pour la norme de a. On a γ2 = 2/
√

3. En majorant deg∞(F ),deg∞(G)
par D et log ‖F‖1, log ‖G‖1 par h, on obtient :

‖a‖1/22 6 27/23−1/4Dh`(d) et d 6 25/231/4D2‖a‖1/22 .

En utilisant le fait que ` est croissante et en multipliant la première inégalité par 25/231/4D2, celle-ci
peut s’écrire sous la forme :

X 6 C`(X)

où

X = 25/231/4D2‖a‖1/22 et C = 26D3h.

Soit τ la fonction définie par τ(x) = 4(log(x)/ log log(x))3 pour tout x > 3. D’après le Théorème
1.2.2.3, on en déduit que `(X) 6 τ(X) car X > 3. Comme C > 2 et Cτ(X) > X > 3, d’après le
Lemme A.2.2, on a :

X 6 3Cτ(4C).

En remplaçant X et C par leur expression respective, on en déduit que :

‖a‖1/22 6 27/233/4Dhτ(28D3h).

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 (2/
√

3)1/2‖a‖1/22 .

Par suite, on a :

‖b‖2 6 2431/2Dhτ(28D3h) =
√

12288Dh
(

log(256D3h)
log log(256D3h)

)3

.
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On suppose enfin que n = 3 et ζ ∈ µ3
∞.

Déterminons explicitement une borne pour la norme de a. En refaisant le même calcul dans le cas
précédent, on a :

‖a‖1/22 6 27/23−1/4Dhλ(d) et d 6 25/231/4D2‖a‖1/22 .

D’après le Lemme A.2.3, λ est croissante. En utilisant ce fait et en multipliant la première inégalité par
25/231/4D2, celle-ci peut s’écrire sous la forme :

X 6 2cC log(2X)4

log log(5X)3

où

X = 25/231/4D2‖a‖1/22 et C = 26D3h.

Puisque C > 44, d’après le Lemme A.2.4, on a :

X 6 2c13C log(2c+1C)4

log log(2c5C)3 .

En remplaçant X et C par leur expression respective, on en déduit que :

‖a‖1/22 6 2c+7/23−1/413Dh log(2c+7D3h)4

log log(2c+75D3h)3 .

D’après le Théorème 1.4.1, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 (2/
√

3)1/2‖a‖1/22 .

Par suite, on a :

‖b‖2 6 2c+431/213Dh log(2c+7D3h)4

log log(2c+75D3h)3 .

Remarque. En appliquant cette proposition avec n = 3 et ζ = 1, on peut obtenir la même majoration
pour le degré de ξ que dans la Proposition 4.3.1, bien que les conditions imposées sur les vecteurs u1
et u2 puissent différer légèrement.

6.3 Version explicite la Conjecture de Schinzel

Une version explicite du Théorème 2 pour n = 3 se déduit directement du théorème suivant. Pour
F,G ∈ Z[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ], on note :

D = max (deg∞(F ),deg∞(G)) et h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1).
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Théorème 6.3.1. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ]. Soient a ∈ Z3 un vecteur non nul, ζ ∈ µ3

∞ et
ξ ∈ Gm \ µ∞ tels que ζξa ∈ V (F,G). Si ζξa appartient à une composante irréductible de V (F,G) de
codimension 2 alors il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 2c208
√

3D4(3D log 2 + h) log(2c128D5(3D log 2 + h))4

log log(254D3)3 ,

où c est une constante absolue strictement positive.

Si, de plus, ζ = 1 alors on a :

‖b‖∞ 6 225D4(3D log 2 + h)
(

log(256D5(3D log 2 + h))
log log(256D3 log 2)

)3

.

Si, de plus, pgcd(F,G) = 1 et ζ = 1 alors on a :

‖b‖∞ 6 225D4h

(
log(256D6h)

log log(256D3 log 2)

)3

.

Démonstration. Quitte à remplacer ξ par ξpgcd(a1,a2,a3), on peut supposer que a est primitif. Dans toute
la suite, on note α = ζξa et T2 le sous-tore de G3

m défini dans le Lemme 6.2.1.

I. Supposons pgcd(F,G) = 1 et ζ = 1

Dans ce cas, toutes les composantes irréductibles de V = V (F,G) sont de codimension 2. Si α est un
point isolé de V ∩ ζT2 alors, d’après la Proposition 6.2.2, on a :

‖b‖2 6
√

12288Dh
(

log(256D3h)
log log(256D3h)

)3

. (6.3.1)

Si α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o alors, d’après la Proposition 5.4.2, on a :

‖b‖∞ 6 1458D4. (6.3.2)

Si α ∈ V a alors, d’après la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel
que :

‖b‖∞ 6 (225/4)D4h`(254D6) 6 225D4h

(
log(254D6)

log log(254D6)

)3

. (6.3.3)

En prenant le maximum entre les bornes (6.3.1), (6.3.2) et (6.3.3) et en minorant h par log 2, on a :

‖b‖∞ 6 225D4h

(
log(256D6h)

log log(256D3 log 2)

)3

.

Cela donne la borne voulue dans le cas où pgcd(F,G) = 1 et ζ = 1.

On revient maintenant dans les hypothèses initiales. On pose H = pgcd(F,G), P = F/H et Q =
G/H. On note aussi :

DH = max (deg∞(P ), deg∞(Q)) et hH = max(log ‖P‖1, log ‖Q‖1).
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On va déterminer tout d’abord une majoration de DH et hH en fonction de D et h. Par définition de P
et Q, on a deg∞(P ) 6 deg∞(F ) et deg∞(Q) 6 deg∞(G). D’après la relation (1.2.1) entre la mesure
de Mahler et la norme L1 d’un polynôme, on a :

‖P‖1 6 2deg1(P )M(P ) 6 23 deg∞(F )M(F ).

On a une inégalité similaire pour ‖Q‖1. Ainsi, on obtient :
DH 6 D et hH 6 3D log 2 + h. (6.3.4)

Par hypothèse, α appartient à une composante irréductible de codimension au moins 2 de V (F,G). On
a donc α ∈ V (P,Q). Dans toute la suite, on note V = V (P,Q).

II. Supposons pgcd(F,G) 6= 1 et ζ = 1 :

Si α est un point isolé de V ∩ ζT2 alors, d’après la Proposition 6.2.2, on en déduit :

‖b‖2 6
√

12288DHhH

(
log(256D3

HhH)
log log(256D3

HhH)

)3

. (6.3.5)

Si α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o alors, d’après la Proposition 5.4.2, on a :
‖b‖∞ 6 1458D4

H . (6.3.6)
Si α ∈ V a alors, d’après la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel
que :

‖b‖∞ 6 (225/4)D4
HhH`(254D6

H). (6.3.7)
La fonction ` est croissante par définition et la fonction x 7→ (log(x)/ log log(x))3 est croissante pour
x > ee. En utilisant les majorations de (6.3.4), en minorant hH par log 2 et en prenant le maximum
entre les bornes (6.3.5), (6.3.6) et (6.3.7), on a :

‖b‖∞ 6 225D4(3D log 2 + h)
(

log(256D5(3D log 2 + h))
log log(256D3 log 2)

)3

.

Cela donne la borne voulue dans le cas où pgcd(F,G) 6= 1 et ζ = 1.

III. Supposons pgcd(F,G) 6= 1 et ζ 6= 1 :

On considère enfin le cas sans condition supplémentaire sur pgcd(F,G) ni sur ζ. Si α est un point isolé
de V ∩ ζT2 alors, d’après la Proposition 6.2.2, on a :

‖b‖2 6 2c+431/213DHhH
log(2c128D3

HhH)4

log log(2c640D3
HhH)3 . (6.3.8)

Si α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o alors, d’après la Proposition 5.4.2, on a :
‖b‖∞ 6 1458D4

H . (6.3.9)
Si α ∈ V a alors, d’après la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b ∈ Z3 orthogonal à a tel
que :

‖b‖∞ 6 (225/4)D4
HhH`(254D6

H). (6.3.10)
En utilisant les majorations de (6.3.4) et en prenant le maximum entre les les bornes (6.3.8), (6.3.9) et
(6.3.10), on en déduit que :

‖b‖2 6 2c208
√

3D4(3D log 2 + h) log(2c128D5(3D log 2 + h))4

log log(254D3)3 .
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6.4 Algorithmes pour les translatés de sous-tores maximaux

On remarque que, dans la preuve du Théorème 2 dans le cas où n = 3, on se ramène à considérer
deux cas suivant si α appartient à un translaté de sous-tore contenu dans V ou non. Ainsi, ces translatés
de sous-tore jouent un rôle important. On va donner ici un algorithme qui calcule les sous-tores HΛ de
Gn

m dont un translaté est contenu dans V et y est maximal. L’ensemble des tels Λ est fini et est calculé
par l’Algorithme 11. On va donner ensuite, dans le cas particulier n = 3, une procédure permettant
de résoudre la Conjecture de Schinzel dans le cas où le point α considéré appartient à un translaté de
sous-tore contenu dans V (Algorithme 12).

On fixe n > 2 un entier. Soit s > 1 un entier. Soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. On note
V = V (F1, · · · , Fs). Pour i ∈ {1, · · · , s}, on écrit :

Fi(x) =
∑

λ∈Supp(Fi)
fλ,ixλ.

Soit Λ un sous-groupe de Zn. On fixe un système R de représentants pour Zn/Λ. Pour χ ∈ R et
i ∈ {1, · · · , s}, on définit :

Sχ,i = {λ ∈ Supp(Fi) | λ− χ ∈ Λ} .

En d’autres termes, les ensembles Sχ,i forment une partition de Supp(Fi) suivant les classes modulo Λ.
Soit Fχ,i ∈ Z[x±1] le polynôme défini par par :

Fχ,i(x) =
∑
λ∈Sχ,i

fλ,ixλ.

On note M le sous-groupe de Zn engendré par
⋃
χ,i(Sχ,i − Sχ,i) où la différence est prise au sens de la

somme de Minkwoski :

M = 〈
⋃
χ,i

(Sχ,i − Sχ,i)〉. (6.4.1)

Par construction, Sχ,i − Sχ,i ⊆ Λ et donc M ⊆ Λ. D’après la définition (1.3.1), HΛ ⊆ HM . La
proposition suivante, basée sur [42, Lemma 4], donne une relation entre les translatés de sous-tores
βHΛ contenus dans V et les polynômes Fχ,i.

Proposition 6.4.1. Soient F1, · · · , Fs ∈ C[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. On note V = V (F1, · · · , Fs). Soit Λ un
sous-groupe de Zn et soit R un système de représentants pour Zn/Λ. Soit β ∈ Gn

m. Avec les notations
ci-dessus, on a les assertions suivantes.

(1) βHΛ ⊆ V si et seulement si Fχ,i(β) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , s} et pour tout χ ∈ R.
(2) Si βHΛ ⊆ V alors on a βHΛ ⊆ βHM ⊆ V .
(3) Si βHΛ ⊆ V est un translaté de sous-groupe algébrique maximal dans V alors on a Λ = M .
(4) Si βHΛ ⊆ V est un translaté de sous-tore maximal dans V alors on a Λ = M sat.

Démonstration. Si χ ∈ R alors on note ϕχ le caractère de HΛ défini par ϕχ(α) = αχ.

(1) Supposons que βHΛ ⊆ V . Soit i ∈ {1, · · · , s}. Soit α ∈ HΛ. On a :

0 = Fi(βα) =
∑
χ∈R

∑
λ∈Sχ,i

fλ,iβ
λαλ =

∑
χ∈R

 ∑
λ∈Sχ,i

fλ,iβ
λ

αχ =
∑
χ∈R

Fχ,i(β)αχ.
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On en déduit que : ∑
χ∈R

Fχ,i(β)ϕχ = 0.

Comme R forme un système de représentants, les (ϕχ)χ∈R sont deux à deux distincts. D’après le
Théorème d’Artin [46, Theorem 4.3], les ϕχ sont linéairement indépendants. Donc Fχ,i(β) = 0 pour
tout χ.

Réciproquement, supposons que Fχ,i(β) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , s} et pour tout χ ∈ R. Soient
α ∈ HΛ et i ∈ {1, · · · , s}. On a :

Fi(βα) =
∑
χ∈R

∑
λ∈Sχ,i

fλ,iβ
λαλ =

∑
χ∈R

(
∑
λ∈Sχ,i

fλ,iβ
λ)αχ =

∑
χ∈R

Fχ,i(β)αχ = 0.

Cela montre que βHΛ ⊆ V .

(2) Supposons que βHΛ ⊆ V . Montrons que βHM ⊆ V . Soit α ∈ HM . On a :

Fi(βα) =
∑
χ∈R

∑
λ∈Sχ,i

fλ,iβ
λαλ.

Comme α ∈ HM , l’application

Zn −→ Q×

λ 7→ αλ

est constante sur Sχ,i et on note αχ,i sa valeur. Par suite, on a :

Fi(βα) =
∑
χ∈R

 ∑
λ∈Sχ,i

ai,λβ
λ

αχ,i =
∑
χ∈R

Fχ,i(β)αχ,i.

D’après (1), Fχ,i(β) = 0 pour tout χ et donc Fi(βα) = 0. Cela montre que βHM ⊆ V . Par construc-
tion, on a HΛ ⊆ HM et donc βHΛ ⊆ βHM ⊆ V .

(3) Si βHΛ ⊆ V est maximal alors, d’après (2) et par maximalité, on a HΛ = HM et donc Λ = M .

(4) Supposons que βHΛ est un translaté de sous-tore. Donc Λ est saturé. Comme M ⊆ Λ, on a
M ⊆M sat ⊆ Λsat = Λ et donc βHΛ ⊆ βHMsat ⊆ βHM ⊆ V , où la dernière inclusion suit de (2). Par
maximalité, on en déduit que Λ = M sat.

Proposition 6.4.2. Soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V = V (F1, · · · , Fs). La liste M renvoyée
par l’Algorithme 11 vérifie la propriété suivante. Soit Λ un sous-groupe saturé de Zn. On a Λ ∈ M si
et seulement si βHΛ ⊂ V est maximal pour un certain β ∈ Gn

m.

Démonstration. Supposons βHΛ ⊂ V est maximal pour un certain β ∈ Gn
m. D’après (4), Λ = M sat

où M est définie comme dans (6.4.1). En particulier, les générateurs de Λ appartiennent à D définie à
l’étape 3. Enfin, le système S possède β comme solution et donc Λ a été mis dans M à un moment
donné. Par maximalité, il n’a pas été retiré. Ainsi Λ est renvoyé par l’Algorithme 11.

Réciproquement, supposons que Λ est renvoyé par l’Algorithme 11. Par construction, Λ est saturé et le
système (S) possède une solution β ∈ Gn

m sinon Λ aurait été retiré à l’étape 11. Pour tout i ∈ {1, · · · , s}
et j ∈ {1, · · · , pi}, on a donc :

(S) :
∑
λ∈Si,j

fλ,iβ
λ = 0.
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D’après l’assertion (1) de la Proposition 6.4.1, on a βHΛ ⊆ V . De plus, cette dernière inclusion est
maximale sinon Λ aurait été retiré à l’étape 7.

Algorithme 11 : Translatés de sous-tores contenus dans V maximaux

Entrée : F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ].
Sortie : Une liste finieM de sous-groupes de Zn.

1 Écrire les Fi sous la forme :

Fi(x) =
∑

λ∈Supp(Fi)
fλ,ixλ.

2 InitialiserM = {}.
3 Calculer D =

⋃
iD(Supp(Fi)).

4 Pour (λ1, · · · ,λn) ∈ Dn, faire :
5 définir Λ = 〈λ1, · · · ,λn〉 ;
6 calculer le rang et le saturé de Λ en appliquant l’Algorithme 15 à Λ ;
7 s’il existe Λ′ ∈M tel que Λ′ ⊆ Λsat alors revenir à l’étape 4 ;
8 définir la relation d’équivalence ∼ telle que η ∼ µ si η − µ ∈ Λsat ;
9 pour tout i ∈ {1, · · · , s}, calculer la partition de Supp(Fi) en classes d’équivalence :

Supp(Fi) = Si,1 ∪ · · · ∪ Si,pi ;

10 résoudre le système (S) dans Gn
m et noter Z l’ensemble de ses solutions :

(S) :
∑
λ∈Si,j

fλ,ixλ = 0, pour i ∈ {1, · · · , s} et j ∈ {1, · · · , pi};

11 si #Z = 0 alors revenir à l’étape 4 ;
12 enlever tous les Λ′ ∈M vérifiant Λ′ ⊇ Λsat ;
13 mettre Λsat dansM.
14 RenvoyerM.

Proposition 6.4.3. Soit s > 1 un entier et soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V = V (F1, · · · , Fs).
La listeM renvoyée par l’Algorithme 11 vérifie la propriété suivante. Soit Λ un sous-groupe saturé de
Zn. On a Λ ∈M si et seulement si βHΛ ⊂ V est maximal pour un certain β ∈ Gn

m.

Démonstration. Supposons βHΛ ⊂ V est maximal pour un certain β ∈ Gn
m. D’après (4), Λ = M sat

où M est définie comme dans (6.4.1). En particulier, les générateurs de Λ appartiennent à D définie à
l’étape 3. Enfin, le système S possède β comme solution et donc Λ a été mis dans M à un moment
donné. Par maximalité, il n’a pas été retiré. Ainsi Λ est renvoyé par l’Algorithme 11.

Réciproquement, supposons que Λ est renvoyé par l’Algorithme 11. Par construction, Λ est saturé et le
système (S) possède une solution β ∈ Gn

m sinon Λ aurait été retiré à l’étape 11. Pour tout i ∈ {1, · · · , s}
et j ∈ {1, · · · , pi}, on a donc :

(S) :
∑
λ∈Si,j

fλ,iβ
λ = 0.
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D’après l’assertion (1) de la Proposition 6.4.1, on a βHΛ ⊆ V . De plus, cette dernière inclusion est
maximale sinon Λ aurait été retiré à l’étape 7.

Remarques. (1) Dans [42, Lemma 4], l’auteur a considéré l’ensemble D(
⋃
i Supp(Fi)) qui est largement

plus grand par rapport à
⋃
iD(Supp(Fi)). Pour réduire la taille de D défini à l’étape 3, on peut aussi

se demander s’il est possible de remplacer Supp(Fi) par la différence de ses points extrémaux.

(2) Pour calculer les solutions du système (S) défini à l’étape 10, on peut utiliser l’algorithme de B.
Buchberger sur les bases de Gröbner [17].

(3) L’Algorithme 11 n’est pas très efficace en pratique car, pour chaque n-uplet de Dn, il faut calculer
une racine du système S, ce qui peut être coûteux. De plus, l’ensemble Dn est de taille exponentielle
par rapport à n. Une des améliorations possibles consiste à trier D. On peut aussi faire un test sur le
cardinal de Si,j : si #Si,j = 1 alors on retire Λ. En effet, si c’était le cas alors β ne serait pas un point
de Gn

m.

(4) Une implémentation de l’Algorithme 11 a été faite dans le cas particulier où n = 3 et s = 2 et
pgcd(F1, F2) = 1. Sous ces conditions, tout sous-groupe dansM est de rang 2.

Algorithme 12 : Conjecture de Schinzel dans le cas où V = V (F,G) et α ∈ V a

Entrée : F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1.

Sortie : une liste de vecteurs de Z3.

1 Appliquer l’Algorithme 11 et noterM la liste renvoyée.
2 Pour tout Λ ∈M :
3 noter {µ1,µ2} une base de Λ ;
4 trouver µ3 ∈ Z3 tel que {µ1,µ2,µ3} soit une base de Z3 en appliquant l’Algorithme 15 à Λ

et noter M ∈ GL3(Z) la matrice dont les colonnes sont les µi ;
5 définir les (Fi)i et (Gj)j tels que :

F (yM−1) =
∑
i∈I

Fi(y1, y2) yi3 et G(yM−1) =
∑
j∈J

Gj(y1, y2) yj3.

6 résoudre le système (S) suivant dans G2
m et noter W l’ensemble de ses solutions :

(S) :
{
Fi(y1, y2) = Gj(y1, y2) = 0,∀i ∈ I, j ∈ J

7 pour tout γ ∈W :
8 calculer une base de l’ensemble Rf (γ) en appliquant l’Algorithme 6 ;
9 si dim(Rf (γ)) = 1 alors :

10 noter η ∈ Z2 un générateur de Rf (γ) et poser b = η1µ1 + η2µ2 ;
11 mettre b dans B.
12 Renvoyer B.

Proposition 6.4.4. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] tels que pgcd(F,G) = 1. On note V = V (F,G).

L’Algorithme 12 termine et renvoie une liste B de vecteurs non nuls dans Z3 vérifiant la propriété
suivante. Soient a ∈ Zn, ζ ∈ µ3

∞ et ξ ∈ Gm \ µ∞. Si ζξa ∈ V a alors il existe b ∈ B tel que ab = 0.

Démonstration. On reprend essentiellement la preuve de la Proposition 5.4.3. On note α = ζξa. Comme
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α ∈ V a,α appartient à un translaté de sous-toreαT ⊆ V de dimension non nulle. Comme pgcd(F,G) =
1, V est de dimension 1 et donc il en est de même pour T . Ainsi αT ⊂ V est maximal. D’aprés la
Proposition 6.4.2, il existe Λ ∈ M telle que T = HΛ. Soient µ1 et µ2 définis comme à l’étape 3,
M comme à l’étape 4 et W comme à l’étape 6. On note ϕM l’automorphisme de G3

m défini par
ϕM (x) = xM . On a alors :

(y1, y2) ∈W ⇐⇒ Fi(y1, y2) = Gj(y1, y2) = 0, ∀i ∈ I, j ∈ J,

⇐⇒ F (yM−1) = G(yM−1) = 0, ∀y3 ∈ Gm,

⇐⇒ yM−1 ∈ V, ∀y3 ∈ Gm,

⇐⇒ y ∈ ϕM (V ), ∀y3 ∈ Gm.

Ainsi, on obtient :

W = {(y1, y2) ∈ G2
m | ∀y3 ∈ Gm, (y1, y2, y3) ∈ ϕM (V )}. (6.4.2)

Par conséquent, on a W ×Gm ⊆ ϕM (V ) et donc :

dim(W ) + 1 = dim(W ×Gm) 6 dim(ϕM (V )) = dim(V ) = 1.

On en déduit que W est de dimension nulle dans G2
m et donc W est un ensemble fini. Ensuite, on note

β l’image de α par ϕM i.e.

β = (ζµ1ξaµ1 , ζµ2ξaµ2 , ζµ3ξaµ3).

On pose β′ = (β1, β2). On a :

β′ ×Gm = {(β1, β2, β3y3) ∈ G3
m, y3 ∈ Gm}

= βϕ(T ) car ϕ(T ) = {y ∈ Gn
m | y1 = y2 = 1}

= ϕM (αT )
⊆ ϕ(V ).

D’après (6.4.2), on en déduit que β′ ∈ W . En particulier, β′ est l’un des γ défini à l’étape 7. De plus,
par construction de β′ et tenant compte du fait ξ /∈ µ∞, on a dimRf (β′) = 1. Enfin, soient η et b
définis comme à l’étape 10. Puisque On a β′η = ζη1µ1+η2µ2ξη1aµ1+η2aµ2 ∈ µ∞. Comme ξ /∈ µ∞, on
en déduit que η1aµ1 + η2aµ2 = 0 i.e. ab = 0.

Remarque. L’Algorithme 12 peut être généralisé pour le cas n quelconque à condition que la sous-variété
W définie à l’étape 6 est de dimension nulle.



7. Cas n = 3 : Comparaisons et Algorithmes
Dans la Section 7.1 du présent chapitre, on va comparer asymptotiquement les bornes des différentes

approches par rapport à leur ordre de grandeur. Ensuite, dans la Section 7.2, comme application de
la borne explicite, on va rendre effectif l’algorithme correspondant au Théorème 1 pour le calcul de
la partie non-cyclotomique du pgcd de deux polynômes f, g ∈ Z[x] qui sont des spécialisations de
deux polynômes F et G à (seulement) trois variables (Algorithme 14). En plus de l’algorithme, on fera
également l’analyse de sa complexité (Théorème 7.2.2). Dans la Section 7.3, on donne un exemple sur
cet algorithme.

7.1 Comparaisons des bornes

Dans cette section, on va comparer les différentes bornes que l’on a obtenues suivant les quatre
approches : S (Chapitre 4), BMZ (Chapitre 5) et R (Chapitre 6).

7.1.1 Comparaisons au niveau de l’ordre de grandeur

On note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Le Tableau 7.1 ci-après donne asymptotiquement l’ordre de grandeur des différentes bornes associées
aux différentes approches.

Hypothèses S BMZ R
α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o ND4 N3D5h2 Dh

α est un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V a D5h D4h Dh

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V o D6 D4 D4

α n’est pas un point isolé de V ∩ ζT2 et α ∈ V a D5h D4h D4h

Maximum D6h N3D5h2 D4h

Tableau 7.1 – Ordre de grandeur des bornes suivant les différentes approches

On observe que l’approche R donne asymptotiquement le meilleur ordre de grandeur D4h. Au niveau
de chaque cas individuel, l’approche R est plus fine et notamment dans le cas où α est un point isolé.
Cela est dû fait qu’on a utilisé une majoration de type Bézout Arithmétique qui est plus fine dans notre
situation. Comparées à l’approche R, les deux approches S et BMZ sont moins précises.

7.1.2 Comparaisons numériques

Afin de mieux comparer les différentes bornes dans le cas pratique, on va considérer des polynômes
générés aléatoirement.

97
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Exemple 7.1.2.1. On commence par générer aléatoirement deux polynômes lacunaires F et G à 3
variables de degrés partiels majorés par 8 et de nombre de coefficients non nuls majoré par 5 et de taille
majoré par 20.

F (x1, x2, x3) = −8x2
3x

4
1 + 11x3

2x
2
1 +−8x3

2 + 14x2

G(x1, x2, x3) = 16x5
2x

6
1 + 4x7

3x
4
2x

5
1 − 3x5

3x
4
2x

3
1 + 5x7

3.

On vérifie que pgcd(F,G) = 1. On a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes 3× 1012 2× 1015 109

On va augmenter la taille des coefficients de deux polynômes F et G dans les deux exemples suivants.

Exemple 7.1.2.2. On ajoute 200 à la taille des coefficients.

F (x1, x2, x3) = −208x2
3x

4
1 + 11x3

2x
2
1 +−8x3

2 + 14x2 + 200
G(x1, x2, x3) = 16x5

2x
6
1 + 204x7

3x
4
2x

5
1 − 203x5

3x
4
2x

3
1 + 5x7

3.

On vérifie que pgcd(F,G) = 1. On a les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes 9× 1012 7× 1015 2× 109

En comparant avec l’Exemple 7.1.2.2, on remarque que les trois bornes ne changent pas drastiquement
si la taille des coefficients augmente. Cela est dû au fait que les bornes dépendent des coefficients de P
et Q en leur logarithme.

Maintenant, on va augmenter la taille des degrés partiels de deux polynômes F et G.

Exemple 7.1.2.3. On ajoute 50 au degré partiel.

F (x1, x2, x3) = −8x2
3x

54
1 + 11x3

2x
2
1 − 8x3

2 + 14x50
2

G(x1, x2, x3) = 16x55
2 x

6
1 + 4x7

3x
4
2x

5
1 − 3x55

3 x
4
2x

3
1 + 5x57

3 .

On vérifie que pgcd(F,G) = 1. On a alors les bornes suivantes :
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Approches S BMZ R
Bornes 2× 1018 1020 2× 1013

Par rapport à l’Exemple 7.1.2.1, on remarque déjà une différence non négligeable au niveau des bornes.
On observe également que la borne de l’approche de S est le plus sensible par rapport au degré.

On va ajouter des monômes aux deux polynômes F et G dans l’exemple suivant.

Exemple 7.1.2.4. On augmente à 10 le nombre de monômes non nuls.

F (x1, x2, x3) = 4x6
2x

5
1x

7
3 + 5x2

2x
7
3 − 3x6

2x
3
1x

5
3 + x3

3 − 8x5
1x

2
3 − 8x2x

4
1x

2
3 + 16x7

2x
6
1+

11x3
2x

3
1 + 11x4

2x
2
1 − 8x3

2x1 + 14x2x1 − 8x4
2 + 14x2

2

G(x1, x2, x3) = 4x4
2x

5
1x

10
3 + 5x10

3 − 3x4
2x

3
1x

8
3 + 16x5

2x
6
1x

3
3 − 8x2

2x
4
1x

2
3 + 11x5

2x
2
1 + x1+

− 8x5
2 + 14x3

2 + x2.

On vérifie que pgcd(F,G) = 1. On a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes 6× 1014 6× 1017 7× 109

Par rapport à l’exemple 7.1.2.1, on remarque une différence non négligeable au niveau des bornes.

Enfin, dans l’exemple suivant, on augmente les trois paramètres.

Exemple 7.1.2.5. On ajoute 100 à la taille des coefficients, 25 au degré partiel et 10 au nombre de
monômes.

F (x1, x2, x3) = x25
3 + 40x5

2x
5
1x

7
3 + 50x2x

7
3 − 30x5

2x
3
1x

5
3 − 8x5

1x
2
3 − 8x2x

4
1x

2
3 + 160x6

2x
6
1 + 11x3

2x
3
1+

11x4
2x

2
1 − 8x3

2x1 + 14x2x1 − 8x4
2 + 14x2

2

G(x1, x2, x3) = 40x4
2x

5
1x

8
3 + 50x8

3 − 30x4
2x

3
1x

6
3 − 8x2x

4
1x

2
3 + 160x5

2x
6
1x3 + 11x4

2x
2
1 + x1 + x25

2 +
− 8x4

2 + 14x2
2.

On vérifie que pgcd(F,G) = 1.On a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes 3× 1017 2× 1020 5× 1011

D’après ces différents exemples, on peut en déduire que l’approche par le résultant est plus précise que
les autres approches. L’approche S et BMZ donnent parfois des bornes similaires.
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7.2 Recherche des facteurs communs non-cyclotomiques : algorithme
et complexité

Pour rendre effectif l’algorithme dans [29], on a besoin d’une procédure préliminaire (Algorithme
13) qui est nécessaire à l’exécution de l’algorithme principal (Algorithme 14). Soit n un entier. On
s’intéressera au deux cas : n = 2 ou n = 3.

Algorithme 13 : Changement de n variables à n− 1 variables

Entrée : F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ] et a ∈ Zn, tous non nuls.
Sortie : ∅ ou P,Q ∈ Z[y±1

1 , · · · , y±1
n−1] et c ∈ Zn−1 tels que F (ta) = P (tc) et G(ta) = Q(tc).

1 Déterminer une base {v1, · · · ,vn−1} de a⊥.
2 Calculer le plus petit vecteur non nul b par rapport à la norme L2 dans a⊥ à partir de cette base.
3 Si n = 2 alors calculer la borne du Corollaire 3.2.2 en l’appliquant à F et G et la noter B ;
4 Si n = 3 alors calculer la borne du Théorème 6.3.1 en l’appliquant à F et G et la noter B ;
5 Si ‖b‖2 >

√
nB alors renvoyer ∅.

6 Déterminer une base réduite {u1, · · · ,un−1} de b⊥.
7 Déterminer les coordonnés c de a dans cette base.
8 Poser P (y) = F (yU ) et Q(y) = G(yU ) où U est la matrice dont les lignes sont u1, · · · ,un−1.
9 Renvoyer P,Q et c.

Proposition 7.2.1. Soit n un entier tel que 2 6 n 6 3. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ] et a ∈ Zn. On
note :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G)) ,
N = max (#Supp(F ),#Supp(G)) ,
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1).

S’il existe ξ ∈ Q∗\µ∞ tel que ξa appartient à une composante irréductible de V (F,G) de codimension 2
alors l’Algorithme 13 renvoie deux polynômes P,Q ∈ Z[y±1

1 , · · · , y±1
n−1] et un vecteur non nul c ∈ Zn−1

satisfaisant F (ta) = P (tc) et G(ta) = Q(tc). Il nécessite au plus :

O(hN logN) + nNÕ(logD) +NÕ(log ‖a‖)

opérations binaires. De plus, on a :
‖c‖∞ 6 (n− 1)‖a‖2,
max(log ‖P‖1, log ‖Q‖1) 6 h,

max (#Supp(P ),#Supp(Q)) 6 N,

max (deg∞(P ),deg∞(Q)) 6 2nBD,

(7.2.1)

où B est la borne du Corollaire 3.2.2 si n = 2 ou du Théorème 6.3.1 si n = 3 appliqué à F et G.

Démonstration. Supposons qu’il existe ξ ∈ Q∗\µ∞ tel que ξa appartient à une composante irréductible
de V (F,G) de codimension 2. Si n = 2 (resp. si n = 3) alors d’après le Corollaire 3.2.2 (resp. d’après
le Théorème 6.3.1), il existe un vecteur non nul b ∈ Zn orthogonal à a vérifiant :

‖b‖∞ 6 B
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où

B =


8hD

(
log(2D2)

log log(2D2)

)3

si n = 2

225D4(3D log 2 + h)
(

log(256D5(3D log 2 + h))
log log(256D3 log 2)

)3

si n = 3.

Ainsi, on a également ‖b‖2 6
√
nB. En particulier, le vecteur b défini à l’étape 2 satisfait ces conditions.

On choisit donc ce vecteur b à l’étape 6. Remarquons que b est primitif. Comme a et b sont orthogonaux,
le vecteur a est bien une combinaison linéaire des vecteurs u1, · · · ,un−1. Ainsi, on a bien a = c1u1 +
· · ·+ cn−1un−1 à étape 7. Pour voir que les polynômes P et Q définis à l’étape 8 satisfont les propriétés
requises, il suffit de faire la substitution y = tu.

Évaluons maintenant le nombre d’opérations binaires effectuées par l’algorithme ainsi que la taille de la
sortie.

L’étape 1 consiste à déterminer une base de a⊥. Si n = 2 alors il suffit de prendre comme base le vecteur
v1 = (−a2, a1)/pgcd(a1, a2). Si n = 3 alors on construit une base de a⊥ comme suit. On calcule d1 le
pgcd de a1 et a2, d2 celui de d1 et a3 et quatre entiers relatifs u1, u2, v1, v2 tels que u1a1 + u2a2 = d1
et v1d1 + v2a3 = d2. On considère la matrice :

V =

−a2/d1 u1 0
a1/d1 u2 0

0 0 1

 ·
1 0 0

0 −a3/d2 v1
0 d1/d2 v2

 =

−a2/d1 −u1a3/d2 u1v1
a1/d1 −u2a3/d2 u2v1

0 d1/d2 v2

 .
Par construction, V est de déterminant ±1 et a · V = (0, 0, d2). En notant v1 et v2 les deux premières
colonnes de V , on a a · v1 = a · v2 = 0 et donc v1,v2 ∈ a⊥. Comme det(V ) = ±1, donc {v1,v2} est
une base de a⊥. En utilisant l’algorithme d’Euclide étendu, on peut calculer d1, u1, u2 en Õ(log ‖a‖)
opérations binaires en faisant appel à l’algorithme de A. Schönhage [33]. Puisque d1 6 ‖a‖∞, le calcul
de d2, v1, v2 nécessite le même nombre d’opérations binaires. Ainsi, cette étape nécessite Õ(log ‖a‖)
opérations binaires.

L’étape 2 consiste à calculer le plus petit vecteur non nul b par rapport à la norme L2 dans a⊥. Si
n = 2 alors b = v1 où v1 est défini à l’étape 1. Il n’y a donc rien à faire. Si n = 3 alors il faut trouver
λ1, λ2 ∈ Z tel que λ1v1 + λ2v2 soit le plus petit vecteur par rapport à la norme L2 où v1,v2 sont
définis à l’étape 1. Comme v1 et v2 sont de taille plus petite que O(log ‖a‖), en utilisant l’algorithme
de A. Schönhage [43], on peut trouver b en Õ(log ‖a‖) opérations binaires. Ainsi, l’étape 2 nécessite
Õ(log ‖a‖) opérations binaires.

La calcul de la norme L1 de F nécessite de parcourir tous ses coefficients qui peut être au nombre de
O(N) et chaque somme coûte O(h). Le calcul de h se fait donc en O(Nh) opérations binaires. Le
calcul de D nécessite une comparaison de N × n entiers de taille O(logD). Ainsi, les étapes 3 et 4
nécessitent O(hN) +O(nN logD) opérations binaires.

Comme ‖b‖2 6 ‖v1‖2 6 ‖a‖2, ainsi le calcul l’étape 5 se fait au plus en Õ(log ‖a‖) opérations binaires.

L’étape 6 consiste à déterminer une base de b⊥ que l’on construit comme à l’étape 1 ; d’où on a une
complexité de Õ(log ‖b‖) = Õ(log ‖a‖). Si n = 2 alors cette base est déjà réduite. Si n = 3 alors,
pour trouver une base réduite, on fait appel à l’algorithme de A. Schönhage comme à l’étape 2 ; d’où
on a une complexité Õ(log ‖a‖). Comme det(b⊥) = ‖b‖2, d’après [35, Theorem 5 et Theorem 7], on
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en déduit que :

‖u1‖22 6 ‖u1‖2‖u2‖2 6
2√
3
‖b‖2. (7.2.2)

De plus, on a :

‖u1‖22‖u2‖22 − (u1 · u2)2 = ‖b‖22. (7.2.3)

L’étape 7 consiste à calculer c. Si n = 2 alors a = c1u1 et donc c’est trivial. En particulier, on a
‖c‖ 6 ‖a‖. Si n = 3 alors a = c1u1 + c2u2 et donc :(

a · u1
a · u2

)
=
(

u1 · u1 u1 · u2
u1 · u2 u2 · u2

)(
c1
c2

)

D’après les formules de Cramer, on a :(
c1
c2

)
= 1
‖b‖22

(
u2 · u2 −u1 · u2
−u1 · u2 u1 · u1

)(
a · u1
a · u2

)

En utilisant l’égalité (7.2.3) et les inégalités (7.2.2), on en déduit que :

|c1| 6 2‖a‖2 et |c2| 6 (12)1/4 ‖a‖2
‖b‖1/22

6 (12)1/4‖a‖2.

D’après les majorations (7.2.2), u1 et u2 sont de taille plus petite que O(log ‖b‖) = O(log ‖a‖). L’étape
7 nécessite donc Õ(log ‖a‖) opérations binaires.

L’étape 8 consiste à évaluer F et G en yU . Cela consiste à faire N fois la multiplication U · λ où
λ ∈ Supp(F ). Puis, il faut faire la somme de N monômes. Comme U est de taille O(log ‖a‖), l’étape
8 nécessite O(hN logN) +NÕ(logD) +NÕ(log ‖a‖) opérations binaires.

En combinant ces différentes opérations, l’algorithme nécessite au total :

O(hN logN) + nNÕ(logD) +NÕ(log ‖a‖)

opérations binaires.

Enfin, il reste à montrer les inégalités dans (7.2.1). D’après les calculs faits précédemment, on a ‖c‖∞ 6
(n− 1)‖a‖2. Par construction de P , on a #Supp(P ) 6 #Supp(F ) et ‖P‖1 6 ‖F‖1. Déterminons une
majoration du degré de P . Si n = 2 alors P (y1) = F (yu1

1 ) et donc :

deg∞(P ) 6 2‖u1‖∞ deg∞(F ) 6 2‖b‖∞ deg∞(F ) 6 2BD.

Si n = 3 alors P (y) = F (yU ) et donc pour i ∈ {1, 2}, on a :

degyi(P ) 6
√

3‖ui‖2 deg∞(F ) 6 2
√

3BD.

en utilisant les inégalités (7.2.2). On a des inégalités similaires pour Q en fonction de G.
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On est maintenant en mesure de décrire l’algorithme principal qui permet de calculer la partie non-
cyclotomique du pgcd de deux polynômes lacunaires de la forme f(t) = F (ta) et g(t) = G(ta) où F et
G sont deux polynômes à trois variables.

Algorithme 14 : Partie non-cyclotomique du pgcd de deux polynômes lacunaires

Entrée : F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] non nuls et a ∈ Z3.

Sortie : h ∈ Z[t±1] tel que h | pgcd(f, g) et pgcd(f, g)/h est un produit de polynômes
cyclotomiques où f(t) = F (ta) et g(t) = G(ta).

1 Appliquer l’Algorithme 13 à F3 = F,G3 = G et a3 = a .
2 Si le résultat de l’étape 1 est ∅, calculer H3 = pgcd(F3, G3) et renvoyer h(t) = H3(ta3).
3 Sinon, noter F2, G2 et a2 le résultat de l’étape 1.
4 Appliquer l’Algorithme 13 à F2, G2 et a2.
5 Si le résultat de l’étape 4 est ∅, calculer H2 = pgcd(F2, G2) et renvoyer h(t) = H2(ta2).
6 Sinon, noter F1, G1 et a1 le résultat de l’étape 4.
7 Calculer H1 = pgcd(F1, G1) et renvoyer h(t) = H1(ta1).

Théorème 7.2.2. Soient F,G ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ]. On pose :

D = max (deg∞(F ), deg∞(G))
h = max(log ‖F‖1, log ‖G‖1)
N = max(#Supp(F ),#Supp(G)).

Soit a ∈ Z3. On définit f, g ∈ Z[x±1] par :

f(t) = F (ta) et g(t) = G(ta).

L’Algorithme 14 appliqué aux polynômes F et G ainsi qu’au vecteur a permet de calculer un polynôme
p1 ∈ Z[t±1] tel que p1 | pgcd(f, g) et pgcd(f, g)/p1 est un produit de polynômes cyclotomiques. Il
nécessite au plus :

Õ(D24h7) +ND12h3Õ(log ‖a‖)

opérations binaires.

Remarque. Les deux termes D12 et D24 dans la complexité de cet algorithme sont dûs essentiellement
au calcul de pgcd de deux polynômes denses à 2 et à 3 trois variables. Par rapport au degré de f et g,
la complexité de cet algorithme est linéaire en ‖a‖.

Démonstration. On commence par montrer que le polynôme h renvoyé par l’Algorithme 14 divise le
pgcd de f et g et que pgcd(f, g)/h est un produit de polynômes cyclotomiques. Pour tout i ∈ {1, 2, 3},
on note :

Vi = {x ∈ Gi
m | Fi = Gi = 0} et Ti = {ξai ∈ Gi

m, ξ ∈ Q∗}.

Initialement, on a : {
f(t) = F3(ta3)
g(t) = G3(ta3).
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Supposons que l’Algorithme 13 renvoie ∅ à l’étape 1. On calcule donc H3 = pgcd(F3, G3). Comme
H3 est un diviseur de F3 et G3, donc h(t) = H3(ta3) est un diviseur du pgcd de F3(ta3) et G3(ta3).
D’après la Proposition 7.2.1, tous les points de V3∩T3 qui sont de la forme ξa3 où ξ /∈ µ∞ appartiennent
à une composante irréductible de V3 de codimension 1. Donc, ces points annulent H3. Montrons que
pgcd(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de l’unité. Soit ξ /∈ µ∞ tel que h(ξ) 6= 0 et f(ξ)/h(ξ) =
g(ξ)/h(ξ) = 0. On a alors F3(ξa3)/H3(ξa3) = G3(ξa3)/H3(ξa3) = 0. Cela montre que ξa3 appartient à
une composante irréductible de V3 de codimension 2. Ainsi, on a une contradiction et donc pgcd(f, g)/h
ne peut s’annuler qu’en des racines de l’unité.

On suppose maintenant que l’Algorithme 13 ne renvoie pas ∅ à l’étape 1. À l’étape 3, on a donc :{
f(t) = F2(ta2)
g(t) = G2(ta2).

Supposons que l’Algorithme 13 renvoie ∅ à l’étape 4. À l’étape 5, on calcule donc H2 = pgcd(F2, G2).
Comme H2 est un diviseur de F2 et G2, donc h(t) = H2(ta2) est un diviseur du pgcd de F2(ta2) et
G2(ta2). D’après la Proposition 7.2.1, tous les points de V2 ∩ T2 qui sont de la forme ξa2 où ξ /∈ µ∞
appartiennent à une composante irréductible de V2 de codimension 1. Donc ces points annulent H2.
Comme précédemment, le polynôme pgcd(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de l’unité.

On suppose maintenant que l’Algorithme 13 ne renvoie pas ∅ à l’étape 4. À l’étape 6, on a alors :{
f(t) = F1(ta1)
g(t) = G1(ta1).

Comme H1 est un diviseur de F1 et G1, donc h(t) = H1(ta1) est un diviseur du pgcd de F1(ta1) et
G1(ta1). Comme F1 et G1 sont des polynômes univariés, donc tous les de points de V1 ∩ T1 qui sont
de la forme ξa1 où ξ ∈ G1

m appartiennent à une composante irréductible de V1 de codimension 1. Ainsi,
ces points annulent pgcd(F3, G3) = H3. Par suite, pgcd(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de
l’unité. D’où l’algorithme est correct.

Il nous reste à évaluer le nombre d’opérations binaires de l’algorithme. L’exécution de l’étape 1 nécessite
un appel à l’Algorithme 13 appliqué à F3, G3 et a3. D’après la Proposition 7.2.1, cela nécessite :

O(h3N3 logN3) +N3Õ(logD3) +N3Õ(log ‖a3‖),

opérations binaires où :

D3 = max (deg∞(F3),deg∞(G3)) ,
N3 = max (#Supp(F3),#Supp(G3)) ,
h3 = max(log ‖F3‖1, log ‖G3‖1).

A l’étape 2, on calculeH3 qui est le pgcd de F3 etG3. Cela nécessiteO(h2
3D

3
3+h3D

4
3) opérations binaires

d’après [14, Equation (95), p.502]. L’évaluation pour obtenirH3(ta3) nécessite (D3
3 logD3)Õ(log(‖a3‖))

opérations binaires. Donc l’étape 2 nécessite :

O(h2
3D

3
3) +O(h3D

4
3) + (D3

3 logD3)Õ(log ‖a3‖)

opérations binaires.



Section 7.2. Recherche des facteurs communs non-cyclotomiques : algorithme et complexité 105

Ensuite, l’exécution de l’étape 4 nécessite à nouveau un appel à l’Algorithme 13 appliqué à F2, G2 et
a2. D’après la Proposition 7.2.1, cela requiert :

O(h2N2 logN2) +N2Õ(logD2) +N2Õ(log ‖a2‖)

opérations binaires où :

D2 = max (deg∞(F2), deg∞(G2)) ,
N2 = max (#Supp(F2),#Supp(G2)) ,
h2 = max(log ‖F2‖1, log ‖G2‖1).

De plus, d’après les inégalités (7.2.1), on a :
‖a2‖∞ 6 2‖a3‖2,
h2 6 h3,

N2 6 N3,

D2 6 4B3D3,

(7.2.4)

où B3 est la borne du Théorème 6.3.1 appliqué à F3 et G3. Ainsi, l’étape 4 nécessite :

O(h3N3 logN3) +N3Õ(log(B3D3)) +N3Õ(log ‖a3‖)

opérations binaires .

A l’étape 5, on calcule H2 qui est le pgcd de F2 et G2. D’après [14, Equation (95), p.502], cela nécessite
O(h2

2D
2
2+h2D

3
2) opérations binaires. L’évaluation pour obtenirH2(ta2) nécessite (D2

2 logD2)Õ(log(‖a2‖))
opérations binaires (ici on peut remplacer D2

2 par #Supp(H2)). Donc l’étape 5 nécessite :

O(h2
2D

2
2) +O(h2D

3
2) + (D2

2 logD2)Õ(log ‖a2‖)

opérations binaires. D’après les inégalités (7.2.4), on en déduit que l’étape 5 nécessite :

O(h2
3B

2
3D

2
3) +O(h3B

3
3D

3
3) + (B2

3D
2
3 log(B3D3))Õ(log ‖a3‖)

opérations binaires.

Enfin, à l’étape 7, on calcule H1 qui est le pgcd de F1 et G1. D’après [14, Equation (95), p.502], cela
nécessite O(h2

1D1 + h1D
2
1) opérations binaires où :

D1 = max (deg∞(F1), deg∞(G1)) ,
N1 = max (#Supp(F1),#Supp(G1)) ,
h1 = max(log ‖F1‖1, log ‖G1‖1).

L’évalue H1(ta1) nécessite (D1 logD1)Õ(log(‖a1‖)) opérations binaires. Ainsi, l’étape 7 nécessite :

O(h2
1D1) +O(h1D

2
1) + (D1 logD1)Õ(log ‖a1‖)

opérations binaires. D’après les inégalités (7.2.1), on a :
‖a1‖∞ 6 ‖a2‖2
h1 6 h2

N1 6 N2

D1 6 2B2D2,
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où B2 est la borne du Théorème 3.2.1 appliqué à F2 et G2. L’étape 7 nécessite donc :

O(h2
2B2D2) +O(h2B

2
2D

2
2) + (B2D2 log(B2D2))Õ(log ‖a2‖)

opérations binaires. D’après les inégalités (7.2.4), on a h2 6 h3 et D2 6 4B3D3. Ainsi, l’étape 7
nécessite :

O(h2
3B2B3D3) +O(h3B

2
2B

2
3D

2
3) + (B2B3D3 log(B2B3D3))Õ(log ‖a3‖)

opérations binaires. Or B2 est de taille O(h2D2 log(D2)) = O(h3B3D3 log(B3D3)) et B3 de taille
O(D5

3h3 log3(h3D3)). Au total, l’exécution de l’algorithme nécessite au plus :

O(h3N3 logN3) +N3Õ(logD3) +N3Õ(log ‖a3‖) (Etape 1)
+ O(h2

3D
3
3) +O(h3D

4
3) + (D3

3 logD3)Õ(log ‖a3‖) (Etape 2)
+ O(h3N3 logN3) +N3Õ(log(B3D3)) +N3Õ(log ‖a3‖) (Etape 4)
+ O(h2

3B
2
3D

2
3) +O(h3B

3
3D

3
3) + (B2

3D
2
3 log(B3D3))Õ(log ‖a3‖) (Etape 5)

+ O(h2
3B2B3D3) +O(h3B

2
2B

2
3D

2
3) + (B2B3D3 log(B2B3D3))Õ(log ‖a3‖) (Etape 7)

= Õ(h7
3D

24
3 ) + (N3h

3
3D

12
3 )Õ(log ‖a3‖)

opérations binaires. Cela complète la preuve.

Remarques. (1) Notons que le polynôme h renvoyé par l’Algorithme 14 peut avoir des facteurs cyclo-
tomiques.

(2) Si f et g sont des quadrinômes lacunaires et si Supp(f) = Supp(g) alors on peut prendre F et G
comme les linéarisations de f et g. Dans ce cas, D = 1 et ‖a1‖∞ = deg(f) = deg(g).

7.3 Exemple sur la recherche des facteurs communs non-cyclotomiques

Pour illustrer l’Algorithme 14, considérons les deux polynômes F3, G3 ∈ Z[x±1
1 , x±1

2 , x±1
3 ] et le vecteur

a3 ∈ Z3 définis par :

F3(x1, x2, x3) = 1 + 2x2 + 4x3,

G3(x1, x2, x3) = 1 + 16x2x3 + 16x1 + 16x2
3,

a3 = (629249751, 168899897, 141923589).

Étape 1

On applique l’Algorithme 13 à F3, G3 et a3 :

— on calcule le plus petit vecteur b orthogonal à a3 : b = (−2009, 7704,−261). On a, par ailleurs,
B3 = 5085406 et donc ‖b‖∞ 6 B3 ;

— on calcule une base réduite de b⊥ : u1 = (−18,−3, 50) et u2 = (−135,−37,−53) ;
— on détermine les coordonnées a2 de a3 dans cette base : a2 = (−1841972,−4415513) ;
— on pose F2(y) = F1(yU ) et G2(y) = G1(yU ) où la i-ème ligne de U est le vecteur ui.
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Étape 3

On a :

F2(y1, y2) = 4y53
1 + y3

1y
53
2 + 2y16

2 ,

G2(y1, y2) = 16y118
1 y29

2 + 16y65
1 y

45
2 + y18

1 y
135
2 + 16,

a2 = (−1841972,−4415513).

Étape 4

On applique l’Algorithme 13 à F2, G2 et a2 :

— on calcule le plus petit vecteur b orthogonal à a2 : b = (−4415513, 1841972) ; cependant on a
‖b‖∞ > B2 avec B2 = 93623 ;

— on renvoie alors ∅.

Étape 5

On calcule H2 = pgcd(F2, G2). On trouve H2(y1, y2) = 1. Enfin, on conclut que F3(ta3) et G3(ta3)
n’ont aucun facteur non-cyclotomique.



8. Cas général : vers une version explicite de la
Conjecture de Schinzel
Dans ce chapitre, on présente une nouvelle méthode pour démontrer le Théorème 2 pour n quelconque

en explicitant la dépendance de la constante par rapport à la taille des coefficients et au degré des
polynômes. La dépendance de la constante n’est cependant pas explicite en n. Notre méthode s’inspire
de l’approche de S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada dans [15], où ils ont démontré un théorème
analogue au Théorème 2 pour le cas des courbes elliptiques. L’idée principale consiste à utiliser le
Théorème de Bézout Arithmétique (Théorème 1.6.2.3) et une version fonctorielle du Théorème de
Dobrowolski généralisé (Théorème 8.2.4). Pour expliciter la dépendance en n, il faudra expliciter la
méthode de transfert de G. Rémond [39] qui permet de déduire une version fonctorielle du Théorème
de Dobrowolski généralisé à partir de la version relative de E. Delsinne [20].

8.1 Présentation de l’approche

On fixe un entier n > 2. Soient s > 2 un entier et F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1
1 , · · · , x±1

n ]. On note V la
sous-variété de Gn

m définie par F1 = · · · = Fs = 0. Soient a ∈ Zn un vecteur primitif et ζ ∈ µn∞. On
note :

T = {ξa = (ξa1 , · · · , ξan) ∈ Gn
m, ξ ∈ Gm} .

On s’intéresse aux points α ∈ V ∩ ζT qui ne sont pas de torsion et tels que V est de dimension au
plus n− 2 en α. On chercher à montrer que pour tout tel point α, il existe un vecteur non nul b ∈ Zn
orthogonal à a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de n et des Fi. On
montre le théorème suivant.

Théorème 8.1.1. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V
la sous-variété de Gn

m définie par F1 = · · · = Fs = 0. Pour tout ε > 0, il existe une constante c(ε, n) ne
dépendant que de ε et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 6= a ∈ Zn, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Q \µ∞.
On note α = ζξa. Si V est de codimension au moins 2 en α alors il existe un vecteur non nul b ∈ Zn
orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 c(ε, n)
(
hD(n−1)2 +D(n−1)2+n

)1+ε
,

où

D = max
16i6s

deg(Fi) et h = max
16i6s

log ‖Fi‖1.

On rappelle que V a est la réunion des translatés de sous-tores de Gn
m contenus dans V et V o = V \V a.

On rappelle également que dimα(V ) est la dimension maximale des composantes irréductibles de V
contenant α. Pour démontrer Théorème 8.1.1, on sépare les deux cas : α ∈ V o et α ∈ V a.

Cas 1 : α ∈ V o (Proposition 8.3.1).

Puisque α n’est pas un point de torsion et α ∈ ζT , il existe ξ ∈ Q∗ \ µ∞ tel que α = ζξa. Soit
{b1, · · · ,bn−1} une base réduite de a⊥ telle que ‖b1‖2 6 ‖b2‖2 6 · · · 6 ‖bn−1‖2. Pour i ∈ {1, · · · , n−

108
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1}, le sous-groupe de Zn engendré par les vecteurs b1, · · · ,bi est primitif. On note Ti le sous-tore de
Gn

m de dimension n− i défini par :

Ti = {x ∈ Gn
m | xb1 = · · · = xbi = 1}.

On pose aussi T0 = Gn
m. On a donc la suite de sous-tores suivante :

Tn−1 ⊂ Tn−2 ⊂ · · · ⊂ T1 ⊂ T0 = Gn
m.

Pour i ∈ {0, 1, · · · , n− 2}, on a dimα(V ∩ ζTi+1) 6 dim(ζTi+1) = n− i− 1. Si dimα(V ∩ ζTi+1) =
n− i− 1 alors ζTi+1 ⊆ V et ceci contredit le fait que α ∈ V o. Ainsi, pour i ∈ {0, 1, · · · , n− 2}, on a :

dimα(V ∩ ζTi+1) 6 n− i− 2.

En particulier pour i = n − 2, on a dimα(V ∩ ζTn−1) = 0 = n − i − 2. On peut donc définir
m ∈ {0, · · · , n− 2} comme le plus petit entier vérifiant :

dimα(V ∩ ζTm+1) = n−m− 2.

Par minimalité de m, on a dimα(V ∩ ζTi) 6 n− i− 2 pour i ∈ {1, · · · ,m} et cela est aussi vrai pour
i = 0 car dimα(V ) 6 n− 2. En particulier, on a :

dimα(V ∩ ζTm+1) = dimα(V ∩ ζTm) = n−m− 2. (8.1.1)

Soit Y une composante irréductible de V ∩ ζTm+1 de dimension n −m − 2 contenant α. D’après
(8.1.1), Y est aussi une composante irréductible de V ∩ ζTm.

En utilisant le Théorème de Bézout Arithmétique de P. Philippon, on majore la hauteur de Y en fonc-
tion de V et ζTm. En appliquant à Y une version effective et fonctorielle du Théorème de Dobrowolski
généralisé (Théorème 8.2.4) qui provient des travaux de F. Amoroso, S. David, E. Delsinne, G. Rémond
et U. Zannier, on minore la hauteur de Y en fonction de ζTm+1. Ensuite, on montre que la norme du
vecteur bm+1 est majorée par une constante ne dépendant que de n et Fi (Proposition 8.3.1) et on
choisit b = bm+1. On note que la borne obtenue n’est pas complètement explicite en la dépendance
en n. Pour expliciter cette dépendance en n, il faudrait expliciter davantage le résultat de G. Rémond
qu’on utilise pour déduire la version fonctorielle à partir du théorème de E. Delsinne.

Cas 2 : α ∈ V a (Proposition 8.3.2).

Dans ce cas, on construit à partir de V une sous-variété W ⊆ Gr
m avec r < n et un point β ∈ Gr

m qui
n’est pas de torsion tels que β ∈ W o ∩ B avec B un translaté de sous-tore par un point de torsion de
dimension 1. On applique ensuite ce qu’on a obtenu dans le Cas 1.

Comme mentionné ci-dessus, l’approche repose sur une version effective et fonctorielle du Théorème
de Dobrowolski généralisé. Pour énoncer ce théorème, on rappelle dans la Section 8.2 la définition de
la hauteur normalisée et de l’indice d’obstruction. Dans la Section 8.3, on donne les propositions qui
permettent de traiter les deux cas α ∈ V o et α ∈ V a et on en déduit la démonstration du Théorème
8.1.1.

8.2 Théorème de Dobrowolski généralisé

Le problème de Lehmer et le Théorème de Dobrowolski se généralisent en dimension supérieure.
Avant d’énoncer ces généralisations, on rappelle la définition de la hauteur normalisée et de l’indice
d’obstruction d’une variété qui interviennent dans les énoncés.



Section 8.2. Théorème de Dobrowolski généralisé 110

Hauteur normalisée :

Soit n > 1 un entier et soit V une sous-variété algébrique de Gn
m défini sur un corps K ⊆ Q et

K-irréductible. On considère le plongement naturel ιn : Gn
m ↪→ Pn défini par ιn(α1, · · · , αn) = (1 : α1 :

· · · : αn). D’après [37], la hauteur normalisée de V (par rapport au plongement ιn) est définie par :

ĥ(V ) = lim
m→+∞

h([m]V ) deg(V )
m deg([m]V ) (8.2.1)

où [m] est le morphisme multiplication par m (i.e. [m](x1, · · · , xn) = (xm1 , · · · , xmn )).

D’après [19, Proposition 2.1, p.497], on a la relation suivante entre ĥ(V ) et h(V ) :∣∣∣ĥ(V )− h(V )
∣∣∣ 6 7

2 (dimV + 1) deg(V ) log(n+ 1). (8.2.2)

Minimum essentiel :

Pour θ > 0, on note :

V (θ) = {α ∈ V (Q∗) | ĥ(α) 6 θ}.

Le minimum essentiel de V , noté µ̂ess(V ), est défini par :

µ̂ess(V ) = inf
{
θ ∈ R | V (θ) = V

}
.

Le minimum essentiel de V est donc le seuil de la hauteur à partir duquel les points de V deviennent
denses dans V . Si α ∈ Gn

m alors on a µ̂ess({α}) = ĥ(α). D’après [48, Théorème 5.2], on dispose
également des inégalités suivantes appelées inégalités de Zhang :

ĥ(V )
(dim(V ) + 1) deg(V ) 6 µ̂ess(V ) 6 ĥ(V )

deg(V ) . (8.2.3)

On dit que V est une variété de torsion si V est une réunion finie de translatés de sous-tores de Gn
m par

des points de torsion. D’après [47], µ̂ess(V ) = 0 si et seulement si V est une variété de torsion.

Trouver une minoration du minimum essentiel (ou de la hauteur normalisée) d’une variété qui n’est
pas de torsion est une des généralisations du Problème de Lehmer. D’après F. Amoroso et S. David [1],
le bon invariant pour la minoration du minimum essentiel n’est pas le degré géométrique de V mais son
indice d’obstruction qui est plus fin.

Indice d’obstruction :

Soient V ( W deux sous-variétés de Gn
m définis sur un corps K ⊆ Q et K-irréductibles. On appelle

indice d’obstruction de V relatif à W sur K, noté ωK(V,W ), le minimum de( deg(Z)
deg(W )

)1/codimW (Z)

où Z parcourt les sous-variétés strictes deW définies surK et contenant V . On rappelle que codimW (Z) =
dim(W ) − dim(Z). Lorsque K = Q, on omet l’indice Q et lorsque W = Gn

m, on notera simplement
ωK(V ) l’indice d’obstruction ωK(V,Gn

m).

Variété faiblement transverse :
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Soit V une sous-variété algébrique irréductible de Gn
m. On dit que V est faiblement transverse si elle

n’est contenue dans aucune sous-variété de torsion stricte de Gn
m.

On peut maintenant énoncer une des généralisations de la Conjecture de Lehmer en dimension supé-
rieure.

Conjecture 8.2.1. Soit V une sous-variété irréductible sur Q de Gn
m. On suppose que V est faiblement

transverse. Alors, on a :

µ̂ess(V ) > c(n)
ωQ(V ) .

Cette conjecture a été énoncée et démontrée à un ε près par F. Amoroso et S. David dans [2]. Une
version de ce résultat avec une dépendance explicite en n a été fait également dans [2].

On rappelle que Qab désigne l’extension abélienne maximale de Q et, d’après le Théorème de
Kronecker-Weber, Qab est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q. La version rela-
tive de la Conjecture 8.2.1 consiste à remplacer ωQ(V ) par ωQab(V ).

Conjecture 8.2.2. Soit V une sous-variété irréductible de Gn
m. On suppose que V est faiblement

transverse. Alors, on a :

µ̂ess(V ) > c(n)
ωQab(V ) .

Cette conjecture a été aussi démontrée à un ε près par E. Delsinne dans [20] et son résultat est également
explicite en n. On va énoncer la version faible de son résultat principal, sans expliciter la dépendance de
la constante en n.

Théorème 8.2.3. [20, Corollaire 1.7] Soit V une sous-variété irréductible de Gn
m. On suppose que V

est faiblement transverse. Alors, pour tout ε > 0, on a :

µ̂ess(V ) > c(ε, n)
ωQab(V )1+ε .

On s’intéresse maintenant à la version fonctorielle du Théorème 8.2.3 qui consiste à enlever l’hypothèse
« faiblement transverse » quitte à faire intervenir dans l’indice d’obstruction la plus petite variété de
torsion contenant V . La version suivante se déduit du théorème qui précède à l’aide d’un résultat de
transfert de G. Rémond [39].

Théorème 8.2.4. Soit V une sous-variété irréductible de Gn
m. Soit W ⊆ Gn

m la plus petite sous-variété
de torsion contenant V . Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante c(ε, n) > 0 tel que :

µ̂ess(V ) > c(ε, n)
ωQab(V,W )1+ε deg(W )ε .

Démonstration. On applique la version torique du Théorème 3.7 de [39, p.261] avec Γ = µn∞. En
effet, d’après le Théorème 8.2.3, µn∞ est de Dobrowolski. D’après le Théorème de Kronecker-Weber, le
corps KΓ de rationalité de µn∞ est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q. Donc on a
KΓ = Qab.



Section 8.3. Propositions clés et Démonstration du Théorème 8.1.1 112

8.3 Propositions clés et Démonstration du Théorème 8.1.1

On donne ici les deux propositions clés et leurs démonstrations.

Cas 1 : α n’appartient à aucun translaté de sous-tore contenu dans V

On suppose d’abord que α ∈ V o.

Proposition 8.3.1. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V
la sous-variété de Gn

m définie par F1 = · · · = Fs = 0. Pour tout ε > 0, il existe une constante c(ε, n) ne
dépendant que de ε et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 6= a ∈ Zn, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Q \µ∞.
On note α = ζξa. Si V est de codimension k > 2 en α et α ∈ V o alors il existe un vecteur non nul
b ∈ Zn orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 c(ε, n)
(
hDk−1 +Dk

)1+ε
,

où l’on a noté :

D = max
16i6s

deg(Fi) et h = max
16i6s

log ‖Fi‖1.

Démonstration. Soit ε > 0. Dans la preuve, c0, c1, · · · , c7 désigneront des constantes strictement posi-
tives qui ne dépendent que de ε et n.

Soit {b1, · · · ,bn−1} une base réduite de a⊥ telle que ‖b1‖2 6 ‖b2‖2 6 · · · 6 ‖bn−1‖2. Pour
i ∈ {1, · · · , n − 1}, on note Ti le sous-tore de Gn

m défini par le sous-groupe primitif engendré par les
vecteurs b1, · · · ,bi. On note m ∈ {0, · · · , n− 2} le plus petit entier vérifiant :

dimα(V ∩ ζTm+1) = n−m− 2.

Soit Y une composante irréductible de V ∩ ζTm+1 de dimension n − 2 −m et contenant α. D’après
l’égalité (8.1.1), Y est également une composante irréductible de V ∩ ζTm. Pour i ∈ {1, · · · , n − 1},
on note Gi(x) = xbi − ζbi . On note Qab(Y ) le corps de définition de Y sur Qab et [Qab(Y ) : Qab] son
degré sur Qab. Pour tout σ ∈ Gal(Q/Qab), σ(Y ) ⊆ σ(V ∩ ζTm) ⊆ V ∩ ζTm car V et Tm sont définis
sur Q et ζ ∈ Qab. On obtient alors :

Ŷ :=
⋃

σ∈Gal(Q/Qab)

σ(Y ) ⊆ V ∩ ζTm. (8.3.1)

D’après (8.3.1) et le Corollaire 1.6.2.5 (qui est une conséquence du Théorème de Bézout Arithmétique),
on a :

[Qab(Y ) : Qab]h(Y ) 6
(
h(V ) + m

2

(
log(n+ 1) +

n∑
i=1

1
i

)
deg(V )

)
m∏
i=1

deg(Gi).

D’après le Corollaire 1.6.2.6 (qui est aussi une conséquence des théorèmes de Bézout Géométrique et
Arithmétique), on a :

deg(V ) 6 Dk et h(V ) 6 c0(n)
(
hDk−1 +Dk

)
. (8.3.2)

Par suite :

[Qab(Y ) : Qab]h(Y ) 6 c1(n)
(
hDk−1 +Dk

) m∏
i=1

deg(Gi). (8.3.3)
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On va minorer µ̂ess(Y ) en utilisant le Théorème 8.2.4 et ensuite appliquer les inégalités de Zhang pour
majorer µ̂ess(Y ) en fonction de h(Y ).

Soit W ⊆ Gn
m la plus petite sous-variété de torsion contenant Y . On a alors Y ⊆ W ⊆ ζTm+1. De

plus, dim(Y ) = n −m − 2 par choix de Y et dim(ζTm+1) = n −m − 1 par définition de Tm+1. Par
ailleurs, Y n’est pas de torsion car α ∈ Y et α ∈ V o. On en déduit que W = ζTm+1.

Par définition, l’indice d’obstruction de Y par rapport à ζTm+1 sur Qab est :

ωQab(Y, ζTm+1) = min
Z

( deg(Z)
deg(ζTm+1)

)1/codimζTm+1 (Z)

où Z parcourt les sous-variétés strictes de ζTm+1, définies sur Qab et contenant Y . La variété Ŷ définie
dans (8.3.1) est une sous-variété de ζTm+1 définie sur Qab et de dimension = n − m − 2. Comme
dim(ζTm+1) = n−m− 1, l’inclusion Ŷ ⊂ ζTm+1 est stricte. On a donc :

ωQab(Y, ζTm+1) 6 deg(Ŷ )
deg(ζTm+1) .

On pose :

ε′ = ε

1 + (n− 2)(1 + ε) . (8.3.4)

D’après le Théorème 8.2.4, il existe une constante c(ε′, n) =: c2(ε, n) strictement positive telle que :

µ̂ess(Y ) > c2(ε, n)
ωQab(Y, ζTm+1)1+ε′ deg(ζTm+1)ε′ > c2(ε, n)deg(ζTm+1)

deg(Ŷ )1+ε′
.

En utilisant les inégalités de Zhang (8.2.3), on majore le minimum essentiel de Y en fonction de la
hauteur normalisée :

c2(ε, n)deg(ζTm+1)
deg(Ŷ )1+ε′

6 µ̂ess(Y ) 6 ĥ(Y )
deg(Y ) .

À l’aide de la relation (8.2.2), on majore ĥ(Y ) en fonction de h(Y ) :

c2(ε, n)deg(ζTm+1)
deg(Ŷ )1+ε′

6
h(Y )

deg(Y ) + 7
2 (dimY + 1) log(n+ 1).

On majore h(Y ) à l’aide de l’inégalité (8.3.3) et dim(Y ) par n− 3 :

c2(ε, n)deg(ζTm+1)
deg(Ŷ )1+ε′

6
c1(n)

(
hDk−1 +Dk

)
[Qab(Y ) : Qab] deg(Y )

m∏
i=1

deg(Gi) + 7
2(n− 2) log(n+ 1).

En multipliant les deux membres par deg(Ŷ )1+ε′ , on a :

c2(ε, n) deg(ζTm+1) 6
c1(n)

(
hDk−1 +Dk

)
deg(Ŷ )1+ε′

[Qab(Y ) : Qab] deg(Y )

m∏
i=1

deg(Gi)+
7
2(n−2) log(n+1) deg(Ŷ )1+ε′ .
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Par définition, on a deg(Ŷ ) = [Qab(Y ) : Qab] deg(Y ). En simplifiant le dénominateur, on obtient :

c2(ε, n) deg(ζTm+1) 6 c1(n)
(
hDk−1 +Dk

)
deg(Ŷ )ε′

m∏
i=1

deg(Gi)

+ 7
2(n− 2) log(n+ 1) deg(Ŷ )1+ε′ . (8.3.5)

Il faut maintenant majorer deg(Ŷ ). On applique le Théorème de Bézout Géométrique (Théorème 1.6.2.1)
en tenant compte de (8.3.1) :

deg(Ŷ ) 6 deg(V )
m∏
i=1

deg(Gi) 6 Dk
m∏
i=1

deg(Gi),

où la majoration de deg(V ) suit de (8.3.2). En remplaçant deg(Ŷ ) par cette majoration dans (8.3.5),
on obtient :

c2(ε, n) deg(ζTm+1) 6 c1(n)
(
hDk−1 +Dk

)
Dkε′

(
m∏
i=1

deg(Gi)
)1+ε′

+

7
2(n− 2) log(n+ 1)Dk(1+ε′)

(
m∏
i=1

deg(Gi)
)1+ε′

6 c3(n)
(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)( m∏
i=1

deg(Gi)
)1+ε′

.

D’après [9], le degré de Tm+1 est égal au maximum des valeurs absolues des déterminants des mineurs
(m + 1) × (m + 1) de la matrice formée par les vecteurs b1, · · · ,bm+1. Comme {b1, · · · ,bn−1} est
une base réduite, on peut minorer deg(Tm+1) par c4(n)

∏m+1
i=1 ‖bi‖2 .

En majorant deg(Gi) par ‖bi‖1 6
√
n‖bi‖2, on obtient :

m+1∏
i=1
‖bi‖2 6 c6(ε, n)

(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)( m∏
i=1
‖bi‖2

)1+ε′

.

En simplifiant par
∏m
i=1 ‖bi‖2, on a :

‖bm+1‖2 6 c6(ε, n)
(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)( m∏
i=1
‖bi‖2

)ε′
.

En majorant
∏m
i=1 ‖bi‖2 par ‖bm+1‖m2 , on a :

‖bm+1‖1−mε
′

2 6 c6(ε, n)
(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)
.

Comme m 6 n− 2, on a 1− (n− 2)ε′ 6 1−mε′ et donc :

‖bm+1‖1−(n−2)ε′
2 6 c6(ε, n)

(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)
. (8.3.6)

Par définition (8.3.4) de ε′, on a :

1− (n− 2)ε′ = n− 1
1 + (n− 2)(1 + ε) > 0.
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Ainsi, l’inégalité (8.3.6) montre que la norme de bm+1 est majorée par une constante ne dépendant que
de ε, n, D et h. On va déterminer la dépendance de telle constante en D et en h. On a :

‖bm+1‖2 6 c7(ε, n)
(
hDk(1+ε′)−1 +Dk(1+ε′)

)1/(1−(n−2)ε′)

= c7(ε, n)
(
h

D
+ 1

) 1
1−(n−2)ε′

D
k(1+ε′)

1−(n−2)ε′ .

Par définition (8.3.4) de ε′, on a :
1

1− (n− 2)ε′ = 1 + n− 2
n− 1ε et 1 + ε′

1− (n− 2)ε′ = 1 + ε.

Par suite, on a :

‖bm+1‖2 6 c7(ε, n)
(
h

D
+ 1

)1+ε
Dk(1+ε).

Enfin, puisque ζξa ∈ ζTm+1, on a ξa ∈ Tm+1 et donc ξabm+1 = 0. Comme ξ n’est pas une racine de
l’unité, abm+1 = 0. On choisit donc b = bm+1.

Cas 2 : α appartient à un translaté de sous-tore contenu dans V

On suppose maintenant α ∈ V a.
Proposition 8.3.2. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient F1, · · · , Fs ∈ Z[x±1]. On note V
la sous-variété de Gn

m définie par F1 = · · · = Fs = 0. Pour tout ε > 0, il existe une constante c(ε, n) ne
dépendant que de ε et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 6= a ∈ Zn, ζ ∈ µn∞ et ξ ∈ Q \µ∞.
On note α = ζξa. Si V est de codimension au moins 2 en α et α ∈ V a alors il existe un vecteur non
nul b ∈ Zn orthogonal à a tel que :

‖b‖2 6 c(ε, n)
(
hD(n−1)2 +D(n−1)2+n

)1+ε
,

où l’on a noté :

D = max
16i6s

deg(Fi) et h = max
16i6s

log ‖Fi‖1.

Démonstration. Soit ε > 0. Dans la preuve, κ1, κ2, κ3 désigneront des constantes strictement positives
qui ne dépendent que de n et ε.

D’après l’hypothèse, il existe un sous-tore T de Gn
m de dimension non nulle tel que αT ⊆ V . On choisit

T tel que αT soit maximal dans V . Notons r = n− dim(T ). On va construire un automorphisme ϕ de
Gn

m tel que ϕ(T ) = {y ∈ Gn
m | y1 = · · · = yr = 1}.

D’après la Proposition 1.3.2.3 qui suit le Lemme 4 de W. Schmidt [42], il existe n vecteurs µ1, · · · ,µn
formant une base de Zn tels que :

— T est défini par les équations xµ1 − 1 = · · · = xµr − 1 = 0,
— les µi sont définis comme suit :

µ1 = c1λ1,

µ2 = c2,1λ1 + c2λ2,

µ3 = c3,1λ1 + c3,2λ2 + c3λ3,
...
µn = cn,1λ1 + cn,2λ2 + · · ·+ cnλn,

(8.3.7)
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où λ1, · · · ,λr ∈
⋃
iD(Fi), les vecteurs λr+1, · · · ,λn sont des vecteurs de la base canonique de Zn,

les constantes ci,j (pour 1 6 j < i 6 n) et ck (pour 1 6 k 6 n) sont des nombres rationnels vérifiant
|ci,j | 6 1/2 et 0 < ck 6 1. Par définition des µi, on a :

‖µi‖∞ 6 n max
16j6s

deg(Fj) 6 nD. (8.3.8)

On note M la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs µ1, · · · ,µn. Par construction,
M ∈ GLn(Z). On considère l’automorphisme ϕ de Gn

m défini par :

ϕ : Gn
m −→ Gn

m

x 7→ xM = (xµ1 , · · · ,xµn).

On a alors :

ϕ(T ) = {y ∈ Gn
m | y1 = · · · = yr = 1} .

Maintenant, on effectue le changement de variable x = ϕ−1(y) = yM−1 et on écrit pour i ∈ {1, · · · , s} :

Fi(ϕ−1(y)) =
t∑

j=1
Fi,j(y1, · · · , yr)y

θj,r+1
r+1 · · · yθj,nn (8.3.9)

pour certains Fi,j ∈ Z[y±1
1 , · · · , y±1

r ], pour certains θj,r+1, · · · , θj,n ∈ Z et t ∈ N. On renomme les
polynômes Fi,j par :

{Fi,j | i ∈ {1, · · · , s}, j ∈ {1, · · · , t}} = {G1, · · · , Gs′} .

On considère la sous-variété W de Gr
m définie par :

W =
{
(y1, · · · , yr) ∈ Gr

m | Gj(y1, · · · , yr) = 0, ∀j ∈ {1, · · · , s′}
}
.

On a alors :

W =
{
(y1, · · · , yr) ∈ Gr

m | ∀(yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r
m , (y1, · · · , yn) ∈ ϕ(V )

}
. (8.3.10)

En effet, on note W ′ := {(y1, · · · , yr) ∈ Gr
m | ∀(yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r

m , (y1, · · · , yn) ∈ ϕ(V )}. Soit
(y1, · · · , yr) ∈W . Pour tout j ∈ {1, · · · , s′}, on a Gj(y1, · · · , yr) = 0. Donc pour tout i ∈ {1, · · · , s},
on a Fi(ϕ−1(y)) = 0 pour (yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r

m . Ainsi, ϕ−1(y) ∈ V et donc y ∈ ϕ(V ). Ceci prouve
l’inclusion W ⊆ W ′. Pour l’autre inclusion, soit (y1, · · · , yr) ∈ W ′. Pour tout (yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r

m ,
y ∈ ϕ(V ). Par suite, on a ϕ−1(y) ∈ V et donc Fi(ϕ−1(y)) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , s}. Puisque cela
est vrai pour tout (yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r

m et en utilisant (8.3.9), on en déduit que Gj(y1, · · · , yr) = 0
pour tout j ∈ {1, · · · , s′}.

On note ensuite β l’image de α par ϕ i.e. β = ϕ(α) = (ζµ1ξaµ1 , · · · , ζµnξaµn) et on pose β′ =
(ζµ1ξaµ1 , · · · , ζµrξaµr). On a :

{β′} ×Gn−r
m = {(β1, · · · , βr, βr+1yr+1, · · · , βnyn) ∈ Gn

m, (yr+1, · · · , yn) ∈ Gn−r
m }

= βϕ(T ) car ϕ(T ) = {y ∈ Gn
m | y1 = · · · = yr = 1}

= ϕ(αT )
⊆ ϕ(V ).
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D’après (8.3.10), on déduit que β′ ∈W .

Supposons qu’il existe un sous-tore T ′ ⊆ Gr
m de dimension non nulle tel que β′T ′ ⊆ W . On a alors

β(T ′ ×Gn−r
m ) ⊆ W ×Gn−r

m ⊆ ϕ(V ). Cela implique que α est contenu dans un translaté de sous-tore
de dimension > n− r+ 1 contenu dans V . Cela contredit le fait que αT ⊆ V est maximal dans V . On
déduit donc β′ ∈W o.

De nouveau par (8.3.10), on a W ×Gn−r
m ⊆ ϕ(V ) et donc :

dimβ′(W ) + n− r = dimβ(W ×Gn−r
m ) 6 dimβ(ϕ(V )) = dimα(V ) 6 n− 2.

Cela implique que W ⊆ Gr
m est de codimension k′ > 2 en β′.

On remarque également que si aµ1 = 0 alors on a la conclusion de la proposition avec b = µ1 car
‖µ1‖∞ 6 nD d’après (8.3.8). On suppose dorénavant que aµ1 6= 0. Ainsi le vecteur (aµ1, · · · ,aµr)
est non nul. Puisque β = (ζµ1ξaµ1 , · · · , ζµrξaµr) et ξ n’est pas une racine de l’unité, d’après la
Proposition 8.3.1, il existe une constante κ1(ε, n), qui ne dépend que de ε et n, et un vecteur non nul
η ∈ Zr orthogonal à (aµ1, · · · ,aµr) tels que :

‖η‖2 6 κ1(ε, n)
(
h′D′k

′−1 +D′k
′)1+ε

(8.3.11)

où

D′ = max
16i6s′

deg(Gi) et h′ = max
16i6s′

log ‖Gi‖1.

On considère ensuite le vecteur b défini par b = η1µ1 + · · · + ηrµr. Puisque (η1, · · · , ηr) est non
nul et µ1, · · · ,µr sont linéairement indépendants, b est aussi non nul. Comme (η1, · · · , ηr) ∈ Zr est
orthogonal à (aµ1, · · · ,aµr), on a ab = 0. On va déterminer une majoration de la norme de b en
fonction de D et h.

Par ailleurs, les exposants des monômes de Gj sont donnés par les vecteurs M−1ν où ν parcourt
Supp(Fi). D’après l’inégalité de Hadamard, la valeur absolue des coefficients de M−1 est majorée par :

(n− 1)(n−1)/2 max
16i6n

‖µi‖n−1
∞ 6 n3(n−1)/2Dn−1.

Par suite, on a :

D′ 6 n(3n−1)/2Dn.

Par ailleurs, on a :

h′ 6 max
16i6s

‖Fi‖1 = h.

En remplaçant D′ et h′ par ces majorations dans (8.3.11), on obtient :

‖η‖2 6 κ2(ε, n)
(
hDn(k′−1) +Dnk′

)1+ε

En majorant k′ par r 6 n− 1, on obtient :

‖η‖2 6 κ2(ε, n)
(
hDn(n−2) +Dn(n−1)

)1+ε
.

Enfin, par définition de b, on a :

‖b‖2 6 κ3(ε, n)
(
hDn(n−2)+1 +Dn(n−1)+1

)1+ε
.
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Démonstration du Théorème 8.1.1

Démonstration. Soit ε > 0. Dans la preuve, c1 et c2 désigneront des constantes strictement positives
qui ne dépendent que de ε et n. On note k la codimension de V dans Gn

m.

Si α ∈ V o alors d’après la Proposition 8.3.1, il existe une constante c1(ε, n) qui ne dépend que de ε
et n, et un vecteur b ∈ Zn orthogonal à a tels que :

‖b‖2 6 c1(ε, n)
(
hDk−1 +Dk

)1+ε
.

Si α ∈ V a alors d’après la Proposition 8.3.2, il existe une constante c2(ε, n), qui ne dépend que de ε
et n, et un vecteur b ∈ Zn orthogonal à a tels que :

‖b‖2 6 c2(ε, n)
(
hD(n−1)2 +D(n−1)2+n

)1+ε
.

En majorant k par n et en prenant le maximum entre les deux bornes, on a le résultat voulu.



Annexe A. Algorithme et résultats annexes

A.1 Algorithme pour les sous-groupes de Zn

Soit M ∈Mn,m(Z). On dit que M est sous la forme normale d’Hermite (abrégé HNF) s’il existe un
entier r 6 m et une application strictement croissante f : [r + 1,m]→ [1, n] vérifiant :

(i) les r premières colonnes de M sont égales à 0,
(ii) pour j ∈ {r + 1, · · · ,m}, on a :

mf(i),j > 1 et mi,j = 0 si i > f(j) et 0 6 mf(k),j < mf(k),k si k < j.

Remarque. Si m = n et f(k) = k alors M est sous-HNF si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) M est triangulaire supérieure i.e. mij = 0 si i > j,
(ii) pour tout i, mi,i > 0,
(ii) pour tout j > i, 0 6 mi,j < mi,i.

Théorème A.1.1. [16, Theorem 2.4.3] Soit M une matrice de taille n×m à coefficients dans Z. Alors
il existe une unique matrice H de taille n×m sous la forme HNF telle que H = MU où U ∈ GLm(Z).

L’algorithme correspondant à ce théorème est [16, Algorithm 2.4.4]. Soit Λ un sous-groupe de Zn
engendré par λ1, · · · ,λm. L’algorithme suivant permet de calculer le rang de Λ, son saturé, son ortho-
gonal et un complété de Λsat en une base de Zn à partir de la HNF de la matrice M dont les lignes
sont les coordonnés de λ1, · · · ,λm par rapport à la base canonique de Zn.

Algorithme 15 : Caractéristiques d’un sous-groupe de Zn

Entrée : Λ = 〈λ1, · · · ,λm〉 sous-groupe de Zn

Sortie : rang(Λ), Λsat, Λ⊥ et le completé de Λsat en une base de Zn

1 Poser M la matrice de taille m× n dont la i-ème ligne est le vecteur λi.
2 Calculer H et U tels MU = H en utilisant la HNF ou l’algorithme LLL, où H est la forme

normale de Hermite de M et U ∈ GLn(Z).
3 Poser r = le nombre de colonnes non nuls de H, uj la j-ième colonne de U et µi la i-ème ligne de

U−1.
4 Renvoyer r, Λsat = 〈µn−r+1, · · · ,µn〉, Λ⊥ = 〈u1, · · · ,un−r〉 et U−1.

Proposition A.1.2. Soit Λ = 〈λ1, · · · ,λm〉 un sous-groupe de Zn. Alors l’algorithme 15 renvoie res-
pectivement le rang de Λ, une base de son saturé, une base de son orthogonal et un complété de Λsat

en une base de Zn.

Démonstration. D’après l’étape 2, on a MU = H où H est la forme normale d’Hermite de M . Par
définition la forme normale d’Hermite, le rang de M est égale au nombre des colonnes non nuls de H.
Donc r est bien le rang de Λ. Dans toute la suite, on peut supposer que m = r.

On note Λ′ = 〈µn−r+1, · · · ,µn〉 où µi la i-ème ligne de U−1. Puisque U est unimodulaire, Λ′ est saturé
de rang r. On note hi,j la i-ème ligne et la j-ème colonne de H. Comme H est triangulaire supérieure
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et M = HU−1, on a :

λ1 = h1,1µn−r+1 + h1,2µn−r+2 + · · ·+ h1,nµn,

λ2 = 0µn−r+1 + h2,2µn−r+2 + · · ·+ h2,nµn,
...

λr−1 = 0µn−r+1 + · · ·+ 0µn−2 + hr−1,n−1µn−1 + hr−1,nµn,

λr = 0µn−r+1 + · · ·+ 0µn−1 + hr,nµn.

(A.1.1)

Ainsi, on a Λ ⊆ Λ′. Comme ils ont le même rang et Λ′ est saturé, on déduit que Λ′ = Λsat. Puisque
U ∈ GLn(Z), U−1 est une base de Zn.

Par ailleurs, on peut écrire MU = [0 | H ′] où H ′ ∈ Mn,n−r(Z) telle que H = [0 | H ′]. On a donc
u1, · · · ,un−r ∈ Λ⊥. D’après la dernière équation de (A.1.1), on a 0 = λruj = hrnµnuj pour tout
1 6 j 6 n−r. Comme hr,n 6= 0, µnuj = 0. En remontant dans les équations de (A.1.1), on a µiuj = 0
pour tout n−r+1 6 i 6 n et pour tout 1 6 j 6 n−r. Cela implique 〈u1, · · · ,un−r〉 ⊆ (Λsat)⊥ ⊆ Λ⊥.
Comme 〈u1, · · · ,un−r〉, (Λsat)⊥ et Λ⊥ sont saturés de même rang, on a 〈u1, · · · ,un−r〉 = (Λsat)⊥ =
Λ⊥.

A.2 Résultats auxiliaires

On donne ici les preuves de certains résultats mentionnés dans cette thèse.

Lemme A.2.1. Notons e = exp(1). Soit f la fonction définie par :

∀ x > e, f(x) = x

( log log x
log x

)3
.

Alors :
(i) f est strictement croissante sur ]e,+∞[,
(ii) pour tout x > e, on a f(x) < x,
(iii) pour tout x > 6, on a :

x 6 f

(
3x
( log x

log log x

)3
)
. (A.2.1)

Si C est une constante positive telle que C > 6 et si on note

Xmax(C) = sup {x ∈ R+ | e < x, f(x) 6 C}

alors on a :

C < C

( logC
log logC

)3
6 Xmax(C) 6 3C

( logC
log logC

)3
.

Démonstration. (i) On a f(x) > 0 pour tout réel x > e. On peut alors définir la fonction log(f) :

∀ x > e, log(f)(x) = log(x)− 3 log log x+ 3 log log log x.
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Pour montrer que f est strictement croissante sur ]e,+∞[, il suffit alors de montrer que log(f) est
strictement croissante sur ]e,∞[. Pour tout x > e, on a :

(log(f))′(x) = 1
x
− 3
x log x + 3

x log x log log x

= log x log log x− 3 log log x+ 3
x log x log log x .

D’une part, on a x log x log log x > 0 car x > e. D’autre part, posons g(y) = y log y − 3 log y + 3 pour
tout y > 1. Montrons que g est positive sur ]1,+∞[. Considérons les trois cas suivants :

1er cas : 1 < y 6 e

Cela implique que 0 < y log y et −3 6 −3 log y. Ainsi, on a g(y) = y log y − 3 log y + 3 > 0.

2ème cas : e < y 6 3

Cela implique que e < y log y et −3 log 3 6 −3 log y. Ainsi, on a g(y) = y log y − 3 log y + 3 > 2.

3ème cas : y > 3

Cela implique que y log y > 3 log y. Ainsi on a g(y) = y log y − 3 log y + 3 > 3.

D’où on a (i) car

(log(f))′(x) = g(log x)
x log x log log x.

En particulier, f−1 est aussi strictement croissante sur ]0,+∞[.

(ii) Soit x > e. On a log log x < log x. Par suite, on a (log log x/ log x)3 < 1. Ainsi, il s’ensuit que
f(x) = x(log log x/ log x)3 < x.

(iii) Soit x > e. On a :

f

(
3x
( log x

log log x

)3
)

= 3x
( log x

log log x

)3 (log log
(
3x(log x)3/(log log x)3))3

(log (3x(log x)3/(log log x)3))3 .

Ainsi pour montrer (A.2.1), il suffit de montrer que :

log log x× log
(
3x(log x)3/(log log x)3

)
6 31/3 log x× log log

(
3x(log x)3/(log log x)3

)
.

En posant A(x) = log x+ 3 log log x− 3 log log log x+ log 3, cette dernière inégalité est équivalente à :

log log x×A(x) 6 31/3 log x× logA(x). (A.2.2)

Supposons d’abord x > ee
e . Comme log log x > log log log x, on a log x 6 A(x). Pour montrer (A.2.2),

il suffit de montrer que :

log log x×A(x) 6 31/3 log x× log log x i.e. A(x) 6 31/3 log x.

Considérons la fonction g définie par : ∀ y > ee, h(y) = (31/3− 1)y− 3 log y+ 3 log log y− log 3. On a
h(log x) = 31/3 log x− A(x). Montrons d’abord que h est positive sur [ee,+∞[. Pour tout y > ee, on
a :

h′(y) = 31/3 − 1− 3
y

+ 3
y log y = (31/3 − 1)y log y − 3 log y + 3

y log y .



Section A.2. Résultats auxiliaires 122

Pour tout y > ee, on a y > 3/(31/3−1) et donc (31/3−1)y log y−3 log y+ 3 > 3. Par suite, h′(y) > 0
pour tout y > ee. Ainsi h est croissante sur [ee,+∞[. Comme g(ee) > 0, h est positive sur [ee,+∞[.
Comme x > ee

e , on en déduit que h(log x) > 0 i.e. A(x) 6 31/3 log x. Cela prouve (A.2.1) pour x > ee
e .

Pour e 6 x 6 ee
e
< 3814280, on vérifie (A.2.2) par une étude de fonction définie.

Pour la dernière assertion, il faut montrer que, pour tout entier C > 6 :

C < C

( logC
log logC

)3
6 Xmax(C) 6 3C

( logC
log logC

)3
, (A.2.3)

La première inégalité est claire car log logC 6 logC pour tout C > 6. Pour la troisième inégalité, il
suffit de montrer que :

f(MC) > C où MC = 3C
( logC

log logC

)3
.

D’après (A.2.1), on a :

C 6 f

(
3C

( logC
log logC

)3
)

= f(MC).

Pour la deuxième inégalité, il suffit de montrer que :

f(mC) 6 C où mC = C(logC/ log logC)3.

La fonction y 7→ s(y) = y/ log y est strictement positive sur [e,+∞[. Ainsi, x 7→ s(log x) = log x/ log log x
est aussi strictement croissante sur [ee,+∞[. Comme 6 6 C 6 mC , on a s(logC) 6 s(logmC). On a
ainsi :

logC
log logC 6

logmC

log logmC
.

Cela implique que : ( logC
log logC

)3 ( log logmC

logmC

)3
6 1,

et donc

C

( logC
log logC

)3 ( log logmC

logmC

)3
6 C.

Par suite, on a

mC

( log logmC

logmC

)3
6 C i.e. f(mC) 6 C.

D’où on a la deuxième inégalité de (A.2.3) et cela complète la preuve du lemme.

Lemme A.2.2. Soit τ la fonctions définie par τ(x) = 4(log(x)/ log log(x))3 pour tout x > 3. Soit C
un réel tel que C > 2. Si x > e et x 6 Cτ(x) alors on a x 6 3Cτ(4C).
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Démonstration. Pour x > e, on a :

x

( log log x
log x

)3
6 4C.

Comme C > 2, on a 3C > 6. D’après le Lemme A.2.1, on en déduit que :

x 6 12C
( log 4C

log log 4C

)3
i.e. x 6 3Cτ(4C).

Lemme A.2.3. Soit c une constante positive. Soit λ la fonction définie par : ∀x > 1,

λ(x) = 2c log(2x)4

log log(5x)3

Alors λ est croissante.

Démonstration. On a :

λ′(x) = 2c 4 log (log (5x)) (log (2x))3 log (5x)− 5 (log (2x))4

x (log (log (5x)))6 log (5x)
.

Ainsi, si x > 1 alors on a λ′(x) > 0.

Lemme A.2.4. Soit f la fonction définie par :

∀ x > 1, f(x) = x
log log(5x)3

log(2x)4 .

Alors f est strictement croissante sur R>e4 et pour tout réel x > 44, on a :

x 6 f

(
13x log(2x)4

log log(5x)3

)
.

En particulier, si C est une constante positive telle que C > 44 et si on note :

Xmax(C) = sup
{
x ∈ R+ , x > e4, f(x) 6 C

}
,

alors on a :

Xmax(C) 6 13C log(2C)4

log log(5C)3 .

Démonstration. Comme f(x) > 0 pour x > 1, on peut définir la fonction log(f) :

∀ x > 0, log(f)(x) = log x− 4 log log x.

Pour montrer que f est strictement croissante sur ]e4,+∞[, il suffit alors de montrer que log(f) est
strictement croissante sur ]e4,∞[. Soit g la fonction définie par ∀y > 0, g(y) = y − 4 log y. Cette
fonction g est strictement croissante sur ]4,+∞[. Comme la fonction log est croissante sur R+ et
log(f)(x) = g(log(x)), alors log(f) est croissante sur ]e4,+∞[.
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En faisant une étude de fonctions, on montre que pour tout x > e4 :

x 6 f

(
13x log(2x)4

log log(5x)3

)
. (A.2.4)

On note :

MC = 13C log(2C)4

log log(5C)3 .

Puisque f est croissante sur R>e4 et MC > e4, pour montrer la dernière assertion, il suffit de montrer
que C 6 f(MC). En prenant x = C dans (A.2.4), on a une telle inégalité.
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Titre : Conjecture de Schinzel et algorithmique des polynômes lacunaires

Résumé : En géométrie diophantienne, la théorie des intersections improbables est un domaine en
constante évolution. Dans ce contexte, des progrès significatifs ont été réalisés par plusieurs auteurs,
dont E. Bombieri, P. Habegger, D. Masser, G. Rémond et U. Zannier, en ce qui concerne l’intersec-
tion des variétés dans une puissance Gn

m du tore multiplicatif. Plus particulièrement, ils ont résolu la
conjecture de Schinzel qui concerne l’intersection d’une variété de codimension > 2 dans Gn

m avec un
translaté d’un tore de dimension 1 par un point de torsion. Cette conjecture est désormais prouvée avec
plusieurs méthodes mais les bornes obtenues dans les preuves ne sont pas explicites, bien qu’elles soient
effectives. L’objectif de cette thèse est d’expliciter ces bornes et d’appliquer le résultat obtenu pour
rendre effectif un algorithme pour le calcul du plus grand commun diviseur (PGCD) de deux polynômes
lacunaires. Premièrement, pour le cas n = 2, nous obtenons une version explicite de cette conjecture.
Deuxièmement, pour le cas n = 3, nous décrivons trois différentes approches dont l’une est inspirée de
la preuve de A. Schinzel, une autre inspirée de la preuve E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier et la der-
nière basée sur une nouvelle approche. Les résultats obtenus sont également explicites. Troisièmement,
pour n quelconque, nous avons généralisé la nouvelle approche du cas n = 3 et nous obtenons une
borne explicite en fonction du degré et de la hauteur de la variété, mais sans la dépendance explicite en
n. Ces différentes approches reposent sur l’utilisation d’une majoration de type Bézout arithmétique et
d’un théorème de Dobrowolski sur la conjecture de Lehmer. Les résultats obtenus ont permis d’obtenir
un algorithme qui permet de calculer la partie non-cyclotomique du PGCD de deux polynômes à une
variable, qui sont des spécialisations de deux polynômes à deux ou trois variables. Nous donnons une
analyse de la complexité de cet algorithme et nous avons également réalisé des implémentations relatives
aux polynômes multivariés et aux sous-variétés de Gn

m dans le langage de calcul formel Pari/GP.

Mots-clés : géométrie diophantienne · borne explicite · polynôme lacunaire · PGCD · algorithmes.

Title : Schinzel’s Conjecture and algorithms for sparse polynomials

Abstract : In diophantine geometry, the theory of unlikely intersections is a constantly evolving field. In
this context, significant progress has been made by several authors, including E. Bombieri, P. Habegger,
D. Masser, G. Rémond, and U. Zannier, on the intersection of varieties in the torus Gn

m. More specifically,
they have solved Schinzel’s conjecture on the intersection of a variety of codimension > 2 in Gn

m with
a translate a torus of dimension 1 by a torsion point. This conjecture has now been proven using
various methods, but the bounds obtained in the proofs are not explicit, although they are effective.
This thesis aims to make these bounds explicit and to apply the obtained result to develop an algorithm
for computing the greatest common divisor (GCD) of two sparse polynomials. Firstly, we obtain an
explicit version of this conjecture for the case n = 2. Secondly, for the case n = 3, we describe three
different approaches, one inspired by A. Schinzel’s proof, another inspired by the proof of E. Bombieri,
D. Masser, and U. Zannier, and the last one based on a new approach. The obtained results are all
explicit. Thirdly, for arbitrary n, we generalize the new approach from the case n = 3 and obtain an
explicit bound in terms of the degree and height of the variety, but without explicit dependence on n.
These different approaches rely on an arithmetic Bézout type bound and on Dobrowolski’s theorem.
The obtained results lead to an algorithm for computing the non-cyclotomic part of the GCD of two
univariate polynomials, which are specializations of two polynomials in two or three variables. We give
the complexity of this algorithm and implement some algorithms related to multivariate polynomials
and subvarieties of Gn

m in the computer algebra system Pari/GP.

Keywords : diophantine geometry · explicit bound · sparse polynomials · GCD · algorithms.
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