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Introduction

Soient f et g deux polyndmes a une variable et a coefficients dans Z, ayant un nombre de coefficients
relativement petit par rapport a leur degré. De tels polynémes sont appelés polynémes lacunaires ou
creux.

Ensuite, en 2008, M. Filaseta, A. Granville et A. Schinzel [23] ont montré qu'il existe un algorithme
qui permet de calculer le pged de f et g de degré au plus D en (’~)N,h(10g D) opérations binaires sous
I'hypothése qu'au moins I'un des f et g n'ait pas de facteur cyclotomique. Ici, N désigne le nombre de
coefficients non nuls de f et g et h la taille de leurs coefficients. La notation (5N7h(log D) signifie une
borne supérieure dont |'ordre de grandeur est log(D) a des facteurs loglog(D) prés et a une constante
prés qui ne dépend que de N et h. Leur résultat implique que si f ou g n'est pas divisible par un
polynéme cyclotomique alors le pged de f et g contient au plus ¢(N, h) coefficients non nuls ot ¢(N, h)
est une constante non nulle, positive et ne dépendant que de N et h. L'hypothése que f ou g n’est pas
divisible par un polynéme cyclotomique est cruciale. L'exemple suivant, démontrant ce fait, a déja été
noté par A. Schinzel [41]. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Alors on a :

(2" = (" — 1)
rz—1

pged (2 — 1, (2% — 1)(a* — 1)) =

Ce polynéme contient 2min(a, b) coefficients non nuls. Ainsi, pour deux entiers a, b relativement grands,
les deux polyndmes % — 1 et (z* — 1)(x® — 1) sont lacunaires mais pas leur pgcd.

En 2015, F. Amoroso, L. Leroux et M. Sombra [4] ont amélioré I'algorithme de M. Filaseta, A. Granville
et A. Schinzel [23]. lls ont montré qu'il existe un algorithme qui permet de trouver une approximation
du pged de f et g en au plus @Nﬁ(log D) opérations binaires en autorisant f et g a avoir des facteurs
cyclotomiques. On va énoncer leur résultat. On note V(f, g) I'ensemble des racines communes de f, g
dans le corps des nombres algébriques Q. Le symbole u désigne I'ensemble des racines de I'unité de

Q.

Théoréme 1. [4, Theorem 4.5] Soient f,g € Z|[x|. Il existe un algorithme qui permet de calculer deux
polynémes p1, ps € Z[x] tels que :

p1 | pged(f,9), V(p1) \ Boo = V(pged(f,9)) \ oo et V(p2) = V(pged(f,9)) N poo,

en au plus 5N,h(log D) opérations binaires.

L'algorithme correspondant au Théoreme 1 est divisé en deux procédures :

(1) la recherche de la partie non-cyclotomique py
(2) la recherche de la partie cyclotomique po.

L"algorithme pour la recherche de la partie cyclotomique est décrit et analysé dans [4, Algorithm 4.3].
La complexité de cette premiere procédure est au plus Op p(log D) opérations binaires. En outre, la
dépendance en N et h de cette complexité peut étre déduite du Théoréme 2.2 de L. Leroux dans [30].

L'algorithme pour la recherche de la partie non-cyclotomique est aussi décrit et analysé dans [4,
Algorithm 4.2] et a une complexité en au plus @N,h(log D) opérations binaires. Toutefois, cet algorithme
n'est pas effectif car il utilise une constante non explicite dont |'existence est donnée par la Conjecture de
Schinzel [40, Conjecture 1]. Cette conjecture concerne |'intersection d'une sous-variété de codimension
au moins 2 dans une puissance du tore multiplicatif @*n avec un translaté de sous-tore de dimension 1
par un point de torsion. Cette conjecture est maintenant un théoréme.



Théoréeme 2 (Conjecture de Schinzel). Soit n > 2 un entier. Soient F,G € Zlxi,--- ,xzy] tels
que pged(F,G) = 1. Alors il existe une constante B(F,Q) satisfaisant la propriété suivante. Soient
a = (ala"' 7an) € Zn' C = (Cl)"' 7€TL) € H’go et 5 € Q \y’oo Si F(Clgala”' 7Cn£a") =
G(G1€™M, -+ (&%) = 0 alors il existe un vecteur non nul b € Z" orthogonal a a tel que :

max |b;| < B(F, Q).

1<i<n

Ce théoréme a été démontré par plusieurs auteurs : par A. Schinzel [40, Theorem 45] en 1989
(seulement dans le cas 2 < n < 3 et pour {; = --- = (, = 1), puis, pour n quelconque, par E. Bombieri
et U. Zannier [40, Appendix] en 1998 (a nouveau pour (; = --- = (, = 1), et par E. Bombieri, D.
Masser et U. Zannier [11, Theorem 1.6] en 2007 (pour ¢ € pl, quelconque). Un résultat similaire dans
le cas d'un produit de courbes elliptiques a été réalisé par S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada [15] en
2016.

Dans le cas torique qui nous intéresse, les preuves de ce théoréme sont effectives mais pas explicites.
Le sujet de cette thése consiste a expliciter la constante du Théoréme 2 et a rendre effectif I'algorithme
correspondant du Théoréme 1 pour la partie non-cyclotomique. Les résultats principaux de cette thése
donnent des constantes explicites pour les deux cas n = 2 et n = 3 et un résultat partiel pour n
quelconque (explicite en le degré et la taille des coefficients de F' et G mais pas explicite en n).

La suite de cette introduction présente les résultats principaux des différents chapitres.

Dans le Chapitre 2, on présente les notions de relation de dépendance multiplicative faible et forte entre
des nombres algébriques. Ces relations ont un intérét indépendant mais apparaissent également dans la
démonstration explicite du Théoréme 2. On applique la notion de relation de dépendance multiplicative
faible pour démontrer I'analogue de la Conjecture de Schinzel pour les variétés qui sont des translatés
de sous-tores. On donne ensuite des algorithmes pour calculer I'ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible. Pour le cas des nombres rationnels, |'algorithme consiste a faire la factorisation
en des nombres qui sont premiers entre eux grace a I'Algorithme de Bernstein [8]. On pourrait adapter
cette méthode pour le cas des nombres algébriques, mais cette opération s’avere coliteuse. On a ainsi
proposé une autre méthode qui est basée sur I'approximation diophantienne et les fractions continues,
mais qui, cette fois-ci, ne s’applique qu'au cas de deux nombres algébriques. A I'aide de cet algorithme,
on en déduit un algorithme pour calculer I'ensemble des relations de dépendance multiplicative faible
entre n nombres algébriques lorsque cet ensemble est de codimension au plus 1. On note que c'est ce
cas-la qui est utile pour la Conjecture de Schinzel.

Le Chapitre 3 contient une version explicite du Théoréme 2 dans le cas n = 2. Etant donné a € Z?2,
Cepletéc Q" \ Moo, ON montre que si & = (&2 est un point isolé de la variété V' définie par
F = G = 0 alors la norme de a est majorée par cDh ou ¢ > 0 est une constante explicite strictement
positive, D est le maximum entre entre le degré de I’ et G et h le maximum entre le logarithme de
la mesure de Mahler de F' et G. Pour déduire un vecteur b satisfaisant les propriétés du Théoreme 2,
il suffit de considérer b = (—ag,a1). La preuve consiste d'une part a majorer la hauteur des points
isolés dans V' en utilisant le résultant et d'autre part, a3 minorer la hauteur de £ par un théoréme de
E. Dobrowolski [21] sur la minoration de la hauteur des nombres algébriques non nuls et différents des
racines de |'unité, en utilisant une version explicite par P. Voutier [45]. Ce théoréme de Dobrowolski est
un résultat partiel dans la direction de la Conjecture de Lehmer. Le résultat que I'on a obtenu permet
de montrer I'existence ou non de facteurs communs non-cyclotomiques de deux polynémes f et g a
une variable lorsqu’ils sont spécialisations de deux polyn6mes a deux variables. L'algorithme suggéré
par le Théoreme 1 consiste a tester tous les vecteurs b plus petits que la borne du Théoréme 2. Dans



le Chapitre 3, on propose également un algorithme plus efficace, dans le cas ou n = 2, qui consiste a
construire les vecteurs b en utilisant le résultant.

Dans le Chapitre 4, on présente une version explicite du Théoreme 2 dans le cas n = 3, basée sur
une amélioration de la preuve de A. Schinzel [40, Theorem 45]. L'approche de A. Schinzel consiste a
considérer deux vecteurs linéairement indépendants uy, us tels que a € (uy, uy) et tels que ||ug ||oo|| 12|00
est minimal. Ensuite, on pose H (y1,y2) = pged(F (v y52), G(yy" y5?)) et on considére deux cas selon
le cas ou H est un mondme ou non. Si H n’est pas un mondme alors on montre |'existence d'un vecteur
b satisfaisant les propriétés requises en utilisant un théoreme d'Ostrowski sur le polytope de Newton
de I'’ensemble de support de F' et GG. En revanche, si H est un mondme alors on montre que le degré
de £ peut étre contrdlé par ||a||'/? (le fait que cet exposant soit strictement inférieur 3 1 est crucial).
En séparant encore en deux sous-cas suivant la nature du polytope de Newton de F' et de G, soit on
montre que la norme de a est majorée par une constante explicite a I'aide du Théoréme de Dobrowolski,
soit on trouve directement un vecteur b dont la norme est majorée par F et G.

Dans le Chapitre 5, toujours dans le cas particulier n = 3, on suit une approche inspirée de la preuve
de E. Bombieri et U. Zannier dans [40, Appendix] et de celle de E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier
dans [11, Theorem 1.6]. Cette approche consiste a construire un sous-tore auxiliaire T de dimension 2
contenant & = (£2. Ensuite, on sépare trois cas. Dans le premier cas, on suppose que « est un point
isolé de V N {T,. Dans ce cas, on majore la hauteur de a en explicitant un théoréme de U. Zannier
[40, Appendix]. En minorant la hauteur de £ avec le Théoréme de Dobrowolski relatif [5], on montre
que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de D et h. Dans le deuxiéme cas,
on suppose que « n'est pas un point isolé et que a n'appartient pas a un translaté de sous-tore de
dimension non nulle contenu dans V. Dans ce deuxieme cas, on peut conclure par un argument de
dimension. Enfin, dans le dernier cas, si « est contenu dans un translaté de sous-tore contenu dans V/,
alors on fait un changement de variable pour se ramener au cas n = 2.

Dans le Chapitre 6, on présente une nouvelle approche, encore dans le cas n = 3, que I'on développe
ensuite dans le Chapitre 8 pour n quelconque. Le début de la preuve est similaire a celui du Chapitre 5.
On construit un tore auxiliaire Ty de dimension 2 et on sépare trois cas comme dans le Chapitre 5. Dans
le premier cas, on suppose que @ = (& est un point isolé de V' N (T5. Dans ce cas, la nouveauté de
la preuve consiste a utiliser une majoration de type Bézout Arithmétique que I'on obtient, dans ce cas
particulier (n = 3), a I'aide du résultant. Dans le deuxiéme et le troisieme cas, on procéde comme dans
le Chapitre 5. Dans le méme chapitre, pour n quelconque, on décrit également un algorithme qui permet
de calculer I'ensemble des sous-tores de G, dont un translaté est contenu dans V' et y est maximal.
En combinant ces algorithmes avec ceux du Chapitre 2, on a un algorithme qui permet de résoudre la
Conjecture de Schinzel dans le cas oli « appartient a un translaté de sous-tore contenu dans V' lorsque
n=3.

Le Chapitre 7 contient des comparaisons des bornes obtenues suivant les différentes approches décrites
dans les chapitres précédents. Dans chaque approche, le schéma de la preuve est divisé en trois cas, mais
ce n'est pas toujours le méme schéma. Pour pouvoir les comparer, on divise en quatre cas. On note V2
la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V' et V° le complémentaire
de V@ dans V. Le tableau suivant résume les différentes bornes obtenues en omettant les puissances
de log :

On observe que I'approche décrite dans le Chapitre 6 donne une borne plus précise, en particulier dans le
cas ol « est un point isolé. En utilisant ces bornes, on explicite I'algorithme correspondant au Théoreme
1 pour le calcul de la partie non-cyclotomique du pged de deux polyndmes f,g € Z[z] qui sont des
spécialisations de deux polynémes F' et G a (seulement) trois variables.

Vi



Hypothéses Chapitre 4 | Chapitre 5 | Chapitre 6
a est un point isolé de VN (¢Th et o € VO ND* N3D>h? Dh
« est un point isolé de VN Ts et x € V2 D°h D*h Dh
« n'est pas un point isolé de VN T et o € V° Db D* D
a n'est pas un point isolé de VN T et aa € V? D°h D*h D*h
Maximum D°h N3D5h? D*h

Tableau 1 — Ordre de grandeur des bornes suivant les différentes approches

Enfin, dans le Chapitre 8, on présente une nouvelle méthode pour démontrer le Théoreme 2 pour n
quelconque en explicitant la dépendance en D et h. Le résultat obtenu n’est cependant pas explicite en
n. Cette méthode s'inspire de I'approche de S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada dans [15], ou ils ont
démontré un théoréme analogue au Théoréme 2 dans le cas des courbes elliptiques. L'idée principale
consiste a utiliser le Théoréme de Bézout Arithmétique et une version fonctorielle du Théoréme de
Dobrowolski généralisé. Pour expliciter la dépendance en n de notre résultat, il faudrait expliciter la
méthode de transfert de G. Rémond [39] qui permet de déduire une version fonctorielle du Théoréme
de Dobrowolski généralisé a partir de la version relative de E. Delsinne [20]. Le tableau suivant résume
la dépendance en D et h des bornes obtenues pour n quelconque et pour tout € > 0.

Hypothéses Bornes
acV? (hD + D?)!+¢
aclV? (hD(n—l)2 + D(n—1)2+n)1+£

Tableau 2 — Ordre de grandeur des bornes pour n quelconque

Dans le cas ol @« € V°, on a utilisé le Théoreme de Bézout Arithmétique qui donne une majoration de
type hD*~1 ++ D* pour la hauteur des sous-variétés de codimension k de G7.. On remarque que, dans le
Chapitre 3, on a montré une majoration de méme type sans le terme en D* pour le cas des sous-variétés
de dimension 0 dans G2,. Il serait ainsi intéressant d'avoir une majoration du type hD*~! pour n et k
quelconques. Une telle majoration permettrait de :

— remplacer le terme hD + D? par hD dans le cas oli a € V° et pour n quelconque;

— remplacer le terme hDM=1? 4 p(n=1)%+n par hD™=D? dans le cas oll o € V@ et pour n
quelconque;

— remplacer le terme D* par hD dans le cas ol o n'est pas un point isolé de VN ¢Th et o € V©
pour n = 3.

vii



Dans le cas o @ € V?#, on applique une stratégie semblable a celle du Chapitre 6 qui consiste a se
ramener 3 une situation du type o € W° pour une sous-variété W contenue dans G}, ol r < n.

Enfin, on a reporté a I'annexe les preuves de certains résultats auxiliaires.
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1. Préliminaires

1.1 Notations

Soit n > 0 un entier.

Norme d’un vecteur

Soit a € C™. On note par ||al|; la norme L; de a pour i € {1,2,00}. Par exemple, ||a|o, désigne le
maximum des valeurs absolues des coordonnées de a. Soit, de plus, b € C". La notation ab désigne
le produit scalaire entre a et b et on considére implicitement que a est un vecteur ligne et b est un
vecteur colonne.

Polynomes

Soit K un corps. Soient 1, - , x, des indéterminées. On note x = (x1,--- ,z,) et K[x*!] I'anneau
des polyndmes de Laurent 3 coefficients dans K en ces indéterminées. On note Z[x*!] I'anneau des
polynémes de Laurent a coefficients dans Z en ces indéterminées.

Soit F' € K[x™!]. On note Supp(F) C Z" le support de F i.e. I'ensemble des exposants des monémes
de F' correspondant aux coefficients non nuls. Le polyndme F' peut s'écrire sous la forme F(x) =
2t % F(x) ol (ay,- - ,a,) € Z" et F € K[x] tels que pged(F, 1 - - - 2,,) = 1. Le polyndme F est
uniquement déterminé par F et on l'appellera le polynéme associé a F'. On définit alors :

— deg,, (F) le degré partiel de F' par rapport 3 ; ;
— degoo(F') le maximum des degrés partiels de F;
— deg, (F) la somme des degrés partiels de F;

— deg(F) le degré total de F.

Si G € K[x™1] alors le résultant de F' et G par rapport & x; est le résultant de FetG par rapport a
z;. Si F,G € C[x*!] alors on désigne par ||F||; la norme L; du vecteur formé par les coefficients non
nuls de F'.

Tore algébrique

L'ensemble G}, = (@*)" est appelé le tore algébrique de dimension n. C'est un groupe pour la
multiplication coordonnée par coordonnée :

(1?1,"' 7mn)(y17"' 7yn) = (‘rlyh'” 7$nyn)

Un élément d'ordre fini dans G}, est appelé un point de torsion. On note pu I'ensemble des points de
torsion de GJ;,. Si K est un corps de nombres alors on note py I'ensemble de points de torsion de G},
qui sont définis sur K. Par exemple, on a pug = {£1}". Si @ € Gy, alors on note Q(cx) le corps de
définition de a i.e. le plus petit sous-corps de Q contenant tous les a; pour 0 < i < n.

Soient a = (a1, ,an) € G et a = (a1, -+ ,a,) € Z". On note :

a

a? =aft - -ain

an,
Si £ € Gy, alors on note :

ga = (é-alv T 7§an>'
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Soit m,l > 0 deux autres entiers. On note M, ,,(Z) 'ensemble des matrices de taille n x m a
coefficients entiers et GL,(Z) le groupe des matrices de taille n x n a coefficients entiers dont le
déterminant vaut +1.

Soit A € My, ,»n(Z) une matrice dont les colonnes sont les coordonnées de aj, - - ,a,, par rapport a
la base canonique de Z™. On pose :

at = (a®, , ™)
Soit B € My, (Z). Alors on a :
(ah)B = a’B. (1.1.1)
En effet, en notant b; = (bj1,- -+ ,bim) pour 1 < i<, ona:
(@B = (o™, ,a®m)B = (@bnart-tbiman . gbuaitethman) — oAB,

Pour toute matrice A, on notera A’ sa transposée.

Sous-variété de G,

On fixe le plongement naturel :

tn: Gy — P"

(al,...7O[n)|_>(1:a1:...:an)'

Ainsi, les sous-ensembles algébriques de G}, peuvent étre vus comme des ensembles algébriques de P
en considérant leur adhérence de Zariski dans P".

On dit qu'un ensemble algébrique (ou un fermé de Zariski) est défini sur un corps K C Q s'il est
stable sous I'action de Gal(Q/K). En d’autres termes, cela signifie que son idéal de définition peut
étre engendré par des polyndmes a coefficients dans le corps K. Le corps de définition d'un ensemble
algébrique sera le plus petit sous-corps de @ sur lequel il est défini. Une variété désignera un ensemble
algébrique et irréductible sur son corps de définition.

Soit V' une sous-variété de G},. Le degré de V, notée deg(V'), est le degré de la cléture de Zariski de
tn (V') dans P™. La dimension de V/, notée dim(V'), est la longueur maximale d d'une suite :

VocWiCc---CVy

telles que les V; sont des sous-variétés algébriques de V', non-vides, irréductibles et distinctes. Si a € G},
alors on définit dimq (V') comme la dimension maximale des composantes irréductibles sur Q de V'
contenant «.. Dans la suite, toute variété irréductible est implicitement définie sur Q.

Si Fy,---,Fs € Qx*!] alors on note V (I, , Fy) la sous-variété de G?, définie par F} = --- =
F, =0.

1.2 Mesure de Mahler, Hauteur de Weil et Conjecture de Lehmer

Dans cette section, on rappelle les définitions de la mesure de Mahler d'un polyndme et la hauteur
de Weil d'un nombre algébrique. On évoque également la Conjecture de Lehmer sur le probleme de
minoration de la hauteur.
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1.2.1 Mesure de Mahler et Hauteur de Weil

En 1962, K. Mahler a introduit dans [31] une mesure pour la complexité les polynémes (qui portera
plus tard son nom). Soit F' € C[x] un polynéme non nul. La mesure de Mahler de F' est définie par :

M(F) = exp ( /0 g ]F(62”i9)|d6) |

De maniére équivalente, en écrivant F' sous la forme :

d

F(z)=aq H(a: — ),

i=1
ol d est le de degré de F', ay son coefficient dominant et «; ses racines complexes, on a :

d
M(F) = |aq Hmax(l, lcvi]).

i=1

L'équivalence des deux définitions découle de la formule de Jensen :
1 .
/ log |€2™ — a|df = log™ |a],
0

ot log™ = max(0, log z).

Soit av un nombre algébrique. Soit P, € Z[x] son polyndme minimal (i.e. irréductible sur Q et primitif).
On définit :

Soit K un corps de nombres contenant «. D’aprés [10, Proposition 1.4.7], il est possible de choisir un
ensemble My de représentants des classes d'équivalence de valeurs absolues sur K de telle sorte que
pour tout x € K*, on ait la formule du produit :

I l=lbr =1,

’UGMK

ot n, = [Ky : Q] est le degré local en v. D'apres [10, Proposition 1.6.5], la quantité

Z ny log™ |al,

UEMK

1

") = &g

est appelée hauteur de Weil de . Elle ne dépend pas du choix du corps K qui contient .. D’apres [10,
Proposition 1.6.6], on a la relation :
log M
ha) = sMa)
[Q(e) : Q]

Cette hauteur vérifie les propriétés suivantes :

— h(a) = 0 et de plus, h(a) = 0 si et seulement si a € {0} U p, (Théoreme de L. Kronecker
[26]),
— h(Ca) = h(a) si € € po,
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— h(1/a) = h(a) et plus généralement, h(a™) = |m|h(«) pour tout m € Z et avec a # 0,
— h(o(a)) = h(a) pour tout o € Gal(Q/Q).

La notion de mesure de Mahler d'un polyndme se généralise a un polyndme a plusieurs variables. Soit

n > 0 un entier et soit F € C[z!,--- , '] non nul. La mesure de Mahler de F est définie par :

M(F) = exp (/ log |F(e2™01 ... e2™n)|dp, - --d9n> .
[0,1]™

On remarque que la mesure de Mahler est multiplicative i.e. si F,G € C[x*!] sont non nuls alors on a :
M(FG) = M(F)M(Q).
En outre, on a aussi les inégalités suivantes :
M(F) < ||F| < 2% p(F). (1.2.1)

La premiére inégalité se déduit directement de la définition. La seconde inégalité se déduit de [40,
Corollary 11]. Remarquons que cette deuxiéme inégalité est atteinte. Par exemple, sid € N et F' =
(x —1)% alors on a ||F||; = 2% et 291 (F) M f(F) = 22,

Si0# F € Z[x™!] alors on a M(F) > 1 (voir par exemple [40, Lemma 15 avec o = 0]). De plus,
d’'apres [40, Corollary 17], M (F') =1 si et seulement si F' est primitif et égal a un produit de monémes
et de polyndmes cyclotomiques généralisés (un polyndme cyclotomique généralisé est un polyndéme de
la forme ¢g4(x*) ol p € Z™ et ¢4 est un polyndme cyclotomique).

Calcul de la mesure de Mabhler

Soit n > 0 un entier et soit 0 # F € Clzf!, -+, x1]. Sin = 1 alors, grace 3 la formule de Jensen, on
peut calculer la mesure de Mahler de F' en utilisant ses racines. Si n > 2 alors le calcul de la mesure de
Mahler F' peut étre difficile puisque on n’a pas une version analogue de la formule de Jensen. Cependant,
en utilisant une approche basée sur la méthode de Graeffe, on peut déterminer un encadrement de la
mesure de Mahler de F. La méthode suivante est celle décrite par D. Boyd dans [13]. On commence
par définir une opération 7 sur F' par la formule suivante :

ou le produit est sur I'ensemble de 2" choix des signes. Ce polynébme est bien défini. En effet, le
polynéme G(y1,- -+ ,yn) = [[ F'(£y1,- - ,Eyn) est invariant pour tout changement de variables y; en
—y;. Ainsi G est une fonction paire pour chaque variable y; et donc 7(F') est bien un polynéme. Il est
immédiat que deg,, 7(F) = 2" ! deg,, (F). De plus, par la multiplicativité de la mesure de Mahler, on
a M(7(F)) = M(G) = M(F)*" puisque chacun des polyndmes F'(+y;,--- ,+y) a pour mesure de
Mahler M (F).

Soit m > 0 un entier. On définit 7 (F') comme étant le résultat de m applications de |'opération T
a F.Onaalors:

M(7™(F)) = M(F) et deg, T"(F)=2""U"deg, (F).
D’apres (1.2.1), on en déduit que :

gnm

M(F)Qm" < ||7_m(F)”1 < 22<"*1>m degl(F)M(F>
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Ainsi, on obtient I'encadrement :

Tm F 1/27nn " .
(M) < M(F) < |lrm(F) %" (1.2.2)

On a aussi M (F') < || F||2 d'apres [40, Corollary 11]. Cela permet de remplacer la norme L; dans (1.2.2)
par la norme Lgy qui est plus fine.

Remarques. (1) On note que dans cet encadrement, plus m est grand, plus les deux bornes obtenues
sont plus précises. Cependant, cela aura un impact dans le coflit des calculs.

(2) En observant sur quelques exemples, la minoration ne fournit pas une bonne approximation de la
mesure de Mahler. En revanche, avec la majoration, on obtient une bonne approximation de celle-ci.

1.2.2 Conjecture de Lehmer

La Conjecture de Lehmer (connue aussi sous le nom de Probléme de Lehmer) peut étre formulée
comme suit :

Conjecture 1.2.2.1 (Conjecture de Lehmer). Il existe une constante absolue c telle que M (a) > ¢ > 1
pour tout o € Q non nul et différent des racines de I'unité.

L'hypothése que « est non nul et n'est pas une racine de I'unité est nécessaire car sinon on a M (a) = 1.
Cette conjecture reste encore ouverte dans toute sa généralité. La meilleure borne connue sans condition
supplémentaire est due a E. Dobrowolski [21] en 1979 :

Théoréeme 1.2.2.2. [21, Theorem 1] Pour tout réel ¢ > 0, il existe une constante c(¢) > 0 telle que
pour tout nombre algébrique non nul o qui n’est pas une racine de I'unité, on a :

[Q(a) : @]Hah(a) > c(e).

En 1996, P. Voutier a donné une version explicite de ce théoreme. Dans [45], il a montré :

Théoreme 1.2.2.3. [45, Theorem, p. 83] Soit av # 0 un nombre algébrique de degré d qui n'est pas
une racine de l'unité. Si d > 3 alors on a :

1 /loglogd\?®
logM(a) > = | ——
og M(a) 4( logd)
et
_z
(log(3d))>

La deuxiéme minoration est plus fine pour 3 < d < 184.

log M (ar) >

Si d > 1 est un entier alors on définit ¢(d) la borne supérieure de I'ensemble des réels 1/log M («) ou
« parcourt les nombres algébriques non nuls et différents des racines de I'unité de degré < d i.e.

¢(d) = sup {(log M) LaeQ \ py ,deg(a) < d} . (1.2.3)
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Remarquons que cette fonction ¢ est croissante. D’apres [12] et [34], on connait les valeurs exactes de
0(d) pour 1 < d < 55:

ou

— a = (1+/5)/2 est le nombre d’or

— P3:1'3—$—1,

— Pi=a8 45—t 4341

— Po=a0 429 2" — a6 — b —pt — 3+ 1.

Enfin, d'aprés le Théoréme 1.2.2.3, on a /(d) < 4(logd/loglogd)® pour tout entier d > 3. Il existe
également une conjecture de Lehmer dite forte :

Conjecture 1.2.2.4 (Conjecture de Lehmer Forte). Soit o € Q" qui n'est pas une racine de I'unité.
Alors on a :

M(a) = M(Pyg) ~ 1,176280818 - - -

1.2.3 Version relative de la Conjecture de Lehmer

F. Amoroso et U. Zannier ont proposé une version relative de la Conjecture de Lehmer en remplacant
le degré de a sur Q par le degré « non abélien » de a sur un corps de nombres K, i. e. le degré de a sur
une extension abélienne de K. lls ont montré dans [5] un analogue du Théoréme de Dobrowolski dans
le cas relatif :

Théoreme 1.2.3.1. [5, Theorem 1.1] Soit K un corps de nombres. Il existe une constante ¢(K) stric-
tement positive ne dépendant que de K et vérifiant la propriété suivante. Pour tout nombre algébrique
non nul o qui n'est pas une racine de I'unité et pour toute extension abélienne IL. de K, on a :

h(a) > ¢(K) <log log 5D>13
-~ D log 2D

ot D = [L() : L].

Dans notre situation, on a besoin d'une version explicite de ¢(Q). Un des résultats dans cette direction
est le théoreme du premier auteur et E. Delsinne. lls ont donné la dépendance en K de la constante

¢(K) qui dépend d'une part du degré du corps K et d'autre part de son discriminant. lls ont montré
dans [3] le résultat suivant.

Théoreme 1.2.3.2. [3, Théoréme 1.3] Soit K un corps de nombres de degré § et discriminant A. Soit

« un nombre algébrique non nul qui n'est pas une racine de I'unité. Alors pour toute extension abélienne
L dekK, ona:

(29(8)A)~¢ log log(5d)*
d log(2d)*

h(a) >
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ol ¢ est une constante absolue strictement positive, d = [L(«) : L] et g(6) = 1 s'il existe une tour
d’extensions :

Q=KocK;Cc---K,, =K

avec K;/K;_1 est normale pouri=1,--- ,m et g(6) = o! sinon.

E. Delsinne a montré dans [20] une généralisation du Théoréme 1.2.3.2, dont la borne est explicite.
Pour n = 3, cette borne fait intervenir une constante c;(3) > exp(16 x 10'3) qui est beaucoup trop
grande pour étre utilisée dans des applications algorithmiques. Par conséquent, on a choisi de garder le
Théoreme 1.2.3.2 pour nos applications plus tard.

1.3 Sous-groupes de Z" et sous-groupes algébriques de G}

Dans cette section, on fixe un entier n > 0. On rappelle ici la définition d'un sous-groupe saturé
de Z™ et ses propriétés. Ensuite, on présente la correspondance entre les sous-groupes de Z" et les
sous-groupes algébriques de G.,.

1.3.1 Sous-groupes de Z"

On dit qu'un sous-groupe A de (R™,+) est discret si chaque point de A est isolé dans R™ muni de
la topologie usuelle. Par exemple, les sous-groupes {0} et le réseau Z" sont des sous-groupes discrets
de R™. Cette définition implique que tout sous-groupe d'un sous-groupe discret est discret. Donc, tout
sous-groupe de Z™ est un sous-groupe discret. On pose :

QA={zAz€Q,Ae A} et RA={zAzeR A€}

La proposition suivante montre que les sous-groupes discrets de R™ sont isomorphes a Z", pour un
certain entier 0 < r < n.

Proposition 1.3.1.1. [46, Theorem 4.20, p.168] Tout sous-groupe discret A de R™ admet une Z-
base finie formée par des vecteurs A1, - , A\, qui sont linéairement indépendants sur R. De plus on a
r = dimg(QA) = dimg (RA).

On va s'intéresser aux sous-groupes de Z". Soit A C Z™ un sous-groupe. Le rang de A, noté rang(A),
est la dimension de I'espace vectoriel RA sur R. On I'appelle aussi la dimension de A que I'on note
dim(A). D'aprés la Proposition 1.3.1.1, on a rang(A) = dimg(QA).

Le saturé de A, noté A% est défini par :
A% — QA N 7"
Ainsi, A% est un sous-groupe de Z" contenant A et I'index [A%2 : A] est fini car A2 et A ont le méme
rang. On dit que A est saturé ou primitif si AS* = A.

L'orthogonal A de A est le sous-groupe de Z" contenant les vecteurs orthogonaux 3 A. On remarque
que At est saturé (I'hypothése mA € A+ implique A € A+ pour A € Z" et m € Z). Il s'ensuit que si
A est saturé alors A+t = A.
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Dans la suite, si m > 0 est un entier et si M € M,, ,,(Z) alors la notation (M) désigne le sous-groupe
de Z™ engendré par les m vecteurs colonnes de M.

La proposition suivante donne des conditions équivalentes a la primitivité de A.

Proposition 1.3.1.2. [46, Proposition 4.2] Soit A un sous-groupe de 7' de rang r. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. A est saturé.
2. Z" /A est sans torsion.

3. Il existe un sous-groupe A, de Z" tel que A & A. = 7", i.e., toute base de A peut se compléter
en une base de 7.

4. dimg, (A(p)) = rang(A) pour tout nombre premier p et ol A(p) est I'image de A dans ), par
la réduction modulo p dans 7.

5. Soit {1, , A} une Z-base de A. Alors, le pged des déterminants des mineurs d’ordre r de la
matrice (X\;j) vaut 1.

Dans nos applications, on utilisera principalement les propriétés 1, 3 et 5 de cette proposition. La
proposition suivante permet de construire une base d'un sous-groupe de Z™ a partir d'un systéme de
vecteurs linéairement indépendants de rang maximal.

Proposition 1.3.1.3. [44, Theorem 18] Soit A un sous-groupe de Z™ de rang r et soient A1,--- , A, € A
des vecteurs linéairement indépendants sur R. Alors il existe des vecteurs py,--- ,p, € A formant une
base de A et qui sont définis comme suit :

My = C1 A1,
Mo = C21A1 + CaAg,

Ky = 07"71)\1 + CT,Q)\Z + o+ Cr,r—lAr—l + A,

oul les coefficients ¢; j (pouri =2,--- ,retj=1,---,i—1)etcy (pouri=1,---,r)sont des nombres
rationnels avec :

0§Ci7j<1 et O0<c <1

Par translation, on peut aussi prendre —1/2 < ¢; ; < 1/2.

1.3.2 Sous-groupes algébriques de G],

Un sous-groupe algébrique de G}, est a la fois une sous-variété et un sous-groupe de GJ;. Un sous-
tore de GJ est un sous-groupe algébrique qui est irréductible sur Q en tant que variété. Si A est un
sous-groupe de Z™, alors I'ensemble

Hy={aeG" |a*=1,YAcA} (1.3.1)

est un sous-groupe algébrique de GJ, défini sur Q. Il existe une bijection entre les sous-groupes de Z"
et les sous-groupes algébriques de GJ,. En effet, d'aprés [42, Lemma 2], tout sous-groupe algébrique de
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G}, est de la forme (1.3.1) et dim Hy = n—rang(A). D'apres [10, Corollary 3.2.8], Hj est un sous-tore
si et seulement si A est primitif. Si H est un sous-groupe algébrique de G}, et s'il existe un sous-groupe
A de Z" tel que H = Hp alors on dit que H est défini par A.

Un translaté de sous-groupe algébrique (resp. translaté de sous-tore) est une sous-variété de la forme
aH (resp. aT) ot a € G}, et H un sous-groupe algébrique de G}, (resp. T" est un sous-tore de G},).

Soit V' une sous-variété de G} . Un translaté de sous-groupe algébrique aH C V (resp. un translaté de
sous-tore 1) est dit maximal si aucun translaté de sous-groupe algébrique BH' (resp. aucun translaté
de sous-tore BT") ne vérifie aH C BH' C V (resp. T C BT’ C V).

On note V2 la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V et V° le
complémentaire de V* dans V ie. VO =V \ V2.

On va énoncer quelques résultats concernant les translatés de sous-groupes de G},. La proposition
suivante donne une paramétrisation d'un translaté de sous-tore par un point de torsion.

Proposition 1.3.2.1. Soit T' un sous-tore de G}, de dimension d défini par un sous-groupe saturé A de
Z". Soit A € Mg,,(Z) une matrice dont les lignes forment une base de A*. Soit n € p. Si o € nT
alors il existe ¢ € p”, et &€ € GY tels que o = €4 et Q(¢,€) = Q(a). De plus, on a o € p”, si et
seulement si € € ,ugo. Enfin, sinp =1 alors { = 1.

Démonstration. On noteay,--- ,ay € Z" les lignes de A. Comme A~ est primitif, il existe ag 1, -- ,a, €
Z" tels que {aj, - ,a,} est une base de Z". On note A la matrice dont les lignes sont ag1,--- ,a,
et M la matrice dont les lignes sont a1, - ,a,. On a alors :

M = (ﬁ) € GL,(Z).

On note A,---, A, les colonnes de la matrice M 1. On a alors :
_ M =
a= (@) = (oMo )T = (@M At
On pose & = (@™, -, a*) et ¢ = (aM1, ... ,a’\")A. Par construction, on a o = (€4 et ¢, € €

Q(cx). On a aussi o € Q(¢, €) (car o = ¢£€?) et donc Q(¢, €) = Q(av).

Montrons que ¢ € u”,. Comme MM~' = I, on déduit que (Mg, -, An) = (AY)+ = A. Comme
a € nT, il existe 7 € T tel que a = n7. En particulier, on a 7% =1 pour d+ 1 < i < n. On a alors :

C = ((UT)Ad“7 T (UT)A")A = (TIAdJrla o 777)\")A-
Ainsi, on a ¢ € p” . On déduit également que si 7 = 1 alors ¢ = 1. De plus, comme ¢ € p”, il est
immédiat de voir que v € ™ si et seulement si & € pd . O

On a la réciproque de la Proposition 1.3.2.1 dans le cas ou ¢ = 1.

Proposition 1.3.2.2. Soit T' un sous-tore de G}, de dimension d défini par un sous-groupe saturé A de
Z". Soit A € My,(Z) une matrice dont les lignes forment une base de A*. Alors on a :

T={e"ceGh}.
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Démonstration. Notons T” I'ensemble du second membre. D’aprés la Proposition 1.3.2.1,ona T C T".
Réciproquement, si €4 € T alors on a £€4* =1 pour tout A € A. O
Si F € C[x™!] alors on note :
D(F) = {A1 — A2, A1, A2 € Supp(F)}.

La proposition suivante permet de déterminer explicitement les équations de translatés de sous-tores
contenus dans une sous-variété de GI'. La preuve repose essentiellement sur le Lemma 4 de W.
Schmidt [42].

Proposition 1.3.2.3. Soit s > 0 un entier et soient Fy,--- , Fs € Z[:cfﬂ, -, 2] Soit T un translaté
maximal de sous-tore contenu dans V (F1,--- , Fs) et de dimension non nulle. On pose r =n —dimT.
Alors il existe {ptq,- - , b, } formant une base de Z" telle que {p,,--- ,p,} est une base du réseau

définissant T'. De plus, ces vecteurs peuvent étre définis comme suit :
— pourk=1,---,r,ona:
M = Cp 1AL + Cr2A2 + -+ Cp—1,1Ak—1 + CE AR,
— pourk=r+1,--- ,n,ona:

Mp = CkaAL + o+ CopAr + Crpry1€iyy + o+ Crp—1€i,_, + Cr€;y,

ou

e A\, € U, D(F;) pour tout k,

e Jes e; sont des vecteurs de la base standard de 7",

o lescy; (pourk=1,--- ,neti=1,--- k—1)etlescy (pourk =1,---,n) sont des nombres

rationnels tels que —1/2 < ¢j; <1/2 et 0 < ¢ < 1.

Démonstration. On note V =V (Fy,--- , Fy). Le fait que T C V est maximal implique que T C a1V
est maximal. La variété o'V est définie par les équations G;(x) = 0 avec G;(x) := F;(ax) pour
i=1,---,s. On a alors Supp(G;) = Supp(F;) pour tout i = 1,--- ,s. Comme T est un sous-tore de
G", T est défini par un sous-groupe saturé A de Z". Comme Hy = T C a~ 'V est maximal, d'aprés
[42, Lemme 4], A est engendré par [ vecteurs Ay, --- , A\; € Z™ (pour un certain entier [ > r) tels que les
Aj € D(F;;) pour un certain ij € {1,---,s}. Comme rang(A) = r, A contient r vecteurs linéairement
indépendants que I'on note encore Ay, , A, € Z".

Posons m = n —r = dim7. Si m = 1 alors il existe un vecteur e; ., (avec 1 < 4,41 < n)
appartenant a la base canonique de Z", tel que A1, -+, Ay, €; ., soient linéairement indépendants sur
R. En raisonnant par récurrence, il existe des vecteurse; ., -+ ,€;, appartenant a |la base canonique de
Z" tels que les vecteurs Ay, Ag, -+, Ar, €., " ,€;, soient linéairement indépendants sur R. D'apres
la Proposition 1.3.1.3, il existe des vecteurs puy, -+, by, fbpyq,- -+ , Uy, € Z" formant une base de Z",
tels que :

— pourk=1,---,r,ona:
B = ChiA1 + CpaXa + -+ 11 Ak—1 + CE AR,
— pourk=r+1,---,n,0na:

B = Cpi AL+ -+ Clp Ay + Chpg1€y + 0 F Crp—1€4,_, T+ i€y,
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— les ¢y (pourk=1,--- ,neti=1,--- ,k—1)etlesc, (pour k=1,---,n) sont des nombres
rationnels avec —1/2 < ¢;; <1/2et0<c¢, < 1.

On note M le sous-groupe de Z™ engendré par les vecteurs gy, --- , p,.. M est primitif car les vecteurs
Ky, -, M, forment une base de Z". Les vecteurs pq,--- ,pu, appartiennent a QA car les vecteurs
A, oo, A € A et les coefficients ¢y ;, ¢, sont des nombres rationnels. On a alors M C A% = A,
Comme rang(A) = rang(M), on en déduit que A = M. O

1.4 Géométrie des nombres

Dans cette section, on fixe un entier n > 2. On rappelle ici les définitions sur les minimas successifs, la
constante d'Hermite et la constante de Rankin. On énonce également le Second Théoréme de Minkwoski.
Pour une application ultérieure, on donne également un lemme qui affirme qu'étant donné un vecteur
non nul a € Z", il est possible de trouver deux vecteurs linéairement indépendants (sur R) uj,uy € Z"

tels que a € (u;, uz) et dont leur déterminant est contrdlé par ||a\|§n72)/(n71) (Lemme 1.4.2).

Minima successifs

Soit A un sous-groupe de Z™ de dimension d. Pour 1 < i < d, le i-éme minimum successif de A,
noté par \;(A), est défini par :

Ai(A) = Ah}}}{ieA max [[A;l2-
lin. indep.

En d'autres termes, A\;(A) est le rayon de la plus petite boule dans R™ qui contient i vecteurs de A
linéairement indépendants.

Déterminants
Si A, -, Ag € Z™ alors on définit :

det()q, .. ’)\d) _ ]det(UTU)]1/2~

ol U est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs \; dans la base canonique de
Z". Si d =n alors det(Aq,- -+, A,) est la valeur absolue du déterminant classique.

Soit A un sous-groupe de Z" de dimension d et soit {uj,---,uy} une base de A. On définit le
déterminant de A par :

det(A) = det(uy, - ,uy).

Si A est primitif alors on a det(AL) = det(A).

Constante d’Hermite

Soit d un entier positif non nul. La constante d’Hermite de dimension d est définie par :

= sup <W> |

dim A=d \ det(A)%/4

D’aprés [35, p.15 ], la valeur exacte de 4 est connue seulement pour r < 8 et r = 24.
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d]1] 2 [3]4]5] 6 [7]8]24
73l 114/3]214|8[64/3]64] 28| 4%

Tableau 1.1 — Constantes d'Hermite

Toutefois, pour tout entier d, on a la majoration suivante [35, p.17] :

d
7d<1+1-

Le Second Théoreme de Minkowski donne une majoration des minima successifs d’'un sous-groupe de
7.

Théoreme 1.4.1. [44, Theorem 16](Second Théoréme de Minkowski) Soit A un sous-groupe de Z" de
dimension d. Si1 <r <d alors on a :

r 1/r
(H MA)) < Vg det(A)4,
=1

Constante de Rankin

En 1953, R. Rankin [38] a introduit une généralisation de la constante d'Hermite. Soit A un sous-
groupe de Z" de dimension d. Soit 1 < r < d, l'invariant de Rankin de A, noté ~y4,(A), est défini
par :

, det(Ar, -+, M)\ 2 , det(L) )2
A) = f = f — ] .
’Ydm( ) Al,--l-I}ATGA ( det(A)T/d ) L sous—glrIclJupe de A (det(A)r/d
det(A1, ,Ar)#0 dim(L)=r

En considérant une famille de vecteurs linéairement indépendants atteignant simultanément tous les
minima et en utilisant le Théoréme 1.4.1, on obtient :

i MY
) < (SR ) <

Ainsi, la constante de Rankin, notée par 74, est bien définie :

Yar = Sup Yqr(A),
dim A=d

ol A parcourt les sous-groupes de Z" de dimension d. De plus, on a g, <775

Etant donné un vecteur a € Z", le lemme suivant permet de construire un sous-groupe saturé de Z"

de dimension 2, contenant a et de déterminant contrdlé par ||a||gn72)/(n71).

Lemme 1.4.2. Soit a € Z™ un vecteur non nul. Alors il existe deux vecteurs linéairement indépendants
uy, ug € Z" tels que (uy,ug) est saturé, contient a et vérifie :

— 1/2 —2 —1
73w o f[uzls < det(uy, us) < 72 |[al) 2/ Y,



Section 1.5. Géométrie convexe 13

Démonstration. Remarquons que a® est de dimension n — 1 et det(al) < ||la||2 (avec égalité si a est
primitif). Par définition, il existe un sous-groupe A de a' de dimension n — 2 tel que

det(A) = /7 1n-2(at) det(al) 2/,

Par minimalité, A est saturé. D'aprés [35, p.18 ], on a :

L
Tn—1n—2@") < Yn-1mn—2 = Yn—-1,1 = Yn—1-

Par suite, on obtient :
det(A) < A 1llafl§* /Y.

Soit {uy, uz} une base réduite de A au sens de Lagrange [35, Definition 17, p.22]. On a :
det(uy, up) = det(A) = det(A).

Ainsi, on en déduit la deuxieme inégalité :

det(uy, up) < /2 [lafl§ 2/,

Comme {u;,us} est une base réduite de AL, d'aprés [35, Theorem 7, p.22], on a A\;(A+) = |Juy]|2 et
A2(A1) = |lug||2. D'apres le Théoréme 1.4.1, on a la premiére inégalité :

[urf|2fluzll2 < v2 det(ug, uz).

1.5 Géométrie convexe

Cette section contient les notions de polytope de Newton et polynéme de facette d'un polynéme.
Soient n > m > 0 deux entiers. Soit 0 # F € C[x*!]. On écrit

Fx)= Y HxY

A€ESupp(F)

ou les fx sont les coefficients non nuls de F' correspondants a A € Supp(F'). Soit £ une application
linéaire de Z™ sur Z™. On munit Z™ d'un ordre total (ordre lexicographique). On définit :

d(F)= sup LA) et Fr(x)= 3 faxt.
A€Supp(F) AESupp(F)|L(A)=d(F)

Le polynéme F est appelé le polynéme de facette de F' suivant L. Le lemme suivant généralise la
propriété selon laquelle le degré d'un produit de polynémes a une variable est la somme des degrés et
que le coefficient dominant du produit est égal au produit des coefficients dominants.

Lemme 1.5.1. Soient F,G € C[x*!] deux polynémes non nuls. Alors on a :
d(FG)=d(F)+d(G) et (FG)r=FcGg.

En particulier, si I divise G alors F divise G .
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Démonstration. On écrit :

Fx)= Y, Hx* et Gx)= >  gx,

AESupp(F) A€Supp(G)

ol les fy et gy sont les coefficients non nuls de F' et G correspondants a A.

Comme F, et G sont non nuls, on a FxG, # 0 et donc Supp(F:G) # 0. Par définition de F et
G, ona L(A) =d(F)+ d(G) pour tout A € Supp(FG). Donc on a :

d(FrGr) = d(F) + d(G).
On considére les polynémes :

Fr(x) = Z fax et Gz(x) = Z x>

A€Supp(F)|L(A)#d(F) AESupp(G)|L(A)#d(G)
On peut alors écrire :
F=F+F; e G=0Gc+Gs
On a donc :
FG = FpGp+ FpG7 + FzGr + FzG7.

On remarque que I'on a d(Fg) = d(F) et d(F;) < d(F'). On a des inégalités similaires pour G. Comme
Supp(FG7) € Supp(Fr) 4 Supp(G) et L est linéaire, on a :

d(FLGZ) < d(Fr) + d(GZ) < d(F)+d(GQ).
Similairement, on a :

d(FxG) < d(F) +d(G)
d(FxGz) < d(F) +d(G).

Ainsi, on en déduit que (FG)r = FrGr et d(FG) = d(F) + d(G). La derniére propriété s'ensuit
facilement. m

Si 0 # F € C[x*!] alors le polytope de Newton de F, noté Newt(F), est défini comme I'enveloppe
convexe de Supp(F'). On rappelle le résultat suivant, connu sous le nom de Théoréme d'Ostrowski [36].

Théoréme 1.5.2. (Théoréme d'Ostrowski) Soient F, G € C[x*] deux polynémes non nuls. Alors on a
Newt(FG) = Newt(F') + Newt(G).

1.6 Hauteurs et Théoremes de Bézout

On fixe un entier n > 1. Dans la sous-section 1.6.1, on rappelle deux définitions de hauteurs des
points de G},. Dans la sous-section 1.6.2, on rappelle la définition de hauteur d'une variété, notamment
celle d'une hypersurface et ainsi que le Théoréeme de Bézout Arithmétique établi par P. Philippon [37,
III]. On y rappelle également le Théoreme de Bézout Géométrique.



Section 1.6. Hauteurs et Théorémes de Bézout 15

1.6.1 Hauteurs d’un point de G

On commence avec la notion de hauteurs dans |'espace projectif P". Soit a = (ap : 1 = -+ : ) €
P™. On rappelle que Q(a) est le corps de définition de ct. On définit :

— la hauteur de Weil de « par :

1
h(a) = @) sznv log |y

ou la somme est sur les places finies et infinies de Q(a), n, = [Q(ax), : Q,] est le degré local et
la]y = max(|agly, - - - |nly)-

— la hauteur "03" de a par :
ha(a) = ———— 3 "n, log
=— ) n,lo v
2 a): Q] - &

ou cette fois-ci

ey = {maxﬂao‘vaﬂ-v‘an’v) , sivtoo
v .
(’O‘0|12;+"'+‘Oén‘%>l/2 , Siv ]oo

Par la formule du produit, ces deux hauteurs sont indépendantes du choix des coordonnées et elles sont
positives. On a les relations suivantes entre ces deux hauteurs :

Lemme 1.6.1.1. Soit o € P"™. On a :

h(a) < he(a) < h(a) + %log(n +1).

Démonstration. Ces inégalités se déduisent en comparant les termes locaux dans leurs définitions et en

remarquant, de plus, que ZveM& [ = [Q(ex) : Q] pour la deuxiéme inégalité. O
On rappelle le plongement ¢, : G}, — P™ défini par tp(aq, -+ ,a,) = (1 : - ap). Ce

morphisme induit une hauteur h,, : G*(Q) — Ry en posant h, (a) = h(i,(cx )) Pour 5|mpl|f|er la
notation, on note simplement h(a) la hauteur de Weil de v € G}},.

On mentionne également une autre définition de la hauteur. Si & € G}, alors on peut définir :

n
hl (a) = Z h(az)
i=1
Cette définition correspond en effet au plongement ¢, : G, < P! x. .. x P! défini par o, (a1, - ,an) =
((1:a1), - ,(1:ap)). On ala relation entre h(a) et hi(c) suivante :

Lemme 1.6.1.2. Soit aa € G},. On a :

ha) < h (o).
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Démonstration. On pose K = Q(a). Soit Mk I'ensemble des places de K de telle sorte que pour tout
a € K*, on ait la formule du produit :

IT lali =1,

veE Mg

ou n, est le degré local en v. Il suffit de remarquer que pour tout v € Mk, on a : :
max (1, |a1]v, -+, |an]y) < max (1, |aily) - - - max (1, |anly) -
Par suite, on a h(a) < h(ay) + -+ + h(ay). O
Enfin, on énonce le lemme suivant qui donne des relations entre h(§) et h({£?) ot ¢ € po.
Lemme 1.6.1.3. Soienta € Z", ( € p2 et € Q". On pose o = ¢£2. On a les relations suivantes :

lalloch(€) < h(c) < 2jallcch(E)-
Démonstration. On pose :
a; = (max(a1,0),- -+ ,max(a,,0)) et a_ = (—min(as,0), -+, —min(ay,0)).
Soit v une place de Q(«). On a alors |(;£|, = €], et par suite :

max (1, 6l ) < max(L, Gl - 1Gaglsn)

et

max (1, |§71]ua‘“°"> < max (1, [GiEl5, -+, (Gl

En prenant le logarithme et en faisant la somme sur v, on en déduit que ||at|och(§) < h(a) et
la_|looh(€71) < h(ax). Comme h(£71) = h(£), on a la premiére inégalité.

Soit i € {1,--- ,n} et soit v une place de Q(cx). On a:
max (1,]¢;€]57) = max (1, [€]y7) < max (max(l, ¢ |la+10) max(1, |§*1,1|)a—||00)) .
On a alors :
ma (L, JGu€l2 - Gu€la) < max (max(L, Jel+15), max(1, ¢ J-1%) )
et par conséquent :
logma (1, [GE[57, -+ [Gu€lom) < log max(L, [€J*+1°) + log max(1, ¢~ fl-11).

En faisant la somme sur v, on en déduit que h(a) < |lai|lsoh(€) + [[a_||cch(é71). Comme h(£~1)
h(§), on déduit la deuxieme inégalité.

Ol
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1.6.2 Hauteurs d’une sous-variété de G, et Théorémes de Bézout

Soit V' une sous-variété de IP". Soient Z1,---,Z, les composantes irréductibles de V, ol g > 1
un entier. On dit que V est de dimension pure si toutes les Z; ont la méme dimension. Dans ce
cas, on a deg(V) = Y7, deg(Z;) (voir [18, Chapitre Ill, 2.2]). En général, on a seulement I'inégalité

deg(V) < Y9, deg(Z;). Les variétés irréductibles et les hypersurfaces sont de dimension pure. On a
besoin du Théoréme de Bézout (Géométrique) sous la forme suivante :

Théoréme 1.6.2.1. (Théoréeme de Bézout Géométrique) Soit s > 2 un entier. Soient Vy,--- , Vs des
variétés de dimension pure dans P". Soient g > 1 un entier et Z1,--- , Z, les composantes irréductibles
deVin---NVs. Alors on a :

g s
> " deg(Z:) < [ deg(V7).
i=1 j=1

Démonstration. Voir Proposition dans la page 10 de [24]. O

L'analogue pour la hauteur de ce théoréme est appelé Théoréme de Bézout Arithmétique. Soit V' une
sous-variété irréductible de P™. La hauteur projective de V', notée hpn (V'), est celle définie par Philippon
dans [37, III]. Par exemple, si V' = {a} alors la hauteur de « en tant que variété de P" est la hauteur
ha(a). Si V est réductible et si Zy,--- , Z, sont les composantes irréductibles de V" alors on a :

g
hpn (V) <~ hpn(Z5).
=1

Si V' est une sous-variété de G}, alors la hauteur de V/, notée h(V), est la hauteur de la cléture de
Zariski de ¢, (V') dans P™.

Le cas d’une hypersurface :

Soit K un corps de nombres et soit F' € K[x]. D'aprés Philippon [37, III], /a hauteur de F, notée
h(F'), est définie par :

h(F) =

g SlK  Qullog M () (L6.1)

ol v parcourt I'ensemble des places de K tels que :

— si v est finie alors M, (F) est le maximum des valeurs absolues v-adique des coefficients de F,
— si v est infinie associée au plongement o, de K dans C alors

_ "1
log My (F) =, (F) + deg(F) > o
=1

ol My (F') est une variante du logarithme de la mesure de Mahler :
u(F) = [ Joglou(F)lon,
Sn(1)

Sn(1) désignant la sphére unité de C™ et o, la mesure invariante de masse totale 1 sur S, (1).
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Soit V' I'hypersurface de G}, définie par F' = 0. D’apres la définition [37, p. 347, III], on a :

n—1 1

hV)=h(F)+ - deg sz

i=1 j=1

On appelle hauteur de Gauss-Mahler de F', notée hgy(F'), la hauteur logarithmique obtenue en
effectuant la somme des logarithmes de la norme de Gauss aux places ultramétriques et de la mesure
de Mahler aux places archimédiennes i.e.

1
[K: Q]

ol v parcourt I'ensemble des places de K et tels que :

hGM(F) = Z[K’U : Qv] log MU(F)

— si v est finie alors M, (F) est le maximum des valeurs absolues v-adique des coefficients de F,
— si v est infinie associée au plongement ¢, de K dans C alors M, (F’) est la mesure de Mahler de
oy (F) (le polyndme dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de F' par o).

Puisque la hauteur de Gauss-Mahler fait intervenir la mesure de Mahler, elle possede des propriétés plus
intéressantes. Par exemple, si F' € Z[x] est primitive (i.e. de contenu 1) alors on a hgm(F) = log M (F)
car il n'y a que la place infinie qui contribue a la hauteur. En utilisant un résultat de P. Lelong [28], on en
déduit la proposition suivante qui donne une majoration de la hauteur d’une hypersurface en fonction de
la hauteur de Gauss-Mahler. Pour un entier d > 1, on note ¢(d) = Y%, Z;-:l % et on pose ¢(0) = 0.

Proposition 1.6.2.2. Soit K un corps de nombres et soit F' € K[xT']. On note V' I'hypersurface de
G}, définie par F = 0. Alors, on a :

M(V) < haulF) + 5 deg(F)o(n).

En particulier, si F € Z[x™1] alors on peut remplacer hgy(F) parlog M(F).

Démonstration. Quitte a remplacer F' par son polynéme associé, on peut supposer que F' € K[x]. Par
définition, on a :

n—1 1

h(V) = h(F) + = deg sz

i=1 =17

On va donner une majoration de h(F) en fonction de hgy(F). Soit v une place infinie associée au
plongement o, de K dans C. D'aprés le Théoréme 2 de [28, p. 140], on a:

i (F) < log M (0, (F)).

En remplacant 1, (F') par cette majoration dans la définition (1.6.1) de h(F’), on déduit que :

n

h(F) < hem(F) + 5 deg ZZ
=1

En remplacant h(F') par cette majoration dans la définition de h(V'), on a :

n—1 1

h(V) < ham(F) + 5 deg Z + 5 deg ZZ*

=1 j= 1‘7
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En remarquant que

POPIEED IEED 9 of BN Y

1 1
1]1‘7 117' i=1j=

1=
on en déduit la premiére assertion.

Maintenant supposons que F' est a coefficients dans Z. On note Cf le contenu de F. Comme
V(F) =V(F/CF), d'aprés la premiére assertion, on a :

M(V) < ha(F/Cr) + 5 dea(F)o(n).

Or hagm(F/Cr) =log M (F/CF) < log M(F) et la derniére assertion s'ensuit. O

La majoration de la Proposition (1.6.2.2) permet de déduire des majorations plus simples (en fonction
de la mesure de Mahler) du Théoréme de Bézout Arithmétique dii a Philippon ([37, III]) pour I'inter-
section d’une variété avec une hypersurface. Le Théoréme de Bézout Arithmétique, établi par Philippon,
est formulé de maniére plus générale, mais on va I'énoncer dans le contexte qui nous intéresse (voir
aussi [25, Theorem 3]).

Théoréme 1.6.2.3. (Théoréme de Bézout Arithmétique) Soit V une sous-variété de G, définie sur Q.
Soit F € Q[x*!] et soit W I'hypersurface de G, définie par F = 0. Soient g > un entier et Zy, -+ , Z,
les composantes irréductibles de V "W . Alors on a :

]
=
N
/

|
< h(V)deg(F) + hau(F)deg(V) + (log n+1)+ Z z) deg(V) deg(F).
i=1
En particulier, si F' € Z[x*1] alors on peut remplacer hgy(F) par log M (F).

Démonstration. Quitte a remplacer F par son polyndme associé, on peut supposer que F' € Q[x].
D’apres la Proposition 4 de ([37, III]), on a :

g

> h(Zi) < M(V)deg(F) + hy (F) deg(V),

i=1

ou hy (F) est une quantité majorée par :

v (F) < h(W) + 3 (log(n +1) — 6(n — 1)) des(W).

> h(Z) < h(V) deg(F) + (hea(F) + 5 des(F)o(n) + 5 (log(n -+ 1) — o(n — 1)) deg(F) ) deg(V)

= h(V) deg(F) 4 ham(F) deg(V) + % (¢(n) +log(n +1) — ¢(n — 1)) deg(F') deg(V).
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En remarquant que

1
i’

o) —o(n—1) =3 1.

i=1

on en déduit le résultat requis. O

Comme conséquence du Théoréme 1.6.2.3, on obtient une majoration de la hauteur d'une sous-variété
de G, définie par des polyndmes F; € Z[xT] en fonction de leur degré et de leur mesure de Mahler.
Pour une application plus tard, on va considérer le cas de deux polyndmes.

Corollaire 1.6.2.4. Soient F|, F, € Z[x*']. Soient g > 1 un entier et Zl,-~- , Zg les composantes
irréductibles de la sous-variété de G définie par Fy = F» = 0. Alors on a :

Z h(Z;) < log M (Fy) deg(F») + log M (F») deg(Fy)+

1 |

3 (gf)(n) +log(n+1)+ Z z) deg(F}) deg(F5).
i=1

Démonstration. On applique le Théoréme 1.6.2.3aV =V(F) et W =V (F) :

g

Z hZ;) < h(V) deg(F2) + log M (F») deg(V') + <log(n +1) z": 1) deg(V) deg(F»). (1.6.2)
i=1 =

D'apres la Proposition 1.6.2.2, on a :
1
h(V) <log M(Fy) + 3 deg(F1)é(n).

En rempacant h(V) par cette majoration dans (1.6.2) et en tenant compte du fait que deg(V) =
deg(F}), on obtient :

> () < (log M(Fy) + 5 deg(Fy)o(n) ) deg(Fs) +log M(F) deg(Fi)+

1 <log(n +1)+ Z ) deg(F}) deg(Fy)
=1

= log M (F1) deg(Fz) + log M (F») deg(F1) + % <¢(n) +log(n+1)+ Z 1) deg(Fy) deg(F5).
i=1

O

On désigne par Q" I'extension abélienne maximale de Q. D'apres le Théoreme de Kronecker-Weber,
Q2P est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q.

On va aussi énoncer une variante du Théoréme 1.6.2.3 en remplacant W par une variété définie par
des polyndmes de la forme xP — ¢P ot b € Z™.
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Corollaire 1.6.2.5. Soit V' une sous-variété de G}, définie sur Q. Soit m > 0 un entier. Soient
b1, - ,by, € Z" et ¢y, -+ ,(,, € M. On pose Gi(x) = xPi — C;Oi pour i € {1,---,m} et on
note W la sous-variété de G}, définie par G1 = --- = G, = 0. Soient g > 1 un entier et Zy,--- , Z,
les composantes irréductibles de V N W . Alors on a :

> h(Zi) < (h(V) + = <log(n +1) + Xn: Z) deg(V)> ﬁdeg(Gl)
=1

i=1 i=1

Démonstration. On remarque tout d'abord que I'on a hayi(G;) = 0. En effet, soit v une place de Q2.
Si v est finie alors on a M, (G;) = max(1, |C;°i]v) =1 (car {; € pl). Si v est une place infinie associée
au plongement de Q®" dans C alors on a :

Mv(Gz) = M(UU(GZ)) = M(Gl(av(Cz)X)) = M(Xb'r _ UU(C?))
D'apres [40, Theorem 42, p. 253], on a M (x"" — ,(¢;")) = 1 et ainsi My(Gi) = 1.

Montrons maintenant le résultat par récurrence sur m. On note W, la sous-variété de G}, définie G; =
- = Gy = 0. On note gy, le nombre des composantes irréductibles de V-NW,, et Zy, 1, -+, Zin g,
ses composantes irréductibles. Si m = 1 alors, d'aprés le Théoréme 1.6.2.3, on a :

g1
> h(Z1i) < h(V)deg(G1) + <log(n +1)+ Z ) deg(V) deg(Gh),
=1 =1

car hgm(G1) = 0. Supposons que, jusqu'au rang m — 1, on a :

gm—1 m—1
> h(Zm-1,) < (h(V) + (m21) <log(n+ 1) + Z ) deg(V)> I deg(G
i=1 =1

=1

Au rang m, on note Y |'hypersurface définie par G,, = 0. On aalors VNW,, =V W,,_1NY. En
appliquant le Théoréeme 1.6.23aVNW,,_1NY,ona:

Zh mi) < h(VNWp_1)deg(Gp) + (log(n—i—l —l—z >deg(VﬂWm_1)deg(Gm),
=1

car ham(Gp) = 0. D'apres le Théoreme 1.6.2.1, on a :
deg(V N Wy,—1) < deg(V H deg(G

D’apres I'hypothése de récurrence, on a :

Zm h(Zm,i) < (h(V) + (m2— D <log(n +1)+ z”: 1) deg(V)) ﬁ deg(G;)+
i=1 j '

Par suite, on a :

S h(Zn) < <h<v> (log<n+1 iyl )deg<V>)ﬁdeg<Gz>

=1

Ainsi, on obtient I'inégalité voulue au rang m. Par le principe de récurrence, on a bien le résultat du
corollaire. m
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Le corollaire suivant permet de majorer le degré et la hauteur de V' en fonction de degré des F;, leur
mesure de Mahler et la codimension de V. On rappelle que ¢(d) = 3%, >t % pour tout entier d > 0
et ¢(0) = 0.

Corollaire 1.6.2.6. Soit s > 1 un entier et soient Fy,--- , Fs € Z[xT']. On note V' la sous-variété de
G}, définie par Fy = --- = F5 =0 et k sa codimension. Alors on a :

deg(V) < D* et h(V)< (1q§(n) n nh) D1y gqﬁ(n)Dk,

2
ou
D= F; = log M (F3).
max deg(F;) et k= max log M(F;)
Démonstration. Pouri € {1,--- s}, on note W; I'hypersurface de G}, définie par F; = 0. En appliquant

[37, Corollaire 5, p. 357] (avec S =P", Z; = W, et § = D), on obtient :
D% deg(V) < deg(P™)D™.

Par suite, on en déduit que deg(V') < DF. Par ailleurs, pour la hauteur, on obtient :

DHR(V) < A(PY)D™ +n (gag h(Wi)> deg(P") D", (1.6.3)

D'apres la Proposition 1.6.2.2 et en tenant compte que les F; ont des coefficients dans Z, on a :
WWE) < log M(F) + 3 des(F)o(n).

En majorant log M (F;) par h et deg(F;) par D, on a:

1
h(W:) < h+ 5 Do(n).
En remplacant h(W;) dans (1.6.3) par cette derniére majoration et en tenant compte du fait que
1
h(P™) = §¢(n), on obtient :
1
p(n)D" 4t 4 (h + 2¢(n)D) pr—a-t

$(n) D! + nhDFL gqb(n)Dk.



2. Relations de dépendance multiplicative

Ce chapitre vise a étudier I'ensemble des relations de dépendance multiplicative entre des nombres
algébriques et utiliser cette notion pour démontrer |'analogue de la Conjecture de Schinzel dans le cas
des sous-variétés qui sont des translatés de sous-tores de G} .

Dans la Section 2.1, on introduit les notions de dépendance multiplicative faible et forte. On montre
que I'ensemble des relations de dépendance multiplicative faible est le saturé de I'ensemble des relations
de dépendance multiplicative forte. Dans la Section 2.2, on applique la notion de relations de dépen-
dance multiplicative faible pour démontrer I'analogue de la Conjecture de Schinzel pour les sous-variétés
qui sont des translatés de sous-tores de G},. La Section 2.3 contient un algorithme pour calculer les
relations de dépendance multiplicative faible dans le cas des nombres rationnels (pour un nombre quel-
conque de rationnels) et un exemple d’application a la Conjecture de Schinzel. Dans la Section 2.4,
on donne un algorithme pour calculer I'’ensemble des relations de dépendance multiplicative faible pour
un nombre algébrique, en d'autres termes, qui reconnait les racines de I'unité. Dans la Section 2.5, on
donne un algorithme pour calculer les relations de dépendance multiplicative faible dans le cas de deux
nombres algébriques et on en déduit un algorithme pour calculer I'ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible de n nombres algébriques lorsque celui-ci est codimension au plus 1. On note que
c'est ce dernier cas qui est utile pour la Conjecture de Schinzel. Enfin, dans la Section 2.6, on donne une
procédure permettant de calculer I'ensemble des relations de dépendance multiplicative forte a partir
des relations de dépendance multiplicative faible.

Les différents algorithmes présentés dans cette section sont implémentés en le langage du calcul formel
PARI/GP et sont exécutés sur un ordinateur ayant les spécifications suivantes :

— Processeur : ® Core™ i5-8265U CPU @1.60GHzx 8
— RAM : 16GB.

Dans toute la suite, on fixe n > 1 un entier (sauf indication du contraire).

2.1 Relations de dépendance multiplicative faible et forte

Soient ay, -+, ay € Q. On appelle une relation de dépendance multiplicative faible entre o, - - - , o
une relation de la forme :

oaP=p o beZ' et pcp.,.

Si, de plus, © = 1 alors on dit que la relation de dépendance multiplicative entre oy, - - - , oy, est forte. On

dit que a1, -, ay sont multiplicativement indépendants si aucun vecteur non nul b € Z™ ne satisfait
b

Q" € Moo

On note Ry(ax) (respectivement Rp(ax)) I'ensemble des vecteurs b € Z" vérifiant une relation de
dépendance multiplicative faible (respectivement forte) entre ay, - - - , ay,. Ces deux ensembles sont des
sous-groupes de Z" et de plus, Rp(a) C Ry(c). Le lemme suivant montre que Ry(a) = R¥'(cv).

Lemme 2.1.1. Soit a € G,. Alors Ry(cx) est saturé et R$*(a) = Ry ().
Démonstration. Montrons que Ry (o) est saturé. Soit b € Z" et m € N tels que mb = (mby,--- ,mby,) €

Rt(a). Il existe donc pu € po, tel que ™ = 1. On a alors (aP)™ = i et donc aP € p,. Par suite,
R(ax) est saturé.

23
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Montrons que R (cx) est le saturé de Rp(a). Il est évident que Rp(ar) C Ry(ax). Soit d la dimension de
Rs(c) et soient {by,--- , by} une Z-base de Ry(cx). Pouri € {1,--- ,d}, on note yi; = aP € p_ et d;
I'ordre de p;. Soit NV le plus petit commun multiple des d; et soit B la matrice associée a {by,--- , by}
(i.e. les colonnes de B sont les coordonnées des b, exprimés dans la base canonique de Z™). On a alors
a¥B =1 et donc NRy(a) C Rp(cx). On obtient ainsi les relations NRf(a) C Rp(a) C Ry(a).
Comme Ry(a) est saturé, on en déduit que R (ar) = Ry(av). O

D’apres ce lemme, on peut déduire R¢(cx) a partir de Rp(a). En effet, on peut calculer le saturé
de Rp(a) a I'aide de I'Algorithme 15. Réciproquement, on peut également déduire Rp(a) a partir
de R¢(ax) comme on verra plus tard (voir Algorithme 9). On va alors s'intéresser aux relations de
dépendance multiplicative faible.

Lemme 2.1.2. Soit o € G}},. On note d = dim R¢(ax). Soit A € M,,_4,(Z) la matrice dont les lignes
forment une base de Ry(cx)*. Alors il existe ¢ € s et & € G ? tels que o = C€* et Q(¢, &) = Q(a).
De plus, on a Ry(§) = {0} i.e. &, - -+ ,&,—q sont multiplicativement indépendants.

Démonstration. Soit {by,--- ,bs} une Z-base de Ry(cx). Pouri € {1,---,d}, on note ; = aPi € p
et d; l'ordre de p;. Soit N le plus petit commun multiple des d; et soit B la matrice associée a
{by,---,bg}. On aalors a¥# =1 et donc a¥ = (a,--- ,a}) appartient au sous-groupe algébrique
Hp,(«) défini par Rf(a). Comme Ry(av) est saturé, Hp,(q) est un sous-tore de Gy,. D'apres la Propo-
sition 1.3.2.1, il existe ¢ € p” et &' € G% tels que oV = ¢'¢'4. Soit £” € G~ tel que &N =¢'. On
aalors a = ¢"¢" ¢ HpR,(a) 0 ¢" € pi,. De nouveau, d'apres la Proposition 1.3.2.1, il existe ¢ € p2,
et £ € G % tels que a = ¢€4 et Q(¢,€) = Q).

Soit 7 = dim R¢(§). Il reste a montrer R;(§) = {0} i.e. r = 0. Soit Ae My —d4—yn—d(Z) la matrice
dont les lignes forment une base de Rf(ﬁ)L. En appliquant le résultat précédent 3 & € G7¢, il existe
¢ e s et £ e G tels que & = &EA. On a alors a = C&AEAA. On a alors (AA)* C Ri(a).
Comme la matrice AA est de rang au plus n —d — r, on a d + r < d. Cela implique r = 0. O

2.2 Conjecture de Schinzel pour les translatés de sous-tores

On s'intéresse ici a une version analogue du Théoréeme 2 dans le cas ou la variété V(F,G) est
remplacée par un translaté 81" de sous-tore de GI},. Pour cela, on considere le probleme suivant :

Soit BT un translaté de sous-tore de G},. Pour quelles valeurs de a € Z", { € plt et £ € Gy \ poo,
a-t-on (&2 € BT'7?

Grace a la Proposition 1.3.2.1, cette question peut étre reformulée comme suit : étant donné 8 € G},
et A C Z" un sous-groupe primitif de rang d, existe-il (7,¢,¢,a) € GL x Gy, x ph x Z" tel que
€ ¢ poo Vérifiant :

ByD = (e (2.2.1)
ol A € My, (Z) est la matrice dont les lignes forment une base de A?

On montre facilement que R;(8) N A+ C al est une condition nécessaire. En particulier, dans ce
cas, tous les vecteurs b € R¢(8) N A satisfont les propriétés requises du Théoreme 2 i.e. que b est
orthogonal a a et ne dépend que de B et T
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On va ainsi donner une condition nécessaire et suffisante pour I'équation (2.2.1) ait une solution
(Proposition 2.2.2). On commence par le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Soient B € G, A C Z" un sous-groupe saturé de rang d et a € 7Z". On définit la
propriété suivante :

Ri(B)NAT =atnAt. (2.2.2)

1) Si la propriété (2.2.2) est satisfaite alors on an —d — 1 < dim(Rs(8) N AL) <n —d.

(

(2) Si dlm(Rf(,B) NALY) = n —d —1 alors la propriété (2.2.2) est satisfaite si et seulement si a €
(Rf(B)* + A)*** \ A. Dans ce cas, on a A Z R¢(B).
(3

) Si dim(Rs(B) N AL) =n —d alors la propriété (2.2.2) est satisfaite si et seulement si a € A. Dans
ce cas, on a A C R¢(B).

Démonstration. (1) On a dim(R(B) N At) < dim(At) =n — d. Par ailleurs, on a :
dim(at N At) = dimat 4 dim At — dim(a® + A*) > dima® + dim A+ —n>n—d— 1.

Ainsi, sion a Ry(B)N At =atnAtalorsonan—d—1<dim(R/(B)NAL) <n—d.

(2) Supposons que dim(Rs(8) N At) = n —d — 1. Supposons que la propriété (2.2.2) est satisfaite.
Dans ce cas, on a dim(at N At) = dim(R;(B) NAt) =n —d—1 et donca ¢ A. D'apres la relation
at N AL = Rp(B) N AL, on en déduit que a € (R;(B)* + A)***. Réciproquement, supposons que
ac (Rp(B)t+A)p3\ A. Commea ¢ A, dim(atNAL) =n—d—1. Puisque a € (Ry(B)* +A)*, on
a aussi (Za+ A)** C (Ry(B)L + A)sat. En passant a I'orthogonal, on a (Ry(8)* + A)L C (Za+ A)*.
Cela est équivalent 3 R¢(B8) N AL C at N AL, Puisque Ry(B),at et AL sont saturés, alors il est en
de méme pour leur intersection. Enfin, comme dim(R¢(B) NALt) =n —d — 1 =dim(at N At), on a
I'égalité R;(B) N ALt =atnAt.

(3) Supposons que dim(Rf(8) N At) = n — d. Si la propriété (2.2.2) est satisfaite alors on a
dim(at N At) = dim(R;(B) N At) = n —d = dim(A1) et donc a € A% = A. Réciproque-
ment, si a € A alors on a at N A+ = AL, Puisque R¢(B) N A+ C Al est de dimension n — d, on a
Rf(,@)ﬁAL:Al. O

On donne maintenant une réponse a la question (2.2.1) précédente.

Proposition 2.2.2. Soient B € G, et A C Z" un sous-groupe primitif de rang d. On note A € My ,,(Z)
la matrice dont les lignes forment une base de A. Alors (2.2.1) posséde une solution (v,&,¢(,a) €
G X Gy x pl x Z" telle que 0 # £ ¢ p si et seulement siat N A+ = Ry (B) N AL

Démonstration. Supposons qu'il existe un quadruplet (v,£,¢,a) € GL x Gy, x p? x Z" tels que
0 # & ¢ po et vérifiant (2.2.1). Montrons que a* N A+ = R¢(8) N A+. Soit b € Z" un vecteur
(colonne). En mettant (2.2.1) a la puissance b, on a:

I@b Ab Cbéab (223)

Si b € at N At alors on obtient 37 = ¢P. Comme ¢ € ., ona BP € pu_ et donc b € R¢(B). Ainsi,
on a l'inclusion at N A+ C Ry(B) N AL. Inversement, si b € R;(8) N AL alors, d’aprés (2.2.3), on
obtient cette fois-ci B = ¢P&2P car b € AL. Comme b € R¢(B), on a BP e U, €t par suite, on a
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gab = gb¢b ¢ ... Puisque £ ¢ p,, on en déduit que ab = 0 et donc b € a’. Ainsi, on a aussi
I'autre inclusion Ry(B) N A+ CaltnAt.

Réciproquement, soit a € Z" tel que at NA+ = Rf(ﬂ)ﬂAL. D'apres le Lemme 2.2.1,onan—d—1 <
dim(Rs(B) N At) < n — d. On considére ainsi les deux cas suivants.

lercas: dim Ry(B)NAt =n—d—1.

Soit {b1, - ,b,_4-1} une base de R;(B) N AL. Comme R;(B) N Al est saturé dans A, il existe
un vecteur b, _4 € Z" tels que {by,--- ,b,_4} soit une base de A*. Comme A est saturé dans Z",
il existe des vecteurs b,_g11,---,b, € Z" tel que {by,---,b,} soit une base de Z". Notons B la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs by, - -, b,. En mettant I'équation (2.2.1) a la puissance B
qui est inversible, on en déduit que cette équation est équivalente au systeme :

g = ¢t

ﬁbnfdfl — Cbnfdfl
Ianfd — Cbnfdfabnfd
Igbn—d+17Abn—d+1 — Cbn—d+1£abn—d+l

Ian,YAbn — CbnEabn

en utilisant le fait que by, -+ ,b,_q € At et by,--- b, g1 € R¢(B) N At = altnAL. Comme
by, -+ ,by_q-1 € Rf(B), on a (B8P, ..., BPr-d-1) € =41 Comme by,--- ,b,_g_1 sont linéaire-
ment indépendants (sur R), on peut donc trouver ¢ € pl satisfaisant les n—d — 1 premiéres équations.
On fixe un tel ¢. A la n — d-ieme équation, on a ab,,_; # 0 (sinon on aurait b,_4 € at N A+ =
R;(B)N AL et Rp(B) N A~ serait de dimension n — d). On en déduit donc qu'il existe £ € Gy, tel que
gabn-a — gbn-d(¢=Pn-d Par suite, £ ¢ p_ sinon b,_4 € R¢(B) et Ry(B) N A serait de dimension
n—d. Pourn—d+ 1<t <mn, onaAb; # 0. Par construction des b,_g411,--- , by, les vecteurs
Aby, 411, -+ ,Ab, sont linéairement indépendants sur R. Ainsi il existe v € Gﬁl satisfaisant les d
derniéres équations. Donc I'équation (2.2.1) a une solution (v,&,¢,a) avec £ ¢ p..

2&me cas : dim Ry (B) N At =n—d.

Dans ce cas, on a Rf(8) N A+ = AL. D'aprés le Lemme 2.2.1, on a a € A. Soit {by, - ,b,_4}

une base de A+. Comme A" est saturé dans Z", il existe des vecteurs b,_g.1,---,b, € Z" tels
que {by, -+, by} soit une base de Z". Notons encore B la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
by, -, by,. En mettant I'équation (2.2.1) a la puissance B qui est inversible, on en déduit que I'équation

(2.2.1) est équivalente au systéme :

g = ¢t

/an—d — Cbn—d

anfdJrlﬁyAbnfdJrl — Cbn7d+1§abn7d+1

ﬂbn’)’Ab" — Cbnsabn

en utilisant le fait que by,--- ,b, 4 € Rp(B) N A+ =atnNAL. Ona (B>, .., BPd) € s ? car
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by, -+ ,b,_q € Rf(B). Comme by,---,b,_4 sont linéairement indépendants sur R, on peut trou-
ver { € pl satisfaisant les n — d premiéres équations. On fixe un tel ¢. On choisit £ € Gy \ o
arbitrairement. De nouveau, par construction des b, _g41, -, by, les vecteurs Ab,,_411,---,Ab,
sont linéairement indépendants sur R. Cela permet de trouver un v € G¢ satisfaisant les d derniéres
équations. Donc (2.2.1) possede une solution (y,&,¢,a) avec & ¢ p. O

On va présenter ensuite une autre reformulation de la proposition précédente en utilisant la notion
de dépendance multiplicative. Soit m > 0 un entier. Si A € M,,,,,(Z) et E un ensemble de vecteurs
(colonnes) de Z™ alors on note AE |'ensemble des vecteurs de la forme AX dans Z™ ol A parcourt E.

Corollaire 2.2.3. Soient B € G}, et A C Z" un sous-groupe saturé de rang d. On note A € M, (Z)
la matrice dont les lignes forment une base de A et K € M, ,,_q(Z) le noyau a droite de A. Alors
(2.2.1) posséde une solution (v,&,¢,a) € G4 x Gy, x pl x Z" telle que £ ¢ ., si et seulement si
codimR;(B%) < 1 dans Z"~?. Dans ce cas, on a KR;(B¥) =at n At

Démonstration. Remarquons d’'abord que I'on a :

Ry (B) N AT = KRy (BY). (2.2.4)
En effet, on a :
beRﬂBym¢¢:>{E;K)ouAeZ”d {b:K192A6Z1d¢:>bEKRABQ'
BEr € py A€ Rp(B™)
De plus, comme K est de rangn —d, on a :
dim(K Ry (B%)) = dim R;(B%). (2.2.5)

Supposons que (7,£,¢,a) € GL x Gy, x pu?, x Z" telle que &€ ¢ p., est une solution de (2.2.1).
D’aprés la Proposition 2.2.2, on a at N A+ = R¢(B) N AL, D’aprés I'assertion (1) du Lemme 2.2.1,
onan—d—1<dim(Rs(B)NAL) < n—d Dapres (2.2.4) et (2.2.5), on a dim(Rs(B8) N AL) =
dim KRy (B") = dim R;(B") et donc :

n—d—1<dimRp(B%) <n—d
Réciproquement, supposons que codime(BK) < 1. D'apres (2.2.4) et (2.2.5), on a:
n—d—1<dim(R(B)NAT) <n—d

Si dim(Rf(8) N At) = n —d alors, en choisissant a € A, d'aprés |'assertion (3) du Lemme 2.2.1, on
a R¢(B)N At = al N AL D'apres la Proposition 2.2.2, (2.2.1) posséde une solution (v,¢,¢,a) €
GL x Gy x pul, x Z" telle que € ¢ p.

Supposons que dim(Rs(B8)NA+) = n—d—1. Puisque A+ est de dimension n—d, on a Ry (8)NA+ # AL,
En passant a I'orthogonal, (Rs(B) N AL)L \ A = (Rf(B) + A)a \ A est non vide. En choisissant
a € (Rp(B)F + A)®\ A, d'apreés I'assertion (2) du Lemme 2.2.1, on a Ry(B) N At =atnAleton
conclut de nouveau par la Proposition 2.2.2.

La derniére assertion suit directement de la Proposition 2.2.2 et en tenant compte de (2.2.4). O

Remarque. On va donner dans la section suivante un exemple (Exemple 2.3.2) pour illustrer une
application de ce corollaire a la Conjecture de Schinzel.
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2.3 Relations de dépendance multiplicative faible sur Q*

Soient oy, - -+, a, € Q. L'algorithme suivant permet de trouver une base de Rs(cx). Cet algorithme
repose sur la factorisation des entiers en produits de nombres premiers entre eux.

Algorithme 1 : Relations de dépendance multiplicative faible sur Q*

Entrée : oy, -+ , o, € Q.
Sortie : Une base de R¢(ax).

1 Silag| =+ = |ay| =1 alors renvoyer {I,,}.
Ecrire les |a;| en produits de nombres py,--- ,p, # 1 premiers entre eux :
laj| = p™ ot uw; € Z"

Noter U € M, ,,(Z) la matrice dont la i-éme colonne est le vecteur u; et calculer B une base du
noyau entier (a droite) de U.
Renvoyer B.

Remarque. A I'étape 2, on peut utiliser I'Algorithme de Bernstein [8] pour décomposer les |a;| en
produit de nombres premiers entre eux en temps « essentiellement » linéaire. Pour notre implémentation,
on utilise une autre version qui est plus simple a implémenter mais dont la complexité n'est plus linéaire
mais quadratique et effectue au plus O(log(max; |a;|)?) opérations élémentaires [6].

Proposition 2.3.1. L’Algorithme 1 est correct.

Démonstration. Si |aq| = -+ = |ay,| = 1 alors cest trivial. Supposons donc qu'il existe i € {1,--- ,n}
tel que |a;| # 1. Dans ce cas, > 1. Par suite, on a |a| = pY et donc :

beRf(a) <= a®?=+1 «—= p’™P =1 «—= Ub=0 < bckal.

D’ou le résultat. O

Remarque. L’algorithme de Bernstein peut étre adapté au cas des nombres algébriques en utilisant la
décomposition en idéaux premiers entre eux. Cependant, cette opération s'avere coliteuse, en particulier
pour le calcul de la base de I'anneau des entiers qui nécessite la factorisation du discriminant [16,
Algorithm 6.1.8, p. 305]. En outre, une telle décomposition ne donne pas directement une relation de
dépendance multiplicative faible sur Q@ 3 cause du fait que les idéaux sont définis 3 des unités preés.
Pour remédier a cela, on va décrire un algorithme plus efficace mais s'applique seulement au cas de deux

nombres algébriques.

Exemple 2.3.2. On va appliquer le Corollaire 2.2.3 pour trouver explicitement un vecteur non nul
b € 7" satisfaisant la Conjecture de Schinzel dans le cas ou la sous-variété considérée est un translaté
de sous-tore de GI. On se place dans le cas n = 5 et d = 3. On considere :

B = (23350, 233250, 203154 223152 20335%) = (432,72, 50625, 300, 16875).
En appliquant I'Algorithme 1, on trouve une base B de R¢(f) :

14 3

-20 -4

B=| -1 -1
2 0

0 1
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On considére ensuite le sous-groupe A C Z° dont les lignes de la matrice A suivante forment une base :

21 0 -4 3
A=|3 2 -2 -2 -5
-1 0 -8 3 3

Le noyau K a droite de A est :

9 14
5 —20
K=|[3 -1
8 2
3 0

On considére donc le translaté de sous-tore BT de G5 ot T est paramétré par :
A 3
T = {’y ,Y € (Gm} .

Soient maintenant a € Z", { € p, et £ € Gy \ o, comme dans les hypothéses du Théoreme 2. Si
o = (€2 € BT alors, d'apres le Corollaire 2.2.3, on a codim(R;(8%)) < 1 et KR;(B") C at. Or on
a:

ﬁK _ (2673665407 1) c Gr2n

et donc
14
0 —20
=) « w3
2
0
14
—20
Ainsi, on peut donc prendreb=| —1 | € at.
2
0

Cet exemple montre qu'il est intéressant de savoir calculer I'ensemble des relations de dépendance
multiplicative faible entre des nombres algébriques, au moins dans le cas ou sa codimension est au plus
1 (Algorithme 7).

2.4 Relations de dépendance multiplicative d’un nombre algébrique

Avant de chercher |'ensemble des relations dépendance multiplicative faible sur G, il faut une pro-

cédure permettant de reconnaitre une racine de |'unité. Cela revient a calculer R¢(a) pour a € Gyy,.
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La premiére procédure ci-aprés (Algorithme 2) permet de trouver un multiple de I'ordre du groupe de
torsion d'un corps de nombres. En utilisant cette procédure, on donnera un algorithme (Algorithme 3)
qui permet de vérifier si un nombre algébrique donné est une racine de |'unité.

Algorithme 2 : Multiple de I'ordre du groupe de torsion d’un corps de nombres

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[x| définissant un corps K = Q[z]/P.
Sortie : Un entier strictement positif IV tel que pg C oy

Noter d, aq et ag le degré, le coefficient dominant et le coefficient constant de P.

Si d est impair ou apag < 0 ou agP(1) < 0 ou agP(—1) < 0 alors renvoyer 2.

Calculer la liste D des diviseurs de d et I'ensemble P = {p € N | p premier et p — 1 € D}.
Renvoyer N = [],cp pUr(d)+l,

Proposition 2.4.1. L’Algorithme 2 est correct.

Démonstration. Si n € N* alors on note (,, une racine n-iéme de |'unité et ¢(n) la fonction indicatrice
d'Euler. Remarquons qu’on a toujours (1,(2 € px.

Soient d, aq et ag les entiers définis a I'étape 1. Si d est impair ou apaq < 0 ou agP(1) < 0 ou
agP(—1) < 0 alors P a une racine réelle. Cela implique qu'il existe un plongement réel o : K — R et
donc pg C pg. Cela implique px = {£1} et ainsi, I'algorithme termine et renvoie 2 a |'étape 2.

Soit n € N* tel que ¢, € K. On écrit n = [[,,p°» ol p parcourt I'ensemble des nombres premiers. En
particulier, on a (ye» € K et donc [Q((per) : Q] divise [K : Q] ie. o(p®) = (p — 1)p®~! divise d. En
particulier, on ap — 1| d et e, — 1 < vp(d). Ainsi, I'entier N défini a I'étape 4 est un multiple de n et
donc ¢V =1. O

Remarque. On pourrait aussi utiliser le fait que le discriminant Q((,”) divise celui de K. Cette stratégie
aurait permis d'obtenir une estimation plus précise de N, mais le calcul du discriminant demeure une
opération coliteuse.

La procédure suivante permet de vérifier si un nombre algébrique est une racine de I'unité.

Algorithme 3 : Racine de 'unité

Entrée : Un polynéme irréductible P € Z[z], « € K = Q[z]|/P et un entier N tel que pux C py.
Sortie : 1 si a € pg et 0 sinon.

Si o = +1 alors renvoyer 1.

Si N = 2 alors renvoyer 0.

Si a? +1 € {0, +a} alors renvoyer 1.

Si N < 6 alors renvoyer 0.

Noter A le relevé de a? dans Q[z] tel que deg(A) < deg(P).

Choisir aléatoirement un nombre premier p tel que p ne divise pas le contenu de P — P(0) et p ne
divise pas le dénominateur de A.

Noter P I'image de P dans F,[z] et A la réduction de A dans F,[z]/P.

Si AN/2 £ 1 alors renvoyer 0.

Si (a®)N/2 =1 dans K alors renvoyer 1.

Renvoyer 0.
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Remarques. (1) Il est fréquent qu'un corps de nombres K ne contienne que les deux points de torsion
—1 et 1. Dans ce cas, |'algorithme s'arréte a I'étape 2 et est particulierement rapide. Le cas ot g = py
ou Ui = Hg est déterminé par I'algorithme a I'étape 3 ou I'étape 4.

(2) Il suffit de calculer a? une seule fois tout au long de I'algorithme.

(3) On peut utiliser I'Algorithme 2 pour calculer un entier N vérifiant ux C pup si celui-ci n'a pas été
donné dans I'entrée.

Proposition 2.4.2. [’Algorithme 3 est correct.

Démonstration. Les étapes 1 et 2 sont triviales. L'étape 3 consiste a vérifier si « est égal a (4, (3 ou
(6. Comme py C pyy, N est pair. Ainsi, si N < 6 alors N € {2,4,6}. Le cas N = 2 est déterminé a
I'étape 2 et les deux autres cas sont déterminés a |'étape 4.

Puisque a? € K, A est le polyndme vérifiant a® = A(£) ot P(£) = 0 et deg(A) < deg(P). Soit p
un nombre premier vérifiant les deux conditions de |'étape 6. La premiére condition implique que le
polyndme P(X) n'est pas constant modulo p et donc F,[z]/P # F,[z]. La deuxiéme condition implique
que A est bien défini dans F,[z]/P.

Si V¥ =1 alors on a AN/2 = 1 (ainsi I'algorithme termine a I'étape 8) et (a?)¥/2 = 1 (et donc
I'algorithme termine a I'étape 9). O

Remarque. Une autre méthode pour déterminer si un nombre algébrique o est une racine de I'unité
consiste a calculer sa mesure de Mahler. En effet, on a a € p si et seulement si M(a) = 1. Tou-
tefois, comme le calcul des racines du polynéme minimal de o dans C implique I'utilisation de valeurs
approchées, il est préférable de ne pas s'en servir, d’oli la nécessité de I'Algorithme 3.

2.5 Relations de dépendance multiplicative faible entre deux nombres
algébriques

Soit a € GZ,. Afin de donner I'algorithme qui calcule une base de R¢(cx) (Algorithme 6), on a besoin
de quelques procédures préliminaires.

On souhaite établir un algorithme permettant de vérifier si a® € ., pour un vecteur b € Z? donné.
Une méthode simple consiste a calculer directement P et vérifier si le nombre obtenu est une racine
de 'unité ou non. L'inconvénient de cette méthode est que le calcul peut étre coliteux en termes de
taille. Par exemple, soit £ € Q dont le polyndme minimal vaut P = 1092'?3 + 172° + 14z + 2 et
soit K = Q[z]/P. Soit (a1, ) = (£*3,£'90). On veut vérifier si a}®ay*® € p.. Pour écrire o},
on a déja besoin d'un polynéme de degré 122, ayant beaucoup de coefficients non nuls, et dont la
taille est plus de 100 chiffres chacun. Sans méme compter les calculs, la complexité en taille vaut au
moins O(||b]|h(§)). L'algorithme suivant (Algorithme 4) utilise la réduction modulo p pour éviter cette
explosion des coefficients.
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Algorithme 4 : Vérification d'une relation de dépendance multiplicative faible

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[z], o € K*? ot K = Q[z]/P et b € Z>.

Sortie : 1si aP € ug et 0 sinon.

1 Si b = 0 alors renvoyer 1.

Pour i =1,2 :si b; < 0 alors faire

b < —b;, et oy« OZIZ.

3 Noter A; le relevé de a; dans Q[z] tel que deg(A4;) < deg(P) pour i =1,2.

S

O© 0 N o o
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Choisir aléatoirement un nombre premier p tel que p ne divise pas le contenu de P — P(0) et p ne
divise pas le dénominateur de Aq ni de As.
Noter P I'image de P dans F,[z] et A; (resp. Az) la réduction de A (resp. As) dans F,[z]/P.
Si flll’l[lg? # 1 alors renvoyer 0.
Tant que by # 0 :
calculer m,r € Z tels que by = bam + 7 ou 0 < r < by;
faire :

(b1,b2) <= (b2, 7) et (a1,a2) + (a20]", aq).

Renvoyer 1 si a; € pug et 0 sinon, en appliquant I'Algorithme 3.

Proposition 2.5.1. L’Algorithme 4 est correct.

Démonstration. La premiere étape est triviale. On peut supposer donc que b est non nul. Quitte a

remplacer «; par a;l a I'étape 2, on peut supposer que by et by sont positifs.

Soient A; et As les deux polyndmes définis a I'étape 3 et soit p un nombre premier vérifiant les conditions

de I'étape 4. La premiere condition sur p implique que le polynéme P(X) n'est pas constant modulo p

et donc F,[z]/P # F,[z]. Les deux autres conditions impliquent que la réduction de A; et celle de A
sont bien définies dans F,[z]/P. Maintenant si a® € p alors on a A} A5 = 1. Ainsi si A} A2 £ 1

alors on a aP ¢ u__ ; et dans ce cas, I'algorithme termine et renvoie 0 3 I'étape 6.

Soit k le nombre d’étapes dans la division euclidienne de by par by. On pose u = aP et on note o,
ao i, m; et r; les valeurs respectives de g, arp, m et r aprés ¢ itérations de la boucle « Tant que ». On

adoncry, -, 1y, €2, 0=1r <rp_1 <---<1ry <bsyet

by = bamy + 1y
b2 =rimg + 1y

L =1Tom3 + 13

Tk—3 = Tk—2Mg—1 + Tk—1

Tk—2 = Tk—1Mk + Tk-

Supposons d'abord pged(by, by) = 1. Il existe donc (uy,us) € Z2 tel que u1b; + usbs = 1. En posant

usbo

— U2 UL by _ —uiby _ —u _ u1eh T
£ = oy%ay ', onag? = a7 a = o " et donc a; = p*1£%. Similairement, on a ap
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P20 Par suite, il existe 77 = uy, 12, -+, Mh—1, M € Z tels que :

a1y = ,Lmeb2
app = pmET"m
: (2.5.1)

o -1 = Iuﬁk—lé‘:':"'k—l

ay g = p'k.

Cela montre que si 1 € p, alors oy i € p., et donc I'algorithme termine et renvoie 1 a I'étape 10.

Enfin, si pged(by, ba) # 1 alors la boucle « Tant que » finit en une seule étape. Dans ce cas, I'algorithme
termine a I'étape 10. O

On s'intéresse maintenant au probléme suivant. Soient a1, as € @*2 deux unités algébriques qui ne
sont pas des racines de I'unité. Comment peut-on calculer une base de Ry(a)? L'Algorithme 5 permet
de traiter ce type de probléme. L'idée consiste a utiliser les plongements de K dans C. On a besoin du
lemme suivant qui donne une majoration des vecteurs b vérifiant a® € p__. On rappelle que la fonction
¢ est définie a I'équation (1.2.3) a la page 5, a la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1.

. k2 ., . . .
Lemme 2.5.2. Soit o € Q" qui n'est pas de torsion et soit b € Z2. Si a® € U alors on a:

|01
pged(by, bo)

oir d = [Q(e) : Q]

|ba

< dl(d)h et ——M——
( ) (042) ngd(bl,bQ)

< dt(d)h(ay),

Démonstration. Si b = 0 alors c'est trivial. On peut supposer donc que b est non nul. Supposons
d'abord pged(by,b2) = 1. On a alors dim Ry(c) = 1 car a n'est pas un point de torsion. Ainsi, b est
un générateur de Ry¢(ax). D'aprés le Lemme 2.1.2, 0on a o = (C1E%,GE7 M) ot ¢ € p2, € € Q tel que
R;(€) = {0} et Q(ax) = Q(¢,€). On a alors :

h(an) = h(G1€") = h(g") = [ba|h(&).
Puisque 0 # & ¢ p, on a h(§) # 0. Par suite, on a:

h(or) _ [Q(E): Q)
hE) ~ log M(©)

En utilisant la fonction ¢ et comme £ € Q(«), on obtient :

b2 < [Q(e) = QU([Q(ex) = QI)(en)-

|ba| = h(a1).

Si pged(by, be) # 1 alors il suffit de faire le calcul précédent en remplacant respectivement by et by par
b1/ pged (b1, b2) et ba/ pged(by, by). Par symétrie, on a la majoration pour |b1|/ pged (b, ba). O
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Algorithme 5 : Relations de dépendance multiplicative faible entre deux unités algébriques o, g ¢
Hoo

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[x| définissant un corps de nombres K = Q[z]/P, deux
unités algébriques oy, ag ¢ .
Sortie : Une base de R¢(ax).

Calculer I'ensemble ¥ des plongements ¢ de K dans C.
Noter d le degré de P.
Calculer un majorant H de h(az) = 3 o5 log max(1, [o(a2)]).
Calculer B = d¢(d)H.
Choisir o € X tel que max, /ey |0 (ag)| = |o(ag)].
Calculer r = log(Jo(a)l) a 1/(4B?) précision pres.
log(|o(az2)|)
En utilisant I'algorithme de la fraction continue de r, calculer la réduite (p,/q,) telle que ¢, < B
est maximal et poser (b1,b2) = (Pn,qn)-

Appliquer I'Algorithme 4 3 o et {<_bli2)}
Si I'Algorithme 4 renvoie 1 alors renvoyer {(_blf>}

Sinon renvoyer {}.

Proposition 2.5.3. L’Algorithme 5 est correct.

Démonstration. Supposons qu'il existe b’ € Z? primitif tel que o € p_. On peut supposer b < 0.

D'apres le Lemme 2.5.2, on a |b}| < d¢(d)h(az). Ainsi, la borne B construite a I'étape 4 est un majorant
de [b}|. On a dim Ry(ax) =1 car a n’est pas un point de torsion. Ainsi, b’ est un générateur de Ry(ax).
D’aprés le Lemme 2.1.2, on a a = ((16%,(67%) ot ¢ € p2 et £ € Q\ p,. Soit o le plongement
défini a I'étape 5. Puisque a2 ¢ pi, on a |o(az)| > 1 et on peut donc faire le calcul du quotient 7 a
I'étape 6. Par construction, on a :

by

11
_b/ S
1

T 4B? T

r —

Cette inégalité montre que b5/ — b} est une réduite de 7. Soit (b1, b2) le vecteur défini a I'étape 7. Par
maximalité de bg, on a —b) < bo.

Montrons ensuite que I'on a (b1, by) = (b, —b}). Supposons |ber — by | < | —bjr—b,|. Comme —b < by,
on obtient :
by b 1
"l S ’T | S B2

Par suite, on a :

L S T D LI b |1, 1 1
5o X |7 — S r—= =X = :
B2 S oot by 0] T b | SaB? T 4B T 2pe
D'ol on a une contradiction et donc |bor — by| > | — bjr — by|. Puisque b1/bs est une meilleure

approximation de r (car réduite) et —b) < b, on en déduit by /by = b/} et donc (b, be) = (bh, —b)).
Ainsi, 'algorithme est correct. O
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Remarque. Il semble possible de généraliser la méthode utilisée dans I'Algorithme 5 pour n unités
algébriques (avec n quelconque) quitte a bien gérer les précisions.

Soit K un corps de nombres et soit & € K. On note Y I'ensemble des plongements ¢ de K dans C.
On note Nk () € Q la norme et Xk g(®) € Z[z] le polyndme caractéristique (dans Z[z] et primitif)
de avie.

Nkola) = H o(a) et X%/Q(m) =c4 H (x —o(a)) ol ¢4 €7Z.

ceEY gEY

Il est connu que si ag,as € K alors on a :

Nk jglaras) = Ng g(a1) Nk g(az).

On nf)/te, CK/Q(a) la valeur absolue du coefficient dominant de X%/Q(JU) i.e. Cg/g(a) = |cal- On ala
proprieté suivante.

Lemme 2.5.4. Soit K un corps de nombres et soit « € K. Si 0 # n € N alors on a Cgg(a") =
Cr g ()™

Démonstration. Soit X I'ensemble des plongements o de K dans C. On note d = [K : Q]. Pour simplifier
les notations, si n € N alors on désigne par x,, le polyndbme caractéristique de o™ i.e.

Yal@) = e [] (@ = o(a™).

oeY

On va alors montrer |c,,| = |c1|". Soit ¢ € po, tel que (" =1. On a:

Xn(z") = cn [T (2" = o(a)")

Puisque x1 € Z[x], on en déduit que :
n—1
[ x(¢72) € Qe N Z[C[z] = Zlx].
i=0

Puisque 1 est primitif et ¢ est une unité algébrique, x1({z) est primitif dans Z[(][z]. Puisque Z[(]
est intégralement clos, d'aprés le Lemme de Gauss, ?;01 x1(¢7ix) est primitif dans Z[¢][x] et donc
dans Z[x]. Par suite, on en déduit que ¢,, = £¢!' et donc |cy| = |e1]™. O

On peut utiliser ces deux outils pour déduire une relation de dépendance multiplicative entre o et
ao. Par exemple, s'il existe une relation de dépendance entre leur norme alors on peut vérifier si le méme
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vecteur donne une relation entre o et o en utilisant I'Algorithme 4. On a aussi une propriété similaire
pour le coefficient dominant.

En combinant ces différentes procédures, on obtient un algorithme pour calculer une base de I'ensemble
des relations de dépendance multiplicative faible entre deux nombres algébriques 1 et as.

Algorithme 6 : Relations de dépendance multiplicative faible dans G2,

Entrée : Un polynéme irréductible P € Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[z]/P,
a = (a1, o) € K*2.
Sortie : Une base de R¢(ax).

Appliquer I'Algorithme 3 a o et ap successivement.
Si o € pg et ag € py alors renvoyer {15}
Si oy € py alors renvoyer {(})}.
Si ag € py alors renvoyer {(9)}.
Appliquer I'Algorithme 1 a (Ng g(a1), Nk g(a2)) et noter By la base renvoyée.
Si By = {}, renvoyer {}.
Si By = {b} alors:
appliquer I'Algorithme 4 a av et b;

© 0 N O O & W N =

T
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si aP € py alors renvoyer {b};

sinon renvoyer {0}.
Appliquer I'Algorithme 1 a (Cgg(1),Cr/g(a2)) et noter By la base renvoyée.
Si By = {} alors renvoyer {}.
Si By = {b} alors :

appliquer I'Algorithme 4 a av et b;

si aP € py alors renvoyer {b};

appliquer I'Algorithme 4 3 o et b* = (—bl1>2) :

si aP" € py alors renvoyer {b*} et sinon renvoyer {}.

Appliquer I'Algorithme 5 a (a1, ag) et noter B la base renvoyée.

Renvoyer B.

Proposition 2.5.5. L'Algorithme 6 est correct.

Démonstration. L'étape 1 consiste a vérifier si a; ou ag est une racine de |'unité. Si tel est le cas, la
base de Iy est triviale.

A I'étape 5, on a oy, a0 ¢ ps. Cela implique en particulier que Ry(cx) est au plus de dimension 1.
Remarquons que I'on a Ry(a) € Ry(Ng (o), Ngjg(az)).

Si Ry(Nk/g(a1), Nkjg(az)) = {0} alors Ry(c) = {0} et donc I'algorithme termine a I'étape 6.

Si dim Ry (N g(a1), Ng/g(az)) = 1 alors 0 < dim Ry(er) <'. Si dim Ry() = 1 alors on a Ry(ax) =
Ry(Ngg(a1), Nk/g(az)) (car ils sont saturés) et donc I'algorithme termine a I'étape 9. Si dim Ry () =
0 alors I'algorithme termine a I'étape 10.

A I'étape 11, on a dim Ry(Ni/g(on), Nic/g(a2)) = 2 et donc N g(an) = £ Nk g(az) = £1. Cela
implique que Cgg(ai) = CK/Q(afl) pour i = 1,2. En effet, soit P le polynéme caractéristique de «;.
On note a; 4 (resp. a;) le coefficient dominant de P (resp. son coefficient constant) et d; son degré.
Alors on a NK/Q(ai) = Fai0/a;q = £1 et donc Cx () = |a; 4| = |aio| = CK/Q(oz;l).
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Maintenant, soit b € Rf(ax). On a donc aP € p. |l existe alors 0 # m € N tel que a7'™ay"”? =
1. D'apres le Lemme 2.5.4, on en déduit que CK/Q(al)‘bl‘CK/Q(ag)*‘bQ‘ = 1. Ainsi, on a R¢(a) C
Ry (Cxg(a1),Cr/glaz)) ou Ry(a) € Ry(Cx/gla1),Cr/g(az)). Les arguments pour les étapes 11 a 17
sont les mémes que ceux de 5 a 10.

A I'étape 18, on a dim Ry (Cx/g(a1),Ck/g(az)) = 2 et donc a; et az sont des unités algébriques car
Nrjolar) = Nk glaz) = £1 et Cg/g(a1) = Cgg(az) = 1. De plus, a1, a2 ¢ p,, et donc on peut
appliquer I'Algorithme 5 a I'étape 18. Ul

Relations de dépendance multiplicative faible de codimension au plus 1

Soit v € G}},. L'algorithme suivant calcule une base de R¢(a) si codimRy(ar) < 1.

Algorithme 7 : Relations de dépendance multiplicative faible de codimension au plus 1

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[z] définissant un corps de nombres K = Q[z]/P,
a=(a, - ,a,) € K"

Sortie : Une base de R¢(ax) ou 0.

Appliquer I'Algorithme 3 3 a, - - - , ay, successivement.
Si (a1, , o) € pg alors renvoyer {1, }.
Soit a; le premier nombre algébrique différent des racines de I'unité parmi les oy, - - -, cu,.
Echanger aq et a; de telle sorte que o ¢ .
Pouri e {2,--- ,n}:
appliquer I'Algorithme 6 a (a1, a;);
si dim Ry(a1,a;) = 0 alors renvoyer ();
si dim Ry(a1, ;) =1 alors noter b; = (g:;) la base renvoyée ;
Noter U € M,, ,—1(Z) la matrice :

bo1 b31 -0 b

byy O - O

U = 0 b3’2 0 0
0 0 - buo

Echanger la premiére colonne et la j-éme colonne de U.
Renvoyer une base B de (U)%.

Proposition 2.5.6. Soit P € Z[x| un polynéme irréductible définissant un corps de nombres K =
Qlz]/P et a € K*". Si codimRs(ax) < 1 alors I'Algorithme 7 renvoie une base de R¢(cx), sinon il
renvoie ().

Démonstration. Si codimRy(a) = 0 alors o est un point de torsion et donc I'algorithme termine a
I'étape 2 et renvoie {I,}.

Sans perte de généralité, on peut supposer qu'a I'étape 3, ay est le premier nombre algébrique différent
des racines de I'unité parmi les aq, - -+, .

Supposons que |'algorithme renvoie (). Donc il existe i > 2 tel que dim R¢ (a1, ;) = 0. Cela signifie que
a1 et «; sont multiplicativement indépendants et donc la codimension est au moins 2.
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Supposons que cet algorithme ne renvoie pas (). Par construction de U, son rang est égal a n — 1 et
aV € pt. On adonc (U) C Ry(cx) et donc Ry(cx) est de codimension 1 (car « n'est pas de torsion).
En prenant le saturé et en tenant compte du fait que Ry(cx) est saturé, on a :

(U)™ € Ry(e).

Par un argument de dimension, on a I'égalité (U)** = Ry(a). O

2.6 Calcul des relations de dépendance forte a partir des relations de
dépendance faible

Maintenant que I'on dispose d'un algorithme (Algorithme 6) pour calculer Rs(cx) pour v € G2, on
va décrire un algorithme qui permet d’obtenir Rr(a) a partir de R¢(cx). Pour cela, on a besoin d'une
procédure qui permet de calculer une base de I'ensemble des relations de dépendance multiplicative forte
entre des racines de I'unité. Les deux algorithmes qui suivent s'appliquent au cas ou a € G, mais pas
seulement au cas ot @ € G2,.

Algorithme 8 : Relations de dépendance multiplicative forte entre racines de |'unité

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[z]/P et
o c pg.
Sortie : Une base de Rp(a).

1 Calculer un entier positif N tel que pux C pp en appliquant I'Algorithme 2

2 Choisir un plongement ¢ de K dans C.

3 Calculer le vecteur a € Z" ou la coordonnée aj de a est I'entier positif vérifiant
o(ax) = exp(2miag/N).

4 Calculer le noyau K C Z"™ de I'application x € Z" +— ax mod N € Z/NZ.

5 Renvoyer une base de K.

Proposition 2.6.1. L’Algorithme 8 est correct.

Démonstration. Soit {bi,--- ,by} une Z-base de K. Pour j € {1,--- ,d}, ona:

b, € K <= ab; =0 mod N <= exp(27i/N)® =1 <= g(a)? =1 < oP =1.

On en déduit I'algorithme qui permet de déduire Rp(cx) a partir de Ry(ax).

Algorithme 9 : Relations de dépendance multiplicative forte entre nombres algébriques

Entrée : Un polyndme irréductible P € Z[x] définissant un corps de nombres K = Q[z]/P,
a € K*" et une base B de R¢(a).

Sortie : Une base de Rp(a).
1 Calculer B = (B1,- -, Bm) = aP ot m = dim Ry ().
2 Appliquer I'Algorithme 8 3 B et noter U la base renvoyée.
3 Renvoyer BU.
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Proposition 2.6.2. L'Algorithme 9 est correct.

Démonstration. A I'étape 1, B est une base de R¢(ax) et donc on a :
B=aepul.

Ainsi, on peut appliquer I'Algorithme 8 3 8. A I'étape 2, comme U est une base de Rp(83), d'aprés la
propriété (1.1.1), on a:

Ainsi, on a (BU) C Rp(c). Réciproquement, soit b € Rp(cx). On a alors a® = 1 et donc b € Rf(a).
Ainsi, il existe un vecteur (colonne) u € Z™ tel que b = Bu. On a alors (a®)" = 1 et donc u € R¢(B).
Ainsi, il existe un vecteur (colonne) v € Z" ot r = dim Rp(f3) tel que u = Uv. D'ot on a b = BUv
et donc b € (BU). O



3. Casn=2

Dans ce chapitre, on va donner une version explicite du Théoréme 2 pour n = 2 (Théoréme 3.2.1).
Soient F,G € Z[zi', 23], Soient a € Z2 un vecteur primitif, ¢ € p2, et £ € G \ fo. On pose
o = (&2 Quitte a remplacer & par £P8°d(91.92) on peut supposer que a est primitif. On va montrer
que si « est un point isolé de V(F,G) alors la norme de a est majorée par une constante explicite ne
dépendant que de F' et G. Pour déduire un vecteur b satisfaisant les propriétés du Théoreme 2, il suffit
de prendre (b1, b2) = (az, —aq).

Pour majorer la norme de a, la preuve se passe en deux étapes : d'une part, on minore la hauteur de
Weil de & par une version explicite du Théoréme de Dobrowolski montrée par Voutier (Théoréme 1.2.2.3)
et d'autre part, on majore la hauteur de Weil de «; par une majoration de type Bézout Arithmétique
(Proposition 3.1.6) que I'on obtient a I'aide du résultant.

On note qu'il est possible de trouver une majoration pour la hauteur de ¢ en utilisant le Théoreme
de Bézout Arithmétique (Théoréme 1.6.2.3) ainsi qu'un autre résultat du méme type fait par M. César
[32]. Bien que ces résultats soient applicables a notre situation ainsi qu'a des contextes plus généraux,
la majoration obtenue a I'aide de la Proposition 3.1.6 est plus précise dans le cas particulier n = 2.

Dans la Section 3.1, on donne la majoration de type Bézout Arithmétique que I'on obtient a I'aide
du résultant. Ensuite, dans la Section 3.2, on donne une version explicite du Théoréme 2 pour n = 2.
La Section 3.3 contient des exemples et des applications, notamment le calcul de facteurs communs
non-cyclotomiques de deux polyndmes a une variable lorsque ceux-ci sont des spécialisations de deux
polyndmes a deux variables. Enfin, dans la Section 3.4, on décrit un algorithme plus efficace qui permet
de calculer explicitement les vecteurs a du Théoreme 3.2.1 sans passer par la recherche exhaustive basée
sur la borne obtenue.

3.1 Majoration de type Bézout Arithmétique par le résultant

Si A est un anneau et si F,G € A[x] alors on note Res(F,G) leur résultant par rapport a x. En
utilisant la majoration de Hadamard pour le déterminant de la matrice de Sylvester de F' et (G, on peut
montrer le lemme classique suivant :

Lemme 3.1.1. Soient F,G € C[x] deux polynémes non nuls de degré respectif dp et dg. On a :

[Res(F, G)| < [|F[l541G15"

Dans notre situation, cette inégalité n'est pas suffisante car la norme Ly ne se comporte pas bien par
rapport au produit des polynémes. Rappelons que si 0 # F € C[x*!] alors M (F) désigne la mesure de
Mahler de F' et ||F||; la norme L; du vecteur correspondant aux coefficients non nuls de F'. Le lemme
ci-aprés permet de majorer le résultant de deux polyndmes a une variable en fonction de la mesure de
Mabhler et de la norme Lj.

Lemme 3.1.2. Soient F,G € C[x] deux polynémes non nuls de degré respectif dp et dg. On a :

[Res(F, G)| < M(F)%|| Gy

40



Section 3.1. Majoration de type Bézout Arithmétique par le résultant 41

Démonstration. On écrit :
dF ) dF dG . dG
F(x) = Zaixl = Qg4 H(:r —a;) et G(z)= ija:j = ba,, H(w - B5).
1=0 i=1 j=0 j=1

Pour tout 2 € C, on a:

dg
G(2)] <D [bj| max(1, |2])%¢ = |G|}y max(1, |z])%.
Jj=0

Donc :

i=1

da
dF dF
[Res(F,G)| = |af¢ ] G(ew)| < (\adFr [T max(1, ram) IGIIf" = M(F)%||G{".
=1

O

Remarque. |l aurait été bien pratique d'avoir la mesure de Mahler M (G) a la place de la norme ||G||1
dans le Lemme 3.1.2. Cependant, cela n’est pas vrai en général. Par exemple, sid,e € N, F(z) = (z—1)¢
et G(z) = (x + 1)¢ alors on a Res(F,G) = 2% et M(F) = M(G) = 1.

Soit K un corps de nombre de degré d. Soient o1, - ,04 les plongements de K. Si F' € K[z] alors
on note N /q(F) la norme de F' sur Q i.e.

d

Nijo(F) = [ oi(F).

i=1

Les trois lemmes qui suivent sont utiles pour obtenir une majoration pour la mesure de Mahler des
points isolés de V (F, G).

Lemme 3.1.3. Soient F,G € K[z1,x2] tels que pged(F,G) = 1. On note R; le résultant de F' et G
par rapport a x;. Soit ov = (a1, a2) € V(F,G). Pouri = 1,2, on note P; € Z[x;] le polynéme minimal
de «;. Alors :

(i) Pl[K(a):Q(al)] divise N jo(Rz2) (sur Q).

(ii) PQ[K(O‘):Q(OQ)} divise N o(R1) (sur Q).
(i) [K(ct) : K] < min(degp, (Ry), deg,, (1))

Démonstration. Notons Pj x le polynéme minimal de «; sur K. Puisque oy annule Ry € Kixz;] alors
Py x divise Ry. On va tout d'abord montrer que Pl[Hﬁéa):K(m)] divise Ry. Les deux polynémes F'(aq, x2)
et G(a1,x2) ne sont pas tous les deux nuls sinon F et G ont comme diviseur commun Py k. Ainsi le
polynéme H (z5) = pged(F (v, z3), Gla, 22)) € K(ay)[z2] est non nul. Il existe Fi(z2) € K(ov)[xa]
tel que H (o) F)(x2) = F(ay,x2). Soit H € K[zy, x5] un relevé de H tel que H(ay,zs) = H(xo) et
deg,,(H) = deg,, (H). On choisit de méme un relevé F} de F}. Ainsi, le polynéme F— HF| € K[z1, z2]
s'annule en 21 = a. Par suite, il existe Fy € K[z, z9] tel que FF = HF} + Py x F»>. De méme, il existe
G1, Gy € K[z1, z2] tels que G = HG1 + P; kG2. On a alors (F,G) C (H, P; ) en tant qu'idéaux dans
Kl[z1, z2]. D'apres [27, Lemma 3.12, p. 398], on en déduit que Res,, (H, P; k) divise Resy, (F, G) = Ra.

d H
Comme P ik est indépendant de x9, on a Res,,(H, Pix) = P, ;512( ). Puisque [K(a) : K(aq)] est le
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degré du polyndme minimal de o sur K(ay) et que H(az) = 0, on a [K(e) : K(ay)] < degm(ﬁ).
Dot P ] divise Ry.

Par la multiplicativité de la norme, N g (P x )% (@] divise Ni/q(R2) sur Q. Comme ay annule
Nx/o(Prx), Pr divise N q(P1 k) qui est donc une puissance de Py. En comparant les degrés de ces
polynémes, on trouve :

NK/Q(Pl K) = P[K(a1) @(al)]

Comme N (P, i) K(@)®K (@)l divise N'(Rz) sur Q, il en est de méme pour PR Doy on a (i) et
similairement on a aussi (ii). Enfin, on a :

[K(e) : K] = [K(e) : K(a)][K(a1) : K] = [K(ex) : K(n)] deg(PLk)-

Comme Pl[ﬁéa):K(al)} divise Ry, on en déduit [K(a) : K] < deg,, (R2) et d'oli on a (iii). O

Si « est un point isolé d'une variété V' de G2, alors le lemme suivant fournit une méthode permettant
de trouver une variété de dimension nulle dans V' contenant c.

Lemme 3.1.4. Soit K un corps de nombres. Soit s > 1 un entier et soient Fy,--- , Fs € K[zF', 23]
Si B est un point isolé de V (Fy,--- , Fs) alors pour tout i € {1,--- s}, il existe un facteur irréductible
S; de Fy et j € {1,---,s}, j #1, tels que a € V(S;, F}) et pged(S;, Fj) = 1.

Démonstration. On note G = pged(F1,--- , Fs). Comme « est un point isolé de V(Fy,--- , Fs), on a
G(a) # 0 et donc (F;/G)(ax) = 0. Il existe donc un facteur irréductible S; de (F;/G) tel que S;(ax ) =

Par suite, on a S; { G. Par ailleurs, il existe j # i tel que S; { (F;/G). On a alors S; { (F;/G)G = F}
et en particulier pged(S;, Fj) = 1. On a aussi (F;/G)(a) = 0. O

Remarque. Il est nécessaire de prendre des facteurs irréductibles de F; car parmi ces derniers, il n’existe
pas nécessairement deux F; qui sont premiers entre eux. Pour illustrer cela, on peut considérer |'exemple
suivant : F(z1,x2) = (x1—1)(x2—1), Fa(x1,22) = (21 —1)(x1 —2x2) et F3(x1,22) = (1 —2x2)(z2—1)
avec a = 1.

Le résultat suivant est un lemme technique qui ne sert que comme outil de démonstration pour les
deux propositions qui suivent.

Lemme 3.1.5. Soient F,G € Z[z+",--- ,zr'] non nuls. Soient ¢ € p™ et uy,uy € Z" deux vecteurs

rrn

linéairement indépendants. On pose P(y) = F(Cyi‘lyéu) et Q(y) = G(Cyi"y3?) € Z[C][y1,y2]. Si
B € G2, est un point isolé de V (P, Q) alors on a :

e de yQ(P K:Q
M(B1)EGQBI] < M (N jg(P)) "B @ |12 Y,

. e de y1 P)[K:Q
M(/gQ)[K(B)AQ(@)] SM(NK/@(P))d gy, (@ HG|| & [K:QJ

et
[K(B) : K] < deg,, (P)deg,,(Q) + deg,, (Q) deg,, (P),
ou K = Q(¢).
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Démonstration. Quitte a remplacer F' et G par leurs polynémes associés F et G, on peut supposer
F,G € Z[x]. Comme B est un point isolé de V(P,Q), d'aprés le Lemme 3.1.4, il existe un facteur
irréductible S € K[y, y2] de P tel que B € V(5,Q) et pged(S,Q) = 1. Comme Z[(] est intégralement
clos, on peut supposer S € Z[¢][y1, y2]. On note Ry € Z[(][y1] le résultant de S et @ par rapport a la
variable y2. Soit z € C tel que z ne soit pas un zéro du coefficient dominant de S ni de Q) par rapport a
la variable y2. On note d = [K : Q]. Soient o1, - - - , 04 sont les plongements de K dans C. En appliquant
le Lemme 3.1.2 a 0;(5)(2,y2) et 0:(Q)(2,y2), on a:

|03(R2)(2)| < M(04(S)(2,52))%= D|o:(Q) (2, y2) 1

On note P; le polyndme minimal de 31 sur Q. D'apres le Lemme 3.1.3 (i), Pl[ BQE Givise Nk /g(Ra)
sur Q. Comme Ry € Z[(][y1], on a Ng/q(R2) € Z[y1]. Puisque Pi € Z[y1] est primitif, la divisibilité
reste vraie sur Z. Par la multiplicativité de la mesure de Mahler, on en déduit que :

1 .
M (B8)EBCE] < M (N jg(R)) = exp </0 log (N g(Ra)(e*™™))) d91> :

27161

482 (%), (3.1.1)

Les valeurs de z = ¢ qui sont des racines du coefficient dominant de .S ou de @) par rapport a la
variable 25 sont en nombre fini. D'apres (3.1.1), on a :

(61) Q6] S exp (degyz / lOgHM (Uz S)(€2m'91’y2)> d91> X

=1

1 _
exp <degy2(s)/0 10gH los(@)(e*™ y2) 11 d91) :
=1

D'une part, on a:

1 d A I , ,
/ logH M (ai(S)(eQWI,yQ)) db, :/ / log |J\/’K/Q(5’)(62mel,e2mel)| df1d6y
0 i 0 Jo

= log M (N /(S5))
< log M(Ng q(P)),

ou, dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que NK/Q(S) divise NK/Q(P) et ces polyndmes ont
des coefficients dans Z.

D’autre part, on a :

1 d ]
/0logl_[Hffi(Q)(ew’1 2)|[1dfy < logHmaXIIm( Q)(zy2)[h < logHIIUz Q)| < log|G|I{.
i=1

En combinant ces inégalités et le fait que deg,, (5) < deg,,(P), on a:

(Bl) (€):Q(B1)] < M(NK/@( ))deng(Q)HGergw(P)[K:Q]'

Enfin, d'aprés le Lemme 3.1.3 (iii), on a:
[K(8) : K] < min(deg,, (R2), deg,, (R1)).

En utilisant la matrice de Sylvester pour le calcul du résultant, on en déduit que :

[K(B) : K] < deg,, (5)deg,, (Q) + deg,, (Q) deg,, (S)
< deg,, (P)deg,, (Q) + deg,, (Q) deg,, (P).
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La proposition suivante donne une majoration du type Bézout Arithmétique dans le cas de deux
polynémes a deux variables.

Proposition 3.1.6. Soient F,G € Z[zi!,z5']. Si B € G2, est un point isolé de V (F,G) alors on a :
M (81)QBQBIT ¢ pp(F)deas, (@ HGHdegm(F)

: deg, (F
M(@)[@(ﬁ)-@([h)} < M(F)degZI(G)HGnl 8y (F)

et
[Q(B) : Q] < deg,, (F) deg,, (G) + deg,, (G) deg,, (F).

Démonstration. | suffit d'appliquer le Lemme 3.1.5 3 ¢ = 1, {uy,us} la base canonique de Z2, P = F
et Q=G. 0

Pour une utilisation ultérieure (dans le Chapitre 6), on donne la proposition suivante qui est une
variante de la Proposition 3.1.6. On note que la borne dans la Proposition 3.1.6 est plus précise que
celle dans la Proposition 3.1.7 dans le cas ol n = 2 et {u;,us} la base canonique de Z2.

Proposition 3.1.7. Soient F,G € Z[ml -, a1 Soit ¢ € ul. On note K = Q(¢). Soient up,uy €
uj us u;, uz

Z" deux vecteurs linéairement indépendants. Si 3 € G2, est un point isolé de V (F (¢yi y5?), Gy ys?))
alors on a :

)

. degos (G) 11 1 degoo (F) 10211 K:Q]
M () BRI (|||~ D g =)

M (By)KB):QB2)] (HFHdegoo(G |G| o8 F))”“l”l[K:@]
et

[K(B) : K] < 2degoo(F) degoo(G) [[ua |1 [[uz]1-

Démonstration. On pose P(y) = F(Cyillyél2> et Qy) = G(Cyi”y;z) e Z[¢][y1, y2]. D'aprés le Lemme
3.1.5,ona:
(ﬁl) (@):Q(B1)] < M(N]K/Q( )) eg,, (Q) HG”degm(P)[]KQ]’

et

[K(B) : K] < deg,, (P)deg,, (Q) + deg,, (Q) deg,, (P).

On note d = [K : Q). Soient o1, -+ ,04 les plongements de K dans C. On a :

M(Ngo(P)) < INk/o(P)lli < H loi(P)| < ||F |14

On a aussi les majorations suivantes sur les degrés :

degy, (P) < [luf[1 degoo(F) et degy,(Q) < [uzfli degoo(G).
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En combinant ces inégalités, on obtient :

. de (%) G . de oo :
M(ﬁl)[K(B)-Q(ﬁl)} < || F)|ge (G)luz]l1[K Q]HGH1 goo (F)[|uz2|1 [K:Q]

Par symétrie, on a aussi I'inégalité pour M(ﬂg)[K(ﬁ):@w?)]. Enfin, on a :

[K(ex) : K] < degy, (P) deg,, (@) + degy, (@) deg,, (P)
< 2degoo(F) degoo (G) [lun [[1[luz -

O

Dans la suite, on va donner une autre approche permettant de déterminer une majoration du degré
des points isolés de V(F, G) a I'aide du volume mixte et le Théoreme de Bernstein-Kushnirenko [7] sur
le nombre de racines communes dans G}, (Corollaire 3.1.9). Le résultat obtenu permet de retrouver une
majoration tres similaire a celle de la Proposition 3.1.7.

Si E est un ensemble compact dans R"™ alors on définit diama(E) = supy, x,er [[A1 — A2f2. Si
F € C[x*!] alors on note diamz(F) = diama(Supp(F)). On a donc diamg(F) < v/ndegs (F). Pour
montrer le Corollaire 3.1.9, on a besoin de la proposition suivante qui majore le nombre de racines
communes de deux polyndmes a deux variables qui sont de la forme F(yY) et G(yY).

Proposition 3.1.8. Soient F,G € (C[xfl, -, ;-] non nuls. Soient uy,uy € Z" deux vecteurs linéai-

rrn

rement indépendants et U la matrice dont les lignes sont u; et us. On suppose que F(yY) et G(yY)
sont non nuls. On note H(y) = pged(F(yY),G(yY)), P(y) = F(yY)/H et Q(y) = G(yY)/H. On
pose :

2y ={y € Gy | P(y) = Qy) = 0}.
Alors on a :

42y < %diamg(F)diamg(Gﬂ det(UU T)|V/2.

Démonstration. Si k > 0 est un entier alors on désigne par Mvol et vol, respectivement le volume
mixte et le volume usuel dans R¥. Pour plus de détails sur la preuve des propriétés du volume mixte
mentionnées ci-dessus, on se référe a [22]. Dans la suite, si A et B sont deux ensembles alors A + B =
{a+b,a € A /b B} désigne est la somme de Minkowski. Si B n'a qu'un seul élément b alors on note
par A+ b la somme A + {b}.

D’apres le Théoréme de Bernstein-Kushnirenko [7] sur le nombre de racines communes dans G2, on

#Zy < Mvoly (Newt(P), Newt(Q)) .

Soit Ay € Newt(H). On a Newt(P)+ Ay C Newt(P)+ Newt(H ) ou la somme est prise au sens de la
somme de Minkwoski. On a donc Newt(P)+Ay C Newt(F(yY)). Similairement, on a Newt(Q)+Ay C
Newt(G(yY)). Comme le volume mixte est invariant par translation, on a :

Mvols (Newt(P), Newt(Q)) = Mvoly (Newt(P) + A, Newt(Q) + Ag) .
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Comme Newt(P)+Ay C Newt(F(yY)) et Newt(Q)+ Ay C Newt(G(yY)), par monotonie du volume
mixte, on en déduit que :

Mvoly (Newt(P), Newt(Q)) < Mvols (F(yU ), G(yY )) .
Ainsi, on obtient :
#Zy < Mvoly (Newt(F(y")), Newt(G(y"))) .

Comme Newt(F(yY)) € UNewt(F) et Newt(G(yY)) € UNewt(G), de nouveau par monotonie du
volume mixte, on a :

Mvol, (Newt(F(y")), Newt(G(y"))) < Mvoly (UNewt(F), UNewt(G)) (3.1.2)

On pose M = UU" € Mj(Z). Comme U est de rang 2 alors det M # 0. D’apres le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt, il existe W € My (R) telle que WMWT = I,. Par suite, on a:

Mvoly (UNewt(F), UNewt(G)) = | det(W)|~'Mvoly (WUNewt(F), WUNewt(G)) . (3.1.3)

Sir > 0 et c € R? alors on note D(c,r) le disque de centre c et de rayon . Comme WUNewt(F) est
compact, alors il existe un réel rr > 0 et un vecteur cy € R? tels que WUNewt(F) est inclus dans
le disque D = D(cp,7r). De méme il existe un réel 7 > 0 et cg € R? tels que WUNewt(G) C
D¢ = D(cg,rg). En termes de la somme de Minkwoski, on peut écrire D(cp,rr) = cp + D(O,rp)
et D(cg,r¢) = c¢g + D(O,rg) ou O est le point a I'origine (0,0). On note D; = D(O, 1) le disque
unité. On a alors D(O,rr) = rpD(0,1) et D(O,rg) = r¢D(0O,1). Par monotonie et invariance par
translation du volume mixte, on a :

Mvoly (WUNewt(F), WUNewt(G)) < Mvoly (Dp, Dg)
= Mvols (D(O,rr), D(O,rq))
= Mvoly (rpDy,rgD1)
= rprgMvols (D1, Dy)
= rprgvoly (Dq) .

Or on a volp (D;) = . Par définition, on a la majoration :
1
rp < §diam2(WUSupp(F)).
Comme WMW T =1y, on a (WU)(WU)T = I,. Ainsi WU est une isométrie et donc on a :
1. L.
rp < idlamg(WUSupp(F)) = idlamg(F).
Similairement, on a le méme résultat pour . Ainsi, on obtient :

Mvoly (WUNewt(F), WUNewt(G)) < %diamg(F)diamg(G). (3.1.4)

Par ailleurs, on a det(W)2det(M) = 1 et det(M) = det(UU ). On en déduit que

det (W)™t = |det(UU T)|V/2.
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En combinant cette derniére équation avec (3.1.3) et (3.1.4), la relation (3.1.2) devient :

Mvol, (Newt(F(yU)),Newt(G(yU))) < Z\ det(UU T)|*2diams (F)diams(G).
Ainsi, on a:
#2 < %diamg(F)diamg(Gﬂ det(UU )|/,
O
Corollaire 3.1.9. Soient F,G € Z[z',---  x']. Soit ¢ € u”,. On note K = Q(¢). Soient uy, uy € Z"

deux vecteurs linéairement indépendants. Soit U la matrice dont les lignes sont uy et us. Si B € G2,
est un point isolé de V (F(CyY), G(¢yY)) alors on a :

K(B) : K] < %diamg(F)diamg(Gﬂ det(UUTY|M2.

Démonstration. On note H(y) = pgcd(F(yY),G(yY)), P(y) = F(yY)/H et Q(y) = G(yY)/H.
Comme B un point isolé de V (F(¢yY), G(¢yY)) alors on a P(8) = Q(B) = 0. D'apres la Proposition
3.1.8,ona:

#V (F(¢y"), G(ey")) < Jdiama(F)diams(G)| det(UUT) 2.
Comme tous les conjugués de B sur K appartiennent 3 V(F(¢yY), G(¢yY)), on a:
K(B) : K] < Zdiamg(F)diamg(G)\ det(UU T2,

O

Remarque. En observant que det(UU T )!/?

de la Proposition 3.1.7 pour [K(3) : K].

< ||uy||2][uz]l2, on retrouve une majoration similaire a celle

3.2 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

En combinant les résultats précédemment obtenus, on peut maintenant établir une version explicite
de la Conjecture de Schinzel pour le cas n = 2. On rappelle que la fonction ¢ est définie a I'équation
(1.2.3) a la page 5, a la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1.

Théoréme 3.2.1. Soient F, G € Z[zi', 25"]. Soienta € 72 un vecteur primitif, ¢ € p2, et € Q \ o
On note av = &2 et d = [Q(a) : Q]. Si ex est un point isolé de V (F,G) alors on a :

ja1] < (deg,, (G) log M(F) + deg,, (F)log [|G|1) £(d),

|az| < (deg,, (G)log M(F) + deg,, (F)log | G|1) £(d)
et

d < degxl (F) degCEQ (G) + degxl (G) degxg (F)
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Remarques. (1) Si a n'est pas primitif alors ces majorations restent vraies en remplacant a; par
ai/ pged(ay, as). Cela correspond a remplacer ¢ par £P2°d(@1,22) dans la preuve.

(2) D’apres la Proposition 1.3.2.1, on peut supposer ¢,§ € Q(a). Comme [Q(a) : Q] est majoré par
une constante ne dépendant que de F et G, il est en de méme pour [Q(¢) : Q]. Par suite, il n'y a qu'un
nombre fini de ¢ € u2, a considérer.

Démonstration. On a o = ((1€™, (2£%2). D'apres la Proposition 1.3.2.1, on peut supposer £ € Q(av).
Comme (; € pto,, 0na:

h(ar) = h(GE™) = h(£™) = |ai|h(§).
Puisque 0 # & ¢ o, on a h(&) # 0. Par suite, on a :

ho1) _ Q) : Q) log M(en)
hE) ~ log M(E) [Q(m) - QI

la| =

Comme £ € Q(a), on a :

[Q(¢) : Q] < [Q(a) : QJ.

On obtient donc :
1

|a1] < [Q(e) : Q(ay)]log M(al)m- (3.2.1)
Puisque a est un point isolé de V(F, G), d'apres la Proposition 3.1.6, on a :
[Q(a) : Q(ar)]log M (a1) < deg,, (G)log M(F) + deg,, (F) log |G|y (32.2)
et
[Q(e) : Q] < deg, (F) deg,, (G) + deg,, (G) degy, (F).
Comme la fonction ¢ est croissante, on a :
i < {1 Q) < a). (323)
En combinant (3.2.2) et (3.2.3), l'inégalité (3.2.1) devient :
|a1] < (deg,, (G) log M(F') + deg,,, (F)log | G|l1) ¢(d).
On a I'inégalité similaire pour |az|. O

Remarques. (1) Comme déja remarqué par Schinzel, la borne pour le vecteur a ne peut pas dépendre
uniquement des degrés de F' et G. Par exemple, si F'(x1,22) = 1—2, G(x1,22) = x2—2% et @ = (2,2%)
alors a = (a, —1) et en particulier, ||alc = a.

(2) On remarque que si la conjecture de Lehmer forte (Conjecture 1.2.2.4) est vraie alors pour tout
aecQ \ o, ona:

M(a) > M@0 4 2% — 2" — 2% — 2 — 2 — 23 + 2z +1) ~ 1,176280818...
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Cela permettrait de remplacer ¢ (d) par £(10) < 6,15925 dans le Théoreme 3.2.1. Si on ne s'intéresse
qu'aux o € G2, dont les coordonnées ne sont pas des unités algébriques (donc & n’est pas non plus une
unité algébrique) alors on a M (&) > 2. Cela permet de remplacer ¢(d) par £(1) < 1,44270.

(3) En utilisant le Théoreme de Bernstein-Kushnirenko [7] qui affirme que le nombre de racines com-
munes de F et G dans C*? est égal au volume mixte des polygones de Newton de F et G, on peut
remplacer la majoration obtenue pour d par ce volume mixte.

Une version explicite du Théoréme 2 pour n = 2 peut se déduire directement a partir du corollaire
suivant.

Corollaire 3.2.2. Soient F\,...,F, € Z[z{', zF']. Soient a € 72 un vecteur non nul, ¢ € p2, et
€€ Gy \ po. Si CE2 est un point isolé de V(F,--- , Fy) alors il existe un vecteur non nul b € Z?
orthogonal a a tel que :

|bllee < 2DRE(2D?),

ou

D = max dego(Fi) et h= max log|Fl|:.
Démonstration. On pose o = (€2 et d = [Q(x) : Q]. Comme « est un point isolé de V(F7,--- , F),
d'aprés le Lemme 3.1.4, il existe ¢ # j € {1,---,s} et un facteur irréductible S; de F; tels que

a € V(S;, Fj) et pged(S;, F;) = 1. D'apres le Théoreme 3.2.1, on a :

|ai|

——— < . . ‘ A
ngd(al, CLQ) X (degm (Fj) IOg M(SZ) + deg$2 (S’L) log HFJ Hl) E(d)
et

|ai|

pacd(ara) S (deg,, (Fj) log M (S;) + deg,, (S;) log || Fj||1) £(d)

avec
d < deg,, (S;) deg,, (F;) + deg,, (F}) deg,, (S)-

On note b le vecteur dont les coordonnées sont définies par :

b _ G et by — b
" pged(ar, as) > pged(ar, az)’

—aq

Par construction, b est orthogonal a a. Puisque S; divise F;, d'aprés la majoration (1.2.1), on a:
M(S;) < M(F;) < [|Fi]1-
On obtient :
Ibllcc < 2Dh(d)
et
d < deg,, (Fi) deg,, (Fj) + deg,, (Fj) deg,, (F;) < 2D”.

On a la majoration voulue car ¢ est croissante. O
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3.3 Exemples et applications

Les exemples ci-apres illustrent quelques applications du Théoreme 3.2.1 pour le calcul du pged de
deux polynémes qui sont des spécialisations en une variable deux polyndmes a deux variables.

Les calculs suivants sont faits en Pari/GP et sur un ordinateur ayant les caractéristiques suivantes :

— Processeur : ® Core™ i5-8265U CPU @1.60GHzx 8
— RAM : 16GB.

Exemple 3.3.1. On considére les deux polyndmes lacunaires F' et G :

F(z1,22) = 2606 4 2023225432357 + 1010253223790 — 2020123422789

G(x1,m2) = 6062 + 3202271272331 4 1001231232:3321,

On choisit a = (800000000, —1234567) € Z2. On cherche & déterminer si les deux polyndmes f et g
suivants :

f(t) —_ F(ta) = 2606 + 2023t202740000511 + 1010t420050374480 o 2020t95276792637,
g(t) — G(ta> — 6062 + 3202t431264940385 + 1001t244505435993.

ont un facteur commun non cyclotomique. On a pgcd(ag,az) = 1. Pour utiliser le Théoréeme 3.2.1,
il faut montrer pged(F,G) = 1. On note D = pgcd(F,G). D'aprés le Lemme 1.5.1, toute aréte de
Newt (D) est paralléle a une aréte de Newt(F') et a une aréte de Newt(G). Ainsi, si D n’est pas un
mondme alors Newt(F) a une aréte qui est parrallele a une aréte de Newt(G). En tracant ces deux
polygones dans le plan (voir Figure 3.3.1), on observe que ce n'est pas le cas et ainsi pged(F,G) = 1.

T2

(3123,4321) (5321,4560)

(1234,2789)

(5427,2345)

(2543,567)

x1

(0,0)

FIGURE 3.3.1 — Polygbnes de Newton de F' (en rouge) et G (en bleu)

Maintenant, d'aprés le Théoreme 3.2.1, si F(t*) et G(t*) ont un facteur commun non-cyclotomique
alors |a1| < 75341516 et |ag| < 91126127. Puisque |a1| > 75341516, on en déduit que f et g n'ont
aucun facteur commun non cyclotomique.
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Exemple 3.3.2. On définit les deux polyndmes F' et G :

F(x1,x2) = —1 + 2725 + 272323 4 272 23,

G(z1,x9) = =3 — 21 + 9z9 — 62129 — 3:1:%:02.
On cherche a déterminer les vecteurs (u,v) € Z2 pour lesquels les deux polyndmes suivants :

fun(t) = F(t", %) = —1 4 27¢3Y 4 2743 F30 4 o74u+2v,
Guo(t) = G(t",17) = =3 — " + 9" — 6t +Y — 32+

ont un facteur commun non-cyclotomique.

En calculant sur Pari/GP (ou en utilisant le Théoréme d'Ostrowski comme dans I'exemple précédent),
on trouve pged(F, G) = 1. D'apres le Théoreme 3.2.1, le probleme est réduit a calculer le pged de f, 4
et gu» pour tout vecteur primitif (u,v) € Z? vérifiant |u| < 52 et |v| < 66. En faisant ce calcul sur
Pari/GP, on déduit qu'aucun vecteur ne donne un pged non trivial en environ 0,9s.

On cherche ensuite & déterminer les points de torsion ¢ € u?, pour lesquels les deux polyndmes
F((it™, (ot?) et G((it", (ot”) ont un facteur commun non-cyclotomique. Si tel est le cas alors, de
nouveau d’apres le Théoreme 3.2.1 et la remarque qui le suit, les bornes pour u et v restent les mémes
et de plus, on a [Q(¢) : Q] < 9 (en particulier, il n'y a qu'un nombre fini de ¢ a considérer). Le Tableau
3.1 suivant donne quelques exemples de points de torsion ¢ et de vecteurs (u,v) primitifs pour lesquels
ces deux polynémes ont un facteur commun non-cyclotomique.

¢ (u,v) peged Temps de calcul
(1,-1) | £(1,-2) | t* -3t +3 0,9s
(—1,-1) | £(1,-2) | t? +3t+3 0,9s
(i,1) | £(1,-2) | *+3it -3 6,4s

Tableau 3.1 — Quelques points de torsion

3.4 Algorithme

Au lieu de passer par une recherche exhaustive en utilisant la borne, on propose ici un algorithme
permettant de calculer explicitement les vecteurs a vérifiant les propriétés requises en utilisant les zéros
communs de F et G.
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Algorithme 10 :

Entrée : F,G € Z[:Elﬂ,xéﬂ] tels que pged(F,G) = 1.
Sortie : une liste finie A C (G2, \ pu%) x Z2.

Résoudre dans G2, le systeme F(a) = G(a) = 0 et noter V(F, G) I'ensemble des solutions.
Pour chaque a € V(F,G) :
calculer une base R¢(ax) en appliquant I'Algorithme 6;
si dim(Ry(a)) =1 alors :
noter b € Z? un générateur de Ry(cx) et poser a = (b, —b1);
mettre (a,a) dans A.
Renvoyer A.

Remarque. Pour le calcul de V(F,G), on utilise la méthode standard avec le résultant. On commence
par calculer le résultant R;(x2) de F' et G par rapport a x1. On factorise Ry dans Q[x2]. Pour chaque
facteur irréductible P; € Z[z2] de Ry, on note g ; le nombre algébrique dont le polyndme minimal est
P; et on calcule D; = pged(F(z1,a24), G(x1,a2;)). On factorise D; dans Qa2 ;)[z1]. Pour chaque
facteur Q;; € Q(aw,i)[x1] de D;, on note o ;; le nombre algébrique dont le polynéme minimal sur
Q(az,i) est Qi j. Ainsi, on trouve V(F,G) = U, j(a1,j,2:). L'Algorithme 10 a été implémenté en
PARI/GP.

Proposition 3.4.1. Soient F,G € Z[xfd,méﬂ] tels que pged(F,G) = 1. L'Algorithme 10 termine et
renvoie une liste finie A C (G2, \ p2,) x Z? vérifiant la propriété suivante : (o, +a) € A si et seulement
sia € V(F,G) et a est de la forme o = ¢£2 oii a € Z2 est primitif, { € p2 et £ € Q" \ po..

Démonstration. Comme pged(F,G) = 1, V(F,G) est fini et donc cet algorithme termine aprés un
nombre fini d’étapes. Montrons que la sortie vérifie les propriétés annoncées.

Supposons que (a,a) € A. Posons ¢ = u® et £ = a{?a;™ ot u=aP € p, u= (u1,uz) € 72 tel

que u1by + ugby =1 et b = (—ag,a;). On a:
CE* = (prgm, p2gm)
= ((afral)™ (af2ay™)™, (aft )™ (af2ay ") ™)

brui+ugbz  bau —uibs
1 Qg

— (a (al{1u2*u2b1 agzuerulbl)

I

=« car upby +ugby = 1.

Réciproquement, si a € V(F,G) de la forme a = &2 ol a € Z? est primitif, { € p2 et £ € Q" \ py

alors on a Ry(a) = at. O

Remarque. En observant cette démonstration, on a Q(¢, &) = Q(a) comme annoncé dans la Proposi-
tion 1.3.2.1.

Exemple 3.4.2. On reprend les deux polyndmes F' et G définis dans I'Exemple 3.3.2 :

F(x1,12) = —1 + 2723 + 272323 4 272123,

G(x1,22) = =3 — 21 + 929 — 62129 — 3.%'%332.
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On cherche a déterminer I'ensemble des couples (c,+a) € A tels que a € Z2 est primitif et a €
V(F,G) de la forme o = (2 ot ¢ € p? et € € Q" \ to- En appliquant I'Algorithme 10, on trouve
A= {(a1,a3),£(1,-2)} ol a1 est le nombre algébrique dont le polynéme minimal est P, = 22 —3z+3
et ao celui dont le polyndme minimal est P, = 922 + 3x + 1 en 2ms.

Exemple 3.4.3. On considére les deux polyndmes F' et G :

F(x1,29) = —123 4 456233 + 789x323 4+ 1012321 23,
G(z1,12) = —90807 — 7 4 60523 — 403z 29 — 2012225: .

On cherche a déterminer I'ensemble des couples (a, +a) € A tels que a € Z2 est primitifet e € V (F, G)
de la forme oo = (2 ot ¢ € p? et £ € Q" \ oo En appliquant I'Algorithme 10, on trouve A = () en
0,7s.

Si on avait utilisé la méthode avec les bornes, on aurait calculé le pged de F(t?) et G(t*) pour tout
vecteur primitif a vérifiant |a;| < 20978 et |as| < 9728. Avec ces bornes, le temps de calcul prend
environ 328h (soit 13jours et une demi-journée) sur notre machine.

Remarque. En essayant sur plusieurs exemples, on remarque que |'essentiel du temps passé par |'Algo-
rithme 10 se trouve dans le calcul des racines communes de F' et GG, et plus précisément dans |'étape
ou on effectue un calcul de pged de deux polynémes sur un corps de nombres.



4. Cas n =3 : approche S

Dans ce chapitre, on présente une version explicite du Théoréme 2 dansle casoun =3 et (=1
(Théoréme 4.4.1), basée sur une amélioration de la preuve de A. Schinzel [40, Theorem 45], que I'on
appelle approche S.

4.1 Présentation de I'approche

Soient F,G € Z[mlﬂ,:z:;l,xfl] tels que pged(F,G) = 1. Soient a € Z3 et £ € Q" \ p, tels que
F(&?) = G(§?) = 0. Soient uy,uy deux vecteurs linéairement indépendants tels que a € (uj, us)
(on peut appliquer le Lemme 1.4.2 pour montrer |'existence de tels vecteurs). On suppose de plus
que [|u1]|col|uz|lco est minimal. On note H (y1,y2) = pged(F (y1'v5?), G(yi" y52)). On commence par
considérer les deux cas suivants : H est un monéme ou H n'est pas un monbéme.

Si H n’est pas un mondéme alors, grace au Lemme 1.5.1, on montre qu'il existe un vecteur b satisfaisant
les propriétés requises (Proposition 4.2.1).

En revanche, si H est un mondme alors cela implique que le degré de & peut étre controlé par ||a\|1/2

(Proposition 4.3.1). Le fait que cette puissance de ||a||2 est strictement inférieure a 1 est crucial. Pour
trouver un vecteur b vérifiant les propriétés requises, on fait une décomposition de F' et G suivant la
construction suivante.

Matrice associée a un polynéme

Si0# PeClzf!, -,z alors on écrit :

})::pA1XA1‘%"'4'pAnPXAnP’

ou les py, sont les coefficients non nuls de P, np = #Supp(P) et les vecteurs A; € Supp(F) sont
ordonnés suivant |'ordre lexicographique : A1 < -+ < A,,. La matrice M(P) associée a P est définie
par :

M(P) = (Xij — A15)2<i<npy € Mpnp-1(Z).

1<ysn

Matrice associée a une décomposition de F' et GG

Une décomposition o de F' et G suivant £ est une représentation de F' et GG sous la forme :

q

P
o: F=) F et G=> G (4.1.1)
i=1

j=1
tels que

— les F; et les G sont non nuls,
— Supp(F;) N Supp(F;) = Supp(G;) N Supp(G;) = 0 pour i # j,
— Fi(§?)=G;(€*) =0pour 1 <i<petl1<j<yq.

On associe a o la matrice M, définie par :

M= (M(F) -+ M(E,) M(G) - M(Gy)) € Myu(Z),

)

54
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ot m = (g — 1)+ (n, = 1) + (ng, = 1)+ + (ng, — 1)

On consideére une telle décomposition o de F' et G telle que p et g soient maximaux. Dans ce cas, on
dit que la décomposition est maximale. On note 7, le rang du sous groupe A de Z3 engendré par les
vecteurs colonnes de M. On considére les deux cas : r, = 3 et 75 < 2.

Si r, = 3 et sous |'hypothése que le degré de £ est contrdlé par ||a||§/2, on montre que la norme de a
est majorée par une constante ne dépendant que de F' et G (Proposition 4.3.3). Ensuite, pour déduire

un vecteur b ayant les propriétés requises, il suffit d’appliquer le Théoréme 1.4.1 3 a'.

Si r, < 2 alors, en se ramenant au cas n = 2, on montre qu'il existe un vecteur b ayant les propriétés
requises (Proposition 4.3.4). Dans cette proposition, I'hypothése que le degré de & est controlé par

||aH;/2 n'est pas nécessaire.

Le Tableau 4.1 suivant récapitule le schéma de la preuve :

Hypothéses e =3 e <2
H est un mondme Proposition 4.3.3 Proposition 4.3.4
H n'est pas un monéme | Proposition 4.2.1 | Proposition 4.2.1 ou Proposition 4.3.4

Tableau 4.1 — Schéma de I'approche S
On note :

D = max (degeo(F'), degoo (G))
h = max(log || F[[1, log [|G:][1)
N = max(#Supp(F), #Supp(G)).

Le Tableau 4.2 donne asymptotiquement |'ordre de grandeur des bornes associées aux différents cas.

Hypothéses re =3 re <2
H est un monéme ND?* D°h
H n’est pas un mon6éme Db Db ou D°h

Tableau 4.2 — Ordre de grandeur des bornes suivant I'approche S

Dans la Section 4.2 et la Section 4.3, on traite respectivement les deux cas : H n'est pas un monéme
puis H est un monéme. Dans la Section 4.4, on donne une version explicite du Théoréme 2 dans le cas
n = 3.

4.2 Cas 1: H(y) n’est pas un monéme

La proposition suivante montre que si H n'est pas un mondme alors il existe un vecteur non nul
b € 72 orthogonal 3 a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de deg(F) et
deg(G).
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Proposition 4.2.1. Soient F,G € Z[zi', 25!, 25| tels que pged(F, G) = 1. Soient a € Z? un vecteur

primitif et £ € Q \ po, tels que F(£2) = G(£2) = 0. Soient uy,uy € Z3 deux vecteurs linéairement
indépendants tels que a € (uy,us) et ||uy||oo|luzl|oc est minimal. Si pged(F(y1"y5?), G(y" y3?)) n'est
pas un monéme alors il existe un vecteur non nul b € Z? orthogonal 4 a tel que :

Iblloc < 48 (degoo (F) degoo(G) min (degoo (F), degoo(G)))? -

Démonstration. Quitte a renuméroter les u;, on peut supposer que |[u1||oo < [[u2]/oo. On note H(y1,y2) =
pegcd(F (v y5?), G(y1'y5?)). Comme H n'est pas un monéme, Newt(H) possede une aréte A. On note
L la droite qui passe par cette aréte et (c1,co) € Z* un vecteur normal a L. On écrit :

F(x) = z faxd et H(y) = Z hay®.

AESupp(F) acSupp(H)

On définit les deux polynémes de facette (suivant L) :

Fi(y) = > At et Hu(y)= Y. hay™
AESupp(F) | (u1A,ugA)€L acSupp(H)NL

En considérant I'application linéaire £(z1,22) = c121 + c222 et en utilisant le Lemme 1.5.1, Hy, divise
Fr(yi"y5?) car H divise F(y{"y5?). Comme L contient au moins deux points de Supp(H ), Hy, possede
au moins deux mondémes. Ainsi, il en est de méme pour Fy,. Par suite, il existe A; # A2 € Supp(F) tels
que ciuj (A2 — Aq) + coua(Ag — A1) = 0. En posant vi = Ay — A, on a:

ciuivy +couvy =0 et 0K HV1HOO < degoo(F). (4.2.1)

Puisque H divise G(y)"y5?), on a aussi des propriétés similaires avec G. Ainsi, on peut remplacer
degoo (F) par degoo(G) dans (4.2.1).

Comme v; # 0, alors il existe k € {1,2,3} tel que v # 0. Pour alléger les notations, on suppose
k = 3. Notons R le résultant de F' et G par rapport a la variable x3. Comme pged(F,G) =1, on a
R # 0. En utilisant la matrice de Sylvester pour le calcul du résultant, on en déduit :

degoo(R) < 2degoo () degeo (G).

De plus, il existe Ry, Ro € Q[x1, 2, 23] tels que R = R F + RoG,. Puisque H divise F(y;''y5?) et
G(yi'y5?), donc il divise R(yy"y5?). En appliquant la méme procédé, il existe deux vecteurs A} # X, €
Supp(R) tels que ciug(Ay — A]) 4 coua(ANy, — A]) = 0. La 3éme coordonnée de A} et celle de Aj sont
nulles car deg,, (R) = 0. En posant vo = Ay — A, on a

ciuiva + cougve =0 et 0 < ||[valloo < degoo(R) < 2degoo (F) degoo (G). (4.2.2)
En combinant (4.2.1) et (4.2.2), on obtient la relation :
(ulvl)(UQVg) = <UQV1)(U1V2). (4.2.3)

Par ailleurs, les vecteurs v; et vy sont linéairement indépendants car si di vy + deve =0 ol di,do € Z
alorsdy =0 (’1)23 =0et vy # 0) et do =0 (V2 #+ 0).

En résumé, il existe deux vecteurs vi, vy € Z" linéairement indépendants tels que :

0 < |[Vi]loo < min (degoo (F), degoo(G)), (4.2.4)
0 < ||v2lloo < 2degao(F) degoo(G). (4.2.5)
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On pose :

c=(c1,c9), U= (3;) et V= (vl V2>.

D'apres (4.2.2) et (4.2.3), on a:
cUV =0 et det(UV)=0.
Comme c est non nul, sans perte de généralité, on peut supposer co # 0. Supposons d’abord u;vy = 0.

Comme cUV = 0 et ¢y # 0, on en déduit ugvy = 0. Donc on a avy = (nu; + neuz)vy = 0. En
prenant b = vy, on a ab =0 et ||b||oc < min (dege(P),degoo(R)); d'ol le résultat.

Supposons maintenant uyvy; # 0. Posons b = (u3vy)vy — (ugva)vi. On a b # 0 car vy et vy sont
linéairement indépendants. Il est évident que u;b = 0. De plus, on a ugb = 0 car det(UV) = 0. Ainsi,
on en déduit que ab = 0. Enfin, déterminons une majoration explicite de ||b||» en fonction de F' et G.
Comme b = (u;vy)vy — (u;va)vy, on a:

blloe < 2[[villoollValloollur 1. (4.2.6)
On peut écrire b = (v Avy) Auy. Comme a est orthogonal a b, on peut écrire a de la facon suivante :
a= dl(Vl A VQ) + douy, avec di,ds € Q.

Les deux vecteurs vi A va et uj sont lindairement indépendants. En effet, supposons qu'on a a;j(vy A
vy) + aouy = 0 avec ag,az € R. Si ujvy = uyve = 0 alors on fait le produit vectoriel avec vs; dans
ce cas, on obtient oy = 0 et aussi a1 = 0 (car vi A vy # 0). Sinon, on fait le produit vectoriel avec
u; ; dans ce cas, on obtient «; = 0 et aussi ae = 0 (car u; # 0).

Notons A le sous-groupe de Z> engendré par vi A vo et uy. On a a € Z3 N QA = A%t En appliquant
le Lemme 1.3.1.3 & A% il existe deux vecteurs linéairement indépendants us, us € Z3 tels que :

3
a =1gus +iqug, avec 3, €2 et Jusfloolluafloo < Glvi A vallool[unflo.

Puisque ||u1]|co||t2]|co €st minimal, on a:

3
It ffool[uzllos < flusfloclluallee < S lvi AVellolfutllos < 3lVillocl[Vallool[utlloo.
Par suite, on a :
[u1loo < [[uzloo < 3[ViloollValloo-
L'inégalité (4.2.6) devient :
2

Iblloo < 4l[villool[Valloo (3[[Villool[V2lloo) = 12 ([[Vi o Valloc)” -

Enfin, d'aprés (4.2.4) et (4.2.5), on en déduit que :

Iblloc < 48 (degoo (F) dego (G) min (degoo (F), degoo(G)))?
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4.3 Cas 2: H(y) est un monéme

La proposition suivante montre que si H est un mondme alors le degré de £ € Q \ p,, Vvérifiant
F(£3) = G(£8) = 0 est contrdlé par ||a//%.

Proposition 4.3.1. Soient F,G € Z[xfcl,:r;ﬂ, xgil] tels que pged(F, G) = 1. Soient a € Z3 un vecteur
primitif et £ € Q\ po, tels que F(£2) = G(£2) = 0. Soient uy,uy € Z3 deux vecteurs linéairement
indépendants tels que a € (uy,uz) et |[uyl|oo||U2]|oc est minimal. Si pged(F(yy"y5?), Gy y3?)) est
un monéme alors on a :

Q&) : Q] < 645 degoo (F) degoo(@)]|al5?, (4.3.1)

ol y2 = 2//3 est la constante d'Hermite de dimension 2.

Démonstration. On note H(y) = pged(F (y1"v52%), G(y1"y52)). On consideére les deux polynémes
P(y) = F(y{"y5?)/H(y) et Q(y) = F(yy"y3?)/H(y). On note R le résultant de P et Q par rapport
a la variable ¢». On a donc R # 0. Soit E I'ensemble des racines communes de P et () dans @2 :

E={acQ | Pla)=Qa)=0}.

On a #E < dego(R). En utilisant la matrice de Sylvester pour majorer deg.(R) et en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer deg, P et deg,, ), on en déduit :

#E < degyl(P) degy2(Q) + deg,, (P) degyl(Q)
< 2[Juy [|1][uz]]r degoo (F7) degeo (G).

D’aprés I'hypothése, il existe n € Z? tel que a = nmu; + neuz. Comme F(£2) = G(£2) et & n'est
pas une racine de I'unité, on a 7 € E. Puisque a primitif, il en est de méme pour 17 et donc £ est
uniquement déterminé par £"7. Comme chaque conjugué de £7 appartient a E, on a :

[Q(¢) : Q] < 2[lw |1 ]luz][ degoo (F) degoo (G)-

D'apres le Lemme 1.4.2, il existe deux vecteurs linéairement indépendants u),u, € Z" tels que a €
/ /
(uj,uy) et

3/2 1/2
12|l < 732 ally.

Puisque [|u1]|co||u2]/cc est minimal, on a :

3/2 1/2
[t oo f[u2]loo < [0 ]foo 0o < 7572 Ilall5.

Ainsi, on a :

[Q(E) : Q] < 29572 degao (F) degoo (G)]|a|3/%.
O

Sous I'hypothése que le degré de £ est contrdlé par ||a||é/2 et r, = 3, on va appliquer la Proposition
4.3.3 pour montrer que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de F' et G.
Pour montrer cette proposition, on a besoin d'un lemme de U. Zannier sur la hauteur des zéros d'un
polynéme lacunaire.
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Lemme 4.3.2. [40, Lemme 1, p.524] Soit n > 1 un entier. Soient vy, - -+, € @*n tels que ay -+ - vy #
0. Soient m1 > mo > -+ > m,, des entiers naturels et soit £ un nombre algébrique non nul satisfaisant :

n k
Zaifmizo et Zaifmi;éo pour tout k=1,--- n—1.
=1 =1

Alors on a :

(m1 —mp)log M(§) < (n—1) (log(n — 1) + hu(a)) [Q(E) - Q.

On note 7 la fonction définie par 7(z:) = 4 (log(z)/loglog(z))® pour tout 2 > e. On rappelle que
la fonction ¢ est définie a I'équation (1.2.3) a la page 5, a la fin de la Section 1.2.2 du Chapitre 1. Si
F € C[x*!] alors on note H(F) la somme de logarithmes des valeurs absolues des coefficients non nuls
de F'. On note aussi :

D = max (degoo (F'), degoo (G))

h = max (log || F'||1,log ||G||1)

N = max (#Supp(F), #Supp(G))
H=max (H(F),H(G)).

Proposition 4.3.3. Soient F,G € Z[zi"', 23", 23] tels que pgcd(F, G) = 1. Soient a € Z? un vecteur
primitif et £ € Q \ p., de degré vérifiant (4.3.1) tels que F(£2) = G(£2) = 0. Soit o la décomposition
maximale de F' et G définie par (4.1.1). Sir, = 3 alors on a :

|la]|l/? < 3v864D*H(N — 1)log(N — 1)7(1152D°H(N — 1) log(N — 1)).
En particulier, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal 3 a tel que :

[blla < 125DTH(N — 1) log(N — 1)7(1152D°H(N — 1) log(N — 1)).

Démonstration. Par hypothése, o est une décomposition maximale de F' et G définie par (4.1.1) :

tels que

— les F; et les Gj sont non nuls,
— Supp(£5) N Supp(F}) = Supp(G;) N Supp(G;) = 0 pour i # j,
— Fi(§?) =Q;(§*) =0pour I<i<pet1<j<q

On rappelle que la matrice M, est définie par :
My = (M) - M(F) M(G1) - M(Gy)) € Mym(Z),

ouvm = (ng —1)+---(ng,—1)+(ng, —1)+---+(ng, —1). Comme la décomposition o est maximale,
les entiers p et ¢ sont maximaux.

Quitte a faire une somme sur les coefficients, on peut supposer que pour tout 4, j, aucun couple de
vecteurs distincts (X, u) € Supp(F;)? U Supp(G;)? vérifie aX = ap.
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Soit i € {1,---,p}. Pour Ax € Supp(F;), on pose mj = aX;. Quitte a renuméroter les my, on peut
supposer mq > --- > My, . Puisque p est maximal, aucune sous-somme de F; s'annule en {#. D’apres
le Lemme 4.3.2, on en déduit que :

(m1 —mng, ) log M(§) < (nr, — 1) (log(nr, — 1) + H(F)) [Q(¢) : Q.

ou H(F;) est la somme des logarithmes des valeurs absolues des coefficients non nuls de F;. Comme
Supp(F;) N Supp(F;) = 0 pour ¢ # j, on a les majorations np, < np et H(F;) < H(F). On a alors :

(m1 — mng, ) log M(§) < (np — 1) (log(np — 1) + H(F)) [Q(¢) : Q. (43.2)
On a une inégalité similaire pour G;.

Par ailleurs, comme 7, = 3, il existe trois vecteurs linéairement indépendants vy, vo, vy € Z3
tels que chaque v; (pour @ = 1,2,3) correspond a une des colonnes de M,. On a alors ||v||co <
max (degoo (F'), degoo(G)). Sans perte de généralité, on peut supposer que vi correspond a une des
colonnes de M(F;). D’apres la construction de m; et M, ci-dessus, on en déduit :

lavi| <ma — My, . (4.3.3)
On rappelle 72 = 2//3 la constante d'Hermite de dimension 2. On note :
3/2 1/2

d = 67" degoo(F) degoo(G)[a 5

En combinant les deux inégalités (4.3.3) et (4.3.2) et en utilisant le fait que (log M (£))™" < £(d), on
obtient :

lavi| < mi1 —mp, < (np—1) (log(np — 1) + H(F)) di(d).
En appliquant cette procédé a va et v3, on a des inégalités similaires. Ainsi, pour i € {1,2,3}, on a :

[Villoo < D
lavi| < (N — 1) (log(N — 1) + H) d¢(d).

En écrivant

V1 avi
(a1 a9 ag) Vo | = | avy
V3 avs

et utilisant les formules de Cramer, on en déduit que :

3

lalloe < 2[villoe [Valloo [[Vslloo > 7
i=1 HV1HOO

lav;|

< 6D*(N —1)log(N — 1)Hd/(d).
Comme /¢ est croissante et en remplacant d par son expression, on obtient :
lal|¥? < VBGAD*(N = 1) log(N — 1) H (V96 D?fal|1/2)

En multipliant par v/96D? cette inégalité, on obtient :

X < CU(X)
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ou
X =V96D?%||al|}/? et C =+/82944DS(N —1)log(N — 1)H.

D’apres le Théoreme 1.2.2.3, on a /(X) < 7(X) car X > 3. Comme C' > 2 et 3 < X < C7(X),
d’'aprés le Lemme A.2.2, on a :

X <3CT(40).
En remplacant X et C par leur expression, on en déduit que la majoration de ||al|o voulue :
la)|/? < 3v864D*(N — 1)log(N — 1)H7(1152D°H(N — 1) log(N — 1)).

D'apres le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul b € Z2 orthogonal a a tel que :

1/2 1/2
bll2 < 75/ [lall.

Par suite, on a:
[blla < 125D*(N — 1) log(N — 1)L7(1152DH(N — 1) log(N — 1)).
O
Enfin, si r, < 2, on applique la proposition suivante pour trouver un vecteur b vérifiant les propriétés

requises. On note que I'hypothése que la décomposition o soit maximale n'est plus nécessaire. On note
encore :

D = max (degoo(F'),dego(G)) et h =max (log || F|1,log||G|1)

Proposition 4.3.4. Soient F,G € Z[:cid,:véﬂ, x3ﬂ] tels que pged(F, G) = 1. Soient a € Z3 un vecteur
primitif et £ € Q \ p, tels que F(£2) = G(£2) = 0. Soit o la décomposition de F et G définie par
(4.1.1). Siry < 2 alors il existe un vecteur non nul b € Z? orthogonal a a tel que :

Ibllee < 30D%(6D?log 2 + h)£(18D%).

Démonstration. On va faire un changement de variables pour se ramener au cas n = 2. On rappelle
que la matrice M, est définie par :

M= (M(F) -+ M(E) M(Gr) - M(Gy)) € My(Z),

oum=(np —1)+---(ng, — 1)+ (ng, = 1) +---+ (ng, — 1).

On commence par montrer qu'il existe deux matrices U € M32(Z) et A € My n(Z) vérifiant les
propriétés suivantes :

— M,=UA

— rang(U) =2

— les normes des vecteurs colonnes de U sont majorées par une constante ne dépendant que de F’
et de GG
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e Si r, = 0 alors M, est la matrice nulle et ainsi on prend A la matrice nulle et

1
U=|(0
0

S = O

e Supposons 1, = 1. Dans ce cas, le sous-groupe A engendré les vecteurs colonnes de M, est de rang

1. Ainsi, A est engendré par un vecteur non nul u; € Supp(F) U Supp(G). D'aprés le Théoreme 1.4.1,
il existe un vecteur non nul uy € 73 orthogonal a u; et tel que :

1/2 1/2

ala < " 3",

On peut alors écrire M, de la facon suivante :

My = (wr o) (0> o cezn

La matrice U dont les colonnes sont u; et us est de rang 2 car ces deux vecteurs sont orthogonaux. De
pus, on a

11 |oe < max (degoo(F), degoo(G)) et |Juslloo < V2 max (degoo(F), degso (G))Y2.

e Supposons r, = 2. Soit {uy,uz} une base de A et soit U la matrice dont les colonnes sont ces deux
vecteurs. Il existe donc une matrice entiere A € My ,,(Z) telle que :

Mg' - UA.
Par construction, on a bien rang(U) = 2. D’apres la Proposition 1.3.1.3, on peut choisir u; et uy tels
que up = cipy et U = C2 14y + Cafby OU Ly, by € Supp(F) U Supp(G), |c;| < 1 (pour i = 1,2) et
lc2.1| < 1/2. En particulier, on a

[u1f|oo < max (degoo (F), degoo(G)) et [Juzfloo < (3/2) max (degoo (F), degoo (G)) -

On en conclut que, dans chaque cas, il existe deux matrices U € M3 2(Z) de rang 2 et une matrice
A € My, (Z) vérifiant M, = UA et telles

|u1]|co < max (degoo(F'),degoc(G)) et |uz]leo < (3/2) max (degoo(F),dego(G)).  (4.3.4)
Maintenant, pour i, j, on écrit F; et GG; sous la forme :
Fi(x) =xPFr(xY) et G;(x)= xqu;f(XU),
ol p;,q; € Z3 et tels que F7, G5 € Z]y1, yo] sont uniquement déterminés par :
pged (F y1y2) =1 et pged (G;, ylyg) =1.
Puisque F; et Gj s'annulent en {*, on a:

ﬂ* (€a~u17€a~uz) — G;k (Sa-u17£a~u2) —0.
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On pose :
R, = pged(FY, -, F)) et F™=F'/R, pouri€{l, - p},
So = pged(G1,--+,Gy) et G =G5/S; pourje{l, -, q}.
On a pged(Ry, S5) = 1 car pged(F,G) = 1. Par construction, on a aussi pged(Fy™, -+, F)*) =

pged(Gi¥, -+, G7*) = 1. On est alors dans I'un des trois cas suivants :
Ry (€2, €%1) = 5,62, ¢2%2) = 0
Fi**(ga-m’gauz) =0 pour tout 1 E {1’ e 7p} (4_3_5)

G (€2, £3"2) = 0 pour tout j € {1,---,q}
Soit F un ensemble fini de polynémes. On pose :
B(F) = 2Dzhr{(2D%),

ol

Dr =maxdeg(P) et hr=maxlog|P|.
On note :

Binax = max (B(RU,SJ),B(F**, . F),B(GY, - ,G;*)) .
En appliquant le Corollaire 3.2.2 aux trois cas (4.3.5), il existe un vecteur non nul 17 € Z? orthogonal a
(a-up,a-uy) tel que
elleo < B.

On prend b = nyu; + 1ous. Puisque u; et us sont linéairement indépendants et 1 est non nul, b est
non nul. Comme 7 orthogonal a (a - uj,a - uz), b est orthogonal a a. En utilisant (4.3.4), on a :

HbHoo < 9 Bpax max (degoo(F)a degoo(G>) . (436)

Il reste a déterminer une majoration de Bpax en fonction de F' et G. Comme F/*R, = F;, on a

degoo (F7*) < degoo(FY). Puisque Fj(x) = xPiF*(xV) et U est de rang 2, pour tout pu € Supp(F}),
il existe A € Supp(F;) tel que pju; + poug = A, D'apres les formules de Cramer, on en déduit que :

degoo (F}) < 2degoo(F;) max (|[u | co, [[uzl|oo)
En utilisant (4.3.4), on en déduit que :
deg(F™) < degoo(F}') < 3D%.

Par ailleurs, d'aprés la majoration (1.2.1) de la mesure de Mahler par la norme L; et la multiplicativité
de la mesure de Mahler, on a:
* % skok EES 2
1 (ly < 228U M (Fye) < 2208 M (Fy) < 224e8= ()| Byl < 277 || F v
Ainsi, on a:

deg(F*) < 3D* et log|F/*|1 <6D*log2 + h.

Par suite, on a :
B(Ff*,--- | F;*) < 6D*(6Dlog 2 + h)((18D*").
De méme, B(G7™, -+ ,Gy") et B(R,, Sy) sont majorées par cette borne. Enfin, (4.3.6) devient :

[blloo < 5BmaxD < 30D3(6D?log2 + h)£(18D%).
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4.4 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

On donne maintenant une version explicite du Théoréme 2 pour n = 3 suivant I'approche S. Si
F € Z[x*!] alors on note H(F') est la somme de logarithmes des valeurs absolues des coefficients non
nuls de F. Pour F,G € Z[mlﬂ,xfl,xéu], on pose :

D = max (degoo (F'), degoo (G))

h = max (log || F||1,1og ||G||1)

N = max (#Supp(F), #Supp(G))
H=max (H(F),H(G)).

Théoréme 4.4.1. Soient F,G € Z[mlﬂ,méﬂ,xgu] tels que pged(F,G) = 1. Soient a € 7> un vecteur
primitif et £ € Q\ po,. Si F(£2) = G(£2) = 0 alors il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal 3 a
tel que :

log log(18D*)

Démonstration. Soient uy, us deux vecteurs linéairement indépendants tels que a € (uy, us) et ||uy||oo|| 12|00
est minimal. On note H(y1,y2) = pged(F(yy"v5?), G(yy'y5?)). Si H n'est pas un mondme alors,
d’aprés la Proposition 4.2.1, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :

[b|oe < 48DF. (4.4.1)
Si H est un monome alors, d'apres la Proposition 4.3.1, on a :
(Q(E) : Q) < 675" degoo (F) degoo (G) a3,

Soit ¢ une décomposition maximale de F' et GG suivant £2. On note M, la matrice associée a o et r,
le rang du sous groupe de Z3 engendré par les vecteurs colonnes de M,,.

Si r, = 3 alors d’apres la Proposition 4.3.3, il existe un vecteur non nul b € Z? orthogonal a a tel que :
|blla < 125D*H(N — 1) log(N — 1)7(1152D°H(N — 1) log(N — 1)).

Comme 7(z) est croissante pour x > €, on a:

6 3
7(1152DSH(N —1)log(N — 1)) < 4 ( log(1152D°H N log N) )

loglog(1152DSH N log N)

Donc on a:

6 3
Ibll2 < 500D*HN log N < log(1152D%H N log N) )

4.4.2
loglog(1152DSH N log N) ( )

Si r5 < 2 alors d'aprés la Proposition 4.3.4, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal 3 a tel que :

bllse < 30D3(6D%log2 + h)£(18DY).
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Par le Théoreme 1.2.2.3, on a ¢(d) < 7(d) pour d > 3, donc on a :

3
log(18D%)
((18DY) <4 | —=————_
( ) <loglog(18D4)

Donc on a:

3
log(18D%)
bl < 120D3(6D%*log2 + h) [ —=2—"——~_ ] . 4.4,
bl 0D”(6D"log2 + )<1Og10g(18D4) (4.43)

En prenant le maximum entre les bornes de (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3), on obtient :

3
b log(1152DSH N log N
IIbll2 < 120D4(6D2 log2 + h)HN log N ( ( 0g )>

log log(18D%)



5. Cas n =3 : approche BMZ

Dans ce chapitre, on va décrire une autre approche, que I'on appelle approche BMZ et qui s’inspire de
la preuve de E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier dans [11] et celle de U. Zannier dans [40, Appendix].
Cette approche permet aussi d'obtenir une version explicite du Théoréme 2 dans le cas n = 3 (Théoréme
5.5.1).

5.1 Présentation de I'approche

Soient .G € Z[mfl,mfl,xfl] tels que pged(F,G) = 1. Soient a € Z3 un vecteur primitif et
¢ € u3,. On note :

V=V(FG) e T = {ga €G3, 56@*}.
On s'intéresse aux points € V' N T} qui ne sont pas de torsion. On a alors :
ac VLT #0.

On aurait pu s'attendre a une intersection vide car dim(V') + dim(¢7}) —n=14+1—-3 = —1. Il s'agit
de ce que Zilber [49] appelle une intersection atypique. On cherche a déterminer un vecteur non nul
b € Z3 orthogonal 3 a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de F et G.

A I'aide du Théoreme de H. Minkwoski, on construit un sous-tore auxiliaire T, de G2, de dimension 2
contenant T} et tel que deg(Th) < deg(T1)'/2. Plus précisément, d’apres le Théoreme 1.4.1, il existe
un vecteur non nul u € Z3 orthogonal a a tel que :

1/2
lull2 < vAzllally”, (5.1.1)

oll 72 = 2/+/3 est la constante d'Hermite en dimension 2. Quitte & diviser u par son pgced, on peut
supposer que u est primitif. On note T le sous-tore de G3, défini par le vecteur u i.e.

Th={acG: |a"=1) (5.1.2)

On rappelle que V2 est la réunion des translatés de sous-tores de dimension non nulle contenus dans V'
et VO =V \ V2 On est alors dans I'un des trois cas suivants :

Cas 1 : « est un point isolé de V N (T, et a € V° (Proposition 5.4.1). Dans ce cas, on montre que
la norme de a est majorée uniquement en fonction de F' et G. En écrivant ¢ = (&2, I'idée consiste
d'une part a minorer la hauteur de h(£) soit en utilisant la minoration du Théporéme Dobrowolski soit
sa version relative établi par F. Amoroso et U. Zannier et d'autre part a3 majorer la hauteur de « en
utilisant une majoration de type Bounded Height Conjecture. Ensuite, pour déduire un vecteur b ayant

les propriétés requises, il suffit d'appliquer le Théoreme 1.4.1 3 a*.

Cas 2 : a n'est pas un point isolé de V N (T et a € V° (Proposition 5.4.2). Dans ce cas, a I'aide
d’'une certaine variété V1V construite 3 partir de V, on montre qu'il existe un vecteur b vérifiant les
propriétés requises.

Cas 3 : a ¢ V° (Proposition 5.4.3). Dans ce cas, on fait un changement de variable pour se ramener
aucasn = 2.

66
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On note que cette approche est semblable a celle de Bombieri, Masser et Zannier [11] sauf dans le
Cas 2. Dans ce cas, on a pu simplifier leur approche car on est dans une situation particuliére.

On peut aussi faire I'analogie avec 'approche S décrite dans le Chapitre 4. Avec les notations du
Chapitre 6, le fait que H n’est pas un mondme correspond au cas oll « n'est pas un point isolé de
V N (T5. Le fait que H est un mondme correspond au cas ou « est un point isolé de V N {75. Le cas
ol r, < 2 et r = 3 correspondent respectivement au cas ot @ € V* et o @ € V°.

Le Tableau 5.1 récapitule le schéma de la preuve.

Hypothéses acV® aclV?
a est un point isolé de V N {1» Proposition 5.4.1 | Proposition 5.4.3
a n'est pas un point isolé de V N {15 | Proposition 5.4.2 | Proposition 5.4.3

Tableau 5.1 — Schéma de la preuve de I'approche BMZ
On note :

D = max (degoo(F'), degoo (G))
h = max(log || F[[1, log [|G7][1)
N = max(#Supp(F), #Supp(G)).

Le Tableau 5.2 donne asymptotiquement |'ordre de grandeur des bornes associées aux différents cas
suivant I'approche BMZ.

Hypotheses acV® |aecV?
« est un point isolé de V N {1» N3D>h? D*h
« n'est pas un point isolé de V N (T, D* D*h

Tableau 5.2 — Ordre de grandeur des bornes suivant I'approche BMZ

Dans la Section 5.2, on va définir et donner des propriétés de la variété V~'V construite a partir de
V. Ensuite, dans la Section 5.3, on donne la majoration du type Bounded Height Conjecture. La Section
5.4 contient la démonstration de chaque proposition dans les trois cas mentionnés ci-dessus. Enfin, dans
la Section 5.5, on donne une version explicite de la Conjecture de Schinzel (Théoreme 5.5.1) suivant
I"approche BMZ.

5.2 La sous-variété V'V

On fixe un entier n > 1. Soit V' est une sous-variété de GJ.,. L'objectif de cette section est d'étudier
des conditions (Proposition 5.2.1) pour lesquelles V' soit un translaté de sous-groupe algébrique de G},
en utilisant la variété V=1V que I'on va définir. La Proposition 5.2.2 donne une majoration du degré de
V=1V dans le cas ol V™'V est un sous-tore.
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On considére le morphisme ¢ défini par :

v:Gy x G — Gy
(x.y) = x 'y
On note V'V I'image de V x V via ce morphisme.

Proposition 5.2.1. Soient V' une sous-variété de G, et o € V. Alors V' est un translaté de sous-groupe
algébrique de G" si et seulement si ™'V = V=1V,

Démonstration. Supposons que V est un translaté de sous-groupe algébrique. On a alors V' = BH ol
B € G, et H est un sous-groupe algébrique de G},. Comme o € V, on peut prendre 8 = «. Par suite,
ona:

VW =(aH) Y (aH)=H 'H=H=a"'V.

Supposons que &'V = V=1V et posons H = a~ V. Soient v,,7v, € H. |l existe y1,y2 € V tels que
v, =a ly; et v5 = alys. Ainsi, on a :

il =(aty) Halys) =y 'y e ViV =alV=H.

Donc H est un sous-groupe algébrique de G . Ainsi V = aH est un translaté de sous-groupe algébrique
de G O]

Proposition 5.2.2. Soit V une sous-variété de G",. Notons d = dim(V~1V). Si V=1V est un sous-tore
de G}, alors on a :

deg(V7IV) < ndeg(V)>2.

Démonstration. On considére le plongement ¢, : GJ}, < P™ défini par ¢ty (21, -+ ,2,) = (1 :2p: -+ :
r,) et le plongement 1o, : G x G? < P2" défini par 1o, (21, ,20), (W1, yyn)) = (L :iag i -
Tp iYLt Yn). Ainsi, le degré de VIV = p(V x V) est le degré de I'adhérence de Zariski de

tn(@(V x V)) dans P" et le degré de V' x V est le degré de I'adhérence de Zariski de 19, (V x V') dans
P?". En multipliant I'expression x ! -y par z1 - - - &, on obtient I'application :

tnop:Gy x Gy — P
(X,¥) = (1 Tp : Y1T2X3 Ty -+ L T1T2 -+ Tp—1Yn)-
On définit également le morphisme ¢ :
& : P — P"
(zo:2z1: 1 20n) > (21 2Zn @ Zng12223 - 2Zn i v 1 2122 Zn—122n)

de telle sorte que ¢, 0 ¢ = @ 0 1a,,. De plus, @ est de degré n. Comme dim(V~1V) = d, le degré de
V~1V C P™ est son degré d'intersection avec d hyperplans génériques Hy, - -- , H; dans P". Chaque H;
est défini par une équation linéaire homogeéne non triviale. Remarquons que ¢~ (H;) est une hypersurface
car elle est le lieu des zéros d'une équation linéaire homogéne composée avec |'application ¢ homogene
de degré n. Par suite, on a deg(@ !(H;)) = n. On a alors :

deg(VIV) = # ((ino @) (V X V)N H N --- N Hy)
# (12n(V x V)N G (H) N -0 37 (Hy))

<
<nldeg(V x V),
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ou on utilise le Théoreme de Bézout dans la derniére inégalité. En considérant le plongement 1o, on a
deg(V x V) < deg(V)2. Par suite, on obtient :

deg(VIV) < ndeg(V)>2.

5.3 Bounded Height Conjecture

On fixe un entier n > 1. Si V est une variété de G}, alors la Bounded Height Conjecture stipule que la
hauteur de I’'ensemble des points appartenant a un certain ouvert de Zariski de V' et a la réunion de tous
les sous-groupes algébriques de G, de codimension au moins dim (V") est majorée par une constante ne
dépendant que de V. Dans [25, Theorem 1], P. Habegger a donné une démonstration de telle conjecture
avec des bornes explicites. On va I'énoncer dans le cas correspondant a notre situation mais son résultat
est plus général.

Théoréme 5.3.1. Soient V' une variété irréductible de G3,. Soit Ty un sous-tore de G2 de dimension
1.Siaa e VoNT; alorson a:

h(er) < ez deg(V)? (h(V) + deg(V))

ol c3 = 670,

Démonstration. Dans le Theorem 1 de [25], on prend n =3, s = 2 et m = 1 et d'aprés [25, Equation
(3)], on obtient Vox! = Vo, O

La constante cj3 ici est trop grande pour des applications algorithmiques. Pour obtenir une version
explicite plus fine, on va expliciter le Theorem 1 de U. Zannier [40, p. 524, Appendix], suffisant dans
notre cas, et dont le Theorem 1 de P. Habegger [25] est une généralisation. On va commencer par un
lemme d’'évitement pour les sous-espaces vectoriels sur Q (Lemme 5.3.3).

Si F' € Z[xy,--- ,xy,] alors le lemme suivant donne un vecteur ¢ € Z" tel que F(c) # 0 et dont la
norme est contrdlé par le degré de F.

Lemme 5.3.2. Soit I’ € Z[x1,--- ,xy] un polynéme non nul de degré total d. Soient d; = deg, (F)
pour tout i € {1,--- ,n}. Alors il existe ¢ = (c1,--- ,¢n) € Z" tel que F(c) # 0 et |¢;| < (d;i +1)/2 et
lelly < (d+n)/2.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n. Sin =1, F' € Z[x] est de degré d;. Notons
d} la partie entiére de (dy + 1)/2. En particulier, on a d} < (d1 +1)/2 < dj + 1 et donc dy < 2dj + 1.
Par suite, il existe ¢; € {—d},—dy —1,---,0,1,--- . d|} tel que F(c1) # 0. Par suite, on a le résultat
pour n = 1. Supposons qu'on ait le résultat pour tout polyndme homogéne non nul a n — 1 variables.
On écrit F' comme suit :

dn,
F(.%'l,"‘ 7$TL) = ZF‘Z'('Z'D' o 7xn71)xrzn-
=0
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Le polynébme Fy, est non nul de degré au plus d — d,,. D'apres I'hypothése de récurrence, il existe
(c1,-++ ,eno1) € Z" ! tel que Fy (c1,-++ ,cno1) # 0 et || < (di +1)/2 (car deg,, (Fy,) < d;) et
l(c1,--+ yen—1)1 < (d —d, +n —1)/2. Posons

dn,
F(Zﬂn) = F(Ch e 7Cn71a$n) = ZE(Clv e 707171)%‘31'
=0

Donc F € Z[zy,] est non nul de degré d,,. En appliquant le méme argument que pour le cas n = 1, il
existe ¢, € Z tel que |¢,| < (d, +1)/2 et F(¢,) # 0. Par suite, on peut prendre ¢ = (c1,- -+ , Cp_1, )
car on a F(c) = F(c) # 0 et || < (di +1)/2 pour tout @ = 1,--- ,n. De plus, on a ¢ <
(d—dp+n—1)/2+4 (d, +1)/2 = (d+n)/2. Cela prouve la récurrence et ainsi on a la conclusion du
lemme. O

Lemme 5.3.3. (Lemme d’évitement) Soient r,s > 1 deux entiers et X1, -+, X, des sous-espaces
vectoriels de Q" de dimension < r. Alors il existe un vecteur non nul ¢ € Z" tel que ¢ ¢ \J;_; X; et
lelloo < (s +1)/2.

Démonstration. Remarquons tout d'abord que pour tout i = 1,--- s, il existe une application linéaire
non nulle f; : Q" — Q tel que f;x, = 0 (puisque dim(X;) < r, on peut considérer la projection
sur Qe ou e est un vecteur de la base canonique de Z" et e ¢ X;). En multipliant par un certain
entier, on peut supposer que chaque f; est de la forme 25:1 a;;x; avec a;; € Z. Ensuite, on définit
F =1[;_; fi € Z[x1,--- ,z;]. Ainsi F' est homogene de degré s. On a donc deg, (F) < s et F'(0) = 0.
D’aprés le Lemme 5.3.2, il existe ¢ = (c1,---,¢) € Z" tel que F(c) # 0 et ||c|loc < (s+1)/2. Comme
F est homogeéne et F'(c) #0,onac#0etc¢ J_; X;. O

On va maintenant donner une version explicite du Theorem 1 de U. Zannier [40, p. 524]. Si F' € C[x*]
alors on rappelle que nyp = #Supp(F'), deg(F’) est son degré total, dego.(F’) la maximum de ses degrés
partiels et || F'||; est la norme L; du vecteur formé par ses coefficients non nuls. On note :

D = max (degeo (F'), degoo (G))

h = max(log || F[1, log [|G][1)

N = max(#Supp(F), #Supp(G)).
Proposition 5.3.4. Soient F,G € Z[zT!, 25", 2F'] tels que pged(F,G) = 1. Notons V la variété de
G3, définie par F = G = 0. Soit a € Z3 un vecteur primitif et { € p3,. On note Ty le sous-tore de G3,

défini par Ty = {€2, € € Gy }. Siao € VO N Ty alors soit il existe un vecteur non nul b € 73 tel que
|Ibllcc < 2D soit on a :

h(a) < 459N3D3h2.

Démonstration. Soit Z une composante irréductible de V' contenant a. On a 0 < dim(Z) < dim(V) =
1. Soit o une décomposition de F' et G suivant Z de la forme :

tels que

— les F; et les G sont non nuls
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— Supp(F;) N Supp(F}) = Supp(G;) N Supp(G;) = pour i # j
— F; = Gj =0 sur Z pour tout i, j

On considére une telle décomposition o de F' et GG tels que p et ¢ soient maximaux. Pour alléger
["écriture, on pose :

F; sil<i<p,
r=p+q et fi:{l N ;p
~

Gi—p sip+1
Soit V la variété de G3, définie par les f; = 0. Alorson a Z C V CV.On note n; = #Supp(fi). On

a donc Zle n; = ng et Zf:p+1 n; = ng. Comme chaque f; a au moins deux mondmes, on a n; > 2.
On en déduit que p < np/2 et ¢ < ng/2.

Pouri € 1,---,r, on choisit A\; € Supp(f;) et on pose g; = x> f;. Dans ce cas on a 0 € ), Supp(g;).

Remarquons que les g; définissent encore V. On pose :

§ = {JSupp(gs).
Comme 0 € (), Supp(g;), on a :
#E <1+ Z(#Supp(gi) -1)=1+ Z(nz —1)=np+ng—(r—1). (5.3.1)
i=1 i=1

Si A € S alors on note Ay le sous-groupe de Z3 engendré par les vecteurs de la forme . — Aol pp € S
et 7 son rang. Ainsi on a la propriété suivante :

VAES, r\=3. (5.3.2)

Supposons d'abord qu'il existe A € S tel que Ay est de rang r) < 3. En multipliant les g; par le monéme
x~A et en effectuant un changement de variables (par un automorphisme de G3,), on se ramene au cas
ou les g; dépendent seulement de 7y variables. Soit W C GJ> la variété définie par ces équations. Donc
onaV ~W x G377, Ceci contredit le fait que a € V° i.e. a n'est pas contenu dans un translaté de
sous-tore de G2, contenu dans V. Ainsi Ay est de rang 3 pour tout A € S.

On écrit les g; sous la forme :

gi= Y. Biax*=> Biaxt,

A€Supp(g;) AesS

ot Bix=0si Ae S\ Supp(g). Sid#T C S, on définit :

Xr = {(Cla"‘ 701“) eqQ’ | Z <iciﬁi7)\> x* =0 sur Z}.

Ael \i=1

Ainsi, X1 est un sous-espace vectoriel de Q". On va montrer que, pour tout ) # ' C S, dim(Xt) # r.
Supposons que pour un certain ) # ' C S, X soit de dimension r. On a Xp = Xa\r- En effet, si
ce Q" alorsona:

Z (i ciﬁw\) x* + Z (i Ciﬁi7,\> x* = iqgi =0 sur Z.

Aell \i=1 A€S\I' \i=1 i=1
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Par suite, quitte a remplacer I" par S\ I', on peut supposer que 0 € I'. Pour i =1,--- ,7, on a:
Z BMXA =0sur 2
el

et donc

Z BMX}‘ =0 sur Z.
Ael'NSupp(g:)

Or aucune sous-somme de g; ne s'annule sur Z, alors on a soit Supp(g;)NI" = Supp(g;) (i.e. Supp(g;) C
I') ou Supp(g;) NT' = (. Le deuxiéme cas ne peut pas étre vrai car 0 € I' N (), Supp(g;)). Donc on a
Supp(g;) € T pour tout i et donc S = I'. Ceci est une contradiction car I' # S. On en conclut que,
pour tout ) #T" C S, Xr n'est pas de dimension r.

On va ensuite définir un polyndme P, ne dépendant que de F et G, tel que P s'annule sur V. Comme
S est fini, le nombre de ) # I C S est égal a 2% —2. En remarquant que X = Xs\r, le nombre de X
est donc majoré par t := (2#% —2)/2. Par suite, d'aprés Le lemme 5.3.3, il existe ¢ = (¢, - - ,¢,) € Z7
tel que ¢ ¢ Ur X1, ou T parcourt I'ensemble {I" | } # ' C S}, et tel ¢ vérifie :

0 < lefloe < (t+1)/2.
D’aprés (5.3.1), on obtient :
lcljoe < 2mFnGTLmr — 927N =3 (5.3.3)
On définit maintenant le polynéme P :
s s
P= Zcigi = Z (Z czﬂi,)\> x*.
i=1 Aes \i=1
Ce polyndme s'annule sur V car les g; s'annulent sur V. Pour § £ T C S, on définit également :
T
PF(X) = Z (Z Ciﬁi,k) X}‘.
el \i=1
On définit aussi les deux sous-variétés de G, :
Vr={x€G3 | Pr(x)=0} et Zr=2ZNW.
On va considérer les deux cas suivants : o € Jp Zt ou o ¢ [Jp Zr. On note :

C1 = (log M(F)deg(G) + log M (G) deg(F) + (4 + log 2) deg(F’) deg(G)) max (deg(F), deg(G)) +
deg(F) deg(G) log 2V (| Fl> + | Gl»))

et

Cy = 48(N — 2) max(deguo (F), degoo(G)* (log(N = 2) + (N = 1) log (2¥ (| Flloo + [ Gll0)) ) -

Cas I : Supposons que a € Jp Zr. On va montrer que ha(a) < Ch.



Section 5.3. Bounded Height Conjecture 73

Il existe donc un sous-ensemble non vide I' C S tel que & € Zr. Remarquons que Zr est une sous-variété
de Z et Zp C Z car ¢ ¢ Xp. Alors on a dim(Z1) = 0 car dim(Z) < 1 et Z est irréductible. Ainsi
est un point isolé de Z N Vp. D’apres le Théoreme de Bézout Arithmétique (Théoréme 1.6.2.3), on a :

ha(a) < h(Z) deg(Pr) + log M (Pr)deg(Z) + % (2 log2 + 161) deg(Z) deg(Pr).

D'apres le Théoreme de Bézout Géométrique (Théoreme 1.6.2.1), on a :
deg(Z) < deg(V) < deg(F') deg(G).

Comme Z est une composante irréductible de V' = V(F, G), d’aprés le Corollaire 1.6.2.4 (qui est une
conséquence du Théoréme de Bézout Arithmétique), on a :

WMZ) < log M(F)deg(G) +log M(G) deg(F') + % (133 +2log2 + 1;) deg(F') deg(G).
En combinant ces inégalités, on a :
ho(a) < Cpdeg(Pr) + deg(F') deg(G) log M (Pr), (5.3.4)
ot
Co =log M (F) deg(G) + log M (G) deg(F') + (4 + log 2) deg(F') deg(G).

On va donner une majoration de deg(Pr) et M (Pr) en fonction de F' et G. Par construction de Pp, on
a deg(Pr) < deg(P) < max (deg(F'),deg(G)) et M(Pr) < || Prll2 < Pr < ||P||2. Or, on a:
r P q
[1Pll2 < llelloo (Z \gz'Hz) = llcloo { D_IEll2+ D 1IG2 | -
i=1 j=1

i=1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

p p p
YoIEN =D VIE < vy Do IEIS = Vel Fll.
i=1 i=1 i=1

. 7 .y, 7 . . - . - q . . .
On a une inégalité similaire pour la majoration de 3 7_; |Gjll2. Par suite :

1Pz < llello (VEIIFll2 + vallGll2) -
D’aprés (5.3.3), on déduit que :

1Pllz < 28220724020 (/]| Pl + /|G o)
2N=3 (219 Py + 27| G )
2

Y (IFN2 + 1G12)

<
<

N

T

oll, au deuxiéme inégalité, on a utilisé I'inégalité \/z < x < 27! pour z > 1 entier. D’aprés I'inégalité

(5.3.4),0n a:

ha(ax) < Comax (deg(F), deg(G)) + deg(F) deg(G) log (287 (| Fll + [|G]l2)) = C1.
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Cas IT : o ¢ Ur Zr. On va montrer que ha(a) < Cs.

Comme o € (11, il existe £ € Gy, tel que a = ¢£? ou a est vu comme un vecteur ligne. Comme P
s'annule sur V', P s’annule en «. Ainsi, on a :

> (Z Ciﬁm> ¢ =o. (5.3.5)

Aes \i=1
Notons s = #5 et posons Ay, - -+, Ag les éléments de S. Pour tout A\; € E, on pose [; = al;.
S'il existe A\; # Aj € S tels que I; = [; alors le vecteur b = A; — A; est orthogonal a a. Comme
A; € Supp(gi) S D(f;), on a:
Ib]|oo < 2max (degoo (F'), degoo(G)) -

On peut maintenant supposer que tous les [; sont distincts. Quitte a renuméroter les /;, on peut supposer
quely > 1y > -+ > 1. Pour j € {1,---,s}, on note :

T

A.
=N i,
i=1

On peut récrire (5.3.5) sous la forme :
> pigh = 0. (5.3.6)
j=1

Puisque ¢ n'appartient a aucun des Zr, donc aucune sous-somme de (5.3.6) ne s'annule sur un sous-
ensemble non vide I' # S. En particulier, cela implique que les p; sont tous non nuls. Pour j €
{1,---,s}, on pose mj = l; — Iy = a(Aj — Ag). On a alors m; > mg > --- > mg = 0. Or, d’apres la
propriété (5.3.2), tout sous-groupe Ay est de rang 3. En particulier, Ay, est de rang 3 et donc il existe
trois vecteurs (colonnes) vi, vy, vy € S — Ag qui sont linéairement indépendants. En écrivant

V11 V12 V13 avy
(a1 a2 613) V21 V22 V23| = |ave |,
V31 U32 V33 avy
et utilisant les formules de Cramer, on a :
[alloo < 2[|vallsllvalloclavi| + 2[|viles [ V3]s |ava| + 2[[ V1o [[Valloo|avs]. (5.3.7)

Puisque v; € § — A4, on a:
[Villoo < 2max (degao (F), degoo(G))
D’'apreés la définition de mq, on a:
lav;| < m pour tout i =1,2,3.
En combinant ces inégalités, (5.3.7) devient :

allee < 2411 max (degos (F), degos (G))? . (5.3.8)
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Par ailleurs, en appliquant le Lemme 4.3.2 3 (5.3.6), on a :

) < (5= 1) (om(s = 1) + () (539
my

ot ha(p) = >34 h(py). Soit j € {1,---,s}. Puisque ¢Y € po, ona

h(p;) = h(C)‘j Zczﬂi,/\j) = h(z Czﬂz’)\j)-

i=1 i=1

Comme 370, ¢ifix; € Z, on en déduit que h(32;_; ciBix;) =log| > i cifix;]. Orona:
T T
1> ciBingl <D leiBing| < llelloo (Pl F oo + allGlloo) -
i=1 i=1
D’apres (5.3.3), on obtient :
IZCzﬁm | <2V 320709 (]| Fl oo + 4[| Glloc) < 2V ([[Flloo + [|Gloo)

ol on a utilisé 3 nouveau I'inégalité = < 2! pour z > 1 pour la deuxieéme inégalité. Ainsi, on a :

ha(p) < D 10g(2Y (| Flloe + 11Glls0))
j=1

< slog (2V (| Flloo + 1Gllo0))

D'apres (5.3.1),onas = #E < np+ng— (r—1) < np+ng—1= N — 1. En combinant ces
inégalités, (5.3.9) devient :

(N —2) (log(N = 2) + (N — 1) log (2Y (|| F|loc + | Gll) ))

m1

h(§) < (5.3.10)

D'aprés le Lemme 1.6.1.3, on a :
h(a) < 2al[och(8)-
En combinant (5.3.8) et (5.3.10), on a
h(e) <A8D*(N —2) (log(N —2) + (N — 1) log (2Y (| Fllos + [|Gllse) ) ) = Co.
Enfin, en majorant deg(F'), deg(G) par 3D et log M (F'),log M(G) par h, on a:

max(Cy, Co) < 459N3D3h2.
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5.4 Bornes explicites dans les trois cas : Cas 1, Cas 2 et Cas 3

Dans cette section, on va donner les propositions mentionnées suivant les trois cas et leurs démons-

trations. Soient F,G € Z[m?l,x?,x?l]. On note :

D = max (degoo(F'), degoo (G))
h = max(log ||F[|1, log || G|1)
N = max(#Supp(F), #Supp(G)).

Cas 1 : a est un point isolé de VN ({Ts et a € V°.

Proposition 5.4.1. Soient F,G € Z[xfl, arétl, x?jfl} Soient a € Z3 un vecteur primitif et £ € Gy, \ fho -
On note o = (&2 Soit Ty le sous-tore de G}, défini par (5.1.2). Si x est un point isolé de V (F, G)N{Ts
et a € V° alors il existe un vecteur non nul b € 73 orthogonal a a tel que :

log(150552N3 D7 h22¢)*

bl < 107406 N3 D2 K22¢ )
bl 07406 log log(376380N3D7h22¢)3

Si, de plus, ¢ € {£1}> alors on a :

log(74358N3D7h?)
||b|oo<99144N3D5h2( og( ))

log log(74358 N3 D7h?

Démonstration. On note V =V (F,G) et T) = {7» € G3,, v € Q'}. On pose P = £* — 1 oli u est
défini comme dans (5.1.1). On a donc T = V(P). Par hypothése, on a e« € V° N {Ty. D'apres la
Proposition 5.3.4, soit il existe un vecteur non nul b € Z3 tel que ||b|| < 2D soit on a :

h(a) < 459N3D3h2. (5.4.1)

Comme la borne dans la majoration est plus petit que celle annoncée dans la proposition, on suppose
que I'on est dans le second cas. On note C' = 459N3D3h?. D'aprés le Lemme 1.6.1.3, on a :

laflh(§) < h(e) < C. (5.4.2)
Par définition de P, on a deg(P) < |lul|;. D'aprés (5.1.1), on a :
1/2
deg(P) < V3|lull < v3%llall”* < v2lalli*

On pose K = Q(¢) et d = [K(&) : K]. Puisque a est primitif, on a K(a) = K(§) et donc d = [K(a) : K].
Comme « est un point isolé de V N {15, d'aprés le Théoréme 1.6.2.1, on a :

4= [K(@) : K] < deg(F) deg(G) deg(P) < V3 deg(F) deg(G) al|{2.
En majorant deg(F') et deg(G) par 3D, on a :

d < 9v2D?|a| /2. (5.4.3)

Supposons ¢ € {£1}3:
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Dans ce cas K = Q. Par définition de la fonction ¢ (voir la Sous-section 1.2.2 pour la définion), on a
1/log M (&) < ¢(d). D'aprés (5.4.2), on en déduit que :

[Q() : Q]

allee < C
Jalle < log 31te)

< Cdl(d).

D’aprés (5.4.3), on en déduit que :
lal|X* < 9v2CD*(d). (5.4.4)

Cela montre que la norme de a est majorée par une constante ne dépendant que de F' et G. Déterminons
explicitement une majoration pour la norme de a. En utilisant le fait que £ est croissante et en multipliant
(5.4.4) par 9v/2D?, celle~ci peut s'écrire sous la forme :

X < CiU(X)
ou
X =9v2D%a||}/? et €y = (9vV2D?)>2C = 74358N3D7h2.
Soit 7 la fonction définie par 7(x) = 4(log(x)/loglog(z))® pour tout z > 3. D'aprés le Théoréme
1.2.2.3, on en déduit que /(X) < 7(X) car X > 3. Comme C; > 2 et 3 < X < C17(X), d'apres le
Lemme A.2.2, on a:
X <3Ci7(4Ch).
En remplacant X et ' par leur expression respective, on en déduit que :
lal|/? < 12393vV2N3D 27 (4Cy).

En utilisant la défition de 7, on en déduit que :

1 4358 N3 D7]2 3
|a||l/? < 49572v2N3D°h? ( 0g (74358 ) ))

log log(74358 N3 D7h?2
D’aprés le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :
1/2
Ibll> < (2/V3)"? Ja]ly*.

En simplifiant les expressions dans les log, on en déduit que :

3N712 3
|bll2 < 99144N3D°h? ( log (74358 N3 D"h?) ))

log log(74358 N3 D7h?

Supposons ¢ € p3, :
En appliquant le Théoréeme 1.2.3.2 (avec K =Q et L = Q(¢)), on en déduit :

1 _ 2¢log(2d)*
h(€) ~ loglog(5d)?

dN(d).
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ol ¢ est une constante absolue strictement positive. En remplacant ¢(d) par \(d) dans le cas précédent
et refaisant le méme calcul, on a:

lafl3* < 9v2C0D2A(d).
D’aprés le Lemme A.2.3, \ est croissante. En utilisant ce fait et la majoration (5.4.3) de d, on obtient :

log(2X)4
X < 20c 1osX)”
loglog(5X)3

ol
X =9V2D?*|a]|}/? et Oy = (9V2D?)2C2° = 162C2°.
Puisque C5 > 44, d’aprés le Lemme A.2.4, on a :

log(2C3)*
X <13Cy——F———FF—.
*loglog(5C5)?

En remplacant X, Cs et C' par leur expression respective, on en déduit que :

log(150552N3 D7h%2¢)4
log log(376380N3D7h22¢)3"

lally/? < 53703v2N3D3h20c

D’aprés le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :
1/2
Ibll> < (2/V3)"? Ja]ly*.
Par suite, on a :

log(150552N3 D7 h22¢)*

b2 < 107406 N3 D3h?2¢ .
Ibll2 log log (376380 N3 D7h22¢)3

Cas 2 : a n'est pas un point isolé de V N {15 et a € V°.

Proposition 5.4.2. Soient F,G € Z[zi!, x5, zT!] tels que pged(F, G) = 1. Soient a € 73 un vecteur
1 T2, 13

non nul, ¢ € pd, et £ € G \ po, tels que (€2 € V(F,G). On note a = (2 et V = V(F, Q). Soit Ty
un sous-tore de G2, de dimension 2. Si o € V° N Ty et o n'est pas un point isolé de V N Ty alors il
existe un vecteur non nul b € Z> orthogonal 3 a tel que :

bl < 1458D%,

Démonstration. Puisque a n'est pas un point isolé de V N {75, il existe une composante irréductible
Y C VN {15 de dimension 1 et contenant . En particulier, Y est une composante irréductible de V
car dim(Y) = 1 = dim(V). Comme « € V°, Y n’est pas un translaté de sous-tore de G3. On note ¢
le morphisme défini par :

0 G x G — G

(x.y) = x"y
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On note Y'Y I'image de Y par ¢. Puisque Y C (T3, ona Y'Y C T,. De plus, Y'Y est irréductible
car Y x Y est irréductible et I'application ¢ est continue. Comme ae € Y, on a o~ 'Y C Y'Y Ainsi,
ona:

1 =dim(a™Y) < dim(Y'Y) < dim(T3) = 2.

Supposons dim(Y 1Y) = 1. Puisque Y'Y est irréductible, on a I'égalité o~ 'Y = Y'Y D'aprés la
Proposition 5.2.1, Y est un translaté de sous-groupe algébrique de G3,. Comme Y est irréductible, Y est
un translaté de sous-tore de G2 . Ceci contredit I'hypotheése ac € V°. On en déduit que dim(Y ~1Y) = 2.

Vuque Y'Y C T, et T) est aussi un sous-tore de dimension 2, on a 75 = Y ~'Y. D'apres le Proposition
5.2.2,ona:

deg(T») < 3% deg(Y)>.

Puisque Y est une composante irréductible de V', on a deg(Y) < deg(V). D'aprés le Théoreme de
Bézout Géométrique, on a deg(V) < deg(F') deg(G). Ainsi, on obtient :

deg(Ty) < 9(deg(F) deg(@))?,

Puisque T5 est un sous-tore de G3 de dimension 2, T5 est défini par un vecteur primitif b € Z3. Comme
eTyetéd pu,,onaa-b=0.Enfin, ona:

max(|[b-|1, [b+[l1) = deg(T2) < 9(deg(F) deg(G))>,

ou b (respectivement b_) est le vecteur obtenu a partir de b en ne gardant que les coordonnées dont
le signe est positif (respectivement négatif). Enfin, on en déduit que :

b1l < 2max(|[br,+ |1, [br,-[l1) < 18(deg(F) deg(G))?.

En majorant deg(F') et deg(G) par 3D, on a la majoration voulue. O

Cas3:a¢ Ve

Proposition 5.4.3. Soient F,G € Z[z{', x5, 25" tels que pged(F,G) = 1. On note V = V(F,G).
Soient a € Z3 un vecteur non nul, ¢ € ud, et £ € Gy \ o On note ¢ = (€2, Si v € V@ alors il
existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal 3 a tel que :

225
1b]loo < TD4he(254DG).
Démonstration. Comme o € V2, « appartient a un translaté de sous-tore a1’ C V de dimension
non nulle. Comme pged(F,G) = 1, V est de dimension 1 et donc il en est de méme pour 1. Ainsi,
I'inclusion T C V est maximal. On va construire un automorphisme ¢ de G3, tel que ¢(T) =
{y € G}, | y1 = yo = 1}. D’apreés la Proposition 1.3.2.3, il existe trois vecteurs piy, fto, pt3 formant une

base de Z? tels que :
— T est défini par les équations x*1 — 1 = xH2 — 1 =0,

— ces trois vecteurs sont définis comme suit :

By = C1AL,
Mo = C21A1 + C2AAo, (5.4.5)
M3 = C€31A1 + c32A2 + 33,
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oll A1, A2 € D(F) UD(G), A3 est un vecteur de la base standard de Z3, les ¢;; (pour i = 2,3 et
j=1,i—1) et ¢ (pour k = 1,2,3) sont des nombres rationnels tels que |¢; ;| < 1/2 et 0 < ¢; < 1.
Notons M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs iy, pto, pt3. On considére I'automorphisme ¢y,
de G2, défini par :

on G — G3
x = xM = (xM1 xM2 xH3).
On a alors :
om(T) ={y € G}, | y1 =y2 = 1}.

En effet, en notant 7" := {y € G3, | y1 = y2 = 1}, on a ¢ (T) C T’ car T est défini par les équations
xM = xH2 = 1. Comme dim (pp (7)) = dim(7”) et T” est irréductible, on a I'égalité.

Puisque {gt1, pto, 15} forme une base de Z3, M € GL,(Z). On considére le changement de variable

x =@y (y) = yM ™" On écrit :

FyMY =Y Flynp) vh et GO ) =Y Gl ) v (5.4.6)
i€l =

On considére la sous-variété W de G2, définie par
W= {(ylva) € GIQn | Fi(ylva) = G](ylayQ) = O7VZ € 17.7 € J}
On a alors :

(3/1:3/2) EW — Fi(y17y2):Gj(y17y2) :07 vze[v.j €J7

= F(pj (¥) = G(ea; (y) =0, Vy3 € G,
— (prl(Y) € V7 vy3 S GHU
— yepuV), Vys € Gy,.

Ainsi, on obtient :
W = {(y1,42) € G}, | Vy3 € G, (y1,2,43) € pm(V)} (5.4.7)

Par conséquent, on a W x G, C (V) et donc :

dim(W) + 1 = dim(W x Gp,) < dim(pp(V)) = dim(V) = 1.
On en déduit que W est de dimension nulle dans G2,. Ensuite, on note B I'image de a par ¢y i.e.

B = (HrgaHn, Chagaz, CHags),

On pose B’ = (31,32). On a :

B xGm = {(B1,P2,B3y3) € G, y3 € G}
Beo(T) car p(T)={y c Gy |y =y2 =1}

em(al)
(V).

Nl
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D’aprés (5.4.7), on en déduit que B € W. Comme dim(W) = 0, ({M1£2H1 (H2£2H2) est un point
isolé de TW. D’aprés le Corollaire 3.2.2, il existe un vecteur non nul (11, 72) € Z? orthogonal au vecteur
(apy,ap,) € Z2 tel que pouri=1,2 :

Ini| < 2Dwhw((2DF,), (5.4.8)
ou

Dy = max (max(degoo(F), degee(G))) ety = max (max (log | 731, 1og |G, ).

On considére le vecteur b défini par b = 7y + n2py. On a b # 0 car (n1,72) est non nul et py, po
sont linéairement indépendants. Comme (71, 7)2) est orthogonal a (ap,ap,), on a ab = 0. En utilisant
(5.4.5), on a:

[blloe < [mlllpe1]loo + [m2] 12200
Imllle1Ailloo + [m21[lc21A1 4 caXolloo

<
<
< (Im[ + (3/2)[n2]) D.

D’apres (5.4.8), on en déduit que :
blloe < 5DDw hywt(2D3). (5.4.9)

Il reste a déterminer une majoration de hyy et Dy en fonction de h et D. Par construction des F; et
Gj,ona ||Filli < |Flh et |G]l1 < ||G|l1- On a donc hy < max(log ||F|1,log ||G||1) = h. Par ailleurs,
les exposants des F; sont donnés par les vecteurs M '\ ot X parcourt Supp(F'). D'aprés les formules
de Cramer, on a :

M7IN =+ (g A pa) A, (p3 A ), (11 A p2)A) -

Ainsi, on a:
deg, (F;) < sup  |(pg A pg)(A— X))
A\ €Supp(F)

<z Apg)lli - sup A =N
A\ €Supp(F)

(12 A pe3) |1 degoo (F)
|

< |
< (e A )1 D,

ot on a utilisé le fait que |u-v| < ||ul|1||v||cc dans la deuxieéme ligne. Notons D; = max (deg; (F'), deg; (G)).
En utilisant (5.4.5) et les majorations sur les ¢; j et cx, on en déduit que :

3 1
o A pgll < Z”)‘l A Xzll1 + §H>\1 A3+ ([ A2 A Al
3 1
< ZHAlHlHAzHl + §H>\1HlH>\3H1 + [[A2]l1l[As]l1,

3
< ZDl (Dl +2),

ot on utilise le fait que |[u A v||; < ||ul[1||v||: dans la deuxiéme ligne. On en déduit que :
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On a une méme majoration pour degyl(Gj). En appliquant le méme procédé, on trouve :
deg,, (F) < [[(p3 A py) 1D < (1/2)DD1(Dy +2).
On a aussi une méme majoration pour deg,, (G;). On obtient :
Dw < (3/4)DD1(D; + 2).
Comme Dy < 3D, on en déduit que :
Dw < (3%5/4)D3.
Enfin, comme la fonction ¢ est croissante, (5.4.9) devient :

bl < 5D(3%5/4)D3he(2(3%5/4)% D)
= (3%52/4)D*he(3452 DO /23)
< (225/4)D*he(254D%).

Cela compléte la preuve de la proposition. O

5.5 Version explicite de la Conjecture de Schinzel

Suivant I'approche BMZ, on a une version explicite du Théoréme 2 dans le cas n = 3. On note :

D = max (degoo (F'), degoo (G))
h = max(log || F'l|1,1og [|G||1)
N = max(#Supp(F'), #Supp(G)).

Théoréme 5.5.1. Soient F,G € Z[z{', 235" 23] tels que pged(F,G) = 1. Soient € € Q" \ p et
a cZ3 Onposea= (&2 Siac V(F,G) alors il existe un vecteur non nul b € 73 orthogonal 3 a et
tel que :

log(150552N3 D" h22¢)*

b||so < 107406 N3 D5h22¢ .
Iblloc log log(376380N3 D7h22¢)3

oll ¢ est une constante absolue strictement positif. Si, de plus, ¢ € {£1}3 alors on a :

3)7H2 3
Iblle < 99144N3D5h2< log(74358N3 D7 h2) ))

log log(74358 N3 D7h?

Démonstration. Quitte 3 remplacer ¢ par £Pged(1,62,03) o peut supposer que a est primitif. On note :
V=V(FG) e Ti={¢cG} ccT}.

D’aprés le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul u € Z3 orthogonal a a tel que :

1/2
[l < vAalally,
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oll 72 = 2/+/3 est la constante d'Hermite en dimension 2. Quitte & diviser u par son pged, on peut
supposer que u est primitif. On note T le sous-tore de G3, défini par le vecteur u i.e.

Th={acG3 |a”=1}.
Si o € V*® alors d’apres la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b € Z? orthogonal 3 a tel

que :

3
log(254D6
bl < 225D4h< 08(254D ) )

log log (254 DY)

Si a n'est pas un point isolé de V' NT, et o € V° alors d'aprés la Proposition 5.4.2, il existe un vecteur
non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :

|b|oe < 1458D%.

Si a est un point isolé de VN {T5 et a € V° alors d'aprés la Proposition 5.4.1, il existe un vecteur non
nul b € Z3 orthogonal 3 a tel que :

log(74358N3D7h?) G e 1)
log log (74358 N3 D7h?) ’

[blloe < 99144N3D5h? (

et

log(150552N3 D7h?2¢)4

blls < 107406 N3 D°h22¢
Iblloc log log (3763803 D7h22¢)3

sinon.

En prenant le maximum entre ces trois bornes, on a le résultat voulu. O



6. Cas n =3 : approche R

Dans ce chapitre, on présente une nouvelle approche, encore dans le cas n = 3, que I'on développera
ensuite dans le Chapitre 8 pour n quelconque. Cette approche, que I'on appelle approche R (comme
résultant), est similaire a I'approche BMZ décrite dans le Chapitre 5. La nouveauté de la preuve consiste
a utiliser une majoration de type Bézout Arithmétique (Proposition 3.1.7) pour les points isolés, que
I'on obtient a I'aide du résultant.

On va aussi décrire un algorithme qui permet de calculer les sous-tores de G}, dont un translaté est
contenu dans V' et y est maximal (Algorithme 11) pour n quelconque. Dans le cas particulier n = 3, on
va déduire, a |'aide de cet algorithme, une procédure permettant de calculer explicitement les vecteurs
b € Z3 du Théoréme 2 dans le cas ot (&2 € V? (Algorithme 12).

6.1 Présentation de I'approche

Soient F,G € Z[xfl,@d,x;)ﬂ] tels que pged(F,G) = 1. Soient a € Z> un vecteur primitif et
¢ € pd,. On note :

V=V(FG) e T :{5aeG§n, ge@*}.

On s'intéresse aux points a € V N {1} qui ne sont pas de torsion. On cherche a déterminer un vecteur
non nul b € Z3 orthogonal a a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de F
et G. A I'aide du Lemme 1.4.2, on construit un sous-tore auxiliaire 75 de G2, de dimension 2 contenant
T; et tel que deg(Th) < deg(T1)"/2. On rappelle que V* est la réunion des translatés de sous-tores de
dimension non nulle contenus dans V' et V° =V \ V. On est alors dans I'un des trois cas suivants :

Cas 1 : « est un point isolé de V' N (T, (Proposition 6.2.2). Dans ce cas, on montre que la norme de
a est majorée uniquement en fonction de F' et G. En écrivant a = {£2, I'idée consiste d'une part a
minorer la hauteur de h(&) soit en utilisant la minoration de Dobrowolski soit la minoration relative de
F. Amoroso et U. Zannier et d'autre part a majorer la hauteur de ¢ en utilisant la majoration de type
Bézout arithmétique. La Proposition 6.2.2 est valable pour n quelconque mais n'est explicite que pour
¢ € {£1}". Pour déduire un vecteur b ayant les propriétés requises, on peut utiliser le Théoréme 1.4.1.

Cas 2 : « n'est pas un point isolé de V N (T, et o € V° (Proposition 5.4.2).
Cas 3 : a ¢ V° (Proposition 5.4.3).

Contrairement a I'approche BMZ, on note que I'hypothése @ € V° n'est plus nécessaire dans le cas
Cas 1. Le Tableau 6.1 récapitule le schéma de la preuve.

Hypothéses acV° acl?
« est un point isolé de V N {1y Proposition 6.2.2 | Proposition 6.2.2 ou Proposition 5.4.3
a n'est pas un point isolé de V N {715 | Proposition 5.4.2 Proposition 5.4.3

Tableau 6.1 — Schéma de démonstration de I'approche R

84
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On note :
D = max (degoo(F'),dego(G)) et h =max (log|| F|1,log||G]1)

Sous I'hypothése pged(F,G) = 1, le Tableau 6.2 donne asymptotiquement I'ordre de grandeur des
différentes bornes associées aux différents cas.

Hypothéses acVe aclV?
« est un point isolé de V N (15 Dh Dh ou D*h
« n'est pas un point isolé de V' N {75 D* D*h

Tableau 6.2 — Ordre de grandeur des bornes suivant I'approche R

Dans la Section 6.2, on donne une nouvelle borne explicite du nouveau Cas 1. Dans la Section 6.3, on
donne une nouvelle borne explicite de la Conjecture de Schinzel dans le cas n = 3 (Théoréme 6.3.1). La
derniére Section 6.4 contient un algorithme sur le calcul des translatés de sous-tores maximaux contenus
dans V.

6.2 Borne explicite du nouveau Cas - 1

Dans cette section, on va construire le sous-tore T5 de GJ, annoncé précédemment pour n quelconque.

Lemme 6.2.1. Soient n > 2 un entier et a € Z™ un vecteur non nul. Alors il existe deux vecteurs
linéairement indépendants uy,uy € Z" tels que (uj,ug) est saturé, a € (u,uy) et

_ 1/2 —2 —1
75 i ol [uz]l2 < det(ur, uz) < 4% a2 Y.

Le sous-ensemble T, de G}}, défini par :

T, = {71“7;2 € Gy, (11,72) € G?n}?

est un sous-tore et contient tous les points de la forme £ ot & € Gyy,.

Démonstration. Les deux vecteurs uy, ug € Z™ sont donnés par le Lemme 1.4.2 et T5 est un tore d'apres
la Proposition 1.3.2.2. O

Remarque. Par définition de 75, on peut observer que le degré de T, est inférieur au degré de 17 a
la puissance (n — 2)/(n — 1) a une constante prés. Le fait que cette puissance du degré dans T; est
strictement inférieure a 1 est crucial pour démontrer le résultat suivant.

La proposition suivante donne une majoration de la norme de a dans le cas ol & est un point isolé de
V' N ¢T». On rappelle que 4 est la constante d'Hermite de dimension d.

Proposition 6.2.2. Soit n > 2 un entier. Soient F,G € Z[mlﬂ, -, xFl. Soient a € Z™ un vecteur
primitif, ¢ € pl et £ € Gy \ poy. On note K = Q(¢), a = ¢&? et Ty le sous-tore de G, défini dans
le Lemme 6.2.1. Si v est un point isolé de V(F,G) N ¢T5 alors on a :

ally’ ™ < 20/mr97 (degoo (@) log || F |1 + degoo(F) log || Gl11) A(d),
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ol

¢lo 4
d=[K(a): K] et A(d):m

ot ¢ est une constante absolue strictement positive. On a aussi :

[K(e) : K] < 2n7272/% degoo (F) degoo(G)HaHéniQ)/(niu

n—1
Si, de plus ¢ € pgy alors on peut remplacer \(d) par £(d).
En particulier, pour n = 3, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :

log(2c+7D3h)4
log log(2¢+75D3h)3"

b2 < 2¢743Y/213Dh

Si de plus, ¢ € {£1}? alors on a la majoration (sans la constante c) :

3
log (256 D3h)

b|lo < V12288Dh .
bl 58 <loglog(256D3h)

Démonstration. Soient uj, us les deux vecteurs définis dans le Lemme 6.2.1. Comme a € (uj, ug), il
existe 1 = (11, 72) € Z? tel que a = nu; + Nauy. Comme a est primitif, alors il en est de méme pour

1. Puisque (uy, ug) est saturé, il existe n — 2 vecteurs ug, - -- ,u, € Z" tels que {uy, - -

,uy,} est une

base de Z". Soit U la matrice dont les lignes sont u;. On considére I'automorphisme ¢y qui est défini

par :

ov : G — Gy,
U

On remarque que si (y1,y2) € G2, alors on a :
eu(y,y2, Lo, 1) =y vy

On en déduit que :

i (1) = {( .1, 1) € Gl (y1,90) € GE ).
Notons 9 = ¢~ 1(¢) € u’ . Puisque

u(§™, 67,1, 1) = gMmEr® = ¢,

ona:

i (CE™) = Doyt (6%) = (1€™, 028™ 95, , Un).
Posons maintenant P(y1,y2) = F(Cyi'ys?) et Q(y1,y2) = G(Cyi'y5?). On a :

ot (VN ¢T) = {(91y1, P2y, 93, -+ ,0p) € G, (y1,42) € V(P,Q)}.

En effet, soitz € G. On a z = (Y1y1,V2y2, V3, - ,¥y) avec P(y1,y2) = Q(y1,y2) = O si et seulement

si p(z) = Cy;tyy? € T avec F(p(z)) = G(p(z)) = 0.
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Notons B = (§™,£™). Puisque (£ est un point isolé de V N (T3, 9051(4“{3) est un point isolé de
¢ (VN¢Ty). Donc B est un point isolé de V(F(Cyi yy?), G(Cyiys?)). D'apres la Proposition 3.1.7,
et en utilisant la majoration de la norme Lo par la norme L; d'un vecteur, on en déduit que :

[K(B) : Q(B1)]log M (B;) < v/n|luzl|2 (dego (G) log || F||1 + degoo (F) log || Gl1) [K = Q]

[K(B) : Q(B2)]log M (i) < v/n|luil2 (degoo(G) log || F'[l1 + degoo (F) log [|G]1) [K : Q]

et
[K(B) : K] < 2n degoo (F') degoo(G) [[ui[|2|uz]2-
Par construction des vecteurs uj et us, on a:
73t lolluzlla < det(ur, ug) < 5/ flaf§" /. (6.2.1)
On en déduit que :
[K(B) : K] < 27W2”y,1/,21 degoo (F) degoo(G)HaHgniz)/(nil)'

De plus, comme n est primitif, on a [K(¢) : K] = [K(B) : K]. D'autre part, puisque 0 # £ ¢ p, on a
h(§) # 0. Par suite, on a :

| = h(51) _ log M (31) " 1
h(E)  [Q(B): Q] h(E)
< vnlluz|[2[K : Q] . (degoo(G) log [| |1 + degoo (£) log [|G 1)
~[K(B) - Q(B)][Q(B1) : Q] h(§)
_ Volluellz | (degoo(G)log || F][1 + degoo(£) log [|G][1)
K(B) : K] h(&) ‘

On obtient :

1
[K(8) : K]h(£)
En appliquant le Théoréeme 1.2.3.2 (avec K= Q et L = Q(¢)), on en déduit :

| < vnlluzll2 (degoo (G) log || F]|1 + degoo (£) log [|G|l1) (6.2.2)

1 _ 2¢d log(2d)*
h(&) ~ loglog(5d)3

= d\(d). (6.2.3)

ol ¢ est une constante absolue strictement positive. Comme d = [K(B3) : K] = [K(¢) : K], I'inégalité
(6.2.2) devient :

m| < V/nlluzl2 (degos (G) log || F[|1 + degoo (F) log | Gl1) Ad).

Similairement, on a :

[n2| < Vnlluil2 (deg,, (G)log || Fll1 + deg,, (F) log | G][1) A(d).

Comme a = nyuy + 10u9, On a :

lallz < 2v/n (degoo(G) log || Fll1 + degoo(F) log [|Gl[1) [lun[|2[uz]|2A(d).
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D’apres (6.2.1), on a :

lallz < 2vn727% (degoo (G) log || F|l1 + degoo(F) log |G 1) ]S~ YA ().
En simplifiant par ||al|2, on a :

ally’ ™ < 2v/mravs% (degoo(G) log || F||y + degoo (F) log |G 1) A(d). (6.2.4)

Si¢ e pg alors K = Q. Ainsi au lieu d'utiliser 'inégalité (6.2.3), on utilise I'inégalité suivante :

1 d
h(€)  log M(¢)

Comme [Q(B) : Q] = [Q(¢&) : Q], I'inégalité (6.2.2) devient :
Im| < v/nlluzl2 (degoo(G) log [ F1 + degoo (F) log [|G|1) £(d).

Ainsi, il suffit de remplacer A(d) par ¢(d) dans (6.2.4).

< de(d).

On suppose maintenant que n =3 et { = 1.

Déterminons explicitement une borne pour la norme de a. On a yo = 2/4/3. En majorant dego. (F), degoo (G)
par D et log || F||1,1og ||G||1 par h, on obtient :

lally/? < 2723714 Dhi(d) et d < 27/28Y/4D2|a]y/

En utilisant le fait que ¢ est croissante et en multipliant la premiére inégalité par 2°/231/4 D2 celle-ci
peut s'écrire sous la forme :

X < CUX)
ou
X =25/2314D2||a|}? et C=2°DPh.

Soit 7 la fonction définie par 7(z) = 4(log(x)/loglog(x))® pour tout > 3. D'aprés le Théoréme
1.2.2.3, on en déduit que £(X) < 7(X) car X > 3. Comme C' > 2 et C7(X) > X > 3, d’apres le
Lemme A.2.2, on a:

X <3C7(40).
En remplacant X et C' par leur expression respective, on en déduit que :
la]|s/? < 27/233/*Dhr (28 D3h).
D’aprés le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :
Ibll2 < (2/v3)"/2|all3.

Par suite, on a :

3 3
Ibll2 < 2432Dhr(28D?h) = mDh< log(256D3h) )) |

log log (256 D3h
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On suppose enfin que n =3 et ¢ € u_.

Déterminons explicitement une borne pour la norme de a. En refaisant le méme calcul dans le cas

précédent, on a :

laly* <2723 V4DhA(d) et d<2¥231/1D?|a|ly”.

D'apres le Lemme A.2.3, X est croissante. En utilisant ce fait et en multipliant la premiére inégalité par

25/231/4 D2 celle-ci peut s'écrire sous la forme :

log(2X)*
X <2C—F————F—=
log log(5X)3

ou
X =25/2314D2||a|}? et C=2°DPh.
Puisque C' > 44, d'aprés le Lemme A.2.4, on a :

log(Zc'HC)A‘

X <2913 ——————~—.
log log(2¢5C')3
En remplacant X et C' par leur expression respective, on en déduit que :

log(2c+7D3h)4
log log(2¢+75D3h)3"

lal|s/? < 2¢t7/23-1/413Dp

D’aprés le Théoréme 1.4.1, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel que :
1/2
Ibll2 < (2/v3)"?Ja]l,*.

Par suite, on a :

log(20+7D3h)4
log log(2¢+75D3h)3"

b2 < 2¢743Y/213Dh

O

Remarque. En appliquant cette proposition avec n = 3 et { = 1, on peut obtenir la méme majoration
pour le degré de £ que dans la Proposition 4.3.1, bien que les conditions imposées sur les vecteurs u;

et ug puissent différer légerement.

6.3 Version explicite la Conjecture de Schinzel

Une version explicite du Théoreme 2 pour n = 3 se déduit directement du théoreme suivant. Pour

F,G € Zzf, 23t 251, on note :

D = max (degeo(F'),degoo(G)) et h = max(log | F|1,log||G]1).
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Théoréme 6.3.1. Soient F,G € Z[z{', 23", 25, Soient a € 73 un vecteur non nul, ¢ € p3, et
€€ G\ By tels que €2 € V(F,G). Si (£* appartient a une composante irréductible de V (F, G) de
codimension 2 alors il existe un vecteur non nul b € 73 orthogonal 3 a tel que :

log(2€128D5(3Dlog 2 + h))*

blly < 2°2 D*(3Dlog2 + h

ol ¢ est une constante absolue strictement positive.

Si, de plus, { =1 alors on a :

3
log(256D°(3Dlog 2 + h
Hb|!oo<225D4(3Dlog2+h)(Og( 56D°(3Dlog2 + ))> _

log log(256 D3 log 2)

Si, de plus, pged(F,G) =1 et ( =1 alors on a :

3
b log(256 D

loglog(256 D3 log 2

Démonstration. Quitte a remplacer £ par fngd(“l’”’a?’), on peut supposer que a est primitif. Dans toute
la suite, on note av = (&2 et Ty le sous-tore de G2, défini dans le Lemme 6.2.1.

I. Supposons pged(F,G) =1et (=1

Dans ce cas, toutes les composantes irréductibles de V' = V(F, G) sont de codimension 2. Si « est un
point isolé de V N (75 alors, d'apres la Proposition 6.2.2, on a :

3
log(256 D3h)
b|l2 < V12288Dh 6.3.1
Ibll2 <log log (256 D3h) (6.3.1)
Si o n'est pas un point isolé de V N {715 et o € V° alors, d'apres la Proposition 5.4.2, on a :
|bleo < 1458D%, (6.3.2)

Si o € V alors, d'aprés la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel
que :

(6.3.3)

3
log(254.D%
bl < (225/4)D*he(254D%) < 225D4h< 0g(25417) )

log log(254 DY)

En prenant le maximum entre les bornes (6.3.1), (6.3.2) et (6.3.3) et en minorant h par log2, on a :

3
log(256 D%,
bl < 225D4h< 08(256D"h) )>

loglog(256 D3 log 2

Cela donne la borne voulue dans le cas ou pged(F,G) =1 et ¢ = 1.

On revient maintenant dans les hypothéses initiales. On pose H = pged(F,G), P = F/H et Q =
G/H. On note aussi :

Dy = max (degoo(P), dego(Q)) et hy = max(log||P||1,log [|Q]1).
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On va déterminer tout d'abord une majoration de Dy et hy en fonction de D et h. Par définition de P
et @, on a degoo(P) < degoo(F') et degoo(Q) < degoo(G). D’aprés la relation (1.2.1) entre la mesure
de Mabhler et la norme Ly d'un polyndme, on a :

1P|y < 2%81(P)pp(P) < 23de8= () pr(F).
On a une inégalité similaire pour ||Q||1. Ainsi, on obtient :
Dy <D e hyg<3Dlog2+h. (6.3.4)

Par hypothése, o appartient a une composante irréductible de codimension au moins 2 de V(F,G). On
a donc a € V(P, Q). Dans toute la suite, on note V = V(P, Q).

I1. Supposons pged(F,G) #1et(=1":

Si ¢ est un point isolé de V' N {15 alors, d'aprés la Proposition 6.2.2, on en déduit :

3
log(256 D% hyr)
b|l2 < V12288Dgh . 6.3.5
Iols < VIZSS Dty (D) (6.35)
Si a n'est pas un point isolé de V N (75 et a« € V° alors, d'aprés la Proposition 5.4.2, on a :
|bllsc < 1458D7%. (6.3.6)

Si o € V?® alors, d'aprés la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel
que :

[blleo < (225/4) D3 hpt(254D8)). (6.3.7)
La fonction £ est croissante par définition et la fonction z + (log(z)/loglog(z))? est croissante pour

x > e°. En utilisant les majorations de (6.3.4), en minorant hy par log2 et en prenant le maximum
entre les bornes (6.3.5), (6.3.6) et (6.3.7), on a:

log(256D°(3D log 2 + 1)) ) ’

blle < 225D*(3Dlog2+ h
bl ( 0g2+ h) ( loglog(256D3 log 2)

Cela donne la borne voulue dans le cas ol pged(F,G) # 1 et { = 1.
ITI. Supposons pged(F,G) #1et ( # 1 :

On considére enfin le cas sans condition supplémentaire sur pged(F, G) ni sur €. Si a est un point isolé
de V N {715 alors, d'aprés la Proposition 6.2.2, on a :

log(2¢128 D3 hyy)*
b2 < 2¢743Y213Dyh H : 6.3.8
Ibll2 T 1608 10g(2¢640 D3 hy ) (6.3.8)
Si o« n'est pas un point isolé de V N {715 et o € V° alors, d'apres la Proposition 5.4.2, on a :
bl < 1458D7%;. (6.3.9)

Si o € V alors, d’aprés la Proposition 5.4.3, il existe un vecteur non nul b € Z3 orthogonal a a tel
que :

bl < (225/4) D3 hpt(254D%;). (6.3.10)
En utilisant les majorations de (6.3.4) et en prenant le maximum entre les les bornes (6.3.8), (6.3.9) et
(6.3.10), on en déduit que :

log(2¢128 D%(3D log 2 + h))*
log log(254D3)3

[bll2 < 2°208v/3D*(3Dlog 2 + h)
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6.4 Algorithmes pour les translatés de sous-tores maximaux

On remarque que, dans la preuve du Théoréme 2 dans le cas ol n = 3, on se raméne a considérer
deux cas suivant si « appartient a un translaté de sous-tore contenu dans V' ou non. Ainsi, ces translatés
de sous-tore jouent un rdle important. On va donner ici un algorithme qui calcule les sous-tores Hy de
G}, dont un translaté est contenu dans V' et y est maximal. L'ensemble des tels A est fini et est calculé
par I'Algorithme 11. On va donner ensuite, dans le cas particulier n = 3, une procédure permettant
de résoudre la Conjecture de Schinzel dans le cas ou le point « considéré appartient a un translaté de
sous-tore contenu dans V' (Algorithme 12).

On fixe m > 2 un entier. Soit s > 1 un entier. Soient FY,--- ,F, € Z[:cfﬂ,~- ,zX1]. On note
V=V(F, - ,Fs). Pourie{1,--- s}, on écrit :

Fx)= > A

A€Supp(F;)

Soit A un sous-groupe de Z". On fixe un systéme R de représentants pour Z"/A. Pour x € R et
ie{l,---,s}, on définit :

Syi ={X € Supp(Fy) | A — x € A}.

En d'autres termes, les ensembles S, ; forment une partition de Supp(F;) suivant les classes modulo A.
Soit F; € Z[xF!] le polyndme défini par par :

FXJ'(X): Z f)\,ix)\~

)\ESX,»;

On note M le sous-groupe de Z" engendré par Ux,i(sx,i — Sy,i) ou la différence est prise au sens de la
somme de Minkwoski :

M = (| J(Syi — Sx.))- (6.4.1)
Xt
Par construction, S, ; — Sy € A et donc M C A. D’apres la définition (1.3.1), Hy C Hy. La
proposition suivante, basée sur [42, Lemma 4], donne une relation entre les translatés de sous-tores
BH, contenus dans V' et les polynémes F) ;.

Proposition 6.4.1. Soient F,--- ,F, € Clz:!,--- ,z'. On note V.= V(Fy,--- ,F,). Soit A un
sous-groupe de Z" et soit R un systéme de représentants pour Z" /A. Soit B € G},. Avec les notations
ci-dessus, on a les assertions suivantes.

(1) BH) C V si et seulement si F ;(8) = 0 pour tout i € {1,---,s} et pour tout x € R.

(2) SiBHy, CV alorsonaBHy CBHy CV.

(3) Si BHA C V est un translaté de sous-groupe algébrique maximal dans V' alors on a A = M.

(4) Si BHA C V est un translaté de sous-tore maximal dans V alors on a A = M.

Démonstration. Si x € R alors on note ¢, le caractére de Hy défini par ¢, (a) = aX.

(1) Supposons que BH), C V. Soiti € {1,---,s}. Soit @« € Hy. On a:

0=FBa)=>Y > fHBra =1 [ D Aib|aX=> Fu(B)eX

XER AES, i XER \AES, i XER
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On en déduit que :
Z Fx,i(ﬁ)gox =0.
XER

Comme R forme un systeme de représentants, les (¢, ),er sont deux a deux distincts. D'apres le
Théoreme d'Artin [46, Theorem 4.3], les ¢, sont linéairement indépendants. Donc F ;(8) = 0 pour
tout x.

Réciproquement, supposons que F ;(8) = 0 pour tout i € {1,---,s} et pour tout x € R. Soient
ac€Hyetie{l,---,s}.Ona:
FBa)=3 > hiBrar=3 (> hiBYaX=3 FBax=0.
XER AES, i XER AES, i XER

Cela montre que BHpy C V.

(2) Supposons que BH, C V. Montrons que BH); C V. Soit « € Hy. On a :
F(Ba)=>Y_ > fupra
XER AES,y i
Comme a € H);, I'application
7" — Q"
A= at

est constante sur S, ; et on note aX'' sa valeur. Par suite, on a :

Fz(ﬁa) = Z Z ai)‘[‘)’)‘ ax’i = Z Fxﬂ-(ﬁ)ax’i.
XER )\ESXJ' XER
D'apres (1), Fyi(8) = 0 pour tout x et donc F;(Ba) = 0. Cela montre que BH); C V. Par construc-
tion, on a Hy C Hy; et donc BH)y C BHy C V.

(3) Si BH) C V est maximal alors, d'aprés (2) et par maximalité, on a Hy = Hjs et donc A = M.

(4) Supposons que BH, est un translaté de sous-tore. Donc A est saturé. Comme M C A, on a
M C M3t C A%t = A et donc BH)\ C BH et € BHyr C V, ob la dernigre inclusion suit de (2). Par
maximalité, on en déduit que A = Mt O

Proposition 6.4.2. Soient Fy,--- ,Fs € Z[x*']. On note V = V(Fy,--- , Fs). La liste M renvoyée
par I’Algorithme 11 vérifie la propriété suivante. Soit A un sous-groupe saturé de Z"™. On a A € M si
et seulement si BHp C 'V est maximal pour un certain B € GJ,.

Démonstration. Supposons SH, C V est maximal pour un certain 8 € G”. D'aprés (4), A = M5
ol M est définie comme dans (6.4.1). En particulier, les générateurs de A appartiennent a D définie a
I'étape 3. Enfin, le systéme S posséde B comme solution et donc A a été mis dans M a un moment
donné. Par maximalité, il n'a pas été retiré. Ainsi A est renvoyé par I'Algorithme 11.

Réciproquement, supposons que A est renvoyé par I'Algorithme 11. Par construction, A est saturé et le
systéme (.S) posséde une solution 8 € G, sinon A aurait été retiré a |'étape 11. Pour tout i € {1,--- , s}
etje{l,---,p;}, onadonc:

(S): Y fuBr=0.

)\GSZ',]'
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D’apres I'assertion (1) de la Proposition 6.4.1, on a BH) C V. De plus, cette derniére inclusion est
maximale sinon A aurait été retiré a |'étape 7. O

Algorithme 11 : Translatés de sous-tores contenus dans V' maximaux

Entrée : Fy,--- , F, € Z[zft, - Y]
Sortie : Une liste finie M de sous-groupes de Z".
Ecrire les F; sous la forme :

F(x)= Y fax

A€Supp(F;)

Initialiser M = {}.
Calculer D = |J; D(Supp(F})).

Pour (A1, -+, A,) € D™, faire :
définir A = (Aq, -+, )
calculer le rang et le saturé de A en appliquant I'Algorithme 15 a A ;
s'il existe A’ € M tel que A’ C A% alors revenir a I'étape 4 ;
définir la relation d’'équivalence ~ telle que n ~ pu si p — pu € A,
pour tout i € {1,--- s}, calculer la partition de Supp(F;) en classes d'équivalence :
Supp(F;) = Sia U+ USip;
résoudre le systeme (.S) dans GJ, et noter Z I'ensemble de ses solutions :
(S) : Z foA =0, pouri e {l,---,stetje{l, - ,pi};
AESi,]’
si #2Z = 0 alors revenir a |'étape 4;
enlever tous les A’ € M vérifiant A’ D AS®t;
mettre AS* dans M.
Renvoyer M.
Proposition 6.4.3. Soit s > 1 un entier et soient Fy,--- , Fs € Z|x*!]. On note V =V (F},--- , F).

La liste M renvoyée par I'Algorithme 11 Vérifie la propriété suivante. Soit A un sous-groupe saturé de
Z"™. On a A € M si et seulement si BHy C V' est maximal pour un certain B € G}..

Démonstration. Supposons BH, C V est maximal pour un certain 8 € G”. D'aprés (4), A = Mt
ou M est définie comme dans (6.4.1). En particulier, les générateurs de A appartiennent a D définie a
I'étape 3. Enfin, le systéme S possede 3 comme solution et donc A a été mis dans M a un moment
donné. Par maximalité, il n'a pas été retiré. Ainsi A est renvoyé par I'Algorithme 11.

Réciproquement, supposons que A est renvoyé par I'Algorithme 11. Par construction, A est saturé et le
systéme () posséde une solution B € G} sinon A aurait été retiré a I'étape 11. Pour tout i € {1,--- , s}
et je{l,---,p;}, on adonc:

(S): Y fuBr=0.

)\GSZ',]'
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D’apres I'assertion (1) de la Proposition 6.4.1, on a BH) C V. De plus, cette derniére inclusion est
maximale sinon A aurait été retiré a |'étape 7. O

Remarques. (1) Dans [42, Lemma 4], I'auteur a considéré I'ensemble D(|J; Supp(F;)) qui est largement
plus grand par rapport a J; D(Supp(F;)). Pour réduire la taille de D défini a I'étape 3, on peut aussi
se demander s'il est possible de remplacer Supp(F;) par la différence de ses points extrémaux.

(2) Pour calculer les solutions du systeme (S) défini a I'étape 10, on peut utiliser I'algorithme de B.
Buchberger sur les bases de Grébner [17].

(3) L'Algorithme 11 n'est pas trés efficace en pratique car, pour chaque n-uplet de D", il faut calculer
une racine du systéme S, ce qui peut étre coliteux. De plus, I'ensemble D" est de taille exponentielle
par rapport a n. Une des améliorations possibles consiste a trier D. On peut aussi faire un test sur le
cardinal de S; ; : si #5;; = 1 alors on retire A. En effet, si c'était le cas alors 3 ne serait pas un point
de GJ,,.

(4) Une implémentation de I'Algorithme 11 a été faite dans le cas particulier ot m = 3 et s = 2 et
pged(Fy, Fy) = 1. Sous ces conditions, tout sous-groupe dans M est de rang 2.

Algorithme 12 : Conjecture de Schinzel dans le casou V =V (F,G) et a € V?

Entrée : F,G ¢ Z[ﬂclﬂ,xéﬂ,xsﬂ] tels que pged(F, G) = 1.
Sortie : une liste de vecteurs de Z3.

Appliquer I'Algorithme 11 et noter M la liste renvoyée.
Pour tout A € M :
noter {f;, o} une base de A;
trouver pg € Z3 tel que {py, pio, pu3} soit une base de Z? en appliquant I'Algorithme 15 3 A
et noter M € GL3(Z) la matrice dont les colonnes sont les p, ;

définir les (F}); et (G;); tels que :
FyM™ )= Filyny)ys e Gy )= Gily, ) v
i€l jeJ
résoudre le systéme (S) suivant dans G2, et noter W I'ensemble de ses solutions :
(S) : {Fl(ylayQ) = G](ylayQ) = O)VZ € Iv] eJ
pour tout v € W :
calculer une base de I'ensemble Rf(«) en appliquant I'Algorithme 6 ;
si dim(R¢(y)) = 1 alors :
noter ) € Z* un générateur de Ry(v) et poser b = n1p; + naps ;
mettre b dans B.
Renvoyer B.

Proposition 6.4.4. Soient F,G € Z[xfl,méﬂ,x;l] tels que pged(F,G) = 1. On note V = V(F,G).
L'Algorithme 12 termine et renvoie une liste B de vecteurs non nuls dans 7?3 vérifiant la propriété
suivante. Soient a € 7", { € ud, et £ € Gy \ po. Si CE2 € V@ alors il existe b € B tel que ab = 0.

Démonstration. On reprend essentiellement la preuve de la Proposition 5.4.3. On note o = {£#. Comme
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a € V? «appartient a un translaté de sous-tore a1 C V' de dimension non nulle. Comme pged(F, G) =
1, V est de dimension 1 et donc il en est de méme pour T'. Ainsi a1 C V est maximal. D'aprés la
Proposition 6.4.2, il existe A € M telle que T' = Hj. Soient p; et py définis comme a I'étape 3,
M comme A I'étape 4 et W comme 3 |'étape 6. On note s I'automorphisme de G2 défini par
e (x) =xM. On a alors :

(y1,y2) € W <= Fi(y1,92) = Gj(y1,y2) =0, Vie I,j € J,
= FyM ) =GEM ") =0, Vys € G,
<= yM_1 eV, Yys € Gy,

— ye€pu(V), Yys € Gy.

Ainsi, on obtient :
W ={(y1,52) € G2 | Vy3 € Gm, (y1,92,43) € orr(V)}. (6.4.2)
Par conséquent, on a W x Gy, C (V) et donc :
dim(W) 4+ 1 = dim(W x Gy) < dim(ep(V)) = dim(V) = 1.

On en déduit que W est de dimension nulle dans G2, et donc W est un ensemble fini. Ensuite, on note
B I'image de a par @)y i.e.

:8 — (Cllq galh , Cﬂzgal—b’ C#3£aﬂ3)‘
On pose B’ = (31,32). On a :

B' xGm = {(B1, B2 Psys) € GS, y3 € Gy}
= Bo(T) car oT)={yeGpy |y =y=1}
= om(al)
C (V).

D’aprés (6.4.2), on en déduit que 3’ € W. En particulier, 8’ est I'un des ~ défini a I'étape 7. De plus,
par construction de 3’ et tenant compte du fait £ ¢ p.., on a dim R¢(8') = 1. Enfin, soient i) et b
définis comme 3 I'étape 10. Puisque On a B’ = ¢MHitmbagmaptmany ¢y  Comme & ¢ p., on
en déduit que map, + meapy, =0i.e. ab = 0. O

Remarque. L'Algorithme 12 peut étre généralisé pour le cas n quelconque a condition que la sous-variété
W définie a I'étape 6 est de dimension nulle.



7. Cas n =3 : Comparaisons et Algorithmes

Dans la Section 7.1 du présent chapitre, on va comparer asymptotiquement les bornes des différentes
approches par rapport a leur ordre de grandeur. Ensuite, dans la Section 7.2, comme application de
la borne explicite, on va rendre effectif I'algorithme correspondant au Théoréme 1 pour le calcul de
la partie non-cyclotomique du pged de deux polynémes f,g € Z[x] qui sont des spécialisations de
deux polynémes F' et G a (seulement) trois variables (Algorithme 14). En plus de I'algorithme, on fera
également I'analyse de sa complexité (Théoréeme 7.2.2). Dans la Section 7.3, on donne un exemple sur
cet algorithme.

7.1 Comparaisons des bornes

Dans cette section, on va comparer les différentes bornes que I'on a obtenues suivant les quatre
approches : S (Chapitre 4), BMZ (Chapitre 5) et R (Chapitre 6).

7.1.1 Comparaisons au niveau de I'ordre de grandeur

On note :
D = max (degoo (F), degoo (G))
h = max(log || F||1, log ||G]1)
N = max(#Supp(F), #Supp(G)).

Le Tableau 7.1 ci-aprés donne asymptotiquement I'ordre de grandeur des différentes bornes associées
aux différentes approches.

Hypotheses S BMZ R
a est un point isolé de VN ({Tr et a € V° ND* | N3D°h? | Dh
a est un point isolé de VN (T et a € V? D°h D*h Dh

a nest pas un point isolé de VN(¢Tr et a € VO | DS D* D4
a n'est pas un point isolé de VN{Ty et a € V2 | D°h D*h D*h
Maximum DSh | N3D°h? | D*h

Tableau 7.1 — Ordre de grandeur des bornes suivant les différentes approches

On observe que I'approche R donne asymptotiquement le meilleur ordre de grandeur D*h. Au niveau
de chaque cas individuel, I'approche R est plus fine et notamment dans le cas ol « est un point isolé.
Cela est dii fait qu'on a utilisé une majoration de type Bézout Arithmétique qui est plus fine dans notre
situation. Comparées a I'approche R, les deux approches S et BMZ sont moins précises.

7.1.2 Comparaisons numériques

Afin de mieux comparer les différentes bornes dans le cas pratique, on va considérer des polynémes
générés aléatoirement.

97
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Exemple 7.1.2.1. On commence par générer aléatoirement deux polyndmes lacunaires F' et G a 3
variables de degrés partiels majorés par 8 et de nombre de coefficients non nuls majoré par 5 et de taille
majoré par 20.

F(x1, 19, 13) = —8x3x] + 1laiz? + —8x3 + 141y

G(x1, T, x3) = 162520 + 4xlasa} — 3xdaia? + 5al.

On vérifie que pged(F,G) = 1. On a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes 3x 1012 [ 2x 10 | 107

On va augmenter la taille des coefficients de deux polynémes F' et GG dans les deux exemples suivants.

Exemple 7.1.2.2. On ajoute 200 a la taille des coefficients.

F(x1,x9,23) = —208z32] + 1153 + —8a3 + 149 4+ 200

G(x1, w9, x3) = 162525 + 204xLr52] — 203252523 + 5l

On vérifie que pged(F,G) = 1. On a les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes | 9 x 102 | 7 x 10" | 2 x 10Y

En comparant avec I'Exemple 7.1.2.2, on remarque que les trois bornes ne changent pas drastiquement
si la taille des coefficients augmente. Cela est dii au fait que les bornes dépendent des coefficients de P
et ) en leur logarithme.

Maintenant, on va augmenter la taille des degrés partiels de deux polynémes F et G.

Exemple 7.1.2.3. On ajoute 50 au degré partiel.

F(x1, 29, 73) = —8x3x3% 4+ 11232? — 8235 + 1423°

G(x1, T9, 23) = 1625°2S + 4alada? — 323°232? + 523’

On vérifie que pged(F, G) = 1. On a alors les bornes suivantes :
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Approches S BMZ R
Bornes 2x 10 | 10% | 2 x 1013

Par rapport a I'Exemple 7.1.2.1, on remarque déja une différence non négligeable au niveau des bornes.
On observe également que la borne de I'approche de S est le plus sensible par rapport au degré.

On va ajouter des mondmes aux deux polyndmes F' et G dans |'exemple suivant.
Exemple 7.1.2.4. On augmente a 10 le nombre de monémes non nuls.
F(x1, 29, 3) = 4a525x% + 5asal — 3aSa3ad + o5 — 8af22 — Sxoatfa? + 162528+
ade? + 1ada? — 8adxy + 1daox) — Sx5 + 1423
G(x1, w9, 23) = dryriei? + 5xi0 — 3ada3ad + 16252823 — Sadxlad + 11a52? + 21+
— 8a5 + 14a3 + 9.

On vérifie que pged(F, G) = 1. On a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes | 6 x 101 | 6 x 107 | 7 x 107

Par rapport a I'exemple 7.1.2.1, on remarque une différence non négligeable au niveau des bornes.

Enfin, dans I'exemple suivant, on augmente les trois parameétres.

Exemple 7.1.2.5. On ajoute 100 a la taille des coefficients, 25 au degré partiel et 10 au nombre de
mondmes.

F(x1,x9,73) = 22° + 402525 2L + 50z0x] — 30252323 — 82522 — Swoxta? + 1602528 4 112323+
1xia? — Saxdxy + 1dagxy — 8z + 1423

G(z1,x9,x3) = 4Ox2m1x5 + 5025 — 303:21:1303 8x2$1x3 + 160252523 + 113023:1 +x1 + 2P+
— 8a3 + 1422,

On vérifie que pged(F,G) = 1.0n a alors les bornes suivantes :

Approches S BMZ R
Bornes | 3 x 1017 [ 2 x 10%0 | 5 x 101!

D'apres ces différents exemples, on peut en déduire que I'approche par le résultant est plus précise que
les autres approches. L'approche S et BMZ donnent parfois des bornes similaires.
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7.2 Recherche des facteurs communs non-cyclotomiques : algorithme
et complexité

Pour rendre effectif I'algorithme dans [29], on a besoin d'une procédure préliminaire (Algorithme
13) qui est nécessaire a I'exécution de I'algorithme principal (Algorithme 14). Soit n un entier. On
s'intéressera au deux cas : n =2 ou n = 3.

Algorithme 13 : Changement de n variables a n — 1 variables

Entrée : F,G € Z[zE!, .-,z et a € Z", tous non nuls.
Sortie : ou P,Q € Z[yF', -,y ] et c € Z"! tels que F(t?) = P(t°) et G(t?) = Q(t°).

Déterminer une base {vy, -+ ,v,_1} de a’.

Calculer le plus petit vecteur non nul b par rapport a la norme Ly dans al a partir de cette base.
Si n = 2 alors calculer la borne du Corollaire 3.2.2 en I'appliquant a F' et GG et la noter B

Si n = 3 alors calculer la borne du Théoréme 6.3.1 en I'appliquant a I’ et GG et la noter B;

Si ||b|l2 > \/nB alors renvoyer (.

Déterminer une base réduite {uy,---,u,_1} de bt.

Déterminer les coordonnés ¢ de a dans cette base.

Poser P(y) = F(yY) et Q(y) = G(yY) ot U est la matrice dont les lignes sont uy,--- ,u,_1.
Renvoyer P, () et c.

Proposition 7.2.1. Soit n un entier tel que 2 < n < 3. Soient F,G € Z[mlﬂ, o xfl etacZ" On
note :

D = max (degoo (F),dego (G)),

N = max (#Supp(F), #Supp(G)),
h = max(log || F'[|1, log |G||1).

S'il existe £ € Q" \ Koo tel que £ appartient a une composante irréductible de V (F, G) de codimension 2
alors I'Algorithme 13 renvoie deux polynémes P, () € Z[ylil, e ,yil] et un vecteur non nul c € Z"1
satisfaisant F'(t*) = P(t°) et G(t*) = Q(t€). Il nécessite au plus :

O(hN log N) + nNO(log D) + NO(log ||al|)
opérations binaires. De plus, on a :

[elloe < (n = 1)l[all2,

max (log [ P||1,log [|Q[[1) < A,

max (#Supp(P), #Supp(Q)) < N,
max (degoo (P), dego(Q)) < 2"BD,

(7.2.1)

ou B est la borne du Corollaire 3.2.2 sin = 2 ou du Théoréme 6.3.1 sin = 3 appliqué a F' et G.

Démonstration. Supposons qu'il existe & € @*\p,oo tel que £2 appartient a une composante irréductible
de V(F,G) de codimension 2. Si n = 2 (resp. si n = 3) alors d'apres le Corollaire 3.2.2 (resp. d'aprés
le Théoreme 6.3.1), il existe un vecteur non nul b € Z™ orthogonal a a vérifiant :

bl < B
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Ainsi, on a également ||b|l2 < /nB. En particulier, le vecteur b défini a I'étape 2 satisfait ces conditions.
On choisit donc ce vecteur b a I'étape 6. Remarquons que b est primitif. Comme a et b sont orthogonaux,
le vecteur a est bien une combinaison linéaire des vecteurs uy,--- ,u,_1. Ainsi, on a bien a = cju; +
-+ 4cp_1u,—1 A étape 7. Pour voir que les polynémes P et () définis a I'étape 8 satisfont les propriétés
requises, il suffit de faire la substitution y = t".

Evaluons maintenant le nombre d'opérations binaires effectuées par I'algorithme ainsi que la taille de la
sortie.

L'étape 1 consiste a déterminer une base de a*. Si n = 2 alors il suffit de prendre comme base le vecteur
v1 = (—as,a1)/ pged(ay,az). Si n = 3 alors on construit une base de a* comme suit. On calcule d; le
pged de a; et ag, do celui de dy et as et quatre entiers relatifs uq, ug, v1,v9 tels que uia + usag = ds
et v1dy + voaz = ds. On considére la matrice :

—ag/dl Ul 0 1 0 0 —a2/d1 —ulag/dg u1v1
V= al/dl u9 01-10 —ag/dg U1 = al/dl —UQag/dQ U2v1
0 0 1 0 dl/dg (%) 0 dl/dg ()

Par construction, V est de déterminant +1 et a-V = (0,0, dz). En notant vy et vo les deux premiéres
colonnes de V, onaa-vy =a-vy =0 et donc vi, vy € at. Comme det(V) = +1, donc {vy, vy} est
une base de a’. En utilisant I'algorithme d’Euclide étendu, on peut calculer dy, u1,us en O(log ||a]|)
opérations binaires en faisant appel a I'algorithme de A. Schénhage [33]. Puisque d; < ||a]|«, le calcul
de dy, vy, vy nécessite le méme nombre d’opérations binaires. Ainsi, cette étape nécessite O(log|al|)
opérations binaires.

L'étape 2 consiste 3 calculer le plus petit vecteur non nul b par rapport a la norme Ly dans a'. Si
n = 2 alors b = vy ol v est défini a I'étape 1. Il n'y a donc rien a faire. Si n = 3 alors il faut trouver
A1, Ao € Z tel que A1vy + Aovy soit le plus petit vecteur par rapport a la norme Ly ol vy, ve sont
définis a I'étape 1. Comme v; et vy sont de taille plus petite que O(log ||a||), en utilisant I'algorithme
de A. Schénhage [43], on peut trouver b en O(log ||al|) opérations binaires. Ainsi, |'étape 2 nécessite

O(log||al|) opérations binaires.
La calcul de la norme L; de F' nécessite de parcourir tous ses coefficients qui peut étre au nombre de
O(N) et chaque somme coilite O(h). Le calcul de h se fait donc en O(Nh) opérations binaires. Le

calcul de D nécessite une comparaison de N x n entiers de taille O(log D). Ainsi, les étapes 3 et 4
nécessitent O(hN) + O(nN log D) opérations binaires.

Comme ||b2 < |[v1]|2 < ||al|2, ainsi le calcul I'étape 5 se fait au plus en O(log ||a||) opérations binaires.

L'étape 6 consiste & déterminer une base de b que I'on construit comme a I'étape 1; d'oti on a une
complexité de O(log||b||) = O(log ||al|). Si n = 2 alors cette base est déja réduite. Si n = 3 alors,
pour trouver une base réduite, on fait appel a I'algorithme de A. Schénhage comme a I'étape 2; d'ou
on a une complexité O(log ||al|). Comme det(b+) = ||b||2, d’aprés [35, Theorem 5 et Theorem 7], on
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en déduit que :
s 3 < s o uzlls < —=iblla. (7.2.2)
V3
De plus, on a:

s [3[uz(3 — (w1 - u2)® = |[b]3. (7.2.3)

L'étape 7 consiste a calculer ¢. Si n = 2 alors a = cquy et donc c'est trivial. En particulier, on a
llc|| < |lal|. Sin =3 alors a = cju; + cauy et donc :

a-u; o u;-u; Uug - u2 C1
a - U o u; -u U2 - U2 Co

D’apres les formules de Cramer, on a :

C1 _ 1 ug - U2 —u; - U2 a-u;
co b2 \—u1-uz up-w a-uy

En utilisant I'égalité (7.2.3) et les inégalités (7.2.2), on en déduit que :

er] <2fally et rc2r<<12>”4”','0’“|‘|‘52<<12>1/4uau2.
2

D'aprés les majorations (7.2.2), u; et uy sont de taille plus petite que O(log [|b||) = O(log [|a]|). L'étape
7 nécessite donc O(log ||a||) opérations binaires.

L'étape 8 consiste a évaluer F' et G en yV. Cela consiste a faire N fois la multiplication U - X ou
A € Supp(F). Puis, il faut faire la somme de N monémes. Comme U est de taille O(log |[[al|), I'étape
8 nécessite O(hNlog N) + NO(log D) + NO(log ||a||) opérations binaires.

En combinant ces différentes opérations, I'algorithme nécessite au total :
O(hN log N) + nNO(log D) + NO(log ||al|)
opérations binaires.

Enfin, il reste 3 montrer les inégalités dans (7.2.1). D'apres les calculs faits précédemment, on a ||c||o <
(n—1)||al|2. Par construction de P, on a #Supp(P) < #Supp(F) et ||P||1 < ||F||1. Déterminons une
majoration du degré de P. Sin =2 alors P(y1) = F(y;") et donc :

degoo(P) < 2[ui o degoo (F) < 2[|bl|oo degoo (F) < 2BD.
Sin =3 alors P(y) = F(yY) et donc pour i € {1,2}, on a:
deg,, (P) < V3||uj||2 degoo (F) < 2V3BD.

en utilisant les inégalités (7.2.2). On a des inégalités similaires pour @ en fonction de G. O
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On est maintenant en mesure de décrire I'algorithme principal qui permet de calculer la partie non-
cyclotomique du pged de deux polyndmes lacunaires de la forme f(t) = F(t?) et g(t) = G(¢t*) ou F et
G sont deux polynémes a trois variables.

Algorithme 14 : Partie non-cyclotomique du pged de deux polyndmes lacunaires

Entrée : F,G € Z[mfl,wgﬂ,xgﬂ] non nuls et a € Z3.

Sortie : h € Z[t*'] tel que h | pged(f, g) et pged(f, g)/h est un produit de polyndmes
cyclotomiques ou f(t) = F(t?) et g(t) = G(t?).

Appliquer I'Algorithme 13 3 F3 = F,G3 =G etag =a .

Si le résultat de I'étape 1 est (), calculer Hs = pged(F3, G3) et renvoyer h(t) = H3(t23).
Sinon, noter Fy, G5 et ay le résultat de I'étape 1.

Appliquer I'Algorithme 13 a Fy, G5 et as.

Si le résultat de I'étape 4 est (), calculer Hy = pged(Fy, Go) et renvoyer h(t) = Hy(t22).
Sinon, noter F1,G7 et a; le résultat de I'étape 4.

Calculer Hy = pged(Fy, Gy) et renvoyer h(t) = Hy(t?1).

Théoréme 7.2.2. Soient F, G € Z[mlﬂ,mgﬂ,x?l]. On pose :

D = max (degoo(F'), degoo (G))
h = max(log | F'|[1, log [|G[|1)
N = max(#Supp(F), #Supp(F)).

Soit a € Z3. On définit f, g € Z[z*'] par :
ft)=F@*) et g(t)=G(t?).

L’Algorithme 14 appliqué aux polynémes F' et G ainsi qu’au vecteur a permet de calculer un polynéme
p1 € Z[tT] tel que py | pged(f,g) et pged(f,g)/p1 est un produit de polynémes cyclotomiques. Il
nécessite au plus :

O(D*1h7) + ND?r*O(log ||a|))
opérations binaires.

Remarque. Les deux termes D'? et D?4 dans la complexité de cet algorithme sont diis essentiellement
au calcul de pged de deux polynémes denses a 2 et a 3 trois variables. Par rapport au degré de f et g,
la complexité de cet algorithme est linéaire en ||a||.

Démonstration. On commence par montrer que le polynéme h renvoyé par I'Algorithme 14 divise le
pged de f et g et que pged(f, g)/h est un produit de polyndmes cyclotomiques. Pour tout i € {1, 2, 3},
on note :

Vi={x€G,|F=G=0} et T,={¢*€G,cqQ}

Initialement, on a :
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Supposons que I'Algorithme 13 renvoie () a I'étape 1. On calcule donc Hs = pged(F3,G3). Comme
Hj est un diviseur de F3 et Gs, donc h(t) = H3(t*3) est un diviseur du pged de F3(t23) et G3(t23).
D’apres la Proposition 7.2.1, tous les points de V3N T3 qui sont de la forme £23 ou £ ¢ p., appartiennent
a une composante irréductible de V3 de codimension 1. Donc, ces points annulent H3. Montrons que
pged(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de I'unité. Soit & ¢ p. tel que h(§) # O et f(§)/h(§) =
g(&)/h(&) = 0. On a alors F5(£23)/H3(£23) = G3(£23)/ H3(£23) = 0. Cela montre que £23 appartient a
une composante irréductible de V3 de codimension 2. Ainsi, on a une contradiction et donc pged(f, g)/h
ne peut s'annuler qu'en des racines de I'unité.

On suppose maintenant que |I'Algorithme 13 ne renvoie pas () a I'étape 1. A I'étape 3, on a donc :

Supposons que I'Algorithme 13 renvoie () 3 I'étape 4. A |'étape 5, on calcule donc Hy = pged(Fy, G3).
Comme Hj est un diviseur de Fy et Go, donc h(t) = H2(t*?) est un diviseur du pged de Fo(t?2) et
Go(t?2). D’apres la Proposition 7.2.1, tous les points de Vo N 15 qui sont de la forme £22 ot & ¢ p.,
appartiennent a une composante irréductible de V5 de codimension 1. Donc ces points annulent Ho.
Comme précédemment, le polynéme pged(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de 'unité.

On suppose maintenant que |I'Algorithme 13 ne renvoie pas () 3 I'étape 4. A I'étape 6, on a alors :
{f(t) = Fi(t™)
g(t) = G1(t%).

Comme H; est un diviseur de F} et Gy, donc h(t) = H;(t*) est un diviseur du pged de Fy(t?1) et
G1(t?1). Comme Fj et GG; sont des polyndmes univariés, donc tous les de points de V3 N7} qui sont
de la forme £21 ot £ € G., appartiennent 3 une composante irréductible de V; de codimension 1. Ainsi,
ces points annulent pged(F3, Gs3) = Hs. Par suite, pged(f, g)/h ne peut s’annuler qu’en des racines de
['unité. D'ou I'algorithme est correct.

Il nous reste a évaluer le nombre d'opérations binaires de I'algorithme. L'exécution de I'étape 1 nécessite
un appel a I'Algorithme 13 appliqué a F3, G et ag. D'aprés la Proposition 7.2.1, cela nécessite :

O(h3N3log N3) 4+ N3O(log D3) + N3O(log ||as])),
opérations binaires ou :

D3 = max (degoo(F3),degoo(G3)) ,
N3 = max (#Supp(F3), #Supp(G3)),
hs = max(log || 31, log [|G3]|1)-

A I'étape 2, on calcule Hj qui est le pged de Fj et G'3. Cela nécessite O(h3D3+h3D3) opérations binaires
d'apres [14, Equation (95), p.502]. L'évaluation pour obtenir H3(t23) nécessite (D3 log D3)O(log(||as]|))
opérations binaires. Donc I'étape 2 nécessite :

O(h3D3) + O(h3D3) + (D3 log D3)O(log ||as])

opérations binaires.



Section 7.2. Recherche des facteurs communs non-cyclotomiques : algorithme et complexité 105

Ensuite, I'exécution de I'étape 4 nécessite a nouveau un appel a I'Algorithme 13 appliqué a F», Go et
as. D'apres la Proposition 7.2.1, cela requiert :

O(ha Ny log Na) 4+ NaO(log Dy) + NoO(log ||az]|)
opérations binaires ou :

Dy = max (degoo (F2), deg(G2)),

Ny = max (#Supp(F»), #Supp(Ga)) ,
he = max(log || F2||1,log ||G2]|1)-

De plus, d'apres les inégalités (7.2.1), on a :

azlloo < 2|las]|2,
ha < hs,

7.2.4
v (724
Do

<
< 4B3Ds,

ol Bj est la borne du Théoréme 6.3.1 appliqué a F3 et G3. Ainsi, I'étape 4 nécessite :
O(h3N3log N3) 4+ N3O(log(BsD3)) 4+ N3O(log ||as]|)
opérations binaires .

A I'étape 5, on calcule H> qui est le pged de F et Gio. D'apres [14, Equation (95), p.502], cela nécessite
O(h3D3+hyD3) opérations binaires. L'évaluation pour obtenir Hy(t22) nécessite (D3 log D2)O(log(||az|))
opérations binaires (ici on peut remplacer D3 par #Supp(Hz)). Donc I'étape 5 nécessite :

O(h3D3) + O(ha D3) + (D3 log D2)O(log ||az||)
opérations binaires. D'apres les inégalités (7.2.4), on en déduit que I'étape 5 nécessite :
O(h3B3D3) + O(h3 B3D3) + (B3 D3 log(B3D3))O(log |las )
opérations binaires.

Enfin, a I'étape 7, on calcule H; qui est le pged de Fy et Gi. D’apres [14, Equation (95), p.502], cela
nécessite O(h3D1 + h1D?) opérations binaires ol :

Dy = max (degoo(F1), degso(G1)),

N = max (#Supp(Fy), #Supp(G1)) ,
hy = max(log || F1|1,1log ||G1]]1)-

L’évalue H(t21) nécessite (D log D1)O(log(]|a1||)) opérations binaires. Ainsi, I'étape 7 nécessite :
O(hiD1) + O(hyD?) + (D1 log D1)O(log |las ||)

opérations binaires. D'apres les inégalités (7.2.1), on a :

[a1lleo < [laz]l2
hi < ha
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ou By est la borne du Théoréme 3.2.1 appliqué a F5 et G. L'étape 7 nécessite donc :
O(h3B2 D) + O(ha B3 D3) + (B2 Dz log(B2D2))O (log ||| )

opérations binaires. D'aprés les inégalités (7.2.4), on a hy < hg et Dy < 4B3Ds. Ainsi, I'étape 7
nécessite :

O(h2ByB3D3) 4+ O(hsB2B2D?2) + (By B3 D3 log(ByBsDs))O(log ||as]|)

opérations binaires. Or By est de taille O(heD2log(D2)) = O(h3BsDslog(BsDs)) et Bs de taille
O(D3h3log®(hsD3)). Au total, I'exécution de I'algorithme nécessite au plus :
O(hsN3log N3) + N3O(log D3) + N3O(log ||as||) (Etape 1)
(h3D3) + O(hsD3) + (D3 log D3)O(log lasl])  (Etape 2)
(h3Nslog N3) + N3O(log(BsDs)) + NsO(log [|as||)  (Etape 4)
(h3B3D3) + O(hsBiD3) + (B3 D3 log(Bs D3))O(log ||as]|)  (Etape 5)
(h3B2B3Ds) + O(hg B3B3 D3) + (B2B3 D3 log(B2B3D3))O(log ||a||)  (Etape 7)
(RED2) + (N3h3 DI)O(log [as])

=0
opérations binaires. Cela compléte la preuve. O

Remarques. (1) Notons que le polyndme h renvoyé par I'Algorithme 14 peut avoir des facteurs cyclo-
tomiques.

(2) Si f et g sont des quadrindmes lacunaires et si Supp(f) = Supp(g) alors on peut prendre F' et G
comme les linéarisations de f et g. Dans ce cas, D =1 et ||a1||co = deg(f) = deg(g).

7.3 Exemple sur la recherche des facteurs communs non-cyclotomiques

Pour illustrer I'Algorithme 14, considérons les deux polyndémes F3, G3 € Z[aclﬂ, :nétl, x3ﬂ] et le vecteur

a3 € Z3 définis par :
Fs(x1,x9,23) = 1 + 229 + 423,

Gs(x1, 2, 23) = 1 4 162923 + 1621 + 16x§,
a3z = (629249751, 168899897, 141923589).

Etape 1
On applique I'Algorithme 13 a F3,G3 et a3 :

— on calcule le plus petit vecteur b orthogonal a az : b = (—2009, 7704, —261). On a, par ailleurs,
Bs = 5085406 et donc ||b||c < B3;

— on calcule une base réduite de b+ : u; = (—18, —3,50) et uy = (—135, —37, —53);

— on détermine les coordonnées as de a3 dans cette base : ay = (—1841972, —4415513) ;

— on pose Fy(y) = Fi(yY) et Ga(y) = G1(yY) ot la i-eme ligne de U est le vecteur u;.
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Etape 3
Ona:
Fa(y1,y2) = 4y7° + yiys® + 295°,
yl,?JQ) _ 16y118 29 + 16y?5y4215 + y]]:8y535 + 16,
ap = (—1841972, —4415513).
Etape 4

On applique I'Algorithme 13 3 F5, G5 et as :

— on calcule le plus petit vecteur b orthogonal a as : b = (—4415513,1841972) ; cependant on a

HbHOO > By avec By = 93623 ;
— on renvoie alors 0.

Etape 5

On calcule Hy = pged(Fy, G2). On trouve Ha(y1,y2) = 1. Enfin, on conclut que F3(t23) et G3(t?3)

1 .
n'ont aucun facteur non-cyclotomique.



8. Cas général : vers une version explicite de la
Conjecture de Schinzel

Dans ce chapitre, on présente une nouvelle méthode pour démontrer le Théoreme 2 pour n quelconque
en explicitant la dépendance de la constante par rapport a la taille des coefficients et au degré des
polynémes. La dépendance de la constante n'est cependant pas explicite en n. Notre méthode s'inspire
de I'approche de S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada dans [15], ou ils ont démontré un théoréme
analogue au Théoreme 2 pour le cas des courbes elliptiques. L'idée principale consiste a utiliser le
Théoréme de Bézout Arithmétique (Théoréeme 1.6.2.3) et une version fonctorielle du Théoreme de
Dobrowolski généralisé (Théoréme 8.2.4). Pour expliciter la dépendance en n, il faudra expliciter la
méthode de transfert de G. Rémond [39] qui permet de déduire une version fonctorielle du Théoréme

de Dobrowolski généralisé a partir de la version relative de E. Delsinne [20].

8.1 Présentation de I'approche

On fixe un entier n > 2. Soient s > 2 un entier et Fy,--- , Fy, € Z[zF!,---  z']. On note V la
sous-variété de G} définie par F; = --- = F; = (0. Soient a € Z™ un vecteur primitif et { € p2.. On
note :

T = {‘fa: (5"11’.,_ 7§an) € G?n’ £EGm}

On s'intéresse aux points a € V N T qui ne sont pas de torsion et tels que V est de dimension au
plus m — 2 en a. On chercher a3 montrer que pour tout tel point «, il existe un vecteur non nul b € Z"
orthogonal a a et dont la norme est majorée par une constante ne dépendant que de n et des F;. On
montre le théoréme suivant.

Théoréme 8.1.1. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient Iy, --- , Fs € Z[x*']. On note V
la sous-variété de G définie par F} = --- = Fs = 0. Pour tout € > 0, il existe une constante c(s,n) ne
dépendant que de ¢ et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 #a € Z", ( € pl et £ € Q\ poo-
On note o = (£2. Si V' est de codimension au moins 2 en « alors il existe un vecteur non nul b € 7"
orthogonal a a tel que :

1
|bll2 < c(e,n) (hD(n—l)2 + D("—1)2+n) +57

ol

D = max deg(F;) et h= max log|/Fi.
1<i<s

1<i<s

On rappelle que V* est la réunion des translatés de sous-tores de G}, contenus dans V et V° = V\ V2.
On rappelle également que dimq (V') est la dimension maximale des composantes irréductibles de V'
contenant a. Pour démontrer Théoréme 8.1.1, on sépare les deux cas : ¢ € V° et a« € V2.

Cas 1 : a € V° (Proposition 8.3.1).

Puisque o n’est pas un point de torsion et o € (T, il existe £ € Q" \ Ko tel que a = ¢&2. Soit
{by,---,b,_1} une base réduite de a' telle que ||by ||z < ||ba]l2 < - -+ < ||bp_1]|2. Pouri € {1,--- ,n—

108



Section 8.2. Théoréeme de Dobrowolski généralisé 109

1}, le sous-groupe de Z™ engendré par les vecteurs by, --- ,b; est primitif. On note T; le sous-tore de
G} de dimension n — ¢ défini par :

T={xeG" |xP =...=xP =1}
On pose aussi Ty = G7,. On a donc la suite de sous-tores suivante :
Th1CIThoC---CTh CT():GTI;.

Pouri e€{0,1,--- ,n—2}, on adime(V N¢Tiy1) < dim({Tiy1) =n —i— 1. Si dima(V N¢Ti41) =
n—i—1 alors {T;+1 C V et ceci contredit le fait que a € V°. Ainsi, pouri € {0,1,--- ,n—2},ona:

dima(VNCTip) <n—i—2.

En particulier pour i = n — 2, on a dimg(V N ¢T,—-1) = 0 = n — i — 2. On peut donc définir
m € {0,--- ,n — 2} comme le plus petit entier vérifiant :

dima (VN ¢Tpt1) =n—m — 2.

Par minimalité de m, on a dima(V N¢T;) <n—i—2 pouri € {1,--- ,m} et cela est aussi vrai pour
i =0 car dimq (V') < n — 2. En particulier, on a :

dima (VN ¢Tnt1) = dimg (VN CT,) =n—m — 2. (8.1.1)

Soit Y une composante irréductible de V N {7T,,+1 de dimension n — m — 2 contenant . D'apres
(8.1.1), Y est aussi une composante irréductible de V N ¢{T),.

En utilisant le Théoréme de Bézout Arithmétique de P. Philippon, on majore la hauteur de Y en fonc-
tion de V et ¢1;,. En appliquant a Y une version effective et fonctorielle du Théoréme de Dobrowolski
généralisé (Théoreme 8.2.4) qui provient des travaux de F. Amoroso, S. David, E. Delsinne, G. Rémond
et U. Zannier, on minore la hauteur de Y en fonction de {7},+1. Ensuite, on montre que la norme du
vecteur by, 11 est majorée par une constante ne dépendant que de n et F; (Proposition 8.3.1) et on
choisit b = by,11. On note que la borne obtenue n'est pas complétement explicite en la dépendance
en n. Pour expliciter cette dépendance en n, il faudrait expliciter davantage le résultat de G. Rémond
qu'on utilise pour déduire la version fonctorielle a partir du théoréme de E. Delsinne.

Cas 2 : a € V* (Proposition 8.3.2).

Dans ce cas, on construit a partir de V' une sous-variété W C GJ, avec r < n et un point 8 € G, qui
n'est pas de torsion tels que 8 € W° N B avec B un translaté de sous-tore par un point de torsion de
dimension 1. On applique ensuite ce qu'on a obtenu dans le Cas 1.

Comme mentionné ci-dessus, |'approche repose sur une version effective et fonctorielle du Théoréme
de Dobrowolski généralisé. Pour énoncer ce théoréme, on rappelle dans la Section 8.2 la définition de
la hauteur normalisée et de I'indice d'obstruction. Dans la Section 8.3, on donne les propositions qui
permettent de traiter les deux cas o € V° et &« € V? et on en déduit la démonstration du Théoréme
8.1.1.

8.2 Théoreme de Dobrowolski généralisé

Le probléme de Lehmer et le Théoreme de Dobrowolski se généralisent en dimension supérieure.
Avant d’'énoncer ces généralisations, on rappelle la définition de la hauteur normalisée et de I'indice
d’'obstruction d'une variété qui interviennent dans les énoncés.
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Hauteur normalisée :

Soit m > 1 un entier et soit V une sous-variété algébrique de G, défini sur un corps K C Q et
K-irréductible. On considére le plongement naturel ¢,, : G!, < P™ défini par ¢, (a1, ,ap) = (1:aq :
-1 ). D'apres [37], la hauteur normalisée de V' (par rapport au plongement ,,) est définie par :

2 h([m]V) deg(V)

h(V)= li 8.2.1
V) Moo m deg([m]V) ( )
ou [m] est le morphisme multiplication par m (i.e. [m|(z1, - ,x,) = (z}*, -+ ,z]")).
D'aprés [19, Proposition 2.1, p.497], on a la relation suivante entre h(V) et h(V) :
~ 7
‘h(V) - h(V)‘ < 5 (dimV 4 1) deg(V) log(n + 1). (8.2.2)

Minimum essentiel :

Pour 6 > 0, on note :
V(0) = {a e V(@) | h(e) < 0}
Le minimum essentiel de V', noté i*(V), est défini par :
pe==(v) =inf {0 e R | V(0) = V}.

Le minimum essentiel de V' est donc le seuil de la hauteur a partir duquel les points de V' deviennent
denses dans V. Si a € GJ, alors on a *°({a}) = h(a). D'aprés [48, Théoréme 5.2], on dispose
également des inégalités suivantes appelées inégalités de Zhang :

h(V)
(dim(V') + 1) deg(V)

it (8.2.3)

On dit que V est une variété de torsion si V est une réunion finie de translatés de sous-tores de G} par

IN

des points de torsion. D'apres [47], 4*°(V) = 0 si et seulement si V' est une variété de torsion.

Trouver une minoration du minimum essentiel (ou de la hauteur normalisée) d'une variété qui n'est
pas de torsion est une des généralisations du Probléme de Lehmer. D'aprés F. Amoroso et S. David [1],
le bon invariant pour la minoration du minimum essentiel n’est pas le degré géométrique de V' mais son
indice d’obstruction qui est plus fin.

Indice d’obstruction :

Soient V' C W deux sous-variétés de G définis sur un corps K C Q et K-irréductibles. On appelle
indice d’obstruction de V' relatif a W sur K, noté wg (V, W), le minimum de

deg(W)

ol Z parcourt les sous-variétés strictes de IV définies sur K et contenant V. On rappelle que codimy (Z) =
dim(W) — dim(Z). Lorsque K = @, on omet l'indice Q et lorsque W = GI', on notera simplement
wr (V) l'indice d'obstruction wg(V,G},).

Variété faiblement transverse :
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Soit V' une sous-variété algébrique irréductible de G}},. On dit que V' est faiblement transverse si elle
n'est contenue dans aucune sous-variété de torsion stricte de GJ;,.

On peut maintenant énoncer une des généralisations de la Conjecture de Lehmer en dimension supé-
rieure.

Conjecture 8.2.1. Soit V' une sous-variété irréductible sur Q de GJ. On suppose que V est faiblement
transverse. Alors, on a :

Cette conjecture a été énoncée et démontrée a un ¢ pres par F. Amoroso et S. David dans [2]. Une
version de ce résultat avec une dépendance explicite en n a été fait également dans [2].

On rappelle que Q®P désigne I'extension abélienne maximale de Q et, d'aprés le Théoreme de
Kronecker-Weber, Q" est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q. La version rela-
tive de la Conjecture 8.2.1 consiste a remplacer wg (V') par wgan (V).

Conjecture 8.2.2. Soit V' une sous-variété irréductible de G},. On suppose que V est faiblement
transverse. Alors, on a :

~€ss c(n)
V)2 oy

Cette conjecture a été aussi démontrée a un ¢ pres par E. Delsinne dans [20] et son résultat est également
explicite en n. On va énoncer la version faible de son résultat principal, sans expliciter la dépendance de
la constante en n.

Théoreme 8.2.3. [20, Corollaire 1.7] Soit V' une sous-variété irréductible de G}',. On suppose que V'
est faiblement transverse. Alors, pour tout € > 0, on a :

c(e,n)
~€Sss V > ) .
M ( ) - WQ(Lb(V)1+€

On s'intéresse maintenant a la version fonctorielle du Théoréme 8.2.3 qui consiste a enlever I'hypothése
« faiblement transverse » quitte a faire intervenir dans I'indice d'obstruction la plus petite variété de
torsion contenant V. La version suivante se déduit du théoreme qui précéde a I'aide d'un résultat de
transfert de G. Rémond [39].

Théoreme 8.2.4. Soit V' une sous-variété irréductible de G}},. Soit W C G}, la plus petite sous-variété
de torsion contenant V. Alors, pour tout € > 0, il existe une constante c(e,n) > 0 tel que :

c(e,m)

/\eSSV 2 .
A=) woen (V, W)IFE deg (W)?

Démonstration. On applique la version torique du Théoréeme 3.7 de [39, p.261] avec I' = plt. En
effet, d'apres le Théoréme 8.2.3, ul est de Dobrowolski. D'apres le Théoreme de Kronecker-Weber, le
corps Kt de rationalité de pul est la réunion de toutes les extensions cyclotomiques de Q. Donc on a
Kr = Q?b. O
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8.3 Propositions clés et Démonstration du Théoréeme 8.1.1

On donne ici les deux propositions clés et leurs démonstrations.

Cas 1 : a n'appartient a aucun translaté de sous-tore contenu dans V/

On suppose d'abord que o € V°.

Proposition 8.3.1. Soientn > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient Iy, - - - , Fs € Z[x*!]. On note V/
la sous-variété de G, définie par Iy = --- = Fs = 0. Pour tout € > 0, il existe une constante c(e,n) ne
dépendant que de ¢ et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 #a € Z", { € u" et £ € Q\ p.
On note o« = C£2. Si 'V est de codimension k > 2 en a et o € V' ° alors il existe un vecteur non nul
b € Z™ orthogonal a a tel que :

14
Ibllz < c(g,n) (RD*"1 4 DF)
ot l'on a noté :

D = max deg(F;) et h= maxlog|F;|.
1<i<s

1<i<s

Démonstration. Soit € > 0. Dans la preuve, ¢y, ¢y, - -+ , ¢7 désigneront des constantes strictement posi-
tives qui ne dépendent que de € et n.

Soit {by,---,b,_1} une base réduite de a' telle que ||byll2 < [/b2llz2 < -+ < [[bp_1|2. Pour
i€ {l,---,n— 1}, on note T; le sous-tore de G}, défini par le sous-groupe primitif engendré par les
vecteurs by, -+, b;. On note m € {0,--- ,n — 2} le plus petit entier vérifiant :

dima (VN ¢Tmi1) =n—m — 2.

Soit Y une composante irréductible de V' N (T}, +1 de dimension n — 2 — m et contenant a. D'aprés
I'égalité (8.1.1), Y est également une composante irréductible de V' N ¢{T,,. Pour i € {1,--- ,n — 1},
on note G;(x) = xP — ¢Pi. On note Q2P(Y) le corps de définition de ¥ sur Q" et [Q*P(Y) : Q"] son
degré sur Q*". Pour tout o € Gal(Q/Q), o(Y) C o(VN{Ty,) €V N (T, car V et Ty, sont définis
sur Q et ¢ € Q*. On obtient alors :
Y = U o) CVn(Tn. (8.3.1)
o€Gal(Q/Q>P)

D’apres (8.3.1) et le Corollaire 1.6.2.5 (qui est une conséquence du Théoréme de Bézout Arithmétique),
ona:

[Q(Y) : QPA(Y) < <h<V> +5 (logm s 1) deg(V)) ] des(c).
=1 =1

D’aprés le Corollaire 1.6.2.6 (qui est aussi une conséquence des théorémes de Bézout Géométrique et
Arithmétique), on a :

deg(V) < DF et R(V) < coln) (th—1 + D’“) . (8.3.2)

Par suite :

[Q*P(Y) : Q*]h(Y) < e1(n) (th_l + Dk) ﬁ deg(Gy). (8.3.3)
=1



Section 8.3. Propositions clés et Démonstration du Théoréme 8.1.1 113

On va minorer i*(Y") en utilisant le Théoréme 8.2.4 et ensuite appliquer les inégalités de Zhang pour
majorer 1°°(Y") en fonction de h(Y").

Soit W C G} la plus petite sous-variété de torsion contenant Y. On a alors Y C W C (T}, +1. De
plus, dim(Y’) = n —m — 2 par choix de Y et dim(¢{7},+1) = n —m — 1 par définition de T},,41. Par
ailleurs, Y n'est pas de torsion car a € Y et a« € V°. On en dédmt que W = (Tiny1-

Par définition, I'indice d'obstruction de Y par rapport a {T},41 sur Q* est

deg(Z) )”wdichmH(Z)

w@db (Y CTm+1) - mln (deg(cw

ol Z parcourt les sous-variétés strictes de (T}, 1, définies sur Q2P et contenant Y. La variété Y définie
dans (8.3.1) est une sous-variété de (Ty,.1 définie sur Q*P et de dimension = n — m — 2. Comme
dim({Tn+1) =n —m — 1, l'inclusion Y C ¢T,,,4+1 est stricte. On a donc :

deg(Y")

el ) S Gogl¢T)

On pose :

¢ =17 (n—2)1+e) (8:34)

D'apres le Théoréme 8.2.4, il existe une constante c(e’,n) =: ca(e, n) strictement positive telle que :

deg(CTm—l—l )
deg(V")1+

c2(e,n) > ca(g,m)

155(Y) > 7 ;=
A wgab (Y, (Tinr1) 1T deg(CTm+1)®

En utilisant les inégalités de Zhang (8.2.3), on majore le minimum essentiel de Y en fonction de la
hauteur normalisée :

de (CTm ) ~Eess iL(Y)
@(M)Mé ()< Gogt?y

A I'aide de la relation (8.2.2), on majore A(Y) en fonction de h(Y) :

deg(¢Tin+1) < h(Y)
deg(Y)l+e" ~ deg(Y)

7
ca(e,n) +3 (dimY + 1)log(n + 1).

On majore h(Y') a I'aide de I'inégalité (8.3.3) et dim(Y) par n — 3 :

deg(¢Tmsr) _ (1 ) (hD*t 4 DF)

7
ca(e,m) deg(T)+ S QY - Q] deg(Y Hdeg n—2)log(n+ 1).

En multipliant les deux membres par deg(Y)'*<’, on a :

ﬁ 7 (n—2) log(n+1) deg(Y)'+<".

=1

c1 k—1 k) de S\ 14-e!
ex(e.n) deg(CTosn) < (n) (hD*1 4 DF) d g(})/)

[Q@*P(Y) : Q*P] deg (Y



Section 8.3. Propositions clés et Démonstration du Théoréme 8.1.1 114

Par définition, on a deg(Y) = [Q?P(Y) : Q2P deg(Y’). En simplifiant le dénominateur, on obtient :

ca(e,n) deg(CTm+1) < c1(n) (th f+ Dk) deg(Y ﬁ

+ ~(n—2)log(n + 1) deg(Y)'+<". (8.3.5)

l\D\\I

Il faut maintenant majorer deg( ). On applique le Théoréeme de Bézout Géométrique (Théoréme 1.6.2.1)
en tenant compte de (8.3.1) :

deg(Y) < deg(V H deg(G;) < D* ] deg(G:
=1

ol la majoration de deg(V) suit de (8.3.2). En remplacant deg(Y’) par cette majoration dans (8.3.5),
on obtient :

m 1+e
ca(e,n) deg(¢Thnt1) < ea(n) (hDM + DF) D (H deg(Gi)> +
7 " - 1+e
1+€’)
5( 2) log(n + 1) D*( (H deg(G )

1+€’
< c;;,(n) (th(l-‘rE/) + Dk‘ 1+€ ) <H deg > )

D’apres [9], le degré de T;,41 est égal au maximum des valeurs absolues des déterminants des mineurs
(m+ 1) x (m + 1) de la matrice formée par les vecteurs by, - ,by,+1. Comme {by,--- ,b,_1} est
une base réduite, on peut minorer deg(T},11) par cs(n) [T™4! |by]|2 .

En majorant deg(G;) par ||b;||1 < /n||b;||2, on obtient :
m+1

m 1+€’
H Ibill2 < (th(1+s) +Dk(1+5’)) <H |ybiHQ> .
i=1

En simplifiant par [T%, ||bi||2, on a :

st |l2 < co(c, )(th(l—‘rE) L pk(+e) ) (H | b; H2>
En majorant [[;"; ||b;|l2 par [|[bm+1]/5", on a:
||bm+1\|1 me’ < co(e,n) (th(l—f—a’)—l _|_Dk:(1+a’)>'
Commem <n—2,onal—(n—2) <1—me etdonc:
b ls™ "2 < (e, n) (RDFO+=1 4 ph+eD). (8.3.6)
Par définition (8.3.4) de &/, on a :
n—1

L=(n=2)¢'= Ym-2i+e
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Ainsi, I'inégalité (8.3.6) montre que la norme de b, ;1 est majorée par une constante ne dépendant que
de €, n, D et h. On va déterminer la dépendance de telle constante en D et en h. On a:

||bm+1||2 < C7(€,n) (th(l-‘re’)—l + Dk(1+e/))1/(1—(n—2)8)

1
h e k(14€’)
— 07(87 n) <D + 1) o ! Dl_(n_Q)El .
Par définition (8.3.4) de ¢/, on a :
1 n—2 1+¢€
—_— =14+ — t ——mmm— =1 .
—n=2¢  n-it ¢ - moye T

Par suite, on a :
h 14
[bm+1ll2 < er(e,n) (D + 1) Dk(+e)

Enfin, puisque €2 € ¢Tpny1, on a &2 € Tp, 41 et donc £2Pm+1 = (0. Comme £ n'est pas une racine de
I'unité, aby,+1 = 0. On choisit donc b = by, 1. O

Cas 2 : o appartient a un translaté de sous-tore contenu dans V

On suppose maintenant a € V2.

Proposition 8.3.2. Soientn > 2 et s > 2 deux entiers positifs. Soient Iy, --- , Fy € Z|x*!']. On note V
la sous-variété de G, définie par F} = --- = Fy = 0. Pour tout € > 0, il existe une constante c(e,n) ne
dépendant que de ¢ et n et vérifiant la propriété suivante. Soient 0 £ a € Z", ( € pl et £ € Q\ po-
On note o = C£2. Si 'V est de codimension au moins 2 en o et o € V' alors il existe un vecteur non
nul b € Z" orthogonal a a tel que :
1+¢
[bll2 < e, n) (RD"=* 4 plr=F4m) 0,

ou l'on a noté :

D = max deg(F;) et h = max log| F;|.
1<i<s

1<i<s

Démonstration. Soit € > 0. Dans la preuve, k1, k2, k3 désigneront des constantes strictement positives
qui ne dépendent que de n et €.

D’aprés I'hypothése, il existe un sous-tore T de G}}, de dimension non nulle tel que 7" C V. On choisit
T tel que aT soit maximal dans V. Notons » = n — dim(7"). On va construire un automorphisme ¢ de

Gl tel que p(T)={y Gl |y ==y, =1}.

D’aprés la Proposition 1.3.2.3 qui suit le Lemme 4 de W. Schmidt [42], il existe n vecteurs i, -+,
formant une base de Z" tels que :

n

— T est défini par les équations x¥t — 1 =...=xMr —1 =0,
— les p,; sont définis comme suit :

By = C1A,
Mo = 211 + C2Ag,
M3 = c31A1 + 322 + 33, (8.3.7)

My = Cn,l)\l + cn,2>\2 + - e,
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ol Ay, -+, Ar € U; D(F;), les vecteurs Api1,- -+, A, sont des vecteurs de la base canonique de Z",
les constantes ¢; j (pour 1 < j < i < n) et ¢ (pour 1 < k < n) sont des nombres rationnels vérifiant
|cij] < 1/2 et 0 < ¢, < 1. Par définition des p;, on a :

i ]loo < n max deg(F;) < nD. (8.3.8)
1<j<s
On note M la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs pq,--- , u,. Par construction,

M € GL,(Z). On considére I'automorphisme ¢ de G} défini par :

v: Gy — G

x i xM = (xH1 .. xPn),

On a alors :

p(T) ={yeGuly ==y =1}.
Maintenant, on effectue le changement de variable x = ¢~ !(y) = y™ " et on écrit pouri € {1,--- ,s}:

_ 0;.r 0jn

F’L(SO 1(Y)) = Z Fi,j(yla T 7y7‘)yrf|11+1 e yn] (839)
j=1

pour certains F; ; € Z[ylﬂ,--- ,yF1], pour certains Ojry1,--,0;n € Z et t € N. On renomme les

polynémes F; ; par :

{Fi7j|7;€{17"‘ 78}7j€{17"' 7t}}:{G17"' 7Gs’}‘

On considere la sous-variété W de Gj, définie par :

W= {(y1,- yr) €GL | Gj(yr, - ,yr) =0, Vj € {1,--,s'}}.

On a alors :

W = {(yla' o 7y7") € Grm | V(l/qurlf o 7yn) € G?n_ra (yla"' 7yn) € SO(V)} (8310)

En effet, on note W/ = {(y1, - ,yr) € Go | V(¥Yrt1, " ,yn) € GE, (Y1, ,yn) € ©(V)}. Soit
(Y1, ,yr) € W. Pour tout j € {1,---,s'}, on a G;(y1,--- ,y,) = 0. Donc pour tout i € {1,--- , s},
ona Fi(p~Y(y)) = 0 pour (yry1,--- ,yn) € G Ainsi, o !(y) € V et donc y € ¢(V). Ceci prouve
I'inclusion W C W’. Pour I'autre inclusion, soit (y1,- - ,y,) € W’. Pour tout (yy+1, -+ ,yn) € G,
y € (V). Par suite, on a ¢~ (y) € V et donc F;(p~!(y)) = 0 pour tout i € {1,--- ,s}. Puisque cela
est vrai pour tout (yr41,--- ,¥yn) € G5 " et en utilisant (8.3.9), on en déduit que G;(y1, - ,yr) =0
pour tout j € {1,---,s'}.

On note ensuite B I'image de a par p i.e. B = p(a) = (CHMEaP1 ... (Fngn) et on pose B’ =
(CHgam ... ¢Hrgaie) Ona -

{5,} X Gg’l—r = {(ﬁla T 76Taﬁ7‘+1y7”+17 T vﬁnyn) € G&, (yr-i-lv T vyn) € G&_T}
Bp(T) car o(T)={y Gy |y1="=y =1}

p(aT)

(V).

Nl
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D’aprés (8.3.10), on déduit que B’ € W.

Supposons qu'il existe un sous-tore 7" C G’ de dimension non nulle tel que 87" C W. On a alors
BT x G ") CW x GlL" C (V). Cela implique que o est contenu dans un translaté de sous-tore
de dimension > n —r + 1 contenu dans V. Cela contredit le fait que 7" C V est maximal dans V. On
déduit donc B’ € W°.

De nouveau par (8.3.10), on a W x Gl C (V) et donc :
dimg (W) +n —r = dimg(W x Gy, ") < dimg(p(V)) = dima (V) <n — 2.
Cela implique que W C G, est de codimension k' > 2 en 3.

On remarque également que si ap; = 0 alors on a la conclusion de la proposition avec b = p; car
|t1]|co < mD d'apres (8.3.8). On suppose dorénavant que ap; # 0. Ainsi le vecteur (apy, - ,ap,)
est non nul. Puisque B = (¢H1&aH1, ... (HrE2Hr) et € n'est pas une racine de |'unité, d'aprés la
Proposition 8.3.1, il existe une constante k1(e,n), qui ne dépend que de € et n, et un vecteur non nul
n € Z" orthogonal a (ap,--- ,ap,) tels que :

/ / 1+8
Imll2 < (e, m) (WD* =4 D) (8.3.11)
oll
D' = deg(G;) et h' = log |Gi|1-
Joax, deg(Gi) Jax log |Gily
On considére ensuite le vecteur b défini par b = myp; + -+ + 1y, Puisque (91,---,7,) est non
nul et py,---, p, sont linéairement indépendants, b est aussi non nul. Comme (ny,--- ,n,) € Z" est
orthogonal a (apy,---,ap,), on a ab = 0. On va déterminer une majoration de la norme de b en

fonction de D et h.

Par ailleurs, les exposants des monémes de G; sont donnés par les vecteurs M~'v ol v parcourt
Supp(F;). D'apres I'inégalité de Hadamard, la valeur absolue des coefficients de M ~! est majorée par :

(n — 1)(71—1)/2 max HIJ/zHgo_l < n3(n—1)/2Dn—1‘
1<i<n

Par suite, on a :
D’ < n(Snfl)/QDn.
Par ailleurs, on a :

h' < max [|[Ffl1 = h.
1<i<s

En remplacant D’ et h' par ces majorations dans (8.3.11), on obtient :
/ N 1+
72 < Ka(e,n) (th(k -1 an) €

En majorant k' par r < n — 1, on obtient :
1+
||,'7||2 < K2(€’n) (th(n—2) +Dn(n—1)> e .
Enfin, par définition de b, on a :

1
Ibll2 < ris(e, m) (RDM-DH1 4 prin=DH) T
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Démonstration du Théoréme 8.1.1

Démonstration. Soit € > 0. Dans la preuve, c; et ¢y désigneront des constantes strictement positives
qui ne dépendent que de € et n. On note k la codimension de V' dans GJ}.

Si a € V° alors d'aprés la Proposition 8.3.1, il existe une constante c1(e,n) qui ne dépend que de ¢
et n, et un vecteur b € Z™ orthogonal a a tels que :
1+¢
Ibll2 < e1(e,m) (RDF1 4 DF)
Si a € V* alors d’apres la Proposition 8.3.2, il existe une constante ca(e,n), qui ne dépend que de
et n, et un vecteur b € Z" orthogonal a a tels que :

1+
||b||2 < CQ(E,TL) (hD(”_1)2 + D(n—1)2+n) 8‘

En majorant k par n et en prenant le maximum entre les deux bornes, on a le résultat voulu. O



Annexe A. Algorithme et résultats annexes

A.1 Algorithme pour les sous-groupes de Z"

Soit M € M,, ,,(Z). On dit que M est sous la forme normale d'Hermite (abrégé HNF') s'il existe un
entier r < m et une application strictement croissante f : [r + 1,m]| — [1,n] vérifiant :
(1) les r premiéres colonnes de M sont égales a 0,
(¢4) pour j € {r+1,--- ,m}, ona:

mf(z)’] = 1 et m;; = 0siz> f(j) et 0 < mf(k)J < mf(k),k sik < ]

Remarque. Si m =n et f(k) =k alors M est sous-HNF si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) M est triangulaire supérieure i.e. m;; =0 si i > j,
(i7) pour tout i, m;; > 0,
(1) pour tout j >4, 0 < my; < my.

Théoréeme A.1.1. [16, Theorem 2.4.3] Soit M une matrice de taille n x m a coefficients dans Z. Alors
il existe une unique matrice H de taille n x m sous la forme HNF telle que H = MU ou U € GL,(Z).

L'algorithme correspondant a ce théoréme est [16, Algorithm 2.4.4]. Soit A un sous-groupe de Z"

engendré par Ay, - -, Ap,. L'algorithme suivant permet de calculer le rang de A, son saturé, son ortho-
gonal et un complété de A% en une base de Z" A partir de la HNF de la matrice M dont les lignes
sont les coordonnés de A1, -+, A, par rapport a la base canonique de Z™.

Algorithme 15 : Caractéristiques d'un sous-groupe de Z™

Entrée : A = (A1, -+, A\p,) sous-groupe de Z"
Sortie : rang(A), A%t AL et le completé de A% en une base de Z"

1 Poser M la matrice de taille m x n dont la i-eme ligne est le vecteur A;.

Calculer H et U tels MU = H en utilisant la HNF ou I'algorithme LLL, ou H est la forme
normale de Hermite de M et U € GL,,(Z).

Poser = le nombre de colonnes non nuls de H, u; la j-ieme colonne de U et p; la i-eme ligne de
UL

Renvoyer r, AS2 = (g, 1, ), AT = (g, u,—y) et UL

Proposition A.1.2. Soit A = (A1, -+, A\p) un sous-groupe de Z"™. Alors I'algorithme 15 renvoie res-
pectivement le rang de A, une base de son saturé, une base de son orthogonal et un complété de A5
en une base de 7.

Démonstration. D'aprés I'étape 2, on a MU = H ou H est la forme normale d'Hermite de M. Par
définition la forme normale d'Hermite, le rang de M est égale au nombre des colonnes non nuls de H.
Donc r est bien le rang de A. Dans toute la suite, on peut supposer que m = r.

Onnote A" = (p,, 1, , py,) OU p; la i-me ligne de U~'. Puisque U est unimodulaire, A’ est saturé
de rang 7. On note h; ; la i-eme ligne et la j-eéme colonne de H. Comme H est triangulaire supérieure

119
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et M =HU 1 ona:

AL =Dty e TR, o o Dty
A2 = 0ptyypy1 +hooply yo+ -+ honpty,
: (A1)
>\r—1 = Ol'l’n—r—i—l +eeet 0/"’n—2 + hr—l,n—l“n—l + hr—l,nﬂym
Ar = OlJ’n—r—i—l +-+0py, 1 + hr,n/»l’n-

Ainsi, on a A C A’. Comme ils ont le méme rang et A’ est saturé, on déduit que A’ = A3 Puisque
U € GL,(Z), U est une base de Z".

Par ailleurs, on peut écrire MU = [0 | H'] ou H' € M,,,_,(Z) telle que H = [0 | H’']. On a donc
up, -, Uy, € AL D’apres la derniére équation de (A.1.1), on a 0 = Ayu; = hypp,u; pour tout
1< j<n—r.Comme h,, # 0, p,u; = 0. En remontant dans les équations de (A.1.1), on a p;u; =0
pour tout n—r+1 < ¢ < n et pour tout 1 < j < n—r. Celaimplique (uy,- -+ ,up—p) C (Asat)L C AL,
Comme (uy,--- ,u,_,), (A%*)+ et AL sont saturés de méme rang, on a (uy,--- ,u, ) = (A%)+ =
At

O

A.2 Résultats auxiliaires

On donne ici les preuves de certains résultats mentionnés dans cette thése.

Lemme A.2.1. Notons e = exp(1). Soit f la fonction définie par :

log1 3
YV >e, f(a:):a:<w) .
log =
Alors :
(1) f est strictement croissante sur |e, +0o0|,
(73) pour tout x > e, on a f(z) < z,
(#3t) pour tout x > 6, on a :
1 3
v < f |32 (Ogm) . (A.2.1)
loglog x

Si C est une constante positive telle que C > 6 et si on note
Xmax(C) =sup{z e Ry |e <z, f(z) < C}

alors on a :

C’<C( log C

log C ) 3
loglog C .

3
< < -
) < Xomax(C) < 3C (log £

Démonstration. (i) On a f(x) > 0 pour tout réel z > e. On peut alors définir la fonction log(f) :

Vx> e, log(f)(x) =log(x) — 3loglog z + 3logloglog x.
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Pour montrer que f est strictement croissante sur |e, +oof, il suffit alors de montrer que log(f) est
strictement croissante sur Je, oo[. Pour tout = > e, on a :

(log())' () = ~ — —> k

x xlogx zlogxloglogx
_ logxloglogx — 3loglogz + 3

xlog x loglog x

D’une part, on a xlogzloglogx > 0 car z > e. D'autre part, posons g(y) = ylogy — 3logy + 3 pour
tout y > 1. Montrons que g est positive sur |1, +oo[. Considérons les trois cas suivants :

lercas:1<y<e
Cela implique que 0 < ylogy et —3 < —3logy. Ainsi, on a g(y) = ylogy — 3logy + 3 > 0.
2emecas:e<y<3
Cela implique que e < ylogy et —3log3 < —3logy. Ainsi, on a g(y) = ylogy — 3logy + 3 > 2.
3eme cas : y > 3
Cela implique que ylogy > 3logy. Ainsi on a g(y) = ylogy —3logy + 3 > 3.

D'ol on a (i) car

g(log x)

(log(1))'(#) = os sloglog s

En particulier, f~! est aussi strictement croissante sur ]0, 4+oo].

(i) Soit > e. On a loglogx < logx. Par suite, on a (loglogz/logx)? < 1. Ainsi, il s'ensuit que
f(z) = z(loglogz/logz)? < z.

(131) Soit x > e. On a:

f <3x (log;fv)3> _ 333( log = )3 (loglog (3z(log z)3/(log log x) 3)) '

loglog x loglogx (log (3z(log )3/ (log log x)3))?

Ainsi pour montrer (A.2.1), il suffit de montrer que :

loglog x x log (3$(log )3 /(log log m)?’) < 3Y31ogz x loglog (3:c(log )3 /(log log m)?’) :
En posant A(z) = log x + 3loglog z — 3logloglog x + log 3, cette derniére inégalité est équivalente a :
loglogz x A(z) < 33 logz x log A(x). (A.2.2)

Supposons d'abord > ¢*“. Comme loglogz > logloglogz, on a logz < A(z). Pour montrer (A.2.2),
il suffit de montrer que :

loglogx x A(x) < 33 logz x loglog z i.e. A(z) < 33 og x.

Considérons la fonction g définie par : ¥V 3y > €€, h(y) = (3'/3 — 1)y —3logy + 3loglogy —log 3. On a
h(logz) = 3'/31log x — A(z). Montrons d'abord que h est positive sur [e€, +00[. Pour tout iy > €€, on
a:
3 3 313 — 1)ylogy — 31 3
ylogy ylogy
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Pour tout 3 > €, on a y > 3/(3'/3 —1) et donc (3'/3 —1)ylogy — 3logy+3 > 3. Par suite, A'(y) > 0
pour tout y > €. Ainsi h est croissante sur [e¢, +00[. Comme g(e®) > 0, h est positive sur [e¢, +00].
Comme z > ¢, on en déduit que h(logz) = Oi.e. A(z) < 3'/31logx. Cela prouve (A.2.1) pour 2 > €.

Pour e < < e < 3814280, on vérifie (A.2.2) par une étude de fonction définie.
Pour la derniére assertion, il faut montrer que, pour tout entier C' > 6 :
0<0(1‘)g0)3<x (0)<3c(logc)3 (A.2.3)
loglogC) —~ meENTAE loglogC) '’ o

La premiére inégalité est claire car loglog C' < log C pour tout C' > 6. Pour la troisieme inégalité, il
suffit de montrer que :

log C )3

Mc) > y Mo = e
f(Mc)>C ov M 30(10g10g0

D'apreés (A.2.1), on a:

logC' \?
C<f3C| ———— = f(Mp).
f ( <10g10g0> ) f(Me)
Pour la deuxieme inégalité, il suffit de montrer que :

f(me) <C ot mg = C(logC/loglog C)3.

La fonction y — s(y) = y/ logy est strictement positive sur [e, +00[. Ainsi, z — s(log z) = log 2/ loglog x
est aussi strictement croissante sur [e¢, +o0o[. Comme 6 < C' < m¢, on a s(log C) < s(logmc). On a
ainsi :

log C < log me

loglogC' ~ loglogmc’

Cela implique que :

( log C )3 <loglogmc>3<1
loglog C logme =

et donc

o ( log C )3 (loglogm(;>3<a
log log C logme

Par suite, on a

3
me <ww) < Cie flme) <C.
log mc

D’ol on a la deuxiéme inégalité de (A.2.3) et cela compléte la preuve du lemme. Ul

Lemme A.2.2. Soit 7 la fonctions définie par T(x) = 4(log(x)/loglog(x))® pour tout x > 3. Soit C
un réel tel que C' > 2. Sixz > e et x < C7(x) alors on a x < 3CT(4C).
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Démonstration. Pour x > e, on a :

1 3
. (Oglogﬂv) < 4C.
log x

Comme C > 2, on a 3C > 6. D'aprés le Lemme A.2.1, on en déduit que :

log4C \?3
<12C | ———— i.e. < 4C).
x C <10g10g40) ie. x<307(4C0)
O
Lemme A.2.3. Soit ¢ une constante positive. Soit A la fonction définie par : Vx > 1,
2¢log(2x)*
M) = ———=
(z) log log(5z)3
Alors \ est croissante.
Démonstration. On a :
V(o) — 24108 (108 (52)) (08 (22)"og (52) = 5 (log (20))*
z (log (log (52)))° log (5z) ‘
Ainsi, si 2 > 1 alors on a X (z) > 0. O

Lemme A.2.4. Soit f la fonction définie par :

log log(5x)3

Ve>1, f(r)==x log(22)]

Alors [ est strictement croissante sur R, .4 et pour tout réel x > 44, on a :

log(2z)* >

<71
v f( 3xloglog(5x)3

En particulier, si C est une constante positive telle que C > 44 et si on note :
Xmax (C) =sup {z € Ry, z> ¢!, f(2) < O,
alors on a :

log(2C)*
XmaX < 1 7. 1 /-, 20
(©) 3Clog log(5C)3

Démonstration. Comme f(x) > 0 pour x > 1, on peut définir la fonction log(f) :
Vx>0, log(f)(x) =logx — 4loglog z.

Pour montrer que f est strictement croissante sur Je*, +ool, il suffit alors de montrer que log(f) est
strictement croissante sur Je?, oo[. Soit g la fonction définie par Yy > 0, g(y) = y — 4logy. Cette
fonction g est strictement croissante sur ]4,4o00[. Comme la fonction log est croissante sur R et
log(f)(x) = g(log(x)), alors log(f) est croissante sur Je*, +-o.
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En faisant une étude de fonctions, on montre que pour tout z > e* :

log(2z)*
< f 132280 ) A2.4
vsf < 3gclog log(5z)3 ( )
On note :
log(20)*
Mo =13C —————.
¢ 3Cloglog(50)3

Puisque f est croissante sur R4 et M¢ > e*, pour montrer la derniére assertion, il suffit de montrer
que C' < f(Mc). En prenant z = C dans (A.2.4), on a une telle inégalité. O
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Titre : Conjecture de Schinzel et algorithmique des polyndmes lacunaires

Résumé : En géométrie diophantienne, la théorie des intersections improbables est un domaine en
constante évolution. Dans ce contexte, des progres significatifs ont été réalisés par plusieurs auteurs,
dont E. Bombieri, P. Habegger, D. Masser, G. Rémond et U. Zannier, en ce qui concerne l'intersec-
tion des variétés dans une puissance G}y du tore multiplicatif. Plus particulierement, ils ont résolu la
conjecture de Schinzel qui concerne l'intersection d'une variété de codimension > 2 dans Gj}, avec un
translaté d'un tore de dimension 1 par un point de torsion. Cette conjecture est désormais prouvée avec
plusieurs méthodes mais les bornes obtenues dans les preuves ne sont pas explicites, bien qu’elles soient
effectives. L'objectif de cette these est d'expliciter ces bornes et d'appliquer le résultat obtenu pour
rendre effectif un algorithme pour le calcul du plus grand commun diviseur (PGCD) de deux polynémes
lacunaires. Premierement, pour le cas n = 2, nous obtenons une version explicite de cette conjecture.
Deuxiémement, pour le cas n = 3, nous décrivons trois différentes approches dont I'une est inspirée de
la preuve de A. Schinzel, une autre inspirée de la preuve E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier et la der-
niere basée sur une nouvelle approche. Les résultats obtenus sont également explicites. Troisiemement,
pour n quelconque, nous avons généralisé la nouvelle approche du cas n = 3 et nous obtenons une
borne explicite en fonction du degré et de la hauteur de la variété, mais sans la dépendance explicite en
n. Ces différentes approches reposent sur |'utilisation d'une majoration de type Bézout arithmétique et
d'un théoréme de Dobrowolski sur la conjecture de Lehmer. Les résultats obtenus ont permis d'obtenir
un algorithme qui permet de calculer la partie non-cyclotomique du PGCD de deux polynémes a une
variable, qui sont des spécialisations de deux polynémes a deux ou trois variables. Nous donnons une
analyse de la complexité de cet algorithme et nous avons également réalisé des implémentations relatives
aux polynémes multivariés et aux sous-variétés de G}, dans le langage de calcul formel Pari/GP.

Mots-clés : géométrie diophantienne - borne explicite - polynéme lacunaire - PGCD - algorithmes.

Title : Schinzel's Conjecture and algorithms for sparse polynomials

Abstract : In diophantine geometry, the theory of unlikely intersections is a constantly evolving field. In
this context, significant progress has been made by several authors, including E. Bombieri, P. Habegger,
D. Masser, G. Rémond, and U. Zannier, on the intersection of varieties in the torus GI,. More specifically,
they have solved Schinzel's conjecture on the intersection of a variety of codimension > 2 in G}, with
a translate a torus of dimension 1 by a torsion point. This conjecture has now been proven using
various methods, but the bounds obtained in the proofs are not explicit, although they are effective.
This thesis aims to make these bounds explicit and to apply the obtained result to develop an algorithm
for computing the greatest common divisor (GCD) of two sparse polynomials. Firstly, we obtain an
explicit version of this conjecture for the case n = 2. Secondly, for the case n = 3, we describe three
different approaches, one inspired by A. Schinzel's proof, another inspired by the proof of E. Bombieri,
D. Masser, and U. Zannier, and the last one based on a new approach. The obtained results are all
explicit. Thirdly, for arbitrary n, we generalize the new approach from the case n = 3 and obtain an
explicit bound in terms of the degree and height of the variety, but without explicit dependence on n.
These different approaches rely on an arithmetic Bézout type bound and on Dobrowolski's theorem.
The obtained results lead to an algorithm for computing the non-cyclotomic part of the GCD of two
univariate polynomials, which are specializations of two polynomials in two or three variables. We give
the complexity of this algorithm and implement some algorithms related to multivariate polynomials
and subvarieties of G}, in the computer algebra system Pari/GP.

Keywords : diophantine geometry - explicit bound - sparse polynomials - GCD - algorithms.
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