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Introduction générale

1 Contexte et problématique

Dans de nombreuses applications, l’estimation de l’état actuel d’un système dyna-
mique est indispensable soit pour être exploitée dans un contrôleur par retour d’état,
soit simplement pour obtenir des informations en temps réel sur le système pour la prise
de décision ou la surveillance. Une façon courante d’aborder ce problème est d’installer
des capteurs dans le système physique et de concevoir ce qu’on appelle un observateur
qui est un algorithme permettant de donner une estimation fiable de l’ensemble d’état
du système en traitant les informations fournies par les capteurs. Une telle estimation
ne peut être obtenue que si les mesures des capteurs contiennent suffisamment d’infor-
mations. Cependant, l’exploitation des capteurs est souvent limitée en pratique, ce qui
conduit à l’impossibilité de mesurer toutes les grandeurs physiques du système étudié. En
effet, nous n’avons accès en général qu’à une information partielle sur l’état du système à
commander, non seulement à cause du coût élevé de certains capteurs et de la nécessité
de leur diagnostic périodiquement mais aussi, à cause de la difficulté de leur installation
pour certains procédés (capteur de flux dans les machines électriques par exemple) et le
besoin de leur conditionnement. De ce fait, l’observateur (ou capteur logiciel) joue un rôle
déterminant dans de nombreuses applications. Néanmoins, il n’existe pas une méthode
unifiée et systématique pour la conception d’observateurs pour tous les systèmes non li-
néaires. Durant les quatre dernières décennies, plusieurs approches ont été adoptées pour
la synthèse des observateurs non linéaires. On y distingue :

— Celle basée sur la transformation du système sous une forme affine en l’état avec
des non linéarités qui ne dépendent que de la sortie,

— Celle basée sur les modes glissants,
— Celle basée sur les inégalités matricielles linéaires (LMI),
— Celle basée sur la notion de platitude,
— Celle utilisant le concept grand gain.

Parmi toutes ces approches, celle utilisant le concept de grand gain est certainement la
plus connue et la plus utilisée. En effet, les observateurs de type grand gain ont été les
premiers à être utilisés dans des boucles de commande et ils ont permis d’établir le prin-
cipe de séparation pour plusieurs classes de systèmes non linéaires. De plus, la structure
d’un observateur de type grand gain est très simple. En effet, cet observateur est une co-
pie du système à laquelle s’ajoute un terme de correction. Pour les systèmes observables
pour toute entrée, le terme de correction est le produit d’un vecteur paramétré par un
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2 Introduction générale

scalaire positif, θ, par l’erreur d’observation de sortie, c’est-à-dire la différence de la sor-
tie estimée par l’observateur et la sortie réelle du système. Toutefois, l’implémentation de
l’observateur de type grand gain souffre principalement de deux inconvénients majeurs qui
résultent en particulier de l’intevention du paramètre de synthèse θ dans le gain de l’ob-
servateur avec des puissances importantes (allant de 1 jusqu’à la dimension du système).
Le premier inconvénient est la sensibilité aux bruits de mesures. En effet, la multiplication
de l’erreur de sortie entachée de bruit, par des puissances grandes du paramètre θ donne
généralement des signaux très bruités et les estimés sous-jacents pourraient être inexploi-
tables. Le second inconvénient concerne le phénomène de peaking : les variables d’état de
l’observateur peuvent atteindre des valeurs très grandes pendant le régime transitoire.

Le principal objectif des recherches entreprises dans le cadre de cette thèse consiste à
remédier aux deux inconvénients de l’observateur grand gain, auquel nous nous réferrerons
par le SHGO (Standard High Gain observer), i.e. observateur à grand gain standard,
à travers une resynthèse complète qui donnera lieu à une version appropriée ayant les
propriéts suivantes

1. Le paramètre θ n’intervient qu’avec des puissances inférieures ou égales à 1,
2. L’amplitude du peaking est de l’ordre de Mθ où Mθ est une réel positif dépendant

de θ et qui est tel que lim
θ→∞

Mθ

θ
= 0,

3. Le terme correctif de l’observateur ne dépend plus de l’erreur d’observation de
sortie mais plutôt d’une version filtrée de cette erreur. Cette version filtrée est ob-
tenue comme étant la sortie d’un filtre, d’ordre arbitraire, dont l’entrée est l’erreur
d’observation bruitée.

2 Principales contributions

La principale contribution de cette thèse réside dans la proposition d’une version de l’ob-
servateur grand gain qui permet de pallier à la fois son problème intrinsèque de peaking
ainsi que sa forte sensibilité aux bruits de mesures de la sortie. Les performances de l’obser-
vateur proposé sont ensuite illustrées à travers un exemple traitant du moteur asynchrone.

La synthèse de l’observateur proposé s’est faite en trois étapes suivantes :

1. Dans la première étape, nous nous sommes focalisés sur le problème de peaking
en faisant abstraction du problème de sensibilité aux bruits de meure de la sortie.
En d’autres termes, nous avons négligé le bruit de mesure de la sortie et l’avons
supposé comme étant nul lors de notre analyse. Pour réduire l’amplitude du pea-
king, nous avons considéré des fonctions de saturation imbriquées dans le terme
de correction. De manière plus précise, le terme de correction de l’observateur est
le produit du paramètre de synthèse θ par un vecteur dont chaque composante
est une fonction de saturation dont l’amplitude est fixée a priori par un un réel
positif, ν. La désaturation des composantes de ce vecteur se fait en cascade et à
partir de la première composante. Lorsque toutes les composantes sont désaturées,
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la structure de l’observateur devient identique à celle de l’observateur à grand gain
standard (SHGO). On se référera à l’observateur obtenu à la fin de cette étape par
NPHGO (Non Peaking High Gain Observer).

2. Pour remédier au problème de sensibilité aux bruits de mesure, le système original
est augmenté par une chaîne d’intégrateurs de la sortie de longueur, m, arbitraire.
Le système augmenté garde la même structure triangulaire que le système original
mais la sortie considérée du système augmenté n’est plus la sortie du système origi-
nal mais plutôt son integrale d’ordrem. De ce fait et comme la structure du système
augmenté est similaire à celle du système original, un observateur de type grand
gain standard (SHGO) peut être synthétisé pour ce système pour estimer les états
non mesurés. Il est à noter que le terme de correction de l’observeteur ainsi obtenu
dépend, non plus de l’erreur d’observation originale, mais de sa version filtrée : cette
version filtrée est la différence entre l’estimée de l’intégrale d’ordre m de la sorie
réelle d’une part et de son estimée délivrée par l’observateur d’autre part. L’obser-
vateur du système augmenté est muni par construction de capacités de filtrage et
on y se référera par FHGO (Filtered High Gain Observer). En effet, cet observa-
teur peut être interprété comme étant la cascade de deux systèmes de dimensions
respectives m et n. Le premier système peut être interprété comme étant un filtre
linéaire d’ordre m dont l’entrée est l’erreur d’observation bruitée. La sortie de ce
filtre est une version filtrée de cette erreur bruitée et elle est utilisée dans le terme
de correction de l’observateur. Il est à noter que le choix de la dimension du filtre
est un compromis entre d’une part l’augmentation de la dimension de l’observateur
(et de ce fait de la complexité de son implémentation) et d’autre part de l’ordre de
filtrage permettant d’obtenir une sortie filtrée exploitable de l’erreur d’observation.

3. La troisième et dernière étape de la synthèse consiste à utiliser les deux premières
étapes. En effet, comme l’observateur obtenu à la fin de la deuxième étape (FHGO),
est de type grand gain standard (SHGO), on lui applique la procédure décrite lors
de la première étape et qui permet d’atténuer de manière significative l’effet de pea-
king. Ainsi, l’observateur obtenu en fin de cette étape hérite des propriétés des deux
observateurs obtenus en fin des étapes 1 et 2 c’est-à-dire le NPHGO et le FHGO.
De ce fait, cet observateur auquel on se référera par NPFHGO (Non Peaking Fil-
tered High Gain Observer) permet à la fois d’atténuer de manière signaificatiive
l’effet du peaking et de délivrer des estimés filtrées des états du système.

Les performances et principales propriétés du NPFHGO seront illustrées à travers le
modèle du moteur asynchrone. C’est un systèmes avec 5 variables d’état et les valeurs des
constantes de Lipschiz sous-jascentes sont élevées. De même, les mesures sont disponibles
en temps échantillonné avec une forte cadence d’échantillonnage (en ms). Des résultats
de simulation seront présentés. Les variables estimées par le NPFHGO sont comparées à
leurs evolutions issus de la simulation du modèle du moteur. De plus, et pour mettre en
avant les amélioréations obtenues par le biais du NPFHGO, ces estimées sont comparées
à celles issues d’un observateur de type grand gain standard (SHGO).
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3 Organisation du rapport de thèse

Outre une introduction générale en début et une conclusion avec des prespectives à la fin,
ce mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à une présentation de l’état de l’art relatif aux diffé-
rents thèmes de recherche traités. Nous mettons l’accent en premier lieu sur la théorie
d’observation pour les systèmes non linéaires. Puis, l’observabilité qui présente une étape
primordiale avant la synthèse d’observateurs, est exposée pour certaines classes de sys-
tème non linéaires. Nous nous focalisons par la suite sur la démarche menant à la synthèse
de l’observateur à grand gain standard (SHGO) sur lequel s’appuie nos contributions. La
description de la version continu-discret qui découle du SHGO sera aussi détaillée en vue
d’une exploitation ultérieure. A la fin de ce chapitre, nous mettons en avant les deux
principaux inconvénients de l’observateur de type grand gain standard à savoir, le phé-
nomène du peaking durant le régime transitoire et enfin la forte sensibilité aux bruits de
mesure. Quelques solutions récemment proposées dans la littérature en vue de pallier ces
inconvénients seront également présentées.

Le deuxième chapitre traite de nos principales contributions. Nous nous sommes intéres-
sés dans un premier temps aux systèmes non linéaires SISO représentés par une forme
canonique d’observabilité, souvent appelée forme triangulaire en allusion à la structure
triangulaire des non linéarités, en considérant que la sortie est disponible en temps continu
et dépourvue de bruit de mesure. Un observateur à gain grand avec réduction significa-
tive du phénomène de peaking (NPHGO), dont la structure est très similaire à celle du
SHGO, sera conçu pour cette classe de systèmes. La principale différence entre les deux
observateurs réside dans le terme correctif du NPHGO qui s’exprime à l’aide de fonctions
de saturation imbriquées. L’évolution temporelle de l’erreur d’observation est analysée
sur tout l’horizon transitoire. Nous proposons tout au long de cette analyse plusieurs
propositions qui mènent à un théorème mettant en évidence les principales propriétés de
l’observateur conçu. Dans un deuxième temps, nous présentons la conception du NPFHGO
qui s’est faite en deux étapes. Tout d’abord, un observateur avec des capacités de filtrage
est synthétise. Cette synthèse s’est faite à partir d’un système augmenté formé par le
système original en amont duquel un intégrateur d’ordre m de la sortie a été considéré.
De ce fait, le système augmenté a une structure triangulaire et un observateur de grand
gain standard a été synthétise pour ce système. Cet observateur permet de réduire l’effet
des bruits de mesure sur les estimées produites par l’observateur. Dans une troisième et
dernière étape, nous avons appliqué au système augmenté la même procédure décrite dans
la première étape pour réduire le phénomène de peaking. Ceci a donné lieu à l’observateur
NPFHGO qui permet de réduire de manière significative l’effet de peaking ainsi que l’effet
du bruit des mesures sur les estimées.

Le troisième chapitre est consacré à l’application du NPFHGO pour l’estimation des états
du moteur asynchrone triphasé à partir des mesures des courants statoriques. Comme les
mesures ne sont disponibles qu’aux instants d’échantillonnage, nous commençons tout
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d’abord par donner une version continu-discrète du NPFHGO. L’analyse de stabililité
de l’erreur d’observation sous-jascente n’est pas détaillée mais elle peut être établie de
manière directe en mimant l’analyse faite dans le cas des mesures disponibles en temps
continu. Des résultats de simulation des flux rotoriques, de la vitesse mécanique et du
couple de charge sont donnés et comparés à ceux issus d’un observateur de type grand
gain standard (SHGO) afin d’illustrer l’apport de l’observateur proposé (NPFHGO) par
rapport à l’observateur de type grand gain standard (SHGO) en termes de réduction du
phénomène du peaking lors du régime transitoire et de comportement vis-à-vis des bruits
de mesure.
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1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à une présentation de l’état de l’art relatif aux différents
thèmes de recherche abordés. Un premier volet est consacré à quelques préliminaires sur
l’observabilité de certaines classes de systèmes non linéaires. Nous mettons l’accent en
particulier sur la démarche menant à la synthèse de l’observateur à grand gain stan-
dard (SHGO) dans le cas où les mesures sont disponibles en temps continu. Puis, la
version relative aux mesures disponibles aux instants d’échantillonnage, appelée obser-
vateur continu-discret, est donnée. Dans un deuxième volet, nous mettrons en avant les
principales problématiques soulevées lors de l’implémentation effective de l’observateur de
type grand gain, à savoir l’occurrence du phénomène du peaking tout au long du régime
transitoire et la forte sensibilité aux bruits de mesure. A la fin de ce chapitre, certaines
solutions pour pallier ces problèmes sont brièvement présentées. Dans un premier temps,
nous introduisons la démarche menant à l’intégration de l’action de filtrage des sorties
dans les équations de l’observateur afin de réduire l’effet du bruit sur la qualité d’esti-
mation [1]. Puis, dans l’objectif de contourner le phénomène de peaking, le concept de
l’observateur de type grand gain à faible puissance proposé par [2] est décrit en détail.
Nous présentons également à la fin de cette section, l’observateur grand gain modifié ayant
une structure en cascade proposé dans [3] qui, à travers l’incorporation de fonctions de
saturation, assure simultanément une limitation du gain de correction et une réduction
significative du phénomène de peaking.

1.2 Observabilité des systèmes non linéaires

1.2.1 Notion d’observabilité

Pour commander un système non linéaire d’une manière adéquate, il est nécessaire
de connaître son propre état à chaque instant. Cependant, l’exploitation des capteurs de
mesures n’est pas toujours la solution idéale, étant donné que celle-ci ne peut être réali-
sée sans conséquences à savoir l’augmentation du coût, l’encombrement, la réduction de
la fiabilité, le risque de défauts, la sensibilité additionnelle, etc. Ainsi, l’utilisation des
observateurs ou "capteurs logiciels", peut présenter un remède permettant de rempla-
cer ou de réduire le nombre de capteurs physiques. Il s’agit de reconstituer les états du
système en exploitant son modèle dynamique et avec la seule connaissance des mesures
entrées/sorties. Le principe d’un observateur est illustré par la figure 1.1.
La théorie d’observation des systèmes non linéaire MIMO et la littérature qui s’y rap-

porte sont très abondantes. Malgré les activités de recherche intenses sur ce sujet au
cours de ces deux dernières décennies, le problème reste encore ouvert. Historiquement,
les premières alternatives consistent naturellement en des extensions du cas linéaire. On
trouve les filtres de Kalman étendus (EKF : Extended Kalman Filter), et les observa-
teurs de Luenberger étendus qui ne peuvent garantir que la convergence locale [4] [5]. Une
autre approche consiste à considérer une transformation appropriée de l’état du système
permettant d’obtenir une forme où les non linéarités ne dépendent que des entrées et
des sorties [6] [7]. Malgré les quelques contributions récentes proposant des algorithmes
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Figure 1.1 – Principe d’estimation d’état.

constructifs pour des formes particulières de systèmes non linéaires, il n’existe pas une
démarche systématique permettant de transformer le système original sous la forme ap-
propriée. La troisième approche est celle qui regroupe les solutions basées sur la résolution
d’inégalités matricielles linéaires (LMIs : Linear Matrix Inequalities) pour l’obtention du
gain de l’observateur [8, 9, 10, 11]. Dans la plupart des cas, une difficulté essentielle in-
hérente à cette approche réside dans l’absence de conditions nécessaires et suffisantes ou
même suffisantes assurant la faisabilité des LMI considérées. Basés sur des formes cano-
niques observables, les observateurs issus de la théorie du grand gain sont apparus très
séduisants et les contributions qui en dérivent sont de plus en plus intensifiées. Le succès
de cette quatrième approche provient d’une part, du fait qu’il existe une transformation
de coordonnées qui permet de mettre les systèmes SISO uniformément observables sous
la forme canonique triangulaire et d’autre part, grâce au nombre réduit de paramètres
de réglage qu’elle possède [12][13][14]. Néanmoins, la forte sensibilité de tels observateurs
aux bruits de mesures et l’apparition des pics indésirables durant le régime transitoire
représentent des handicaps sérieux qui freinent la domination de ladite approche.
Par ailleurs, avant d’entamer la synthèse de n’importe quel type d’observateur, il est né-
cessaire d’analyser l’observabilité du système étudié. Dans ce qui suit, nous rappellerons
un ensemble de définitions correspondant aux notions fondamentales d’observabilité pour
certaines classes de systèmes non linéaires.

Soit l’ensemble des systèmes non linéaires décrits par le système dynamique suivant :

Σ

{
ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t), u(t))

(1.1)

où 1

— x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : le vecteur d’état du système,
— u = (u1, u2, · · · , um) ∈ Rm : le vecteur d’entrée,
— y = (y1, y2, · · · , yp) ∈ Rp : le vecteur de sortie,
— f = (f1, f2, · · · , fn) : Rn × Rm → Rn : vecteur des fonctions de l’état,
— h = (h1, h2, · · · , hp) : Rn × Rm → Rp : vecteur des fonctions de sortie.

1. Pour simplifier la présentation des équations, on omettra dans la suite l’argument ’t’, désignant le
temps, des variables d’état, des entrées et des sorties du système.
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Notons que pour une entrée donnée, les trajectoires au cours du temps des variables d’état
dépendent de leurs conditions initiales. Soit t0 l’instant initial, T > 0 un horizon temporel
et u(t0, t) une entrée, la variable t représentant le temps. On définit x(t, x(t0), u(t)) la
trajectoire du système lorsqu’elle existe de manière unique pour tout t ∈ [t0, t0 + T ].

Considérons maintenant le système dynamique suivant :

O

{
ż = κ(z, u, y)

x̂ = ρ̄(z, u, y)
(1.2)

La propriété minimale que l’on peut exiger d’un observateur est que l’erreur d’estimation
d’état e(t) converge asymptotiquement vers zéro, i.e.

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

∥ x(t)− x̂(t) ∥= 0. (1.3)

L’expression (1.2) représente l’observateur du système (1.1) dont la conception repose sur
la détermination des fonctions κ(z, u, y) et ρ̄(z, u, y). La mise en évidence d’un observateur
passe nécessairement par l’étude de son observabilité. En effet, la synthèse d’un observa-
teur exige son observabilité. La validité de cette condition est une étape préliminaire que
l’on doit toujours prendre en compte.

Dans ce qui suit, nous rappelons les principales définitions inhérentes à l’observabilité des
systèmes non linéaires [15]

Définition 1.1 (Distinguabilité-Indistinguabilité)
Deux états initiaux x0, x1 ∈ M tel que x0 ̸= x1 sont dits distinguables dans M si ∃t ≥
0 et ∃u : [0, t] → U une entrée admissible telle que les trajectoires des sorties issues
respectivement de x0 et x1 restent dans M pendant la durée [0, t] et vérifient y(t, x0, u(t)) ̸=
y(t, x1, u(t)). Dans ce cas, on dira que u distingue x0 et x1 dans M . Réciproquement,
deux états initiaux x0, x1 ∈ M tel que x0 ̸= x1 sont dits indistinguables si ∀t ≥ 0 et ∀u :
[0, t] → U pour lesquels les trajectoires issues de x0, x1 restent dans M on a y(t, x0, u(t)) =
y(t, x1, u(t)).

Définition 1.2 (Observabilité)
Un système non linéaire de la forme (1.1), est observable s’il n’admet pas de paires indis-
tinguables.

La distinguabilité est un concept global, il arrive souvent que pour engendrer deux trajec-
toires à partir de x1 et x2, on doit s’éloigner d’eux suffisamment. C’est dans ce contexte
que la notion d’observabilité locale faible intervient

Définition 1.3 (Observabilité locale faible)
le système (1.1) est localement faiblement observable en x0 s’il existe un voisinage ouvert
Vx0 de x0 tel que pour tout voisinage ouvert V ′

x0
⊂ Vx0, l’ensemble des points qui sont

indistinguables de x0 dans V ′
x0

via les trajectoires dans V ′
x0

est le point x0 lui-même.
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Un système est donc localement faiblement observable si tout état x0 peut être instantané-
ment discerner de ses voisins. De façon analogue aux observateurs des systèmes linéaires,
la vérification de cette propriété fait appel à la condition algébrique de rang.

Définition 1.4 (Espace d’observation et observabilité au sens du rang)
Soit un système non linéaire de la forme (1.1), l’espace d’observabilité, notée O, est le plus
petit sous-espace vectoriel de fonction de V à valeur dans l’espace de sortie, contenant les
sorties h = (h1, h2, · · · , hp) et invariant sous l’action de la dérivation de Lie par rapport
au champ de vecteur f(x, u), u étant fixé. On note dO(h) l’espace des différentielles des
éléments de O(h). L’évaluation de cet espace en x0, caractérise l’observabilité locale faible
du système (1.1) en ce point. Ainsi, il satisfait à la condition de rang d’observabilité en
x0 si :

dim[dO(x0)] = n. (1.4)

Bien que la vérification de cette condition caractérise l’observabilité globale dans le cas
linéaire, sa validation dans le cas non linéaire concerne seulement l’observabilité locale
faible.

Théoreme 1.1 Le système (1.1) est localement faiblement observable en un point x0 s’il
satisfait la condition d’observabilité au sens du rang en ce point x0.

D’après les définitions annoncées, on remarque que les conditions au sens du rang sont
nécessaires mais elles ne sont pas suffisantes pour la synthèse des observateurs. Contraire-
ment au cas des systèmes linéaires, le problème d’observabilité des systèmes non linéaires
dépend de l’entrée appliquée. Ainsi, le problème des entrées intervient comme un élément
primordial à étudier.

Définition 1.5 (Entrées universelles)
Une entrée admissible u : [0, T ] → U est dite universelle sur [0, T ], si pour tout couple
d’états initiaux distincts (x1 ̸= x2), il existe au moins un temps t ∈ [0, T ] tel que les sorties
correspondantes y(t, x1, u) ̸= y(t, x2, u).

Si l’entrée n’est pas universelle, elle est dite singulière. Par ailleurs, son absence assure
que tout couple d’états initiaux sont distinguables, et fait appel à la propriété suivante :

Définition 1.6 (U- uniforme observabilité)
Un système dont toutes les entrées admissibles à valeur dans U sont universelles est dit
U- uniformément observable. Dans le cas où l’ensemble de toutes les entrées à valeurs
bornées dans Rm sont universelles, ce système sera dit Rm-uniformément observable ou
tout simplement uniformément observable.

1.2.2 Observabilité des systèmes bilinéaires

Soit la classe des systèmes bilinéaires décrite par la forme suivante :{
ẋ = Ax+ uBx+ Fu
y = Cx

(1.5)
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où x ∈ Rn, (u, y) ∈ R× R, A ∈ Rn×n, C ∈ R1×n, et F ∈ Rn.
La condition d’observabilité uniforme correspondante à cette classe de systèmes non li-
néaires se résume dans le théorème suivant :

Théoreme 1.2 [16] Le système affine en l’état (1.5) est uniformément observable si et
seulement s’il existe une transformation de coordonnées T (z = Tx) qui peut le ramener
sous la forme canonique suivante :{

ż = Āz + uB̄z + F̄ u
y = C̄z

(1.6)

avec

Ā = TAT−1 =


0 1 0 · · · 0
... . . . 1

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1
a1 · · · · · · · · · an

 ,

B̄ = TBT−1 =


b̄11 0 · · · 0
... . . . . . . ...
... . . . 0
b̄n1 · · · · · · b̄nn

 ,
F̄ = TF et C̄ = CT−1 =

[
1 0 · · · 0

]
.

1.2.3 Observabilité des systèmes affines en la commande

Soit maintenant la classe des systèmes non linéaires affines en la commande ayant la
forme suivante : {

ẋ = f(x) + g(x)u
y = h(x)

(1.7)

avec x ∈ Rn, y ∈ R et u =

 u1
...
um

 ∈ Rm.

La condition d’observabilité uniforme des systèmes qui s’écrivent sous cette forme est
résumé dans le théorème suivant

Théoreme 1.3 [17] Le système (1.7) est uniformément observable si et seulement s’il
existe un système de coordonnées locales sur Rn qui peut le transformer en un système de
la forme suivante {

ż = Az + φ(z) + ψ(z)u
y = Cz

(1.8)

avec
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� A est une matrice carrée dite matrice de Brunovski (ou matrice anti-décalage)
donnée par

A =


0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1
0 · · · · · · 0 0

 ,
� C est un vecteur ligne donnée par

C =
[
1 0 · · · 0

]
� La fonction φ est définie par

φ(z) =


0
...
0

φn(z)


� La matrice ψ(z) =

[
ψ(1)(z) ψ(2)(z) · · · ψ(m)(z)

]
est telle que chacune de ces

composantes possède une structure triangulaire par rapport à z :

ψ(i)(z) =


ψ(i)(z1)

ψ(i)(z1, z2)
...

ψ(i)(z1, · · · , zn)

 .

Dans ce qui suit, nous focalisons notre étude sur la synthèse des observateurs non linéaires.
Une attention particulière sera réservée à l’approche de type grand gain qui présente un
grand succès lors de son utilisation dans les algorithmes de commande par retour de sortie
[18][19][20]. La formulation standard de l’observateur à grand gain (SHGO : standard High
gain observer) pour une large classe de systèmes non linéaires MIMO sera tout d’abord
détaillée. Puis, la version correspondante à l’observateur continu-discret (CD-SHGO), qui
fonctionne lorsque les mesures ne sont disponibles qu’aux instants d’échantillonnage, sera
présentée.

1.3 Observateur à grand gain avec mesures continues

L’approche grand gain pour la synthèse d’observateurs est très répandue dans la littérature
et elle s’applique à une large classe de systèmes non linéaires [21, 22, 23]. La mise en œuvre
de l’observateur sous-jacent est relativement simple puisque sa structure consiste en une
copie de la dynamique du système avec un terme de correction dont l’expression peut
être explicitement calculée. Les principales caractéristiques de cet observateur résident
d’une part dans son réglage aisé qui peut être réalisé via le choix d’un seul paramètre
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de synthèse et d’autre part, dans la convergence asymptotique (exponentielle) de son
erreur d’estimation qui peut être arbitrairement rapide. Dans ce qui suit et après une
présentation de la classe des systèmes non linéaires à laquelle le SHGO peut être appliqué,
nous donnons les équations dynamiques de l’observateur et les hypothèses requises pour
sa mise en œuvre.

1.3.1 Classe des systèmes considérés

Considérons la classe des systèmes non linéaires MIMO qui sont difféomorphes à la
forme triangulaire suivante {

ż = Aqz + φ(u, z) + Bqε̄(t)
y = Cqz = z1

(1.9)

avec :

� L’état z =


z1

...
zq−1

zq

 ∈ Rn avec zk ∈ Rp, k = 1, . . . , q et n = qp.

� Le vecteur d’entrée u ∈ Rm.

� La sortie mesurée y ∈ Rp,
� Aq est la matrice anti-décalage de dimension pq × pq,

Aq =


0 Ip 0 . . . 0

0 0
. . . . . . ...

...
... . . . . . . 0

0 0 0
. . . Ip

0 0 0 . . . 0


� C est la matrice d’observation de dimension p× pq,

Cq =
(
Ip 0p . . . 0p

)
� Bq est donnée par

Bq =
(
0p . . . 0p Ip

)T
� La non linéarité φ(u, z) admet une structure triangulaire par rapport z. Il est donné

par

φ(u, z) =


φ1(u, z1)

φ2(u, z1, z2)
...

φq(u, z)

,
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� La variable ε̄(t) ∈ Rp est un signal inconnu qui renferme les incertitudes du modèle
et les perturbations externes.

La synthèse de l’observateur se fait sous les hypothèses suivantes généralement adoptés
lorsqu’on adopte une approche grand gain :

Hypothèse H. 1.1 L’état z(t) et l’entrée u(t) sont bornés, i.e. x(t) ∈ Z et u(t) ∈ U où
X ⊂ Rn et U ⊂ Rm sont des compacts.

Hypothèse H. 1.2 Les fonctions φk(u, z), pour k = 1, . . . , n, sont Lipschitziennes par
rapport x uniformément en u.

Hypothèse H. 1.3 La fonction inconnue ε est essentiellement bornée, i.e.

∃δε > 0 ; |ε|∞
∆
= ess sup

t≥0
|ε(t)| ≤ δε. (1.10)

1.3.2 Équations de l’observateur

L’observateur à grand gain correspondant à la forme (1.9) se présente sous la forme
suivante suivante : [24]

˙̂z = Aqẑ + φ(u, ẑ)− θ∆−1
q,θKCqz̃1, (1.11)

avec

� Le vecteur des états estimés ẑ =


ẑ1

ẑ2

...
ẑq

 ∈ Rpq où ẑk ∈ Rp pour k = 1, · · · , q.

� L’erreur d’estimation est z̃ = ẑ − z.

� La matrice diagonale ∆q,θ est exprimée par :

∆q,θ = diag(Ip,
1

θ
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip). (1.12)

� θ > 0 est le seul paramètre de synthèse de l’observateur.

� Le vecteur K =

 K1

...
Kq

 ∈ Rn avec Ki ∈ Rp, i = 1, . . . , q, est choisi de sorte que

la matrice suivant est Hurwitz :

Āq
∆
= Aq −KCq. (1.13)
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Notons que comme la matrice Ā est Hurwitz, il existe une matrice symétrique définie
positive P et un réel µ > 0 tel que :

Āq
T
P + P Āq ≤ −2µIn, (1.14)

où In est la matrice identité n× n.

Les principales propriétés de l’observateur (1.11) sont énoncées dans le théorème suivant.

Théoreme 1.4 [24]
Considérons le système (1.9) sous les hypothèse H. 1.1, H. 1.2 H. 1.3 avec le système
(1.11) et notons par z̃(t) = ẑ(t) − z(t) la différence entre ces trajectoires qui correspond
en fait à l’erreur d’observation. Cette erreur est bornée comme suit :

∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0; ∀u ∈ U ; ∀z(t0) ∈ Z; ∀k ∈ {1, . . . , q}; ∀t > t0, (1.15)∥∥z̃k(t)∥∥ ≤ σP θ
k−1

(
e−θβ(t−t0) ∥z̃(t0)∥+

δε
βθq

)
, (1.16)

où σP =
√

(λ(M)(P ))/λ(m)(P ) est le nombre de conditionnement de la matrice P définie
par (1.14), β = ν

2λ(M)(P )
et δε est la borne essentielle de ε définie dans l’hypothèse H.1.1.

Remarque 1.1 A partir de la borne de l’erreur d’observation donnée par (1.16), nous
pouvons facilement déduire les propriétés suivantes de l’observateur (1.11)

a. En l’absence d’incertitude, i.e. δε = 0, l’erreur d’observation converge exponen-
tiellement vers 0 avec une décroissance exponentielle de l’ordre de θ, c’est-à-dire
qui pourrait être rendue arbitrairement grande. Toutefois, de grandes valeurs de θ
sont à éviter puisqu’elles rendent l’observateur plus sensible vis-à-vis des bruits de
mesure.

b. En présence d’incertitudes, l’erreur asymptotique d’observation reste dans une boule

centrée sur 0 dont le rayon (borne ultime) est de l’ordre de
1

θ
. Ici encore, la borne

ultime de l’erreur d’observation asymptotique peut être rendue aussi petite que dé-
sirée en considérant de grandes valeurs de θ. Mais, pour les raisons évoquées pré-
cédemment, de telles valeurs sont à éviter.

c. Pour des grandes valeurs de θ, le terme θk−1e−θβ(t−t0) atteint de très grandes valeurs
lorsque t est au voisinage de t0, d’où le phénomène de peaking. Ce phénomène est
d’autant plus important que k est grand.

1.4 Resynthèse de l’observateur avec des mesures échan-
tillonnées

Dans les développements précédents, il a été établi que lorsque les mesures de la sortie
sont disponibles en temps continu, l’observateur de type grand gain permet de délivrer des
estimations instantanées de tous les états du système et l’erreur d’observation sous-jacente
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converge exponentiellement vers 0 (en absence de bruit sur ces mesures). En pratique,
les mesures sont rarement disponibles en temps continu mais plutôt à certains instants
d’échantillonnage qui pourraient être éventuellement non régulièrement espacés, c’est-à-
dire que la période d’échantillonnage relative à l’acquisition des mesures pourrait être
non constante. Dans ce cas, une resynthèse de l’observateur est nécessaire et ce pour tenir
compte du processus d’échantillonnage. L’objectif de la resynthèse consiste à obtenir une
version similaire à celle fonctionnant avec des mesures continues, c’est-à-dire permettant
de délivrer des estimations de la sortie et des états non mesurées non seulement aux
instants d’échantillonnage mais en temps continu. Le principe d’observation à partir des
sorties échantillonnées est illustré sur la figure 1.2.

Figure 1.2 – Principe d’estimation d’état avec des mesures sont échantillonnées.

Plusieurs travaux dans la littérature ont considéré la synthèse d’un observateur avec un
système temps continu et des mesures échantillonnées (disponibles donc en temps discret)
et l’observateur résultant est souvent appelé observateur continu-discret [25, 26, 27, 28,
29, 30, 31]. Nous allons dans ce qui suit rappeler la version de l’observateur continu discret
résultant de la resynthèse de l’observateur (1.11), proposée dans [28].

1.4.1 Formulation du problème

Considérons les systèmes non linéaires MIMO qui sont difféomorphes à la forme cano-
nique suivante :  ż = Aqz(t) + φ(u(t), z(t))

yk = Aqz(tk) = z1(tk)
(1.17)

avec z(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ R est le vecteur d’entrée, Aq est une matrice
de dimension n× n, φ(u(t), x(t)) est une fonction Lipschitzienne et yk ∈ Rp est la sortie
mesurée à l’instant tk (avec k ∈ N) respectant l’inégalité suivante :

0 ≤ t0 < . . . < tk < tk+1 < . . . avec lim
k→∞

tk = +∞.

L’intervalle entre deux mesures est borné par τm et τM , avec τm et τM sont tel que :

0 < τm < τk = tk+1 − tk < τM , (1.18)

où τm et τM désignent respectivement la valeur minimale et la valeur maximale de la
période d’échantillonnage.
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1.4.2 Équations de l’observateur continu-discret

L’observateur continu-discret pour la classe des systèmes (1.17) s’écrit sous la forme
suivante [28] :

ẑ(t) = Aqẑ(t) + φ(u(t), ẑ(t))− θ∆−1
q,θKe

−θK1(t−tk)(Cqẑ(tk)− y(tk)), (1.19)

avec

ẑ =


ẑ1

ẑ2

...
ẑq

 ∈ Rn;K =


K1

K2

...
Kq

 , (1.20)

où K est le gain de l’observateur et il est choisi comme dans le cas où les mesures sont
disponibles en temps continu, c’est-à-dire de sorte que la matrice Āq

∆
= Aq−KCq est Hur-

witz, ∆θ est la matrice diagonale définie par (1.12), θ ≥ 1 est un paramètre de synthèse
et tk représente l’instant d’échantillonnage.

Comme l’observateur (1.11) proposé dans le cas de sorties disponibles en temps continu,
l’observateur (1.19) est copie du système (1.17) à laquelle s’ajoute un terme de correction
qui consiste en le produit de l’erreur d’observation de sortie par un gain de correction. Ce
gain intègre une fonction exponentielle dépendant de t − tk où t est le temps courant et
tk est le dernier instant d’acquisition de la mesure de la sortie.
L’erreur d’observation dépend de la période d’échantillonnage des mesures et ses princi-
pales propriétés sont résumées dans le théorème suivant :

Théoreme 1.5 [28] Considérons le système (1.17) sous les hypothèses H. 1.1, H. 1.2
et H. 1.3 avec le système (1.19) et notons par z̃(t) = ẑ(t) − z(t) la différence entre
ces trajectoires qui correspond en fait à l’erreur d’observation. Alors ∀u ∈ U,∀θ >
θ0, ∃χθ, ηθ(τm, τM) > 0, si la borne supérieure de la période d’échantillonnage τM est telle
que τM < χθ, alors pour chaque ẑ(0) ∈ Z et pour tout i ∈ {1, . . . , q}, nous avons :

∥ z̃i(t) ∥≤ σP θ
i−1

(
e−ηθ(τM )(t−t0) ∥ z̃(t0) ∥ +

δε
θq
τM

(
1 +

1

1− e−ηθ(τM )τm

))
, (1.21)

avec

ηθ(τM ) = βθ

(
1− τM

χθ
e−βθτM

)
, χθ =

β

(Lφ + θ)σP ∥K∥
, (1.22)

où β et σP ont la même signification que dans la borne (1.16), τm et τM sont respective-
ment la borne inférieure et la borne supérieure de la période d’échantillonnage telles que
définies par (1.18) et Lφ est la constante de Lipschitz de φ.

La borne de l’erreur d’observation correspondant à l’observateur continu-discret et don-
née par (1.21) est à comparer à celle relative au cas où les mesures sont disponibles en
temps continu, qui est donnée par (1.16). En effet, le membre droit de l’inégalité (1.21) est
similaire à celui de l’inégalité (1.16) avec la différence suivante : le terme βθ dans (1.16)
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(mesures en temps continu) est remplacé par ηθ(τM) dans (1.21) alors que le terme 1
β

est

remplacé par θτM
(
1 + 1

1−e−ηθ(τM )τm

)
. On pourra montrer que lorsque la période d’échan-

tillonnage est constante, i.e. τM = τm
∆
= τ , alors la bornes associée à l’erreur d’observation

en continu discret tend vers celle correspondant à l’observateur avec des mesures conti-
nues, lorsque la période d’échantillonnage tend vers 0. En effet, à partir de l’expression
de ηθ donnée par (1.22), on peut déduire facilement que lim

τ→0
ηθ(τ) = βθ.

Calculons maintenant lim
τ→0

θτ

(
1 +

1

1− e−ηθ(τ)τ

)
. Nous avons :

lim
τ→0

θτ

(
1 +

1

1− e−ηθ(τ)τ

)
= lim

τ→0
θτ

1

1− e−ηθ(τ)τ
= lim

τ→0
θτ

1

ηθτ
= lim

τ→0

θ

ηθ
=

1

β
. (1.23)

De manière plus générale, il a été établi dans [28] que les fonctions :

τ 7→ ηθ(τ) et τ 7→ θτ

(
1 +

1

1− e−ηθ(τ)τ

)
sont croissantes.

Ainsi, les bornes obtenues dans le cas de l’observateur continu-discret sont en accord
avec celles obtenues avec des mesures continues dans le temps : le taux de décroissance
exponentielle de l’erreur d’observation est inversement proportionnel à l’amplitude la pé-
riode d’échantillonnage alors que la borne ultime asymptotique est proportionnelle à cette
amplitude. De plus, lorsque la période d’échantillonnage tend vers 0, les expressions du
taux de décroissance exponentielle et de la borne ultime asymptotique tendent vers les
expressions générées dans le cas des mesures continues dans le temps.

1.5 Inconvénients de l’observateur de type grand gain
Les équations de l’erreur d’observation que ce soit dans le cas où les mesures sont dispo-
nibles en temps continu (1.16) ou dans le cas des mesures échantillonnées (1.21) mettent
en évidence les deux principaux inconvénients de l’observateur à grand gain, à savoir

1. Le phénomène de peaking qui a lieu tout au long du régime transitoire où de fortes
fluctuations apparaissent au niveau de l’erreur d’estimation.

2. La forte sensibilité au bruit de mesures qui dégrade la qualité d’estimation d’état
en régime permanent.

Dans ce qui suit, nous analysons analytiquement ces inconvénients pour pouvoir mettre
l’accent sur les causes de leurs apparitions.

1.5.1 Phénomène du peaking au régime transitoire

Nous allons dans ce qui suit expliquer les raisons de l’occurrence du phénomène de peaking
tout au long du régime transitoire de l’observateur. Pour ce faire, nous allons revenir à
la borne de l’erreur d’observation générée dans le cas de mesures continues et donnée par
l’inégalité (1.16) et que nous reproduisons ci-dessous dans un souci de clarté. Rappelons
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que le phénomène de peaking ne dépend pas de la nature de disponibilité des mesures et
il est aussi présent dans le cas où les mesures sont disponibles sous forme échantillonnée.
Conformément à (1.16), chaque composante z̃k, de l’erreur d’observation z̃ est bornée
comme suit :

∥∥z̃k(t)∥∥ ≤ σp

θk−1e−θβ(t−t0) ∥z̃(t0)∥︸ ︷︷ ︸
régime transitoire

+
δε

βθq−k+1︸ ︷︷ ︸
régime permanent

 .

Le membre droit de la borne de l’erreur d’observation est constitué de deux termes, le
premier correspondant au régime transitoire et le second au régime stationnaire. Le phé-
nomène du peaking est dû au premier terme, c’est-à-dire celui correspondant au régime
transitoire et qui contient l’exponentielle décroissante. En effet, pour de grandes valeurs
de θ, la fonction t 7→ θk−1e−θβ(t−t0) est de l’ordre de θk−1 lorsque t évolue au voisinage
de t0. Ainsi, l’estimée de chaque composante zk atteint des valeurs de l’ordre de θk−1 au
voisinage de t0, c’est ce qu’on appelle le phénomène de peaking. Il est clair que le phéno-
mène de peaking est d’autant plus important que k est grand. Ainsi, lorsque la dimension
n du système est relativement grande, le phénomène de peaking devient très important
puisque les estimées des dernières composantes atteignent des valeurs qui peuvent être de
l’ordre de n− 1, n− 2, ....

Plusieurs travaux de recherche se sont penchés sur ce phénomène en introduisant des satu-
rations (voir par exemple [32], [33],[34], [35]) que ce soit dans la loi de commande ou dans
la conception de l’observateur lui-même afin de prévenir ou réduire les pics. Cependant,
la complexité des solutions adoptées et la lourdeur en temps d’exécution laisse encore ce
problème ouvert et le phénomène de peaking reste un défi d’un point de vue numérique.
Nous allons illustrer dans ce qui suit les effets du problème de peaking sur les perfor-
mances d’un système asservi à travers un exemple.

Exemple d’illustration

Nous considérons le problème de stabilisation du système non linéaire suivant{
ẋ1 = x2
ẋ2 = x22 + e(−x

2
2)u

(1.24)

Dans le cas où tout le vecteur d’état est accessible à la mesure (c.a.d y = [x1 x2]
T ),

l’objectif de stabilisation peut être atteint en considérant la loi de commande linéarisante
par retour d’état suivante :

u = −e(x22)(x22 + x1 + x2). (1.25)

En effet, en remplaçant la loi de commande (1.25) dans (1.24) nous obtenons :{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −x1 − x2

(1.26)
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Il en ressort :

ẍ1 + ẋ1 + x1 = 0. (1.27)

Ainsi, le système en boucle fermée est alors stable puisque ses pôles sont situés en
−0.5± j0.86.

Supposons maintenant que nous avons accès seulement à la mesure de l’état x1 (c.à.d
y = x1). Afin d’implémenter la même loi de commande sur le système (1.24), une solution
consiste à concevoir un observateur de type grand standard pour l’estimation de l’état x2.
Il est clair que le système (1.24) est sous la forme canonique d’observabilité et l’observateur
de type grand gain standard suivant{

˙̂x1 = x̂2 + 2θ(y − x̂1)
˙̂x2 = x̂22 + e(−x̂

2
2)u+ θ2(y − x̂1)

(1.28)

permet d’avoir une convergence asymptotique de l’erreur d’estimation puisque tous les
pôles de l’observateur sont placés à la valeur −1.

En remplaçant les états du système par leur estimé issus de l’observateur dans la loi de
commande, nous obtenons :

u = −e(x̂22)(x̂22 + x̂1 + x̂2). (1.29)

Les résultats obtenus par l’application de cette moi de commande sont présentés. En effet,
la figure (1.3) illustre l’évolution dans le temps ainsi que le plan de phase des états du
système pour θ = 280 et en choisissant x(0) = [0.1 − 0.1]T et x̂0 = [0.01 0.01]T .
Ces résultats montrent, que lors de la combinaison de l’observateur à grand gain standard
(1.28) avec la loi de commande stabilisante (1.29), une instabilité du système en boucle
fermée est enregistrée (l’état x̂2 diverge).
Ceci s’explique par le fait que l’effet du peaking sur l’estimation x̂2 se répercute directe-
ment sur le signal de commande on perd ainsi la stabilité du système.
A travers cet exemple, il est important de noter que malgré l’utilisation d’une loi de

commande par retour d’état stabilisante et un observateur caractérisé par une conver-
gence asymptotique, le système bouclé peut être instable. Ainsi, la prise en considération
du phénomène de peaking lors de la conception de l’observateur est une tâche à ne pas
négliger pour s’assurer du problème de séparation observateur-contrôleur.

1.5.2 Sensibilité aux bruits de mesure

Le deuxième inconvénient de l’observateur à grand gain est sa forte sensibilité au bruit
de mesure. Pour justifier, ce phénomène, nous allons rappeler une borne de l’erreur d’ob-
servation générée par la prise en compte de la présence de bruit sur la sortie. En effet,
on suppose ici que la sorte du système (1.9) est affectée par un bruit de mesure et s’écrit
comme suit :

y = Cqz + η(t) = z1 + η(t), (1.30)
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Figure 1.3 – Phénomène de peaking menant à l’instabilité du système.

où η(t) est le bruit de mesure qui est supposé être essentiellement borné, i.e.

∃δη > 0; t ≥ 0 supEss∥η(t)∥ ≤ δη. (1.31)

L’observateur proposé est le même que celui en absence de bruit, c’est-à-dire l’observateur
de type grand gain standard (1.11).

La borne de l’erreur suivante relative à chaque composante z̃k, k = 1, . . . , q de l’erreur
d’observation z̃ peut être déduite directement à partir de celle relative à z̃ proposée dans
[28] :

∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0; ∀u ∈ U ; ∀z(t0) ∈ Z; ∀t > t0,∥∥z̃k(t)∥∥ ≤ σp

(
θk−1e−θβ(t−t0) ∥z̃(t0)∥+

δε
θq−k+1

+ θk−1∥K∥δη
)
.

(1.32)

On remarque que le membre droit de l’inégalité (1.32) est similaire à celui de (1.16) mais
renferme en plus un terme qui tient compte de la présence de bruit dans les mesures. Ce
terme est égal à σpθk−1∥K∥δη. Ainsi, chaque composante ẑk, k = 1, . . . , q, de l’état estimé
renferme un biais qui résulte du bruit de mesure. Ce biais est de l’ordre de θk−1 et il est de
ce fait d’autant plus important que k est grand, et quelque soit k ce biais est d’autant plus
important que θ est grand. Ainsi, le compromis entre la vitesse de convergence de l’erreur
d’observation et la sensibilité au bruit de mesure est toujours nécessaire lors du choix
de θ. À cet égard, les observateurs à grand gain sont réglés pour obtenir une dynamique
d’estimation suffisamment rapide sans perdre le rôle de filtrage pour les bruits de mesure
(haute fréquence). Dans [36], une stratégie pour obtenir une convergence rapide tout en
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réduisant l’impact du bruit de mesure consiste à utiliser une valeur élevée de θ pendant
le régime transitoire, puis à la diminuer dans le régime permanent. De nombreuses autres
techniques qui font varier le paramètre de synthèse de l’observateur ont été proposées [37],
[38], [39], [40], [22]...etc.

1.6 Quelques solutions de la littérature

Dans ce qui suit, nous allons présenter brièvement quelques solutions récentes pro-
posées dans la littérature pour pallier soit le problème de peaking, soit le problème de
sensibilité aux bruits de mesures ou encore les deux problèmes à la fois.

1.6.1 Incorporation d’une action de Filtrage

Dans [1], les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain pour la classe de
système monovariable uniformément observable suivante :{

ẋ(t) = Anx(t) + φ(u(t), x(t)) +Bnε(t)
y(t) = Cnx(t) + w(t) = x1(t) + v(t)

(1.33)

où xT = (x1, · · · , xn) ∈ Rn désigne l’état du système, u(t) ∈ U ⊂ R désigne l’entrée et
y(t) désigne la sortie mesurée, v(t) est le bruit de mesure, la fonction t 7→ ε(t) désigne les
incertitudes de système et les matrices An, Bn et Cn sont données par :

An =

(
0n−1,1 In−1

0 01,n−1

)
, Bn(0 · · · 0 1)T ∈ Rn, Cn = (1 0 · · · 0) ∈ R1×n, (1.34)

et φ(u, x) désigne un champ vectoriel non linéaire ayant une structure triangulaire par
rapport à x, i.e. φi(u, x) = φ(u, x1, · · · , xi), i = 1, · · · , n.

L’observateur à grand gain proposé prend la forme suivante :{
˙̂x(t) = Anx̂(t) + φ(u(t), x̂(t))− θKnη(t)
η̇(t) = −θDnη(t) + θ2ATnη(t) + θCT

n (Cnx̂(t)− y(t)) avec η(0) = 0,
(1.35)

où x̂ = (x̂1 · · · x̂n)T ∈ Rn, η = (η1 · · · ηn)T ∈ Rn avec x̂i, ηi ∈ Rn, θ > 0 et les matrices
Dn et Kn sont des matrices diagonales avec :

Dn = diag(δ1, · · · , δn), Kn = diag(k1, · · · , kn). (1.36)

Les coefficients δi et ki, i = 1, · · ·n sont des réels choisis tel que la matrice Mn suivante
soit Hurwitz :

Mn =

(
An −Kn

CT
nCn −Dn + ATn

)
. (1.37)

Un algorithme relativement simple a été proposé dans [1] pour le choix de ces paramètres.
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L’observateur (1.35) est doté d’une action de filtrage. Pour mieux appréhender cette ac-
tion, écrivons les équations de cet observateur sous la forme développée suivante :

˙̂xi = x̂i+1 + φi(u, x̂1, . . . , x̂i)− θkiηi, i = 1, . . . , n− 1,
˙̂xn = φn(u, x̂)− θknηn,
η̇1 = −δ1η1 + θ(x̂1 − y),
η̇i = −δiηi + θ2ηi−1, i = 2, . . . , n.

(1.38)

Il est clair que la variable η1 est une version filtrée de l’erreur d’observation de sortie (brui-
tée) x̂1 − y. Cette version filtrée correspond à la sortie d’un filtre d’ordre dont l’entrée est
égale à x̂1 − y et dont le gain statique est indépendant de θ. Chacune des autres compo-
santes ηi, i = 2, . . . , n correspond à la version filtrée de ηi−1 à travers un filtre de première
ordre dont le gain statique est de l’ordre de θ. Ainsi, la composante ηi, i = 2, . . . , n, peut
être interprétée comme étant la version filtrée de η1 (ou encore de x̂1 − y) avec un gain
statique de l’ordre de θi−1.

Maintenant, il est clair que les équations des états estimés x̂i de l’observateur (1.38) sont
très similaires à celles correspondant à l’observateur de type grand gain standard (1.11) et
la seule différence réside dans le fait que le terme de correction θi−1(x̂1−y) dans l’équation
de (1.11) est remplacé par sa version filtrée ηi dans l’observateur (1.38).
Une borne supérieure de l’erreur d’observation associée à l’observateur (1.38) a été pro-
posée dans [1]. Elle est très similaire à celle correspondant à l’observateur de type grand
gain standard (1.11) et elle peut s’écrire sous la forme suivante :

∥x̃i(t)∥ ≤ σP2nσ

(
θi−1e−βθ(t−t0)∥x̂(t)− x(t0)∥+

1

β

(
δε

θn−i+1
+ θi−1δv

))
, i = 1, . . . , n,

où β est un constante positive indépendante de θ et σP2n est le nombre de conditionnement
de la matrice symétrique définie positive P2n suivante :

MT
n P2n + P2nMn ≤ −2µnI2n,

avec Mn définie par (1.37) et µn est un réel strictement positif.

1.6.2 Observateur de type grand gain à "faible puissance"

Dans [2] un observateur de type grand gain, dit “observateur à faible puissance" a été
proposé. La version initiale de cet observateur a tout d’abord été proposée dans [41] et
elle résulte de la resynthèse de l’observateur de type grand gain standard en vue d’obtenir
une version ditée de capacité de filtrage. Puis, cette version a été reconsidérée dans [2] et
des fonctions de saturation sur certains état ont été introduits pour pallier le problème
de peaking. Nous allons dans ce qui suit présenter brièvement la version proposée dans [2].

La classe des systèmes considérée dans [2] est suivante :
ẋi = xi+1, i = 1, · · · , n− 1,
ẋn = φ(x, d(t))
y = x1 + v(t)

(1.39)
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où x =

 x1
...
xn

 ∈ Rn représente l’état, y ∈ R est la sortie mesurée, la fonction t 7→ ν(t)

représente le bruit de mesure et t 7→ d(t) est un signal borné (inconnu) qui inclut les
incertitudes paramétriques de la fonction φ(., .) ou les perturbations inconnues ; enfin ν
désigne le bruit de mesure qui est supposé être essentiellement borné. La structure de
l’observateur est composée de n modules, où chacun des n − 1 premiers modules admet
une dimension de deux alors que le dernier est de dimension un (figure 1.4).

Figure 1.4 – Principe de l’observateur de type grand gain à faible puissance.

Ces modules s’écrivent sous la forme suivante :
˙̂xi = ηi + αiθei, i = 1, · · · , n− 1,
˙̂xn = φs(x̂) + αnθen
η̇i = satri+2

(ηi+1) + βiθ
2ei, i = 1, · · · , n− 2,

η̇n−1 = φs(x̂) + βn−1θ
2en−1

(1.40)

où x̂ = (x̂1, · · · , x̂n)T ∈ Rn ; η = (η1, · · · , ηn−1)
T ∈ Rn−1 ; α = (α1, · · · , αn)T ∈ Rn

et β = (β1, · · · , βn−1)
T ∈ Rn−1 sont les paramètres de synthèse de l’observateur. Les

variables de l’erreur d’estimation ei, i = 1, · · · , n, sont définis par :

e1 = y − x̂1, ei = satri(ηi−1)− x̂i, pour i = 2, · · · , n, (1.41)

avec ri = max
x∈X

|xi| pour i = 1, · · · , n et la fonction t 7→ satri(.) représente la fonction de
saturation.

Notons que les paramètres de synthèse αi, i = 1, . . . , n et βi, i = 1, . . . , n − 1 devraient
être choisis de sorte à satisfaire une certaine condition de stabilité forte [2] qui est pri-
mordiale pour la stabilité de la version saturée de l’observateur. Il a aussi été montré que
les fonctions de saturation sont désaturées après un régime transitoire et la structure de
l’observateur résultant (en régime permanent) devient alors similaire à celle de l’observa-
teur proposé dans [41]. Un algorithme (plus ou moins complexe) a été proposé dans [41]
pour la détermination des coefficients de synthèse αi et βi.

L’observateur (1.40) possède les propriétés suivantes [2] :
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(a) Il existe p̄i > 0, i = 2, . . . , n, et pour tout ν̄ > 0, il existe p̄1 > 0 tels que :

|x̂i(t)− xi(t)| ≤ p̄i, i = 1, . . . , n,
|ηi(t)− xi+1(t)| ≤ θp̄i, i = 1, . . . , n− 1,

(1.42)

pour tout t ≥ 0, pour θ ≥ 1et pour tout ν(t) tel que |ν(t)|∞ ≤ v̄ ;

(b) Il existe v̄ > 0 et θ⋆ ≥ 1 tels que pour tout ν(t) tel que θ ≥ θ⋆, il existe T > 0 tel
que

|ν(t)|∞ ≤ v̄

θi
=⇒ satri+1

(
ηi(t)

)
= ηi(t), ∀t ≥ T, i = 1, . . . , n− 1. (1.43)

La première inégalité de (1.42) montre que la borne de |x̂i|∞ est indépendante de θ. De
ce fait, les valeurs maximales des estimations de l’état ne devraient pas présenter des
pics lors du régime transitoire puisqu’elles ne dépendent pas de θ. La deuxième inégalité
(1.42) indique que les valeurs maximales des variables états sont de l’ordre de θ, ce qui est
rassurant du côté numérique. Notons que les variables ηi peuvent être interprétées comme
étant des copies des estimés de l’état et représentent donc des variables auxiliaires qui ne
seront pas utilisés dans les boucles de commande.

Par ailleurs, les inégalités données par (1.43) permettent de quantifier l’amplitude du bruit
admissible en dessous de laquelle la version saturée convergera au bout d’un certain temps
vers la version non saturée. On notera que l’inégalité (1.43) est assez sévère puisque pour
i = n − 1, nous obtenons le seuil de la borne maximale de |v(t)|∞ qui est de l’ordre de

1
θn−1 . Néanmoins, ce ne sont que des bornes théoriques issues de l’analyse adoptée et les
bornes obtenues dans les cas réels sont généralement un peu plus élevées.

1.6.3 Structure en cascade avec des fonctions de saturation

Dans [3], l’auteur a considéré la classe de systèmes monovariables suivante :


ẋi = xi+1 pour i = 1, · · · , n− 1,
ẋn = ϕ(w, x, u),
ẇ = f0(w, x, u),
y = x1,

(1.44)

où f0 et ϕ sont localement Lipschitz, w(t), u(t) sont bornés pour tout t ≥ 0 et l’état x(t)
évolue dans un compact X ⊂ Rn.
L’idée derrière cette approche est inspirée du fait que la dérivée d’un signal peut être
estimée par un observateur linéaire de premier ordre ou de second ordre et que la mise en
cascade de tels observateurs permet d’estimer des dérivées plus élevées d’un signal mesuré.
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Les équations de l’observateur proposé dans [3] sont :

ż1 = θ(z2 + β1(y − z1))
ż2 = β2θ(y − z1)

x̂1 = z1, x̂2 =M2 sat(θ
z2
M2

)

żi = −βiθ(zi + x̂i−1), i = 3, . . . , n,

x̂i =Mi sat(βiθ
zi + x̂i−1

Mi

), i = 3, . . . , n,

(1.45)

où sat(y) = min{1, |y|}sign(y), Mi > max
x∈X

|xi| pour 2 ≤ i ≤ n, et βi, 1 ≤ i ≤ n, sont des
constantes positives.

L’observateur (1.45) (auquel on se référera par CHGO) a la même dimension que le
système original (1.44). Les états de l’observateur z1 et z2 sont en fait les composantes
d’un filtre de second ordre dont l’entrée est y et la sortie est z2. L’utilisation d’un filtre
de second ordre est motivée par la recherche d’une robustesse par rapport aux bruits de
mesures. Chacun des autres états zi, i = 3, . . . , n est la sortie d’un filtre de premier ordre
d’entrée x̂i−1. Ainsi, cet observateur se présente sous la forme d’une cascade où la tête est
un système de second ordre et le reste des équations consiste en une chaîne de filtres de
premier ordre dont les entrées sont sujettes à des fonctions de saturation. La figure 1.5
illustre la structure de l’observateur proposé dans [3].

Figure 1.5 – Principe de l’observateur en cascade.

Le théorème suivant résume les principales propriétés de l’observateur (1.45).

Théoreme 1.6 [3] Considérons le système (1.44) et l’observateur (1.45). Alors, il existe
θ⋆ > 0 tel que pour θ ≥ θ⋆, les erreurs d’estimation x̃i = xi − xi, i = 1 . . . , n, associés
sont bornées. Plus précisément, il existe une constante positive a et une durée T (θ) avec
lim
θ→∞

T (θ) = 0, tels que pour tout t ≥ T (θ) on a :

|x̂1(t)| ≤
a

θ2
, (1.46)

|x̂i(t)| ≤
a

θ
, 2 ≤ i ≤ n. (1.47)

Quelques caractéristiques de l’observateur (1.45) sont comparées avec celles à grand gain
standard dans le tableau 1.1 [3].
On remarque que le gain de l’observateur (1.45) ne fait intervenir que des puissance de θ
au plus égales à 1, contrairement au grand gain standard (SHGO) où cette puissance varie
de 1 jusqu’à la dimension du système, notée n. De même, l’ordre maximal du peaking est
de l’ordre de θ alors qu’il varie de l’ordre de n− 1 pour le SHGO. Par contre, l’ordre de
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Table 1.1 – Comparaison de l’observateur à grand gain standard et celui en cascade.
Caractéristique SHGO HGO cascade
Dimension n n
Gain de l’observateur O(θn) O(θ)
Ordre maximal du peaking O(θn−1) O(θ)
Ordre de la borne ultime asymptotique de ∥x̃1∥ O

(
1
θn

) (
1
θ2

)
Ordre de la borne ultime asymptotique de ∥x̃i∥ O

(
1

θn+1−i

) (
1
θ

)
la borne ultime asymptotique pour la composante x̃i, i = 1, . . . , n est de l’ordre de 1/θ2

pour i = 1 et de l’ordre de 1/θ pour i = 2, . . . , n. Dans le cas du SHGO, cette borne est
plus petite et elle est de l’ordre de 1/θn−i+1.

Les améliorations en termes de réduction du peaking apportées par l’observateur (1.45)
sont claires. Cependant, pour ce qui est de son comportement vis-à-vis du bruit sur les
mesures, il est similaire à celui de l’observateur SHGO [3].

Exemple

On considère le système d’ordre quatre suivant :

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = x4, ẋ4 = ϕ(x), y = x1, (1.48)

avec :

ϕ(x) = −(x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4) + [1− (x1 + 2x2 + x3)
2](x2 + 2x3 + x4).

L’observateur de type grand gain standard correspondant à (1.48) s’écrit sous la forme
suivante :

ż1 = z2 + 4θ(y − z1)], x̂1 = z1,

ż2 = z3 + 6θ2(y − z1), x̂2 = z2,

ż3 = z4 + 4θ3(y − z1), x̂3 = z3,

ż4 = −θ4(y − z1), x̂4 = z4.

D’un autre coté, l’observateur à grand gain relative à la structure (1.45) s’écrit sous forme
cascade suivante :

ż1 = θ[z2 + 2(y − z1)], x̂1 = z1,

ż2 = θ(y − z1), x̂2 = 2sat(θz2/2),

ż3 = −θ(z3 − x̂2), x̂3 = 1.5sat(θ(z3 + x̂2)/1.5),

ż4 = −θ(z4 − x̂3), x̂4 = 3sat(θ(z4 + x̂3)/3).

Bien que l’observateur en cascade proposé ait un avantage numérique par rapport à l’ob-
servateur à grand gain standard, il présente également certains inconvénients. Il a été
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mentionné dans [3] que le comportement de l’observateur en cascade vis à vis au bruit de
mesure est comparable à ceux de l’observateur de type grand gain standard. En d’autres
termes, ce n’est ni meilleur ni pire comme |x(t) − x̂(t)| a le même ordre de grandeur,
O(θn−1δv), dans les deux observateurs où δv désigne la borne du bruit de mesure.
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Figure 1.6 – Estimation des états x3 et x4.
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Figure 1.7 – Erreurs d’observation relatives aux états x3 et x4.

1.7 Conclusion
Ce chapitre a été consacré à une présentation générale de l’approche d’observation de

type grand gain et ses propriétés intrinsèques. Les notions d’observabilité pour certaines
classes de systèmes non linéaires ont été brièvement rappelées en premier lieu. Cette
étape est indispensable pour préparer la synthèse d’observateurs non linéaires. Puis, notre
analyse s’est focalisée particulièrement sur la technique d’observation de type grand gain.
Nous avons tout d’abord traité le cas des systèmes où les sorties sont disponibles en temps
continues avant de passer au cas des sorties échantillonnées. Nous avons mis l’accent par
la suite sur les inconvénients majeurs de cette approche, à savoir la forte sensibilité aux
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bruits de mesure et le phénomène de peaking qui caractérise le régime transitoire. Quelques
tentatives récentes proposées dans la littérature en vue de pallier ces problématiques ont
été exposées dans un dernier volet. En s’inspirant de ces solutions, nous proposons dans
le chapitre2 une démarche systématique qui mène en premier lieu à remédier au problème
de peaking avant l’intégration d’une action de filtrage pour surmonter la forte sensibilité
aux bruits de mesure.
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2.1 Introduction

Comme nous l’avons décrit au chapitre précédent, l’observateur à grand gain standard
auquel nous nous référerons par SHGO (Standard High Gain Observer), bien qu’il soit le
plus utilisé actuellement dans des boucles de commande avec retour de sortie, présente
deux inconvénients majeurs, à savoir le phénomène de peaking d’une part et sa forte
sensibilité aux bruits de mesure d’autre part. Quelques solutions récentes, rappelées au
chapitre précédent, ont été proposées pour pallier l’un de ces problèmes ou les deux à la
fois. Notre objectif consiste à proposer une solution qui soit simple à appliquer. En effet,
et comme nous le détaillerons plus loin, nous allons proposer une démarche systématique
en trois étapes qui permet de synthétiser un observateur permettant de pallier le problème
de peaking et de sensibilité aux bruits de mesure. La première étape consiste à faire une
resynthèse de l’observateur SHGO pour obtenir une version qui pallie le problème de pea-
king. Nous nous référerons à cette version de l’observateur par NPHGO (Non Peaking
High Gain Observer). La principale caractéristique du NPHGO réside dans le fait que
son terme de correction renferme des fonctions de saturation imbriquées qui seront désa-
turées en cascade et après un régime transitoire qui pourrait être rendu aussi court que
désiré, toutes les fonctions de saturation sont désaturées et le terme de correction devient
identique à celui du SHGO. Notons que nous entendons par désaturation le fait que la
fonction de saturation devient égale à la fonction identité. Cette désaturation se produit
donc lorsque l’amplitude de l’argument de la fonction de saturation devient inférieur au
niveau de saturation. Dans la deuxième étape, le problème de la sensibilité du SHGO
aux bruits de mesures de la sortie est mis en avant. Pour améliorer les performances du
SHGO vis-à-vis de ces bruits, le système original, qui est sous la forme canonique triangu-
laire observable, est augmenté par une série d’intégrateurs en cascade de la sortie dont le
nombre est égal à m, de sorte que le système augmenté résultant garde une structure tri-
angulaire en considérant l’intégrale d’ordre m de la sortie réelle comme étant la sortie du
système augmenté. Ainsi, un observateur de type SHGO peut être synthétisé pour le sys-
tème augmenté. La principale caractéristique de cet observateur auquel on se référera par
FHGO (Filtered High Gain Observer) réside dans sa capacité de filtrage puisque le terme
de correction de l’observateur n’est plus une fonction linéaire de l’erreur d’observation de
sortie mais plutôt d’une version filtrée de cette erreur qui correspond à la sortie d’un filtre
d’ordre m. Les équations de ce filtre correspondent en fait aux m premières équations
du FHGO. La troisième et dernière étape de la procédure de resynthèse de l’observateur
consiste à appliquer la démarche proposée dans la première étape qui a permis d’obtenir
le NPHGO à partir du SHGO. Cette démarche est maintenant appliquée au FHGO et elle
permet de générer une version sans peaking à laquelle nous nous référerons par NPFHGO
(Non Peaking Filtered High Gain Observer). En effet, l’observateur obtenu à la fin de la
troisième étape, i.e. le NPFHGO, hérite à la fois des propriétés du FHGO et de celles du
NPHGO : il possède intrinsèquement des propriétés de filtrage de bruit compte tenu de la
présence du filtre dans ses équations. Il permet aussi de réduire de manière significative
le phénomène de peaking grâce à la considération de fonctions de saturation imbriquées
dans son terme de correction.

Nous proposons dans ce qui suit de détailler les trois étapes précédentes.
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Pour plus de clarté, nous définissons dans ce qui suit un ensemble de variables auxquelles
nous nous référerons de manière récurrente tout au long de ce chapitre.

A1 = 0, Ak =

(
0 Ik−1

0 0

)
∈ Rk×kpour k ≥ 2, (2.1)

Bk = (0 · · · 0 1)T , Ck = (1 0 · · · 0) ∈ Rk pour k≥1, (2.2)
Γk = (γ1, · · · γk)T ∈ Rk, Āk = Ak − ΓkCk, (2.3)
Uk = (1, · · · 1)T ∈ Rk pour k ≥ 1, (2.4)

∆k(θ) = diag(1,
1

θ
, · · · 1

θk−1
) pour k≥1. (2.5)

où le paramètre θ figurant dans l’expression de ∆k(θ) est un réel positif.

Nous rappelons maintenant le résultat (bien connu) suivant qui sera aussi utilisé de ma-
nière récurrente tout au long de ce chapitre.

Si Ak est une matrice Hurwitz k× k, k ≥ 1, alors il existe une matrice symétrique définie
positive k × k, Pk, et un scalaire µk > 0 tels que :

PkAk + ATkPk < −2µkIk. (2.6)

Par ailleurs, soit n ≥ 1 un entier positif et soit ζT = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn avec ζi ∈ R, i =
1, · · · , n, alors pour tout entier 1 ≤ k ≤ n, on définit ζ

k
∈ Rk comme suit

ζT
k
= (ζ1 · · · ζk) ∈ Rk, k = 1, · · · , n. (2.7)

2.2 Formulation du problème
Le but ultime de ce chapitre consiste à reconsidérer la synthèse de l’observateur de type
grand gain standard (SHGO) pour générer une version qui permet de pallier ses problèmes
intrinsèques de peaking lors du régime transitoire et de forte sensibilité aux bruits de
mesures. Cette resynthèse sera détaillée tout au long de ce chapitre et se basera sur la
classe des systèmes non linéaires suivante :{

ẋ = Anx+ φ(x, u) +Bnε(t)
y = Cnx+ v(t) = x1 + v(t),

(2.8)

où l’état du système x =
(
x1 . . . xn

)T ∈ Rn, u ∈ R et y ∈ R sont respectivement l’en-
trée et la sortie du système, les matrices An et Cn, Bn sont respectivement définies comme
dans (2.1) et (2.2) avec k = n, v(t) est le signal de bruit sur la mesure et la fonction
ε : [0,+∞[→ R désigne l’incertitude sur le système et elle pourrait dépendre de l’entrée
et de certains paramètres inconnus du système. Elle sera traitée comme une fonction com-
plètement inconnue qui dépend explicitement du temps t ; la fonction φ(u, x) ∈ Rn est
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la non linéarité du système et chacune de ses composantes φi, i = 1, . . . , n possède une
structure triangulaire rapport à x, i.e. φi(u, x) = φi(u, xi), i = 1, . . . , n où xi ∈ Ri est le
sous-vecteur de x défini comme en (2.7).

La classe de systèmes (2.8) appartient à une plus grande classe de systèmes considérée dans
[28] pour laquelle un observateur SHGO a été proposé. Comme indiqué précédemment,
notre objectif consiste à procéder à une resynthèse de cet observateur pour remédier au
phénomène de peaking et à sa sensibilité aux bruits de mesure. Pour ce faire, nous allons
procéder comme suit. Tout d’abord, nous allons introduire une large classe de systèmes
non linéaires contenant la classe des systèmes décrite par (2.8) et dont la caractéristique
principale réside dans le fait que l’expression de la sortie des systèmes décrits par cette
classe ne dépend pas du bruit mais simplement de l’état du système. Cette classe de
systèmes sera considérée pour la synthèse d’un observateur de type grand gain, auquel
nous nous référerons par NPHGO, qui remédie au problème de peaking. Les principales
propriétés de cet observateur seront énoncées et mises en avant. Ensuite, nous reviendrons
au système original (2.8) et nous montrerons que ce système est effectivement inclus dans
la classe de systèmes pour laquelle le NPHGO a été conçu. Ainsi, la procédure adoptée
pour la synthèse de l’observateur NPHGO pourra être utilisée pour le système (2.8) et
nous montrerons que l’observateur ainsi obtenu permet non seulement de remédier au
problème de peaking mais aussi aux problèmes inhérents à la sensibilité aux bruits de
mesures sur la sortie. Cet aspect sera détaillé plus tard.

Nous allons maintenant introduire la classe générale de systèmes contenant le système
(2.8) avant de procéder à la synthèse de l’observateur NPHGO.

2.2.1 Classe de systèmes considérés

On considère la classe des systèmes non linéaires ayant la structure triangulaire suivante :{
ẋ = Anx+ φ(x, u) +Bnε(t) +Biww(t)
y = Cnx = x1,

(2.9)

où iw ∈ {1, . . . , n − 1} avec Biw(iw) = 1 et Biw(i) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , n} \ {iw},
w : [0,+∞[7→ R est une fonction inconnue qui varie dans le temps et dont l’introduction
sera motivée plus tard. Les autres variables impliquées dans le système ont la même
signification que celle donnée pour le système (2.8). Notons que pour éviter la redondance
des variables utilisées, nous avons utilisé les mêmes noms des variables (état, entrée, sortie,
perturbation) pour les systèmes (2.8) et (2.9).
La conception de l’observateur pour le système (2.9) nécessite l’adoption des hypothèses
suivantes généralement considérés lorsqu’on poursuit une approche de type grand gain.

Hypothèse H. 2.1 La commande u(t) et l’état x(t) sont bornés, i.e. u(t) ∈ U et x(t) ∈ X
où U ⊂ R et X ⊂ Rn sont des ensembles compacts. Plus précisément, il existe une
constante positive ρM , tel que ∀t ≥ 0, |xi(t)| ≤ ρM , i = 1, · · · , n.
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Hypothèse H. 2.2 Les fonctions φk(x, u) pour k = 1, · · · , n, sont Lipschitz sur X par
rapport à x uniformément en u, c’est-à-dire pour k = 1, · · · , n, on a :

∃Lk > 0;∀u ∈ U ; ∀(x̂, x) ∈ X ×X, |φk(x̂k, u)− φk(xk, u)| ≤ Lk

k∑
i=1

|x̃i|, (2.10)

où x̃i = x̂i − xi.

Hypothèse H. 2.3 La fonction inconnue ε est essentiellement bornée, c’est-à-dire :

∃δε > 0, Ess sup
t≥0

|ε(t)| ≤ δε. (2.11)

Hypothèse H. 2.4 La fonction inconnue w est essentiellement bornée, c’est-à-dire :

∃δw > 0, Ess sup
t≥0

|w(t)| ≤ δw. (2.12)

Nous introduisons maintenant la fonction de saturation usuelle qui sera utilisée lors de la
conception de l’observateur :

∀z ∈ R, satr(z) = rsat(z/r) =

{
z si |z| ≤ r
r sign(z) si |z| > r

, (2.13)

où r > 0 est un réel positif et sign(.) est la fonction usuelle signe.
De même, on définit un réel R comme suit :

R > ρM , (2.14)

où ρM est défini dans l’hypothèse H.2.1.

On procède maintenant à la saturation des non-linéarités φk pour k = 1, . . . , n, comme
suit :

φsk(u, x1, . . . , xk) = φk(u, satR(x1), . . . , satR(xk)). (2.15)

Selon l’hypothèse H.2.2 et du fait que la fonction de saturation (2.13) est globalement
Lipschitz avec une constante de Lipschitz égale à 1, les fonctions φi, pour i = 1, . . . , n,
satisfont l’inégalité suivante :

∀u ∈ U,∀(x̂, x) ∈ Rn × Rn, |φsk(u, x̂1, . . . , x̂k)− φsk(u, x1, . . . , xk)| ≤ Lk

k∑
i=1

|x̃i|. (2.16)

On en déduit que φsk(u, x̂1, . . . , x̂k)−φsk(u, x1, . . . , xk) est uniformément bornée. En effet,
on a :

|φsk(u, x̂1, . . . , x̂k)− φsk(u, x1, . . . , xk)| ≤ Lk

k∑
i=1

|satR(x̂i)− satR(xi)|

≤ 2Lk

k∑
i=1

R

≤ 2nLφR, (2.17)
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où
Lφ = max

1≤k≤n
Lk. (2.18)

En utilisant les inégalités (2.16) et (2.17), nous pouvons générer deux bornes de la norme
du vecteur d’erreur des non-linéarités saturées φ̃s(u, x̂, x) = φs(u, x̂)− φs(u, x). En effet,
de l’inégalité (2.16), il arrive que :

|φ̃sk(u, x̂, x)| ≤ Lφ

k∑
i=1

|x̃i| ≤ Lφ

n∑
i=1

|x̃i| ≤
√
nLφ||x̃||, k = 1, . . . , n, (2.19)

et ainsi :
|φ̃sk(u, x̂, x)| ≤

√
nLφ∥x̃∥. (2.20)

En se référant à l’inégalité (2.17), il vient que :

∥φ̃s(u, x̂, x)∥ ≤
√
n max

1≤k≤n
|φ̃sk(u, x̂, x)|

≤ 2nLφR. (2.21)

La synthèse de l’observateur sera effectuée en considérant la classe de systèmes suivante
avec des non linéarités saturées :{

ẋ = Anx+ φs(x, u) +Bnε(t) +Biww(t)
y = Cnx = x1.

(2.22)

où φs(u, x) = (φs1(u, x) . . . φ
s
n(u, x))

T . Le fait de considérer le (2.22) au lieu du système
original (2.9) pour la synthèse de l’observateur s’explique par le fait que le système (2.22)
coïncide avec le système (2.9) sur l’ensemble X. Ainsi l’observateur qui sera conçu pour
le système (2.22) pourra être utilisé pour estimer les trajectoires du système (2.9) qui
évoluent toujours dans le compact X.

2.2.2 Préliminaires

Les équations de l’observateur SHGO pour le système (2.22) s’écrivent comme suit (cf.
par exemple [28]) :

˙̂x = Anx̂+ φs(x̂, u)− θ∆−1
n (θ)Γn(Cnx̂− y), x̂(t0) ∈ X, (2.23)

où x̂ ∈ Rn désigne l’état estimé, Γn est défini comme dans (2.3), pour i = 1, . . . , n, les
coefficients γi sont choisis tel que Ān = An − ΓnCn est Hurwitz et ∆n(θ) est la matrice
diagonale définie en (2.5) pour k = n et θ ≥ 1.
Soit x̃ = x̂ − x l’erreur d’observation associée au SHGO (2.22). A partir(2.23) de (2.22),
on obtient :

˙̃x = Anx̃+ φ̃s(x̂, x, u)− θ∆−1
n (θ)ΓnCnx̃−Bnε(t)−Biww(t), (2.24)
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où φ̃s(x̂, x, u) = φs(x̂, u)− φs(x, u). En procédant comme dans [42], on peut montrer que
les vecteurs d’erreur d’observation xk(t) pour k = 1, . . . , n, où xk est défini dans (2.7),
vérifient la propriété suivante :

∃θ0 > 0,∀θ ≥ θ0,∀u ∈ U,∀x̂(t0) ∈ X, ∀t ≥ t0,

∥x̃k(t)∥ ≤ σPn

(
θk−1e−βnθ(t−t0)∥x̃(t0)∥+

δε
βnθn+1−k +

δw
βnθiw+1−k

)
, (2.25)

avec :
βn =

µn

2λ
(M)
Pn

, (2.26)

où la matrice SDP Pn et le réel positif µn sont donnés par l’équation (2.6) avec k = n, δε et
δw sont les bornes essentielles de |ε(t)| et |w(t)| données respectivement dans les hypothèses
H.2.3 et H.2.4, θ0 = max(1, nLφ/βn), Lφ est la constante de Lipschitz introduite dans
(2.17) et σPn est le nombre de conditionnement de la matrice Pn.

Remarque 2.1 D’après l’inégalité (2.25), et dans le cas où δw = 0, les erreurs d’obser-
vation asymptotiques associées à xk, k = 1, . . . , n, peuvent être rendues aussi petites que
souhaité en choisissant θ suffisamment élevé. En effet, dans ce cas, la borne de l’erreur

d’observation asymptotique est égale à
δε

βnθn+1−k et elle est, pour k ≤ n, inférieure ou

égale à δε
βnθ

qui tend vers 0 lorsque θ tend vers ∞. Dans le cas où δw ̸= 0, cette propriété
n’est plus vraie mais on peut facilement vérifier que la borne ultime de l’erreur d’observa-
tion résultante peut être rendue aussi petite que souhaité si la condition suivante sur δw
est satisfaite :

∃δ̄w > 0, δw ≤ δ̄w
θn−iw

, (2.27)

avec θ > θ0. Plus précisément, sous la condition (2.27), l’inégalité (2.25) devient :

∥x̃(t)∥ ≤ σPn(θ
k−1e−βnθ(t−t0)∥x̃(t0)∥+

δε + δ̄w
βnθn+1−k ). (2.28)

Rappelons que dans la condition (2.27) la variable n désigne la dimension de la classe de
systèmes considérée et la variable iw est l’indice de la composante d’état dont la dynamique
dépend explicitement de w(t).

2.3 Synthèse de l’observateur sans peaking

L’observateur que nous proposons dans ce volet est une version modifiée du SHGO (2.23).
Il est principalement caractérisé par sa capacité de réduire les pics dans les variables de
l’observateur pendant les périodes transitoires. Une telle amélioration des performances
est obtenue par une modification appropriée du terme de correction de l’observateur par
l’incorporation de fonctions de saturation. Avant de donner les équations de l’observa-
teur proposé, on introduit la définition suivante qui est nécessaire pour la conception de
l’observateur.
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Définition 2.1 : Critère de la stabilité forte. Soit An et Γn respectivement la matrice
carrée n× n et le vecteur colonne n définis respectivement comme en (2.1) et (2.3) avec
k = n. On dira que les n coefficients γi du vecteur Γn, i = 1, . . . , n, satisfont au critère de
la stabilité forte par rapport à An si et seulement si pour tout k ∈ {1, . . . , n}, la matrice
Āk définie comme en (2.3) est Hurwitz.

Comme nous le détaillerons plus loin, le critère de stabilité forte est très important et il
primordial pour l’analyse de la stabilité de l’erreur d’observation de la version de l’obser-
vateur inhibant le phénomène du peaking (NPHGO) tout au long du régime transitoire.
Une notion similaire a été introduite dans [2] mais les structures des matrices Āk sont
différentes de celles données par (2.3). Il est clair que les composantes d’un vecteur Γn qui
sont choisis telle que la matrice Ān = An−ΓnCn est Hurwitz ne satisfont pas généralement
le critère de la stabilité forte. Nous donnerons plus loin un algorithme inspiré de [43] qui
permet de choisir les γi appropriés, i = 1, . . . , n satisfaisant le critère de stabilité forte
donnée dans la définition 2.1.

2.3.1 Équations de l’observateur NPHGO

Les equations de l’observateur à grand gain sans phénomène de peaking (NPHGO) peuvent
s’écrire sous la forme compacte suivante :

˙̂x = Anx̂+ φs(x̂, u)− θH(x̃1), (2.29)

où x̂ =

 x̂1
...
x̂n

 ∈ Rn, x̃1 = x̂1 − x1, θ > 0 et H(x̃1) =

 H1(x̃1)
...

Hn(x̃1)

 ∈ Rn où les

Hi(x̃1) ∈ R, i = 1, . . . , n, sont définis comme suit :

{
H1(x̃1(t)) = satν(γ1x̃1(t))

Hi(x̃1(t)) = satν(θ
γi
γi−1

Hi−1(x̃1(t)), i = 2, . . . , n, (2.30)

où les γi > 0, i = 1, . . . , n sont n réels positifs qui satisfont au critère de la stabilité forte
donné dans la définition 2.1, θ est un paramètre de synthèse qui est choisi suffisamment
élevé, notamment pour avoir θ >

γi−1

γi
pour i ∈ {2, . . . , n}, et ν > 0 est aussi un paramètre

de conception dont le choix sera discuté plus tard.

D’après les expressions des termes correctifs Hi, i = 1, . . . , n, et en tenant compte de
la définition de la fonction de saturation donnée par (2.13), on peut vérifier que les ex-
pressions de ces termes dépendent de la grandeur de |x̃1(t)| et ils peuvent être exprimés
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comme suit :

� Si |x̃1(t)| >
ν

γ1
, alors H(x̃1(t)) = νsign(x̃1(t))Un. (2.31)

� Si |x̃1(t)| ≤
ν

θn−1γn
, alors H(x̃1(t)) = ∆−1

n (θ)Γnx̃1(t). (2.32)

� ∀k ∈ {1, . . . , n− 1}, Si
ν

θkγk+1

≤ |x̃1(t)| ≤
ν

θk−1γk

alors H(x̃1(t)) =

(
∆−1
k (θ)Γkx̃1(t)

νsign(x̃1(t))Un−k

)
, (2.33)

où (Γn,Γk), (Un, Un−k) et (∆k(θ),∆n(θ)) sont définis respectivement par (2.3), (2.4) et
(2.5).

Avant d’énoncer les résultats qui mettent en avant les principales propriétés de l’observa-
teur (2.29), nous introduisons quelques définitions et notations qui seront utilisées tout
au long de l’analyse des propriétés de l’observateur. En effet, nous définissons la partition
suivante {Sk}−1≤k≤n sur l’intervalle [0, 2R] où R est défini comme dans (2.14) :

S−1 =

]
ν

γ1
, 2R

]
, Sk =

]
ν

γk+2θk+1
,

ν

γk+1θk

]
, k = 0, . . . , n− 2, Sn−1 =

[
0,

ν

γnθn−1

]
.

(2.34)
Chaque Sk sera appelé un secteur. Pour chaque k ∈ {−1, . . . , n − 2}, Sk+1 est le secteur
inférieur de Sk. De même, pour chaque k ∈ {0, . . . ., n− 1}, Sk−1 est le secteur supérieur
de Sk. Dans la suite de cette section, on suppose sans perte de généralité que |x̃1(t0)| ∈ S−1

(voir figure 2.1).

Figure 2.1 – Évolution de |x̃1(t)| à travers les secteurs Sk
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Maintenant, nous allons mettre en avant les différents instants à partir desquels |x̃1(t)|
entre ou quitte les différents secteurs Sk depuis l’instant initial t0. En effet, on nous don-
nons les définitions suivantes.

� Si |x̃1(t)| quitte le secteur Sk−1 et entre dans Sk pour k = 0, . . . , n− 1, pour la ième

fois, à un instant de temps fini, alors un tel instant de temps sera noté t(i)k−1,k et
nous diront que t(i)k−1,k existe. Selon cette définition, l’instant t(i)k−1,k est tel que :

|x̃1(t(i)−k−1,k)| >
ν

γk+1θk
et |x̃1(t(i)k−1,k)| =

ν

γk+1θk
, (2.35)

avec t(i)−k−1,k = lim
h→0

(t
(i)
k−1,k − h) où h est un réel strictement positif.

Plus précisément, t(i)k−1,k est l’instant auquel |x̃1(t)| entre dans le secteur Sk.

� De même, si |x̃1(t)| quitte Sk et entre dans Sk−1, k = 0, . . . , n− 1, pour la ime fois,
alors un tel instant de temps sera noté par t(i)k,k−1 et on dira que t(i)k,k−1 existe. Étant
donné que |x̃1(t)| est continue, on supposera que l’instant t(i)k,k−1 est tel que :

|x̃1(t(i)k,k−1)| =
ν

γk+1θk
et |x̃1(t(i)+k,k−1)| >

ν

γk+1θk
, (2.36)

avec t(i)+k,k−1 = lim
h→0

(t
(i)
k,k−1 − h) où h est un réel strictement positif. Plus précisément,

t
(i)
k,k−1 est l’instant auquel |x̃1(t)| quitte le secteur Sk.

Dans ce qui suit, nous allons énoncer un ensemble de propositions avant de donner le
théorème principal qui résume les principales propriétés de l’erreur d’observation associée
au système (2.22) et à l’observateur (2.29). Dans toutes ces propositions, les hypothèses
de H.2.1 à H.2.4 sont supposées satisfaites.

Proposition 2.1 Supposons que |x̃1(t0)| ∈ S−1. Alors :

(i) t
(1)
−1,0 > 0 existe et lim

θ→∞
(t

(1)
−1,0 − t0) = 0.

(ii) ∃α(1)
−1,0,θ > 0,∀t ≤ t

(1)
−1,0, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
−1,0,θ où lim

θ→∞
(α

(1)
−1,0,θ/θ) = 0.

Preuve de la proposition 2.1 D’après (2.22) et (2.29), il vient que :

˙̃x = Anx̃+ φ̃s(x̂, x, u)− θH(x̃1)−Bnε(t)−Biww(t), (2.37)

où φ̃s(x̂, x, u) = φs(x̂, u)− φs(x̂, u). Comme |x̃1(t0)| ∈ S−1, alors, on a |γ1x̃1(t0)| > ν.
De plus, d’après la continuité du |x̃1(t)| par rapport au temps, il existe t > t0 tel que pour
tout s ∈ [t0, t], on a |γ1x̃1(s)| > ν. De ce fait, il est clair que x̃1 garde un signe constant
sur l’intervalle [t0, t] et de ce fait on a H(x̃1(t)) = νsign(x̃1(t))Un = νsign(x̃1(t0))Un où
Un est défini comme en (2.4) avec k = n.
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La solution de l’équation (2.37) peut s’exprimer comme suit :

x̃(t) = eAn(t−t0)x̃(t0) +

∫ t

t0

eAn(t−s)φ̃s(x̂, x, u)ds− νθsign(x̃1(t))

∫ t

t0

eAn(t−s)Unds−∫ t

t0

eAn(t−s)Bnε(s)ds−
∫ t

t0

eAn(t−s)Biww(s)ds. (2.38)

La première composante x̃1 peut être exprimée comme suit :

x̃1(t) = x̃1(t0) +
n−1∑
k=1

(
(t− t0)

k

k!
x̃k+1(t0)

)
+

n∑
k=1

(∫ t

t0

(t− s)k−1

(k − 1)!
φ̃sk(x̂, x, u)ds

)
−
∫ t

t0

(t− s)iw−1

(iw − 1)!
w(s)ds−

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ε(s)ds− νθsign(x̃(t))

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!
.

En multipliant les deux équations ci-dessus par sign(x̃1(t)) = sign(x̃1(t0)), on obtient :

|x̃1(t)| = |x̃1(t0)|+ sign(x̃1(t0))
n−1∑
k=1

(
(t− t0)

k

k!
x̃k+1(t0))

+sign(x̃1(t0))
n∑
k=1

(

∫ t

t0

(t− s)k−1

(k − 1)!
φ̃sk(x̂, x, u)ds)− sign(x̃1(t0))

∫ t

t0

(t− s)iw−1

(iw − 1)!
w(s)ds

−sign(x̃1(t0))

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ε(s)ds− νθ

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!

≤ |x̃1(t0)|+ ∥x̃(t0)∥
n−1∑
k=1

(t− t0)
k

k!
+

n∑
k=1

∫ t

t0

(t− s)k−1

(k − 1)!
|φ̃sk(x̂, x, u)|ds+∫ t

t0

(t− s)iw−1

(iw − 1)!
|w(s)|ds+

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
|ε(s)|ds− νθ

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!
. (2.39)

Nous allons procéder maintenant à la majoration de certains termes du membre droit de
l’inégalité ci-dessus. En effet, d’après (2.17), il vient que :

n∑
k=1

∫ t

t0

(
(t− s)k−1

(k − 1)!
|φ̃sk(x̂, x, u)|ds

)
≤ 2nLφR

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!
. (2.40)

De même, d’après (2.11) et (2.12), nous obtenons∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
|ε(s)|ds ≤ δε

(t− t0)
n

(n)!
et
∫ t

t0

(t− s)iw−1

(iw − 1)!
|w(s)|ds ≤ (t− t0)

iw

(iw)!
δw. (2.41)

En exploitant les bornes (2.40) et (2.41) dans l’inégalité (2.39), il arrive que :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(t0)|+ (δ−1,0 + δw + 2nLφR− νθ)
n∑
k=1

τ k

k!
, (2.42)
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où τ = t− t0 et δ−1,0 = max(∥x̃(t0)∥, δε).

Choisissons maintenant le réel θ suffisamment grand de sorte qu’il satisfasse l’inégalité
suivante :

θ > θ
(1)
−1,0 =

2

ν
(δ−1,0 + δw + 2nLφR). (2.43)

Avec θ choisi comme ci-dessus, l’inégalité (2.42) implique :

|x̃1| ≤ |x̃1(t0)| −
νθ

2

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!
≤ |x̃1(t0)| −

νθ

2
τ. (2.44)

Posons

τ
(⋆)
−1,0 =

|x̃1(t0)| − ν
γ1

νθ
2

. (2.45)

Notons que τ (⋆)−1,0 > 0, puisque |x̃1(t0)| ∈ S−1. Soit maintenant l’instant t⋆−1,0 = t0 + τ
(⋆)
−1,0.

Á partir de l’inégalité (2.44) et avec t = t⋆−1,0, on obtient :

|x̃1(t(⋆)−1,0)| ≤ |x̃1(t0)| −
νθ

2
τ
(⋆)
−1,0 =

ν

γ1
. (2.46)

Ainsi et selon l’inégalité (2.46), |x̃1(t)| entre en S0 après avoir évolué dans le secteur S−1

pendant une période de temps qui ne dépasse pas τ (⋆)−1,0. Donc, t(1)−1,0 existe et on a :

τ
(1)
−1,0 = t

(1)
−1,0 − t0 ≤ τ

(⋆)
−1,0.

Or, d’après (2.45), on a lim
θ→∞

τ
(⋆)
−1,0 = 0 ce qui implique que lim

θ→∞
τ
(1)
−1,0 = 0 et donc le point

(i) de la proposition est prouvé.

Pour démontrer l’existence du réel positif α(1)
−1,0,θ requis par le point (ii), on revient à (2.38)

et on utilisera les inégalités (2.11), (2.12) et (2.21). En effet, à partir de l’équation (2.38)
et pour tout t0 ≤ t ≤ t

(1)
−1,0, nous avons :

∥x̃(t)∥ ≤ eAn(t−t0)∥x̃(t0)∥+
(
2n

√
nLφR + ν

√
nθ + δw + δε

)∫ t

t0

∥eAn(t−s)∥ds

≤ ∥x̃(t0)∥
n−1∑
k=0

∥Akn∥
(t− t0)

k

k!

+(2n
√
nLφR + ν

√
nθ + δw + δε)

∫ t

t0

n∑
k=1

∥Ak−1
n ∥ (t− s)k

(k − 1)!
ds

≤ 2
√
nR

n−1∑
k=0

(t− t0)
k

k!
+ (2n

√
nLφR + ν

√
nθ + δw + δε)

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!

≤ (2
√
n(nLφ + 1)R + ν

√
nθ + δw + δε)

n∑
k=1

(t
(1)
−1,0 − t0)

k

≜ α
(1)
−1,0,θ. (2.47)



2.3. Synthèse de l’observateur sans peaking 43

En combinant l’égalité (2.47) donnant l’expression de α(1)
−1,0,θ avec le fait que :

lim
θ→∞

(t
(1)
−1,0 − t0) = 0,

on déduit que lim
θ→∞

α
(1)
−1,0,θ/θ = 0. La preuve de la proposition 2.1 est terminée. □

Le comportement de |x̃1(t)| pour t ≥ t
(1)
−1,0 sera détaillé par quatre propositions qui sont

énoncées dans ce qui suit. La première de ces propositions peut être interprétée comme
une généralisation de la proposition 2.1 puisqu’elle détaille l’évolution de |x̃1(t)| à partir
du secteur S−1 jusqu’au secteur Sn−1.

Proposition 2.2 Supposons que |x̃1(t0)| ∈ S−1. Alors pour tout k ∈ {0, . . . , n − 1}, on
a :

(i) t
(1)
k−1,k > 0 existe et lim

θ→∞
(t

(1)
k−1,k − t0) = 0,

(ii) ∃α(1)
k−1,k,θ > 0,∀t ≤ t

(1)
k−1,k, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
k−1,k,θ, où lim

θ→∞
(α

(1)
k−1,k,θ/θ) = 0.

Preuve de la proposition 2.2 Cette proposition sera démontrée par récurrence sur k.
En effet, pour k = 0, le résultat est fourni par la proposition 2.1.
Maintenant, soit k fixé dans {1, . . . , n − 1} et supposons que les points (i) et (ii) de la
proposition 2.2 sont satisfaits pour k − 1, c.à.d :

(i) t
(1)
k−2,k−1 > 0 existe et lim

θ→∞
(t

(1)
k−2,k−1 − t0) = 0.

(ii) ∃α(1)
k−2,k−1,θ > 0, ∀t ≤ t

(1)
k−2,k−1, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
k−2,k−1,θ, avec

lim
θ→∞

(α
(1)
k−2,k−1,θ/θ) = 0. (2.48)

Soit t > t
(1)
k−2,k−1 tel que ∀s ∈ [t

(1)
k−2,k−1, t], |x̃1(s)| ∈ Sk−1. Du fait que |x̃1(s)| ∈ Sk−1, alors

en utilisant (2.33) et (2.34), les composantes de H(x̃1(s)) peuvent s’exprimer comme suit
pour tout s ∈ [t

(1)
k−2,k−1, t] :{

Hj(x̃1(s)) = γjθ
j−1x̃1(s) pour j = 1, . . . , k.

Hj(x̃1(s)) = νsign(x̃1(s)) pour j = k + 1, . . . , n.
(2.49)

La solution de l’équation (2.37) peut être exprimée par l’expression suivante :

x̃(t) = eAn(t−t(1)k−2,k−1)x̃(t
(1)
k−2,k−1) +

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

eAn(t−s)φ̃s(x̂, x, u)ds

− θ

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

eAn(t−s)H(x̃1(s))ds−
∫ t

t
(1)
k−1,k−1

eAn(t−s)Bnε(s)ds

−
∫ t

t
(1)
k−2,k−1

eAn(t−s)Biww(s)ds. (2.50)
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En procédant comme dans la preuve de la proposition 2.1, c’est-à-dire en remplaçant les
composantes de H(x̃1(t)) par leurs expressions données par (2.49) et en tenant compte
du fait que sign(x̃1(t)) = sign(x̃1(s)) pour tout s ∈ [t

(1)
k−2,k−1, t], la valeur absolue de la

première composante l’erreur d’observation |x̃1(t)| peut être bornée comme suit :

|x̃1| ≤
n−1∑
j=0

(
(t− t

(1)
k−2,k−1)

j

j!
|x̃j+1(t

(1)
k−2,k−1)|

)
+

n∑
j=1

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

(
(t− s)j−1

(j − 1)!
|φ̃sj(x̂, x, u)|ds

)

− θ

(
k∑
j=1

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

θj−1γj
(t− s)j−1

(j − 1)!
|x̃1(s)|ds+ ν

n∑
j=k+1

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

(t− s)j−1

(j − 1)!
ds

)

+

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

(t− s)n−1

(n− 1)!
|ε(s)|ds+

∫ t

t
(1)
k−2,k−1

(t− s)iw−1

(iw − 1)!
|w(s)|ds. (2.51)

D’après l’hypothèse de récurrence, nous avons :

∥x̃(t(1)k−2,k−1)∥ ≤ α
(1)
k−2,k−1. (2.52)

Compte tenu de la propriété de Lipschitz (2.17), des bornes fournies par (2.11) et (2.12)
et de (2.52), l’inégalité (2.51) conduit à :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(t(1)k−2,k−1)|+ α
(1)
k−2,k−1,θ

n−1∑
j=1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
+ 2nLφR

n∑
j=1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!

−θν
n∑

j=k+1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
+ δε

(t− t
(1)
k−2,k−1)

n

n!
+ δw

(t− t
(1)
k−2,k−1)

iw

iw!

≤ |x̃(t(1)k−2,k−1)|+ (δ
(1)
k−2,k−1 + δw + 2nLφR)

n∑
j=1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!

−θν
n∑

j=k+1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
, (2.53)

où δ(1)k−2,k−1,θ = max(α
(1)
k−2,k−1,θ, δε).

Posons :
δ̄
(1)
k−2,k−1,θ = δ

(1)
k−2,k−1,θ + δw + 2nLφR. (2.54)

Comme lim
θ→∞

(α
(1)
k−2,k−1,θ/θ) = 0, alors lim

θ→∞
(δ

(1)
k−2,k−1,θ/θ) = lim

θ→∞
(δ̄

(1)
k−2,k−1,θ/θ) = 0. Par

conséquent, il existe θ(1)k−1,k > 0 tel que :

∀θ > θ
(1)
k−1,k, δ̄

(1)
k−2,k−1,θ ≤

νθ

2
. (2.55)
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En combinant (2.53), (2.54) et (2.55), nous obtenons :

|x̃1(t)| ≤ |x̃(t(1)k−2,k−1)|+ δ̄
(1)
k−2,k−1

n∑
j=1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
− θν

2

n∑
j=k+1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
(2.56)

≤ |x̃(t(1)k−2,k−1)|+ δ̄
(1)
k−2,k−1

k∑
j=1

(t− t
(1)
k−2,k−1)

j

j!
− θν

2

(t− t
(1)
k−2,k−1)

k+1

(k + 1)!
(2.57)

≜ P
(1)
k−1,k(τ) +

ν

γk+1θk
, (2.58)

avec τ = t− t
(1)
k−2,k−1 et P (1)

k−1,k est le polynôme en τ suivant :

P
(1)
k−1,k(τ) ≜ a

(1)
0,k−1,k +

k∑
j=1

a
(1)
j,k−1,kτ

j − θa
(1)
k+1,k−1,kτ

k+1, (2.59)

où  a
(1)
0,k−1,k = |x̃1(t(1)k−2,k−1)| − ν

γk+1θk
= ν

γkθk−1 − ν
γk+1θk

a
(1)
j,k−1,k =

δ̄
(1)
k−1,k,θ

j!
, j = 1, . . . , k et a(1)k+1,k−1,k =

ν
2(k+1)!

. (2.60)

A partir de (2.58), il est clair que si P (1)
k−1,k(τ) ≤ 0 alors |x̃1(t)| ≤ ν

γk+1θk
.

Autrement dit, si P (1)
k−1,k(τ) ≤ 0, alors nous sommes certains que |x̃1(t)| quitte Sk−1 et

entre dans Sk. Ceci nous amène à étudier le signe de P (1)
k−1,k(τ). C’est ce que nous allons

faire dans ce qui suit.

Compte tenu des expressions des coefficients a(1)j,k−1,k, j = 0, . . . , n, données par (2.60), il
est clair que ces coefficients sont positifs. D’après la règle des signes de Descartes [44], le
nombre de racines positives du polynôme P (1)

k−1,k(τ) est égal à 1. Cela signifie qu’il existe
un seul réel τ ⋆k−1,k > 0, tel que P (1)

k−1,k(τ
⋆
k−1,k) = 0. Comme P (1)

k−1,k(0) = a
(1)
0,k−1,k > 0, on a

P
(1)
k−1,k(τ) ≤ 0, ∀τ ≥ τ ⋆k−1,k.

Notons que l’inégalité (2.58) est valide tant que |x̃1(t)| évolue dans le secteur Sk−1 et que
|x̃1(t)| ne peut pas revenir en Sk−2 avant le changement de son signe. En d’autres termes,
depuis l’instant t(1)k−2,k−1, |x̃1(t)| a évolué dans le secteur Sk−1 qu’il quitte pour entrer dans
Sk à un instant que l’on notera t(1)k−1,k. D’après (2.58), la période au cours la quelle |x̃1(t)|
a évolué dans Sk−1 est au plus égale à τ ⋆k−1,k, i.e.

τ
(1)
k−1,k ≜ t

(1)
k−1,k − t

(1)
k−2,k−1 ≤ τ ⋆k−1,k. (2.61)

Calculons maintenant la limite de τ (1)k−1,k lorsque θ tend vers ∞. En effet, comme τ ⋆k−1,k

est une racine de P (1)
k−1,k(τ) = 0, alors d’après (2.59), elle vérifie l’égalité suivante :

a
(1)
0,k−1,k

θ
+

k∑
j=1

a
(1)
j,k−1,k

θ
(τ ⋆k−1,k)

j − a
(1)
k+1,k−1,k(τ

⋆
k−1,k)

k+1 = 0. (2.62)
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Selon (2.54), nous avons lim
θ→∞

δ̄
(1)
k−1,k,δ

θ
= 0 et de ce fait on obtient lim

θ→∞
(
a
(1)
j,k−1,k

θ
) = 0, pour

j = 0, . . . , k. Il en découle que :

lim
θ→∞

(a
(1)
k+1,k−1,k(τ

⋆
k−1,k)

k+1) = 0.

Puisque a(1)k+1,k−1,k = ν
2(k+1)!

, la dernière égalité implique que lim
θ→∞

(τ ⋆k−1,k) = 0 et compte
tenu de l’inégalité (2.61), on obtient :

lim
θ→∞

(τ
(1)
k−1,k) = 0.

Par ailleurs, nous avons :

lim
θ→∞

(t
(1)
k−1,k − t0) = lim

θ→∞
(t

(1)
k−2,k−1 − t

(1)
k−2,k−1 + t

(1)
k−2,k−1 − t0)

= lim
θ→∞

(τ
(1)
k−1,k + t

(1)
k−2,k−1 − t0)

= lim
θ→∞

τ
(1)
k−1,k d’après l’hypothèse de récurrence

= 0.

Le point (i) de la proposition étant prouvé, il reste à montrer l’existence du réel α(1)
k−1,k,θ

requis par le point (ii).

En procédant comme dans la preuve de la proposition 2.1, il vient que pour ∀t ∈ [t
(1)
k−2,k−1, t

(1)
k−1,k]

(à comparer avec (2.47)) :

∥x̃(t)∥ ≤ ∥x̃(t(1)k−2,k−1)∥+ (∥x̃(t(1)k−2,k−1)∥+ 2n
√
nLφR + ν

√
θ + δw + δε)

n∑
j=1

(t
(1)
k−1,k − t

(1)
k−2,k−1)

j

≤ α
(1)
k−2,k−1,θ + (α

(1)
k−2,k−1,θ + 2n

√
nLφR + ν

√
θ + δw + δε)

n∑
j=1

(τ
(1)
k−1,k)

j

≜ α
(1)
k−1,k,θ. (2.63)

D’une part, en utilisant l’hypothèse de récurrence, nous avons lim
θ→∞

(α
(1)
k−2,k−1,θ/θ) = 0 et

d’autre part, nous avons lim
θ→∞

(τ
(1)
k−1,k) = 0. Compte tenu de l’expression de α(1)

k−2,k−1,θ donnée

en (2.63), on déduit que lim
θ→∞

(α
(1)
k−1,k,θ/θ) = 0. Ceci termine la preuve de la proposition 2.2

□

D’après la proposition 2.2, |x̃1(t)| quitte successivement le secteur Sk−1 pour entrer dans
Sk pour k = 0, . . . , n− 1. Cela signifie en particulier que |x̃1(t)| entre dans le secteur Sn−1

à l’instant t(1)n−2,n−1 et nous avons :

∀t ≤ t
(1)
n−2,n−1, ||x̃∥ ≤ α

(1)
n−2,n−1,θ où lim

θ→∞
(α

(1)
n−2,n−1,θ/θ) = 0. (2.64)

L’évolution au cours du temps de |x̃1(t)| dans le secteur Sn−1 est décrite dans la proposition
suivante.
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Proposition 2.3 Si t(1)n−1,n−2 existe et si la borne δw de w(t) donnée dans l’hypothèse
H.2.4 satisfait la condition (2.27), alors on a :

(i) lim
θ→∞

τ
(1)
n−1 = 0 où τ (1)n−1 = t

(1)
n−1,n−2 − t

(1)
n−2,n−1 = 0,

(ii) ∃α(1)
n−1,n−2,θ > 0,∀t ≤ t

(1)
k−1,k, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
n−1,n−2,θ où lim

θ→∞
(α

(1)
n−1,n−2,θ/θ) = 0.

On remarque que la proposition 2.3 traite le cas où t(1)n−1,n−2 existe. L’inexistence d’un tel
instant signifie que pour t ≥ t

(1)
n−2,n−1, |x̃1(t)| reste évoluer dans Sn−1 et ne le quitte jamais.

Dans un tel cas et d’après (2.32), on aura pour tout t ≤ t
(1)
n−2,n−1, H(x̃1) = ∆−1

n (θ)Γnx̃1 et
les équations de l’observateur (2.29) coïncideront avec celles du SHGO (2.23). Si l’instant
t
(1)
n−1,n−2 existe, alors d’après la proposition 2.3, la période de temps pendant laquelle |x̃1(t)|

évolue dans Sn−1 tend vers zéro lorsque θ tend vers l’infini. De plus, le vecteur d’erreur
d’observation reste borné par α(1)

n−1,n−2,θ pour tout t ≥ t
(1)
n−1,n−2 avec lim

θ→∞
(α

(1)
n−1,n−2,θ/θ) = 0.

Preuve de la proposition 2.3 Soit t > t
(1)
n−2,n−1 tel que |x̃1(t)| ∈ Sn−1, i.e. |x̃1(t)| ≤

ν

θn−1γn
. Selon (2.33), H(x̃1(t)) = ∆−1

n (θ)Γnx̃1(t). De plus, puisque la borne supérieure δw
satisfait (2.27), alors chaque composante de l’erreur d’observation satisfait une inégalité
similaire à (2.28) qui s’écrit en tenant compte de (2.64) comme suit :

|x̃i(t)| ≤ σPn

(
θi−1e−βnθ(t−t

(1)
n−2,n−1)α

(1)
n−2,n−1,θ +

δε + δ̄w
θn+1−iβn

)
, i = 1, . . . , n. (2.65)

Remarquons que pour i = 1, on obtient :

|x̃1(t)| = |x̃1(t)| ≤ σPn

(
e−βnθ(t−t

(1)
n−2,n−1)α

(1)
n−2,n−1,θ +

δε + δ̄w
θnβn

)
. (2.66)

Si la séquence {t(i)n−1,n−2}i≥1 n’est pas vide, alors |x̃1(t)| quitte Sn−1 et entre dans Sn−2 à
l’instant t(1)n−1,n−2. En utilisant (2.66), on obtient pour t = t

(1)
n−1,n−2 :

|x̃1(t(1)n−1,n−2)| =
ν

γnθn−1
= σPn

(
α
(1)
n−2,n−1,θe

−θβnτ (1)n−1 +
δε + δ̄w
θnβn

)
.

On peut vérifier que l’égalité ci-dessus donne :

τ
(1)
n−1 =

1

θβn
log

(
βnσPnα

(1)
n−2,n−1,θγnθ

n

θνβn − σPn(δε + δ̄w)

)
. (2.67)

Il est clair d’après (2.67) que :
lim
θ→∞

τ
(1)
n−1 = 0. (2.68)

Cherchons maintenant à trouver une borne supérieure de ∥x̃(t)∥ pour t ≤ t
(1)
n−1,n−2. En

effet, comme dans les preuves des propositions 2.1 et 2.2, on peut montrer pour tout
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t ≤ t
(1)
n−1,n−2, que (comparer avec (2.47) et (2.63)) :

∥x̃(t)∥ ≤ ∥x̃(t(1)n−2,n−1)∥+
(
∥x̃(t(1)n−2,n−1)∥+ 2n

√
nLφR + ν

√
nθ + δε + δw

)
n∑
k=1

(
t
(1)
n−1,n−2 − t

(1)
n−2,n−1

)k
.

En tenant compte du fait que ∥x̃(t(1)n−2,n−1)∥ ≤ α
(1)
n−2,n−1,θ, on obtient :

∥x̃(t)∥ ≤ α
(1)
n−2,n−1 +

(
∥x̃(t(1)n−2,n−1)∥+ 2n

√
nLφR + ν

√
nθ + δε + δw

) n∑
k=1

(
τ
(1)
n−1

)k
≜ α

(1)
n−1,θ. (2.69)

Comme lim
θ→∞

(α
(1)
n−2,n−1,θ/θ) = lim

θ→∞
τ
(1)
n−1 = 0, on peut facilement déduire de l’expression de

α
(1)
n−1,θ donnée par (2.69) que lim

θ→∞
(α

(1)
n−1,θ/θ) = 0, ce qui termine le preuve. □

Nous procédons maintenant à l’analyse du comportement de |x̃1(t)| pour t > t
(1)
n−1,n−2 à

travers la proposition suivante.

Proposition 2.4 Si t(1)n−1,n−2 existe et si la borne δw de w(t) donnée dans l’hypothèse
H.2.4 vérifie la condition (2.27), alors il existe k ∈ {1, . . . , n− 1} tel que :

(i) t
(2)
k−1,k existe et lim

θ→∞
τ
(1)
k−1 = 0 où τ (1)k−1 = t

(2)
k−1,k − t

(1)
k,k−1,

(ii) ∃α(1)
k−1,θ > 0, ∀t ≤ t

(2)
k−1,k, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
k−1,θ où lim

θ→∞
(α

(1)
k−1,θ/θ) = 0.

D’après la proposition 2.4 et dans le cas où t
(1)
n−1,n−2 existe, il existe un secteur Sk−1

avec k ∈ {1, . . . , n − 1} tel que, lorsque |x̃1(t)| entre dans ce secteur (à l’instant t(1)k,k−1),
|x̃1(t)| reste évoluer dans ce secteur pendant une durée qui tend vers 0 lorsque θ tend
vers l’infini. Après cette période du temps, |x̃1(t)| n’entre pas dans le secteur supérieur
Sk−2 mais revient dans le secteur inférieur Sk à l’instant t(2)k−1,k. On rappelle que, t(2)k−1,k

correspond à l’instant auquel |x̃1(t)| quitte Sk−1 pour entre pour la deuxième fois dans le
secteur Sk. Notant que l’existence de l’instant t(1)k−1,k (l’instant où le même scénario s’est
produit pour la première fois) a été établie par la proposition 2.2.

Preuve de la proposition 2.4 Soit t > t
(1)
n−1,n−2 tel que ∀s ∈]t(1)n−1,n−2, t], |x̃1(s)| ∈

Sn−2. En procédant comme dans la preuve de la proposition 2.2, on peut montrer que
pour θ assez grand, on a (comparer avec l’inégalité (2.57)) :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(t(1)n−1,n−2)|+ δ̄
(1)
n−1,θ

n−1∑
j=1

(t− t
(1)
n−1,n−2)

j

j!
− θν

2

(t− t
(1)
n−1,n−2)

n

n!
,

où δ̄(1)n−1, θ = max(α
(1)
n−1,θ, δε) + δw + 2nLφR.

En posant τ = t− t
(1)
n−1,n−2, il vient que :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(t(1)n−1,n−2)|+ δ̄
(1)
n−1,θ

n−1∑
j=1

τ j

j!
− θν

2

τn

n!
=

ν

γnθn−1
+ δ̄

(1)
n−1,θ

n−1∑
j=1

τ j

j!
− θν

2

τn

n!
. (2.70)
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D’après la définition de δ̄(1)n−1,θ et comme lim
θ→∞

(α
(1)
n−1,θ/θ) = 0, on obtient :

lim
θ→∞

(δ̄
(1)
n−1,θ/θ) = 0.

Maintenant, deux scénarios sont possibles pour l’évolution de |x̃1(t)|. Le premier scénario
correspond au cas où |x̃1(t)| quitte Sn−2 et entre dans le secteur supérieur Sn−3. Le second
correspond au cas où |x̃1(t)| évolue dans Sn−2 pendant un certain temps avant de revenir
au secteur inférieur Sn−1. Afin d’analyser l’évolution temporelle de |x̃1(t)| et notamment
pour identifier le scénario selon lequel |x̃1(t)| va évoluer, on introduit le polynôme en τ
suivant :

P
(1)
n−1,n−2(τ) ≜ a

(1)
0,n−1,n−2 +

n−1∑
j=1

a
(1)
j,n−1,n−2τ

j − θa
(1)
n,n−1,n−2τ

n, (2.71)

où

a
(1)
0,n−1,n−2 =

ν

γnθn−1
− ν

γn−1θn−2
, a

(1)
j,n−1,n−2 =

δ̄
(1)
n−1,θ

j!
, j = 1, . . . , n− 1, a

(1)
n,n−1,n−2 =

ν

2n!
.

(2.72)
L’inégalité (2.70) peut s’exprimer à l’aide du polynôme P (1)

n−1,n−2 comme suit :

|x̃1(t)| ≤ P
(1)
n−1,n−2(τ) +

ν

γn−1θn−2
. (2.73)

En se basant sur l’inégalité précédente, on déduit la propriété suivante :

Si |x̃1(t)| >
ν

γn−1θn−2
, alors P (1)

n−1,n−2(τ) > 0. (2.74)

La propriété (2.74) signifie que s’il existe un instant t auquel |x̃1(t)| quitte Sn−2 et entre
dans Sn−3, alors cet instant t est tel que P (1)

n−1,n−2(τ) > 0 où τ = t − t
(1)
n−1,n−2. Cette re-

marque nous amène à étudier le signe de P (1)
n−1,n−2(τ). C’est ce que nous allons faire dans

ce qui suit.

Á partir des expressions des coefficients de P (1)
n−1,n−2 données par (2.72), il est clair que :

a
(1)
0,n−1,n−2 < 0 et que a(1)j,n−1,n−2 > 0, j = 1, . . . , n− 1.

Compte tenu de l’expression de P (1)
n−1,n−2 donnée par (2.71), le nombre de changements

des signes des coefficient dans ce polynôme est égal à 2 et de ce fait le nombre de racines
positives réelles de ce polynôme est soit égal à 2, soit égal à 0. Nous allons analyser ces
deux cas.

Cas 1 : P (1)
n−1,n−2(τ) admet deux racines réelles positives.

On note par τ1 et τ2 ces racines. Comme P (1)
n−1,n−2(0) = a

(1)
0,n−1,n−2 < 0, on en dé-

duit que ∀τ ∈]τ1, τ2[, P (1)
n−1,n−2(τ) > 0 et ∀τ /∈ [τ1, τ2], P

(1)
n−1,n−2(τ) ≤ 0. De plus,
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en utilisant des développements similaires à ceux de la preuve de la proposition
2.2, on peut montrer que les deux racines réelles positives τ1 et τ2 sont telles que
lim
θ→∞

τi = 0, i = 1, 2 et cela implique que lim
θ→∞

τ
(1)
n−2,n−3 = 0. On peut aussi mon-

trer qu’il existe α(1)
n−2,n−3,θ tel que pour tout t ≤ t

(1)
n−2,n−3, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
n−2,n−3,θ avec

lim
θ→∞

(α
(1)
n−2,n−3,θ/θ) = 0. Pour mieux appréhender la signification des périodes τ1 et

τ2, on notera que l’instant τ1 est tel que |x̃1(t)| quitte le secteur Sn−2 pour entrer
dans le secteur supérieur Sn−3 à l’instant t(1)n−2,n−3

∆
= t

(1)
n−1,n−2 + τ1. A partir de

cet instant, |x̃1(t)| évoluera dans le secteur Sn−3 et éventuellement dans d’autres
secteurs supérieurs à Sn−3. Notons que l’inégalité (2.73) n’est valide que si x̃1(t)
évolue au sein du secteur Sn−2 et de ce fait à partir de l’instant t(1)n−2,n−3, cette in-
égalité n’est plus valide mais elle a permis toutefois d’établir le fait qu’à cet instant
(t(1)n−2,n−3), l’erreur |x̃1(t)| a quitté Sn−2 après y avoir évolué pendant une certaine
période τ1 pour entrer dans Sn−3.

Cas 2 : P (1)
n−1,n−2(τ) n’admet aucune racine.

Dans ce cas, P (1)
n−1,n−2(τ) garde le même signe pour tout τ .

Comme P (1)
n−1,n−2(0) = a

(1)
0,n−1,n−2 < 0, on en déduit que ∀τ ≥ 0, P

(1)
n−1,n−2(τ) < 0,

ce qui conduit à travers l’inégalité (2.73) au fait que |x̃1(t)| < ν
γn−1θn−2 . Autrement

dit, |x̃1(t)| ne peut pas entrer dans Sn−3 et reste évoluer dans Sn−2. Analysons
maintenant l’évolution dans le temps de |x̃1(t)| dans le secteur Sn−2. Pour ce faire,
posons τ = t− t

(1)
n−1,n−2 et considérons le polynôme en τ suivant :

P
(1)
n−2(τ) =

(
|x̃1(t(1)n−1,n−2)| −

ν

γnθn−1

)
+ δ̄

(1)
n−1,θ

n−1∑
j=1

τ j

j!
− θν

2

τn

n!

= δ̄
(1)
n−1,θ

n−1∑
j=1

τ j

j!
− θν

2

τn

n!
≜

n−1∑
j=1

a
(1)
j,n−1,n−2τ

j − θan,n−1,n−2τ
n, (2.75)

où les a(1)j,n−1,n−2, j = 1, . . . , n sont définies en (2.72).

L’inégalité (2.70) peut s’écrire à l’aide du polynôme P (1)
n−2 comme suit :

|x̃1| ≤ P
(1)
n−2(τ) +

ν

γnθn−1
. (2.76)

A partir de cette inégalité, on peut déduire la propriété suivante :

Si P (1)
n−2(τ) < 0, alors |x̃1(t)| <

ν

γnθn−1
. (2.77)

D’après l’inégalité ci-dessus, i.e. l’inégalité (2.77), dès que P (1)
n−2(τ) devient stric-

tement négative, l’erreur |x̃1(t)| quitte le secteur Sn−2 pour entrer dans le secteur
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inférieur Sn−1. Ceci nous suggère d’étudier le signe de P (1)
n−2(τ) et c’est ce que nous

allons faire dans ce qui suit.

Remarquons tout d’abord que τ = 0 est une racine de P (1)
n−2(τ) = 0 et que

P
(1)
n−2(τ)

τ
est un polynôme en τ dont le nombre de changement de signes des coefficients est

égal à 1 avec lim
τ→0

P
(1)
n−2(τ)

τ
> 0. De ce fait, le polynôme P (1)

n−2(τ) reste positif lorsque
τ est compris entre ses deux racines réelles non négatives, soit τ ∈]0, τ ⋆n−2[. Dès
que τ > τ ⋆n−2, on aura P

(1)
n−2(τ) < 0 et |x̃1(t)| quitte Sn−2 pour revenir à Sn−1 au

plus tard à l’instant t = t
(1)
n−1,n−2 + τ ⋆n−2. D’après les définitions adoptées et comme

|x̃1(t)| entre dans Sn−1 pour la seconde fois, on en déduit que t(2)n−2,n−1 existe et on
a t(2)n−2,n−1 ≤ t

(1)
n−1,n−2+ τ

⋆
n−2 ou de manière équivalente τ (1)n−2 ≜ t

(2)
n−2,n−1− t

(1)
n−1,n−2 ≤

τ ⋆n−2.

En utilisant des développements similaires à ceux de la preuve de la proposition
2.2, on peut montrer que lim

θ→∞
τ
(1)
n−2 = 0 et qu’il existe α

(1)
n−2,θ tel que pour tout

t ≤ t
(1)
n−2,n−1, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
n−2,θ avec lim

θ→∞
α
(1)
n−2,θ/θ = 0.

Pour résumer, dans les développements ci-dessus décrivant le comportement de |x̃1(t)| à la
sortie de Sn−1, nous avons montré que l’évolution de x̃1(t) à partir du moment où il quitte
Sn−1 et entre dans le secteur Sn−2 se déroule conformément à l’un des deux scénarios
suivants :

1. Dans le premier scénario, l’erreur |x̃1(t)| quitte Sn−2 et entre dans Sn−3 à un
instant t(1)n−2,n−3 = t

(1)
n−1,n−2 + τ

(1)
n−2,n−3. De plus, il existe α(1)

n−2,n−3,θ tel que pour tout
t ≤ t

(1)
n−2,n−3, ∥x̃(t)∥ ≤ α

(1)
n−2,n−3,θ avec lim

θ→∞
(α

(1)
n−2,n−3/θ) = 0,

2. Dans le deuxième scénario, l’erreur |x̃1(t)| reste évoluer dans le secteur Sn−2 pen-
dant une période de temps égale à τ (1)n−2 puis revient dans Sn−1 à l’instant t(2)n−2,n−1

avec lim
θ→∞

τ
(1)
n−2 = 0. De plus, il existe α(1)

n−2,θ tel que pour tout t ≤ t
(1)
n−2,n−1, ∥x̃(t)∥ ≤

α
(1)
n−2,θ avec lim

θ→∞
(α

(1)
n−2,θ)/θ) = 0.

Les réels t(2)k,k+1, τ
(1)
k et α(1)

k,θ > 0 requis par la proposition sont obtenus lorsque le deuxième
scénario se produit et on a k = n − 2. Dans le cas où le premier scénario se produit, le
même raisonnement peut être poursuivi pour analyser le comportement de |x̃1(t)| à partir
de l’instant où il quitte Sn−2 et entre dans Sn−3. Il est facile de voir que |x̃1(t)| évolue
toujours selon les deux scénarios exclusifs ci-dessus. Dès que le second scénario se produit
à l’intérieur d’un secteur k, les paramètres requis par la proposition sont obtenus. Notez
que k est supposé être dans {1, . . . , n − 1} dans l’énoncé de la proposition, c’est-à-dire
le cas k = 0 n’a pas été considéré. En effet, nous allons montrer que si |x̃1(t)| atteint
le secteur S0, seul le deuxième scénario se produira. Pour ce faire, supposons que |x̃1(t)
évolue dans le secteur S0 supposons qu’il existe un instant ta > t

(1)
−1,0 tel que |x̃1(t)| quitte
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S0 et entre en S−1 à l’instant ta. D’après la notation adoptée, on a |x̃1(ta)| =
ν

γ1
et

|x̃1(t+a )| >
ν

γ1
. En tenant compte la continuité de |x̃1(t)|, il existe t > ta tel que ∀s ∈]ta, t],

|x̃1(s)| ∈ S−1, i.e.
|x̃1(t)| >

ν

γ1
. (2.78)

Puisque |x̃1(s)| évolue dans S−1 pour tout s ∈]ta, t], on peut procéder comme dans la preuve
de la proposition 2.1 pour obtenir l’inégalité suivante (comparer avec (2.44)) :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(ta)| −
νθ

2
(t− ta). (2.79)

Notons que l’inégalité ci-dessus (2.79) est valable sous des hypothèses similaires à celles
adoptées pour générer l’inégalité (2.44). En particulier, le paramètre de conception θ est
supposé être suffisamment élevé et satisfait en particulier :

θ >
2

ν
(max(∥x̃(ta)∥, δε) + δw + 2nLφR). (2.80)

Le choix de θ comme dans (2.80) est possible puisque ∥x̃(ta)∥ ≤ αθ avec lim
θ→∞

αθ

θ
= 0.

En combinant (2.79) avec le fait que t > ta conduit à |x̃1(t)| ≤ |x̃1(ta)| = ν
γ1

ce qui est
en contradiction avec l’inégalité (2.78). Ainsi, l’erreur |x̃1(t)| ne peut pas quitter S0 pour
entrer dans S−1 mais elle évoluera selon le deuxième scénario, c’est-à-dire qu’elle quittera
le secteur S0 pour entrer en S1. Ceci termine la preuve de la proposition 2.4. □

Remarque 2.2 D’après la proposition 2.4, t(2)k−1,k ne peut exister que pour k ∈ {1, . . . , n−
1}. Nous avons effectivement montré dans la preuve de cette proposition que k ne peut
pas être égal à zéro, c’est-à-dire que t(2)−1,0 n’existe pas. Autrement dit, l’erreur |x̃1(t)| ne
peut jamais revenir en S−1 après l’instant t(1)−1,0. Cela signifie également que la séquence{
t
(i)
−1,0

}
i≤1

est finie et est réduite à t(1)−1,0.

Remarque 2.3 Il faut souligner que la situation de |x̃1(t)| à l’instant t(2)k−1,k est similaire
à sa situation à l’instant t(1)k−1,k. Ainsi, l’évolution temporelle de |x̃1(t)| à partir de l’ins-
tant t(2)k−1,k est similaire à son évolution après l’instant t(1)k−1,k qui a été détaillée dans les
propositions 2.2, 2.3 et 2.4. D’après ces propositions et en prenant en considération la
remarque 2.2, depuis l’instant initial, |x̃1(t)| évolue dans les secteurs S0, . . . , Sn−1. Elle y
séjourne dans chaque secteur Si, i = 0, . . . , n− 1, une période de temps Ti qui temps vers
0 lorsque θ tend vers l’infini. De plus, la norme du vecteur d’erreur ∥x(t)∥ reste bornée à
l’entrée et à la sortie de chaque secteur. Plus précisément, on a :

a- Pour tout t ≥ t
(1)
−1,0, |x̃1(t)| évolue dans l’un des secteurs S0, . . . , Sn−1. De plus, la

durée au quelle |x̃1(t)| évolue dans chacun de ces secteurs tend vers 0 lorsque θ
tend vers l’infini.

b- Pour tout temps fini T > 0

∃αθ > 0,∀t ≤ T, ∥x̃(t)∥ ≤ αθ où lim
θ→∞

(αθ/θ) = 0. (2.81)
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Dans la suite, nous allons montrer qu’il existe un instant |x̃1(t)|, tel que x̃1(t) entre à cet
instant pour la dernière fois dans le secteur Sn−1 et ne le quittera plus. On remarque qu’à
partir de cet instant, les équations de l’observateur (2.29) coïncident avec celles du SHGO
(2.23). Ce résultat est énoncé dans la proposition suivante :

Proposition 2.5 Si la borne δw de w(t) donnée dans l’hypothèse H.2.4 satisfait la condi-
tion (2.27), alors, la suite

{
t
(i)
k−1,k

}
i≥1

est finie pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Preuve de la proposition 2.5

Notons par ik le nombre des termes de la séquence
{
t
(i)
k−1,k

}
i≥1

lorsque cette séquence est

finie. La preuve de la proposition sera faite par récurrence sur k. En effet, pour k = 0 on
a i0 = 1 puisque nous avons démontré à la fin de la Proposition 2.4 que |x̃1(t)| ne quitte
jamais le secteur S−1 après l’instant t(1)−1.0 (cf Remarque 2.2).

Soit maintenant un entier k fixé dans {1, . . . , n−1}, et supposons que pour ∀j ∈ {1, . . . , k−
1}, la suite

{
t
(i)
j−1,j

}
i≥1

est finie. Pour prouver la proposition il suffit de prouver que la

séquence
{
t
(i)
k−1,k

}
i≥1

est finie. C’est ce que nous allons établir dans ce qui suit.

D’après l’hypothèse de récurrence, la séquence
{
t
(i)
k−2,k−1

}
i≥1

est finie et nous avons par
conséquent :

∀t ≥ t
(ik−1)
k−2,k−1, |x̃1(t)| ≤

ν

γkθk−1
. (2.82)

Sans perte de généralités, nous allons supposer dans ce qui suit que iw ≤ k.
D’après (2.33), les k première équations de l’erreur d’observation associées à l’observateur
(2.29) peuvent s’écrire sous la forme condensée suivante pour tout t ≥ t

(ik−1)
k−2,k−1 :

˙̃xk = Akx̃k + φ̃s
k
(x̂k, xk, u)− θ∆−1

k (θ)ΓkC
T
k x̃1(t) +Bkx̃k+1(t)− B̄iw,kw(t), (2.83)

où x̃k, x̂kxk, φsk ∈ Rk sont les sous-vecteurs respectifs de x̃, x̂, x et φs définis comme dans
(2.7), Ak comme dans (2.1), (Bk, Ck) comme dans (2.2), Γk comme dans (2.3), ∆k comme
dans (2.5) et B̄iw,k ∈ Rk est tel que B̄iw,k(iw) = 1 et B̄iw,k(i) = 0, i ∈ {1, . . . , k}\iw.
Comme Āk = Ak−ΓkCk est Hurwitz, alors il existe une matrice SDP Pk et un réel positif
µk vérifiant l’inégalité (2.6).
Remarquons que le système d’erreurs (2.83) a la même structure que le système d’erreurs
(2.24) et le terme x̃k+1(t) dans (2.83) joue le rôle de ε(t) dans (2.24). De plus, on rappelle
que d’après (2.81), on a :

|x̃j(t)| ≤ αθ, j = 1, . . . , n, (2.84)

pour tout t < T où T > 0 est un nombre positif fixé arbitrairement grand.

Comme la borne supérieure δw est supposée satisfaire l’inégalité (2.27), l’erreur d’obser-
vation x̃j, j = 1, . . . , k, satisfait une inégalité similaire à (2.28) pour tout t ≥ t

(ik−1)
k−2,k−1.
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Une telle inégalité s’écrit comme suit :

|x̃j(t)| ≤
(
θk−1e−θβk(t−t

ik−1
k−2,k−1) +

1

θβk

)
σPk

ᾱθ, j = 1, . . . , k, (2.85)

où βk est défini comme dans (2.26) où n est remplacé par k, Pk = P T
k et

ᾱθ = αθ + δ̄w. (2.86)

Soit t⋆k−1 > t
ik−1

k−2,k−1 tel que :

θk−1e−θβk(t
⋆
k−1−t

ik−1
k−2,k−1) =

1

θβk
i.e. t⋆k−1 = t

ik−1

k−2,k−1 +
1

θβ
(klog(θk) + log(βk)). (2.87)

D’après la définition de t⋆k−1 et en se référant à (2.85), on a :

∀t ≥ t⋆k−1, |x̃j(t)| ≤ 2
σPk

βk
(ᾱθ/θ), j = 1, . . . , k. (2.88)

Rappelons que compte tenu de l’hypothèse de récurrence et puisque t ≥ t
ik−1

k−2,k−1, l’erreur
|x̃1(t)| ne peut pas revenir à Sk−2. Ainsi, d’après la remarque 2.3, ∀t ≥ t⋆k−1, |x̃1(t)| évo-
luera à travers les secteurs Sk−1, . . . , Sn−1.

Considérons maintenant un instant t(i)k,k−1 > t⋆k−1, où i est un entier positif, à partir duquel
|x̃1(t)| quitte Sk et entre dans Sk−1 pour la nème fois. Remarquons que si un tel instant
n’existe pas alors la récurrence est prouvée.

Soit

ηk ≜ 6
L̄φσPk

βk
+ 1 avec L̄φ = max(Lφ, 1). (2.89)

Nous allons maintenant démontrer la propriété suivante qui sera utilisée par la suite dans
la preuve de la proposition :

∀θ̄0 > 0,∀θ > θ̄0,∃t̄(i)k,k−1 > t
(i)
k,k−1,

ηk
θ

k∑
j=1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
≤ 1

2

(t− t
(i)
k,k−1)

k

k!
, (2.90)

où lim
θ→∞

(t̄
(i)
k,k−1 − t

(i)
k,k−1) = 0.

Pour prouver la propriété (2.90), posons τ̄ = t − t
(i)
k,k−1 et considérons le polynôme en τ̄

suivant :

P̄ (τ̄) =

(
ηk
θ

k∑
j=1

τ̄ j−1

j!

)
− 1

2

τ̄ k−1

k!
. (2.91)

En se basant sur la règle des signes de Descartes, l’équation P̄ (τ̄) = 0 admet une unique
racine réelle positive que l’on notera τ̄

(i)
k,−k−1. Puisque P̄ (0) = ηk

θ
> 0, on a ∀τ̄ > τ̄

(i)
k,k−1,

P̄ (τ̄) < 0 ce qui implique aussi que τ̄ P̄ (τ̄) ≤ 0. D’après la définition de τ̄ , l’expression
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du réel positif t̄(i)k,k−1 requis par la propriété (2.90) est t̄(i)k,k−1 = t
(i)
k,k−1 + τ̄

(i)
k,k−1. De plus

et compte tenu de l’expression de l’expression de P̄ (τ̄) donnée par (2.91), τ̄ (i)k,k−1 satisfait
l’égalité suivante :

ηk
θ

k∑
j=1

(τ̄
(i)
k,k−1)

j−1

j!
=

1

2

(τ̄
(i)
k,k−1)

k−1

k!
.

Le membre gauche de l’égalité ci-dessus est un polynôme en τ̄
(i)
k,k−1 et tous ses coefficients

tendent vers zéro quand θ tend vers l’infini. Ceci implique que lim
θ→∞

τ̄
(i)
k,k−1 = 0 et la pro-

priété (2.90) est donc prouvée.

Soit maintenant t > t
(i)
k,k−1 tel que |x̃1(t)| ∈ Sk−1. Alors, on a :

|x̃1(t)| ≤
n−1∑
j=0

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
|x̃j+1(t

(i)
k,k−1) +

n∑
j=1

∫ t

t
(i)
k,k−1

(t− s)j−1

(j − 1)!
|φ̃sj(x̂, x, u)|ds

+ δε
(t− t

(i)
k,k−1)

n

n!
+ δw

(t− t
(i)
k,k−1)

iw

iw!
− θν

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
. (2.92)

Puisque δw satisfait (2.27) et du fait que n − iw ≥ 1, nous pouvons déduire à partir de
l’inégalité précédente (2.92), l’inégalité suivante :

|x̃1(t)| ≤
n−1∑
j=0

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
|x̃j+1(t

(i)
k,k−1) +

n∑
j=1

∫ t

t
(i)
k,k−1

(t− s)j−1

(j − 1)!
|φ̃sj(x̂, x, u)|ds

+ δε
(t− t

(i)
k,k−1)

n

n!
+
δ̄w
θ

(t− t
(i)
k,k−1)

iw

iw!
− θν

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!

≜ Q(t) + Q̄(t), (2.93)

où

Q(t) =
∑k−1

j=0

(t−t(i)k,k−1)
j

j!
|x̃j+1(t

(i)
k,k−1|+

∑k
j=1

∫ t
t
(i)
k,k−1

(t−s)j−1

(j−1)!
|φ̃sj(x̂, x, u)|ds

+ δ̄w
θ

(t−t(i)k,k−1)
iw

iw!
,

Q̄(t) =
∑n−1

j=k

(t−t(i)k,k−1)
j

j!
|x̃j+1(t

(i)
k,k−1|+

∑n
j=k+1

∫ t
t
(i)
k,k−1

(t−s)j−1

(j−1)!
|φ̃sj(x̂, x, u)|ds

+ δε
(t−t(i)k,k−1)

n

n!
− θν

∑n
j=k+1

(t−t(i)k,k−1)
j

j!

(2.94)

Notons que compte tenu des inégalités (2.17) et (2.81), nous avons pour tout j ∈ {k +
1, . . . , n} :

|φ̃sj(x̂, x, u)| ≤ 2nLφR et |x̃j(t(i))| ≤ αθ. (2.95)

Nous allons maintenant procéder à la majoration de Q̄ puis à celle Q.
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En utilisant (2.88) et (2.95), on peut borner Q̄(t) comme suit :

Q̄(t) ≤ ᾱθ
(t− t

(i)
k,k−1)

k

k!
+ αθ

n−1∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
+ 2nLφR

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!

+ δε
(t− t

(i)
k,k−1)

n

n!
− θν

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!

≤ ᾱθ
(t− t

(i)
k,k−1)

k

k!
+ (δθ + 2nLεR− θν)

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
, (2.96)

où ᾱθ est donné par (2.86), δθ = max(αθ, δε).
Notons que comme lim

θ→∞
(ᾱθ/θ) = 0, on a lim

θ→∞
(δθ/θ) = 0.

Maintenant, choisissons θ assez grand et en particulier satisfaisant δθ + 2nLφR − νθ ≤
−νθ
2

. Notons qu’un tel choix est possible puisque lim
θ→∞

(δθ/θ) = 0. Avec un tel choix de θ,
l’inégalité (2.96) devient :

Q̄(t) ≤ ᾱθ
(t− t

(i)
k,k−1)

k

k!
− θν

2

n∑
j=k+1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!

≤ ᾱθ
(t− t

(i)
k,k−1)

k

k!
− θν

2

(t− t
(i)
k,k−1)

k+1

k!
. (2.97)

Nous allons maintenant procéder à la majoration de Q(t).

D’après (2.88) et puisque t(i)k,k−1 > t⋆k−1, on a pour tout j ∈ {1, . . . , k − 1} :

|x̃j+1(t
(i)
k,k−1)| ≤ 2

σPk

βk
(ᾱθ/θ). (2.98)

De même, en combinant (2.88) avec l’inégalité relative au caractère Lipschitz des non li-
néarités donnée par (2.17), on obtient pour tout s ∈ [t

(i)
k,k−1, t], et pour tout j ∈ {1, . . . , k} :

|φ̃sj(x̂, x, u)| ≤ 2Lφ|x̃j| ≤ 4
LφσPk

βk
(ᾱθ/θ). (2.99)

En utilisant les inégalités (2.98) et (2.99) et le fait que 1 ≤ iw ≤ k, le terme Q(t) défini
par (2.94) peut être borné comme suit :

Q(t) ≤ |x̃1(t(i)k,k−1|+ 2
σPk

βk
(ᾱθ)

k−1∑
j=1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
+ (4

LφσPk

βk
(ᾱθ) +

δ̄w
θ

k∑
j=1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!

≤ |x̃1(t(i)k,k+1)|+ (6
L̄φσPk

βk
+ 1)

ᾱθ
θ

k∑
j=1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
puisque δ̄w ≤ ᾱθ

= |x̃1(t(i)k,k−1)|+
ηk
θ

k∑
j=1

(t− t
(i)
k,k−1)

j

j!
ᾱθ, (2.100)
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où ηk et L̄φ sont définis en (2.89).

En utilisant la propriété (2.90), on obtient à partir l’inégalité (2.100), l’inégalité suivante
pour tout t ≥ t̄

(i)
k,k−1 où l’instant t̄(i)k,k−1 > t̄

(i)
k,k−1 est donné par la propriété (2.90) :

Q(t) ≤ |x̃1(t(i)k,k−1)|+
ᾱθ
2

(t− t
(i)
k,k−1)

k

k!
. (2.101)

En combinant (2.93), (2.97) et (2.101), on obtient pour tout t ≥ t̄
(i)
k−1,k :

|x̃1(t)| ≤ |x̃1(t(i)k,k−1)|+
3

2
ᾱθ

(t− t
(i)
k,k−1)

k

k!
− νθ

2

(t− t
(i)
k,k−1)

k+1

(k + 1)!

≤ |x̃1(t(i)k,k−1)|+
3

2
ᾱθ

(t− t
(i)
k,k−1)

k

k!
− νθ

2

(t− t
(i)
k,k−1)

k(t− t̄
(i)
k,k−1)

(k + 1)!

=
ν

γk+1θk
+

νθ

2(k + 1)!
(t− t

(i)
k,k−1)

k(
3(k + 1)ᾱθ

νθ)
− (t− t̄

(i)
k,k−1)). (2.102)

Considérant maintenant l’instant t⋆k,k−1 défini comme suit :

t⋆k,k−1 = t̄
(i)
k,k−1 +

3(k + 1)ᾱθ
νθ

. (2.103)

Il est clair à partir de (2.102) et (2.103), que pour tout t ≥ t⋆k,k−1, |x̃1(t)| ≤ ν
γk+1θk

, i.e.

t
(i)
k,k−1 = t⋆k,k−1. Ceci termine la preuve de la Proposition 2.5. □

Selon la proposition 2.5, pour tout k ∈ {0, . . . , n − 1}, le nombre de termes la séquence{
t
(i)
k−1,k

}
i≥1

, noté ik, est fini. En particulier, pour k = n − 1, il existe un instant fini

t
(in−1)
n−2,n−1, tel que pour tout t ≥ t

(in−1)
n−2,n−1, |x̃1(t)| ne quitte jamais Sn−1. Cela signifie que,

pour t ≥ t
(in−1)
n−2,n−1, les équations de l’observateur (2.29) coïncident avec celles du SHGO

(2.23).

Par ailleurs, comme la durée de séjour de |x̃1(t)| dans chaque secteur Sk pour k =

−1, . . . , n−1 tend vers 0 quand θ tend vers l’infini, on en déduit que lim
θ→∞

(t
(in−1)
n−2,n−1−t0) = 0.

Remarque 2.4 Le résultat donné par la proposition 2.5, i.e. ik est fini, signifie notam-
ment que pour chaque k = 1, . . . , n, il existe un instant à partir duquel les k premières
équations de l’observateur NPHGO (2.29) coïncident avec leurs contreparties de l’observa-
teur SHGO (2.23) puisque chaque fonction de saturation impliquée dans le terme correctif
du NPHGO devient égale à la fonction identité. La notion de stabilité forte exigée permet
de traiter chaque sous-système composé par les k premières équations du NPHGO comme
un système perturbé et une limite ultime appropriée est générée. Lorsque k = n, le système
global, i.e. le NPHGO, coïncide avec le SHGO. Comme nous l’avons noté précédemment,
le concept de stabilité forte a été utilisé dans [45, 2] même si les développements et argu-
ments utilisés dans ces références sont assez différents de ceux détaillés dans ce chapitre.
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Les propriétés principales de l’observateur (2.29) résultent directement des propositions
énoncées ci-dessus et elles sont résumées dans le théorème suivant.
Théoreme 2.1 Considérons le système (2.22) sous les hypothèses H.2.1, H.2.2, H.2.3
et H2.4 avec l’observateur (2.29) et supposons que la borne δw de w(t) donnée par l’hy-
pothèse H.2.4 satisfait la condition (2.27). Alors, chaque composante x̃i = x̂i(t)− xi(t),
pour i = 1, . . . , n, de l’erreur d’observation satisfait les propriétés suivantes :

∃θ⋆ ≥ 0;∀θ ≥ θ⋆, ∃t(in−1)
n−2,n−1 > 0,∃αθ > 0;∀u ∈ U,∀x̂(t0) ∈ X, on a,

(i) ∀t; t0 ≤ t ≤ t
(in−1)
n−2,n−1, ∥x̃i(t)∥ ≤ αθ, (2.104)

(ii) ∀t ≥ t
(in−1)
n−2,n−1, ∥x̃i(t)∥ ≤ min

{
αθ, σPn(θ

i−1e−βnθ(t−t
(in−1)

n−2,n−1)αθ +
δε + δ̄w
θn+1−iβn

)

}
,(2.105)

où βn est défini par (2.26), Pn est donné par (2.6) pour k = n et Ak = Ān où Ān est
définis comme dans (2.3) et δε, δ̄w sont tels que définis par (2.11) et (2.27), respectivement.
De plus, on a lim

θ→∞
(t

(in−1)
n−2,n−1 − t0) = lim

θ→∞
(αθ/θ) = 0.

Remarque 2.5 Dans l’analyse de l’évolution temporelle de |x̃1(t)| réalisée à travers les
Propositions 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5, on a supposé que la condition initiale |x̃1(t0)| ∈ S−1. Dans
le cas où |x̃1(t0)| ∈ {S⋆k} où k⋆ ∈ {0, . . . , n− 2}, on peut montrer que l’évolution dans le
temps de |x̃1(t)| est toujours similaire à celle décrite dans le cas où |x̃1(t0)| ∈ S−1 à une
différence mineure près. En effet, en procédant comme dans la preuve de la proposition
2.2, on peut montrer que |x̃1(t)| traversera d’abord les secteurs inférieurs jusqu’à entrer
dans Sn−1 comme dans le cas où |x̃1(t0)| ∈ S−1. Puis, si l’erreur |x̃1(t)| quitte Sn−1,
elle pourra évoluer dans les secteurs supérieurs puis reviendra vers les secteurs inférieurs
comme dans le cas où x̃1(t0) ∈ S−1. Notons que le secteur le plus haut que peut atteindre
|x̃1(t)| pour la première (et dernière) fois lorsqu’elle quitte Sn−1 peut être éventuellement
S−1 et ceci n’était pas possible lorsque |x̃1(t0)| ∈ S−1. La suite de l’évolution de |x̃1(t)|
reste similaire à celui décrit dans les propositions ci-dessus.

2.3.2 Réglage des paramètres de synthèse de l’observateur

Le terme correctif d’observateur (2.29)-(2.30) fait apparaître trois paramètres de synthèse,
le vecteur Γn et les réels positifs θ et ν. Comme indiqué précédemment, les n coefficients γi
du vecteur Γn doivent satisfaire le critère de stabilité forte par rapport à An et énoncé dans
la définition 2.1. Dans ce qui suit, nous allons proposer deux méthodes qui permettent
de choisir ces coefficients. On se référera à chacune de ces méthodes respectivement par
Approche 1 et Approche 2.

Approche 1 : On commence par fixer les pôles de la matrice Ān à des valeurs pré-
définies de sorte qu’elle soit Hurwitz puis on calcule Γn correspondant. Ceci peut être
facilement réalisé par exemple en appelant l’une des fonctions standard de matlab ’acker’
ou ’place’. Après l’obtention des γi, on vérifie si le critère de stabilité forte est satisfait
en calculant les zéros des n− 1 polynômes :

Pk(λ) = λk +
k−1∑
i=0

γiλ
i, k = 1, . . . , n− 1.
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Le critère de stabilité forte est satisfait si toutes les racines de chaque polynôme ont des
parties réelles négatives. Si le critère n’est pas satisfait, on peut repartir dès le départ en
fixant d’autres pôles de Ān. Si le critère n’est pas satisfait après quelques tentatives, on
utilise la deuxième approche.

Approche 2 :Cette approche est basée sur le théorème 3 de [43] qui fournit un algorithme
récursif permettant de générer les coefficients γi qui satisfont au critère de stabilité forte.
L’algorithme correspondant est décrit dans ce qui suit.

Soit δ ≈ 4, 07959 l’unique racine réelle de X3 − 5X2 + 4X − 1 = 0 et soit α > 0 un réel
positif fixé. Les valeurs des γi, i = 1, . . . , n sont calculées comme suit :

γ1 = α, γ2 =
α2

√
δ

et γk =
γ2k−1√
δγk−2

, k = 3, . . . , n. (2.106)

À première vue, la deuxième approche semble plus attrayante que la première puisqu’elle
permet de fournir les coefficients γi appropriés de manière directe. Cependant, la première
approche ne doit pas être systématiquement rejetée. En effet, lorsque la dimension du sys-
tème est relativement faible, disons inférieure à 10, l’exigence de stabilité forte est souvent
satisfaite lorsque les coefficients γi sont choisis tels que la matrice Ān est Hurwitz avec
des valeurs propres prédéfinies. Ce problème a été vérifié numériquement en simulation en
considérant de nombreux ensembles de valeurs propres prédéfinies pour Ān. Par exemple,
si toutes les valeurs propres de Ān sont affectées à (−1), alors l’exigence de stabilité forte
est satisfaite pour tout n inférieur ou égal à 11.
Le choix des paramètres de conception θ et ν doit être réalisé par une approche de type
essai/erreur. Il est bien connu que dans le cas du SGHO, des valeurs relativement élevées
de θ permettent une convergence rapide de l’erreur d’observation vers zéro mais amplifient
le phénomène de peaking. Comme le comportement vis-à-vis du phénomène de peaking
ayant été significativement amélioré, l’utilisation de valeurs relativement élevées pour le
paramètre θ dans l’observateur (2.29) n’est plus déconseillée. Concentrons-nous mainte-
nant sur le niveau de saturation ν et supposons que la valeur de θ est fixe. Il est clair
que pour des valeurs très élevées de ν, le phénomène de peaking est toujours présent et
le comportement du NPHGO devient identique à celui du SHGO. Cependant, des valeurs
très faibles de ν peuvent conduire à des périodes transitoires plus longues de l’observa-
teur. Cela signifie que la période pendant laquelle l’erreur d’observation |x̃1(t)| évolue
dans chaque secteur Sk avant de le quitter devient plus longue. Plus précisément, si ν est
choisi de telle sorte que le produit νθ ne soit pas assez élevé, alors la période transitoire
devient plus longue et le processus de saturation peut échouer (voir l’équation (2.45) et
les équations (2.58),(2.60)).

2.4 Synthèse de l’observateur NPFHGO
Nous allons maintenant revenir au système original (2.8) puisque notre objectif consiste
à faire une resynthèse de l’observateur à grand gain pour ce système. Nous montrerons
plus loin comment on pourra transformer ce système pour générer une version qui tient
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compte du bruit sur la sortie et qui se met sous la forme du système général (2.9) dont
l’expression de la sortie est indépendante du bruit de mesure. Pour des raisons de clarté,
nous reproduisons ci-dessous les équations du système (2.8) :

{
ẋ = Anx+ φ(x, u) +Bnε(t)
y = Cnx+ v(t) = x1 + v(t)

(2.107)

Notons qu’en l’absence de bruits sur la mesure, i.e. v(t) ≡ 0, le système (2.107) coïncide
avec (2.9) où w(t) = 0 et donc un observateur de type NPHGO similaire à (2.29) peut être
conçu pour le système (2.107). Nous allons maintenant nous intéresser au cas plus général
où v(t) ̸= 0, c’est-à-dire lorsque la sortie du système est corrompue par un bruit additif
v(t). On montrera comment le système (2.107) peut être augmenté par un intégrateur
multiple de la sortie bruitée conduisant à un système augmenté dont la structure est
similaire à celle du système (2.9). En conséquence, un observateur de type SHGO similaire
à l’observateur (2.23) mais possédant des capacités de filtrage, et auquel on se référera
par FHGO, peut être conçu pour le système ainsi augmenté. Puis, en exploitant le fait
que la structure du FHGO est similaire à celle du SHGO, on appliquera au FHGO la
même procédure adoptée pour concevoir le NPHGO à partir du SHGO. L’observateur
résultant de l’application de cette procédure héritera les propriétés du NPHGO en termes
de réduction du niveau de peaking et du FHGO en termes d’amélioration de la sensibilité
au bruits de mesure. On se référera à cet observateur par NPFHGO.

2.4.1 Synthèse de FHGO

De nombreuses approches pour la resynthèse de l’observateur SHGO ont été proposées
pour réduire sa sensibilité aux bruits de mesure soit en mettant à jour de manière appro-
priée le paramètre de synthèse θ [37, 38, 21] ou en remplaçant dans le terme correctif de
l’observateur l’erreur d’observation de sortie par une version filtrée fournie par un filtre
linéaire mis en cascade avec le système original [1, 46, 47]. Le principal inconvénient de
l’approche où un filtre linéaire est considéré réside dans le fait que la puissance du para-
mètre de synthèse θ augmente d’une quantité égale à l’ordre du filtre, ce qui conduit à
l’amplification du phénomène de peaking. Comme ce phénomène a déjà été maîtrisé grâce
aux fonctions de saturation, nous allons adopter l’approche utilisant une version filtrée de
l’erreur d’observation de sortie pour remédier à la sensibilité de l’observateur aux signaux
à hautes fréquences. Dans [46], un simple intégrateur de la sortie a été considéré pour ob-
tenir le système augmenté alors qu’un intégrateur multiple d’ordre m ≥ 1 a été considéré
dans [47]. En procédant comme dans [46, 47] où des propriétés de filtrage intéressantes
des observateurs sous-jacents ont été mises en avant, on propose d’augmenter le système
(2.22) par une cascade d’intégrateurs de la sortie comme suit :


ż = Amz +Bmy
ẋ = Anx+ φs(x, u) +Bnε(t)
ȳ(t) = z1(t)

(2.108)
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où z =

 z1
...
zm

 ∈ Rm, Am et Bm sont définis comme en (2.1) et (2.2) pour k = m. Notons

que la sortie du système (2.108) est non pas la sortie y du système original (2.107) mais
plutôt son intégrale d’ordre m, z1(t). On montrera plus tard, après avoir donné les équa-
tions de l’observateur résultant, que les m premières équations de l’observateur peuvent
être interprétées comme étant un filtre linéaire d’ordre m dont l’entrée est l’erreur d’ob-
servation bruitée et la sortie est une version filtrée d’ordre m de cet erreur. C’est cette
version filtrée de l’erreur d’observation de sortie qui sera utilisée dans le terme correctif
de l’observateur.

Comme y = Cnx+ v(t), le système (2.108) peut s’écrire sous la forme suivante :


(
ż
ẋ

)
=

(
Am BmCn
0m×n An

)(
z
x

)
+

(
0
φs(x, u)

)
+Bn+mε(t) +

(
Bm

0

)
v(t)

ȳ = Cn+m

(
z
x

)
= z1,

(2.109)
où Bn+m est comme dans (2.2) avec k = n+m.

En tenant compte de la structure des matrices Am, An et Bm, on peut vérifier que :(
Am BmCn
0m×n An

)
= An+m, (2.110)

où An+m est comme dans (2.1) avec k = n+m.

En tenant compte de l’égalité ci-dessus, le système augmenté (2.109) peut s’écrire sous la
forme suivante :

(
ż
ẋ

)
= An+m

(
z
x

)
+

(
0
φs(x, u)

)
+Bn+mε(t) +

(
Bm

0

)
v(t)

ȳ = Cn+m

(
z
x

)
= z1,

(2.111)

où Cn+m est comme dans (2.2) avec k = n+m.

Il est clair que la structure du système (2.111) est similaire à celle du système (2.9) avec
w(t) = v(t). En conséquence, un observateur de type SHGO peut être conçu pour ce
système. Les équations du SHGO sous-jacent peuvent être écrites comme suit :(

˙̂z
˙̂x

)
= An+m

(
ẑ
x̂

)
+

(
0

φs(x̂, u)

)
− θ∆−1

n+m(θ)Γn+m(ẑ1 − z1), (2.112)

où ẑ ∈ Rm et x̂ ∈ Rn sont les estimations respectives de z et x, ∆n+m est une matrice
diagonale définie comme dans (2.5) et ΓTn+m = (γ1, . . . , γn+m) ∈ Rn+m, où les coefficients
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γi pour i = 1, . . . , n + m sont des réels positifs satisfaisant au critère de stabilité forte
par rapport à An+m. Notons que les équations de l’observateur ci-dessus dépendent de
la variable z (ou plus précisément z1) dont la dynamique est régie par les m premières
équations différentielles ordinaires scalaires (EDO) du système (2.108). D’où le nombre
d’EDO scalaires constituant l’observateur est égal à (n+ 2m). Afin de réduire le nombre
de ces équations à (n+m), on procède comme suit.

Tout d’abord, on peut vérifier les égalités suivantes :

∆n+m(θ) = diag(∆m(θ),
1

θm
∆n(θ)),Γn+m = (ΓTm ΓTm+1,n+m)

T , (2.113)

où ∆n+m, ∆m et ∆n sont des matrices diagonales définies comme dans (2.5), ΓTm =
(γ1, . . . , γm) et ΓTm+1,n+m = (γm+1 . . . γn+m). En utilisant les égalités (2.110) et (2.113),
les équations de l’observateur (2.112) peuvent s’écrire sous la forme développée suivante :{

˙̂z = Amẑ +Bmx̂1 − θ∆−1
m (θ)Γm(ẑ1 − z1),

˙̂x = Anx̂+ φs(x̂, u)− θm∆−1
n (θ)Γm+1,n+m(ẑ1 − z1).

(2.114)

Le système (2.114) est constitué de deux sous-systèmes en cascade où ẑ et x̂ sont les états
respectifs de ces sous-systèmes. Il est clair que la dérivée temporelle de x̂ est liée à celle
de ẑ par le terme ẑ1 − z1, uniquement.

Soient η = ẑ − z ∈ Rm et ηi la ième composante de η pour i = 1, . . . ,m.
En utilisant les premières équations respectives des systèmes (2.108) et (2.114) ainsi que
les égalités (2.113), les équations de l’observateur (2.114) peuvent être écrites en utilisant
les états η et x̂ comme suit :(

η̇
˙̂x

)
=

(
Amη(t) +BmCnx̂−Bmy

Anx̂+ φs(x̂, u)

)
− θ∆−1

n+m(θ)Γn+mη1

= An+m

(
η
x̂

)
+

(
−Bmy
φs(x̂, η)

)
− θ∆−1

n+m(θ)Γn+mη1. (2.115)

Notons que η(t0) = 0 est une valeur initiale appropriée pour l’EDO régissant η puisqu’elle
réduit la période transitoire du filtre.
Il est clair que le système (2.115) qui fournit une estimation filtrée de l’état x, i.e. x̂, ne
nécessite que la résolution de n + m EDO scalaires. Les m premiers EDO peuvent être
interprétées comme étant un filtre linéaire d’ordre m dont l’entrée est l’erreur d’observa-
tion de la sortie bruitée, c’est-à-dire Cnx̂(t) − y(t), et la sortie filtrée résultante fournie
par ce filtre, c’est-à-dire η1 = Cmη, est ensuite utilisée dans le le terme de correction des
deux sous-systèmes (observateur global). De plus et puisque la structure de l’observateur
(2.115) est similaire à celle de l’observateur de type SHGO (2.23), alors le même processus
de conception utilisé pour obtenir (2.29) à partir (2.23) peut être utilisé pour dériver les
équations d’un NPFGHO qui hérite à la fois les propriétés du NPHGO et celles du FHGO.

Avant de donner les équations de l’observateur, nous allons générer une borne supérieure
de l’erreur d’observation sous-jacente sous l’hypothèse que le bruit des mesures de sortie
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v(t) est essentiellement borné et satifait une condition similaire à (2.27). En se rappelant
de la signification des variables impliquées dans (2.27) (voir, Remarque 2.1), la condition
sous-jacente peut être obtenue en remplaçant dans (2.27) n et iw respectivement par
(n+m) et m, c’est-à-dire que la condition (2.27) s’écrit comme suit :

∃δ̄v > 0 tel que δv ≤
δ̄v

θ(n+m)−m =
δ̄v
θn
. (2.116)

Pour résumer, le bruit des mesures de sortie v(t) satisfait :

∃δ̄v > 0 tel que Ess sup
t≥0

|v(t)| ≤ δ̄v
θn
. (2.117)

Soit ξ =
(
η
x̃

)
où x̃ = x̂−x est l’erreur d’observation associée à l’observateur (2.115) et au

système (2.111). Alors, chaque composante de l’erreur d’observation, ξi, i = 1, . . . ,m+n,
satisfait une inégalité semblable à (2.28). En particulier, pour i = 1, . . . , n, on a ξm+i = x̂i
avec :

∃θ̄0 > 0 tel que, ∀θ ≥ θ̄0,∀u ∈ U,∀x̂(t0) ∈ X, ∀t ≥ t0, on a

∥x̃i(t)∥ ≤ σPn+m(θ
m+i−1e−βn+mθ(t−t0)∥x̃(t0)∥+

δε + δ̄v
θn+1−iβn+m

), (2.118)

où βn+m est défini comme dans (2.26) en substituant n par n+m, la matrice symétrique
définie positive Pn+m est donnée par l’équation (2.6) pour k = n+m, δε et δ̄v sont donnés
respectivement (2.11) et (2.117), θ̄0 = max(1, 2(n+m)Lφ/βn+m) et Lφ est la constante
de Lipschitz comme dans l’inégalité (2.25).

On remarque que ∥ξ(t0)∥ a été remplacé par ∥x̃(t0)∥ dans le membre droit de l’inégalité
(2.118) puisque η(t0) = 0 et donc ∥ξ(t0)∥ = ∥x̃(t0)∥. On remarque aussi que la puissance de
θ multipliant l’exponentielle décroissante dans (2.118) est m+i−1 alors qu’elle n’était que
i− 1 dans la borne associée au SHGO et donnée par l’inégalité (2.28). Cela signifie qu’un
inconvénient résultant de l’ajout du filtre est l’amplification du phénomène de peaking
du FHGO par rapport au SHGO. Néanmoins, l’augmentation de cette puissance n’a pas
d’impact significatif puisque le FHGO sous-jacent sera resynthétisé pour donner lieu à
un observateur de type NPFHGO où le phénomène de peaking est réduit de manière
significative.

Remarque 2.6 On remarque que la condition (2.117) est très similaire à celle dérivée
dans [2]. Cette condition est assez conservatrice puisqu’elle exige que la borne essentielle
du bruit de mesure de sortie en sortie soit relativement petite et plus exactement de l’ordre
de 1/θ−n où n est la dimension du système d’origine avec des sorties bruitées. Néanmoins,
l’indépendance de cette condition à l’ordre du filtre, m, est à souligner.

2.4.2 Equations de NPFHGO

Comme indiqué ci-dessus, la même procédure de resynthèse ayant permis de générer les
équations de l’observateur de type NPHGO (2.29) à partir de sa version SHGO sous-
jacente (2.23), peut être appliquée à l’observateur FHGO (2.115) pour pour obtenir les
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équations de l’observateur de type NPFHGO. En effet, les équations de l’observateur de
type NPFGHO peuvent se mettre sous la forme suivante :(

η̇
˙̂x

)
= An+m

(
η
x̂

)
+ ϕs(η, x̂, x, u)− θH(η1), η(t0) = 0, x̂(t0) ∈ X, (2.119)

où ϕs(η, x̂, x, u) =

(
−Bmy

φ̃s(x̂, x, u)

)
, H(η1) ∈ Rn+m et les composantes correspondantes

Hi(η1) ∈ R, pour i = 1, . . . , n+m, sont définies comme suit (comparer avec (2.30)) :

H1(η1) = satν(γ1η1) et Hi(η1) = satν(θ
γi
γi−1

Hi−1(η1)) pour i = 2, . . . , n+m, (2.120)

où les γi, i = 1, . . . , n+m satisfont au critère de stabilité forte par rapport à An+m donné
dans la Définition 2.1.

Rappelons que l’observateur (2.119) hérite simultanément des principales propriétés de
l’observateur de type NPHGO (2.29) en termes de réduction significative du pic des va-
riables d’état de l’observateur ainsi que celles de l’observateur de type FHGO (2.115) en
termes d’améliorant de la sensibilité de l’observateur aux signaux à hautes fréquences.

2.5 Exemple
Dans ce qui suit, les performances et les principales propriétés du NPFHGO proposé sont
illustrées et comparées à celles du SHGO à travers un exemple relatif à un mono-bras de
bras introduit dans [48] et utilisé dans [1]. Le modèle mathématique du bras de robot est
décrit par le système d’équations différentielles suivant :

ẋ1 = x2
ẋ2 = K̄/(J2N)x3 − (F2/J2)x2 − (K̄/J2)x1 − (m̄gd/J2)cos(x1)
ẋ3 = x4
ẋ4 = (1/J1)u− K̄/(J1N)x1 − K̄/(J2N)x3 − (F1/J1)x4 + ε(t),
y = x1 + v(t),

(2.121)

où ε(t) et v(t) désignent respectivement la perturbation et le bruit de mesure, J1, J2,
K̄,N, m̄, g, d, F1 et F2 sont les paramètres du modèle qui sont des constantes positives.
La séquence de contrôle {u(t)}est la même que celle est considérée dans [48], i.e. :

u = satM{mgdJ1/(J2N)− (J1J2N/K̄)
(
L4c1x1 + L3c2x2+

L2c3(K̄/(J2N)x3 − (mgd/J2)) + Lc4K̄/(J2N)x1
)
},

avec M > 0 et satM défini comme dans (2.13), les ci , i = 1, . . . , 4 et L sont des constantes
positives. En utilisant le fait que K̄/(J2N) = 1, il est facile de vérifier que le système
(2.121) est sous la forme (2.9) et par conséquent un observateur de type NPFHGO (ainsi
qu’ un SHGO) peuvent être conçus. En effet, un NPFHGO de la forme (2.119) a été conçu
avec un filtre d’ordre 2, soit m = 2.
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Les paramètres du système (2.121) sont choisis comme suit F1 = 0.1, F2 = 0.15, J1 =
0.15, J2 = 0, 2, K̄ = 0, 4, N = 2, m̄ = 0, 8, g = 9, 81 et d = 0, 6.
La commande u(t) est calculée avec les paramètres suivants c1 = 4, c2 = 7, 91, c3 =
6, 026, c4 = 1, 716, L = 3 et M = 200.
Dans la simulation, l’incertitude a été choisie comme ε(t) = sin(5t), et la sortie y(t) a été
corrompue par un bruit gaussien additif v(t) avec une valeur moyenne nulle et un écart
type égal à 0, 004 comme illustrée à la figure 2.2.
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Figure 2.2 – Mesures bruitées de la sortie.

Les conditions initiales du système (2.121) et l’observateur ont été choisies comme dans
[48, 1], i.e. xT (0) =

[
0.5 0.5 0.5 0.5

]
et x̂T (0) =

[
0 0 0 0

]
. Pour ces valeurs

initiales, les variables d’état du système (2.121) sont bornées comme suit

x1(t) ∈
[
−0, 26 0, 51

]
, x2(t) ∈

[
−2.63 2.06

]
,

x3(t) ∈
[
0, 5 38, 8

]
, x4(t) ∈

[
−95, 94 127, 56

]
.

Par conséquent, la valeur du niveau R pour saturer les non-linéarités dans l’observateur
doit être choisi au moins supérieur à la valeur absolue maximale des bornes des intervalles
précédents, i.e. R > ρM = 127, 56. Une règle générale qui peut être adoptée pour choisir
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R est de le fixer à une valeur arbitrairement grande. En effet, les résultats de simulation
qui sont présentés plus loin ont été obtenus en fixant R = 1000. D’autres simulations avec
d’autres valeurs de R(> ρM) ont été réalisées et elles ont conduit aux mêmes résultats.

La valeur de θ a été fixée à 150, ν à 0.1 et les coefficients γi pour i = 1, . . . , 6 sont choisis
tels que les pôles de la matrice Ā6 soient situés en −1. Les valeurs choisis des λi satisfont
au critère de fore stabilité par rapport à A6. En d’autre termes, nous avons adopté l’ap-
proche 1 décrite précédemment pour satisfaire le critère de stabilité forte.

A titre de comparaison, un SHGO sous la forme (2.24) a été également conçu pour le
système (2.121) et il a été simulé avec un gain Γ = [4 6 4 1]T de telle sorte que toutes
les valeurs propres de la partie linéaire de l’observateur soient situées en (−1). La même
valeur de θ(= 150) a également été utilisée.

Les estimations des états du système fournies par le NPFHGO sont données dans la figure
2.1 où elles sont comparées à leurs vraies valeurs (sans bruit) issues de la simulation du
modèle. Ces estimations filtrées et ne comportant pas de pics confirment les propriétés
décrites du NPFHGO en terme de réduction significative du phénomène de peaking et en
termes d’une nette amélioration de la sensibilité de l’observateur aux bruits de mesure.
À titre de comparaison, les estimations fournies par le SHGO ont été reproduites dans la
figure 2.4 où elles sont comparées à leurs vraies valeurs (sans bruit) issues de la simulation
du modèle. Les estimations obtenues mettent bien en évidence le phénomène de peaking
du SHGO durant le régime transitoire ainsi que sa sensibilité aux bruits de mesure.
Toujours dans un but de comparaison, nous avons reporté dans le tableau (2.1) la norme
infinie de chaque composante de l’erreur d’observation, notée ||x̃i∥∞, i = 1, . . . , 4, relative
à chacun des deux observateurs. Encore une fois, les résultats obtenus confirment le gain
en performance tant au niveau de peaking qu’au niveau de la sensibilité aux bruits de
mesures obtenue par la considération du NPFHGO.
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Figure 2.3 – Estimation de l’état avec le NPFHGO.
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NPFHGO SHGO

∥x̃1∥∞ 0.5 0.5
∥x̃2∥∞ 0.5 92.9466
∥x̃3∥∞ 0.6296 8.14 103

∥x̃4∥∞ 4.6858 2.82 105

Table 2.1 – Comparaison du phénomène de peaking entre NPFHGO et SHGO

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons proposé une resynthèse de l’observateur de type grand gain
standard (SHGO) pour remédier à ses problèmes intrinsèques, à savoir le phénomène de
peaking au cours du régime transitoire et sa sensibilité aux signaux à hautes fréquences.
La resynthèse a été réalisée en trois étapes. La première étape a consisté à proposer
un observateur, NPHGO, ayant une structure très similaire à celle du SHGO et dont le
terme de correction s’exprime à l’aide de fonctions de saturation imbriquées. Après un
régime transitoire, toutes les fonctions de saturation sont désaturées et la structure de
l’observateur proposé devient similaire à celle du SHGO. L’observateur ainsi proposé, i.e.
le NPHGO, a permis de réduire de manière significative le phénomène de peaking. Dans
la deuxième étape et pour faire face au problème de sensibilité aux bruits de mesure, le
système original a été augmenté par une intégrateur multiple d’ordre m de la sortie et un
observateur de type SHGO, appelé FHGO, a été synthétisé pour le système augmenté.
L’erreur d’observation de la sortie du FHGO est la différence entre l’intégrateur d’ordre
m de la sortie d’une part et son estimée d’autre part. Ainsi, les m premières équations de
l’observateur FHGO agissent comme un filtre linéaire d’ordre m dont l’entrée est l’erreur
d’observation de sortie bruitée et dont la sortie est égale à une version filtrée qui est utilisée
dans le terme de correction de l’observateur. Cette structure a permis au FHGO d’avoir
des propriétés de filtrage intrinsèques. Dans la troisième et dernière étape de resynthèse,
la procédure de saturation considérée dans la première étape pour générer le NPHGO
à partir du SHGO a été appliquée au FHGO permettant ainsi de générer une version
de cet observateur, appelée NPFHGO, qui hérite à la fois des propriétés du NPHGO et
du FHGO. En d’autre termes, le NPFHGO permet de réduire de manière significative
le phénomène de peaking tout en possédant des propriétés intrinsèques de filtrage. Les
performances de l’observateur NPFHGO, ont été illustrées à travers un exemple d’ordre
4 traitant d’un bras de robot. Les résultats obtenus ont été comparés à ceux issus de la
simulation d’un observateur de type SHGO et ils ont clairement confirmé les propriétés du
NPFHGO aussi bien en termes de réduction significative du phénomène de peaking qu’en
termes d’une nette amélioration de la sensibilité de l’observateur aux bruits de mesure.
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3.1 Introduction

Depuis plusieurs décennies, la machine asynchrone triphasé (MAS) a envahi le milieu
industriel grâce à ses avantages indéniables par rapport à la machine à courant continu en
matière de robustesse, faible coût d’achat, facilité d’entretien, rendement plus élevé, etc.
Ainsi, le variateur de vitesse asynchrone est devenu un actionneur électrique fréquemment
utilisé dans plusieurs domaines d’application. On trouve au moins 80% des procédés indus-
triels utilisant ces machines, notamment dans diverses applications (produits ménagers,
grues de levage, convoyeurs à rouleaux, véhicules électriques, ...). Cependant, un contrôle
précis de ces machines reste un défi en raison du modèle non linéaire fortement couplé
qu’elles possèdent, l’existence des variables non mesurables côté rotor et aussi à cause de
la présence des incertitudes et de perturbations [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57]. Le
problème devient encore plus difficile si l’on considère également l’indisponibilité de cap-
teurs de positon/vitesse [58, 59, 60, 61]. Il est bien connu que l’élimination de l’encodeur
du rotor est généralement recommandée car elle permet une minimisation du coût d’ins-
tallation et une réduction de la sensibilité aux bruits électromagnétiques, et par la suite
une amélioration de la fiabilité. Ainsi, plusieurs travaux se sont focalisés sur le remplace-
ment de l’encodeur du rotor par un schéma d’observation pour produire des entraînements
sans capteur qui préservent les même performances que celles en présence de ce dernier
[62, 63, 64, 65, 66, 67, 68].
L’approche d’observation de type grand gain standard (SHGO) apporte un outil utile pour
l’estimation des variables de la machine asynchrone, que ce soit à des fins de contrôle ou
de diagnostic [69, 70]. Son succès est relié principalement à sa simplicité de réglage (avec
un seul paramètre de conception) et à sa capacité à ajuster la vitesse de convergence de
l’erreur d’estimation lorsque les mesures de sortie sont exemptes de bruits. Des études
pertinentes et plusieurs approches récentes sont utilisées pour le contrôle sans capteur de
vitesse des machines asynchrones en utilisant l’observateur à grand gain. Parmi elles, la
méthode de commande proposée dans [71] permet d’estimer la vitesse initiale sans dépas-
sement avec des performances dynamiques et de robustesse vis-àcis à la variation de la
constante de temps du rotor et aux perturbations. Dans [64], l’observateur de vitesse/flux
est combiné avec un contrôleur ayant une structure cascade qui possède trois boucles
imbriquées en vue d’améliorer les performances dynamiques et la robustesse face à des
incertitudes paramétriques. Plus récemment un observateur adaptatif dont le gain est issu
de la résolution d’une équation différentielle de Lyapunov est proposé dans [72]. A partir
seulement des mesures des courants statoriques, une estimation de la vitesse angulaire,
du couple de charge et du flux rotorique, ainsi qu’une identification de l’inductance et
la résistance du rotor ont été établies au détriment d’un nombre important d’ODEs à
résoudre pour chaque itération.
Malgré son importance pour la préservation des performances de poursuite dans le ré-
gime transitoire, les résultats relatifs à la conception de lois de commande sans capteur
de vitesse qui tiennent compte de l’inhibition des pics indésirables dans la conception de
l’observateur sont encore très peu nombreux dans la littérature. A notre connaissance, la
seule étude concerne les travaux récents donnés dans [59], où une version améliorée des
observateurs à grand gain communs est proposée en vue de contourner le problème de
peaking. Dans ce cas, le gain de l’observateur, qui dépend d’un paramètre de conception
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issue de la résolution en ligne de l’équation de Riccati, garantit un meilleur compromis
entre la convergence rapide de l’erreur d’estimation et la rejection du bruit. Les auteurs
montrent que l’adaptation du gain de correction induit une faible erreur d’estimation pen-
dant le régime transitoire et empêche ainsi les états du système à présenter des forts pics.
Dans ce contexte, nous proposons d’appliquer, les algorithmes d’observation conçus dans
le chapitre 2, sur le modèle non linéaire MIMO de la machine asynchrone triphasée en
vue d’obtenir une estimation rapide et précise des états sans avoir des pics importants au
cours du régime transitoire.

3.2 Modèle dynamique du moteur asynchrone triphasé
La machine asynchrone triphasée est constituée d’un stator (inducteur) et d’un rotor

(induit). Le stator est un bobinage triphasé logé dans des encoches et relié à la source
d’alimentation : c’est la partie statique de la machine qui admet une forme cylindrique.
Alors que le rotor présente la partie tournante et il ne possède aucune liaison électrique
avec le stator. Deux types de rotor peuvent être distingués : rotor à cage d’écureuil et
rotor bobiné. En effet, le premier est constitué de barres conductrices (cuivre ou alumi-
nium) formant un tambour. Les extrémités de ces barres sont réunies par deux couronnes
également conductrices. Ce rotor non connecté est en court-circuit, ce qui signifie que le
moteur est dépourvu de collecteur et de ballais. Cependant, le deuxième type de rotor
est relié à l’extérieur via un collecteur à trois bagues, et court-circuité en fonctionnement
normal. Ainsi, la modification des propriétés électromécaniques de la machine est effectuée
à travers ce dispositif.
L’inducteur engendre un champ magnétique tournant à la pulsation de synchronisme ωs.
En conséquence, les courants induits créés au niveau du rotor, siège de l’induction électro-
magnétique, ont la même pulsation. Selon la loi de Lenz, ces courants tendent à s’opposer
à la variation de flux et entraînent la mise en rotation du rotor à une vitesse ω. Les
courants rotoriques ont une pulsation inférieure à celle de synchronisme : ωr = ωs − pω.

3.2.1 Équations électriques et mécaniques

Pour illustrer les équations électriques et mécaniques de la machine asynchrone, cer-
taines hypothèses simplificatrices sont généralement admises :

� La force magnétomotrice créée au niveau de chacune des phases, aussi bien du côté
stator que du côté rotor est de répartition spatiale sinusoïdale.

� L’entrefer est d’épaisseur uniforme et l’effet d’encochage est négligé.
� La saturation du circuit magnétique, l’hystérésis et les courants de Foucault sont

négligeables.
� Les résistances des enroulements ne varient pas avec la température et on néglige

l’effet de peau.

3.2.1.1 Équations électriques
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Les équations différentielles matricielles reliant les tensions triphasées du stator (Usa,b,c),
les courants statoriques (Isa,b,c), les courants rotoriques (Ira,b,c) et les flux magnétiques
(ψra,b,c, ψsa,b,c) s’expriment comme suit :{

0 = RrIra,b,c +
d(ψra,b,c)

dt

Usa,b,c = RsIsa,b,c +
d(ψsa,b,c)

dt

(3.1)

où Rr et Rs désignent respectivement la résistance rotorique et statorique et les indices r
et s font référence au rotor et au stator.
La relation matricielle entre les flux magnétiques et les courants s’écrit sous la forme
suivante : (

ψsa,b,c
ψra,b,c

)
= Λ

(
Isa,b,c
Ira,b,c

)
, (3.2)

où Λ représente la matrice symétrique des inductances et elle s’exprime comme suit

Λ =

(
[ls] [Msr]

[Mrs] [lr]

)
,

avec

[ls] =

 Ls Ms Ms

Ms Ls Ms

Ms Ms Ls

 , [lr] =

 Lr Mr Mr

Mr Lr Mr

Mr Mr Lr

 , [Msr] = [Mrs] =

 M1 M3 M2

M2 M1 M3

M3 M2 M1

 ,

(M1 =Mcos(ωrt), M2 =Mcos(ωrt− 2π
3
), M3 =Mcos(ωrt− 4π

3
)),

et
� Ms : inductance mutuelle entre deux phases du stator.

� Mr : inductance mutuelle entre deux phases du rotor.

� M : valeur maximale de l’inductance mutuelle entre une phase du stator et une
phase du rotor.

3.2.1.2 Équations mécaniques

Afin d’avoir un modèle complet du système, on applique le principe fondamental de la
dynamique au rotor de la machine. L’équation mécanique gouvernant le mouvement de
ce dernier est la suivante :

J
dω

dt
= Cem − TL − fvω ⇒ dω

dt
=
Cem
J

− fv
J
ω − 1

J
TL, (3.3)

avec :
� ω : vitesse mécanique de rotation de rotor,
� J : inertie totale de système,
� TL : couple résistant,
� fv : coefficient du frottement visqueux,
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� Cem : couple électromagnétique.
Le couple électromagnétique est donné par :

Cem = pITr
d

dθ
[Mrs]Is. (3.4)

3.2.2 Représentation d’état

Pour avoir un modèle de commande de la machine asynchrone triphasée, nous pou-
vons transformer ses équations différentielles du repère triphasé vers un repère diphasé
fixe (Repère de Concordia). Dans ce qui suit nous rappelons cette transformation et nous
exposons un modèle dynamique réduit qui servira à la synthèse de l’observateur.

3.2.2.1 Transformation triphasé - diphasé
Cette transformation fait appel aux grandeurs physiques de la machine asynchrone

telles que les courants, les tensions et les flux. Un système triphasé équilibré (xa, xb, xc)
s’écrit sous la forme suivante : 

xa(t) = Acos(ωt)

xb(t) = Acos(ωt−2π
3
)

xc(t) = Acos(ωt−4π
3
)

(3.5)

Le faite de dire que le système (3.5) est équilibré, implique qu’à chaque instant on a

xa(t) + xb(t) + xc(t) = 0. (3.6)

Sachant que la matrice de Concordia (T32) admet la forme suivante :

T32 =

√
2

3


1 0

−1
2

√
3
2

−1
2

−
√
3
2

 , (3.7)

nous aboutissons à la représentation diphasée (xα, xβ) comme suit :(
xα

xβ

)
= T T32

 xa

xb

xc

 . (3.8)

Une représentation triphasée (xa, xb, xc) peut être générée à partir de la représentation
diphasée (xα, xβ) sous la forme matricielle suivante : xa

xb

xc

 = T32

(
xα

xβ

)
, (3.9)

avec T T32.T32 = I3, où I3 est la matrice identité de dimension 3× 3.
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3.2.2.2 Modèle d’état non linéaire de la machine asynchrone dans le repère fixe
(α, β)

Ce modèle est obtenu moyennant l’application de la transformation de Concordia (3.7).
Cette transformation consiste à réécrire les équations des grandeurs physiques de la ma-
chine asynchrone (tension, courant et flux magnétiques) dans le repère fixe diphasé (α, β).
L’application de cette transformation aux grandeurs statoriques triphasées, donne l’équa-
tion suivante :

xsa = Acos(ωst)

xsb = Acos(ωst− 2π
3
)

xsc = Acos(ωst− 4π
3
)

⇒ Xsabc = T32Xsαβ
. (3.10)

En adoptant la même transformation pour les grandeurs rotoriques triphasées, nous abou-
tissons à :

xra = Acos(ωrt)

xrb = Acos(ωrt− 2π
3
)

xrc = Acos(ωrt− 4π
3
)

⇒ Xrabc = T32P (ωrt)Xrαβ
. (3.11)

Or, les équations électriques (3.1) deviennent dans le repère triphasée (a, b, c) sous la forme
développé suivante 

0 = Rr

 Ira

Irb

Irc

+ d
dt

 ψra

ψrb

ψrc


 Usa

Usb

Usc

 = Rs

 Isa

Isb

Isc

+ d
dt

 ψsa

ψsb

ψsc

 ,

(3.12)

ce qui se traduit par les relations suivantes dans le repère fixe diphasé (α, β)
0 = RrT32P (ωrt)

(
Irα

Irβ

)
+ d

dt

(
T32P (ωrt)

(
ψrα

ψrβ

))

T32

(
Usα

Usβ

)
= RsT32

(
Isα

Isβ

)
+ d

dt

(
T32

(
ψsα

ψsβ

))
.

(3.13)

Par ailleurs, nous avons les propriétés suivantes des matrices de rotation{
P (θ1)P (θ2) = P (θ1 + θ2),

d
dt
(P (θ1(t))) =

d(θ1(t))
dt

P (θ1(t) +
π
2
).

(3.14)
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D’après (3.13) et (3.14), il en ressort :
0 = Rr

(
Irα

Irβ

)
+ ωr

(
ψrα

−ψrβ

)
+

(
ψ̇rα

ψ̇rβ

)
,

(
Usα

Usβ

)
= Rs

(
Isα

Isβ

)
+

(
ψ̇sα

ψ̇sβ

)
.

(3.15)

En adoptant la même procédure pour le flux (3.2), nous aboutissons à


T32P (ωrt)

(
ψrα

ψrβ

)
= LrT32P (ωrt)

(
Irα

Irβ

)
+MT32

(
Isα

Isβ

)
,

T32

(
ψsα

ψsβ

)
=MT32P (ωrt)

(
Irα

Irβ

)
+ LsT32

(
Isα

Isβ

)
,

(3.16)

ce qui permet d’avoir 

(
ψrα

ψrβ

)
= Lr

(
Irα

Irβ

)
+M

(
Isα

Isβ

)
,

(
ψsα

ψsβ

)
=M

(
Irα

Irβ

)
+ Ls

(
Isα

Isβ

)
.

(3.17)

Les équations électriques du modèle d’état non linéaire de la MAS sont obtenues en déri-
vant le système (3.17), puis en y substituant (3.15).

Par ailleurs, l’equation différentielle de la vitesse mécanique (3.3) peut être reécrite dans
le repère de Concordia comme suit :

ω̇ =
pM

JLr
(ψrαIsβ − ψrβIsα)−

fv
J
ω − 1

J
TL. (3.18)

En résumé et en tenant compte de l’équation mécanique (3.18), la représentation du
modèle dans le référentiel (α, β) fixe, prend la forme suivante

İ = KA(ω)ψ − γI + 1
σLs

u

ψ̇ = −A(ω)ψ + M
Tr
I

ω̇ = pM
JLr

ITJ2ψ − 1
J
TL

ṪL = εTL
y(tk) = I(tk)

(3.19)
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où

u =

(
uαs

uβs

)
, I =

(
Iαs

Iβs

)
, ψ =

(
ψαr

ψβs

)
, w et TL désignent respectivement le vec-

teur de tension statorique, le vecteur de courant statorique, le vecteur de flux rotorique,
la vitesse angulaire du rotor et le couple de charge, εTL est une fonction constante par
morceaux, inconneu ; p et J sont respectivement le nombre de paire de pôles du stator et
le moment d’inertie, la matrice carrée A(ω) s’exprime comme suit

A(ω) = 1
Tr
I2 − pωJ2, où J2 =

(
0 −1
1 0

)
et I2 est la matrice identité d’ordre 2.

Les autres paramètres se définissent comme suit

σ = 1− M2

LrLs
, Tr =

Rr

Lr
, K =

M

σLrLs
et γ =

Rs

σLs
+
RrM

2

σLsL2
r

,

où Rs, Rr, Ls, Lr et M désignent les résistances, les inductances statoriques (resp. roto-
riques) par phase et l’inductance mutuelle.

Le système (3.19) appartient à la classe des systèmes non linéaires MIMO suivante{
ẋ = f(x, u) + B̄εTL(t)
y = C̄x

(3.20)

où

x =

 x1

x2

x3

 , (3.21)

avec x1 =
(
x11
x12

)
= I, x2 =

(
x21
x22

)
= ψ et x3 =

(
x31
x32

)
=

(
w
TL

)
,

f(x, u) =


KA(x31)x

2 − σx1 + 1
γLs

u

−A(x31)x2 + M
Tr
x1

pM
JLr

x1
T
J2x

2 − 1
J
x32

0

 , (3.22)

B̄ =

(
01×5

1

)
et C̄ =

(
I2 02 02

)
. (3.23)

Ce modèle sera considéré dans la synthèse d’un observateur à grand gain avec inhibition
du phénomène de peaking pour les moteurs asynchrones triphasés, et ceci en utilisant
seulement les courants statoriques (sans capteur mécanique).

Néanmoins, avant toute procédure de synthèse d’observateurs, il est nécessaire d’analyser
l’observabilité de ce système.
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3.3 Observabilité du moteur asynchrone triphasé
L’étude d’observabilité des moteurs asynchrones triphasés a été largement traité dans la
littérature dans le cas de présence des informations sur la vitesse et dans le cas où les me-
sures de la vitesse sont indisponibles. Pour le cas avec mesure de vitesse (outre les courants
statoriques), aucun problème ne se pose et le système est toujours observable. Cependant,
dans le cas sans mesure de vitesse, l’étude d’observabilité nécessite une attention parti-
culière. Pour établir une condition suffisante sur l’observabilité du système (3.20), nous
transformons, dans un premier temps, le modèle du moteur en la forme canonique d’ob-
servabilité, puis nous donnons la condition qui garantit que cette transformation d’état
est un difféomorphisme.
Considérons la transformation d’état suivante [70]

Υ : R6 → R6

x 7→ z =

 z1

z2

z3

 = Υ(x) =

 Υ1(x)
Υ2(x)
Υ3(x)

 ,
(3.24)

où
z1 = Υ1(x) = x1,
z2 = Υ2(x) = KA(x31)x

2,
z3 = Υ3(x) = −pKJ2(ẋ31x2 + x31ẋ

2).
(3.25)

En dérivant par rapport au temps les variables z1, z2 et z3, nous obtenons

ż1 = KA(x31)x
2 − γz1 + 1

σLs
u

= z2 − γz1 + 1
σLs

u,
(3.26)

ż2 = −pKJ2(ẋ31x2 + x31ẋ
2) +

1

Tr
(−z2 + MK

Tr
z1)

= z3 + φ2(z1, z2), (3.27)

et
ż3 =

∂Υ3(x)

∂x1
ẋ1 +

∂Υ3(x)

∂x2
ẋ2 +

∂Υ3(x)

∂x3
ẋ3. (3.28)

Cette transformation rend le système (3.20) sous la forme canonique d’observabilité. Ce
dernier peut être ré-écrit dans les coordonnées z comme suit :{

ż = A3z + φ(z, u) + B3b(z)εTL(t)
y = C3z = x1,

(3.29)

où

A3 =

(
04×2 I4
02×2 02×4

)
, B3 =

 02
02
I2

 , (3.30)

φ(z, u) =

 φ1(z1, u) = −γz1 + 1
σLs

φ2(z1, z2, u) = 1
Tr
(−z2 + z1MK

Tr
)

φ3(z, u)
∆
= ∂Υ3(x)

∂x1
ẋ1 + ∂Υ3(x)

∂x2
ẋ2 + ∂Υ3(x)

∂x3
ẋ3

 , b(z) =
pK

J
J2x

2. (3.31)
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Comme le système (3.29) est observable pour toute entrée, alors le système (3.20) est
observable pour toute entrée si et seulement si la transformation d’état Υ est un difféo-
morphisme. Autrement dit le système(3.20) est observable si la matrice jacobienne de la
transformation d’état Υ est inversible. En se référant à (3.25) la matrice jacobienne peut
être exprimée comme suit

JΥ(x) =


I2 02 02

02
∂Υ2

∂x2
(x)

∂Υ2

δx3
(x)

∂Υ3

∂x1
(x)

∂Υ3

∂x2
(x)

∂Υ3

∂x3
(x)

. (3.32)

Cette matrice est du rang plein si et seulement si la sous matrice suivante est de rang
plein

LΥ(x) =

 ∂Υ2

∂x2
(x)

∂Υ2

∂x3
(x)

∂Υ3

∂x2
(x)

∂Υ3

∂x3
(x)

 ≜

(
L1 L2

L3 L4

)
, (3.33)

où

L1(x) = KA(x31),

L2(x) =

[
∂Υ2

∂x31
(x)

∂Υ2

∂x32
(x)

]
=
[
−pKJ2x2 02×1

]
,

L3(x) = −pKJ2(ẋ31I2 +
pM

JLr
x2x1

T
J2) + pKJ2x

3
1A(x

3
1),

L4(x) = −pKJ2
[
ẋ2 + px31J2x

2 − 1

J
x2
]
.

Comme le determinant de la matrice A(x31) est non nul, alors la matrice L1 est inversible.
nous pouvons alors écrire la sous matrice LΥ comme le produit d’une matrice triangulaire
supérieure Ls et d’une matrice triangulaire inférieure Li :

LΥ(x) = Li(x)Ls(x), (3.34)

où :

Li =

[
I2 02

L3(x)L
−1
1 (x) L4(x)− L3(x)L

−1
1 (x)L2(x)

]
, Ls =

[
L1(x) L2(x)
02 I2

]
(3.35)

Comme la matrice L1(x) est inversible, alors la matrice LΥ(x) est de rang plein si et
seulement si la matrice triangulaire inférieure Li est de plein rang. Plus précisément, pour
que le système (3.20) soit observable, il faut que la matrice

Li2 ≜ L4(x)− L3(x)L
−1
1 (x)L2(x) (3.36)

soit de rang plein. Autrement dit, le système (3.20) est inversible si et seulement si les
colonnes de la matrice Li2 sont linéairement indépendantes.
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Il est clair que Li2 est une matrice à deux colonnes, soit Li2 ≜
[
C1 C2

]
avec

C1 = −pKJ2
(
ẋ2 + px31J2x

2 +

(
ẋ31I2 +

pM

JLr
x2x1

T
J2 − x31A(x

3
1)

)
A−1(x31)pJ2x

2

)
= −pKJ2

(
ẋ2 + px31J2x

2 +

(
ẋ31A

−1(x31) +
pM

JLr
x2x1

T
J2A

−1(x31)− x31I2

)
pJ2x

2

)
= −pKJ2

(
ẋ2 +

(
ẋ31A

−1(x31) +
pM

JLr
x2x1

T
J2A

−1(x31)

)
pJ2x

2

)
≜ −pKJ2N (3.37)

C2 =
pK

J
J2x

2. (3.38)

Comme det(Li2) = −(pK)2x2
T
J2N , alors Li2 est inversible si et seulement si x2TJ2N ̸= 0.

Or,

x2
T
J2N = x2

T
J2

(
ẋ2 +

(
ẋ31A

−1(x31) +
pM

JLr
x2x1

T
J2A

−1(x31)

)
pJ2x

2

)
= x2

T
J2ẋ

2 + px2
T
J2ẋ

3
1A

−1(x31)J2x
2 +

pM

JLr
x2

T
J2x

2x1
T
J2A

−1(x31)J2x
2.

Etant donné que x2T J2x2 = 0, il en ressort

x2
T

J2N = x2
T

J2ẋ
2 + pẋ31x

2T J2A
−1(x31)J2x

2

= x2
T

J2ẋ
2 + pẋ31

1

(px31)
2 + ( 1

Tr
)2
x2

T

J2A
−1

= x2
T

J2ẋ
2 − pẋ31

Tr((px31)
2 + ( 1

Tr
)2)
x2

T

x2. (3.39)

Ainsi, pour que le transformation d’état Υ soit un difféomorphisme il faut que

x2
T
J2ẋ

2 − pẋ31
Tr((px31)

2 + ( 1
Tr
)2)
x2

T
x2 ̸= 0, (3.40)

ou autrement dit, le système (3.19) est observable si

ψTJ2ψ̇ − pẇ

Tr((pw)2 + ( 1
Tr
)2)
ψTψ ̸= 0. (3.41)

Cette condition (3.41) peut s’exprimer en fonction de la phase du flux rotorique définie
par υ = arctan

(
ψ2

ψ1

)
comme suit

υ̇ ̸= pẇ

Tr((pw)2 + ( 1
Tr
)2)
, (3.42)
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avec υ̇ = ψT J2ψ̇
ψTψ

.
En Prenant l’intégrale des deux membres de l’équation (3.42), la condition (3.38) peut
s’exprimer sous la forme suivante :

arctan

(
ψ2

ψ1

)
− arctan(pTrw) n’est pas constante (3.43)

Notez que bien que la démarche adoptée ici diffère de celle adoptée dans [73], nous abou-
tissons à la même condition d’observabilité (3.43).
En tenant compte de cette condition, nous abordons dans ce qui suit la synthèse d’obser-
vateurs pour la MAS.

3.4 Synthèse d’observateur avec des mesures échantillon-
nées

Étant donné que les mesures du courant statoriques ne sont disponibles qu’aux ins-
tants d’échantillonnage, nous proposons dans cette partie une extension de la procédure
d’observation avec inhibition du phénomène de peaking dans le cas de mesures échantillon-
nées. Nous rappelons que l’approche du HGO continu-discret a été exposée au chapitre 1.
Dans ce volet, en s’inspirant du développement donné dans le chapitre 2, nous proposons
une resynthèse de l’observateur à grand gain continu-discret pour qu’il soit capable de
contourner le phénomène de peaking.
Rappelons que la classe des systèmes non linéaires considérée s’écrit sous la forme suivante{

ż(t) = Aqz(t) + φ(u(t), z(t)) + Bqε(t)
y(tk) = Cqz(tk)

(3.44)

avec z =

 z1

...
zq

 ∈ Rn , zk =

 zk1
...
zkp

 , k = 1, ..., q, où les matrices Aq,Bq et Cq sont les

mêmes que dans le système (1.9).
Supposons que le système (3.44) satisfait les hypothèses H.1.1, H.1.2 et H.1.3 considé-
rées pour le système (1.9). Alors, l’observateur continu-discret CD-SHGO correspondant
est donné, pour t ∈ [tk, tk+1[ par :

˙̂z(t) = Aqẑ(t) + φ(u(t), ẑ(t))− θ∆−1
q,θe

−θg1(t−tk)Gq(Cqẑ(tk)− y(tk)), (3.45)

avec θ > 1 et ∆q,θ est une matrice diagonale par bloc définie comme suit :

∆q,θ = diag
(
Ip,

Ip
θ,
· · · , Ip

θq−1 ,
)

(3.46)

et Gq =

 g1Ip
...

gqIp

 tel que Aq − GqCq est Hurwitz.

Il a été montré que chaque composant du vecteur de l’erreur d’observation est bornée à
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travers l’inégalité suivante :

∥z̃i∥ ≤ σP

(
θi−1e−ηθ(t−t0)∥z̃(t0)∥+

τMδε(2− e−ηθτm)

θq+1−i(1− e−ηθτm)

)
, (3.47)

Au cours du régime transitoire (pour t ≃ t0), avec des valeurs relativement élevées du
paramètre de synthèse θ, il est clair que des fortes fluctuations peuvent prendre lieu
au niveau de l’erreur d’estimation. Un tel comportement provoque une dégradation des
performances de poursuite et peut même conduire à l’instabilité [19].
En suivant la même démarche que celle utilisée dans le chapitre 2 (cas de sortie disponible
en temps continu), nous proposons l’observateur à grand gain continu-discret permettant
l’inhibition du phénomène de peaking (qu’on note CD-NPHGO) et qui s’écrit sous la
forme suivante

˙̂z = Aq(ẑ, u) + φ(u, ẑ)− θe−g1θ(t−tk)H(z̃1(tk)), (3.48)

où les Hi(z̃
1(tk)) ∈ R, ∀i ∈ {1, · · · , q} sont définis comme suit{

H1(z̃
1(tk)) = Satν(g1z̃

1(tk)),
Hi(z̃

1(tk)) = Satν(θ
gi
gi−1

Hi−1(z̃
1(tk)) pour i = 2, . . . , q,

(3.49)

où les gi, i = 1, · · · , q satisfont la condition de stabilité forte par rapport à Aq donnée
dans la définition 2.1, θ est un paramètre de synthèse qui est choisi suffisamment élevé,
notamment pour avoir θ >

gi−1

gi
pour i ∈ {2, · · · , q}, ν > 0 est aussi un paramètre de

conception dont le choix est comme décrit dans le chapitre 2 et la fonction Satν est
définie comme suit :

Satν : Rp −→ Rp

x =

 x1
...
xp

 7→

 νmin(|x1|, 1)sign(x1)
...

νmin(|xp|, 1)sign(xp)

 (3.50)

D’après le théorème 2.1 et en tenant compte de l’expression de l’observateur synthétisé
dans le chapitre 2 pour des sorties disponibles en temps continu (2.29), nous énonçons le
corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Considérons le système (3.44) soumis aux hypothèses H.1.1, H.1.2 et
H.1.3 et l’observateur (3.48). Alors, chaque composante z̃i pour, i = 1, . . . , q, de l’erreur
d’observation satisfait à la propriété suivante :

∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0; ∃t⋆ > 0;∃αθ > 0;∀u ∈ U ; ∀ẑ(t0) ∈ Z; on a :
(i) ∀0 ≤ t < t⋆,

∥∥z̃i(t)∥∥ ≤ αθ (3.51)

(ii) ∀t > t⋆,
∥∥z̃i(tk)∥∥ ≤ min

{
αθ, σP θ

i−1

(
T (θ)αθ +

δε
θq
τMN(θ)

)}
(3.52)

avec T (θ) = e−ηθ(τM )(t−t0) et N(θ) = 1 + 1
1−e−ηθ(τM )τm

où ηθ(τM) est défini par (1.22), β et
σP ont la même signification que dans la borne (1.16), τm et τM sont respectivement la
borne inférieure et la borne supérieure de la période d’échantillonnage telles que définies
par (1.18).
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Remarque 3.1 La démonstration de convergence de l’erreur d’observation s’effectue d’une
façon similaire à celle du cas continu. En effet, nous pouvons remarqué que les cinq pro-
positions données dans le chapitre 2 sont valables ici et mènent au corollaire précédent.

Remarque 3.2 L’item (i) du Corollaire 3.1, résume les propriétés de l’observateur en
régimes transitoires, où le vecteur d’erreur d’observation reste borné par αθ, ce qui conduit
à empêcher les forts dépassements. Quant au deuxième item (ii), il résume les propriétés
de l’observateur en régime permanent, où le comportement de ∥z̃i∥ n’est pas affecté par les
fonctions de saturation imbriquées, et pour t > t⋆, les equations du CD-NPHGO (3.48)
coïncident avec celles du CD-SHGO (3.45).

3.5 Estimation des états du moteur asynchrone tri-
phasé

L’estimation des variables d’état magnétiques et mécaniques des moteurs asynchrone tri-
phasée est conditionnée par l’existence du difféomorphisme Υ(x(t)) (eq 3.30) qui trans-
forme le modèle du système initial (3.19) sous la forme observable (3.29). Nous supposons
que la condition (3.43) est satisfaisante, c-à-d Υ(x(t)) est inversible. Autrement dit, nous
désirons travailler dans un mode de fonctionnement assez loin de la zone d’inobservabilité
décrite par (3.43) (cette zone ne peut avoir lieu que pour des très faibles vitesses).
L’observateur à grand gain standard continu-discret (CD-SHGO) correspondant à la forme
observable (3.29) s’exprime ainsi :{

˙̂z = A3ẑ + φ(ẑ, u)− θ∆−1
3,θe

−θg1(t−tk)Gq(Cqẑ(tk)− y(tk))

y(tk) = C3z(tk) = z1(tk)
(3.53)

avec A3 et φ(ẑ, u) sont comme donnés dans (3.30) et θ est le seul paramètre de synthèse
de l’observateur.

Par ailleurs, l’observateur à grand gain continu discret avec inhibition du phénomène de
peaking (CD-NPHGO) associé à cet observateur s’écrit comme suit :{

˙̂z = A3ẑ + φ(ẑ, u)− θe−g1θ(t−tk)H(z̃1(tk))
y(tk) = C3z(tk) = z1(tk)

(3.54)

avec Hi(z̃
1(tk)) ∈ R2, ∀i ∈ {1, · · · , 3} sont définis comme suit :{

H1(z̃
1(tk)) = Satν(g1z̃

1(tk))
Hi(z̃

1(tk)) = Satν(θ
gi
gi−1

Hi−1(z̃
1(tk)) pour i = {2, 3} (3.55)

L’estimation x̂(t) de l’état x(t) de (3.20), peut s’obtenir à partir de x̂(t) = Υ−1(ẑ(t)).
Nous pouvons exprimer l’équation de l’observateur directement dans les coordonnées ori-
ginales en x. En effet, en tenant compte du fait que :

dz(t)

dt
=
∂Υ(x)

∂x

dx(t)

dt
(3.56)
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l’équation de l’observateur dans les coordonnées originales s’écrit comme suit :

˙̂x = f(x̂, u)− θe−g1θ(t−tk)
(
∂Υ

∂x
(x̂(t))

)−1

H(x̃1(tk)) (3.57)

où la fonction f(x, u) est donnée par (3.22).

3.5.1 Reconstruction des états de la MAS avec vitesse constante

Nous présentons dans ce paragraphe, les résultats de simulation dans le cas où le
moteur asynchrone triphasé fonctionne avec sa vitesse nominale (ω = 157rd/s). En vue
d’évaluer la qualité d’estimation, nous proposons des variations importantes du couple ré-
sistant au cours du fonctionnement. Le scénario de variation imposé au couple de charge
est composé de deux paliers qui sont appliqués aux instants t1 = 0.25s et t2 = 0.5s avec
respectivement les valeurs suivantes : TL1 = 5Nm et TL2 = 9.5Nm(charge nominale), sa-
chant que le moteur commence son fonctionnement avec un TL0 = 0Nm (fonctionnement
à vide).
L’implémentation de l’algorithme SHGO nécessite le choix du paramètre de conception θ1
qui peut être choisi suffisamment élevé pour assurer une estimation rapide de l’état. En
effet, comme indiqué plus haut, les sorties sont supposées dépourvues de bruit de mesure.
Nous avons sélectionné lors de la simulation θ1 = 2000. Étant donné que l’algorithme
NPHGO possède la capacité d’éliminer les pics indésirables au niveau de l’erreur d’esti-
mation, la valeur de son paramètre θ1 peut être choisie plus élevée que celle utilisée dans
la structure SHGO. Mais afin de pouvoir comparer les résultats issus de ces deux algo-
rithmes (SHGO et NPHGO), nous conservons la même valeur de θ1. En outre, un autre
paramètre doit être ajusté au niveau de l’algorithme NPHGO, qui est ν1. Il convient de
noter que des grandes valeurs de cette constante ν1, n’éliminent pas les pics indésirables
en regime transitoire (on aura le comportement que celui de l’algorithme SHGO). Cepen-
dant, des valeurs relativement faibles de ν1 entraînent généralement un régime transitoire
assez long. Ainsi, il est recommandé de choisir ν1 de manière à ce que le produit de ν1θ1
ne soit pas assez élevé. Ceci peut être effectué par l’approche d’essai-erreur.
La figure (3.1), illustre la reconstruction des composants du courant statorique et des
composants du flux rotorique, alors que les figures (3.2) et (3.3) représentent respective-
ment l’évolution temporelle de la vitesse mécanique et du couple de charge.
Notez que la première courbe de chaque légende représente l’état réel simulé (issu du
modèle de simulation construit à partir des équations electro-mécaniques de la MAS) est
qui n’est pas accessible à la mesure. Le deuxième signal des graphes (a) et (b) de la figure
(3.1) fait référence à la mesure disponible et qui est utilisé comme entrée du système
d’observation (i.e. le courant statorique échantillonné et bloqué). Par ailleurs, les deux
dernières courbes des figures (3.1), (3.2) et (3.3), correspondent à des estimations issues
de l’application des procédures SHGO et NPHGO respectivement.
Comme le montre la figure (3.1) les deux algorithmes d’observation présentent des résul-
tats très similaires, avec une légère supériorité dans le cas du NPHGO dans l’estimation
du flux. En effet, une reconstruction complète des courants statoriques entre les instants
d’échantillonnage ainsi qu’une estimation parfaite des composantes non mésurables du
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Pn p Ls Lr M Rs Rr J
1.5kw 2 .13H .07H .08H 3.9Ω 3.9Ω .02kgm2

Table 3.1 – Paramètres du moteur asynchrone.

flux rotorique sont enregistrées. Rappelons que le CD-SHGO, comme prouvé expérimen-
talement dans [74], présente de meilleures performances que le SHGO dans le cas de sorties
échantillonnées.

Sur la figure (3.2), il est distinguable que l’estimation de la vitesse mécanique est bien
établie en régime permanent pour les deux structures d’observation. Néanmoins, au ré-
gime transitoire nous remarquons que l’algorithme SHGO présente de fortes ondulations,
que ce soit au niveau de la vitesse angulaire (figure (3.2)) ou au niveau du couple résis-
tant (figure (3.3)). La structure NPHGO présente, au contraire, des pics significativement
réduits. Ce qui prouve l’apport lucide de la structure proposée dans la réduction du pro-
blème de peaking. De plus, même après la disparition des pics, il est clair que la vitesse
angulaire et que le couple de charge sont plus ralliés aux vrais valeurs dans le cas du
NPHGO, alors que l’erreur d’estimation est biaisée dans le cas du SHGO.
En outre, à travers quelques indicateurs donnés dans le tableau 3.5.1, nous effectuons
une analyse qualitative qui permettra de mettre en évidence les avantages de la structure
d’observation NPHGO proposée par rapport à celle de SHGO.
Nous désignons par T0.05 le temps nécessaire pour que l’erreur relative (i.e.ex = |x(t)−x̂(t)|

x(t)
)

SHGO NPHGO
T0.05(ω̃) 0.095s 0.045s

T0.05(T̃L) 0.22s 0.15s
RMSE(ω̃) 6.17 1.75

RMSE(T̃L) 1.34 0.88

Table 3.2 – Indicateurs qualitatifs pour les algorithmes SHGO et NPHGO.

se stabilise dans une bande égale á 0.05%. Par ailleurs, nous définissons par RMSE l’erreur
quadratique moyenne pour l’ ensemble de 10093 échantillons utilisés dans cette simula-
tion.
Le tableau 3.5.1 montre que le temps de convergence et l’indicateur RMSE, que ce soit
pour la vitesse angulaire ou pour le couple de charge, sont beaucoup plus faibles dans le
cas de l’algorithme NPHGO.
En conclusion, deux caractéristiques principales de l’observateur proposé sont à souligner.
La première concerne la limitation du gain au régime transitoire. En effet, ce dernier
devient proportionnel au paramètre θ au lieu de croître jusqu’à une puissance égale à la
dimension du système (cas du SHGO). Le deuxième avantage est visible lorsque les sorties
du système sont exemptes de bruits de mesure. Dans ce cas, il y a possibilité d’augmen-
ter considérablement le paramètre de conception θ sans avoir de fortes ondulations au
régime transitoire. En effet, grâce aux fonctions de saturation imbriquées dans le terme
de correction de l’observateur, la majorité des pics visualisés avant le régime permanent
(cas du SHGO) sont quasiment inihibés, et par conséquent une amélioration du temps de
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Figure 3.1 – Estimation des courant statoriques et des flux rotoriques

convergence de l’erreur d’estimation est obtenue.
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Figure 3.2 – Estimation de la vitesse angulaire.

3.5.2 Reconstruction des états de la MAS avec vitesse variable

Pour évaluer la qualité d’estimation des états du moteur asynchrone triphasé dans le
cas d’une vitesse variable au cours du temps, nous proposons la technique de commande
scalaire : tension/fréquence (V/F ) = constante. La loi de variation de la fréquence est
représentée sur la figure 6(a) avec le même profil de variation du couple résistant que
celui utilisé au niveau de la vitesse constante. La figure 6(b) illustre l’erreur d’estimation
de la vitesse mécanique dans les deux cas : SHGO et NPHGO. Nous distinguons une
nette atténuation de l’erreur d’observation dans le cas du NPHGO. En effet, les pics
indésirables sont quasiment inhibés, de plus l’erreur d’estimation de la vitesse angulaire
n’est plus biaisée.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la synthèse d’une structure d’observation de type grand
gain avec inhibition du phénomène de peaking (NPHGO) pour les moteurs asynchrone
triphasés dépourvus de capteurs de vitesse. Après une présentation du modèle non linéaire
MIMO de ce type de moteurs, une transformation appropriée de son état a été effectuée
pour obtenir une forme canonique pour laquelle la conception de l’observateur est plus
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Figure 3.3 – Estimation du couple de charge.

aisée et à travers laquelle l’observabilité du système a été étudiée. Puis, tenant compte
de la nature échantillonnée des mesures du courant statorique, une reformulation de l’ob-
servateur synthétisé au deuxième chapitre à été proposée pour la reconstruction du flux
rotorique, la vitesse angulaire et le couple de charge de la MAS. Nous avons montré, à
travers une comparaison avec le SHGO, que les performances issues de l’application de
l’algorithme NPHGO en régime transitoire sont fortement améliorées en termes d’élimi-
nation des pics indésirables, de rapidité de la convergence de l’erreur d’observation et de
la précision de l’estimation.
Nous tentons, à moyens termes, d’appliquer l’algorithme NPFHGO sur le modèle de la
machine asynchrone intégrant l’action de filtrage en vue de contourner le problème inévi-
table des bruits de mesures dans les courants statoriques. L’implémentation effective des
algorithmes d’observation conçus sur des supports numériques à savoir une carte Dspace
ou un module FPGA est également parmi nos futures ambitions de recherche.
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Figure 3.4 – Erreur d’estimation de la vitesse angulaire (commande scalaire).



Conclusion générale et perspectives

Les travaux de cette thèse ont porté principalement sur la resynthèse de l’observateur
de type grand gain standard pour pallier ses deux problèmes intrinsèques, à savoir le
phénomène de peaking lors du régime transitoire de l’observateur d’une part et la forte
sensibilité de l’observateur aux signaux à hautes fréquences.
Pour ce faire, une resynthèse de l’observateur a été proposée et elle s’est effectuée en trois
étapes. Dans la première étape, le phénomène de peaking a été mis en avant et l’objectif
était de faire une resynthèse pour pallier ce problème. Ainsi, un observateur, auquel on
s’est référé par NPHGO (Non peaking High Gain Observer), dont la structure est similaire
à celle du SHGO a été proposé. La seule différence entre la structure du NPHGO avec
celle du SHGO réside dans l’expression du terme de correction du NPHGO qui s’exprime
à l’aide de fonctions de saturations imbriquées. Il a été montré que ces fonctions se désa-
turent de manière successive et lorsque toutes ces fonctions sont désaturées, la structure
du NPGHO coïncide avec celle du SHGO. La caractéritique principale du NPHGO réside
dans le fait que ses variables d’états sont bornées par une constante αθ qui est telle que
lim
θ→∞

αθ
θ

= 0. De plus, la durée de temps requise pour la désaturation de toutes les fonctions
de saturation est égale à la durée du régime transitoire de l’observateur SHGO et de ce
fait, après ce régime, le NPHGO recouvre les propriétés du SHGO en régime permanent,
en particulier une vitesse de convergence arbitrairement rapide de l’erreur d’observation.
Notons que la durée du régime transitoire peut être rendue aussi petite que désirée par le
choix de valeurs de θ suffisamment élevées. La deuxième étape de resynthèse s’est focali-
sée sur la sensibilité aux bruits de mesure et l’objectif consiste à générer une version du
SHGO qui permet de fournir des estimés bien filtrés de l’état lorsque la sortie du système
est bruitée. Pour ce faire, le système original a été augmenté par un intégrateur multiple
d’ordre m de la sortie réelle du système et la sortie du système augmenté a été prise
égale à cet intégrateur. Le système ainsi augmenté a gardé la structure triangulaire du
système de départ et un observateur de type SHGO, auquel nous nous sommes référé par
FHGO, a été synthétisé pour ce système. La principale caractéristique de cet observateur
réside dans le fait que le terme de correction dépend de l’erreur entre la version filtrée
d’ordre m de la sortie et de son estimée délivrée par l’observateur. Cette erreur peut être
interprétée comme étant la sortie d’un filtre linéaire d’ordre m dont l’entrée est égale à
l’erreur d’observation bruitée. Ce filtre fait partie de l’observateur et plus précisément, ses
équations correspondent aux m premières équations de l’observateur, i.e. du FHGO. De
ce fait, le FHGO possède intrinsèquement, i.e. par construction, des propriétés de filtrage.
La dernière et troisième étape de la resynthèse de l’observateur de type SHGO, consiste
à appliquer à l’observateur synthétisé lors de la deuxième étape, i.e. FHGO, le même
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processus considéré lors de la première étape pour générer le NPHGO à partir du SHGO.
L’application de ce processus a permis d’obtenir un observateur, auquel nous nous sommes
référé par NPFHGO, qui permet de pallier au problème de peaking tout en héritant les
capacités de filtrage du FHGO.

Les performances de l’observateur résultant de la procédure de resynthèse, i.e. le NPFHGO,
ont été illustrées en simulation à travers un système d’ordre 4 modélisant le bras bras d’un
robot. Les résultats d’estimation obtenus ont été comparés à ceux issus de la simulation
d’un observateur de type SHGO et ils ont clairement confirmé les propriétés du NPFHGO
aussi bien en termes de réduction significative du phénomène de peaking qu’en termes
d’une nette amélioration de la sensiblité de l’observateur aux bruits de mesure.
Par ailleurs et dans une perspective de validation expérimentale, nous avons consacré le
dernier chapitre de cette thèse à l’application d’une version échantillonnée de l’observa-
teur NPHGO au moteur asynchrone pour l’estimation des flux rotoriques, de la vitesse
mécanique et du couple de charge à partir des mesures de courants statoriques. Notons
que la structure de l’observateur utilisée est inspirée de celle de l’observateur sous-jacent
travaillant avec des mesures continues et pour lequel l’étude complète de stabilité et de
convergence a été détaillée. Les résultats d’estimation obtenus pour le moteur asynchrone
ont aussi clairement montré la capacité de l’observateur proposé à réduire l’effet de pea-
king tout en délivrant des estimées aussi consistantes que celles obtenues par le SHGO.
Ces résultats devront être complétés par une analyse plus complète de la stabilité et la
convergence de la version continu-discret utilisée du NPHGO. Aussi, l’action de filtrage
devra être intégrée pour améliorer la qualité des estimés en présence des bruits de capteurs.

Les travaux engagés dans cette thèse ont ouvert plusieurs perspectives dont nous citerons
quelques unes. Le premier point concerne l’extension de la resynthèse de l’observateur
aux cas où les mesures de la sortie ne sont plus disponibles en temps continu. Pour ce
faire, on adoptera une démarche similaire à celle présentée dans [75] où une synthèse d’un
observateur de type grand gain standard a été présenté dans un contexte général prenant
en compte toutes les formes possibles sous lesquelles les mesures des sorties peuvent être
disponibles, en temps continu, sous forme d’échantillons et avec éventuellement des re-
tards sur la sortie dans les deux cas. Les étapes d’analyse de stabilité et de convergence
de l’erreur d’observation sous-jacente sont très similaires à celles adoptées lorsqu’on a
affaire à un observateur à grand gain standard fonctionnant avec des mesures disponibles
en temps continu.

Un autre axe auquel nous allons nous intéresser consiste en la validation expérimentale de
l’observateur proposé sur un banc de moteur asynchrone. Dans ce cadre, la carte FPGA de
type "Spartan 3E" est retenue comme support numérique d’implémentation étant donné
ses grandes capacités à gérer des systèmes à cadence d’échantillonnage élevée.
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Résumé

Résumé
Dans cette thèse, la resynthèse de l’observateur de type grand gain standard est considérée
pour pallier le phénomène de peaking, se produisant au cours du régime transitoire, et
la sensibilité aux signaux à hautes fréquences. Cette resynthèse a permis de générer un
observateur ayant intrinsèquement des capacités de filtrage et comportant des fonctions de
saturation imbriquées dans son terme de correction. La structure de l’observateur consiste
en la cascade de deux sous-système, le premier sous-système situé en amont de la cascade se
comporte comme un filtre linéaire dont l’entrée est l’erreur d’observation bruitée. La sortie
du filtre est une version filtrée de cette erreur qui est utilisée dans le terme de correction
de l’observateur. Les fonctions de saturation impliquées dans ce terme se désactivent
de manière successive et lorsqu’elles sont toutes déactivées, la structure de l’observateur
coïncide avec celle du grand gain standard augmenté d’un filtre. Les performances de
l’observateur proposé sont illustrées en simulation à travers un exemple traitant d’un
bras de robot ainsi qu’à travers le modèle du moteur asynchrone pour l’estimation des
flux rotoriques, de la vitesse et du couple de charge à partir des mesures des courants
statoriques. Les estimations obtenues sont discutées et comparées à celles issues d’un
observateur de type grand gain standard.

Abstract
In this thesis, the redesign of the standard high gain observer is considered to overcome
the peaking phenomenon, occurring during the transient periods, and its sensitivity to
high frequency signals. This redesign allowed to generate an observer with intrinsic fil-
tering capabilities and the corrective term of which involves nested saturation functions.
The structure of the observer consists in the cascade of two subsystems, the first sub-
system located at the head of the cascade acts like a linear filter the input of which is
the noisy observation error. The filter output is a filtered version of this error and it is
used in the observer correction term. The saturation functions involved in this term are
deactivated successively and when they are all deactivated, the structure of the observer
coincides with that of the standard high gain observer which is augmented with a filter.
The performance and main properties of the proposed observer are highlighted in simu-
lation through an example dealing with a robot arm as well as through the asynchronous
motor model for the estimation of rotor fluxes, motor speed and load torque from the
stator current measurements. The obtained estimates are discussed and compared with
their counterparts issued from a standard high gain observer.
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