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Résumé

Ce travail de these porte sur l'assimilation de données et le couplage de modeles hy-
drauliques 1D-2D avec pour objectif d’améliorer la simulation et la prévision des crues
dans un contexte temps réel. Les méthodes mathématiques utilisées ici permettent de
dépasser les limites de I'usage déterministe des codes d’hydraulique. Elles permettent
d’une part d’étendre les échances de prévision et d’autre part de représenter la dyna-
mique des écoulements fluviaux de maniere réaliste sur I’ensemble du réseau modélisé.
Ce manuscrit est composé de trois grandes parties.

Une premiere partie présente le contexte de la prévision des crues et des inondations en
France, ses enjeux ainsi que le role du SCHAPI! et des SPCs?. On présente aussi le bassin
versant de I’Adour, sous influence maritime qui sera le bassin test pour la suite de notre
étude.

Les méthodes liées a la modélisation numérique des équations de Saint-Venant en hydrau-
lique a surface libre, les algorithmes d’assimilation de données, la prévision d’ensemble et
les méthodes de couplage sont présentées dans la deuxieme partie. On s’intéresse parti-
culierement aux codes de calcul Mascaret (1D) et Telemac (2D) utilisés dans cette these.
Dans une troisieme partie nous procédons a l'exposé des développements menés dans
le cadre de la these et des principaux résultats obtenus. Une premiere section présente
un article en cours de review qui traite de I’émulation du filtre de Kalman d’ensemble
(EnKF) sur un modele d’onde de crue : nous montrons, sous certaines hypotheses, qu'un
filtre de Kalman invariant avec une fonction de covariance d’erreur sur I’état du modele
au point d’observation stationnaire donne des résultats comparables a ceux du Filtre de
Kalman d’Ensemble mais pour un cout de calcul moindre. On montre en particulier qu’une
fonction de corrélation au point d’observation initialement gaussienne est transformée a
travers les cycles d’assimilation en une fonction anisotrope avec une longueur de portée
réduite en aval du point d’observation.

La dynamique des fonctions de covariance et de corrélation sur l'erreur de 1'état du
modele avec un modele Saint-Venant 1D (code Mascaret) et une géométrie réelle est
ensuite décrite pour le réseau hydraulique « Adour maritime ». On montre en particulier
la grande extension spatiale de ces fonctions et I'impact de la géométrie de la riviere sur
la forme de celles-ci. On montre alors que l'extension spatiale de la correction apportée
par 'EnKF combinée & une méthode d’inflation spatialisée permettant de compenser la
sous-dispersivité de ’ensemble corrige 1’état hydraulique du modele sur une grande partie
du réseau de maniere cohérente avec les observations disponibles sur I’ensemble du réseau.
L’apport de I'assimilation des données in-situ de hauteurs d’eau sur des cas synthétiques

IService Central d’Hydrométéorologie d’Appui & la Prévision des Inondations
2Service de Prévision des Crues



et sur des crues réelles a été démontré et permet une correction séquentielle des états
spatialisés de hauteur d’eau et de débit. En conséquence, on constate que les prévisions a
court terme sont améliorées. Cette étude est complétée par une estimation a posteriori des
variances d’erreur d’observation. Enfin nous montrons que I'établissement d'un systeme
de prévision probabiliste sur I’Adour est fortement dépendant de la connaissance que
nous avons des forgages amonts.

Le modele 1D décrit 1’écoulement mono-dimensionnel sur une grande partie du bassin
de "Adour. Un modele 2D localisé sur la confluence entre la Nive et I’Adour dans la
zone de Bayonne décrit I’écoulement bi-dimensionnel sur une partie restreinte du bassin.
Deux méthodes de couplage 1D-2D ont été implémentées ici : une méthode de couplage
a interfaces et une méthode de superposition des modeles. Le chainage simple du modele
1D avec le modele 2D donne une description de ’ensemble du domaine mais n’assure
pas la continuité des deux variables hydrauliques. Cette contrainte est en revanche cor-
rectement satisfaite par les deux méthodes de couplage. Le cotit de calcul de la méthode
par interfaces est significativement plus élevé que celui associé a la méthode de couplage
par superposition, mais assure une meilleure continuité des variables. En revanche, la
méthode de superposition est immédiatement compatible avec ’approche d’assimilation
de données sur la zone 1D. L’apport, sur la zone 2D, de I'assimilation des observations
in situ des hauteurs d’eau sur la zone 1D a été mis en évidence pour un fort événement
de crue en 2014.

Pour finir, les conclusions et les perspectives de ce travail pour 1'utilisation en opération-
nel au sein du SCHAPI et des SPC sont présentées.



Abstract

This PhD thesis present research work on data assimilation and multidimensional model
coupling in the framework of real-time flood forecasting. The deterministic numerical
models proposed to simulate and forecast river flow are limited because of various un-
certainties and simplified physics. Data assimilation and coupling approaches allow to
over come these limits and extend the forecast lead time while providing a coherent and
realistic description of the hydraulic state.

This thesis is composed of 3 parts gathering 9 chapters.

Part one presents the context of flood forecasting and its stakes, the role of SCHAPI and
SPCs. A focus is made on the Adour maritim catchment.

The shallow water equations in the context of the dynamic of river flows are then presented
in Part two along with numerical methods usually implemented in hydraulic codes such
as Mascaret and Telemac which are used in this work. Data assimilation methods are
described with a focus on ensemble approach, then model coupling methods are presented.
Results are presented in Part three. It was shown, on a flood wave propagation model, that
an Emulated Ensemble Kalman filter algorithm provides results that are close to those of
the Ensemble Kalman Filter but with a much reduced computationnal cost. The Emulated
Ensemble Kalman Filter is built as a Kalman filter algorithm with an invariant covariance
function at the observation point. It was also shown that an initially gaussian shaped
correlation function at the observing point is transformed into an asymetric function
with a shorter correlation length scale downstream of the observation point. In a real
case application on the Adour maritim catchment, it was shown that the dynamics of
covariance and correlation model state error functions are strongly influenced by the
geometrical characteristics of the river. It was also shown that those functions have a
great spatial extent. When combined with an inflation method to circumvent under-
dispersivity of the ensemble, the correction provided by the EnKF has an important
spatial extent that allow to correct water level and discharge away from the observation
points. It was shown on synthetical and real cases experiments that data assimilation
provides an hydraulic state that is in great agreement with water level observations. As
a consequence of the sequential correction of the hydraulic state over time, the forecasts
were also greatly improved by data assimilation over the entire hydraulic network for
both assimilated and non-assimilated variables, especially for short term forecasts. This
study is combined with the a posteriori estimation of the observation error variance
using Desroziers criterion. It was finally shown that the quality of ensemble forecast on
the Adour maritim network mostly relies on the knwoledge of the upstream forcings.
While the 1D model covers a great spatial domain and describes the mono-dimensional
flow, the 2D model provides a focus on the Adour-Nive confluence in the Bayonne area.



Two coupling methods have been implemented in this study : a first one based on the
exchange of the state variables at the liquid boundaries of the models and a second one
where the models are superposed. While simple 1D or chained 1D-2D solutions provide
an incomplete or discontinuous (either on water level or on discharge) description of the
hydraulic state, both coupling methods provide a full and dynamically coherent descrip-
tion of the hydraulic state for water level and discharge over the entire 1D-2D domain.
On the one hand, the interface coupling method presents a much higher computational
cost than the superposition methods but the continuity is better preserved. On the other
hand, the superposition methods allows to combine data assimilation of the 1D model
and 1D-2D coupling. The positive impact of water level in-situ observations in the 1D
domain was illustrated over the 2D domain for a flood event in 2014.

Conclusions and perspective towards the operational use of both data assimilation and
coupling for flood forecasting in France are given.
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Introduction

Crues et inondations constituent un risque naturel majeur pour la sécurité des biens et
des personnes. Ces dernieres années de nombreux pays ont été frappés par des crues
qualifiées d’historiques par les médias : épisodes cévenols a l'automne 2014 dans le Sud
de la France, inondations majeures dans les Balkans au printemps 2014, inondations
en Europe Centrale avec une crue du Danube a 1’été 2013... Prévoir les inondations,
en anticiper 'ampleur, informer le grand public et les autorités compétentes font partie
des roles des services météorologiques et de prévision des crues. Pour mener a bien leur
mission de prévision et d’anticipation, ceux-ci disposent d'un ensemble d’observations
satellitaires, radar, in situ ainsi que de modeles numériques de prévision hydrologiques
et hydrodynamiques.

En France, c’est le SCHAPI (Service Central d’Hydrométéorologie et d’Appui a la Prévision
des Inondations) et les 22 Services de Prévision des Crues (SPC) qui sont en charge de la
surveillance du réseau hydraulique et de la prévision du risque lié aux crues. Le SCHAPI
établit quotidiennement (2 mises a jour quotidiennes) une cartographie du risque de
dépassement de seuil pour les cours d’eau principaux et pour les stations d’observation
in situ maintenues. Cette information mise a disposition en ligne pour le grand public
et les instances gouvernementales (http ://www.vigicrues.gouv.fr/) permet notamment
de visualiser et quantifier les hauteurs d’eau observées sur les jours passés. Un bulle-
tin d’évolution prévue ainsi qu’un récapitulatif des prévisions a différentes échéances
sont aussi mis a disposition, par troncon, ou bien sur I’ensemble du territoire national
métropolitain (voir figure 1).

Pour mener a bien cette mission, le SCHAPI et les SPC disposent d’outils de modélisa-
tion et d’'un réseau d’observation in situ (principalement de hauteur d’eau). La qualité
des simulations et des prévisions hydrologiques et hydrauliques repose d'une part sur la
qualité des données géométriques et géographiques : bathymétrie de la riviere, descrip-
tion des ouvrages, description du réseau hydraulique (affluents, apports/prélevements) et
description des parametres hydrauliques (coefficients de frottement). Elle dépend d’autre
part en grand partie de la description de ’apport en eau sur le réseau qui provient prin-
cipalement de l'observation des hauteurs d’eau a 'amont des trongons mais aussi de
précipitations prévues. Enfin, 'apport d’information pour l'observation in situ est cru-
tial : cette information est utilisée pour calibrer et valider les modeles ainsi que pour
aider le prévisionniste dans son analyse.

Les résultats des modeles hydrauliques sont limités par plusieurs facteurs d’incertitudes
qui impactent la capacité de simulation et de prévision. L’erreur sur la géométrie des

1
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cout de calcul élevé. D’autres méthodes permettent d’établir des diagnostics similaires
en limitant le cout de calcul, par exemple en passant par l'utilisation d'un modele ap-
proché (POD, Polynémes du Chaos...). Une fois I'incertitude quantifiée, il convient alors
de proposer des méthodes pour la réduire et ainsi améliorer la qualité de la simulation
hydraulique au temps passé, présent ou futur. C’est l'objectif des méthodes d’assimilation
de données qui consistent a combiner les observations avec le modele numérique.

Les méthodes d’assimilation de données ont été développées originellement dans le cadre
de la météorologie et ont ensuite été appliquées a d’autres domaines comme par exemple
I'océanographie. Elles sont également appliquées en hydraulique fluviale pour réduire I’er-
reur liée aux différentes sources d’incertitudes apparaissant dans les modeles. Ainsi on
distingue les méthodes liées a l'estimation et/ou a la correction des forgages (amonts
ou latéraux). Ces méthodes trouvent tout leur intérét dans le cas ou un ou plusieurs
forcages sont calculés via des courbes de tarage ayant une erreur importante sur les
évenements extréemes ou encore lorsqu'un forgcage est donné par une station et que celle-
ci est défaillante. Une seconde approche est basée sur la correction des parametres phy-
siques comme les coefficients de frottement ou la géométrie du modele. Et enfin il faut
mentionner les approches portant sur la correction de I’état hydraulique, dans ce cas on
ne corrige pas la source de 'erreur mais son impact sur I’état hydraulique simulé. C’est
particulierement a cette derniere approche que nous nous sommes intéressés durant ce
travail these.

Naturellement, le développement et l'implémentation des méthodes d’assimilation de
données pour la prévision des crues doivent étre guidés par les contraintes de temps
inhérentes a la prévision en temps réel ainsi qu’a I’architecture de la chaine opérationnelle.
La prochaine chailne opérationnelle francaise pour la prévision des crues est la POM
(Plateforme Opérationnelle de Modélisation), actuellement en cours de développement
au SCHAPI. A terme elle sera I'outil communautaire pour les SPC pour consulter les
données, lancer des calculs et ainsi faire des prévisions. Cela suppose de gérer les flux de
données, intégrer les codes de calcul, effectuer du post-traitement, délivrer des prévisions
(avec potentiellement une marge d’erreur) sur le site vigicrue. En I'état actuel, la POM
n’est par exemple pas congue pour gérer des méthodes d’ensemble. Cela a donc un impact
sur le choix des méthodes d’assimilation de données utilisées en opérationnel.

Ce travail de these s’insere dans un contexte collaboratif entre le CERFACS (URA 1875),
le SCHAPI (co-financeur de la these aux cotés de la région Midi-Pyrénées) et EDF (Elec-
tricité De France), acteur central pour la gestion de la ressource en eau en France liée a
I'activité de production d’électricité. L’objectif de la these est de proposer des méthodes
avancées pour améliorer la simulation et la prévision de la dynamique des écoulements
fluviaux, en s’intéressant particulierement a la prévision des crues. On s’appuie pour ce
travail sur les outils de simulation numérique existant au sein de la communauté hy-
draulique, notamment les codes de calcul Mascaret et Telemac développés par EDF et le
CEREMA (Centre d’Etudes et d’Expertise sur les Risques, ’Environnement, la Mobilité
et I’Aménagement). Une premiere approche consiste a assimiler de maniere séquentielle, et
avec un algorithme ensembliste, les hauteurs d’eau observées in situ pour améliorer I’état
hydraulique. Cette approche permet de rejouer de maniere plus réaliste des événements de
crues et de donner une description plus fiable (au sens moins incertaine) d’un état hydrau-
lique initial pour la prévision. Une deuxieme approche propose de coupler les modeles 1D
et 2D afin de décrire de maniere cohérente, dans I'espace et dans le temps, la dynamique
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de I’écoulement. On démontrera ici que la combinaison de ’assimilation de données et du

couplage de modeles multi-dimensionnels permet d’améliorer la modélisation de 1’Adour

maritime, site d’intéret pour le SPC GAD (Gironde-Adour-Dordogne).

Les développements et résultats majeurs obtenus au cours de ce travail de these se

résument de la sorte :

e un premier axe de travail qui porte sur I'assimilation de données pour la prévision des
crues en temps réel. Le fil rouge de cette partie réside dans les fonctions de covariance
d’erreur sur I'état du modele. Ces fonctions sont tres importantes en assimilation de
données car ce sont elles qui répartissent sur le domaine I'information apportée en un
point par une observation. Nous nous sommes intéressés en premier lieu a 'application
sur un modele d’onde de crue avec géométrie simplifiée (canal rectiligne a fond plat
et pente constante) d'un algorithme d’assimilation de données ensembliste : le filtre
de Kalman d’ensemble ou EnKF. On montre, sous certaines hypotheses, qu'on peut
simuler le comportement de cet algorithme par un algorithme d’assimilation au cotut
de calcul plus faible. Celui-ci utilise au point d’observation une fonction de covariance
asymétrique dont ’extension spatiale est plus importante a 'amont qu’a 'aval. On
justifie par la méme occasion la forme asymétrique des fonctions de covariance au
cours de 'analyse d’assimilation. Dans un second temps nous nous sommes intéressés
a ’étude des fonctions de covariance sur un réseau avec un modele Saint-Venant 1D et
une géométrie réelle (le réseau Adour maritime), ainsi qu’a l'applicabilité de 'EnKF
sur ce réseau. Nous montrons les limitations de 'EnKF dans sa version classique et
montrons les avantages que I'on peut retirer des méthodes d’estimation des covariances
d’erreur d’observation ainsi que des méthodes d’inflation pour compenser les éventuels
problemes de sous-dispersivité de ’ensemble. Enfin nous montrons que 1’établissement
d’un systeme de prévisions probabilistes sur le réseau Adour maritime dépend fortement
de la connaissance que 'on a des forcages ;

e un second axe de travail qui porte sur le couplage de modeles hydrauliques 1D-2D. Sur
le réseau Adour maritime deux modeles hydrauliques ont été développés : un modele 1D
couvrant la portion maritime de I’Adour et un modele 2D localisé autour de Bayonne
et développé pour comprendre le role des plaines d’inondation dans cette zone. Deux
méthodes de couplage ont été implémentées dans cette these pour combiner ces deux
modeles. Une premiere, assez classique, que I'on désignera par « couplage a interfaces »
ou le modele 1D est décomposé en 3 sous-modeles 1D et ceux-ci sont couplés au modele
2D au niveau des frontieres liquides de celui-ci. Cette méthode permet d’établir la conti-
nuité des variables d’état entre les modeles mais avec un temps de calcul tres important.
Une seconde dite de couplage de « modeles superposés » ou le modele 1D est conservé
en un seul morceau et superposé au modele 2D la ou les deux modeles co-existent. Dans
ce cas, le modele 1D force le modele 2D et en retour celui-ci calcule lorsqu’il est en crue
les termes sources pour les équations de conservation de la masse et de conservation
de la quantité de mouvement modélisant les échanges entre lit mineur et lit majeur.
Néanmoins, dans ce cas, la géométrie du modele 1D ainsi que ses coefficients de frot-
tement sont ajustés sur la zone de recouvrement de maniere a assurer une équivalence
grossiere des relations hauteurs/débits entre les modeles. Le fait que le modele 1D soit
conservé d'un seul tenant et que les relations hauteurs/débits entre les modeles soient
équivalentes nous a permis finalement de combiner couplage de modeles superposés et
assimilation de données ensembliste.



Ce mémoire de these s’articule en 3 parties qui regroupent au total 9 chapitres.

La premiere partie inclut un unique chapitre dans lequel on présente les enjeux de la
prévision des crues ainsi que certains de ses aspects les plus importants. Nous présentons
succinctement la prévision des crues en France et en particulier le réseau Adour maritime
sur lequel nous avons appliqué les méthodes développées dans ce travail.

La deuxieme partie est dédiée a la méthodologie. Elle regroupe le chapitre 2 dans le-
quel on présente les principales équations de I’hydrodynamique a surface libre : Navier-
Stokes, Saint-Venant, modeles d’onde de crue, ainsi que les principes de résolution des
équations de Saint-Venant par les codes de calcul que nous avons utilisés : Mascaret-1D et
Telemac-2D. Dans le chapitre 3 nous donnons une présentation générale du vocabulaire
de 'assimilation de données et des principales méthodes existantes : méthodes du type
interpolation stochastique (filtres de Kalman) et les méthodes variationnelles (4D-Var
par exemple). Dans le chapitre 4 nous présentons les principes de la prévision d’ensemble
ainsi que les propriétés qu'un systeme de prévision probabiliste doit vérifier. Enfin dans le
chapitre 5 nous présentons les méthodes de couplage utilisées dans ce travail et illustrons
ces méthodes avec quelques résultats tirés de ces articles.

La troisieme partie est dédiée aux résultats. Celle-ci s’ouvre avec le chapitre 6 qui présente
un état de 'art des méthodes d’assimilation de données pour I’hydraulique fluviale et la
prévision des crues. Le chapitre 7 présente la reproduction d'un article soumis a la re-
vue « Journal of Hydrology » et portant sur I’émulation du filtre de Kalman d’ensemble
sur le modele d’onde de crue. Le chapitre 8 traite de 'applicabilité de 'EnKF sur le
réseau Adour maritime (utilisé en opérationnel par le SPC GAD) sur un modele Saint-
Venant avec une géométrie réelle. Enfin dans le chapitre 9 nous présentons I'application
des méthodes de couplage, présentées au chapitre 5, entre le modele 2D développé sur
Bayonne et le modele 1D développé sur I’Adour maritime. Nous présentons également la
combinaison du couplage de modeles superposés et de I'assimilation de données ensem-
bliste avec le modele 1D.

Naturellement ce manuscrit se termine par une section dédiée aux conclusions de ce
travail ot nous évoquons ’apport des méthodes d’assimilation et de couplage développées
au cours de ce travail ainsi que les limitations de celles-ci. Nous terminons enfin sur les
perspectives a donner a cette étude, notamment des perspectives sur la modélisation
du réseau hydraulique « Adour maritime » et les méthodes de couplage a développer a
I’avenir dans 'objecif d’'une implémentation pour la prévision en temps réel.
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1.1 Le risque d’inondation

1.1.1 Quelques considérations sur le risque d’inondation

Le risque d’inondation est I'un des risques naturels les plus importants. Les chiffres que
nous citons dans ce paragraphe et le suivant sont tirés de

[World Meteorological Organization, 2011]. Sur la période 1990-2001 celui-ci représente
50% des désastres liés a I’eau loin devant les épidémies liées a I’eau (28%) et les sécheresses
(11%), figure 1.1. Les chiffres sont impressionnants et donnent la mesure de I'impact des
crues tant en termes de vies humaines que de cout économique. Ainsi on estime que
les crues sont responsables de 15% des déces liés aux risques naturels et sur la période
1987-1997, 44% des désastres liés aux crues ont touché 1’Asie emportant 228000 vies soit
93% de tous les déces liés aux crues a travers le monde. Les pertes économiques pour
cette région du monde sur cette période s’élevent a 136 milliards USD. Pendant 1’été
2007 au Royaume-Uni les crues de nature pluviale ont causé des pertes s’élevant a 4
milliards de livre dont 3 milliards de pertes sur des biens assurés. En 2009 le Bangladesh
Water Development estime le colit des dommages liés aux crues dans le secteur de 1’'eau
exclusivement a 750 millions USD.
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Fic. 1.1 — Types de catastrophes naturelles liées a ’eau sur la période 1990-2001.
Source : [World Meteorological Organization, 2011].

Le risque d’inondation est d’autant plus important que la proportion d’individus exposés a
ce risque est importante. Par exemple plus de 12% de la population de la Grande-Bretagne
et de I'Irlande du Nord vit dans des plaines d’inondations fluviales ou dans des zones
littorales exposées au risque d’inondations cotieres. Environ la moitié de la population
des Pays-Bas vit sous le niveau de la mer et en Hongrie c’est 25% de la population
qui vit dans les plaines d’inondation du Danube. De plus 'exposition des populations
est d’autant plus importante que le risque d’inondation est tres répandu. En effet les
populations montagneuses sont menacées par le risque de crues éclair, crues aggravées
en cas de fonte importante des neiges, tandis que les populations urbaines sont menacées
par les pluies importantes dépassant les capacités d’évacuation des canaux et des égouts.
S’ajoutent a cela les dégats que peuvent causer en zones urbaines le déplacement de
débris, de matériaux ou de véhicules. Les populations vivant dans les plaines d’inondation
des rivieres sont bien évidemment exposées ainsi que les populations littorales ot un
coefficient de marée important conjugué a de forts vents peut résulter en des inondations
cotieres. Selon leur implantation géographique ces populations sont également menacées
par les inondations résultant de cyclones tropicaux ou encore par des tsunamis. Plus
rarement des inondations surviennent du fait d’opérations de régulation d’un ou plusieurs
ouvrages hydrauliques ou encore du fait de la ruptures d’un barrage. On estime que ce
sont 1,5 milliard d’individus qui ont été touchés par les crues durant la derniere décennie
du 20eme siecle.
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Le risque d’inondation est donc un risque naturel aux conséquences potentiellement
dévastatrices. Cela est d’autant plus préoccupant que les évenements météorologiques im-
portants du fait du changement climatique tendent a rendre les inondations plus extrémes,
plus répandues et plus fréquentes. Par conséquent il est légitime de se demander si les
dégats liés aux crues et leur cout tant humain qu’économique vont augmenter dans les
années a venir et dans quelle mesure [Coppola et al., 2014, Dumas et al., 2013]. Il n’est
certes pas possible de réduire a zéro le risque d’inondation néanmoins peut-on l’anticiper
de manieére a en atténuer les conséquences. C’est I'un des buts de la prévision des crues
qui a plus globalement pour objet d’alerter le grand public et les autorités le plus tot
possible d'un risque de crue, de sa localisation ainsi que de son importance.

1.1.2 Ce qu’est une inondation et les différents types d’inonda-
tion

Pour établir les définitions suivantes nous nous sommes basés sur la définition qui en est

donnée dans [World Meteorological Organization, 2011]. Dans la suite de ce travail nous

définirons :

e une crue comme étant la hausse du niveau d’un cours d’eau jusqu’a un pic apres
lequel le niveau d’eau décroit plus lentement qu’il n’est monté ;

e une tnondation comme étant la submersion de zones qui ne sont habituellement pas
recouvertes d’eau.

On distingue selon leur origine différents types d’inondations :

e les crues éclair : celles-ci se produisent le plus souvent dans les régions montagneuses
sujettes a de fréquents et séveres épisodes orageux et sont souvent la conséquence de
pluies a la fois intenses et de courte durée. On peut évoquer a ce titre les épisodes
cévenoles dans le Sud de la France;

e les inondations fluviales : celles-ci se produisent lorsque 1’écoulement dépasse les
capacités de la riviere, déborde par dessus les digues et se répand dans les plaines
d’inondations. C’est a ce type d’inondations que nous nous intéresserons plus parti-
culierement dans ce travail ;

e les itnondations ponctuelles : ces inondations sont causées par des pluies pouvant
durer de plusieurs heures a plusieurs jours sur un bassin versant et peuvent s’avérer tres
importantes. En général ces pluies sont accompagnées de situations météorologiques
bien particulieres avec des dépressions et des tempétes ;

e les inondations multiples : ces inondations sont le fruit d’importantes chutes de
pluie associées a une succession d’épisodes météo rapprochés. On citera I'exemple des
inondations de la plaine indo-gangétique causées par le passage d’une succession de
dépressions provenant de la baie du Bengale et suivant plus ou moins le méme chemi-
nement ;

e les tnondations saisonniéres : ces inondations peuvent étre la conséquence de
pluies saisonnieres comme c’est le cas par exemple dans les régions du monde affectées
par la mousson; elles peuvent durer plusieurs semaines avec plusieurs pics de crue
durant I’évenement. Ces inondations peuvent également étre la conséquence d’élévation
du niveau d’eau dans des lacs en amont d’un bassin versant (exemple du Lac Victoria
et du fleuve Nil);
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e les tnondations cotieres : celles-ci résultent d’une surcote coincidant avec des vents
tres forts et un important coefficient de marée. La surcote elleeméme résultant de
I’élévation du niveau de la mer due a la faible pression atmosphérique. Les tsunamis sont
aussi a 'origine d’inondations cotieres spectaculaires et particulierement destructrices ;

e les inondations estuariennes : comme leur dénomination I'indique ces inondations
ont lieu dans les estuaires. L’interaction entre les hautes eaux fluviales et un haut
niveau de marée peut provoquer des inondations. Les inondations estuariennes sont
plus fréquentes mais cependant moins importantes en termes de zone inondée que les
inondations liées a la surcote ;

e les tnondations urbaines : celles-ci ont lieu dans les zones urbanisées lors d’évene-
ments pluvieux importants résultant en des écoulements dépassant les capacités des
systemes de drainage et d’écoulement de la ville;

e les inondations causées par la fonte des meiges : au printemps en altitude,
I’élévation de la température cause la fonte des neiges tombées pendant I’hiver. Si
celle-ci est rapide elle peut engendrer des crues se propageant en aval de la riviere. La
gravité de ces crues peut étre aggravée si elles sont accompagnées d’importantes chutes
de pluie et que le sous-sol demeure gelé;

e les inondations causées par un bouchon de glace : dans les régions subissant un
dégel saisonnier des accumulations de glace faisant barrage peuvent se créer et former
des poches de rétention. Lorsque le bouchon de glace se rompt sous la pression de 1’eau
en amont il peut étre a 'origine d’une onde de crue (tout comme lors de la rupture d’un
barrage) se propageant en aval et causant des dégats importants. Mais ces phénomenes
sont tres difficiles a prévoir.

Distinguer ces différents types de crue n’est pas sans intérét puisqu’elles permettent

d’orienter de la maniere la plus pertinente la mise en place d’un systeme d’alerte et

de prévision des crues adapté a la zone considérée.

1.2 Quelques aspects des services de prévision des
crues

Les services de prévision des crues ont pour role d’informer le grand public ainsi que
la protection civile et les autorités concernées (préfets, maires...) de 'imminence d’un
épisode de crue ainsi que de son intensité et ce suffisamment a l'avance de maniere
a ce que des mesures appropriées puissent étre prises. Pour assurer cette mission au
mieux les systemes de prévision des crues reposent sur trois composantes majeures que
nous abordons dans les grandes lignes ci-dessous : le réseau d’observation et les donnés
d’observation, les modeles de prévision et un systeme d’alerte et d’information.

1.2.1 Le réseau d’observation et les données d’observation

Idéalement le réseau d’observation est une combinaison de pluviometres et de station
d’observation des hauteurs d’eau (et éventuellement des débits) le long des cours d’eau aux
points d’intérét et télétransmettant en temps réel ces données au(x) centre(s) opérationnel(s)
de prévision.
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Le choix des sites ou implanter des stations d’observation ou des pluviometres est guidé
par l'identification des zones a risques. On reporte en figure 1.2 un tableau qui relie le
risque de crue au type de zone touchée par la crue. Le risque lui-méme est fortement
corrélé au degré d’aménagement de la zone touchée par la crue. Par exemple une zone
peu développée comme ¢a peut étre le cas de certaines plaines d’inondation ou des foréts
peuvent présenter un risque faible. Au contraire des zones fortement urbanisées avec des
infrastructures importantes et avec une grande densité de population présentera un risque
tres fort. Ces zones peuvent nécessiter de prendre des actions ciblées comme la fermeture
de barrages, l'installation de protection d’appoint démontables ou méme la préparation
pour 'évacuation.

Risk impacts matrix
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F1G. 1.2 — Tableau des risques d'impact d’une crue en fonction de la zone considérée.
Source : [World Meteorological Organization, 2011].

Le choix des sites ot implanter des stations d’observation va également fortement dépendre
du temps de prévision dont on souhaite disposer en fonction des zones concernées par les
crues, dans les zones urbanisées, notamment. En Angleterre ou en général le temps de
réponse d'un cours d’eau est assez court, I’agence pour I'environnement a fixé 1’échéance
minimale de prévision a deux heures. Bien stir cette échéance de prévision minimale n’est
pas nécessairement la méme a travers tout le pays. Au contraire au Bangladesh ou le
temps de réponse des cours d’eau est nettement plus long 1’échéance de prévision est
fixée a 72h avec un rapport périodique sur I’état de la riviere en général toutes les 3 a 6h.
Enfin un autre facteur influencant le choix des sites pour les stations d’observation est
la configuration du cours d’eau. En effet il est nécessaire aux services de prévision de
pouvoir suivre 1’évolution de la crue tout au long de sa progression de 'amont vers 1’aval.
A ce titre dans les réseaux fluviaux importants concentrant de nombreux affluents il est
nécessaire de ne pas négliger les affluents mineurs. Cela a pu étre le cas notamment en
Europe centrale pendant les crues de 2002 ou certains des dégats les plus importants
ont eu lieu dans des petits bassins versants ou la dangerosité de la situtation n’a pas été
identifiée a temps.

Aux données collectées par les pluviometres il faut ajouter éventuellement les données
transmises par des radars météo ou des images satellites. Les radars météos présentent
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I’avantage évident par rapport aux pluviometres disséminés sur un bassin versant de don-
ner une indication spatialisée des précipitations. Néanmoins en pratique il existe d’impor-
tantes limitations liées a 1'utilisation des radars, notamment la limitation de la portée de
ceux-ci, l'atténuation du signal ou encore la calibration. De plus le cotit de la maintenance
de ces instruments est un obstacle important a leur utilisation a 1’échelle nationale.
En plus des données radar il faut considérer les données satellitaires. Dans le cadre de
la prévision hydrologique celles-ci sont émises par des satellites géostationnaires ou en
orbite polaire. Les capacités des satellites géostationnaires s’accroissent continuellement
avec une mise a jour rapide des données observées de 'ordre de la demi-heure et une
résolution spatiale allant en augmentant. L’efficacité des satellites a orbite polaire est
quant a elle limitée par la fréquence de passage au-dessus d'un lieu donné. Néanmoins
la combinaison de données de satellites géostationnaires et de satellites a orbite polaire
pourrait donner de tres bonnes estimations des chutes de pluie pour la prévision des
crues. Cela s’avererait particulierement utile pour les cours d’eau non instrumentés. Il
faut souligner qu’il existe aux Etats-Unis comme en Europe des missions satellitaires
chargées d’estimer les précipitations en temps réel et mettant gratuitement a disposition
de la communauté ces données. On peut également évoquer la mission franco-américaine
SWOT (Surface Water and Ocean Topography) pour 1’étude des surfaces d’eau océanique
et continentale. Cette mission aura pour objet de mesurer les hauteurs d’eau aussi bien des
surfaces continentales (fleuves, lacs, zones inondées) que des océans avec une résolution
spatiale de l'ordre de 50 a 100 m et permettra, grace a son altimetre a fauchée, de couvrir
tous les lacs rivieres, océans... au moins deux fois tous les 21 jours.
Les données collectées par les différents systemes d’observation sont ensuite télétrans-
mises aux centres opérationnels de prévision. Apres conversion au format adéquat ces
données sont utilisées comme données de forgages pour les modeles utilisés pour la
prévision des crues. Idéalement cette suite de modeles est constituée de :
e d’un (ou plusieurs) modele pluie-débit qui calcule en fonction des pluies données comme
forcage les débits résultant a ’exutoire du bassin versant ;
e d’un modele de routage qui permet de suivre I’évolution de 'onde de crue de 'amont
vers ’aval du cours d’eau.
Ces modeles vont permettre d’établir des prévisions a partir desquelles les systemes
d’alerte et d’information pourront étre mis en place.

1.2.2 Les modeles utilisés dans le cadre de la prévision des crues

Les modeles utilisés dans le cadre de la prévision des crues vont dépendre des phénome-
nes que l'on souhaite modéliser. Ainsi on distingue trois types de modeles : les modeles
météorologiques dont il ne sera pas question ici et dont les sorties seront fournies par
les services concernés, les modeles pluie-débit qui en fonction des précipitations données
en entrée calculent les débits a 'exutoire du bassin versant et les modeles débit-débit
(ou modeles de routage) qui permettent le suivi de 'onde de crues. Nous illustrons ces
différents modeles ainsi que les échéances de prévision relatives sur la figure 1.3.
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Fi1G. 1.3 — Les différents modele météorologiques, pluie-débit et débit-débit et les
échéances de prévision relatives. Source : [Moulin, 2007].

Les modeles débit-débit

Les modeles débit-débit sont utilisés pour suivre et estimer I’évolution d’une crue le
long d’un cours d’eau. [World Meteorological Organization, 2011] distingue deux types de
modeles de routage : les modeles hydrologiques et les modeles hydrauliques. L’échéance
de prévision de ces modeles va, en fonction des dimensions du réseau hydraulique, de
quelques heures a quelques jours mais n’excede pas le temps de propagation du forcage
amont a la limite aval du domaine.

Les modeles hydrologiques sont principalement focalisés sur la relation entre les hydro-
grammes amonts et des points le long du cours d’eau a I’aval. Il existe une grande diversité
de modeles hydrologiques concus pour le routage d’une crue, nous invitons le lecteur a
se reporter a la figure 1.4 pour voir les différents modeles. Ici la dénomination « modele
hydrologique » peut préter a confusion puisque selon la communauté il peut s’agir des
modeles pluie-débit.

Les modeles hydrauliques vont quant a eux du simple modele d’onde de crue aux modeles
basés sur la résolution des équations de Saint-Venant et demandent une connaissance
assez avancée de la bathymétrie de la riviere et de la topographie des plaines d’inondation
attenantes ainsi que des coefficients de frottement a appliquer. Il peut s’agir de modeles
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1D ou 2D selon que I’'écoulement est uni-directionnel ou pas.

Parmi les modeles hydrauliques les plus utilisés on peut citer LISFLOOD-FP (voir
[Bates and De Roo, 2000, Durand et al., 2008]) qui modélise 1’écoulement dans le lit mi-
neur avec un modele d’onde de crues 1D et dans le lit majeur avec I’équation de Manning.
Le modele est discrétisé avec un raster dérivé d’'un modele digital d’élévation de terrain.
On peut citer d’autre part HEC-RAS (pour Hydrologic Engineering Center’s River Analy-
sis System), [Knebl et al., 2005] qui est un modele résolvant les équations de Saint-Venant
dans lequel le domaine de calcul est décomposé en sections en travers. Ce principe régit
plusieurs autres codes de calcul tels les codes Mike-11 [Thompson et al., 2004] mais aussi
Mascaret [Goutal and Maurel, 2002], voir section chapitre 2. Dans le cas des modeles 2D
on citera notamment Telemac-2D [Hervouet, 2007] ou MIKE21 [Warren and Bach, 1992]
qui résolvent les équations de Saint-Venant 2D avec un schéma différences finies (MIKE21)
ou un schéma éléments finis ou volumes finis (Telemac-2D).
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F1G. 1.4 — Les différents modeles de routage. Source :
[World Meteorological Organization, 2011].

Les modeles pluie-débit

Comme leur nom l'indique ces modeles prennent en entrée des précipitations de pluie
ou de neige et calculent les débits qui en résultent. Ces modeles vont du simple modele
empirique [Edijatno and Michel, 1989, Makhlouf, 1994] & des modeles distribués hybrides
physique/conceptuel. Les précipitations en entrée peuvent étre des pluies observées avec
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des pluviometres ou avec des radars météos ou encore des satellites. Mais ce peut étre
également des sorties de modeles météorologiques. La finesse des prévisions de débits
de ces modeles dépendra fortement de leur résolution spatiale. Les recherches actuelles
tendent a affiner celle-ci en-deca de deux kilometres et elles tendent également a re-
pousser 1’échéance de prévision de ces modeles pour passer de quelques jours a 5 a 10
jours. Il apparait alors clairement que la qualité des prévisions fournies par ces modeles
dépend de la qualité des précipitations données et prévues en entrée. Néanmoins des tech-
niques de correction en temps réel des modeles existent (voir [Tangara, 2005]), elles sont
basées sur l'utilisation des débits observés jusqu’a l'origine temporelle de la prévision
mais peuvent utiliser également d’autres variables comme les précipitations ou encore
I’évapotranspiration. La combinaison de ces modeles avec des modeles débit-débit per-
met de repousser 1’échéance de prévision au-dela de I’échéance de propagation de ces
derniers (voir figure 1.3).

Parmi les modeles les plus utilisés par la communauté on peut citer notamment HEC-
HMS (pour Hydrologic Engineering Center’s Hydrologic Modeling System),

[Knebl et al., 2005], développé par le corps des ingénieurs de I'armée américaine. HEC-
HMS simule le processus de pluie-débit au niveau d’un bassin versant. La part de pluie
s’infiltrant dans le sol et la part de pluie en exces transformée en débit sont calculées a
partir d'un ensemble d’équations empiriques et utilisent I’algorithme ModClark
[Bhattacharya et al., 2012]. On peut également citer le logiciel GR4J [Sauquet et al., 2007]
qui utilise des données de pluviométrie et d’évapotranspiration sur tout le bassin pour
estimer les débits a l'exutoire. Le calage des parametres se fait grace a une procédure
automatique minimisant la différence entre les débits simulés et les observations. On
peut citer enfin la chaine ISBA-MODCOU [Habets et al., 2008]. ISBA (Interaction Sol-
Biosphere-Atmosphere) simule I'ensemble des flux d’eau avec I’atmosphere (interception,
évaporation, transpiration) et avec le sol (ruissellement des précipitations et drainage
dans le sol). MODCOU est un modele hydrologique distribué, il utilise en entrée le ruis-
sellement d’ISBA pour calculer I’évolution des nappes et le débit des rivieres.

Pour dépasser les limitations d’un seul modele pluie-débit, dont les performances sont
bonnes dans certains cas et moindres dans d’autres, il peut étre avantageux d’utiliser
plusieurs modeles dont les points faibles des uns sont contrebalancés par les points forts
des autres. Les débits prévus seront alors I'agrégation des débits prévus par les différents
modeles. On peut également établir des prévisions d’ensemble ou prévisions probabilistes.
Celles-ci reposent sur la perturbation des conditions initiales ou des conditions aux limites
d’un méme modele selon des observations ou des lois de probabilité. Elles permettent
d’estimer la dépendance aux conditions initiales et /ou aux conditions aux limites (études
de sensibilités) ainsi que lerreur sur I'état du modele ou les incertitudes liées a une
prévision mais aussi d’estimer la probabilité d'un évenement en considérant la fréquence
relative de ses réalisations [Gouweleeuw et al., 2005].

Les modeles météorologiques

On ne rentrera pas dans le détail des modeles météorologiques ici néanmoins nous te-
nons a préciser que leur utilisation peut s’avérer utile lorsque 1’on souhaite étendre
I’échéance de prévision au-dela de celle donnée par l’enchainement des modeles pluie-
débit et débit-débit. Dans ce cas les prévisions hydrologiques et hydrauliques sont basées



18 CHAPITRE 1. LA PREVISION DES CRUES

sur des prévisions météorologiques et peuvent par conséquent étre entachées d’erreurs
importantes.

Les sources d’erreur dans les modeles et 1’assimilation de données

Les modeles de prévision sont entachés d’erreurs. Celles-ci affectent toutes les facettes
des modeles que ce soit le modele en lui-méme, les conditions initiales, les sorties... En
effet un modele, aussi sophistiqué soit-il, restera toujours une représentation simplifiée de
la réalité et de fait sera toujours entaché d’erreur. En général I'erreur modele peut étre
compensée par une calibration des parametres mais alors ceux-ci peuvent avoir peu de
sens physique.

La calibration [Krause et al., 2005, Bardossy, 2006] est une étape importante de la concep-
tion d’un modele, elle permet de réduire ’erreur modele et les sources d’incertitude. La
calibration consiste a ajuster les parametres du modele (par exemple les coefficients de
Strickler dans un modele hydraulique) de maniere a ce que celui-ci minimise l’erreur
par rapport aux observations. Ainsi le modele simule et prédit bien les évenements. En
général pour cela on se base sur un jeu de crues de référence et on cherche la valeur des
parametres qui minimise certains scores comme la « root mean square error » (RMSE) ou
le critere de Nash-Sutcliffe. La démarche ici pourra étre une simple méthode d’essais et
d’erreurs ou une méthode plus élaborée du type optimisation automatique de parametres.
Pour ce qui est de la validation d’'un modele en mode prévision la communauté hydro-
logique se base sur les scores classiques (RMSE, calcul du biais...) comparant sorties du
modele et observations et utilise aussi de plus en plus les criteres développés dans le cadre
de la météorologie [Brier, 1950, Laio and Tamea, 2006]. Ceux-ci consistent a calculer le
score de Brier, la mesure du taux de fausses alertes... et permettent d’évaluer la per-
tinence d’un systeme de prévision en comparaison de ce qu’il s’est vraiment passé. Ils
peuvent constituer également des outils de diagnostic des erreurs liées a la modélisation
également appelées erreurs modele.

A Terreur modele peut s’ajouter I'erreur sur les forcages. Par exemple dans le cas d’'un
modele hydraulique forcé par un modele pluie-débit 'erreur sur les forcages résulte de
I’erreur de ce dernier. Parfois certains forcages sont simplement inconnus. Reprenons
I’exemple d’un modele hydraulique, on suppose que dans la réalité un affluent non ins-
trumenté vient se jeter dans le cours d’eau modélisé. Lors d’épisodes de crue importants
les hauteurs d’eau observées a une station en aval de la confluence en question pourront
étre tres différents de ceux calculés avec le modele du fait de cet apport latéral non jaugé.
Pour les modeles basés sur une représentation physique il faut considérer en plus les
erreurs relatives a la géométrie de la zone étudiée. Celles-ci peuvent étre d’autant plus
importantes que les incertitudes sont fortes sur la zone étudiée. En effet en pratique les
données de bathymétrie et de topographie pour modéliser le lit d’une riviere ainsi que les
plaines d’inondation attenantes sont incompletes ou leur résolution spatiale trop faible.
Une berge incorrectement modélisée pourra se traduire en la submersion de zones dans
le modele la ou dans la réalité les zones en question n’ont pas été submergées ce qui peut
s’avérer problématique dans les études prospectives.

L’erreur sur les conditions initiales peut affecter tous les types de modele. Dans le cas
des modeles hydrodynamiques I'erreur sur la condition initiale persistera autant de temps
qu’il est nécessaire pour que la condition initiale soit évacuée. Dans le cas des modeles
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pluie-débit une erreur sur la condition initiale pourra se répercuter jusqu’a la fin de la
période de prévision qui peut étre relativement longue. Comme on I’a vu pour ces modeles
I’échéance de prévision peut aller jusqu’a plusieurs jours et cette erreur sera d’autant plus
problématique si le modele pluie-débit en question est combiné a 'aval a un modele de
routage puisque cette erreur sera ensuite transféré de celui-ci a celui-la...

Les erreurs sur les observations tiennent elles aussi une place importante dans 1'utilisation
des modeles. En effet les observations en ce qu’elles peuvent servir comme données de
forcages pour les modeles sont également une source d’erreur. On estime par exemple
(voir [?]) que des pluies moyennées spatialement peuvent avoir une erreur comprise entre
20 et 30 % tandis que les mesures de hauteurs d’eau et/ou de débit peuvent étre biaisées
ou affectées par un défaut de l'instrument. D’autre part des observations fausses (du fait
d’erreur des instruments ou dans la chaine d’acquisition) peuvent biaiser la calibration
d’un modele ou encore conduire a une mauvaise estimation des courbes de tarage.

Pour réduire 'impact que les erreurs et les sources d’incertitudes ont sur les résultats des
modeles on peut appliquer les techniques de I'assimilation de données. Le lecteur intéressé
pourra se reporter au chapitre 3 pour une présentation plus générale de ’assimilation de
données. Pour un état de I'art des techniques d’assimilation de données appliquées a
I’hydraulique fluviale nous invitons le lecteur a se reporter a la chapitre 6. Nous mention-
nerons simplement ici que les techniques d’assimilation de données sont utilisées dans la
prévision des crues en temps réel pour combiner les données d’observation aux modeles
de prévision. Cela permet de corriger les variables d’état ou les parametres du modele en
temps réel afin d’améliorer les prévisions.

1.2.3 Les alertes inondations et la transmission de ’information

Le but final d’un service de prévision des crues est d’alerter la communauté lorsqu’un
risque de crue se présente, de maniere a ce que les actions appropriées soient prises. Cela
consiste a :

e informer le grand public du lieu et de 'heure de survenue de I’événement ainsi que des
dommages éventuels aux infrastructures de maniere a ce que celui-ci puisse se préparer
au mieux. Cela peut consister en la mise en place de sacs de sable comme protections,
a surélever les meubles, rester confiné chez soi...

e informer les autorités (maires, préfets), les décideurs, les gestionnaires d’industries,
d’ouvrages hydro-électriques...

e faire en sorte que les services d’urgence soient préparés lors de la survenue de I’évenement ;

e dans les cas les plus graves, préparer 1’évacuation et appliquer les mesures d’urgence
nécessaires.

Plus les alertes sont émises de maniere précoce plus on peut minimiser I'impact global de

la crue. Les échéances de prévision dépendent de plusieurs facteurs. Comme on I’'a sou-

ligné plus haut ’échéance de prévision va dépendre du temps de réponse du cours d’eau.

Celle-ci sera d’autant plus courte que le temps de réponse du cours d’eau est faible. C’est

le cas par exemple des épisodes cévenols dans le sud de la France qui donnent lieu a des

crues éclair dévastatrices. Pour mieux les prévoir une combinaison de modele hydrolo-
gique/hydraulique avec une procédure d’assimilation de données ainsi que des abaques
de vigilance des crues ont été mis en place [Borrell Estupina et al., 2014]. Idéalement

I’échéance de prévision devrait étre suffisamment longue pour que les mesures nécessaires
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de protection puissent étre prises. De ce point de vue les prévisions météorologiques
peuvent fournir des informations importantes sur I’éventuelle survenue d’un épisode de
crue a plus ou moins long terme (5 & 10 jours). Naturellement plus la prévision météo
sera émise a court terme plus elle sera précise et plus elle pourra assister les autorités
dans leurs prises de décisions. Ainsi méme des prévisions émises a échéance de moins
d’une journée peuvent permettre de prendre des mesures préventives de préparation a la
crue. A plus courte échéance les radars météos peuvent fournir une information impor-
tante quant au développement et a I’évolution d'une zone d’intempéries. Les prévisions
météos sont combinées a des prévisions hydrologiques de maniere a augmenter 1’échéance
de prévision. Ces prévisions hydrologiques sont basées sur la projection dans le futur,
grace a des relations statistiques dans les cas les plus simples ou grace a des modeles
hydrauliques résolvant les équations de Saint-Venant, d’un état hydrologique observé a
un instant donné.

Les prévisions sont ensuite comparées aux seuils de vigilance afin de déterminer quelles
actions sont a prendre et si il y a lieu de donner 'alerte. En général les seuils d’alerte sont
de deux types. On distingue d’une part les seuils liés aux quantités de précipitations. On
distingue d’autre part les seuils relatifs aux niveaux d’eau. Par exemple si les hauteurs
d’eau mesurées ou les variations de hauteurs d’eau dépassent un certain seuil par exemple
25 ¢m en une heure. Bien sur les différents seuils d’alerte differeront selon les enjeux des
zones concernées, ils ne seront pas les mémes dans une zone résidentielle et dans une
plaine d’inondation ot il n’y a aucune activité humaine. En général les différents seuils
d’alerte sont définis en fonction du niveau de vigilance requis : vigilance crue, risque de
crue, risque de crue sévere. Une illustration schématique de différents seuils d’alerte en
fonction de la hauteur d’eau est donnée en figure 1.5.
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FiG. 1.5 — Hlustration de différents niveaux d’alerte en fonction du niveau d’eau.
Source : [World Meteorological Organization, 2011].
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Lorsqu’un niveau d’alerte est atteint I'information doit étre diffusée et accessible au plus
grand nombre. De fait elle doit étre émise dans un langage clair et précis. Par exemple
les inondations qui se sont produites en Angleterre et au Pays de Galles en 1998 ont
donné lieu a un rapport mettant en lumiere le fait que les symboles alors utilisés pour
représenter le degré de gravité des inondations avaient été mal compris par les gens qui
avaient recu ces informations. Ces symboles ont depuis lors été remplacés par d’autres
symboles montrant une petite maison plus ou moins submergée en fonction de la gravité
potentielle de I’évenement. Ces symboles sont accompagnés de brefs messages décrivant
les enjeux de la crue du type de celui-ci :

« Severe flood warning : This is the warning issued when serious flooding
18 expected and there is imminent danger to life and property. If your warning
18 upgraded to this you should be prepared for your gas, electricity, water and
telephone supplies being lost. You're advised to keep calm and reassure others,
and cooperate with the emergency services. »

De plus ces messsages ont donné lieu a d’importantes campagnes d’information de
maniere a en instruire le plus efficacement le grand public. D’autre part 1'utilisation d’'In-
ternet et des nouvelles technologies de 'information peut s’avérer particulierement utile
pour la dissémination de 'information. Néanmoins certaines catégories de la population
comme les plus pauvres ou les personnes agées peuvent ne pas avoir la méme facilité
d’acces a ces technologies. D’autant plus que lors d’épisodes de crues dévastateurs les
moyens de communication peuvent étre rendus inopérants du fait des dégats occasionnés.
Ainsi malgré I'apport des avancées technologiquees il conviendrait de ne pas renoncer a
des systemes d’alertes plus conventionnels comme des alarmes de crue.

Selon les moyens mis a leur disposition et selon le degré de sophistication recherché les
services de prévision des crues peuvent établir différents types d’alerte ou de prévision.
Cela va dépendre fortement des enjeux locaux. Par exemple dans le cas d'un cours
d’eau qui n’est que tres peu sujet a des épisodes d’inondation des modeles hydrolo-
giques/hydrauliques ne seront pas nécessairement développés pour suivre I’évolution des
crues. Celle-ci pourra étre extrapolée de maniere statistique a partir des données d’ob-
servation et des archives hydrologiques dont on dispose sur le cours d’eau. Au degré de
sophistication au dessus le service de prévision des crues pourra émettre des cartes de
vigilance en fonction du risque de crue selon les troncons. C’est par exemple ce qui est
fait en France ol une carte de vigilance est émise deux fois par jour en fonction du risque
d’inondation estimé 24 heures a ’avance sur chaque troncon. Cette carte de vigilance
est accompagnée d'un état de la situation hydrologique sur le territoire ainsi que d'un
commentaire sur 1’évolution prévue de la situation. Aux Etats-Unis des bulletins d’infor-
mation précisant la localisation et la nature du risque (crue éclair sur tel cours d’eau)
accompagnés d’informations décrivant le phénomene et précisant les risques associées sont
émis les services de prévision. Dans les cas les plus aboutis les services de prévision des
crues pourront accompagner ces informations de cartes de risque d’inondation montrant
les zones a risque comme cela se fait par exemple en Angleterre.
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1.3 La prévision des crues en France

1.3.1 Les services de prévision des crues en France

En France c’est le réseau pour la prévision des crues et ’hydrométrie (le réseau PC&H)
qui est en charge de la production et la diffusion de la vigilance crues et des prévisions
associées, dispositif opérationnel depuis le mois de Juillet 2006. Cela s’est fait sous 1'im-
pulsion du Ministere de 1’écologie et du développement durable qui a souhaité concrétiser
I’évolution de 'annonce des crues vers la prévision des crues. Le réseau PC&H regroupe le
service central d’hydrométéorologie et d’appui a la prévision des inondations (SCHAPT)
créé en 2003, les services de prévision des crues (SPC), les unités d’hydrométrie (UH) et
bientot les cellules de veille hydrologique (CVH) en Corse et dans les DOM.

La vigilance crues permet de prévenir les autorités et le public qu’il existe un risque
de crues a échéance de 24 heures, plus ou moins important selon la couleur de vigilance.
Il existe quatre couleurs représentant les différents niveaux de vigilance allant de vert
(pas de vigilance particuliere) a rouge (risque de crue majeur) en passant par jaune et
orange. Ainsi la vigilance crue est-elle en cohérence avec la vigilance météorologique mise
en place par Météo-France depuis 2001, et qui couvre ’ensemble des risques d’origine
météorologique, en les localisant par département. Les deux vigilances permettent aux
autorités locales (notamment préfets et maires), ainsi qu’au public, de se mettre en situa-
tion de réagir de maniere appropriée si le danger se précise et de gérer la situation dans
les meilleures conditions.

=

.......
Carts my" TP I 1L L

FiG. 1.6 — Exemple de carte de vigilance émise par le SCHAPI le 17 Juin 2013 & 16h.
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La vigilance crue localise le niveau de vigilance par trongons ou ensembles de cours
d’eau du réseau hydrographique surveillé par U'Etat (plus de 21000 km de cours d’eau
sur le territoire métropolitain continental) aux abords desquels se situent plus des trois
quarts des personnes habitant ou travaillant en zone inondable. Cela se matérialise par
I’émission bi-journaliere de cartes de vigilance sur lesquelles sont reportées les niveaux de
vigilance pour la majorité des trongons et cours d’eau évoqués ci-dessus. Cette vigilance
est accompagnée d’informations complémentaires :

e les niveaux d’eau et les débits des cours d’eau observés en temps réel sur pres de
1500 points de mesure télétransmis, ainsi que leurs variations au cours des derniers
jours et des dernieres heures;

e des informations sur les évolutions prévues de niveaux d’eau et de débit, de facon de
plus en plus systématique et pour des échéances pouvant aller au-dela de 24 heures.

Ces informations sont centralisées sur le site www.vigicrues.gouv.fr. Il permet de dif-
fuser directement cette information, qui est aussi relayée par Météo-France dans le cadre
de la vigilance météorologique au travers de deux volets : « pluie-inondation » et « inon-
dation (sans pluie simultanée) », co-produits avec le SCHAPI.

En dehors de cette mission de vigilance le réseau PC&H a aussi des activités scienti-
fiques et techniques comme le développement de nouveaux modeles hydrologiques/hydrau-
liques pour la prévision des crues, une meilleure anticipation des crues soudaines et une
meilleure prévision des enveloppes de zones inondées potentielles. Elle assure également
le maintien en service de la base nationale des données hydrométriques, Banque Hydro
(www.hydro.eaufrance.fr) ainsi que la mise a disposition de ses données, 365 jours par
an, avec un appui a leur utilisation, pour ’ensemble du réseau mais également les ges-
tionnaires de la ressource en eau et des milieux aquatiques, les chercheurs et le grand
public.

Parmi les nombreux SPC francais nous avons collaboré pendant ce travail avec le SPC
GAD (Gironde-Adour-Dordogne) et les méthodes numériques que nous avons développées
ont été appliquées au réseau hydraulique Adour maritime. C’est pourquoi dans la pro-
chaine section nous présentons le bassin versant de ’Adour et et le réseau hydraulique
Adour maritime.

1.3.2 Le bassin versant de I’Adour et le réseau hydraulique
Adour maritime

Le bassin versant de I’Adour est situé dans le Sud-Ouest de la France et s’étend du
piémont pyrénéen a la cote aquitaine. Sa zone de drainage couvre une surface de 16 890
km? et recouvre les départements des Pyrénées Atlantiques et des Landes. L’ Adour prend
sa source dans les Pyrénées a l'altitude de 2600 m et se jette dans 'océan Atlantique 312
km a ’aval, a Bayonne. Le bassin versant de I’Adour est I'un des plus humides de France
du fait des fortes précipitations dans sa partie amont. Le bassin versant de I’Adour se
décompose en deux parties. La premiere située a ’aval et sous influence maritime et la
seconde située a 'amont et qui est sous l'influence principalement des affluents. L’Adour
a trois affluents principaux (responsables de 65% du débit total a Bayonne durant les
périodes de fortes crues). On distingue d'un coté les Gave de Pau et d’Oloron drainant
respectivement une surface de 5226 km? et 608 km? et qui sont souvent affectés par des
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crues éclaires. Ils se rejoignent en amont de Peyrehorade pour former les Gaves Réunis.
D’un autre coté on distingue la Nive drainant une surface de 980 km?; la Nive se jette
dans I’Adour au niveau de la ville de Bayonne. Une image représentant le bassin de
I’Adour ainsi que ses affluents est donnée en figure 1.7.
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F1G. 1.7 — Le bassin versant de I’Adour et les principaux affluents de I’Adour.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés plus particulierement a la partie sous
influence maritime de I’Adour. Cette zone a donné lieu a un modele hydraulique 1D (uti-
lisant le code de calcul Mascaret) développé par le SCHAPI et le SPC GAD et s’intitulant
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« modele Adour maritime ». Une représentation schématique de ce modele est donnée en
figure 1.8. Celui-ci recouvre environ 160 km de cours d’eau et est composé de 7 biefs avec
3 confluences. Tout le modele Adour maritime est sous influence maritime a I’exception
des portions situées a l'amont des barrages situés sur les biefs 3, 6 et 7 et symbolisés
sur la figure 1.8 par un trait noir. Les forgages a I'amont (aux stations de Dax, Orthez,
Escos et Cambo) sont donnés par des hauteurs d’eau converties en débits grace a des
courbes de tarage. Le forcage a I'aval est donné par les hauteurs d’eau observées a la
station de Convergent. On aurait pu également prescrire des hauteurs d’eau a 'amont et
des débits a I’aval mais comme la station de Convergent est sous influence maritime on ne
dispose pas de courbes de tarage permettant de convertir des hauteurs d’eau en débits.
En opérationnel les hauteurs d’eau en prévision a Convergent sont fournies par le SHOM
(Service Hydrographique et Océanographique de la Marine). On dispose sur ce réseau de
5 stations d’observation de hauteur d’eau (et pas de débit) situées a Peyrehorade, Urt,
Lesseps, Pont-Blanc et Villefranque.

Le réseau hydraulique « Adour maritime » fait I'objet d’importants travaux de re-
cherches orientés vers 'opérationnel et dont ce travail de these est 1'une des facettes.
Ces travaux ont pris la forme de collaborations formalisées a travers des conventions
entre le CERFACS et le SCHAPI. Un des aboutissements de cette collaboration a été le
développement et la mise en place a I'opérationnel sur ce réseau et sur le réseau hydrau-
lique Marne amont [Ricci et al., 2011] d’un algorithme d’assimilation de données permet-
tant la correction en temps réel des forcages amonts ainsi que de 1’état hydraulique du
cours d’eau améliorant les prévisions a moyen terme (6h-12h). Ce résultat est intéressant
car il permet d’améliorer les prévisions au-dela de 1’échéance égale au temps nécessaire
au forgage amont pour se propager jusqu’a la station ou l'on effectue la prévision, ce qui
est une des limitations des modeles hydrauliques [Matgen et al., 2010].
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Fia. 1.8 — Représentation schématique du réseau hydraulique Adour maritime (en
noir) et de 'emprise relative du modele 2D (bleu cyan). Les étoiles rouges représentent
des stations d’observation de hauteur d’eau et les traits noirs sur les biefs 3, 6, 7 des
seuils hydrauliques. Les noms des cours d’eau en fonction des biefs sont les suivants :
biefs 1, 2 et 4, Adour; bief 3, Nive; bief 5, Gaves Réunis; bief 6, Gave d’Oloron, bief
7, Gave de Pau.

Sur la zone de Bayonne un modele 2D (utilisant le code de calcul Telemac-2D) a
également été développé par le SCHAPI et le SPC GAD. Cette zone se décompose en
deux parties bien identifiées. On distingue d’une part le secteur urbain du centre ville avec
les quartiers du Petit Bayonne et Saint-Esprit qui présentent des enjeux importants et qui
peuvent étre touchés lors des fortes crues de la Nive. On distingue d’autre part la zone de
la Plaine d’Ansot et la Barthes de Quartier Bas au sud de Bayonne qui peuvent jouer un
role important de laminage des fortes crues de la Nive. Ainsi le modele 2D sur Bayonne
a-t-il été mis en place pour modéliser les phénomenes 2D (horizontaux) sur la zone qu’'un
modele 1D ne peut par nature pas modéliser. Cela permet de réprésenter les phénomenes
2D au niveau de la confluence Nive/Adour, I'extension spatiale des inondations dans
le centre ville et dans la Plaine d’Ansot mais aussi de comprendre le remplissage et la
vidange de celle-ci. Une image du maillage de ce modele 2D est donnée en figure 1.9.
L’emprise relative de celui-ci par rapport au modele 1D est donnée en figure 1.8.
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F1G. 1.9 — Maillage du modele 2D sur la ville de Bayonne repéré en systeme Lambert
93 avec l'échelle du fond en cote marine (m). La Plaine d’Ansot et la Barthes de
Quartier Bas sont séparées par 'autoroute A63 (que 'on devine en vert pale sur la
figure). Le modele est délimité a 'amont sur I’Adour par le pont de ’A63 et & 1'aval
par le pont de Lesseps.

Comme nous le verrons dans le chapitre 9, dans le cadre de cette these, le modele 2D a
été couplé au modele 1D sur la zone de Bayonne de maniere a disposer sur I’ensemble de
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la zone Adour maritime/Bayonne d’un modele numérique complet répondant aux besoins
des services de prévision des crues.

Les épisodes de crue sur le réseau Adour maritime peuvent prendre plusieurs formes,
on en distingue trois en particulier qui peuvent néanmoins se combiner au cours d’un
méme épisode (voir données de forgage en annexe C) :

e crue éclair sur les gaves de Pau et gave d’Oloron. Dans ce cas les stations d’Escos et

d’Orthez connaissent une forte montée des débits pouvant atteindre respectivement
1800 m3.s71 et 1200 m3.s7! suivie d’une crue presque aussi rapide. En général les
forcages a ces deux stations sont fortement corrélées;

e crue éclair sur la Nive avec la encore une forte augmentation des débits a la sta-
tion de Cambo pouvant atteindre 600 m?.s~!. Ces crues de la Nive peuvent étre
aggravées par un fort coefficient de marée. De plus, souvent (mais ce n’est pas tou-
jours le cas), les débits a Cambo sont corrélés aux débits des stations d’Orthez et
Escos;;

e crue fluviale sur ’Adour avec une lente augmentation des débits au niveau de la
station de Dax suivie d'un plateau, le pic de crue, pouvant s’étendre sur plusieurs
jours suivie d’une lente décrue.

On donne en figure 1.10 une illustration des forcages a 'amont du modele pour
I’épisode de Janvier 2014. Pour saisir l'ordre de grandeur de cet épisode il faut noter
qu’en général les forcages a Dax, Orthez et Escos sont compris entre 50 et 100 m3.s7!
et ceux a Cambo sont de l'ordre de 25 m3.s~!. Toutefois tous les épisodes de crue sur
I’Adour maritime n’ont pas cette violence.
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Fic. 1.10 — Hlustration des forgages a 'amont du modele Adour maritime, épisode
de Janvier 2014.
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Etant donné la nature campagnarde de la région les crues sur I’Adour maritime
donnent lieu a I'inondation des champs, des barthes et des plaines d’inondation a proxi-
mité du cours d’eau. Voir a ce titre les images fournies par le SPC GAD en annexe (A)
concernant la crue du 19 Juin 2013 a Peyrehorade, les débits aux stations d’Orthez et
d’Escos avaient alors atteint entre 1000 et 1100 m3.s~! chacun. Néanmoins les villes sur
le réseau Adour maritime ne sont pas épargnées et notamment la ville de Dax en cas de
fortes crues de I’Adour comme cela a été le cas par exemple en février 1952 ou les niveaux
d’eau avaient atteint 6,52 m (& 1’échelle) alors qu’en temps normal les hauteurs a Dax
sont plus proches de 0 m ; voir la figure 1.11-(a) ou plus récemment en Janvier 2014, voir
la figure 1.11-(b). La ville de Bayonne quant a elle peut étre touchée lors de crues de la
Nive, notamment sur les quais du quartier Petit Bayonne comme cela est illustré par la
figure 1.12-(a), ou sur les quais de I’Adour au niveau du quai de Lesseps, figure 1.12-(b).

Fic. 1.11 — (a) Photo aérienne de la crue de ’Adour a Dax, Février 1952. (b) Crue
de 'Adour a Dax, Janvier 2014.
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F1a. 1.12 — Episodes de crue a Bayonne, (a) quais de la Nive, quartier Saint-Esprit,
(b) quai de Lesseps.
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2.1 Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont les équations de base de la mécanique des fluides.
Comme leur nom l'indique en partie, elles ont été établies par le mathématicien Henri Na-
vier et le physicien Georges Gabriel Stokes. Elles sont couramment utilisées en sciences, en
ingénierie, en aérodynamique... pour modéliser I'océan, I’atmosphere, I’écoulement d’'une
riviere, les écoulements industriels... Elles sont composées de trois équations : une équation
de continuité ou équation de conservation de la masse, une équation de conservation de
la quantité de mouvement et une équation de conservation de l’énergie. Nous ne nous
intéresserons pas dans ce travail a cette derniere équation car les écoulements que nous
considérons sont incompressibles et que nous ne nous intéressons pas a leur température.

Pour I’établissement des équations de Navier-Stokes le lecteur intéressé pourra se reporter
(7, 7).

2.1.1 Equation de conservation de la masse

Si I'on note p la masse volumique du fluide considéré et U = (u,v,w) le vecteur
vitesse, alors la conservation de la masse d’un volume €2 de fluide que 'on suit dans son
mouvement peut se traduire mathématiquement par I'égalité suivante :

% (/de9> ~0 2.1)

D’apres la regle de Leibnitz, le membre de gauche de 1'égalité (2.1) se décompose en
I'intégrale sur le volume () des variations de la masse volumique et le flux aux frontieres
du volume Q (notées I'), soit :

d dp ~
— Q)= [ =dQ -ndl 2.2
dt(/gpd> Q(‘?td —|—/FpUnd (2.2)

ou 71 est le vecteur normal extérieur a €.
Or, d’apres la formule de Green-Ostrogradsky, le second terme du membre de droite
de I’égalité (2.2) peut s’écrire :

/pU-ﬁdF:/div(pU) o (2.3)
T Q

Le volume de fluide © étant quelconque, on déduit des égalités (2.1), (2.2) et (2.3)
I’équation de conservation de la masse :

% 1 div(pl) = 0 (2.4)

2.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

L’équation de conservation de la quantité de mouvement est dérivée du principe fon-
damental de la dynamique qui stipule que la somme F' des forces s’exercant sur un solide

est égale au produit de I'accélération du solide et de sa masse m, soit : F= mE Dans

le cas d’un fluide ou la masse est susceptible de varier il faut écrire :
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F= % </Q pU dQ) (2.5)

Comme précédemment, le terme de droite de I’équation (2.5) peut se décomposer en
une somme en utilisant la regle de Leibnitz :

4 /pﬁdQ :/MdQJr/pU'U'-ﬁdF (2.6)

On peut réécrire le second terme du membre de droite de I’équation (2.6) :

/pl?(? i dl = / div(pU @ U) d)
r Q

ol ® désigne le produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre 1.

D’autre part, la somme des forces F' s’appliquant au fluide peut se décomposer en
deux types de force :

e les forces volumiques / p f d$2 ou f peut désigner 'accélération de la pesanteur, la

Q
force de Coriolis...

e les forces de surface | 7dI' ou 7 désigne les contraintes surfaciques.
r
Les contraintes surfaciques 7 s’écrivent sous la forme 7 = o.n ou o est le tenseur

des contraintes. D’apres le théoreme de Green-Ostrogradsky les forces de surface peuvent

s’écrire :
/FdF:/div(J) dQ
r Q

On peut réécrire les équations de conservation de la quantité de mouvement :

/M+diV(p[j®[j)dQ_/pfdQ—F/diV(U)dQ
o Ot Q Q

Le volume 2 étant quelconque, on en déduit ’équation de conservation de la
quantité de mouvement :

%F) + div(pU @ U) = pf + div(o)

2.1.3 Cas d’un fluide newtonien et incompressible

Dans la suite nous supposerons que le fluide que 1'on considere est newtonien et
incompressible. Dans ce cas le tenseur des contraintes s’écrit sous la forme :

—

o=—pld+2puD(U) (2.7)

ol p désigne la pression exprimée en Pascal, i le coefficient de viscosité dynamique et
D(U) le tenseur des taux de déformation :

D) = (vﬁ + vﬁT)

| —
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D’autre part dans le cas incompressible I’équation (2.4) se réduit a :

—

div(U) =0

Ainsi les équations de Navier-Stokes dans le cas d’un fluide newtonien et incompres-
sible sont données par le systeme :

—

div(U) =0
j Lo - (2.8)
@a—(t] +diviU®U) = ;div(a) + f
On remarque que :
— — - — —
&WU®W:(Ugm®U (2.9)
1. - 11—
—div(o) = vAU — —gradp (2.10)
P P

ot v = ! est le coefficient de viscosité cinématique (m?/s) et ot 'opérateur différentiel
P
— %
U - grad est 'opérateur d’advection. Alors le systéme (2.8) est équivalent au syteme sui-

vant :

—

div(U) =0

oU  (m —\ p 7 ndn s
—+ (U : grad) U=vAU — —gradp + f
ot p

Sion note f = (fy, fy, f»), alors les équations de Navier-Stokes, dans le cas newtonien
et incompressible, peuvent s’écrire en coordonnées cartésiennes :

(oo ow
or oy 0z
ou ou ou du 10p
(2.11)
ov ov ov ov 10p
i b s Ay — =
ot T lar Tlgy TWa TR gy T
ow ow ow ow 10p
o T Ty T TR T e T

2.1.4 Conditions aux limites

Nous nous placons dans ce travail dans le cas d’un fluide a surface libre seulement
limité par cette surface et par le fond sur lequel il repose. Nous ne considérerons donc
pas le cas de frontieres ouvertes ou de parois verticales.
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On considere dans un premier temps les conditions aux limites sur la surface libre
puis, dans un second, les conditions aux limites sur le fond.

Conditions aux limites sur la surface libre

On établit tout d’abord la condition aux limites cinématique au niveau de la surface
libre. Pour cela on considere une particule quelconque de fluide a la surface libre de €2 de
coordonnées (z,y, z) et on suppose qu’elle vérifie I'équation :

z = 1)g(z,y,t) (2.12)

ou 14 est une fonction continue. L’équation (2.12) rend impossible les configurations
de type déferlement.

dd
Si ® est définie par ®(z,y, z,t) = z—14(x, y, t) la condition aux limites s’écrit — = 0

dt

pour ® = 0. Si on note Us = (u,v,w) le vecteur vitesse de la particule z alors on a
I’égalité :

O Oy O
- ¢—uw—vw =0 (2.13)

ot ox oy

L’équation (2.13) est équivalente a I’équation suivante qui exprime la condition aux
limites cinématique a la surface libre du fluide :

w

%_(js.ﬁsz() (2.14)

o
ou 7, = grad ® est le vecteur normal (mais non normé) extérieur a la surface libre.
La condition aux limites dynamique (ou continuité des contraintes de surface)
s’exprime par la relation :

‘O- *Ms = —Palls

ou o est le tenseur des contraintes turbulentes défini en (2.7) et ou p, est la pression
atmosphérique.

Conditions aux limites sur le fond

Sur le fond, on considere que la composante verticale de la vitesse est nulle et on
impose les conditions aux limites :

€p 06, =T,
=0 t N N — e (x,y, t
w e g 06— pour z = ¢s(z,y,t)

ou 7 = (7, 7,) représente la contrainte de cisaillement exercée par le fluide sur la paroi
et ou psiy est une fonction continue.

Sur le fond on a une condition aux limites d’'imperméabilité du fond similaire a celles
établies pour la surface libre en (2.13) et (2.14) :
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Oy _u3¢f _Ua¢f _

= 2.1
ot Ox Ay 0 (2.15)
8 7 —
%s _Up-iip=0 (2.16)

ou 7y désigne la normale extérieure au fond et ou Uy désigne les composantes hori-
zontales de la vitesse, i-e Uy = (u, v).

2.2 Dérivation des équations de Saint-Venant

Pour dériver les équations de Saint-Venant des équations de Navier-Stokes nous al-
lons adimensionnaliser le systeme d’équations (2.11). L’adimensionnalisation du systeme
(2.11) permet d’identifier les termes que 1'on va pouvoir supprimer sous I’hypothese des
milieux peu profonds. En cela nous allons suivre la démarche présentée dans [Thual, 2010].
Le lecteur intéressé par une autre démarche de dérivation des équations de Saint-Venant
pourra également se reporter a [Hervouet, 2007, Perthame and Gerbeau, 2001].

2.2.1 Adimensionnalisation des équations de Navier-Stokes

Nous supposons que la seule force s’appliquant au fluide est la gravité, autrement dit :
f=1(0,0,—g), ou g représente I'accélération de la gravité.
Nous définissons tout d’abord le rapport d’aspect € comme étant le quotient des
H
grandeurs caractéristiques verticales Hy et horizontales Ly, soit : £ = 0 Nous définissons

0
ensuite les variables et parametres sans dimension suivants :

(z,y) = Lo(z*,y*)  2=Hpz* t=_t"
Uo

(u,v) = Up(u*,v*) w = elUyw* p = pgHop*

ou Uy est une vitesse caratéristique.
Alors on peut montrer que les équations de Navier-Stokes adimensionnalisées s’écrivent :

¢ Ou*  Ov*  OJw*

=0

ox* i oy* * 0z*
ou* . Lou* N Lou* . Lou* 1 Aty 1 op*

u v w = —AW — —
ot* ox* oy* 0z* cRt Fr? 0z

(2.17)

ov* N L OV . L ov* n L Ov* 1 At 1 Op*

u v w = —A"" — —
ot* ox* oy* 0z* Rt Fr2 oy*
2 ow* n u*ﬁw* N U*ﬁw* +w*0w* BN 1 oopr 1

L ot* ox* oy* 0z ) Rt Fr20zc  Fr?
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0? 0? 0? HyU, U,
A% 2 . _ HoUy B 0
ou A" =¢ <8x*2 + e + 52 et ou Rt = V et F'r = N sont les nombres

sans dimension de Reynolds et de Froude respectivement.

Conditions aux limites

A la surface libre, on peut montrer que la condition aux limites dynamique (ou conti-
nuité des contraintes de surface) se traduit par le systeme :

(1 ou* £ opr g2 [ow* ou* ovr  opr [(Ou* v
et I SO e S - —9 s s _ 0
Rt 0z* * Fr? (" = pa) Ox* i Rt (8:}0* Ox* Ox* Oy~ <8y* * (%*))
1 ov* £ or 2 [ow* ov* o oYr [Our  Ov*
. _ * o * S . o 2 S . S — 0
Rt 0z* + Fr? (" = pa) oy* + Rt (8@/* y* dy*  Ox* \ Oy* + ox*
L *)+i ow* Oy Out  OYrovt\ € (0P 0wt OYidwt
. Fr? PP TR \ T T B 02 dy* 0z* Rt \ 0x* 0x*  Oy* Oy* )
(2.18)
La condition aux limites cinématique adimensionnée s’écrit :
w* — %fo —u* gﬁi —v* ng =0  pour 2" = (z", y", t") (2.19)
La condition d’imperméabilité sur le fond s’écrit :
o o o
* 4 —u” vy _ v* 4 =0 pour z* = ¢(z*, ", ") (2.20)

T ar | oy

La contrainte de cisaillement s’écrit :

ou* 0w Rt ov*  ,0w* Rt

_ *

+e€ = =57 +e€ = =T,
0z* dr*  Frz'® 0z* dy*  Fr? Ty

pour 2" = i (z", y", ")

ol on a choisi d’adimensionnaliser la contrainte de cisaillement 7 par :
T = pgHyT*

2.2.2 Passage a la limite des milieux peu profonds

Dans le cas des milieux peu profonds le rapport d’aspect € est tres faible, soit £ < 1.
1
On suppose ici que Fr = 0O(1) et i O(e). Les équations de Navier-Stokes adimen-

sionnalisées données par le systeme (2.17) s’écrivent alors :

e}
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( Ou* N ov* n ow*
ox*  Oy* 0z

tut v W’ = — -
Rt 02**  Fr?dx*

- ou* ou* ou* ou* 1 0%u* e Op*
ot* ox* oy* 0z*

(2.21)
- ov* L ov* Lo ov* L o\ 1 0%t e Op*
ot* ox* ay* 0z*)  RtOz*?  Fr2oy*
B 1 op* 1
N Fr20z¢ Fr?
La continuité des contraintes de surface se réduit aux conditions suivantes :
ou*  Ov*
= =0, = our z* =i (z*, y*, t* 2.22
B 5 Pr=p, P CNCANTAN Y (2.22)
La contrainte de cisaillement sur le fond s’écrit quant a elle :
ou* Rt ov* Rt ()
= —7 =—7 our z* = Yi(x
0z Fr2 v 0z  Fr2'Y P Y

La condition aux limites cinématique sur la surface libre et celle d’imperméabilité sur
le fond restent identiques respectivement aux conditions données en (2.19) et (2.20).

La derniere équation du systeme (2.21) implique que la pression est hydrostatique. En
effet si 'on revient aux variables dimensionnées on peut montrer que l'on a la relation :

p(x,y,2,t) = pa + pg(ths(@, y,1) — 2) (2.23)
L’équation (2.23) nous permet de réécrire en variables dimensionnées le systeme (2.21)
et les conditions limites données en (2.22) :

(ou v o
Joxr Oy 0z

ou ou ou ou 0*u 0,

E+ua—x+va—y+w&—vw—gax (2.24)

ov ov ov ov 0% O,

9t "o Ve e TV 9y

Les conditions aux limites sur la surface et sur le fond données en (2.14) et (2.16)
restent identiques. La continuité des contraintes sur la surface libre s’écrit :

ou Ov

— = —=0, = Da, our z = Ys(x,y,t

5 = 3, p=p p Vs(T,y,1)
Et la contrainte de cisaillement sur le fond s’écrit :

ou Jv
Yo = Ta pro =Ty pour z = ¢(z,y,t) (2.25)
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2.2.3 Equations de Saint-Venant

Pour dériver les équations de Saint-Venant du systeme d’équations (2.24) il faut
intégrer les équations selon la verticale. Pour cela, on définit les vitesses moyennes selon
la verticale U et V' selon respectivement €, et €, comme étant :

1 ws(%y,t)
U t) = ——— t)d
(z,y,1) o) /th) u(z,y,t)dz
1 ’L/)S((E,y,t)
Vv t) = ——— t)d
(z,y,1) o) /wf(x,y,t) v(z,y,t)dz

Ol\l ]’L(.T, Y, t) - (Q/}S - Q/Jf)(l’, Y, t)
En intégrant selon la verticale les équations du systéme (2.24), on montre que les
variables h, u, v, U et V vérifient le systeme d’équations suivant :

(On A(hU) AV

ot * ox + Jy =0
8(hU) o ps ) o Vs B 8¢8 ou
o + B /wf u”dz + 5_y ., uvdz = —gh 9 V@Lz:wf (2.26)

oy o [v o Y, oy v
— dz + — dz = —gh —v—._
| o +ax/wf uw Z+ay/wf vidz g o V8Z|Z,¢f

On souhaite écrire le systeme (2.26) seulement en fonction des champs h(z,y,t),
U(z,y,t) et V(x,y,t). Pour cela on réécrit les termes faisant intervenir une intégrale
et, suivant [Thual, 2010}, on utilise la modélisation suivante pour les termes intégraux
(obtenue par analyse dimensionnelle) :

s Ps s
/ u®dz = aU?h, / wdz = aUVh, / v dz = aV?h (2.27)
by Y5 by

[Thual, 2010] considere 'existence d'une couche limite sur le fond de sommet 2y, (z, v, t).
L’écoulement étant turbulent u(z) et v(z) sont quasiment constants sur une grande partie

de la couche limite et [Thual, 2010] suppose que « = 1.

ou T, ov T
D’autre part, d’apres (2.25), on peut écrire : v——|.—y, = = et Va|emw, = -~ Or,
p p

0z 0z

I’analyse dimensionnelle montre que 7 est de la forme :

1 -
T = —§pC’f(h)vU2+V2 Uy, (2.28)

ot Uy, = (U, V) et ol le coefficient C'y est un coefficient de frottement sans dimension. II
existe plusieurs modélisations de ce coefficient (formule de Chézy, formule de Manning...).
En hydraulique a surface libre on utilise souvent la formule de Strickler :
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29
Cy(h) = Y (2.29)
ol K est le nombre de Strickler. En utilisant les expressions données en (2.27) ainsi
que les relations (2.25), (2.28) et (2.29) on peut réécrire le systeme (2.26) sous la forme
suivante :

( A(U)  O(hV) Oh

ox * oy +E_O

O(hU)  O(hU?)  B(hUV) o,

T e e RS Ly et L2 (2.30)
ARV)  AMUV)  A(hV? 0,
(V) | ARUV) A0V v, o

. Ot ox dy dy

Le systéme d’équations (2.30) est le systéme des équations de Saint-Venant.
Dans le systeme d’équations (2.30) les termes Sy, et Sy, représentent les termes
de frottement et sont donnés par les expressions suivantes :

Sp, = DEHE et Sy = LA (2.31)
fo = KZT 1 fo T KZT 3

2.3 Les modeles d’ondes de crues

Dans cette section on s’intéresse au cas particulier des écoulements mono-dimensionnels
dans un canal a fond plat formant un angle v avec ’horizontale, (voir figure 2.1). On
montre, que sous certaines hypotheses complémentaires, on peut dériver des équations
de Saint-Venant deux approximations linéaires que nous utiliserons dans le chapitre 7
portant sur ’émulation du filtre de Kalman d’ensemble sur un modele d’onde de crues.

FiG. 2.1 — Illustration d’un écoulement mono-dimensionnel dans un canal a fond plat
formant un angle v avec I’horizontale. Source : [Thual, 2010].
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2.3.1 Le modele de 'approximation des ondes de crues

Dans le cas ou la pente est forte et le frottement important on peut considérer le
modele de 'approximation des ondes de crues.
1
On considere que € < 1, i O(1), Fr* = O(1) et tany = O(1). On peut montrer

dans ce cas particulier que les équations de Saint-Venant se réduisent au systeme suivant :

o(hU) | Oh _

on 1 U|U|
ox ot

K2 p3

0 et 0=gl —g

ou I = siny.
Si l'on s’intéresse a des régimes ou U > 0 on peut montrer que pour des petites
perturbations (h, U) autour d'un état d’équilibre (h,,, U,,) vérifiant la relation de Strickler :

U(h) = K,I?hi (2.32)

on peut établir I’approximation des ondes de crues :

dh U, Oh __
Ghydtath— (2.33)

ot (h,U) et (hy,U,) vérifient les relations : h = h, +h et U = U, + U.
L’équation (2.33) est une équation d’advection, autrement dit ce modele advecte sim-
plement de I’amont vers I’aval le signal imposé a I’amont du modele.

2.3.2 Le modele de 'approximation des ondes de crues diffu-
santes
Dans le cas ou la frottement est important et la pente modérée on peut considérer le
modele de 'approximation des ondes de crues diffusantes.

1
On considere que ¢ < 1,— = O(1), Fr* = O(e) et tany = O(¢). On peut montrer

Rt
dans ce cas particulier que :
o(hU) ~ Oh ,0h 1 UU|
— 4+ = =0 t 0=—-—g— 49l —g—
or ot ¢ 9oz 79 I

ou g’ = gcosy.

Pour une perturbation (h, U) autour d'un état d’équilibre (hy,, Uy,) (ot (hy,, Uy,) vérifie
la relation de Strickler (2.32)) on peut établir ’approximation des ondes de crues
diffusantes :

oh 5Un Oh __ 9%h
o T 5 o = Fnge (2.34)

Unhn
2tany

L’équation (2.34) est une équation d’advection-diffusion ; ce modele va donc advecter
et diffuser le signal imposé a ’amont.

ou k, =
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2.4 Principe de résolution des équations de Saint-
Venant avec le code Mascaret

La résolution des équations de Saint-Venant par le code Mascaret développé par EDF
et le CEREMA est basée sur la formulation de ces équations sous forme conservative
mono-dimensionnelle avec les variables de section mouillée et de débit que nous présentons
dans une premiere partie. Dans une seconde partie nous présentons dans les grandes
lignes les méthodes numériques développées pour résoudre ce systeme d’équations dans
Mascaret.

Pour écrire cette section nous nous sommes tres largement appuyés sur [Goutal, 2014]
qui synthétise les principes et les méthodes numériques développées dans Mascaret pour
la résolution des équations de Saint-Venant. [Goutal, 2014] donne également de nom-
breuses références qui ont servi au développement des méthodes numériques utilisées
dans Mascaret, le lecteur intéressé pourra s’y reporter.

2.4.1 Forme conservative des équations de Saint-Venant 1D

On définit tout d’abord :

z
S(z,7) = / L(z,z)dz
Zs(z)
ou L est la largeur de la section en travers en = a la cote z.
On définit la surface mouillée S(x,t) et le débit Q(x,t) comme étant :

S(z,t) = Slz, Zs(z,1)]
Z(x,t)
Q(z,t) = /Z L(x, z)u(x,t)dz

7(@)

ol Zy(x) = min, Yr(x,y), Zs(z,t) = Ys(z,y,t).

Les équations de Saint-Venant 1D peuvent étre dérivées du systeme d’équations (2.30)
en moyennant celles-ci selon la largeur et en faisant 'hypothese que la vitesse transverse
est négligeable par rapport a la vitesse dans le sens de ’écoulement [Decoene et al., 2009,
Goutal and Sainte-Marie, 2011] :

95 0Q
o o !

0Q 0 [ Q 07,

ot "o (5?) 95, = 7955

2

1/3
202
o , - . ISR,
est un coeflicient adimensionnel résultant des variations de la vitesse réelle de 1’écoulement
en une section, (3 est donné par l’expression suivante :

ou Sy est le frottement modélisé par la formule de Strickler : Sy = et ou (8
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_ S [
@@Sy%yAVds

Dans le cas ou le lit n’est pas composé, i-e il n’est pas composé d'un lit mineur et d'un
lit majeur, nous pouvons prendre § = 1. Dans la suite nous ne considérerons que des lits

non composes.

Pour obtenir la forme conservative de ces équations il faut décomposer le terme
représentant les forces de pesanteur et de pression en faisant apparaitre un terme de
pression [Goutal, 2014]. Alors les équations de Saint-Venant 1D sous forme conser-

vative peuvent s’écrire :

05 0Q
ot Tow !
0oQ 0 [Q? - " T0S(z, 2) 07

h
ownh=2-2;, P :/ S(z,Z)dZ = Plx,S(z,1)].

0
Un systeme d’équations conservatif s’écrit sous la forme :

ow
¥ + div [F(W)] = B(W)

ou W est le vecteur d’état, F'(W) est le flux et B(WW) est le terme source.
Le systeme d’équations (2.35) est donc bien un systeme conservatif avec :

W= S

Q

Q

F = Q?

5 +P

0

B = h 8S(x,Z) 8Zf

9/0 [TL“—QS%—QS&

Nature du systeme d’équations Saint-Venant conservatif

OF

L trice jacobi de I, | =
a matrice jacobienne de F, ( BTG

) , dont I'expression est donnée par :
x
0 1

(57) - 2 ()
g s27\as5). S

(2.35)

(2.36)
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admet, si la hauteur d’eau est positive, deux valeurs propres réelles distinctes ™ et
A~ dont les expressions respectives sont données par :

AT = % +c AT = % —c
oP
avec c(x,t) = Clz, S(z,t)] et C(x,S) = %(:1:,5).
Les invariants de Riemann du systeme sont :
Q - Q
t=24K =—=-K
R 5 + R 5

S
ot K :/ Clx:9) 4
0

s

Si la solution est réguliere, le systeme (2.35) peut se réécrire sous la forme de deux
équations de convection des invariants de Riemann le long des courbes caractéristiques
et avec intégration des termes sources le long de ces courbes. Celles-ci sont définies par :

dx
e la courbe caractéristique C de pente i AT

x
e la courbe caractéristique C'~ de pente — = A",

dt

Selon la pente de la caractéristique C'~ le régime d’écoulement est fluvial ou torrentiel.
En effet dans le cas ou elle est positive les courbes caractéristiques sont toutes les deux
orientées dans le sens des x croissant et I’écoulement est torrentiel. Au contraire si la
pente de la caractéristique C'~ est négative les courbes caractéristiques sont orientées,
relativement a ’axe des x, dans des sens différents. Les courbes caractéristiques ainsi que
les invariants de Riemann vont trouver tout leur intérét pour définir les conditions aux
limites selon le régime d’écoulement (voir section 2.4.2).

2.4.2 Résolution numérique des équations de Saint-Venant avec
une méthode volumes finis

Dans cette section, on expose tout d’abord la résolution numérique du systeme d’équa-
tions de Saint-Venant sous forme conservative présenté en (2.35) dans le cadre d’un bief
de géométrie quelconque mais sans lit composé. On présente ensuite, dans la perspective
d’une application a une riviere réelle avec confluence, le traitement des confluences dans
le code Mascaret.

Dans cette section on identifie la riviere a un intervalle [a; b] et on considere celui-ci
comme étant I'union d’intervalles [z;; x;.1]. On note ;4 /2 le point milieu de cet intervalle.
Par la suite on s’intéresse a la résolution numérique des équations de Saint-Venant avec
un schéma volumes finis sur des cellules du type [$¢_1 /25 Tig1 /2], celle-ci repose sur le
systeme homogene suivant :

W=(50Q)

(2.37)
ow  OF (z,W)
+

ot Ox

=0 (x,t) € [a;b] x [0;T]
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En recherchant la solution au systeme (2.37) au temps ¢, 1, W}?H, dans 'espace des
fonctions constantes sur chaque cellule on se ramene a chaque interface entre deux cellules
a un probléeme de Riemann :

(oW, +3F($i+1/2,Wh)

ot ox =0

(2.38)

n .
n LL@ S1x < l’i+1/2
\ LLZ}FI S1 x > Tit1/2

La résolution du systeme (2.38) est basée sur l'utilisation d'un solveur de Roe qui
postule I'existence d’une matrice A telle que :

i E(Wg) — F(Wq) = AWy, Wa)(Wy — Wy) ;
o A(W,W)=DF(W):
ou W, et Wy sont respectivement les états a gauche et a droite de 'interface et ou

~ oF
la matrice de Roe A(z, W,, W) approxime <W> calculée en un état moyen (u,¢) et

ory 0 1
ow), \ —a?+¢ 2a
ug\/Sg—l—ud\/?d a Q ~ Sg\/SngSd\/S_d

i=c(S),u="etS=
N TR NN

Le probleme de Riemann (2.38) se ramene donc a la résolution a chaque interface d'un
probleme linéarisé :

définie par :

ouu =

( OW (z,t)
ot

oW (z,t)

+ A(xi-i-l/QanaWd) ox

=0

(2.39)
Wg six < Tit1/2

Wy siax > Tit1/2

Wz, t") = {

ot A(wiy1/0, Wy, Wy) = A(wi11/0, W).
Les solutions du systeme (2.39) sont données par trois états constants séparés par les
caractéristiques A1 et Ay (on suppose A\; < Ag) :

( S
Wg = Zi:1,2 aig(W!ﬁ Wd)ri(Wga Wd) S1 ? < /\1
. T
W (% W, Wd) =0 Wi = a1a(Wy, Wa)ri (W, Wa) + ang (W, Wa)ra(Wy, Wa) sih < = <X
. X
L Wa = Zi:1,2 O‘id(Wm Wd>ri(ng Wd) S1 7 <\

ou les r; sont les vecteurs propres a droite associés a la valeur propre \; et ou les
caractéristiques A\; et Ay sont données par les expressions :
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M 8.Q) = 2 — ol 5)
Mo(r.5,Q) = +clz. 5)
OP(xz,S
oz, §) = L)

Maintenant que I'on dispose de I'expression des solutions au systéeme (2.39) on peut
donner I'expression du flux numérique de Roe. Si on note A la matrice jacobienne de F
diagonalisable dans la base de vecteurs propres X alors A s’écrit XAX ! On note de
plus |A| la matrice diagonale de terme générique |A;| et At et A~ les matrices définies
par :

A;rj = )\:rél’]
Ai_»j - )\2_517]

On définit de plus les matrices A™ = XATX 1 A~ = XA~ X et |[A = X|A| XL
Alors I'expression du flux numérique de Roe est donnée par :

1
F(xi+1/27 Wga Wd) = §(F<xi+1/27 Wg) + F(xi—l/% Wd))
11~
"—5 A(l’,’+1/2, Wg, Wd) (Wd — Wg)

= F<33z‘+1/2> Wd) - A+(-77i+1/2> Wy, Wd)(Wd - Wg)
= F(9Cz‘+1/27 Wd) + A_(l'z'+1/2, Wga Wd)(Wd - Wg)

(2.40)

L’expression (2.40) est une expression explicite du flux numérique, celle-ci donne de
bons résultats pour des écoulements a la fois instationnaires et fluviaux [Goutal, 2014].
Mais la contrainte sur le pas de temps peut étre tres pénalisante dans le cas d’écoulements
fluviaux. Pour lever cette contrainte le schéma volumes finis peut étre implicité linéaire-
ment. Celui-ci s’écrit (dans le cas d'un systeme homogene pour en simplifier I’écriture) :

hi(WiH = W) 4 At (Fip pp (WL W) = Fioapp (W, W) =0

La fonction Fj /5 n’étant pas linéaire, on peut la linéariser a I’aide d'un développement
limité. On se ramene alors a résoudre le systeme linéaire suivant :
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1 [OF(W,_ -
2 (;T_ll) T ’A(xi—l/%VVhVVi—l) } SWi_,
(b 114 1
+ E + 5 ’A($i+1/2;Wi;Wi+1) + 5 A1 9, Wi, Wi)| | 6W5
1 [OF(W, ]
5 6<le — ‘A(xi+l/2a I/Vvia m-ﬁ-l)” 5Wi+1

FiH/Q(Wi”, WﬁH) — E—1/2(Win7 Wity)
At

ot 1 OW; = Wit — W,

Traitement numérique des conditions aux limites

Pour évaluer les flux numériques il est nécessaire de connaitre a chaque pas de temps
les valeurs des deux variables aux limites du domaine. Des cellules fictives sont intro-
duites aux limites du domaine et ’état dans une cellule fictive est donné par la théorie
des caractéristiques et les invariants de Riemann. Selon que 'on considere une cellule a
I’amont ou a I'aval du domaine et selon le régime de I’écoulement 1'utilisateur sera amené
a fournir une ou deux informations.

A P’amont du domaine :

e régime fluvial : 'utilisateur fournit le débit ou la cote et I'information manquante

vient de l'invariant de Riemann porté par la caractéristique sortante ;

e régime torrentiel : 'utilisateur fournit la cote et le débit, les deux caractéristiques
étant entrantes dans le domaine.

A Taval du domaine :

e régime fluvial : I'utilisateur fournit le débit ou la cote ou une courbe de tarage et
I'information manquante vient de I'invariant de Riemann porté par la caractéristique
sortante ;

e régime torrentiel : l'utilisateur ne fournit aucune information car les deux ca-
ractéristiques sont sortantes du domaine de calcul.

Prise en compte des termes sources

Les équations de Saint-Venant présentent trois types de terme source distincts :

e les apports de débit : g, ;

e le terme source lié a la géométrie : il contient les gradients de fond et les variations

de largeur;

e le terme de frottement.

La mise sous forme conservative des équations de Saint-Venant (2.35) peut engendrer
la non préservation d’états d’équilibre si le traitement des termes sources est mauvais.
Dans Mascaret, le traitement des termes sources pour une riviere réelle est dérivé des

travaux de [Vazquez-Cendén, 1999]. Si on note B(x, W) le terme source et X (W) la base
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de vecteurs propres de la matrice de Roe linéarisée A alors la contribution des termes
sources dans le code Mascaret est évaluée dans chaque cellule par les relations :

Tit1/2
e & gauche de l'interface, dans la moitié amont de la cellule i+1 : / Q,(i,i+ 1) dz;

Titl
e 2 droite de l'interface, dans la moitié aval de la cellule 7 : / D4(i,i 4 1) de.
Tit1/2
ou :

By, 1) = 2X0) (500 IATA07)X (07 8o, W)

B, 1) = 2XO7) x (01 = [AOT)A07)X 07 8o, )

Cette méthode permet de traiter les termes de gradient de fond et de variation de
largeur ainsi que la contribution du terme de frottement lorsque celle-ci est calculée de
maniere explicite. Néanmoins comme il est indiqué dans [Goutal, 2014] le traitement
explicite du terme de frottement peut poser probleme pour des faibles hauteurs d’eau
avec des petits coefficients de Strickler et mener a des comportements numériques qui ne
sont pas physiques. Pour éviter ce probleme un traitement implicite de la contribution
du terme de frottement basé sur la méthode des caractéristiques [Paquier, 1995] existe et
a été implémenté dans le code Mascaret.

Traitement des zones de confluence

Le traitement des zones de confluence dans le code Mascaret repose sur le fait que
localement au niveau des confluences 1’écoulement n’est plus mono-dimensionnel. Pour
traiter les zones de confluence des modeles 2D ont été développés au niveau de ces zones
de confluence (figure 2.2-(a)). Ces modeles sont couplés a des modeles 1D décrivant
I’écoulement dans les biefs en amont et en aval de la confluence. Ce couplage se fait par
recouvrement des modeles 1D et 2D comme cela est représenté sur la figure 2.2-(b).

Le principe de l'algorithme de couplage 1D-2D repose sur un schéma de Roe sur
chacun des sous-domaines 1D et 2D. Les états dans les cellules 2D limites du modele 1D
(cellules A, B et C sur la figure 2.2-(b)) sont calculés avec le modele 2D : on conserve
la surface libre et on projette le débit selon la normale a la frontiere libre pour obtenir
la valeur 1D. De maniere similaire les états dans les cellules 1D limites du modele 2D
(cellules a, b et ¢ sur la figure 2.2-(b)) sont calculés avec les modeles 1D : on conserve la
surface libre et on suppose que le débit a la méme direction que la normale a la frontiere
libre.

Cet algorithme a été mis en place sur des géométries simplifiées avec des canaux
rectangulaires aussi bien que sur des géométries réelles. Dans le cas ou I'on voudrait avoir
une résolution plus fine de ce qui se passe dans la zone de confluence on peut avoir recours
a des techniques plus élaborées du type couplage de modeles 1D-2D ou le modele 2D cette
fois-ci fournit une modélisation a une résolution plus fine et peut s’étendre bien au-dela
de la simple confluence.
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Panais
waliches

(a) (b)

F1G. 2.2 — (a) Représentation du modele 2D au niveau d’une confluence (b) Recou-
vrement des modeles 1D et 2D au niveau de la confluence. Source : [Goutal, 2014].

2.5 Principe de résolution des équations de Saint-
Venant avec le code Telemac-2D

Dans le cas du systeme Telemac-2D c’est la méthode de résolution par éléments finis
qui a été développée. Nous supposerons dans la suite que le lecteur est familier de cette
méthode.

Pour des raisons algorithmiques Telemac-2D résout les équations de Saint-Venant
sous leur forme non-conservative. Si la méthode des caractéristiques est choisie pour
traiter ces équations alors leur résolution se fait en deux étapes : une premiere dans
laquelle on traite les termes de convection des grandeurs physiques puis une seconde dans
laquelle on traite le reste des équations. Sinon, si la méthode des caractéristiques n’est pas
retenue, les termes de transport sont traités dans la méme étape que le traitement de la
diffusion et des termes sources. Dans la suite nous présentons préalablement la forme non-
conservative des équations de Saint-Venant utilisée dans Telemac-2D avant de présenter
les méthodes de résolution de ces équations avec la méthode éléments finis. Pour cela
nous reproduisons dans les grandes lignes 'exposé fait par Jean-Michel Hervouet dans
son livre [Hervouet, 2007].

2.5.1 Forme non-conservative des équations de Saint-Venant

Dans un souci de simplicité nous reprenons dans cette section les notations utilisées
dans la section (2.1) lors de la présentation des équations de Navier-Stokes et on note le
vecteur vitesse : U = (u, v).

La forme non-conservative des équations de Saint-Venant telle qu’utilisée dans Telemac-
2D s’énonce ainsi :
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( Oh o — o
% + U.grad(h) + hdiv(U) = Sce

ou ou ou O,

o "o oy T an

Fy+ ~div (hv,grad
+ $+ﬁ 1v< Vegra (u))

ov v dv O, L. —
| 7 + e + Ua—y =—gq o + F, + Ele (hyegrad(v))

ou v, est une diffusion qui prend en compte la viscosité turbulente et la dispersion,
ou U = (u,v) et ou F = (F,, F,) représente la somme des forces et des termes sources
s’exercant sur le fluide et Sce les termes sources pour I’équation de conservation de la
masse.

2.5.2 La méthode des pas fractionnaires

Cette méthode n’est utilisée que si la méthode des caractéristiques est utilisée pour
traiter I’étape de convection.

Sil'on considere une grandeur scalaire f, alors la discrétisation de la dérivée temporelle
de cette grandeur selon un schéma différence finie peut s’écrire sous la forme suivante :

8 n+l _ fn
o _ - (2.41)
ot At
Il s’agit d'une discrétisation en temps d’ordre 1. La méthode des pas fractionnaires
consiste alors & décomposer le terme de droite de I’équation (2.41) de maniére a calculer

d’abord les termes de transport :

il _0
At + termes transport =
puis les autres termes :
nt+l _ F
thf + autres termes = 0

Dans I’étape de convection par la méthode des caractéristiques on résout les équations
suivantes :

h;th + U - grad(h) = 0
“;t“ + U - grad(u) = 0
U;: + U - grad(v) = 0

Ce qui signifie que la dérivée lagrangienne des grandeurs h, u et v est nulle le long
des courbes caractéristiques et donc que ces grandeurs restent inchangées le long de ces
courbes. On renvoie le lecteur a [Hervouet, 2007] pour le détail du calcul des courbes
caractéristiques.
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2.5.3 Traitement de la propagation, de la diffusion et des termes
sources — Discrétisation en temps et en espace

Discrétisation en temps
Cas d’une étape de convection préalable

Dans ce cas le systeme a résoudre est le suivant :

( hn+1 7 .
Tt + hle(U) = SC@
a0 e Ly (h orad( )) (2.42)
- 9 o+ 5 div { hregrad(u :
"t — 9 O, 1. —_—
e —g o + F,+ Ele (hl/egrad(v)>

ou fz, u et v sont le résultat de la convection de h, u et v.

Cas sans étape de convection préalable

Dans ce cas le systeme d’équations a résoudre est :

( hn+1 _ hn SN 5
—Qa; T U.grad(h) + hdiv(U) = Sce
utt —u L — s 1 —
_ . = — —di 2.43
A7 + U.grad(u) 95, +F, + hle (hl/egrad(u)> (2.43)
n+l _ ,n . 1
K “T” + U .grad(v) = —gaad; + By + pdiv (hyegr?i(m

Cependant dans chacun des deux systemes (2.42) et (2.43) persistent des termes h, u
et v dont il n’est pas précisé si ils sont pris au temps ¢ ou au temps t"**. [Hervouet, 2007]

précise que si I’on souhaite avoir un schéma d’ordre 2 en temps on pourrait écrire par

thrl + h
exemple h = ————. Or il précise que ces schémas ont tendance a diverger et propose

de remplacer cette écriture par une écriture, pour une fonction scalaire f, du type :

f=0f"" 1 -0)m (2.44)

avec 6 > 0.5 tout en restant proche de 0.5. L’écriture (2.44) est appelée un 6 schéma.
En particulier lorsque 6 vaut 0.5 on parle de schéma de Crank-Nicholson.

Sous-itérations

L’écriture de f donnée en (2.44) ne résout cependant pas tous les problemes et des
termes comme hdiv(U) peuvent faire apparaitre le produit d’inconnues : A" MU qui
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rendrait le systeme non linéaire et qui sans autre traitement serait donc impossible a
résoudre. On utilise néanmoins une formule assez similaire a celle donnée en (2.44) :

hdiv(T) = hyropdiv (aﬁnﬂ +(1- eu)ﬁ"> (2.45)

ou 6, est un coefficient d’implicitation des vitesses et h,,.p, est la hauteur de propaga-

tion qui, si on veut avoir un probleme linéaire, doit étre égale a h"™. Néanmoins on peut

hn—f—l + h"
prendre une valeur plus proche de h = — e résolvant de maniere itérative au

méme pas de temps :

Pprop = Oph™ 1 + (1 — 6),)h"

ol 0y, est le coefficient d’implicitation de la hauteur et A1 est I’estimation courante
de h™tL
~ N . - 9 «, .
De la méme maniere les termes de convection U.grad(f) lorsqu’ils ne sont pas traités
par la méthode des caractéristiques sont écrits sous la forme :

—

- — R —
U.grad(f) = Ueony-grad (07 f" + (1 — 05) f™) (2.46)
ot Uy = 0,01 + (1— GU)U " est la vitesse de convection et U1 est I'estimation

courante de U™,

Termes de diffusion

Les termes de diffusion sont quant a eux semi-implicités sous la forme :

%div (hyegrzi (0"t + (1 — Qg)u”)> (2.47)

Le coefficient 6¢ est un coefficient spécifique pour la diffusion et peut étre choisi
différent de 6, et ce afin d’avoir plus de liberté dans le choix des schémas numériques.

Formulation en accroissement pour la hauteur

La fonction représentant la surface libre 1), est exprimée en fonction de la cote du
fond ¢ et de la hauteur h. Du fait de la semi-implicitation de & on écrit :

— — 1
—ggrad(v,) = — ggrad (6," " + (1 — 6,)h" + ¥y) (2.48)
— —
= — gbpgrad (h"*' — h") — ggrad(y7) (2.49)

ou ¢ = h"™ + ;. Au vu de l'expression (2.49) et de la discrétisation en temps de
I’équation de continuité I'inconnue pour les hauteurs d’eau est 6h = A" — h™ et non pas
h"*1. Ce choix permet d’assurer naturellement la conservation de I’état de repos pour un
fond irrégulier.
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Les termes de frottement

Les termes de frottement, sauf dans le cas ou ils sont linéaires, sont écrits de maniere a
conserver une formulation linéaire et les produits uvu2 + v2 et vv/u? + v? sont réécrits :

uvu? + 02 = u Tt (un)? 4 (vn)?
vWuR +02 & " (un)? + (vm)?

Réécriture du systéeme d’équations

Le systeme d’équations (2.43) avec les expressions (2.45), (2.46), (2.47) et (2.49)
s’écrit :

( thrl — Q" . SN . .
—Ar + Uconw-grad(h) + hyropdiv(U) = Sce
unJrl _ un . N a(thrl _ hn) G@D? 1 ) N
X + Ueonw-grad(u) = —gbj, e —g Ee + F, + Edlv (huegrad(u))
Un+1 —n . SN 8(hn+1 _ hn) 8,¢}g 1 ) SN

\ A7 + Ucony-grad(v) = —gbj, a7 —g Dy +F, + Ele (hl/egrad(v))

(2.50)
ol les variables h, u et v sans indice de temps désignent les valeurs semi-implicitées de
la hauteur et des composantes de la vitesse évoquées précédemment dans cette section.

Discrétisation en espace

En vue de la résolution du systeme d’équations (2.50) les fonctions scalaires appa-
raissant dans ce systeme seront par la suite discrétisées en espace. Nous donnons ici
le principe d’une telle décomposition pour une fonction scalaire f quelconque. Cette
décomposition est effectuée aux points de discrétisation (ou noeuds du maillage) selon
une base de fonctions ¥, :

f:ZfZ‘I’z

ol les f* sont les valeurs de f aux points i et les ¥; sont des fonctions valant 1 au
point 7 et 0 aux autres points. Les valeurs de la fonction f a I'intérieur d’'un élément sont
interpolées a partir des valeurs de cette fonction aux noeuds de I’'élément.

2.5.4 Formulation faible, approximation interne et mise sous
forme d’un systeme linéaire

Pour résoudre le systeme des équations de Saint-Venant on va chercher a discrétiser
celui-ci et a le mettre sous forme d’un systeme linéaire que 1’on sait résoudre. Pour cela
on va, dans un premier temps, donner la formulation faible du probleme. Celle-ci va nous
mener a l'approximation interne qui consiste en la décomposition des fonctions inconnues
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suivant les bases ce qui va nous permettre de mettre le systeme sous forme d’'un systeme
linéaire et ainsi de le résoudre facilement.

Formulation faible

On considere la formulation forte d’un probleme :

Trouver u définie sur €2 vérifiant R(u) = f en tout point de 2 (2.51)

ot R est un opérateur différentiel et f une fonction définie sur un domaine ouvert 2.
La formulation faible (ou formulation variationnelle) du probleme (2.51) est la sui-
vante :

Trouver u définie sur €2 vérifiant / R(u)v d§) = / fv dS2 pour toute fonction v définie sur
Q Q

(2.52)

En regle général les fonctions v sont appelées fonctions tests. Pour donner la for-
mulation faible du systeme des équations de Saint-Venant on va multiplier chacune des
équations de ce systeme par les fonctions tests et intégrer sur le domaine 2. Dans la suite
nous noterons :

e ¢" fonction test pour I’équation de conservation de la masse

e ¢" fonction test pour les deux équations de conservation de la quantité de mouve-

ment.

Ces fonctions apprtiennent respectivement aux espaces Hj () et L*(Q). L*(9) est
I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur Q et Hj(£2) est le sous-ensemble de L?(£2)
des fonctions dont la dérivée est de carré intégrable sur €2 et qui s’annulent sur la frontiere
de €.

On commence par 1’équation de conservation de la quantité de mouvement :

At

Puis on fait la méme chose pour chacune des deux équations de conservation de la
quantité de mouvement :

hn+1 — . RN -
/ — " dO+ / Uonw-grad(h) o™ dQ2+ / Ppropdiv(U) " dS) = / Sce ™ dQ (2.53)
9] Q Q Q

unJrl —un . RN
/ A+ / cono-grad (1) o" dQ
Q Q

n+l _ pjn n
:—/gﬁh—a(h h )gb“dQ—/g%gb“dQ (2.54)

+ / FLé® Q) + / L iy (hyegr?i(u)) " A0
Q Q h

,Un—l—l — " 5 5
/ Tgbu dQ 4+ / Uecony-grad(v) ¢ dS2
v A Yot — oy
= —/geh—¢“ dQ—/g—s ¢" dS (2.55)
Q 0 o Oy
1 —
+ / F,6"dQ+ [ —div (hz/egrad(v)> & dQ)
Q Q h
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Dans I'équation de conservation de la masse le terme / hpmpdiv([j )" dS) est intégré
Q
par parties et donne :

. T\ R 7 = h 7 h
/ o cliv(0) 6" dQ — / hyropl g™ dT” — / O grad(hyepd) d2 (2.56)
Q T Q

1 —
D’autre part les termes de diffusion / Ediv (hl/egrad(v)) @" dS) sont simplifiés et

Q
traités sous la forme :

/Q div (Magrﬁ(u)gb“) dQ) (2.57)

Le terme (2.57) est lui-méme intégré par parties de maniere a faire disparaitre 'opérateur
div et aboutir par la suite a une écriture qui nous permettra d’écrire ce terme comme
combinaison linéaire des fonctions inconnues :

/ div (uegﬂi(u)gb“) 40 — / ¢ vegrad(u).ii dl — / (e do (258)
Q T Q

Les termes faisant apparaitre des intégrales de bord dans les expressions (2.56) et
(2.58) sont les termes par lesquels sont traitées les conditions aux limites dans la résolution
du systeme linéaire obtenu apres avoir établi la formulation faible.

Approximation interne

L’approximation interne consiste a écrire les équations (2.53), (2.54) et (2.55) pour
des sous-espaces de H}(€2) et L*(£2) de dimension finie. Pour cela nous allons décomposer
les fonctions inconnues suivant les fonctions de base et utiliser les fonctions tests relatives
aux points du maillage. Dans la suite nous utiliserons donc les notations suivantes :

e U’ fonction de base relative au point i pour la hauteur;

@l fonction test relative au point i pour 'équation de conservation de la masse;
U fonction de base relative au point ¢ pour les composantes de la vitesse ;

¢ fonction test relative au point ¢ pour les deux équations de conservation de la
quantité de mouvement ;

e nph le nombre de fonctions de base portant la hauteur ;

e npu le nombre de fonctions de base portant la vitesse.

On écrit les fonctions h, u et v suivant leurs bases respectives :

nph npu npu

h=> Ul u=)wl v=) 00 (2.59)
j=1 j=1 j=1

On remplace alors dans les équations (2.53), (2.54) et (2.55), h, u et v par leurs
expressions respectives données en (2.59).

Pour tout degré de liberté ¢+ = 1,...,nph ’équation de conservation de la masse
s’écrit :
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nph n+1 n nph
AT — R L o
(JTtJ> / Vel +) " hy / Uconvgrad (0" ¢l dQ2
j=1 @ j=1 @
nph

+ / horop Uil d2 =3 Uy / U grad (hyrop@!) dO
r = Q

nph

=3 [ wiolan
j=179
(2.60)
Pour tout degré de liberté ¢ = 1,..., npu, la premiere équation de conservation de la
quantité de mouvement s’écrit :
npu Uf-H_l o npu ~
> (]Ttﬂ / TG dQ+ > uy / Usonvgrad (T4) ¢! dQ
j=1 @ j=1 79
nph h
ov” o™
=St m) [ g 2oran - [ o5 Eetan s [ Rotao
= 9 0.17 e 833' Q
— Py - s
—i—/gzﬁ?uegrad(u).ﬁdF — Zuj / vegrad(V5).grad(¢;) d2
(2.61)
Pour tout degré de liberté ¢ = 1,... npu, la seconde équation de conservation de la

quantité de mouvement s’écrit :

npu ’Ur-H_l _n npu =
J J U U w\ LU
; (T) /ﬂquqsi dﬁ+;vj/QUcomgrad(\I/j)¢i Q)
nph h
ov” oY
== (bt = h;)/ehg L v dS) — / gﬁd)g dQ+/Fy¢de
= Q dy o Oy Q
— 2 — —
+ / $rvegrad(v).iidl — Y v / vegrad(TY).grad(¢y) d)
r = Q
(2.62)
Traitement des conditions aux limites
Des termes de bord apparaissent dans les équations (2.60), (2.61) et (2.62).
Le terme de bord apparaissant dans ’équation de conservation de la masse est :
/ RpropU " dT (2.63)
r

Celui-ci correspond a un flux a travers une paroi. Dans notre cas toutes les parois sont
solides et alors le terme (2.63) est annulé. Toutes les parois étant solides nous ne nous
intéresserons pas non plus au cas du traitement de frontieres ouvertes.
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Les termes de bord apparaissant dans les équations de conservation de la quantité de
mouvement sont :

/ Ot vegrad(u).ii dT (2.64)
T

—
/ oivegrad(v).i dl'
r

Or par définition :

— L Of
grad(f).n = I
Ce terme est traité implicitement sous la forme :
oug
5, G
. . : : (u*)? . Cy
ou u; désigne la vitesse tangentielle, a = — . et ut = 5 (u? +v?) et Cf est le

coefficient de frottement dont l'expression est donnée en (2.29).
Le terme (2.64) s’écrit alors :

/ @i veau dl’
r

et il est traité implicitement.

Mise sous forme d’un systéme linéaire

Du fait du traitement des conditions aux limites présenté ci-dessus les équations (2.53),
(2.54) et (2.55) peuvent étre écrites comme une combinaison linéaire des inconnues et
ainsi il est possible de mettre le systeme constitué par ces trois équations sous forme
d’un systeme linéaire AX = B. Nous ne rentrerons pas dans le détail des matrices blocs
formant les matrices A et B, le lecteur pourra se reporter a [Hervouet, 2007].

Le systeme linéaire AX = B est résolu en utilisant un algorithme itératif de type
gradient conjugué.
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3.1 Une introduction

Il peut étre difficile de définir d’emblée ce qu’est ’assimilation de données. On peut
considérer qu’il s’agit de la science des compromis. Compromis entre un modele et des
données d’observation. Le modele représente un systeme physique et éventuellement son
évolution dans le temps. Cela peut étre un modele d’écoulement d’une riviere modélisé
par les équations de Saint-Venant, un modele océanographique ou météorologique (do-
maines desquels est issue originellement 1’assimilation de données) ou encore un modele
agronomique, hydrologique... Cependant par nature ces modeles ne sont pas exacts, du
fait de la discrétisation du modele, de certaines hypotheses d’approximation, du fait de
certains parametres mal connus entrant en compte dans la modélisation. D’autre part
les observations représentent les données observées du systeme. Elles peuvent étre de
natures tres différentes : données in situ, comme c’est par exemple le cas d’observations
de concentrations de certains éléments chimiques dans 1’air, données radars ou encore
données satellitaires. Néanmoins celles-ci, de maniere analogue aux modeles, peuvent étre
entachées d’erreurs. L’objet de I'assimilation est alors de combiner ces deux sources d’in-
formation en prenant en compte, si cela est possible, les incertitudes qui leurs sont liées
pour donner la meilleure estimation possible de ’état du systéme (en un sens que nous
préciserons ultérieurement). Cela a notamment deux applications directes. Tout d’abord
la prévision, en effet donner la meilleure estimation possible de 1’état du systeme permet
d’améliorer 'état prévu du systeme a plus ou moins longue échéance. D’autre part cela
permet la réanalyse des données passées de maniere a donner la meilleure estimation de
la trajectoire d’un systeme au cours du temps.

Parmi les grandes familles de méthodes d’assimilation de données on peut citer d'une
part les méthodes basées sur I'estimation stochastique comme le filtre de Kalman et les
méthodes qui en dérivent : filtre de Kalman étendu, filtre de Kalman d’ensemble... D’autre
part on peut citer les méthodes variationnelles dans lesquelles la meilleure estimation de
I’état du systeme est obtenue en minimisant une certaine fonctionnelle. Ces deux types
de méthodes ont néanmoins ceci de commun qu’elles peuvent étre dérivées du filtrage
bayésien selon que l'on cherche a déterminer I'espérance conditionnelle d’une variable
aléatoire (cas des filtres de Kalman) ou son mode (assimilation variationnelle). Nous
reviendrons en détail sur chacune de ces familles plus loin dans ce manuscrit. Bien que
ces familles soient différentes il existe des ponts entre elles et elles ont notamment un
vocabulaire commun que nous présentons dans la section suivante.

3.2 Le vocabulaire de ’assimilation de données

On note tout d’abord z I’état réel du systeme physique que ’on considere a un instant
donné. Cet état réel est continu et a de fait un nombre infini de degrés de liberté. Il est
a noter que cet état réel peut étre multivarié et représenter par exemple la tempéraure
et la salinité de 'océan a un instant donné et en tout point. Les modeles numériques qui
résolvent les équations modélisant le systeme physique considéré dans un espace discrétisé
ayant un nombre fini de points ont quant a eux un nombre fini de degré de liberté. On
appelle alors état vrai et on note ' (¢ pour true) la projection de Z dans l'espace discrétisé
du modele. Si on note II cet opérateur de projection alors 7 et z! sont liés par la relation :



3.3. LA MODELISATION DES ERREURS ET LES MATRICES DE COVARIANCE
D’ERREUR 63

On appelle vecteur d’état et on note x le vecteur qui contient I’état estimé du systeme
a un instant donné dans I’espace du modele. Par exemple dans le cas des équations de
Saint-Venant le vecteur d’état est constitué de la discrétisation des hauteurs d’eau et des
débits sur le domaine.

On définit le vecteur de controle comme étant I’ensemble des variables d’intérét que
I'on cherche a corriger avec l'assimilation de données. Dans l'exemple précédent des
équations de Saint-Venant le vecteur de controle peut étre le vecteur d’état. Mais on
pourrait également chercher a corriger le coefficient de Strickler avec ’assimilation de
données. Plus généralement le vecteur de controle peut étre constitué des variables d’état,
ou des parametres du modele, des conditions limites...

Dans la suite on notera M le modele numérique résolvant les équations mathématiques
du systeme physique que 1'on considere. Celui-ci nous permet de décrire 1’évolution tem-
porelle de I'état du systeme. Si on note x; et z,,; I'estimation de I’état du systeme res-
pectivement aux temps t; et tx1 alors en l'absence d’erreur modele (voir section 3.3.3)
ceux-ci sont reliés par :

Tk+1 = Mk,k+1(33k) (3-1)

ot My, 41 désigne I'évolution du modele entre les temps 5 et 5.

On peut maintenant considérer les différents statuts du vecteur x :

e si x est 'état estimé du systeme consécutif a l'assimilation d’une donnée d’obser-
vation on appellera celui-ci état analysé et on le notera x®;

e si x est une estimation a prior: de ’état du systeme avant assimilation on appelle
x ébauche et on le notera 2 (b pour background). Celui-ci peut étre obtenu comme
la propagation par le modele d'un état analysé du temps ¢, au temps tx,1, soit :
Thyr = Mg (27) 5

e si x est une estimation du systeme obtenue par la propagation a plus ou moins
longue échéance par le modele d’un état analysé alors on appellera x prévision et
on notera z/ (f pour forecast).

3.3 La modélisation des erreurs et les matrices de
covariance d’erreur

Comme on |’a précisé dans l'introduction 'objet de ’assimilation est de combiner les
informations fournies par un modele et celles fournies par des observations en prenant
en compte les erreurs qui sont liées. Celles-ci occupent donc une place importante en
assimilation de données. Nous donnons dans cette section la définition des différents types
d’erreur que nous pouvons rencontrer en assimilation de données ainsi que la définition
des matrices de covariance d’erreur qui leurs sont associées et qui apparaissent dans les
différentes méthodes d’assimilation.
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On définit tout d’abord les erreurs comme étant la différence entre la grandeur considé-
rée et ’état vrai. Lui-méme étant inconnu et accessible de maniere indirecte a travers les
données d’observation, elles-mémes entachées d’erreur.

En général on distingue trois types d’erreur liées aux modeles numériques [Cohn, 1997] :
Ierreur liée a I’état du modele, l'erreur liée a la modélisation du systeme physique
(discrétisation, choix des parametres...) et l'erreur de représentativité du modele. Mais
avant de présenter les différents types d’erreur nous présentons quelques remarques qui
nous seront utiles par la suite.

3.3.1 Remarques préliminaires sur les erreurs, les matrices de
covariance et de corrélation d’erreur

Dans la suite de ce travail dans un souci de simplicité et sauf mention contraire on
considérera que les différentes erreurs rencontrées suivent une loi normale de moyenne
nulle. C’est la raison pour laquelle dans les sections suivantes lorsque nous présenterons
les différents types d’erreurs nous ne nous intéresserons qu’aux moments d’ordre 2 de ces
variables i-e les matrices de covariance.

Dans le cas d'un probléme univarié ou les composantes de l'erreur € = (g1, ...,ex)
sont des variables aléatoires indépendantes alors I'erreur admet comme matrice de cova-
riance une matrice diagonale avec sur celle-ci les variances relatives a chaque composante
de I'erreur. Dans le cas ou les composantes de I'erreur ne sont pas des variables aléatoires
indépendantes celle-ci admet comme matrice de covariance d’erreur P :

E[€161] E[€1€N]
P=E [aeT] =
E[eSNz’:‘ﬂ E[&NéN]

ou E désigne 'espérance mathématique.

Dans le cas d’'un probleme multivarié ou les variables sont indépendantes alors la
matrice des covariances d’erreur se réduit a une matrice diagonale par blocs ou chaque
bloc décrit les covariances univariées propres a chaque variable. Si les erreurs relatives
a chacune des différentes variables ne sont pas indépendantes alors la matrice des cova-
riances d’erreur n’est pas diagonale par blocs. Dans ce cas les blocs diagonaux indiquent
toujours les covariances univariées tandis que les blocs extra-diagonaux représentent les
covariances entre les erreurs relatives a chaque variable. Supposons par exemple que 'on
a 3 variables a, b et ¢ de vecteurs d’erreur respectifs €, ¥ et ¢, alors la matrice des
covariances d’erreur s’écrit :

P=E[e"] = | E[eb"] P* B [ebe]
Ele%e?] E [e%?] P¢
D’autre part si on a la connaissance des variances sur I’ensemble du domaine ainsi que

de la matrice des corrélations d’erreur C alors la matrice des covariances d’erreur peut
se déduire de la matrice des corrélations d’erreur par la formule suivante :
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P = El/chT/Q

ou X est une matrice diagonale avec sur celle-ci les variances des erreurs. De maniere
équivalente les corrélations d’erreurs peuvent se déduire des covariances d’erreur par la
relation :

C=x"12px-T2 (3.2)

Dans ce travail nous nous sommes intéressés aux fonctions de covariances d’erreur
relatives a certains points. Si on considere un point en particulier ces fonctions nous
intéressent car elles décrivent les covariances entre 'erreur a ce point et les erreurs aux
autres points du domaine mais aussi les erreurs relatives aux autres variables aux autres
points du domaine. Lorsque ’on connait les matrices de covariance d’erreur on connait
les fonctions de covariance, en effet celles-ci sont les colonnes et les lignes de la matrice :
la fonction de covariance relative au ¢-eme point du domaine est contenue dans la -eme
colonne de la matrice P (mais aussi dans la i-eme ligne puisque par construction P est
symétrique). Ce fait a été présenté ici pour les matrices et fonctions de covariance mais
il reste valable pour les matrices et fonctions de corrélation.

3.3.2 Les erreurs liées a I’état du modele

L’erreur liée a I’état du modele représente la différence entre 1’état estimé du modele x
et 'état vrai. On définit ainsi, selon que ’on considere I'ébauche, I’état analysé ou prévu,
trois erreurs liées a I'état du modele.

Si on considere l'erreur d’ébauche £” & un temps donné on notera :

b b gt
Dans la foulée on définit la matrice des covariance d’erreur d’ébauche :
B =B[(c ~ B'))(c* ~ E[))"]
De maniere analogue on note € I'erreur d’analyse a un temps donné :
e = % — xt
Et on définit la matrice des covariances d’erreur d’analyse :
A =E[(e* - E[))(e" — E[*)7]
Enfin on définit la matrice des covariances d’erreur de prévision :
ef =af — ot

Et on définit la matrice des covariances d’erreur de prévision :

F=E [ - Bl EE)]
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3.3.3 Les erreurs liées a la modélisation

On distingue généralement quatre grands types d’erreurs liées a la modélisation :

e les erreurs liées a certaines approximations physiques comme c’est par exemple dans
les équations de Saint-Venant qui sont dérivées des équations de Navier-Stokes sous
certaines hypotheses simplificatrices ;

e les erreurs liées aux choix de certains parametres. Un bon exemple de ce type d’erreur
réside dans la modélisation hydraulique avec les équations de Saint-Venant dans les-
quelles le frottement peut étre représenté avec un coefficient appelé coefficient de Stri-
ckler. Dans le cas de la modélisation de ’écoulement d’une riviere avec ces équations
il peut étre difficile de donner avec précision la valeur du coefficient de Strickler. En
regle générale celui-ci est calé par les modélisateurs sur une série de crues de références.
Mais il peut également étre estimé au mieux en utilisant l’assimilation de données;

e les erreurs liées a la discrétisation. Approcher un probleme continu par un probléme
discrétisé amene inévitablement des erreurs. Celles-ci seront d’autant plus importantes
que la discrétisation est lache;

e les erreurs sur les forcages. En effet ceux-ci peuvent étre mal connus comme cela peut
étre par exemple le cas avec un modele hydraulique ot les apports latéraux non jaugés
peuvent étre tres importants lors des pics de crue mais qui ne sont pas pris en compte
dans la modélisation car on a a priori aucune information dessus.

Ces erreurs étant liées entre elles de maniere indissociable on modélise les erreurs liées
a la modélisation a I'instant & comme une variable aléatoire g telle que :

ar = xf — My (@)

De maniere analogue a ce que l'on a fait précédemment on définit la matrice des
covariances d’erreur de modélisation Q :

Qi = E [(ax — Ela])(ax — Elai])"]

3.3.4 Les erreurs liées aux observations

Les erreurs liées aux observations sont de deux ordres. On distingue tout d’abord
les erreurs liées aux instruments de mesure. Ceux-ci sont par nature imparfaits et de fait
toute mesure (ou observation) est entachée d’erreur. Si on note h 'opérateur de projection
de I’état vrai continu & dans I'espace des observations alors on définit I’erreur de mesure
comme étant la différence entre le vecteur des observations y° et h[Z] soit :

™ = 4 — B3] (3.3)

En pratique, dans le cas des observations de hauteur d’eau d’une riviere, on peut
estimer de maniere statistique ’erreur de mesure en faisant plusieurs relevés dans lesquels
on compare la hauteur d’eau mesurée par l'instrument de mesure et la hauteur d’eau
affichée a I’échelle lorsqu’'une station en est équipée.

On distingue d’autre part les erreurs de représentativité. Celles-ci sont liées a la
modélisation du systeme physique que 'on considere (en ce sens elles sont a rappro-
cher des erreurs de modélisation). En effet si on note H 'opérateur d’observation discret
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qui est la projection dans I’espace des observations de I’état vrai alors on définit I'erreur
de représentativité € comme étant la différence :

57’

87"
En combinant (3.3) et (3.4) on peut écrire :

6m +€7’ — yo o H(It>

On définit alors 'erreur d’observation comme étant la somme des erreurs de mesure
et de représentativité, soit :

="+
Et on définit la matrice des covariances d’erreur d’observation :

R =E ("~ E[))(c — )]

Maintenant que nous avons défini les différents types d’erreur nous allons exposer dans
les grandes lignes les principes du filtrage bayésien.

3.4 Filtrage bayésien

Nous présentons dans cette section les principes du filtrage bayésien
[Doucet et al., 2000] a partir duquel on va définir certains estimateurs qui sont a Iorigine
de la distinction entre les méthodes variationnelles et les méthodes basées sur 'interpo-
lation stochastique.

3.4.1 Regle de Bayes

On considere deux variables aléatoires x et y dont on suppose qu’elles admettent
chacune une densité de probabilité notée respectivement : p(z) et p(y). On peut définir
les densités de probabilité conditionnelle p(z|y) et p(y|z) comme étant les quotients :

plaly) = pg’g’y? (3.6)
p(ylz) = p}(?:?xy);) (3.7)

ou p(x,y) désigne la densité de probabilité conjointe des variables x et y. En combinant
les égalités (3.6) et (3.7) on peut relier p(z|y) et p(y|z) :

ply|z)p(z)
plxly) = 3.8
(z(y) () (3.8)
La relation (3.8) est appelée regle de Bayes.
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3.4.2 Estimation optimale

On considere maintenant 1’état du modele # comme une variable aléatoire de densité
de probabilité p(x) dont on suppose qu’elle est connue et une observation y comme une
variable aléatoire de densité de probabilité p(y). x et y sont liés par la relation :

y = H(z) + & (3.9)

ou €° est une variable aléatoire modélisant les erreurs d’observation dont la densité de
probabilité est supposée connue.

On note tout d’abord que :

ply) = / plz,y)dr = / p(ylz)p(z)dx

Alors la regle de Bayes peut se réécrire :

_ plylz)p(x)
plaly) = [ p(ylz)p(z)da

Donc la densité conditionnelle p(z|y) est connue puisque p(z) est connue ainsi que
p(y|z) en vertu de la relation (3.9) et du fait que les densités de x et £° le sont. Ainsi
I'égalité (3.10) permet de connaitre la densité conditionnelle p(x|y) et de donner une
estimation « optimale » de x connaissant une réalisation de y. L’expression « estimation
optimale » est a mettre en regard du critere d’optimalité choisi, il en existe plusieurs,
nous en présentons ci-apres trois.

(3.10)

L’estimateur de variance minimum

L’estimateur de variance minimale est celui qui minimise la variance de I’état analysé
sachant y. On peut montrer que minimiser la variance de I’état analysé sachant y est
équivalent a résoudre I’équation suivante :

0T (z)

=0
0z

ou J(z) est donné par ’expression :

T(#) = / (& — &) (x — B)p(aly)dz

Or on peut montrer également :

agf):g/@—@m@wmx (3.11)

On déduit alors de (3.11) que ’état analysé minimisant la variance est donnée par :

= /xp(x]y)dx =Elzly]
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L’estimateur du maximum a posteriori

L’estimateur du maximum a posteriori est 1’état le plus probable de x sachant y, il
maximise donc la densité conditionnelle p(x|y) et par suite vérifie la relation :

op(zly)
“or Y

Dans le cas ou la densité de probabilité p(x|y) est gaussienne alors les estimateurs de
variance minimum et de maximum a posteriori sont équivalents.

L’estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance est 1’état le plus probable de y sachant
x, il maximise la densité conditionnelle p(y|z) et par suite vérifie la relation :

Ip(y|r)

ox

=0

Dans le cas ou la densité de probabilité p(y|z) est gausienne alors les estimateurs de
variance minimum et de maximum de vraisemblance sont équivalents.

3.4.3 Formule de Bayes récursive ou filtre bayésien

Les résultats exposés a la section (3.4.2) sont valables pour une seule observation.
Néanmoins ils peuvent étre étendus au cas temporel [Doucet et al., 2000]. En effet on
considere une succession d’observations vy, y{,...,y; prises aux temps to,t1, ..., res-
pectivement. On considere également une succession d’états du modele xg, z1, ..., z;. On
suppose de plus que la dépendance entre I’état du modele z;, au temps ;. et les autres états
du modeles aux temps précédents se limite a I’état du modele z,_; au temps précédent
tr—1 et on appelle loi de transition la densité conditionnelle p(zg|zx—1).

La formule de Bayes récursive se propose d’estimer de maniere récursive, au fur
et a mesure que des observations sont disponibles, les états du modele ;. Pour cela
le filtre bayésien se décompose en deux étapes, une premiere étape dite de prédiction
dans laquelle on cherche a déterminer le filtre prédit c¢’est-a-dire la densité conditionnelle
p(xk|ys, ..., yp_q). Or sous ces hypotheses on peut montrer que p(zx|ys, ..., yq_;) a pour
expression :

plerlys, . uny) = /p($k|$k—1)l)($k—1|y87---ayi_l)dﬂfk—1 (3.12)

Une seconde étape dite de correction dans laquelle on estime le filtre
p(xklys, ..., yp) a partir du filtre prédit p(ag|yg, ..., yp_q) -

p(yrlr)p(@elys, - - yi_y)
plxrlys, ..., y1) = 3.13
Ly T e S B (3.13)
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3.4.4 Considération sur le filtrage bayésien et le choix de I’es-
timateur optimal

Comme on vient de le voir le but du filtrage bayésien est de calculer la densité de
probabilité de la variable x sachant y. Dans les faits il n’est pas toujours possible de
calculer la densité de p(z|y). C’est pourquoi en regle générale les méthodes d’assimila-
tion de données ne s’intéressent qu’aux deux premiers moments de la variable aléatoire
représentant le systéeme considéré i-e la moyenne et la variance. Néanmoins on peut dans
une certaine mesure dépasser cette limitation en approximant la densité de probabilité
p(z|y), c’est Pobjet des méthodes dites de filtre a particules que nous n’aborderons pas
dans ce travail.

Sinon on peut chercher a estimer 1’état optimal x; celui-ci n’est pas unique et va
dépendre de la définition qu’on s’en donne. Par exemple si I'on considere 1'état optimal
comme étant ’espérance conditionnelle de la variable x connaissant ’observation y. Dans
ce cas I’état optimal est donné par l'estimateur de variance minimum. Cet estimateur
est a l'origine des méthodes de type interpolation statistique comme le BLUE, le filtre
de Kalman ainsi que les formes qui en sont dérivées (exposées en section 3.7.1) : filtre
de Kalman de rang réduit, filtre de Kalman d’ensemble... A noter que dans le cas ou
les densités sont gaussiennes [Lorenc, 1986, Cohn, 1997] ont montré que le filtre de Kal-
man et le filtre Bayésien sont équivalents. Si on considere 1’état optimal comme étant
le plus probable celui-ci nous est donné par I'estimateur du maximum a posteriori. Cet
estimateur est quant a lui a ’'origine des méthodes dites variationnelles exposées en sec-
tion 3.6. Il faut souligner que sous I'’hypothese que le modele considéré est linéaire et
les densités conditionnelles sont gaussiennes alors ces deux estimateurs sont équivalents
[Jazwinski, 2007, Lorenc, 1986, Cohn, 1997].

3.5 Le Best Linear Unbiased Estimator - BLUE

On souhaite construire un estimateur linéaire non biaisé qui serait le meilleur esti-
mateur au sens ou il minimise la variance de I'état analysé et dans lequel celui-ci serait
décrit comme la combinaison linéaire d’une estimation a priori de notre systeme, une
ébauche notée x° et d’une observation y° [Gelb, 1974].

On suppose qu’un tel estimateur existe et que les erreurs d’ébauche et d’observation
sont non biaisées (i-e E[¢’] = 0 et E[¢°] = 0), on 'écrit :

2% = La’ + Ky° (3.14)

On suppose de plus que 'opérateur d’observation H est linéaire et on écrit H. D’apres
les définitions des erreurs que nous avons données précédemment nous pouvons écrire :

2t =z"+ & (3.15)
2’ =t e (3.16)
y' = Ha' (3.17)
y° = Ha' +&° (3.18)
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Alors en remplagant les termes de ’équation (3.14) par les expressions données en
(3.15)-(3.18) on peut écrire :
o' + e = Lo’ + Le® + KHa' + Ke° (3.19)

Ainsi en considérant 'espérance mathématique de chacun des termes de I’équation
(3.19) on peut montrer que :

L=1-KH (3.20)

On peut alors réécrire (3.14) sous la forme suivante :

2= (I - KH) 2"+ Ky° (3.21)
2% =2+ K (y° — Ha") (3.22)
Cette écriture est valable quelle que soit la matrice K or on souhaite que cet esti-
mateur minimise la variance de I'état analysé. Minimiser la variance de 1’état analysé
est équivalent a minimiser la trace de la matrice des covariances d’erreur d’analyse, i-e
Tr(A). On cherche donc la matr