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L'imagerie par Magnéto/Electro Encéphalogra-
phie (M/EEG) peut servir a reconstruire les
foyers d'activité cérébrale en mesurant le
champ Electro Magnétique produit par ce der-
nier. Méme si le temps caractéristique des si-
gnaux enregistrés est assez faible pour pouvoir
envisager un modeéle linéaire d'acquisition, le
nombre de sources possibles reste tres large
face au nombre de capteurs. De fait, il s'agit
la d'un probleme mal posé et de surcroit de
grande dimension. Afin de se ramener dans le
cadre d’'un probléeme qui admet une solution at-
teignable, une hypothése courante, et qui fait
sens pour les neurones, est que les sources
sont parcimonieuses i.e. que le nombre de va-
leurs non-nulles est tres petit.

On modélise alors le probleme d'un point
de vue probabiliste en utilisant une distribu-
tion a priori Bernoulli-gaussienne (BG) pour les
sources. |l existe de nombreuses méthodes
qui permettent de résoudre un tel probleme,
mais la plupart d’entre elles font appel a une
connaissance des parametres de la loi BG. L'ob-
jectif de cette thése est de proposer une ap-
proche entierement non-supervisée qui per-
met d'estimer les parametres de la loi BG ainsi
que d'estimer les sources. Pour ce faire les al-
gorithmes d’Espérance-Maximisation (EM) sont
explorés.

Dans un premier temps, le cas le plus
simple est traité : celui du débruitage ou l'opé-
rateur linéaire est 'identité. Dans ce cadre trois

algorithmes sont proposés : Une méthode des
Moments basée sur la statistique des données,
un EM et un algorithme d'estimation jointe
des sources et des parametres. Les résultats
montrent que 'EM initialisé par la méthode des
Moments est le meilleur candidat pour I'estima-
tion des parametres.

Dans un second temps, les résultats pré-
cédents sont étendus au cas général d'opéra-
teurs linéaires quelconques grace a l'introduc-
tion d'une variable latente. Cette variable, en
découplant les sources des observations, per-
met de dériver des algorithmes dit 'latents’ qui
alternent entre une étape de descente de gra-
dient et une étape de débruitage qui corres-
pond exactement au probléme traité précé-
demment. Les résultats montrent alors que la
stratégie la plus efficace est l'utilisation de I'esti-
mation jointe ‘latente’ qui initialise 'EM 'latent’.

Enfin, la derniére partie de ces travaux
est consacrée a des considérations théoriques
concernant les choix d'estimateurs joints ou
marginaux du support et/ou des sources dans
le cas supervisé. Ces travaux montrent que I'on
peut encadrer les fonctions de co(ts associées
aux problémes marginaux par celles associées
a des problémes joints grace a une reparamé-
trisation du probleme. Cela permet alors de
proposer une stratégie générale d'estimation
basée sur l'initialisation d'algorithmes d'estima-
tion marginale par des algorithmes d'estima-
tion jointe.
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Abstract : Magneto/Electro Encephalography
(M/EEG) imaging can be used to reconstruct
focal points of cerebral activity by measuring
the Electro Magnetic field produced by it. Even
if the characteristic time of the recorded si-
gnals is low enough to be able to consider a li-
near acquisition model, the number of possible
sources remains very large compared to the
number of sensors. In fact, this is an ill-posed
and, moreover, a large-scale problem. In order
to reduce it to a 'well-posed’ problem, a com-
mon assumption, and which makes sense for
neurons, is that the sources are sparse i.e. that
the number of non-zero values is very small.
We then model the problem from a proba-
bilistic point of view using a Bernoulli-Gaussian
(BG) a priori for the sources. There are many
methods that can solve such a problem, but
most of them require knowledge of the para-
meters of the BG law. The objective of this the-
sis is to propose a completely unsupervised
approach which allows to estimate the para-
meters of the BG law as well as to estimate
the sources if possible. To do this, Expectation-
Minimization (EM) algorithms are explored.
First, the simplest case is treated : that of
denoising where the linear operator is the iden-
tity. In this framework, three algorithms are
proposed : A Moments method based on data

statistics, an EM and a joint estimation algo-
rithm for sources and parameters. The results
show that the EM initialized by the Method of
Moments is the best candidate for parameter
estimation.

Secondly, the previous results are exten-
ded to the general case of any linear opera-
tor thanks to the introduction of a latent va-
riable. This variable, by decoupling the sources
from the observations, makes it possible to de-
rive so-called’latent’ algorithms which alternate
between a gradient descent step and a denoi-
sing step which corresponds exactly to the pro-
blem dealt with previously. The results then
show that the most effective strategy is the use
of the 'latent’ joint estimate which initializes the
'latent’ EM.

Finally, the last part of this work is devoted
to theoretical considerations concerning the
choice of joint or marginal estimators in the su-
pervised case. In particular with regard to the
sources and their supports. This work shows
that it is possible to frame marginal problems
by joint problems thanks to a reparameteriza-
tion of the problem. This then makes it possible
to propose a general estimation strategy based
on the initialization of marginal estimation al-
gorithms by joint estimation algorithms.
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1 - Introduction

1.1 . Contexte

1.1.1 . L’imagerie cérébrale

Au travers de la collaboration avec ’ANR BMW, les travaux de cette thése
s'inscrivent dans le contexte de I'imagerie cérébrale. L’imagerie cérébrale ou
neuro-imagerie regroupe un ensemble de techniques permettant d’observer du
contenu du cerveau jusqu’a ’activité de ce dernier. La ou ’analyse du contenu
biologique du cerveau peut étre réalisée par biopsie ou chirurgie, le suivi de
I’activité de ce dernier nécessite de passer par des méthodes non-invasives. En
effet, il parait nécessaire de maintenir un sujet conscient durant la phase d’ob-
servation, mais dans une plus large mesure, la prise de mesure doit minimiser
son impact sur le résultat des observations. C’est notamment ’'observation de
I’activité des colonnes corticales, i.e. des groupes de neurones dans le cortex qui
nous intéresse ici. Que ce soit pour le diagnostic de maladies ou pour 1’étude
du fonctionnement du cerveau sain, I'analyse des foyers d’activité neuronale
est une préoccupation fondamentale.

La difficulté principale provient de la double localisation de ces foyers d’ac-
tivité : on voudrait pouvoir obtenir une résolution spatio-temporelle élevée de
I’activité des colonnes corticales.Or la précision des imageurs en terme de ré-
solution est souvent faite au détriment d’une des deux composantes (spatiale
ou temporelle). On peut citer par exemple 'IRM(f) dont les acquisitions per-
mettent de cartographier précisément le cerveau tout en perdant 1’évolution
temporelle de ’activité, ou alors pour observer des phénoménes a temps lents.

1.1.2 . La M/EEG

La Magnéto/Electro-Encéphalographie (M/EEG), est apparue en 1968 dans
[Cohen, 1968| (1925 pour la partie champ électrique). Il s’agit d’une méthode
permettant de mesurer le champ électromagnétique produit par le cerveau a
I'extérieur du crane en plagant des capteurs (électrodes + magnétomeétres) sur
le scalp (surface extérieure de la téte). Les signaux observés sont mesurés dans
le temps et définissent en chaque capteur un canal. Dés lors, on peut com-
prendre I'avantage premier de cette méthode : la fréquence d’échantillonnage
sur les capteurs étant celle donnée par le matériel utilisé, elle est donc seule-
ment limitée par le choix de matériel. Cependant, cette précision temporelle
élevée se paye par une difficulté d’obtenir une précision spatiale élevée. On
suppose alors que les colonnes corticales sont les sources de l'activité électro-
magnétique mesurée. En effet, ces derniéres peuvent se polariser au niveau
de leurs extrémités, formant ainsi un champ électrique. De plus, 'activité est
transmise le long de ces neurones via une onde de potentiel, formée par un cou-
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Figure 1.1 - Schéma d'acquisition des signaux M/EEG.

rant ionique & 'interface entre le neurone et le milieu extérieur, provoquant un
courant équivalent le long de I’axe du neurone. Ce courant est alors a 'origine
d’un champ magnétique.

Cependant, un cerveau humain moyen contient en moyenne un nombre de
neurones de l'ordre de la dizaine & la centaine de milliards (~ 86 x 107). Ces
derniers possédant a priori une géométrie propre, cela représente un nombre
conséquent de variables & déterminer en comparaison avec le nombre de cap-
teurs qui est limité par le matériel (~ 300 & I'heure actuelle). Méme si on
diminue le nombre de sources en regroupant les neurones en voxels (~ 10%),
on saisit alors toute la sous détermination du probléme et donc sa complexité.
C’est pourquoi un certain nombre d’hypothéses sont faites afin de réduire la
complexité du probléme avec des conséquences plus ou moins importantes sur
le résultat des observations.

Hypothése 1: La premiére hypothése est celle qui consiste a dire que 1’en-
semble des opérations fonctionnelles (c’est-a-dire celle qui ont un intérét dans
le cadre d’études sur la réponse & un stimuli ou d’actions du sujet) sont réa-
lisées par la partie superficielle du cortex. Dés lors il n’est plus nécessaire de
modéliser I'entiéreté du cerveau. Cette hypothése est appuyée par la disposi-
tion supposément aléatoire des neurones situés dans des zones plus internes
dont les contributions électromagnétiques s’annulent en se sommant. Le pro-
bléme principal posé par cette hypothése, c’est qu’elle fait disparaitre de-facto
les sources profondes potentielles.
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Figure 1.2 - Dipdle formé par un neurone 'pyramidale’, ainsi que le courant qui
se propage lors de son activation.

Hypothése 2: La seconde hypothése est une considération d’ordre géomé-
trique : Il s’agit de la forme des neurones qui existent & la surface du cortex.
Les neurones en surface sont appelés "pyramidaux" car leurs formes arbores-
centes se projettent de 'intérieur vers la surface du cortex créant cette allure
caractéristique. Cela permet donc de proposer ’hypothése que tout neurone
arrive normal & la surface du cortex et donc les dipoles équivalents sont eux
aussi orientés perpendiculairement a la surface du cortex. On passe alors de
trois composantes par source d une seule. L’inconvénient introduit par cette
hypothése est qu’elle contraint le modéle a suivre la géométrie supposée du
cortex.

Hypothése 3: Enfin, on suppose que les activités cérébrales ont un temps
caractéristique assez faible pour pouvoir considérer qu’a tout instant ’ensemble
cortex -+ capteur est en champs quasi statiques. Cette hypothése, basée sur
I’observation de signaux réels est la plus raisonnable dont nous disposons. Ainsi,
le lien entre sources et capteurs se fait au travers des équations de Maxwell en
champs statiques ce qui donne la relation linéaire suivante :

M =LS (1.1)

Ou M € RE*T représente la matrice des mesures, S € RV*T la matrice des
sources cérébrales. L € RE*V est la matrice de "lead-field" et correspond aux
résultats des équations de Maxwell. Elle est unique pour chaque sujet car elle
dépend de la géométrie de la boite cranienne, des circonvolutions du cortex et
du placement des capteurs. Elle est estimée aprés avoir cartographié le cortex
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Figure 1.3 - géométrie des neurones '‘pyramidaux’ (modélisés ici par les ba-
tons) lorsqu'ils arrivent au niveau du cortex.

par IRM et en utilisant une méthode de résolution par éléments finis ou par la
méthode des intégrales de frontiére.

Toute la difficulté du probléme est donc d’extraire une information de po-
sition des sources & partir de mesures non-adaptées & la localisation spatiale.

Positionnement des travaux et cadre général Comme nous venons
de le voir, la M/EEG est classiquement modélisée par un systéme linéaire de
grande dimension. Notre contribution au sein de 'ANR et au sens large se
porte sur la problématique générale de ’estimation de sources dans le cas de
problémes linéaires en grande dimension. On se concentre sur le cas ou tout

Acquisition de L

\ ; - -
Estimation de S a | | Interpretation
partir de L et M des résultats

/
Acquisition de M

Figure 1.4 - Positionnement au sein du pipeline de 'ANR.

opérateur linéaire réel est connu et oul les sources sont supposées étre actives
en un nombre réduit.

1.2 . Contributions
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Les contributions de cette thése sont les suivantes. Dans un premier temps
nous proposons un estimateur, au sens de la méthode des moments, des pa-
ramétres d'un signal Bernoulli-Gaussien (BG) affecté d’un bruit blanc gaus-
sien. Ensuite, nous proposons un algorithme d’Espérance Minimisation (EM)
toujours pour 'estimation des paramétres d’un signal BG bruité. Enfin, nous
proposons une méthode d’estimation jointe du signal BG en méme temps que
ses parametres.

Dans un deuxiéme temps, une des contributions principales, est ’exten-
sion des résultats précédents au cas général des signaux BG qui sont affectés
d’un opérateur linéaire puis bruité. Cela représente alors deux nouveaux algo-
rithmes d’estimation jointe ou marginale des paramétres. Enfin, la troisiéme
contribution est une mise en perspective des méthodes de l'existant au tra-
vers du prisme de I'estimation du support dans le cadre BG. On offre ici des
bornes sur les critéres & estimer ainsi que des réinterprétations des techniques
classiques de résolutions de problémes inverses.

Publications

e Pierre Barbault, Matthieu Kowalski, and Charles Soussen. Parameter
estimation in sparse inverse problems using bernoulli-Gaussian prior.
In International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing
(ICASSP), pages 5413-5417. IEEE, 2022.

e Pierre Barbault, Matthieu Kowalski, and Charles Soussen. Estimation
des paramétres d’un prior Bernoulli-gaussien en problémes inverses. In
GRETSI, 2022.

e Pierre Barbault, Matthieu Kowalski, and Charles Soussen. Marginal MAP
estimation of a Bernoulli-Gaussian signal : continuous relaxation ap-
proach. In EUSIPCO 2023.

e Pierre Barbault, Matthieu Kowalski, and Charles Soussen. Estimation
du MAP Marginal d’un signal Bernoulli-gaussien : une approche par
relaxation continue. In GRETSI, 2023.

Pre-print
e Pierre Barbault, Matthieu Kowalski, and Charles Soussen. "LEMUR :
a Latent EM Unsupervised Regression for Sparse Inverse Problems",
p.1-11. Soumission prochaine prévue a IEEE Transaction on Signal Pro-
cessing.
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2 - Estimation de Signaux Parcimonieux
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Ce chapitre présente un état de I’art en matiére de résolution de problémes
inverses parcimonieux. On commence par introduire la notion de probléme
inverse linéaire ainsi que le formalisme associé. On introduit aussi les notions
de régularisation et de parcimonie. Ensuite on donne un apergu de la résolution
du probléme lorsque les paramétres sont connus. Enfin, on se penche sur les
méthodes qui permettent I'estimation des paramétres de tels modéles.

2.1 . Les problémes inverses

La science a, entre autres, pour but de relier les causes de phénoménes
observables & leurs conséquences. Parmi ces causes on distinguera deux caté-
gories : les paramétres qui décrivent les propriétés spécifiques d’un systéme
particulier et les sources qui peuvent correspondre a des états mis en entrée du
systéme étudié.

A partir de ces constatations il est possible de proposer deux postures
différentes face & un systéme. La premiére est ce que nous appellerons la ré-
solution du Probléme Direct ou posture de Modélisation, qui cherche, en
utilisant des outils mathématiques, & prédire des observations connaissant les
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causes qui leur donneront naissance. La deuxiéme approche est la résolution
du Probléme Inverse ou posture de Régression qui cherche a retrouver les
causes & partir des observations. Le probléme inverse ne peut se défaire du pro-
bléme direct car les processus de régression se basent sur I'inversion du modéle
mathématique, soit du résultat du probléme direct.

/] Probléme direct : Modélisation }\‘

[Paramétres / Sources} {Observations / Mesures]

\ Probleme inverse : Regression

Figure 2.1 - Probleme Direct et Probléme Inverse.

On retrouve comme exemple de problémes inverses le cas de 'imagerie mé-
dicale ou spatiale qui cherche, a partir de mesures faites par un ou plusieurs ap-
pareils, a reconstituer une image de l'intérieur d’un corps [Chaari et al., 2011]
ou de I’Univers [Rodet et al., 2008|. Mais on peut aussi citer notre propre cer-
veau qui est capable de reconstruire le volume d’objets simplement a partir de
notre vision.

Dans cette thése, nous nous concentrerons sur la résolution du probléme
inverse et partirons du principe que la démarche de modélisation du probléme
direct a déja été faite en amont.

2.1.1 . Formalisme et Linéarité

Ici, nous allons nous restreindre au cas spécifique des problémes linéaires,
c’est-a-dire les problémes qui s’écrivent sous la forme

y=Hx+e (2.1)

avec le vecteur (ou la matrice) qui contient les observations y € RM (Y ¢
RM*K) qui sont causées par des sources x € RV (X € RV*K) et obtenues
en passant dans un systéme dont l'effet est modélisé par 'opérateur H €
RM*N "On part du principe que, comme les observations sont obtenues via des
appareils de mesures imparfaits de méme que les modéles utilisés pour décrire
les différents phénomeénes, il est d’usage de rajouter un vecteur de bruit ou

d’erreur noté e € RM (E € RM*K),

2.1.2 . Un probléme mal posé
Si 'on fait ’hypothése que la matrice H est inversible, alors résoudre
le probléme (2.1) de maniére naive revient & prendre l'inverse de la matrice
d’opérateur et de 'appliquer aux observations. On obtient alors le résultat
suivant
X = Hfly =x+H e (2.2)
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Il arrive que méme si la matrice est inversible, elle soit mal conditionnée et
donc le résidu H™'e peut devenir non-négligeable et fausser complétement les
résultats. Lorsque M > N, alors le probléme est sur-déterminé. On peut
alors utiliser la méthode des moindres carrés ordinaire qui minimise ’erreur
d’attache aux donnés :

1
cxy) = 5lly - Hx||3 (2.3)

en utilisant le carré de la norme £ qui correspond a la somme des carrés des
éléments du vecteur. L’estimateur de x obtenu en minimisant cette erreur est
le suivant :

1
Xy = argmin €(x;y) = argmin §Hy — Hx|[? (2.4)
X X

Pour trouver la solution de ce probléme, il suffit d’annuler la dérivée par rapport
a x, ce qui donne I’équation suivante :

(H'H)%, =H"y (2.5)

Ici, on & lassurance que HTH soit carrée. Cependant, comme précédemment,
I'application linéaire associée & HTH peut avoir un noyau non restreint a zero
et donc la solution du probléme n’est pas nécessairement unique. De plus, H'H
peut tout aussi bien étre mal conditionnée et contribuer & l'accroissement de
I’erreur.

Enfin, il nous reste le cas sous-déterminé défini par N > M. Les pro-
blémes inverses sous-déterminés se caractérisent par un nombre insuffisant de
données d’entrée pour déterminer de maniére unique les paramétres ou les va-
riables d’intérét du systéme étudié. Cela signifie qu’il existe plusieurs solutions
possibles qui correspondent aux mémes données observées. La démarche d’in-
version présentée dans les équations précédentes est alors infructueuse. Il faut
ajouter de l'information afin de restreindre ’espace des solutions et rendre le
probléme bien posé au sens de Hadamard [Hadamard, 1902, c’est-a-dire :

e existence de la solution,

e unicité de la solution,

e stabilité de la solution.

Problémes inverses

H inversible? HTH inversible?
+ informations

Bien conditionné? Bien conditionné?

i

%= (H'H) 'H'y

X = ﬁ_ly

Figure 2.2 - La démarche d'inversion.
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2.1.3 . Régularisation et A Priori

Dans la littérature on trouve deux formalismes qui permettent de proposer
des solutions aux problémes mal posés issus d’acquisitions de signaux phy-
siques.

Les approches variationnelles fonctionnent sur le principe de la mi-
nimisation de l'erreur d’attache aux donnés définie précédemment sous une
contrainte imposée sur la solution. On s’intéresse ici aux contraintes telles que
la solution du probléme contraint est équivalente a la solution du probléme de
minimisation suivant :

X = argmin F(y, x) (2.6)

X

Ou F est appelé le critére associé a notre probléme contraint, et qui s’écrit :
1 2
Fly,x) = Slly — Hx][; + AR(x) (2.7)

avec R la fonction de pénalisation issue de la contrainte. On voit ici apparaitre
A que nous appellerons hyper-paramétre et qui permet de régler 'influence
de la pénalisation. Lorsqu’il est mis & zéro, on a la solution au sens de I’attache
aux données (équation (2.4)). Mais si on choisit A trés grand, alors la solution
tend vers le minimum de la fonction de pénalisation au détriment de ’attache
aux données.

Les approches Bayésiennes désignent les méthodes basées sur la modé-
lisation des signaux étudiés comme des variables aléatoires. On commence par
la loi de la variable de bruit e. Dans I'intégralité de cette thése, on considérera
I’hypothése suivante : le bruit e suit une loi gaussienne multivariée de moyenne
nulle et de matrice de covariance diagonale (i.e. indépendant)

e ~N(0,021) (2.8)

Cette hypothése est entiérement liée & la nature des perturbations et bruits
que 'on peut trouver lors de ’acquisition. L’hypothése du bruit gaussien dans
beaucoup de cas permet de ne pas perdre en généralités. Cependant il faut noter
qu’il existe des cas ot le bruit admet des distributions différentes. On peut ainsi
par exemple citer le cas d’acquisitions en optique dont le bruit, issu du comp-
tage des photons, suit une loi de Poisson |Giovannelli and Altmann, 2019].

L’information supplémentaire dans le cadre Bayésien est apportée par la
distribution a priori des sources. Cette distribution représente ’ensemble
des connaissances sur le comportement statistique des sources que 'on peut
ajouter en amont du probléme. Pour finir, on désignera par 6 le vecteur de
paramétres du modéle qui regroupe l’ensemble des réglages des différentes
lois de probabilités.
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Dés lors, plusieurs estimateurs des sources existent, tous basés sur la pro-
babilité a posteriori. On appelle a posteriori la probabilité qu’une source ait
été a l'origine des observations mesurées. En appliquant la régle de Bayes on
peut décomposer la distribution a posteriori de la maniére suivante

_ p(yx,0)
PO = e

avec p(y|x,0) la vratsemblance du modéle et p(x|0) 1'a priori des sources.

p(x|0) (2.9)

Parmi les estimateurs basés sur cette approche probabiliste, on retrouve
I’estimateur de la moyenne a posteriori :

X = [x] (2.10)

E
x|y,0
Ainsi que lestimateur du Maximum a posteriori (MAP)

x = argmax p(x|y, 0) (2.11)
X

Il est intéressant de noter que le MAP de 'approche bayésienne peut conduire
4 la méme formulation que I'approche variationnelle. En effet, comme on a
supposé que le bruit est gaussien, et comme les densités de probabilités sont a
valeurs dans R™, alors on peut écrire

argmax p(y|x, 0)p(x|9) = argmin — log p(y|x, 0) — log p(x/0)
X X
] ) (2.12)
= argmin o— [y — Hx|[; —log p(x|6)
x O¢

On a donc un lien direct entre la fonction de pénalisation et la distribution a
priori du signal source. Ce lien permet de traduire des contraintes en distribu-
tions et vice-versa.

2.1.4 . Parcimonie

Comme nous ’avons évoqué plus haut, les fonctions de pénalisation ainsi
que les distributions a priori font appel & des connaissances supplémentaires
sur le comportement des signaux. Dans cette thése, nous nous sommes intéres-
sés au cas particulier de sources dites parcimonieuses.

Les signaux parcimonieux (Sparse en Anglais) désignent 1’ensemble des
signaux dont le vecteur ne contient qu'un nombre faible de valeurs non nulles.
On introduit alors la notion de support. On appel support d’un vecteur 1’en-
semble des indices des éléments de ce vecteur qui sont non nuls. Un vecteur
parcimonieux admet donc un petit support.

Bien qu’en général on s’attend & avoir un support qui représente entre 0
et 10 % de la taille du vecteur de source, la seule contrainte stricte que nous
nous imposons et que l'on se fixe est que la taille du support doit étre au plus
la moitié¢ de la taille du vecteur (< 50 % de la taille du vecteur).
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Cette représentation fait sens dans beaucoup de problémes réels, ou 'on
sait que de rares phénomeénes ponctuels sont a I'origine des observations. C’est
notamment ’hypothése qui est faite ici pour 'activité du cerveau lors d’un
enregistrement M/EEG.

Mais on peut aller plus loin en considérant que dans de nombreux cas, si les
sources ne sont pas a premiére vue parcimonieuses, elles admettent une telle
représentation dans un espace ou dans un dictionnaire adapté [Mallat, 1999].
On peut citer par exemple la base de Fourier, les bases d’ondelettes (et leurs
variantes) ainsi que les représentations temps-fréquences. Il s’agit du probléme
de compression des données et dont le concept de parcimonie tire son origine.
Il suffit alors de reparamétrer le probléme comme suit

y=Hx+e= HDXsparse +e= HDXsparse +e (2.13)

avec D le dictionnaire (ou la base) dans lequel x admet la représentation
parcimonieuse Xgparse €6 Hp = HD. Le formalisme est alors le méme que celui
introduit, seul change 1’opérateur.

Pénalisation Parcimonieuse: A I'aune de la définition de la parcimonie
donnée précédemment, il parait naturel de choisir le nombre de valeurs non-
nulles d’un vecteur comme fonction de pénalisation. C’est pourquoi depuis le
début des années 2000 et [Donoho, 2001], on a vu apparaitre la fonction cott
{o définie comme

||x|lo = Card{n € {1, N} : x, # 0} (2.14)

et qui permet de dériver le probléme d’optimisation suivant :
. 1 2
Xy, = argmin §Hy—HxH2 + Alx]|o (2.15)
X

La principale limitation de ce probléme d’optimisation provient de l’aspect
combinatoire |[Natarajan, 1995| introduit par les fonctions de cotit £y, fonction
qui est a valeurs discrétes et donc non différentiable. Historiquement, on a donc
vu apparaitre d’autres fonctions cofit qui possédent les propriétés de convexité,
garantissant que tout minimum local est un minimum global et ['unicité de ce
dernier. On peut notamment citer la norme ¢; définie par

1x[[1 =" |zl (2.16)

On obtient alors une formulation connue du probléme appelée Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator (LASSO) [Tibshirani, 1996] ou Basis Pursuit
Denoising [Chen and Donoho, 1994, Donoho, 2001] et qui s’écrit :

. 1
Xy, = argmin EHy — HXH% + Ail|x]1 (2.17)
X
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De nombreuses alternatives au modéle LASSO sont apparues par la suite
comme par exemple : Group LASSO [Yuan and Lin, 2006,

Elastic-Net [Zou and Hastie, 2005], Adaptive LASSO [Zou, 2006], Bridge Re-
gression [Fu, 1998, etc... Ces variantes permettent entre autres de mieux struc-
turer les données ou bien de corriger le biais dans I'estimation des amplitudes
au prix d’une perte de convexité. Enfin de maniére plus générale, il est possible
d’étendre les fonctions de pénalisations aux normes £, définies comme :

1/p
1]y = (Zm!”) (2.18)

On sait notamment que prendre p €]0, 1] permet de favoriser la parcimonie de
la solution [Frank and Friedman, 1993]. On a présenté le casp = 1. Le cas p = 2
est un cas simple de systéme quadratique qui correspond & la régularisation dite
de Tikhonov [Tikhonov et al., 1995] et donne la solution d’énergie minimale,
non parcimonieuse en pratique. Lorsque 'on prend 0 < p < 1, on parle alors
de Bridge Régression. Le cas p > 1 a été notamment étudié dans [Fu, 1998|.

A priori Parcimonieux: Sil'on retourne du coté bayésien du probléme, il
faut choisir une distribution qui permet de décrire la parcimonie d’un signal. En
pratique on favorise des lois dites & "queues lourdes" [Mohammad-Djafari, 2012]
car elles produisent une majorité de coefficients proches de zero et quelques
valeurs "grandes". Parmi elles on cite notamment les lois de Student.

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés a la distribu-
tion Bernoulli-gaussienne. Cette distribution est utilisée depuis les années
80 [Kormylo and Mendel, 1982| afin de modéliser une parcimonie stricte. On
introduit alors pour la suite une variable liée au support s € {0; 1}N dont
découle le modéle suivant :

e
sn~B(p) alors p(sy) =147 © 7 (2.19)
1—p si s,=0

la variable p, qui est le seul paramétre de la distribution de Bernoulli, quantifie
directement la fraction d’éléments non nuls parmi nos sources. Il est donc
raisonnable au vu de nos hypothéses, de poser p €]0,0.5].

Ensuite, connaissant notre support, les amplitudes non-nulles sont modé-
lisées par la partie gaussienne du modéle afin de ne pas perdre en généralité.
On obtient la probabilité conditionnelle suivante :

1 z? .
exp (——”) si sp, =1
p(xn|sn) = V/2mad 20 " (2.20)

0o(xn) si s, =0

Ou dg désigne la distribution de Dirac centrée en 0.
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Ce mélange de lois entre dans le cadre plus général des modéles dit Spike &
Slab [Mitchell and Beauchamp, 1988] (Pics et Dalles) définis par deux classes.

pspike(xn) si s, =0

) (2.21)
pslab(xn) si s,=1

sp~ B(p) et xy|s, ~ {

Comme pour notre modéle, les distributions les plus utilisées sont les Diracs
centrés en une valeur quelconque pour les Spikes, et une loi normale pour les
Slabs. L’a priori Spike & Slab donne, lorsque I'on regarde le MAP avec une loi
de Laplace pour les "Slabs", une régularisation appelée Spike & Slab LASSO
(SSL) |Rockova and George, 2018].

2.2 . Algorithmes d’estimation supervisée des sources

Dans cette section, on présente succinctement les méthodes existantes qui
permettent de résoudre les problémes inverses parcimonieux introduits précé-
demment. On se place ici dans le contexte que ’on appelle supervisé, c’est-a-
dire que I'’ensemble des paramétres et hyper-paramétres du modéle est supposé
connu.

Par la suite, comme nous ferons intervenir des algorithmes itératifs, nous
utiliserons ¢ € N pour indiquer la valeur de toute variable ou tout paramétre
a l'itération ¢ de l'algorithme. Sauf mention contraire, ¢ = 0 marque l'initiali-
sation.

2.2.1 . Approches variationnelles

Dans un premier temps, nous allons traiter les approches par régularisation
introduites dans la sous-section 2.1.3. Pour s’attaquer a ’estimation parcimo-
nieuse, nous avons vu que les fonctions de cotit £g ou ¢1 sont les régularisations
privilégiées. Il s’agit 1a de deux fonctions non différentiables. Ce caractére non
différentiable ne permet pas de minimiser le critére F en annulant le gradient
par rapport & X ou en appliquant des descentes de gradient.

Les approches par descentes proximales ont ét¢ proposées au début
des années 2000 dans [Daubechies et al., 2004, Figueiredo and Nowak, 2003],
pour la régularisation ¢; et plus généralement pour les fonctions convexes et non
différentiables dans [Combettes and Wajs, 2005]. On présente ici briévement
leur fonctionnement.

On définit 'opérateur proximal par

1
proxp (u) = argmin §||u — x|+ R(x) (2.22)
X

La définition de l'opérateur proximal nous permet d’interpréter ce dernier
comme la solution du probléme inverse dans lequel H 'opérateur se réduit
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a I Iidentité. On obtient un probléme ot les sources sont justes dégradées par
du bruit. On peut alors montrer qu'un minimum du critére est un point fixe
de lalgorithme 1 qui alterne entre une descente de gradient et I’application de
I’opérateur proximal.

Algorithme 1 : Algorithme de descente proximale.

Soit R la régularisation, L la plus grande valeur singuliére de H;
while has not converged do

u =xt + HTT(y — Hx');

x!1 = proxp (uf);
end
Pour la norme /i, la régularisation correspondante est R(x) = A||x]|1.

L’opérateur proximal associé est un seuillage dit ’doux’ défini par

up — signe(u,) X A st |u,| > A
Sy(u,) = 2.2
A(un) {0 sinon. (2.23)

L’algorithme associé & cette méthode est appelé Iterative Shrinkage Thre-
sholding Algorithm (ISTA) pour algorithme de seuillage pondéré itératif. On
peut aussi mentionner une version accélérée de ce dernier algorithme que 'on
appelle Fast ISTA (FISTA) pour ISTA rapide introduit dans les travaux de
[Beck and Teboulle, 2009]. La différence vient d’un terme inertiel qui pondeére
les itérations et permet de le rendre plus rapide en pratique.

Algorithme 2 : Fast Iterative Soft Thresholding.
Soit R la régularisation et L la plus grande valeur singuliére de
H;
while has not converged do
T
ul = xt + HT(y — Hx');
vl = proxp (u');
xHl = vt ¢ Mt(vt _ thl)’.
end

Le choix de p! permet d’obtenir une accélération de I’algorithme. Pour
remplacer le choix de p! présenté dans FISTA, on peut utiliser ut = t/(t +
4) [Chambolle and Dossal, 2015] qui assure la convergence des itérés tout en
conservant la méme vitesse de convergence que FISTA.

L’utilisation de la norme ¢; comme régularisation conduit & un critére F
convexe, impliquant que tout minimum local est donc global. Cela permet de
conclure que la descente proximale ¢1 est donc optimale malgré une convergence
en un nombre infini d’itérations.
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Lorsque l'on passe a la régularisation g, il est possible de trouver 'opé-
rateur proximal associé. La régularisation dans ce cas correspond a R(x) =
Al|x|[o. I s’agit alors aussi d’'une opération de seuillage, cette fois dit dur’,
défini par

Ha(un) = (2.24)

0 sinon.

{un st |up| > V2A

Les algorithmes associés au seuillage 'dur’ se retrouvent sous la dénomination
de Tterative Hard Thresholding (IHT) pour seuillage dur itératif. Comme le
critére JF associé a la fonction de cotlit ¢y est non-convexe, alors la descente
proximale n’est que sous-optimale avec une dépendance forte & son initialisa-
tion.

On donne une représentation visuelle des différents opérateurs proximaux
dans la figure 2.3. On observe bien sur cette figure que le probléme du /¢
est 'instabilité des solutions autour de la valeur du seuil. Probléme qui est
corrigé avec le £1 puisque l'on assure la continuité au point de seuillage. En
revanche cela s’accompagne d’un biais systématique sur le résultat. Il a été

prox,,(u)
- Ha
S
PRI
— ' u
| 2

Figure 2.3 - Opérateurs proximaux correspondant a la régularisation ¢y et ¢,
(en prenant A = 2).

montré [Natarajan, 1995] que ce probléme de minimisation ¢y non-convexe se
réduit & un probléme combinatoire de sélection de variables sur ’espace des
supports.

Les méthodes gloutonnes ecnvisagent d’explorer I'espace des solutions de
"proches en proches" en cherchant en chaque point quel est le point connexe
qui minimise le plus le critére. Si le critére admet une forme telle qu’il est facile
de I’évaluer en un point de I'espace des solutions & partir de la valeur connue
du critére en un autre point qui ne différe que d’un élément du vecteur x. les
méthodes gloutonnes se distinguent entre elles par la stratégie adoptée pour
explorer 'espace. En effet, comme on assure ici seulement de faire diminuer
le critére a chaque itération, alors on sait qu’on aura une convergence en un
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temps fini vers un minimum local. Dés lors, le choix du point de départ est
central dans la qualité des estimations. On présente ici quelques exemples.

La premiére version, le Matching Pursuit (MP) [Mallat and Zhang, 1993|
et son pendant orthogonal (OMP) |Pati et al., 1993] commence d’un support
vide et cherche a ajouter successivement des éléments tant que le critére £
de léquation (2.3) diminue. A Dinverse, il existe des méthodes 'backwards’
[Miller, 2002| qui démarrent & partir d’un support plein et qui en retirent des
éléments au fur et & mesure. Enfin, des approches consistant & itérativement
retirer ou ajouter un élément au support afin de faire baisser le critére associé
au MAP sont apparues sous le nom de Single Most Likely Replacement (SMLR)
[Champagnat et al., 1996], [Soussen et al., 2011].

Algorithme 3 : Exemple d’Algorithme de type Matching Pur-
suit.

s =0;

fort € {0,...,N} do

| n = argmax,(y — Hx")Th;

end

st 1;

Update ztt! par la résolution du probléme quadratique ;

Résolution exacte : 1l est aussi possible d’envisager I'espace des solutions
comme un arbre ot chacun des noeuds est une sélection de la variable de sup-
port. C’est pourquoi de récentes techniques d’exploration optimale d’arbre ont
été proposées a ces fins. Parmi elles on citera notamment les approches types
Branch & Bound. On note que ces approches sont exactes dans le sens ou elles
sont garanties de trouver le minimum global.
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Le Branch & Bound est une classe de méthode de minimisation
efficace d’un arbre de solutions. Le fonctionnement est basé sur I’hypo-
thése que 'on est capable, & chaque nceud de 'arbre, de calculer une
borne inférieure et supérieure du critére. Alors on peut progressivement
ajouter des nceuds pour préciser les bornes ( étape Branch ou Boutu-
rage ) et couper les branches dont la borne inférieure est supérieure a
la plus petite borne supérieure ( étape de Bound ou Elagage).

On donne ’exemple trés simple suivant :

2<F1 <10

0< Fon <4
De fait, 'arbre entier n’est pas exploré tout en garantissant que la
solution exacte du probléme soit obtenue & la fin. Il faut cependant
étre en mesure de pouvoir dériver facilement les bornes de notre critére
en pratique.

Le probléme principal de ces approches exactes est qu’elles ne sont pas
adaptées en pratique aux problémes de grandes échelles. D’autant plus lors-
qu’une borne du critére n’est pas explicite ou difficile & obtenir. Au final on se
retrouve avec deux sous catégories de méthodes :

e des méthodes d’optimisation exactes mais cotiteuses,

e des méthodes moins cotliteuses mais sous-optimales.

2.2.2 . Approches orientées données : Exemple du Plug & Play

Nous venons de présenter des méthodes permettant de trouver le minimum
du probléme régularisé, faisant implicitement I’hypothése que nous possédons
une fonction de régularisation qui, elle, est explicite. Comme nous 'avons vu
précédemment, les descentes proximales consistent & alterner entre une mini-
misation de l'attache aux données et une étape de "débruitage".

Les méthodes Plug & Play [Venkatakrishnan et al., 2013], [Brifman et al., 2016]
proposent alors de substituer dans l'algorithme de descente proximale 1'opé-
rateur proximal par n’importe quel estimateur du probléme bruité. On voit
notamment apparaitre avec l’essor de I'Intelligence Artificielle de nombreux
algorithmes ot I’étape de "débruitage" est apprise par un réseau de neurones
[Chen et al., 2021]. Cela permet, entre autres, d’apprendre un modéle de ré-
gularisation plus adapté aux problémes. Le revers de la médaille se situe dans
la nécessité d’avoir a disposition un ensemble de données d’entrainement bien
annotées et non-biaisées.

34



Algorithme 4 : Méthodes Plug & Play.
while ¢ do
u’ =x' + TH (y — Hx);
x!T1 = Debruiteur(u’);
end

2.2.3 . Approche probabiliste

On va a présent traiter le cas probabiliste ol ’on modélise la parcimonie
par une distribution a priori. Ayant défini la vraisemblance des données ainsi
qu’une distribution a priori pour les sources, la régle de Bayes nous permet
de trouver la distribution de ces derniéres. Cette fonction contient toutes les
informations nécessaires & la résolution du probléme inverse parcimonieux que
ce soit par calcul de 'espérance ou du maximum a posteriori comme décrit
dans la section précédente.

Il a été montré dans [Kormylo and Mendel, 1982] que la distribution a pos-
teriort des sources associée & un a priori Bernoulli-gaussien est une somme
pondérée de gaussiennes sur ’espace des supports, et donc n’admet pas une
forme explicite. On retrouve ce genre de comportement avec d’autres a priori
parcimonieux en général et c’est pourquoi il faut faire appel a des méthodes
d’approximation de cette loi ou de son espérance selon le choix de I'estimateur.

Les méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov(MCMC) sont
basées sur I’échantillonnage indirect de la loi considérée en utilisant d’autres
lois plus simples & échantillonner. L’objectif est de construire une chaine de
Markov, qui est définie comme une suite de variables aléatoires dont la pro-
babilité d’un maillon ne dépend que de la probabilité du précédent (c’est un
processus dit ’sans mémoire’).

PMarkov (XtJrl IY7 {X}[O,t} ) 9) = PMarkov (Xt+l \y7 Xt7 9) (2.25)

Les méthodes les plus courantes pour échantillonner une loi sont basées sur un
systéme d’acceptation/rejet [Metropolis et al., 1953, Hastings, 1970]. On tire
alors un échantillon selon une loi ’simple’, cet échantillon est mis en entrée
du modéle, on calcule ’a posteriori correspondant et ce résultat conditionne
la probabilité de réussite d’un test. Si le test est validé, alors on conserve le
point comme représentatif, sinon on duplique le point précédent. On appelle
cette classe de MCMC les algorithmes de Metropolis-Hastings, ou algorithmes
de Gibbs dans le cas multi-dimensionnel. L’aspect chaine de Markov revét une
importance dans les stratégies d’explorations de la loi en utilisant un échan-
tillonneur des entrées qui est conditionnel au dernier point accepté. Dans le
cas d’'un a priort parcimonieux, on traite de lois discrétes qui sont compliquées
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Algorithme 5 : Exemple d'Algorithme de type Metropolis-
Hastings.

while nombre de tirage < N,,,, do
Tirage d’'un échantillon de source x***;
Calcul de 7 = p(x'*]y, 0);
Tirage d'une V.A. uniforme v sur [0, 1] ;
if v < 7 then
| x'*!estaccepté;
end
else
| x"estdupliqué;
end
t«t+1;
end

& échantillonner on peut cependant utiliser des a priori gaussiens générali-
sés [Chaari et al., 2015, Sommariva and Sorrentino, 2014] pour pallier & cette
difficulté.

Figure 2.4 - Etapes de déroulement d'un MCMC.

Les MCMC sont des méthodes dites consistantes, c’est-a-dire que lorsque
le nombre d’échantillons/ d’itérations croit, la distribution des points tend vers
la distribution a posteriori.

Cependant, I’augmentation du nombre d’échantillons s’accompagne par un
colt de calcul en conséquence. D’autant plus que le nombre de valeurs a échan-
tillonner & chaque itération est de la taille de I’'espace des sources. Or lorsque
celui-ci est grand (comme dans le cas de la M/EEG par exemple 10%) le temps
nécessaire a 'obtention d’une solution est largement impacté. C’est notam-
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ment le coeur des avancées récentes en termes d’état de l'art sur les perfor-
mances des MCMC. On peut notamment citer [Chaari et al., 2016] qui utilise
un terme inertiel 1lié & 'Hamiltonien de la log-vraisemblance afin d’accélérer
I’échantillonnage tout comme les algorithmes Metropolis-Adjusted Langevin
Algorithm (MALA) |Besag, 1994].

Enfin, les MCMC nécessitent un certain nombre de réglages en amont,
comme la durée du ’temps de chauffe’ par exemple ou le nombre d’itérations
nécessaire avant d’arréter le programme. Réglages qui ne sont pas triviaux et
dont 'impact sur le résultat n’est pas négligeable.

Il existe aussi une version qui consiste a tirer successivement des supports
aux hasards et de calculer ensuite le critére afin d’explorer au hasard 1’espace.

Les approches bayésiennes variationnelles proposent une méthode
qui combine les principes de I’approche bayésienne et de I'approche variation-
nelle [Dremeau et al., 2012, Dorffer et al., 2021|. Au lieu d’échantillonner di-
rectement la distribution a posteriori a 'aide de MCMC, I’approche variation-
nelle cherche & trouver une distribution approximative qui est proche de la
distribution a posteriori réelle. L’approximation variationnelle est basée sur
des lois faciles & manipuler mathématiquement et dont on va chercher les pa-
rameétres qui vont réduire la divergence entre l'approximation et la loi réelle.
Une fois que la distribution approximative optimale est obtenue, elle peut étre
utilisée pour estimer les paramétres.

L’approche bayésienne variationnelle présente plusieurs avantages, tels que
la possibilité de traiter des problémes inverses complexes avec un cotit com-
putationnel moindre par rapport aux méthodes de Monte Carlo. Elle permet
d’incorporer facilement des connaissances a priori et des contraintes dans le
processus de résolution. De plus, I'approximation variationnelle fournit une
mesure de I'incertitude associée & ces estimations, permettant ainsi de quanti-
fier 'incertitude dans les résultats.

2.3 . Estimation des paramétres

Comme on a pu le voir, les méthodes présentées précédemment sont toutes
basées sur la connaissance supposée d’une forme de paramétrisation du pro-
bléme. Que ce soit le ou les hyper-paramétres A de la version régularisée ou
les paramétres 6 des distributions. Cependant il arrive que ces valeurs soient
inconnues ou seulement partiellement connues. Dans ce cas elles doivent étre
estimées & partir des données observées. On distingue dans cette section les
approches marginales qui n’estiment que les (hyper-)paramétres a partir des
données y, des approches jointes qui estiment les (hyper-)paramétres ainsi
que les sources x & partir des données y. En estimant les paramétres de fa-
con marginale, on espére que la variance des estimateurs se retrouve diminuée
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comme par exemple dans les travaux de Rao [Rao et al., 1992] sur I'estimation
des paramétres de modéle qui montrent que la variance des estimateurs joints
est plus grande que celle des estimateurs marginaux.

2.3.1 . Méthode des moments
La méthode des moments, par exemple, est basée sur 'approximation des
moments théoriques par les moments empiriques. La loi des grands nombres
stipule que

N
. 1
Jim = ; X, = E[X] (2.26)

Le moment théorique d’ordre « est défini comme tel :
ellxp) = [ Xep(nax @.27)

Le moment empirique d’ordre o quand & lui, est défini comme étant la somme
pondérée des réalisations de la variable aléatoire :

N
1
M*(X) =+ > X" (2.28)
n=1

On obtient alors un systéme d’équations qui dépendent des paramétres de la
loi de la variable. Si le systéme est bien posé, i.e. si le nombre de moments
considérés est au moins égal au nombre de paramétres a estimer, alors il est
possible de 'inverser afin d’obtenir un estimateur des paramétres. Cette ap-
proche repose sur l'accés & un nombre assez grand de mesures afin de pouvoir
atteindre une approximation suffisante. De plus, la contrainte d’indépendance
est vérifiée par x et s, mais elle ne I'est pas nécessairement pour y. Enfin, dans
des cas simples, la méthode des moments propose des estimateurs qui sont
biaisés.
2.3.2 . Approche par maximum de vraisemblance

Si les contraintes d’'indépendance et/ou d’accés & un nombre suffisant de

données ne sont pas satisfaites, alors, toujours dans le cadre probabiliste intro-

duit précédemment, on peut chercher les paramétres les "plus probables" en
maximisant la vraisemblance des données définie comme :

0 = argmax p(y|0) (2.29)
0

Dans le cadre parcimonieux, la vraisemblance est une somme pondérée de gaus-
siennes sur ’espace des supports possibles. Il n’est alors pas possible de trouver
une solution explicite au maximum de vraisemblance. C’est pourquoi on va de-
voir faire appel & des processus itératifs.
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Les approches par Espérance Minimisation (EM) par exemple, fonc-
tionnent sur le principe de l'introduction d’une variable dite cachée dans le
sens ot elle n’est pas observable directement dans notre probléme. Alors, sil’on
note h la variable cachée, il a été montré [Dempster et al., 1977], [Wu, 1983]
que prendre

Q016" = E [~log(p(y,hl))] (2.30)
hly,0¢
6" = argmin Q(0|6") (2.31)
0

garantissait la relation suivante

p(y|0"th) > p(y|6h) (2.32)

ou l'exposant t représente l'itération courante.

De ce fait, il est possible de maniére itérative de trouver un paramétre qui
maximise localement la vraisemblance du modeéle. On remarquera que cette
classe de méthodes ne converge pas en un nombre fini d’itérations. Il est donc
nécessaire de régler une condition arbitraire de convergence du résultat, en
plus de l'initialisation qui revét un caractére tout aussi crucial. La diversité
des approches par EM se situe dans ’étendue du choix de la variable cachée
puisque cette derniére aura une influence sur les mises-a-jours des paramétres
a chaque itération.

Dans le cadre d’a prior: parcimonieux, modélisés par un mélange de gaus-
siennes on peut retrouver dans la littérature 'utilisation de la variable de clas-
sification comme choix de variable cachée dans [Rockova and George, 2014]
par exemple. Comme nous ’avons évoqué précédemment, ’aspect parcimo-
nieux des distributions des sources rend les calculs complexes & effectuer, no-
tamment en ce qui concerne le calcul de 'espérance [Natarajan, 1995|. Il est
possible de remplacer le calcul de ’espérance explicitement par une procédure
type MCMC. Mais il est aussi possible de faire appel & une version stochastique
de lespérance comme dans [Champagnat et al., 1996], cela donne 1’approche
appelée Stochastique EM (SEM).

Une autre variante de I’EM consiste & remplacer I’étape d’espérance par une
maximisation de la log-vraisemblance vis-a-vis de la variable cachée. Lorsque
la distribution de y fait appel & un mélange de lois, utiliser la variable de clas-
sification comme variable cachée conduit aux méthodes appelées Classification
Expectation Maximisation CEM [Celeux and Govaert, 1992].

On a vu que le modéle Bernoulli-gaussien conduit & un mélange de gaus-
siennes classifiées par le support. Dans le cas le plus simple de dimension 1 on
représente les deux classes dans la figure 2.5.

On observe alors que la vraisemblance est tronquée et donc les moments
utilisés possédent un biais explicite en plus des éventuels biais de la formulation
de base. Cela a été montré plus en détail dans l'article [Gassiat et al., 1992] ou
les auteurs donnent les statistiques précises des estimateurs obtenus.
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Algorithme 6 : Classification EM.
while has not converged do
Classification des échantillons entre NV, et V; via seuillage
par 1%
Estimation de #**! a partir des moments de N, et de Ny;
Estimation de T**! a partir de 6'*%;
end

BG

Figure 2.5 - Mélange de Gaussiennes

2.3.3 . Approche jointe

Toujours dans le cadre probabiliste, on procéde & présent & une estimation
conjointe des sources et des paramétres. Cela revient a chercher x et 0 tels
que :

%,0 = argmax p(y, x/6) (2.33)

X,

Il est tout a fait possible de reprendre le cadre des MCMCs afin de procéder a
un échantillonnage des paramétres du modéle conjointement avec les sources
[Boudineau et al., 2016, Bourguignon and Carfantan, 2006]. Afin de pouvoir
échantillonner les parameétres dans le cadre du MCMC, il faut alors faire appel
a la modélisation dite du Bayésien Hierarchique ot on ajoute une distribu-
tion de probabilités sur les valeurs des paramétres du modéle appelé Hyper
Prior. On peut alors reprocher a cette méthode le caractére non-supervisé
due aux hyper-paramétres de I’hyper-prior. Cependant, dans la pratique on
prend des distributions de types Gamma et dont le choix des hyper-paramétres
n’impacte que trés peu les résultats finaux |Calvetti et al., 2020]. Comme pour
les MCMC en estimation de sources, les mémes problémes de temps de chauffe
puis de convergence sont les points principaux qui influent sur la qualité de
I’estimation. Tout en gardant & I’esprit qu’avec un nombre infini d’échantillons
ces méthodes tendent vers la solution exacte du probléme.
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2.3.4 . Approche régularisée

Du point de vue minimisation du probléme régularisé, comme ici les hyper-
paramétres sont des réglages des critéres, on va alors chercher les valeurs qui
vont minimiser 'erreur faite a ’estimation. Le probléme est alors un probléme
d’optimisation bi-niveaux [Bertrand et al., 2020]| suivant :

\ = argmin e(x,x(\)) avec %x(A) = argmin F(y,x,\) (2.34)
A x

avec F le critére & minimiser pour estimer les sources et € une fonction qui
quantifie Perreur d’estimation. La méthode SURE pour Stein Unbiaised Risk
Estimator (SURE), proposée en 1981 dans [Stein, 1981] considére que x est
déterministe et que seul le bruit e est une variable aléatoire. Cette technique
permet alors de quantifier I'erreur quadratique moyenne (MSE) d’un estima-
teur g(y; A) de x.

M
0
SURE = Mo? + ||g(y)||3 + 202 Za— (Ym)]m (2.35)

Or comme mentionné précédemment, les estimateurs que nous avons construits
sont dépendants de paramétres et d’hyper-paramétres inconnus. Le modéle
SURE ne convient que dans le cas ol le paramétre & estimer est la moyenne
d’une gaussienne multivariée. Dans le cas présent, les sources évoluent dans un
espace de dimension différente par rapport aux observations. C’est pourquoi
|Eldar, 2008 a proposé une version généralisée de SURE (GSURE) :

GSURE = c1 + ||g(%)|[5 — 2x3,,9(X) + 2Vzg(X)

HT (2.36)

avec XML:(HTH)_lHTy et x=—75Yy
o

Si, comme plus haut, la matrice HY H n’est pas de rang plein, alors [Giryes et al.,

propose une version projetée de GSURE (PGSURE) sur un espace ou le pro-
bléme admet un noyau restreint a 0 :

PCGSURE = ¢, + ||Hg(X)]3 — 2x%;, (%) 4+ 2VzHg(X)

T T (2.37)
avec H=H'(HH?)'H

ou (HHT)T correspond & la pseudo-inverse de HHY. 11 est donc possible de

chercher & minimiser cette mesure en fonction des hyper-parameétres ou en

fonction du choix de ’estimateur, afin d’obtenir le meilleur réglage au sens du

MSE.
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2.3.5 . Sparse Bayesian Learning

Ecartons nous un peu du modéle Bernoulli-Gaussien afin d’aborder d’autres
modélisations couramment utilisées dans les problémes parcimonieux. Nous
allons aborder notamment le modéle dit de Sparse Bayesian Learning (SBL)
ou Apprentissage Bayésien Parcimonieux en Frangais [Tipping, 2001].

Cette modélisation est basée sur un systéme similaire au Bernoulli-gaussien,
dans le sens ou les sources suivent un a priori Gaussien. Cependant, la diffé-
rence se situe dans le fait que les gaussiennes ne sont plus attribuées selon une
loi de Bernoulli. En revanche, on modélise la variance des sources comme étant
un paramétre du probléme & résoudre. Soit v € (R*)Y le vecteur contenant les
variances de chaque source alors le modéle est le suivant :

_ 1 _
plxt) = 2T s 2 exp (~ 35055, %) (2.39

avec
I'spr, = Diag[] (2.39)

ou Diag[vy] représente la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf ceux sur
la diagonal qui sont donnés par le vecteur .

Il est alors possible de chercher & régulariser v notamment avec des normes
£1 ou fy. L’avantage principal de cette approche est que I'on n’a plus 'aspect
combinatoire qu’apportent les méthodes parcimonieuses usuelles. Cependant,
on augmente de N le nombre de paramétres & estimer ce qui en pratique lors
de cas trés déséquilibrés (N > M) ne permet plus d’avoir un probléme bien
posé.

Issu de ce formalisme, on peut relever un ensemble de méthodes dont la mé-
thode CHAMPAGNE [Wipf and Rao, 2004, Hashemi et al., 2021]. Le principe
repose, comme pour I’EM, sur une maximisation itérative de 1’a posteriori.

Algorithme 7 : Champagne EM.
whilet < N,,., do
ubtt = HY (021 + HI',, HY) 7' H,,;
X =T, HT (021 + HWSBLHT)_1 y
L |t /Syt
Ty o Ut
SBL iag[y""]
end
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2.4 . Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que dans le cadre des problémes inverses
linéaires, la seule connaissance de l'opérateur ainsi que les observations ne
suffisent pas en pratique pour obtenir une unique solution.

C’est pourquoi il faut artificiellement rajouter de l'information. Cette in-
formation prend ici la forme de la parcimonie i.e. la faible quantité de valeurs
non-nulles. On introduit cette information soit en cherchant & minimiser un
critére qui la promeut ( régularisation ), soit en cherchant la solution la plus
probable a posteriori en utilisant un a priori parcimonieux.

Ces deux approches dans le cadre parcimonieux ne permettent pas d’ob-
tenir des solutions explicites en pratique. C’est pourquoi on a vu apparaitre
des méthodes itératives qui permettent de s’approcher de la solution. Au sein
des méthodes itératives on distinguera celles qui tendent vers les solutions glo-
bales du probléme au prix d’un cotit de calcul élevé, et celles qui tendent vers
les solutions locales mais souvent plus légéres en cofit.

Malgré ces multiples distinctions parmi les classes d’algorithmes, on re-
trouve toujours la nécessité de connaitre les paramétres du modéle a priori ou
de la régularisation. Or nous nous plagons ici dans un cadre ou cette connais-
sance est absente sinon incompléte. Nous avons alors vu les algorithmes qui
permettent d’estimer ces paramétres conjointement aux sources ou marginale-
ment & partir des seules observations.

Bien qu’elle soit un sujet d’étude approfondi, ’estimation des parameétres
des modéles reste un point crucial des problémes inverses. Notamment, il
manque d’approches entiérement non-supervisées, dans le sens ou a part le
choix du modele de distributions/régularisation, un utilisateur des méthodes
n’a rien d’autres & régler afin d’obtenir une solution convenable. Les mé-
thodes d’échantillonnage type MCMC peuvent étre considérées comme non-
supervisées mais elles ont du mal & passer & ’échelle en grandes dimensions.

Dans le chapitre suivant nous développerons plus précisément 1’estimation
des sources dans le cas supervisé. Puis, dans le chapitre 4 nous aborderons
I’estimation des paramétres empiriquement dans le cas simple du débruitage.
Ensuite, dans le chapitre 5 nous tenterons d’étendre ces résultats au cas du
probléme inverse général. Enfin, nous nous intéresserons plus particuliérement
aux approches d’estimation du support et des signaux associés dans le chapitre

6.
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3 - Estimations des sources dans le cadre BG

supervisé
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Nous développons plus précisément ’estimation des sources dans le cadre
d’un probléme inverse linéaire avec un a priori Bernoulli-Gaussien (BG).
Pour cela, on repart du modéle génératif comme introduit dans 1’équa-
tion (2.1)
y=Hx+e

oil e est un bruit blanc Gaussien de covariance ¢2I et x suit une loi BG de
paramétres p et 02 comme introduit dans la section 2.1.3.

On suppose dans ce chapitre que I’ensemble des paramétres des différentes
lois sont connus et sont rassemblés dans le vecteur § = (p, 02, 02). On s’intéresse
dans un premier temps a résoudre le probléme pour la formulation du modéle
BG telle qu’introduite précédemment. Dans un second temps nous reformulons
x comme un produit de variables aléatoires. Enfin nous abordons le cas de figure
ou l'on a marginalisé le probléme vis-a-vis des supports des sources.
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3.1 . Modéle BG en x

Soit x € RY un vecteur de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), alors la distribution de z,, est donnée par

2
plon) = L e (—202> (1= p)hola) (3

avec 0p le distribution de Dirac.

3.1.1 . Estimateur de Bayes

Soit X € RY un estimateur de x, et soit :

e: RV o Rt

X — €(X,X) (32)

une fonction de cotit, on définit le risque bayésien associé a cette fonction de
colit comme l'espérance a posteriori de e(x,%). On définit alors l'estimateur
de Bayes comme celui qui minimise le risque de Bayes :

Xp = argmin |E , [e(x, X)] (3.3)
X x|y,

Par exemple pour x, si ’on s’intéresse au rapport signal sur bruit comme
mesure de 'erreur, on peut considérer I’écart quadratique

N

E(X,}A() = HX - ﬁHg = Z(wn - i'71)2 (3.4)

n=1

On observe alors que l'estimateur de Bayes associé a la norme #5 est ’estima-
teur de la moyenne a posteriori :

ch:argmin E [||x—§c||§]

X X1y,
= argmin (H)ZH% —oxT |E0 [X]> (3.5)
X Xy,
- E
x|y,0

Soit S l'ensemble des supports s € {0; 1} possibles de x tels que s, = 1
si et seulement si z,, # 0 et s, = 0 si et seulement si =, = 0. Soit S = Diag]s],
il a été montré dans [Protter et al., 2010] que lestimateur de la moyenne a
posteriori s’écrit alors :

E [x]=) p(sly,0)s

x|y,0 ses

y (3.6)



On se retrouve donc avec un estimateur de la moyenne a posteriori qui nécessite
de calculer un nombre conséquent de termes puisque la cardinalité de S est 2%V.
C’est pourquoi en pratique, on fait appel & des méthodes qui approchent I’es-
pérance a posteriori, par échantillonnage notamment [Boudineau et al., 2016,
Chaari et al., 2015].

Cas H diagonal : On peut trouver un estimateur explicite au sens de 1'es-
timateur de Bayes dans le cas ot la matrice H est diagonale. En effet, sous
cette condition le probléme n’est plus ‘'mélangé’ et on peut donc séparer par
composantes.

Proposition 1. Soit x une variable aléatoire suivant une loi Bernoulli-Gaussienne,
et soit

y = DX + e (3'7)

avec e ~ N(0,021) et D une matrice diagonale dont le n-igme terme de la diago-
nale est d,,. Alors I'estimateur de la moyenne a posteriori de x est donné par :

dno?
7YUn (3.8)

2 52
dno-ax + O¢

(jjn)B = an(e)

avec ¢n(9) = p(l'n #* O|yna 0)

Démonstration. On repart de l'estimateur de la moyenne a posteriori donné
dans I'équation (3.6) :

ip =Y plsly,0)S

seS

( I DSDT>1 STDT
y

=+
oz o¢ o¢
Comme D est diagonale alors il est possible de considérer chaque compo-
sante indépendamment :

) 1 spd? -1 Sndn
(Zn)B = Zp(s‘yae)sn ((72 +— ) 52 Un

g
s€S €

En développant la somme on obtient finalement

Yn

) 1 spd? -t Spdn
(Zn)B = Z p(snly,0)sn (UQ + 02> 2

sn€{0;1} x

Développer le terme de pondération devant y,, permet de compléter la preuve.
O
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3.1.2 . Estimateur du MAP

Une alternative & l’estimateur de Bayes dans un cadre probabiliste est
I’estimateur du maximum a posteriori.

Xpap = argmin (— log (p(x]y, 0))) (3.9)

On va donner ici une des contributions mineures de cette thése, il s’agit d’une
démonstration du critére du MAP dans le cas BG tel que présenté dans I'in-
troduction. A notre connaissance il n’en existait pas avant.

Proposition 2. L'estimateur du MAP de x est donné par le probléme d’optimisa-
tion suivant. Soit x qui suit le modele BG (3.1) et y donné par'y = Hx + e. Alors
l'estimateur du MAP de x est donné par le probléme d’optimisation suivant :

1 x||2
argmin ﬁ“y — Hx|)3 + H ”22 + Alxlo + C(a2,p) (3.10)
b O¢ 2Ux
avec
1—
S
et

/2 2
C(o2,p) = Nlog ( 1 mg)

-Pp

Démonstration. On réintroduit la variable s, ~ B(p) telle que s, = 1 ssi
x, # 0, 0n a alors p(x,, # 0|s, = 1) =1 et p(z,, = 0|s, = 0) = 1. C'est pour-
quoi, trouver l'estimateur du MAP de x est équivalent a chercher

min — log p(x, s|y, 0) .

)

On peut alors écrire, avec S = {n, s, =1}

0)
plxls, nlgg \/27'('02

dont le logarithme peut s'exprimer de la maniére suivante

2
log p(x[s, ) = — Z (log V2mo2 — 223) :

nes

853‘3 v

or comme I'ensemble S contient les indices des éléments non nuls de s, alors
la somme peut étre étendue pour tout n de la maniére suivante

N 2
log p(x[s, 0) = Z Sn <— log /2702 — 252”2> .

n
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De plus, avec

p(slo) = [[p*m (1 —p)'—*

n

ona

—logp(x,s,0) = — logp(x[s, 0) — log p(s, )

al z2 1 1
= E Sn—5 — Sp log( ) —logp® (1 —p)
~ "202 " \2mo2

N 2
:Z 207 — Nlog(1 —p) + log <\/27m% ; )an

n

)

n=1
En utilisant le fait que pour tout n on a s,z, = =, en plus de > s, = [|x||o
on peut écrire

1 1—p
~toup(,5.0) = 50 I + 1ot (V2702 L) o ~ Nlog(1 ~p)

qui ne dépend plus de s. En utilisant la régle de Bayes et le résultat suivant

1 M
—log p(y|x, 0) = o5 ly — Hx|[3 + = log(2m07) .
lops 2
on déduit I'expression du maximum a posteriori en x :
argmin — log p(x|y, #) = argmin — log p(y|x, ) — log p(x, s|0)
X X
O

De méme que pour 'approche régularisée par une fonction de coiit ¢
comme présentée dans la section précédente, il n’est pas possible de trouver une
solution explicite a notre probléme. Cependant on peut avoir recours aux ap-
proches de type descentes proximales pour obtenir une solution sous-optimale
acceptable (voir section 2.2.1).

Proposition 3. Soit la fonction

2
X
Ric(x) = 0202 4 62x(p,02) Il
Ux

avec \(p, 02) = log \/2mo2 1%1’. Alors l'opérateur proximal correspondant est

_ - u—x|[3
proxg .. (u) = argmin —y Rpa(x) (3.11)
X
et vaut )
0 sinon.
avec 9
_ 2 2\0e 2 1-p
T.(0) = (05 + 06)9 log(2moy) + 2log — (3.13)
T
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Démonstration. En partant de I'équation (3.11), dans le cas x,, # 0 le minimum
est donné par:

2 2 2

— p) 5T, O

. \Un
argmin ~—— + 0, —% =

= U
€952 2 2
Tn 2 202 oz + o2

On injecte cette solution dans la fonction a minimiser pour obtenir :

2
—_— A
sioz gy M3 + Al

Il ne reste plus qu'a comparer au cas z,, =0
2

>
_n L < _n
2(07 + 02) 202

u

2 2 2 ol
uy, > (05 +07)—52A
Ux

On obtient donc un seuillage sur w,,. O
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3.2 . Le modéle BG comme un produit de variables aléatoires

Dans la section 2.1.3 du chapitre précédent, nous avons vu qu’il existe un
modéle de signaux parcimonieux appelé le Spike & Slab. Ce modéle considére
une variable de classe qui est tirée selon une loi de Bernoulli puis tire la valeur
de x selon une distribution propre a chaque classe.

Ici nous ne disposons que deux classes qui désignent si l'on se trouve sur
le support de x ou non. On appelle s € {0; 1}N cette variable indicatrice, on
introduit alors la matrice diagonale S = Diag[s] et le vecteur d’amplitudes r,
indépendant de s, tel que

X = Sr (3.14)
c’est-a-dire pour tout n
Tn = TnSn (3.15)
avec
sn~B(p) et 1, ~N(0,02) (3.16)

Proposition 4. Soient s ~ B(p) et r ~ N(0,02) deux variables aléatoires.
Alors la variable aléatoire & = rs suit une loi Bernoulli-Gaussienne de parametres
(p, 02) comme défini dans I'équation (3.1).

Démonstration. Soit f une fonction bornée sur R. Si z suit une loi BG, alors
selon I'équation (3.1) :

@) o
el =p [ psen( gt (-nf0) G

Dans le cas du produit, on a

: 7S r2
=110 = Lrtol0) [ S i gy (318)
s=0 x x
T rQ
_p/ fg(ﬂiz exp(—5—5)dr + (1 — ) f(0) (3.19)

T

Ce qui est équivalent a I'espérance obtenue dans I'équation (3.17). On a donc
équivalence en loi des deux modeles. O

Il est important de noter que 1’on a ici :
p(x) = p(Sr) # p(r,s) = p(r)p(s) (3.20)

Cette décomposition permet notamment d’avoir une variable aléatoire liée
aux amplitudes du signal qui est Gaussienne sur tout l’espace contrairement a
x. On remarque que contraindre r, = 0 si s, = 0 comme parfois trouvé dans
la littérature, revient a reprendre le modéle de la section précédente.
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3.2.1 . Estimateur de Bayes
De méme que pour la section précédente, on peut chercher I'estimateur de
Bayes associé a ’erreur
€(x,%) = ||x — x| |3 (3.21)

Proposition 5. Soit le modéle proposé dans I'équation (3.15), alors on montre
que l'estimateur de Bayes associé a ce modéle est équivalent a celui associé au
modele présenté dans I'équation (3.1).

Démonstration. |l suffit de reprendre la proposition 4 et de prendre f(x) = x.
0

11 est alors possible de montrer que I'on obtient la méme formulation que
dans le cas du modéle classique BG. On hérite donc des mémes problémes liés
a I'absence de solutions explicites.

3.2.2 . Estimateur du MAP (Joint)

L’indépendance introduite dans le modéle du produit, aboutit a ’expression
du maximum a posteriori en r et s comme une estimation jointe du support
s et des amplitudes r.

Proposition 6. Soients ~ B(p) etr ~ N(0,02). Soit y = HSr + e avec
e ~ N(0,021). Alors l'estimateur du maximum a posteriori de s, r est

TrrAp, Spap = argmin — log p(r, s|y, 0) (3.22)
r,s
avec
ly —HSr|[3  |lr|3 1—p
-1 0) = | —_— 2
og p(r;sly, 0) 202 T ogg2 Tlos| 7 [Isl[o (3.23)

Démonstration. Par la régle de Bayes,

—log p(r,sly,0) = —logp(y|r,s,8) + log p(y|#) — log p(r|#) — log p(s|0)

avec, par définition,

—logp(r|f) = H;ll%% + glog 2no?
et
—log p(s|0) = —|[s|lologp — (N — [[s||o) log(1 — p)
Retirer les termes qui ne dépendent pas de r ou s permet de compléter la
preuve. O

Tout comme précédemment, il n’existe pas de solutions explicites au pro-
bléme sans hypothéses supplémentaires sur H et nous devons avoir recours a
des méthodes adaptées (présentées dans la section précédente).
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Proposition 7. Soit l'opérateur proximal associé au modéle du produit, défini
par

[u—Sr[f | [Ir]3 1—p
pu— 1 - .2
proxppop(u) argrgun 207 + 202 + log » Isllo (3-24)

alors sa formulation explicite est, pour tout n

2
2, 1) si |upl? > T(6
(f'nvgn) = <Ug+agu ) ’u | ( ) (3.25)
(0,0) sinon.
avec
o? 1—p
T,(0) = (o7 + oZ);?log (p) (3.26)

Démonstration. La minimisation en r est simple car la fonction est quadra-
tique .
it =02 (02T +028"S) " STu

Il ne reste plus que la minimisation en s :

- Ju—SHF (1] 1—p
s:arginm 202 + 202 + log > lIs]lo

T Tqs +TQT
o uwu u'Sr r*S‘u 1 .7, DT e 1—p
- - - I S*S 1 —_— S
A Dy 907 207 20202t (el S S)tlog (o Jlisllo
T 2
= ——5 o ou S(o1 S'S) 'S 1 —Z ) ls
argmin 202 2Ugu (0:1+ 078" 8S) u+ og< , >]| llo

1 _ 1—
= argmin QuT (021 + aiSTS) Yu log <p> lIslo
p

S

On a alors pour tout n, §, = 1 lorsque

2 2
uy, 1-p u;,
P [ 1 - = <
2(02+02)+0g< p ) :

xT

On a donc un seuillage sur w,,.
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3.3 . Modéle du support : Le modéle marginal

Depuis le début de ce chapitre nous nous sommes concentrés sur ’estima-
tion de x et notamment de son amplitude via la minimisation de la fonction de
colit £5. Cependant, dans le cadre d’un probléme parcimonieux, il est légitime
de s’intéresser seulement & la qualité de I’estimation du support plutét que des
amplitudes de x. La connaissance du support revét une double importance car,
a support s connu, la dimension du probléme est réduite [Protter et al., 2010] :

y = Hsxs + e

ou Hg est la sous-matrice constituée des colonnes de H qui correspondent au
support et xg ~ N(0,02I) est le vecteur de sources réduit aux amplitudes non
nulles. Toutes les distributions sont alors des gaussiennes, de fait 'estimateur
de la moyenne a posteriori est équivalent au maximum a posteriori et revient
A résoudre le probléme quadratique suivant :

ly — Hoxs[13 | [Ixs]l3

Xs = argmin = aﬁ (aiHSTHS + 031)_1 Hgy (3.27)

Xs 202 202
D’autant que si la parcimonie est assez forte, alors la matrice o2HZI Hg + 021
est bien conditionnée de maniére générale.

C’est donc pour ces raisons que nous proposons dans cette section de mar-
ginaliser le probléme par rapport a la variable de support précédemment in-
troduite. Ainsi on ne traitera plus la loi a posteriori de x ou de r,s mais on
considérera la loi marginale a posteriori de s :

p(sly,9) = / p(rsly, 0)dr (3.28)
RN

Proposition 8. Soit s la variable binaire associée au modéle BG. Alors la loi a
posteriori marginale de s est :

1
p(sly,0) = |27TI‘y|_1/2 exp <—2yTF;1y> p(s|0) (3.29)

avec |2nI'y| le déterminant de la matrice 27l qui s’exprime de la maniére sui-
vante :
Ty = oI+ 02HSH” (3.30)

Démonstration. On marginalise apres application de la regle de Bayes :

plsly.6) = 25 [ p(vlr,s.O)p(elo)ar

Or comme r et y|r, s suivent des lois gaussiennes, nous savons par les pro-
priétés de produit de ces dernieres que le résultat sera une variable aléatoire
gaussienne,

Ontrouve alors une moyenne nulle et une matrice de covarianceI', comme
explicité dans [Robert, 2005]. O
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3.3.1 . Estimateur de Bayes

On rappelle ici 'expression de I'estimateur de Bayes :

§p = argmin E [e(s,8)] (3.31)
§  slyf

ou € est une fonction de cotit donnée.

Comme on ne travaille ici qu’avec le support, et qu’il s’agit d’une variable
binaire, on va alors privilégier I'erreur ’canonique’ 0 — 1 & la norme #5. On
définit 'erreur 0 — 1 comme

e(s, ) = {0 Sos=4 (3:32)

1 sinon.

Or il a été montré dans [Robert, 2005] que l'estimateur de Bayes associé a
Ierreur 0—1 pour les variables discrétes est alors équivalent au MAP Marginal.

3.3.2 . Estimateur du MAP (Marginal)

Pour ce qui est de I'estimateur au sens du MAP marginal de s, on repart
de la définition du MAP comme maximisation de la probabilité a posteriori.
Pour s, cela se traduit par

Smap = argmin (—log p(s|y, 0)) (3.33)
S
avec, en prenant 'opposé du logarithme de 1’équation (3.29) :

1 1 -
—logp(sly, ) = B log |01 + o2HSH” | + in (021 + agHSHT) ! y

—log (p(s]f))

(3.34)

Ici nous nous retrouvons dans un cas particulier ou il n'y a plus une expres-
sion du critére sous une forme adaptée aux descentes proximales. On peut en
revanche donner une forme explicite de la solution en débruitage.

Proposition 9. Soit 'estimateur du MAP marginal qui correspond a I'équation (3.34).
Dans le cas ot H =1, alors l'estimateur a posteriori de s est donné par

§ = argmin — log p(sly, 0) (3.35)
S
et vaut
1 si y2>Ts(0
Vn = { 't > 16) (3.36)
0 sinon.
avec
2 2 Ug Ug 1—p
T5(0) = (o + Ue);% log(m) + 2log e (3.37)
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Démonstration. Onrepartde laloia posterioride s donnée dansI'équation (3.29).
Ony injecte H = I ce qui donne une matrice de covariance diagonale, donc
un probléme de minimisation séparable. On a alors §,, = 1 si

Yn 1 Yn

sy — 5 10g(0% + 07) +log(p) >~ —

1
log(o2) + log(1 —
202 +07) 2 g(o;) +log(1 — p)

202 2
2
6

(oo (75557 w20 (7))

En débruitage, lorsque le support est connu/estimé, la loi de x sachant s
est une simple gaussienne dont le mode est donné par

yp > (03 +072)

&qw ‘ mqw

O

Sp02

Vo Zn(sn) = W‘Z_zyn (3.38)

On a donc aussi un estimateur de x au sens du MAP Marginal. Il est similaire
A celui trouvé pour l'estimation via les modéles précédents donnés dans les
équations (3.1) et (3.15), seule la valeur du seuil a changé.

3.4 . En résumé

Ces résultats vont nous permettre, dans un premier temps, de comparer
la pertinence de ces différents seuils. Cela nous permet notamment d’établir
un premier lien de correspondance entre ’hyper-paramétre A des approches
par régularisation et les paramétres de notre modéle Bernoulli-Gaussien. En
effet, comme il a été présenté en section 2.2.1, I'opérateur proximal associé
aux problémes régularisés donnent en majorité des seuillages qui dépendent
des hyper-paramétres. Or nous donnons ici une interprétation de ces seuils en
termes des paramétres de la loi Bernoulli-Gaussienne. Il est donc possible de
considérer qu’il y a équivalence entres ces deux approches.

Modéle Seuil
02 —
s | (02 +0)% (log(ai) — log(; +07) +2log <¥)>

X (02 + US)Z—% (10g(27r0 )+ 2log < ))
(r,5) (02 + 0?)Z%210g (2

Table 3.1 - Valeurs du seuil en fonction du choix de modéle.

On représente dans les figures 3.1, 3.2 et 3.3 les ensembles de paramétres
qui conduisent & la méme valeur de seuil. Pour cela nous choisissons de fixer
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T et p, alors 02 en fonction de o2 est facile & calculer. On représente ensuite
ces courbes dans le plan (02, 02) pour T € [0.1,0.2,0.5, 1,2, 5].

Dans un premier temps, comparer les figures 3.1, 3.2 et 3.3 pour un point
(donc un jeu de paramétres du modéle) donné permet de voir que le seuil T
est systématiquement le plus élevé et donc le plus discriminant. On s’attend
alors & ce que la solution obtenue soit la plus parcimonieuse.

On remarque dans la figure 3.1 que Ts est relativement peu sensible au
rapport log o2/ log o2. Une interprétation possible pourrait provenir du critére
minimisé qui se concentre sur 'estimation du support et ne dépend donc peu
du rapport signal sur bruit. On voit dans la figure 3.2 que pour un ¢2 donné, il

existe plusieurs ‘7325 qui fournissent le méme seuil T, ce qui n’est pas le cas pour

2

les autres. On peut voir aussi 'apparition d’une troisiéme valeur pour des o3

trés petits. On en déduit ici que ce seuil est trés sensible a la valeur du bruit.
Enfin, on observe dans la figure 3.3 que le seuil 7, semble étre aussi sensible
vis & vis de la sélection de o2, oti I'on observe une sorte de ’saturation’ lorsque
o2 grandit. Cela veut donc dire qu'il existe une limite de bruit telle que le seuil
ne dépend plus que de p et o2.

1074 1073 1072 1071 10° 10! 102

of

Figure 3.1 - Seuil T, dans le plan (02, 02).

3.5 . Conclusion
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1073 1072 107! 10° 10! 102

Figure 3.2 - Seuil T, dans le plan (02, 02).

Dans ce chapitre nous avons vu qu’il nous est possible de réécrire le Bernoulli-
Gaussien non plus comme un modéle conditionnel mais comme un produit de
variables aléatoires. Il s’agit du produit terme a terme entre le vecteur de sup-
port s et un vecteur d’amplitudes appelé r. On a aussi vu que ’on peut aborder
le probléme en marginalisant par rapport au support.

Cette réécriture du modeéle nous permet de dériver les estimateurs au sens
de Bayes et du maximum «a posteriori. Dans la plupart des cas il n’existe alors
pas d’estimateurs explicites et il faut donc utiliser des outils sous-optimaux
d’estimation. Par exemple, I'estimateur du MAP peut étre obtenu par des-
cente proximale et dont les opérateurs sont des seuillages dont les valeurs sont
données dans le tableau 3.1.
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Figure 3.3 - Seuil 7. dans le plan (o2, 52).
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4 - Estimation des parameétres en débruitage
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Dans le chapitre précédent, nous avons fait I’hypothése selon laquelle les
paramétres du modéle sont connus. Nous voulons maintenant traiter le cas ol
cette hypothése n’est plus vérifiée. Nous explorons dans ce chapitre les deux
possibilités qui s’offrent alors & nous : estimer les paramétres conjointement
avec les sources ou les estimer seuls.

Plus spécifiquement, nous allons nous restreindre dans ce chapitre au cas
ou l'opérateur H est l'identité I. Le cas général sera traité dans le chapitre
suivant. Le modéle de génération des observations est alors le suivant :

y=Hx+e=x+e (4.1)

On nommera ce cas particulier "débruitage" car les observations y sont
constituées seulement des sources plus un bruit additif.

L’avantage premier apporté par ce cas est que I’on a maintenant indépen-
dance entre les éléments des vecteurs aléatoires :

N N
p(yx,0) = [[ p(ynlen, 0) et p(xly,0) = [[ p(@alyn.0)  (@4.2)
n=1 n=1
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Le deuxiéme point apporté par le débruitage est la simplicité de la vraisem-
blance dey. Soit z,, ~ BG(p, 02) une variable aléatoire BG et soit e,, ~ N(0, 02).
Le cas x,, = 0 arrive avec une probabilité 1 — p, et conduit a y, ~ N(0,02).
L’autre possibilité, x,, #* 0, apparait avec une probabilité p et conduit &
Yn = Tn + en ~ N(0,02 + 02) car z, et e, sont deux variables aléatoires
gaussiennes. Alors, on montre que la vraisemblance de ¥, est un mélange de
deux gaussiennes centrées, tirées selon une loi de Bernoulli :

N
p(yl0) = [ ] p(ynl6) (4.3)
n=1

avec

p Yn 1—p Yn
p(ynlf) = mexp <_2(a§ n 03)) + J2ro? exp <—w> (4.4)
La premiére section traitera de l’estimation des paramétres par une mé-
thode basée sur les moments empiriques. Dans la deuxiéme section, nous déve-
loppons des algorithmes d’Expectation-Minimization (EM) capables d’estimer
les paramétres du modéle dans un schéma de maximisation de la vraisemblance
des données. Ensuite, en troisiéme section, nous présentons aussi une méthode
basée sur 'estimation jointe des sources et des paramétres ou I’on montre que
cela conduit & un probléme d’optimisation sous contrainte. Enfin des résul-
tats expérimentaux sont présentés en section quatre, permettant de mettre en

lumiére le comportement des algorithmes proposés.

Les algorithmes obtenus pour les trois classes de méthodes constituent les
premiéres contributions de cette thése, mais aussi les bases fondatrices sur

lesquelles nous appuierons le chapitre suivant traitant du cas général.

4.1 . Méthode des Moments

L’indépendance introduite par le cadre du débruitage permet de considérer
les éléments de y comme N réalisations d’'une méme variable aléatoire. C’est
pourquoi nous nous sommes intéressés & une approche statistique d’estimation
telle la méthode des moments.

On rappelle ici briévement le principe de la méthode des moments (présen-
tée dans le Chapitre 2, dans I’équation (2.28)). Elle est basée sur la résolution
d’un systéme d’équations dans lequel on suppose 1’égalité entre moments em-
piriques et moments théoriques de nos échantillons, ce qui revient a résoudre :

1 N
~ 2 Un =El"] (4.5)
n=1

4.1.1 . Mise en équation du probléme

Nous allons maintenant donner I’expression des moments d’intéréts afin de
dégager le systéme a résoudre pour obtenir I’estimateur au sens des moments.
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Proposition 10. SoitY une variable aléatoire qui suit une loi de mélange de deux
gaussiennes & moyennes nulles et de variance o3 (respectivement o3) et pondérée
par p (respectivement 1 —p ) avec 0 < p < 1.

Y ~ pN(0,07) + (1 = pN(0,03) (4.6)
Alors les moments théoriques d'ordres 2k et 2k + 1 sont donnés par

2k _ (2R)! 2 2\k _ 2\k
VEeN {E[Y | = 5o (p(02 +02)F + (1 —p)(02)") )

Démonstration. Soit X ~ N(0,02) une variable aléatoire. Partons du résultat
suivant

donné dans [Papoulis and Unnikrishna Pillai, 2002].
OnaalorsVi e N:

YQ
exp(— exp(—z—z)
E[Y)] = / Yip(Y)dY = p/ yl— 2917 27 dy + (1-p) | YI——22"qy
27r(71 R \/2mos
On dérive alors la formule compléte des moments théoriques de Y. O

Comme nous disposons de trois paramétres & estimer, 6 = (p, 02, 02), alors
il nous faut considérer les trois premiers moments non nuls de la loi afin de dis-
poser d’un probléme suffisamment bien posé. On observe dans 1’équation (4.7)
que les trois premiers moments théoriques non nuls sont les moments d’ordres
2, 4 et 6, alors on exprime le probléme par le systéme d’équations suivant

N
1
¥ 2 Un =07 +02) + (1= p)(?) (4.82)
n=1
1 N
S v =3 (p(02 + 0D+ (1= p)(02)?) (4.8b)
n=1
1 N
¥ 2 n =15 (p(o7 +02)* + (1= p)(02)°) (4.80)
n=1

> _un =M (4.9)



4.1.2 . Résolution du systéme

Apreés avoir obtenu le systéme précédent, nous allons a présent procéder a
sa résolution.

Théoréme 11. Soit x ~ BG(p,o2) et e ~ N(0,021) deux vecteurs aléatoires et
soity = x + e. Alors l'estimateur des paramétres par la méthode des moments
est:

My — o2
p= 2720—5 (4_10a)
O-$
1 2)\2
My — (07)
2_ 3 e 2
0, = T—gg - 20_6 (4.10b)

2
J\ga_M2M4+\/(A?—M2M4)2+4(3M4—M22) (%‘%)

[\

e = 2(3M; — M3)
(4.100)
sous les conditions :
My > 3M3 (4.113)
5 M?
Mg > -—4 11b
6= 371, (4.11b)

De plus, comme ces estimateurs sont des fonctions continus par rapport aux mo-
ments, alors on peut dire que cet estimateur est consistant.

Démonstration. L'équation (4.8a) nous donne

2
_ Mz —oc

2
Oy

avec 0 < M, — o2 < o2 afin que p reste dans l'intervalle [0, 1]. On injecte alors
cette solution dans I'équation (4.8b) afin d’obtenir

My = 3(Mz — 02) (07 +207) + 3(07)°
Si 02 # Mo, alors on obtient le résultat suivant

1 2)\2
2 §M4 — (0-6) 2
Op = "r %5  — 20}
My — o2
Or, comme on a vu que My — 02 < o2 et si I'on se reporte a l'estimateur de
o2, on obtient

lM _ 2\2
344 (Ue) 2 2
S — 20> My — 0
M2 — O'g ¢ = 2 €
Ce qui implique que les conditions d'existence sont a présent
My > 3M3
02 < My
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Enfin, en injectant les deux estimateurs de p et o2 précédents dans l'équa-
tion (4.8¢) et en développant les calculs, on obtient le polyndme suivant :

+ = - =0

3 )

M,
(02)? (3M3 — My) + o2 <6 — MyM,

) M2 M,Mq
5

Vis-a-vis de nos conditions, il faut vérifier qu'il existe au moins une racine dans
[0, M3). Pour cela on voit que prendre o2 = M, donne

M, M?  MyM,
M3 (33— Ms) + M (200 = Moty ) + 21— 20— (s - agyy

qui est toujours positif. Or comme le coefficient dominant du polynéme 3 M2 —
M, est négatif (selon I'autre condition) alors il n'y a qu’une racine inférieure a
2

M,. De méme, prendre o2 = 0 donne %4 — #2Ms_ponc pour avoir une racine
viable, il faut que :

5 M? 9

Mg > -—— enplusde My > 3M,
3 M,

La derniére estimation est alors :

2
Ms — MyM,y + \/(ﬂg6 — Mo M) + 4(3M, — M2) (% - M25M6)

0'2:

¢ 2(3My — M3)

4.1.3 . Algorithme complet

Dans la pratique, nous avons observé ’occurence de réalisations de y qui ne
vérifient pas les conditions données dans les équations (4.11a) et (4.11b). On est
en droit de se demander que faire dans le cas ot ces deux conditions nécessaires
a l'obtention d’une solution viable ne sont pas respectées ?

Pour répondre a cette question, nous proposons de retirer progressivement
des éléments de y jusqu’a ce que les conditions soient vérifiées. Pour choisir quel
élément retirer, on calcule pour chaque ¥, les valeurs suivantes pour I’ensemble
y privé de y, :

5M?
3Ms

min{0, My — 3M3} 4+ min{0, Mg — } (4.12)
On considére alors que le y, qui minimise cette quantité est le 'fauteur de
trouble’ et est ’élément que nous devons retirer. On répéte ce processus jusqu’a
ce que les conditions soient vérifiées ou que y ne contienne plus que trois
valeurs. On a donc une procédure compléte d’estimation des paramétres par
la méthode des moments dont I'algorithme est résumé dans l'algorithme 8.
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Algorithme 8 : Méthode des Moments pour les signaux BG.
Jo2 {1, NY;
k=0
while (4.11a) et (4.11b) pas vérifiées do
¢ = argmin (4.12);

i1 = T \i;
k=k+1,;
end

M,y = ZnEJk ?J?L?

M4 = Znejk yi;

M6 = Znejk yg;

Estimation de &2 selon (4.10¢);
Estimation de &2 selon (4.10b);
Estimation de p selon (4.10a);

4.2 . Estimation Marginale et EMs

Poursuivons l'estimation seule (ou marginale) des paramétres. Dans un
contexte probabiliste, cela revient & maximiser la vraisemblance des données,
soit

6 = argmaxp(y|6) (4.13)

On a vu en début de chapitre (équation (4.4)) que y,|6 suit un mélange, et
donc une somme, de distributions gaussiennes. La vraisemblance globale peut
donc s’écrire comme une somme sur l’espace de tous les supports possibles.
Dés lors, résoudre explicitement ’équation (4.13) est un probléme sans solution
explicite en pratique. Il est donc nécessaire de passer par des méthodes sous
optimales afin d’obtenir une solution en pratique. C’est ce qui motive notre
choix d’utiliser le cadre théorique des méthodes d’Espérance-Minimisation
(EM) afin de dériver des estimateurs.

On rappelle ici briévement le principe des EMs. Soit h une variable aléa-
toire quelconque mais non-observable directement dans notre modéle, les algo-
rithmes EMs proposent alors la procédure suivante

Qn(916") = E [~logp(y,h[0)] (4.142)
h|y,0t
6" = argmin Qy, (9]6%) (4.14b)
0
qui garantissent
p(yl0"*") > p(y]6") (4.15)
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En ce qui concerne le choix des variables cachées, nous proposons de re-
prendre les trois modéles Bernoulli-Gaussiens introduits et étudiés dans le cha-
pitre précédent. On a donc en choix de variables cachées :

e s le support,

e X les sources,

e (r,s) le couple amplitudes/support.

Les variables cachées que nous proposons ici sont des vecteurs dont les
termes sont, comme on est en débruitage, décorrélés entre eux. On peut alors
écrire la fonction Qy de I'étape d’espérance comme une somme :

N
Qu(016") = E [~logp(y.hio)] =) ¢ (8]6")
hly,6* n=1

avec qp(010') = E [~logp(yn,hn|0)]

n|Yn;

(4.16)

Ce qui permet de traiter I’espérance globale comme la somme d’espérances de
signaux a une seule dimension.

4.2.1 . s en variable cachée

Le choix du support comme variable cachée est trés populaire dans le do-
maine des EM car il fait écho & la classification dans le cas de mélanges de
distributions. Il s’agit du cas d’école d’utilisation de 'EM [Bilmes et al., 1998].
En effet, on peut voir le cas du débruitage comme un mélange de deux distri-
butions : une gaussienne dans le cas ou il n’y a que du bruit, et dans le cas ol
il y a du signal et du bruit alors on a une somme de deux variables aléatoires
gaussiennes donc aussi une variable aléatoire gaussienne.

Proposition 12. Soient x une variable aléatoire suivant un modele Bernoulli-
Gaussien et y|x ~ N (x,02). Soit s la variable de support de x telle que s = 1
siz # 0 et s = 0 sinon. Alors la probabilité a posteriori de s = 1 est

2
p Y
2n(02+02) p( 2(“3""03))

p(s =1[y,0) = 5 5 (4.17)
p Y 1-p _ Yy
2n(c2+02) exp( 2(U%+U§)) T 2r02 exp( 202)

Par souci de concision, on posera ¢,(0) = p(s, = 1|yn, ) afin de désigner la
probabilité a posteriori du support dans le cas de signaux BG non mélangés.

Démonstration. On part de la définition du modele Bernoulli-Gaussien :

2

B exp—s—42—5 Si s=1
_ _ 21 (02+02) 2(03+02)
B(0,516) = p(s) [ ply.als,O)de = § WAL
R V2o P 207 '
Pour finir, on applique alors la régle de Bayes :
p(y,s = 116)
p(s =1ly,0) =
O = S =10 T p(s = 0
O
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Etape d’espérance : Pour calculer 'espérance, on repart de ¢ (6]6") tel
que défini dans I’équation (4.16). Comme il s’agit de I'espérance d’une variable
binaire, on exprime g7 comme la somme des log-vraisemblances pondérées par

les probabilités a posteriori.

g,(010") = E [~1ogp(yn,sn|0)]

Sn|yn,0t
= *p(sn = Hyna et) Ing(ym Sp = 1|‘9) - p(sn = Oyynv Ht) logp(ynv Sp = 0|9)

= —¢! 1og P(yn, $n = 1|6) — (1 — ¢L,) 1og p(Yn, 5n = 0/6)
(4.18)

Ce qui donne, lorsque 'on somme sur tous les n, 'étape E finale :
N
Qs(0]6") = —log(p Z¢t log(1 — (N ~ Z%) (4.19)
N
log(o + 02 Z oL+ o2 1 0?) +02 Z¢nyn (4.20)

N
log (N Zﬁ) (IIsz Zsbnyn) (4.21)
n=1

Etape de minimisation On trouve alors les paramétres qui minimisent
cette espérance en annulant les dérivées par rapport & ces mémes paramétres.
On obtient les résultats suivants :

N
pt+1 _ Zn:l (ZSZ

= S (4.22a)
(0’2)t+1 _ Zn 1 ¢nyn _ ||yH% — Zn 1 anyn (4.22b)
’ Zn:l (z)il N~ Zn—l ¢%
2 _
(Ug)tﬂ _ |y ll5 Zn 1¢nyn (4.22¢)

N - Zn:l quL

4.2.2 . x en variable cachée
La ou le choix de s en variable cachée est assez classique dans les EMs
lorsque le modeéle implique des problémes de classification, le choix de x en va-
riable cachée est, & notre connaissance, nouveau et donc une des contributions
de cette thése. On va notamment, dans le chapitre suivant, étendre ce résultat
au probléme d’estimation dans le cas général.

Proposition 13. Soient = ~ BG(p,02), e ~ N(0,02) ety = = + e. Alors la loi a
posteriori de x est

_ 2
plol0) = o (< (- ome) a2
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avec

2
Oz

2 2
oz +0;

o=

(4.24)

Démonstration. On va réintroduire la variable de support :

p(zly,0) = p(z,s = 1]y, 0) + p(z,s = 0]y, 0)
= p(x’yvs = 179>¢ + p(;v|y,s = an)(l - (b)

avec ¢ la probabilité a posteriori de s sachant y. Selon la régle de Bayes, on a

=1,6
p(aly,s =1,0) = (y'ﬁj_ ) ) p(als = 1,0)
o2+ o2 — :U)2 22 y? >
p —_ S — _—
o20? 2 olta?
_ (x — ay
B 27‘(040‘2 2002
aveca = 2+ >. Résultat obtenu en utilisant le fait que toutes les distributions

sont des gau55|ennes dont les moyennes et covariances sont connues. 0

Etape d'espérance Grace aux propriétés de la distribution de Dirac, I'es-
pérance s’écrit alors :

0= E  [=1og p(yn, 2a|0)]

Tn|Yn,

=¢, E [=logp(yn,zal0)] - (1 = ;) log p(yn, 2n = 0|0)

Tn ‘yn ySn=1,

(4.25)

En se basant sur la démonstration de la proposition 2 du chapitre précédent,
on développe alors 'espérance de la log-vraisemblance de la maniére suivante :

(2]

(4.26)

1
—log p(x,10)] = —lo + = log(c?) +
znwms”:wt[ gp(n|0)] 8(p) + 5 log(0) 207 0 i E
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Ce qui nous permet d’écrire I’étape E finale comme :

N

Qx(016") —ZQﬁ(GW)

[ logp(yn, -Tn|‘9)]

xn|yn,sn—1 t

(1- ¢t )1og p(yn, r = 0[0)

M2 |Mz|

n=1
N
=Y "¢, E [~logp(yn, zal0)]
ne1 Zn|Yn,sn=1,0"
N 1 y2
t n
+ nzl(l — ) (2 10g(27m )+ 207 —log(1 —p))

En utilisant I’équation (4.26), on obtient le résultat suivant :

N

Qx(6]6") = —logp Y _ ¢, —log(1 —p) ( Zqﬁt)
n=1

N

?loga —|— ( )t tz¢t (1—a) Drin

552 <|YH2 Z%yn
_{_110 U2§:¢t+1 t t2¢t qu
2 ° xn:l " 20% n=1 nyn

.
|

Etape de minimisation De méme que pour s, on obtient les paramétres
qui minimisent cette espérance en cherchant & annuler le gradient. Cela donne
les mises & jours suivantes :

N t
t+1 _ 2on=1Pn
P ==y (4.28a)

ZZn 1¢nyn 4
En 1¢t

N t
2t+1 Iy ll3 ot ¢ 2an=1 Pn b Zn L Prbn

(07)*h = (a") al(a?)! (4.28b)

(4.28¢)

4.2.3 . (r,s) en variable cachée

Pour la derniére version de I'EM, nous allons nous intéresser au couple (r, s)
associé au modéle du produit pour les distributions Bernoulli-Gaussiennes. De
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méme que pour X, cet estimateur est nouveau (& notre connaissance). L’avan-
tage de ce choix, est que les deux variables sont entiérement décorrélées. En
effet, le choix du couple (x,s) par exemple ne donnerait pas de nouveaux résul-
tats car il existe une forte corrélation entre les deux variables. La distribution
a posteriori est donc la suivante :

p(rnv Sn‘ym 0) = p(rn‘ym Sn, 9)p(3n‘yn7 9) (4.29)

Etape d’espérance

QIL(th) :¢Z E [_ logp(ymrmsn = 1‘9)]

Tn‘yn,snzlzet

+ (1 - Qbfz) E . [* logp(yn,rn, Sp = 0’9)}

T'n|yn75n:079

(4.30)

Or, par définition de 7y, on sait que p(rp|yn,sn = 0,6) = p(r,|0) et que

P(Tn|Yn, sn = 1,0) est équivalent & p(x,|yn, S, = 1, 0) calculé précédemment et
202

2 2
oz+og

qui est une distribution gaussienne de moyenne "=y, et de variance
x €
On peut alors calculer 'espérance compléte

q-(0]0%) = L loga + ; log o2
(L= +al(ad)t | (@)% +a'(od)t
y2 o2)t
s (2 + 5 et )

(4.31)

A la fin on a donc I'étape E suivante
al N N
Q016" = longqSt log(1 —p (N—Z%) +Elogoi—|—§logag
1 N N
‘o (< S b oo 3l - z¢;><a§>t)
o Rt SLERCD WRAMERS oty

(4.32)

Etape de minimisation Dériver par rapport aux paramétres et chercher
les racines donnent les estimateurs suivants :

N t
t+1 Zn:l ¢’Vl
P =N (4.33a)
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N

N
<ai>t“=<a§>t+}v(< D23 gyl + (a <az>t—<a§>t>2¢z) (4.33b)
n=1

n=1

o2y = Il L <_at(2 ) S o2 4 al( Dy ¢t> 4330
n=1

En résumé :

On résume les mises & jours des paramétres dans le tableau 4.1.

V.C. | pitt (02)F1 (02t
s | & B o (lyll - BY) L ([lylz - B
x | % (a5 + a'(2) SRR (0= 2B (o)A
t t at 2 at
(r,8) | A2 | (021 — 4 + 2 (o' B + (02)'AY) | B ol ((of —2) B!+ (02) AY)

Table 4.1 - Mises a jours des estimateurs des parametres pour les al-
gorithmes EMs avec A* = 3N ¢t et B! = 32 442,

On remarque alors que chacun de ces algorithmes ne requiert de calculer
seulement deux quantités d’intéréts par itération : > ¢f et S ¢l y2. L'algo-
rithme général est résumé dans ’Algorithme 9. Par rapport a l'influence du
choix de la variable cachée, on peut voir que cela n’a aucun impact sur la mise
a jour de p. De méme, on note aussi que choisir x ou (r,s) conduit & la méme
mise & jour de o2.

Algorithme 9 : EMs pour l'estimation des parametres.
Result:o% o2 p
Input:y, 0°
t=1,
while has not converged do
Calcul de ¢;
Calcul 3" ¢t et 3 ¢t y2;
Estimation de 6 selon le tableau 4.1;
t=1t+1,
end

4.3 . Estimation Jointe des sources et paramétres
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Nous avons donc présenté dans les sections précédentes deux méthodes dans
lesquelles les paramétres sont estimés marginalement. On espére ainsi pouvoir
utiliser ces valeurs afin de régler des méthodes supervisées d’estimation des
sources selon les techniques abordées dans les chapitres précédents.

Une autre approche du probléme consiste & estimer conjointement les pa-
rameétres et les sources. C’est 'approche que nous traitons dans cette section
et qui nous permet de clore ce chapitre sur ’estimation des paramétres en
débruitage. Les variables de sources que nous considérons sont les mémes que
pour la section précédente.

On reste dans le cadre probabiliste, ot 'estimateur que nous choisirons est
celui du maximum de vraisemblance caractérisé pour chaque choix de variable
a estimer par

8,0 = argmin — log p(y, s|6) (4.34)
s,0

%,0 = argmin — log p(y, x|0) (4.34b)
x,0

£,8,0 = argmin —log p(y, r,s|0) (4-340)
r,s,0

4.3.1 . Un probléme d’optimisation sous contraintes

Si I’on cherche a résoudre les équations précédentes, on peut décomposer
le probléme sous forme d’un probléme d’optimisation bi-niveaux. Par exemple
pour s :

0 = argmin [~ log p(y, 3(6)19)] (4.35)
$(0) = argmin — log p(y, s|0)) (4.36)

Les solutions de la deuxiéme équation sont connues car il s’agit de 'estimateur
du MAP associé aux différentes variables de sources dans le cas supervisé. Ces
résultats peuvent étre trouvés dans le chapitre précédent. On remarque qu’il
s’agit systématiquement d’un seuillage pondéré de y avec les valeurs de seuil
qui dépendent du choix de la variable. On peut retrouver les différentes valeurs
résumées dans le tableau 3.1. Ces seuils sont des fonctions des paramétres.
C’est pourquoi on doit résoudre le probléme de minimisation sous contrainte
suivant inspiré des travaux de |Gassiat et al., 1992] :

Soit T' un seuil arbitraire, et soient 7, X7 et rp les estimateurs des sources
au sens du maximum a posteriori associés au seuillage T'. Alors on cherche T'
tel que

6= argmin — log p(y, $r|f) sous la contrainte Ts(é) =T (4.37)
0
Dans le papier de |Gassiat et al., 1992], les auteurs considérent que le nombre

d’échantillons tend vers l'infini, et donc cherchent & résoudre le probléme sur
un espace continu.
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Cependant, on peut remarquer que dans le cas ol le nombre d’échantillons
est fini, il existe un nombre fini de seuillages possibles. C’est pourquoi on va
chercher a résoudre ’équation (4.37) pour chaque seuillage possible puis il suffit
de conserver ceux qui satisfont la condition. On donne dans la suite de cette
section les estimateurs de € pour chaque choix de variables considéré.

4.3.2 . Résolution du probléme non-contraint

Dans cette partie, on va chercher les paramétres # qui minimisent la vrai-
semblance des sources et des données. On suppose ici que les sources sont
connues grace aux opérations de seuillage données dans le chapitre précédent.

Pour la variables. Soient x ~ BG(p,02), e ~ N(0,0%I) et y = x + e. Soit
s le support de x, alors la neg-log-vraisemblance de y et § est définie par

N

s A 1 3/% ~ 2 2 A
J* = —logp(y.s|f) = 5 ; m + log(snoy + o) — logp(s]d) (4.38)

avec § donné pour un seuil arbitraire T par :

(4.39)

Sy =
0 sinon.

. {1 siy2>T

Résultat que l'on injecte alors dans J° afin d’obtenir une fonction qui ne
dépend plus que de 6 et T :

S+ K
e 71 2 2
202107 + 45 log(og + o)
S~ N-K 9 1 (4.40)
T‘g + 5 log(o?) + 3 log(2m)

— Klog(p) — (N — K)log(1 — p)

Ty, T,0) =

_l’_

avec
N N

K = Card[y2 > T] S+:Zyi>T et S_:ZyigT (4.41)
n=1 n=1

On cherche & présent les paramétres = (p, 02, 02) qui minimisent cette fonc-
tion.

Proposition 14. Soit J° donné dans I'équation (4.40), alors
0 = argmin J°(y, T, 0)
)

est donné par

(4.42a)

’@>
I
2=



.8t .
o2 = N 2 (4.42b)
. S—
2= .42C
%= N_K (4.420)
Démonstration. |l suffitde dériver I'équation (4.40) par rapport aux parametres
et de trouver ses racines. O

Pour la variable x. Soient x ~ BG(p,02), e ~ N(0,0%I) et y = x + e.
Alors la neg-log-vraisemblance de y et X est définie par

. -x|3 N .
J* = —logp(y,x|0) = Hy20,2|2 + 4 log o; —log p(X]6) (4.43)

avec X donné pour un seuil arbitraire 1" par :

(4.44)

o Yo si Y2 >T
&y = { Oatoe " n

0 sinon.
Résultat que l'on injecte alors dans J7% afin d’obtenir une fonction qui ne
dépend plus que de 6 et T :
St K S~ N
— 4+ —log(2m02) + — + — log(2mc?
202 +o2) 2 o8(2noz) + 207 2 og(2noe) (4.45)
— Klog(p) — (N — K)log(1 - p)

Ty, T,0) =

avec

N N
K=Cardly >T] , St=>12>T et S =) y2<T (4.46)
n=1

n=1

2 2

On cherche a présent les paramétres 6 = (p, 02, 0Z) qui minimisent cette fonc-

tion.
Proposition 15. Soit 7% donné dans I'équation (4.45), alors

0 = argmin J°(y, T, 6)
0

est donné par
. K ( a)
. St
2 _ _ .47b
T K(1+ N2 (4.470)
02 = Ao? (4.47¢)

avec A la plus petite racine positive de :

+ +
V(”?-)“@—%JH—O

Démonstration. On utilise directement les résultats issus de l'article [Gassiat et al., 1992]
qui donnent cette solution en identifiant les termes. O
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Pour les variables (r,s). Soient s ~ B(p), r ~ N(0,02I), e ~ N(0,021)
et y = rs + e. Alors la neg-log-vraisemblance de y, t, § est définie par

-St N P3N
J" = —logp(y,1,8]0) = w+2logaz+||2(j|l%2+w log 02 —log p(8|6)
(4.48)
avec 1, § donnés pour seuil arbitraire T par :
a2 . 2 o
Py 8= {+y L (4.49)
0,0 sinon.

Résultat que l'on injecte alors dans J" afin d’obtenir une fonction qui ne
dépend plus que de 6 et T :

S+ N S N
"y T.0) =——— 1+ —log(2nc? — log(2nc?
J"(y,T,0) ) +5 og(2may) + 207 +5 og(2may) (4.50)
— Klog(p) — (N — K)log(1 - p)
avec

N N
K=Cardly, >T)] , StT=) y2>T et S =) y2<T (451
n=1

n=1

2 2

On cherche a présent les parameétres 6 = (p, 07, 07) qui minimisent cette fonc-

tion.
Proposition 16. Soit 7" donné dans I'équation (4.50), alors

0 = argmin J" (y, T, 0)
0

est donné par
. K
P= (4.52a)
A St
2=_-
A CES\E (4.52b)
02 = )\0—2 (4.52¢)

avec A la plus petite racine positive de :

+ +
A2 <1+§>+)\(2—§)+1:O

Démonstration. On observe que J" est quasiment la méme fonction que J7*.
Seul le K devant log(27o2) se mute en N, O
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4.3.3 . Algorithme complet

On a donc en théorie pour chaque seuillage, une estimation de 6. Or on a
vu que le probléme était contraint par un encadrement de la valeur du seuil
estimé. On distingue alors trois cas de figures qui peuvent se présenter : un seul
seuillage vérifie les conditions (auquel cas il s’agit de notre solution), plusieurs
seuillages vérifient la condition et enfin aucun seuillage ne vérifie la condition.
S’il existe plusieurs seuillage tels que

Yk < T(Ok) < yiis

alors il suffit de conserver celui dont la valeur de J est la plus faible. Dans
le cas contraire ou il n’y aurait aucune valeur satisfaisant la condition, cela
voudrait dire que la solution se situe sur les "bords" du probléme, on choisit
alors la solution dont le seuil est le plus proche de satisfaire la condition. La
méthode est résumée dans 1’Algorithme 10.

Algorithme 10 : Estimation jointe des sources et des para-
metres.
Result:o? o2 p
Input:y
Imin = 00;
forall k € [0, N] do
Ty = i
Calcul de S}, S, , K selon (4.41);
Calcul de py,, 5§k, Jgk selon (4.47);
Calcul de Ji(y, Ty, ék) selon (4.45);
end
if 3k|y? < T(0r) < y}., then
\ k = argmin, Qy, sous la contrainte y? < T(6)) < y2,
else
k = argmin distance entre T'(6;) et [y}, v, ,;

Q.

n

>

(Pi 021 020);
k

>
Il

4.4 . Etude numérique

Dans cette section nous proposons une étude empirique afin de dégager les
propriétés statistiques des algorithmes présentés plus haut. Pour cela on génére
des signaux synthétiques suivant un modéle Bernoulli-Gaussien en tirant un
support s de taille IV selon une loi de Bernoulli de variable p. On génére ensuite
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les amplitudes non nulles de x en les tirant au hasard selon une loi normale

2

% = 1. La variance du bruit est

de moyenne nulle et de variance fixée a o
alors choisie en fonction du rapport signal & bruit que 'on désire pour y. Les
algorithmes EM sont initialisés par la méthode des moments.

On va ici étudier 'influence de plusieurs de ces paramétres sur la qualité de
I’estimation. Comme on a centré cette étude sur 'estimation des paramétres,

on quantifiera la qualité de 'estimation par I’erreur absolue :

p—pl lof—o2 o7 o (4.53)

A cela on peut rajouter le fait que, par définition de 'EM, on calcule a

chaque itération la probabilité a posteriori de la variable cachée. Il est alors

possible d’en dériver l'estimateur de Bayes. On a vu dans le chapitre pré-

cédent,a la section 3.2.1, que cet estimateur appliqué a l'erreur quadratique
moyenne donne l'espérance a posteriori de x :

(Zn)B = E [za] = ¢} o) y (4.54)
" wagot M (02) 4 (a2)t '
avec ,
P oy
gbt - \/27r(crg2c+crg) eXp 2(02+02)
no p oy I Y2

Xp — 2%
V2702 P 202

Et l'estimateur de Bayes associé a l'erreur 0 — 1 de s donne 'estimateur du

—F— €X
am(o210?) P T 202 +02)

maximum a posterior: :

(3u)p=1 si ¢}, >05 (4.55)

On quantifiera alors ’estimation des signaux sources au travers du rapport
signal sur bruit (SNR) définit par :

2
[IxI15

—= (4.56)

2

ainsi que le nombre de Faux Positifs (FP) et Faux Négatifs (FN). Toutes les
métriques sont moyennées sur 100 réalisations pour chaque point.

Les méthodes que nous comparons (et leurs désignations) sont donc :

e La méthode des Moments (Mom),

e Les algortihmes EM (EM + variable cachée),

e Les algorithmes d’estimations jointes (J + variable estimée)

4.4.1 . Influence du nombre de données accessibles
On fait ici varier N la taille des vecteurs d’observation. Les tests sont
conduits en choisissant différentes tailles de vecteurs N allant de 102 a 106.
Les paramétres d’entrées sont p = 0.01, 02 = 1 et 02 = 0.001 afin d’obtenir un
iSNR d’entrée de 10dB. Les résultats sont visibles dans les figures 4.1a a 4.2c.

78



1o
X
X %
X
10*1 4
a ~
GJ
3
g
Q X
T 10-2 4
5
g X Mom x
GJ
x EM_s % X X  x
x EM x 4 x x
10-3] x EMr x x
Is X
Jx X
Jr x
102 103 104 10°
Taille des données
(@)p
100 X *
x X
X
N
)
9] x X
2 * x
w
Qo
2 o x
3
g X Mom < X
@ 10- EM_s o
10714 X = & x
X EM_x gg
x EM_r X
Js
Jx x X
Ir X
102 103 104 10°
Taille des données
2
(b) o3
X Mom
x EM_s
-2 | |
10 X EM_x
x EM_r
% Ls
X
S 1073 4 X j’r
s x % x X x x X x =
3 ~
wn
Qo
o
5
9 10744
o 2
-~ ®
X
X
-5 J
10 x
X
X
107 103 104 10°
Taille des données
2
(@) o

Figure 4.1 - iSNR =10dB, p = 0.01. Estimation des parametres 6.
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4.4.2 . Influence de la parcimonie

On fait ici varier la variable de Bernoulli p de maniére quasi logarithmique
dans Pintervalle [0.001,0.5]. La taille des vecteurs est fixée & N = 1000 et o2
est choisie tel que le SNR d’entrée vaille 10dB. Les résultats sont visibles dans
les figures 4.3a a 4.4c.

4.4.3 . Influence du niveau de bruit

On fait ici varier o2 afin que le SNR d’entrée soit compris entre 0dB et
25dB. On fixe p = 0.01 et N = 1000. Les résultats sont visibles dans les
figures 4.5a & 4.6¢.

Remarques : En terme d’estimation des sources on observe dans les fi-
gures 4.2a, 4.4a et 4.6a que l'estimation des amplitudes est dominée par le
MAP paramétré par la sortie de 1'algorithme EM avec (r,s) en variables ca-
chées. Cependant, si 'on se référe au nombre de fausses décisions quantifiées
par FN et FP donnés dans les figures 4.2¢, 4.4c et 4.6¢ ( 4.2b, 4.4b et 4.6b resp.),
alors le nombre d’erreurs est minoré en majorité par les approches d’estimation
jointe.

Du c6té de I'estimation des paramétres, on observe dans les figures 4.1a
a 4.1c, 4.3a a 4.3c et 4.5a a 4.5c que les estimateurs joints sont ceux qui
produisent le plus d’erreurs moyennes. Ce résultat est attendu car il a été
montré dans [Gassiat et al., 1992] que l'estimation jointe des paramétres et des
sources (dans le cas ou la variable conjointe est x) est biaisée lorsque le nombre
d’échantillons tend vers I'infini. On s’attend a pouvoir étendre ce résultat aux
autres choix de variables. Les approches EMs, quand a elles semblent fournir
des résultats bien moins biaisés et plus stables que les approches jointes vis-a-
vis du nombre de données accessibles. En revanche cette stabilité ne tient qu’a
I’'utilisation de la méthode des moments en initialiseur alors que les méthodes
jointes ne nécessitent pas d’initialisation.

4.5 . Conclusion

Ce chapitre présente trois algorithmes de familles différentes dont le but est
d’estimer les paramétres du modéle BG dans le cadre du débruitage. Le premier
algorithme est basé sur la méthode des moments et est donc entiérement non-
supervisé. Cette méthode ne fonctionne que sous certaines conditions qui sont
développées plus haut ainsi que la procédure a adopter lorsque ’ensemble des
valeurs ne satisfait pas la condition.

La seconde catégorie d’algorithmes proposés correspond aux méthodes EMs.
Ces algorithmes différent entre eux par le choix des variables cachées. Ce-
pendant, les approches par EM sont partiellement non-supervisées car elles
nécessitent une initialisation. La derniére approche présentée est basée sur
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Figure 4.3 - iSNR =10dB, N = 1000. Estimation des paramétres 6.

82



30

L]
25 A *
20 A *
X E_mom
+ MAP_mom %
=z 151 %X E_ems % *
+ MAP_ems %
x E_emx * %
104 + MAP_emx b«
x E_emr
+ MAP_emr
51 Js
Jx
Jr
0 T T
1072 107!
P
(@) SNR
103{ + + + > >
x . +
x
102 5 x x ox ox x X x
X X
X E_mom
1004 * MAP_mom 4 x
& x E_ems X
+ MAP_ems
X E_emx x
104 + MAP_emx x
X E_emr
+ MAP_emr
s X
1071 4 ] x
Ir X
1073 1072 107t
P
(b) FP
102 4 %
X
10 4 x X E_mom
-~ + MAP_mom
z ¥ X E_ems
X
100 4 * + MAP_ems
X E_emx
x ¥ x -
$ + MAP_emx
. X E_emr
1077 4 * + MAP_emr
X s
J_x
1072 5 Ir
1073 1072 1071
P
(c) FN

Figure 4.4 - iSNR =10dB, N = 1000. Estimation des sources x, s.

83




X
¥
1071 4
a X Mom
o x x EM_s
3 X EM_x
)
2 x EM_r
Le
= X
5 x i—:
102 4 x _
X
% = &
® X
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(@)p
100 x X
X
X
X
x X Mom
) x EM_s
3 X
i 6x1071q X EMX
; X EM_r
; Js
: Jx
) Ir X %
X
—1 X X
4x10 % o3
X x X X X
x x x
X
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(b) o3
X
107! 5 x
1072 4
5 N
g X x
S 1073 4
a X X
g X
5 ~ X
g 10-44 X Mom
o x EM_s 2
X EM x R
EM
1054 % - x
Js
J_x
1076 E T Jir T T T T T
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(©) o2

Figure 4.5 - p = 0.01 et N = 1000. Estimation des parametres 6.

84



FP

FN

Figure 4.6 - p = 0.01 et N = 1000. Estimation des sources x, s.

40 A

85

*
351 » x ¥
30 1 »
*
25 4 X E_mom
+ MAP_mom
2 201 * % x E_ems
< $ % + MAP_ems
15 8 s e
% % -
104 b3 x E_emr
+ MAP_emr
Js
5 Ix
01 Lr
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(@) SNR
1034 + + * 3 3 s + o+ +
e x
2 | X x X
10 x X x
X X
X
X E_mom
10 4 + MAP_mom
x E_ems
+ MAP_ems
100 4 X E_emx
+ MAP_emx
X E_emr
x x x + MAP_emr
1071 A s
% Jx
X X Ir
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(b) FP
X X X
X % ¥
10° 1 x *
X
X E_mom X X +
+ MAP_mom X % x
X E_ems
o + MAP_ems
1075 X E_emx
+ MAP_emx
X E_emr
+ MAP_emr
s
J_x
1072 4 Ir
0 5 10 15 20 25
Input SNR
(c) FN




I’estimation jointe des sources et des paramétres via la maximisation de la
vraisemblance des données et des sources.

Nous avons proposé une étude empirique des propriétés des méthodes pré-
sentées. Dans un premier temps il s’agit de vérifier la validité de I’estimation
des paramétres de méme que la stabilité des estimateurs. Ces derniers four-
nissent des résultats trés bons en débruitage. On voit alors que la combinaison
Moment + EM est tout a fait viable pour Iestimation des seuils. Plus parti-
culiérement, on remarque que prendre x que ce soit dans ’estimation jointe,
ou comme variable cachée, donne le meilleur compromis en terme de perfor-
mances. C’est d’ailleurs ce qui nous a motivé par la suite a se concentrer sur
I'utilisation de cette variable dans I’extension du cadre des EMs aux problémes
inverses généraux.
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5 - Extension au cas des problémes inverses

généraux
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Dans le chapitre précédent, nous avons développé des méthodes pour I'esti-
mation des paramétres du modéle Bernoulli-Gaussien dans le cas d’un probléme
défini comme :

y=x+e

Dans ce chapitre, on souhaite étendre ces résultats au cas général que nous
avions présenté dans l'introduction de cette thése. Ce cas fait intervenir 'opé-
rateur H € RM*N qui affecte le signal source :

y=Hx+e (5.1)

Le caractére "mélangé" des signaux aprés ’application de 'opérateur H ne
permet plus 'indépendance des éléments de y. Dés lors, résoudre de maniére
explicite le maximum de vraisemblance ou bien I’'EM classique revient a un
probléme NP-combinatoire. Cela provient principalement du calcul des lois a
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posteriori, par exemple on trouve dans [Protter et al., 2010] que la loi de x|y, 0
est une somme sur 'espace de tous les supports possibles S :

p(x\y, 9) = Z p(S|Y7 0)p(x|y, S, 0)
seS

ou Protter et al. nous montrent que, quand bien méme x|y, s, # suit une distri-
bution gaussienne, I’a posteriori reste une somme de 2%V termes, que 'on peut
difficilement évaluer en pratique.

Dans la premiére section, nous commencerons donc par introduire une va-
riable latente afin de découpler le probléme. Nous y développerons les dif-
férentes distributions sous-jacentes. Par la suite, la section 2 présentera un
algorithme EM utilisant la variable latente en variable cachée. En section 3,
nous suivrons la méme démarche mais en choisissant d’estimer conjointement
les paramétres et la variable latente. Enfin nous présenterons les résultats des
simulations numériques portant sur ces méthodes en section 4.

Ces méthodes constituent une des deux contributions principales de cette
thése et ont fait 'objet d’un article de conférence [Barbault et al., 2022| ainsi
qu’une soumission a un journal.

5.1 . Introduction d’une variable latente

Dans le but de retrouver un cadre type débruitage, nous nous sommes
inspirés de l'article de [Figueiredo and Nowak, 2003| dans lequel est introduite
une variable latente z. On définie cette variable latente z € R telle que, soit
x € RN une variable aléatoire qui suit une loi Bernoulli-gaussienne, alors

=Hz+b
y = Hx+e devient {Z_ N i; (5.2)

L’intérét d’une telle variable latente, est qu’elle permet un découplage entre
la partie ’inversion de matrice’ et la partie débruitage du signal. On suppose
ici que les bruits b et n sont Gaussiens de moyennes nulles. Cela implique
que si I'y et respectivement I';, sont leurs matrices de covariance, alors comme
o2=Hn+bona:

0’1 =T} + HI,HT (5.3)

Ici et dans la suite, nous supposerons que n est blanc gaussien de variance 021,
d’ott on déduit la matrice de covariance du bruit b :

Iy = 01 — c2HHT (5.4)

On peut donc paramétriser le probléme par w = (p, 02,02, 02).
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Proposition 17. Soit la décomposition d’un probléme linéaire donné dans le sys-
téme (5.2) avec e ~ N(0,021), n ~ N(0,021) et b ~ N(0,T}). Alors, b est non
dégénéré si et seulement si, on a la relation suivante entre o2 et o2 :

02 > oy |[HH"|| (5.5)
ou ici ||H|| désigne la norme d'opérateur de H.

Démonstration. On part de I'expression de la covariance de b donné dans
I'équation (5.4). Comme b doit admettre une distribution non-dégénérée, alors
I, doit &tre définie semi-positive. On en déduit alors que Yu € RM :

uTFbu >0
o?|[u|3 — c2u’HH u > 0

u"HH u ,

2
O¢ > n

[[ulf3

Par définition, max, % = |[HHT||. 0

Maintenant que 'on a défini le cadre d’existence des paramétres du pro-
bléme, on va pouvoir 'utiliser dans notre algorithme EM. Cette variable est
alors susceptible de briguer deux places possibles : variable cachée ou variable
a estimer. On développe dans les sections suivantes les différentes procédures.
Auparavant, dans les sous-sections qui suivent, nous allons donner les proprié-
tés de z en terme de distributions qui vont nous servir.

5.1.1 . Distribution a posteriori de z
On va, dans cette partie, développer la distribution a posteriori de z sa-
chant y et les sources x. Obtenir la loi a posteriori de z sachant seulement y
se déduit au besoin en prenant ’espérance de la loi précédente par rapport a
la distribution a priori de la source.
L’introduction de z permet les propriétés suivantes :

p(y|z,x,w) = p(y|z,w) et p(xly,z,w)=p(x|z,w) (5.6)

L’autre propriété qui va nous intéresser est la suivante. Par définition, la
loi a priori de z|x est gaussienne multivariée, de méme que la loi de y|z. On
suppose donc que la distribution a posteriori de z|y, x est aussi une gaussienne
multivariée. En utilisant les propriétés de cette derniére, on obtient

zly, x,w ~ N (z(x),I';) (5.7)
avec
J2
2(x) =x+ ;gHT (y — Hx) (5.8a)

€
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2
I, =02 <1 = UgHTH> (5.8b)

O¢

Résultat que l'on obtient en appliquant la régle de Bayes :

p(y|z,x)

Pyl P

p(zly,x) =

qui est donc proportionnelle & I’exponentielle suivante

Iz —x[3 , [ly —Hx]|3
202 202

1 _
exp (—2(y — HZ)TFb 1(y —Hz) —

Réarranger les termes permet de compléter ce résultat.
On constate alors que le mode de la gaussienne est donné par la descente
de gradient en x qui minimise I’attache aux données défini comme ||y — Hx||3
2
Un

avec un pas de 23 < |[HH”||™! comme vu dans la section 2.2.1 du chapitre 2.

5.1.2 . Vraisemblance

Comme on a décorrélé y des sources grace a l'introduction de z, on va
étudier la nouvelle vraisemblance des données qui est généralisable peu importe
le choix des variables de source & estimer :

y|z,w ~ N(z,I'y = 0?1 — c2HHT) (5.9)

Dans les chapitres précédents, que ce soit pour le maximum de vraisemblance
ou les algorithmes EMs, nous avons largement fait appel au concept de log-
vraisemblance. On donne alors I’anti-log-vraisemblance de y|z dans notre nou-
veau formalisme :

1 _ 1 M
—logp(y|z,w) = 5(y — Hz)TFb 1(y — Hz) + 3 log |T'y| + > log 27

(5.10)
1 1 M
= —Trace[l'; 'V] + = log || + — log 27
2 2 2
avec V la variance empirique des données :
V = (y - Hz)(y — Hz)" (5.11)

5.2 . Estimation jointe de x,w avec z en variable cachée

Maintenant que nous avons introduit z et les résultats associés a cette va-
riable latente, nous pouvons l'utiliser dans nos approches EM afin d’estimer
les paramétres. Naturellement on peut concevoir z comme nouvelle variable
cachée, comme on peut le retrouver dans les travaux antérieurs de Figueiredo
|[Figueiredo and Nowak, 2003] sur la minimisation ¢;. Ces mémes travaux ne
proposaient cependant pas d’estimer 'hyper-paramétre A\ associé & leur formu-
lation du probléme (voir section 2.2.1 du chapitre 2).
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Cependant si I'on essaye d’écrire la distribution a posteriori de z, on re-
tombe sur le probléme combinatoire suivant :

(zly,0) =Y p(aly,s,0)p(s|0)

seS

ou S désigne I'ensemble des supports possibles et est donc de taille 27V,

C’est pourquoi en pratique on s’intéresse au probléme d’estimation jointe
des paramétres et des sources. Par exemple pour x on cherche a résoudre le
probléme suivant :

X, = argmax p(y|x,w) (5.12)
X,w
On applique alors les étapes classiques de l'algorithme EM :
— Btape-E: Qx(x,wx",w') = E [~log(p(y,z, x|w)]
zly xt wt
— Btape-M :  x'1 w! = argmin Qy (x, w|x!, w')
X,w

Dans cette section nous développerons d’abord I'étape E puis ’étape M

dans le cas de l'estimation jointe de x et w. Puis nous donnerons en fin de

section les variantes de la méthode pour Iestimation jointe de (s,w) et (r,s,w).

5.2.1 . Etape-E

Dans cette section, on va développer la forme explicite de ’étape d’espé-
rance en calculant :

Qx(x,wlx’,w) = E [~log(p(y,z x|w)] (5.13)

z|y7xt 7w

La distribution a posteriori de z|y,x,w a déja été donnée en premiére section
de ce chapitre dans 1’équation (5.7).

Proposition 18. Soit Q« défini dans I'équation (5.13), alors on peut écrire

||z — x||3 + Trace[l,]

N
Qx(x,wlxt, ') =V(02, 2, wt>+510g<2mz>+

202
+ |2 x|I3 +3 (log(27ro )+ 210g > ||x[lo — N log(1 — p)
(5.14)
avec z et I', donnés dans les équations (5.8). Et
V(on,otlx'w') = E [~log(p(ylz, 07, 07)] (5.15)

zly,xt wt

Démonstration. La propriété (5.6) nous permet de décomposer ()x de la ma-
niére suivante :

Oxxowlx' o) = E  [~log(plylz,o2 o)+ E [~ log(p(z xlp, 02 02))]
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De plus, I'indépendance des composantes de z et des sources permet de dé-
velopper le terme de droite en une somme sur les éléments de z :

N
E [~log(p(zx|p,02,00)] =Y E [~log(p(zn,zalp,07,07)]
zly x Wt 1 2ly Xt

Comme, par définition, z,|z,,w suit une loi normale, alors on décompose de
la maniére suivante :
2) _ (2 — l‘n)Q

—log(p(z y L |p’0-270-
e e 202

1
+ 5 log(270y,) — log(p(alp, 07))
D'ou I'on déduit

E [~ log(p(zn, zalp, 02, 02)] = [(zn — an)?]

zly xt wt 202 zly,x,wt

1
+3 log(2m02) — log(p(zalp, 02))

Il suffit alors d'utiliser la loi de z|y, x qui est donnée dans I'équation (5.7), ainsi
que la log-prior de x qui est donnée dans la proposition 2 du Chapitre 3. O

5.2.2 . Etape-M

Poursuivant la procédure, on va a présent chercher & minimiser la fonction
QQx par rapport aux différents paramétres du probléme :

x!T W = argmin Qy (x, w|xt, wt) (5.16)

X,w

Minimisation en x :

Proposition 19. Soit la fonction Q« donnée dans I'équation (5.14). Alors on définit
I'estimateur de x,, a l'itération t + 1 par
m;ﬂ

= argmin Qx(x, w|x",w") (5.17)
Tn

et qui vaut
o2 (52
— Lz, SI (2)° > T,
gt = { oF+or " (n) ! (5.18)
0 sinon.
avec
2
1o 1—p
T, = (02 + ai)g—g <log 2102 + 2log ) > (5.19)
€T
Démonstration. |l suffit de dériver Q« par rapport a x. O
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Minimisation en w :

Proposition 20. Soit I'estimateur de w a l'itération t + 1 défini par

wt—l—l — argmin QX(XH-I’ w[xt, wt)
w
alors on peut écrire
S+
Wt = argmin  V(02, 02|x", w!) + —loga to st
. 202 2(02 + 02)

K (5.20)

2 <log(27ra )+ 2log ) —p)
avec

N
= Zzi >T , S =|z"3-ST+Trace[l"t] et K = Card{z? > T}ne{o,N}

(5.21)
et sous la contrainte Ty, (w'*1) = T.

Démonstration. Soit un seuil arbitraire T dans la définition de 2! issue de
I'équation (5.18). On injecte alors I'estimation de x dans I'expression de Q. O

Dans un premier temps, on observe que la fonction & minimiser est trés
similaire & la log-vraisemblance de I'estimation jointe en débruitage abordée
dans la section 4.3 du Chapitre 4 que I'on redonne ici :

Zyﬁ<T+ Syt >T
202 2(024—02)

p) ~ Nlog(1 - p)

M
Tz =5 logo? +

K
2 <log(27m )+ 210g

Dans un second temps, on observe que la minimisation par rapport a O'g ne

fait intervenir que V. De par la contrainte qui impose a b d’étre non dégénéré,
on sait que I'espace de recherche de o2 est restreint a [||[HH?||02, +oc].

(o)t = argmin E  [~log(p(ylz,07,07)]
O'g Z‘vatth
=argmin E [TYace[FglV]] + log |T| (5.22)
O'g Z‘yvxtth '
= argmin Trace[l“b_l\}t] + log [T
oZ
avec
- T
Vi = (y — Hzt) (y — Hzt) + HIHT (5.23)

Il n’existe malheureusement aucune forme explicite de cet estimateur dans la
plupart des cas. C’est pourquoi nous avons fait le choix de procéder & une
minimisation alternée entre o2 d'un coté et (p,02,02) de 'autre.
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2)t+1

p , on choisit de

Comme nous n’avons pas de forme explicite de (o
prendre la valeur la plus petite possible afin d’avoir le pas de gradient (cf.
section 2.2.1) le plus grand, sous contrainte d’avoir o2 > o2||[HH”|| ce qui
donne :

(02)" " = (o) |HET| (5.24)

Il ne reste plus alors qu’a chercher :

M S~ S+
t+1 2\t+1 2\t+1 __ : 2
p ) (Ux) ) (Un) = argmin ? IOg On + ﬂ + 2(0_326 + 0%)

1—

p,02,02

K
+ = <log(27m§) + 2log

5 p) ~ Nlog(1 - p)

(5.25)

Tirant parti des similarités entre cette fonction et celle que 'on a utilisée
pour le maximum de vraisemblance joint du Chapitre 3 on va en déduire les
estimateurs voulus.

5.2.3 . Algorithme complet

On obtient finalement un algorithme EM complet pour I'estimation jointe
des paramétres du modéle latent ainsi qu’une (ou plusieurs) variables de sources.
On donne dans l'algorithme 11 la version pour x en variable de source mais nous
avons aussi dérivé des versions alternatives pour d’autre choix de variables. Il
suffit alors d’adapter les étapes en utilisant les résultats précédemment vus.
On donne ces variations dans la section 5.5.

Validation par passage a l'identité A présent testons notre condition
de "retour au cas simple", posons H = I. Alors ’étape de mise & jour de z

(o3)"

(02)"

donne

Zt+1 —_ Xt +

Iy (y—Hx')=y

et cellede I';, :

2\t
t_ 2\t (07)
Fz - (Un) (1 - (O'g)t

On calcule alors les nouvelles constantes du probléme non-contraint :

)INZON

N N
St = Z(ZZ)Q >T & Zy,% >T
n=1 n=1
N
S~ =||2!||3 — ST + Trace[l')] & Zyg <T
n=1

On ré-obtient bien l'algorithme d’estimateur du maximum de vraisemblance
joint en débruitage tel que défini dans la section 4.3 du chapitre 4.
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Algorithme 11 : EM pour l'estimation Jointe de x et des para-
meétres

Result: o2 02 p
Input:y
while N'a pas convergé do
Calcul de z' et T selon le choix de la variable;
forall k € [0, N] do
Ty = yis
Calcul de S}, S, , K selon (5.21);
Calcul de py, (ffck, (}gk selon la proposition 15;
Calcul de Qx(y, Tk, 6) selon (5.14);
end
if Ik|y; < T(0x) <y, then
‘ ke = argming {Qx(y, Th, Ok )} 5.C. 42 < T(0;) < Yerss

else
|k = argmin distance entre T(6,) et [y, y?,,];
end
0 = (b, 025, 021);
x = xF,
t=1t+1
end
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5.3 . Estimation jointe de z,w avec x en variable cachée

Dans la section précédente, nous avons considéré le probléme d’estimation
jointe des sources et des paramétres dans le but de parvenir & dériver un algo-
rithme le plus explicite possible. En revanche, on est en droit de se demander
si le modéle joint de la distribution a posteriori n’est pas plus simple que le
probléme du maximum de vraisemblance. C’est pourquoi, pour tenter de "re-
lacher" la contrainte d’estimation jointe, nous proposons un algorithme dans
lequel les variables a estimer sont (z,w), on aura donc naturellement les va-
riables de source en variables cachées. L’algorithme EM associé (dans le cas ot
I'on cherche x) est alors le suivant :

- Eta’pe_E : QZ(Zaw|Ztawt) = E [_ log(p(y,z,x|w)]
X|y7zt7wt
— BEtape-M : 2zt W' = argmin Q,(z, w|z', w')
z,w
5.3.1 . Etape-E
Dans cette partie on va s’intéresser a la fonction

Qu(z,wlz',w') = E [~log(p(y,z x|w)] (5.26)

x|y ,zt,6t

De par l'introduction de la variable latente z, cette espérance peut se diviser
en une somme de deux fonctions :

Qu(z,wlz",w') = E [~log(p(ylz,w)]+ E [—log(p(z,x|w)]
x|Y7zt7wt x‘y’zt’wt
= —log(p(y\z,afl,ag) + | Et . [_ log(p(z,x\p, U:%aar%)]
x|y,zt,w
(5.27)

La premiére fonction est la vraisemblance abordée dans la premiére section
de ce chapitre dans I’équation (5.10). La deuxiéme correspond exactement a
I’étape E dans le cas d'un EM appliqué au débruitage du signal z comme
explicité dans le chapitre précédent.

On va donc pouvoir tirer profit de cette similarité afin de dériver facilement
les mises & jours des estimations.

5.3.2 . Etape-M

Dans cette partie nous nous intéresserons aux paramétres qui minimisent
la fonction @ :

2! W = argmin Q,(z, w|z!, W) (5.28)

z,w
Minimisation par rapport a z
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Proposition 21. Soit I'espérance QQ, donnée dans I'équation (??). On définit alors
I'estimation de z a l'itération t + 1 comme :

t+1

2" = argmin Q,(z, w|z’, w") (5.29)
z

et vaut 9
A g A
PARRIES NS —ZHT (y — Hx") (5.30)
0-6

avec X' = Exjyt ot [X].
Démonstration. On repart de la définition de @), donnée dans I'étape-E :

argmin E [—log(p(y, z, x|w)] = argmin
z x|zt wt z

|t5 t [—log(p(z, ly, x,w)]

x|zt,w

Or nous avons vu dans la premiére section de ce chapitre que z, |y, x, w suit
une distribution Gaussienne de moyenne 2 et de matrice de covariance T',.
D'ou

1 . _ . 1
—log(p(y, z, x|w) = §(z —z2(x)IT 7 (x)(z — 2(x)) + 3 log |27, |
Or comme I', ne dépend pas de x, on a alors :

argmin ‘ ItE t [— log(p(y, z, x|w)] = argmin(z— | ItE ) [2(x)) T (x)(z— | ItE ) [z(x)])
Le résultat final est obtenu en cherchant les racines du gradient par rapport

az

argmin  E [~log(p(y,z,x/0)] = E [2(x)]

z x|zt,0t x|zt,0t

O

L’estimateur de z & chaque itération est donc une descente de gradient
classique en x, dont le point courant est donné par I'estimateur de I'espérance
a posteriort de x considérée.

Minimisation par rapport aux parameétres: On repart de la décom-
position de I’équation (5.27). Maintenant que nous disposons du maximum en
Z, Nous pouvons écrire :

W = ~log(p(ylz*,on,00) +  E [~log(p(z' " xIp, 0%, 07)]  (531)

X|y7zt 7wt
)t—i—l

Tout comme dans la section précédente, nous allons prendre (o2)*! = (o2

Il ne reste plus qu’a trouver les autres parameétres :

L) (o) =argmin E - [~log(p(z"" x|p, 07, 07)]  (5:32)

t
p,02,02 X|y,ztw

p o (o

On constate alors qu’il s’agit de la formulation exacte d’une mise & jour d’un
EM pour le débruitage de z!*! comme présenté dans la section 4.2 du chapitre
précédent.
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5.3.3 . Algorithme complet

On applique alors une démarche de minimisation alternée entre z et w. A
la fin on obtient I'algorithme suivant :

Algorithme 12 : Alternate Gradient EM.

while N'a pas convergé do
Mise-a-jour de z'™! en suivant (5.8);
(p*t (62)*1 (02)1) = EM en débruitage sur z'*;

x n
(02) = (02)*1;

t=t+1,;
end

On peut aborder cet algorithme d’un point de vue Plug & Play en observant
qu’on a ’étape de gradient suivie du "débruiteur" associé & ’algorithme EM.

Deés lors, il est tout a fait possible d’envisager d’autres variations en ajou-
tant des étapes de CEM ou de la méthode des moments.

Empiriquement, nous avons observé que le meilleur régime de fonctionne-
ment est obtenu en n’ajoutant aucune étape supplémentaire.

Passage a l'identité: Sil’on prend H = I, alors I'étape de mise a jour de
z donne

2t = xt ¢ (0721)’51 ( . th) _

on a donc pour tout ¢ : z' = y. Pour I’étape d’estimation des paramétres, on

se retrouve alors avec :

1 (62)HL (62)1) = EM en débruitage sur y

(p

On obtient donc bien 'algorithme EM en débruitage tel que présenté dans le
chapitre précédent (section 4.2).

5.4 . Expérimentations

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques issus des mé-
thodes introduites pour 'estimation des paramétres ainsi que la reconstruction
d’un signal Bernoulli-Gaussien (BG) en probléme inverse. Pour ce faire, nous
avons généré des signaux BG synthétiques x suivant le modéle (3.1) pour plu-
sieurs niveaux de parcimonie en jouant sur la variable p € [0.01,0.05,0.1]. La
variance des coefficients non-nuls est fixée 4 02 = 1. On génére alors les obser-
vations y en suivant le modéle direct (2.1) en utilisant différentes matrices H.
En plus du débruitage, ot H = I, avec M = 900, on génére des matrices aléa-
toires gaussiennes de taille 300 x 900 pour lesquelles les colonnes sont obtenues
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de maniére aléatoire avec une matrice de covariance C telle que
o
Cij = wl™! (5.33)

avec w un facteur qui sert a régler le degré de corrélation. Alors, pour chaque
y, on génére un vecteur de bruit blanc gaussien avec une variance choisie telle
que

op = ||[Hx][3 x 107SNV10 (5.34)

ot iSNR correspond au rapport signal a bruit d’entrée pris parmi {5, 10, 20}dB.
On s’intéresse a I'estimation & la fois des parameétres et des sources. On note

D, JE, o:% les paramétres estimés, la métrique utilisée pour mesurer la qualité de

estimation est I'erreur absolue pour p € [0.01,0.05,0.1] et 02 =1 :

error, = |p — Pl eITor,2 = o2 — 02| . (5.35)
La valeur de o2 étant choisie pour obtenir le SNR voulu, elle est donc dépen-
dante H et p, nous regarderons donc plutoét 'erreur absolue relative :
2

. —

2
O¢

|oe — o2

error,2 =

(5.36)

Les résultats sont moyennés sur 100 réalisations de x pour chaque configuration
(H, p,iSNR).

En ce qui concerne la qualité d’estimation des sources, on note Z une esti-
mation de x, on utilise le rapport signal & bruit de sortie (0SNR) :

[1xI13

OSNR =10 loglo T =12 (537)
[ — %[z

On représente aussi le nombre de Faux Positifs (FP) et de Faux Négatifs (FN)

lors de I’estimation du support, c’est-a-dire

Fp = Card{z,, # 0|z, =0} Fn = Card{z,, = 0|z, # 0} (5.38)

Les algorithmes sont tous initialisés par la méthode des moments donnée
dans 'algorithme 8 pour H”'y en entrée. L’initialisation de 'estimée des sources
est le vecteur nul. La sortie de ’algorithme 12 étant une estimation au sens de la
moyenne ¢ posteriori, le signal estimé n’est pas parcimonieux. C’est pourquoi,
nous avons choisi de conserver les seuls éléments de x qui vérifient p(z,, # 0|z,)
(donnés dans I'équation (4.17) avec y, = z,).

Par souci de concision, les algorithmes sont désignés de la maniére sui-
vante dans les figures. L’EM Joint 11 sera repéré par 'J’, et 'algorithme 12 ou
x est marginalisé, sera repéré par 'M’. Dans un but de comparaison avec des
méthodes entiérement supervisées de structures équivalentes (gradient puis dé-
bruitage) nous représentons aussi les résultats en appliquant un algorithme de
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seuillage dur itératif (IHT) sera repéré par 'L0’. Cette méthode sera testée pour
une grille d’hyper-paramétres avec redémarrage a chaud, on ne conservera que
les résultats qui donnent le meilleur SNR de sortie comme parfois trouvé dans
la littérature. I1 a été montré [Goussard et al., 1990] que I'EM Joint ('J’) est
asymptotiquement biaisé mais semble offrir une estimation stable en pratique,
c’est-a-dire qu’il n’est que peu sensible a 'initialisation. La méthode Marginale
(’M’), en revanche, est non biaisée au point optimal mais est trés sensible a I'ini-
tialisation. On propose alors une stratégie compléte Latent EM Unsupervised
Regression (LEMUR), ou 'algorithme 12 est initialisé par I'algorithme 11.
Dans les figures 5.1, 5.3 et 5.5, on montre pour chaque iSNR (i SNR =
5,10,20 dB respectivement) les performances des algorithmes en termes d’es-

timation des paramétres (haut : erreur absolue en p, erreur absolue en o2 et

2

erreur relative en o

) ainsi que la qualité de reconstruction du signal ( bas :
Faux Négatifs, Faux Positifs, 0SNR). Chaque figure représente les performances
pour trois valeurs de p et plusieurs matrices H (la matrice identité et les ma-

trices aléatoires pour différents w mentionnés dans I’équation (5.33)).

5.4.1 . Estimation du signal

L’estimation des sources est réalisée ici conjointement avec ’estimation des
parameétres pour les algorithmes EM avec z en variable caché et donc LEMUR
aussi, ou de maniére indirecte dans le cas de 'EM avec x.

Dans un premier temps, si I'on s’intéresse a la qualité d’estimation des
amplitudes, quantifiée par le SNR de sortie, on regardera les figures 5.2a, 5.4a
et 5.6a, qui correspondent a des iSNR de 5dB, 10dB et 20dB respectivement.
Les barres toutes & gauche représentent le cas du débruitage dans lequel on
voit clairement qu'THT domine systématiquement les autres méthodes. Cela
s’explique facilement par le fait qu’en débruitage, cet algorithme revient a
sélectionner le seuil qui donne le meilleur SNR. En revanche, il est intéressant
de noter que les EM proposés ainsi que LEMUR, atteignent quasiment cette
valeur. Or comme ces algorithmes sont aussi des algorithmes de recherche de
seuil non-supervisés en débruitage, alors on peut les considérer comme quasi-
optimaux. Lorsque 1'on s’écarte du probléme de débruitage, le dictionnaire
H devient corrélé, on voit que le SNR est dominé par LEMUR alors que la
performance des deux autres EM chutes rapidement. Une explication possible a
ce phénomeéne est I’apparition dans la partie EM avec x en variable cachée d’une
étape d’estimation de x par I'espérance a posteriori, cet estimateur correspond
a celui de Bayes qui minimise la norme quadratique i.e. maximise le SNR.
Cette intuition peut étre confirmée par la plus lente décroissance en SNR des
résultats de 'EM avec x en variable cachée. Enfin, on voit qu’a forte corrélation,
les performances d’'IHT sont les meilleures. Il s’agit 1a de la robustesse des
méthodes supervisées dans le cas de problémes difficiles & résoudre.

L’estimation du support est évaluée en terme de nombres de Faux Négatifs
(FN) et Faux Positifs (FP). Les FN et FP moyens sont donnés pour différents
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iSNR, ils peuvent étre trouvés dans les figures 5.2c, 5.4c et 5.6¢ ainsi que les
figures 5.2b, 5.4b et 5.6b. En débruitage, le nombre de faux positifs et de
faux négatifs sont identiques pour LEMUR et 'EM avec x en variable cachée.
L’algorithme de seuillage itératif supervisé obtient aussi des résultats quasi
similaires. En revanche, la méthode EM avec z en variable cachée propose
systématiquement plus de faux positifs et moins de faux négatifs. Il est possible
d’interpréter ce résultat comme une conséquence direct de I'estimation jointe
qui a lieu au sein de cette méthode. En effet, ici on vient minimiser un critére
qui prend en compte la parcimonie des sources, 1a ou I’EM avec x en variable
cachée prend comme estimation de x l'espérance a posteriori. Il en découle que
les méthodes jointes sont alors plus discriminantes en matiére de support et
encouragent alors la parcimonie. Pour les dictionnaires corrélés, le nombre de
faux positifs introduits par 'IHT et 'EM avec x variable cachée explose. Cela
provient surement de la tendance de ses méthodes & vouloir étre optimales au
sens du SNR au détriment de la sélection de variables de support. En revanche,
I'EM joint (z en variable cachée) reste relativement stable avec 1’évolution de
I'opérateur de par son attache & la parcimonie. Ce qui est intéressant aussi,
c’est de noter que ce comportement se refléte directement sur LEMUR. On voit
donc que lorsque le second EM (avec x en variable cachée) prend les rénes, il
ne dévie que trés peu de I'estimation des sources proposé par son prédécesseur
(avec z en variable cachée).

On en déduit donc que 'algorithme de seuillage itératif ainsi que I’'EM avec
x en variable cachée sont des méthodes qui favorisent ’estimation du SNR et
donc des différences d’amplitudes. Ces résultats sont obtenus la plupart du
temps au détriment de I'estimation du support. On remarquera aussi que 1’al-
gorithme LEMUR posséde une plage de corrélation des opérateurs dans laquelle
les résultats en termes de SNR et de faux positifs sont les meilleurs, en faisant
un trés bon candidat & I’estimation non-supervisée des signaux parcimonieux.

5.4.2 . Estimation des paramétres

L’estimation de la variable de Bernoulli p, qui représente la probabilité des
valeurs non nulles du signal, est directement liée & la parcimonie du signal
source. On affiche 'erreur absolue sur cette variable dans les figures 5.1a, 5.3a
et 5.5a pour différents niveaux de bruit en entrée : 5dB, 10dB, and 20dB,
respectivement. On observe alors qu’en débruitage, la méthode des moments
est celle qui donne le plus d’erreurs. Elle est ensuite rejointe par 'EM avec
x en variable cachée. C’est une conséquence du phénomeéne de mésestimation
de x explicité dans la sous-section précédente sur 'estimation du signal. En
effet, comme le signal estimé est moins parcimonieux, alors ’estimation associé
de la variable p est pénalisée. En revanche, les méthodes d’estimations dites

"jointes" promeuvent la parcimonie et donc estiment mieux cette variable.

2

Lorsque l'on s’intéresse a l'estimation de la variance (o7

) associée aux va-
leurs non nulles du signal, on se retrouve a estimer la variable pour laquelle on
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dispose du moins d’information. Les résultats d’estimation de o2 sont présentés
pour chaque iSNR dans les figures 5.1b, 5.3b et 5.5b, respectivement. L’estima-
tion de cette variable étant directement liée aux amplitudes, son comportement
suit celui du SNR de sortie. On voit alors que les méthodes qui fournissent le
moins d’erreur sont les EM avec z en variable cachée et LEMUR dans le cas de
signaux trés parcimonieux. Cependant, on observe une convergence de I'erreur
a ~ 1 lorsque la corrélation augmente. Nous n’avons pas d’explications pour
ce comportement.

L’estimation de la variance du bruit (¢2) est tout aussi importante dans la
reconstruction de signaux parcimonieux. Les figures 5.1¢, 5.3c et 5.5¢c montrent
Ierreur d’estimation de o2. Les résultats montrent que, & part pour le cas du
débruitage, la méthode des moments donne la meilleure estimation de o2. Cela
peut étre expliqué par les propriétés statistiques de cette derniére. De plus,
LEMUR a de meilleures performances dans certains cas que les deux EM qu'’ils
soient Joint ou Marginal. Il est intéressant de noter que la qualité d’estimation
de Jg est stable vis-a-vis de I'opérateur H et du choix de p. Comme attendu,
les estimées de p et o2 sont bien plus sensibles & ces variations : plus w est
grand, plus le probléme est compliqué.

On voit donc que LEMUR, dans l'optique d’estimer les paramétres du mo-
déle, récupére les avantages de I'estimation jointe et de I’estimation marginale
afin de proposer, dans le cas de signaux trés parcimonieux de bonnes valeurs.
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5.5 . Variantes

Durant cette thése, nous avons aussi dérivé les méthodes pour d’autres
choix de variable de sources. Les autres choix possibles sont ceux listés dans les
chapitres précédents, soit s et r,s. On donne dans cette section les résultats et
variations associés. Pour ce qui concerne ’algorithme EM associé au choix de z
comme variable & estimer, les seuls changements notables sont sur I’évaluation
de z!*!. En effet, suivre le méme raisonnement que x donne systématiquement
une étape d’EM en débruitage appliqué a la variable z/*1. 11 suffit donc, pour
obtenir les mises & jours des paramétres spécifiques, de se reporter au chapitre
précédent.

5.5.1 . En choisissant s

En choisissant s en variable de source, on obtient 1’a posteriori de z suivant :

zly;s,w ~ N (2(s),T'=(s)) (5.39)

avec
2(s) = (op1+028) H'T, ! (s)y (5.40a)

I.(s) = (opI+028) — (071 +028)H'T, '(s)H (071 + 03S)  (5.40b)
et
Ty(s) = 0?1+ o2HSH” (5.41)

On constate que le calcul du mode et de la covariance fait intervenir une
inversion de matrices. Cela est dommageable dans des espaces de grandes di-
mensions d’un point de vue cofit de calcul. De plus, éviter les inversions nous
permettrai aussi de gagner en stabilité numérique lors de la mise en pratique
des méthodes.

Etape-E:

t ot 2 21t t S+, 1 2 2
Qs(s,wls’,w") =V(o7, 0ls", wh) +; 2007+ snag) + §log(o’n + 8p0%)
= [s[lolog(p) — (N = [Is[lo) log(1 — p)

(5.42)

avec z et I', donné dans les équations (5.40).

Etape-M : L’estimation de s a l'itération ¢ + 1 donne 'opération suivante :

(5.43)

n

g Lo (2 + [T, > T
0 sinon.
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avec
2

o2 o2 + o2 1—
Ty(w) = (07 +00) 5 <log In "% 4 9log — 2 > (5.44)
oz o D

n

Tout comme pour x, on retrouve le méme probléme d’optimisation sous
contrainte dont les solutions sont données dans le Chapitre 3 a I’équation (4.42)
mais avec

ST=N "2+ Mo >T , S =24 [Tenn<T (5.45)

et K = Card{z2 + [[",]pnn > T}

Mise a jour de z: On obtient la mise jour suivante de z :
2 = AHT (T, + HAH?) 'y (5.46)

avec A une matrice diagonale dont les termes sont donnés par :

0323 + 0'7%
[Alnn = oy (5.47)

" (1= ¢M2))ok + o7

5.5.2 . En choisissant (r,s)

En choisissant (r,s) en variable de source, on obtient 'a posteriori de z

suivant :
zly,r,s,w ~ N (2(r,s),I':(r,s)) (5.48)
avec 5
a(r,s) = Sr + %HT (y — HSr) (5.49a)
0.2
T.(r,s) = oy <I - ZHTH> (5.49b)
0—6

Ce que 'on remarque, c’est que la moyenne a posteriori de z, comme pour X,
correspond aussi & une étape de descente de gradient vis a vis de x. Seulement
ici, la connaissance de s permet de restreindre le gradient au support.

Etape-E:

— Sr||3 + Trace[l']
202

N 5t
Qr(r,s,w|r! s, wh) :V(U,%,th‘t, st wh) + 5 log(27mz) + 2

N r||?
+ Nrog(mo?) + 2 g log(r) - (V — sflo) oa(t - p)
(5.50)

avec z et I', donné dans les équations (5.49).
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Etape-M: L’estimation de r,s a 'itération ¢+ 1 donne 'opération suivante :

2
L) s (B> T
CAA RS ( Arorin) oGS (5.51
(0,0) sinon.
avec
2 2 0721 1—p
T (w) = (07 + 0p) 5 log — = (5.52)
2 p

Tout comme pour x et s, on retrouve le méme probléme d’optimisation sous
contrainte dont les solutions sont données dans le Chapitre 3 a ’équation (4.52)
mais avec

gt — Zy’% >T , 8§ = Z 27% < T + Trace[l",] (5.53)

et K = Card[22 > T).

Mise a jour de z: On trouve le méme résultat que pour x.

2
2+l =gt 4 IngT (y — HX") (5.54)
o?
avec X! = Exr s|zt,0t [ST]
argmin  E [~log(p(y,z,r,s|0)] = E [2(r,s)] (5.55)
z r,s|zt 0t r,s|zt,0t

5.6 . Conclusion

Pour conclure ce chapitre, nous avons vu que I’EM ’classique’ ne s’éten-
dait pas en pratique aux problémes inverses. C’est pourquoi, en suivant de
précédents travaux, on introduit un état latent z qui permet de découpler les
observations des sources. Cette nouvelle variable ne permet pas 'estimation
du maximum de vraisemblance des paramétres, en revanche nous avons mon-
tré qu’elle permet de dériver des méthodes d’estimations jointes. L’EM obtenu,
que ce soit pour estimer les sources x ou la variable latente z conjointement aux
paramétres, donne des algorithmes itératifs explicites avec un colt de calcul
réduit.

Les résultats obtenus permettent de montrer que la fusion des deux al-
gorithmes proposés donne une méthode d’estimation des sources entiérement
non-supervisée qui donne des résultats pouvant rivaliser avec les méthodes
supervisées. De plus, nous avons aussi dérivé les expressions explicites dans
le cas de différents modéles du Bernoulli-Gaussien associés & 1’estimation de
différentes variables de source.
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6 - Impact du choix de modéle/relaxation
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Dans ce chapitre nous présentons la derniére contribution de cette theése, il
s’agit d’une étude un peu plus théorique des approches d’estimation des sources
dans un cadre supervisé. Cette étude a donné lieu en partie & une publication
pour ce qui est de la partie Algorithme EM proposé, et nous projetons de
publier les autres résultats dans un futur article.

Dans la Section 6.1, nous étudierons les estimateurs du MAP-Joint ainsi
que du MAP-Marginal pour le support d’un modéle Bernoulli-Gaussien (BG).
Les résultats principaux sont donnés dans le théoréme 22 et le théoréme 25,
qui montrent qu’optimiser le critére du MAP-Joint avec un choix approprié
d’hyper-paramétres permet de concentrer la recherche des optima du critére
du MAP-Marginal. Comme le modéle BG conduit systématiquement & un pro-
bléme d’optimisation combinatoire, nous étudions alors des familles d’a priori
continus pour le support s dans la Section 6.2. En utilisant un choix appro-
prié d’a priori, le MAP-Joint correspond au probléme d’optimisation classique
des normes {5 + ¢, (cf. équation 2.18 du chapitre 2). Plus spécifiquement, on
montre que I'a priori de Laplace n’est pas la seule interprétation du LASSO :
Ce Chapitre propose un a priori alternatif & x, qui conduit & un probléme d’op-
timisation similaire. Enfin, I’approche par MAP-Marginal donne un éclairage
nouveau sur les méthodes de Sparse Bayesian Learning [Wipf and Rao, 2004].
A la fin, les procédures CHAMPAGNE [Owen et al., 2008] utilisées pour le
SBL montrent qu’elles sont équivalentes & une procédure £ repondérée avec
un a priori approprié sur s.
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6.1 . Modéle Bernoulli-Gaussien et Maxima A Posteriori

Dans ce chapitre nous allons utiliser le modéle du produit pour le Bernoulli-
Gaussien tel que vu dans la section 3.2 du Chapitre 3. On rappelle ici briéve-
ment son expression. Soit s € {0;1}" le support de x, i.e., 5, = 1 si z,, # 0
et s, = 0 sinon. De plus, soit r € RN tel que z,, = s,7y. Lorsque s, = 1, ry,
modélisera les amplitudes de z,. Le modéle probabiliste des signaux sources
s’écrit

x =Sr avec S = Diag[s] € RV (6.1)

ou les s, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d) suivant une loi de Bernoulli de paramétre p € (0,1) (avec
p(sp, = 1) = p), et les r,, sont des variables aléatoires i.i.d. suivant une distri-
bution gaussienne centrée :

Vn, sp~ B(p) et r, ~ N(0,02) . (6.2)

On souligne ici que 7, et s, sont indépendants. Pour promouvoir la parcimo-
nie, le paramétre p de la loi de Bernoulli est supposé satisfaire la condition :
0<p<1/2.

Dans cette section, nous nous concentrerons sur l’estimation du support
s. Comme nous avons pu le voir dans le Chapitre 3, deux estimateurs MAP
[Champagnat et al., 1996] peuvent étre définis en maximisant ’a posteriori
joint logp(r,s|y) en s et en r, et 'a posteriori marginal log p(s|y) selon le
support s seulement. Ce dernier correspond a l'estimateur de Bayes au sens de
Ierreur 0 — 1 du support estimé.

On suppose aussi que les mesures y auxquels nous avons accés sont obtenues
selon le modéle suivant :

y=Hx+e=HSr+e (6.3)

avec e ~ N(0, 02T est un bruit additif gaussien et H € RM*Y est un opérateur
quelconque réel.

MAP-Joint Maximiser la distribution jointe a posteriori log p(r, s|y) est stric-
tement équivalent & minimiser

. A 1 2 1 2
T(r5:0) £ o ly ~ HSel 4+ gy el + Alslly (6.4)
ou || - ||o correspond a la fonction cott ¢y ou nombre d’éléments non nuls, avec
(voir [Soussen et al., 2011] et dans la section Chapitre 3)
1—
A(p) = log (p p) : (6.5)
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Dans la suite du Chapitre, nous considérerons A comme étant un hyper-parameétre
positif du modéle.

On peut constater dans 1’équation (6.4) que la dépendance de J en r est
quadratique. On en déduit que l'estimateur du MAP (t,8) doit satisfaire la
condition suivante :

~ ~\ —1 4
#(8) = o2 (031 + achTHTHS) STHTy (6.6)

obtenue en annulant le gradient de J selon r pour s fixé. En conséquence de
quoi, 7, (8) = 0 dés que §, = 0.

Comme montré dans [Soussen et al., 2011], minimiser ’équation (6.4) de
maniére jointe en (s,r) € {0,1}"V x RV est équivalent & la minimisation en x
de :

. 1 2 1 2
nin {olly ~ Bl + o P AW 67
Une autre formulation peut étre obtenue en injectant I’équation (6.6) dans
I’équation (6.4). L’estimateur du MAP-Joint de s minimise alors le critére sui-

vant :
T (5;0) £ T (i(s),8:0) (6.8)
que nous appellerons le critére du MAP-Joint et qui s’écrit [Goussard et al., 1990] :
T (5:3) = 33’7, () + Mlislo 69
avec
Ty(s) = 02Ty + o2HSSTHT . (6.10)

On peut alors ré-écrire 1'équation (6.6) en fonction de I'y :
x(s) = o2SH'T, ' (s)y (6.11)

La minimisation globale de [J(s; A) est cotiteuse en terme de calculs, car le
probléme est d’ordre combinatoire.

MAP-Marginal L’estimation au sens du MAP Marginal repose sur la maxi-
misation de p(sly) = [ p(s,r|y)dr aprés marginalisation de la variable r. Selon
[Champagnat et al., 1996], le MAP-Marginal peut étre obtenu en minimisant
a1l i 1
M(s;A) = 5y r, (s)y + 5 log [Ty (s)| + Alls||o - (6.12)
En s’appuyant sur I’équation (6.9), on trouve :

1
M(s;A) = T (8:A) + 5 log [Ty (s)]. (6.13)

Alors que les approches gloutonnes peuvent étre utilisées pour trouver des
minima locaux comme dans [Champagnat et al., 1996], nous proposons ici un
algorithme EM qui permet d’optimiser le MAP-Marginal dans la partie (6.3).
Dans la partie qui suit, en revanche, nous allons étudier la relation entre le
MAP-Marginal et le MAP-Joint.
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6.1.1 . Minimiseurs : MAP-Joint vs MAP-Marginal

Dans le cas de matrices H orthogonales, il est possible de montrer (voir
la proposition 1 du Chapitre 3) que les estimateurs du MAP admettent une
forme explicite faisant intervenir un seuillage. Les supports estimés s via la mi-
nimisation de J ou M différent alors seulement par la valeur du seuil. Valeurs
que 'on peut retrouver dans le tableau 3.1 du Chapitre 3. De plus, toujours
dans le cas orthogonal, une analyse comparative théorique et expérimentale a
été conduite dans |[Turek et al., 2011| sur I'estimateur de la moyenne a poste-
riori de x et de ses estimateurs de "MAP-Marginal" x = SMr(s™), ou s
est obtenu en minimisant 1’équation (6.12) (ce qui correspond & une étape de
seuillage dur).

Pour des matrices arbitraires (non-orthogonales), ces seuils apparaissent
naturellement dans la borne ci-dessous.

Théoréme 22. Soient J(s; \) et M(s; \) les critéres respectifs du MAP-Joint et
du MAP-Marginal donnés dans I'équation (6.4) et (6.12) respectivement. Soit L =
|HHT|| la plus grande valeur propre de HH?, alors pour tout A > 0,

T(s:2) ~ 5 Tog(o?) < M(s: ) < T(s: (X)) + 3 log(0?)

avec k(\) = A + log (w / L"%‘;"g)

De plus, lorsque les valeurs propres non nulles de HSSTHT sont toutes égales,
alors

M5 3) = T (5 s(0) + - log(o?)

avec ks(A) = A + log <\/W)

Oe

Démonstration. On a
1
M(s;A) = T (s54) + S log [Ty (s)] -

Pour la borne inférieure, l'inégalité de Minkowsky pour les déterminants im-

plique :
02| < |02Tn| + [oZHSSTHT| < [Ty (s)]

Alors
Mlog(0?) < log|Ty(s)|.

Pour la borne supérieure, soit Z € RM*M |a matrice diagonale avec les valeurs
propres de HSSTH (rangées en ordre décroissant) telles que HSSTH? =
UZUT. De plus, on définit la matrice diagonale & = Diag(¢y, ..., &) telle
que & = Lsiz, # 0eté = 0siz, = 0. Selon les propriétés de sous-
multiplication des normes matricielles, on a |[HSSTH”|| < ||H|?||S||? < L.
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Par définition, les matrices I'y(s), 021 + 028, (021 + 02&) — I'y(s) sont toutes
définies semi-positives. Alors

ITy(s)| < |02y + 028

A présent, remarquons qu'il y a ||s||op valeurs non nulles z; (sous la condition
que les colonnes de H correspondant a s,, = 1 sont linéairement indépen-
dantes), on a alors

log T(9)] < log(o? + Lo2)lsllo + (M — [sllo) log(0?)  (614)
o2+ Lo?
—tog (%7 ) sl + M log(c?). (615)

d’'ou l'on tire la borne supérieure.
Lorsque Z = LgIjg, (avec Ls = [HSSTH"]|), on a directement I'égalité
dans (6.14). O

Dans la suite, les notations x(\) et kg(A) (pour un s fixé) feront références
a la définition donnée dans le théoréme 22. Comme la définition de A donnée
dans I’équation (6.5) fait intervenir la variable p, on peut envisager d’interpréter
le nouvel hyper-paramétre £ comme un X associé a un p i.e.

e

2 2
Kk = A(p) + log ( LU?") = \(p) (6.16)

On trouve alors :

= byl 617)
P A= VIot 2+ pyo? '

Comme la matrice HH” est positive semi-définie, alors on peut dire que L > 0.

Cela nous permet de dériver que :

p<p (6.18)
2
En faisant apparaitre le rapport signal & bruit maximum SN R, .. = p{;#, on
obtient ’expression suivante

p

(1= p)y Bz 114

On en conclut donc, en utilisant le résultat présenté dans le théoréme 22 que le

ﬁ(pa SNRmax) = (619)

critére du MAP-Marginal pour des paramétres donnés (p, 02, 02) est encadré
par deux critéres du MAP-Joint : un avec les mémes paramétres et un avec
des paramétres "plus parcimonieux’ (p, o2, o2).

Partant du théoréme 22, il est possible de trouver une borne supérieure a
M(s; A) en minimisant J(s; £(A)).On remarque que dans le cas spécifique ot
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Figure 6.1 - p en fonction du rapport signal a bruit maximum.

M > N (i.e., dans le cas surdéterminé) tel que HH? = LI, un minimum global
s’ de J(s;k(N)) est aussi un minimum global de M(s; \) griace au théoréme
d’entrelacement de Cauchy.

On prolonge cette partie, en proposant une étude sur la relation entre les
minima globaux de 7 (s; £(\)) et les minima de M(s; ). Soit (s7) (resp. s)
minimum global de J (s; k(X)) (resp. M(s, \)). En utilisant une décomposition

en valeurs singuliéres de HS? (avec S7 £ Diag[s’], on dérive la condition
M )

un

nécessaire que doit satisfaire s/ (resp. s

Proposition 23 (Condition nécessaire du MAP-Joint). Soit s* un minimum glo-
bal de J (s; \). Soient z; les valeurs singuliéres de HS* classées en ordre décrois-
sant, telles que HS* = U Diag 2; VT avec les matrices unitaires U et V, et soit
y = UTy. Alors s* est un minimum global de J (s; r) si et seulement si pour tout
E=1,...,||s*[loona

9 1 (zF04)?
A<lilos | e | -
207 \ (zj02)" 4+ 02
Démonstration. Soit s* un minimiseur global de J(s;\), et soit r* = #(s*)
le vecteur associé tel que (s*,r*) est un minimiseur global de J(r,s; ). On

définit x* = s*r*. Soit He- = HS* = UZ*V7T avec les matrices unitaires
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U € RMXM v ¢ RV*N et une matrice diagonale Z € RM*N On a

r* = 02 (o2HLH, + 02T) Hly (6.20)
-1
— o2 (agvz*Tz*VT n 031) vz uTly (6.21)
2 ( 2 *T sy sT 21\ *T
= o2 (axvz Z*V +a€I) vz'y (6.22)

avecy = UTy. Alors,

*, 1 *_ %112 1 * 112 *
J(s";A) :203Hy —HS T ||” + 27%||P 12 + Alls™[lo (6.23)
1 T 2( 2 T T 21) * T ?
= [y -uzV'e <%VZ* 7V —1—061) vZ:'y|  (6.29)
e
1 2
53|02 (agvz*Tz*VT+a§I) vz g+ Aso (6.25)
T 2
1 T 2( 2 T T or) ! |
s ||y — 2V (axvz* Z'V —|—aeI> vz'y (6.26)
e
1 2
+ 55| (agvz*Tz*VT+a§I) vZ7yl|l +Als* o (6.27)
T 2
sl 2 2
1 -1 - o) . -2 .
= {202 (1 — o2 (ang - Uz) (ZZ)2> (r)? + k2 & (z,fag + U?) (7x)* + /\sk}
k=1 €
(6.28)
lsllo ) 2
1 o g1 z, O
= - + As
(6.29)
Isllo
1 1 )
= N ) 1+ As (6.30)

Par contraposée, on a que (r*,s*) est un minimiseur global si et seulement
si (25)? >0

1 1 R 1 5
| A< 6.31
9 ((zZ)QU% —|—03> |yk‘ + 203‘%' (6.31)
d'ou o
~ z1)%o
200X < |gi|? () 0 (6.32)

(z7)?0% + 02
O

Proposition 24 (Condition nécessaire du MAP-Marginal). Soit s* un minimum
global de J (s; \). Soient z;} les valeurs singuliéres de HS* classées en ordre dé-
croissant, telles que HS* = U Diag 2}V avec les matrices unitaires U et 'V, et
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soity = UTy. Alors s* est un minimum global de M(s; \) si et seulement si pour
toutk=1,...,||s*|loona

k 2 2 E3 2
2.0 +o0o 5 1 2.0
A+ log (k x)z e <‘yk’22 5 (k z) 5
o o (kax) + o2

€ €

Démonstration. Soit (s*) un minimiseur global de 7 (s; ). Soit Hg« = HS* =
UZ*VT.0Ona

T,(s*) = oIy + 0>HS*S* HT
= 021y, + 02Uz Z" UT

et alors
lIs*[lo M
0y = [[ (z)2e2+02) ] o2
k=1 k=|ls|lo+1
lIs[lo
= (o) lslo TT ((24)202 + 02)
k=1
c'est a dire,
lIs*llo
log [Ty (s™)| = (M — ||s"||o) log(c Z log((z4)%02 + 07).

Selon I'équation (6.13), 0n a:
1
M(s™\) = J(s*; ) + 3 log [Ty (s™)]

alors (voir preuve de la proposition 23)

lIs*llo

MU' 0) = 7 (85 0) + (M — []l) log(f)+zlog<\/zk2 tr o)
lIs* llo lIs*llo
-3 {5 (G ) 19 + 05t + > 1og< W) + 2o (02).

k=1

Par contraposée, on a que (s*) est un minimiseur global si et seulement
si pour tout (z})2 > 0,

*\2 2 2 22
Hlog( Wﬁ%)S L (Por oo

o2 202 (2)%0% + 02
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Les supports s satisfaisant au moins une des conditions précédentes sont ap-
pelés supports joints robustes et supports marginaux robustes, respectivement.
Une conséquence directe de ces définitions est que le support joint robuste est
un support marginal robuste pour tout hyper-paramétre bien choisi.

Théoréme 25. Soit s* un support joint robuste pour J (s; k(\)). Alors, s* est un
support marginal robuste pour M(s; \)

Démonstration. En utilisant la proposition 24 avec k = A + log (\ / L"%j”g) on

a
Lo2 4 o2 1 2202
A+ 1o a Ve | e —___TkTz 512
g( o2 2 22,%032;4-02‘%'

Qui implique que

Al (2)%02 4 o2 - 1 z,%cr 2
O —
& o2 202 2202 + o2

d'ou la conclusion. O

On peut au moins conclure que si s’ est un minimum global de 7 (s; g7 (\))
tel que toutes les valeurs propres non-nulles de HS’S” "HT sont égales, alors
s’ est un support robuste de M(s; \).

6.2 . Relaxation continue

Si ’on repart du modéle Bernoulli-Gaussien comme un produit de variables
aléatoires (x, = spry), on peut considérer un modeéle continu pour s. On va
choisir la famille de distributions a prior: suivante, paramétrisée par p > 0 :

p(s) = C(p) exp ( pzs ) (6.33)

dans lequel B = [0,a]", a > 0, ou B = [0,+00["Y, @ > 0 et C(p) est une
constante de normalisation afin de garantir la masse unitaire. Lorsque B =
[0, —|—oo[N , on pose a = +00. Tout comme dans la Section 6.1, r est un vecteur
aléatoire Gaussien indépendant de s, avec r ~ N (0, 021y).

On peut d’ores et déja dire que certains cas particuliers seront porteurs
d’intérét. Parmi eux on peut citer le cas ou aw = 1 et B = |0, 1]N qui permet
de retrouver la distribution appelée Bernoulli continue étudiée dans le papier
de [Loaiza-Ganem and Cunningham, 2019], alors que si B = [0, +oo[" on a
simplement une distribution exponentielle. De méme, si a = 2 et B = [0, +-oo[V
on retrouve la distribution demi-Gaussienne ou une version tronquée de cette

derniére dés que a < +00.
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6.2.1 . MAP-Joint Continu

De la méme maniére que dans la Section 6.1, 'estimateur du MAP-Joint
peut étre exprimé comme un probléme de minimisation jointe

i ? ; J 6'
regvl’rslegja(r s; p) (6.34)
avec ) )
JTa(r,s;p) £ Qf‘gHy — HSr|f3 + Qf‘%HrH% +rolsla - (6.35)

On remarque que si s € {0,1} est pris binaire, J,(r,s;p) = J(r,s;p) avec
la fonction J définie dans I’équation (6.4). De plus, lorsque a > 1, on voit vite
que {0,1}V C B et donc que :

i r,s;p) < i r,s;p) . 6.36
relgl\’l,rslija( p) reRNI,Isleu{lO,l}N j( p) (6.36)

Cette borne inférieure a déja été utilisée pour a = 2 et a = 1 dans 'approche
"perspective relaxation" du MAP-Joint associé au modéle BG [Pilanci et al., 2015].
Le théoréme suivant nous dit que la minimisation jointe de (r,s) est équi-

valente a minimiser une fonction appropriée de x = Sr € RV avec S = Diags.

Théoréme 26. Soit o > 0. Définissons

N

~ 1 1

Tu(x;p) = ﬁﬂy — Hx||3 + B Z Pova(Tn; 053 )
€ n=1

avec
baa(;02:p) =
(Wlag)ai” (a + 2)p|$\°‘27f2 if |z| < a\/m»
La?+2p if |z > ay/apo?.
Alors

min r,s:p) = min J,(x:p).
rERN,sija( ’ 70) x€RN ja( 7p)

Précisément, si (r*,s*) est un minimum global de 7,, alors x* = S*r* est un
minimum global de J,,. A l'inverse, soit x* un minimum global de J,,. Définissons
pour tout k,

1

* (4O 1,2) o !332\% /f’xZ’ <a V Ozpo%,
e;k/. — U x
a if |z} > a\/apo?,

etry = 2k sis; # 0, 0sinon. Alors, (s*,t*) est un minimum global de 7.
k
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Ce théoréme explique que la minimisation jointe de J,(r,s, p) peut étre
remplacée par la minimisation de ja(x, p). Ensuite, il est possible de retrouver
les minima (s,r) de J, a partir des minima x de Ju. Pour aller plus loin, on
note que ja est convexe dés que a > 2.

Comme mentionné en début de section, certains cas particuliers nous inté-
ressent car ils sont liés a des distributions a priori connues. Par exemple lorsque
a = 2, i.e., pour une loi demi-Gaussienne de s. En choisissant B = [0, l]N
obtient

. 1 x
Ja(x;p) = 257 ly — Hx|[3 + 2p Rhub ( 2p02> ) (6.37)

avec Rhub la fonction de Huber inversée [Pilanci et al., 2015] définie pour
chaque élément comme :

|| if |z| <1,
Rhub
(@)= {2;1 if ] > 1.

On peut étendre le résultat, pour B = [0, +-00[", ce qui donne

Jo(x; p) = 207 ly — Hx]|5 + [HXIIl (6.38)

Ce qui fait apparaitre la formulation classique du LASSO, qui est ici inter-
prétable comme un modéle de Spike & Slab "continu" avec un a priori demi-
gaussien sur s. Dans les travaux de [Jiang and Nadarajah, 2019| on peut trou-
ver la fonction caractéristique d’'un tel produit d’une variable gaussienne et
d’une autre variable indépendante suivant une distribution quelconque. Dans le
contexte que nous venons de présenter, la fonction caractéristique de z,, = s,

est :
1

\V1+3 af1t2

ce qui ne correspond (& notre connaissance) malheureusement & aucune dis-

E[e™] = (6.39)

tribution connue. Plus spécifiquement, x ne suit pas ici une distribution de
Laplace (on peut notamment voir que la fonction caractéristique est L?(R)
mais pas L'(R)).

Toujours en s’appuyant sur [Jiang and Nadarajah, 2019], si 'on choisit une
distribution de Rayleigh avec un paramétre d’échelle % > (0 comme distribution
a priort de s,, noté

p(sn) = 265,650, 5, >0, (6.40)

alors Ty, = SpTp suivra une distribution de Laplace avec un paramétre d’échelle

262 Tandis que les priors demi-gaussien et Rayleigh de s conduisent tous

deux au LASSO, il est intéressant de noter que la distribution de Rayleigh a
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un mode en € > 0, alors que la distribution demi-Gaussienne a un mode en 0.
De plus, avec I’a priori demi-Gaussien de s, il est possible de retrouver (s,r) a
partir de x avec la formule donné dans le théoréme 26, ce qui n’est pas le cas
avec un a priort de Rayleigh sur s.

6.2.2 . MAP-Marginal Continu

L’estimateur du MAP-Marginal associé au modéle du Spike & Slab continu
avec un a priori comme celui de ’équation (6.33) s’écrit

1 1 N
Ma(s:0) £ Sy'Ty(s) y + 5 log Ty (s)] + plsl (6.41)

Une fois encore, dés que a > 1, le critére du MAP-Marginal donné dans I’équa-
tion (6.12) peut étre borné inférieurement par :

in Mgu(s;p) < i M(s;p) . 6.42
relgrfl\’l,rsleB o p)_reRNgléI{lO,l}N (sip) (6.42)

avec Mo (s; p) = M(s; p) pour tout s € {0,1}V. De la méme maniére que pour
le modéle BG, voir équation (6.13), on a

1
Ma(s;p) = Ta (s;p) + 5 log |y (s)] (6.43)

ou Jq (s;p) = Ja (£(8);8;p) avec r(s) défini dans 1’équation (6.6). Les bornes
dur théoréme 22 sont alors modifiées, les bornes supérieures y étant moins
informatives.

Théoréme 27. Soient J,(s; p) et M (s; p) les critéres continus du MAP-Joint et
du MAP-Marginal, respectivement. Supposons que pour toutn, s, < a aveca > 0,
et soit L = |HHT|| la plus grande valeur propre de HHT. Alors,

M M
Tals: ) — 5 108(0%) < Ma(s: ) < Tuls: ) + - log(o? + a*La?).

L’approche du MAP-Marginal est au coeur du Sparse Bayesian Learning
(SBL) [Wipf and Rao, 2004]. Ci-aprés,nous montrons que I’équation (6.41) est
directement reli¢ au SBL. Considerant le modéle génératif a priori pour le
signal x : en conditionnant s, on a x|s ~ N(0,028”S). Alors, en notant v =

2 .2

s“oy, on retrouve 'a priori de x utilisé dans le SBL. On rappel que le SBL a

pour objectif de maximiser la vraisemblance de Type-II :

vl = argmax p(v|y) = argmax p(y|v)p(v)
v v
1 _ 1
= argmin iytvy(v) ly + 3 log |vy| + R(v) (6.44)
v
avec vy(v) = 021 + HDiagvH?, R(v) = —logp(v). Pour une variance fixée

o2, on voit facilement comment l'estimateur du MAP-Marginal de s avec le
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modéle du Spike & Slab continu de I’équation (6.33) correspond a ’estimateur
du maximum de la vraisemblance de Type-II avec 1’a prior: v tel que

p
Vo2

Dans beaucoup de cas pratiques, le SBL est appliqué sans choisir un a priori

R(v) = —log(p(v)) =2

[vv]|% + Constant. (6.45)

sur v et cela revient & minimiser

1 1
SBL(v) = iytvy(v)_ly + B log vy (V)] . (6.46)

On observe alors qu’en choisissant p = 0 dans I’équation (6.33), le critére du
MAP-Marginal M, est borné inférieurement par le critére du SBL pour tout
a>0:

min SBL(v) = min M,(s;0) <

veRY seRY
uel[rg)lj;%]N SBL(v) = ser[%%N M, (s;0) < se?(l)gl}N M(s;0) (6.47)

car le terme pl|s|| disparait de I’équation (6.41). Enfin, [Wipf and Rao, 2004]
ont montrés que le SBL conduit & des estimations parcimonieuses : c’est a
dire que, méme sans a priori sur s, il est possible d’obtenir une estimation
parcimonieuse du support s en utilisant ’approche du MAP-Marginal pour
p=0.

6.3 . Optimiser le MAP-Marginal

Dans cette partie, nous allons proposer des algorithmes EM qui permettent
d’estimer le MAP-Marginal. On commence par dérouler les calculs dans le cas
discret. Puis, dans la derniére partie, on donne les résultats dans le cas relaché.

L’estimateur du MMAP est basé¢ sur la maximisation de p(s|y) = [ p(s, r|y)dr
sur {0,1}"V. Comme défini dans 1’équation (6.12), il conduit & minimiser

1, 1
—logp(sly) = 5y'T; Y(s)y + 5 1081y(s)] + Alls]lo. (6.48)

qui s’avére étre un probléme NP-difficile. On propose une résolution sous-
optimale basée sur un algorithme EM. En suivant 'approche des travaux de
[Figueiredo and Nowak, 2003] la procédure introduite dans le Chapitre 5, le
modéle d’observation est décomposé en deux modéles liés a 'opérateur direct
et au bruitage additif :

y=Hz+e et z=Sr-+b. (6.49)
On impose les distributions

e~N(0,Te) et b~ N(0,0T) (6.50)
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définissant des vecteurs indépendants, gaussiens, tels que

2
o
e + agHHT = 031 avec af g (6.51)
HHT]|
ot ||.]| est la norme spectrale d’'une matrice. Cette décomposition permet de

deériver 'algorithme Iterative Shrinkage/Thresholding pour les problémes de
Lasso [Tibshirani, 1996]/Basis Pursuit Denoising [Chen et al., 2001|. Elle est
aussi utilisée dans [Kowalski and Rodet, 2011, Barbault et al., 2022| afin d’es-
timer les paramétres (p,02) d'un modéle Bernoulli-Gaussien.

Pour maximiser p(s|y), considérons z comme variable cachée admissible.
L’algorithme EM s’écrit :

s = argmin Q(s, s")
se{0,1}N
(6.52)
Q(s,s') = E. [—logp(z,sly)] -
zly,s

L’étape E et I’étape M sont développées dans la suite.

6.3.1 . Etape-E

Dans un but de concision, la notation suivante sera adoptée :

f(s)+ K= f(s)

pour faire référence a toute égalité & une constante x prés (qui ne dépend pas
de s). Par la linéarité de l'espérance et le fait que p(s|z,y) = p(s|z), on a

Q(s,;s") = E [~logp(s|z)] (6.53)

z|y,st

ol k = Eyjy st [~ logp(zly)]. La régle de Bayes méne & :
Qs,s") = E [~logp(zls)] + Alls]lo (6.54)
z|y,s

avec A\ défini en (6.5), avec maintenant x = E,y ¢ logp(z) — logp(z|y). En
utilisant les équations (6.49) & (6.51), on a directement

zls ~ N(0,T,(s)) avec T,(s)=o2I+ c2STS. (6.55)
La regle de Bayes donne la loi a posteriori de z
zly,s ~ N (2,%) (6.56)

dont les paramétres sont

(6.57)



C’est pourquoi 'espérance s’écrit

Enfin, I’étape-E s’écrit comme la somme séparable

N

Qs = 33" Qulsln) (659

n=1

(2[n])? + X*[n, n]

Qn(s[n]) = o2 1 oZsin]? + log(ai + ais[n]Q) + 2ps|n)

Ainsi, la minimisation de @) se réduit & N problémes de minimisation 1D, i.e.,
la minimisation des critéres Q.

6.3.2 . Etape-M

Introduisons la notation 7% = (£![n])? + ¥¢[n,n]. La minimisation de Q,
s’écrit :

.

s71n] = argmin 5

+ log(c2 + 025%) + 2ps (6.59)
s€{0,1} On + 032682 " ¢

Aprés calculs, la solution est s'+1[n] = 1 si et seulement si

2 2 2 2
> 02%;0" <10g (%(;%) + Zp) . (6.60)

x n

Cette opération n’est pas sans rappeler la formule de seuillage dans le cadre
du probléme de débruitage en MAP-Marginal (avec v/, en lieu et place de z[n]
ci-dessous).

Proposition 28. Soit z = Sr + b, avec les lois a priori définies plus haut pour
(s,r). L'estimateur du MMAP de s|z est donné explicitement, pour tout n, par

sin] =1 ssi P(s[n] =1|z[n]) > P(s[n] = 0|z[n])

2 2 2 2
. i+ o 1 - +o
co.d. ssi z[n]? > 20220 —log [ 2—-2%1 ).
P> 273 % (s (255 ) )
Résultat que I'on retrouve dans [Protter et al., 2010, Kowalski and Rodet, 2011, Barbault et al., 2022].

Démonstration. |l suffit de se référer a la section 3.3 du Chapitre 3. O
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6.3.3 . Résumé de l’algorithme

La méthode compléte est résumé dans l'algorithme 13. Lorsque H =1, e
peut étre mis a 0 dans I’équation (6.49), et donc ag = ag. Dans ce cas, les
matrices de covariance I', et I'y sont égales, et 'algorithme se réduit au cas
de l'estimateur du MMAP en débruitage (avec z =y dans la proposition 28).
Dans la section suivante, une relaxation continue du probléme MMAP est
proposée, ol les variables binaires s[n] sont remplacées par des variables dans
[0,1]. L’idée est d’obtenir une solution « & chaud » qui permettra de mieux
initialiser 13.

Algorithme 13 : Estimateur MMAP du support s.
Entrées:t =0,s" € [0,1]", p > 0;
Sortie:s € {0,1}7;
while not converged do

S® = Diag(s);

Y = 021+ 028080,

F(t) = 0*1 + oc2HSWS®) "HT;

»® =1 1} HTF O HTY;

20 = P OHITO g

forn=1,..., N do

o = 2o+

if ) > 20201’;‘7 (p +log /1 + Z—%) then
T b

‘ st p] =1,

else
‘ st n] = 0;
end

end

t=t+1

end

6.3.4 . Optimisation par relaxation continue
On relache le probléme d’optimisation binaire (6.52) en un probléme d’op-
timisation continue. Le domaine de définition {0,1}" de la fonction cofit est
remplacé par [0,1]". Comme la fonction cotit Q(s,s’) est la somme décou-
plée (6.58), I’étape M reste un probléme 1D semblable & (6.59).
On remarque que pour s[n] € {0, 1}, alors s[n]? = s[n]. Ainsi, minimiser
Qr, sur {0, 1} revient & minimiser :

o

o m 2 2712 4 2 2
72T oZsfe + 108l ¥ ouslnl) + 2pslrl
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Algorithme 14 : Estimation des s relachés.
Entrées:t = 0,s® € [0, 1]V
Sortie:s € [0, 1]V
while not converged do

S® = Diag(s) ;

' — o1 + Ugs(t)S(t)T

I = 021 + c2ZHSOSO HT,

s =1® - O HEY;

20 = TOHTT y;

forn=1,...,Ndo

W = [ P+ S,

uln] = (\/W_l)_g_g;

s[n] = max{mln{\/ n],1},0};

end
t=t+1,;
end

Considérons la relaxation continue de s[n] sur [0, 1] :

t
t+1 . Tn 2 2.2 2
soTh = ar mmi—i—lo o- + 028%) 4 2ps”. (6.61)
n = argmin 8oy +035%) +2p
Il s’agit d’un probléme 1D avec des contraintes de borne. Le minimiseur non
contraint peut étre obtenu en cherchant les racines de la dérivée premiére par
rapport & u = s2, qui s’écrit
—0 &
(0f +07u?)?  of +oju

+2p=0. (6.62)

Lorsque p > 0, il existe une seule racine positive :

1 t o2
u[n]:4p< 1+8p%— )—”. (6.63)

xT

Une étude minutieuse de la fonction cotit dans (6.61) (considérée comme une
fonction de u = s?) révéle que la dérivée seconde est positive pour le point
u[n]. En prenant en compte que s € [0, 1], la solution devient :

0 si u[n] <0,
st =<1 si wn] >1, (6.64)

u[n]  sinon.
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L’algorithme obtenu 14 est proche de 'EM Sparse Bayesian Learning (SBL) de
[Wipf and Rao, 2004], exception faite de 'estimation de s. Comme x|s ~ N(0, 02S),
lorsque s est continu, on retrouve la loi a prior: utilisée dans SBL. La relaxa-
tion proposée peut étre vue comme une approche SBL ou les variances sont
bornées par [0, 2]V, Enfin, quand p =0, on a p = % dans le modéle BG. Les
mises a jour (6.61) de s[n| sont données par

A +
s[n]? = min {1, <"02"> } (6.65)

qui conduit exactement & 'EM SBL [Wipf and Rao, 2004] si 02 = 1 et 02 = 0.

Concrétement, 14 est lancé pour différentes valeurs de 'hyperparamétre
p. Les résultats sont utilisés comme initialisation & chaud de I'EM binaire
pour le MMAP (13) avec les vraies valeurs des parameétres du modéle. Cette
initialisation permet d’éviter que 13 converge trop rapidement vers un mauvais
minimum local.

6.4 . Etude expérimentale des EMs

Le signal Bernoulli-Gaussien (s, r) est simulé avec les parameétres p = 0.05
et 02 = 1, et le bruit blanc gaussien est de variance o2 = 0.01 ( ce qui cor-
respond & un SNR d’entrée théorique d’environ 7 dB ). L’opérateur H uti-
lisé est une sous-matrice issue de lopérateur direct (leadfield) en magnéto-
encéphalographie (M/EEG), de taille 272 x 600. Cette matrice contient des co-
lonnes hautement corrélées. Elle est représentative de la difficulté des problémes
inverses en M/EEG. L’estimation de s au sens du MMAP est comparée aux
estimations correspondantes x(s) telles que dans (6.11), ainsi qu’au classique
MAP Joint de s et x obtenu en minimisant (6.4). Pour ces méthodes, on utilise
un algorithme de descente proximale similaire & ’algorithme d’Iterative Hard
Thresholding (IHT) [Blumensath and Davies, 2009] avec redémarrage a chaud.
Les comparaisons sont faites selon les métriques suivantes : le taux de Faux Po-
sitifs (erreur de Type-I), le taux de Faux Négatifs (erreur de Type-II), le SNR
des x(s) estimé selon (6.11) et calculé en prenant SNR = 10log;, (%)

Les erreurs de Type-I et de Type-II sont représentées en fonction de la
taille du support prédit s en figures 6.2, 6.3 et 6.4. On observe que la solution
du MMAP est de meilleure qualité que celle du JMAP, que ce soit en terme
d’erreur de type-I ou IT et de SNR (surtout, pour les métriques Type-II et RSB).
De plus, l'algorithme se comporte bien pour des opérateurs H trés corrélés.
D’autres expérimentations (non montrées ici) montrent que pour des matrices
H gaussiennes, modérément corrélées, les estimateurs du JMAP et du MMAP
donnent des résultats similaires. La version Marginale reste plus gourmande
en temps de calcul & cause de la présence de linverse de la matrice £7 dans

les algorithmes 13 et 14.
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Figure 6.2 - Estimateurs du MAP marginal vs du MAP joint, comparés pour p =
0.01 et 02 = 0.01. La mesure de SNR des signaux reconstruits x est donnée
pour certains points (de méme que le score du meilleur SNR atteint).
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Figure 6.3 - Estimateurs du MAP marginal vs du MAP joint, comparés pour p =
0.05 et 02 = 0.01. La mesure de SNR des signaux reconstruits x est donnée
pour certains points (de méme que le score du meilleur SNR atteint).
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Discussion Ce chapitre propose une approche par MMAP pour sélectionner
le meilleur support possible, car il s’agit de I’estimateur bayésien pour ’erreur
0—1. Ce probléme de sélection de support peut étre vu comme un probléme de
sélection de variables trés étudié en statistique |O’Hara and Sillanpad, 2009),
aussi connu comme best subset selection problem |Hastie et al., 2020|. En clas-
sification, ce probléme est en général étudié dans un contexte de « prédic-
tion » de la classe de nouvelles données; ainsi, I’estimation de x est primor-
diale. Dans [Hastie et al., 2020|, une comparaison exhaustive est faite entre
le Lasso et les solutions optimales £y en utilisant un solveur MILP venant
de [Bourguignon et al., 2015]. Dans ce contexte, les résultats des approches ¢
et Lasso sont similaires. Cependant, la matrice utilisée dans ces simulations
n’est pas aussi mal posée que l'opérateur de M/EEG. Notre étude permet
d’entamer une réflexion sur les relations existantes entre les minimiseurs du
MAP Joint et du MMAP. Nos futurs travaux s’attaqueront a 'impact de la
relaxation continue. De plus, une comparaison en profondeur de ces méthodes
avec les approches MCMC appliquées aux a priori BG |Ge et al., 2011] et les
EMVS proposés par |[Rockova and George, 2014] (basés sur des mélanges de
gaussiennes, et donc s’approchant de z dans (6.49)). Du point de vu pratique,
la méthode sera particularisée au cas de la structure spatio-temporelle des
signaux issus de M/EEG [Lim et al., 2017].

6.5 . Conclusion

Nous avons proposé un cadre complet su Spike & Slab qui repose sur un
modéle probabiliste pour le support et les amplitudes du signal parcimonieux,
dans lequel I'estimation du support est effectuée en optimisant un critére MAP
conjoint ou marginal. Alors que le modéle Bernoulli-Gaussien conduit a des
problémes d’optimisation insolubles, nous avons d’abord exploré une procé-
dure itérative sous-optimale basée sur 'algorithme EM. Nous avons en outre
introduit une approche de relaxation continue dans laquelle le processus binaire
modélisant le support est remplacé par un modéle paramétrique continu. Ce
dernier montre que les relaxations couramment utilisées ont des conséquences
non triviales sur la distribution a posteriori de la solution. Bien que ce chapitre
ne remette pas en question 'efficacité du LASSO ou du CHAMPAGNE, nous
montrons qu’ils sont fortement liés. Nous avons ensuite donné des résultats
empiriques pour chaque optimiseur de modéle dans des configurations de pro-
blémes inverses classiques, en espérant que cela aidera les praticiens a choisir
la bonne relaxation/critére lors de 'optimisation de problémes parcimonieux.
Enfin, 'approche MAP-Marginal apparait trés robuste au choix de I’hyper-
paramétre, alors que l'estimation MAP-Joint peut étre une bonne alternative
si cet hyper-paramétre peut étre bien estimé. De plus, nous avons également
proposé deux procédures EM pour 'optimisation du critére MMAP.
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7 - Conclusion Générale et Perspectives

7.1 . Conclusion de la thése

Nous avons vu dans la premiére section de cette thése qu’il est possible
d’utiliser le cadre des algorithmes d’Espérance Minimisation (EM) afin d’es-
timer les paramétres d’un systéme ot ’'on mesure des sources parcimonieuses
affectées d’un seul bruit additif blanc gaussien. Algorithme EM qui, lorsqu’ini-
tialisé par une méthode des Moments, permet d’offrir une premiére estimation
relativement correcte des paramétres. La connaissance des ces paramétres nous
permet alors d’estimer les sources dans un cadre supervisé. De méme, on peut
envisager de procéder & 'estimation conjointe des sources et des paramétres.
Cela conduit alors & un probléme d’optimisation sous contrainte dont les solu-
tions sont biaisées.

Dans la deuxiéme partie de ces travaux, nous avons présenté comment il
était possible, & partir de 'introduction d’une variable latente, d’étendre les
résultats précédents au cadre général du probléme inverse linéaire parcimo-
nieux. On a alors vu que l'utilisation des méthodes jointes comme initialisa-
tion des méthodes marginales dans un algorithme appelé LEMUR donnent
les meilleurs résultats en pratique. On observe surtout que les résultats ob-
tenus se comparent en terme de performance avec les approches entiérement
supervisées, quand bien méme celle proposée ne 'est pas.

Dans la derniére partie, nous avons vu comment l’estimation marginale
des supports peut étre encadrée par des problémes d’estimation jointe des
supports et des sources pour des valeurs différentes des parameétres. Cet enca-
drement nous permet de planifier des stratégies d’optimisation tirant avantage
de la convexité des approches jointes et de la précision des approches margi-
nales. On donne aussi des interprétations nouvelles de résultats existant dans
la perspective de I'estimation de signaux Bernoulli-Gaussiens.
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7.2 . Perspectives et travaux futures

Etude des variantes :

Dans un premier temps, la poursuite de ces travaux passe par une étude
approfondie des résultats statistiques des variantes proposées dans le Chapitre
5. Au vu des résultats obtenus dans le Chapitre 6, on s’attend a ce que l'es-
timation en utilisant s ou (r,s) comme variables de sources va conduire & des
résultats moins bons. De méme nous espérons utiliser des méthodes d’échan-
tillonnage type MCMC afin de situer les points de convergence des méthodes
proposées par rapport aux différents extrema du critére que 'on cherche a
estimer.

On s’attend alors & avoir des estimations des paramétres moins bonnes en
utilisant la variable de support s comme le modéle est plus contraignant. Ce-
pendant, on espére que l'estimation du support soit de meilleur qualité car,
dans le cas asymptotique de I'identité H = I, on sait que le meilleur estima-
teur du support (au sens du MAP) sera pour ce choix de variable. Pour ce
qui est de l'utilisation de (r,s) comme variables de source, on s’attend a des
résultats similaires a ceux présentés dans le chapitre 5 en terme d’estimation
des paramétres. On pense cependant que la qualité d’estimation des supports
sera moins bonne car le seuillage issu de ce choix de variable est trés permissif
(i.e. il s’agit du seuil le plus faible).

Si 'on aborde la question du critére, on sait que les EMs que nous présen-
tons vont minimiser :

—logp(y|x,0) ou—logp(y|z,0) (7.1)

il serait alors intéressant de comparer ce critére a celui de départ

—logp(y|0) (7.2)

I’objectif serait alors de fournir un cadre théorique pour la validité des so-
lutions. On veut, par exemple, montrer qu’'un point fixe de LEMUR, est un
minimum de — log p(y|f).

Application a la M/EEG :

Le deuxiéme axe de poursuite de ses travaux est 'adaptation des méthodes
présentées pour une utilisation pratique en M/EEG. Cela nécessite notamment
de considérer la structure particuliére des données. On peut en effet traiter la
dimension temporelle comme un ensemble de mesures indépendantes et ap-
pliquer les méthodes a chaque instant, mais il est aussi possible de traiter la
parcimonie de chaque source sur une fenétre de temps. On peut aussi prendre
en compte la structure temporelle des activations en considérant un diction-
naire d’ondelettes sur la sphére ou sur graphe. Nous envisageons aussi de traiter
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I'information en incluant un a priori qui utiliserait des atlas c’est a dire des
cartographies déja existantes des surfaces fonctionnelles du cortex. Cela per-
mettrait notamment de faire diminuer la dimension du probléme et de gagner
ainsi en précision.

Des résultats préliminaires avec les algorithmes EM introduits dans cette
these, présentés en figure 7.1, montrent des résultats cohérents d’un point de
vue neuroscientifique. En effet, les mesures correspondent & un relevé suite a un
stimulus auditifs au niveau de l’oreille gauche. Les résultats ont été obtenus en
considérant chaque source potentielle comme étant "active" ou "inactive" du-
rant toute ’expérience, i.e. 'algorithme EM travaille sur la norme quadratique
temporelle en chaque point.

On observe alors que les sources estimées sont localisées dans une zone qui
est cohérente avec celle associée a ’audition. Ce qui nous permet de conforter
la vraisemblance des résultats. De plus, phénoméne que ’on ne voit pas sur
I’image, on trouve des sources symétriquement dans la partie droite du cortex.
Cela correspond & un effet "echo" dans l'activité corticale mis en présence
d’excitation auditive. On observe aussi que les sources estimées forment deux
"U" symétriques au niveau du cortex. Cela s’explique par la présence de sources
profondes qui ne sont pas prises en comptes ici et dont seul la résultante sur
le cortex est estimée. Tout ces points nous semblent encourageant pour la
localisation des colonnes corticales de maniére parcimonieuse.

1,27e-10
1,20e-10
1,12e-10
1,05e-10
9,77e-11
9,05e-11
8,32e-11

7 600-11

0.0800 0.0900 0.0925 0.0950 0.0975
Time (sec)

Figure 7.1 - Estimation des colonnes corticales actives pour un potentiel évo-
qué auditif.

Enfin nous espérons inclure la méthode proposée dans un benchmark de

méthodes utilisées en M/EEG afin de pouvoir se confronter, en situation, avec
les méthodes existantes. La difficulté ici est de choisir un systéme d’évaluation
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adapté car, en 'absence de "vérité terrain", il est difficile d’évaluer précisément
la qualité de localisation de sources cérébrales. Il existe des exemples d’utili-
sation de sondes (appelées SEEG) qui permettent d’apporter des informations
complémentaires & la M/EEG et peuvent ainsi servir de moyen de confirmer
ou d’infirmer les résultats. Cependant les relevés de SEEG sont invasifs et
donc disponibles en quantités limités. Tout ceci, nécessite aussi d’accélérer la
partie algorithmie afin de rendre la méthode capable de traiter en un temps
raisonnable les données pour une utilisation clinique.

Quantification d’'incertitude :

Par définition de l'algorithme EM, on est amené & calculer a chaque itéra-
tion la distribution a posteriori de la variable cachée :

p(x|y,z,0) ou p(zly,x,0) (7.3)

Nous pensons que 'ensemble de ces quantités obtenues & chaque itération peut
servir a approcher la distribution a posteriori des sources :

p(x|y) (7.4)

Ce faisant, nous pourrions obtenir une évaluation de I'incertitude des résultats.
On sait par exemple que la distribution de la variable z|y est un mélange de
2V gaussiennes, elle semble cependant plus simple & échantillonner que p(x|y)
car celle-ci fait appel & de la parcimonie. Dés lors, on espére étre capable au

moins de borner 1’a posteriori des sources comme

p(xly) = / p(xlz, y)p(zly)dz (7.5)

FEn ce qui concerne l'incertitude sur le support, on imagine se baser sur
I’EM développé dans le Chapitre 6 qui travaille en condition supervisée dans
un premier temps. On peut alors imaginer les itérations de 'EM comme des
échantillons puis tenter d’approximer I’a posteriori par des Processus Gaussiens
comme dans les méthodes d’approximations variationnelles par exemple.
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