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Notations

N  T'ensemble des entiers naturels

Z  T'ensemble des entiers relatifs

R  T'ensemble des nombres réels

C l'ensemble des nombres complexes

D={z€C,|z| <1} le disque unité ouvert
T={z€eC,|z| =1} le cercle unité du plan complexe
Hol(D)  L’ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité D
[x]  la partie entiere de z

dist(z, E) la distance d’un point z a ’ensemble F
H?(D) Tlespace de Hardy du disque

D  Tespace de Dirichlet classique

AP T'espace de Bergman a poids radial

DP  ’espace de Besov

[f]x le plus petit sous-espace invariant engendré par f



|E| la mesure de Lebesgue de 'ensemble E

Plu]  Tintégrale de Poisson de la mesure p

Hyp(E) la mesure de h-Hausdorff d’'un ensemble E
¢(E) la capacité logarithmique de ’ensemble F

S Topérateur de décalage

f* la limite radiale de la fonction de f sur T

P T'ensemble de polynomes.

A < B signifie qu’il existe une contante positive C independante de A et
de B telle que A < CB

A =< B signifieque AS Bet BS A



Chapitre 1

Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons a 1’étude des vecteurs cycliques
dans les espaces de Bergman a poids non radial et dans les espaces de Besov-
Dirichlet.

On considere un espace de Banach X de fonctions holomorphes sur le
disque unité ouvert ID. On suppose que X est stable par 'opérateur shift .S,

Sf(z)=zf(z), feX, zeDb.

Un sous-espace non trivial fermé {0} # Y C X est dit invariant par S si
SY C Y. On désigne par

[f]x =Span {z"f m >0} ={pf:ppolynome } , feX.

L’ensemble [f]x est le plus petit sous-espace invariant par S fermé engendré
par f. On dit que f € X est un vecteur cyclique lorsque

[flx = X,
ce qui signifie qu’il existe une suite de polynémes (P, ) ey telle que
|1 = P.fllx =0 quand n — oco.

Le probleme de caractérisation de sous-espaces invariants par le shift et
I’étude des vecteurs cycliques dans les espaces de Banach de fonctions holo-
morphes sur le disque D ont commencé par les travaux de Beurling [7, 32]
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pour l'espace de Hardy et de Carleson pour 'espace de Dirichlet classique
13, 14]

Plus précisément, lorsque X est I'espace de Hardy H?, Beurling a démon-
tré que les sous-espaces fermés invariants non triviaux de H? sont de la forme
OH? ot § est une fonction intérieure. En particulier, les fonctions cycliques
dans H? sont exactement les fonctions extérieures.

L’espace de Dirichlet classique D est contenu dans ’espace de Hardy H?,
c’est 'espace de fonctions holomorphes sur I vérifiant

115 = £ + [ 17/(2)PdA(z) < o0

ou dA est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité . Si f est
cyclique dans D, alors f est cyclique dans H? et donc f est une fonction
extérieure. Dans I'espace de Dirichlet, il existe des fonctions extérieures qui
ne sont pas cycliques dans D, par exemple les fonctions extérieures dont
I’ensemble des zéros sur le cercle unité est de capacité logarithmique non
nulle, voir [19, Corollary 9.2.5 ]. Soit C(D), 'ensemble de fonctions continues
sur le disque unité fermé D et C*(ID), n > 1, 'ensemble de fonctions continues
et n-fois dérivables sur D. On désigne par A(D) = Hol(D) NC(D) Palgebre du
disque. Pour f € A(D) extérieure, on désigne par Z(f) 'ensemble des zéros
de f sur le cercle :

Z(f) ={¢eT: f(¢) = 0}.

Brown et Shields ont remarqué dans [12] que f € D est cyclique dans D
si f est extérieure et réguliere sur le bord alors la capacité logarithmique de
Z est nulle. Tls ont montré également que si f € D NC?*(D) est une fonction
extérieure et si Z(f) est réduit a un point du cercle T alors f est cyclique
dans D. Comme corollaire de ce résultat, ils déduisent que si f € DN C*(D)
est une fonction extérieure telle que Z(f) est dénombrable, alors f est cy-
clique dans D. Puisque f € D N C*(D), alors Z(f) est nécessairement un
ensemble de Carleson, i.e. logdist (-, Z(f)) € L'(T). En 1990 dans [12], ils
ont conjecturé qu'une fonction de ’espace de Dirichlet extérieure est cyclique
dans D si 'ensemble de ses zéros est de capacité logarithmique nulle. Notons
qu'un ensemble dénombrable est de capacité logarithmique nulle.

Lorsque f € D N A(D) est une fonction extérieure telle que Z(f) est
dénombrable, Hedenmalm et Shiels [26] ont montré qu’elle est cyclique dans
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D. Notons que dans ce cas, Z(f) est un ensemble fermé puisque f est continue
sur le bord mais Z(f) n’est pas nécessairement un ensemble de Carleson.
Ensuite, Richter et Sundberg [12] ont montré que ce résultat reste vrai pour
f € D une fonction extérieure et dont I’ensemble des zéros de f

Z(f)={C € T liminf|f()| = 0}

est dénombrable.

Brown et Shields ont montré également dans [12] (voir aussi [2]) que si
f,g € DN A(D) telles que

l9(2)| < [f(2)], 2€D

et si g est cyclique dans D alors f est cyclique dans D.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a l’étude des vecteurs cycliques
dans les espaces de Besov-Dirichlet. Pour p > 1 et a > —1, I'espace de Besov-
Dirichlet DP est ’ensemble des fonctions holomorphes sur D avec la norme
suivante :

1/ 1z = [FO) + (1+a)/D|f’(2)lp(1 — |2[*)"dA(2).

Notons que si p = 2 et a = 1, 'espace D? est 'espace de Hardy H? et si
p=2et a =0, lespace D2 est l'espace de Dirichlet classique D. Dans les
autres cas, nous avons les injections suivantes, voir Corollaire 4.2.4 :

— Sip < a+1, alors I'espace H? s’injecte contintiment dans D?. Ainsi,
toute fonction f € HP extérieure est cyclique dans D?.

— Sip > a+2, alors 'espace D? s’injecte continiiment dans A(D). Ainsi
toute fonction cyclique dans D? est une fonction extérieure et sans
zéro sur le bord.

Donc I'étude des vecteurs cycliques se pose ainsi lorsque o + 1 < p < a + 2.
Kellay, Le Manach et Zarrabi dans [31] ont montré que si a+1 <p < a+2 et
si f € D2 NA(D) est une fonction extérieure telle que I’ensemble de zéros de
f est dénombrable alors f est cyclique dans D2. Ce résultat généralise ainsi
celui de Hedenmalm-Shields[26] dans le cas de I'espace de Dirichlet classique.
Nous retrouvons ce résultat et nous donnerons également une extension du
résultat de Brown-Shields [12] et de Richter-Sundberg [12] :
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Théoreme 1. Soit p > 1 et a« > —1 tels que 1 + a < p < a+ 2, il existe
N = N(a,p) un entier qui ne dépend que de p et de « telle que si f,g €
D N A(D) avec

92 <|f(z)l, zeD. (1.1)

alors
9" oz C [flpp-

Nous pouvons ainsi déduire lorsque (1.1) est satisfaite pour f,g € D2 N
A(D), si g est cyclique dans Dy alors f est cyclique dans Dy . Lorsque
a =p—2, on peut choisir N(p — 2,p) = 5.

La preuve de ce résultat est basée sur le Théoreme de la courone de To-
lokonnikov [541] dans 'algebre D2 N A(ID) ou l'entier N(«, ) apparait.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude des vecteurs cycliques dans les espaces
pondérés du type Bergman. Nous nous intéressons plus précisément a la
cyclicité des fonctions intérieures singulieres.

Soit A une fonction continue positive décroissante sur (0,1}, A(t) — oo
et A(t) = o(1/t) quand t — 0+ telle que tA(t) croissante. Soit F un sous-
ensemble fermé du cercle T et soit dist(z, £) la distance de z & E. On désigne
Aiy i Uespace de fonctions holomorphes f sur le disque D telles que

£ 5 = [ 1) e @A) < +oo.

Une fonction f dans A?\, g est cyclique dans Ai g si 'ensemble des fonctions
pf avec p un polynéme est dense dans Ai,E. Notons que H? C A%,E, les
fonctions extérieures sont donc cycliques dans A3 5. Le théoréme de Beurling
nous dit que les fonctions intérieures singulieres ne sont pas cycliques dans
H? mais dans les espaces du type Bergman, il existe des fonctions intérieures
singulieres cycliques. Si E = T et si A(t) = A,(t) = alog1/t avec o >0

on retrouve I'espace de Bergman a poids classique A2 = A3 1 :

A2 = {f € ol : IfIE = [FOF +(1+ ) [ IF()P( - 2P dA() .

Korenblum [35] et indépendamment Roberts [15] ont donné une caractérisa-
tion compléete des fonctions intérieures singulieres cycliques dans A2 . Tls ont
montré que la fonction intérieure singuliere S, associée a la mesure p finie
positive sur T et singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue

_ 27 it
S,(z) = exp (1/ - i Zdu(t)) : zeD
0

27 et — 2
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est cyclique dans A2 si et seulement si pour tout ensemble de Carleson K,
on a u(K)=0.

Lorsque E = {1}, Borichev-El-Fallah-Hanine [ 1] ont étudié la cyclicité
de la fonction intérieure singuliere associée a la mesure de Dirac en 1 :

I(z):e%, z € D.

dans A3 (13- Ils ont prouvé que I est cyclique dans AL (1} i et seulement si

/O\/@dt:oo.

En particulier, lorsque F est un ensemble triadique de Cantor et A,(t) =
1/tlog™(1/t), ils ont montré que I est cyclique dans A3 p si et seulement si

a<2/(2—(log2/log3)).

Dans ce travail, nous allons étudier la cyclicité de fonctions intérieures sin-
gulieres autre que I. Soit v une mesure sur le cercle unité, on désigne par w,
le module de continuité de la mesure v donné par

w(t) = sup ()

lJ|<t
Le sup est porté sur tous les arcs J de T de longueur |J| < ¢. Dans la premiere
section, nous donnons une estimation de la fonction intérieure singuliere.
Une telle estimation permet de montrer la cyclicité de certaines fonctions
intérieures singulieres

Théoreme 2. Soient u une mesure finie positive sur T singuliére par rapport
a la mesure de Lebesgue et S, la fonction intérieure singuliere associée a i :

_ 21 it
S,(z) = exp (1/ ° i de(t)) , z € D.
0

2 et — z

Alors

1S,(2)] > exp{ _a0= |Z’i)s°:€z(d;;§Z’E)) } zeD (12

ou A = wcoth(n?) et E est le support de .
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Notons que dist(z, E) > 1 — |z|. Puisque ¢ — w),(¢)/t est une fonction
décroissante, on obtient ’estimation suivante

1—
5,(2) > exp{ — a2l DY (13
1 =]
On retrouve ainsi 'estimation obtenue par Shapiro [17] (avec une meilleure
constante), et on généralise le résultat de Ransford [10] et Esterle [24].

L’estimation radiale de Shapiro a permis dans les espaces de Bergman clas-
sique de montrer la cyclicité d’une fonction intérieure singuliere dont la me-
sure singuliere associée ne porte pas de masse sur les ensembles de Carleson.

Soit h la fonction déterminante de Hausdorff, et notons Hj la mesure
h-Hausdorff du cercle T. Comme Corollaire, nous obtenons

Théoréeme 3. Soit h(t) = tA(t) croissante. Si Hy(E) > 0, alors il existe une
fonction intérieure singuliére cyclique dans A?\,E )

Notre preuve repose essentiellement sur I'estimation de la fonction inté-
rieure singuliere.
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Chapitre 2

Ensemble de Carleson,
capacité, mesure de Hausdorff
et mesures singulieres
décomposables

Dans ce chapitre, on définit les ensembles de Carleson et on donne cer-
taines propriétés et exemples de tels ensembles. On rappelle ensuite les no-
tions de la capacité et de mesure de Hausdorff d’'un ensemble fermé sur le
cercle unité. Nous donnons également le Théoreme de Hausdorff sur I'exis-
tence d’un parfait symétrique de mesure de Hausdorff positive et le Théoreme
de Forstman qui garantit qu’un tel ensemble porte une mesure positive avec
un module de continuité contrdélé. On finit ce chapitre avec la définition d’une
mesure singuliére décomposable introduite par Roberts [15] et quelques pro-
priétés sur cette mesure.

2.1 Définition d’ensemble de Carleson

2.1.1 Ensemble de Carleson

Les ensembles de Carleson, sont les ensembles de zéros de fonctions ana-
lytiques sur le disque unité D et lisses au bord T = JD, ( voir [50, 10], voir
Théoreme 2.1.3 ).

15



Définition 2.1.1. Un ensemble fermé E du cercle unité T est dit un ensemble
de Carleson si

2 1
log ——————dt 2.1
/o °8 dist(e®, F) < Heo (2.1)

ou dist((, E) est la distance d’un point ( € T a U'ensemble E.

L’ensemble de zéros d'une fonction analytique sur le disque unité ouvert
D et lipschitzienne sur le cercle T = 0D est un ensemble de Carleson. En
effet, soit f une fonction holomorphe sur D et lipschitzienne sur T d’ordre
a > 0, alors il existe Cy > 0 telle que

[FO) = <Cri¢=C1" (T eT. (2.2)
Soit
Z(f)={£eT: f(§) =0},
I'ensemble de zéros de f sur le cercle T. D’apres (2.2) si (' € Z(f) alors on a
[f(O] < Cp dist(¢, 2(f))%, CeT.

Par le théoréme de Fatou log|f| € L'(T), on obtient
/ 1 ! |d¢| < + €eT
08 ————=~ 00 :
w dist(C, Z()) |
Par la Définition 2.1.1, tout sous-ensemble fermé d’un ensemble de Car-

leson est aussi un ensemble de Carleson.
Soit E un ensemble fermé du cercle T, on note par

E = {CeT:dist(¢, E) <t}

le t-voisinage de E et |E;| sa longueur normalisée. Nous avons la caractéri-
sation des ensembles de Carleson.

Proposition 2.1.2. Soit E un ensemble fermé du cercle T alors les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

(1) E est un ensemble de Carleson,
(2) E est de mesure nulle et

S 1] 1og 1/|1] < oc, (2.3

n>0

ot (1), est la suite des composantes connexes de T \ E,

16



(3 -
/ Mdt < 00,
o ¢
Démonstration. Notons d’abord que si E est de mesure positive, alors log dist(-, F) &
LY(T). Soit I,, = ((eib"; ei“")) avec 0 < a,, < b, < 27 la suite des arcs com-
plémentaire de E. On pose
1 (0 —a,)(b, —0)

si 0 € (bp;ay),

0 si e c E.
Notons que

1 , 1 .
Edist(ew, E) <p() < %dist(ew,E).

Donc la condition de Carleson (2.1) est équivalente &

2w 1
log ——df < +o0.
/0 p(6)

Nous avons

2m
/ log —d@ _ Z/ log —d@
0
bn+tan 1 b, 1
2
,\Z (/ loge_andﬁ—l—/m;an 1Ogbn—9d9>

|In]
2 1
= Z/ ’ log;dt

n=0 0
1
= |I,,|log —
S hftog

Nous obtenons donc I’équivalence entre (1) et (2). Il reste & montrer mainte-
nant I’équivalence entre (2) et (3). Ecrivons tout d’abord

ST L4+t > 1<|E| < > L] +2t > 1.

|1, |<t [Tn|>t |In|<t [In|>t

En intégrant sur [0; 1],

/OZ|”dt</|Etdt</ Z‘"|dt+2/ £ dt

L |<t O L. <t TAk
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Nous avons

/Z ol gy /Z“'X[Ifnl] di

|In| <t n>0

_Z|l|/n|tdt

n>0
=) |I|log —
- 52 llon

et

/tz —dt = /tZXounn

|In, \>t n>0

_ Z/ILL

n>0

= > |I,| = 2m.

n>0

Alinsi, on obtient

| Et|
11| log _/ Pt < 3|1, log .
Z oA Z |1|

D’ou I'équivalence entre (2) et (3).
[

L’ensemble triadique de Cantor est un ensemble de Carleson. Certains
ensembles fermés et dénombrable ne sont pas un ensemble de Carleson. Pre-
nons par exemple £ = {e®},~, U {1} avec 6, — 0 tel que |0, — 0,| =
1/(nlog®(n)) alors par la Proposition 2.1.2, E n’est pas un ensemble de Car-
leson.

On désigne par A>*(D) = Hol(ID) N C*>°(T) I'ensemble de fonctions holo-
morphes sur le disque unité D de classe C* sur le cercle unité. Le Théoreéme
suivant est d a Taylor-Williams [53] :

Théoréme 2.1.3 (Taylor-Williams). Si E est un ensemble de Carleson alors
il existe une fonction f € A>®(D) telle que E est l’ensemble de zéros de f
ainsi que toutes ses dérivées,

f™E)y =0, <(¢eE, n>0.
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Ce théoreme a été obtenu d’abord par Carleson [13] pour f € A"(D) =
Hol(D) N C™*(T), pour n > 1. La fonction construite par Carleson est une
fonction éxterieure (voir section 3.1.1) donnée par

|£(¢)] = dist(¢, EB)"+? p.psur T.

Cette fonction s’annule sur E ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 1’ordre n.

2.1.2 Ensemble parfait symétrique de type Cantor

Nous allons donner des exemples d’ensemble de Carleson du type Cantor.
Nous allons décrire brievement la construction de tels ensembles a partir de
trisection du segment [0, 27], voir [30, 11]. La méme construction est valable
pour un segment quelconque.

Soit (¢, )n>1 une suite telle que 0 < ¢, < 1/2, n > 1. A la premicre étape,
on découpe l'intervalle [0, 27| en trois intervalles respectivement de longueurs
égales a 2m(y, 2m(1 — 2¢;) et 2w(;. On enléve l'intervalle ouvert du milieu de
longueur 27(1 — 2¢;) et on note par F; I'union des deux intervalles disjoints
obtenus chacun de longueur 27(;. L’ensemble E; est donc un ensemble fermé
de longueur 2 x 27(;. Une telle opération sera dite une dissection de longueur
(1. A la deuxieéme étape, on applique le méme procédé pour chacun des deux
intervalles de E7, On fait une dissection de longueur (s pour chaque intervalle
de E;. On découpe en trois intervalles respectivement de longueurs égales a
270(1Co, 27C1 (1 — 2¢1) et 2w(1¢o chacun des deux intervalles disjoint de Fj.
On retire les deux intervalles du milieu chacun de longueur 27(1 — 2(;(), on
obtient ainsi un ensemble F5 union de quatre intervalles disjoints chacun de
longueur 27¢; ¢, et done Es est de longueur 22 x 27(;(s. A la n—iéme étape
on répete ce procédé n-fois, on obtient ainsi un ensemble compact E,, de 2"
intervalles fermés disjoint de méme longueur 27(;(s - - - (,,. L’ensemble F

E=)E.
n=0

est dit ensemble parfait symétrique associé a la suite (,)n>1. L’'ensemble £
est de mesure nulle si |E,|, la longueur de E,, tend vers zéro
n
2" x 27 H Clc — 0.

k=0
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Notons que la longueur des intervalles contigus F est

n—1

Uy = |1, =27 x 2" (1= G) [ -

k=1
L’ensemble E construit ci-dessus est un ensemble de Carleson si

n

ZénlogQ— < 0.

n>0 g"

Si la subdivision est uniforme, c’est-a-dire (; = (o = - - - = (, , alors on dit que
I’ensemble E est un ensemble parfait de rapport constant (. En particulier,
c’est un ensemble de Carleson. En effet, il suffit de voir que

by =2m(20)" " (1= ().

Lorsque ¢ = 1/3, 'ensemble E correspond I’ensemble triadique de Cantor et

dans ce cas, on a
2 n
(=2 () .
"\3

2.2 Capacité logarithmique et Mesure de Haus-
dorff

2.2.1 Capacité logarithmique

Soit v une mesure borélienne positive et finie sur T alors le potentiel de
v est la fonction p : T — [0, co] définie par

2
p(&) = [ 1og* =

dv(z), £eT

ot log™ (z) := max{log(x),0}.
On définit également 1’énergie de v noté I comme la somme des potentiels :

I(v) = /T /?T log* ’ §EZ|dy(g)du(z).

On peut aussi écrire I’énergie de v sous cette forme [19] :

P




Soit P(E) l'ensemble de mesures boréliennes de probabilité sur E un
sous-ensemble compact de T. La capacité logarithmique de E est donnée par
[19]

¢(E):=1/inf{I(v):v e P(E)}.

En particulier, ¢(E) = 0 si et seulement s’il n’existe pas de mesure v € P(E)
d’énergie finie I(v) < oo. Les ensembles dénombrables ont une capacité lo-
garithmique nulle.

On dit qu’une propriété existe quasi partout lorsque cette propriété existe
partout sauf un ensemble de capacité nulle et on écrit "q.p".

Le résultat de Carleson [11] suivant donne une condition sur Fj, le t-

voisinage d'un fermé E de T, qui implique que ’ensemble E soit de capacité
logarithmique nulle. Plus précisément :

/1 ds
:OO,
0 |ES|

La condition ci-dessous devient nécessaire lorsque E est un ensemble du
type Cantor [11].

Théoréme 2.2.1. S7

alors ¢(E) = 0.

Corollaire 2.2.2 (Carleson). Soit E un ensemble de Cantor associé a la
suite (Cn)n>1. Alors la capacité logarithmique de E est nulle si et seulement
st la série
27"1lo i =00
> 2 "og 7 :

n>0 n

2.2.2 Mesure de Hausdorff

Soit h une fonction continue, croissante telle que

h(t
h(0) =0 et limi)—oo

t—0

Une telle fonction est dite fonction déterminante.
On définit la mesure h-Hausdorff d’un sous-ensemble E de T [30] par

H,,(E) = lim linfgh(\ﬁﬂ)l
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ou l'inf est calculé sur tous les recouvrements de £ d’arcs (4;); de longueur
|A;| < 6. Nous énongons maintenant deux théorémes sur la mesure de Haus-
dorff en relation avec I'ensemble parfait symétrique, voir [30].

Théoréme 2.2.3 (Hausdorff). Soit h la fonction déterminante de Hausdorff
strictement concave. Il existe un ensemble parfait symétrique E tel que

0 < Hy(F) < 0.

Lorsque h(t) = t* avec 0 < a < 1, on notera par H*(E) la h-mesure
de Hausdorft de £ de dimension «, voir [30, 31]. Lorsque E est un ensemble
parfait symétrique de rapport constant ¢, on a

o = log(2)/ log(1/C).

Soit v une mesure positive et finie. On note w, le module de continuité
de v défini par

wy(r) =sup{v(I) : I unarcde T et |I| <r}.

Théoréeme 2.2.4 (Frostman). Soit E un sous-ensemble fermé de T. Si
Hy(E) > 0, alors il existe une mesure positive v portée par E telle que

Si limg 0 h(t)/t = oo, nous avons |E| = 0. Ainsi, la mesure v est une
mesure singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue, voir [30].

Nous terminons cette section par le résultat de Joel Shapiro [15] :

Théoréme 2.2.5. Soit h la fonction déterminante de Hausdorff strictement
concave telle que h(t)/t est strictement décroissante. Alors pour tout en-
semble E de Carleson, Hy(E) = 0 si et seulement si

1ﬂ—vLoo
o h(t) '
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2.3 Mesures singulieres décomposables

Pour toute suite (n;);en+ d’entiers positifs, nous associons

_2a ni x--'xn%,
D[(n;)ien+] = ny ° +Z : 2a :

i>2 ns

ou « > 0.

Définition 2.3.1. Une mesure positive i sur T est dite décomposable si pour
tout € > 0, il existe une suite de mesures positives (pu;)ien+ sur T et une suite
(n;)ien+ d’entiers positifs telles que :

(1) 1= Tien~ i

(2) 1l existe ¢ > 0 telle que pour tout i € N* | le module de continuité de p

vérifie
1 1 i
" <> < Jos(m)
Tn; n;

(3) D[(ni)ien+] <e.

Dans cette section, nous montrons que si p n’est pas une mesure singuliere
décomposable alors p est portée par un ensemble de Carleson E, ce résultat
a été démontré par Roberts ( voir [50, 15]). D’abord, nous allons introduire
un outil fondamental dii & James Roberts [50].

Définition 2.3.2. Soit u une mesure positive sur T et P = {Iy,---,I,} une
partition de T formée de n arcs fermés de mémes longueurs. On dit que

1
I; est léger si p(I;) < ¢ Og(”)7
2 n
1
I; est lourd si  p(I;) > g og(n)‘
n

pour un certain ¢ > 0. La mesure py définie pour tout borélien E de I; par

w(E) si I, estléger

m(E) =13 cu(E) log(n)

2l n st I; est lourd.

est appelée P—quadrillage de .
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Remarque 2.3.3. (1) La mesure puy vérifie les propriétés suivantes

(a) uy < p et le support de p — py est contenu dans la réunion des

arcs lourds.

1
(b) (L) = % og(n) si I; est lourd.
n

@) v, (é) - Jog(n1)

ny
(2) On peut supposer que ¢ = 1. Il suffit de considérer la mesure ji/c.

Lemme 2.3.4. Pour tout € > 0, il existe une suite (n;);en~ d’entiers positifs
telle que :

(1) n; divise niyq.

(2) 2log(n;) <log(ni1) < 4log(n;) pour tout i.

(8) Dl[(n;)ien+] < €.
Démonstration. Soit n; € N un entier non nul fixé. Prenons ny = 2¥n; ot
k1 = max{s € N : log(2°n;) < 4log(n)}. Il est clair que n; divise ng et
log(ng) < 4log(ny). Si log(ny) < 2log(ny) alors

log(2"1*'ny) = log(2n,) < 2log(ny) < 4log(n,)

ceci contredit la définition de k. On construit ainsi une suite d’entiers positifs
(n;)ien+ vérifiant (1) et (2). Pour obtenir la derniere assertion, il suffit de
montrer que la série

ke (3
’I’Lf >< tt >< 7’LZ3_1
> =
i>2 ni3
converge. Pour cela, on pose
a o
/n/f X * X n{il
a; = Za
n;*
alors
o
Qi+1 Ty
. =
) 3
! Ny



donc la série ci-dessus converge. Puisque la suite (n;);en+ est strictement
croissante alors lim;_, . log(n;) = +o00. Donc il existe un entier 7y > 0 tel
que

o a
3
i—

TLFX"*Xn-l
et Z 2o <

i>io+1 n;®

[NORING

D’ou la suite (n;);>4, vérifie les trois assertions.

Nous sommes en mesure d’annoncer le Théoreme de Roberts [50]

Théoreme 2.3.5. Soit u une mesure positive sur le cercle T. On suppose
que i n’est pas décomposable alors il existe un ensemble de Carleson E tel
que p(E) > 0.

Démonstration. Soit € > 0. Par le lemme 2.3.4, il existe une suite (n;);en-
d’entiers positifs vérifiant les proprétés suivantes :

(1) Pour tout i, n; divise n;

(2) Pour tout 7, 2log(n;) < log(n;y1) < 4log(n;)

(3) D[(n;)ien+] < €.
On considere (P;);en+ une suite de partitions du cercle T ou chaque P; est

formée par n; acrs fermés de mémes longueurs et P;, raffine P;. Soit

(1 la mesure P; — quadrillage de p
Lo la mesure Py — quadrillage de p — g

i1 la mesure P;.; — quadrillage de p — (g + ... + ;).

On pose v = Y ;cn- i, il est évident que v < p et d’apres l'assertion (3)
de la remarque 2.3.3 pour tout 7,

o ( 1) < coslm)

n; T;

Puisque p n’est pas décomposable, nous pouvons supposer que p # v.
Soit K :=; H; ou H; est la réunion des arcs lourds de P; relativement a la
mesure g — (pg + -+ -+ p;). 1l est évident que (H;); est une suite décroissante
de fermés et que supp(pu — (p1 + - - - + ;) C H; pour tout 4, donc K est un
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fermé du cercle contenant supp(u — v) et |K| = lim;_,o |H;|. Il s’ensuit d’une
part que p # v entraine u(K) > 0 et d’autre part, I'inégalité suivante

1
w(T) = pi(T) > pi(H;) = §|Hi| log(n)
entraine que | K| = 0. Montrons maintenant que K est un ensemble de Car-
leson. Soit
Li=JI

ou [ est un arc léger de P; ;1 contenu dans H;. On pose

Ko=T\( L

Il est évident que Ky est un fermé contenant K et que Ky \ K est 'ensemble
des extrémités de deux arcs légers adjacents qui est dénombrable donc | K| =
0. Finalement, nous avons

> ILillog(n;) < > |Hioq|log(n;)

i>2 i>2

<> |H;|log(nita)

i>1

<4 Z ’Hz| 10g(”z‘)

i>1

< 8> ui(T)

i>1

< 8u(T) < oo

cela implique que K est un ensemble de Carleson et par conséquent, K
I'est aussi (puisque tout sous-ensemble fermé d’un ensemble de Carleson est

Carleson).
[l
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Chapitre 3

Espaces de Hardy, de Bergman
et de Dirichlet

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés connues sur ces es-
paces classiques de Hardy, de Bergman et de Dirichlet. Nous donnons aussi la
minoration de Shapiro de la fonction intérieure singuliere en terme du module
de continuité de la mesure singuliére associée. Ceci dans le but de montrer
le théoréeme de Roberts-Korenblum qui donne une caractérisation complete
des fonctions intérieures singulieres cycliques dans ’espace de Bergman. On
fournit également la preuve du Théoreme de Brown-Shileds sur le principe
de subordination des vecteurs cycliques dans 1’espace de Dirichlet.

3.1 Espaces de Hardy

Dans cette partie, nous allons définir les espaces de Hardy et donner
certaines propriétés sur ces espaces, (voir [16, 25, 32]).

L’espace de Hardy H?, 0 < p < oo défini sur le disque unité D est
I'ensemble des fonctions holomorphes sur D, noté Hol(DD), muni de la norme :

171 = sup (o= [ 15tre)pas)

0<r<1 \2T

L’espace de Hardy des fonctions holomorphes bornées sur D, noté H> est
muni de la norme uniforme :

[ flloc = sup [£(2)].
z€D
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On note N la classe de Nevanlinna [10], il s’agit I'ensemble de fonctions
holomorphes sur le disque D telles que

1 27 .
sup —/ log™ | f(re)|df < oo
0

0<r<1 27

ott log™(X) := max{log(X),0}. On désigne N'* la classe de Smirnov, c’est
I'ensemble de fonctions analytiques f € N de la classe de Nevanlinna telle
que

sup [ I |7(r2)l|d¢] = [ W ()]l
r<1 JT T
Notons que pour 0 < s < p < 00, on a

H>® C HP C HSC Nt CWN.

3.1.1 Théoréme de factorisation

Lorsque f € N, par le théoréme de Fatou la limite radiale

f*(eie) = lim f(reie)

r—1-

existe presque tout sur le cercle unité T et log |f*| € L*(T).

En fait, toute fonction f de la classe de Nevanlinna A" admet des limites
non tangentielles [10] :

F©) = tim £(0)
2€8¢,c

pour presque partout ¢ € T ou S¢ ¢ est 'angle de Stolz;
Sco={z€D: |z <C(1—[z])}

avec C' > 1.

Avant d’énoncer le théoreme de factorisation pour les fonctions de la classe
de Nevanlinna, nous rappellerons les notions suivantes :

— Soit f € N. On dit que f est une fonction extérieure, s’il existe ¢ une
fonction positive sur le cercle T telle que log¢ € L'(T) et

f(z) =exp {1 /T e +2 log qﬁ(eit)dt}, z € D.

2w JT et — 2
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Nous avons
|f*(e™)| = ¢(e") presque partout sur T.

Ainsi, la fonction extérieure f est completement déterminée par son
module sur T.
— Une fonction intérieure § € H™ est une fonction holomorphe sur D
telle que
0*(e™)| =1 presque partout sur T.

— Le produit de Blaschke B est défini par :

LH_ZM zeD

B(z)=2"]]

— 9
a1 1—oa,z o

pour un certain k € N et (ay,)neny une suite dans D\ {0} vérifiant la
condition de Blaschke

Z(l — |an]) < 0.

n>0

— Et S, la fonction intérieure singuliere associée a la mesure v singuliere
positive et finie sur T :

S,(z) = exp{ — /T e+ Zdl/(t)}, z € D.

et — z

Nous avons |B*(e")| = 1 et |S*(e")| = 1 presque partout sur T. Et toute
fonction intérieure ¢ peut s’écrire comme produit d’une fonction intérieure
singuliere et d’un produit de Blaschke :

=B xS.

Une fonction f de la classe de Nevanlinna se factorise de la maniere suivante :

f:Bxgl'::xF

ou B le produit de Blaschke, S,,,S,, les fonctions intérieures singulieres as-
sociées respectivement aux mesures singulieres positives vy et v sur T et F
une fonction extérieure.
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Concernant la classe de Smirnov, rappelons que f € N si et seulement
si pour ¢, ¢ € H* telle que ¢ est une fonction extérieure,

¥
F=%

On identifie I'espace de Hardy H? au sous-espace fermé de 'espace de
Hilbert L*(T) défini par

H*(T) = {f € L*(T) :

~

(n) =0, Vn < o}
avec f (n) le n-itme coefficient de Fourier de f donné par

Foy = 5- [ 5(©ael.

L’espace H?(T) est muni du produit scalaire de L*(T) :

(F.902 = 5 [ F(EaE)de]
De ce fait, on écrit toujours H?. Notons que si f(z) = Y ,51 a,2" € H?, on a
f=BxS,xF

ou B le produit de Blaschke, S, la fonction intérieure singuliere associée a
la mesure v singuliére positive sur T et F' une fonction extérieure. De plus,
|F*| = |f*|, f* € L*(T) avec f*(n) = a, sin > 0et f*(n) = 0sin < 0.

Alinsi, -
£l = D 1f* ()

n>1

Rappelons finalement que H? admet un noyau reproduisant
ky(z) =1/(1 —wz), (w, z) € D

Ainsi,

]C| zeD.

F) = Ak = o [

Et si on désigne par dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur D , nous
avons l'identité de Littlewood-Paley

1£1I7 = !f(0)|2+/m)|f’(2)|210g WdA( 2). (3.1)
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3.1.2 Théoreme de Beurling

Beurling [7] a donné une caractérisation compleéte de sous-espace invariant
de I'espace de Hardy par le shift, 'opérateur de décalage. Plus précisément,
soit X C Hol(ID) un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque
unité . On suppose que 'opérateur shift S défini par

S . X —- X
f = Sf

avec Sf(z) = zf(z), est borné sur X. Pour f € X, on désigne par

[f]x = Span{z"f,n € N} = {pf,p polynéme } ",

le plus petit sous-espace invariant engendré par f. On dit que f € X est
un vecteur cyclique si [f]x = X. Puisque les polynémes sont denses dans X,
il existe une suite de polynéme (P,),en telle que

11— P.fllx =0 quand n — oo.

Lorsque X = H?, Beurling a démontré le théoréme suivant pour les sous-
espaces fermés invariants de I'espace H? par le Shift S [7, 16, 39] :

Théoréme 3.1.1 (Beurling). Les sous-espaces fermés invariants non tri-
viauz de H? sont de la forme 0H? ou 0 est une fonction intérieure.

En particulier, les fonctions cycliques sont exactement les fonctions ex-
térieures. D’une maniere générale, c’est compliqué de décrire les fonctions
cycliques pour le shift dans d’autres espaces de Banach de fonctions holo-
morphes, autres que l'espace de Hardy, par exemple dans 'espace de Diri-
chlet, il existe des fonctions extérieures qui ne sont pas cycliques alors que
dans l'espace de Bergman, il existe des fonctions intérieures qui sont cy-
cliques.

3.1.3 Théoréme de la couronne

Nous terminons enfin cette section par le théoreme de la couronne de
Carleson [32] sur l'algebre H> :

Théoréme 3.1.2 (Carleson). Soit fi, fo € H*® telles que

{2+ ()]} > 6> 0
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alors il existe deux fonctions gy, gs € H™ telles que
fi(2)g1(2) + fa(2)g2(2) = 1, zeD
[gilloo < 074, i€{1,2}

pour une certaine constante A > 2.

3.2 Espaces de Bergman et cyclicité des fonc-
tions intérieurs singuliéres

3.2.1 Espace de Bergman
Soit o > —1 et soit
dAL(2) = (14 a)(1 — |2]*)*dA(2), zeD
ou dA(z) est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité D. Soit

p > 1, I'espace de Bergman AP est 'espace de fonctions holomorphes sur le
disque D telles que

£ = [ 1f(2)PdAa(z) < oo.
Nous avons [27, Proposition 1.11]
feA —= (1—|zP)"f™(2) € LP(D,dA,). (3.3)
En particulier lorsque n = 1, la fonction f est dans 'espace de Besov-

Dirichlet D ,,. Pour p > 1 et @ > —1, I'espace de Besov DE est I'ensemble
des fonctions holomorphes sur D telles que :

£l = FOF + [ 1f/(2)FdAa2).

La cyclicité dans I'espace de Besov-Dirichlet sera 1'objet du chapitre (3).
Dans cette section, nous allons nous intéresser a la cyclicité dans A2, et plus
particulierement celle des fonctions intérieures singulieres.
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3.2.2 Norme équivalente de A2

Nous allons donner une autre expression de la norme en terme des co-
efficients de Taylor lorsque p = 2. Pour cela, nous avons besoin le lemme
suivant :

Lemme 3.2.1. Soit o > —1. Alors pour tout n > 1, on a

! o, n 1
/0(1—7“) r drxnaH.

Démonstration. On a

1 1 1—1
/ (1 —r)*r"dr = / (1= )i d=adpn gy +/ (1= )"y
0 1-1 0

1-1 1
< nl_o‘/ (1 —r)r"dr + n_o‘/ L dr
0

nlfa ( 1 - 1 ) + nflfoz
n+1 n+2
1
natl :

IN

S

D’autre part,
1 1
/ (1 —r)%rdr > / (1 —r)*r"dr
0 1-1

1\ 1 ;
> (1-= / 1— )
_< n> 1—%( r)tdr

> 1 .
Nna+1

]

En utilisant ce Lemme 3.2.1, on obtient une autre expression équivalente
de la norme de l'espace A2 :

Proposition 3.2.2. Soit a > —1. L’espace de Bergman A2 est I’ensemble
de fonction f(z) = 3,50 an2"™ telles que

|an’2
Z e < 00 (3.4)



Démonstration. 1’égalité de Parseval et le Lemme 3.2.1 nous donnent
1 = (1+a) /D |F(2) (1 = |2]?)*dA(z)
1 2 )
— (1 + a)/ / | Z a/nrneln9|2<1 - T,Z)
0o Jo

n>0

o rdodr

™

1
=2(1+ a)/o > anPr*™ (1 = %) *rdr

n>0

Pour d’autres propriétés de I'espace de Bergman, voir [50, 45, 35].

3.2.3 Fonction intérieure singuliere cyclique dans 1’es-
pace de Bergman

Cette partie est consacrée a 1’étude des vecteurs cycliques dans les espaces
de Bergman A2. Tl est clair que I'ensemble des multiplicateurs A% est H>,
pour tout g € H® et f € A2 on a

17 9ll.az < lgllsc ! fll.a2-

Rappelons aussi que

A2 R A2
[f]Ag = Span{z"f,n € N} = {pf, p polynéme }

est le plus petit sous-espace F invariant fermé engendré par f et vérifiant
S(E) C E. La fonction f € A2 est dite un vecteur cyclique dans A2 si

[flaz = A2

Puisque les polyndmes appartiennent a A? | si f € A2 alors il existe une
suite de polynome (P, ),en telle que

|1 = P.fllaz =0 quand n — oco.

Notons que l'espace de Hardy H* C A%, donc les fonctions extérieures sont
cycliques dans A2 . Tl existe également des fonctions intérieures cycliques dans
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A2 voir [50, 45, 35]. Nous allons donner dans cette partie la caractérisation
complete des fonctions intérieures singulieres qui sont cycliques dans 1’espace
de Bergman A2. Cette caractérisation porte sur la mesure singuliére associée.
Nous avons besoin les résultats suivants.

Lemme 3.2.3. Soit a > —1. Si f € H® et f~' € A2, alors f est cyclique
dans AZ.

Démonstration. Puisque les polyndmes sont denses dans A2, il existe une
suite de polynome (P,), et f~! € A2 telles que

HPn - f_lHi\% — 0.
On a ainsi
1Pof — % < [ fllcollPa = 722 — 0.
O

Lemme 3.2.4. Soit 0 une fonction intérieure. Si 0y divise 0, alors [0] 42 C
[00].a2 -

Démonstration. Si 6y divise 0, on a § = 0y0, avec 6; une fonction intérieure.
Soit P, la somme partielle de la série de Taylor de 6 alors P, — 6; dans AZ2.
On a ainsi

1Pafo = 0152 = || Pabo — 0061 (%2 < [160llccll Pr = 01]1%2 — 0.
]

Remarque 3.2.5. Soit S, une fonction intérieure singuliére. Il est clair que
[Sov) a2 C [Su)az D’autre part si S, est cyclique alors Sy, est aussi cyclique.
En effet, s’il existe P, un polynome tel que |1 — P,S,|| 42 — 0 alors ||S, —
PoSallaz < N1Sulleclll = PoSyllaz — 0.

Nous allons tout d’abord démontrer I’estimation de Shapiro de la fonction
intérieure singuliere [17, H0] :

Théoreme 3.2.6. Soit v une mesure singuliére positive et soit w, son module
de continuité. Alors pour 3 <r <1et|z|=7, ona

—9w, (1 — r)}

>
1Su(2)] 2 exp { =

35



En particulier, si w,(t) = O(tlog1/t)(t — 0),alors
S| > (-2, zeD (3.5)
ou C est une constante positive.

Démonstration. On fixe i < r < 1 et on choisit un entier n positif tel que
(n+1)"' <1—r <n' Soit § €] — 7, 7]. Pour tout k € {0, ...,n}, on définit
I’arc fermé I, de T par

<t-0<
n+17—" n-+1

Ik:{te[e—ﬂ,9+7r[: 2mk 27T(k+1)}

donc la longueur normalisée de I, est |I| = (n +1)7!. On a,

Py = [ Pt - 0)du(2)

—T

ou
1—r?

- 1 —2rcos(t —0) +r?

Pr(t_e)

PourrZ%ettEIk,

t—10
1—2rcos(t—0)+r*=(1—r)+4r sin2(T)

1
> (1—r)*+4r—(0 —t)?
s

2(1—7’)2%—8(71_]?1) :

Puisque (n+1)"' <1 —7 <n~! on a pour tout t € I,

P.(t—0) < L
" (1 —r)2+8(ni+1)2
2

S AN+
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On obient,

n—1
P[(re®) < / Po(t — )dv(t)
k=0 71Tk
< nl QV(Ik)
— 2
o A=-r1+5)
2w,(1—7)t 1
l—r =1+ %'
et
n—1 1 o 1
Donc 0, (1 )
, w, (1 —1r
P Wy < v
pl(re”) < 2002
et
_1 27 eit + z
15, (2)] = | exp (%/0 eit_zdy(t)>’

= exp ( — P[l/](reie))
wy (1 — 7“)}

Puisque w, (t) < Ctlog1/t, on a
[Sy(2)] = (1 =)~
[

Grace a l'estimation de Shapiro [50], nous donnons deux preuves pour le
corollaire suivant :

Corollaire 3.2.7. Siw,(t) = O(tlog1/t) alors S, est cyclique dans A?.
La premiere preuve découle le Lemme 3.2.3.

Démonstration. Puisque w,(t) = O(tlog1/t), d’apres le Théoreme 3.2.6 il
existe une constante C' > 0 telle que

1S,(2)] = (1 =)~
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Soit a > 0 telle que a — 18aC > —1. Gréce a l'inégalité (3.5), on a
ISl = (1+a) [ 152~ r)°dA(:)

2r 1 drdo
<q —|—a)/ / (1 — p2)e-1sact@Y
o Jo T
Donc S} € A2 et par le Lemme 3.2.3, S, est cyclique. La Remarque 3.2.5
nous permet de conclure que S, est cyclique dans A2. O

La deuxiéme preuve du corollaire 3.2.7 repose essentiellement sur le Théo-
reme de la couronne de Carleson 3.1.2.

Démonstration. On pose

C= % et N = max(2,4Y°)

ou A est la constante du Théoréeme de la couronne de Carleson.
Si |z] <1 —n"! le Théoréme 3.2.6 nous donne

S, (2)] = n™>¢

1
et si1—— < |z| <1, on a pour tout n > N
n

|2"| > (1 — :L)n > n 79,

Par conséquent,
1S, (2)] 4 12" > n~%.

On applique le Théoreme de la couronne avec f; = S, et fo = 2", il existe
donc g1, g, € H™ telles que

1(2)S,(2) + ga(2)2" =1, 2€D

lgilloe < %4, ie {12},
Ainsi, on obtient
11— g1Sullaz = [lg22" .42

< llg2lloollz" .42
< n—an9AC

< n=2% 50 si n— +oo.
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Remarque 3.2.8. Dans [/8], J. Shapiro a montré que tout ensemble de
Carleson est de h-mesure de Hausdorff nulle si et seulement si

ca
o h(t)

Dans notre cas, h(t) = tlog1/t. Pour tout ensemble de Carleson E, on a
H,(E) = 0.

Et par le Théoreme de Frostman 2.2.4, E ne peut porter de mesure dont le
module de continuité
wy(t) = O(tlog1/t).

Nous avons le résultat suivant sur la continuité de la distance.

Proposition 3.2.9. On considere u, une suite croissante de mesures singu-
liéres positives qui converge vers p alors pour tout f € A%,

dist g2 (f, [S.]az) — distaz (f, [Su]az)

Démonstration. Puisque puy < pg < --- < pu, d’apres le Lemme 3.2.4 on a les
inclusions suivantes

[SM]AZ - C [S,uz]Agé C [SMJA%

donc la suite dist 42 (f, [Sy.,].42 ) est une suite croissante et bornée par dist 42 (f, [S,] 42 )-
On choisit une suite de polynémes (p,)nen telle que

1f = PuSpallag — distaz (f, [Sp.]az) = 0.

Par conséquent,

Hf _an/LHA(% = Hf - fSu—un + fSH_Mn _anuH.Ag
< If(1 - Sufun)HAi + HSN*HnHOOHf _anMnHAa-

Par le théoréeme de convergence dominée, || f(1 —S,—, )[4z — 0, on a donc
finalement

dist az (f, [Sp, Jaz) — distaz (f, [Su]az)-
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Soit @ > —1, notons que chaque fonction g € C™, avec 2m — a +1 >
1 génére une fonctionnelle continue sur A2. En effet, si g € C™(T) avec
2m —a+1>1,on a

g(n)] = o((L +[n[)™™)(n — +00).
Soit la fonctionnelle \, définie sur A2 par
() =D ang(n),  f= anz" € Al
n=0 n

Donc

S 6: “|+”|>+>/ (i“ ! n>““|a<n>|2> i

< fllaz 22

=0 (1 + n)2m—a—1

< cla,m)]| fllaz-

Korenblum [35] et indépendamment Roberts [15] ont donné une caracté-
risation complete des fonctions intérieures singulieres cycliques dans AZ2.

Théoréme 3.2.10 (Roberts-Korenblum). S, est cyclique dans A2 si et
seulement si pour tout ensemble de Carleson K, on a u(K) = 0.

Démonstration. 7 = 7 On suppose que K est un ensemble de Carleson

et que p est une mesure singuliere positive sur T avec p(K) > 0. On écrit
[t = v4+o0 ou v est une mesure singuliere positive portée par K et o une mesure
singuliere positive sur T. Alors S, = S,5,. Par le lemme 3.2.4, [S,]42 C
[S,] .42 Donc on peut supposer que le support de x est portée par K.

Nous allons montrer qu’il existe une fonctionnelle linéaire continue non
triviale A\, comme ci-dessus qui s’annule sur [S,] 42 c’est-a-dire ([Su] A2 )L # 0.

Par le Théoreme de Taylor-William 2.1.3, il existe une fonction extérieure
¢ € A(D) non identiquement nulle sur K telle que pour tout n < 2m

o (e) = o (dist(e"; K)* 7).
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On définit

' etp(eit) S, (e) si e eT\K,
gle") =
0 si e € K.
La formule de Leibniz montre que g est m fois différentiable sur T et donc
définit une fonctionnelle linéaire bornée A, dans A2. Pour f € H>, on peut
écrire :

=7 regtenan

/\g(f>:% 0

Ainsi pour n € N, on a

o [ s et gemar

= o [ s et Slemr

/ G (it gt
(=(n+1))

Ag(2"5)) =

I
o @)w‘,_\w

Donc Ay = 0 sur [S,] 42. Montrons maintenant que A\, n’est pas trivial. Sup-
posons le contraire. Soit

h(C) = ¢(C)mv (eT.

Notons que h € L>(T) et alors pour tout n € N,

n 1 2 nt it
0=X(2") = —/ e™g(et)dt

2m Jo

L T L ey
= %/0 e o(e”)S,(e)dt
= h(—n —1).

Donc h € L>®(T) avec les coefficients de Fourier h(—n + 1) = 0 pour tout
n > 0. Alors h € H* et ¢ = S,h presque partout sur T. Donc ¢ = S,h sur
D. Mais cela contredit le fait que ¢ est une fonction extérieure. Ainsi Ay n’est
pas trivial et S, n’est pas cyclique dans A2.
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7 <=7 Soit K un ensemble de Carleson et soit ; une mesure singuliere
positive sur T telle que pu(K) = 0. Alors par la proposition 2.3.5, u est

décomposable
(1) Soit
k
n= Z -
i=1
Alors

Su = Syt

Montrons par récurrence que pour tout k € N*,

2 nd X ---xn
11— gSullaz < D[(ni)i] :=mny * +) 3 :

i>2 ni3

=l
T

Pour k£ =1, le théoréme de la couronne de Carleson 3.1.2 nous donne
11— guSllag < n 2.

Supposons que la propriété est vraie a un certain rang n > 1 alors il
existe une fonction g € H* telle que

||1 - gSM2+"'+Mk+1 ||.A% < DK”?? T '7nk+1)]‘
Ainsi,
11— glgSMHAa =1 - gSIJ1+"'+,U«k+1 — 15, + ngmHA;i
= [|(g15) (1 = 95y 4tppry) + (1 = 915, ) [z
< ”915#1”00”1 - gSu1+~~~+#k+1 ”.A% + ||1 - 915u1||A3
S na/SD[(nlynQa t '7nk+1)] + n—?oc/3
= D[(n1,ng,- - -, ngy1)].
Soit
M= Zm.
i=0
On pose v, = Zf:o ;. Donc vy, converge vers p. Grace a 3.2.9, on a

diStf%(l, [S#]Ag) = k:h—>120 diStAa(l, [Sﬂk]A§>

< I
— I}L%D[(nlan% 7nk)]
= D[(n1,ng, - ).
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Par le lemme 2.3.4, cela implique que
11— gSullaz < D[(n:)i] — 0

pour tout n; > N. Ce qui termine la preuve. O

3.3 Espace de Dirichlet

3.3.1 Normes équivalentes de 1’espace de Dirichlet

Pour f € Hol(DD), on définit I'intégrale de Dirichlet [19] de f par :

D(f) = [ If)PdAC)

On appelle espace de Dirichlet classique [19], 'espace de fonctions holo-
morphes sur le disque unité ouvert vérifiant

I£1Ip = [1£ 172 + D(f) < 0.

Proposition 3.3.1. Soit f € Hol(D), f(2) = X,50 an2™ alors

D(f) = >_ nlas|*.

n>1
Démonstration. Par la formule de Parseval, on obtient

D(f) =[5 nan"PaA(:)

n>1

1 1 r2m .
= —/ / | Z nanr”_le’(”_1)9|2rd9dr
wJo Jo

n>1

=" nla,|*.

n>1

Pour tout f € D, on voit facilement que
LAID = W 1% + £ (0. (3.6)

Il existe une formule pour D(f) exprimée uniquement en fonction de la
limite radiale f*. Le théoréeme est dii a Douglas [18] :
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Théoréme 3.3.2 (Formule de Douglas). Soit f € H? alors
1 1£(€) — f(n)]?
D = // délld
)=z [ =L

Pour faire la démonstraction de ce théoreme, nous avons besoin le lemme
suivant sur les fonctions de l'espace L?*(T). Pour ¢ € L*(T), soit @(n) le
n-ieme coefficient de Fourrier de ¢.

Lemme 3.3.3. Soit ¢ € L*(T) alors

[ [ e = 5 oo

neEZ

Démonstration. En posant A = ¢*™Y) et ¢ = ¢, on obtient

|0(§) — e(n)|? /2”/2" () — ()
42 / / |§ —n? Te— g = 472 e’s — 1|2 dids.

La formule de Parseval appliquée a la fonction ¢ — (e*¢) —(¢) nous donne

1 2m i(s % ins
[ e — o)t = X [pn) Pl ~ 112

2
472 Jo net

Et pour tout n # 0, on a

1 2 ‘eins _ 1’2 1 o ] 4
S A L N P 7/ 14 e 4o g =05 120 — 1l
27?/0 T s=o- 14+e4---+e |“ds = |n]

Par conséquent

27 27 |90 Zs+t ( Zt)P R )
42 / / ezs _ 1|2 dtds = |n||¢(n)|".

nez

]

Démonstration. On applique le Lemme 3.3.3 avec ¢ = f*. Notons que si
f(2) = Yus1a,2" € H?, alors f* € L*(T) avec f*(n) = a, sin > 0 et
f*(n) =0sin <0. Ainsi

= [ G
= nla,]*.

n>1
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3.3.2 Limite radiale et tangentielle

Puisque D C H?, toute fonction f € D admet une limite radiale presque
partout sur T. Nous avons un résultat plus précis de Beurling [19] sur les
limites radiales des fonctions de ’espace de Dirichlet :

Théoreme 3.3.4. Soit f € D. Alors la limite radiale

(") = lim f(re")
r—1-
existe quasi partout sur T\ E avec E C T un ensemble de capacité logarith-
mique nulle.

Nous avons aussi le résultat de Nagel-Shapiro-Rudin [37] sur la limite
tangentielle d’une fonction de I’espace de Dirichlet. Ce résultat montre que
le domaine de point de contact sur le bord d'une fonction de l’espace de
Dirichlet est beaucoup plus tangent que celui des fonctions de 'espace de
Hardy. Plus précisément :

Théoréme 3.3.5. Soit f € D. Alors

Q) = tim £
2€Q¢ ¢

pour presque tout ¢ € T ou

1 -1
Qg,c:{zeﬂ)):|z—gygc<1og1_|z|> }

avec C > 1.

3.3.3 Sous-espaces invariants de D par le Shift

Soit [f]p le plus petit sous-espace invariant engendré par f € D. Richter
a donné 'analogue du théoreme de Beurling 3.1.1 pour l'espace de Dirichlet
harmonique [19]. Avant de 1’énoncer, nous aurons besoin de quelques notions.
Soit p une mesure borélienne positive sur le cercle T et soit P, le noyau de
Poisson associé a u

1 1— |z

Puz) = — [ —— L
u(2) 21 J1 |1 — 2£J?

du(§).
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On pose
Du(f) = [ I )P P()dAC).
L’espace de Dirichlet harmonique [19] est donné par

D, = { € Hol(D) : |13, = /3 + Du(f) < o0}

On peut démontrer comme la formule de Douglas que si f € D, alors

By = 2 [ [ SO0y

Si dp(€) = dm(§) = |d¢|/2m la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle,
alors D,, est 'espace de Dirichlet classique.
Le produit scalaire associé est décrit comme suit

(f.90m, = (f.9bm + [ F(2)gCIPA()AAL).

On dit que ¢ est une fonction extrémale de D,, si

|¢llp, =1 et (¢,2"¢)p, =0, Vn=>1

Nous avons le théoreme de Richter-Sundberg [12] qui donne une caractérisa-
tion complete de sous-espace invariant de l'espace de Dirichlet harmonique
par le shift. Ce théoreme est 'analogue du théoréeme de Beurling dans le
cas de l'espace de Hardy, ou les fonctions extrémales sont les fonctions in-
térieures. Il est difficile de décrire les fonctions extrémales de l'espace de
Dirichlet harmonique. Le Théoréme ci-dessous a été obtenu par Richter dans
le cas de I’espace de Dirichlet classique. Plus précisément,

Théoréme 3.3.6. Les sous-espaces fermés invariants non triviaur par le
shift sont de la forme ¢D,,, ot ¢ une fonction extrémale de D, et duy(§) =

|6(S)*dm(€) -

3.3.4 Vecteurs cycliques

Rappelons que [f]p désigne le plus petit sous-espace invariant engendré
par f € D. On dit que f € D est un vecteur cyclique dans D si [f]p = D.
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Puisque D C H?, si f est cyclique dans D alors f est cyclique dans
H? et donc f est une fonction extérieure. Mais il existe des fonctions exté-
rieures qui ne sont pas cycliques dans D, ce sont les fonctions extérieures
dont ’ensemble des zéros sur le cercle a une capacité logarithmique stricte-
ment positive [19]. Soit C(D) I'ensemble de fonctions continues sur le disque
unité fermé et A(D) = Hol(D) N C(D) lalgebre du disque. Pour f € A(D)
extérieure, on désigne par Z(f) 'ensemble des zéros de f sur le cercle,

Z(f)={¢eT: f(¢) = 0}.

Lorsque la capacité logarithmique d’un ensemble F fermé du cercle est
nulle, il existe une fonction f € D N A(D) telle que f s’annule sur E et
f cyclique dans D, voir [19]. Soit C"(D), n > 1, I'ensemble de fonctions
continues et n-fois dérivables sur le disque unité fermé. Brown et Shields
[12] ont montré que si f € DN C?*(D) est une fonction extérieure et si Z(f)
est réduit a un point, alors f est cyclique dans D. Lorsque f € D N A(D)
est une fonction extérieure telle que Z(f) est dénombrable, Hedenmalm et
Shields [20] ont montré qu’elle est cyclique dans D. La conjecture de Brown-
Shields [12] énonce que f € D est cyclique dans D si et seulement si f est
extérieure et la capacité logarithmique de ’ensemble de zéros de f sur le
cercle unité est nulle. Dans [12], Brown et Shields ont montré également si
f,9 € DNA(D) vérifient |g(z)| < |f(2)| sur le disque unité ouvert alors f est
cyclique dans D si g est cyclique dans D. Pour démontrer cela, on désigne
M (D) le multiplicateur de D défini par

M(D) = {gp € Hol(D) : pf € D,V € D}.

Commengons par un lemme sur ¢ € M(D).
Lemme 3.3.7. Soit p € M (D). Alors lopérateur de multiplication

M

@

D — D
I = of

est bornée sur D et
lo(2)] < || My|| Vz e D.

En particulier, ¢ est bornée.
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Démonstration. La bornitude de I'opérateur de multiplication découle du
théoreme de graphe fermé. Pour tout z € D, on note A, la fonction d’évalua-
tion au point z. Alors

f(z)=(f,\), feD,zeD.

Pour feDet z€ D, on a

0(2)f (2)] = (M, [, )|
< [IM 1 f NIl A=]l-

Ainsi, [p(2)] < M)

Remarque 3.3.8. (1) Pour tout f € D, M(D)f C [f]p.
(2) DN H™ est une algébre de Banach.

Avant de fournir la preuve du résultat de Brown-Shields, quelques lemmes
sont nécessaires.

Lemme 3.3.9. Soit t €]0; 1]. Alors pour tout r € [0;1],

1 1—1rt
1 dr <log(2).
/tl—T’togl—T r_og()

Démonstration. Soit t €]0; 1[. Alors pour tout r € [0; 1],

1 1 1
< < .
11—~ 1—rt — 1—t
Donc
L 1—rt It 14
1 ar<— [ d
/tl—rtOgl—r 7’_1—tt Ogl—rr
1 — ]
= —— |—(1—=17)1 1
1—23[( r)ogl_ + t
= log(1 +t) <log(2).
0
Et dans [12], nous avons
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Lemme 3.3.10. Soit f,g € D. Soitt € [0,1], on note A :==D\ D = {z €
C:t < |z| <1} et on pose gi(z) = g(tz). Alors

lim [ 17(2) = fi2)Plob(2)PdA() = 0. (37)

Démonstration. Soit t € [0,1[ et z € A, on a

f(2) = fi(2)* = 1f(2) = f(t2)]?
=13 fn)z" =37 Fnytr="f

n>1 n>1
= |3 Fn)n+ 1) 2(n+ 1)1 — )2
n>1
1_tn>2|z|2n
e s ¢
<16 X 5
(1—¢m)[z]"
<IfIB Y =
n>1

< |[f1p(log(1 — |2]) — log (1 — t|z])).

Pour tout ¢t € [0, 1], on a g;(z) = tg'(tz) et |g;(2)| < |¢'(tz)|. On pose

21 .
alr) = [ 1g/(re”)do.
0
Si g(2) = Xp>0 anzn, grace a I'égalité de Parseval, on a

—27TZ|0%|2 2 2n 1)

n>1

donc a(r) une fonction croissante sur [0, 1] et on a

;(1—7“)@(7’) = /T sds</ s)sds (3.8)
_ / / (se')|2sdfdb (3.9)

< 7l (3.10)
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D’apres (3.8) et (3.3.9), pour ¢t fixé on a

1 r2m . ) )
e - t(re”)Izlg’t(re”)|2rd9dr
t JO
< [ [ 151 tow T gt Praor

tr
< ||f||D/t a(tr) log 1_Tdr
1 1 1—tr
<A1 [ (= tr)altr)s— log T——dr

< 2rlog 2|/ 3119/ 1%

Ainsi,
/ |f(re®) = fi(re”) Plgy(re®) [PdA(2) < 210g 2| f1 119l %e- (3.11)

Soit € > 0. On choisit un polynéme p tel que || f—p||p < eet on pose h = f—p
et hy = f; — p; alors

/ / )| |gt( )|2d2’dt <A+B

A= / P~ (Pl )PAAR) et B= [ [h(z) = hi(2)Pli() dA(2).

On utilise I'inégalité (3.11) pour A et B. Donc,

271'
T [ [ 17() = R Pl Pdzde < 56 log 2] 1%
O

Maintenant, nous présentons le résultat de Brown-Shields pour 1’espace
de Dirichlet classique [12] :

Théoréme 3.3.11. [Brown-Shields] Soit f € D et g € DN H™ telles que
g <[f(2),  z€D (3.12)

alors [¢*]p C [flp. En particulier, si g* est cyclique dans D alors f est
cyclique dans D.
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Démonstration. Posons g,(z) = g(tz) et fi(z) = f(tz), t < 1. Donc g?/f;
est analytique sur le disque unité ouvert et c’est un multiplicateur de D.
On utilise encore la remarque 3.3.8, on a (¢g2/f;)f € [f]p. Cela revient donc
de montrer que les fonctions (g?/f;)f convergent en norme vers g* quand
t — 1. Puisque (g?/f;)f — g* s’annule a lorigine c¢’est-a-dire g;(0) = g(0) et
f:(0) = £(0) alors on peut utiliser la norme (3.6) pour finir la preuve. Il est
évident que g2 converge en norme vers g* alors on remplace g par g; et on
écrit :

CZ{(}Z - 1)93} = <f ;tft>/gt2 42! ;tftgt(gt)’

= @1+ ¢a.

D'abord, [éa()] < 2/(f~2)(2)]|(gu(2))'], donc par le lemme 3.3.10, [[és L —
0 quand t — 0. Ensuite, on a

=) s )
¢1 - ft ft2 i (ft) ft2
Puisque |o4(2)| < |(f = fo)(2)||(fi(2))'], par le lemme 3.3.10, H¢4HA3 — 0
quand t — 0. Et |¢3(2)] < |(f — fi(2))||g:(2)] alors

16sllaz < 10 = fo) lLazll 9t |-

9 = b3 + ¢4

Finalement, ||¢3)| 42 — 0 quand ¢ — 0. Ainsi, g* € [f]p.
[

Ce théoreme a été généralisé par Richert et Sundberg pour les espaces de
Dirichlet harmonique D,,, voir [12]. Nous allons maintenant nous intéresser
les conséquences de ce théoreme (voir [12]).

Proposition 3.3.12. Soit f € D et ¢ € M(D). Alors ¢f est cyclique dans
D si et seulement si ¢ et f sont cycliques dans D.

Démonstration. On suppose que ¢f est cyclique dans D alors il existe une
suite de polyndmes P, tels que P,¢f — 1. D’apres la Remarque 3.3.8, P,of €
[f]p cela implique que 1 € [f]p et donc f est cyclique dans D. Soit @, la
somme partielle de la série de Taylor de f, @), — f dans D alors Q,¢ — ¢f
c'est-a-dire [¢f]p C [p]p d’ou la cyclicité de ¢.
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Supposons maintenant que f et ¢ sont cycliques dans D alors il existe une
suite de polyndmes P, tels que P,f — 1 alors P,¢f — ¢ et donc ¢ € [¢f]p.
Puisque ¢ est cyclique dans D, ¢f est cyclique dans D.

m

Corollaire 3.3.13. Soit f € D et g € M(D). Si |g(z)] < |f(2)| et si g est
cyclique dans D alors f est cyclique dans D.

Démonstration. Par la Proposition 3.3.12, ¢g* est cyclique dans D et par le
Lemme 3.3.7, g € H*. Avec le théoreme 3.3.11, on en déduit que f est

cyclique dans D.
O

Si on choisit g constante dans le Corollaire 3.3.13, nous obtenons

Corollaire 3.3.14. Si f € D et s’il existe une constante positive C' telle que
|f(2)] > C surD. Alors [ est cyclique dans D.

Pour tout f = Y ,50a,2" € D et g = Y,50bn2" € A, la dualité est
donnée par

(f,9) =2 anbn. (3.13)

n>0

Notons que par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

> anby

n>0

by
anVn +1—= ’< .
S a1 | < lololg

Il est facile de voir que

_ 1 e .
> ayb, =lim —/ flre™)g(re=")dt.
0

S0 r—1 27

Corollaire 3.3.15. Soit P un polynome tel que P(z) # 0 sur le disque unité
ouvert D, alors P est cyclique dans D.

Démonstration. On écrit P(z) = c[[l-,(z — a,), ot a1, ,a, € C\ D et
c € C\ {0}. Il suffit de montrer que [z — a]p = D pour tout a € C\ D. Soit
g(2) =50 bp2" € Af telle que g L z —a, on a

("(z —a),9) =0
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pour tout n > 0. On obtient alors b, ; — ab, = 0, ainsi

b, = a"by, n>0
et,
2 [bn? o ol
= = |b —_—
ol =207 =Ml 20
|a|2n

Puisque |a| > 1, cette quantité [by|* est finie si et seulement si

+1
n>0
bp = 0. Donc g = 0 et [z — a|p = D. Finalement, on utilise la Proposition
3.3.12 pour conclure.

]
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Chapitre 4

Cyclicité dans les espaces de
Besov-Dirichlet

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude des vecteurs cycliques
dans les espaces de Besov-Dirichlet. Pour p > 1 et a > —1, I'espace de Besov
noté DP est ’ensemble des fonctions holomorphes sur D telles que

Daplf) = [ 17/ (2)FdAa(2) < o0,
dAo(2) = (14 a)(1 — |2*)*dA(z)

et dA(z) est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque. On munit 1'es-
pace Besov de la norme suivante

115z = 1FO)I” + Day(f)-

L’espace de Besov D? est I’ensemble des fonctions holomorphes f sur D
dont la dérivée f’ est une fonction de I'espace de Bergman AP = LP(D, dA,)N
Hol(ID).

Notons que si p = 2 et a = 1, 'espace D? est 'espace de Hardy H? et si
p=2et a=0,l'espace D est I'espace de Dirichlet classique D.

Rappelons également que S désigne 1'opérateur shift défini par

S(f)(z):zf(z)> feDg, zeD.
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L’opérateur S est borné sur D% Soit [f]pr le plus petit sous-espace invariant
engendré par f, autrement dit le sous-espace vectoriel fermé engendré par
{z"f, n € N}. On rappelle que f € D est un vecteur cyclique dans D? si

[f]pg = DZ'

Dans les espaces de Hardy HP, 1 < p < oo, une fonction f € HP est
cyclique dans H? si et seulement si f est une fonction extérieure de HP
[?7, 4.8.4]. Dans les espace de Besov-Dirichlet, la caractérisation des fonctions
extérieures cycliques dans D dépend des valeurs de p et de a et plus précisé-
ment se ramene au cas a+1 < p < a+2. En effet, d’apres le Corollaire 4.2.4 :

— Sip < a+1 alors H? s’injecte contintiment dans D, = A% et donc
toute fonction extérieure est cyclique dans I'espace de Bergman A7, _,.

— Sip>a+2 D C A(D). Donc les seules fonctions extérieures cy-
cliques dans DP sont les fonctions inversibles qui ne s’annulent pas sur
le cercle.

Dans [31], il a été montré quesi a+1 <p < a+2etsi f € D2PNA(D) est
une fonction extérieure telle que 'ensemble de zéros de f est dénombrable
alors f est cyclique dans DP. Le cas de l'espace de Dirichlet classique D32 a
été démontré par Hedenmalm-Shields.

Brown et Shields [12], ensuite Aleman [2], ont montré également que si
f,g € DN A(D) telles que

l9(2)] < |f(z)], z€D

et si g est cyclique dans D alors f est cyclique dans D.

Ce théoreme a été generalisé par Richter-Sundberg [12] dans le cas de
I’espace de Dirichlet harmonique.

Nous montrons que ce résultat reste valable pour les espaces DP.

Théoréme 4.1.1. Soit p > 1 tel que a+1 < p < a+2, il existe N = N(a, p)
qui ne dépend que « et p telle que si f,g € DX N A(D) avec

g <|f(2)l, zeD, zeD (4.1)
alors [g"]pz C [flpr, -
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La preuve de 4.1.1 est basée sur le théoréme de la couronne de Tolo-
konnikov [54]. La constante N dans 4.1.1 est liée a celle du théoreme de la
couronne. Lorsque v = p — 2, on a N(p — 2,p) = 5. Comme corollaire, nous
obtenons le méme résultat que celui de Brown-Shields pour p > 1 tel que
a+1 < p < a+2. Nous obtenons également le résultat de [31] concernant
la cyclicité d'une fonction exterieure de D2 N A(D) dont I'ensemble des zéros
est réduit a un point, voir théoréme 4.6.1.

4.2 Injection impliquant I’espace de Besov-
Dirichlet

Dans cette partie, nous étudions les différentes inclusions entre les espaces
des fonctions analytiques dans le disque, en particulier ’espace de Hardy,
l’espace de Bergman, l'algebre du disque et l'espace DP pour obtenir de
premieres conditions sur la cyclicité dans les espaces de Besov-Dirichlet, voir
[57]. Rappelons que f € DP si et seulement si f € AP ou

A= {f € Hl(D) : 1y = [[1(:)PdAa(z) < 0.
Notons que pour tout g € A2 | [27]

g(2) :/D(l_gi%d/xa(w), 2 eD. (4.2)

Par conséquent, toute fonction f € DP s’écrit

f'(w)
= A D. 4.
16 = 100+ [ —H s, e (4.3
voir [58]. Grace a (4.2), nous avons le lemme suivant

Lemme 4.2.1. Soit f € D?, alors

o’
/12

|f’(2)|§m7 zeD.

Démonstration. Notons d’abord que dA, est une mesure normalisée et x —
xP est une fonction convexe pour p > 1. Soit f € DP. En utilisant (4.2) et

57



I'inégalité de Jensen, on obtient
/ P
rer < ([P a,w)

D |1 — zw|o+?

@ )

- |1—zﬂ)|p (a+2)

e I @lrddue)

1
p
< (1 —_ |Z‘)p(a+2) Hf HDZ

IN

Nous avons besoin le lemme suivant, voir [27]

Lemme 4.2.2. Pour -1 <<+ ,c€RetzeD, ona :

1 st o <0,
|w| log sio =0,

‘1 _ wz‘2+5+o (w) ~ 11_ |2
m S10 > 0

Proposition 4.2.3. Soit p > 1 et a > —1.
(1) Sip<a+1, alors H> C D?. = A",
(2) Sip>a+1, alors DX C HP.
(3) DYD) C H' et D? = H>.
(4) Sil1<p<2etp=a-+1, alors D2 C HP.
(5) Sip>a+2, alors DX C A(D).

Nous avons alors le corollaire suivant

Corollaire 4.2.4. Soitp>1 et a > —1.

(1) Si1 <p < a+1 alors toute fonction f € D extérieure est cyclique
dans DP.

(2) Sil4+a <p<2+a aors toute fonction cyclique dans DE est une
fonction extérieure

(3) Sip> a+2 alors toute fonction cyclique dans DY est une fonction qui
ne s’annule pas sur le disque unité fermé.
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Démonstration. Nous donnons ici la preuve de la Proposition 4.2.3.

(1) Supposons que p < o+ 1. Soit f € HP. Par la formule de Cauchy, on

oy L f©)
f(z)—%/p mdc} 2] <p <1

On pose, z =re* €D, r < p < 1, on a alors

I i0 )
f/(Z) _ 1 /02 ( f(pe) 2p610d9.

o pet? — reit)

Notons que 'égalité de Parseval nous donne pour ¢ € [0, 27],

p: 2 do 1 /27r do
2 Jo  |pei® —reit]2 27 Jo |1 — %ei(t*H)P
1 /Zﬂ— Z( / )n in(t—@) Qde
= — r e
2m Jo >0 P
_
- p2 — 72

Si on remplace df par dt, on obtient le méme résultat. Ainsi

1 2 2 .2 1 o 2 2
L L N L R
21 Jo  |pe? — reit|? 2m Jo  |pe? — rett|?

Si on pose

(O.4)= L L= 0,) € [0,27] x [0, 27]
,u ’ L 27_‘_ \,061'9—7"6“]2’ ’ y &0 ) 7T7

les mesures p(60,t)d6 et (60, t)dt sont des mesures de probabilité sur T. L’in-
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égalité de Jensen nous donne alors

2

2

1 /27r f(PGZp) 6i9p -
0

o (pei® — reit)? 02

—[Tireenpa = - [7
- re = —
2w Jo 2m Jo

IN

(p? —r2)P 2w

IN

(77 — 1) 2r

" b

— r2

p

dt

: 1 /0% (/OZW |f(pei9)|u(9,t)d0>pdt
: 1 /027r (/0% !f(pe”)l”u(e,t)de>dt

= g L ([ w60t as

(P =)y 2n
1 1

27 "
= o), e

Par passage a la limite lorsque p — 1,

1
2

27 . 1
|1 wenrds < 51l
o =
Puisque p < a+1

LIr@ra-lpraac) = [ [T 15 retrdon - )
, (=1
< AWl [ ey

1

= p .
il

rdr

o rdr
T

(2) Soit r < 1. Montrons d’abord qu’il existe une constante C' = C(p, «, 1)

qui dépend de p, a et r telle que pour tout z € rD
[f'(2F <Clfllpy,  z€rD.
Soit p = (1 —r)/2, la fonction |f'(z)[? est sous-harmonique, donc
PP [ I wPdAw)
Puisque z € rD, pour w € D(z, p), on a
1— |z 1+ ||
2 2

1—r
wl <z +p=lz] + —— < [z +

60
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et donc

Ainsi,

/ P i "(w p(l_ |w|2)a w
FEP < WP e dAw)

1
< [ PP = wP)daq)
1
S G M rdAw)
22—1—04
<

P
(1+a)(l —r)2ta Hf”pg
Et donc (4.4) est démontré.

Soit maintenant f € DP et r € [1/2,1[. Pour tout 0 € [0, 27], on a
f(re®) = /T f'(se®)eds + f£(0).
0
On applique maintenant (4.4) pour 0 < s < 1/2 on a
' (se) P < Ol flips.
Donc
i0 " it V2 e
Fre < [ 1) ds+ [ 17 (se)lds + | FO)
" / 6 c
[ 7" ds 4+ (54 1) 17l
1/2 2

IN

Soit 1/p+1/g=1,onaaq/p=a/(p—1) <1 et donc

1
/ (1 —s%)729/Pds < oo,
0
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En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

21 . 27 T . 1— 2\a/p p
| reetra < | (/1 If’(sew)!(_;iwds> @9+ 1|1

/2 (1
2T r . N p/q
5(/ / |f'(se)[P(1 — 32)adsd9> X </ (1— 32)—ocq/pds>
o Ji/2 12
+ I flipe
27 1 )
N / // |f’(sezg)|p(1 — 5%)*2sdsdf) + [Fal
0 1/2 o
S 1.

Donc
I f e S f oz

(3) Nous allons montrer que

If = F Ol < 11 £l

Rappelons que si F' est sous-harmonique sur D et 0 < ry < ry, alors
27 . 27 .
/ F(rie?)df < / F(rqye™)db.
0 0

Soit f € H', la limite radial f*(¢) = lim,,;_ f(r¢) existe presque partout
sur T. Nous avons

() = f(0)] =

/1 8f(r2€i€)dr| < 2/1 |f/(7“26i6)|7“d’f’
0 0

or
Donc
17 =70l = 5= [ 1) = o)l
< - 1 | :\ F(r26)|dbrdr
< | [ 15 e dorar
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Donc

||f||H1 < ||f||Dé-

Montrons maintenant que D} = H?. Ceci découle immédiatement de
’égalité de Littlewood-Paley (4.7.1). Nous donnons ici la preuve. Soit f € D?
alors on écrit f(z) = 3,50 an2", 'égalité de Parseval nous donne

/If 21 = |22)dA(= //2’T|Znan “Lem=Dit2(1 _ 12)rdrdf

n>1

_2/ 200 122711 _9 2 n2<_ > 2,
5 a2 (s =2 3 (5o L) <

n>0 n>1 n>1

(4) On suppose que 1 < p < 2. Puisque D}(D) C H' et D? = H?, on
obtient par interpolation que Dj_;(ID) s’injecte contintiment dans I'espace de
Hardy HP.

(5) Soit f € DP. Puisque / dAa(w)

< oo et comme p > o + 2,
i |wl

o=qla+1l)—a—-2=pla+1l)/p—1)—a—-2=—p+a+2<0

et donc d’apres le Lemme 4.2.2

7= / <1.
|1 — zw|‘1 0‘“ ~

uniformément en z. D’apres (4.3) et I'inégalité de Holder avec ¢ = p/(p — 1),
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on obtient

IA IN IA

IN

N

AN

|+/Jwﬁf dA, (w)

0)] + (/ ‘f’w’ dA,( )1/1’ (/ o 1‘61A2w (aﬂ)l)l/q

0)|+< 1D>|f|w| aA )Up </ |w( 1—zw O‘+1)|I)l/q
(m+<ﬁ +Av;fm|dam@fm

(/; /]D\ p |w||1 — zwlr‘l)a“)]) "
1/q
|+</|f JI'dda(w ) (/ |1—zw|q°“L1 )

1/ 11Dz

Donc f € H*. Puisque D? est séparable; les polynémes sont denses et donc

Dr C A(D).

Donc si f est cyclique dans D7, alors [f]4m I'idéal engendré par f dans
A(D) est égal a A(D) c’est-a-dire que f est cyclique dans A(D) et donc
inversible dans A(D). D’ott f ne s’annule pas sur le disque unité fermé D.

O

Remarque 4.2.5. Beurling et Rudin [29] ont donné une caractérisation
compléte des idéaux de A(D). Il serait intéressant d’étudier ceux de l’algébre
DP lorsque p > o + 2.
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4.3 Propriétés des vecteurs cycliques dans les
espaces de Besov-Dirichlet

4.3.1 Quelques propriétés élémentaires sur les vecteurs
cycliques dans les espaces de Besov-Dirichlet

Soit M(D?) le multiplicateur de D? défini par
M(D?) = {(p € Hol(D) : of € DP,Vf € Dg}
Commencons par quelques observations simples sur les multiplicateurs de
DY,
Lemme 4.3.1. Soit ¢ € M(DP?). Alors l'opérateur de multiplication
M, : D’ — D¢
fo= ef

est borné sur DP et
lp(2)| < IMy|  z€D.

En particulier, o € H™.

Démonstration. La bornitude de l'opérateur de multiplication découle du
théoreme de graphe fermé. Pour tout z € I, on note A, I’évaluation au point
Z?

f(’z):<f7)\z> fGDﬁ ZGD.
Notons que

f(z
ol = sup LG
repryfoy |1 f oz

> 0,

puisque il n’existe pas de zg € D telle que f(z9) = 0 pour tout f € D2. Pour
feDr\{0}et zeD, ona

p(2)f(2)] = (M f, )]
< 1Ml Fllpg [1A=1]-

Par passage au sup sur les f, on obtient

@Il = lo(z)] sup L)

< M| |-
reorvjoy |1 flloz
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Ainsi, |¢(2)] < || M|l sur D.

Nous avons la proposition suivante :
Proposition 4.3.2. Soit f € D%. Alors M(DE)f C [f]pr.

Démonstration. Si ¢p € H* alors d’apres la formule de Cauchy, on a pour
tout z € D

oL [ Q) RS
R o e e R e s A )

D’apres (3.3),

feA_ | — feDr.

On pose
Daplf) = [ 1 (2)PdA(2)

Soit maintenant ¢ € M(DP) et soit ¢,, la somme partielle de la série de
Taylor de ¢. Clairment ¢, f € [f]pr. Puisque ¢, — ¢ et d’apres (4.5),

alors

Daslnf = 0f) = [ 1(6a(2)£(2) = ¢(2)F() PdAa(2)
= [160&f(2) = 91 (2) + a2 (2) = 0 (2)PdAa2)
<27 [ (F R = FEDP + 11 () en(2) — w2 )dAu ()
< 27 pw = oll% [ 1F(2)dAap(z) + 277 (o0 = DI I
S llon — @l f 11

D’ou ¢f € [flpr =

Proposition 4.3.3. Soit f € D? et ¢ € M(Dr). Alors ¢f est cyclique DP
st et seulement si ¢ et [ sont cycliques D
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Démonstration. On suppose que ¢f est cyclique alors il existe une suite de
polynémes P, tels que P,¢f — 1. Par la proposition 4.3.2, P,¢f € [f]pr cela
signifie que 1 € [f]pr et donc f est cyclique DE. Soit @), la somme partielle
de la série de Taylor de f alors @), — f dans DP et Q,,¢ — ¢f c’est-a-dire
[0 flpr C [¢]pr donc ¢ est cyclique DE.

Supposons maintenant que f et ¢ sont cycliques D?, il existe donc une

suite de polynémes P, tels que P, f — 1 alors P,¢f — ¢ et donc ¢ € [¢f]pr.
Puisque ¢ est cyclique DP alors ¢ f I'est aussi. ]

Nous avons aussi une proposition lorsque f,g € D2 N A(D).

Proposition 4.3.4. Soit p > 1 tel que a+1 < p < a+ 2. Soient f,g €
D N A(D). Si fg est cyclique dans DP alors f et g sont cycliques dans DE.

Démonstration. Nous montrerons simplement que g est cyclique dans D?.
Le méme raisonnement permettra de démontrer que f est cyclique. dans D?.
Soit P, la somme partielle de la série de Taylor de f alors P, converge vers
f dans D?. Soit S, la somme de Cesaro de P,

1 n
ng

Nous avons 5,, converge vers P, et donc 5,, converge vers f dans DE. D’apres
le théoreme de Fejér, S,, converge uniformément vers f € A(D), ||S,— fllcc —
0. On a

1(Skg = f9) 15 < 10Sh = £)g 0 + 1S = f) g1l
< NS = Plloollg 1% + 1S = £) 15 lglleo
= [16Sn = Pllcllg' %, + 1150 = Flipz 9o
Ainsi,
1909 = fallpe = [(Suf = fO)O) + [|(Sng — f9) I — 0
Par conséquent, fg € [g]pr c’est-a-dire g est cyclique dans DE. ]

Remarque 4.3.5. Nous avons les conséquences suivantes :

(1) Notons que D? N A(D) est une algébre de Banach (voir Proposition
4.4.1) muni de la norme

11D amy = 1 1) + 11
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(2) Soit f € D> N A(D). Si f? est cyclique dans DP alors f est cyclique
dans DP.

(3) Réciproquement, si f € DX N A(D) et si f est cyclique dans DE, alors
f? est cyclique dans DP.
En effet, puisque f est cyclique, il existe p, une suite de polynomes
telle que |1 — pufllprram) — 0. I suffit de voir que

1f =pufIor < If =Pt [ nam)
o (D)
<

HfHngA(]D))Hl panD”mA(]D)

(4) Si f € DENA(D) et s’il existe une constante C > 0 telle que |f(z)] > C
sur D alors f est cyclique dans DE. Puisque DN A(D) est une algébre
de Banach donc inversibilité entraine la cyclicité.

Lemme 4.3.6. Soit « > —1. Sip > a+1 alors Uapplication (-,-) définie sur

Dy x —aq/p’ 7= p%l’ par
(f.9) = FO)90) + [ F()Sg()aA(),  (f.g) €DLx AL,
ou S* est l'adjoint de 'opérateur Shift S
z)— f(0
49 = LSO

est une application linéaire a gauche, anti-linéaire a droite. De plus, on a

(Lo S M oz llgllas -

Ce lemme nous permet de définir un crochet de dualité entre D? et A?
(voir [31]). On désigne (D?)" le dual de D2. On a

—aq/p

Proposition 4.3.7. Sip > a+ 1 alors (DE) est isomorphe a Aﬁaq/p, q=
p

p—1°
Proposition 4.3.8. Soitp > 1 tel que a+1 < p < a+2. Soit P un polynome
tel que P(z) # 0 sur le disque unité ouvert D, alors P est cyclique dans DP.

Démonstration. On écrit P(z) =c(z—ay) - (z—ay),ouay, -+ ,a, € C\D
et ¢ € C avec ¢ # 0. Il suffit de montrer que [z — a]pr = DF pour tout
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a € C\D. On peut supposer que |a] = 1. Soit ¢ € AL telle que pour

tout n € N,

aq/p

(z"(z—a),p) =0.
Si p(2) = 2,50 a,2" alors on obtient

Ap41 = <Zn+17gp> = <CLZ”7§0> = Qlp.

Alors @,, = a"ag. Ainsi,

p(2) = ag Y (az)" =

n>0

Qo

1—az

q
—aq/p

a —
/Du—(;zrz(l_ 12[2)°9/Pd A(2) < o0

Puisque p € A alors

et puisque —aq/p > —1 alors ¢+ aq/p < 2 [27, théoréme 1.7]. Nous sommes
en contradiction avec p < a+2. Donc ¢ = 0 et [z—a|pr = D%. Pour conclure,
on utilise la proposition 4.3.3. ]

4.3.2 Cyclicité lorsque I’ensemble de zéros est réduit a
un point

Pour motiver notre travail et la technique que nous allons utiliser, nous
rappelons ici le résultat de Kellay, Le Manach et Zarrabi sur la cyclicité
d’une fonction extérieure de Besov continue sur le bord et dont I’ensemble de
zéros est réduit a un point. La preuve est basée sur le principe de dualité, on
ramene ainsi le probléeme des vecteurs cycliques f en un probleme d’unicité
de certaines fonctions analytiques sur C \ Z(f), ou Z(f) est 'ensemble de
zéros de f sur le cercle unité. Plus précisément, soit B? 1’espace de Bergman
de fonctions holomorphes ¢ sur D, := C U {occ} \ D telles que

p(00) =0 et [ Jp() (12 — 1)"dA(2) < .

e

On désigne par N'* la classe de Smirnov. Soit £ un ensemble fermé de T
de mesure de Lebesgue nulle et soit Hg(N ™, BP) I'ensemble de fonctions
analytiques ¢ sur CU {oo} \ E telles que

g0|]]]> eNt et (,0|]D)s € BZ

K. Kellay, F. Lemanach et M. Zarrabi ont montré le résultat suivant :
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Théoreme 4.3.9. Soit p > 1 tel que a+1 < p < a+ 2. Alors
My VT, B;) = {0}
Soit Z(f) 'ensemble de zéros de f :
Z(f)={CeT: f(¢) =0}

Par dualité, ils obtiennent le résultat suivant lorsque f € D2 N A(D) est une
fonction extérieure et Z(f) = {1}.

Corollaire 4.3.10. Soitp > 1 tel que a+1 < p < a+2. Soit f € D2 NA(D)
une fonction extérieure telle que Z(f) = {1} alors f est cyclique dans DP.

Dans le cas ou p = 2 et a = 0, ce résultat a été démontré par Hedenmalm-
Shields [19]. Le passage & un ensemble de zéros dénombrable résulte de [19,
Proposition 2|, voir aussi [12]. Nous allons donner une nouvelle preuve de ce
corollaire 4.3.10 qui est valable aussi pourp > 1+ aetp<a+2.

4.4 Théoréme de la Couronne de Tolokonni-
kov

Les espaces DP ne sont pas tous une algebre de Banach, le cas D2 = D
en est un exemple. Tolokonnikov s’est interessé au théoréme de la couronne
[51] dans les sous-algebres de H* plus précisément 1'algebre des fonctions
bornées qui appartiennent aux espaces de type Besov noté DP9 [51]. Soient
s€R, p,qge[l,00] et n=[s]+ 1, on pose f.(2) = f(rz) et

q dr

M) (1 — p)n=s .
f" ) eyl —7r

T

Dypgs(f) = /01

Nous pouvons écrire également D, , s sous cette forme,

1 1 2 /
Do = [ (55 [ 11 @PIact)™ (1= )09 tay
et si p =g,
= 1 (n) p
Dons() = 3 =i =1 /D () PdA gy (2).
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L’ espace de Besov D? est ’ensemble des fonctions holomorphes sur le
disque unité ouvert D muni de la norme :

”f”qu’q = ’f(0)|q + Dp,q,s(f)'
Nous avons les inclusions suivantes :
(1) Si g1 > q alors D9 C Do,
(2) Sis—s > %D - p% alors D2 C Do,

Proposition 4.4.1. Sip=q>1+a,n=1ets=1-— HT“ alors DEP = DP
et la classe DPPNA(D) est une algébre de Banach munie de la norme suivante

| fllprrnam) = |1 fllam) + DyE(f)

o

Dyps(f) = [ 1F/ (2P = |20 dA(),

Démonstration. Soit f,g € DP? N A(D). D’apres I'inégalité de Minkowski,

Dyps(fg) = /D |f'(2)g(2) + f(2)d' (2)|P(1 - |Z‘2)p(175)71d14(z)
< Dyps(Fglaw) + Dpp.s (@ fllam)-
O

Lorsque p > a + 2, D2 C A(D), et D2 N A(D) = A(D). Dans notre cas,
on supposera p < « + 2 pour appliquer le théoreme de la couronne pour les
algebres DE N A(D).

Théoréme 4.4.2. Soit 1 < p < a+ 2, Soit fi, fo € DX N A(D) telles que
pour tout z € D,
i) + [ f2(2)] > 6> 0

alors il existe hy, hy € D2 N A(D) telles que pour tout z € D,
fi(z)hi(2) + fa(2)ha(2) = 1,
1Pallppramy <07 et [|hallppram) <074
pour une certaine constante A > 4 qui ne dépend que de p et de a.
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Remarque 4.4.3. Lorsque p = 2 et o = 0, D2 = H? et on retrouve donc
le théoréme classique de la couronne de Carleson 5.1.2. Dans ce cas, la
constante A > 2 au lieu de A > 4. Lorsque o = p — 2, Tolokonnikov [7/] a
montré que A = 4. Nicolau dans [78] a montré le Théoréme de la couronne
mais sans donner la version quantitative. Nous ne savons pas si la constante
A de lidentité de Bézout de Tolokonnikov est optimale.

4.5 Théoréme d’Atzmon

Soit T" un opérateur borné sur un espace de Banach X, on notera par
o(T) le spectre de T Il est important de se rappeler le théoréeme d’Atzmon
[3] du type taubérien.

Théoréme 4.5.1 (Atzmon). Soit T un opérateur borné inversible sur un
espace de Banach tel que o(T) = {1}. S"il existe k > 0 tel que

1T = O(n*)(n — +00),
log |77"]] = o(v/n)(n — +00),
alors (T — Ik = 0.

Le résultat est une conséquence du théoréme bien connu de Bernstein
du type Phramen-Lindel6f, a savoir qu’'une fonction entiere du type minimal
n’est pas bornée sur la droite réelle a moins qu’elle ne soit une constante.
Puisque T est inversible, le spectre de T' est contenu dans le cercle unité. Sous
les mémes hypotheses, Le Théoréme reste valable si on remplace o(T) = {1}
par le spectre de T réduit & un point du cercle unité o(7T) = {A}, et dans ce
cas on aurait (7' — A\I)* = 0. Notons aussi que Zarrabi [55, 56] a montré si T
est une contraction inversible sur un espace de Banach a spectre dénombrable
et si log ||| = o(y/n)(n — +00), alors T est une isométrie.

Nous avons la version résolvante du théoréme ci-dessus.

Corollaire 4.5.2. Soit T un opérateur borné inversible sur un espace de
Banach X dont le spectre est réduit a un point, o(T) = {1}. S’il existe k > 0
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et ¢ > 0 tel que pour tout € > 0, dc. > 0

c

(T —=0)7Y < EEE

2l < 1,

(T = 2D)7| < ccexp

9
‘Z|_1 ’Z‘>17

alors (T —I)* = 0.

Démonstration. Soit x € X et ¢ € X*. Puisque le spectre est réduit a 1, la
fonction

U(2) = (T =2D)'2,0),  z¢o(T)
est holomorphe sur C\ {1}. On a

AT e, 0)2", 2] <1,
n>0

¥(z) =
AT, 0z |z > 1.

n>0

Soit
M(r) = sup [¢(z)].

|2|=r

Les inégalités de Cauchy et le Lemme 4.5.3 ci-dessous, nous donnent que
pour tout n > 1

—n

m : —-n : r o k
(T"'x, ) < },r<1f1’r M(r) < c;rg (= O(n")(n — +00)

et

(T "x,l) < 1% r"M(r) <c. 12? r~"exp 1 - O(e3VEV™) (n — 400).

Les inégalités ci-dessus sont satisfaites pour tout x € X et £ € X* et pour
tout € > 0. Donc nous avons

17" = O(n*)(n — +o0) et log||T™"|| = o(v/n)(n — +o0)
et par le Théoréme 4.5 nous obtenons notre résultat. O

Lemme 4.5.3. Soit k >0 et ¢ > 0, nous avons :
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(1) ~n* quand n — +oo.

0<7"<1 ( r)k

(2) ik, rexp g

v

Démonstration. 1. Pour 0 < r < 1, on pose

”
0 = s
On a L
f'ir)= (—m“ L+ 1_T>f(7“)
Donc f'(r) = 0 lorsque r = 1 — —— le minimum est atteint en ce point et

k+n

. ret k ok k " —1_k
oiIrlgl(l—Wﬁ_f(l_k—Fn)_n(l_k—i-n) men e

2. Soit

5
=" 0<r<l1.
g(r)y=r exp T, r

On a

g(r) = ( —nrl + (1_67«)2>g(r)'

g'(r) = 0 lorsque m_ . On pose r = p?, on obtient ¢'(r) = 0 lorsque
€

Ty

Donc

AT e

Le minimum est atteint en p ~1— ,/ quand n — +o00 et
n
5 g\ 2" NLD g
~(1- 1/) exXpe—= ~ €x (271,/) exp Ven
1—p? ( n P NG P n) P

9(p*) ~ exp(3v/en),  n — +o0.

g(p*) = p~ " exp

Donc
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4.6 Extension du théoréme de Brown-Shields
pour les espaces de Besov

Dans cette section, nous démontrons le théoreme de Hedenmalm-Shields
pour les espaces de Besov DP a l'aide du théoreme de la couronne de To-

lokonnikov [51] et ensuite, nous allons donner 'extension du théoréme de
Brown-Shields.
K. Kellay, F. Lemanach et M. Zarrabi [31] ont montré le résultat ci-

dessous. Nous proposons ici une nouvelle preuve.

Théoréme 4.6.1. Soit p > 1 tel que a+1 <p < a+2. Soit f € D2 NA(D)
une fonction extérieure telle que Z(f) = {1} alors f est cyclique dans Dr.

Démonstration. Soit A € C. On pose
Ox = inf A — 2| +[f(2)]
Puisque f est une fonction extérieure

lim (1 |2])log 1/|f(2)| = 0.

|z|]—=1—
Voir [19]. Donc tout € > 0, dc. > 0

—&

— e D. 4.6
= - (46)

[f(2)| = ccexp

Supposons que |A| # 1. Nous allons distinguer deux cas :
— Si |z = Al > |1 = |A||/2, alors 6y > |1 —|A]]/2.
— Si |z = Al < |1 = |)A]|/2, alors
[T=IA/2 = [z = Al 2 [(1 = A = (L= [2D] = [T = [A]] = [T = [2]].

Onal—|z| >|1—|A||/2 et grace a (4.6), on obtient

—&

lf(2)| > ccexp ————.
1= [l
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Donc
—€

1= [Al[
Ainsi, d’apres le Théoreme de la couronne 4.4.2, il existe g, h € D2 N A(D)
telles que

O\ > c.exp

{ A=2)g+ fh=1

HgHDﬁﬁA(]D)) < 5)TA et ||h||DgﬂA(]D)) < 5;A

pour une certaine constante A > 4.

Considérons maintenant 'idéal engendré par f et la surjection canonique
m:DhNAD) — DN AD)/[flprram), on a

(A —z)m(g) = w(1).

Ainsi, Am(1) — 7(z) est inversible dans D%, N A(D)/|flprnam) d'inverse 7(g)
et de spectre {1}

(A (1) = m(2)) " = ().

Nous allons estimer maintenant la norme de la résolvante [|(Ar(1)—7(z))
Pour |\ < 1,

-

(A1) = 7(2)"" = |I=(9)
< lgllpzram
< 68
< c.ex L
- € p 1 _ |A| M
Pour [A| > 1,
(A1) = 7(2) 7' < 1A= 2)"pnam)
1 1 dA(2) 1/p
_ - G2al2) 4
N1 T ( S “(Z)>
2 1
_ dA.
Tt Ty 4e)
o2
Al =1 (A =1)»

76



Donc d’apres le Corollaire 4.5.2, nous avons (7(1) — 7(a))P*! = 0, c’est-a-
dire que (1 —2)PHY € [f]ppaam)- Or (A — 2)" ! est cyclique dans D?, donc f
est cyclique dans DP.

[

Nous passons a présent au résultat principal. Il s’agit I'extension du théo-
reme de Brown-Shields :

Théoréme 4.6.2. Soitp > 1 tel que a+1<p < a+2etsoit N=[A]+1.
Soient f,g € D2 N A(D) telles que

g < |f(2),  zeD, (4.7)

alors [gN]pr C [flpr pour un certain N > 1.

Démonstration. Soit A € C. On pose

inf {11=Ag(=)| + £} = ox

Nous distinguons deux cas lorsque A # 0. :

1
— Silg(2)] < | alors [1— Ag(2)| > 1 —|A|[g(z)] > 3.
1
— Si > . Grace & (4.
Si |g(z)] > I Grace a (4.7),
1
— <
iy < M)
Ainsi,
o>
tTAN

Puisque 1 —M\g(z) € DPNA(D) et f € D2 NA(D), le théoreme de la couronne
4.4.2 nous donne l'existence deux fonctions F\ € D2 N A(D) et G, € D2 N
A(D) telles que

(1=Xg)Gr+ fFA=1,

HF>\||D§F1A(D) < 6)TA et ||G>\||DgﬂA(D) < 5;A

pour une certaine constante A > 4 .
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Comme précédemment dans le théoreme 4.6.1, on considere 1'idéal engen-
dré par f et la surjection canonique

T @ DPNAD) — (D2NAD))/[flprnam)
alors on a
(r(1 = Ag)) ™ =7(G))
et

[ (m(1 — )‘g))_l||D§ﬂ.A(]D>)/[f]DZmA(D) = (G 2nam)/i1 s

< |Gxllprram)
< 1

< 28 MM

Par le théoréme de Liouville, 7(1 — Ag)~! est un polyndme en X de degré au
plus [A]. Donc pour |Ag| < 1, on a

m(1=Xg) " =D N'n"(g)

n>0

Par identification, 74 (g) = 0 et donc g € [flprram). Donc si
N = [A] + 1 alors [¢V]pr C [f]pe.
]

Nous déduisons le corollaire suivant sur la cyclicité dans DZ.

Corollaire 4.6.3. Soit p > 1 tel que 1 + a < p < a + 2. Soient f,g €
DP N A(D) telles que

l9(2) < |f(2)], 2€D
alors si g est cyclique dans DY, alors f est cyclique dans DP.

Démonstration. Si g € D? NA(D) est cyclique dans DP, alors gV est cyclique
dans DP. Grace a 4.6.2, nous avons g € | flpr. Donc f est cyclique dans
D O
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4.7 Raffinement du Théoréme 4.6.2

Rappelons le principe de Phragmen-Lindelof, le principe du maximum
pour les fonctions holomorphes dans un secteur [11]. Soit S un secteur du
plan complexe C d’angle 8 — a > 0

S={\eC:a<arg()) <}

Lemme 4.7.1. Soit f € Hol(S) NC(S). On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle
que

{f()\) < M5 NeS

F)] < 1 si Aeds.

Sip < , alors

T
b —«
f) <1, XeS.

Nous avons également le résultat suivant :

Théoréme 4.7.2. Soient f,g € DX N A(D). On suppose Re(g) > 0 et qu’il
existe v > 1 telle que

l9(2)] < <log W) 7 LeD (4.8)

alors [glp C [flor.
On supposera que || f|lpzam) = 1.

Démonstration. Soit A € C. On pose
inf {1 Ag(2)| + /)l = 1.
Nous distinguons deux cas lorsque A # 0 :

1
— Sifg(z)| < AN alors |1 —Ag(z)| = 1 —[A[[g(2)] =

1
5
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, puisque

o)) < (log =)

1
G >
Silo(2)| 2 g5

on a

On obtient ainsi )
5)\ > 6_(2|>\‘)W.

Puisque 1 -\g(z) € DPNA(D) et f € D2N.A(D), le théoreme de la couronne
4.4.2 nous dit qu'il existe deux fonctions F) € D2 NA(D) et G € D2 NA(D)
telles que

(L=Ag)Gr+ [Py =1,
[P llpznam < 0°*  and  [|GAllppram) < 64

pour une certaine constante A > 4.
Soit la projection canonique

7 : D NAD) — (DF,NAD)) /[ flornam)-
Alors on a
m(1—=Ag) ™" = n(G))

et

|7(1— )\9)_1H’DﬁmA(D)/[ﬂDgM(D) = Hﬂ-(G)\)“DgﬂA(]D)/[f]Dg

< |Gallpzram)
< 1

< ALY
Soit I € (D, NA(D)/[f]prnamy)* qu’on supposera de norme 1 et soit ¢ 'ap-
plication définie par

p(A) = ((m(1 = Ag)) ;1)
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Il est évident que I'application ¢ est holomorphe sur C. De plus,

oV = K(x(1 = Ag)) 1)
< (7 (1 = Xg) Ml pzramyy

1

< e

f]vgmA(D)

(4.9)

ollc = 27A. Puisque v > 1, il existe 6., telle que g(2—7) <¥b, < Ev. On sup-

posera que ., < w. Considérons maintenant le secteur Sy, du plan complexe :

Sp, ={re€C :|arg)| <0,}.

05,

Sp

055,

FIGURE 4.1 — le secteur Sg,

Soit A € 98y, puisque 7/2 < 0, < m, la partie réelle de A est negative
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1
alors, Re(x —g(2)) < 0. On obtient alors

1= 29(2)| = A5 — g(2)

> R g(2)

> [\[[Re( ~ 9()|

Re(M)]
e
_[Re()
N

> [Al

De plus, A € 08, alors on a
Re(X) = |A| cos b,
En posant C., = |cosf,|™' # 0, on obtient alors

L
1= 2g(z)] = [Re(N)]

—C,.

Donc ¢ est une fonction holomorphe dans le secteur Sy, , continue sur Sig,y
telle que

pN)| < e s Ae Sy,

(N < O, sur A€0Sy,.

1
Le secteur Sy est d’angle 20, et — < %, puisque 0., < gv. Donc par le
g v

principe de Phragmen-Lindelof 4.7.1, on a
PN <C;, AE Sy,

La fonction ¢ est entiere et vérifie I'inégalité (4.9) sur C. De nouveau, nous
appliquons le principe de Phragmen-Lindel6f au secteur

S=C\S&, ={\eC:6,<arg(\) <27 —0,}.
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Le secteur est d’angle 27 — 26, et nous avons

(V)] < e sur e S

le(N)] < C, sur AedS

1
et puisque 6, > g(2 — ), on a bien — < T

—— et
0 27r—2076

e <C, Aes.

Donc ¢ est holomorphe et bornée sur C, d’apres le théoreme de Liouville, ¢
est constante et donc

p(A) = (0) = (r"(1);l), reC.

Ainsi 7711 — Ag) = 7 !(1) = 7(1). Pour |Ag| < 1, on a
w(1) = 71— Ag)
= Z;BA”W"(Q)

=7(1) + M(g) + X272 (g) + . ..

Par identification, 7(g) = 0 donc g € [flprnam) et donc [g]pr C [flpz. O
Nous avons ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 4.7.3. Soit f € D! N A(D) et soit g € D2 N A(D) telle que
Re(g) > 0. On suppose qu’il existe v > 1 telle que

l9(2)] < (log ’f(lz)’)w, zeD. (4.10)

Si g est cyclique dans DP. alors f est cyclique dans DP.
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Chapitre 5

Cyclicité des fonctions
intérieures singulieres dans les
espaces de Bergman a poids
non radial

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude des vecteurs cycliques dans les espaces
des fonctions holomorphes sur le disque D pondérées par un poids non radial.
Nous nous intéressons plus précisément a la cyclicité des fonctions intérieures
singulieres dans les espaces du type Bergman a poids non radial.

Soit. A une fonction continue positive décroissante sur (0, 1], A(t) — oo
et A(t) = o(1/t) quand t — 0+ telle que ¢t — tA(t) croissante. Soit E un
sous-ensemble fermé du cercle T et soit dist(z, E) la distance de z a E. On
désigne Ai p l'espace de fonctions holomorphes f sur le disque D telles que

1 = [ 1F()Fe 2MEENA(z) < 4o,

ou dA est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque.
Puisque A est positive, les fonctions constantes appartiennent a A3 .

Si E =T, on adist(z, E) = 1 — |z| et A(dist(z, E)) = A(1 — r) donc
le poids devient radial et si de plus, A(t) = %log 1/t avec a > 0, on
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retrouve 1’ espace de Bergman & poids classique A2 que nous avons étudié
précédement dans le chapitre 2. Puisque A(t) > 0, alors Aj C A3 p et ce
pour n’importe quel sous-ensemble E de T.

Une fonction f dans .A%y p est cyclique dans A3 5 si I'ensemble des fonc-
tions pf avec p un polyndéme est dense dans Ai E-

Puisque H? C A2 C .AX 5, les fonctions extérieures sont donc cycliques
dans A?\’ g- Le théoreme de Beurling nous dit que les fonctions intérieures
singuliéres ne sont pas cycliques dans H? mais dans les espaces de Bergman
classique, il existe des fonctions intérieures singulieres cycliques. Rappelons
que la fonction intérieure singuliere S, associée a la mesure v finie positive
sur T et singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue est donnée par

S,(2) = exp (- ! /O% e+ Zdu(t)) ) (5.1)

2 et — 2z

Par exemple, si E = T et A(t) = alogl/t, a >0, A} 5 = A2 lespace de
Bergman & poids classique. Dans ce cas, Shapiro [50, 17] ensuite Korenblum
[35] et indépendamment Robert [15] ont donné une caractérisation compléete
des fonctions intérieures singulieres cycliques dans A2. Ils ont montré que
la fonction intérieure singuliere .S, associée a la mesure singuliere v est cy-
clique dans A? si et seulement si pour tout ensemble de Carleson K, on
a v(K) = 0, voir Théoreme 3.2.10. Soit E un sous-ensemble fermé de T,
puisque A2 C Ai’ 5, si V(K) = 0 pour tout ensemble de Carleson K, alors la
fonction intérieure singuliere .S, associée a la mesure v est cyclique.

Lorsque E = {1}, Borichev-El-Fallah-Hanine [ 1] ont étudié la cyclicité
de la fonction intérieure singuliere associée a 01, la mesure de Dirac en 0

550(2’):](2’):6%, z €D,

dans A3 1, . Ils ont prouvé que I est cyclique dans A3 (} si et seulement si

/Oﬁdt:oo.

Lorsque E est un ensemble triadique de Cantor et A, (t) = 1/tlog®(1/t), ils
ont montré que I est cyclique dans A/Q\a’ g si et seulement si

a<2/(2— (log2/log3)).
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Dans ce travail, nous allons étudier la cyclicité de fonctions intérieures
singulieres autres que la fonction I. Notre étude est basée sur ’estimation
de la fonction intérieure singuliere. Soit £ un sous-ensemble fermé du cercle
unité T et soit v une mesure finie positive sur T singuliere par rapport a la
mesure de Lebesgue de support E. Soit S, la fonction intérieure singuliere
associée & v donnée par (5.1). On désigne w, le module de continuité de la
mesure v défini par :

wy(r) = sup v(J)
|J|<r
ou J est un arc du cercle unité T.

Shapiro, Théoreme 3.2.6, a donné une estimation de la fonction intérieure

singuliere associée a la mesure v

S,(z) > exp (CW) z €D.

Ensuite, Esterle [21] et Ransford [10] ont donné des raffinements du type
radial de cette estimation en termes du module de z. Nous donnons ici une
estimation de méme type en fonction de la distance par rapport au support
de la mesure v.

Théoreme 5.1.1. Soit v une mesure finie positive sur T singuliere par rap-
port a la mesure de Lebesque. Soit S, la fonction intérieure singuliére associée

av :
1 om it
S,(z) = exp <—2/ ¢ T Zdy(t)> : z € D.
0

T e — 2z

Alors

(5.2)

Su()| 2 exp { - A= 2P, (dist(z, E»}

dist(z, E)?
ou A = mwcoth(n?) et E est le support de v.

Nous montrons que l'estimation du théoreme 5.1.1 est optimale, voir
Théoreme 5.3.4, dans le sens suivant lorsque £ = E; est un ensemble parfait

symétrique de rapport constant ¢ et si on considere la L-mesure de E;, alors
la fonction intérieure singuliere associée a la L-mesure vérifie

1— 122
log 85 (2)] = ~——1]

SR i W Q
dist(z, B)Fe’ ~©
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pour un certain domaine 2 associé a E et aw = log2/log(1/¢) la dimension de
Hausdorff de E. Nous donnons aussi des estimations précises de la fonction
intérieure singuliere lorsque la mesure est discréte.

Soit h une fonction déterminante de Hausdorff, et notons Hj la mesure
h-Hausdorff du cercle T. Il résulte du théoreme de Hausdorff [30, Chap. 2,
Théoreme 6] qu’il existe un sous-ensemble fermé symétrique parfait £ du
cercle T tel que Hy(FE) > 0. Et puisque Hp(E) > 0, d’apres le théoréme de
Frostman [30)], il existe une mesure v positive finie sur £ telle que v(E) > 0
et son module de continuité w,(t) < h(t). Si on pose h(t) = tA(t), on peut
inverser S, dans l'espace A3 , i.e. 1/Sq, € A} p pour un certain o > 0.
Ceci nous permet de montrer 1'existence d'une fonction intérieure singuliere
cyclique dans Ai  dont le support est de h-mesure de Haussdorf strictement
positive. Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 5.1.2. Soit h(t) = tA(t), on suppose que h est croissante. Si
Hy(E) > 0, alors il existe une fonction intérieure singuliére cyclique dans

2
Ai g -

Notre preuve repose essentiellement sur I'estimation de la fonction inté-
rieure singuliere.

5.2 Minoration de la fonction intérieure sin-
guilere

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la minoration de la fonc-
tion intérieure singuliere en terme du module de continuité de la mesure
associée et de la distance par rapport au support de la mesure.

Ransford [10] a donné récemment le théoreme suivant sur la fonction
intérieure singuliere .S, :

Théoréme 5.2.1 (Ransford). Soit w : (0,1] — (0,1) une fonction continue
décroissante telle que

sup w(r) <1 et lim w(r)=0
0<r<1 r—0t

alors il existe une fonction intérieure singuliere S, non constante telle

min |S,(z)| > w(l —7r), 0<r<L (5.3)

|2|<r
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Dans cette section, nous montrons en premier lieu le résultat suivant
pour la fonction intérieure singuliere. Ainsi, nous aurons une amélioration du
résultat de Ransford.

Théoreme 5.2.2. Soit v une mesure finie positive sur T singuliere par rap-
port a la mesure de Lebesque. Soit S, la fonction intérieure singuliére associée
a v, alors

z €D,

. 1 — |z*)w, (dist

]S,,('r’ew)\ > exp{ —A< |Z|.)w ( 15 (z7 Suppy))}j
dist(z, suppv)?

ou A = 7 coth(m?).

Démonstration. Soit z = re?? € D,

Sure) =exp{ = o [T R0 - Hav(o)}

ou P.(f —t) est le noyau de Poisson défini par

1—r* 1—|z?

- |reif — ei|2 - |2 — ell]2’

Pr(e_t)

Soit E est le support de la mesure v. Soit 2o = €% € E tel que |z — 2o| =
dist(z, E). Si e" € E alors on a

. 1 . 1 1 ;
|z — | > §|z— e'| + §|z—zo| > §|zo —e".

Ainsi pour tout e € E,

e > (Gl e+ olz )
z—e —lz—e |z — %
=z 3 5 0
1 A )
= 1(|z—e”|2+2|z—e’t||z—z0|+|z—zo|2)
1 .
> 1(|z—e“|2—|—|z—zo|2+|z—zo|2)
1 itz Lo 2
> élzo—e | +§dlst(z,E) :

Site [60-7T,¢90+7T[,

, 2
20 — 61t| 2 *|90 — t|
™
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On obtient :

2r*(1 — |2]*)
P.(6—1t)<
( )< |0 — t|> + m2dist(z, E)?

et donc

1 o 2m(1 — |2]?)
log |, (2)] > _7/ dv(t).
0g|S,(z)| = om Jo |0y — t|? + w2dist(z, E)? /()

Soit p = [m} Pour tout k € { —p—1, ...,p}, on définit I'arc fermé I,

de T par

Iy = {t €0 —m, 00+ [ kdist(z, E) <t — 0y < (k+ 1)dist(z, E)}

On a
1 & 2m2(1 — |z[%)
log |S,(2)] > —— dv(t
og | (z)] 2 27 k:%?—l (k + 1)2dist(z, E)? + n2dist(z, £)? /i, V(1)
- m(1—[2%)
> — I
= kg_l (k + 1)2dist(z, B)? + 7%d(z, E)2”< ¢)
(1 —1z]?) , P 1
——————w, (dist(z, £ _— .
— dist(z, E)Zw (dist(=, £)) k_zp_l (k4 1) + w2
Par le théoreme des résidus, on a
1 2
2 + g:l ﬁzrﬂ = mcotan(mz)
et pusique —icotan(iz) = coth(z), on obtient
i 1 < i 1 _ cosh(n?)
hey (K 1)2 72 7 = (k+1)2+ 72 ~ sinh(7?)’
Do,
1S, (2)| > exp{ — WCOth(?TQ)ww (dist(z E))}
= dist(z, E)2 ™" ’ '
[
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Remarque 5.2.3. On retrouve le résultat connu que la limite inf de la fonc-
tion intérieure singuliere est nulle lorsqu’on s’approche du spectre et la limite
a lextérieure du support lorsqu’on s’approche du cercle est 1, voir [30]. Nous
donnons ici les détails qui découlent de notre estimation.

(1) Si & € E, alors dist(z, E) — 0 quand z — £. Puisque dist(z, ) >
1 — |z| alors

Al —|2?) .
{ _ W%(dlst(z,g))}

i ; S
im zlgfg 1S, (2)| > \zllﬂnio exp

2A
> \zliério exp{ — dl's1:(,z,§)wy(diSt<Z’£)>}

Puisque limy_,ow,(t)/t = +00, nous avons donc

- o AQ =21
lim Zlgfg |S,(2)] = |Zl1£|m_>0 exp{ — dist(z,§)2wy(d18t<z’§>)}
= 0.
(2) Si& € T\E alorsdist(z, E) # 0. On pose C' = w,(dist(z, £))/dist(z, £)?
et donc
. o AQ=pP)
l;rr% 1S, (2)| = lzllélnioexp{ - dist(z,§)2wy<d18t(z’§>)}
_ |Zliglni>oexp{ _Ac(1 - yzy)}
= 1.

Nous arrivons donc au corollaire suivant,

Corollaire 5.2.4. Soit w : (0,1] — (0,1) telle que supy<,.,w(r) < 1 et
lim, o w(r) = 0. Alors il ezxiste une fonction intérieure singuliére sur D telle

que
1|

2|
|S,(2)| > w(dist(z, B))TEE > w(dist(z, F)), 2z €D,
ou F est le support de la mésure de v.

Démonstration. Pour la régularisation de w, on utilise la méme méthode que
celle d’Esterle et Ransford. On définit deux fonctions g, h :]0, 1] —]0, oo[ par
1 1

g(t) = ﬂlog 0 et h(t) = min {\/1_5, sg[}r,fu sg(s)}.
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La fonction g(t) est décroissante et lim; ,o+ g(t) = co. Par définition, h est
une fonction croissante sur |0, 1] et nous avons aussi h(t) < tg(t). Pour tout
t €]0, 1],

. mf sg } Jt

(t)/t = min

min { v/t /t, 1nf sg )/t}

s€[t, V1] s€[Vt,1]

v
v
mm{\/_/t inf sg(s)/t, inf sg(s )/t}
win {1/VE,g(VA), 9(1)/Vi .
D’ou
lim h(t)/t = +oo.

Donc h une fonction croissante, positive telle que lim,_,o h(t) = 0. Soit alors
Hy, une h-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Puisque lim;_,o h(t)/t = +o0,
d’apres le théoreme de Hausdorff 2.2.3, il existe un sous-ensemble fermé E de
T tel que 0 < Hyp(E) < +00 et donc E a une mesure de Lebesgue nulle [30].
Soit Hy(E) > 0, le théoreme de Frostman 2.2.4 nous donne ’existence d'une
mesure v positive finie sur E telle que v(E) > 0 et w,(t) < h(t). Puisque E
est de mesure de Lebesgue nulle, la mesure v est une mesure singuliere par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Soit maintenant la fonction intérieure singuliere associée a la mesure v
par :

S,(z) = exp{ /T ° endz/( )} z € D.

z— ¢
Par le théoreme 5.2.2, on a

dist(z,FE)

1S, ()] T > exp{ 24

w,,(dist(z,E))}
dist(z, F)

1
> exp{ —log w(dist(z,E))}
> w(diSt(Z,E))'
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Remarque 5.2.5. (1) Si( € E,
1—|z|

liminf |S,(z)| = lim inf w(dist(z, £)) &2 = 0,
z—( z—C

(2) Si¢eT\E,

1—|z|
lim |S,(2)] = lim w(|z]) &= = 1.
2—( 2—C

(3) Puisque d(z,E) > 1—r et
|S,(2)| > w(dist(z, E)) > w(l —7).

Nous obtenons ainsi le résultat de Ransford.

5.3 Majoration de la fonction intérieure sin-
guliere

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a l’estimation inverse de la
fonction intérieure singuliere en terme du module de continuité de la mesure
associée et de la distance par rapport au support de la mesure.

5.3.1 Mesure singuliére purement atomique

L’estimation de la fonction intérieure singuliere associée a la mesure de
Dirac en 0 vérifie

_1-|z?

= € ‘1*Z|2, A E ]D)

z+1
ez—1

|5,(2) = [ (2)] =

Nous allons nous intéresser au cas particulier ou la mesure est purement
atomique : soit (\;) € ¢! et soit

n = Z /\k5eiek. (5.4)

k>0

On suppose que 6, = 0(k) et Ay = A(k) ou € et X sont deux fonctions
définies sur [0, +00) continues et strictement décroissantes et la fonction \/6?
est décroissante. Nous avons le résultat suivant
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Proposition 5.3.1. Soit i la mesure définie par (5.4). Alors pour0 < r <1,
on a

1 0-11-1) A(z) 1
log 157 = (1—7“)/0 e 1_r/ IR CLCE)

Démonstration. Nous avons

2

Z)\k 629k|2’ r<1.

k>0

Donc

Ll T =M

k: |T_619k|2
1 2 2

= Z Mgt 5 T

0 >1—1r 0 <l—r
Ak Ak

= + Z (1—7’)02+ Z 1 "

k<0—1(1-r) k>0—1(1-r)

SR /09 (1-r) 9/\<(I>)d + 1170/9 - A(x)dz.

Corollaire 5.3.2. Soit0 < a <1 et g€ R. Soit
ILL0176 g Z 2_ak(1 + k)ﬁfselgfk-

k>0

e \B
1 (log 1— )

log = 15 ,
[Spas (M) (L=r)t=e

Démonstration. Nous avons 0(z) = e %182 et \(z) = (1 + z)Peovloe2 ]
suffit d’appliquer la Proposition 5.3.1. O

Alors

r < 1.

5.3.2 Mesure portée par un ensemble parfait symé-
trique de rapport constant

Nous nous intéressons au cas ou le support de la mesure serait un en-
semble du type Cantor et plus particulierement, lorsque la mesure est la
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L-mesure, et ce, lorsqu’elle est portée par un ensemble parfait symétrique de
rapport constant.

On rappelle brievement la construction d'un parfait symétrique de rap-
port constant ¢ €]0; %[ et la fonction de Lebesgue associée a de tels ensembles.

A la premicre étape, on enléve un intervalle ouvert du milieu du segment
[0; 27] de longueur 27(1 — 2¢). Ensuite, on enléve deux intervalles ouverts
des milieux des deux intervalles fermés restants de la premiere étape de lon-
gueur chacun 27(1 — 2¢?). A la n-iéme étape, on obtient un ensemble E,,
union de 2" intervalles fermés chacun de longueur 27(",

E, = U I .

1<k<2n

Les 2" origines des intervalles constituant du E,, sont de la forme,voir [30]

27(1 - () (61 + e+ -+ Ekfk_1>

ot ¢; € {0;1} pour tout 1 < j <n.
L’ensemble parfait symétrique de rapport constant ( est

E;= OOEn = {27? ;en(l — Q)¢ € € {0 1}}

On associe a F¢ la fonction de Lebesgue définie de la maniere suivante :
Soit L,, une fonction de [0; 27| dans R, continue sur [0; 27] avec L, (0) = 0 et
L, (2m) = 1, linéaire et croissante de 1/2" sur chacun 2" intervalle (1, ;)1<g<on
de E,, i.e., sion écrit I, = [, 8], on a L, (8) — L,(a) = 1/2™. La fonction
Ly, est constante sur chaque intervalle [a,, ; by, ;| contigu a £, et donc vérifie

L (b, ;) = Ln(an, ;) < 1/2".
Lorsque n tend vers +o00, on obtient

lim L,(z) = L(z)

n—-400

une fonction continue, constante sur chaque intervalle contigu a E;, croissante
de 1/2" sur chacun 2" intervalle I, de E,, avec L(0) =0 et L(2r) = 1. On
appelle la L-mesure d’un intervalle [a; b], 'unique mesure sur [0; 27| telle que

/b dL = L(b) — L(a).
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Puisque L est continue et constante sur le complémentaire de E;, dL est
concentré sur E¢. Si [a;b] C [0;27] avec b—a < 27¢™ alors Li(b) — Li(a) < 5
pour tout k < n et donc

/dLL L()21

Nous avons donc

Lemme 5.3.3. Soit w;, le module de continuité de la L-mesure associée a
E¢ alors
wr, (t) = ¢

avec o = log(2)/log(1/¢).
Démonstration. Soit € > 0. Soit n tel que

QWC— <e<2n¢".

Si I est un intervalle de longueur € alors I rencontre F, au plus a deux

intervalles. Donc
= sup { / dL}
[I|<e
1

—2 sup {L(b) ~Lla )} <—
b,a€(0;27] 2n
b—a<2mw("
D’autre part, il existe un intervalle J de longueur £ qui contient un intervalle
de I,,11 de E,1; donc

dL > / dL > 56
/ Int1,e - 2"+1 ( )
Ainsi,
1
WL(E) = 27
Notons que
i e enlo%;zlk/)%go — ea log(Cn) — Cna = €a.
2n
D’ou
wr(€) < €.
O
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Soit I un arc du cercle T de longueur || et soit S(I) la fenétre de Carleson
définie par

SI)y={z=re" eD:e"clet0<1—r<]|I|}.
On pose

Sip(l) ={2z€SU) eD:|I]/2<1—|z| < ||}
et

Q= U {z= re’ € S1/2(Ink) = Iny1e C [0,0 +d(2, 1))}

n>01<k<2n
Notons que I,,11¢ C I, et les I, sont les intervalles de E,.

Le théoreme suivant montre que ’estimation est optimale dans certaines
régions.

Théoréme 5.3.4. Soient E un parfait symétrique de rapport constant ¢ et
wr, le module de continuité de la L-mesure associée a E¢. Alors

1— |z

Sl ] N Q
dist(z, Bo)Pa’ -

log |S(2)] =

ot o« = log 2/ 1log(1/¢).
Démonstration. D’apres le théoreme 5.2.2, on a

(1 — |2|)wg (dist(z, E¢)) }’

eD
dist(z, B, )2 :

S1(2)| 2 exp { - A

et d’apres le lemme 5.3.3, wy (t) =< t*. Donc il existe une constante ¢ > 0

(1 — |z|)dist(z, Ec)a}
dist(z, E¢)?

1S, (2)| > exp{ —c

S eXp{ _ C(l—VZD}
- dist(z, E¢)*>> )’
Ainsi,
1 — 2
log |S.(2)] = 2 =)

~ dist(z, Ec)2e
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Montrons maintenant l'estimation inverse. Soit z = re? € €, donc il
existe n > 0, k < 2" et £ tels que L4110 C Ly . e appartient & un intervalle
L, de E, et I,11, C [0,0 + dist(z, I,,)]. Notons également que dist(z, I,,) et
dist(z, E) sont comparables.

On a
1

L@@Wﬂ:@@{—Q/%Bw-¢muo}

™ Jo

ou P.(0 —t) est le noyau de Poisson défini par

1—172 1—1r?

a |rei® —eit|2 1 —2rcos(t — ) + 12’

P.(t—10):
Pour 1 >r > 1ett€[0,0+dist(z, E)],

1 —2rcos(t —0) +1r* =

Comme dans (5.6), nous avons

9+d(z,E’C) 1
/ sz/ aL > ——.
0 Tnt1,e 2l

Puisque z € Q, z/|z| € I, dist(z, E¢) est comparable avec |1, ;| = 27(™.
Soit av =log2/log(1/(). alors 27" = (*" = dist(z, E;)*. On obient ainsi :

. 0+d(z,E¢) 1 —
PlLire?) > [ S dL(t)
o 2dist*(z, E¢)

1—
zC.S”/ dL
dist™(2, E¢) JIus1e
g 1—r

2

DT P —
dist™ “(z, E¢)

Donc

1— 2
log | 54.(2)] < il

———— Q.
~ o dist(z, E¢)*’ “ €
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5.4 Cyclicité des fonctions intérieures singu-
lieres
5.4.1 Existence de fonction cyclique dans A}

Avant de présenter le résultat principal de cette section, quelques lemmes
élémentaires sont nécessaires.

Lemme 5.4.1. Les polynomes sont denses dans A3 .

Démonstration. Notons par f.(z) = f(rz) avec 3 <r < 1. On a dist(z, E) <
dist(rz, F) alors

HfHAE

1£:13.2 < [ 1£(rz)Pe M @m0=E0gA(:) = <20/ &

Ainsi f,. est uniformément bornée, et donc f, f, converge faiblement vers une
fonction g. Puisque f, converge ponctuellement vers f alors f, converge vers
f dans A%’ - o1 P, est la somme partielle de f, alors P, converge vers f et
donc les polynémes sont denses dans .Ai B

[
Lemme 5.4.2. Si f € H*(D) et 1/f € A} i alors f est cyclique dans A3 g

Démonstration. Puisque les polynomes sont denses dans A3 j , si nous choi-
sissons une suite de polynéme p,, qui converge de f~!, alors

Ipf = UAe < [ fllsollpn — f7HRE — O
]

Lemme 5.4.3. On suppose que 0 est une fonction intérieure. Si 6y divise 0
alors [0] 43, C [0o]az ,

Démonstration. Si 0y divise 6, alors 6 = 0y, avec #; une fonction intérieure.
Soit P, la somme partielle de la série de Taylor de #, alors P, — 6, dans
Aip . Ona

| Pbo — 9||2Ai,E = || P.bo — 9091”?4%7,5 < [[ollool[ P = ‘91”?41,;; — 0.
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Dans cette section, nous démontrerons le résultat ci-dessous. Il s’agit notre
résultat principal :

Théoréme 5.4.4. Soit h(t) = tA(t) croissante. Si Hy(E) > 0, alors il existe
une fonction intérieure singuliére cyclique dans Aiy E -

Notre preuve repose essentiellement sur ’estimation de la fonction inté-
rieure singuliere 5.2.2.

Démonstration. Soit h(t) = tA(t) une fonction déterminante de Hausdorff.
donc h est une fonction croissante, positive telle que

lim h(t)=0 et lim h(t)/t = +o0

alors on peut définir la A-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Soit Hj, la
h-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Par le théoreme de Hausdorff 2.2.3, il
existe un sous-ensemble fermé E de T tel que 0 < Hy(E) < +o0. 1l résulte
du théoreme de Frostman [30, Chap. 2, Théoréme 3| qu’il existe une mesure
positive v portée par E tel que w,(t) < h(t). Alors

w, (t) < h(t) = tA(1).

Soit S, la fonction intérieure singuliere associée a la mesure v. Puisque
dist(z, ) > 1 — |2| et d’apres le théoréme 5.2.2, on a

1- |z|)A(dist(z,E))}
dist(z, E)
> exp{ — AA(dist(z, E))}.

5,(r¢)| > exp { — 4!

Donc
1 < eAA(dist(z,E))

1Su(2)] — ’
Soit @ > 0 tel que Ao —1<0.On a

z € D.

152215 = [ 1Su! ()22 M@= gaz)
«  Jp
< / AN ) g A (2) < oo,
)
Donc S} € A3 . Puisque S, divise S, =S¢, par le lemme 5.4.3 on a

[Soa/]Az

N E

C [SV]Ai,E

Ainsi, d’apres le Lemme 5.4.2 S, est cyclique dans Ai B O
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5.4.2 Remarques

Le Théoreme de Roberts-Korenblum [35, 15], nous permet d’avoir le ré-
sultat suivant

Proposition 5.4.5. Soit E est un ensemble fermé de T, et A(t) = a2log(1/t)
avec a > 0. Alors S, est cyclique dans A%’E si et seulement si v(F') = 0 pour
tout ensemble F' Carleson.

Démonstration. Notons d’abord que
(1 —z])* < dist(z, E)* <1
donc

1 llaz < 1fllaz ,, < 171z (5.7)

Soit v une mesure finie positive sur T singuliere par rapport a la mesure de
Lebesgue et S, la fonction intérieure singuliere associée a v. Si v(F') = 0 pour
tout ensemble F' Carleson alors d’apres le théoreme 3.2.10, S, est cyclique
dans A? c’est-a-dire il existe une suite de polyndmes (P, ),cn telle que

1= PaSullag , < 1= PuSyfla =0

donc S, est cyclique dans A3 p.
Réciproquement si S, est cyclique dans AJQX, g alors S, est cyclique dans
A2, Et d’aprés le théoréme 3.2.10, v(F) = 0 pour tout ensemble I Carleson.
O]

Remarque 5.4.6. Lorsque Hy(E) est positive, notre résultat 5./.4 donne une

autre fonction cyclique dont le support n’est pas un ensemble de Carleson.
En effet, d’apres le Théoreme de Shapiro

/Olh(lt)dt:oo

si et seulement si H,(F') = 0 pour tout ensemble F' Carleson.

Lorsque E est un ensemble de Carleson, nous ne pouvons pas appliquer
notre résultat avec A(t) = a2log(1/t).
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Plus généralement, un ensemble F' C F est dit A-Carleson si
/ A(dist(z, F))|d¢| < +oo.
T

Dans [0], il a été montré que si E est un ensemble A-Carleson alors Hy,(E) = 0
si et seulement si

LEA(t)
o h(t)

Le théoreme 3.2.10 a été généralisé pour les espaces A,zmr lorsque

dt = —00

log L/t S A(t) S 1/¢",

pour un certain £ < 1/2. Dans [10], Bourhim, El Fallah, et Kellay ont montré
que si ¥(F) = 0 pour tout ensemble F' A-Carleson alors S, est cyclique dans

2
Al

Puisque dist(z, £) > 1 —r = dist(z, T), alors

~A(dist(z,E))

— A(dist(z,T))

(& (& .

Donc
£l , = 11l

et donc A3 p C A} 1. Nous avons alors le corollaire suivant

Corollaire 5.4.7. Si v(F) = 0 pour tout ensemble F' A-Carleson, alors S,
est cyclique dans A3 .
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Résumé : Nous nous intéressons a I’étude des vecteurs cycliques dans les
espaces de Bergman a poids non-radial et dans les espaces de Besov-Dirichlet.
Nous montrons qu'une fonction intérieure singuliere est cyclique dans les es-
paces de Bergman a poids non-radial lorsque le support de la mesure est un
ensemble de type Cantor, la preuve est basée sur ’estimation de la fonction
intérieure singuliere. Nous montrons également qu’une fonction extérieure de
I’espace de Besov- Dirichlet, continue sur le bord et dont I’ensemble des zéros
est dénombrable est cyclique dans I’espace de Besov-Dirichlet, le théoreme
de la couronne permet de démontrer ce résultat.

Mots-clés : Cyclicité, espace de Bergman, espace de Besov-Dirichlet,
fonction intéieure singuliere, Théoreme de la courone

Abstract : We are interested in the study of cyclic vectors in non-radially
weighted Bergman spaces and in the Besov-Dirichlet spaces. We show that
an inner singular function is cyclic in non-radially weighted Bergman spaces
when the support of the measure is a Cantor set, the proof is based on the es-
timation of the inner singular function. We also show that an outer function
of the Besov-Dirichlet space, continuous on the boundary and whose set of
zéros is countable is cyclic in the Besov-Dirichlet space, the corona theorem
makes it possible to demonstrate this results.

Keywords : Cyclicity, Bergman space, Besov-Dirichlet space, singular
inner function, Corona Theorem




	
	Introduction
	Ensemble de Carleson, capacité, mesure de Hausdorff et mesures singulières décomposables
	Définition d'ensemble de Carleson
	Ensemble de Carleson
	Ensemble parfait symétrique de type Cantor

	Capacité logarithmique et Mesure de Hausdorff
	Capacité logarithmique
	Mesure de Hausdorff

	Mesures singulières décomposables

	Espaces de Hardy, de Bergman et de Dirichlet
	Espaces de Hardy
	Théorème de factorisation
	Théorème de Beurling
	Théorème de la couronne

	 Espaces de Bergman et cyclicité des fonctions intérieurs singulières
	Espace de Bergman
	Norme équivalente de A2
	Fonction intérieure singulière cyclique dans l'espace de Bergman

	Espace de Dirichlet
	Normes équivalentes de l'espace de Dirichlet
	Limite radiale et tangentielle
	Sous-espaces invariants de D par le Shift
	Vecteurs cycliques


	Cyclicité dans les espaces de Besov-Dirichlet 
	Introduction
	Injection impliquant l'espace de Besov-Dirichlet
	Propriétés des vecteurs cycliques dans les espaces de Besov-Dirichlet 
	Quelques propriétés élémentaires sur les vecteurs cycliques dans les espaces de Besov-Dirichlet
	Cyclicité lorsque l'ensemble de zéros est réduit à un point

	Théorème de la Couronne de Tolokonnikov
	Théorème d'Atzmon
	Extension du théorème de Brown-Shields
	Raffinement du Théorème 4.6.2

	Cyclicité des fonctions intérieures singulières dans les espaces de Bergman à poids non radial 
	Introduction
	Minoration de la fonction intérieure singuilère
	Majoration de la fonction intérieure singulière
	Mesure singulière purement atomique 
	Mesure portée par un ensemble parfait symétrique de rapport constant

	Cyclicité des fonctions intérieures singulières 
	Existence de fonction cyclique dans A2,E
	Remarques



