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Chapitre

1
Introduction

Cette thèse présente des contributions multiples et orthogonales améliorant la résolution pa-
rallèle du problème de satisfaisabilité booléenne ou problème SAT. Une instance d’un tel
problème est une formule booléenne de forme particulière (la forme normale conjonctive est
la plus courante) représentant, en général, les variables et les contraintes d’un problème du
monde réel, tel que la planification multi-contraintes [54], la vérification matérielle et logi-
cielle [17] ou la cryptographie [72]. La résolution du problème SAT consiste à déterminer s’il
existe une affectation des variables qui permet de satisfaire la formule. Ce problème a la parti-
cularité d’être le premier à être déterminé comme étant NP-complet [30]. Il n’existe donc pas
d’algorithme déterministe capable de le résoudre en temps polynomial, mais la validité d’une
solution à une instance du problème peut être vérifiée en temps polynomial. Cette définition
implique également que tout autre problème NP-complet peut être transformé en un problème
SAT en temps polynomial, d’où l’intérêt de résoudre ce problème dans divers domaines. Un
algorithme naïf capable de fournir une réponse à ce problème parcourt l’ensemble des com-
binaisons de valeurs possibles pour chaque variable jusqu’à trouver une combinaison rendant
la formule vraie. Si une telle combinaison existe, la formule est SAT, autrement la formule
est UNSAT. La complexité exponentielle de cette méthode est évidente et de nombreux al-
gorithmes et heuristiques ont été développés pour accélérer la capacité de résolution de ce
problème dans un contexte séquentiel. L’encapsulation de ces algorithmes et heuristiques est
appelée un solveur SAT. L’omniprésence de machines multi-coeurs a encouragé des efforts
considérables dans la résolution parallèle du problème SAT.

Dans le contexte parallèle, de nombreuses instances de solveurs SAT (potentiellement hété-
rogènes) sont réparties sur différentes zones de l’espace des combinaisons possibles (appelé
sous-espace de recherche) afin d’accélérer la recherche d’une solution. Le partage d’informa-
tion entre les différents solveurs est un élément clé de l’efficacité. Il est généralement mis en
œuvre sous forme d’ensembles de nouvelles contraintes qui sont échangées entre les différents
participants à la stratégie de résolution parallèle. Ces contraintes, appelées clauses, prennent
la forme d’une disjonction de littéraux (une variable ou sa négation), et sont utilisées pour lier
logiquement plusieurs variables. Lorsqu’un solveur détermine qu’un sous-espace de recherche
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1. INTRODUCTION

ne contient pas de solution, cette information est enregistrée sous forme de clause. De manière
abstraite, cette clause encode un chemin qui mène à un espace sans solution. Une affecta-
tion de variables qui rend cette clause fausse permettra au solveur de se rendre compte plus
rapidement que le chemin actuel est une impasse. Les algorithmes capables d’apprendre ces
clauses dynamiquement sont appelés algorithme (ou solveur) Conflict-Driven Clause Lear-
ning (CDCL) [69, 87]. Bien que la stratégie de résolution parallèle tente au mieux de répartir
les différents solveurs sur des sous-espaces de recherche différents, une clause apprise pour
un sous-espace S1 peut permettre d’éliminer des mauvais chemins dans un sous-espace S2.
Le partage de ces clauses augmente donc considérablement la capacité de résolution, que ce
soit pour déterminer la satisfaisabilité ou l’insatisfaisabilité d’une formule. Dans un premier
temps, nos travaux se sont appliqués à penser de nouvelles stratégies pour améliorer le partage
dans un solveur SAT parallèle. Nous avons dérivé deux contributions sur le sujet : une méthode
permettant de sélectionner l’information à partager et une méthode permettant de minimiser
l’information partagée.

Un deuxième point important dans l’efficacité de la résolution parallèle est une division cor-
recte du travail. Si la division de l’espace de recherche fournie aux différents solveurs n’est pas
faite de manière intelligente, nous pouvons avoir plusieurs solveurs effectuant le même travail
où avoir tous les solveurs coincés dans des sous-espaces difficiles limitant le bénéfice de la
parallélisation. Une dernière contribution consiste à étudier les performances d’une méthode
reposant sur un algorithme probabiliste pour initialiser et guider les différents fils d’exécution
dans l’espace de recherche.

CONTRIBUTIONS

Une politique de partage basée sur la structure des communautés
(Chapitre 3).

Cette contribution vise à améliorer le partage d’informations entre les solveurs. Le dévelop-
pement d’une politique de partage peut être résumé par "le problème de l’identification de
clauses apprises de haute qualité". Ces clauses, lorsqu’elles sont partagées entre les différents
solveurs d’une stratégie de résolution parallèle, devraient conduire à une amélioration des per-
formances. Le terme "clause de haute qualité" est souvent défini en termes de métriques que
les concepteurs de solveurs ont identifiées au cours d’années d’études empiriques. Certaines
métriques ont émergé en termes de performance, mais dépendent fortement de l’état local de
leur solveur d’origine. La valeur de cette métrique une fois que la clause est importée par un
autre solveur séquentiel peut être complètement incohérente par rapport à sa progression.

Dans ce chapitre, nous proposons et évaluons une nouvelle métrique visant à identifier les
clauses apprises de haute qualité et une politique concomitante de partage des clauses basée
sur la combinaison d’une métrique locale et la structure des communautés exposée par les for-
mules SAT. Nous appelons un groupe de variables avec un lien fort entre elles et un lien faible
avec le reste des variables une communauté. Une instance du problème SAT peut contenir des
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dizaines ou des milliers de communautés. Cette dernière est une propriété fréquente des ins-
tances encodant des problèmes du monde réel. Il est bien connu que les instances industrielles
(en opposition à celles générées aléatoirement) ont des variables plus contraintes ensemble
(liées par plus de clauses). Le concept de structure des communautés a été proposé comme
une explication possible pour l’extraordinaire performance des solveurs SAT sur des instances
industrielles. De ce fait, cette structure est une candidate naturelle pour servir de base à une
métrique permettant d’identifier les clauses de haute qualité.

Cette contribution a été publiée dans la 23rd International Conference on Theory and Appli-
cations of Satisfiability Testing – SAT2020 [95].

Intégration et évaluation d’une stratégie de minimisation de clauses
(Chapitre 4).

Si la contribution précédente tente d’améliorer le partage d’informations avec une meilleure
sélection des clauses, cette contribution va augmenter l’efficacité du partage en réduisant la
taille de l’information partagée. En effet, il est bien connu que plus les clauses apprises sont
courtes, plus leur capacité à réduire l’espace de recherche est élevée. En effet, une petite
clause nécessite moins de propagations pour être satisfaite ou mise en conflit. Ceci explique la
proposition de différentes techniques basées sur la résolution pour les raccourcir, un processus
connu sous le nom de minimisation.

Cette contribution se décompose en deux parties :

— Présenter et évaluer une stratégie de minimisation pour solveurs SAT parallèles, inspirée
d’une version séquentielle d’un algorithme existant.

— Combiner cette stratégie avec différentes politiques de partage existante pour améliorer
la qualité du partage.

La première partie de cette contribution a été publiée sous la forme d’un papier dans le 12th

NASA Formal Methods Symposium – NFM2020 [97]. Cette même contribution implémentée
dans un solveur appelé P-mcomsps a permis de remporter la médaille d’or des compétitions
SAT parallèles 2020 [94] et 2021 [98].

La deuxième partie de cette contribution a été publiée dans la 14th Pragmatics of SAT inter-
national workshop – POS2023

Diversifier un solveur parallèle grâce au Bayesian Moment Matching
(Chapitre 5).

Ce chapitre présente notre dernière contribution, qui va cette fois améliorer la division du
travail. Nous basant sur des travaux permettant d’améliorer le démarrage de la résolution,
nous utilisons le même mécanisme pour guider le solveur en cours de résolution.
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1. INTRODUCTION

Dans leur article, Duan et al.[35] présentent un algorithme d’apprentissage probabiliste basé
sur le Bayesian Moment Matching (BMM) et utilisé comme préprocesseur pour un solveur
SAT. Le but de cet algorithme est de fournir une affectation initiale à partir de laquelle la
recherche du solveur peut commencer. Dans ce chapitre, nous présentons et évaluons une
technique basée sur BMM appliquée au cours de la résolution pour paramétrer la routine de
décision (routine qui détermine quelle sera la prochaine variable à affecter et à quelle valeur)
d’un solveur. En particulier, le comportement initialement aléatoire de ce mécanisme est ex-
ploité dans le développement d’un solveur parallèle (en utilisant une graine différente pour
initialiser la distribution de probabilité pour chaque solveur). Ce nouveau solveur parallèle
s’est montré performant sur des instances de problèmes cryptographiques.

Cette contribution a été publiée sous la forme d’un short papier en 2022 dans le cadre du
Symposium on Dependable Software Engineering – SETTA2022 [96].
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Ce chapitre introduit les notions nécessaires pour appréhender les problématiques abordées
dans ce manuscrit, qui s’appuie sur les nombreux travaux réalisés sur la résolution du pro-
blème de satisfaisabilité booléenne ou problème SAT. Les instances de ce problème repré-
sentent des systèmes de contraintes sous la forme de formules propositionnelles. Résoudre ce
problème consiste à déterminer s’il est possible de satisfaire toutes les contraintes imposées
par un système de contrainte donné et, le cas échéant, exhiber une solution . Un algorithme
capable de fournir une réponse à ce problème est appelé un solveur SAT. Ce type de solveur a
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2. LE PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ BOOLÉENNE

été utilisé pour déterminer la validité de systèmes dans de nombreux domaines tels que la pla-
nification multi-contraintes [54], la vérification matérielle et logicielle [17], la biologie [67]
ou encore la cryptographie [72]. De nombreux algorithmes et heuristiques ont été dévelop-
pés pour accélérer la capacité de résolution de ce problème, principalement dans un contexte
séquentiel. L’omniprésence de machines multi-coeurs a encouragé des efforts considérables
dans la résolution parallèle du problème SAT [12]. Cette thèse s’inscrit dans le prolongement
de ces efforts et va présenter multiples contributions dans ce domaine.

Structure du chapitre. Dans ce chapitre, nous commençons par introduire les bases de la lo-
gique propositionnelle (Section 2.1). Puis, nous définissons plus en détail le problème SAT et
les principaux algorithmes et heuristiques conçus pour le résoudre en séquentiel (Section 2.2).
Finalement, nous présenterons les problématiques principales de cette thèse, la résolution pa-
rallèle du problème SAT (Section 2.3).

2.1 REPRÉSENTATION BOOLÉENNE DU PROBLÈME

La logique propositionnelle permet la construction de raisonnement en reliant des variables
propositionnelles à l’aide d’opérations. Nous allons détailler ici le langage utilisé tout au long
de ce manuscrit.

2.1.1 Syntaxe et sémantique de la logique propositionnelle

— constantes : > et ⊥ représentant vrai et faux respectivement.

— variables propositionnelles : une variable est un identifiant associé à une valeur, > ou
⊥. Exemples de variables valides : var, a, ou x3 ;

— ponctuation : parenthèse ouvrante et fermante ’(’ et ’)’ ;

— opérations : ¬, ∨, ∧,⇒,⇔, et⊕ respectivement appelée négation, disjonction, conjonc-
tion, implication, équivalence et disjonction exclusive.

En utilisant ce vocabulaire, nous pouvons décrire les règles pour construire une formule pro-
positionnelle. Une formule peut être vue comme une liste de symboles du vocabulaire.

La signification de ces opérateurs est donnée dans la Table 2.1.

x y ¬x x∨ y x∧ y x⇒ y x⇔ y x⊕ y
0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1 0

TABLE 2.1 – Table de vérité des opérateurs
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2.1. Représentation booléenne du problème

Pour évaluer une formule, nous donnons pour chaque variable une valeur dans un ensemble
B = {true, false} = {>,⊥} = {1, 0}.

La valeur de la formule est alors obtenue en remplaçant les variables par leurs valeurs en
appliquant les règles définies dans la Table 2.1. Afin de raisonner sur des formules, nous
définissons formellement ici les différents concepts dont nous avons besoin.

Définition 1: Littéral

Un literal l est une variable ou sa négation. Pour une variable donnée x, le littéral positif
est représenté par x et celui négatif par ¬x.

Nous désignons Vϕ (Lϕ) comme étant l’ensemble de variables (littéraux) utilisées dans ϕ
(l’index dans Vϕ et Lϕ est généralement omis lorsqu’il est clair dans le contexte).

La valeur donnée aux différentes variables d’une formule est appelée affectation. Une affecta-
tion est une fonction telle que définie par Définition 2.

Définition 2: Affectation

Pour une formule ϕ donnée, nous définissons une affectation des variables de ϕ, noté α,
comme la fonction α : Vϕ → B, qui associe une valeur booléenne à certaines ou à toutes
les variables de ϕ.

Pour une formule ϕ donnée, une affectation αp est partielle si une ou plusieurs variables
de ϕ n’ont pas d’image par αp. Au contraire, αc est complète si toutes les variables de ϕ
ont une image par αc.

Pour illustrer ces définitions, nous présentons différents exemples d’affectations et précisons
si elles sont partielles ou complètes.

Exemple: Soitϕ = (x∧y)∨¬z une formule propositionnelle etα1 = {x 7→ 0, y 7→ 1, z 7→ 0}

une affectation des variables de ϕ. Cette affectation peut aussi être notée α1 = {¬x, y,¬z}.
De plus, α1 est complète. L’affectation α2 = {x,¬z} est partielle, car α2 n’est pas définie pour
la variable z.

Nous avons vu comment les variables d’une formule propositionnelle donnée peuvent avoir
une valeur d’après une affectation. Nous voulons maintenant extraire une valeur pour une for-
mule selon la valeur de ses variables. Définition 3 donne les règles pour calculer inductivement
la valeur d’une formule, selon une affectation de ses variables.
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2. LE PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ BOOLÉENNE

Définition 3: Valeur d’une formule propositionnelle

Soitϕ une formule propositionnelle et α une affectation des variables deϕ. [ϕ]α désigne
la valeur de la formule ϕ pour l’affectation α. La valeur de [ϕ]α est définie de manière
récursive. Soit les formules ϕ et ψ, x une variable et α une affectation, nous avons :

— [>]α = 1, [⊥]α = 0 ;

— [x]α = α(x) ;

— [¬ϕ]α = 1− [ϕ]α ;

— [(ϕ∨ψ)]α = max{[ϕ]α, [ψ]α} ;

— [(ϕ∧ψ)]α = min{[ϕ]α, [ψ]α} ;

— [(ϕ⇒ ψ)]α = si [ϕ]α alors 1 sinon [ψ]α ;

— [(ϕ⇔ ψ)]α = si [ϕ]α est égale à [ψ]α alors 1 sinon 0 ;

— [(ϕ⊕ψ)]α = si [ϕ]α est égale à [ψ]α alors 0 sinon 1.

La valeur d’une formule dépend de la valeur de ses variables et des relations entre celles-ci
établies à travers les différents opérateurs logiques. Ainsi, l’évaluation d’une formule peut
aussi être présentée sous la forme d’une table de vérité. La table de vérité d’une formule ϕ
est la table représentant les différentes valeurs possibles de ϕ selon les valeurs affectées à
ses variables. Chaque colonne correspond à une valeur possible pour une variable ou pour la
valeur de ϕ correspondante. Une formule ϕ composée de n variables (i.e., |V| = n) a 2n

affectations possibles, chacune représentée par une ligne dans la table de vérité.

La table de vérité des différents opérateurs logiques du vocabulaire est présentée dans la Table
2.1. De plus, la Table 2.2 est un exemple de table de vérité pour les formules : x ∧ ¬y,
¬(x⇒ y), x⊕ x et (x⇒ y)⇔ (¬y⇒ ¬x).

x y x∧ ¬y ¬(x⇒ y) x⊕ x (x⇒ y)⇔ (¬y⇒ ¬x)
0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

1 0 1 1 0 1

1 1 0 0 0 1

TABLE 2.2 – Exemple de table de vérité

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer la valeur d’une formule pour toutes les affecta-
tions de ses variables. Selon la valeur prise par une formule pour une affectation particulière,
nous appelons cette affectation modèle ou contre-modèle de la formule.
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2.1. Représentation booléenne du problème

Définition 4: Modèle/Contre-modèle de la formule

Pour une formule ϕ donnée, si une affectation complète α donne la valeur 1 (respective-
ment 0) à ϕ, i.e., [ϕ]α = 1 (respectivement [ϕ]α = 0), nous disons que cette affectation
α est un modèle (respectivement contre-modèle) de la formule ϕ.

L’exemple suivant présente un modèle et un contre-modèle de quelques formules de la Table
2.2.

Exemple: L’affectation {x,¬y} est un modèle de la formule x ∧ ¬y, tandis que l’affectation
{¬x, y} est un contre-modèle de la formule ¬(x⇒ y).

Selon les valeurs possibles pour la formule, une formule peut être satisfaisable ou insatisfai-
sable. Définition 5 présente ces deux notions.

Définition 5: Formule satisfaisable/insatisfaisable

Une formule est satisfaisable (respectivement insatisfaisable) si il existe au moins une
(respectivement aucune) affectation de ses variables formant un modèle.

Cas spécial : Une formule pour laquelle il n’existe pas d’affectation de ses variables
formant un contre-modèle est appelée une tautologie.

L’exemple suivant est issu de la table de vérité donnée par la Table 2.2, il présente différentes
formules et identifie celles qui sont satisfaisable, insatisfaisable ou une tautologie. Dans le
reste de ce document, nous noterons ces deux caractéristiques SAT et UNSAT respectivement.

Exemple: Les formules x ∧ ¬y, ¬(x ⇒ y) et (x ⇒ y) ⇔ (¬y ⇒ ¬x) sont SAT. Comme
montré dans la Table 2.2, il existe au moins une affectation (une ligne dans la table) pour
laquelle une valeur de la formule est 1. Par exemple, {x,¬y} est une solution possible pour ces
trois formules. La formule x⊕x est UNSAT, pour chaque affectation la valeur de la formule est
0. Finalement, (x ⇒ y) ⇔ (¬y ⇒ ¬x) est une tautologie : pour toute affectation, la valeur
de la formule est 1.

Il est nécessaire de pouvoir confronter deux différentes formules dans le but de déterminer
si il existe un lien (logique) entre elles. Dans ce but, nous définissons ici les concepts de
conséquence logique et d’équivalence logique définie respectivement par Définition 6 et Dé-
finition 7.

Définition 6: Conséquence logique

Soit ϕ et ψ deux formules propositionnelles, ψ est une conséquence logique de ϕ si tout
modèle de ϕ est un modèle pour ψ. Cette conséquence logique est notée : ϕ � ψ.
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Définition 7: Equivalence logique

Deux formules ϕ et ψ sont équivalentes si elles ont la même valeur pour chaque affecta-
tion. Cette équivalence logique est notée : ϕ ≡ ψ.

L’exemple suivant compare les formules présentées dans la Table 2.2.

Exemple: Soit les deux formules ϕ1 = x∧ ¬y et ψ1 = (x⇒ y)⇔ (¬y⇒ ¬x). ϕ1 est une
conséquence logique de la formule ψ1. En effet, nous pouvons observer dans la Table 2.2 que
chaque modèle de ϕ1 est un modèle de ψ1. Nous pouvons donc écrire ϕ1 � ψ1. Les formules
ϕ2 = x∧¬y et ψ2 = ¬(x⇒ y) sont logiquement équivalentes (ϕ2 ≡ ψ2), elles ont la même
valeur pour chaque affectation.

2.1.2 Forme normale

Nous avons défini les bases de la logique propositionnelle nécessaire pour comprendre la re-
présentation utilisée pour le problème SAT. Les formules propositionnelles représentant ce
problème (appelée instance du problème), ont une structure particulière, appelée forme nor-
male. Afin de définir correctement la forme normale qui nous intéresse, nous devons d’abord
introduire les concepts de cube et de clause.

Définition 8: Cube

Un cube γ est une conjonction finie de k littéraux représentée par la formule γ =
∧k
i=1 `i,

ou par l’ensemble de ses littéraux γ = {`i}i∈J1,kK.

Définition 9: Clause

Une clause ω est une disjonction finie de k littéraux représentée par la formule ω =∨k
i=1 `i, ou par l’ensemble de ses littérauxω = {`i}i∈J1,kK.

On dit qu’une clause est unitaire, binaire, ternaire ou n-aire si elle contient respective-
ment une, deux, trois ou n (∈ N∗) littéraux.

Définition 10: Clause complémentaire

La clause complémentaire d’une clause de taille k,ω = {`i}i∈J1,kK est la clause contenant
la négation de tous les littéraux deω notéeω = {¬`i}i∈J1,kK
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2.1. Représentation booléenne du problème

Définition 11: Clause Subsumée

Soit deux clausesω1 etω2, on dit queω1 subsume parω2 si tous les littéraux deω1 sont
contenus dansω2. En d’autres termes, nous avonsω1 ⊆ ω2.

L’exemple suivant illustre les différents types de clauses présentés et analyse leurs particulari-
tés.

Exemple: La clause ω1 = {¬a} est unitaire. La clause ω2 = {a,¬b} est binaire. La clause
ω4 = {¬a,¬b,¬c,¬e,¬f} est une clause 5-aire. De plus, nous pouvons observer que ω4 est
subsumée parω1.

Avec ces définitions, nous pouvons finalement présenter une forme normale particulière qui
est la forme normale conjonctive.

Définition 12: Forme Normale Conjonctive

Une formule propositionnelle en forme normale conjonctive (ou CNF pour Conjunctive
Normal Form) ϕ est une conjonction de clauses. Une formule CNF peut être représentée
par la formule ϕ =

∧k
i=1ωi ou par l’ensemble de ses clauses ϕ = {ωi}i∈J1,kK.

Par exemple la formule propositionnelle suivante est en forme normale conjonctive : ϕ =
(a∨ b∨ ¬c)∧ (¬a)∧ (¬d∨ ¬b)

Ces définitions nous permettent d’expliquer le problème de satisfaisabilité booléenne (ou pro-
blème SAT), comme étant le problème consistant à déterminer si une formule proposition-
nelle (traditionnellement en forme normale conjonctive) est satisfaisable ou non. Ce pro-
blème a une grande importance dans le domaine de la théorie de la complexité, car il est le
premier à être prouvé NP-complet [30]. Nous définissons ici les termes nécessaires pour com-
prendre cette caractéristique. La théorie de la complexité classe des problèmes algorithmiques
selon des contraintes comme le temps de calcul ou l’espace mémoire. Nous présentons ici
quelques-unes de ces classes pour comprendre où se situe le problème SAT selon la théorie de
la complexité :

— Un problème qui peut être résolu par une machine de Turing non déterministe en temps
polynomial fait partie de la classe "Non déterministe polynomial" ou NP ;

— Un problème p est NP-difficile si tout problème p ′ dans NP peut être réduit en temps
polynomial à p ;

— Un problème est NP-complet si il appartient aux classes NP et NP-difficile.

Il n’existe pas d’algorithmes déterministes réellement efficaces pour résoudre les problèmes
NP-complets, car leur complexité (en temps de calcul) est exponentielle par rapport aux pa-
ramètres d’entrée. Cependant, la validité d’une solution donnée peut-être vérifiée en temps
polynomial. En raison des propriétés susdécrites, tous les problèmes NP-complets peuvent
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être ramenés au problème SAT. C’est une des raisons pour laquelle le développement de pro-
gramme (appelé solveur SAT) pouvant résoudre une instance de ce problème est devenu un
enjeu industriel et académique majeur.

Un algorithme trivial pour un solveur SAT consiste à énumérer toutes les affectations possibles
des variables de la formule, jusqu’à trouver un modèle pour celle-ci ou déterminer son insa-
tisfaisabilité après avoir mis en échec toutes les affectations. Évidemment, le nombre d’affec-
tations complètes générées est exponentiel en fonction du nombre de variables de la formule.
Des décennies de recherche ont permis de développer de nombreux paradigmes et heuristiques
pour accélérer la vitesse de résolution des solveurs SAT. La section suivante présente la forme
d’un algorithme de résolution standard dans les solveurs SAT modernes.

2.2 RÉSOLUTION SÉQUENTIELLE DU PROBLÈME SAT

Les algorithmes déterministes modernes de résolution du problème SAT n’itèrent pas sur des
affectations complètes, mais plutôt sur les littéraux de la formule. À chaque itération, ils vont
procéder à un mécanisme de simplification sur la formule. Soit la formuleϕ et le littéral ` ∈ L.
La simplification de ϕ par ` est définie par : ϕ|` = {C\{¬`} | C ∈ ϕ ∧ ¬` ∈ C} ∪ {C | C ∈
ϕ ∧ ` /∈ C ∧ ¬` /∈ C}. Le premier terme de l’union correspond aux clauses ne contenant
¬` (dans lesquelles ¬` a été supprimé), le second terme correspond aux clauses contenant ni
` ni ¬`. Plus généralement, la simplification de la formule ϕ par un ensemble de littéraux
est définie par : ϕ|{`1,`2,...,`n} = (. . . ((ϕ|`1)|`2) . . . |`n). L’ordre des simplifications n’est pas
important et mène à la même formule.

Si la simplification d’une formule mène à l’apparition d’une clause vide, on dit que l’algo-
rithme est arrivé à un conflit, l’affectation courante est considérée comme invalide et l’algo-
rithme va revenir sur une ou plusieurs itérations afin de revenir à une affectation partielle ne
rendant pas la formule UNSAT. Au contraire, si la clause vide n’est pas dérivée par la simplifi-
cation, l’algorithme procède à l’itération suivante. L’un des premiers algorithmes non intensifs
en mémoire pour résoudre le problème SAT est l’algorithme Davis Putnam Logemann Love-
land (DPLL) [32], décrit dans la sous-section suivante.

2.2.1 L’algorithme Davis Putnam Logemann Loveland (DPLL)

Cet algorithme, en itérant sur les littéraux de la formule, effectue un parcours en profondeur sur
un arbre binaire dont les nœuds sont des formules simplifiées. Une feuille de l’arbre contenant
une clause vide indique que la branche correspondante est un contre-modèle de la formule.
Au contraire, une feuille correspondant à la formule vide indique que toutes les clauses ont été
satisfaites, la branche courante est donc un modèle de la formule. On appelle communément
l’ensemble des sous-arbres en cours d’exploration ou pas encore exploré l’espace de recherche
du solveur. Si toutes les feuilles de l’arbre correspondent à des contre-modèles, la formule est
UNSAT. Si au moins une feuille est un modèle pour la formule, celle-ci est SAT. Algorithme 1
présente cet algorithme, ici sous sa forme récursive.

18



2.2. Résolution séquentielle du problème SAT

Chaque appel commence par l’exécution d’une routine appelée propagation unitaire
(Ligne 4) dont l’implémentation est détaillée dans l’Algorithme 2. Cette routine cherche toutes
les clauses unitaires dans la formule ϕ passée en paramètre. Puis, pour assurer la satisfaisabi-
lité, ajoute ses littéraux à l’affectation courante. ϕ est ensuite simplifiée par l’ensemble de ces
littéraux comme expliqué précédemment. La procédure se termine lorsque toutes les clauses
unitaires ont été traitées ou qu’un conflit a été constaté (la simplification dérive la clause vide).
Elle retourne la formule simplifiée et la nouvelle affectation.

DPLL retourne au niveau récursif précédent si la propagation unitaire dérive la for-
mule vide ou une formule contenant une clause vide (Lignes 6 et 8). En effet, l’algorithme
DPLL ne revient que d’un seul niveau de récursion après avoir atteint un conflit.

La descente de l’algorithme dans l’espace de recherche se fait à travers un mécanisme appelé
décision ou branchement. Ces termes désignent l’action de déterminer quelle sera la prochaine
variable à affecter et avec quelle valeur (Ligne 9). Dans le pseudo-code présenté, cette déci-
sion est rajoutée au problème au sein des appels récursifs sous forme d’une clause unitaire
(Ligne 10).

1 fonction DPLL(ϕ : formule CNF, α : affectation)
2 retourne > si ϕ est SAT et ⊥ autrement
3 (ϕ ′, α ′)← propagationUnitaire(ϕ|α)
4 α← α ∪ α ′ // Ajouter les littéraux propagés dans α
5 si ϕ ′ = ∅ alors
6 retourner > // ϕ est SAT

7 si ∅ ∈ ϕ ′ alors // Il y a un conflit
8 retourner ⊥ // La branche est UNSAT

9 x← choixLitteralBranchement()
10 retourner DPLL(ϕ ∪ {x}, α) ou DPLL(ϕ ∪ {¬x}, α)

Algorithme 1 : L’algorithme DPLL.

1 fonction propagationUnitaire(ϕ : formule CNF, α : affectation)
2 retourne formule CNF et affectation α
3 tant que {l} ∈ ϕ et {} /∈ ϕ faire

// Supprime toutes les clauses contenant l et tous les littéraux ¬l

4 ϕ← ϕ |_l
5 α← α ∪ {l}

6 retourner ϕ,α

Algorithme 2 : La propagation unitaire.

On note comme différence avec l’algorithme naïf le fait qu’un conflit permet de couper court à
la création de l’affectation. En pratique, un solveur n’a pas besoin de générer toutes les affec-
tations possibles pour prendre la décision SAT ou UNSAT. L’efficacité de DPLL est fortement
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dépendante de l’implémentation de la procédure decisionLitteral. L’objectif de cette
fonction est de trouver un littéral qui va générer le maximum de propagations unitaires. S’il
n’est virtuellement pas possible de trouver la variable optimale parce qu’il s’agit d’un pro-
blème NP-difficile, il existe différentes heuristiques pour effectuer ce choix, certaines seront
présentées dans Section 2.2.5. Parmi les défauts de cette approche figure le fait qu’il n’existe
aucun mécanisme pour empêcher le solveur de reproduire la même séquence de décisions et
de propagations conflictuelles à différents endroits de l’espace de recherche. En effet, certaines
affectations partielles conduiront toujours à un conflit, quelles que soient les affectations pré-
cédentes. La propagation unitaire est une procédure très coûteuse et donc reproduire un travail
inutile est un gâchis de ressources CPU. Par extension, un mécanisme permettant de décrire
finement la raison d’un conflit permet également de revenir sur plus d’un niveau de décision,
accélérant encore la résolution. Suivant ces principes, la communauté de recherche s’est atta-
quée au développement de mécanismes d’apprentissage, un mécanisme permettant au solveur
de se souvenir de ses précédentes erreurs. L’algorithme d’apprentissage de clauses par conflits
ou conflict-driven clause learning (CDCL) implémente ce mécanisme qui permettra à la réso-
lution du problème SAT d’être applicable à de larges problèmes définissant des contraintes du
monde réel.

2.2.2 Conflict-Driven Clause Learning

L’Algorithme 3 présente une vue de haut niveau de l’algorithme CDCL (ici, l’implémentation
de l’algorithme est sous une forme itérative). Comme indiqué précédemment, l’algorithme
peut revenir sur plus d’une décision, ainsi on introduit une nouvelle variable lvl qui indique
le niveau de décision courant (Ligne 3).

Cet algorithme est basé sur une boucle principale qui a une structure similaire à l’algorithme
DPLL. En effet, on commence par une propagationUnitaire (Ligne 5), dont le résul-
tat peut déterminer la satisfaisabilité de la formule (la formule simplifiée est vide Ligne 8).
La différence se trouve dans le cas où la propagationUnitaire dérive la clause vide
(Ligne 12). Dans ce cas, deux scénarios sont possibles : (i) l’algorithme n’a pris aucune dé-
cision (ou est revenu sur toutes ses décisions), il retourne donc ⊥ (Ligne 11) ; (ii) autrement,
l’algorithme déduit la suite de décisions et propagations à l’origine de ce conflit dans une pro-
cédure appelée analyseDeConflit que nous décrirons dans la prochaine sous-section.
Pour le moment nous indiquons que cette procédure produit une clauseω résumant le conflit.
Cette clause est ensuite apprise (ajoutée aux autres clauses de la formule) par le solveur. Par
la suite, nous appellerons clauses apprises ces clauses déduites par l’analyse de conflit. Si
cette clause apprise va permettre au solveur d’éviter de prendre ultérieurement la même mau-
vaise séquence de décision, elle ne modifie pas le problème original pour autant. Autrement
dit ϕ ≡ ϕ ∪ {ω}.

Un autre apport de ces clauses apprises est qu’elles peuvent être utilisées pour calculer un point
de retour plus intéressant que le simple renversement de la décision précédente. C’est le rôle de
la procédure calculNiveauDeDecision (Ligne 14). Nous appelons l’action de revenir à
un niveau de décision particulier, annulant au passage les affectations et simplifications dues
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1 fonction CDCL(ϕ : formule CNF)
/* retourne > si ϕ est SAT, ⊥ sinon (UNSAT) */

2 α← ∅ // affectation courante
3 lvl← 0 // niveau de décision courant
4 Indéfiniment
5 (ϕ ′, α ′)← propagationUnitaire(ϕ|α)
6 α← α ∪ α ′ // Ajouter les littéraux propagés dans α
7 si ϕ ′ = ∅ alors
8 retourner > // ϕ est SAT

9 si ∅ ∈ ϕ ′ alors // Il ya un conflit à analyser
10 si lvl = 0 alors
11 retourner false // ϕ est UNSAT

12 ω← analyseDeConflit(ϕ,α)
13 ϕ← ϕ ∪ {ω}

14 lvl← calculNiveauDeDecision(lvl,ω, . . .)
15 α← {` ∈ α | δ(`) ≤ lvl}
16 sinon
17 α← α ∪ {choixLitteralBranchement()} // Choix d’un nouveau

littéral de branchement
18 lvl← lvl+ 1

Algorithme 3 : Conflict-driven clause learning algorithm (CDCL)

aux propagations, backjump et cette action est effectuée Ligne 15. Dans cette ligne, chaque
littéral de l’affectation actuelle dont le niveau de décision, extrait avec δ(`), est supérieur au
nouveau niveau de décision est supprimé de l’affectation.

Finalement, s’il n’y a pas de conflit, un nouveau littéral est sélectionné pour progresser dans
la résolution deϕ. Le niveau de décision est donc incrémenté en conséquence (Lignes 17-18).

2.2.3 Analyse de conflit

Il y a un conflit quand l’algorithme rencontre une situation qui implique qu’une variable soit
simultanément > et ⊥ (i.e., l’affectation courante est inconsistante et une clause est deve-
nue vide). En faisant la même décision/propagation, un conflit peut apparaître plusieurs fois
durant la résolution. Pour éviter cette répétition, les raisons d’un conflit doivent être identi-
fiées et exploitées pour guider les futures décisions du solveur. Cela se fait en construisant
et en analysant ce que nous appelons un graphe d’implication. Le schéma suivant est utilisé
pour produire une clause apprise : si

∧k
i=1 `i est l’origine d’un conflit, alors

∨k
i=1 ¬`i est une

condition nécessaire pour éviter ce conflit. Puisque cette information est déjà contenue dans la
formule originale, cette clause apprise peut être ajoutée sans risque à la formule, et supprimée
par la suite. Soit la formule (extraite de [19]) :
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ϕ = {ω1,ω2,ω3,ω4,ω5,ω6}

= {{x1, x2,¬x3}, {x1,¬x4}, {x3, x4, x5}, {¬x5,¬x6}, {x7,¬x5,¬x8}, {x6, x8}}

La Figure 2.3 présente la construction d’un graphe d’implication au fur et à mesure des dé-
cisions prises par un solveur CDCL. Les nœuds colorés représentent des décisions, les autres
nœuds sont des propagations. Le label d’un nœud xi@k représente une décision/propagation
de la variable xi au niveau de décision k. Les arcs entre les nœuds sont marqués de la clause
qui est à l’origine de la propagation selon l’affectation courante. Le solveur prend donc dans
l’ordre les décisions suivantes : ¬x7, ¬x2, ¬x1. Les deux premières décisions n’entraînent pas
de propagation immédiate, mais la dernière décision provoque une séquence de propagations
qui aboutit à un conflit : selon l’affectation courante, la variable x8 doit être simultanément >
et ⊥. La raison derrière ce conflit peut-être représentée par le cube {¬x7,¬x2,¬x1}. Selon la
formule précédente, le solveur peut apprendre la clause {x7, x2, x1} afin d’éviter ce conflit dans
la suite de la résolution.

En pratique, le graphe d’implication est davantage exploité par le concept d’Unit Implication
Point (UIP) [87]. Un UIP, pour le niveau de décision où le conflit apparaît, est un nœud qui se
trouve sur chaque chemin allant de la décision au conflit. Il peut exister plusieurs IUP, mais il
y en a nécessairement au moins un, car le nœud de décision est un UIP. Dans le cas où il y en
a plusieurs, les UIP sont classés en fonction de leur distance par rapport au conflit, le 1er-UIP
est donc le plus proche du conflit. Un UIP divise le graphe d’implication en deux parties le
côté raison contient les variables de décision responsables de la contradiction et le côté conflit
contient le conflit. Pour construire la clause de conflit, il faut extraire le cube de littéraux ayant
un arc qui traverse les deux sections du graphe. S’il existe des techniques pour calculer tous
les IUP en temps linéaire, et donc sans trop de surcoûts à la procédure d’analyse de conflit,
il est connu que le 1er-UIP permet d’extraire la plus petite clause de conflit [102]. Dans la
Figure 2.3, ce cube pour le 1er-UIP est {¬x7, x5}. La clause de conflit à apprendre est donc
{x7,¬x5} et elle représente deux niveaux de décision, 1 et 3. Une fois cette clause ajoutée à
la base de clauses apprises, le solveur va revenir au niveau de décision précédent le conflit,
ici 1 (le niveau de décision 2 n’est pas présent dans la clause). On dit que la clause apprise
est assertive car l’IUP est la seule variable sans valeur après le backjump. En conservant la
décision ¬x7, la clause apprise va forcer la propagation de la valeur ⊥ pour la variable x5,
évitant ainsi ce conflit.

2.2.4 Back-jumping / Redémarrage

Dans l’algorithme DPLL, lorsqu’un conflit est détecté, un retour en arrière (au niveau de dé-
cision précédent) est effectué. Or, l’analyse des conflits permet de calculer des sauts arrière,
qui peuvent être plus longs que de simples retours au niveau de décision précédent, et qui
représentent potentiellement de meilleurs points de départ pour poursuivre la recherche d’une
solution. Plus précisément, nous devons faire un saut arrière jusqu’au niveau le plus élevé
représenté dans la clause nouvellement apprise [69].
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FIGURE 2.3 – Graphe d’implication

La combinaison de l’apprentissage des clauses de conflit et de ce mécanisme de backjump
permet au solveur d’élaguer rapidement des zones conflictuelles de l’espace de recherche.
Cependant, il arrive que le solveur se bloque dans la même zone de recherche pendant une
longue période (il ne progresse pas de manière significative). Ce phénomène est connu sous le
nom de heavy tailing [19]. Un moyen de sortir de cette zone est de relancer la recherche, tout en
conservant les informations utiles (e.g., clauses apprises). Techniquement, un redémarrage est
un retour au niveau de décision 0, soit avant la première décision. La détection d’une zone de
heavy tailing n’est pas un problème facile et a été largement traité dans la littérature [65, 8, 14].
Ces stratégies peuvent utiliser le nombre de conflits ou la profondeur (actuelle) de l’arbre de
recherche comme heuristique pour décider de redémarrer.

2.2.5 Heuristiques de branchement

Nous avons rapidement présenté la procédure choixLitteralBranchement utilisée dans
DPLL et CDCL, une procédure de décision, qui choisit le prochain littéral de branchement
(appelé ainsi, car il permet de descendre plus profondément dans l’arbre de recherche). Pour
être plus précis, deux décisions sont prises par cette procédure : le choix de la variable et le
choix de la polarité de cette variable (fixer la variable à> ou⊥ dans l’affectation courante). (i)
La première décision consiste à optimiser l’ordre de branchement des variables, la complexité
de la résolution dépend fortement de l’ordre de branchement des variables et il est évidem-
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ment impossible de trouver un ordre optimal de manière déterministe en temps polynomial.
(ii) La deuxième décision consiste à fixer une valeur pour la variable qui a un sens selon les
contraintes imposées par la formule, dans le cas des instances satisfaisables en particulier. Un
exemple peut être que pour deux variables x et y ∈ ϕ, il n’existe aucun modèle de ϕ dans
laquelle x et y ont la même valeur. Les contraintes les plus triviales peuvent être déduites lors
de la propagation unitaire ou l’apprentissage de clause, mais il est évidemment difficile durant
la résolution de découvrir la valeur "optimale" pour une variable donnée.

(i) Heuristiques pour optimiser l’ordre de branchement : La complexité de résolution
des problèmes SAT est fortement reliée à la profondeur de l’arbre de recherche. Comme sa
construction est dominée par le choix des variables de décision, le choix de bonnes variables de
décision (e.g., celles qui génèrent le plus de propagations unitaires) diminue considérablement
le temps de calcul. De nombreuses heuristiques ont été définies pour augmenter la largeur de
la propagation, réduisant ainsi la profondeur de l’arbre de recherche [25, 36, 40, 83, 53, 68].
Les solveurs modernes utilisent des heuristiques favorisant les variables impliquées dans les
conflits les plus récents, à savoir, VSIDS [74] et LRB [61] :

— Variable state independent decaying sum (VSIDS) [74] est utilisée dans presque tous
les solveurs SAT modernes. Pour chaque variable, un score est calculé durant la réso-
lution : pour chaque conflit, les variables incluses dans les clauses traversées durant
l’analyse du conflit sont récompensées. Quand une décision est nécessaire, la variable
non affectée avec le score le plus élevé est choisie. La métrique VSIDS est très volatile
et varie rapidement.

— Learning rate branching (LRB) [61] est une généralisation du VSIDS. Le processus
de décision est vu comme un problème d’optimisation où l’objectif est de maximiser
le taux d’apprentissage, défini comme la capacité des variables à générer des conflits et
donc à apprendre des clauses. Cet algorithme est basé sur de l’apprentissage par ren-
forcement et répond à un problème formalisé comme un problème de bandit manchot.
Soit I l’intervalle de temps entre l’affectation d’une variable v et le moment où v n’est
plus affectée. L(I) est le nombre de clauses apprises pendant l’intervalle I. Soit P(v, I)
le nombre de clauses apprises dans lesquelles v a participé (c’est-à-dire que v est dans
la clause ou v est dans le côté conflit du graphe d’implication (voir Section 2.2.3)) pen-
dant l’intervalle I. Alors, le taux d’apprentissage est défini par P(v,I)

L(i)
. Pour une variable

donnée, les taux d’apprentissage les plus récents sont préférés aux plus anciens.

(ii) Heuristiques pour optimiser l’affectation des valeurs : Lorsqu’une variable de dé-
cision est choisie, sa polarité (> ou ⊥) reste indéterminée. La stratégie mise en œuvre dans
presque tous les solveurs est la sauvegarde de la phase (ou progress saving) [81]. Les ins-
tances industrielles contiennent des composants, comme le souligne [20]. Un composant est
un sous-ensemble de clauses, et deux composants sont indépendants s’ils ne partagent aucune
variable. Lorsqu’un conflit est atteint, la recherche peut sauter en arrière sur plusieurs niveaux.
L’affectation de certaines variables est alors oubliée, ce qui peut conduire à la perte de la ré-
solution de certains composants. Afin de contrer ce phénomène, la dernière affectation des
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variables forcée par la propagation unitaire est stockée, dans une structure que nous appelons
la phase. Lorsqu’une variable est choisie pour le prochain branchement, elle est affectée à la
valeur stockée dans la phase. On peut résumer ce mécanisme comme un cache stockant les
valeurs chaudes des variables.

2.2.6 Nettoyer la base de clauses apprises

Les clauses apprises ne sont pas toutes "utiles" et dans certains cas, leur présence peut intro-
duire un coût supplémentaire à l’algorithme, notamment lors de la propagation unitaire. De
plus, il n’est pas possible de conserver toutes ces clauses d’un point de vue matériel, en effet
leur nombre peut croître exponentiellement avec le nombre de variables. Garder toutes ces
clauses peut introduire une saturation de la mémoire et donc le ralentissement ou même l’arrêt
du programme. Il faut définir une métrique permettant d’ordonner les clauses par leur utilité
et supprimer les moins utiles. On peut noter que définir ces métriques peut être complexe, car
elles entraînent forcément un biais dans l’étude. Par exemple, si l’on supprime fréquemment
toutes les clauses de tailles supérieures à 10, forcément ces clauses auront moins de chance
d’être utilisées par le solveur. Se basant sur des études empiriques, plusieurs articles de la
littérature ont proposé des heuristiques :

— La taille de la clause est très souvent utilisée par les solveurs. En effet, une clause est
vraiment utile lorsqu’elle participe à la propagation unitaire. Plus la clause est petite,
plus sa chance de provoquer une propagation est grande.

— On peut également trier les clauses en réutilisant la logique utilisée pour définir des
heuristiques de décision pour le branchement : notamment l’activité des clauses. On
introduit un score qui détermine l’activité d’une clause. Quand une clause participe à
l’analyse du conflit, son activité est incrémentée. Les clauses avec une activité faible
sont supprimées.

— La Literal Block Distance (LBD) [7]. C’est une mesure qui calcule la qualité d’une
clause selon le nombre de niveaux de décision présents dans la clause. Les clauses avec
une haute valeur LBD sont supprimées.

2.2.7 Preprocessing/Inprocessing

Nous avons étudié dans cette section les algorithmes et heuristiques nécessaires à la construc-
tion d’un outil de résolution capable de résoudre une instance d’un problème SAT. Un com-
posant essentiel de ces solveurs, appelé preprocessing, est activé avant même le début de la
résolution. Nous pouvons distinguer deux types de preprocessing : les mécanismes qui s’ap-
pliquent directement à la formule pour la simplifier, et ceux qui extraient des informations de
la formule afin d’initialiser les différentes métriques d’un solveur, telles que les heuristiques
de décision. Dans les deux cas, si ces mécanismes peuvent reposer sur des algorithmes ca-
pables de dériver une solution pour la formule, ce n’est pas leur but premier. Des limitations
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sont donc appliquées à ces mécanismes afin de limiter le temps de calcul. Nous décrivons dans
cette section uniquement les mécanismes de preprocessing de la première catégorie. L’initia-
lisation des solveurs sera abordée Chapitre 5.

2.2.7.1 Simplification de la formule

Dans ce cas, le but du preprocessing est de simplifier la formule d’entrée, le plus souvent
en supprimant des variables et des clauses, bien que certaines techniques puissent également
ajouter des contraintes (selon la même logique que l’apprentissage de clauses de conflit Sec-
tion 2.2.3). L’objectif est d’éliminer toutes redondances ou complexité introduites lors de l’en-
codage du problème modélisé en une instance du problème SAT (nous rappelons que seule la
forme CNF est considérée). Nous présenterons ici quelques-unes des techniques employées
par les solveurs rencontrés au cours de cette thèse.

Bounded Variable Elimination [38] (BVE) : Cette technique implémentée dans le prépro-
cesseur SatElite utilisé par des solveurs comme MiniSat et MapleCOMSPS, applique la
résolution pour supprimer des variables. La résolution est à la base de l’algorithme DP [33],
algorithme fondateur pour résoudre le problème SAT, qui précède l’algorithme DPLL (Sec-
tion 2.2.1). Pour éliminer la variable x, BVE applique les étapes suivantes :

— La résolution : Pour toutes les paires de clauses ω1 = (x ∨ `12, . . . , `
1
n) et ω2 = (¬x ∨

`22, . . . , `
2
m) sont générées les clauses résolvantes ω = (`12, . . . , `

1
n ∨ `

2
2, . . . , `

2
m) privées

de la variable x.
— Après avoir ajouté les clauses résolvantes à la formule, les clauses originales sont sup-

primées.
— Pour éviter la possible explosion mémoire (le problème fondamental de l’algorithme

DP), BVE n’applique la réalisation sur une variable seulement si cela n’augmente pas
le nombre de clauses. Dans les variantes modernes de cette technique, la limite sur
l’augmentation autorisée de la taille de la formule est augmentée sur plusieurs tours de
simplification si la taille n’a pas trop augmenté au tour précédent [75].

Élimination gaussienne [91] : Cette technique est axée sur la simplification d’une forme
particulière appelée contrainte XOR. Pour un ensemble de variables donné, cette contrainte
peut être représentée sous la forme ⊕ixi = >/⊥. Une telle contrainte est fausse pour toute
affectation qui affecte > à un nombre pair de littéraux. Pour tout ensemble de variables de
taille n, s’il existe 2n−1 combinaisons différentes de négations dans la formule, une contrainte
XOR peut-être extraite. Exemple :

x1 ∨ x2 ∨ ¬x3 = >
x1 ∨ ¬x2 ∨ x3 = >
¬x1 ∨ x2 ∨ x3 = >

¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3 = >

 ⇔ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 = ⊥ (2.1)
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x1 ∨ x2 ∨ x3 = >
¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3 = >
x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3 = >
¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3 = >

 ⇔ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 = > (2.2)

Un ensemble de contraintes XOR peut alors être considéré comme un système d’équations
linéaires pouvant être résolu par élimination gaussienne. Ce type de simplification s’est avéré
particulièrement efficace pour des instances du problème SAT modélisant des problèmes du
domaine de la cryptographie.

Vivification [80] : Cette technique vise à réduire la taille des clauses en supprimant les litté-
raux qui sont impliqués par le reste de la formule. Le problème de minimiser une clause en une
clause minimale est lui-même NP-difficile. La vivification propose un algorithme incomplet,
mais de complexité linéaire, permettant de détecter les redondances présentes dans les clauses
de la formule. Pour ce faire, les auteurs de [80] se basent sur la propagation unitaire (Sec-
tion 2.2.1). Nous définissons qu’une clause ω de ϕ est impliquée par la propagation unitaire
si la propagation unitaire de la clause complémentaire ω implique une affectation qui expose
un conflit (voir Section 2.2.3). Pour une clause de n littéraux ω = {`1, . . . , `n} l’algorithme
applique la propagation unitaire sur les littéraux complémentaires deω, donc {¬`1, . . . ,¬`n}.
À l’issue de cette propagation, trois cas peuvent se produire :

— La propagation atteint un conflit : ∃i < n t.q. ϕ\{ω}|{¬`1,...,¬`i} ⇒ ⊥. Dans ce cas,
l’algorithme ajoute la clause {`1, . . . , `i}. Cette clause subsume l’originale, qui peut donc
être supprimée.

— Autrement, une nouvelle clause est produite si un littéral non affecté de la clause voit
sa valeur fixée par une propagation unitaire. Par exemple si la propagation unitaire im-
plique un littéral négatif : ∃i < j ≤ n t.q. ϕ\{ω}|{¬`1,...,¬`i} ⇒ ¬`j. La clause produite
est {`1, . . . ,¬`j}. Cette nouvelle clause et la clause ω originale permettent d’inférer la
clause résolvante {`1, . . . , `j−1, `j+1, . . . , `n}. Cette clause subsume la clause originale,
cette dernière peut donc être supprimée.

— De même, si le littéral positif est fixé : ∃i < j ≤ n t.q. ϕ\{ω}|{¬`1,...,¬`i} ⇒ `j, la clause
impliquée est {`1, . . . , `j}, qui subsume la clause originale.

2.2.7.2 Inprocessing

À l’inverse du preprocessing, les mécanismes activés en cours de résolution sont appelés in-
processing. La distinction entre ces deux mécanismes repose principalement sur le moment de
l’appel. Dans les faits, de nombreuses techniques d’inprocessing utilisent une version simpli-
fiée des mécanismes utilisés pour le preprocessing. Leur avantage est qu’ils peuvent utiliser les
informations découvertes par le solveur pour améliorer leur efficacité. Cependant, il est impor-
tant de ne pas appeler ces mécanismes systématiquement afin de ne pas entraver la résolution.
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Les algorithmes d’inprocessing définissent donc des seuils pour déterminer s’il est viable de
les exécuter, tels que le nombre de variables affectées [27], le nombre de redémarrage depuis
le dernier appel [27, 66] ou la taille des clauses considérées [66]. Des algorithmes d’inpro-
cessing seront discutés plus en détail Chapitres 4 et 5. Dans ce dernier, nous présenterons nos
travaux sur l’inprocessing.

2.3 RÉSOLUTION PARALLÈLE DU PROBLÈME SAT

Dans un passé récent, la puissance d’un processeur augmentait grâce à des fréquences d’hor-
loges de plus en plus élevées. Outre les algorithmes et heuristiques abordés dans la section
précédente, une manière de rendre la résolution plus rapide était simplement d’obtenir une
machine avec un processeur plus rapide. De nos jours, les fabricants de puces électroniques
sont en mesure de concevoir et de fabriquer à grande échelle des architectures composées de
multiples cœurs de calcul, plus efficaces sur le plan énergétique. L’industrie s’est tournée vers
ce type d’architecture, attirée par l’incroyable augmentation des performances possible en per-
mettant à plusieurs applications de fonctionner en parallèle ou en répartissant les différentes
tâches d’une application sur plusieurs unités de calcul.

Les développeurs d’applications ont dû réfléchir sérieusement à la conception de systèmes
dont les composants peuvent être répartis sur plusieurs unités de calcul afin d’augmenter les
performances sans introduire les bogues inhérents à ce paradigme de programmation. La stan-
dardisation de ces environnements multicœurs a également conduit à l’utilisation massive
d’environnements distribués : qu’il s’agisse de grappes de machines connectées à un même
réseau ou de larges grilles de calcul composées de machines souvent géographiquement éloi-
gnées les unes des autres. Ainsi, de nouvelles stratégies parallèles ont été développées per-
mettant aux solveurs SAT d’exploiter cette puissance de calcul. L’objectif de cette section est
d’étudier et de classer les différentes approches qui ont été développées dans le contexte de la
résolution parallèle du problème SAT.

Il existe principalement deux familles de stratégies de parallélisation. La première regroupe
les algorithmes de type diviser pour régner (nous utiliserons le terme divide-and-conquer par
la suite) [101], où l’espace de recherche est divisé dynamiquement au cours de la résolution.
Les sous-espaces de recherche résultants sont ensuite résolus par des algorithmes séquentiels
standards. La deuxième famille regroupe les algorithmes de type portfolio [45]. Ces stratégies
lanceront chaque travailleur sur l’ensemble de la formule, en veillant à ce que chaque tra-
vailleur traverse l’espace de recherche différemment, soit en utilisant un algorithme différent,
soit en utilisant des paramètres différents pour le même algorithme. Ces deux approches sont
présentées Section 2.3.1 et Section 2.3.2 respectivement.

Dans ce contexte parallèle, nous pourrons appeler un algorithme séquentiel exécuté par un fil
d’exécution un travailleur et un sous-espace de recherche (dans le cas du divide-and-conquer)
une tâche. Dans les deux approches, les algorithmes séquentiels sous-jacents doivent parta-
ger dynamiquement les informations apprises (principalement, les clauses apprises). De nom-
breuses heuristiques tentent d’améliorer ce partage en proposant un compromis entre les gains

28



2.3. Résolution parallèle du problème SAT

t2

x2

t4

¬x2

x4

t3

x2 ¬x2

x1

x9

t1

¬x9

¬x1

¬x4

FIGURE 2.4 – Utilisation du guiding path pour diviser l’espace de recherche

qu’il apporte et son coût matériel et logique. Ainsi, une stratégie de partage qui distribue les
clauses apprises entre les différents travailleurs doit paramétrer le débit d’envoi en fonction
des contraintes de mémoire imposées par la machine sur laquelle elle s’exécute. Mais dans
un même temps, elle doit veiller à ne pas ralentir la propagation unitaire des différents tra-
vailleurs par des clauses qui leur seront inutiles par rapport à leurs positions dans l’espace de
recherche. Une mise en œuvre réfléchie de ce partage est importante et sera examinée plus en
détail Section 2.3.3.

2.3.1 Divide-and-Conquer

La stratégie divide-and-conquer est basée sur la division de l’espace de recherche en sous-
espaces qui sont ensuite résolus par différents travailleurs. S’il est prouvé qu’un sous-espace
est SAT alors la formule initiale est SAT. La formule est UNSAT si tous les sous-espaces sont
UNSAT. Les difficultés introduites par ce paradigme sont présentées dans les sous-sections sui-
vantes : la division de l’espace de recherche (Section 2.3.1.1) ; la conception d’une heuristique
pour équilibrer la complexité des sous-espaces générés (Section 2.3.1.2) ; la mise en place po-
litique de répartition dynamique des tâches (Section 2.3.1.3) et le partage des clauses apprises
(Section 2.3.1.4).

2.3.1.1 Techniques pour diviser l’espace de recherche

Pour diviser l’espace de recherche, la technique la plus utilisée est le guiding path [101]. Nous
présenterons également dans cette section le scattering [52] et le partitionnement xor [82].

Guiding Path. Un solveur va traditionnellement commencer sa traversée de l’arbre de re-
cherche depuis la racine. Un guiding path est simplement un chemin imposé au solveur pour
commencer sa recherche. On peut le voir comme une tentative de résoudre la formule en fonc-
tion d’un ensemble d’hypothèses sur certaines variables, hypothèses sur lesquelles le solveur
ne revient jamais (les autres hypothèses possibles seront traitées par une autre instance). Il
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prend la forme d’un cube (pour rappel une conjonction de littéraux) qui est assumé par le tra-
vailleur. Soit la formule ϕ et la variable x. Grâce à la décomposition de Shannon [86], nous
pouvons réécrire ϕ comme ϕ = (ϕ ∧ x) ∨ (ϕ ∧ ¬x). Les deux guiding paths sont réduits
à un littéral : (x) et (¬x). Ce principe peut être appliqué de manière récursive sur chaque
sous-espace pour créer des chemins plus longs.

Figure 2.4 présente cette approche dans un exemple où six sous-espaces sont créés depuis la
formule originale. Ils sont issus des guiding paths suivants : (x4∧x2), (x4∧¬x2), (¬x4∧x1∧
x2), (¬x4∧x1∧¬x2), (¬x4∧¬x1∧x9), (¬x4∧¬x1∧¬x9). Les sous-espaces prouvés UNSAT

sont mis en valeur par une croix rouge. Les sous-espaces restants sont soumis aux travailleurs
(notés ti).

Scattering (ou dispersion). Contrairement au guiding path, cette approche introduit de nou-
velles contraintes à la formule pour créer des sous-formules qui vont contraindre le solveur
dans une partition du problème original. Le fonctionnement est le suivant, pour une formule
ϕ donnée et n le nombre de partitions souhaitées (aussi appelé scattering factor soit facteur
de dispersion), la construction de la sous-formule ϕi est donnée par l’équation suivante :

ϕi =


ϕ∧ G1, if i = 1
ϕ∧ ¬G1 ∧ . . .∧ Gi−1 ∧ Gi, if 1 < i < n
ϕ∧ ¬G1 ∧ . . .∧ ¬Gn, if i = n

Où Gi est un cube de di littéraux de ϕ : Gi = (`1 ∧ . . . ∧ `di). La négation du cube Gi est la
clause ¬Gi = (`1 ∨ . . . ∨ `di). Le nombre di est choisi tel que ϕ est divisé en n partition de
taille égale.

Partitionnement Xor. Le partitionnement Xor s’applique à une formule ϕ sur n littéraux
pour générer les deux sous-formules :ϕpair = ϕ∧(`1⊕. . .⊕`n⊕1) etϕimpair = ϕ∧(`1⊕. . .⊕
`n⊕ 0). Durant la résolution de ϕpair (ϕimpair), un nombre pair (impair) parmi les n littéraux
doit être affecté à vrai pour satisfaire la contrainte xor. Si d’autres partitions sont nécessaires,
nous pouvons simplement réappliquer le partitionnement Xor sur les partitions générées. Cette
technique présente l’avantage de générer des sous-espaces avec une répartition équilibrée des
modèles dans le cas d’une formule SAT. On peut noter qu’utiliser ce mécanisme avec n = 1

fournira un résultat équivalent au guiding path.

2.3.1.2 Choix d’une variable de décision

Quelle que soit la technique de division de l’espace de recherche choisie (Section 2.3.1.1), la
qualité de leur implémentation dépendra de la sélection des variables ou littéraux utilisée pour
effectuer cette division. Choisir la meilleure variable de décision est un problème difficile,
nécessitant la création d’une heuristique adaptée. La mesure de qualité d’une bonne heuris-
tique de division est sa capacité à créer des sous-espaces équilibrés en termes de temps requis
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pour les résoudre. En effet, des sous-espaces trop simples à résoudre amènent le travailleur à
constamment demander de nouvelle tâche et donc rediviser l’espace de recherche. Ce phéno-
mène (connu comme l’effet ping-pong) conduit à une situation où autant, sinon plus, de temps
de calcul est consacré à cette communication entre le travailleur et l’entité chargée de diviser
l’espace de recherche, qu’au temps de résolution. De plus, elle doit évidemment améliorer le
temps de résolution globale comparée à une résolution séquentielle.

Les heuristiques de division peuvent être classées en deux catégories : look-ahead et look-
back. Une heuristique de type look-ahead se calibre en essayant de prédire le comportement
futur du solveur. Au contraire, les heuristiques de type look-back sont calculées à partir de
statistiques accumulées durant la résolution. Nous présentons ici certaines de ces heuristiques
les plus importantes.

Look-Ahead. Pour prédire le comportement futur du solveur, les algorithmes look-ahead
utilisent un solveur DPLL (Algorithme 1) pour évaluer à l’avance la qualité d’une branche de
l’arbre de recherche [47]. Tout d’abord, un ensemble de variables est sélectionné en fonction
de diverses heuristiques. Le solveur DPLL applique la propagation unitaire sur une des va-
riables de l’ensemble. Si aucun conflit n’est dérivé, il mesure la différence entre la formule
originale et la formule simplifiée par la propagation. Il va ensuite revenir sur ce choix (annuler
les simplifications induites par la propagation) et réappliquer la propagation unitaire sur une
autre variable de l’ensemble. La variable qui aura généré la sous-formule la plus intéressante,
selon la mesure de différence choisie par l’algorithme, est sélectionnée pour la division. Par
exemple, la méthode appelée cube-and-conquer [49] utilise une heuristique de mesure recher-
chant les variables impliquant le plus grand nombre de propagations unitaires, afin de créer
des sous-espaces de recherche le plus petit possible (i.e., avec le moins de variables non af-
fectées). Le problème principal de cette technique est le coût généré par l’application de la
propagation unitaire pour l’exploration des différentes variables candidates.

Look-Back. Inversement, les algorithmes de type look-back guident le solveur sur la base
de son comportement passé. Nous décrivons maintenant les heuristiques de type loop-back
utilisées pour sélectionner des variables de décision :

— Puisque les solveurs séquentiels se basent sur des heuristiques pour sélectionner leurs
variables de décision, celles-ci peuvent naturellement être utilisées pour opérer la di-
vision de l’espace de recherche. Une possibilité est d’utiliser l’ordre de branchement
des variables imposées par l’heuristique VSIDS (voir Section 2.2.5) pour décomposer
la recherche en sous-espaces. En effet, il est communément admis qu’une variable avec
à un haut rang dans cet ordre constitue un bon point de départ pour un nouvel espace
d’exploration [52, 70, 6].

— Le nombre de flips (ou renversement de valeur) des variables [4], c’est-à-dire le nombre
de fois qu’une propagation unitaire affecte une variable à l’inverse de sa dernière valeur
propagée. Par conséquent, ordonner les variables en fonction du nombre de leurs flips
et choisir la plus élevée comme point de division permet de générer des sous-espaces
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FIGURE 2.5 – Équilibrage des charges dynamique utilisant le vol de travail

de recherche avec un temps de calcul comparable. Les auteurs de [4] l’utilisent pour
diminuer le coût de l’heuristique look-ahead en présélectionnant un pourcentage défini
de variables ayant le plus grand nombre de flips. Ceci permet de limiter le nombre de
variables sur lesquelles la propagation est appliquée.

— Nous présentons une dernière approche appelée taux de propagation [77]. Elle tend
à produire le même effet que l’heuristique look-ahead (présentée ci-dessus), mais en
analysant des statistiques accumulées durant la résolution. Le taux de propagation d’une
variable x est le ratio entre le nombre de propagations dues à un branchement sur x et
le nombre de fois où x a été choisie comme décision. La variable ayant le taux le plus
élevé est choisie comme point de division.

2.3.1.3 Équilibrage dynamique des charges

Malgré tous les efforts déployés dans la conception d’heuristiques de division permettant
d’équilibrer les sous-espaces générés, il est en pratique impossible d’assurer un équilibre
optimal entre les partitions. Ainsi, certains travailleurs deviennent rapidement oisifs. De ce
constat découle la nécessité de concevoir un mécanisme d’équilibrage des charges dynamique.
Il existe essentiellement deux stratégies : le vol de travail et la file d’attente.

Vol de travail. Une première solution pour réaliser cet équilibrage consiste à rediviser des
sous-espaces prouvés plus complexes afin de créer de nouvelles tâches pour les travailleurs
oisifs. À chaque fois qu’un travailleur prouve que son sous-espace est UNSAT, il demande
une nouvelle tâche. Un travailleur cible est choisi pour diviser son espace de recherche, en
utilisant un des mécanismes de division présentés. Ainsi, le travailleur cible est affecté à l’un
des nouveaux sous-espaces générés, tandis que le solveur va commencer à travailler sur l’autre.

Lorsqu’une nouvelle division est nécessaire, le choix de la meilleure cible est un problème dif-
ficile. Par exemple, dans Dolius [4], la stratégie consiste à utiliser un ordre FIFO pour élire
les cibles : le prochain travailleur ciblé par le vol de travail est celui qui travaille depuis le plus
longtemps sur son espace de recherche. Cette stratégie garantit l’équité entre les travailleurs.
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Elle a un autre avantage dans le cas où l’heuristique pour choisir une variable de division est de
type look-back, le travailleur cible ayant une bonne connaissance de son espace de recherche.

Considérons l’exemple présenté dans la Figure 2.4. Supposons que le travailleur t3 prouve
son sous-espace comme étant UNSAT et demande donc une nouvelle tâche. Le travailleur t2
est choisi pour diviser et partager son sous-espace. Dans la Figure 2.5, x7 est choisie comme
variable de division et deux nouveaux guiding path sont créés, (x4 ∧ x2 ∧ x7) pour t2 et
(x4 ∧ x2 ∧ ¬x7) pour t3.

File d’attente. Une autre solution pour éviter la latence entraînée par des travailleurs en
attente est de créer avant le démarrage de la résolution plus d’espaces de recherche que de
travailleurs disponibles (cube-and-conquer [49]). Un solveur look-ahead est utilisé pour géné-
rer un grand nombre de tâches. Elles sont stockées dans une file d’attente où les travailleurs
en besoin de travail pourront les récupérer. Pour augmenter le nombre de tâches disponibles
dynamiquement, un travailleur cible est choisi pour diviser son espace de recherche. Une va-
riante de cette stratégie implémentée dans Treengeling [16] choisie la tâche avec le plus
petit nombre de variables pour la division, ce qui a tendance à favoriser les instances SAT.
Lorsque la file d’attente est vide, la stratégie peut toujours basculer sur le vol de travail.

2.3.1.4 Partage des clauses apprises

Le partage de clauses apprises dans un solveur parallèle de type divide-and-conquer peut être
limité selon la méthode de division choisie. Diviser un espace de recherche consiste à définir
des contraintes sur les valeurs de certaines variables. Comme vu précédemment, il existe deux
techniques pour implémenter ces contraintes : (i) contraindre la formule originale en y ajoutant
de nouvelles clauses ; (ii) contraindre la routine de décision du solveur.

Lorsque la division est réalisée avec (i), certaines clauses apprises ne peuvent pas être parta-
gées entre les travailleurs. C’est le cas des clauses apprises déduites depuis au moins une des
clauses ajoutées pour la division. La solution la plus simple pour conserver l’exactitude de la
résolution est de désactiver le partage de clause [16]. Une autre approche est de marquer les
clauses qui ne doivent pas être partagées [55]. Les clauses ajoutées pour la division sont mar-
quées et si ces clauses participent à la déduction de nouvelles clauses leurs tags sont propagés
à ces dernières.

Si au contraire la division est réalisée avec (ii), il n’y a pas besoin de restrictions pour le
partage de clauses apprises. Cette solution est souvent implémentée en utilisant un mécanisme
de supposition (comme le guiding path par exemple), c’est à dire forcer la valeur de certaines
variables au début de la résolution du solveur. On peut trouver cette solution implémentée dans
les solveurs Dolius [4] ou AmPharoS [6].
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2.3.2 Portfolio

Le paradigme portfolio est introduit avec le solveur ManySat [45] et domine encore aujour-
d’hui le domaine des solveurs SAT parallèles. Cette affirmation est basée sur les excellentes
performances des différents solveurs de ce type dans les dernières compétitions SAT. Dans
un portfolio, tous les travailleurs s’attèlent à résoudre l’intégralité de la formule, le premier
à trouver une solution met fin au calcul. Deux concepts sont importants pour comprendre le
succès de cette technique : la diversification et l’ intensification.

2.3.2.1 Diversification

La diversification consiste à faire varier le comportement des différents travailleurs. Le but est
de visiter l’espace de recherche de manière significativement différente pour augmenter les
chances de terminer rapidement la résolution. De multiples stratégies existent pour appliquer
la diversification. Elles peuvent être tout aussi bien utilisées individuellement qu’en combi-
naison. Parmi lesquelles on peut citer : la Paramétrisation, la Composition d’heuristiques,
la Division souple, l’Intention et le Branchement par bloc.

Paramétrisation. Une manière simple de garantir la diversification est d’utiliser le même
algorithme séquentiel pour chaque travailleur, mais avec ses paramètres initialisés avec diffé-
rentes valeurs. Ces paramètres peuvent être des graines aléatoires, des valeurs différentes pour
des heuristiques données (comme des seuils d’application par exemple).

Composition d’heuristiques. Puisqu’il existe de multiples heuristiques dans le contexte sé-
quentiel, on peut instancier des solveurs avec des heuristiques différentes pour les différentes
routines principales d’un solveur séquentiel (présentées le long de la Section 2.1). Leurs diffé-
rences peuvent porter sur la stratégie de décision, de redémarrage, le schéma d’apprentissage,
etc. Par exemple, dans ManySat [45] plusieurs travailleurs sont instanciés avec des diffé-
rences sur leurs stratégies de redémarrage, heuristiques de décision, et méthodes d’apprentis-
sage. Il est également possible d’utiliser des solveurs séquentiels complètement différents en
même temps, comme dans HordeSat [11].

Division souple. Une autre stratégie pour assurer la diversification s’appuie sur des tra-
vailleurs utilisant la sauvegarde de la phase (voir Section 2.2.5). Dans HordeSat, avant
de commencer la recherche, chaque solveur reçoit une phase prédéfinie. Celle-ci agit en fait
comme une division souple de l’espace de recherche. En effet, si la phase agit fortement sur
l’espace de recherche visité initialement par un solveur, contrairement aux suppositions de va-
riables, elle peut être changée au cours de la résolution par la routine de propagation unitaire.
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Intention. Certains travaux ont proposé d’orienter les comportements d’un solveur parallèle
en fonction des intentions de ses travailleurs [43]. L’intention d’un travailleur est simplement
sa phase (voir Section 2.2.5) à un moment donné de la résolution. Une similarité d’intention
est calculée pour chaque paire de travailleurs en utilisant une distance de Hamming sur leurs
phases respectives. Si deux solveurs ont des intentions similaires, l’un d’eux verra sa phase
inversée. Dans [43], cette idée est implémentée au sein d’un solveur MiniSat. Les inten-
tions entre paires de travailleurs sont calculées tous les 5000 conflits. Deux solveurs ont une
intention similaire si la distance de Hamming entre leurs phases est inférieure ou égale à 0,1.

Branchement par bloc (Block branching). Une troisième technique pour assurer la di-
versification est le branchement par bloc [89]. Chaque travailleur se concentre sur un sous-
ensemble (ou bloc) particulier de variables. Pour chaque travailleur, les ordres de branchement
des variables du bloc sont périodiquement modifiés. Par exemple, dans [88], l’ordre de bran-
chement est modifié en augmentant fortement la valeur VSIDS des variables du bloc après un
nombre fixe de redémarrages. Cette stratégie oblige les travailleurs à choisir d’abord les va-
riables de décision dans leur propre sous-ensemble. Une façon d’obtenir ces sous-ensembles
est d’analyser la relation entre les variables en utilisant une structure d’Union-Find comme
décrit dans [89]. Les variables sont ensuite fusionnées en un bloc utilisant les clauses binaires
présentes dans la formule initiale. Une autre idée consiste à utiliser la structure de commu-
nauté de la formule représentée sous forme de graphe [90] (le concept de communautés est
discuté plus loin, Chapitre 3).

2.3.2.2 Intensification

Le concept d’intensification a été introduit dans [42] : certains travailleurs réexplorent diffé-
remment des régions de l’espace de recherche qui ont déjà été (partiellement) explorées par un
autre travailleur (appelé maître dans ce paradigme). Cela permet d’intensifier la connaissance
globale de cette partie de l’espace de recherche. À partir de l’exploration initiale d’un espace
de recherche particulier, plusieurs informations sont connues : l’ensemble des littéraux de dé-
cision D (i.e., les décisions prises et leurs polarités) et Λ, l’ensemble des clauses apprises
pendant la recherche. L’ensemble Λ est ajouté au solveur pour garantir qu’il ne fera pas le
même travail. De plus, cette information est utilisée pour construire un ensemble de littéraux
de décision possibles pour la nouvelle traversée.

Les auteurs de [42] ont proposé trois approches. Dans la première, l’intensification prend exac-
tement les mêmes décisions que le maître (i.e., D). Dans la deuxième technique, elle utilise
comme littéraux de décision l’ensemble d’assertions (i.e., la négation du 1er-UIP du graphe
d’implication qui a conduit aux clauses apprises dans Λ). La troisième solution utilise comme
littéraux de décision l’ensemble de conflits (i.e., les littéraux incluent entre le 1er-UIP et la
variable de conflit du graphe d’implication qui a conduit à l’apprentissage d’une clause dans
Λ). La troisième technique semble être la plus efficace selon leurs résultats expérimentaux.
Lorsque le maître redémarre, les travailleurs redémarrent également et entrent dans une nou-
velle phase d’intensification.
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La diversification et l’intensification sont deux axes orthogonaux. Si les solveurs impliqués
dans le processus de diversification sont appelés des maîtres et que ceux qui sont en en charge
de l’intensification sont considérés comme des travailleurs, les auteurs de [42] nous donnent
la meilleure configuration selon leurs expériences : chaque maître doit être associé à un tra-
vailleur dédié à l’intensification.

2.3.3 Partage

Dans le contexte parallèle, un travailleur peut se trouver dans le même sous-espace de re-
cherche qu’un autre travailleur. Même dans le cas du divide-and-conquer, il est possible de
trouver des sous-arbres identiques malgré des cubes de division différents. Le partage de
clauses apprises est une composante importante pour éviter ce problème et constitue le cœur
de notre thèse.

L’information la plus importante qui peut être partagée est celle apportée par les clauses
apprises par chaque travailleur lors de la résolution. Avec les deux paradigmes classiques,
divide-and-conquer et portfolio, mais aussi avec l’utilisation d’approches hybrides, le partage
de clauses apprises est possible. En pratique, toutes les clauses apprises ne peuvent pas être
partagées entre tous les travailleurs, en raison des limitations matérielles, mais aussi pour évi-
ter de ralentir le déroulement de l’algorithme en augmentant le coût de la propagation unitaire.
La bonne conception d’une politique de partage demande de se poser les questions suivantes :
Quelles clauses doivent être partagées? Et entre quels travailleurs? La première question im-
plique comme dit précédemment que certaines clauses doivent être filtrées. De plus, il existe
trois moments où ce filtre peut être mis en œuvre : lorsque les clauses sont exportées ; lorsque
les clauses sont en transit pendant la phase de partage ; et enfin lorsque les clauses sont effec-
tivement importées. Quant à la deuxième question, une réponse simple adoptée dans presque
tous les solveurs SAT parallèles, consiste à partager les clauses entre tous les travailleurs.
Cependant, une solution plus fine (mais plus complexe) consiste à laisser chaque travailleur
choisir ses émetteurs.

2.3.3.1 Export de clauses

Comme vu dans la Section 2.2.6, la notion de clause utile est déjà discutée dans le contexte
séquentiel afin d’optimiser le nettoyage de la base de clauses apprises. Nous pouvons réutiliser
les mesures définies pour établir l’utilité d’une clause (i.e., activité, taille, LBD [7]), dans le
contexte parallèle. Dans de nombreux solveurs, seules les clauses inférieures à un certain seuil
fixe pour l’une de ces mesures sont partagées. Par exemple, dans ManySat [45], seules les
clauses de taille inférieure ou égale à 8 sont partagées.

S’il fait sens de réutiliser ces heuristiques dans la conception d’une stratégie de partage, les
seuils existants sont calibrés pour répondre aux besoins en performance de l’algorithme sé-
quentiel. Le partage de clauses ajoutant des contraintes sur la bande passante du bus mémoire,
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la communauté a proposé de rendre ces seuils dynamiques au cours de la résolution. Cela per-
met un contrôle fin du flux des clauses apprises pendant le temps de résolution. En se basant
sur l’algorithme additive increase, multiplicative decrease (AIMD) utilisé dans TCP pour évi-
ter la congestion, les auteurs de [44] ont proposé d’ajuster dynamiquement la taille des clauses
échangées entre paires de travailleurs. Dans HordeSat [11], le partage est limité à chaque
tour à un certain nombre de littéraux (i.e., somme de la taille des clauses).

Enfin, malgré les efforts de diversification de la recherche, il est tout à fait possible que deux
travailleurs différents apprennent et donc partagent la même clause. Comme des mécanismes
de détection de ces doublons peuvent être coûteux en mémoire (l’utilisation d’une simple map
nécessite de stocker des dizaines de millions de hashs par exemple), de nombreux solveurs [11,
85] se tournent vers des structures d’ensemble probabiliste comme le filtre de Bloom [22].
Cette structure est plus légère en mémoire et permet de déterminer avec certitude qu’une
clause n’a jamais été partagée. La contrepartie est qu’elle peut produire des faux positifs,
c’est-à-dire qu’elle peut considérer une clause comme un doublon même si elle ne l’est pas.

2.3.3.2 Import de clauses

La LBD d’une clause (Section 2.2.6) ou l’activité des variables sont des mesures locales à
un travailleur. Une clause utile, sur la base de ces mesures, peut être non pertinente dans le
contexte d’un autre travailleur. Lorsqu’un travailleur reçoit des clauses, il doit pouvoir vérifier
si ces clauses seront utiles compte tenu de sa position dans l’espace de recherche. Afin de
calculer la pertinence des clauses reçues, des mesures telles que celle basée sur la sauvegarde
de la phase appelée Progress Saving based quality Measure(PSM) [5] peuvent être utilisées. La
PSM d’une clause est la cardinalité de l’intersection entre la clause (vue comme un ensemble
de littéraux) et la phase du travailleur. Une valeur élevée est défavorable, car elle signifie que
les clauses seront trop rapidement satisfaites par l’exploration courante. De plus, les auteurs
de [5] proposent de ne pas supprimer les clauses avec un PSM élevé, au lieu de cela ces
clauses sont gelées et peuvent être incorporées plus tard dans la base de données du solveur si
leur PSM a diminué. Si ce n’est pas le cas, elles peuvent être définitivement supprimées. Une
clause gelée n’est pas surveillée par le solveur, et n’est donc utilisée ni pour la propagation
unitaire ni pour la détection de conflit.

Dans Syrup [10], lorsqu’une clause est importée, elle est ajoutée à une structure appelée 1-
watched, où seul un de ses littéraux est observé. Cette structure permet la détection de conflit
(lorsqu’une valeur conflictuelle est attribuée au littéral observé), mais les clauses ne peuvent
pas être utilisées pour la propagation unitaire. Lorsqu’une clause 1-watched déclenche un
conflit, elle est promue au mécanisme de gestion de clauses classique. L’idée ici est de ne
pas surcharger la propagation unitaire avec des clauses importées et de n’incorporer que les
nouvelles clauses qui sont pertinentes (celles qui ont déjà provoqué un conflit). Cette base de
données utilisant la structure 1-watched est souvent appelée purgatoire.

Les clauses peuvent être gérées à l’aide d’un mécanisme de promotion avec différents états.
Par exemple, dans le solveur AmPharoS [6], il existe trois états : en veille, purgatoire,
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et apprises (i.e., la base de données de clauses apprise classique du solveur séquentiel).
Lorsqu’une clause est reçue, elle est placée dans l’état en veille : la clause n’est pas
encore attachée au solveur séquentiel. Les clauses dans l’état purgatoire ou dans l’état
apprises sont attachées au solveur. Périodiquement, un certain nombre de clauses sont
promues de en veille à purgatoire, selon une mesure combinant la PSM et la mesure
redundancy shared clauses measure (RSCM). Cette dernière indique le ratio entre le nombre
de clauses reçues et le nombre de clauses conservées dans une fenêtre de temps glissante. Une
clause n’est pas conservée si elle peut être subsumée par une autre clause déjà présente. En
somme, plus les clauses reçues sont conservées, et donc plus la rscm est grande, moins nous
voulons les promouvoir pour éviter de surcharger le solveur (et vice versa). Une clause est pro-
mue de l’état purgatoire à l’état apprises lorsqu’elle a été utilisée au moins une fois
dans une analyse de conflit. Si une clause n’est pas promue après plusieurs analyses, elle est
supprimée. Ce type de stratégie évite que le mécanisme de propagation unitaire des solveurs
sous-jacents soit inondé par le nombre de clauses apprises.

2.3.4 Painless : Un framework pour le développement et l’évaluation
de solveurs SAT parallèles

Nous avons présenté plusieurs stratégies pour paralléliser la résolution du problème SAT. En
pratique, leurs performances dépendent largement de leur implémentation. Il est difficile de
comparer équitablement différentes stratégies de parallélisation ou de partage. Il est possible
de comparer les performances de solveurs parallèles entiers en les exécutant sur la même
machine. Cependant, comparer la qualité des blocs individuels est plus complexe. Le frame-
work Painless [56, 57] a été développé pour faciliter l’implémentation et la comparaison
équitable de différentes stratégies. C’est un framework modulaire, écrit en C++, qui permet
l’évaluation de différents algorithmes de résolution, de stratégies de distribution du travail et
de politiques de partage à l’aide d’une interface commune. Grâce à Painless, les dévelop-
peurs de solveurs SAT séquentiels peuvent exécuter leurs algorithmes sur plusieurs threads
sans se soucier des défis techniques liés à la programmation concurrente. De plus, les déve-
loppeurs intéressés par l’élaboration de politiques de parallélisation et de stratégies de partage
d’informations peuvent le faire sans avoir à développer leur propre solveur SAT séquentiel.
Painless est une application multithreadée, donc son démarrage ne crée qu’un seul pro-
cessus. Ensuite, l’application crée plusieurs threads pour chaque travailleur ainsi que pour la
gestion du partage. Ainsi, les différents threads de l’application communiquent grâce au tas
du processus, partagé entre les threads.

Intégration des moteurs séquentiels Pour une intégration transparente de différents mo-
teurs séquentiels, il est essentiel d’encapsuler les solveurs dans une interface de programma-
tion d’application (API) unique. L’interface SolverInterface agit comme un adaptateur
pour les fonctions de base attendues d’un solveur séquentiel et se divise en deux catégories :
distribution du travail et distribution des clauses apprises.

Distribution du travail :
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— getDivisionVariable() : renvoie une variable permettant de diviser l’espace de
recherche, particulièrement utile dans le cas d’un divide-and-conquer.

— diversify(int id) : fixe les heuristiques d’un travailleur, particulièrement utile
dans le cas d’un portfolio (Section 2.3.2). id identifie un travailleur.

— solve(vector<lit> guiding_path) : lance la résolution avec le vecteur de
littéraux guiding_path comme hypothèse de départ s’il n’est pas vide.

— setPhase(int var, bool val) : change la valeur d’une variable fournie par
l’heuristique de décision (Section 2.2.5).

— addClauses(vector<Clause> clauses) : ajoute des clauses de manière per-
manente à la formule. Ces clauses ne peuvent pas être supprimées contrairement aux
clauses apprises importées. C’est utile dans le cas de stratégies guidant le solveur avec
de nouvelles contraintes.

Distribution des clauses apprises :
— addLearnedClauses(vector<Clause> clauses), getLearnedClauses() :

La première méthode exporte les clauses apprises d’un travailleur, la seconde importe
les clauses apprises provenant d’autres travailleurs. La manière dont ces clauses sont
exportées/importées est à la charge du développeur de l’algorithme séquentiel. Nous
verrons plus loin comment Painless gère traditionnellement cet aspect.

— increaseClauseProduction()/decreaseClauseProduction() : Demande
au travailleur d’exporter plus/moins de clauses. La stratégie de partage fait appel à cette
méthode, mais son implémentation est à intégrer dans le moteur séquentiel.

Dans Painless, la définition du filtre déterminant quelles clauses doivent être partagées
se trouve dans l’implémentation de la SolverInterface. En effet, le solveur est plus à
même d’avoir accès aux heuristiques permettant de déterminer l’intérêt d’une clause. Dans la
plupart des implémentations de Painless, la distribution des clauses apprises se fait de ma-
nière asynchrone. Chaque implémentation de SolverInterface contient deux tampons de
clauses, un tampon d’import et un tampon d’export. Ainsi, la méthode addLearnedClauses()
place les clauses apprises dans le tampon d’export et getLearnedClauses() récupère les
clauses venant des autres solveurs depuis le tampon d’import. Ces tampons sont implémentés
sous la forme de liste lockfree [73]. Nous verrons plus loin le composant chargé de distribuer
les clauses apprises entre les divers tampons.

Pour intégrer un nouveau solveur séquentiel dans Painless, il faut créer une nouvelle classe
qui implémente une interface appelée SolverInterface. Cette classe implémente les mé-
thodes requises, en enveloppant efficacement les méthodes fournies par l’API du solveur sous-
jacent. Plusieurs adaptateurs ont été développés par les auteurs de Painless [57] et la com-
munauté. Des adaptateurs sont disponibles pour des solveurs séquentiels populaires tels que
Kissat [18, 28], MapleCOMSPS [62] ou Lingeling [15].

Composant de gestion de la parallélisation. La Section 2.3 présente les stratégies de paral-
lélisation de base, telles que le portfolio et le divide-and-conquer. Painless permet l’intégration
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de nouvelles stratégies ainsi que la combinaison de stratégies grâce à un mécanisme de com-
binaison structurée en arbre avec une profondeur arbitraire. Les nœuds internes représentent
les stratégies de parallélisation et les feuilles représentent l’abstraction des threads exécutant
les algorithmes séquentiels.

Dans le framework Painless, les nœuds sont créés en implémentant l’interface Working-
Strategy, tandis que les feuilles sont représentées par une instance de la classe Sequential-
Worker, qui est une sous-classe de WorkingStrategy intégrant un flux d’exécution (un
thread) exécutant son solveur séquentiel associé. Le flux de résolution au sein de cette struc-
ture arborescente est défini par l’utilisateur et contrôlé par les deux principales méthodes de
WorkingStrategy :

— solve(vector<lit> guiding_path) : propage l’ordre de débuter la résolu-
tion. Cette propagation se fait de la racine vers les feuilles.

— join() : propage les résultats d’une feuille vers la racine.

En plus de ces méthodes, WorkingStrategy exige l’implémentation de méthodes avec la
même signature que les méthodes de distribution du travail de la SolverInterface pré-
sentées ci-dessus. Le développeur pourra implémenter ces méthodes et éventuellement modi-
fier la logique du thread SequentialWorker pour créer sa stratégie.

Il existe une version de Painless intégrant une stratégie portfolio [57, 94] et divide-and-
conquer [58].

Composant de gestion du partage des clauses. Dans la résolution SAT parallèle, le partage
des clauses est un aspect critique qui nécessite une attention particulière (voir Section 2.3.3).
Une implémentation sous-optimale du partage des clauses peut avoir un impact significatif
sur l’efficacité du solveur, par exemple en raison d’une utilisation inappropriée des verrous
ou de problèmes de synchronisation. Cette section présente l’organisation des mécanismes de
partage dans Painless.

Le partage des clauses apprises est géré par un ou plusieurs threads appelés Sharer. Chaque
Sharer est responsable d’un ensemble de producteurs et de consommateurs (qui sont des
références à des SolverInterface). La stratégie de partage est définie en implémentant
l’interface SharingStrategy. Le Sharer fonctionne dans une boucle simple : des phases
de sommeil (d’une durée paramétrable) et des appels à la SharingStrategy pour effectuer
le partage. Le développeur ne devrait pas avoir besoin de profondément modifier le Sharer.
Pour définir une stratégie de partage, il suffit d’implémenter la méthode doSharing() de
SharingStrategy, qui récupère les clauses des producteurs en appelant leurs méthodes
getLearnedClauses() et les distribue aux consommateurs en appelant leurs méthodes
addLearnedClauses().

Une implémentation de SharingStrategy fournie de base dans Painless [94] est la
stratégie de partage de HordeSat, appelée HordesatSharing. Cette classe maintient
une base de données de clauses apprises pour chaque producteur, remplie par les appels à
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getLearnedClauses(). À chaque tour de partage, la stratégie tente de récupérer jus-
qu’à 1500 littéraux (la somme de la taille des clauses partagées). Si la stratégie a du mal
à récupérer suffisamment de littéraux (couramment moins de 75%), elle appelle la méthode
increaseClauseProduction() du producteur concerné. Inversement, si la stratégie a
du mal à vider la base de données de clauses apprises, decreaseClauseProduction()
est appelée.

PartageParallélisation

SW

SW

...

PF

Solveurs séquentiels

...
MapleCOMSPS

MapleCOMSPS

...
MapleCOMSPS

MapleCOMSPS

SW

SW

...

......
SharerContrôle du débit

FIGURE 2.6 – configuration de Painless afin de créer le solveur parallèle portfolio
P-mcomsps

Exemple d’instanciation : P-mcomsps. La Figure 2.6 présente une configuration de Pain-
less, appelée P-mcomsps, soumise à la compétition de solveurs SAT parallèles 2020 [94].
MapleCOMSPS utilise une version de SatElite comme préprocesseur (Section 2.2.7). Le
solveur peut utiliser le VSIDS comme le LRB pour décider de l’ordre de branchement ainsi que
la sauvegarde de la phase pour le choix des valeurs (Section 2.2.5). Les clauses apprises sont
stockées dans trois différentes bases selon leurs valeurs de LBD (Section 2.2.6). Les clauses
avec une LBD inférieure ou égale à 3 ne sont jamais supprimées. Les clauses avec une LBD
inférieure ou égale à 6 peuvent être rétrogradées à la dernière base si elles ne sont pas utilisées
dans l’analyse de conflit pendant une longue période. Enfin, les autres clauses sont supprimées
dès que le solveur décide de réduire son empreinte mémoire.

Sur la Figure 2.6 sont présents les trois composants de Painless définis ci-dessus :
— Parallélisation : La WorkingStrategy ici est un simple portfolio.

— Solveurs séquentiels : L’algorithme séquentiel utilisé est MapleCOMSPS. Ce solveur
est diversifié en initialisant de manière aléatoire l’heuristique de choix de valeur, ici la
sauvegarde de la phase (Section 2.2.5). L’heuristique de décision est fixée à VSIDS pour
la moitié des travailleurs et à LRB pour l’autre moitié. Finalement, l’un des travailleurs
exécute également l’élimination gaussienne (Section 2.2.7).

— Partage : Un thread Sharer, associé à une stratégie HordesatSharing accepte tous
les solveurs du portfolio comme producteurs et consommateurs.
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3. POLITIQUE DE PARTAGE BASÉE SUR LA STRUCTURE DES COMMUNAUTÉS

3.1 INTRODUCTION

Les performances des solveurs SAT parallèles modernes dépendent fortement de l’efficacité
de leurs politiques de partage. Le problème abordé par ces politiques peut être résumé comme
"le problème de l’identification de clauses apprises de haute qualité". Ces clauses, lorsqu’elles
sont partagées entre les noeuds de travail d’un solveur parallèle, devraient mener à améliorer
les performances. Le terme "clause de haute qualité" est souvent défini en termes de métriques
que les concepteurs de solveur ont identifiées à travers des années d’études empiriques. Parmi
les métriques les plus connues pour identifier ces clauses de haute qualité on peut noter :
leurs tailles, leurs fréquences d’apparition dans la propagation unitaire ainsi que la LBD (voir
Section 2.2.3). Le problème du LBD est sa localité, en effet la LBD est dépendante de l’état
courant d’un solveur, une clause n’aura donc pas la même LBD d’un solveur à l’autre.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle métrique visant à identifier les clauses apprises
de haute qualité et une politique concomitante de partage des clauses basée sur la combinaison
de la LBD et la structure des communautés exposée par les formules SAT. Nous appelons un
groupe de variables avec un lien fort entre elles et un lien faible avec le reste des variables une
communauté. Une instance du problème SAT peut contenir des dizaines ou des milliers de
communautés. Cette dernière est une propriété fréquente des instances encodant des problèmes
du monde réel. Il est bien connu que les instances industrielles (en opposition à celles générées
aléatoirement) ont des variables plus contraintes ensemble (liées par plus de clauses).

Le concept de structure des communautés a été proposé comme une explication possible pour
l’extraordinaire performance des solveurs SAT sur des instances industrielles. De ce fait, cette
structure est une candidate naturelle pour servir de base à une métrique permettant d’identifier
les clauses de haute qualité. Pour être plus précis, notre métrique identifie les clauses qui
ont une LBD et une valeur de communauté basse comme des clauses de qualité. La valeur
de communauté d’une clause ω mesure le nombre de communautés différentes couvertes
par les variables de cette clause. Nous effectuons une analyse empirique approfondie de notre
métrique et notre politique de partage de clauses et nous montrons que notre méthode surpasse
les techniques de l’état de l’art sur le benchmark provenant de la compétition de solveurs SAT
parallèles.

Les contributions présentées dans ce chapitre sont les suivantes :
— En nous basant sur les statistiques recueillies durant l’exécution d’un solveur SAT sur

le benchmark de la compétition SAT 2018, nous étudions la relation entre LBD et com-
munauté et nous analysons l’efficacité de la LBD et de la valeur de communauté comme
métrique de prédiction de l’utilité d’une clause nouvellement apprise.

— Sur la base de cette analyse, nous proposons de combiner les deux métriques pour en
former une nouvelle et l’utiliser pour l’implémentation d’une nouvelle politique de par-
tage de clauses dans un solveur SAT parallèle.

— Nous implémentons notre nouvelle stratégie de partage dans le solveur (P-MCOMSPS [59])
gagnant de la compétition 2018 et nous évaluons notre solveur sur le benchmark prove-
nant de la compétition SAT 2016, 2017, 2018 et 2019.
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Structure du chapitre. Nous introduisons les différentes manières de représenter une instance
du problème SAT sous forme de graphe dans la Section 3.2, une notion utile pour définir une
métrique basée sur la structure du problème. La Section 3.3 définie le concept de communauté
et les algorithmes associés. Section 3.4 présente les analyses préliminaires sur l’utilisation
de la LBD afin de fournir une intuition et une motivation à nos travaux. Section 3.5 explore
l’idée de combiner la LBD et la valeur de communauté d’une clause pour détecter les clauses
apprises utiles ou de haute qualité. Le solveur parallèle résultant et les résultats expérimentaux
sont présentés dans Section 3.6. Finalement, Section 3.7 conclut ce chapitre.

3.2 EXTRAIRE LA STRUCTURE D’UNE FORMULE SAT

Une instance du problème SAT peut être vue comme un hypergraphe où les arêtes sont une
représentation des clauses liant les variables entre elles. Cette section présente différentes
formes de graphe utiles et leurs avantages et inconvénients (et la figure associée 3.1). Puis
nous présentons la représentation choisie pour calculer la valeur de communauté des clauses
du problème.

3.2.1 Hypergraphe

La manière naturelle de représenter la structure d’une formule SAT est la construction d’un
hypergraphe. Un hypergraphe est un graphe dont les arêtes peuvent lier plus de deux sommets.
Pour une formule SAT ϕ donnée, son hypergraphe est un graphe dont les noeuds sont les
variables de ϕ et les arêtes sont les clauses de ϕ. Chaque clause de taille k génère une arête
dont les k points de terminaison sont les variables de k.

3.2.2 Graphe d’incidence clause-variable

Un hypergraphe peut être représenté comme un graphe biparti, i.e., un graphe pour lequel l’en-
semble des sommets peut être décomposé en deux parties disjointes de telle sorte qu’aucune
arête ne relie deux sommets appartenant à la même partie. La transformation de l’hypergraphe
d’une formule SAT en un graphe biparti requiert la création d’un graphe d’incidence clause-
variable (GICV) [2] de cette formule. Soit la formuleϕ, le GICV est le graphe biparti dont les
sommets représentent l’ensemble des variables de ϕ et l’ensemble des clauses de ϕ. Il existe
un lien entre une clause et une variable si la variable est contenue dans la clause.

Afin de revenir à un simple graphe, un graphe biparti peut être projeté sur un de ses deux
ensembles de sommets. Dans notre cas, nous pouvons projeter ce graphe sur les sommets
représentant les variables de la clause.
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ω1 = x1 v x2
ω2 = x3
ω3 = x3 v x4
ω4 = x1 v x5
ω5 = x1 v x2 v x5 v x6 v x9

ω6 = x2 v x3 v x6 v x7
ω7 = x3 v x4 v x6 v x7
ω8 = x6 v x7 v x9
ω9 = x7 v x8
ω10 = x8

Formule CNF

GIC: Graphe d'incidence des clauses
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FIGURE 3.1 – Transformation d’une formule CNF vers différentes représentations de graphes

3.2.3 Graphe d’incidence des variables

Lorsque nous projetons sur les variables, nous générons le graphe d’incidence des variables
(GIV) [2]. Soit la formule ϕ, le GIV de ϕ est le graphe dont les sommets représentent les
variables de ϕ et où il existe une arête entre deux variables si elles apparaissent toutes deux
dans une clause ω ∈ ϕ. Cette forme ne conserve pas d’informations sur la taille des clauses
et le nombre de fois qu’une paire de variables se trouvent dans la même clause. Une solution
permettant d’intégrer ces informations à la structure du graphe est de définir une fonction de
pondération qui indique pour chaque arête la force du lien entre deux variables. L’idée est
de renforcer le poids d’une arête si deux variables apparaissent souvent ensemble dans des
clauses de petite taille. En effet, le lien entre une paire de variables n’est pas le même si elles
apparaissent dans une clause de taille 2 ou une clause de taille 20. D’après la définition du GIV,
une clause ω donne lieu à la formation de

(
|ω|

2

)
arêtes. Afin d’accorder la même importance à

chaque clause, nous fixons leurs poids à 1

(|ω|
2 )

. Ainsi, nous obtenons la formule de pondération
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suivante :

w(x1, x2) =
∑
ω∈ϕ

x1,x2∈ω

1(
|ω|

2

) (3.1)

Notons qu’il est également possible de choisir une représentation basée sur les littéraux au
lieu des variables, nommée graphe d’incidence des littéraux (GIL). Cette représentation suit
la même logique que celle décrite ici et aura deux fois plus de sommets que le GIV, dans le
pire des cas, mais renforce la précision de la relation entre les sommets.

3.2.4 Graphe d’incidence des clauses

Alternativement, projeter sur les clauses génère un graphe d’incidence sur les clauses (GIC).
Soit la formule ϕ, le GIC de ϕ est le graphe dont les sommets représentent des clauses de ϕ
et il existe une arête entre deux clauses si elles partagent une variable x dansϕ. Ici, l’informa-
tion perdue est la fréquence d’apparition d’une variable. Comme pour le GIV, nous pouvons
également définir une fonction de pondération pour intégrer cette information à la structure du
graphe. Nous voulons renforcer le poids d’une arête si les clauses sont liées par des variables
qui n’apparaissent pas souvent dans le reste de la formule. Nous définissons cls(x) comme
une fonction retournant le nombre de clauses dans lesquelles la variable x apparaît. Une va-
riable x apparaissant dans cls(x) clauses génère

(
|cls(x)|
2

)
arêtes. Soit x une variable, ω1 et ω2

une paire de clauses telles que x ∈ ω1 ∩ω2. Le poids de x pour l’arête reliant ω1 et ω2 est
donné par 1

(|cls(x)|2 )
. Ainsi le poids d’une variable donnée sur une arête dépend de sa fréquence

d’apparition dans le reste de la formule. La formule de pondération est donc :

w(ω1,ω2) =
∑

x∈ω1∩ω2
ω1,ω2∈ϕ

1(
|cls(x)|
2

) (3.2)

3.2.5 Discussion des différentes représentations

Étant donné que les formules traitées par les solveurs SAT peuvent comporter des millions de
variables et des dizaines de millions de clauses, leurs représentations sous forme de graphe
peuvent être très volumineuses et doivent être choisies avec soin. En considérant le nombre de
sommets, les graphes suivants sont présentés dans l’ordre croissant de leur probabilité à avoir
le plus de sommets : GIV, GIL, GIC, GICV. Les graphes plus petits (i.e., GIV et GIC) perdent
plus d’informations lors de la projection.

Le choix de représentation doit être considéré en fonction du niveau de précision souhaité.
Dans le cadre de la résolution SAT, cette information est souvent utilisée de manière heu-
ristique, il n’est donc pas grave d’en tirer des informations moins précises. Pour le reste du
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chapitre, nous nous concentrons sur le GIV qui est le plus petit en termes de nombre de som-
mets, mais qui permet de conserver suffisamment d’informations notamment grâce au poids
sur les arêtes.

3.3 COMMUNAUTÉ

Il est bien admis que les formules SAT provenant de problèmes réels (comprendre non aléa-
toire) présentent une structure particulière, ce qui explique le succès de certaines heuristiques
telles que le VSIDS [74] ou la sauvegarde de la phase [81], par exemple. Une façon de mettre
en évidence une telle structure est de représenter la formule sous forme de graphe et d’ana-
lyser sa structure. En particulier, c’est la structure de communauté [2] exposée par certains
graphes qui nous intéresse dans ce chapitre. Dans un graphe G, des communautés sont des
sous-graphes de G très denses et faiblement reliés au reste du graphe. Cette section définit
comment cette structure est communément extraite d’un graphe.

Un graphe pondéré non dirigé est une paireG = (N,w), oùN est l’ensemble des sommets de
G, et w : N×N→ R+ est la fonction de poids commutative associée. La structure des com-
munautés d’un tel graphe est généralement extraite à l’aide de la métrique de modularité [78].

3.3.1 Modularité

La fonction de modularité Q(G, P) (Équation (3.3)), prend un graphe G et une partition P =
{P1, . . . , Pn} de sommets de G. Elle évalue la densité de la connexion des sommets au sein
d’un sous-graphe par rapport à la densité de l’ensemble du graphe. Le but est de trouver une
partition du graphe qui maximise cette valeur.

Q(G, P) =
∑
Pi∈P

∑
x,y∈Pi w(x, y)∑
x,y∈Nw(x, y)

(3.3)

Le problème de cette définition de la modularité est qu’une partition qui contient tous les
sommets du graphe maximise effectivement cette valeur. De ce fait, nous soustrayons à la
première formule la valeur obtenue pour une partition dans un graphe aléatoire avec le même
nombre de sommets et le même degré pour chaque sommet (Équation (3.4)).

Q(G, P) =
∑
Pi∈P

∑
x,y∈Pi w(x, y)∑
x,y∈Nw(x, y)

−

(∑
x∈Pi deg(x)∑
x∈N deg(x)

)2
(3.4)

On appelle alors modularité d’un graphe G la modularité maximale pour toutes partitions
possibles de ses sommets P : Q(G) = max{Q(G, P) | P}. Elle est donc comprise entre [0, 1].
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3.3.2 Algorithme de Louvain

Calculer la modularité d’un graphe est un problème NP-difficile [24]. Cependant, il existe des
algorithmes gloutons efficaces, renvoyant une borne inférieure approximative pour la modu-
larité d’un graphe, comme la Méthode de Louvain [21]. Dans ce chapitre, nous utilisons la
méthode de Louvain (avec une précision ε = 10−7) pour extraire les communautés. La repré-
sentation choisie sur laquelle nous appliquons cette méthode et le GIV. Ces graphes sont créés
à partir de formules déjà simplifiées par le préprocesseur SatElite [38] (voir Section 2.2.7),
utilisé par P-mcomsps au démarrage.
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FIGURE 3.2 – Louvain sur la compétition SAT : temps de calcul et modularité

La Figure 3.2a montre la durée en secondes nécessaire à la méthode Louvain pour extraire les
communautés des formules de notre benchmark. Ce benchmark comprend les 115O instances
provenant de la compétition de solveurs SAT 2017, 2018 et 2019. Cette expérience a été réa-
lisée avec un temps limite de 5000 secondes. Nous observons que Louvain est peu coûteux
en calcul pour la grande majorité des instances. En effet, deux tiers des instances nécessitent
moins d’une seconde et la plupart du dernier tiers une dizaine de secondes. Cependant, nous
notons qu’il y a des instances pour lesquelles Louvain prend quelques minutes, et en particu-
lier, ne retourne pas de résultat pour 16 d’entre elles et explose en mémoire pour une (sur une
machine avec 64Go de mémoire).

La Figure 3.2b montre la modularité obtenue après la fin de Louvain. On peut voir que deux
tiers de notre benchmark expose une modularité intéressante avec une valeur supérieure à
0.5. Cependant, ce dernier tiers du benchmark sans structure de communauté particulière,
en plus des quelques cas où la structure est difficile à extraire, suggère que l’exploitation
des communautés dans un contexte séquentiel est risquée. Au contraire, dans un contexte
parallèle, il peut être intéressant de profiter des multiples cœurs disponibles pour calculer les
communautés en parallèle à la résolution, afin de ne pas entraver les performances.
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3.3.3 La valeur de communauté d’une clause

Nous appelons COM le nombre de communautés sur lesquelles une clause s’étend : nous
travaillons sur le GIV de la formule, nous considérons donc des communautés de variables.
Chaque variable appartient à une communauté unique (déterminée par l’algorithme de Lou-
vain). Pour calculer COM, nous considérons les variables correspondant aux littéraux de la
clause et nous comptons le nombre de communautés distinctes représentées par ces variables.

3.3.4 Exploitation des communautés

La structure de communauté notable des formules SAT industrielles a été identifiée dans [2].
Newsham et al. pensent qu’une telle structure est l’une des principales raisons des perfor-
mances notables des solveurs SAT sur les problèmes industriels [79]. Ainsi, plusieurs travaux
exploitent les communautés pour améliorer les performances des solveurs [71, 90]. Nous no-
tons particulièrement l’exploitation de cette structure par Ansótegui et al. [3] qui ont développé
un préprocesseur (Section 2.2.7) appelé modprep. Ce préprocesseur injecte dans la formule
des clauses avec une faible valeur COM. Pour ce faire, modprep divise la formule en com-
munautés de clauses. Chaque paire de sous-formules dont l’intersection des variables n’est pas
vide est alors résolue par un solveur CDCL classique. Les clauses apprises par ce solveur sont
ensuite ajoutées pour étendre le problème initial. Cette technique a montré de bonnes perfor-
mances, même en tenant compte du temps de calcul des communautés et de la résolution des
sous-formules. Elle reste cependant coûteuse et se limite aux clauses apprises lors de la phase
de preprocessing. Nous voulons exploiter le parallélisme pour développer cette idée plus en
profondeur.

3.4 MESURE DE L’EFFICACITÉ DU LBD ET SES LIMITES

Notre objectif principal est d’améliorer les performances globales de la résolution SAT en
parallèle en augmentant la qualité du partage des clauses apprises. Pour se faire, nos travaux
se concentrent sur le raffinement du critère de sélection des clauses à partager. Dans la plupart
des solveurs SAT parallèles concurrents, le partage est limité à des formes particulières de
clauses apprises (clauses unitaires, clauses avec une LBD ≤ i [15, 59]). Nous proposons dans
un premier temps de centrer notre étude sur la LBD et d’évaluer l’impact de partager des
clauses selon cette heuristique.

Une manière d’y parvenir est d’étudier l’impact des clauses partagées entre les moteurs SAT
sous-jacents (solveurs SAT séquentiels) pour une stratégie de partage donnée. Puisque déter-
miner, a priori, l’utilité de l’information est déjà une tâche difficile dans un contexte séquentiel,
on peut facilement imaginer la difficulté d’établir cette estimation dans le cadre parallèle. Nous
proposons donc une méthodologie consistant dans un premier temps à sélectionner une valeur
pour notre métrique en analysant son évolution selon un marqueur d’utilité dans un contexte
séquentiel. Puis, évaluer les performances de la stratégie de partage dérivée dans un contexte
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3.4. Mesure de l’efficacité du LBD et ses limites
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FIGURE 3.3 – Utilisation des clauses apprises selon leurs LBD

parallèle. Fixer une valeur pour la métrique grâce à une évaluation séquentielle permet d’éviter
le non-déterministe introduit par le parallélisme, mais reste logique, car les solveurs parallèles
lancent plusieurs solveurs séquentiels.

Nous désignons comme marqueur de l’utilité d’une clause son utilisation dans deux des com-
posants principaux d’un solveur séquentiel, à savoir les procédures de propagation unitaire et
d’analyse de conflit (voir Sections 2.2.1 et 2.2.3).

3.4.1 Résolution séquentielle SAT, clauses apprises et LBD

Pour mener cette étude, nous exécutons MapleCOMSPS [62] sur les instances du concours
SAT 2018 1 avec une limite de temps de 5000 secondes. Figure 3.3 illustre nos observations.
L’axe des abscisses montre le pourcentage cumulatif des clauses apprises (en considérant les
clauses apprises de toutes les exécutions). L’axe des ordonnées correspond au pourcentage
d’apparition dans un événement donné, également en cumulatif. Par conséquent, la courbe
avec des points représente, pour différentes LBD (de 1 à 9), l’utilisation de ces clauses dans la
propagation unitaire. Dans la même figure, la courbe tracée avec des triangles met en évidence
les mêmes informations, mais pour l’analyse de conflit.

Dans les deux courbes, l’observation clé concerne l’inflexion située autour de LBD=4. L’im-
pact des clauses avec LBD ≤ 4 peut être considéré comme très positif : 60% de l’utilisation

1. http://sat2018.forsyte.tuwien.ac.at
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dans la propagation unitaire, et 40% dans l’analyse de conflit, tout en ne représentant que 3%
du nombre total de clauses apprises. De plus, les clauses avec un LBD > 4 n’apportent pas
une valeur ajoutée significative lorsque l’on considère leurs quantités.

Sur la base de ces résultats, 4 semble être une bonne valeur LBD pour limiter le taux de clauses
partagées tout en maximisant la fréquence de ces deux événements dans un contexte parallèle.

3.4.2 Une première stratégie de partage parallèle

Pour évaluer notre observation précédente, nous avons développé une stratégie mettant en
œuvre un partage de clauses basé sur la LBD : les clauses apprises avec une LBD en dessous
d’un seuil prédéterminé sont partagées. Nous avons ensuite opéré cette stratégie avec LBD=4,
mais aussi avec les valeurs environnantes (LBD=3 et LBD=5). Notre stratégie a été intégrée
dans Painless [57] en utilisant MapleCOMSPS comme moteur de solveur séquentiel et
une stratégie de parallélisation de type Portfolio. Les solveurs que nous comparons sont :

— P-MCOMSPS, solveur de type Portfolio gagnant de la compétition de solveur SAT pa-
rallèle en 2018. Il est le point de référence pour cette évaluation. Il implémente une
stratégie de partage dynamique qui peut augmenter le seuil de LBD pour maintenir un
débit de clauses partagées prédéterminées [59] (Section 2.3.4).

— P-MCOMSPS-L〈n〉, notre nouveau solveur, avec LBD ≤ n.

Tous les solveurs ont été exécutés sur une machine possédant un Intel Xeon CPU E5645 de 12
cœurs et une mémoire vive de 64 Go. Ils ont été lancés avec 12 threads, une limite de mémoire
de 61 Go et une limite de temps de 5000 secondes (comme pour les compétitions SAT).

Solveurs 2017 2018 2019
# instances # instances # instances

PAR-2 résolues PAR-2 résolues PAR-2 résolues
P-MCOMSPS 355h42 237 430h13 258 380h03 273

P-MCOMSPS-L3 361h27 234 420h53 263 393h04 269
P-MCOMSPS-L4 356h44 237 411h14 265 391h38 269
P-MCOMSPS-L5 369h27 229 415h52 264 389h27 269

TABLE 3.4 – Comparaison des performances pour différents seuils de LBD (3, 4, and 5).
P-MCOMSPS est utilisé comme référence.

La Table 3.4 présente nos mesures sur les instances des concours SAT 2017, SAT 2018 et
SAT 2019. PAR-k (Penalized average runtime) est le temps d’exécution moyen, ajoutant une
pénalité de k fois la limite de temps d’exécution pour chaque exécution ne finissant pas dans
les délais imposés. La valeur utilisée pour k dans le concours annuel SAT est de 2. Les cellules
grisées indiquent quel solveur a les meilleurs résultats pour une suite d’instances donnée. Cela
montre que la stratégie basée sur un LBD ≤ 4 n’est pas aussi efficace que nous pourrions
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nous y attendre. En particulier, nous notons une grande instabilité en fonction des ensembles
d’instances à traiter.

Nous pensons que ces résultats sont dus au fait que la LBD est trop liée à l’état local d’un
solveur. L’intuition que nous étudions dans ce chapitre est que la métrique LBD doit être
renforcée avec des informations plus globales.

3.5 CONCEPTION D’UNE MÉTRIQUE HYBRIDE

Comme indiqué précédemment, nous avons besoin d’une métrique indépendante de l’état local
d’un solveur particulier. Des informations structurelles sur la formule à résoudre peuvent être
utiles. Par exemple, dans un solveur de type Portfolio, les informations structurelles peuvent
être partagées entre les solveurs travaillant sur la même formule, sans avoir besoin de consi-
dérer qu’ils sont à différents endroits de l’espace de recherche.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la structure de communauté exposée par les
instances provenant de problèmes non générés aléatoirement. Il a été prouvé que les métriques
(COM, définies dans la Section 3.3.3) dérivées de cette structure sont liées à la LBD dans [79].
En outre, elle a été utilisée pour améliorer les performances de la résolution SAT séquentielle
via une approche de prétraitement dans [3].

Cette section montre que les communautés sont de bonnes candidates pour fournir l’informa-
tion globale souhaitée. Pour ce faire, nous utilisons le même protocole que celui utilisé dans
la section précédente : (i) étudier les données sur la résolution SAT séquentielle pour présen-
ter de bons candidats pour les valeurs des paramètres, puis (ii) vérifier son efficacité dans un
contexte parallèle. Nous avons complété les logs extraits des expériences séquentielles présen-
tées dans Section 3.4 avec des informations sur les communautés et avons étudié l’ensemble
comme suit.

3.5.1 LBD versus Communautés

Tout d’abord, nous avons étudié la relation entre les valeurs de LBD et COM grâce à deux
heatmap (Figure 3.5). Figure 3.5a montre, pour chaque valeur de LBD, la distribution des va-
leurs COM. Figure 3.5b montre, pour chaque valeur COM, la distribution des valeurs LBD.
Par exemple, en analysant la Figure 3.5a, nous observons que≈ 65% des clauses avec LBD=1
s’étendent sur une communauté (COM =1), ≈ 20% d’entre elles s’étendent sur deux com-
munautés (COM =2), etc. À partir de ces chiffres, nous pouvons conclure deux affirmations
importantes :

— Figure 3.5a, les zones chaudes sur la diagonale pour les valeurs LBD faibles indiquent
une sorte de corrélation entre les valeurs LBD et COM (un résultat qui a déjà été pré-
senté dans [79]). En regardant de plus près, on observe qu’une partie importante des
clauses ne suit pas cette corrélation : les zones chaudes restent en dessous de 65%,
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et se situent principalement en dessous de 25%. Par conséquent, les métriques COM
semblent être un bon candidat pour affiner les clauses déjà sélectionnées à l’aide de
LBD;

— Figure 3.5b, les valeurs COM sont réparties presque uniformément sur toutes les va-
leurs LBD. Nous concluons que l’utilisation de COM comme seule mesure de sélection
est une mauvaise idée (nous avons évalué cela avec plusieurs expériences avec des sol-
veurs parallèles qui ne sont pas présentés dans ce chapitre).

Comme indiqué précédemment, COM est un critère complémentaire au LBD. Il faut donc
découvrir les bons couples de valeurs qui maximisent l’utilisation des clauses partagées, tout
en conservant un débit de partage raisonnable.

3.5.2 Composition du LBD et des communautés

Tout d’abord, nous notons à partir de la Figure 3.3 que les clauses avec LBD≤ 3 représentent
1,1% du total des clauses pour un pourcentage d’utilisation allant jusqu’à 44,2%. Il n’y a donc
aucun avantage à filtrer ces clauses. D’ailleurs, ce premier ensemble de clauses n’est pas suf-
fisant puisque la Table 3.4 montre que le solveur parallèle avec un seuil LBD=3 ne gagne
jamais. Par conséquent, nous recherchons l’ensemble des clauses qui peuvent être ajoutées à
LBD ≤ 3 pour améliorer les performances. Sur la base des observations faites dans la Sec-
tion 3.4, nous pensons que le meilleur candidat est un sous-ensemble de LBD = 4 ou LBD =
5. Pour identifier le ou les bons couples, nous utilisons notre protocole d’expérimentation et
analysons les données recueillies pour LBD et COM. Par conséquent, nous recherchons un
sous-ensemble de clauses dans LBD > 3 qui profite à la propagation unitaire et l’analyse de
conflit.

Pour capturer l’utilité des clauses apprises, nous définissons le ratio d’utilisation comme
suit : le rapport entre le pourcentage d’utilisation (propagation unitaire ou analyse de conflit)
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FIGURE 3.5 – Heatmap montrant la distribution entre COM et LBD
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et le pourcentage de clauses apprises (parmi celles d’une formule donnée). Par exemple, dans
une formule donnée, une clause avec un ratio d’utilisation de 10 est utilisée 10 fois plus que
l’utilisation moyenne de toutes les clauses apprises. Par extension, le ratio d’utilisation d’un
ensemble de clauses est la moyenne du ratio d’utilisation de toutes ses clauses.

Les données résultantes sont affichées sous forme de diagrammes de quartiles dans la Fi-
gure 3.6. Ces diagrammes intègrent la distribution du ratio d’utilisation pour toutes les for-
mules du concours SAT 2018. Un diagramme noté L〈x〉C〈y〉 correspond à l’ensemble des
clauses avec LBD=x et COM=y.

Nous observons que pour une valeur fixe de LBD, le ratio d’utilisation varie fortement en
fonction des différentes valeurs de COM. Deuxièmement, nous discernons que les clauses
avec LBD = 4 ont globalement un meilleur ratio d’utilisation que celles avec LBD = 5. Fi-
nalement, nous pouvons extraire les configurations les plus prometteuses, en remarquant que
les configurations L4C2 et L4C3 ont le ratio d’utilisation le plus impressionnant : dans 25%
(le 3th quartile) des instances traitées, les clauses dans ces configurations ont un ratio d’utili-
sation supérieur à 50 dans la propagation unitaire ( Figure 3.6a), 40 dans l’analyse de conflit
(Figure 3.6b) et s’étendent à des valeurs très élevées (jusqu’à 150 en propagation et 130 en
analyse de conflit). De plus, la médiane du taux d’utilisation de la propagation pour L4C2 et
L4C3 (6,0 et 6,5, respectivement) est deux fois plus grande que la moyenne de l’ensemble des
LBD = 4 et LBD = 5 cases (égale à 2,9 et notée par une ligne pointillée dans les deux figures).
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FIGURE 3.6 – Efficacité de la combinaison de la LBD et de COM. La ligne bleue en pointillé
qui traverse les différents diagrammes correspond à la moyenne et la ligne orange à l’intérieur
d’un diagramme à la médiane.
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3.5.3 Filtrage basé sur les communautés

De cette étude, nous pouvons conclure que nous pouvons utiliser la structure de communauté
comme filtre pour les clauses qui ont déjà été sélectionnées à l’aide d’un seuil sur la LBD.

Nous proposons la stratégie suivante :

— partager toutes les clauses avec un LBD ≤ 3 (sans aucune limite sur COM). En effet,
cet ensemble de clauses est petit tout en étant très utile.

— partager toutes les clauses avec une LBD ≤ 4 et COM ≤ 3. Ces clauses permettent
d’obtenir un ratio d’utilisation plus élevé tout en maintenant le partage à un débit rai-
sonnable.

Pour vérifier cette affirmation, et valider l’efficacité du seuil choisi (COM≤ 3), nous étendons
l’étude présentée dans la Section 3.4.1. Ainsi, les Figure 3.7 et Figure 3.8 reprennent les
mêmes points que la Figure 3.3, cette fois en séparant les résultats sur la propagation unitaire
et sur l’analyse de conflit (pour augmenter la lisibilité). Les nouvelles figures ajoutent, sous la
forme de triangles, le ratio d’utilisation pour différentes valeurs de filtre.
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FIGURE 3.7 – Utilisation des clauses apprises dans la propagation unitaire en considérant la
LBD

Comme prévu, le point COM = 3 (triangle vert) est à l’inflexion des courbes. Par conséquent,
la sélection de cet ensemble de clauses nous permet d’atteindre un meilleur ratio d’utilisation,
proche du LBD non filtré ≤ 4, tout en préservant un nombre comparable de clauses avec
LBD ≤ 3. Cela nous convainc que ces mesures devraient conduire à une augmentation des
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FIGURE 3.8 – Utilisation des clauses apprises dans l’analyse de conflit en considérant la LBD

performances dans la résolution SAT parallèle. La section suivante vérifie ces mesures dans la
pratique.

3.6 ÉVALUATION DE LA NOUVELLE STRATÉGIE DE PARTAGE

Cette section décrit les solveurs SAT parallèles que nous avons conçus pour évaluer notre stra-
tégie, ainsi que le protocole expérimental associé. Elle présente et discute ensuite nos résultats
expérimentaux.

3.6.1 Solveurs et protocole d’évaluation

Comme dans la Section 3.4.2, nous utilisons le solveur P-MCOMSPS, sur la même plateforme
matérielle, comme référence pour valider notre stratégie. La seule différence entre le solveur
original et le nouveau réside dans leurs stratégies de partage. Celles-ci sont :

— P-MCOMSPS : la stratégie originale, basée sur un seuil de LBD dynamique.

— P-MCOMSPS-L4C3 : seules les clauses apprises avec une LBD ≤ 3 ou LBD = 4 et
COM ≤ 3 sont partagées.
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Dans P-MCOMSPS-L4C3, une instance de solveur séquentiel est dédiée au calcul de la struc-
ture de communauté (à l’aide de l’algorithme de Louvain). En parallèle, les autres solveurs
exécutent l’algorithme CDCL pour résoudre la formule et partagent les clauses avec un LBD
≤ 3. Comme indiqué dans la Section 3.5.2, le partage de toutes ces clauses ne doit pas altérer
les performances. Une fois que les communautés ont été calculées, le solveur peut commencer
l’algorithme CDCL (comme les autres), et la stratégie de partage initial est complétée par des
clauses caractérisées par un LBD = 4 et COM ≤ 3. Comme démontré dans la Section 3.3.2,
il ne faut pas plus d’une minute pour terminer Louvain pour presque toutes les instances de
tous les benchmarks. Par conséquent, le filtre augmenté est activé tôt dans la résolution d’une
formule.

Pour l’évaluation, nous avons utilisé la suite d’instances des compétitions SAT 2016 2, 2017 3,
2018 4 et 2019 5. Tous les solveurs ont été lancés sur les mêmes machines et avec la même
configuration que dans la Section 3.4.2. Les résultats que nous avons observés sont discutés
dans la section suivante.

3.6.2 Évaluation du nouveau solveur parallèle

Figure 3.9 présente les résultats obtenus. Lorsque l’on considère le nombre d’instances ré-
solues, nous observons clairement que la nouvelle stratégie de partage surpasse celle utilisée
dans P-MCOMSPS, pour toutes les suites d’instances de la compétition. Nous ajoutons que
P-MCOMSPS-L4C3 résout 29 nouvelles instances par rapport à P-MCOMSPS et ne parvient
pas à résoudre 16 instances que ce dernier résout.

En ce qui concerne le PAR-2, les résultats sont moins marqués. Nous trouvons une explication
dans le comportement de la stratégie de partage de P-MCOMSPS : P-MCOMSPS démarre la
résolution avec un seuil LBD bas et incrémente ce seuil s’il estime que le débit des clauses
partagées n’est pas suffisant. Cette stratégie incrémentielle peut aider le solveur à apprendre
des informations pertinentes menant à la résolution de certains cas particuliers. Au contraire,
notre stratégie de partage restrictive peut manquer ces informations pertinentes pour ces cas
particuliers.

Enfin, notre stratégie étant basée sur l’étude réalisée sur un solveur séquentiel, nous souhaitons
vérifier l’évolution du ratio d’utilisation dans le contexte parallèle. Nous effectuons une nou-
velle évaluation : en utilisant le même protocole que celui développé dans le cadre séquentiel
( Section 3.5.2), nous calculons le ratio d’utilisation des clauses dans la propagation unitaire et
l’analyse de conflit de notre solveur parallèle P-MCOMSPS-L4C3. Le nombre résultant est la
somme de tous les moteurs CDCL séquentiels sous-jacents. Ces calculs sont effectués depuis
100 instances tirées aléatoirement des instances de la compétition SAT 2018.

2. https://baldur.iti.kit.edu/sat-competition-2016/downloads/app16.zip
3. https://baldur.iti.kit.edu/sat-competition-2017/benchmarks/Main.zip
4. https://satcompetition.github.io/2018/downloads.html
5. http://satcompetition.org/sr2019benchmarks.zip
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3.6. Évaluation de la nouvelle stratégie de partage

Solveurs PAR-2 # instances résolues

2019
P-MCOMSPS-L4C3 386h14 274
P-MCOMSPS 380h03 273

2018
P-MCOMSPS-L4C3 408h01 268
P-MCOMSPS 430h13 258

2017
P-MCOMSPS-L4C3 352h31 238
P-MCOMSPS 355h42 237

2016
P-MCOMSPS-L4C3 355h08 183
P-MCOMSPS 354h39 182

All P-MCOMSPS-L4C3 1 501h54 963
together P-MCOMSPS 1 520h37 950

TABLE 3.9 – Évaluation des performances de P-MCOMSPS-L4C3

conflict analysispropagate

FIGURE 3.10 – Efficacité de notre stratégie de partage.

Les données collectées sont présentées dans les diagrammes de quartiles de la Figure 3.10
(la paire de gauche montre la propagation unitaire et la paire de droite l’analyse de conflit).
Les diagrammes notés S-L4C3 représentent le ratio d’utilisation de l’ensemble de clauses
correspondant dans MapleCOMSPS (le solveur séquentiel utilisé), tandis que ceux notés P-
L4C3 font de même pour P-MCOMSPS-L4C3. Nous notons que lorsqu’un solveur ajoute une
clause reçue à sa base de données, la LBD est celle d’origine. C’est bien cette valeur qui est
indiquée dans les chiffres de P-MCOMSPS-L4C3.

Les clauses partagées dans P-MCOMSPS-L4C3, ont clairement un impact positif sur le com-
portement des moteurs séquentiels sous-jacents. Elles apportent de nouvelles informations
utiles pour les procédures de propagation unitaire et d’analyse de conflit. Par exemple, en com-
parant le ratio d’utilisation dans la propagation unitaire des clauses dans S-L4C3 et P-L4C3,
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nous voyons que le ratio de ces clauses va au-delà de 50 dans seulement≈ 25% des problèmes
pour S-L4C3 et plafonne à 130. Dans P-L4C3, ce ratio va au-delà de 90 dans ≈ 25% des pro-
blèmes et plafonne légèrement au-dessus de 200. La même observation vaut pour la procédure
d’analyse de conflit. En outre, les médianes pour les diagrammes de l’approche parallèle sont
toutes supérieures aux médianes correspondantes de l’approche séquentielle.

3.7 CONCLUSION ET PERSPECTIVES

La plupart des solveurs SAT parallèles utilisent des métriques de qualité locales (la plus per-
tinente étant la LBD) pour sélectionner les clauses apprises qui doivent être partagées. Dans
ce chapitre, nous avons proposé de combiner cette métrique avec une métrique plus globale
(COM) basée sur la structure de communauté des formules SAT. Le principe est d’utiliser le
critère de communauté comme filtre pour un ensemble de clauses sélectionnées par la LBD,
dans le but d’augmenter le ratio d’utilisation des clauses partagées.

Nous avons conçu un outil pour analyser les caractéristiques des clauses apprises dans un
contexte séquentiel. À la suite de cette analyse, nous avons élaboré une politique de partage de
clauses apprises, qui combine LBD etCOM, dans un contexte parallèle. Nous avons démontré
les qualités de cette stratégie en la mettant en œuvre dans P-MCOMSPS et montré qu’elle
surpasse le solveur original sur les instances de la compétition SAT 2016, 2017, 2018 et 2019.

Nous avons en tête différentes façons d’améliorer ce travail. Tout d’abord, nous pouvons re-
chercher une approche plus dynamique dans notre méthode de filtrage. Cela permettrait de
résoudre le problème que nous avons mentionné dans l’analyse du résultat de la Section 3.6.2.
Nous avons noté que certains cas profitent d’un filtrage plus souple des clauses : nous pensons
pouvoir utiliser un delta autour d’une certaine valeur de seuil sur la LBD, tout en mainte-
nant notre seuil pour COM. Nous pouvons étudier le débit des clauses partagées requis pour
différents types d’instances ainsi que le débit autorisé par différents types de matériel afin
d’augmenter ou diminuer le LBD en conséquence. Il convient de noter que Hamadi et al. ont
développé une idée similaire, mais en utilisant la taille comme métrique [44].

Deuxièmement, nous aimerions étudier l’effet de l’utilisation des communautés comme mé-
trique de décision pour la réduction de la base de données de clauses apprises. Cette dernière
est l’un des principaux composants d’un solveur SAT (voir Section 2.2.6), car le solveur peut
apprendre des millions de clauses au cours de la résolution : conserver toutes ces clauses ra-
lentit la propagation unitaire et entraîne des problèmes de mémoire. Ceci est amplifié dans
le contexte parallèle où un solveur séquentiel a son propre ensemble de clauses apprises en-
richi par d’autres solveurs. Dans P-MCOMSPS, les clauses sont supprimées en fonction de
leurs LBD. Il est logique d’utiliser une métrique locale pour la logique d’un composant lo-
cal. Cependant, les résultats encourageants présentés dans ce chapitre nous laissent penser
que l’extension de l’utilisation des communautés à l’algorithme de réduction de la base de
données améliorerait encore les moteurs séquentiels.
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Chapitre

4
Intégration et évaluation d’une
stratégie de minimisation de clauses

Contents
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4.3.3 Horde : Une heuristique pour sélectionner les clauses à partager . 74
4.3.4 STR : Minimisation asynchrone des clauses . . . . . . . . . . . . 75
4.3.5 DUP : une option pour empêcher le partage de doublons . . . . . 78
4.3.6 Étude de mise à l’échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.1 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons abordé l’amélioration du partage d’informations grâce
à une meilleure sélection des clauses. Notre stratégie n’agit pas sur la structure de la clause,
mais elle en extrait simplement des informations supplémentaires. Ces informations sont ba-
sées sur l’affectation qui a dérivé la clause (la LBD), une valeur dynamique et sur la structure
de la formule (la valeurCOM), une valeur statique. Un autre critère structurel de qualité d’une
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clause est sa taille. Naturellement, une clause de petite taille nécessite moins de décisions pour
rentrer en conflit et donc élimine un plus large ensemble de l’espace de recherche. En pratique,
cette mesure est liée à la LBD : plus une clause est petite, plus il y a de chance que sa LBD
soit faible. Dans le contexte séquentiel, la LBD se révèle plus intéressante à exploiter comme
critère de qualité. Cependant, agir sur ce critère à l’extérieur du solveur est compliqué en
raison de sa localité. En revanche, comme nous l’avons vu dans la Section 2.2.7, il existe plu-
sieurs techniques [46, 48, 80, 92] telles que la vivification permettant de simplifier la formule
en réduisant la taille des clauses. Nous appelons ce processus minimisation. Nous pourrions
utiliser ces techniques pour réduire la taille des clauses apprises partagées et ainsi améliorer
la qualité du partage. Cependant, le problème de minimiser une clause de manière optimale
est lui-même NP-difficile, car il nécessite de résoudre la formule [99]. On peut alors se poser
les questions : sur quel fil d’exécution (ou thread) doit s’effectuer cette minimisation? Doit-
elle être effectuée par un des threads en charge de la résolution de la formule, par le thread
en charge du partage, ou par un autre composant à part entière? Wieringa et Heljanko [100]
introduisent un composant découplé de la résolution (associé à son propre thread) afin d’effec-
tuer cette résolution de manière asynchrone. Ce mécanisme est employé pour aider un solveur
séquentiel.

La première contribution présentée dans ce chapitre est l’intégration de ce composant au sein
d’un solveur parallèle qui permet de délivrer un flux constant de clauses minimisées aux tra-
vailleurs participant à la résolution. Ce mécanisme a prouvé son efficacité au sein du solveur
P-mcomsps [98] lors des compétitions SAT 2020 et 2021 [1]. La politique de partage de
P-mcomsps a été progressivement améliorée au fil des ans avec de multiples options, dont
certaines ont précédé cette thèse, en plus de la minimisation asynchrone. Ces mécanismes ont
prouvé leur intérêt au sein d’études expérimentales et de compétitions antérieures. Nous sou-
haitons mettre à jour nos intuitions en étudiant l’intégration progressive de ces mécanismes au
sein d’un solveur SAT parallèle utilisant un algorithme séquentiel moderne.

Notre seconde contribution consiste donc en l’évaluation incrémentale de différents méca-
nismes afin de définir une stratégie de partage compétitive pour le solveur parallèle Par-
kissat-RS. Lors de la compétition SAT parallèle 2022, ce solveur, une instance du frame-
work Painless (Section 2.3.4) utilisant Kissat-MAB [28] comme moteur séquentiel, a
obtenu de très bons résultats tant sur les instances SAT que UNSAT. Les politiques de par-
tage utilisées par les auteurs de Parkissat-RS sont beaucoup plus simplifiées par rapport
à celles utilisées dans P-mcomsps. Nous voulons examiner ici si les politiques de partage
de P-mcomsps peuvent améliorer les performances de Parkissat-RS [103]. Certaines
de ces options sont de simples heuristiques, tandis que d’autres nécessitent un thread dédié.
Puisque nous voulons utiliser un solveur avec un moteur séquentiel et un mécanisme de diver-
sification très différent, nous devons à nouveau étudier les compromis entre la perte d’un cœur
de calcul dédié à la résolution de la formule pour un cœur dédié à l’optimisation du partage.
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Contributions.
— Nous présentons l’intégration d’un algorithme de minimisation au sein d’une architec-

ture parallèle basée sur le solveur séquentiel MapleCOMSPS. Notre stratégie consiste
à ajouter un flux de clauses réduites aux flux de clauses apprises partagées initialement
au sein d’un solveur parallèle. L’algorithme de renforcement lui-même est tiré de [100].
Cette stratégie est évaluée au sein de différentes stratégies de partage et de parallélisa-
tion.

— Nous présentons l’évaluation de différentes configurations pour une politique de partage
sur un solveur parallèle basée sur Kissat-MAB. Ces configurations sont basées sur les
options suivantes :

1. Utilisation de plus de threads pour gérer le partage afin d’augmenter la bande pas-
sante des clauses apprises.

2. Utilisation d’un seuil dynamique pour la limite de la LBD.
3. Ajout d’un thread chargé de minimiser les clauses apprises partagées.
4. Mise en place d’un mécanisme pour éviter le partage de clauses apprises en double.

— Nous présentons également une étude de passage à l’échelle des configurations présen-
tant les meilleurs résultats.

Structure du chapitre. La Section 4.2 présente les travaux précédents réalisés sur la mini-
misation, la mise en œuvre de l’algorithme de minimisation et son évaluation. La Section 4.3
présente la combinaison de la minimisation avec d’autres mécanismes visant à améliorer le
partage dans un solveur parallèle moderne.

4.2 PARTIE 1 : LA MINIMISATION DE CLAUSES APPRISES RENDUE
ASYNCHRONE

4.2.1 Minimisation de clauses en inprocessing

Dans la Section 2.2.7, nous avons examiné des méthodes de prétraitement efficaces permettant
de simplifier la formule. Des efforts ont été déployés pour appliquer ces solutions pendant la
résolution, c’est-à-dire inprocessing. Cette approche est particulièrement utile dans le cadre
des solveurs CDCL, car ces solveurs peuvent apprendre de nouvelles contraintes dynamique-
ment (Section 2.2.3). Les clauses apprises peuvent également être simplifiées afin de renforcer
leur utilité dans la propagation unitaire. De nombreux travaux ont été réalisés pour minimiser
les clauses apprises dans un contexte séquentiel [66, 92, 93, 99]. Nous notons en particu-
lier une méthode appelée Learnt Clause Minimization (LCM) [66], qui, comme l’approche
que nous allons utiliser dans ce chapitre, repose largement sur la vivification présentée dans
la Section 2.2.7. Lorsque la vivification est effectuée en preprocessing, les clauses générées
dépendent uniquement des clauses de la formule d’origine (et des clauses générées par la vi-
vification elle-même). En revanche, en inprocessing, la minimisation dépend également des
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clauses apprises par le solveur. Afin de garantir que la minimisation reste indépendante de
toute décision de branchement, LCM ne s’active qu’au niveau 0 de la résolution, c’est-à-dire
qu’elle peut potentiellement s’activer à chaque redémarrage (voir Sections 2.2.2 et 2.2.4). Évi-
demment, afin de ne pas ralentir le solveur, LCM n’est pas activée à chaque redémarrage, mais
selon un seuil ici défini en fonction du nombre de clauses apprises et de redémarrages depuis le
dernier appel. De plus, LCM ne s’attarde pas à réduire toutes les clauses apprises. La métrique
de sélection est la LBD de la clause, ce qui signifie que les clauses ayant une LBD élevée
sont ignorées. LCM a prouvé son efficacité en étant déployée par des solveurs ayant remporté
des compétitions SAT séquentielles (compétitions SAT de 2017 à 2019 [1]). Cependant, notre
intérêt se porte sur l’exploitation des machines multicœurs pour effectuer des tâches qui sont
a priori trop lourdes pour le contexte séquentiel. Dans ce contexte, il est moins nécessaire de
se soucier du développement d’heuristiques pour déterminer quelles clauses réduire et quand,
un fil d’exécution dédié à la minimisation peut simplement tourner sans interruption. Ainsi,
nous nous inspirons d’une méthode, plus ancienne, qui intègre un composant rendant la mi-
nimisation des clauses apprises asynchrone pour un solveur séquentiel. Cette méthode décrit
par Wieringa et Heljanko [100] appelle ce composant Reducer. La prochaine section donne
un aperçu de cet article.

4.2.2 Le Reducer : rendre la minimisation asynchrone

L’algorithme de minimisation des clauses apprises lors de l’inprocessing est désormais dis-
socié de l’algorithme CDCL et s’exécute dans un fil d’exécution séparé. Le Reducer est le
composant qui encapsule ce fil d’exécution et l’algorithme de minimisation. La communica-
tion entre le solveur séquentiel et son Reducer associé se fait grâce à deux structures de
données en mémoire partagée, dont l’accès est synchronisé à l’aide d’un verrou.

La première structure, appelée work set est une file de taille bornée, avec une capacité de 1000
clauses dans le papier. C’est dans cette structure que le solveur place ses clauses apprises
afin qu’elles puissent être minimisées. Bien qu’une architecture parallèle permette de traiter
un nombre plus important de clauses que l’inprocessing séquentiel, les auteurs justifient le
choix d’un work set par la volonté de donner la priorité aux clauses récentes. En effet, si une
clause apprise est trop ancienne (la durée ici peut-être mesurée par le nombre de backjump
ou redémarrage depuis son apprentissage) elle sera potentiellement moins utile au solveur,
désormais situé dans un sous-espace de recherche complétement différent. De plus, lorsque
le Reducer souhaite récupérer une clause du work set pour la réduire, il lui est fourni la
meilleure clause présente. Le papier présente deux implémentations, une basée sur le solveur
MiniSat [37], pour laquelle la meilleure clause est la plus petite et une autre basée sur le
solveur Glucose [9] pour laquelle la meilleure clause est celle avec la LBD plus petite. Le
Reducer récupère donc les clauses apprises depuis le work set et, s’il arrive à les réduire, les
place dans la seconde structure de données, une simple file cette fois non limitée en taille.

Le pseudo-code de l’algorithme de minimisation utilisé par le Reducer que nous avons récu-
péré est présenté dans l’ Algorithme 4. Les bases théoriques de cette technique sont présentées
dans [100] et Section 2.2.7. Cette section se concentre uniquement sur les détails techniques.
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1 function strengthening(Cin : clause) : la clause réduite
2 Cout := ∅
3 α := ∅
4 ϕ′ := ϕ ∪ LR
5 pour l ∈ (Cin \ Cout) s.t. ¬l /∈ propagationUnitaire(ϕ′, α) faire
6 si ∅ ∈ ϕ′|α alors
7 (LR, Cnew) := analyse(ϕ′, α)
8 retourner Cnew
9 Cout = Cout ∪ {l}

10 α = α ∪ {¬l}

11 LR = LR ∪ {Cout}

12 retourner Cout

Algorithme 4 : L’algorithme de minimisation

Algorithme 4 prend une clause Cin en entrée, et potentiellement produit une clause de taille
réduite par rapport à Cin (Lignes 8 et 12). Il considère une affectation vide α (Ligne 3), toutes
les clauses du problèmeϕ et il gère son propre ensemble de clauses apprises LR (Ligne 4) vide
au début du programme.

Pour réaliser sa tâche, l’algorithme attribue itérativement la valeur ⊥ à chaque littéral de la
clause Cin, jusqu’à ce qu’il atteigne un conflit ou qu’il affecte avec succès tous les littéraux de
la clause d’entrée. Il y a donc deux sorties possibles, respectivement Cnew et Cout. À chaque
itération, l’algorithme choisit un littéral dont le complémentaire n’est pas impliqué par l’af-
fectation courante (¬` /∈ propagationUnitaire(ϕ′, α)). Cela garantit le dépouillement
de la clause d’entrée de tous les littéraux qui sont impliqués par le reste de la clause. En-
suite, il exécute une propagation unitaire (Ligne 5). Si aucun conflit n’est découvert, le littéral
est ajouté à la clause de sortie Cout et sa négation est ajoutée à l’ensemble d’affectation α
(Lignes 9 et 10).

Lorsqu’un conflit est atteint (Ligne 6), la fonction analyse() est alors appelée (Ligne 7) : elle
exécute une séquence d’analyse de conflit, de backjump et de propagation unitaire jusqu’à la
sortie du conflit ou avoir vidé l’ensemble α. Pendant cette phase, l’algorithme peut apprendre
de nouvelles clauses (qui sont ajoutées à LR). Lorsque analyse() atteint une zone sans conflit
(tout en supposant α), il génère la clause Cnew qui est retournée (Ligne 8). Cette dernière est
composée de l’ensemble des littéraux : {`|¬` ∈ α} ∪ {k}, k étant un littéral de Cout /∈ α.

Si tous les littéraux de Cin sont assignés avec succès, alors la clause Cout est ajoutée à LR et
ensuite retournée (Lignes 11 et 12).

4.2.3 Intégration du Reducer dans Painless

Le Reducer a été créé dans le but d’améliorer l’efficacité d’un solveur séquentiel. Notre ob-
jectif est d’augmenter la capacité de résolution d’un solveur parallèle en intégrant le Reducer

65



4. INTÉGRATION ET ÉVALUATION D’UNE STRATÉGIE DE MINIMISATION DE CLAUSES
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FIGURE 4.1 – Intégration du Reducer dans une stratégie de parallélisa-
tion arborescente

à une instance de Painless (Section 2.3.4). Ainsi, nous tirons parti de la modularité de la plate-
forme pour ajouter cet algorithme et bénéficier des mécanismes de parallélisation et de partage
existants.

Intégration du Reducer en tant que moteur séquentiel. Nous décidons de faire du Reducer
un type spécial de solveur séquentiel. Par conséquent, il implémente la SolverInterface,
bien que seules les méthodes suivantes soient implémentées : solve, addLearnedClauses,
getLearnedClauses. La méthode solve consiste en une boucle infinie qui suit les
étapes suivantes :

— Récupère les clauses apprises reçues avec getLearnedClauses.

— Pour chaque clause, crée la clause complémentaire et applique l’Algorithme 4. Cette
opération utilise une une instance de MapleCOMSPS. L’algorithme séquentiel utilisé
pour la minimisation est distinct de celui utilisé par les travailleurs chargés de résoudre
la formule, bien que dans l’implémentation présentée dans cette section, les travailleurs
sont également des instances de MapleCOMSPS.

— Si la clause est effectivement réduite, elle est préparée pour la distribution par l’appel à
addLearnedClauses. Si la clause a été réduite à la clause vide, cela signifie que la
formule est insatisfiable (UNSAT) et le Reducer termine la résolution en renvoyant ce
résultat. Si le Reducer peut retourner UNSAT, il ne peut pas trouver de solution si la
formule est satisfiable (SAT).

Intégration du Reducer dans la stratégie de parallélisation. Faire du Reducer un al-
gorithme exécuté par un thread dédié est simple, il suffit d’ajouter le composant à une stratégie
de parallélisation qui lui attribue un SequentialWorker. Cependant, le Reducer n’étant
pas un algorithme complet de résolution (il n’implémente pas l’intégralité des méthodes de la
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SolverInterface), il n’aurait pas de sens d’inclure ce composant dans une stratégie de
parallélisation complexe telle que le divide-and-conquer par exemple. Ainsi, si la stratégie de
parallélisation voulue nécessite une structure arborescente, il sera nécessaire d’intégrer cette
stratégie à la racine d’un portfolio au côté du Reducer. La Figure 4.1 présente un exemple
de configuration où le Reducer est intégré à un portfolio, en conjonction avec une stratégie
de parallélisation arborescente quelconque (comme le divide-and-conquer).

Intégration du Reducer dans la stratégie de partage. Nous ne récupérons pas les struc-
tures de données utilisées dans l’article présenté pour la communication. Nous profitons des
structures lockfree déjà implémentées dans Painless pour distribuer les clauses. L’enchaîne-
ment des étapes permettant la minimisation asynchrone dans notre architecture est le suivant :

— Comme présenté dans la Section 2.3.4, les solveurs séquentiels ajoutent leurs clauses
apprises dans un buffer d’export (selon le filtre de clauses appliqué).

— Le Sharer récupère les clauses des buffers d’export des solveurs producteurs (c’est-
à-dire tous les solveurs, Reducer compris, dans notre cas) et les place dans les buffer
d’import des consommateurs. De nouveau, ce groupe comprend tous les solveurs.

— Le Reducer récupère les clauses apprises de son buffer d’import et peut donc exécuter
l’Algorithme 4 afin de tenter de les réduire.

— Les clauses effectivement réduites sont placées dans le buffer d’export du Reducer.

L’avantage de cette implémentation est qu’elle repose sur une structure lockfree. Cependant,
il n’y a pas de limite sur la taille du buffer d’import du Reducer et aucun tri n’est effectué
pour permettre au Reducer de récupérer la meilleure clause. Ce dernier point ne devrait pas
poser problème, car la stratégie de partage ne devrait partager que des clauses de qualité. À
l’inverse, le premier point pourrait être amélioré dans une future implémentation.

PartageParallélisation

SW

SW

...

SW

PF

Contrôle débit

Sharer 

Solveurs séquentiels

...
MapleCOMSPS

MapleCOMSPS

...
MapleCOMSPS

MapleCOMSPS

SW

SW

...

R1 MapleCOMSPS

......

FIGURE 4.2 – Architecture of P-mcomsps
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La Figure 4.2 présente une instance de Painless similaire au P-mcomsps déjà présentée,
mais avec un Reducer intégré au portfolio (R1 sur la figure).

4.2.4 Évaluation du Reducer sur différentes stratégies de parallélisation

Pour évaluer les performances du composant développé et étudier son impact dans différents
solveurs parallèles, nous avons intégré un Reducer dans plusieurs stratégies de parallélisa-
tion. Nous avons ensuite réalisé un ensemble d’expériences pour comparer les résultats.

Description des solveurs. Tous les solveurs parallèles que nous avons construits, sauf un,
sont basés sur P-MCOMSPS [59]. Il implémente une stratégie de type Portfolio (PF, Sec-
tion 2.3.2) et utilise MapleCOMSPS [62] comme moteur séquentiel. Les solveurs diffèrent
cependant par leurs stratégies de partage, qui sont toutes des exploitations différentes de la
LBD des clauses apprises.

Nous avons donc dérivé les stratégies suivantes :

— horde : L’option -horde, extraite du solveur HordeSat [11], ajuste le partage des
clauses lorsque le Sharer estime qu’un producteur n’envoie pas assez de clauses. Par
conséquent, le Sharer peut dynamiquement augmenter le seuil de LBD d’un produc-
teur particulier. Au début de la résolution, ce seuil est fixé à 2.

— Li partage uniquement les clauses apprises ayant une valeur de LBD ≤ i.
Ainsi, nous avons fini par développer le solveur P-MCOMSPS-horde (la stratégie utilisée par
le vainqueur de la piste parallèle de la compétition SAT 2018), le solveur P-MCOMSPS-L2
(L2 la stratégie utilisée par le second de la piste parallèle de la compétition SAT 2018.) et le
solveur P-MCOMSPS-L4 (L4 s’est montré performante sur des études expérimentales précé-
dentes, voir la Table 3.4 et la Figure 3.3).

Pour compléter notre expérimentation, nous avons également développé un solveur de type
Divide-and-Conquer (DC, Section 2.3.1) qui utilise la stratégie de partage L4. Nous appelons
ce solveur DC-MCOMSPS-L4 [58].

TABLE 4.3 – Résultats des différents solveurs sur le benchmark SAT 2018

Parallélisation Solveurs PAR-2 CTI UNSAT SAT PROBLÈMES(400)

PF

P-MCOMSPS-L4 363h06 26h53 115 165 280
P-MCOMSPS-L4-str 342h33 21h47 121 168 289

P-MCOMSPS-L2 379h32 23h04 108 165 273
P-MCOMSPS-L2-str 371h53 20h45 115 163 278
P-MCOMSPS-horde 356h13 37h10 121 165 286

P-MCOMSPS-horde-str 342h36 32h15 125 167 292

DC
DC-MCOMSPS-L4 448h34 17h17 100 146 246

DC-MCOMSPS-L4-str 437h44 18h59 103 149 252
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Pour chacun de ces solveurs, nous avons créé son homologue comprenant le compo-
sant Reducer. Nous les avons appelés en étendant leurs noms par -str (par exemple,
P-MCOMSPS-L4-str). Il est important de noter que nous n’utilisons pas un cœur supplé-
mentaire pour le Reducer, par exemple, si nous utilisons 12 cœurs pour le P-MCOMSPS-L4,
nous utilisons également 12 cœurs pour le P-MCOMSPS-L4-str (un thread effectue la mi-
nimisation à la place de l’algorithme CDCL).

Résultats expérimentaux. Pour l’évaluation, nous utilisons le benchmark principal de la
compétition SAT 2018 1 qui contient 400 instances. Tous les travaux ont été exécutés sur un
processeur Intel Xeon à 2,40 GHz et 1,48 To de RAM. Les solveurs ont été lancés avec 12
threads, une limite de mémoire de 150 Go et un timeout de 5000 secondes (le timeout est le
même que pour les compétitions SAT).

Les performances de nos solveurs sont évaluées à l’aide des métriques suivantes :

— le temps d’exécution moyen pénalisé (PAR-2) additionne le temps d’exécution d’un
solveur et pénalise les exécutions qui dépassent le timeout d’un facteur 2

— Le nombre de problèmes résolus par un solveur

— cumulative time of the intersection (CTI) additionne le temps d’exécution d’un solveur
sur les problèmes résolus par tous les solveurs.

La Table 4.3 présente les résultats de nos expériences, où chaque solveur est comparé à son
homologue (avec un composant Reducer). Les cellules ombragées indiquent lequel des deux
solveurs a les meilleurs résultats. Nous observons que dans toutes les métriques, sauf dans
deux cas, les versions avec un Reducer sont meilleures : plus d’instances sont résolues et
de meilleures valeurs PAR-2 sont obtenues dans tous les cas. Seul le CTI de la version DC
n’est pas aussi bon que les autres valeurs. De même, les gains en nombre d’instances résolues
semblent plus importants dans la catégorie UNSAT, mais le nombre d’instances SAT s’améliore
également.

Les Figures 4.4 et 4.5 présente les performances des solveurs par instance, séparés selon que
les instances sont SAT ou UNSAT. Les axes de ces figures représentent le temps d’exécution
en secondes. Les points situés au-delà des lignes pointillées, au-dessus du niveau de 5000
secondes, représentent un timeout. Ces figures montrent clairement l’apport du Reducer sur
les instances UNSAT, mais confirme que son apport est moins marqué sur les instances SAT.

1. http://sat2018.forsyte.tuwien.ac.at/benchmarks/Main.zip
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FIGURE 4.4 – Evaluation par instance SAT du mécanisme -str sur le benchmark SAT 2018

Pour aller plus loin dans notre évaluation, nous avons mesuré les capacités de minimisation du
Reducer sur les instances que chaque solveur a pu effectivement résoudre, en écartant celles
où le Reducer n’a reçu aucune clause (problème résolu trop rapidement) :

— P-MCOMSPS-L4-str (255 instances), 44,21% des clauses traitées par le Reducer
sont effectivement raccourcies. La taille moyenne de ces clauses après renforcement est
inférieure de 25,45% à la moyenne de leur taille originale ;

— P-MCOMSPS-L2-str (257 instances), a traité 32,59% des clauses et a réduit leur taille
de 23,67%;

— P-MCOMSPS-horde-str (258 instances) a traité 34,79% des clauses et a réduit leur
taille de 27,75%

— DC-MCOMSPS-L4-str (245 instances) a réduit de 18,86% 28,80% des clauses.
En conclusion, le Reducer a réussi à réduire 1/3 des clauses qu’il reçoit de 1/4 de leur
taille.

70



4.3. Partie 2 : Politiques de partage optimisées pour solveurs SAT parallèles

0 1000 2000 3000 4000 5000
P-mcomsps-L2

0

1000

2000

3000

4000

5000

P-
m

co
m

sp
s-

L2
-s

tr

UNSAT

0 1000 2000 3000 4000 5000
P-mcomsps-L4

0

1000

2000

3000

4000

5000

P-
m

co
m

sp
s-

L4
-s

tr

UNSAT

0 1000 2000 3000 4000 5000
P-mcomsps-horde

0

1000

2000

3000

4000

5000

P-
m

co
m

sp
s-

ho
rd

e-
st

r

UNSAT

0 1000 2000 3000 4000 5000
DC-mcomsps-L4

0

1000

2000

3000

4000

5000

DC
-m

co
m

sp
s-

L4
-s

tr

UNSAT

FIGURE 4.5 – Evaluation par instance SAT du mécanisme -str sur le benchmark SAT 2018

4.3 PARTIE 2 : POLITIQUES DE PARTAGE OPTIMISÉES POUR SOL-
VEURS SAT PARALLÈLES

Dans cette section, nous améliorons Parkissat-RS [103], un solveur parallèle (portfolio)
utilisant une communication basée sur la mémoire partagée entre les solveurs séquentiels sous-
jacents. En effet, en tant que vainqueur de la compétition SAT parallèle 2022 ce portfolio
personnalisé de solveurs kissat [28] s’est avéré très efficace. Ce solveur est une instance
de Painless et sa configuration est globalement la même que P-mcomsps décrit dans
la Section 2.3.4.

Les différences se situent dans le mécanisme de diversification d’une part. Parkissat-RS
est basé sur la randomisation de l’ordre de branchement des variables pour chaque solveur
du portfolio, complété par les options de diversification de kissat (le solveur sous-jacent
utilisé). D’autre part, le filtre de sélection de clauses à partager n’est pas dynamique. En effet,

71
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Parkissat-RS n’utilise pas la stratégie dynamique de HordeSat, ainsi le solveur partage
uniquement les clauses apprises avec un LBD ≤ 2.

Dans les Sections 4.3.2 à 4.3.5, nous ajouterons progressivement différents mécanismes à
la politique de partage de l’architecture décrite ci-dessus et étudierons leurs effets sur les
performances du solveur.

4.3.1 Conception expérimentale et méthodologie d’évaluation

Nous présentons ici la méthodologie utilisée pour évaluer les combinaisons possibles d’op-
tions et détaillons la plateforme expérimentale.

Le benchmark Nous lançons nos solveurs sur les instances de la main track de la compéti-
tion SAT 2022. Ce benchmark contient au moins 171 instances SAT et 187 instances UNSAT
selon les résultats de la compétition. Nous séparons donc les résultats SAT et les résultats
UNSAT en deux tableaux. Les 42 instances dont les résultats sont UNKNOWN selon la com-
pétition (et nos expériences) sont éliminées des tableaux.

Évaluation des performances Nous voulons voir comment chaque solveur se compare au
Virtual Best Solver (VBS), un solveur composé des meilleurs résultats pour chaque instance, en
termes de temps d’exécution et d’instances résolues. Pour chaque tableau, nous confrontons
les performances d’un solveur avec le nombre de cœurs dédiés à l’algorithme CDCL. En effet,
nous souhaitons utiliser tous les cœurs physiques disponibles sur nos machines de test, alors
que certaines de nos options nécessitent un thread dédié pour les exécuter. Par conséquent,
dans certaines configurations, un cœur physique dédié à l’algorithme CDCL (Parkissat-
-RS dans la version originale) doit être sacrifié en faveur de l’option. Voici les données repré-
sentées dans les différents tableaux :

— La colonne CDCL indique le nombre de cœurs CDCL utilisés dans le portfolio.

— Le temps d’exécution moyen pénalisé (PAR-2) : additionne le temps d’exécution d’un
solveur et pénalise les exécutions qui dépassent le timeout d’un facteur 2

— Nombre d’instances résolues.

Le matériel Les expériences ont été réalisées sur un cluster Intel Xeon Silver 4216 avec 32
cœurs et 384 Go de RAM. Les solveurs ont fonctionné avec un délai d’attente de 5000s et une
limite de mémoire de 256Go.

Dans les prochaines sections, nous présenterons diverses améliorations de la politique de par-
tage de Parkissat-RS et étudierons leurs performances. Chaque mécanisme est étudié
individuellement, mais aussi en combinaison avec les autres. En effet, ils ont des effets sur le
partage des clauses, à la fois quantitatifs et qualitatifs. De plus, ils ont également des coûts en
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termes de ressources dédiées. Il est donc important d’étudier les effets secondaires de l’un sur
l’autre.

Afin de simplifier la présentation des résultats, nous avons choisi d’ajouter chaque mécanisme
étudié étape par étape. Le nom du solveur résultant est P-[options].

4.3.2 XG : Augmenter le débit partagé en utilisant plusieurs groupes de
production

La première option que nous ajoutons à la politique met en œuvre l’idée de multiples groupes
de production. Un groupe de production se compose d’un ensemble de solveurs en tant que
producteurs, de tous les solveurs du portfolio en tant que consommateurs et d’un thread
Sharer de partage fonctionnant sur un cœur physique dédié.

L’implémentation originale comporte un seul groupe de production (dans les tableaux, cette
implémentation est appelée P-1G). Pour augmenter le débit des clauses partagées, nous in-
troduisons un deuxième groupe de production : la moitié des solveurs du portfolio sont des
producteurs d’un groupe et l’autre moitié sont des producteurs de l’autre groupe. Cette nou-
velle configuration est appelée P-2G.

Le mécanisme proposé est entièrement personnalisable et rien n’empêche les groupes de se
multiplier. Cependant, des tests préliminaires ont montré que, sur notre machine de test, les
performances sont dégradées lorsque plus de 2 groupes sont utilisés. En effet, le nombre de
cœurs physiques dédiés aux différents threads devient trop important.

La Table 4.6 compare P-1G avec P-2G. Nous observons que l’utilisation de deux groupes
de partage permet d’obtenir de meilleures performances sur les instances SAT, avec trois ins-
tances supplémentaires résolues. Cependant, cela n’améliore pas les performances sur les ins-
tances UNSAT. P-2G perd une instance, mais étant donné le temps d’exécution presque équi-
valent, P-1G ne semble pas particulièrement plus rapide. La Figure 4.7 confirme que l’option
n’a pas d’effet sur les instances UNSAT.

L’ajout du second Sharer permet un partage plus rapide des clauses et donc une utilisation
beaucoup plus rapide de ces clauses partagées. Cependant, comme la stratégie ne partage que
les clauses dont la LBD est inférieur ou égal à deux, l’impact de ces clauses partagées est
limité.

Solveurs CDCL PAR2 SAT
VBS - 23H10 167
P-2G 30 25H13 167
P-1G 31 32H30 164

Solveurs CDCL PAR2 UNSAT
VBS - 84H06 165
P-1G 31 85H15 165
P-2G 30 86H43 164

TABLE 4.6 – Évaluation de la performance de l’option -XG.
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FIGURE 4.7 – Evaluation par instance de l’option -XG

4.3.3 Horde : Une heuristique pour sélectionner les clauses à partager

L’option -horde ajuste le partage des clauses lorsque le Sharer estime qu’un producteur
envoie trop ou pas assez de clauses. Par conséquent, le Sharer peut dynamiquement aug-
menter ou diminuer le seuil de LBD d’un producteur particulier.

La Table 4.8 montre les performances de l’activation de -horde sur les configurations P-1G
et P-2G. Bien que cette option semble dégrader légèrement les performances pour les ins-
tances SAT, en particulier P-1G-horde perd deux instances par rapport à P-1G, on peut
observer sur la Figure 4.9 que sur les instances résolues par les deux solveurs, la version acti-
vant -horde est globalement plus rapide.

D’autre part, cette option permet un gain de performance important pour les instances UN-
SAT, avec jusqu’à cinq instances supplémentaires pour les deux solveurs avec cette option.
La supériorité de l’option -horde sur ces instances se confirme également pour les instances
résolues par les deux solveurs.

Il ressort de cette expérience que pour un grand nombre d’instances UNSAT, les clauses dont
la LBD est supérieur à deux sont très utiles. En effet, l’option -horde est aussi performante
que le VBS en termes d’instances UNSAT résolues.

Solveurs CDCL PAR2 SAT
VBS - 17H36 169
P-2G 30 25H13 167
P-2G-horde 30 25H55 167
P-1G 31 32H30 164
P-1G-horde 31 35H21 162

Solveurs CDCL PAR2 UNSAT
VBS - 69H44 169
P-1G-horde 31 70H42 169
P-2G-horde 30 71H03 169
P-1G 31 85H15 165
P-2G 30 86H43 164

TABLE 4.8 – Évaluation de la performance de l’option -horde.
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FIGURE 4.9 – Evaluation par instance de l’option -horde

4.3.4 STR : Minimisation asynchrone des clauses

L’option -str active un Reducer mettant en œuvre l’algorithme de minimisation présenté
dans ce chapitre. Un Reducer est ajouté pour chaque groupe de partage, ainsi si l’option
-str est activée avec l’option -2G, deux threads sont utilisés pour deux Reducer. Dans ce
cas, le nombre de thread dédié à la résolution est réduit à 28.

La Table 4.10 montre les performances de l’option -str. On constate que les résultats de
l’intégration de cette option sont stables par rapport aux instances UNSAT. En effet, elle
améliore toutes les configurations déjà définies, soit par le temps d’exécution, soit par le
nombre d’instances résolues. Ce dernier cas apparaît pour la configuration P-2G-str par
rapport à la configuration P-2G. La Figure 4.11 montre les performances sur les instances
UNSAT de l’option -str sur P-1G-horde et P-2G-horde (les deux meilleurs solveurs
de cette expérience) et P-2G le solveur avec la différence la plus marquée. Les résultats sur
P-2G-str sont particulièrement intéressants, car ils montrent que l’option -str permet de
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Solveurs CDCL PAR2 SAT
VBS - 16H22 169
P-2G 30 25H13 167
P-2G-horde 30 25H55 167
P-1G-horde-str 30 29H34 165
P-2G-str 28 31H26 164
P-1G 31 32H30 164
P-2G-horde-str 28 33H45 164
P-1G-str 30 34H33 163
P-1G-horde 31 35H21 162

Solveurs CDCL PAR2 UNSAT
VBS - 67H39 169
P-2G-horde-str 28 70H13 169
P-1G-horde-str 30 70H14 169
P-1G-horde 31 70H42 169
P-2G-horde 30 71H03 169
P-2G-str 28 73H43 169
P-1G-str 30 85H04 164
P-1G 31 85H15 165
P-2G 30 86H43 164

TABLE 4.10 – Évaluation de la performance de l’option -str.
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FIGURE 4.11 – Evaluation par instance de l’option -str
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résoudre plus d’instances, mais contrairement à l’option -horde, n’accélère pas fortement
les performances pour les instances résolues par les deux solveurs. Pour P-1G-horde et
P-2G-horde, la différence est minime, mais globalement en faveur de l’activation de -str.

Pour les instances SAT, nous observons globalement que trois configurations sur quatre voient
leurs performances dégradées par l’option. P-1G-horde-str semble être une anomalie
qui pourrait être expliquée par une forme d’aléa qui affecte le comportement du solveur.
La Figure 4.11 montre les performances sur les instances SAT de l’option -str sur P-2G
et P-2G-horde (les deux meilleurs solveurs) et P-1G-horde, le solveur exposant une
anomalie. Nous remarquons que pour les solveurs P-2G et P-1G-horde l’option -str ne
diminue pas les performances pour les instances résolues par les deux solveurs, bien qu’elle
n’arrive pas à trouver une solution pour certaines instances. Au contraire, combinée avec
P-2G-horde, elle semble pénalisée le solveur dans tous les cas.

La conclusion de cette expérience est que pour les instances UNSAT, l’utilisation d’un cœur
physique initialement dédié à l’exécution d’un CDCL pour exécuter un Reducer est béné-
fique pour le solveur, bien que la différence sur les instances UNSAT est bien moins marquée
que dans la Table 4.3. L’inverse est vrai pour les instances SAT.

FIGURE 4.12 – Pourcentage de clauses dupliquées provenant des solveurs CDCL et d’un
Reducer
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4.3.5 DUP : une option pour empêcher le partage de doublons

Dans un contexte parallèle, il est très probable qu’il y ait de nombreuses clauses identiques
apprises par les différents solveurs du CDCL. Par conséquent, le partage de ces doublons
pourrait être préjudiciable à un solveur parallèle.

Une bonne idée pourrait être de développer un mécanisme permettant de détecter et de rejeter
le partage de ces clauses dupliquées. Un tel mécanisme a un coût qui peut gêner le Sharer,
nous devons donc nous assurer que le nombre de ces clauses est suffisamment important pour
que le compromis en vaille la peine.

La Figure 4.12 présente une étude qui détermine le pourcentage de doublons provenant des
solveurs CDCL (doublons globaux) et du Reducer (après la phase de minimisation). Chaque
point montre le pourcentage pour une instance du benchmark 2.

Nous remarquons que les solveurs CDCL produisent principalement entre 0 et 10% de dou-
blons. De plus, le Reducer produit un grand nombre de doublons et sur un plus grand nombre
d’instances du benchmark. Cette analyse nous motive à introduire un mécanisme de suppres-
sion des doublons.

Pour mettre en œuvre un tel mécanisme, nous devons garder une trace des clauses déjà par-
tagées. Un stockage parfait serait ingérable du point de vue de la mémoire. Nous avons donc
décidé de mettre en œuvre une approche probabiliste peu encombrante basée sur les filtres de
Bloom [23]. Le Sharer est étendu par un filtre de Bloom qui lui permet d’éviter de partager
des doublons au sein de son groupe de production. Nous notons que cette idée est déjà présente
dans HordeSat. Ce mécanisme est activé par l’option -dup.

La Table 4.13 présente la performance de l’option -dup. L’option semble dégrader les per-
formances des instances SAT sur toutes les options. Sur les instances UNSAT la présence de
l’option n’a aucun effet sur le nombre d’instances résolues et ne fait pas évoluer le temps de
résolution de manière significative. La Figure 4.14 confirme pour une sélection de solveurs un
comportement erratique sur les instances SAT et la stabilité sur les instances UNSAT.

Notre intuition suggère que si un filtre de Bloom est efficace, le processus de vérification
des clauses dupliquées dans chaque phrase peut encore entraver le partage. Ce compromis ne
semble pas utile, en particulier dans le contexte de ce benchmark particulier avec le solveur
choisi.

4.3.6 Étude de mise à l’échelle

Jusqu’à présent, nos recherches se sont concentrées sur l’analyse de l’impact de différents
mécanismes sur une configuration composée de 32 cœurs physiques, ce qui reflète les carac-
téristiques des machines utilisées lors des compétitions SAT ces dernières années. Cependant,
la question de la mise à l’échelle de ces algorithmes est devenue une préoccupation majeure.

2. ici nous avons utilisé le benchmark de la compétition SAT 2021
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Pour répondre à cette préoccupation, nous avons mené une nouvelle étude en utilisant deux
architectures supplémentaires : l’une avec 48 cœurs et l’autre avec 64 cœurs. Dans le cadre de
cette étude, nous nous sommes concentrés sur les combinaisons les plus performantes identi-
fiées dans l’étude à 32 cœurs, à savoir 2G, 2G-horde, 2G-horde-str et 1G-horde-dup.
Pour évaluer leurs performances, nous avons utilisé une batterie de tests comprenant 40 ins-
tances, résolues par au moins une configuration utilisant l’architecture à 32 cœurs. Les ins-
tances choisies sont parmi les plus complexes du benchmark, sur la base de leurs temps de ré-
solution lors des expériences sur la machine à 32 cœurs. Chaque instance dispose d’un temps
de résolution maximal autorisé, toujours de 5000 secondes. Si un solveur ne parvient pas à
résoudre une instance dans le temps imparti, on ajoute simplement 5000 secondes à sa du-
rée totale d’exécution (pas de pénalité comme le PAR-2). Les résultats de cette étude sont
présentés dans la Figure 4.15.

Dans l’ensemble, nos résultats indiquent que la performance relative des différentes combi-
naisons, à l’exception d’un cas, reste constante lorsque le nombre de cœurs augmente, que
le problème soit SAT ou UNSAT. Cependant, nous avons observé un phénomène intrigant :
au-delà de 48 cœurs, l’augmentation des performances diminue notablement pour les pro-
blèmes UNSAT, quel que soit l’algorithme utilisé. Cela peut être attribué aux limitations des
mécanismes de partage, car les threads supplémentaires ne réduisent pas efficacement l’es-
pace de recherche exploré par les autres threads. En revanche, les problèmes SAT présentent
un comportement différent, car l’augmentation du nombre de threads améliore la probabilité
de trouver rapidement une solution.

En plus de ces résultats généraux qui confirment les recherches précédentes, il convient de

Solvers CDCL TIME SAT
VBS - 12H25 170
P-2G 30 25H13 167
P-2G-horde 30 25H55 167
P-1G-horde-str 30 29H34 165
P-2G-horde-str-dup 28 30H45 164
P-2G-str 28 31H26 164
P-1G 31 32H30 164
P-1G-str-dup 30 32H44 164
P-1G-dup 30 33H38 164
P-2G-horde-str 28 33H45 164
P-1G-horde-dup 31 34H22 163
P-1G-str 30 34H33 163
P-2G-horde-dup 30 35H01 163
P-1G-horde 31 35H21 162
P-2G-dup 30 37H41 162
P-1G-horde-str-dup 30 39H09 161

Solvers CDDL PAR2 UNSAT
VBS - 67H03 169
P-1G-horde-dup 31 70H05 169
P-2G-horde-str 28 70H13 169
P-1G-horde-str 30 70H14 169
P-2G-horde-dup 30 70H31 169
P-1G-horde 31 70H42 169
P-2G-horde-str-dup 28 70H47 169
P-2G-horde 30 71H03 169
P-1G-horde-str-dup 30 72H19 168
P-2G-str 28 73H43 169
P-1G-dup 31 84H08 165
P-2G-dup 30 85H02 165
P-1G-str 30 85H04 164
P-1G 31 85H15 165
P-1G-str-dup 30 85H32 164
P-2G 30 86H43 164

TABLE 4.13 – Performance evaluation of -dup option
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4. INTÉGRATION ET ÉVALUATION D’UNE STRATÉGIE DE MINIMISATION DE CLAUSES
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FIGURE 4.14 – Evaluation par instance de l’option -dup

souligner les performances remarquables de 2G-horde-str. Tout en maintenant sa supériorité
pour la résolution des problèmes UNSAT, il se révèle être l’algorithme le plus efficace pour les
problèmes SAT dans la configuration à 64 cœurs. Cela montre que l’impact négatif de l’option
-str semble diminué par l’augmentation du nombre de cœurs disponibles.

4.4 CONCLUSION

Ce chapitre présente une implémentation de la minimisation de clauses [100] intégrée dans
Painless [57]. Grâce à la modularité de Painless, nous avons pu tester l’efficacité de
la minimisation dans différentes configurations de solveurs SAT parallèles. Dans cette étude,
nous avons utilisé plusieurs stratégies de partage et différents paradigmes de parallélisation
(i.e., portfolio et divide-and-conquer). Nos expériences montrent qu’avoir un cœur dédié à la
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4.4. Conclusion
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minimisation améliore les performances de nos solveurs parallèles, quelle que soit la configu-
ration (y compris la configuration gagnante de la compétition SAT 2018).

En outre, nous avons combiné des techniques éprouvées et ajouté de nouveaux algorithmes
pour améliorer la qualité du mécanisme de partage dans un solveur parallèle de pointe, à sa-
voir Parkissat-RS. À l’implémentation originale, nous avons ajouté : un partitionnement
du partage en introduisant des groupes de production, la stratégie de partage "horde", la mini-
misation et un mécanisme de suppression des duplications. Le solveur complet avec toutes les
options est représenté à la Figure 4.16.

Nous avons expérimenté et comparé tous les modules complémentaires mis en œuvre sur les
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4. INTÉGRATION ET ÉVALUATION D’UNE STRATÉGIE DE MINIMISATION DE CLAUSES

benchmarks du concours SAT 2022. Cela nous a permis de tirer des conclusions sur l’effet
global de chaque technique individuellement et après composition : pour les instances SAT, la
meilleure implémentation est P-2G. Cela signifie globalement que l’implémentation originale
est efficace et n’a pas besoin d’être modifiée. Seul le partitionnement des solveurs se révèle
efficace, la division des solveurs au sein des groupes de production accélère significativement
le partage. Pour les instances UNSAT, toutes les implémentations qui active l’option -horde
sont très efficaces. Ce mécanisme se combine bien avec le renforcement et la suppression des
doublons séparément, mais la combinaison des trois ne donne pas de résultats améliorés.

Toutes ces conclusions sont valables pour les machines multicœurs (≤ 100 cœurs), et il sera
très intéressant d’expérimenter ces stratégies dans le contexte des machines many-core (>
100 cœurs). Dans de tels scénarios, le coût des mécanismes intensifs en CPU pourrait être
compensé en utilisant un plus grand nombre de solveurs, permettant une meilleure utilisation
des ressources.
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Chapitre

5
Diversifier un solveur parallèle grâce
au Bayesian Moment Matching
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5.1 INTRODUCTION

Les algorithmes CDCL font encore aujourd’hui l’objet d’améliorations continues et sont adap-
tés à de nombreux domaines différents, tels que les mathématiques combinatoires et la crypto-
graphie, qui étaient auparavant jugés trop difficiles. Bon nombre de ces améliorations sont des
techniques d’optimisation par apprentissage machine (ML pour machine learning). Ce modèle
de solveur SAT vu comme une collection de routines ML visant à séquencer, sélectionner et
initialiser de manière optimale ses composants principaux (e.g., branchement, redémarrage) a
été articulé pour la première fois dans une série d’articles de Liang, Ganesh et al. [61, 60, 63],
et développé par Ganesh et Vardi en 2020 [41]. Dans ce contexte, une variété de sous-routines
de branchement, de redémarrage, d’initialisation et de séquençage ML ont été conçues et mises
en œuvre dans de nombreux solveurs CDCL SAT au fil des ans [50].

Dans leur article [76], Duan et al. présentent un algorithme d’apprentissage probabiliste basé
sur le Bayesian Moment Matching (BMM) et utilisé comme préprocesseur pour un solveur
SAT de type CDCL. Le but de cet algorithme est de fournir une affectation initiale à partir
de laquelle la recherche du solveur peut commencer. Le problème de trouver une affectation
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5. DIVERSIFIER UN SOLVEUR PARALLÈLE GRÂCE AU BAYESIAN MOMENT MATCHING

initiale optimale pour démarrer la recherche d’un solveur est souvent appelé problème d’ini-
tialisation. La méthode BMM appliquée à la résolution du problème SAT, prend en entrée
la formule à résoudre et une affectation de probabilité P(x = T) pour chaque variable x qui
indique la possibilité que cette variable soit vraie.

Dans ce contexte, la probabilité d’être vrai pour une variable x peut influer sur celle d’une autre
variable y. De plus, la réalisation des variables se fait simultanément selon la loi de probabilité.
Nous appelons la distribution de probabilités prise en entrée par la méthode BMM, la distribu-
tion antérieure. La méthode BMM applique l’inférence bayésienne à plusieurs reprises pour
mettre à jour la distribution antérieure et utilise chaque clause de la formule d’entrée comme
preuve afin de calculer une nouvelle distribution (distribution postérieure). La méthode pro-
duit une distribution représentant une affectation la plus à même de maximiser le nombre de
clauses satisfaites (toutes, dans le meilleur des cas). Cette affection est ensuite utilisée pour
initialiser les valeurs des variables et leurs ordres (de branchement). Bien que Dual et al. rap-
portent d’excellents résultats de l’utilisation de BMM comme préprocesseur pour résoudre le
problème d’initialisation, ils ne l’ont pas utilisé d’une autre manière dans leur solveur.

Dans ce chapitre, nous proposons une technique basée sur BMM appliquée en cours de ré-
solution pour mettre à jour les valeurs de phase et l’ordre des variables dans la routine de
décision (en mettant à jour les heuristiques de branchement) d’un solveur CDCL. Notre mé-
thode fonctionne comme suit : nous invoquons d’abord BMM en tant que préprocesseur qui
prend en entrée une distribution aléatoire et la formule SAT à résoudre et renvoie une nouvelle
distribution de probabilité (qui devient l’entrée pour les invocations ultérieures de la méthode
BMM). Nous utilisons l’affectation suggérée par cette nouvelle distribution et mettons à jour
la polarité des variables en conséquence. Par la suite, nous appelons BMM après la routine de
propagation unitaire et avant de prendre une nouvelle décision (branchement) pour calculer et
mettre à jour la distribution des probabilités et la polarité des variables ainsi que leurs ordres.
Au cours de cet appel en cours de résolution, la méthode BMM dispose de clauses supplémen-
taires à traiter sous la forme de clauses apprises. L’intuition derrière notre méthode est que le
raisonnement bayésien est un moyen puissant de guider la procédure de recherche CDCL loin
des parties infructueuses de l’espace de recherche et vers les régions susceptibles de contenir
des affectations satisfaisantes.

Comme indiqué précédemment, BMM utilise l’inférence bayésienne à partir d’une distribu-
tion de probabilité initialement aléatoire et les clauses de la formule comme preuve. Le choix
de la distribution antérieure peut affecter la qualité de la distribution postérieure. Par consé-
quent, l’exécution du même solveur avec des graines initiales différentes pourrait conduire à
des résultats de performance différents. Ce comportement peut être exploité dans le contexte
d’un solveur parallèle de type Portfolio, où les solveurs sont exécutés avec des distributions
aléatoires différentes. Il est bien connu que la diversification de l’heuristique de branchement
en donnant un ordre de branchement ou des polarités initiales différentes, améliore considé-
rablement les performances du solveur parallèle [13]. Par conséquent, dans ce chapitre, nous
évaluons également l’utilisation de l’approche BMM pour la diversification des solveurs pa-
rallèles de type Portfolio.
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5.2. Bayesian Moment Matching

Contributions.
1. Nous introduisons slime-bmm, un solveur séquentiel applicant l’algorithme CDCL

augmenté d’une nouvelle routine BMM appliquée en temps que préprocesseur, mais
aussi en cours de résolution.

2. Une étude expérimentale détaillée du solveur séquentiel slime-bmm sur un grand
ensemble de problèmes cryptographiques par rapport au solveur slime, le gagnant
du concours SAT 2021 sur la piste cryptographie. Nous montrons que pour certaines
graines aléatoires, le solveur séquentiel slime-bmm surpasse largement le solveur sé-
quentiel slime de base.

3. L’utilisation du solveur slime-bmm en tant que moteur séquentiel dans un solveur
de type Portfolio parallèle, que nous appelons p-slime-bmm, implémenté dans le
framework Painless [57]. Nous montrons que notre nouveau solveur hybride surpasse
un Portfolio basé uniquement sur le solveur slime.

Structure du chapitre. Nous décrivons plus en détail la méthode BMM dans la Section 5.2.
Section 5.3 présente comment la routine BMM est intégrée à l’algorithme CDCL. Section 5.4
évalue les performances de slime-bmm dans un contexte séquentiel sur des problèmes cryp-
tographiques. Nous décrivons l’implémentation et les performances de slime-bmm au sein
d’un solveur parallèle dans la Section 5.5. Finalement, la Section 5.6 conclut ce chapitre.

5.2 BAYESIAN MOMENT MATCHING

BMM est une technique utilisée pour approximer des distributions de probabilité complexes
par des distributions plus simples. Elle est souvent utilisée lorsque la forme analytique exacte
de la distribution a posteriori est difficile à obtenir ou coûteuse en termes de calcul. L’idée
principale derrière BMM est de faire correspondre les moments (par exemple, la moyenne, la
variance) de la distribution plus simple aux moments correspondants de la véritable distribu-
tion a posteriori. Ce faisant, nous cherchons à capturer les caractéristiques essentielles de la
distribution a posteriori sans connaître explicitement sa forme complète. [76].

La formulation et l’application de BMM à SAT ont été proposées pour la première fois dans
Duan et al. [35]. La méthode prend comme entrée une formule booléenne CNF et une distri-
bution initiale de probabilité sur la polarité des variables de la formule d’entrée, et met à jour
les probabilités de chaque variable en utilisant les clauses comme preuve. Plus précisément,
chaque variable de la formule booléenne d’entrée φ se voit attribuer une variable aléatoire de
Bernoulli, associée à une probabilité inconnue p qui représente la probabilité de la variable à
être vraie (P(x = T)). Pour chaque clause de la formule, la croyance sur p est mise à jour en
utilisant l’inférence bayésienne et le moment matching. Les clauses nous informent collecti-
vement sur la façon dont la distribution cible devrait ressembler, de sorte que nous les utilisons
comme preuve dans le processus d’inférence bayésien. Pour chaque clause de la formule, la
croyance sur p est mise à jour en utilisant l’inférence bayésienne et moment matching. Les
clauses nous informent collectivement sur la forme que devrait prendre la distribution cible,
nous les utilisons donc comme preuves dans le processus d’inférence bayésienne.
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5. DIVERSIFIER UN SOLVEUR PARALLÈLE GRÂCE AU BAYESIAN MOMENT MATCHING

Le processus BMM peut être résumé par les étapes suivantes :

1. Attribuer des probabilités à chaque variable : P(xi = T) ∼ Beta(αi, βi)

2. Choisir une clause Cj et calculer la probabilité d’évaluer la clause comme vraie (de
satisfaire Cj) étant donné les probabilités des variables : P(Cj = T |x1, · · · , xn)

3. Appliquer l’inférence bayésienne pour mettre à jour les probabilités des variables de Cj
en se basant sur la probabilité de satisfaire Cj : P(xi = T |Cj = T). À ce stade, nous
obtenons un modèle de mélange avec deux composantes Beta pour chaque variable.
Approximer la distribution apprise avec une seule distribution modale pour éviter une
explosion exponentielle.

4. Utiliser moment matching avec les premier et second moments (moyenne et variance
respectivement) pour projeter sur les distributions de Beta de l’étape 1.

5. Répéter les étapes 1-4 K fois. K est un hyperparamètre de l’algorithme, plus sa valeur
est grande, plus les probabilités sont précises, mais plus le coût de calcul est élevé.

Après que BMM ait scanné toutes les clauses d’entrées, il arrive à une distribution postérieure
qui suggère une affectation qui peut idéalement satisfaire la plupart des clauses, si ce n’est
toutes.

On peut traiter une telle affectation comme une bonne estimation d’une affectation satisfaisant
la formuleφ (en assumant qu’elle est satisfaisable). Il a été démontré qu’utiliser BMM comme
algorithme de préprocessing pour initialiser la polarité et l’ordre des variables améliore les
performances de différents solveurs [35], en particulier sur les instances satisfiables venant
de problèmes issues du domaine de la cryptographie. Dans ce chapitre, nous allons plus loin
et utilisons la méthode BMM à des points particuliers de la résolution pour mettre à jour les
polarités et l’ordre des variables.

5.3 DESCRIPTION DE L’ALGORITHME

Algorithme 5 reprend l’algorithme CDCL déjà expliqué dans ce manuscrit (Algorithme 3).
Comme expliqué dans l’introduction, nous augmentons l’algorithme susmentionné avec la
procédure BMM utilisée comme préprocesseur, ainsi qu’en tant que routine permettant de
mettre à jour la phase et l’ordre de branchement des variables. L’idée de notre contribution
est de guider le solveur à des points clés de sa progression. Les instructions grisées dans cet
algorithme sont les instructions rajoutées pour intégrer la technique BMM dans l’algorithme
CDCL.

Préprocesseur : BMM est appelé pour initialiser la polarité et l’ordre de branchement des
variables (Line 4). Durant ce prétraitement, les entrées de la procédure BMM sont les clauses
de la formule et une distribution antérieure générée de manière aléatoire. Parce que cette étape
est exécutée une fois, nous pouvons nous permettre un coût de calcul plus élevé afin d’obtenir
une distribution postérieure plus précise. Ainsi, le nombre de passes sur l’ensemble des clauses
est défini par K = 100.
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5.3. Description de l’algorithme

1 function CDCL(ϕ : formule CNF)
/* returns > si ϕ est SAT sinon ⊥ (UNSAT) */

2 α← ∅ // Affectation courante
3 lvl← 0 // Niveau de décision courant
4 miseAjourBMM() // Appeler BMM avec K = 100
5 Indéfiniment
6 (ϕ ′, α ′)← propagationUnitaire(ϕ|α)
7 α← α ∪ α ′ // Ajouter les littéraux propagés à l’affectation α
8 si ϕ ′ = ∅ alors
9 retourner true // ϕ est SAT

10 si ∅ ∈ ϕ ′ alors // Il y a un conflit à analyser
11 si lvl = 0 alors
12 retourner false // ϕ est UNSAT

13 C ← analyseDeConflit(ϕ,α)
14 ϕ← ϕ ∪ {C}
15 lvl← backjumpEtRedemarrage(lvl, C, . . .)
16 α← {` ∈ α | δ(`) ≤ lvl}
17 sinon
18 si le seuil limite est atteint alors
19 miseAjourBMM() // Appeler BMM avec K = 10

20 α← α ∪ {choixLitteralBranchement()} // Choix d’un nouveau
littéral de branchement

21 lvl← lvl+ 1

Algorithme 5 : L’algorithme CDCL augmenté du Bayesian Moment Matching. L’ap-
pel à BMM en cours de résolution se fait après la propagation unitaire, indiqué en
caractères gris ci-dessus.

En cours de traitement : Lorsque la propagation unitaire atteint un point fixe (Ligne 19), c.-
à-d. il n’y a plus de clauses unitaires à propager et il n’y a pas de conflit, la procédure BMM
est appelée pour réévaluer les probabilités pour toutes les variables. La différence ici est que
la distribution antérieure en entrée prend en compte l’affectation courante des variables (la
probabilité des variables qui ont une valeur dans l’affectation partielle courante est fixée à 0 ou
1 selon cette valeur). Le reste des variables sont mises à jour selon cette nouvelle distribution
antérieure. Une autre différence est que la procédure ne prend pas juste les clauses du problème
en entrée, elle peut aussi profiter des informations apprises par le solveur entre chaque appel.
Pour maximiser la qualité de l’information sans rendre le volume des clauses à explorer par
la procédure trop élevé, nous utilisons uniquement les clauses apprises dont la valeur LBD est
inférieure ou égale à 3. Contrairement à l’appel en prétraitement, cette étape peut être exécutée
plusieurs fois au cours de l’exploration de l’espace de recherche par le solveur. Pour limiter le
coût en calcul, la limite sur le nombre de passes à effectuer sur les clauses en entrée est définie
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FIGURE 5.1 – Diagramme de dispersion montrant les performances des solveurs séquentiels
slime-bmm vs slime sur la piste "Cryptographie" de la compétition SAT 2021.

par K = 10.

La limite imposée sur le nombre d’itérations de la procédure n’est pas suffisante pour contenir
la pénalité considérable en coût de calcul qu’elle engendre si elle est appelée trop souvent.
Par conséquent, nous appelons la procédure lorsqu’un certain seuil de progression est atteint.
Ce seuil dépend du nombre de redémarrages d’une part afin de ne pas appeler la procédure
trop souvent et du nombre de variables dans l’affectation partielle courante afin d’appeler la
procédure à un point important de l’exploration de l’espace de recherche. Nous considérons
ce seuil atteint lorsque le solveur a redémarré 50 fois et que le nombre de variables dans
l’affectation courante excède 40% du nombre total de variables ou 90% de l’affectation la plus
grande vu jusqu’à présent. Ces "nombres magiques" reprenant les résultats du solveur depuis
lequel nous avons basé notre approche. À la fin de la procédure, la distribution postérieure
apprise pour toutes les variables est utilisée pour aider le solveur à développer davantage
l’arbre de recherche.

L’étape de préprocessing est similaire au préprocesseur présenté dans [35], cependant, l’appel
de BMM en cours de résolution est conçu différemment. Dans le papier original décrivant
l’approche BMM, les auteurs mettent uniquement à jour les probabilités lorsqu’une clause
unitaire ou binaire est apprise, utilisant ces clauses comme de nouvelles preuves. En effet,
les clauses unitaires et binaires sont des informations précieuses apprises par le solveur sur
le sous-espace de recherche qu’il explore. Nous pensons qu’il est tout aussi important d’ai-
der à guider la recherche du solveur CDCL lorsque l’il atteint un point où les perspectives
d’apprentissage sont moindres. Par conséquent, nous avons implémenté cette mise à jour par
la méthode BMM pour guider la recherche du solveur à un point particulier de l’algorithme,
lorsque la propagation unitaire n’engendre pas d’apprentissage.
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5.4. Évaluation des solveurs séquentiels slime et slime-bmm

5.4 ÉVALUATION DES SOLVEURS SÉQUENTIELS SLIME ET SLIME-BMM

Nous avons choisi de comparer l’efficacité de notre version de la méthode BMM sur des
problèmes provenant du domaine de la cryptographie, compte tenu de son succès antérieur
dans ce domaine. Pour comparaison, nous avons choisi le vainqueur de la compétition SAT
2021 dans la catégorie cryptographie 1, appelé slime [84]. L’implémentation de l’algorithme
CDCL de ce solveur a servi de base pour notre implémentation.

Il est important de noter que slime utilise une méthode de réévaluation de la polarité et
l’ordre des variables similaire à celle présentée dans ce chapitre, cependant leur méthode
se base sur l’utilisation d’un algorithme de résolution SAT appelé Stochastic Local Search
(SLS) [51, 26]. Contrairement aux algorithmes dérivés de la procédure de Davis-Putnam-
Logemann-Loveland (DPLL) qui progressent vers une solution en affectant une variable à
la fois, les algorithmes SLS naviguent d’une affectation complète de la formule à une autre
en modifiant la valeur d’une variable, généralement dans le but de minimiser le nombre de
clauses actuellement insatisfaites. La plupart des implémentations de cet algorithme sont in-
complètes, car elles ne sont pas capables de trouver l’insatisfiabilité de la formule et ne four-
nissent aucune garantie de trouver une solution dans le cas SAT, bien qu’il soit possible de
rendre l’algorithme complet [39]. Dans slime, SLS est également utilisé lorsque la propaga-
tion unitaire atteint un état particulier afin de guider l’exploration de l’espace de recherche. De
ce fait, nous avons remplacé ce composant par notre procédure BMM ainsi que la suppression
de toutes les heuristiques liées à l’utilisation du solveur SLS. Nous appelons cette version du
solveur slime-bmm.

La configuration de slime qui a gagné la compétition est déterministe [84], nous l’avons
donc lancé sur ces instances une seule fois. Inversement, l’initialisation du composant BMM
induit un caractère aléatoire comme décrit dans Section 5.2, nous avons lancé slime-bmm
10 fois pour chaque instance.

Le diagramme de dispersion de la Figure 5.1 montre les résultats de notre expérience. Fi-
gure 5.1a (respectivement Figure 5.1b) met en évidence les scores des solveurs par rapport
aux meilleures (respectivement pires) exécutions de slime-bmm. Les axes de ces figures re-
présentent le temps d’exécution en secondes sur une échelle logarithme. Nous ne représentons
pas sur la figure les cas où les deux solveurs ne parviennent pas à résoudre une instance dans le
temps imparti. Nous pouvons donc nous concentrer sur les instances où l’un des deux solveurs
se démarque. Bien que la limite sur la durée d’exécution soit fixée à 5000 secondes, pour plus
de lisibilité, une exécution qui n’aboutit pas à une solution est représentée par un point au-delà
de la ligne pointillée, au-dessus de 104 secondes.

Nous pouvons observer que le cas des meilleures exécutions, slime-bmm est plus efficace
que slime, en résolvant 6 instances supplémentaires et étant de manière générale plus rapide
sur de nombreuses instances. Cependant, lorsque l’on s’intéresse aux pires cas, slime est
plus stable et surpasse les performances de slime-bmm.

1. https ://satcompetition.github.io/2021/
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Nous tirons deux conclusions de ces résultats expérimentaux :

1. L’utilisation de BMM permet de guider un solveur CDCL en cours de résolution. Com-
paré à la méthode basée sur la SLS utilisée par slime, BMM est efficace sans nécessiter
autant d’ajustement d’heuristiques.

2. L’exécution de solveurs séquentiels en utilisant des distributions antérieures aléatoires
différentes pour la routine BMM leur permet d’explorer différentes solutions (pour des
instances satisfiables), ce qui constitue une grande opportunité pour la création d’une
méthode de diversification pour un solveur parallèle de type Portfolio. C’est cette idée
que nous explorons dans la section suivante, où nous créons et évaluons un solveur
parallèle de type Portfolio dont l’exploration des travailleurs est diversifiée en utilisant
une graine différente pour l’initialisation de la distribution initiale de BMM.

5.5 ARCHITECTURE DU SOLVEUR PARALLÈLE P-SLIME-BMM ET SES
RÉSULTATS

Dans le but d’implémenter le solveur parallèle Portfolio que nous appelons p-slime-bmm,
nous utilisons encore une fois le framework Painless (Section 2.3.4). Il était simple d’in-
tégrer nos deux solveurs séquentiels slime et slime-bmm en temps que travailleurs au
sein d’un solveur parallèle. Les solveurs parallèles résultants sont appelés p-slime-bmm et
p-slime.

Les solveurs CDCL utilisés en tant que travailleurs dans le solveur parallèle p-slime-bmm
sont soit des slime ou des slime-bmm. Nous faisons varier la proportion de slime-bmm
entre les différentes versions du solveur de 25% à 90%. Le but est d’assurer une collabo-
ration totale entre les solveurs du Portfolio pour résoudre le maximum d’instances. Quant à
p-slime, un solveur séquentiel déterministe ne ferait pas sens dans le contexte parallèle,
nous utilisons donc le mécanisme de diversification de slime, qui consiste à fixer une pola-
rité aléatoire pour chaque variable, pour chaque slime du Portfolio.

Ces deux solveurs sont lancés sur un cluster de 12-core Intel Xeon CPU E5645, avec 64 Go
de RAM et un délai de 5000s. Dans cette étude de performance, nous utilisons les mesures de
succès suivantes : le Penalized Average Runtime(PAR-2) qui additionne le temps d’exécution

Solveurs PAR2 UNSAT SAT TOTAL (200)
p-slime-bmm-50% 133H36 13 147 160
p-slime-bmm-75% 136H05 13 145 158
p-slime-bmm-90% 138H39 13 144 157
p-slime 142H03 13 142 155
p-slime-bmm-25% 147H42 13 140 153

TABLE 5.2 – Cette table montre les performances de p-slime et p-slime-bmm sur la
piste "Crypto" de la compétition SAT 2021.
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5.5. Architecture du solveur parallèle p-slime-bmm et ses résultats
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FIGURE 5.3 – Evaluation par instance SAT de p-slime-bmm

d’un solveur et pénalise les exécutions qui dépassent le délai avec un facteur 2 ; le nombre
d’instances résolues.

Comme on peut l’observer dans la Table 5.2, il semble que le fait d’avoir les deux algo-
rithmes en proportion égale constitue un bon équilibre. En effet, p-slime-bmm-50% résout
5 instances SAT supplémentaires par rapport à p-slime. Par conséquent, le nouveau solveur
proposé s’avère plus efficace que la version parallèle du solveur servant de base p-slime.
Les Figures 5.3 et 5.4 montrent qu’une différence entre les solveurs est présente sur les ins-
tances SAT et non les instances UNSAT. Cela peut s’expliquer par le fait que BMM dirige
naturellement vers une solution et est donc moins utile s’il n’y en a pas. Il est rassurant de voir
que BMM n’affecte pas négativement la résolution des instances UNSAT.
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FIGURE 5.4 – Evaluation par instance UNSAT de p-slime-bmm

5.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté une technique de traitement en cours de résolution
basée sur le Bayesian Moment Matching (BMM) pour des solveurs CDCL. Nous relançons
ce traitement BMM avant le branchement suivant une propagation unitaire sans conflit selon
certaines conditions, dans le but de mettre à jour la polarité et l’ordre de branchement des
variables. L’intuition clé qui sous-tend notre méthode est que le raisonnement bayésien est un
moyen puissant de guider la procédure de recherche CDCL loin des parties infructueuses de
l’espace de recherche d’une formule propositionnelle satisfaisable, et vers les régions qui sont
susceptibles de contenir des affectations qui forment un modèle pour la formule.

Nous avons massivement expérimenté notre approche sur des instances cryptographiques et
dans un cadre séquentiel. Les résultats sont positifs pour certaines graines aléatoires et pas
pour d’autres (étant donné la nature probabiliste de BMM). Cela nous a conduit à développer
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un solveur parallèle de type Portfolio en faisant varier le nombre de travailleurs utilisant la
méthode BMM. Les solveurs parallèles hybrides qui en résultent montrent de bonnes perfor-
mances par rapport au solveur original.

En utilisant une approche incrémentale, nous avons trouvé que 50% de slime-bmm est une
bonne proportion, mais ce n’est peut-être pas la solution la plus optimale. De futurs travaux
pourraient affiner la proportion de slime-bmm dans le Portfolio en se basant sur le travail
effectué dans [64] en formulant le problème sous la forme du problème du bandit manchot.

Une autre piste d’amélioration est d’affiner l’heuristique décidant quand relancer la procédure
BMM (actuellement, l’heuristique utilisée est empruntée du solveur slime). Nous pensons
qu’une étude approfondie du comportement du solveur nous permettra de définir des seuils
plus appropriés à notre méthode. Nous pensons, en particulier pouvoir exploiter le concept de
phase de dépression, initié dans [29], pour concevoir un seuil d’activation pourrait être une
direction très fructueuse. Une phase de dépression est une longue séquence de branchement
qui ne mène à aucun conflit. L’idée serait d’appeler la mise à jour du BMM chaque fois que
les phases de dépression ont atteint une certaine limite prédéfinie.
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Chapitre

6
Conclusion et perspectives

6.1 CONTRIBUTIONS

Cette thèse s’inscrit dans la continuité des nombreux efforts déployés pour améliorer la capa-
cité de résolution des solveurs SAT parallèles. Un solveur SAT parallèle peut être optimisé en
fonction de plusieurs composants :

1. L’algorithme séquentiel effectivement mis en œuvre sur plusieurs cœurs de calcul.

2. La répartition des tâches entre les différents travailleurs.

3. Le partage d’informations entre les travailleurs.

Tous ces aspects peuvent être examinés selon deux axes : l’axe "logique" et l’axe système. Ces
deux axes représentent la distinction entre l’amélioration d’un mécanisme par le biais d’algo-
rithmes ou d’heuristiques sophistiquées déduits de définitions formelles et d’études expéri-
mentales approfondies d’une part, et son amélioration par l’utilisation efficace de structures
de données en mémoire ou une gestion appropriée du parallélisme d’autre part. Au cours de
cette thèse, nous nous sommes appuyés sur la plateforme Painless pour la gestion du paral-
lélisme et l’évaluation rigoureuse de nos travaux. Ainsi nous avons pu nous consacrer à l’étude
de mécanismes visant à améliorer le partage des clauses au sein de deux contributions, puis
à l’intégration d’un composant permettant d’accroître la capacité de résolution d’un solveur
dans une dernière contribution.

Notre première contribution a amélioré le partage d’informations en identifiant finement les
clauses partagées de haute qualité. Ces clauses, lorsqu’elles sont partagées entre les différents
solveurs d’une stratégie de résolution parallèle, devraient conduire à une amélioration des
performances. Certaines métriques de performance ont émergé, comme la LBD, mais elles
dépendent fortement de l’état local du solveur d’origine. La valeur de ces métriques une fois
que la clause est importée par un autre solveur séquentiel peut être totalement incohérente
par rapport à sa progression. Nous avons proposé une nouvelle métrique visant à identifier
les clauses de haute qualité apprises, ainsi qu’une politique de partage des clauses basée sur
la combinaison d’une métrique locale, la LBD, avec la structure des communautés mises en
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évidence par les formules SAT. Nous avons développé une méthodologie permettant d’analy-
ser a priori les caractéristiques des clauses apprises en séquentiel et avons extrait un filtre en
parallèle. Nous avons considéré après avoir dûment examiné nos résultats expérimentaux, que
partager toutes les clauses avec une LBD <= 3 ainsi que les clauses ayant à la fois LBD = 4 et
COM <= 3 est une bonne stratégie de partage. Cette stratégie montre des résultats corrects sur
un large benchmark.

Notre deuxième contribution a amélioré le partage d’informations, cette fois en réduisant la
taille de l’information partagée. En effet, il est bien connu que plus les clauses apprises sont
courtes, plus leur capacité à réduire l’espace de recherche est élevée. Cette contribution se
décompose en deux parties. La première partie a intégré un composant permettant la mini-
misation asynchrone des clauses apprises au sein d’un solveur parallèle. L’évaluation de ce
composant montre d’excellents résultats dans différentes configurations de solveurs SAT pa-
rallèles sur le benchmark de la compétition 2018. Dans une deuxième partie, nous avons évalué
l’intégration de différents mécanismes de partage, issus de l’état de l’art, ainsi que de la mi-
nimisation, dans un solveur parallèle plus récent que celui utilisé dans la première partie de
l’étude. Ces mécanismes comprennent un filtre dynamique pour le partage des clauses et la
suppression des doublons. Les résultats de cette étude ont démontré que la minimisation asyn-
chrone, bien qu’elle soit moins efficace que dans la première expérience, présente néanmoins
un intérêt pour le traitement des instances UNSAT et se montre particulièrement performante
lorsque le nombre de ressources CPU disponibles est augmenté. De plus, cette étude a révélé
une stagnation des performances pour les instances UNSAT lorsque le nombre de cœurs de
calcul augmente.

Notre dernière contribution a amélioré l’algorithme séquentiel sous-jacent d’un solveur pa-
rallèle. Nous présentons et évaluons une technique basée sur le Bayesian Moment Matching
appliquée au cours de la résolution pour paramétrer la routine de décision (routine qui déter-
mine quelle sera la prochaine variable à affecter et à quelle valeur) d’un solveur. En particulier,
le comportement initialement aléatoire de ce mécanisme est exploité dans le développement
d’un solveur parallèle (en utilisant une graine différente pour initialiser la distribution de pro-
babilité pour chaque solveur). Ce nouveau solveur parallèle s’est montré performant sur des
instances de problèmes cryptographiques de la compétition SAT 2021.

6.2 PERSPECTIVES

Dans cette section, nous présentons quatre perspectives de recherche visant à prolonger ou
compléter nos travaux.

Perspective 1 : Nous estimons qu’il est nécessaire de compléter notre travail sur les com-
munautés en adoptant une approche plus dynamique dans notre méthode de filtrage. En effet,
notre deuxième contribution a démontré l’importance d’un filtre dynamique grâce à la stratégie
HordeSat. Il serait envisageable d’utiliser un delta autour d’une valeur seuil spécifique pour
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la LBD, tout en maintenant notre seuil pour COM. Une telle stratégie pourrait être évaluée
avec les autres options présentées dans le Chapitre 4.

Perspective 2 : Notre analyse des résultats Chapitre 4 a révélé la difficulté de faire passer à
l’échelle notre configuration de Painless. Nos conclusions sont valables pour les machines
multicœurs (≤ 100 cœurs), et il serait pertinent d’expérimenter de nouvelles stratégies dans le
contexte des machines many-core (> 100 cœurs). Nous devrons d’abord identifier les raisons
logiques ou matérielles qui causent ce blocage et les corriger, notamment en repensant le
partage. Nous envisageons de repenser totalement la façon dont l’algorithme séquentiel sous-
jacent d’un solveur parallèle stocke les clauses apprises, afin de créer une base de données
globale de clauses partagée entre chaque travailleur.

Perspective 3 : Nous envisageons d’exploiter une ressource matérielle ignorée au cours de
cette thèse, à savoir le GPU. Nous pensons l’utiliser pour effectuer des calculs massifs impos-
sibles à réaliser sans ralentir la résolution dans un solveur n’utilisant que le CPU. L’idée serait
d’augmenter le partage des clauses à l’aide d’un oracle capable de décider si une clause est
localement intéressante pour un potentiel consommateur et peut donc être ajoutée à sa base de
données. L’algorithme de cet oracle est capable d’extraire des caractéristiques simples de la
clause dans le contexte de l’affectation courante du travailleur consommateur considéré, par
exemple si la clause est rendue unitaire par l’affectation courante ou si elle est déjà en conflit.
Si ce calcul est simple, il doit être effectué sur des dizaines de millions de clauses pour chaque
consommateur potentiel, ce qui nécessite une énorme capacité de calcul. Il est alors intéres-
sant d’utiliser les GPU, qui offrent une capacité de calcul massivement parallèle et ont déjà
été exploités dans le passé pour résoudre le problème SAT [34, 31].

Perspective 4 : Nous souhaitons totalement repenser Painless afin de le rendre compa-
tible avec une exécution dans un environnement distribué. Dans ce contexte, le solveur devra
tourner sur une grappe de machines, potentiellement hétérogènes et géographiquement disper-
sées. Afin de tirer parti de telles machines, nous devons mettre à jour Painless qui, dans
son implémentation courante, utilise la mémoire partagée entre les threads. Nous devons le
transformer en un framework capable de combiner la communication locale, plus rapide grâce
à la mémoire partagée, avec la communication à distance utilisant MPI. Une approche ba-
sique d’une telle architecture a été présentée lors de la compétition de solveurs SAT distribués
2021 [98], mais n’a pas atteint le podium, malgré le succès de sa version parallèle.

De manière générale, il faut repenser les mécanismes de division du travail et de partage utili-
sés dans un contexte distribué. Des travaux antérieurs ont déjà abordé cette tâche avec succès,
notamment le solveur Mallob [85], qui s’est distingué lors de toutes les compétitions SAT
distribuées à ce jour (2020 à 2022 [1]). Ce solveur est capable d’équilibrer dynamiquement
la charge de travail entre les différentes machines et de résoudre plusieurs instances simul-
tanément. De plus, il présente une méthode très efficace de distribution des clauses apprises.
Celles-ci sont transmises et agrégées le long d’un arbre binaire dont les nœuds représentent
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une machine. Lors de la remontée des nœuds vers la racine pour créer un ensemble unique
de clauses à partager, une étape de réduction est effectuée à chaque nœud afin de privilégier
les clauses de petite taille et de supprimer les doublons à l’aide d’un filtre de Bloom. Ainsi,
une fois de plus, la manière de paramétrer le partage est cruciale, et nous devrons réfléchir à
la manière d’intégrer les différents mécanismes présentés dans le Chapitre 4 ainsi que ceux
présentés dans nos perspectives.
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