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Chapitre 1

Motivations

1.1 L’optimisation, qu’est-ce que c’est ?

Mes trois années de thèse ont été consacrées à des problématiques d’optimisation.
Avant de rentrer dans le vif du sujet, un bref résumé de ce qu’est ce domaine des
mathématiques s’impose.

En mathématiques, résoudre un problème d’optimisation consiste à poser une
question relativement simple : comment obtenir le moins possible (ou le plus pos-
sible) d’une quantité ? Pour répondre à cette question, il faut avoir la main sur des
paramètres qui font varier la dite quantité. L’objectif final est de déterminer les
paramètres optimaux pour minimiser (ou maximiser) cette quantité. Pour écrire le
problème sous forme mathématique, on peut dire que l’on résout :

min
x∈X

F (x), (1.1.1)

où F est la quantité à minimiser et X est l’ensemble des paramètres acceptables.
Ce type de problème est très courant dans la plupart des domaines scientifiques

mais également dans la vie de tous les jours. La mise en place d’un trajet pour aller
d’un point à un autre est un bon exemple : si l’objectif est de se rendre le plus
rapidement possible à un point, on peut considérer que l’on cherche à minimiser le
temps de trajet qui dépend de l’itinéraire ; si le but est d’économiser le plus d’argent
possible, la quantité à minimiser est alors l’argent dépensé en péage ou en essence.
En fait, il est souvent possible de formuler des questions non triviales comme des
problèmes d’optimisation : comment minimiser le temps de course en fonction de
son entraînement et de sa stratégie de course pour un coureur, comment maximiser
la qualité de son manuscrit en fonction du temps disponible pour un doctorant,
comment minimiser le carburant embarqué dans une fusée tout en accomplissant le
trajet souhaité...

Le rôle d’un optimiseur n’est généralement pas de formuler la question initiale
en termes mathématiques. Cette tâche relève de la modélisation et requiert l’exper-
tise liée au domaine auquel la question appartient. Un optimiseur s’intéresse à des
problèmes de la forme (1.1.1) et son but peut être d’élaborer des schémas efficaces
permettant de donner une approximation précise de la solution ou bien d’analyser
le comportement de méthodes déjà existantes pour ce problème.

Le fait de comprendre le comportement de différents algorithmes d’optimisa-
tion en fonction des hypothèses du problème auquel on s’intéresse est crucial. Cela
permet de sélectionner une méthode efficace pour résoudre ce problème en ayant
des garanties théoriques. Concrètement, l’efficacité d’une méthode se mesure à sa
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capacité à obtenir une solution à partir d’un nombre de calculs réduit et donc rapi-
dement. Lorsque l’on considère des problèmes en grande dimension, c’est-à-dire qui
font intervenir une grande quantité de données, le gain de temps peut être significatif
et s’accompagne d’économies énergétiques.

1.2 Problématiques en optimisation convexe

En pratique, il est difficile d’étudier directement le problème (1.1.1) sans au-
cune hypothèse. C’est pourquoi il existe une grande variété de sous-domaines de
l’optimisation, chacun basé sur un jeu d’hypothèses.

Mes travaux de thèse portent sur l’optimisation de fonctions convexes composites
dans un cadre déterministe. Ainsi, la fonction F à minimiser est supposée convexe
avec une structure particulière (voir Section 2.1.1) et aucune notion d’aléatoire n’in-
tervient. Ces hypothèses excluent donc les fonctions non convexes (c’est le cas des
fonctions de coût des réseaux de neurones par exemple) ou encore les méthodes
d’optimisation stochastiques.

Dans ce cadre, je me suis concentré avec mes directeurs de recherche sur l’ana-
lyse de convergence d’algorithmes d’optimisation sous des hypothèses de croissance.
Définissons les différents concepts que cela implique :

— pour résoudre le problème (1.1.1), on peut appliquer un algorithme d’opti-
misation (on utilisera également les appellations schéma d’optimisation
ou méthode d’optimisation). En règle générale, ces méthodes sont itéra-
tives : à partir d’un point initial x0 ∈ X, une suite (xk)k∈N est générée de
manière à ce que xk s’approche d’une solution de (1.1.1) quand k devient
grand. On appelle cette suite de points les itérés de la méthode.

— l’analyse de convergence d’un algorithme d’optimisation regroupe une
grande quantité de questions. La plus basique est : à quelle condition une
méthode converge-t-elle vers une solution de mon problème ? Dans mes tra-
vaux, je m’intéresse plus particulièrement à la vitesse de convergence (ou
taux de convergence) de schémas d’optimisation, c’est-à-dire comment dé-
croît la valeur de F (xk) − F ∗ où F ∗ est la valeur minimale atteinte par F
sur l’ensemble X. En pratique, les résultats que l’on obtient sont des vitesses
convergence au pire cas et peuvent être valables à nombre d’itérations fini ou
asymptotiquement (quand k tend vers l’infini). Ces informations permettent
de comparer plusieurs schémas différents dans leur capacité à donner une
réponse rapidement. Il existe d’autres axes pour l’analyse de la convergence
d’un schéma comme la stabilité de ce schéma en présence de perturbations.

— pour obtenir des résultats de convergence forts pour un schéma, on peut
considérer des hypothèses plus restrictives sur la fonction F comme des hy-
pothèses de croissance. Réduire la classe de fonctions à laquelle on s’inté-
resse donne accès à plus d’outils mathématiques et à une analyse plus fine.
Par contre, si les hypothèses sont trop fortes, les résultats démontrés ne sont
valables que dans des cas marginaux. Les hypothèses de croissance sont
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des conditions sur la géométrie de la fonction F , c’est-à-dire sur la façon dont
F se comporte sur l’ensemble X. Ces hypothèses sont détaillées en Section
2.1.2.

La question générale à laquelle j’ai voulu répondre est : quel schéma d’optimi-
sation appliquer en fonction des hypothèses sur la fonction à minimiser ?
Il s’avère que les algorithmes de premier ordre les plus efficaces sont dits inertiels
car ils font intervenir une notion d’élan. Cette inertie est généralement bénéfique
mais peut aussi générer des comportements pathologiques, surtout quand F vérifie
des hypothèses de croissance. La problématique de cette thèse peut donc être re-
formulée : comment maîtriser l’inertie lorsque F vérifie une hypothèse de
croissance plus forte que la convexité ? Mes travaux se sont appuyés sur le
parallèle qui peut être fait entre systèmes dynamiques et schémas numériques (voir
Section 2.3) mais également sur des stratégies plus algorithmiques.

1.3 Contexte

Afin de contextualiser les travaux menés durant cette thèse, deux tableaux ré-
capitulatifs des résultats de convergence démontrés dans la littérature sont fournis.
Ces tableaux visent à décrire de façon succincte le comportement de différents sché-
mas (Tableau 1.1) et systèmes dynamiques (Tableau 1.2) en fonction d’hypothèses
de géométrie. Pour faciliter la lecture, certaines hypothèses ne sont pas précisées,
notamment sur les choix de paramètres. Pour plus de détails, j’encourage les lecteurs
à consulter les articles ou chapitres référencés.

Hypothèses de géométrie Les hypothèses énoncées dans ces tableaux sont dé-
taillées dans la Section 2.1.2. Celles-ci vont de la forte convexité (notée Sµ) à la
simple convexité. Ces tableaux traitent également des fonctions à croissance qua-
dratique (G2µ) et des fonctions à croissance faible (Gγ avec γ > 2), c’est-à-dire les
fonctions vérifiant une inégalité du type :

∀x ∈ dom(F ),
K

2
d(x,X∗)γ ⩽ F (x)− F ∗, (1.3.1)

pour un certain K > 0 et où γ = 2 et K = µ pour l’hypothèse G2µ. Ces hypo-
thèses peuvent être définies localement, c’est-à-dire dans un voisinage de l’ensemble
de minimiseurs X∗. Les résultats énoncés restent valables dans ce cas car ils sont
asymptotiques et les systèmes et schémas considérés assurent aux trajectoires solu-
tions et itérés d’atteindre et rester dans un voisinage de X∗.

Commentaires sur le Tableau 1.1 Le Tableau 1.1 donne un aperçu non exhaus-
tif des résultats de convergence de méthodes d’optimisation de premier ordre pour
des fonctions différentiables et/ou composites. Les différents algorithmes sont com-
parés à partir des garanties théoriques sur la décroissance asymptotique de l’erreur
F (xk)−F ∗ au pire cas sous plusieurs hypothèses différentes. Plus de détails sur ces
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méthodes sont fournis dans la Section 2.2. Notons que les schémas aux philosophies
proches sont regroupés comme les méthodes de type Heavy-Ball ou les algorithmes
de restart de FISTA.

Les hypothèses de géométrie sur la fonction F à minimiser sont ordonnées de la
plus forte (forte convexité) à la plus faible (convexité). Lorsqu’une case du tableau
est remplie par une flèche (→), cela signifie que la décroissance de l’erreur garantie
par la méthode considérée pour l’hypothèse faite sur F est la même que pour une
hypothèse plus faible. Prenons l’exemple de la méthode de descente de gradient
et de son alternative en optimisation composite, Forward-Backward : le taux de
convergence de l’erreur pour ces méthodes si F est fortement convexe est le même que
si F vérifie G2µ et ne nécessite pas de connaître µ. Lorsqu’on affaiblit ces hypothèses,
la décroissance garantie pour l’erreur devient polynomiale. On peut également lire
ce tableau de manière verticale afin de déterminer la ou les méthodes ayant les
meilleures garanties pour une hypothèse : pour les hypothèses Sµ et G2µ où µ est
connu, les algorithmes les plus rapides sont de type Heavy-Ball ; pour l’hypothèse
G2µ sans connaître µ, les schémas de restart sont les plus efficaces ; FISTA (comme
ses variations) est le meilleur choix pour les fonctions vérifiant Gγ pour γ > 2 et les
fonctions convexes.

Systèmes dynamiques Le Tableau 1.2 énonce des résultats de convergence pour
les trajectoires de systèmes dynamiques. Ces systèmes peuvent être mis en lien avec
des schémas d’optimisation et ont des propriétés de convergence proches. L’histo-
rique et les apports de cette approche continue sont développés dans la Section 2.3.
Les systèmes que l’on considère dans le Tableau 1.2 sont les suivants :

— le système de flot de gradient :

∀t ⩾ t0, ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (FG)

avec t0 ⩾ 0,
— le système de Heavy-Ball avec friction :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

avec t0 ⩾ 0 et α > 0.
— le système avec friction asymptotiquement évanescente :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (AVD)

avec t0 ⩾ 0 et α > 0.
— le système avec friction asymptotiquement évanescente et friction liée

à la hessienne (voir Chapitre 4) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) + βHF (x(t))ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (DIN-AVD)

avec t0 ⩾ 0, α > 0 et β > 0.
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1.4 Contributions et plan du manuscrit

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres, sans compter cette introduction.
Les contributions mentionnées dans cette section sont présentes en rouge dans le
Tableau 1.1 et le Tableau 1.2.

Le Chapitre 2 est dédié à l’introduction de notions nécessaires pour les chapitres
suivants. Une brève présentation des méthodes classiques en optimisation convexe
différentiable et non-différentiable est fournie après avoir introduit plusieurs notions
sur la géométrie des fonctions convexes. Une troisième partie est consacrée au lien
entre schémas numériques et systèmes dynamiques et ses apports.

Le Chapitre 3 traite des méthodes de restart. Les travaux qui y sont présentés
font suite au constat suivant : lorsque la fonction F à minimiser vérifie une hy-
pothèse de croissance (forte convexité par exemple), les méthodes les plus rapides
doivent être calibrées en fonction du paramètre de croissance µ qui peut être diffi-
cile à estimer. Les stratégies de restart visent à répondre à la question : comment
profiter des hypothèses de croissance d’une fonction lorsque le paramètre
de croissance n’est pas connu ? Après avoir présenté le concept des stratégies de
restart ainsi que les méthodes existant dans la littérature, j’introduis l’Algorithme
3 pour les fonctions à croissance quadratique. Contrairement aux schémas de type
Heavy-Ball, ce schéma ne nécessite aucune estimation du paramètre de crois-
sance et assure une décroissance exponentielle rapide de l’erreur (Corollaire
3.2.9), la notion de décroissance exponentielle rapide ou lente étant introduite en
Section 3.1.1. Je propose ensuite le schéma Free-FISTA (Algorithme 6) qui combine
des stratégies de restart et de backtracking pour s’affranchir de la connaissance du
paramètre de croissance et de la constante de Lipschitz du gradient de F (ou
de la partie différentiable de F dans le cas non lisse). Cette méthode est la seule
à ma connaissance permettant de garantir une décroissance rapide de l’erreur
(Corollaire 3.3.8) sans s’appuyer sur la connaissance de ces paramètres.

Le Chapitre 4 donne lieu à l’étude du système dynamique (DIN-AVD) [21] fai-
sant intervenir un terme de friction lié à la hessienne de F . L’ajout de ce terme a
pour but l’atténuation des oscillations liées à l’inertie mise en jeu et des schémas
numériques de premier ordre peuvent être dérivés de cette EDO. L’étude proposée
dans ce chapitre porte sur les propriétés de convergence des trajectoires de ce sys-
tème lorsque F vérifie des hypothèses de croissance. Dans ce contexte, on montre que
l’introduction du terme lié à la hessienne permet d’obtenir des propriétés d’in-
tégrabilité sur le gradient de la fonction F qui sont de plus en plus fortes
à mesure que les hypothèses de croissance sont renforcées. Comme les hypothèses
considérées sont liées à l’inégalité de Łojasiewicsz, ces propriétés ont un impact
sur la décroissance de l’erreur et le Théorème 4.2.2 assure notamment que pour des
fonctions à croissance quadratique, les garanties théoriques de décroissance de
l’erreur le long des trajectoires de (DIN-AVD) sont meilleures que celles
du système (AVD). Ces résultats témoignent de l’apport de ce terme additionnel
lorsque F satisfait des hypothèses de géométrie plus fortes que la convexité.

Le Chapitre 5 porte sur l’hypothèse d’unicité du minimiseur dans l’analyse de
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convergence de méthodes inertielles. Dans la littérature, les résultats de convergence
les plus forts pour des systèmes dynamiques et des schémas numériques lorsque F
vérifie une condition de croissance s’appuient, sauf exception, sur l’hypothèse que F
a un unique minimiseur. Les questions posées dans ce chapitre sont donc : à quoi
est due cette hypothèse ? Est-il possible d’obtenir des résultats de conver-
gence rapide en s’en affranchissant ? Après avoir détaillé les résultats existants,
je donne une stratégie pour contourner cette hypothèse dans le cas continu : j’intro-
duis une hypothèse de géométrie sur l’ensemble de minimiseurs X∗ (cette hypothèse
est notée R∗ dans le Tableau 1.2) permettant d’étendre plusieurs résultats de
convergence sans unicité du minimiseur. Dans un deuxième temps, je démontre
que cette hypothèse d’unicité du minimiseur n’est pas nécessaire à l’obtention de
résultats de convergence rapide dans le cas discret en étudiant V-FISTA [31] et
FISTA [32]. Le Théorème 5.4.2 assure que la décroissance de l’erreur pour les ité-
rés de V-FISTA avec un choix d’inertie pertinent est exponentielle rapide si on
considère une fonction à croissance quadratique. Les résultats obtenus ne s’appuient
sur aucune hypothèse sur l’ensemble des minimiseurs et des garanties sont
données pour un choix de paramètre sous-optimal (Corollaire 5.4.4). Enfin,
une analyse de FISTA est proposée sous des hypothèses de croissance plus faibles
que la forte convexité. Le résultat principal est donné dans le Théorème 5.4.6 qui
assure que les itérés de FISTA convergent fortement dès que F vérifie une
hypothèse de croissance faible Gγ avec γ > 2 (hypothèse définie en Section
2.1.2) pour un terme inertiel suffisamment grand.

1.5 Publications associées à ce manuscrit

Les travaux menés durant cette thèse ont conduit à l’écriture des articles sui-
vants :

1. FISTA Restart Using an Automatic Estimation of the Growth Pa-
rameter. Jean-François Aujol, Charles Dossal, Hippolyte Labarrière, Aude
Rondepierre. Soumis en 2021 à JOTA (Journal of Optimization Theory and
Applications), en révision mineure.

2. Fast Convergence of Inertial Dynamics with Hessian-Driven Dam-
ping under Geometry Assumptions. Jean-François Aujol, Charles Dos-
sal, Văn Hào Hoàng, Hippolyte Labarrière, Aude Rondepierre. Soumis en
2022 à AMOP (Applied Mathematics & Optimization), accepté.

3. Parameter-Free FISTA by Adaptive Restart and Backtracking. Jean-
François Aujol, Luca Calatroni, Charles Dossal, Hippolyte Labarrière, Aude
Rondepierre. Soumis en 2023 à SIOPT (SIAM Journal on Optimization).

4. Fast Convergence of Heavy-Ball Dynamics and Derived Scheme
Without Uniqueness of the Minimizer. Jean-François Aujol, Charles
Dossal, Hippolyte Labarrière, Aude Rondepierre. Bientôt soumis.

5. Strong Convergence of FISTA under a Weak Growth Condition.
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Jean-François Aujol, Charles Dossal, Hippolyte Labarrière, Aude Ronde-
pierre. Bientôt soumis.





Chapitre 2

Chapitre préliminaire

Ce chapitre pose les bases mathématiques nécessaires pour les chapitres suivants.
Je définis d’abord la classe de fonctions étudiée dans ce manuscrit ainsi que des
conditions de croissance, allant de la forte convexité à des hypothèses de platitude.
Par la suite, des méthodes classiques sont présentées pour la minimisation d’une
fonction différentiable puis composite. Enfin, je détaille le parallèle existant entre
systèmes dynamiques et schémas d’optimisation en donnant un historique et en
expliquant l’intérêt de ce cadre continu.

Contents
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Ce manuscrit traite principalement le problème d’optimisation suivant :

min
x∈RN

F (x), (2.0.1)

où N ∈ N∗ et F est une fonction convexe composite, c’est-à-dire qu’elle vérifie
l’hypothèse ci-dessous.

Hypothèse 2.0.1. Une fonction F : RN → R ∪ {+∞} vérifie l’hypothèse HL pour
un certain L > 0 si elle peut s’écrire F = f + h où :

— la fonction f est convexe et différentiable à gradient L-Lipschitz avec L > 0.
Son gradient sera noté ∇f .

— la fonction h est convexe, propre et semi-continue inférieurement.
De plus, F admet un ensemble de minimiseur X∗ non vide.

Cette hypothèse s’appuie sur plusieurs notions que l’on définit dans la section
ci-dessous.
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2.1 Géométrie des fonctions convexes

2.1.1 Convexité et caractère Lipschitz

Commençons par définir la notion de convexité.

Définition 2.1.1. Une fonction F : RN → R ∪ {+∞} est convexe si et seulement
si

∀(x, y) ∈ dom(F )×dom(F ), ∀λ ∈ [0, 1], F (λx+ (1− λ)y) ⩽ λF (x)+ (1−λ)F (y),
(2.1.1)

où dom(F ) =
{
x ∈ RN , F (x) ̸= +∞

}
est le domaine de définition F .

Pour reformuler, une fonction est convexe si tout segment entre deux points de
son graphe se situe au-dessus de ce graphe. On peut voir sur la Figure 2.1 un exemple
de fonction convexe et un exemple de fonction non convexe.

F F

Figure 2.1 – Graphes d’une fonction convexe (à gauche) et d’une fonction non
convexe (à droite).

On peut également définir la convexité de la manière suivante pour les fonctions
différentiables :

Définition 2.1.2. Soit F : RN → R∪{+∞} une fonction différentiable. La fonction
F est convexe si et seulement si

∀(x, y) ∈ dom(F )× dom(F ), F (x) ⩾ F (y) + ⟨∇F (y), x− y⟩, (2.1.2)

où ∇F est le gradient de F .

Cette caractérisation de la convexité traduit le fait que tout point du graphe de
F se situe au-dessus du plan tangent à F en tout autre point.
Notons que la convexité d’une fonction F n’implique pas l’existence d’une solution
au problème (2.0.1). Par exemple, la fonction F : x 7→ ex est convexe et bornée
inférieurement par 0 sur R mais n’atteint jamais son minimum (voir Figure 2.2).

Une autre notion importante en optimisation est le caractère Lipschitz d’une
fonction.
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F : x 7→ ex

0 x

Figure 2.2 – Graphe de la fonction exponentielle x 7→ ex qui n’admet pas de
minimum sur R.

Définition 2.1.3. Une fonction ϕ : RN → RM (où M ∈ N∗) est L-Lipschitz pour
un certain L > 0 si

∀(x, y) ∈ RN × RN , ∥ϕ(x)− ϕ(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, (2.1.3)

Remarque 2.1.4. Si une fonction ϕ est L-Lipschitz pour un certain L > 0, alors ϕ
est également L̂-Lipschitz pour tout L̂ > L. Usuellement, on dira que la constante
de Lipschitz d’une fonction ϕ est la plus petite valeur L telle que ϕ est L-Lipschitz.

Quand on étudie des algorithmes d’optimisation de premier ordre, on considère
généralement des fonctions à gradient L-Lipschitz. Cela permet d’obtenir un contrôle
sur les variations de ces fonctions et de calibrer le pas de ces méthodes. Cette hypo-
thèse donne également accès à l’inégalité ci-dessous qui intervient dans les preuves
de convergence de ces schémas.

Proposition 2.1.5. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction convexe, différentiable
et à gradient L-Lipschitz. Alors pour tout (x, y) ∈ dom(F )× dom(F ), on a :

F (x) ⩽ F (y) + ⟨∇F (y), x− y⟩+ L

2
∥x− y∥2. (2.1.4)

Cette proposition nous permet de majorer toute fonction convexe, différentiable
à gradient L-Lipschitz en tout point de son domaine par une fonction quadratique
passant par tout point de son graphe. Si F vérifie ces hypothèses, pour tout y ∈
dom(F ) on connaît donc un minorant affine (x 7→ F (y) + ⟨∇F (y), x − y⟩ par la
Définition 2.1.2) et un majorant quadratique (x 7→ F (y)+⟨∇F (y), x−y⟩+ L

2 ∥x−y∥
2

par la Proposition 2.1.5) de F passant par le point (y, F (y)). Ceci est illustré dans
la Figure 2.3.

Enfin, pour s’intéresser à l’optimisation non lisse, nous avons besoin des défini-
tions suivantes.

Définition 2.1.6. Une fonction F : RN → R ∪ {+∞} est propre si elle n’est pas
identiquement égale à +∞ et qu’elle ne vaut jamais −∞.
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•
(y, F (y))

Q

A

F

0 x

Figure 2.3 – Graphe d’une fonction F convexe, différentiable et à gradient L-
Lipschitz, d’un majorant quadratique passant par (y, F (y)) noté Q (en rouge) et
d’un minorant affine passant par (y, F (y)) noté A (en bleu).

Définition 2.1.7. Une fonction F : RN → R ∪ {+∞} est semi-continue infé-
rieurement si pour tout α ∈ R, l’ensemble de niveaux

{
x ∈ RN |F (x) ⩽ α

}
est

fermé.

Un outil d’analyse important en optimisation convexe non lisse est le sous-
différentiel pour les fonctions convexes qui a été introduit par Moreau [98] et Ro-
ckafellar [119] au début des années 1960.

Définition 2.1.8. Soit h une fonction convexe, propre et semi-continue inférieure-
ment. Le sous-différentiel de h noté ∂h est défini tel que :

∀x ∈ RN , ∂h(x) =
{
d ∈ RN | ∀y ∈ RN , h(y) ⩾ h(x) + ⟨y − x, d⟩

}
.

On peut interpréter le sous-différentiel comme l’ensemble des directions des hy-
perplans passant par le point (x, h(x)) et qui restent sous le graphe. On donne un
exemple en dimension 1 sur la Figure 2.4.

•
(x, h(x))

∂h(x)

Figure 2.4 – Exemple d’une fonction non différentiable en un point x et son sous-
différentiel en ce point, noté ∂h(x).

Notons que si h est une fonction différentiable sur RN , alors on a pour tout x ∈
RN , ∂h(x) = {∇h(x)}. D’autre part, la semi-continuité inférieure assure l’existence
d’un sous-gradient en tout point.
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2.1.2 Géométrie des fonctions convexes

Mes travaux de thèse ont porté sur des fonctions qui vérifient l’hypothèse HL

pour un certain L > 0. Les résultats obtenus par la suite reposent également sur des
hypothèses additionnelles sur la fonction F à minimiser.
On dit que ces hypothèses, tout comme l’hypothèse de convexité, portent sur la
géométrie de F , c’est-à-dire sur la manière dont F se comporte sur son domaine
de définition. En optimisation, faire des hypothèses plus fortes que la convexité
permet de construire des schémas d’optimisation adaptés pour obtenir des meilleures
vitesses de convergence. La contrepartie est que plus une hypothèse de géométrie
est forte, plus l’ensemble de fonctions concernées est réduit.

Remarque 2.1.9. Les hypothèses de géométrie présentées dans cette section sont dites
globales, c’est-à-dire qu’elles doivent être vérifiées sur le domaine de définition de
F tout entier. On peut cependant définir ces mêmes hypothèses localement, c’est-à-
dire au voisinage de l’ensemble de minimiseurs de la fonction étudiée. Les hypothèses
locales sont moins restrictives que leur version globale.

Les résultats démontrés durant ma thèse s’appuient principalement sur des hypo-
thèses globales. Toutefois, plusieurs de ces résultats sont asymptotiques (valables
lorsque le nombre d’itérations ou le temps est suffisamment grand) pour des schémas
et systèmes qui garantissent que leurs itérés ou trajectoires rejoignent un voisinage
de X∗ au bout d’un certain temps. On pourrait donc les étendre pour des hypothèses
locales.

2.1.2.1 Forte convexité

Une condition de géométrie très étudiée dans la littérature est la forte convexité.
En effet, de nombreux schémas ont été proposés spécifiquement pour des fonctions
fortement convexes. On définit la forte convexité de la manière suivante :

Définition 2.1.10. Soit F : RN → R ∪ {+∞}. On dit que la fonction F est µ-
fortement convexe pour µ > 0 si la fonction x 7→ F (x) − µ

2∥x∥
2 est convexe. On

écrira que F satisfait Sµ.

Si F vérifie quelques hypothèses supplémentaires, on peut utiliser la définition
suivante.

Définition 2.1.11. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction convexe, propre et
semi-continue inférieurement. La fonction F est µ-fortement convexe pour un certain
µ > 0 si pour tout (x, y) ∈ dom(F )× dom(F ) et d ∈ ∂F (y) :

F (x) ⩾ F (y) + ⟨d, x− y⟩+ µ

2
∥x− y∥2. (2.1.5)

Si F est différentiable, on a :

F (x) ⩾ F (y) + ⟨∇F (y), x− y⟩+ µ

2
∥x− y∥2. (2.1.6)
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Les fonctions fortement convexes vérifient notamment les deux propriétés ci-
dessous.

Proposition 2.1.12. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction µ-fortement convexe
pour un certain µ > 0. La fonction F vérifie les propriétés suivantes :

1. F admet un unique minimiseur x∗ ∈ dom(F ).

2. Pour tout x ∈ dom(F ),

F (x)− F ∗ ⩾
µ

2
∥x− x∗∥2. (2.1.7)

Cette hypothèse permet de construire des méthodes rapides en prenant en compte
le paramètre de croissance µ et la constante de Lipschitz L, et plus précisément le
rapport L

µ que l’on définit comme le conditionnement de la fonction F . Il s’agit d’une
hypothèse restrictive en pratique et c’est pourquoi on s’intéressera principalement à
des hypothèses plus faibles.

2.1.2.2 Quasi-forte convexité

Dans [102], Necoara, Nesterov et Glineur introduisent la notion de quasi-forte
convexité qui est une relaxation de la forte convexité. La volonté des auteurs est
d’affaiblir l’hypothèse tout en conservant des propriétés permettant d’obtenir des
vitesses de convergence rapides.

Définition 2.1.13. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction convexe, propre, semi-
continue inférieurement et ayant un ensemble de minimiseurs non vide noté X∗.
La fonction F est µ-quasi-fortement convexe pour un certain µ > 0 si pour tout
x ∈ dom(F ) et d ∈ ∂F (x) :

F ∗ ⩾ F (x) + ⟨d, PX∗(x)− x⟩+ µ

2
∥PX∗(x)− x∥2, (2.1.8)

où PX∗ est la projection sur X∗. On écrira que F satisfait Qµ.

Une différence majeure avec la forte convexité est que cette hypothèse peut être
satisfaite par des fonctions n’ayant pas un unique minimiseur.

2.1.2.3 Croissance quadratique

Mes travaux se sont principalement basés sur des fonctions ayant une croissance
quadratique ce qui est une hypothèse plus faible que les deux précédentes. On la
formule de la manière suivante.

Définition 2.1.14. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction ayant un ensemble de
minimiseurs non vide noté X∗. La fonction F satisfait une hypothèse de croissance
quadratique de paramètre µ > 0 si pour tout x ∈ dom(F ) :

µ

2
d(x,X∗)2 ⩽ F (x)− F ∗, (2.1.9)

où d(x,X∗) est la distance euclidienne entre x et X∗. On écrira que F satisfait G2µ.
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Une fonction vérifiant G2µ peut être bornée inférieurement par une parabole pa-
ramétrée par µ : plus sa valeur est faible, plus la fonction F est plate et mal condi-
tionnée (on rappelle que le conditionnement vaut L

µ ). On pourra également parler de
fonctions 2-conditionnées [64]. On a la relation suivante entre les hypothèses définies
jusqu’ici [102] :

Sµ ⊂ Qµ ⊂ G2µ
Comme on considère des fonctions convexes, l’hypothèse G2µ peut être reliée à

l’inégalité de Łojasiewicz [89, 88] qui est un outil d’analyse important dans l’analyse
de convergence de systèmes dynamiques continus ou discrets. Cette propriété est
d’abord définie pour les fonctions différentiables avant d’être étendue au cas non
lisse par Bolte, Daniilidis, Lewis et Shiota dans [39, 40].

Définition 2.1.15. Soit F : RN → R∪{+∞} une fonction convexe, propre et semi-
continue inférieurement. La fonction F vérifie l’inégalité de Łojasiewicz d’exposant
p si pour tout minimiseur x∗ ∈ X∗, il existe c > 0 et ε > 0 tels que pour tout
x ∈ B(x∗, ε) :

F (x)− F ∗ ⩽ cd(0, ∂F (x))
1
p . (2.1.10)

On dira que F vérifie globalement l’inégalité de Łojasiewicz d’exposant p si l’inégalité
(2.1.10) est satisfaite pour tout x ∈ dom(F ).

Bolte, Nguyen, Peypouquet et Suter dans [41, Theorème 5] puis Garrigos, Villa
et Rozasco montrent dans [64, Proposition 3.3] que la condition de croissance qua-
dratique G2µ implique l’inégalité de Łojasiewicz globale d’exposant 1

2 :

Proposition 2.1.16. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction convexe, propre et
semi-continue inférieurement. Si F vérifie G2µ pour un certain µ > 0, alors l’inégalité
de Łojasiewicz (2.1.10) est satisfaite globalement avec p = 1

2 et c = 2
µ .

Les auteurs montrent également l’équivalence entre ces deux hypothèses mais
seulement sur les ensembles ∂F -invariants.
Notons que l’inégalité de Łojasiewicz globale d’exposant 1

2 est appelée condition de
Polyak-Łojasiewicz [111, 77].

Comme la quasi-forte convexité, cette hypothèse ne nécessite pas d’avoir un
unique minimiseur contrairement à la forte convexité. On peut citer plusieurs fonc-
tions usuelles non fortement convexes qui vérifient cette hypothèse comme la fonction
associée au problème LASSO [41, Corollaire 9] ou la divergence de Kullback-Leibler
[50, Lemme 1.2].

2.1.2.4 Hypothèses de platitude

Les hypothèses de géométrie présentées jusqu’ici visent à décrire des fonctions
qui ont des propriétés favorables à l’obtention de vitesses de convergence rapides. On
pourra parler d’hypothèses de pente raide ou de sharpness en anglais, étant donné
qu’elles décrivent des fonctions qui ont un comportement proche de x 7→ µ

2∥x∥
2. On
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peut cependant noter que cet aspect sharp est très atténué quand µ est faible.
Dans cette section, on introduit des hypothèses de platitude ou flatness en anglais.
L’hypothèse Gγ introduite ci-dessous peut être trouvée dans la littérature sous le
nom de Hölderian error bound [41, 87, 120] ou γ-conditionnement [64].

Définition 2.1.17. Soit F : RN → R ∪ {+∞}. La fonction F satisfait Gγ pour un
certain γ > 2 s’il existe K > 0 tel que pour tout x ∈ dom(F ) :

K

2
d(x,X∗)γ ⩽ F (x)− F ∗. (2.1.11)

Si γ = 2, cette hypothèse est en fait la condition de croissance quadratique G2µ
introduite précédemment. En prenant γ > 2, la fonction x 7→ K

2 d(x,X
∗)γ devient

plus plate au voisinage de ses minimiseurs. Ainsi, quand l’hypothèse est définie
localement, on peut voir Gγ comme une hypothèse de croissance de plus en plus
faible à mesure que γ est grand. Comme l’hypothèse de croissance quadratique
G2µ, l’hypothèse Gγ peut être reliée à l’inégalité de Łojasiewicz pour un exposant
dépendant de γ. Le lien avec l’inégalité de Łojasiewicz est détaillé dans la proposition
ci-dessous qui provient de [41, Théorème 5].

Proposition 2.1.18. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction convexe, propre et
semi-continue inférieurement. Si F vérifie Gγ pour un certain γ > 2, alors l’inégalité
de Łojasiewicz (2.1.10) est vérifiée globalement pour p = 1 − 1

γ et c =
(
2
K

) 1
γ−1 où

K > 0 permet de vérifier (2.1.11).

On introduit ci-dessous l’hypothèse Fγ qui est une généralisation de la notion
de convexité. On définit l’hypothèse dans le cas F différentiable.

Définition 2.1.19 (Hypothèse de platitude (flatness)). Soit F : RN → R ∪ {+∞}
une fonction convexe différentiable. La fonction F satisfait Fγ pour γ ⩾ 1 si pour
tout x∗ ∈ X∗,

∀x ∈ dom(F ), F (x)− F ∗ ⩽
1

γ
⟨∇F (x), x− x∗⟩ . (2.1.12)

On peut noter que F1 est une simple hypothèse de convexité. Cette condition de
géométrie a d’abord été proposée par Cabot, Engler et Gadat dans [46] avant d’être
notamment étudiée par Su, Boyd et Candès [127] et Aujol, Dossal et Rondepierre
[27]. Une propriété notable est que toute fonction F telle que x 7→ (F (x)− F ∗)

1
γ

est convexe vérifie Fγ . Cela peut être exploité pour déterminer des résultats de
convergence améliorés [127]. Pour avoir une meilleure intuition de ce que signifie
cette hypothèse, notons que si une fonction F vérifie Fγ , alors pour tout minimiseur
x∗, il existe M > 0 et ν > 0 tels que :

∀x ∈ B(x∗, ν), F (x)− F ∗ ⩽M∥x− x∗∥γ , (2.1.13)

où B(x∗, ν) désigne la boule de centre x∗ et de rayon ν (voir [27, Lemme 2.2]). Cette
hypothèse permet donc que s’assurer que F ne croît pas trop vite.
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2.1.2.5 Autres géométries

Les hypothèses présentées jusqu’ici sont celles que j’ai manipulées pendant ma
thèse. Cependant, elles ne représentent qu’une partie de ce qui existe dans la litté-
rature. En effet, il existe une très grande variété d’hypothèses reliées entre elles et
qui peuvent différer par des nuances très subtiles.
Une des conditions les plus anciennes est la condition d’error bound introduite par
Luo et Tseng dans [92]. Dans [139, 138], Zhang, Cheng et Yin utilisent les notions
de forte convexité restreinte (restricted strong convexity) et l’inégalité de la sécante
restreinte (restricted secant inequality). On peut relier ces différentes hypothèses
à la condition de croissance quadratique sous certaines conditions comme montré
dans [137]. Les liens entre ces variations de la forte convexité sont détaillés dans les
travaux de Karimi, Nutini et Schmidt [77], Necoara, Nesterov et Glineur [102] ou
Garrigos, Rozasco et Villa [64].
L’inégalité de Kurdyka-Łojasiewicz, faisant suite aux travaux de Kurdyka [82] et
Łojasiewicz [89], est également une hypothèse très présente en optimisation, puis-
qu’elle permet d’analyser la convergence de schémas dans le cas non convexe. Dans
le cas convexe, cette condition est équivalente à une condition error bound [41].

2.2 Algorithmes d’optimisation

2.2.1 Algorithmes pour l’optimisation de fonctions différentiables

L’ensemble des fonctions vérifiant l’hypothèse HL (Hypothèse 2.0.1) contient no-
tamment les fonctions convexes, bornées inférieurement et différentiables à gradient
L-Lipschitz (cas h = 0). Dans ce contexte, on a la relation d’équivalence suivante :

x∗ est un minimiseur de

la fonction F.
⇐⇒ ∇F (x∗) = 0.

2.2.1.1 Descente de gradient

Lorsqu’on considère une fonction vérifiant HL et différentiable, il existe un grand
nombre de méthodes pour déterminer la solution de (2.0.1) parmi lesquelles les mé-
thodes de premier ordre. Il s’agît de schémas itératifs qui nécessitent la connaissance
du gradient de F et un point initial x0 pour construire une suite (xk)k∈N conver-
geant vers une solution de (2.0.1). La méthode de premier ordre la plus classique est
la descente de gradient à pas constant qui est définie de la façon suivante. Soit
x0 ∈ RN ,

∀k ∈ N, xk+1 = xk − s∇F (xk), (DG)

où s > 0 est le pas. On peut noter que tout minimiseur x∗ de F est un point fixe de
l’opérateur I−s∇F . À condition que l’on choisisse s ∈

(
0, 2

L

)
, la méthode de descente

de gradient à pas constant converge globalement, c’est-à-dire lim
k→+∞

∥∇F (xk)∥ =

0 quel que soit le point initial x0 ∈ RN . Cette même condition garantit que la
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descente de gradient est un algorithme de descente c’est-à-dire que pour tout k ∈ N,
F (xk+1) ⩽ F (xk). Si on renforce cette condition et que l’on choisit s ⩽ 1

L , alors on
a

F (xk)− F ∗ = O
(
k−1

)
, (2.2.1)

où F ∗ = min
x∈RN

F (x). Une démonstration de ces propriétés est donnée dans l’Exemple

2.3.3.

2.2.1.2 Méthode de Newton

Si en plus de connaître le gradient de F , on a accès à la matrice hessienne de
F notée HF , on pourra utiliser la méthode de Newton qui est une méthode de
second ordre. À partir d’un point initial x0 ∈ RN , on définit :

∀k ∈ N, xk+1 = xk −HF (xk)
−1∇F (xk). (Newton)

Ce schéma converge très rapidement à condition que le point initial x0 soit suf-
fisamment proche d’une solution x∗. Lorsqu’elle peut être appliquée, la méthode
de Newton est souvent une des méthodes les plus efficaces, en exploitant la géo-
métrie de F . On peut noter cependant que chaque itération demande d’inverser la
matrice HF qui peut être mal conditionnée. Le coût de chaque itération est donc
significativement plus élevé que pour la méthode de descente de gradient. Il existe
des alternatives à la méthode de Newton comme les méthodes Quasi-Newton où la
hessienne (ou son inverse) est remplacée par une approximation. Ce type de mé-
thodes est pertinent lorsque la hessienne est inconnue, trop coûteuse à calculer ou
mal conditionnée.
Dans ce manuscrit, on ne fera généralement pas l’hypothèse que F est différentiable
deux fois donc ces méthodes ne seront pas applicables.

2.2.1.3 Méthodes inertielles

Si la méthode de descente de gradient est considérée comme lente, il existe des
méthodes de premier ordre plus efficaces.
En 1964, Polyak propose dans [112] un schéma visant à minimiser les fonctions
fortement convexes (voir Section 2.1.2) et dérivables deux fois. Cet algorithme appelé
méthode Heavy-Ball de Polyak s’écrit comme suit. Soit x0 ∈ RN ,

∀k ∈ N, xk+1 = xk + α(xk − xk−1)− s∇F (xk), (HBP)

où α > 0 et x−1 = x0. Ce schéma est le premier à introduire de l’inertie dans
un algorithme d’optimisation de premier ordre. En effet, en prenant en compte la
direction de descente précédente via le terme α(xk−xk−1), ce schéma génère un élan
qui permet d’atteindre des vitesses rapides. À condition que F soit fortement convexe
et deux fois dérivable, il existe un jeu de paramètres (α, s) dépendant de la géométrie
de F qui garantit une décroissance exponentielle de F (xk)− F ∗. En revanche, si F
est convexe sans hypothèse de géométrie supplémentaire, cette méthode ne permet
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pas de garantir mieux que F (xk) − F ∗ = O(k−1), c’est-à-dire le même taux de
convergence que la descente de gradient.
Remarque 2.2.1. La méthode Heavy-Ball de Polyak n’est pas un algorithme de des-
cente : rien ne garantit que F (xk+1) ⩽ F (xk) pour tout k ∈ N.
Remarque 2.2.2. Il existe d’autres schémas type Heavy-Ball comme le schéma de
Nesterov fortement convexe [105, 106], le schéma de Siegel [126] et les schémas de
Aujol, Dossal et Rondepierre [25, 24]. Leur appellation commune provient du fait
qu’il s’agit de différentes discrétisations du système de Heavy-ball avec friction :

ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0,

avec α > 0. Plus de détails seront donnés en Section 2.3.1.
En 1983, Nesterov introduit dans [103] le schéma que l’on appellera méthode

de gradient accéléré de Nesterov. Soit x0 ∈ RN , le schéma s’écrit de la façon
suivante :

∀k ∈ N,

{
xk+1 = yk − s∇F (yk)
yk+1 = xk+1 + αk+1(xk+1 − xk),

(2.2.2)

où s > 0, y0 = x0 et (αk)k∈N∗ vérifie :

∀k ∈ N,


tk+1 =

1 +
√
1 + 4t2k

2

αk+1 =
tk − 1

tk+1
,

(2.2.3)

avec t0 = 1. La suite (αk)k∈N ainsi définie peut être approchée pour tout k ∈ N∗ par
k−1
k+2 comme illustré sur la Figure 2.5. Bien que ces deux choix pour la suite (αk)k∈N
assurent un comportement similaire de la méthode, chacun offre des outils d’analyse
différents : la définition originale (2.2.3) est la plus naturelle pour construire des
schémas de backtracking (voir Section 3.3.2) et le choix k−1

k+2 favorise la mise en
parallèle de cette méthode avec un systèmes dynamique (voir Section 2.3).

Figure 2.5 – Comparaison entre la suite (αk)k∈N∗ définie dans (2.2.3) et la suite
égale à k−1

k+2 pour tout k ∈ N∗.



22 Chapitre 2. Chapitre préliminaire

Nesterov [103] montre que si F est convexe, différentiable à gradient L-Lipschitz,
bornée inférieurement et s ⩽ 1

L , alors la suite (xk)k∈N vérifie F (xk)−F ∗ = O(k−2).
Dans [105, 106], Nesterov montre que cette vitesse est optimale à une constante
près pour cette classe de fonction. Dans [55], D’Aspremont propose un schéma qui
atteint le même taux sous l’hypothèse que le calcul du gradient est inexact.
La différence majeure entre ce schéma et les méthodes type Heavy-Ball réside dans
la gestion de l’inertie. En effet, les méthodes Heavy-Ball font intervenir un coefficient
inertiel constant α là où la méthode de gradient accéléré de Nesterov dispose d’un
coefficient croissant αk qui tend vers 1 quand k tend vers +∞. Cela signifie que
la mémoire des itérations précédentes a de plus en plus d’importance au fil des
itérations.
L’analyse de schémas de premier ordre dans le cas différentiable a également été
le sujet de travaux plus récents. On peut par exemple citer Kim et Fessler qui
proposent dans [80] deux méthodes de premier ordre optimales dans un certain
sens. Les auteurs reprennent l’approche de Drori et Teboulle [57] qui consiste à
voir l’analyse de performance de schémas de premier ordre comme la résolution
d’un problème d’optimisation. Ainsi, ils déterminent le schéma de premier ordre qui
leur permet de minimiser la borne au pire cas de F (xk) − F ∗. Les deux méthodes
proposées garantissent le même taux de convergence amélioré :

F (xk)− F ∗ ⩽
L∥x0 − x∗∥2

(k + 1)(k + 1 +
√
2)
,

pour tout minimiseur x∗ ∈ X∗. On peut noter que ce résultat est asymptotiquement
équivalent à celui du gradient accéléré de Nesterov. Ces méthodes sont optimales
dans le cas convexe mais pas nécessairement si F satisfait des hypothèses plus fortes.
De nombreux travaux se portent sur le cas fortement convexe : Nesterov propose
dans [105, 106] un schéma de gradient accéléré spécifiquement pour les fonctions for-
tement convexes ; dans [45], Bubeck, Lee et Singh proposent un algorithme rapide
avec une interprétation géométrique ; dans [58], Drusvyatskiy, Fazel et Roy donnent
un schéma proche de celui de [45] faisant intervenir la notion de moyennage qua-
dratique ; dans [133], Van Scoy, Freeman et Lynch introduisent la méthode du triple
momentum assurant la meilleure vitesse de convergence théorique pour les fonctions
fortement convexes lors de la publication du papier ; dans [129], Taylor, Hendrickx
et Glineur s’appuient sur l’approche de Drori et Teboulle [57] pour déterminer un
schéma qui atteint la vitesse optimale dans le cadre fortement convexe démontrée
par Nesterov dans [105, 106] ; dans [128], Taylor et Drori proposent le schéma ITEM
(pour Information-Theoretic Exact Method) qui assure des vitesses asymptotiques
optimales dans le cas convexe et fortement convexe.
L’analyse de la convergence de ces schémas est en général assez différente de ce qui
a été fait durant ma thèse. Par exemple, le parallèle entre schéma numérique et
système dynamique qui sera détaillé dans la section 2.3.1 n’a pas toujours été mis
en évidence pour ces méthodes.
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2.2.2 Algorithmes pour l’optimisation non lisse

Les méthodes présentées dans la section précédente sont consacrées aux fonctions
différentiables. En conséquence, elles ne sont pas directement applicables pour toute
fonction satisfaisant HL. Pour s’attaquer à la minimisation de fonctions composites,
nous avons besoin d’outils supplémentaires.

Par la suite, on fera l’hypothèse que F satisfait l’hypothèse HL et que l’on peut
donc écrire F = f+h avec f une fonction différentiable et h une fonction en général
non différentiable. Comme le gradient de F n’est pas bien défini dans ce contexte,
on a recours à son sous-différentiel. Si on considère une fonction F convexe, propre
et semi-continue inférieurement, on peut écrire une condition d’optimalité de la
manière suivante :

x∗ est un minimiseur de

la fonction F
⇐⇒ 0 ∈ ∂F (x∗).

Comme on fait l’hypothèse que F satisfait HL, cette condition d’optimalité peut
s’écrire 0 ∈ ∂h(x∗) + {∇f(x∗)}.

Remarque 2.2.3. Si on considère une fonction F telle que l’on peut calculer F (x) et
au moins une direction d ∈ ∂F (x) pour tout x ∈ RN , alors on peut appliquer des
méthodes de sous-gradients. Je n’aborderai pas ces schémas dans ce manuscrit
mais on pourra consulter [113] et [44] pour plus de détails.

Par la suite, on s’appuiera sur l’opérateur proximal, introduit par Moreau dans
[99].

Définition 2.2.4. Soit h : RN → R ∪ {+∞}. L’opérateur proximal de la fonction
h noté proxh est défini tel que :

∀x ∈ RN , proxh(x) = argmin
y∈RN

h(y) +
1

2
∥y − x∥2. (2.2.4)

Si h : RN → R ∪ {+∞} est une fonction convexe semi-continue inférieurement,
alors proxh existe et est unique pour tout x ∈ RN . De plus, on a l’équivalence
suivante :

p = proxh(x) ⇐⇒ x− p ∈ ∂h(p).

On peut noter que pour tout minimiseur x∗ de h, on a proxh(x∗) = x∗.
L’opérateur proximal peut être utilisé pour minimiser des fonctions non différen-
tiables. En 1970, Martinet [93] introduit la méthode du point proximal qui est
ensuite popularisée par Rockafellar [118]. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction
convexe semi-continue inférieurement et x0 ∈ RN , la méthode du point proximal
s’écrit :

∀k ∈ N, xk+1 = proxtF (xk),

où t > 0. On peut montrer que cette méthode converge vers un minimiseur de F
avec un pas constant. Güler analyse la convergence du schéma pour des pas variables
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dans [70] et propose des variantes dans [69]. L’utilisation de la méthode du point
proximal est assez rare en pratique. En fait, savoir calculer proxF implique généra-
lement que l’on peut directement obtenir une solution. En effet, en faisant tendre t
vers +∞, on peut faire converger l’algorithme en une simple itération.
Cette méthode a ouvert la porte à de nombreuses méthodes dites de splitting (comme
Douglas-Rachford ou l’algorithme des directions alternées) qui s’appuient sur la ré-
écriture de la fonction d’intérêt comme une somme de fonctions traitées de manière
différentes. On peut citer les travaux de Passty [110], Lions et Mercier [86], Eckstein
[59], Eckstein et Bersektas [60] ou Combettes et Wajs [54]. Pour une présentation
détaillée de ces méthodes, on pourra également consulter les papiers de Tseng [132]
ou Combettes et Pesquet [53].
Dans mes travaux, je me suis surtout intéressé à la méthode du gradient proxi-
mal aussi appelée Forward-Backward [54] et à ses variantes. Étant donnée une
fonction F qui satisfait HL pour un certain L > 0 et x0 ∈ RN , la méthode du
gradient proximal s’écrit de la manière suivante :

∀k ∈ N, xk+1 = proxsh(xk − s∇f(xk)), (FB)

où s > 0. À condition que s ∈
(
0, 2

L

)
, la suite (xk)k∈N converge vers un minimum de

F et F (xk) − F ∗ = O(k−1). L’appellation Forward-Backward provient du fait que
chaque itération fait intervenir une étape de descente de gradient explicite (forward)
et une étape de point proximal qui est implicite (backward). On peut voir cette
méthode comme une adaptation de la descente de gradient au cas composite ou
encore comme une méthode de point fixe à partir de l’opérateur Ts définit comme :

∀x ∈ RN , Ts(x) = proxsh(x− s∇f(x)). (2.2.5)

Au-delà de son rôle majeur dans la méthode de gradient proximal, cet opérateur nous
permet de définir l’opérateur de gradient composite de F introduit par Nesterov
dans [104] qui est définit par :

∀x ∈ RN , gs(x) =
1

s
(x− Ts(x)), (2.2.6)

pour s > 0. Le choix original et usuel pour le gradient composite correspond à g 1
L
.

Cet opérateur peut servir de substitut au gradient qui n’est en principe pas défini
dans le cas composite et lorsque F est différentiable, on a gs = ∇F pour tout s > 0.

On peut également utiliser le gradient composite pour définir le critère d’arrêt
d’une méthode, c’est-à-dire arrêter cette méthode à condition que ∥g(xk)∥ ⩽ ε

où ε > 0 correspond à la précision attendue. Quand F vérifie une hypothèse de
croissance, on peut relier la valeur de ∥g(xk)∥ à celle de F (Ts(xk)) − F ∗ (voir
Section 3.2.1.2), impliquant que ce critère d’arrêt nous donne une garantie sur la
précision atteinte à la dernière itération.

Remarque 2.2.5. On peut construire un schéma type Forward-Backward sans avoir
besoin que ∇f soit à gradient Lipschitz. C’est ce qui est fait par Bauschke, Bolte et
Teboulle dans [30] avec l’algorithme NoLips.
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Il est possible d’introduire de l’inertie dans la méthode de gradient proximal pour
l’accélérer. En 2009, Beck et Teboulle proposent FISTA [32] (pour Fast Iterative
Shrinkage-Thresholding Algorithm) qui est une adaptation de la méthode de gradient
accéléré de Nesterov au cas composite. Pour une fonction F qui vérifie HL pour un
certain L > 0 et x0 ∈ RN , les itérés de FISTA sont définis par

∀k ∈ N,

{
xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk))
yk+1 = xk+1 + αk+1(xk+1 − xk),

(2.2.7)

où y0 = x0, s > 0 et (αk)k∈N vérifie (2.2.3). Les auteurs montrent que pour s = 1
L , on

a une vitesse de convergence semblable à celle garantie dans le cadre différentiable
à savoir O

(
k−2

)
. La question de la convergence de la suite (xk)k∈N est par contre

restée sans réponse avant que Chambolle et Dossal [51] ne démontrent que cette
suite converge faiblement dans un espace de Hilbert avec le choix αk = k−1

k+α−1 pour
α > 3. On peut d’ailleurs définir une version plus générale de FISTA : pour x0 ∈ RN ,

∀k ∈ N,

 yk = xk +
k

k + α
(xk − xk−1),

xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk))
(FISTA)

où y0 = x0, s > 0 et α > 0. Dans la suite de ce manuscrit, on mentionnera l’algo-
rithme ci-dessus comme FISTA pour un certain choix de α bien que ce ne soit pas
la définition originale.
Notons qu’Attouch et Peypouquet prouvent dans [20] que la décroissance asympto-
tique de l’erreur quand α > 3 pour FISTA est en fait de l’ordre de o(k−2). Apido-
poulos, Aujol et Dossal [6] et Attouch, Chbani et Riahi [17] démontrent également
des vitesses de convergence dans le cas sous-critique α < 3 de l’ordre de O

(
k−

2α
3

)
.

Dans [84], Liang, Luo et Schönlieb proposent des schémas dérivés de FISTA offrant
plus de flexibilité avec notamment une méthode adaptée à la forte convexité. On peut
noter que FISTA n’est pas le seul schéma accéléré pour les fonctions composites. En
2011, Becker, Bobin et Candès proposent NESTA [34] (pour Nesterov Acceleration)
qui est un schéma proche de FISTA et s’appuie sur une technique de smoothing. La
méthode est construite pour la restauration de données parcimonieuses. Dans [121]
et [134], Salzo, Villa, Baldassarre et Verri étudient des schémas proximaux iner-
tiels sous l’hypothèse que le calcul de l’opérateur proximal est inexact. Les auteurs
proposent un schéma qui assure une décroissance de l’erreur de l’ordre de O

(
k−2

)
sous une condition sur les perturbations. Iutzeler et Malick proposent dans [75] une
méthode proximale faisant intervenir un terme d’inertie actif une itération sur deux.
Ce schéma permet de contrôler la monotonie de la suite d’itérés et des garanties
théoriques sont données.
Des schémas proximaux de type Heavy-Ball ont également été proposés dans le cas
fortement convexe parmi lesquels iPiasco de Ochs, Brox et Pock [109] ou V-FISTA
de Beck [31]. Le comportement de ces méthodes est proche de celui des schémas
analogues en optimisation différentiable.
Il existe également une grande variété d’algorithmes proximaux inertiels pour des
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problèmes proches de (2.0.1) comme la recherche de zéros d’opérateurs monotones
(Alvarez et Attouch [4], Moudafi et Oliny [100] ou Lorenz et Pock [90]).

2.3 Optimisation et systèmes dynamiques

Dans cette partie, nous allons voir un des outils essentiels dans l’analyse de
convergence en optimisation à savoir le parallèle qui peut être fait entre algorithmes
d’optimisation et systèmes dynamiques.

2.3.1 Historique

Le lien entre ces objets mathématiques est relativement naturel et a été notam-
ment utilisé par Polyak dans [112] pour définir son schéma dit Heavy-Ball (HBP).
En effet, Polyak a définit cette méthode en discrétisant le système dynamique de
Heavy-Ball avec friction qui s’écrit :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

avec α > 0, t0 ⩾ 0 et (x(t0), ẋ(t0)) = (x0, ẋ0). Notons que les paramètres α dans
(HBF) et (HBP) n’ont pas exactement le même rôle : si on les note respectivement
αc et αd, alors on a : αc ≈ 1−αd√

s
.

Cette EDO (Équation Différentielle Ordinaire) modélise le mouvement d’un corps
(une boule pesante par exemple, ou heavy ball) dans un champ de potentiel (la
fonction F ) soumis à la gravité et des forces de friction. Si on définit l’énergie totale
du système par

E(t) = F (x(t))− F ∗︸ ︷︷ ︸
énergie potentielle

+
1

2
∥ẋ(t)∥2︸ ︷︷ ︸

énergie cinétique

, (2.3.1)

alors on peut facilement montrer que Ė(t) = −α∥ẋ(t)∥2 ⩽ 0, ce qui signifie qu’il
s’agit d’un système dissipatif. Dans [4], Alvarez montre que si F est bornée infé-
rieurement et que son ensemble de minimiseurs est non vide, alors les trajectoires
solutions de (HBF) convergent faiblement vers un minimiseur de F . Ce résultat est
dans la continuité de [71] où Haraux et Jendoubi analysent un système de second-
ordre plus général.

La méthode de Heavy-Ball de Polyak peut être vue comme une version discrète
de (HBF) mais il est important de noter que le pas proposé s = 4

(
√
L+

√
µ)2

est grand,
ce qui peut faire diverger l’algorithme dès que les hypothèses demandées ne sont pas
vérifiées. Par la suite, Nesterov [105, 106], Siegel [126] et Aujol, Dossal et Ronde-
pierre [25, 24] proposent des schémas issus de (HBF) pour diverses géométries de F
avec des conditions sur le pas s plus restrictives assurant une meilleure stabilité. La
propriété de minimisation de la fonction F offerte par ces schémas est directement
liée à celle des trajectoires de (HBF). Le système dynamique est analysé en profon-
deur dans le papier de Attouch, Goudou et Redont [19]. Par la suite, le système de
Heavy-Ball avec friction a été étudié sous différentes hypothèses sur F par Bégout,
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Bolte et Jendoubi [36], Siegel [126], Aujol, Dossal et Rondepierre [25, 24] ou Apido-
poulos, Ginatta et Villa [8].

De la même manière, on peut associer la méthode de descente de gradient (DG)
à l’équation de flot de gradient (ou gradient flow en anglais) qui est définie par

∀t ⩾ t0, ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (FG)

avec t0 ⩾ 0 et x(t0) = x0. En effet, pour s > 0 suffisamment petit, on peut écrire
que la suite (xk)k∈N qui vérifie

∀k ∈ N∗,
xk − xk−1

s
+∇F (xk−1) = 0 (2.3.2)

est une discrétisation de la trajectoire solution de (FG) avec x(t0) = x0. Or la suite
(xk)k∈N ainsi définie n’est autre que la suite des itérés de la descente de gradient
pour un pas s > 0. Contrairement au système (HBF), (FG) est un système de pre-
mier ordre dont les solutions ne dépendent que du point initial x0. La notion de
vitesse initiale n’entre pas en jeu et il n’y a pas d’effet d’inertie.

En 2014, Su, Boyd et Candès proposent dans [127] une EDO associée à la mé-
thode de gradient accéléré de Nesterov. En particulier, les auteurs montrent que le
schéma défini par :

∀k ∈ N,


xk+1 = yk − s∇F (yk)

yk+1 = xk+1 +
k

k + α
(xk+1 − xk),

(2.3.3)

avec α ⩾ 3, est une discrétisation du système dynamique avec friction asympto-
tiquement évanescente (ou asymptotic vanishing damping en anglais) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (AVD)

avec t0 ⩾ 0 et (x(t0), ẋ(t0)) = (x0, ẋ0). Ici, le paramètre α a le même rôle dans
(AVD) et (2.3.3).
Ce système est proche de (HBF) et ne diffère que par le coefficient auquel est mul-
tiplié ẋ(t). Ce coefficient détermine le type de force de friction (ou de viscosité)
qui s’applique au système. Dans le système de Heavy-Ball avec friction (HBF),
ce coefficient vaut α > 0 et en conséquence, les forces de friction appliquées sont
constantes en fonction du temps. Au contraire, le coefficient correspondant dans
(AVD) vaut α

t , impliquant que les forces de friction sont réduites jusqu’à disparaître
au cours du temps. Ces discussions sont transférables aux schémas correspondants.
L’EDO (AVD) a notamment été étudiée par Attouch, Chbani, Peypouquet et Re-
dont dans [16] (convergence faible des trajectoires, propriété de minimisation, forte
convexité...), May dans [96] (convergence faible des trajectoires), Attouch, Chbani et
Riahi dans [17] (cas sous-critique α ⩽ 3), Aujol, Dossal et Rondepierre dans [27, 26]
(étude de convergence sous hypothèses de géométrie) et Luo et Xiao [91] (hypothèse
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de géométrie). Dans [6], Apidopoulos, Aujol et Dossal obtiennent des résultats de
convergence pour les trajectoires de l’inclusion différentielle :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) + ∂F (x(t)) ∋ 0, (2.3.4)

pour t0 ⩾ 0 et α ⩽ 3, ce qui est un cadre plus général que le système (AVD). On
peut noter que Muelebach et Jordan proposent dans [101] un système dynamique
alternatif pour étudier l’accélération de Nesterov.

Ces systèmes dynamiques ne sont pas les seuls dignes d’intérêt. Cabot, Engler
et Gadat dans [46, 47] et Attouch, Cabot, Chbani et Riahi dans [11, 13] étudient
des systèmes avec un terme inertiel plus général :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + γ(t)ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (2.3.5)

pour t0 > 0. Cabot et Frankel étudient également un système proche dans [48].
L’étude d’un coefficient de friction de la forme α

tθ
est proposée par Balti et May [29]

et Jendoubi et May [76].

Plusieurs travaux sont consacrés à l’étude des effets de termes perturbatifs sur
le comportement des trajectoires de différents systèmes. Cela consiste en général à
étudier le système original en remplaçant le terme de droite (égal à 0 initialement)
par une perturbation g(t). Le but de tels travaux est de déterminer des conditions
sur ce terme g pour retrouver les propriétés de convergence du cas non perturbé.
Des études dans ce cadre ont été proposées dans [16, 17, 123, 11, 29, 18].
De nombreux travaux ont été menés sur l’analyse de systèmes faisant intervenir des
forces de friction liées à la hessienne de F . Un état de l’art de cette partie de la
littérature est fourni en Section 4.1.
Dans [125], Shi, Du, Jordan et Su proposent des EDO dites à haute-résolution qui
ont pour but de correspondre de manière plus fidèle aux schémas numériques que les
EDO originales. En effet, plusieurs schémas différents peuvent être associés au même
système dynamique, par exemple la méthode Heavy-Ball de Polyak et le schéma
de gradient accéléré de Nesterov en fortement convexe sont deux discrétisations
de (HBF). Cela n’est plus le cas lorsque l’on considère des EDO haute-résolution.
Pour définir des systèmes dynamiques qui correspondent plus finement à chaque
schéma, les auteurs proposent d’introduire des termes de correction pondérés par
un paramètre

√
s qui est pris suffisamment petit. Le choix s = 0 correspond aux

systèmes classiques. Par exemple, l’EDO haute-résolution associée au schéma de
gradient accéléré de Nesterov pour les fonctions convexes est :

ẍ(t) +
3

t
ẋ(t) +

√
sHF (x(t))ẋ(t) +

(
1 +

3
√
s

2t

)
∇F (x(t)) = 0, (2.3.6)

où HF désigne la hessienne de F . On peut considérer que cette approche est un pont
entre le monde continu et le monde discret.
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2.3.2 Apports du parallèle continu/discret

Bien que le parallèle entre schéma numérique et EDO soit naturel, on peut
légitimement se poser la question : qu’est-ce que cela apporte ?

Une première réponse est que ce lien entre algorithme et système dynamique
permet d’avoir une bonne intuition physique du comportement d’un schéma.

Prenons l’exemple du système de Heavy-Ball avec friction (HBF) avec une fonc-
tion F non convexe que l’on trace sur la Figure 2.6. La fonction F possède deux
minima locaux x∗0 et x∗1 qui sont proches de la donnée initiale x0. Si on prend en
considération ce que modélise physiquement (HBF) (une boule lourde se déplaçant
dans le potentiel F ), on peut déduire que la trajectoire x(t) et sa limite quand t

tend vers +∞ vont dépendre de la vitesse initiale ẋ0 et du paramètre de friction α.
Supposons que ẋ0 = 0. Si le paramètre α est très faible, la boule sera peu freinée
par des forces de friction et pourra éventuellement rejoindre le voisinage de x∗0 et
converger vers ce point en oscillant. Si α est grand, alors la boule sera fortement
ralentie par la friction et risque de rester bloquée dans un voisinage de x∗1 avant de
converger vers ce point. Si l’on applique un schéma dérivé de ce système avec cette
même donnée initiale, on aura le même type de comportement. En somme, ce paral-
lèle avec le système dynamique (HBF) permet notamment de comprendre pourquoi
les schémas dérivés de cette EDO (comme la méthode de Heavy-Ball de Polyak) ne
sont pas des schémas de descente, pourquoi des oscillations peuvent apparaître ou
encore quel est le rôle du paramètre de friction.

x

•

x0
•
x∗0

•

x∗1

Figure 2.6 – Exemple d’une fonction F non convexe ayant 2 minima locaux.

Une deuxième raison pour laquelle on étudie les systèmes dynamiques associés à
des schémas numériques est que les calculs de convergence de trajectoire sont
beaucoup plus abordables dans le cas continu. En effet, l’analyse en continu
nous permet de différentier par rapport à t et d’éviter les termes de discrétisation.
Comme les propriétés de convergence de trajectoire sont en général extensibles aux
schémas numériques dérivés, l’analyse en continu constitue ensuite une feuille de
route pour l’analyse en discret.

Enfin, ce parallèle peut permettre de définir de nouveaux schémas. Si les
propriétés de convergence des trajectoires d’un système dynamique semblent inté-
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ressantes à exploiter, alors il est pertinent de dériver des schémas numériques à partir
de ce système dans le but d’exploiter ces mêmes propriétés. Récemment, l’étude de
systèmes dynamiques impliquant la hessienne de F a été suivie par l’introduction
de nouveaux schémas [15, 14] (voir Chapitre 4). De même, des systèmes faisant
intervenir un terme de régularisation de Tikhonov [10, 43, 97] ont été analysés, ce
terme additionnel assurant de nouvelles propriétés comme la convergence forte des
trajectoires.

2.3.3 Analyse de Lyapunov

2.3.3.1 Cadre continu

Pour étudier la convergence des trajectoires d’un système dynamique, on utilisera
souvent une analyse de Lyapunov. En général, l’idée est de définir une fonctionnelle
E positive qui décroît le long des trajectoires x(t) quand t augmente. On appellera
E une énergie de Lyapunov. On cherchera ensuite à extraire la propriété de conver-
gence qui nous intéresse à partir de la décroissance de cette énergie : décroissance de
F (x(t)) − F ∗, intégrabilité du gradient le long des trajectoires, longueur de la tra-
jectoire... La complexité d’une telle démarche réside dans la définition de la bonne
énergie de Lyapunov pour arriver à la conclusion voulue.

Un exemple simple de ce type d’approche est donné ci-dessous.

Exemple 2.3.1. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction convexe différentiable ayant
un ensemble de minimiseurs X∗ non vide. On considère les trajectoires du système
de flot de gradient, c’est-à-dire définies par :

∀t ⩾ t0, ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (2.3.7)

avec t0 ⩾ 0 et x(t0) = x0.
L’énergie de Lyapunov la plus simple dans ce contexte est E(t) = F (x(t)). On peut
montrer que cette énergie est décroissante en fonction du temps :

∀t ⩾ t0, Ė(t) = ⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩ = −∥∇F (x(t))∥2 ⩽ 0. (2.3.8)

Ceci permet de conclure que pour tout t2 ⩾ t1 ⩾ t0, E(t2) ⩽ E(t1) ⩽ E(t0) et donc
que F (x(t2)) ⩽ F (x(t1)) ⩽ F (x0). Cela nous permet de prouver que la valeur de la
fonctionnelle décroît le long de la trajectoire x.
Cependant, cette analyse ne nous donne pas d’information sur la vitesse de décrois-
sance de la fonctionnelle. Pour obtenir un tel résultat, on peut définir une nouvelle
énergie E(t) = t(F (x(t))−F ∗) + 1

2∥x(t)− x
∗∥2 où F ∗ = minx∈RN F (x) et x∗ est un

minimiseur de F . Si on dérive E par rapport au temps, on a :

∀t ⩾ t0, Ė(t) = t⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ F (x(t))− F ∗ + ⟨ẋ(t), x(t)− x∗⟩
= −t∥∇F (x(t))∥2 + F (x(t))− F ∗ − ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩.

(2.3.9)

Comme F est convexe, on a F (x(t)) ⩽ F ∗ + ⟨∇F (x(t)), x(t) − x∗⟩ et donc Ė(t) ⩽
−t∥∇F (x(t))∥2 ⩽ 0. On obtient donc que E(t) ⩽ E(t0) pour tout t ⩾ t0, ce qui
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implique que :

∀t ⩾ t0, F (x(t))− F ∗ ⩽
E(t0)
t

. (2.3.10)

Cet exemple simple illustre l’importance de l’énergie étudiée dans l’obtention de
résultats de convergence : dans le premier cas, on démontre une propriété de descente
des trajectoires quand dans le deuxième cas, on obtient une vitesse de convergence
de l’erreur.

Remarque 2.3.2. La définition d’une énergie de Lyapunov pertinente varie en fonc-
tion des systèmes dynamiques considérés. Dans la littérature [126, 123, 25, 24], pour
étudier le système (HBF), l’énergie de Lyapunov considérée pour déterminer des
vitesses de convergence sera généralement de la forme suivante :

E(t) = F (x(t))− F ∗ +
1

2
∥λ(x(t)− x∗) + ẋ(t)∥2 + ξ

2
∥x(t)− x∗∥2, (2.3.11)

où λ > 0 et ξ ∈ R sont des paramètres à ajuster en fonction des hypothèses faites
sur la géométrie de F . Pour analyser (AVD), on utilisera plutôt des énergies de la
forme :

E(t) = t2(F (x(t))− F ∗) +
1

2
∥λ(x(t)− x∗) + tẋ(t)∥2 + ξ

2
∥x(t)− x∗∥2, (2.3.12)

avec λ > 0 et ξ ∈ R (voir [127, 16, 11, 6, 27, 26]).

2.3.3.2 Analyse de schémas numériques

On a vu ci-dessus que l’analyse de Lyapunov permet d’étudier les propriétés de
convergence des trajectoires de systèmes dynamiques. Cependant, l’objectif est sou-
vent de démontrer des propriétés de convergence sur des schémas numériques. En ce
sens, obtenir des résultats en continu permet d’avoir une idée du comportement des
schémas numériques associés mais on cherchera en général à retrouver ces résultats
dans le cadre discret.

Quand elle fait suite à une analyse dans le cadre continu, l’étude de la conver-
gence d’un schéma numérique suit les mêmes principes : on construit une énergie de
Lyapunov discrète qui décroît (ou que l’on peut borner) au fil des itérations, puis
on extrait de cette énergie la propriété de convergence voulue. L’analyse préalable
du système dynamique correspondant est une grande aide puisqu’elle donne une
direction : si une énergie de Lyapunov donne accès à des propriétés de convergence
sur les trajectoires d’un système dynamique, alors il existe certainement une dis-
crétisation de cette énergie qui permet d’obtenir des résultats analogues en discret
(sous certaines conditions notamment sur le pas).
La difficulté est qu’il existe de nombreuses discrétisations possibles d’une même
énergie et aucune méthode "automatique" n’existe pour trouver la bonne énergie
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discrète :

F (x(t))− F ∗ →


F (xk)− F ∗?

F (xk+1)− F ∗?

θF (xk) + (1− θ)F (xk+1)− F ∗?

ẋ(t) →


xk − xk−1?

xk+1 − xk?
xk+1 − xk−1

2
?

De plus, les calculs sont plus fastidieux à mener dans le cadre discret puisque la
dérivée n’est plus accessible et certains termes de discrétisation doivent être gérés.
Ceci est souligné dans l’exemple suivant.

Exemple 2.3.3. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction convexe différentiable, à
gradient L-Lipschitz et ayant un ensemble de minimiseursX∗ non vide. On considère
(xk)k∈N la suite définie par la méthode de descente de gradient :

∀k ∈ N∗, xk = xk−1 − s∇F (xk−1), (2.3.13)

avec un pas s > 0. Comme on l’a vu précédemment, la suite (xk)k∈N est une dis-
crétisation de la trajectoire du système de flot de gradient. On peut donc étendre
l’analyse proposée dans l’exemple 2.3.1.
Pour montrer que la descente de gradient est un schéma de descente, on peut étudier
l’énergie discrète définie par Ek = F (xk) pour tout k ∈ N. Ainsi, on a :

Ek+1 − Ek = F (xk+1)− F (xk) ⩽ ⟨∇F (xk), xk+1 − xk⟩+
L

2
∥xk+1 − xk∥2, (2.3.14)

en utilisant le caractère L-Lipschitz du gradient de F . Sachant que la suite (xk)k∈N
vérifie (2.3.13), on a xk+1 − xk = −s∇F (xk) et donc :

F (xk+1)− F (xk) ⩽ s2
(
L

2
− 1

s

)
∥∇F (xk)∥2. (2.3.15)

On peut donc conclure que si s ⩽ 2
L , alors F (xk+1) ⩽ F (xk) pour tout k ∈ N. On

trouve un résultat analogue à ce qui a été fait en continu mais cela repose sur le
caractère L-Lipschitz de ∇F (qui n’était pas nécessaire en continu) et une condition
sur le pas doit être vérifiée.
Pour obtenir une vitesse de décroissance de la fonctionnelle, on peut définir une
énergie discrète proche de celle donnée en continu :

∀k ∈ N, Ek = sk (F (xk)− F ∗) +
1

2
∥xk − x∗∥2. (2.3.16)

On a ainsi pour tout k ∈ N :

Ek+1−Ek = s(k+1) (F (xk+1)− F (xk))+s (F (xk)− F ∗)+
1

2
∥xk+1−x∗∥2−

1

2
∥xk−x∗∥2,

(2.3.17)
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et comme ∥xk+1−x∗∥2 = ∥xk−x∗∥2+2⟨xk−x∗, xk+1−xk⟩+ ∥xk+1−xk∥2, alors :

Ek+1 − Ek = s(k + 1) (F (xk+1)− F (xk)) + s (F (xk)− F ∗)

+ ⟨xk − x∗, xk+1 − xk⟩+
1

2
∥xk+1 − xk∥2,

(2.3.18)

et donc

Ek+1 − Ek = s(k + 1) (F (xk+1)− F (xk)) + s (F (xk)− F ∗)

− s⟨xk − x∗,∇F (xk)⟩+
s2

2
∥∇F (xk)∥2.

(2.3.19)

En utilisant la convexité de F et le résultat démontré précédemment, on a que :

∀k ∈ N, Ek+1 − Ek ⩽ s2(k + 1)

(
Ls

2
− 1

)
∥∇F (xk)∥2 +

s2

2
∥∇F (xk)∥2

⩽ s3
(
k

(
L

2
− 1

s

)
+

1

2

(
L− 1

s

))
∥∇F (xk)∥2.

(2.3.20)

On trouve donc que pour s ⩽ 1
L , la suite (Ek)k∈N est décroissante. Ainsi, comme

pour tout k ∈ N∗ on a Ek ⩽ E0, alors :

∀k ∈ N∗, F (xk)− F ∗ ⩽
∥x0 − x∗∥2

2sk
. (2.3.21)

Les résultats démontrés dans cet exemple sont bien connus et peuvent être facilement
retrouvés sans passer par le système dynamique correspondant. On peut cependant
remarquer que malgré une démarche identique à ce qui est fait en continu, la démons-
tration de ces résultats sur le schéma numérique est plus technique. La complexité
des calculs augmentant avec la complexité des schémas et hypothèses, le recours à
l’analyse en continu est inévitable dans certains cas.





Chapitre 3

Stratégies de restart

Ce chapitre est consacré aux méthodes de restart de schémas inertiels et plus
particulièrement aux stratégies de restart de FISTA. Ces schémas sont particulière-
ment pertinent lors de la minimisation de fonctions à croissance quadratique (voire
fortement convexes) et visent à tirer parti des propriétés d’accélération de FISTA
permises par l’inertie tout en évitant certains inconvénients liés aux oscillations.
Pour cette classe de fonctions, les méthodes inertielles les plus efficaces nécessitent
d’estimer précisément le paramètre de croissance µ de la fonctionnelle à minimiser
pour offrir des vitesses de convergence rapide. Cependant, l’estimation du para-
mètre de croissance est généralement difficile ce qui complique la paramétrisation
de ce type de méthodes.

Face à ce problème, j’introduis un schéma de restart (Algorithme 3) qui ne re-
quiert aucune information sur le paramètre de croissance et qui assure une
décroissance exponentielle rapide de l’erreur asymptotiquement (Corol-
laire 3.2.9). Le schéma s’appuie sur l’estimation automatique du paramètre
de croissance de la fonction d’intérêt pour adapter son comportement. Il a fait
l’objet de l’écriture d’un article actuellement en révision mineure [28].

L’Algorithme 3 s’appuie sur la connaissance de la constante de Lipschitz L du
gradient de la fonction F (ou de la partie différentiable de F ) comme la plupart des
méthodes classiques. Il arrive toutefois que cette constante soit mal estimée voire
inaccessible. Cela a motivé l’élaboration de Free-FISTA (Algorithme 6), une
méthode combinant une stratégie de restart avec du backtracking sur la constante
de Lipschitz L. Cette méthode permet donc de s’affranchir de la connaissance de L
et µ et garantit une vitesse de convergence rapide (Corollaire 3.3.8). Ce travail
a été mené avec mes directeurs de thèse ainsi que Luca Calatroni et a fait l’objet de
l’écriture d’un article [22].

L’annexe contient des explorations sur le thème du restart et des preuves tech-
niques.
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3.1 Présentation du restart

3.1.1 Contexte

Lorsque l’on considère un problème d’optimisation composite convexe, les mé-
thodes de premier ordre offrant les meilleures vitesses de convergence sont très sou-
vent des méthodes inertielles. En prenant en compte la direction de descente précé-
dente, ce type de schéma génère un élan qui, en principe, accélère la convergence de
l’algorithme. Si cette inertie est globalement bénéfique, elle peut aussi déclencher un
comportement oscillatoire de la suite d’itérés. Comme cela est précisé dans la Sec-
tion 2.3.1, les schémas inertiels usuels peuvent être vus comme la discrétisation de
la trajectoire d’un corps lourd dans un champ de potentiel plus ou moins visqueux
(où les forces de friction n’ont pas le même comportement en fonction du schéma).
En ce sens, il semble naturel de voir apparaître des oscillations autour du point le
plus bas.

Pour la minimisation d’une fonction F convexe, différentiable à gradient L-
Lipschitz pour un certain L > 0, on sait que la meilleure vitesse asymptotique
de décroissance de la fonctionnelle est de l’ordre de k−2 si aucune hypothèse ad-
ditionnelle n’est faite [105]. Cette vitesse est atteinte par FISTA [32] introduit par
Beck et Teboulle sur le modèle du schéma de gradient accéléré de Nesterov [103]
pour les fonctions composites vérifiant HL. On rappelle que ce schéma peut s’écrire
comme suit :

∀k ∈ N,

 yk = xk +
k

k + α
(xk − xk−1),

xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk)) ,
(3.1.1)

avec x0 ∈ RN et où α = 3 approxime le choix original de Nesterov. Dans ce schéma,
l’inertie prend de plus en plus d’importance au cours des itérations puisque k

k+α est
croissant. Ce schéma est très efficace dans le cas convexe puisqu’il permet notamment
de s’adapter aux fonctions plates en exploitant de plus en plus l’inertie.

En revanche, quand on s’intéresse à une fonction F qui vérifie des hypothèses
plus fortes comme G2µ (croissance quadratique) ou Sµ (forte convexité) pour µ > 0,
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FISTA n’est plus la meilleure solution. Pour ces classes de fonctions qui ont un
comportement proche de x 7→ µ

2∥x∥
2, les schémas les plus efficaces sont ceux de type

Heavy-Ball (c’est-à-dire associés au système de Heavy-Ball avec friction (HBF)). Ces
méthodes s’appuient sur des forces de friction constantes dans le temps, calibrées
en fonction des paramètres L et µ de la fonction F à minimiser. La quantité qui
joue un grand rôle pour extraire la meilleure performance de telles méthodes est
κ := µ

L , qui est en fait l’inverse du conditionnement de la fonction F (dans certains
travaux, κ désigne le conditionnement mais on gardera la même notation tout le
long de ce manuscrit). Les méthodes Heavy-Ball sont donc théoriquement les plus
rapides à condition d’avoir accès à la valeur de κ ce qui est rarement le cas
en pratique. Les vitesses que ces schémas permettent d’obtenir sont de la forme
O
(
e−K
√

µ
L
k
)

où K > 0. C’est ce que l’on appellera par la suite une décroissance
exponentielle rapide en opposition à une décroissance exponentielle lente qui
s’écrit sous la forme O

(
e−K µ

L
k
)

avec K > 0. Comme on s’intéresse généralement
à des problèmes mal conditionnés, on a que κ ≪ 1 et par conséquent, la présence
de la racine carrée au-dessus de κ assure une décroissance nettement plus rapide.
Notons que sous les hypothèses G2µ et Sµ, la méthode du gradient proximal assure
une décroissance exponentielle lente [64].

Dans le même cadre, FISTA avec le choix original α = 3 ne permet pas d’at-
teindre théoriquement ces vitesses et conserve son taux polynomial de O

(
k−2

)
. En

pratique, appliquer cette méthode à des fonctions vérifiant G2µ ou Sµ donne lieu à
des oscillations liées à l’inertie qui devient trop importante au fil des itérations.
Cela est illustré sur la Figure 3.1. Notons tout de même que FISTA a l’avantage de
ne pas dépendre de la connaissance de µ contrairement aux méthodes type Heavy-
Ball. Dans [26], Aujol, Dossal et Rondepierre montrent qu’à nombre d’itérations
fini, il est possible d’obtenir des vitesses comparables à ce qui est garanti par les
méthodes Heavy-Ball en calibrant le paramètre α par rapport à la précision voulue
(à condition d’avoir accès à une estimation correcte de F (x0)− F ∗).

Figure 3.1 – Projection de la trajectoire des itérés de FISTA pour la résolution
d’un problème de moindres carrés (fortement convexe, N = 20). Le point initial se
situe en dehors de la fenêtre d’affichage (en bas à droite).
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3.1.2 Techniques de restart

On se place dans le cadre où F vérifie HL et une condition de croissance qua-
dratique globale G2µ, c’est-à-dire qu’il existe µ > 0 tel que pour tout x ∈ RN :

µ

2
d(x,X∗)2 ⩽ F (x)− F ∗. (3.1.2)

Dans cette section, l’appellation FISTA désigne le schéma (3.1.1) pour le choix
α = 3.

Un moyen pour éviter les oscillations et accélérer la convergence de FISTA est
de fixer le coefficient d’inertie à zéro au moment opportun : les méthodes suivant
ce principe sont appelées des méthodes de redémarrage de FISTA ou de restart
de FISTA. Cette stratégie est un moyen simple d’atténuer les effets néfastes de
l’inertie mais soulève la question : comment décider quand redémarrer ? Plusieurs
solutions existent et on pourra généralement réécrire les schémas de restart sous la
forme de l’Algorithme 1 où la particularité de chaque schéma est la condition de
restart.

Algorithme 1 : Schéma de restart de FISTA générique

Entrée: x0 ∈ RN , y0 = x0, k = 0, i = 0.

répéter
k = k + 1, i = i+ 1

xk = proxsh(yk−1 − s∇f(yk−1))

si La condition de restart est vérifiée alors
i = 1

fin si
yk = xk +

i−1
i+2(xk − xk−1)

jusqu’à La condition de sortie est vérifiée
retourne xk

À noter que l’on doit une des premières apparitions de la notion de restart à
Powell en 1977 dans [115] pour accélérer l’algorithme de gradient conjugué.

3.1.2.1 Restart heuristique

Une façon intuitive de décider du moment auquel redémarrer FISTA est de
détecter l’apparition d’oscillations. C’est ce qui est proposé par O’Donoghue et
Candès [108] via deux conditions de restart heuristiques. La première est basée sur
la valeur de la fonctionnelle à chaque itération :

F (xk) > F (xk−1). (3.1.3)

En utilisant cette règle pour redémarrer FISTA, on coupe l’inertie dès que la valeur
de la fonctionnelle augmente entre deux itérés successifs. Cette idée peut se rappro-
cher de ce que proposent Beck et Teboulle [33] avec Monotone FISTA ou la variation
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introduite par Zibetti, Helou, Regatte et Herman [140]. La deuxième condition est
basée sur la valeur du gradient de F quand F est différentiable mais elle peut être
adaptée au cas composite avec l’utilisation du gradient composite. Elle est introduite
sous la forme suivante pour F différentiable :

⟨∇F (yk−1), xk − xk−1⟩ > 0. (3.1.4)

mais on peut la réécrire de manière plus générale :

⟨xk − yk−1, xk − xk−1⟩ < 0. (3.1.5)

Ici, on vérifie si la direction de descente xk − xk−1 va dans la même direction que le
gradient (composite dans le cas non-différentiable) de F évalué en yk−1. Si c’est le
cas, cela peut signifier que l’on a rebroussé chemin par rapport au point décalé yk−1

lors de l’étape de descente de gradient (ou gradient proximal). On peut en déduire
que l’inertie devient trop importante et donc qu’il vaut mieux la remettre à zéro.

Ces schémas de restart sont très performants en pratique et faciles à mettre en
place. Ils ont été aussi étudiés par Giselsson et Boyd [66] et sont une solution assez
répandue pour accélérer des méthodes inertielles [79, 84].

Cependant, il n’existe pas de garantie théorique de l’amélioration de la vitesse
de convergence par rapport à FISTA.

3.1.2.2 Restart périodique

On peut également décider de redémarrer FISTA périodiquement à partir
d’un nombre d’itérations fixé en avance. Il est alors relativement simple d’obtenir des
vitesses de convergence améliorées. L’idée est de s’appuyer sur l’inégalité suivante
vérifiée par les itérés de FISTA :

∀k ∈ N∗, F (xk)− F ∗ ⩽
2

s(k + 1)2
∥x0 − x∗∥2, (3.1.6)

pour s ⩽ 1
L et pour tout minimiseur x∗ [51, Theorem 3.1]. Alors, si F vérifie G2µ

pour µ > 0 et s = 1
L , on a pour tout k ∈ N∗,

F (xk)− F ∗ ⩽
2L

(k + 1)2
d(x0, X

∗)2 ⩽
4L

µ(k + 1)2
(F (x0)− F ∗) . (3.1.7)

On peut ainsi montrer que si k ⩾ k∗ := ⌊ 2√
γ

√
L
µ ⌋ pour γ > 0, alors

F (xk)− F ∗ ⩽ γ (F (x0)− F ∗) . (3.1.8)

En conséquence, si un redémarrage est effectué toutes les k∗ itérations, alors si k est
un multiple de k∗, on a :

F (xk)− F ∗ ⩽ γ
k
k∗ (F (x0)− F ∗) ⩽ e

ln(γ)
√

γ

2

√
κk (F (x0)− F ∗) . (3.1.9)
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Quelques calculs supplémentaires permettent d’arriver à la conclusion qu’un restart
périodique toutes les ⌊ 2√

γ

√
L
µ ⌋ itérations assure une vitesse de O

(
e

ln(γ)
√
γ

2

√
κk
)
.

En optimisant cette vitesse de convergence par rapport à γ, on obtient finalement
que le restart périodique optimal garantit la décroissance exponentielle rapide de
l’erreur O

(
e−

1
e

√
κk
)

pour un redémarrage toutes les ⌊2e
√

L
µ ⌋ itérations. Ce type de

schéma de restart a été notamment étudié dans [104, 108, 137, 87, 102] pour FISTA
sous différentes hypothèses de croissance mais également pour d’autres schémas
comme PARNES [68] ou la méthode de descente de gradient optimisée [79].

En redémarrant périodiquement FISTA, on peut donc atteindre des vitesses
comparables à celles des méthodes type Heavy-Ball. Néanmoins, ces vitesses ne
peuvent être atteintes qu’à condition de connaître une bonne estimation de κ. Le
restart périodique fait donc face aux difficultés suivantes :

— si κ n’est pas accessible, il est alors difficile de fixer une période de restart
assurant les vitesses théoriques améliorées à moins de tâtonner. Notons qu’ef-
fectuer des restarts périodiquement avec une période fixée à la main peut per-
mettre de significativement accélérer FISTA en pratique (ou des algorithmes
proches [35]) mais cela relève du restart heuristique.

— si κ est connu, alors il est plus pertinent d’appliquer des méthodes type
Heavy-Ball puisqu’elles peuvent atteindre des vitesses plus rapides que le
restart périodique optimal.

Dans [120], Roulet et D’Aspremont introduisent des schémas de restart planifié
(scheduled restart) qui généralisent le restart périodique. Les auteurs considèrent des
hypothèses de géométrie plus générales que G2µ ou HL, englobant ainsi des fonctions
plus plates. Il est montré que pour des fonctions vérifiant des hypothèses du type Gγ
avec γ > 2 (hypothèse de croissance faible), des taux améliorés peuvent être atteints
en redémarrant FISTA pour un nombre d’itérations qui croît exponentiellement au
cours des restarts. Les meilleures vitesses étant obtenues à condition de connaître les
paramètres de géométrie de F , une stratégie adaptative est proposée, basée sur de
la recherche en grille (grid-search) de ces paramètres avec des garanties théoriques.
Cette approche est également détaillée dans [56] et étendue à l’algorithme de Frank-
Wolfe dans [78].

3.1.2.3 Restart adaptatif

Cette section regroupe plusieurs schémas de restart qui peuvent avoir des phi-
losophies très différentes. On les différencie ici des schémas heuristiques car ils s’ac-
compagnent de preuves de convergence théoriques.

Su, Boyd et Candès proposent dans [127] une méthode de restart adaptatif basée
sur des comparaisons de vitesse au cours des itérations. Les auteurs montrent une
vitesse de convergence exponentielle pour les trajectoires du système dynamique
correspondant mais ne donnent pas de résultat sur le schéma en tant que tel. Les
résultats présentés en continu ne permettent pas de savoir si la décroissance expo-
nentielle de l’erreur est rapide ou lente.
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Dans [62, 61], Fercoq et Qu introduisent des schémas de restart adaptatifs pour
FISTA (et d’autres méthodes) sous l’hypothèse que F satisfait G2µ. En particulier, le
schéma AdaRES proposé dans [61] permet d’assurer une décroissance exponentielle
rapide de l’erreur sans avoir besoin d’une estimation exacte de µ. À partir d’une
estimation µ0 de la constante de croissance µ, les auteurs donnent des garanties
théoriques de la convergence rapide du schéma. En revanche, les taux de convergence
dépendent de la qualité de l’estimation de µ0 :

— si µ0 ⩽ µ, la vitesse de convergence au pire cas est O
(
e
− 1

2
√
e

√
µ0
µ

√
µ
L
k
)

,

— si µ0 > µ, la vitesse de convergence au pire cas est O

(
e
−

√
2−1

2
√
e(2−
√ µ

µ0
)

√
µ
L
k
)

.

Un tel schéma est donc intéressant à condition d’avoir moyen d’estimer de manière
suffisamment fine le paramètre de croissance.

Alamo, Krupa et Limon proposent plusieurs méthodes pour la minimisation
de fonctions qui vérifient G2µ et HL. Dans [3], un schéma de restart de FISTA est
introduit, se basant sur des évaluations de la valeur de F à chaque itéré pour dé-
finir à quelles itérations redémarrer. L’algorithme ne s’appuie pas sur une estima-
tion préalable de µ et garantit une décroissance exponentielle rapide de l’erreur
O
(
e−

1
16

√
µ
L
k
)
. Notons que le fait d’évaluer F à chaque itération peut alourdir le

temps de calcul. Il existe en général des techniques pour diminuer ce coût mais cela
dépend de la fonction à minimiser et une implémentation de la méthode adaptée
spécifiquement au problème est nécessaire. Le schéma proposé dans [1] est basé sur la
valeur du gradient composite, permettant d’éviter les problèmes liés au coût de calcul
de F . Par contre, le taux de convergence prouvé par les auteurs O

(
e
− 1

4e(1+
√
µ+1)

µ
L
k
)

peut être vu comme exponentiel lent puisque e−
1

4e(1+
√
µ+1)

µ
L
k
> e−

1
8e

µ
L
k pour tout

k > 0. Enfin, Alamo, Krupa et Limon introduisent un schéma de restart adapté
à FISTA mais qui peut se généraliser à d’autres algorithmes accélérés [2]. Dans la
lignée de la méthode introduite dans [3], la stratégie est basée sur des évaluations
de la fonctionnelle à chaque itération et assure une vitesse de O

(
e−

ln(15)
4e

√
µ
L
k
)
.

Dans [117], un schéma de restart pour une variété de méthodes accélérées est pro-
posé avec des extensions incluant du calcul parallèle. Renegar et Grimmer prouvent
des vitesses exponentielles rapides pour ce schéma appliqué à FISTA avec une dé-

croissance de l’erreur de O
(
e
− 1

2
√
2

√
µ
L
k
)

à condition de connaître F ∗. En pratique,

cette hypothèse est forte et cette valeur est très rarement accessible en amont. Des
alternatives basées sur du calculs parallèle sont proposées permettant de se passer
de l’estimation de F ∗. L’analyse des auteurs s’étend également à l’hypothèse Gγ
pour γ > 2.

3.1.2.4 Récapitulatif

Les méthodes de restart présentées dans les sections précédentes sont regroupées
dans le Tableau 3.1 pour les fonctions composites qui vérifient une hypothèse de
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croissance quadratique. On peut voir en bas du tableau les résultats théoriques
garantis par les schémas proposés avec mes collaborateurs qui sont détaillés par la
suite.

Tableau 3.1 – Résumé des différents schémas de restart de FISTA et de leur taux
de convergence pour une fonction F qui vérifie HL et G2µ avec L > 0 connu en amont
et µ > 0.

Schéma Référence Taux de
convergence

Remarques

Restart heuristique O’Donoghue et
Candès [108]

Giselsson et Boyd
[66]

O
(
k−2

)
Rapide en pratique

Pas de garantie
théorique d’une

convergence
améliorée

Restart périodique
optimal

[104, 108, 137, 87,
102]

O
(
e−

1
e

√
µ
Lk
)

Nécessité de
connaître µ en

amont.
Speed restart

scheme
Su, Boyd et Candès

[127]
O(k−2) Preuve de

convergence
améliorée en

continu mais pas en
discret.

AdaRES Fercoq et Qu [61] O
(
e
− 1

2
√

e

√
µ0
µ

√
µ
L
k
)

si µ0 ⩽ µ

O

e

−
√

2−1

2
√

e(2−
√

µ
µ0

)

√
µ
L
k


si µ0 > µ

Nécessité d’estimer
µ

Les taux dépendent
de cette estimation.

LCR-FISTA Alamo, Krupa et
Limon [3]

O
(
e−

1
16

√
µ
Lk
)

Nécessité d’évaluer
F régulièrement.

Restart basé sur le
gradient

Alamo, Krupa et
Limon [1]

O
(
e
− 1

4e(1+
√

µ+1)
µ
Lk
)

-

Restart basé sur la
fonctionnelle

Alamo, Krupa et
Limon [2]

O
(
e−

ln(15)
4e

√
µ
Lk
)

Nécessité d’évaluer
F régulièrement.

Restart à la Polyak Renegar et
Grimmer [117]

O
(
e
− 1

2
√

2

√
µ
Lk
)

Nécessité de
connaître F ∗.

Alternatives avec
calcul parallèle.

Algorithme 3 - O
(
e−

1
12

√
µ
Lk
)

Nécessité d’évaluer
F

occasionnellement.

Free-FISTA
(Algorithme 6)

- O
(
e−

√
ρ

12

√
µ
Lk
)

avec ρ ∈ (0, 1)

Inclut une stratégie
de backtracking sur

L.



3.2. Restart via une estimation automatique du paramètre de
croissance 43

3.2 Restart via une estimation automatique du para-
mètre de croissance

Cette section est consacrée au schéma de restart que j’ai proposé en collabo-
ration avec mes directeurs de thèse Jean-François Aujol, Charles Dossal et Aude
Rondepierre [28].

Dans cette partie, on s’intéresse à des fonctions qui vérifientHL et G2µ pour L > 0

que l’on suppose connu et µ > 0 inconnu. Rappelons qu’une fonction F vérifie HL

si elle possède au moins un minimiseur sur RN et peut s’écrire F = f + h où f

est convexe différentiable à gradient L-Lipschitz et h est convexe propre et semi-
continue inférieurement. De plus, F satisfait G2µ pour µ > 0 si et seulement si pour
tout x ∈ dom(F ),

µ

2
d(x,X∗)2 ⩽ F (x)− F ∗, (3.2.1)

où X∗ est l’ensemble des minimiseurs de F et F ∗ = minx∈RN F (x).

Dans ce contexte, on sait que le paramètre de croissance µ est crucial pour
obtenir des méthodes de premier ordre qui assurent des vitesses de convergence
rapides. Les schémas de type Heavy-Ball offrent les meilleurs résultats théoriques
mais font intervenir un paramètre de friction qui doit être calibré par rapport à
κ := µ

L . De même, le schéma de restart périodique optimal s’appuie sur cette valeur
pour atteindre le meilleur taux de convergence (voir Section 3.1.2.2).

Il existe cependant des méthodes de restart alternatives assurant des vitesses
rapides à partir d’une estimation potentiellement mauvaise de µ [61], voire sans
aucune estimation [1, 3, 2, 117] (voir Section 3.1.2.3). Le schéma présenté dans
cette partie s’inscrit dans la lignée de ces schémas et ne requiert aucune information
préalable sur le paramètre de croissance.

3.2.1 Présentation de la stratégie

L’idée principale de cet algorithme est d’utiliser les garanties théoriques de
FISTA pour estimer automatiquement le paramètre de croissance µ. Les redémar-
rages de FISTA sont ensuite calibrés par rapport à la valeur de ces estimations.

On décrit la stratégie mise en place pour estimer µ dans la section suivante.

3.2.1.1 FISTA et ses propriétés

On utilisera la formulation présentée dans l’Algorithme 2 pour les itérés de
FISTA où la notation y+ désigne le vecteur issu d’une étape de gradient proximal
appliquée à y avec un pas égal à 1

L :

∀y ∈ RN , y+ = prox 1
L
h

(
y − 1

L
∇f(y)

)
. (3.2.2)
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Algorithme 2 : FISTA(z, n)

Entrée: z ∈ RN , n ∈ N
y0 = x0 = z, k = 0;

répéter
k = k + 1;

xk = y+k−1;

yk = xk +
k−1
k+2(xk − xk−1);

jusqu’à k ⩾ n.
retourne r = xk

Pour tout k ∈ N∗, on écrit que xk le vecteur obtenu après k itérations de FISTA
à partir de x0 ∈ RN vérifie :

xk = FISTA(x0, k). (3.2.3)

Les itérés de FISTA ont des propriétés de convergence que l’on exploite dans notre
schéma de restart. On s’appuie sur la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. La suite (xk)k∈N générée par FISTA (Algorithme 2) vérifie les
deux points suivants :

1. Pour tout k ∈ N∗,

F (xk)− F ∗ ⩽
4L

µ(k + 1)2
(F (x0)− F ∗) , (3.2.4)

2. Pour tout k ∈ N∗,
F (xk) ⩽ F (x0). (3.2.5)

Preuve.
Le premier point a déjà été justifié dans la Section 3.1.2.2 en utilisant [51, Theo-
rem 3.1]. Le deuxième point est direct en appliquant [51, Lemma 3.1].

En prenant en considération le premier point de la Proposition 3.2.1, une idée
naturelle pour estimer le paramètre de croissance est d’exploiter la borne suivante :

∀k ∈ N∗, µ ⩽
4L

(k + 1)2
F (x0)− F ∗

F (xk)− F ∗ . (3.2.6)

Cependant, comme la valeur de F ∗ est rarement connue en amont, cette borne
est difficilement calculable. En revanche, le deuxième point de la Proposition 3.2.1
assure que la fonction u 7→ F (x0)−u

F (xk)−u est croissante sur [F ∗, F (xk)). Ceci implique que
pour tout y ∈ RN tel que F (y) < F (xk), on a :

µ ⩽
4L

(k + 1)2
F (x0)− F (y)
F (xk)− F (y)

. (3.2.7)

C’est à partir de cette inégalité que l’on construit une suite d’estimation (µ̃j)j⩾2.
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3.2.1.2 Schéma de restart

Pour un vecteur initial r0 ∈ RN , notre schéma de restart s’écrit comme suit.

Algorithme 3 : Schéma de restart [28]

Entrée: r0 ∈ RN , j = 1, C > 4.

n0 = ⌊2C⌋;
r1 = FISTA(r0, n0);
n1 = ⌊2C⌋;
répéter
j = j + 1;

rj = FISTA(rj−1, nj−1);

µ̃j = min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

;

si nj−1 ⩽ C
√

L
µ̃j

alors
nj = 2nj−1;

sinon
nj = nj−1;

fin si
jusqu’à ∥g(rj)∥ ⩽ ε.
retourne r = r+j .

L’algorithme fait intervenir trois suites importantes :
— (rj)j⩾0 est la suite contenant les vecteurs résultant de chaque exécution com-

plète de FISTA. Autrement dit, rj est le vecteur obtenu après j redémarrages
de FISTA.

— (nj)j⩾0 est la suite qui contient le nombre d’itérations avant chaque restart de
FISTA. On fait nj itérations de FISTA avant le j+1-ème restart de FISTA :

rj+1 = FISTA(rj , nj). (3.2.8)

— (µ̃j)j⩾2 est la suite des estimations du paramètre de croissance.
Une estimation du paramètre de croissance est calculée à chaque redémarrage à

partir de j ⩾ 2 en utilisant la valeur de la fonction F évaluée aux points (ri)0⩽i⩽j :

µ̃j = min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

. (3.2.9)

La suite (µ̃j)j⩾2 ainsi définie vérifie le lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. La suite (µ̃j)j⩾2 définie dans l’Algorithme 3 avec C > 4 et ε > 0

vérifie l’inégalité suivante :

∀j ⩾ 2, µ̃j ⩾ µ̃j+1 ⩾ µ. (3.2.10)
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Preuve.
En appliquant l’inégalité (3.2.7) à la suite (rj)j⩾0, on a que pour i ⩾ 1 et y ∈ RN

tel que F (y) ⩽ F (ri),

µ ⩽
4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (y)
F (ri)− F (y)

. (3.2.11)

Or, le deuxième point de la Proposition 3.2.1 garantit que pour tout j > i, F (rj) ⩽
F (ri) et donc :

µ ⩽
4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

. (3.2.12)

Comme cette inégalité est vraie pour tout i < j, on peut passer au minimum pour
obtenir que µ ⩽ µ̃j .
Le caractère décroissant de la suite peut aussi être démontré. Pour tout j ⩾ 2,

µ̃j+1 = min
i∈N∗
i<j+1

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj+1)

F (ri)− F (rj+1)
⩽ min

i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj+1)

F (ri)− F (rj+1)
.

(3.2.13)
La fonction u 7→ F (ri−1)−u

F (ri)−u étant croissante sur [F ∗, F (ri)) pour tout i < j, l’inégalité
F (rj+1) ⩽ F (rj) garantie par la Proposition 3.2.1 implique que :

µ̃j+1 ⩽ min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

= µ̃j . (3.2.14)

Une fois qu’une estimation de µ est calculée, le nombre d’itérations avant le
prochain redémarrage est mis à jour. Pour cela, on suit une procédure de doublement
des itérations si la condition suivante est vérifiée :

nj−1 ⩽ C

√
L

µ̃j
. (3.2.15)

La constante C est un paramètre propre à la méthode qui agît sur la fréquence de
restart : si C est petit, la condition ci-dessus sera rarement vérifiée et le nombre
d’itérations de FISTA par exécution sera rarement doublé. En conséquence, une
grande valeur de C favorise les redémarrages fréquents. Dans le cas contraire, les
restarts seront très occasionnels. La valeur de ce paramètre est donc essentielle pour
définir un schéma efficace. Il est montré par la suite que l’on peut optimiser C pour
avoir les meilleures garanties théoriques possibles, la valeur optimale étant Ĉ ≈ 6.38.

Cette façon de définir la suite (nj)j⩾0 permet de bien contrôler son comporte-
ment, notamment grâce au lemme ci-dessous.

Lemme 3.2.3. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. La suite (nj)j⩾0 définie dans l’Algorithme 3 avec C > 4 et ε > 0

vérifie l’inégalité suivante :

∀j ⩾ 0, nj ⩽ 2C

√
L

µ
. (3.2.16)
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Preuve.
Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 3.2.2. En effet, pour j ⩾ 2, on
définira nj comme le double de nj−1 si la condition (3.2.15) est vérifiée. Or, le Lemme
3.2.2 garantit que si cette condition est vérifiée, alors :

nj−1 ⩽ C

√
L

µ
, (3.2.17)

et donc nj ⩽ 2C
√

L
µ . Si la condition n’est pas vérifiée, on conserve le même nombre

d’itérations nj = nj−1. Sachant que n0 = n1 = ⌊2C⌋ ⩽ 2C
√

L
µ (car L ⩾ µ pour

toute fonction F ), une simple récurrence nous amène à la conclusion voulue.

Remarque 3.2.4. Plutôt que de doubler le nombre d’itérations à chaque fois que la
condition (3.2.15) est vérifiée, on pourrait choisir de multiplier le nombre d’itérations
par un paramètre γ > 1. En utilisant cette règle de mise à jour des itérations et en
choisissant n0 = n1 = ⌊γC⌋, le contrôle obtenu sur la suite (nj)j⩾0 devient

∀j ⩾ 0, nj ⩽ γC

√
L

µ
. (3.2.18)

On peut montrer que le choix γ = 2 permet d’obtenir les meilleures vitesses théo-
riques (voir Section 3.A.1).

Après avoir mis à jour le nombre d’itérations, FISTA est relancé depuis le dernier
itéré rj pour nj itérations et ainsi de suite. L’algorithme s’interrompt si un critère
d’arrêt est satisfait :

∥g(rj)∥ ⩽ ε, (3.2.19)

où g représente le gradient composite, c’est-à-dire g : x 7→ L(x − x+) et ε > 0

correspond au niveau de précision attendu par l’utilisateur. Notons qu’évaluer cette
condition ne demande pas véritablement de calcul additionnel puisque r+j est calculé
quoi qu’il en soit par la suite. L’utilisation de cette condition de sortie est motivée
par le lemme ci-dessous qui relie la valeur du gradient composite à celle de F via
l’hypothèse G2µ. La preuve de ce lemme est donnée en Section 3.A.3.6.

Lemme 3.2.5. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. Pour tout x ∈ RN , on a :

F (x+)− F ∗ ⩽
8

µ
∥g(x)∥2. (3.2.20)

Grâce à ce résultat, on sait que le vecteur de sortie r donnée par l’Algorithme 3
vérifie :

F (r)− F ∗ ⩽
8ε2

µ
. (3.2.21)
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Remarque 3.2.6. Les calculs additionnels liés à l’estimation du paramètre de crois-
sance n’ont lieu qu’à chaque restart, et ont donc lieu dans le pire des cas toute les
⌊2C⌋ itérations. Les itérations de FISTA ne demandent aucun calcul supplémentaire
lié au schéma de restart.

Remarque 3.2.7. Le nombre total d’itérations pour obtenir le vecteur r = r+j est de
1+
∑j

i=0 ni, où la dernière itération est l’étape de gradient proximal appliquée à rj .

3.2.2 Garanties théoriques du schéma

Maintenant que le fonctionnement du schéma a été détaillé, on peut s’intéresser
à ses propriétés de convergence.

Théorème 3.2.8. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
3 avec C > 4 et ε > 0. Le nombre d’itérations 1 +

∑j
i=0 ni nécessaire pour assurer

∥g(rj)∥ ⩽ ε est borné et vérifie l’inégalité suivante :

j∑
i=0

ni ⩽
4C

ln
(
C2

4 − 1
)√L

µ

(
2 ln

(
C2

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2 − 16

2L(F (r0)− F ∗)

ε2

))
.

(3.2.22)

Éléments de preuve.
La preuve complète de ce théorème est donnée en Annexe 3.A.3.1 de ce chapitre.
Comme la démonstration est technique, on donne les arguments utilisés et la dé-
marche ci-dessous. L’idée de la preuve a été inspirée par l’article d’Alamo, Krupa et
Limon [3].
La première étape consiste à montrer qu’un doublement du nombre d’itérations a
lieu au moins tous les T redémarrages pour un T bien choisi. Pour cela, on utilise
un raisonnement par l’absurde :

— On suppose qu’aucun doublement des itérations n’a été fait entre les s+1-ème
et s+ T -ème restarts pour un certain s > 0.

— On montre que dans une telle situation, (F (rj−1)− F (rj))j∈Js+1,s+T K décroît
géométriquement.

— On applique le Lemme 3.A.4 qui nous permet de majorer ∥g(rj−1)∥ en fonc-
tion de F (rj−1)− F (rj) pour tout j ∈ Js+ 1, s+ T K.

— On utilise la décroissance géométrique de (F (rj−1)− F (rj))j∈Js+1,s+T K pour
montrer que la condition de sortie est vérifiée pour j = s+ T .

La deuxième étape consiste à manipuler ce résultat pour montrer que le nombre
d’itérations nécessaire pour activer le critère d’arrêt est borné supérieurement par
2Tnj . La conclusion du Théorème 3.2.8 découle du Lemme 3.2.3 qui nous permet
de majorer la suite (nj)j⩾0.

Ce théorème permet d’avoir une borne supérieure sur le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre une précision ε > 0. On peut déduire de ce résultat un
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taux de convergence pour ce schéma de restart avec le corollaire ci-dessous. Une
preuve est fournie en Section 3.A.3.2.

Corollaire 3.2.9. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et
G2µ pour L > 0 et µ > 0. Pour C > 4 et ε > 0, les suites (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 de
l’Algorithme 3 vérifient

F (r+j )− F
∗ = O

e
−

ln

(
C2

4 −1

)
4C

√
µ
L

j∑
i=0

ni

 . (3.2.23)

En particulier, si C = Ĉ où Ĉ maximise
ln
(

C2

4
−1

)
4C (soit Ĉ ≈ 6.38), alors il existe

K > 1
12 tel que (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 vérifient

F (r+j )− F
∗ = O

e
−K
√

µ
L

j∑
i=0

ni

 . (3.2.24)

En pratique, comme le paramètre C n’est pas intuitif à définir (il influe sur la
fréquence de redémarrage mais ne représente rien de concret), on utilise la valeur
offrant la meilleure vitesse théorique Ĉ ≈ 6.38. Numériquement, cette valeur permet
généralement d’obtenir les meilleures vitesses de convergence pour le schéma.

On peut comparer le résultat de convergence offert par l’Algorithme 3 à celui
d’autres schémas sous les mêmes hypothèses sur F .

Le taux de convergence (3.2.24) montre que notre schéma assure une décroissance
exponentielle rapide de l’erreur si on se réfère à la discussion de la Section 3.1.1.
En effet, le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une précision donnée
avec l’Algorithme 3 est proportionnel à

√
L
µ contrairement à la méthode de gradient

proximal ou le schéma de restart basé sur le gradient de Alamo, Krupa et Limon [1]
qui demandent un nombre d’itérations proportionnel à L

µ . Sachant que L
µ est en fait

le conditionnement de la fonction F et qu’il est donc généralement très grand, une
telle différence est significative.

Ce résultat de convergence est légèrement meilleur que celui assuré par le schéma
de restart de Alamo, Krupa et Limon [3] (O

(
e−

1
16

√
µ
L
k
)
) mais moins bon que celui

donné par leur schéma le plus récent [2] qui assure une décroissance de l’erreur en
O
(
e−

ln(15)
4e

√
µ
Lk
)

où ln(15)
4e > 0.249. Rappelons que ces méthodes demandent des

évaluations régulières de la fonction F notamment au sein des itérations de FISTA.
Ces calculs additionnels peuvent être implémentés de manière intelligente pour ré-
duire significativement leur coût mais cela demande un travail supplémentaire de
l’utilisateur. Notre schéma est moins impacté par cette question puisque les cal-
culs additionnels sont occasionnels. Le taux de convergence (3.2.24) est également
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meilleur asymptotiquement que celui garanti par AdaRES de Fercoq et Qu [61] à
partir du moment où l’utilisateur fournit une estimation µ0 qui est supérieure à 4µ

ou inférieure à µ
15 . Sachant que le paramètre de croissance µ est souvent difficile à

estimer, le fait de ne pas dépendre d’une première estimation de µ est un avantage
non négligeable. On peut noter que le schéma proposé par Renegar et Grimmer dans
[117] assure un meilleur taux O

(
e
− 1

2
√
2

)
mais s’appuie sur la valeur de F ∗ qui est

rarement disponible ou sur des calculs en parallèle pour estimer cette valeur.
La vitesse au pire cas de l’Algorithme 3 est naturellement surpassée par celle de

schémas s’appuyant sur la valeur théorique de µ
L comme le schéma type Heavy-Ball

introduit par Aujol, Dossal et Rondepierre dans [25] (O
(
e−(2−

√
2)(1−
√

µ
L
)
√

µ
L
k
)

si F

a un unique minimiseur), le restart périodique optimal (O
(
e−

1
e

√
µ
L
k
)
) ou V-FISTA

[31] qui peut assurer une décroissance de O
(
e−K
√

µ
L
k
)

avec K = 0.45 si L
µ ⩾ 100

(voir Corollaire 5.4.3).
Il est important de préciser que la discussion ci-dessus concerne des vitesses

théoriques asymptotiques au pire cas. Ainsi, les taux mentionnés ne reflètent pas
nécessairement la performance des schémas en pratique.

3.2.3 Expériences numériques

Dans cette section, deux expériences numériques sont présentées visant à illustrer
le comportement de l’Algorithme 3. On se placera dans le cas où F vérifie HL et G2µ
où L est connu mais aucune estimation de µ n’est disponible. De plus, dans les deux
exemples donnés, la valeur de F ∗ n’est pas accessible au préalable donc la méthode
de Renegar et Grimmer [117] basée sur cette valeur n’est pas directement applicable.
On pourrait cependant appliquer leurs schémas alternatifs faisant intervenir de la
parallélisation.

Les méthodes que l’on compare sont les suivantes : Forward-Backward, FISTA
[32], le restart empirique avec la règle sur la fonctionnelle [108], le restart empirique
avec la règle sur le gradient composite [108], les schémas de Alamo, Krupa et Limon
[3, 1, 2] et l’Algorithme 3 avec C = 6.38 c’est-à-dire le choix théorique optimal.

3.2.3.1 Moindres carrés avec régularisation ℓ1 (LASSO)

Dans ce premier exemple, on cherche à résoudre un problème de moindres carrés
avec un terme de régularisation ℓ1 qui est aussi appelé LASSO (pour Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator [130]). Il s’agit d’un problème très répandu dans
différents domaines comme en statistiques ou en traitement de l’image. À partir
d’une matrice A ∈ MM×N (R) et d’un vecteur b ∈ RM avec M > 0 et N > 0, on
cherche à déterminer x̃ ∈ RN qui résout le problème ci-dessous :

min
x∈RN

F (x) :=
1

2
∥Ax− b∥22︸ ︷︷ ︸
:=f(x)

+λ∥x∥1︸ ︷︷ ︸
:=h(x)

, (3.2.25)
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où λ > 0 est le paramètre de régularisation. La matrice A correspond à la matrice
d’entrée et b est le vecteur de sortie. L’idée lorsque l’on résout ce type de problème est
de déterminer un vecteur x̃ qui permet de rattacher ces deux objets de façon fiable
(Ax̃ ≈ b) tout en faisant en sorte que la valeur de ses coefficients soit suffisamment
faible en valeur absolue (∥x̃∥1 ⩽ ε). Le paramètre λ permet de donner plus ou moins
de poids au terme d’attache aux données f par rapport au terme de régularisation
h. Quand λ tend vers zéro, on retrouve un problème de moindres carrés standard.

La fonction F définie pour ce problème vérifie bien les hypothèses nécessaires
pour appliquer notre algorithme puisque ∇f est L-Lipschitz où L est la plus grande
valeur propre de ATA et il est montré dans [41, Corollaire 9] que F vérifie G2µ avec
µ > 0. De plus, on peut facilement calculer le gradient de f :

∀x ∈ RN , ∇f(x) = AT (Ax− b). (3.2.26)

D’autre part, l’opérateur proximal de h est le seuillage doux, c’est-à-dire :

∀x ∈ RN , ∀i ∈ J1, NK, (proxh(x))i =


xi + λ si xi < −λ,

0 si xi ∈ [−λ, λ],
xi − λ si xi > λ.

(3.2.27)

On peut donc appliquer les méthodes de premier ordre présentées précédem-
ment. Il est important de préciser que les méthodes comparées ici ne sont pas les
plus efficaces pour résoudre un problème LASSO. Les méthodes de descente par
coordonnées sont plus performantes dans ce contexte et il existe des schémas spé-
cifiquement conçus pour le LASSO comme CELER [94] qui donnent des résultats
très efficaces.

On compare les différents schémas de restart sur un problème LASSO où A, b
et x0 sont générés aléatoirement où M = N = 1500. Le paramètre de régularisation
est choisi arbitrairement égal à 20. L’évolution de l’erreur en fonction du nombre
d’itérations pour chaque méthode est donnée par la Figure 3.2.

Figure 3.2 – Évolution de l’erreur en fonction du nombre d’itérations pour plusieurs
méthodes de restart sur un problème LASSO.
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Cet exemple met en lumière la différence de performance entre Forward-Backward
et FISTA mais également entre FISTA et les méthodes de restart. Ici, les méthodes
de redémarrage empiriques sont les plus rapides en terme de nombre d’itérations de-
vant les schémas basés sur la valeur de la fonctionnelle proposés par Alamo, Krupa
et Limon et l’Algorithme 3. Le schéma d’Alamo, Krupa et Limon qui est construit
autour du gradient composite est moins rapide, ce qui peut souligner la différence
entre décroissance exponentielle rapide et lente. On notera qu’ici, calculer la fonc-
tionnelle F n’est pas très coûteux à condition d’implémenter efficacement chaque
méthode. En effet, comme la fonctionnelle à minimiser est de la forme ϕ(Ax)+h(x)
on peut appliquer FASTA qui est une légère adaptation de FISTA introduite par
Goldstein, Studer et Baraniuk dans [67] permettant d’économiser du temps de cal-
cul. C’est pour cette raison que la comparaison entre les méthodes par rapport à
l’erreur en fonction du nombre d’itérations est pertinent ici.

3.2.3.2 Problème d’inpainting

Ce deuxième exemple est un problème de traitement d’image appelé problème
d’inpainting. L’objectif est de reconstruire le plus fidèlement possible une image
qui a été préalablement détériorée. Si on définit x0 ∈ MN×N (R) l’image originale,
alors on définit l’image détériorée y = Mx0 où M : MN×N (R) → MN×N (R) est
un opérateur de masquage. Cet opérateur détruit une partie des pixels de l’image
d’entrée et laisse intacts les autres. On considère que M est connu ici.

Figure 3.3 – Exemple d’un problème d’inpainting : image détériorée y (à gauche)
et solution du problème (à droite).

On considère le problème d’optimisation ci-dessous pour construire une approxi-
mation de l’image originale x0 :

min
x∈MN×N (R)

F (x) :=
1

2
∥Mx− y∥22︸ ︷︷ ︸

:=f(x)

+λ∥Tx∥1︸ ︷︷ ︸
:=h(x)

, (3.2.28)

où λ > 0 est le paramètre de régularisation et T est une transformée en ondelettes.
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L’utilisation de la transformée en ondelettes a pour but de construire une image qui
a une structure cohérente. En effet, une image cohérente pour l’oeil humain a en
général une représentation parcimonieuse dans une base d’ondelettes bien choisie
(peu de coefficients ont un module significatif). Il paraît donc pertinent d’introduire
un terme de régularisation sur les coefficients en ondelettes.

La fonction F vérifie bien l’hypothèse HL car ∇f : x 7→Mx−y est une fonction
1-Lipschitz. On peut également montrer que F satisfait G2µ pour un certain µ > 0

qui n’est pas facilement estimable. Cet exemple est en fait un problème LASSO où
le véritable paramètre que l’on optimise est w := Tx la transformée en ondelettes
de x.

On compare la performance des différents schémas de restart dans la Figure 3.4.
Les tests ci-dessous sont effectués pour une image de 225 × 225 pixels avec la base
d’ondelettes Daubechies 4 et λ = 2.

Figure 3.4 – Évolution de l’erreur en fonction du nombre d’itérations pour plusieurs
méthodes de restart sur un problème d’inpainting.

Comme dans l’exemple précédent, une hiérarchie claire se dégage entre Forward-
Backward, FISTA et les méthodes de restart. Ici, les schémas de restart ont des
performances très comparables si on se réfère à la décroissance de l’erreur en fonc-
tion du nombre d’itérations. Si on compare la performance de chaque méthode en
fonction du temps de calcul, on peut toutefois avoir une interprétation différente. La
Figure 3.5 affiche la décroissance de l’erreur en fonction du temps de calcul pour une
implémentation brute de chacune des méthodes : pour ce problème, il est possible
de réduire la complexité de chaque itération nécessitant de calculer F en conservant
et réutilisant certaine quantités (notamment la transformée en ondelettes de x). Le
graphe ci-dessous est obtenu lorsque ce travail d’optimisation n’est pas fait et donc
quand le coût de F est élevé.
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Figure 3.5 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour plusieurs
méthodes de restart sur un problème d’inpainting pour une implémentation brute
des méthodes.

On peut voir que lorsque F coûte cher à évaluer, certaines méthodes parmi
lesquelles celles introduites par Alamo, Krupa et Limon dans [3, 2], l’efficacité de
certain schémas adaptatifs est réduite. On peut ainsi remarquer qu’en comparaison,
l’Algorithme 3 n’est quasiment pas touché puisqu’il ne nécessite que très peu de
calculs additionnels.

3.3 Un schéma de restart avec backtracking : Free-FISTA

Dans cette partie, j’introduis une méthode mise au point avec Jean-François
Aujol, Luca Calatroni, Charles Dossal et Aude Rondepierre. Ce travail est un pro-
longement de celui présenté dans la partie précédente.

On s’appuie sur les mêmes hypothèses de géométrie que précédemment c’est-à-
dire HL et G2µ pour L > 0 et µ > 0. On considère cependant que la constante de
Lipschitz L n’est pas nécessairement connue. Pour faire face à cette difficulté, on
choisit d’utiliser une stratégie de backtracking permettant d’estimer la constante
de Lipschitz L combinée à la philosophie du schéma précédent (Algorithme 3). La
philosophie du backtracking est expliquée dans la section suivante. On se concentrera
ensuite sur les propriétés de cette stratégie appliquée à FISTA avant d’introduire le
schéma Free-FISTA (Algorithme 6). Enfin, on donnera des garanties théoriques et
des exemples d’applications numériques.

3.3.1 Contexte

Jusqu’ici, toutes les méthodes présentées s’appuient sur un pas de descente τ
qui doit être calibré par rapport à la fonction F à minimiser. En particulier, c’est
la constante de Lipschitz L du gradient de f (ou de F dans le cas différentiable)
qui joue un rôle majeur. Comme elle permet un contrôle sur les variations de F ,
cette constante nous donne un moyen de restreindre le pas pour qu’il ne soit pas
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trop grand et que la suite d’itérés ne diverge pas. Pour la méthode de descente de
gradient, un pas inférieur ou égal à 2

L permet d’avoir un algorithme de descente.
Pour FISTA, on choisit en général un pas de 1

L , c’est notamment le choix qui est
fait dans la section précédente.

Dans certains cas, la constante de Lipschitz L est difficile à estimer précisément.
Ainsi, fixer le pas de descente est délicat puisqu’un pas trop grand peut empêcher
l’algorithme de converger, et un pas trop petit le ralentit. Armijo introduit en 1966
[9] une méthode pour faire face à ce problème lors de l’application de la descente
de gradient. Cela consiste à tester des valeurs de pas en évaluant la fonctionnelle à
chaque itération. À partir d’une première valeur de pas potentiellement trop grande,
la valeur de 1

τ (F (xk)−F (xk− τ∇F (xk))) est calculée et tant qu’elle n’est pas suffi-
samment grande, le pas τ est réduit. Cette stratégie permet d’obtenir des résultats
de convergence sans connaître L mais le coût d’une itération est plus élevé que pour
une descente de gradient classique.

Plus récemment, on compte de nombreux schémas incluant une stratégie de back-
tracking : dans [32], Beck et Teboulle proposent une version de FISTA avec backtra-
cking d’Armijo ; Nesterov introduit dans [104] un schéma accéléré avec backtracking
qui peut prendre en compte la forte convexité avec des résultats de convergence ;
dans [122], Scheinberg, Goldfarb et Bai donnent une stratégie de backtracking pour
FISTA avec une garantie théorique de la décroissance de l’erreur ; dans [85], Lin
et Xiao introduisent un schéma pour l’optimisation composite fortement convexe
avec du backtracking sur L et une estimation automatique du paramètre de crois-
sance avec des garanties théoriques ; Calatroni et Chambolle [49] proposent une
version backtrackée de FISTA dans le cadre fortement convexe qui, contrairement
à ce que propose Armijo, autorise à augmenter le pas au cours des itérations (cette
philosophie est introduite dans [122]) ; dans le même esprit, Rebegoldi et Calatroni
proposent dans [116] une version de FISTA faisant intervenir du scaling, du back-
tracking et qui est robuste à des calculs inexacts de l’opérateur proximal ; Liang,
Luo et Schoenlieb [84] proposent des variations de FISTA notamment adaptées à la
forte convexité et qui s’appuient sur du backtracking sur L. La liste ci-dessus n’est
pas exhaustive et l’utilisation de stratégies de backtracking est très répandue.

La méthode que l’on introduit est la seule à ma connaissance qui permet d’obtenir
une décroissance exponentielle rapide de l’erreur sur un problème convexe
composite avec l’hypothèse de croissance quadratique G2µ sans avoir besoin de
connaître L ou µ. Le résultat qui s’approche le plus du notre est celui de Lin et
Xiao [85] qui proposent un schéma qui estime automatiquement L et µ avec une
vitesse de convergence rapide mais dans le cadre fortement convexe.

3.3.2 Le backtracking appliqué à FISTA

Le schéma que l’on propose est une méthode de restart d’une version de FISTA
avec backtracking. Cette adaptation de FISTA est construite autour de la formula-
tion originale proposée par Beck et Teboulle [32] (Algorithme 4) qui est la plus na-
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turelle pour dériver des schémas avec backtracking. Les auteurs proposent d’ailleurs
une version de FISTA avec backtracking dans le même papier. Rappelons que l’opé-
rateur Tτ qui apparaît dans l’Algorithme 4 est défini comme suit pour tout τ > 0 :

∀τ > 0, Tτ (x) = proxτh(x− τ∇f(x)).

Algorithme 4 : Version originale de FISTA [32]

Entrée: x0 ∈ RN , n > 0, L > 0.
x−1 = x0, t0 = 1, k = 0, τ = 1/L.
répéter

tk+1 =
1 +

√
1 + 4t2k

2
;

βk+1 =
tk − 1

tk+1
;

yk+1 = xk + βk+1(xk − xk−1);

xk+1 = Tτ (yk+1);

k = k + 1;

jusqu’à k ⩾ n.
retourne xk

La stratégie sur laquelle on s’appuie est analogue à celle adoptée dans [122, 49,
50] : à chaque itération, on effectue un test pour une valeur de pas τ et on réduit
τ jusqu’à que le test soit validé ; si l’utilisateur l’autorise, on augmente ensuite la
valeur du dernier pas accepté à l’itération suivante. Cette procédure est décrite dans
l’Algorithme 5 qui fait intervenir la divergence de Bregman Df définie comme :

∀(x, y) ∈ dom(F )× dom(F ), Df (x, y) = f(x)− f(y)− ⟨∇f(y), x− y⟩. (3.3.1)
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Algorithme 5 : FISTA_adaBT(x0, n, L0, Lmin; ρ, δ)

Entrée: x0 ∈ RN , n > 0, L0 > 0, Lmin ≪ L, ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1].

τ0 = 1/L0, x−1 = x0, t0 = 1, k = 0.
répéter

τ0k+1 = min

{
τk
δ
,

1

Lmin

}
;

i = 0;

répéter
τk+1 = ρi τ0k+1;

tk+1 =
1 +

√
1 + 4 τk

τk+1
t2k

2
;

βk+1 =
tk − 1

tk+1
;

yk+1 = xk + βk+1(xk − xk−1);

xk+1 = Tτk+1
(yk+1);

i = i+ 1;

jusqu’à Df (xk+1, yk+1) ≤ ∥xk+1 − yk+1∥2/2τk+1.
k = k + 1;

jusqu’à k ⩾ n.
retourne xk, 1/τk

Cette version de FISTA est une légère adaptation du schéma de Scheinberg,
Goldfarb et Bai [122] ou du schéma de Calatroni et Chambolle [49] dans le cas
non fortement convexe. On peut remarquer que l’Algorithme 5 s’appuie sur la for-
mulation originale de FISTA de Beck et Teboulle [32] et non pas sur celle avec le
paramètre d’inertie k

k+α . Décrivons le rôle des paramètres :
— ρ ∈ (0, 1) est le paramètre d’Armijo. C’est cette constante qui régit la manière

dont on réduit la valeur du pas quand la condition d’acceptation ci-dessous
n’est pas acceptée :

Df (xk+1, yk+1) ≤
∥xk+1 − yk+1∥2

2τk+1
. (3.3.2)

En effet, à chaque fois que le test n’est pas validé, le pas est multiplié par
ρ. Ainsi, si ρ est proche de 1, la valeur du pas diminue assez peu à chaque
test non validé, ce qui peut entraîner un nombre d’itérations de backtracking
important pour trouver un pas acceptable. Au contraire, si ρ est proche de 0,
on réduit grandement la valeur du pas en cas d’échec de la condition (3.3.2)
et on fixe potentiellement un pas trop petit. En pratique, on utilisera des
valeurs comprises entre 0.75 et 0.9.

— δ ∈ (0, 1] est le paramètre qui gère la façon dont le pas peut augmenter à
chaque itération. Si δ = 1, on applique une stratégie de backtracking mo-
notone semblable à la règle d’Armijo puisque la valeur du pas au cours des
itérations est nécessairement décroissante. Pour un choix de δ < 1, on aug-
mente la valeur du pas accepté à l’itération précédente au début de chaque
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itération en choisissant τk
δ comme pas de départ (si cette valeur est inférieure

à 1
Lmin

). Autoriser le pas à augmenter à chaque itération permet au schéma de
s’adapter à la géométrie locale de la fonction F . En effet, la constante
de Lipschitz L telle qu’elle est définie dans ce manuscrit est une constante
globale. Sa valeur permet d’avoir une idée de comment la fonction F varie
sur l’ensemble RN tout entier. Par contre, elle ne donne pas d’information
sur la géométrie locale de F : la fonction F peut avoir une constante de Lip-
schitz très élevée mais être très plate au voisinage de ses minimiseurs, ce qui
signifie que définir le pas égal à 1

L est un choix non optimal lorsque les itérés
s’approchent de X∗. Le meilleur choix pour le pas peut également dépendre
de la direction de descente. En ce sens, le choix δ < 1 permet de s’adapter à
la géométrie locale.

— L0 et Lmin sont deux estimations préalables de L qui ne jouent pas le même
rôle. La constante L0 est celle qui permettra au schéma d’initialiser le pas
pour FISTA τ0 =

1
L0

. Idéalement, L0 doit être choisi proche de la vraie valeur
de L pour éviter des itérations de backtracking mais l’algorithme converge
quelle que soit sa valeur. La constante Lmin est plus artificielle et a un intérêt
théorique puisqu’elle permet de s’assurer que la suite (τk)k⩾0 est bornée.
Cette propriété sera nécessaire pour obtenir des résultats de convergence sur
notre schéma de restart. Elle doit vérifier la condition Lmin < L qui n’est
pas restrictive puisque l’on peut choisir Lmin aussi faible qu’on le souhaite.

L’Algorithme 5 est construit autour de l’inégalité suivante qui est vérifiée pour
tout x̄ ∈ RN avec x̂ := Tτ x̄ et τ > 0 :

∀x ∈ RN , F (x̂) +
∥x− x̂∥2

2τ
+

(
∥x̂− x̄∥2

2τ
−Df (x̂, x̄)

)
≤ F (x) + ∥x− x̄∥

2

2τ
. (3.3.3)

En choisissant x = x̄ dans l’inégalité ci-dessus, on peut voir que la valeur de la
fonctionnelle F diminue entre x̄ et x̂ à partir du moment où

Df (x̂, x̄) ≤
∥x̂− x̄∥2

2τ
, (3.3.4)

Cette condition est toujours vérifiée si τ ∈
(
0, 1

L

]
, ce qui donne le lemme de des-

cente [51, Lemme 3.1] très utile pour prouver la convergence de FISTA. L’idée de
l’Algorithme 5 est de forcer l’inégalité (3.3.4) à être vraie via la condition (3.3.2)
et la règle de mise à jour du pas τk. On peut montrer qu’avec une telle règle de
backtracking, on a pour tout k ⩾ 0 :

τk ⩾ min
{
τ0,

ρ

L

}
, (3.3.5)

et ainsi, si on note Lk := 1
τk

pour tout k ⩾ 0,

Lk ⩽ max

{
L0,

L

ρ

}
. (3.3.6)

En notant ρ̄ := min
{
ρ, L

L0

}
, on a donc τk ⩾ ρ̄

L et Lk ⩽ L
ρ̄ .
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Je recommande la lecture de [49, Section 4] pour plus de détails sur l’analyse de ce
schéma. On utilise le résultat suivant qui est une conséquence de [49, Théorème 4.1].

Théorème 3.3.1. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL pour
L > 0. Soient (xk)k⩾0 et (τk)k⩾0 les suites définies dans l’Algorithme 5 avec Lmin <

L, ρ ∈ (0, 1) et δ ∈ (0, 1]. On a pour tout k > 0 et pour tout x∗ ∈ X∗ :

F (xk)− F ∗ ⩽
2L̄k

k2
∥x0 − x∗∥2, (3.3.7)

où Lk := 1
τk

et

L̄k :=

(
1

k

k∑
i=1

1√
Li

)−2

. (3.3.8)

Plus précisément, nous exploitons la proposition ci-dessous.

Proposition 3.3.2. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (xk)k⩾0 et (τk)k⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
5 avec Lmin < L, ρ ∈ (0, 1) et δ ∈ (0, 1]. On a alors les résultats suivants :

1. Pour tout k ∈ N∗,

F (xk)− F ∗ ⩽
4L

ρ̄µk2
(F (x0)− F ∗) , (3.3.9)

avec ρ̄ = min
{
ρ, L

L0

}
.

2. Pour tout k ∈ N∗,
F (xk) ⩽ F (x0). (3.3.10)

Preuve.
Compte tenu du contrôle que l’on connaît sur la suite Lk, on peut déduire que
L̄k ⩽ L

ρ̄ . D’après le Théorème 3.3.1, la suite (xk)k⩾0 donnée par l’Algorithme 5
vérifie donc

∀k > 0, F (xk)− F ∗ ⩽
2L

ρ̄k2
∥x0 − x∗∥2, (3.3.11)

pour tout x∗ ∈ X∗.
Comme F satisfait G2µ pour un certain µ > 0, on obtient que

∀k > 0, F (xk)− F ∗ ⩽
4L

ρ̄µk2
(F (x0)− F ∗) . (3.3.12)

Le deuxième point provient du fait que la condition suivante est vraie pour tout
k ⩾ 0

Df (xk+1, yk+1) ⩽
∥xk+1 − yk+1∥2

2τk+1
. (3.3.13)
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En effet, l’inégalité (3.3.3) devient donc :

F (xk+1) +
∥xk+1 − xk∥2

2τk+1
⩽ F (xk) +

∥yk+1 − xk∥2

2τk+1

⩽ F (xk) +
(tk − 1)2

t2k+1

∥xk − xk−1∥2

2τk+1

⩽ F (xk) +
(tk − 1)2

t2k+1

τk
τk+1

∥xk − xk−1∥2

2τk
. (3.3.14)

Par définition de la suite (tk)k⩾0, on a que τk+1tk+1(tk+1−1) = τkt
2
k. Par conséquent :

(tk − 1)2

t2k+1

τk
τk+1

=
(tk − 1)2tk+1(tk+1 − 1)

t2kt
2
k+1

⩽ 1,

ainsi, par (3.3.14) on a :

F (xk+1) +
∥xk+1 − xk∥2

2τk+1
⩽ F (xk) +

∥xk − xk−1∥2

2τk
, (3.3.15)

pour tout k ⩾ 0, ce qui garantit le deuxième résultat.

Ces résultats ont la même forme que ceux de la Proposition 3.2.1 et on peut
donc appliquer un raisonnement similaire. En effet, le premier point assure que pour
tout k > 0

µ ⩽
4L

ρ̄k2
F (x0)− F ∗

F (xk)− F ∗ , (3.3.16)

et comme le deuxième point implique que u 7→ F (x0)−u
F (xk)−u est une fonction croissante

sur [F ∗, F (xk)), on a pour tout y ∈ RN tel que F (y) < F (xk) :

µ ⩽
4L

ρ̄k2
F (x0)− F (y)
F (xk)− F (y)

. (3.3.17)

Cependant, on se positionne dans le contexte où la constante L n’est pas connue
exactement et cette borne ne sera donc pas estimable. C’est pourquoi on choisira
plutôt d’estimer le conditionnement κ := µ

L . Dans cette même logique, on fera
l’hypothèse que l’on a une estimation basse L0 <

L
ρ (donc ρ̄ = ρ) puisque dans le

cas contraire, ρ̄ n’est pas accessible (ρ̄ = L
L0

). On s’appuiera donc sur l’inégalité

κ ⩽
4

ρk2
F (x0)− F (y)
F (xk)− F (y)

(3.3.18)

pour construire notre schéma.

3.3.3 Free-FISTA

Free-FISTA est un schéma de restart de l’Algorithme 5 qui suit les mêmes prin-
cipes que l’Algorithme 3. Il est construit autour de l’estimation du paramètre κ = µ

L
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qui est l’inverse du conditionnement. La valeur des différentes estimations influe sur
la fréquence des redémarrages. On donne son expression dans l’Algorithme 6.

Algorithme 6 : Free-FISTA

Entrée: x0 ∈ RN , n > 0, L0 > 0, Lmin ≪ L, ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1], C > 4/
√
ρ.

n0 = ⌊2C⌋ ;
(r1, L̃1) =FISTA_adaBT(r0, n0, L0, Lmin; ρ, δ) ;
n1 = ⌊2C⌋ ;
(r̂1, L̂1) = FB_BT(r1, L̃1; ρ) ;
répéter
j = j + 1 ;
(rj , L̃j) = FISTA_adaBT(r̂j−1, nj−1, L̂j−1, Lmin; ρ, δ) ;

κ̃j = min
i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

;

si nj−1 ⩽ C√
κ̃j

alors

nj = 2nj−1 ;
sinon
nj = nj−1 ;

fin si
(r̂j , L̂j) = FB_BT(rj , L̃j ; ρ) ;

jusqu’à ∥g1/L̂j
(rj)∥ ⩽ ε.

retourne r = r̂j .

3.3.3.1 Le critère d’arrêt

Parmi les différences avec le schéma de restart proposé précédemment (Algo-
rithme 3), on doit relever que le critère d’arrêt est adapté pour faire face à l’hypo-
thèse que L n’est pas directement accessible. En effet, comme L n’est pas connu, on
ne peut pas calculer directement le gradient composite g tel qu’il est défini dans la
section précédente. On définit donc le gradient composite généralisé comme

gτ : y 7→ y − Tτ (y)
τ

.

Notons que le gradient composite classique utilisé dans la section précédente corres-
pond à g1/L.

On définit le critère d’arrêt de Free-FISTA comme la condition ∥g1/L̂j
(rj)∥ ⩽ ε

où L̂j est obtenu via une itération de Forward-Backward avec backtracking d’Armijo
(Algorithme 7) :

(r̂j , L̂j) = FB_BT(rj , L̃j ; ρ). (3.3.19)
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Algorithme 7 : Étape de Forward-Backward avec backtracking d’Armijo,
FB_BT(r, L0; ρ)

Entrée: i = 0, r ∈ RN , L0 > 0, ρ ∈ (0, 1).
répéter
τ = ρi

L0
;

r̂ = Tτr ;
i = i+ 1 ;

jusqu’à Df (r̂, r) ⩽ ∥r̂ − r∥2/2τ .
retourne r̂, L0

ρi−1 .

Au vu de la définition de chaque variable, on obtient que g1/L̂j
(rj) = L̂j(rj − r̂j)

ce qui signifie que l’évaluation du critère d’arrêt a un coût de calcul très faible.

Ce choix pour la condition de sortie est motivé par le lemme ci-dessous qui est
une version plus générale du Lemme 3.2.5. La preuve se trouve en Section 3.A.3.7.

Lemme 3.3.3. Soit F une fonction qui satisfait HL et G2µ avec L > 0 et µ > 0.
Alors pour tout x ∈ RN et τ > 0 on a :

F (Tτx)− F ∗ ⩽
2(1 + Lτ)2

µ
∥gτ (x)∥2. (3.3.20)

En appliquant ce lemme, on obtient que si le critère d’arrêt est satisfait pour
j > 0, alors :

F (r̂j)− F ∗ ⩽
(1 + L/L̂j)

2ε2

2µ
. (3.3.21)

Comme pour toute itération k de FISTA avec backtracking on a τk ⩽ 1
Lmin

, on
déduit que L̃j ⩾ Lmin. De plus, la procédure utilisée dans l’Algorithme 7 assure que
L̂j ⩾ L̃j (le pas ne peut pas être augmenté dans cette étape). On obtient finalement
que

F (r̂j)− F ∗ ⩽
(1 + L/Lmin)

2ε2

2µ
. (3.3.22)

3.3.3.2 Structure du schéma

La structure de Free-FISTA est globalement la même que celle de l’Algorithme
3. On utilise notamment des variables très similaires :

— (rj)j⩾0 est la suite contenant les vecteurs résultant de chaque exécution com-
plète de FISTA avec backtracking. Free-FISTA s’appuie sur une suite addi-
tionnelle (r̂j)j⩾1 qui joue un rôle pour obtenir des garanties sur la décroissance
de l’erreur à partir du critère d’arrêt (voir section précédente). Pour j > 0,
r̂j est en fait le vecteur obtenu à partir d’une étape de Forward-Backward
(ou gradient proximal) avec backtracking d’Armijo sur rj et c’est à partir de
ce point que l’on relance FISTA backtracké à l’itération suivante.
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— (nj)j⩾0 est la suite qui contient le nombre d’itérations avant chaque restart
de FISTA avec backtracking. On détaille la règle de mise à jour par la suite.

— (κ̃j)j⩾2 est la suite des estimations du conditionnement.
— (L̃j)j⩾1 contient les estimations de la constante de Lipschitz données par l’Al-

gorithme 5 à chaque restart. Le choix qui est fait ici est de prendre l’inverse
du pas de la dernière itération de FISTA avec backtracking. On aurait pu
choisir L̃j de la manière suivante :

L̃j =

(
1

1
nj−1

∑nj−1

k=1
1√
Lk

)2

. (3.3.23)

On préfère cependant choisir la dernière estimation qui semble plus adaptée
à la géométrie locale. Dans les deux cas, on peut facilement montrer que
L̃j ⩽ L

ρ̄ avec ρ̄ = min
{
ρ, L

L0

}
. De manière similaire, (L̂j)j⩾1 est la suite qui

contient les estimations de L obtenues après l’étape de Forward-Backward
additionnelle.

À chaque redémarrage, on calcule une estimation du conditionnement κ :

∀j ⩾ 2, κ̃j = min
i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

, (3.3.24)

qui vérifie le lemme ci-dessous.

Lemme 3.3.4. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. Soit ρ ∈ (0, 1). Si L0 <

L
ρ , alors la suite (κ̃j)j⩾2 définie dans

l’Algorithme 6 avec les paramètres C > 4/
√
ρ, L0, Lmin < L, ρ, δ ∈ (0, 1] et ε > 0

vérifie l’inégalité suivante :

∀j ⩾ 2, κ̃j ⩾ κ̃j+1 ⩾ κ. (3.3.25)

Preuve.
Appliquons (3.3.18) à l’Algorithme 6. Étant donné la définition de la suite (rj)j⩾0,
on a que pour i ⩾ 1 et y ∈ RN tel que F (y) ⩽ F (ri),

κ ⩽
4

ρni−1
2

F (r̂i−1)− F (y)
F (ri)− F (y)

. (3.3.26)

De plus, on a que pour tout i ⩾ 1, F (r̂i) ⩽ F (ri) et donc

κ ⩽
4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (y)
F (ri)− F (y)

. (3.3.27)

Le deuxième point de la Proposition 3.3.2 garantit que pour tout j > i, F (rj) ⩽
F (r̂i) ⩽ F (ri) et donc :

κ ⩽
4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

. (3.3.28)
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Cette inégalité étant vraie pour tout i < j, on peut passer au minimum pour obtenir
que κ ⩽ κ̃j .
De plus, la suite (κ̃j)j⩾2 est décroissante. On a que pour tout j ⩾ 2,

κ̃j+1 = min
i∈N∗
i<j+1

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj+1)

F (ri)− F (rj+1)
⩽ min

i∈N∗
i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj+1)

F (ri)− F (rj+1)
. (3.3.29)

La fonction u 7→ F (ri−1)−u
F (ri)−u étant croissante sur [F ∗, F (ri)) pour tout i < j, l’inégalité

F (rj+1) ⩽ F (rj) garantie par la Proposition 3.3.2 implique que :

κ̃j+1 ⩽ min
i∈N∗
i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

= κ̃j . (3.3.30)

Le nombre d’itérations pour chaque exécution de FISTA avec backtracking est
mis à jour en fonction de cette estimation de la même manière que dans l’Algorithme
3. La condition nj−1 ⩽ C√

κ̃j
est évaluée et si elle est vérifiée, le nombre d’itérations

est doublé. Sinon, il reste inchangé. Le paramètre C joue le même rôle que dans
l’Algorithme 3, c’est-à-dire qu’il impacte la fréquence des redémarrages (plus il est
grand, moins les restarts sont fréquents). Cela permet à la suite (nj)j⩾0 de satisfaire
le lemme suivant. La preuve est exactement la même que celle du Lemme 3.2.3.

Lemme 3.3.5. Soit F : RN → R∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. Soit ρ ∈ (0, 1). Si L0 <

L
ρ , alors la suite (nj)j⩾0 définie dans

l’Algorithme 6 avec les paramètres C > 4/
√
ρ, L0, Lmin < L, ρ, δ ∈ (0, 1] et ε > 0

vérifie l’inégalité suivante :

∀j ⩾ 0, nj ⩽ 2C

√
L

µ
. (3.3.31)

3.3.3.3 Garanties théoriques

Les propriétés des différentes variables de Free-FISTA nous permettent d’obtenir
le résultat de convergence suivant.

Théorème 3.3.6. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
3 avec ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1], C > 4/

√
ρ, L0 > 0, Lmin < L et ε > 0. Si L0 <

L
ρ ,

alors le nombre d’itérations j +
∑j

i=0 ni nécessaire pour assurer ∥g1/L̂j
(rj)∥ ⩽ ε est

borné et vérifie l’inégalité suivante :
j∑

i=0

ni ⩽
4C

ln
(

C2ρ
4 − 1

)√L

µ

(
2 ln

(
C2ρ

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2ρ− 16

2L(F (r0)− F ∗)

ρε2

))
.

(3.3.32)

La preuve de ce théorème suit le même raisonnement que celle du Théorème
3.2.8. Elle est donnée en Section 3.A.3.3.
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Remarque 3.3.7. Le nombre total d’itérations de l’Algorithme 6 si le dernier itéré est
r̂j est j+

∑j
i=0 ni car à chaque étape i, l’algorithme exécute ni itérations de FISTA

et une itération de Forward-Backward avec backtracking. Notons que l’on aurait pu
définir l’itération additionnelle de Forward-Backward comme la première itération
de l’exécution de FISTA auquel cas le nombre d’itérations total serait 1 +

∑j
i=0 ni.

On privilégie la formulation donnée dans l’Algorithme 6 par souci de clarté.

Ce résultat garantit que le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la condi-
tion de sortie est borné et proportionnel à

√
L
µ . Cette borne est valable à condition

que l’estimation initiale L0 soit inférieure à L
ρ , c’est-à-dire à condition que celle-

ci soit suffisamment basse. On privilégie donc le fait de choisir un pas initial trop
grand pour ensuite le réduire si cela est nécessaire. Cependant, on peut montrer que
Free-FISTA converge même si cette condition n’est pas vérifiée. De plus, en choisis-
sant δ < 1, les estimations de L sont autorisées à diminuer et pour j suffisamment
grand, on aura L̂j <

L
ρ ce qui nous permettra d’obtenir un résultat de convergence

semblable à celui du Théorème 3.3.6.
Notons que le nombre d’itérations mentionné dans cette section ne prend pas en

compte les itérations de backtracking.
Ce théorème implique le corollaire suivant qui donne une vitesse de décroissance

asymptotique de l’erreur dans le pire des cas. Une preuve est fournie en Section
3.A.3.4.

Corollaire 3.3.8. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
3 avec ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1], C > 4/

√
ρ, L0 > 0, Lmin < L et ε > 0. Si L0 <

L
ρ ,

alors on a :

F (r̂j)− F ∗ = O

e
−

ln

(
C2ρ
4 −1

)
4C

√
κ

j∑
i=0

ni

 . (3.3.33)

En particulier, si on choisit C pour maximiser
ln

(
C2ρ
4

−1

)
4C , c’est-à-dire Ĉ ≈ 6.38/

√
ρ,

alors il existe K > 1
12 tel que (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 vérifient

F (r̂j)− F ∗ = O

e
−√

ρK
√
κ

j∑
i=0

ni

 . (3.3.34)

Le taux de convergence donné dans l’équation (3.2.24) pourrait suggérer que
le paramètre d’Armijo ρ doit être choisi très proche de 1. Cependant, on rappelle
que le nombre d’itérations 1 +

∑j
i=0 ni ne prend pas en compte les itérations de

backtracking. Ainsi, si ρ est proche de 1, la borne théorique assure que la vitesse de
décroissance de l’erreur au pire cas est meilleure en terme de nombre d’itérations de
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FISTA backtracké en comparaison avec une valeur plus faible de ρ. En revanche, le
coût de chaque itération de FISTA est susceptible d’être élevé puisqu’avec ρ proche
de 1, le pas n’est que très peu réduit à chaque itération de backtracking.

Cette vitesse de décroissance de l’erreur au pire cas est moins bonne que celle de
l’Algorithme 3 puisque le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre une certaine
précision est divisé par √ρ < 1 et les itérations de backtracking ne sont pas prises en
considération. Cependant, la procédure de backtracking permet de s’affranchir de la
connaissance de L ou de s’adapter à la géométrie locale de F . Le seul autre schéma
proposant une estimation automatique de L et µ [85] assure une décroissance de
l’erreur en O

(
e−

√
ρ
√

µ
L
k
)

mais pour une fonction F fortement convexe. Le schéma
est construit autour d’une adaptation de la méthode de gradient accéléré de Nesterov
dans le cas fortement convexe [105] (ou de V-FISTA [31]).

3.3.4 Expériences numériques

Pour illustrer l’apport du backtracking combiné à une stratégie de restart, plu-
sieurs exemples numériques sont présentés dans cette section. On compare Free-
FISTA avec la version originale de FISTA, le schéma de restart introduit précédem-
ment (Algorithme 3) et la version de FISTA avec backtracking (Algorithme 5).

Les deux premiers exemples sont des situations favorables à l’application de
Free-FISTA et le troisième souligne des limitations liées aux schémas de restart.

3.3.4.1 Régression logistique avec régularisation ℓ2-ℓ1

On s’intéresse dans un premier temps à un problème de classification où on
considère une matrice d’entrées A ∈ Rm×n et le vecteur de sortie b ∈ {−1, 1}m pour
n > 0 et m > 0. Le problème d’optimisation que l’on résout est le suivant :

min
x∈Rn

F (x) :=
λ1

2∥AT b∥∞

m∑
j=1

ln
(
1 + e−bja

T
j x
)
+
λ2
2
∥x∥2︸ ︷︷ ︸

:=f(x)

+ ∥x∥1︸︷︷︸
:=h(x)

, (3.3.35)

où aj = (Ai,j)j ∈ Rm est la j-ème ligne de A, λ1 > 0 et λ2 > 0. Par définition,
le vecteur x∗ solution de ce problème vise à satisfaire P(bi = 1|ai) = 1

1+e−aT
i
x∗

pour tout i ∈ J1,mK. Notons que cette régularisation également appelée elastic net
permet de rendre F plus fortement convexe via la régularisation ℓ2 et de favoriser
les solutions parcimonieuses via le terme de régularisation ℓ1. Ainsi, la fonction F a
une croissance quadratique au voisinage de ses minimiseurs et vérifie donc G2µ pour
un paramètre de croissance µ qui n’est pas facilement estimable. En revanche, une
estimation haute de la constante de Lipschitz de ∇f peut être calculée :

L̂ =
λ1∥AT b∥2

8∥AT b∥∞
+ λ2, (3.3.36)

qui peut être très grande lorsque ∥AT b∥ ≫ 1.
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On résout ce problème pour un jeu de données généré aléatoirement avec n =

30000 et m = 100. On compare donc les méthodes suivantes :

— FISTA [32] avec un pas de τ = 1
L̂

;
— FISTA restart (Algorithme 3 avec un pas de τ = 1

L̂
,

— FISTA_adaBT (Algorithme 5) avec ρ = 0.8, δ = 0.95, L0 = 1 (estimation
basse choisie arbitrairement), Lmin = 10−16 (précision machine),

— Free-FISTA (Algorithme 6) avec ρ = 0.8, δ = 0.95, L0 = 1 (estimation basse
choisie arbitrairement), Lmin = 10−16 (précision machine), et C = 6.38/

√
ρ.

On choisit λ1 = 10, λ2 = 3 et x0 ← U ([−1, 1]). On obtient L̂ ⩾ 900000 comme
borne supérieure de la constante de Lipschitz de ∇F . Une estimation de la solution
de (3.3.35) est calculée préalablement en appliquant Free-FISTA pour un grand
nombre d’itérations. Cela nous permet de représenter l’évolution de ln

(
F (xk)− F̂

)
où F̂ correspond à cette estimation.

Figure 3.6 – Évolution de l’erreur en fonction du nombre d’itérations de FISTA
(on ne compte pas les itérations de backtracking) pour le problème de régression
logistique.

La Figure 3.6 nous montre les vitesses de convergence de chaque méthode présen-
tée ci-dessus en fonction du nombre d’itérations de FISTA sans compter les itérations
de backtracking. On peut noter que l’utilisation du backtracking permet d’améliorer
les performances de FISTA et FISTA restart en termes de nombre d’itérations. De
plus, la combinaison du backtracking et du restart semble pertinente ici puisque
Free-FISTA présente le meilleur de taux de convergence. Cependant, comme les
étapes de backtracking ne sont pas prises en compte, on ne peut pas directement
conclure sur la performance du schéma en terme de temps de calcul. C’est pourquoi
on affiche les courbes de convergence en fonction du temps de calcul sur la Figure
3.7. On peut observer que les calculs additionnels liés au backtracking n’empêchent
pas Free-FISTA d’être la méthode plus rapide.
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Figure 3.7 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour le problème
de régression logistique.

On affiche sur la Figure 3.8 l’évolution de l’erreur en fonction du temps de
calcul pour Free-FISTA avec différents choix de paramètres. On choisit ρ = 0.8,
δ ∈ {0.95, 0.995} and L0 ∈ {1, L̂} où L̂ est l’estimation haute donnée dans l’équa-
tion (3.3.36) et 1 est une estimation basse arbitraire. Ce graphe montre que la
performance de Free-FISTA n’est pas très impactée par la variation de ces para-
mètres dans ce contexte. Le choix δ = 0.95 paraît plus pertinent que δ = 0.995 dans
cette situation et cela peut s’expliquer : la constante de Lipschitz de ∇f est estimée
très grossièrement par L̂ ou 1 et il est donc intéressant de choisir un δ plus faible
pour explorer des choix de pas différents plus efficacement. Il est intéressant de noter
que l’algorithme est efficace lorsque l’on choisit L0 = L̂ alors que l’on peut supposer
que dans ce cas L0 >

L
ρ et l’hypothèse nécessaire à l’application du Théorème 3.3.6

n’est donc pas satisfaite. En fait, le choix de δ < 1 nous permet de diminuer notre
estimation de L à chaque itération comme on va le voir ci-dessous.

Figure 3.8 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour les itérés
de Free-FISTA avec différents jeux de paramètres.
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La Figure 3.9 donne un aperçu des estimations de la constante de Lipschitz
L en fonction du nombre d’itérations pour chaque jeu de paramètres. Comme on
l’a mentionné ci-dessus, la borne théorique L̂ s’avère très grande par rapport aux
estimations calculées par Free-FISTA au cours des itérations : L̂ ⩾ 900000 alors
que les dernières estimations de Free-FISTA valent approximativement 3000. Cet
écart important explique la différence de performance entre les schémas avec et sans
backtracking sur la 3.6 puisqu’une estimation très grande de L a pour conséquence
un pas très petit. On peut remarquer également sur la Figure 3.9 qu’une valeur plus
faible de δ autorise plus de variations au niveau des estimations de L ce qui permet
une plus grande flexibilité.

Figure 3.9 – Estimation de la constante de Lipschitz de ∇f en fonction du nombre
d’itérations de FISTA pour la régression logistique.

On compare l’impact qu’a le choix de L0 sur le nombre d’itérations de backtra-
cking par itération de FISTA dans la Figure 3.10. On peut remarquer qu’en prenant
une estimation basse de L pour L0, cela force la première itération de FISTA à faire
un grand nombre d’étapes de backtracking pour trouver un L̃ tel que le pas 1

L̃
est

admissible. Après cette première itération très coûteuse, l’estimation L̃ ainsi obtenue
permet de choisir un pas intéressant et le nombre d’itérations de backtracking dimi-
nue considérablement par la suite. En choisissant L0 comme une estimation haute
de L, le nombre d’itérations requis est bien moins important mais l’estimation de L
reste très haute pendant assez longtemps, ce qui implique que l’on choisit des pas
assez petits. Dans cet exemple, les deux approches donnent des performances très
proches : le grand nombre d’itérations de backtracking dans un cas est compensé
par des pas sous-optimaux dans l’autre.
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Figure 3.10 – Nombre d’itérations de backtracking par itération de FISTA pour
le problème de régression logistique.

On donne ci-dessous une deuxième application de Free-FISTA au problème
(3.3.35) inspirée par Fercoq et Qu [61]. On considère le jeu de données dorothea
(n = 100000 et m = 800) avec λ1 = 10 et λ2 = λ1∥AT b∥2

80∥AT b∥∞n
= 0.9097. Le Tableau

3.2 donne le temps de calcul nécessaire pour atteindre une précision de ε = 10−5

en appliquant les méthodes présentées précédemment à ce problème. Cette expé-
rience confirme l’intérêt du backtracking pour ce problème et de sa combinaison
avec du restart puisque Free-FISTA donne les meilleurs résultats. On a choisi ici
une estimation basse arbitraire L0 = 1 pour rentrer dans le cadre du Théorème
3.3.6.

Algorithme ρ δ Temps de calcul (sec.)

FISTA - - 28594

Algorithme 3 - - 12825

FISTA_adaBT 0.85 0.95 3292

0.8 0.95 2348

Free-FISTA 0.85 0.95 1173

0.8 0.95 989

Tableau 3.2 – Temps de calcul nécessaire (moyenne sur 5 occurences) pour la
résolution de (3.3.35) à partir du jeu de données dorothea (n = 100000 et m = 800)
avec λ1 = 10, λ2 =

λ1∥AT b∥2
80∥AT b∥∞n

= 0, 9097 et ε = 10−5.
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3.3.4.2 Problème d’inpainting

Dans ce deuxième exemple, on étudie le problème d’inpainting déjà décrit en
Section 3.2.3.2. Rappelons que la fonction à minimiser s’écrit comme suit

argmin
x

F (x) :=
1

2
∥Mx− y∥2︸ ︷︷ ︸

:=f(x)

+λ∥Tx∥1︸ ︷︷ ︸
:=h(x)

, (3.3.37)

où M est un opérateur de masquage, x0 est l’image originale, y =Mx0 est l’image
détérioréeet T est une tranformée en ondelettes.

Comme cela a été précisé précédemment, la fonction F satisfait G2µ pour un para-
mètre µ difficile à estimer et ∇f est une fonction 1-Lipschitz. Dans un tel contexte,
comme la constante de Lipschitz est connue, il pourrait sembler inutile d’utiliser une
stratégie de backtracking. On montre cependant que Free-FISTA est efficace dans
cette situation puisque le backtracking permet de s’adapter à la géométrie locale de
F pour un coût assez faible. Les tests ci-dessous sont effectués pour une image de
225 × 225 pixels avec la base d’ondelettes Daubechies 4 et λ = 2. On compare les
mêmes méthodes que dans la section précédente.

Figure 3.11 – Évolution de l’erreur en fonction du nombre d’itérations de FISTA
sans compter les itérations de backtracking pour le problème d’inpainting.

On peut voir sur la Figure 3.11 que la stratégie de backtracking améliore légè-
rement la convergence de FISTA avec ou sans restart. L’apport du backtracking est
moins significatif que pour le problème de régression logistique car notre estimation
théorique de la constante de Lipschitz L = 1 est précise. La Figure 3.12 illustre que
le coût additionnel lié aux itérations de backtracking n’affecte pas l’efficacité des
schémas correspondant en terme de temps de calcul. Cela est dû au faible coût que
représente l’évaluation de f dans cet exemple.

Dans la Figure 3.13, on compare la performance de Free-FISTA pour différentes
valeurs de δ avec l’Algorithme 3. On peut observer que les meilleurs résultats sont
obtenus pour une valeur de δ très proche de 1 contrairement à l’exemple précédent.
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Figure 3.12 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour le problème
d’inpainting.

En effet, si δ est petit (δ = 0.95), beaucoup d’itérations de backtracking évitables
ont lieu pour compenser le fait que l’on augmente le pas trop brutalement à chaque
itération. Cela ralentit donc l’algorithme. Ce phénomène est souligné dans la Figure
3.14 et la Figure 3.15. En choisissant δ = 0.99, les estimations de L varient moins
au cours du temps et le nombre d’itération de backtracking par itération de FISTA
diminue grandement.

Figure 3.13 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour Free-
FISTA et l’Algorithme 3 avec plusieurs jeux de paramètres.



3.3. Un schéma de restart avec backtracking : Free-FISTA 73

Figure 3.14 – Estimation de la constante de Lipschitz de∇f en fonction du nombre
d’itérations de FISTA pour le problème d’inpainting.

Figure 3.15 – Nombre d’itérations de backtracking par itération de FISTA pour
le problème d’inpainting.

3.3.4.3 Super-résolution en microscopie

Ce dernier exemple est un problème de traitement d’image que l’on peut ren-
contrer dans des applications de microscopie par fluorescence [83, 116]. Le but est
de reconstituer une image abîmée par un opérateur de flou et du bruit poissonnien.
Soit z ∈ Rm

+ l’image floutée et bruitée , on cherche à retrouver une image parci-
monieuse et à coefficients positifs x ∈ Rn

+ telle que z = P(MHx + b) ∈ Rm avec
m = q2n, q > 1, où M ∈ Rm×n est un opérateur de sous-échantillonage de facteur
q, H ∈ Rn×n est un opérateur de conolution calculé pour une point spread function
(PSF) donnée, b = b̄em ∈ Rm

>0 est un terme de background constant et positif 1 et

1. On note ed le vecteur qui ne contient que des 1 dans Rd.
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P(w) qui correspond à une réalisation d’un bruit poissonnien en dimension m avec
pour paramètre w ∈ Rm

+ .

Figure 3.16 – Image originale tirée du jeu de données SMLM ISBI 2013 (à gauche)
et image bruitée, floutée et sous-échantillonnée (à droite).

Pour prendre en compte le bruit poissonnien qui affecte nos données, la diver-
gence de Kullback-Leibler [38] est un terme d’attache aux données consistant et
pertinent. On définit cette fonctionnelle de la manière suivante :

KL(MHx+ b; z) :=
m∑
i=1

(
zi ln

zi
(MHx)i + b̄

+ (MHx)i + b̄− zi
)
, (3.3.38)

avec la convention que 0 ln 0 = 0. On ajoute un terme de régularisation ℓ1 pour
forcer la solution à être parcimonieuse, et on impose la non-négativité de la solution
via une fonction indicatrice ι≥0(·) sur l’orthant positif. Ainsi, le problème considéré
est le suivant :

min
x∈Rn

F (x) := KL(MHx+ b, z)︸ ︷︷ ︸
:=f(x)

+λ∥x∥1 + i≥0(x)︸ ︷︷ ︸
:=h(x)

. (3.3.39)

On peut calculer le gradient de f :

∇f(x) = (MH)T em − (MH)T
(

z

MHx+ b

)
. (3.3.40)

D’après [72, 116], on a que ∇f est L-Lipchitz sur {x : x ≥ 0} où on peut calculer
une estimation haute de cette constante de Lipschitz :

L̂ =
max zi
b̄2

max((MH)T em)max(MHen). (3.3.41)

Cette estimation théorique de L peut devenir significativement grande, en par-
ticulier lorsque b̄ ≪ 1. De plus, comme cela est montré dans [50], la divergence de
Kullback-Leibler (3.3.38) est localement 2-conditionnée et il existe donc µ > 0 tel
que F satisfait G2µ. Comme ce paramètre µ est inconnu et l’estimation L̂ peut être
significativement plus grande que L, l’application de Free-FISTA semble approprié.
On applique FISTA_adaBT (Algorithme 5) et Free-FISTA pour obtenir les résultats



3.A. Résultats annexes et preuves 75

présentés dans la Figure 3.17. Ici, la stratégie de restart inclue dans Free-FISTA
n’apporte pas d’avantage par rapport à la version de FISTA avec simple backtra-
cking. En effet, l’algorithme converge plus lentement en terme d’itérations et donc
en terme de temps de calcul (Free-FISTA s’appuie sur quelques calculs supplémen-
taires pour effectuer ses redémarrages). Ce phénomène s’explique certainement par
la géométrie de F et le paramètre de croissance µ qui est extrêmement faible. Le
fait que les itérés de FISTA avec backtracking ne présentent aucune forme de com-
portement oscillatoire montre que F est une fonction relativement plate et dans un
tel contexte, couper l’inertie n’est pas bénéfique.

Figure 3.17 – Évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul pour le problème
(3.3.39).

3.A Résultats annexes et preuves

3.A.1 Étude de l’Algorithme 3 avec une mise à jour des itérations
plus générale

Dans cette partie, on analyse une version légèrement plus générale de l’Algo-
rithme 3 pour montrer que le choix de mise à jour des itérations est optimal dans
un certain sens.
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Algorithme 8 : Version alternative de l’Algorithme 3

Entrée: r0 ∈ RN , j = 1, C > 4, γ > 1.

n0 = ⌊γC⌋;
r1 = FISTA(r0, n0);
n1 = ⌊γC⌋;
répéter
j = j + 1;

rj = FISTA(rj−1, nj−1);

µ̃j = min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

;

si nj−1 ⩽ C
√

L
µ̃j

alors
nj = γnj−1;

sinon
nj = nj−1;

fin si
jusqu’à ∥g(rj)∥ ⩽ ε.
retourne r = r+j .

Pour retrouver le schéma de restart original, il suffit de choisir γ = 2. Le fait que
l’Algorithme 8 soit légèrement plus général ne nous empêche pas d’utiliser la même
approche que dans le cas γ = 2. Les contrôles sur la suite (µ̃j)j⩾2 énoncés dans le
Lemme 3.2.2 sont toujours valables et le Lemme 3.2.3 doit être légèrement modifié.

Lemme 3.A.1. Soit F : RN → R∪{+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour
L > 0 et µ > 0. La suite (nj)j⩾0 définie dans l’Algorithme 8 avec C > 4, γ > 1 et
ε > 0 vérifie l’inégalité suivante :

∀j ⩾ 0, nj ⩽ γC

√
L

µ
. (3.A.1)

En suivant la même feuille de route que pour la preuve du Théorème 3.2.8, on
peut montrer que l’on a le contrôle ci-dessous. Les différences avec la preuve initiale
sont présentées dans la Section 3.A.3.5.

Théorème 3.A.2. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
8 avec C > 4, γ > 1 et ε > 0. Le nombre d’itérations 1 +

∑j
i=0 ni nécessaire pour

assurer ∥g(rj)∥ ⩽ ε est borné et vérifie l’inégalité suivante :

j∑
i=0

ni ⩽
γ2

γ − 1

C

ln
(
C2

4 − 1
)√L

µ

(
2 ln

(
C2

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

4γ2

C2 − 4γ2
2L(F (r0)− F ∗)

ε2

))
.

(3.A.2)

Ainsi, avec les mêmes arguments que ceux utilisés pour démontrer le Corollaire
3.2.9, on peut montrer que si C > 4 et γ > 1, les suites (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 de
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l’Algorithme 8 vérifient :

F (r+j )− F
∗ = O

e− γ−1

γ2

ln

(
C2

4 −1

)
C

√
µ
L

∑
i=0 jni

 . (3.A.3)

Ceci montre que γ et C peuvent être optimisés indépendemment pour obtenir la
meilleure constante possible. En particulier, comme la fonction γ 7→ γ−1

γ2 atteint son
maximum pour γ = 2, on peut en déduire que c’est théoriquement le meilleur choix.

3.A.2 Variations de l’Algorithme 3

Le schéma de restart présenté en Section 3.2 a l’avantage d’offrir des résultats
théoriques de convergence rapide pour des fonctions varifiant HL et G2µ sans avoir
besoin de connaître le paramètre de croissance µ. Cependant, le schéma peut être
ralenti sur les premières itérations à cause de redémarrages trop rapides. En effet,
des restarts ont lieu toutes les ⌊2C⌋ itérations de FISTA sur les premières boucles
de restart où le meilleur choix théorique pour C est d’environ 6.38. Cela permet
au schéma d’estimer le paramètre de croissance µ et d’ensuite mettre à jour le
nombre d’itérations avant les redémarrages suivants tout en gardant un contrôle sur
ce nombre d’itérations.

Dans cette section, je propose deux alternatives à l’Algorithme 3 qui visent à
résoudre ce problème.

3.A.2.1 Une légère modification de l’Algorithme 3

La première variation proposée est une légère modification de l’Algorithme 3 qui
est écrite ci-dessous.
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Algorithme 9 : Variation de l’Algorithme 3

Entrée: r0 ∈ RN , j = 2, ninit > 0 ;
n0 = ninit ;
r1 = FISTA(r0, n0) ;
n1 = ninit ;
r2 = FISTA(r1, n1) ;
µ̃2 =

4L
(ninit+1)2

F (r0)−F (r2)
F (r1)−F (r2)

;

n2 = 2C
√

L
µ̃2

;
répéter
j = j + 1 ;
rj = FISTA(rj−1, nj−1) ;

µ̃j = min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

;

si nj−1 ⩽ C
√

L
µ̃j

alors
nj = 2nj−1 ;

sinon
nj = nj−1 ;

fin si
jusqu’à ∥g(rj)∥ ⩽ ε.
retourne r = rj

L’idée derrière ce schéma est de rajouter un paramètre ninit > 0 à l’algorithme
que l’utilisateur doit fixer. Ce paramètre détermine le nombre d’itérations de FISTA
qui doivent être exécutés avant le premier puis le second redémarrage. En prenant
ninit suffisamment grand, on peut espérer à la fois éviter un redémarrage prématuré
et obtenir une première itération µ̃2 qui soit relativement précise. En effet, mes
expériences numériques montrent que l’estimation du paramètre de croissance µ via
la technique proposée ici :

µ̃2 =
4L

(ninit + 1)2
F (r0)− F (r2)
F (r1)− F (r2)

, (3.A.4)

est meilleure à mesure que ninit augmente. Le risque est par contre de choisir ninit
trop grand, exécuter FISTA trop longtemps et réduire les bénéfices du restart. Ce
schéma permet d’assurer le théorème suivant :

Théorème 3.A.3. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soient (rj)j⩾0 et (nj)j⩾0 les suites définies dans l’Algorithme
9 avec C > 4, ninit > 0 et ε > 0. Le nombre d’itérations 1+

∑j
i=0 ni nécessaire pour

assurer ∥g(rj)∥ ⩽ ε est borné et vérifie l’inégalité suivante :

j∑
i=0

ni ⩽ 2ninit +
4C

ln
(
C2

4 − 1
)√L

µ

(
2 ln

(
C2

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2 − 16

2L(F (r0)− F ∗)

ε2

))
.

(3.A.5)
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Éléments de preuve.
Après le deuxième redémarrage, l’Algorithme 9 est identique au schéma original
(Algorithme 3). On sait donc que 2ninit itérations sont effectuées avant que l’Al-
gorithme 9 se comporte comme son modèle. En utilisant les mêmes arguments que
pour démontrer le Lemme 3.2.2, on a que µ̃2 ⩾ µ et donc n2 ⩽ 2C. On est donc
assuré que nj ⩽ 2C

√
L
µ et en appliquant le même raisonnement que pour démontrer

le Théorème 3.2.8, on obtient que le nombre d’itérations nécessaires après les deux
premiers redémarrages pour satisfaire ∥g(rj)∥ ⩽ ε a la même borne supérieure que le
nombre d’itérations requis pour satisfaire le même critère d’arrêt avec l’Algorithme
3. On obtient donc la borne énoncée.

Ce résultat garantit que le comportement asymptotique de l’Algorithme 9 est le
même que celui de l’Algorithme 3.

Cependant, cette méthode n’améliore pas numériquement la convergence de l’Al-
gorithme 3 de manière significative et consistante. Sa performance est assez sensible
aux variations du paramètre ninit dont la valeur optimale dépend vraisemblablement
de µ. C’est pourquoi j’ai préféré privilégier la formulation de l’Algorithme 3.

3.A.2.2 Une version parallèle de l’Algorithme 3

Cette deuxième alternative est plus expérimentale que la première. L’idée du
schéma est d’utiliser la parallélisation pour déléguer les tâches présentes dans l’Al-
gorithme 3 à différents processus. En particulier, j’ai voulu séparer un processus
principal ayant pour objectif la minimisation efficace de F sans calcul additionnel
et des processus esclaves responsables de l’estimation du paramètre de croissance.
La combinaison de calcul parallèle et de stratégie de restart a déjà été proposée par
Renegar et Grimmer dans [117] mais avec une philosophie différente.

On écrit les tâches assignées aux deux types de processus ci-dessous.

Algorithme 10 : Processus esclave

Entrée: x0 ∈ RN , j = 1, n > 0.

µ1 = L

x1 = FISTA(x0, n)
répéter
k = k + 1

xk = FISTA(xk−1, n)

µ̃k = min
i∈N∗
i<k

4L

(n+ 1)2
F (xi−1)− F (xk)
F (xi)− F (xk)

Mise à jour de l’estimation µ̃ si µ̃k ⩽ µ̃

jusqu’à Arrêt du processus principal
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Algorithme 11 : Processus principal

Entrée: r0 ∈ RN , j = 1

r1 = FISTA(r0) jusqu’à ce qu’une estimation µ̃ de µ soit accessible et i vérifie
i > C

√
L
µ̃ .

n1 = ⌊2C
√

L
µ̃ ⌋

répéter
j = j + 1

rj = FISTA(rj−1, nj−1)

si nj−1 ⩽ C
√

L
µ̃ alors

nj = 2nj−1

sinon
nj = nj−1

fin si
jusqu’à ∥g(rj)∥ ⩽ ε

retourne r = rj

De par sa philosophie, il s’agit d’un schéma parallèle asynchrone qui peut s’ap-
puyer sur un nombre ne ⩾ 1 de processus esclaves. Une extension possible à cette
méthode serait de remplacer l’itéré courant du processus principal par l’itéré d’un
processus esclave dès lors que celui ci assure une valeur plus basse de la fonctionnelle.

Des tests numériques ont été mis en place mais n’étant pas spécialiste de pro-
grammation en calcul parallèle, les résultats n’ont pas été concluant : l’ajout de
processus supplémentaires semble avoir trop d’impact sur le temps de calcul, ce qui
peut être lié à l’implémentation de la méthode ou à la philosophie de la méthode.
D’un point de vue théorique, il semble très complexe d’obtenir des résultats de
convergence en suivant les mêmes principes que pour la preuve du Théorème 3.2.8.
Enfin, une autre difficulté liée à ce schéma est qu’il fait intervenir des paramètres
additionnels comme le nombre de processus esclave ou le nombre d’itération avant
estimation de µ pour chaque processus esclave. Faire des tests numériques dans ces
conditions et sans bagage théorique a donc été un frein au développement d’une
telle méthode.

3.A.3 Preuves techniques

3.A.3.1 Preuve du Théorème 3.2.8

Soient C > 4 et ε > 0. On définit T = 1 +

⌈
ln
(
1+ 16

C2−16

2(F (r0)−F∗)
Lε2

)
ln
(

C2

4
−1

)
⌉
. Dans un

premier temps, on montre qu’un doublement des itérations a lieu au moins tous les
T restarts.

On raisonne par l’absurde. Supposons que le nombre d’itérations n’a pas été
doublé de j = s+ 1 jusqu’à j = s+ T pour un certain s > 0. Cela signifie que l’on
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a :

∀j ∈ Js+ 1, s+ T K, nj−1 > C

√
L

µ̃j
, (3.A.6)

et donc :
∀j ∈ Js+ 1, s+ T K, nj = ns. (3.A.7)

Par conséquent :

∀j ∈ Js+ 2, s+ T K, µ̃j = min
i∈N∗
i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽ min
i∈N∗
s<i<j

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽ min
i∈N∗
s<i<j

4L

ni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽ min
i∈N∗
s<i<j

4L

ns2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽
4L

ns2
min
i∈N∗
s<i<j

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

,

puisque le nombre d’itérations n’est pas doublé pour j ⩾ s. On peut en déduire que

∀j ∈ Js+ 2, s+ T K, µ̃j ⩽
4L

ns2
F (rj−2)− F (rj)
F (rj−1)− F (rj)

. (3.A.8)

En combinant les inégalités (3.A.6), (3.A.7) et (3.A.8), on montre que :

ns > C

√√√√ L
4L
ns

2

F (rj−2)−F (rj)
F (rj−1)−F (rj)

= ns
C

2

√
F (rj−1)− F (rj)
F (rj−2)− F (rj)

. (3.A.9)

Ceci implique donc que

F (rj−2)− F (rj) >
C2

4
(F (rj−1)− F (rj)), (3.A.10)

et ainsi,

F (rj−2)− F (rj−1) >

(
C2

4
− 1

)
(F (rj−1)− F (rj)). (3.A.11)

Comme C > 2 on peut écrire que

F (rj−1)− F (rj) <
4

C2 − 4
(F (rj−2)− F (rj−1)). (3.A.12)
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Considérons le cas j = s+ 1 :

µ̃s+1 = min
i∈N∗
i<s+1

4L

(ni−1 + 1)2
F (ri−1)− F (rs+1)

F (ri)− F (rs+1)

⩽
4L

(ns−1 + 1)2
F (rs−1)− F (rs+1)

F (rs)− F (rs+1)

⩽
4L

(ns
2 + 1)2

F (rs−1)− F (rs+1)

F (rs)− F (rs+1)

⩽
16L

ns2
F (rs−1)− F (rs+1)

F (rs)− F (rs+1)
,

car ns ⩽ 2ns−1.
De la même manière que précédemment, on peut montrer que

F (rs)− F (rs+1) <
16

C2 − 16
(F (rs−1)− F (rs)). (3.A.13)

On introduit ci-dessous le Lemme 3.A.4 qui relie la valeur du gradient composite g
à celle de F . Une preuve est donnée en Section 3.A.3.8 :

Lemme 3.A.4. Soit F : RN → R∪{+∞} une fonction qui satisfait HL pour L > 0.
La suite (rj)j⩾0 générée par l’Algorithme 3 avec C > 4 et ε > 0 vérifie

∀j ⩾ 1,
1

2L
∥g(rj−1)∥2 ⩽ F (rj−1)− F (rj). (3.A.14)

Par le Lemme 3.A.4 et les inégalités (3.A.13) et (3.A.12), on peut écrire les
inégalités ci-dessous

1

2L
∥g(rs+T−1)∥2 ⩽ F (rs+T−1)− F (rs+T )

⩽
4

C2 − 4
(F (rs+T−2)− F (rs+T−1))

⩽

(
4

C2 − 4

)T−1( 16

C2 − 16

)
(F (rs−1)− F (rs))

⩽

(
4

C2 − 4

)T−1( 16

C2 − 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽

(
4

C2 − 4

)
ln

(
1+ 16

C2−16

2L(F (r0)−F∗)
ε2

)
ln

(
C2
4 −1

)
( 16

C2 − 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽

(
4

C2 − 4

) ln

(
1+ 16

C2−16

2L(F (r0)−F∗)
ε2

)
ln

(
C2
4 −1

) (
16

C2 − 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽
1

1 + 16
C2−16

2L(F (r0)−F ∗)
ε2

(
16

C2 − 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽
ε2

2L
.
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Ceci signifie donc que si T restarts ont eu lieu sans doublement du nombre d’itéra-
tion, alors le critère d’arrêt ∥g(rj)∥ ⩽ ε a été satisfait. On peut en déduire que le
nombre d’itérations est doublé au moins tous les T redémarrages et que pour tout
s ⩾ 1, il existe j ∈ Js+ 1, s+ T K tel que

nj−1 < C

√
L

µ̃j
(3.A.15)

ou tel que le critère d’arrêt est vérifié. Ainsi, nj = 2nj−1 et comme (nj)j⩾0 est une
suite croissante, on a ns+T ⩾ nj = 2nj−1 ⩾ 2ns. Il en résulte que

∀s ⩾ 1, ns ⩽
ns+T

2
. (3.A.16)

Réécrivons j comme j = m+ nT où 0 ⩽ m < T et n ⩾ 0. Comme la suite (nj)j⩾0

est croissante, on a

j∑
i=0

ni =

m+nT∑
i=0

ni =

m∑
i=0

ni +

n−1∑
l=0

T∑
i=1

nm+i+lT (3.A.17)

⩽ Tnm + T

n∑
l=1

nm+lT = T

n∑
l=0

nm+lT = T

n∑
l=0

nj−lT . (3.A.18)

L’équation (3.A.16) assure que nj−T ⩽ nj

2 et par conséquent

nj−lT ⩽

(
1

2

)l

nj , ∀l ∈ [[0, n]]. (3.A.19)

On obtient donc les inégalités suivantes :

j∑
i=0

ni ⩽ T
n∑

l=0

nj−lT ⩽ T
n∑

l=0

(
1

2

)l

nj ⩽ T
∞∑
l=0

(
1

2

)l

nj = 2Tnj . (3.A.20)

Le résultat ci-dessus combiné au Lemme 3.2.3 permet de conclure que pour j > 0

j∑
i=0

ni ⩽ 2Tnj ⩽ 4C

√
L

µ
T ⩽ 4C

√
L

µ

1 +


ln
(
1 + 16

C2−16
2L(F (r0)−F ∗)

ε2

)
ln
(
C2

4 − 1
)



(3.A.21)

⩽
4C

ln
(
C2

4 − 1
)√L

µ

(
2 ln

(
C2

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2 − 16

2L(F (r0)− F ∗)

ε2

))
.

(3.A.22)
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3.A.3.2 Preuve du Corollaire 3.2.9

Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour L > 0 et
µ > 0. Soient (rj)j∈N et (nj)j∈N les suites définies dans l’Algorithme 3 avec C > 4

et ε > 0.
Le résultat que l’on démontre est asymptotique, c’est-à-dire qu’il est valable

pour un nombre d’itérations assez grand. On peut donc se placer dans le cas où
la condition ∥g(rj)∥ ⩽ ε est validée après au moins 8C

√
L
µ itérations. On définit

ψµ : R∗
+ →

(
8C
√

L
µ ,+∞

)
telle que :

ψµ : γ 7→ 4C

ln
(
C2

4 − 1
)√L

µ

(
2 ln

(
C2

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2 − 16

2L(F (r0)− F ∗)

γ

))
.

(3.A.23)
D’après le Théorème 3.2.8, le nombre d’itérations pour vérifier ∥g(rj)∥ ⩽ ε satisfait
l’inégalité suivante :

j∑
i=0

ni ⩽ ψµ(ε
2). (3.A.24)

Comme ψµ est une fonction strictement décroissante et
∑j

i=0 ni > 8C
√

L
µ , on ob-

tient que :

ψ−1
µ

(
j∑

i=0

ni

)
⩾ ε2, (3.A.25)

où ψ−1
µ est la fonction inverse de ψµ. En appliquant le Lemme 3.2.5 on a :

F (r+j )− F
∗ ⩽

8

µ
∥g(rj)∥2 (3.A.26)

⩽
8ε2

µ
(3.A.27)

⩽
8

µ
ψ−1
µ

(
j∑

i=0

ni

)
. (3.A.28)

Quelques calculs supplémentaires montrent que :

ψ−1
µ : n 7→ 2L

16

C2 − 16

1

e−2 ln(C
2

4
−1)e

ln(C
2
4 −1)

4C

√
µ
L
n − 1

(F (r0)− F ∗), (3.A.29)

et ainsi :

F (r+j )− F
∗ ⩽

16L

µ

16

C2 − 16

1

e−2 ln(C
2

4
−1)e

ln(C
2
4 −1)

4C

√
µ
L

∑j
i=0 ni − 1

(F (r0)− F ∗).

(3.A.30)
Par conséquent, on obtient le résultat ci-dessous

F (r+j )− F
∗ = O

(
e−

ln(C
2

4 −1)

4C

√
µ
L

∑j
i=0 ni

)
. (3.A.31)
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Si on veut maximiser la fonction C 7→ ln(C
2

4
−1)

4C , on obtient que la valeur optimale
est Ĉ ≈ 6.38. Pour ce choix, on a finalement :

F (r+j )− F
∗ = O

(
e−

1
12

√
µ
L

∑j
i=0 ni

)
. (3.A.32)

3.A.3.3 Preuve du Théorème 3.3.6

Soient ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1], C > 4/
√
ρ, Lmin < L0 <

L
ρ et ε > 0. La première

partie de la preuve consiste à montrer qu’un doublement des itérations a lieu au
moins tous les T restarts où on définit

T := 1 +


ln
(
1 + 16

C2ρ−16
2L(F (r0)−F ∗)

ρε2

)
ln
(
C2ρ
4 − 1

)
 . (3.A.33)

Raisonnons par l’absurde. Supposons que le nombre d’itérations n’a pas été
doublé de j = s+ 1 jusqu’à j = s+ T pour un certain s > 0. Cela signifie que l’on
a :

∀j ∈ Js+ 1, s+ T K, nj−1 >
C√
κ̃j
, (3.A.34)

et donc :
∀j ∈ Js+ 1, s+ T K, nj = ns. (3.A.35)

On en déduit ainsi que :

∀j ∈ Js+ 2, s+ T K, κ̃j = min
i∈N∗
i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽ min
i∈N∗
s<i<j

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽ min
i∈N∗
s<i<j

4

ρns2
F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

⩽
4

ρns2
min
i∈N∗
s<i<j

F (ri−1)− F (rj)
F (ri)− F (rj)

,

puisque le nombre d’itérations n’est pas doublé pour j ⩾ s. Ainsi,

∀j ∈ Js+ 2, s+ T K, κ̃j ⩽
4

ρns2
F (rj−2)− F (rj)
F (rj−1)− F (rj)

. (3.A.36)

En combinant les inégalités (3.A.34), (3.A.35) et (3.A.36), on obtient que :

ns >
C√

4
ρns

2

F (rj−2)−F (rj)
F (rj−1)−F (rj)

= ns
C
√
ρ

2

√
F (rj−1)− F (rj)
F (rj−2)− F (rj)

. (3.A.37)
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Par conséquent,

F (rj−2)− F (rj) >
C2ρ

4
(F (rj−1)− F (rj)), (3.A.38)

et ainsi,

F (rj−2)− F (rj−1) >

(
C2ρ

4
− 1

)
(F (rj−1)− F (rj)). (3.A.39)

Comme C > 2/
√
ρ on peut écrire que

F (rj−1)− F (rj) <
4

C2ρ− 4
(F (rj−2)− F (rj−1)). (3.A.40)

Si j = s+ 1, on a :

κ̃s+1 = min
i∈N∗
i<s+1

4

ρni−1
2

F (ri−1)− F (rs+1)

F (ri)− F (rs+1)

⩽
4

ρns−1
2

F (rs−1)− F (rs+1)

F (rs)− F (rs+1)

⩽
16

ρns2
F (rs−1)− F (rs+1)

F (rs)− F (rs+1)
,

car ns ⩽ 2ns−1.
En suivant les mêmes calculs que précédemment, on montre que

F (rs)− F (rs+1) <
16

C2ρ− 16
(F (rs−1)− F (rs)). (3.A.41)

On introduit ci-dessous le lemme qui relie la valeur du gradient composite g à celle
de F pour les itérés de Free-FISTA. Une preuve est donnée en Section 3.A.3.9.

Lemme 3.A.5. Soit F : RN → R∪{+∞} une fonction qui satisfait HL pour L > 0.
La suite (rj)j⩾0 générée par l’Algorithme 6 avec ρ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1], C > 4/

√
ρ,

Lmin < L0 <
L
ρ et ε > 0 vérifie

∀j ⩾ 1,
ρ

2L
∥g1/L̂j

(rj)∥2 ⩽ F (rj)− F (rj+1). (3.A.42)

Par le Lemme 3.A.5 et les inégalités (3.A.40) et (3.A.41), on obtient le contrôle
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suivant sur le gradient composite généralisé :
ρ

2L
∥g1/L̂s+T−1

(rs+T−1)∥2 ⩽ F (rs+T−1)− F (rs+T )

⩽
4

C2ρ− 4
(F (rs+T−2)− F (rs+T−1))

⩽

(
4

C2ρ− 4

)T−1 (
16

C2ρ− 16

)
(F (rs−1)− F (rs))

⩽

(
4

C2ρ− 4

)T−1 (
16

C2ρ− 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽

(
4

C2ρ− 4

)
ln

(
1+ 16

C2ρ−16

2L(F (r0)−F∗)

ρε2

)
ln

(
C2ρ
4

−1

)
 (

16

C2ρ− 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽

(
4

C2ρ− 4

) ln

(
1+ 16

C2ρ−16

2L(F (r0)−F∗)

ρε2

)
ln

(
C2ρ
4

−1

) (
16

C2ρ− 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽
1

1 + 16
C2ρ−16

2L(F (r0)−F∗)
ρε2

(
16

C2ρ− 16

)
(F (r0)− F ∗)

⩽
ρε2

2L
.

Ainsi, après T restarts sans doublement du nombre d’itération, le critère d’arrêt
∥g1/L̂j

(rj)∥ ⩽ ε est validé. On peut en déduire que le nombre d’itérations est doublé
au moins tous les T redémarrages En utilisant les mêmes arguments que dans la
Section 3.A.3.1, on obtient que pour tout j > 0 tel que le critère d’arrêt n’a pas été
vérifié ou a été vérifié pour la première fois :

j∑
i=0

ni ⩽ 2Tnj . (3.A.43)

Le résultat ci-dessus combiné au Lemme 3.3.5 permet de conclure que

j∑
i=0

ni ⩽ 2Tnj ⩽ 4C

√
L

µ
T ⩽ 4C

√
L

µ

1 +


ln
(
1 + 16

C2ρ−16
2L(F (r0)−F∗)

ρε2

)
ln
(

C2ρ
4 − 1

)



⩽
4C

ln
(

C2ρ
4 − 1

)√L

µ

(
2 ln

(
C2ρ

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2ρ− 16

2L(F (r0)− F ∗)

ρε2

))
.

3.A.3.4 Preuve du Corollaire 3.3.8

Cette preuve est proche de celle donnée en Section 3.A.3.2.

Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ pour L > 0 et
µ > 0. Soient (rj)j∈N et (nj)j∈N les suites définies dans l’Algorithme 6 avec ρ ∈ (0, 1),
δ ∈ (0, 1], C > 4/

√
ρ, Lmin < L0 <

L
ρ et ε > 0.
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On suppose que la condition de sortie ∥g1/L̂j
(rj)∥ ⩽ ε est validée après au moins

8C
√

L
µ itérations. On définit ψµ : R∗

+ →
(
8C
√

L
µ ,+∞

)
telle que :

ψµ : γ 7→ 4C

ln
(
C2ρ
4 − 1

)√L

µ

(
2 ln

(
C2ρ

4
− 1

)
+ ln

(
1 +

16

C2ρ− 16

2L(F (r0)− F ∗)

ργ

))
.

(3.A.44)
D’après le Théorème 3.3.6, le nombre d’itérations pour vérifier ∥g1/L̂j

(rj)∥ ⩽ ε

satisfait l’inégalité suivante :
j∑

i=0

ni ⩽ ψµ(ε
2). (3.A.45)

Comme ψµ est une fonction strictement décroissante et
∑j

i=0 ni > 8C
√

L
µ , on ob-

tient que :

ψ−1
µ

(
j∑

i=0

ni

)
⩾ ε2, (3.A.46)

où ψ−1
µ est la fonction inverse de ψµ. En appliquant le Lemme 3.3.3 on a :

F (r̂j)− F ∗ ⩽

(
1 + L

L̂j

)2
2µ

∥g1/L̂j
(rj)∥2, (3.A.47)

et comme par construction, L̂j ⩾ Lmin :

F (r̂j)− F ∗ ⩽
2
(
1 + L

Lmin

)2
µ

ε2 (3.A.48)

⩽
2
(
1 + L

Lmin

)2
µ

ψ−1
µ

(
j∑

i=0

ni

)
. (3.A.49)

Quelques calculs supplémentaires montrent que :

ψ−1
µ : n 7→ 2L

ρ

16

C2ρ− 16

1

e−2 ln(C
2ρ
4

−1)e
ln(

C2ρ
4 −1)

4C

√
µ
L
n − 1

(F (r0)− F ∗), (3.A.50)

et ainsi :

F (r̂j)−F ∗ ⩽
4L
(
1 + L

Lmin

)2
ρµ

16

C2ρ− 16

1

e−2 ln(C
2ρ
4

−1)e
ln(

C2ρ
4 −1)

4C

√
µ
L

∑j
i=0 ni − 1

(F (r0)−F ∗).

(3.A.51)
Par conséquent, on obtient le résultat ci-dessous

F (r̂j)− F ∗ = O

(
e−

ln(
C2ρ
4 −1)

4C

√
κ
∑j

i=0 ni

)
. (3.A.52)
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En optimisant la fonction C 7→ ln(C
2ρ
4

−1)

4C , on obtient que la valeur optimale est
Ĉ ≈ 6.38/

√
ρ. Pour ce choix, on a finalement :

F (r̂j)− F ∗ = O
(
e−

√
ρ

12

√
κ
∑j

i=0 ni

)
. (3.A.53)

3.A.3.5 Éléments de preuve du Théorème 3.A.2

La preuve du Théorème 3.A.2 étant calquée sur celle du Théorème 3.2.8, tous
les calculs ne sont pas détaillés.

Soient C > 4, γ > 1 et ε > 0. On montre ici que le nombre d’itérations est

augmenté au moins tous les T ′ = 1 +


ln

(
1+ 4γ2

C2−4γ2
2L(F (r0)−F∗)

ε2

)
ln
(

C2

4
−1

)
 redémarrages.

En supposant qu’il n’y a pas d’augmentation du nombre d’itérations entre les
restarts j = s+ 1 et j = s+ T pour un certain s > 0, on peut montrer qu’on a les
inégalités suivantes :

∀j ∈ [s+ 2, s+ T ], F (rj−1)− F (rj) <
4

C2 − 4
(F (rj−2)− F (rj−1)), (3.A.54)

et

F (rs)− F (rs+1) <
4γ2

C2 − 4γ2
(F (rs−1)− F (rs)). (3.A.55)

Grâce à ces inégalités et le Lemme 3.A.4 qui est toujours valable ici, on peut fi-
nalement montrer que ∥g(rs+T−1)∥ ⩽ ε. Ainsi, pour tout s ⩾ 1, on obtient que
ns ⩽ ns+T

γ . Avec des calculs identiques à ceux pour γ = 2, on a que pour j ⩾ 0,∑j
i=0 ni ⩽ T

∑n
i=0 nj−lT où 0 ⩽ m < T et n ⩾ 0 tels que j = m + nT . Or, via les

résultats précédents, on peut déduire que pour tout l ∈ J0, nK,

nj−lT ⩽

(
1

γ

)l

nj . (3.A.56)

Ceci implique le résultat ci-dessous

j∑
i=0

ni ⩽ T
∞∑
l=0

(
1

γ

)
lnj ⩽

γ

γ − 1
Tnj , (3.A.57)

et en appliquant le Lemme 3.A.1, on arrive à la conclusion voulue.

3.A.3.6 Preuve du Lemme 3.3.3

Soit F : RN → R ∪ {+∞} qui vérifie HL et G2µ pour L > 0 et µ > 0. On utilise
le lien entre l’hypothèse de croissance quadratique et la propriété de Łojasiewiscz
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dans le cadre convexe. En particulier, on applique la Proposition 2.1.16 qui indique
que la fonction F vérifie

∀x ∈ RN , F (x)− F ∗ ⩽
2d(0, ∂F (x))2

µ
. (3.A.58)

Soit x ∈ RN . En revenant à la définition de l’opérateur proximal (2.2.4), x+ est
l’unique minimiseur de la fonction définie par

z 7→ h(z) +
L

2
∥z − x+

1

L
∇f(x)∥2 (3.A.59)

et donc x+ vérifie
0 ∈ ∂h(x+) +

{
L(x+ − x) +∇f(x)

}
. (3.A.60)

Par conséquent,
g(x)−∇f(x) +∇f(x+) ∈ ∂F (x+). (3.A.61)

Le caractère L-Lipschitz du gradient de f nous garantissant que

∥g(x)−∇f(x) +∇f(x+)∥ ⩽ ∥g(x)∥+ ∥∇f(x+)−∇f(x)∥ (3.A.62)

⩽ 2∥g(x)∥, (3.A.63)

on obtient donc que

F (x+)− F ∗ ⩽
2

µ
d(0, ∂F (x+))2 (3.A.64)

⩽
2

µ
∥g(x)−∇f(x) +∇f(x∗)∥2 (3.A.65)

⩽
8

µ
∥g(x)∥2. (3.A.66)

3.A.3.7 Preuve du Lemme 3.3.3

Cette preuve est une version plus générale de celle en Section 3.A.3.6. En rem-
plaçant τ par 1

L , on retrouve les mêmes calculs. On s’appuie sur l’hypothèse G2µ
vérifiée par F qui, d’après la Proposition 2.1.16, implique que :

∀x ∈ RN , F (x)− F ∗ ⩽
2d(0, ∂F (x))2

µ
. (3.A.67)

Soient x ∈ RN et τ > 0. Par définition, Tτx est l’unique minimiseur de la fonction
ci-dessous

z 7→ h(z) +
1

2τ
∥z − x+ τ∇f(x)∥2. (3.A.68)

Ainsi, Tτx satisfait

0 ∈ ∂h(Tτx) +
{
1

τ
(Tτx− x) +∇f(x)

}
, (3.A.69)
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ce qui implique que

gτ (x)−∇f(x) +∇f(Tτx) ∈ ∂F (Tτx). (3.A.70)

Comme ∇f est L-Lipschitz, on déduit que

∥gτ (x)−∇f(x) +∇f(Tτx)∥ ⩽ ∥gτ (x)∥+ ∥∇f(Tτx)−∇f(x)∥ (3.A.71)

⩽ ∥gτ (x)∥+ L∥Tτx− x∥ (3.A.72)

⩽ (1 + Lτ)∥gτ (x)∥. (3.A.73)

En combinant ces inégalités, on trouve le résultat désiré :

F (Tτx)− F ∗ ⩽
2

µ
d(0, ∂F (Tτx))

2 (3.A.74)

⩽
2

µ
∥gτ (x)−∇f(x) +∇f(Tτx)∥2 (3.A.75)

⩽
2(1 + Lτ)2

µ
∥gτ (x)∥2. (3.A.76)

3.A.3.8 Preuve du Lemme 3.A.4

Pour démontrer ce lemme, on s’appuie sur [51, Lemme 3.1]. En effet, en appli-
quant ce lemme à y ∈ RN et y+, on a

L

2
∥y+ − y∥2 ⩽ F (y)− F (y+). (3.A.77)

Soit j ⩾ 1, on peut choisir y = rj−1. Alors, comme F (r+j−1) ⩽ F (rj) on peut conclure
que

1

2L
∥g(rj−1)∥2 ⩽ F (rj−1)− F (rj). (3.A.78)

3.A.3.9 Preuve du Lemme 3.A.5

Comme par définition (r̂j , L̂j) = FB_BT(rj , L̃j ; ρ) pour tout j ⩾ 1, on a donc :

Df (r̂j , rj) ⩽
L̂j

2
∥r̂j − rj∥2, (3.A.79)

où r̂j = T1/L̂j
rj . Ainsi, en appliquant (3.3.3) on obtient :

F (r̂j) +
L̂j

2
∥r̂j − x∥2 ⩽ F (x) +

L̂j

2
∥rj − x∥2,

pour tout x ∈ RN . Le choix x = rj combiné permet de montrer que

1

2L̂j

∥g1/L̂j
rj∥2 ⩽ F (rj)− F (r̂j).
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Comme L0 <
L
ρ , on a que L̂j ⩽ L

ρ et donc

ρ

2L
∥g1/L̂j

(rj)∥2 ⩽ F (rj)− F (r̂j).

Le deuxième point de la Proposition 3.3.2 garantit que F (rj+1) ⩽ F (r̂j), et par
conséquent :

ρ

2L
∥g1/L̂j

(rj)∥2 ⩽ F (rj)− F (rj+1).



Chapitre 4

Maîtrise de l’inertie par
l’introduction d’un terme de

friction lié à la hessienne

Ce chapitre porte sur l’étude du système dynamique (DIN-AVD) qui correspond
au système associé au schéma de gradient accéléré de Nesterov (AVD) avec un
terme supplémentaire lié à la hessienne de F . L’introduction de ce terme de friction
permet de réduire le comportement oscillatoire des trajectoires solutions.
De plus, l’EDO (DIN-AVD) peut être discrétisée de manière à obtenir des schémas
de premier ordre, c’est-à-dire qu’ils ne nécessitent que le gradient de F . Les
propriétés d’atténuation des oscillations de ce système peuvent donc être exploitées
via des schémas dérivés.

On s’intéresse ici aux propriétés de convergence des trajectoires de ce système
lorsque F vérifie des hypothèses de croissance. Dans ce contexte, on montre que
l’introduction du terme lié à la hessienne permet d’obtenir des propriétés d’in-
tégrabilité sur le gradient de la fonction F qui sont de plus en plus fortes à
mesure que l’hypothèse de croissance considérée est restrictive. En s’appuyant sur le
lien entre ces hypothèses de croissance et l’inégalité de Łojasiewicsz, on obtient que
ces propriétés ont un impact sur la décroissance de l’erreur. Le Théorème 4.2.2 assure
notamment que pour des fonctions à croissance quadratique, les garanties théo-
riques de décroissance de l’erreur le long des trajectoires de (DIN-AVD)
sont meilleures que celles du système (AVD). Ces résultats témoignent de l’ap-
port de ce terme additionnel lorsque F satisfait des hypothèses de géométrie plus
fortes que la convexité.

Des explorations numériques autour du schéma (IGAHD), dérivé d’un système
proche de (DIN-AVD), sont proposées pour un problème de moindres carrés.

L’essentiel de ce travail a été mené avec Jean-François Aujol, Charles Dossal,
Văn Hào Hoàng et Aude Rondepierre et a fait l’objet de l’écriture d’un article [23].
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4.1 Contexte

4.1.1 Rappels sur les systèmes dynamiques

Comme cela a été détaillé dans la Section 2.3.1, schémas d’optimisation et sys-
tèmes dynamiques sont étroitement liés. Ce parallèle ne date pas d’hier et dès 1964,
Polyak propose la méthode Heavy-Ball [112] qui est dérivée du système de Heavy-
Ball avec friction :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

avec α > 0 et t0 ⩾ 0.
En 2014, Su, Boyd et Candès [127] introduisent l’EDO (AVD) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (AVD)

avec α > 0 et t0 ⩾ 0, dont la discrétisation permet de retrouver le schéma de gra-
dient accéléré de Nesterov [103] (pour le choix α = 3).

Ces systèmes dynamiques sont très utiles pour l’étude de la convergence des
schémas qui leur sont associés (voir la Section 2.3.2). En effet, les propriétés de
convergence des trajectoires d’un système dynamique peuvent généralement être
étendues aux itérés des schémas numériques associés sous certaines conditions. Le
papier de Su, Boyd et Candès [127] a été marquant dans le paysage de l’optimi-
sation puisque de nombreux travaux s’appuyant sur une analyse de tels systèmes
dynamiques lui ont fait suite [36, 126, 25, 24, 16, 96, 17, 27, 26, 91, 6, 11, 13, 29,
76].

4.1.2 Un terme lié à la hessienne pour atténuer les oscillations

Le système dynamique auquel on s’intéresse dans ce chapitre est le suivant :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) + βHF (x(t))ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (DIN-AVD)
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où t0 > 0, α > 0, β > 0, x(t0) ∈ RN , ẋ(t0) = 0 et F : RN → R est convexe et C2.
On note HF la hessienne de F .

Une des particularités de ce système est qu’il peut être discrétisé de manière à
obtenir des schémas de premier ordre, c’est-à-dire qui ne s’appuient pas sur la hes-
sienne. Ainsi, les propriétés de convergence des trajectoires de (DIN-AVD) peuvent
être étendues à des méthodes numériques sans nécessiter que la fonction à minimiser
soit deux fois dérivable (voir Section 4.1.3).

Cette EDO introduite en 2016 par Attouch, Peypouquet et Redont [20] fait
notamment suite à [5]. En effet, Alvarez, Attouch, Bolte et Redont introduisent en
2002 le système inertiel dynamique à la Newton (DIN) :

ẍ(t) + αẋ(t) + βHF (x(t))ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (DIN)

qui peut être vu comme une combinaison entre le système de Heavy-Ball avec fric-
tion (HBF) et le système dynamique de Newton. Les auteurs étudient les proprié-
tés des trajectoires de ce système et montrent notamment que celles-ci convergent
faiblement vers un minimiseur de F lorsque F est convexe et a un ensemble de
minimiseurs non vide. La présence du terme de friction supplémentaire permet en
pratique d’atténuer les oscillations des trajectoires lorsque le paramètre α n’est pas
bien calibré.

Le système (DIN-AVD) proposé par Attouch, Peypouquet et Redont dans [21]
combine un terme de friction asymptotiquement évanescent qui est présent dans
(AVD) et un terme de friction géométrique rattaché à HF déjà présent dans (DIN).
Cette combinaison semble particulièrement pertinente puisque le terme de friction
évanescent α

t peut être à l’origine d’oscillations et le terme lié à la hessienne permet
d’atténuer celles-ci. Les auteurs démontrent que pour une fonction F convexe et C2,
la décroissance de l’erreur se comporte comme o

(
k−2

)
pour α > 3 et β > 0. Ce

résultat n’est pas le plus significatif puisqu’il est déjà valable pour les trajectoires
de (AVD) c’est-à-dire pour β = 0. En revanche, il est montré que pour α ⩾ 3 et
β > 0, on a : ∫ +∞

t0

t2∥∇F (x(t))∥2dt < +∞. (4.1.1)

Cette propriété de convergence rapide du gradient de F le long de la trajectoire
reflète l’atténuation des oscillations que permet l’ajout du terme βHF (x(t))ẋ(t).
Par la suite, Attouch, Chbani, Fadili et Riahi [14, 15] proposent une version plus
générale de (DIN-AVD) :

ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) + β(t)HF (x(t))ẋ(t) + b(t)∇F (x(t)) = 0, (4.1.2)

et démontrent des résultats de convergence équivalents à ceux de (DIN-AVD) sous
certaines conditions sur b.

Récemment, Shi, Du, Jordan et Su ont introduit le concept d’EDO haute-
résolution dans [125]. Ces systèmes permettent de modéliser plus précisément le
comportement de schémas numériques et notamment de différencier plusieurs sché-
mas issus d’un même système. Il est notable que le schéma de gradient accéléré de
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Nesterov [103] peut être modélisé par l’EDO haute-résolution suivante [125] :

ẍ(t) +
3

t
ẋ(t) +

√
sHF (x(t))ẋ(t) +

(
1 +

3
√
s

2t

)
∇F (x(t)) = 0, (4.1.3)

pour s > 0 petit, qui correspond à (4.1.2) pour un certain choix de paramètres.
Rappelons que cette EDO est dite haute-résolution car elle fait intervenir un pas
s choisi suffisamment petit qui permet d’approcher fidèlement le comportement du
schéma de gradient accéléré de Nesterov.

La stabilité d’un système proche de (DIN-AVD) est étudiée par Attouch, Fadili et
Kungurtsev [18] en ajoutant un terme perturbatif. Maulen et Peypouquet proposent
également dans [95] un schéma de restart pour (DIN-AVD) inspiré du speed restart
scheme de Su, Boyd et Candès [127] avec des résultats de convergence.

4.1.3 Méthodes numériques associées

Les propriétés de convergence des trajectoires (et en particulier l’atténuation
des oscillations liée au terme additionnel) du système (DIN-AVD) et sa version
générale (4.1.2) ont conduit à l’élaboration de schémas numériques dérivés dans le
but d’obtenir des propriétés similaires. Dans [14, 15], Attouch, Chbani, Fadili et
Riahi introduisent ainsi le schéma (IGAHD) (pour Inertial Gradient Algorithm with
Hessian-driven Damping)

xk = yk−1 − s∇F (yk−1),

yk = xk + αk(xk − xk−1)− β
√
s(∇F (xk)−∇F (xk−1))−

β
√
s

k
∇F (xk−1),

(IGAHD)

avec αk = k−1
k+α−1 , α > 0, β ⩾ 0 et s > 0, qui est une discrétisation de (4.1.2) pour

b : t 7→ 1 + β
t . On peut remarquer que ce schéma ne requiert pas de calculer la

hessienne puisque celle-ci est discrétisée comme une différence de gradient. Ainsi,
l’hypothèse C2 n’est pas nécessaire pour appliquer la méthode à F . Les auteurs
montrent que pour α ⩾ 3, s ⩽ 1

L et β ∈ (0, 2
√
s), on a :

F (xk)− F ∗ = O
(
k−2

)
, (4.1.4)

et surtout que ∑
k∈N

k2∥∇F (xk)∥2 < +∞. (4.1.5)

On retrouve donc les propriétés de convergence des trajectoires de (DIN-AVD) avec
notamment la décroissance rapide du gradient de F le long des itérés. Notons qu’en
pratique, l’hypothèse β ∈ (0, 2

√
s) est restrictive puisqu’elle force β < 2√

L
où L est

généralement grand. Ainsi, (IGAHD) peut être vu comme une version perturbée du
schéma de gradient accéléré de Nesterov où le terme perturbatif calibré par β doit
être contrôlé pour obtenir des propriétés de convergence.

On peut préciser que (IGAHD) n’est pas le seul schéma dérivé de (DIN-AVD).
On pourra consulter [14, 15] pour s’informer sur ces autres méthodes.



4.2. Résultats de convergence sous conditions de croissance 97

4.2 Résultats de convergence sous conditions de crois-
sance

Le but de ce travail est d’analyser le comportement des trajectoires de (DIN-AVD)
sous l’hypothèse que F vérifie des conditions de croissance. En particulier, une des
questions que l’on se pose est : est-ce que les propriétés d’intégrabilité du gradient
démontrées dans le cas convexe (4.1.1) peuvent être renforcées sous des hypothèses
de croissance ?

En effet, on sait que les trajectoires de (AVD) sont particulièrement enclines à
osciller autour de l’ensemble des minimiseurs de la fonction F lorsque celle-ci vérifie
des hypothèses de croissance, ralentissant ainsi leur convergence. Si ce problème
d’oscillation peut être atténué par l’ajout du terme de friction lié à la hessienne,
alors les schémas issus de (DIN-AVD) pourraient être des solutions pertinentes lors
de la minimisation de fonctions satisfaisant des hypothèses de croissance. On peut
voir cette approche comme une alternative aux schémas de restart qui atténuent
les oscillations en réinitialisant l’inertie occasionnellement. Maulen et Peypouquet
proposent d’ailleurs de combiner ces deux philosophies dans [95].

Cette étude est dans la lignée de celles proposées par Aujol, Dossal et Ronde-
pierre dans [27, 26] pour les trajectoires de (AVD).

4.2.1 Fonctions à croissance quadratique

On considère d’abord une fonction F de classe C2 admettant un unique minimi-
seur x∗. On suppose également que F vérifie la condition de croissance quadratique
globale G2µ pour µ > 0, c’est-à-dire :

∀x ∈ RN ,
µ

2
∥x− x∗∥2 ⩽ F (x)− F ∗, (4.2.1)

et la condition de platitude Fγ avec γ ⩾ 1 :

∀x ∈ RN , F (x)− F ∗ ⩽
1

γ
⟨∇F (x), x− x∗⟩. (4.2.2)

On s’intéresse donc aux fonctions ayant une croissance quadratique ce qui inclut
les fonctions fortement convexes. Sous de telles hypothèses, il est montré dans [27,
Théorème 4.2] que si γ ⩽ 2 et α > 1 + 2

γ , alors les trajectoires de (AVD) vérifient :

F (x(t))− F ∗ = O
(
t
− 2αγ

γ+2

)
. (4.2.3)

Dans le même cadre, Aujol, Dossal et Rondepierre donnent une borne supérieure
sur l’erreur en temps fini [26, Theorème 5] qui correspond asymptotiquement au
résultat ci-dessus. De plus, la borne sur F (x(t)) − F ∗ calculée par les auteurs est
proportionnelle à α

2αγ
γ+2 . Cela suggère que choisir α aussi grand que possible pour

obtenir les meilleures vitesses n’est pas toujours pertinent.
Les résultats démontrés avec mes collaborateurs sur la convergence des trajec-

toires de (DIN-AVD) sont résumés ci-dessous. Un schéma de preuve est donné en
suivant et la preuve complète se trouve en Section 4.A.1.
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Théorème 4.2.1. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 admettant un unique
minimiseur x∗ ∈ RN . Supposons que F vérifie G2µ et Fγ pour µ > 0 et γ ⩾ 1. On
note x la solution de (DIN-AVD) pour tout t ⩾ t0 avec t0 > 0, α > 0 et β > 0. Soit
λ = 2α

γ+2 < α.

1. Si α > 1 + 2
γ , alors pour tout t ⩾ t0 + β(α− λ),

F (x(t))− F ∗ ⩽
K

(t+ β(λ− α))
2αγ
γ+2

(4.2.4)

où K dépend de t0, α, β, γ et µ. En particulier, si t0 ⩽ αr∗

(γ+2)
√
µ , alors pour

tout t ⩾ αr∗

(γ+2)
√
µ + β(α− λ), l’inégalité (4.2.4) est vérifiée pour

K = C1e
2γ
γ+2

C2

(
α−1− 2

γ

) (
1 +

βγ
√
µ

r∗

)
Em (t0)

(
αr∗

(γ+2)
√
µ

) 2αγ
γ+2

, (4.2.5)

2. Si α = 1 + 2
γ , alors pour tout t ⩾ t0 + β,

F (x(t))− F ∗ ⩽

(
(t0 + β)2 +

λ2 +
√
µ

µ

)
e

β
t0
Em(t0)

t(t− β)
, (4.2.6)

3. Si α ⩾ 1 + 2
γ , alors ∫ +∞

t0

u
2αγ
γ+2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞, (4.2.7)

où :
• r∗ est l’unique racine positive du polynôme

r 7→ r3 − (1 + C0)r
2 − 2(1 +

√
2)r − 4,

• C0 = β

√
µγ(γλ− 1)

γλ− 2
,

• C1 =
(
1 + 2

r∗

)2,
• C2 =

1+C0
r∗ + 1+

√
2

r∗2 + 4
3r∗3 ,

• Em : t 7→
(
1 +

βα

t

)
(F (x(t))− F ∗) +

1

2
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2.

Éléments de preuve.
La preuve du Théorème 4.2.1 étant longue et technique, on ne donne ici que le rai-
sonnement qui conduit aux résultats énoncés. La preuve complète est détaillée en
Section 4.A.1.
Ce théorème se décompose en trois points. Les deux premiers concernent la dé-
croissance de l’erreur F (x(t))− F ∗ pour différents choix de α et le troisième est un
résultat d’intégrabilité sur le gradient de F le long de la trajectoire x. Chaque ré-
sultat s’appuie sur une analyse de Lyapunov (voir Section 2.3.3) basée sur l’énergie
définie comme suit :

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗)+

1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ,

(4.2.8)
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avec λ = 2α
γ+2 .

La première étape de la preuve consiste à obtenir un contrôle sur l’énergie E qui
se caractérise ici par une inégalité différentielle de la forme suivante :

∀t ⩾ T, E ′(t) + p

t+ β(λ− α)
E(t) ⩽ φ̃(t+ β(λ− α))E(t), (4.2.9)

pour T ⩾ t0, p ⩾ 0 et φ̃ : R+ → R+ bien choisis. Cette inégalité est suffisante pour
prouver les deux premiers points mais on obtient en pratique un résultat légèrement
plus fort, c’est-à-dire pour tout t ⩾ T ,

E ′(t) + p

t+ β(λ− α)
E(t) + βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 ⩽ φ̃(t+ β(λ− α))E(t),

(4.2.10)
où le terme supplémentaire permet de prouver le troisième résultat. En définissant
H comme

H : t 7→ E(t)(t+ β(λ− α))pe−Φ̃(t+β(λ−α)), (4.2.11)

où Φ̃(t) = −
∫ +∞
t φ̃(x)dx, on peut déduire de (4.2.9) que H est décroissante sur

[T,+∞).
Ainsi, comme E(t) ⩾ (t+β(λ−α))2(F (x(t))−F ∗), on peut écrire que pour tout

t1 ⩾ T ,

∀t ⩾ t1, F (x(t))− F ∗ ⩽ e−Φ̃(t+β(λ−α)) H(t1)
(t+ β(λ− α))p+2

. (4.2.12)

Cette inégalité permet d’aboutir aux deux premiers résultats :
— l’équation (4.2.4) donnée dans le premier point provient d’une simplifica-

tion de (4.2.12). La borne spécifiée dans (4.2.5) repose sur une optimisation
du paramètre t1 dans le but d’obtenir le contrôle le plus précis sur l’erreur
F (x(t))− F ∗. En ce sens, on choisit t1 comme le minimiseur de

t 7→ (t+ β(λ− α))pe−Φ̃(t+β(λ−α)).

En développant (4.2.5) pour cette valeur de t1, on trouve la borne voulue.
— le second point est une réécriture de (4.2.12) dans le cas α = 1 + 2

γ pour
t1 = T .

La démonstration du troisième résultat s’appuie sur (4.2.10). En définissant G comme

G : t 7→ H(t) + β

∫ t

T
u(u+ β(λ− α))p+1e−Φ̃(u+β(λ−α))∥∇F (x(u))∥2du, (4.2.13)

l’inégalité (4.2.10) implique que G décroît sur [T,+∞) et comme H est une fonction
positive :

∀t ⩾ T, β

∫ t

T
u(u+ β(λ− α))p+1e−Φ̃(u+β(λ−α))∥∇F (x(u))∥2du ⩽ G(T ). (4.2.14)
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Quelques calculs supplémentaires amènent au résultat voulu.

Le premier point du Théorème 4.2.1 garantit que les trajectoires de (DIN-AVD)
assurent une décroissance asymptotique de l’erreur similaire à celle obtenue pour les
trajectoires de (AVD) si α > 1+ 2

γ , puisque F (x(t))−F ∗ = O
(
t
− 2αγ

γ+2

)
dans les deux

cas. Le deuxième point permet d’étendre ce résultat au cas α = 1 + 2
γ . Notons que

toute fonction µ-fortement convexe vérifie G2µ et F1 (convexité) et en conséquence,
on retrouve le résultat démontré par Attouch, Peypouquet et Redont [21] pour cette
classe de fonctions (si les hypothèses additionnelles sont également vérifiées) :

F (x(t))− F ∗ = O
(
t−

2α
3

)
. (4.2.15)

Notre résultat est plus fort puisqu’il tient pour des hypothèses plus faibles, c’est-à-
dire les fonctions convexes à croissance quadratique.

De plus, (4.2.5) fournit une borne non-asymptotique fine sur F (x(t)) − F ∗ qui
souligne l’influence de α et β sur la convergence des trajectoires. Lorsque β tend
vers 0, on retrouve la même borne que celle donnée dans [26, Théorème 5] pour
les trajectoires de (AVD). On peut également remarquer que la borne supérieure
sur l’erreur est proportionnelle à α

2αγ
γ+2 comme pour les trajectoires de (AVD). Cela

souligne que choisir α trop grand pourrait être contre-productif. En optimisant les
bornes (4.2.5) et (4.2.6) par rapport à β, on trouve que la valeur optimale est 0.
L’ajout du terme de friction lié à la hessienne ne permet donc pas d’obtenir des
meilleurs résultats de convergence en suivant nos schémas de preuve. Cependant, la
présence de ce terme permet d’obtenir une propriété d’intégrabilité du gradient qui
n’est pas valable pour (AVD). En effet, le troisième point est directement lié à la
friction géométrique liée à la hessienne et cette convergence rapide du gradient de F
le long de la trajectoire garantit une atténuation des oscillations. Il s’agit également
d’une amélioration du résultat d’intégrabilité prouvé par Attouch, Peypouquet et
Redont [21] pour (DIN-AVD) dans le cas convexe :∫ +∞

t0

u2∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.2.16)

On considère ici des fonctions convexes qui vérifient G2µ pour µ > 0 et on peut
donc appliquer la Proposition 2.1.16 qui relie l’hypothèse de croissance quadratique
à la propriété de Łojasiewicz d’exposant 1

2 . Comme on fait l’hypothèse additionnelle
que F est de classe C2, cela signifie que pour tout x ∈ RN :

µ

2
(F (x)− F ∗) ⩽ ∥∇F (x)∥2. (4.2.17)

Ainsi, notre résultat d’intégrabilité sur le gradient implique automatiquement une
propriété similaire sur l’erreur. On exploite cet argument pour établir le théorème
ci-dessous dont la preuve se trouve en Section 4.A.2.
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Théorème 4.2.2. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 admettant un unique
minimiseur x∗ ∈ RN et vérifiant G2µ pour µ > 0. On note x la solution de (DIN-AVD)
pour tout t ⩾ t0 avec t0 > 0, α > 0 et β > 0. Pour tout ε ∈ (0, 1),

F (x(t))− F ∗ = O
(
t−α+ε

)
, (4.2.18)

et ∫ +∞

t0

uα−ε (F (x(u))− F ∗) du < +∞. (4.2.19)

Le Théorème 4.2.2 donne un meilleur résultat asymptotique que celui démontré
pour les fonctions fortement convexes dans [21] (O

(
t−

2α
3

)
) tout en étant valable sous

des hypothèses plus faibles. La propriété d’intégrabilité énoncée dans le deuxième
point permet d’obtenir les résultats ci-dessous. Une preuve est donnée en Section
4.A.3.

Corollaire 4.2.3. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 admettant un unique
minimiseur x∗ ∈ RN et vérifiant G2µ pour µ > 0. On note x la solution de (DIN-AVD)
pour tout t ⩾ t0 avec t0 > 0, α > 0 et β > 0. Pour tout ε ∈ (0, 1), quand t tend vers
+∞,

1.
F (z(t))− F ∗ = o

(
t−α−1+ε

)
, (4.2.20)

où z : t 7→
∫ t
t/2 u

α−εx(u)du∫ t
t/2 u

α−εdu
.

2.
inf

u∈[t/2,t]
(F (x(u))− F ∗) = o

(
t−α−1+ε

)
. (4.2.21)

3.
lim inf
t→+∞

tα+1−ε log(t)(F (x(t))− F ∗) = 0, (4.2.22)

où lim inf
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

[
inf
τ⩾t

f(τ)

]
.

Notons que le Théorème 4.2.2 s’appuie sur sur le Lemme 4.A.4 qui indique que
toute fonction convexe C2 satisfait automatiquement F2−δ localement pour tout
δ ∈ (0, 1]. L’hypothèse C2 est utilisée ici pour que la hessienne soit bien définie mais
il est possible de dériver des schémas numériques de (DIN-AVD) sans avoir besoin
de cette hypothèse. Ainsi, les résultats énoncés dans ce théorème sont forts mais
risquent de ne pas être transférables dans le cadre discret sans cette hypothèse C2.

4.2.2 Fonctions plates

Dans cette section, on s’intéresse aux fonctions qui vérifient Fγ1 et Gγ2 pour γ1 ⩾
γ2 > 2. De telles fonctions sont dites à géométrie plate puisqu’elles se comportent
comme ∥x − x∗∥γ1 autour de leur minimiseur avec γ1 > 2. Plus γ1 est grand, plus
la fonction est plate alors que pour des valeurs proches de 2, on se rapproche d’une
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fonction à croissance quadratique. Dans [27], Aujol, Dossal et Rondepierre étudient
la convergence des trajectoires de (AVD) pour cette géométrie et démontrent que si
α ⩾ γ1+2

γ1−2 , alors

F (x(t))− F ∗ = O
(
t
− 2γ2

γ2−2

)
. (4.2.23)

On énonce un résultat de convergence similaire pour les trajectoires de (DIN-AVD)
ainsi qu’une propriété d’intégrabilité de ∇F . On donne un schéma de preuve au-
dessous et la preuve complète se trouve en Section 4.A.4.

Théorème 4.2.4. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 admettant un unique
minimiseur x∗ ∈ RN . Supposons que F vérifie Fγ1 et Gγ2 pour γ1 > 2 et γ2 > 2

tels que γ1 ⩾ γ2. On note x la solution de (DIN-AVD) pour tout t ⩾ t0 où t0 > 0,
α ⩾ γ1+2

γ1−2 et β > 0. Quand t tend vers +∞,

F (x(t))− F ∗ = O
(
t
− 2γ1

γ1−2

)
. (4.2.24)

De plus, ∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.2.25)

Éléments de preuve. La preuve du Théorème 4.2.4 s’appuie sur une analyse de
Lyapunov et en particulier sur deux énergies E et H définies comme suit :

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗) +

ξ

2
∥x(t)− x∗∥2

+
1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ,

(4.2.26)

et
H(t) = tpE(t), (4.2.27)

où x∗ est l’unique minimiseur de F , λ ∈ R, ξ ∈ R et p > 0.
La première étape est de montrer que pour un jeu de paramètres bien choisi

(λ, ξ, p) on a :

∀t ⩾ t1, H′(t)+βtp+1(t+β(λ−α))∥∇F (x(t))∥2 ⩽ tpβC1 (F (x(t))− F ∗) , (4.2.28)

avec t1 > 0 et C1 > 0. Contrairement à ce que l’on aimerait obtenir pour contrôler
H, le terme de droite est strictement positif.

En conséquence, la deuxième étape est d’étudier l’énergie G définie par :

G : t 7→ H(t)− βC1

∫ t

t1

up(F (x(u))− F ∗)du, (4.2.29)

avec t1 > T pour T > 0 bien choisi. En fait, on définit ici G de manière à ce que
(4.2.28) implique que G′(t) ⩽ 0. En exploitant la décroissance de G, on peut montrer
que :

F (x(t))− F ∗ = O
(

1

tp+2

)
. (4.2.30)
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Pour cela, on introduit la fonction v définie par :

v : t 7→ t(t+ β(λ− α))p+1(F (x(t))− F ∗), (4.2.31)

et on montre qu’elle est bornée en utilisant les hypothèses de géométrie vérifiées par
F .
Pour démontrer le troisième point, c’est-à-dire que :∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞, (4.2.32)

on s’appuie sur une nouvelle fonction F définie par

F : t 7→ H(t)− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du+ β

∫ t

t1

up+1(u+ β(λ− α))∥∇F (x(u))∥2du.

(4.2.33)
Cette fonction est décroissante sur [t1,+∞) d’après (4.2.28) et en utilisant le fait
que v est bornée, on peut arriver au résultat espéré.
Le résultat asymptotique (4.2.24) est légèrement moins bon que (4.2.23) démontré
dans [27] pour les trajectoires de (AVD) car on fait l’hypothèse que γ1 ⩾ γ2. On
donne cependant un résultat d’intégrabilité sur le gradient qui n’est a priori pas
valable pour (AVD) et qui est plus fort que celui donné par Attouch, Peypouquet
et Redont [21] sous une simple hypothèse de convexité.

Comme l’hypothèse de croissance quadratique, l’hypothèse Gγ2 peut être reliée
à l’inégalité de Łojasiewiscz d’exposant 1− 1

γ2
. En appliquant la Proposition 2.1.18,

on obtient que si F est de classe C1 et vérifie Gγ2 pour γ2 > 2, alors il existe c > 0

tel que pour tout x ∈ RN

c (F (x)− F ∗) ⩽ ∥∇F (x)∥
γ2

γ2−1 . (4.2.34)

Cette propriété combinée à (4.2.25) permet d’écrire que sous les hypothèses du
Théorème 4.2.4, on a :∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 (F (x(u))− F ∗)

γ2−1
2γ2 du < +∞. (4.2.35)

Ce résultat implique notamment le corollaire suivant dont la preuve se trouve en
Section 4.A.5.

Corollaire 4.2.5. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 admettant un unique
minimiseur x∗ ∈ RN . Supposons que F vérifie Fγ1 et Gγ2 pour γ1 > 2 et γ2 > 2

tels que γ1 ⩾ γ2. On note x la solution de (DIN-AVD) pour tout t ⩾ t0 où t0 > 0,
α ⩾ γ1+2

γ1−2 et β > 0. Quand t tend vers +∞,

inf
u∈[t/2,t]

F (x(u))− F ∗ = o

(
t
− (3γ1−2)γ2

2(γ1−2)(γ2−1)

)
. (4.2.36)
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On peut constater que pour ces hypothèses de géométrie sur F , l’inégalité de
Łojasiewiscz ne permet pas d’obtenir des résultats aussi fort que dans le Corollaire
4.2.3. Toutefois, pour γ1 > 2 et γ2 ∈

(
2, 4γ1

γ1+2

)
, on a (3γ1−2)γ2

2(γ1−2)(γ2−1) >
2γ1
γ1−2 . Ainsi, dans

ce cadre, le taux de convergence donné par le Corollaire 4.2.5 sur inf
u∈[t/2,t]

F (x(u))−F ∗

est meilleur que celui prouvé dans le Théorème 4.2.4 pour F (x(t))− F ∗.

4.3 Observations numériques

4.3.1 Atténuation des oscillations sur un problème de moindres
carrés

Après avoir donné des résultats théoriques, je présente ici quelques observations
sur des expériences numériques. On a vu dans la section précédente que l’ajout
du terme lié à la hessienne permet d’obtenir de nouvelles garanties théoriques avec
notamment l’intégrabilité du gradient que l’on peut relier à une atténuation du
comportement oscillatoire des trajectoires. On illustre ici cette propriété sur un
problème classique de moindres carrés :

min
x∈Rn

F (x) := ∥Ax− b∥22, (4.3.1)

où A ∈MN×N (R) and b ∈ RN . La fonction F ainsi définie est convexe, C2 et vérifie
l’hypothèse G2µ où µ > 0 est la plus petite valeur propre de ATA. En fait, si le noyau
de A est réduit à {0}, F est µ-fortement convexe. Il est important de préciser que ce
problème ne présente pas un intérêt majeur en pratique puisqu’on peut calculer sa
solution directement avec l’expression x∗ =

(
ATA

)−1
AT b. Il nous permet toutefois

d’analyser le comportement des itérés de schémas numériques.
On applique (IGAHD), c’est-à-dire l’algorithme introduit dans [14, 15] défini

par :
xk = yk−1 − s∇F (yk−1),

yk = xk + αk(xk − xk−1)− β
√
s(∇F (xk)−∇F (xk−1))−

β
√
s

k
∇F (xk−1),

(4.3.2)
où αk = k−1

k+α−1 , α > 0, β ⩾ 0 et s > 0. Pour β = 0 et α = 3, on retrouve le
schéma de gradient accéléré de Nesterov. Ce schéma numérique est dérivé de l’EDO
ci-dessous qui est une légère variation de (DIN-AVD) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) + βHF (x(t))ẋ(t) +

(
1 +

β

t

)
∇F (x(t)) = 0. (4.3.3)

L’ajout du terme évanescent rattaché au gradient de F conserve la structure de la
dynamique tout en facilitant les calculs pour dériver un schéma. Nous n’avons pas
travaillé sur la convergence théorique des itérés de (IGAHD) donc je conseille aux
lecteurs de consulter [14, 15] pour plus de détails. Comme précisé en Section 4.1.3,
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les auteurs Attouch, Chbani, Fadili et Riahi montrent notamment que les itérés de
(IGAHD) vérifient

F (xk)− F ∗ = O
(
k−2

)
, (4.3.4)

si α ⩾ 3, s ⩽ 1
L et β ⩽ 2

√
s

On compare dans la Figure 4.1 la convergence des itérés de (IGAHD) pour
plusieurs valeurs de β avec celle des itérés de la méthode de gradient accéléré de
Nesterov pour observer l’influence du terme lié à la hessienne. On peut constater
que celui-ci a une influence non-négligeable sur le comportement des itérés et en
particulier sur leur oscillation. En effet, en augmentant la valeur de β, on atténue
de plus en plus les oscillations en commençant par celles de haute fréquence. Pour
cette expérience numérique, on a généré A et b aléatoirement avec N = 500.

Figure 4.1 – Convergence des itérés de (IGAHD) pour différentes valeurs de β sur
un problème de moindres carrés (N = 500).

4.3.2 Étude de la valeur critique de β

Pour les tests présentés dans la Figure 4.1, on a pris des valeurs de β très grandes
(β ⩾ 100/

√
L) et les propriétés de convergence de (IGAHD) démontrées dans [14,

15] ne sont donc pas valables (on devrait avoir β ⩽ 2/
√
L). Dans ce cas, j’ai observé

qu’augmenter β est toujours bénéfique jusqu’à une valeur critique pour laquelle les
itérés ne convergent plus. La borne théorique 2/

√
L a donc tendance à être nettement

sous-optimale numériquement, ce qui peut être observé sur la Figure 4.2. Cette
observation a donc motivé l’étude de la valeur critique du paramètre β. Précisons
que cette étude ne porte que sur le cas très précis du problème des moindres carrés.

4.3.2.1 Un schéma de backtracking sur β

Dans un premier temps, le constat que les plus grandes valeurs de β améliore la
convergence de (IGAHD) m’a inspiré l’élaboration d’une stratégie de backtracking
sur ce paramètre. Cette méthode est heuristique et aucun résultat théorique n’est
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Figure 4.2 – Convergence des itérés de (IGAHD) pour différentes valeurs de β sur
un problème de moindres carrés (N = 1000).

fourni. On écrit d’abord (IGAHD) sous la forme ci-dessous où EC désigne une
condition de sortie.

Algorithme 12 : IGAHD(x0,α,β,s,EC)

Entrée: x0 ∈ RN , α > 0, β > 0, s > 0, EC.
k = 0, y0 = x0 ;
répéter
k = k + 1 ;
xk = yk − s∇F (yk) ;
αk = k−1

k+α−1 ;

yk = xk + αk(xk − xk−1)− β
√
s(∇F (xk)−∇F (xk−1))− β

√
s

k ∇F (xk−1) ;
jusqu’à EC.
retourne xk.

Le schéma heuristique que je propose s’écrit comme suit où on définit la condition
de sortie EC comme :

(EC)


(⟨∇F (yk−1), xk − xk−1⟩ > 0 and k < kmax)

ou

∥∇F (xk)∥2 ⩽ ε,

avec kmax > 0.
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Algorithme 13 : IGAHD avec backtracking sur β

Entrée: x0 ∈ RN , α > 0, β0 > 0, s > 0, kmax > 0, γ ∈ (0, 1).

j = 0 ;
répéter
x̃ = IGAHD(x0, α, βj , s, EC) ;
j = j + 1 ;
βj = γβj−1 ;

jusqu’à ∥∇F (x̃)∥2 ⩽ ε.
retourne x̃.

La stratégie est la suivante : à partir d’un point initial x0 et une première valeur
β0 ≫ 2/

√
L, on lance (IGAHD) pour vérifier si les premières itérations ont un

comportement satisfaisant, c’est-à-dire si la valeur de F diminue. Si c’est le cas, on
conserve cette valeur de β jusqu’à atteindre la précision voulue, sinon on la diminue
via un paramètre γ ∈ (0, 1) (β1 = γβ0).

Pour vérifier que les premiers itérés de (IGAHD) ne divergent pas, on utilise la
condition

⟨∇F (yk−1), xk − xk−1⟩ > 0, (4.3.5)

qui est une des conditions de restart heuristiques proposées par O’Donoghue et
Candès dans [108]. Cette condition est évaluée seulement sur les kmax premières ité-
rations car plusieurs expériences ont montré que les comportements problématiques
liés à des valeurs trop grandes de β apparaissent dès les premiers itérés.

La Figure 4.3 permet d’observer la convergence des itérés de ce schéma en com-
paraison avec celle de (IGAHD). On choisit kmax = 4 et β0 = 5000/

√
L pour les

deux occurrences de l’Algorithme 13. On peut constater un net gain apporté par le
backtracking sur β qui permet d’extraire le maximum du terme lié à la hessienne.
On doit par contre préciser que la consistance de ces résultats n’est absolument pas
garantie puisque la stratégie a été construite autour d’un exemple précis et le choix
des paramètres également.

4.3.2.2 Analyse du β critique

Concrètement, l’Algorithme 13 cherche la valeur de β la plus élevée assurant la
convergence de (IGAHD). Ainsi, on peut estimer la valeur du β critique à partir
duquel (IGAHD) ne converge plus en utilisant la stratégie du schéma.

C’est ce qui a été fait pour plusieurs occurrences du problème de moindres car-
rés (4.3.1) en faisant varier la taille du problème N , la valeur de α et la seed du
générateur aléatoire. De cette manière, on peut analyser la dépendance de cette
valeur critique β̂ en fonction de différents paramètres. Par la suite, on analysera
principalement ξ défini tel que β̂ = ξ/

√
L.

Ma première intuition était que ξ allait être corrélée au conditionnement L
µ d’une

certaine façon. La Figure 4.4 démontre le contraire puisqu’aucune corrélation claire
n’apparaît entre ξ et

√
L
µ .
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Figure 4.3 – Convergence des itérés de (IGAHD) et de l’Algorithme 13 pour dif-
férentes valeurs de β sur un problème de moindres carrés (N = 1000).

Figure 4.4 – Évolution de l’estimation de ξ en fonction de
√

L
µ pour α = 3.

De manière surprenante, la Figure 4.5 semble indiquer que ξ est proportionnel
à la dimension N . On peut également observer que ξ et α semblent inversement
proportionnels ce qui est renforcé par la Figure 4.6.
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Figure 4.5 – Évolution de l’estimation de ξ en fonction de N pour α = 3, α = 12

et α = 50.

Figure 4.6 – Évolution de l’estimation de ξ en fonction de 1/α pour cinq exemples
avec N = 500.

Ces observations pourraient motiver une analyse théorique de ce phénomène et
des tests numériques sur d’autres types de problème. Je n’ai cependant pas poursuivi
mes travaux dans cette direction pour la raison suivante : dans [26], Aujol, Dossal et
Rondepierre démontrent que FISTA (dans sa forme générale avec α > 0) peut être
adapté à la géométrie de F pour atteindre des vitesses comparables à celle d’une
exponentielle rapide. Cela consiste à calibrer α par rapport à la précision voulue ou
par rapport à la géométrie de F ce qui donne généralement des valeurs élevées pour
le paramètre. Mes expériences montrent que l’ajout du terme lié à la hessienne a
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de moins en moins d’impact quand α augmente. Ainsi, il semblerait que pour les
valeurs les plus pertinentes de α, le gain apporté par les termes supplémentaires dans
(IGAHD) soit négligeable. De plus, mes expériences suggèrent que les performances
de (IGAHD) sont meilleures pour un α bien choisi et β = 0 que pour α mal calibré
et β proche de sa valeur critique.

Je pense toutefois qu’une étude plus approfondie de ces questions serait perti-
nent.

4.A Preuves

4.A.1 Preuve du Théorème 4.2.1

Soient α ⩾ 1+ 2
γ et λ = 2α

γ+2 . On étudie l’énergie de Lyapunov définie pour t ⩾ t0
telle que :

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗)+

1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 .

Premièrement, on peut dériver cette énergie par rapport à t ce qui donne le lemme
suivant dont la preuve est donnée en Section 4.A.6.1.

Lemme 4.A.1. Pour tout t ⩾ t0 :

E ′(t) = (2− γλ)(t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗)− β(λ− α) (F (x(t))− F ∗)

− λ(t+ β(λ− α)) [−γ (F (x(t))− F ∗) + ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩]

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 − βt(t+ β(λ+ α))∥∇F (x(t))∥2.

(4.A.1)

En appliquant le Lemme 4.A.1 et en exploitant les hypothèses vérifiées par F ,
on peut déduire le lemme ci-dessous. On donne une preuve en Section 4.A.6.2.

Lemme 4.A.2. Soit t ⩾ max{t0, β(α− λ)}. On a :

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2,

(4.A.2)

où K(α) =
2αγ

(γ + 2)2

(
α− 1− 2

γ

)
=

(γλ− 2)λ

2
. En particulier, si α = 1 + 2

γ , alors

E ′(t) + βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 ⩽ β(α− λ)(F (x(t))− F ∗). (4.A.3)

Cas α > 1 + 2
γ . Pour cette hypothèse sur α, on peut réécrire le résultat du Lemme

4.A.2 comme suit. La preuve se trouve en Section 4.A.6.3.
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Lemme 4.A.3. Soit t > max{t0, β(α− λ)}. Si α > 1 + 2
γ , alors on a

E ′(t) + γλ− 2

t+ β(λ− α)
E(t) + βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 ⩽ φ̃ (t+ β(λ− α)) E(t),

(4.A.4)
où

φ̃ : t 7→ K(α)

µt2

(
√
µ(1 + C0) +

2α

(γ + 2)t
(1 +

√
2) +

4α2

(γ + 2)2
√
µt2

)
,

et C0 = β

√
µγ(γλ− 1)

γλ− 2
.

On définit H pour tout t > max{t0, β(α− λ)} de la manière suivante

H : t 7→ E(t)(t+ β(λ− α))γλ−2e−Φ̃(t+β(λ−α)),

où Φ̃(t) = −
∫ +∞
t φ̃(x)dx. Le résultat du Lemme 4.A.3 implique que H′(t) ⩽ 0 pour

tout t > max{t0, β(α − λ)}. Ainsi, pour tout t1 > max{t0, β(α − λ)} et t ⩾ t1,
H(t) ⩽ H(t1), et donc,

E(t) ⩽ E (t1)
(
t1 + β(λ− α)
t+ β(λ− α)

)λγ−2

e−Φ̃(t1+β(λ−α))+Φ̃(t+β(λ−α)). (4.A.5)

Si on choisit t1 = t0+β(α−λ), cette inégalité assure que pour tout t ⩾ t0+β(α−λ),

E(t) ⩽ E (t0 + β(α− λ))
(

t0
t+ β(λ− α)

)λγ−2

e−Φ̃(t0)+Φ̃(t+β(λ−α)). (4.A.6)

On peut observer que la primitive Φ̃(t) = −
∫ +∞
t φ̃(x)dx de φ̃ a l’expression suivante

Φ̃(t) = −K(α)

µ

(√
µ(1 + C0)

t
+
α(1 +

√
2)

(γ + 2)t2
+

4α2

3(γ + 2)2
√
µt3

)
, (4.A.7)

ce qui assure que Φ̃ est négative. Ainsi, pour tout t ⩾ t0 + β(α− λ),

F (x(t))− F ∗ ⩽ e−Φ̃(t0)E (t0 + β(α− λ)) tλγ−2
0

(t+ β(λ− α))
2αγ
γ+2

, (4.A.8)

et le premier point du théorème est démontré.
On peut choisir de paramétrer t1 de manière à avoir un contrôle plus fin sur E(t)

dans l’équation (4.A.5). On fait ici le choix de prendre t1 comme le minimiseur de
la fonction ci-dessous

u 7→ (u+ β(λ− α))λγ−2e−Φ(u+β(λ−α)).

On trouve donc que u = t1 + β(λ− α) vérifie

γλ− 2

u
= φ̃(u). (4.A.9)
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De plus, comme λγ − 2 = γ+2
α K(α), l’égalité (4.A.9) peut être réécrite :

γ + 2

αu
=

1

µu2

(
√
µ(1 + C0) +

2α

(γ + 2)u
(1 +

√
2) +

4α2

(γ + 2)2
√
µu2

)
(4.A.10)

En définissant r = (γ + 2)
√
µ
α u, cette égalité est équivalente à

r3 − (1 + C0)r
2 − 2(1 +

√
2)r − 4 = 0. (4.A.11)

Pour tout C0 > 0, le polynôme r 7→ r3 − (1 + C0)r
2 − 2(1 +

√
2)r − 4 a une unique

racine positive que l’on note r∗. En choisissant t1 = α
(γ+2)

√
µr

∗ + β(α− λ), on a que
si t1 > max{t0, β(α − λ)} (ce qui est vrai pour t1 ⩾ t0 + β(α − λ)), alors on peut
contrôler E de la manière suivante

∀t ⩾ t1, E(t) ⩽ E (t1)
(

αr∗

(t+ β(λ− α)) (γ + 2)
√
µ

)λγ−2

e
−Φ̃

(
α

(γ+2)
√
µ
r∗

)
+Φ̃(t+β(λ−α))

(4.A.12)
On introduit Em qui pour tout t ⩾ t0 vérifie

Em(t) =

(
1 +

βα

t

)
(F (x(t))− F ∗) +

1

2
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2 . (4.A.13)

On peut relever que cette énergie est décroissante puisque pour tout t ⩾ t0,

E′
m(t) = −βα

t2
(F (x(t))− F ∗)− α

t
∥ẋ(t)∥2 − β∥∇F (x(t))∥2 ⩽ 0, (4.A.14)

et par conséquent Em est bornée uniformément sur [t0,+∞[ . On a donc que

E (t1) =
(
t21 + t1β(λ− α)

)
(F (x (t1))− F ∗)

+
1

2
∥λ (x (t1)− x∗) + t1 (ẋ (t1) + β∇F (x (t1)))∥2

=
(
t21 + t1β(λ− α)

)
(F (x (t1))− F ∗) +

t21
2
∥ẋ (t1) + β∇F (x (t1))∥2

+
λ2

2
∥x (t1)− x∗∥2 + λt1 ⟨(x (t1)− x∗) , ẋ (t1) + β∇F (x (t1))⟩

⩽
(
t21 + t1β(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗) +

λ

2
(λ+ t1

√
µ) ∥x(t1)− x∗∥2

+
t1
2

(
t1 +

λ
√
µ

)
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2,

(4.A.15)
en utilisant l’équation

|⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩| ⩽
√
µ

2
∥x(t)− x∗∥2 + 1

2
√
µ
∥(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2.

(4.A.16)
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Comme la fonction F vérifie G2µ et λ√
µ = 2

r∗ (t1 + β(λ− α)), on obtient que

E(t1) ⩽
(
t21 + t1β(λ− α) +

λ2

µ
+ t1

λ
√
µ

)
(F (x(t))− F ∗)

+
t1
2

(
t1 +

λ
√
µ

)
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2

⩽

(
1 +

2

r∗

)2 (
t21 + t1β(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗)

+
1

2

((
1 +

2

r∗

)
t21 +

2

r∗
t1(t1 + β(λ− α))

)
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2

⩽

(
1 +

2

r∗

)2

t21

(
F (x(t))− F ∗ +

1

2
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2

)
⩽

(
1 +

2

r∗

)2

t21Em(t1) ⩽

(
1 +

2

r∗

)2

t21Em(t0).

(4.A.17)

La fonction Φ̃ définie par (4.A.7) est négative pour tout t ⩾ 0 et comme t1 =
α

(γ+2)
√
µr

∗ + β(α− λ), on a :

Φ̃(t1 + β(λ− α)) = −γ + 2

α
K(α)

(
1 + C0

r∗
+

1 +
√
2

r∗2
+

4

3r∗3

)
.

On peut donc écrire que pour tout t ⩾ t1 :

F (x(t))−F ∗ ⩽ C1e
2γ
γ+2

C2

(
α−1− 2

γ

) (
1 +

β(α−λ)(γ+2)
√
µ

αr∗

)
Em (t0)

(
αr∗

(γ+2)
√
µ(t+β(λ−α))

) 2αγ
γ+2

,

(4.A.18)
où

C1 =

(
1 +

2

r∗

)2

, C2 =
1 + C0

r∗
+

1 +
√
2

r∗2
+

4

3r∗3
. (4.A.19)

On définit G comme suit

G : t 7→ H(t) + β

∫ t

t0+β(α−λ)
u(u+ β(λ− α))γλ−1e−Φ̃(u+β(λ−α))∥∇F (x(u))∥2du,

(4.A.20)
Le Lemme 4.A.3 assure que G′(t) ⩽ 0 pour tout t ⩾ t0 + β(α− λ). Par conséquent,
pour tout t ⩾ t0 + β(α− λ),

G(t) ⩽ G(t0 + β(α− λ)),

et comme H est une fonction positive :

β

∫ t

t0+β(α−λ)
u(u+ β(λ− α))γλ−1e−Φ̃(u+β(λ−α))∥∇F (x(u))∥2du ⩽ G(t0 + β(α− λ)).

De plus, Φ̃ est une fonction négative donc :

β

∫ t

t0+β(α−λ)
u(u+ β(λ− α))γλ−1∥∇F (x(u))∥2du ⩽ G(t0 + β(α− λ)).



114 Chapitre 4. Maîtrise de l’inertie par un terme lié à la hessienne

On peut en déduire que :∫ +∞

t0+β(α−λ)
u(u+ β(λ− α))γλ−1∥∇F (x(u))∥2du < +∞.

Comme u 7→
(
1 + β λ−α

u

)λγ−1 est une fonction décroissante sur (t0+β(α−λ),+∞),
on obtient que :∫ +∞

t0+β(α−λ)
u(u+ β(λ− α))γλ−1∥∇F (x(u))∥2du ⩾(

1 + β
λ− α

t0 + β(α− λ)

)λγ−1 ∫ +∞

t0+β(α−λ)
u

2αγ
γ+2 ∥∇F (x(u))∥2du.

(4.A.21)

D’autre part, la fonction u 7→ u
2αγ
γ+2 ∥∇F (x(u))∥2 est bornée sur (t0, t0 + β(α − λ))

et on a donc : ∫ +∞

t0

u
2αγ
γ+2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.A.22)

Cas α = 1 + 2
γ .

Le Lemme 4.A.2 indique que pour tout t > max{t0, β},

E ′(t) + βt(t− β)∥∇F (x(t))∥2 ⩽ β

t(t− β)
E(t), (4.A.23)

en utilisant notamment la relation α − λ = 1. Cette inégalité implique que t 7→
E(t)e

β
t−β est une fonction décroissante sur (t0+β,+∞). Ainsi, pour tout t ⩾ t0+β,

E(t) ⩽ E(t0 + β)e
− β

t−β
+ β

t0 ⩽ E(t0 + β)e
β
t0 .

De plus,

E(t0 + β) = t0 (t0 + β) (F (x(t0 + β))− F ∗)

+
1

2
∥λ(x(t0 + β)− x∗) + t(ẋ(t0 + β) + β∇F (x(t0 + β)))∥2

⩽

(
(t0 + β)2 +

λ2 +
√
µ

µ

)
(F (x(t0 + β))− F ∗)

+
(t0 + β)2 + 1√

µ

2
∥ẋ(t0 + β) + β∇F (x(t0 + β))∥2

⩽

(
(t0 + β)2 +

λ2 +
√
µ

µ

)
Em(t0 + β) ⩽

(
(t0 + β)2 +

λ2 +
√
µ

µ

)
Em(t0),

en utilisant l’inégalité (4.A.16). En conséquence, pour tout t ⩾ t0 + β,

F (x(t))− F ∗ ⩽

(
(t0 + β)2 +

λ2 +
√
µ

µ

)
e

β
t0
Em(t0)

t(t− β)
. (4.A.24)

L’inégalité (4.A.23) assure également que

t 7→ E(t)e
β

t−β +

∫ t

t0+β
βu(u− β)e

β
u−β ∥∇F (x(u))∥2du, (4.A.25)
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est une fonction bornée sur (t0+β,+∞). Étant donné que E(t)e
β

t−β est une fonction
positive pour tout t ⩾ t0 + β, on en déduit qu’il existe M > 0 tel que pour tout
t ⩾ t0 + β,∫ t

t0+β
(u− β)2∥∇F (x(u))∥2du ⩽

∫ t

t0+β
u(u− β)e

β
u−β ∥∇F (x(u))∥2du < M,

et ainsi, ∫ +∞

t0+β
(u− β)2∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.A.26)

En utilisant les mêmes arguments que dans le cas α > 1 + 2
γ , on trouve que :∫ +∞

t0

u2∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.A.27)

4.A.2 Preuve du Théorème 4.2.2

Soit F une fonction convexe C2 vérifiant G2µ pour µ > 0. De par sa convexité, F
vérifie automatiquement F1 et le lemme ci-dessous indique que F satisfait également
F2−δ localement pour tout δ ∈ (0, 1]. On donne une preuve en Section 4.A.6.4.

Lemme 4.A.4. Soit F : RN → R une fonction convexe C2 ayant un ensemble de
minimiseurs X∗ non vide. Alors, pour tout δ ∈ (0, 1], la fonction F vérifie F2−δ

localement, c’est-à-dire que pour tout x∗ ∈ X∗, il existe ν > 0 tel que

∀x ∈ B(x∗, ν), F (x)− F ∗ ⩽
1

2− δ
⟨∇F (x), x− x∗⟩. (4.A.28)

Soient α ⩾ 3, β > 0 et ε ∈ (0, 1). Comme F vérifie F1, les deux premiers points
du Théorème 4.2.1 indiquent qu’il existe une fonction décroissante ϕ telle que :

∀t ⩾ t0 +
βα

3
, F (x(t))− F ∗ ⩽ ϕ(t),

où ϕ(t) → 0 quand t → +∞. Comme F satisfait G2µ, pour tout ν > 0, il existe
T ⩾ t0 +

βα
3 tel que t ⩾ T , x(t) ∈ B(x∗, ν). En conséquence, pour tout δ ∈ (0, 1], il

existe T ⩾ t0 +
βα
3 tel que pour tout t ⩾ T ,

F (x(t))− F ∗ ⩽
1

2− δ
⟨x(t)− x∗,∇F (x(t))⟩ .

Soit δ = 4ε
α+ε . Comme α ⩾ 3 et ε ∈ (0, 1), la condition α ⩾ 1 + 2

2−δ est vérifiée. En
prenant T comme temps initial de (DIN-AVD), le premier point du Théorème 4.2.1
donne le premier résultat voulu et le troisième point garantit qu’il existe M > 0 tel
que ∫ +∞

T
uα−ε∥∇F (x(u))∥2du < M.
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Comme la fonction F vérifie G2µ, la Proposition 2.1.16 indique que F satisfait l’in-
égalité de Łojasiewiscz d’exposant 1

2 ce qui implique que∫ +∞

T
uα−ε (F (x(u))− F ∗) du <

2M

µ
.

D’autre part, la fonction u 7→ uα−ε(F (x(u)) − F ∗) est bornée sur (t0, T ) et on a
donc que ∫ T

t0

uα−ε (F (x(u))− F ∗) du < +∞,

et ainsi, ∫ +∞

t0

uα−ε (F (x(u))− F ∗) du < +∞.

4.A.3 Preuve du Corollaire 4.2.3

Le premier résultat est obtenu en appliquant le lemme ci-dessous au Théorème
4.2.2. Une preuve du lemme est donnée en Section 4.A.6.5.

Lemme 4.A.5. Soit F : RN → R une fonction convexe ayant un ensemble de
minimiseurs non vide. Supposons que pour un certain t1 > 0 et un certain δ > 0, F
vérifie : ∫ +∞

t1

uδ(F (x(u))− F ∗)du < +∞.

Soit z : t 7→
∫ t
t/2 u

δx(u)du∫ t
t/2 u

δdu
. Alors, quand t→ +∞, on a

F (z(t))− F ∗ = o
(
t−δ−1

)
. (4.A.29)

Les deux autres résultats viennent de l’application du Lemme 4.A.6 à ϕ : x 7→
F (x)− F ∗. On donne une preuve de ce lemme en Section 4.A.6.6.

Lemme 4.A.6. Soit ϕ : RN → R+ une fonction telle que pour un certain t1 > 0 et
un certain δ > 0, on a : ∫ +∞

t1

uδϕ(x(u))du < +∞.

Alors, quand t→ +∞,

inf
u∈[t/2,t]

ϕ(x(u)) = o
(
t−δ−1

)
et lim inf

t→+∞
tδ+1 log(t)ϕ(x(t)) = 0. (4.A.30)
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4.A.4 Preuve du Théorème 4.2.4

On définit l’énergie de Lyapunov E de la manière suivante :

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗) +

ξ

2
∥x(t)− x∗∥2

+
1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ,

où x∗ est l’unique minimiseur de F , λ ∈ R et ξ ∈ R. On définit également H
ci-dessous

H(t) = tpE(t),

où p > 0. En utilisant les notations ci-dessous

a(t) = t (F (x(t))− F ∗) , b(t) =
1

2t
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ,

c(t) =
1

2t
∥x(t)− x∗∥2 ,

on obtient que
E(t) = (t+ β(λ− α))a(t) + t(b(t) + ξc(t)).

On choisit p = 4
γ1−2 , λ = 2

γ1−2 et ξ = λ(λ + 1 − α). L’énergie E est dérivable et le
lemme ci-dessous donne un contrôle sur sa dérivée E ′. La preuve se trouve en Section
4.A.6.9.

Lemme 4.A.7. Soient p = 4
γ1−2 , λ = 2

γ1−2 et ξ = λ(λ + 1 − α). Pour tout t ⩾
max(t0, β(α− λ), β(2(α− λ)− 1))), on a

E ′(t) ⩽ ((2− λγ1)t+ β(λ− α− λγ1(2(λ− α) + 1)))) (F (x(t))− F ∗)

+ 2(λ+ 1− α)b(t)− 2λ2(λ+ 1− α)c(t)− βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.
(4.A.31)

En appliquant ce lemme, on a que pour tout t ⩾ max(t0, β(α−λ), β(2(α−λ)−1))) :

H′(t) = tp−1
(
pE(t) + tE ′(t)

)
⩽ tp−1[pE(t) + 2t(λ+ 1− α)b(t)

+ t((2− λγ1)t+ β(λ− α− λγ1(2(λ− α) + 1)) (F (x(t))− F ∗)

− 2t(λ2(λ+ 1− α))c(t)− βt2(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2]
⩽ tp((2− γ1λ+ p)a(t) + 2(λ− α+ 1) + p)b(t) + λ(λ+ 1− α)(p− 2λ)c(t))

+ tp−1β((p+ 1)(λ− α)− λγ1(2(λ− α) + 1))a(t)

− βtp+1(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.

Comme p = 4
γ1−2 et λ = 2

γ1−2 cela garantit que

H′(t) ⩽ 2tp
(
γ1 + 2

γ1 − 2
− α

)
b(t) + tp−1βC1a(t)− βtp+1(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2,

(4.A.32)
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où C1 = (p + 1)(λ − α) − λγ1(2(λ − α) + 1). Sous l’hypothèse que α ⩾ γ1+2
γ1−2 , la

constante C1 est strictement positive et (4.A.32) assure que

H′(t) ⩽ tp−1βC1a(t)− βtp+1(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2. (4.A.33)

On définit la fonction G ci-dessous

G : t 7→ H(t)− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du,

où t1 > max {t0, β(2(α− λ)− 1), tm} et tm > β(α− λ) satisfait

tpm
(tm + β(λ− α))p+1

βC1 ⩽
1

2
. (4.A.34)

Comme t 7→ tp

(t+β(λ−α))p+1 est une fonction décroissante sur (β(α− λ),+∞) et tend
vers 0, tm est bien défini. L’équation (4.A.33) implique que G′(t) ⩽ 0 pour tout
t ⩾ t1 et il existe donc une constante A ∈ R telle que G(t) ⩽ A pour tout t ⩾ t1, et
pour tout t ⩾ t1,

G(t) = tp((t+ β(λ− α))a(t) + tb(t) + tξc(t))− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du

⩾ tp((t+ β(λ− α))a(t) + tξc(t))− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du

⩾ (t+ β(λ− α))p+1a(t) + tp+1ξc(t)− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du.

De plus, −βC1

∫ t
t1
up−1a(u)du ⩾ −

(
t1

t1+β(λ−α)

)p+1
βC1

∫ t
t1

(u+β(λ−α))p+1a(u)
u2 du.

Rappelons que comme F vérifie Gγ2 , il existe K > 0 tel que

∀x ∈ RN , Kd (x,X∗)γ2 ⩽ F (x)− F ∗,

et par conséquent,

tp+1ξc(t) = tp
ξ

2
∥x(t)− x∗∥2 = tp

ξ

2K
2
γ2

(K∥x(t)− x∗∥γ2)
2
γ2 .

Comme ξ < 0 et F a un unique minimiseur x∗,

tp+1ξc(t) = tp
ξ

2K
2
γ2

(Kd(x(t), X∗)γ2)
2
γ2 ⩾ tp

ξ

2K
2
γ2

(F (x(t))− F ∗)
2
γ2

⩾ t
p− 2

γ2
ξ

2K
2
γ2

a(t)
2
γ2 ⩾ t

p− 2
γ2

−(p+1) 2
γ2

ξ

2K
2
γ2

(
tp+1a(t)

) 2
γ2

⩾ t
p− 2

γ2
−(p+1) 2

γ2

(
t1

t1 + β(λ− α)

) 2(p+1)
γ2 ξ

2K
2
γ2

(
(t+ β(α− λ))p+1a(t)

) 2
γ2 .



4.A. Preuves 119

Rappelons que p = 4
γ1−2 , et donc p− 2

γ2
− (p+1) 2

γ2
= 4(γ2−γ1)

γ2(γ1−2) ⩽ 0 puisque γ1 ⩾ γ2.
Comme t ⩾ t1, on trouve que

tp+1ξc(t) ⩾
t
p− 2

γ2
1

(t1 + β(λ− α))
2(p+1)

γ2

ξ

2K
2
γ2

(
(t+ β(α− λ))p+1a(t)

) 2
γ2 .

On définit v : t 7→ (t+ β(λ− α))p+1a(t) sur [t1,+∞). Pour tout t ⩾ t1, on a

G(t) ⩾ v(t)− C2v(t)
2
γ2 −

(
t1

t1 + β(λ− α)

)p+1

βC1

∫ t

t1

v(u)

u2
du, (4.A.35)

où C2 = −
t
p− 2

γ2
1

(t1+β(λ−α))
2(p+1)

γ2

ξ

2K
2
γ2

> 0.

Prenons t2 > t1 et t∗ = argmax
t∈[t1,t2]

v(t). On obtient alors,

G(t∗) ⩾ v(t∗)− C2v(t
∗)

2
γ2 −

(
t1

t1 + β(λ− α)

)p+1

βC1

∫ t∗

t1

v(u)

u2
du

⩾ v(t∗)− C2v(t
∗)

2
γ2 −

(
tm

tm + β(λ− α)

)p+1

βC1

∫ +∞

tm

v(t∗)

u2
du

⩾ v(t∗)− C2v(t
∗)

2
γ2 − tpm

(tm + β(λ− α))p+1βC1v(t
∗)

⩾
1

2
v(t∗)− C2v(t

∗)
2
γ2 .

Comme G(t) ⩽ A pour tout t ⩾ t1, on l’inégalité suivante t :

v(t∗)− 2C2v(t
∗)

2
γ2 ⩽ 2A,

et donc
v(t∗)

2
γ2

(
v(t∗)

1− 2
γ2 − 2C2

)
⩽ 2A. (4.A.36)

Lemme 4.A.8. Soient x ∈ R+, δ ∈ (0, 1), K1 > 0 et K2 > 0. On a

xδ(x1−δ −K1) ⩽ K2 =⇒ x ⩽
(
K1−δ

2 +K1

) 1
1−δ

.

En appliquant le Lemme 4.A.8 à (4.A.36), on trouve que

v(t∗) ⩽
(
(2A)

1− 2
γ2 + 2C2

) γ2
γ2−2

, (4.A.37)

et en conséquence, pour tout t ∈ [t1, t2]

v(t) ⩽
(
(2A)

1− 2
γ2 + 2C2

) γ2
γ2−2

. (4.A.38)
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Cette borne ne dépend pas de t2 donc on peut en déduire que la fonction v est
bornée sur [t1,+∞). Cela signifie qu’il existe une constante M > 0 telle que pour
tout t ⩾ t1 :

v(t) = (t+ β(λ− α))p+1a(t) = t(t+ β(λ− α))p+1(F (x(t))− F ∗) ⩽M,

ce qui implique que

F (x(t))− F ∗ ⩽
M

t(t+ β(λ− α))p+1
⩽

(
t1

t1 + β(λ− α)

)p+1 M

tp+2
, (4.A.39)

c’est-à-dire, quand t→ +∞

F (x(t))− F ∗ = O
(
t
− 2γ1

γ1−2

)
. (4.A.40)

On définit maintenant F pour démontrer le deuxième point :

F : t 7→ H(t)− βC1

∫ t

t1

up−1a(u)du+ β

∫ t

t1

up+1(u+ β(λ− α))∥∇F (x(u))∥2du.

L’équation (4.A.33) donne que F ′(t) ⩽ 0 pour tout t ⩾ t1 donc il existe une constante
B ∈ R telle que F(t) ⩽ B pour tout t ⩾ t1. En appliquant (4.A.35), on peut montrer
que pour tout t ⩾ t1

F(t) ⩾ v(t)− C2v(t)
2
γ2 −

(
t1

t1 + β(λ− α)

)p+1

βC1

∫ t

t1

v(u)

u2
du

+ β

∫ t

t1

up+1(u+ β(λ− α))∥∇F (x(u))∥2du.

Nous avons montré qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout t ⩾ t1,
v(t) ⩽M . En conséquence,

−
(

t1
t1 + β(λ− α)

)p+1

βC1

∫ t

t1

v(u)

u2
du ⩾ −MβC1

tp1
(t1 + β(λ− α))p+1

.

Lemme 4.A.9. Soit g : x 7→ x −Kxδ avec K > 0 et δ ∈ (0, 1). Pour tout x ⩾ 0,
on a

g(x) ⩾ K(δ − 1)(δK)
δ

1−δ .

Le Lemme 4.A.9 garantit que pour tout t ⩾ t1

v(t)− C2v(t)
2
γ2 ⩾ −C2

(
1− 2

γ2

)(
2C2

γ2

) 2
γ2−2

. (4.A.41)

Par conséquent,

F(t) ⩾ −C2

(
1− 2

γ2

)(
2C2

γ2

) 2
γ2−2

−MβC1
tp1

(t1 + β(λ− α))p+1

+ β

∫ t

t1

up+1(u+ β(λ− α))∥∇F (x(u))∥2du.
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Comme il existe une constante B ∈ R telle que F(t) ⩽ B pour tout t ⩾ t1, on peut
écrire que

β

∫ t

t1

up+1(u+ β(λ− α))∥∇F (x(u))∥2du ⩽ B + C2

(
1− 2

γ2

)(
2C2

γ2

) 2
γ2−2

+MβC1
tp1

(t1 + β(λ− α))p+1
,

et donc ∫ +∞

t1

(u+ β(λ− α))
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.A.42)

En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 4.2.1 (en Section

4.A.1) et le fait que la fonction u 7→ (u+ β(λ−α))
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2 est bornée sur

(t0, t1), on peut conclure que∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞. (4.A.43)

4.A.5 Preuve du Corollaire 4.2.5

Soit F : RN → R une fonction convexe C2 ayant un unique minimiseur x∗.
Supposons que F vérifie Fγ1 et Gγ2 avec γ1 > 2 et γ2 > 2 où γ1 ⩾ γ2. Soit x une
solution de (DIN-AVD) pour tout t ⩾ t0 où t0 > 0, α ⩾ γ1+2

γ1−2 et β > 0. Le Théorème
4.2.4 assure que ∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 ∥∇F (x(u))∥2du < +∞.

De plus, comme F satisfait l’hypothèse Gγ2 pour un certain γ2 > 2, la Proposition
2.1.18 indique que F vérifie l’inégalité de Łojasiewiscz d’exposant 1 − 1

γ2
ce qui

implique que ∫ +∞

t0

u
2γ1
γ1−2 (F (x(u))− F ∗)

2(γ2−1)
γ2 du < +∞. (4.A.44)

En appliquant le Lemme 4.A.6 à ϕ : x 7→ (F (x)− F ∗)
2(γ2−1)

γ2 , on trouve que lorsque
t tend vers +∞,

inf
u∈[t/2,t]

(F (x(u))− F ∗)
2(γ2−1)

γ2 = o

(
t
− 3γ1−2

γ1−2

)
.

On peut donc conclure que,

inf
u∈[t/2,t]

F (x(u))− F ∗ = o

(
t
− (3γ1−2)γ2

2(γ1−2)(γ2−1)

)
.



122 Chapitre 4. Maîtrise de l’inertie par un terme lié à la hessienne

4.A.6 Autres preuves

4.A.6.1 Preuve du Lemme 4.A.1

Rappelons que l’énergie E est définie pour tout t ⩾ t0 comme :

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗)+

1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ,

Cette énergie est différentiable et sa dérivée E ′ vérifie

E ′(t) = (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
(
t2 + tβ(λ− α)

)
⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩

+ λ(λ+ 1− α) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩+ λ(β − t) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ t(λ+ 1− α)∥ẋ(t)∥2 + t(β − t)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩
+ tβ(λ+ 1− α)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ tβ(β − t)∥∇F (x(t))∥2

= (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) + 2tβ(λ+ 1− α)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩
+ λ(λ+ 1− α) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩+ λ(β − t) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ t(λ+ 1− α)∥ẋ(t)∥2 + tβ(β − t)∥∇F (x(t))∥2.

En réorganisant les termes, on obtient que :

E ′(t) = (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗)

+
λ+ 1− α

t

[
t2∥ẋ(t)∥2 + t2β2∥∇F (x(t))∥2 + 2t2β⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩

]
+
λ(λ+ 1− α)

t
[⟨x(t)− x∗, tẋ(t)⟩+ ⟨x(t)− x∗, tβ∇F (x(t))⟩]

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 − λ(t+ β(λ− α)) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩

= (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 − λ(t+ β(λ− α)) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩ .

Enfin, on peut réécrire E ′ de manière à faire apparaître certains termes qui seront
gérés via nos hypothèses sur F :

E ′(t) = (2− γλ)(t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗)− β(λ− α) (F (x(t))− F ∗)

− λ(t+ β(λ− α)) [−γ (F (x(t))− F ∗) + ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩]

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 − tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.
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4.A.6.2 Preuve du Lemme 4.A.2

Notons d’abord que pour tout t ⩾ t0,

γλ− 2

t
E(t) =− (2− γλ)(t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗)

+
1

2

γλ− 2

t
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 .

(4.A.45)

Alors, en appliquant le Lemme 4.A.2, on trouve :

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) = 1

2

γλ− 2

t
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

− λ(t+ β(λ− α)) [−γ (F (x(t))− F ∗) + ⟨∇F (x(t)), x− x∗⟩]

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 − tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗) .
(4.A.46)

De plus, la fonction F vérifie Fγ , pour tout t ⩾ max{t0, β(α− λ)}

λ(t+ β(λ− α)) [−γ (F (x(t))− F ∗) + ⟨∇F (x(t)), x− x∗⟩] ⩾ 0,

et par conséquent,

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) ⩽ 1

2

γλ− 2

t
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

⩽
γλ− 2

2t
∥λ (x(t)− x∗)∥2

+

(
λ+ 1− α

t
+
γλ− 2

2t

)
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+

(
λ+ 1− α

t
+
γλ− 2

t

)
⟨λ(x(t)− x∗), t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

Comme 2(λ− α) + γλ = 0, on a donc :

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) ⩽ γλ− 2

2t
∥λ (x(t)− x∗)∥2

+
λ+ γλ− α− 1

t
⟨λ (x(t)− x∗) , t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.
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Ainsi,

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2,

(4.A.47)
avec K(α) = 2αγ

(γ+2)2

(
α− 1− 2

γ

)
.

4.A.6.3 Preuve du Lemme 4.A.3

Le Lemme 4.A.2 garantit que pour tout t > β(α− λ), on a

E ′(t) + γλ− 2

t
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.

En ajoutant le terme
(

γλ−2
t+β(λ−α) −

γλ−2
t

)
E(t) aux deux membres de l’inégalité, on

obtient

E ′(t) + γλ− 2

t+ β(λ− α)
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗) +

(
γλ− 2

t+ β(λ− α)
− γλ− 2

t

)
E(t)

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+ β(α− λ) (F (x(t))− F ∗) +

β(α− λ)(γλ− 2)

t(t+ β(λ− α))
E(t)

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

Rappelons que pour tout t > β(α− λ),

F (x(t))− F ∗ ≤ E(t)
t(t+ β(λ− α))

, (4.A.48)

ce qui implique que

E ′(t) + γλ− 2

t+ β(λ− α)
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+

(
β(α− λ)

t(t+ β(λ− α))
+
β(α− λ)(γλ− 2)

t(t+ β(λ− α))

)
E(t)

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+
β(α− λ)(γλ− 1)

t2 + tβ(λ− α)
E(t)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.

(4.A.49)
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L’étape suivante consiste à trouver une borne supérieure de

λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩ ,

dépendant de E(t). On y parvient en appliquant les inégalités données dans le lemme
ci-dessous dont la preuve se trouve en Section 4.A.6.7.

Lemme 4.A.10. Soient u ∈ RN , v ∈ RN et a > 0. On a que

|⟨u, v⟩| ⩽ a

2
∥u∥2 + 1

2a
∥v∥2, (4.A.50)

et

∥u∥2 ⩽ (1 + a)∥u+ v∥2 +
(
1 +

1

a

)
∥v∥2. (4.A.51)

Ce lemme indique que pour tout t > β(α− λ) et θ > 0,

|⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩| ⩽
√
µ

2
∥x(t)− x∗∥2 + 1

2
√
µ
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2,

(4.A.52)
et de plus,

t2∥ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 ⩽
(
1 + θ

α

t
√
µ

)
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+ λ2
(
1 +

t
√
µ

θα

)
∥x(t)− x∗∥2 . (4.A.53)

En conséquence, pour tout θ > 0,

λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

⩽

(
λ

t
+

√
µ

2

)
∥x(t)− x∗∥2 + 1

2
√
µ
∥ẋ(t) + β∇F (x(t))∥2

⩽

(
λ2

2
√
µt2

+
λ

t

(
1 +

λ

2θα

)
+

√
µ

2

)
∥x(t)− x∗∥2

+

(
θα

2µt3
+

1

2
√
µt2

)
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

⩽

(
λ2

µ3/2t2
+

2λ

µt

(
1 +

λ

2θα

)
+

1
√
µ

)
(F (x(t))− F ∗)

+

(
θα

2µt3
+

1

2
√
µt2

)
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2,

(4.A.54)

puisque F satisfait G2µ et possède un unique minimiseur.
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Comme α > λ On a 1
t <

1
t+β(λ−α) et ainsi,

λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

⩽
(

λ2

µ3/2(t+β(λ−α))2
+ 2λ

µ(t+β(λ−α))

(
1 + λ

2θα

)
+ 1√

µ

)
(F (x(t))− F ∗)

+
(

θα
2µ(t+β(λ−α))3 + 1

2
√
µ(t+β(λ−α))2

)
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

⩽
(

λ2

µ3/2(t+β(λ−α))4
+ 2λ

µ(t+β(λ−α))3

(
1 + λ

2θα

)
+ 1√

µ(t+β(λ−α))2

)
t(t+ β(λ− α))(F (x(t))− F ∗)

+
(

θα
µ(t+β(λ−α))3 + 1√

µ(t+β(λ−α))2

) 1

2
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2.

(4.A.55)
On choisit le paramètre θ pour assurer que 2λ

µ(t+β(λ−α))3

(
1 + λ

2θα

)
= θα

µ(t+β(λ−α))3
.

Cela conduit au choix θ = 2
γ+2(1 +

√
2) qui mène aux inégalités ci-dessous :

λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

⩽ 1
µ(t+β(λ−α))2

(
λ2

√
µ(t+β(λ−α))2 + λ

t+β(λ−α)

(
1 +
√
2
)
+
√
µ
)
t(t+ β(λ− α))(F (x(t))− F ∗)

+ 1
µ(t+β(λ−α))2

(
λ

t+β(λ−α) (1 +
√
2) +

√
µ
)
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

⩽ 1
µ(t+β(λ−α))2

(
λ2

√
µ(t+β(λ−α))2 + λ

t+β(λ−α)

(
1 +
√
2
)
+
√
µ
)
E(t).

(4.A.56)
En réinjectant ce résultat à (4.A.49), on obtient que,

E ′(t) + γλ− 2

t+ β(λ− α)
E(t) ⩽ K(α)

(
λ

t
∥x(t)− x∗∥2 + ⟨x(t)− x∗, ẋ(t) + β∇F (x(t))⟩

)
+
β(α− λ)(γλ− 1)

t(t+ β(λ− α))
E(t)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

⩽ K(α)
µ(t+β(λ−α))2

(
λ2

√
µ(t+β(λ−α))2 + λ

t+β(λ−α)

(
1 +
√
2
)
+
√
µ
)
E(t)

+
β(α− λ)(γλ− 1)

(t+ β(λ− α))2
E(t)− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.

(4.A.57)
On définit C0 =

β
√
µ(α−λ)(γλ−1)

K(α) ce qui permet d’écrire que

E ′(t) + γλ−2
t+β(λ−α)E(t) ⩽

K(α)
µ(t+β(λ−α))2

(
λ2

√
µ(t+β(λ−α))2 + λ

t+β(λ−α)

(
1 +
√
2
)
+
√
µ(1 + C0)

)
E(t)

− tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.
(4.A.58)

et donc,

E ′(t) + γλ− 2

t+ β(λ− α)
E(t) + tβ(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 ⩽ φ(t+ β(λ− α))E(t)

(4.A.59)
où

φ : t 7→ K(α)

µt2

(
√
µ(1 + C0) +

2α

(γ + 2)t
(1 +

√
2) +

4α2

(γ + 2)2
√
µt2

)
. (4.A.60)
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4.A.6.4 Preuve du Lemme 4.A.4

Soit F : RN → R une fonction convexe C2 ayant un ensemble de minimiseurs
X∗ non vide. Soient δ ∈ (0, 1] et x∗ ∈ X∗.
On introduit le lemme ci-dessous qui est prouvé en Section 4.A.6.8.

Lemme 4.A.11. Soit F : RN → R une fonction convexe C2. Pour tout x ∈ RN et
ε > 0, il existe ν > 0 tel que pour tout y ∈ B(x, ν) :

(1−ε)(y−x)THF (x)(y−x) ⩽ (y−x)THF (y)(y−x) ⩽ (1+ε)(y−x)THF (x)(y−x).
(4.A.61)

Comme F est une fonction C2, le Lemme 4.A.11 assure qu’il existe ν > 0 tel
que pour tout x ∈ B (x∗, ν) :(

1− δ

4− δ

)
K(x) ⩽ (x− x∗)THF (x)(x− x∗) ⩽

(
1 +

δ

4− δ

)
K(x), (4.A.62)

où K(x) = (x− x∗)THF (x
∗)(x− x∗).

Soit ϕx,x∗ défini par
ϕx,x∗ : [0, 1]→ R

t 7→ F (tx+ (1− t)x∗) ,
(4.A.63)

avec x ∈ B (x∗, ν). La fonction ϕx,x∗ est deux fois dérivables et pour tout t ∈ [0, 1],
on a

ϕ′x,x∗(t) = (x− x∗)T∇F (tx+ (1− t)x∗),
ϕ′′x,x∗(t) = (x− x∗)THF (tx+ (1− t)x∗)(x− x∗).

En réécrivant (4.A.62) au point tx+ (1− t)x∗ pour un certain t ∈ [0, 1] on trouve(
1− δ

4− δ

)
ϕ′′x,x∗(0) ⩽ ϕ′′x,x∗(t) ⩽

(
1 +

δ

4− δ

)
ϕ′′x,x∗(0). (4.A.64)

En intégrant le membre de gauche de (4.A.64) et comme ϕ′x,x∗(0) = 0 (car∇F (x∗) =
0), on obtient que

∀t ∈ [0, 1],

(
1− δ

4− δ

)
ϕ′′x,x∗(0)t ⩽ ϕ′x,x∗(t).

En intégrant le membre de droite de (4.A.64), on a

∀t ∈ [0, 1], ϕx,x∗(t)− ϕx,x∗(0) ⩽

(
1 +

δ

4− δ

)
ϕ′′x,x∗(0)

t2

2
,

et par conséquent,

∀t ∈ [0, 1], ϕx,x∗(t)− ϕx,x∗(0) ⩽
1

2− δ
tϕ′x,x∗(t).

En prenant t = 1 et en exprimant ϕx,x∗ et ϕ′x,x∗ on peut déduire que

F (x)− F ∗ ⩽
1

2− δ
⟨∇F (x), x− x∗⟩. (4.A.65)



128 Chapitre 4. Maîtrise de l’inertie par un terme lié à la hessienne

4.A.6.5 Preuve du Lemme 4.A.5

Soit F : RN → R une fonction convexe ayant un ensemble de minimiseurs X∗

non vide. Supposons que pour un certain t1 > 0 et un certain δ > 0, F vérifie :∫ +∞

t1

uδ(F (x(u))− F ∗)du < +∞. (4.A.66)

Soit ε > 0. Cette hypothèse assure qu’il existe t2 ⩾ 2t1 tel que :

∀t ⩾ t2,

∫ t

t/2
uδ(F (x(u))− F ∗)du < ε.

On définit z de la manière suivante :

z : t 7→

∫ t
t/2 u

δx(u)du∫ t
t/2 u

δdu
.

Soit t ⩾ t2. On définit ν comme :

ν : B([t/2, t])→ [0, 1]

A 7→
∫
A u

δdu∫ t
t/2 u

δdu
,

où B([t/2, t]) la tribu borélienne sur [t/2, t]. On peut alors écrire que z(t) =
∫ t
t/2 x(u)dν(u).

Comme ν([t/2, t]) = 1 et F est une fonction convexe, on peut utiliser l’inégalité de
Jensen pour écrire que :

F (z(t))− F ∗ = F

(∫ t

t/2
x(u)dν(u)

)
− F ∗

⩽
∫ t

t/2
F (x(u))dν(u)− F ∗

⩽
∫ t

t/2
(F (x(u))− F ∗) dν(u)

⩽
ε∫ t

t/2 u
δdu

Ainsi, quand t tend vers +∞, F (z(t))− F ∗ = o
(
t−δ−1

)
.

4.A.6.6 Preuve du Lemme 4.A.6

Soit une fonction ϕ : RN → R+ telle que pour un certain t1 > 0 et un certain
δ > 0, ϕ vérifie : ∫ +∞

t1

uδϕ(x(u))du < +∞. (4.A.67)
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Soit ε > 0. Cette hypothèse assure qu’il existe t2 ⩾ 2t1 tel qye

∀t ⩾ t2,

∫ t

t/2
uδϕ(x(u))du < ε.

Ainsi, pour tout t ⩾ t2,

inf
u∈[t/2,t]

ϕ(x(u))

∫ t

t/2
uδdu < ε,

et
inf

u∈[t/2,t]
ϕ(x(u)) <

ε(δ + 1)

tδ+1 −
(
t
2

)δ+1
.

Par conséquent, quand t→ +∞,

inf
u∈[t/2,t]

ϕ(x(u)) = o
(
t−δ−1

)
. (4.A.68)

On rappelle que lim inf
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

[
inf
τ⩾t

f(τ)

]
. Comme ϕ est une fonction positive,

on trouve que
lim inf
t→+∞

tδ+1 log(t)ϕ(x(t)) = l ⩾ 0.

Supposons que l > 0. Alors il existe t̂ > t1 tel que :

∀t ⩾ t̂, tδ+1 log(t)ϕ(x(t)) ⩾
l

2
,

et donc,

∀t ⩾ t̂, tδϕ(x(t)) ⩾
l

2t log(t)
.

Ceci est impossible si l’équation (4.A.67) est vérifiée. On obtient donc que l = 0.

4.A.6.7 Preuve du Lemme 4.A.10

Soient u ∈ RN , v ∈ RN et a > 0. La première inégalité provient des calculs
suivants

⟨u, v⟩ = 1

2

∥∥∥∥√au− v√
a

∥∥∥∥2 − a

2
∥u∥2 − 1

2a
∥v∥2 ⩾ −a

2
∥u∥2 − 1

2a
∥v∥2,

et

⟨u, v⟩ = a

2
∥u∥2 + 1

2a
∥v∥2 − 1

2

∥∥∥∥√au+
v√
a

∥∥∥∥2 ⩽ a

2
∥u∥2 + 1

2a
∥v∥2.

On obtient la deuxième inégalité en écrivant ∥u∥2 de la manière suivante :

∥u∥2 = ∥u+ v∥2 + ∥v∥2 − 2⟨u+ v, v⟩,

et en appliquant la première inégalité à ⟨u+ v, v⟩.
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4.A.6.8 Preuve du Lemme 4.A.11

Soit F : RN → R une fonction convexe C2. Les dérivées partielles de second
ordre de F sont notées ∂ijF = ∂2F

∂xi∂xj
pour tout (i, j) ∈ J1, nK2.

Soient x ∈ RN et ε > 0. Pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, ∂ijF est une fonction continue
sur RN et donc

∃ν̃ > 0, ∀y ∈ B(x, ν̃), (1− ε)∂ijF (x) ⩽ ∂ijF (y) ⩽ (1 + ε)∂ijF (x).

En prenant la valeur minimale de ν̃ sur tout les (i, j) ∈ J1, nK2, on peut déduire qu’il
existe ν̃ > 0 tel que :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, ∀y ∈ B(x, ν̃), (1−ε)∂ijF (x) ⩽ ∂ijF (y) ⩽ (1+ε)∂ijF (x). (4.A.69)

Soit ν = min

{
ν̃,

(
n max

(i,j)∈J1,nK2
|∂ijF (x)|

)− 1
2

}
, y ∈ B(x, ν) et h = y−x. L’équation

(4.A.69) assure que pour tout (i, j) ∈ J1, nK2 :

∂ijF (x)hihj − ε|∂ijF (x)hihj | ⩽ ∂ijF (y)hihj ⩽ ∂ijF (x)hihj + ε|∂ijF (x)hihj |.
(4.A.70)

Rappelons que pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, (HF (x))i,j = ∂ijF (x) et donc

∀(x, h) ∈ RN × RN , hTHF (x)h =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂ijF (x)hihj . (4.A.71)

En sommant (4.A.70) sur l’ensemble des (i, j) ∈ J1, nK2, on obtient que

hTHF (x)h−ε
n∑

i=1

n∑
j=1

|∂ijF (x)hihj | ⩽ hTHF (y)h ⩽ hTHF (x)h+ε
n∑

i=1

n∑
j=1

|∂ijF (x)hihj |.

Notons que |hihj | ⩽ 1
2

(
h2i + h2j

)
pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, ce qui donne que

n∑
i=1

n∑
j=1

|∂ijF (x)hihj | ⩽ max
(i,j)∈J1,nK2

|∂ijF (x)|
n∑

i=1

n∑
j=1

|hihj |

⩽ n max
(i,j)∈J1,nK2

|∂ijF (x)|∥h∥2

⩽ n max
(i,j)∈J1,nK2

|∂ijF (x)|ν2

⩽ 1.

Par conséquent,

(1− ε)hTHF (x)h ⩽ hTHF (y)h ⩽ (1 + ε)hTHF (x)h.
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4.A.6.9 Preuve du Lemme 4.A.7

On considère l’énergie E définie pour tout t ⩾ t0 par

E(t) =
(
t2 + tβ(λ− α)

)
(F (x(t))− F ∗) +

ξ

2
∥x(t)− x∗∥2

+
1

2
∥λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 .

Soit v : t 7→ λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t))). La fonction v est dérivable et on
a :

v′(t) = λẋ(t) + tẍ(t) + ẋ(t) + β∇F (x(t)) + tβ∇2F (x(t))ẋ(t)

= (λ+ 1)ẋ(t) +
(
−αẋ(t)− tβ∇2F (x(t))ẋ(t)− t∇F (x(t))

)
+ β∇F (x(t))

+ tβ∇2F (x(t))ẋ(t)

= (λ+ 1− α)ẋ(t) + (β − t)∇F (x(t)).

En dérivant E , on obtient que :

E ′(t) =(2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
(
t2 + tβ(λ− α)

)
⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+

〈
v(t), v′(t)

〉
+ ξ ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩ .

Quelques développements donnent que

〈
v(t), v′(t)

〉
= ⟨λ (x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t))), (λ+ 1− α)ẋ(t) + (β − t)∇F (x(t))⟩
= λ(λ+ 1− α) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩+ λ(β − t) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ t(λ+ 1− α)∥ẋ(t)∥2 + t(β − t)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩
+ tβ(λ+ 1− α)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ tβ(β − t)∥∇F (x(t))∥2.

Par conséquent,

E ′(t) = (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
(
t2 + tβ(λ− α)

)
⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩

+ λ(λ+ 1− α) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩+ λ(β − t) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ t(λ+ 1− α)∥ẋ(t)∥2 + t(β − t)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩
+ tβ(λ+ 1− α)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ tβ(β − t)∥∇F (x(t))∥2

+ ξ ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩
= (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) + 2tβ(λ+ 1− α)⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩
+ λ(λ+ 1− α) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩+ λ(β − t) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ t(λ+ 1− α)∥ẋ(t)∥2 + tβ(β − t)∥∇F (x(t))∥2

+ ξ ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩ .
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Alors, en réarrangeant les termes on a :

E ′(t) = (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗)

+
λ+ 1− α

t

[
t2∥ẋ(t)∥2 + 2t2β⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ t2β2∥∇F (x(t))∥2

]
+
λ(λ+ 1− α)

t
[⟨x(t)− x∗, tẋ(t)⟩+ ⟨x(t)− x∗, tβ∇F (x(t))⟩]

− βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

− λ(t+ β(λ− α)) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ ξ ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩

= (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
λ+ 1− α

t
∥t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

+
λ(λ+ 1− α)

t
⟨x(t)− x∗, t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))⟩

− βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

− λ(t+ β(λ− α)) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩
+ ξ ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩

= (2t+ β(λ− α)) (F (x(t))− F ∗) +
λ+ 1− α

t
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

− λ2(λ+ 1− α)
t

∥x(t)− x∗∥2 − βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2

− λ(t+ β(2(λ− α) + 1)) ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩+ (ξ − λ(λ+ 1− α)) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩ .

Cette expression permet d’écrire que

E ′(t) = ((2− λγ1)t+ β(λ− α− λγ1(2(λ− α) + 1)))) (F (x(t))− F ∗)

+ λ(t+ β(2(λ− α) + 1)) [γ1 (F (x(t))− F ∗)− ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩]

+
λ+ 1− α

t
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2 − λ2(λ+ 1− α)

t
∥x(t)− x∗∥2

− βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2 + (ξ − λ(λ+ 1− α)) ⟨x(t)− x∗, ẋ(t)⟩ .

Comme F vérifie Fγ1 , pour tout t ⩾ β(2(α− λ)− 1), on a

λ(t+ β(2(λ− α) + 1)) [γ1 (F (x(t))− F ∗)− ⟨∇F (x(t)), x(t)− x∗⟩] ⩽ 0.

Enfin, on trouve que

E ′(t) ⩽ ((2− λγ1)t+ β(λ− α− λγ1(2(λ− α) + 1)) (F (x(t))− F ∗)

+
λ+ 1− α

t
∥λ(x(t)− x∗) + t(ẋ(t) + β∇F (x(t)))∥2

− λ2(λ+ 1− α)
t

∥x(t)− x∗∥2 − βt(t+ β(λ− α))∥∇F (x(t))∥2.



Chapitre 5

Schémas inertiels et non unicité
des minimiseurs

Ce chapitre traite de l’hypothèse d’unicité du minimiseur dans l’analyse de
convergence de méthodes inertielles et de systèmes dynamiques associés. Dans la
littérature, les résultats de convergence les plus forts pour des systèmes dynamiques
et des schémas numériques lorsque F vérifie une condition de croissance s’appuient,
sauf exception, sur l’hypothèse que F a un unique minimiseur. Les questions posées
dans ce chapitre sont donc : à quoi est due cette hypothèse ? Est-il possible
d’obtenir des résultats de convergence rapide en s’en affranchissant ?

Après avoir détaillé les résultats existants, je donne une stratégie pour contour-
ner cette hypothèse dans le cas continu : j’introduis une hypothèse de géométrie
sur l’ensemble de minimiseurs X∗ permettant d’étendre plusieurs résultats de
convergence sans unicité du minimiseur. En particulier, les théorèmes 5.3.2
et 5.3.3 assurent que la décroissance de l’erreur le long des trajectoires du sys-
tème de Heavy-Ball avec friction (HBF) est exponentielle rapide si F vérifie des
hypothèses plus faibles que la forte convexité et sans hypothèse d’unicité du
minimiseur. L’hypothèse de géométrie sur X∗ permet également d’obtenir des ré-
sultats de convergence améliorés pour les trajectoires de (AVD) (système associé
au schéma de gradient accéléré de Nesterov) lorsque F vérifie des hypothèses de
croissance (théorèmes 5.3.4 et 5.3.5).

Dans un deuxième temps, je démontre que cette hypothèse d’unicité du mini-
miseur n’est pas nécessaire à l’obtention de résultats de convergence rapide dans le
cas discret en étudiant V-FISTA [31] et FISTA [32]. Les théorèmes 5.4.1 et 5.4.2
assurent que la décroissance de l’erreur pour les itérés de V-FISTA avec un choix
d’inertie pertinent est exponentielle rapide si on considère une fonction à crois-
sance quadratique. Les résultats obtenus ne s’appuient sur aucune hypothèse sur
l’ensemble des minimiseurs et des garanties sont données pour un choix
de paramètre sous-optimal (Corollaire 5.4.4). Enfin, une analyse de FISTA est
proposée sous des hypothèses de croissance plus faibles que la forte convexité. Le
résultat principal est donné dans le Théorème 5.4.6 qui assure que les itérés de
FISTA convergent fortement dès que F vérifie une hypothèse de crois-
sance faible Gγ avec γ > 2 pour un terme inertiel α suffisamment grand.
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5.1 Problématique

Lorsque l’on s’intéresse à la convergence de méthodes inertielles de premier ordre
ou de systèmes dynamiques liés à ces méthodes sous des conditions plus fortes que
la convexité, il existe peu de résultats de convergence rapide ne s’appuyant pas
sur l’unicité des minimiseurs de la fonction F . La plupart des preuves utilisent
le fait que le minimum de F ne soit atteint qu’en un unique point x∗. Dans le cas
contraire, les vitesses de convergence démontrées sont plus faibles, ou des hypothèses
additionnelles doivent être faites.

Cette hypothèse d’unicité du minimiseur peut être restrictive en pratique. Par
exemple, les fonctions de la forme

F : x 7→ ϕ(Ax) + ∥x∥1, (5.1.1)

avec ϕ : RP → R, A : RN → RP et P > 0 peuvent avoir un ensemble de minimiseurs
qui ne se réduit pas à un point si KerA ̸= {0} tout en vérifiant une condition de
croissance plus forte que la convexité. C’est le cas de la fonctionnelle associée au
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problème LASSO [130] qui vérifie l’hypothèse de croissance quadratique G2µ mais qui
peut avoir une infinité de minimiseurs :

F : x 7→ 1

2
∥Ax− b∥22 + λ∥x∥1. (5.1.2)

La question de l’unicité des minimiseurs de cette fonctionnelle a d’ailleurs été étudiée
par Tibshirani dans [131] et par Bello-Cruz, Li et Nghia dans [37]. Les auteurs de
ce dernier papier étudient également les fonctions avec régularisation ℓ1 de manière
plus générale.

Le fait d’obtenir des résultats de convergence rapide sous cette condition d’uni-
cité du minimiseur peut donc être un frein à l’application de méthodes inertielles
lorsque l’on s’intéresse à un problème ayant possiblement une infinité de solutions.

Cette hypothèse d’unicité du minimiseur peut être demandée de manière impli-
cite ou explicite. La condition de croissance la plus étudiée dans la littérature est la
forte convexité (Sµ) qui ne peut être vérifiée que pour des fonction ayant un unique
minimiseur. Dans ce cas, l’unicité du minimiseur est requise de manière implicite.
Des hypothèses de géométrie moins restrictives comme la quasi-forte convexité (Qµ)
ou la condition de croissance quadratique (G2µ) n’impliquent pas l’unicité du mi-
nimiseur. Cependant, les résultats de convergence les plus rapides démontrés dans
la littérature pour ces classes de fonctions s’appuient généralement sur l’hypothèse
additionnelle que X∗ = {x∗}.

Les questions que je me suis posées avec mes collaborateurs sont donc les sui-
vantes : cette hypothèse d’unicité du minimiseur est-elle absolument nécessaire à
l’obtention de résultats de convergence rapide ou est-ce une hypothèse liée aux tech-
niques de preuve ? Peut-on trouver un moyen d’obtenir des vitesses rapides en s’en
affranchissant ?

On présente dans les sections suivantes les résultats de convergence obtenus
dans la littérature sous condition de croissance pour des systèmes dynamiques liés
à l’optimisation et des schémas de premier ordre.

5.2 Revue de la littérature

5.2.1 Systèmes dynamiques

Comme précisé en Section 2.3.1, Polyak s’appuie en 1964 [112] sur le système
de Heavy-Ball avec friction pour dériver une méthode d’optimisation de premier
ordre, appelée méthode de Heavy-Ball de Polyak dans ce manuscrit. On rappelle la
définition de ce système dynamique ci-après :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

où α > 0 et t0 ⩾ 0. L’étude de Polyak est proposée pour les fonctions vérifiant une
hypothèse de forte convexité (Sµ) et dérivables deux fois (C2). Sous ces conditions,
Polyak démontre la décroissance exponentielle rapide de l’erreur le long de la tra-
jectoire de (HBF) : F (x(t))− F ∗ = O

(
e−2

√
µt
)
. Comme dans le cas discret (voir la
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discussion en Section 3.1.1), on fait la distinction entre décroissance exponentielle
rapide (taux de la forme e−K

√
µt avec K > 0) et décroissance exponentielle lente

(taux de la forme e−Kµt avec K > 0) puisque le paramètre de croissance µ est
généralement petit.

Par la suite, Siegel [126] prouve que sous une simple hypothèse de forte convexité,
les trajectoires de (HBF) peuvent assurer une décroissance de l’erreur de O

(
e−

√
µt
)
.

Aujol, Dossal et Rondepierre proposent dans [24] et [25] des analyses de conver-
gence des trajectoires de (HBF) respectivement pour des fonctions quasi-fortement
convexes (Qµ) et à croissance quadratique (G2µ). Pour chaque hypothèse, les au-
teurs démontrent une décroissance exponentielle rapide de l’erreur (respectivement
O
(
e−

√
2µt
)

etO
(
e−(2−

√
2)
√
µt
)
) à condition que la fonction F ait un unique minimi-

seur x∗. Les preuves de convergence, comme celle de Siegel, s’appuient sur l’analyse
d’énergies de Lyapunov.

Dans [36], Bégout, Bolte et Jendoubi étudient (HBF) sous hypothèse de Kurdyka-
Łojasiewiscz à partir de l’analyse de fonctions désingularisantes. Cette approche leur
permet de prouver que les solutions de (HBF) peuvent garantir une décroissance
exponentielle lente de l’erreur O

(
e−µt

)
si F est C2 et vérifie une hypothèse de crois-

sance quadratique G2µ. L’unicité du minimiseur de F n’est pas requise ici mais le
taux de convergence est exponentiel lent.

Dans [114], Polyak et Shcherbakov proposent une analyse de Lyapunov qui per-
met de s’affranchir de l’unicité du minimiseur pour les fonctions C2 vérifiant la
condition de Polyak-Łojasiewiscz à gradient L-Lipschitz. Cette condition de crois-
sance peut notamment être vérifiée par des fonctions non convexes et correspond à
une hypothèse de croissance quadratique dans le cas convexe. Le taux de convergence
obtenu est exponentiel mais les constantes ne sont pas précisées par les auteurs. En

développant leurs calculs on peut trouver une décroissance en O

(
e
−2 µ

3
2

(
√
2+1)µ+L

t

)
qui n’est pas exponentielle rapide puisque L est plus grand que µ et en général,
L ≫ µ. Apidopoulos, Ginatta et Villa analysent la convergence des trajectoires de
(HBF) sous des conditions similaires sur F dans [8]. En considérant que F n’est
qu’une fois différentiable, les auteurs démontrent une décroissance de l’erreur de

l’ordre de O
(
e
−2

(√
L
µ
−
√

L−µ
µ

)√
µt
)

le long des trajectoires. Le taux de décroissance

démontré ne repose pas sur l’hypothèse que le minimiseur x∗ est unique mais il n’est
pas exponentiel rapide.

Ainsi, aucune analyse dans la littérature ne permet, à notre connaissance, d’ob-
tenir un taux de décroissance exponentiel rapide de l’erreur le long de la trajectoire
de (HBF) sans faire l’hypothèse de l’unicité du minimiseur.

Ces résultats de convergence sont résumés dans le Tableau 5.1.
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Référence Hypothèse sur F Coefficient K dans le
taux exponentiel de

F (x(t))− F ∗

Polyak [112] Sµ et C2 2
√
µ

Siegel [126] Sµ
√
µ

Aujol, Dossal,
Rondepierre [24]

Qµ

Unicité du minimiseur

√
2µ

Aujol, Dossal,
Rondepierre [25]

G2µ
Unicité du minimiseur

(2−
√
2)
√
µ

Bégout, Bolte, Jendoubi
[36]

G2µ et C2 µ

Polyak, Shcherbakov
[114]

Polyak-Łojasiewiscz, C2

et gradient L-Lipschitz
2 µ

3
2

(
√
2+1)µ+L

Apidopoulos, Ginatta,
Villa [8]

Polyak-Łojasiewiscz et
gradient L-Lipschitz

2
(√

L
µ −

√
L−µ
µ

)√
µ

Tableau 5.1 – Taux de convergence obtenus pour F (x(t)) − F ∗ où x est solution
de (HBF) pour le meilleur choix de α (qui dépend de l’hypothèse faite sur F ). La
constante K est définie telle que F (x(t))− F ∗ = O

(
e−Kt

)
.

Dans [127], Su, Boyd et Candès montrent le lien entre le système dynamique avec
friction asymptotiquement évanescente (AVD) et le schéma de gradient accéléré de
Nesterov [103] :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (AVD)

où α > 0 et t0 ⩾ 0.
Leur analyse porte principalement sur le cas où F est seulement convexe (on a alors
F (x(t))−F ∗ = O

(
t−2
)

si α ⩾ 3) mais les auteurs démontrent également que si F est
fortement convexe et α ⩾ 9

2 , les trajectoires de (AVD) assurent une décroissance de
l’erreur de l’ordre de O

(
t−3
)
. Ce résultat est ensuite amélioré par Attouch, Chbani,

Peypouquet et Redont dans [16] qui montrent que pour tout α > 3 et F fortement
convexe, la décroissance de l’erreur est de l’ordre de O

(
t−

2α
3

)
.

Dans [27, 26], Aujol, Dossal et Rondepierre analysent la convergence des trajec-
toires de (AVD) sous des hypothèses de croissance plus faibles que la forte convexité.
Les auteurs démontrent que si F vérifie l’hypothèse de croissance quadratique G2µ et
Fγ pour γ ⩾ 1, alors la décroissance de l’erreur le long des trajectoires de (AVD)
est de O

(
t
− 2αγ

γ+2

)
pour tout α > 1+ 2

γ à condition que F ait un unique minimiseur.
Ce résultat généralise celui démontré dans [16]. Les auteurs de [27] démontrent éga-
lement que si F est coercive et vérifie Fγ1 et Gγ2 pour γ2 ⩾ γ1 > 2, alors pour tout

α ⩾ γ1+2
γ1−2 la décroissance de l’erreur est de O

(
t
− 2γ2

γ2−2

)
. On peut remarquer que

l’unicité du minimiseur n’est pas nécessaire ici et est remplacée par une hypothèse
de coercivité. Ce dernier résultat est complété par Luo et Xiao dans [91] en rem-
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plaçant l’hypothèse de coercivité par une hypothèse d’unicité du minimiseur. Les
auteurs montrent que pour α ∈

(
γ1+2
γ1

, γ1+2
γ1
· γ2
γ2−2

)
, la décroissance de l’erreur est

de l’ordre de O
(
t
− 2αγ1

γ1+2

)
.

Ces résultats sont récapitulés dans le Tableau 5.2.

Référence Hypothèse sur F Taux de convergence
de F (x(t))− F ∗

Su, Boyd, Candès [127] Sµ O
(
t−3
)
, α ⩾ 9

2

Attouch, Chbani,
Peypouquet, Redont [16]

Sµ O
(
t−

2α
3

)
, α > 3

Aujol, Dossal,
Rondepierre [27, 26]

Fγ et G2µ
Unicité du minimiseur

O
(
t
− 2αγ

γ+2

)
, α > 1 + 2

γ

Aujol, Dossal,
Rondepierre [27]

Fγ1 et Gγ2 avec
γ2 ⩾ γ1 > 2

F coercive

O
(
t
− 2γ2

γ2−2

)
, α ⩾ γ1+2

γ1−2

Luo, Xiao [91] Fγ1 et Gγ2 avec
γ2 ⩾ γ1 > 2

Unicité du minimiseur

O
(
t
− 2αγ1

γ1+2

)
,

α ∈
(
γ1+2
γ1

, γ1+2
γ1
· γ2
γ2−2

)
Tableau 5.2 – Taux de convergence obtenus pour F (x(t)) − F ∗ où x est solution
de (AVD).

On peut également remarquer que le système (DIN-AVD) a été étudié sous
hypothèse de forte convexité par Attouch, Peypouquet et Redont dans [21] et sous
hypothèses de croissance (Chapitre 4) et l’unicité du minimiseur de F est requise
pour chacun des résultats.

Ces résultats soulèvent une question naturelle : peut-on s’affranchir de cette
hypothèse d’unicité du minimiseur et obtenir des taux de convergence rapide ? On
donne une approche permettant de répondre favorablement à cette queston dans la
Section 5.3.

5.2.2 Schémas numériques

Le premier schéma inertiel de premier ordre est la méthode de Heavy-Ball in-
troduite par Polyak dans [112] dans le cadre de la minimisation de fonctions C2

fortement convexes. Le taux de convergence de l’erreur garanti par ce schéma est
exponentiel rapide puisque F (xk) − F ∗ = O

(
e−4

√
κk
)

où κ = µ
L est l’inverse du

conditionnement de F , µ est son paramètre de croissance et L est la constante de
Lipschitz de ∇F .

Nesterov introduit dans [105, 106] un schéma de type Heavy-Ball qui est adapté
aux fonctions différentiables fortement convexes et qui assure une décroissance ex-
ponentielle rapide de l’erreur sans l’hypothèse C2. Le taux de convergence démontré
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est de l’ordre de O
(
e−

√
κk
)
. Necoara, Nesterov et Glineur montrent dans [102] que

ce taux est valable pour des hypothèses plus faibles sur F . En effet, si F est quasi-
fortement convexe et si la projection des itérés du schéma sur X∗ est unique, alors la
vitesse de convergence prouvée dans le cadre fortement convexe est toujours valide.
Cela indique que l’hypothèse d’unicité du minimiseur n’est pas nécessaire ici pour
avoir un taux exponentiel rapide mais l’hypothèse de projection unique sur X∗ reste
restrictive.

Plus récemment, plusieurs schémas ont été proposés pour optimiser des fonctions
fortement convexes. Bubeck, Lee et Singh [45] introduisent une méthode de descente
géométrique pour les fonctions vérifiant Sµ qui assure une décroissance de l’erreur
de O

(
e−

√
κk
)
. Le schéma est accompagné d’une interprétation géométrique et est

défini pour les fonctions différentiables. Chen, Ma et Liu [52] proposent une exten-
sion de cette méthode pour les fonctions composites et démontrent la même vitesse
de convergence. Dans [58], Drusvyatskiy, Fazel et Roy introduisent une méthode
basée sur le moyennage quadratique des itérés qui a le même comportement que la
méthode de descente géométrique définie dans [45]. Van Scoy, Freeman et Lynch
proposent dans [133] la méthode du triple élan (Triple momentum method) pour
l’optimisation de fonctions différentiables fortement convexes. Ce schéma atteint la
meilleure vitesse pour cette classe de fonctions dans la littérature avec une décrois-
sance de l’erreur de O

(
e−2

√
κk
)
. Cette vitesse est également atteinte par ITEM

(Information-Theoretic Exact Method) de Taylor et Drori [128] sous les mêmes hy-
pothèses. Ce dernier schéma a la particularité d’atteindre le taux O

(
k−2

)
si la

fonction F ne vérifie qu’une hypothèse de convexité.
Ghadimi, Feyzmahdavian et Johansson démontrent dans [65] que la méthode

Heavy-Ball de Polyak pour un terme de friction quelconque α ∈ [0, 1) et une certaine
condition sur le pas converge linéairement lorsque F est fortement convexe et de
classe C1. En retirant l’hypothèse C2, le taux de convergence obtenu est exponentiel
lent O

(
e−κk

)
.

Les méthodes présentées ci-dessus sont dédiées au cas où F est différentiable.
Plusieurs schémas ont également été proposés pour la minimisation de fonctions
composites vérifiant des hypothèses de croissance.

Dans [126], Siegel introduit un schéma dérivé du système de Heavy-Ball (HBF)
qui assure une vitesse de décroissance de O

(
e−

√
κk
)

pour les fonctions fortement
convexes. Cette vitesse est aussi atteinte sous les mêmes hypothèses par V-FISTA
introduit par Beck [31] qui est une version proximale de la méthode de gradient
accéléré de Nesterov en fortement convexe. Ochs, Brox et Pock proposent iPiasco
dans [109] qui est un schéma adapté aux fonctions composites de la forme F = f+h

où f ou h fortement convexe. Les auteurs démontrent la convergence linéaire de leur
algorithme et plus précisément de la quantité ∥⟨xk − x∗, xk+1 − x∗⟩∥. La vitesse de
décroissance de cette quantité est exponentielle rapide.

Dans [24], Aujol, Dossal et Rondepierre dérivent un schéma à partir du système
(HBF) pour l’optimisation de fonctions différentiables fortement convexes qui est
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adaptable pour les fonctions composites. Pour cette classe de fonctions, les auteurs
prouvent que ce schéma assure une décroissance exponentielle rapide de l’erreur
O
(
e(−

√
2κ+O(κ))k

)
. Un schéma adapté aux fonctions composites à croissance qua-

dratique est proposé par les mêmes auteurs dans [25]. Ce schéma, également dérivé de
(HBF), garantit un taux de convergence exponentiel rapide O

(
e(−(2−

√
2)
√
κ+O(κ))k

)
à condition que F ait un unique minimiseur. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée,
la vitesse obtenue devient exponentielle lente O

(
e(−κ+ε+O(κ))k

)
.

Ainsi, l’hypothèse d’unicité du minimiseur semble nécessaire pour obtenir une
décroissance exponentielle rapide de l’erreur si F vérifie une hypothèse de croissance,
à moins de faire une hypothèse d’unicité de la projection sur X∗ qui peut être
restrictive.

Les résultats énoncés ci-dessus sont résumés dans le Tableau 5.3.
Le schéma de gradient accéléré de Nesterov [103] et ses extensions aux fonctions

composites parmi lesquelles FISTA [32] de Beck et Teboulle sont des méthodes
particulièrement pertinentes pour l’optimisation de fonctions convexes. Pour des
hypothèses de géométrie plus fortes que la convexité, il s’avère que les méthodes
type Heavy-Ball (ou les autres méthodes présentées au-dessus) sont plus rapides à
condition de bien paramétrer le paramètre de friction.

En effet, si F est fortement convexe, Su, Boyd et Candès démontrent dans [127]
que FISTA pour α ⩾ 9

2 assure une vitesse de convergence polynomiale O
(
k−3

)
qui

est donc moins bonne que les vitesses de décroissance exponentielles rapides garan-
ties par les schémas présentés précédemment. Rappelons que l’on appelle FISTA le
schéma ci-dessous :

∀k ∈ N,

 yk = xk +
k

k + α
(xk − xk−1),

xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk))
(FISTA)

où y0 = x0, s > 0 et α > 0. Ce taux de convergence est amélioré par Attouch et
Cabot [12] sous des hypothèses plus faibles. Les auteurs montrent que si F vérifie G2µ
et a un unique minimiseur, alors pour tout α > 0 on a F (xk)−F ∗ = O

(
k−

2α
3

)
. Dans

[7], Apidopoulos, Aujol, Dossal et Rondepierre complètent ce résultat en montrant
que si F vérifie en plus Fγ pour γ ⩾ 1, alors pour tout α ⩾ 1 + 2

γ la vitesse de

convergence de l’erreur est de O
(
k
− 2αγ

γ+2

)
. Aujol, Dossal et Rondepierre proposent

une analyse en temps fini de FISTA pour ces hypothèses dans [26] et montrent que
des vitesses comparables à celles d’exponentielles rapides peuvent être obtenues à
précision fixée pour un bon choix de α. Les auteurs de [7] proposent également une
analyse de convergence de FISTA pour des géométries plates. Si F vérifie Fγ1 et Gγ2
avec γ2 ⩾ γ1 > 2 et a un unique miniseur, il est montré que pour α ⩾ γ1+2

γ1−2 on a

F (xk)− F ∗ = O
(
k
− 2γ2

γ2−2

)
.

Comme pour les schémas présentés auparavant, les résultats de convergence amé-
liorés pour FISTA sous condition de croissance reposent sur une hypothèse d’unicité
du minimiseur.
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Algorithme Référence Hypothèse sur F Taux de
convergence de
F (xk)− F ∗

Heavy-Ball de
Polyak

Polyak [112] Sµ et C2 O
(
e−4

√
κk
)

Méthode de
gradient accéléré en
fortement convexe

(schéma type
Heavy-Ball)

Nesterov[105, 106]
Necoara, Nesterov,

Glineur[102]

Sµ et C1

Qµ, C1 et
projection unique
sur X∗ des itérés

O
(
e−

√
κk
)

Méthode de
descente

géométrique

Bubeck, Lee, Singh
[45]

Chen, Ma, Liu [52]

Sµ
Adapté au cas

composite

O
(
e−

√
κk
)

Méthode du triple
élan (triple
momentum)

Van Scoy, Freeman,
Lynch [133]

Sµ et C1 O
(
e−2

√
κk
)

ITEM Taylor, Drori [128] Sµ et C1 O
(
e−2

√
κk
)

Méthode type
Heavy-Ball avec

friction quelconque

Ghadimi,
Feyzmahdavian,
Johansson [65]

Sµ et C1 O
(
e−κk

)

Méthode type
Heavy-Ball

Siegel [126] Sµ et C1

Adapté au cas
composite

O
(
e−

√
κk
)

V-FISTA (Méthode
type Heavy-Ball)

Beck [31] Sµ
Adapté au cas

composite

O
(
e−

√
κk
)

Méthode type
Heavy-Ball

Aujol, Dossal,
Rondepierre [24]

Sµ
Adapté au cas

composite

O
(
e(−

√
2κ+O(κ))k

)

Méthode type
Heavy-Ball

Aujol, Dossal,
Rondepierre [25]

G2µ et unicité du
minimiseur

Adapté au cas
composite

O
(
e(−(2−

√
2)

√
κ+O(κ))k

)

Méthode type
Heavy-Ball

Aujol, Dossal,
Rondepierre [25]

G2µ
Adapté au cas

composite

O
(
e(−κ+ε+O(κ))k

)

Tableau 5.3 – Taux de convergence obtenus pour F (xk) − F ∗ pour différents
schémas de premier ordre sous condition de croissance.

Les résultats présentés ci-dessus sont regroupés dans le Tableau 5.4.

On peut noter qu’un moyen d’obtenir des taux de convergence exponentiels
rapides sans hypothèse d’unicité du minimiseur est de redémarrer FISTA (voir Cha-
pitre 3). Cependant, on cherche ici à déterminer si les schémas classiques souffrent
de la non-unicité des minimiseurs sans stratégie additionnelle.
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Référence Hypothèse sur
F

Gamme de
paramètres

Taux de
convergence de
F (xk)− F ∗

Su, Boyd, Candès
[127]

Sµ α ⩾ 9
2 O

(
k−3

)
Attouch, Cabot

[12]
G2µ et unicité du

minimiseur
α > 0 O

(
k−

2α
3

)
Apidopoulos,
Aujol, Dossal,
Rondepierre [7]
Aujol, Dossal,

Rondepierre [26]

Fγ et G2µ, γ ⩾ 1

Unicité du
minimiseur

α ⩾ 1 + 2
γ O

(
k
− 2αγ

γ+2

)

Apidopoulos,
Aujol, Dossal,
Rondepierre [7]

Fγ1 et Gγ2 avec
γ2 ⩾ γ1 > 2

Unicité du
minimiseur

α ⩾ γ1+2
γ1−2 O

(
k
− 2γ2

γ2−2

)

Tableau 5.4 – Taux de convergence obtenus pour F (xk) − F ∗ pour FISTA sous
condition de croissance.

5.3 Non unicité dans le cas continu

Dans cette section, je propose un cadre permettant d’étendre des résultats de
convergence connus pour les trajectoires de (HBF) et (AVD) sous hypothèse de
croissance sans avoir besoin d’hypothèse d’unicité du minimiseur. Cette approche
s’appuie sur une hypothèse de géométrie sur l’ensemble de minimiseurs X∗. Notons
que comme F est supposée convexe et continue, l’ensemble X∗ est convexe et fermé.

5.3.1 Stratégie

Les deux systèmes dynamiques auxquels on s’intéresse sont le système de Heavy-
Ball avec friction (HBF) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) + αẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

avec α > 0, t0 ⩾ 0 et (x(t0), ẋ(t0)) = (x0, ẋ0), et le système dynamique avec friction
asymptotiquement évanescente (AVD) :

∀t ⩾ t0, ẍ(t) +
α

t
ẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (AVD)

avec α > 0, t0 ⩾ 0 et (x(t0), ẋ(t0)) = (x0, ẋ0).
Une approche classique pour analyser la convergence des trajectoires de ces sys-

tèmes est d’utiliser une analyse de Lyapunov (voir 2.3.3). En étudiant une énergie
de Lyapunov bien choisie, il est possible de déduire des propriétés de convergence le
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long des trajectoires solutions en exploitant de potentielles hypothèses de géométrie
sur F .

Dans la littérature, les énergies de Lyapunov permettant de déterminer des vi-
tesses de convergence rapides ont une forme similaire en fonction du système dy-
namique considéré. Pour analyser la convergence des trajectoires de (HBF) sous
hypothèses de croissance, Siegel [126] et Aujol, Dossal et Rondepierre [24, 25] s’ap-
puient sur l’énergie définie ci-dessous :

EHBF(t) = F (x(t))− F ∗ +
1

2
∥λ(x(t)− x∗) + ẋ(t)∥2 + ξ

2
∥x(t)− x∗∥2, (5.3.1)

avec différents choix de λ > 0 et ξ ∈ R.
D’autre part, le système (AVD) est étudié par Su, Boyd et Candès [127], Attouch,
Chbani, Peypouquet et Redont [16] et Aujol, Dossal et Rondepierre [27, 26] à partir
de l’énergie de Lyapunov ci-dessous :

∀t ⩾ t0, EAVD(t) = t2 (F (x(t))− F ∗) +
1

2
∥λ(x(t)− x∗) + tẋ(t)∥2, (5.3.2)

avec différentes valeurs de λ > 0. Ces deux énergies dépendent d’un minimiseur x∗

de F , fixe en fonction du temps.
L’hypothèse d’unicité du minimiseur n’est pas nécessaire pour obtenir les résul-

tats démontrés par Su, Boyd et Candès [127] et Attouch, Chbani, Peypouquet et
Redont [16] dans le cas convexe pour (AVD). En effet, il est montré que pour tout
x∗ ∈ X∗, EAVD est décroissante ce qui suffit à déduire une borne sur F (x(t))− F ∗.

En revanche, si on considère que F vérifie une hypothèse de croissance supplé-
mentaire comme G2µ (croissance quadratique) ou Qµ (quasi-forte convexité), le fait
que ces énergies dépendent d’un x∗ ∈ X∗ fixe est limitant pour déterminer des
vitesses améliorées. En effet, si F vérifie G2µ pour µ > 0, alors

∀x ∈ RN ,
µ

2
d(x,X∗)2 ⩽ F (x)− F ∗, (5.3.3)

ce qui signifie que l’on ne peut écrire l’inégalité ∥x(t)−x∗∥2 ⩽ 2
µ(F (x(t))−F

∗) qu’à
condition que x∗ soit l’unique projection de x(t) sur X∗ pour tout t ⩾ t0. De même,
l’hypothèse de quasi-forte convexité assure l’inégalité suivante pour tout x ∈ RN :

F ∗ ⩾ F (x) + ⟨∇F (x), x∗ − x⟩+ µ

2
∥x∗ − x∥2, (5.3.4)

où x∗ est la projection de x surX∗. Ces inégalités ne peuvent donc pas être exploitées
à moins de faire l’hypothèse que l’ensemble de minimiseurs de F est réduit à un point
(ou que la projection de x(t) sur X∗ soit constante en fonction de t).

C’est à partir de ce constat que je propose de légèrement modifier ces énergies de
Lyapunov, le but étant d’exploiter ces inégalités liées aux hypothèses de croissance
sans avoir à faire d’hypothèse d’unicité du minimiseur. Les nouvelles énergies de
Lyapunov sont définies comme suit pour tout t ⩾ t0 :

E∗HBF(t) = F (x(t))− F ∗ +
1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + ξ

2
∥x(t)− x∗(t)∥2, (5.3.5)

E∗AVD(t) = t2 (F (x(t))− F ∗) +
1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t)∥2, (5.3.6)
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où λ > 0, ξ ∈ R et x∗(t) est défini pour tout t ⩾ t0 comme la projection de x(t)
sur X∗. Rappelons que l’on considère que F est continue et convexe donc X∗ est un
ensemble convexe fermé et la projection sur X∗ est bien définie. Ainsi, on a pour
tout t ⩾ t0 que

x∗(t) = arg min
x∗∈X∗

∥x(t)− x∗∥2, (5.3.7)

et notamment
∥x(t)− x∗(t)∥ = d(x(t), X∗). (5.3.8)

Cette légère modification conduit à une question importante pour poursuivre une
analyse de Lyapunov classique et dériver ces énergies par rapport à t : à quelle
condition la fonction t 7→ x∗(t) est-elle dérivable ?

On note PX∗ l’opérateur de projection sur X∗. On a donc que pour tout t ⩾ t0,
x∗(t) = PX∗(x(t)). La régularité de t 7→ x∗(t) est donc étroitement liée à celle
de l’opérateur PX∗ et en particulier, si PX∗ est directionnellement dérivable, alors
t 7→ x∗(t) est dérivable à droite (et à gauche). Quand elle est définie, sa dérivée à
droite est égale à P ′

X∗(x(t), ẋ(t)) où P ′
X∗(x, d) désigne la dérivée de PX∗ au point

x ∈ RN dans la direction d ∈ RN .
La différentiabilité de l’opérateur de projection sur un ensemble convexe a été

notamment étudiée par Holmes [74], Zarantonello [136], Fitzpatrick et Phelps [63],
Hiriart-Urruty [73] ou encore Noll [107]. Ces travaux mettent en évidence le lien
entre la régularité de l’opérateur de projection sur un ensemble convexe K ⊂ RN

et la régularité de la frontière de K que l’on note ∂K. En particulier, il est montré
que PX∗ est directionnellement dérivable si ∂K est C2. Cette condition est vérifiée
si pour un certain x0 ∈ int(K), la fonctionnelle de Minkowski pour K par rapport
à x0 définie par

∀x ∈ RN , µK,x0(x) := inf{t > 0 : x ∈ t(K − x0) + x0}, (5.3.9)

est deux fois dérivable au voisinage de ∂K.
Dans [42], Bonnans, Cominetti et Shapiro donnent une expression de la dérivée

directionnelle de PK quand K est un ensemble convexe régulier du second ordre.
Cette hypothèse de géométrie est technique et détaillée par Shapiro dans [124]. On
peut noter que tout ensemble convexe polyhédral est régulier du second ordre.

Supposons maintenant que l’ensemble de minimiseurs X∗ est régulier du second
ordre. On a alors que t 7→ x∗(t) est dérivable à droite et les énergies de Lyapunov
E∗HBF et EAVD également. Pour simplifier les notations, les dérivées à droite respec-
tives de ces trois fonctions seront désignées par ẋ∗, Ė∗HBF et Ė∗AVD. On obtient alors
pour tout t ⩾ t0 :

Ė∗HBF(t) = DHBF(t)− (λ2 + ξ)⟨x(t)− x∗(t), ẋ∗(t)⟩ − λ⟨ẋ(t), ẋ∗(t)⟩, (5.3.10)

Ė∗AVD(t) = DAVD(t)− λ2⟨x(t)− x∗(t), ẋ∗(t)⟩ − λt⟨ẋ(t), ẋ∗(t)⟩, (5.3.11)

où

DHBF(t) = ⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩+ ⟨λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t), λẋ(t) + ẍ(t)⟩+ ξ⟨x(t)− x∗(t), ẋ(t)⟩,
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et
DAVD(t) =2t (F (x(t))− F ∗) + t2⟨∇F (x(t)), ẋ(t)⟩

+ ⟨λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t), (λ+ 1)ẋ(t) + tẍ(t)⟩.

Les fonctions DHBF et DAVD ainsi définies correspondent exactement à ĖHBF
et ĖAVD où le x∗ fixe est remplacé par x∗(t) la projection de x(t) sur X∗. Cela
signifie que les contrôles obtenus sur ĖHBF et ĖAVD par les auteurs de [126, 25, 24,
27, 26] sous les hypothèses Qµ ou G2µ avec l’hypothèse d’unicité du minimiseur sont
ici valables sur DHBF et DAVD mais sans hypothèse d’unicité.

Pour exploiter cette propriété, on veut d’abord contrôler les termes additionnels
⟨x(t)−x∗(t), ẋ∗(t)⟩ et ⟨ẋ(t), ẋ∗(t)⟩. Pour avoir une intuition sur le comportement de
ces termes, on peut se référer à la Figure 5.1.

X∗

x(t)•

x∗(t)
•

ẋ(t)

ẋ∗(t)
x(t)− x∗(t)

X∗

x(t)
•

x∗(t)•

ẋ(t)

ẋ∗(t) = 0

x(t)− x∗(t)

Figure 5.1 – Comportement de ẋ∗ pour un ensemble de minimiseurs à frontière
C2 (à gauche) et un ensemble de minimiseurs polyhédral (à droite).

Dans un premier temps, on peut montrer que ⟨ẋ(t), ẋ∗(t)⟩ est positif en utilisant
l’expression ẋ∗(t) = lim

h→0, h>0

x∗(t+h)−x∗(t)
h et les propriétés de la projection sur un

ensemble convexe. En effet, comme X∗ est un ensemble convexe fermé, l’inégalité
ci-dessous est vérifiée pour tout x ∈ RN et u ∈ X∗ :

⟨x− PX∗(x), u− PX∗(x)⟩ ⩽ 0.

Ainsi, pour tout t ⩾ t0 et h > 0 on a

⟨x(t+ h)− x(t), x∗(t+ h)− x∗(t)⟩ = ⟨x(t+ h)− x∗(t+ h), x∗(t+ h)− x∗(t)⟩
+ ∥x∗(t+ h)− x∗(t)∥2

+ ⟨x(t)− x∗(t), x∗(t)− x∗(t+ h)⟩
⩾ 0.

En faisant tendre h vers 0, on trouve que ⟨ẋ(t), ẋ∗(t)⟩ ⩾ 0.
D’autre part, si on se réfère à l’expression de la dérivée directionnelle de la

projection sur un ensemble régulier du second ordre donnée dans [42, Théorème 7.2],
on a que pour tout t ⩾ t0, ⟨ẋ(t), x(t)− x∗(t)⟩ = 0.
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Par conséquent, on trouve que pour tout t ⩾ t0 et pour tout jeu de paramètre
(λ, ξ), Ė∗HBF(t) ⩽ DHBF(t) et Ė∗AVD(t) ⩽ DAVD(t). Les analyses proposées dans
[126, 25, 24, 27, 26] peuvent donc être étendues à ce nouveau cadre : les inégalités
différentielles vérifiées par ĖHBF et ĖAVD sont aussi vérifiées par Ė∗HBF et Ė∗AVD.
Comme Ė∗HBF et Ė∗AVD sont des dérivées à droite, on a besoin du lemme ci-dessous
pour obtenir les résultats de convergence désirés. La preuve est donnée en Section
5.A.1.

Lemme 5.3.1. Soit ϕ : R→ R une fonction continue dérivable à droite et à gauche.
Supposons que

∀t ⩾ t0, ϕ+(t) ⩽ ψ(t), (5.3.12)

où ϕ+(t) = lim
h→0, h>0

ϕ(t+h)−ϕ(t)
h désigne la dérivée à droite de ϕ pour un certain t.

Alors,

∀t ⩾ t0, ϕ(t) ⩽ ϕ(t0) +

∫ t

t0

ψ(u)du. (5.3.13)

Les résultats de convergence que l’on peut généraliser sans unicité du minimiseur
avec l’hypothèse de régularité de second ordre sur X∗ sont présentés dans la section
suivante.

5.3.2 Résultats de convergence sans unicité du minimiseur

5.3.2.1 Propriétés de convergence des trajectoires de (HBF)

On énonce ci-dessous deux théorèmes portant sur la convergence des trajectoires
de (HBF) lorsque F vérifie G2µ ou Qµ pour µ > 0.

Théorème 5.3.2. Soit F : RN → R une fonction convexe différentiable ayant un
ensemble de minimiseurs X∗ non vide. Supposons que F vérifie G2µ pour µ > 0 et
que X∗ est un ensemble régulier du second ordre. Alors, la solution x de (HBF) pour
tout t0 ⩾ 0 et α =

(
2−

√
2
2

)√
µ vérifie :

∀t ⩾ t0, F (x(t))− F ∗ ⩽

(
11

2
− 2
√
2

)
M0e

−(2−
√
2)
√
µ(t−t0), (5.3.14)

où M0 = F (x(t0))− F ∗ + 1
2∥ẋ(t0)∥

2. De plus,

∥ẋ(t)∥ = O
(
e
−
(
1−

√
2
2

)√
µt
)
. (5.3.15)

Le premier point est obtenu à partir des calculs de Aujol, Dossal et Rondepierre
dans [25, Théorème 1]. En appliquant la démarche présentée dans la section précé-
dente, on peut déduire les mêmes vitesses de convergence en remplaçant l’hypothèse
d’unicité du minimiseur par une condition de géométrie sur X∗. On donne ici le
taux de convergence pour le meilleur choix de α mais le résultat général de [25,
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Théorème 1] est également valable. Le deuxième point assure que les trajectoires de
(HBF) sont finies. Une preuve pour ce deuxième point est donnée en Section 5.A.2.

Le théorème ci-dessous concerne le cas où F est µ-quasi fortement convexe.

Théorème 5.3.3. Soit F : RN → R une fonction convexe différentiable ayant un
ensemble de minimiseurs X∗ non vide. Supposons que F vérifie Qµ pour µ > 0 et
que X∗ est un ensemble régulier du second ordre. Alors, la solution x de (HBF) pour
tout t0 ⩾ 0 et α = 3√

2

√
µ vérifie :

∀t ⩾ t0, F (x(t))− F ∗ ⩽ 39M0e
−
√
2µ(t−t0), (5.3.16)

où M0 = F (x(t0))− F ∗ + 1
2∥ẋ(t0)∥

2. De plus,

∥ẋ(t)∥ = O
(
e−

√
2

2

√
µt
)
. (5.3.17)

La preuve de ce théorème s’articule autour de la démonstration de [24, Théo-
rème 3.2]. Le premier point est directement obtenu grâce à l’hypothèse sur X∗ et
la démarche expliquée en Section 5.3.1 et le deuxième point s’appuie sur quelques
calculs supplémentaires précisés en Section 5.A.3.

Dans ces deux théorèmes, les vitesses de décroissance de l’erreur le long de la
trajectoire de (HBF) sont exponentielles rapides sans hypothèse d’unicité du mini-
miseur. Il s’agit des premiers résultats de ce type à ma connaissance. Ces théorèmes
demandent cependant une hypothèse de géométrie sur X∗ liée à la dérivabilité de
l’opérateur de projection sur cet ensemble.

5.3.2.2 Propriétés de convergence des trajectoires de (AVD)

On s’intéresse ici à la convergence des trajectoires de (AVD) sous hypothèses de
croissance sur F . Le théorème ci-dessous concerne les fonctions à croissance quadra-
tique et est une extension de [26, Théorème 5].

Théorème 5.3.4. Soit F : RN → R une fonction convexe différentiable ayant un
ensemble de minimiseurs X∗ non vide. Supposons que F vérifie G2µ pour µ > 0, et
que X∗ est un ensemble régulier du second ordre. Alors, pour µ suffisamment petit,
la solution x de (AVD) pour tout t0 ⩾ 0 et α > 3 vérifie :

∀t ⩾ αr∗

3
√
µ

⩾ t0, F (x(t))− F ∗ ⩽ C1e
2
3C2(α−3)M0

(
αr∗

3t
√
µ

) 2α
3

, (5.3.18)

où M0 = F (x(t0))−F ∗+ 1
2∥ẋ(t0)∥

2, r∗ ≃ 3 est l’unique racine positive du polynôme
r 7→ r3 − r2 − 2(1 +

√
2)r − 4 et

C1 = 1 +
2

r∗
+

4

r∗2
, C2 =

1

r∗
+

1 +
√
2

r∗2
+

4

3r∗3
.

De plus, on a :
∥ẋ(t)∥ = O

(
t−

α
3

)
. (5.3.19)
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Ce théorème s’applique aux fonctions convexes vérifiant G2µ mais le résultat dé-
montré dans [26, Théorème 5] pour les fonctions vérifiant Fγ et G2µ est aussi valable.
On écrit ici le cas particulier γ = 1 pour clarifier l’écriture.

Le premier point du Théorème 5.3.4 est obtenu grâce à l’hypothèse de géométrie
faite sur X∗ et la stratégie expliquée en Section 5.3.1. Une preuve du deuxième
résultat est donnée en Section 5.A.4.

Le théorème suivant n’a pas d’équivalent exact dans la littérature contrairement
aux trois précédents. On fait l’hypothèse que F satisfait l’hypothèse de croissance Gγ
pour γ > 2 qui est une hypothèse de croissance plus faible que G2µ. Aujol, Dossal et
Rondepierre prouvent dans [27] que si F vérifie en plus l’hypothèse Fr où r ∈ (2, γ]

et est coercive, alors pour tout α ⩾ r+2
r−2 les trajectoires de (AVD) vérifient :

F (x(t))− F ∗ = O
(
t
− 2γ

γ−2

)
. (5.3.20)

Ce résultat est étendu dans [123] dans le cas perturbé. Notons que ce résultat ne
nécessite pas que F ait un unique minimiseur.

Le théorème ci-dessous énonce un taux de convergence similaire sans nécessi-
ter l’hypothèse Fr avec r > 2. L’hypothèse de coercivité est remplacée par une
hypothèse sur la géométrie de X∗.

Théorème 5.3.5. Soit F : RN → R une fonction convexe différentiable ayant un
ensemble de minimiseurs X∗ non vide. Supposons que F vérifie Gγ pour γ > 2, et
que X∗ est un ensemble régulier du second ordre. Alors, la solution x de (AVD) pour
tout α > 9

2 + 6
γ−2 satisfait

F (x(t))− F ∗ = O

(
1

t
2γ
γ−2

)
, (5.3.21)

et
∥ẋ(t)∥ = O

(
1

t
γ

γ−2

)
. (5.3.22)

La preuve de ce théorème est donnée en Section 5.A.5.
On peut noter que le deuxième point de ce théorème assure que la solution x de
(AVD) est de longueur finie et qu’elle converge donc vers un minimiseur de F .

5.4 Impact de la non unicité sur les schémas numériques

Après avoir étudié la convergence des trajectoires de (HBF) et (AVD) sans uni-
cité du minimiseur et sous des hypothèses de croissance sur F , on se concentre ici sur
des résultats analogues pour des schémas numériques dérivés, à savoir V-FISTA et
FISTA. Lors de l’analyse des systèmes dynamiques, on a introduit une hypothèse de
géométrie sur X∗ pour pouvoir dériver nos énergies de Lyapunov contenant le terme
x∗(t). On utilise la même philosophie que dans l’analyse en continu pour retirer
l’hypothèse d’unicité du minimiseur mais aucune hypothèse sur X∗ n’est nécessaire
pour obtenir les résultats démontrés dans cette section.
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5.4.1 Convergence de V-FISTA

On s’intéresse d’abord à la convergence de V-FISTA introduit par Beck dans
[31, Section 10.7.7] pour les fonctions composites fortement convexes. Ce schéma est
une adaptation du schéma de gradient accéléré de Nesterov en fortement convexe
introduit dans [105] pour les fonctions composites. Il s’agit donc d’une méthode de
type Heavy-Ball. Pour un vecteur initial x0 ∈ RN , cet algorithme est défini par :

∀k ∈ N,

{
yk = xk + α(xk − xk−1),

xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk)) ,
(V-FISTA)

avec s = 1
L , x−1 = x0 et α est défini égal à 1−

√
κ

1+
√
κ

où κ = µ
L .

Contrairement à FISTA, le paramètre d’inertie α mis en jeu dans V-FISTA est
constant dans le temps, d’où le lien avec le système dynamique (HBF). Comme
toute méthode de type Heavy-Ball, il est crucial de bien définir α pour converger
rapidement et le meilleur choix est dicté par la quantité κ = µ

L .
Dans cette section, on donne des résultats de convergence sur la suite définie par

V-FISTA lorsque F vérifie G2µ pour µ > 0. Les deux théorèmes énoncés sont basés
sur deux énergies de Lyapunov légèrement différentes. Le premier théorème donne
des résultats de convergence plus faibles mais il est plus lisible, tant au niveau de
l’énoncé que de la preuve.

Théorème 5.4.1. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA) avec s = 1

L et
α = 1− 5

3
√
3

√
κ. Si κ ⩽ 1

3 , alors pour tout k ∈ N

F (xk)− F ∗ ⩽
4

3

(
1− 2

3
√
3

√
κ

)k

(F (x0)− F ∗), (5.4.1)

et
∥xk − xk−1∥ = O

(
e
−

√
κ

3
√
3
k
)
. (5.4.2)

Une preuve de ce théorème est donnée en Section 5.4.3.2.
Ce théorème assure que pour une certaine valeur de α, la décroissance de l’erreur

le long des itérés de (V-FISTA) est exponentielle rapide avec un taux au pire cas
de O

(
e
− 2

3
√
3

√
κ
)
. Cette vitesse de convergence est meilleure que celle assurée par

FISTA avec restart périodique optimal (O
(
e−

1
e

√
µ
L
k
)
) sous les mêmes hypothèses.

Cela suggère donc que si le paramètre µ est connu, le meilleur choix est d’utiliser
(V-FISTA) qui fait intervenir un paramètre d’inertie constant. Le deuxième point
garantit que la trajectoire des itérés est finie et donc que la suite (xk)k∈N converge
fortement vers un minimiseur de F .

Dans le théorème ci-dessous, on donne un résultat plus fort et plus général sur
les itérés de (V-FISTA) pour des hypothèses similaires. On donne une preuve en
Section 5.4.3.3.
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Théorème 5.4.2. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA) avec s = 1

L et
α = 1− ω

√
κ > 0. On a pour tout k ∈ N :

F (xk)− F ∗ ⩽
(
1 + (ω − τ)2 + (ω − τ)ωτ

√
κ
) (

1− τ
√
κ+ τ2κ

)k
(F (x0)− F ∗),

(5.4.3)
et

∥xk − xk−1∥ = O
(
e−

1
2
τ
√
κ(1−τ

√
κ)k
)
, (5.4.4)

où τ > 0 vérifie l’inégalité ci-dessous :(
1− ω

√
κ
)
τ3 − ω

(
2− ω

√
κ
)
τ2 + (ω2 + 2)τ − ω ⩽ 0. (5.4.5)

La vitesse de convergence donnée dans ce théorème est cachée dans l’inégalité
(5.4.5). En effet, en fixant α = 1− ω

√
κ pour ω ∈

(
0, 1√

κ

)
, la meilleur constante τ

est celle qui vérifie(
1− ω

√
κ
)
τ3 − ω

(
2− ω

√
κ
)
τ2 + (ω2 + 2)τ − ω = 0. (5.4.6)

Bien que les solutions de cette équation aient une forme analytique complexe, on
donne un graphe affichant τ en fonction de ω dans la Figure 5.2. Cette figure montre

Figure 5.2 – Valeur de la meilleure constante τ en fonction de ω pour des valeurs
de κ telles que (τ, ω, κ) vérifie (5.4.6).

qu’en fonction de la valeur du conditionnement, il existe une valeur optimale pour ω
maximisant la plus grande valeur de τ admissible. De plus, on peut facilement mon-
trer que si (τ, ω, κ) vérifie (5.4.5), alors pour tout κ̂ < κ, (τ, ω, κ̂) vérifie également
(5.4.5).

Comme les conséquences du Théorème 5.4.2 sont difficilement lisibles en l’état,
on donne plus de détails sur la valeur de la constante τ dans le corollaire ci-dessous.
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Corollaire 5.4.3. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA) avec s = 1

L et
α = 1− ω

√
κ > 0. Si κ ⩽ K, alors pour tout k ∈ N :

F (xk)− F ∗ ⩽ C
(
1− τ

√
κ+ τ2κ

)k
(F (x0)− F ∗)

⩽ C
(
1− σ

√
κ
)k

(F (x0)− F ∗)
(5.4.7)

et
∥xk − xk−1∥ = O

(
e−

σ
2

√
κn
)
, (5.4.8)

pour les jeux de paramètres donnés dans le Tableau 5.5.

K ω τ σ C

1 1.2 0.39 0.23 2.04
1
3 1.32 0.42 0.31 2.1

10−1 1.39 0.45 0.38 2.07

10−2 1.46 0.48 0.45 2.03

10−3 1.49 0.494 0.486 2.02

10−4 1.495 0.498 0.495 2.002

Tableau 5.5 – Jeux de paramètres admissibles.

Ce corollaire souligne que les meilleurs taux de convergence obtenus pour les
itérés de (V-FISTA) sont légèrement moins bons que ceux démontrés dans [25]
pour un autre schéma type Heavy-Ball lorsque F a un unique minimiseur (l’erreur
décroît comme O

(
e(−(2−

√
2)

√
κ+O(κ))k

)). Cependant, le schéma proposé par les auteurs
est spécifiquement construit pour obtenir la meilleure vitesse, alors que (V-FISTA)
est une méthode plus simple et générique. De plus, la vitesse énoncée n’est plus
valable lorsque F n’a pas un unique minimiseur, les auteurs montrant que le taux
de convergence au pire cas est alors légèrement moins bon que O

(
e−κk

)
.

Le corollaire ci-dessous donne un taux de convergence au pire cas de (V-FISTA)
dans le cas où α n’est pas nécessairement calibré par rapport à µ

L mais de la forme
1− θ. Une preuve est donnée en Section 5.A.10.

Corollaire 5.4.4. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0. Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA) avec s = 1

L et
α = 1− θ avec θ ∈

[
3
2

√
κ, 1
)
. Alors, si κ ⩽ 1

10 ,

F (xk)− F ∗ = O
(
e−τκk

)
, (5.4.9)

et
∥xk − xk−1∥ = O

(
e−

τ
2
κk
)

(5.4.10)

où τ = 2
3θ

(
1− 2

3θ

√
κ
)
.
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Ce corollaire fournit des garanties théoriques sur la convergence de (V-FISTA)
pour un choix d’inertie sous-optimal. En effet, on se positionne dans la situation où
α = 1− θ avec θ ∈

[
3
2

√
κ, 1
)
, c’est-à-dire que α est plus petit que sa valeur optimale

qui vaut approximativement 1− 3
2

√
κ.

En pratique, ce corollaire permet d’obtenir des garanties de convergence pour
différents choix de α :

— Supposons que l’on choisit α = 1 − C
√
κ pour C ⩾ 3

2 . On a alors θ =

C
√
κ et ainsi, le Corollaire 5.4.4 garantit que la suite donnée par (V-FISTA)

pour ce choix de paramètre assure une décroissance de l’erreur de l’ordre de
O
(
e−τ

√
κk
)

où τ = 2(3C−2)
9C2 .

— Supposons que l’on choisit arbitrairement α = 9
10 sans connaître la valeur

théorique de κ. On a donc θ = 1
10 . Si θ ⩾ 3

2

√
κ (c’est-à-dire si κ < 1

225), alors
le Corollaire 5.4.4 assure que l’erreur le long des itérés de (V-FISTA) pour
ce choix de α décroît au moins aussi vite que e−τκk avec τ = 20

3

(
1− 20

3

√
κ
)

qui peut être majoré par 100
27 ≈ 3.7. On peut conclure que si F est suffisam-

ment mal conditionnée, les garanties de (V-FISTA) avec ce choix de α sont
meilleures que celles de Forward-Backward qui assure F (xk)−F ∗ = O

(
e−κk

)
[64].

Le fait d’obtenir des garanties de convergence lorsque α n’est pas optimal est
notable puisque la plupart des algorithmes de type Heavy-Ball proposés dans la
littérature sont accompagnés de théorèmes de convergence valables uniquement pour
le meilleur choix d’inertie. Grâce au Corollaire 5.4.4, on peut déduire des vitesses
de convergence pour (V-FISTA) même si κ n’est pas connu exactement.

5.4.2 Convergence de FISTA

Dans cette section, on étudie les propriétés de convergence de FISTA introduit
par Beck et Teboulle [32]. En particulier, on s’intéresse à la formulation proposée
par Su, Boyd et Candès [127] et Chambolle et Dossal [51] :

∀k ∈ N,

 yk = xk +
k

k + α
(xk − xk−1),

xk+1 = proxsh (yk − s∇f(yk)) ,
(FISTA)

où x0 ∈ RN , s ⩽ 1
L , α ⩾ 3 et x−1 = x0.

Si F est une fonction convexe vérifiant HL pour L > 0, (FISTA) garantit une
décroissance de l’erreur de l’ordre de k−2 pour tout α ⩾ 3, ce qui est l’ordre optimal
pour les méthodes de premier ordre [105]. Pour des hypothèses plus fortes sur la
fonction F , les résultats démontrés dans la littérature nécessitent que F ait un unique
minimiseur. Dans le théorème ci-dessous, on généralise le résultat démontré dans
[26, Théorème 6] pour les fonctions vérifiant G2µ et qui s’appuie sur une hypothèse
d’unicité du minimiseur. La preuve est une adaptation de l’originale à ce cas relaxé
et est située en Section 5.4.3.4.
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Théorème 5.4.5. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et G2µ
pour L > 0 et µ > 0.

Soient α ⩾ 3+ 3√
2

et κ = µ
L . Alors il existe κ0 > 0 tel que si κ ∈ (0, κ0], la suite

(xk)k∈N définie par (FISTA) avec s = 1
L vérifie :

∀k ⩾
3α√
κ
, F (xk)− F ∗ ⩽

9

4
e−2M0

(
8e

3
√
κ
α

) 2α
3

k−
2α
3 . (5.4.11)

où M0 = F (x0)−F ∗ correspond à l’énergie potentielle initiale du système. De plus,

∥xk − xk−1∥ = O
(
k−

α
3

)
. (5.4.12)

Ce théorème permet d’étendre le taux de convergence O
(
k−

2α
3

)
connu pour les

fonctions fortement convexes ou vérifiant G2µ avec unicité du minimiseur dans un cas
plus général. De plus, le deuxième point garantit la convergence forte des itérés vers
un minimiseur de F .

Comme la borne donnée sur F (xk) − F ∗ est valable pour un nombre fini d’ité-
rations, il est possible d’optimiser le paramètre α pour obtenir la meilleure vitesse
en fonction de la précision voulue. Une analyse sur la façon de paramétrer α est
détaillée par Aujol, Dossal et Rondepierre dans [26] et est extensible ici puisque la
borne est identique. En particulier, le [26, Théorème 3] est toujours valable sans
hypothèse d’unicité du minimiseur. Ainsi, si F vérifie les hypothèses du Théorème
5.4.5, pour ε > 0 et α = 3 ln

(
3
√
LM0

e
√
2ε

)
, il existe κ0 > 0 tel que pour tout 0 < κ ⩽ κ0,

les itérés de (FISTA) vérifient ∥g(xk)∥ ⩽ ε pour tout k ⩾ kFISTA où

kFISTA :=
8e2√
κ
ln

(
3
√
LM0

e
√
2ε

)
, (5.4.13)

et g désigne le gradient composite. Un tel calibrage permet d’obtenir des vitesses
comparables à celles de stratégies de restart et ne nécessite pas de connaître µ. Une
estimation de M0 = F (x0)− F ∗ est toutefois nécessaire.

Quand on considère une hypothèse plus faible comme Gγ pour γ > 2, Apidopou-
los, Aujol, Dossal et Rondepierre démontrent dans [7] que la décroissance de l’erreur
est de O

(
k
− 2γ

γ−2

)
pour α ⩾ r+2

r−2 à condition que F vérifie également l’hypothèse de
platitude Fr avec r ∈ (2, γ] et ait un unique minimiseur. On donne ci-dessous un
théorème plus général ne s’appuyant pas sur une hypothèse Fr ni sur l’unicité du
minimiseur de F . La preuve est donnée en Section 5.4.3.5.

Théorème 5.4.6. Soit F : RN → R ∪ {+∞} une fonction qui satisfait HL et Gγ
pour L > 0 et γ > 2. Alors, pour α > 5+ 8

γ−2 , la suite (xk)k∈N définie par (FISTA)
avec s = 1

L vérifie :

F (xk)− F ∗ = O
(
k
− 2γ

γ−2

)
, (5.4.14)

et
∥xk − xk−1∥ = O

(
k
− γ

γ−2

)
. (5.4.15)
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Ces résultats garantissent que si F vérifie une hypothèse de croissance faible Gγ
pour γ > 2, le taux de convergence asymptotique original O

(
k−2

)
peut être amélioré

en choisissant α suffisamment grand. De plus, on peut écrire grâce au deuxième point
que pour un tel choix de α,

∑+∞
k=0 ∥xk − xk−1∥ < +∞ et donc que la suite (xk)k∈N

converge fortement vers un minimiseur de F .
Notons que l’hypothèse Gγ est définie globalement dans ce manuscrit mais un

tel résultat peut être étendu si l’hypothèse est locale. Ainsi, les itérés de (FISTA)
convergent fortement vers un minimiseur de F dès que F vérifie une
hypothèse de croissance locale à condition que α soit suffisamment grand.

5.4.3 Preuves

5.4.3.1 Notations et résultats préliminaires

Les démonstrations situées dans cette section sont construites autour d’éner-
gies de Lyapunov discrètes qui font intervenir les mêmes termes. Dans chacune des
preuves, on utilisera les notations suivantes :

wk =
2

L
(F (xk)− F ∗)), hk = ∥xk − x∗k∥2,

δk = ∥xk − xk−1∥2, γ∗k = ∥x∗k − x∗k−1∥2.
(5.4.16)

Dans le même esprit que pour notre analyse en continu, on fait intervenir la suite
(x∗k)k∈N où pour tout k ⩾ 0, x∗k représente la projection de xk sur X∗. Pour gérer les
termes additionnels que cette suite peut induire, on introduit le lemme ci-dessous.
La preuve est donnée en Section 5.A.6.

Lemme 5.4.7. Pour tout k ∈ N∗, on a :

1. ⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩ = 1
2(hk − hk−1 + δk − γ∗k) + ⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩.

2. ⟨xk−1 − x∗k−1, xk − xk−1⟩ = 1
2(hk − hk−1 − δk + γ∗k) + ⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩,

On donne également le lemme ci-dessous qui énonce des propriétés sur les suites
générées par (FISTA) et (V-FISTA). La preuve est basée sur le lemme de descente
prouvé par Chambolle et Dossal dans [51] et se situe en Section 5.A.7.

Lemme 5.4.8. Soit (xk)k∈N la suite générée par (FISTA) ou (V-FISTA) avec s =
1
L . Alors, pour tout k ∈ N∗,

wk+1 − wk ⩽ α2
kδk − δk+1, (5.4.17)

and

wk+1 ⩽ (1 + αk)hk + (α2
k + αk)δk − αkhk−1 − hk+1 − γ∗k+1 − αkγ

∗
k

+ 2αk⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ − 2⟨xk+1 − x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩,

(5.4.18)

où αk vaut k
k+α pour (FISTA) et α pour (V-FISTA).
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Dans les preuves qui suivent, plusieurs majorations sont liées aux propriétés de
la projection sur un ensemble convexe. En effet, si C est en ensemble convexe fermé
tel que C ⊂ RN , alors pour tout x ∈ RN et y ∈ C,

⟨x− p, y − p⟩ ⩽ 0,

où p désigne la projection de x sur C. Cette propriété garantit que l’on a pour tout
k ⩾ 1

⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩ ⩾ 0,

ou encore
⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩ ⩽ 0.

D’autre part, l’ensemble X∗ est assuré d’être convexe et fermé car la fonction
F est convexe et semi-continue inférieurement (tout ensemble de niveau de F est
fermé).

5.4.3.2 Preuve du Théorème 5.4.1

Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA) pour s = 1
L et α > 0 à définir. On

va analyser l’énergie de Lyapunov discrète ci-dessous :

Ek =
2

L
(F (xk)− F ∗) + ∥xk − xk−1 + λ(xk−1 − x∗k−1)∥2, (5.4.19)

où λ > 0 et x∗k désigne la projection de xk sur X∗ pour tout k ∈ N. Pour le choix
λ =

√
κ et x∗k = x∗ pour tout k, on retrouve l’énergie considérée par Beck dans

[31].
Le but de cette preuve est de déterminer τ > 0 le plus grand possible tel que

pour un jeu de paramètres bien choisi,

Ek+1 − (1− τ
√
κ)Ek ⩽ 0. (5.4.20)

La preuve est divisée en trois parties. Dans un premier temps, on s’appuie sur
les notations et lemmes énoncés dans la Section 5.4.3.1 pour gérer les termes liés à
la non-unicité des minimiseurs de F . Ensuite, on donne un jeu de paramètres per-
mettant d’exploiter les propriétés de croissance de F et obtenir l’inégalité souhaitée
(5.4.20). Enfin, on démontre la convergence forte de la suite (xk)k∈N en contrôlant
∥xk − xk1∥.

Travail préliminaire : Rappelons que l’on utilise les notations introduites en
Section (5.4.16). En réécrivant (5.4.19) et en utilisant le deuxième point du Lemme
5.4.7, on trouve que

Ek = wk+(1−λ)δk+λ(hk−hk−1)+λ
2hk−1+λγ

∗
k+2λ⟨xk−x∗k, x∗k−x∗k−1⟩. (5.4.21)
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Le Lemme 5.4.8 assure que pour λ ⩽ 1 :

wk+1 − (1− λ)wk ⩽ α(α+ λ)δk − (1− λ)δk+1 + αλ(hk − hk−1) + λ(hk − hk+1)

− λγ∗k+1 − αλγ∗k + 2αλ⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩

− 2λ⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩.

(5.4.22)
Cette inégalité combinée à (5.4.21) donne que

Ek+1 − (1− λ)Ek ⩽ a1δk + a2(hk − hk−1) + a3hk + X ∗
k , (5.4.23)

où :
— a1 = α(α+ λ)− (1− λ)2,
— a2 = αλ− λ(1− λ) + (1− λ)λ2,
— a3 = λ3,

et X ∗
k est défini par

X ∗
k =− λ(1− λ+ α)γ∗k + 2αλ⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩

− 2λ(1− λ)⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩.

Les propriétés du projeté sur un ensemble convexe garantissent que pour tout k ∈ N :
γ∗k ⩾ 0,

⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ ⩽ 0,

⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩ ⩾ 0.

Par conséquent X ∗
k ⩽ 0 et on a donc :

Ek+1 − (1− λ)Ek ⩽ a1δk + a2(hk − hk−1) + a3hk. (5.4.24)

Décroissance de F (xk)− F ∗ : Rappelons que l’on cherche τ > 0 tel que :

Ek+1 − (1− τ
√
κ)Ek ⩽ 0.

On choisit le jeu de paramètres suivant :

τ =
2

3
√
3
, λ =

1√
3

√
κ, α = 1− 5

3
√
3

√
κ = 1− 5

3
λ.

On trouve alors que :

Ek+1 − (1− τ
√
κ)Ek = Ek+1 − (1− λ)Ek +

(
2

3
√
3
− 1√

3

)√
κEk

⩽ a1δk + a2(hk − hk−1) + a3hk −
1

3
√
3

√
κEk,

(5.4.25)

avec :
— a1 = −λ

3

(
1− λ

3

)
=

√
κ

27 (
√
κ− 3

√
3),

— a2 = λ2
(
1
3 − λ

)
= κ

3
√
3

(
1√
3
−
√
κ
)
,
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— a3 = λ3 = κ
3
2

3
√
3
.

Si κ ⩽ 1
3 , alors a1 ⩽ 0 et donc

Ek+1 −
(
1− 2

3
√
3

√
κ

)
Ek ⩽

κ

3
√
3

(
1√
3
−
√
κ

)
(hk − hk−1) +

κ
3
2

3
√
3
hk −

1

3
√
3

√
κEk.

(5.4.26)
De plus, comme la condition κ ⩽ 1

3 assure que a2 ⩾ 0, on peut appliquer le
lemme ci-dessous qui est prouvé en Section 5.A.8.

Lemme 5.4.9. Soit (xk)k∈N la suite donnée par (V-FISTA) et λ = 1√
3

√
κ. Pour

tout k ∈ N :

hk − hk−1 ⩽

√
3√
κ
(Ek − wk) . (5.4.27)

Le Lemme 5.4.9 assure que si κ ⩽ 1
3 , alors

Ek+1 − (1− 2

3
√
3

√
κ)Ek ⩽

κ
3
2

3
√
3
hk −

√
κ

3

(
1√
3
−
√
κ

)
wk −

κ

3
Ek. (5.4.28)

De plus, comme F vérifie G2µ, on a hk ⩽ wk
κ et donc

Ek+1 − (1− 2

3
√
3

√
κ)Ek ⩽

( √
κ

3
√
3
−
√
κ

3

(
1√
3
−
√
κ

))
wk −

κ

3
Ek

⩽
κ

3
wk −

κ

3
Ek.

(5.4.29)

En remarquant que wk ⩽ Ek, on peut déduire que

Ek+1 − (1− 2

3
√
3

√
κ)Ek ⩽ 0. (5.4.30)

Ainsi,

Ek ⩽

(
1− 2

3
√
3

√
κ

)k

E0. (5.4.31)

Comme on considère que x−1 = x0, on trouve que E0 = w0 + λ2h0. Par conséquent,
la condition de croissance G2µ assure que E0 ⩽ 4

3w0 et

F (xk)− F ∗ ⩽
4

3

(
1− 2

3
√
3

√
κ

)k

(F (x0)− F ∗). (5.4.32)

Convergence des trajectoires : Soit bk = ∥xk − xk−1 + λ(xk−1 − x∗k−1)∥2. En
appliquant l’inégalité ∥u∥2 = 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2, on trouve que :

δk ⩽ 2bk +
2

λ2
hk−1. (5.4.33)

En revenant à la définition de E et grâce à la géométrie de F , on a

δk ⩽ 2Ek +
2

λ2κ
wk−1. (5.4.34)
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Alors, en appliquant l’inégalité (5.4.30), on obtient que :

δk ⩽

(
2

(
1− 2

3
√
3

√
κ

)
+

2

λ2κ

)
Ek−1, (5.4.35)

et en conséquence,

δk ⩽

(
2

(
1− 2

3
√
3

√
κ

)
+

2

λ2κ

)(
1− 2

3
√
3

√
κ

)k−1

E0. (5.4.36)

Ainsi,
∥xk − xk−1∥ = O

(
e
− 1

3
√
3

√
κn
)
. (5.4.37)

5.4.3.3 Preuve du Théorème 5.4.2

Structure de la preuve : La preuve du Théorème 5.4.2 est construite autour de
l’analyse proposée dans [25] pour étudier la convergence des trajectoires de (HBF),
c’est-à-dire l’EDO suivante :

ẍ(t) + αcẋ(t) +∇F (x(t)) = 0, (HBF)

pour αc > 0.
Comme la suite définie par (V-FISTA) peut être vue comme une discrétisation de
(HBF), on adapte la stratégie proposée en continu à ce cadre discret. Il est important
de noter que le paramètre αc dans (HBF) ne joue pas le même rôle que α dans
(V-FISTA). En effet, αc se comporte plutôt comme

√
L(1− α).

La preuve du Théorème 5.4.2 se construit autour de l’énergie ci-dessous :

∀k ∈ N, Ek =
2

L
(F (xk)−F ∗)+α∥xk−xk−1+λ(xk−x∗k)∥2+λ(1−α)2∥xk−x∗k∥2.

(5.4.38)
La stratégie de la preuve est relativement simple : on cherche un jeu de paramètres
(α, λ, ν) ∈ (R+)

3 tel que pour tout k ∈ N,

Ek+1 − Ek + νEk+1 ⩽ 0. (5.4.39)

Une fois cette inégalité démontrée, des calculs simples donnent que

∀k ∈ N, Ek ⩽
(
1− ν + ν2

)k E0, (5.4.40)

ce qui permet de conclure.

Preuve : Soit (xk)k∈N la suite définie dans (V-FISTA). En utilisant les notations
définies dans (5.4.16), on peut réécrire notre énergie de la manière suivante

∀k ∈ N, Ek = wk + λ(λα+ (1− α)2)hk + αδk + 2αλ⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩. (5.4.41)

D’après le premier point du Lemme 5.4.7,

Ek =wk + λ(λα+ (1− α)2)hk + λα(hk − hk−1) + (1 + λ)αδk

− λαγ∗k + 2λα⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

(5.4.42)
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Les propriétés de la projection sur un ensemble convexe donnent que pour tout
k ∈ N :

Ek ⩽ wk + λ(λα+ (1− α)2)hk + λα(hk − hk−1) + (1 + λ)αδk. (5.4.43)

En utilisant l’expression (5.4.42), on peut démontrer le lemme ci-dessous. La preuve
est donnée en Section 5.A.9.

Lemme 5.4.10. Pour tout k ∈ N, on a

Ek+1 − Ek ⩽ − λwk+1 + λα(λ+ α− 1)(hk+1 − hk)
+ (λα+ α− 1)δk+1 − α(1− α− λα)δk.

(5.4.44)

Cette inégalité combinée avec (5.4.43) garantit que pour tout ν > 0,

Ek+1 − Ek + νEk+1 ⩽ (ν − λ)wk+1 + λα(λ+ α− 1 + ν)(hk+1 − hk)
+ ((1 + λ)α(1 + ν)− 1)δk+1 − α(1− α− λα)δk
+ νλ(λα+ (1− α)2)hk+1.

(5.4.45)

On prend le jeu de paramètres suivant :

α = 1− ω
√
κ, ν = τ

√
κ, λ = 1− α− ν = (ω − τ)

√
κ. (5.4.46)

Pour ce choix de paramètres, on peut écrire l’inégalité suivante

Ek+1 − Ek + τ
√
κEk+1 ⩽ (2τ − ω)

√
κwk+1 − (ωτ + (ω − τ)2 + ωτ(ω − τ)

√
κ)κδk+1

− (1− ω
√
κ)(τ + (ω − τ)

√
κ)
√
κδk

+ τ(ω − τ)(ω − τ + ωτ
√
κ)κ

3
2hk+1.

(5.4.47)
Notons que l’on veut que α > 0 ce qui implique que 1 − ω

√
κ > 0. Supposons en

plus que ω > 2τ . Alors, on obtient que pour tout k ∈ N,

Ek+1−Ek+τ
√
κEk+1 ⩽ −(ω−2τ)

√
κwk+1+τ(ω−τ)(ω−τ+ωτ

√
κ)κ

3
2hk+1. (5.4.48)

Comme F satisfait G2µ, on peut écrire que κhk+1 ⩽ wk+1 et ainsi,

Ek+1 − Ek + τ
√
κEk+1 ⩽

(
τ(ω − τ)(ω − τ + ωτ

√
κ)− ω + 2τ

)
κ

3
2hk+1. (5.4.49)

Par conséquent, si(
1− ω

√
κ
)
τ3 − ω

(
2− ω

√
κ
)
τ2 + (ω2 + 2)τ − ω ⩽ 0, (5.4.50)

alors pour tout k ∈ N,
Ek+1 − Ek + τ

√
κ ⩽ 0. (5.4.51)

Notons que les solutions de (5.4.50) vérifient directement ω > 2τ .
Des calculs simples montrent que (5.4.51) implique

Ek ⩽
(
1− τ

√
κ+ τ2κ

)k E0. (5.4.52)
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Comme x−1 = x0,

E0 = w0 + λ
(
λα+ (1− α)2

)
h0 = w0 +

(
(ω − τ)2 + (ω − τ)ωτ

√
κ
)
κh0, (5.4.53)

et en utilisant l’hypothèse G2µ,

E0 ⩽
(
1 + (ω − τ)2 + (ω − τ)ωτ

√
κ
)
w0. (5.4.54)

De plus, pour tout k ∈ N, wk ⩽ Ek. Donc si (5.4.50) est vérifiée, alors pour tout
k ∈ N :

F (xk)− F ∗ ⩽
(
1 + (ω − τ)2 + (ω − τ)ωτ

√
κ
) (

1− τ
√
κ+ τ2κ

)k
(F (x0)− F ∗).

(5.4.55)
En appliquant l’inégalité ∥u∥2 = 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2, on déduit que :

δk ⩽ 2bk +
2

λ2
hk, (5.4.56)

où bk = ∥λ(xk − x∗k) + xk − xk−1∥2. L’hypothèse G2µ donne que

δk ⩽ 2bk +
2

λ2κ
wk, (5.4.57)

et étant donné la définition de Ek on a

δk ⩽

(
2

α
+

2

λ2κ

)
Ek. (5.4.58)

En combinant l’inégalité ci-dessus à (5.4.52), on montre finalement que si (5.4.50)
est vérifiée, alors

∥xk − xk−1∥ = O
(
e−

1
2
τ
√
κ(1−τ

√
κ)n
)
. (5.4.59)

5.4.3.4 Preuve du Théorème 5.4.5

La preuve du Théorème 5.4.5 est une adaptation de la preuve de [26, Théorème 6]
en retirant l’hypothèse que F a un unique minimiseur. La structure est proche avec
des termes additionnels liés à la non-unicité des minimiseurs. L’aspect technique
réside dans la façon de contrôler ces termes.

On analyse l’énergie de Lyapunov discrète définie ci-dessous :

Ek =
2k2

L
(F (xk)− F ∗) +

∥∥λ(xk−1 − x∗k−1) + k(xk − xk−1)
∥∥2 , (5.4.60)

avec λ = 2α
3 . On utilise les notations introduites dans (5.4.16) et αk désigne k

k+α .
Ainsi, on peut réécrire l’énergie de Lyapunov de la façon suivante :

Ek = k2wk + λ2hk−1 + k2δk + 2λk⟨xk−1 − x∗k−1, xk − xk−1⟩,

et en appliquant le second point du Lemme 5.4.7, on a

Ek = k2wk +λkhk +(λ2−λk)hk−1+(k2−λk)δk +λkγ∗k +2λk⟨xk−x∗k, x∗k−x∗k−1⟩.
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Pour tout k ∈ N, on a :

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek = (k + 1)2wk+1 −

(
1− λ− 2

k

)
k2wk

+
(
(k + 1)2 − λ(k + 1)

)
δk+1 −

(
1− λ− 2

k

)
(k2 − λk)δk

+

(
λ2 − λ(k + 1)− λk

(
1− λ− 2

k

))
hk + λ(k + 1)hk+1

− (λ2 − λk)
(
1− λ− 2

k

)
hk−1

+ λ(k + 1)γ∗k+1 + 2λ(k + 1)⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩

− λ(k − λ+ 2)γ∗k − 2λ(k − λ+ 2)⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩.

Des calculs simples donnent que

(k + 1)2wk+1 −
(
1− λ− 2

k

)
k2wk = n (k − λ+ 2) (wk+1 − wk) + (λk + 1)wk+1.

Par conséquent, le Lemme 5.4.8 garantit que pour tout k ∈ N∗ :

(k + 1)2wk+1 −
(
1− λ− 2

k

)
k2wk

⩽ n (k − λ+ 2)
(
α2
kδk − δk+1

)
+ (λk + 1)

(
(1 + αk)hk + (α2

k + αk)δk − αkhk−1 − hk+1 − γ∗k+1 − αkγ
∗
k

)
+ 2(λk + 1)

(
αk⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩ − ⟨xk+1 − x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩

)
.

Ainsi,

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽ A1(k, α)δk +A2(k, α)δk+1 +B1(k, α)hk−1

+B2(k, α)hk +B3(k, α)hk+1 +D1(k, α)γ
∗
k+1

+D2(k, α)γ
∗
k +D3(k, α)⟨xk+1 − x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩

+D4(k, α)⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩
+D5(k, α)⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩,

(5.4.61)

où :
— A1(k, α) =

17α2

9 − 8α
3 + 2− α (10α2−18α+9)k+7α3−12α2+6α

3(k+α)2 ,
— A2(k, α) = 1− 2α

3 ,
— B1(k, α) = − 2α2

9 + 4α
3 − 1 + 3α−2α3

3(k+α) + 8α3−24α2

27n ,

— B2(k, α) =
2α2

9 − 2α+ 2− 3α−2α3

3(k+α) ,
— B3(k, α) =

2α
3 − 1,

— D1(k, α) =
2α
3 − 1,

— D2(k, α) = − 4α
3 k − 1− 4α

3 + 10α2

9 − α(2α2−3)
3(k+α) ,

— D3(k, α) =
4α
3 − 2,

— D4(k, α) = − 4α
3 k −

8α
3 + 8α2

9 ,
— D5(k, α) =

4α
3 k + 2− 4α2

3 + α(4α2−6)
3(k+α) .
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Comme B3(k, α) = −A2(k, α) = D1(k, α) =
1
2D3(k, α), et

B1(k, α) +B2(k, α) +B3(k, α) =
8α2

27

α− 3

k
=

4αK(α)

3k
,

où K(α) = 2α(α−3)
9 , on peut écrire que

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽

4αK(α)

3k
hk +A1(k, α)δk +B1(k, α)(hk−1 − hk)

+B3(k, α)(hk+1 − hk − δk+1) +B3(k, α)γ
∗
k+1

+D2(k, α)γ
∗
k + 2B3(k, α)⟨xk+1 − x∗

k+1, x
∗
k+1 − x∗

k⟩
+D4(k, α)⟨xk − x∗

k, x
∗
k − x∗

k−1⟩
+D5(k, α)⟨xk−1 − x∗

k−1, x
∗
k − x∗

k−1⟩.

(5.4.62)

Par la suite, on a besoin du lemme ci-dessous qui est une adaptation de [26,
Lemme 4]. La preuve est donnée en Section 5.A.11.

Lemme 5.4.11. Pour tout k ⩾ 1 et (A,B) ∈ R2,

Aδk +B(hk−1 − hk) ⩽

(
2|A+B|+

√
2|B|√
κ

)(
1 +

4α2

9κk2

)
Ek

(k − 2α
3 )2

−Bγ∗k + 2B⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

(5.4.63)

Cette inégalité permet d’écrire que :

4αK(α)

3

hk
k

+A1(k, α)δk +B1(k, α)(hk−1 − hk) ⩽
Ĉ1(k, α, κ)Ek

(k − λ)2

−B1(k, α)γ
∗
k + 2B1(k, α)⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩,

et

B3(k, α)(hk+1 − hk − δk+1) ⩽
Ĉ2(k, α, κ)Ek+1

(k + 1− λ)2
− 2B3(k, α)⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

+B3(k, α)γ
∗
k+1,

où

Ĉ1(k, α, κ) = 2|
5

3
α2 −

4α

3
+ 1 +R(k, α)|+

√
2

 | − 2α2

9
+ 4α

3
− 1 +Q(k, α)|

√
κ

(
1 +

4α2

9κk2

)
+

4αK(α)

3κk

avec :

|R(α, k)| =
∣∣∣∣A1(k, α) +B1(k, α)− (

5

3
α2 − 4α

3
+ 1)

∣∣∣∣ ⩽ 8α3

k

|Q(α, k)| = α3

3k

∣∣∣∣k 3− 2α2

α2(k + α)
+ 8

α− 3

9α

∣∣∣∣ ⩽ α3

k
,
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et Ĉ2(k, α, κ) =
(
2α
3 − 1

) (
4 +

√
2√
κ

)(
1 + 4α2

9κ(k+1)2

)
. En revenant à l’inégalité (5.4.62),

on trouve que

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽

Ĉ1(k, α, κ)Ek

(k − λ)2
+
Ĉ2(k, α, κ)Ek+1

(k + 1− λ)2

+ 2B3(k, α)γ
∗
k+1 + 2B3(k, α)⟨xk+1 − x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩

− 2B3(k, α)⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩+ (D2(k, α)−B1(k, α))γ
∗
k

+D4(k, α)⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩
+ (D5(k, α) + 2B1(k, α))⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩.

Comme pour tout k ∈ N∗,

γ∗k + ⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩ − ⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ = ⟨xk − xk−1, x

∗
k − x∗k−1⟩,

on a :

2B3(k, α) (γ
∗
k+1 + ⟨xk+1 − x∗

k+1, x
∗
k+1 − x∗

k⟩ − ⟨xk − x∗
k, x

∗
k+1 − x∗

k⟩) = 2(λ−1)⟨xk+1−xk, x
∗
k+1−x∗

k⟩.

De plus, pour tout k ⩾ 2α
3 − 2,

D4(k, α) ⩽ D2(k, α)−B1(k, α) ⩽ −(D5(k, α)+2B1(k, α)) ⩽ −
4α

3

(
k − 2

(
2α

3
− 1

))
.

(5.4.64)
Comme la suite (xk)k∈N vérifie les inégalités suivantes,

γ∗k ⩾ 0,

⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩ ⩾ 0,

⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ ⩽ 0,

on trouve que

(D2(k, α)−B1(k, α))γ
∗
k +D4(k, α)⟨xk − x∗

k, x
∗
k − x∗

k−1⟩+ (D5(k, α) + 2B1(k, α))⟨xk−1 − x∗
k−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩

⩽ −4α

3

(
k − 2

(
2α

3
− 1

))
⟨xk − xk−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩,

qui est un terme positif si k ⩾ 4α
3 − 2. Par conséquent, si cette condition est vérifiée

on a
Ek+1 −

(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽

Ĉ1(k, α, κ)Ek

(k − λ)2
+
Ĉ2(k, α, κ)Ek+1

(k + 1− λ)2

+ 2(λ− 1)⟨xk+1 − xk, x∗k+1 − x∗k⟩.
(5.4.65)

Comme ⟨xk+1 − xk, x∗k+1 − x∗k⟩ ⩽ δk+1, pour tout k ⩾ 4α
3 − 2,

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽

Ĉ1(k, α, κ)Ek

(k − λ)2
+
Ĉ2(k, α, κ)Ek+1

(k + 1− λ)2
+ 2(λ− 1)δk+1.

Alors d’après (5.A.34) et l’inégalité hk ⩽ Ek
κk2

assurée par l’hypothèse G2µ,

δk+1 ⩽
2

(k + 1− λ)2
bk+1+

8α2

9(k + 1− λ)2
hk+1 ⩽

2

(k + 1− λ)2

(
1 +

4α2

9κ(k + 1)2

)
Ek+1.
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Ainsi,

Ek+1 −
(
1− λ− 2

k

)
Ek ⩽

C̃1(k, α, κ)Ek

(k − λ)2
+
C̃2(k, α, κ)Ek+1

(k + 1− λ)2
, (5.4.66)

où C̃1(k, α, κ) = Ĉ1(k, α, κ) and

C̃2(k, α, κ) = Ĉ2(k, α, κ) + 4(λ− 1)

(
1 +

4α2

9κ(k + 1)2

)
=

(
2α

3
− 1

)(
8 +

√
2√
κ

)(
1 +

4α2

9κ(k + 1)2

)
.

Comme κ ∈ (0, 1], pour tout k ⩾ 4α
3
√
κ
, on a que

1

k − 2α
3

⩽
1

k

(
1 +
√
κ
)
,

et donc pour tout k ⩾ 4α
3
√
κ
,

Ek+1 −

(
1−

2α
3 − 2

k

)
Ek ⩽ (1 +

√
κ)2
(
C̃1(k, α, κ)

Ek

k2
+ C̃2(k, α, κ)

Ek+1

(k + 1)2

)
.

(5.4.67)
On peut noter que cette inégalité est identique à celle obtenue dans le cas où F

a un unique minimiseur à la différence près que le coefficient C̃2(k, α, κ) est légère-
ment plus grand ici (sous hypothèse d’unicité du minimiseur, C̃2(k, α, κ) est égal à
Ĉ2(k, α, κ)). Par conséquent, les bornes uniformes sur C̃1(k, α, κ) calculées dans [26]
sont toujours valides dans ce cas. Ainsi, on peut montrer qu’il existe deux constantes
réelles c̃1 et c̃2 telles que pour tout α ⩾ 3 + 3√

2
et k ⩾ 4α

3
√
κ
,

C̃1(k, α, κ) ⩽
5

4

√
2

κ
P (α)

(
1 + c̃1

√
κ+c̃2κ

)
, (5.4.68)

où P : α 7→ 2
9(α− 3)(85α− 3)− 1. De plus, on a pour tout k ⩾ 4α

3
√
κ

et α ⩾ 3,

C̃2(k, α, κ) =

(
2α

3
− 1

)(
8 +

√
2√
κ

)(
1 +

4α2

9κ(k + 1)2

)

⩽
5

4

√
2

κ

(
2α

3
− 1

)(
1 + 4

√
2κ
)
.

Ainsi, pour tout α ⩾ 3 + 3√
2

:

∀k ⩾
4α

3
√
κ
, Ek+1 −

(
1−

2α
3 − 2

k

)
Ek ⩽

C1(α, κ)Ek

k2
+

C2(α, κ)Ek+1

(k + 1)2
, (5.4.69)

où :
— C1(α, κ) =

5
4

√
2
κ

[
2
9(α− 3)

(
8
5α− 3

)
− 1
]
(1 +

√
κ)2 (1 + c̃1

√
κ+c̃2κ),
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— C2(α, κ) =
5
4

√
2
κ

(
2α
3 − 1

)
(1 +

√
κ)2(1 + 4

√
2κ).

À partir de ce point la preuve suit exactement les calculs de [26]. On intègre
d’abord l’inégalité grâce au lemme suivant qui est une version légèrement modifiée
de [26, Lemme 2].

Lemme 5.4.12. Soit α ⩾ 3 and k0 ⩾ 4α
3
√
κ
. Si l’énergie Ek vérifie (5.4.69), alors :

∀k ⩾ k0, Ek ⩽ Ek0

(
k

k0

)−( 2α
3
−2)

eϕ(k0), (5.4.70)

où ϕ(k0) = 5
6k0

√
2
κ(α− 3)

(
16
15α− 1

) (
1 + cκ

1
4

)
et c > 0 est indépendant de α.

La preuve de ce lemme est identique à celle de [26, Lemme 2] malgré la légère
modification de la constante C2(α, κ).

Comme F (xk)− F ∗ ⩽ L
2k2
Ek, on trouve que pour tout k ⩾ 4α

3
√
κ
,

F (xk)− F ∗ ⩽
L

2

(
k

2α
3
−2

0 eϕ(k0)
)
Ek0k

− 2α
3 .

On peut alors choisir k0 de manière à obtenir un contrôle fin sur F (xk) − F ∗. En
suivant le raisonnement donné dans [26], on fait le choix

k0 =
5

4

√
2

κ

(
16

15
α− 1

)(
1 + cκ

1
4

)
,

et on peut montrer que l’on a pour κ suffisamment petit :

∀k ⩾
3α√
κ
, F (xk)− F ∗ ⩽

9

4
e−2M0

(
8e

3
√
κ
α

) 2α
3

k−
2α
3 . (5.4.71)

où M0 = F (x0)− F ∗.
Démontrons maintenant le deuxième point du Théorème 5.4.5. On rappelle l’inéga-
lité suivante prouvée dans la Section 5.A.11

δk ⩽
2

(k − λ)2
bk +

8α2

9(k − λ)2
hk, (5.4.72)

où bk = ∥λ(xk−1 − x∗k−1) + k(xk − xk−1)∥2. En revenant à la définition de l’énergie
Ek, on obtient

δk ⩽
2

(k − λ)2
Ek +

8α2

9(k − λ)2
hk, (5.4.73)

et comme F satisfait G2µ, on a hk ⩽ Ek
κk2

et donc

δk ⩽
2

(k − λ)2

(
1 +

4α2

9κk2

)
Ek. (5.4.74)
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Ainsi, pour tout k ⩾ 4α
3
√
κ
, δk ⩽ 5

2(k−λ)2
Ek. En appliquant le Lemme 5.4.12, on

trouve que pour un certain K > 0,

δk ⩽
K

k
2α
3

, (5.4.75)

et ainsi
∥xk − xk−1∥ = O

(
k−

α
3

)
. (5.4.76)

5.4.3.5 Preuve du Théorème 5.4.6

Structure de la preuve Les résultats du Théorème 5.4.6 sont obtenus à partir
de l’analyse de l’énergie discrète ci-dessous

Ek =
2k2

L
(F (xk)−F ∗)+∥λ(xk − x∗k) + kαk(xk − xk−1)∥2+ξ∥xk−x∗k∥2+λkα2

k∥xk−xk−1∥2,
(5.4.77)

où λ > 0 et ξ < 0. En reprenant les notations introduites dans 5.4.16, on a

Ek = k2wk + bk + ξhk + λkα2
kδk, (5.4.78)

où bk = ∥λ(xk − x∗k) + kαk(xk − xk−1)∥2.
L’idée de cette preuve est de montrer que cette énergie de Lyapunov se comporte

asymptotiquement comme k−
4

γ−2 . Cela ne suffit cependant pas à conclure puisque E
fait intervenir un terme négatif paramétré par ξ. Ainsi, la fin de la preuve consiste à
exploiter l’hypothèse Gγ de manière à obtenir le résultat désiré. On peut remarquer
que la démonstration suit les mêmes principes que celle donnée en Section 5.A.5
dans le cas continu.

Pour étudier le comportement asymptotique de E , on définit H qui pour tout
k ∈ N vérifie Hk = kpEk avec p = 1 + 4

γ−2 . On suit les étapes suivantes :
— En utilisant les propriétés des itérés de (FISTA) et la convexité de F , on

montre que pour un jeu de paramètres (α, λ, ξ) bien choisi et k suffisamment
grand,

Hk+1 −Hk ⩽ A(k + 1)p+1wk+1 +B(k + 1)p−1hk+1, (5.4.79)

avec A < 0 et B > 0.
— À partir de l’inégalité précédente et l’hypothèse de croissance vérifiée par F ,

on prouve que pour k suffisamment grand,

Hk ⩽ Ck, (5.4.80)

pour un certain C > 0. Cette inégalité garantit que Ek décroit asymptotique-
ment comme k−

4
γ−2 .

— En revenant à la définition de Hk et Ek et grâce à l’hypothèse Gγ , on montre
que kp+1wk et α2

kk
p+1δk sont des suites bornées. Ceci permet de conclure.
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Preuve Soit (xk)k∈N la suite définie par (FISTA) et (Ek)k∈N l’énergie définie par
(5.4.77). La première étape de la preuve est d’obtenir une borne supérieure sur
Ek+1 − Ek. On donne une telle inégalité dans le lemme ci-dessous dont la preuve se
situe en Section 5.A.12.

Lemme 5.4.13. Soit ξ = λ(λ+ 1− α). Pour tout k ∈ N∗,

Ek+1 − Ek ⩽ ((2− λ)k + 1)wk+1 +B1(k)bk+1 +B2(k)hk+1 +B3(k)δk+1

−B4(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
,

(5.4.81)

où :
— B1(k) =

2(λ+1−α)
k+1 + α(2λ+2−α)

(k+1)2
,

— B2(k) = −2λ2(λ+1−α)
k+1 + αλ2(α−2λ−2)

(k+1)2
,

— B3(k) = α(λ+ 2)− (2λ2 + 2λ+ 1) + α2 k(λ−2)+λ−2−2α
(k+1−α)2

,

— B4(k) = −2λ(λ+ 1− α)− α2λ
k+1+α .

On introduit l’énergie H définie par Hk = kpEk avec p = 1 + 4
γ−2 . L’étape

suivante est de démontrer l’inégalité ci-dessous. On donne la démonstration de ce
lemme en Section 5.A.13.

Lemme 5.4.14. Soit ξ = λ(λ+ 1− α). Si λ ⩽ α− 1, alors pour tout k ∈ N∗,

Hk+1 −Hk ⩽
(
(2− λ+ p)(k + 1)p+1 +R1(k)

)
wk+1

+
(
(2(λ+ 1− α) + p)(k + 1)p−1 +R2(k)

)
bk+1

+
(
λ(λ+ 1− α)(p− 2λ)(k + 1)p−1 +R3(k)

)
hk+1

− kpB4(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
,

(5.4.82)

avec :
— R1(k) = (λ− 1 + p(λ− 2)) kp + p(λ− 2)kp−1,
— R2(k) = ((4λ+ 6 + 2p− α)α+ 2λp) (k+1)p−2 +α2(6λ+8+ p)(k+1)p−3 +

2α3(λ+ 2)(k + 1)p−4,
— R3(k) =

(
λ2(α2 + 2α+ 4λp+ p+ 1) + λ(α− 1)(p− 1)

)
(k + 1)p−2+

λ2α (2pλ+ 2p+ 6λα+ 2α) (k + 1)p−3 + 2α3λ2(λ+ 2)(k + 1)p−4.

Si on choisit λ = α− 1− p, on trouve que λ ⩽ α− 1 et
C1 := 2− λ+ p = 3 + 2p− α,
C2 := 2(λ+ 1− α) + p = −p,

C3 := λ(λ+ 1− α)(p− 2λ) = p(α− 1− p)(2α− 2− 3p),

(5.4.83)

ce qui implique que pour α > 3 + 2p = 5 + 8
γ−2 ,

C1 < 0,

C2 < 0,

C3 > 0.

(5.4.84)
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Étant donné l’ordre des termes R1(k), R2(k) et R3(k), ces inégalités assurent que
pour k suffisamment grand :

C1(k + 1)p+1 +R1(k) <
C1

2
(k + 1)p+1,

C2(k + 1)p−1 +R2(k) < 0,

C3(k + 1)p−1 +R3(k) < 2C3(k + 1)p−1.

(5.4.85)

De plus, pour le choix λ = α − 1 − p on a B4(k) = 2p(α − 1 − p) − α2 α−1−p
k+1+α qui

est une suite positive lorsque α > 5 + 8
γ−2 et k est suffisamment grand. Comme

γ∗k+1 ⩾ 0 et ⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩ ⩽ 0, on trouve que

kpB4(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
⩾ 0. (5.4.86)

Ainsi, si α > 5 + 8
γ−2 , alors pour k suffisamment grand :

Hk+1 −Hk ⩽
C1

2
(k + 1)p+1wk+1 + 2C3(k + 1)p−1hk+1 (5.4.87)

La suite de la preuve s’appuie sur la géométrie de F et en particulier sur le lemme
ci-dessous qui est obtenu à partir de l’hypothèse Gγ .

Lemme 5.4.15. Soit F une fonction vérifiant les hypothèses du Théorème 5.4.6. Si
p = 1 + 4

γ−2 ,

kp−1hk ⩽

(
L

2K

) 2
γ (
kp+1wk

) 2
γ , (5.4.88)

où K > 0 est une constante permettant de vérifier pour tout x ∈ Rn,

Kd(x,X∗)γ ⩽ F (x)− F ∗. (5.4.89)

En appliquant ce lemme, on trouve que pour k suffisamment grand,

Hk+1 −Hk ⩽
C1

2
(k + 1)p+1wk+1 + 2C3

(
L

2K

) 2
γ (

(k + 1)p+1wk+1

) 2
γ , (5.4.90)

et il existe donc une constante M0 ∈ R telle que Hk+1 −Hk ⩽M0.
Ainsi, il existe k0 ∈ N tel que k ⩾ k0, Hk ⩽ nM0 +M1 avec M1 = Hk0 − k0M0.

Pour k suffisamment grand, on a donc Hk ⩽ 2kM0. En revenant à la définition de
H, cela implique que :

kp−1
(
k2wk + bk + ξhk + λkα2

kδk
)
⩽ 2M0. (5.4.91)

Comme ξ = λ(λ+ 1− α) < 0, cela garantit que pour k suffisamment grand,

kp+1wk − |ξ|kp−1hk ⩽ 2M0, (5.4.92)
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et en appliquant le Lemme 5.4.15, on a

kp+1wk − |ξ|
(
L

2K

) 2
γ (
kp+1wk

) 2
γ ⩽ 2M0. (5.4.93)

Le lemme ci-dessous permet d’écrire que pour k suffisamment grand, la suite kp+1wk

est bornée.

Lemme 5.4.16. Soit x ∈ R+, δ ∈ (0, 1), K1 > 0 et K2 > 0. On a :

xδ(x1−δ −K1) ⩽ K2 =⇒ x ⩽
(
K1−δ

2 +K1

) 1
1−δ

. (5.4.94)

Par conséquent, il existe une constante M2 > 0 telle que pour k suffisamment
grand, kp+1wk ⩽M2 et en remplaçant p par sa valeur,

F (xk)− F ∗ ⩽
LM2

2k
2γ
γ−2

. (5.4.95)

Cela prouve le premier point du théorème.
L’inégalité (5.4.91) implique également que

kp−1
(
k2wk − |ξ|hk + bk

)
⩽ 2M0. (5.4.96)

En appliquant l’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u + v∥2 + 2∥v∥2 à u = αk(xk − xk−1) et v =

λ(xk − x∗k), on obtient

bk ⩾
k2α2

k

2
δk − λ2hk. (5.4.97)

En combinant cette inégalité à (5.4.96), on a

(
kp+1wk − (λ2 + |ξ|)kp−1hk

)
+
α2
k

2
kp+1δk ⩽ 2M0. (5.4.98)

Le Lemme 5.4.15 assure ensuite que

kp+1wk − (λ2 + |ξ|)kp−1hk ⩾ kp+1wk −
(
L

2K

) 2
γ (
kp+1wk

) 2
γ ⩾M3, (5.4.99)

pour une constante M3 ∈ R.
Ainsi, pour k suffisamment grand

δk ⩽
4M0 − 2M3

α2
kk

p+1
, (5.4.100)

etdonc
∥xk − xk−1∥ = O

(
k
− γ

γ−2

)
. (5.4.101)
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5.A Preuves techniques

5.A.1 Preuve du Lemme 5.3.1

Soit ϕ′ la dérivée de ϕ quand elle est bien définie. D’après GC. Young [135],
comme ϕ est continue et est dérivable à droite et à gauche, la fonction ϕ est déri-
vable partout sauf en un ensemble dénombrable de points. Cela implique qu’il existe
(ti)i∈J1,NK et N ∈ N∗ ∪ {+∞} tels que pour tout i ∈ J0, N − 1K et t ∈ (ti, ti+1),
ϕ′(t) est bien défini et vaut ϕ+(t). On choisit cette suite de manière à ce qu’elle soit
ordonnée c’est-à-dire t0 < ti < ti+1 pour tout i avec tN = +∞ quand N ̸= +∞.
Supposons que t ∈ (t0, t1).

— Si ϕ est dérivable en t0, alors ϕ est dérivable sur l’intervalle [t0, t1) et ϕ′ = ϕ+
sur cet intervalle. En conséquence, l’inégalité (5.3.12) garantit que,

ϕ(t) ⩽ ϕ(t0) +

∫ t

t0

ψ(u)du.

— Si ϕ n’est pas dérivable en t0, alors l’inégalité (5.3.12) assure que pour h > 0

suffisamment petit,
ϕ(t0 + h) ⩽ ϕ(t0) + hψ(t0).

La discussion du point précédent permet de déduire que ϕ est dérivable sur
[t0 + h, t1). Ainsi, on déduit qu’il existe H ∈ (0, t − t0) tel que pour tout
h ∈ (0, H) :

ϕ(t) ⩽ ϕ(t0+h)+

∫ t

t0+h
ψ(u)du ⩽ ϕ(t0)+

∫ t

t0

ψ(u)du+

∫ t0+h

t0

(ψ(t0)− ψ(u)) du.

Comme cette inégalité est vérifiée pour tout h ∈ (0, H), on obtient finalement
l’inégalité (5.3.13).

On suppose maintenant que t = t1. On a prouvé ci-dessus que (5.3.13) est vrai pour
tout t ∈ (t0, t1). Par conséquent, pour tout t ∈ (t0, t1),

ϕ(t) ⩽ ϕ(t0) +

∫ t1

t0

ψ(u)du,

et comme ϕ est une fonction continue, l’inégalité est toujours vraie pour t = t1.
En utilisant les mêmes arguments, on peut montrer que l’équation (5.3.13) est vraie
pour tout t > t1. En effet, si t > t1, alors t ∈ (ti, ti+1) ou t = ti pour un certain
i ∈ J1, NK. Dans les deux cas, on obtient le résultat voulu en réappliquant le même
raisonnement sur les intervalles consécutifs (tj , tj+1) pour 0 ⩽ j ⩽ i.

5.A.2 Preuve du Théorème 5.3.2

On s’appuie sur la démonstration de [25, Théorème 1]. Le premier point est
une conséquence directe de la discussion de la Section 5.3.1 combinée aux calculs
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de [25]. Le deuxième point demande quelques calculs supplémentaires. On choisit
α =

(
2−

√
2
2

)√
µ et on considère l’énergie de Lyapunov suivante :

E(t) = F (x(t))− F ∗ +
1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + ξ∥x(t)− x∗(t)∥2, (5.A.1)

où λ =
√
µ et ξ = −

(
1−

√
2
2

)
µ.

En suivant le raisonnement énoncé dans la Section 5.3.1 et la preuve de [25,
Theorem 1], l’hypothèse vérifiée par X∗ permet d’écrire qu’il existe t1 > t0 tel que :

∀t ⩾ t1, E(t) ⩽ E(t1)e−(2−
√
2)
√
µ(t−t1). (5.A.2)

Comme F vérifie G2µ, on obtient que :

F (x(t))− F ∗ + ξ∥x(t)− x∗(t)∥2 ⩾ (
√
2− 1)(F (x(t))− F ∗), (5.A.3)

et donc,

∀t ⩾ t1, E(t) ⩾
(√

2− 1
)
(F (x(t))− F ∗) +

1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2. (5.A.4)

Cette inégalité implique que pour tout t ⩾ t1 :

F (x(t))− F ∗ ⩽
1√
2− 1

E(t), (5.A.5)

et
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 ⩽ 2E(t). (5.A.6)

En appliquant l’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2, on trouve que :

∥ẋ(t)∥2 ⩽ 2∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + 2µ∥x(t)− x∗(t)∥2

⩽ 2∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + 4(F (x(t))− F ∗).
(5.A.7)

Les inégalités ci-dessus assurent que :

∥ẋ(t)∥2 ⩽ 4

(
1 +

1√
2− 1

)
E(t). (5.A.8)

La borne sur l’énergie donnée dans (5.A.2) amène à la conclusion que :

∥ẋ(t)∥ = O
(
e
−
(
1−

√
2

2

)
t
)
. (5.A.9)

5.A.3 Preuve du Théorème 5.3.3

De la même manière que dans la preuve précédente, on s’appuie sur la preuve
originale de [24, Théorème 3.2] pour déduire un contrôle sur ∥ẋ(t)∥. L’analyse du
papier mentionné est construite autour de l’énergie de Lyapunov ci-dessous :

E(t) = F (x(t))− F ∗ +
1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + ξ∥x(t)− x∗(t)∥2, (5.A.10)
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avec λ = 2α
3 et ξ = −λ2

2 .
La condition de géométrie vérifiée par X∗ permet de déduire les mêmes contrôles
sur l’énergie E que dans la preuve originale en suivant le raisonnement présenté en
Section 5.3.1. En particulier, on peut montrer que pour tout t ⩾ t0,

E(t) ⩽ E(t0)e−
2α
3
(t−t0), (5.A.11)

et de plus,

E(t) ⩾ 1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2. (5.A.12)

Ainsi, on peut évaluer l’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u + v∥2 + 2∥v∥2 pour u = ẋ(t) et v =

λ(x(t)− x∗(t)) pour obtenir

∥ẋ(t)∥2 ⩽ 2∥λ(x(t)− x∗(t)) + ẋ(t)∥2 + 2λ2∥x(t)− x∗(t)∥2, (5.A.13)

et donc
1

4
∥ẋ(t)∥2 ⩽ E(t0)e−

2α
3
(t−t0) +

λ2

2
∥x(t)− x∗(t)∥2. (5.A.14)

En reprenant les calculs de [24], on trouve que pour tout t ⩾ t0

λ2

2
∥x(t)− x∗(t)∥2 ⩽ 2

(√
2E(t0) +

λ

2
∥x(t0)− x∗(t0)∥e−

λ
2
(t−t0)

)2

e−
2α
3
(t−t0),

(5.A.15)
ce qui garantit donc que quand t tend vers +∞ on a :

∥ẋ(t)∥ = O
(
e−

α
3
t
)
. (5.A.16)

5.A.4 Preuve du Théorème 5.3.4

En suivant la preuve de [26, Theorem 5], on étudie l’énergie de Lyapunov ci-
dessous :

E(t) = t2(F (x(t))− F ∗) +
1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t)∥2, (5.A.17)

où λ = 2α
3 . En appliquant le raisonnement décrit en Section 5.3.1 à la preuve de [26,

Theorem 5], on trouve qu’il existe t1 ⩾ t0 et K > 0 tels que

∀t ⩾ t1, E(t) ⩽ Kt−
2α
3
+2. (5.A.18)

En apliquant l’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2, on obtient que

∥ẋ(t)∥2 ⩽ 2

t2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t)∥2 + 2λ2

t2
∥x(t)− x∗(t)∥2. (5.A.19)

Ainsi, l’hypothèse G2µ assure que

∥ẋ(t)∥2 ⩽ 4

t2

(
1 +

λ2

µt2

)
E(t). (5.A.20)

L’inégalité (5.A.18) donne que

∥ẋ(t)∥ = O
(
t−

α
3

)
. (5.A.21)
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5.A.5 Preuve du Théorème 5.3.5

On s’appuie sur l’analyse proposée dans [123]. La preuve est construite de l’éner-
gie définie ci-dessous

H(t) = tp
(
t2(F (x(t))− F ∗) +

1

2
∥λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t)∥2 + ξ

2
∥x(t)− x∗(t)∥2

)
,

(5.A.22)
où p = 1 + 4

γ−2 et λ > 0. On utilisera les notations suivantes :

a(t) = t (F (x(t))− F ∗) , b(t) =
1

2t
∥λ(x(t)− x∗(t)) + tẋ(t)∥2

c(t) =
1

2t
∥x(t)− x∗(t)∥2.

On peut donc réécrire H comme suit :

H(t) = tp+1 (a(t) + b(t) + ξc(t)) .

En reprenant la discussion sur la dérivabilité de l’opérateur de projection sur X∗

donnée en Section 5.3.1, on peut écrire que sous l’hypothèse qui est faite sur X∗,
l’énergie H est dérivable à droite. Par souci de simplicité, la dérivée à droite de H est
notéeH′. En adaptant [123, Lemme 4.4] à notre cas, on trouve que si ξ = λ(λ+1−α),
alors

H′(t) ⩽ tp ((2 + p− λ)a(t) + (2(λ+ 1− α) + p)b(t) + λ(λ+ 1− α)(p− 2λ)c(t)) .

Soit λ = α− 1− p
2 . À consition que α > 9

2 + 6
γ−2 , on a

2 + p− λ < 0,

2(λ+ 1− α) + p = 0,

λ(λ+ 1− α)(p− 2λ) > 0.

En conséquence, on obtient que :

H′(t) ⩽ tp (Aa(t) + Cc(t)) ,

où A = 3 − α + 3p
2 < 0 et C = p

(
α− 1− p

2

)
(α − 1) > 0. On peut alors appliquer

[123, Lemme 4.5] que l’on rappelle ci-dessous.

Lemme 5.A.1. Si F vérifie l’hypothèse Gγ pour γ > 2, alors en définissant p2 =
4

γ−2 on a

tp2+1c(t) ⩽
K

− 2
γ

2

(
tp2+1a(t)

) 2
γ ,

où K > 0 est une constante telle que pour tout x ∈ RN :

Kd(x,X∗)γ ⩽ F (x)− F ∗. (5.A.23)

Par conséquent, pour tout m ∈ R, il existe M ∈ R tel que pour tout t ⩾ t0,

tp2+1(mc(t)− a(t)) ⩽M.
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Comme p = p2 + 1, ce lemme garantit qu’il existe une constante M1 ∈ R telle
que pour tout t ⩾ t0, H′(t) ⩽M1. Ceci implique qu’il existe M2 ∈ R qui assure que
H(t) ⩽M1t+M2 et donc

tp+1(a(t) + ξc(t)) ⩽M1t+M2.

Ainsi, pour t suffisamment grand,

tpa(t) ⩽ 2M1 + |ξ|tpc(t).

Le premier point du Lemme 5.A.1 assure qu’il existe une constante M3 > 0 telle
que :

tpa(t) ⩽ 2M1 +M3 (t
pa(t))

2
γ . (5.A.24)

Le Lemme 5.4.94 garantit qu’il existe une constante M4 > 0 telle que pour t suffi-
samment grand,

tpa(t) ⩽M4,

et par conséquent,

F (x(t))− F ∗ ⩽
M4

tp+1
. (5.A.25)

Comme p+ 1 = 2γ
γ−2 , le premier point est démontré.

On prouve le deuxième résultat en réutilisant l’inégalité H(t) ⩽ M1t + M2. En
appliquant l’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2 à u = tẋ(t) et v = λ(x(t)− x∗(t)),
on trouve que

b(t) ⩾
t

2
∥ẋ(t)∥2 − λ2c(t).

Donc pour t suffisamment grand,

tp
(
a(t)−

(
|ξ|+ λ2

)
c(t) +

t

2
∥ẋ(t)∥2

)
⩽ 2M1.

Le Lemme 5.A.1 donne donc qu’il existe une constante M5 > 0 pour laquelle

tp
(
a(t)−

(
|ξ|+ λ2

)
c(t)
)
⩾ tpa(t)−M5 (t

pa(t))
2
γ .

Lemme 5.A.2. Soit g : x 7→ x−Kxδ pour K > 0 et δ ∈ (0, 1). Pour tout x ⩾ 0,

g(x) ⩾ K(δ − 1)(δK)
δ

1−δ . (5.A.26)

Le Lemme 5.A.2 assure qu’il existe une constante M6 ∈ R telle que l’inégalité
tp
(
a(t)−

(
|ξ|+ λ2

)
c(t)
)
⩾ M6 est valable. On a donc que pour t suffisamment

grand,
tp+1

2
∥ẋ(t)∥2 ⩽ 2M1 +M6,

et donc
∥ẋ(t)∥ ⩽ M7

t
p+1
2

, (5.A.27)

où M7 = 4M1 + 2M6 ⩾ 0 et p+1
2 = γ

γ−2 .
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5.A.6 Preuve du Lemme 5.4.7

Soit k ∈ N∗. En réécrivant

xk − x∗k =
1

2

(
(xk − xk−1) + (xk−1 − x∗k−1) + (x∗k−1 − x∗k) + (xk − x∗k)

)
,

on trouve que

⟨xk−x∗k, xk−xk−1⟩ =
1

2
δk +

1

2
⟨(xk−1−x∗k−1)+ (x∗k−1−x∗k)+ (xk−x∗k), xk−xk−1⟩.

Comme xk − xk−1 = (xk − x∗k) + (x∗k − x∗k−1) + (x∗k−1 − xk−1), on a :

2⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩ = δk + ⟨xk−1 − x∗k−1, xk − x∗k⟩+ ⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩

− hk−1 − ⟨x∗k − x∗k−1, xk − x∗k⟩+ ⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩

− γ∗k + ⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ − ⟨xk−1 − x∗k−1, xk − x∗k⟩+ hk

= hk − hk−1 + δk − γ∗k + 2⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

Le second point est prouvé avec la même approche. Pour tout k ∈ N∗,

xk−1 − x∗k−1 =
1

2

(
(xk−1 − xk) + (xk − x∗k) + (x∗k − x∗k−1) + (x∗k−1 − xk−1)

)
,

et donc :

2⟨xk−1−x∗k−1, xk−xk−1⟩ = −δk+⟨(xk−x∗k)+(x∗k−x∗k−1)+(x∗k−1−xk−1), xk−xk−1⟩.

En réécrivant xk − xk−1 comme précédemment, on trouve finalement que :

⟨xk−1 − x∗k−1, xk − xk−1⟩ =
1

2
(hk − hk−1 − δk + γ∗k) + ⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩.

5.A.7 Preuve du Lemme 5.4.8

Le premier point est obtenu directement à partir de [51, Lemme 3.1] qui assure
que :

F (xk+1)− F (xk) ⩽
L

2

(
∥yk − xk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
.

En écrivant que yk = xk + αk(xk − xk−1) et 2
L(F (xk+1)− F (xk)) = wk+1 − wk, on

obtient le résultat souhaité.
En appliquant [51, Lemme 3.1] à deux autres points, on trouve que

F (xk+1)− F ∗ ⩽
L

2

(
∥yk − x∗k∥2 − ∥xk+1 − x∗k∥2

)
.

Par conséquent :

wk+1 ⩽ ∥xk + αk(xk − xk−1)− x∗k∥2 − ∥(xk+1 − x∗k+1) + (x∗k+1 − x∗k)∥2

⩽ hk + α2
kδk − hk+1 − γ∗k+1 + 2αk⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩

− 2⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩.
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Rappelons que le premier point du Lemme 5.4.7 assure que :

⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩ =
1

2
(hk − hk−1 + δk − γ∗k) + ⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩,

et donc :

wk+1 ⩽ (1 + αk)hk + (α2
k + αk)δk − αkhk−1 − hk+1 − γ∗k+1 − αkγ

∗
k

+ 2αk⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ − 2⟨xk+1 − x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩.

5.A.8 Preuve du Lemme 5.4.9

Soit (xk)k∈N la suite définie dans (V-FISTA) pour s = 1
L . On peut écrire que

l’énergie (Ek)k∈N de la façon suivante :

Ek = wk + (1− λ)δk + λ(hk − hk−1) + λ2hk−1 + λγ∗k + 2λ⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩.

Comme ⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩ ⩾ 0, on a que

Ek ⩾ wk + λ(hk − hk−1),

ce qui conduit à la conclusion.

5.A.9 Preuve du Lemme 5.4.10

Soit (xk)k∈N la suite définie par (V-FISTA). En utilisant l’expression (5.4.42) de
Ek, on trouve que :

Ek+1 − Ek = wk+1 − wk + λ
(
α+ λα+ (1− α)2

)
(hk+1 − hk) + α(1 + λ)δk+1

− λα(hk − hk−1)− α(1 + λ)δk − λαγ∗k+1 + λαγ∗k

+ 2λα⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩ − 2λα⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.28)
Le premier point du Lemme 5.4.8 combiné à l’inégalité−λαγ∗k+1+2λα⟨xk−x∗k, x∗k+1−
x∗k⟩ ⩽ 0 assure que

Ek+1 − Ek ⩽ λ
(
α+ λα+ (1− α)2

)
(hk+1 − hk) + (α+ λα− 1)δk+1

− λα(hk − hk−1)− α(1 + λ− α)δk + λαγ∗k

− 2λα⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.29)

D’après le deuxième point du Lemme 5.4.8, on a

0 ⩽ − λwk+1 + λ(α+ α2)δk + λα(hk − hk−1)− λ(hk+1 − hk)
− λγ∗k+1 − λαγ∗k + 2λα⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩

− 2λ⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩,

(5.A.30)

et comme ⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩ ⩾ 0, on trouve que

Ek+1 − Ek ⩽ − λwk+1 + λ
(
α+ λα+ (1− α)2 − 1

)
(hk+1 − hk)

+ (α+ λα− 1)δk+1 − α(1− α− λα)δk.
(5.A.31)

En développant α+ λα+ (1− α)2 − 1 on arrive à la conclusion souhaitée.
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5.A.10 Preuve du Corollaire 5.4.4

Soit (xk)k∈N la suite donnée par (V-FISTA) pour α > 0 et s = 1
L . D’après le

Théorème 5.4.2, si α = 1 − ω
√
κ pour ω ∈

(
0, 1√

κ

)
, alors les équations (5.4.3) et

(5.4.4) sont vraies pour tout τ > 0 satisfaisant :(
1− ω

√
κ
)
τ3 − ω

(
2− ω

√
κ
)
τ2 + (ω2 + 2)τ − ω ⩽ 0. (5.A.32)

On définit

P : (τ, ω, κ) 7→
(
1− ω

√
κ
)
τ3 − ω

(
2− ω

√
κ
)
τ2 + (ω2 + 2)τ − ω.

On peut montrer que si κ ⩽ 1
10 , alors pour tout ω ⩾ 3

2 , P
(

2
3ω , ω, κ

)
< 0. En fait,

ω 7→ 2
3ω est une borne inférieure de la plus haute valeur de τ qui vérifie (5.4.6) pour

ω ⩾ 3
2 et κ = 1

10 comme illustré dans la Figure 5.3.

Figure 5.3 – Évolution de la plus haute valeur de τ vérifiant (5.4.6) pour κ = 1
10

et de la fonction ω 7→ 2
3ω en fonction de ω.

Par conséquent, si κ ⩽ 1
10 et ω ∈

(
3
2 ,

1√
κ

)
, alors (5.4.3) et (5.4.4) sont vraies

avec τ = 2
3ω . De plus, si on considère α = 1− θ pour θ ∈

[
3
2

√
κ, 1
)
, alors (5.4.3) et

(5.4.4) sont vérifiées avec τ = 2
3θ

√
κ. Cela mène aux deux points du Corollaire 5.4.4.

5.A.11 Preuve du Lemme 5.4.11

Soit (A,B) ∈ R2. On peut facilement montrer que pour tout k ∈ N∗,

hk−1 − hk − δk = −2⟨xk − xk−1, xk − x∗k⟩+ 2⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩ − γ∗k .

En conséquence, pour tout k ∈ N∗,

Aδk +B(hk−1 − hk) = (A+B)δk +B(hk−1 − hk − δk)
= (A+B)δk − 2B⟨xk − xk−1, xk − x∗k⟩
+ 2B⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩ −Bγ∗k

⩽ (A+B)δk + 2|B| |⟨xk − xk−1, xk − x∗k⟩|
+ 2B⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩ −Bγ∗k .
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De plus, pour tout k ∈ N∗ et θ > 0,

2|⟨xk − xk−1, xk − x∗k⟩| ⩽
hk
θ

+ θδk. (5.A.33)

Ainsi,

Aδk+B(hk−1−hk) ⩽ (A+B+θ|B|)δk+
|B|
θ
hk+2B⟨xk−1−x∗k−1, x

∗
k−x∗k−1⟩−Bγ∗k .‘

On introduit bk := ∥λ(xk−1−x∗k−1)+k(xk−xk−1)∥2. En développant bk, on obtient
que :

bk = ∥λ(xk − x∗k) + (k − λ)(xk − xk−1) + λ(x∗k−∗
k−1)∥2

= ∥λ(xk − x∗k) + (k − λ)(xk − xk−1)∥2 + λ2γ∗k

+ 2λ2⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩+ 2λ(k − λ)⟨xk − xk−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

On peut appliquer l’inégalité ci-dessous à u = (k−λ)(xk−xk−1) et v = λ(xk−x∗k) :

∥u∥2 ⩽ 2∥u+ v∥2 + 2∥v∥2,

ce qui donne :

(k − λ)2δk ⩽ 2∥λ(xk − x∗k) + (k − λ)(xk − xk−1)∥2 + 2λ2hk

⩽ 2bk +
8α2

9
hk −∆∗

k,

où ∆∗
k = 2

(
λ2γ∗k + 2λ2⟨xk − x∗k, x∗k − x∗k−1⟩+ 2λ(k − λ)⟨xk − xk−1, x

∗
k − x∗k−1⟩

)
. Comme

∆∗
k ⩾ 0 on trouve que

δk ⩽
2

(k − λ)2
bk +

8α2

9(k − λ)2
hk, (5.A.34)

et

Aδk +B(hk−1 − hk) ⩽ (|A+B|+ θ|B|) 2

(k − λ)2
bk +

(
(|A+B|+ θ|B|) 8α2

9(k − λ)2
+

|B|
θ

)
hk

+ 2B⟨xk−1 − x∗
k−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩ −Bγ∗
k .

Comme F satisfait G2µ, on a hk ⩽ wk
sµ et donc,

Aδk +B(hk−1 − hk) ⩽ (|A+B|+ θ|B|) 2

(k − λ)2
bk +

(
(|A+B|+ θ|B|) 8α2

9sµ(k − λ)2
+

|B|
sµθ

)
wk

+ 2B⟨xk−1 − x∗
k−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩ −Bγ∗
k .

Pour le choix θ = 1√
2sµ

, on trouve donc que

Aδk +B(hk−1 − hk) ⩽ (2|A+B|+
√
2|B|
√
sµ

)
1

(k − λ)2
bk +

(
(2|A+B|+

√
2|B|
√
sµ

)
4α2

9sµ(k − λ)2
+

√
2|B|
√
sµ

)
wk

+ 2B⟨xk−1 − x∗
k−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩ −Bγ∗
k ,

et ainsi,

Aδk +B(hk−1 − hk) ⩽

(
2|A+B|+

√
2|B|
√
sµ

)(
1 +

4α2

9sµk2

)
Ek

(k − 2α
3 )2

−Bγ∗k + 2B⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.
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5.A.12 Preuve du Lemme 5.4.13

Rappelons la définition de l’énergie E :

Ek = k2wk + bk + ξhk + λkα2
kδk. (5.A.35)

Notons que pour tout k ∈ N,

bk = λ2hk + k2α2
kδk + 2λkαk⟨xk − x∗k, xk − xk−1⟩, (5.A.36)

et en appliquant le deuxième point du Lemme 5.4.7, on trouve donc

bk =λ2hk + λkαk(hk − hk−1) + nαk(nαk + λ)δk

− λkαkγ
∗
k + 2λkαk⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.37)

Par conséquent,

bk+1 − bk =λ(λ+ (k + 1)αk+1)(hk+1 − hk) + (k + 1)αk+1 ((k + 1)αk+1 + λ) δk+1

− λkαk(hk − hk−1)− nαk(nαk + λ)δk − λ(k + 1)αk+1γ
∗
k+1 + λkαkγ

∗
k

+ 2λ(k + 1)αk+1⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩ − 2λkαk⟨xk−1 − x∗k−1, x
∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.38)
D’autre part, on a

(k + 1)2wk+1 − k2wk = k2(wk+1 − wk) + (2k + 1)wk+1, (5.A.39)

et d’après le premier point du Lemme 5.4.8,

(k + 1)2wk+1 − k2wk ⩽ k2(α2
kδk − δk+1) + (2k + 1)wk+1, (5.A.40)

En combinant (5.A.38) et (5.A.40), on trouve que

Ek+1 − Ek ⩽(2k + 1)wk+1 − λk(αk + α2
k)δk

+ ((k + 1)αk+1((k + 1)αk+1 + λ) + λ(k + 1)α2
k+1 − k2)δk+1

+ λkαk(hk−1 − hk)− λ
(
λ+ (k + 1)αk+1 +

ξ

λ

)
(hk − hk+1)

− λ(k + 1)αk+1γ
∗
k+1 + 2λ(k + 1)αk+1⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

+ λkαkγ
∗
k − 2λkαk⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.41)

De plus, la deuxième inégalité du Lemme 5.4.8 assure que

−λkwk+1 + λk(hk − hk+1) + λkαk(hk − hk−1) + λk(αk + α2
k)δk − λkγ∗

k+1 − λkαkγ
∗
k

+2λkαk⟨xk−1 − x∗
k−1, x

∗
k − x∗

k−1⟩ − 2λk⟨xk+1 − x∗
k+1, x

∗
k+1 − x∗

k⟩ ⩽ 0.
(5.A.42)

En sommant l’inégalité (5.A.42) à (5.A.41), on obtient

Ek+1 − Ek ⩽((2− λ)k + 1)wk+1 + ((k + 1)αk+1((k + 1)αk+1 + λ) + λ(k + 1)α2
k+1 − k2)δk+1

− λ
(
λ+ (k + 1)αk+1 +

ξ

λ
− n

)
(hk − hk+1) + X ∗

k ,

(5.A.43)
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où

X ∗
k = (−λ(k + 1)αk+1 − λk)γ∗k+1 + 2λ(k + 1)αk+1⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

−2λk⟨xk+1 − x∗k+1, x
∗
k+1 − x∗k⟩.

Comme X∗ est un ensemble convexe fermé, ⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩ ⩽ 0 et ⟨xk+1 −
x∗k+1, x

∗
k+1 − x∗k⟩ ⩾ 0 ce qui donne que pour tout k ∈ N, X ∗

k ⩽ 0. En choisissant
ξ = λ(λ+ 1− α), on a alors

Ek+1 − Ek ⩽ ((2− λ)k + 1)wk+1 +A1(k)δk+1 +A2(k)(hk − hk+1), (5.A.44)

avec :
— A1(k) = 2(λ+1−α)k+k2(3α2−3αλ−2α+2λ+1)+k(2α3−2α2λ+2α2−2αλ−2α+4λ+2)+1+2λ+αλ

(k+1+α)2
,

— A2(k) = −2λ(λ+ 1− α)− α2λ
k+1+α .

Notons qu’en réécrivant (5.A.37), on a

hk−1 − hk = − 1

λkαk
bk +

λ

kαk
hk +

kαk + λ

λ
δk − γ∗k + 2⟨xk−1 − x∗k−1, x

∗
k − x∗k−1⟩.

(5.A.45)
Cela permet d’écrire que

Ek+1 − Ek ⩽((2− λ)k + 1)wk+1 −
A2(k)

λ(k + 1)αk+1
bk+1 +

λA2(k)

(k + 1)αk+1
hk+1

+

(
A1(k) +

(k + 1)αk+1 + λ

λ
A2(k)

)
δk+1

−A2(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
,

(5.A.46)

qui est l’inégalité voulue.

5.A.13 Preuve du Lemme 5.4.14

Soit ξ = λ(λ+ 1− α) et Hk = kpEk avec p = 1 + 4
γ−2 . On peut écrire que

Hk+1 −Hk = kp (Ek+1 − Ek) + ((k + 1)p − kp) Ek+1. (5.A.47)

De plus, pour tout k ∈ N, (k + 1)p − kp ∈
[
pkp−1, p(k + 1)p−1

]
. Ainsi, en faisant

l’hypothèse que λ ⩽ α− 1, on trouve que ξ ⩽ 0 et

((k + 1)p − kp) Ek+1 ⩽ p(k + 1)p+1wk+1 + p(k + 1)p−1bk+1 + pξkp−1hk+1

+ pλ(k + 1)pα2
k+1δk+1.

(5.A.48)

En appliquant le Lemme 5.4.13 et l’inégalité ci-dessous, on a

Hk+1 −Hk ⩽
(
kp ((2− λ)k + 1) + p(k + 1)p+1

)
wk+1

+
(
kpB1(k) + p(k + 1)p−1

)
bk+1

+
(
kpB2(k) + pξkp−1

)
hk+1

+
(
kpB3(k) + pλ(k + 1)pα2

k+1

)
δk+1

− kpB4(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
.

(5.A.49)
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L’inégalité ∥u∥2 ⩽ 2∥u+v∥2+2∥v∥2 appliquée à u = αk(xk−xk−1) et v = λ(xk−x∗k)
donne donc

δk ⩽
2

k2α2
k

bk +
2λ2

k2α2
k

hk. (5.A.50)

Ainsi,

Hk+1 −Hk ⩽
(
kp ((2− λ)k + 1) + p(k + 1)p+1

)
wk+1

+

(
kpB1(k) + p(k + 1)p−1 + 2

kp|B3(k)|+ pλ(k + 1)pα2
k+1

(k + 1)2α2
k+1

)
bk+1

+

(
kpB2(k) + pξkp−1 + 2λ2

kp|B3(k)|+ pλ(k + 1)pα2
k+1

(k + 1)2α2
k+1

)
hk+1

− kpB4(k)
(
γ∗k+1 − 2⟨xk − x∗k, x∗k+1 − x∗k⟩

)
.

(5.A.51)
En remplaçant ξ par sa valeur et en réorganisant chaque terme, on aboutit à la
conclusion.





Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Récapitulatif

Pendant ces trois années, j’ai eu le plaisir de travailler sur des questions variées.

L’étude de méthodes de restart m’a permis de découvrir un moyen simple de
gérer l’inertie et a conduit à l’élaboration de deux méthodes visant à s’affranchir
de la connaissance des paramètres de géométrie de la fonction à minimiser. En plus
d’être efficaces en pratique, des garanties de convergence sont également fournies.
De manière générale, les stratégies de restart sont une façon algorithmique pratique
de parer les oscillations.

Dans un autre registre, j’ai analysé le comportement du système dynamique
(DIN-AVD) faisant intervenir un terme de friction lié à la hessienne de F . Là où
les stratégies de restart réduisent les oscillations en coupant l’inertie "à la main",
l’introduction de ce nouveau terme de friction dans le système (AVD) est un moyen
plus physique d’atténuer ces oscillations. Cette propriété est de plus en plus forte
lorsque l’on considère que F vérifie des hypothèses de croissance comme démontré
dans le Chapitre 4. Cette atténuation du comportement oscillatoire peut être ob-
servée chez les schémas dérivés de cette EDO mais les garanties théoriques sur la
vitesse de convergence au pire cas de F (xk) − F ∗ ne sont pas meilleures que pour
les mêmes schémas sans ce terme de friction.

La dernière partie de ma thèse a été consacrée à la question de l’hypothèse
d’unicité du minimiseur de F dans l’analyse de convergence de schémas inertiels.
Les résultats de convergence prouvés dans les cadres continu et discret sans cette
hypothèse suggèrent que l’omniprésence de cette hypothèse dans la littérature est
soit d’ordre technique (lié à la technique de preuve), soit une conséquence simple
de la condition de croissance (comme dans la forte convexité). En aucun cas les
méthodes inertielles ne semblent impactées en l’absence de cette hypothèse. Un des
résultats notables de ces travaux est la convergence forte des itérés de FISTA lorsque
la fonction à minimiser vérifie une hypothèse de croissance.

Ces travaux donnent un éclairage sur la façon dont se comportent les méthodes
inertielles quand elles sont appliquées à des fonctions vérifiant des hypothèses si-
tuées entre la convexité et la forte convexité. Des alternatives sont proposées pour
s’adapter à la géométrie du problème dans le cas où le paramètre de croissance n’est
pas connu.
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6.2 Perspectives

Certaines questions gravitant autour des thématiques de cette thèse sont toujours
ouvertes.

Par exemple, les schémas de restart heuristiques introduits par O’Donoghue et
Candès dans [108] sont parmi les plus rapides en pratique mais aucune preuve de
convergence améliorée n’a encore été démontrée. Une autre interrogation personnelle
est : est-il possible de construire un schéma de restart de V-FISTA (traitement de
l’inertie constant) présentant de meilleures garanties théoriques que les stratégies
de redémarrage de FISTA ? Les résultats de convergence obtenus dans le Chapitre
5 pourraient donner des éléments de réponse.

D’autre part, je suis très curieux à propos des développements à venir sur les sché-
mas dérivés du système (DIN-AVD). À l’heure actuelle, ces méthodes ne donnent pas
de garanties significativement meilleures que des schémas classiques et les preuves
de convergence s’appuient sur des hypothèses fortes sur certains paramètres. L’at-
ténuation des oscillations offerte par ces schémas reflète cependant un potentiel
intéressant.

Concernant mes travaux sur l’hypothèse d’unicité du minimiseur, j’aurais sou-
haité affaiblir voire supprimer la condition de géométrie faite sur X∗ dans le cas
continu pour étendre les résultats connus. Cette hypothèse n’est liée qu’à la dériva-
bilité de l’opérateur de projection sur un ensemble convexe et elle n’est pas nécessaire
pour analyser des méthodes discrètes. Par ailleurs, les vitesses de convergence pour
FISTA et V-FISTA pourraient être légèrement améliorées avec des majorations plus
fines.

Limité par le temps, j’aurais également aimé étudier plus en détail l’approche
par équations différentielles à haute-résolution proposée par Shi, Du, Jordan et Su
[125]. Les auteurs parviennent à construire un objet situé entre le monde continu des
systèmes dynamiques et le monde discret des schémas numériques, permettant une
meilleure compréhension du comportement de ces schémas et qui pourrait faciliter
l’analyse de leur convergence. De même, la stratégie introduite par Drori et Te-
boulle dans [57] qui consiste à voir l’analyse de performance de schémas de premier
ordre comme la résolution d’un problème d’optimisation me semble extrêmement
intéressante. Les papiers de Kim et Fessler [81], Taylor, Hendrickx et Glineur [129]
et Taylor et Drori [128] me font penser qu’il serait pertinent d’appliquer une telle
approche pour étudier la performance de schémas de premier ordre pour des hypo-
thèses situées entre la convexité et la forte convexité.

Enfin, une suite logique à mes travaux serait d’étudier le comportement de mé-
thodes inertielles pour les fonctions non convexes. Dans ce contexte, les résultats de
convergence sont peu nombreux et la question de la pertinence de l’inertie est à ma
connaissance toujours sans réponse.
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Étude de méthodes inertielles en optimisation et leur comportement
sous conditions de géométrie

Résumé : Ce manuscrit de thèse est consacré à l’optimisation de fonctions convexes com-
posites dans un cadre déterministe. Dans ce cadre, je me suis concentré sur l’analyse de
convergence d’algorithmes d’optimisation sous des hypothèses de croissance.

Lorsque l’on s’intéresse à la minimisation de telles fonctions, les méthodes de premier
ordre les plus efficaces sont dites inertielles car elles font apparaître une notion d’élan. Si
l’introduction de cette inertie est généralement bénéfique, il est nécessaire de bien paramé-
trer ce type de méthodes pour obtenir une solution rapidement et éviter des comportements
pathologiques. Par exemple, certaines méthodes dites Heavy-Ball nécessitent de connaître
la valeur du conditionnement de la fonction à minimiser pour être utilisées.

La question à laquelle cherche à répondre cette thèse est : quelle méthode appliquer
en fonction des hypothèses de géométrie vérifiées par F ? Comme les méthodes étudiées
sont inertielles, on peut reformuler cette problématique de la manière suivante : comment
maîtriser l’inertie lorsque F vérifie une hypothèse de croissance plus forte que la convexité ?
Plusieurs stratégies sont proposées, basées sur des procédés algorithmiques ou sur le parallèle
entre schémas numériques et systèmes dynamiques.

Une première partie est consacrée aux méthodes de restart. Les travaux qui y sont
présentés font suite au constat suivant : lorsque la fonction à minimiser vérifie une hypothèse
de croissance (forte convexité par exemple), les méthodes les plus rapides doivent être
calibrées en fonction du paramètre de croissance (ou de manière équivalente en fonction du
conditionnement) qui peut être difficile à estimer. Les stratégies de restart visent à répondre
à la question : comment profiter des hypothèses de croissance d’une fonction lorsque le
paramètre de croissance n’est pas connu ? Je propose deux schémas de restart de FISTA
permettant d’obtenir des garanties théoriques de convergence rapide en s’affranchissant de
la connaissance de certains paramètres de géométrie.

Dans un deuxième temps, on étudie un moyen alternatif permettant de maîtriser l’inertie
et atténuer les comportements oscillatoires. Cette analyse porte sur un système dynamique
introduit par Attouch, Peypouquet et Redont qui est proche de celui proposé par Su, Boyd
et Candès et fait intervenir un terme de friction lié à la hessienne de F . L’introduction
de ce terme de friction permet d’atténuer les oscillations des trajectoires et des schémas
numériques de premier ordre peuvent être dérivés de ce système. On se concentre ici sur les
propriétés de convergence des trajectoires de ce système lorsque F vérifie des hypothèses
de croissance. Dans ce contexte, on montre que l’introduction du terme lié à la hessienne
permet d’obtenir des propriétés d’intégrabilité sur le gradient de la fonction F qui sont de
plus en plus fortes à mesure que les hypothèses de croissance sont renforcées. Comme les
hypothèses considérées sont liées à l’inégalité de Łojasiewicsz, ces propriétés donnent des
garanties sur la décroissance de l’erreur.

La dernière partie est dédiée à l’hypothèse d’unicité du minimiseur dans l’analyse de
convergence de méthodes inertielles. Dans la littérature, les résultats de convergence les
plus forts pour des systèmes dynamiques et des schémas numériques lorsque F vérifie une
condition de croissance s’appuient, sauf exception, sur l’hypothèse que F a un unique mini-
miseur. Les questions posées dans ce chapitre sont : à quoi est due cette hypothèse ? Est-il
possible d’obtenir des résultats de convergence rapide en s’en affranchissant ? On montre
que cette hypothèse est principalement liée aux techniques de preuves et qu’elle n’est pas
nécessaire à l’obtention de vitesses rapides. Dans le cadre continu, une hypothèse de géo-
métrie sur X∗ est proposée pour étendre plusieurs résultats connus. On donne enfin des
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résultats de convergence pour V-FISTA et FISTA sans hypothèse d’unicité du minimiseur.
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Inertial methods in optimization under growth conditions

Abstract : This thesis manuscript is devoted to the optimization of composite convex
functions in a deterministic framework. In this context, I have focused on the convergence
analysis of optimization algorithms under growth assumptions.

When it comes to minimizing such functions, the most efficient first-order methods are
said to be inertial, since they introduce a notion of momentum. While the introduction
of this inertia is generally beneficial, it is necessary to parameterize this type of method
properly to obtain a solution quickly and avoid pathological behavior. For example, some
so-called Heavy-Ball methods require knowledge of the condition number of the function to
be minimized in order to be used.

The question this thesis seeks to answer is : which method should be applied given
the geometric assumptions verified by F ? Since the methods studied are inertial, we can
rephrase this problem as follows : how can inertia be controlled when F verifies a growth
hypothesis that is stronger than convexity ? Several strategies are proposed, based on al-
gorithmic procedures or on the link existing between numerical schemes and dynamical
systems.

The first part is devoted to restart methods. The work presented here stems from the
following observation : when the function to be minimized satisfies a growth hypothesis
(e.g. strong convexity), the fastest methods must be calibrated according to the growth
parameter (or, equivalently, according to the condition), which can be difficult to estimate.
Restart strategies aim to answer the question : how can we take advantage of the growth
assumptions of a function when the growth parameter is not known ? Two FISTA restart
schemes are introduced that ensure a fast exponential decay of the error without requiring
the knowledge of some geometry parameters.

Secondly, we study an alternative approach to controlling inertia and attenuating os-
cillatory behavior. This analysis concerns a dynamical system introduced by Attouch, Pey-
pouquet and Redont, which is close to that proposed by Su, Boyd and Candès, and involves
a friction term driven by the Hessian of F . The introduction of this friction term dampens
trajectory oscillations, and first-order numerical schemes can be derived from this system.
We focus on the convergence properties of the trajectories of this system when F satis-
fies growth conditions. In this context, we show that the introduction of the Hessian term
leads to integrability properties on the gradient of the function F that become stronger and
stronger as the growth assumptions are strengthened. Since the assumptions considered are
related to the Łojasiewicsz inequality, these properties provide guarantees on error decay.

The last part is devoted to the assumption of uniqueness of the minimizer in the conver-
gence analysis of inertial methods. In the literature, the strongest convergence results for
dynamical systems and numerical schemes when F verifies a growth condition are based,
with a few exceptions, on the assumption that F has a unique minimiser. The questions rai-
sed in this chapter are : what is the reason for this assumption ? Is it possible to obtain fast
convergence results without it ? We show that this assumption is mainly related to proof
techniques and that it is not necessary to obtain fast convergence. In the continuous frame-
work, a geometry assumption on X∗ is proposed to extend several known results. Finally,
convergence results are given for V-FISTA and FISTA without the minimiser uniqueness
assumption.
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