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Notations

N l’ensemble des entiers naturels

Z l’ensemble des entiers relatifs

R l’ensemble des nombres réels

C l’ensemble des nombres complexes

D = {z ∈ C, |z| < 1} le disque unité ouvert

T = {z ∈ C, |z| = 1} le cercle unité du plan complexe

Hol(D) L’ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité D

[x] la partie entière de x

dist(z, E) la distance d’un point z à l’ensemble E

Hp(D) l’espace de Hardy du disque

D l’espace de Dirichlet classique

Ap
α l’espace de Bergman à poids radial

Dp
α l’espace de Besov

[f ]X le plus petit sous-espace invariant engendré par f
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|E| la mesure de Lebesgue de l’ensemble E

P [µ] l’intégrale de Poisson de la mesure µ

Hh(E) la mesure de h-Hausdorff d’un ensemble E

c(E) la capacité logarithmique de l’ensemble E

S l’opérateur de décalage

f ∗ la limite radiale de la fonction de f sur T

P l’ensemble de polynômes.

A ≲ B signifie qu’il existe une contante positive C independante de A et
de B telle que A ≤ CB

A ≍ B signifie que A ≲ B et B ≲ A



Chapitre 1

Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude des vecteurs cycliques
dans les espaces de Bergman à poids non radial et dans les espaces de Besov-
Dirichlet.

On considère un espace de Banach X de fonctions holomorphes sur le
disque unité ouvert D. On suppose que X est stable par l’opérateur shift S,

Sf(z) = zf(z), f ∈ X, z ∈ D.

Un sous-espace non trivial fermé {0} ̸= Y ⊊ X est dit invariant par S si
SY ⊂ Y . On désigne par

[f ]X = SpanX{znf :n ≥ 0} = {pf : p polynôme }X
, f ∈ X.

L’ensemble [f ]X est le plus petit sous-espace invariant par S fermé engendré
par f . On dit que f ∈ X est un vecteur cyclique lorsque

[f ]X = X,

ce qui signifie qu’il existe une suite de polynômes (Pn)n∈N telle que

||1 − Pnf ||X → 0 quand n → ∞.

Le problème de caractérisation de sous-espaces invariants par le shift et
l’étude des vecteurs cycliques dans les espaces de Banach de fonctions holo-
morphes sur le disque D ont commencé par les travaux de Beurling [7, 32]
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pour l’espace de Hardy et de Carleson pour l’espace de Dirichlet classique
[13, 14].

Plus précisément, lorsque X est l’espace de Hardy H2, Beurling a démon-
tré que les sous-espaces fermés invariants non triviaux de H2 sont de la forme
θH2 où θ est une fonction intérieure. En particulier, les fonctions cycliques
dans H2 sont exactement les fonctions extérieures.

L’espace de Dirichlet classique D est contenu dans l’espace de Hardy H2,
c’est l’espace de fonctions holomorphes sur D vérifiant

∥f∥2
D = ∥f∥2

H2 +
∫
D

|f ′(z)|2dA(z) < ∞

où dA est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité D. Si f est
cyclique dans D, alors f est cyclique dans H2 et donc f est une fonction
extérieure. Dans l’espace de Dirichlet, il existe des fonctions extérieures qui
ne sont pas cycliques dans D, par exemple les fonctions extérieures dont
l’ensemble des zéros sur le cercle unité est de capacité logarithmique non
nulle, voir [19, Corollary 9.2.5 ]. Soit C(D), l’ensemble de fonctions continues
sur le disque unité fermé D et Cn(D), n ≥ 1, l’ensemble de fonctions continues
et n-fois dérivables sur D. On désigne par A(D) = Hol(D)∩C(D) l’algèbre du
disque. Pour f ∈ A(D) extérieure, on désigne par Z(f) l’ensemble des zéros
de f sur le cercle :

Z(f) = {ζ ∈ T : f(ζ) = 0}.

Brown et Shields ont remarqué dans [12] que f ∈ D est cyclique dans D
si f est extérieure et régulière sur le bord alors la capacité logarithmique de
Z est nulle. Ils ont montré également que si f ∈ D ∩ C2(D) est une fonction
extérieure et si Z(f) est réduit à un point du cercle T alors f est cyclique
dans D. Comme corollaire de ce résultat, ils déduisent que si f ∈ D ∩ C2(D)
est une fonction extérieure telle que Z(f) est dénombrable, alors f est cy-
clique dans D. Puisque f ∈ D ∩ C2(D), alors Z(f) est nécessairement un
ensemble de Carleson, i.e. log dist (·,Z(f)) ∈ L1(T). En 1990 dans [12], ils
ont conjecturé qu’une fonction de l’espace de Dirichlet extérieure est cyclique
dans D si l’ensemble de ses zéros est de capacité logarithmique nulle. Notons
qu’un ensemble dénombrable est de capacité logarithmique nulle.

Lorsque f ∈ D ∩ A(D) est une fonction extérieure telle que Z(f) est
dénombrable, Hedenmalm et Shiels [26] ont montré qu’elle est cyclique dans
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D. Notons que dans ce cas, Z(f) est un ensemble fermé puisque f est continue
sur le bord mais Z(f) n’est pas nécessairement un ensemble de Carleson.
Ensuite, Richter et Sundberg [42] ont montré que ce résultat reste vrai pour
f ∈ D une fonction extérieure et dont l’ensemble des zéros de f

Z(f) := {ζ ∈ T : lim inf
ζ→z

|f(z)| = 0}

est dénombrable.
Brown et Shields ont montré également dans [12] (voir aussi [2]) que si

f, g ∈ D ∩ A(D) telles que

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D

et si g est cyclique dans D alors f est cyclique dans D.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à l’étude des vecteurs cycliques
dans les espaces de Besov-Dirichlet. Pour p ≥ 1 et α > −1, l’espace de Besov-
Dirichlet Dp

α est l’ensemble des fonctions holomorphes sur D avec la norme
suivante :

∥f∥p
Dp

α
= |f(0)|p + (1 + α)

∫
D

|f ′(z)|p(1 − |z|2)αdA(z).

Notons que si p = 2 et α = 1, l’espace D2
1 est l’espace de Hardy H2 et si

p = 2 et α = 0, l’espace D2
0 est l’espace de Dirichlet classique D. Dans les

autres cas, nous avons les injections suivantes, voir Corollaire 4.2.4 :

— Si p < α + 1, alors l’espace Hp s’injecte continûment dans Dp
α. Ainsi,

toute fonction f ∈ Hp extérieure est cyclique dans Dp
α.

— Si p > α+2, alors l’espace Dp
α s’injecte continûment dans A(D). Ainsi

toute fonction cyclique dans Dp
α est une fonction extérieure et sans

zéro sur le bord.

Donc l’étude des vecteurs cycliques se pose ainsi lorsque α + 1 ≤ p ≤ α + 2.
Kellay, Le Manach et Zarrabi dans [31] ont montré que si α+1 ≤ p ≤ α+2 et
si f ∈ Dp

α ∩ A(D) est une fonction extérieure telle que l’ensemble de zéros de
f est dénombrable alors f est cyclique dans Dp

α. Ce résultat généralise ainsi
celui de Hedenmalm-Shields[26] dans le cas de l’espace de Dirichlet classique.
Nous retrouvons ce résultat et nous donnerons également une extension du
résultat de Brown-Shields [12] et de Richter-Sundberg [42] :
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Théorème 1. Soit p > 1 et α > −1 tels que 1 + α ≤ p ≤ α + 2, il existe
N = N(α, p) un entier qui ne dépend que de p et de α telle que si f, g ∈
Dp

α ∩ A(D) avec
|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D. (1.1)

alors
[gN ]Dp

α
⊂ [f ]Dp

α
.

Nous pouvons ainsi déduire lorsque (1.1) est satisfaite pour f, g ∈ Dp
α ∩

A(D), si g est cyclique dans Dα
p alors f est cyclique dans Dα

p . Lorsque
α = p− 2, on peut choisir N(p− 2, p) = 5.

La preuve de ce résultat est basée sur le Théorème de la courone de To-
lokonnikov [54] dans l’algèbre Dp

α ∩ A(D) où l’entier N(α, β) apparaît.

Le chapitre 4 est consacré à l’étude des vecteurs cycliques dans les espaces
pondérés du type Bergman. Nous nous intéressons plus précisément à la
cyclicité des fonctions intérieures singulières.

Soit Λ une fonction continue positive décroissante sur (0, 1], Λ(t) → ∞
et Λ(t) = o(1/t) quand t → 0+ telle que tΛ(t) croissante. Soit E un sous-
ensemble fermé du cercle T et soit dist(z, E) la distance de z à E. On désigne
A2

Λ,E l’espace de fonctions holomorphes f sur le disque D telles que

∥f∥2
Λ,E =

∫
D

|f(z)|2e−Λ(dist(z,E))dA(z) < +∞.

Une fonction f dans A2
Λ,E est cyclique dans A2

Λ,E si l’ensemble des fonctions
pf avec p un polynôme est dense dans A2

Λ,E. Notons que H2 ⊂ A2
Λ,E, les

fonctions extérieures sont donc cycliques dans A2
Λ,E. Le théorème de Beurling

nous dit que les fonctions intérieures singulières ne sont pas cycliques dans
H2 mais dans les espaces du type Bergman, il existe des fonctions intérieures
singulières cycliques. Si E = T et si Λ(t) = Λα(t) = α log 1/t avec α ≥ 0
on retrouve l’espace de Bergman à poids classique A2

α = A2
Λα,T :

A2
α :=

{
f ∈ Hol(D : ∥f∥2

α = |f(0)|2 + (1 + α)
∫
D

|f(z)|2(1 − |z|2)αdA(z)
}
.

Korenblum [35] et indépendamment Roberts [45] ont donné une caractérisa-
tion complète des fonctions intérieures singulières cycliques dans A2

α. Ils ont
montré que la fonction intérieure singulière Sµ associée à la mesure µ finie
positive sur T et singulière par rapport à la mesure de Lebesgue

Sµ(z) = exp
(

−1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dµ(t)

)
, z ∈ D
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est cyclique dans A2
α si et seulement si pour tout ensemble de Carleson K,

on a µ(K) = 0.
Lorsque E = {1}, Borichev-El-Fallah-Hanine [11] ont étudié la cyclicité

de la fonction intérieure singulière associée à la mesure de Dirac en 1 :

I(z) = e
z+1
z−1 , z ∈ D.

dans A2
Λ,{1}. Ils ont prouvé que I est cyclique dans A2

Λ,{1} si et seulement si

∫
0

√
Λ(t)
t
dt = ∞.

En particulier, lorsque E est un ensemble triadique de Cantor et Λα(t) =
1/t logα(1/t), ils ont montré que I est cyclique dans A2

Λα,E si et seulement si

α ≤ 2/(2 − (log 2/ log 3)).

Dans ce travail, nous allons étudier la cyclicité de fonctions intérieures sin-
gulières autre que I. Soit ν une mesure sur le cercle unité, on désigne par ων

le module de continuité de la mesure ν donné par

ων(t) = sup
|J |≤t

µ(J)

Le sup est porté sur tous les arcs J de T de longueur |J | ≤ t. Dans la première
section, nous donnons une estimation de la fonction intérieure singulière.
Une telle estimation permet de montrer la cyclicité de certaines fonctions
intérieures singulières

Théorème 2. Soient µ une mesure finie positive sur T singulière par rapport
à la mesure de Lebesgue et Sµ la fonction intérieure singulière associée à µ :

Sµ(z) = exp
(

−1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dµ(t)

)
, z ∈ D.

Alors

|Sµ(z)| ≥ exp
{

− A
(1 − |z|)ωµ(dist(z, E))

dist(z, E)2

}
, z ∈ D (1.2)

où A = π coth(π2) et E est le support de µ.
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Notons que dist(z, E) ≥ 1 − |z|. Puisque t → ωµ(t)/t est une fonction
décroissante, on obtient l’estimation suivante

|Sµ(z)| ≥ exp
{

− A
ωµ(1 − |z|)

1 − |z|

}
(1.3)

On retrouve ainsi l’estimation obtenue par Shapiro [47] (avec une meilleure
constante), et on généralise le résultat de Ransford [40] et Esterle [24].
L’estimation radiale de Shapiro a permis dans les espaces de Bergman clas-
sique de montrer la cyclicité d’une fonction intérieure singulière dont la me-
sure singulière associée ne porte pas de masse sur les ensembles de Carleson.

Soit h la fonction déterminante de Hausdorff, et notons Hh la mesure
h-Hausdorff du cercle T. Comme Corollaire, nous obtenons

Théorème 3. Soit h(t) = tΛ(t) croissante. Si Hh(E) > 0, alors il existe une
fonction intérieure singulière cyclique dans A2

Λ,E .

Notre preuve repose essentiellement sur l’estimation de la fonction inté-
rieure singulière.
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Chapitre 2

Ensemble de Carleson,
capacité, mesure de Hausdorff
et mesures singulières
décomposables

Dans ce chapitre, on définit les ensembles de Carleson et on donne cer-
taines propriétés et exemples de tels ensembles. On rappelle ensuite les no-
tions de la capacité et de mesure de Hausdorff d’un ensemble fermé sur le
cercle unité. Nous donnons également le Théorème de Hausdorff sur l’exis-
tence d’un parfait symétrique de mesure de Hausdorff positive et le Théorème
de Forstman qui garantit qu’un tel ensemble porte une mesure positive avec
un module de continuité contrôlé. On finit ce chapitre avec la définition d’une
mesure singulière décomposable introduite par Roberts [45] et quelques pro-
priétés sur cette mesure.

2.1 Définition d’ensemble de Carleson

2.1.1 Ensemble de Carleson
Les ensembles de Carleson, sont les ensembles de zéros de fonctions ana-

lytiques sur le disque unité D et lisses au bord T = ∂D, ( voir [50, 10], voir
Théorème 2.1.3 ).
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Définition 2.1.1. Un ensemble fermé E du cercle unité T est dit un ensemble
de Carleson si ∫ 2π

0
log 1

dist(eit, E)dt < +∞ (2.1)

où dist(ζ, E) est la distance d’un point ζ ∈ T à l’ensemble E.

L’ensemble de zéros d’une fonction analytique sur le disque unité ouvert
D et lipschitzienne sur le cercle T = ∂D est un ensemble de Carleson. En
effet, soit f une fonction holomorphe sur D et lipschitzienne sur T d’ordre
α > 0, alors il existe Cf > 0 telle que

|f(ζ) − f(ζ ′)| ≤ Cf |ζ − ζ ′|α, ζ, ζ ′ ∈ T. (2.2)

Soit
Z(f) = {ξ ∈ T : f(ξ) = 0},

l’ensemble de zéros de f sur le cercle T. D’après (2.2) si ζ ′ ∈ Z(f) alors on a

|f(ζ)| ≤ Cf dist(ζ,Z(f))α, ζ ∈ T.

Par le théorème de Fatou log |f | ∈ L1(T), on obtient∫
T

log 1
dist(ζ,Z(f)) |dζ| < +∞, ξ ∈ T.

Par la Définition 2.1.1, tout sous-ensemble fermé d’un ensemble de Car-
leson est aussi un ensemble de Carleson.

Soit E un ensemble fermé du cercle T, on note par

Et = {ζ ∈ T : dist(ζ, E) ≤ t}

le t-voisinage de E et |Et| sa longueur normalisée. Nous avons la caractéri-
sation des ensembles de Carleson.

Proposition 2.1.2. Soit E un ensemble fermé du cercle T alors les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

(1) E est un ensemble de Carleson,
(2) E est de mesure nulle et∑

n≥0
|In| log 1/|In| < ∞, (2.3)

où (In)n est la suite des composantes connexes de T \ E,
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(3) ∫ 1

0

|Et|
t
dt < ∞,

Démonstration. Notons d’abord que si E est de mesure positive, alors log dist(·, E) ̸∈
L1(T). Soit In =

(
(eibn ; eian)

)
n

avec 0 ≤ an ≤ bn ≤ 2π la suite des arcs com-
plémentaire de E. On pose

ρ(θ) =


1

2π
(θ − an)(bn − θ)

bn − an

si θ ∈ (bn; an),

0 si eiθ ∈ E.

Notons que
1

4πdist(eiθ, E) ≤ ρ(θ) ≤ 1
2πdist(eiθ, E).

Donc la condition de Carleson (2.1) est équivalente à∫ 2π

0
log 1

ρ(θ)dθ < +∞.

Nous avons∫ 2π

0
log 1

ρ(θ)dθ =
∞∑

n=0

∫ bn

an

log 1
ρ(θ)dθ

≍
∞∑

n=0

(∫ bn+an
2

an

log 1
θ − an

dθ +
∫ bn

bn+an
2

log 1
bn − θ

dθ

)

≍
∞∑

n=0

∫ |In|
2

0
log 1

t
dt

≍
∞∑

n=0
|In| log 1

|In|

Nous obtenons donc l’équivalence entre (1) et (2). Il reste à montrer mainte-
nant l’équivalence entre (2) et (3). Écrivons tout d’abord∑

|In|≤t

|In| + t
∑

|In|>t

1 ≤ |Et| ≤
∑

|In|≤t

|In| + 2t
∑

|In|>t

1.

En intégrant sur [0; 1],∫ 1

0

∑
|In|≤t

|In|
t
dt ≤

∫ 1

0

|Et|
t
dt ≤

∫ 1

0

∑
|In|≤t

|In|
t
dt+ 2

∫ 1

0
t
∑

|In|>t

1
t
dt.
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Nous avons ∫ 1

0

∑
|In|≤t

|In|
t
dt =

∫ 1

0

∑
n≥0

|In|
t
χ[|In|;1](t)dt

=
∑
n≥0

|In|
∫ 1

|In|

1
t
dt

=
∑
n≥0

|In| log 1
|In|

et ∫ 1

0
t
∑

|In|>t

1
t
dt =

∫ 1

0
t
∑
n≥0

χ[0,|In|](t)
1
t
dt

=
∑
n≥0

∫ |In|

0
dt

=
∑
n≥0

|In| = 2π.

Ainsi, on obtient
∞∑

n=0
|In| log 1

|In|
≤
∫ 1

0

|Et|
t
dt ≤

∞∑
n=0

|In| log e

|In|
.

D’où l’équivalence entre (2) et (3).

L’ensemble triadique de Cantor est un ensemble de Carleson. Certains
ensembles fermés et dénombrable ne sont pas un ensemble de Carleson. Pre-
nons par exemple E = {eiθn}n≥1 ∪ {1} avec θn → 0 tel que |θn+1 − θn| =
1/(n log2(n)) alors par la Proposition 2.1.2, E n’est pas un ensemble de Car-
leson.

On désigne par A∞(D) = Hol(D) ∩ C∞(T) l’ensemble de fonctions holo-
morphes sur le disque unité D de classe C∞ sur le cercle unité. Le Théorème
suivant est dû à Taylor-Williams [53] :

Théorème 2.1.3 (Taylor-Williams). Si E est un ensemble de Carleson alors
il existe une fonction f ∈ A∞(D) telle que E est l’ensemble de zéros de f
ainsi que toutes ses dérivées,

f (n)(ζ) = 0, ζ ∈ E, n ≥ 0.
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Ce théorème a été obtenu d’abord par Carleson [13] pour f ∈ An(D) =
Hol(D) ∩ Cn(T), pour n ≥ 1. La fonction construite par Carleson est une
fonction éxterieure (voir section 3.1.1) donnée par

|f(ζ)| = dist(ζ, E)n+3 p.p sur T.

Cette fonction s’annule sur E ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre n.

2.1.2 Ensemble parfait symétrique de type Cantor
Nous allons donner des exemples d’ensemble de Carleson du type Cantor.

Nous allons décrire brièvement la construction de tels ensembles à partir de
trisection du segment [0, 2π], voir [30, 14]. La même construction est valable
pour un segment quelconque.

Soit (ζn)n≥1 une suite telle que 0 < ζn < 1/2, n ≥ 1. À la première étape,
on découpe l’intervalle [0, 2π] en trois intervalles respectivement de longueurs
égales à 2πζ1, 2π(1 − 2ζ1) et 2πζ1. On enlève l’intervalle ouvert du milieu de
longueur 2π(1 − 2ζ1) et on note par E1 l’union des deux intervalles disjoints
obtenus chacun de longueur 2πζ1. L’ensemble E1 est donc un ensemble fermé
de longueur 2×2πζ1. Une telle opération sera dite une dissection de longueur
ζ1. À la deuxième étape, on applique le même procédé pour chacun des deux
intervalles de E1, On fait une dissection de longueur ζ2 pour chaque intervalle
de E1. On découpe en trois intervalles respectivement de longueurs égales à
2πζ1ζ2, 2πζ1(1 − 2ζ1) et 2πζ1ζ2 chacun des deux intervalles disjoint de E1.
On retire les deux intervalles du milieu chacun de longueur 2π(1 − 2ζ1ζ2), on
obtient ainsi un ensemble E2 union de quatre intervalles disjoints chacun de
longueur 2πζ1ζ2 et donc E2 est de longueur 22 × 2πζ1ζ2. À la n−ième étape
on répète ce procédé n-fois, on obtient ainsi un ensemble compact En de 2n

intervalles fermés disjoint de même longueur 2πζ1ζ2 · · · ζn. L’ensemble E

E =
∞⋂

n=0
En

est dit ensemble parfait symétrique associé à la suite (ζn)n≥1. L’ensemble E
est de mesure nulle si |En|, la longueur de En tend vers zéro

2n × 2π
n∏

k=0
ζk → 0.
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Notons que la longueur des intervalles contigus E est

ℓn := |In| = 2π × 2n−1(1 − ζn)
n−1∏
k=1

ζk.

L’ensemble E construit ci-dessus est un ensemble de Carleson si

∑
n≥0

ℓn log 2n

ℓn

< ∞.

Si la subdivision est uniforme, c’est-à-dire ζ1 = ζ2 = · · · = ζn , alors on dit que
l’ensemble E est un ensemble parfait de rapport constant ζ. En particulier,
c’est un ensemble de Carleson. En effet, il suffit de voir que

ℓn = 2π(2ζ)n−1 (1 − ζ) .

Lorsque ζ = 1/3, l’ensemble E correspond l’ensemble triadique de Cantor et
dans ce cas, on a

ℓn = 2π
(2

3

)n

.

2.2 Capacité logarithmique et Mesure de Haus-
dorff

2.2.1 Capacité logarithmique
Soit ν une mesure borélienne positive et finie sur T alors le potentiel de

ν est la fonction p : T → [0,∞] définie par

p(ξ) =
∫
T

log+ 2
|ξ − z|

dν(z), ξ ∈ T

où log+(x) := max{log(x), 0}.
On définit également l’énergie de ν noté I comme la somme des potentiels :

I(ν) =
∫
T

∫
T

log+ 2
|ξ − z|

dν(ξ)dν(z).

On peut aussi écrire l’énergie de ν sous cette forme [19] :

I(ν) =
∑
n≥0

|ν̂(n)|2
1 + n

.
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Soit P(E) l’ensemble de mesures boréliennes de probabilité sur E un
sous-ensemble compact de T. La capacité logarithmique de E est donnée par
[19] :

c(E) := 1/ inf{I(ν) : ν ∈ P(E)}.
En particulier, c(E) = 0 si et seulement s’il n’existe pas de mesure ν ∈ P(E)
d’énergie finie I(ν) < ∞. Les ensembles dénombrables ont une capacité lo-
garithmique nulle.

On dit qu’une propriété existe quasi partout lorsque cette propriété existe
partout sauf un ensemble de capacité nulle et on écrit "q.p".

Le résultat de Carleson [14] suivant donne une condition sur Et, le t-
voisinage d’un fermé E de T, qui implique que l’ensemble E soit de capacité
logarithmique nulle. Plus précisément :

Théorème 2.2.1. Si ∫ 1

0

ds

|Es|
= ∞,

alors c(E) = 0.

La condition ci-dessous devient nécessaire lorsque E est un ensemble du
type Cantor [14].

Corollaire 2.2.2 (Carleson). Soit E un ensemble de Cantor associé à la
suite (ζn)n≥1. Alors la capacité logarithmique de E est nulle si et seulement
si la série ∑

n≥0
2−n log 1

ℓn

= ∞.

2.2.2 Mesure de Hausdorff
Soit h une fonction continue, croissante telle que

h(0) = 0 et lim
t→0

h(t)
t

= ∞.

Une telle fonction est dite fonction déterminante.
On définit la mesure h-Hausdorff d’un sous-ensemble E de T [30] par

Hh(E) = lim
δ→0

[
inf

∞∑
i=0

h(|∆i|)
]
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où l’inf est calculé sur tous les recouvrements de E d’arcs (∆i)i de longueur
|∆i| ≤ δ. Nous énonçons maintenant deux théorèmes sur la mesure de Haus-
dorff en relation avec l’ensemble parfait symétrique, voir [30].

Théorème 2.2.3 (Hausdorff). Soit h la fonction déterminante de Hausdorff
strictement concave. Il existe un ensemble parfait symétrique E tel que

0 < Hh(E) < ∞.

Lorsque h(t) = tα avec 0 < α ≤ 1, on notera par Hα(E) la h-mesure
de Hausdorff de E de dimension α, voir [30, 31]. Lorsque E est un ensemble
parfait symétrique de rapport constant ζ, on a

α = log(2)/ log(1/ζ).

Soit ν une mesure positive et finie. On note ων le module de continuité
de ν défini par

ων(r) = sup{ν(I) : I un arc de T et |I| < r}.

Théorème 2.2.4 (Frostman). Soit E un sous-ensemble fermé de T. Si
Hh(E) > 0, alors il existe une mesure positive ν portée par E telle que

ων(t) = O (h(t)) .

Si limt→0 h(t)/t = ∞, nous avons |E| = 0. Ainsi, la mesure ν est une
mesure singulière par rapport à la mesure de Lebesgue, voir [30].

Nous terminons cette section par le résultat de Joel Shapiro [48] :

Théorème 2.2.5. Soit h la fonction déterminante de Hausdorff strictement
concave telle que h(t)/t est strictement décroissante. Alors pour tout en-
semble E de Carleson, Hh(E) = 0 si et seulement si∫ 1

0

dt

h(t) = +∞.

2.3 Mesures singulières décomposables
Pour toute suite (ni)i∈N∗ d’entiers positifs, nous associons
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D[(ni)i∈N∗ ] = n
− 2α

3
1 +

∑
i≥2

n
α
3
1 × · · · × n

α
3
i−1

n
2α
3

i

où α > 0.

Définition 2.3.1. Une mesure positive µ sur T est dite décomposable si pour
tout ϵ > 0, il existe une suite de mesures positives (µi)i∈N∗ sur T et une suite
(ni)i∈N∗ d’entiers positifs telles que :

(1) µ = ∑
i∈N∗ µi

(2) Il existe c > 0 telle que pour tout i ∈ N∗ , le module de continuité de µ
vérifie

ωµ

( 1
ni

)
≤ c

log(ni)
ni

.

(3) D[(ni)i∈N∗ ] < ϵ.

Dans cette section, nous montrons que si µ n’est pas une mesure singulière
décomposable alors µ est portée par un ensemble de Carleson E, ce résultat
a été démontré par Roberts ( voir [50, 45]). D’abord, nous allons introduire
un outil fondamental dû à James Roberts [50].

Définition 2.3.2. Soit µ une mesure positive sur T et P = {I1, · · ·, In} une
partition de T formée de n arcs fermés de mêmes longueurs. On dit que

Ii est léger si µ(Ii) ≤ c

2
log(n)
n

,

Ii est lourd si µ(Ii) >
c

2
log(n)
n

.

pour un certain c > 0. La mesure µ1 définie pour tout borélien E de Ii par

µ1(E) =


µ(E) si Ii est léger

cµ(E)
2µ(Ii)

log(n)
n

si Ii est lourd.

est appelée P−quadrillage de µ.

Remarque 2.3.3. (1) La mesure µ1 vérifie les propriétés suivantes
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(a) µ1 ≤ µ et le support de µ − µ1 est contenu dans la réunion des
arcs lourds.

(b) µ1(Ii) = c

2
log(n)
n

si Ii est lourd.

(c) ωµ1

( 1
n1

)
≤ c

log(n1)
n1

(2) On peut supposer que c = 1. Il suffit de considérer la mesure µ/c.
Lemme 2.3.4. Pour tout ϵ > 0, il existe une suite (ni)i∈N∗ d’entiers positifs
telle que :

(1) ni divise ni+1.
(2) 2 log(ni) ≤ log(ni+1) ≤ 4 log(ni) pour tout i.
(3) D[(ni)i∈N∗ ] < ϵ.

Démonstration. Soit n1 ∈ N un entier non nul fixé. Prenons n2 = 2k1n1 où
k1 = max{s ∈ N : log(2sn1) ≤ 4 log(n)}. Il est clair que n1 divise n2 et
log(n2) ≤ 4 log(n1). Si log(n2) < 2 log(n1) alors

log(2k1+1n1) = log(2n2) ≤ 2 log(n2) < 4 log(n1)

ceci contredit la définition de k1. On construit ainsi une suite d’entiers positifs
(ni)i∈N∗ vérifiant (1) et (2). Pour obtenir la dernière assertion, il suffit de
montrer que la série ∑

i≥2

n
α
3
1 × · · · × n

α
3
i−1

n
2α
3

i

converge. Pour cela, on pose

ai = n
α
3
1 × · · · × n

α
3
i−1

n
2α
3

i

alors
ai+1

ai

= nα
i

n
2α
3

i+1

= exp
{
α log(ni) − 2α

3 log(ni+1)
}

≤ exp
{

− α

3 log(ni)
}

≤ exp
{

− α

3 log(n1)
}

= n
− α

3
1 < 1
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donc la série ci-dessus converge. Puisque la suite (ni)i∈N∗ est strictement
croissante alors limi→+∞ log(ni) = +∞. Donc il existe un entier i0 > 0 tel
que

n
− 2α

3
i0 <

ϵ

2 et
∑

i≥i0+1

n
α
3
1 × · · · × n

α
3
i−1

n
2α
3

i

<
ϵ

2 .

D’où la suite (ni)i≥i0 vérifie les trois assertions.

Nous sommes en mesure d’annoncer le Théorème de Roberts [50]

Théorème 2.3.5. Soit µ une mesure positive sur le cercle T. On suppose
que µ n’est pas décomposable alors il existe un ensemble de Carleson E tel
que µ(E) > 0.

Démonstration. Soit ϵ > 0. Par le lemme 2.3.4, il existe une suite (ni)i∈N∗

d’entiers positifs vérifiant les proprétés suivantes :
(1) Pour tout i, ni divise ni+1

(2) Pour tout i, 2 log(ni) ≤ log(ni+1) ≤ 4 log(ni)
(3) D[(ni)i∈N∗ ] < ϵ.

On considère (Pi)i∈N∗ une suite de partitions du cercle T où chaque Pi est
formée par ni acrs fermés de mêmes longueurs et Pi+1 raffine Pi. Soit

µ1 la mesure P1 − quadrillage de µ
µ2 la mesure P2 − quadrillage de µ− µ1
...
µi+1 la mesure Pi+1 − quadrillage de µ− (µ1 + . . .+ µi).

On pose ν = ∑
i∈N∗ µi, il est évident que ν ≤ µ et d’après l’assertion (3)

de la remarque 2.3.3 pour tout i,

ωµi

( 1
ni

)
≤ c

log(ni)
ni

.

Puisque µ n’est pas décomposable, nous pouvons supposer que µ ̸= ν.
Soit K := ⋂

i Hi où Hi est la réunion des arcs lourds de Pi relativement à la
mesure µ− (µ1 + · · · +µi). Il est évident que (Hi)i est une suite décroissante
de fermés et que supp(µ− (µ1 + · · · + µi)) ⊂ Hi pour tout i, donc K est un
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fermé du cercle contenant supp(µ− ν) et |K| = limi→∞ |Hi|. Il s’ensuit d’une
part que µ ̸= ν entraîne µ(K) > 0 et d’autre part, l’inégalité suivante

µ(T) ≥ µi(T) ≥ µi(Hi) = 1
2 |Hi| log(ni)

entraîne que |K| = 0. Montrons maintenant que K est un ensemble de Car-
leson. Soit

Li =
⋃
I

où I est un arc léger de Pi+1 contenu dans Hi. On pose

K0 = T \
⋂
i

Li.

Il est évident que K0 est un fermé contenant K et que K0 \K est l’ensemble
des extrémités de deux arcs légers adjacents qui est dénombrable donc |K0| =
0. Finalement, nous avons

∑
i≥2

|Li| log(ni) ≤
∑
i≥2

|Hi−1| log(ni)

≤
∑
i≥1

|Hi| log(ni+1)

≤ 4
∑
i≥1

|Hi| log(ni)

≤ 8
∑
i≥1

µi(T)

≤ 8µ(T) < ∞

cela implique que K0 est un ensemble de Carleson et par conséquent, K
l’est aussi (puisque tout sous-ensemble fermé d’un ensemble de Carleson est
Carleson).
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Chapitre 3

Espaces de Hardy, de Bergman
et de Dirichlet

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés connues sur ces es-
paces classiques de Hardy, de Bergman et de Dirichlet. Nous donnons aussi la
minoration de Shapiro de la fonction intérieure singulière en terme du module
de continuité de la mesure singulière associée. Ceci dans le but de montrer
le théorème de Roberts-Korenblum qui donne une caractérisation complète
des fonctions intérieures singulières cycliques dans l’espace de Bergman. On
fournit également la preuve du Théorème de Brown-Shileds sur le principe
de subordination des vecteurs cycliques dans l’espace de Dirichlet.

3.1 Espaces de Hardy
Dans cette partie, nous allons définir les espaces de Hardy et donner

certaines propriétés sur ces espaces, (voir [16, 25, 32]).
L’espace de Hardy Hp, 0 < p < ∞ défini sur le disque unité D est

l’ensemble des fonctions holomorphes sur D, noté Hol(D), muni de la norme :

∥f∥p
Hp = sup

0≤r<1

( 1
2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|pdθ

)
.

L’espace de Hardy des fonctions holomorphes bornées sur D, noté H∞ est
muni de la norme uniforme :

∥f∥∞ = sup
z∈D

|f(z)|.
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On note N la classe de Nevanlinna [16], il s’agit l’ensemble de fonctions
holomorphes sur le disque D telles que

sup
0≤r≤1

1
2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ < ∞

où log+(X) := max{log(X), 0}. On désigne N + la classe de Smirnov, c’est
l’ensemble de fonctions analytiques f ∈ N de la classe de Nevanlinna telle
que

sup
r<1

∫
T

ln+ |f(rz)||dζ| =
∫
T

ln+ |f ∗(ζ)||dζ|.

Notons que pour 0 < s < p < ∞, on a

H∞ ⊂ Hp ⊂ Hs ⊂ N + ⊂ N .

3.1.1 Théorème de factorisation
Lorsque f ∈ N , par le théorème de Fatou la limite radiale

f ∗(eiθ) = lim
r→1−

f(reiθ)

existe presque tout sur le cercle unité T et log |f ∗| ∈ L1(T).

En fait, toute fonction f de la classe de Nevanlinna N admet des limites
non tangentielles [16] :

f ∗(ζ) = lim
z→ζ

z∈Sζ,C

f(ζ)

pour presque partout ζ ∈ T où Sζ,C est l’angle de Stolz ;

Sζ,C = {z ∈ D : |z − ζ| ≤ C(1 − |z|)}

avec C > 1.

Avant d’énoncer le théorème de factorisation pour les fonctions de la classe
de Nevanlinna, nous rappellerons les notions suivantes :

— Soit f ∈ N . On dit que f est une fonction extérieure, s’il existe ϕ une
fonction positive sur le cercle T telle que log ϕ ∈ L1(T) et

f(z) = exp
{ 1

2π

∫
T

eit + z

eit − z
log ϕ(eit)dt

}
, z ∈ D.
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Nous avons

|f ∗(eit)| = ϕ(eit) presque partout sur T.

Ainsi, la fonction extérieure f est complètement déterminée par son
module sur T.

— Une fonction intérieure θ ∈ H∞ est une fonction holomorphe sur D
telle que

|θ∗(eit)| = 1 presque partout sur T.

— Le produit de Blaschke B est défini par :

B(z) = zk
∏
n≥1

αn − z

1 − ᾱnz

|αn|
αn

, z ∈ D

pour un certain k ∈ N et (αn)n∈N une suite dans D \ {0} vérifiant la
condition de Blaschke ∑

n≥0
(1 − |αn|) < ∞.

— Et Sν la fonction intérieure singulière associée à la mesure ν singulière
positive et finie sur T :

Sν(z) = exp
{

−
∫
T

eit + z

eit − z
dν(t)

}
, z ∈ D.

Nous avons |B∗(eit)| = 1 et |S∗(eit)| = 1 presque partout sur T. Et toute
fonction intérieure φ peut s’écrire comme produit d’une fonction intérieure
singulière et d’un produit de Blaschke :

θ = B × S.

Une fonction f de la classe de Nevanlinna se factorise de la manière suivante :

f = B × Sν1

Sν2

× F

où B le produit de Blaschke, Sν1 , Sν2 les fonctions intérieures singulières as-
sociées respectivement aux mesures singulières positives ν1 et ν2 sur T et F
une fonction extérieure.
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Concernant la classe de Smirnov, rappelons que f ∈ N + si et seulement
si pour φ, ϕ ∈ H∞ telle que ϕ est une fonction extérieure,

f = φ

ϕ
.

On identifie l’espace de Hardy H2 au sous-espace fermé de l’espace de
Hilbert L2(T) défini par

H2(T) =
{
f ∈ L2(T) : f̂(n) = 0, ∀n < 0

}
avec f̂(n) le n-ième coefficient de Fourier de f donné par

f̂(n) = 1
2π

∫
T
f(ξ)ξ̄n|dξ|.

L’espace H2(T) est muni du produit scalaire de L2(T) :

⟨f, g⟩2 = 1
2π

∫
T
f(ξ)g(ξ)|dξ|.

De ce fait, on écrit toujours H2. Notons que si f(z) = ∑
n≥1 anz

n ∈ H2, on a

f = B × Sν × F

où B le produit de Blaschke, Sν la fonction intérieure singulière associée à
la mesure ν singulière positive sur T et F une fonction extérieure. De plus,
|F ∗| = |f ∗|, f ∗ ∈ L2(T) avec f̂ ∗(n) = an si n ≥ 0 et f̂ ∗(n) = 0 si n < 0.
Ainsi,

∥f∥2
H2 =

∑
n≥1

|f̂ ∗(n)|2.

Rappelons finalement que H2 admet un noyau reproduisant

kw(z) = 1/(1 − w̄z), (w, z) ∈ D2.

Ainsi,

f(z) = ⟨f, kz⟩2 = 1
2π

∫
T

f ∗(ζ)
1 − ζ̄z

|dζ|, z ∈ D.

Et si on désigne par dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur D , nous
avons l’identité de Littlewood-Paley

∥f∥2
H2 = |f(0)|2 +

∫
D

|f ′(z)|2 log 1
|z|2

dA(z). (3.1)
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3.1.2 Théorème de Beurling
Beurling [7] a donné une caractérisation complète de sous-espace invariant

de l’espace de Hardy par le shift, l’opérateur de décalage. Plus précisément,
soit X ⊂ Hol(D) un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque
unité D. On suppose que l’opérateur shift S défini par

S : X → X
f 7→ Sf

avec Sf(z) = zf(z), est borné sur X. Pour f ∈ X, on désigne par

[f ]X = Span{znf, n ∈ N}X = {pf, p polynôme }X
,

le plus petit sous-espace invariant engendré par f . On dit que f ∈ X est
un vecteur cyclique si [f ]X = X. Puisque les polynômes sont denses dans X,
il existe une suite de polynôme (Pn)n∈N telle que

||1 − Pnf ||X → 0 quand n → ∞.

Lorsque X = H2, Beurling a démontré le théorème suivant pour les sous-
espaces fermés invariants de l’espace H2 par le Shift S [7, 16, 39] :

Théorème 3.1.1 (Beurling). Les sous-espaces fermés invariants non tri-
viaux de H2 sont de la forme θH2 où θ est une fonction intérieure.

En particulier, les fonctions cycliques sont exactement les fonctions ex-
térieures. D’une manière générale, c’est compliqué de décrire les fonctions
cycliques pour le shift dans d’autres espaces de Banach de fonctions holo-
morphes, autres que l’espace de Hardy, par exemple dans l’espace de Diri-
chlet, il existe des fonctions extérieures qui ne sont pas cycliques alors que
dans l’espace de Bergman, il existe des fonctions intérieures qui sont cy-
cliques.

3.1.3 Théorème de la couronne
Nous terminons enfin cette section par le théorème de la couronne de

Carleson [32] sur l’algèbre H∞ :

Théorème 3.1.2 (Carleson). Soit f1, f2 ∈ H∞ telles que

inf
z∈D

{|f1(z)| + |f2(z)|} > δ > 0
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alors il existe deux fonctions g1, g2 ∈ H∞ telles que
f1(z)g1(z) + f2(z)g2(z) = 1, z ∈ D

∥gi∥∞ ≤ δ−A, i ∈ {1, 2}
(3.2)

pour une certaine constante A > 2.

3.2 Espaces de Bergman et cyclicité des fonc-
tions intérieurs singulières

3.2.1 Espace de Bergman
Soit α > −1 et soit

dAα(z) = (1 + α)(1 − |z|2)αdA(z), z ∈ D

où dA(z) est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité D. Soit
p ≥ 1, l’espace de Bergman Ap

α est l’espace de fonctions holomorphes sur le
disque D telles que

∥f∥p
Ap

α
=
∫
D

|f(z)|pdAα(z) < ∞.

Nous avons [27, Proposition 1.11]

f ∈ Ap
α ⇐⇒ (1 − |z|2)nf (n)(z) ∈ Lp(D, dAα). (3.3)

En particulier lorsque n = 1, la fonction f est dans l’espace de Besov-
Dirichlet Dp

p+α. Pour p ≥ 1 et α > −1, l’espace de Besov Dp
α est l’ensemble

des fonctions holomorphes sur D telles que :

∥f∥p
Dp

α
= |f(0)|p +

∫
D

|f ′(z)|pdAα(z).

La cyclicité dans l’espace de Besov-Dirichlet sera l’objet du chapitre (3).
Dans cette section, nous allons nous intéresser à la cyclicité dans A2

α, et plus
particulièrement celle des fonctions intérieures singulières.
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3.2.2 Norme équivalente de A2
α

Nous allons donner une autre expression de la norme en terme des co-
efficients de Taylor lorsque p = 2. Pour cela, nous avons besoin le lemme
suivant :

Lemme 3.2.1. Soit α > −1. Alors pour tout n ≥ 1, on a∫ 1

0
(1 − r)αrndr ≍ 1

nα+1 .

Démonstration. On a∫ 1

0
(1 − r)αrndr =

∫ 1

1− 1
n

(1 − r)1−(1−α)rndr +
∫ 1− 1

n

0
(1 − r)αrndr

≤ n1−α
∫ 1− 1

n

0
(1 − r)rndr + n−α

∫ 1

1− 1
n

dr

≤ n1−α
( 1
n+ 1 − 1

n+ 2

)
+ n−1−α

≲
1

nα+1 .

D’autre part, ∫ 1

0
(1 − r)αrndr ≥

∫ 1

1− 1
n

(1 − r)αrndr

≥
(

1 − 1
n

)n ∫ 1

1− 1
n

(1 − r)αdr

≳
1

nα+1 .

En utilisant ce Lemme 3.2.1, on obtient une autre expression équivalente
de la norme de l’espace A2

α :

Proposition 3.2.2. Soit α > −1. L’espace de Bergman A2
α est l’ensemble

de fonction f(z) = ∑
n≥0 anz

n telles que

∑
n≥0

|an|2

(1 + n)α+1 < ∞. (3.4)
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Démonstration. L’égalité de Parseval et le Lemme 3.2.1 nous donnent

∥f∥2
A2

α
= (1 + α)

∫
D

|f(z)|2(1 − |z|2)αdA(z)

= (1 + α)
∫ 1

0

∫ 2π

0
|
∑
n≥0

anr
neinθ|2(1 − r2)α rdθdr

π

= 2(1 + α)
∫ 1

0

∑
n≥0

|an|2r2n(1 − r2)αrdr

≍
∑
n≥0

|an|2

(1 + n)α+1 .

Pour d’autres propriétés de l’espace de Bergman, voir [50, 45, 35].

3.2.3 Fonction intérieure singulière cyclique dans l’es-
pace de Bergman

Cette partie est consacrée à l’étude des vecteurs cycliques dans les espaces
de Bergman A2

α. Il est clair que l’ensemble des multiplicateurs A2
α est H∞,

pour tout g ∈ H∞ et f ∈ A2
α on a

∥fg∥A2
α

≤ ∥g∥∞∥f∥A2
α
.

Rappelons aussi que

[f ]A2
α

= Span{znf, n ∈ N}A2
α = {pf, p polynôme }A2

α

est le plus petit sous-espace E invariant fermé engendré par f et vérifiant
S(E) ⊂ E. La fonction f ∈ A2

α est dite un vecteur cyclique dans A2
α si

[f ]A2
α

= A2
α.

Puisque les polynômes appartiennent à A2
α , si f ∈ A2

α alors il existe une
suite de polynôme (Pn)n∈N telle que

||1 − Pnf ||A2
α

→ 0 quand n → ∞.

Notons que l’espace de Hardy H2 ⊂ A2
α, donc les fonctions extérieures sont

cycliques dans A2
α. Il existe également des fonctions intérieures cycliques dans
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A2
α, voir [50, 45, 35]. Nous allons donner dans cette partie la caractérisation

complète des fonctions intérieures singulières qui sont cycliques dans l’espace
de Bergman A2

α. Cette caractérisation porte sur la mesure singulière associée.
Nous avons besoin les résultats suivants.

Lemme 3.2.3. Soit α > −1. Si f ∈ H∞ et f−1 ∈ A2
α, alors f est cyclique

dans A2
α.

Démonstration. Puisque les polynômes sont denses dans A2
α, il existe une

suite de polynôme (Pn)n et f−1 ∈ A2
α telles que

∥Pn − f−1∥2
A2

α
→ 0.

On a ainsi
∥Pnf − 1∥2

A2
α

≤ ∥f∥∞∥Pn − f−1∥2
A2

α
→ 0.

Lemme 3.2.4. Soit θ une fonction intérieure. Si θ0 divise θ, alors [θ]A2
α

⊂
[θ0]A2

α
.

Démonstration. Si θ0 divise θ, on a θ = θ0θ1 avec θ1 une fonction intérieure.
Soit Pn la somme partielle de la série de Taylor de θ1 alors Pn → θ1 dans A2

α.
On a ainsi

∥Pnθ0 − θ∥2
A2

α
= ∥Pnθ0 − θ0θ1∥2

A2
α

≤ ∥θ0∥∞∥Pn − θ1∥2
A2

α
→ 0.

Remarque 3.2.5. Soit Sν une fonction intérieure singulière. Il est clair que
[S2ν ]A2

α
⊂ [Sν ]A2

α
D’autre part si Sν est cyclique alors S2ν est aussi cyclique.

En effet, s’il existe Pn un polynôme tel que ∥1 − PnSν∥A2
α

→ 0 alors ∥Sν −
PnS2ν∥A2

α
≤ ∥Sν∥∞∥1 − PnSν∥A2

α
→ 0.

Nous allons tout d’abord démontrer l’estimation de Shapiro de la fonction
intérieure singulière [47, 50] :

Théorème 3.2.6. Soit ν une mesure singulière positive et soit ων son module
de continuité. Alors pour 1

4 ≤ r < 1 et |z| = r, on a

|Sν(z)| ≥ exp
{−9ων(1 − r)

1 − r

}
.
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En particulier, si ων(t) = O(t log 1/t)(t → 0),alors

|Sν(z)| ≥ (1 − |z|)−9C , z ∈ D (3.5)

où C est une constante positive.

Démonstration. On fixe 1
4 ≤ r < 1 et on choisit un entier n positif tel que

(n+1)−1 ≤ 1−r ≤ n−1. Soit θ ∈]−π, π]. Pour tout k ∈
{

0, ..., n
}

, on définit
l’arc fermé Ik de T par

Ik =
{
t ∈ [θ − π, θ + π[: 2πk

n+ 1 ≤ t− θ <
2π(k + 1)
n+ 1

}
.

donc la longueur normalisée de Ik est |Ik| = (n+ 1)−1. On a,

P [ν](reiθ) =
∫ π

−π
Pr(t− θ)dν(t)

où

Pr(t− θ) = 1 − r2

1 − 2r cos(t− θ) + r2 .

Pour r ≥ 1
2 et t ∈ Ik,

1 − 2r cos(t− θ) + r2 = (1 − r)2 + 4r sin2(t− θ

2 )

≥ (1 − r)2 + 4r 1
π2 (θ − t)2

≥ (1 − r)2 + 8
(

k

n+ 1

)2

.

Puisque (n+ 1)−1 ≤ 1 − r ≤ n−1, on a pour tout t ∈ Ik

Pr(t− θ) ≤ 1 − r2

(1 − r)2 + 8( k
n+1)2

≤ 2
(1 − r)(1 + k2

4 )
.
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On obient,

P [ν](reiθ) ≤
n−1∑
k=0

∫
Ik

Pr(t− θ)dν(t)

≤
n−1∑
k=0

2ν(Ik)
(1 − r)(1 + k2

4 )

≤ 2ων(1 − r)
1 − r

n−1∑
k=0

1
1 + k2

4
.

et
n−1∑
k=0

1
1 + k2

4
≤ 1 +

∫ ∞

0

1
1 + x2

4
dx = 1 + π < 4, 5.

Donc
P [ν](reiθ) ≤ 9ων(1 − r)

1 − r
.

et

|Sν(z)| =
∣∣∣∣ exp

(−1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dν(t)

)∣∣∣∣
= exp

(
− P [ν](reiθ)

)
≥ exp

{
− 9ων(1 − r)

1 − r

}
.

Puisque ων(t) ≤ Ct log 1/t, on a

|Sν(z)| ≥ (1 − r)−9C .

Grâce à l’estimation de Shapiro [50], nous donnons deux preuves pour le
corollaire suivant :

Corollaire 3.2.7. Si ων(t) = O(t log 1/t) alors Sν est cyclique dans A2
α.

La première preuve découle le Lemme 3.2.3.

Démonstration. Puisque ων(t) = O(t log 1/t), d’après le Théorème 3.2.6 il
existe une constante C > 0 telle que

|Sν(z)| ≥ (1 − r)−9C .

37



Soit a > 0 telle que α− 18aC > −1. Grâce à l’inégalité (3.5), on a

∥S−1
aν ∥2

A2
α

= (1 + α)
∫
D

|S−1
aν (z)|2(1 − r2)αdA(z)

≤ (1 + α)
∫ 2π

0

∫ 1

0
(1 − r2)α−18aC rdrdθ

π
< ∞.

Donc S−1
aν ∈ A2

α et par le Lemme 3.2.3, Saν est cyclique. La Remarque 3.2.5
nous permet de conclure que Sν est cyclique dans A2

α.

La deuxième preuve du corollaire 3.2.7 repose essentiellement sur le Théo-
rème de la couronne de Carleson 3.1.2.

Démonstration. On pose

C = α

27A et N = max(2, 41/9C)

où A est la constante du Théorème de la couronne de Carleson.
Si |z| ≤ 1 − n−1, le Théorème 3.2.6 nous donne

|Sν(z)| ≥ n−9C

et si 1 − 1
n

≤ |z| < 1, on a pour tout n ≥ N

|zn| ≥
(
1 − 1

n

)n
≥ n−9C .

Par conséquent,
|Sν(z)| + |zn| ≥ n−9C .

On applique le Théorème de la couronne avec f1 = Sν et f2 = zn, il existe
donc g1, g2 ∈ H∞ telles que

g1(z)Sν(z) + g2(z)zn = 1, z ∈ D

∥gi∥∞ ≤ n9AC , i ∈ {1; 2}.

Ainsi, on obtient

∥1 − g1Sν∥A2
α

= ∥g2z
n∥A2

α

≤ ∥g2∥∞∥zn∥A2
α

≤ n−αn9AC

≤ n−2α/3 → 0 si n → +∞.
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Remarque 3.2.8. Dans [48], J. Shapiro a montré que tout ensemble de
Carleson est de h-mesure de Hausdorff nulle si et seulement si∫ 1

0

dt

h(t) = +∞.

Dans notre cas, h(t) = t log 1/t. Pour tout ensemble de Carleson E, on a

Hh(E) = 0.

Et par le Théorème de Frostman 2.2.4, E ne peut porter de mesure dont le
module de continuité

ων(t) = O(t log 1/t).

Nous avons le résultat suivant sur la continuité de la distance.

Proposition 3.2.9. On considère µn une suite croissante de mesures singu-
lières positives qui converge vers µ alors pour tout f ∈ A2

α,

distA2
α
(f, [Sµn ]A2

α
) → distA2

α
(f, [Sµ]A2

α
)

Démonstration. Puisque µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µ, d’après le Lemme 3.2.4 on a les
inclusions suivantes

[Sµ]A2
α

⊂ · · · ⊂ [Sµ2 ]A2
α

⊂ [Sµ1 ]A2
α

donc la suite distA2
α
(f, [Sµn ]A2

α
) est une suite croissante et bornée par distA2

α
(f, [Sµ]A2

α
).

On choisit une suite de polynômes (pn)n∈N telle que

∥f − pnSµn∥A2
α

− distA2
α
(f, [Sµn ]A2

α
) → 0.

Par conséquent,

∥f − pnSµ∥A2
α

= ∥f − fSµ−µn + fSµ−µn − pnSµ∥A2
α

≤ ∥f(1 − Sµ−µn)∥A2
α

+ ∥Sµ−µn∥∞∥f − pnSµn∥A2
α
.

Par le théorème de convergence dominée, ∥f(1 − Sµ−µn)∥A2
α

→ 0 , on a donc
finalement

distA2
α
(f, [Sµn ]A2

α
) → distA2

α
(f, [Sµ]A2

α
).
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Soit α > −1, notons que chaque fonction g ∈ C(m), avec 2m − α + 1 >
1 génère une fonctionnelle continue sur A2

α. En effet, si g ∈ C(m)(T) avec
2m− α + 1 > 1, on a

|ĝ(n)| = o((1 + |n|)−m)(n → +∞).

Soit la fonctionnelle λg définie sur A2
α par

λg(f) =
∞∑

n=0
anĝ(n), f =

∑
n

anz
n ∈ A2

α.

Donc

|λg(f)| =
∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

an

(1 + n)α+1
2

(1 + n)
α+1

2 ĝ(n)
∣∣∣∣∣

≤
( ∞∑

n=0

|an|2

(1 + n)α+1

)1/2 ( ∞∑
n=0

(1 + n)α+1|ĝ(n)|2
)1/2

≤ ∥f∥A2
α

∑
n≥0

1
(1 + n)2m−α−1

≤ c(α,m)∥f∥A2
α
.

Korenblum [35] et indépendamment Roberts [45] ont donné une caracté-
risation complète des fonctions intérieures singulières cycliques dans A2

α.

Théorème 3.2.10 (Roberts-Korenblum). Sµ est cyclique dans A2
α si et

seulement si pour tout ensemble de Carleson K, on a µ(K) = 0.

Démonstration. ” =⇒ ” On suppose que K est un ensemble de Carleson
et que µ est une mesure singulière positive sur T avec µ(K) > 0. On écrit
µ = ν+σ où ν est une mesure singulière positive portée parK et σ une mesure
singulière positive sur T. Alors Sµ = SνSσ. Par le lemme 3.2.4, [Sµ]A2

α
⊂

[Sν ]A2
α
. Donc on peut supposer que le support de µ est portée par K.

Nous allons montrer qu’il existe une fonctionnelle linéaire continue non
triviale λg comme ci-dessus qui s’annule sur [Sµ]A2

α
c’est-à-dire

(
[Sµ]A2

α

)⊥
̸= ∅.

Par le Théorème de Taylor-William 2.1.3, il existe une fonction extérieure
ϕ ∈ A(D) non identiquement nulle sur K telle que pour tout n ≤ 2m

ϕ(n)(eit) = o
(
dist(eit;K)2m−n

)
.
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On définit

g(eit) =


eitϕ(eit)Sµ(eit) si eit ∈ T \K,

0 si eit ∈ K.

La formule de Leibniz montre que g est m fois différentiable sur T et donc
définit une fonctionnelle linéaire bornée λg dans A2

α. Pour f ∈ H∞, on peut
écrire :

λg(f) = 1
2π

∫ 2π

0
f(eit)g(eit)dt.

Ainsi pour n ∈ N, on a

λg(znSµ) = 1
2π

∫ 2π

0
eintSµ(eit)g(eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0
eintSµ(eit)eitϕ(eit)Sµ(eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0
ei(n+1)tϕ(eit)dt

= ϕ̂(−(n+ 1))
= 0.

Donc λg ≡ 0 sur [Sµ]A2
α
. Montrons maintenant que λg n’est pas trivial. Sup-

posons le contraire. Soit

h(ζ) = ϕ(ζ)Sµ(ζ), ζ ∈ T.

Notons que h ∈ L∞(T) et alors pour tout n ∈ N,

0 = λg(zn) = 1
2π

∫ 2π

0
eintg(eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0
ei(n+1)tϕ(eit)Sµ(eit)dt

= ĥ(−n− 1).

Donc h ∈ L∞(T) avec les coefficients de Fourier ĥ(−n + 1) = 0 pour tout
n ≥ 0. Alors h ∈ H∞ et ϕ = Sµh presque partout sur T. Donc ϕ = Sµh sur
D. Mais cela contredit le fait que ϕ est une fonction extérieure. Ainsi λg n’est
pas trivial et Sµ n’est pas cyclique dans A2

α.
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” ⇐= ” Soit K un ensemble de Carleson et soit µ une mesure singulière
positive sur T telle que µ(K) = 0. Alors par la proposition 2.3.5, µ est
décomposable

(1) Soit

µ =
k∑

i=1
µi.

Alors
Sµ = Sµ1+···+µk

.

Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N∗,

∥1 − gSµ∥A2
α

≤ D[(ni)i] := n
− 2α

3
1 +

∑
i≥2

n
α
3
1 × · · · × n

α
3
i−1

n
2α
3

i

Pour k = 1, le théorème de la couronne de Carleson 3.1.2 nous donne

∥1 − g1Sµ1∥A2
α

≤ n−2α/3.

Supposons que la propriété est vraie à un certain rang n ≥ 1 alors il
existe une fonction g ∈ H∞ telle que

∥1 − gSµ2+···+µk+1∥A2
α

≤ D[(n2, · · ·, nk+1)].

Ainsi,

∥1 − g1gSµ∥A2
α

= ∥1 − gSµ1+···+µk+1 − g1Sµ1 + g1Sµ1∥A2
α

= ∥(g1Sµ1)(1 − gSµ1+···+µk+1) + (1 − g1Sµ1)∥A2
α

≤ ∥g1Sµ1∥∞∥1 − gSµ1+···+µk+1∥A2
α

+ ∥1 − g1Sµ1∥A2
α

≤ nα/3D[(n1, n2, · · ·, nk+1)] + n−2α/3

= D[(n1, n2, · · ·, nk+1)].

(2) Soit

µ =
∞∑

i=0
µi.

On pose νk = ∑k
i=0 µi. Donc νk converge vers µ. Grâce à 3.2.9, on a

distA2
α
(1, [Sµ]A2

α
) = lim

k→∞
distA2

α
(1, [Sµk

]A2
α
)

≤ lim
k→∞

D[(n1, n2, · · ·, nk)]

= D[(n1, n2, · · ·)].
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Par le lemme 2.3.4, cela implique que

∥1 − gSµ∥A2
α

≤ D[(ni)i] → 0

pour tout ni ≥ N. Ce qui termine la preuve.

3.3 Espace de Dirichlet

3.3.1 Normes équivalentes de l’espace de Dirichlet
Pour f ∈ Hol(D), on définit l’intégrale de Dirichlet [19] de f par :

D(f) = 1
π

∫
D

|f ′(z)|2dA(z)

On appelle espace de Dirichlet classique [19], l’espace de fonctions holo-
morphes sur le disque unité ouvert vérifiant

∥f∥2
D = ∥f∥2

H2 + D(f) < ∞.

Proposition 3.3.1. Soit f ∈ Hol(D), f(z) = ∑
n≥0 anz

n alors

D(f) =
∑
n≥1

n|an|2.

Démonstration. Par la formule de Parseval, on obtient

D(f) = 1
π

∫
D

|
∑
n≥1

nanz
n−1|2dA(z)

= 1
π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|
∑
n≥1

nanr
n−1ei(n−1)θ|2rdθdr

=
∑
n≥1

n|an|2.

Pour tout f ∈ D, on voit facilement que

∥f∥2
D ≍ ∥f ′∥2

A2
0

+ |f(0)|2. (3.6)

Il existe une formule pour D(f) exprimée uniquement en fonction de la
limite radiale f ∗. Le théorème est dû à Douglas [18] :
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Théorème 3.3.2 (Formule de Douglas). Soit f ∈ H2 alors

D(f) = 1
4π2

∫
T

∫
T

|f ∗(ξ) − f ∗(η)|2
|ξ − η|2

|dξ||dη|

Pour faire la démonstraction de ce théorème, nous avons besoin le lemme
suivant sur les fonctions de l’espace L2(T). Pour φ ∈ L2(T), soit φ̂(n) le
n-ième coefficient de Fourrier de φ.
Lemme 3.3.3. Soit φ ∈ L2(T) alors

1
4π2

∫
T

∫
T

|φ(ξ) − φ(η)|2
|ξ − η|2

|dξ||dη| =
∑
n∈Z

|n||φ̂(n)|2.

Démonstration. En posant λ = ei(s+t) et ζ = eit, on obtient
1

4π2

∫
T

∫
T

|φ(ξ) − φ(η)|2
|ξ − η|2

dξdη = 1
4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|φ(ei(s+t)) − φ(eit)|2
|eis − 1|2

dtds.

La formule de Parseval appliquée à la fonction ζ → φ(eisζ)−φ(ζ) nous donne
1

4π2

∫ 2π

0
|φ(ei(s+t)) − φ(eit)|2dt =

∑
n∈Z

|φ̂(n)|2|eins − 1|2.

Et pour tout n ̸= 0, on a
1

2π

∫ 2π

0

|eins − 1|2

|eis − 1|2
ds = 1

2π

∫ 2π

0
|1 + eis + · · · + ei(|n|−1)s|2ds = |n|.

Par conséquent,
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|φ(ei(s+t)) − φ(eit)|2
|eis − 1|2

dtds =
∑
n∈Z

|n||φ̂(n)|2.

Démonstration. On applique le Lemme 3.3.3 avec φ = f ∗. Notons que si
f(z) = ∑

n≥1 anz
n ∈ H2, alors f ∗ ∈ L2(T) avec f̂ ∗(n) = an si n ≥ 0 et

f̂ ∗(n) = 0 si n < 0. Ainsi

D(f) = 1
4π2

∫
T

∫
T

|f ∗(ξ) − f ∗(η)|2
|ξ − η|2

|dξ||dη|

=
∑
n≥1

n|an|2.
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3.3.2 Limite radiale et tangentielle
Puisque D ⊂ H2, toute fonction f ∈ D admet une limite radiale presque

partout sur T. Nous avons un résultat plus précis de Beurling [19] sur les
limites radiales des fonctions de l’espace de Dirichlet :

Théorème 3.3.4. Soit f ∈ D. Alors la limite radiale

f ∗(eiθ) = lim
r→1−

f(reiθ)

existe quasi partout sur T \ E avec E ⊂ T un ensemble de capacité logarith-
mique nulle.

Nous avons aussi le résultat de Nagel-Shapiro-Rudin [37] sur la limite
tangentielle d’une fonction de l’espace de Dirichlet. Ce résultat montre que
le domaine de point de contact sur le bord d’une fonction de l’espace de
Dirichlet est beaucoup plus tangent que celui des fonctions de l’espace de
Hardy. Plus précisément :

Théorème 3.3.5. Soit f ∈ D. Alors

f ∗(ζ) = lim
z→ζ

z∈Ωζ,C

f(ζ)

pour presque tout ζ ∈ T où

Ωζ,C =
{
z ∈ D : |z − ζ| ≤ C

(
log 1

1 − |z|

)−1
}

avec C > 1.

3.3.3 Sous-espaces invariants de D par le Shift
Soit [f ]D le plus petit sous-espace invariant engendré par f ∈ D. Richter

a donné l’analogue du théorème de Beurling 3.1.1 pour l’espace de Dirichlet
harmonique [19]. Avant de l’énoncer, nous aurons besoin de quelques notions.
Soit µ une mesure borélienne positive sur le cercle T et soit Pµ le noyau de
Poisson associé à µ

Pµ(z) = 1
2π

∫
T

1 − |z|2

|1 − zξ|2
dµ(ξ).
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On pose
Dµ(f) :=

∫
D

|f ′(z)|2Pµ(z)dA(z).

L’espace de Dirichlet harmonique [19] est donné par

Dµ =
{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥2

Dµ
= ∥f∥2

H2 + Dµ(f) < ∞
}
.

On peut démontrer comme la formule de Douglas que si f ∈ Dµ alors

Dµ(f) = 1
2π

∫
T

∫
T

|f ∗(ξ) − f ∗(η)|
|ξ − η|2

|dη|dµ(ξ).

Si dµ(ξ) = dm(ξ) = |dξ|/2π la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle,
alors Dµ est l’espace de Dirichlet classique.

Le produit scalaire associé est décrit comme suit

⟨f, g⟩Dµ = ⟨f, g⟩H2 +
∫
D
f ′(z)g′(z)Pµ(z)dA(z).

On dit que ϕ est une fonction extrémale de Dµ si

∥ϕ∥Dµ = 1 et ⟨ϕ, znϕ⟩Dµ = 0, ∀n ≥ 1.

Nous avons le théorème de Richter-Sundberg [42] qui donne une caractérisa-
tion complète de sous-espace invariant de l’espace de Dirichlet harmonique
par le shift. Ce théorème est l’analogue du théorème de Beurling dans le
cas de l’espace de Hardy, où les fonctions extrémales sont les fonctions in-
térieures. Il est difficile de décrire les fonctions extrémales de l’espace de
Dirichlet harmonique. Le Théorème ci-dessous a été obtenu par Richter dans
le cas de l’espace de Dirichlet classique. Plus précisément,

Théorème 3.3.6. Les sous-espaces fermés invariants non triviaux par le
shift sont de la forme ϕDµϕ

où ϕ une fonction extrémale de Dµ et dµϕ(ξ) =
|ϕ(ξ)|2dm(ξ) .

3.3.4 Vecteurs cycliques
Rappelons que [f ]D désigne le plus petit sous-espace invariant engendré

par f ∈ D. On dit que f ∈ D est un vecteur cyclique dans D si [f ]D = D.
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Puisque D ⊂ H2, si f est cyclique dans D alors f est cyclique dans
H2 et donc f est une fonction extérieure. Mais il existe des fonctions exté-
rieures qui ne sont pas cycliques dans D, ce sont les fonctions extérieures
dont l’ensemble des zéros sur le cercle a une capacité logarithmique stricte-
ment positive [19]. Soit C(D) l’ensemble de fonctions continues sur le disque
unité fermé et A(D) = Hol(D) ∩ C(D) l’algèbre du disque. Pour f ∈ A(D)
extérieure, on désigne par Z(f) l’ensemble des zéros de f sur le cercle,

Z(f) = {ζ ∈ T : f(ζ) = 0}.

Lorsque la capacité logarithmique d’un ensemble E fermé du cercle est
nulle, il existe une fonction f ∈ D ∩ A(D) telle que f s’annule sur E et
f cyclique dans D, voir [19]. Soit Cn(D), n ≥ 1, l’ensemble de fonctions
continues et n-fois dérivables sur le disque unité fermé. Brown et Shields
[12] ont montré que si f ∈ D ∩ C2(D) est une fonction extérieure et si Z(f)
est réduit à un point, alors f est cyclique dans D. Lorsque f ∈ D ∩ A(D)
est une fonction extérieure telle que Z(f) est dénombrable, Hedenmalm et
Shields [26] ont montré qu’elle est cyclique dans D. La conjecture de Brown-
Shields [12] énonce que f ∈ D est cyclique dans D si et seulement si f est
extérieure et la capacité logarithmique de l’ensemble de zéros de f sur le
cercle unité est nulle. Dans [12], Brown et Shields ont montré également si
f, g ∈ D ∩A(D) vérifient |g(z)| ≤ |f(z)| sur le disque unité ouvert alors f est
cyclique dans D si g est cyclique dans D. Pour démontrer cela, on désigne
M(D) le multiplicateur de D défini par

M(D) =
{
φ ∈ Hol(D) : φf ∈ D,∀f ∈ D

}
.

Commençons par un lemme sur φ ∈ M(D).

Lemme 3.3.7. Soit φ ∈ M(D). Alors l’opérateur de multiplication

Mφ : D → D
f 7→ φf

est bornée sur D et
|φ(z)| ≤ ∥Mφ∥ ∀z ∈ D.

En particulier, φ est bornée.
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Démonstration. La bornitude de l’opérateur de multiplication découle du
théorème de graphe fermé. Pour tout z ∈ D, on note λz la fonction d’évalua-
tion au point z. Alors

f(z) = ⟨f, λz⟩, f ∈ D, z ∈ D.

Pour f ∈ D et z ∈ D, on a

|φ(z)f(z)| = |⟨Mφf, λz⟩|
≤ ∥Mφ∥∥f∥D∥λz∥.

Ainsi, |φ(z)| ≤ ∥Mφ∥.

Remarque 3.3.8. (1) Pour tout f ∈ D, M(D)f ⊂ [f ]D.
(2) D ∩H∞ est une algèbre de Banach.

Avant de fournir la preuve du résultat de Brown-Shields, quelques lemmes
sont nécessaires.

Lemme 3.3.9. Soit t ∈]0; 1[. Alors pour tout r ∈ [0; 1[,∫ 1

t

1
1 − rt

log 1 − rt

1 − r
dr ≤ log(2).

Démonstration. Soit t ∈]0; 1[. Alors pour tout r ∈ [0; 1[,

1
1 − t2

≤ 1
1 − rt

≤ 1
1 − t

.

Donc ∫ 1

t

1
1 − rt

log 1 − rt

1 − r
dr ≤ 1

1 − t

∫ 1

t
log 1 − t2

1 − r
dr

= 1
1 − t

[
−(1 − r) log 1 − t2

1 − r
+ 1

]1

t

= log(1 + t) ≤ log(2).

Et dans [12], nous avons

48



Lemme 3.3.10. Soit f, g ∈ D. Soit t ∈ [0, 1[, on note ∆ := D \ tD = {z ∈
C : t < |z| < 1} et on pose gt(z) = g(tz). Alors

lim
t→1

∫
∆

|f(z) − ft(z)|2|g′
t(z)|2dA(z) = 0. (3.7)

Démonstration. Soit t ∈ [0, 1[ et z ∈ ∆, on a

|f(z) − ft(z)|2 = |f(z) − f(tz)|2

= |
∑
n≥1

f̂(n)zn −
∑
n≥1

f̂(n)tnzn|2

= |
∑
n≥1

f̂(n)(n+ 1)1/2(n+ 1)−1/2(1 − tn)zn|2

≤ ∥f∥2
D
∑
n≥1

(1 − tn)2|z|2n

n+ 1

≤ ∥f∥2
D
∑
n≥1

(1 − tn)|z|n
n

≤ ∥f∥2
D(log(1 − |z|) − log (1 − t|z|)).

Pour tout t ∈ [0, 1[, on a g′
t(z) = tg′(tz) et |g′

t(z)| ≤ |g′(tz)|. On pose

a(r) =
∫ 2π

0
|g′(reiθ)|2dθ.

Si g(z) = ∑
n≥0 anzn, grâce à l’égalité de Parseval, on a

a(r) = 2π
∑
n≥1

|an|2n2r2(n−1)

donc a(r) une fonction croissante sur [0, 1[ et on a

1
2(1 − r)a(r) = a(r)

∫ 1

r
sds ≤

∫ 1

r
a(s)sds (3.8)

=
∫ 1

r

∫ 2π

0
|g′(seiθ)|2sdθdθ (3.9)

≤ π∥g′∥2
A2

0
. (3.10)
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D’après (3.8) et (3.3.9), pour t fixé on a∫ 1

t

∫ 2π

0
|f(reiθ) − ft(reiθ)|2|g′

t(reiθ)|2rdθdr

≤
∫ 1

t

∫ 2π

0
∥f∥2

D log 1 − tr

1 − r
|g′

t(reiθ)|2rdθdr

≤ ∥f∥2
D

∫ 1

t
a(tr) log 1 − tr

1 − r
dr

≤ ∥f∥2
D

∫ 1

t
(1 − tr)a(tr) 1

1 − tr
log 1 − tr

1 − r
dr

≤ 2π log 2∥f∥2
D∥g′∥2

A2
0
.

Ainsi,∫
∆

|f(reiθ) − ft(reiθ)|2|g′
t(reiθ)|2dA(z) ≤ 2 log 2∥f∥2

D∥g′∥2
A2

0
. (3.11)

Soit ϵ > 0. On choisit un polynôme p tel que ∥f−p∥D < ϵ et on pose h = f−p
et ht = ft − pt alors∫ 1

t

∫ 2π

0
|f(z) − ft(z)|2|g′

t(z)|2dzdt ≤ A+B

où

A =
∫

∆
|p(z) − pt(z)|2|g′

t(z)|2dA(z) et B =
∫

∆
|h(z) −ht(z)|2|g′

t(z)|2dA(z).

On utilise l’inégalité (3.11) pour A et B. Donc,

limt→1

∫ 1

t

∫ 2π

0
|f(z) − ft(z)|2|g′

t(z)|2dzdt ≤ 5ϵ2 log 2∥g′∥2
A2

0

Maintenant, nous présentons le résultat de Brown-Shields pour l’espace
de Dirichlet classique [12] :

Théorème 3.3.11. [Brown-Shields] Soit f ∈ D et g ∈ D ∩H∞ telles que

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D (3.12)

alors [g2]D ⊂ [f ]D. En particulier, si g2 est cyclique dans D alors f est
cyclique dans D.
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Démonstration. Posons gt(z) = g(tz) et ft(z) = f(tz), t < 1. Donc g2
t /ft

est analytique sur le disque unité ouvert et c’est un multiplicateur de D.
On utilise encore la remarque 3.3.8, on a (g2

t /ft)f ∈ [f ]D. Cela revient donc
de montrer que les fonctions (g2

t /ft)f convergent en norme vers g2 quand
t → 1. Puisque (g2

t /ft)f − g2 s’annule à l’origine c’est-à-dire gt(0) = g(0) et
ft(0) = f(0) alors on peut utiliser la norme (3.6) pour finir la preuve. Il est
évident que g2

t converge en norme vers g2 alors on remplace g par gt et on
écrit :

d

dz

{(
f

ft

− 1
)
g2

t

}
=

(
f − ft

ft

)′
g2

t + 2f − ft

ft

gt(gt)′

:= ϕ1 + ϕ2.

D’abord, |ϕ2(z)| ≤ 2|(f−ft)(z)||(gt(z))′|, donc par le lemme 3.3.10, ∥ϕ2∥A2
0

→
0 quand t → 0. Ensuite, on a

ϕ1 = ft
(f − ft)′

f 2
t

g2
t − (ft)′ (f − ft)

f 2
t

g2
t = ϕ3 + ϕ4.

Puisque |ϕ4(z)| ≤ |(f − ft)(z)||(ft(z))′|, par le lemme 3.3.10, ∥ϕ4∥A2
0

→ 0
quand t → 0. Et |ϕ3(z)| ≤ |(f − ft(z))′||gt(z)| alors

∥ϕ3∥A2
0

≤ ∥(f − ft)′∥A2
0
∥gt∥∞.

Finalement, ∥ϕ3∥A2
0

→ 0 quand t → 0. Ainsi, g2 ∈ [f ]D.

Ce théorème a été généralisé par Richert et Sundberg pour les espaces de
Dirichlet harmonique Dµ, voir [42]. Nous allons maintenant nous intéresser
les conséquences de ce théorème (voir [12]).

Proposition 3.3.12. Soit f ∈ D et ϕ ∈ M(D). Alors ϕf est cyclique dans
D si et seulement si ϕ et f sont cycliques dans D.

Démonstration. On suppose que ϕf est cyclique dans D alors il existe une
suite de polynômes Pn tels que Pnϕf → 1. D’après la Remarque 3.3.8, Pnϕf ∈
[f ]D cela implique que 1 ∈ [f ]D et donc f est cyclique dans D. Soit Qn la
somme partielle de la série de Taylor de f , Qn → f dans D alors Qnϕ → ϕf
c’est-à-dire [ϕf ]D ⊂ [ϕ]D d’où la cyclicité de ϕ.
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Supposons maintenant que f et ϕ sont cycliques dans D alors il existe une
suite de polynômes Pn tels que Pnf → 1 alors Pnϕf → ϕ et donc ϕ ∈ [ϕf ]D.
Puisque ϕ est cyclique dans D, ϕf est cyclique dans D.

Corollaire 3.3.13. Soit f ∈ D et g ∈ M(D). Si |g(z)| ≤ |f(z)| et si g est
cyclique dans D alors f est cyclique dans D.

Démonstration. Par la Proposition 3.3.12, g2 est cyclique dans D et par le
Lemme 3.3.7, g ∈ H∞. Avec le théorème 3.3.11, on en déduit que f est
cyclique dans D.

Si on choisit g constante dans le Corollaire 3.3.13, nous obtenons

Corollaire 3.3.14. Si f ∈ D et s’il existe une constante positive C telle que
|f(z)| > C sur D. Alors f est cyclique dans D.

Pour tout f = ∑
n≥0 anz

n ∈ D et g = ∑
n≥0 bnz

n ∈ A2
0, la dualité est

donnée par

⟨f, g⟩ =
∑
n≥0

anbn. (3.13)

Notons que par l’inégalité de Cauchy-Schwarz∣∣∣∣ ∑
n≥0

anbn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∑

n≥0
an

√
n+ 1 bn√

n+ 1

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥D∥g∥A2
0
.

Il est facile de voir que

∑
n≥0

anbn = lim
r→1

1
2π

∫ 2π

0
f(reit)g(re−it)dt.

Corollaire 3.3.15. Soit P un polynôme tel que P (z) ̸= 0 sur le disque unité
ouvert D, alors P est cyclique dans D.

Démonstration. On écrit P (z) = c
∏n

i=1(z − an), où a1, · · · , an ∈ C \ D et
c ∈ C \ {0}. Il suffit de montrer que [z − a]D = D pour tout a ∈ C \ D. Soit
g(z) = ∑

n≥0 bnz
n ∈ A2

0 telle que g ⊥ z − a, on a

⟨zn(z − a), g⟩ = 0
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pour tout n ≥ 0. On obtient alors bn+1 − abn = 0, ainsi

bn = anb0, n ≥ 0

et,
||g||2A2

0
=
∑ |bn|2

n+ 1 = |b0|2
∑
n≥0

|a|2n

n+ 1 .

Puisque |a| ≥ 1, cette quantité |b0|2
∑
n≥0

|a|2n

n+ 1 est finie si et seulement si

b0 = 0. Donc g = 0 et [z − a]D = D. Finalement, on utilise la Proposition
3.3.12 pour conclure.
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Chapitre 4

Cyclicité dans les espaces de
Besov-Dirichlet

4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude des vecteurs cycliques

dans les espaces de Besov-Dirichlet. Pour p ≥ 1 et α > −1, l’espace de Besov
noté Dp

α est l’ensemble des fonctions holomorphes sur D telles que

Dα,p(f) =
∫
D

|f ′(z)|pdAα(z) < ∞,

où
dAα(z) = (1 + α)(1 − |z|2)αdA(z)

et dA(z) est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque. On munit l’es-
pace Besov de la norme suivante

∥f∥p
Dp

α
= |f(0)|p + Dα,p(f).

L’espace de Besov Dp
α est l’ensemble des fonctions holomorphes f sur D

dont la dérivée f ′ est une fonction de l’espace de Bergman Ap
α = Lp(D, dAα)∩

Hol(D).
Notons que si p = 2 et α = 1, l’espace D2

1 est l’espace de Hardy H2 et si
p = 2 et α = 0, l’espace D2

0 est l’espace de Dirichlet classique D.

Rappelons également que S désigne l’opérateur shift défini par

S(f)(z) = zf(z), f ∈ Dp
α, z ∈ D.
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L’opérateur S est borné sur Dp
α. Soit [f ]Dp

α
le plus petit sous-espace invariant

engendré par f , autrement dit le sous-espace vectoriel fermé engendré par
{znf, n ∈ N}. On rappelle que f ∈ Dp

α est un vecteur cyclique dans Dp
α si

[f ]Dp
α

= Dp
α.

Dans les espaces de Hardy Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, une fonction f ∈ Hp est
cyclique dans Hp si et seulement si f est une fonction extérieure de Hp

[?, 4.8.4]. Dans les espace de Besov-Dirichlet, la caractérisation des fonctions
extérieures cycliques dans Dp

α dépend des valeurs de p et de α et plus précisé-
ment se ramène au cas α+1 ≤ p ≤ α+2. En effet, d’après le Corollaire 4.2.4 :

— Si p < α + 1 alors Hp s’injecte continûment dans Dp
α = Ap

α−p et donc
toute fonction extérieure est cyclique dans l’espace de Bergman Ap

α−p.
— Si p > α + 2, Dp

α ⊂ A(D). Donc les seules fonctions extérieures cy-
cliques dans Dp

α sont les fonctions inversibles qui ne s’annulent pas sur
le cercle.

Dans [31], il a été montré que si α+1 < p ≤ α+2 et si f ∈ Dp
α ∩A(D) est

une fonction extérieure telle que l’ensemble de zéros de f est dénombrable
alors f est cyclique dans Dp

α. Le cas de l’espace de Dirichlet classique D2
0 a

été démontré par Hedenmalm-Shields.

Brown et Shields [12], ensuite Aleman [2], ont montré également que si
f, g ∈ D ∩ A(D) telles que

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D

et si g est cyclique dans D alors f est cyclique dans D.
Ce théorème a été generalisé par Richter-Sundberg [42] dans le cas de

l’espace de Dirichlet harmonique.
Nous montrons que ce résultat reste valable pour les espaces Dp

α.

Théorème 4.1.1. Soit p > 1 tel que α+1 ≤ p ≤ α+2, il existe N = N(α, p)
qui ne dépend que α et p telle que si f, g ∈ Dp

α ∩ A(D) avec

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D, z ∈ D. (4.1)

alors [gN ]Dp
α

⊂ [f ]Dp
α

.
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La preuve de 4.1.1 est basée sur le théoréme de la couronne de Tolo-
konnikov [54]. La constante N dans 4.1.1 est liée à celle du théorème de la
couronne. Lorsque α = p− 2, on a N(p− 2, p) = 5. Comme corollaire, nous
obtenons le même résultat que celui de Brown-Shields pour p > 1 tel que
α + 1 ≤ p ≤ α + 2. Nous obtenons également le résultat de [31] concernant
la cyclicité d’une fonction exterieure de Dp

α ∩ A(D) dont l’ensemble des zéros
est réduit à un point, voir théorème 4.6.1.

4.2 Injection impliquant l’espace de Besov-
Dirichlet

Dans cette partie, nous étudions les différentes inclusions entre les espaces
des fonctions analytiques dans le disque, en particulier l’espace de Hardy,
l’espace de Bergman, l’algèbre du disque et l’espace Dp

α pour obtenir de
premières conditions sur la cyclicité dans les espaces de Besov-Dirichlet, voir
[57]. Rappelons que f ∈ Dp

α si et seulement si f ′ ∈ Ap
α où

Ap
α :=

{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥p

Ap
α

:=
∫
D

|f(z)|pdAα(z) < ∞
}
.

Notons que pour tout g ∈ Ap
α , [27]

g(z) =
∫
D

g(w)
(1 − zw̄)α+2dAα(w), z ∈ D. (4.2)

Par conséquent, toute fonction f ∈ Dp
α s’écrit

f(z) = f(0) +
∫
D

f ′(w)
w(1 − zw̄)α+1dAα(w), z ∈ D. (4.3)

voir [58]. Grâce à (4.2), nous avons le lemme suivant

Lemme 4.2.1. Soit f ∈ Dp
α, alors

|f ′(z)| ≲ ∥f∥Dp
α

(1 − |z|2)α+2 , z ∈ D.

Démonstration. Notons d’abord que dAα est une mesure normalisée et x →
xp est une fonction convexe pour p ≥ 1. Soit f ∈ Dp

α. En utilisant (4.2) et
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l’inégalité de Jensen, on obtient

|f ′(z)|p ≤
( ∫

D

|f ′(w)|
|1 − zw̄|α+2dAα(w)

)p

≤
∫
D

|f ′(w)|p
|1 − zw̄|p(α+2)dAα(w)

≤ 1
(1 − |z|)p(α+2)

∫
D

|f ′(w)|pdAα(w)

≤ 1
(1 − |z|)p(α+2) ∥f ′∥p

Dp
α
.

Nous avons besoin le lemme suivant, voir [27]

Lemme 4.2.2. Pour −1 < β < +∞ , σ ∈ R et z ∈ D, on a :

∫
D

(1 − |w|2)β

|1 − w̄z|2+β+σ
dA(w) ∼



1 si σ < 0,
log 1

1 − |z|2
si σ = 0,

1
(1 − |z|2)σ

si σ > 0.

Proposition 4.2.3. Soit p ≥ 1 et α > −1.
(1) Si p < α+ 1, alors Hp ⊂ Dp

α = Ap
α−p.

(2) Si p > α+ 1, alors Dp
α ⊂ Hp.

(3) D1
0(D) ⊂ H1 et D2

1 = H2.
(4) Si 1 ≤ p ≤ 2 et p = α + 1, alors Dp

α ⊂ Hp.
(5) Si p > α+ 2, alors Dp

α ⊂ A(D).

Nous avons alors le corollaire suivant

Corollaire 4.2.4. Soit p ≥ 1 et α > −1.
(1) Si 1 ≤ p ≤ α + 1 alors toute fonction f ∈ Dp

α extérieure est cyclique
dans Dp

α.
(2) Si 1 + α ≤ p ≤ 2 + α alors toute fonction cyclique dans Dp

α est une
fonction extérieure

(3) Si p > α+ 2 alors toute fonction cyclique dans Dp
α est une fonction qui

ne s’annule pas sur le disque unité fermé.

58



Démonstration. Nous donnons ici la preuve de la Proposition 4.2.3.

(1) Supposons que p < α+ 1. Soit f ∈ Hp. Par la formule de Cauchy, on
a

f ′(z) = 1
2iπ

∫
ρT

f(ζ)
(ζ − z)2dζ, |z| < ρ < 1.

On pose, z = reit ∈ D, r < ρ < 1, on a alors

f ′(z) = 1
2π

∫ 2π

0

f(ρeiθ)
(ρeiθ − reit)2ρe

iθdθ.

Notons que l’égalité de Parseval nous donne pour t ∈ [0, 2π],

ρ2

2π

∫ 2π

0

dθ

|ρeiθ − reit|2
= 1

2π

∫ 2π

0

dθ

|1 − r
ρ
ei(t−θ)|2

= 1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ ∑
n≥0

(r/ρ)nein(t−θ)
∣∣∣∣2dθ

= ρ2

ρ2 − r2

Si on remplace dθ par dt, on obtient le même résultat. Ainsi

1
2π

∫ 2π

0

ρ2 − r2

|ρeiθ − reit|2
dθ = 1

2π

∫ 2π

0

ρ2 − r2

|ρeiθ − reit|2
dt = 1.

Si on pose

µ(θ, t) := 1
2π

ρ2 − r2

|ρeiθ − reit|2
, (θ, t) ∈ [0, 2π] × [0, 2π],

les mesures µ(θ, t)dθ et µ(θ, t)dt sont des mesures de probabilité sur T. L’in-
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égalité de Jensen nous donne alors

1
2π

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|pdt = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π

0

f(ρeiθ)
(ρeiθ − reit)2ρe

iθ ρ
2 − r2

ρ2 − r2dθ

∣∣∣∣∣
p

dt

≤ 1
(ρ2 − r2)p

1
2π

∫ 2π

0

(∫ 2π

0
|f(ρeiθ)|µ(θ, t)dθ

)p

dt

≤ 1
(ρ2 − r2)p

1
2π

∫ 2π

0

( ∫ 2π

0
|f(ρeiθ)|pµ(θ, t)dθ

)
dt

= 1
(ρ2 − r2)p

1
2π

∫ 2π

0
|f(ρeiθ)|p

( ∫ 2π

0
µ(θ, t)dt

)
dθ

= 1
(ρ2 − r2)p

1
2π

∫ 2π

0
|f(ρeiθ)|pdθ.

Par passage à la limite lorsque ρ → 1,
1

2π

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|pdθ ≤ 1(

1 − r2
)p ∥f∥p

Hp .

Puisque p < α+ 1∫
D

|f ′(z)|p(1 − |z|2)αdA(z) =
∫ 1

0

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|pdθ(1 − r2)α rdr

π

≤ 2∥f∥p
Hp

∫ 1

0

(1 − r2)α

(1 − r2)p
rdr

= 1
α + 1 − p

∥f∥p
Hp .

(2) Soit r < 1. Montrons d’abord qu’il existe une constante C = C(p, α, r)
qui dépend de p, α et r telle que pour tout z ∈ rD

|f ′(z)|p ≤ C∥f∥p
Dp

α
, z ∈ rD. (4.4)

Soit ρ = (1 − r)/2, la fonction |f ′(z)|p est sous-harmonique, donc

|f ′(z)|p ≤ 1
ρ2

∫
D(z,ρ)

|f ′(w)|pdA(w)

Puisque z ∈ rD, pour w ∈ D(z, ρ), on a

|w| < |z| + ρ = |z| + 1 − r

2 ≤ |z| + 1 − |z|
2 = 1 + |z|

2 ,
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et donc

1 − |w| > 1 − |z|
2 = ρ.

Ainsi,

|f ′(z)|p ≤ 1
ρ2

∫
D(z,ρ)

|f ′(w)|p (1 − |w|2)α

(1 − |w|2)α
dA(w)

≤ 1
ρ2+α

∫
D(z,ρ)

|f ′(w)|p(1 − |w|2)αdA(w)

≤ 1
(1 + α)ρ2+α

∫
D

|f ′(w)|pdAα(w)

≤ 22+α

(1 + α)(1 − r)2+α
∥f∥p

Dp
α

Et donc (4.4) est démontré.

Soit maintenant f ∈ Dp
α et r ∈ [1/2, 1[. Pour tout θ ∈ [0, 2π], on a

f(reiθ) =
∫ r

0
f ′(seiθ)eiθds+ f(0).

On applique maintenant (4.4) pour 0 < s < 1/2 on a

|f ′(seiθ)|p ≤ C∥f∥p
Dp

α
.

Donc

|f(reiθ)| ≤
∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|ds+

∫ 1/2

0
|f ′(seiθ)|ds+ |f(0)|

≤
∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|ds+

(
C

2 + 1
)

∥f∥Dp
α
.

Soit 1/p+ 1/q = 1, on a αq/p = α/(p− 1) < 1 et donc

∫ 1

0
(1 − s2)−αq/pds < ∞.

61



En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient
∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ ≲

∫ 2π

0

(∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|(1 − s2)α/p

(1 − s2)α/p
ds

)p

dθ + ∥f∥p
Dp

α

≲

(∫ 2π

0

∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|p(1 − s2)αdsdθ

)
×
(∫ r

1/2
(1 − s2)−αq/pds

)p/q

+ ∥f∥p
Dp

α

≲
∫ 2π

0

∫ 1

1/2
|f ′(seiθ)|p(1 − s2)α2sdsdθ + ∥f∥p

Dp
α

≲ ∥f∥p
Dp

α
.

Donc
∥f∥Hp ≲ ∥f∥Dp

α

(3) Nous allons montrer que

∥f − f(0)∥H1 ≤ ∥f∥D1
0
.

Rappelons que si F est sous-harmonique sur D et 0 ≤ r1 < r2, alors∫ 2π

0
F (r1e

iθ)dθ ≤
∫ 2π

0
F (r2e

iθ)dθ.

Soit f ∈ H1, la limite radial f ∗(ζ) = limr→1− f(rζ) existe presque partout
sur T. Nous avons

|f ∗(eiθ) − f(0)| =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∂f(r2eiθ)
∂r

dr

∣∣∣∣∣ ≤ 2
∫ 1

0
|f ′(r2eiθ)|rdr

Donc

∥f − f(0)∥H1 = 1
2π

∫ 2π

0
|f ∗(eiθ) − f(0)|dθ

≤ 1
π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|f ′(r2eiθ)|dθrdr

≤ 1
π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|dθrdr
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Donc

∥f∥H1 ≤ ∥f∥D1
0
.

Montrons maintenant que D2
1 = H2. Ceci découle immédiatement de

l’égalité de Littlewood-Paley (4.7.1). Nous donnons ici la preuve. Soit f ∈ D2
1

alors on écrit f(z) = ∑
n≥0 anz

n, l’égalité de Parseval nous donne

∫
D

|f ′(z)|2(1 − |z|2)dA(z) = 1
π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|
∑
n≥1

nanr
n−1e(n−1)it|2(1 − r2)rdrdθ

= 2
∫ 1

0

∑
n≥0

n2|an|2r2n−1(1−r2)dr = 2
∑
n≥1

n2|an|2
( 1

2n− 1
2n+ 2

)
≍
∑
n≥1

|an|2.

(4) On suppose que 1 ≤ p ≤ 2. Puisque D1
0(D) ⊂ H1 et D2

1 = H2, on
obtient par interpolation que Dp

p−1(D) s’injecte continûment dans l’espace de
Hardy Hp.

(5) Soit f ∈ Dp
α. Puisque

∫
1
2D

dAα(w)
|w|

< ∞ et comme p > α + 2,

σ := q(α + 1) − α− 2 = p(α + 1)/(p− 1) − α− 2 = −p+ α + 2 < 0

et donc d’après le Lemme 4.2.2

I :=
∫
D

dAα(w)
|1 − zw̄|q(α+1) ≲ 1.

uniformément en z. D’après (4.3) et l’inégalité de Hölder avec q = p/(p− 1),
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on obtient

|f(z)| ≤ |f(0)| +
∫
D

|f ′(w)|
|w(1 − zw̄)α+1|

dAα(w)

≤ |f(0)| +
( ∫

D

|f ′(w)|
|w|

dAα(w)
)1/p

×
( ∫

D

|dAα(w)|
|w(1 − zw̄)q(α+1)|

)1/q

≤ |f(0)| +
( ∫

D

|f ′(w)|p
|w|

dAα(w)
)1/p

×
(∫

D

dAα(w)
|w(1 − zw̄)q(α+1)|I

)1/q

≤ |f(0)| +
( ∫

1
2D

+
∫
D\ 1

2D

|f ′(w)|p
|w|

dAα(w)
)1/p

×
(∫

1
2D

+
∫
D\ 1

2D

dAα(w)
|w||1 − zw̄|q(α+1)|I

)1/q

≲ |f(0)| +
( ∫

D
|f ′(w)|pdAα(w)

)1/p

×
( ∫

D

dAα(w)
|1 − zw̄|q(α+1)︸ ︷︷ ︸

I

)1/q

≲ ∥f∥p
Dp

α
.

Donc f ∈ H∞. Puisque Dp
α est séparable ; les polynômes sont denses et donc

Dp
α ⊂ A(D).

Donc si f est cyclique dans Dp
α, alors [f ]A(D) l’idéal engendré par f dans

A(D) est égal à A(D) c’est-à-dire que f est cyclique dans A(D) et donc
inversible dans A(D). D’où f ne s’annule pas sur le disque unité fermé D.

Remarque 4.2.5. Beurling et Rudin [29] ont donné une caractérisation
complète des idéaux de A(D). Il serait intéressant d’étudier ceux de l’algèbre
Dp

α lorsque p > α+ 2.
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4.3 Propriétés des vecteurs cycliques dans les
espaces de Besov-Dirichlet

4.3.1 Quelques propriétés élémentaires sur les vecteurs
cycliques dans les espaces de Besov-Dirichlet

Soit M(Dp
α) le multiplicateur de Dp

α défini par

M(Dp
α) =

{
φ ∈ Hol(D) : φf ∈ Dp

α,∀f ∈ Dp
α

}
Commençons par quelques observations simples sur les multiplicateurs de
Dp

α.

Lemme 4.3.1. Soit φ ∈ M(Dp
α). Alors l’opérateur de multiplication

Mφ : Dp
α → Dp

α

f 7→ φf

est borné sur Dp
α et

|φ(z)| ≤ ∥Mφ∥ z ∈ D.
En particulier, φ ∈ H∞.

Démonstration. La bornitude de l’opérateur de multiplication découle du
théorème de graphe fermé. Pour tout z ∈ D, on note λz l’évaluation au point
z,

f(z) = ⟨f, λz⟩ f ∈ Dp
α z ∈ D.

Notons que
∥λz∥ = sup

f∈Dp
α\{0}

|f(z)|
∥f∥Dp

α

> 0,

puisque il n’existe pas de z0 ∈ D telle que f(z0) = 0 pour tout f ∈ Dp
α. Pour

f ∈ Dp
α \ {0} et z ∈ D, on a

|φ(z)f(z)| = |⟨Mφf, λz⟩|
≤ ∥Mφ∥∥f∥Dp

α
∥λz∥.

Par passage au sup sur les f , on obtient

|φ(z)|∥λz∥ = |φ(z)| sup
f∈Dp

α\{0}

|f(z)|
∥f∥Dp

α

≤ ∥Mφ∥∥λz∥.
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Ainsi, |φ(z)| ≤ ∥Mφ∥ sur D.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.3.2. Soit f ∈ Dp
α. Alors M(Dp

α)f ⊂ [f ]Dp
α
.

Démonstration. Si ψ ∈ H∞ alors d’après la formule de Cauchy, on a pour
tout z ∈ D

|ψ′(z)| =
∣∣∣∣ 1
2π

∫
T

ψ∗(ζ)
(ζ − z)2dζ

∣∣∣∣ ≤ ∥ψ∥∞
1

2π

∫
T

|dζ|
|ζ − z|2

= ∥ψ∥∞

1 − |z|
. (4.5)

D’après (3.3),
f ∈ Ap

α−p ⇐⇒ f ∈ Dp
α.

On pose
Dα,p(f) =

∫
D

|f ′(z)|pdAα(z).

Soit maintenant φ ∈ M(Dp
α) et soit φn, la somme partielle de la série de

Taylor de φ. Clairment φnf ∈ [f ]Dp
α
. Puisque φn → φ et d’après (4.5),

|(φn − φ)′| ≤ ∥φn − φ∥∞

1 − |z|

alors

Dα,p(φnf − φf) =
∫
D

|(φn(z)f(z) − φ(z)f(z))′|pdAα(z)

=
∫
D

|φ′
n(z)f(z) − φ′(z)f(z) + φn(z)f ′(z) − φ(z)f ′(z)|pdAα(z)

≤ 2p−1
∫
D

(
|f(z)(φ′

n(z) − φ′(z))|p + |f ′(z)(φn(z) − φ(z))|p
)
dAα(z)

≤ 2p−1∥φn − φ∥p
∞

∫
D

|f(z)|pdAα−p(z) + 2p−1∥(φn − φ)∥p
∞∥f∥p

Dp
α

≲ ∥φn − φ∥p
∞∥f∥p

Dp
α

D’ou φf ∈ [f ]Dp
α

Proposition 4.3.3. Soit f ∈ Dp
α et ϕ ∈ M(Dp

α). Alors ϕf est cyclique Dp
α

si et seulement si ϕ et f sont cycliques Dp
α.
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Démonstration. On suppose que ϕf est cyclique alors il existe une suite de
polynômes Pn tels que Pnϕf → 1. Par la proposition 4.3.2, Pnϕf ∈ [f ]Dp

α
cela

signifie que 1 ∈ [f ]Dp
α

et donc f est cyclique Dp
α. Soit Qn la somme partielle

de la série de Taylor de f alors Qn → f dans Dp
α et Qnϕ → ϕf c’est-à-dire

[ϕf ]Dp
α

⊂ [ϕ]Dp
α

donc ϕ est cyclique Dp
α.

Supposons maintenant que f et ϕ sont cycliques Dp
α, il existe donc une

suite de polynômes Pn tels que Pnf → 1 alors Pnϕf → ϕ et donc ϕ ∈ [ϕf ]Dp
α
.

Puisque ϕ est cyclique Dp
α alors ϕf l’est aussi.

Nous avons aussi une proposition lorsque f, g ∈ Dp
α ∩ A(D).

Proposition 4.3.4. Soit p > 1 tel que α + 1 ≤ p ≤ α + 2. Soient f, g ∈
Dp

α ∩ A(D). Si fg est cyclique dans Dp
α alors f et g sont cycliques dans Dp

α.

Démonstration. Nous montrerons simplement que g est cyclique dans Dp
α.

Le même raisonnement permettra de démontrer que f est cyclique. dans Dp
α.

Soit Pn la somme partielle de la série de Taylor de f alors Pn converge vers
f dans Dp

α. Soit Sn la somme de Cesàro de Pn,

Sn = 1
n

n∑
k=1

Pk, n ≥ 1.

Nous avons Sn converge vers Pn et donc Sn converge vers f dans Dp
α. D’après

le théorème de Fejér, Sn converge uniformément vers f ∈ A(D), ∥Sn−f∥∞ →
0. On a

∥(Sng − fg)′∥p
Ap

α
≤ ∥(Sn − f)g′∥p

Ap
α

+ ∥(Sn − f)′g∥p
Ap

α

≤ ∥(Sn − f)∥∞∥g′∥p
Ap

α
+ ∥(Sn − f)′∥p

Ap
α
∥g∥∞

= ∥(Sn − f)∥∞∥g′∥p
Ap

α
+ ∥Sn − f∥p

Dp
α
∥g∥∞.

Ainsi,

∥Sng − fg∥p
Dp

α
= |(Snf − fg)(0)|p + ∥(Sng − fg)′∥p

Ap
α

→ 0.

Par conséquent, fg ∈ [g]Dp
α

c’est-à-dire g est cyclique dans Dp
α.

Remarque 4.3.5. Nous avons les conséquences suivantes :
(1) Notons que Dp

α ∩ A(D) est une algèbre de Banach (voir Proposition
4.4.1) muni de la norme

∥f∥p
Dp

α∩A(D) = ∥f∥p
A(D) + ∥f ′∥p

Ap
α
.
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(2) Soit f ∈ Dp
α ∩ A(D). Si f 2 est cyclique dans Dp

α alors f est cyclique
dans Dp

α.

(3) Réciproquement, si f ∈ Dp
α ∩ A(D) et si f est cyclique dans Dp

α, alors
f 2 est cyclique dans Dp

α.
En effet, puisque f est cyclique, il existe pn une suite de polynômes
telle que ∥1 − pnf∥Dp

α∩A(D) → 0. Il suffit de voir que

∥f − pnf
2∥p

Dp
α

≤ ∥f − pnf
2∥p

Dp
α∩A(D)

≤ ∥f∥p
Dp

α∩A(D)∥1 − pnf∥p
Dp

α∩A(D).

(4) Si f ∈ Dp
α∩A(D) et s’il existe une constante C > 0 telle que |f(z)| > C

sur D alors f est cyclique dans Dp
α. Puisque Dp

α ∩ A(D) est une algèbre
de Banach donc l’inversibilité entraîne la cyclicité.

Lemme 4.3.6. Soit α > −1. Si p > α+1 alors l’application ⟨·, ·⟩ définie sur
Dp

α × Aq
−αq/p, q = p

p−1 , par

⟨f, g⟩ = f(0)g(0) +
∫
D
f ′(z)S∗g(z)dA(z), (f, g) ∈ Dp

α × Aq
−αq/p

où S∗ est l’adjoint de l’opérateur Shift S

S∗f(z) = f(z) − f(0)
z

est une application linéaire à gauche, anti-linéaire à droite. De plus, on a

|⟨f, g⟩| ≲ ∥f∥Dp
α
∥g∥Aq

−αq/p
.

Ce lemme nous permet de définir un crochet de dualité entre Dp
α et Aq

−αq/p

(voir [31]). On désigne (Dp
α)′ le dual de Dp

α. On a

Proposition 4.3.7. Si p > α + 1 alors (Dp
α)′ est isomorphe à Aq

−αq/p, q =
p

p−1 .

Proposition 4.3.8. Soit p > 1 tel que α+1 < p ≤ α+2. Soit P un polynôme
tel que P (z) ̸= 0 sur le disque unité ouvert D, alors P est cyclique dans Dp

α.

Démonstration. On écrit P (z) = c(z− a1) · · · (z− an), où a1, · · · , an ∈ C \D
et c ∈ C avec c ̸= 0. Il suffit de montrer que [z − a]Dp

α
= Dp

α pour tout
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a ∈ C \ D. On peut supposer que |a| = 1. Soit φ ∈ Aq
−αq/p telle que pour

tout n ∈ N,
⟨zn(z − a), φ⟩ = 0.

Si φ(z) = ∑
n≥0 anz

n alors on obtient

an+1 = ⟨zn+1, φ⟩ = ⟨azn, φ⟩ = aan.

Alors an = ana0. Ainsi,

φ(z) = a0
∑
n≥0

(az)n = a0

1 − az
.

Puisque φ ∈ Aq
−αq/p alors∫

D

a0

|1 − az|q
(1 − |z|2)−αq/pdA(z) < ∞

et puisque −αq/p > −1 alors q+αq/p < 2 [27, théorème 1.7]. Nous sommes
en contradiction avec p ≤ α+2. Donc φ = 0 et [z−a]Dp

α
= Dp

α. Pour conclure,
on utilise la proposition 4.3.3.

4.3.2 Cyclicité lorsque l’ensemble de zéros est réduit à
un point

Pour motiver notre travail et la technique que nous allons utiliser, nous
rappelons ici le résultat de Kellay, Le Manach et Zarrabi sur la cyclicité
d’une fonction extérieure de Besov continue sur le bord et dont l’ensemble de
zéros est réduit à un point. La preuve est basée sur le principe de dualité, on
ramène ainsi le problème des vecteurs cycliques f en un problème d’unicité
de certaines fonctions analytiques sur C \ Z(f), où Z(f) est l’ensemble de
zéros de f sur le cercle unité. Plus précisément, soit Bp

α l’espace de Bergman
de fonctions holomorphes φ sur De := C ∪ {∞} \ D telles que

φ(∞) = 0 et
∫
De

|φ(z)|p(|z|2 − 1)αdA(z) < ∞.

On désigne par N + la classe de Smirnov. Soit E un ensemble fermé de T
de mesure de Lebesgue nulle et soit HE(N +,Bp

α) l’ensemble de fonctions
analytiques φ sur C ∪ {∞} \ E telles que

φ|D ∈ N + et φ|De ∈ Bp
α

K. Kellay, F. Lemanach et M. Zarrabi ont montré le résultat suivant :
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Théorème 4.3.9. Soit p > 1 tel que α + 1 < p ≤ α + 2. Alors

H{1}(N +,Bp
α) = {0}.

Soit Z(f) l’ensemble de zéros de f :

Z(f) = {ζ ∈ T : f(ζ) = 0}.

Par dualité, ils obtiennent le résultat suivant lorsque f ∈ Dp
α ∩ A(D) est une

fonction extérieure et Z(f) = {1}.

Corollaire 4.3.10. Soit p > 1 tel que α+1 < p ≤ α+2. Soit f ∈ Dp
α ∩A(D)

une fonction extérieure telle que Z(f) = {1} alors f est cyclique dans Dp
α.

.
Dans le cas où p = 2 et α = 0, ce résultat a été démontré par Hedenmalm-

Shields [19]. Le passage à un ensemble de zéros dénombrable résulte de [19,
Proposition 2], voir aussi [12]. Nous allons donner une nouvelle preuve de ce
corollaire 4.3.10 qui est valable aussi pour p ≥ 1 + α et p ≤ α + 2 .

4.4 Théorème de la Couronne de Tolokonni-
kov

Les espaces Dp
α ne sont pas tous une algèbre de Banach, le cas D2

0 = D
en est un exemple. Tolokonnikov s’est interessé au théorème de la couronne
[54] dans les sous-algèbres de H∞ plus précisément l’algèbre des fonctions
bornées qui appartiennent aux espaces de type Besov noté Dp,q

s [54]. Soient
s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] et n = [s] + 1, on pose fr(z) = f(rz) et

Dp,q,s(f) :=
∫ 1

0

∥∥∥∥f (n)
r (1 − r)n−s

∥∥∥∥q

Lp(T)

dr

1 − r
.

Nous pouvons écrire également Dp,q,s sous cette forme,

Dp,q,s(f) =
∫ 1

0

( 1
2π

∫ 2π

0
|f (n)

r (ζ)|p|dζ|
)q/p

(1 − r)(n−s)q−1dr

et si p = q,

Dp,p,s(f) = 1
2((n− s)p− 1)

∫
D

|f (n)(z)|pdA(n−s)p−1(z).
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L’ espace de Besov Dp,q
s est l’ensemble des fonctions holomorphes sur le

disque unité ouvert D muni de la norme :

∥f∥q
Dp,q

s
= |f(0)|q + Dp,q,s(f).

Nous avons les inclusions suivantes :
(1) Si q1 ≥ q alors Dp,q

s ⊂ Dp,q1
s .

(2) Si s− s1 ≥ 1
p

− 1
p1

alors Dp,q
s ⊂ Dp1,q

s1 .

Proposition 4.4.1. Si p = q ≥ 1 +α, n = 1 et s = 1 − 1+α
p

alors Dp,p
s = Dp

α

et la classe Dp,p
s ∩A(D) est une algèbre de Banach munie de la norme suivante

∥f∥Dp,p
s ∩A(D) = ∥f∥A(D) + D1/p

p,p,s(f)

où
Dp,p,s(f) =

∫
D

|f ′(z)|p(1 − |z|2)p(1−s)−1dA(z).

Démonstration. Soit f, g ∈ Dp,p
s ∩ A(D). D’après l’inégalité de Minkowski,

Dp,p,s(fg) =
∫
D

|f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)|p(1 − |z|2)p(1−s)−1dA(z)

≤ Dp,p,s(f)∥g∥A(D) + Dp,p,s(g)∥f∥A(D).

Lorsque p > α + 2, Dp
α ⊂ A(D), et Dp

α ∩ A(D) = A(D). Dans notre cas,
on supposera p ≤ α + 2 pour appliquer le théorème de la couronne pour les
algèbres Dp

α ∩ A(D).

Théorème 4.4.2. Soit 1 < p ≤ α + 2, Soit f1, f2 ∈ Dp
α ∩ A(D) telles que

pour tout z ∈ D,
|f1(z)| + |f2(z)| > δ > 0

alors il existe h1, h2 ∈ Dp
α ∩ A(D) telles que pour tout z ∈ D ,

f1(z)h1(z) + f2(z)h2(z) = 1,

∥h1∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A et ∥h2∥Dp

α∩A(D) ≤ δ−A

pour une certaine constante A ≥ 4 qui ne dépend que de p et de α.
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Remarque 4.4.3. Lorsque p = 2 et α = 0, D2
0 = H2 et on retrouve donc

le théorème classique de la couronne de Carleson 3.1.2. Dans ce cas, la
constante A > 2 au lieu de A ≥ 4. Lorsque α = p − 2, Tolokonnikov [54] a
montré que A = 4. Nicolau dans [38] a montré le Théorème de la couronne
mais sans donner la version quantitative. Nous ne savons pas si la constante
A de l’identité de Bézout de Tolokonnikov est optimale.

4.5 Théorème d’Atzmon
Soit T un opérateur borné sur un espace de Banach X, on notera par

σ(T ) le spectre de T . Il est important de se rappeler le théorème d’Atzmon
[3] du type taubérien.

Théorème 4.5.1 (Atzmon). Soit T un opérateur borné inversible sur un
espace de Banach tel que σ(T ) = {1}. S’il existe k ≥ 0 tel que


∥T n∥ = O(nk)(n → +∞),

log ∥T−n∥ = o(
√
n)(n → +∞),

alors (T − I)k = 0.

Le résultat est une conséquence du théorème bien connu de Bernstein
du type Phramèn-Lindelöf, à savoir qu’une fonction entière du type minimal
n’est pas bornée sur la droite réelle à moins qu’elle ne soit une constante.
Puisque T est inversible, le spectre de T est contenu dans le cercle unité. Sous
les mêmes hypothèses, Le Théorème reste valable si on remplace σ(T ) = {1}
par le spectre de T réduit à un point du cercle unité σ(T ) = {λ}, et dans ce
cas on aurait (T − λI)k = 0. Notons aussi que Zarrabi [55, 56] a montré si T
est une contraction inversible sur un espace de Banach à spectre dénombrable
et si log ∥T−n∥ = o(

√
n)(n → +∞), alors T est une isométrie.

Nous avons la version résolvante du théorème ci-dessus.

Corollaire 4.5.2. Soit T un opérateur borné inversible sur un espace de
Banach X dont le spectre est réduit à un point, σ(T ) = {1}. S’il existe k ≥ 0
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et c > 0 tel que pour tout ε > 0, ∃cε > 0
∥(T − zI)−1∥ ≤ c

(1 − |z|)k
|z| < 1,

∥(T − zI)−1∥ ≤ cε exp ε

|z| − 1 |z| > 1,

alors (T − I)k = 0.

Démonstration. Soit x ∈ X et ℓ ∈ X∗. Puisque le spectre est réduit à 1, la
fonction

ψ(z) = ⟨(T − zI)−1x, ℓ⟩, z /∈ σ(T )
est holomorphe sur C \ {1}. On a

ψ(z) =



∑
n≥0

⟨T−n−1x, ℓ⟩zn, |z| < 1,

−
∑
n≥0

⟨T n−1x, ℓ⟩z−n, |z| > 1.

Soit
M(r) = sup

|z|=r
|ψ(z)|.

Les inégalités de Cauchy et le Lemme 4.5.3 ci-dessous, nous donnent que
pour tout n ≥ 1

⟨T nx, ℓ⟩ ≤ inf
r<1

r−nM(r) ≤ c inf
r<1

r−n

(1 − r)k
= O(nk)(n → +∞)

et

⟨T−nx, ℓ⟩ ≤ inf
r<1

r−nM(r) ≤ cε inf
r<1

r−n exp ε

1 − r
= O(e3

√
ε
√

n)(n → +∞).

Les inégalités ci-dessus sont satisfaites pour tout x ∈ X et ℓ ∈ X∗ et pour
tout ε > 0. Donc nous avons

∥T n∥ = O(nk)(n → +∞) et log ∥T−n∥ = o(
√
n)(n → +∞)

et par le Théorème 4.5 nous obtenons notre résultat.

Lemme 4.5.3. Soit k ≥ 0 et ε > 0, nous avons :
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(1) inf
0<r<1

r−n

(1 − r)k
∼ nk quand n → +∞.

(2) inf
0<r<1

r−n exp ε

1 − r
∼ exp

(
3
√
ε
√
n
)

Démonstration. 1. Pour 0 < r < 1, on pose

f(r) = r−n

(1 − r)k
.

On a
f ′(r) =

(
− nr−1 + k

1 − r

)
f(r)

Donc f ′(r) = 0 lorsque r = 1 − k

k + n
, le minimum est atteint en ce point et

inf
0<r<1

r−n

(1 − r)k
= f(1 − k

k + n
) = nk

(
1 − k

k + n

)−n

∼ e−1nk, n → +∞.

2. Soit
g(r) = r−n exp ε

1 − r
, 0 < r < 1.

On a
g′(r) =

(
− nr−1 + ε

(1 − r)2

)
g(r).

g′(r) = 0 lorsque n
ε

= r

(1 − r)2 . On pose r = ρ2, on obtient g′(r) = 0 lorsque

√
n

ε
= ρ

1 − ρ2 .

Donc
ρ = 1

2

(
−
√
ε

n
+
√
ε

n
+ 4

)
∼ 1 − 1

2

√
ε

n
, n → +∞.

Le minimum est atteint en ρ2 ∼ 1 −
√
ε

n
quand n → +∞ et

g(ρ2) = ρ−2n exp ε

1 − ρ2 ∼
(

1 −
√
ε

n

)−2n

exp ε
√
n√
ε

∼ exp
(

2n
√
ε

n

)
exp

√
εn

Donc
g(ρ2) ∼ exp(3

√
εn), n → +∞.
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4.6 Extension du théorème de Brown-Shields
pour les espaces de Besov

Dans cette section, nous démontrons le théorème de Hedenmalm-Shields
pour les espaces de Besov Dp

α à l’aide du théorème de la couronne de To-
lokonnikov [54] et ensuite, nous allons donner l’extension du théorème de
Brown-Shields.

K. Kellay, F. Lemanach et M. Zarrabi [31] ont montré le résultat ci-
dessous. Nous proposons ici une nouvelle preuve.

Théorème 4.6.1. Soit p > 1 tel que α+ 1 ≤ p ≤ α+ 2. Soit f ∈ Dp
α ∩ A(D)

une fonction extérieure telle que Z(f) = {1} alors f est cyclique dans Dp
α.

Démonstration. Soit λ ∈ C. On pose

δλ := inf
z∈D

|λ− z| + |f(z)|

Puisque f est une fonction extérieure

lim
|z|→1−

(1 − |z|) log 1/|f(z)| = 0.

Voir [49]. Donc tout ε > 0, ∃cε > 0

|f(z)| ≥ cε exp −ε
1 − |z|

, z ∈ D. (4.6)

Supposons que |λ| ≠ 1. Nous allons distinguer deux cas :

— Si |z − λ| ≥ |1 − |λ||/2, alors δλ ≥ |1 − |λ||/2.

— Si |z − λ| ≤ |1 − |λ||/2, alors

|1 − |λ||/2 ≥ |z − λ| ≥ |(1 − |λ|) − (1 − |z|)| ≥ |1 − |λ|| − |1 − |z||.

On a 1 − |z| ≥ |1 − |λ||/2 et grâce à (4.6), on obtient

|f(z)| ≥ cε exp −ε
|1 − |λ||

.
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Donc
δλ ≥ cε exp −ε

|1 − |λ||
.

Ainsi, d’après le Théorème de la couronne 4.4.2, il existe g, h ∈ Dp
α ∩ A(D)

telles que 
(λ− z)g + fh = 1

∥g∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A

λ et ∥h∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A

λ

pour une certaine constante A ≥ 4.
Considérons maintenant l’idéal engendré par f et la surjection canonique

π : Dp
α ∩ A(D) → Dp

α ∩ A(D)/[f ]Dp
α∩A(D), on a

π(λ− z)π(g) = π(1).

Ainsi, λπ(1) − π(z) est inversible dans Dp
α ∩ A(D)/[f ]Dp

α∩A(D) d’inverse π(g)
et de spectre {1}

(λπ(1) − π(z))−1 = π(g).

Nous allons estimer maintenant la norme de la résolvante ∥(λπ(1)−π(z))−1∥.
Pour |λ| < 1,

∥(λπ(1) − π(z))−1∥ = ∥π(g)∥
≤ ∥g∥Dp

α∩A(D)

≤ δ−A
λ

≤ cε exp ε

1 − |λ|
.

Pour |λ| > 1,

∥(λπ(1) − π(z))−1∥ ≤ ∥(λ− z)−1∥Dp
α∩A(D)

= 1
|λ| − 1 + 1

|λ|
+
( ∫

D

dAα(z)
|λ− z|2p

dAα(z)
)1/p

= 2
|λ| − 1 + 1

(|λ| − 1)p

∫
D
dAα(z)

= 2
|λ| − 1 + 1

(|λ| − 1)p
.
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Donc d’après le Corollaire 4.5.2, nous avons (π(1) − π(α))[p]+1 = 0, c’est-à-
dire que (1 − z)[p]+1 ∈ [f ]Dp

α∩A(D). Or (λ− z)n+1 est cyclique dans Dp
α donc f

est cyclique dans Dp
α.

Nous passons à présent au résultat principal. Il s’agit l’extension du théo-
rème de Brown-Shields :

Théorème 4.6.2. Soit p > 1 tel que α+ 1 ≤ p ≤ α+ 2 et soit N = [A] + 1.
Soient f, g ∈ Dp

α ∩ A(D) telles que

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D, (4.7)

alors [gN ]Dp
α

⊂ [f ]Dp
α

pour un certain N ≥ 1.

Démonstration. Soit λ ∈ C. On pose

inf
z∈D

{
|1 − λg(z)| + |f(z)|

}
= δλ.

Nous distinguons deux cas lorsque λ ̸= 0. :

— Si |g(z)| ≤ 1
2|λ|

alors |1 − λg(z)| ≥ 1 − |λ||g(z)| ≥ 1
2 .

— Si |g(z)| ≥ 1
2|λ|

. Grâce à (4.7),

1
2|λ|

≤ |f(z)|

Ainsi,
δλ ≥ 1

2|λ|
.

Puisque 1−λg(z) ∈ Dp
α ∩A(D) et f ∈ Dp

α ∩A(D), le théorème de la couronne
4.4.2 nous donne l’existence deux fonctions Fλ ∈ Dp

α ∩ A(D) et Gλ ∈ Dp
α ∩

A(D) telles que
(1 − λg)Gλ + fFλ = 1,

∥Fλ∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A

λ et ∥Gλ∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A

λ

pour une certaine constante A > 4 .
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Comme précédemment dans le théorème 4.6.1, on considère l’idéal engen-
dré par f et la surjection canonique

π : Dp
α ∩ A(D) → (Dp

α ∩ A(D)) /[f ]Dp
α∩A(D)

alors on a
(π(1 − λg))−1 = π(Gλ)

et

∥(π(1 − λg))−1∥Dp
α∩A(D)/[f ]Dp

α∩A(D)
= ∥π(Gλ)∥Dp

α∩A(D)/[f ]Dp
α∩A(D)

≤ ∥Gλ∥Dp
α∩A(D)

≤ 1
δA

λ

≤ 2A|λ|A.

Par le théorème de Liouville, π(1 − λg)−1 est un polynôme en λ de degré au
plus [A]. Donc pour |λg| < 1, on a

π(1 − λg)−1 =
∑
n≥0

λnπn(g)

Par identification, π[A]+1(g) = 0 et donc g[A]+1 ∈ [f ]Dp
α∩A(D). Donc si

N = [A] + 1 alors [gN ]Dp
α

⊂ [f ]Dp
α
.

Nous déduisons le corollaire suivant sur la cyclicité dans Dp
α.

Corollaire 4.6.3. Soit p > 1 tel que 1 + α ≤ p ≤ α + 2. Soient f, g ∈
Dp

α ∩ A(D) telles que

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D

alors si g est cyclique dans Dp
α alors f est cyclique dans Dp

α.

Démonstration. Si g ∈ Dp
α ∩A(D) est cyclique dans Dp

α, alors gN est cyclique
dans Dp

α. Grâce à 4.6.2, nous avons gN ∈ [f ]Dp
α
. Donc f est cyclique dans

Dp
α.
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4.7 Raffinement du Théorème 4.6.2
Rappelons le principe de Phragmèn-Lindelöf, le principe du maximum

pour les fonctions holomorphes dans un secteur [41]. Soit S un secteur du
plan complexe C d’angle β − α > 0

S = {λ ∈ C : α < arg(λ) < β}.

Lemme 4.7.1. Soit f ∈ Hol(S) ∩ C(S). On suppose qu’il existe c > 0 telle
que 

|f(λ)| ≤ ec|λ|ρ si λ ∈ S

|f(λ)| ≤ 1 si λ ∈ ∂S.

Si ρ < π

β − α
, alors

|f(λ)| ≤ 1, λ ∈ S.

Nous avons également le résultat suivant :

Théorème 4.7.2. Soient f, g ∈ Dp
α ∩ A(D). On suppose Re(g) ≥ 0 et qu’il

existe γ > 1 telle que

|g(z)| ≤
(

log
∥f∥Dp

α∩A(D)

|f(z)|

)−γ

, z ∈ D (4.8)

alors [g]Dp
α

⊂ [f ]Dp
α
.

On supposera que ∥f∥Dp
α∩A(D) = 1.

Démonstration. Soit λ ∈ C. On pose

inf
z∈D

{
|1 − λg(z)| + |f(z)|

}
= δλ.

Nous distinguons deux cas lorsque λ ̸= 0 :

— Si |g(z)| ≤ 1
2|λ|

alors |1 − λg(z)| ≥ 1 − |λ||g(z)| ≥ 1
2 .
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— Si |g(z)| ≥ 1
2|λ|

, puisque

|g(z)| ≤
(

log 1
|f(z)|

)−γ

,

on a
|f(z)| ≥ e−(2|λ|)

1
γ
.

On obtient ainsi
δλ ≥ e−(2|λ|)

1
γ
.

Puisque 1−λg(z) ∈ Dp
α ∩A(D) et f ∈ Dp

α ∩A(D), le théorème de la couronne
4.4.2 nous dit qu’il existe deux fonctions Fλ ∈ Dp

α ∩A(D) et Gλ ∈ Dp
α ∩A(D)

telles que 
(1 − λg)Gλ + fFλ = 1,

∥Fλ∥Dp
α∩A(D) ≤ δ−A and ∥Gλ∥Dp

α∩A(D) ≤ δ−A

pour une certaine constante A ≥ 4.
Soit la projection canonique

π : Dp
α ∩ A(D) → (Dp

α ∩ A(D)) /[f ]Dp
α∩A(D).

Alors on a
π(1 − λg)−1 = π(Gλ)

et

∥π(1 − λg)−1∥Dp
α∩A(D)/[f ]Dp

α∩A(D)
= ∥π(Gλ)∥Dp

α∩A(D)/[f ]Dp
α

≤ ∥Gλ∥Dp
α∩A(D)

≤ 1
δA

λ

≤ eA(2|λ|)
1
γ
.

Soit l ∈ (Dp
α ∩ A(D)/[f ]Dp

α∩A(D))∗ qu’on supposera de norme 1 et soit φ l’ap-
plication définie par

φ(λ) = ⟨(π(1 − λg))−1; l⟩.
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Il est évident que l’application φ est holomorphe sur C. De plus,

|φ(λ)| = |⟨(π(1 − λg))−1; l⟩|
≤ ∥(π(1 − λg)−1∥Dp

α∩A(D)/[f ]Dp
α∩A(D)

≤ ec|λ|
1
γ (4.9)

où c = 2
1
γ A. Puisque γ > 1, il existe θγ telle que π2 (2−γ) < θγ <

π

2γ. On sup-
posera que θγ < π. Considérons maintenant le secteur Sθγ du plan complexe :

Sθγ = {λ ∈ C : | arg λ| < θγ}.

∂Sθγ

∂Sθγ

A
A

A
A
A

A
A
A
A

A
A

A
A
A

A
A
A
A

�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
�
�

Sθγ

Figure 4.1 – le secteur Sθγ

Soit λ ∈ ∂Sθγ , puisque π/2 < θγ < π, la partie réelle de λ est negative
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alors, Re( 1
λ

− g(z)) ≤ 0. On obtient alors

|1 − λg(z)| = |λ|| 1
λ

− g(z)|

≥ |λ|
√

Re2( 1
λ

− g(z))

≥ |λ||Re( 1
λ

− g(z))|

≥ |λ| |Re(λ)|
|λ|2

= |Re(λ)|
|λ|

.

De plus, λ ∈ ∂Sθγ alors on a

Re(λ) = |λ| cos θγ.

En posant Cγ = | cos θγ|−1 ̸= 0, on obtient alors

1
|1 − λg(z)| ≤ |λ|

|Re(λ)| = Cγ.

Donc φ est une fonction holomorphe dans le secteur Sθγ , continue sur Sθγ

telle que 
|φ(λ)| ≤ ec|λ|

1
γ sur λ ∈ Sθγ

|φ(λ)| ≤ Cγ sur λ ∈ ∂Sθγ .

Le secteur Sθγ est d’angle 2θγ et 1
γ
<

π

2θγ

, puisque θγ <
π

2γ. Donc par le
principe de Phragmèn-Lindelöf 4.7.1, on a

|φ(λ)| ≤ Cγ, λ ∈ Sθγ .

La fonction φ est entière et vérifie l’inégalité (4.9) sur C. De nouveau, nous
appliquons le principe de Phragmèn-Lindelöf au secteur

S = C \ Sθγ = {λ ∈ C : θγ < arg(λ) < 2π − θγ}.
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Le secteur est d’angle 2π − 2θγ et nous avons
|φ(λ)| ≤ ec|λ|

1
γ sur λ ∈ S

|φ(λ)| ≤ Cγ sur λ ∈ ∂S

et puisque θγ >
π

2 (2 − γ), on a bien 1
γ
<

π

2π − 2θγ

et

|φ(λ)| ≤ Cγ λ ∈ S.

Donc φ est holomorphe et bornée sur C, d’après le théorème de Liouville, φ
est constante et donc

φ(λ) = φ(0) = ⟨π−1(1); l⟩, λ ∈ C.

Ainsi π−1(1 − λg) = π−1(1) = π(1). Pour |λg| < 1, on a

π(1) = π−1(1 − λg)
=
∑
n≥0

λnπn(g)

= π(1) + λπ(g) + λ2π2(g) + . . .

Par identification, π(g) = 0 donc g ∈ [f ]Dp
α∩A(D) et donc [g]Dp

α
⊂ [f ]Dp

α
.

Nous avons ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 4.7.3. Soit f ∈ Dp
α ∩ A(D) et soit g ∈ Dp

α ∩ A(D) telle que
Re(g) ≥ 0. On suppose qu’il existe γ > 1 telle que

|g(z)| ≤
(

log 1
|f(z)|

)−γ

, z ∈ D. (4.10)

Si g est cyclique dans Dp
α alors f est cyclique dans Dp

α.
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Chapitre 5

Cyclicité des fonctions
intérieures singulières dans les
espaces de Bergman à poids
non radial

5.1 Introduction
Ce chapitre est consacré à l’étude des vecteurs cycliques dans les espaces

des fonctions holomorphes sur le disque D pondérées par un poids non radial.
Nous nous intéressons plus précisément à la cyclicité des fonctions intérieures
singulières dans les espaces du type Bergman à poids non radial.

Soit Λ une fonction continue positive décroissante sur (0, 1], Λ(t) → ∞
et Λ(t) = o(1/t) quand t → 0+ telle que t → tΛ(t) croissante. Soit E un
sous-ensemble fermé du cercle T et soit dist(z, E) la distance de z à E. On
désigne A2

Λ,E l’espace de fonctions holomorphes f sur le disque D telles que

∥f∥2
Λ,E =

∫
D

|f(z)|2e−2Λ(dist(z,E))dA(z) < +∞,

où dA est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque.
Puisque Λ est positive, les fonctions constantes appartiennent à A2

Λ,E.

Si E = T, on a dist(z, E) = 1 − |z| et Λ(dist(z, E)) = Λ(1 − r) donc
le poids devient radial et si de plus, Λ(t) = α

2 log 1/t avec α ≥ 0, on

85



retrouve l’ espace de Bergman à poids classique A2
α que nous avons étudié

précédement dans le chapitre 2. Puisque Λ(t) ≥ 0, alors A2
0 ⊂ A2

Λ,E et ce
pour n’importe quel sous-ensemble E de T.

Une fonction f dans A2
Λ,E est cyclique dans A2

Λ,E si l’ensemble des fonc-
tions pf avec p un polynôme est dense dans A2

Λ,E.

Puisque H2 ⊂ A2
0 ⊂ A2

Λ,E, les fonctions extérieures sont donc cycliques
dans A2

Λ,E. Le théorème de Beurling nous dit que les fonctions intérieures
singulières ne sont pas cycliques dans H2 mais dans les espaces de Bergman
classique, il existe des fonctions intérieures singulières cycliques. Rappelons
que la fonction intérieure singulière Sν associée à la mesure ν finie positive
sur T et singulière par rapport à la mesure de Lebesgue est donnée par

Sν(z) = exp
(

− 1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dν(t)

)
, z ∈ D. (5.1)

Par exemple, si E = T et Λ(t) = α log 1/t, α ≥ 0, A2
Λ,E = A2

α l’espace de
Bergman à poids classique. Dans ce cas, Shapiro [50, 47] ensuite Korenblum
[35] et indépendamment Robert [45] ont donné une caractérisation complète
des fonctions intérieures singulières cycliques dans A2

α. Ils ont montré que
la fonction intérieure singulière Sν associée à la mesure singulière ν est cy-
clique dans A2

α si et seulement si pour tout ensemble de Carleson K, on
a ν(K) = 0, voir Théorème 3.2.10. Soit E un sous-ensemble fermé de T,
puisque A2

0 ⊂ A2
Λ,E, si ν(K) = 0 pour tout ensemble de Carleson K, alors la

fonction intérieure singulière Sν associée à la mesure ν est cyclique.

Lorsque E = {1}, Borichev-El-Fallah-Hanine [11] ont étudié la cyclicité
de la fonction intérieure singulière associée à δ1, la mesure de Dirac en 0

Sδ0(z) = I(z) = e
z+1
z−1 , z ∈ D,

dans A2
Λ,{1} . Ils ont prouvé que I est cyclique dans A2

Λ,{1} si et seulement si
∫

0

√
Λ(t)
t
dt = ∞.

Lorsque E est un ensemble triadique de Cantor et Λα(t) = 1/t logα(1/t), ils
ont montré que I est cyclique dans A2

Λα,E si et seulement si

α ≤ 2/(2 − (log 2/ log 3)).
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Dans ce travail, nous allons étudier la cyclicité de fonctions intérieures
singulières autres que la fonction I. Notre étude est basée sur l’estimation
de la fonction intérieure singulière. Soit E un sous-ensemble fermé du cercle
unité T et soit ν une mesure finie positive sur T singulière par rapport à la
mesure de Lebesgue de support E. Soit Sν la fonction intérieure singulière
associée à ν donnée par (5.1). On désigne ων le module de continuité de la
mesure ν défini par :

ων(r) = sup
|J |<r

ν(J)

où J est un arc du cercle unité T.
Shapiro, Théorème 3.2.6, a donné une estimation de la fonction intérieure

singulière associée à la mesure ν

Sν(z) ≥ exp
(
c
ων(1 − |z|)

1 − |z|

)
z ∈ D.

Ensuite, Esterle [24] et Ransford [40] ont donné des raffinements du type
radial de cette estimation en termes du module de z. Nous donnons ici une
estimation de même type en fonction de la distance par rapport au support
de la mesure ν.
Théorème 5.1.1. Soit ν une mesure finie positive sur T singulière par rap-
port à la mesure de Lebesgue. Soit Sν la fonction intérieure singulière associée
à ν :

Sν(z) = exp
(

− 1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dν(t)

)
, z ∈ D.

Alors

|Sν(z)| ≥ exp
{

− A
(1 − |z|2)ων(dist(z, E))

dist(z, E)2

}
(5.2)

où A = π coth(π2) et E est le support de ν.

Nous montrons que l’estimation du théorème 5.1.1 est optimale, voir
Théorème 5.3.4, dans le sens suivant lorsque E = Eζ est un ensemble parfait
symétrique de rapport constant ζ et si on considère la L-mesure de Eζ , alors
la fonction intérieure singulière associée à la L-mesure vérifie

log |SL(z)| ≍ 1 − |z|2

dist(z, E)2−α
, z ∈ Ω
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pour un certain domaine Ω associé à E et α = log 2/log(1/ζ) la dimension de
Hausdorff de E. Nous donnons aussi des estimations précises de la fonction
intérieure singulière lorsque la mesure est discrète.

Soit h une fonction déterminante de Hausdorff, et notons Hh la mesure
h-Hausdorff du cercle T. Il résulte du théorème de Hausdorff [30, Chap. 2,
Théorème 6] qu’il existe un sous-ensemble fermé symétrique parfait E du
cercle T tel que Hh(E) > 0. Et puisque Hh(E) > 0, d’après le théorème de
Frostman [30], il existe une mesure ν positive finie sur E telle que ν(E) > 0
et son module de continuité ων(t) ≤ h(t). Si on pose h(t) = tΛ(t), on peut
inverser Sν dans l’espace A2

Λ,E, i.e. 1/Sαν ∈ A2
Λ,E pour un certain α > 0.

Ceci nous permet de montrer l’existence d’une fonction intérieure singulière
cyclique dans A2

Λ,E dont le support est de h-mesure de Haussdorf strictement
positive. Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant

Théorème 5.1.2. Soit h(t) = tΛ(t), on suppose que h est croissante. Si
Hh(E) > 0, alors il existe une fonction intérieure singulière cyclique dans
A2

Λ,E .

Notre preuve repose essentiellement sur l’estimation de la fonction inté-
rieure singulière.

5.2 Minoration de la fonction intérieure sin-
guilère

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la minoration de la fonc-
tion intérieure singulière en terme du module de continuité de la mesure
associée et de la distance par rapport au support de la mesure.

Ransford [40] a donné récemment le théorème suivant sur la fonction
intérieure singulière Sν :

Théorème 5.2.1 (Ransford). Soit w : (0, 1] → (0, 1) une fonction continue
décroissante telle que

sup
0<r≤1

w(r) < 1 et lim
r→0+

w(r) = 0

alors il existe une fonction intérieure singulière Sν non constante telle

min
|z|≤r

|Sν(z)| ≥ w(1 − r), 0 < r ≤ 1. (5.3)
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Dans cette section, nous montrons en premier lieu le résultat suivant
pour la fonction intérieure singulière. Ainsi, nous aurons une amélioration du
résultat de Ransford.

Théorème 5.2.2. Soit ν une mesure finie positive sur T singulière par rap-
port à la mesure de Lebesgue. Soit Sν la fonction intérieure singulière associée
à ν, alors

|Sν(reiθ)| ≥ exp
{

− A
(1 − |z|2)ων(dist(z, supp ν))

dist(z, supp ν)2

}
, z ∈ D,

où A = π coth(π2).

Démonstration. Soit z = reiθ ∈ D,

|Sν(reiθ)| = exp
{

− 1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)dν(t)

}
où Pr(θ − t) est le noyau de Poisson défini par

Pr(θ − t) = 1 − r2

|reiθ − eit|2
= 1 − |z|2

|z − eit|2
.

Soit E est le support de la mesure ν. Soit z0 = eiθ0 ∈ E tel que |z− z0| =
dist(z, E). Si eit ∈ E alors on a

|z − eit| ≥ 1
2 |z − eit| + 1

2 |z − z0| ≥ 1
2 |z0 − eit|.

Ainsi pour tout eit ∈ E,

|z − eit|2 ≥
(1

2 |z − eit| + 1
2 |z − z0|

)2

= 1
4(|z − eit|2 + 2|z − eit||z − z0| + |z − z0|2)

≥ 1
4(|z − eit|2 + |z − z0|2 + |z − z0|2)

≥ 1
8 |z0 − eit|2 + 1

2dist(z, E)2.

Si t ∈ [θ0 − π, θ0 + π[,

|z0 − eit| ≥ 2
π

|θ0 − t|
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On obtient :

Pr(θ − t) ≤ 2π2(1 − |z|2)
|θ0 − t|2 + π2dist(z, E)2

et donc

log |Sν(z)| ≥ − 1
2π

∫ 2π

0

2π2(1 − |z|2)
|θ0 − t|2 + π2dist(z, E)2dν(t).

Soit p =
[

π
dist(z,E)

]
. Pour tout k ∈

{
− p − 1, ..., p

}
, on définit l’arc fermé Ik

de T par

Ik =
{
t ∈ [θ0 − π, θ0 + π[: k dist(z, E) ≤ t− θ0 ≤ (k + 1)dist(z, E)

}
.

On a

log |Sν(z)| ≥ − 1
2π

p∑
k=−p−1

2π2(1 − |z|2)
(k + 1)2dist(z, E)2 + π2dist(z, E)2

∫
Ik

dν(t)

≥ −
p∑

k=−p−1

π(1 − |z|2)
(k + 1)2dist(z, E)2 + π2d(z, E)2ν(Ik)

≥ −π(1 − |z|2)
dist(z, E)2ων (dist(z, E))

p∑
k=−p−1

1
(k + 1)2 + π2 .

Par le théorème des résidus, on a

1
z

+
∑
n≥1

2z
z2 − n2 = πcotan(πz)

et pusique −icotan(iz) = coth(z), on obtient
p∑

k=−p−1

1
(k + 1)2 + π2 ≤

∞∑
k=−∞

1
(k + 1)2 + π2 = cosh(π2)

sinh(π2) .

D’où,
|Sν(z)| ≥ exp

{
− π coth(π2) (1 − |z|2)

dist(z, E)2ων(dist(z, E))
}
.
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Remarque 5.2.3. On retrouve le résultat connu que la limite inf de la fonc-
tion intérieure singulière est nulle lorsqu’on s’approche du spectre et la limite
à l’extérieure du support lorsqu’on s’approche du cercle est 1, voir [36]. Nous
donnons ici les détails qui découlent de notre estimation.

(1) Si ξ ∈ E, alors dist(z, E) → 0 quand z → ξ. Puisque dist(z, E) ≥
1 − |z| alors

lim inf
z→ξ

|Sν(z)| ≥ lim
|z−ξ|→0

exp
{

− A(1 − |z|2)
dist(z, ξ)2 ων(dist(z, ξ))

}
≥ lim

|z−ξ|→0
exp

{
− 2A

dist(z, ξ)ων(dist(z, ξ))
}
.

Puisque limt→0 ων(t)/t = +∞, nous avons donc

lim inf
z→ξ

|Sν(z)| = lim
|z−ξ|→0

exp
{

− A(1 − |z|2)
dist(z, ξ)2 ων(dist(z, ξ))

}
= 0.

(2) Si ξ ∈ T\E alors dist(z, E) ̸= 0. On pose C = ων(dist(z, ξ))/dist(z, ξ)2

et donc

lim
z→ξ

|Sν(z)| = lim
|z−ξ|→0

exp
{

− A(1 − |z|2)
dist(z, ξ)2 ων(dist(z, ξ))

}
= lim

|z−ξ|→0
exp

{
− AC(1 − |z|)

}
= 1.

Nous arrivons donc au corollaire suivant,
Corollaire 5.2.4. Soit ω : (0, 1] → (0, 1) telle que sup0≤r<1 ω(r) < 1 et
limr→0 ω(r) = 0. Alors il existe une fonction intérieure singulière sur D telle
que

|Sν(z)| ≥ ω(dist(z, E))
1−|z|

dist(z,E) ≥ ω(dist(z, E)), z ∈ D,
où E est le support de la mésure de ν.

Démonstration. Pour la régularisation de ω, on utilise la même méthode que
celle d’Esterle et Ransford. On définit deux fonctions g, h :]0, 1] →]0,∞[ par

g(t) = 1
2A log 1

ω(t) et h(t) = min
{√

t, inf
s∈[t,1]

sg(s)
}
.
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La fonction g(t) est décroissante et limt→0+ g(t) = ∞. Par définition, h est
une fonction croissante sur ]0, 1] et nous avons aussi h(t) ≤ tg(t). Pour tout
t ∈]0, 1],

h(t)/t = min
{√

t, inf
s∈[t,1]

sg(s)
}
/t

= min
{√

t/t, inf
s∈[t,1]

sg(s)/t
}

= min
{√

t/t, inf
s∈[t,

√
t]
sg(s)/t, inf

s∈[
√

t,1]
sg(s)/t

}
≥ min

{
1/

√
t, g(

√
t), g(1)/

√
t
}
.

D’où
lim
t→0

h(t)/t = +∞.

Donc h une fonction croissante, positive telle que limt→0 h(t) = 0. Soit alors
Hh, une h-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Puisque limt→0 h(t)/t = +∞,
d’après le théorème de Hausdorff 2.2.3, il existe un sous-ensemble fermé E de
T tel que 0 < Hh(E) < +∞ et donc E a une mesure de Lebesgue nulle [30].
Soit Hh(E) > 0, le théorème de Frostman 2.2.4 nous donne l’existence d’une
mesure ν positive finie sur E telle que ν(E) > 0 et ων(t) ≤ h(t). Puisque E
est de mesure de Lebesgue nulle, la mesure ν est une mesure singulière par
rapport à la mesure de Lebesgue.

Soit maintenant la fonction intérieure singulière associée à la mesure ν
par :

Sν(z) = exp
{

−
∫
T

z + eit

z − eit
dν(t)

}
, z ∈ D.

Par le théorème 5.2.2, on a

|Sν(z)|
dist(z,E)

1−|z| ≥ exp
{

− 2Aων(dist(z, E))
dist(z, E)

}
≥ exp

{
− log 1

ω(dist(z, E))

}
≥ ω(dist(z, E)).
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Remarque 5.2.5. (1) Si ζ ∈ E,

lim inf
z→ζ

|Sν(z)| = lim inf
z→ζ

ω(dist(z, E))
1−|z|

dist(z,E) = 0.

(2) Si ζ ∈ T \ E,
lim
z→ζ

|Sν(z)| = lim
z→ζ

ω(|z|)
1−|z|

dist(z,E) = 1.

(3) Puisque d(z, E) ≥ 1 − r et

|Sν(z)| ≥ ω(dist(z, E)) ≥ ω(1 − r).

Nous obtenons ainsi le résultat de Ransford.

5.3 Majoration de la fonction intérieure sin-
gulière

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’estimation inverse de la
fonction intérieure singulière en terme du module de continuité de la mesure
associée et de la distance par rapport au support de la mesure.

5.3.1 Mesure singulière purement atomique
L’estimation de la fonction intérieure singulière associée à la mesure de

Dirac en 0 vérifie

|Sδ0(z)| = |I(z)| =
∣∣∣e z+1

z−1
∣∣∣ = e

− 1−|z|2

|1−z|2 , z ∈ D.

Nous allons nous intéresser au cas particulier où la mesure est purement
atomique : soit (λk) ∈ ℓ1 et soit

µ =
∑
k≥0

λkδeiθk . (5.4)

On suppose que θk = θ(k) et λk = λ(k) où θ et λ sont deux fonctions
définies sur [0,+∞) continues et strictement décroissantes et la fonction λ/θ2

est décroissante. Nous avons le résultat suivant
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Proposition 5.3.1. Soit µ la mesure définie par (5.4). Alors pour 0 < r < 1,
on a

log 1
|Sµ(r)| ≍ (1 − r)

∫ θ−1(1−r)

0

λ(x)
θ2(x)dx+ 1

1 − r

∫
θ−1(1−r)

λ(x)dx. (5.5)

Démonstration. Nous avons

Pµ(r) =
∑
k≥0

λk
1 − r2

|r − eiθk |2
, r < 1.

Donc

log 1
|Sµ(r)| =

∑
k

λk
1 − r2

|r − eiθk |2

≍
∑

θk≥1−r

λk
1 − r2

(1 − r)2 + θ2
k

+
∑

θk≤1−r

λk
1 − r2

(1 − r)2 + θ2
k

≍ +
∑

k≤θ−1(1−r)
(1 − r2)λk

θ2
k

+
∑

k≥θ−1(1−r)

λk

1 − r

≍ (1 − r)
∫ θ−1(1−r)

0

λ(x)
θ2(x)dx+ 1

1 − r

∫
θ−1(1−r)

λ(x)dx.

Corollaire 5.3.2. Soit 0 < α ≤ 1 et β ∈ R. Soit

µα,β =
∑
k≥0

2−αk(1 + k)βδ
ei2−k .

Alors

log 1
|Sµα,β

(r)| ≍

(
log e

1 − r

)β

(1 − r)1−α
, r < 1.

Démonstration. Nous avons θ(x) = e−x log 2 et λ(x) = (1 + x)βe−αx log 2. Il
suffit d’appliquer la Proposition 5.3.1.

5.3.2 Mesure portée par un ensemble parfait symé-
trique de rapport constant

Nous nous intéressons au cas où le support de la mesure serait un en-
semble du type Cantor et plus particulièrement, lorsque la mesure est la
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L-mesure, et ce, lorsqu’elle est portée par un ensemble parfait symétrique de
rapport constant.

On rappelle brièvement la construction d’un parfait symétrique de rap-
port constant ζ ∈]0; 1

2 [ et la fonction de Lebesgue associée à de tels ensembles.
À la première étape, on enlève un intervalle ouvert du milieu du segment
[0; 2π] de longueur 2π(1 − 2ζ). Ensuite, on enlève deux intervalles ouverts
des milieux des deux intervalles fermés restants de la première étape de lon-
gueur chacun 2π(1 − 2ζ2). À la n-ième étape, on obtient un ensemble En

union de 2n intervalles fermés chacun de longueur 2πζn,

En =
⋃

1≤k≤2n

In,k.

Les 2n origines des intervalles constituant du En sont de la forme,voir [30]

2π(1 − ζ)
(
ϵ1 + ϵ2ζ + · · · + ϵkζ

k−1
)

où ϵj ∈ {0; 1} pour tout 1 ≤ j ≤ n.
L’ensemble parfait symétrique de rapport constant ζ est

Eζ =
∞⋂

n=0
En =

{
2π
∑
n≥1

ϵn(1 − ζ)ζn−1; ϵj ∈ {0; 1}
}
.

On associe à Eζ la fonction de Lebesgue définie de la manière suivante :
Soit Ln une fonction de [0; 2π] dans R, continue sur [0; 2π] avec Ln(0) = 0 et
Ln(2π) = 1, linéaire et croissante de 1/2n sur chacun 2n intervalle (In,k)1≤k≤2n

de En, i.e., si on écrit In,k = [α, β], on a Ln(β) − Ln(α) = 1/2n. La fonction
Ln est constante sur chaque intervalle [ani,j

; bni,j
] contigu à En et donc vérifie

Ln(bni,j
) − Ln(ani,j

) ≤ 1/2n.

Lorsque n tend vers +∞, on obtient

lim
n→+∞

Ln(x) = L(x)

une fonction continue, constante sur chaque intervalle contigu à Eζ , croissante
de 1/2n sur chacun 2n intervalle In,k de En avec L(0) = 0 et L(2π) = 1. On
appelle la L-mesure d’un intervalle [a; b], l’unique mesure sur [0; 2π] telle que∫ b

a
dL = L(b) − L(a).
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Puisque L est continue et constante sur le complémentaire de Eζ , dL est
concentré sur Eζ . Si [a; b] ⊂ [0; 2π] avec b−a ≤ 2πζn alors Lk(b)−Lk(a) ≤ 1

2k

pour tout k ≤ n et donc∫ b

a
dL = L(b) − L(a) ≤ 1

2n
.

Nous avons donc

Lemme 5.3.3. Soit ωL le module de continuité de la L-mesure associée à
Eζ alors

ωL(t) ≍ tα

avec α = log(2)/ log(1/ζ).

Démonstration. Soit ϵ > 0. Soit n tel que

2πζ
n

2 ≤ ϵ ≤ 2πζn.

Si I est un intervalle de longueur ϵ alors I rencontre En au plus à deux
intervalles. Donc

ωL(ϵ) = sup
|I|≤ϵ

{ ∫
I
dL
}

= 2 sup
b,a∈[0;2π]
b−a<2πζn

{
L(b) − L(a)

}
≤ 1

2n
.

D’autre part, il existe un intervalle J de longueur ε qui contient un intervalle
de In+1,ℓ de En+1 donc

ωL(ϵ) ≥
∫

J
dL ≥

∫
In+1,ℓ

dL ≥ 1
2n+1 . (5.6)

Ainsi,
ωL(ϵ) ≍ 1

2n
.

Notons que
1
2n

= en
log(2) log(ζ)

log(1/ζ) = eα log(ζn) = ζnα ≍ ϵα.

D’où
ωL(ϵ) ≍ ϵα.
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Soit I un arc du cercle T de longueur |I| et soit S(I) la fenêtre de Carleson
définie par

S(I) = {z = reit ∈ D : eit ∈ I et 0 < 1 − r < |I|}.

On pose
S1/2(I) = {z ∈ S(I) ∈ D : |I|/2 < 1 − |z| < |I|}

et

Ω :=
⋃

n≥0

⋃
1≤k≤2n

{z = reiθ ∈ S1/2(In,k) : In+1,ℓ ⊂ [θ, θ + d(z, In)]}.

Notons que In+1,ℓ ⊂ In,k et les In,k sont les intervalles de En.

Le théorème suivant montre que l’estimation est optimale dans certaines
régions.

Théorème 5.3.4. Soient Eζ un parfait symétrique de rapport constant ζ et
ωL le module de continuité de la L-mesure associée à Eζ. Alors

log |SL(z)| ≍ − 1 − |z|2

dist(z, Eζ)2−α
, z ∈ Ω,

où α = log 2/ log(1/ζ).

Démonstration. D’après le théorème 5.2.2, on a

|SL(z)| ≥ exp
{

− A
(1 − |z|)ωL(dist(z, Eζ))

dist(z, Eζ)2

}
, z ∈ D

et d’après le lemme 5.3.3, ωL(t) ≍ tα. Donc il existe une constante c > 0

|Sν(z)| ≥ exp
{

− c
(1 − |z|)dist(z, Eζ)α

dist(z, Eζ)2

}

≥ exp
{

− c
(1 − |z|)

dist(z, Eζ)2−α

}
.

Ainsi,
log |SL(z)| ≳ − 1 − |z|2

dist(z, Eζ)2−α
, z ∈ D.
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Montrons maintenant l’estimation inverse. Soit z = reiθ ∈ Ω, donc il
existe n ≥ 0, k ≤ 2n et ℓ tels que In+1,ℓ ⊂ In,k. eiθ appartient à un intervalle
In,k de En et In+1,ℓ ⊂ [θ, θ + dist(z, In)]. Notons également que dist(z, In) et
dist(z, Eζ) sont comparables.
On a

|Sν(reiθ)| = exp
{

− 1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)dL(t)

}
où Pr(θ − t) est le noyau de Poisson défini par

Pr(t− θ) := 1 − r2

|reiθ − eit|2
= 1 − r2

1 − 2r cos(t− θ) + r2 .

Pour 1 > r ≥ 1
2 et t ∈ [θ, θ + dist(z, Eζ)],

1 − 2r cos(t− θ) + r2 = (1 − r)2 + 4r sin2(t− θ

2 )

≤ (1 − r)2 + (θ − t)2

≤ 2 dist2(z, Eζ).

Comme dans (5.6), nous avons∫ θ+d(z,Eζ)

θ
dL ≥

∫
In+1,ℓ

dL ≥ 1
2n+1 .

Puisque z ∈ Ω, z/|z| ∈ In,k, dist(z, Eζ) est comparable avec |In,k| = 2πζn.
Soit α = log 2/ log(1/ζ). alors 2−n = ζαn ≍ dist(z, Eζ)α. On obient ainsi :

P [L](reiθ) ≥
∫ θ+d(z,Eζ)

θ

1 − r

2dist2(z, Eζ)
dL(t)

≥ C
(1 − r)

dist2(z, Eζ)

∫
In+1,ℓ

dL

≥ C

2
1 − r

dist2−α(z, Eζ)

Donc
log |SL(z)| ≲ − 1 − |z|2

dist(z, Eζ)2−α
, z ∈ Ω.
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5.4 Cyclicité des fonctions intérieures singu-
lières

5.4.1 Existence de fonction cyclique dans A2
Λ,E

Avant de présenter le résultat principal de cette section, quelques lemmes
élémentaires sont nécessaires.

Lemme 5.4.1. Les polynômes sont denses dans A2
Λ,E.

Démonstration. Notons par fr(z) = f(rz) avec 1
2 < r < 1. On a dist(z, E) ≤

dist(rz, E) alors

∥fr∥2
Λ,E ≤

∫
D

|f(rz)|2e−2Λ(dist(rz,E))dA(z) =
∥f∥2

Λ,E

r
≤ 2∥f∥2

Λ,E.

Ainsi fr est uniformément bornée, et donc fr fr converge faiblement vers une
fonction g. Puisque fr converge ponctuellement vers f alors fr converge vers
f dans A2

Λ,E. Si Pn est la somme partielle de fr alors Pn converge vers f et
donc les polynômes sont denses dans A2

Λ,E.

Lemme 5.4.2. Si f ∈ H∞(D) et 1/f ∈ A2
Λ,E alors f est cyclique dans A2

Λ,E.

Démonstration. Puisque les polynômes sont denses dans A2
Λ,E , si nous choi-

sissons une suite de polynôme pn qui converge de f−1, alors

∥pf − 1∥2
Λ,E ≤ ∥f∥∞∥pn − f−1∥2

Λ,E → 0.

Lemme 5.4.3. On suppose que θ est une fonction intérieure. Si θ0 divise θ
alors [θ]A2

Λ,E
⊂ [θ0]A2

Λ,E
.

Démonstration. Si θ0 divise θ, alors θ = θ0θ1 avec θ1 une fonction intérieure.
Soit Pn la somme partielle de la série de Taylor de θ1 alors Pn → θ1 dans
A2

Λ,E . On a

∥Pnθ0 − θ∥2
A2

Λ,E
= ∥Pnθ0 − θ0θ1∥2

A2
Λ,E

≤ ∥θ0∥∞∥Pn − θ1∥2
A2

Λ,E
→ 0.
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Dans cette section, nous démontrerons le résultat ci-dessous. Il s’agit notre
résultat principal :
Théorème 5.4.4. Soit h(t) = tΛ(t) croissante. Si Hh(E) > 0, alors il existe
une fonction intérieure singulière cyclique dans A2

Λ,E .

Notre preuve repose essentiellement sur l’estimation de la fonction inté-
rieure singulière 5.2.2.

Démonstration. Soit h(t) = tΛ(t) une fonction déterminante de Hausdorff.
donc h est une fonction croissante, positive telle que

lim
t→0

h(t) = 0 et lim
t→0

h(t)/t = +∞

alors on peut définir la h-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Soit Hh, la
h-mesure de Hausdorff sur le cercle T. Par le théorème de Hausdorff 2.2.3, il
existe un sous-ensemble fermé E de T tel que 0 < Hh(E) < +∞. Il résulte
du théorème de Frostman [30, Chap. 2, Théorème 3] qu’il existe une mesure
positive ν portée par E tel que ων(t) ≤ h(t). Alors

ων(t) ≤ h(t) = tΛ(t).

Soit Sν la fonction intérieure singulière associée à la mesure ν. Puisque
dist(z, E) ≥ 1 − |z| et d’après le théorème 5.2.2, on a

|Sν(reiθ)| ≥ exp
{

− A
(1 − |z|)Λ(dist(z, E))

dist(z, E)

}
≥ exp

{
− AΛ(dist(z, E))

}
.

Donc
1

|Sν(z)| ≤ eAΛ(dist(z,E)), z ∈ D.

Soit α > 0 tel que Aα− 1 ≤ 0. On a

∥S−1
αν ∥2

A2
α

=
∫
D

|S−1
aν (z)|2e−2Λ(dist(z,E))dA(z)

≤
∫
D
e2(Aα−1)Λ(dist(z,E))dA(z) < ∞.

Donc S−1
αν ∈ A2

Λ,E. Puisque Sν divise Sαν = Sα
ν , par le lemme 5.4.3 on a

[Sαν ]A2
Λ,E

⊂ [Sν ]A2
Λ,E
.

Ainsi, d’après le Lemme 5.4.2 Sν est cyclique dans A2
Λ,E.
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5.4.2 Remarques
Le Théorème de Roberts-Korenblum [35, 45], nous permet d’avoir le ré-

sultat suivant

Proposition 5.4.5. Soit E est un ensemble fermé de T, et Λ(t) = α2 log(1/t)
avec α > 0. Alors Sν est cyclique dans A2

Λ,E si et seulement si ν(F ) = 0 pour
tout ensemble F Carleson.

Démonstration. Notons d’abord que

(1 − |z|)α ≤ dist(z, E)α ≤ 1

donc

∥f∥A2
α

≤ ∥f∥A2
Λ,E

≤ ∥f∥A2
0
. (5.7)

Soit ν une mesure finie positive sur T singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue et Sν la fonction intérieure singulière associée à ν. Si ν(F ) = 0 pour
tout ensemble F Carleson alors d’après le théorème 3.2.10, Sν est cyclique
dans A2 c’est-à-dire il existe une suite de polynômes (Pn)n∈N telle que

∥1 − PnSν∥A2
Λ,E

≤ ∥1 − PnSν∥A2 → 0

donc Sν est cyclique dans A2
Λ,E.

Réciproquement si Sν est cyclique dans A2
Λ,E alors Sν est cyclique dans

A2
α. Et d’après le théorème 3.2.10, ν(F ) = 0 pour tout ensemble F Carleson.

Remarque 5.4.6. Lorsque Hh(E) est positive, notre résultat 5.4.4 donne une
autre fonction cyclique dont le support n’est pas un ensemble de Carleson.
En effet, d’après le Théorème de Shapiro

∫ 1

0

1
h(t)dt = ∞

si et seulement si Hh(F ) = 0 pour tout ensemble F Carleson.
Lorsque E est un ensemble de Carleson, nous ne pouvons pas appliquer

notre résultat avec Λ(t) = α2 log(1/t).

101



Plus généralement, un ensemble F ⊂ E est dit Λ-Carleson si∫
T

Λ(dist(z, F ))|dζ| < +∞.

Dans [6], il a été montré que si E est un ensemble Λ-Carleson alors Hh(E) = 0
si et seulement si ∫ 1

0

tΛ′(t)
h(t) dt = −∞.

Le théorème 3.2.10 a été généralisé pour les espaces A2
Λ,T lorsque

log 1/t ≲ Λ(t) ≲ 1/tκ,

pour un certain κ < 1/2. Dans [10], Bourhim, El Fallah, et Kellay ont montré
que si ν(F ) = 0 pour tout ensemble F Λ-Carleson alors Sν est cyclique dans
A2

Λ,T.

Puisque dist(z, E) ≥ 1 − r = dist(z,T), alors

e−Λ(dist(z,E)) ≥ e−Λ(dist(z,T)).

Donc
∥f∥A2

Λ,E
≥ ∥f∥A2

Λ,T
.

et donc A2
Λ,E ⊂ A2

Λ,T. Nous avons alors le corollaire suivant

Corollaire 5.4.7. Si ν(F ) = 0 pour tout ensemble F Λ-Carleson, alors Sν

est cyclique dans A2
Λ,E.
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Résumé : Nous nous intéressons à l’étude des vecteurs cycliques dans les
espaces de Bergman à poids non-radial et dans les espaces de Besov-Dirichlet.
Nous montrons qu’une fonction intérieure singulière est cyclique dans les es-
paces de Bergman à poids non-radial lorsque le support de la mesure est un
ensemble de type Cantor, la preuve est basée sur l’estimation de la fonction
intérieure singulière. Nous montrons également qu’une fonction extérieure de
l’espace de Besov- Dirichlet, continue sur le bord et dont l’ensemble des zéros
est dénombrable est cyclique dans l’espace de Besov-Dirichlet, le théorème
de la couronne permet de démontrer ce résultat.

Mots-clés : Cyclicité, espace de Bergman, espace de Besov-Dirichlet,
fonction intéieure singulière, Théorème de la courone

Abstract : We are interested in the study of cyclic vectors in non-radially
weighted Bergman spaces and in the Besov-Dirichlet spaces. We show that
an inner singular function is cyclic in non-radially weighted Bergman spaces
when the support of the measure is a Cantor set, the proof is based on the es-
timation of the inner singular function. We also show that an outer function
of the Besov-Dirichlet space, continuous on the boundary and whose set of
zéros is countable is cyclic in the Besov-Dirichlet space, the corona theorem
makes it possible to demonstrate this results.

Keywords : Cyclicity, Bergman space, Besov-Dirichlet space, singular
inner function, Corona Theorem
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