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Abstract

The objective of this thesis is to study weighted composition operators on spaces of holo-
morphic functions, as well as semi-groups of such operators. This work follows the study of
composition operators. Let {2 be a simply connected nonempty open set of C. Let ¢ : 2 — Q
and m : 2 — C two holomorphic functions. We define the weighted composition operator
W, on Hol(Q2) by

Winof =m.fop.

First, we looked at the spectral properties of the weighted composition operator on
Hol(ID) where ¢ is an elliptic automorphism with a fixed point inside the unit disk. Thanks
to a similarity transformation, we could consider here that ¢ is a rotation. We found very
different spectral results depending on whether the rotation is periodic or aperiodic.

In a second step, we are interested in all other cases, i.e. when ¢ is not an elliptic au-
tomorphism. We started by giving a description of the point spectrum of weighted elliptic
composition operators. Then, we showed that the spectrum is equal to the point spectrum to
which we add zero. Then we considered the hyperbolic and parabolic cases. We have shown
that the point spectrum of the weighted hyperbolic or parabolic composition operators can
be empty or equal to C \ {0}.

In a third step, we considered families of weighted composition operators on Banach
spaces of holomorphic functions and more particularly of strongly continuous semi-groups
on these spaces. First, we showed that the infinitesimal generator (I', D(I")) of the semi-group
has the following form :

{ Lf=gf+Gf )
D) ={feX|gf +Gf € X}

where g and G are holomorphic applications. Then, we showed the reciprocal implication.
That is, if the infinitesimal generator (I', D(I')) of a semigroup has the form (1), then the
semigroup is a family of weighted composition operators.

Finally, we looked at weighted composition semigroups on the Fréchet space Hol(DD).
First, we gave criteria for the family of weighted composition operators to form an equicon-
tinuous semigroup or not. Conversely, we have seen that if the family of weighted composi-
tion operators forms an equicontinuous semigroup on Hol(D) then its generator is given by
I'f =gf+Gf' with G, g : © — C holomorphic functions. In some cases, we were able to ob-
tain the point spectrum of the generator and thus have information on the point spectrum of
the semigroup. Finally, we have seen that if the generator of an equicontinuous semigroup
on Hol(D) is of the form I'f = gf + G f' with G, g : Q@ — C holomorphic functions, then the
semigroup is composed of weighted composition operators.

Key words : Semi-groups, Weighted composition, Spectrum, Banach spaces of
holomorphic functions, Operators, Complex analysis, Generators, Semiflots, Cocycles.
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Résumé

L’objectif de cette these est d’étudier les opérateurs de composition a poids sur des es-
paces de fonctions holomorphes, ainsi que des semi-groupes de tels opérateurs. Ces travaux
font suite a I'étude des opérateurs de composition. Soit {2 un ouvert non vide simplement
connexe de C. Soient ¢ : Q@ — Qetm : 2 — C deux fonctions holomorphes. On définit
I'opérateur de composition a poids W, ., sur Hol(2) par

Winof :=m.foo.

Dans un premier temps, nous avons regardé les propriétés spectrales de 1’opérateur de
composition a poids sur Hol(ID) ot ¢ est un automorphisme elliptique avec un point fixe a
lI'intérieur. Grace a une transformation de similarité, on a pu considérer ici que ¢ est une
rotation. On a trouvé des résultats spectraux tres différents suivant que la rotation est pério-
dique ou apériodique.

Dans second temps, nous nous sommes intéressés a tous les autres cas, c’est-a-dire lorsque
¢ n’est pas un automorphisme elliptique. On a commencé par donner une description de
I'ensemble du spectre ponctuel des opérateurs de composition elliptiques a poids. Puis, on a
montré que le spectre est égal au spectre ponctuel auquel on ajoute zéro. Ensuite, nous avons
considéré les cas hyperbolique et parabolique. Nous avons montré que le spectre ponctuel
des opérateurs de composition hyperbolique ou parabolique pondérés peut étre vide ou
égala C\ {0}.

Dans un troisieme temps, nous avons considéré des familles d’opérateurs de composi-
tion a poids sur des espaces de Banach de fonctions holomorphes et plus particulierement
de semi-groupes fortement continus sur ces espaces. Tout d’abord, nous avons montré que
le générateur infinitésimal (I', D(I")) du semi-groupe a la forme suivante :

{Ff=9f+Gf’ 2
D(T) = {f € X | gf + Gf € X}

ou g et G sont des applications holomorphes. Puis, nous avons montré 1'implication réci-
proque. C’est-a-dire, si le générateur infinitésimal (I', D(I")) d"un semi-groupe a la forme (2),
alors le semi-groupe est une famille d’opérateurs de composition a poids.

Enfin, on a regardé les semi-groupes de composition a poids sur 'espace de Fréchet
Hol(ID). Tout d’abord, on a donné des criteres pour que la famille d’opérateurs de compo-
sition a poids forme un semi-groupe équicontinu ou non. Inversement, on a vu que si la
famille d’opérateurs de composition a poids forme un semi-groupe équicontinu sur Hol(ID)
alors son générateur est donné par I'f = gf + Gf' avec G, ¢ : @ — C des fonctions holo-
morphes. Dans certains cas, nous avons pu obtenir le spectre ponctuel du générateur et ainsi
avoir des informations sur le spectre ponctuel du semi-groupe. Enfin, nous avons vu que si
le générateur d'un semi-groupe équicontinu sur Hol(D) est de la forme I'f = gf + G f’ avec
G, g : Q — C des fonctions holomorphes, alors le semi-groupe est composé d’opérateurs de
composition a poids.

Mots clefs : Semi-Groupes, Composition pondérés, Spectre, Espaces de Banach de
fonctions holomorphes, Opérateurs, Analyse complexe, Générateurs, Semiflots, Cocycles.
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Chapitre

Introduction

Dans cette these, nous allons étudier les opérateurs de composition a poids sur des es-
paces de fonctions holomorphes. Soit 2 un ouvert non vide simplement connexe de C. Soient
¢ : Q — Qetm: Q — Cdeux fonctions holomorphes. On définit 'opérateur de composition
a poids W, ., sur Hol({2) par

Winof =m.fop.

Dans le cas ot1 I'on considére la restriction de cet opérateur sur un espace de Banach de
fonctions analytiques X — Hol(2), on exige que W,, ,(X) C X. Des exemples d’espaces
de Banach de fonctions holomorphes sont décrits en Annexe B. L'opérateur de composition,
c’est-a-dire C, := W, a déja beaucoup été étudié sur ces espaces ot I'ouvert (2 était le
disque unité ouvert D (voir par exemple [66]). La question que 1’on peut se poser est pour-
quoi s’intéresse-t-on aux opérateurs de composition a poids? Il y a plusieurs raisons et mo-
tivations a cela. La premiere que I'on va énoncer est le théoreme de Banach-Stone qui nous
dit que pour tout compact X et Y et toute isométrie linéaire surjective 7" : C(X) — C(Y),
il existe un homéomorphisme ¢ : ¥ — X et une application g € C(Y) tels que pour tout
y €Y,|g(y) = 1etpourtout f € C(X) etpour touty € Y, Tf(y) = g(y).f(¢(y)). Ainsi,
T est un opérateur de composition a poids. Plusieurs généralisations de ce résultat ont été
obtenues par Richard Fleming et James Jamison [39] et font encore 1'objet de nombreuses
études.

D’autre part, I'étude des opérateurs de composition a poids peut s’avérer utile pour le pro-
bleme du sous-espace invariant qui reste toujours une question ouverte. Rappelons que le
probleme du sous-espace est le suivant :

Si T est un opérateur linéaire borné agissant sur un espace de Hilbert complexe séparable
X de dimension infinie, est-il vrai qu’il existe toujours un sous-espace fermé F' de X, non
réduit a {0} et distinct de X tout entier, tel que F soit invariant par 7'?

En 1950, Bishop propose un opérateur de composition a poids comme contre-exemple po-
tentiel. Soit o €]0, 1[ un irrationnel. Il a considéré 'opérateur T, : L*([0, 1[) — L?([0, 1]) défini

par:
(Toh)(z) = xh({x +a}) , x €0,1]

ou {y} est la partie fractionnaire de y. En 1974, Davie montre qu’il y a des sous-espaces in-
variant non-triviaux pour 7,, pour presque tout « €]0, 1] irrationnel (voir [32]). Le probleme
de savoir si c’est vrai pour tout « €]0, 1] irrationnel est toujours ouvert.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

L’étude de l'opérateur de composition a poids a aussi un grand intérét lorsque 1’on consi-
deére des espaces de fonctions holomorphes. En effet, en 1960, de Leeuw, Rudin et Wermer
[34] ont caractérisé les isométries linéaires de 1’espace de Hardy H' dans lui-méme par des
opérateurs de compositions a poids. En 1964, Forelli [40] a fait de méme pour les espaces de
Hardy H? avec 1 < p < oo et p # 2. On rappelle que les espaces de Hardy font partie des
espaces de fonctions holomorphes les plus importants. Une description de ces espaces est
donnée en Annexe B.

Une autre raison de s’intéresser aux compositions a poids est qu’il est trés naturel de consi-
dérer d’autres domaines ) que le disque unité pour 1'opérateur de composition. Dans le
cas particulier o1 le nouveau domaine est conforme au disque unité, 1'étude des opéra-
teurs de composition sur 2 est équivalent a étudier des opérateurs de composition pon-
dérés sur le disque unité. Ce procédé peut grandement faciliter la chose. Plusieurs études
ont déja été effectuées sur 1'opérateur de composition a poids lorsque que 1’'on considé-
rait un espace de Banach qui s’injecte continument dans 1’espace de Fréchet Hol(D) (voir
[23, 84, 30, 65, 17, 44, 26]). Nous nous intéresserons donc ici plus particuliérement aux pro-
priétés spectrales de ces opérateurs sur Hol(DD). Pour plus de détails généraux sur le spectre
d’un opérateur linéaire, vous pouvez vous référer au livre [33]. Jusqu'a récemment personne
n’avait envisagé ce type d’opérateur sur I'espace Hol(D). En effet, pour le cas ou1 ¢ est ellip-
tique et n’est pas un automorphisme, le spectre de l'opérateur de composition sur Hol(D)
a été obtenu en 2020 [5] alors que le spectre ponctuel a été déterminé par Koenigs au mi-
lieu du 19eéme siecle. Pour les cas parabolique et hyperbolique, le spectre a été récemment
obtenu par Frédéric Bayart en utilisant le théoréme de Valiron et de Pommerenke qui sont
redémontrés en Annexe A.

Dans le deuxieme chapitre, nous regarderons les propriétés spectrales de 1'opérateur de
composition a poids sur Hol(ID) o1 ¢ est un automorphisme elliptique avec un point fixe
a l'intérieur. Grace a la transformation de similarité, on peut prendre une rotation pour .
Ainsi, nous procédons de la maniére suivante. On prend 3 € C tel que |5| = 1 et m € Hol(D)
pour I'étude des propriétés spectrales de I'opérateur

T : Hol(D) — Hol(D) défini par 7'f(z) = m(z) f(Bz), =z € D.

Il s’avere que cela méne a une large variété de résultats dépendants des cas ou1 3 est périodique
(i.e. BN = 1 pour un entier N > 2) ou apériodique (i.e. B # 1 pour tout n € N*), et sur
les propriétés de m. Tout d’abord, on va étudier les valeurs propres. On peut les décrire
completement dans les cas périodique et apériodique et aussi déterminer les sous-espaces
propres. Suivant une idée de Bonet [12] nous pouvons considérer un 3 apériodique de la
forme 3 = %™ ou £ est un nombre diophantien. Pour le poids m = 1 nous montrons que

{B":neN}Co(T)CT\{e* :rcQ,e* #1},

o o(T) := {X € C : XId —T n’est pas bijective} est le spectre de 7. Donc o(T) = T :=
{ANe C: |\ =1}etT\o(T') =T. Ce cas démontre déja comment peuvent étre les surpre-
nants comportements spectraux dans l’espace de Fréchet : le spectre peut ne pas étre fermé
et la résolvante peut ne pas étre continue. Pour cette raison, comme dans la littérature spé-
cialisée (voir par exemple la monographie de Vasilescu [82]), nous considérons le spectre de

Waelbroeck oy (T') de T'. Si m(z) # 0 pour tout z € D, alors nous verrons que

ow(T) ={A € C: |\l = [m(0)]}.

EDDY BERNARD 6



Mais nous verrons aussi que le cas ou m a un zéro dans D est beaucoup plus difficile. Le
résultat principal du second chapitre, qui est le théoreme 2.7.5, montre que oy (1) est un
disque. En fait, soit

1 21 .
M, = exp (%/0 log ]m(re”)]dt)
pour 0 < r < 1et M :=supy.,.; M, € [0, 0]. Alors
ow(T)={A e C: |\ < M}

si M < oo et oy (T) = C autrement.

Dans un troisieme chapitre, nous nous intéresserons a tous les autres cas. En fait, les au-
tomorphismes elliptiques sont tres particuliers et les cas que nous traitons dans ce troisiéme
chapitre nécessitent des arguments différents, de sorte qu’il n'y a pas de chevauchement.
Tout d’abord, nous caractérisons 1'inversibilité (proposition 3.2.1) et la compacité (proposi-
tion 3.2.4) de I'opérateur de composition pondéré 7" sur 'espace Fréchet Hol(ID). Par ailleurs
nous mentionnons un lien utile (proposition 3.2.3) entre le spectre ponctuel de T et celui
de C,. Ensuite, on obtient une description complete du spectre ponctuel et de ses espaces
propres pour 'opérateur de composition elliptique pondéré (théoreme 3.3.4), c’est-a-dire
lorsque ¢ n’est pas un automorphisme et a un point fixe dans D. Ceci généralise le théoreme
de Koenigs et nous a conduit a introduire une autre fonction clé¢, nommée fonction de Koe-
nigs pondérée, qui est notée w. Combinée avec la fonction dite de Koenigs «, nous pouvons
prouver que les espaces propres sont de la forme Cwx" (n € N).

On va donner aussi une description de I’ensemble du spectre des opérateurs de com-
position elliptiques pondérés (théoréme 3.4.1) et prouver que le spectre est égal au spectre
ponctuel ou a 'union du spectre ponctuel avec {0}. En fait, nous prouvons une décom-
position spectrale de 'opérateur 1" et obtenons une projection spectrale unidimensionnelle
pour chaque valeur propre méme si I'opérateur 7' n’est pas compact en général. Ces ré-
sultats sont des généralisations des résultats correspondants sans poids de [5]; mais nous
simplifions également certains des arguments qui y sont donnés. Enfin, nous considérons
les cas hyperbolique et parabolique. Nous montrons que le spectre ponctuel des opérateurs
de composition hyperbolique ou parabolique pondérés peut étre vide ou égal a C \ {0}.
Comme dit plus haut, le spectre des opérateurs de composition sans poids peut étre entie-
rement décrit (théoreme 3.6.1 et théoréme 3.7.1) grace aux théoremes sur les modeles frac-
tionnaires linéaires développés par Valiron, Pommerenke et Baker-Pommerenke. Le spectre
est beaucoup plus mystérieux et chaotique si ’'on ajoute un poids. Nous n’avons pas pu en
donner une description complete. Nous donnons des réponses partielles telles que le théo-
réme 3.6.3, donnant une condition de régularité suffisante mais non nécessaire sur le poids
au point Denjoy-Wolff du symbole ¢, ce qui implique que le spectre ponctuel est C \ {0} et
chaque valeur propre est de multiplicité infinie.

Dans le chapitre 4, nous allons considérer des familles d’opérateurs de composition a poids
sur des espaces de Banach de fonctions holomorphes et plus particulierement de semi-
groupes fortement continus sur ces espaces. Les semi-groupes fortement continus four-
nissent des solutions d’équations différentielles linéaires ordinaires a coefficients constants
dans les espaces de Banach. De telles équations différentielles dans les espaces de Banach
proviennent par exemple d’équations aux dérivées partielles qui ont un grand intérét en
physique et en mathématiques. Ainsi, nous allons introduire une dépendance en temps
pour le poids et la fonction avec laquelle on compose. Rappelons que pour un semi-groupe
fortement continu, on peut définir un générateur infinitésimal qui est un opérateur fermé

7 EDDY BERNARD



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

a domaine dense et qui caractérise le semi-groupe fortement continu. Pour que la famille
d’opérateurs de composition a poids (5;):>o de X dans X, définie par :

Sif =my.fop (1.1)

pour toutt > O et f € X ait une chance d’étre un semi-groupe, il faut que les familles (¢;):>o
et (m¢);>o vérifient certaines conditions. On va alors introduire la notion de semiflot et de
cocycle. Notons que dans le cas ot il n'y a pas de poids, le générateur I' du semi-groupe
d’opérateurs est de la forme I'f = G f' ou G est le générateur du semiflot dont la forme a
été totalement caractérisée par Berkson et Porta. En 2015, dans l'article [8], une réciproque
partielle a été démontrée, a savoir : sil'on suppose que I' est de la forme I' f = Gf” a domaine
dense et est le générateur d’un semi-groupe fortement continu sur 'espace de Hardy H?(D)
ou l’espace de Dirichlet D, et si de plus on suppose que le semi-groupe est quasicontractant,
alors nécessairement le semi-groupe est un semi-groupe d’opérateurs de composition. Une
question ouverte était de savoir s’il existait ou non des semi-groupes (nécessairement non
quasicontractants) sur ces mémes espaces, avec un générateur de la forme I'f = G f’. En
2019, indépendamment, E. Gallardo-Gutiérrez et D. Yakubovich [43] ainsi que W. Arendt et
I. Chalendar [6] ont répondu par la négative a cette question en proposant des approches
différentes et surtout en obtenant des conditions différentes sur les Banach X pour lesquels
un générateur de la forme I'f = G/f’ engendre un semi-groupe d’opérateurs de composition.
Dans ce quatrieme chapitre, nous généraliserons ces résultats. Nous commencerons par
étudier le générateur infinitésimal (I', D(I")) des semi-groupes fortement continus d’opéra-
teurs de composition a poids et aussi les conditions pour qu’une telle famille soit un semi-
groupe fortement continu. Notamment, nous montrons que son générateur est donné par :

{Ff =g/ +Gf

1.2
DT)={feX|gf+Gf € X}, (12

ou G, g : 2 — C sont des fonctions holomorphes. Ensuite, nous allons étudier la réciproque,
c’est-a-dire si le générateur infinitésimal de (.S;);>¢ est de la forme (1.2), alors le semi-groupe
fortement continu a la forme (1.1). Dans le cas o1 ¢ = 0, on retrouve bien le résultat obtenu
dans [43, 6].

Dans le dernier chapitre de cette these, on va regarder les semi-groupes de composition
a poids sur 'espace de Fréchet Hol(ID). On va commencer par rappeler les résultats impor-
tants de la théorie des semi-groupes équicontinus sur les espaces de Fréchet qui est moins
standard que celle des semi-groupes fortement continus sur les espaces de Banach, mais qui
la généralise. Notamment, on va voir que 1'on a toujours des théoremes spectraux qui per-
mettent de lier le spectre du semi-groupe avec celui de son générateur. Ensuite, on donnera
des criteres pour que la famille d’opérateurs de composition a poids forme un semi-groupe
équicontinu ou non. Inversement, on verra que si la famille d’opérateurs de composition a
poids forme un semi-groupe équicontinu sur Hol(ID) alors son générateur est donné par
(1.2) ot le domaine sera Hol(D) tout entier. Dans certains cas, nous pourrons obtenir le
spectre ponctuel du générateur et ainsi avoir des informations sur le spectre ponctuel du
semi-groupe. Enfin, nous verrons que si le générateur d’un semi-groupe équicontinu sur
Hol(D) est de la forme I'f = ¢gf + G f’ avec G, g : 2 — C des fonctions holomorphes, alors le
semi-groupe est composé d’opérateurs de composition a poids.

EDDY BERNARD 8



Chapitre 2

Propriétés spectrales de l'opérateur de
composition a poids sur Hol(ID) induit par
des rotations

2.1 Introduction

Le sujet de ce chapitre est 1’étude du spectre de 1'opérateur de composition a poids sur
I’espace de Fréchet Hol(ID). Dans un article précédent [5] cela a déja été fait pour 1’opérateur
de composition f — fop, ot ¢ : D — D a un point fixe a l'intérieur du disque unité et
n’est pas un automorphisme. Ici, on considere le cas ol ¢ est un automorphisme elliptique
avec un point fixe a l'intérieur. Grace a la transformation de similarité (voir section 2.8 plus
bas), on peut prendre une rotation pour ¢. Ainsi, nous procédons de la maniére suivante.
On prend 5 € C tel que |f| = 1 et m € Hol(D) pour 'étude des propriétés spectrales de
I'opérateur

T : Hol(D) — Hol(D) défini par T'f(z) = m(z) f(8z), =€ D.

Il s’avere que cela mene a une large variété de résultats dépendants des cas o1 /3 est périodique
(i.e. BN = 1 pour un entier N > 2) ou apériodique (i.e. 3" # 1 pour tout n € N*), et sur les
propriétés de m. Tout d’abord, on va étudier les valeurs propres (section 2.3). On peut les
décrire completement dans les cas périodique et apériodique et aussi déterminer les sous-
espaces propres.

Suivant une idée de Bonet [12] nous pouvons considérer un 3 apériodique de la forme
B = €™ ou1 £ est un nombre diophantien. Pour le poids m = 1 nous montrons que

{B":neN}Co(T) CT\{e* :r € Q,e*™ #1},

ou o(T) := {\ € C: AId—T n’est pas bijective} est le spectre de 7. Donc o(T") = T := {\ €
C: |\ =1} et T\ o(T) = T. Ce cas démontre déja comment peuvent étre les "mauvais"
comportements spectraux dans 'espace de Fréchet : le spectre peut ne pas étre fermé et la
résolvante peut ne pas étre continue. Pour cette raison, comme dans la littérature spécialisée
(voir par exemple la monographie [82] de Vasilescu), nous considérons le spectre de Wael-
broeck ow (T') et son complémentaire, I"ensemble résolvant de Waelbroeck py (1) de T'. Celui-ci

peut étre défini dans un espace de Fréchet arbitraire mais nous préférons travailler seule-
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CHAPITRE 2. PROPRIETES SPECTRALES DE IOPERATEUR DE COMPOSITION A
POIDS SUR Hol(D) INDUIT PAR DES ROTATIONS

ment dans Hol(D) en utilisant les avantages liés a cet espace. Ici, nous définissons

pw(T) = {Ae€p(T):30 > 0tel que D(X,0) C p(T)
et sup sup |(n1d—T)"f)(2)] < o
peD(A0) |z[<r

pour tout f € Hol(D),r < 1}.

Cet ensemble est ouvert, et donc son complémentaire oy (7') est fermé. Le cas apériodique
est le plus intéressant. Nous allons considérer deux cas. Si m(z) # 0 pour tout z € D, alors
nous verrons (section 2.7) que

ow(T) ={A € C: Al = [m(0)]}.

Mais nous verrons aussi que le cas ot m a un zéro dans D est beaucoup plus difficile. Notre
résultat principal, théoreme 2.7.5, montre que oy (1) est un disque. En fait, soit

1 21 .
M, = exp ( / log |m(re’t)|dt)
2m Jo
pour 0 < r < 1, et M; :=supy.,, M, € [0, 00]. Alors

si M < oo et oy (T) = C autrement.

Avant de prouver ce résultat, nous traitons les espaces de Banach. Dans la section 2.5,
nous considérons la restriction Tx de T'a X = A(D) (requérant m € A(D)) et aussi X =
H?(D), par exemple. Nous montrons que dans le cas apériodique, si m € A(D) a un zéro

dans DD, alors
O'(TA(D)) = {)\ eC: |>\| < M*},

ou M* = exp (i [2™ log |m(e™) |dt> . Ce résultat est donné par Kamowitz [53, théoremes 4.8
et 4.9], cependant la démonstration est assez compliquée et utilise des arguments délicats.
Nous donnerons ici une preuve plus simple basée sur une décomposition spectrale. Celle-ci
va nous conduire a une preuve dans le cas de Hol(ID) dans la section 2.7.

Nous consacrons une section spéciale, la section 2.6, pour établir le théoreme de décom-
position spectrale dans Hol(ID) et aussi pour décrire le spectre de Waelbroeck pour des opéra-
teurs linéaires arbitraires sur l'espace Hol(DD).

Il est intéressant de comparer les résultats sur Hol(D) et les espaces X = A(D), H?(D). En
réalité, il peut arriver que pour m € A(D), M; < M*. Alors pour M; < |\ < M*, X € pw(T)
mais \ € o(Tx) pour X = A(D) ou H?(D), 1 < p < co. Cela veut dire que (A\Id—-T)"'X ¢ X
pour n‘importe quel A et tout espace de ce type.

2.2 Invariance rotationnelle du spectre
Soit 5 € C, || = 1 et soit m € Hol(ID), m # 0. Nous considérons 1'opérateur
T : Hol(D) — Hol(DD), défini par (T'f)(z) = m(z)f(Bz).

Par p(T') := {\ € C: (A\Id —T) est bijective} on dénote I'ensemble résolvant de T'. Nous notons

Ry := (A\Id-T)"' € L(Hol(D)), € p(T).
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2.2. INVARIANCE ROTATIONNELLE DU SPECTRE

La continuité de R, est une conséquence directe du théoreme du graphe fermé. On note
a(T) = C\ p(T)

le spectre de T'.
Le spectre est invariant par rotation /3. Plus précisément, nous allons montrer dans cette
section le résultat suivant.

Théoréeme 2.2.1.
o(T) = Bo(T) U {m(0)}.

Les conséquences simples de l'invariance du spectre sont les suivantes.

Corollaire 2.2.2.
a) Si A € o(T) alors "\ € o(T) pour tout n € N*.
b) {8"m(0) :n € N} C o(T).

Pour la preuve du théoréme 2.2.1 nous utilisons la restriction 7, de 7" a I’espace
Holy(D) := {f € Hol(D) : f(0) = 0}.

Comme (7'f)(0) = m(0)f(0), on a alors que 7'Holy(D) C Holy(D), et donc Ty € L(Holy(D)).
Le lemme suivant montre le lien entre le spectre de T et celui de T'.

Lemme 2.2.3.
o(To) = Bo(T) et p(To) = Bp(T).

Preuve. Nous considérons l’application linéaire et bijective ® : Hol(D) — Holy(D) donnée
par (Pf)(z) = zf(z) dont I'inverse est définie par (?'¢)(z) = 1¢(2), z # 0. Alors ®~'T,® =
BT. Comme Tj et ST sont similaires, les assertions du lemme en découlent. [

Une étape supplémentaire dans la preuve du théoreme 2.2.1 est la suivante.

Lemme 2.2.4.
a) m(0) € o(T),
b) p(T) C p(Tp) et
c) p(To) C p(T') U{m(0)}.

Preuve. a) Comme ((m(0)1d —T7") f)(0) = 0 pour tout f € Hol(D), I'opérateur m(0) Id —7'n’est
pas surjectif.
b) Soit A € p(T'). Alors m(0) # X par a). Soit g € Holy(D), f = Ryg. Ainsi,

A (z) —m(2)f(Bz) = g(z) pour tout z € D.

D’out (A — m(0))f(0) = ¢g(0) = 0. Donc f(0) = 0, ce qui prouve que R, Holy(D) C Holy(D) et
montre 'inclusion désirée.

c) Soit m(0) # A € p(Tp). Alors A1Id —T est injective. En effet, si (A\Id—T7")f = 0, comme
A # m(0), en évaluant en 0 cela montre que f € Holy(D). D’ot1, f = 0 comme A € p(1p). Pour
montrer la surjectivité, comme Hol(D) = Holy(D) & C, il est suffisant de montrer qu’il existe
f € Hol(D) telle que (A\Id —T") f = ey, ol e, est la fonction égale a 1 sur D. En évaluant en 0
cela montre que (A — m(0))f(0) = 1, et donc f(0) = —. De plus,

A—m(0)*

(A1 =T)£(0)eo + (A\Td=T)(f — £(0))eo = eo. (2.1)

11 EDDY BERNARD
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Comme (AId—T) f(0)eg + (AId =T")(f — f(0)eg) — f(0)(m — m(0)ey), (2.1) est équivalent a

(Ad=T)(f = f(0)eo) = f(0)(m — m(0)eo).

Comme ) € p(Tp), il existe un unique f; € Holy(D) tel que

A d-T)f, = m

Ainsi, f = f1 + meg est I'unique fonction dans Hol(D) satisfaisant A\f — T'f = e,. O

Si 3 = e*™*, m(z) = 1 pour tout z € D et o est un nombre diophantien (voir 2.13 pour
une définition), il a été montré par J. Bonet [12, Corollary 3] que m(0) = 1 € p(7p). Ainsi le
lemme 2.2.4 est optimal.

Le théoreme 2.2.1 est une conséquence immédiate des lemmes 2.2.3 et 2.2.4.

Nous verrons dans la section 2.4 que o(7") n’est pas fermé en général. Nous ajoutons un
résultat spectral, qui est plus précis que le corollaire 2.2.2 et qui nous sera utile plus tard.

Par e, on note la fonction e, (z) = z* (z € D), ou k € N.

Lemme 2.2.5. Soient m & Hol(D) telle que m(0) # 0, 5 € T, n € N* tel que §* # 1 pour
k=1,---,n.Alors
er & (B*m(0)eg — T) Hol(D) pour k =1,--- | n.

Preuve. Tout d’abord, notons que ¢, ¢ (m(0)eq — T') Hol(D) puisque pour f € Hol(D),
((m(0)eo — T') f)(0) = 0. Maintenant supposons qu’il existe k € {1,--- ,n} tel que
er € (B*m(0)eq — T') Hol(D).

Choisissons le plus petit k avec cette propriété. Ainsi, il existe f € Hol(D) telle que

B*m(0)f(2) — m(2)f(Bz) = 2", 2 €D.

Alors 3*m(0)f(0) — m(0)£(0) = 0. Donc f(0) = 0 et il existe f; € Hol(D) telle que f = ey fi.
On en déduit que
B*m(0)2f1(2) — m(2)Bzfi(Bz) = 2*, z € D.
D’out
B Im(0)(Bf1)(2) — m(2)(Bf1)(Bz) = 271, 2 €D,

ce qui contredit la minimalité de k. O]

2.3 Spectre ponctuel des opérateurs de composition a poids
induit par des rotations périodique et apériodique

Le but principal de cette section est de déterminer le spectre ponctuel. On considere

d’abord le cas périodique, ot il est facile de déterminer 'ensemble du spectre, ce que nous

faisons en premier. Le spectre ponctuel demande plus d’efforts. Soient 3 € T, m € Hol(D),
m # 0 et considérons 1'opérateur 7" sur Hol(D) par

(T'f)(2) = m(2)f(Bz), z€D.
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2.3. SPECTRE PONCTUEL DES OPERATEURS DE COMPOSITION A POIDS INDUIT
PAR DES ROTATIONS PERIODIQUE ET APERIODIQUE

Ce que nous montrons dans ce qui suit est valable pour le cas périodique et apériodique.
Par

0,(T) :={\ € C: A\1d —T n’est pas injectif}

nous désignons le spectre ponctuel de T. Comme dans la section précédente, par e; nous
désignons la fonction e;(z) = z¥ (2 € D), ou k € N.

Proposition 2.3.1.

a) 0 & o,(T).
b) Si\ € 0,(T), alors "\ € o,(T) pour tout n € N.

Preuve. a)Soit f € Hol(D) telle que (T'f)(z) = m(z) f(8z) = 0 pour tout z € D. Alors f(w) =0
pour tout w € f{z : m(z) # 0} =: Q. Comme m # 0, {2 est ouvert et non vide. On en déduit
que f = 0.

b) Soit 0 # f € Hol(D) telle que T'f = Af. Alors f := exf # 0 et T f, = B*\ fr. O

2.3.1 Cas périodique

Le spectre o(M) de I'opérateur de multiplication M € L(Hol(D)) donné par M f = mf
est égal a m(D). En effet, montrons que A € p(M) < X ¢ m(D). Supposons tout d’abord que
A € p(M). Ainsi, pour tout g € Hol(D), il existe f € Hol(D) telle que (M — Ad)f = g. D’'out
pour tout z € D, ona (m(z)—A\) f(z) = g(z). Supposons que A € m(ID), alors il existe z;, € D tel
que A = m(z) et donc g(zp) = 0, ce qui est absurde. Pour la seconde implication supposons
que A ¢ p(M).Si M — \Id non injectif, alors il existe g € Hol(D) \ {0} telle que (M —\Id)g =0
et donc il existe zy € D tel que A = m(2). Si maintenant M — AId non surjectif, alors il existe
f € Hol(D) telle que Vg € Hol(D), on ait (M — AId)g = (m — AId)g # f.Si on suppose que
A ¢ m(D), alors la fonction % € Hol(D) est un antécédent de f pour M — AId, ce qui est
absurde. Ainsi, A € m(ID). Ceci termine la preuve et ainsi le spectre de M est ouvert sauf si m
est constant. Maintenant, soit 5 € C une racine de I'unité différente de 1. En d’autres termes,
il existe N > 2tel que 8 =1, 8" # 1 pourk = 1,--- , N — 1. Alors TV est 'opérateur de
multiplication donné par

TV f = myf oumy(z) = m(z)m(Bz) ---m(BY12).
Proposition 2.3.2. Onac(T) ={A € C: \N € my(D)}.

Preuve. Comme o(T)N = o(TVN) = my(D), on a AN € my(D) pour tout A € o(7T). Pour la
réciproque, notons que, par le théoreme 2.2.1, fo(7) C o(7). Comme [ est une racine n-
ieme de I'unité, cela implique que 8o (T') = o(T). Maintenant soit A € C tel que AV € my(D).
Alors \V € o(T"). Ainsi, il existe u € o(T) tel que AN = pV. D’ou A = "1 pour un certain
k € Netdonc A € o(T). O

Proposition 2.3.3. Supposons que m(zy) = 0 pour un certain z, € D. Alors o,(T) = 0.

Preuve. Nous savons par la proposition 2.3.1 que 0 ¢ 0,(T"). Supposons que 0 # A € 0,(7T).
Alors AV € 0,(T"V) etil existe 0 # f € Hol(D) telle que

my(2)f(z) = AN f(2) pour tout z € D.

Cela implique que my(z) = AV si f(z) # 0. Comme f # 0, f n’a que des zéros isolés. Donc
my(z) = AV pour tout z € D. Par conséquent, on aboutit a une contradiction

M =mp(z) = 0.

]
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Maintenant, nous pouvons décrire le spectre ponctuel et les sous-espaces propres de T
dans le cas périodique.

Théoréme 2.3.4. Soient 3 € C, N € N*, N > 2 telsque s~ =1, g* # 1pour k =1,--- ,N — 1.
Soient m € Hol(D), m # 0 et considérons I'opérateur

T : Hol(D) — Hol(D) défini par (T f)(z) = m(z)f(Bz) (2 € D).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) o,(T) #0;
b) il existe ag € C, f; € Hol(D), j =1,--- , N — 1 tels que m = expm; oit

my(2) = ag + 2f1(2N) + 2o (V) + -+ 2V v (ZY) (2 €D).

Dans ce cas,
TV = eV 1d, 0,(T) = {e™p" : k=0,--- N — 1} = o(T)

et

mi(n)

1— B

ker(T — e™pF1d) = {f(z) = 2Fexp 91(2) 1 gi(n) =

lim sup [: (Nn)[ /" < 1},
n—oo

sin ¢ NN et

ce qui montre que la dimension des espaces propres est infinie.
Pour la preuve, nous avons besoin de caractériser quand la fonction my est constante.

Lemme 2.3.5. Soit 3 € C tel que 3 =1, ¥ # 1pourk = 1,--- ,N — 1o N > 2. Soit
m € Hol(ID). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 3c € C\ {0} telle que my(z) = c pour tout z € D;

(ii) il existe ag € C, f1,--- , fn—1 € Hol(D) telles que

m = exp(my) et my(z) = ag + 2f1(z") + -+ 2" v (2V).

Preuve. (i) = (ii) Par (i) m(z) # 0 pour tout z € D. Donc il existe m; € Hol(D) telle que
m = exp(m,) et

¢ =exp(mi(z) +mq(B2) + - +mi(BY'2)) pour tout z € D.

Ainsi
my(z) +mi(Bz) + - +my (BN 12) = e 4 2imk(2), (2.2)

ot c = e etk : D — Z est continue, d’ot1 constante. Soit m,(2) = 3,59 a,2". Alors

2= ap2"(14 "+ ¥ + -+ BN7I") pour tout » € D et un certain ¢, € C.
n>0

Doncsi " = 1,i.e. n € NN*, alors a,, = 0, alors que pour 5" # 1, comme

1— nIN
1+ﬁn+52n++6(N71)n: l_ﬁﬁn :0,

m satisfait (2.2) si et seulement si m, est de la forme

mi(z) = Y. apz".

n>0,ngZNN
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2.3. SPECTRE PONCTUEL DES OPERATEURS DE COMPOSITION A POIDS INDUIT
PAR DES ROTATIONS PERIODIQUE ET APERIODIQUE
Soit fi(2) = Xm0 amnk2™Y pour k= 1,--- | N — 1. Alors, on obtient ().
(i) = (i) Nous devons montrer que

M(z) :=my(2) + mi(B2) + - - +m(B""'2) est constante pour tout z € D.
Nous avons M (0) = Nag. Comme 1+ 3 +---+ Y"1 =0,0na
2fi(ZN) + Bz (BN EN) e BT f1(BY ) = (L B+ BV T2 A(Y) = 0.
De la méme fagon, 1 + 8% + - + (8*)V~1 = 0 et donc
(™) + (B2)* fu(B2)™) + - - + (B 2) fiu((B2)") = 0,

pourk=1,--- N — 1. Ce qui prouve ce que 'on voulait. O

Preuve du théoreme 2.3.4. a) = b) Supposons que 0,(T) # (). Alors par la proposition 2.3.3,
m(z) # 0 pour tout z € D et 0,(TV) # 0. Ainsi, il existe 0 # f € Hol(D), 0 # X € C telles que
mn(2)f(z) = Af(2) (¢ € D). Cela implique que my(z) = A pour tout z € D, et on en déduit
b) par le lemme 2.3.5.
b) = a) On déduit de b) que TV = eV Id. Ainsi 6,(T") = o(T"V) = %, ce qui implique
que

op(T) = {e™B" : k=0,--- N —1} = o(T),
puisque par la proposition 2.3.1, 30, (T) C 0,(T) et d’ott B0,(T) = 0,(T) (utilisant ¥ = 1).
De la méme fagon o (1) = o(T) par le théoreme 2.2.1.

Décrivons maintenant les fonctions f € Hol(DD), f # 0, solutions de I"équation

exp(my(2))f(Bz) = e®B* f(2) avec my(0) = ag, k € {0,--- ,N —1}. (2.3)

Comme f # 0, il existe ny € N tel que f(z) = 2"0g(z) sur D, ott g € Hol(D) et g(0) # 0. Soit
0 < r < 1tel que g(z) # 0 pour tout z € D(0,r). Alors il existe g; € Hol(D(0,r)) telle que
g(z) = e9® sur D(0,r). Ainsi (2.3) devient

exp(my(2))2" 8™ exp(g1(Bz)) = e ¥z exp(gi(2)) si |z < 7, (2.4)
c’est-a-dire
exp(mi(2) + g1(B2)) = e B exp(gi(2)) si |z| < 7. (2.5)
En prenant z = 0 on en déduit que ny = k et donc (2.5) devient
exp(mi(z) + ¢1(8z)) = e™ exp(g1(2)) si |z| < 7. (2.6)

Comme m;(n) = 0 pour tout n € NN* et ¥ = 1, la seule condition sur g;(n) avec n € NN*
est donnée par la formule d’'Hadamard sur le rayon de convergence, a savoir

lim sup [g7 (nN)|V/ V) < 1,
n—oo

ce qui équivalent a lim sup,,_, . [g:(nN)|"/" < 1. De plus, (2.6) implique que

—

_ mi(n)

1—pgr
Comme m; € Hol(D) et puisqu'il existe § > 0 telle que 6 < |1 — 3| < 2 pour tout n ¢ NN,
une fonction g telle que

g1(n) sin € NN.

lim sup [ (nN) [V < 1 et gi(n) = 2 i ¢ NN
n—00 1—pn
est dans Hol(ID). Cela prouve la derniére assertion du théoreme. [
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2.3.2 Cas apériodique

Ici nous supposons que 5 € C, || = 1 et 3" # 1 pour tout n € N. Notre objectif est de
déterminer le spectre ponctuel 0,(7') de T'. Nous montrons d’abord que dans le cas apério-
dique, nous avons aussi 0,(T') = ) quand m a un zéro.

Proposition 2.3.6. S’il existe z, € D tel que m(zq) = 0, alors o,(T) = 0.

Preuve. Par la proposition 2.3.1 a), 0 & 0,(T"). Soit 0 # A € C. Supposons que m(z)) = 0 et
soit f € Hol(D) telle que

m(z)f(fz) = Af(z) pour tout z € D.

Alors f(z) = 0 et donc 0 = m(B820)f(20) = Mf(Bz0). En itérant I'argument, nous voyons que
F(B%2) =0 pour tout k € N. Ainsi f est nulle sur zoT qui est 'adhérence de {B"2 : ke N}
Cela implique que f = 0. O

Maintenant supposons que m(z) # 0 pour tout z € D. Alors il existe m; € Hol(D) telle
que
m(z) = exp(my(z)) pour tout z € D.

Soit m(2) = 2,50 an2" pour tout z € D. On a alors ce qui suit.

Théoréme 2.3.7. a) Si

lim sup < @) )1/" <1 (2.7)

n—00 ’1 - B"l o ’
alors ,(T') = {m(0)B"™ : n € N} et ker(T' — m(0)5™1d) est de dimension 1, généré par la

fonction
fa(z) = 2"exp (91(2)) ot g1(2) = ao+ » 7 anﬁn 2" pour tout z € D. (2.8)
n=>1 -
b) Si

lim sup ( [an) )1/” > 1 (2.9)

n—o0 |1 - ﬁ”| .

alors o,(T) = 0.

Preuve. Soit A € 0,(T). Alors A # 0 par la proposition 2.3.1 et il existe 0 # f € Hol(D) telle
que

m()£(82) = Af(2) (= € D). (2.10)

Cela implique que f(z) # 0 pour tout z € D \ {0}. En fait, supposons que f(z) = 0 ou
20 € D\ {0}. Alors par (2.10), f(820) = 0. En itérant cela donne f(3"z,) = 0 pour tout k € N.
Comme l’adhérence de {*z; : k € N} est un cercle, on aboutit & une contradiction (f = 0).
Par conséquent, il existe M € Net f; € Hol(DD) tels que

f(z) = 2" exp(fi(2)) (2 € D).
Choisissons 7 € C tel que A = ¢7. Soit f1(z) = Y50 bn2". Alors pour 3 = ¢,
em1 () M gieM oxp (£1(82)) = €7 2M exp(fi(2)).
Ainsi, il existe k(z) € Z telle que

my(z) +iaM + f1(Bz) = v+ fi(z) + 2ink(2). (2.11)
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2.4. SPECTRE DE L’OPERATEUR DE COMPOSITION INDUIT PAR UNE ROTATION
APERIODIQUE SUR Hol(D) : ARGUMENTS DIOPHANTIENS

Par continuité, k(z) = k(0) := ko pour tout z € D. En prenant z = 0 dans (2.11) on obtient

ag + 1aM — v = 2irky.

D’ou, exp (ag + iaM —v) = 1. Rappelons que exp(ag) = m(0). Donc, m(0)e ™™ = 7 = .
Maintenant, (2.11) implique que

Z anz" + Z b,B"z" — Z b,z" = 0.
n=1 n=1 n=>1
Dow, b, = 1%
1/n .
lim sup,,_, (|1|f%‘n‘) / < 1. Ainsi, on a (2.8) et A = m(0)e’M.
Réciproquement, supposons (2.7). Soit M € N et soit

pour n € N*. Dong, 32>, {#%72" a un rayon de convergence > 1, i.e.

“+oo

f(Z) — ZM exp {Z 7 f”ﬁnz”} .

n=1

Alors en vertu de (2.7), f € Hol(D), f # 0 et
(Th)(z) = m(z)f(Bz)
+oo +oo a
= exp (Z anz”> MM exp (Z . = nﬁ”z")
n=0 - ﬁ

= m(0)8M M exp (iﬁ; (an (1 + 1 f;n)) z”)
= m(0)8Y f(2),

puisque m(0) = exp(ao). Cela montre que m(0)3" € o,(T) pour tout M € Nsil'ona (2.7).
]

2.4 Spectre de I'opérateur de composition induit par une ro-
tation apériodique sur Hol(DD) : Arguments diophantiens

Soit 8 € C, |5] = 1, et supposons que 3 n’est pas une racine de 1'unité, i.e. 5 # 1 pour
tout n € N*. Soit p : D — D définie par p(z) = (2. Un tel p est appelé une rotation apériodique.
Définissons ensuite

C, : Hol(D) — Hol(D) donné par C, f = f o ¢.
Nous déterminons tout d’abord le spectre ponctuel.
Proposition 2.4.1. 0,(C,) = {" : n € N}

Preuve. Ceci est un corollaire du théoreme 2.3.7 ou de [12, proposition 1] avec une preuve
facile et directe. O

Nous commengons avec le résultat suivant provenant de [12] et on ajoute une preuve par
soucis de complétude.

Proposition 2.4.2. ¢(C,) C T.
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CHAPITRE 2. PROPRIETES SPECTRALES DE IOPERATEUR DE COMPOSITION A
POIDS SUR Hol(D) INDUIT PAR DES ROTATIONS

Preuve. Nous devons prouver que C\ T C p(C,,). Soit A € C tel que |A| # 1. Soit g € Hol(D)
et écrivons g(z) = X,50 bn 2" avec limsup,,_, | |bn]# < 1. Notre objectif est de résoudre

Cof =M =4 (2.12)

avec f € Hol(DD) donné par f(z) = X,50 an2". A partir de (2.12), nous obtenons

n

CEEPY

vn €N, a,0" — Aa, = b, & a, =

Cependant, pour chaque n € N, [3" — A| > |1 — |A||. Ainsi,

lim sup ]anﬁ = lim sup \bn\% < 1L
n—-+0o n—-+00

Nous avons prouvé ceci "Vg € Hol(D),3!f € Hol(D) telle que C,f — A\f = ¢". D’oli, A €
p(T). O

Inspiré par larticle [12] nous voulons étudier le spectre de C, si f = €*™ ou € est un
nombre diophantien. Soit 7 > 2 et

D(r):={{€R:3y>0telque|p/q—&| > vq¢ " pourtoutp € Z,q € N*} (2.13)
I’ensemble de tous les nombres diophantiens d’ordre 7. Il est bien connu que R \ U,~2D(7) a
une mesure de Lebesgue 0 (voir par exemple [21]).

Théoréme 2.4.3. Soient 7 > 2, £ € D(1). Définissons p(z) = €*™z et considérons l'opérateur C,,

sur Hol(D) donné par C,,f = f o . Alors,
{8":neN} Co(Cy) C{e™:x¢Qu{l}.
Preuve. Grace aux propositions 2.4.1 et 2.4.2, il est suffisant de montrer que
AeC\{1}:IreQr=¢""} Cp(C,).

Soit A = 2™ £ 1 avecr € Q.

Soity > Otel que | —p/q| = v¢~" pour tout p € Zetq € N*. Soientr = £, py € Z, gy € N*.
Nous prétendons que

1 9 ) -1
< (%) =1 (ke N9,

A — B (47
ot 3 := 7. En effet, comme la fonction sinus est concave sur [0,7/2], on a |sinz| > 2|z
pour |z| < 7. Soitp € Ztel que |({k—7) —p| < % (nous avons p = |{k—r],oup = |Ek—r|+1).

En utilisant ces estimations, nous obtenons

|5k — Al = ‘62iﬂ£k — ¥ = |€2mgk _ 62i7r(7'+p)|

|€2i7r(§k—7’—p) . 1| _ |€i7r(£k:—r—p) . e—iﬂ'(fk—r—p)|

= 2[sin(m(§k — 7 —p))|
> 272T7T|§k —r —p

comme p € Z est choisi tel que [¢k — r — p| < 3. Par conséquent,

1 1 1 1

1
< = —
I — A — 4|k —r —p| 4k‘§_m

qok

IA
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2.4. SPECTRE DE L’OPERATEUR DE COMPOSITION INDUIT PAR UNE ROTATION
APERIODIQUE SUR Hol(D) : ARGUMENTS DIOPHANTIENS

ol ¢ = %qg .
Donc
lim sup —————— < limsup ¢/*E—D/k < 1.
k—>oop |5k - /\|1/l€ - k:—><>op -
Soit g(z) = X520 anz" tel que g € Hol(D). Alors, f(2) = 308, gn5 2" satisfait f € Hol(D) et
fop(z) = Af(2) = g(z) pour tout z € D. Ainsi C, — A1d est surjective. Par la proposition 2.4.1
nous savons que C, — AId est injective. Donc le théoreme est prouvé. [

Ainsi, sous les hypotheses du théoreme 2.4.3, pour 3 = %™,

(3" - neN}CU(O¢)CT\{A7£1:3r€@7>\262iwr}‘
En particulier, 'adhérence de o(C,,) est T et 'adhérence de T \ ¢(C,,) est aussi T.

Remarque 2.4.4. L'espace Holy(D) := {f € Hol(D) : f(0) = 0} est invariant par C,. ].Bonet a
considéré la restriction Ty de C, a Holy(ID) et il a montré que sous les hypotheses du théoréme 2.4.3,
1 & o(Tp) (voir [12, Corollary 3]). Par le lemme 2.2.3 cela implique que

B¢ o(C,). (2.14)

Remarque 2.4.5. Soient £ € D(7), 8 = €*™. Soit vy € Q tel que \g := €% #£ 1. Alors, par le
théoreme 2.4.3, \g € p(C,). Mais la résolvante n’est plus fortement continue en . En réalité, si
An & T et N\, — Ao alors pour tout 0 < r < lil existe f € A(DD) telle que

sup || Ry, f |l a@p) = oo.
neN

Ici A(rD) = C(rD) N Hol(rD) et pour g € Hol(D), [|glla¢p) = sup.i<, [9(2)]-

Preuve. Supposons qu’il existe r € (0, 1) avec sup,,cy || Ra, f|la@p) < oo pour tout f € A(D).
Alors par le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe ¢ > 0 telle que

| R, fllagpy < cll fllam)

pour tout f € A(D) et tout n € N. Choisissons f = e,. Comme Ce; = S¥er, Ry, e, = ﬁek.
D’ou, .
r———r = [ B, exllapmy < cllerllap) = ¢
A, — 3| (rD) (D)
pour toutn € Net £ € N*. D'ou,
< 1 1 < ¢
< sup —— =sup ———~ < —.
[An = Ao T qul=1 [An — Wl koA —BF Ty
Cela est une contradiction puisque |\, — A\g| = 0 quand n — oo. O

Le phénomeéne exprimé dans le théoréme 2.4.3 persiste méme pour une plus grande
classe de £ que les nombres diophantiens, considéré par exemple par Lang dans [63].

Théoréme 2.4.6. Soit g : Z — R™ telle que Vqo € N*, liminf, .. g(qok)Y* > 1. Soit B = ¥7¢,
ot | —p/q| > g(q) > 0 pour tout p € Z, q € N*. Alors,

{8" :neN}Co(C,) C {e%” cx ¢ @} u{l}.

Ce résultat est une généralisation du théoreme 2.4.3 : pour 7 > 2,y > 0, et g(¢) = v¢™7,
on obtient le résultat indiqué dans le théoreme 2.4.3.
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CHAPITRE 2. PROPRIETES SPECTRALES DE IOPERATEUR DE COMPOSITION A
POIDS SUR Hol(D) INDUIT PAR DES ROTATIONS

Preuve. Gréce aux propositions 2.4.1 et 2.4.2, il est suffisant de montrer que si A = ™ avec
r € Qet\#1,alors A € p(C,,). Soit A = e*™ un nombre complexe de la sorte. Soient p, € Z
et g € N tels que r = 2. Soit k € N*. Soit p € Z tel que |(¢k —r) — p| < 5. Alors, avec les
mémes calculs que dans la preuve du théoréeme 2.4.3, nous obtenons

8% = A = 41gk —r - p].

D’ou,
1 1 1
‘ﬁk _ )\| S &‘5 __ potqop
qok
1 1
< = .
4k g(qok)
Ainsi,
1
( 1 ) k 1 1
k < 1 1 1>
8% = Al 4% k¥ g(qok)*
et donc
i 1
lim sup ( - ) < - <1
koo \|BY = Al lim infs 00 g(qok)®
La conclusion de la preuve est alors identique a celle de la preuve du théoréme 2.4.3. O

2.5 Spectre des opérateurs de composition a poids induits
par des rotations apériodiques dans un espace de Banach

Nous interrompons notre étude des opérateurs de composition pondérés induits par les
rotations sur Hol(ID) et considérons des espaces de Banach de fonctions holomorphes. Une
des raisons est que nous utiliserons ces résultats sur 1’algébre du disque

A(D) := ¢(D) N Hol(D)

quand nous considérerons Hol(ID) & nouveau dans la section 2.7. L’autre raison est que la
technique que nous utilisons (i.e. décomposition spectrale) est plus simple sur les espaces
de Banach.

Soit X un espace de Banach tel que

X < Hol(D),

i.e. X est un sous espace de Hol(DD) et I'injection canonique est continue, ot Hol(ID) est muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de D. Soit e,(z) = 2" pour
n € Net z € D. Nous supposons que

e € X; (2.15)
si f, f1 € Hol(D) sont telles que f = e; fi, alors f € X <= f; € X; (2.16)
si f € X, alors z — f(fz) € X pour tout 5 € T. (2.17)

On en déduit par (2.15) et (2.16) que C[z] C X. De plus, pour chaque 5 € T, (Usf)(z) =
f(Bz), z € D définit un isomorphisme U sur X.
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2.5. SPECTRE DES OPERATEURS DE COMPOSITION A POIDS INDUITS PAR DES
ROTATIONS APERIODIQUES DANS UN ESPACE DE BANACH

Soit m € Hol(D) tel que

mf € X pour tout f € X. (2.18)

Alors, en se donnant 5 € T, nous considérons 1'opérateur 7" : Hol(DD) — Hol(ID) donné par

(Tf)(2) = m(2)f(B2).

Celui-ci laisse X invariant et on note par 7'y la restriction de 7"a X. Alors Tx € L(X) par le
théoréme du graphe fermé. Nous nous sommes principalement intéressés au cas apériodique;
i.e. quand 3 n’est pas une racine de I'unité. Alors le spectre de T’x est invariant par rotation
comme on le prouve dans la proposition 2.5.2.

Nous commengons par un lemme technique qui sera utile plus tard. Rappelons (cf. Re-
marque 2.4.4) qu'il peut arriver que A € p(T") mais A\ € 0,(T).

Lemme 2.5.1. Soit u € C\ {Bm(0)}, u # 0.
a) Si p1d =T est surjectif, alors B 1d —T I'est aussi;
b) Sipe p(T)et B & 0,(T), alors Rg,, peut étre obtenu depuis R, par ce qui suit :
pour g € Hol(D) de la forme g(z) = zg1(z) avec g, € Hol(D) on a

Rﬁug = elRu@LCh% (2.19)

1 . m —m(0) \
B —mio) (5u - m<0>> ’ (2.20)

c) Sipep(Tx)et Bu & op(Tx) alors Bu € p(Tx) et Rg,, est donnée par (2.19) et (2.20).

Rgueq =

Preuve. Soit p € C tel que p # 0 et S # m(0).

a) Supposons que (pId —T') est surjectif.

Premier cas : Soit g € Hol(D) telle que g(0) = 0. Alors il existe g; € Hol(D) telle que g(z) =
zg1(z), z € D. Par hypothese, il existe f; € Hol(D) telle que (1Id —T)f; = Bg;. Soit f(z) =
zf1(z). Alors

((Bpld=T)f)(z) = Bpzfi(z) —m(z)Bz,1(82)
Pz((pld =T)f1)(2) = zg1(2) = g(2).

Second cas : Soit g = ¢,. Par le premier cas, il existe f € Hol(D) telle que

m—m(0) -

(Buld=T)f = m et f(0) = 0.
Soit f(2) = 5= + f(2). Alors f(0) = Fimmo) €t par conséquent,

Buld=T)f = (Bu—m)f(0)+ (Buld=T)f
= Buf(0) —mf(0) + (m—m(0))f(0) = 1.

Comme Hol(D) = Holy(D) & Cey avec Holy(D) := {f € Hol(D) : f(0) = 0}, a) et b) sont
prouveés.
¢) Par notre hypothese sur X nous avons X = X, @ Cep ot Xg = {f € X : f(0) = 0}. De

plus, comme mX C X, m = mey, € X. Maintenant, la preuve ci-dessus donne également c).
O

Maintenant nous montrons l'invariance rotationnelle du spectre de T'x. Posons T = 0D =
{AeC: |\ =1}
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CHAPITRE 2. PROPRIETES SPECTRALES DE IOPERATEUR DE COMPOSITION A
POIDS SUR Hol(D) INDUIT PAR DES ROTATIONS

Proposition 2.5.2. Supposons que || = 1 et f™ # 1 pour tout n € N*. Alors
a) m(0)T C o(Tx).
b) X € o(Tx) implique \T C o(Tx).

Preuve. a) On déduit du lemme 2.2.5 que 3¥m(0) Id —T'x n’est pas surjective. Comme o (T'y)
est fermé, il s’ensuit que Tm(0) C o(Tx).

b) Soit A € o(T'x), |A| # |m(0)|.

Premier cas : A € 0,(T). Alors 3*\ € 0,(Tx) pour tout k € N par la preuve de la propo-
sition 2.3.1. Puisque o(Tx) est fermé, par le théoreme de densité de Kronecker [61], cela
implique que AT C o(Tx).

Second cas : (A\Id —T'x) n’est pas surjectif. En appliquant le lemme 2.5.1 & y = S\, nous dé-
duisons que (BX — T'x) n’est pas surjectif. Donc, par itération, B\ e o(Tx) pour tout k € N.
Par le théoreme de densité de Kronecker, cela implique encore que AT C o (T ). O

Ensuite nous montrons que le spectre de 7'y est un disque méme quand m a un zéro dans
D. Par r,(7’x) nous notons le rayon spectral de Tx.

Théoreme 2.5.3. Supposons que |3| = 1, " # 1 pour tout n € N* et qu’il existe z, € D tel que
m(z9) = 0. Alors
o(Tx)={AeC: |\ <r,(Tx)}.

Preuve. Puisque (T'x f)(z0) = 0 pour tout f € X, Tx n'est pas inversible et donc 0 € o(T).
Supposons qu’il existe Ay € p(Tx) tel que

0<rg:= |>\0| < 7’0<Tx).

Alors, par la proposition 2.5.2, 7yT C p(Tx). Dong, par le théoréme de décomposition spec-
trale [35, VII théoreme 19], il existe un sous espace fermé X; de X telque T'X; C X;,j = 1,2,
X =X, ® Xypetpour T; :=Tix,,

o) ={ e€a(Tx): |\ <ro}eto(lr) ={N€a(Tx): |\ >ro}.

Puisque o(Tx) N{A € C: [N\ = r,(Tx)} # 0, on a X, # {0}. L'opérateur T; est inversible.
Soit 0 # f € Xs. Alors pour chaque n € N il existe g, € X, telle que f = 13'g,,. Ainsi

f(z) =m(z)m(Bz) - m(B"'2)ga(5"2). (2.21)

Premier cas : zp # 0. On déduit de (2.21) que f (anlzo) = 0. Comme n est arbitraire, f s’annule
sur 2T et d’ot1 f = 0, et on aboutit a une contradiction.
Second cas : zy = 0. Alors il existe m; € Hol(D) telle que m(z) = zm;(z). On déduit de (2.21)
que 0 est un zéro de f d’ordre n. Comme n est arbitraire, on a f = 0, et on aboutit & une
contradiction.
Nous avons montré que D(0,7,(Tx)) C o(Tx). Puisque o(7T’x) est fermé, on a démontré
ce que I'on souhaitait. O
Nous considérons trois exemples : 'algebre du disque A(D) := C(D) N Hol(D), 1" algeébre de

-~

Wiener W+ (D) := {f € Hol(D) : >0°,|f(n)] < oo}, ott pour f(z) = >2°a,2", f € Hol(D),
nous posons f(n) := a,, et les espaces de Hardy H?(D), 1 < p < co. Rappelons que H*(D) est
'algebre de toutes les fonctions holomorphes bornées sur I équipée de la norme sup alors

que pour 1 < p < o0,

HP(D) = {f € Hol(D) : |/l := sup 5 [ [f(re")Pdt < o0},

0<r<1 &7
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Ils vérifient tous (2.15)-(2.17). On en déduit que Uy est une isométrie sur X.
Soit m € Hol(D). Alors mX C X si et seulement si

m € A(D) pour X = A(D),
m € WT(D) pour X = W+t(D) et
m € H*®(D) pour X = H?(D)si 1l < p < 0.

Dans les deux premiers cas, nous avons X C C(D) et la preuve du théoréme 2.5.3 reste
vraie méme sim a un 0 dans D (et pas seulement dans D). Nous I"énongons comme corollaire
(a partir de la preuve).

Corollaire 2.5.4. Soit X = A(D) et m € A(D), ou X = WT(D) et m € WH(D). Soit 5 € C tel
que |3] =1, 8™ # 1 pour tout n € N*. S'il existe zy € D tel que m(z) = 0, alors

o(Tx)={AeC: |\ <r,(Tx)}.

Pour X = A(D), le corollaire 2.5.4 est donné par Kamowitz [53, théoreme 4.8 et théoreme
4.9] avec une preuve qui utilise un changement de limites (7 lignes apres (4.2)) et des argu-
ments concernant des ensembles négligeables qui semblent difficilement justifiables. Notre
preuve est tres différente. Notons que 7" est donné par

(T"f)(2) = mn(2)f(6"2), (f € Hol(D))
ott my,(z) = m(z)m(Bz)---m(8" 'z). Cela nous permet de calculer, ou au moins d’estimer,
le rayon spectral r,(Tx) pour X = A(D), W+ (D) ou H?(D). En fait,
1/n

ro(Tx) = im 7% = lim sup m,(2)]

Dans le cas ot X = A(D) ou X = WH(D) C A(D), cette expression peut étre calculée. Le
lemme suivant a été obtenu par Kamowitz [53, lemme 4.2 et 4.4].

Lemme 2.5.5. Soient m € A(D), 5 € C, |5| =1, 5™ # 1 pour tout n € N*.
a) Alors

1 27 .
ATamy) = li ()Y = (/ 1 i dt) M
ro(Tam) = lim f;lfgpl’m (A" =exp (5 | log|m(e”)]

b) Sim(z) # 0 pour tout |z| = 1, alors

: 1/n
dim |m,,(2)]

= M"* uniformément dans z € T.

Sim € H*(D), alors nous posons

1 2 .
M* = exp (%/0 log |m*(e”)|dt> < 00,

ou m* est la limite radiale de m. Dans ce cas, nous avons simplement une estimation infé-
rieure du rayon spectral.

Lemme 2.5.6. Soient m € H>*(D), |5| = 1, /™ # 1 pour tout n € N*, et X = HP(D) avec
1 <p < oo. Alors
TU(T)() Z ]\4>|<
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Preuve. On a

sup [m (2)|'/" = ess sup [my, ()"
l2]<1 oeR

puisque || f|[ e = [|/*|[ Lo (m)- Mais
. 1 . . .
log [y, ()" = —(log [m"(¢”)| + log [m* (Be”)| + -+ - + log [m" (5" ~"e")])
1 27 .
— 2—/ log [m*(e")|dt 6-p.p. quand n — oo
m Jo

par le théoreme ergodique ponctuel. Cela conclut la preuve. O
Dans chaque cas, pour m € A(D), par le lemme 2.5.5,
To(Tamy) = 7o(Tarm)); (2.22)
et pour m € WH(D) C A(D),
To(Tw+m) = 7o (Tam)) = To(Tarm))- (2.23)

Pour m € A(D), I'opérateur T p) est inversible si et seulement si m(z) # 0 pour tout z € D.
Dans ce cas = € A(D) et
1

 m(B2)
Sim € WT(D) telle que m(z) # 0 pour tout z € D, alors par le théoreme de Wiener, L ¢
W+(D). Ainsi Ty + ) est inversible (voir par exemple [74, Chap.18, exercise 8]).

Notons que pour m € A(D) telle que m(z) # 0 pour tout z € D,

(T f)(2) f(Bz).

exp (;ﬁ | 2” log [m(¢")dt ) = m(0)], (2.24)

(voir [74, 15.18]). A partir de cela nous obtenons le résultat suivant (obtenu par Kamowitz
[53, théoreme 4.7] dans le cas X = A(DD)) dont la courte preuve est répétée ici.

Proposition 2.5.7. Soient
a) X = AD)ou H?(D) (1 <p < oo)etm € A(D); ou
b) X =W*(D)etme WH(D).
Supposons que | 3| = 1, ™ # 1 pour tout n € N*, et que m(z) # 0 pour tout z € D. Alors

o(Tx) ={A € C: Al = [m(0)]}.

Preuve. Par (2.24) et le lemme 2.19 nous avons

ro(Tx) = |m(0)] et 7o (Tx') = m

Si A € o(Tx) alors 1 < 75(Tx") = (- Ainsi

Im(0)] < A] < r6(Tx) = [m(0)].

Le résultat souhaité s’ensuit par le corollaire 2.2.2. O
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2.6. DECOMPOSITION SPECTRALE ET SPECTRE DE WAELBROECK

2.6 Décomposition spectrale et spectre de Waelbroeck

Nous continuons maintenant notre étude sur Hol(ID). C’est un espace de Fréchet pour la
topologie induite par les semi-normes

[fllaep) = sup [f(2)], f € Hol(D)

|2|<r

pour r €]0,1[. Ainsi f, — f dans Hol(D) si et seulement si ||f, — f||axp) — O pour tout
0<r<l

Soit T : Hol(D) — Hol(ID) un opérateur linéaire et continu. Si A € p(7), alors Ry =
(AId —T')~! est continu (par le théoréme du graphe fermé). Cela veut dire la chose suivante :
pour tout r € (0,1) il existe r’ € (0,1) et ¢ > 0 tels que

|Raflla@py < ¢l fllappy pour tout f € Hol(ID). (2.25)

Nous avons vu que le spectre o(T") de T n’est pas fermé, en général, et la résolvante peut ne
pas étre fortement continue sur p(7), voir section 2.4. Pour cette raison, nous considérons
aussi le spectre de Waelbroeck. Ici nous définissons 1'ensemble résolvant de Waelbroeck par

pw(T) = {X€p(T):36>0tel que D()\,8) C p(T) et

sup ||Ruf|la@py < oo pour tout f € Hol(D) et r < 1}
[A—p|<6

Alors le spectre de Waelbroeck est par définition oy (1) = C \ pw (7).

II est clair que pw (7") est un sous ensemble ouvert de C. On peut exprimer py (7') aussi
par la propriété d’équicontinuitée, i.e. (2.25) qui est de demander de rester uniforme par rap-
port a A (voir (2.26)).

Lemme 2.6.1. Soit A C pw (1) un compact. Alors pour tout 0 < r < lilexiste0 <1’ < letc>0
tels que

| Rafllagmy < ¢l fllagm) (2.26)
pour tout f € Hol(D) et tout X € A.

Preuve. Soit 0 < r < 1. Par la compacité de A et la définition de py (7)),

sup || Raflaqmy < oo pour tout f € Hol(D) et r € (0;1).
AeA

On procede maintenant comme pour la démonstration du théoréme de Banach-Steinhaus.
Pour n € N*, soit
X, :={f € Hol(D) : ||Rxfllagp) < n VA € A}

Comme X, est fermé et Hol(D) = U,en+X,,, par le théoréeme de Baire appliqué a 1’espace
métrique complet Hol(D), il existe ny € N* tel que l'intérieur de X,,, est non vide. Donc il
existe fo € X,,,, 7" € (0,1), e > 0 tels que

U :={f € Hol(D) : | f = follagm) < e} C Xy
Soit g € Hol(DD) telle que ||g||a¢py < 1. Alors fy +eg € U. D’otn
ellRagllagmy < [[BA(fo + €9)llagw) + [[Brfollapp) < 2no pour tout A € A.

Ainsi | Ry f || agpy < 22| fl|a¢vpy pour tout f € Hol(D) et A € A. O
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Si Q) C C est ouvert, une fonction F' : 2 — Hol(D) est appelée holomorphe si

. F(A) = F(\)
dm —— Mo

=: F'(\o)

existe dans Hol(D) pour tout Ay € €.
Lemme 2.6.2. Soit f € Hol(ID). La fonction

est holomorphe et donc continue. En particulier, pour chaque z € D la fonction A — (Ryf)(z) est
holomorphe sur py (T).

Preuve. Soit \g € pw (7). Choisissons ¢ > 0 tel que D(\g,d) C pw (7). Soit 0 < r < 1. Par le
lemme 2.6.1 il existe ¢ > 0,0 < 7’ < 1 tels que

| Bafllaepy < cll fllapm
pour tout f € Hol(D) et A € D(\g, d). Dong, par I'identité de la résolvante pour A € D(\, d),
[BAf = Baofllagp) = A= Aoll[BaRx, fll aem)
<A = Xolel| Bag fll agrm)-
D’ou R, f — R),f dans Hol(D) quand A — X,. En particulier

R)\f - R>\0f
A— Xo

dans Hol(D) quand A — . O

= —R)\R)\Of — —Riof

Nous aurons besoin de la décomposition spectrale suivante qui est bien connue dans le
cas de I'espace de Banach. Pour étre complet, nous donnons une preuve dans cette situation
particuliére. Pour plus de résultats généraux dans les espaces de Fréchet on se réfere au
Théoreme III. 3.11 du livre [82] de Vasilescu.

Théoreme 2.6.3. [Décomposition spectrale] Soient T' € L(Hol(D)) et ry € (0,00) tels que 1T C
pw (T'). Alors il existe des sous espaces fermés X, Xy de Hol(D) tels que TX; C X;, j = 1,2,
Hol(D) = X; @ Xy et pour T := Tix;,

Jw(Tl) = {)\ S Ow(Tx> : |)\| < ’I“o} et Uw(Tg) = {)\ S Uw(TX) : |)\| > 7’0}.
Pour la preuve nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 2.6.4. Soit A C Cetsoit g: A x D — C tel que ¢(t,-) € Hol(D) pour tout t € A. Alors g
est continue si et seulement si

t+—g(t,-) : A — Hol(D)
est continue.

Preuve. = Soient t,, — t;, K C D un compact. Supposons que g(t,, z) ne converge pas vers
g(to, z) uniformément sur K. Alors, en passant a une sous suite nous trouvons ¢ > 0, z, € K
tels que |g(t,,, 2,) — g(to, 2,)| > €. Nous pouvons aussi supposer que z, — 2. Ainsi g n’est
pas continue en (%, 2o).

< Sit, — togdans A et z,, — z9 dans D, alors

|9(tn, 2n) — g(to, 20)| < |g(tn, 2n) — 9(to, 2a)| + 19(to, 2n) — g(to, 20)| = O

quand n — oo par hypothese. O
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Remarque 2.6.5. Le lemme 2.6.4 nous permet de décrire py (T') d'une facon différente. C’est le plus
grand ouvert Q2 dans p(T') tel que I'application

(A z) = (Raf)(2): Q@ xD—C
est continue pour tout f € Hol(D).

Soit g : [0,27] — Hol(D) une application continue. Nous définissons l'intégrale de Rie-
mann de g par

2T
/ g(t)dt = lim S(I,, g). (2.27)
0 n (o]
Ici, (I1,,),, est une suite de partitions telle que lim,,_,, o1, = 0. Pour une partition arbitraire
II={0=1t<t < - <t, = 2n},la somme de Riemann est définie par S(Il,g) =

Z?ll g(tz—l)(tz — ti—l) et 51—[ = maxlgigm(ti — ti—l)- Puisque g(t)m]]) € A(T‘]D), la convergence
de (2.27) est une conséquence du résultat correspondant dans les espaces de Banach A(rD).

Lemme 2.6.6. Soient g : [0, 21r] — Hol(D) une application continue et R € L(Hol(DD)). Alors

2m 27
R/ g(t)dt = / Ry(#)dt.
0 0
Preuve. On a RS(II, g) = S(I, Rg). Le résultat découle de (2.27). O

Le méme argument montre que

</027r g(t)dt> (2) = /O%g(t)(z)dt pour tout z € D. (2.28)

Preuve du théoreme 2.6.3. 1l existe ry < r; tel que A € py (T') lorsque ro < |A| < ry. Définissons
P e L(Hol(D)) par

1
(PAE) = 5= [ (D))
pour tout z € D, f € Hol(D). Nous montrons que P? = P. Notons que
1
PiE) =g | (R

par le théoréme de Cauchy. De plus, en utilisant I'identité de la résolvante, la formule inté-
grale de Cauchy et le lemme 2.6.6, nous obtenons

PPNE) = 5= [ (RAPHIE)N
1 1
- /M: - /lplzm(RARuf)(z)dud)\

e ro 20T

_ Ly L (BN
N 2T /|/\=T0 2T /|p,|:r1 o — A dlud)\

2 Jjpl=ry 20T JN\=ro b — A
1
= — dA\—0= (P )
5w L (DA =0 = (P)(2)
On en déduit du lemme 2.6.6 que TP = PT'. Soient X, = ker P, et T; = T|x,. Nous montrons
que ow (T3) C {X € C: || > ro}. En fait, soit |u| < ro. Définissons
1 1

S Hol(D) — HolD) par . = g [ 2y

RyfdA.

27 EDDY BERNARD
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Comme (pId =T)Ry = (1 — A\) Ry + 1d,

1 1 1
d-T — 7/ /
(n1d=T)Sf 2im J|A|=ro Rfdr+ 201 J|A|=ro b — AdAf
= Pf+f.

Dong, pour f € Xy =ker P, (uId—T)S,f = f = S,(n1d —=T) f. Cela montre que P? = P.
Soient X; = PHol(D), T} = T\x,. Nous montrons que

UW(Tl) C {)\ e C: |)\| < TQ}.

Plus généralement, soit || > 7. Définissons S, : Hol(D) — Hol(ID) par

~ 1 1
- dA.

Ouf 217 /|A|:r(J A — uR/\f

pour f € X,
1
f=Pf= f/ Ry fdN € Xi.
20 JIN =

Alors

(n1d~T)S.f = (u1d-T)S,Pf

1
- / “Ryfd\+0
241 J|A|=ro
1
= 7/ —R\(P[)dA
[Al=ro

um
1 1 Ry f
= — — dNd\
2Z7T /)\':TO 2Z7T /|>\’|:7”1 )\/ - )\

1 1 Ry f
— — AN
247 /)«|:7~1 2im /,\|:7»0 A=A

1
- /AI Ryfd\—0=Pf = f.
=70

2im

Puisque (y1d —T7)S, = S,(1d —T), on en déduit que S, = (uId —T)~'. Nous avons alors
montré que ~
{neC:lul >ro} Cpw(Th)et (uld—=T1)™" =S, -

O]

2.7 Le spectre de Waelbroeck pour les opérateurs de compo-
sition induits par des rotations apériodique sur Hol(D)

Dans toute cette section nous considérons 5 € C, |3| = 1, tel que 8" # 1 pour tout n € N*.
Soit m € Hol(ID), m # 0, et définissons 7" € L(Hol(D)) par

(Tf)(2) =m(2)f(Bz) pour tout z € D.

Nous savons déja grace au théoréme 2.2.1 que

o(T) = Bo(T) U{m(0)}.
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En particulier f"m(0) € o(7T") pour tout n € N.
Définissons pour 0 < r < 1

1 27 .
M, :=exp <27r/o log |m(re’t)|dt) . (2.29)

Alors par la formule de Jensen [74, 15.18]

M, = |my (0)r [ ——. (2.30)
k=1 |O‘ |
ol ay, -, ay, sont les zéros de m dans le disque unité fermé D(0,r) \ {0} et ot m(z) =

2Nmy(z) avec N € N, m; € Hol(D) tels que m4(0) # 0. En particulier

M, = |m1(0)]rY sim(z) # 0sur D(0,r) \ {0}.

On déduit de (2.30) que
M, < Mypour(0 <r <s<l1. (2.31)
Soit
M, :=sup M, € [0, <]. (2.32)
r<l

On déduit de (2.30) que M; < oo si et seulement si Y, (1 — |ay|) < 0o, ol les ay, sont mainte-
nant les zéros de m dans le disque unité ouvert D comptés avec leur multiplicité. Ainsi, par
le théoreme de Weierstrass [74, 15.11], il existe m € Hol(D) telle que M; = oco. Cependant, si
m € H*(D), ou plus généralement, si m est dans la classe de Nevanlinna, alors M/; < oo. Si
m € H*(D), alors

1 2 .

M, < M*ou M* := exp (2/ log |m*(e”)]dt) : (2.33)
7 Jo

Considérons la factorisation unique (a une constante de module un) m = BSF ou B est le

produit de Blaschke associé avec les zéros de m, S est la partie intérieure singuliére de m et

F est le facteur extérieur de m. Alors

M, = M™ sietseulementsi S =1,

voir [49, p. 67 et p.68]. A la fin de cette section, nous donnerons une fonction concréte m
telle que dans (2.33) uniquement 1'inégalité stricte est vraie. Pour 0 < < 1 posons A(rD) :=
C(rD) N Hol(rD). Alors )

(T:1)(z) = m(2) f(B2)

définit un opérateur T, € L(A(rD)).

Proposition 2.7.1. a) r.(T,) = M,. )
b) Sim(z) # 0 pour tout z € rD, alors o(T,) = {A € C: [\ = |m(0)]}.
c) Sim(zy) = 0pour un zy € rD, alors o(T,) = {\ € C: |\| < M, }.

Preuve. Définissons ® : A(rD) — A(D) par (®f)(z) = f(rz). Alors ® est une bijection, li-
néaire et 7,9~ =T, ou T, € L(A(D)) est donné par

(T.f)(2) = m.(2) f(Bz), Vz € D,

ol nous posons m,(z) = m(rz), (z € D). Le résultat découle du théoreme 2.5.3 et de la
proposition 2.5.7. O
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Nous établissons d’abord une inclusion spectrale. Rappelons que le spectre de Wael-
broeck oy (T') est fermé et o(T") C ow (T)).

Proposition 2.7.2. a) Si |\ > M, pour tout r < 1, alors A € p(T).
b) o(T) C {\ € C: |\ < M} simaun zérodans D.
c) Uw(T) C {)\ e C: |)\| < Ml}Si My < .

Preuve. a) Soit || > M, pour tout 0 < r < 1. Soit g € Hol(D). Prenons 0 < r < 1, par la
proposition 2.29 a), il existe un unique f, € A(rD) vérifiant

M (2) — fr(Bz) = g(z) pour tout z € rD.

Ainsi, pour v < 1" <1, f,p = f,. En définissant f(z) := f.(2) si [2| < r nous obtenons une
fonction f € Hol(D) telle que

Af(2) =m(2)f(Bz) = g(2)

pour toutz € D;ie. A\f—Tf = g. Comme f, 5 € A(rD), I'unicité découle du fait que A Id ~T.
est injectif. Cela prouve a).

b) Si m a un zéro dans ID, alors, par (2.30), M, < M; pour tout r < 1. Ainsi, le résultat découle
de a).

c) Soit |A\o| > M;. Soit & > 0 tel que D(X\,d) C {\ € C : |A\| > M;}. Soient 0 < r < 1,
f € Hol(D). Nous avons a montrer que

sup sup |[(Ryf)(2)] < oc.
[A=Xo|<0 |2|<r
Mais )
(RAf)(=) = (A =T,) " fiagmy)(2) pour |2] <

Puisque 7, (1,) < M, < M, le résultat s’ensuit. O

Théoreme 2.7.3. Supposons que m(z) # 0 pour tout z € D. Alors
a) {f"m(0):n e N} Co(T)C{AeC:|\=|m(0)}
b) ow(T)={X e C: A =|m(0)|}.

Preuve. La premiere inclusion est le corollaire 2.2.2. Puisque m(z) # 0 pour tout z € D,
M, = |m(0)| pour tout 0 < r < 1, voir (2.30). D’'ou M; = |m(0)| et la proposition 2.7.2 c)
montre que oy (1) C {\ € C: |\ < |m(0)|}. Mais T est inversible et

—1 2) — £
T = 5

Depuis l'égalité (uId —7") = (T — )~' on peut voir que ow (7') = ow(T)"". On en
1~ 1
lul = |m(0)]
p| > |m(0)| > |u| pour tout p € ow (7). Cela prouve que

f(B2).

déduit de la premiere partie de la preuve appliquée a 7! que
ow (T) D’ou

pour tout p €

ow(T) C{A e C: Al = [m(0)]},

et la premiere partie de a) implique 1’autre inclusion puisque oy (T") est fermé. Donc b) est
prouvé. La second inclusion dans a) découle de b) puisque o(T") C ow (7). O

Ensuite, nous voulons déterminer le spectre de Waelbroeck de 7" lorsque m a des zéros
dans D.
Nous montrons d’abord 'invariance rotationnelle du spectre de Waelbroeck.
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Lemme 2.7.4. a) Soit \ € pw(T'). Alors BX € pw (T).
b) Si\ € ow(T), alors TA C ow (T).
c) Si\ € pw(T),alors TA C pw (7).

Preuve. 1. Par le corollaire 2.2.2 a) A € ¢(7T') implique que
{f"\:neN} Co(T) Cow(T).

Comme oy (1) est fermé, on en déduit que TA C oy (7).
2. Nous prouvons a). Dans cet objectif, prenons A € py (T'), et montrons que A € py (T').
Il existe 6 > 0 tel que D(A,0) C p(T') et pour tout f € Hol(D),

sup sup R, f(2)] < . (2.34)

A—p <5 |2|<r

Par 1. cela implique que S € p(T') pour tout p € D(A,0). Remarquons que SD(A,0) =
D(pBA, d). Ainsi il suffit de montrer que pour tout r < 1,

sup sup |Rg,g(z)] < o0 (2.35)
A—p|<é |z|<r

pour tout g € Hol(DD). Soient g € Hol(D), 0 < r < 1.
Premier cas : g(0) = 0. Alors il existe g; € Hol(D) telle que g = e;¢;. Par (2.19) nous avons

sup sup [Rgug(z)] = sup sup leiR,(Bg1))(2)]
A—pa|<6 |2]<r A—pu|<6 |2]<r
< sup 7|(Rug1)(2)] < o0
[A—p|<6

par (2.34).
Second cas : g = eq. Par (2.20),

sup sup |(Rgueo)(z)| =
A—pl <5 |z|<r

1
sup sup

Jsup sup | gy T+ (Reulm = m(0)F(0))(=)] < o0

par le premier cas. Puisque Hol(D) = Holy(D) & Cey, (2.35) est prouvée.
3. Nous prouvons b). Soit A € oy (7). Alors par a) S\ € ow (7). D’ou

{Bk)\ tk e N} Cow(T).

Cela implique que AT C ow (7).
4. c) découle de b). O]

Théoreme 2.7.5. Soit § € C, |B| = 1, f* # 1 pour tout n € N*. Soit m € Hol(D) telle que
m(zo) = 0 pour un z, € D. Considérons T : Hol(D) — Hol(D) donné par

(T'f)(2) = m(2)f(Bz) z €D
Alors o (T) = D(0, My) si My < cc et oy (T) = C si My = .

Preuve. a) Nous savons déja par la proposition 2.7.2 que ow (T) C D(0, M;) si M; < .
b) Supposons qu’il existe Ay € C tel que 0 < |Ao| < Mi, Ag & ow (T'). Alors par le lemme 2.7 4,
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XT C pw (T). Par le théoreme de décomposition spectrale, théoreme 2.6.3, il existe des sous-
espaces fermés X, X, de Hol(ID) tels que TX; C X et, pour T = T|x,, j = 1,2,0ona

Uw(Tl) = {)\ € Uw(T) : ‘)\’ < |)\0|} et UW(T2) = {)\ € UV[/(T) : ‘)\’ > ‘)\0‘}

Supposons que X, = {0}. Alors X; = X et [A\| < [A| pour tout A € ow(T). Soit 0 < r < 1
tel que [A\o| < M, et tel que m(z) # 0 quand |z| = r. Considérons l'opérateur 7;. € L(A(rD))
défini dans la proposition 2.7.1. Alors r,(1,) = M,. Pour |[\| > M,,

~ mp (2
0 = (14T e)(z) = 3 52 236)
définit une fonction g, € A(rD). De plus, pour |z| = 7, lim,_, Imn (2)|Y" = M, par le

lemme 2.5.5. Ainsi, pour z € C fixé avec |z| = r, la série (2.36) a un point singulier \; € C
avec |\;| = M,. Cela veut dire que la fonction A — g,(z) n’a pas d’extension holomorphe sur
un ensemble ouvert 2 contenant {\ € C: |\| > M;} U {\}.
Nous montrons que \; € ow(T). Plus précisément, supposons que \; € pw (7). Alors
A — (Rxep)(z) est holomorphe sur py (1) et coincide avec gy sur {A € C : |\ > M;}.
Cela est une contradiction. Donc nous avons prouvé que A\, € ow (7). Cela implique que
Xy # {0}.S0it 0 # f € X,. Comme T5 est une bijection pour tout n € N, il existe g, € X, telle
que f = 13'g,. Puisque m a un zéro z, dans D, cela implique f = 0 comme dans la preuve
du théoreme 2.5.3, on aboutit alors a une contradiction.

O

Nous voulons donner un exemple concret ou M; < M* (voir le début de la section 2.7).

Exemple 2.7.6. Soit

m(z) = (1 — z)exp (—1 i Z) . (2.37)

—Z

Alorsm € A(D). Ona M, = |m(0)| = £ puisque m(z) # 0 pour tout z € D. Nous voulons montrer
que My < M*. En effet, |m(e")| = |1 — €| = 2| sin(¢/2)|, et ainsi

M* = exp( 10g|2 sm(t/2))|dt)

— ( /log|2 (sin(u ))|du)

_ exp( [ og(sin(u))du -+ 1os(2))

De plus,

i/ﬂﬂ log(sin(u))du = 1 B log(sin(u))du + 1/: log(sin (u))du

m™Jo

= L /072r log(sin(u))du + — / log(sin(m — w))du

(0

Ny

— 2/0 log(sin(u))du.

™
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s

Posons I := %fog log(sin(u))du. Par changement de variable v = % — u, on constate que I =
L [ log(cos(v))dv. Ainsi,

21 = 1/0g log(sin(u) cos(u))du

™

12 sin(2u)

= ;/0 log< 5 ) du

13 _ log(2)

= ;/0 log(sin(2u))du — —

R N L5 log(2)
= ;/0 10g(sm(2u))alu+W/er log(sin(2u))du — 5

I log(2)

2 2

I
2

On en déduit que I = —@ et donc M* = exp(0) = 1. Ainsi, M* = 1 > 1 = M et par

conséquent, pour la fonction m donnée par (2.32),
o(Tamy) = D alors que ow (T) = C(0,1/e).
Si My =1 < |\ < M*=1,alors (\1d —T) est inversible sur Hol(D) mais
(AId-T)'A(D) ¢ A(D).
Pour cette fonction m nous avons aussi
To(THrm)) = M* = 1.

Ainsi
(Ad=T)"'H?(D) ¢ H?(D), 1< p < oo,

et de méme lorsque My < |\| < M*.

On ne sait pas si dans le théoreme 2.7.5

ow(T) = o(T).

Cela est le cas si m est constant. Si m ne 1'est pas, il peut arriver que le spectre lui-méme
coincide avec le disque unité ouvert de rayon ;. Donnons un exemple.

Exemple 2.7.7. Soit 5 € C, |B| =1, 8" # 1 pour tout n € N*, m(z) = z. Alors o(T) = {A € C :
|A| < 1}. Notons que M, = r pour r €]0; 1[. Ainsi M; = 1.

Preuve. Comme 0 = m(0), nous avons 0 € o(T") (voir théoreme 2.2.1).
Maintenant, soit A # 0 avec |A| < 1. Nous cherchons a montrer que A € o(7T'). En effet,
supposons que A ¢ (7). Alors, il existe f € Hol(D) telle que

2f(Bz) = Af(2) = eo(2) (V2 € D). (2.38)

Ecrivons f(z) = Y,,50 an2". Alors, I’équation (2.38) devient

Z Bla,z" T — )\ Z Qnzn = 1,

n=0 n=0
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ce qui nous donne

VneN, f"a, — Aap1 =0
n(n—1)
Nous obtenons maintenant a, = ~25— pour toutn € N. D'oty, limsup,,_, o |a,|* = N> L
donc cela fournit une contradiction.
Nous avons maintenant prouvé que {\ € C : |\| < 1} C o(T). De plus, comme M, = r
pour 0 < r < let M; = 1,nous avons par la proposition2.7.2 (b) queo(T') C {A € C : |A| < 1}.

]

{ —)\CLO = b()

2.8 Opérateurs de composition a poids induits par des auto-
morphismes elliptiques

Dans cette section de conclusion, nous décrivons certains de nos résultats si la rotation
est remplacée par un automorphisme elliptique arbitraire avec un unique point fixe o € D.
Cela veut dire que nous considérons ¢ : D — D donnée par

p(z) =W,0r300,

oufeT, B #1,152) =Pret ¥,(z2) = £=% = ¥_'(2). Donc ¢ est conjuguée a une rotation
rg.
Soit m € Hol(D) et définissons

T : Hol(D) — Hol(D) par T'f = mf o ¢.

Soit U : Hol(D) — Hol(ID) I'opérateur donné par U f = f o ¥,,. Alors U est un isomorphisme
etU=U"1SoitT =UTU ' =UTU. Alors

Tf:mforﬂoﬂm:mo\lla.

Donc T est similaire a un opérateur de composition a poids induit par une rotation 7' comme
considéré précédemment et par conséquent

o(T)=0(T), ow(T)=ow(T).

Nous appelons ¢ apériodique si ¢, # Id pour tout n € N*, olt ¢, := po---0¢p (n fois). Cela est
équivalent a 8" # 1 pour tout n € N*. Ainsi les théoremes 2.7.3 et 2.7.5 donnent le résultat
suivant.

Théoreme 2.8.1. Supposons que ¢ est apériodique.
a) Sim(z) # 0 pour tout z € D, alors

ow(T) ={N € C: |\ = |m(a)|}.
b) S’il existe zy € D tel que m(zy) = 0, alors il existe 0 < R < oo tel que
ow(T)={A€C:|A\ <R}si R < ocoetow(T) = Cautrement.

Concernant le spectre ponctuel nous notons simplement les propositions 2.3.3 et 2.3.6
dans la situation considérée ici.

Théoreme 2.8.2. Si m(zg) = 0 pour un zy € D, alors 0,(T) = (. Ceci est toujours valide, peu
importe si p est périodique ou apériodique.
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Chapitre 3

Théorie de Denjoy-Wolff et propriétés
spectrales des opérateurs de composition
pondérés sur Hol(DD)

3.1 Introduction

La théorie spectrale des opérateurs de composition ou opérateurs de composition a poids
est 'un des sujets les plus populaires de la théorie des opérateurs. Nous renvoyons aux
livres [29] de Cowen et Mc Cluer et [76] de Shapiro pour une présentation complete. Dans
ces deux livres ainsi que dans la vaste littérature sur ce sujet, ces opérateurs sont considérés
sur des espaces de Banach de fonctions analytiques tels que 1’algebre du disque A(D) ou les
espaces de Hardy H?(D). Plus généralement, on peut multiplier par un poids et considérer
des opérateurs de composition a poids comme dans l'article classique [53] de Kamowitz
ou des contributions plus récentes de Bourdon [15], Bonet et al. [13], Chalendar et al. [23],
Galindo et al. [41], Hyvérinen et al. [51].

Ils considérent tous ces opérateurs sur un espace de Banach X qui est continument injecté
dans 'espace Fréchet Hol(D) de toutes les fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert
D. L'objectif de ce chapitre est d’étudier le spectre directement sur I'espace Fréchet Hol(DD).
Dans un article précédent [5] cela avait déja été fait pour l'opérateur de composition pure
f = fop oy : D — Da un point fixe a l'intérieur et n’est pas un automorphisme.
Ensuite, dans [4] et détaillé dans le chapitre 2, on ajoute un poids et on se restreint au cas ou
le symbole ¢ de l’opérateur de composition est un automorphisme elliptique, c’est-a-dire un
automorphisme avec un point fixe dans ID.

Ce chapitre est une autre partie d'une étude avancée des propriétés spectrales des opé-
rateurs de composition pondérés sur Hol(D), dans laquelle nous considérons les symboles
¢ des opérateurs de composition C,, dans tous les cas omis dans [4]. En fait, les automor-
phismes elliptiques sont tres particuliers et les cas que nous traitons ici nécessitent des argu-
ments différents : il n'y a pas de chevauchement avec le chapitre précédent. Le contenu de
ce chapitre a donné lieu a la publication suivante [3].

Le chapitre est organisé de la maniere suivante. Tout d’abord, dans la section 3.2, nous
caractérisons l'inversibilité (proposition 3.2.1) et la compacité (proposition 3.2.4) de I'opéra-
teur de composition pondéré 7" sur 1'espace Fréchet Hol(ID). Par ailleurs nous mentionnons
un lien utile (proposition 3.2.3) entre le spectre ponctuel de 7" et celui de C,..

Ensuite, dans la section 3.3, on obtient une description complete du spectre ponctuel et
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de ses espaces propres pour l'opérateur de composition elliptique pondéré (théoreme 3.3.4),
c’est-a-dire lorsque ¢ n’est pas un automorphisme et a un point fixe dans D. Ceci généralise
le théoréme de Koenigs et nous a conduit a introduire une autre fonction clé, nommeée forc-
tion de Koenigs pondérée, qui est notée w. Combinée avec la fonction dite de Koenigs «, nous
pouvons prouver que les espaces propres sont de la forme Cwx" (n € N).

Le but de la section 3.4 est de décrire 'ensemble du spectre des opérateurs de compo-
sition elliptiques pondérés (théoreme 3.4.1) et de prouver que le spectre est égal au spectre
ponctuel ou a I'union du spectre ponctuel avec {0}. En fait, nous prouvons une décomposi-
tion spectrale de I'opérateur 7" et obtenons une projection spectrale unidimensionnelle pour
chaque valeur propre méme si l’opérateur 7' n’est pas compact en général. Ces résultats sont
des généralisations des résultats correspondants sans poids de [5]; mais nous simplifions
également certains des arguments qui y sont donnés.

Dans la section 3.5 nous recueillons quelques définitions et résultats de la théorie dy-
namique holomorphe pour les applications du disque unité D dans lui méme, sans point
fixe dans D, lesquelles se divisent principalement en deux classes : les hyperboliques et les
paraboliques. Les deux dernieres sections s’appuient fortement sur tout ce matériel prélimi-
naire, olt nous montrons que le spectre ponctuel des opérateurs de composition hyperbo-
lique ou parabolique pondérés peut étre vide ou égal a C \ {0}. Le spectre des opérateurs de
composition pure peut étre entierement décrit (théoréme 3.6.1 et théoréme 3.7.1) grace aux
théorémes sur les modeles fractionnaires linéaires développés par Valiron, Pommerenke et
Baker-Pommerenke. Le spectre est beaucoup plus mystérieux et chaotique si I’on ajoute un
poids. Nous n’avons pas pu en donner une description complete. Nous donnons des ré-
ponses partielles telles que le théoreme 3.6.3, donnant une condition de régularité suffisante
mais non nécessaire sur le poids au point Denjoy-Wolff du symbole ¢, ce qui implique que
le spectre ponctuel est C \ {0} et chaque valeur propre est de multiplicité infinie.

3.2 Opérateurs de composition pondérés arbitraires

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats qui sont valables pour des sym-
boles arbitraires (.

Soit ¢ : D — D une application holomorphe et m € Hol(D). Nous considérons 1’opérateur
T : Hol(D) — Hol(D) défini par

Tf=mfogp.

Alors T est linéaire et continu si 1’on considere la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de D pour l'espace de Fréchet Hol(D). Dans un premier temps, nous décrivons
quand 7" est inversible. Le résultat suivant a été obtenu par Bourdon dans [14], mais nous
en donnons une preuve différente. Comme cas particulier, nous considérons 1'opérateur de
composition C, donné par

Cof =fop.

Proposition 3.2.1. L'opérateur T est inversible si et seulement si o est un automorphisme et m(z) #
0 pour tout z € D.

Preuve. Si ¢ est un automorphisme et m(z) # 0 pour tout z € D, I'inverse de 7" est donné par

1 -1
Wf(@ (2))-

Maintenant nous montrons la réciproque. Si m(z,) = 0, alors

T Hol(D) C {f € Hol(D) : f(z) = 0}.

T f(2) =
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Ainsi T' n’est pas surjective. Maintenant supposons que 7" soit bijective. Alors m(z) # 0 pour
toutz e DetC,f = %T f définit aussi un opérateur bijectif. On déduit de [5, Corollary 2.4]
que ¢ est un automorphisme. [

La proposition 3.2.1 décrit le cas 0 € o(T). Si ¢ est constant, disons ¢(z) = « pour tout
z € D, alors T est un opérateur de rang un et 0 est une valeur propre. Dans tous les autres

cas 0 & o,(T).
Proposition 3.2.2. Si ¢ n’est pas constant, alors 0 & o,(T).

Preuve. Soit f € Hol(D) tel que T'f = 0. Comme m # 0, on en déduit que f o = 0. Si p n’est
pas constant, alors ¢(ID) est un ouvert non vide. Puisque f est holomorphe et s’annule sur
¢(D), onaque f = 0. O

Nous utiliserons fréquemment le fait simple suivant dont la démonstration est omise.
Proposition 3.2.3. Si A € 0,(T) et i € 0,(C,,), alors Ay € o,(T).

Ensuite, nous décrivons quand 1'opérateur 7" est compact.
Rappelons que V C Hol(D) est un voisinage de 0 si et seulement s’il existe un compact
K C Dete > 0tels que

Vie:={f€HolD):|f(z)|<e Vze K} CV.

Une application linéaire 7' : X — X, ot X est un espace Fréchet, est appelée compacte s’il
existe un voisinage V de 0 tel que TV est relativement compacte. Chaque application linéaire
compacte est continue. On se référe a Kelley—Namioka [55] pour ces notions et propriétés des
opérateurs compacts.

Nous donnons maintenant une caractérisation compléte des opérateurs de composition
pondérés compacts non nuls sur Hol(DD), ce qui est facile ici, mais qui constitue un pro-
bléme difficile sur les espaces de Banach, méme sur l'un des espaces de Banach les plus
sympathiques, a savoir I'espace de Hardy H?*(D). La preuve se rapproche de la preuve de
[5, théoréme 2.5], avec quelques modifications.

Proposition 3.2.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) T est compact sur Hol(D);
ii) m = 0ousup,cp|p(2)] < 1.

Preuve. ii)= i) : Supposons que m # 0. Par [5, théoreme 2.5], C, est compact si et seulement
sisup,ep |¢(2)| < 1. Dans ce cas T' est compact comme la composition de C,, et de I’opérateur
de multiplication f — mf sur Hol(D).

i)= ii) Supposons que m # 0 et ¢(D) ¢ rD pour tout r €]0, 1|. Une légere modification de
la preuve de (i) = (ii) dans [5, théoreme 2.5] montre que 7" n’est pas compact. Il suffit de
choisir dans cette preuve wy = ¢(29) € D tel que m(z) # 0 et |p(zp)| > 7. Cela est possible
puisque m # 0 et (D) est ouvert lorsque ¢ n’est pas constante. [l

3.3 Opérateurs de composition elliptique pondérés : spectre
ponctuel

Soit ¢ : D — D une application holomorphe avec un point fixe a € D et telle que ¢ n’est
pas un automorphisme. Comme conséquence du lemme de Schwarz, le théoréme de Denjoy-
Wolff nous dit que (¢, )nen converge uniformément sur chaque sous-ensemble compact K
de D vers «, avec

n = po---oyp (nfois).
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Comme d’habitude, nous pouvons supposer que @ = 0. En effet, si nous considérons ¢ :
D — D donnée par

95(2):\1’010900\1]04

ou U, (z) = 22 = ¥_(2), alors  est conjuguée a p avec $(0) = 0.

1—az «

Soit m € Hol(D) et définissons
T : Hol(D) — Hol(D) par T'f = mf o .

Soit U : Hol(D) — Hol(D) I'opérateur donné par U f = f o ¥,,. Alors U est un isomorphisme
etU=U"'.PosonsT =UTU ' =UTU. Alors

Tf=mfogoum=moU,.

Ainsi T' est similaire a un opérateur de composition pondéré induit par un symbole ellip-
tique fixant 0 et par conséquent

o(T) = o(T).
Ceci explique pourquoi dans certaines preuves nous supposons que ¢(0) = 0, ¢ n’est pas
une rotation, ce qui implique que |¢'(0)| < 1. Rappelons maintenant un résultat bien connu
dt a Koenigs [56].

Théoréme 3.3.1. Soient a € D et ¢ : D — D une fonction holomorphe tels que
pla) = et |¢'(a)] <1

a) Si¢'(a) # 0, alors (%) o Converge uniformément sur chaque sous-ensemble compact
de D vers une fonction € Hol(D). De plus, k est 'unique solution de I'équation dite de
Schroder associée a ' () :

fop=y(a)fet f(a)=1

De plus, il existe f € Hol(D) \ {0} telle que f o ¢ = B f si et seulement si § € {¢'(a)” : n €
N}. Finalement, f o o = ¢'(«)" f si et seulement si f € Ck™.

b) Si¢'(a) =0, il existe f € Hol(D)\ {0} telle que f o p = [ f si et seulement si 3 = 1 et dans
ce cas f est constante.

En d’autres termes, le théoreme de Koenigs fournit une description compléte du spectre
ponctuel de I'opérateur de composition C,, sur Hol(D) lorsque ¢(a) = et 0 < |¢'(or)] < 1.
La fonction « est appelée fonction de Koenigs de ¢. Afin de décrire le spectre ponctuel lorsque
l’on ajoute un poids m € Hol(D) a C,,, nous nous restreignons d’abord au cas m(a) # 0.

Proposition 3.3.2. Soient o € D, m € Hol(D) tels que m(«) # 0 et soit ¢ : D — D une fonction
holomorphe telle que
ola) =aet ¢ (a)| < 1.

La suite (wy,)nen converge uniformément sur chaque sous-ensemble compact de D vers une fonction
w, Ol

wn(z) o MEMEE) i () .

m(a)"

De plus w est I'unique fonction dans Hol(ID) telle que

m wop=m(a)w et w(a) = 1.
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La fonction w est appelée fonction de Koenigs pondérée.
Un outil utile est un léger raffinement du lemme de Schwarz, dont la preuve est répétée
ici par souci d’exhaustivité (voir [76, Preuve de la proposition 1, section 5.2]).

Lemme 3.3.3. Supposons que ¢ : D — D est une fonction holomorphe telle que
p(0) = 0et [¢'(0)] < 1.
Prenons 0 < r < 1. Alors il existe 6 = 6(r) € (0, 1) tel que
lon(2)] < 0"|2| pour tout z € C, |z] <r, neN.

Preuve. Notons M (r) le maximum de |¢(2)| pour |z| < r. Par le lemme de Schwarz §(r) :=

@ < 1. Ensuite, nous appliquons a nouveau le lemme de Schwarz a la fonction

V() = ﬁ;i 2 eD,

et nous obtenons |V (z)| < |z| pour tout z € D. Comme U est continue dans le disque unité
fermé, I'inégalité est également valable pour |z| < 1. On en déduit que

o()] < )

L’itération de la derniere inégalité donne :

|z| = 0(r)|z| pour tout |z| < r.

[n(2)] < 0(r)|pn-1(2)] < 6*fpn-a(2)| < -+ < 6"|2| pour tout [z] <.
[l

Preuve de la proposition 3.3.2. Comme expliqué au début de cette section, en remplagant ¢
par ¢ = ¥V, 0 po W, etmpar m = mo ¥,, on peut supposer que o = 0.

Prenons r € (0,1) et posons D, := {z € C : |z] < r}. Comme ¢(0) = 0 et |¢'(0)| < 1, par
le lemme 3.3.3, il existe (r) € (0, 1) tel que

lon(2)] < 6(r)"r pour tout z € D,..

Le théoreme de Weierstrass pour les produits infinis de fonctions holomorphes [73, p. 228]
nous dit que la convergence uniforme de (w,),en sur D, découle de la convergence uniforme
sur D, de la somme

3 |leel2) o3 lmla(z) — m(O)L

£>0 m(0) ‘ |m k>0

Comme m € Hol(D), m(z) —m(0) = zmy(z) ot m; € Hol(D). Posons C(r) := sup,.p5 |mi(z)|.

Alors
[m(p(2)) —m(0)] < C(r)a(r)tr.

Comme §(r) < 1, cela montre I'existence de w.
Puisque m w,, o ¢ = m(0)w,11, la convergence de (wy)ren dans Hol(D), implique que
m w o ¢ = m(0)w. De plus, comme w,(0) = 1 pour tout n, ona w(0) = 1.
Finalement, pour f € Hol(D) \ {0} telle que mf o ¢ = m(0)f, une récurrence évidente
implique que
m(mo @)(mops)- - (mopy1)fop, =m(0)"f.
Utilisant la convergence de ¢,, vers 0 et (w,),en Vers w dans Hol(ID), on en déduit que f =

f(0)w. Ceci termine la preuve de la caractérisation de la fonction de Koenigs pondérée w.
O
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Grace a I’existence et aux propriétés de la fonction de Koenigs « et de la fonction de Koe-
nigs pondérée w, nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de cette section,
qui est une description complete du spectre ponctuel pour un opérateur de composition
elliptique pondérée sur Hol(ID).

Théoréme 3.3.4. Soient o € D et ¢ : D — D est une fonction holomorphe tels que

pla) = aet|¢(a)] < 1.

Supposons que m € Hol(D), m # 0. Notons « la fonction de Koenigs quand ¢'(«) # 0 et par w la
fonction de Koenigs pondérée quand m(«) # 0.
a) Si¢'(a) #0et m(a) # 0, alors

0p(T) = {m(a)¢'(a)" : N € N}.

De plus ker(T — m(a)¢' (o) Id) = Cwr™,
b) Siy'(a) =0, m( ) #0, et p #0,alors

De plus ker(T' — m(«) Id) = Cw.
c) Sim(a) =0et p #0,alors

d) Sip=aetm(a)#0,alors
ap(T) = {0, m(a)}.
d) = Cmet ker(T) = {f € Hol(D) : f(«) = 0}.

)1
0, alors
UP<T) = {0}7
avec ker(T') = {f € Hol(D) : f(a) = 0}.

De plus ker(T' — m(«
e) Sip=aetm(a)=

Preyve. Comme d’habitude nous supposons que o = 0.
Notons que T'f = A\f pour f # 0, f € Hol(D), est équivalent a

m(2)p(2)" g(p(2)) = A" g(2), (3.2)

ou f(z) = zNg(z), g € Hol(D) et g(0) # 0. En particulier, il existe £ €]0,1] tel que g(z) # 0
pour |z| < e. On en déduit que pour 0 < |z] <,

A= m(2) (s@(@)N 9(e(2))

z 9(2)

Ainsi, en prenant la limite quand 2z — 0, nous obtenons A = m(0)¢'(0)". En d’autres termes
nous avons prouveé que

o,(T) € {m(0)¢'(0)" : N € N}. (3.3)
De plus T'f = m(0)¢'(0)" f implique que 7" f = m(0)"¢'(0)N" f pour tout n € N, c’est-a-dire
m(0)"¢'(0)M"2Ng(2) = m(2) - m(pn-1(2))pn(2)" g(n(2)), (3.4)

pour tout z € Detn € N.
a) Puisque m(0) # 0 et ¢'(0) # 0, (3.4) donne
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ou w, est définie par (3.1). En prenant la limite quand n — oo, par le théoréme 3.3.1 et la
proposition 3.3.2, nous obtenons

f=g(0)wx".
b) Si m(0) # 0 et ¢'(0) = 0, par (3.3), 0,(1") C {m(0),0}. Puisque Hol(D) est une algebre
intégrale avec ¢ # 0 et m # 0,0 & 0,(T). Par la proposition 3.3.2, ker(7" — m(0) Id) = Cw.
c) Si m(0) = 0, par (3.3), 0,(T") C {0}. Comme m # 0 et ¢ # 0, comme dans b), puisque
Hol(D) est une algebre intégrale, 0 & 0,(T') et donc 0,(T") = 0.
d) et e) Si ¢ = 0, alors 7" est un opérateur de rang 1, a savoir, Tf = mf(0), dont le spectre
ponctuel et les espaces propres sont faciles a décrire. O

Le tableau suivant résume nos résultats sur le spectre ponctuel de 7', ouT'f = mf o, a
condition que ¢ : D — D soit une fonction holomorphe fixant a € D et que ¢ ne soit pas un
automorphisme.

| [ 0</@[<T_ [0=¢),p#a] ¢=a |
{

m(a)} {0, m()}
0 0 {0}

3.4 Spectre et décomposition des opérateurs de composition
elliptiques pondérés

Dans cette section, nous considérons une fonction holomorphe ¢ : I — I avec un point
fixe interne o € . On suppose que ¢ n’est pas un automorphisme. Soit m € Hol(D), m # 0,
et considérons 1'opérateur

T : Hol(D) — Hol(ID) défini par T'f = mf o .

Dans la section 3.3 le spectre ponctuel 0, (7) a été completement déterminé. L'un des objectifs
de cette section est de montrer le résultat suivant.

Théoreme 3.4.1.
o(T) = 0,(T) U{0}. (3.5)

Rappelons que la proposition 3.2.2 nous dit que 0 ¢ 0,(7") a moins que ¢ soit constante.
D’autre part, puisque ¢ n’est pas un automorphisme, nous savons d’apres la proposition 3.2.1
que 0 € o(T). Ceci explique le role de 0 dans (3.5).

Le lemme suivant sera crucial.

Lemme 3.4.2. Supposons que o = 0. Soient g € Hol(D), A € C\ {0}. Si0 < e < let f € Hol(eD)
vérifient
M(2) —m(2)f(p(2)) = g(z) pour tout z € €D, (3.6)

alors f a un extension f € Hol(DD) telle que

(Ad=T)f = g sur D.

La preuve de [5, lemme 4.2] pour le cas ot m = 1 est aussi valable dans notre situation
plus générale.

Nous considérerons les différents cas considérés dans le théoreme 3.3.4 pour la descrip-
tion du spectre ponctuel.
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Casa) ¢'(a) # 0etm(a) # 0.

C’est le cas le plus intéressant. Comme précédemment on note la fonction de Koenigs
par k; i.e.

ko= (a)k, K'(a)=1,
et par w la fonction de Koenigs pondérée qui vérifie
mwop=m(a)w, wla)=1.

Rappelons que les valeurs propres de 7' sont

avec pour sous espace propre Cwx™ pour n € N.
Posons
W, = Span{ws' : 1 =0,1,--- ,n}

et
Hol, () := {f € Hol(D) : f¥(a) = 0pourl=0,1,---n}.

Proposition 3.4.3. Supposons que ¢'(«) # 0 et m(«) # 0. Alors, ce qui suit est valable.
a) Hol(D) = W,, & Hol, ().
b) Les projections Q,, sur W, associées a la décomposition en a) sont données par

Qn = Z Py, Pkf = <\Ilk7f>w’%k7
k=0
ot Uy, € Hol(D)', k € N peut étre obtenu par récurrence par les formules

(Wo, f) = fla)wet (V,, f) = ;!(f — Qu_1£)™(a) pour n € N.

c) TQ, = Q,T pour tout n € N.

d) P,T =TP, = \,P, pour tout n € N.

e) PPy = 6, 1P, pour tout k,n € N (oit 6, est le symbole de Kronecker).
f) 1l existe une constante c, j, € C, n > k, telle que

<\Ijna f> = zn: Cn,kf(k)(&)'
k=0

Pour m = 1 cette proposition est prouvée dans [5, corollaire 3.3 et théoréme 3.2]. Nous
donnons ici un argument plus simple pour obtenir les projections (),, de maniere récursive.

Preuve. Soit n € N. Tout d’abord nous montrons que
W, N Hol,(a)) = {0}.
D’apres [5, Lemma 3.1] on a que pour n € N,
k() =0, (") (a)=0pourl=0,--- ,n—1let (k)™ =nl. (3.7)
Soit

f =3 qus' € Hol,(a).
1=0
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Alors nous montrons que ¢; = 0 pour [ = 0,--- ,n. Pour [ = 0 cela est une conséquence de
0= f(a) = cp. Soitk € {1,--- ,n}telque c; = O pour 0 < I < k — 1. Alors f = ), cqwr”.
Remarquons que par (3.7) (wx)Y(a) = 0 pour tout ! > k+1 et (wxk)®) (o) = w(a)(xF)*® = kL.
Ainsi ¢, = 0 et cela prouve ce que I'on voulait.

Ensuite, montrons b) par récurrence.

Posons ¥, par

(Wo, f) = fa).

Alors Qo f = (Yo, fw € Wy etdone f — Qof = (f — f(@)w)(a) =0.D’ou f — Qof € Holo(a)
pour tout f € Hol(D). Cela prouve b) pour n = 0.
Supposons que ¥; € Hol(D)’ ont été construits de telle sorte que pour

k
Pf = (U, flus' et Q= P,
=0
on ait
f—Q.f € Holj(a) for i =0,--- ,n — 1 et tout f € Hol(D).
Soit f € Hol(D). Nous cherchons ¢ := (¥, f) telle que pour
an = Qn—lf + Cw"{na

nous ayons
f—Qnf € Hol,, ().
Pour [ < n, par (3.7),
(f = Q@uf)V(@) = (f = Qur /) V(@)

et ce dernier terme est 0 par ’hypothese de récurrence. Pour [ = n, nous avons

(f - an)(n)(a) = (f- anlf)(n)(oo — (C?UH)(n)(Oz)
= (f—- Qn—1f)(n)(0z) —cnl,

par (3.7). Ainsi ¢ = (¥, f) comme définie dans b), est 'unique constante telle que (f —
Qnf)™(a) = 0. Les preuves de a) et b) sont alors compleétes.

c) 1l est clair que TW, C W,. Nous montrons maintenant que 7' Hol,,(a©) C Hol,(«). Soit
f € Hol, (). Il existe g € Hol(D) telle que

f(2) = (z — a)"™g(z) pour tout z € D.

Puisque p(a) = a, il existe ¥ € Hol(D) telle que ¢(z) — a = (z — a)¥(z) sur D. Ainsi, pour
tout z € D,

Tf(z) = m(2)(e(z) —a)"g(p(2))
= m(2)(z — a)""W(2)" g(p(2)).

On en déduit que T'f € Hol,(«). Les inclusions
TW, C W, et T Hol,(«) C Hol,(«)

impliquent que Q, T = T'Q),,.
d) Puisque Py, = Qg et P, = Q,, — Q,—1 pour n € N, on déduit de ¢) que P, T = T P,. De plus,

TP, f = (V,, T (wk") = (V,,, HAwk" = N\, P, f.
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e) Soit k,l € N, k # [. Alors par d),

MNPy (wi®) = BT (ws®) = X\ Py (wkh).
On en déduit que P(wx*) = 0. D’ou
PP.f = P( Wy, f)(wr®) = (U, f) Pi(wk®) = 0.
Nous montrons par récurrence que P2 = P,.

Pour n = 0 nous avons (¥, w) = w(a) = 1. Cela implique que P? = P,.
Soit n € N tel que P? = P, pour tout k < n — 1. Alors

Pr2L = (Qn - Qn—1)2 — Q?L - QnQn—l - Qn—lQn -+ Qi,l

n n—1 n—1
k=0 =0 k=0

n—1
k=0
f) se déduit par récurrence a partir de b). O
Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de cette section. Pour m = 1 ceci
est prouvé dans [5, Theorem 4.1]. Ici, nos arguments sont légerement différents.
Posons )\, := m(«a)¢' ()", n € N. Remarquons que lim,,_,., A, = 0 et
0 < Anpa| < [An]sim(a) # 0 et '(a) # 0.
Théoreme 3.4.4. Supposons que m(a) # 0 et ¢'(a) # 0. Alors

o(T) = {\ :n € NV U{0} = 0,(T) U {0}

Preuve. Nous utilisons les résultats de la proposition 3.4.3. Soit T}, := Tjxo1,(a) €t Sn = Ty,
Alors

o(T) = (1) U o(S,) (3.8)
et

o(Sp) =4{ Ao, s A} (3.9)

Cela découle de la proposition 3.4.3 ¢). Nous cherchons a montrer que

o(T,) C{Ae C: |\ < | At} (3.10)
Soit |A| > |Ay41]|- Comme wr® ¢ Hol,(a) pour k = 0,--- ,n, on en déduit que \ & o,(T5,).
Ainsi A1d —7T,, est injectif. Montrons la surjectivité. Prenons n > 1 et ¢ > |¢'(a)| tels que
nlm(a)|g"** < |A|. Cela est possible puisque

AL > [Anga] = [m(a)|l (o).

Maintenant prenons 0 < ¢ < 1 tel que, pour |z| < ¢,

Im(2)] < nlm(a)| et p(2)| < gl2|.
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Alors |pi(2)| < ¢F|z| < ¢" pour |z] < . Soit g € Hol,(a). Alors il existe B > 0 tel que
lg(2)| < B|z|"™ si |z] < e. Maintenant nous estimons, pour |z| < ¢,

|mk(2)g(¢k(2))| < mm(@)*Blew(z)"!

)\k+1 — |)\’k+l
N
B ('rzlm(a)!q “)
- A RY
Comme Am(@la™" 1, la série

Al

flz) = i my(2)g(or(2))

k+1
k=0 A

converge uniformément sur clD et définit une fonction f € Hol(¢D). On peut voir facilement
que
Af —mfoe=gsureD.

On déduit du lemme 3.4.2 que f a une extension holomorphe f € Hol(DD) vérifiant
A —mfop=y
Cela prouve la surjectivité et (3.10) est prouvée. Maintenant on déduit de (3.9) et (3.10) que
o(T) C {\, : n e N}U{0}.
Puisque 0,(T) = {\, : n € N} par le théoréme 3.3.4, la preuve est terminée. O
On déduit le corollaire suivant de la preuve.

Corollaire 3.4.5. Soit T}, := 1| ol, (o). Alors
o(T,) ={ M :k>n+1}U{0}.
Preuve. Par le théoreme 3.4.4 et (3.8) et (3.9) nous avons
{0 U{ A 1 ke N} =0(T,) U{ o, -, A} et |A] < |An] pour A € o(T5,).
Ainsi, on en déduit le résultat. O

La proposition 3.4.3 et le théoreme 3.4.4 montrent que 7" a les mémes propriétés spectrales
qu'un opérateur compact. Cependant, nous savons d’apres la proposition 3.2.4 que 7" n’est
compact que dans une situation particuliere, a savoir lorsque ¢(D) C rD pour r €]0, 1].

Signalons enfin que l'opérateur P, est la projection spectrale associée a \,,. Rendons cela
plus précis.

Proposition 3.4.6. Soit n € N. Posons X, = Cwk™ et Xy = ker P,. Alors X et X, sont invariants
par T, Hol(D) = X; & Xy et

o(Tx,) = {An} et o(Tx,) = o(T) \ {An} (3.11)

De plus, la décomposition de Hol(D) en deux tels sous-espaces invariants X, et X tels que (3.11)
soit vraie est unique.

45 EDDY BERNARD



CHAPITRE 3. THEORIE DE DENJOY-WOLFF ET PROPRIETES SPECTRALES DES
OPERATEURS DE COMPOSITION PONDERES SUR Hol(ID)

La preuve de cette proposition est similaire a [5, Theorem 4.6] et 1'unicité est facile a
prouver.

Considérons maintenant les cas restants b) — e¢) du théoreme 3.3.4. Tout d’abord, nous
supposons que ¢'(a) = 0. La preuve du résultat suivant nécessite une légere modification
de celle donnée dans [5, Theorem 4.10].

Théoreme 3.4.7. Supposons que ¢'(«) = 0. Alors
o(T) = {m(a),0} = 0,(T) U {0}.

Preuve. Nous savons d’apres le théoreme 3.3.4 que 0,(7) U {0} = {m(a),0}, et d’apres la
proposition 3.2.1 que 0 € o(T'). Soit A # 0 et A # m(«). Montrons que A ¢ o(T"). Nous savons
déja que AId —T est injectif. Dans le but de prouver la surjectivité, nous supposons d’abord
que o = 0. La preuve de la surjectivité se divise en trois étapes.

Etape 1. Soit g = cw, avec ¢ € C \ {0}. Puisque

2w —Tw = (A—m(0))w + (m(0)Id —=T)w = (A — m(0))w,

f= ﬁ résout I’équation fonctionnelle A\ f — T'f = cw.

T A-m
Etape 2. Soit g € Hol(D) telle que g(0) = 0. Alors il existe g, € Hol(D) telle que g(z) = zg:(2)
pour tout z € D. Comme ¢’(0) = 0 il existe des fonctions holomorphes 7,, dans Hol(D) telles
que ¢,(z) = 2%"7,(2). On déduit du lemme de Schwarz que 7,(D) C D. Soient 0 < ry < 1,
C1 = SUp|, <, |91(2)] et ¢ = sup, <, [m(2)]. Alors, pour |z| <,

[ma(2)g(en(2))] _ 1 [z _ "2 o

A T T A

ot my,(z) == m(z)m(e(2))---m(e,—1(2)). Maintenant prenons 0 < ¢ < r, tel que ﬁ < 1.
Alors

) = 3 TnDoonl)

n=0

converge uniformément sur D et définit une fonction f € Hol(eD) vérifiant \f —mfop =g
sur elD. Alors, par le lemme 3.4.2 nous trouvons f € Hol(D) telle que A\f —mfo¢ =g.
Etape 3. Soit g € Hol(DD). Par I'étape 2 nous trouvons f; € Hol(DD) telle que

AMir=mfop=g-90w,
et par I'étape 1 nous trouvons f, € Hol(D) telle que
Mz —mfoe=g(0)w.
Ainsi f := fi + forésout \f —mfop=g.
Enfin, le cas o # 0 peut étre réduit a o = 0 via la transformation de similarité habituelle

comme expliqué au début de la section 3.3. O

Dans le théoreme précédent m(a) = 0 était admis. Mais dans ce cas, l'hypothese "¢’ (a) =
0” n’est pas nécessaire. En fait, ce qui suit est valable. Rappelons que nous supposons tou-
jours que ¢ n’est pas un automorphisme.

Théoreme 3.4.8. Si m(a) = 0alors o(T') = {0}.
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Preyve. En utilisant la transformation de similarité au début de la section 3.3, nous pouvons
supposer que « = 0.

Soit A € C\ {0}. D’apres le théoreme 3.3.4 nous savons que 0,(7) = 0. Ainsi AId —T
est injectif. Montrons la surjectivité. Soit 0 < ¢ < min{|\|,1}. Comme m(0) = 0, il existe
0 <r < 1ltel que |m(z)| < esi|z| < r. Puisque |p(z)| < |z, on en déduit que |m,(z)| < "
pour |z| <. Soit ¢ = supy,|<, |9(2)|- Alors, pour |z| <,

m()alen(2)] _ Il <w>

T ST
Donc o
1) = 3 S 2)

converge uniformément sur €D et définit une fonction f € Hol(eD) vérifiant \f —mfop = g.
Le lemme 3.4.2 nous donne maintenant f € Hol(D) vérifiant (A\Id —T7")f = g. Nous avons
montré que C \ {0} C p(7). D'un autre c6té, ona 0 € o(7’) puisque m(«) = 0. O

Enfin nous discutons du cas ol ¢ est constante, c’est-a-dire ¢(z) = « pour tout z € D.
Alors T est ’opérateur de rang un donné par

Tf=f(a)m.
Théoreme 3.4.9. Si ¢ est constante, alors o(T) = {m(«),0} = 0,(T).

Preuve. a) Sim(«) = 1, alors T" est une projection et donc o(7") = 0,(T7") = {0, 1}.
b) Si m(«) # 0, on déduit de a) que

ce qui implique ce que I'on veut.
¢) Si m(a) = 0, alors Tm = 0. Donc 0 € 0,(7T"). On déduit du théoreme 3.4.8 que o(T) =
{0}. O

Maintenant le théoreme 3.4.1 se déduit des théoréemes 3.4.7, 3.4.8 et 3.4.9.

3.5 Fonction holomorphe de D dans D sans point fixe

Dans cette section nous recueillons quelques résultats et définitions de la théorie dyna-
mique holomorphe, trés utiles dans les sections 3.6 et 3.7.

On rappelle d’abord la notion de limite non tangentielle et de dérivée angulaire en un point
¢ du cercle unité que 1’on peut retrouver dans le livre [19].

Soient 5 € (0,7/2) et r € (0,2 cos 3). Un angle de Stolz Sen ¢ € 0D est défini par
S:={zeD:|arg(l1—£E2)| < B, |[z—¢ <r}.

Définition 3.5.1. Soit f € Hol(D). On dit que f a une limite non tangentielle ou limite angulaire
L € CU{+o00} au point £ € 9D s'il existe un angle de Stolz S en ¢ tel que f(z) — L quand z — &,
2 € S. Dans ce cas, on écrit

Llimf(z) = L.

z—E€

47 EDDY BERNARD



CHAPITRE 3. THEORIE DE DENJOY-WOLFF ET PROPRIETES SPECTRALES DES
OPERATEURS DE COMPOSITION PONDERES SUR Hol(ID)

On dit que f a une dérivée angulaire f'(7) au point T € OD si f(1) := éigrgf(z) existe dans C et si

fI(T) _ thf(z> — f(T)

Z2—=T zZ—T
existe dans C U {+oo}.

Rappelons maintenant le remarquable théoréeme de Denjoy-Wolff (voir par exemple [76,
Chapitre 5] pour une démonstration détaillée).

Théoréme 3.5.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe sans point fixe dans D. Alors il existe un
unique point £ € 0D tel que (py,)nen converge uniformément sur tous les sous-ensembles compacts
de D vers €.

Le point £ est appelé le point de Denjoy-Wolff de .

La proposition suivante permet sous certaines conditions de relier la dérivée angulaire avec
la limite angulaire de la dérivée [77, 71].

Proposition 3.5.3. Soient £ € 0D et f € Hol(D). Supposons que f(7) := Llim f (2) existe dans C,
alors

i F2) = )

Z—=T zZ —T

=1e CU{+o0}

si et seulement si Zlin%f’(z) =1€ CU{+o0}.
2—

Maintenant, rappelons le théoreme de Julia—Carathéodory qui décrit la dérivée angulaire
au point de Denjoy-Wolff de ¢ [76, p.78].

Théoreme 3.5.4. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

i) @ n’a pas de point fixe dans D;
ii) il existe un unique & € 0D tel que

o p(z) =€
vi=sme e

existe avec 0 < v <1,
ii1) il existe un unique & € 0D tel que

Limp(z) = et Alirrgp'(z) =~<1;
z—>

z—¢€

iv) il existe un unique & € 0D tel que

d(§) := liminf w

= e (0,1].
a—EzeD 1 — |2 7 €(0.1]

De plus, les trois points £ dans i), iii) et iv) sont les mémes que le point & dans le théoreme 3.5.2.

Le théoréme suivant est le théoréme de Julia (voir [76, p. 63]).
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Théoreme 3.5.5. Soient ¢ : D — D une fonction holomorphe non constante, n,w € JD. sil existe
(Pn)nen C D qui converge vers w et tel p(p,) — n et

1-— |90(pn)’

alors
a)d>0;
b) o(H(w, \)) C H(n, \d) pour tout A\ > 0 ot

Hw,\) = {zeD: |1 —2a> < M1 - |2])};

c) Zlimep(z) = n.

z—w

L’ensemble H(w, \) dans le théoreme de Julia est un disque a 'intérieur de D qui touche
la frontiere de ID au point w et est appelé horodisque. Le lemme suivant nous montre que
celui-ci est un disque euclidien.

Lemme 3.5.6. Soient 7 € OD et k > 0. L’horodisque H (1, k) est le disque centré en = et de rayon
k

k+1°
Les fonctions holomorphes de D dans D avec aucun point fixe dans ID se divisent en deux
catégories.

Définition 3.5.7. Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D avec aucun point fixe dans D, et soit
¢ son point de Denjoy-Wolff.

a) Sila dérivée angulaire ' (&) est dans |0, 1{, alors ¢ est dite hyperbolique.

b) Sila dérivée angulaire ' (§) est égale a 1, alors ¢ est dite parabolique.

Lorsque ¢ hyperbolique, on peut ajouter un peu de raffinement dans le théoréme 3.5.2
(voir [29, Lemma 2.66, p82]).

Lemme 3.5.8. Soit  une fonction holomorphe hyperbolique de ID dans D, et notons par £ € 0D son
point de Denjoy-Wolff. Soit K C I un compact, il existe un angle de Stolz en & qui contient ¢, (K)
pour tout n € N.

En fait, toutes les fonctions holomorphes de D dans D sans point fixe dans D peuvent étre
modélisées par une fraction linéaire.
Soit H le demi-plan droit ouvert de C.

Le premier outil tres utile pour les propriétés spectrales des opérateurs de composition
est di a Valiron [81].

Théoréme 3.5.9. Soit p une fonction holomorphe hyperbolique de D dans D avec £ comme point de
Denjoy-Wolff. Il existe une fonction holomorphe ¥ : D — H telle que
1
Y
¢'(€)
On peut aussi associer une fonction de Koenigs unique a une fonction hyperbolique,
comme démontré dans [20].

Vop=

Proposition 3.5.10. Soit ¢ une fonction holomorphe hyperbolique de D dans D avec & comme point
de Denjoy-Wolff. 1l existe une unique fonction holomorphe ¥ : D — H telle que

Vop= Vet [W(0)] =1.

1
©'(§)
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Pommerenke et Baker ont montré en 1979 [9, 72] que les fonctions holomorphes para-
boliques de D se divisent en deux sous-cas, distingués par le comportement des orbites par
rapport a la métrique pseudo-hyperbolique, définie sur D par

B |z — w|

p(Z,U)) _ |1 —WZ|.

Nous suivons la terminologie introduite dans [25].

Définition 3.5.11. Soit ¢ une fonction holomorphe parabolique de D dans D. La fonction ¢ est dite
de pas hyperbolique positif si

inf p(¢ni1(20), n(20)) > 0,

pour tout z, € D.
La fonction o est dite de pas hyperbolique nul si

lelglf\‘] p(Pnt1(20), on(20)) = 0,

pour tout z, € I.

Dans les deux cas I'infimum est le méme que la limite car ¢ diminue la métrique pseudo-
hyperbolique p. Il s’avere que cette dichotomie de séparation est indépendante du "point de
base" : si elle vaut pour un z, € D alors elle vaut pour tous.

Pommerenke [72] a prouvé le résultat suivant.

Théoreme 3.5.12. Soit p une fonction holomorphe parabolique de D dans D et de pas hyperbolique
positif. Il existe une fonction holomorphe A : D — H solution de I'équation d’Abel

Aop=A+1.

Puis Pommerenke et Baker [9] ont étudié le cas restant, et ont obtenu un résultat similaire
au théoréme 3.5.12, sauf que I'image de A n’est pas nécessairement contenue dans un demi-
plan.

Théoréme 3.5.13. Soit © une fonction holomorphe parabolique de D dans D et de pas hyperbolique
nul. 1l existe une fonction holomorphe A : D — C telle que

ANop=A+1.

Compte tenu des résultats de Valiron et Baker-Pommerenke, la terminologie "hyperbo-
lique" et "parabolique" semble naturelle puisque ¢ vérifie une relation d’entrelacement par
V¥ ou A avec un automorphisme hyperbolique ou parabolique du demi-plan droit, respecti-
vement.

Pour la suite, rappelons quelques définitions (voir [74, Chapter 15] et [2]).

Définition 3.5.14. Soient a € D et ¢ une fonction holomorphe de D dans D. L” orbite de z, par ¢
est la suite (©n(20))nen-

Définition 3.5.15. Une suite (a,),en C D est appelée
a) une suite de Blaschke si
(1= an|) < o0,

n>0
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b) une suite interpolante si chaque probleme d’interpolation f(a;) = b; pour tout j € N,
avec (b;) jen une suite bornée dans C, a une solution f dans I'algebre des fonctions bornées et
analytiques sur .

Proposition 3.5.16. La suite (B,,),>o associée a la suite de Blaschke (ay,),>o converge dans Hol(D),
ol
e Un Ay — 2
Bn(z) = H

kzoml _@Z|

et avec la convention % = 1si a, = 0. La limite de (B,,),,>0 est le produit de Blaschke associé a
la suite de Blaschke (ay,)n>0.

De plus, une suite (a,),>o est une suite interpolante si et seulement si c’est une suite de Blaschke
telle que

. ar — a;
inf —— > 0.
k>0 H

—j20,5#k

1 —aga;

Un autre phénomene, présenté ici et spécifique aux fonctions hyperboliques arbitraires
de D, est démontré dans [16, Theorem 4.4].

Théoréme 3.5.17. Soit ¢ une fonction holomorphe hyperbolique de D dans ID. Pour tout z € D,
'orbite de z par ¢, a savoir (p,(z))nen, est une suite de Blaschke.

Pour une fonction parabolique de D, la situation est plus délicate. Le résultat suivant est
dt a Cowen [28, proposition 4.9].

Théoreme 3.5.18. Soit  une fonction holomorphe parabolique de D dans D de pas hyperbolique
positif. Alors, pour tout z € D, l'orbite de z par ¢ est une suite interpolante de ID et donc est une
suite de Blaschke.

Nous concluons cette section avec le cas restant, c’est-a-dire les fonctions paraboliques
de D de pas hyperbolique nul.

Théoreme 3.5.19. a) La fonction ¢ définie par

ole) =exp (—27 )

1+=2

est une fonction holomorphe parabolique de D dans D de pas hyperbolique nul telle que

pour tout zy € D,
> (1= [en(20)]) = o0

n>1

b) 1l existe des exemples de fonctions paraboliques de D de pas hyperbolique nul telle que
toutes les orbites de z € D par p soit une suite de Blaschke.

Preuve. a) est la proposition 4.7 dans [16] et b) découle de Aaronson [1], et est détaillé dans
[16, section 5.2]. O

3.6 Opérateurs de composition hyperbolique pondérés

Dans cette section nous supposons que ¢ une fonction holomorphe hyperbolique de D
dans D et m € Hol(D), m # 0. L'opérateur 1" est I'opérateur de composition pondéré défini
sur Hol(D) par

Tf=mC,f=m foep.
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3.6.1 Opérateurs de composition hyperbolique

Grace aux théoreme 3.5.9 et a la proposition 3.2.1 nous pouvons donner une description
complete du spectre de C,, lorsque ¢ est hyperbolique.

Théoréme 3.6.1. Le spectre ponctuel de C,, est donné par
0,(Cy,) = C\ {0} avec dim ker(C, — p11d) = oo pour tout yn # 0.
De plus, o(C,,) = C si et seulement si p n’est pas un automorphisme.

Preuve. Par le théoreme 3.5.9, il existe 5 > 1 et U € Hol(D) tels que ¢/(D) C Het ¥ o p = SV.
Pour s € C\ {0}, remarquons que

Co(V°) = (Wogp)® = o0,
On en déduit que
{B°:s € C\{0}} C op(Cy).

Soit i1 € C tel que = B° avec s = s1 + 59, 51, 52 € R. En d’autres termes ;1 = es11n(B)+isz In(B)

et alors »
|| = et = =1
{ arg(p) = soIn(B) + 2k, k € Z. (3.12)

Par conséquent C \ {0} C 0,(C,). De plus, comme 3° = 68“1'21%) pour tout k& € Z, nous
obtenons s
TR € ker(C, — 4°1d) pour tout k € Z.

Puisque V¥ n’est pas constant (8 > 1), on en déduit que dimker(C, — p/d) = oo pour tout
pe C\{0}.

Puisque 0,(C,) C 0(C,), le spectre de C,, est C ou C \ {0}. Par la proposition 3.2.2 nous
savons que 0 € o(C,) si et seulement si ¢ n’est pas un automorphisme, ce qui conclut la
preuve. [

3.6.2 Opérateur de composition hyperbolique pondéré

Les propriétés spectrales des opérateurs de composition hyperboliques pondérés sont
radicalement différentes de celles des opérateurs de composition hyperboliques. Voici un
premier résultat pour illustrer cette affirmation.

Théoreme 3.6.2. Il existe un produit de Blaschke B tel que si m # 0 et m € BHol(D), alors
o,(T) = 0.
Preuve. Par le théoreme 3.5.17, en prenant z, € D, la suite (¢, (20))nen est une suite de Bla-
schke. Notons par B le produit de Blaschke associé a (¢,,(20))nen et prenons m € B Hol(D),
m # 0.

Remarquons que B o ¢(p,(20)) = B(pnt1(20)) = 0 pour tout n € N. Donc, pour tout
k € N, il existe f; € Hol(D), fi # 0 telle que B o ¢ = B f;.. Supposons qu’il existe A € 0,(T).
Alors X # 0 et soit g € Hol(D), g # 0 telle que

Tg=M\g.
Sous ces hypotheses, m = Bm, ot m; € Hol(D), m; # 0. On en déduit que
T"g = mi(mio)...m10o@,1)B(Bop)..(Bowpy,1)gop, =g,

pour tout n € N. En particulier, g(zy) = 0 et la multiplicité de z, comme zéro de g est plus
grande ou égale a n pour tout n > 1. Ceci est absurde. Donc 0,(T") = (. O
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Nous donnons maintenant un résultat dans la direction opposée, montrant que le spectre
ponctuel est aussi grand que possible, a condition de supposer une certaine régularité sur le
poids au point Denjoy-Wolff de .

Théoréme 3.6.3. Soit ¢ une fonction holomorphe hyperbolique de D dans D et soit £ son point de
Denjoy-Wolff. Soit m € Hol(ID) telle que m a une limite angulaire non nulle en £ € C et m a une
dérivée angulaire en € finie. Alors

o,(T) = C\ {0} et o(T) = 0,(T) si et seulement si T est inversible.
Preuve. Pour n € N*, définissons

m(z)m(p(z))...m(n-1(2))
m(&)" ’

ou m(§) est la limite angulaire de m en . Remarquons que
T(wn(2)) = m(§)wn1(2).

Notre but est maintenant de montrer que (wy),en+ converge dans Hol(ID). Soit K un compact
de D et S un angle de Stolz en ¢ tels que ¢,(K) C S pour tout n € N*. L'existence de S
découle du lemme 3.5.8. Puisque m a une dérivée angulaire m/(§) € C, il existe 5 > 0 tel
que pour tout z € Set |z — £| < £, on ait

‘m(?«“) —m(¢)
z—=¢

Comme (¢, (K)), converge vers ¢, il existe N, € N* tel que, pour tout & > N,

wn(2) =

-] < 12

or(2) € Set|pp(z) — € < g4

Ainsi, pour k > Nyetz € K,ona

m(pr(2)) —m(§) )
e | <an
On en déduit que
mlen(2)) L QN we -
| me) "< <2|m<a>\ *‘m(@ |> e =4

pour tout £ > Ny et z € K. Soit ¢ > 0 tel que K C H(¢,¢). Par le théoreme 3.5.5 ¢i(2) €
H (& e/ (€)F) pour tout k > 0 et z € K. Par le lemme 3.5.6, nous avons

1 ' (€)*
Lt e (OF 1+ ep'(§F )
Puisque £ appartient a la fermeture du disque ci-dessus, on en déduit que
e (€)
14 co'(§)*

pour tout £ > O et 2 € K. Donc, pour tout k > Nyet z € K,ona

H(E, e ()") = D (

o(2) — €] <2 < 2c¢/(€)",

‘mm(z» .

m(©) < CY'(§)",
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ot C' est une constante positive. Comme |¢'(¢)| < 1, on en déduit que P, = [[}Z, %
converge uniformément sur k&, et ainsi

n

~ m(px)
G

converge vers une fonction x dans Hol(D). De plus, T'x = m({)k, et donc m(§) € 0,(T). Par
la proposition 3.2.1 et le théoreme 3.6.1, ona C \ {0} C 0,(T"). La conclusion découle de la
proposition 3.2.2. O

Kp =

Ensuite nous donnons un exemple qui montre que les hypothéses du théoréme 3.6.3 ne
sont pas nécessaires.

Proposition 3.6.4. Soit ¢ un automorphisme hyperbolique défini par

z4+r
14+7rz

o(z) = avecr € (0,1).

Soit m € Hol(D) un poids défini par
1
exp (2 (£2)) exo (5 (1))
Alors le point de Denjoy-Wolff de p est 1, m et m' ont une limite angulaire en 1 égale a 0. Néanmoins
op(T) = C\ {0}

Preuve. Considérons la fonction f € Hol(DD) définie par

£z = exp (}f—j)
exp (172)

Remarquons que mf o ¢ = f. En d’autres termes 1 € 0,(7T’). Par la proposition 3.2.3 et le
théoreme 3.6.1, nous obtenons C \ {0} C 0,(T"). Puisque m # 0,0 ¢ 0,(T"), ce qui termine la
preuve. [

m(z) =

3.7 Opérateurs de composition parabolique pondérés

Dans cette section ¢ est une fonction holomorphe parabolique de D dans D et C,, est
I'opérateur de composition défini par ¢ sur Hol(D). De plus, m € Hol(D) et T" est encore
I'opérateur de composition pondéré défini sur Hol(D) par

Tf=m foep.

3.7.1 Opérateurs de composition parabolique

Pour les opérateurs de composition paraboliques nous sommes capables de donner une
description complete du spectre ponctuel et du spectre.

Théoréme 3.7.1. Le spectre ponctuel de C,, est donné par
0,(C,) = C\ {0} avec dimker(C, — A1d) = oo pour tout \ # 0.

De plus, o(C,,) = C si ¢ n’est pas un automorphisme et o(C,,) = 0,(C,,) autrement.
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Preuve. Par les théoreme 3.5.12 et théoréme 3.5.13, en remplagant A par 1A, il existe une
fonction holomorphe A : D — C telle que

ANop=A+1
Soit yu = |ule?® € C\ {0}. Posons f(z) = |u|*#e?A). Alors f € Hol(D) et
fop = |M|A(<P(Z))€i91\(e0(z))
— ‘M’A(z)—l-leiG(A(z)—&-l)
= [ple”|p| PN = pf.

Ainsi 0,(C,) = C\ {0}. Puisque p = ue?*~, si f € ker(C, — p1d), alors fe?*™* est aussi dans
ker(C,, — wld). Comme A n’est pas constante,

dimker(C, — wld)) = oo pour tout u € C\ {0}.

Par la proposition 3.2.2, 0(C,,) = C si et seulement si ¢ n’est pas un automorphisme.

3.7.2 Opérateurs de composition parabolique pondérés

Sil'on ajoute un poids, la situation peut complétement changer : le spectre ponctuel peut
étre vide si le symbole parabolique ¢ est de pas hyperbolique positif.

Théoréme 3.7.2. Supposons que ¢ a un pas hyperbolique positif. Alors il existe un produit de
Blaschke B tel que si m € B Hol(ID) alors o,(T) = 0.

Preuve. La preuve suit le méme schéma que la preuve du théoréme 3.6.2, en utilisant 1'as-
sertion du théoreme 3.5.18 : soit 2y € D, la suite (¢, (20))nen est une suite de Blaschke. O

Remarque 3.7.3. Grice au théoreme 3.5.19 b), il existe des opérateurs de composition pondérés
induits par des symboles holomorphes paraboliques de D dans D et de pas hyperbolique nul tels que
le spectre ponctuel soit vide.

3.8 Opérateurs de composition non elliptiques pondérés

Nous terminons cette section par deux résultats qui sont valables lorsque le symbole ¢
associé a I'opérateur de composition n’a pas de point fixe dans D, c’est-a-dire lorsque ¢ est
indifféremment parabolique ou hyperbolique.

Théoréme 3.8.1. Soit ¢ une fonction holomorphe parabolique ou hyperbolique de D. Il existe m €
Hol(D) telle que o,(T) = 0.

Preuve. Soit z; € D et considérons la suite (¢,,(20))nen. Cette suite converge vers le point de
Denjoy-Wolff ¢ de ¢ sur le cercle unité. Soit m € Hol(D) telle que m(¢,(20)) = 0 pour tout
n € Netm # 0. L'existence d'un tel m est une conséquence du théoreme de Mittag-Leffler
et Weierstrass (voir [74, théoreme 15.13]).

Supposons qu'il existe A € C\ {0} et f € Hol(D), f # 0 tels que T'f = Af. On en déduit
que

T"f=m(mow)---(mopn1)fop,=Af

pour tout n € N*. Puisque (m o ¢;)(zy) = 0 pour tout k£ € N, alors z, est un zéro de f dont la
multiplicité est au moins n pour tout n, cela entraine une contradiction. De plus, 0 ¢ o,(T)
est immédiate puisque m # 0. O
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Théoreme 3.8.2. Soit ¢ une fonction holomorphe parabolique ou hyperbolique de D. Il existe des
poids m € Hol(D) tels que 0,(T") = C\ {0}.

Preuve. Soient n € N et yy,...u,, € C\ {0}. Par les théoreme 3.6.1 et théoreme 3.7.1, il existe
fi, - fn € Hol(D) \ {0} telles que f; o ¢ = u; f; pouri € {1, ...,n}. Considérons le poids

m(z) = exp ((1 - ,Ullun)flfn) :
Posons f := exp (fi...f,). On en déduit que

fop=exp (i pinfifn),

ce qui implique que mf o p = f, c’est-a-dire 1 € 0,(7’). La conclusion découle de la proposi-
tion 3.2.3. [
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Chapitre I

Semi-groupes de composition a poids

41 Introduction

Nous allons maintenant étudier des familles d’opérateurs de composition a poids et plus
particulierement de semi-groupes de tels opérateurs. Ainsi, nous allons introduire une dé-
pendance en temps pour le poids et la fonction avec laquelle on compose. Soit €2 un sous-
ensemble ouvert non vide simplement connexe de C et soit X un espace de Banach complexe
qui se plonge contintiment dans 'espace de Fréchet de toutes les fonctions holomorphes
sur €2, noté Hol(£2). Rappelons la définition de semi-groupe fortement continu ou Cy-semi-
groupe :

Définition 4.1.1 (Semi-groupe fortement continu). Une famille (S;).>o de L(X) est appelée semi-
groupe fortement continu sur X si

* So=1Idx;
* St—i—s = St OSS7Vt7S Z O/

e lim S;x =x,Vo e X.

t—0+

Pour un semi-groupe fortement continu, on peut définir un générateur infinitésimal qui
est un opérateur fermé a domaine dense et qui caractérise le semi-groupe fortement continu :

Définition 4.1.2 (Générateur infinitésimal). Le générateur infinitésimal (A, D(A)) d'un semi-
groupe fortement continu (S;)¢>o est défini par
f=f

Af = limStf_f et D(A):={feX]| lim St ;

t—0+ t t—0+

existe dans X}.

Une famille qui possede uniquement les deux premieres propriétés de semi-groupe for-
tement continu est appelée un semi-groupe. Pour que la famille d"opérateurs de composition
a poids (S;)t>0 de X dans X, définie par :

Sif =my.f oy

pour tout ¢ > 0 et f € X ait une chance d’étre un semi-groupe, il faut que les familles (¢;);>o
et (m:):>o vérifient certaines conditions. On va alors introduire la notion de semiflot (voir
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section 4.2) et de cocycle (voir section 4.3). Dans la section 4.4 nous étudierons le généra-
teur infinitésimal (I', D(I")) des semi-groupes fortement continu d’opérateurs de composi-
tion a poids et aussi les conditions pour qu’une telle famille soit un semi-groupe fortement
continu. Notamment nous verrons que son générateur est donné par :

{Ff =g9f+Gf

D) ={feX|gf+Gf € X}, (4.1)

ou G, g : 2 — C sont des fonctions holomorphes.

Dans la section 4.5, nous allons étudier la réciproque, c’est-a-dire si le générateur infi-
nitésimal de (5;):>0 est de la forme (4.1), alors le semi-groupe fortement continu a la forme
(4.1). Récemment, deux articles [43] et [6] traitent en parallele le cas ot1 ¢ = 0 pour différentes
conditions sur X. Ils ont montré que le semi-groupe fortement continu a la forme (4.1), mais
avec le poids m; = 1 pour tout ¢ > 0. Dans ce chapitre, nous généralisons ce résultat au cas
de g # 0 avec les mémes conditions utilisées dans [6] et nous commentons la généralisa-
tion récente obtenue dans [42]. Enfin, dans la section 4.6, nous étudierons les semi-groupes
d’opérateurs de composition a poids borné inférieurement. Une partie de ce chapitre a fait
I’objet de la publication suivante [11].

Dans les sections suivantes, nous utilisons les applications e,, : 2 — C (n € N) définies
par e,(z) = 2" pour tout z € et des résultats basiques sur les semi-groupes fortement
continus seront utilisés. Pour plus de détails vous pouvez consulter les livres [38, 70, 54] ou
encore l'article [64].

4.2 Semiflot

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la famille de fonction avec laquelle on
compose. Comme mentionné dans l'introduction de ce chapitre, cette famille doit vérifier
certaines propriétés pour que la famille d’opérateurs de composition a poids ait une chance
d’étre un semi-groupe fortement continu. Soit G € Hol(f2) ou1 © est un ouvert non vide
simplement connexe de C. Dans le but de définir un semiflot, on considere le probleme de
Cauchy suivant :

u'(t) = G(u(t)) avec u(0) =z € Q. (4.2)

On note
o(.,2):[0,7(2)) = Q,

I"'unique solution maximale de (4.2).
On note ® = (¢(t,.))o<t<r() le semiflot généré par G. Pour z € (), on a

o(t+s,2) = ¢(t, ¢(s, 2)) (4.3)

out+s < 7(z)ett < 7(p(s,2)). On dit que le semiflot est global si 7(2) = oo pour tout
z € Q. Dans ce cas, I'égalité (4.3) est vérifiée pour tout ¢,s > 0 et z € Q. De plus, d’apres le
théoreme 2 dans [48, Chap.8, §7], ¢ : [0,00) x 2 — 2 est continue et d’apres le théoreme 9
dans [50, Chap.1], ¢(t,.) € Hol(f2) pour tout ¢ > 0. Réciproquement, soit (¢;);>¢ une famille
de fonctions analytiques dans (2 telle que l'application ¢ — ¢.(z) est continue pour tout
z €8, po(z) = z et pri5(2) = wi(ps(z)) pour tout z € Qett,s € [0,00). Berkson and Porta
ont montré dans [10] qu’il existe une unique fonction holomorphe G : 2 — C telle que, pour

toutt > 0,ona
d
—ez) = Glal2) (2 € 9),
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et (¢¢)i>0 est la solution du probleme de Cauchy suivant :

Gole) = Glale), (e R,z e0)

SOO(Z):Z7 (ZEQ)

Ainsi, la famille (¢;);>( est un semiflot global généré par G. De plus,

z) =z
G(z) = lim PV =% (4.4)
t—0+ t
Sauf mention du contraire, dans la suite du manuscrit lorsque que 1’on considerera un semi-
flot (¢4)¢>0, celui-ci sera défini comme ci-dessus et donc sera global et généré par (4.4).

Soit ® = (¢¢)i>0 un semiflot. On dira par la suite que z, € 2 est un point fixe pour le se-
miflot si ¢,(29) = 2o pour tout ¢ > 0. Une premiere propriété des semiflots est que ¢, est
injective pour tout ¢ > 0 (voir [52]). Dans le cas ou 2 est I'unité disque D, Berkson et Porta
[10] ont montré que le générateur a la forme

G(z) = F(2)(b — 1)(= — b),

ot [b] < let F: D — C est une fonction holomorphe vérifiant Re[F(z)] > 0 pour tout
z € D. Le point b est unique et on I'appelle le point de Denjoy-Wolff du semiflot ®. Si le se-
miflot ne consiste pas en des automorphismes elliptiques du disque unité, on a Jim oi(2) =D

pour tout z € D. Si |b| < 1, b est I'unique point fixe du semiflot ®. Les auteurs de [78], [27]

et [37] ont montré qu’on peut associer une unique fonction univalente a un semiflot. Plus
précisément,

e Sib € 0D, alors il existe une unique fonction univalente 4 : D — C avec ~(0) = 0 et
R'(0) =1 telle que
h(i(2)) = h(z) + G(0)¢t

pour tout z € D et pour tout ¢ > 0.

e Sib € D, alors il existe une unique fonction univalente » : D — C avec h(0) = 0 et
h'(0) = 1 telle que
(ho)(pe(2)) = e (hom)(2)
(2=b)

pour tout z € D et pour tout ¢ > 0, ott ¢ = G'(b) et y,(2) = et

Dans les deux cas, la fonction h est appelée fonction univalente associée a ®.

Par la suite nous étudierons des semi-groupes fortement continus ot le semiflot est composé
de fractions linéaires. Rappelons que 1’on appelle ensemble des fractions linéaires I’ensemble
des transformations de Mobius F' tel que F'(D) C D et on le notera LF'M (D). Dans [18] et
[19], il a été montré que s'il existe t, > 0 tel que ¢, € LFM(D), alors ¢, € LFM (D) pour
tout ¢ > 0. Ils ont aussi démontré la caractérisation suivante du générateur infinitésimal :

Théoreme 4.2.1. Soit G : D — C une application holomorphe. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) G est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de fractions linéaires.
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b) G est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe dans D et c’est un polynome de degré au plus
deux.

c) G est de la forme :
G(z) =a—az* - z(mz+n), (z€D)

avec a,m,n € Cet Re(n) > |m|.

d) G est un polynome de la forme G(z) = az® + Sz + v avec o, B,y € Cet Re(f) + |a + 7] < 0.
e) G est un polynome de degré au plus deux satisfaisant la condition suivante Re(G(o)z) < 0
pour tout o € JD.

De plus, Re(n) = m = 0 si et seulement si Re() = |a + 7| = 0 si et seulement s’il y a éga-
lité dans e) pour tout o € OD si et seulement si G est le générateur infinitésimal d’un groupe.

Pour finir cette section, rappelons la proposition suivante obtenue dans [18], [19] et [22]
qui donne la forme du semiflot lorsque que 1'on prend un polynéme de degré un comme
générateur :

Proposition 4.2.2. Soit G(z) = p(z — ¢) un polynéme complexe de degré un avec yn € C\ {0} et
c € D. Alors G est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe dans D si et seulement si Re(u) +
|pe| < 0. Dans ce cas, le semi-groupe associé (y;) a pour point de Denjoy-Wolff ¢ € D et

oi(2) = ez +c(1 —e'), (zeD).
De plus,

a) Si Re(u) = 0 alors ¢ = 0 et () est un groupe de rotations.
b) Si Re(p) < 0et ¢ € D, alors () est un semi-groupe elliptique.
c) Sice dDalors i €] — 00,0[ et () est un semi-groupe hyperbolique.

4.3 Cocycle

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la famille de fonctions de poids. Comme
mentionné dans l'introduction de ce chapitre, cette famille doit vérifier certaines propriétés
pour que la famille d’opérateurs de composition a poids ait une chance d’étre un semi-
groupe fortement continu. On introduit alors la notion de cocycle qui est relatif a un semi-
flot :

Définition 4.3.1 (cocycle). Soit Q2 un ouvert simplement connexe non vide de C. Soit & = (¢1)t>0
un semiflot. On appelle cocycle pour ® toute famille (m;):>o de fonctions analytiques m; : Q@ — C
vérifiant :

* moy(z) =1 pour tout z € Q;

* myis(2) = mu(2)ms(ei(2)) pour tout z € Q) et pour tout t, s > 0;
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» L'application t — my(2) est continue pour tout z € 2.

On dit que le cocycle est continu si l'application (t, z) — my(z) est continue.

On dit que le cocycle est différentiable si pour tout z € Q, 'application t — my(2) est différentiable.
On dit que le cocycle est borné si pour tout t > 0, my est bornée.

On dit que le cocycle est un "coboundary” pour ® s’il existe une application holomorphe w : ! — C
ne s’annulant pas et vérifiant :

pour toutt > 0 et z € (L.

Les trois prochaines propositions sont dt a Konig [60]. La premiere est la construction
d"un cocycle différentiable trés important. En effet, on verra dans la prochaine section que si
la famille d’opérateur de composition a poids forme un semi-groupe fortement continu alors
la famille de poids aura forcement cette forme-la. La seconde proposition nous dit qu'un
cocycle n’a pas de zéro et nous donne une condition pour laquelle le cocycle est borné. On
verra dans la section suivante que ce sera une des conditions pour montrer que la famille
de composition a poids forme une semi-groupe fortement continu. La troisiéme proposition
nous dit qu'un cocycle est "coboundary” sauf éventuellement au point de Denjoy-Wolff du
semiflot.

Proposition 4.3.2. Soit Q un ouvert simplement connexe non vide de C. Soient g : Q@ — C une
fonction analytique, et ® = (p;),>0 un flot holomorphe continu. Alors la famille de fonctions définie
par

my(z) = exp </0tg(cps(z))ds> ,z€Q, >0,

forme un cocycle différentiable pour ®. De plus,
0

—my(2)

g =g(2)

t=0

pour tout z € (2.

Preuve. i) On a clairement mg(z) = 1 pour tout z € €.

ii) Soit ¢, s > 0 et z € 2. On a par changement de variable que

my(2)ma(i(2) = mu(2) exp 5 9(p+(2))dp)
= my(2) exp |7 g(pp(2))dp)

= exp |Jg ™ 9(ep(2))dp] = mera(2).

iii) Par convergence dominée, on a pour tout a > 0
t

lim [ g(eu(2)ds = [ glou(=)ds

t—a Jo
Ainsi, I'application ¢ — m,(z) est continue pour tout z € (2. Enfin, on a

a
dt

D’ou le resultat. U

my(z) = mi(2)g(pi(2)).
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Proposition 4.3.3. Soit () un ouvert simplement connexe non vide de C. Soient ® = (;);>o un flot
holomorphe continu non trivial et (my);>o un cocycle pour ®. Alors,

a) Si lim sup ||my||, < +oo alors le cocycle (my)>q est borné.
t—0t

b) m; n'a pas de zéro (t > 0).

Preuve. a) Par hypothese, on a lir(])rl+ |my|,, < +oo. Ainsi, il existe M, § > 0 tels que |my(z)| <
t—

M pour tout z € Qett € [0,6]. Soit t > 0. Il existe alors 7 € [0,d] et n € N tels que t = nr.
Ainsi, par la propriété ii) des cocycles et celles des semiflots, on a

m(z) = myr(2) = me(2)mn-1)7(¢r(2))
= mT(z)mT(SOT(Z>)m(n—2)7(9027(2>>

pour tout z € (2. Ainsi,
n—1
‘mt(z)l = H ’m‘r(%pkﬂ'(z))‘ < M" < “+00
k=0

pour tout z € Q. Donc le cocycle (m;)>o est borné.

b) Supposons qu’il existe z, € 2 et t; > 0 tels que my,(20) = 0. Posons I := {t > 0 | my,(20) =
0} = m~(20)({0}) et 7 := inf I. Comme (m,);>o un cocycle, on a alors que ¢ — m;(z) est
continue. Ainsi, [ est fermé et 7 = inf I € Adhg(l) = I. D’autre part, on a my = 1 et donc
0 ¢ I.Pour tout s > 0 on a m,ys(z0) = m,(z0)ms(p-(20)) = 0, dott I = [r,+oo[. Soit
e €]0,7[. On a alors m,4s_c(20) = ms(z0)m-—c(ps(20)) pour tout s > 0. Or pour s € [e,7[, on
aT+s—¢e>71etdonc m, s (20) = 0. Or comme mg(zy) # 0, on a alors m,_.(¢s(z)) = 0
pour tout s € [, 7[. On considere alors deux cas de figures.

- Cas ot p,(29) = 2 pour tout s € [¢,7[: On a alors 7 — ¢ € [ ce qui est en contradic-
tion avec I = [1, +00].

- Dans l'autre cas : posons f : [e,7][— € qui a s associe y,(2p). On a alors que f est une
application non constante et continue. Comme m.,_.(f([e,7[)) = {0}, par le principe des
zéros isolés, on a m._. = 0. D’'ot, 7 — ¢ € I ce qui est absurde. O

Proposition 4.3.4. Soit ® = ()10 un semiflot sur le disque unité D de générateur G # 0 et b son
de point de Denjoy-Wolff. Si g : D — C est analytique, alors il existe une application w : D\ {b} — C
telle que

wie2) _ </()tg(@s(z))d$> . zeD, t>0.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que b # 0. Posons pour tout z € D\ {b}

w(z) = exp VO g((?)dgl .
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Par le théoreme fondamental de 1’analyse, on a alors
w(z) = (2 —b)*V(z)

pour tout z € D\ {b} avec

W(z) = (—b) " exp l/oz g(f)(é(;) b)G(f)dgl

. —b)—al . . ..
en prenant « de tel sorte que la fonction § — % soit analytique sur . Ainsi, ¥

est analytique sur D sans zéros. Donc w : D\ {b} — C est analytique. Soient ¢ > 0 et z € D.
Posons 7 : [0,t] — D qui a s associe ¢,(z). On a clairement que ~y est un chemin continument

dérivable de z vers ¢.(z). De plus, 7'(s) = G(¢s(2)). Ainsi,

wige(z) @) 9() g
wz) eXp G((g) e G(E) }
— exp ot g(&)df + 12 &S }
— eXp fSDt 9(5)) é
= exp fg gl(ﬁl( )))’Y/( )ds] =my(z).

4.4 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe de composi-
tion a poids

Soit €2 un ouvert simplement connexe non vide de C. Soit X un espace de Banach de
fonctions analytiques sur (2. Soit ® = (¢;):>¢ un semiflot et (m;):>o une famille de fonctions
analytiques de (2 dans C. Dans cette section, on appellera famille d’opérateurs de composi-
tion a poids sur X, la famille d’opérateurs (S;):>o de X dans X, définie par :

Sif =my.fop (4.5)

pour tout t > 0 et f € X. Tout d’abord, on montre que si 2 est borné, si les applications
e, €1 € X etsi (S;)>0 est un semi-groupe fortement continu sur X, alors

my(z) = exp (/Otg(gos(z))ds> (4.6)

ot g := Zmy(z) ’t:O est analytique. La preuve de [60, théoréme 1] pour les espaces de Hardy

H?(D) ( 1 < p < 00) est également valable dans notre situation plus générale mais nous la
détaillons quand méme ici :

Théoreme 4.4.1. Soient Q2 C C un ouvert simplement connexe et X un Banach de fonctions holo-
morphes qui s’injecte continument dans Hol(Q2). De plus, on suppose que ey, e; € X. Si la famille
d’opérateur (S;)>o définie en (4.5) est un semi—groupe fortement continu sur X, alors (my),;>¢ est un
cocycle différentiable pour @, la fonction g := 2my(z) ‘t—O est analytique sur () et

() = exp [ glo(2))ds).
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Preuve. Montrons que g est analytique. Notons (A, D(A)) le générateur infinitésimal de
(St)t>0- On sait que D(A) est dense dans X. Montrons que D(A) est dense dans X par rap-
port a la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit f € X. Par hypothese,

il existe une suite f,, € D(A) telle que f, % . Notons d la distance sur Hol(€2). Par hypo-
these, l'injection canonique i : X — Hol(£2) est continue. Soit ¢ > 0. Il existe alors > 0 tel
que pour tout g € X, ||f — gl|lx < n = d(i(f),i(g9)) = d(f,g) < e. De plus, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on a ||f, — f||x < n. Ainsi, pour tout n > N, d(f,, f) < . D'ou,

£ Y 8

Soit z € Q,t > 0 et U C 2 un voisinage fermé borné de z, donc U est un compact de (2.
De plus, p : Ry x Q2 — Q quia (s, z) associe p4(2) est continue (voir [48] Chap.8, §7, Thm.2).
Ainsi, V = ¢([0,t] x U) est un compact de Q. Soit 1 > £ > 0. D’apres ce que ’on vient de
voir, comme ¢, € X il existe f € D(A) telle que || f — eo||s,v < €. Ainsi, pour tout s € [0, ] et
EeU,|f(es(§)) — 1] <eetdonc f(ps(£)) # 0pour s € [0,t] et € U. D'oty,

MO 1 SO SO S©) = FO] | AF© = FOGE)

s—0t S s—0t f(SOS (5)) S S f(g)

uniformément pour { € U. D’ou g est analytique sur (2.

Montrons que (m;);>0 est un cocycle différentiable pour ®. Par hypothese, ¢y, e; € X et
on remarque que m;(z) = Sieg(z). D’otlt, par propriété des semi-groupes fortement continus,
onat — m(z) continue et my(z) = 1. De plus, on remarque que Si;se1(2) = Myis(2)Prs.
Or, ris = p1 0 @5 et Spysei(z) = Si(Sse1)(2) = me(2)ms(pe(2))es(i(2)). Dot myis(2) =
mi(z)ms(pe(2)). Ainsi, (my)¢>o est un cocycle.

Par propriété du cocycle (m);>¢ et de la définition de g, on a

lim Myps(2) — my(2) ms(pi(2)) — 1
s—0F S s—0t S

= my(2)g(:(2))

pour toutt > O et z € Q. Or, t — m(2)g(p:(2)) continue (car ¢ — my(z) et t — ¢(2)
continues). On rappelle que si f : [0, +oo[— C est continue et posseéde une dérivée a droite
continue, alors f est différentiable. Ainsi, on a que m, différentiable pour tout ¢ > 0.

D’apres ce que I’on vient de voir on a

{ %mt(z) m(2)g(pi(2)) z€Q

1 z €

qui d’apres la théorie des équations différentielles ordinaires, a une unique solution qui est
donnée par

t
my(z) = exp (/0 g(gps(z))ds) .
0
Maintenant, nous donnons une condition sur g telle que (S;);>o défini par (4.5) et (4.6)

soit un semi-groupe fortement continu sur X. Le théoréme suivant généralise le théoréme 2
de [60] et le théoreme 1 de [79] dans le cadre ot X est un espace de Banach uniformément
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convexe. On rappelle qu'un espace de Banach (X, ||.||) est uniformément convexe si pour
toute €]0, 2], il existe d > 0 tel que pour tout z,y € X vérifiant ||z| = [jy|| = L et 1—[|=¥| <,
on ait ||z — y|| < €. Dans les articles de Konig et Siskakis, seuls les espaces de Hardy H?(D)
(1 < p < oo) ont été considérés. Notons que pour tout 1 < p < oo, les espaces de Hardy
HP(D) et les espaces de Bergman A”(ID) sont des espaces de Banach uniformément convexes
qui satisfont les conditions du théoréme suivant.

Théoreme 4.4.2. Soient ) C C un ouvert simplement connexe et X un Banach de fonctions ho-

lomorphes uniformément convexe qui s'injecte continument dans Hol(S2). Soit g : Q@ — C une

fonction analytique vérifiant sup Re[g(z)] < oo. Soit une famille d’opérateur (S;)i>o définie en 4.5
z€Q

avec my(z) = exp (fg g(gos(z))ds). Supposons de plus que

1A f 5 < 1Pl [1f1lx

pour tout f € X et h € H™ et que

1oy < Cillfllx

pour tout t > O et f € X ont C; est une fonction continue de la variable t, a valeurs réelles positives
et vérifiant hron+ Cy = 1. Alors, (St)>0 est un semi-groupe fortement continu sur X.
t— =

Preuve. Les deux premieres propriétés des semi-groupes découlent de la définition de (S;);>¢.

Comme sup Re[g(z)] < M avec M € R, on a alors
2€Q

Imallee = [lexp (5 9(s(2))ds)]|
= supexp (s Relg(ps(2))]ds) < e,

D’oty, limsup ||my||, < 1 et donc par la proposition 4.3.3, m; borné pour tout ¢t > 0. Soit
t—0+

f € X, on a alors par hypothése que

1Sefllx < Ilmello 1f 0 @ellx < Crllmell o |1 fll < o0. (%)

Ainsi, S; : X — X est bien défini et {||5;]| | t € [0, 1]} est borné.

Soit (t,)neny une suite d’élément de [0, 1] qui converge vers 0. On a alors que S;, f est une
suite bornée dans X. D’apres le théoreme de Milman-Pettis (voir [46], p.671), comme X
est un espace de Banach uniformément convexe, X est réflexif. Ainsi, d’apres le théoreme
10.2.10 ([46], p.657), toute suite bornée de (X, |||| ) posseéde une sous suite faiblement conver-
gente. D’ou, il existe ¢ : N — N croissante telle que S, f — h € X. Or par hypothese,
X — Hol(Q2), c’est-a-dire que les évaluations J, : X — C quia f associe f(z) sont des formes

linéaires continues. Ainsi, par définition, on a S, f(2) "2 n(2) pour tout z € Q. Or,
Sty f(2) "23%° f(2). Dong, Sty f — [f. Ainsi, d’apres la proposition 10.2.1 ([46], p.646),
(HSth)fHX)WO estbornée et || ||y < lrllr_I)lllgof HStwn)fHX. D’autre part d’apres l'inégalité (x) et

le fait que limsup ||my||, < let limC; =1,0na
t—0t t—0%

lzrgigop HSW”)JCHX <[ fllx-

65 EDDY BERNARD



CHAPITRE 4. SEMI-GROUPES DE COMPOSITION A POIDS

Ainsi, nl_i)rfoo HS%W) f”X = || f|| x- D’apres le théoreme 10.4.1 ([46], p.671), comme X est unifor-

. IR . . X o
mément convexe, que Sy, f — f et que i HSW")JCHX = [|fllx, alors S, f = f. Ainsi,
nl_lgloo HSt smd =T Hx = 0 et donc (S;);>0 est un semi-groupe fortement continu sur X. O]

Plus généralement, en utilisant un résultat de la théorie des semi-groupes, on montre le
résultat suivant.

Théoréme 4.4.3. Soient 2 C C un ouvert et X un Banach de fonctions holomorphes réflexif qui
s'injecte continument dans Hol(Q2). Soit g : Q2 — C une fonction analytique vérifiant sup Relg(z)] <
2€Q

oo. Soit une famille d’opérateur (S;)>o définie en 4.5 avec my(z) = exp (f(f g(g&s(z))d8>. Supposons
de plus que
1Pl x < (1Pl 11 x

pour tout f € X et h € H™ et que

Ifoeillx < Cllfllx

pourtout 0 <t < 1let f e X ouC >0.Alors, (S;)i>o est un semi-groupe fortement continu sur X.

Preuve. Les deux premiéres propriétés des semi-groupes découlent de la définition de (.S;):>o.
Soit f € X. Par hypothese, on a alors

1Sefllx = llmef o @illx < lImilloollf o @il x < Climellooll fllx

pour tout 0 < ¢t < 1. Comme X est réfléxif, alors toute suite borné dans X posséde une
sous-suite faiblement convergente. Ainsi, on en déduit qu'il existe une suite t,, - 0et g € X
tel que S;, f — g. Montrons que g = f. Or par hypothese, X — Hol((2), c’est-a-dire que les
évaluations §, : X — C qui a f associe f(z) sont des formes linéaires continues. Ainsi, par
définition, on a S;, f(z) "3 g(z) pour tout z € Q. Soit z € (, par propriétés des semiflots
et des cocycles, ona Sy, f(2) = my, (2) f(¢1,(2)) = f(2). Par unicité de la convergence, on en
déduit que g = f. Ainsi, S;, f — f pour tout f € X et donc par le théoréme [70, Théoréme
1.4 p.43], on en déduit que (5;):>¢ est un semi-groupe fortement continu sur X. O

Pour montrer que (5;)¢>¢ est un semi-groupe fortement continu sur d’autres espaces de
Banach, on peut utiliser le résultat suivant.

Théoréme 4.4.4. Soit X un espace de Banach. Soit X' un espace de Banach tel que X' — X et tel
que X' soit dense dans X. Soit (S;)i>0 € L(X) tel qu'il existe M > 0 vérifiant || S| < M pour tout
t € [0,1]. Si (St)i>0 est un semi-groupe fortement continu sur X', alors (S;):>o est un semi-groupe
fortement continu sur X.

Considérons notamment le cas p = 1. En effet, on a que H'(D) est un espace de Banach tel
que HY(D) — H'(D) et H9(D) dense dans H' (D) pour tout g €]1, +oo[. Donc si sup Re[g(z)] <
2€Q

oo alors (S;)>0 est un semi-groupe fortement continu sur H*(D).

Preuve. Soite > 0. Soient f € X et g € X' telles que ||g — f||x < e.Parl'inégalité triangulaire,
pour toutt > 0, on a

1Sef = flix < NISef — Segllx + 1Seg — gllx + llg — fllx-
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Par hypothése, on a

HStf_StgHX < HStH'”g_f“X ) ||St9_9HX < ”Stg_QHX'.

De plus, il existe M > 0 tel que ||S|| < M pour tout ¢t € [0, 1]. Ainsi, pour toutt € [0,1] on a
1Sef = fllx < (M +1)e+ [|Sig — gllx

Puis, en prenant la limite quand ¢ — 0 cela montre que (.S;);>¢ est un semi-groupe fortement
continu sur X. O

Remarquons que pour 1 < ¢ < +ooet0 < p < 1,ona HY(D) — HP(D) et HI(D) est
dense dans H?(D). Cependant, H?(ID) n’est pas ici un espace de Banach donc on ne peut pas
appliquer le théoréeme précédent. Il faudrait considérer une théorie plus large que la théorie
des semi-groupes fortement continus pour parler de semi-groupes sur H” (D).

Le théoréme suivant donne le générateur d'un semi-groupe de composition pondéré ainsi
que son spectre ponctuel suivant ot se situe le point de Denjoy-Wolff. La preuve du [79,
théoreme 2] pour les espaces de Hardy H?(D) (1 < p < oo) est également valable dans notre
situation plus générale mais nous la réécrivons ici dans un soucis de complétude.

Théoreme 4.4.5. Soit X un Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité qui s'injecte conti-
nument dans Hol(ID). De plus, on suppose que ey, e; € X. Considérons la famille d’opérateurs (S;):>o
définie en 4.5, ot le semiflot ® a pour générateur G # 0. Si (S;)>0 forme un semi-groupe fortement
continu sur X, alors d’aprés le théoreme 4.4.1, on a

t
my(z) = exp (/0 g(gps(z))d5> .
avec g : D — C holomorphe. Le générateur infinitésimal (I', D(I")) de (S;);>0 est alors donné par

{Ff=9f+Gf’
D) ={feX|gf+Gf € X}.

Notons o,(I") le spectre ponctuel de I', h la fonction univalente associée a ® et w l'application
construite a la proposition 4.3.4.

i) Si le point de Denjoy-Wolff b de ® appartient a 0D, pour tout A € C, A\G(0) € o,(T") si et
seulement si % € X.

g(b)

Ok On a alors,

ii) Cas ot le point de Denjoy-Wolff b de ® appartient a D. Posons o =

k+a

o,(I) = {kG’(b) +g(b) |k eN et h(;U € X} :

(2-b)

oil h() =ho Vb et ’yb(Z) = (1—b2)"

Preuve. Notons D = {f € X | gf + Gf' € X}. Par définition, on a

D) ={feX| lim 26/ =

t—0+ t

existe dans X }.

67 EDDY BERNARD



CHAPITRE 4. SEMI-GROUPES DE COMPOSITION A POIDS

Soit f € D(T"). Soit z € D. On a

tli%iw = aatStf(Z) ) = aatmt(z)f o py(2) ) =g(2)f(2) + G(2)f'(2).

Or comme X — Hol(D), la convergence dans X entraine la convergence ponctuelle. D’ot,
gf +Gf' € X et D(I') C D. Ainsi, l'opérateur défini par Af = gf + Gf’ pour tout f € D
étend 1'opérateur I'. Par le lemme VIII-1.4 du livre de Dunford et Schwartz [35], on a que

wo := lim %Lst” existe et —oo < wy < +00. Soit A € C tel que Re[\] > wy. Par un résultat

t—00
connu sur les semi-groupes d’opérateurs (voir par exemple [70, 38]), ona A € p(I') et ainsi,

I'opérateur I' — A : D(I') — X est surjectif.

Considérons le cas de figure ot le point b de Denjoy-Wolff du semiflot (¢;);>o appartient
a 0D. D’apres ce que 1'on a vu dans la section 4.2, il existe une unique fonction univalente
h:D — Cavec h(0) = 0et h'(0) = 1 telle que

hew(2)) = h(z) + G(0)t

pour tout z € D et pour tout ¢ > 0. D’une part, on a %h(gpt(z))’t_o = ((0) et d’autre part,

%h(cpt(z))‘tzo = 2ou(z) o P (pi(2))],.g = G(2)h'(2). Or, comme h univalente, on obtient
que i’ ne s’annule pas, d’ou G(z) = 2’:((2)) pour tout z € D. Comme b € 9D, par la proposition

434, 1l existe w : D — C analytique tel que m,(z) = %. D'ou, g(z) = %mt(z)‘ =

t=0
%. Soit A > max(wy, log||S1]]). Montrons que A —\ est injective. Supposons le contraire.
Ainsi, il existe f € D \ {0} telleque Af — A\f = 0. D’ou,

G(0)w'(2) G(0)
W (2)w(z) h(2)

L'unique solution analytique différente de 1’application nulle de ce probleme est

16 = w0 ()

f(z) +

f'(2) = Af(2).

ou ¢ est une constante. Ainsi,

w(pi(z)) ¢ A At
5u/(6) = mu(a) ) = D o (mhlianlan)) = )
Or, d’une part, ona ||S, f||x < ||Si|]-||f]|x et d’autre part, ||S.f||x = || f||x avec f # 0. D’ou
en prenant ¢ = 1, on obtient e* < ||| est donc A < log ||S1]], ce qui est en contradiction avec
notre choix de \. Ainsi, A — ) injective. Supposons que D # D(I"). Il existe alors f € D telle
que f ¢ D(I'). On a cependant, Af — A\f € X, donc par surjectivité¢ deI' — X : D(I") — X, il
existe g € D(I') telleque I'g — A\g = Af — Af. Do, A(g — f) — Mg — f) = 0 et par injectivité,
ona f =g.0r f ¢ D(I') ce qui est absurde. Finalement, D = D(I') et I' = A. Soit A € C.
Supposons que AG(0) € 0,(I'). Comme on 1’a vu précédemment, le vecteur propre f associé
a cette valeur propre est
C
f(z) = @ exp (Ah(2))

1
w(z)

etdonc 5 exp (Ah(z)) € D(I') C X. Supposons que
queI'f = AG(0)f etdonc f € D(I') et \G(0) € o,(T").

exp (ﬁh(z‘)) € X.On vérifie alors
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Considérons le cas de figure ot le point b de Denjoy-Wolff du semiflot (¢;):>0 appartient
a D. D’apres ce que l'on a vu dans la section 4.2, il existe une unique fonction univalente
h:D — Cavec h(0) = 0et #'(0) = 1 telle que

(ho ) (pi(2)) = e (hom)(2)

(=b)

It Posons hy = h o 7. D’'une

pour tout z € D et pour tout ¢t > 0, olt ¢ = G'(b) et (2) =
part, on a %hg(gpt(z))‘tzo = G'(b)ho(z) et d’autre part,

0

0
(=)

= &%(@

ho(e(2)limo = G(2)o(2)-

t=0 t=0

D'ou, G(z) = G’(h”gélzo)(z). Soit A € C. Supposons que A — ) ne soit pas injective. Ainsi, il existe

f € D\ {0} telle que Af = \f. Par le principe des zéros isolés, il existe |b| < r < 1 tel que f
n’a pas de zéros sur |z| = r. Par la proposition 4.3.4, il existe w : D \ {b} — C analytique tel

GRw'(z) pour toutz € D \ {b} Ainsi, on a

que my(z) = %- D'ow, g(2) = %mt(z)’tzo = Tul

sur le cercle de rayon r :

f'z) _ (A g(2)

f(z)  GOholz)  G(2)
Notons Z le nombre de zéros de f, comptés avec leur multiplicité, situés a 1'intérieur du
cercle de rayon r. On alors, par la formule de Kronecker (voir [73] p.162) et le théoreme des
résidus, que

_ 1 @), _ A g
2im Jjz)=r f(2) G'(b) G'(b)
D’ot, 'ensemble des valeurs propres A de A est dénombrable et donc il existe A > wy tel

que A — X soit injective. De la méme fagon que le cas précédent, on montre que D = D(I") et
I'=A.

Soit A € 0,(I'). D’apres ce que l'on vient de voir, il existe f € D(I') \ {0} telle que A =
ZG'(b) + g(b) avec Z le nombre de zéros de f. D’ou, A € {kG'(b) + ¢g(b) | k € N}. De plus, on
al'f = (kG'(b) + g(b)) f et donc

. ((kG’(b) +9(0)ho(2) w’) F=o.

G'(b)ho(2) w

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme: f(z) = % D’ou, hofj():;a €
X et donc

g

»(I) C {k:G’(b) +g(b) | k€N et hl(z:a € X}.

k+a
hO

Soit k € N tel que hg% € X. Montrons que kG'(b) + g(b) € 0,(I'). En dérivant f := =-—, on
obtient I'f = Gf' + gf = (kG'(b) + ¢g(b))f. D'otr, f € D(I') et kG'(b) + g(b) € 0,(T"), ce qui
montre la seconde inclusion. O

On donne ensuite des conditions sur X pour que le générateur I soit continu si et seule-
ment si G = 0, autrement dit si et seulement si le semiflot est trivial.
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Théoréme 4.4.6. Soit X un Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité qui s'injecte conti-
nument dans Hol(D). Considérons la famille d’opérateurs (S;);>o définie en 4.5, oit le semiflot ®
a pour générateur G. Supposons que (Si)i>o forme un semi-groupe fortement continu sur X, que
e, € D(T') pour tout n € Nour T est le générateur du semi-groupe (S;):>o. De plus, supposons que :

a) 3C > 0 tel que ||hf||x < C||h||lco-|fllx (h € H*(D), f € X)

be,fe X(feX,neN)

c) 3C, > 0 tel que C, || flx < |lenfllx (f € X,n e N)

d) lim ledx — g,

n—+oo Men
D’apres le théoreme 4.4.1, on a alors

my(2) = exp (/Otg(sos(Z))dS> :

avec g : D — C holomorphe. Si I'on suppose enfin que g bornée, alors I est continu si et seulement si
G=0.

Preuve. D’apres le théoreme 4.4.5, le générateur infinitésimal (I, D(I")) de (S;)¢>0 est alors
donné par

{Ff—gf+Gf’
DI)={feX|gf+Gf € X}.

Supposons que G = 0. Alors, ||[I'f||x = [lgf|lx < Cllgll-|f]lx < Cil|fl|x.D’ot, I continu.
Supposons que I' continu. Comme ¢, € D(I'), on a ||[Teol|x = |lg/lx < ||T]|-||eo]|x- D’oty,
g € X. Comme e; € D(I'), on a [|Gl[x < [|T|[lesllx + [lgesllx < [ITI]-[lexllx + [lglloo-[lexl]x-
D'ot, G € X. Comme e, € D(I'), par hypothése on a alors

Cnallger +nGllx < l(ger + nGenllx = [lgen + nGenallx <|IT||.[[en]]x-

D’ou,
llenllx | llglloo-lleallx
Gllx < ||T]|. :
Gl < Tl + 0=
Ainsi en faisant d’entendre n vers 'infini, on aboutita G = 0. ]
Par exemple, on peut considérer 1'espace de Hardy H?*(D). Comme |le,f|l2 = |f]2 et

lenll2 = 1 pour tout n > 0 H?*(ID) cet espace satisfait toutes les conditions du théoreme 4.4.6.
On peut aussi considérer les espaces de Dirichlet pondérés D, quand « € [1, +oo] (voir B.1).
En effet, on sait que D, s’injecte continument dans Hol(D) (voir B.1.5). De plus, on a les
deux propositions suivantes qui nous permettent d’appliquer le théoréme 4.4.6 a D, quand
a € [1,+o0l.

Proposition 4.4.7. Soit a € [1,4o00[. Pour tout h € H*(D) et f € D,, il existe C' € R tel que
1hfllpa < Cllloo-[| ]| a-

Preuve. Cela découle des propositions B.3.13 et B.3.11. O

Proposition 4.4.8. Soit o € R*.. Pour tout f € Dyetk € N, e, f € D, et il existe une constante

Cy, > 0 telle que C||f||p., < |lexf]||p. vérifiant kgr&o% = 0.
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Preuve. Soit f = > a,z" € D,.On a
n>0

w . w . W
lewflIb, = D wnsklanl” = - $kwn!an!2 > 12f< n+k> X Y wplan|* = 1%f< n+k> 111,

n>0 n>0 Wn Wn, n>0 Wn,

De plus, on constate que

Wnik _ m+k)(n+1)(n+2)..(n+k) S n+1)(n+2)...(n+ k)
Wy nla+m+1)(a+n+2)..(a+(n+k) ~ (a+(n+1)(a+n+2)..(a+(n+k))

Or, comme la fonction x — _7- est strictement croissante sur R, on en déduit que

Wn+k k! _. Cz
w, ~ (a+1)(a+2)..(a+k) ~F
On en déduit que Cy||f||p. < |lexf||p.- De plus, on a
ek, Cwpla+D(a+2).(a+k) 1
k207 k2k! ok
VRN : llekllpa
D’ou, kEIfmngD =0. O

4.5 Caractérisation des semi-groupes de composition a poids

Nous étudions maintenant I'implication réciproque, c’est-a-dire si le générateur infinité-
simal (I, D(I")) de (S:)t>0 est de la forme (4.1), alors le semi-groupe fortement continu a la
forme (4.5). Récemment, deux articles [43] et [6] traitent en parallele le cas ot1 ¢ = 0 pour
différentes conditions sur X. Ils montrent que le semi-groupe fortement continu a la forme
(4.5), mais avec le poids m; = 1 pour tout ¢ > 0. Dans cette these, nous généralisons ce ré-
sultat au cas de g # 0 avec les mémes conditions utilisées dans [6] et nous commentons la
généralisation récente obtenue dans [42]. Tout d’abord, nous considérons les mémes condi-
tions sur I'espace de Banach X que dans l'article [6], c’est-a-dire une condition d’évaluation
de la forme :

(E) Soit z, € ) tel que z, — z € Adh(2) U {oo} et JE{}OJC(%) existe dans C pour tout
f € X,alors z € Q.

Par exemple, les espaces de Hardy H”(2) avec 1 < p < oo satisfont cette condition avec
(1 = D ou Q2 le demi plan droit. Avant de montrer le résultat qui nous intéresse, commengons
par démontrer quelques lemmes.

Lemme 4.5.1. Soient (2 C C un ouvert simplement connexe, X un Banach de fonctions holomorphes
et g,G € Hol(R2). On définit 'opérateur I par I'f = gf + G f' sur un domaine dense D(I') C X.
On note §, l'évaluation en z et I I'adjoint de I". Alors pour tout z € , 6, € D(I") et '), =
9(2)0. + G(=)5, oit < 3L, f >= f'(2).

Preuve. Soit f € D(I"). On a alors

<I'o,, f >=<0,,T'f >=<6,,9f + Gf' > =

Dot 8, € D(I') et I, = g(2)d. + G(2)0.. O
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Lemme 4.5.2. Soient Q2 C C un ouvert simplement connexe, X un Banach de fonctions holomorphes,
g,G € Hol(Q) et (St)i>0 un semi-groupe fortement continu sur X de générateur (I, D(I")) avec
I'f=g9f+Gf pour tout f € D(T). Soit f € X. Notons u(t,z) = (Sif)(z). Alors Su(t,z) =
g(z)u(t, z) + G(2)Lu(t, z) pour tout t > O et z € Q.

Preuve. D’apres le lemme 4.5.1, on a

Lu(t,z) =4 <6, S f >=<6,, 45 f> =<0,TSf>
=<176,,S;f >
=< g(2)0, + G(2)dL, S f >
=g(2)Sif(2) + G(2 )(Stf)( )
= g(2)u(t, 2) + G(2) Lult, 2).

z) dt

]

Lemme 4.5.3. Soient Q) C C un ouvert simplement connexe et X un Banach de fonctions holo-
morphes. Soient g € Hol((2) et G € Hol(S2) qui génere le semiflot (¢;)o<tr(z)- SOit (St)i>0 un semi-
groupe fortement continu sur X de générateur (I', D(T")) avec T'f = gf + G f' pour tout f € D(T').
Soit f € X. Alors (Sif)(2) = my(2) f(p(2)) pour tout z € Qet 0 <t < 7(2), ot

my(z) = exp (/Otg(aps(z))ds> , 2z €.

Preuve. Notons u(t,z) = (S:f)(z) pour z € Q et 0 < ¢ < 7(z). Définissons w : [0,¢{] = C qui a
s associe w(s) = my(2)u(t — s, s(z)). On a alors par le lemme 4.5.3,

)
)
w'(s) = Lw(s) = Lm

> s()ult — s, 05(2))
Elms(2)]ult — s, 05(2 ))+ms( ). gslu(t — s, 05(2))]
= ma(2)g(pa(2))ult — 5, 0u(2)) + ma(2). [~ Bult — 5,04(2) + Lpa(2).Lult — 5,04(2))]
= ma2) oo (2Dt — 5, u(2)) + Glpa(2)) Lult — 5. 00(2)] = mal2) Lt — 5.00(2)
= my(2) Fult — 5,95(2)) — ms(2) Gu(t —s ws( ))=0
Dotw(t) = w(0) avecw(0) = u(t, 2) = (5.f)(2) etw(t) = mu(2)u(0, v (2)) = mu(2)(Sof)((t, 2)) =
me(2) f(pe(2)). Ainsi, (Sif)(z) = mu(2) f(¢:(2)) pour tout z € QetO <t< 7(2). H

Lemme 4.5.4. Soient 2 C C un ouvert simplement connexe et X un Banach de fonctions holo-
morphes qui s’injecte continument dans Hol(Q2). De plus, on suppose que X vérifie la condition
d’évaluation suivante :

(E) Soit z, € S tel que z, — z € Adh(Q) U {co} et nli_}rgof(zn) existe dans C pour tout f € X,
alors z € (.

Soient G € Hol($2) qui génere le semiflot (p;)o<i<r(=) et g € Hol(€2). Soit (St)i>0 un semi-groupe
fortement continu sur X de générateur (I', D(I')) avec I'f = gf + G f' pour tout f € D(I'). Ona
alors 7(z) = oo pour tout z € Q) et donc le semiflot o est global sur €.

Preuve. Supposons qu'il existe z € Q tel que 7(z) < co. Ainsi, il existe une suite croissante
(tn)n qui converge vers 7(z) et il existe v € 9Q U {oo} tel que lim o(t,,2) = a. Soit f € X.
On a alors par continuité et le lemme 4.5.3 que

Tim () F (plts 2)) = Jim (81, 5)(2) = (S )(2)
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D’ou,

e e ()

existe dans C pour tout f € X. Dot d’apres la condltlon (E),ona «a € ) et on aboutit donc
a une contradiction. O

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme suivant qui est une générali-
sation d’un résultat obtenu dans [6] :

Théoreme 4.5.5. Soient (2 C C un ouvert simplement connexe et X un Banach de fonctions ho-
lomorphes qui s’injecte continument dans Hol(S2). De plus, on suppose que X vérifie la condition
d’évaluation suivante :

(E)  Soit z, € Q tel que z, — z € Adh(2) U {oo} et lim f(z,) existe dans C pour tout f € X,
alors z € (.

Soient G € Hol(S2) qui génere le semiflot (p;)o<i<r(z) et g € Hol(R2). Soit (S¢)i>0 un semi-groupe

fortement continu sur X de générateur (I', D(I')) avec I'f = gf + G f' pour tout f € D(I"). Alors
le semiflot est global et (S;f)(2) = myu(2) f(pe(2 )) pour tout f € X, t > 0et z € Q avec

De plus, le domaine de I" est donné par D(I") = {f eX|gf+Gf € X}
Preuve. Soit f € X. D’apres les lemmes 4.5.3 et 4.5.4, ona S, f = mf o ¢, pour tout ¢ > 0.
Par définition, on a

D) ={f e X[ lim

t—>0+

S, f—

ft / existe dans X }. 4.7)
Soit f € D(I'). Comme X s’injecte continument dans Hol(2), la convergence dans X entraine
la convergence ponctuelle. Ainsi, pour tout z € Q2 on a

lim SSEIE) — 45, f(z)| = (=) f(i(2))

t—0+ t=0 ) ‘
= [mu(2)g(e(2)) f (¢ ( )+ ma(2)(Gf)(er(2))] 1=
=9(2)f(2) + G(2)f'(2).

D'ou, gf + Gf' € X. Montrons maintenant 1’autre inclusion. Pour ce faire montrons tout
d’abord que la famille d’opérateurs (7}):>o de X dans X définie par 7;f = f o ¢, est un semi-
groupe fortement continu qui a pour générateur infinitésimal Af = G f'. Par les propriétés
des semiflots, on a directement que T, = Iy et que T}, = T} o T pour tout ¢, s > 0. De plus,
par définition de 7}, on a pour tout f € X que
Sef

lim 7} f = lim — = lim S

B TS = i oy = Jip S = 1
Ainsi, la famille d’opérateurs (7),>( est un semi-groupe fortement continu sur X. Son géné-
rateur infinitésimal est alors donné par
Lf-f_ d

Af N tl—>0+ t N %th

A 5uf
dt my

t=0 t=0
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Or,

= [mt(z)9(Z)Stf(2)+G(Z)(Stf)’(Z)—g(w(z))Stf(z)] )

me(2)?
— G (S (Vg = G (2).

Soit f € X tel que h := gf + Gf' € X. Alors pour tout z € 2, on a d’apres le lemme 4.5.2
appliqué a T, f eta T,Id que

i [ms(2) f(s(2))] = ms(2)g(0s(2)) f (05(2)) +ms(2) £ Tof
= my(2)g(s(2)).f (05(2)) + ms(2)G(2) £ f(05(2))
= ms(2)9(0s(2)) f(5(2)) +ms(2)G(2) 3 [ps(2)] f'(05(2))
= m(2)9(0s(2)) f(0s(2)) +ms(2)G (s (2)) [ (05(2)) = ms(2)h(ps(2))

pour tout s > 0.

Soit t > 0. On a alors,

[ = [ ma(@hen)ds = mil) f(a(=) = mo2) (=) = Si7(2) = F),

D’autre part, par une propriété des semi-groupes, on a

t

lim ! (Ssh)(z)ds = Soh(z) = h(z).

t—0+ 1 Jo
Ainsi,
lim M = h(2).
t—0+ t
D'oul'f =het f € D(I'). Ce qui termine la preuve de la seconde inclusion. O

On remarque que, si X vérifie les conditions du théoréme 4.4.2 et la condition d’évalua-
tion 4.5, on a I’équivalence suivante :

Théoréme 4.5.6. Soit G € Hol(Q2) génere le semiflot (p;)o<i<r(z) €t g : Q@ — C une fonction ana-
lytique vérifiant sup Re[g(z)] < oo. Soit (S;)o<i<r(-) défini par (4.1) et (4.6) et (I', D(I")) défini par
z2€Q

(4.1). Les assertions suivantes sont équivalents :

1. T engendre un semi-groupe fortement continu S sur X ;
2. 7(z) = 4o0.

Dans ce cas, on a S = (S¢)t>0.

Récemment, dans [42], les auteurs ont montré qu’une autre condition sur les espaces de
Banach X permettait d’obtenir le méme résultat. Cette condition est la suivante :

Hol(D) — X < Hol(DD)
ot les deux plongements sont continus et Hol(D) est I’ensemble des fonctions f € Hol(D) tel
qu'il existe un sous-ensemble ouvert D C Uy tel que f se prolonge analytiquement sur Uy.

La condition Hol(DD) < X signifie que pour tout € > 0, 'algebre du disque A(D(0,1 +¢)) se
plonge contintiment dans X : Ve > 0, 3C. > 0 tel que

1fllx < Cell flloo.00.142)
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pour tout f € A(D(0,1 + ¢)). En particulier, e, : z — 2" est dans A(D(0,1 + ¢)), ainsi
leallx < C-(1+¢)" et donc limlfe, [ % < L.

En fait, la condition lim||e,|[} < 1 est équivalente a Hol(D) — X. En effet, soient ¢ > 0
et f € A(D(0,1 + ¢)). Alors, les coefficients de Taylor de f sont donnés par la formule de

Cauchy :
1
an = 7/ f(z) dz.
2mi Jjzj=145 2L

D’ot1, on a

27 5 o .

la,| < — (1 + > /1l 7DE(0»1'*15) _ A1l ,D(80,1+5).
27 2/ (145 (1+2)n

1
D’autre part, par hypothese, il existe un entier N tel que |je,|| % < (1 + i) pour n > N et

1
M > 0 tels que ||e, || ¥ < M pour n < N. Ainsi, par I'inégalité triangulaire, on a

%0 - S M flloop04e) | 2 o110 (1 +5)"
Z‘an‘ ”enHX > (1 T g)n + Z (1_|_ §)n ’
n=0 n=0 2 n=N 2

ce qui montre 'existence d"une constante C. et donc Hol(D) — X. Ainsi, on peut réécrire le
[42, théoreme 3.1] de la fagcon suivante :

Théoreme 4.5.7. Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur D vérifiant : e, € X,

— 1
pour tout z € D les évaluations E, : X — C qui a f associe f(z) sont continues, et liyrlnHenH}} <1

Soient G € Hol(D) et g € Hol(D). Notons I' 'opérateur f — gf + Gf’, défini sur le domaine
D) ={fe X |gf+Gf € X}.Sil engendre un Cy-semi-groupe fortement continu sur X, alors
il génére un Cy-semi-groupe fortement continu de composition a poids.

Preuve. Supposons que I' engendre un Cy-semi-groupe fortement continu (S;);>¢ sur X.
L’objectif est de montrer 1’existence d"un semiflot (y;);>o tel que S;f = m,.f o ¢, pour toute
fonction f € X avec my(z) = exp ( I g(gps(z))d8>. Soit 0 < r < 1. Considérons le probleme de
Cauchy suivant :

{ 3%9 = G(p(2))
wo(2) =z (2 € D(0,7)).

On sait, par la théorie standard des équations différentielles ordinaires dans un domaine
complexe, qu’il existe ¢, > 0 et une solution analytique unique (y;(z)) définie sur D(0,r) et
pour tout ¢ complexe vérifiant |t| < t, (voir [47]). Nous n’avons besoin ici que des temps
réels —ty < t < to. Soient s,t,t + s €] — o, to[ et z,¢5(z) € D(0,r). Comme "équation dif-
térentielle dans le probleme de Cauchy est autonome, ¢, (%) et ¢, (¢s(2)) vérifie la méme
équation différentielle pour ¢t €] — ¢y + |s|, to — |s|[ avec la méme valeur initiale a ¢ = 0. Par
unicité on a alors, iy5(2) = ¢i(¢s(2)). De plus, le probleme de Cauchy, montre que ¢t — ¢;(z2)
est différentiable, donc continue. D’oty, tli% ©i(2) = @o(z) = z pour tout z € D(0, 7).

Affirmation 1 : Pour tout f € D(I'), Sif(2) = mqu(2).f o pi(z) pour z € D(0,7r) et 0 < t < to.
Preuve de I’Affirmation 1: Soit f € D(I"). Posons f;(z) = S;f(z) avec z € Dett > 0. Par
les propriété des semi-groupes f, € D(I') et

dfi(2)
ot

= Tfi(2) = g(2) fi(2) + G(2) fi(2)
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pour tout ¢ > 0 et z € D. Par le probleme de Cauchy, on a Oe at(Z) = —G(p_¢(2)). Ainsi, en

utilisant en plus la formule de dérivée des composées, on obtient

di( —t(2) frop_4(2))

= dim ()] fropu(2) + mou(z) Slfio 0 i(2)

= D (gl 0 pa(2)) + (). (PECD | Pente) 1, (o)
= —my(2)g(p-e(2) fi 0 p4(2))

+ﬂgt(2)-(9(90( Nfilp-1(2)) + Glo(2)) fi(p-i(2)) = Glo-i(2)) fi(p-1(2)))

pour 0 < t < ty. Ainsi, pour tout z € D(0,7) et 0 < ¢t < ty, on a m_(2).fr 0 p_4(2) =
mo(z).fo © po(2) = f(z). Au dessus, nous avons montré que tl—l>r(% ©¢(0) = 0 c’est-a-dire qu’il
existe t; € (0,%o] tel que |¢(0)] < % pour tout ¢ € [0,¢,). D’autre part, ¢, : D(0,7) — C
est continue en 0 pour tout ¢t € [0,¢;). Alors, il existe r; > 0 tel que pour tout z € D(0,r;),
li(2)] < 5+|¢e(0)] < r. Ainsi, en choisissant un plus petit ¢y, on peut trouver r’ €]0, r[ tel que
¢i(2) € D(0,r) pour t €] —tg,to[ et z € D(0,r'). Soit z € D(0,7"). On a alors ¢(z) € D(0,r) et

donc p_top(2) = po(2) = 2. D’ol, d’apres ce que 'on vient de montrer, ona f,(z) = 7m{ i“(";ig))
pour tout z € D(0,r’). Or,on a
m_i(i(2) = exp (Jy" ges(1(2)))ds)
= oxp (- fo gm 2)))dp) 18)

n(
= exp z)))ds
= exp (- fo g(ws(Z)))dS)

pour tout z € D(0,7") et 0 < t < to. Ainsi, fi(z) = m(2).f o ¢i(z) pour tout z € D(0,r’). Or,
fr et my(2).f o ¢(2) sont analytique sur D(0, r), ce qui entraine l'affirmation 1. OJ

En utilisant les évaluations on peut écrire l'affirmation 1 comme E.(S:f) = m(2).Ey, 2 [
Comme par hypothese les £, sont continues et que D(I") est dense dans X, on a que pour
tout f € X, S;f(z) = mu(2).f opi(z) pour z € D(0,7) et 0 < ¢ < ty. De plus, par hypothese,
la fonction /d(z) = z € X, on obtient donc (S;1d)(z) = m(2)Id o pi(z) = mu(z)p:(z) pour
z € D(0,7) dans un premier temps et dans tout DD par prolongement analytique. Cela montre
que myp, € X pour tout 0 < ¢t < ty. Dela méme fagon, on montre que (7;2")(a) = m¢(a)pi(a)”
pour tout a € D.

Affirmation 2 : Il existe ¢; < ¢ tel que |p:(2)| < 1 pour tout z € D et pour tout 0 < ¢ < t;.
1

Preuve de I’ Affirmation 2 : Par hypothese, on a @] len||% < 1.Soite > 0. En utilisant en plus
la continuité de E, et T, il existe alors une constante C. > 0 et un entier NV tels que pour tout

t € [0,t], a € D et pour toutn > N, on ait
[Ea(Tien)| |1 Eall-IITH] lenllx . Ce
Imy(a)] Imi(a)] ~ [my(a)l

En passant a la racine n-iéme, puis en faisant tendre n — oo et enfin ¢ — 0, on obtient que
lpi(a)| < 1 pour tout a € D. De plus, lir(§1+got(0) = 0 et donc il existe donc t; €]0, ] tel que
t—

or(a)[* = [ Eal [ [T+ €)™

le:(0)] < 1 pour tout 0 < ¢t < t;. Supposons qu’il existe a € D tel que |p;(a)| = 1. Par le
principe du maximum cela entraine que ¢, est constante égale a 1 sur tout D. Or on a vu que
|©:(0)] < 1. On aboutit donc a une contradiction. D’ou I’ Affirmation 2. [J
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Comme myp; = SiId pour tout 0 < ¢ < t;, on peut alors étendre 1'égalité ¢, (2) = pi(ps(2))
pour tout z € D. En effet, soit s, ¢, + s €] — t1,%1[. On a alors pour z € D

_ St+51d(2) _ St(SSId)(Z)
Pres(2) = S5 T ma@me )
N EaE
mg(2)ms(Pt(z
_ me(z)ms(pe(2))os(pe(2)) _
== mt(z)ntls(%s(z))t - 903((,015(2))
La fonction p;(z) = E;fbif)d) est continue sur [0, {;| comme composée et quotient de fonctions

continues. Ainsi, par la proposition 3.3.1 dans [77], la famille (¢;(z)) peut étre étendue conti-
nument en un semiflot. Enfin, soient ¢ > 0 et un entier NV tel que % < ty. Alors pour tout
f € X, on a par propriété du cocycle m,, du semiflot et du semi-groupe que

Ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 4.5.8. Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur D vérifiant : e, € X,

— 1
pour tout z € D les évaluations E, : X — C qui a f associe f(z) sont continues, et lirrln||en||§< < 1.

Soient G € Hol(D) et g € Hol(D). Notons I" l'opérateur f — gf + Gf’, défini sur le domaine
D) ={feX|gf+Gf € X}. AlorsI" génere un Cy-semi-groupe fortement continu (Si)s>o sur
X, si et seulement si (S;);>o est de la forme S, f = my f o @, ott (¢1)>0 est un semiflot généré par G
et

t
my(2z) = exp </0 g(gps(z))ds> )
Preuve. Cela découle des théorémes 4.5.7 et 4.4.5. O

En fait, les deux points de vue peuvent étre intéressants. En effet, d'une part si la norme
de X est exprimée sous forme d’intégrale alors l'injection continue sera plus facile a vérifier
et d’autre part si la norme est exprimée avec les coefficients de Taylor alors il sera plus fa-

1

cile de vérifier lim|[e,[|% < 1. Notez que pour l'espace de Hardy H*(DD), pour les espaces de
Bergman AP(D)(p > 1) et ’espace de Dirichlet D, ces deux conditions sont vraies :

Exemple 4.5.9 (Espace de Hardy H?(D)). Comme on a ||e, |2 = 1 pour tout n € N, on a directe-
ment lim||e,|| oy < 1. D'autre part, soient e > Oet f € A(D(0,1 +¢)), ona

- ' 1/2 ' 1/2 4
I = (g [ 15Par) < (supl@P) < sulf(e) < sup 17

27 Jo teR |2|<1+e

Cela montre que l'injection est continue.
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Exemple 4.5.10 (Espaces de Bergman). Soient p > 1 et o > —1. On considere les espaces de
Bergman AP (D) qui sont définis par

AL (D) = {f € Hol(D) | /D\f(Z)\p(l — |2[*)*dA(z) < oo}

Soiente > Oet f € A(D(0,1+ ¢)), on a alors

1% = [ 1FGPQ - [2dAR) < £ [0 - |=PrdAC).
Or, [p(1 —|2[)*dA(z) := C, < 0o pour a > —1. Ainsi,

1f1laz < CAP| flloo,n0,152)-

Exemple 4.5.11 (Espace de Dirichlet). On a vu dans la preuve de la proposition 4.4.8, que

lenl[, ~ n'~* pour a € Ry Ainsi, Tim|le, ||, < 1.

@ oo

4.6 Semi-groupes d’opérateurs de composition a poids bor-
nés inférieurement

Soit h € H?(D) et ¢ : D — D une fonction holomorphe. Dans cette section, on définit
'opérateur de composition a poids W}, ,, sur H?(D) par :

Wh’wf = hf O w

Dans un premier temps on va rappeler les conditions pour que cette opérateur soit borné
inférieurement. La définition d’un tel opérateur est la suivante.

Définition 4.6.1 (Opérateur borné inférieurement). Soient X et Y deux espaces vectoriel normés
et T : X — Y un opérateur. On dit que T est borné inférieurement s’il existe 6 > 0 tel que
|| Tx|| > 6||x|| pour tout x € X.

On remarque que si X et Y sont des espaces de Banach et que 7" est injectif, alors 7" est
borné inférieurement si et seulement si 7" est a image fermée.

Pour montrer la caractérisation qui nous intéresse, on va utiliser deux lemmes. Le premier a
été démontré dans [26] et le second dans [62, 24] :

Lemme 4.6.2. Soit 1 < p < +o00. Soit h € HP(D) et ¢ : D — D une fonction holomorphe telles que
U'opérateur Wy, y, soit borné. Posons fu, ., la mesure borélienne sur D définie par

mno(B)= |

|h|Pdm
(E)nT

ot m est la mesure de Lebesgue normalisée. On a alors

ﬁgduh,¢ = / |h|Pg o pdm
D T

ol g est une fonction mesurable positive sur D.
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Lemme 4.6.3. Soit 1 < p < +o0. Soit h € HP(D) et ¢ : D — D une fonction holomorphe telles que

U'opérateur W, ,, soit borné. Alors, W, ,, est borné inférieurement si et seulement si gy, = d‘;# est
essentiellement borné inférieurement loin de zéro. Autrement dit, si et seulement s’il existe f : T — T
telle que gy, ., = f presque partout et | f(2)| > € avec e > 0 pour tout z € T.

On peut maintenant démontrer 1'équivalence suivante qui est tres utile pour montrer
qu'un opérateur de composition a poids est borné inférieurement, celle-ci a été obtenue
dans [24].

Théoréeme 4.6.4. Soit 1 < p < +o0. Soient h € HP(D) et ¢ : D — D une fonction holomorphe
telles que I'opérateur W), ,, soit borné. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Wi,y est borné inférieurement ;

ii) il existe C' > 0 tel que ||Wy yky||, > C||kallp pour tout X € D oit ky est le noyau reprodui-
sant de HP.

Preuve. D’apres le lemme 4.6.3, on a que W}, est borné inférieurement si et seulement si si

Ohyp = d’;# est essentiellement borné inférieurement loin de zéro. D’apres le théoreme 2.1
de I'article [45], ceci est équivalent au fait qu'il existe C' > 0 telle que

L IkaPdms > Cllkall

Or, d’apres le lemme 4.6.2 on a

LAl = Wi 2

D’ou le résultat. ]

Maintenant, on va introduire une dépendance en temps et considérer des semi-groupes
d’opérateurs de composition a poids bornés inférieurement. Commencons par introduire la
notion de semi-groupes d’opérateurs borné inférieurement.

Définition 4.6.5 (Semi-groupes d’opérateurs borné inférieurement). Soient X un espace de
Banach et (S;): un semi-groupe de composition a poids sur X de la forme S;f = my.f o @, pour tout
[ € X. On dit que (S;); est borné inférieurement s'il existe § > 0 tel que pour tout t > 0, on ait

1Sef11 = 6l f]l-

L’objectif maintenant est de réécrire le théoreme 4.6.4 dans le cas des semi-groupes d’opé-
rateurs de composition a poids ot le semiflot est constitué de "Linear fractional transforma-
tion" (LFT). Soit G(z) = pu(z — ¢) avec p # 0 tel que Re(p) + |pc| < 0. On a vu plus haut que
dans ce cas la, G engendre un semiflot de LEFM(D,D) de la forme

(,Dt(Z) =Mz + C(l - €Mt>a (Z < D)a

avec ¢ € D son point de Denjoy-Wolff. Considérons le semi-groupe fortement continu S, f :=
ej f oy sur H*(D). Considérons tout d’abord le cas général, c’est-a-dire lorsque c = ¢; +icy €
D. Soientt > 0et A = A\; + Ay € D. On a alors

2
2 _ 1 27 2t 1
”Stk)\HQ — 27 e 1= N[etteimtc(1—ent)] dx
— e2t f dz
27| A2 Y —eMN(F+iE)22+iz(E2+ F24-e?#1t)tet1t (F—iE)
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ol z =€, = py +ipg et
A .
Exept = ﬁ — ¢ + e"*(cy cos(pat) — cpsin(pat)),
A .
Fyept = ﬁ — ¢ + e"(cy sin(pat) + ¢ cos(pat)).

Le polynéme au dénominateur dans l'intégrale a pour racines

_eMY(E +iF) E+iF
AT TRy T o
qui ont pour module
il = e et ol =
2| = —— 29| = —.
! E? + F? 7

Ainsi, si ¢ = 0, alors E* + F? = ﬁ et par hypothese p; < 0. Ainsi, 21| = [Me! < |\ < 1et
c’est donc 'unique pole. D’oty, par le théoreme des résidus, on a

2t

T

1Sekallz = = e [[kall3 > [lFall2-

Si ;= 0, 0n a ¢;(z) = ez et donc

1Sef 12y = le' f o el ey = €'l flmzm) = 1| 2m)-

Ainsi, (St)i>0 est borné inférieurement. D’autre part, si 111 < 0, on a |p:(2)| = e'*|z| et pour

tout N > 1,ona
||St6N||H2(]D)) = ||6t€N O SOtHHQ(]D)) = eteN’“t.

Or, comme lim efeNHt
N—+o0

conséquent, cet exemple nous permet d’affirmer qu’il n’est pas suffisant de regarder les
noyaux reproduisant k, pour montrer qu'un semi-groupe est borné inférieurement.

= 0, on en déduit que (S;);>0 n’est pas borné inférieurement. Par
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Chapitre 5

Semi-groupe d’opérateurs de composition a
poids équicontinu sur un Fréchet

Tout d’abord, dans ce chapitre nous commencerons par rappeler la théorie générale des
semi-groupes équicontinus sur un espace de Fréchet, qui est moins standard que celle des
semi-groupes fortement continus sur un espace de Banach, mais qui la généralise. Pour
I’écriture de cette section, nous nous sommes référés aux articles et livres suivant [57, 59,
67, 68, 69, 83, 38]. Ensuite, dans une deuxieme section, on appliquera cette théorie pour des
semi-groupes de composition a poids sur 1’espace Hol(ID) muni de sa structure de Fréchet.

5.1 Semi-groupe d’opérateurs équicontinu sur un Fréchet

5.1.1 Généralités

Tout d’abord, on rappelle ce qu’est un sous-ensemble borné et une famille équicontinue
lorsque que 'on considere des espaces vectoriels topologiques.

Définition 5.1.1 (Sous-ensemble borné). Soient E un espace vectoriel topologique et B un sous
ensemble de E. On dit que B est borné si pour tout voisinage V' de 0, il existe un réel s > 0 tel que
B C sV.

Définition 5.1.2 (Famille équicontinue). Soient E et F' deux espaces vectoriels topologiques et I
une famille d’applications linéaires de E dans F'. On dit que I est équicontinue si pour tout voisinage
W de 0 dans F, il existe un voisinage V' de 0 dans E tel que f(V') C W pour tout f € I

Ainsi, on peut alors maintenant définir la notion de semi-groupe d’opérateurs équicon-
tinu sur un espace de Fréchet.

Définition 5.1.3 (Semi-groupe d’opérateurs équicontinu sur un Fréchet). Soit X un espace de
Fréchet. Une famille (T})¢>o d’opérateurs linéaires continus de X dans X telle que :

l) TO = Idx,

ii) T,Ts = Ti4s pour tout s,t > 0;

iii) lim Tyx = x pour tout x € X ;
t—0+

iv) il existe w > 0 tel que {e"“'Tyx | t > 0} est borné dans X pour tout x € X ;
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est appelée semi-groupe équicontinu sur X. Dans ce cas on dit que (1}):>o est un semi-groupe équi-
continu sur X de parameétre w.

Remarque : D’apres le théoreme de Banach-Steinhaus pour les espaces de Fréchet (voir
[46]), 1a condition iv) est équivalente a dire que la famille (e~“"T});>( est équicontinue, ce qui
est aussi équivalent a dire que pour tout n > 1, p, est majorée sur {e"“'Tix | t > 0} pour tout
z € X ol (p)n>1 est la famille de semi-norme définissant la topologie de X.

On remarque aussi que cette définition généralise celle des semi-groupes fortement conti-
nus sur des espaces de Banach. Ainsi, de la méme facon, on peut définir un générateur in-
finitésimal. Dans 1’article [67], il est montré que son domaine est un sous-espace vectoriel
dense de X et que cet opérateur est fermé.

Définition 5.1.4 (Générateur infinitésimal). Soient X un espace de Fréchet et (1});>o un semi-
groupe équicontinu sur X. On appelle générateur infinitésimal de (T'(t));>o 'opérateur linéaire
(A, D(A)) défini par

D(A)={z e X | tliroriT(t)f_x existe dans X }, (5.1)
Az = lim Tr—z . o D(A). (5.2)

Yosida [83] a montré que 1'on a le résultat suivant qui était aussi vrai pour les semi-
groupe fortement continu d’opérateurs.

Théoreme 5.1.5. Soient (T'(t)):>o un semi-groupe equicontinu sur un Fréchet X et (A, D(A)) son
générateur infinitésimal. Alors I'application :

Riyst—=TtreX (5.3)
est dérivable sur R pour tout x € D(A)etona:
(i) LT (t)x = T(t)Ax = AT (t)x pour tout t > 0.

(ii) T(t)x — x = [y T(s)Ax ds pour tout t > 0.

Dans le but d’avoir une représentation intégrale de la résolvante, on commence par dé-
montrer le lemme suivant.

Lemme 5.1.6. Soient (T'(t));>0 un semi-groupe equicontinu sur un Fréchet X de parametre w et
(A, D(A)) son générateur infinitésimal. Alors 'ensemble {e~“'Tyx: | t > 0,2 € B} est borné pour
tout ensemble borné B C E.

Preuve. Soit W un voisinage de 0. Par hypothése, comme la famille (e 'T}),>( est équicon-
tinue, il existe un voisinage V' de 0 tel que e “'T;(V) C W pour tout ¢ > 0. Comme B est
borné, il existe s > 0 tel que sB C V. Ainsi, se"“'T;(B) C W pour tout ¢t > 0. Ce qui montre
que {e “'"T,x |t > 0,2 € B} est borné. O

Ainsi, on peut démontrer le résultat important suivant qui nous donne des informations
sur ’ensemble résolvant du générateur. La démonstration est issue de l’article [67].

EDDY BERNARD 82



5.1. SEMI-GROUPE D’OPERATEURS EQUICONTINU SUR UN FRECHET

Théoreme 5.1.7. Soient (1'(t));>0 un semi-groupe equicontinu sur un Fréchet X de parametre w et
(A, D(A)) son générateur infinitésimal. Pour tout \ € C tel que Re[\] > w 'application

Ry : X — X,

Rz = [(° e MT(t)x dt (>4

est bien définie et est un opérateur linéaire continu de X dans X. De plus, (A — A)Ryx = x pour
tout x € X et Ry\(\ — A)x = x pour tout x € D(A).

Preuve. Montrons tout d’abord que R, est un sens. Soient p, ¢ > 0. On définit l'application
R} par RSz = [P e MT'(t)x dt qui a un sens car l'application e *7T'(t)z est continue de R,
dans X par hypothese. Notons (p,,),,>1 la famille de semi-norme qui définit la topologie sur
X.Soitn > 1. On a alors

P
pn(Rx — Rix) < / e BeWty (T(t)x) dt.
q
Or, il existe M,, > 0 tel que p,(T(t)z) < e**M,, pour tout ¢ > 0. D’ot,
P
pn(R3x — Rix) < Mn/ e Reltewt qr 0
q

quand p, ¢ tendent vers +oco. Ainsi, la limite lir+n REz existe et on définit R, par
p——+o0

. D, * -\t
Ryr = pll}grnooR/\x = /0 e T (t)x dt.
Il est clair que R, est linéaire. Montrons qu’il est continu. Soit (z,),>¢ une suite de X telle
que , — 0. Ainsi la suite (z,,) est bornée et donc par la proposition 5.1.6, {e " “'T;x,, | t >

0,n > 0} est borné. Soit m > 1. Ainsi, il existe M,,, > 0 tel que p,,(T(t)x,) < e**M,, pour tout
t>0etn > 0.0naalors

D Ryin) < / e~ ReDIy, (T(1)2) dt.
0
Par continuité de p,, et T'(t) on a p,,,(T'(t)x,) = 0. De plus,

efRe[A]tpm(T(t)xn) < efRe[A}tethm c Ll

pour tout n > 0. Ainsi par le théoreme de convergence dominé, on a p,,(Rz,) —J>r 0.
n——+oo

D’ou, par continuité de p,,,, Ry, —+> 0. Ce qui montre que R, continu. La seconde partie
n—

o0

du théoreme se montre de la méme fagon que dans le cadre des espaces de Banach. O

On donne a présent une condition nécessaire et suffisante pour qu'un semi-groupe équi-
continu commute avec un opérateur linéaire continu.

Théoreme 5.1.8. Soit X un espace de Fréchet. Soient (1'(t));>o un semi-groupe équicontinu sur X
de générateur infinitésimal (A, D(A)) et ' € L(X). Alors T(t)F = FT(t) pour tout t > 0 si et
seulement si :

FD(A) C D(A) (5.5)

et
FAx = AFx |, Vx € D(A). (5.6)
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Preuve. Soit F' € L(X) tel que T'(t)F = FT'(t) pour tout ¢ > 0. Soit x € D(A). Par hypothese
et par linéarité de F, on a

limn M — lim w — limF (T(t)a;—x) ) (5.7)
t—0+ t t—0+ t t—0+ t
Ainsi, par continuité de F'ona Fz € D(A) et AFx = FAx.
Supposons maintenant que F' € £(X) tel que :
FD(A) c D(A) (5.8)
et
FAz = AFx , Vx € D(A). (5.9)

Soitt > 0 et x € D(A). Par hypotheése et par le théoreme 5.1.5, on peut définir 1’application :
0,t] 3 s+ U(s)x =T(t—s)FT(s)x € D(A). (5.10)
De plus, d’apres le méme théoréme, on a

LU (s)x = [LT(t — s)|FT(s)x + T(t — s)[ L FT(s)z] (5.11)
=-—T(t—s)AFT(s)x+T(t — s)FAT(s)x = 0. '
Par conséquent, U(0)z = U(t)x pour tout x € D(A). D’ot1, on obtient T'(t) Fx = FT(t)x pour
tout ¢t > 0 et pour tout z € D(A). Or, D(A) est dense dans X et T'(t)F, FT(t) € L(X), d’ou
T(t)Fx = FT(t)x pour tout t > 0 et pour tout x € X. O

5.1.2 Théorémes spectraux

Montrons maintenant le lemme suivant, qui va nous permettre d’obtenir un premier
théoreme spectral.

Lemme 5.1.9. Soit X un espace de Fréchet. Soient (T'(t)):>o un semi-groupe équicontinu sur X de
parametre w et de générateur infinitésimal (A, D(A)). Si A € C tel que Re[\] > w alors I'application :

B,\(t)f)\:(t}g:eiitj);((zs)x ds (5:12)
définit un opérateur linéaire continu sur X vérifiant les propriétés suivantes :
(M — A)B\(H)x =Mz —T(t)x , Ve € X (5.13)
et
By(t)(M — A)z = Mo — T(t)x , Vo € D(A). (5.14)

De plus, By (t)T'(t) = T'(t)Ba(t).

Remarque : Les égalités 5.13 et 5.14 sont vraies pour tout A € C.
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Preuve. La continuité de B)(t) se montre de la méme maniere que pour l'opérateur R,. De
plus, soitz € X et h > 0, on a alors :

(h) IB ( )a: _
ft-‘rh A(t—

Jo T (s + h)x ds — + [ X=IT(s)z ds
T(7)x dr — hf(f M=) (s )x ds
T(r)z dr — [ rDT(T)a dr] — 4 [y rT(s)z ds
T(T)x dT ft AMIT ()2 dr
J5 T (e dr — L[5 T (s)x ds— % M AT () dr
= ft+h ME=DT (1) d7'+ 1B,\(t)x— o fh )‘(t T (1) dr.

1
h
T

o e ; (5.15)

h t+h )\
= TU -

Ainsi, par passage a la limite on obtient

I T'(h)By(t)x — Ba(t)x
h% h

Ainsi, By(t)x € D(A) et (\[ — A)By\(t)z = eMx — T(t)z pour tout x € X.

= T(t)x + ABy(t)x — M2 = AB,(t)x. (5.16)

Soit z € D(A). D’apres le théoreme 5.1.5, on a
t t d
B(t)Ax :/ AT (s) Az ds :/ e’\(t_s)d—T(s)x ds. (5.17)
0 0 s
Puis par intégration par parties, on obtient :
By(t) Az = T(t)x — Mz + ABy(t)z. (5.18)
D’ou,
By\(t)(M — A)z = &Mz — T(t)r , Vo € D(A). (5.19)
Enfin, on a vu que B)(t)D(A) C D(A) et que pour tout x € D(A), on a By(t)(A — A)x =

(M — A)B)(t)x. D’ot, AB,(t)x = B,(t)Ax pour tout x € D(A). Ainsi d’apres le théoreme
5.1.8, on a B, (t)T'(t) = T'(t)Bx(t) pour tout ¢t > 0. O

Voici un premier théoreme spectral qui nous permet d’avoir des informations sur le
spectre et le spectre ponctuel d'un semi-groupe équicontinu a partir du spectre et du spectre
ponctuel de son générateur infinitésimal. La preuve est basée sur la preuve dans le cas des
semi-groupes fortement continus sur des Banach (voir [38]). Je n"ai vu nulle part ce résultat
pour des semi-groupes équicontinus.

Théoreme 5.1.10 (Spectral Mapping 1). Soit X un espace de Fréchet. Soient (T'(t))¢>o un semi-
groupe équicontinu sur X de parametre w et de générateur infinitésimal (A, D(A)). Alors

W =AM | Neo(A)} Co(T(t) , Vt>0. (5.20)

et
e c o (T()) , Vt>0. (5.21)

Preuve. Soit z € p(T(t)). On peut écrire z sous la forme e avec A € C. Par définition, on a
Q:=(eM—T(t))™' € L(X).D’apres le lemme 5.1.9, on a

(M —-A)B\(t) Qr =z , Vx € E (5.22)
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et

QBA(H)(M — A)z =z , Vo € D(A). (5.23)
De plus, en utilisant le méme lemme, on a B)(t)T'(t) = T'(t)B(t), d’ot

(X = T(1))Ba(t) = Ba(t)(e™ = T(t)). (5.24)
En multipliant par ) a gauche et a droite, on obtient Q@ B,(t) = B, (t)Q. Par conséquent,

Br(t) QM — A)x =z , Yz € D(A). (5.25)

Ce qui montre que (A — A) est bijectif. Par le théoreme du graphe fermé, on a alors que
(M — A)~! continu et donc que e* € ). Ainsi, p(T'(t)) C e et donc e C o(T(2)).

Soit A € 0,(A). Il existe alors oy € D(A) avec zy # 0 tel que (A — A)zy = 0. D’apres le
lemme 5.1.9, on a alors (e’ — T'(t))zo = 0 et donc e € 0, (T'(1)). O

Afin d’obtenir un second théoreme spectral, on va commencer par définir ce qu’est un
semi-groupe équicontinu périodique sur un Fréchet.

Définition 5.1.11 (Semi-groupe équicontinu périodique sur un Fréchet). Soit X un espace de
Fréchet et (T});>0 un semi-groupe équicontinu sur X. On dit que (T});> est périodique s'il existe
to > 0 tel que T'(ty) = Idx. Dans ce cas, on définit sa période T par

T = lnf{to >0 | T(to) = IdX}

Voici un premier lemme qui nous dit, dans le cas trés particulier des semi-groupes équi-
continus périodiques, que les éléments du spectre de son générateur sont de la forme 257
ou 7 est la période. De plus, on peut avoir une nouvelle écriture de 1’opérateur résolvant.

Lemme 5.1.12. Soit (1});>¢ un semi-groupe équicontinu périodique sur un Fréchet X de période
T > 0 et de générateur (A, D(A)). Alors

o(4) c 277
T
et ] i
_ —ps
R(u, A) = T e_l”/o e "T(s)ds

pour tout ji ¢ 227,

Preuve. D’apres le lemme 5.1.9, en utilisant les égalités 5.13 et 5.14 pour ¢t = 7, on a que
(1 — A) admet un inverse pour p # 22 avec n € Z donné par

1

1 — et

R(u, A) /OT e T (s)ds.

Ainsi, (227)° C p(A). D’ot, o(A) C 22 7. O
Un premier résultat intéressant pour les semi-groupes équicontinus périodiques est que

le spectre de son générateur est égal a son spectre ponctuel. De plus, I'ensemble des vecteurs
propres engendre un sous espace dense.
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Théoreme 5.1.13. Soit (1}),>¢ un semi-groupe équicontinu périodique sur un Fréchet X de période
T > 0 et de générateur (A, D(A)). Alors
2
0(A) =0,(A) C —Z

T

et les vecteurs propres correspondant engendrent un sous espace dense de X.

Preuve. D’apres le lemme précédent 5.1.12, on constate que R(., A) est une application mé-
romorphe avec des podles d’ordre maximal 1 et de résidus

P, := lim (u— p)R(p, A) = 1 /T e M3 (s)ds

pi—>fin 7 Jo

en ju, := 2, n € 7. Soit i € o(A). D’apres le lemme précédent, il existe alors n € Z tel que
p= 2 .= 1, D’apres [83] VIII-8 théoréme 3, on a alors que p € 0,(A) et Ker(u, — A) =

Im(P,). Ainsi, 0(A) = 0, (A).

Supposons qu’il existe 2’ € X' tel que 2’ est nulle sur I’ensemble des vecteurs propres de
Aeta # 0.Soit z € X. Posons &, . : s —< 2/,T(s)x >. Par hypothese cette fonction est
clairement périodique de période T et on montre facilement que ses coefficients de Fourier
sont donnés par < z’, P,z >. Or, comme Ker(u, — A) = Im(P,) et 2’ nulle sur I'ensemble
des vecteurs propres de A, ona < 2/, P,x >= 0 pour tout n € Z. Ainsi, ¢, ,» est nulle. Or, par
hypothese il existe x € X tel que < 2,2 ># 0, on aboutit donc a une contradiction. Ainsi,
par le corollaire 9.4.3 du livre [46], on aboutit au résultat. O

Voici deux propositions qui découlent des définitions et qui permet pour la premiére de
connaitre le générateur lorsque que I'on considere la restriction a un sous-espace fermé d’un
semi-groupe équicontinu. La seconde permet de connaitre la forme du générateur et son
spectre lorsque que 1’on considére la famille (e*'T'(at));>o avec p € C et a > 0.

Proposition 5.1.14. Soient (1});>o un semi-groupe équicontinu sur un Fréchet X de générateur
(A, D(A)) et Y un sous espace fermé de X tel que T'(t)Y C Y pour tout t > 0. Alors la restriction
T(t), := T(t)|y est un semi-groupe équicontinu sur'Y et son générateur (A, D(A))) est donné par
A‘y = Ayet D(A|) =D(A)NY.

Proposition 5.1.15. Soient (1}):>o un semi-groupe équicontinu sur un Fréchet X de générateur
(A, D(A)), p € Cet o > 0. Alors la famille (e T (aut))s>o forme un semi-groupe équicontinu sur
X de générateur B = oA + pl et D(B) = D(A). De plus, 0(B) = ao(A) + pet R(\,B) =
iR (A_“, A) pour tout A € p(B).

«

Ainsi, nous pouvons démontrer le théoreme spectral suivant qui nous donne le spectre
ponctuel d"un semi-groupe équicontinu en fonction du spectre ponctuel de son générateur.
De plus, on a aussi des informations sur les sous-espaces propres du semi-groupe et de son
générateur qui sont liés 1'un a I'autre. La preuve est basée sur la preuve dans le cas des semi-
groupes fortement continus sur des Banach (voir [38]). Je n’ai vu nulle part ce résultat pour
des semi-groupes équicontinus.
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Théoreme 5.1.16 (Spectral Mapping 2). Soit X un espace de Fréchet. Soit (T'(t));>o un semi-
groupe équicontinu sur X de parametre w et de générateur infinitésimal (A, D(A)). Alors

el = o (T(t))\ {0} , Vt>0. (5.26)
De plus, pour tout 1 € C, on a
Ker(p—A) C QOKGT(G’“ —T(s)) (5.27)

et
. 2
Ker(e! —T(ty)) = linyez Ker(p + ik

— A) (5.28)
0

pour tout to > 0.

Preuve. Soientt, > 0et A € 0,(T'(t9)) \ {0}. D’apres la proposition 5.1.15, on peut passer faci-
lement entre le semi-groupe original et le "ré-échelonné" suivant (S(t))i> := (e "8 T (tot))s>0
qui a pour générateur B = tpA —log A\. Comme 1 est une valeur propre de S(1), on peut sup-
poser que ¢, = 1 et A\ = 1 depuis le début. Posons maintenant Y := {y € X | T'(1)y = y} qui
est non trivial par hypothese. De plus, on peut montrer facilement que Y est fermé et que
T(t)Y C Y pour toutt > 0 (par I'absurde). Ainsi, d’apres la proposition 5.1.14, la restriction
T(t), := T(t))y est un semi-groupe équicontinu sur Y et son générateur (A, D(A))) est donné
par Aly = Ay et D(A)) = D(A)NY. De plus, on remarque que 7'(1); = Idy, ainsi T'(t), est
périodique avec pour période 7 € N~!. D’apres le théoreme 5.1.13, comme le spectre de A,
est non vide, il existe n € Z tel que p := 2imn € o0,(4). Or, par définition, 0,,(4)) C o,(A).
Ainsi, on a 2irn € o0,(A) et donc 1 € eo»(4) Ce qui montre, quitte a ré-échelonner, que
o,(T(t)) \ {0} C et»™ pour tout t > 0. Lautre inclusion vient du théoréme Spectral Map-
ping 1 5.1.10.

L’inclusion 5.27 découle directement de 'égalité 5.14. Pour montrer I'égalité 5.28, en utili-

sant le changement d’échelle suivant (S(¢))i>0 == (6_% “ELT(#)),20, on peut alors supposer
que i = 0 (1 est valeur propre de S(tp)). De la méme fagcon que précédemment, on montre
que la restriction de (T'(t)):>0 a Ker(1 — T(ty)) est un semi-groupe équicontinu périodique
de période %m avec m € N* (car T'(t9); = Id). Ainsi, I’égalité découle du théoreme 5.1.13.

O

5.2 Semi-groupe d’opérateurs de composition a poids équi-
continu sur Hol(D)

Nous allons a présent appliquer la théorie exposée dans la section 1 de ce chapitre aux
familles d’opérateurs de composition a poids sur I'espace de Fréchet Hol(ID). Nous allons
considérer deux cas de figure tres différents. Dans le premier, on va considérer le cas ou le
point de Denjoy-Wolff du semiflot est a I'intérieur du disque et dans ce cas, on donne une
condition pour que la famille de composition a poids soit un semi-groupe équicontinu. Dans
le second cas, le point de Denjoy-Wollff sera sur JD et dans ce cas, on donne une condition
pour que la famille de composition a poids ne soit pas un semi-groupe équicontinu et on ne
peut a priori rien dire dans le cas contraire.
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Hol(D)
Théoreme 5.2.1. Soient & = (p);>0 un semiflot sur D et g : D — C une fonction analytique.
Considérons le cocycle (my)>o pour ® défini par :

my(z) = exp (/Otg(gps(z))ds> ,2z€D, t>0.

Considérons la famille (T})¢>o d'opérateurs de Hol(D) dans Hol(D) définie par T, f = my.f o p, pour

tout f € Hol(ID). Si le point de Denjoy-Wolff de ® appartient a D, que ® n’est pas composé d’auto-

morphismes elliptiques et que supRe[g(z)] < M € Ry, alors la famille (T});>o est un semi-groupe
z€D

équicontinu de parametre M.

Considérons le cas oir le point de Denjoy-Wolff de ® appartient a OD. S’il existe 6 > 0 tel que
d < |my(0)| pour tout t > 0 alors le point iv) de la définition des semi-groupes équicontinus n’est
vérifié pour aucun w > 0. En particulier, (T}):>o n’est pas équicontinu s’il existe M € R tel que pour
tout A > 0, on ait [* Re[g(ws(2))]ds > M.

Preuve. Supposons tout d’abord que le point de Denjoy-Wolff o de ¢ appartient a D. Soit

(K,)n>1 une suite exhaustive de compact de D. Notons p,, les semi-normes sur Hol(D) dé-

finies par p,(f) = sup |f(z)| pour tout f € Hol(DD). Hol(D) associé a cette famille de semi-
ZEKn

norme est un espace de Fréchet. Soit ¢ > 0. Montrons que T; € L(Hol(D)). La linéarité est
immédiate. Montrons que 7; est continu. Rappelons que d’apres la proposition 4.3.3, le co-
cycle (my):>o est borné. Soit n > 1 et f € Hol(ID). On a alors

Pu(Tif) = sup [my(2).f(pe(2))] < Csup [f(e(2))].

zeKy zeEKy,

Or, ¢ (K,) est un compact de D. Ainsi il existe m > 1 tel que ¢,(K,,) C K,,,. D'ot, p, (T f) <
Cpm(f). Cela montre que 7; est continu.

Par les propriétés des semiflots et des cocycles, les points i) et ii) sont vérifiés. Montrons
que lir(gr my.f o = f dans Hol(D) pour tout f € Hol(D). C’est-a-dire que pour tout com-
t—

pact K de D, tlir(g”mt.f o ¢t — fllo.x = 0.Soit K un compact de D. Soitt > Oet z € K et
—
f € Hol(D) \ {0}. On a par inégalité triangulaire que

Ime(2)f(pe(2)) = F(2)| < |mu(2) = 111 (0e(2)) = FR)] + [f(ee2) = f(2)] + 1 F(2)]ma(z) — 1.

Soit ¢ > 0. Par uniforme continuité de f sur K, il existe 6 > 0 tel que pour tout 2,2, € K
vérifiant |21 — 22| < 0, onait |f(21) — f(22)] < \/get |f(21) — f(22)| < 5. D’autre part, on sait,
d’apres le théoreme de Vitali, que l'application (¢, z) — ¢:(2) est continue sur R, x D elle est
donc uniformément continue sur [0, 1] x K. En particulier, il existe n > 0 tel que pour tout
z € Kett € [0,1] vérifiant |t| < 7, on ait |¢:(z) — z| < J. Posons M := §g£|f(z)| > 0. Par

hypothese, t — m,(z) est continue sur R, pour tout z € D. De plus, par hypothese, la famille
(my):>0 est bornée et donc par le théoreme de Vitali 'application (¢, z) — m(2) est continue
sur R; x D et donc uniformément continue sur [0, 1] x K. En particulier, il existe n; > 0 tel
que pour tout z € K ett € [0, 1] vérifiant |¢| < 7y, on ait [my(2) — 1| < \/get Imy(2) — 1] < 557
(car my(z) = 1). Finalement, en posant 7, = min(7,7,), on a pour tout z € K ett € [0, 1]
vérifiant || < n, que

() f(ou() — FE) < f5/5+ 5+ Mg =<
89
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D’ot, lim ||my.f o ¢ — flloo,x = 0.
t—0t

Soit f € Hol(D). Montrons enfin que B := {e"™'T,f | ¢ > 0} est borné sur Hol(D). Pour
cela, montrons que pour tout n > 1, p, est majorée sur B. On prendra comme suite exhaus-
tive de compact K, := D(0,r,) avec (r,) une suite croissante de [0, 1] qui converge vers 1.
Soit n > 1. Par hypothese, on a sup |m;(z)| < eM?, on a alors

zeK,,

pu(e™ T f) = sup e 'my(2). f(0e(2))] < e MM sup | f(n(2))] = Sup £ (ee(2))]-

ZGKn ZGKn

Soit N, € N tel que ry, > |a|. Par le théoreme de Denjoy-Wolff, il existe 7" > 0 tel que
pour tout t > T, on ait ||¢, — aHKmOO < rn, — |a|. D'ou, p,(ypr) < ry, pour tout t > T.
D’autre part, 'application (¢, z) — ¢.(2) est continue sur [0, 7] x K, qui est compact. Ainsi,
I'image K’ de cette application est compacte et donc il existe M tel que K’ C Kj;. En posant
p = max(M, N,), on a alors p,(p;) < r, pour tout ¢ > 0 et donc ¢;(K,) C K, pour tout
t > 0. Ainsi, pour tout ¢ > 0, on a p,(f o ;) < p,(f) < +00. Dong, on a p, (e ™ M'T, f) < p,(f).
D’ou, p, est majorée sur B et donc B := {e M!T,f | t > 0} est borné sur Hol(D) pour tout
f € Hol(D). Finalement, la famille (7}),>( est un semi-groupe équicontinu de parametre M.

Supposons maintenant que le point de Denjoy-Wolff o de ® appartient a 9D. Soit w > 0.
Posons f(z) = IR ¢ Hol(D) ot ¢ = G(0) (G générateur du semiflot (¢;)) et h la
fonction univalente associée au semiflot (¢;). Soit ¢ > 0. Ainsi, comme il existe 6 > 0 tel que
6 < |m(0)|,ona

<

mn(0)e £ (20(0)] = my(0)em eI g )TV o) et > o

Considérons la suite exhaustive de compact K,, := D(0, r,,) avec (r,) une suite croissante de
[0, 1] qui converge vers 1. Soit M/ > 0. Comme 0 € K, pour tout n > 0, il existe ¢t > 0 tel que

M < 6" < pule “'my.fo o)

pour tout n > 0. En particulier, il existe un m tel que p,, non majorée sur C,, := {e"“'m,.f o
¢, | t > 0}. Donc, la famille (7});>o n’est pas un semi-groupe équicontinu de parametre w.
Enfin, s'il existe M € R tel que pour tout A > 0, on ait f;* Re[g(s(2))]ds > M. Alors, on a

|my(2)] = exp </0t Re[g(cps(z))]ds) >eM >0

pour toutt > 0 et z € D. Donc d’apres ce que ’on vient de voir la famille (7});>o n’est pas un
semi-groupe équicontinu de parametre w > 0. [

Dans le cas du semiflot trivial, on montre le méme résultat que le théoreme précédent
dans le cas o1 le point de Denjoy-Wolff est a I'intérieur de D.

Théoreme 5.2.2. Soit g : D — C une fonction analytique. Considérons le cocycle (my):>o pour le
semiflot trivial défini par :
my(z) = exp (g(2)t), z €D, t > 0.
Considérons la famille (1;),>o d’opérateurs de Hol(D) dans Hol(D) définis par T, f = my.f pour tout
f € Hol(D). Soit M € R,. Alors sup Re[g(z)] < M si et seulement si la famille (1});>¢ est un
z€D

semi-groupe équicontinu de parametre M.
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Preuve. Soit (K,),>1 une suite exhaustive de compact de D. Notons p,, les semi-normes sur
Hol(ID) définies par p,,(f) = sup|f(z)| pour tout f € Hol(DD). Hol(DD) associé a cette famille de
ZeKn

semi-norme est un espace de Fréchet. Soit ¢ > 0. Montrons que 7; € L(Hol(D)). La linéarité
est immédiate. Montrons que 7} est continu. Rappelons que d’apres la proposition 4.3.3, le
cocycle (m¢);>o est borné. Soit n > 1 et f € Hol(D). On a alors p,(1;f) = sup |m(2).f(2)] <

ZEKp

Csup |f(2)]. D'ot, p,(T:f) < Cpp(f). Cela montre que 7; est continu.
zeKp,

Par les propriétés des cocycles, les points i) et ii) sont vérifiés. Montrons que lirgl+ my.f = f
t—
dans Hol(ID) pour tout f € Hol(D). C’est-a-dire que pour tout compact K de D, lir(?+ [|my. f —
t—
flloo.x = 0. Soit K un compact de D. Soientt > Oet z € K et f € Hol(D) \ {0}. On a que

[me(2)f(2) = f(2)| = |f(2)]-]mu(2) = 1].
Soit € > 0. Posons P := sup|f(z)| > 0. Par hypothese, ¢t — m,(z) est continue sur R, pour
z€K

tout z € D. De plus, par hypothese, la famille (m;):>o est bornée et donc par le théoreme de
Vitali I'application (¢, z) — my(z) est continue sur R, x D et donc uniformément continue
sur [0, 1] x K. En particulier, il existe 7; > 0 tel que pour tout z € K ett € [0, 1] vérifiant
[t| < m, onait [m,(z) — 1| < & (car mg(z) = 1). Finalement, on a pour tout z € K ett € [0, 1]
vérifiant |t| < n; que

Imi(2)f(2) = f(2)] <e.

D’ou, lim ||[m.f — flleo.x = 0.
t—0+

Soit f € Hol(D). Montrons enfin que B := {e"™"T,f | t > 0} est borné sur Hol(D). Pour
cela, montrons que pour tout n > 1, p,, est majorée sur B. Soient n > 1. Par hypothese, on a
sup |my(2)| < eM?, on a alors pour tout ¢ > 0 :

ze€Ky,

pu(e™ T f) = sup e my(2). f(2)] < e”Mte sup | f(2)] = sup [f(2)] = pn(f) < +o0.

D’ou, p, est majorée sur B et donc B := {e M!T,f | t > 0} est borné sur Hol(D) pour tout
f € Hol(D). Finalement, la famille (7}),>( est un semi-groupe équicontinu de parametre M.

Inversement, supposons que sup Re[g(z)] > M. Ainsi, il existe zy, € D tel que Re[g(zo)] > M.
zeD

On en déduit que

_ Mt —Mt_g(20)t| __ ,—Mt Relg(z0)]

le™ " 'my(z0)| = |e e | =e e b — +oo0.
En considérant la fonction f = 1, on montre alors que le semi-groupe n’est pas équicontinu
de parametre M. O

Maintenant on va s’intéresser aux familles de composition a poids qui sont des semi-
groupes équicontinus sur Hol(D) et on va déterminer leur générateur ainsi que leur spectre
ponctuel. Voici le résultat que 1’on obtient dans le cas ot le point de Denjoy-Wolff du semiflot
appartient a D.

Théoreme 5.2.3. Soit © = (p;);>0 un semiflot sur D de générateur G # 0 et de point de Denjoy
Wolff b € D. Soit (my):>o une famille d’application holomorphe de D dans C. Considérons la famille
d’opérateurs (S;)i>o sur Hol(D) défini par S, f = my. f o, pour tout f € Hol(D) et t > 0. Si (S¢)i>0
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forme un semi-groupe équicontinu sur Hol(]D)) de parametre w > 0, alors (my);>o est un cocycle
différentiable pour ®, la fonction g := )‘ est analytique sur D et

t=

t
—exp< g(p >
0

De plus, le générateur infinitésimal (', D(I")) de (S;).>o est alors donné par

{ Lf=g9f+GYf
D(T) = {f € Hol(D) | gf + Gf" € Hol(D)} = Hol(DD).

Notons o,(I") le spectre ponctuel de I'. Alors o,(I') = {kG'(b) + ¢g(b) | k € Net =— € Hol(D)}

=hoyet %(Z) = ((12—_512)'

aovec o =

Preyve. La premiere partie du théoréeme se montre de la méme fagon que le théoreme 4.4.1.
Par définition, on a

D(T) = {f € Hol(D) | lim

t—0+

S ft_ ! existe dans Hol(D)}.

Soit f € D(T"). Soit z € D.On a

jim HEZIE - Do) = Gmron)] =956+ 61 )

Or la convergence dans Hol(ID) entraine la convergence ponctuelle. D'ot, I'f = gf + Gf'.
Ainsi, I'opérateur défini par Af = gf + Gf’ pour tout f € Hol(D) étend 'opérateur I'.
Soit A € C tel que Re[\] > w. Par le théoreme 5.1.7, on a A € p(I') et ainsi, 'opérateur
I' — X\ : D(I') — Hol(DD) est surjectif.

Comme le point b de Denjoy-Wolff du semiflot (¢;):>o appartient a D. Il existe alors une
unique fonction univalente i : D — C avec h(0) = 0 et #'(0) = 1 telle que

(ko) (e(2)) = e (hoy)(2)

(z=b)

R ) . Posons hy = h o v,. D'une

pour tout z € D et pour toutt > 0, olt ¢ = G'(b) et y(2) =
part,on a %hg(gpt(z))‘tzo = G'(b)ho(z) et d’autre part,

0

0
&h(%(z))

= 591 I(eu(2)limg = G2)ho(2)-

t=0

t=0

D'ot, G(z) = % Soit A € C. Supposons que A — X ne soit pas injective. Ainsi, il existe
C
f € Hol(D) \ {0} telle que Af = Af. Par le principe des zéros isolés, il existe [b| < r < 1 tel

que f n’a pas de zéros sur |z| = r. Par la proposition 4.3.4, il existe w : D\ {b} — C analytique

tel que my(z) = “’(L .D'ot, g(z) = %mt(z)‘tzo = (w(z &) pour tout z € D\ {b}. Ainsi, on a

sur le cercle de rayon T

PG A g)

fz) - G'O)ho(z)  G(2)
Notons Z le nombre de zéros de f, comptés avec leur multiplicité, situés a l'intérieur du
cercle de rayon r. On alors par la formule de Kronecker (voir [73] p.162) et le théoreme des

résidus, que

_ 1 @), _ A g

2ir o= f(2) G'b)  G(b)
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D’ot, I'ensemble des valeurs propres A de A est dénombrable et donc il existe A > w tel
que A — ) soit injective. Supposons que Hol(D) # D(I'). Il existe alors f € Hol(D) telle que
f ¢ D(I'). On a cependant, Af —\f € Hol(ID), donc par sujectivité de I'— A : D(I') — Hol(D),
ilexiste g € D(I'") telleque 'g—Ag = Af —Af.D’oty, A(g— f) — A(g— f) = 0 et par injectivité,
ona f =g.0r, f ¢ D(I') ce qui est absurde. Finalement, Hol(D) = D(I') et ' = A.

Soit A € 0,(I'). D’apres ce que l'on vient de voir, il existe f € D(I") \ {0} telle que A =
ZG'(b) + g(b). D’ou, A € {kG'(b) + g(b) | k € N}. De plus,onalI'f = (kG'(b) + g(b))f et donc

o ((ka'@ + g0 (2) w’) o

G'(b)ho(2)
Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme: f(z) = % D’ou, h“fj():;a
Hol(ID) et donc
k4o
a,(I") C {k;G’(b) +g(b) |k eN et € HOl(D)} :
hk‘+a

Soit k € N tel que “e Hol(ID). Montrons que kG’(b) + g(b) € 0,(I'). En dérivant f := =—,
on obtient I' f = Gf’ +gf = (kG'(b) + g(b))f.D'ot, f € D(T') et kG'(b) + g(b) € 0,(I"), ce qui
montre la seconde inclusion. O

Dans le cas ot le semiflot est trivial, on retrouve le résultat précédent avec G = 0.

Proposition 5.2.4. Soit (m;):>o une famille d’application holomorphe de D dans C. Considérons la
famille d’opérateurs (S;)i>o sur Hol(D) défini par S;f = my.f pour tout f € Hol(D) et t > 0. Si
(St)i=0 forme un semi-groupe fortement continu et équicontinu sur Hol(D) de paramétre w >0,
alors (my);>o est un cocycle différentiable pour le semiflot trivial, la fonction g := 2 mt(z)‘tio est
analytique sur D et

mi(z) = exp (g(2)t)

De plus, le générateur infinitésimal (', D(I")) de (S;):>o est alors donné par

{ Lf=gf
D(T') = {f € Hol(D) | gf € Hol(D)} = Hol(D).

Preuve. La premiere partie du théoréeme se montre de la méme fagon que le théoreme 4.4.1.
Par définition, on a

D(T') = {f € Hol(D) | lim =/ existe dans Hol(D)}.

t—0t

Soit f € D(T"). Soit z € D. On a

tli%iw — gtstf( ) . gtmt( )f(2) ) = g9(2)f(2).

Or la convergence dans Hol(ID) entraine la convergence ponctuelle. D’ot, I'f = gf. Le fait
que Hol(D) = D(I') est immédiat. O
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Une question, qui reste ouverte, est de se demander qu’elle serait le spectre ponctuel du
générateur dans le cas précédent.

Dans le cadre des espaces de Banach, on a montré que sous certaines conditions, on avait
que le générateur I" est continu si et seulement si G = 0. Dans le cas ot I'on considere les
semi-groupes équicontinus sur Hol(ID) on a toujours la seconde implication, mais la premiere
est fausse puisque 1’'on a le théoreme de Weierstrass.

Proposition 5.2.5. Soit ® = (¢1)i>0 un semiflot sur D de générateur G. Considérons la famille
d’opérateurs (S;)i>o sur Hol(D) défini par Sy f = my.f o ¢, pour tout f € Hol(D) et t > 0 oi

my(z) = exp ( /0 tg(sos(Z))d8>

avec g : D — C holomorphe. Soit (S;):>0 un semi-groupe fortement continu et équicontinu sur
Hol(ID) de parametre w > 0, si G = 0 alors son générateur I est continu. La réciproque est fausse.

Preuve. Supposons que G = 0. On a alors I'f = gf pour tout f € Hol(D). Soit » € N. On
a alors p,(I'f) = pu(gf) < suplg(2)|.pn(f) < cupn(f) olt ¢, < +00. Ce qui montre que I'
zEK

continu.

Supposons que I' est continu. Considérons la suite exhaustive de compact K,, := D(0,1,)
avec (r,) une suite croissante de [0, 1| qui converge vers 1. Par définition, pour tout n > 1,
il existe ¢, > 0 et un sous ensemble fini /,, de N* tel que pour tout f € Hol(D), on ait
pa(Tf) < Cpllax pi(f). Par croissance de la suite (p,(f)), cela est équivalent a dire que pour

tout n > 1, il existe ¢, > 0 et ¢ > n tel que pour tout f € Hol(D), on ait p,(I'f) < c,pi(f).
Soit n > 1. Prenons f une fonction constante. On a alors p,(g) < ¢,. D’autre part, d’apres
le théoreme de Weierstrass, ’application f — f’ est continue de Hol(DD) dans Hol(DD). Ainsi,
pour tout n > 1, il existe a,, > 0 eti > n tel que pour tout f € Hol(DD), on ait p,, (') < a,pi(f).

Prenons G(z) := —z. On a alors pour tout n > 1 et pour tout f € Hol(D) :
(L) = pa(gf + Gf') < pu(@)pn(f) + Pu(G)pa(f) < cabn(f) + Tnanpi(f) < (o + Tnan)pi(f)-
Ainsi, I" continu et G # 0. O

Nous étudions maintenant 1'implication réciproque, c’est-a-dire si le générateur infini-
tésimal (I, D(I")) de (S;)>0 est de la forme (5.2.3), alors le semi-groupe équicontinu est une
tamille d’opérateurs de composition a poids. On retrouve ainsi le méme résultat qu’en consi-
dérant des espaces de Banach de fonctions holomorphes vérifiant une certaine condition
d’évaluation qui est vérifié dans le cas ol 1’espace est Hol(D). Avant de montrer le résultat
qui nous intéresse, commengons par démontrer quelques lemmes :

Lemme 5.2.6. Soient g,G € Hol(D). On définit l'opérateur I par U'f = gf + G f' sur Hol(D)
qui est alors continu. On note 0, I'évaluation en z et I la transposée de I'. Alors pour tout z € D,
I'6, = g(2)0, + G(2)6, ot < &, f >= f'(2).

Preuve. Soit f € Hol(D). On a alors

EDDY BERNARD 94



5.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEURS DE COMPOSITION A POIDS EQUICONTINU SUR
Hol(D)

Doul’s, = g(z)6, + G(z)d.. O

Lemme 5.2.7. Soient g,G € Hol(D) et (S;)¢>0 un semi-groupe fortement équicontinu sur Hol(ID)
de générateur (I', Hol(D)) avec I'f = gf + G f' pour tout f € Hol(D). Soit f € Hol(D). Notons
u(t,z) = (S:f)(2). Alors Lu(t, z) = g(z)u(t, z) + G(z) L u(t, z) pour tout t > 0 et z € D.

Preuve. D’apres le lemme 5.2.6, on a

Lu(t,z) =4 <6, S f >=<08,, L8 f> =<6, TS8f>
=<T1Y6,,5:f >
=< g(2)d, + G(2)0., St f >
=g(2)Sif(2) + G(z )(Stf>< )
= g(2)u(t, z) + G(2) fult, 2).

z) dt

Nous pouvons maintenant prouver le résultat qui nous intéresse.

Théoréme 5.2.8. Soient g, G € Hol(D) oir G génere le semiflot (¢;)o<i<r(z)- S0it (St)i=0 un semi-
groupe fortement équicontinu sur Hol(D) de générateur (I', Hol(D)) avec I' f = gf + G f' pour tout
f € Hol(D). Soit f € Hol(D). Alors (Sif)(2) = mu(2) f(pi(2)) pour tout z € Det 0 <t < 7(2), ot

t
milz) = exp [ g(eu(2))ds), z€D,
0
De plus, 7(z) = oo pour tout z € D et donc le semiflot ¢ est global sur D.

Preuve. Notons u(t,z) = (S:f)(z) pour z € Det 0 < ¢ < 7(z). Définissons w : [0,¢{] — C qui a
s associe w(s) = my(z)u(t — s, ¢s(2)). On a alors par le lemme 5.2.7,
4

w'(s) = iw(S) = ass(2)ult = s,94(2))
= — 5,05(2)) + ma(2). L [ult = 5, 04(2))]
= 5,05(2)) + m(2). [—*U(t 5,05(2)) + g ps(2)ult — 5,04(2)]

m(2)g(
= ma(2)- [9(0s(2)ult = 5, 0:(2)) + Glips(2)) L ult — 5,04(2))| = ma(2)ult — 5,4(2))
ma(z) ult

)

=Mms\z) gz _3@5(» ():11 <_3@8())_0
Dot w(t) = w(O) avecw(0) = u(t, z) = (5:f)(2) etw(t) = my(2)u(0, :(2)) = me(2) (S0 f)(e(t, 2)) =
my(2) f(pi(2)). Ainsi, (Sif)(2) = mu(2) f(¢(2)) pour tout z € D et 0 < t <7(2).

Supposons que 7(z) < oco. Ainsi, il existe une suite croissante (¢,,), qui converge vers 7(z) et
il existe a € T tel que lim (i, z) = o Soit f € Hol(ID). On a alors par continuité et d’apres
ce que l'on a vu avant que

lim my, (2)f((tn: 2)) = 1 (S, )(2) = (Sro f)(2):

n—oo
D’ou,

lim f(p(ty,2)) = M

n—oo mT(Z) (Z)

existe dans C pour tout f € Hol(ID). Ce qui est absurde. Ainsi 7(z) = oo pour tout z € D et
donc le semiflot ¢ est global sur D. O
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On remarque que 1'on peut retrouver une partie du résultat de Koenigs. En effet, on peut
retrouver le spectre ponctuel de I'opérateur de composition défini sur Hol(ID).

Proposition 5.2.9. Soient ® = (p):> un semiflot sur D de générateur G # 0 et de point de Denjoy-
Wolff 0. Considérons la famille d’opérateurs (S;)i>o sur Hol(D) défini par S, f = f o ¢, pour tout
f € Hol(D) et t > 0. Posons ¢ = ;. Alors 0,(C,,) = 0,(S1) = {(¢'(0))" | n € N}.

Preuve. D’apres le théoreme 5.2.1, on a que (S;);>o est un semi-groupe equicontinu sur
Hol(DD) de parametre 0. Ainsi, d’apres le théoreme 5.2.3, on a que le spectre ponctuel du
générateur I' de (S;);>0 est 0,(I) = {kG’(0) | k € N}. Montrons que ¢'(0) = ¢ ©®. On a
alors h(p(z)) = e Oh(z) pour tout z € D ot h est la fonction univalente associé au semi-
flot. Ainsi, en dérivant, on obtient ¢'(2)h/(p(2)) = e ©OR/(2). Or, ©(0) = 0 car zéro est le
point de Denjoy-Wolff de ® = (¢;);>0. D’ot1, ¢'(0)R'(0) = e ©@n/(0). Or, #'(0) = 1. Ainsi,
¢'(0) = e“©. De plus, d’apres le théoréme de Berkson et Porta, on a G'(0) = —F(0) ot
F : D — C est une fonction holomorphe vérifiant Re[F'(z)] > 0 pour tout z € D. Ainsi,
0 < [¢'(0)] = e FelFOI < 1. D’autre part, par le théoréme spectral, on a 0,(5;) \ {0} =
e = (K¢ O) | | e N} = {(¢/(0))* | k € N}. O

Dans le cas o1 'on considere les semi-groupes équicontinus de composition, on peut
obtenir les sous-espaces propres de son générateur ainsi que les sous-espaces propres de
I'opérateur de composition qui avaient déja été obtenus par Koenigs.

Proposition 5.2.10. Soient ® = (p;);>0 un semiflot sur D de générateur G # 0 et de point de
Denjoy-Wolff 0. Considérons la famille d’opérateurs (S;)¢>o sur Hol(D) défini par S, f = f o . pour
tout f € Hol(D) et t > 0. D’apres le théoreme 5.2.1, on a que (S;)i>o est un semi-groupe équicontinu
sur Hol(D) de parametre 0. Notons I son générateur. Soit k € N. Alors,

Ker(kG'(0) —T) = tQOKeT(ekG/(O)t —S,) = C.h"

ot h : D — C est 'unique fonction univalente avec h(0) = 0 et h'(0) = 1 telle que
h(i(z)) = ¥ Oh(2)

pour toutt > Oet z € D.

Preuve. D’apres le théoréme 5.1.16, on a que Ker(kG'(0) —T) C tQOKer(ekG/(O)t — S,). Mon-

(ekG’(o)t

trons 1’autre inclusion. Soit f € thK er — S;). D’apres le théoreme 5.1.5, on a

d ) )
%Stf =I'Sf= F(ekc (O)tf) = F Oty

pour tout ¢ > 0. D’autre part,
d d

=

On a vu qu'il existe alors une unique fonction univalente 4 : D — C avec h(0) = 0 et
h'(0) = 1 telle que

GkG,(O)tf.

h(pi(2) = e O'h(z)
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pour tout ¢ > 0 et z € D. D’ot1 en dérivant, on obtient

P (pu(2)) = e OH ().
Comme h est univalente, on a que /' ne s’annule pas et donc en zéro, on a

¢1(0) = CTOWO) _ aron

h'(£4(0))
pour tout ¢ > 0 et donc ¢ = ! (0)*. Ainsi,
5 = F 0 = kL0605 = kFgl(0) 15O = kG (0)41(0)" .
dt™! e dt

Finalement, on a
L'f=kG0)f,

ce qui veut dire que f € Ker(kG'(0) —I'). Ainsi on a I'égalité recherchée. Enfin, comme pour
toutt > 0,ona

h(pi(2) = e O'h(z),

en passant a la puissance k-ieme de chaque c6té, on obtient que
Ker(e*¥©t _ 5,) = C.h*,

pour tout ¢ > 0, ce qui termine la preuve. [

Nous allons a présent généraliser le résultat précédent au cas d'une famille de composi-
tion a poids.

Proposition 5.2.11. Soient ® = (y;)i>0 un semiflot sur D de générateur G # 0 et de point de
Denjoy-Wolff 0. Considérons la famille d’opérateurs (S;);>o sur Hol(D) défini par Sif = my.f o ¢4
pour tout f € Hol(D) et t > 0 ont

my(z) = exp (/Otg(gps(z))ds> ,2€D, t>0.

avec g : D — C une fonction holomorphe vérifiant supRe[g(z)] < M € Ry. D’apres le théoréme
zeD

5.2.1, on a que (S;):>o est un semi-groupe équicontinu sur Hol(D). Notons I' son générateur. Soit

k € N tel que h’:a € Hol(D) oit @ = é‘],((oo)), w: D\ {0} — C est une fonction holomorphe telle que

my = et h: D — C est 'unique fonction univalente avec h(0) = 0 et h'(0) = 1 telle que

h(ei(2)) = e OPh(z)
pour tout t > 0 et z € D. Alors,

hk+a

Ker(kG'(0) + ¢g(0) —T) = tQOKeT(e"’G'(O)t+9(O)t - S;) =C.

w
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Preuve. D’apres le théoreme 5.1.16, on a que

Ker(kG'(0) +¢(0) = T') C tQOKer(ek (OO _ gy,

Montrons 1'autre inclusion. Soit f € thK €T<ekGl(0)t+9(0)t _ 5,). D'apres le théoreme 5.1.5, on
a >

d ) )

%Stf =TS, f= F(ekG (0)t+g(0)tf> e (o)t+g(o)trf

pour tout ¢ > 0. D’autre part,

il tf — ( kG’ (0)t+g(0 tf)

On a vu qu'il existe alors une unique fonction univalente 4 : D — C avec h(0) = 0 et
h'(0) = 1 telle que
h(pi(2)) = e O'h(z)

pour tout ¢ > 0 et z € D. D’ot1 en dérivant, on obtient

P (2N (1(2)) = ¥ W (2).
Comme h est univalente, on a que /' ne s’annule pas et donc en zéro, on a

902(0) _ eG/(O)th/(O) _ o

W (04(0))

our tout ¢t > 0 et donc eF¢ (0t = ,/(0)*. Ainsi,
P ©}

@S = o (e (0)er)
= [ (0 [0 + g(0)i(0)*es ]
= (KG'(0) + g(0)) (" +o00) £

Finalement, on a

I'f = (kG'(0) + 9(0)) f,
ce qui veut dire que f € Ker(kG'(0) + ¢g(0) — I'). Ainsi on a I'égalité recherchée. Montrons
que Ker(eb&' OO0t _ gy = C. hk:“ pour tout ¢ > 0. En effet, d’une part on a

k+a k+a (k+a)G"(0)t 1, k+a k+

w w w o py w
D'ott, C.2% ¢ Ker(ek@ 44900 _ g,y Montrons l'autre inclusion. Soit f € Ker (" (090
St). Posons p(z) = w,g )(fz ()Z pour tout z € D\ {0}. Par hypothese, on a

mtf 0y = ekG’(O)t—&-g(O)tf‘

D’ou,
(wf) o py = OOy ),
Ainsi, on a
o (wf) o o _ kG (0)t+g(0 (wf) ehC (O)1+9(0)t (¢ f) _ G0,
! he o o, he o o, e9(0)tpa '

Donc d’apres le théoreme précédent, on a p = \.h" avec A € C. D'ou, f = )\hk%, ce qui
termine la preuve. O
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Enfin, on conjecture le résultat suivant qui donne le spectre du semi-groupe équicontinu
de composition a poids dans tous les cas de figure.

Conjecture 5.2.12. Soient & = (y;)¢>0 un semiflot sur D de générateur G # 0 de point de Denjoy-
WOolff b et h sa fonction univalente associée. Considérons la famille d’opérateurs (S;)i>o sur Hol(ID)
défini par S, f = my. f o ¢, pour tout f € Hol(D) et t > 0 ot

ma(2) = exp (/Otg(nps(z))ds) ED, t>0.

avec g : D — C une fonction holomorphe et lim sup |m¢|,, < +o0. Posons o := Gg,(é’g) et hg=hon,
t—0

et v(z) = (<1Z:5b2). Supposons (S;); forme un semi groupe équicontinu sur Hol(DD). Alors, pour tout

t>0,ona

’ k+a . .
{0} U {e’“G Ot+9O | | e N et % € Hol(D)} si |b| < 1 et ¢ non automorphique ;

o(S) =19 ¢ \ {0} si |b| = 1 et p; automorphisme ;
C SInon.

Dans le cas o1 |b| < 1, d’apres la proposition 3.2.1, comme ¢; n’est pas un automorphisme
on a que S; n’est pas inversible et donc 0 € ¢(S;). D'o1,

k+a

{0} U {ekG’U))Hg(b)t | k € Net hzu € Hol(]D)} C o(Sy).

Il reste a montrer 1’autre inclusion.

Dans le cas ol || = 1, on peut montrer que le poids m; (¢ > 0) est borné inférieurement
et supérieurement. Comme limsup ||n||,, < 400, on a que m, est bornée supérieurement.
t—0t

Montrons que m; est bornée inférieurement. Soit z € D. Il existe alors n € N tel que z € K,
ou (K,,), est une suite exhaustive de compacts de D. Or, Re[g o ¢;] : D — R est continue.
Do, Relg o ps(K,)] est un fermé borné de R. Notons a¢ un minorant de ce fermé borné. On
a alors

|my(2)| = exp (/Ot Relg o gos(z)]ds> > e™ > 0.

Ainsi, d’apres la proposition 3.2.1, si ¢; est un automorphisme alors S; est inversible et donc
0 ¢ 0(S;) et si ¢, n'est pas un automorphisme alors S; n’est pas inversible et donc 0 € o (S;).
I ne reste donc plus qu’a montrer que C \ {0} C o(5;).
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Chapitre

Conclusions et perspectives

Cette these a fait I'objet de trois publications acceptées [4, 3, 11].

Dans cette thése, nous avons étudié les opérateurs de composition a poids sur des es-
paces de fonctions holomorphes, ainsi que des semi-groupes de tels opérateurs. Ces travaux
font suite a I'étude des opérateurs de composition. Soit 2 un ouvert non vide simplement
connexe de C. Soient ¢ : Q@ — Qetm : Q@ — C deux fonctions holomorphes. On définit
I'opérateur de composition a poids 7" sur Hol(2) par

Tf:=m.foep.

Dans le chapitre 2, nous avons regardé les propriétés spectrales de 1’opérateur de compo-
sition a poids sur Hol(ID) lorsque ¢ est un automorphisme elliptique. Grace a une transfor-
mation de similarité, on a pu considérer ici que ¢ est une rotation. Dans le cas des rotations
périodiques, nous avons montré que le spectre ponctuel était non vide si seulement si le
poids a une forme trés particuliere (décrite dans le théoréme ci-dessous). De plus, dans ce
cas la on a obtenu le spectre ponctuel ainsi que le spectre, qui lui est égal ici.

Théoréme 6.0.1. Soient 3 € C, N € N*, N > 2 telsque s~ =1, g¥ # 1pour k =1,--- |N — 1.
Soient m € Hol(D), m # 0 et considérons I’opérateur

T : Hol(D) — Hol(D) défini par (T'f)(z) = m(2)f(Bz) (z € D).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) 0,(T) #0;
b) il existe ag € C, f; € Hol(D), j =1,--- , N — 1 tels que m = exp m; oit

my(2) = ag + 2f1(zN) + 22 fo(ZN) + -+ 2V v 1 (2Y) (2 €D).

Dans ce cas,
™V =eNold, 0,(T) = {e®BF : k=0,--- N —1} = o(T).

Dans le cas des rotations apériodiques (c’est-a-dire quand § € C, || = 1 et 5" # 1 pour
tout n € N*), on a montré dans un premier temps que si le poids s’annulait alors le spectre
ponctuel de I'opérateur de composition a poids était vide. Ensuite, nous avons supposé que
m(z) # 0 pour tout z € D et dans ce cas il existe m; € Hol(DD) tel que

m(z) = exp(my(z)) pour tout z € D.

En posant m,(2) = 3,59 a,2" pour tout z € D. On a démontré le résultat suivant.
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Théoréme 6.0.2. a) Si

_— ( || >l/n<1 6.1)
11m su .
ol \[L—pn[) =
alors 0,(T') = {m(0)p" : n € N} et ker(T' — m(0)5™1d) est de dimension 1, généré par la
fonction
fa(z) = 2"exp (91(2)) ot g1(2) = ao+ » 7 anﬁn 2" pour tout z € D. (6.2)
n=>1 -
b) Si
lim s ( 2] )1/n>1 (6.3)
11m su .
ool \ 1 — 7|

alors o, (T) = 0.

D’autre part, on a montré aussi que le spectre de 'opérateur de composition a poids
n’était pas forcément fermé. On a donc considéré le spectre de Waelbroeck oy (T') et nous
avons obtenu le résultat suivant lorsque le poids ne s’annule pas.

Théoréme 6.0.3. Supposons que m(z) # 0 pour tout z € D. Alors
a) {8"m(0) :n e N} Co(T) C {A € C: [N =|m(0)|}.
b) ow(T) ={X € C: A =|m(0)|}.

De plus, lorsque le poids s’annule, nous avons montré que le spectre de Waelbroeck
n’était pas un cercle mais un disque fermé ou C tout entier. Une question qui reste ouverte
est de savoir si l'on a toujours ow (1) = o (7).

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a tous les autres cas, c’est-a-dire lorsque
¢ n'est pas un automorphisme elliptique. On a commencé par donner une description de
I'ensemble du spectre des opérateurs de composition elliptiques a poids. Si 'on appelle
a € D le point de Denjoy-Wolff de ¢ et si m(«) # 0 et ¢'(a) # 0, alors on a trouvé que

o(T) = ap(T) U{0} = {m(a)¢'(a)" [ n € N} U{0}.

Dans le cas ot ¢ est hyperbolique ou parabolique, nous avons montré que le spectre
ponctuel des opérateurs de composition hyperbolique ou parabolique pondérés était soit
vide ou soit égal a C \ {0}. Nous avons aussi trouvé une condition sur le poids pour que le
spectre ponctuel de ’opérateur de composition hyperbolique soit égal a C \ {0}.

Théoréme 6.0.4. Soit ¢ une fonction holomorphe hyperbolique de D dans D et soit £ son point de
Denjoy-Wolff. Soit m € Hol(D) tel que m a une limite angulaire non nulle en £ € C et m a une
dérivée angulaire en & finie. Alors

0,(T") =C\ {0} et o(T) = 0,(T) si et seulement si T est inversible.
Cependant, nous avons trouvé un exemple explicite tel que le poids ne vérifie pas le cri-
tere du théoreme ci-dessus, mais vérifiant 0,(7") = C \ {0}. Une question qui reste ouverte

est la suivante : Peut-on trouver un meilleur critere sur le poids pour que 0,(7)) = C\ {0}?

Dans le chapitre 4, nous avons considéré des familles d’opérateurs de composition a
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poids sur des espaces de Banach de fonctions holomorphes et plus particulierement de semi-
groupes fortement continus sur ces espaces. Tout d’abord, nous avons montré que le géné-
rateur infinitésimal (I', D(I")) du semi-groupe a la forme suivante :

{Ff:gf+Gf’ (6.4)
D) ={feX|gf+Gf € X} ‘

ou g et G sont des applications holomorphes. Ensuite, nous avons donné des conditions sur
I'espace de Banach et la famille de poids pour que la famille d’opérateurs de composition a
poids soit un semi-groupe fortement continu.

Théoréme 6.0.5. Soit X un Banach de fonctions holomorphes uniformément convexe qui s’injecte
continument dans Hol(2). Soit g : Q@ — C une fonction analytique vérifiant sup Re|g(z)] < oo. Soit
2€Q

une famille d’opérateur (S;)¢>o définie en 4.5 avec my(z) = exp (fg g(<p5(z))ds). Supposons de plus
que
1Pl x < Al 1711

pour tout f € X et h € H™ et que

Ifoellx < Cellfllx

pour tout t > 0 et f € X ot C, est une fonction continue de la variable t, a valeurs réelles positives
et vérifiant lilf(l)q+ Cy = 1. Alors, (S;)i>0 est un semi-groupe fortement continu sur X.
t— =

Une question qui reste ouverte est de savoir si I'on peut trouver des conditions plus
général sur X et g dans le théoreme ci-dessus. Enfin, dans ce chapitre, lorsque 1'espace de
Banach vérifie une condition d’évaluation, nous avons montré que si le générateur infini-
tésimal (I', D(I")) d’un semi-groupe a la forme (6.4), alors le semi-groupe est une famille
d’opérateurs de composition a poids.

Dans le chapitre 5, on a regardé cette fois-ci les semi-groupes de composition a poids,
sur l'espace de Fréchet Hol(ID). Tout d’abord, on a donné des criteres pour que la famille
d’opérateurs de composition a poids forme un semi-groupe équicontinu ou non. Inverse-
ment, on a vu que si la famille d’opérateurs de composition a poids forme un semi-groupe
équicontinu sur Hol(DD) alors son générateur est donné parI'f = gf + Gf avecG,g: Q2 — C
des fonctions holomorphes. Dans certains cas, nous avons pu obtenir le spectre ponctuel du
générateur et ainsi avoir des informations sur le spectre ponctuel du semi-groupe. Ensuite,
nous avons vu que si le générateur d'un semi-groupe équicontinu sur Hol(ID) est de la forme
I'f = gf+ Gf avec G,g : © — C des fonctions holomorphes, alors le semi-groupe est
composé d’opérateurs de composition a poids.

Théoreme 6.0.6. Soient g, G € Hol(D) oit G génere le semiflot (¢1)o<i<r(z). S0it (Si)i>0 un semi-
groupe fortement équicontinu sur Hol(D) de générateur (I', Hol(D)) avec I' f = gf + G f' pour tout
f € Hol(D). Soit f € Hol(D). Alors (S¢f)(2) = mu(2) f(pi(2)) pour tout z € Det 0 <t < 7(2), ot

my(z) = exp </Otg(<ps(z))ds> , z€D.

De plus, 7(z) = oo pour tout z € D et donc le semiflot ¢ est global sur D.

Enfin, on conjecture le résultat suivant, dont on a des éléments de réponse, qui donne le
spectre du semi-groupe équicontinu de composition a poids dans tous les cas de figure.
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CHAPITRE 6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Conjecture 6.0.7. Soient & = (¢;)i>0 un semiflot sur D de générateur G # 0 de point de Denjoy-
WOolff b et h sa fonction univalente associée. Considérons la famille d’opérateurs (S;):>o sur Hol(D)
défini par Sy f = my.f o ¢, pour tout f € Hol(D) et t > 0 oix

my(z) = exp (/Otg(aps(z))ds) ,z€eD, t>0.

avec g : D — C une fonction holomorphe et lim sup |me|,, < +o0. Posons o := 9(8) et hg =hon,
t—0

G/
et v(2) = ((f_’gbz)). Supposons (S;); forme un semi groupe équicontinu sur Hol(D). Alors, pour tout
t>0,0ona

{0} U {e’“G/(b)”g(b)t | k € Net 115% € HOI(D)} si |b| < 1 et @, non automorphique ;
o(S) =1 C \ {0} si |b] = 1 et p; automorphisme ;
C sinom.

EDDY BERNARD 104



Appendices

105






Annexe A

Théoremes de Valiron et Pommerenke

A.1 Généralités

Par la suite, on notera H := {z € C | Re[z] > 0} le demi-plan droit. Commengcons cette
section par des rappels de définitions et de résultats importants.

Définition A.1.1 (Limite angulaire). Soit f € Hol(D, C). On dit que f a une limite non-tangentielle
ou angulaire L au point € € D si f(z) — L quand = — & & travers tout angle de Stolz S au point
& on

S:={zeD||Argl —€2)| < B, |z —€|<r, B E]O,g[, r €]0,2cos ([}

Dans ce cas, on note
Zlimf(z) = L.

z—E

Soit f € Hol(H, C). On dit que f a une limite non-tangentielle ou angulaire L a l'infini si f(z) — L
quand z — oo a travers tout secteur de la forme

Sp:={z € H||Arg(z)| < 5}
avec 0 < 8 < 3. Dans ce cas, on note

Zlim f(z) = L.

Z—00

Définition A.1.2 (Dérivée angulaire). Soit f € Hol(D, C). Soit 7 € dD. On dit que f admet une
dérivée angulaire f'(7) au point 7 si f(1) := Alﬂf(z) existe dans C et si

f/(,,_) — éil_rg_f(zz); : 5(7—)
existe dans C U {+oo}.

Définition A.1.3 (Distance pseudo-hyberbolique). On appelle distance pseudo-hyberbolique sur
le disque I'application d : D x D — R définie par :

b—q
d(p, q) ¢=| — |
( 1 —pq
pour tout p,q € D. Soit p € D et r > 0. Notons

Alp,r):={z€D|d(p,z) <r}.
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ANNEXE A. THEOREMES DE VALIRON ET POMMERENKE

On appelle A(p, r) le disque pseudo-hyperbolique de centre p et de rayon r.
Remarque : L'application d est continue.

Lemme A.1.4 (Lemme de Schwarz-Pick). Soit f : D — D analytique. Alors, pour tout p,q € D,
ona

d(f(p), f(q)) < d(p,q)

ou de maniére équivalente pour tout p € Detr > 0,0na

f(A(p, 7)) C A(f(p), 7).

11 y a éqalité si et seulement si f est un automorphisme.

Preuve. Cela découle du lemme de Schwarz. Voir [76]. ]

Théoreme A.1.5 (Théoreme de Julia). Soient f : D — D analytique non constante et n,w € OD.
S'il existe une suite (p,)nen d élément de D qui converge vers w telle que f(p,) — n et

1— |f(pn)‘

S VS L7 BN S
1_|pn’

alors
a)d>0;
b) f(H(w,\)) C H(n, A6) pour tout X\ > 0 oir I'horodisque

H(w,\):={ze€D| |1 —2w]* < X1—|z]")};
c) Zlim f(z) = .

z—w

Preuve. Voir [76]. O

Théoréme A.1.6 (Théoréme de Julia-Carathéodory - Coefficient de dilatation). Soit f : D —
D analytique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f n’a pas de point fixe dans D;

ii) il existe un unique § € 0D tel que

A R

o=
z—E Z—f

existeavec 0 < a < 1;
ii1) il existe un unique { € 0D tel que
Aimf(z) =¢ et Zlimf'(z) =a < 1;
z—E z—¢

iv) il existe un unique § € 0D tel que

1—
d(§) := liminfM =a<l
z—E€,z€D 1 - |Z|
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A.1. GENERALITES

Dans ii), iii) et iv) € est le méme. On appelle o le coeficient de dilatation de f au point de Denjoy-Wolff
Ede f. Sia < 1, ondit que f est de type hyperbolique. Si o = 1, on dit que f est de type parabolique.

Preuve. Voir [77] et [76]. ]

Pour effectuer les preuves des théorémes de Valiron et Pommerenke, on va se placer dans
le demi-plan droit. Commencons par montrer 1'inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan.

Théoréme A.1.7 (Inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan). Soit f : H — H une applica-
tion analytique. Alors

‘f(p)—f(cﬂ‘ S’

p—q‘
f(p) + f(q)

pP+q
pour tout p,q € HL.

Preuve. Cela découle du lemme de Schwarz-Pick qui nous dit que d”(f(p), f(q)) < d"(p, q).
Ainsi par définition de d et de 7 la transformation de Cayley, on obtient

fp)-1  flg)-1 p=1 _ g¢—1

fe)tl T+l Pl g+l
(f(p) — 1). (-1 fla)—1 oy (L a1
1_(f(p)_l)'(f(p)ﬂ)'f(q)—s—l 1‘“"”'(@)‘3?

D’ot1 en réarrangeant des deux cotés, on obtient le résultat voulu. [

Enongons maintenant le théoreme de Julia-Carathéodory dans le demi-plan et la défini-
tion du conjugué de Cayley.

Théoréme A.1.8 (Théoréme de Julia-Carathéodory dans le demi-plan). Soit ¢ : H — H une
application analytique. Alors

Z lim 2(w) =c
w—oo
s e Re[®(w)]
oll ¢ = 110161%I Helu]
Preuve. Voir [76], page 66. O

Théoréeme A.1.9 (Conjugué de Cayley). Soit ¢ : D — D une application analytique qui n’a
pas de point fixe dans D de coefficient de dilatation « et de point de Denjoy-Wolff . Considérons la
transformation de Cayley T : H — DD (qui est une bijection analytique) définie par :

w—1
w+1

T(w) =

pour tout w € H, laissant l'infini jouer le role de £. On appelle conjuguée de Cayley de p, I'applica-
tion analytiqgue ® : H — H définie par ® = 7' o p o 7. Cette derniére application a alors la forme

— — 1 inf Be[@(w)] im Pw)
d(w) = cw+p(w) avec Relp(w)] > 0 pour tout w € H,c = - = 1})161]%I Tetay = Let £ lim 55 =0,
De plus, il existe = € H tel que Re[p(z)] = 0 si et seulement si ®(w) = cw + i Im[P(1)] pour
tout w € H.
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Preuve. D’apres le point iv) du théoréme de Julia-Carathéodory et le théoréme de Julia, on
ap(H(E, A) C H(n, Aa) pour tout A > 0 ol A;g{ldgo(z) = n € JD. Quitte a appliquer des

rotations on peut supposer que £ = 1 = 1. Un calcul direct montre que pour tout w € H, on

a
2 4Re|w]

T w1 Tl tw?

Ainsi, on montre que 7 *(H(1,\)) = II(\) := {z € H| Re[z] > +}. D’oti, ®(II(\)) C (Aa).
Exprimé analytiquement, pour tout w € H, cela nous donne

1 —7(w) et 1—|7(w)?

Re[®(w)]

Re[w] =

1

"

Posons ¢ = inﬂf{%ﬁ’]” et p(z) := ®(z) — cz. On a alors Re[®(w)] > cRe|w] pour tout w € H et
we

c est la valeur le plus grande vérifiant cette propriété. D’ot1, Re[p(w)] > 0. De plus, on a

1 — o(r(w)) _wHtl
1 —7(w) P(w) +1

et
o= Zim P =1
z—=1 z—1
D’ou,
Z lim M = l
w—r00 w o

Or, d’apres le théoreme de Julia-Carathéodory pour le demi-plan, on a

AlimM:c.

w—oo

D'ow, ¢ = . La propriété Z lim @ = 0 est immédiate.
wW—00

La derniere équivalence a été démontré dans [58]. Supposons que ®(w) = cw + i Im[®(1)]
pour tout w € H. Alors pour tout w € H, on a p(w) = iIm[®(1)], donc Re[p(w)] = 0. Réci-
proquement, comme H est un ouvert connexe de C et que p € Hol(H) par somme, on a que
Re[p] est harmonique sur H. De plus, Re[p] > 0. Ainsi, si il existe z € H tel que Re[p(z)] =0,
alors Re[p] admet un minimum global sur H. Par le principe du maximum harmonique, on
en déduit que Relp] = 0, ce qui implique que p est constante sur H par les équations de
Cauchy-Riemann. Finalement, pour tout w € H, comme c € R, on a

p(w) = p(1) = i Tm[p(1)] = i Im[(1) — ¢] = i Tm[ (1)),

O

Dans les preuves des théoréemes de Valiron, de Pommerenke et de Baker-Pommerenke,
on va avoir souvent recourt a la notion de famille normale. On rappelle donc sa définition
et les résultats liés que nous allons utiliser qui sont issus de 'ouvrage [75].

Définition A.1.10 (Famille normale). Une suite ( f,)n>o de fonctions holomorphes sur un ouvert
Q) est normale s’il existe une sous-suite de (f,,)n>0 qui converge uniformément sur tout compact de
Q.
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Théoreme A.1.11 (Théoreme de Montel). Soient Q2 un ouvert de C, et (f,,)n>0 une suite bornée
(pour la norme ||.||«) de fonctions holomorphes sur ). Alors la suite ( f,,)n>0 est normale.

Corollaire A.1.12. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions holomorphes de H dans H. Alors la suite
(fn)nzo est normale.

Théoreme A.1.13 (Test fondamental de normalité). Soit ( f,),>0 une suite de fonctions de Hol(£2),
ot 2 est un ouvert connexe de C. Si il existe a,b € C tels que pour tout n > 0, f,, évite les valeurs a
et b, alors la suite ( f,,)n>0 est normale.

Enfin, redonnons la définition d’orbite qui nous sera tres utile par la suite.

Définition A.1.14 (Orbite). Soit D un sous ensemble de C. Soit v : D — D analytique et 2y, € D.
On dit que la suite z, := ¢"(29) = @(z,—1) est une orbite de y associée a z.

A.2 Théoréme de Valiron

Dans cette section on va démontrer le théoréme de Valiron qui concerne la composition
par une application de type hyperbolique. Pour cela nous nous sommes basés sur l’article
[20]. Tout d’abord, montrons le résultat suivant :

Théoreme A.2.1. Soit ® la conjugué de Cayley d'une application ¢ : D — D de type hyperbolique.
Soit w € H. Alors I'orbite {w,} := {®"(w)} appartient a un secteur de la forme

Sp = {w e H[[Arg(w)| < 5}

e[P

avec 0 < 8 < 7. Posons ¢ = inf Ri(“]’)}. Alors le ratio “** converge vers c.
we n

m Relw

Preuve. Définissons l'application d” : H x H — R, par d(z,w) = d(7(z),7(w)). Soit b € H
et s son image par 7 et r > 0. On définit le disque pseudo-hyperbolique dans le demi-plan
par AH(b,r) := 771 (A(s,r)) = {z € H| d"(z,b) < r}. De plus, on notera A#(b,r) := {z €
H | d(z,b) < r}. Notons w,, = ®"(w) et p = d* (w,w;). D’une part, comme le coeficient de
dilatation « de ¢ est strictement inférieur a 1, on a Re[w,11] > Re[w,]. D’autre part, par le
lemme de Schwarz-Pick, on a que pour tout n > 0, d? (w,, w, 1) < p. D’'ou

Wn+1 € AH(wnap)

Soit p € H. Posons A,(w) = Re[plw + iIm[p|. On a alors que A, est un automorphisme de
H. Le lemme de Schwarz-Pick écrit pour le demi-plan nous dit que A,(A% (1, p)) = A#(p, p).
D’ot,
AH(w,, p) = Re|w,|A"(1, p) + iImw,).

Ainsi, il existe 0 < 3 < 7 tel que w,41 € w, + Sg pour tout n > 0 (voir Figure 5.1 page 81
du livre [76]). Ainsi, par récurrence, on a que 1’orbite {w,, } appartient a w + S et donc dans
un secteur ayant 0 pour origine et un angle d’ouverture assez large. Ainsi, l'orbite (w,),,
reste dans un secteur et w, — co. Ainsi, d’apres le théoréme de Julia-Carathéodory pour le
demi-plan, on a que le ratio “*! converge vers c. O

Wn
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A partir de ce résultat, on est capable de démontrer le théoreme de Valiron :

Théoréeme A.2.2 (Théoréme de Valiron). Soit ® la conjugué de Cayley d"une application ¢ : D —
D de type hyperbolique. Soit w € H. Considérons I'orbite {w,,} := {®"(w)}. Alors la limite Arg(w,)

Re[®(w)]
existe. De plus, Il existe une application holomorphe o : H — H tel que co® = cooii c = lnﬂfﬂ Hefal -

En particulier, il existe une application holomorphe o1 : D — H tel que o, o ¢ = coy.

Preuve. Notons w,, = x,, + iy, = |w,|e?" 'orbite de w. D’apres la proposition A.2.1, le ratio
“ntl converge vers c. D'ot,

De plus, d’apres la proposition A.2.1, comme l’orbite reste dans un secteur, on a que la suite
2n =1+ 42 est bornée. D'ou,

Tn

Wp+1 o Cwn Wp,

Ty Tn Tn
En prenant la partie réelle des deux cotés, on obtient
X
2t e =o(1).
$n

D'oty, la suite *2** converge vers c. D’autre part, par I'inégalité de Schwarz-Pick pour le
demi-plan, on a

PD(wny1) — P(wy)
(I)(wn-H) + (D(wn)

pour tout n > 0. Par passage au carré, on en déduit que la suite définie par

Wn41 — Wn

<

o Wp+42 — Wp+1
Wp42 + Wrt1

Wn41 + wy,

('TnJrl - xn)Q + (ynJrl - yn>2

VneN, p,=
P (anrl + xn)2 + (yn+1 - yn)2

est décroissante. Comme elle est aussi positive, on a alors que la suite p,, converge vers un
n > 0. Comme 2* = tan(f,) pour tout n > 0, on en déduit que n > 0 et que la suite 0,
posséde au maximum deux valeurs d’adhérence opposées 1'une de I'autre, que 1'on note £6.
Si 0 = 0 alors la suite 6,, possede une seule valeur d’adhérence et donc converge vers 0. Si
8 # 0. Supposons que la suite posséde deux valeurs d’adhérence. Par le théoréme A.2.1, on
a

Arg (wnH) =0py1 — 0, — Arg(c) =0

n

lorsque n — +o0. Ainsi, il existe n > 0 tel que

0 6 6
16, — 0] < l | , b1 + 0] < |3|, et |01 — 0] < |3|
On en déduit que
410 2|0 6
‘3|—2\6| | |<\9n+1 9|<|3|.

Ce qui est absurde. Ainsi, la suite 0, possede une seule valeur d’adhérence et donc converge.
Dans tous les cas, la suite ¢,, converge vers une valeur que 'on note 6.
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Montrons maintenant la seconde partie du théoreme. Considérons 1'automorphisme 7,, de
H qui envoie w,, vers 1 :

To(2) = Fa—

Posons

Tn41 Yn+1 — YUn
dn = Tn(wn—i-l) = +1 .
n Tn

Posons 0, = 7,,09". On a alors 0,,(w) = 7,(w,) = 1 pour toutn > 0 et o,,(wy) = T (Wpt1) = Gn
pour tout n > 0. Ainsi, d’apres la premiere partie de la preuve, on a

nli_g)loon(wl) =c+i(c—1)tan(fy).
Dans la suite nous noterons b, := (¢ — 1) tan(f). De plus, soit z € H, par le lemme de
Schwarz-Pick, on a
d?(0,(2),1) = d¥ (0, (2), 0n(w)) = d (®"(2), D" (w)) < d¥ (2, w).
Ainsi, (0,(2)),, reste dans un compact de H. De plus,
Tnt1(2) = (Tay1 0 @ 07,71 )(04(2)).

Montrons que la suite ¢, = 7,,.1 0 ® o 7,,;* converge uniformément sur les compacts de H
vers I'identité. Comme 7, '(z) = 2z, + iy,, un calcul simple nous permet d’écrire :

¢n(2) =

Rappelons que #* = tan Arg(w,) a une limite. De plus, comme w,, tend vers l'infini non tan-
gentiellement, on a que z,,z + iy, tend vers l'infini non tangentiellement. Ainsi, par passage
a la limite quand n tend vers oo, on peut appliquer le théoreme de Julia-Carathéodory pour
le demi-plan, ce qui nous donne

2T+ Wn  Tps1l  Tn Tpy1 2T, + 1Y Tpi1

A3 ¥ (2) = =
Ainsi, 1, converge simplement vers 1'identité. Or, puisque pour tout n > 0, v, est une

fonction holomorphe de H dans H, la suite (¢,,),,>0 est normale. Ainsi, v,, converge unifor-
mément vers 1'identité sur tout compact de H.

Soit oy une sous suite de o, comme la famille est normale (Re[o,(z)] > 0 et 0, (w) = 1),
il existe une sous-limite 0. Or, d’apres ce que I'on vient de voir on a aussi que oy tend vers
o. D’autre part, on a

0, 0® = (1,07,}) 001

et

_ Tn41 . 1=
7_07_1(2):2 n+ _|_Zyn+ Yn
n n+1

Tp Ty,

— 2 + by

Donc on doit avoir ¢ o ® = co + b,,. Finalement, comme d”(1,0,(z)) = d7(®"(z), ®"(w))
est une suite décroissante, elle doit donc converger vers d(1,0(z)). Ainsi, une autre sous-
limite normale & doit vérifier d(1,5(z)) = d(1,0(2)) pour tout z € H, c’est-a-dire que 7 et
o different seulement par un automorphisme de H qui fixe 1. Posons T'(z) = ¢z + bo. On a
alors 0 0 " =T, o 0. D’ol1, comme o(w) = 1, on a

o(wy,) =T,(o(w)) =T,(1) = +oo.

Ainsi, ¢ et o different seulement par un automorphisme de H qui fixe 1 et 0o, qui ne peut étre

que l'identité. En conclusion, o,, converge vers o sur les compacts de Het 0 0 ® = co +b... En
posant 6 := o + b on obtient le résultat souhaité & o ® = ¢4. Puis, en posant oy := o7},

c—17
on obtient oy 0 p = coy. ]
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A.3 Théoréeme de Pommerenke

Dans cette section on va démontrer le théoreme de Pommerenke et le théoreme de Baker-
Pommerenke qui concernent la composition par une application de type parabolique. Pour
cela nous nous sommes basés sur les articles [72, 9]. Nous montrons tout d’abord le théoreme
de Pommerenke pour une fonction de type parabolique qui a certaine forme.

Théoréme A.3.1 (Théoréeme de Pommerenke - Premier cas). Soit f la conjugué de Cayley d’une
application ¢ : D — D de type parabolique de la forme f(w) = w + p(w) avec Re[p(w)] > 0 pour
tout w € H et éqgi_{glo]% = 0. Pour tout n > 0, notons f"(1) := z, = x,, + iy, et posons

L Zn+1 — Zn
I Zn—‘rl + Z
On remarque que
) = )
Qn—l—l — .

f(zn41) + f(20)
D’oi, par l'inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan, on a |g,+1| < |¢n| pour tout n > 0. Ainsi
Lim |qn| existe. Enfin, pour tout n > 0, posons

fn<z> — 1Yn

gn(z) = T,

qui vérifie g, (1) = 1 et Relg,(z)] > 0 pour z € H (car Re[f(z)] > Re[z] > 0). Alors la limite
9(z) == lim g,(z) (z € H)
existe localement uniformément et vérifie Re[g(z)] > 0, g(1) = Ll et

9(f(2)) = @(g(2)) (= € H)
ot © est un automorphisme de H qui fixe l'infini.

a) Si lim [q,| > 0, alors ® est parabolique.
b) Si nh_)n010|qn| =0,alors ®(z) = let g(z) = 1.

Preuve. Considérons la suite de fonctions analytiques suivante
) 2 P T gan(2) =1 ga(e) 41
@) + 2 [M2) =z gana(2) +1gn(2) =1

Comme f"(z2) = f(f™(2)) et 2,41 = f(2,). D’apres l'inégalité de Schwarz-Pick pour le
demi-plan, on obtient que |¢,(z)| < 1. D’autre part, on remarque que

Pn(2) (A.1)

@u(1) = o) et (f(1) = T

Montrons que ¢,(z) — 1 quand n tend vers l'infini localement uniformément dans H. Par

définition de p, ¢, et comme |¢,| < |q| = IZ;H ,ona
|p(zn)| _ |Zn+1 - Zn| _ ’ 2qn 2|qO| (A.2)
Tp Tn 1— dn 1 |QO|
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Comme T}grgo|qn| > 0,ona |®?,(f(1))] — 1. De plus, comme |¢,(z)| < 1, par le théoreme de
Montel, on a |¢,,(2)| — 1 quand n — +o0. En particulier,

xXr
LI

[P (1)] = [f(2n)]

$n+1

Posons
_ Re[p(zn)] _ Tn4+1 — Tp
'I.TL xn

A

et p'(z,) = a, +ib,.

Ainsi, comme f’(z) = 1+ p/(z), on obtient que |1 + p/(z,)| ~ 1+ A, quand n tend vers oco.
Donc (1 + ay,)? + b ~ (1 + \,)% Soit e > 0, il existe alors N € N tel que pour toutn > N, on
ait
(1+A)? = e(1+A)* < (14 an)® + 0.
L'inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan, permet de montrer que [p'(z,)| < %ﬁf")].
D’ot,
a? + b2 < N2

Or comme a,, > 0et A\, > 0,o0n a alors a,, < )\, et donc
Ainsi,
€
—5 L+ M) < an =X 0. (A4)

Or, on a vu que ‘pgj—")' bornée d’ou, \,, bornée et donc a,, — \,, — 0. Finalement, ona b,, — 0
et donc '

F(zn) — 2L = (= An) + by — 0.
Ce qui montre que ®,(1) — 1. Or, |¢,(z)| < 1, donc par le théoreme de Montel, on a que
¢n(z) = 1 quand n tend vers l'infini localement uniformément dans H.

Montrons maintenant le théoreme. Comme Re[g,] > 0 et g, (1) = 1, la suite (g,,) est normale.
Soit (gn, ) une sous suite de (g,,) qui converge localement uniformément vers une fonction g.
Par définition, on a

gn(f(2)) = fn+1(;) — 1Yn _ x;HgnH(z) I Z.yn+;— yn‘ (A5)

Ainsi, par I'inégalité A.2, quitte a remplacer (n,) par une autre sous suite, on peut supposer
que
Ty 41

: Ynu+1 — Yn, NN (A.6)

Ln

—a et

v v

Comme ¢, (z) — 1 quand n tend vers l'infini localement uniformément dans H et comme on
a l’égalité A.1, cela montre que g,,+1 — ¢. Ainsi, par passage a la limite dans A.5 on obtient

9(f(2)) = ag(z) + b =: ®(g(2)) (A7)

avec ®(w) = aw + ib. Nous allons montrer que ¢ = 1. Montrons tout d’abord que Z’;—Zl ——1
quand k — oo. Soit (2, ) une sous suite qui appartient a un certain angle de Stolz. On a alors

p(2,)
2k

Zky+1
2k

=1+ — 1

v v
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quand k£ — oco. Comme z;,, — oo (Re[f(z)] > Re[z]) et que 2y, reste dans un angle de Stolz,
onaque0 < 7% < = — 0. Ainsi, par I'inégalité A.2, on obtient

|2k, |

Zhytl ‘< AL

2k |z, | 1= qol

v

quand v — oo. Supposons que “** ne converge pas vers 1. Ainsi, comme 2,,; > ,, on a
nécessairement a > 1. Par application successive de A.7, on obtient Re[g(z1.)] = a*Re[g(1)] =
a”. Par I'inégalité de Schwarz-Pick, on peut montrer que

|z + 1)
x

Re[g(z)] < Re[g(1)]

pour tout z € H. D’ot1, 'on en déduit que

1 < v/a < limsup|z,|"/*.

k—o0

Ce qui contredit ce que I’on vient de voir. D’ot1, ***+ — 1 et donc a = 1.
a) Cas 7}1_>r£10|qn| >0:

Par inégalité triangulaire et A.2, on a

’yn-&-l - yn| > |Zn+1 - Zn| . (xn-&-l . 1) . 2|Qn| . <xn+1 N 1> .

Ainsi, comme “2£* — 1 et lim |g,| > 0, on a par passage a la limite que b # 0 et donc que ®
est parabolique.

Supposons que (g,) ne converge pas quand n — +oo. C'est-a-dire qu’il existe une autre
%’ décroit et donc tend vers une

fonction limite g*. Comme |®,(2)| < 1, on a que la suite |2+

limite quand n — +o00. D’oty, il existe o € R tel que

g (z) — 1 _ emg(z) —1
g (z)+1 g(z)+1

pour z € H. Comme ¢(f(z)) = g(z) +ibet g(z0) = g(1) = 1,ona g(z;) = 1 + ikb. De la méme
facon que pour g, on peut montrer que ¢*(f(z)) = ¢g*(z) + ib* avec b* # 0. Ainsi, on a

g(zx) — 1 ikb *(z) — 1 ikb*
— 1 et - 1
g+l 24k gyl 2vakr

Q

quand k£ — oo. D’ot;, @ = 0 et donc g = ¢*.
b) Cas lim [¢,| =0

Posons V,,(s) = g(z,s + iy,) pour tout s € H. Comme ¢, — 0, d’apres A2 et A6, on a
que b = 0. D’ot1, d’apres A.7, pour tout z € H, on a

9(2) = g(fu(2)) = Vu(gn(2)). (A.8)
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Soient n, k € N*. Posons

Sk = ntk = Wn gn(zk) =1 (n — o0).
L
On a alors

\Ijn(snk> - g(xnsnk + Zyn) - g<Zn+k) - TrlLi—I>noogm<Zn+k> =L (A9)

Pour n fixé, les points s,,; sont tous distincts. Comme Re[¥,,(s)] > 0, on a que la famille ¥,
est normale. Si ¥ € Hol(H) est une valeur d’adhérence de (¥,,),,>o, pour tous n,k € N, on a
U(snk) = 1. Or, la famille ($,x)n reny admet un point d’accumulation, donc par le principe des
zéros isolés, ¥ = 1 sur H. Ainsi, ¥,,(s) — 1 localement uniformément dans H quand n — oo.
Enfin, comme g¢,, — g quand v — oo, on conclut que g(z) = 1. [

Montrons le lemme suivant qui nous permettra d’obtenir le résultat que I'on souhaite
dans un autre cas de figure que le précédent.

Lemme A.3.2. Soit f la conjugué de Cayley d'une application ¢ : D — D de type parabolique de la
forme f(w) = w + p(w) avec Re[p(w)] > 0 pour tout w € H et 41}1_1)%01% = 0. Pour tout n > 0,

notons f"(1) := z, = x, + iy,. Soient S un angle de Stolz a 'infini, 0 < 6 < let 0 < A\ < +o0.
Posons
G=5SU|J{z+iy|dz, <z <400,y — ya| < Az, }.

n>1

Alors quand z — oo avec z € G, on a

Re[f(2) ‘. /()
Re[ =1, fi(z)—1, . — 1.

De plus, f est univalente sur G N {z € H | |z| > p} si p est suffisamment grand.

Preuve. Posons u(z) = Re[p(z)]. Par inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan, on a:

(=) = 2u(e)uCan) < fu(e) — u(an)l? < |2 — 2 M)
Sily —ynl < Azyetdw, <z <y, alors |z — z,| < (1+ A)z, etdonc

u(z) _ ((1 FAP 2%) ulzn) <<1 A 2) (B 1),

2 x 02 ) T,

X

Tn

@ décroit suivant z (car |u/(z)| < “2), I'inégalité reste valable pour z > .

Comme .
Or, x;—:l — 1. Ainsi, @ — 0 quand z — oo dans G \ S. Or, éu}i_r)rgop(w) = 0, donc @ -0

w
quand z — oo avec z € G. Finalement, on a alors %{5” — 1 quand z — oo avec z € G.

Les deux autres limites s’obtiennent alors en utilisant I'inégalité de Schwarz-Pick pour le
demi-plan. Soient z, 2’ € G. Par définition de f, I'inégalité triangulaire inverse et 1'inégalité
de Schwarz-Pick pour le demi-plan, on a

() s

Re[z|Re|Z'] z—2

z— 2

< [f=se)

Ainsi, d’apres ce que l'on vient de voir, si on prend un p suffisamment grand, alors f est
injectivesur GN {z € H| |z| > p}. O
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme de Baker-Pommerenke.

Théoréme A.3.3 (Théoreme de Baker-Pommerenke). Soit f la conjuguée de Cayley d’une appli-
cation ¢ : D — D de type parabolique de la forme f(w) = w + p(w) avec Re[p(w)] > 0 pour tout
w € Het 4&%% = 0. Pour tout n > 0, notons f"*(1) := z, = x,, + iy, et posons

L Zn+1 — Zn
I it
On remarque que
_ f(ani1) — f(20)
Int1 = =

f(zns1) + f(zn)
D’oi, par l'inégalité de Schwarz-Pick pour le demi-plan, on a |g,+1| < |¢n| pour tout n > 0. Ainsi
Jim |q,| existe. Supposons que lim |¢n| = 0. Pour tout n > 1, posons pour tout z € H,

L Jm(z) — Zn
hn(2) == 7%“ —
Alors
h(z) := lim h,(z) (z € H)

existe localement uniformément et vérifie

h(f(2)):=h(z)+1 (2 €H).

Preuve. D’apres le théoreme A.3.2, on a que f est univalent sur

. X
Gm:: U{Q]+2y|?k<l‘7|y—yk‘<l’k}

k>m

si m est suffisamment grand. Soit D un disque tel que 1 € D, f(1) € D et D C H. D’apres le
théoréme A.3.1, on a vu que

9(z) = Jim gu(2) (= € H)

existe localement uniformément ot

fn<z) — 1Yn

Tn

gn(z) =

et que g(z) = 1. Ainsi, on peut choisir N assez grand tel que B := U f,(D) C G,, etque B

n>N
soit connexe. Comme f,(B) C B C G, pour tout v > 0, la fonction

() = o
Zn4+1 — Zn
est univalente sur B et par définition on a h,(2) = h!(fn(z)) pour z € Hetn > N. On
en déduit que R} (2n) = h,(1) = 0 et A} (2n41) = hy(z1) = 1. On peut en déduire, par le
test fondamental de normalité, que la famille %}, est normale dans B. Enfin, remarquons que
fn(D) C B. Ainsi, la suite (h,,),>n est normale dans D, donc la suite (h,,),> aussi (puisque
I'on ajoute un nombre fini de termes). Enfin, on considérant la suite croissante de disques
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Dy := D(k, k— %) C H, on peut montrer que (h,,),>o est normale sur Dy, a partir d'un certain

rang. Or, comme H = {J Dy, on peut montrer par récurrence que (h,),>o est une famille
k>0 -

normale dans H.

Dans la démonstration du théoreme A.3.1, on a montré que quand n — oo, on a
") =z M) 7
frz) + Zan f1(2) =

localement uniformément dans H. D’autre part, par définition de ¢,, on a

alf(2)) = LU — o ST Z ey ST A

—1

an(z) =

On(2)hn(2) + 1.

Zntl — Zn Zntl — Zn )+
De plus,
m:gn(2)+1—>2.
Ty

De plus, dans la preuve du théoreme A.3.1, on a montré que “*** — 1. Considérons main-
tenant une sous suite (h,,) et notons & sa fonction limite. Ainsi d’apres ce que l'on vient de
voir en faisant tendre n, vers oo dans 1’égalité A.3, on obtient i(f(z)) = h(z) + 1. En particu-
lier, on a h(z,) = h(f.(1)) = h(1) +n =n.

Enfin montrons que la suite (h,) converge. Soit n, k € N. Posons

fk(zn + l’nS) — Zn+k

Tn+k

D, (s) = , (|s] < 1).

On remarque alors que @,,,(0) = 0 et que Re[®,;(s)] > —1. Ainsi, d’apres ([80], p.175), on a

2]s|
1—|s|

[Pk (s)] < » (sl < 1)

En particulier, on a [, (s)| < 3 si|s| < i. Ainsi, on a fy(z, + 2,8) € Gy, pour [s| < %,

k € Netn > m.Or, f est univalente sur G,,, donc par récurrence on a que fi(2, + z,s) est
univalente sur |s| < % pour k € N et n > m. Prenons k = n, et faisons tendre n, vers 'infini,
par définition de h,,, on a alors h(z, + z,s) est univalente sur |s| < é pour n > m. De plus,
par définition de ¢,, et par hypothese, on a

Zn—‘rl — Zn 2(]71

= = — 0.
1 Tn I_Qn

Ainsi, sin > mla fonction W,,(s) = n,[h(2, + T,s) — n] = Aps + ... est univalente dans |s| < 1
etona

\Ijn(nn) = T]n[h(zn-i-l) - n] =Mn — 0.
D’apres le théoreme de distorsion de Koebe (voir [71]), il existe alors K > 0 tel que
‘ Un(s)

n

1
S| < KlsP, (Is] < .

eN).

Ainsi, on obtient que A\, — 1 quand n — oco. Comme 7,, — 0 pour tout w, il existe un unique
s, vérifiant |s,| < £ tel que U,,(s,) = n,w si n > ng. Ainsi, d’apres l'inégalité précédente, on
as, — 0Oet

\11771 (Unw) Sn

= — 1.
hw U (sn)
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Nous avons donc que

v, (f”‘) = [ (fa(2)) = 7] = mah(2).

T
D’ou,
fn Z) = Zn fn Z) = Zn 1 —
hn(z) = (2) = (2) = —U Y n,h(z)).
Zn+1 — Rn TnTn Tin
Finalement, on a h,(2) — h(z) quand n — oo pour z fixé et donc localement uniformément
par normalité. O

Finalement, on peut réunir le théoréeme de Pommerenke et de Baker-Pommerenke en un
seul de la fagon suivante.

Théoréme A.3.4 (Théoreme de Baker-Pommerenke). Soit f : D — D une application analytique
de type parabolique. Alors il existe une application o : D — Ctel que oo f = o + 1.

Preuve. Notons ¢ la conjugué de Cayley de f. Il y a deux cas de figure suivant a considérer :
- p(w) = w + p(w) avec Re[p(w)] > 0 pour tout w € H et éu}i_rgom = 0.

- ¢(w) = w + p(w) avec Re[p(w)] = 0 pour tout w € H et 4JEI§OM —0.

w

Considérons le premier cas. Soit lim lgn| > 0, et dans ce cas le théoreme A.3.1, nous montre
qu’il existe ¢ : HI — H holomorphe tel que g o ¢ = g + ib avec b # 0. D’ou en posant,
o=%o0 7-!, on obtient 0 o f = ¢ + 1. Dans le cas ol nll_>nololqn] = 0, le théoréme A.3.3 nous
montre qu’il existe une application g : H — H holomorphe tel que h o ¢ = h + 1. D’ot, en
posanto = ho7 !, onobtientoo f =0 + 1.

Considérons maintenant ’autre cas. On a alors ¢(w) = w + iIm[p(1)] (cf A.1.9). D’'ou, la

fonction j := “ml[;l(l)] vérifie jog = j+1.D’ol, en posant ¢ = jor !, on obtient oo f = o+ 1.
[
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Annexe B

Exemples d’espaces de fonctions
holomorphes

B.1 Espaces de Dirichlet

Nous allons nous intéresser ici a un certain type d’espaces de fonctions holomorphes qui
sont les espaces de Dirichlet pondérés qui sont définis de la maniere suivante.

Définition B.1.1 (Espaces de Dirichlet pondérés). Soit w : [0, 1[— R’ une fonction telle que
r— rw(r) € L'([0,1]). L'espace D,, est I'ensemble des fonctions f holomorphes sur D telles que la

quantité
dA(z
[17G)Pu(=) 2

soit finie.

On peut définir un produit scalaire sur ces espaces. Vous pouvez retrouver les preuves
de cette section dans la these de Benjamin Célaries [31].

Théoréme B.1.2. Soit w : [0, 1[— R* une fonction telle que r — rw(r) € L*([0, 1[). L'application
définie par

(f.9) = F(0)9(0) + fy /()9 (2)w(|=]) 2

est un produit scalaire sur 'espace vectoriel D,,.

{Dwwa — C
< >Dy-

Voici une seconde écriture du produit scalaire en fonction des coefficients de Taylor des
deux fonctions.

Théoréme B.1.3. Soit w : [0,1[— R* une fonction telle que r — rw(r) € L'([0,1]). Soient
[ = Z anz" et g = Z bn2" deux fonctzons de D,,. Posons w, = 2n? [y r*"‘w(r)dr pour tout

n > 1etw0—1 Alors
< fag > Dy = anana

n>0

On peut considérer une classe d’espaces de Dirichlet avec un poids particulier de la fagon
suivante.

121



ANNEXE B. EXEMPLES D’ESPACES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Définition B.1.4 (Espaces D,,). Soit o € R. L'espace de Dirichlet pondéré D,, est I’espace vectoriel
formé des fonctions f holomorphes sur D telles que la quantité

[ 1P - ey A

soit finie.
Remarque : D, est I'espace D,, avec la fonction w : r — (1 — r?)*.

On a que ces espaces s’injectent continument dans 'espace de Fréchet Hol(DD).

Théoreme B.1.5. Soit a € R. On a alors w, := 2n? [ 2" w(r)dr = 7' ; pour tout

(a+1)
n > 1. Dot d’apres la proposition B.1.3, si f = > a,2" € D, on a alors
n>0

11D, = >_walan|*.

n>0
De plus, D,, s’injecte continument dans Hol(DD).

On définit I'espace de Dirichlet comme l’espace D.

Définition B.1.6 (Espace de Dirichlet). On dit que I'espace Dy est I'espace de Dirichlet noté D.

On peut alors réécrire le théoréme B.1.5 dans ce cas particulier.

Théoréme B.1.7. Pour 'espace de Dirichlet, on a w,, := 2n? [} 7> w(r)dr = n pour tout n > 1.

D’oui d’apres la proposition B.1.3,si f = > a,2" € D on a alors
n>0

1115 = D _walan|* = laol* + > _nla.|”

n>0 n>1

B.2 Espaces de Bergman

Nous allons nous intéresser ici a un type d’espaces de fonctions holomorphes qui sont
les espaces de Bergman pondérés qui sont définis de la maniere suivante.

Définition B.2.1 (Espaces de Bergman pondérés). Soit € R.. L'espace de Bergman pondéré
B, est l'espace vectoriel formé des fonctions f holomorphes sur D telles que la quantité

dA(z
[1era - 22
™
soit finie.
On dit que l'espace By est I'espace de Bergman noté B

Tout comme les espaces de Dirichlet pondérés, les espaces de Bergman pondérés sont
des espaces de Hilbert.
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Théoreme B.2.2. Soit o € R,. On définit sur B, une application < .,. >p_ par

< fg>n= [ FEGE - ) A

Cette application est un produit scalaire sur B, et muni de ce produit scalaire B,, est un espace de
Hilbert.

En fait, on peut méme identifier les espaces B, avec les espaces D, ».
Théoreme B.2.3. Soit o € R. Alors, D, et B, sont les mémes et leurs normes hilbertiennes sont
équivalentes.

Ainsi on peut montrer que pour tout a € [2,4+00[, le produit d’une fonction de H>*(D)

avec une fonction de D,, reste dans D,.

Proposition B.2.4. Soit o € [2,+o0[. Pour tout h € H*(D) et f € D, il existe C' € R, tel que
171D < CllAlloo- [ f]] Do

Preuve. D’apres la proposition B.2.3, on a que D,, est identique a B, et qu’il existe deux
constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que

1Rf1D, < ClILIIE, , < ClAIGI I, , < cClIRIZIIfID,

- a—2 — a—2 —

Ceci termine la preuve. O

B.3 Espaces de Hardy

Pour cette section, on s’est appuyé sur le livre de Peter Duren [36] et les théses de Benja-
min Célaries [31] et de Corentin Avicou [7].

Définition B.3.1 (Espaces de Hardy). Pour f € Hol(ID), on définit les quantités suivantes :

1

| |f(re”)|”dt>p si 0<p< oo,
mwJ—7

My (1) = (
et

Meo(f,r) = sup |f(re")].

tef0,2n]
L’espace de Hardy H?(D), 0 < p < oo, est défini par
AP (D) = {f € Hol(D) | sup My(f,r) < oo}
Remarque : on a que :
HY(D) = {f € Hol(D) | ||, = lim My(f,7) < oo}.
On rappelle qu’entre espaces de Hardy, on a les inclusions suivantes.

Proposition B.3.2. Ona
H>*(D) c H*(D) c H*(D)

pour 0 < s < p < 0.
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On rappelle aussi que certains espaces de Hardy sont des espaces de Banach et que
d’autres sont seulement des espaces métriques complets.

Théoreme B.3.3. Soit 1 < p < oo. Alors H?(ID) est un espace vectoriel, ||.||, est une norme sur
celui-ci et muni de cette norme HP(ID) est un Banach.

Théoreme B.3.4. Soit 0 < p < 1. Alors (H?(DD),d) est un espace vectoriel métrique complet oit

d(f,g) = Ilf — gl

Théoreme B.3.5. Soit p €]0, 0o]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle. Alors la
limite radiale de f, notée f* est telle que f* € LP(T).

Dans le cas, ou1 p = 2, on a une autre caractérisation de 1'espace 1 (D), ainsi qu’une autre
écriture de la norme.

Théoréme B.3.6. Une fonction f € Hol(D) de la forme f(z) = Y a,z" appartient @ H*(D) si et
n>0

2
seulement si 3 |a,|* < co. Dans ce cas || f|]> = (Z |an|2> .
n>0 n>0

On peut aussi montrer dans ce cas la que H%(D) est un espace Hilbertien.

Théoréme B.3.7. H?*(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

* % 1 2 * (N x/ it)
< f[,9>mwm=< 179" >r2r)= ﬂ/o fr(eM)g*(et)dt.

On va maintenant décrire la généralisation de H*(D) lorsque 1'on considere un poids.

Définition B.3.8 (Espaces de Hardy Hilbertiens pondérés). Soit = (3,), une suite de réels
strictement positif. L'espace de Hardy pondéré par 3 est I'espace vectoriel H?([3) formé des fonctions
f holomorphe sur D telles que si f = 3 a,2", la somme S (3,|a,|* soit finie.

n>0 n>0

De méme ces espaces sont toujours des espaces Hilbertiens.

Théoréme B.3.9. Soit 3 = (3,), une suite de réels strictement positif. On définit sur H*(j3) une
application < .,. >py2(g) par

< fag > Ba— Z@nanaa

n>0

oit f = S apz"et g =Y b,z". Cette application est un produit scalaire sur H*(3) et muni de ce
n>0 n>0
produit scalaire H?(j3) est un espace de Hilbert. De plus, H*(3) s'injecte continument dans Hol(DD).

On peut aussi définir une classe d’espace de Hardy avec des poids particuliers.

Définition B.3.10. Soit o € R,.. On définit I'espace de Hardy pondéré H?(«) comme étant I'espace
H?(3) avec 3, = (n + 1)'= pour tout n > 0.

Remarque : lorsque o = 1 on retrouve 'espace de Hardy usuel H*(D).
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En fait, on peut montrer que les espaces de Dirichlet D, et les espaces H?*(«a) sont les
meémes.

Théoréme B.3.11. Soit o € R,. Alors, D,, et H*(«) sont les mémes et leurs normes hilbertiennes
sont équivalentes.

Sous une certaine condition le produit d’une fonction de H*(D) avec une fonction de
H?(3) reste dans H?(f3).

Théoreéme B.3.12. Soit § une suite décroissante de réels positifs telle que liminf(3,)z > 1. Si
g€ H*(D)et f € H*B)alors fg € H?(B).

Corollaire B.3.13. Soit a € [1,+o0|. Sig € H*(D) et f € H*(«) alors fg € H?*(a).

Preuve. On a que 3, = (n + 1)'7“ est une suite décroissante de réels positifs telle que
lim inf(8,)2« = 1. D’ot1 d’apres la proposition précédente B.3.12, on a le résultat. O
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