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Introduction

L’étude des courbes elliptiques trouve son origine et ses motivations dans
des problémes d’arithmétique trés anciens. Il est bien connu que 1'on peut
munir une courbe elliptique d’une structure naturelle de groupe abélien que
nous rappellerons dans la suite de cette introduction. L’objectif de cette thése
est d’étudier certains aspects explicites des courbes elliptiques. Nous allons
nous intéresser a deux enjeux importants des courbes elliptiques : I’étude des
points rationnels et I’étude de la modularité des courbes elliptiques. Nous
allons étudier les courbes elliptiques dans deux cadres différents, la caracté-
ristique 0 et la caractéristique positive.

Tout d’abord, nous nous intéressons a la non-divisibilité d’un point sur une
famille de courbes elliptiques définies sur Q a deux paramétres. Cette famille
est une généralisation de la famille de Washington et un cas particulier de
la famille étudiée par Bettin, David et Delaunay. Le résultat obtenu généra-
lise un résultat précédent de Duquesne. La démonstration de ce résultat fait
appel a des propriétés arithmétiques de la famille et a des propriétés de la
hauteur canonique.

Puis, dans le monde de la caractéristique positive nous nous intéressons a
la paramétrisation modulaire des courbes elliptiques par les courbes modu-
laires de Drinfeld. Dans le contexte classique, les travaux de Wiles, Taylor,
complétés par Breuil, Conrad, Diamond et Taylor montrent que toute courbe
elliptique définie sur Q est modulaire. Dans le cas des courbes elliptiques défi-
nies sur les corps de fonctions, on sait depuis les travaux de Deligne, Drinfeld
et Zarhin qu’une courbe elliptique est modulaire si elle posséde une mauvaise
réduction multiplicative totalement décomposée en la place oco.

La construction de la paramétrisation modulaire due & Gekeler et Reversat
est plus complexe et fait appel & de nombreux outils théoriques. Notre travail
aboutit sur une formule explicite pour le calcul des images des pointes par
la paramétrisation modulaire, et sur un résultat permettant de donner une
borne sur l'ordre de ces images.

Dans la suite de ce chapitre, nous faisons des rappels sur les courbes
elliptiques définies sur Q, C et sur des corps complets non archimédiens. Nous
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8 INTRODUCTION

ferons également des rappels dans le monde "Drinfeld" sur de ’analyse non
archimédienne, sur les modules de Drinfeld et sur la courbe modulaire de
Drinfeld.

Courbes elliptiques

Définitions générales

Une courbe elliptique définie sur un corps k est une cubique qui peut
se ramener par changement de variables a une cubique de Weierstrass non
singuliére. En d’autres termes, c’est une courbe projective sur P?(k) donnée
par une équation de la forme

E: Y’ Z+aXYZ+a3sYZ? = X3+ axX?Z + ay X 7% + ag 23, a; € k,

ne possédant pas de point singulier. Ici le point O = [0, 1, 0] est le point de
base. Il est invariant par les changements de variables dits admissibles qui
sont de la forme

X =u?X' +r,

Y =Y + s X'+ t,

avec u € k* et r,s,t € k. Les autres points projectifs P = [xg, 4o, 20] de F
vérifient zo # 0 et donc peuvent s’écrire sous la forme P = [z¢/20, Yo/ 20, 1].
De tels points s’identifient naturellement aux points du modéle affine

Y+ a1y 4 asy = 2° + asx® + aux + ag. (1)

Par abus, on donnera toujours une courbe elliptique par une équation de
Weierstrass affine et notera 1’ensemble des points k-rationnels

E(k) = {(z,y) € k*, v’ + a1zy + asy = 2° + aga® + aux + ag} U{O}.

On considére la quantité A appelée le discriminant de E qui est un polynéme
en les coefficients ay, as, as,ay et ag (voir [42, chapitre 3|). La condition de
non-singularité est équivalente & A # 0. On considére la quantité j appe-
lée le j-invariant de E qui est une fraction rationnelle en les coefficients a;,
i€{1,2,3,4,6} (voir |42, chapitre 3]). Cette quantité est invariante par les
changements de variables admissibles.

Une courbe elliptique E définie sur un corps k& peut étre munie d’une loi de
groupe abélien. Considérons P, Q deux points de F(k). La droite £ C P?(k)
reliant P & ) coupe une troisiéme fois la courbe E par le théoréme de Bé-
zout |28, Théoréme A.4.6.1] en un point R. On définit le point P+@Q € E(k)



comme le troisiéme point d’intersection entre la droite £’ C P?(k) reliant R
au point infini O et la courbe E. L’ensemble E(k) muni de la loi + est un
groupe abélien dont 1’élément neutre est le point O.

Soient F/, E' deux courbes elliptiques définies sur un corps k. Une isogénie
est un morphisme de courbes

¢ B — E

satisfaisant ¢(O) = O. Deux courbes elliptiques sont dites isogénes s'il existe
une isogénie ¢ telle que ¢(F) # {O}. Une isogénie ¢: E — E’ donne un
morphisme de groupes F(k) — E’(k). En particulier si k est algébriquement
clos et ¢(E) # {0}, alors ¢(E(k)) = E'(k).

Courbes elliptiques définies sur C

Les courbes elliptiques définies sur C peuvent étre également définies de
maniére analytique. On considére A C C un Z-réseau de rang 2 (c¢’est-a-
dire un Z-module discret de rang 2). Le réseau A peut se ramener par une
homothétie a4 un réseau de la forme Zw; @ Zw, avec wy,ws € C qui vérifient

w2

Im (—) > 0. On définit la fonction de Weierstrass g, associée & A par
%1

weA

La fonction ainsi définie est une fonction elliptique, c’est-a-dire une fonc-
tion méromorphe doublement périodique. Cette fonction satisfait 1’équation
fonctionnelle suivante

1

(ﬁgglj\(z)>2 = o1 (2) — g20a(2) — g3,

"1 "1
ot go = g2(A) = 152 — et gz =g3(A) = 352 —s- On a le morphisme de
w w
wEA weA
groupes analytiques suivant
Q: C/A — E(C)

(pa(2), 304 (2)) si 2 ¢ A,

dA
° e ~ {O si ze A

oll F est la courbe elliptique définie sur C par I’équation y? = 2® — g2z — g3.
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Théoréme 1. (Uniformisation de Tate [{2])
Soient A, B € C tels que A3 — 27B? # 0. Alors il existe un réseau unique
homothétie prés A C C tel que go(A) = A et g3(A) = B.

La conséquence directe du théoréme d’uniformisation de Tate est que si
E est une courbe elliptique définie sur C, alors il existe un unique réseau a
homothétie prés A C C et un isomorphisme analytique p: C/A = E(C).

Si 'on regarde les courbes elliptiques définies sur R, on a la propriété
suivante :

Proposition 2. [/5, Chapitre V, Corollaire 2.3.1] Soit E une courbe ellip-
tique définie sur R de discriminant A. Alors on a

R/7Z si A <0,
E(R)_{R/ZXZ/2Z si A > 0.

En particulier, lorsqu’une courbe elliptique E est définie sur R, il y a deux

possibilités pour E(R) : soit E(R) posséde une unique composante connexe
(lorsque A < 0), soit E(R) posséde deux composantes connexes (lorsque

A > 0).
</
\

yv? =23 +ax +0 v =23 +ax+0
avec A <0 avec A > 0

Courbes elliptiques définies sur Q

L’étude des points rationnels d’une courbe elliptique définie sur QQ trouve
ses premiéres motivations dans la résolution d’équations diophantiennes. Un
résultat bien connu des courbes elliptiques définies sur Q est le théoréme de
Mordell-Weil :
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Théoréme 3. [42, Théoreme 6.7] Soit E une courbe elliptique définie sur Q
alors le groupe abélien (E(Q), +) est de type fini. En d’autres termes il existe
un entier r > 0 tel que

E(Q) ~ 7' S E(@)torsy
0t E(Q)iors = {P € E(Q), 1l existe m € N* mP = O} est fini.

L’entier r du théoréme est appelé le rang de E(Q). Ce théoréme reste
vrai lorsque 'on remplace QQ par un corps de nombres. Le groupe de torsion
de F est facile a calculer et pour une courbe elliptique E définie sur Q il y a

un nombre fini de groupes de torsion possibles. En effet, on a par un résultat
de Mazur ([31]) : #E(Q)tors < 16.

La notion de hauteur désigne la mesure de la complexité algébrique d’une
solution d’une équation diophantienne. La théorie des hauteurs joue un role
important en arithmétique diophantienne dans la démonstration du théoréme
de Mordell-Weil. Il est possible de définir la hauteur sur une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres. On se contentera de la définition de la
hauteur pour des courbes elliptiques définies sur Q. Soit F/Q une courbe
elliptique donnée par un modéle de Weierstrass et P = (z,y) € E(Q) avec
r = ¢ vérifiant pged(r,s) = 1. On définit la hauteur naive de P comme
h(P) = logmax(|r[,|s|), et par convention on pose h(O) = 0. La hauteur

canonique est Papplication h: E(Q) — R, définie par

~ 1. h(2"P)
WP) = 5 lim —oa—

A noter que I'application h— %h est bornée sur E. L’application 1 satisfait
les relations suivantes :

Proposition 4. Soit E une courbe elliptique définie sur Q. On a :
1. Pour tous P,Q € E(Q), h(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q).
2. Pour tout P € FE(Q), ﬁ(P) =0 si et seulement si P € E(Q)ors-
3. Pour tout P € E(Q) et pour tout k € Z, h(kP) = k*h(P).

La hauteur canonique jouera un role clé dans la démonstration du théo-
réeme principal du chapitre 1.
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Courbes elliptiques définies sur Q(7)

Si E est une courbe elliptique définie sur Q(7), alors pour tout t € Q, on
note F(t) la spécialisation de £ en T = t. A noter que E(t) est une courbe
elliptique pour tous sauf un nombre fini de ¢ € Q. On rappelle qu’il existe
des morphismes de spécialisation notés o; :

o E(Q(T)) = E(1)(Q).

Néron a montré dans [33] que les applications (oy)icq sont injectives pour
tous sauf un nombre fini de ¢t € P*(Q). La définition suivante est le cadre du
travail réalisé dans le chapitre 1.

Définition 5. Soit E une courbe elliptique définie sur Q(T), et soit t € Q.
On dit que oy(E(Q(T))) est divisible s’il existe P € E(t)(Q), n > 2 tel que
nP € o (E(Q(T))) et P ¢ o,(E(Q(T))). Dans le cas contraire, on dit que
ol(E(Q(T))) est non divisible.

On rappelle que si A C N est une partie infinie de N, la densité naturelle
de A est définie comme

1
lim —#{n € A, n < N}, si la limite existe.
N—ooo N

On rappelle également qu’une courbe elliptique E définie sur Q(7) est dite
isotriviale si le j-invariant de E est constant. On a le théoréme de spéciali-
sation suivant établi par Silverman dans [41].

Théoréme 6. Soit E une courbe elliptique définie sur Q(T') non isotriviale.
L’ensemble des t € N* tels que o(E(Q(T))) est non divisible est de densité
naturelle 1.

Courbes elliptiques définies sur un corps complet non
archimédien

Lorsque que E est définie sur un corps complet K non-archimédien, 1'uni-
formisation de Tate par un réseau additif n’est pas possible. Néanmoins, Tate
introduit une uniformisation multiplicative dans [46] que nous allons rappeler
briévement. Soit K un corps complet pour une norme |- |,. Soit t € K* tel
que |t|, < 1. On pose les quantités

o0

=, n3tn ™’ +5n3 "
ay(t) :5zm, ag(t) = T (2)
n=1

n=1
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On remarque que 7n° +5n3 = 0[12] et que par conséquent le coefficient ag(t)
a bien un sens méme en caractéristique 2 et 3. On définit la courbe de Tate
E; par I'équation

By y* +ay = 2% + as(t)r + ag(t).

Les séries suivantes :

t"u nt"
X(U,t) - Z (1 _tnu)Q _22 1 — ¢’

nez n>1
(t"u)? nt"
Y t)=> ———
(u’ ) Z(l—t”u):g—{—zl—t"’
nez n>1

convergent pour tout v € K* — t*. Elles définissent un morphisme surjectif

¢: K — E(K)
{ (X (u,t),Y (u,t)) siué¢t?
u

O sinon;

de noyau égal a t%.

Théoréme 7. Soit K un corps complet pour une valuation discréte v.
1. Pour tout t € K* vérifiant |t|, < 1, Uapplication ¢: K /tZ — E,(K) est
un 1somorphisme de groupes.
2. Pour tout jo € K*, il existe t € K* vérifiant |t|, < 1 tel que E;/K est
une courbe elliptique caractérisée par j(E;) = jo et E; est de mauvaise
réduction multiplicative déployée en v.

3. Soit E/K une courbe elliptique de j-invariant j € K vérifiant |j], > 1
et de réduction multiplicalive déployée en v. Alors il eriste t € K* tel
que E est isomorphe a E, sur K.

Cadre général sur les corps de fonctions et mo-
dules de Drinfeld

Notations et préliminaires

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On note K = F (T

et A =TF,[T]. Le corps Koo = Fy((#)) est un complété de K pour la norme

|P| = ¢q%&®) associée a la valuation v (P) = — deg(P). Soit 7 = 1/T qui



14 INTRODUCTION

est une uniformisante de K. On définit Oy = {z € K, |z| < 1} = F,[[7]]
I’anneau des entiers m-adiques. Soit K., une cloture algébrique de K. On
fixe Coo un complété de K.

Un sous-groupe de Gly(A) est dit de congruence (ou sous-groupe arithmé-
tique) s’il contient un sous-groupe de la forme

() = {r= (& 1) € ), 7 = rinl}.

avec n € A unitaire non constant. Le sous-groupe

To(n) = {(‘CZ Z) € Gly(A),c = O[n]}

en est un exemple.

Soit 2 = C,, — K le demi-plan de Drinfeld. Sur C,, la "partie ima-
ginaire" notée |.|; est définie par |z|; = inf{|z — x|, * € K.}. Le groupe
Gly(K ) agit par homographies sur €2, ¢’est-a-dire par

az+b . a b
= ouy—(c d) € Glh(Ky) et z€ Q.

Proposition 8. [26] Soit z € C.. On a les propriétés suivantes :
1. On alz|; =0 si et seulement si z € K.
2. Pour tout v € Ko, |xz|; = |z||2|;-
3. Si|z| & ¢% alors |z|; = |2|.
b _ | det(y)]

4. Soit vy = (CCL d) € Gly(Ky), alors |yz|; = WMZ

Analyse non archimédienne

On rappelle que C,, est un corps complet algébriquement clos pour une
norme ultramétrique. La proposition suivante existe trés certainement dans
la littérature mais comme nous ne ’avons pas trouvée, nous en donnons une
démonstration. Cette proposition sera utile dans le chapitre 2, notamment
pour la définition des fonctions théta.

Proposition 9. Soit K un corps complet pour une norme |- | ultramétrique.
Soit (an)nen C K tel que Y an (respectivement [, .y an) converge. Alors
la série (D, cnan) (respectivement le produit [, .y an) ne dépend pas de
Uordre de sommation (respectivement ’ordre du produit).
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Démonstration. On ne démontre le résultat que dans le cas des sommes. Dans
le cas des produits la preuve utilise des arguments similaires.

Soit (an)neny C K une suite telle que (), -, a,) converge. Il existe donc a € K
tel que -

N

E a, — a.
N—o0

n=0

On considére ¢: N — N une bijection. On va montrer que () o, dpn))
converge également vers a. Fixons € > 0. On sait qu’il existe ng > 0 tel que
pour tout N > ng, |ay| < e. A noter que comme la norme est ultramétrique,
on a pour tout N > ng, | > ~ya, —a|l < e. D’autre part, comme ¢ est
une bijection, il existe n; > 0 tel que pour tout n > ny, @(n) > ng. Soit
N > max(ny,ng). Alors

N N N N
Do —a| <D —al+ |} an =D apm
n=0 n=0 n=0 n=0

N————
<e
On a
D= ant Y an= Y gt ) an
n<N n<ng no<n<N keN no<n<N
p(k)<ng
= D Gt Y,
k<ni nog<n<N
w(k)<no
II vient
N N
DI R D SR s
n=0 n=0 no<n<N n<N
@(n)=no
< max Z an| , Z Qp(n)
no<n<N n<N
p(n)=ng
<e.
D’ou
N
Za@(n) —al < 2e.
n=0
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Pour a € C, et r > 0. Un réel positif, on note D(a,r) le disque
{z€Cux,|z—a| <1}

Définition 10. Soient a € C, et r > 0. Une fonction f: D(a,r) — Cy est
dite holomorphe (ou analytique) s’il existe une série entiére Y - a, X" telle
que f(2) =Y, 50 an(z —a)" pour tout z € D(a,r). -

Soit U C Cy un ouvert, une fonction f: U — Cu est dite holomorphe (ou
analytique) si pour tout a € U et toutr € RY,, f est analytique sur D(a,r)NU.
Une fonction f: U — C est dite méromorphe s’il existe une fonction holo-
morphe non nulle g: U — C,, ne possédant pas de poles telle que fg est une
fonction holomorphe sur U.

A noter que la propriété " f est holomorphe sur U" est équivalente & " f
est limite uniforme de fonction rationnelle sans poles sur U".

Modules de Drinfeld
Les modules de Drinfeld seront définis* sur A = F [T].

Définition 11. Soit L un corps. On dit que L est un A-corps s’il existe un
morphisme de F-algébres 6: A — L. On dit que Ker(0) est la A-caractéristique
de L.

Nous nous restreignons au cas ou la A-caractéristique de L est 0. On
considére 7: x — x? 'endomorphisme de Frobenius. On note L{7} l'algébre
engendrée par 7 sur L. Rappelons que cette algébre est non commutative.
En effet, on a :

0 = (T, (¢ el).

Pour P =" j¢;7" € L{r}, on pose D(P) = c.
Définition 12. Soit L un corps. Un module de Drinfeld est la donnée d’un

morphisme de Fy-algebres 6: A — L et d’un morphisme de F,-algebres p: A —
L{t} satisfaisant :

1. il existea € A, ¢(a) ¢ L;
2. pour tout a € A, D(¢(a)) = d0(a).

L’image de a € A par un module de Drinfeld ¢ est notée ¢,.

1. 11 est possible définir les modules de Drinfeld & partir de n’importe quel anneau des
fonctions réguliéres d’un corps de fonctions d’une courbe définie sur F,.
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Proposition 13. Soit ¢ un A-module de Drinfeld sur L. Il existe un entier
r > 1 tel que pour tout a € A,deg, (¢,) = rdeg(a). Cet entier est appelé le
rang de ¢.

Définition 14. Soient ¢, ¢’ deur A-modules de Drinfeld sur un A-corps L.
Un morphisme de ¢ dans ¢’ est un élément f € L{T} vérifiant fo, = &, f,
pour tout a € A. On note Homy (¢, ¢') l'ensemble des morphismes de ¢ dans
¢'. On dit que ¢ et ¢' sont isogénes si Homy (¢, ¢') # {0}.

A noter que deux modules de Drinfeld isogénes sont toujours de méme
rang.

Définition 15. Soient ¢, ¢’ deuxr A-modules de Drinfeld sur un A-corps L
et f € L{r} un morphisme de ¢ dans ¢'. On dit que f est isomorphisme s’il
existe un morphisme g de ¢ dans ¢ tel que fg = 1° = gf. Deux modules de
Drinfeld sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme entre les deux.

Il existe également une uniformisation pour les modules de Drinfeld définis
sur Co, par les A-réseaux de C,. Un A-réseau de C,, est un A-module discret
de type fini. On appelle rang d'un A-réseau son rang en tant que A-module
libre. En conséquence si A est un A-réseau de C,, de A-base (wy, ...,w,) € C._,
alors wy, ..., w, sont K -linéairement indépendants. Soit A, A’ deux A-réseaux
de C. On note

Hom(A,A") = {c € C,, cA C A'}.

On dit que A et A’ sont homothétiques si Hom(A, A’) # {0} et que A, A’ sont
isomorphes s’il existe ¢ € C tel que cA = A’
Soit A C C,, un A-réseau. On considére la fonction

en: Crp — Co

z
> 1-— —) Cwo.
z Z H ( VA zZ e
AeA—{0}

Cette fonction est appelée 'exponentielle de Carlitz associée a A. Elle est
F,-linéaire, surjective et de noyau égal & A. On pose également :

PMz)=z ][] <1—6A?)\)), acA, zeCey.

A€a—1A/A—{0}

Puisque la fonction e, est A-périodique, le produit définissant P2 est indé-
pendant du systéme de représentants choisi pour a='A/A et donc P* est bien
défini.
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Théoréme 16. Soit A C C., un A-réseau de rang r. Pour tout a € A,
et z € Cu, on définit ®2(2) = aPM2). Alors l’application a € A — ¢ €
Coo{7} est un module de Drinfeld sur C, de rang r.

Soit A C Co un A-résean et ¢* le module de Drinfeld associé. On a
I’équation fonctionnelle suivante :

o (en(2)) = enlaz), ac A z€C..

a

Théoréme 17. [27, Théoréme 4.6.9] Soit ¢ un module de Drinfeld défini
sur Co de rang r > 1, alors il existe un A-réseau de rang r de Co, unique a
isomorphisme pres A tel que ¢* = ¢.

Une des conséquences de ce théoréme est que 'on peut caractériser la
notion d’isogénie entre modules de Drinfeld sur C,, de la maniére suivante :

Proposition 18. [27] Soient ¢, ¢’ deux modules de Drinfeld sur C., de ré-
seauz associés respectifs A, N'. Alors ¢ et ¢ sont isogénes si et seulement si
A et A’ sont homothétiques.

Théoréme 19. Soient A,N' € C,, deux réseaux homothétiques. Soit ¢ €
Hom(A, A") une homothétie non nulle. On définit

fo(2) = cP.i(2), z€Cy.

Alors f. € Homy (o™, o). De plus, Uapplication ¢ — f. définit un isomor-
phisme de Hom(A, ') dans Hom (¢, ™).

Définition 20. Soient ¢, ¢ deux modules de Drinfeld isogénes sur Cy, de
rang r et de réseaux associés N, N'. Soient f € Homa(o, ') une isogénie
et ¢ € C tel que f(z) = cP.-1(2). On appelle degré de f lunique élément
n € A unitaire tel que

NN~ (A/n)".

Les modules de Drinfeld de rang 2 sur C,, présentent certaines analogies
avec les courbes elliptiques définies sur C. Soit ¢ un module de Drinfeld de
rang 2 sur C,,. Alors ¢ est caractérisé par

or =T + gt + AT?,
avec g, A € Cy, A # 0. On pose j(¢) = . Si ¢ et ¢ sont deux modules
de Drinfeld sur C., de rang 2 alors ¢ et ¢’ sont isomorphes sur C,, si et
seulement si j(¢) = j(¢'). Si ¢ est un module de Drinfeld sur C., par le
théoréme d’uniformisation de Tate-Drinfeld il existe un A-réseau de rang 2
de la forme A = Aw; + Aw, C Cy tel que ¢ = ¢, Ici wy,ws € Co sont
K -linéairement indépendants. On peut prendre w; = 1 et wy = 2 € (.
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Courbe modulaire de Drinfeld

Soit n € A un polynome unitaire non constant. D’un point de vue géo-
métrique, la courbe modulaire Xy(n) qui est une courbe projective lisse sur
K est la compactification de la courbe algébrique Yy(n) (voir [15]), cette der-
niére classifie & isomorphisme prés les couples de modules de Drinfeld (11, 12)
définis sur C, de rang 2 munis d’une isogénie p: Yy — 15 de degré n. De ma-
niére analytique, on sait par le théoréme d’uniformisation de Tate-Drinfeld
qu’a tout module de Drinfeld de rang 2 correspond un A-réseau de rang 2
unique & homothétie prés. On peut considérer que le couple (¢, 19) comme
un couple de la forme

((A+ Az),(A+ Anz)),

avec z € €). Deux points z et 2’ représentent le méme point sur la courbe
modulaire si et seulement s’il existe v € Ig(n) telle que vz = 2’. On note
Q = QUPYK). L’action de Gly(A) sur Q se prolonge &  de la maniére
suivante :
az+0b
vz = cz+d
l[au + bv, cu +vd] si z = [u,v] € PL(K).

si z € (),

Le sous-groupe I'g(n) agissant sur €2 avec un nombre fini de stabilisateurs il
vient que Mrp,mm) := Io(n)\Q peut étre muni d'une structure d’espace ana-
Iytique sur K. On a un isomorphisme d’espace analytique Mp,)(Csx) =~
Vo(n)(Cu). L'espace Mr,(m) = [o(n)\$2 est la version analytique de la courbe
modulaire Xy(n) (voir [18, chapitre V]). Les pointes de Mrp,(,) sont les or-
bites de KU{oo} par 'action de I'y(n). Elles sont en bijection avec I’ensemble
[o(n)\P'(K). Par conséquent les pointes de la courbe modulaire M) sont
en nombre fini.

Plan de la thése

Dans cette thése, on étudie & travers deux chapitres indépendants deux
aspects explicite différents des courbes elliptiques dans deux contextes diffé-
rents.

Dans le premier chapitre on étudie la question de la non-divisibilité d’un
point sur une famille de courbes elliptiques a deux parameétres définies sur
Q. La famille qui nous intéresse est donnée par I’équation

En: P =2 +T2® —n*(T + 3n*)z + n®,
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avec n un entier strictement positif. Cette famille est un cas spécial (a = +n?)
de la famille étudiée par Bettin, David, Delaunay dans [3]. Il s’agit des va-
leurs de a € Q* ou la courbe elliptique est de rang 1 sur Q(7"). Cette famille
posséde le point (0, n?) comme point d’ordre infini. Notre attention s’est por-
tée sur les spécialisations de 7' en des entiers non nuls ¢ tels que le point
(0,n?) est non divisible. Pour le cas n = 1, et ¢ > 0, un résultat de Duquesne
dans [16] assure que si ¢* + 3t + 9 est sans facteurs carrés alors le point (0,1)
est non divisible. Le résultat principal qui le généralise assure que le point
(0,n?) est non divisible lorsque ¢ est suffisamment grand comparé a n et que
la quantité t2 + 3n2t + 9n* est sans facteurs carrés. Pour ce faire nous uti-
liserons des propriétés de la hauteur canonique sur les courbes elliptiques,
des méthodes de calcul approché des périodes de ces courbes, ainsi que des
propriétés arithmétiques vérifiées par la famille.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons a la paramétrisation mo-
dulaire sur les corps de fonctions. La situation est la suivante : si E est une
courbe elliptique non-isotriviale définie sur F(7") de mauvaise réduction mul-
tiplicative déployée en la place oo := 1/T', alors il existe un paramétre t € C?_
tel que E(Cy) =~ C*_/tZ, ot Cy est le complété dune cloture algébrique
de F, ((%)) D’aprés les travaux de Grothendieck, Jacquet et Langlands, et
Drinfeld dans les années soixante-dix, il existe une application rationnelle
®: Xy(n) — E, o n est le conducteur de E et Xy(n) est la courbe modu-
laire de Drinfeld. Une description concréte de cette application est possible
et 'image d’un point de la courbe modulaire peut étre calculée explicitement
grace aux travaux de Gekeler et Reversat [26]. Le résultat principal de ce
chapitre est une formule permettant de calculer explicitement I'image d'une
pointe par la paramétrisation modulaire. Un résultat analogue au théoréme
de Manin-Drinfeld, montré par Gekeler, assure que I'image d’une pointe de
Mfo(n) est un point de torsion sans pour autant donner une borne sur ’ordre
de ce point. Ce résultat sera redémontré avec une preuve alternative qui per-
met d’obtenir une borne sur l'ordre de ces points. Pour cette étude, on a
besoin d’introduire des outils théoriques qui jouent un roéle important dans
la construction de la paramétrisation modulaire. Ces résultats sont illustrés
avec des exemples sur [y, et [F5 de courbes elliptiques de conducteurs de petits
degrés.

Finalement, en annexe on présente les programmes PARI/GP utilisés
pour faire les calculs explicites dans les deux chapitres.



Chapitre 1

Non-divisibilité d’un point sur
une famille de courbes elliptiques
a deux parameétres

L’objectif de ce chapitre est de montrer la non-divisibilité d’un point sur
une famille & deux paramétres de courbes elliptiques définies sur Q. Cette
famille est une généralisation de la famille de Washington [50] qui est liée & des
corps cubiques cycliques. Soit n un entier strictement positif. On considére
la courbe elliptique définie sur Q(7") donnée par

En:y® =2° +T2® —n*(T + 3n?)z + nS. (1.1)

Il s’agit d’un cas particulier des surfaces elliptiques étudiées par Bettin, David
et Delaunay [3]. Le cas n = 1 est précisément la famille de Washington étudiée
par Washington [50] et Duquesne [16]. Dans [3] les auteurs ont obtenu une
formule pour la moyenne des root numbers des courbes elliptiques qui sont
les spécialisations de &, en T' =1t € Q. On note &,(t) cette spécialisation.
Une autre courbe elliptique définie sur Q(7") provenant de cette famille est
la suivante :

Foy? =2°+T2* +n*(T — 3n)z — n®. (1.2)

Les deux courbes &, et F,, sont reliées. En effet, pour tout entier strictement
positif n et tout entier ¢, les courbes &, (t — 3n?) et JF,(t) sont isomorphes sur
Q. Nous nous concentrerons donc sur &,

Soit t € Z. Le théoréme 5.7 de Duquesne dans [16] assure que si n = 1,
t est positif et t? + 3t + 9 est sans facteurs carrés, alors le point (0,1) n’est
pas divisible sur & (¢)(Q). On généralise ce théoréme de la maniére suivante
pour le point (0,n3) :

21
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Théoréme 21. Soit n un entier strictement positif et t € Z. On suppose que
t > max(100n?,2n*) ou t < min(—100n2, —2n'), et que t* + 3n*t + 9In? est
sans facteurs carrés. Alors le point (0,n3) n’est pas divisible sur &€,(t)(Q).

Ce résultat a été publié dans le journal Research in Number Theory en
2022 ([36]). A notre connaissance, il n’existe pas de résultats similaires pour
d’autres familles de courbes elliptiques définies sur Q possédant deux para-
metres.

Une des conséquences du théoréme 21 est que le point (0,n3) peut étre
choisi pour faire partie d’un systéme de générateurs de &,(t)(Q) lorsque ¢
est suffisamment grand. D’autre part, lorsque le rang de &, (¢) vaut un, il est
alors possible de calculer 'ordre analytique du groupe de Tate-Shafarevich
en utilisant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer de la méme maniére
que dans [14]. En particulier, on remarque qu’a I’exception du cas n = 1, le
root number n’est ni constant ni équidistribué, ce qui motive I’étude de ce
type de famille ([3]). Par exemple pour n = 2, la moyenne du root number
est —%, ce qui signifie que 75 % des spécialisations possédent un rang impair
sous la conjecture de parité.

Pour tout entier strictement positif n, la courbe elliptique &, est de rang 1
sur Q(T) et le point (0,n%) est d’ordre infini sur &,(Q(T)) ([3], théoréme
1). Le théoréme de spécialisation de Silverman pour les surfaces elliptiques
dans [41] a la conséquence suivante. Puisque 1'application de spécialisation
o €, — &Eu(t) nest pas injective pour seulement un nombre fini de ¢ €
PY(Q), le théoréme 21 implique que le point (0,n3) est un générateur de
E(Q(T)). Cette propriété peut étre démontrée de maniére géométrique. En
ce qui concerne la non-divisibilité (voir [41]) de I'image de &, par 'application
de spécialisation, le théoréme 2 dans [41] assure que 'ensemble des t € Z
tels que 0y(&,) n’est pas divisible est de densité un. Notre théoréme tient
sous I'hypothése t? 4+ 3n%t + 9n* sans facteurs carrés ce qui représente un
ensemble de t € Z de densité inférieure a 1 : cela donne un résultat moins fort
que le résultat prédit par le théoréme 2 de [41] mais il reste complétement
explicite. D’autre part, pour tout entier strictement positif n, il existe un
contre-exemple a la non-divisibilité lorsque 2 + 3n2t + 9n* posséde au moins
un facteur carré. Si ¢t = 5n? on a (0,n3%) = 3(—4n? 7n®) ce qui montre
que 'hypothése sans facteurs carrés ne peut étre supprimée du théoréme 21.
Cependant, nous n’avons pas trouvé d’autres exemples ot le point (0, n?) est
le multiple d’un autre point.

La stratégie pour démontrer le théoréme 21 est similaire a celle de Du-
quesne avec un traitement supplémentaire spécifique et soigneux des deux
paramétres (on remarque également qu’'une petite erreur semble s’étre glis-
sée dans la Section 5D de [16] durant les calculs des contributions locales de
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la hauteur, qu’on peut corriger ici). Supposons qu’il existe un entier k£ > 2 et
un point P € &,(t)(Q) tel que kP = (0,n?). L’idée principale est de minimi-
ser un tel entier k. La stratégie consiste a déterminer une minoration de la
hauteur canonique h(P) de P et une majoration de h((0,n%)) (section 1.3),
afin d’obtenir une contradiction. Pour ce faire, nous décomposerons la hau-
teur en contributions locales (section 1.3) et nous approcherons les périodes
de &,(t) (section 1.2).

1.1 Généralités sur la famille

Soit n un entier strictement positif et ¢ un entier non nul. On considére
la courbe elliptique

E:y? =% +ta? —n2(t + 3n%)x + nS, (1.3)

précédemment notée &,(t). On pose § = t2 + 3n?t + 9n*. Le discriminant, le
j-invariant, et le coefficient ¢4 de E sont donnés par

A = 16n?,
i o= =
Cq4 = 16(5

Soit f le polynome
f(z) = 2® +to* — n*(t + 3n)z + n°.

Le discriminant de f est n*d2, qui est positif, donc f posséde trois racines
réelles notées a; < s < as. Elles vérifient ap < 0 < ay < n? < as. Le
polynome f est irréductible sur Q si d est sans facteurs carrés. En effet, il suffit

—t
? = 2% + 36z + 0(2t + 3n?)

de remarquer que le polynéme h(z) = 27f

est irréductible par le critére d’Eisenstein. Sans la condition que 0 est sans
facteurs carrés, 'irréductibilité de f sur QQ semble étre vraie pour une infinité
de valeurs de t. On peut toutefois trouver des contre-exemples : par exemple
pourn=2ett=—6,0ona f(xr)=(r+4)(z—2)(z—8).

On note Ey(R) la composante connexe de I'identité et E(R) — Ep(R) la
composante connexe bornée de E(R). On rappelle que Ey(R) est un sous-
groupe E(R) et que la somme de deux points de E(R) — Ey(R) appartient
a Fo(R). Le point entier (0,n®) appartient & F(Q) pour tous entiers t et
n. Plus précisément, le fait que ap > 0 implique que (0,n3) appartient &
E(Q) — Ey(Q) pour tout t € Z et tout entier strictement positif n.
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On note que (0,n3) n’est pas un point de torsion de E lorsque ¢ est sans
facteurs carrés. En effet, puisque (0,n%) € E(Q) — Eo(Q), Pordre (0,n?) ne
peut étre impair si son ordre est fini. De plus, puisque le polynéme f(x) est
irréductible sur Q sous I'hypothése § sans facteurs carrés, £(Q) ne posséde
pas de point de torsion d’ordre pair. Il vient donc que le point (0,n%) est
d’ordre infini.

Dans toute la suite, on supposera que J est sans facteurs carrés, ce qui
implique que n et t sont premiers entre eux. Cette condition jouera un role
important plus tard. D’autre part, il est nécessaire que (1.3) soit une équa-
tion de Weierstrass minimale pour E, ce qui par I'algorithme de Tate [45,
IV.9], se produit lorsque t n’est pas congru a 1 modulo 4 si 4 | n. Si 4 1 n,
I'équation (1.3) définit un modéle minimal pour E si ¢ est premier avec n.
L’équation de Weierstrass minimale sera nécessaire pour calculer les contri-
butions locales non archimédiennes de la hauteur canonique.

Pour le cas 4 | n et t = 1[4], on écrit n = 4dm et t = 4k + 1 avec m € Z
et k € Z. La courbe elliptique E est isomorphe sur Q a la courbe

By oy =2+ ka? — m?(4k + 1 — 48m?)z + 64m°.  (1.4)
La courbe E’ est reliée a E par le changement de variables

x = 42/,
y =38y + .

On remarque que 'équation (1.4) est minimale pour E’. Le changement de
variables envoie le point (0,n%) € E(Q) sur le point (0,8m?) € E'(Q). Ainsi,
si nous voulons montrer la non-divisibilité du point (0,n) sur F(Q), il suffit
de montrer la non-divisibilité du point (0,8m?) sur £'(Q).

1.2 Estimations des périodes

L’objectif de cette partie est de donner une approximation de la période
réelle w; et de la période imaginaire wy de E. A noter que pour calculer w; et
wsy, I'équation de Weierstrass définissant F n’a pas besoin d’étre minimale.
Soit n un entier fixé. La courbe elliptique E : y* = 23 +ta® —n?(t+3n?)x +n®
est isomorphe sur Q a la courbe

oul g(x) = 2 — 36z + 5(2t + 3n?)d. Les trois racines réelles ey, ep, €3 de g

t .
sont données par e; = «; + 3 pour tout i € {1,2,3} et les périodes w; et wsy
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de E sont (voir |9, 7.3.2|)

e €3
wlz/ dx ER, wgzi/ d—x € 1R.
e Vy(x) e V]9(@)|

Pour calculer les approximations de w; et ws, nous aurons besoin de distin-
guer le cas t > 0 et le cas t < 0.

1.2.1 Lecast>0

Lorsque t > 0, les racines de g vérifient e; < 0 < eg < e3 car g(0) > 0. Une
étude élémentaire de la fonction ¢ donne les encadrements suivants lorsque
t>3n*:

2 n* 2 n*
—St-n?-2—<e < —Zt—-n?-—
g Ty easTi T s
t t nt
§§62§§+T’ (1.5)
4
Limr<e<iints L
3 t

Lemme 22. Soit n un entier strictement positif fixé. Lorsque t — 400,
w

ona—2w—t De plus si t > 100n2, on a
7

3.11 o w2 3
VT \/—
dx .
Démonstration. On remarque que —, . Si

y \/x—el Yz —e)(es — )

3nt
T € [eg, €3], on at +n? +—<x—61<t+2n +—— par (1.5). Donc

1
t+2n2 4 30 SVime s \/t+n2+”74,

et alors

/ \/:c—eQ 63—33')

t+n24+ 2

/: Vi~ Z;(ez«z — )

\Jt+ 202+ 2

< —<

W2
1

(1.6)
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es d
ou / : = 7. De plus, quand t — 400 les termes de gauche
e V(1 —e2)(es — )

T
et de droite de (1.6) sont tous deux équivalents a % Finalement, lorsque

t > 100n?, on obtient par (1.6)

311  we  3.15
< —.

o 22
Vi Tl T Ve
Lemme 23. Sit > 100n?, on a

1.88 +0.9910g (35) _ 5.35 + 1.23log (%)
\/1—5 S W S \/Z .

Démonstration. On décompose l'intégrale en deux parties

0 dx w+:/€2 dx
e \/(x—el)(@—x)(eg—x)’ ! 0 \/(13—61)(62—(13)(63—27).

wl ==

On commence par regarder w; . Si x € [er, 0], on a % <ey—z<t+n’+ %
et % +n?<es—ax<t+2n®+ % par (1.5). On obtient alors la minoration

wr t+n2+3_n4 t+2n2+3_n4 >/0d—x
! t t T Jy VT — e
> 2y/—e;

/2 n4

D’autre part, en utilisant (1.5), on obtient la majoration suivante :

O dx

aVie o Wee 6
t [t [t SVt
_ _ 2 _ _ 2
3(3—|—n) 3(3+n)

Ainsi lorsque t > 100n2, on obtient

1.60 < 4.94
\/% —
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On s’intéresse maintenant a wi. Six € [0,es], on a 2t +n? + "74 <zx—e <
t +n® 4+ 2 par (1.5). On a alors

J <t < J

t4n2 43 N RN

J:/OeQ \/(62—65:(63—@ - <\/\/:J:\/C)

De plus, par (1.5), on a

avec

[SUI
+
H—ls’J>
SN—

’I’L4 n
San? _Jaeya_ SR /(e
n2+”74 T es— e T n? — =

ce qui implique

gn’ _ Vat/E 4t 4 3n2 4 4t

n2+"74 Ve — /e n2—"74

On obtient alors

1 st +n? 1 4t +3n2 + 4
(21 <o (2807
t+n2 4 3 n 4o \ R4+ n2 4 nt =

Supposons maintenant que ¢t > 100n%. On a

1 4 3n?  4n?
wi < - (log(t)+log <§> + log <1+%+%)
\at+n?+
s (7))
t

_ 041+1.23log (%)
N vt

et

1 4t 0.28 +0.991 £
wfz 410 ( T )2 \/_Oa%“(m)‘
t4nz 4ot A\ B0+ t

On obtient finalement la conclusion attendue.
O

Remarque. Une étude numérique suggére que w; doit étre équivalent a
log( )

Vit

lorsque t — +o0.
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1.2.2 Lecast<0

De nouveau, on utilise le fait que F est isomorphe a la courbe y* = 4g(x).
Une étude élémentaire de la fonction g nous donne les estimations suivantes
lorsque t < —3n? :

t  2nt o < t+n4
— [ 6 — JE—
3 ¢, — T 3
t ,  2nt t , nt 1.7
g‘f‘n +T <ey < g‘f‘n “f‘T, ()
2t 9 2t
——-—n" <e3< ——
3 3

T
Lemme 24. Lorsque t — —00, on a w; ~ ——. De plus, pour t < —100n>

vau
314 _ 315
S% < 222
vau vau

Démonstration. Si x € [ey1, eq], alors [t| — 2n? + % <e—x < |+ |t\ par
(1.7). Donc

on a

1 1 < 1
\/‘t|+2n4 \/63_3:_' |t|— TZ2 ‘

¢l

On obtient donc
J J

—<w1§—,
ViR N
T t] NI

= V@ —d>< =)

. T P N
Puisque et n2 sont tous deux équivalents a

2n4
!t| + 5

avec

= T.

lorsque

VIt

t — —oo, on en déduit que w; . D’autre part, t < —100n2, on

b;val /
3.14 3.15
<

<w < ——.
v

obtient

=

Lemme 25. Sit < —100n2, on a

i
w, 039+ log (n—2>
i |t]
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Démonstration. Remarquons que e; < 0 < ez comme g(0) < 0sit < —100n2.
Pour encadrer wy, on a besoin de décomposer l'intégrale en deux parties :

wp " da N / da
[ Jea \/(i[f—el)(l'—eg)(eg—l'l Jo \/(x—el)(:v—eg)(eg—xl.
e W

On commence par estimer W~. Si z € [ey, 0], on obtient grace a (1.7)

2 9 , 2nt
——t—n"<es—x < —t—n"— —.
3 t
Donc I I
W™ < —/——m—,
2n4 2
\/—t—n?— == —3t —n?
avec

2 dx
= — = — 10 €y — €1 10 — €1 — €9 €1€2 ).
R v e e L CRUTRR e

De plus, par (1.7), on a

4 2 2 4
— log (nQ—nT) + log (—gt—nQ—%) < L.

Pour t < —100n2, on obtient

4 2 2 4
W=y/—t—n2— 22 > —log(nz—n?)—i-log(—gt—nz—%)

> —log(n?) —log (f55) + log(|t]) +log (55%) |
ce qui nous donne
log (%‘) —0.42

VIt

W > (1.8)

Six € [0,e3], on obtient par (1.7)

t n4< . 2nt
————<z—e < —t——,
3t ' t
t 5, nt , 2nt
———n"—-——<z-e<—~t-n"——
3 t t
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Donc

W (=5 (ot -t ) 2 25,

ce qui nous donne

n?

S —2t —n? t]y /2 — &
—_— —_— n4 M
Vot =2 (-2 2y ] (14 22

On obtient alors, pour t < —100n2

L 081
> 0

Finalement, en additionnant les deux inégalités (1.8) et (1.9), on obtient

+ (1.9)

Wy 039 +10g (1)

‘ ]
O

Remarque. Pour ¢ < 0, on a seulement donné une minoration de <* puisqu’il
n’est pas nécessaire d’avoir une majoration pour I'estimation de la hauteur.

1.3 Estimations sur les hauteurs

Nous avons besoin d’estimer la hauteur des points de F(Q). Pour ce faire,
nous allons décomposer la hauteur canonique en somme de contributions
locales. Suivant les conventions, il y a différentes maniéres de décomposer la
hauteur en somme de contributions locales. Cependant dans cette section,
un soin particulier a été mis durant le calcul des contributions locales de
la hauteur pour s’assurer que leur somme concorde avec la définition de la
hauteur canonique.

1.3.1 Minoration de la hauteur

On veut montrer que le point (0,n3) n’est pas divisible sur F, c’est-a-dire
qu’il n’existe pas de point P = (o, ) € E(Q) et d’entier £ > 2 tels que
(P = (0,n3). L’objectif de cette partie est de trouver, si un tel point existe,
une minoration de la hauteur de P. Puisque (0,n%) € FE(Q) — Ey(Q), le
point P appartient nécessairement E(Q) — Ey(Q) et ¢ doit étre impair (voir
section 1.1).
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Lemme 26. Soit F': y> + a12y + azy = 23 + a2 + ayx + ag une courbe
elliptique définie sur Q avec a; € Z pour tout i € {1,2,3,4,6}. Soit P € F(Q)
un point d’ordre infini tel que mP soit un point entier pour un certain m > 1.
Alors P est un point entier de F'.

Démonstration. Une preuve de ce lemme est effectuée dans |1]. On écrit
mP = (a,f) avec o, 5 € Z et P = (x,y) avec x,y € Q. Soient ¥y, ¢, les
m-iémes polynomes de division. On rappelle que ¢,, est un polynéme unitaire
de Z[X] de degré m? et )2, est un polynéme de Z[X] de degré m? — 1 (pour
plus de détails voir [1], Section 2). On a

bult)
V()
On obtient alors que x est une racine du polynéme ¢,, (X ) —a? (X). Puisque

Gm(X) — a?, (X) est unitaire dans Z[X] et z € Q, on en déduit que = € Z
puis que y € Z. Donc P est un point entier. ]

Le lemme 26 implique que si (0, n?) est le multiple d’un point rationnel P
alors P € E(Z). D’autre part (0, n3) est un point singulier modulo p pour tout
nombre premier p | n. Cela implique que P est singulier modulo p pour tout
p | n puisque le multiple d’un point non singulier est toujours non singulier.
Si p | n, 'unique point singulier modulo p est (0,0) : on a alors que p | a.
Cette remarque est utilisée dans les lemmes 27, 28 et la proposition 32.

Lemme 27. Soit P = (o, 8) € E(Z) — Eo(Z) tel qu’il existe un entier { > 2
avec (P = (0,n%). Sit > 2n? alors |B| > nv/2t.

Démonstration. Supposons que t > 2n* et n > 2. On rappelle que oy, s, a3
sont les trois racines réelles de f(z) = 2® + ta? — n?(t + 3n?)x + n® vérifiant
a1 < 0 < ay < as. En étudiant la fonction f, on a si t > 2n* :

—mP—t—l<ag<-n’>—t et 0<ay<l.

Puisque P € E(Q) — Ex(Q), on a a; < a < ag, et alors a € [-n? — ¢, —1].
De plus, puisque p | a pour tout nombre premier p | n, on obtient & < —2 et

alors
fla) Zmin(f(—n®—1), f(-2))
> min (2n*t 4 3n5, (2n? 4 4)t 4+ nS 4 6n* — 8)
> 2n°t.

Donc |3] > ny/2t. Lorsque n = 1, on a
fle) Z min(f(—t — 1), f(=1)) =2t + 3,
donc |B] > V2t +3 > V2t. O



32 POINT NON-DIVISIBLE SUR UNE FAMILLE DE COURBES

Lemme 28. On suppose que t < —2n*. Alors

2|t ifn=2,
1= {n\/m if n > 3.

Démonstration. On utilise un argument similaire au cas ¢t > n? (lemme 27).
0

Remarque. On suppose n = 1. Si t < —2, le point (0, 1) est le seul point
entier sur E(Q) — Ey(Q) car —1 < a3 < aq. Donc (0, 1) n’est pas divisible.
Pour ¢t = —1, il est facile de montrer que le point (0,1) n’est pas divisible.
Ainsi lorsque t est négatif, on peut supposer que n > 2.

Exemple 29. Pour ¢t = —2, I’équation de E est de la forme
E:y*=a%—22° — 2+ 1.

A T'aide de la fonction ellrank du logiciel PARI/GP [48] on établit que
le rang de E est 1. Le point (0,1) est non-divisible par Pargument de la
remarque précédente. De plus, on remarque que E(Q) est sans torsion donc

E(@Q) = ((0,1)).

Pour minorer la hauteur canonique d’'un point entier de F, on utilise la
décomposition de la hauteur canonique en contributions locales (voir [43,
théoréme 5.2|, [8, 7.5.7]). Soit P = («, 5) € E(Q) un point entier. On a

hP) =" M(P),

p<oo

ot la somme parcourt I'ensemble des places de Q. A noter que cette somme
est finie : en effet \,(P) # 0 seulement pour un nombre fini de places p. On
rappelle les définitions des A\, pour les places finies p dans la définition /pro-
position 30 et A\, dans la définition/proposition 33. Pour ce faire, on pose

A = 3a® + 2ta — n*(t + 3n?),

B =2p5,

C = 3a* + 4ta® — 6n*(t + 3n?)a? + 12n°a — n*(t? + 2n%t + 9In?),
D= ngd<A7 B)7

Cy = 164.

Définition-Proposition 30. (/43, Theorem 5.2/,/8, 7.5.6]) Soit p un nombre
premier. La contribution locale non archimédienne \,(P) est non nulle si
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p| D. Sip| D, on pose m, = min (UP(ZA),UP(B)>, la contribution locale est

donnée par

(S ) st
Ap(P) = —@ log(p) sip| ey et v,(C) > 3v,(B),
\ —@log(p) sinon,

ot v, est la valuation p-adique.
Lemme 31. On suppose que 4t n ot t # 1[4]. Sip12n, alors \,(P) = 0.

Démonstration. Soit p | D. On suppose que p t n et p # 2. Premiérement,
on a 4A? = B*(9a + 3t) + 46(a? — n’a + n'). Puisque § est sans facteurs
carrés, on obtient que p | (a? — n?a + n*). Nous avons également

B? = 4(a* — n*a +n*)(a+t +n?) — 4n*(3a + 1)

donc p | (3a + t). D’autre part, p divise le résultant A et B?, vu comme un
polynome de Z[a], qui est égal & A = 16n?6%. Donc p | . De plus,

27B? = 4(3a + 1) — 46(9 + t — 3n?),

ce qui implique que p | (9a+t—3n?). Puisque (9a+t—3n?) = 3(3a+t)—(2t+
3n?), on obtient que p | (2t + 3n?). Or 4§ = (2t + 3n?)? + 27n*. 1l vient que
p = 3 donc  posséde un facteur carré, ce qui donne une contradiction.  [J

Proposition 32. Soit P = («, 8) un point entier sur E tel que (P = (0,n3)
pour un certain entier £ > 1. Alors on a linégalité suivante :

S A(P) =~ log(n) — < log(2).

p<oo

Démonstration. Par le lemme 31, il suffit de calculer les contributions locales
pour p | 2n. Pour p | n, on commence par supposer que p # 2. Soit m = v,(n).
Puisque § est sans facteurs carrés, on a p 1 ¢4 et v,(A) = 4m. On pose
m, = min(2m, v,(B)). Par la définition /proposition 30, la contribution locale
de P est donnée par

p(P) = =T ) o)
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On conclut facilement que
m 1
M(P) = —5105%(17) > —5105%(?97”)-

On veut maintenant minorer la 2-contribution locale Ay (P). Puisque 2 | ¢4,
elle est donnée par

_02(33) log(2) si UQ(C) > 31}2(3),
Ao(P) =
_ b (SC) log(2) sinon.

1
e Si 24 n alors ve(B) = 1, donc \y(P) > ~3 log(2). Supposons mainte-
nant que 2 | n et m = vy(n). Si m € {1,2} il est facile de vérifier que

Xo(P) > —3 log(2™) — 3 log(2). On peut donc supposer que m > 3.

e Siwvg(a) < m alors va(B) =14 vy(a) ; dans ce cas on a
Ao(P) > % log(2) si va(C) > 3vy(B), sinon A\y(P) > —% log(2).

o Sim < vya) < 222 alors vy(B) = 1+ va(a) et v2(C) = 3va(a) + 2;

3 2 1
dans ce cas on a \o(P) = —% log(2) > —5 log(2™).
. 4m — 2 : . .
o Si v(a) = 5 ce qui est possible seulement si m = 2[3| alors
4 1
v9(C) > 4m et vo(B) = m3+ . Dans ce cas on obtient que
4 1
Ao(P) = == log(2) = — 2 log(2),
. dm — 2
o Siwvg(ar) > , alors vy (C') = 4m et 3vg(B) > 4m; dans ce cas on

1
a Xo(P) > —élog(Qm).

Finalement, on conclut en additionnant toutes les contributions locales non
archimédiennes. O

On étudie maintenant la contribution locale archimédienne.

Définition-Proposition 33. (/8, 7.5.7]) Soit P = («a, ) € E(Q). Soit z le

2 2
logarithme elliptique de P. Soient p = —W, s = uRe(2), ¢ = exp ( mw2)’

w1 w1
et

k(k+1)

0=> sin((2k+1)s)(~1)"q = .
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Alors la contribution locale archimédienne est donnée par

34 02,2 b bs
o’ + Fot+ Fa+

I

1 A 1 1

ot by = a? + 4ay, by = ajaz + 2a4, bg = a% + 4ag et aq,as,as, a4 €t ag sont
définis de la méme maniére que dans le lemme 26.

Proposition 34. On suppose que 41 n ou t # 1[4] et que (P = (0,n®) pour
un certain entier £. Sit > max(100n?,2n%), on a

13 3
Aoo(P) > 0 log(t) + 3 log(n) + 0.30.

Si t < min(—100n% —2n), on a
3 3
Aoo(P) > 1 log(|t]) + 3 log(n) + 0.27.
Démonstration. On commence par remarquer que

> k(k+1) 1
ol < T2 < — 1.10
<> < (1.10)

Pour trouver une minoration de A, (P), il nous faut majorer q. Si t > 100n?,
par les lemmes 22 et 23, on a

207wy —3.11 x 27 —15.88
< < ;
w1 5.35 + 1.23log (%) ~ log(;2)

donc

—15.88) < 4.3 (1.11)

log(;7) log(7)
Dans un premier temps, par la définition de A on a

1 1 1 1 1
3 log(A) = D) log (16n*(t* + 3n°t + 9n*)*) > 3 log(t) + 3 log(n) + 3 log(2).

Dans un second temps, a I’aide de (1.11) et de (1.10) on obtient
1 S 1 oo (o 15.88 S 15.88

—_— — X —_— —_—

g =32 %\ \log(%) ) ) = 3210g(%)’

1 1
> —log(4.3) — Zloglog ( ! ) ,

4 n2

qSeXp(
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et par le lemme 23,

1 1 w 1 1 1.88 +0.99log (-5
—glog(p) = Jlog (ﬁ) 2 —g log(2m) + ¢ log ( i ( 2)> ,
1 1 1 t
> _Z Z _
T log(%) 3 log(27) + 3 log log (n2>

1
+§ log(0.99).
De plus, on a

1 1 1 1
—log(2) + —log(4.3) — < log(27) + 3 log(0.99) > 0.22.

8 4 8
Finalement, en utilisant la définition/proposition 33 et le fait que
b b b
3,72 2 Y4 76 g2
a’ + e + 5 ¢ + 1 B,

on obtient la minoration suivante de Ao (P) :

1 1 ¢ 15.88
Ao(P) > —log(t) — = loglog [ = ) 4+ —2°°
(P) = {glos(t) — gloglog <n2) + 3210g(%)

1 1
+ log | 8] + 3 log(n) 4+ 0.22.
D’autre part, par le lemme 27, pour t > n* on a |3| > nv/2t.
Pour ¢t > max(n*,100n?), on obtient

13 3

Aoo(P) > —log(t) + < log(n) + 0.30.

80 8
Lorsque t est strictement négatif, on procéde de la méme maniére pour mi-
norer Ao (P). Si ¢ < —100n?, on a par les lemmes 24 and 25

i1 )
2imws 2n <O'39 - log (ﬁ 27 |t]
< < log ,

W 3.15 = 315

n2

27 ||
g < exp <_E log (ﬁ)) < 0.0002. (1.12)

D’une part, par la définition de A on a

1 1 1 1 1 3
—log(A) > —log(|t -1 —log(2) + —1 1——1.
G 1os(®) = glog(le) + § log(n) +  log(2) + 55 o (1= 1o )
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D’autre part, a Paide de (1.12) et de (1.10) on obtient

1 1 o 1t
—log || > —1 T oog (9)) > 028
32 Og‘q‘ = 32 OgeXp(3.15 Og(n2>)_ ’

Lo Ly (-
1—¢q|= 2%\ 1-00002)"

et

1 1
—logld] = —7log

et, par le lemme 24,

1 1 1 3.14
—glog(n) = —glog(2m) + S log <—>

8 VI

1 1 1
> — 15 log ([t) — g log(2m) + S log(3.14).

De plus, on a

1 1 1 1
3 log(2) + 3 log(3.14) — 3 log(27) + 1 log (1 — 0.0002) 4 0.28 > 0.27.

On obtient alors

1 1 1

Ao(P) > —log(|t]) + = log|B| + = log(n) 4+ 0.27.
16 4 8

De plus, par le lemme 28, si t < —2n? on a |3| > n\/|t|.

Si t < min(—2n*, —100n?), on obtient

3 3
Aoo(P) > T log(|t]) + 3 log(n) + 0.27.
[

Théoréme 35. On suppose que 41 n et t # 1[4]. Soit P un point entier de
E tel que (P = (0,n3) pour un certain entier { > 2. Sit > max(100n?,2n?),

o 13 1
h(P) > 30 log(t) — 3 log(n) + 0.09.

Pour t < min(—100n%, —2n'), on a
A(P) > = log([t]) — = log(n)
— 10 — — 10 .
=16 ® g 8

Démonstration. 11 suffit d’additionner les inégalités obtenues dans la propo-
sition 32 et la proposition 34. O]
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Par des arguments similaires, on obtient le résultat suivant pour ¢t = 4k+1
et n =4m.

Proposition 36. Si P € E'(Q) est un point entier tel que (P = (0,8m?)
pour un certain entier £ > 1, alors les inégalités suivantes sont vérifiées :

S A (P) = 3 log(m) > — log(n) + log(2).

p<oo

Proposition 37. Soit P € E'(Q) un point entier tel que {P = (0,8m3) pour
un certain £ > 2. Si t > max(n*, 100n?), on a

13 3 5
Aoo(P) > 0 log(t) + S log(n) — S log(2) + 0.04.

Si t < min(—100n% —2n'), on a

3 3 3
> —1 =1 — =1 10.
Ae(P) 2 < log(]) + & log(n) - log(2) +0.10

A nouveau aprés sommation des inégalités obtenues dans les propositions
36 et 37, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 38. Soit P un point entier de E' tel que (P = (0,8m?) pour un
certain £ > 2. Si t > max(100n?,2n%), on a

~ 1
h(P) > £ log(t) + glog(n) + 0.04.

Sit < min(—100n2, —2nt), on a

~ 3 1
h(P) > 0 log(|t]) + 1 log(n) + 0.10.

1.3.2 Majoration de la hauteur

On souhaite maintenant majorer la hauteur canonique du point (0,n3).
Pour ce faire nous allons utiliser I’encadrement de la différence entre la hau-
teur naive et la hauteur canonique établi par Silverman [44, théoréme 1.1] :

Théoréme 39. Soit E/Q une courbe elliptique donnée par une équation de
Weierstrass de la forme :

E:y* +a1zy + asy = 22 + axx® + aux + ag,
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ot les a; € Z pour tout i € {1,2,3,4,6}. On note by = a? + 4ay et on pose

~ 1 1 ‘ 1 bs 1
AE) = (5h(8) + 5hli) + 3t (13) + 5 080,

ol v = 2 > b2 70, Alors pour tout P € E(Q), on a
1 siby=0.

1 ~ 1
—5gh) +A(E) = 0.975 < h(P) — Sh(P) < i( E) + 107,

ot pour x € Q, ho(x) = max(log |z, 0).
Proposition 40. Si [t| > 100n?, linégalité suivante est satisfaite
1((0,1%)) < log(|t|) + 1.57.

Démonstration. On utilise le théoréme 39. Soit P € F(Q). On a la majora-
tion suivante

2 12 12 2 12

ot h(P) = h(z(P)) est la hauteur logarithmique sur Q, ho(z) = max(log |z|,0)
et by est défini de la méme maniére que dans la définition/proposition 33.
Puisque h((0,n?)) = 0, dans notre situation, nous avons

n(P) — 1h(P) < ih(A) + ihoo(j) + lhoo (b—z) + %log(Q) +1.07

256

- 1 1
h((0,n?%)) < o log(16n*(t* + 3n*t + 9n")?) + 5 log <—4(t2 + 3n%t + 9n4)>
n

1 (] 1

1 1
< 37 log(t* + 3n*t + 9n?) + 3 log(|t]) + 1.561
1 3n*  9nt
< log(|t -1 1+ —4+ — 1.561.
< log(| ])+4 og< + n + t2)+
Finalement, lorsque |t| > 100n?, on obtient
1((0,n%)) < log(|t|) + 1.57.
]
Remarque. On remarque que la majoration donnée dans la proposition 40
est indépendante de n. En réalité, cette borne n’est pas optimale. Une étude
numérique nous fait penser que h((0,n%)) devrait étre équivalent a 3 log (%)

lorsque [t| — +00. De plus le théoréme de Silverman (|40]) nous assure que

-~

h((0,n%))

———— = 0(1) lorsque |t| = +oc.
og(e) O g

pour tout n € N*,
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Par un argument similaire a la proposition 40, on obtient le résultat sui-
vant.

Proposition 41. Pour le cas t = 4k + 1, n = 4m. Si |t| > 100n?, on a

1((0,8m%)) < log([t]) + 0.19.

1.4 Résultats principaux

Proposition 42. On suppose que y*> = f(x) est un modéle de Weierstrass
minimal pour E lorsque & est sans facteurs carrés (ce qui se produit lorsque
t # 1[4] quand 4 | n). On suppose également que |t| > max(100n?, 2n*).
Alors le point (0,n3) est non-divisible.

Démonstration. On suppose que t est positif. Soit P un point de F(Q)— Ey(Q)

et £ > 2 tel que /P = (0,n3). Par le lemme 26, P est un point entier. Par le

~ 13 1
théoréme 35 on sait que h(P) > 30 log(t) — 3 log(n) 4+ 0.06 et par la propo-

sition 40, on a ?L((O,ns)) < log(t) + 1.57. On remarque que P est un point
d’ordre infini et que par conséquent h( ) # 0. Puisque T est quadratique,
on a

(0,n%)) log(t) + 1.57
h(P) ~ log(t) - Llog(n) +0.06
80 glog(n)+121
~ 13 Blog(t) — £ log(n) + 0.06
<86

52— (

donc ¢ < 2. Cependant on a montré en début de section 1.3.1 que ¢ est
impair, donc le point (0,n?) n’est pas divisible.

Supposons maintenant que ¢ est négatif. On a par un argument similaire
(voir théoréme 35 et proposition 40),

2 log(|t]) + 1.57
~ 16 log(|t]) — glog(n)
2log(n) + 1.57
16 10g(|t!) s log(n)

<5.34+
< 8.85.

De nouveau, on obtient ¢ < 2 ce qui est impossible. Il vient que le point
(0,n3) n’est pas divisible. O
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En utilisant le théoréme 38 et la proposition 41, on obtient le résultat
suivant.

Proposition 43. On suppose n = 4m ett =4k +1, avecm € Z~q et k € Z.
Si & est sans facteurs carrés, on suppose également que |t| > max(100n?, 2n?).
Alors le point (0,n3) n’est pas divisible sur E.

En combinant les propositions 42 et 43, on obtient le résultat principal
de ce chapitre.

Théoréme 44. On suppose que |[t| > max(100n?,2n?), et que § est sans
facteurs carrés. Alors le point (0,n) n'est pas divisible sur E.

Exemple 45. Sin = 3 et t = 1003, I’équation définissant E est
E:y* = 2% +10032% — 9720x + 729.

Le point (0,27) est non-divisible par le théoréme 44. A l'aide de la fonc-
tion ellrank sur PARI/GP, on obtient que E est de rang 2 sur Q et que
((0,27), (—153,4617)) est un systéme de générateurs de E(Q).

Exemple 46. Lorsque n =5, et t = —2527, E est de la forme
E:y* = 2% + 252727 — 65050 + 15625.

Par le théoréme 44, le point (0,125) est non-divisible. De plus a l'aide de
PARI/GP, on trouve que E est de rang 1 et sans torsion. On a alors

E(Q) = ((0,125)).

Maintenant, on veut étendre le théoréme 44 au cas [t| < max(100n? n?).
On peut utiliser la minoration pour la hauteur établie dans [30, proposi-
tion 2.1] : pour tout P € E(Q) d’ordre infini, si P est non singulier modulo p
pour tout nombre premier p, on a

~ 1

h(P) > —— log | A/,
ot N est le nombre défini dans [30, théoréme 1| et A, est le discriminant
minimal F. Soit Cg le plus petit multiple commun des nombres de Tamagawa
de F et soit P € E(Q) un point d’ordre infini. Le point C'g P est non singulier
modulo p pour tout nombre premier p et donc on a

~ 1

hP —1 Amin-
(P) > Txag 108 | Al
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Puisque A > 0, on a N = 6 ou N = 8. Ainsi, on obtient pour tout P € E(Q)
d’ordre infini

o~

h(P) >

1
1 Arnin . 1.13
iz 108 Bl (1.13)
Notons Bpg cette minoration. Donc pour un t donné, il suffit de vérifier
que (0,n3) est différent ¢P pour tout P € F(Q) et tout nombre premier

-~

(< h(0,w") n3>.
< B

On utilise la méthode suivante : §’il existe un nombre premier ¢ et un point
P € E(Q) tel que /P = (0,n?) alors pour tout nombre premier p{ A, comme
la réduction de £ modulo p est une courbe elliptique sur [, (P = (0,n3),
ot P est la réduction modulo p de P. Puisque p { A et que le point P est
entier, la réduction modulo p de P est bien définie et définit un point de
E(F,). Si p est un nombre premier tel que ¢ divise 'exposant du groupe

o=~ P
E(F,) noté r,, on doit avoir ?p(O,n5) = O. Ainsi, si on trouve un nombre

premier p tel que £ | 7, et 2£(0,n3) # O, il n’existe pas de point P € E(Q) tel
que (P = (0,n3). Cette méthode permet d’établir un algorithme qui teste si
%’(0, n3) = O pour un grand nombre de nombres premiers p et qui s’arréte dés

qu'un nombre premier p tel que %£(0,n3) # O est découvert. Cet algorithme
est implémenté dans la fonction divisible_locale (voir annexe A.1), et la
fonction test_div qui exécute la fonction divisible_locale sur tous les

o~

h(0,n?)
tiers £ < 4 .
entiers ¢ < B,

On obtient le résultat suivant.

Théoréme 47. Sin < 15 et § est sans facteurs carrés, alors le point (0,n3)
n’est pas divisible.

Démonstration. Pour n = 1, le théoréme 44 implique que si [t| > 100, alors
le point (0, 1) n’est pas divisible. On remarque également que le résultat est
vrai pour des valeurs de ¢ strictement négatives car (0,1) est le seul point
entier appartenant a E(Q) — Ey(Q). Pour 1 <t < 100, il suffit d’utiliser la
méthode décrite précédemment & 'aide de PARI/GP. Pour 2 < n < 15, on
utilise une méthode similaire. O

Exemple 48. Pour n = 11, t = 4, ici 6 = 133237 = 13 x 37 x 277 est
sans facteurs carrés. Par le théoréme 47, le point (0,1331) € E(Q) est non-
divisible.



Chapitre 2

Paramétrisation modulaire sur les
corps de fonctions

Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p et E une courbe elliptique
définie sur IF,(T') par le modéle de Weierstrass

E:y? + ey + asy = 2° + aga® + agw + as,  a; € Fy[T).

On suppose que E est non-isotriviale et qu’elle est de mauvaise réduction
multiplicative totalement déployée en la place oo = 1/T'. Par les travaux de
Drinfeld, Grothendieck, Jacquet et Langlands (|15, 29]), il existe une "para-
métrisation modulaire" @ : Mpo(n) — FE, ot n est la partie finie du conducteur
de E, et Mro(n) est la courbe modulaire de Drinfeld sur F (T") associée au
sous-groupe de congruence de Hecke I'g(n). L’application ® a été étudiée et
décrite par différents auteurs, en particulier Gekeler-Reversat [26] et Gekeler
[20, 22]. Nous allons décrire une méthode pour calculer ezactement les images
®(c) € E des pointes ¢ € My ).

La situation doit étre comparée avec le cas classique en caractéristique
zéro. Dans ce cas, si I’ est une courbe elliptique définie sur Q de conducteur
N, par une série de travaux culminant avec [47, 4], il existe une paramétri-
sation modulaire donnée par la composée ¢: Xo(V) 4 C/A % F(C), ou A
est le réseau des périodes de F', 'application ¢ s’exprime a 'aide de la forme
modulaire f de poids 2 associée & F, et I'isomorphisme p est donné par la
fonction de Weierstrass et sa dérivée. Dans la littérature on trouve de nom-
breuses études sur la description explicite de ¢ et le calcul de ses invariants
arithmétiques : son degré (|55, 10, 12, 51]), ses points critiques ([32, 7, 13|),
son évaluation en les pointes (|5, 54]), ses évaluations explicites en les points
de Heegner (|52]).

43
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Dans la situation des courbes modulaires de Drinfeld, le fait que E pos-
séde une réduction multiplicative déployée en oo implique 'existence d’un
paramétre de Tate t € C*_ et d’un isomorphisme E(C,,) ~ C*_/tZ ott C, est
un complété d’une cloture algébrique de F,((1/7)). D’une part, la paramé-
trisation modulaire est donnée de la méme maniére que dans le cas classique
par une application

P: MFo(n) — Czo/tz

ou ¢ sera définie dans la section 2.6. D’autre part, a l'inverse du cas clas-
sique, le degré @ se calcule trés facilement avec la formule de Gekeler [20]
rappelée dans le théoréme 98. La définition de ® nécessite également de nom-
breux outils théoriques que nous allons rappeler tout au long de ce chapitre.
A noter qu’un algorithme pour le calcul de cette paramétrisation modulaire
est décrit par Bermudez Tobon dans [2] en définissant les fonctions théta a
I'aide d’intégrales. Dans notre approche, nous restons avec la définition des
fonctions théta en termes de produits.

Ce travail a donné lieu & un travail disponible sur Arxiv ([35]). Ce cha-
pitre en est une version plus détaillée.

On garde les méme notations que dans U'introduction (voir page 13).

2.1 Arbre de Bruhat-Tits

Pour cette section, les références principalement utilisées sont [26], [20] et
[25].

2.1.1 Deéfinition, premiéres propriétés

On rappelle que Oy = {x € K, || < 1} est Panneau des entiers de K,
et que ™ = % est une uniformisante de Ko,. Un Oy -réseau est un Oy -module
de K2 libre de rang 2. On dit que deux réseaux L et L' sont équivalents s’il
existe x € KX tel que L' = xL. La relation ainsi définie est une relation
d’équivalence. On note [L] la classe d’équivalence d’un réseau L.

Définition 49. L’arbre de Bruhat-Tits T est le graphe combinatoire ayant
pour ensemble de sommets X (T) Uensemble des classes [L] de réseaur de K2
et pour ensemble d’arétes orientées Y (T) l'ensemble des couples ([L], [L']) tels
qu’il existe Ly € [L], Ly € [L'] vérifiant mLy C Ly C Ly.

A noter que la condition 7L, C Ly C Ly est équivalente a dimy, Li/Ly = 1.
Le graphe T est muni de deux applications naturelles o,t: Y(7T) — X(7)
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définies par : pour e = ([L],[L]) € Y(T), o(e) = [L] et t(e) = [L']. Pour une
aréte e = ([L],[L]) € Y(T) on note € l'aréte opposée ([L'],[L]).
Le graphe T est un arbre au sens de Serre (voir [39, 1.2]) c’est-a-dire un
graphe infini sans circuit. En particulier deux sommets de T sont reliés par
une unique géodésique. L’arbre T est (¢ + 1)-régulier, c’est-a-dire de chaque
sommet partent q + 1 arétes. En effet, pour v = [L] € X(T), si 'on note py,
la projection canonique L — L/7L, on a la bijection suivante

PY(L/xL) = {w € X(T), w voisin de v}
H

)
¢ [Pz (O]

On note Z le centre de Glo(K) et Z, le sous-groupe d’Iwahori défini

. T - {(i Z) € Clo(Ou), ¢ = 0 [7]}.

Le groupe Gly(K ) agit naturellement & gauche sur I'ensemble des réseaux
de K2 de la maniére suivante :

g*[L]=1lgL], (g€ Gh(Kx) [L] € X(T)).

Comme l'action de Gly(K ) est transitive et le stabilisateur de 1'élément
[Os ® O] est Z Gly(Oy), on obtient 'identification suivante :

Glh(K%)/Z2Gh(0x) — X(T) (2.1)
g mod ZGh(0Ox) + [9(0x ® Ou)]. '
De plus, les sommets [Oy @ O] et [1710, @ O] étant voisins et puisque
le stabilisateur de [77104 ® Oy est 27, C Z Gly(04), on obtient 'identi-
fication suivante pour Y (7)) :

Gh(Kw)/Z2T, — Y(T)

g mod 2T, = ([9(Ow & 0], [g(r10m & O)]) . (2.2)

Si une aréte e € Y (7)) correspond via 'identification précédente a la classe
d’une matrice g € Gly(K ), alors 'aréte opposée € correspond a la classe de
0
1

o (IR [ -

la matrice gww, ol w = ( 7(;) On consideére 'ensemble
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L’ensemble H forme un systéme de représentants de Glo(Oy)/Zoo. Les iden-
tifications (2.1) et (2.2) permettent de déterminer ’ensemble des sommets
voisins de n’importe quel sommet de 7. En effet, si v € X(7) représenté
par g € Gly(K ), 'ensemble des arétes d’origine v peut étre représenté par
I'ensemble des matrices (gh),.,, C Gla(K). Ainsi les sommets voisins de v
sont représentés par les matrices (ghw)pey C Glo(K ).

Une demi-droite de 7 est un sous-graphe de 7 de la forme e —e—e—---. On
dit que deux demi-droites sont équivalentes si et seulement si elles différent
d’un graphe fini. Un bout (ou une fin) de T est une classe d’équivalence de
demi-droites. On note F(7) 'ensemble des bouts de 7.

Proposition 50. Il existe une bijection canonique W: F(T) — PH(KL).

Démonstration. Soit s un bout de 7. On choisit une demi-droite la repré-
sentant :

([Lo], [La], - ) -

On peut choisir les réseaux (L;);>o de telle sorte que pour tout ¢ > 0 :
Liyy C L et Ly ¢ wLo. Ainsi le Ox-module engendré par (N;>oL;) est de
rang au plus 1. Pour tout ¢ > 0, il existe une O..-base (x;,y;) de Lg telle que
L; soit engendré par mlx; et y;. On a alors ¥, 1 = a;mx;+y;, et yi1—y; € 7 Lo
avec a; € Oy. Ainsi la suite (y;);>0 est de Cauchy dans K2 donc convergente
et dont la limite est élément non nul y € N;>¢L;.

On construit ainsi une application ¥: F(7) — P!(K) en associant a une
demi-droite ([L;]);>o la droite engendrée par M;>oL;. L’application ¥ ainsi
construite est surjective. En effet, si x € K2 — {0}, il suffit de prendre la
demi-droite ([L;])i>0, ot L; = Ouex @ Oy, ol y € K2 est un vecteur de
K2 quelconque linéairement indépendant de z.

Pour l’injectivité, soient ([Ll})zzo et ({L;])zzo tels que ﬂiZOLZ’ et mizoL; en-
gendrent la méme droite dans K2 . Quitte a multiplier par un scalaire, on
peut supposer Ni>oL; = Ni>oL, = Oz, avec z € K2 . On élimine si néces-
saire les premiers termes des suites (L;);>o et (L});>0, et on peut supposer
que Ly = Ox @ Oy, et que Lj = Oxox @ Oy’ avec y,y' deux vecteurs de
K2 convenables. Du fait que pour tout i > 0, x € L; et #Lo/L; = ¢', on
a L; = Oy @ Ouom'y. Par un argument similaire, on a que L} est engendré
par z et 7'y’. Puisque 'on a 7y’ = az + by, ol a,b € O, et que n est un
entier suffisamment grand, on obtient que L;_; est engendré par z et by
et donc coincide avec un réseau L;;; avec j > 0. On en conclut que les deux
demi-droites portées par les sommets ([L;])i>0 et ([L}])i>o ne différent que
d’un graphe fini et sont donc équivalentes. O

Pour n € Z, on note v, le sommet correspondant a la classe [Ow @7 Ox).
Le sommet v, correspond par l'identification (2.1) & la classe de la matrice
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™ . . o
( 0 ?) Le bout constitué des sommets (v,,),>¢ correspond via la bijection

¥ au point co = [1,0] € P(K).

Définition 51. Soient s € F(T) un bout et e € Y(T) une aréte. Puisque T
est un arbre, il existe une unique demi-droite D représentant s donnée par
des sommets (Vk)ren telle que vy = o(e). On dit alors que e pointe vers s si
ee€D.

Le bout oo permet de définir une orientation sur 7. On dit qu’une aréte e
est orientée positivement si e pointe vers oo, dans le cas contraire on dit que
e est orientée négativement. On notera Y7 (7) (respectivement Y~ (7)) l'en-
semble des arétes orientées positivement (respectivement négativement).

Dans toute la suite, on considére 'arbre de Bruhat-Tits en terme d’espaces
quotients de Gly(K ) provenant des identifications (2.1) et (2.2).

Lemme 52.

1. L’ensemble {(W y) nELy€E KOO/W”OOO} forme un systéme de

0 1
représentants de X(T) et de Y (T).
"y

2. L’ensemble 01

représentants pour Y (T ).

w,n € L,y € KOO/W”OOO} forme un systéme de

Démonstration. On peut trouver cette preuve dans [6, lemme 2.7|. Cette al-
gorithme de réduction est utile dans la suite, on choisit donc d’en présenter

la démonstration. Soit B = (il ?) € Gly(K). Quitte & multiplier par
3 T4

la matrice ((1) (1)) € Glp(Ox), on peut supposer veo(3) > voo(x4). La mul-

-1
tiplication & droite de B par la matrice ( T 9 91> € ZGly(0x) nous

-1 —2 -1
1Ty — ToX3Ty Loy 1 T2
( 0 | ) € ( )ZGIQ(OOO),

T3 T4
Y1 Y2
0 1

avec Y1, 2 € Ko. Soit n = vo(y1). Ecrivons y; = 7" avec ¢ € O%,.. La

Y1 Yo -1
0 1 0 1

donne

donc une matrice de la forme

multiplication de a droite par ) nous donne une matrice
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n

)
de laforme(o 1).

n

Soient B = (W y) ,C = <7T Z) avec m,n € 2, y € Ko /1O et

0 1 0 1
2 € Koo /T Oy On suppose que B et C sont équivalentes modulo ZGly(Oy,).

Il existe donc (Z 7;) € Gly(Ox) Z telle que

™ y\ (7" z\ (u r\ (m"u+zs 7"r+zt
(B 0= )= 7).

On a alors s =0 et ¢t = 1. Il vient donc r € O et donc que n = m. Puis on

obtient y = z + 7" donc y = z [7"].

Pour une aréte e € Y(7), on note v = o(e) son sommet de départ. Par

ce qu’on a montré précédemment le sommet v peut étre représenté par une
"y
0 1

d’origine v peuvent alors s’écrire sous la forme Bh, avec h € H. Il suffit de

remarquer que 'unique aréte e orientée positivement partant de v est de la
forme Bh avec h = I5. Cela montre le résultat pour Y (7).

matrice B de la forme ,avecn € Z et y € Koo /m"Oy. Les arétes

Pour Y~ (T), il suffit de remarquer que si e € Y~ (7) alors e = ew et que
ecYH(T). O

Pourn € Z, y € Ko /m" Oy on note v(n,y) (respectivement [n, y]) le som-
met (respectivement 'aréte orientée positivement) représenté par la matrice
n
<7T0 31/> Si e € Y(T) est orientée négativement et € = [n,y] avec n € Z
et y € Ko/ Os, on note e = [n,ylw. Avec cette notation le sommet v,
correspond a v(—n,0), et on note e, 'aréte reliant v, & v,41.

Soit I' C Gly(A) un sous-groupe arithmétique. Le groupe I' agit sur T
par multiplication & gauche. I’action de I" est sans inversion. Ainsi le graphe
quotient I'\7" existe comme étant le graphe ayant pour ensemble de sommets
X(T\T) =T\X(T) et pour ensemble d’arétes Y(I'\T) = T'\Y (7). On note
G, le stabilisateur de v,, sous I'action de Gly(A). On a

Go = Gl (F,)
G, = {(z Z) € Glo(A), deg(b) < n} (n>1).
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Le stabilisateur de ey est Gy, N Gyy1. Pour v € X(T) (respectivement e €
Y (T)), on note 0 (respectivement €) la classe de v (respectivement e) mo-
dulo T

Proposition 53. [53, page 212] Pour T' = Gly(A), le graphe quotient T\T
est une demi-droite représentée par les sommets (vg)ren et les arétes (ey)gen-
Autrement dit, U\T est de la forme

L

Démonstration. Pour A, B € Gly(K ) on notera A ~ Bsi A € BZ Gly(Oy).
Pour deux sommets v,v" € X(7), on notera v ~ v' si v/ = yv avec v €
Gly(A). Soit v € X(T). Par le lemme 52, v admet un représentant de la
forme (75 ‘7{ ,avecn € Z et y € Koo mod (1"0Oy). On écrit y = P + yo,
avec P € A et yy € K vérifiant 0 < v(yo) < n si yo # 0 et yo = 0 sinon.

Premier cas : si n < 0 alors yg = 0, et on a

™ y\ _ (7 O
o 1)~ \o 1)

Second cas : sin > 0, on a

On décompose y; ' sous la forme y,' = y; + Q avec Q € A et y; € Ko

vérifiant y; = 0 ou 0 < V(Y1) < N — 2050(Yo)- Si n — 205(yo) < 0, on est
ramené au premier cas. Si n — 20, (yo) > 0 on est ramené au second cas. On
réitére le processus jusqu’a son aboutissement. ]

Définition 54. Un sommet v € X(T) (respectivement une aréte e € Y (T)
est dit de type k, et on notera type(v) = k si son image dans Glo(A)\T est
vy (respectivement ey,).
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La preuve de la proposition 53 donne un algorithme qui & un sommet
v € X(T) donné sous la forme v = v(n,y) avec n € Z et y € Ko/ O
renvoie son type k et une matrice v € Gly(A) telle que v = v (voir la
fonction Returnmat dans 'annexe A.2).

2.1.2 Graphe quotient I'\T

Dans toute cette partie on considére I' = I'g(n) avec n € A, unitaire et
non constant et on pose d = deg(n). Grace aux travaux de Serre (|39, IT 1.2,
IT 1.3]), on sait que le graphe quotient I'\'7T est une union disjointe de la
forme

(T\7)° U (Uhy)

ou (I'\7)? est un graphe fini connexe et les h; sont des demi-droites appelées
pointes de T'\T. Les pointes de I'\T sont en nombre fini, et en particulier
on a

Lemme 55. /49, Lecture 12, Théoréme 4.3] Les ensembles suivants sont en
bijection canonique :

1. les pointes de '\T ;
2. les pointes de la courbe modulaire My ;
3. lensemble des orbites T\PP}(K).

L’objectif de cette partie est de rappeler une méthode déterminée par
Gekeler-Nonnengardt dans [25] permettant de calculer le graphe quotient
en identifiant des sous-ensembles du graphe I'\T" et plus particuliérement le
graphe fini (I'\7)° avec des espaces quotients de 'espace projectif sur A/n.
Pour v € X(7), on notera ¢ la classe de v dans I"\7T. On définit pour tout
1 € N, les ensembles

X(T\T) = {8 € X(T\T), type(v) = i},
Yi(I\T) = {& € Y(I\T), type(e) = i}.

A noter que type(v) ne dépend que de la classe ¥ de v.

Lemme 56. [25, 1.6/ On a les bijections suivantes :

G\ GL(A)/T = X(T\T)

- (2.4)
¥ — YOTU;
(GiNGin)\Gl(4)/T — Y(I\T) (2.5)

5 =y le;.
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La conséquence du dernier lemme est que 'on peut identifier les som-
mets (respectivement les arétes) de type ¢ du graphe I'\T avec les orbites de
Gly(A)/T sous Paction de G; (respectivement G; N Gjy1).

Soit
P(A/n) = {[u,u],u,0 € A/, u(Afn) + v(Afn) = Afn},
ou [u,v] est la classe d’équivalence de (u,v) modulo (A/n)*. Sur P!(A/n),

on peut faire agir Glo(A) de la maniére suivante :

a b
(c d) [u, v] = [au + bv, cu + dv].

On a la bijection suivante

GL(A)/T 5 1A/n)
|_>

(© o

qui permet les identifications :

(2.6)

G\P'(A/n) = Xi(I\T)
|_>

<a Z) ‘1% (2.7)

(GiNGi)\P'(A/n) = Yi(T\T)
>

<a Z) - o (2.8)

Cette identification permet de déterminer sommets et arétes de type ¢ dans
['\T, pour tout ¢ € N.

la,c] mod G;

la,c] mod G; N Giyq

Lemme 57. [25, 1.8] Le sous-graphe de T'\T constitué des arétes de type
supérieur ou €qgal a d — 1 est une union disjointe de demi-droites contenues
dans 'ensemble des pointes de T'\T. Autrement dit, les arétes e € Y (I'\T)
vérifiant type(e) > d — 1 sont situées sur les pointes de I'\T.

Une conséquence du lemme est qu’il suffit de déterminer les sommets de

type inférieur ou égal & d — 1 et les arétes de type inférieur strict & d — 1 pour
déterminer (I'\7)°.

Lemme 58. [25, 1.11] Soit v,v" € X(T) deuz sommets tels que type(v) =
type(v') = r. Soient 7,7 € Gly(A) deur matrices telles que v = ~yv, et
v = v, Alors il existe o € Tg(n) telle que v = av’ si et seulement si

VGt NTo(n) # 0.
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Le lemme précédent donne une condition nécessaire et suffisante pour que
deux sommets soient équivalents modulo I'y(n). De plus, pour deux sommets
v,v" € X(T) il permet de déterminer 'ensemble fini des éléments v € T'g(n)
tels que v/ = .

Exemple 59. On se place sur A = Fy[T], n = T3. Cet exemple a déja été
traité par différents auteurs dans la littérature notamment Gekeler dans [17].
Puisque deg(n) = 3, il suffit de déterminer les arétes de type inférieur stricte-
ment a 2 et les sommets de type inférieur ou égale a 2. Dans le tableau suivant
R représente un systéme de représentants de Go\P'(A/n), #w représente le
cardinal de I'orbite sous I'action de Gy d’un point de P*(A/n).

Notation | R | #w | Représentant dans X (7)
o | LO] | 3 (1, 0)
7701 [T, 1] 6 U(Q, 7T)
1702 [TQ, 1] 3 0(47 7T2)

TABLE 2.1 — Sommets de type 0

Les arétes de type 0 de sommet d’origine v s’identifient aux orbites de la
restriction de I’action & (GoNGy ) sur 'ensemble Go[u, v], ot [u, v] est I'élément
identifié & v via la bijection 2.7. Dans le tableau suivant R représente un
systeme de représentants de (Go N Gy)\P'(A/n).

Notation R #w | o(€) | Représentant dans Y (7))

€00 [1,0] 1 Voo 0,0]

égl [O, ]_] 2 7700 [—17 O]w

602 [T7 1] 2 ’1701 [2, 7T]

éog [1, T] 2 @01 [3, ﬂw

é04 [T2 + T + 1, 1] 2 1701 [2, ﬂw

ég5 [T27 1] 2 1702 [4, 7T2]

é06 [1, TQ] 2 7702 [5, 7T2]w

TABLE 2.2 — Décomposition en arétes de type 0

Dans le tableau suivant, R représente un systéme de représentants de
G1\P*(A/n).
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Notation | R | #w | Représentant dans X (7)
’(710 [1,0] 1 U(-l,O)
’(NJH [O, ]_] 4 U(l, 0)
?712 [17T] 2 U(3,7T)
’[}13 [TQ, 1] 4 U(3,7T2)
D14 1, 7% | 1 v(5, 7?)

TABLE 2.3 — Sommets de type 1

Les arétes de type 1 s’identifient aux sommets de type 1. En effet, pour
tout sommet 0 € X (I'\7) de type 1 il existe une unique aréte é de type 1 telle
que o(€) = 0. Dans le tableau suivant R désigne un systéme de représentants

de Go\P'(A/n).

Notation R | #w | Représentant dans X(7)
D20 [1,0] 1 v(—2,0)
V91 0,1 | 8 v(2,0)
U2 1,7 | 2 v(4, )
Va3 (1,77 | 1 v(6, %)

TABLE 2.4 — Sommets de type 2

On peut alors déduire la forme du graphe quotient. Dans le dessin suivant
les fleches --» désignent les pointes de I'\ 7.

V10 U2
///’U()l ’013\\\

FIGURE 2.1 — Graphe quotient T'o(T?)\T sur Fy[T]
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Exemple 60. On se place sur F3[T] et un exemple ayant déja été traité avant
par Gekeler dans [17] : n = T° —T?. Ici deg(n) = 3, il suffit de déterminer les
arétes de type inférieur strictement a 2 et les sommets de type inférieur ou
égal & 2. De nouveau, on note R un systéme de représentants de Go\P'(A/n),
et #w représente le cardinal de I'orbite d’un point de P'(A/n) sous I'action
de Go.

Notation R #w | Représentant dans X (7))
1700 [0 : ]_] 4 U(O, 0)
Vo1 T : 1] 24 v(2, )
Vo2 (T2 : 1] 12 v(4,7?)
To3 T2 42T :1] | 8 v(4, m + 7?)

TABLE 2.5 — Sommets de type 0

De la méme maniére que dans l'exemple 59, on regarde la décomposi-
tion en aréte de type 0. Ici R représente un systéme de représentants de

(GO N G1>\ ]Pl(A/TL)

Notations R 0 = o(é) | Représentant dans Y (7)
Zoo L, 0] Too [0, 0]
Eo1 0, 1] Boo 1, 0]
éog [T, ].] 1701 [2, 7T]
éog [1,T] 17()1 [3,71']@
éo4 [2T2 + 27T + 1, 1] ’L~}01 [3, 27'['2 + W]?D
€05 1,7 —1] o1 3,7 + 7r]w
Eos 72,1] B0 (4, 7]
é07 []., T2] 1702 [5, Wz]w
Eos (1,72 — 1] oo [5, 7 + 27? + 7|w
éog [T2 + QT, 1] ’1703 [4, 7T3 + 7T2]
€010 [1,T? + 2T Uo3 [5, 7 + w3 + 72

TABLE 2.6 — Décomposition en arétes de type 0

Dans le tableau suivant R désigne un systéme de représentants de G1 \P*(A/n).
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Notation R #w | Représentant dans X (7))

D10 [1:0] 1 v(—1,0)

1}11 [0 . ].] 9 U(]_, 0)

D12 1:T] 6 v(3,7)

U13 1:7 —1] 9 v(3,m + )

o 2.1 | 18 (3, 72)

15 [1:77 3 v(5, m?)

D16 [1:T*+2T) | 2 v(5, 7 + 7 + 72)

TABLE 2.7 — Sommets de type 1

De la méme maniére que dans 'exemple précédent, les arétes de types 1
dans I'\ T s’identifie au sommets de type 1. Dans le tableau suivant R désigne
un systéme de représentants de Go\P'(A/n).

Notations R #w | Représentant dans X (7))
7}20 []. . 0] 1 U(—Q, 0)
o 0:1] 27 v(2,0)
1722 [1 : T} 6 U(4, 7T)
Vo3 1:7—1] 9 v(4, 7+ 7+ 7)
o [1:77] 3 v(6, m?)
o3 [1:T?+2T)| 2 | (6,7 + 7"+ 7 +7?)

L’arbre quotient I'\'T est donc de la forme (comme dans 'exemple pré-
cédent les fleches --» désignent les pointes de I'\T') :

TABLE 2.8 — Sommets de type 2
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T /‘l
AN 2,0] .
1~)11 I ! 7721
w
3
w
w ~ +
ol c N
»
_l’_
2
(3,272 + 7]
e - e——— @ - - - - >
Vo1 V14
? ~
N
S
3,
V13 U

/// [5, 7% + 272 + 7] A
FIGURE 2.2 — Graphe quotient To(7% — T?*)\T sur F3[T]

2.2 Cochaines harmoniques

2.2.1 Généralités

Définition 61. Soit B un groupe abélien. Une application ¢: Y (T) — B est
appelée cochaine harmonique a valeurs dans B si elle satisfait les conditions
sutvantes :

1. pour tout e € Y(T), ¢(€) = —p(e),
2. pour tout v € X(T), Z p(e) =0.

o(e)=v
D’autre part, si pour tout y € I' et e € Y(T) on a p(ve) = ¢(e), on dit que
@ est I'-invariante.

Le groupe additif des cochaines harmoniques a valeurs dans B est noté

H(T, B) et le sous-groupe des cochaines harmoniques I'-invariantes est noté
H(T,B)"

Les éléments de H (T, B)' peuvent étre considérés comme des applications
définies sur les arétes du graphe quotient I'\'7. Soit v € X (7)) un sommet et
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v sa classe d’équivalence modulo I'. Le stabilisateur de v, noté I',, agit sur
I’ensemble

{e € Y(T), o(e) = v}.

Pour e € Y(T), soit I'. son stabilisateur. La longueur de l'orbite de e est
m(e) = [I', : Te] et ce nombre ne dépend que de la classe é de e dans I'\T.
Lorsque l'on regarde ¢ € H(T, B)' comme une application sur Y (I'\7), la
condition sur la somme dans la définition 61 devient

> m(é)p(e) =0.
ecY (I\T)

o(é)=1v

Définition 62. Une cochaine harmonique ¢ € H(T,B)' est dite parabo-
lique si elle posséde un support fini modulo I'.

On note H,(T, B)'' le sous-groupe des cochaines harmoniques parabo-
liques. Notons que H,(7, B)" est libre si B est libre. On note Z[X (I'\T)] (res-
pectivement Z[Y (I'\T)]) le groupe libre engendré par les sommets (respec-
tivement arétes orientées) de I'\7. L’application e — (t(e)) — (o(e)) s’étend
linéairement en un morphisme de bord 0 : Z[Y(I'\T)|] — Z[X(I'\T)]. Le
morphisme 0 passe au quotient en

0 :Z[Y(T\T)/Z[(e) + (), e € Y(I'\T)] — Z[X(I'\T)].

Le premier groupe d’homologie H;(I'\7,Z) du graphe I'\'T est le noyau de
0.

Proposition 63. /20, 1.8] Soit ¢ € H{(I'\T,Z). On note Z(I") le centre de

e

I'. Pour e € T, on pose n(e) := ##;—(F) L’application ¢* : e — n(e)p(e)
définit un élément de H\(T,Z)" et lapplication jr: p € H(T\T,Z) — ¢* €
H\(T,Z)" est injective.

Proposition 64. [20, 1.8/ Le rang g du groupe abélien libre H,(T,Z)* vérifie
g =rg(Hi(I'\T)) = g(I),
ot g(T) est le genre de la courbe M.

On va maintenant rappeler une formule pour calculer le genre g(I') de la

courbe modulaire Mp lorsque I' = T'y(n). Pour n € A, soit n = H i la
1<i<s
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décomposition en facteurs irréductibles de n. On note ¢; = ¢%&/i = #A/(f;).
On introduit les quantités :

=] ¢ '@+,

1<i<s

E=S I
k)= ] (@ > "+a°)

1<i<s

Proposition 65. [25, Théoreme 2.17] Le genre de T'g(n) est donné par

e(n) — (g4 1)k(n) — 2571 ((r(n)g(q — 1) + (¢ + 1)(g — 2))
¢ —1

9(Lo(n)) =1+

Y

ot r(n) = 1 si tous les facteurs irréductibles de n sont de degré pair et 0
s1mon.

Corollaire 66. Si n est irréductible de degré d alors

d_ 2

q2 ql st d est pair,
I'o(n)) = T =
o) =3 B

¢ —1 '

Sur H,(T,C)', le produit scalaire de Petersson est défini par

)= S TANe@i®  (pv e H(TON).  (29)

ey (I\T)

Soit n € A. Si n' € A est un polynome divisant n alors pour tout diviseur
unitaire a de n/n’, le plongement i, : H,(T,Q)"™) — H,(T,Q)"™ est
donné par

el =¢ (5 1)¢)  (wemTQn. cev(m)

Définition 67. Soit H*" (T, Q)™ le supplémentaire orthogonal dans
H\(T,Q), pour le produit scalaire de Petersson, des images de tous les iq
ou n' parcourt les diviseurs propres de n et a parcourt les diviseurs propres
de n/n'.

Soit HY*V(T,Z)"°™ = H,(T,Z)"°™ N H}*(T,Q)"™. Une cochaine har-
monique @ € H,(T,Z)"°™ est appelée forme nouvelle (ou newform) si ¢ €
H (T, Z)"™
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Nous allons maintenant rappeler ’application j qui sera utile dans la
construction de la paramétrisation modulaire. Soient v, w € X (7) deux som-
mets. On note g(v,w) 'unique géodésique allant de v & w. Pour v € X(7),
e€Y(T)et~,acl, on pose

1 sivee€g(v,av),
ve,a,y,v) = ¢ =1 siye € glav,v),

0 sinon.

Puisque Papplication v — i(e, a, v, v) posséde un support fini, la quantité

1
~yel

Pawle) =

est bien définie et a valeurs dans Z. On pose ' = I'**/ Tor(I'*"), ot T'* est
I'abélianisé de I' et Tor(I'*?) est le sous-groupe de torsion de I'#".

Lemme 68 (|26, lemme 3.3.3]). Les fonctions pa, @ Y(T) — Z possédent
les propriétés suivantes :

1. Pour tout v € X(T) et tout « €T, pa, € H(T,Z)".
2. La fonction ©o = @a, est indépendante du choiz de v € X(T).

3. L’application o — @, induit un morphisme de groupes j de I dans
E!(T7 Z)F
4. L’application j: T — H,(T,Z)" est injective et de conoyau fini.

Démonstration. Cette démonstration est faite dans [26]. Nous choisissons de
la présenter car elle permet de déduire une méthode pour calculer I'image
réciproque par j d’un élément de H,(7,7Z)". Cette méthode sera utilisée dans
les sections 2.7 et 2.8.

La propriété (1) est évidente. Pour (2), il suffit de montrer que ¢, = Qo Si
v et w sont deux sommets voisins. Soient v, w € X (7T ) deux sommets voising
et a € I'. Quitte & échanger v et w le graphe engendré par les géodésiques
g(v, aw) et g(w, aw) est de 'une de ces deux formes :

v e w av  aqe ow
e —H e —> :--- @ —» O
v e w aw e av
e — 0 —> - @ < ©

On a donc g(v,av)U{a(e)} = {e} Ug(w, aw) ou g(v,av) = {e} Ug(w, aw) U
{@e}. Dans le premier cas, pour une aréte ¢ € Y(7) le méme nombre de
matrices dans I" envoie €’ sur e que €' sur ae. Pour le second cas, les contri-
butions de e et de ae se compensent. Ainsi ¢,, = @au- Pour (3), on a
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Voo = Pa,pe + s pour tout a, 5 € I' et tout v € X(T), donc (ii) implique
que Yas = Pa + p. L'application I' — H,(T,Z)" est donc un morphisme de
groupes. Puisque H,(7,Z)" est un groupe abélien libre la derniére applica-
tion se factorise en un morphisme j: I' — H,(T,Z)L.

Pour (4), remarquons tout d’abord que les groupes abéliens libres T' et
H,(T,Z)" sont tous deux de rang g, ot g est le genre de Mrp. Il suffit donc
de montrer que I'application j ® Q: T ® Q — H,(T, Q)" est surjective. Soit
¥ un sous-arbre maximal de I'\'7T, c’est a dire un sous-arbre tel que pour
tout sous-arbre T’ # T de I'\T, on a T ¢ F'. Soient {éi,...,€,} un systéme
de représentants de Y/(I'\7) — Y(T). Pour i € [1, g], on note 0; = o(&;) et
w; = t(€;). Il existe une unique géodésique ¢; reliant w; a 0;. Soit g; le chemin
de v; & v; obtenu en adjoignant ¢€; a ¢;. On définit ensuite

n(e) siee€y;
pi(é) =< —n(e) siee€y
0 sinon,

ot e € Y(T) est un relévement de é. On remarque que pour tout i € [1, g],
i € H(T,Z)". Puisque p;(¢;) = &;jn(e;), les applications (¢;)1<i<, sont
donc linéairement indépendantes. Soit ¢ € H,(7,Q)", 'application

TN

s’annule en dehors du sous-arbre ¥, et est donc identiquement nulle. Les
applications (¢;)1<i<, forment donc une base de H,(T,Q)". Soit maintenant
g; un relévement dans T de g; d’origine v; € v; et de fin v, € v;. Il existe
a; €T tel que ayu; = v} et on a j(a;) = p;, et donc j ® Q est surjective. [

De plus comme prouvé par Gekeler-Nonnengardt dans |25, Theorem 3.3],
on a dans le cas du sous-groupe I'g(n) :

Théoréme 69. Soit n € A un polynome non constant. Si I' = Co(n) alors
Uapplication j: T — H,(T,Z)" est un isomorphisme.

2.2.2 Développement en série de Fourier des formes au-
tomorphes

On s’intéresse maintenant au développement en série de Fourier des co-
chaines harmoniques. On introduit d’abord le sous-groupe de I"

a b .
o= {( 9). waervea)
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On se place dans un cadre plus général en étudiant le développement d’une
fonction

F:YT(T\T) - C.

A noter qu'une cochaine harmonique F € H,(T,Z)" rentre dans ce cadre
puisque ', C T'g(n) et qu'une telle application est entiérement déterminée
par sa restriction aux arétes positives. Pour un entier k € Z, le k-iéme coef-
ficient constant de F est défini par

7 0 .
F((O 1)) sik <1,

co(m*) = I S <(7Bk %)) si k> 1.

YETOoo /T Ooo

Soit m un diviseur positif de K. On écrit
m = div(m)oodes™

ou div(m) est le diviseur principal de m € A. Soit également n: K, — C
I’application définie par

n (Z aﬂfi) = no o Tr(a1),

i€z
ou Tr: F, — F, est la trace et ny un caractére non trivial de I,
Définition-Proposition 70. Le m-ieme coefficient de F est défini par
2+4deg(m)
_—1—deg(m) T Y _
c(m) = q > F(< 0 1))77( my).
YETOpo /m2Hdes(m) O,
Le développement de Fourier de F' est
k

F ((75 3{)) = ¢o(7)+ Z c(div(m)oo™ ) n(my), k € Z,y € Koo /T One.

meA,m#0
deg(m)<k—2

On considére le caractére v: Ko, — Z qui a ZieZ a;m" associe —1sia; # 0
et ¢ — 1 sinon. Le m-iéme coefficient de Fourier de F' peut se réécrire

e & ()
N > P ( (7T2+d(;eg(m) %)) V(my))

yGFZ \ﬂ'ooo /7r2+deg(m)000
y7#0
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et I’on peut réécrire F' :

F((T 1) =at e X ctaivtmoct 2wm)

méEA,m unitaire
deg(m)<k—2

Lemme 71. /21, 2.1}] Soit F' une fonction sur les arétes de T a valeurs
dans C, alternée et ' -invariante. Alors F' est harmonique si et seulement
st ses coefficients de Fourier vérifient les conditions suivantes :

1. pour tout k € Z, co(m*) = g *co(1) ;

k —k

2. pour tout diviseur de la forme m = div(m)oc”, c(m) = ¢(div(m))q

Corollaire 72. [21, 2.14 et 5.1] Soit F € H(T,C)'=. Les coefficients ¢, de
F sont tous nuls.

Pour ¢ € H\(T,Z)", on notera désormais c(¢p, -) ses coefficients de Fourier
(a Pexception des coefficients ¢ puisque ceux-ci sont tous nuls).

2.3 Fonctions théta pour I

Définition 73 ([26, Section 5|). Une fonction théta holomorphe (resp. fonc-
tion théta méromorphe ) pour T’ est une fonction holomorphe sur 2 sans zéros
ni poles sur Q et auz pointes (resp. sans zéros ni poles aux pointes), et satis-
faisant

f(vz) =cp(7)f(2), pourtout z€ Q etyel,

avec cs(y) € Ci indépendant de z. L’application cy: I' — C%_ est appelée le
coefficient multiplicateur de f.

Soit m un entier positif. On pose U,, = {z € Q, |z| < ¢™, |z|; > ¢ ™}
L’ensemble € est un sous-espace analytique rigide de P*(Cy) et Q = |J Uy,

m>1
est un recouvrement admissible. Pour le reste de cette section, on fixe deux

éléments w,n € Q.

Définition 74. On pose I =T/(I'N Z) et

Z— YW
O(w,n,z) = ) 2.10
N (2.10)
~yel
Puisque Z(TI') C Z:, le produit 2.10 est indépendant du systéme de représen-

tants choisi pour I'.
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Proposition 75. [26, proposition 5.2.3] Le produit 0(w,n, z) converge uni-
formément localement sur €.

Pour montrer cette proposition nous aurons besoin de plusieurs lemmes.

/ /
Deux matrices v = (CCL Z), ~ = (Z, Z,) de I' définissent la méme classe

dans ', o\I' si et seulement s’il existe u € I} tel que (¢,d’) = u(c,d). On
notera (c,d) la classe de v dans I',,\T'.

Lemme 76. [26, lemme 5.3.8] Soient co,c1 deux constantes strictement po-

. b
sitives. Pour presque toute classe (¢,d) dans T \I' d’éléments v = (Z d>’

on a : |z|; > ¢y implique |cz 4+ d| > ¢;.

Démonstration. Soient cg, c; deux réels strictement positifs et soit z € € tel
que |z|; > ¢o. Pour tout (¢,d) € T'u,\I', on a |cz + d| > |c||z|; > ¢, si || est
suffisamment grande. Pour le nombre fini de polynémes ¢ € A ne vérifiant
pas |c||z|; > c1, si |d| > ¢1, on a |cz +d| = |d| > ¢. O

Lemme 77. [26, corollaire 5.5.4] Soit € > 0. Pour presque toute classe (¢, d)

tel que v = (ﬁ Z) el onalym; <e.

|77|i .
en + dJ?
lemme 76. ]

Démonstration. On a |yn|; = On obtient le résultat en utilisant le
Lemme 78. Soit (c,d) € T \I' fizé et co,c5 deux constantes strictement

Z) eI, |z] < ¢y implique |z —

positives. Pour presque toute matrice (z

| > cs.

Démonstration. On applique le lemme 76 & z = n et (a, b), pour presque tout
couple (a,b), on a

[yl = len + d| ™ an + b > max(cy, c3).
Ainsi |z — yn| = |yn| > cs. O

Lemme 79. [26, lemme 5.3.6] Soit n € Q fizé. Pour presque tout v € T', on
a|z—~m| > q ", pour tout z € U,.

Démonstration. Par le lemme 77, on a |yn|; < ¢~" pour presque toute classe
(¢,d) € Too\I', pour v € (¢,d) on a

lz—m| >z =l > ¢ "

Pour les classes (c, d) restantes on applique le lemme 78. O
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Lemme 80. /26, lemme 5.5.8] Soient n € N* et ¢ > 0. Pour presque tout
v €T, pour tout z € U,, on a

z—yw
2=

-1

<E.

Démonstration. On a

(2.11)

S R
z2 =M |2 = nllen + df|ew + d]
Soit k > 0. Par les lemmes 79 et 77 pour presque toute classe (¢, d), on a
1 mn
< rd .
len +d||lew +d|  |n — W

Pour les classes (c, d) restantes on applique le lemme 78. O
Proposition 81. /26, lemme 5.3.9] Soit s = % € K. Le produit
H S — Yyw

S — ?
e m

converge.

Démonstration. Pour v = <CCL Z) €l',ona

|(uc — av)n + ud — bv|

> cqlen +d| 7
[v||en + d|

|s —yn| =

avec ¢4 une constante indépendante de v € I'. Il vient que

5 —yw
§—=M

1 n—w
—1|l <t .
“C“ jw + d]

Comme précédemment pour presque toute classe (¢, d) la derniére quantité
est inférieure a e. Pour les classes (¢, d) restantes on applique le lemme 78. [

Lemme 82. /26, lemme 5.5.10] Soient w,n € Q et soit e > 0. Il existe c5 > 0
telle que pour tout v € I' et tout |z|; > ¢5 -

z— YW
z =

—1‘§5.
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Démonstration. On a
Z— YW
zZ—=n

Ce

[t
|z — 1]

oil ¢g dépend uniquement de w et 1. Posons donc ¢5 = sup{=, |yn|;, v € I}.
On a alors pour |z|; > ¢5 :

|z —m| > |z —nli > 2] > cs,

—1‘<5. ]

Remarque. Dans [23L0n voit qu’on peut également définir les fonctions
O(w,n,.) avec w,n € Q = QU PHK). On définit la fonction rationnelle
G(w,n, 2) par

siw # 00 #n

(1—%)_1 siw=o00,n ¢ {0,00}

1 sin=oo,w ¢ {0,00}
z slw=o00,n=0

z sin=o0,w=0

1 slw =1 = o0.

G(w,n, 2) =

On pose alors
O(w,n,z) = [ Glyw, . 2).
yer
La fonction ainsi définie converge uniformément localement sur Q. A no-

ter que les fonctions 6(w,n,.) sont des fonctions méromorphes sur 2 comme
limites uniformes de fonctions rationnelles sur 2. D’autre part par la propo-

.- . Z—yw
sition 9, le produit
H 2=
vyel
Proposition 83. /26, théoréme 5.4.1] Soient w,n € Q et a € I". Alors

1. Il existe une constante c(w,n, o) € C appelé coefficient multiplicateur
tel que

est indépendant de 'ordre choisi.

9<w7 777 az) = C(w7 n’ a)e(w7 /'77 2)7
ot c(w,n, a) est indépendant de z € S).

2. Le coefficient c(w,n, a) dépend uniquement de la classe de o € T. Donc
Papplication o — c(w, n,g) définit un morphisme de groupes de I' dans
Co qui se factorise sur I.
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. La fonction u, définie par

Ua(2) = 0(w, aw, z) = H % (2.12)
~el

est indépendante du choix de w € ).

4. Soit Bl On auyp = usug.

5. On a l’équation fonctionnelle suivante :

1, ) = 2.13
clw,m.0) = 2 (213)
. Soit co(.) le coefficient multiplicateur de u,. L’application
I'xDI — Cr,
(. 8) = ca(P)
est bilinéaire symétrique et a valeurs dans K.
Démonstration. 1. Soit « € T'; on a
-1
oz —yw Z—a yw
—— =ha(V)—
az —9n Z—aam
ou
1 si 0o = 00
h = —
R Rk RN
Qoo — 1)
z — o w
Ainsi u, (2 Hh 7 . 11 suffit donc de montrer que le
Z — oty
761“
produit ¢(w,n, « H ha () converge. Pour a telle que coo = o0, le

vyel
résultat est trivial et pour aco = + € K, c’est la proposition 81.

. Puisque l'application a — ¢(w,n, &) est un morphisme de groupes a

valeurs dans le groupe abélien C_, elle se factorise sur I'*.

Soit 3 € I'*P d’ordre m € N*. La fonction holomorphe 1 — c(w,n, 3)
est a valeurs dans les racines m-iémes de 'unité, donc est constante.
Puis en substituant 7 par w on obtient que I'application est constante
égale 1.
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3. Soient w,n € 2. On a

Lz —yow AL z—yn

vel’ yel’
I
TZ—an ttz— yow
yel yel

= 0(w,n,2)0(n,w,z) = 1.
4. Pour tout z € (Q,
s (2) = B(, a0, 2) = B(w, B, 2)(Buo, 6B, 2) = (2 (2).
5. Soit  — (TwUTI'n). On a

( ) O(w,n, az) —Zz:ﬁ;
clw,n a)=—1""2 — | | .
7/’7, e(w’ 777 Z) s 2

el 2=

Le y-iéme facteur du produit précédent vérifie

az—yw  w-—az w-—ylaz

az—n  qw-—z  w-~lz n—ytz fw—y2\"
z—qw o Mm—az p—y7laz p—ylaz (w—v‘%z)
z = M=z  p—~lz

Finalement

U ( w—7y"'z )1 _ ta(n)

Ly — vy laz \w—y"laz
vyel

6. Puis_que pour tout @ € I', Papplication vy € " — ¢, () € CZ, se factorise
sur I', I’application

c: ' — Hom(T,C:)
a —> cal.)

est bien définie. D’autre part, I’application ¢ se factorise I et donne une
application ¢: T' — Hom(T', C%_). Soit w € Q un élément algébrique sur
K. On a que ¢,(8) € Ky(w). Puisque le produit définissant u, est
indépendant du choix w € €2, il vient que

ca(f) € ﬂ Koo(w),

we

w algbrique sur Koo

et donc que ¢, (f) € Ko.



68 PARAMETRISATION MODULAIRE SUR F,(T)

Théoréme 84 (|23, Proposition 2.6]). Soit w,n des éléments de Q. La fonc-
tion O(w,n,.) posséde un prolongement méromorphe auz pointes P(K) de Q.
De plus, O(w,n,.) est holomorphe non nulle auzx pointes.

Remarque. La valeur du prolongement méromorphe de 6(w, 7, .) en la pointe
oo est 1 (cela provient de [26, lemme 5.3.10]).

2.4 Evaluation des fonctions théta aux pointes

Une conséquence du théoreme 84 est que la fonction holomorphe u, pos-
séde un prolongement holomorphe sur Q = Q L P!(K) donc est une fonction

théta holomorphe. D’autre part, comme établi dans |26, lemme 5.3.9] et dans
5 —yw

la proposition 81, pour tout s € K et tout w,n € 2, le produit H

S —_—
ef o

converge. On remarque que cela n’implique pas nécessairement que I'image
de u, en une pointe s € K est donnée par la formule (2.12). Cependant nous
prouvons maintenant que c¢’est bien le cas.

Théoréme 85. Soit a un élément de T et s € PL(K) — {oo}. La valeur de
Uy en s est donnée par

Ua(s) = H ST

5 —yow

vyel

Le reste de cette section est consacrée a la preuve du théoréme 85. Soit
s € PY(K) — {oo}. Puisque le produit u,(z) est indépendant du choix de
w € Q, on peut choisir w € Q tel que |w| € ¢2~Z. Cela implique que |w| = |w];.
Pour z € Q, v € T, on note G, ,(2) :

On a

_ N (s —w)(z —naw)
gGw,w(S) EGW( )| = lualz)] g(s—mw)(z—w) 1. (2.14)
(s —yw)(z — yaw)

(s — yaw)(z — )’

On pose F, ((z) =
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Lemme 86. Pour v = (CCL Z) € f, on a

(z — s)(aw — w) det ()

Pl =1 000 — w)ew + ) (caw + d)

. . b =~
Démonstration. Soit v = (CCL d) € I'et z € 2. On commence par remarquer

que
(aw — w) det(v)

(cw +d)(caw + d)’

yow — yw = (2.15)

D’autre part, on a

(s —w)(z —yaw) sz — s(yaw) — 2(yw) + () (yaw)
(s —yaw)(z —w) (s —yaw)(z — yw)
(z = s)(yow — yw)
(s = yaw)(z — yw)
(z — s)(aw — w) det ()

=1+

=1
* (s —yaw)(z — yw)(cw + d)(caw + d)
et le lemme suit. O
On sait que |s — yaw| > L (voir preuve de la proposition 81) ou
|caw + d|

Ksaw €St un réel positif qui dépend seulement de s, o et w. Il vient que

|Z-SHO€W-W|I€;£M ’Z_S‘Cw,a,s

|z —ywllew +d| T |z — ywl|ew + d|

|F,s(2) — 1] < (2.16)

ot C, o5 est indépendant de v € I' et de z € Q.

Le but est de prouver que (2.14) tend vers 0 lorsque z tend vers s. Du
prolongement méromorphe de wu, en s, on déduit que uy(z) — uq(s). 11
Z—S

suffit donc de trouver une suite (2, )nen C €2 telle que lim z, = s et telle que

n—oo
, 5 — yw
| = _— .
nirgoua(zn) H s — yaw (2.17)
~yel’
On a
‘ua(znﬂ < maX(|Ua<S)|7 |“a<5) - ua(zn)D <C (2~18)

ou C' > 0 dépend uniquement de s et « puisque uq(z,) — uq(s). Maintenant
pour montrer (2.17), nous devons montrer que pour tout € > 0, il existe
ne > 0 tel que pour tout n > n., |F, (%,) — 1] < e. On choisit ( € Q@ —Tw
tel que || = |C]; = 1 et on pose z, = s+ T "(. On remarque que |z,|; = ¢~
pour tout entier positif n.
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Lemme 87. Soit € > 0 un nombre réel. 1l existe un entier positif ng tel que
pour tout n > ng, si 7y satisfait |z, — s|; > |ywl; alors |Fy s(z,) — 1] < e.

Démonstration. Soit € > 0 fixé et n > 0. On commence par remarquer que
lcw +d| > |ewl; = |c||w];.

1
Donc, si || > |w|;'¢" ou si |d| > max <|cw|, (Jwl;"q™)? ,q”), on a

lywl; = ﬂ
lcw + d|?

—n

< |Zn - S|i =q
Pour les paires (¢, d) satisfaisant au moins 'une des deux conditions sur |c|
ou |d|, on a |cw + d| > ¢" et puisque |yw|; < |z, — s|; on a

|2n — yw| > |2n — s — Yw|i = |20 — 8-

Donc on obtient

‘Zn - S|Ow,oc,s

F. -1 < 2.16
‘ ’775<’Zn) ‘ = |Zn —_ s|i|cw + d| par ( )
< w,x,s < C —_n
— |Cu} + d| = w,a,sq
qui est inférieur ou égal a ¢ lorsque n est assez grand. O]

Lemme 88. Soit ¢ > 0 un nombre réel. Il existe ny > 0 tel que pour tout
entier n > nq, si vy € I' vérifie |yw|; > |z, — s|; alors |F, 4(z,) — 1| <e.

Démonstration. Soit ¢ > 0 fixé et n > 0 un entier suffisamment grand. Si
v € I vérifie |yw|; > |z,—s|; alors |s—yw| > |ywl|; > |zn—$|i = |2nli = |20—$]|-
Par I'inégalité ultramétrique, on a

on =9l = [(en = 8) +5 =l = s =] 2 2
ol K, est indépendant de v € T' (voir preuve de la proposition 81). Par
2.16), on obtient alors |F, ¢(z,) — 1| < |z, — s|Clask_t, ce qui est inférieur
s 8w, s

ou égal a e si n est suffisamment grand. O

Corollaire 89. Soit ¢ > 0. Il existe ny > 0 tel que pour tout n > ny et tout
yeT, onalFys(z,) — 1] <e.

Démonstration. Soit € > 0 fixé. On pose ny = max(ng,ny) ol ng et ny
sont pris comme dans les lemmes 87 et 88. On obtient |F, 4(z,) — 1] < ¢
lorsque |ywl|; # |2, — s|;. De plus, puisque |w| = |w|; € ¢¥ %, pour tout

Y= Z Z € T on a |cw+d| = max(|ew|, |d]). Ainsi, on obtient |ywl|; € ¢@%

pour tout y € T, et donc [yw|; # |z, — sl = ¢ O
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Par le corollaire 89, il existe ny tel que pour tout n > no,

5 — Yw Zp — YW
Hs—’yaw_Hzn—yozw = Cs,

yel ~yel

ot la constante C est la méme que dans (2.18). Cela conclut la preuve du
théoréme 85.

2.5 Opérateurs de Hecke

A partir de maintenant, le sous-groupe I sera toujours de la forme Iy(n)
avec n € A non constant et unitaire. Soit ¢ € H(T,B)' ot B=7,Q,R ou
C. On considére ¢ comme une application sur Gly(K ). Soit m = (m) C A
un idéal. On pose

nee= ¥ o((;n)e) cerm

a,b,deA
a unitaire
deg(d)<deg(b)
ad=m,(a,n)=1

On a alors Ty, (¢) € H(T, B)' et 'opérateur Ty, est appelé le m-iéme opé-
rateur de Hecke. Le résultat classique suivant peut étre trouvé par exemple
dans [22, Section 7.
Proposition 90. Les opérateurs de Hecke satisfont les propriétés suivantes :
1. Soit p C A un idéal premier et k un entier positif. Alors Tyx est un
polynome en T,.
2. Soit m,m’ deux idéauz de A premiers entre euz, alors Tym = TuTw .
3. Les opérateurs de Hecke commutent deux & deux.

Il est également possible de définir une action de Hecke sur I' (voir [26,
9.3]). Si p = (P) est un idéal de A premier a n, on pose

P 0
TP = <0 1) € GIQ(KOO)
et on définit
AP :FﬂTPFTlgl.
Pour o € T, on définit T,(a) comme

To(a) = 15° H OéiOéCK;(li)Tp (2.19)
a, EAp\T
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ol «; parcourt un systéme de représentants de Ap\I' et o est la permutation
de Ap\T telle que ozioza;(li) € Ap.

Lemme 91 (|26, Lemma 9.3.2]). Soit a = (a) un idéal A premier a n et
acl. Onaj(T,(a)) =Ty(j()). En d’autres termes, l'action des opérateurs
de Hecke commute avec l'isomorphisme j.

Proposition 92 (|26, Lemma 9.3.3]). Les opérateurs de Hecke sur T définis
dans (2.19) sont autoadjoints par rapport a Uapplication bilinéaire (v, 5) —

Ca(ﬁ)’

Soit Jr la jacobienne de Mp. Cest une variété abélie_nne sur K de dimen-
sion g(I") ot ¢g(T") est le genre de la courbe modulaire Mr.

Définition 93 ([18, VIIL1]). Soit p = (P) un idéal premier de A et Ap, 7p
comme précédemment. Le p-iéme opérateur de Hecke sur Mrp est donné par
la correspondance

Tyw = Z 5w, w € Mr(Cy).
aEAp\F

L’action des opérateurs de Hecke sur My induit une action sur Jp. En effet
si D=3 a;(w;) € Jr(Cx) alors T,(D) = > a;(Ty(w;)) (voir [18, Chapter
VIII| pour plus de détails). I’action des opérateurs de Hecke Jr(Cy,) induit
'action suivante sur C* /t% ~ E(C,) (voir |26, 9.4 et 9.5.6])

Tata(2)= [ e (m;b). (2.20)

a,b,de A

a unitaire
deg(d)<deg(b)
ad=m,(a,n)=1

2.6 Paramétrisation modulaire

Proposition 94 (|26, 7.3.3]). La variété de groupe analytique Hom(T', C%.)/c(T)
posséde une structure d’une variété abélienne K .-tsomorphe a Jr.

En d’autres termes, on a la suite exacte
1 =T 5 Hom(T,C) — Jp(Cs) — 0. (2.21)

Les opérateurs Hecke agissent sur chacun de ses termes et 'application
¢: I' = Cy est compatible avec leurs actions (voir [26, 9.3.3]). Il en va de
méme pour la projection Hom(I', C%_) — Jp(Cy).



2.6. PARAMETRISATION MODULAIRE 73

Soit /K une courbe elliptique de mauvaise réduction multiplicative en la
place oo = 1/T de K. De maniére équivalente, F posséde une paramétrisation
de Tate multiplicative

E(Ky) ~ K= /t%, (2.22)

pour un certain ¢ € K% vérifiant |¢| < 1. Pour tout idéal premier p, on note
F, := A/p, et E laréduction de E modulo p. On pose A, = ¢4e®) +1—-#E(F,)
si I/ a bonne réduction en p, et si E est de mauvaise réduction en p, on pose :

1 si F est de mauvaise réduction multiplicative déployée en p
Ap = —1 si E est de mauvaise réduction multiplicative non déployée en p

0 sinon.

Depuis les travaux Weil, Jacquet-Langlands, Deligne, Grothendieck, Drinfeld
et Zarhin, on a le résultat suivant :

Théoréme 95. [26, 8.3] Soit E une courbe elliptique définie sur F, (T') de
mauvaise réduction multiplicative déployée en la place oo = 1/T. Alors il
existe une unique forme nouvelle ¢ € H,(T,Z)" non divisible telle que

clp,1)=1
Tw(p) = qie™c(p, m)p  pour tout idéal m C A,
c(p,p) = g~ b)), pour tout idéal premier p C A.

On identifie H,(7,Z)" avec T au moyen de l'isomorphisme j du théo-
réme 69. On peut considérer ¢ comme un élément de I'.

Proposition 96 (|26, Proposition 9.5.1], [20, Theorem 3.2|). Soit ev,, appli-
cation d’évaluation en ¢ de Hom(I', C%)) dans C*. Le sous-groupe ev,(c(I'))
est isomorphe a 7 et engendré par un unique t € KX vérifiant |t| < 1.

Soit A = {c,(7),7 € T} = t%. On a le diagramme commutatif suivant

1— T —>Hom(T,C ) — Jp(Cs) —=0 (2.23)
lcw(-) jevw l
1 A Cr, Ct /A —=0

Définition 97. /20, 3./] La paramétrisation modulaire (aussi appelée uni-
formisation de Weil) est définie comme

®: Mr(Cy) — Ci/A~E,(Cy)
z — u,(2),

ou B, est appelée la courbe de Weil associée a la cochaine harmonique .
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Remarque. La courbe £, est une courbe de Weil forte c’est a dire ® ne
peut étre factorisée par une autre uniformisation de Weil

O M1(Co) B F'(Cas) = By(Ca),
ot E’ est une courbe elliptique.

On pose

p=inf{{p,¢) >0, ¥ € H(T,Z)"} = inf{log, |c,(7)| > 0, v € T'}.

Gekeler a montré que g = v5(t) = —vs(jr) 00l jg est le j-invariant de
E, (|20, Théoreme 3.2, Corollaire 3.19]). Rappelons aussi sa formule pour
calculer le degré de la paramétrisation modulaire.

Théoréme 98 (|20, Proposition 3.8|). Le degré de la paramétrisation modu-
laire @ est donnée par

deg(P) = M

1

On veut calculer les valeurs prises par la paramétrisation modulaire ¢ en
les pointes de Mp. Par un analogue du théoréme de Manin-Drinfeld, prouvé
dans ce cadre par Gekeler [24, Théoréme 1.2], le sous-groupe de la jacobienne
de M engendré par les les pointes est fini. Par conséquent, I'image des
pointes par ® sont des points de torsion de la courbe elliptique. Cependant,
le résultat de Gekeler ne fournit aucune borne explicite pour la taille du
sous-groupe cuspidal en général. Pour notre propos, nous prouvons une borne
explicite sur 'ordre de ces points de torsion : la borne dépend de la courbe
elliptique et est prouvée en utilisant les opérateurs de Hecke et le méme
principe de preuve que Manin-Drinfeld.

Théoréme 99. Soit s € T\P'(K) une pointe de Mr. Alors ®(s) est un point
de torsion E(Ky) et son ordre divise #(E(Fy)) pour tout p = (P) vérifiant
P =1 mod n.

Démonstration. Soit z € Mp(Cy) et soit p = (P) un idéal premier de A
tel que P = 1 mod n. Par un analogue du théoréme de Dirichlet (|37, Theo-
rem 4.7]), un tel polynome P existe. On a

Toug(z) = ua(P2)  [] uw(zlﬁj).

jEA
deg(j)<deg(P)
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Puisque T}, comme tout autre opérateur Hecke, commute avec ’application
f € Hom(I',Cy) — f(p) € CZ, on a par (2.20),

w2 = up(P2) ] wp (Z;j). (2.24)

JEA
deg(j) <deg(P)

Soit s € T\P'(K) une pointe. On pose Sp = {j € A, deg(j) < deg(P)}.
Puisque P = 1 mod n et par des arguments similaires a [11, Proposition
2.2.3|, il existe des matrices Qp et (Qj)jes, C T tels que Qps = Ps et

Qjs = % pour tout j € Sp. On prend z = s dans (2.24), et en divisant

deg(P)+1 .
* , on obtient

par u,(s)?
U (S)Ap—(qdeg<P>+1) _ uy(Ps) H Uy (%)
’ Uy (s) Uy (s)

jEA
deg(j) <deg(P)
_ up(@ps) 11 up(Q;5)
PR R S SNy
deg(j)<deg(P)

N J/

eAn

Donc ®(s) est un point de torsion de E(K,) dont Pordre divise #(E(F,)).
[

Remarque. Dans des cas spécifiques, des bornes explicites pour la taille du
sous-groupe cuspidal de la jacobienne sont connues, par exemple lorsque n
est irréductible par Gekeler ([19]) ou deg(n) = 3 par Papikian et Wei ([34]).
Ces bornes qui, contrairement au théoréme 99, ne dépendent que de n, sont
également des bornes supérieures pour 'ordre des points de torsion sur la
courbe elliptique provenant de I’évaluation de ® aux pointes. Cependant le
théoréme 99 ne requiert aucune hypothése sur n.

2.7 Exemple sur Fy(T) avec n = T°
On considére la courbe elliptique E/Fo(T") définie par
y? + Ty = 2 + T2

Son conducteur est n = T3c0. La courbe elliptique E est isomorphe sur Fo(T)
a la courbe de Weil forte donnée dans [38, Theorem 2.1 (a)]. On pose n = T
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et ' =Ty(n). Le genre de My est 1, donc le groupe abélien H,(7,7Z)" est de
rang 1.

Soit o € H,(T,Z)" la cochaine harmonique associée & E comme décrite
dans la section 2.6. On peut identifier o5 & I'aide de son développement en
série de Fourier : en effet puisque pp posséde un support fini modulo T, il
suffit de connaitre ses valeurs sur les arétes de (I'\7)" qui sont en nombre fini.
L’arbre quotient a été calculé dans 'exemple 59. De plus, on peut calculer
I'image réciproque de pg par I'isomorphisme j du théoréme 69. Pour ce faire,
on calcule I'image réciproque d’une Z-base de H,(T,Z)" avec la méthode du
sous-arbre maximal de I'\7 comme fait dans |26, preuve du Lemme 3.3.3]
et rappelé dans le lemme 68. Ici comme rg(H,(T,Z)") = 1, la cochaine ¢
vérifiant ©(€p;) = 1 est un générateur de H,(T,Z)". On cherche maintenant
v € T telle que j(v) = ¢. Pour ce faire, on considére 'unique géodésique
¢ reliant 091 = 0(€p1) & 011 = t(€p1) dans I'\T — {€p1}, puis on prend une
géodésique dans T qui est un relévement de {é¢; } Ué. La géodésique suivante
est un relévement de {ép1} U ¢ :

v(2,7) € o1 — v(1,0) = v(2,0) = v(3,7%) — v(4, 7 + 7).

Notons v = v(2,7) et v/ = v(3,7%). 1l suffit de déterminer v € T telle que

v' = yv. On obtient
(T+1 1
TE\T Tr4T1)

L’application pg vérifie pg(ép;1) = —1. On en déduit que I'image réciproque
de pp par j est la matrice

1+T+T% 1
O“( T 1+T)€F'

On remarque que « engendre I' puisque g engendre H,(7,7)", donc

A ={ca(7),7 €T} = (cal)).

Pour déterminer le réseau A, il suffit de calculer ¢, (). Le coefficient multi-
plicateur ¢, () est donné par (voir (2.13))

Q00 — YW
cal) =[] p—— (2.25)

yerl’

et ce produit est indépendant de w € Q. On choisit w = T2p avec p € Cr,
satisfaisant p® + p+ 1 = 0. On obtient 'approximation de c,(«) suivante en
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restreignant le produit (2.25) a I'ensemble

el | 2277 zi ‘
Q00 — yaw 16

Cet ensemble est alors déterminé par des arguments similaires a ceux de la
preuve de la proposition 100. On obtient cq(a) = 7% + ¢, () OU O¢y(a) € K
est tel que [0¢, ()| < 1. On en déduit qu'un générateur de A est

t = coé(oz)_1 =7t 4+ Ot

avec |0, | < 278,

La courbe modulaire M posséde 4 pointes : 00, 0, %7 % Par le théoréme 98,
le degré de la paramétrisation modulaire est 1 et ® est donc un isomorphisme.
Pour une pointe ¢ € {00,0, 7,7}, on veut évaluer uq(c) modulo A. En
utilisant le théoréme 99, on calcule #(F(F,)) pour tout premier p = (P)
vérifiant deg(P) < 15 : on obtient que I'image de ¢ est un point de torsion
dans E d’ordre divisant 16. Noter que dans cet exemple, la borne donnée par

Papikian-Wei dans [34] est 4, ce qui est meilleur que la notre.

Proposition 100. On a les approximations suivantes :

ua(0) =71+, avec [v| < 277,
1
Ug, (f) =74 o1, avec [0y7| < 272,
R N 16, 72| < 276
U T2 =T 1/T2 avec 1/T2 .

En particulier, les points ®(0) et ®(1) sont d’ordre 4 dans E(Ky), et le

point ®(75) est d’ordre 2 dans E(K).

Démonstration. Nous ne détaillons que le calcul de u, en s = 0. Rappelons
que par le théoréme 85, la valeur u,(0) est donnée par

ua(0) = [ 1

0—vyaw

vyel

Comme précédemment, on choisit w = T~2p avec p? + p+ 1 = 0. On observe

alors que |w| = |w|; = 272, |aw| = 27! et |aw|; = 27% Pour z € Q, on note
Z— aw . . .
G, w(2) = ———. En premier lieu, on a besoin de majorer les normes des
z — yow
produits partiels. On remarque que si sup H Grw(0)| = C et si
ScT
YES

fs ={y¢€ f» ’G%w(o) — 1| > ¢},
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alors on a
11620 =[] Gr(0)| = |]] GreO)|| ] Grw(0)—1
el ~el'. yerl. ~vel-T.
—_——

<c| [ t+(Gu0)-1)

el -T.

e} Y TG0 -1

=1 YCT—T. 7T >
#T=j

< (Cmax max &’

izl rcr-T.
#T=j

< Ce.

Commencons donc par majorer le supremum des normes des produits par-

. : b =

tiels. Soit v = z g) oo élément de I'. On a
'—vw _'1+7aw—7w Smax(l, 7aw—7w>7
—yaw —yaw —yaw

et par (2.15),

yaw —qw| law — w| _ 271 (2.26)
—vaw | — yaw||cw + d||caw + d|  |acaw + b|jcw + d| '
Mais on a
14+ T +T?% +b73 b(1+T
0w + b] = (a(14+T+T°%) +bT°)w+b(1+T) + al
|T3w+1+T)|
> 27 (a(l+ T+ T%) 4+ bT°)w + b(1 + T) + a
> 27
Ainsi si ¢ # 0
— 2
Yow — yw < 1 32_32_1.
—yaw lew +d| ~ ||
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Sic=0,alorsa=d=1et |cw+d| =1, puis on a
_ -1
yow —qw| 2 <1
—yow law +b] ~

Pour tout sous-ensemble S C f, on déduit que

—w
H —yow

yeES

<1. (2.27)

Par cette inégalité, on voit que pour calculer u,(0) avec une précision au plus
g, il suffit de calculer le produit
H G%w<0)v

vel
|Gv,w(0)—1|>¢

z—yw

ou G, ,(2) = Ea—— Lorsque |c| > %, on a

271
- laaw + bl|cw + d|
22

< —<e.
|

|Gy0(0) = 1] (par (2.26))

Sie] < % et |d| > 2, on obtient que |G, ,(0) — 1| < e. Maintenant pour les
couples (¢, d) ne vérifiant pas la condition (|¢| > % ou |d| > 2) alors, si ¢ # 0
on a |cw + d| > |c|jw]; > 2, et alors

272 22 22

G0 1< —nmm— < — < i > —.
| %() |_|aaw+b| |a| € Sl|(l’ €

Lorsque ¢ = 0 (ce qui implique a = d = 1), alors si |b] > 27_1, on obtient

271 271

w0 —1|=—F+<
GO == = Th

<eE.

On note qu’a I'exception du cas ¢ = 0, pour a,c,d fixés, il existe au plus
b
7] € . Donc, pour approcher u,(0) a la
précision au plus € nous devons calculer le produit

I1 G..00),

~eT,

une valeur de b € A tel que
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- ~ 2? 2 2?
{0 DeteroazZmstm=2]
c d € €

19
et .
fgz{vef,c:0,|b|§—}.
2¢e

Le calcul du produit fini H G..(0) pour e = 27° a été effectué avec le
’Yefe

logiciel PARI/GP [48]. On obtient u,(0) = 7 4+ v avec v € K7 vérifiant

lvu| < 275, donc u,(0)* =t + v*. On conclut que ®(0) est d’ordre 4.

Pour s = %, on obtient u, (%) = 7! + 017 avec 0y p € K7 satisfaisant

T
01/7] <273 : on en déduit que le point ®(1/T") est d’ordre 4 sur E. Finale-

ment, on a g (73) = 7 4 0172 avec |6172| < 27, donc le point @ (F5) est

d’ordre 2. O

Remarque. Dans cet exemple, nous pouvons également donner une borne
explicite sur le cardinal de ’ensemble I'.. L’ensemble

S={ceFT]:c=0modT? deg(c) <2+ LlogQ(é)J}
est de cardinal 1 2-U°82(5)] Soit ¢ € S. On considére I’ensemble S, des poly-
nomes d € Fo[T] tels qu’il existe une matrice (i Z) € I' : une majoration
de son cardinal est
#({d € F2[T] : deg(d) < 1 — [logy(e)], pged(d, T) = 1}) = 2°~ o)L,
Alors pour ¢ € S et d € S., le nombre de polynomes possibles a tels qu’il

. s b ~ .
existe b € A satisfaisant (CCL ) € I' est majoré par

d
#({a € Fa[T), pged(a, T) = 1 et deg(a) < 2 — logy(e)}) = 220w,

Alors on obtient #(I.) < 24-3llog2(2)]

2.8 Exemple sur F5(T) avec n =T° — T?

On considére la courbe elliptique E/F3(7) définie par

E:y* =2 +T(T + 1)2* + T?x.
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Son conducteur est co(T® — T?) et son j-invariant est

o (T?P+T+1)3
JE= i Ty
T(T+1)

De nouveau E est une courbe de Weil forte, voir [38, Théoréme 2.4 (b)|. Soit
n = T3 —T? la partie finie du conducteur de F et soit ' = To(T?% —T%). Ici le
genre de la courbe M est 2 et donc le groupe abélien H,(7,Z)" est de rang 2.
On a besoin de connaitre I’arbre quotient déja calculé dans 'exemple 60. On
reprend les mémes notations que dans cet exemple. Soit o1 € H,(T,Z)", la
cochaine harmonique vérifiant

n(e) sieeq
p1(€) = ¢ —n(é) sieé e dé,
0 sinon

ou & = (011, 1) U {€02}, ot §(011,001) est 'unique géodésique allant de

011 & Up; dans le sous-arbre maximal T'\7T — {€p2, €04} 1l suffit de prendre un
relévement de ¢; dans T :

v(2,7) = v(3,27% +7) = v(5, 7 + 7 + 272 + 1) = v(6, 7 + 7 + 272 + 7).

T> 4+ T +2 2

On en déduit j7'(¢1) = < T3+ 972 97 42

). On fait de méme pour

Gy = G(V14,001) U {€0a} :

v(2, %) —=v(3,27% + 1) —=v(4,27* + ) v(5, 7" + 27 + )

|

v(6, 70 + 7t + 272 + 7),

T3 4+T?+T+1 2T2+T+1)

et on en déduit que j_l(QOQ) = ( T4 1+ 973 T3 + T +2

Soit ¢ la forme automorphe associée & E. A 'aide du développement en
série de Fourier de ¢pg, on obtient que pr = ¢1 — po. L'image réciproque de
wp par I'isomorphisme j est

~—1( )_~—1( )-_1( )_1_ T3+2T2+2T—|—2 2T + 1
J $e)=7 (¥1)] (¥2 = T4 T3 4 T2 T2 49T +1)"

On calcule un générateur ¢ € K% du réseau A = {ca(7),7 € I'} = t% On
obtient I'approximation suivante pour ¢ :

t =7 +27° + O(n9).
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1 1

La courbe modulaire M posséde six pointes : 0o, 0, ,}, T2y T T2 . La pé-

riode de Tate de E est donnée par (voir [45, Section 2 de I’Annexe A])

te =Y dn)— =7*+2r° + 77 +27° 4 6,

n>1

ot (d(n)),>1 sont les coefficients de la série pour la fonction réciproque de j,
et 0, € K satisfait |0;,.| < 37'°. On en déduit que tg = t. Le degré de la
paramétrisation modulaire est 2. Comme précédemment, on calcule #(E(F,))
pour les idéaux premiers p = (P) tels que deg(P) < 10 et P = 1 mod n. Par
le théoréeme 99, on obtient que 'ordre de I'image d’une pointe divise 8. Cette
borne est meilleure que celle déduite de Papikian-Wei [34] qui est 24 dans
cet exemple.

Proposition 101. On a les approximations suivantes :

=272 +21% + 09, avec [9| < 373,
1
(T) el V17, avec |y 7| < 371
1 -5
72) = =7t +271° + V72 avec |191/T2| <377,
( ) =2+ + V1/(r-1)s avec [V1/r-n)| <1,
<T2 T) = 7r3 —+ 191/(T2—T)a avec |791/(T2—T)| < 3_5

En particulier, on obtient
1. Les points ® (l) et O (ﬁ) sont d’ordre 4 sur E(K).

2. Le point ® (75) est d’ordre 1 sur E(K).

3. Les points ®(0) et ® (75) sont d’ordre 2 sur E(Ky).

Démonstration. Comme précédemment, pour s € T\P(K) et v € T, on pose

5 —yw ~
G, u(s) = ST Comme systéme de représentants pour I', on choisit les
” s — youw

. a b o X
matrices de la forme (c ) € I' avec a unitaire. Pour ¢ < 1, soit

d

S.={yel,|G,.(s)—1] >}
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On a et

H Gy (s)

YeSe

<

H Glyw(s)

YEST

€.

HG%w(S) - H Grw(s)| <

fyef 'Yess

H Glyw(s)

YEST

En effet, en posant g, (s) = G,u(s) — 1, on a

H Grw(s) — 1] = H (1+9y0(s) —1

~el-S. ~vel'—S.

et on voit facilement que H (14 gy0(5)) =1+ 08,.(s) avec |0,(5)] < €.

WGF—SE
Nous donnons des détails uniquement pour la pointe s = % On choisit
w=T7?pavec p*> + 1 = 0. On remarque que |w| = |w|; =372, |aw| = 37" et
. b
law|; = 371 Soit v = (CCL d> €Tl.Ona

|(c —aT)aw + (d — bT)|
|T||caw + d|

|s —yaw| =
De plus, on a
(¢ —aT)aw +d — bT| > 372

On obtient alors par (2.15) que si |¢| > %

3Blaw — w| 32 31

jew +d = ellwl ~ Ie|

Gyo(s) — 1] < <e.

D’autre part, si |c¢| < % et |d| > %, il vient que |cw + d| = |d| et I'on obtient

2

3
IGroyw — 1| = <e.
7(s) |d|

Si (¢, d) ne satisfait pas la condition (|c| > 35_4 ou |d| > 35—2) et si ¢ # 0, on
remarque que si |a| > %, on a |aaw + b| > |caw + d||s|. On obtient donc

s — yaw| =

aow +b|  |aow + b
s — = :
caw+d|  |caw +d|
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Puisque |cw + d| > |¢||w]; > 3, On obtient par (2.15)

low — w| 32 , 3°
G.,(s)—1 < < —<eg, > —.
| s (S) ‘— |aaw+b||cw+d| — |CL| € S1 |(l| €

Lorsque c=0,0on aa =1 et d € [F;, et 'on obtient pour b # 0 :

aw b

’3—7@W|:|5—7—3|:|b’-
Donc
low —w| 372 _ 372
Goo(s) — 1= L <™ <¢ bl > .
‘ s (S) ’ \bch—l—d| — |b‘ € Sl‘ ’ €

Ici le produit H G w(s) est de norme 3. Donc, si nous voulons approcher
vES
le produit H G, ..(s) & la précision au plus e, il faut considérer le produit
~vel
restreint a I'ensemble S, /3.
Pour € = 371, le calcul de u, (%) a la précision au plus 37! donne

Uo (7) =7+ 147+ 017, avec ¥y )r € K7, satisfaisant |0q,7| < 37", Pour
les autres pointes, on obtient

e (0) = 277 4 27° 4 Vo, avec |[Uo] < 372,
1 _
Uq (ﬁ) :7T4+27T5—|—191/T2 avec |’l91/T2| <3 5,
1 _ _
Uq, (ﬁ) =T 2 + 7 ! + 791/(T71)7 avec ’191/(T,1)| < 1,
Uq L =73 + ﬁl/(TQ—T) avec ’ﬁl/(TQ—T)’ < 37°.
T2 -T ’
Cela prouve le résultat. n

Remarque. Nous pouvons également majorer le cardinal de I'ensemble & /g

nécessaire pour calculer u, (%) a la précision au plus e =371, On a

#({c € F3[T),deg(c) < Tet (T* —T?) | c}) = 3%,
# ({d € F3[T),deg(d) < 4 et pged(d, T — T?) € F3}) < 3%

Ainsi le nombre de couples (¢, d) tels que (¢, d) peut étre relevé en une matrice
de I est majoré par 3%. On a également

# ({a € F3[T), deg(a) <7, a unitaire et pged(a, T° — T?) € F3}) < 37.
On en conclut que #(S;/9) < 3'°.
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Annexe A

Programmes PARI/GP

A.1 Programmes pour la divisibilité d’un point

Etant donné une courbe elliptique ell, un point P € ell(Q), entier [ > 1,
et un entier lim la fonction divisible_local teste pour les nombres pre-
miers p inférieurs a lim tels que @(Fp) est une courbe elliptique et tel que
L] r, = #ell(F,), si 2P # O. Lorsque “2P # O la fonction retourne 0 et elle
retourne 1 sinon. Autrement dit, lorsque la fonction retourne 0, il n’existe
pas de point @ € ell(Q) tel que IQ = P. Si la fonction renvoi 1 on ne peut
rien conclure.

divisible_local(ell,P,1,1im)=
{
my () ;
forprime (p=2,1lim,
d=ellgroup (ell,p) [1];
if (d%1==0,
if (ellpow(ell ,P*Mod(1,p),d/1)!=[0],
return (0)
)
)
)
return (1)

}

Pour des entiers n > 1,¢ # 0, et une borne b, la fonction test_div exécute
la fonction divisible_local sur la courbe elliptique E et le point (0,n?),
pour tout entier [ inférieur & la borne calculée a I'aide de la minoration de
Krir (1.13).

test_div(n,t,b)=

91
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{
my (ell ,Brn) ;
ell=ellinit ([0,t,0,-n"2%(t+3*n"2) ,n"6]) ;
Brn=sqrt(ellheight (ell,[0,n"3])/log(ell.disc)*110592) ;
forprime (1=2,Brn,
print1 (1 ", ");
if (divisible_local(ell,[0,n"3],1,b)==1,
return (-1)
) 8
)
return (1)
}

A.2 Programmes pour le calcul de la paramé-
trisation modulaire

Soient p un nombre premier, r > 1, n > 0 un entier. La fonction did
renvoie le plus grand entier s et le plus grand entier k£ € [0,p — 1] tels que
n > kp".

did(p,r,n)=
{
s=0;
k=0;
s=floor(log(n+0.01) /log(p~r));
k=floor(n/p~(r*xs));
return ([k,s])
}

Soit p un nombre premier et » > 1, et n > 0 des entiers. Sin =ap™ +--- +

a1p” + ag est 'écriture en base p de n, la fonction bij retourne le polynome
bsT® + -+ by de Fr [T, ot

0 sia; =0,
bi=1< a% sia; #0etr>2,
as  sinon,

avec a un générateur de /..

bij(p,r,n)=
{
my (s,R) ;
R=0;

m=n;



A.2. PROGRAMMES POUR LE CALCUL DE LA PARAMETRISATION MODULAIRE93

if (r==1,
while(m>0,s=did(p,1,m) [2];
k=did(p,1,m) [1];
R=R+k*T"s;m=m-k*p~s;

),
a=ffgen(p-r,’a);
R=0;
m=n;

while (m>0,s=did(p,r,m) [2];
k=did(p,r,m) [1];
R=R+a~k*T"s;m=m-k*p~(r*s);
);

)

return (R)

}

La fonction act prend en entrée une matrice M € Gly(K,) et un élément
x € () et renvoie 'élément Mz.

act (M,x)=(M[1,1]*x+M[1,2])/(M[2,1]*x+M[2,2])

Pour p un nombre premier et 7 > 1 un entier, la fonction gl2 retourne 'en-
semble des matrices de Gly(F,r).

gl2(p,r)=
{
my (M) ;
R=Mat () ;
if (r==1,
forvec(X=[[0,p-1]1,[0,p-1]1],
forvec(Y=[[0,p-1]1,[0,p-1]1,
M=matconcat ([X,Y]");
if (matdet (M) *Mod (1,p) =0,
R=matconcat ([R,M])
) 8
);
) o
a=ffgen(p-r,’a);
forvec(U=[[0,p"r-1]1,[0,p r-11],
if (U[1]==0,
x1=0,
x1=a"U[1]
) 8
if (U[2]==0,
x2=0,
x2=a"U[2]
) 8
X=[x1,x2];
forvec(V=[[0,p"r-1]1,[0,p"r-11],
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if (V[11==0,y1=0,y1=a~V[1]);
if (V[2]==0,y2=0,y2=a~V[2]);
Y=[y1,y2];
M=matconcat ([X,Y]");
if (matdet (M) *Mod (1,p) !=0,
R=matconcat ([R,M])
)
) g

)
return (R)

}

Etant donné un nombre premier p, un entier » > 1, un polynéme N € F,-[T7,
un élément v de N2 et k € N, la fonction Matgive construit une matrice de
['o(N) avec la propriété : lorsque v parcourt N? et k parcourt N cette matrice
parcourt I'ensemble des matrices de I'y(N) de déterminant 1.

Matgive(N,v,k,p,r)=
{
my (P,Q,R,S,b);
R=bij(p,r,v[1])*N;
S=bij(p,r,v[2]);
if (poldegree (gcd (R*Mod (1,p),S*Mod (1,p)))==0,
b=gcdext (R,S) ;
P=(b[2] -R*bij(p,r,k));
Q=-(b[1]1+S*bij(p,r,k));
M=[P,Q;R,SI*Mod(1,p),
M=[0,0;0,0]
) g
return (M)

}

Etant donnés un nombre premier p, un entier » > 1, A une matrice de T

et un point z € €2, la fonction u calcule le produit partiel de u,(z) sur l’en-
b ~

d) € I'o(V) telles que deg(c) < m, et telles

que a = ag + Qc, b = by + Qd avec deg@ < n et (ag,by) le couple tel que

apd — bgc € [, construit avec I’algorithme d’Euclide étendu en choisissant

semble des matrices v =

comme point de base w, une racine de P dans K.

u(A,P,N,m,n,p,r,z)=

{
my (M,G,D,s,d,b,dm,t);
t=1%Mod (1,p) *Mod (1,P);
a=ffgen(p-r,’a);
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d=0;
b=p~(r*poldegree(N));
forvec(w=[[0,floor ((m+1)/b) -1],[0,floor ((m+1) /p~(2*xr)) 1],
if (d<=w[1],print(d) ;d=d+1);
for (k=0,n,
M=Matgive(N,w,k,p,r);
dm=polcoeff (M[2,2] ,poldegree (M[2,2]));
if (matdet (M) !'=0&&dm==1,
for(j=1,p°r-1,
if (r==1,G=M*[j,0;0,1]1,G=M*[a~j,0;0,1]);
s=(z-act(G,y))/(z-act (GxA,y))*Mod (1,p);
s=substpol(s,T,1/x);
s=taylor(s,x,10) ;
t=tx*xs
)

) g
) g
return (t)

}

Etant donné un représentant M € Gly(K,) d'une classe de Gly(K,)/Z Gla(Oq).
La fonction Somt retourne le représentant de la classe de M appartenant au
systéme de représentants du lemme 52.

Somt (M,p,r)=
{
my (u,s,b);
a=ffgen(p-r,’a);
A=substpol(M,T,1/x)*Mod (1,p);
if (valuation(A[2,1],x)<valuation(A[2,2],x),
A=A%[0,1;1,0]
)
A=Ax[1,0;-A[2,11/A[2,2],1]1;
A=AT2,2]1~(-1)*A;
b=A[1,1];
s=valuation(b,x);
u=b/x"s;
A=Ax[u~(-1),0;0,1];
b=taylor (A[1,2] ,x,poldegree(A[1,1]1));
b=truncate (b) ;
A=[A[1,1]1,b;A[2,1]1,A[2,2]1];
A=1ift (A);
return (A)

}

Etant donné une matrice M € Gly(F,-[T]), @ > 0 un entier, la fonction
Sommet retourne le représentant de Mwv; appartenant au systéme de repré-
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sentants du lemme 52.

Sommet (M,i,p,r)=

{
my (u,s,b);
a=ffgen(p~r,’a);
mat=M*[T~1,0;0,1]1*Mod (1,p);
mat=substpol (mat,T,1/x);
if (valuation(mat[2,1],x)<valuation(mat[2,2],x),

mat=mat*[0,1;1,0]
) g

print (mat) ;
mat=mat*[1,0; -mat[2,1]/mat [2,2] ,1]*Mod(1,p);
print (mat) ;
mat=mat [2,2]~(-1) *mat;
print (mat) ;
b=taylor (mat[1,1] ,x,10);
b=truncate (b) ;
s=valuation(b,x);
print (s);
u=b/x"s;
truncate (u) ;
mat=[b,mat [1,2];mat[2,1] ,mat[2,2]];
print (mat) ;
u~(-1);
mat=mat*[u~(-1) ,0;0,1];
print (mat) ;
b=taylor (mat[1,2] ,x,poldegree(mat[1,1]));
b=truncate (b) ;
mat=[mat[1,1] ,b;mat[2,1] ,mat[2,2]];
mat=1ift (mat) ;
return (mat)

}

Etant donné un sommet v = v(j,u) € X (7)), la fonction fonction Returnmat
retourne le type ¢ de v et une matrice M telle que v = Mwv;.

Returnmat (v,p,r)=

{
my (m,y,P,s,u);
a=ffgen(p~r,’a);
s=0;
u=0;
A=[1,0;0,11*Mod (1,p);
M=[x~v[1],v[2];0,1]1*Mod(1,p);
y=M[1,2];
m=v [1];
while (s==0,
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P=0;
if (m<1,P=substpol (M[1,2],x,1/T);
M=[1,-M[1,2];0,1]*M;
A=[1,-P;0,1]*A;
s=1,
for (k=valuation(M[1,2],x),0,
P=P+polcoeff (M[1,2] ,k,x)*x"k
) 8
M=[1,-P;0,1]*M;
P=substpol (P,x,1/T);
A=[1,-P;0,1]*A;
y=M[1,2];
if (y==0,
A=[0,1;1,0]*xA;M=[0,1;1,0]%M;
M=M*[0,1;1,0]*[x~(-m),0;0,x~(-m)];
M=substpol (M,x,1/T);
s=1,
A=[0,1;1,0]%A;
m=m-2*valuation (y,x) ;
y=taylor(y~(-1) ,x,m);
y=truncate (y) ;
M=[x"m,y;0,1]1*Mod (1,p);
) g
)
) g
M=substpol (M,x,1/T);
M=matconcat ([A~(-1) ,M]17);
return(lift (M))
}

Etant donné un sommet v € X(7), la fonction Somconnect renvoie tous les
sommets voisins de v dans 7.

Somconnect (v,p,r)=
{
my (M,A,£);
a=ffgen(p-r,’a);
M=[x"~v[1],v[2];0,1]1*Mod (1,p);
R=Mat () ;
A=M*x[0,1;x,0];
A=Somt (A,p,r);
R=matconcat ([R,A]);
if (r==1,
for (k=0,p-1,
A=Mx*[k,1;1,0]*[0,1;x,0];
A=Somt (A,p,r);
R=matconcat ([R,A]);
) o
for(k=0,p-r-1,
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if (k==0,f=0,f=a"k) ;
A=Mx[f,1;1,01*[0,1;%x,0];
A=Somt (A,p,T);
R=matconcat ([R,A]);
);
) g
R=1ift (R);
return (R)

3

Etant donné un sommet v € X (7), la fonction Pathtozero donne le chemin
reliant v au sommet v(0,0).

Pathtozero(v,p,r)={
my (M,d) ;
a=ffgen(p~r,’a);
if (valuation(v[2],x)>v[1],v[2]1=0);
M=[x"~v[1],v[2];0,1]1*Mod (1,p);
R=Mat (M) ;
if(v[2]!'=0,
d=valuation(v[2],x);
d=v[1]-d;
print (d);
for (k=1,d,M=M*[x~(-1) ,0;0,1];
b=taylor (M[1,2] ,x,poldegree(M[1,1]));
b=truncate(b) ;
M=[M[1,1],b;M[2,1],M[2,2]1];
R=matconcat ([R,["->";"->"],M]);
) ¢
d=0;
);
while(M!=[1,0;0,1]1*Mod(1,p),
if (v[1]-d<0,M=M*[x,0;0,1] ,M=M*[x~(-1) ,0;0,1]);
R=matconcat ([R,["->";"->"],M]);
) 8
return(1ift (R))
}

Etant donné n € F,-[T] et deux sommets v,v’ € X(T) de type i, donnés par
v = Uv;,v' =V, la fonction gamma_equiv retourne ’ensemble des matrices
v € T'o(n) telles que v/ = ~yo.

gamma_equiv (U,V,i,p,r,n)=
{

my (A,B,b);
a=ffgen(p~r,’a);
S=Mat () ;

if (i==0,M=gl2(p,r);
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for(j=1,matsize (M) [2]/2,
A=vecextract (M, [2%xj-1,2%3]);
B=V*A*xU~(-1) *Mod (1,p);
if(B[2,1]*Mod (1,2)%n==0,S=matconcat ([S,[B]]));
)’

for (k=0,p-r-1,
if (r==1,b=k,if(k!=0,b=a"k,0));
for(j=1,p~(i*r+1) -1,

A=T1,bij(p,r,j);0,bl*Mod(1,p);
B=V*xA*xU~(-1)*Mod (1,p);
if (B[2,1]1%n==0,S=matconcat ([S,[Bl]));
);
) g
);
S=1ift (S) ;
return (S)

}
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Titre : Points spéciaux et modularité des courbes elliptiques définies sur
Q et F (T)
Mots clés : courbes elliptiques, paramétrisation modulaire, courbes modu-
laires de Drinfeld.
Résumé : Dans cette thése, nous travaillons sur deux problémes indépen-
dants. La premiére partie concerne 1’étude d’une famille de courbes ellip-
tiques définies sur Q & deux parameétres. Le résultat principal prouve la non-
divisibilité d'un point générique sous certaines conditions.
Dans la seconde partie, nous nous intéressons a la paramétrisation modu-
laire sur les corps de fonctions par les courbes modulaires de Drinfeld. La
construction de la paramétrisation due & Gekeler et Reversat dans ce contexte
est plus complexe que dans le cas classique des courbes elliptiques définies
sur Q. Nous y déterminons une formule explicite sur 'image des pointes
par la paramétrisation modulaire. Puis nous donnons une borne explicite sur
I'ordre de I'image de ces pointes qui est fini d’aprés un résultat de Gekeler.
Finalement, nous illustrons les résultats a travers deux exemples en carac-
téristiques 2 et 3 de courbes elliptiques avec des conducteurs de petits degrés.

Title : Special points and modularity of elliptic curves defined over Q
and F (7).
Keywords : elliptic curves, modular parametrization, Drinfeld modular
curves.
Abstract : In this thesis, we work on two independent subjects. The first
is a study of a two-parameter family of elliptic curves defined over Q. The
main results asserts under mild conditions that a generic point belonging to
the curve is not divisible.
In the second work, we are interested in the modular parametrization over
function fields by Drinfeld modular curves. The construction of the modular
parametrization due to Gekeler and Reversat in this context is more compli-
cated than the construction in the classical case of elliptic curves defined over
Q. We determine an explicit formula on the image of cusps by the modular
parametrization. Furthermore we know by a work of Gekeler that the image
of a cusp has finite order. We give an explicit bound on its order. Finally
we study two examples in characteristic 2 and 3 of elliptic curves with small
degree conductors.
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