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Résumé

L’objectif de cette thése est de développer une théorie de I'indice supérieur a la John Roe pour
les actions propres et co-compactes de groupoides amples. Pour y parvenir, nous introduisons tous
les outils nécessaires, notamment la notion de représentation admissible, d’opérateurs contrélés et
de C*-algebre de Roe équivariantes. Nous présentons également la notion de complexe simplicial
sous l'action d’'un groupoide étale et démontrons I'existence de représentations admissibles dans
ce cadre. Nous prouvons que la K-théorie de la C*-algébre de Roe équivariante ne dépend pas,
a isomorphisme canonique pres, de la représentation admissible choisie. Ce résultat permettra de
définir un indice supérieur coarse équivariant pour des K -cycles admissibles de maniere univoque.
Enfin, nous établissons un lien entre cet indice supérieur coarse et I'application d’assemblage de
Baum-Connes pour un groupoide.

Mots-clés: Groupoides, algebre d’opérateurs, théorie de I'indice, K -théorie, algebre de Roe.

Abstract

The aim of this thesis is to develop a higher index theory for proper and co-compact actions of ample
groupoids following John Roe’s approach. To achieve this goal, we introduce all the necessary tools,
in particular, the notion of admissible representation, controlled operators, and equivariant Roe C*-
algebra. We also present the notion of simplicial complex under the action of an étale groupoid
and show the existence of admissible representation in this context. We prove that the K-theory
of the equivariant Roe C*-algebra does not depend, up to canonical isomorphism, on the chosen
admissible representation. This result allows for an unambiguous definition of an equivariant coarse
higher index map for admissible K-cycles. Finally, we establish a connection between this coarse
higher index and the Baum-Connes assembly map for a groupoid.

Keywords: Groupoids, operator algebras, index theory, K-theory, Roe algebra.






Introduction

Depuis les travaux pionniers de Sir Michael Atiyah et Isadore Singer sur la théorie de l'indice, les
C*-algebres et leur K -théorie ont révélé leur puissance en tant qu’outils pour étudier les invariants
topologiques en géométrie différentielle. Les résultats les plus remarquables incluent la résolution
de la conjecture de Novikov sur I'invariance homotopique des hautes signatures, qui s’applique a
une vaste classe de groupes fondamentaux, ainsi que les applications a la conjecture de Gromov-
Lawson sur 'existence de métriques a courbure positive sur une variété. Le principe fondamental
est de lier une situation géométrique a une C*-algébre via un groupoide, et d’obtenir ensuite les
invariants topologiques sous forme d’indices généralisés (appelés indices supérieurs) dont le récep-
tacle est la K-théorie de la C*-algebre.

Les travaux de Gennadi Kasparov sur la conjecture de Novikov ont considérablement élargi le champ
d’application de la théorie de l'indice, en introduisant la K -théorie bivariante. Cette derniere est
devenue un élément incontournable de la géométrie non-commutative en fournissant un cadre for-
mel et adapté pour le concept d’indice supérieur. Ce nouveau formalisme a permis I’émergence de
conjectures similaires a celle de Novikov, parmi lesquelles la célebre conjecture de Baum-Connes,
qui prédit le calcul de la K-théorie de la C*-algébre d’un groupe (et plus généralement d’un pro-
duit croisé, voire d’'un groupoide) en termes d’indices supérieurs, grace a la bijectivité de I'appli-
cation d’assemblage. Rappelons la construction de cette application. Pour tout groupe localement
compact G, il existe un homomorphisme de groupes abéliens, appelé application d’assemblage de
Baum-Connes :

ne : K (G) — K. (CH(G)),

» KP(@) est la K-théorie topologique du groupe G : objet de nature topologique.
s K, (C;‘(G)) est la K -théorie de la C*-algebre réduite du groupe G : objet de nature analytique.
La conjecture de Baum-Connes est le résultat suivant :

Conjecture 0.0.1 (Baum-Connes). Pour tout groupe localement compact G, I'application u¢ est
un isomorphisme.

Cette conjecture se généralise avec un groupoide et une C*-algebre. Plus précisément, si G est un
groupoide localement compact, o-compact muni d’un systeme de Haar et A une G-algebre, on peut
construire une application d’assemblage pour un groupoide et a coefficients dans A :

HG.A - Kiop(gaA) - K*(A Ay g)7

ou A x, G désigne le produit croisé de la G-algebre A par le groupoide G. La version équivariante
et a coefficients de la conjecture de Baum-Connes est la suivante :

Conjecture 0.0.2 (Baum-Connes pour un groupoide et a coefficients dans A). Pour tout grou-
poide G localement compact, o-compact muni d’'un systeme de Haar et toute G-algébre A, I'applica-
tion jig 4 est un isomorphisme.



Introduction

Une autre approche des indices supérieurs d’opérateurs différentielles elliptiques a été développée
dans les année 90 par John Roe via la géométrie coarse. L'idée principale de cette théorie est d’étu-
dier le comportement d'un espace métrique a grande échelle. Cela signifie que les distances entre
les points éloignés jouent un réle prépondérant par rapport aux distances entre les points proches.
L'une des principales applications de la géométrie coarse est '’étude des actions de groupes sur les
espaces métriques. Dans ce contexte, la géométrie coarse offre une compréhension profonde des
propriétés globales de I'espace métrique sur lequel le groupe agit, qui peut ensuite étre utilisée pour
étudier les propriétés du groupe lui-méme.

John Roe a alors associé a une structure coarse, une C*-algebre contenant le calcul pseudo-différentiel
d’ordre zéro associé a un opérateur différentiel elliptique sur une variété non compacte. Ces C*-
algebres, appelées C*-algébres de Roe, possedent une propriété remarquable : elles capturent la
structure a grande échelle des espaces métriques (munis d’une structure coarse) tout en étant in-
sensibles a leur topologie locale. Leur K-théorie est alors le réceptacle des indices supérieurs.

Une version coarse de la conjecture de Baum-Connes a par la suite été présentée dans [42]. Rap-
pelons I'énoncé de cette conjecture. Si X est un espace métrique a géométrie bornée, alors il existe
une application d’indice supérieur coarse :

fix + lim K (Pa(X)) — K.(C*(X)),

ou :
* K,.(Py(X)) désigne la K-homologie du complexe de Rips P,(X) avecd > 1,
* K,.(C*(X)) désigne la K-théorie de la C*-algebre de Roe de X, notée C*(X).

Conjecture 0.0.3 (Baum-Connes coarse). Pour tout espace métrique X a géométrie bornée, I'ap-
plication g x est un isomorphisme.

Guoliang Yu a démontré que la conjecture de Baum-Connes coarse est vérifiée dans le cas ot X
est un espace métrique propre a géométrie bornée et de dimension asymptotique finie (voir [[71]),
mais également dans le cas ou X est un espace métrique discret a géométrie bornée admettant un
plongement uniforme dans un espace de Hilbert (voir [70]). Bien que ces classes d’exemples soient
trés vastes, des contre-exemples ont été présentés par Nigel Higson, Vincent Lafforgue et Georges
Skandalis dans [66]. IIs ont notamment démontré que la géométrie des graphes expanseurs consti-
tuait un obstacle a la surjectivité de I'application 1y, et que cet obstacle persistait pour la conjecture
de Baum-Connes.

Il existe également une version équivariante des C*-algebres de Roe ol l'action d’un groupe est
mise en jeu, ainsi qu’une version équivariante de la conjecture de Baum-Connes coarse. Plus pré-
cisément, si X est un espace métrique a géométrie bornée sur lequel agit proprement et de facon
isométrique un groupe discret dénombrable G, alors il existe une application d’indice supérieur coarse
G-équivariante (voir [45], [55], [68] et [69]) :

fix,G C%Eanf (Pa(X)) — K (CL(X)),

ou :
« K&(Py(X)) désigne la K-homologie G-équivariante du complexe de Rips P;(X) avecd > 1,
* K,(C{(X)) désigne la K-théorie de la C*-algebre de Roe G-équivariante de X, notée Cf (X).
Conjecture 0.0.4 (Baum-Connes coarse G-équivariante). Pour tout espace métrique X a géomé-

trie bornée, pour tout groupe discret dénombrable G agissant proprement et de facon isométrique
sur X, 'application fix ¢ est un isomorphisme.
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Lorsque le groupe G est trivial, on retrouve la conjecture de Baum-Connes coarse. Lorsque I'action
de G sur X est co-compacte, les C*-algebres C(X) et C;(G) sont Morita équivalentes (voir [42])
et de plus, la conjecture de Baum-Connes coarse G-équivariante est une reformulation de la conjec-
ture de Baum-Connes (voir [55]).

Dans cette these, nous nous intéressons a la construction d’un indice supérieur coarse G-équivariant
lorsque G est un groupoide ample. La premiere étape est de construire dans ce cadre une C*-
algebre de Roe G-équivariante. Pour cela, nous devons généraliser la notion de représentation lo-
calement libre au cadre des groupoides amples dont nous allons rappeler la définition (voir [55]).
On considere G un groupe discret dénombrable, Z un G-espace propre a base d’ouverts dénom-
brable et H un espace de Hilbert séparable. Soient U : G — .#(H) une représentation unitaire et
m: Co(Z) — Z(H) une représentation non-dégénérée, G-équivariante et ample. On dit que 7 est
localement libre si pour tout sous-groupe fini F' de G et tout borélien F-invariant U de X, il existe
un espace de Hilbert Hy équipé de la représentation triviale de F' tel que 'on a l'isomorphisme
F-équivariant :
xw)(H) ~ 2(F)® Hy

ou 7 désigne I'extension de la représentation 7 a I'algebre des fonctions boréliennes bornées. La
difficulté qui se présente pour généraliser cette définition, dans le cas ou G est remplacé par un
groupoide G de base X et H est remplacé par un Cy(X )-module G-équivariant F, est de prolonger
le calcul fonctionnel continu aux fonctions caractéristiques. Autrement dit, nous souhaitons donner
un sens a lopérateur 7(xy) ou 7 : Co(Z) — Ly (x)(E) et U appartient a une classe adéquate
de borélien de Z. Pour résoudre ce probleme, on introduit la notion de boréliens w-réguliers, qui
sont des boréliens de Z pour lesquelles I'extension du calcul fonctionnel continu pour 7 a yy est
possible. Si U/ désigne une partie génératrice de la topologie de Z (au sens de la définition [2.2.5)),
on introduit également la notion de représentation I/-réguliere, qui sont des représentations pour
lesquelles tout élément de U/ est régulier. Il sera alors possible de définir une notion de représenta-
tion /-admissible, qui concernera seulement les représentations (/-régulieres et qui généralisera les
représentations localement libre dans le cas d'un groupe. On prouve ensuite I'existence de repré-
sentations {{-admissibles pour les actions propres et simpliciales. Pour de telles actions, il existe une
partie génératrice naturelle S pour la topologie donnée par les coordonnées barycentriques (voir

section [2.2.6)).

Théoreme 0.0.5 (Existence de représentation /{/-admissible). Soient (G, X ) un groupoide ample
et o-compact. Soit (Y, A) un G-complexe simplicial propre, typé et G-compact de dimension infé-
rieure & n. Alors il existe un Cp(X )-module G-équivariant E et une représentation S-admissible :

m: Co(|A]) — Zoox)(E).

Comme dans le cas d'un X-module non-dégénéré ou X est un espace métrique propre (voir [50]),
nous pouvons définir la notion d’opérateur a support controlé dans notre cadre. Soient (G, X') un
groupoide étale et Z un G-espace propre et G-compact. On dit qu'un sous-ensemble U C Z x x Z est
contrdlé s’il existe un compact K C Z telque U C (K xx K)-G. Si E désigne un module de Hilbert
G-équivariant muni d’'une représentation G-équivariante = de Cy(Z), on peut définir 'algebre de
Roe G-équivariante C;(Z, £, ) qui est la fermeture pour la norme de I'ensemble des opérateurs
G-équivariant, localement compact et a support controlé.

La deuxieme étape est de montrer que la K-théorie de la C*-algebre de Roe G-équivariante ne
dépend pas, a isomorphisme canonique pres, de la représentation I/-admissible choisie. Autrement
dit, si F et £’ désignent deux modules G-équivariant munis de représentations (/-admissibles 7 et
7/, alors on a I'isomorphisme de groupes :

K.(C§(Z,E, 7)) ~ K.(C(Z,E',")).

Comme dans le cas d'un groupe (voir [50] et [55]), ce résultat est la conséquence du résultat
technique suivant, qui constitue le résultat principal de cette these :
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Théoreme 0.0.6. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite et G-compact.
Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient F un Cy(X )-module G-équivariant muni
d’une représentation U-réguliere 7 : Co(Z) — ZLgy(x)(E) et E' un Co(X)-module G-équivariant
muni d’'une représentation ¢/-admissible 7’ : Co(Z) — Ly (x)(E'). Pour tout voisinage ouvert
contr6lé G-invariant U de A, il existe une isométrie G-équivariante :

T:E—FE  avec supp(T)CU.

Une fois ces résultats obtenus, il sera alors possible de définir sans ambiguité I'indice supérieur

coarse G-équivariant, noté ﬁ(gzéo (X)? d’un K-cycle U-admissible (E, 7, T) en posant :

~(2)

g,Co(X) (E7 , T) = [05(2)7 17 T]

ou T est supposé ici auto-adjoint, G-équivariant, a support controlé et pour tout f € Cy(Z), 'opéra-
teur (T2 —1)7(f) est compact. On montre par la suite, de la méme facon que dans le cas d’un groupe
(voir [50]), 'existence d’une application naturelle (qui n’est pas un isomorphisme en général) :

K.(C§(Z,E, 7)) — K. (CLH(G)). €Y)

On conclut ce travail en démontrant que I'image du K-cycle [Z(gzéo (X) (E,m,T) par I'application en

(1) s’identifie avec I'application d’assemblage de Baum-Connes.

Dans les articles [58] et [67], une nouvelle approche du calcul de la K-théorie des C*-algebres
de produit croisé par décomposition géométrique a été introduite. L'un des développements futurs,
utilisant les résultats principaux de cette these, serait de démontrer la stabilité de la conjecture de
Baum-Connes par décomposition géométrique sans supposer l'existence d’'un élément ~ (voir [47]
pour la définition).



Plan détaillé de la these

Le premier chapitre de cette these comporte des rappels essentiels pour les résultats qui seront
exposés dans la suite. Dans un premier temps, plusieurs rappels sur les C*-algebres et les modules
de Hilbert sont présentés (voir [7], [54] et [59]). Ensuite, la notion de groupoide est introduite,
accompagnée d’exemples concrets et de premiéres propriétés (voir [2], [18], [134], [38] et [46]). La
suite du chapitre s’attache a décrire les actions de groupoide sur différents types d’objets : espace
topologique, C*-algébre (voir [33] et [56]) et module de Hilbert (voir [32]]). Dans cette optique,
il est nécessaire de considérer I'objet sur lequel le groupoide G agit comme « fibrant » au-dessus de
sa base X. Concernant les actions sur les C*-algebres, on introduit la notion de Cj(X)-algebre, de
fibré de C*-algebres, d’espace de section, de fibre, de pull-back et de produit croisé. Les définitions
et résultats précédemment présentés sont ensuite adaptés au cas des modules de Hilbert. Le chapitre
se poursuit avec des rappels sur le principe d’induction (voir [10]]) qui est présenté au niveau des
algebres, modules de Hilbert, opérateurs et représentations. On termine ce chapitre par le principe
d’absorption pour un groupoide et un module de Hilbert particulier (comparer avec [55] dans le
cas d’'un groupe discret dénombrable et d’un espace de Hilbert).

Lemme 0.0.7 (Principe d’absorption). Soient (G, X) un groupoide étale, Y un compact-ouvert de
X et H un espace de Hilbert. Considérons le Cp(X)-module E = H ®c C(Y"). Supposons qu’il existe
une action de G sur E c’est-a-dire la donnée pour tout v € G d’un unitaire V., : H — H vérifiant les
conditions de continuité et de composition. Soit E7 le méme module que F mais muni de 'action
triviale de G. Alors on a I'isomorphisme G-équivariant de Cy(X)-module de Hilbert :

L*(G) ®cy(x) E ~ L*(G) ®cy(x) Er-

Le chapitre 2 est consacré a I'étude des G-complexes simpliciaux (voir [[10] et [47]). On y présente
plusieurs notions, telles que les coordonnées barycentriques, la réalisation géométrique, la subdi-
vision barycentrique, le squelette et les centres. L’objectif principal de ce chapitre est la construc-
tion d’'une partie génératrice adaptée S de la topologie de la réalisation géométrique |A| d'un G-
complexe simplicial. On définit ensuite deux hypothéses sur |A| nous assurant que ce dernier espace
topologique soit localement compact. On énonce par la suite plusieurs résultats associés aux actions
sur |A| et on présente un G-complexe simplicial vérifiant toutes les propriétés voulues : le complexe
de Rips.

Le chapitre 3 vise a étendre le calcul fonctionnel continu aux fonctions caractéristiques (d’une partie
génératrice de la topologie adéquate) dans le cadre des modules de Hilbert. Notre but est d’étudier
les boréliens pour lesquels cette extension est possible, que nous appellerons boréliens réguliers.
Nous obtenons plusieurs propriétés vérifiées par de telles boréliens, y compris le résultat suivant qui
garantit que la régularité d’'un borélien est préservée par passage a l'orbite :

Corollaire 0.0.8. Soit (G, X) un groupoide étale compact agissant sur un espace localement com-
pact Z d’ancre p : Z — X que 'on suppose ouverte. Soient £ un Cyp(X)-module de Hilbert a droite
G-équivariant et  : Co(Z) — Ly (x)(E) une Cy(X)-représentation G-équivariante. Si U C Z est
w-régulier alors 'orbite U - G est w-réguliere.

Nous présentons ensuite la notion de représentation réguliere et localement réguliere relativement
a une partie génératrice de la topologie ainsi que quelques conséquences directes de cette définition.
Pour clore ce chapitre, nous démontrons une adaptation dun résultat de Jean-Louis Tu (voir [47])
qui affirme que l'action propre d’'un groupoide étale est localement induite par des sous-groupoides
qui sont relativement clopens et des boréliens qui sont localement réguliers.
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Théoréme 0.0.9. Soit (G, X) un groupoide étale agissant proprement a droite sur un espace loca-
lement compact Z. Soient U une partie génératrice de la topologie de Z et E un Cy(X)-module
de Hilbert G-équivariant. Notons /.., 'ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont
localement 7-réguliers pour toute représentation localement I/-réguliére. Alors pour tout zy € Z et
tout voisinage ouvert U C Z de z, il existe :

* un sous-groupoide relativement clopen H de G;
* un voisinage ouvert V C U de zy appartenant a I/}, et qui est H-invariant;

tels que I'application :
L] — vy

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Dans le chapitre 4, on démontre 'existence de représentations régulieres dans le cas de G-complexes
simpliciaux relativement a la partie génératrice S construite dans le chapitre 2.

Théoreme 0.0.10. Soient (G, X) un groupoide ample et (Y, A) un G-complexe simplicial G-compact
et propre. Alors il existe un Cy(X)-module G-équivariant E et une représentation fidele et S-
réguliere :

m: Co(|A]) = Zoy(x)(E).

On introduit par la suite la notion de structure coarse relativement a un groupoide étale (comparer
avec [50] dans le cas d’'un groupe localement compact).

Définition 0.0.11 (G-structure coarse). Une G-structure coarse sur Z est la donnée d’une collection
&7 de sous-ensembles de Z x x 7, appelés ensembles contrélés, telle que :
() siFeézetFCFEalors Fe&y;

(ii) si E,F € £z, alors E, E~', Eo F et EU F sont dans £ ;

(iii) tout compact de Z x x Z est un ensemble contrélé;

(iv) si F € &5 et K C Z compact alors E o K est un ensemble relativement compact de 7 ;

(v) T'union de tous les ensembles controlés est 7 x x 7 ;

(vi) siEcé&zalorsE-G e &y.

On démontre que si (G, X) est un groupoide étale et Z un G-espace propre a droite, alors la collec-
tion de sous-ensembles de Z x x 7 :

SZ::{EQZXXZ | 3K C Z compact, EQ(KXXK)-Q}

définit une G-structure coarse sur Z. Nous continuons ce chapitre en suivant [50], ou nous intro-
duisons la notion de support contrélé d’un opérateur, ainsi que quelques premieres propriétés. Nous
introduisons ensuite une des notions centrale de cette these : les représentations {/-admissibles
(comparer [55] dans le cas d'un groupe discret dénombrable) :

Définition 0.0.12 (Représentation //-admissible). Soient (G, X) un groupoide ample et H un
espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soient Z un G-espace propre a droite et G-compact
d’ancre p : Z — X et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soit F un Cy(X )-module G-
équivariant muni d’'une représentation U-réguliére et G-équivariante 7 : Co(Z) — L, (x)(E). On
dit que la représentation 7 est U/-admissible si :

1) pour tout voisinage ouvert contr6lé U de Ay, il existe une isométrie 7y : E @& E — E qui est
G-équivariante et a support dans U ;

2) pour tout 2y € Z, pour tout voisinage ouvert Vy C Z de zy, il existe un sous-groupoide
compact-ouvert X C G, un voisinage ouvert W C V; de zp qui est H-invariant, vérifiant
p(W) C HO) et appartenant a I/ tels que :



WXHQ — W-Gg

soit un homéomorphisme G-équivariant,
[w,A] — wy

(a) lapplication 1) : {
(b) il existe un isomorphisme de C(#(?))-module #-équivariant :

pVV,ﬂ'(E) ~ H ®c L2 (Hp(W)a S\’H) )

ou l'action de H sur H est triviale et py . est le projecteur associé au voisinage ouvert
m-régulier .

Ensuite, nous démontrons l'existence de telles représentations pour les actions simplicials en utili-
sant notamment le théoréme de stabilisation (comparer avec [35] dans le cas d'un groupoide propre
a base dénombrable).

Théoréeme 0.0.13 (Stabilisation pour les groupoides compacts étales). Soient (G, X) un grou-
poide étale compact et £ un C'(X )-module a droite G-équivariant dénombrablement engendré (en
tant que C'(X )-module). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Alors il existe
un isomorphisme de C'(X)-module G-équivariant :

EeC(G,H) ~ C(G,H).

Dans le chapitre 5, nous commencons par définir la C*-algebre de Roe G-équivariante relativement
a un espace localement compact muni d’'une G-structure coarse sur laquelle G agit proprement, et un
module de Hilbert G-équivariant muni d’une représentation G-équivariante. En exploitant plusieurs
résultats faisant intervenant le procédé d’induction de module de Hilbert, on obtient le résultat qui
constitue le coeur de cette these :

Théoréeme 0.0.14. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite et G-
compact. Soit I/ une partie génératrice de la topologie de Z. Soient E un Cy(X)-module G-équivariant
muni d’'une représentation U/-réguliere 7 : Co(Z) — Zg,(x)(E) et E' un Co(X)-module G-équivariant
muni d’'une représentation ¢/-admissible 7’ : Co(Z) — Ly (x)(E'). Pour tout voisinage ouvert
contr6lé G-invariant U de A, il existe une isométrie G-équivariante :

T:E—FE avec supp(T') C U.

Ce théoréme aura comme conséquence importante que la K-théorie de la C*-algébre de Roe équi-
variante ne dépend pas, a isomorphisme canonique pres, de la représentation admissible choisie
(comparer avec [50], [55], [70] et [64] dans le cas d’'un groupe).

Dans le chapitre 6, nous commencons par faire quelques rappels de K K-théorie équivariante (voir

[32]). Les résultats du chapitre 5 nous permettrons de définir sans ambiguité, lorsque (G, X) est un
groupoide ample, I'indice supérieur coarse G-équivariante, noté ﬁ(gZ()JO (X)’ d'un K-cycle U-admissible
(E,m,T) (comparer avec [[55], [70] et [64] dans le cas d'un groupe discret dénombrable) en posant :

N(Z) e *
Hg’CO(X) (E7 , T) T [CQ(Z)7 17 T]

ou T est supposé ici auto-adjoint, G-équivariant, a support controlé et pour tout f € Cy(Z), l'opéra-
teur (T? — 1)7(f) est compact. Nous démontrons ensuite 'existence des *-isomorphismes :

kor6) (B % G) = koy(x)(B) %0 G = C§(G, L*(9) @cy(x) B, ')
ou (G, X) est un groupoide étale et £ un module de Hilbert G-équivariant et 7’ une représentation
de Cy(G) sur L*(G) @, (x) £ donnée par la multiplication.
On conclut ce travail en établissant un lien entre cet indice supérieur coarse G-équivariant et 'appli-
cation d’assemblage de Baum-Connes. Pour cela, on construit d’abord une isométrie G-équivariante
W : E — L*(G) ®cy(x) E.

Alors, en notant Ady : C§(Z, E,m) — C;(G,E ®¢,x) L*(G), ') I'application définie pour tout
T € C;(Z,E,n) par Adw (T) = W oT o W*, on a le résultat suivant :



Introduction

Théoreme 0.0.15 (Indice coarse et application d’assemblage). Pour tout K-cycle (E, 7, T) dans
EY. (Co(Z),Co(X)), on a légalité dans KK, (C, C5(9)) :

(Adw)* © ﬁ(g?é‘o(X) (E77r7T) = ®,0 M(g%éo(x)([E,ﬂ,T})-

Autrement dit, modulo les identifications vues précédemment, I'indice supérieur coarse équivariant

ﬁ(gzéo (x) ©t I'application d’assemblage de Baum-Connes u(gzéo (X) coincident pour des K-cycles U-
admissibles.
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Chapitre 1

Groupoides et C*-algebres

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion de C*-algeébres et de groupoides. De la
méme facon que pour les groupes, nous verrons que nous pouvons définir des actions de groupoides
sur des espaces, algebres ou encore modules de Hilbert. Ceci nous permettra, en particulier, de
construire le produit croisé par un groupoide. On terminera ensuite ce chapitre sur la notion d’action
induite pour les groupoides et nous étudierons les propriétés qui y seront associées.

1.1 Rappels sur les C*-algebres et les modules de Hilbert

Dans cette partie, on rappelle plusieurs définitions et propriétés indispensables sur les C*-algebres
et modules de Hilbert.

Définition 1.1.1. On appelle C-algébre de Banach une C-algebre A munie d’'une norme || - || pour
laquelle (A4, || - ||) est un espace de Banach vérifant ||ab|| < ||al|||b|| pour tous a,b € A.

On dira qu’'une algeébre de Banach A est unifére si elle possede un élément unité pour la multiplica-
tion, noté 1 4.

Définition 1.1.2. On appelle involution sur une C-algébre A, une application * : A — A ; a — a*
vérifiant pour tous a,b € A, pour tout A € C :

(a+Ab)* =a* +Xb*,  (ab)* =b*a*, (a*)* =a.
On dira qu’'une algebre est involutive si elle posséde une involution.

Définition 1.1.3. Soient A et B deux C-algeébres munies d’involutions x; et %, respectivement. On
dit qu’une application f : A — B est un x-homomorphisme, si f est un homomorphisme d’algébres
et si pour touta € A :

fla™) = f(a)™.
Un *-isomorphisme sera un x-homomorphisme d’algébre bijectif.
Nous pouvons a présent introduire la notion de C*-algebre :

Définition 1.1.4. Une C*-algébre A est une C-algébre de Banach munie d’une involution * vérifiant
I'identité stellaire c’est-a-dire :

Vae A, |a*a] = [lal*
Exemples 1.1.5. Soit H un espace de Hilbert.

1. L’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur H, noté .Z(H), est une C*-algeébre pour l'in-
volution donnée par 'adjonction et la norme d’opérateur. Si H est de dimension finie n, on
retrouve la C*-algébre M,,(C) des matrices de tailles n x n a coefficients dans C.

2. Toute sous-algebre fermée et stable par involution de .#’(H) est une C*-algebre.

11
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3. L'ensemble des opérateurs compacts de H, notée k(H) C £ (H), est défini comme étant la
fermeture dans .Z’(H) de l'espace vectoriel engendré par les opérateurs 0, , otz € H,y € H.
D’apres le point précédent, k(H ) est une C*-algebre.

4. Soit X un espace localement compact. Notons Cy(X ) 'ensemble des fonctions continues sur
X avaleurs dans C qui tendent vers O a l'infini c’est-a-dire :

Co(X) := {cp : X — C continue | Ve >0, 3K, C X compact : || < e sur X\KE}.

Alors Cp(X) est une C*-algebre pour l'involution et la norme données par ¢* : z — () et
[l := sup [e(z)] ott ¢ € Co(X).
zeX

Définition 1.1.6 (Unitarisation d’'une C*-algébre). Soit A une C*-algébre. Posons AT = A x C.
Alors AT est une C*-algebre unifére qui contient A en tant qu’idéal bilatére maximal. Le produit et
I'involution sont donnés pour tous a,b € Aet A\, u € C par :

(a,\)(b, 1) := (ab + Ab+ pa, M), (a,\)* := (a*, \).
On munit A" de la norme || - || définie par :
@ Ml g+ 1= sup { laz + Mal] | = € A, af] = 1},
ce qui confére a A" une structure de C*-algebre unifere avec 1,4+ := (0,1).

Remarque 1.1.7. Soit X un espace localement compact. Alors C(X) est une C*-algebre unifere si
et seulement si X est compact.

Proposition 1.1.8 ([59], p. 73). Tout x-homomorphisme injectif entre deux C*-algébres est une
isométrie, c’est-a-dire conserve la norme.

Donnons quelques éléments particuliers d’'une C*-algebre.

Définition 1.1.9. Soient A une C*-algebre et a € A. On dit que :
* @ est hermitien ou auto-adjoint si a = a*;
* a estnormal si aa® = a*a;
* ¢ est positif, noté a > 0, §’il existe b € A tel que a = b*b;
* dans le cas ot A est unifére, a est unitaire si aa* = a*a = 14.
Une question naturelle est de savoir si un quotient d'une C*-algebre par un idéal fermé, est encore

une C*-algebre. Pour répondre a cette question, on commence par définir la notion d’idéal d’'une
C*-algebre.

Définition 1.1.10. Soit A une C*-algebre. Un idéal dans A est un idéal bilatere fermé pour la
norme.

Lorsqu’on travaille plus généralement avec des algebres de Banach, la norme quotient sur A/ T est
définie pour tout a € A par :
a+1 = inf ||a — b]|.
la+Tlazs = inf fla— |

Elle munie bien A/ 7 d’'une structure d’algebre de Banach. Lorsque A est une C*-algebre, cette méme

norme munie A/I d’une structure de C*-algebre. Il faut pour cela vérifier I'identité stellaire, on
introduit par conséquent la notion d’approximation de I'unité.

Définition 1.1.11. * Un ensemble filtrant est un ensemble ordonné (A,>) tel que pour tout
(A, N) € A% il existe \' € A tel que M/ > det X' > \.

* Une suite généralisée u = (uy),, a valeurs dans X est une fonction u : A — X; X\ — uy.
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* Soient (A, >) un ensemble filtrant, X un espace topologique, u = (uy),., une suite généra-
lisée a valeurs dans X et x € X. On dira que la suite généralisée u = (uy),c, converge vers
x, noté uy — x, Si pour tout voisinage ouvert V C X de z, il existe Ay € A tel que pour tout

A € A vérifiant \g < A\, on a uy € V. On note alors x = 1/\1n/1\ u) et x est appelé limite généralisée
€
de u = (u))ycn-

Définition 1.1.12. Soit A une C*-algebre. Une approximation de l'unité pour A est une suite géné-
ralisée (u))rca a valeurs dans A telle que :

* uy>0et|uy| <1pourtout A € A;

e i —all =1 — al|l = 0 pour tout a € A.
lim [[ura — af| = lim [lauy —a =0 p a

Le théoréme suivant est un résultat fondamental sur I'existence des approximations de l'unité. Il
permettra de travailler avec des C*-algebres qui ne sont pas forcément uniferes.

Théoréme 1.1.13 ([59] p. 98). Soient A une C*-algebre et I un idéal bilatere dense dans A. Alors
I posséde une approximation de I'unité (uy)ca formée d’éléments de I. De plus, si A est séparable,
alors on peut choisir la famille (u))xcx dénombrable.

Dans le lemme suivant, on donne le lien entre la norme quotient et les approximations de I'unité.

Lemme 1.1.14. Soient A une C*-algebre et I un idéal bilatere fermé dans A. Soit (uy)rea une
approximation de I'unité pour I. Alors pour tout a € A,

Ja+ Ty = lim fla = au].
Proposition 1.1.15 ([59] p. 101). Soient A une C*-algebre et I un idéal bilatere fermé de A. Alors
l'algebre involutive A 7 munie de la norme || - || 47 est une C*-algebre.
Un corollaire immédiat mais important en théorie des C*-algebres est le suivant :
Corollaire 1.1.16. Soit f : A — B un morphisme de C*-algebres. Alors f(A) est fermé dans B.

Définition 1.1.17. Une représentation d’une C*-algébre A est un couple (r,H)oun: A — Z(H)
est un x-homomorphisme et H un espace de Hilbert. On dit que 7 est :

* non-dégénérée si le sous-espace w(A)(H) := {n(a)(h) | a € A,h € H} est dense dans H ;

* fidéle si 7 est injective ;

* ample si pour tout a € A non nul, 'opérateur 7(a) n’appartient pas a k(H).

On énonce un résultat pratique permettant d’étendre une représentation d’un idéal.

Lemme 1.1.18. Soient I un idéal fermé d'une C*-algébre A et 7 : I — Z(H) une représentation
non-dégénérée. Alors il existe une unique représentation 7 : A — .Z(H) qui prolonge la représen-
tation 7.

Démonstration. On définit 7 sur 7(I)(H) en posant pour tousa € A,j € [ etv € H :
m(a)(7(j)v) = 7(aj)(v).

» 7 est bien définie car si 7(j1)(v1) = 7w(j2)(v2) avec j1,j2 € I et v1,vy € H, alors en notant
(uy ) une approximation de 'unité pour I, on obtient :

m(aji)(vr) = limm(aurji)(or) = lima(aus)m(ji)(vr)
= li/I\n m(auy)m(j2)(ve) = li)r\n m(auyjz)(ve)
= m(ajz)(va).
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* Onadepluspourtousac A,jeletveH:

[ (a)(x (o)l < llall-lw(G)v]-

Ceci permet d’étendre 7(a) en un élément de .Z(H).

* On vérifie alors que 7 est multiplicative et 7(a*) = 7(a)*. En effet, en notant (—, —)¢ le produit
scalaire sur H a valeurs dans C, on a pourtous a € A, j1,j2 € I et vy,vy € H :

(Fa)m()on w(i)ve)e = (7

*

(a*j1)v1, w(j2)v2)
<7T(J a*ji) 1)1,112>(C
= <7T(31 U1, T 0]2)U2>C
= <7T(31 v, T (]2)U2>C
(7 (

a)*m(j1)vr, m(j2 U2>(C
L’extension obtenue 7 est évidemment unique. [ |

Théoréme 1.1.19 (Gelfand-Naimark,[7] p. 109). Soit A une C*-algebre. Alors il existe un espace
de Hilbert H et une représentation fidele non-dégénérée 7 : A — Z(H).

Remarque 1.1.20. Si 7 : A — Z(H) est une représentation fidele non-dégénérée, alors on
construit une représentation ample de A qui est encore fidéle et non-dégénérée en posant :

7 A $<£2(N, H)), 7(a)((hn)nen) = (7(a)hn)nex.

C’est-a-dire, en utilisant I'identification ¢*(N, H) ~ ¢*(N) ® H, que 7> = id 2y, ® 7. Ainsi d’apres le
théoréme|1.1.19, toute C*-algebre admet une représentation fidéle, non-dégénérée et ample.

Définition 1.1.21. Soit (A;);c; une famille de C*-algebres. On définit la somme directe de cette
famille de C*-algebres par :

DA = {(@ies | Vi€ ajea; et tim_ o] =0},
jel

ol ‘lirf |a;|| = 0 signifie que Ve > 0,3J’ C J fini tel que Vj € J\J, |la;|| < e. L’involution est
j—oo

donnée par ((a;)jes))" := (a});es et la norme par |[(a;);e | := Slg la;|l ot (aj)jes € Djer 4j-

j
Remarque 1.1.22. Si A est une C*-algébre de dimension finie, on peut montrer qu’il existe des
entiers non nuls p et ny, ..., n, tels que :

En particulier, une C*-algebre de dimension finie est unifere.

La K K-théorie de Kasparov utilise la notion de module de Hilbert. Nous allons maintenant rappeler
cette construction. On se référe a [30],[S6] ou encore [54] pour plus de détails et pour les démons-
trations. Nous voulons généraliser la notion d’espace de Hilbert en remplagant le corps des scalaires
C par une C*-algebre A quelconque.

Sauf mention contraire, on ne considerera que des modules a droite.

Définition 1.1.23. Soit A une C*-algébre. Un A-module préhilbertien est un C-espace vectoriel
qui est un A-module muni d’'une application sesquilinéaire (antilinéaire en la premiere variable,
linéaire en la seconde) (—, —) 4 : E x E' — A, appelée produit scalaire a valeurs dans A, satisfaisant
les conditions suivantes :
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1.1. Rappels sur les C*-algeébres et les modules de Hilbert

(i) A(za) = (Ax)a = z(Xa) pourtous A € C,z € E,a € A;
(i) (z,ya)s = (x,y)aa pour tous z,y € E,a € A;
(iii) (z,y)% = (y,z) pour tous z,y € E;
(iv) (z,z)4 > 0pourz € E.

Donnons a présent 'analogue de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas d'un A-module préhil-
bertien.

Proposition 1.1.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, [54] p. 233). Soient (4, || - ||) une C*-algebre
et £ un A-module préhibertien. Alors pour tous x,y € E :

[, y)all” < ||, 2)all-| s ) all

Définition 1.1.25. Soient (A4, || - ||) une C*-algebre et F un A-module préhibertien. On définit une
norme sur E (d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, voir [54] p. 234) en posant pour tout = € E :

|2z = || (2, ) 4|

Un A-module de Hilbert est un A-module préhilbertien complet pour la norme || - || .

Lorsque A = C, on retrouve la définition d’espace préhilbertien et d’espace de Hilbert. Lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité, on notera simplement || - || pour faire référence soit a || - ||4 soit a || - || g. Voici
quelques exemples de module de Hilbert.

Exemples 1.1.26. 1. Toute C*-algebre A est un A-module de Hilbert pour le produit scalaire
(a,b)4 :==a*boua,b e A.
2. Si I est un idéal a droite et fermé d’'une C*-algeébre A, alors I est un sous-module de A et donc
un A-module de Hilbert.

3. Soitn € N*. Alors A" est un A-module de Hilbert pour le produit scalaire (a,b) 4 := }_7_, a}b;
ou a = (a;)i1<j<n €t b = (b;)1<;j<n sont tous les deux dans A".

4. On peut généraliser 'exemple précédent a une famille dénombrable (E;);c; de A-modules de
Hilbert. On pose £ = @je;Ej le sous-ensemble de [ ; E; formé des éléments (z;);e, tels
quelasérie } . ;(z;,x;)a converge. Alors E' muni du produit scalaire (z, y) 4 1= > ;¢ ;(z;,yj) 4
oux = (z;)jes ety = (y;)jes sont dans £, est un A-module de Hilbert.

5. Soit £ un A-module de Hilbert. Le A module de Hilbert P, ; E' sera noté 2(JE).

On introduit a présent la notion de morphisme entre modules de Hilbert.
Définition 1.1.27. Soient A une C*-algebre et E, I’ deux A-modules de Hilbert. Une application

T : E — F est un morphisme de A-modules de Hilbert sil existe une application S : F' — F telle que
pourtousz € E,y € F:

<T<m)’y>A = <m7S(y>>A'

L’application S est appelée adjoint de T. L'ensemble des morphismes de A-modules sera noté
Z4(E, F). On dira aussi opérateur adjoignable pour morphisme de A-modules de Hilbert. Lorsque
E = F,onnote Z4(F) = Zs(E,E). Si H est un espace de Hilbert (c’est-a-dire un C-module), on
a alors 4 (H) = Z(H).

Définition 1.1.28. Soient A et B deux C*-algebres. Soit £ un B-module de Hilbert. Une représen-
tation de A sur FE est la donnée d’un *-homomorphisme 7 : A — Z5(FE). On dit que 7 est :
* non-dégénérée si le sous-espace w(A)(FE) := {n(a)(&) | a € A,§ € E} est dense dans F;

* fidéle si  est injective.
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Définition 1.1.29. Soient A une C*-algébre et £ un A-module de Hilbert. On définit l'orthogonal
E3 d’une partie Ey de E comme le sous-module fermé de E donné par :

Efi={yeE | vee by, (s,y)a=0)

Les opérateurs adjoignables possedent de nombreuses propriétés.
Proposition 1.1.30 ([54] p. 240). Soit A une C*-algebre. Soient E et F’ deux A-modules de Hilbert.
Soit T € Z4(E, F). Alors :
(i) L’adjoint de T, noté T, est unique. Il vérifie T* € L4 (F,E) et (T*)* =T.
(ii) T est C-linéaire, A-linéaire et continu.
(i) |7 = 7] et |7 o 7 = T2

(iv) Za(FE, F) est un sous-espace vectoriel fermé de 'espace des applications linéaires continues
de E dans F, vus comme espaces de Banach.

(V) Z4(FE) est une C*-algebre pour la norme d’opérateur.
Démonstration. On démontre par exemple la continuité du point (ii), le reste est immédiat. Mon-
trons que Gt := {(z,T(x)) | x € E} est fermé dans E x F. Soit S := {(-T*(y),y) | y € F}. On

a:
(v0,y0) € ST <= WyeF, (o, =T*(y)) , + (Wo,y)a =0

— VWyeF (yo—T(x0),y),=0
< (w0,%0) € Gr.
Comme l'orthogonal d’'un sous-espace est fermé, alors G'1 est fermé donc d’apres le théoréeme du

graphe fermé dans les espaces de Banach, T" est une application continue. [ |

Remarque 1.1.31. Une application linéaire continue et A-linéaire n’admet pas forcément d’adjoint.
En effet, prenons A = C([0;1]) et J = Cy(]0;1]) qui est un idéal fermé et donc un A-module de
Hilbert. Soit 7' : J — A l'inclusion. Si 7' était adjoignable alors (14, f)4 = (I""(14), f) 4 pour tout
f € J cest-a-dire T*(14)f = f pour tout f € J donc T*(14) = 14 ce qui est absurde puisque
14 ¢ J. Donc T n'admet pas d’adjoint.

Définition 1.1.32 (Isométrie et unitaire). Soit A une C*-algeébre. Soient F, F' deux A-modules de
Hilbert. Soit T' € Z4(E, F'). On dit que :

e T est une isométrie siT* o T = idg.

e Testununitaire siT*oT =idg et T o T* = idp.
On peut caractériser les éléments auto-adjoints et les éléments positifs de la C*-algebre £ (F) :

Proposition 1.1.33. Soit 7' € Z4(F)
() T=T* <« VzxekFE, (z,T(x))4 est auto-adjoint dans A.
() T>0 <« VxekFE, (z,T(z))4 > 0dans A.

Définition 1.1.34. Soient E et F deux A-modules de Hilbert. Pour tous z € F,y € E, on considére
l'application 6, : E — F définie par :

Vze B, 0py(2) :=x(y,2)a.

Proposition 1.1.35. Soientz € Fety € E:
(1) Opy € La(E,F)et(0yy)" =0y,.
(i) Pourtous T' € Za(F)et S € Ly(E)onaT ol,, = O, et 0,08 =0, g«(y)-
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On définit I'ensemble des opérateurs compacts de E vers F, que 'on note k4(E, F) C Z4(E, F),
comme étant la fermeture dans .24 (F, F') de 'espace vectoriel engendré par les opérateurs 6, , avec
x € F,y € E.Lorsque E = F,onnote ks(E) := ka(E, E). Ainsi, k4 (FE) est un x-idéal bilatére fermé
de Zs(E).

Définition 1.1.36. Soit A une C*-algebre. L’algébre des multiplicateurs de A, notée M (A), est la
C*-algebre unifere :

M(A) = Zs(A),
ou A est vu comme un A-module de Hilbert.

Exemples 1.1.37. 1. Si A est unifere, alors M(A) ~ A.

2. Soit X un espace localement compact. Si A = Cy(X), alors M (Cy(X)) ~ Cp(X) ot Cp(X)
désigne la C*-algebre des fonctions bornées de X a valeurs complexes.

Proposition 1.1.38 ([7] p. 146). Soit A une C*-algebre. Alors k4(A) ~ A. Plus généralement, Si
E est un A-module, alors :

M(kA(E)> ~ ZA(E).

Produit tensoriel de modules de Hilbert. Soient A et B deux C*-algebres. On considére £ un
B-module de Hilbert, F' un A-module de Hilbert et 7 : B — Z4(F') un x-homomorphisme. On peut
munir F' d’'une structure de B-module a gauche en posant by := m(b)(y) pour tous b € B,y € F.
Ainsi, on peut munir le produit tensoriel algébrique £ ® F' d’un produit scalaire a valeurs dans A
en posant pour tous z,2’ € Eety,y € F :

<:L' Oy, y'>A = <y, 7 ((z,2")B) y'>A.

Considérons l'ensemble N := {u € E® F | (u,u)4s = 0}. Cest un sous-module de F ® F. Le
produit tensoriel des modules de Hilbert E et F', noté F ®p F ou encore F ®, F, est la complétion
du quotient de £ ® F par N pour la norme ||u|| := [|(u, u>AH%. Le produit tensoriel £ ®p F' est un
A-module de Hilbert et 'action a droite est donnée pour touse € E, f € F'eta € A par :

(e®f) a:=e® (fa).

1.2 Introduction aux groupoides

Dans cette partie, nous allons introduire la notion de groupoide et énoncer les propriétés et construc-
tions qui y sont associées, en particulier pour les groupoides étales. Nous terminerons cette partie
par la construction de la C*-algébre réduite d’un groupoide dans le cas étale puis dans le cas général.

1.2.1 Définitions et premieéres propriétés

On se réfere a [34] et [38] pour les définitions et propriétés qui vont suivre. Les groupoides généra-
lisent la notion de groupe et d’espace. C’est une petite catégorie dans laquelle tous les morphismes
sont inversibles.

On notera X pour définir les objets et G pour définir les morphismes. Donnons a présent une
définition précise :

Définition 1.2.1. On appelle groupoide G de base X la donnée d’un couple d’ensembles (G, X) tel
que :

1) Il existe deux applications s,r : G() — X surjectives, respectivement applications source et
but;

2) Il existe une application produit m : G — G, (v,7') — 77/ ott G? est le sous-ensemble de
G x g défini par G = {(v,n) € GV x GO | s(y) = r(n)};
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3) Il existe une application unité u : X — G, x — 1, vérifiant s(1,) = r(1,) = = et une
application inverse i : G) — G| » — 4~ vérifiant les relations :

@ () =r(), s(vy) = s(v') pour tout (v,7') € G et I'application m est associative,
() Y1s(y) = Ly(y)y = 7 pour tout v € G,

(@ vy~ =1, ety 1y = 1y, pour tout y € G

Remarque 1.2.2. On oubliera la fonction u en considérant X comme un sous-ensemble de G et on
notera parfois s(vy) (resp. r(v)) a la place de 1, (resp. 1,(,)). Pour alléger les formules, on a noté
ci-dessus 7 a la place de m(vy, n).

Dans la suite, on ne considérera que des groupoides topologiques séparés c’est-a-dire des groupoides
(G, X) pour lesquels les espaces G(V) et X sont munis de topologies, séparés pour ces topologies
et tels que les applications r, s, m, u et 4 sont continues. Par abus de notation, on notera juste G pour
faire référence a G(V) et donc (G, X) pour faire référence au groupoide G de base X. La base de G
sera parfois notée G(©).

SiU,V C X, onpose Gy := s~ 1(U), " :=r"!(V) et G :== Gy NG". On notera G, := Gy, appelé
s-fibre, G* := G1*} appelé r-fibre pour tout z € X et G¥ = G, N GY pour tous z et y dans X.

Définition 1.2.3. Un groupoide localement compact est un groupoide topologique pour lequel 'es-
pace G est localement compact. Un tel groupoide est o-compact si I'espace topologique G(1) est
o-compact.

Sauf mention contraire, tous les groupoides que nous rencontrerons dans cette thése seront
supposés localement compacts et o-compacts.

Définition 1.2.4 (Morphisme de groupoides). Soient (G, X) et (G’, X’) deux groupoides d’appli-
cations sources et buts notées respectivement s, r et s’,7’. On dit que ® : G — G’ est un morphisme
de groupoides s'il existe une application ®(©) : X — X' telle que :

(i) o = dDosetr’od = Dor, en particulier, 'image d’une paire composable est composable.
(i) Pour tout (v,7) € 6@, ona & (yn) = &(7)® ().
On dira qu'un morphisme de groupoides ® est continu si ¢ est continu en tant qu’application entre

Getd'.

Il existe une classe de groupoides qui nous intéressera tout particulierement puisqu’elle généralise
celle des groupes discrets :

Définition 1.2.5. (Groupoide étale) Un groupoide étale est un groupoide localement compact pour
lequel T'application s est un homéomorphisme local. Ceci signifie que tout élément v € G posséde
un voisinage ouvert U C G tel que s(U) est ouvert dans X et I'application s, : U — s(U) est un
homéomorphisme.

Remarque 1.2.6. Comme 'application inverse est un homéomorphisme et que » = s o, alors G est
étale si et seulement si r est un homéomorphisme local.

Exemple 1.2.7. (Pull-back) Soient M un espace topologique et (G, X) un groupoide localement
compact. Soit ¢ : M — X une application continue. Considérons 'espace :

G = {(m,%m’) EMxGxM | yegj((;”‘?)}.

On obtient alors un groupoide topologique ¢*G de base M en posant :

1

g(m777m/) = m/7 ?(m777m/) =m, (m777 ml)il = (mlafyi 7m)7 ﬂ’(m) = (m7 1Lp(m)7m)

Le produit est défini par (m,~,m')(m’,v',m”) := (m,~v+',m"). L'application ® : ¢*G — G donnée
par ®(m,y, m’) := ~ est un morphisme de groupoides avec & := ¢.
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Lemme 1.2.8. Soit (G, X) est un groupoide topologique. Si G est séparé, alors X est fermé dans G
et G est fermé dans G x G. Si G est o-compact, alors X est o-compact.

Démonstration. * Puisque G est séparé, la diagonale Ag := {(v,7) | v € G} est un sous-espace
fermé de G x G. Puisque l'application f : G — G x G; f(v) = (v, (7)) est continue, alors
X = f71(Ag) est fermé.

e Onag® = (r x s)7'(Ag) donc G est fermé dans G x G.

* Si (G, X) est o-compact alors G sécrit G = U,en K, avec (K, )nen une suite de sous-espaces
compacts de G. Comme r : G — X est continue et surjective et que X est séparé alors
(r(Ky))nen est une suite de sous-espaces compacts de X telle que X = U,enr(K,,), donc X
est o-compact.

|
Lemme 1.2.9. Soit (G, X) est un groupoide étale.
(i) La base X est ouverte dans G.
(ii) Pour tout z € X, les fibres G, et G* sont discrétes.
Démonstration. (i) Un homéomorphisme local est une application ouverte, donc X = s(G) est
ouvert dans G.

(i) Soit x € X. Soient v € G* et U un voisinage ouvert de v dans G tel que r soit un homéomor-
phisme sur U. Par injectivité de r sur U on obtient U N G* = {7} cest-a-dire que {7} est un
ouvert de G*. Tous les singletons sont donc ouverts et ainsi G* est un espace discret.

[ |

Définition 1.2.10. (Bissections, [2] p. 10) Soit (G, X ) un groupoide localement compact. Une bis-
section ouverte est un sous-ensemble ouvert U C G tel que les applications s et r sont des homéo-
morphismes de U sur des ouverts de X respectivement. L’ensemble des bissections ouvertes est noté

GP.

Définition 1.2.11. On dit qu'un groupoide localement compact G est ample si 'ensemble :
G*:={A e G® | A estcompact}

forme une base pour la topologie de G.

Exemple 1.2.12. Un espace topologique discret M est un groupoide ample. En effet, M® est 'en-
semble des singletons de M qui constitue donc une base pour la topologie de M.

Remarque 1.2.13. Tout groupoide ample est étale.

Définition 1.2.14. On dit qu'un espace topologique X est totalement discontinu si les seules com-
posantes connexes de X sont les singletons.

Lemme 1.2.15 ([46] p. 21). Soit X un espace topologique localement compact et totalement dis-
continu. Alors les ensembles compacts-ouverts forment une base pour la topologie de X c’est-a-dire
que pour tout z € X et tout voisinage U C X de =z, il existe un compact-ouvert V' C X tel que
zeV CU.

On donne une caractérisation des groupoides amples :
Proposition 1.2.16 ([18] p. 8). Soit (G, X') un groupoide étale. Alors :
G estample <= X est totalement discontinu.

Définition 1.2.17 (Sous-groupoide). Soit G un groupoide. Un sous-ensemble # C G est un sous-
groupoide de G s'il est stable par produit et inversion, c’est-a-dire que :

* pour tous 7,7 € H tel que r(y') = s(y) onayy' € H;
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e siy € H,alorsy ! € H.

Ainsi, la restriction des applications r, s, m, u et i a H définie une structure de groupoide sur H avec
HO) = s(H) = r(H).

On dit qu'un sous-groupoide H de G est ouvert (resp. fermé) dans G si H est ouvert (resp. fermé)
dans G en tant qu'espace topologique et si #(?) est ouvert (resp. fermé) dans G(©.

Remarque 1.2.18. Tout sous-groupoide ouvert d’'un groupoide étale est encore étale.

Lemme 1.2.19. Soit (G, X) un groupoide étale a base dénombrable. Alors G admet une base dé-
nombrable formée de bissections.

Démonstration. Comme G est a base dénombrable, il est séparable. Soit (7,,),en Un sous-ensemble
dénombrable dense de G. Soit n € N. On considére deux bases dénombrables de voisinages de ~,
notées (Up)ien et (Vi.i)ien telles que que pour tout i € N, T, €t 8y, , sont des homéomor-
phismes sur des ouverts de X. Ainsi, en posant W = {U,,; N V,,; | (n,i) € N?}, on obtient une base
dénombrable formée de bissections. [ |

L’ensemble des bissections forme un semi-groupe inverseE] pour la loi de composition :
Uv = {uv | (u,0) € (U x V) mg<2>}, VU,V € G°.

L’élément neutre est X et l'inverse d’'un élément U € G est donné par U~ ! := i(U) (voir [34] pour
plus de détails). On montre que G* est un sous semi-groupe inverse de G°P. On énonce maintenant
une caractérisation des groupoides étales.

Proposition 1.2.20 ([38] p. 19). Soit (G, X) un groupoide localement compact. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) (G, X) est étale.
(i) L’application produit m : G& — G est un homéomorphisme local.

(iii) G°P contient une base pour la topologie de G.
Nous terminons ces rappels par une liste d’exemples classiques de groupoides.

Exemples 1.2.21. 1. Un groupe topologique G est un groupoide topologique de base {15} avec
s=1r = (g+— lg). De plus, G est étale en tant que groupoide si et seulement si G est discret
et dans ce cas, une bissection est un singleton et donc G°? = {{¢} | g € G}.

2. Une union disjointe de groupes |_| G, est un groupoide de base {1¢, | i € I}.
icl
3. Un espace topologique M est un groupoide topologique de base M avec s = r = idy;. Cest
donc un groupoide étale. Une bissection ouverte est ici n’importe quel ouvert de M.

4. Si X est un espace topologique, alors X x X est un groupoide de base X avec s(z,y) = y et
r(x,y) = z. On I'appelle le groupoide des paires .

5. Soient X un espace topologique et G un groupe topologique agissant a droite sur X. Alors
I'espace X x G est un groupoide topologique de base X ou s(z,g) = xg et r(x,g) = z. Le
produit est défini par (x, g)(zg,d’) := (z,gg’). De plus, si G est discret, alors X x G est étale.

6. Si dans 'exemple précédent, GG est discret et X est totalement discontinu, alors X x G est
ample. En effet, X x G est alors un groupoide étale dont la base X est totalement discontinue
donc d’apres la proposition|1.2.16], c’est un groupoide ample.

1. On dit que S est un semi-groupe inverse si .S est un semi-groupe et si pour tout s € S, il existe un unique élément
s* € S (appelé l'inverse de s) tel que s = ss*s et s* = s™ss™.
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7. Soient M un ensemble et R est une relation d’équivalence sur M. Posons :
O = {(x,y) e M x M | ny}.

Alors Gr est un groupoide de base M. Les applications s et r sont définies par s(z,y) := y et
r(x,y) := x et la multiplication est donnée par (z,y)(y, z) := («x, z) pour tous (z,y) et (y, 2)
dans Gr. Les applications inverse et unité sont données par i(x,y) := (y,x) et u(x) := (z, ).
Le groupoide G est en faite un sous-groupoide du groupoide des paires (M x M, M).

1.2.2 (*-algebre d’un groupoide

Dans cette partie, nous allons construire une C*-algebre qui va « retenir » la structure de groupoide.

Pour ce faire, on procéde comme dans le cas d'un groupe.

Le cas d’un groupoide étale

On commence par faire cette construction avec (G, X) un groupoide étale en définissant I'algebre
de convolution sur G.

Définition 1.2.22. L’algébre de convolution C.(G) est I'ensemble des fonctions continues f : G — C
a support compact muni du produit de convolution donné pour tous f,g € C.(G) ety € G par :

(fx9)) = D fOrgbi') (1.1)

y1egr™)

et de l'involution définie par f*(vy) = f(y~!). Ces opérations conferent a C..(G) une structure d’al-
gebre involutive.

Pour tout v € G, la fibre G"(") étant discréte et les fonctions f, g étant & supports compacts, on déduit
que G") Nsupp(f) est fini et la somme dans la formule (1.1) est donc finie. De plus, f x g € C.(G).
Ce produit est associatif et on montre que pour tous f,g € C.(G) et A € C:

(f+Ag) ="+ Ag", (f*g)"=g"xf" et (f) =/

L’algebre C.(G) est naturellement munie d’une structure de Cy(X)-module (a droite) définie pour
tous f € C.(G),p € Cy(X) ety € G par:

(f o)) = f(Me(s(7))-

On peut munir C.(G) d’un produit scalaire a valeurs dans Cyp(X) en posant pour tous f,g € C.(G)

etre X:
<fgco Zf -1

~eG®

On vérifie que (f,g)cyx) € Co(X) et (f,g - @)cyx) = (f,9)co(x)® pour tous f,g € Cc(G) et
¢ € Cy(X) ce qui confere a C.(G) une structure de Cp(X )-module préhilbertien.

Définition 1.2.23. On note L?(G) le Cy(X)-module de Hilbert qui est le complété de C.(G) pour la
norme induite par le produit scalaire, définie pour tout f € C.(G) par :

1£12.6) = I{Fs F o lloo = sup S Ifeh

vegz

Lapplication A : Ce(G) — Ly (x)(L*(G)) définie pour tous f,& € C,(G) par :
(M) = f*¢
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est alors un x-homomorphisme. Vérifions par exemple que A(f*) = A(f)* pour tout f € C.(G).
Soient f,&1,6 € Ce(G) etz € X.Ona:

AN &)o@ = D T Hen™)

veGE

= Z Z FOom) & e ™)

YEG® v1€G5()

= D > frmam et (n="m)
YEGT neG®
= D > frty) D)
v€G® neG®
= Y 3 rehalt Hgaert (m=7""n)
YEG® y1€Gs(Y)
= Y a(vh) D bty
vEG® ~1E€GS(™M)
= Y a(yhHr &0
vEG®

= <§1aA(f*)(£2)>Cbﬁx)(x)

Définition 1.2.24. (C*-algebre réduite) La C*-algébre réduite du groupoide étale (G, X), notée
C}(G), est le complété de I'espace C.(G) pour la norme ||)‘(')||fco<x)(L2(g))'

Cas général

Lorsque le groupoide localement compact n’est pas étale, les fibres ne sont pas forcément discretes
mais elle sont localement compactes. On va définir des mesures sur les fibres et la notion de sys-
teme de Haar. Le produit de convolution sera défini en intégrant par rapport a ce systéme. Plus
précisément :

Définition 1.2.25. (Systeme de Haar) Soit (G, X) un groupoide localement compact. Un systéme
de Haar X sur G est une collection {\* | x € X} de mesures de Radon positives sur G vérifiant :
1) pour tout z € X, le support de A” est inclus dans G*;

2) pour tout f € C.(G), 'application X — C, z — f(y)dA* () est continue;
g:)ﬁ

3) pourtousy € Get f € C.(G), / . FY YA () = / 0 FOAN D ().
Ggs(v grly

Remarque 1.2.26. (a) Contrairement aux groupes localement compacts, un systéme de Haar sur
un groupoide n’existe pas nécessairement, et si c’est le cas, il n’est pas forcément unique.

(b) Pourtoutx € X, ona (G*)~! = G, et lapplication y € G + ! est un homéomorphisme de G
sur G, on peut donc associer a la famille {\” | z € X} une nouvelle famille {\, | x € X} définie
pour tous # € X et A C G, borélien par )\, (A) := A\*(A~1). On obtient ainsi la formule :

fNAr() = [ F(y HAX* ().
Gz gz

Donnons plusieurs exemples de systemes de Haar pour certaines classes de groupoides.

Exemples 1.2.27. 1. Lorsque G est étale, un systeme de Haar naturel est la mesure de comptage
sur les fibres c’est-a-dire que I'on pose \*(U) = Card (U N G*) pour tous U C GP et z € X.

2. Si (G est un groupe localement compact, alors le groupoide (G, {1 }) admet, a constante pres,
un unique systéeme de Haar {\g} ol A\¢ est la mesure de Haar du groupe G.
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1.2. Introduction aux groupoides

3. Si X est un espace localement compact, alors un systeme de Haar associé au groupoide (X, X)
est donné par {0, | * € X} ol &, désigne la mesure de Dirac en z.

4. Soient X un espace localement compact et GG est un groupe localement compact muni d’'une
mesure de Haar \q agissant contintiment a droite sur X. Alors la famille {6, x A\¢ | z € X}
forme un systeme de Haar pour le groupoide (X x G, X).

Nous énongons a présent un résultat de topologie bien connu : le lemme d’Urysohn. Il nous servira
a de nombreuses reprises dans cette these.

Lemme 1.2.28. (Lemme d’Urysohn, [43] p. 39) Soient Z un espace localement compact, V' un
ouvert de Z et K un compact de V. Alors il existe une fonction continue a support compact f : Z —
[0; 1] telle que fix = 1 et supp(f) C V.

Corollaire 1.2.29. Soient Z un espace localement compact, K et L deux compacts disjoints de Z.

Alors il existe une fonction continue a support compact f : Z — [0; 1] telle que fjx = 1 et f|;, = 0.

Démonstration. On applique le lemme [1.2.28|avec I'ouvert V' = Z\ L qui contient K. [

Lemme 1.2.30. Soient (G, X) un groupoide localement compact muni d’'un systeme de Haar que
I'on note {\* | z € X} et K C G un compact. Alors 'ensemble {\*(K) | = € X} est borné.

Démonstration. D’apres le lemme [1.2.28} il existe f € C.(G) telle que 0 < f < let fjx = 1.On a
donc pour tout z € X :

[ = [ rmaee [

e > [ aw) = ),
(G\K)NG

Kng=®

v~

=0

Or l'application x — f(v)dA*(y) est continue a support compact, donc {\*(K) | = € X} est
gz
borné. [ |

Dans la suite, (G, X) sera un groupoide localement compact muni d’un systeme de Haar que I'on
notera A = {\* | z € X}.

Définition 1.2.31. On munit C.(G) d’'un produit de convolution est d’une involution en posant pour
tous f,g € Ce(G)etyeG:

(fxg)(y) = o FO)gr AN D (1) et fr(y) = F(rY).

La structure d’algebre involutive obtenue sur C.(G) dépend donc du choix du systeme de Haar,
mais s'il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement C.(G) plutdt que C.(G, \). L’algébre C.(G) est
également munie d’une structure de Cy (X )-module a droite donnée pour tous f € C.(G), p € Cp(X)
etye gpar:

(f- o)) = F(Me(s(7))-

On munit C.(G) d’un produit scalaire a valeurs dans Cy(X) en posant pour tous f,g € C.(G) et
reX:

(£:9) o) (@) = - FOrDg(rHdr*(v)
vérifiant (f, g - ©)cy(x) = ([, 9) co(x)p Pour tous f,g € Ce(G), ¢ € Co(X) et z € X ce qui confere a
C.(G) une structure de Cy(X )-module préhilbertien.

Définition 1.2.32 (Module standard). On note L?(G, \) ou simplement L?(G), le Cy(X)-module
de Hilbert qui est le complété séparé de C.(G) pour la norme induite par le produit scalaire, définie
par :

1180 = IKF, Heoeolloe = sup [ [f(HPAN (7).
zeX JGg=

Le Co(X)-module de Hilbert L?(G) est appelé le module standard.
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Chapitre 1. Groupoides et C*-algébres

De la méme maniére que dans le cas étale, lapplication \ : Co(G) — L, (x)(L*(G)) définie pour
tout f,& € C.(G) par :
(M)E) = f*¢

est un *-homomorphisme.

Définition 1.2.33. La C*-algébre réduite du groupoide localement compact (G, X ), notée C(G, \)
ou simplement C}(G), est le complété séparé de C.(G) pour la norme H)‘(')HZC ) (12(GN)-
o(X ’

Exemple 1.2.34. (C*-algebre réduite du groupoide des paires) Soient X un espace localement
compact et ¢ une mesure borélienne sur X. Notons G le groupoide des paires (X x X, X). Alors on
a I'isomorphisme suivant :

Cr(G) = k (L*(X,p)) .

Remarque 1.2.35. On peut définir la C*-algebre réduite d’'une maniere différente. Soit x € X, on
considére l'application , : Co(G) — £ (L*(G,)) définie pour tous f,& € C,(G) par :

(m2(f))(€) = f*¢&.

Alors 7, est une représentation de C.(G) dans I'espace de Hilbert L? (G,). La C*-algébre réduite
C(G) est la complétion de C.(G) pour la norme sup || (-)|l.
zeX

1.3 Action de groupoides

Cette partie est consacrée a I’étude des actions de groupoides sur les espaces, algébres et modules
de Hilbert.

1.3.1 Action sur les espaces

On commence par définir des actions de groupoides sur des espaces topologiques séparés. Contrai-
rement aux cas des groupes, les groupoides agissent sur des objets qui « fibrent » au-dessus de leurs
bases. L’application dite d’ancrage dans la définition suivante modélise ce concept.

Définition 1.3.1. Soient (G, X ) un groupoide topologique et Z un espace topologique séparé. Une
action a droite de G sur Z est la donnée d’une application continue p : Z — X et d’'une application
XN:Z x,rG — Z continue avec Z x,, G :={(2,7) € Z x G | p(z) =r(v)} telles que :

() p(A(z,7)) = s(y) pour tout (z,7) € Z X,, G;
(i) A(z,1,.,)) = z pour tout z € Z;
(i) A(A(2,7),7") = X(z,77) pour tous z € Z et (v,7') € G telles que p(z) = (7).
On dit alors que Z est un G-espace a droite ou plus simplement un G-espace. L’application p est

parfois appelée application d’ancrage, ou ancre de Uaction ou simplement ancre.

S’il n’y a pas d’ambiguité, on utilisera la notation zvy := A(z,) et on notera (Z, p) ou méme juste Z
pour faire référence au G-espace (Z, p, \).

Remarque 1.3.2. On peut définir de maniere similaire des actions a gauche.

Exemples 1.3.3. Soit (G, X') un groupoide localement compact.
1. G agit sur lui méme a droite avec p = s et \ est la multiplication a droite usuelle du groupoide.

2. Soit # un sous-groupoide fermé de G. Alors # agit a droite sur Y := s~} (#(?)) avec p = Sy
et A\ est la multiplication a droite du groupoide G.

3. G agit a droite sur sa base X avec p = idy et A: (r(7),7) € X Xjq,,» G — s(v) € X.
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1.3. Action de groupoides

FIGURE 1.1 — Action d'un groupoide (G, X) sur un espace topologique Z.

4. Soit P(G) 'ensemble des mesures de probabilités boréliennes . sur G pour lesquelles il existe
x € X tel que supp(p) C G®. On peut dés lors construire une action (a gauche) de G sur P(G)
avec pour application d’ancrage p : P(G) — X l'application envoyant une mesure u € P(G)
sur 'élément x € X tel que supp(u) C G*. Soient u € P(G) ety € G tels que x := p(u) = s(7).
On pose pour tout borélien U C G :

(v-w)(U) == pu(v'U) avec ~7'U := {7—117 lneUn gr(v)}.

Exemple 1.3.4. (Groupoide de transformation) Soit (G, X) un groupoide localement compact
agissant a droite sur un espace topologique Z et d’ancre p : Z — X. Le groupoide produit croisé,
noté Z x G, est défini de la maniére suivante :

« ZxGW :=Zx,,Get(ZxG) 0 .=7;
* lapplication unité est définie par u(z) := (z,1,,));
* les applications source et but sont définies par s(z,7) := zy etr(z,7) := z;
* Siz' = zv, la multiplication est donnée par (z,v)(z',7') := (2,77') et 'application inverse est
définie par i(z,7) := (27,771);
* Sizg € Z, les fibres sont données par (Z x G)* ~ G**0) et (Z % G)z, ~ Gp(z)-
On obtient ainsi une structure de groupoide sur Z x G.

Proposition 1.3.5. Soient (G, X') un groupoide étale et (Z, p) un G-espace a droite. Alors le grou-
poide produit croisé Z x G est étale.

Démonstration. Soit (z29,70) € ZxG. Comme G est étale, il existe une bissection ouverte U contenant
o et telle que r(U) est ouvert. Considérons louvert V = p~!(r(U)) C Z et posons Q@ =V x,, U.
Alors ) est un ouvert de Z x G sur lequel r est une bijection continue sur son image r(Q2) = V.

L’application inverse est :
— 1 I‘(Q) — Q
r(2)

L’application but de Z x G est donc un homéomorphisme local c’est-a-dire que Z x G est un groupoide
étale. [ |

Définition 1.3.6. * Un groupoide (G, X) est dit propre lorsque I'application :

] g — X x X
<’“’3>'{ v — (), 5(7))
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Chapitre 1. Groupoides et C*-algébres

est propre c’est-a-dire que I'image réciproque de tout compact de X x X par (r,s) est un
compact de G.

* Soient (G, X ) un groupoide et Z un G-espace a droite. On dit que I'action de G sur Z est propre
lorsque le groupoide Z x G est propre, c’est-a-dire lorsque I'application :

ZXpr G—ZXZ; (2,7) — (2,27)

est propre.

* On dit que l'action de G sur Z est libre si pour tout z € Z, le stabilisateur de z :
G(z) i={y€G"? | 2y =2}
est égal a {1,,)}.

Lemme 1.3.7. Soient Z un G-espace propre a droite et F' C Z un sous-espace fermé et stable par
G. Alors F est un G-espace propre.

Démonstration. Soit f : Z X,, G — Z X Z; (z,7) + (z,27). Remarquons que I'on a :

-1 —
(firxprg) (K x K)=(Fxp, G)N fH(K x K)
et ce dernier ensemble est donc fermé dans le compact f~!(K x K) donc compact. [ |

Remarque 1.3.8. Soient G est un groupoide étale et Z un G-espace propre. Soit z € Z. Alors G(z)
est fini. En effet, G(z) est compact puisque :

6(=) = 2 (17 ({2, 2)}))

ol p, désigne la projection de Z x,, G sur le deuxieme facteur et f I'application (z,v) — (z,27).
Comme G est étale, les fibres sont discretes, en particulier G(*) est discret donc G(z) est fini.

On définit une relation d’équivalence sur le G-espace 7 :

z2~Z = Hyegp(z), 2y =12,

et on pose :
Z/G = 2/..

Les classes d’équivalences sont appelées G-orbites. Si V' C Z, on note V - G lorbite de V sous l'action
de G Cest-a-dire :
V.G:= {z'y | (z,7) €V x G avecr(y) = p(z)}.

On notera aussi V' - v ou plus simplement Vv a la place de V' - {~} pour tout v € G.

Définition 1.3.9 (Domaine fondamental). Un domaine fondamental pour 'action a droite d'un
groupoide topologique G sur un espace Z est un sous-ensemble A C Z tel que Z = A - G.

Donnons a présent plusieurs caractérisations d’une action propre d’'un groupoide sur un espace.
Proposition 1.3.10 ([49] p. 8). Soient G un groupoide localement compact et Z un G-espace a
droite. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Z est un G-espace propre.

(ii) Pour tout sous-ensemble compact K C Z, 'ensemble Fx := {y € G | KyN K # @&} est
compact.

(iii) 11 existe une famille (A;);c; de sous-ensembles de X telle que {y € G | A,y N A; # &} est
relativement compact pour tous i, j € I et X = U;crA;.
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1.3. Action de groupoides

(iv) Si (zx)a est une suite généralisée convergente dans Z et (), une suite généralisée de G
vérifiant () ) = p(z)) et (zayx)x convergente, alors (7)), admet une sous-suite convergente.

Lemme 1.3.11. Soient G un groupoide localement compact et Z un G-espace a droite. Alors pour
tout compact K C Z, l'espace Fx = {y € G | KyNK # @} est fermé. Si 'action de G sur Z est
propre, alors l'orbite K - G est fermée.

Démonstration. * Soit (7)), une suite convergente dans Fx vers un élément v € G; alors pour
tout ) il existe ky, k) € K tels que kyy, = k). Par compacité de K, on peut (quitte a extraire
une sous-suite convergente) supposer que les suites (k) et (k}), convergent vers k € K et
k' € K respectivement. Par continuité de l'action de G sur Z, on obtient vk = k' c’est-a-dire
que v € Fg.

* Soit (z))) une suite dans K - G convergente vers z € Z; alors il existe une suite (ky), dans
K et une suite (7)), dans G telles que pour tout A\, on a z) = k7). Par compacité de K,
on peut supposer que (ky), converge vers k € K. L’action de G sur K étant propre, on peut
supposer (quitte a extraire une sous-suite convergente) que (-, ), converge vers v € G et donc
par continuité de I'action, (z)), converge vers k-.

|

Exemple 1.3.12. (Action de G sur lui-méme) Soit G un groupoide localement compact. Alors I'ac-
tion de G sur lui-méme est propre. En effet, si K C G est un compact, alors pour tout v € F, il
existe k, k' € K tel que kv = k’. Donc v € K~ - K qui est compact. Comme Fx est fermé dans le
compact K1 - K, alors Fy est compact.

Définition 1.3.13. (Fonction cut-off sur G, [47] p. 173) Soit (G, X) un groupoide localement
compact muni d’'un systeme de Haar A = {\* | z € X }. Une fonction cut-off sur G est une application
c: X — RT continue telle que :

(i) pourtout z € X, c(s(y)dX\*(y) =1;
gz
(ii) lapplication r : supp(co s) — X est propre.

Proposition 1.3.14 ([47] p. 174). Soit (G, X) un groupoide localement compact muni d’un systeme
de Haar. Alors G est propre si et seulement si il existe une fonction cut-off sur G. De plus, si G
est propre et 'espace des orbites X/G est compact, alors G admet une fonction cut-off a support
compact.

Dans le cas particulier ou le groupoide considéré est le groupoide produit croisé Z x G (dont la
base est égale a Z), on obtient alors la notion de fonction cut-off sur un G-espace Z (voir définition
[1.3.15|ci-dessous). En effet, d’'une part la r-fibre du groupoide Z x G en z € Z s'identifie 4 G(*) et
d’autre part, si I’on suppose que I'application r : supp(cos) — X est propre, alors pour tout compact
K C Z,ennotant p; : Z x,, G — Z l'application (z,v) — z7, on remarque queE]:

K-gn - supp(cos i K
g SUpp(C) =N <(1‘| pp( )) ( ))

fermé

compact
et donc K - G N supp(c) est compact.

Définition 1.3.15. (Fonction cut-off sur Z) Soient G un groupoide localement compact muni d'un
systeme de Haar A = {\* | =z € X} et Z un G-espace a droite. Une fonction cut-off sur Z est une
application ¢ : Z — R™ continue telle que :

(i) pourtout z € Z, / c(zfy)d)\p(z) (v) =1,
Ggr(2)

(ii) pour tout sous-espace compact K de Z, I'espace (K - G) N supp(c) est compact.

2. En effet, pour tout (z,v) € Z X, G, si zy € supp(c), alors (z,7) € supp(cos).
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Remarque 1.3.16. Réciproquement, si c: Z — R™ est une application continue vérifiant les condi-
tions (i) et (ii) de la définition [1.3.15} alors ¢ : Z — R™ est une fonction cut-off sur le groupoide
ZxG.

Proposition 1.3.17. Soit G un groupoide localement compact muni d'un systéme de Haar. Alors
'action de G sur Z est propre si et seulement si il existe une fonction cut-off sur Z.

1.3.2 Action sur les algébres

Nous savons définir I'action d'un groupe sur une C*-algebre et ainsi construire le produit croisé
associé. Nous voulons généraliser cela avec les groupoides. La notion de Cj(X )-algebre énoncée
dans la suite va jouer le réle des C*-algebres et les groupoides vont jouer le réle des groupes. Dans
ce qui va suivre, les définitions et propriétés seront en grande partie issues de [56].

Si A est une C*-algebre, on note Z(A) le centre de A. On fixe X un espace localement compact. On
rappelle que :

Co(X) := {(p : X — C continue | Ve >0, 3K, C X compact : |p| < e sur X\Ke}.

Définition 1.3.18. Une Cj(X)-algébre est la donnée d’'un couple (A, ¢ 4) constitué d'une C*-algebre
A et d’'un *-homomorphisme ®,4 : Cp(X) — Z (M(A)) € Z4(A) non-dégénéré cest-a-dire que le
sous-espace :

B4 (Co(X))A = Vect{CI)A(gp)(a) | (p,a) € Co(X) x A}
est dense dans A pour la norme sur A.

On omettra souvent ’homomorphisme ® 4 et on notera ¢ - a ou juste @a a la place de ® 4(p)a. De
plus, on notera C' - A a la place de ® 4(C)A pour tout C' C Cy(X).

Remarque 1.3.19. L’homomorphisme ®4 munit A d’une structure de Cp(X)-module a gauche en
posant ¢ - a := ®4(p)(a) pour tout (p,a) € Co(X) x A.

Définition 1.3.20. On dit qu'un *-homomorphisme ¢ : A — B entre deux Cy(X)-algebres est
Co(X)-linéaire si pour tout ¢ € Co(X) et touta € A :

¢(pa) = pp(a).

Lemme 1.3.21. Soient A une Cy(X)-algébre et J un idéal de Cy(X). Alors J - A est un x-idéal
bilatere de A.

Démonstration. Puisque J - A = Vect(Ip) ou Iy = {pa | (p,a) € J x A}, il suffit de montrer que si
(p,b) € J x Aetu:= p.b € Iy, alors au et ua sont aussi dans I pour tout a € A. Comme P 4(¢)
est dans la centre de M (A), alors ® 4(¢) commute avec n'importe qu’elle opérateur de M (A), en
particulier avec les opérateurs L, : b — ab et R, : b — ba. On obtient donc pour tous a,b € A et
ped:
a(pb) = @(ab) € Iy et (pb)a = p(ab) € .
]

La définition suivante montre que I'on peut voir les Cy( X )-algébres comme des objects « fibrés ».
Définition 1.3.22. (Fibre d’une C*-algebre) Soit A une Cy(X)-algebre. Soit z € X. On pose :
I,=J,-A avec J,={peCy(X) | ¢(x)=0}
qui est un x-idéal bilatere fermé de A d’aprés le lemme La C*-algebre :
4, =4 T,

ainsi obtenue est appelée fibre de A en z et la classe dans A, d’'un élément a par 'homomorphisme
quotient 7, = A — A, sera notée a(z). De plus, on vérifie que (¢a)(z) = ¢(x)a(z) pour tous
peCy(X),acAetx € X.
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En notant A = |_| A, on peut montrer que I'application A — A est injective. Ainsi, tout élément

zeX
a € A peut étre vu comme une fonction de X dans A. On donne a présent quelques opérations

vérifiées par les Cj(X)-algebres.

Exemple 1.3.23. (Push-forward) Soient X et Z deux espaces localement compacts, (A4, P 4) une
Co(Z)-algebre et p : Z — X une application continue. Alors A peut étre munie d’une structure
de Cy(X)-algebre de la maniere suivante. Puisque 'homomorphisme ¢4 : Cyp(Z) — Z(M(A)) est
non-dégénéré, alors ¢ 4 s’étend aux multiplicateurs de Cp(Z) (voir [30], proposition 6.8), que 'on
notera encore ® 4 :

Dy : Cp(Z) = M(Co(Z)) — M(Z(M(A))) = Z(M(A)).
Soit p* : Cy(X) — Cy(Z) l'application définie pour tout ¢ € Cy(X) par p*(p) = ¢ o p. Posons :
O:=Py 0p":Cy(X) — Z(M(A))

Le couple (A, ®) est alors une Cp(X)-algebre. Dans le cas particulier ot A = Cy(Z), on peut voir
Co(Z) comme une Cy(X)-algebre, I'action a gauche de Cy(X) sur Cyp(Z) est donnée pour tous
peCyX), feCy(Z)etze Zpar:

(v - F)(2) = (p(2))f(2)-
En particulier, si Z = X et f = idx, alors Cy(X) est une Cy(X)-algebre.

Lemme 1.3.24. La fibre de C)(Z) en x € X, pour la structure de Cy(.X)-algebre définie précédem-
ment, est isomorphe & Cy(Z;) ol Z, = {z € Z | p(z) = =}. En particulier, si Z = X et p = idx, la
fibre de Cjp(X) en z est isomorphisme a C.

Démonstration. Soit z € X. On considére 'homomorphisme surjectifrf] T, : Co(Z) — Co(Z;) donné
pour tout f € Co(Z) par Tx(f) = f|z,- On montre que J, - Co(Z) est dense dans Ker(7};) pour la
norme || - [[o. Soient e > 0 et f € Cy(Z2) tels que f|z, = 0. Il existe un compact K C Z tel que
|f| < esur Z\ K. Posons :

K :={ze€Z | |f(z)] > ¢}

Alors K’ est un fermé dans K qui est donc compact. Par hypothése, = ¢ p(K’) (car sinon, x = p(k)
avec k € K' etalors 0 = f(k) > ¢) on a donc deux compacts disjoints dans X a savoir {z} et p(K").
D’apres le corollaire [1.2.29}, il existe alors une fonction ¢ € Cy(X) telle que :

0<e<1, @) =0, @yx)=1L1

En particulier, ¢ f est un élément de J, - Cy(Z).

e Size K, alors p(p(z)) = 1 et donc :
£ (2) = (@) (2)] = [f(2) = @(p(2)) f(2)| = [f(z) = f(2)| =0 <e.
e Siz¢ K’ alors |1 — p(p(2))| < 1car 0 < ¢ < 1 et donc :
1f(2) = () (2)] = [f ()1 = @(p(2))] <e.
Donc |f(z) — (¢f)(z)| < € pour tout z € Z et alors || f — ¢ flc < €. |

Définition 1.3.25. Soit X un espace topologique. On dit que ¢ : X — R est semi-continue supérieurement
(abrégé en s.c.s.) si pour tout r € R, 'ensemble :

{reX | px)<r}

est ouvert dans X.

3. Rappelons le théoréme de prolongement de Tietze pour les espaces localement compacts : si Z est un espace
localement compact, F' un fermé de Z et f € Co(F'), alors il existe g € Co(Z) telle que gjr = f.

29



Chapitre 1. Groupoides et C*-algébres

On se réfere a [56] pour la démonstration des deux résultats suivants.

Lemme 1.3.26. Soit A une Cy(X)-algeébre. On a les propriétés suivantes.

(i) Pour tout a € A, l'application z € X — ||a(x)]| est s.c.s. et tend vers O a l'infini, c’est-a-dire
que pour tout € > 0, 'ensemble {x € X | |la(z)|| > €} est compact.

(ii) La norme d’un élément a € A vérifie ||a|| = sup |la(z)]|.
rzeX

Proposition 1.3.27. Soient A une C(X)-algébre et I' C A un sous-espace vectoriel de A. Suppo-
sons que :

* pacT' pourtousa € 'et p € Cy(X);
* l'image de I' par l'application quotient A — A, est dense dans A, pour tout z € X.
Alors I' est dense dans A.

L’injectivité, la surjectivité et la bijectivité d’'un x-homomorphisme de Cj(X)-algebres peuvent étre
démontrés sur les fibres.

Proposition 1.3.28. Soient A, B deux Cy(X)-algebres et ¢ : A — B un x-homomorphisme de
Co(X)-algebres. L’application ¢ induit un morphisme au niveau des fibres ¢, : A, — B, donné par
d(a(z)) = ¢(a)(x) oa € Aetx € X. Alors ¢ est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et
seulement si pour tout z € X, ¢, est injective (resp. surjective, resp. bijective).

Démonstration. * Soient z € X et J, 'ensemble des fonctions de C(X) s’annulant en z; on
note I :=J,-AetIP :=J, B.Pourtous p € J,,a € A,ona:

¢(pa) = pgla) € Jp- B CI7.
Par linéarité, on obtient donc que ¢ (IIA) C IB, ce qui prouve que ¢ induit un morphisme au
niveau des fibres.

* Supposons ¢ injective et fixons z € X. Soit a € A tel que a(z) € Ker(¢,), alors ¢(a)(x) =
¢z (a(r)) = 0 donc ¢(a) € IZ. Montrons que a € I2. Soient ¢ > 0 et (uy), une approximation
de l'unité dans J,, alors ||uyb—b|| — 0 pour tout b € I’Z. Soit donc )\ tel que ||uy,¢(a)—p(a)| <
e. Puisque ¢ est un x-homomorphisme injectif de C*-algebres, alors c’est une isométrie et
donc :

[uxoa —all = ¢ (urga — a) [| = [lur,d(a) — d(a)|| <e,
Cest-a-dire que a € I2.
* Supposons ¢, injective pour tout x € X. Alors ¢, est une isométrie et on a d’apres le lemme

pour tout a € A,

()|l = sup [|p(a)(@)]| = sup ||¢z(a(x))l| = sup [[a(z)|| = |lal],
zeX zeX

zeX

et donc ¢ est injective.
* Il est clair que si ¢ est surjective, alors ¢, également pour tout z € X.

* Supposons ¢, surjective pour tout z € X et posons I' := ¢(A). Alors pour tous b € A et
peCy(X)ona:
pp(b) = ¢(pb) €T

et de plus, en notant 7, : B — B, l'application quotient, on obtient :

By = ¢x(As) = ¢2(Az) = 1o (d(A)z) = m4(T).

La deuxieme égalité provient du fait que ¢, est un x-homorphisme de C*-algebres donc a
image fermée. Par suite, I" satisfait les conditions de la proposition [1.3.27| et en conséquence,
»(A) = B. Comme ¢ est aussi a image fermée, on a finalement ¢(A) = B et donc ¢ est
surjective.
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Fibré semi-continu supérieurement

On se référe a [56] pour les définitions et propositions suivantes. Nous avons vu que 'on pouvait
voir les Cy(X)-algebres comme des objects fibrés. C’est ce que nous allons préciser dans cette par-
tie. Il existe une correspondance biunivoque entre les Cy(X)-algébres et les fibrés semi-continus
supérieurement de C*-algebres.

Définition 1.3.29. Un fibré semi-continu supérieurement de C*-algébres (abrégé en fibré s.c.s.) sur un
espace localement compact X est la donnée d’un couple (A, p) ol A est un espace topologique et
p: A — X une application continue, ouverte et surjective pour laquelle chaque fibre 4, := p~1({z})
possede une structure de C*-algebre. De plus, les conditions suivante sont vérifiées :

(i) lapplication a — ||a|| est s.c.s de A dans R ;

(ii) les applications (a,b) — a + b et (a,b) — ab sont continues de A x .4 dans A, avec :
Ax A= {(a,b) € Ax A | pla) = p(b)};

(iii) pour tout A € C, l'application a — Aa est continue de A dans A;
(iv) l'application a — a* est continue de A dans A;

(v) Si (ay), est une suite généralisée d’éléments de A telle que p(ay) — = et ||ay|| — 0, alors (ay)x
converge vers 0., '’élément nul de A,.

Un fibré continu de C*-algébres est un fibré s.c.s. de C*-algebres pour lequel I'application a — ||a||
est continue.

Fibre A,

L’espace X z

Fibré s.c.s A

FIGURE 1.2 — Illustration d’un fibré s.c.s
Donnons a présent quelques propriétés de tels fibrés.

Proposition 1.3.30 ([56]). Soit p : A — X un fibré s.c.s. de C*-algebres. Soit (a))rea une suite
d’éléments de A telle que p(a)) — p(a) pour un certain a € A. On suppose que pour tout € > 0, il

existe une suite (uy)xcp dans Aetu € Atels que ||a —u|| < € et ||ay —uy|| < e pour \ assez grand
et tels que :

e uy — udans A;
* pour tout A € A, p(uy) = p(ay).

Alors ay — a.

4. 1l est sous-entendu ici que A est un ensemble ordonné filtrant.
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Définition 1.3.31. * On note I'(X, A) I'espace des sections continues du fibré s.c.s. (A, p), c’est-
a-dire :
T(X,A) = {f . X — Acontinue | po f = idx}.

* On définit de la méme maniere 'ensemble I'.(X, .A) des sections continues a supports com-
pacts.
* On dit qu'une fonction f : X — A tend vers O a l'infini si pour tout ¢ > 0, 'ensemble
{z € X | ||f(z)|| = €} est compact. On note alors I'y(X,.A) les sections continues qui tendent
vers 0 a l'infini.
Les sections d’un fibré s.c.s. possedent une structure de Cp(X)-algebre.

Lemme 1.3.32 ([56]]). Soit X un espace localement compact. Alors I'y(X, .A) est une C*-algebre
pour la norme infinie. L’espace des sections I'g(X,.A) est méme une Cj(X)-algebre ou I'action a
gauche de Cy(X) sur I'y(X,.A) est définie pour tous ¢ € Cy(X), f € I'g(X, A),z € X par multipli-
cation :
(o F)(x) = () f(z).
(X, A) — A,
[ f)

(F()()(,.A));r ~ A, :p_l({x})'

Exemple 1.3.33. (Pull-Back de fibré s.c.s) Soient X et Y deux espaces localement compacts.
Soient f : Y — X une application continue et p : A — X un fibré s.c.s. de C*-algebres sur X. Alors
on peut construire le pull-back de A par f :

fA={a) Y x A| f5) =p(a)}.

On munit f*A de la topologie induite par celle sur le produit Y x A. On définit ¢ : f*A — Y par
q(y,a) = y. On montre que (f*A,q) est un fibré s.c.s. de C*-algebres sur Y et qui est continu si
p: A— X est continu (voir [22], proposition 3.34).

De plus, pour tout x € X, 'application ev,, : { induit I'isomorphisme :

(f*A)y ‘Af(y)

FIGURE 1.3 — Pull-back d’un fibré s.c.s

Proposition 1.3.34 ([33]). Soient X et Y deux espaces localement compacts, (A, p) un fibré s.c.s
sur X et 7 : Y — X une application continue. Alors f € I'(Y,7*A) si et seulement si il existe une
application continue f : Y — A telle que p(f(y)) = 7(y) et f(y) = (y, f(y)) pour tout y € Y.

Démonstration. Soit f € (Y, 7*.A). On définit pour tout y € Y, f(y) = w40 f(y) otimyg : 75 A — A
est la projection sur A. Soit y € Y. Comme f(y) € 7*A alors il existe (y/,a) € Y x A tel que
f(y) = (v/,a) et 7(y') = p(a). En particulier, y’ = y cary = g o f(y) = q(y/,a) = ¥/ eta = f(y) car

a=my(y,a) =740 f(y) = f(y). On a donc :
p(fW) =p(ra(f) =pla) =7() =7(y) et fly)=(y.fy).

La réciproque est immédiate. [ |
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Le résultat suivant établit un lien entre les Cy(.X)-algebres et les fibrés s.c.s. de C*-algebres.
Théoréme 1.3.35 ([56]). Soient X un espace localement compact et A une C*-algeébre. Alors les
deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A estune Cy(X)-algebre.
(ii) 1l existe un fibré s.c.s. de C*-algebres p : A — X sur X et un isomorphisme de Cy(X )-algebres
de A dans I'y(X, A).

Corollaire 1.3.36 ([56]). Soit A une Cj(X)-algebre. On peut alors munir A := U,cx A, d’une
unique topologie qui en fait un fibré s.c.s. de C*-algebres tel que I'isomorphisme entre A et I'y( X, .A)
estdonné para € A — a(-) € T'y(X, A).

Selon le contexte, on pourra donc alterner, via cette identification, entre le point de vue des Cy(X)-
algebres et celui des fibrés s.c.s.

Définition 1.3.37. (Fibré s.c.s associé a une Cj(X)-algebre) Soient X un espace localement
compact et A une Cp(X)-algebre. On définit le fibré s.c.s associé a A en posant :

.A::|_|Az et q:{ A —>X,

zeX (0,2) +— @

muni de la topologie du corollaire précédent. Une base pour cette topologie est donnée par les
ensembles :
W(a,U,e) = {b €Al qb) €U et [Ib—algd)a,, < 5},

ot || - ||la,, désigne la norme sur la C*-algebre A,), a € A,U C X un ouvert et e > 0.

Définition 1.3.38. (Pull-Back de Cj(X)-algebre) Soient X et Y deux espaces localement com-
pacts. Soient f : Y — X une application continue et A une Cj(X)-algebre. Notons A le fibré s.c.s.
de C*- algebres associé a A. On définit le pullback de A par f, comme la C(Y')-algebre :

FEA = To(Y, f*A).

Exemple 1.3.39. (Restriction a une sous-partie) Soient A une Cyp(X)-algébre et Y C X une partie
de X. Alors la restriction de A a'Y, notée Ay, est la Cy(Y')-algebre définie par :

A‘y = Z*A,

ou i est I'inclusion de Y dans X. Si U est un ouvert de X, alors Ay s'identifie a la Co(U)-algebre
Co(U) - A.

Remarque 1.3.40. Si A et B sont deux C((X )-algebres, alors en notant A®y,.x B le produit tensoriel
maximal de A par B et [y I'idéal dans A ®p,.x B engendré par :

{cp-a@b—a®<p~b ] (a,b,cp)eAxBxCo(X)},

on définit A ®cy(x) B := A @max B /Ix. On peut alors définir le pull-back d’'une Cyp(X)-algébre A
par f : Y — X sans passer par les sections continues en posant f*A := A ®¢,x) Co(Y) ot Cp(Y")
est muni de la structure de C((X)-algeébre induite par f (voir|1.3.23)).

On passe maintenant a un résultat important que I'on utilisera souvent dans le cas particulier ou Y’
est un groupoide et f I'application source ou but.

Lemme 1.3.41. (Fibre du Pull-Back) Soient X et Y deux espaces localement compacts, f : ¥ — X
une application continue et A une Cy(X)-algebre. Alors on a I'isomorphisme (f*A), ~ A, pour
touty €Y.
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Démonstration. Notons p : A — X le fibré s.c.s. de C*-algebres associé a A. Alors ¢ : f*A — Y est
le fibré s.c.s. de C*-algeébres associé a f*A. Soit y € Y. L’évaluation en y fournit un isomorphisme
entre (f*A), et (f*A),. De plus :

(ffA)y = {@,a) e ffA] qly,a) =y}
= {(,a)eY xA|pla)=fly) et y =y}
~ {acA| pla) = f(y}
= Ay

Comme Ay, = {(a,z) € U,exA. | = f(y)} = Ay, on obtient I'isomorphisme annoncé. |
Le résultat suivant montre la fonctorialité de la construction du pull-back.

Lemme 1.3.42. Soient A et B deux Cy(X)-algeébres et f : ¥ — X une application continue. Si
® : A — B est un x-homomorphisme de C((X)-algebres, alors I'application f*® : f*A — f*B
définie pour tous £ € f*Aety € Y par:

(")) () = Py (E(y))

est un x-homomorphisme de Cy(Y')-algebres. De plus, la construction du pull-back est un foncteur
covariant c’est-a-dire que si C est une Cy(X)-algebre et U : B — (' est un autre x-homomorphisme
de Cy(X)-algebres, alors :

f"Uof'd=f"(Vod).

On peut a présent définir 'action d’un groupoide sur une Cy(X)-algebre.

Définition 1.3.43. Soit (G, X) un groupoide localement compact. Soient A une Cj(X)-algebre
et A le fibré s.c.s. associé a A. Une action continue de G sur A est la donnée d’une application
a: s*A — r*A telle que :

() pour tout v € G, l'application a, : A,y — A,(4) est un x-isomorphisme de C*-algebres;

(i) a,, = a0, pour tout (v,7') € G ;

(iii) v -a := ay(a) définit une action continue de G sur A.
On dit alors que (A, «) est une G-algébre ou simplement que A est une G-algebre s’il n’est pas
nécéssaire de préciser I'action.
Remarque 1.3.44. (a) Le *-isomorphisme o, est une isométrie pour tout y € G.

(b) L'application 7 : s*A — r*A donnée par v(v,a) = (v, ®,(a)) induit un *-isomorphisme de

Cy(G)-algebres o : s*A — r*A donné par a(f) = o f.

Exemple 1.3.45. Soit (G, X) un groupoide localement compact. Alors (Cy(X), «) est une G-algebre
avec o, = idc pour tout y € G.

Exemple 1.3.46. Soient (G, X ) un groupoide localement compact agissant a droite sur un espace
localement compact Z et p : Z — X l'application d’ancrage associée a I'action. Alors en appliquant
la construction du push-forward donnée dans Co(Z) est une Cy(X)-algebre et la fibre de
Co(Z)enzx € X est Cy(Z,)avec Z, :={z € Z|p(z) = x}. Soity € G. Considérons le x-isomorphisme
ay 2 Co(Zy(y)) — Co(Z,(y)) donné pour tous (z,7) € Z X, G et f € Co(Zy(-)) par :

ay(f)(2) = f(z7).

11 définit une action continue et vérifie ..., = a, o .,y pour tout (v,v') € G?). Ainsi, (Co(Z), @) est
une G-algebre. On notera souvent + f a la place de o (f).

Remarque 1.3.47. Soient (G, X') un groupoide localement compact et (A, «) une G-algebre. Alors :

5. Cest-a-dire que pour tout a € A, application vy — «.,(a(s())) est continue pour la topologie forte.
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* a, =idy, pourtout z € X ;

* o' = a1 pour tout y € G.

Définition 1.3.48. Soient (G, X) un groupoide localement compact. Soient (A, «) et (B, 3) deux
G-algebres. Un morphisme de G-algébres ¢ : A — B est un x-homomorphisme Cy (X )-linéaire tel que
pour touty € G :

Dr(y) © Ay = Py © Py(y).-

1.3.3 Action sur les modules

Etant donnés (G, X) un groupoide localement compact, A une G-algebre et £ un A-module de
Hilbert a droite, nous allons dans cette partie définir I'action de G sur E. Comme nous l'avons
vu précédemment, pour pouvoir définir 'action du groupoide (G, X) sur un espace, il faut que ce
dernier « fibre » au-dessus de sa base X. Nous allons donc commencer par définir la fibre de E en
x € X. Pour cela, on procede comme pour la fibre d’'une Cy(X)-algeébre. La proposition 11.7.1.9 p.
140 de [8]] permet d’identifier FA := {ea | e € E,a € A} avec E. On peut donc définir une action
de Cy(X) sur F a valeurs dans 'ensemble des opérateurs adjoignables en posant :

0 [ GX) — 2z
' ¢ > T,:=[ear e(ap)]
L’application ® est a valeurs dans Z ((£4(F)) car pourtouse € E,a € A,p € Co(X) et S € Ly(E):
T, 0 S(ea) =Ty(S(e)a) = S(e)(ap) = S(eap) = S oTy(ea).

Dans la suite, cette action sera simplement notée e.o ou juste ep au lieu de ®(p)(e) pour tous
ecE pe CO(X)

Définition 1.3.49. (Fibre d’'un A-module de Hilbert) On considere A une Cy(X)-algebre et £ un
A-module de Hilbert a droite. Si z € X, onnote I, = FE - J, avec J, = {¢ € Cy(X) | ¢(z) =0}.La
fibre de £ en = € X est définie comme étant le quotient d’espaces vectoriels :

_F
B, = £
La classe dans E, d’'un élément e par '’homomorphisme quotient 7, : £ — E, sera notée e(x).

On peut montrer que £, est munie d’une structure de A,-module de Hilbert pour le produit scalaire
a valeurs dans A, :

<_’_>Ax { (e(x), € (x)) — <€,€,>A($)

On vérifie immédiatement que pour tout e € F, on a ||e|| = sup ||e(x)||. De plus, si E et F' sont deux
zeX

A-modules de Hilbert a droite et T' € Z4(F, F'), alors pour tout x € X, 'opérateur T induit un
opérateur adjoignable T, sur les fibres :

Tx'{ e() — T(e)(x)

En effet, soit X : F — F, 'homomorphisme quotient, T := £ o T : E — F, ete € E, ¢ € J,. Alors
ilexiste ¢’ € F,a € Atelsquee =¢caetona:

T(ep) =nF (T(e'acp)) = (T(e'.((up))) =al' | T()ap | =0.
€F-Jg

Par linéarité et continuité de T, on obtient E - .J, C Ker(T).
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Lemme 1.3.50. Soient A une Cj(X)-algébre et E, F' deux A-modules de Hilbert a droite. Soit
T € Zs(E,F). Alors :

(V.ZCEX, Tx:Oﬂ(/Am(Ez:Fm)> <~ TZOIZA(E,F)-

En particulier, deux opérateurs de .Z4(F, F') sont égaux si et seulement si ils sont égaux en chaque
point de la fibre de E en x € X.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout e € E :
HT(e)H2 = sup ||T'(e)(x)|| = sup ||Tx(e(z))|| = 0.
zeX rzeX
]

Remarque 1.3.51. On aurait pu définir la fibre de £ en = en considérant le produit tensoriel de

modules de Hilbert :
E,=FE®,. A, avec m:{ A — A
i a — a(x)
Ce point de vue est équivalent a celui de la définition|1.3.49|puisqu'un isomorphisme entre E®,, A,

et/ 1, définit sur les tenseurs élémentaires est donné par e ® a(z) — (ea)(x).

Lemme 1.3.52. Soient X un espace topologique localement compact, A une Cy(X)-algebre et E
un A-module de Hilbert a droite. Alors k4(E) est une Cy(X)-algebre.

Démonstration. L'application ¢ : Co(X) — Z (fA(E)) induit, grace a I'identification entre .Z4(E)
et M(ka(E)), un x-homomorphisme encore noté ¢ :

@1 Co(X) = Z(M(kA(E)) € Ziyiry (ka(B))

ot 'action a droite de Cy(X) sur les opérateurs de rang 1 est donnée pour tous e, e’ € E, p € Cp(X)
par :
06,6’ TP = eego,e’-
Montrons que k4(F) - Co(X) = ka(F) c’est-a-dire que ¢ est non-dégénérée.
* Tout opérateur compact s’écrit comme une limite de combinaisons linéaires d’opérateurs de
rang 1, donc par continuité de I'action on a k4 (E) - Cop(X) C ka(FE) et donc on a bien I'inclu-
sion ka(E) - Co(X) C ka(E).

* Pour l'inclusion réciproque, remarquons tout d’abord que E - Cy(X) = EE Par conséquent, si

pour touse,f € Eete > 0, il existe e/ € E et ¢ € Cy(X) tels que |le — '¢|| < £ Ona

A1

donc :
16e.r = 05 - 2|l = [|e,s = O s || = [be—cri fl| < lle = 'l fIl <&
On a donc montré que tout opérateur de rang 1 est dans k4 (E) - Co(X) et donc on a I'inclusion
ka(E) C ka(E) - Co(X).
|

Définition 1.3.53. Soient X un espace topologique localement compact, A une Cy(X)-algebre et
E un A-module de Hilbert. Posons € := U,cx F, et p : £ — X l'application définie par p(e, z) = z.
Une base pour la topologie de £ est donnée par les ensembles :

Wi(e,U,e) := {e’ €€ |ql)eU et |- e(q(e’))HEq(e,) < 5},

ot || - ||, désigne la norme sur le A,H-module de Hilbert Ey., e € E,U C X un ouvert et
e > 0.

6. En effet, identifions E avec EA et fixonse > 0,e € E \ {0} eta € A. Comme A - Co(X) est dense dans A, il existe

¢ € Co(X)ethe Atels que ||a — by|| < H€7H On a donc ||ea — eby|| < |le||.]la — by| < .
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Définition 1.3.54. Soient X un espace topologique localement compact, A une Cy(X)-algebre et
E un A-module de Hilbert. Posons £ := U,cx F, et p: £ — X l'application définie par p(e, x) = z.

* On note I'( X, £) l'espace des sections continues de £ c’est-a-dire :
[(X,E) = {f . X — £ continue | po f = idX}.

* On définit de méme 'ensemble I'.(X, £) des sections continues a support compact.

* On dit qu’une fonction f : X — & tend vers 0 a l'infini si pour toute > 0, {x € X | || f(x)|| > €}
est compact. On note alors I'g(X, £) les sections continues qui tendent vers 0 a I'infini. C’est
un A-module de Hilbert a droite avec pour tous f € I'g(X,€),a € Aetx € X :

(f - a)(@) == f(x)a(z).

Le résultat suivant est analogue a l'isomorphisme de Cy(X)-algebres A ~ T'y(X,.A) vu dans le
théoréme [1.3.351

Proposition 1.3.55. Soient X un espace topologique localement compact, A une Cy(X )-algebre et
E un A-module de Hilbert. Posons & := L,cxE, et p: £ — X l'application définie par p(e,z) = x.
Alors on a I'isomorphisme de A-modules de Hilbert :

E ~Ty(X,E), e [z e(z)].

Définition 1.3.56. (Pull-back d’un module de Hilbert) Soient f : Y — X une application conti-
nue entre deux espaces localement compacts, A une Cy(X )-algebre, £ un A-module de Hilbert a
droite, £ = U,cx E, et p: £ — X l'application définie par p(e,x) = x. On pose :

€ = {me) ey x& | fy) =ple)}

que 'on munit de la topologie induite par celle sur le produit Y x £. Le pull-back de E par f, noté
f*E, est défini par :
[*E = To(Y, f*€).

Remarque 1.3.57. Soit 7w : A — Zp-4(f*A) le x-homomorphisme défini pour tous a € A,{ € f*A
ety €Y par:
(m(a)§)(y) := a(f(y))E(y)-

On peut aussi définir le pull-back de E par f comme le produit tensoriel de modules de Hilbert
f*E = E®; f*A (voir [32]). Cet autre point de vue est équivalent a celui défini précédemment
puisque un isomorphisme entre F ®, f*A et I'o(Y, f*E) défini sur les tenseurs élémentaires est

donné pare ® g — [y — e(f(y))g(y))]

Lemme 1.3.58 ([32]). L'espace f*E est un f*A-module de Hilbert. De plus, on a I'isomorphisme
de Ay(,)-modules de Hilbert (f*F), ~ Ey,) pour touty € Y.

Le résultat suivant montre comment le produit tensoriel de modules de Hilbert se comporte par
rapport au pull-back.

Proposition 1.3.59 ([32]). Soient A et B deux Cy(X )-algebres. Soient E un A-module de Hilbert,
F un B-module de Hilbert et 7 : A — £5(F) un x-homomorphisme. Alors on a un isomorphisme
de f*B-modules de Hilbert :

ff"(E®sF) ~ f*E ®f*A f*F.

En particulier si f = idx, alors pour tout z € X on a un isomorphisme canonique :
(E XA F)x ~ Ez XA, Fx.
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De la méme maniere que pour les Cy(X)-algebres, nous pouvons considérer la restriction d’'un
Co(X)-module de Hilbert a une sous-partie Y de X.

Définition 1.3.60 (Restriction d’un module de Hilbert). Soient £ un Cy(X )-module de Hilbert et
Y une partie de X. Alors la restriction de £ a Y, notée E}y, est le Co(Y)-module de Hilbert défini
par :

By =i"E,
ou ¢ est l'inclusion de Y dans X. Si U est un ouvert de X, alors F|;; s'identifie a 'adhérence de
Iespace vectoriel engendré par {ep | (e,p) € E x Co(U)}. De plus, tout opérateur 7' € L (x)(E)
induit un opérateur Ty € L) (Err) qui est défini par Tj; := (7)), By

Remarque 1.3.61. Soit A une G-algébre d’action «. Puisque « : s* A — r* A est un *-isomorphisme,
alors on peut munir »*E d’une structure de s*A-module de Hilbert a droite en posant pour tous
r,yEr*Eetac s*A:

r.a:=z.aa) et (z,y)eps:=a " ((z, y}T*A).

On considérera dans la définition suivante des opérateurs s* A-linéaires en considérant la structure
de s* A-module sur »*E vue dans la remarque[1.3.61

Définition 1.3.62. Soient G un groupoide localement compact et A une G-algebre munie d’'une
action notée o. On note %+« 4(s*E, r*E) 'ensemble des opérateurs adjoignables s* A-linéaires c’est-
a-dire des opérateurs 7' : s*E — r*FE tels que :

* T(zu) = T(z)a(u) pour tous = € s*E,u € s*A;

* il existe un opérateur S : r*E — s*F tel que pour tous x € s*E,y € r*Fetu € s*Aona:
S(zu) = S(x)a™ (u) et (T(x),y)ra = a((z,5(y))s a)-

Remarque 1.3.63. Soient T € L« 4(s*E,r*E) ety € G. Les isomorphismes de f*A-modules de Hil-
bert (s*E)y ~ Ey,) et (r"E)y ~ E,(,) permettent d’obtenir un opérateur Ty € L4, (Ey(y), Eyr(y))
(comparer avec [6], appendice A).

Définition 1.3.64. Soient G un groupoide localement compact et (A, «) une G-algébre. Soit £ un
A-module de Hilbert. Une action de G sur E est la donnée d’'un unitaire V € L« 4(s*E, r*E) tel que
pour tout (v,~') € G, ona:

Vyy =Vy0 V.

On dit alors que (E, V), ou simplement E, est un A-module G-équivariant.

Remarque 1.3.65. Pour tout £ € s*F, on a V(£) € r*E donc par définition du pull-back d’'un
module de Hilbert, la section V() : v — V, (£{(7)) est continue.

Exemple 1.3.66 (Action sur le module standard). Soit (G, X) un groupoide localement compact
muni d'un systéme de Haar A = {A\* | # € X}. Dans la suite, nous allons définir un unitaire
V . s*(L*(G)) — r*(L*(G)) donnant l'action de G sur L?(G). On note :

G o Gi={(rm €Gx G |s(n)=sm} et Gxu,Gi={(rmedxg|s(r)=rm}

* On munit C, (G x5 s G) d'un produit scalaire a valeurs dans C.(G) et d'une action a droite de
C+(G) donnée pour tous €,€1,6 € C (G x4s G)  f € Co(G) et (,1) € G x4 G par -

€N =&y f) et (&.€)q 0N :2/ &7, m€(v: M dAs() (7)-

Gs(m)

Le complété de C.. (G x  G) pour le produit scalaire définit précédemment est isomorphe, en
tant que Co(G)-module de Hilbert, & s*(L%(G)).
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* On munit C, (G xs, G) d'un produit scalaire a valeurs dans C.(G) et d'une action a droite de
C.(G) donnée pour tous &,&1,82 € Co (G X5 G), f € Ce(G) et (v,n) € G Xg, G par:

- Nvm) =E(vmfn) et (&,&)q g™ ;:/g &7, mE(v; M dAr () (7)-
r(n)

Le complété de C. (G x, G) pour le produit scalaire définit précédemment est isomorphe, en
tant que Co(G)-module de Hilbert, & r*(L%(G)).
Une fois ces deux identifications faites, on consideére I'opérateur V : s*(L%(G)) — r*(L*(G)) définie
pour tous £ € C(G X55G) et (y,n) € G X, G par:

(V(©)(v,m) :==&(yn,m).

On vérifie que l'opérateur V' est adjoignable, d’adjoint donné pour tout { € C.(G X, G) et tout
(’7777) €g Xs,s g par :
(V=€) (vom) = &y~ )

et que V est unitaire. La fibre de L?(G) en = € X est isomorphe a L?(G,) et si v € G, l'application
Vo L*(Gy(y)) — L?(G,()) est définie pour tous f € Ce(Gy(y)) €t 1 € G, par :

(Vo) () = f(my).

Exemple 1.3.67. Soient (G, X) un groupoide localement compact muni d’'un systéme de Haar et A
une G-algebre. On considere ® : Cy(X) — Z(M(A)) le x-homomorphisme donnant la structure de
Co(X)-algebre sur A et on note V I'action de G sur L?(G). Alors le produit tensoriel de L?(G) par A
au-dessus de C(X) :

L*(G) ®e A
est un A-module G-équivariant d’action V' ® «. La fibre de L?(G) ®¢ A en z € X est isomorphe a
LQ(gm) ®(C A:):

Exemple 1.3.68. Soient (G, X) un groupoide localement compact muni d'un systéme de Haar
{\z | * € X}, A une G-algebre et (E,V’) un A-module G-équivariant. On note V' l'action de G
sur L2(G).

La structure de Cy( X )-algebre de A induit, apres avoir identifié E avec E'A, un x-homomorphisme :

0. { Co(X) —  Za(B)

® — [ea — e(cup)]
On montre que le produit tensoriel de L?(G) par E au-dessus de Cy(X) :
L*(G)®e E

est un A-module G-équivariant d’action V @ V'. La fibre de L?(G) ®cy(x) E enz € X est isomorphe
a L?(Gy, \z) ®c E,. On peut construire explicitement L?(G) ®¢ E comme étant la complétion du
A-module T, (G, s*€) pour le produit scalaire a valeurs dans A donné pour tous f,g € T'. (G, s*E) et
r € X par:

(ha)a@) = [ {#67967h) | ),

et muni de 'action de A a droite donnée pour tous f € I'. (G,s*E),a € Aety € G par:
(f-a)(v) = f(V)ay-1(a(r(7))).

On montre que lapplication ¥ : L?(G) ®¢ E — T (G, s*€) définie pour tous f € C.(G),e € E et
v € G par :
U(f®e)y) = f(7)Vy-1(e(r(v)))

est un isomorphisme de A-modules de Hilbert.
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Définition 1.3.69. Soient (G, X) un groupoide localement compact et (E,V) un Cy(X)-module
G-équivariant. On dit qu'un opérateur T' € . (x)(E) est G-équivariant si pour tout y € G :

Tr(w) == V,y e} Ts(w) [¢] val .

g
L’ensemble des opérateurs G-équivariants de £ (x)(F) sera noté (fco( X) (E)) .

Définition 1.3.70. Soient A et B deux Cj(X)-algebres. Une Cy(X)-représentation de A est la don-
née d’'un B-module de Hilbert a droite E et d’'un *-homomorphisme 7 : A — £ (F) tels que pour
tous ¢ € Cyp(X),a € A,ec Fetzx € X :

m(ap)(e) = m(a)(ep).
Si z € X, la représentation 7 induit une représentation 7, sur les fibres :
Tyt Ay — ZLp, (Ey).

En effet, si a € A, l'opérateur n(a) € Zp(F) induit un opérateur n(a); € Zp,(E;). On peut ainsi
définir une représentation m, : A, — £, (E,) en posant pour tout a(z) € A, :

ce qui permet d’obtenir, pour tous x € X,a € A, e € F, 'égalité :
((a)(e)), = ma(a(z))(e(x)).
Remarque 1.3.71. On rappelle que si p : ¥ — X est une application continue, alors C(Y) est

muni d’une structure de Cp(X)-algebre via I'application @ : Cy(X) — L, (v)(Co(Y)) définie pour
tous f € Cp(X),g € Co(Y) ety € Y par:

Lemme 1.3.72. Soient A une Cy(X)-algebre, £ un Cy(X)-module de Hilbertet m: A — £, (x)(FE)
une Cy(X)-représentation non-dégénérée. Alors pour tout = € X, la représentation :

Ty Ay — Lo (Ey)
est non-dégénérée.

Démonstration. Soient x € X,e(x) € E, et ¢ > 0. Il existe par hypothése ¢/ € F,a € A tels que
le — w(a)(e)|| < e, donc :

le(@)—ma(a(@))(¢'()]| < 2161)1?He(y)—ﬂy(a(y))(e’(y))H = Zlel)lgH(e—ﬂ(a)(e'))(y)H =t [le=m(a)(e)]| <e.

Définition 1.3.73. Soient (A, «) une G-algebre et (E,V) un Cy(X)-module G-équivariant. Une
Co(X)-représentation 7 : A — L (x)(E) est G-équivariante si pour tous y € Geta € Ay, :

Ty (ay(a)) = Vyomyy(a)o V1.
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1.4. Produit croisé par un groupoide

1.4 Produit croisé par un groupoide

Dans cette partie, on construit le produit croisé réduit d’'un groupoide étale (G, X') par une Cy(X)-
algebre A (voir [33]). L'idée est de compléter 'espace des sections continues a supports compacts
I'.(G,r*A) pour une certaine norme et ainsi former le produit croisé de A par G, noté A x, G.
Commencons tout d’abord par munir I'.(G, r*.A) d’une structure d’algébre involutive.

Proposition 1.4.1. Soient (G, X') un groupoide étale et (A, o) une G-algebre. Soit A le fibré s.c.s.
associé a A. Alors, muni des opérations suivantes, I'.(G,r*.A) est une algebre involutive (voir [33]]
p.17 pour la démonstration) :

fxf() =Y hmay(fan™y) et f5 () = ay(f(77)"),

negr(’Y)
ou fi, fa € Fc(g,T*A) ety €gq.

Dans la suite, on utilise les conventions de [58] p. 22. On rappelle que L?(G) ®cy(x) A sidentifie
(voir exemple [1.3.68|avec £ = A) au complété de I'.(G, s*A) pour le produit scalaire définit pour
tout &1,& € I'e(G,s*A) et z € X par:

(G&)alz) =) v )an™.
vEG®

Soit f € I'.(G,r*A). Lopérateur A(f) : I'c(G, s*A) — I'c(G, s*.A) définit pour tous { € I'.(G, s* A) et
v € G par:
AN = D ay(fm)Emy)

T]Egr(’\/)

s’étend en un opérateur adjoignable sur L?(G) ®cy(x) A. On obtient ainsi une représentation fidele
de T'.(G,r*A) sur l'ensemble des opérateurs adjoignables de L?(G) Rcy(x) A

Définition 1.4.2 (Produit croisé A x, G). Le produit croisé réduit de A par G, noté A x,. G, est le
complété de I'.(G, r*.A) pour la norme ||A(.)]|.

1.5 Principe d’induction

Dans cette partie, on rappelle la construction du principe d’induction pour les algebres et les mo-
dules de Hilbert. Les définitions et résultats sont en grande partie issues de [10].
1.5.1 Induction d’espace et d’algebre

Définition 1.5.1 (G-Espace induit). Soient (G, X') un groupoide localement compact et (#,Y) un
sous-groupoide fermé de G. Soit Z un H-espace a droite d’application d’ancrage p : Z — Y. On
rappelle que :

Z Xpr G = {(zm) €ZxG | py) ZT(V)}-

Le groupoide H agit sur Z x,, G ou l'ancre p’ : Z x,, G — Y et I'action a droite sont définies pour
tous (2,7) € Z x,, G et n € HP) par :

Pz =p(z)=r(y) et (27 := (20,0 ).
L’espace induit est 'espace des orbites de I'action de H sur Z x,, G :
ZXHQ = ZXP:T g//H

En supposant que les applications s et r sont ouvertes, on montre que I'action de H sur Z x4 G est
propre (voir [10]).
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Définition 1.5.2 (G-algébre induite). Soient (G, X)) un groupoide localement compact et H un
sous-groupoide fermé de (G, X). Soit A une #-algebre d’action «.. Considérons le #-espace a droite
Y := s~ Y(#() o1 'ancre est donnée par sy 1Y — HO), Soit A le fibré s.c.s. au-dessus de H(®)
associé a A. On suppose que :

» HO) est fermé dans X (ce qui assurera que l'action de 7 sur Y soit propre) ;
* les applications r et s sont ouvertes (ce qui assurera que le quotient Y/G soit séparé).

On définit Ualgebre induite de A , notée IndY, (A, o) ou plus simplement Ind},(A), comme I'ensemble
des sections continues bornées f : Y — (s)y)*A telles que :

(i) pourtousy € Y ety € Hy), onaay(f(y) = f(yy™1);
(ii) lapplication yH — || f(y)|l 4., est dans Co(Y/H).

s(y)
IndY, (A, o) est une C*-algebre en tant que sous-algebre involutive fermée de T, (Y, (8|y)*./4>.

Soit x € X. Notons Y := Y N G*. On définit de maniére similaire Ind}," (A) comme I'ensemble des
sections continues bornées f : V¥ — (s)y=)*A telles que :

(i) pour tousy € Y ety € Hyy), ona oy (f(y)) = f(yr7");
(ii) lapplication yH Hf(y)”AS( est dans Co(Y?*/H).

y)

Théoréme 1.5.3. Reprenons les notations de la définition précédente. Alors Ind};(A) est une Co(X)-
algebre et pour tout x € X :

(Ind%{t(A)) ~ Ind}"(A).

T

De plus, la famille de *-isomorphismes (/3,),cg donnée pour tout v € G par :

Cnd () — indy 7 (4)
! f — [y = f (7‘1y)}
définit une action du groupoide G sur Ind, (A).

Démonstration. Puisque H(°) est fermé dans X, alors Y est fermé dans G et donc Y x # est un

sous-groupoide fermé du groupoide propre G x G (voir exemple [1.3.12)). D’apres le lemme[1.3.7] le
groupoide Y x H est alors propre donc par définition I'action de H sur Y est propre. On définit une
application 7 : Y/H — X en posant pour touty € Y :

T(yH) = ny(y).

Cette application correspond a I'application d’ancrage associée a 'action de G sur Y/#. L’action de
H sur Y est propre donc Ind},(A) est une Co(Y/H)-algébre. En utilisant la construction du push-
forward (voir exemple , on munit Ind},(A) d’'une structure de Cy(X)-algébre. L’action de
Co(X) sur Ind};(A) est donnée pour tous ¢ € Co(X), f € Ind};(A) et v € G par:

(- ) = @lr(M))f()-

Le reste du théoreme a été démontré dans [10] (voir lemme 3.19 et la proposition 3.20). [ |

Proposition 1.5.4 ([10]). Soient (G, X) un groupoide étale et H un sous-groupoide fermé de
(G, X). Soit U un H-espace d’ancre p : U — H). Alors Cy(U) est une #H-algébre. Considérons
le H-espace a droite Y := s~ 1(#(?)). Alors on a un isomorphisme canonique :

1/) : Ind%(Co(U)) — Co(U Xy g)
donné pour tous f € Ind},(Co(U)),u € U et y € G*™) par :
() ([wA]) = (F(7H) ().
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1.5.2 Induction de modules de Hilbert

Dans la suite, on suit la construction de [10] et on s’y référe pour plus de détails. Soient (G, X)
un groupoide étale, H un sous-groupoide propre et ouvert de G que I'on suppose également fermé
dans Y := s_l(H(O)).oient B une G-algebre d’action 5 et B son fibré s.c.s. Soient i : H — G
l'injection naturelle et i : #(®) — X P'application entre les bases des groupoides. On rappelle que
B0 = T(H©)iB). Le sous-groupoide # agit & droite sur Y par multiplication et I'ancre est
donnée par sjy : Y — H(O.

Soit (E,V) un By -module H-équivariant. Posons & = ||, x Es. On note E, I'ensemble des
sections continues bornées § : Y — (sy)*€ telles que :

(i) pourtousy €Y ety € Hyy), ona Vy(E(y) =Eyy )
(i) l'application yH — [|{(y)| &,,,, est & support compact dans Y/H.

Commencons par identifier B avec I'y(X, B). On définit sur E. un produit scalaire a valeurs dans B
en posant pour tous &1,& € B etz € X ¢

@6 = Y By (1w &w)s,,)
yHEY T /H

La condition (ii) assure que cette somme est bien finie et on montre que ({1, &2) p est un élément de
I'.(X, B). On définit une action a droite de B sur E. en posant pour tous £ € E.,b€ Betye€ G :

E-0)() = E(M)By1(b(r(7)))
et qui vérifie (£1,&2 - b)p = (&1, &2) BD.

Définition 1.5.5. L'espace induit de F, noté Ind};(E, V) ou plus simplement Ind},(F), est le com-
plété de E. pour le produit scalaire défini précédemment.

Pour pouvoir définir une action de G sur Ind},(E, V), nous allons avoir besoin d’identifier la fibre
de IndY,(E,V). Soit # € X ; posons Y := Y N G*. On note E I'ensemble des sections continues
bornées § : Y* — (sy)*€ telles que :

() pourtousy € Y” ety € H tels que s(y) = s(y), ona V,(£(y)) = E(yy™1);

(ii) l'application yH — ||£(y)||£.,,, est & support compact dans Y /H.

s(y)
On définit sur E¥ un produit scalaire a valeurs dans B, en posant pour tous £;,& € E." etz € X :

E6n = Y By (law.6w)s,,).

yHEY = /H
On définit une action a droite de B, sur E? en posant pour tous { € E¥ b(x) € B, ety € G :
(€ b(x))(7) = ()8, (b(2))

et qui vérifie (£1,& - b(x))p, = (&1,&2)B,b(x). Le complété de E¥ par rapport au produit scalaire
défini précédemment s’identifie a la fibre de Ind»}f[(E) en z (voir [[10]). Une fois cette identification
faite, on peut définir une action de G sur Ind, (E).

Définition 1.5.6. L'action de G sur Ind};(E) est donnée par la famille (W, ).,cg ol pour tout y € G :

[ (ndy(B)),,) —  (Ind}y(B)),,,
¥ ¢ — [ny(V_ly)]

L’espace Ind}, (F) est alors muni d’une structure de B-module de Hilbert G-équivariant.

7. L’hypothése H ouvert dans G assure que pour tout € X, le quotient Y*/H est discret et 'hypothése #H fermée
dans Y assure que l'action de # sur Y est propre.

43



Chapitre 1. Groupoides et C*-algébres

Proposition 1.5.7. Soient (G, X) un groupoide étale et 7 un sous-groupoide propre et ouvert-fermé
de G. Soient (A, ) une H-algebre, (B, ) une G-algébre et Y := s~ (H(). Soient E un By 0+
module de Hilbert #{-équivariant. On considére une Cy(H?))-représentation #-équivariante :

T:A—Lp (E).

[#(0)

Alors la représentation 7 induit une Cp (X )-représentation G-équivariante 7’ : Ind};(A) — Z5 (Ind%i(E))
donnée pour tous f € Ind%(A),ﬁ € E.etyeY par:

(T (o)) = 7y (f(¥)) EW).

Démonstration. Soient f € Ind%i(A),g € E. ety € Y. Lapplication #’(f){ est une section continue
bornée et on a pour tous y € Y ety € H tels que s(y) = s(v) :

vy (W,(f)f(y)> =V ( o (FW)EW) )
= Ty (ay(f())) Va(E(y))
= Ty (Fy ™) )

= (NEWr™)
De plus, l'application yH — |7y, (f(y)) £(v)| est & support compact dans Y/H car yH — [[£(y)|]

I'est. On montre que 'opérateur 7’'(f) est borné et donc s’étend en un opérateur adjoignable sur
IndY,(F) d’adjoint 7’ (f). De plus la représentation «’ est G-équivariante. En effet, on a pour tous

veg. feind(A),cc Bl ety e YT

(W oty (N o Wa (@) (1) = a7y (N (W51(6)) )

Lemme 1.5.8. Soient (G, X') un groupoide étale et # un sous-groupoide propre et ouvert-fermé de
G. Soient (B, 3) une G-algébre et Y := s~'(H(?). Soient E et E’ deux Bj;)-modules de Hilbert

‘H-équivariants et T’ € .Z (E, E"). Alors T induit un opérateur :
Co (B\H(U) )

Ind},(T) € L5 (Ind%<E)7 Indﬁ(E/)>,

défini pour tous £ € E. ety € Y par:

(I} (T)(©)) ) = Tugy (€@)).
De plus, si T est une isométrie, alors Ind},(T") aussi.
Démonstration. L'opérateur Ind},(T) définit bien un élément dans .Zp (Ind%(E), IndY, (E/ )) (voir
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1.5. Principe d’induction

[10] p. 93). Si T est une isométrie, alors pour tous &1,&, € F. etz € X :Fj

(Ind (1)), Ind}(T)(&2)) (@) = D B,((Indh(D)(€)(), Indk(D)(&) )5, )
yHEY ™ /H
= Z 5y< <Ts(y) (gl(y))7Ts(y) (52(y))>BS(y) )
yHEY ™ /H
= Y a(@w.ews,)
yHEY ™ /H

= <§1,€2>B(CC),
et donc Ind},(T) est une isométrie. [ |

Si (G, X) est un groupoide étale et H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, on note
C.(G, H) I'ensemble des fonctions continues a support compact f : G — H. On définit sur C.(G, H)
un produit scalaire a valeurs dans Cy(X) en posant pour tous f,g € C.(G,H) etz € X :

(f: 9@ = D (O 9™ e

veGE

On définit une action a droite de C(X) sur C.(G, H) en posant pour f € C.(G,H),p € Cp(X) et
vyEG:
(f-e)(v) = F(1)e(s(7))-

On notera L?(G, H), le complété de C.(G, H) pour le produit scalaire défini précédemment qui est
alors muni d’une structure de Cy(X )-module de Hilbert.

On donne a présent une généralisation du principe d’absorption de Fell (voir proposition C.2.1 dans
[55] pour I'énoncé) dans le cas d’un groupoide étale et d'un module de Hilbert particulier.

Lemme 1.5.9 (Principe d’absorption). Soient (G, X) un groupoide étale, Y un compact-ouvert de
X et H un espace de Hilbert. Considérons le Cp(X)-module F = H ®¢ C(Y’). Supposons qu'’il existe
une action de G sur E c’est-a-dire la donnée pour tout v € G d’un unitaire V,, : H — H vérifiant les
conditions de continuité et de composition. Soit E7 le méme module que £ mais muni de l'action
triviale de G .ﬂAlors on a I'isomorphisme G-équivariant de Cy(X)-modules de Hilbert :

L*(G) @cyx) E ~ L*(G) ®cy(x) Er-
Démonstration. Notons U l'action de G sur L?(G). L’action de G sur L?(G) ®cy(x) F est donnée par
laction diagonale c’est-a-dire (U, ® V;)eg et celle de G sur L*(G) @, (x) Er par (Uy ® 1)1eg. On

identifie a présent L*(G) ®¢,(x) E (resp. L*(G) ¢, (x) Er) avec L*(Gy, H) (resp. L*(Gy, H)1) grace
a I'isomorphisme G-équivariant de Cy(X )-modules de Hilbert défini sur le tenseur élémentaire :

fOh®e [y f(0)e(s()h].

Les actions de G sur L?(Gy, H) et L?>(Gy, H)7 sont notées W et W7 respectivement et sont définies
pour tous v € G, f € Ce(Gy(), H) ety € G, par :

(W) () =V () e (WEH) () = £(r'):

8. Rappelons que T : E — FE est une isométrie si et seulement si Ty, : £, — E, est une isométrie pour tout x € X.
9. Cela veut dire que les fibres de Er sont isomorphes a H et, une fois ces identifications faites, 'unitaire associé a
l'action de G sur Er est donné pour tout « par idg.
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Chapitre 1. Groupoides et C*-algébres

L*(Gy,H) —  L*(Gy,H)r

roo— e e
L*(Gy,H)r — L*(Gy, H)

g = e Vyle)

L’application & : { est un isomorphisme de C((X)-modules de

Hilbert, d’inverse ®—! : { } , et G-équivariant car :

0,0 V(N () = Vu(W(HH))
= V’y’(‘/'y (f('y’v)))
=V (f(')
= Q) (H1Y)
= W (@ (N) )

|

Remarque 1.5.10. Moins formellement, nous pourrions dire que ce principe assure que le module
standard L?(G) «absorbe par produit tensoriel » 'action de n’importe quel autre module de Hilbert
de la forme H ®c C(Y') ou H est un espace de Hilbert et Y un compact-ouvert de la base de G.
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Chapitre 2

Champs de complexes simpliciaux

Ce chapitre est consacré a I'étude des complexes simpliciaux munis d’une action de groupoides
(voir définition [2.1.2). Nous y construisons notamment une partie génératrice de la topologie de
la réalisation géométrique associée a ces complexes simpliciaux. Nous terminons ce chapitre en
étudiant les propriétés associées a ces actions ainsi qu'un cas particulier important vérifiant toutes
les propriétés voulues : le complexe de Rips.

2.1 Réalisation géométrique, squelettes et centres

Nous commencons par présenter la notion de simplexe standard, puis nous introduisons la notion
de champ de complexes simpliciaux équivariants par rapport a un groupoide étale. Nous intro-
duisons également d’autres notions indispensable pour ce qui va suivre telles que les coordonnées
barycentriques, la réalisation géométrique, la subdivision barycentrique, les squelette et les centres.

Définition 2.1.1. Soit n € N. Le n-simplexe standard o,, est le sous-ensemble de R"*! défini par :

on = {(to,...7tn)eR”+1 | Ztizl et t; >0, We[[ojn}]}.
1=0

On peut aussi définir de facon équivalente o,, comme étant ’enveloppe convexe de la base cano-
nique (e, ..., e,) de R"*! Cest-a-dire :

n n
op = {Ztiei ’ Zti:l et t; > 0, ViG[[(LTL]]}.
=0 =0

Les réels tg, .. ., t,, sont appelés les coordonnées baryentriques.m

FIGURE 2.1 — De gauche a droite : 0, 01, 09 et os.

Définition 2.1.2 (G-complexe simplicial). Soient n € N et G un groupoide étale de base X. Un G-
complexe simplicial de dimension inférieure a n ou simplement G-complexe simplicial, est la donnée

10. Lintérieur de o, est alors o, = {(to,...,tn) € R*" | "0 t;=1et t; >0, Vie [0,n]}.
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dun couple (Y, A) ot Y est un G-espace a droite localement compact (I'ensemble des sommets) et
A est une collection de sous-ensembles non vides de Y, chacun de cardinal au plus n + 1 appelés
simplexes, vérifiant :

1) pour tout o € A, il existe z € X tel que o C p~!(z);

2) pour tout o = {yo,...,ym} € A, pour tout vy € G tel que r(v) = p(y;) pour tout i € [0, m], on
ao-v:={yoY,---,Ym7V} € A;

3) Tl'application d’ancrage p : ¥ — X est un homéomorphisme local c’est-a-dire que pour tout
y € Y il existe un ouvert U C Y contenant y tel que pj; : U — p(U) est un homéomorphisme
sur un ouvert de X ;

4) sio € A et ¢’ est un sous-ensemble non vide de o, alors o’ € A

5) pour tout simplexe o := {yo,...,yn} avec x € X tel que o C p~!(z), il existe un voisinage
ouvert V' C X de x et des applications continues appelées sections sg, ...,y : V — Y telles
que :

(@) pos; =idy ety; = s;(x) pour tout i € [0, m],
() {so(v),...,sm(v)} € A pourtoutv € V.

Dans toute cette thése, 'ensemble des sommets Y sera automatiquement supposé o-compact.

Remarque 2.1.3. Si on suppose G ample, alors on peut choisir le voisinage V' de x de la condition
5) compact-ouvert. De plus, 'application d’ancrage p : Y — X vérifie : pour tout y € Y il existe
un compact-ouvert U C Y contenant y tel que p;y : U — p(U) est un homéomorphisme sur un
compact-ouvert de X.

Soit j € [0,n]. On appelle j-simplexe dans A tout sous-ensemble o € A de cardinal j + 1. Si on a
o={Y0,---,Ym} € A, les éléments yo, . . ., Y, sont appelés sommets de o.

Dans la suite, on rappelle que 'on note Y, := {y € Y | p(y) = «} pour tout z € X.

Définition 2.1.4. Soit G un groupoide étale. On dit qu'un G-complexe simplicial (Y, A) est :
e G-compact si Y est G-compact;
e propre sil'action de G sur Y est propre;

e typé s’il existe une partie finie 7' de N et une application continue et G-invariante 7 : ¥ — TE
telles que pour tout simplexe o € A, les images par 7 des sommets de o sont deux a deux
distincts ;

e localement fini si pour tout y € Y, 'ensemble :

{v €Y | y}eal

est fini; ce qui est donc une condition fibre a fibre.

Nous allons définir la réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial. Pour ce faire, nous faisons
quelques rappels sur P(Y). Soient (G, X) un groupoide étale et Y un G-espace localement compact
dont 'application d’ancrage p : Y — X est un homéomorphisme local. On note P(Y) 'ensemble
des mesures de probabilités pour lesquelles il existe un unique = € X tel que supp(x) C Y,. On peut
donc définir une application d’ancrage p : P(Y) — X et I'action a gauche de G sur P(Y") est définie
pour tout borélien U C Yj(,,), pour tous u € P(Y) ety € G, par :

(v-m)(U) = w(Ur).

Soient 4 € P(Y') et z := p(u). La mesure p s’écrit :

11. 7:Y — T est G-invariante dans le sens ol 'on a I'égalité 7(yv) = 7(y) pour tout (y,v) € Y X, G.
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= > N, avec supp(u) ={y €Y | A(u) #0},

yeY,

ou J, est la mesure de Dirac au point y € Y, et A, (u) € [0; 1] est appelé coordonnée barycentrique de
1 suivant y, elle vérifie :

¢ Z Ay(n) =1;

S
* Ny(v-u) =My, (1) pourtousy € Y ety € Qg((zg.
Posons pour tout f € C.(Y),
W= [ fode = 3 AWl
Y yesupp(p) N supp(f)
On munit a présent P(Y') de la topologie x-faible comme suit. On dira qu’une suite (généralisée)
(ta)x dans P(Y') converge vers p si pour tout f € C.(Y'), la suite (1, (f)), converge vers I,(f). On
posepoure >0,f € C.(Y)etpue P(Y):
Win fe) == {ve PO) | u(f) = ()] <&}
On définit aussi pour I ensemble fini, (¢;)icr € C.(Y) ete > 0:
We piier (1) = [\ W (1, 01, ).
iel

Alors la famille (WE,(%)Z. . I(M)) Lo forme un systéme fondamental de voisinages ouverts de p.
& 4,\Yi)ier

Etant donné un G-complexe simplicial, nous allons construire un espace topologique par recolle-
ments de simplexes que I'on appellera sa réalisation géométrique.

Définition 2.1.5 (Réalisation géométrique). Soient G un groupoide étale et (Y, A) un G-complexe
simplicial. La réalisation géométrique de (Y, A) est le sous-espace de P(Y') :

Al = {ue P(Y) | supp(p) € A}
muni de la topologie x-faible.
Définition 2.1.6 (Simplexe dans la réalisation géométrique). Soit j € [0,n]. Un j-simplexe de
|A| est un sous-ensemble de |A| de la forme :
{we Al | w) = o et supp(n) € o},
ol x € X et o est un j-simplexe dans A.
L’action G sur P(Y) induit une action de G sur |A|. En effet, montrons que |A| est stable par I'action
de G sur P(Y). Soient ;1 € |A| et v € G5(,,)- On a
yesupp(y-p) & Ay(v-p) #0 & Ayy(p) #0 & yy € supp(p) < y € supp(p)y ™

donc supp(y - p) = supp(u)y~! et supp(u)y ! est bien un simplexe d’aprés la condition 2) d’un
G-complexe simplicial, donc «y - i est un élément de |A|.

Exemple 2.1.7. Prenons G = Z = Y avec G agissant par translation sur Y et :

A= {{n} | nEZ}U{{n,n+1} | nez}.

Alors (Y, A) est un G-complexe simplicial de dimension inférieure a 1 et |A| = R. Un domaine
fondamental compact, pour I'action de G sur Y est donné (par exemple) par le singleton {0} et un
domaine fondamental associé pour I'action de G sur |A| est [0; 1].
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ce——0—0 — o o —o o 0 o ---R

FIGURE 2.2 — En bleu un domaine fondamental pour les sommets.

c—o  —0 o ———o——eo o 0 o --- R

0 1

FIGURE 2.3 — En rouge un domaine fondamental pour la réalisation géométrique.

Définition 2.1.8 (Subdivision barycentrique). Soient G un groupoide étale et (Y, A) un G-complexe
simplicial. Posons pour tout p € |A|,

yEsupp(u)
La subdivision barycentrique de (Y, A) est la paire (Y', A’) ot :
e V= {b(u) | ne ]A\} C |AJ et 'action de G sur Y’ est induite par 'action de G sur |A].

* Un ensemble {vy,...,v;} est dans A’ si I'ensemble {supp(v1),...,supp(v;)} est totalement
ordonné pour l'inclusion.

FIGURE 2.4 - La subdivision barycentrique d’'un 2-simplexe.

Définition 2.1.9 (Squelette et centre). Soient G un groupoide étale et (Y, A) un G-complexe sim-
plicial de dimension inférieure a n. Soit j € [0, n].

* Le j-squelette de |Al, noté Z;, est le sous-espace de |A| défini par :

7; = {we |A| | Card(supp(u)) < j +1}.

L'espace Z;\Z;_1, lorsque j > 1, correspond alors a la réunion des j-simplexes de |A|. On
notera /_1 := .

* L'ensemble des centres des j-simplexes de |A[, noté Z, est le sous-espace de |A| défini par :

7 = {b() | e Z\Z .

En particulier, Z/, représente la réunion des centres des simplexe de taille maximales c’est-a-dire n.

Remarque 2.1.10. Le 0-squelette s’identifie a un sous-ensemble de Y et le n-squelette est égal a
|Al. De plus, on a la chaine d’inclusions suivante :
ZO - Zl c ... C anl - Zn

12. On vérifie facilement qu'un centre est envoyé sur un centre par l'action de G, c’est-a-dire que v - b(u) = b(~y - )
pour tous 41 € |A] ety € G5()-
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Lemme 2.1.11. Soient G un groupoide étale et (Y, A) un G-complexe simplicial de dimension infé-
rieure a n, G-compact, propre, et typé. Alors (Z;)o<;<n est une famille de sous-espaces G-invariants
de |A| telle que pour tout j € [0, n], on a ’Thoméomorphisme G-équivariant :

! °
Zj\Zj—l = Zj X 0y,
ou l'action de G sur ¢; est triviale.

Démonstration. Dans la suite, on fixe j € [0, n].

* [’égalité :
supp(yp) = supp(p)y

valable pour tous i1 € |Al et v € G;,,) assure que Z; est G-invariant. Puisque le complexe simplicial
est typé, il existe une partie finie 7' de N et une application continue G-invariante 7 : ¥ — T
injective sur chaque simplexe. On peut définir le type d’'une mesure grace a 7 en posant pour tout
n e Zj\Zj_l :

T(u) = {r(y) | y € supp(p)}.

Ceci nous permet d’obtenir une décomposition de Z;\Z;_1 :
m
Z\Zj 1 = | |Ui
i=1
ol (U;)1<i<m est une famille d’ouverts disjoints de |A| telle que l'application 7|, soit constante et
U; soit G-invariant pour tout ¢ € [1, m]. Montrons que 'on a '’homéomorphisme G-équivariant :
U, = (UZ' N Z;) X aoj.

* Soient i € [1,m] et u € U;. L'ensemble 7(1) étant une partie finie a j+ 1 éléments, il existe des en-
tiers ng < --- < n; tels que 7(p) = [no, ..., n;]. On pose pour tout i € 7(u), y; := (7—|supp(;¢))_1(ni)m‘

J

Alors p = Z Ay, (1)dy, et chaque coordonnée barycentrique de 4 est strictement positive. On définit
i=0

® sur U; par :

() = (B0 Qi) A, (1)) € (U0 Z)) x

Pour tous v € Gy, et i € [no,...,n ], on a (Tsupp(yu)) (i) = iy~ ' donc lapplication & est
G-équivariante :
Oy i) = (BOr- ), Pyt (7 1), o gy (- 1))

= (7B (O 1), O, (1)

= 7 ®(p).
Si sg, ..., s; désignent des sections associées aux sommets de x alors on remarque que :

1 J
b(p) = —— .
(M) j +1 g 55200(/0

donc l'application p — b(u) est continue et comme I'application 7 est continue on en déduit que ¢
'est également.

13. L’application 7 : { su est une bijection.
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* Réciproquement, on définit une application ¥ : (U; N ZJ’») x ¢; — U; de la maniere suivante.

Soient (u, (ap, ..., a;)) € (Ui N Z}) x o; et v € U tels que p = b(v). De méme que précédemment,
I'ensemble 7(v) étant une partie finie a j + 1 éléments, il existe des entiers ng < --- < n; tels que
7(v) = [no, .., n;]. On pose pour tout i € 7(v), yi := (Tsupp(r)) " (na) €t :
J
‘If(,u, (ag, - -, aj)) = Zai5y¢-
=0
De méme que précédemment, on peut trouver des sections s, ..., s; telles que y; = s; 0 p(v) et

comme l'application 7 est continue, on en déduit que ¥ I'est également. On vérifie facilement que :

Vod = ldUZ et PoV = ld( UinZ})

X"

On a donc :
Zj\Zj_l = C'Uz = |i| [ U; ﬂZl XOEJ} = (C'(UZQZJI)> ><09j = ZJ/ Xoc"j.
i=1 i=1 1=1
[ |

Proposition 2.1.12. Soient G un groupoide étale et (Y, A) est un G-complexe simplicial. Alors
(Y, A’) est un G-complexe simplicial typé. De plus, il existe un homéomorphisme G-équivariant
entre |A| et |A’].

Démonstration. Le fait que (Y’, A’) soit un G-complexe simplicial a été démontré dans [10]. Mon-
trons que (Y’, A’) est typé. On considére I'application :

Y — N
" cad(supola)

Par définition de A’, application 7 est injective sur le support d’un simplexe dans A’. Si ' € Y’ et
Y € Gy, alors en notant supp(u') = {yo,...,yx} on a supp(y - ') = {yoy~*,...,yxy"'} et donc

T(y 1 ) 7(u') C’est-a-dire que T est G-équivariante. De plus, 7 est localement constante sur chaque
intérieur de simplexe, donc elle est continue. On a :

A= f:Y" = [0;1] | supp(f) € A et > f(u c PY").
ey’
Tout élément f € |A’| s’écrit donc sous la forme f = Z Aidy, ol {1y, ..., v, } désigne le support de
i=0

f et := f(v;) pour tout i € [0,n]. On considere alors 'application bijective (voir [47]) suivante :

d - |A/| - |A|
Tl oAby, YA

qui est G-équivariante car pour tout v € G tel que () = p(v;) pour tout ¢ € [0, m], on a:

® (V.lﬁ;AiaW) = (izn;&(g.w) ZA vy) = (ZA uz> =~ ® (ZA 5%).

Les applications ® et ®~! sont continues (voir proposition 3.3 p. 153 dans [47]). |

D’apres la proposition précédente, on pourra donc toujours supposer qu'un G-complexe simplicial
est typé, quitte a le remplacer par sa subdivision barycentrique et supposer que I'application 7 est a
valeurs dans [0, n].
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2.2 Etude locale et partie génératrice de la topologie

Dans cette partie, on fixe (G, X) un groupoide ample et (Y, A) un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure a n. Le but de cette partie est de construire une partie génératrice de la topologie de
la réalisation géométrique d’'un complexe simplicial (voir théoréme [2.2.6). Comme nous I'avons vu
dans le remarque [2.1.3] Y est donc totalement discontinu. On suppose dans la suite que (Y, A) est
localement fini.[]

Dans toute la suite, on fixe p € |A|, z = p(u) et zo, ..., 2z, les éléments du support de p. La mesure
1 est contenue dans un nombre fini de simplexes, disons r, que I'on note :
1 b
o1 1= {y(() o ,ygll)}, cee L Op = {y(()r), ... ,yg’?}.

Pour tout j € [1,7] et tout i € [0, n;], il existe un triplet (Ui(j), x(i’j), sl(-j)) tel que :

) Uz.(j ) C Y est un compact-ouvert contenant yz.(j ) tel que p;;0) - U i(j ) ,o(UZ.(j )) est un homéo-

morphisme sur un compact-ouvert de X ;
(ii) ngi’j ) C X est un voisinage compact-ouvert de x;
(iii) s§j ). Vx(i’j ) i(j ) est une application continue vérifiant :
(@ po sl(j) = ide@,j) et yl(j) = sgj)(m) pour tous j € [1,7] eti € [0, n,],
(b) {s(()j)(v), e ,s%)(v)} € Apourtousj € [l,r] etv € AR

On obtient un voisinage compact-ouvert de x indépendant des indices i et j en considérant dans la
suite la notion de voisinage pu-simplicial.

Définition 2.2.1 (Voisinage pu-simplicial). En gardant les notations précédentes, on dira quun
voisinage compact-ouvert V,, C X de x est u-simplicial s’il vérifie :
1 yz(j) = sgj)(:z) pour tous j € [1,r] eti € [0,n,];

r nj

() Ve € () [V
j=1i=0
On notera parfois V' a la place de V.
Remarque 2.2.2. (a) D’apres la condition (ii) de la définition d’'un voisinage p-simplicial, on dé-
duit que p o SEJ)WZ = idy, et que {s(])(v), e ,s,(fj)(v)} est un simplexe pour tous j € [1,7],
i €[0,n;]etveV,.
(b) Un voisinage ouvert-fermé de x inclus dans un voisinage p-simplicial de x est encore un
voisinage p-simplicial de .

m

Notation. Soient i = Z Xidz, € |A], zo := p(p) et so, ..., sy des sections associées aux sommets
i=0

20, - - - , Zm respectivement. Soit V,,, un voisinage u-simplicial de xy. Pour tout = € V,,,, on notera /i,

la mesure de méme coordonnées barycentriques que p « transportée au-dessus de V,,, » grace aux
sections c’est-a-dire :

Vr € Va:oa Kz = Z)‘Z(Ssz(x) avec SUPP(MI) c pil(x)'
1=0

Nous avons a présent les outils nécessaires pour définir les éléments constituant notre partie géné-
ratrice de la topologie de |A|.

14. Nous verrons dans la suite que cette condition est automatique sous certaines hypothéses.
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On distingue deux cas, suivant I'entier m = Card (supp(y)) :

* Sim = 1 c’est-a-dire que p = d,,, on pose :

S(p) = {W (,u, Xs(Vi)s 5) | 0 <e <1, V, voisinage u-simplicial de = et s section associée a zo} .

* Sim > 2, on pose :

Nporom = {(50, csEm) ER™TL | 20> 0 et g < A\, () <1—¢; pourtout i € [[O,m]]}.

et:
m

S(u) = {ﬂ w (M7 Xsi(Vy) Ei) ] (€0, - - ,Em) € Au,zo ..... zm> Vz voisinage p-simplicial de z et s; sections associée a zl}
i=0

Lemme 2.2.3. Tout élément de S(u) « fibre au-dessus de V;, » c’est-a-dire que pour tout W € S(u),
on a I'inclusion dans |A| :

W< (3) " (Va).

Démonstration. * Supposons que m = 1. Soient W (11, Xs(v,),€) € S(u),v € W (1, Xs(v,),€). On
va montrer que z; := p(v) appartient a V. Si par 'absurde, supp(v) N s(V,) = @, alors on obtient
L,(xs(v,)) = 0 et comme I, (x(v,)) = 1 alors :

1= |Lixsv) — Lxson)| < €

ce qui est absurde. 1l existe donc y € supp(v) et v € V,, tels que y = s(v) avec p(y) = x1. On a alors :

x1 = p(y) = p(s(v)) = v.

En particulier, z, € V.

* Supposons que m > 2. Soient W = (Lo W (1, Xs,(v,),€i) € S(u),v € W. On va montrer que
x1 := p(v) appartient a V,,. Supposons par I'absurde que pour tout i € [0, m], s;(V,) Nsupp(v) = @.
On a d’'une part, I,(x,,(v,)) = 0 et dautre par I,(xs,(v,)) = Az (p) car s;(Vz) Nsupp(p) = {2}
Donc :

Az (p) =

ce qui est absurde. Il existe donc iy € [0,m], y € supp(v) et v € V, tels que y = s;,(v) avec
p(y) = z1. Donc :

Iu(Xsi(Vx))_I,u(Xsi(Vx))) < &

z1 = p(y) = p(sio(v)) = v.
En particulier, x; € V.
[ |

Remarque 2.2.4. Dans la définition de S(u) dans le cas m > 2, on choisit de prendre (e1,...,ep)
dans A, ., .. -, etnon pas dans (Ri)” pour trois raisons :

(i) tout élément de S(yu) fibre au-dessus de V;
(i) sip ¢ Z,—; alors tout ouvert dans S(u) n'intersecte pas Z,,_1 ;

(iii) si p est sur une face, alors tout ouvert de S(u) n’intersecte pas une autre face. Par exemple
dans la figure la partie hachurée en jaune ne rencontre pas une autre aréte que celle qui
contient .

Définition 2.2.5 (Partie génératrice de la topologie). Soient Z un espace topologique et I/ une
famille d’ouverts (non vides) de Z. On dit que U est une partie génératrice de la topologie de Z si
pour tout zy € Z, pour tout voisinage U C Z de 2z, il existe un entier n > 1 et des ouverts Uy, ..., U,
dans U telles que :

2 € [\U: C U
i=1
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20

AN

)

) /61

21

FIGURE 2.5 - En jaune, un élément de S(u) dans p~!(x) dans le cas ol supp(u) = {z0, 21}

Dans la figure précédente, la partie hachurée en bleu correspond a W (1, x50 (v;,), €0) N p~1(x), celle
en rouge a W (u, X, (v,),€1) N p~Y(z) et celle en jaune a lintersection des deux.

On rappelle dans la suite que Y, :={y € Y | p(y) = =} pour tout x € X.

Théoreme 2.2.6. La famille § := {W € Sp) | ne ]A|} forme une partie génératrice de la
topologie de |A|.

Démonstration. Soit ug € |Al. Tout voisinage de po contient un élément de (W&(%)i o (/Lo)) oo’
&,1,(¥i)iel
Il nous suffit donc de montrer que pour tous f € C.(Y) et e > 0, W(puo, f,€) contient une intersec-

tion finie d’élément de S(uo). Fixons donc f € C.(Y) et € > 0. Alors f est la limite uniforme d’une
m

. . o . . €
suite de fonctions étagées (f,,)m>1 OU fp, := Z arxa,- Soient my € N* tel que ||f — f|loo < 1 et
k=1
p € W(po, fme, 5). Remarquons que I'on a :

1) = TuoFma) | <11 = Falloo €8 |TuF) = Tulfmo)

< ||f_fm0”00

donc :
L0 =LA = L) = o o) |+ [T o) = L) + B (Fg) = BuF)
S
< 2||f_fmo||oo+§
< €

Cest-a-dire que 1 € W (o, f,€). On a donc montré que Wuo, f, ) DO W (o, fm,,5). L'inégalité
triangulaire assure que pour tous N € N* et g1,...,gny € Ce(Y),0on a:

€ €
W(po, 91+ +9gn,€) 2 W(MOaglaﬁ) ﬁ"'ﬂW(uoygN,N>-

En particulier :
mo mo €
w ) y € 2 w ) sy )
(10 S acae) > [ (mann )
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De plus, on montre que pour tout k € [1,n] :

& E
w <#0,akXAk, mo> oW <M07XAk, Mk|mo) .

. € .
En posant ¢’ = min ———— on obtient alors :
1<k<mo |ag|mo

mo
W(/'Lovfa ‘5) = ﬂ w (NO?XAME/) .
k=1

Il suffit donc de montrer que si A est un compact-ouvert de Y, alors W (g, x4, ') contient un €lé-
ment de S(pp). Soit zp € X tel que supp(uo) C Yz,. On distingue deux cas :

» Casou g ¢ p(A). OnaANY,, =@ donc I,,(xa) = 0. Par conséquent :
W (o, xa,€") = {pelAl | I(xa) <€}

Soient V,, un voisinage uo-simplicial de z( tel que p(4) N V,, = @ et sg,...,S, des sections
associées aux éléments du support de jip Notés zg,...,zy,. Soient (go,...,6m) € Aug ..z €L
1€ NZoW(ko, Xs;(va,)» €i)- Dapres le lemme [2.2.3) p(supp(un)) € Vi, donc I,,(xa) = 0. En par-

ticulier, u € W (uo, x4,¢’) ce qui veut dire que W (uo, x4, <’) contient un élément de S ().
» Cas ol zp € p(A). Soient V,, un voisinage po-simplicial de xy. Remarquons que :
A=ANp H (Vyy) U AN p 1 (Vyy),
A1 A2

ou A; et Ay sont deux compacts-ouverts de Y avec zg € p(A;) C V,, et vérifient :

2 2

Puisque zy ¢ p(Asz), alors d’apres le cas précédent, W (1o, x 4,,’) contient un élément de S(uo).
Montrons que W (o, x4,,¢’) contient un élément de S(uo). Puisque A; est un compact-ouvert de
Y, alors d’aprés le point 3) de la définition il existe une famille finie (B;)1<;<, de compacts-
ouverts dans Y vérifiant I'égalité A; = U]_, B; et pour tout i € [1,7], 'application pp, : B; —

p(B;) C Vy, est un homéomorphisme. Quitte a remplacer B; par B;\ Ué;ll Bj, on peut supposer que

4 4
W (MU;XAaS/) 2 W <M05XA17 ) N W <M07XA2) ) .

les Bi sont deux a deux disjoints. On obtient alors A = 4 B, et donc en posant &” := 5/, on
]| XAy i=1 XB; P r
a.

T
W (MO; XA17€/) ) ﬂ w (,U’Ov XB;» 6//> .
i=1
Puisque z9 € p(A1) = U]_,p(B;), alors il existe i € [1,r] tel que 2y € p(B;). On en déduit que
B;NY,, # @ et par injectivité de p sur B, il existe y; € Y tel que B; N Yy, = {y;}. On va montrer
que W (o, xB,,€") contient un élément de S(po)-

1 "

)

» Supposons que y; soit dans le support de 9. Posons V' := p(B;) C V. C’est un voisinage /.-
S

simplicial de zy. Soit N > 1 un entier tel que Az, 2 0. ON peut supposer

N’ ceey N
que s;)y, est a valeurs dans Bl- Posons :

m e m & el .
W = ﬂ 44 (MO,X(sj),V(vy N) = ﬂ w <M0,ij(\/)7 N) nw (Mo,wa N)

§=0 i#i

15. Quitte a remplacer V par V N (", s;1(B;) qui est encore un voisinage po-simplicial de .
16. La deuxieme égalité provient du fait que : s;(V) = B; car

1 .
sijv © pig; = (p1B;)” " © p|B; © Sijv © pp, = idp;
—_——

=idy

56
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Alors W € S(uo) et est inclus dans W (uo, x,,"). Par exemple, dans la fibre (5)~!(z0), le
voisinage W N (p) ! (xg) est représenté par la partie hachurée en jaune et est contenu dans la
partie en bleu :

Yi

“ / \ W (po. X5,.€") N (7))

N

* Supposons que y; ne soit pas dans le support de pg. Alors I,,(xB;,) = Ay (10) = 0 donc
W(po, xB;,€") = {n € |A|l | Ii(xp,) < €"}. Posons V = p(B;) C V,,. C’est un voisinage
uo-simplicial de xy. Soient e > 0 et N € N tels que :

e g
Nﬂ ) N € AZO:~~~7ZmaH07

mxi < "
N

m

g

Posons W = ﬂ w (Mo,xsj(v), N
j=0

W etax:=p(u) € V.Ona pour tout j € [0,m] :

) € S(uo). Montrons que W C W (uo, xB,,£"”). Soient u €

€
‘Iu(ij(V)) ~Lu(s)| <
L'ensemble s;(V) N'Y, (qui est non vide car z € V = p(s;(V))) possede un unique élément

(par injectivité de p sur B;) que 'on note z;. De plus, s;(V) NY,, = {#;} donc on obtient :

3
A5 (1) = Az (o)l <

puis en sommant :
m
€
> Rs ) = A (mo)l < mx o <&
=0

et donc :

1= A5 = D0 (A5 = A w)| < D A5 () = Ay (w)] < "
=0 —0

L'ensemble B; NY, possede au plus un élément. Dans le cas ou B; NY, = @, alors I,(xB,) =
0 < ¢”. Sinon, on note y; son unique €lément. Comme }_, .y A, (1) = 1, alors on obtient :

Lixs) = A1) = 1= Az(n) — > Ay(p) < €
=0

y€Y2\{¥i,20,--,2m }

~
<l >0
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et ainsi u € W (uo, x5;,€")-

W (10, xB,,€") 0 (p) " (20)

2.3 Propriétés de I’action d’un groupoide sur un complexe simplicial

Dans cette partie, on fixe (G, X) un groupoide ample et (Y, A) un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure a n. Nous allons définir deux propriétés (Hy) et (Hs) sur (Y, A) qui vont nous assurer
(voir le lemme et la proposition [2.3.4) que (Y, A) soit localement fini et que sa réalisation géo-
métrique |A| soit localement compacte. Pour cela, on commence par considérer pour tout A C Y,
le sous-ensemble de Y :

Ca = {yGY | 3y € A, {y,y'}GA}

constitué des sommets connectés a A. La propriété 1) de la définition [2.1.2] assure que pour tous
v,y €Y :
{y.y'}ed = ply)=ry)

et donc p(C4) = p(A). On considere les hypotheses (H;) et (Hz) suivantes.
(Hy) : Pour tout compact K C Y, I'ensemble Cx C Y est compact.
(Hsy) : Soientm > 0 et € [0,m]. Soit (yf\i)),\ une suite dans Y telle que :

¢ {yﬁo),---,yi’”)} € A pour tout \;

o (ygf)) » converge vers une limite notée (V) € Y pour tout i € [0,m].
Alors {y©@ ... 4™} c A,

On commence par énoncer un premier lemme dont la démonstration découle immédiatement de la
définition de 'hypothese (H;).

Lemme 2.3.1. Tout G-complexe simplicial vérifiant la propriété (H;) est localement fini.

Démonstration. Soient (Y,A) un G-complexe simplicial vérifiant (H;) et z € Y. Considérons le
compact K = {z}. D’apres (H;), 'ensemble :

Ck = {y € Yp(z) ‘ {y7 Z} S A}
est compact et étant de plus discret, il est donc fini. Donc (Y, A) est localement fini. [ |

Lemme 2.3.2. Soit K un compact de Y tel que la restriction de 'application d’ancrage p: ¥ — X a
K soit un homéomorphisme local. Alors la restriction de p a C'x est également un homéomorphisme
local.
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Démonstration. Soient y' € Ck ety € K tel que {y,y'} € A. Posons = = p(y) = p(y’). Par hypo-
these, il existe un voisinage ouvert V,, de y dans Y tel que :

(D) p(Vy) est ouvert dans X et 'application pyy, : V;, — p(V},) est un homéomorphisme ;
(i) p(Vy N K) est ouvert dans p(K) c’est-a-dire de la forme W N p(K) = W N p(V,) N p(K) ou W
N——

=W
est ouvert dans X ;

(iii) il existe des sections sy, s,/ : p(V,) — Y telles que s,(2) = y, s,/ (x) = ' et {s,(v), sy (v)} € A
pour tout v € V.

Comme W’ est ouvert dans X, alors s,/ (W) est ouvert dans Y donc s,/ (W’) N Ck est un ouvert de
Ck contenant y et tel que I'application :

pis, (whncy Sy (W) NCx — W'Np(K)
est un homéomorphisme d’inverse :
(sy)winp(r) 2 W N p(K) — s,y (W) N Ck.,

Ainsi, p|c, est un homéomorphisme local.
|

Lemme 2.3.3. Soient Z un espace compact, X un espace localement compact et p : Z — X un
homéomorphisme local. Notons Z, := {z € Z | p(z) = z} pour tout z € X. Alors pour tout
f € C(Z), l'application :

Af x> Zf(z)

2€7,
est continue sur X. En particulier, 'application = — Card(Z,) est continue sur X.
Démonstration. » Soit f € C(Z) avec supp(f) C U ou U est un ouvert de Z tel que pji; : U — p(U)

soit un homéomorphisme avec p(U) ouvert dans X. Soit 2 € p(U), alors Z, NU = {(pjy)~"(x)}
donc :

M) = > f2) = (o) (@)

z2€ZNU

Ainsi, (Af) ) = fo (p‘U)_l. En particulier, (\f)| ) est continue a support compact dans I'ouvert
p(U) eton a aussi (\y) x\,w) = 0, donc Ay est continue sur X

» Traitons le cas général. Soit f € C(Z). Comme supp(f) est compact (car fermé dans Z compact)
et p est un homéomorphisme local, alors il existe n > 1 et des ouverts U, ...,U, C Z tels que :

« supp(f) € |J Ui
=1

* pu, : Ui — p(U;) est un homéomorphisme, pour tout i € [1, n].

Puisque Z est compact, il existe une partition de I'unité associée a ce recouvrement, que I'on notera
(®i)1<i<n. Considérons pour tout i € [1,n] 'application f; := f®; € C(Z) qui est a support dans
n

U;. D’apres le cas précédent, Ay, est continue sur X. De plus, f = Z fi et donc
i=1

Af = Z Af,
i=1

ainsi, Ay est continue sur X. On obtient alors la continuité de = — Card(Z,) en appliquant ce
résultat a 'application z € Z — 1. [ |
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Proposition 2.3.4. La réalisation géométrique d’'un G-complexe simplicial vérifiant les propriétés
(H;) et (H3) est localement compacte.

Démonstration. Soit (Y, A) un G-complexe simplicial vérifiant les propriétés (H;) et (Hs). Soient
w € |Al et x := p(u). Soient V' un voisinage compact-ouvert p-simplicial de z, sg,..., s, des
sections associées aux sommets zo, . .., zp, de p et (go,...,em) € Ay 2, .. 2, - POSONS :

Wy = m W (o ) et Wi = m W (1 o4

On va montrer que Wy est un voisinage relativement compact de p dans |A|. Pour cela, prenons
(1) une suite dans 171/\1; et montrons qu’elle admet une sous-suite convergente dans Wy . La suite
(p(1x))x est a valeur dans le compact V' donc, quitte a extraire une sous-suite convergente, on peut
supposer qu’elle converge vers une limite notée v € V. Considérons le compact-ouvert de Y :

K = |_|31|V(V)
=0

D’apres (H;), Cx est compact. D’apres le lemme la suite (p(uy))x est a valeurs dans V. La
restriction de p a K est un homéomorphisme local donc d’apres le lemme la restriction de p
a Ck également et par conséquent, les fibres (Z,) ¢ (c,) sont discretes. De plus, Cx étant compact
(d’apres (H1)), ces fibres sont de cardinal finis.

L’application ¢ : z — Card(Z,) est alors continue sur le compact p(Cx) d’apres le lemme On
peut donc poser :

ro= max{w(w) |z € p(CK)} et U= (pipcn)  ({i}), Vie [1,r]

ou:

* chaque U; est un compact-ouvert de p(Ck);
p(Cx) = | Ui
i=1

* l'application ¢ est constante sur U; pour tout i € [1,r].
Or:

r

veU=p(K)=p(Cx)=| | Ui
i=1

Soit donc iy € [1,r] tel que v € U;,. On peut supposer que la suite (p(uy)), est dans Uj,. Il existe
un entier p > m et des sections sy,;1,. .., s, tels que :

p
(Cx)np  (Uy) = (5j)0,, (Uio) & Y
§=0
Comme la suite (u)), est dans W{//, alors pour tout A, on a supp(uy) € Cx N p~1(U;,) et on peut
donc écrire : )
) = Zag\i)éy&i)
i=0
(0) (0)

ott (yy s -- - (yg\p)),\ (resp. (ay )a,-- -, (af\p)),\) sont dans lintersection C N p~*(Uy,) (resp. [0;1]).
Quitte a extraire une sous-suite et a réordonner, on peut supposer qu’il existe p’ < p tel que
supp(uy) = {yf\o), e ,yf\p )} pour tout \. Quitte a extraire plusieurs sous-suites, on peut suppo-

ser que {y&o), e ,y&p/)} € A pour tout A et que les suites (y/(\i)),\ et (ag\i)),\ sont convergentes pour
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tout ¢ € [[0,p']. Les limites des suites (yf\i)) ) et (af\i)) » sont notées y(?) et a(?) respectivement. Les
hypothéses de la propriété (H,) sont donc vérifiées, donc {y®, ... y)} € A. Posons donc :
v o= Za(i)%(i) e Wy.
=0

hS]

Pour tous f € C.(Y) eti € [0,p'], on a af\i)f(yg\i)) - a® f(y™) et donc :

Vf € CC(Y)v IMA(f) T’ II/(f)7

c’est-a-dire que (uy ) converge vers la mesure v € Wy [ |

Remarque 2.3.5. Posons Y = ({0} x [0; 1]) U ({1}><]0; 1]), X =[0;1] et p: Y — X la projection

sur la seconde coordonnée. Soit A = U pt({z}) et K = {0} x [0;1]. Alors K est compact et
z€[0;1]

Ck =Y ne lest pas. Donc (Y, A) ne vérifie pas (H;). On a de plus |A] = {(0,0)}U]0; 1]? qui n’est

pas localement compact car aucun compact de |A| ne contient un voisinage de (0, 0).

{1}x]0;1]

e e oy x [0

FIGURE 2.6 — Le complexe simplicial (Y, A) et en violet le compact K.

FIGURE 2.7 — En bleu les 0-simplexes et en rouge les 1-simplexes.

®------------0

FIGURE 2.8 - La réalisation géométrique du complexe simplicial vu en remarque [2.3.5]

Dans la suite, tous les G-complexes simpliciaux que nous considérerons vérifieront les pro-
priétés (H,) et (H2).

En conséquence, d’apres le lemme et la proposition [2.3.4] toutes les réalisations géométriques
que nous considérerons seront localement compactes et localement finies. D’autres résultats vont

aussi en découler.
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Lemme 2.3.6. Soit K un compact dans Y. Alors I'ensemble des mesures de |A| a support dans K
est un compact de |A| pour la topologie x-faible.

Démonstration. Notons K’ = {u € |A| | supp(u) € K}. On va montrer que K’ est fermé dans la
boule unité fermée de C.(Y)* qui est compact pour la topologie *-faible (d’apres le théoréme de
Banach-Alaoglu). Soit (u ), une suite dans K’ convergente dans la boule unité fermée de C.(Y)*.
La suite (Card (supp(uy)))a est une suite bornée d’entiers donc, quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer qu’elle est constante égale a m € N. Ceci nous permet d’écrire :

m
=0

On sait par hypothese que pour tout i € [0, m], la suite (yf\i)) A est dans K donc, quitte a extraire une

sous-suite convergente, on peut supposer qu’elle converge vers une limite notée y(9 € K. Etant a

valeurs dans [0; 1], on peut aussi supposer que la suite (ag\’)) » converge, disons vers (!, L’hypothése

(Hy) assure que :
{y @, . yMren
m .
et on obtient donc que la suite (uy ), converge vers Z a(z)éym €K' ]
=0

Le lemme précédent a pour conséquence le résultat suivant.
Lemme 2.3.7. SiY est G-compact, alors |A| est G-compact.

Démonstration. Soit K C'Y compact tel que Y = K - G. Posons :

K = {ue |A[ | supp(u) C CK}-

D’aprés (H;), 'ensemble C'x est un compact de Y donc d’apres le lemme [2.3.6], K’ est un compact

de |A| pour la topologie x-faible. Soit 1 € |A| de support {yo, ..., ym}. Il existe k € K,~ € G/ tels

que yo = kv. Posons v = v - u, alors supp(v) = supp(u)y~* = {k,y17" %, ..., ymy" '} € A et donc

par définition d’'un G-complexe simplicial, {k,y;7} € A pour tout i € [2,m]. On a donc montré que
tous les sommets de v sont connectés & K, autrement dit v € K'. Ainsiu =~"!-v € G- K" et donc :

Al=G- K.

Lemme 2.3.8. Si G agit proprement sur Y, alors G agit proprement sur |A|.

Démonstration. Soit K un compact dans |A|.
* On commence par montrer qu’il existe un compact Ax C Y tel que :

Vu e K, supp(p) C Ak.

Par compacité de K, il existe m > 1, p1, ..., um € |Al et W1 € S(p1), ..., Wi € S(um) tels que :

m
KclJw;.
j=1
Soit j € [1, m]. Notons supp(u;) = {yéj), e ,yg.)} et z; := p(u;). On considere V; C X un voisinage
pj-simplicial (compact-ouvert) de x;. Pour tout i € [0, n;], il existe une section sgj ) V — sgj )(Vj)
()

associée au sommet y,”’. Considérons le compact dans Y :

m Ny

K= JUs 1)

j=1i=0
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et posons A := Ck qui est encore compact d’apres (Hy). Si p € K, alors p € W, pour un certain

Jo € [1,m] avec Wj, € S(uj,). Alors ;1 est dans un simplexe dont 'un des sommets est un élément
Tl]'O

de U s,E]O)(VjO) C K'. Par conséquent, pour tout y € supp(u), il existe y' € K’ tel que {y,y'} € A.
=0

Ce qui prouve que pour tout p € K, supp(p) C Ax.

* Fixons a présent 7 € G tel que YK N K # @. Alors il existe deux mesures u;, us dans K (et a
support dans Ax d’apres ce que nous venons de montrer) telles que p(uq) = s(vy) ety - pug = pe. I
existe donc y; € supp(u1) C Ak et yz € supp(uz) C Ak tels que p(y2) = () et :

Y2y = Y1-

En d’autres termes, Axy N Ax # @. Par conséquent, on a prouvé I'inclusion :
Fk ={v€G |1KNK#2} C {yeg | Axkyn Ak # @}.

L’ensemble de droite est compact par hypothese et F est fermé (car K est compact) donc Fy est
compact et donc l'action de G sur |A| est propre. [ |

Dans la suite, on rappelle que Y’ := {b(u) | pe ]A|} c Al

Lemme 2.3.9. Soient (Y, A) un G-complexe simplicial. Alors Y’ est fermé dans |A|.

Démonstration. On montre que |A|\ Y’ est ouvert dans |A|. Soient donc p € |A|\ Y, 2 := p(u)
et zp, z; deux éléments distincts dans le support de p tels que A, (1) # A, (). Soient V, € X un
voisinage pu-simplicial de x et sg, s; des sections associées aux sommets 2 et z; respectivement. Il
existe (eq,€1) € Ay, tel qu’en posant W = W(u, Xso(vw)aé‘o) N W(u, XsO(VE)7€1>: on obtient un
voisinage ouvert de . vérifiant :
wny =g

c’est-a-dire inclus dans |A| \ Y. ]
Lemme 2.3.10. Si G agit proprement sur Y, alors G agit proprement sur Y.

Démonstration. Remarquons que Y’ est stable par I'action de G. En effet, si u € [A] et v € G5,
alors en notant supp(i) = {¥o,---,Yn}, on a supp(y - p) = {yoy~',...,yny "'} et alors pour tout
borélien U C Y :

n n

1 1
(v D) (U) = —> 0, (Uy) = —> 851 (U) = (b)) (U).
i=1 i=1
Y’ est fermé dans |A| (lemme|2.3.9) et G agit proprement sur |A| (lemme [2.3.8)) donc I'action de G
sur Y’ est propre (lemme|(1.3.7). [ |

Donnons a présent un exemple important de G-complexe simplicial vérifiant les deux propriétés
(H;) et (H3) : le complexe de Rips.

Définition 2.3.11 (Complexe de Rips). Soient G un groupoide ample et K un compact de G.
Posons :

Ak(G) = {U CG|Vy,neo :r(y)=r(n) ety nec K}

Alors (g , A K(g)) est un G-complexe simplicial (voir [[10]) et est appelé complexe de Rips. Sa réali-
sation géométrique sera notée Px(G).

Théoréme 2.3.12. Soient G un groupoide ample et K un compact-ouvert de G. Alors le complexe de
Rips (G, Ak (G)) vérifie les propriétés (H;) et (Hs). En particulier, Pk (G) est localement compact.
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Démonstration. Soit K un compact-ouvert de G.

(Hy) :

(H2) :

64

Soit K/ C Y un compact. Alors le sous-ensemble de G :

CK - {7€g | 3776[(” r(v):r(n)et,y—lneK} _ K/-K_l

est compact.

Soient m > 0 et i € [0, m]. Soit (fy/(\i)) A une suite dans G telle que pour tout A, {7/(\0), . ,fy/(\m)}

est un simplexe dans A g (G) c’est-a-dire que pour tous i, j € [0, m] et tout A :
i . i —1 .
rog) =r(y) et (vi)) W ek
On suppose de plus que pour tout i € [0, m], la suite (7@) A converge vers une limite no-
tée () € G. Soient i,j € [0,m]. Par continuité de r, on obtient (7)) = r(4\9)). De plus,

A\ —1 . A\ — .
comme K C G est compact, la suite ((%\z)) V§\J)> converge vers (7(1)) 1 ~+9) ¢ K donc
A
{70, 4™} € Ag(9).

D’apres la proposition [2.3.4] la réalisation géométrique Px (G) est donc localement compact.
]



Chapitre 3

Calcul fonctionnel continu sur un
module de Hilbert

Dans ce chapitre, on introduit la notion de borélien 7-régulier et localement 7-régulier avec :
* 7 et X deux espaces localement compacts;
* F un Cy(X)-module de Hilbert;
* 7:Co(Z) — ZLoyx)(E) une Co(X)-représentation non-dégénérée.

Apres avoir étudié quelques propriétés de ces boréliens, on introduira la notion de représentation
U-réguliere et localement U/-réguliere ot U/ désigne une partie génératrice de la topologie de Z. On
termine ce chapitre avec le théoreme [3.3.5} affirmant que I'action propre d’une groupoide ample est
« localement induite » par une famille de sous-groupoides et de boréliens réguliers (comparé avec
le résultat de Jean-Louis Tu dans [49] p. 17) .

3.1 Borélien régulier et localement régulier

L'objectif de cette partie est de donner un sens a l'opérateur 7(xy) ot 7 : Co(Z) — ZLoyx)(E)
est une Cy(X)-représentation non-dégénérée sur le Cy(X)-module de Hilbert £ et yy; la fonction
caractéristique d’un borélien U C Z. Dans le cas particulier ot X est un point, on a Cp(X) ~ C
et donc E est un espace de Hilbert. La proposition 1.6.11 dans [55] permet alors d’étendre la
représentation 7 a la C*-algebre des fonctions boréliennes bornées sur X, ce qui permet ainsi de
définir 'opérateur 7(xy ). Nous souhaiterions a présent étudier le cas ot 'espace X n’est pas réduit a
un point. On rappelle que si p : Z — X est une application continue entre deux espaces localement
compacts, alors l'algebre Cy(Z) est munie d’'une structure de Cy(X)-algebre grace a I'application
®: Co(X) — Loy (2)(Co(Z)) définie pour tous ¢ € Co(X),§ € Co(Z) et z € Z par :

SiU C Z etV C X sont deux boréliens, on définit la restriction de U a V par Uy := U N pL(V).
SiV = {x}, on notera simplement U, := Uy,

Définition 3.1.1 (Borélien mw-régulier). Soient X et Z deux espaces localement compacts. Soit
p: Z — X une application continue. Soient F un C(X )-module de Hilbert et :

w:Co(Z) — ZCO(X)(E)

une Cy(X)-représentation non-dégénérée. On dit qu'un borélien U C Z est :

* m-régulier s'il existe un projecteur py,, dans £, (x)(F) tel que pour tout x € X, le projecteur
pu,~ restreint a la fibre £, en z, noté py . ,, est égal a m,(xy, ) ou 7, désigne I'extension de la
représentation 7, a la C*-algébre des fonctions boréliennes bornées.
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~

v

FIGURE 3.1 — Restriction du borélien U CY aV C X.
localement m-régulier si pour tout x € p(U), il existe un voisinage ouvert V' C X de x tel que
Uy est )y -régulier o )y désigne la restriction de la représentation 7 a C (Z |V) :

mv : Co (Z)v) — Zeww) (E)

(voir la définition [1.3.60| pour la restriction d’'un module et d’'un opérateur a un ouvert de la
base).

Lorsque la représentation est sous-entendue, et s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement
pu et py, ala place de 7, py - et py - . respectivement.

Remarque 3.1.2.

(@
(b)

(o)

(d)

Si U est m-régulier, alors 'opérateur py; est uniquement déterminé et p;; = py.

Puisque 7 : Co(Z) — Ly (x)(E) est non-dégénérée, 7, I'est aussi pour tout z € X d’apres le
lemme[1.3.72} ce qui permet d’étendre 7, a la C*-algebre des fonctions boréliennes bornées.

Un borélien U C Z qui est w-régulier est localement n-régulier. En effet, si x € p(U), il suffit
de prendre V,, = X et dans ce cas Uy, = U et )y, = 7.

Si U est w-régulier alors pour tout ouvert V' C X, le borélien Uy est )y, -régulier. En effet, il
suffit pour cela de considérer le projecteur p;; associé a U et de le restreindre a V' :

(pv)v € Loy (Ey)-

Exemples 3.1.3. 1. Si X est un point, alors tout borélien U C Z est m-régulier et le projecteur
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associé est simplement 7(xy ).

Si U C Z est un ouvert-fermé, alors la fonction caractéristique y;; de U est continue. Dans ce
cas, U est w-régulier et le projecteur associé est w(xy).

. Soient Z = X x Y le produit de deux espaces localement compacts, ;1 une mesure borélienne

sur Y et p: Z — X la projection sur X. Si V est un borélien de Y alors le borélien X x V'
est m-régulier pour la représentation 7 : Co(Z) — L, (x) (CQ(X LAY, ,u))) définie pour tous
f€Co(2),6€Co(X,L3(Y,u)) etx € X par:

(&) (@) = f(x,-)¢(x)

et le projecteur associé p € L (x) (Co(X, L*(Y, 1)) est défini pour tous & € Co(X, L*(Y, )
etx € X par:

p(&)(x) = xv(-)§ ().



3.1. Borélien régulier et localement régulier

En effet, la fibre de ren x € X est :
me: Col{z} xY) — Le(LA(Y, )

et on a pour tout ¢ € Co({x}, L*(Y, u)) :

T (X(xxv),) (@) = X{apxv (2, )E(x)
= X3 (@)xv ()€(x)
= xv()é(@)
= pE)(=).
4. Soient Z = [0;1]%, X = [0;1] et p : Z — X la projection sur le premier facteur. Posons

{(0,0)} siz=0

{z} x [0;1] size]0;1] ’

(a) Soit E = C(X,L?*(X)). Alors la fibre de E en x € X estisomorphe & L?(X). On considére
la représentation 7 : Co(Z) — £, (x)(E) définie pour tous f € Cp(Z),§ € Eetx € X
par :

0 = (1011 [0:11) U (10,00} Alors U, = {

m(N)E) (@) = f(x,-)E(x).

Dans ce cas, le borélien U n’est pas 7-régulier car sinon il existerait p € £, (x)(£) tel
que pour tout x € X, p, = mz(xv,). Notons 1y la fonction constante égale a 1 sur X.
Alors pour tout z € X :

0 siz=0

(p(1x).p(10)) (@) = (malw,)(Lx) e () (1) ) = /0 o)t = { | deelol

Co(X)

et donc la fonction (p(1x),p(1x)) n’est pas continue sur X, ce qui est absurde.

Co(X)
(b) Soit E = C(X)® [Co (X\{0}, L*(X))]. L’action a droite de C'(X) sur E est donnée pour
tout f g€ Fetp e C(X)par:
(f@g) ¢ = [pO)f]®lgex\{0}]
et la fibre de £ en x € X est donnée par :
B o~ C sixz=0
T Ce LX) sixe]0;l]
Considérons la représentation 7 : Cy(Z) — Zg,(x) (&) définie pour tout f € Co(Z) et
tout & € C(X),& € Cp (X\{0}, L*(X)) par :

T(f)& @ &)= f(,0)& @ [z f(z,)é(z)].
Alors le borélien U est m-régulier et le projecteur associé est I'identité sur E.

Lemme 3.1.4 (Propriétés du projecteur py). Soient X et Z deux espaces localement compacts
et p : Z — X une application continue. Soit £ un Cy(X )-module de Hilbert que 'on munit d’'une
Co(X)-représentation non-dégénérée 7 : Cp(Z) — L, (x)(£). Soient U C Z un borélien 7-régulier
et py le projecteur associé. Alors :

(® pour tout f € Co(Z), py o n(f) =(f) o pu.
(ii) pour tout f € Cy(Z) a support dans U, py o w(f) = 7(f).
(iii) pour tout f € Cy(Z) quivaut 1 sur U, py o w(f) = pu.

Démonstration. D’apres le lemme (1.3.50, il suffit de démontrer chacune des égalités sur les fibres.

(i) Soientx € X et f € Cy(Z). Comme fxy = xyf alorsona:
PU,x © Wm(f\Zx) = Wm(XUm) o Wm(f|Zx) = Wm(f\Zx) O PU,x-
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(ii) Si f € Cyp(Z) est a support dans U, alors xyf = f et donc pour tout = € X,
PUz © T (fiz,) = (XU, f12,) = T2 (f12,)-
(iii) Si f € Cy(Z) vaut 1 sur U, alors xyf = xu et donc pour tout z € X,
puz© Tz(f1z,) = (XU, fi2,) = PU-
[ |

Proposition 3.1.5 (Propriétés des boréliens réguliers). Soit p : Z — X une application continue
entre deux espaces localement compacts. Soit £ un Cy(X )-module de Hilbert muni d'une Cy(X)-
représentation non-dégénérée 7 : Co(Z) — L, (x)(E). Soient U et V deux boréliens w-réguliers de
Z et py, pv les projecteurs associés. Alors les boréliens U UV, U NV et U\V sont w-réguliers et les
projecteurs associés sont :

PUUV ‘= PpU +Pv —PU°PV, bunv = pu o pv, PU\V ‘= PU —PUOPV.

Plus généralement, une réunion finie, intersection finie et une différence de boréliens w-réguliers de
Z est m-régulier.

Démonstration. Les projecteurs py et py commutent car ils commutent fibre a fibre. En effet, pour
toutx € X :

PUw O PVie = Tz(XU.XV,) = Te(XVaXU,) = PV © DU
« Montrons que le projecteur pyy convient. On a pour tout z € X :
PUW,e = DUz + PV — PUz O PVe = Ta(XU,) + Te(Xv,) — Te(XU.XV2) = Tz(XU,0v,) = Ta(X@wuv),)

donc U UV est w-régulier et le projecteur associé est pyy .

* Montrons que le projecteur pyny convient. On a pour tout x € X :

PUAVz = PUz PV = Te(XU.) © Te(Xve) = Te(Xv.nve) = Te(Xwnv),)

donc U NV est w-régulier et le projecteur associé est pyny .

* Montrons que le projecteur py\y- convient. On a pour tout x € X :

PU\Ve = PUz — DUz ©PVe = Te(Xu\w.nv) = Te(X@\V),)
donc U\V est w-régulier et le projecteur associé est pin\y - [ |

Proposition 3.1.6 (Propriétés des ouverts localement réguliers). Soit p : Z — X une application
continue entre deux espaces localement compacts. Soient F un Cjy(X)-module de Hilbert muni
d’une Cy(X)-représentation non-dégénérée 7 : Co(Z) — L (x)(E). Soient U et U’ deux boréliens
localement 7-régulier de Z. Alors U N U’ est encore localement w-régulier.

Plus généralement, une intersection finie de boréliens localement 7-réguliers de Z est localement
m-réguliere.

Démonstration. Soient U et U’ deux boréliens localement w-réguliers de Z et x € p(UNU’). 1l existe
deux voisinages ouverts V et V' de x dans X tels que U}y, est my,-régulier et U’y est 7y/-régulier.
) pY : / 7 .
D’apres la remarque , on obtient que (U\V)\vmﬂ (resp. (U |V/)|Vm/,) est (7r|v)|‘mv,-reguher

(resp. (mvl) % ~y--régulier). Posons W =V NV’ C X. Alors Ujy et U|/W sont y-régulier et :

(UﬂU/)WV = U\WmUl|W

donc d’apres la proposition [3.1.5, le borélien (U N U’)y est encore )y, -régulier.
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Nous allons a présent voir que les notions définies précédemment sont compatibles avec I'action
d’un groupoide c’est-a-dire que la régularité (resp. régularité locale) d’'un borélien est conservée par
I'action d’un groupoide ample (resp. étale).

Proposition 3.1.7 (Translaté d’un borélien régulier si G est ample). Soient (G, X) un grou-
poide ample et Z un G-espace d’ancre p : Z — X. Soit (E,V) un Cy(X)-module G-équivariant
muni d’'une Cy(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante :

I C()(Z) — XCO(X)(E)

Si U C Z est un borélien w-régulier et K une bissection compacte-ouverte de G, alors le translaté
U - K est encore w-régulier.

Démonstration. En utilisant la description du pull-back a I'aide du produit tensoriel (voir remarque

1.3.57),ona:
s*E=F Ro, C()(g) et r*"E=F R, Co(g)

ot les applications @, : Co(X) — L, 6)(Co(G)) et @, : Co(X) — Zry(6)(Co(G)) sont définies pour
tous ¢ € Cp(X),£ € Cy(G) ety € G par :

(2:)©) (1) =9(sNER) et (2)(©)) () = 2lr(M)EA).
Soient i I'injection de K dans G et j l'injection de s(K') dans X. Puisque s(K) = K, alors :
(s1)"Co(X) = C(K) =~ C(s(K)) = j"Co(X),
et donc :
("B = i (s"E)
= (sod)"(F)
= sgE
— FE ®q>5|K STKCQ(X)
~ E®e, j Co(X)
= jJ*E
= Blso

On a de méme, (r*E)|x ~ Ej,(k). Ainsi, en restreignant I'unitaire V' a la bissection K, on obtient
un unitaire noté W :
W Bls(x) = Elr(x)

qui est C'(K)-linéaire (apres avoir identifié K, s(K) et r(K)) et vérifie pour tout vy € K :
WS(’y) =V, et (W*)T(,y) = V,y—l.

Soit py le projecteur associé au borélien w-régulier U. Soit py.x : E — E l'opérateur définit pour
tout £ € F par:
W= o (pu)B, e, W) si& € Ejyk
pu-K(€) = { e o
0 sinon.
Vérifions que le projecteur py.x convient. Soit z € X.
* Sixz ¢ s(K),alors (U - K), = @ donc (X (v.k),) = 0 = PU-K o

* Siz € s(K), alors il existe v € K tel que x = s(). Par injectivité de s sur la bissection K, on
obtient :
(U-K), = Un.
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Comme la représentation 7 est G-équivariante, on obtient :

Te(XU-K),) =  Tsty) (XUy)
V'y*1 © 7Tr('y)(XU) © VV
Vo1 0Pu(y) © Vy
= (W) 0 PUr(y) © Wi

- <W* © (PU)|B (i © W)

= DPUKz-

s(v)

Donc 7, (xv.x) = pu-Kk,« pour tout z € X et donc le translaté U - K est w-régulier.
[ |

Proposition 3.1.8 (Translaté d’un borélien localement régulier si G est étale). Soient (G, X)
un groupoide étale et Z un G-espace d’ancre p : Z — X. Soient (E,V) un Cy(X)-module G-
équivariant et 7 : Co(Z) — L, (x)(E) une Cy(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante.
Soient U C Z un borélien localement 7-régulier et B C G est une bissection ouverte. Alors il existe
une bissection ouverte B’ C G telle que (U - B)4(p) est m|sp-régulier. En particulier, le translaté
U - B est localement 7-régulier.

Démonstration. Soit y € p(U - B). Il existe u € U et v € BN GPW tels que y = p(uy) = s(v).

Comme r(vy) € p(U) et que U est localement w-régulier, il existe un voisinage ouvert V' C X de

r(v) tel que Uy soit my--régulier. Quitte a remplacer V' par V' N r(B), on peut supposer que

V' C r(B). La bissection ouverte B’ := B Nr~ (V') vérifie r(B') = V'. Montrons que (U - B) s

est 7|4 pr)-régulier. De la méme fagon que dans la démonstration de la proposition(3.1.7, on a :
(s"E)jp = E®s, , Co(B) = Ejgzy et (rE)p = E®a,  Co(B) = Epp).

Ainsi, en restreignant 'unitaire V' a la bissection B’, on obtient un unitaire noté W :

W By = Bl

induisant 'unitaire V, : E,,) — E,( pour tout v € B, et qui est Co(B’)-linéaire (apres avoir
identifié B, s(B’) et r(B’)). On a de plus, pour tout v € B’ :

WS(')/) =V, et (W*)r('y) = V,y—l.

On note (py) () € Lcoy(r(B')) (E‘T(B/)) le projecteur associé a 'ouvert . g/ -régulier U}, (/). On
considere la projection :

pu-B = W* o (pu)iry oW € Logsnry) (Blsinr) -

On a donc le diagramme commutatif suivant :

Els(pr) Ejr(pry
PU-B\L l(pU)r(B/)
Elspy < Eir(n)

Vérifions que le projecteur py.p convient. Soit x € s(B’). Il existe v € B’ tel que = = s(v). Par
injectivité de s sur la bissection B, on obtient :

(U-B)z =Ux

de plus, W V, et (W*),(,) = V,-1. Comme la représentation 7 est G-€équivariante, on obtient :

v) =
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(Ms81), XU-B).) = Tay)(XUA)
= Viwommhu)oly
V-1 0Dur(y) © Vy
(W) © PUr(y) © Wit
(W* opy o W)

= DPU-Bz-

s(v)

Ainsi (U - B)s(pr) €st mjspr)-régulier et donc le translaté U - B est localement r-régulier.
]

Corollaire 3.1.9. Soit (G, X) un groupoide ample et compact. Soit Z un G-espace d’application
d’ancrage p : Z — X. Soit E un Cy(X)-module G-équivariant muni d'une Cy(X)-représentation
non-dégénérée et G-équivariante 7 : Co(Z) — Lgy(x)(E). SiU C Z est m-régulier alors U - G est
m-régulier.

Démonstration. Le groupoide G étant ample et compact, il se décompose en une réunion finie de
bissections compactes (K;)i<i<, €tona:
n
U-g =|JU-K.
i=1
Pour tout i € [1,n], le translaté U - K; est w-régulier donc d’apres la proposition 3.1.7] I'orbite U - G
est w-réguliere. [ |

Proposition 3.1.10. Soit p : Z — X une application continue entre deux espaces localement
compacts. Soit £ un Cy(X)-module de Hilbert muni d'une Cy(X)-représentation non-dégénérée

71 Co(Z) — ZLoyx)(E). Soit U C Z un ouvert. Supposons qu’il existe des ouverts V1, ..., V, dans
X tels que :
* p(U)=JVis
i=1

* Uy, est my,-régulier pour tout i € [1,n].

On suppose qu’il existe également une partition de 'unité (¢;)1<i<n : p(U) — [0;1] associée au
recouvrement de p(U). Alors 'ouvert U est w-régulier.

Démonstration. Pour tout i € [1,n], on note p; : Ejy, — Ejy, le projecteur associé a l'ouvert Uyy;.
Soit p : E — E l'opérateur adjoignable définit pour tout e € FE par :

ple) = Y pile- ).
=1

Montrons que p, = m,(xy,) pour tout z € X. Soit x € X. On distingue deux cas.

* Casol x € p(U). Pour tout ¢ € [1,n], si z ¢ V;, alors ¢;(z) = 0 et comme > | ¢;(z) =1, on
obtient :

pe = Y piati(®) = 3 (), (Wi ) 6i@) = 3 melxw)dil@) = malxw,):
i=1 i=1

i=1

* Casouxz € X\p(U). Alors pour tout i € [1,n], z ¢ V; donc ¢;(z) = 0. On obtient alors p, = 0.
De plus, U, = @ donc 7, (xv,) = 0.
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Nous pouvons & présent généraliser le corollaire[3.1.9)aux cadres des groupoides étales et compacts.

Corollaire 3.1.11. Soient (G, X) un groupoide étale et compact et Z un G-espace d’ancrep : Z — X
que l'on suppose ouverte. Soient £ un Co(X )-module G-équivariant et 7 : Co(Z) — L, (x)(E) une
Co(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante. Si U C Z est w-régulier alors l'orbite U - G
est w-réguliere.

Démonstration. Soit n € G. La fibre G ) est finie (car elle est compacte et discréte), on note :

s(n
gs(n) = {7?7 cee 7’7;)7}

Soit ng C G une bissection ouverte contenant 7;7. Quitte a réduire chacune des bissections, on peut
supposer que I'ouvert s(BY,) est indépendant de j et que l'application x € s(BY,) — Card(G,) est
constante (une telle application est continue d’apres le lemme [2.3.3)).
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FIGURE 3.2 — Recouvrement en bissection de la s-fibre.

Par compacité de G, on obtient I'existence d'une famille de bissections ouvertes (B; ;) 1<i<q de G
1<<pi
telle que :
a pi

M ¢=UBij;

i=1j=1
(if) pour tout: € [1,¢], I'ouvert s(B; ;) est indépendant de j et on pose V; := s(B;1);

Di
(iii) pour tout i € [1,¢], on a I'égalité Gy, = U B; ;.
j=1
D’apres (iii), on a pour tout i € [1,¢] :

Di
U-9v=JU-Bi;
j=1

17. Plus précisément, quitte & remplacer BY, par B, N 571 (ﬂ S(ng)> , ONl peut supposer que pour tous ¢, j € [1,n]
k=1
disctints, on a s(B7,) = s(B],).
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q
et d’apres (i), ona X = U V.

i=1
Soient i € [1,q] et j € [1,p;]. Par hypothese, U est w-régulier. En particulier, la restriction U, (p, )
est donc . (p, ,)-réguliere. En utilisant la démonstration de la proposition(3.1.8/avec V' = r(B, ;), le
translaté U-B; ; = (U-B; j)5(B, ;) €St T|s(B, ;)-Tégulier C’est-a-dire 7y, -régulier. D’apres la proposition

3.1.5, (U - G)y, est my,-régulier. Finalement, d’aprés la proposition|3.1.10} on en déduit que l'orbite
U - G est m-réguliére. [ |

3.2 Représentation réguliere et localement réguliere

Etant donnée I/ une partie génératrice de la topologie de Z, 'objectif de cette partie est d’étudier les
propriétés des représentations 7 : Co(Z) — L, (x)(E) pour lesquelles tous les ouverts de U sont
m-réguliers ou localement w-réguliers.

Définition 3.2.1 (Représentation réguliere). Soient p : Z — X une application continue entre
deux espaces localement compacts, £ un Cy(X )-module de Hilbert muni d'une Cy (X )-représentation
m: Co(Z) — Loy(x)(F) et U une partie génératrice de la topologie Z. On dit que la représentation
mest:

* U-réguliére si w est non-dégénérée et si tout ouvert U € U est w-régulier;
* localement U/-réguliére si 7 est non-dégénérée et si tout ouvert U € U est localement r-régulier.
De plus, on pose :

* U I'ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont w-réguliers pour toute repré-
sentation U-réguliere.

* U, 'ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont localement w-réguliers pour
toute représentation localement U-réguliére.

Exemples 3.2.2. 1. Si X est réduit a un point, alors on a vu que tout ouvert U € U est w-régulier.
On en déduit que toute représentation non-dégénérée de Cy(Z) sur un espace de Hilbert est
U-réguliere pour toute partie génératrice I/ de la topologie de Z, et I{ est I'ensemble de tous
les ouverts relativement compacts.

2. Dans le cas ou Z = X et p = idy, alors si &/ désigne une partie génératrice de la topologie de
X, lareprésentation 7 : Co(X) — L, (x)(Co(X)) donnée par la multiplication est localement
U-réguliere. En effet, si U € U etz € p(U) = U, alors on pose V,, = U. Dans ce cas, Uy, = U
et le projecteur est id¢, 1y € Loy w)(Co(U)) = Cy(U).

Une premiére conséquence directe de la définition est que la régularité est conservée par somme
directe.

Lemme 3.2.3. Soient p : Z — X une application continue entre deux espaces localement compacts
et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient F; et Fy deux Cy(X )-modules de Hilbert
munis de représentations U-régulieres m1 : Co(Z) — Loyx)(E1) et w2+ Co(Z) — Loy (x)(E2).
Notons 71 & 72 € Zg,(x) (E1 @ E») la somme directe des représentations m; et 7.

(i) Sim et my sont U-réguliéres, alors m; & 7o est encore U/-réguliére.

(ii) Sim et o sont localement U/-réguliéres, alors m; & 7o est encore localement I/-réguliére.

Démonstration. (i) Soient U € U et p; le projecteur associé a la représentation U-réguliere ;.
Alors le projecteur p; © pa € L, (x)(E1 @ E2) vérifie :

Ve e X, (p1 @pz)z = (71'1@772)36(XUm)'
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(ii) Soient U € U et x € p(U). Comme m; et w2 sont localement U/-régulieres, il existe deux
voisinages ouverts V3, V2 C X de x tels que Ujy, est myy,-régulier et Uy, est may,-régulier.
Posons V' := V; N V. Alors d’aprés la remarque Pouvert Uy est a la fois 7y -régulier
et oy -régulier. Soient p1 € Ly (v)(E1v) et p2 € Zeyv)(E2)v) les projecteurs associés.
Considérons le projecteur p = p; @ p2 dans L, (v) ((E1 @ Eg)‘v). Alors pour tout z € V' :

Pz = Pia @22 = Tiz(Xv,) ®mz(Xv,) = (m1 @ m2)z(Xxv,)

et donc Ujy est (m @ ma)y-régulier c’est-a-dire que la représentation 71 @ 72 est localement
U-réguliére.
]

On donne a présent une caractérisation des représentations I/-régulieres dans le cas ou la base est
totalement discontinue (typiquement, la base d’un groupoide ample).

Lemme 3.2.4. Soit p : Z — X une application continue entre deux espaces localement compacts.
Soient £ un Cp(X)-module de Hilbert muni d’'une C(X)-représentation 7 : Co(Z) — Loy (x)(E)
et U une partie génératrice de la topologie de Z. Supposons que X est totalement discontinu et que
pour tout U € U, p(U) soit un compact-ouvert de X. Alors on a '’équivalence :

mest U-réguliere <= est localement U-réguliere.

Démonstration. Si 7 est U{-réguliere, alors d’apres la remarque [3.1.2] tout borélien 7-régulier
est localement 7-régulier donc 7 est localement U/-réguliére.

Soient U € U, z¢ € p(U) et V un voisinage ouvert de zo dans X tel que U}y, est m-régulier.
Comme X est totalement discontinu, il existe un voisinage compact-ouvert W C V de xg
et en conséquence, xw € Co(V). Notons py € Ly (v) (E|V) le projecteur associ€ a Ujy . La
restriction de py a louvert W fournit un projecteur noté pjy € ZLoyw) (E‘W). Pour tout
reX,ona:

| m(xv,) sizxeW
(o), = { 0 sizg¢Ww — 2 (XU e )

donc Uy est m-régulier. Par compacité de p(U), il existe un entier n > 1 et des compacts-
ouverts Wy, ..., W, dans X tels que p(U) = U, W; et Uy, est m-régulier pour tout i € [1,n].
On obtient donc la décomposition :

v =JUw.
i=1

donc d’apres la proposition [3.1.5 le borélien U est w-régulier. Ainsi, 7 est U/-réguliére.

3.3 Action localement induite par des boréliens réguliers

Le but de cette partie est de démontrer un résultat analogue a celui de Jean-Louis Tu (voir [49] p.

17) mais adapté a notre cadre. Dans la suite, on rappelle que la notion de sous-groupoide a été
introduite dans la définition

Définition 3.3.1. Soit G un groupoide localement compact. Un sous-groupoide relativement clopen
de G est un sous-groupoide H ouvert dans G tel que H est fermé dans G,,(o).

Remarque 3.3.2. Soient G un groupoide localement compact et # un sous-groupoide relativement
7 0 Je 0 0
clopen de G. Alors H est fermé dans gh! ) et donc H est fermé dans G*'” N Gy = g;j((o)) .

18. Car l'application v € G — v~ ! est un homéomorphisme
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Lemme 3.3.3. Soit p : Z7 — X un homéomorphisme local entre deux espaces localement compacts.
Soient s1,s2 : X — Z deux sections de p égales en un point x(. Alors il existe un voisinage U C X
de 2o € X tel que S1u = S2ju-

Démonstration. Notons zg = s1(z) = s2(x¢). Il existe un voisinage V' C Z de zj tel que I'application
piv = V. — p(V) soit un homéomorphisme. Comme z¢ € p(V'), alors par continuité de s; et sy, il
existe un voisinage U C p(V') de xg tel que s;(U) C V et so(U) C V. Alors pour tout x € U :

pvosi(z) =z = py o s2(w),
donc s1(x) = (pp) ' 0 ppv © s2(x) = sa(x). DOl 1) = s2)1. |

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer et de démontrer le théoréme suivant (puis le théoreme
3.3.5), affirmant que I'action propre d’un groupoide ample est localement induite par une famille
de sous-groupoides relativement clopens. On rappelle que :

* si G un groupoide localement compact, # un sous-groupoide fermé de G et Z un H-espace a
droite d’application d’ancrage p : Z — H(?), alors I'espace induit est I'espace des orbites de
action de H sur Z x,, G :

Z XHQ = Z Xpr g/H

* Uy désigne I'ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont localement 7-
réguliers pour toute représentation localement I/-réguliere.

Théoreme 3.3.4. Soit (G, X ) un groupoide étale agissant proprement a droite sur un espace loca-
lement compact Z. Soient I/ une partie génératrice de la topologie de Z et E un Cy(X )-module de
Hilbert G-équivariant. Alors pour tout zy € Z et tout voisinage ouvert U C Z de z, il existe :

* un sous-groupoide relativement clopen # de G;
* un voisinage ouvert V C U de zy appartenant a I/, et qui est H-invariant;

tels que l'application :

[v,9] — vy

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Démonstration. Soient zy € Z et p : Z — X l'application d’ancrage associée a I'action de G sur Z.
Posons xy = p(zp). Comme X est localement compact, il existe un voisinage compact W, C X de
xo. Considérons Fy, le stabilisateur de z( c’est-a-dire Fjy = {y € Gr(=0) | zoy = 20} et remarquons que
pour tout y € Fy, on a xg = s(y) = r(). L'action de G sur Z étant propre, Fj est un sous-groupoide
fini de G qui est un groupe. Pour tout v € Fj, il existe une bissection ouverte U, contenant .

uitte a remplacer W, par Wo N r(U,)) (qui est non vide car contient xy), on peut supposer
p P 7)) \q p pp
neky
que Wy C r(U,) pour tout v € Fy. Soient v € Fy et p, la section locale en ~ associée a r c’est-a-dire

I'application :
Wy — U,
by -1
Tl o= (w) @
vérifiant p,(z9) = 7. On considere ’homéomorphisme local ¢, := sop, : Wy — s(Uy). Soient

~,n € Fy. Alors on obtient :

pv(xo)pn(SO'y(xO)) = pw(lﬁo)pn(sﬁ))
= Pw(ﬂﬁo)pn(ﬂﬁo)
= m
= py(@o).
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Posons W := m oy L <S(Un) N Wo). Les applications :
nEky

x € Wy = py(x)py(py(z) et x € Wy — pyy(z)

sont deux sections locales continues de r égales en xy donc sont égales sur un voisinage de g
d’apres le lemme Il existe donc un voisinage compact W; C W de z tel que pour tous
v,y € Fyettoutz € Wy :

Py (2)py (04(2)) = pyy ().
Posons : .
A= ﬂ Oy (Wl) C X.

YE€Fo

Alors A est un ouvert de X @ Si~,y € Fyetx € A, alors on obtient :

Py (py(z)) = sopy(py(z))
= 5(py(@)py (3 (@)
5 (Pyy (2))
= Py (@)
De plus, pour tout x € A :

Pzo(T) = 50 (7"|Uz0>_1 (x) = s(z) = =.

On définit alors une action a droite de Fj sur A en posant 7y := ¢~ (x) pour tous vy € Fy,z € A. De
plus, A contient x( car pour tout v € Fy, zo = s(y) = s o py(z0) = ¢(x9) € A et par définition, A
est invariant sous I'action de Fj. Ainsi, A est un voisinage Fy-invariant de x.

» Considérons les applications continues"| suivantes :

A
(D’{ANFO — gA ot Q)(O){A — X

(z,7) — py() T — T

On vérifie que so® = ) 054, ,,70® = O 074, De plus, si (z,7) et (z/,~) sont deux paires
composables dans A x Fy, alors on a ' = zy = ¢, () et donc :
(z,7)0(2,7) = py(x)py(a’)
= py(@)py ()
= Py ()
= O(z,77).
Ainsi, ® est un morphisme de groupoides (voir définition [1.2.4). Considérons le sous-espace de G4

suivant :
H = (I)(A X Fo)

H est stable par produit et inverse donc c’est un sous-groupoide de G4 dont la base est :
HO = O <(A . F0)<0>) — 0 (4) = A.
Nous allons montrer qu’il est relativement clopen dans G. Remarquons que I'on a :

H= ] eAx{})

YEFo

19. ¢, est un homéomorphisme local donc ., (W) est ouvert.
20. Si~yo € Fy, alors I'application © € A — p,, (x) est continue donc ®| 4 (.} aussi, et comme Fy est fini, alors ® est
continue.
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Pour montrer que H est ouvert dans G, il suffit donc de montrer que ®(A x {~}) est ouvert pour tout
v € Fp. Pour tout v € Fy, ona ®(A x {~}) = (T"UW)_l(A) qui est ouvert car A est ouvert dans X.
De plus, la base de H, c’est-a-dire A, est aussi ouverte dans la base de G, c’est-a-dire X. Donc H est
ouvert dans G. Montrons que H est fermé dans s~ (#(?). Soit (hy), une suite dans H convergente
vers h € s~1(A). Montrons que h € H. Il existe deux suites (ay), dans A et (7)), une suite dans Fy
telles que pour tout A :

hy = ®(ax,7r)

Quitte a extraire une sous-suite de (v, ), on peut supposer que la suite (,), est constante égale a
70- En composant par s, on obtient :

s(hx) = axyo,
C’est-a-dire que ay = (s(hy))y, ' Comme la suite (s(hy)), converge dans A vers s(h) € A et que A

est stable par Fy, alors la suite (ay), converge dans A vers a := (s(h)).y; * € A. Ainsi, comme A est
séparé, alors par unicité de la limite, h = ®(a, o) donc h € H.

e Dans la suite, on montre qu’il existe un voisinage 7-régulier V; C p~'(A) de 2 tel que pour tout
v € G\'H, lensemble V; N Vi est vide. Posons C' = (Z x,,, G) \ (Z x,, H) et :

a'{prﬁ,.g — ZxZ
' (z,7) +— (2,27)

Remarquons que si y € Fy, alors v = py(x9) = ®(x0,v) € H donc Fy C H et ainsi (20, 20) ¢ a(C).
Comme H est ouvert dans G, alors C' est fermée. L’action de G sur Z est propre donc « est propre
et donc fermée. Ainsi, o(C') est un fermé de Z x Z. Soit donc V; C U un voisinage ouvert de zj tel
que (V1 x V1) Na(C) = @. Soit m : Cp(Z) — Ly (x)(£) une représentation localement U/-réguliere
quelconque. Un voisinage ouvert de 2z, dans V; vérifie encore I'égalité précédente donc quitte a
restreindre V7, on peut supposer que :

— V14 est relativement compact ;
— Vi € U et en particulier, V; est localement 7-régulier ;
— W C p_l(A).

Si Vi NViy # @, alors il existe v, v’ € V; tels que (v,v'y) € Vi x V; et donc v € H. Remarquons que
tout ouvert dans V; vérifie encore cette propriété. Posons :

V= () Vi-®A4{1) C U.

YE€Fo

Pour tout v € Fy, Vi - ®(A, {7}) est bien définie puisque r(®(A, {7})) € H® = A et que I'on
a choisi V7 dans p~!(A). De plus, V est un voisinage ouvert de zy dans U qui est H-invariant
(par définition de 7). Pour tout v € Fy, on a ®(A,{v}) C U, donc ®(A, {}) est une bissection
ouverte et V; est localement 7-régulier donc d’aprés la proposition [3.1.8] le translaté V; - ®(A, {7})
est localement w-régulier. Puisque V' est une intersection finie de boréliens localement w-régulier,
alors V est localement 7-régulier (proposition [3.1.6)). Ceci étant vrai pour toute représentation -
réguliere 7, on a donc montré que V € u loc- Considérons I'application :

[v,7] — vy

* 1) est bien définie car si [v,~] = [v/,/] pour v,v’ € V ety € GPV) o/ € Gr¥) alors il existe
n € H tel que v = v'n et v = n~ 14/ donc vy = vy~ = 'Y .

* L’application 1) est continue et G-équivariante.
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* 1 est injective car si vy = v'v/, alors v = v'/'y"! € VNV (y/y7!) et donc vy~ € H dou
[v,7] = [v',+/]. L'application inverse est :

b1 :{ V-G — VxuG
vy —  [v,7]
qui est bien définie pour les raisons évoquées plus haut. On montre que ¢ est une application
ouverte ce qui prouvera la continuité de ¢~!. L’application f : V x,, G — V - G est ouverte

donc si O est un ouvert de V' x4 G, alors en notant ¢ : V x,, G — V x4 G l'application
quotient, on obtient :

¥(0) = f(a'(0)).
Donc 1 est ouverte puisque f 'est et que ¢~1(O) est un ouvert de V x,, G.
|

Dans le théoreme suivant, on rappelle que ¢/ désigne 'ensemble des ouverts relativement compacts
de X qui sont w-réguliers pour toute représentation /-réguliere.

Théoreme 3.3.5. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre. Soient I/ une partie
génératrice de la topologie de Z et E un Cy(X)-module de Hilbert G-équivariant. Alors pour tout
20 € Z, pour tout voisinage ouvert U C Z de zy, il existe :

* un sous-groupoide compact-ouvert H C G;
* un voisinage ouvert V' C U de z, appartenant a U et qui est H-invariant;

tels que l'application :
w-{ VxuG — V.G
L Al ey

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Démonstration. On reprend la démonstration précédente en y indiquant les changements obtenus
dans le cas ot 'on suppose G ample. La base X du groupoide G étant totalement discontinue, on
peut choisir W; C X compact-ouvert et poser :

A= () ¢,(W)CX

qui est encore compact-ouvert. Par conséquent, le sous-groupoide de G :

1= | s(Ax {7}

YEFy

est a son tour compact-ouvert. Soit 7 : Co(Z) — L, (x)(F) une représentation U-réguliere. Puisque
V1 € U alors en particulier V) est w-régulier. Par ailleurs, ¢(A x {v}) est une bissection compacte-
ouverte de G, donc d’apres la proposition le translaté V; - ¢(A x {v}) est m-régulier puis par
intersection finie, V' est w-régulier. Ceci étant vrai pour toute représentation ¢/-réguliere, on a donc
V € U. La fin de la démonstration est similaire 4 la précédente. [ |
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Chapitre 4

Géométrie coarse et représentations
admissibles

Dans ce chapitre, nous commencerons par énoncer quelques résultats préliminaire qui nous per-
mettront de démontrer, dans le cas des G-complexes simpliciaux, I'existence des représentations
régulieres (théoréme [4.2.1). Nous introduirons ensuite la notion d’ensembles contr6lés puis celle
de support d’'un opérateur et les propriétés qui y sont associées. Nous terminerons ce chapitre en
démontrant I'existence de représentations admissibles dans le cas des G-complexes simpliciaux (voir
théoréme [4.4.3).

4.1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette partie, nous introduisons les définitions et les résultats préliminaires nécessaires a la

démonstration des théorémes et

Définition 4.1.1. Soient Z et X deux espaces localement compacts et p : Z — X un homéomor-
phisme local. On munit C.(Z) d’'un produit scalaire a valeurs dans Cp(X) et d’'une action a droite
de Cp(X) en posant pour tous f,g € C.(Z),p € Co(X) etz € X :

(9o (@) = Y F(Z)g(z) et (f-9)(z) = f(2)e(p(2)),

2E€EZy

oulonaposé Z, := {z € Z|p(z) = =} qui est un espace discret, en particulier, la somme précédente
est finie car f et g sont a support compact.

On note alors L?(Z, p) le complété séparé de C.(Z) pour le produit scalaire précédent. Ces opéra-
tions conférent a L?(Z, p) une structure de Cy(X)-module de Hilbert. De plus, la fibre en z € X de
L?(Z, p) sidentifie a (2(Z,) .

Remarque 4.1.2. Si Z = G et p = s, on retrouve le Cy(X)-module standard L?(G).

Notre but dans la suite sera de montrer que 'on peut construire une représentation admissible
dans le cas de G-complexe simpliciaux. L’idée est de construire d’abord une représentation réguliere
injective puis, en tensorisant par un module de Hilbert adéquat, on obtiendra une représentation
admissible.

Lemme 4.1.3. Soient Z et X deux espaces localement compacts et p : Z — X un homéomorphisme
local. Alors l'application 7 : Co(Z) — Zcy(x)(L*(Z, p)) définie pour tous f € Co(Z) et & € Ce(Z)
par :

(&) = f€
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est une Cy(X)-représentation fidele et non-dégénérée. De plus, si U/ désigne 'ensemble des ouverts
U de Z tels que p);; est un homéomorphisme sur un ouvert de X El, alors 7 est une représentation
localement I/-réguliere.

Démonstration. * Soient f € Cy(Z) et{ € Co(Z).On a

17 (A N2z, = IfElF2z,) = sup Do FEPEEEP < 11131El 22(2,0)

ZEZI
Donc HW(f)cho(x)(Lz(Z,p)) < ||f]lo et alors 7(f) s’étend en un opérateur borné sur L?(Z, p). On
vérifie que 7(f) est adjoignable avec 7 (f)* =« (f). De plus, si p € Cy(X) etz € Zona:

(7(7-9)©) (@) = FERp)EE) = FEE-9)) = (TAE- ) ().

Donc 7 est une Cy(X)-représentation et elle est fidele car chaque 7, l'est pour tout z € X ou
7y 2 Co(Zy) — L (EQ(ZQC))

* Soient ¢ € C.(Z) et f : Z — [0; 1] une fonction continue a support compact qui vaut 1 sur supp(§).
Alors 7(f) (&) = f&€ = €. Par densité de C.(Z) dans L?(Z, p), on obtient que le sous-espace :

{7(5)©) | f€Co(2).6 € 1%(Zp)}

est dense dans L?(Z, p). Ainsi 7 est une représentation non-dégénérée.
* Soit U un ouvert de Z tel que p|;; est un homéomorphisme sur un ouvert de X. Soit x € p(U) et V/
un voisinage de x dans X relativement compact tel que V' C p(U). Donc (p|U)_1(V) C U et d’apres
le lemme|1.2.28] il existe ¢ € C.(Z) tel que Pl(p)-1(v) = Let supp(y) C U. Notons M, 'opérateur
de multiplication par ¢ sur L?(Z, p). Soient x € V, f € C.(Z,) et z € Z,.

e Siz ¢ U,alors:

(M), (D] () = () (2) = 30 (2)(2) = [m2 () ()] (2):

=0

* SizeU,alors z € UNZ, C (pjy)~H(V), donc :

On a donc montré que :
Ve eV, (M), =72 (Xwy).)-

Ainsi, louvert Uy est m)y -régulier et le projecteur associ€ est (Mo)|r2( Zivopiv)” Tout ouvert U € U

est localement m-régulier, ce qui prouve que 7 est une représentation localement I/-réguliere.
|

Lemme 4.1.4. Soient X et Z deux espaces localement compacts et p : Z — X un homéomorphisme
local. Si X est totalement discontinu alors Z aussi.

Démonstration. Soient z € Z et U un voisinage compact de 2. Il existe un voisinage U’ dans U de z
tel que p : U" — p(U’) soit un homéomorphisme. Comme X est totalement discontinu, il existe
un voisinage compact-ouvert V de p(z) dans p(U). Posons W = (py/)~' (V) N U. Alors W est un
voisinage compact-ouvert de z dans U. |

Dans [35]], Alan Paterson démontre un théoreme de stabilisation pour les groupoides propres a base
dénombrable. Nous allons démontrer dans la suite un résultat similaire dans le cas d’'un groupoide
étale compact (voir [4.1.6). Si (G, X) est un groupoide compact étale et H un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie, alors C(G, H) est un C'(X )-module (a droite) G-équivariant ou :

21. U est bien une partie génératrice de la topologie de Z.
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* l'action a droite de C'(X) sur C(G, H) est donnée pour tous { € C(G, H),p € C(X)etye g
par :

(€-9)(7) = EMe(s(7),

* le produit scalaire sur C(G, H) a valeurs dans C'(X) est donné pour tous &1,&; € C(G, H) et

x € X par:
(€1,&)c Z (&(v)

’Yegz

* la fibre de C(G, H) en z € X est isomorphe a C(G,, H) et I'action de G sur C(G, H) est alors
donnée pour tout v € G par :

U. - C(gs('y)7H) - C(gr(’y)aH)
T f — [an(m)

On passe a présent a un lemme technique qui permettra de démontrer le théoreme de stabili-
sation pour les groupoides compacts étales.

Lemme 4.1.5. Soient (G, X') un groupoide étale compact et (£, V') un C(X)-module G-équivariant
dénombrablement engendré (en tant que C(X)-module). Soit H un espace de Hilbert séparable
de dimension infinie. Alors E' est isomorphe, en tant que C'(X )-module G-équivariant, a un facteur
direct de C(G, H).

Démonstration. Puisque H est séparable, alors d’apres le théoréme de stabilisation de Kasparov, on
a I'isomorphisme de C'(X)-modules :

E® (H S C(X)) ~ H®c C(X).

c’est-a-dire E¢C(X, H) ~ C(X, H). 1l existe donc une isométre W : E — C(X, H) obtenue comme
la composée des isométries £ — E @& C(X, H) — C(X, H). Considérons Wy la composition :

E % 5 S e "% »(CX,H) ~ CGH) £ C(G H)

ol
Q1€ [’y — e(s(’y))} et g : & — |:’y — (}ard(géw)/?} c’est-a-dire que I'on a pour tous ¢ € E
™)
etyeg:
Wo(e)(1) = s Wy o V5 (e(s(1)).
Card(Gy(,))'/2 r(v) ® Yy

On vérifie que W est adjoignable d’adjoint donné par la composition :

-1

C(G, H)~r(CX,H) X e S ¢ 2 E

1
oll 3 est I'application qui envoie ¢ € I'(G, s*£) sur la section continue[3|z — ——————
3 PP q § (G,sE) Card(gx )1/2 7% £y
L’adjoint W est donc défini pour tous § € C(G, H) etz € X par :

1

cm(gxigiv o Wiy (6)-

W5 (§)(z) =

22. L’application v € G +— Card(G,(,)) est continue d’apres le lemmem

23. Le lemme|2.3.3|assure que x — VEZQ E(vy) etz — W sont continues donc on conclut par produit.
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Chapitre 4. Géométrie coarse et représentations admissibles

Wg est G-équivariant. En effet, remarquons tout d’abord que Card(Gy(,)) = Card(G,(,)) pour tout
v € G puisqu’une bijection (entre ensembles finis) est donnée par n € Gy, — nyt e Gr(y)- On a
donc pourtousy € G,e € Eetn € Gy :

(U0 Wa)ye) ) (elsD) ) = (Wa) ) (es(3))) ()

1
Card(Gyyy) | ) © Vm (e(s()))

= Card(Gy,) 0V (v (ets)

= Cad(G,) 0 ° Vo (Vs (elsn)))

= ((Wg), o V3) (elsn)) -

De plus, Wy est une isométrie car pour touse € E etz € X :

* 1 .
[ (WQ °© WQ) (e)] () = W ’yezgz Vy-10 Wr('y) (Wg(e)(*y))
1 *
= Card(G,) ,ygzgz Vi1 0 Wiy © Wiy 0 Vs (e(s(7)))
1

= e(x).
Par conséquent, F ~ Im(Wg) = Im(Wg o W) et :
C(G,H) = Im(Wg o W§) & Ker(Wg o W§).
|

Théoréme 4.1.6 (Stabilisation pour les groupoides compacts étales). Soient (G, X) un grou-
poide étale compact et £ un C'(X)-module a droite G-équivariant dénombrablement engendré (en
tant que C'(X)-module). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Alors il existe
un isomorphisme de C'(X)-module G-équivariant :

E®C(G H) ~ C(G, H).

Démonstration. Soit E un C'(X)-module a droite G-équivariant dénombrablement engendré. D’apres
le lemme 4.1.5} il existe un C(X)-module G-équivariant E’ tel que :

E®oFE ~ C(G,H)
en tant que C'(X)-modules G-équivariants. On a donc :
CG,H) ~ HocC(G,H) ~ Hec (E®FE') ~ (H®cE)® (H®c E) (%)
et alors :
pecg.H) ¥ (BeHecE) e (HecF) ~ (HocB)e (Hoc 2) % 0(G,H)
en tant que C'(X)-modules G-équivariants. [ |

Lemme 4.1.7. Soient Z un espace compact et totalement discontinu, X un espace compact et
p: Z — X un homéomorphisme local surjectif. Alors il existe une section globale de p c’est-a-dire
une application continue s : X — 7 telle que po s = idx.
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Démonstration. Soit z € Z. Il existe un voisinage ouvert U C Z de z, que 'on peut supposer

compact-ouvert (car Z est totalement discontinu et compact) tel que py : U — p(U) soit un

homéomorphisme avec p(U) ouvert dans X . Par compacité de Z, il existe alors des compacts-ouverts
n

Ul,...,U, C Z tels que Z = U Ui et py, + Ui — p(U;) soit un homéomorphisme pour tout

i=1
i € [1,n]. Donc par surjectivité de p :

Chaque p(U;) étant ouvert-fermé, on peut supposer, quitte a remplacer p(U;) par p(U;)\ Ué;ll p(Uj)

n
qui est encore ouvert-fermé, que I'union est disjointe X = |_| p(U;). On pose alors :
i=1

-1
si = (pv,)" 1 pUi) = Ui

qui est une section locale de p. On obtient ainsi une section globale de p. |

Le résultat suivant assure que le module H ®c L?(Z, p) est « trivialisable » sous certaines hypothéses.

Proposition 4.1.8. Soient Z un espace compact et totalement discontinu, X un espace compact et
p: Z — X un homéomorphisme local surjectif. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie. Alors il existe m € N*, des compacts-ouverts Uy, ...,U,, C X et k1, ..., k,;, dans N* tels que :

W x = |u;
i=1

(i) pour tout i € [1,m], on a 'homéomorphisme p~1(U;) = U; x {1,...,k;} et le diagramme
commutatif :
p_l(Ui) U’L X {17 7k’b}
x %
Ui;

ou IT; désigne la projection sur le premier facteur.

En particulier, on a l'isomorphisme de C'(X)-modules de Hilbert :
H®c L3(Z,p) ~ H®c C(X).

Démonstration. On montre par récurrence que pour tout n > 1, pour tout homéomorphisme local
surjectif p : Z — X avec Z totalement discontinu compact tels que max {Card(Z,) | z € X} = n,
il existe m > 1, des compacts-ouverts Uy, ...,U,, C X, des entiers ki,...,k, > 1 tels que les
propriétés (i) et (ii) soient vérifiées.
* Sin =1, alors toutes les fibres sont de cardinal 1,@ donc p est injective et donc p : Z — X
est un homéomorphisme. On prend alors m = 1, U; = X compact-ouvert, et k; =l etona:

p N U =2Z =2 X=U; = U x{1}.

En notant ® : z € p~!(U7) — (p(2),1), on a le diagramme commutatif :

p~H(Uh) Uy x {1}
S

Uy

24. Les fibres sont non vides par surjectivité de p.
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e Soit n > 2. Soit p : Z — X un homéomorphisme local surjectif avec Z totalement discontinu
et compact tel que max{Card(Z,) | x € X} = n + 1. D’apres le lemme |4.1.7, il existe une
section globale s : X — Z de p. Posons

Z1 = Z\s(X) et P1 =Pz, " Zy — p(Zy).

Alors le compact Z; est totalement discontinu en tant que sous-espace d’'un espace totalement
discontinu et p; est encore un homéomorphisme local surjectif car n > 2 avec :

max{Card(pl_l(x)) | 2 € p(Zl)} —(n+1)—1=n.

On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence a p; : Z; — p(Z1) et obtenir 'existence d’'un
entier m > 1, de compacts-ouverts Uy, ..., U,, C p(Z;), d’entiers ki, ..., k, > 1 tels que :

p(Z1)=| Ui et (p) MU = Uix{1,... .k}, Vie[l,m]
=1

et pour tout ¢ € [1,m], on a le diagramme commutatif suivant :

i (Us) Ui x {1,... ki} .
\ /
U;
Posons Uy,+1 = X\p(Z1) = ﬂ(X\UZ) C’est un compact-ouvert de X qui vérifie Card(Z,) = 1
i=1

_ N . ~ ki+1 sil<i<m
pour tout z € Uy, ;1. Onadonc p~ (Upy1) = Upy1 x{1}. Sion pose k; := { 12 sii—mt1’
ona:

m+1

X=|| et pNU)=Ux{1,... k}, Vie[l,m+1],
i=1

et pour tout ¢ € [1,m + 1], on a le diagramme commutatif suivant :

p~ L (U) U x {1,... . k;}
\ /

U;
On a donc I'isomomorphisme de C(U;)-modules de Hilbert L? (p~!(U;), p|p—1(UZ_)) ~C (UZ- x{1,..., ki})

pour tout i € [1,m]. Comme Z = |_| p~1(U;), alors on obtient les isomorphismes de C'(X)-modules

i=1
de Hilbert :

HecL?(Zp) ~ Hoc@L (07 (U), ppmrvs)
=1

12

H®C@C(Uix{l,...,ki})

m

Hec @ (C:) @)
i=1

12

T (C(U;) © H)

=1
H ®c @ C(UZ)
i=1

H ®c C(X).

12

1R

12
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I
DO

ki =5 ko=3  ky=4 ky ks = 6

Ui Us Us o Us b
FIGURE 4.1 — Trivialisation de la base.

Remarque 4.1.9. Lorsque Z n’est plus supposé totalement discontinu mais que X est a base dé-
nombrable d’ouverts, I'isomorphisme de C(X)-modules de Hilbert H ®¢ L*(Z, p) ~ H ®c C(X) est
encore valable en utilisant la théorie des champs hilbertiens de Dixmier-Douady (voir [17]).

4.2 Existence de représentations régulieres

Nous avons a présent les outils nécessaires pour démontrer I'existence des représentations régulieres
dans le cas de G-complexes simpliciaux. On rappelle que la partie génératrice S de la topologie de
la réalisation géométrique d’'un G-complexe simplicial a été construite dans la section

Théoreme 4.2.1. Soient (G, X) un groupoide ample et (Y, A) un G-complexe simplicial G-compact
et propre. Alors il existe un Cy(X)-module G-équivariant E et une représentation fidele et S-
réguliere :

m: Co(|A]) = Zoy(x)(E)-

Démonstration. On proceéde par récurrence sur la dimension du complexe simplicial (Y, A). Mon-
trons pour tout n € N, la proposition :

« Pour tout G-complexe simplicial (Y, A) propre et G-compact de dimension inférieure a n, il existe
un Cp(X)-module G-équivariant £ muni d’une représentation S-réguliere  : Co(|A|) — L, (x)(E) ».

* Soient (Y, A) un G-complexe simplicial de dimension 0 et 7 sa réalisation géométrique. Comme
7, s'identifie a un sous-ensemble de Y, I'application d’ancrage p restreinte a Z, vérifie la propriété :
pour tout y € Zj il existe un compact-ouvert U C Z; contenant y tel que p; : U — p(U) est un
homéomorphisme sur un compact-ouvert de X. Puisque X est totalement discontinu, alors p(Zp)
aussi et d’apres le lemme Zy aussi. On considere I'application suivante :

. { Co(Z) — Loy (L3(Z0.0))
ro— e
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D’apres le lemme m est une Cp(X)-représentation G-équivariante, non-dégénérée, fidele et
localement S-réguliere donc S-réguliere d’aprées le lemme [3.2.4

* Supposons que le résultat soit vrai pour tout G-complexe simplicial de dimension inférieure a
n — 1. Montrons que le résultat est vrai pour tout G-complexe simplicial de dimension inférieure a
n.

Soit Z,, la réalisation géométrique d’'un G-complexe simplicial de dimension inférieure a n sur lequel
l'action de G est propre et co-compacte. Soient Z,,_1 son (n — 1)-squelette et U,, := Z,\ Z,,_1 'union
de tous les n-simplexes ouvert. On a la décomposition :

Zn = Zp1 U Un

L’ensemble Z/ des barycentres des n-simplexes est un G-complexe simplicial de dimension 0. De
plus, quitte a remplacer Z,, par sa subdivision barycentrique, on peut supposer que le G-complexe
simplicial est typé et que l'application 7 est a valeurs dans [0,n]. D’apres le lemme [2.1.11} on a
I’homéomorphisme G-équivariant :

Z\Zn-1 = (Z] x o),
ol o, désigne l'intérieur du n-simplexe standard muni de I'action triviale de G. Donc on a :
T & Zpq U(Z), % dn).
On a de plus (voir [55] p. 34) une suite exacte courte de C(X)-algebres :
0 — Co(Zn\Zn-1) — Co(Zn) " Co(Zn1) — 0

ol ¢ est la restriction a Z,,_1. Notons S’ la partie génératrice de la topologie de Z,,_; (voir la sec-
tion [2.2.6] pour le détail de la construction). Puisque Z,_; est un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure a n — 1, alors par hypothése de récurrence, il existe un Cy(X )-module G-équivariant
E; muni d’une représentation S’-réguliére :

p: Co(Zn-1) = Zeyx)(Br).
On obtient alors une C(X)-représentation G-équivariante en posant :

mi=poy: Co(Z,) — gCo(X)(El)'

Co(Zy) —2= Co(Z 1)

e b

ZLeox) (Er)

Elle est non-dégénérée. En effet, comme ) est surjective et p est non-dégénérée, on a :

71(Co(Zn))(E1) = p(Co(Zn-1))(E1) = Ex

D’apres le point (ii) de la remarque [2.2.4] on a pour tout i € 7, :

S - {W N Zpy | We 5(@} Si € Zn1
%) sinon

donc :
S = {szn_l | Wes}.
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Ainsi, m est S-réguliere. Comme Z/, est un G-complexe simplicial de dimension 0, alors d’apres le
lemme on obtient une Cy(X)-représentation fidele non-dégénérée et G-équivariante :

70 Col(ZL) = ZLoyx) (Lz(z;l,p‘za)).
On considére I'isomorphisme de Cj(X )-modules de Hilbert :
®: L*(0) @c L*(Z),, p1z1) — L*(Zn\Zn—1, p|2,0\ 2, 1)
donné pour g € C.(0,),§ € Ce(Z]) et v = Z Ay (V)6y, € Zn\anpar la formule :
=0
(g2 &)(¥) = £(b()g (M), - Ay, (1))
Posons Fy = L2 (Zn\Zn_l, P\ Z\ ZTH) et considérons la représentation fidele non-dégénérée :

To @ A\ : Co(qul X Ogn) - gCO(X)(EZ)

définie (modulo lidentification ® et I'identification Cy(Z], x o0,,) ~ Cy(Z],) @ Cy(0,,)) pour tous
f€C(Z),g9€ Co(on), &1 € Ceoy) et&a € Co(Z)) par :

(oo (@ 9) @ ©6) = (&) ® (96).

Comme Cy(Z], xd,,) est un idéal dans Cy(Z,,) et que mo® A est non-dégénérée, alors la représentation
mo ® A s’étend de facon unique en une Cy(X )-représentation de Cy(Z,,) notée 5 :

w2 1 Co(Zn) — ZLoyx) (B2),
qui est définie (modulo l'identification ®) pour tous f € Cy(Z,), g9 € Ce(Zp\Zn-1) :

m2(f)(9) = fiz.\2,_.9
Posons E := E; @ E5 et considérons :
=71 DT : Cg(Zn) — D%CO(X)(E)'

C’est une Cy(X)-représentation fidele de Cy(Z,,). En effet, soit f € Cy(Z,) telle que 7(f) = 0. Alors
m1(f) = mo(f) = 0. Comme 7; = p o, alors par injectivité de la représentation p, on a ¢)(f) = 0
donc f € Ker(¢)) = Im(p) ou ¢ : Co(Z!, x 0,) — Cy(Z,) est I'application induite par :

C()(Z,/l X Ogn) ~ CO(Zn\Zn—I) — C()(Zn)

Soit donc g € Cy(Z), x 0,,) tel que f = ¢(g). On a donc (72 0 v)(g) = 0. Or T3 0 ¢ = 7y ® A donc
o ® A(g) = 0 et par injectivité de la représentation 7y ® A, on a ¢ = 0 donc f = 0.

Comme 7; est S-réguliere, alors d’apres le lemme il suffit de montrer que my est une re-
présentation S-réguliere. Soient € Z,, et xg := p(u). Notons zy, ..., z,, les éléments du support
de p. On suppose dans la suite que m > 1 (le cas o m = 0 se traite de facon similaire). Soient
(€0y---y6m) € Muz,..2m» V un voisinage pu-simplicial de g et so,...,s,, des sections associées
aux sommets 2, ..., zn. Si € V, on rappelle que pu, désigne la mesure de méme coordonnées
barycentriques que y « transportée au-dessus de V' » grace aux sections c’est-a-dire :

m
Ve eV, p, = Z)\ﬂssi(x) avec supp(u.) C p ' (z).
i=0

25. Rappelons ici que c’est le type qui nous permet d’obtenir une numérotation des sommets de v.

87



Chapitre 4. Géométrie coarse et représentations admissibles

Posons ¢; := x,,(v). Nous allons montrer que :

m

W= (W, pi i)
=0

est mo-régulier. Soient ¢ € [0, m] et f; :]0, 1[— [0; 1] une fonction continue a support compact valant
1 sur l'intervalle [I;L(%‘) — e Lu(pi) + si]. Si v € W alors pour tout i € [0,m] :

L (i) — Lu(pi)| <&

donc f;(I,(¢;)) = 1, pour tout ¢ € [0, m]. Ainsi, en posant :
Zy — [0; 1]
c, .
v (1)
=0

on obtient une fonction qui vaut 1 sur W et telle que pour tout x € X, la restriction Cujzz €St a
support dans la réunion des simplexes de |A| contenant .

Puisque 'on travaille avec la topologie x-faible, pour tout ¢ € [0, m], I'application v € Z,, — I,(y;)
est continue donc ¢, € C(Z,). Soient Ao, ..., A, dans [0; 1] tels que p = Z Aidg, (z0)- Considérons

=0
i/ la mesure y transportée dans le simplexe standard c’est-é-dire :

po= " Nibry) € on.
i=0
Posons :
S; = {Z)\?C(ST(%) | ( 6,,)\4,1) e R™*! vérifiant Z)\;C = 1et|)\,~—)\;\ <eg Vie [[O,m]]} Co,.
k=0 k=0

On a donc xnr s, € L?(c,,) et on peut considérer 'application bien définie :

Es — Es
Pwry - (I)(g ® f) — C“\Zn\anlq)((Xﬁ;ZoSig) ®E- XV>

Fixons x € X. On distingue deux cas :

» Soit z ¢ V et alors pour tous g € C.(0y,) et § € Ce(Z),),ona:

(PWima) (¢>(9 ® 5)\(Zn\zn71)w) = %z\Z0 1), 2 ((me;osig) ® £|Z;Lz&%@)
= Suznze.® <(Xﬂzgosi9) ® 0)
= 0
et donc (pw,r,), = 0. Or d’apres le lemme ona W n(p)"}(z) =@ et donc:
T2, (XWmZg) = 0.

» Soit x € V et on distingue alors deux cas :

26. On a ici utilisé I'application 7 pour pouvoir obtenir une numérotation des sommets dans o,.
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* Supposons que la mesure 1, ne soit pas dans un simplexe de dimension maximale. Alors e
est a support dans Z*_, donc Cu|(Zo\Zn 1), — 0- On €N déduit que :

(pW,TK'Q)x =0= T2 x (C,u|Z7a§> .
Par ailleurs, ¢, valant 1 sur W, on a :

Xw = CuXw-

Donc en composant par le +-homomorphisme 3 ,,, on obtient :

T, (XWmZg) = T2z (CMZ%) O T2 (XWmZg) = 0.

W,

Hz supp ((Cu)w)

FIGURE 4.2 — Cas ou p n’est pas dans un simplexe de dimension maximale.

* Supposons que la mesure y, soit dans un simplexe de dimension maximale. Si ¢ € C.(Z),) et
n

v= Z )\?Jiéyi € (Zn\Zn—l)z, ona:

i=0
XWO(Za\Zn-1)2 (V) = Cu|(zn\zn_1)m(V)Xﬂg’;osi(Ayl(V)a--->)‘yn+1(’/))
et:
(€ x)w) = bWy (b)) = EbE)).
ev
Ainsi :

Tox (Xwnzz) (PR E)WV) = Xwn(z\Zn1). V)P Q) (V)
= xmzn\zn,l)m(u)&(b(u))g(Ayl(> Ko ()
= g, X5 (A ), A ()€ (g ), s )
(V)€ - xv) (b)) (x5 g)( @) Ny ()
= Cu\(zn\zn_l)z(V)(I><me;osig ®¢- XV) (v)
= (i), (292 9) W)

et donc 7o, (xwnzz) = (Pwyr,) -
Dans tous les cas, pour tout x € X :

= u(Z\Zn1)a

T2,z (XWﬂZ%) = (pWﬂTQ)w

Et donc W est mo-régulier. [ |
27.8iv € W,onal =1x1.Siv ¢ W, on distingue deux cas : soit v est dans un méme simplexe maxi-
mal que p et dans ce cas 0 = cp,‘(zﬂ\znilh(y) x 0; soit v est dans un autre simplexe maximal que p et alors

0 = 0xrm,5;(Ayy (¥), -+, Ay, 14 (V). Dans tous les cas, I'égalité est vérifiée.
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4.3 Opérateurs a support controlé

Soient (G, X) un groupoide étale et Z un G-espace a droite d’ancre p : Z — X. On note pour tout
reX:

Ly = {ZEZ | p(z):ac} et ZXx 7 := {(z,z) €EZXZ| p(z):p(z’)}.

Si F, F sont deux parties de Z x x Z et C' un partie de Z, on définit :

E7 = {(z,z’)erXZ | (2’72>GE}’
EoF = {(21,23) €ZXx Z | 22 € Zyzy), (21,22) € E et (22, 23) EF}’
EoC = {:€72|3/eCnZy (7)€ E},

CoE = {zeZ|Hz’eCﬂZp(z)j(z’,Z)eE}

Ay = {(z,z) | z € Z}.
SiU := F U F, on remarque que :
UoU=(FoE)U(EoF)U(FoE)U(FoF).
Définition 4.3.1 (G-structure coarse). Une G-structure coarse sur Z est la donnée d’une collection
&z de sous-ensembles de Z x x Z, appelés ensembles controlés, telle que :
() siEFecézetFCEalors Feé&y;

(ii) si E,F € £y, alors E, E~', Eo F et EU F sont dans £ ;

(iii) tout compact de Z x x Z est un ensemble controlé;

(iv) si E € £z et K C Z compact alors E o K est un ensemble relativement compact de 7 ;

(v) T'union de tous les ensembles contrdlés est Z x x 7 ;

(i) siEeé&zalorsE-G e &.

Proposition 4.3.2. Soient (G, X) un groupoide étale et Z un G-espace propre a droite. Alors la
collection de sous-ensembles de Z x x Z :

SZ::{EQZXXZ | 3K C Z compact, EQ(KXXK)-Q}

définit une G-structure coarse sur Z. De plus, si on suppose que Z est G-compact, alors la diagonale
Az est un ensemble controlé.

Démonstration. On vérifie chaque point de la définition :
(i) Immeédiat.
(ii) * Soit E € £z. Alors il existe K C Z compact tel que F C (K xx K) - G. L'orbite d'un
compact par une action propre est fermée, donc :

EQ(KXXK)-QZ(KXXK)'Q

Ainsi, F € &£5.

* Soit F € &z. Alors il existe K C Z compact tel que £ C (K xx K) - G. On montre
immédiatement que E~! C (K xx K)-Getdonc E~! € &;.
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(iii)

(iv)

W)

(vi)

* Soient E, F € &£. Alors il existe K, Ky compacts de Z tels que £ C (K7 xx K;) -G et
F C (K3 xx Ks) - G. Soit (21,23) € Eo F. Alors il existe z5 € Z tel que (21,22) € F et
(22,23) € F. Donc il existe k1, k] € K1, ko, k) € Ky ety,y € G tels que :

(217 23) = (k177 kQ’)/) et kll")/ = ]{jgf)// = 29.

On a donc (z1, 23) = (k1, koy'y~1)7. On définit :
gKl,K2 = {’7 eg | K OKQ’}/ 75 @}.

Cet ensemble est compact car l'action de G sur Z est propre et comme £}y = ko' alors
Ky = koy'y~1 donc 'y~ € Gk, k, et donc kay'y~! € K - Gk, k,. On définit alors le
compact :
K =KU [KQ . QKLKQ]
on obtient alors (z1,23) € (K xx K)-Gdou Fo FFC (K xx K)-G.Ainsi, Eo F € £y.
* Soient K, F € £z. Alors il existe K, Ko compacts de Z tels que £ C (K; xx K1) -G
et I C (Ko xx K3)-G.Posons K := K; UK. Alors EUF C (K xx K) -G et donc
EUF €&y
Soit K un compact de Z x x Z. Il existe deux compacts K et K5 dans Z tels que K C K1 X x Ko.
En notant K’ := K; U Ky C Z compact, on a :

KgKl XxKQQ(K/XXK/)'g

Donc K € &5.

Soient F € £z et K C Z compact. Alors il existe C' C Z compact tel que £ C (C'x x C)-G. Soit
(z)) une suite dans F o K. Alors il existe une suite (k)), dans K telle que la suite (z), k)
soit dans (C' x x C') - G. Il existe donc deux suites (cy), et (¢} ), dans C' et une suite (gy), dans
G telles que :

(23, kx) = (eaga, E\gr)-

Par compacité de K et C, on peut supposer que la suite (k)), converge dans K et que les
suites (cy)x et (c))r convergent dans C. Comme l'action est propre, (g)), possede une sous-
suite convergente. Donc la suite (z)), posseéde une sous-suite convergente et ainsi £ o K est
relativement compact.

Soit (z,2') € Z xx Z. Considérons le compact K = {z, z'}. Alors :
(Z,Z/) e K xx KC (KXXK)-QGSZ.
Donc (z, z') appartient a un ensemble contrdlé et donc :

Zxx ZC U E.
EcEy

L’inclusion réciproque est immédiate.

Immédiat.

Finalement, £, définit bien une G-structure coarse sur 7. De plus, si Z est G-compact, alors il existe
K C Z compact tel que Z = K - G. Soit z € Z, il existe k € K, € G tels que :

(sz) = (k’Ya k;,y) = (k:,/{?)’)/

donc (z,2) € (K xx K)-G. Ainsi, Az € £z. |

Lemme 4.3.3. Soient (G, X) un groupoide étale et Z un G-espace propre a droite et G-compact.
Alors il existe un voisinage ouvert contr6lé G-invariant de Ay dans Z x x Z.
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Démonstration. Soient K C Z un compact tel que Ay C (K xx K) -G et V un voisinage ouvert
relativement compact de K. Alors (V' xx V) - G est un voisinage ouvert G-invariant de Az dans
Z x x Z qui est de plus contrdlé. En effet, V x x V est compact donc contrdlé d’apres (iii) et contient
V xx V qui est a son tour contrdlé d’apres (i) donc l'orbite (V xx V') - G est contr6lée d’apres
(vi). [ |

La définition suivante montre le lien entre les opérateurs sur F et la G-structure coarse de Z.

Définition 4.3.4 (Support d’un opérateur). Soient X et Z deux espaces localement compacts.
Pour i = 1,2, on considére F; un Cy(X)-module de Hilbert muni d’'une Cj(X)-représentation
w2 Co(Z) — Loyx)(Ei). Soit T € ZLgy(x)(E1, E2). Le support de T, noté supp(7T’), est le com-
plémentaire du sous-ensemble ouvert de Z x x Z :

{(2)€2x 2| 3f.9€Co(2), 1) #0,9() #0 et m(f)oTom(g) =0},

Définition 4.3.5 (Opérateur a support controlé). Soient (G, X) un groupoide étale et Z un
G-espace propre et G-compact. Pour i = 1,2, on considere E; un Cy(X)-module de Hilbert G-
équivariant muni d’une Cy(X)-représentation G-équivariante 7; : Co(Z) — L, (x)(E;). On dit que
T € ZLoyx)(E1, Ea) est a support contrélé si supp(T) € Ez.

Lemme 4.3.6. Soient X et Z deux espaces localement compacts. Pour i = 1,2, on consideére FE;
un Cp(X)-module de Hilbert muni d'une Co(X)-représentation m; : Co(Z) — ZLgy(x)(E;). Soit
T € Zcy(x)(E1, E2) un opérateur qui commute avec Co(Z) C’est-a-dire que pour tout f € Cp(Z) :

Tom(f)=maf)oT.
Alors supp(T) C Az.

Démonstration. Soit (z,2') € Z? tel que z # 2'. Soient U et U’ deux ouverts de Z tels que z € U,
2 e U etUNU' = @. Dapreés le lemme appliqué au compact {z} C U (resp. au compact
{2’} C U"), il existe une fonction continue a support compact f : Z — [0;1] telle que f(z) = 1 et
supp(f) C U (resp. une fonction continue a support compact g : Z — [0;1] telle que g(2') = 1 et
supp(g) C U"). Les fonctions f et g vérifient donc :

f(z) #0, 9(z) #0 et fg=0 (carsupp(f)Nsupp(y) = 2).

Ainsi, comme 7" commute avec Cy(Z), ona :

ma(f) o Tom(g) = ma(fg) o T =0,
donc (z,2") ¢ supp(T). |

Proposition 4.3.7 (Propriétés du support). Soient (G, X) un groupoide étale et Z un G-espace
propre et G-compact. Pour i € {1, 2, 3}, on considere E; un Cy(X )-module de Hilbert G-équivariant
muni d’'une Cp(X)-représentation G-équivariante et non dégénérée m; : Co(Z) — Loyx)(Ei).
Alors :
(D supp(idg,) € Az;
(i) supp(S +T') C supp(S) Usupp(T), pourtousT,S € Lg(x)(E1);
(iii) supp(T*) = supp(T)~!, pour tout T € ZLoox)(E1, EBa)
(iv) supp(S o T) C supp(S) o supp(T), pourtous T' € Ly (x)(E1, E2) et S € Zg(x)(E2, E3) a
supports controlés.

Ainsi, I'ensemble des opérateurs dans £ x)(£) a support contrdlé forment une algebre involutive.

Démonstration. (i) L'opérateur idg, commute avec Cy(Z) donc d’apres4.3.6}, supp(idg,) C Az.
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(ii) Si (z,2') ¢ supp(S) Usupp(T), alors il existe quatre fonctions f1, g1, f2, g2 € Co(Z) telles que
f1(2) #0, fa(2) # 0,g1(2") # 0, g2(2") # 0 avec :

m(fi)oSom(g) =0 et m(f2)oTom(g2)=0.
Posons f := f1f2 et g := g1go, alors f(z) #0,9(z') #0etona:
m(f) o (S+T)om(g) =0,
donc (z,2") ¢ supp(S + 7).
(iii) Si (z,2’) ¢ supp(T™) alors il existe f,g € Cy(Z) avec f(z) # 0, g(z") # 0 telles que :
mi(f) o T" oma(g) =0,

donc 73 (g) o T o my (f) = 0 Clest-a-dire que (z,2’) ¢ supp(T)~'. La réciproque se traite de la
méme facon.

(iv) Supposons que (z1,z2) ¢ supp(S) o supp(7’) et montrons que (21, z2) ¢ supp(S o T"). Considé-
rons alors les sous-ensembles fermés de Z suivants :

K., = {26 Z | (21, 2) esupp(S)} C {21} osupp(S),

K., = {ze Z | (2 2) esupp(T)} C supp(T) o {20}

Ils sont disjoints car (z1,22) ¢ supp(S) o supp(7’). Comme S et 7" sont a support controlé,
alors {z1} o supp(S) et supp(7’) o {22} sont relativement compacts et donc K, et K, sont
compacts. Soient U et V deux ouverts relativement compacts de Z telsque K,, CU,K,, CV
etUNV = @. Soit ¢ : Z — [0; 1] une fonction continue a support compact telle que :

§0|U =0 et QO|V =1.
On a en particulier :
supp(p) N Kz =@ et supp(l —¢)NK., = 3.

Soit k € supp(yp). Alors k ¢ K, donc (z1, k) ¢ supp(S). Il existe donc ¢y, pr € Cp(Z) telles
que :
Ur(z1) #0, (k) #0 et m3(yhy) o Somalpr) =0,

et on peut supposer que . est a valeurs dans [0;1] et que ¢i(k) = 1. On obtient donc le
recouvrement suivant :

supp(e) € U (o (|50 ).

kesupp(y)

Par compacité de supp(y), on peut en extraire un sous-recouvremment fini : il existe n € N*
et ki,...,k, € supp(y) telles que :

supp(e) € | ()" (]-5+=])-

i=1

Puisque Z(Spki)\sm)p(so) > %, alors il existe g € C(Z) telle que ¢ = Z ¢k, g. On considere la
i=1 i=1
fonction f := Hz/)ki € Co(Z). Alors f(z1) #0et:
i=1

n

m3(f)oSom(p) =) (Hﬂzs(d)kj) o m3(tx,) © S o ma(pk,) OW2(¢9)> =0.

=1 j#i ~
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Soit ¢ € C.(Z) une fonction valant 1 sur supp(f) o supp(S). On montre que le support de

I'opérateur m3(f)oSo (idE2 — 7T2(1/J)> est vide, donc 73(f) o So (idE2 - 7@(1/})) = 0 C’est-a-dire
que :

m3(f) oS = m3(f) oS oma(e)).
Puisque la fonction (1 — ¢) est continue a support compact et que supp(¢(1 —¢))NK,, = &,

on démontre de la méme maniere que précédemment l'existence d’une fonction g € Cy(Z2)
telle que :

g(z2) #0 et m(p(1—¢))oT om(g) =0.

En notant 73 : Cy(Z) — ZLiyx)(E2) lextension de la représentation non-dégénérée m a
Cy(Z), on obtient :

mi(feSoTom(s) = m(f)oSo(me) + 71~ ))oTomly)
=0
= m(f)oSom(p)oTom(g) +m(f)oSom(l—¢)oTom(g)
= m(f)oSom(v)om(l—p)oT om(g)
= m(f)oSom((l —yp))oTom(g)

=0

Donc (z1,z2) ¢ supp(SoT).
]

Lemme 4.3.8 (Support du projecteur associé a un borélien régulier). Soient X et Z deux es-
paces localement compacts. Soient £ un Co(X)-module de Hilbert et 7 : Co(Z) — L, (x)(F) une
Co(X)-représentation. Soient U C Z un borélien r-régulier relativement compact et py le projec-
teur associé. Alors :

supp(py) € AzN (U xx U).

Démonstration. D’apres le lemme [4.3.6, le support de py est inclus dans Az. Montrons que le
support de py est inclus dans U x x U. Soit (z,2) € (Z xx Z)\(U xx U). Quitte a échanger z et 2/,
on peut supposer que z ¢ U.

* Siz =2 alors z,2/ ¢ U. Comme {z} et U sont deux compacts disjoints, il existe une fonction
continue a support compact f : Z — [0; 1] telle que fo =0, f(z) = f(Z) =1.Donc fxyf =0.
Ainsi pour tout z € X,

0 = m(fiz,) o ma(xv,) © Te(f12,) = 72(fiz,) 0 PUL © 72(f|2,)

donc 7(f) opy ow(f) = 0 et alors (z, 2') ¢ supp(py)-
* Siz # 2 alors (z,2') ¢ Ay donc (z,2') ¢ supp(py).
|
Lemme 4.3.9 (Support d’'une somme directe). Soient X et Z deux espaces localement compacts.
Pour i = 1,2, on considére E; un Cy(X)-module de Hilbert ainsi que m; : Co(Z) — L, (x)(E;) une
Co(X)-représentation. Soient T' € L, (x)(E1, E2) et S € L (x)(E2). Alors 'opérateur :
T®S:E1d Ey— Ey® Ey
est a support dans supp(7") U supp(S).
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Démonstration. Si(z,z') ¢ supp(T')Usupp(S) alors il existe f, g € Co(Z) tels que f(z) # 0,9(z") # 0
avec :

ma(f)oTom(g) =0 et m(f)oSom(g) =0,

et alors :
(m2 @ ) (f) o (T 8) o (m1 © m2)(9) = (m2(f) 0o Tomi(g)) @ (malf) 0 S 0 ma(g)) = 0

c’est-a-dire que (z, 2') ¢ supp(T @ S). |

4.4 Existence de représentations admissibles

Dans cette partie, on énonce un analogue de la définition 4.5.2 de [S5] p. 164 au cadre des grou-
poides amples puis on démontre I'existence de telles représentations dans le cas des G-complexes
simpliciaux.

Définition 4.4.1 (Représentation (/-admissible). Soient (G, X) un groupoide ample et H un es-
pace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soient Z un G-espace propre a droite et G-compact
d’ancre p : Z — X et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soit F un Cjy(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U-réguliere et G-équivariante 7 : Co(Z) — L, (x)(£). On
dit que la représentation 7 est U/-admissible si :

1) pour tout voisinage ouvert contrélé U de Ay, il existe une isométrie Ty : E @ E — E qui est
G-équivariante et a support dans U ;

2) pour tout zyg € Z, pour tout voisinage ouvert Vy C Z de z, il existe un sous-groupoide
compact-ouvert H C G, un voisinage ouvert W C V; de zg qui est H-invariant, vérifiant
p(W) C H©) et appartenant a I/ tels que :

Wng E— Wg

soit un homéomorphisme G-équivariant,
[w,A] — wy

(a) lapplication 1) : {

(b) il existe un isomorphisme de C (H(O))—module ‘H-équivariant :

pw(E) = H @c L (Hpw): i)

ou l'action de H sur H est triviale et py . est le projecteur associé au voisinage ouvert
w-régulier .

Remarque 4.4.2.

(a) Si H est un espace de Hilbert séparable et 7 : Cp(X) — Z(H) est une représentation ample,
alors m @ w : Cp(X) — Z(H @ H) est encore une représentation ample et dans ce cas, pour
tout voisinage ouvert contr6lé U de Ay, il existe une isométrie H & H — H a support dans
U (voir [55]).

(b) En gardant les notations de la définition précédente, on a W,y = W,y pour tout v € 7—[@
donc . xw, ) = XW,(,, €t dong, si V désigne 'unitaire associé a I'action de G sur F, on a pour
touty € G:

V’y O Ts(y) (XWS(W)) = Tr(vy) (XWT(A,)) © VW'

Autrement dit, pour tout v € H, si £ € (pWJr(E))S(V), alors V,(§) € (pWJr(E»r(W)- Donc
pw,=(E) est muni d’'une action de  induite par celle de G. Par conséquent, le module pyy . (E)
est muni d’une structure de C(#(?))-module #-équivariant, et donc, comme #(*) est ouvert
dans X, d'une structure de Cp(X )-module #-équivariant.

28. On a plus généralement W,.(,)y = (Ww) o pour tout v € G.
s(y
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Théoreme 4.4.3. Soient (G, X') un groupoide ample et o-compact. Soit (Y, A) un G-complexe sim-
plicial propre, typé et G-compact de dimension inférieure a n. On note S la partie génératrice de
la topologie de |A| (voir section [2.2.6]). Alors il existe un Cy(X)-module G-équivariant E et une
représentation S-admissible :

™2 Co(|A]) = Zoy(x) (E).

Démonstration. Soit Z,, la réalisation géométrique d’'un G-complexe simplicial (Y, A) de dimension
inférieure a n. D’apres la démonstration du théoréme |4.2.1} il existe une représentation fidéle et

S-réguliére :
n: Co(Zn) — Loy(x (@ F)

avec :
Fy:=L*(Zo,pjz,) et Fy:=L*(d;) ®c L*(Z], p|z), pour touti € [1,n]

ol l'action de G sur o; est triviale. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie.
Posons :

E; = H®c L*(G) ®cyx) Fi pour tout i € [0,n],

E = @Ei:H@@CL? ) @ (x (@F)
i=0

T o= 1®1®m, : Co(Zn) — ZLoyx)(E).

Alors 7 est encore une représentation fidele et S-réguliere. Nous allons montrer que cette représen-
tation est S-admissible.

Montrons 1). Soit 7 un unitaire entre H & H et H. Le module E est de la forme H @¢ £’ ou E’
est un Cp(X)-module de Hilbert. Alors, I'application 7' : £ & E — E donnée par :

EOE ~ (HoH) ocE 8" HocE = E

est une composée d’isométries G-équivariantes donc une isométrie G-équivariante. On a de plus
pour tout f € Cy(Z,) :

To(mam()=m(f)er

car pour tous hi, ho € H,x1,29 € Co(G) et xf,zh € P, F; :

T((wom()h @1 © ],y © w2 @) = T(h @ 21 © () (@), he @ 22 © () (a))

= (V@ 1)((h,0) © 21 @ ma(£)(&h) + (0,h2) © 22 @ ma(f) (a5))
=V(h1,0) @ 21 @ 7, (f)(x}) + V(0, h2) @ 22 @ 7, (f)(xh)
=7(f) (V(hh 0)@x1 @) +V(0,hy) @19 @ a:'2>

= (| (V@ ) ((h,0) @21 @2} + (0. hy) @22 @ 0|

ﬂ(f) (T(hl ®r1 & 1‘/1, ho @ 19 ® xé))

D’apres le lemme (4.3.6, on obtient supp(7") C Ay, . En particulier, si U C Z,, x x Z,, est un voisinage
ouvert controlé de Ay, , alors supp(7') C U.

Montrons 2) (a). Soient ug € Z, et Vy C Z, un voisinage ouvert de pg. Soit g € X tel que
supp (o) € p~ (o). Notons z1, ..., 2z, les éléments du support de jp ol m € [1,n]. Par définition
d’une partie génératrice de la topologie, V; contient un élément de S c’est-a-dire qu'’il existe un
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voisinage po-simplicial V’ (compact-ouvert) de x(, des sections s; : V' — s;(V’) associées aux

sommets z; et un m-uplet (e1,...,em) € Ay 2. 20, tels que :
m
W= N {relal L (xawn) = I ()| <=} € Vo
i=1

Quitte a restreindre V' et le remplacer par :
Voo (s dreoh nsiv)
i=1

qui est encore un voisinage po-simplicial (compact-ouvert) de z(, on peut supposer que 'applica-
tion 7 est constante (et égale a 7(z;)) sur chaque s;(V’). Soit i € [1,m]. Puisque s;(V’) C Y est
un voisinage ouvert de z;, alors d’aprés le théoréme (3.3.5| il existe un sous groupoide compact-
ouvert H; C G (dont la base contient z( par construction) et un voisinage ouvert U; C s;(V’) de z;
appartenant a S et qui est H;-équivariant tels que I'on ait 'homéomorphisme G-équivariant :

U; Xq-[ig = Uzg

Rappelons que, par construction, la famille d’ouverts (U;)1<i<m Vérifie pour tout ¢ € [1,m] et tout
neg:
UiﬂUﬂ];féQ = neH,.

Puisque pjs,(v7) = (siW,)*l et U; C s;(V"), alors p(U;) = s; *(U;). Comme U; est H;-invariant, alors
p(U;) aussi et donc ()~ p(U;) est invariant par (), (#;). On pose donc sans ambiguité :

Alors V est un voisinage po-simplicial H-invariant de xo dans V’, et aussi dans 7—[(0) Comme X
est totalement discontinu et localement compact, on peut supposer, quitte a le restreindre, que V' est
compact-ouvert. Alors # est encore un sous-groupoide compact-ouvert de G. On considere alors :

W= ﬁ{ﬂe Al

1=

I, (Xsi(V)> — Iy (Xsi(\/))‘ < 52‘} cC W CW.

Clest un voisinage ouvert de 4o dans S donc dans S. Vérifions qu'il est H-invariant. Soient i € [1,m],
v € Hy et uw € W avec p(u) = x. Par construction de V, on a pour tout i € [1,m], s;(V) C U; et U;
est H;-invariant donc s;(r(v))y € U; et comme :

p(sir(0)7) = p((si(5(1)).

eU; el;

alors par injectivité de p sur Ui@ on obtient s;(7(y))y = si(s(y)) = si(xz) = z;. Dans ce cas,

Lou(xsson) = > MNOm= D Apy(p) = Ao () = Az (1)
Y €5i(V)r(y) y€si({r(m})

et:

I,u(Xsl-(V)) = Z /\y(M) = )‘si(r('y))'y(ﬂ) - )‘Zz(u)
yE€si(V)e

29. En suivant la démonstration du théoréme [3.3.5} Pouvert que 'on construit, noté U ici, vérifie p(U;) € H;?). Donc
VCHO.

30. Si p(u) = p(u') avec u,u’ € U; C s;(V'), alors il existe v,w € V' tels que u = s;(v) et ' = s;(w) donc
v =p(u) = p(u') = wdoncu =1
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et donc 7., (Xs,(v)) = 1u(Xs,(v)) ce qui prouve que 7y - u € W et donc que W est H-invariant.
L’application 1 : { W[: :]g : VK ,Ug

pour cela de montrer que pour tous 7 € G

est continue, on va montrer qu’elle est injective. Il suffit

5w et p, ' € W,ona:
w=mn.u = (Ui NU;n # @ pour touti € [[1,m]]>

et dans ce cas, n € H. Soient donc pu, /' € W etn € G tels que p/ = nu. 1l existe v,w € V,
Yy Yps Y15 - - - Yo dans Y tels que :

Supp(:u) = 81(0)7"'7sm(v)7y17'"7yp}
SUPP(M/) = Sl(w)a"'>Sm(w)7yi7"'7y¢/1}
et alors :
{Sl(w)7'"7Sm(w)ay/17-"ay;} = {51(1})77_17-"78m(v)77_17"-73/177_13---72/1)77_1}'

* Sis;(w) = s;j(v)n~! avec i # j, alors par G-équivariance de 7, on a 7(s;(w)) = 7(s;(v)) et
comme 7 est constante égale a 7(z;) sur chaque s (V) C s;(V’), on a 7(2;) = 7(;). Ceci est
impossible car {z;,z;} € A et T est injective sur le support d’'un simplexe.

* Sisi(w) = y;n~', alors de méme que précédemment, 7(s;(v)) = 7(s;(w)) = 7(y;) ce qui est
absurde car {s;(v),y;} € A.

On a donc nécessairement, pour tout i € [1,m] :
si(w) = si(v)n.
Or si(v), SZ'(’LU) S SZ(V) CU;,donc U; NUn # @.
Montrons 2) (b). Notons m € [1,n] le cardinal du support de p. On rappelle que :

Ey = Hec L(G) ©cyx) (L(0n) ¢ L(Zn Pz, )

Soit pw ., le projecteur associé a 'ouvert 7,-régulier 1V défini dans la démonstration du théoreme
Alors le projecteur pyy, . associé a 'ouvert w-régulier W est :

Pwr = 1®1 ®pW,7rn-

Soit p : Z, — X lancre associée a I'action de G sur Z,,. Montrons que 'on a un isomorphisme de
C(H®)-modules H-équivariant :

(1® 1®pwir,) 5, (Em) ~ H®c L* (Hauw): sj3)
ou l'action de #H sur H est triviale. On a :

(1®1® pwim,) B, (Em) = H&c LGy, 5) @comw) (L2(03n) ®c L*(Z), W, ﬁ|z;nmw))-
Puisque Z;, NW est compact, en tant qu'image du compact V' par I'application v — % Z ds,(v) qui
est continue, la proposition permet alors d’obtenir : =

H@c L (Z, "W, piz aw) ~ H&c C(V).
Donc :

(1818 pwim, )i (Bm) = H ¢ LA(Gyw), ) ooy (LHom) @c C(V)).
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Puisque H ;1) est un sous-groupoide ouvert-fermé de G5yy), alors on a la partition en deux ouverts-
fermés G5y = Hpw) U (gﬁ(w) \ Hzwy) qui induit un isomorphisme #-équivariant :

L*(Gawys 8) ~ L*(Hawy, sp) @ L*(Gaowy \ Haw)» 5)

Le théoréme |4.1.6|appliqué & H ®¢ L? (Qﬁ(W) \ Hzow), s) qui est un Cy(p(W))-module dénombra-

blement engendre et au groupoide compact €étale Hyy) donne :

[H ®c L*(Gyw) \Hﬁ(W)ﬁ)} @ [H ®c L*(Hzw), Sm)} ~ H ®c L*(Hzwys sj)

Donc :
H &c L*(Gzw),s) ~ H @c L*(Hzw), si)-

Donc on obtient :

1@ 1@ pwr,) g, (Bm) =~  H&c L*(Haw), Sin) @co o)) (LQ(%) ®c C(V))
~  L*(Mpw), su) @y H @c C(V)

et on peut supposer, d’apres le lemme|1.5.9} que 'action de H sur H ®@c C (V) est triviale. On a donc
lisomorphisme de C(#(?))-module H-équivariant :

(1®1® pwm,) 5, (Em) = H@c L*(Hauw, S3)

n

ou l'action de H sur H est triviale. Puisque E = @ FE;, on obtient :
i=0

pwax(E) = (1®1®pwnr,)(E)
= @ (1ol pWﬂ"'n)'Ei(Ei)
1=0
@ 1®1 ®pmwn)|Ei(Ei) D [H ®c LQ(Hﬁ(W)7 S\H)]
=0

2
i#m

~ H K¢ L2 (Hﬁ(w), S\'H)

12

ot le dernier isomorphisme de C'(#(?))-modules H-équivariant provient du théoréme appliqué
au module @ 1I®l® pVV,ﬂ'n)|Ei(Ei)' [ |

=0

99



Chapitre 4. Géométrie coarse et représentations admissibles

100



Chapitre 5

Algebre de Roe

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir la C*-algébre de Roe équivariante relativement
a un groupoide localement compact. Par la suite, 'objectif sera de construire un ouvert controlé
vérifiant une condition particuliere (voir proposition [5.1.1). Enfin, nous construirons une isométrie
équivariante a support arbitrairement petit. Ce résultat nous permettra de démontrer, comme dans
le cas des groupes, que la K-théorie de la C*-algebre de Roe ne dépend pas, a isomorphisme cano-
nique pres, de la représentation admissible choisie.

Soient (G, X) un groupoide étale et Z un G-espace propre a droite et G-compact. Soit (E,V) un
Co(X)-module G-équivariant muni d'une Cy(X )-représentation G-équivariante :

(I C()(Z) — D%CO(X)(E)

On note Z¢,(x) (E)Y, lensemble des opérateurs G-équivariants de ZLeo(x)(E) cest-a-dire les opéra-
teurs T' € L, (x) () tels que :

Vv € g, Tr('y) o V,y = VV o Ts('y)'

Définition 5.0.1 (Algebre de Roe). Lalgebre de Roe G-équivariante, notée C;(Z, E, ), est la fer-
meture pour la norme sur . (x)(E) de l'algebre involutive :

{T € Loyx)(E)9 | T est a support contrdlé et Tr(f), w(f)T € keyx)(E), Vf € CO(Z)}.

5.1 Divisibilité des voisinages controlés de la diagonale

L’objectif de cette partie est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.1. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite et G-
compact. Alors pour tout voisinage ouvert contr6lé G-invariant U C Z xx Z de Ay, il existe un
voisinage ouvert contrdlé G-invariant U’ C Z x x Z de Ay tel que :

UolU CU.
Démonstration. Comme U est controlé, il existe un compact K dans Z tel que :
Ak CAz CUC (K xx K)-G.
En particulier, comme A, C (K xx K) -G, alors Z = K - G. Soit (k,k) € Ag C Ay. Puisque U
est un voisinage ouvert de Ay, il existe un voisinage ouvert Uy C Z de k tel que U, xx Up C U.

D’apres la proposition [3.3.5} il existe un sous-groupoide compact-ouvert H; de G, un voisinage ou-
vert Vi, C Uy de k appartement a U et qui est Hg-invariant tels que 'on ait '’homéomorphisme
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G-équivariant Vj, x4, G = V), - G. Remarquons que par construction (voir la démonstration du théo-

réme (3.3.5)), on a également p(V}) C H,(fo).

Par compacité de Ay, il existe n € N*, des ouverts Vi,...,V,, dans U et des sous-groupoides
compacts-ouverts #1, ..., H, de G tels que pour tout k € [1,n] :

* p(Vi) C ngo), Vi est Hy-invariant et Vi, xx Vi, C U ;

 on a 'homéomorphisme G-équivariant Vj, x3, G = V- G;

b AKQ UVk xXVk.
k=1

Donc K C U Vi. On en déduit que Z C U (Vi - G) etdonc Ay C U (Vk xx Vi) - G. De plus, par
k=1 k=1 k=1
G-invariance de U, on a pour tout k € [1,n] :

Par conséquent :

Ay C U (Ve xx Vi)-G C U.
k=1

On est donc ramené a trouver un voisinage ouvert contrdlé G-invariant U’ de Ay tel que :
n
U/OU/ g U (Vk X)(Vk)~g.
k=1

» Cas de deux orbites. Démontrons le résultat voulu pour n = 2 c’est-a-dire que I'on suppose que
KCViuWaetAyz C (Vi xxVi)-GU (Vo xx Va)-G C U. Montrons qu'’il existe un voisinage ouvert
controlé G-invariant U’ C Z xx Z de Ay tel que U’ o U’ C U. Soient K1, Ky C Z deux compacts
telsque K1 C Vi, Ko C Vo et K = K1 UK. @Considérons les trois ensembles ouverts G-invariants
suivants :

B = (VixxW)-G\(Zxx K2 G)U(Kz-G xx Z) = (Vi\(Kz - §) x N\(K2- ©)) -6,
F = (ixxWV)-gn(Vaxx Wa)-G,
G = (VaxxVa)-G\(Zxx Ki QU (K1 -G xx Z) = (Va\(K1 - 9) x Vo\(K1- ) -G,

et posons :
U .= FUFUG.

* Par construction, U’ est un ouvert G-invariant.

* Les ensembles E, F' et G sont contrdlés car ils sont inclus dans (K x x K) - G. Donc par union,
U’ est encore contrdlé.

* Vérifions que U’ contient Ay. Soit (2, z) € Ag.

- Supposons que (z,z) € (Vi1 xx Vi) - G. Soient u € V;,v € G tels que (z,2) = (uy, uy).
Siu ¢ Ky-G,alors (z,2) € ECU'.Siu € Ky -G, alors comme Ky C V5, on obtient
(2,2) € (Vo xx Vo) -Getdonc (z,2) € F CU'.
- Supposons que (z,z) € (Vo xx Vo) - G. Alors de la méme fagon que précédemment, on
obtient (z,z) € EC U  ou (z,2) € G CU".
31. Puisque K\Vi et K\ V> sont deux compacts disjoints alors d’apres le Théoréme 9 page 141 dans [29]], il existe deux

ouverts disjoints W et W> tels que K\Vi C W, et K\Va2 C Wa. On pose alors K := K\W; et K, := K\W, qui sont
deux compacts dans Vi et V5 respectivement et vérifient K = K; U Ko.
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U
Z
2
Ay C U(Vk xxVi)-G CU
k=1
Ak
V1 ><x‘/71
E e ] Z=K-g
-
Vi

FIGURE 5.1 — Recouvrement de Ay en orbite dans U.

* Vérifions que U’ o U’ C U. Pour cela, on commence par calculer les carrés puis les doubles
produits. Soit (z,z) € Eo E. Il existe y € Z tel que (z,y) € E et (y,z) € E. Soient v,v', w,w’
dans V1\ (K3 - G) et v,~ dans G tels que :

(z,y) = (vy,wy) et (y,2)= ("7, w).
Alors wy = v'y’ donc par injectivité de I'application [z, 7] € Vi x4, G — an € V1 -G, on obtient
v'v~! € Hy. Comme V; est H;-invariant, alors w'y'y~! € V; et donc :

(z,2) = (v,w'yy )y € (VixxW)-G.

Donc Eo E C (Vi xx V1) - G. On montre de la méme maniere que :
- FoF,EoFetFoFEsontdans (Vi xx V)G,
- GoG,FoGetGoF sontdans (Vo xx V) - G.

Il reste a déterminer F o G et G o E et nous allons montrer qu’ils sont vides. Supposons
par 'absurde qu'il existe (z,2) € E o G et soit y € Z tel que (x,y) € E et (y,2) € G.
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Soient v,w € V1\(K2 - G), v',w' € W\(K;-G) et v,7 € G tels que (z,y) = (vy,wy) et
(y,2) = (v'+',w'v"). Alors :
wy = vy € [M\(K2-G)]-Gn [Va\(K1-G)] - G.
Or:
Vi\(K2-G)] -GN [W\(K1-G)]-¢ = [(Vi-G\Ez2 G)] N [(Va-G\(K1-G)]

= (Vi-§)Nn(Vza-G)N ¢[Ky-GUK; - G]
= Vi-gnWh-gn“(K-G)
= Vi-gnWh-gn°z
= J

ce qui est absurde. Donc F o G = @. De la méme maniere, on obtient G o E = &.

Ainsi U’ est donc un voisinage ouvert contr6lé G-invariant de A, vérifiant :

U/OU/Q(Vl Xx‘/i)-gU(Vg X)(VQ)QU.

» Cas général. Soient K1, ..., K,, des compacts de Z vérifiant :
n
K=|JKi e K CV, Vie[l,n]

Nous allons construire, par récurrence, des ouverts controlés G-invariants Uy,...,U, dans Z x x Z
tels que pour tout i € [[1,n] :

@ Aui_vg €U C [ JVxxV)) G
j=1

(ii) pour tous z,y, z dans Z tels que (z,y) et (y, z) appartiennent a U; et y € U K; -G, alors :

j=1
7
cJWixxV;)-g
j=1
* Pour i = 1, 'ouvert contrdlé G-invariant Uy := (V; xx V4) - G convient.
* Supposons que 'on ait construit des ouverts contrdlés G-invariants Uy, ...,U; pour i € [1,n]

et vérifiant les conditions (i) et (ii). Posons :
A
z = |JK;-9

E = a\«ZxXleg)( ngxXZD
F = Un ((V%Jrl Xx Vig1) - g),

G = (‘/;4_1 Xx‘/;_i_l)-g\((ZXXZi)U(ZZ’ ><XZ)>.

Alors on montre, de la méme facon que dans le cas de deux orbites, que U;+; := EU F' UG est un
ouvert controlé G-invariant vérifiant les conditions requises; ce qui conclut la récurrence.

Ainsi, en posant U’ := U, on obtient un voisinage ouvert contr6lé G-invariant de Auyn_ v, = Ay
vérifiant :

Ul C |J(VixxVi)-G.
=1
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Remarque 5.1.2. Si U’ o U’ C U, alors en particulier U contient U’ car :
U=UoA;, CUU C U.
D’apres la proposition il existe un voisinage ouvert contrdlé G-invariant U” de Ay tel que
U'oU" CU',doncU" oU" oU" o U" C U etalors :
UIIOU//OU// — U”OU”OU”OAZ g U//OU//OUIIOU// g U

Plus généralement, on montre par récurrence que pour tout n € N*, il existe un voisinage ouvert
contrdlé G-invariant U’ de Ay telque U'o---0 U’ C U.
N——

n fois

Remarque 5.1.3. On se place dans le cadre de la définition |4.4.1| en supposant que le point 1) est
vérifié. Alors pour tout voisinage ouvert controlé U de Az, on peut construire une isométrie :

Ty E®@EGQE — E

a support dans U. En effet, d’aprés la proposition |5.1.1}, il existe un voisinage ouvert contr6lé U’ de
Az tel que U’ o U’ C U et aussi une isométrie Ty : E @ E — FE a support dans U’. L’opérateur :

TU ::TU/O(TU/EBidE) FoFoFE — FE
est encore une isométrie et d’aprés le lemme[4.3.9] Ty ®idp est & support dans U'UA ; C U’ donc :
supp(Ty) C U'oU’ C U.

La point (c) de la remarque permet de généraliser ce résultat a n facteurs. L'isométrie recher-
chée est alors :

TU/O(TU/@ldE‘)O(TU/@IdE@ldE)O o TU/EBldE@ @ldE
(n — 1)-fois (n — 1)-fois

et est a supportdans U'o ... o U’ C U.
N~

n-fois

5.2 K-théorie de la C*-algebre de Roe

Le but de cette partie est de construire une isométrie équivariante, a support dans un voisinage
ouvert contr6lé équivariant de Ay fixé, entre deux modules de Hilbert munis de représentations
admissibles. Nous en déduirons que la K-théorie de la C*-algebre de Roe équivariante ne dépend
pas, a isomorphisme canonique pres, de la représentation admissible choisie.

Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre. Soient H un sous-groupoide compact-
ouvert de GP?let YV := s~ 1(H(). Soit F un C(H»)-module H-équivariant muni d'une C(H%)-
représentation H-équivariante :

m: Co(Z) — gC(Hw))(F)‘

Le Cy(X)-module G-équivariant Ind),(F) est naturellement muni d'une Cp(X)-représentation G-
équivariante de Cy(Z x4 G) (voir proposition [1.5.7| puis [1.5.4) donc d’une Cy(X)-représentation
G-équivariante de Cy(Z) grace a I'application Z x4 G — Z;[z,~] — 27 en considérant 'application :

7 Co(Z) = Loy (lndg(p))
définie pour tous f € Cy(Z),{ € F. ety €Y par:
T(HE ) = meiy (F(A))(ED))-

32. Le sous-groupoide H est donc en particulier propre et ouvert-fermé dans G.
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Lemme 5.2.1 (Support d’un opérateur induit). Soient (G, X)) un groupoide ample et Z un G-
espace propre a droite d’ancre p : Z — X. Soient H un sous-groupoide compact-ouvert de G et
Y := s (H®). Pour i = 1,2, on considére E; un Cy(X)-module G-équivariant muni d’'une Cy(X)-
représentation G-équivariante 7; : Co(Z) — Zg,(x)(£;). Soit V un ouvert de Z tel que :

* V est 7 et n’-régulier et on note py . et py . les projecteurs associés;

e p(V) C HO etV est H-invariant;

* il existe un ouvert H-invariant W dans Z tel que V.C W et Wy N W = @ pour tout v € G\H.
Alors pour tout opérateur #-équivariant 7" : py - (E1) — py(E2), ona:

supp(lnd%(T)) C (V X x V) -G
(voir lemme pour la construction de I'opérateur induit Ind}, (7).

Démonstration. Tout d’abord, le support de Ind, (T') est un sous-ensemble de (V- G) x x (V - G). Soit
(2,2) € ((V Q) xx (V- g))\(V xx V) -G. Alors il existe (v,7) et (v/,n) dans V x,, G tels que
z = vy etz =v'n. Deplus, yn~! ¢ H car sinon (z, 2') = (vyn~ 1, v )np € (V xx V) - G. Puisque 5~
——
ev
est dans 'ouvert G\H, alors il existe deux bissections B,, et B, dans G contenant respectivement -y
et 7 telles que :
¥(a,b) € B, xss By, ab '¢H

ce qui implique que (W - B,) N (W - B,) = @@ Comme :

zeW-B, et ZeW: B,

et que W- B, et W- B, sont deux ouverts de Z, le lemme|1.2.28|fournit I'existence de deux fonctions
f,9:Z — [0;1] continues a supports compacts telles que :

f(z)=1, g()=1, supp(f) CW-B,, supp(g) S W -B,.

Considérons les sous-ensembles A} et A} de G (non vides car contenant respectivement v Letn ™)
suivants :
A} = {fy’ €G | JweWyyy, wyleW. Bv}>

Ay = {’Y’ €G | Jwe Wy, wyle W-Bn}.

On vérifie facilement que les fonctions f c = f(Y Y et 4 — g(4'7!) appartenant a
Ind}, (CO(Z )) sont a supports dans A} et Ay respectivement.

1= wyb avec w; € W, a € B,,b € B,, alors

De plus, A} N Ay = @. En effet, si w17/~ = woa et wzy'™
w1 = weay et wy = wyby et on distingue deux cas :

* Soit ay’ € H et alors il existe h € H tel que w3 = wyba~"'h donc wsh™' = wy(ab™ 1)L

N end ——
ew ¢H
* Soitay’ ¢ H etalors w; = wo ay’ .
ew ¢H

Ainsi, les fonctions f et g ne peuvent pas étre non nulles en méme temps et par conséquent, pour

tous £ € (pv.«(E1)), ety €G,ona:
T(g) o Ind}y(T) e F(NIOG) = 7ayy (907 z0,) © Torr) © sty (YD z00)

= Ty (ﬁ(vl)z‘swﬂ 0 Tg(yr) © () (f(’}/)le(w/J
= 0.

33. Siwa = w'bavecw,v' € Weta € B,,b€ By, alorsw =wab' € WNW(ab™') = @.
H
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Finalement, supp(lnd%(T)) C (V X x V) -G.
|

Proposition 5.2.2. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite d’ancre
p : Z — X. Soit H un sous-groupoide compact-ouvert de G. Soit (E,V) un Cy(X)-module G-
équivariant muni d’une Cy(X)-représentation G-équivariante 7 : Co(Z) — L, (x)(E). Soit W un
ouvert de Z tel que :

e W est w-régulier et on note pyy, . le projecteur associé ;
 p(W) C HO) et W est H-invariant;
* WyNW = & pour tout v € G\H.

Notons Y := s~ 1(#(?)) et considérons I'application bien définief¥):

IndY, (pW,r(E)) . E
C) :
W.E ; — [or H;/Hvy(s(w)}

Alors :

(i) Ow g est une isométrie G-équivariante a support dans A .

FE — Ind%_/[ (pwm(E)>

(i) ©w,g estadjoignable et son adjoint est O, p; : .
e — [ m b)) (Vi (etr())]

(iii) Pour toutx € X, ona (@W,E o (@W,E)*> = Ty (X(W.g)x).

T

Démonstration. (i) Notons Y* := Y NG” pour tout x € X. Soit £ € (pW,w(E)) . Remarquons que
(&
pour tous v € G\H et e(s(7)) € pw,x(E)s(y)

Toiy) X, y) 0 Vo (e(s())) = oy (X)) © Vi 0 gy (X)) (€ (5()))

= Vyomn(r  xw,)) 0 Taty) (X)) (€' (5(7)))

= Vyomy(y) (XW,)7) © Ts(y) (XWSM)( ¢(s(7)))

= Vi omym) (Xwrnw),.,,) (€ (s(7))) Car Weir)y = (W) )

= 0.
Ceci permet d’en déduire que pour tous ~v,n € Y7* vérifiant vH # nH cest-a-dire vérifiant
nly¢H,ona:

=0

= ((wm)ar) © Vi1 (60) el5(1) )
= 0

(Vi (€)oo (es(0)) )

C C

L
etdonc V, -1, (£(7)) € (pwﬂr(E)s(n)) . Ainsi, pour tous y,n € Y* vérifiant yH # nH, on a :

<Vn(5(77))’v’7(5(’7))>c = < 5\(1}2 ,Vn—w(f(V)) >C = 0
€ pw,x (E)s(n)

34. Voir lemme 3.6.3 dans [10] p. 91.
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On peut a présent conclure que Oy, i est une isométrie. En effet, pour tous £, & € (pW’W(E))
C

etre X:
(Owa(@). Own@) @) = (Owr(@)w),Owp()@)),
=YY (wlEm)vn)),
nHEY™ /HyHEY ™| H
= > <Vn(§(n))7Vn(ﬁ(n))>(C
nHEY ™ JH

=: (§1,§2) 0y (x) (T)-

On vérifie facilement que Oy, g est G-équivariant. L’opérateur Oy, r commute avec Cy(Z) car
pour tous f € Cy(Z),€ € (me(E)) etz e X :
C

ows(7(N@)@) = X W(FHEOM)

YHEY®/H

- Z Vyoms() (f('py_l)\zsm)({(')’))

YHEY ™ /H

= Y meUize,) o HED)

YHEY® /H

= m(fiz)o >, V(M)

YHEY ™ /H
= (75 o Owr(®) (@),
et donc d’apres le lemme 4.3.6, Oy, est & support dans Ay.

(ii) Soient ¢ € <pW,7T(E)> e € Eetw e X. Alors {(v) = Ty, (xw,(,,)(€(7)) pour tout y € Y et
donc : ‘

(Owe©.c), @ = (Owr©)().e())

Co(X)

7o) (W JEDD), Vs (e(r (1))

C

= 3 {0 T () 0 Vo (e () )

C
YHEY ™ /H
Ainsi, Oy g est adjoignable et son adjoint est I'application bien définie :

C(r ind} (b (B))
TE e e m Gane ) (Ve ()]

(iii) Soit z € X. Soient v,n € Y7 vérifiant yH # nH. Alors par hypothése Wy~ NWn~! = @ donc
la famille (W~ ™!),3cy= % est disjointe et on a :

(W-G)z = |_| (W’Yil)ar'

YHEY ™ /H
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On obtient donc pour tout e € F :

Ows(Owp(@))@ = Y Vi(Olnue))

YHEY®/H

= Z Vy oy (XWS(,Y)) oV,-1 (e(r()))
YHEY ™ /H

= > merxang) (er()

YHEY® /H
= > w1y, (e(x))
YHEY® /H
= m(xwg).)(e(@)).
[ |

Remarque 5.2.3. Si W est un ouvert de Z vérifiant les conditions de la proposition [5.2.2] alors
l'orbite W -G est w-réguliere et le projecteur associé est Oy, zo(Ow, g)*. On obtient donc la régularité
de l'orbite sans supposer le groupoide compact (comparer avec les corollaires|3.1.9|et(3.1.11J).

Théoréme 5.2.4. Soient (G, X') un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite et G-compact.
Soit U/ une partie génératrice de la topologie de Z. Soient (£, V¥) un Cy(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U-réguliere  : Co(Z) — L, (x)(E) et (F, VE") un Cy(X)-module G-
équivariant muni d’'une représentation U/-admissible 7’ : Co(Z) — L, (x)(E'). Pour tout voisinage
ouvert contr6lé G-invariant U de Ay, il existe une isométrie G-équivariante :

T:E—E  avec supp(T)CU.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert controlé G-invariant de A . D’apres la proposition|5.1.1}
il existe un voisinage ouvert controlé G-invariant U’ de Ay tel que :

UoU CU.
Il existe un compact K C Z tel que :
Ak C Ay CU C (KxxK)-G.

Soit (z,2) € Ag C Ay. Comme Z est localement compact, il existe un voisinage ouvert U, C Z
de z tel que U, xx U, C U’. Puisque «’ est une représentation /{-admissible (voir définition [4.4.1),
il existe un sous-groupoide compact-ouvert %, C G et un voisinage ouvert V, C U, de z qui est

‘H.-invariant avec p(V,) C H et appartenant a I/ tels que :

* on a '’homéomorphisme G-équivariant V, x4, G ~ V, - G;
* on a les isomorphismes de C' (Hgo))—modules ‘H .-équivariant :
Pva () = CN) ¢ L () spi.) = C((H) 00, CON) ).

ol laction de H, sur ¢%(N) est triviale et py, .+ est le projecteur associé au voisinage ouvert
n’-régulier V.

Quitte a restreindre V,, on peut supposer qu’il existe un ouvert H,-invariant W, dans Z tel que
V., CW, et W,yNW, = & pour tout v € G\H..
Par compacité de Ak, il existe un entier n > 1, des sous-groupoides compacts-ouverts Hi, ..., Hn,

dans G et des ouverts Vi, ...,V,, dans U tels que pour tout k € [1,n] :

* p(Vi) C H,(fo) et V est Hy-invariant;
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il existe un ouvert Hy-invariant W, dans Z tel que V, C W), et Wy N W), = @ pour tout
v € G\Hk;
Vi xx Vi, CU';
on a I'isomorphisme G-équivariant Vj, x4, G ~ Vi, - G ; [vg,y] — viy. En particulier, I'injectivité
de cette application donne :

YEHE = ViNViy=2

on a les isomorphismes de C' (H,io))—modules ‘Hy-€équivariant :

P (E') = C(N) &c L? (Hi) poi) S[s) = C((Hk)p(Vk)>€2(N)>a

ol l'action de Hy, sur ¢2(N) est triviale et py, , est le projecteur associé au voisinage ouvert
7’ -régulier V} ;

Ak C Vi xx Vi
i=1

On obtient en particulier le recouvrement KX C U V. et alors Z = U Vi - G. Nous allons construire

k=1 k=1

une isométrie G-équivariante 7' : E — E’ a support dans U.

» Cas de deux orbites. Supposons que :

Z=MW-9)u(V2-G)

et considérons, pour k = 1,2, les projecteurs py, - et py, . associés aux boréliens m et 7'-réguliers
V1 et V,. Comme le module E’ est admissible, il existe une isométrie G-équivariante :

Ty - E'®E' — E' avec supp(Ty/) CU'.

Notons Y}, := s‘l(H,(CO)) et considérons W, : E — E’, la composée des applications :

6 *
B L nalt (risB)) == ndi, (i ()
®V1,E’
EI/
Wy j§2)
E'a®F
Ty
El
et Wy : E — E’, la composée des applications :
@ *
B g (pvg,w(E)> - Indy, (p V2’”'(El)>
®V21El
E/
Wa j§2)
E'&F
Ty
El/
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Explicitons chaque application intervenant dans ce diagramme. Pour k = 1,2 :

ind}t (pa(E)) — E
* lapplication Oy, g : ¢ . (x . Z VnE’ (5(77))) est une isomé-
THEYE /Hy,
trie G-équivariante a support dans Ay d’apres la proposition [5.2.2]
E — Ind;/t’“k (ka,ﬂ'(E>>

" Ovip): e [’Y'_) 78(7)(XVk,s(w))<Vf‘l(e(T(V))))}

* On a py, o (E') ~ C((Hk)p(vk),éz(N)) donc d’apres le théoréme [4.1.6} on a 'isomorphisme

de C (’H,(CO))—modules ‘H-équivariant :
kaJI'(E) ©® kaJr’(E/) = ka,Tr’(E/)'

L'injection py, »(E) < pv, »(E)®py, .~ (E') permet alors d’obtenir une isométrie G-équivariante
PV, (E) = py, «(E'). D’aprés le lemme|1.5.8} on obtient encore une isométrie par le procédé
d’induction :

Py - Indjy: (pVM(E)> — Ind}j: (pvm,(E’)).

Comme l'ouvert V}, vérifie les hypothéses du lemme |5.2.1} alors :

supp(@4) C (Ve xx Vk)-G C U'-G C U

. jf) : B — E' @& E' (resp. j§2) : B/ — E' & E') est I'injection sur le premier facteur (resp.

I'injection sur le deuxieme facteur). Ceux sont des isométries a supports dans Ay vérifiant

(22 _

(J17)ds" = 0.

L’opérateur Wy, est donc G-équivariant et d’apres la proposition 4.3.7|:
supp(Wy) C U'ocAgzoAzolU oAy = U oU'.
Toutes les applications définies dans les deux diagrammes commutatifs précédemment sont des
isométries, mise a part (Oy, g)*. On a donc :
Wi o Wi = Oy, 5o (O, )"

et on a d’apres la proposition|5.2.2] on a pour tout z € X :
<9Vk,E o (9vk,E)*>x = Te(XVy-Grp—1(z))-

Puisque Z = (Vi -G)U (V- G), alors xv;.g + Xv,.¢ = 1 donc gg := Oy, go(Ov; g)* + Oy, 5o (O, r)*
est inversible. On peut donc poser :

Ty :=Wioqy* :E—~FE, k=12

Avec q;/Q a support dans AZ.Puisque (jf))* ojy) = 0 alors W oWy =0 etdonc T} o7, = 0. De
la méme maniére, 75 o 77 = 0. Posons T' = T} + T» : E — E’, c’est une isométrie (G-équivariante)
car :
T*oT = TyoTi+T50T,
—-1/2 X —1/2  —1/2 X ~1/2
— qE/oVVloWloqE/—|—qE/oW2oW20qE/

_ qgl/Z o (Wl* oW1+ Wi o W2> o qu/z

—1/2 —1/2
= qE/ O(ZEOQE/

= idg

35. SiT € Loyx)(E) vérifie T = T et f € C(Sp(T')), alors par calcul fonctionnel continu, f(T) € Lz, x)(E)
commute avec tout opérateur qui commute avec 7'. En particulier, si 7 commute avec C(Z), alors il en est de méme
pour f(T') et donc son support est dans Az.
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et son support vérifie supp(T) CU' oU' 0o Ay =U'o U’ C U.

» Cas général. Soit n > 2. D’apres la remarque 4.4.2] il existe une isométrie :

i B e o ® E'— E' avec supp(T}}) C U

n fois

De la méme fagon que précédemment, on construit pour tout & € [1, n], un opérateur Wy, : £ — E’:

(Ov,,E)"
—

E Ind}f (prc(E))  —>  Indys (pyjr (E'))

i@Vk’E'

E/

J
Wi [ F

Fe ... pE

n fois ,
I
E/
ou j ,(C") est 'injection sur le kéme-facteur. Comme dans le cas de deux orbites, chaque W, est a support
dans U. Considérons I'opérateur G-équivariant :

~1/2
Ty :== Wy o <@V1,E o(Ow,E) +-+0y, g0 (@vn,E)*) :E—F

a support dans U. On a pour tous k, [ € [1, n] distincts, ( j,(cn))* o jl(") = 0 donc W} o W; = 0 et alors

Ty o T; = 0. On obtient ainsi une isométrie G-équivariante en posant :

n
T := Z T
k=1
qui est a support dans U. [ |

Lemme 5.2.5 ([60], p.90). Soient ® : A — B un x-homomorphisme de C*-algeébres et V € M (B)
une isométrie partielle telle que ®(a) o V* o V = ®(a) pour tout a € A. Alors I'application :

A — B

Ade(I)Z{ NN Vq)(a)V*

est un x-homomorphisme égal en K-théorie a ¢ c’est-a-dire que (Ady o @), = P,.

On énonce et démontre a présent le théoreme principal de cette thése, affirmant que la K-théorie
de la C*-algebre de Roe équivariante ne dépend pas, a isomorphisme canonique pres, de la repré-
sentation admissible choisie.

Théoreme 5.2.6. Soient (G, X) un groupoide ample et Z un G-espace propre a droite et G-compact.
Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient F un Cy(X )-module G-équivariant muni
d’une représentation U-réguliere 7 : Co(Z) — Zgy(x)(E) et E' un Cp(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation ¢/-admissible ' : Co(Z) — L, (x)(E'). Alors toute isométrie de £ dans
E’ donnée par le théoreme induit un homomorphisme de groupes :

K. (C;(Z, E, 77)) ~ K, (Cg(z, E ﬂ’))

indépendant du choix de cette isométrie. De plus, si on suppose que la représentation m est U-
admissible, alors ’homomorphisme canonique précédent est un isomorphisme.
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Démonstration. L’action de G sur Z étant propre, on munit Z de la G-structure coarse définie dans
la proposition . D’apreés le théoreme [5.2.4), il existe une isométrie G-équivariante :

V:E—FE
a support contrélé. Soit Ady : E — E' 'application définie pour tout T' € % (x)(E) par :
Ady(T):=VoToV™

Montrons que Ady envoie C(Z, E, ) sur Cg(Z, E', 7'). Soit donc T' € C§(Z, E, ). D’apres le point
(iv) de la proposition [4.3.7] il est clair que Ady (T') est a support contrdlé. Soit f € C.(Z). Comme
K := supp(f) o supp(V) = supp(V)~! o supp(f) C Z est relativement compact, alors d’apres le
lemme il existe une fonction continue a support compact ¢ : Z — [0; 1] telle que 7z = 1,
donc en particulier ¢ = 1. On obtient alors :

m(f) oV =n(f)oVom(p)
et donc :
m(f)oVoToV*=n(f)oVom(p)oToV™.
compact

Donc 7(f)oVoT oV* est compact. On montre de la méme maniere que VoT oV*or(f) est compact.
Par conséquent, l'opérateur Ady (7') est localement compact. Notons W (resp. W) I'action de G sur
E (resp. E'). Puisque T et V sont G-équivariants, on a pour touty € G :

W, o (Ady(T)) . © Wy = WyoVyoTyyoVy,oW;
= WyoVyyolUyoTiyolUyoVyy, oWy

= ViyoUyoUjoT,yyoU,oUjo V*(,y)

r

s(7)

= Vim oL Vity)
- (AdV (T))r(,y)a
c’est-a-dire que Ady (7') est G-équivariant. On obtient donc :

Ci(Z,E,mr) — C&(Z,E' 7
. g ) ) g ) )
Adv'{ T s VoToV*

« Etant données deux isométries G-équivariantes V; : E — E' et V, : E — E’ a supports contrdlés,
on montre que Ady,; et Ady, induisent la méme application en K-théorie. Il suffit pour cela de
montrer que les x-homomorphismes :

Ce(Z,B,m) — Ms(Cy(2, ') Ci(Z,B,m) — Ms(C5(2,E', 7))
Dy : - . Ady, (T) 0 ;o Do T . 0 0
0 0 0 Ady,(T)

sont égaux en K-théorie. On vérifie que V; o V* est dans C(Z, E', '), pour tout (i,5) € {1,2}.
Considérons I'élément de M, (C§(Z, E',«')) :

g._ [L-VieV’  Viely
T VaoVy  1-VhoVy

On vérifie que ’est une isométrie (donc une isométrie partielle) et un multiplicateur de Ms (C3(Z, E', 7))
donc en appliquant le lemme aA=C5Z E ) et B=M,(Cs(Z,E' x')), on obtient que
les applications (Adgo®1). et (®1). sont égales. Or un calcul montre que pour tout 7" € C5(Z, E, 7) :

Bo(T) = S, (T)S".
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Dol :
(Ady, )s = (P2)s = (SP1(-)57), = (Ads 0 @1)s = (1)« = (Ady, )

Ainsi, I'application :
Ady : K, (C;(Z, E, 7r)) LK, (C;(Z, E’,w'))

est un homomorphisme canonique de groupes.

Supposons que la représentation 7 est {/-admissible. D’apres le théoréme |5.2.4] il existe donc une
isométrie G-équivariante V' : E' — FE a support contr6lé. En utilisant le lemme avec l'applica-
tion & = idcé( 7,E' =) €t V o V' puis 'application ® = idcé( 7,5,z €t V' oV, on obtient :

(Ady ). o (Advr). = idg gz my) et (Adyr)so (Ady). =idk, (cx(2,8m)

d’oti I'isomorphisme annoncé. [ |

5.3 Quelques résultats de fonctorialité

Dans cette partie, on introduit la notion de support d'un opérateur 7' : E; — Es ou FE; est un
Co(X)-module G-équivariant muni d’'une représentation non-dégénérée m; : Co(Z;) — Z¢,(x)(Ei)
pour ¢ = 1,2. On démontre par la suite quelques résultats analogues au théoreme|5.2.4

Fixons (G, X) un groupoide ample et que Z;, Z> deux G-espaces propres et G-compacts. Notons p;
(resp. p2) I'application d’ancrage associée a I'action de G sur Z; (resp. Z5). Posons :

71 Xx Zg = {(z,z/) €Z1xZy | pi(z) = pg(z')}.

On rappelle que si 4; est une partie génératrice de la topologie de Z;, alors If; désigne lensemble
des ouverts w-réguliers pour toute représentation U;-réguliere m : Co(Z;) — Loy (x)(E).

ZgXZl — ZQXZQ

(2,2) — (3 /(&)

Si f:Z1 — Zy vérifie p; = ps o f, on notera id x f I'application : { et

Api=(idx ) Bzn) ={(f().2) | z€ 21} € Zoxx 21,
On peut a présent généraliser la notion de support d’un opérateur.

Définition 5.3.1 (Support contrdlé par f). Pour i = 1,2, on considére E; un Cy(X)-module de
Hilbert muni d’'une Cy(X)-représentation 7; : Co(Z;) — Lry(x)(Es). Soit T € Loy (x)(Eh, E2). Le
support de T, noté supp(7T'), est le complémentaire du sous-ensemble de Zy xx Z; :

{(e1,22) € 23 x 21 | Fp € Co(Z1), 40 € Co(Za) + (1) # 0,(20) £ 0 et ma(w) o Tomi(p) =0}

Si l'on suppose de plus que Z; et Z> sont deux G-espace propres a droite et que les modules de
Hilbert Fy, E» sont G-équivariants (ainsi que leurs représentations 71, o associées), alors on dira
que T est a support controlé par f si:

(id x f) (supp(T)) € Ez,.
Nous aurons pour la suite besoin du résultat suivant.

Lemme 5.3.2. Soient f : Z; — Z5 une application et A un sous-ensemble de Zs x Z,. Alors :
(i) onalinclusiondans Zy x Z; : Ao Ay C (id x ~HA).

(ii) on alinclusion dans Zs x Z3 : (id x f)((id x f)7H(A) o (f x f)*l(A)> C Ao A
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Proposition 5.3.3. Soient U{; une partie génératrice de la topologie de Z; et f : Z; — Z5 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant p; = p2 o f. Soient E; un Cy(X)-module
G-équivariant muni d’'une représentation U/ -réguliere m; de Cy(Z;) et Ey un Cy(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U/>-admissible 73 de Cjy(Z2). Supposons qu’il existe un Cy(X)-
module £y muni d’'une représentation /;-réguliere 7, de Cy(Z;) tel que :

(i) pour tout voisinage ouvert controlé G-invariant W de Az, il existe une isométrie G-équivariante
de Ey dans Ey a support dans W ;

(i) f~Y(U) est my-régulier pour tout U € Us.

Alors pour tout voisinage ouvert controlé G-invariant U de A z,, il existe une isométrie G-équivariante :
V:E — E, avec (idx f)(supp(V)) C U.

Démonstration. Fixons U un voisinage ouvert contr6lé G-invariant de A,,. D’apres la proposition
5.1.1} il existe un voisinage ouvert contr6lé G-invariant U’ de A, tel que U’ o U’ C U. Remarquons
que I'on peut munir £y d’'une représentation G-équivariante de Cy(Z>) en considérant :

Co(Z2) — Co(21)

mf O <I>f : C()(ZQ) - gCO(X)(Ef) avec (I)f : { g — go f

qui est de plus Up-réguliére. En effet, soit U € Us. Alors f~1(U) est w-régulier, on note p le projec-
teur dans Z¢ (x)(Ey) associé. Comme -1y = xv © f = ®7(xv), alors on a pour tout x € X :

Pe = Tpa(X 1)) = Trw © f 40 (v,) = (77 0 Dp)a(xv,)-

Donc U est 7y o ®;-régulier. Par conséquent :
* il existe une isométrie G-équivariante V; : By — E; telle que supp(V4) C (f x f)~1(U’), car
(f x f)~1(U") est un voisinage ouvert G-invariant contr6lé de Ay, ;

* il existe une isométrie G-équivariante V5 : Ey @ Eo — E» telle que supp(V2) C U’. En ef-
fet, I'existence de cette isométrie est assurée par le théoréme |5.2.4| car la représentation
(mfodys) @ ma est Up-réguliere (en tant que somme de représentations Uy-régulieres) et my
est Us-admissible.

Notons i I'injection de E; dans E; @ E» et considérons Iisométrie V := Vo 0ioVy : By — Ey :

ElL\Ef%Ef@EQ

Le support de l'injection i est un sous-ensemble de Z; x x Z,. Montrons que son support est inclus
dans A;.

Soit (z1,22) € Z1 xx Zy tel que zo # f(z1). Puisque 22 et f(z1) sont deux éléments distincts dans
Zs, alors il existe deux fonctions continues a supports compacts ¢ : Zo — [0;1] et ¢ : Zo — [0;1]
telles que :

Posons ¢ := p o f : Z; — [0;1] qui est continue a support compact. Alors ¢(z1) # 0 et pour tout
LRSI

(o £)P)(2) = v(f(2)e(f(2) = (W) (f(2)) =0

36. Si K C Z, est compact, alors on vérifie immédiatement que (f x f)"'((K x K)-G) C (K'xK') -G ou
K’ := f~Y(K) C Z; est compact car f est propre.
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Alors :
((rpo@p@m)W)oions(@) = (m70®p)(¥)oms()
= 7p(pof)om(p)
= (@ N)P)
= 0.

Donc (z1,22) ¢ supp(i), ce qui prouve que supp(i) C Ay. En appliquant le lemme aA=U,
on obtient :

supp(V) C U’ o Ago(fx )~ (U") € (idx /)~ (U)o (f x /)1 (U),

puis, en composant cette inclusion par (id x f) :

(id x f)(supp(V)) € (idx f)((id x )~ (@) o (f x ))7(U")) SV oV CU.

De la proposition [5.3.3} on déduit deux corollaires :

* le premier affirme que si F; est muni d’'une représentation admissible, on peut se dispenser
de ’hypothese (i) ;

* le deuxieme permet de se dispenser de I'existence du module Ef siona f~!(Us) C .

Corollaire 5.3.4. Soient U/; une partie génératrice de la topologie de Z; et f : Z; — Z3 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant p; = p2 o f. Soient F; un Cy(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U -réguliere m; de Cy(Z;) et Es un Cp(X)-module G-
équivariant muni d’'une représentation Us-admissible 75 de Cp(Z2). Supposons qu’il existe un Cy(X)-
module G-équivariant £y muni d’une représentation ¢/, -admissible 7; de Cy(Z,) telles que :

YU € Uy, f1(U) est my-régulier.
Alors pour tout voisinage ouvert controlé G-invariant U de A z,, il existe une isométrie G-équivariante :
V:E —E, avec (idx f)(supp(V)) CU.

Démonstration. Soit W un voisinage ouvert contrdlé G-invariant de Az, . Puisque 7; est U, -réguliere
et my est U;-admissible, alors d’apres le théoréme|5.2.4} il existe une isométrie G-équivariante de
dans E; a support dans 1. On conclut en appliquant la proposition [5.3.3 ]

Corollaire 5.3.5. Soient U/; une partie génératrice de la topologie de Z; et f : Z; — Z3 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant p; = p2 o f. Soient F; un Cy(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U, -réguliere m; de Cy(Z1) et Ey un Cp(X)-module G-
équivariant muni d'une représentation Us-admissible 7o de Cy(Z3). Supposons que :

fH(Ue) CUh.
Alors pour tout voisinage ouvert controlé G-invariant U de A z,, il existe une isométrie G-équivariante :
V:E —E, avec (idx f)(supp(V)) CU.

Démonstration. Soit W un voisinage ouvert controlé G-invariant de Ay, . On applique la proposition
5.3.3] avec Ey = E; et l'identité qui est une isométrie G-équivariante a support dans Az, CW. W

Les résultats de fonctorialité précédent pourraient s’appliquer au cas des G-complexes simpliciaux.

Définition 5.3.6 (Application simplicial). Soit (G, X) un groupoide ample. Pour i = 1, 2, on consi-
dere (Y;, A;) un G-complexe simplicial d’application d’ancrage p; : Y; — X. Soit f : Y7 — Y5, une
application continue et propre. On dit que f est une application simplicial si elle vérifie :
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D f(A1) C Ag;
(ii) p2o f = p1.
Une application simplicial f : Y1 — Y5 induit une application f: |A1| — |Az| entre les réalisations
géomeétriques, qui est définit pour tout y := Z Ay(p)dy € 1Ay :
yep~(p(k))

) = D MW € |,

yep~H(p(p))

En notant §; la partie génératrice de la topologie de |A;| et 7 : Co(|Ay]) — Ly (x)(E) la représen-
tation S;-admissible construite dans la démonstration du théoreme |4.4.3] on pourrait démontrer,
dans un développement futur, que :

YW €S, [ Y(W) est w-régulier.
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Chapitre 6

Applications d’indices

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la construction des groupes de K K -théorie équivariante ainsi
que la construction de Kasparov de 'application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoide.
Apres avoir identifié le produit croisé k¢, (x)(E) x G avec 'algebre de Roe équivariante de G (voir
proposition [6.1.11)), on construit une isométrie G-équivariante a support contrdlé entre les Co(X)-
modules de Hilbert E et L?(G) ®cy(x) £ (voir lemme [6.3.4). Enfin, nous établissons un lien entre
I'application d’indice coarse G-équivariant et 'application d’assemblage de Baum-Connes pour un
groupoide dans le cas de cycles admissibles (voir théoréme|[6.3.6).

Sauf mention contraire, G désignera dans la suite un groupoide de base X que I’on supposera
étale et o-compact.

6.1 Rappels de K K-théorie équivariante

Dans son article [32], Pierre-Yves Le Gall généralise les groupes de K K-théorie équivariante au
cadre des groupoides. On rappelle ici plusieurs résultats liés a cette construction.

Définition 6.1.1. Soient A et B deux G-algeébres. Un (A, B)-bimodule G-équivariant (pair) est la
donnée d’un couple (E, ) tel que :
e E est un B-module a droite de Hilbert G-équivariant Z /27 gradué (c’est-a-dire £ = Ey @ E1),
o 7: A— ¥p(F)estun x-homomorphisme G-équivariant pair c’est-a-dire que pour tout a € A,
7r(a) = Wo(a) D 7r1(a) ou Wo(a) € fB(E()) et 7r1(a) € fB(El).
Définition 6.1.2. Soient A et B deux G-algébres. Un cycle G-équivariant (pair) sur (A, B) est la
donnée d’un triplet (E,7,T) ou :

e (E,m) estun (A, B)-bimodule G-équivariant;

e T est un opérateur adjoignable dans .Zp(F) de degré impair c’est-a-dire que 7' = [19 1(;1}
0
ouT; € Lp(E1, Ey) et Ty € Lp(Ey, E1) et vérifie de plus :
— w(a)(T —T*), 7(a)(T? 1), [x(a),T] € kp(E) pour tout a € A;
— si V désigne l'action de G sur E, alors pour tout f € r*A ~ T'y(G, r*A), 'application :

Y Wr(w)(f(’Y)) (Tr('y) - Vo TS(’Y) © V’Y*)

définit un élément de I'o(G, m*Kp(E)) ~ r*(kp(E)).

L’ensemble des (classes d’isomorphismes de) cycles G-équivariants pairs sur (A, B), noté EY(A, B),
est un semi-groupe abélien pour la somme directe de cycles :

(E,7,T)+ (E', o', T = (E® E' ,ror,ToT).
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Exemple 6.1.3. Si 7 : A — B est un x-homomorphisme G-équivariant entre deux G-algebres, alors
en utilisant I'identification B ~ kp(B), le triplet (B, 7, 0) définit un cycle G-équivariant sur (A4, B).

Soient A, B et C trois G-algebres et ¢ : B — C un x-homomorphisme G-équivariant. Alors ¢ induit
une application :
[ E9(A,B) — E9(A,C)
P : { (B,7,T) — (E®,C,7oide, T ®ide)

Nous allons munir EY(A, B) d’une relation d’équivalence qui sera la relation d’homotopie. Pour tout
t € [0;1], on note ev; : C([0; 1], B) — B l'application évaluation en ¢.

Définition 6.1.4 ([32]). On dit que deux cycles z et z; dans E9 (A, B) sont homotopes, noté xq ~j,
1, il existe un élément x € EY (A, C([0; 1], B)) tel que evy .(x) ~ g et evy .(z) ~ z1. On montre,
de la méme maniére que pour un groupe, que la relation ~;, définit une relation d’équivalence sur
EY(A, B).

Définition 6.1.5 (Groupe de K K-théorie équivariante, [32]). On note KK g(A, B), le quotient
de EY(A, B) par la relation d’équivalence ~y, et la classe d’un élément (E, 7, T) dans K K9 (A, B)
sera notée [F,m,T]. C’est un groupe abélien pour la loi induite par la somme directe des cycles.
Lorsque le groupoide G est le groupe trivial, on le note K K (A, B).

Remarque 6.1.6. D’apres 'exemple [6.1.3] tout *-homomorphisme G-équivariant f : A — B entre
deux G-algeébres définit donc une classe [B, f,0] dans K K9(A, B) que 'on notera pour simplifier

[f1:= 1B, f,0].

Définition 6.1.7. Soit n € N. On pose pour toutes G-algeébres A et B :
KKY9(A,B) .= KK9(A® Cy(R"), B).

On énonce a présent un résultat de fonctorialité en K K-théorie équivariante :

Proposition 6.1.8 (Fonctorialité). Soient A, A, et B trois G-algebres. On considere ¥ : A; — Ay
un x-homomorphisme G-équivariant.

(i) KKY est un foncteur contravariant en la premiere variable et ¥ induit un morphisme de
groupes :
o { KK9(4,B) — KK9(4y,B)
' [E, 7, T —  [E,mop,T]

(i) KKY est un foncteur covariant en la seconde variable et ¥ induit un morphisme de groupes :

o [ KKI(B.A) — KKI(B, Ay)
* [E,m,T| — [E@@Ag,ﬂ'@idAz,T@idAz]

Le résultat suivant donne l'existence d’un produit de Kasparov (voir [32]).

Théoreme 6.1.9 (Produit de Kasparov). Soit (G, X) un groupoide étale a base d’ouvert dénom-
brable. Soient A, B et C trois G-algebres séparables. Alors il existe une application bilinéaire appelée
produit de Kasparov :

QR : KK%(‘LLB)XKK?%(BvC) - KKg+m(A7C)
v (z,y) — T @B Y

qui est associative c’est-a-dire que si D est une autre G-algébre avecx € KKY(A, B),y € KK9(B,C)
et z € KKY(C, D), alors :
(z@pY)®cz=12p (yQc 2).

Le produit de Kasparov est de plus distributif par rapport a la somme.
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Les groupes de K K -théorie équivariante et non équivariante (lorsque le groupoide est le groupe tri-
vial) sont reliés par un homorphisme appelé morphisme de descente. Détaillons cette construction.
Soient A et B deux G-algébres et (E,w,T) un cycle dans £Y(A, B).

* Notons 3 I'action de G sur B. L’espace des sections continues a support compact I'.(G, r*£) est
muni d’'un produit scalaire a valeurs dans I'.(G, 7*BB) donné pour tous f,g € I'.(G,r*E) par :

(£:9) (¥ Z P~ 1(<f >Br<n))’

N€Gr(y)

ainsi que d’une structure de I'.(G,r*B)-module a droite donnée pour tous f € I'.(G,r*E),
pel.(G,r*B)ety e G par:

> FmBa(etn™)).

negr('ﬂ

On montre que {f,g)
pectivement.

Bx,g €t [ - définissent bien des éléments dans I'c(G, r*B) et I'c(G, r*&) res-

Définition 6.1.10 (Produit croisé d’'un module par un groupoide). On note FE X, G le B x, G-
module de Hilbert obtenu en complétant I'.(G, r*£) pour le produit scalaire défini précédemment.

* On montre que l'application v € G + T, (f(7)) définit bien un élément dans I'.(G,r*£). On
note alors Ty 'opérateur de Zp«,.g(E X, G) défini pour tous f € I'.(G,r*E) et v € G par :

* Notons V : s*FE — r*E l'action de G sur E. L’application ng : A%, G — Zpx,g(E %, G) définie
pour tous f € I'.(G,7*A), £ € To(G,r*E) et v € G par :

(ma(H(E) (M = 3= mony (F)) Vi (&)
negT("/)
est bien définie et on montre que c’est une représentation de A %, G.

Dans la suite, si B désigne une bissection ouverte de G, on notera V|p : Ej,p) — E|,(p) la restriction
de l'unitaire V' a la bissection B (voir la démonstration de la proposition pour la construction).

Proposition 6.1.11. En gardant les notations précédentes, on a I'isomorphisme de C*-algebres :
k’c:(g)(E Ay g) ~ ]{TCO(X)(E) Ay g

Démonstration. On rappelle que k¢, X)( ) est une CO( )-algebre (voir lemme [1.3.52]). On note

KC(E) son fibré s.c.s. c’est-a-dire que [C(E |_| k(E

zeX
* Linjection 7 : kg, (x)(E) — Zg,(x)(E) induit une application encore injective au niveau du
produit croisé 7g : kg, (x)(E) X G — ZLc=g)(E %, G) donnée par le produit de convolution c’est-a-
dire pour tous f € T (Q’ r*K(E)), el (G,mE)etyeG:

( )7) = D feVysn)).
negr)

* Montrons que 7g est bien a valeurs dans k¢« g)(E % G). On fixe f € C.(G) telle que supp(f) € U
ol U C G est une bissection ouverte et e, e’ € E},(r). Il suffit de démontrer que :

ng(h) € kcyg)(E %, G) avec h:y= f(7)[0ee], -
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Soit ¢ : G — C une fonction continue a support compact dans s(U) et valant 1 sur le compact
s(supp(f)). Soient ¢ et ; les fonctions de I'.(G, r*£) définies pour tout y € G par :

1) = Fer() et 2(7) =& NV [Vo- ()] ) )-

On va montrer que 7g(h) = 6,, ,. Pour cela, fixons { € T'.(G,7*E) et v € G. Puisque U est une
bissection de G, alors G"(") N U est de cardinal au plus 1. Si cette intersection est vide, alors on

a clairement <7rg(h)(£)) (v) =0= (95017@2 (f)) (7). Sinon, notons a I'unique élément de G"V) N U.
Comme q est en particulier dans U, on a :

Vi (V1) sy ) = Vi © Vet (€ 0(@)) = Virr (€(r(a)) et 0" (1)) =

De plus,
¢(r(a)), Va(€(a™)) = (Va1(e'(r(a))),€(a"")
C
= (¢ Wat)WVas (Mo ()] )£ @)
= (#2lw):E@'))
= <90 €>C7§(g)(a_17)
donc :

(rem)©) (1) = <>a@mvn
= fl@e(r(@)(€(r(@). Va(§a™))
= a)<‘:027 >cr(g
= (ww@yw

* Démontrons a présent la surjectivité de mg. Pour cela, il suffit de trouver un antécédent par wg
d’une fonction dans kcs(g) (E%,G) delaforme 6, ., ol ¢ et ¢, sont deux éléments dans I'.(G, r*E)
de la forme :

e1(7) = f(Me(r(y)) et @a(y) =g (r(v)) v€G

ol f,g € C.(G) telles que supp(f) C Uy, supp(g) C Us avec Uy, U, deux bissections ouvertes dans G
telles que s(Uz) = s(Uy) et e € Ej ), € € E,(u,). Nous allons montrer que I'antécédent recherché
est la fonction h € T'.(G, r*&) définie pour tout v € G par :

h(v) = (f*xg")(7)|bev

|U U_l(el) r(y)

Soient £ € T'.(G,r*E) et v € G. Puisque Uy -U;l et U; sont deux bissections de G, alors G"(") N, -UQ’1
et " NU; sont de cardinaux au plus 1. Si 'une des intersections est vide, le résultat est clair. Sinon,
on note a I'unique élément de G") NU; - U, ! et b 'unique élément de G"") N U;. Dans ce cas, on a
Qs(b) NU; = {ailb}, donc :

(e ©)) = FEFa Belr(@)(Vale (s(@). Valgla™ )
= 7@ D)e(rb) (€ (s(a). §a))_
- <Hsﬂ1,<ﬁ2 (§)> (7)
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Proposition 6.1.12 (Morphisme de descente). Soient A et B deux G-algebres. L’application ap-
pelée morphisme de descente :

. [ KKY9(A,B) — KKY9(Ax,G,Bx,G)
g B,7,T] +— [E %, G,7g, Tg]
est un homomorphisme de groupes abéliens Z/27Z-gradués.
Définition 6.1.13. Soient A, B deux G-algébres et (E, 7, T) un cycle dans E9(A, B). On dit qu'un
opérateur S € £p(E) est une perturbation compacte de T si pour tout a € A, les opérateurs :
m(a)o(S—T) et (S—T)omn(a)

sont dans kp(E). Par conséquent, si (E, 7, T) et (E, w, S) sont deux cycles dans £9 (A, B) avec S une
perturbation compacte de 7', alors (E, w, T) ~, (E, w, S) viale cycle (C([0; 1], E), m, (tT + (1 — t)S)iefo;1))
dans EY (A, C([0;1], B)).

6.2 Application d’assemblage de Baum-Connes

Définition 6.2.1. Un espace classifiant pour les actions propres de G est un G-espace propre, noté EG,
tel que pour tout G-espace propre Z, il existe une application continue G-équivariante Z — EG, et
deux telles applications continues G-équivariantes de Z dans E£G sont G-homotopes.

Remarque 6.2.2. Un tel espace EG existe (voir [[62]) et est unique seulement a homotopie G-
équivariante pres.

Soient B une G-algébre, Z et Z' deux G-espaces propres et G-compacts. Soit ¢ : Z — Z’ une
application continue et G-équivariante. Alors ¢ : Z — Z' est propre (voir [10] p. 107) et induit un
x-homomorphisme G-équivariant :

o ] Co(Z") — Co(Z)
U F = fow
puis un homomorphisme de groupes :
g G /
e KK (Co(2),B) — KK (*CO(Z ). B)
(6] — [(p ] R o
En particulier, si Z et Z’ sont deux G-espaces G-compacts tels que Z C Z' C EG et ¢ l'inclusion de

Z dans Z’, alors on peut définir sans ambiguité la limite inductive (ordonnée pour I'inclusion) dans
la définition suivante.

Définition 6.2.3 (K-théorie topologique). Soit B une G-algeébre. La K-théorie topologique de G a
coefficients dans B, notée K,’P(G, B), est définie par :
K'(G, B) = lim KKY(Co(2), B),
ou la limite inductive est prise sur les sous-espaces Z de EG qui sont G-compacts.
Proposition 6.2.4. Soit (G, X) un groupoide étale et propre tel que I'espace des orbites X/G est
compact. Soit ¢ : X — R* une fonction cut-off continue a support compact sur G .Alors I'applica-
tion :
e { g — R
Ly o Vels()elr()
définit une projection dans C;(G) dont la classe [pc] € KK <C,C’,’f(g)) ne dépend pas de la
fonction cut-off choisie c.
37. La notion de fonction cut-off a été introduite dans la définition et son existence dans la proposition
38. Le x-homomorphisme P. : C — C;(G), A — Ap. définit une classe |C(G), P, O] dans KK (C,Cy(G)) que 'on note
[pc].
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Démonstration. Puisque ¢ : X — R est une fonction cut-off & support compact sur G, alors d’apres
le point (ii) de la définition [1.3.13] I'ensemble supp(c o s) N~ !(supp(c)) est compact et on montre
facilement que :

supp(pc) C supp(co s) N7~ (supp(c)),
donc p. € C.(G). Soity € G,on a:

pe(y) =pe(r D) =pe(v ) = Vels(r))elr(v71)) = Velr(n)e(s(7)) = pe(v),

et comme Z c(s(n)) = 1, alors le produit de convolution de p. par lui-méme donne pour tout

pexpe(y) = Y pe(mpe(n'y)
= ’7652”) Velsm))e(r(m)ve(stn=1y))elr(n~1v))
= neim Velsn))e(r(y)vels(y))e(s(n))
= neizzév))C(r(v)) > cls(n)
-

S
= pc(7),

(
)

donc p, est une projection dans C; (G
Posons pour tout ¢ € [0;1] :

. Soient c; et co deux fonctions cut-off sur G a support compact.

¢ :=tep + (1 —t)ca.

Alors (ct);¢(o;1) définit un chemin continu de fonctions cut-off sur G a support compact reliant ¢; et
c2. Donc (pe, )sefo;1] définit un chemin continu de projections dans C;(G) reliant pe, et p, et alors
on a I'égalité [p.,] = [pc,|- Donc la classe du projecteur p. ne dépend pas de la fonction cut-off
choisie. [ |

Soient Z un G-espace propre et G-compact dans EG et B une G-algebre. Par définition, le groupoide
de transformation Z x G est propre. Soit ¢ : Z — R une fonction cut-off sur Z x G. En appliquant
la proposition précédent avec le groupoide Z x G, on obtient l'existence d’une projection p. dans
C;(Z x G) dont la classe de K-théorie [p.| ne dépend pas de c. On a les isomorphismes :

K.(Bx,G)~KK.(C,Bx,G) et Cyo(Z)x,G=~Co(Z x,G).
Une fois ces identifications faites, on définit 'application :
gy KK9(Co(Z), B) — K.(B %, G)
comme étant la composée des applications :
KK9(Co(Z), B) 2% KK,(Co(Z) %, G, B 3, G) ™% K,(B x, )

ol jg est le morphisme de descente de Kasparov et [p.] ® - est le produit de Kasparov avec [pc].

Soient Z, Z' deux G-espaces propres et G-compacts et ¢ : Z — Z' une application continue et
G-équivariante. Soit ¢’ : Z’ — R™ une fonction cut-off sur Z’ x G. Considérons I'application :

N g . Co(Z, Dell g) — C()(Z X g)
AR f — [(zw) - f(w(Z),v)}

Alors on vérifie que ¢ := ¢’ o ¢ : Z — R est encore une fonction cut-off sur Z x G telle que :

pe = (¢ % G)(pc)

ce qui permet d’en déduire que le diagramme suivant est commutatif :
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KKY9(Co(2),B) — KK.(Cy(Z) %y G,B %, G) o7ar KB G)

[p*]® l [p* xr G ® l l=

KK{(Co(Z'), B) — KK.(Co(Z") %, G,B %, G) e K.(B %, G)

En particulier, on a :
Z z x
ugp = ngp o (le]®).

On peut donc définir sans ambiguité 'application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoide.

Définition 6.2.5 (Application d’assemblage de Baum-Connes). L’application d’assemblage de Baum-
Connes ug g : K (G, B) — K.(B x, G) est l'application définie pour tout a € K,*(G, B) par :

. Z
ng,5(0) = lim (@),

ou la limite inductive est prise sur tous les G-espaces propres et G-compacts dans EG.

Remarque 6.2.6. Soita := [E,7,T] € KKY9(Co(Z),Co(X)) avec 7 une représentation U/-admissible.

D’apres la proposition |6.1.11}, on a C;(G) ~n kox(g)(E Xy G) =~ keyx)(E) X G ot ~y désigne
équivalence de Morita. On en déduit que Z¢»(g)(E %, G) s’identifie avec les multiplicateurs de

(2)

kcy(x)(E) % G, ce qui permet d’obtenir la description du cycle G Co

() (o) suivante :

1 230 (@) = [0 (B) %1 G,1,76(pe) 0 T 0 mg(pe) + 1 = mg(pe)] -

Remarque 6.2.7. Notons Pk (G) la réalisation géométrique du complexe de Rips (G, Ax(G)) (voir
associée au compact K C G c’est-a-dire 'ensemble des mesures 1 dans P(G) telles qu'’il
existe un (unique) élément z € X pour lequel supp(p) C G* et yn~! € K pour tous y,n € supp(u).
On munit Pk (G) de la topologie x-faible. Dans son article [61], Jean-Louis Tu démontre que 'action
de G sur Pg(G) est propre et G-compacte (proposition 3.1). Il démontre aussi (lemme 3.2) que
pour tout espace G-espace Z propre et G-compact, il existe un compact K C G et une application
continue G-équivariante Z — Pk (G) (qui est unique a homotopie pres, quitte a composer avec une
inclusion de la forme Px(G) — Pk/(G) ou K’ C G est compact). Ces deux résultats permettent de
démontrer que la K-théorie topologique de G a coefficients dans une G-algébre B peut se calculer
a partir de I'espace Pk (G) :

K°(G,B) ~ lim, KK*Q (CO(PK(Q))yB)'
KCG compact

6.3 Indice coarse

Dans toute cette partie, on fixe :

* (G, X) un groupoide ample et o-compact;

* 7 un G-espace propre a droite et G-compact muni de sa G-structure coarse définie dans la
proposition [4.3.2);

* U une partie génératrice de la topologie 7 ;

et on considere aussi 'ensemble des cycles U-admissibles :
EY. . (CO(Z), C’O(X)> = {(E, ©T) e B9 <CO(Z), CO(X)) | 7 est Z/{-admissible}.
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Lemme 6.3.1 ([61], lemme 3.6). Soit (E,x,T) un cycle dans EY(Co(Z),Co(X)) avec T auto-
adjoint et ¢ : Z — R™ une fonction cut-off & support compact. Alors il existe un unique opérateur
T' € Zcy(x)(E) tel que pour tout 2 € X :

1/2 1/2
T, = Y Viomy (e ) o T o Ty (e ) 0 Vo
yeG®

de sorte que T” est auto-adjoint, G-équivariant, a support contr6lé. De plus, 7" est une perturbation
compacte de T donc vérifie (T"? — 1)7(f) € kcy(x)(E) pour tout f € Co(Z2).

Dans la suite, on verra 7’ comme un multiplicateur de C§(Z, E, 7) et cest cet opérateur qui définira
le K-cycle dans la définition suivante.

Définition 6.3.2 (Indice coarse G-équivariant). Le théoréme affirme que si (E,n,T) est
un cycle dans Eg_adm (C’O(Z ), Co(X )), alors K, (Cg(Z, E, m)) ne dépend pas, a isomorphisme cano-

nique pres, du couple (E, 7). On peut donc le noter simplement K, (Cg(Z )) et définir sans ambiguité
I'application d’indice coarse G-équivariante sur les cycles admissibles :

 Bo(Co2),00(x)) —  K.(C3(2))
G,Co(X) - (E,n,T) — [Cg(z, B, 7)1, T’}

Si (B, V) désigne un Cy(X )-module G-équivariant, alors le Cy(X )-module de Hilbert L?(G) @, (x) E
sera muni :

« d’une action V en considérant pour tout v € G l'application bien définie :

7 :{ (G Bs) — {9y, Bria)
! 3 — [ V5 (E0m))]

)

* d’une application 7’ : Co(G) — L (x) <L2(g) ®cy(X) E) donnée pour tout f € Cy(G) et tous
el (G,s*E) ety e Gpar:
(7' (£)€) (7) = F(1)EM).

On vérifie que I'application 7’ est bien définie et est une Cy(X)-représentation G-équivariante.

Lemme 6.3.3 (Propriété du noyau d’un opérateur). Soient £ un Cy(X)-module G-équivariant
daction V et T' € Ly X)(L2(g) ®cy(x) ) un opérateur G-équivariant c’est-a-dire vérifiant pour
tout v € G, Ty © ~7 = 177 o Ty(y). Supposons que pour tout z € X, il existe une application
ky : Go X G — k(E,) telle que pour tous £ € Co(G,, E) ety € G, :

(7:(9) (1) = 3 kalrom) (6)-

negz
Alors pour tous v € G et € Gy, :
ks('y) (’7’ 77) = V'y—l © kr('y) (T(’Y)a 777_1) ° V'y-
Démonstration. Soit x € X. Commengons par remarquer que 'on a pour tous v,n € G, etv € F,. :

To(69v)(7) = (ka(v,m)) (),
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X o T v osin'=n
ou d,v : G, — E, désigne l'application n’ — { 0 sinon . Donc pour tous v € G,n € Gy(4) €
v E Es(q/) :
Vs ok (b)) 0 Vo) = Ve Ty (Gt V() (7))

= V1 (To) Gy V3 (0)) ) () 0ty =)
- TS (Va1 0y V2 (0)) ) ()
= Ty (0q0) ()
= ks(rm(v).

Dans la suite, on rappelle que le groupoide G agit (a gauche) sur Cy(Z) (voir exemple [1.3.46). On
rappelle également que le produit tensoriel L?(G) ®cy(x) £ peut étre vu comme le complété de
(G, s*E) pour le produit scalaire défini dans 'exemple [1.3.68

Lemme 6.3.4. Gardons les notations de la définition Lapplication W : E — L*(G) ®c¢,(x) E
définie pour tous ¢ € F et v € G par :

W(e)) = mary (v elf? ) (els()

est bien définie et est une isométrie G-équivariante. De plus, il existe un compact K dans G x Z tel
que supp(W) C K - G.

Démonstration. * Vérifions que W est bien a valeurs dans L?(G)®¢, (x)E. Par densité de m(C.(Z))(E)
dans E, il suffit de vérifier que pour tous f € C.(Z) et e € F, 'application :

W(r(£)(e) 7 = iy (7L Sz (els())

est un élément de I'.(G, s*E). Fixons f € C.(Z) et e € E. L’application W (7 (f)(e)) est & support
compact, de support inclus dans K; := py (A‘l(supp( f),supp(c))) opy: Zx,5G — Gestla

projection sur le deuxiéme facteur et A est I'application propre (z,7) € Z X, G — (z,2n'). Il reste
a montrer la continuité. Puisque I'action de G sur E est continue et que 7 est une représentation
G-équivariante, alors :

V¢ e Te(G,sE), Y To(q) ( ~le ‘Ifﬁ f|ZS(7)> (£(7)) est continue (%)

On souhaiterait appliquer ce résultat a la section £ : v — e(s(y)) mais elle n’est pas a support
compact (elle est constante sur la s-fibre). On choisit donc une fonction continue a support compact
¢ : G — C qui vaut 1 sur le compact K; défini précédemment. Alors :

e, el ) = (el )

On obtient alors la continuité de 'application W (7 (f)(e)) en appliquant la propriété (x) a la section

£y = o(y)e(s(y)) de Te(G,s*E).

127



Chapitre 6. Applications d’indices

L'opérateur W est une isométrie sur 7(C.(Z))(FE) car pour tous e, e’ € I'o(X,&) etz € X :

<W(e), W(e')> () = <
{

Co(X)
= X (e (e, 194, ) € )

s(v)
- <7€g
e(
(

W)™, W)
) /

5 (i (2, ) (2, ) 0),

C

C

S ez, @), e’<x>>
x), ¢ (2))c
€, e/>CO(X) (x)

les sommes précédentes étant finies par hypothése sur e et ¢’. Par densité de 7(C.(Z))(E) dans E,
I'opérateur W se prolonge par continuité en une isométrie sur le module E entier. On vérifie facile-
ment que W est G-équivariante.

* Déterminons le support de W, qui est un sous-ensemble de G x Z. Soit (v, z) € Gx Z tel que p(z) =
s(vy) et 2y~! ¢ supp(c). Il existe un voisinage ouvert U C Z de z et une bissection ouverte B C G
contenant vy tels que ¢;r.p-1 = 0. Soient ¢ € Cc(Z) et ¢ € C(G) telles que ¢(z) = 1,supp(yp) C U
et ¥(vy) = 1,supp(v)) € B~!. On a donc :

Y(w,n) € Z xps G, P(n)c/*(wnHp(w) =0,

—1.1/2

c’est-a-dire que ¥ (n)(n~'c
|Zr(n)

neg:

)Pz, o = 0 pour tout € G. Par conséquent, pour tous e € E et

w (W) o Won(p)(e)(n) = ( (v(2)(e)) ) ()
= o (07! ﬁz/fw)( Tain) (12,0 (e(s() )
e e, ) (esm)

) ( (
— < (n)(nte ﬁé( ))QO\ZS(n))(e(s(n)))
= 0.

On a donc montré que supp(W) C {(7, 2)€EGXZ | pz)=s(y) et 2y € supp(c)} et ce dernier
ensemble est inclus dans K - G avec K := p(supp(c)) x supp(c) qui est un compact de G x Z @

De plus, on montre que son adjoint W* : L?(G) ®cy(x) B — E existe et est donné pour tout
£eT.(G,s*E) par:

Wi e = o Y m (v ) E0)
V€Ga

D’apres le lemme (étendu aux sections a support compact) appliqué au compact supp(¢) et
s : G — X, on obtient la continuité de W*(£), vu comme un élément de I's(X,E), pour tout
£ eT.(G,s*E). [ |

Proposition 6.3.5 (Produit croisé et algebre de Roe). En gardant les notations précédentes, on a
un *-isomorphisme de C*-algebres entre k¢, (x)(E) %, G et C§ (Q ,L2(G) Rcy(x) B, ) donné pour

39. Rappelons que la base X du groupoide G est vue comme un sous-ensemble de G.
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tous f € . (G, 7*K(F)),£ € T.(G,s*E) ety € G par:

(2(N©)M = > Vo fm) o V3 (el ).

neg"‘("/)

Démonstration. D’apres la remarque ??, on peut voir kg, (x)(E) %, G comme une sous C*-algébre

de .,kaco(x>(E) <L2(Q) ®Cy(X) kCO(X)(E)). D’autre part, on a un morphisme injectif :

Ly (L) By by (B)) — Loy (P(9) @eox) keox) (B) Srg, ) E)

~ L2(G)®cy(x)E

envoyant pour tout 7' € ¢, (x)(£), lopérateur :

fOK = f@(ToK)eZy, «p (LQ(Q) Ry (X) kco(x)(E))

sur 'opérateur :
f@e— fOT(e) € Loyx)(L(G) ®cyx) E).

On obtient ainsi, par composition, un *-homomorphisme injectif :

D koyx)(B) ¥r G — Zoy(x) (LQ(Q) Ry (X) E)
qui est donné pour tous f € I'. (G, r*IC(F)), £ € T'(G,s*E) ety € G par :
(2(N©) ) = 3 Vo fm oy (€)= Y Viroflm ) oV (6m).
negr M€Gs(v)

G ( (f)(€))(7) est bien élément de I';(G, s*€). Nous allons montrer que ®(f)
G, L*(G) ®cy(x) E, ). On a pour tout f € I'. (G,7*K(E)) :

L’application v €
appartient a C (

supp(0(f)) € {(1.m) € G xosG | "t Esupp(f)} C (K xx K)-G
avec K := supp(f) U s(supp(f)) compact de G, donc ®(f) est un opérateur a support controlé.

L'opérateur ®(f) est G-équivariant car pour tous v € G, € Ce(Gy(y), Es(y)) €61 € Gy -

(Been)@m = Vior(nE0m)
= Vo Y Viyaofimz)oVin(6(z) ) =r()

2€0r(y)
= Voo > Viagro f(m' ™) o Vin (E(n') =27
' €Gs(n)
= 2 VotV (V)
' €Gs(n)
= (2t o) ©m.

* De plus, pour tous g € C.(G), f € T (G, 7 K(E)), £ € T.(G,s*E) ety € G :

() o (MO = D gNVimr o flym™) o V4 (¢(n)

M€Gs ()

=tkg(v,m)

40. Si E est un B-module de Hilbert, F' un A-module de Hilbert et ¢ : A — Z5(F) est une représentation fidele, alors
l'application ¢, : La(F) — ZB(F ®4 E) définie par ¢.(T)(f ® e) = T(f) ® e est injective (voir [30] p. 42). On applique
ce résultat avec A = ke, (x)(E), B = Co(X) et F = L*(G) ®c,(x) kco (x) (E).
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et pour tout z € X, l'application (kyf)|g, «g, st a support fini car :

supp ((k7)ig.x.) € (supp(g) x m(supp(f) ", supp(9)) ) N (G x Go)

ot m : G& — G désigne la multiplication dans G.
On en déduit que (7/(g) o ®(f)), € k(¢*(Gz) ®c E,) pour tout z € X et donc que 7'(g) o ®(f)
appartient a k¢, (x)(L*(G) ®c,(x) E). De la méme maniere, ®(f) o w'(g) € keyx)(L*(G) @cy(x) E)-

* Montrons a présent que l'application f +— ®(f) est surjective. Soit S € L (x) (L2(G) ®cy(x) E)
un opérateur G-équivariant, a support contro6lé tel que pour tout g € Cy(G), les opérateurs :

Son'(g) et 7'(g9)0S

sont dans k¢ x) <L2(g) ®cy(X) E) On note pour tout x € X, ky : G, X G, — k(E,) le noyau associé

a lopérateur S,. Soit K un compact de G tel que supp(S) C (K x x K)-G. On commence par montrer
que pour tout v € G, il existe une bissection ouverte et relativement compacte U, contenant y et
fy € Te(G,7*K(E)) tel que fy(v') = k4 (r(¥'),7'~!) pour tout 4/ € U,. Soient v € G, V, une
bissection ouverte contenant et U, C V, un voisinage ouvert relativement compact de . Puisque
r(U,) est compact et r(V,) est ouvert, alors d’aprés le lemme il existe ¢, € C.(X) tel que :

(P )rw,) =1 et supp(py) C r(Vs).
Alors I'application (g, o S)|V’Y_1 est continue a support compact; on peut donc la prolonger a tout G
en posant ¢, := ($y 0 s)xy-1 € Ce(G). En particulier, comme VNG, =U; 1, alors :
(‘P“{)|Q,.(Uv) = (S’E’Y © S)|g7.<U,Y) (XV,Yfl)‘g,,.(U,Y) = (45’7 © 5)|Q,.(UW)XU;1 = XU,?I'
|
=1

L’application ¢, € C.(G) vérifie donc :

(LPV)\QT(U.Y) = Xy,-t et supp(yp,) C V'y_l-

De plus, l'application ¢, est continue a support compact dans 'ouvert r(V), on peut donc la pro-
longer a tout G en une fonction notée 1, € C.(G) qui vérifie :

(Y )r,y) =1 et supp(yy) C (V).

Soit §7 : E — E l'application définie comme la composition :
g 2y 12 S, 72 Uy
Sy E— L7(G) ®cy(x) E — L(G) @cox) £ — E

oud, :e— p,@eetl, : Qe e (€,1y)cy(x)- Alors S, e kcotr(v)) (Ejr(v,)) car S est localement
compact. Les identifications :

ko) (Blrv)) 2 (keo) (B)) iy = (M ko) (B))y,

permettent alors d’obtenir, par transport, un élément f, € {r* (K E))}| , Cest-a-dire une fonc-
Y

(
tion dans I’ (QT*IC(E)) a support dans V,, telle que f,(n) = k,,(r(n),n~") pour tout n € U,.
Remarquons que :
(r(7),77!) € supp(S) = ye K K

et K - K~! est compact donc il existe un entier n > 1, des bissections ouvertes et relativement
compactes Uy,...,U, dans G et fi1,..., f, dans I'.(G,r*IC(F)) telles que :

K-K'clJu et fi(7) =kyy(r(v),y"), Yy €U
=1
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Soit (¢;)1<i<n une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;)1<i<y. Alors I'application
n

fi= Z fivi € Te(G,r*K(E)) vérifie pour tout vy € G :
1=1

et est bien un antécédent de S car d’apres le lemme [6.3.3] on a pour tous { € (G, s*E) ety € G :

(2N@) = D Vyofem ™oV (sm) = D2 kin(nmEm) = SO 0).

N€Gs(v) NEGs(~)

On termine ce chapitre en établissant un lien entre I'application d’indice coarse G-équivariante et
I'application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoide.

Théoréeme 6.3.6 (Indice coarse et application d’assemblage). Pour tout cycle (E,w,T) dans

ES. (Co(Z),Co(X)), on a Pégalité dans K, (05 (G, L2(G) @cy(x) B, w'))

(Adw), o i &y oy (B, T) = @0l o (1B, 7.T7).

Autrement dit, modulo les identifications vues précédemment, I'indice supérieur coarse équivariant

ZZ(Q%O (X) (ngO (X) coincident pour des K-cycles ad-

missibles.

et I'application d’assemblage de Baum-Connes p

Démonstration. Soient (E,m,T) € Eg_adm (Co(Z),Co(X)) et pc le projecteur dans Co(Z) x,.G associé

a la fonction cut-off ¢ : Z — R* défini pour tous z € Z et v € GP*) par :

(pc(’y)) () = C(zry)l/Qc(Z)l/?

(Adw), 0 152, ) (Em.T) = (Adw)*([cg(Z,E,w),LT’])

= [03(9.220) ey BA) LW o T oWt 41— W o],
De plus, en composant I'égalité :

120 (1B, T1) = [eyoo(B) %0 G,1,76(pe) 0 Ty 0 7g(pe) + 1 = 76 (pe)] -

par le x-homomorphisme ®, induit en K-théorie, on obtient :

@20ng 0y ) (187 T1) = [C5 (6 PG00y B 7)1, @omg (pe)oTgomg (pe)o@ ™ +1~Bomg (pe)od ™

Pour conclure, il nous reste & démontrer que W o W* (resp. W o T’ o W*) est égale & P omg(pc) o @1
(resp. ® o mg(pc) 0 Tg o mg(pe) o @) vu comme multiplicateur de C§ (g, L*(G) ®cy(x) E, 7[").
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11 suffit de démontrer cette égalité sur I'image de ®. Fixons alors f € I'.(G,7*K(E)), £ € Te(G, s*E)
etyeG.Ona:

W(WH@(E) () = 3 my(r ez Yomn e )((@4€)m)

[r(n)
ﬂegsm

= Z Ts(v)

negs('y) ZGQT("

( -t 1/2 71(:12/‘3( ))) oV,-10f(z)oV, (5(27177))
= > To(y ( T2 )2 )) o Vim0 S ) o Vi (1)

T(v)

Zwv)
N€Gs(~) z/egT(’Y)

- 7T

72 )T )) o Vi o flzy i) o Va (607)

s(7) rm Zjr(z)

z€G s(7) neg’“(ﬁ)

=2 > ( T2 )TN L)) 0 Va0 f(Z ) 0 Vi oV (¢(r71)

Zjr(v)
z Egr("f) negr("/)

= Z Z V-1 07y (CZ/ITZM( ‘e IZ/‘i ))) oV, o f(z'_ln) oVy—10V, (f(n_lfy))

z Egr("f) negr("/)

= 3 Viromg(pe)(F)m) o Vy (§0n)

negr®)
= (2(m(p)(N)(©)) ()

ol I'on posé 2/ = yn~'z (i.e z = ny~12’) dans la troisiéme égalité, renommé 7 (resp. z’) en z (resp.
n) dans la quatriéme égalité, posé 2/ = yz~! (i.e z = z/~!4) dans la cinquieme égalité, utilisé la
G-équivariance de 7 dans la sixieme égalité et utilisé le théoréme de Fubini dans la septieme égalité.
Dans la suite, on rappelle que 'opérateur 7" a été défini dans le lemme[6.3.1

W (T (W @(N)(©) ) () = Taeny (72 ) (T Wiy (@(N(ED))
= > Ws<v>(77lclz/‘f(w))Vnﬂsw)(Clz/‘i,,))Ts(mﬁs(n)(clzf(n))anl(Wi‘(w)(é(f)(f)))

negsM

Z Z "('Y) T(W))VUWS(W) (ClZ/i(n))T‘?(TI)WS(Tl) (Clz/i(n))vﬂ_l7r<‘>’('y) (Z_lclz/‘f(z)) ((Q(f) (5))(2))

n€Gs(M 2€G(+)

= > Y Y w0 Vs (€ ) Te s (€42 W r ey (272 Ve f(R)VE(R12)

negs™ ZGQS(,\,) hegr(z)

Z Z Z V"WS(”)(U v 1ClZ/:<w> IZ/\2<n>) s(mTs(n (CZ\ (n>(n_12_1clz/|f<>)>V’771Z71f(h)VZ§(h_lz)

neGs(M z€G,(y) hegr(=)

1.1/2 1/2
Z Z Z V,Yflkﬂ's(k)(k ¢z, (k) CZ1a)

kegr(v) 2€G, () hegr(2)

Z Z Z VV*IkﬂS(k)( k ‘e 1Z/\Q(k) 1Z/|2(k)

kegr() pegs(k) hegs(p)

Z Z Z V’Y_lkﬂ—s(k)( k ' 1Z/‘f(k))ClZ/‘f(k))T9(k) Ts(k) (CZ/‘ s(k) (p 1Z/‘2( )))fo(p_lk_lkl)%_lk_l’)’g(k/_l’w

KEGT(M, peGs(k) kG (k)

Z Z Z V“Y*lzﬂs(z)( Z_lch/\f( >)C12/\f<z>)T( )Ts(2) (Clz/\2< )(hclz/|2<m))Vhf( STV )

2€G7(M) heGs(2) negr()

S0 Veme (2 (Y ) ) VT ma(pe) (£ (= Vs Vi~ 9)

negr(M zegr)

> Vymimg(p)Toma (pe) (£) (M Vo€~ ')

negr
= [@(rg(ve)Tamg (o) (1)) ()] ()

ou l'on a utilisé la G-équivariance de 7 dans la cinquiéme égalité, posé k = vn (i.e n = v~ k) dans la sixiéme

2 1 _
Tuyma (42, (K792 2 ) ) Vimrams FVE(R2)

Tuma (22, (02 )) )Vl (W)Vperi1,€ (107 1)
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égalité, posé p = k= 1yz~! (i.e z = p~tk~!v) dans la septiéme égalité, posé k' = kph (i.e h = p~'k~1k’) dans
la huitiéme égalité, renommé k' en n, p en h et k en z dans la neuvieme égalité et utilisé la G-équivariance
de 7 et le théoreme de Fubini dans la dixiéme égalité. |
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