
HAL Id: tel-04286201
https://theses.hal.science/tel-04286201

Submitted on 15 Nov 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Groupoïdes étales et théorie de l’indice supérieur
Fabien Bessière

To cite this version:
Fabien Bessière. Groupoïdes étales et théorie de l’indice supérieur. Théorie des groupes [math.GR].
Université de Lorraine, 2023. Français. �NNT : 2023LORR0150�. �tel-04286201�

https://theses.hal.science/tel-04286201
https://hal.archives-ouvertes.fr


AVERTISSEMENT 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 

Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 

D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 

Contact bibliothèque : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
(Cette adresse ne permet pas de contacter les auteurs)

LIENS 

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 
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Résumé

L’objectif de cette thèse est de développer une théorie de l’indice supérieur à la John Roe pour
les actions propres et co-compactes de groupoïdes amples. Pour y parvenir, nous introduisons tous
les outils nécessaires, notamment la notion de représentation admissible, d’opérateurs contrôlés et
de C∗-algèbre de Roe équivariantes. Nous présentons également la notion de complexe simplicial
sous l’action d’un groupoïde étale et démontrons l’existence de représentations admissibles dans
ce cadre. Nous prouvons que la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe équivariante ne dépend pas,
à isomorphisme canonique près, de la représentation admissible choisie. Ce résultat permettra de
définir un indice supérieur coarse équivariant pour des K-cycles admissibles de manière univoque.
Enfin, nous établissons un lien entre cet indice supérieur coarse et l’application d’assemblage de
Baum-Connes pour un groupoïde.

Mots-clés: Groupoïdes, algèbre d’opérateurs, théorie de l’indice, K-théorie, algèbre de Roe.

Abstract

The aim of this thesis is to develop a higher index theory for proper and co-compact actions of ample
groupoids following John Roe’s approach. To achieve this goal, we introduce all the necessary tools,
in particular, the notion of admissible representation, controlled operators, and equivariant Roe C∗-
algebra. We also present the notion of simplicial complex under the action of an étale groupoid
and show the existence of admissible representation in this context. We prove that the K-theory
of the equivariant Roe C∗-algebra does not depend, up to canonical isomorphism, on the chosen
admissible representation. This result allows for an unambiguous definition of an equivariant coarse
higher index map for admissible K-cycles. Finally, we establish a connection between this coarse
higher index and the Baum-Connes assembly map for a groupoid.

Keywords: Groupoids, operator algebras, index theory, K-theory, Roe algebra.





Introduction

Depuis les travaux pionniers de Sir Michael Atiyah et Isadore Singer sur la théorie de l’indice, les
C∗-algèbres et leur K-théorie ont révélé leur puissance en tant qu’outils pour étudier les invariants
topologiques en géométrie différentielle. Les résultats les plus remarquables incluent la résolution
de la conjecture de Novikov sur l’invariance homotopique des hautes signatures, qui s’applique à
une vaste classe de groupes fondamentaux, ainsi que les applications à la conjecture de Gromov-
Lawson sur l’existence de métriques à courbure positive sur une variété. Le principe fondamental
est de lier une situation géométrique à une C∗-algèbre via un groupoïde, et d’obtenir ensuite les
invariants topologiques sous forme d’indices généralisés (appelés indices supérieurs) dont le récep-
tacle est la K-théorie de la C∗-algèbre.

Les travaux de Gennadi Kasparov sur la conjecture de Novikov ont considérablement élargi le champ
d’application de la théorie de l’indice, en introduisant la K-théorie bivariante. Cette dernière est
devenue un élément incontournable de la géométrie non-commutative en fournissant un cadre for-
mel et adapté pour le concept d’indice supérieur. Ce nouveau formalisme a permis l’émergence de
conjectures similaires à celle de Novikov, parmi lesquelles la célèbre conjecture de Baum-Connes,
qui prédit le calcul de la K-théorie de la C∗-algèbre d’un groupe (et plus généralement d’un pro-
duit croisé, voire d’un groupoïde) en termes d’indices supérieurs, grâce à la bijectivité de l’appli-
cation d’assemblage. Rappelons la construction de cette application. Pour tout groupe localement
compact G, il existe un homomorphisme de groupes abéliens, appelé application d’assemblage de
Baum-Connes :

µG : Ktop
∗ (G) −! K∗

(
C∗
r (G)

)
,

où :

• Ktop
∗ (G) est la K-théorie topologique du groupe G : objet de nature topologique.

• K∗
(
C∗
r (G)

)
est laK-théorie de la C∗-algèbre réduite du groupeG : objet de nature analytique.

La conjecture de Baum-Connes est le résultat suivant :

Conjecture 0.0.1 (Baum-Connes). Pour tout groupe localement compact G, l’application µG est
un isomorphisme.

Cette conjecture se généralise avec un groupoïde et une C∗-algèbre. Plus précisément, si G est un
groupoïde localement compact, σ-compact muni d’un système de Haar et A une G-algèbre, on peut
construire une application d’assemblage pour un groupoïde et à coefficients dans A :

µG,A : Ktop
∗ (G, A) −! K∗(A⋊r G),

où A ⋊r G désigne le produit croisé de la G-algèbre A par le groupoïde G. La version équivariante
et à coefficients de la conjecture de Baum-Connes est la suivante :

Conjecture 0.0.2 (Baum-Connes pour un groupoïde et à coefficients dans A). Pour tout grou-
poïde G localement compact, σ-compact muni d’un système de Haar et toute G-algèbre A, l’applica-
tion µG,A est un isomorphisme.
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Introduction

Une autre approche des indices supérieurs d’opérateurs différentielles elliptiques a été développée
dans les année 90 par John Roe via la géométrie coarse. L’idée principale de cette théorie est d’étu-
dier le comportement d’un espace métrique à grande échelle. Cela signifie que les distances entre
les points éloignés jouent un rôle prépondérant par rapport aux distances entre les points proches.
L’une des principales applications de la géométrie coarse est l’étude des actions de groupes sur les
espaces métriques. Dans ce contexte, la géométrie coarse offre une compréhension profonde des
propriétés globales de l’espace métrique sur lequel le groupe agit, qui peut ensuite être utilisée pour
étudier les propriétés du groupe lui-même.

John Roe a alors associé à une structure coarse, uneC∗-algèbre contenant le calcul pseudo-différentiel
d’ordre zéro associé à un opérateur différentiel elliptique sur une variété non compacte. Ces C∗-
algèbres, appelées C∗-algèbres de Roe, possèdent une propriété remarquable : elles capturent la
structure à grande échelle des espaces métriques (munis d’une structure coarse) tout en étant in-
sensibles à leur topologie locale. Leur K-théorie est alors le réceptacle des indices supérieurs.

Une version coarse de la conjecture de Baum-Connes a par la suite été présentée dans [42]. Rap-
pelons l’énoncé de cette conjecture. Si X est un espace métrique à géométrie bornée, alors il existe
une application d’indice supérieur coarse :

µ̃X : lim
d!∞

K∗
(
Pd(X)

)
−! K∗

(
C∗(X)

)
,

où :

• K∗(Pd(X)) désigne la K-homologie du complexe de Rips Pd(X) avec d ⩾ 1,

• K∗(C
∗(X)) désigne la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe de X, notée C∗(X).

Conjecture 0.0.3 (Baum-Connes coarse). Pour tout espace métrique X à géométrie bornée, l’ap-
plication µ̃X est un isomorphisme.

Guoliang Yu a démontré que la conjecture de Baum-Connes coarse est vérifiée dans le cas où X
est un espace métrique propre à géométrie bornée et de dimension asymptotique finie (voir [71]),
mais également dans le cas où X est un espace métrique discret à géométrie bornée admettant un
plongement uniforme dans un espace de Hilbert (voir [70]). Bien que ces classes d’exemples soient
très vastes, des contre-exemples ont été présentés par Nigel Higson, Vincent Lafforgue et Georges
Skandalis dans [66]. Ils ont notamment démontré que la géométrie des graphes expanseurs consti-
tuait un obstacle à la surjectivité de l’application µ̃X , et que cet obstacle persistait pour la conjecture
de Baum-Connes.

Il existe également une version équivariante des C∗-algèbres de Roe où l’action d’un groupe est
mise en jeu, ainsi qu’une version équivariante de la conjecture de Baum-Connes coarse. Plus pré-
cisément, si X est un espace métrique à géométrie bornée sur lequel agit proprement et de façon
isométrique un groupe discret dénombrableG, alors il existe une application d’indice supérieur coarse
G-équivariante (voir [45], [55], [68] et [69]) :

µ̃X,G : lim
d!∞

KG
∗
(
Pd(X)

)
−! K∗

(
C∗
G(X)

)
,

où :

• KG
∗ (Pd(X)) désigne la K-homologie G-équivariante du complexe de Rips Pd(X) avec d ⩾ 1,

• K∗(C
∗
G(X)) désigne la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe G-équivariante de X, notée C∗

G(X).

Conjecture 0.0.4 (Baum-Connes coarse G-équivariante). Pour tout espace métrique X à géomé-
trie bornée, pour tout groupe discret dénombrable G agissant proprement et de façon isométrique
sur X, l’application µ̃X,G est un isomorphisme.
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Lorsque le groupe G est trivial, on retrouve la conjecture de Baum-Connes coarse. Lorsque l’action
de G sur X est co-compacte, les C∗-algèbres C∗

G(X) et C∗
r (G) sont Morita équivalentes (voir [42])

et de plus, la conjecture de Baum-Connes coarse G-équivariante est une reformulation de la conjec-
ture de Baum-Connes (voir [55]).

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la construction d’un indice supérieur coarse G-équivariant
lorsque G est un groupoïde ample. La première étape est de construire dans ce cadre une C∗-
algèbre de Roe G-équivariante. Pour cela, nous devons généraliser la notion de représentation lo-
calement libre au cadre des groupoïdes amples dont nous allons rappeler la définition (voir [55]).
On considère G un groupe discret dénombrable, Z un G-espace propre à base d’ouverts dénom-
brable et H un espace de Hilbert séparable. Soient U : G ! L (H) une représentation unitaire et
π : C0(Z) ! L (H) une représentation non-dégénérée, G-équivariante et ample. On dit que π est
localement libre si pour tout sous-groupe fini F de G et tout borélien F -invariant U de X, il existe
un espace de Hilbert HU équipé de la représentation triviale de F tel que l’on a l’isomorphisme
F -équivariant :

π(χU )(H) ≃ ℓ2(F )⊗HU

où π désigne l’extension de la représentation π à l’algèbre des fonctions boréliennes bornées. La
difficulté qui se présente pour généraliser cette définition, dans le cas où G est remplacé par un
groupoïde G de base X et H est remplacé par un C0(X)-module G-équivariant E, est de prolonger
le calcul fonctionnel continu aux fonctions caractéristiques. Autrement dit, nous souhaitons donner
un sens à l’opérateur π(χU ) où π : C0(Z) ! LC0(X)(E) et U appartient à une classe adéquate
de borélien de Z. Pour résoudre ce problème, on introduit la notion de boréliens π-réguliers, qui
sont des boréliens de Z pour lesquelles l’extension du calcul fonctionnel continu pour π à χU est
possible. Si U désigne une partie génératrice de la topologie de Z (au sens de la définition 2.2.5),
on introduit également la notion de représentation U -régulière, qui sont des représentations pour
lesquelles tout élément de U est régulier. Il sera alors possible de définir une notion de représenta-
tion U -admissible, qui concernera seulement les représentations U -régulières et qui généralisera les
représentations localement libre dans le cas d’un groupe. On prouve ensuite l’existence de repré-
sentations U -admissibles pour les actions propres et simpliciales. Pour de telles actions, il existe une
partie génératrice naturelle S pour la topologie donnée par les coordonnées barycentriques (voir
section 2.2.6).

Théorème 0.0.5 (Existence de représentation U -admissible). Soient (G, X) un groupoïde ample
et σ-compact. Soit (Y,∆) un G-complexe simplicial propre, typé et G-compact de dimension infé-
rieure à n. Alors il existe un C0(X)-module G-équivariant E et une représentation S-admissible :

π : C0(|∆|) −! LC0(X)(E).

Comme dans le cas d’un X-module non-dégénéré où X est un espace métrique propre (voir [50]),
nous pouvons définir la notion d’opérateur à support contrôlé dans notre cadre. Soient (G, X) un
groupoïde étale et Z un G-espace propre et G-compact. On dit qu’un sous-ensemble U ⊆ Z×X Z est
contrôlé s’il existe un compact K ⊆ Z tel que U ⊆ (K×XK) · G. Si E désigne un module de Hilbert
G-équivariant muni d’une représentation G-équivariante π de C0(Z), on peut définir l’algèbre de
Roe G-équivariante C∗

G(Z,E, π) qui est la fermeture pour la norme de l’ensemble des opérateurs
G-équivariant, localement compact et à support contrôlé.

La deuxième étape est de montrer que la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe G-équivariante ne
dépend pas, à isomorphisme canonique près, de la représentation U -admissible choisie. Autrement
dit, si E et E′ désignent deux modules G-équivariant munis de représentations U -admissibles π et
π′, alors on a l’isomorphisme de groupes :

K∗
(
C∗
G(Z,E, π)

)
≃ K∗

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)
.

Comme dans le cas d’un groupe (voir [50] et [55]), ce résultat est la conséquence du résultat
technique suivant, qui constitue le résultat principal de cette thèse :
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Théorème 0.0.6. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite et G-compact.
Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient E un C0(X)-module G-équivariant muni
d’une représentation U -régulière π : C0(Z) ! LC0(X)(E) et E′ un C0(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U -admissible π′ : C0(Z) ! LC0(X)(E

′). Pour tout voisinage ouvert
contrôlé G-invariant U de ∆Z , il existe une isométrie G-équivariante :

T : E ! E′ avec supp(T ) ⊆ U.

Une fois ces résultats obtenus, il sera alors possible de définir sans ambiguïté l’indice supérieur
coarse G-équivariant, noté µ̃(Z)G,C0(X), d’un K-cycle U -admissible (E, π, T ) en posant :

µ̃
(Z)
G,C0(X)(E, π, T ) :=

[
C∗
G(Z), 1, T

]
où T est supposé ici auto-adjoint, G-équivariant, à support contrôlé et pour tout f ∈ C0(Z), l’opéra-
teur (T 2−1)π(f) est compact. On montre par la suite, de la même façon que dans le cas d’un groupe
(voir [50]), l’existence d’une application naturelle (qui n’est pas un isomorphisme en général) :

K∗
(
C∗
G(Z,E, π)

)
−! K∗

(
C∗
r (G)

)
. (1)

On conclut ce travail en démontrant que l’image du K-cycle µ̃(Z)G,C0(X)(E, π, T ) par l’application en
(1) s’identifie avec l’application d’assemblage de Baum-Connes.

Dans les articles [58] et [67], une nouvelle approche du calcul de la K-théorie des C∗-algèbres
de produit croisé par décomposition géométrique a été introduite. L’un des développements futurs,
utilisant les résultats principaux de cette thèse, serait de démontrer la stabilité de la conjecture de
Baum-Connes par décomposition géométrique sans supposer l’existence d’un élément γ (voir [47]
pour la définition).
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Plan détaillé de la thèse

Le premier chapitre de cette thèse comporte des rappels essentiels pour les résultats qui seront
exposés dans la suite. Dans un premier temps, plusieurs rappels sur les C∗-algèbres et les modules
de Hilbert sont présentés (voir [7], [54] et [59]). Ensuite, la notion de groupoïde est introduite,
accompagnée d’exemples concrets et de premières propriétés (voir [2], [18], [34], [38] et [46]). La
suite du chapitre s’attache à décrire les actions de groupoïde sur différents types d’objets : espace
topologique, C∗-algèbre (voir [33] et [56]) et module de Hilbert (voir [32]). Dans cette optique,
il est nécessaire de considérer l’objet sur lequel le groupoïde G agit comme « fibrant » au-dessus de
sa base X. Concernant les actions sur les C∗-algèbres, on introduit la notion de C0(X)-algèbre, de
fibré de C∗-algèbres, d’espace de section, de fibre, de pull-back et de produit croisé. Les définitions
et résultats précédemment présentés sont ensuite adaptés au cas des modules de Hilbert. Le chapitre
se poursuit avec des rappels sur le principe d’induction (voir [10]) qui est présenté au niveau des
algèbres, modules de Hilbert, opérateurs et représentations. On termine ce chapitre par le principe
d’absorption pour un groupoïde et un module de Hilbert particulier (comparer avec [55] dans le
cas d’un groupe discret dénombrable et d’un espace de Hilbert).

Lemme 0.0.7 (Principe d’absorption). Soient (G, X) un groupoïde étale, Y un compact-ouvert de
X et H un espace de Hilbert. Considérons le C0(X)-module E = H⊗CC(Y ). Supposons qu’il existe
une action de G sur E c’est-à-dire la donnée pour tout γ ∈ G d’un unitaire Vγ : H ! H vérifiant les
conditions de continuité et de composition. Soit ET le même module que E mais muni de l’action
triviale de G. Alors on a l’isomorphisme G-équivariant de C0(X)-module de Hilbert :

L2(G)⊗C0(X) E ≃ L2(G)⊗C0(X) ET .

Le chapitre 2 est consacré à l’étude des G-complexes simpliciaux (voir [10] et [47]). On y présente
plusieurs notions, telles que les coordonnées barycentriques, la réalisation géométrique, la subdi-
vision barycentrique, le squelette et les centres. L’objectif principal de ce chapitre est la construc-
tion d’une partie génératrice adaptée S de la topologie de la réalisation géométrique |∆| d’un G-
complexe simplicial. On définit ensuite deux hypothèses sur |∆| nous assurant que ce dernier espace
topologique soit localement compact. On énonce par la suite plusieurs résultats associés aux actions
sur |∆| et on présente un G-complexe simplicial vérifiant toutes les propriétés voulues : le complexe
de Rips.

Le chapitre 3 vise à étendre le calcul fonctionnel continu aux fonctions caractéristiques (d’une partie
génératrice de la topologie adéquate) dans le cadre des modules de Hilbert. Notre but est d’étudier
les boréliens pour lesquels cette extension est possible, que nous appellerons boréliens réguliers.
Nous obtenons plusieurs propriétés vérifiées par de telles boréliens, y compris le résultat suivant qui
garantit que la régularité d’un borélien est préservée par passage à l’orbite :

Corollaire 0.0.8. Soit (G, X) un groupoïde étale compact agissant sur un espace localement com-
pact Z d’ancre ρ : Z ! X que l’on suppose ouverte. Soient E un C0(X)-module de Hilbert à droite
G-équivariant et π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une C0(X)-représentation G-équivariante. Si U ⊆ Z est
π-régulier alors l’orbite U · G est π-régulière.

Nous présentons ensuite la notion de représentation régulière et localement régulière relativement
à une partie génératrice de la topologie ainsi que quelques conséquences directes de cette définition.
Pour clore ce chapitre, nous démontrons une adaptation d’un résultat de Jean-Louis Tu (voir [47])
qui affirme que l’action propre d’un groupoïde étale est localement induite par des sous-groupoïdes
qui sont relativement clopens et des boréliens qui sont localement réguliers.
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Théorème 0.0.9. Soit (G, X) un groupoïde étale agissant proprement à droite sur un espace loca-
lement compact Z. Soient U une partie génératrice de la topologie de Z et E un C0(X)-module
de Hilbert G-équivariant. Notons Û loc, l’ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont
localement π-réguliers pour toute représentation localement U -régulière. Alors pour tout z0 ∈ Z et
tout voisinage ouvert U ⊆ Z de z0, il existe :

• un sous-groupoïde relativement clopen H de G ;

• un voisinage ouvert V ⊆ U de z0 appartenant à Û loc et qui est H-invariant ;

tels que l’application :

ψ :

{
V ×H G −! V · G
[v, γ] 7−! vγ

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Dans le chapitre 4, on démontre l’existence de représentations régulières dans le cas de G-complexes
simpliciaux relativement à la partie génératrice S construite dans le chapitre 2.

Théorème 0.0.10. Soient (G, X) un groupoïde ample et (Y,∆) un G-complexe simplicial G-compact
et propre. Alors il existe un C0(X)-module G-équivariant E et une représentation fidèle et S-
régulière :

π : C0(|∆|) ! LC0(X)(E).

On introduit par la suite la notion de structure coarse relativement à un groupoïde étale (comparer
avec [50] dans le cas d’un groupe localement compact).

Définition 0.0.11 (G-structure coarse). Une G-structure coarse sur Z est la donnée d’une collection
EZ de sous-ensembles de Z ×X Z, appelés ensembles contrôlés, telle que :

(i) si E ∈ EZ et F ⊆ E alors F ∈ EZ ;

(ii) si E,F ∈ EZ , alors E, E−1, E ◦ F et E ∪ F sont dans EZ ;

(iii) tout compact de Z ×X Z est un ensemble contrôlé ;

(iv) si E ∈ EZ et K ⊆ Z compact alors E ◦K est un ensemble relativement compact de Z ;

(v) l’union de tous les ensembles contrôlés est Z ×X Z ;

(vi) si E ∈ EZ alors E · G ∈ EZ .

On démontre que si (G, X) est un groupoïde étale et Z un G-espace propre à droite, alors la collec-
tion de sous-ensembles de Z ×X Z :

EZ :=
{
E ⊆ Z ×X Z | ∃K ⊆ Z compact, E ⊆ (K ×X K) · G

}
définit une G-structure coarse sur Z. Nous continuons ce chapitre en suivant [50], où nous intro-
duisons la notion de support contrôlé d’un opérateur, ainsi que quelques premières propriétés. Nous
introduisons ensuite une des notions centrale de cette thèse : les représentations U -admissibles
(comparer [55] dans le cas d’un groupe discret dénombrable) :

Définition 0.0.12 (Représentation U -admissible). Soient (G, X) un groupoïde ample et H un
espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soient Z un G-espace propre à droite et G-compact
d’ancre ρ : Z ! X et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soit E un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U -régulière et G-équivariante π : C0(Z) ! LC0(X)(E). On
dit que la représentation π est U -admissible si :

1) pour tout voisinage ouvert contrôlé U de ∆Z , il existe une isométrie TU : E ⊕ E ! E qui est
G-équivariante et à support dans U ;

2) pour tout z0 ∈ Z, pour tout voisinage ouvert V0 ⊆ Z de z0, il existe un sous-groupoïde
compact-ouvert H ⊆ G, un voisinage ouvert W ⊆ V0 de z0 qui est H-invariant, vérifiant
ρ(W ) ⊆ H(0) et appartenant à Û tels que :
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(a) l’application ψ :

{
W ×H G −! W · G
[w, γ] 7−! wγ

soit un homéomorphisme G-équivariant,

(b) il existe un isomorphisme de C(H(0))-module H-équivariant :

pW,π(E) ≃ H ⊗C L
2
(
Hρ(W ), s|H

)
,

où l’action de H sur H est triviale et pW,π est le projecteur associé au voisinage ouvert
π-régulier W .

Ensuite, nous démontrons l’existence de telles représentations pour les actions simplicials en utili-
sant notamment le théorème de stabilisation (comparer avec [35] dans le cas d’un groupoïde propre
à base dénombrable).

Théorème 0.0.13 (Stabilisation pour les groupoïdes compacts étales). Soient (G, X) un grou-
poïde étale compact et E un C(X)-module à droite G-équivariant dénombrablement engendré (en
tant que C(X)-module). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Alors il existe
un isomorphisme de C(X)-module G-équivariant :

E ⊕ C(G, H) ≃ C(G, H).

Dans le chapitre 5, nous commençons par définir la C∗-algèbre de Roe G-équivariante relativement
à un espace localement compact muni d’une G-structure coarse sur laquelle G agit proprement, et un
module de Hilbert G-équivariant muni d’une représentation G-équivariante. En exploitant plusieurs
résultats faisant intervenant le procédé d’induction de module de Hilbert, on obtient le résultat qui
constitue le coeur de cette thèse :

Théorème 0.0.14. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite et G-
compact. Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. SoientE unC0(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U -régulière π : C0(Z) ! LC0(X)(E) etE′ unC0(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U -admissible π′ : C0(Z) ! LC0(X)(E

′). Pour tout voisinage ouvert
contrôlé G-invariant U de ∆Z , il existe une isométrie G-équivariante :

T : E ! E′ avec supp(T ) ⊆ U.

Ce théorème aura comme conséquence importante que la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe équi-
variante ne dépend pas, à isomorphisme canonique près, de la représentation admissible choisie
(comparer avec [50], [55], [70] et [64] dans le cas d’un groupe).

Dans le chapitre 6, nous commençons par faire quelques rappels de KK-théorie équivariante (voir
[32]). Les résultats du chapitre 5 nous permettrons de définir sans ambiguïté, lorsque (G, X) est un
groupoïde ample, l’indice supérieur coarse G-équivariante, noté µ̃(Z)G,C0(X), d’unK-cycle U -admissible
(E, π, T ) (comparer avec [55], [70] et [64] dans le cas d’un groupe discret dénombrable) en posant :

µ̃
(Z)
G,C0(X)(E, π, T ) :=

[
C∗
G(Z), 1, T

]
où T est supposé ici auto-adjoint, G-équivariant, à support contrôlé et pour tout f ∈ C0(Z), l’opéra-
teur (T 2 − 1)π(f) est compact. Nous démontrons ensuite l’existence des ∗-isomorphismes :

kC∗
r (G)(E ⋊r G) ≃ kC0(X)(E)⋊r G ≃ C∗

G
(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′)
où (G, X) est un groupoïde étale et E un module de Hilbert G-équivariant et π′ une représentation
de C0(G) sur L2(G)⊗C0(X) E donnée par la multiplication.

On conclut ce travail en établissant un lien entre cet indice supérieur coarse G-équivariant et l’appli-
cation d’assemblage de Baum-Connes. Pour cela, on construit d’abord une isométrie G-équivariante

W : E ! L2(G)⊗C0(X) E.

Alors, en notant AdW : C∗
G(Z,E, π) ! C∗

G(G, E ⊗C0(X) L
2(G), π′) l’application définie pour tout

T ∈ C∗
G(Z,E, π) par AdW (T ) =W ◦ T ◦W ∗, on a le résultat suivant :

9



Introduction

Théorème 0.0.15 (Indice coarse et application d’assemblage). Pour tout K-cycle (E, π, T ) dans
EG

adm

(
C0(Z), C0(X)

)
, on a l’égalité dans KK∗

(
C, C∗

G(G)
)

:(
AdW

)
∗ ◦ µ̃

(Z)
G,C0(X)

(
E, π, T

)
= Φ∗ ◦ µ(Z)G,C0(X)

(
[E, π, T ]

)
.

Autrement dit, modulo les identifications vues précédemment, l’indice supérieur coarse équivariant
µ̃
(Z)
G,C0(X) et l’application d’assemblage de Baum-Connes µ(Z)G,C0(X) coïncident pour des K-cycles U -

admissibles.
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Chapitre 1

Groupoïdes et C∗-algèbres

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion de C∗-algèbres et de groupoïdes. De la
même façon que pour les groupes, nous verrons que nous pouvons définir des actions de groupoïdes
sur des espaces, algèbres ou encore modules de Hilbert. Ceci nous permettra, en particulier, de
construire le produit croisé par un groupoïde. On terminera ensuite ce chapitre sur la notion d’action
induite pour les groupoïdes et nous étudierons les propriétés qui y seront associées.

1.1 Rappels sur les C∗-algèbres et les modules de Hilbert

Dans cette partie, on rappelle plusieurs définitions et propriétés indispensables sur les C∗-algèbres
et modules de Hilbert.

Définition 1.1.1. On appelle C-algèbre de Banach une C-algèbre A munie d’une norme ∥ · ∥ pour
laquelle (A, ∥ · ∥) est un espace de Banach vérifant ∥ab∥ ⩽ ∥a∥∥b∥ pour tous a, b ∈ A.

On dira qu’une algèbre de Banach A est unifère si elle possède un élément unité pour la multiplica-
tion, noté 1A.

Définition 1.1.2. On appelle involution sur une C-algèbre A, une application ∗ : A ! A ; a 7! a∗

vérifiant pour tous a, b ∈ A, pour tout λ ∈ C :

(a+ λb)∗ = a∗ + λb∗, (ab)∗ = b∗a∗, (a∗)∗ = a.

On dira qu’une algèbre est involutive si elle possède une involution.

Définition 1.1.3. Soient A et B deux C-algèbres munies d’involutions ∗1 et ∗2 respectivement. On
dit qu’une application f : A ! B est un ∗-homomorphisme, si f est un homomorphisme d’algèbres
et si pour tout a ∈ A :

f(a∗1) = f(a)∗2 .

Un ∗-isomorphisme sera un ∗-homomorphisme d’algèbre bijectif.

Nous pouvons à présent introduire la notion de C∗-algèbre :

Définition 1.1.4. Une C∗-algèbre A est une C-algèbre de Banach munie d’une involution ∗ vérifiant
l’identité stellaire c’est-à-dire :

∀a ∈ A, ∥a∗a∥ = ∥a∥2.

Exemples 1.1.5. Soit H un espace de Hilbert.

1. L’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur H, noté L (H), est une C∗-algèbre pour l’in-
volution donnée par l’adjonction et la norme d’opérateur. Si H est de dimension finie n, on
retrouve la C∗-algèbre Mn(C) des matrices de tailles n× n à coefficients dans C.

2. Toute sous-algèbre fermée et stable par involution de L (H) est une C∗-algèbre.
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3. L’ensemble des opérateurs compacts de H, notée k(H) ⊆ L (H), est défini comme étant la
fermeture dans L (H) de l’espace vectoriel engendré par les opérateurs θx,y où x ∈ H, y ∈ H.
D’après le point précédent, k(H) est une C∗-algèbre.

4. Soit X un espace localement compact. Notons C0(X) l’ensemble des fonctions continues sur
X à valeurs dans C qui tendent vers 0 à l’infini c’est-à-dire :

C0(X) :=
{
φ : X ! C continue | ∀ε > 0, ∃Kε ⊆ X compact : |φ| < ε sur X \Kε

}
.

Alors C0(X) est une C∗-algèbre pour l’involution et la norme données par φ∗ : x 7! φ(x) et
∥φ∥ := sup

x∈X
|φ(x)| où φ ∈ C0(X).

Définition 1.1.6 (Unitarisation d’une C∗-algèbre). Soit A une C∗-algèbre. Posons A+ = A × C.
Alors A+ est une C∗-algèbre unifère qui contient A en tant qu’idéal bilatère maximal. Le produit et
l’involution sont donnés pour tous a, b ∈ A et λ, µ ∈ C par :

(a, λ)(b, µ) := (ab+ λb+ µa, λµ), (a, λ)∗ := (a∗, λ̄).

On munit A+ de la norme ∥ · ∥ définie par :

∥(a, λ)∥A+ := sup
{
∥ax+ λx∥ | x ∈ A, ∥x∥ = 1

}
,

ce qui confère à A+ une structure de C∗-algèbre unifère avec 1A+ := (0, 1).

Remarque 1.1.7. Soit X un espace localement compact. Alors C0(X) est une C∗-algèbre unifère si
et seulement si X est compact.

Proposition 1.1.8 ([59], p. 73). Tout ∗-homomorphisme injectif entre deux C∗-algèbres est une
isométrie, c’est-à-dire conserve la norme.

Donnons quelques éléments particuliers d’une C∗-algèbre.

Définition 1.1.9. Soient A une C∗-algèbre et a ∈ A. On dit que :

• a est hermitien ou auto-adjoint si a = a∗ ;

• a est normal si aa∗ = a∗a ;

• a est positif, noté a ⩾ 0, s’il existe b ∈ A tel que a = b∗b ;

• dans le cas où A est unifère, a est unitaire si aa∗ = a∗a = 1A.

Une question naturelle est de savoir si un quotient d’une C∗-algèbre par un idéal fermé, est encore
une C∗-algèbre. Pour répondre à cette question, on commence par définir la notion d’idéal d’une
C∗-algèbre.

Définition 1.1.10. Soit A une C∗-algèbre. Un idéal dans A est un idéal bilatère fermé pour la
norme.

Lorsqu’on travaille plus généralement avec des algèbres de Banach, la norme quotient sur A⧸I est
définie pour tout a ∈ A par :

∥a+ I∥A/I := inf
b∈I

∥a− b∥.

Elle munie bien A⧸I d’une structure d’algèbre de Banach. Lorsque A est une C∗-algèbre, cette même
norme munie A⧸I d’une structure de C∗-algèbre. Il faut pour cela vérifier l’identité stellaire, on
introduit par conséquent la notion d’approximation de l’unité.

Définition 1.1.11. • Un ensemble filtrant est un ensemble ordonné (Λ,⩾) tel que pour tout
(λ, λ′) ∈ Λ2, il existe λ′′ ∈ Λ tel que λ′′ ⩾ λ et λ′′ ⩾ λ′.

• Une suite généralisée u = (uλ)λ∈Λ à valeurs dans X est une fonction u : Λ ! X;λ 7! uλ.
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• Soient (Λ,⩾) un ensemble filtrant, X un espace topologique, u = (uλ)λ∈Λ une suite généra-
lisée à valeurs dans X et x ∈ X. On dira que la suite généralisée u = (uλ)λ∈Λ converge vers
x, noté uλ ! x, si pour tout voisinage ouvert V ⊆ X de x, il existe λ0 ∈ Λ tel que pour tout
λ ∈ Λ vérifiant λ0 ⩽ λ, on a uλ ∈ V . On note alors x = lim

λ∈Λ
uλ et x est appelé limite généralisée

de u = (uλ)λ∈Λ.

Définition 1.1.12. Soit A une C∗-algèbre. Une approximation de l’unité pour A est une suite géné-
ralisée (uλ)λ∈Λ à valeurs dans A telle que :

• uλ ⩾ 0 et ∥uλ∥ ⩽ 1 pour tout λ ∈ Λ ;

• lim
λ∈Λ

∥uλa− a∥ = lim
λ∈Λ

∥auλ − a∥ = 0 pour tout a ∈ A.

Le théorème suivant est un résultat fondamental sur l’existence des approximations de l’unité. Il
permettra de travailler avec des C∗-algèbres qui ne sont pas forcément unifères.

Théorème 1.1.13 ([59] p. 98). Soient A une C∗-algèbre et I un idéal bilatère dense dans A. Alors
I possède une approximation de l’unité (uλ)λ∈Λ formée d’éléments de I. De plus, si A est séparable,
alors on peut choisir la famille (uλ)λ∈Λ dénombrable.

Dans le lemme suivant, on donne le lien entre la norme quotient et les approximations de l’unité.

Lemme 1.1.14. Soient A une C∗-algèbre et I un idéal bilatère fermé dans A. Soit (uλ)λ∈Λ une
approximation de l’unité pour I. Alors pour tout a ∈ A,

∥a+ I∥A/I = lim
λ∈Λ

∥a− auλ∥.

Proposition 1.1.15 ([59] p. 101). Soient A une C∗-algèbre et I un idéal bilatère fermé de A. Alors
l’algèbre involutive A⧸I munie de la norme ∥ · ∥A/I est une C∗-algèbre.

Un corollaire immédiat mais important en théorie des C∗-algèbres est le suivant :

Corollaire 1.1.16. Soit f : A! B un morphisme de C∗-algèbres. Alors f(A) est fermé dans B.

Définition 1.1.17. Une représentation d’une C∗-algèbre A est un couple (π,H) où π : A ! L (H)
est un ∗-homomorphisme et H un espace de Hilbert. On dit que π est :

• non-dégénérée si le sous-espace π(A)(H) := {π(a)(h) | a ∈ A, h ∈ H} est dense dans H ;

• fidèle si π est injective ;

• ample si pour tout a ∈ A non nul, l’opérateur π(a) n’appartient pas à k(H).

On énonce un résultat pratique permettant d’étendre une représentation d’un idéal.

Lemme 1.1.18. Soient I un idéal fermé d’une C∗-algèbre A et π : I ! L (H) une représentation
non-dégénérée. Alors il existe une unique représentation π : A ! L (H) qui prolonge la représen-
tation π.

Démonstration. On définit π sur π(I)(H) en posant pour tous a ∈ A, j ∈ I et v ∈ H :

π(a)(π(j)v) := π(aj)(v).

• π est bien définie car si π(j1)(v1) = π(j2)(v2) avec j1, j2 ∈ I et v1, v2 ∈ H, alors en notant
(uλ)λ une approximation de l’unité pour I, on obtient :

π(aj1)(v1) = lim
λ
π(auλj1)(v1) = lim

λ
π(auλ)π(j1)(v1)

= lim
λ
π(auλ)π(j2)(v2) = lim

λ
π(auλj2)(v2)

= π(aj2)(v2).
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• On a de plus pour tous a ∈ A, j ∈ I et v ∈ H :

∥π(a)(π(j)v)∥ ⩽ ∥a∥.∥π(j)v∥.

Ceci permet d’étendre π(a) en un élément de L (H).

• On vérifie alors que π est multiplicative et π(a∗) = π(a)∗. En effet, en notant ⟨−,−⟩C le produit
scalaire sur H à valeurs dans C, on a pour tous a ∈ A, j1, j2 ∈ I et v1, v2 ∈ H :〈

π(a∗)π(j1)v1, π(j2)v2
〉
C =

〈
π(a∗j1)v1, π(j2)v2

〉
C

=
〈
π(j∗2a

∗j1)v1, v2
〉
C

=
〈
π(j1)v1, π(aj2)v2

〉
C

=
〈
π(j1)v1, π(a)π(j2)v2

〉
C

=
〈
π(a)∗π(j1)v1, π(j2)v2

〉
C.

L’extension obtenue π est évidemment unique. ■

Théorème 1.1.19 (Gelfand-Naimark,[7] p. 109). Soit A une C∗-algèbre. Alors il existe un espace
de Hilbert H et une représentation fidèle non-dégénérée π : A! L (H).

Remarque 1.1.20. Si π : A ! L (H) est une représentation fidèle non-dégénérée, alors on
construit une représentation ample de A qui est encore fidèle et non-dégénérée en posant :

π∞ : A! L
(
ℓ2(N, H)

)
, π∞(a)((hn)n∈N) := (π(a)hn)n∈N.

c’est-à-dire, en utilisant l’identification ℓ2(N, H) ≃ ℓ2(N)⊗H, que π∞ = idℓ2(N) ⊗ π. Ainsi d’après le
théorème 1.1.19, toute C∗-algèbre admet une représentation fidèle, non-dégénérée et ample.

Définition 1.1.21. Soit (Aj)j∈J une famille de C∗-algèbres. On définit la somme directe de cette
famille de C∗-algèbres par :⊕

j∈I
Aj :=

{
(aj)j∈J | ∀j ∈ J, aj ∈ Aj et lim

j!+∞
∥aj∥ = 0

}
,

où lim
j!+∞

∥aj∥ = 0 signifie que ∀ε > 0,∃J ′ ⊂ J fini tel que ∀j ∈ J\J ′, ∥aj∥ < ε. L’involution est

donnée par ((aj)j∈J))∗ := (a∗j )j∈J et la norme par ∥(aj)j∈J∥ := sup
j∈J

∥aj∥ où (aj)j∈J ∈
⊕

j∈I Aj .

Remarque 1.1.22. Si A est une C∗-algèbre de dimension finie, on peut montrer qu’il existe des
entiers non nuls p et n1, . . . , np tels que :

A ≃
p⊕
i=1

Mni(C).

En particulier, une C∗-algèbre de dimension finie est unifère.

La KK-théorie de Kasparov utilise la notion de module de Hilbert. Nous allons maintenant rappeler
cette construction. On se réfère à [30],[56] ou encore [54] pour plus de détails et pour les démons-
trations. Nous voulons généraliser la notion d’espace de Hilbert en remplaçant le corps des scalaires
C par une C∗-algèbre A quelconque.

Sauf mention contraire, on ne considèrera que des modules à droite.

Définition 1.1.23. Soit A une C∗-algèbre. Un A-module préhilbertien est un C-espace vectoriel E
qui est un A-module muni d’une application sesquilinéaire (antilinéaire en la première variable,
linéaire en la seconde) ⟨−,−⟩A : E×E ! A, appelée produit scalaire à valeurs dans A, satisfaisant
les conditions suivantes :
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(i) λ(xa) = (λx)a = x(λa) pour tous λ ∈ C, x ∈ E, a ∈ A ;

(ii) ⟨x, ya⟩A = ⟨x, y⟩Aa pour tous x, y ∈ E, a ∈ A ;

(iii) ⟨x, y⟩∗A = ⟨y, x⟩A pour tous x, y ∈ E ;

(iv) ⟨x, x⟩A ⩾ 0 pour x ∈ E.

Donnons à présent l’analogue de l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas d’un A-module préhil-
bertien.

Proposition 1.1.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, [54] p. 233). Soient (A, ∥ · ∥) une C∗-algèbre
et E un A-module préhibertien. Alors pour tous x, y ∈ E :∥∥⟨x, y⟩A∥∥2 ⩽

∥∥⟨x, x⟩A∥∥.∥∥⟨y, y⟩A∥∥.
Définition 1.1.25. Soient (A, ∥ · ∥) une C∗-algèbre et E un A-module préhibertien. On définit une
norme sur E (d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, voir [54] p. 234) en posant pour tout x ∈ E :

∥x∥E :=
∥∥⟨x, x⟩A∥∥1/2.

Un A-module de Hilbert est un A-module préhilbertien complet pour la norme ∥ · ∥E .

Lorsque A = C, on retrouve la définition d’espace préhilbertien et d’espace de Hilbert. Lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguïté, on notera simplement ∥ · ∥ pour faire référence soit à ∥ · ∥A soit à ∥ · ∥E . Voici
quelques exemples de module de Hilbert.

Exemples 1.1.26. 1. Toute C∗-algèbre A est un A-module de Hilbert pour le produit scalaire
⟨a, b⟩A := a∗b où a, b ∈ A.

2. Si I est un idéal à droite et fermé d’une C∗-algèbre A, alors I est un sous-module de A et donc
un A-module de Hilbert.

3. Soit n ∈ N∗. Alors An est un A-module de Hilbert pour le produit scalaire ⟨a, b⟩A :=
∑n

j=1 a
∗
jbj

où a = (aj)1⩽j⩽n et b = (bj)1⩽j⩽n sont tous les deux dans An.

4. On peut généraliser l’exemple précédent à une famille dénombrable (Ej)j∈J de A-modules de
Hilbert. On pose E = ⊕j∈JEj le sous-ensemble de

∏
j∈J Ej formé des éléments (xj)j∈J tels

que la série
∑

j∈ J⟨xj , xj⟩A converge. AlorsE muni du produit scalaire ⟨x, y⟩A :=
∑

j∈J⟨xj , yj⟩A
où x = (xj)j∈J et y = (yj)j∈J sont dans E, est un A-module de Hilbert.

5. Soit E un A-module de Hilbert. Le A module de Hilbert
⊕

j∈J E sera noté ℓ2(J,E).

On introduit à présent la notion de morphisme entre modules de Hilbert.

Définition 1.1.27. Soient A une C∗-algèbre et E,F deux A-modules de Hilbert. Une application
T : E ! F est un morphisme de A-modules de Hilbert s’il existe une application S : F ! E telle que
pour tous x ∈ E, y ∈ F : 〈

T (x), y
〉
A

=
〈
x, S(y)

〉
A
.

L’application S est appelée adjoint de T . L’ensemble des morphismes de A-modules sera noté
LA(E,F ). On dira aussi opérateur adjoignable pour morphisme de A-modules de Hilbert. Lorsque
E = F , on note LA(E) = LA(E,E). Si H est un espace de Hilbert (c’est-à-dire un C-module), on
a alors LC(H) = L (H).

Définition 1.1.28. Soient A et B deux C∗-algèbres. Soit E un B-module de Hilbert. Une représen-
tation de A sur E est la donnée d’un ∗-homomorphisme π : A! LB(E). On dit que π est :

• non-dégénérée si le sous-espace π(A)(E) := {π(a)(ξ) | a ∈ A, ξ ∈ E} est dense dans E ;

• fidèle si π est injective.
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Définition 1.1.29. Soient A une C∗-algèbre et E un A-module de Hilbert. On définit l’orthogonal
E⊥

0 d’une partie E0 de E comme le sous-module fermé de E donné par :

E⊥
0 :=

{
y ∈ E | ∀x ∈ E0, ⟨x, y⟩A = 0

}
.

Les opérateurs adjoignables possèdent de nombreuses propriétés.

Proposition 1.1.30 ([54] p. 240). SoitA une C∗-algèbre. Soient E et F deuxA-modules de Hilbert.
Soit T ∈ LA(E,F ). Alors :

(i) L’adjoint de T , noté T ∗, est unique. Il vérifie T ∗ ∈ LA(F,E) et (T ∗)∗ = T .

(ii) T est C-linéaire, A-linéaire et continu.

(iii) ∥T∥ = ∥T ∗∥ et ∥T ∗ ◦ T∥ = ∥T∥2.
(iv) LA(E,F ) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace des applications linéaires continues

de E dans F , vus comme espaces de Banach.

(v) LA(E) est une C∗-algèbre pour la norme d’opérateur.

Démonstration. On démontre par exemple la continuité du point (ii), le reste est immédiat. Mon-
trons que GT := {(x, T (x)) | x ∈ E} est fermé dans E × F . Soit S := {(−T ∗(y), y) | y ∈ F}. On
a :

(x0, y0) ∈ S⊥ ⇐⇒ ∀y ∈ F,
〈
x0,−T ∗(y)

〉
A
+ ⟨y0, y⟩A = 0

⇐⇒ ∀y ∈ F,
〈
y0 − T (x0), y

〉
A
= 0

⇐⇒ (x0, y0) ∈ GT .

Comme l’orthogonal d’un sous-espace est fermé, alors GT est fermé donc d’après le théorème du
graphe fermé dans les espaces de Banach, T est une application continue. ■

Remarque 1.1.31. Une application linéaire continue et A-linéaire n’admet pas forcément d’adjoint.
En effet, prenons A = C([0; 1]) et J = C0(]0; 1]) qui est un idéal fermé et donc un A-module de
Hilbert. Soit T : J ! A l’inclusion. Si T était adjoignable alors ⟨1A, f⟩A = ⟨T ∗(1A), f⟩A pour tout
f ∈ J c’est-à-dire T ∗(1A)f = f pour tout f ∈ J donc T ∗(1A) = 1A ce qui est absurde puisque
1A /∈ J . Donc T n’admet pas d’adjoint.

Définition 1.1.32 (Isométrie et unitaire). Soit A une C∗-algèbre. Soient E,F deux A-modules de
Hilbert. Soit T ∈ LA(E,F ). On dit que :

• T est une isométrie si T ∗ ◦ T = idE .

• T est un unitaire si T ∗ ◦ T = idE et T ◦ T ∗ = idF .

On peut caractériser les éléments auto-adjoints et les éléments positifs de la C∗-algèbre LA(E) :

Proposition 1.1.33. Soit T ∈ LA(E)

(i) T = T ∗ ⇐⇒ ∀x ∈ E, ⟨x, T (x)⟩A est auto-adjoint dans A.

(ii) T ⩾ 0 ⇐⇒ ∀x ∈ E, ⟨x, T (x)⟩A ⩾ 0 dans A.

Définition 1.1.34. Soient E et F deux A-modules de Hilbert. Pour tous x ∈ F, y ∈ E, on considère
l’application θx,y : E ! F définie par :

∀z ∈ E, θx,y(z) := x⟨y, z⟩A.

Proposition 1.1.35. Soient x ∈ F et y ∈ E :

(i) θx,y ∈ LA(E,F ) et (θx,y)∗ = θy,x.

(ii) Pour tous T ∈ LA(F ) et S ∈ LA(E) on a T ◦ θx,y = θT (x),y et θx,y ◦ S = θx,S∗(y).
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On définit l’ensemble des opérateurs compacts de E vers F , que l’on note kA(E,F ) ⊆ LA(E,F ),
comme étant la fermeture dans LA(E,F ) de l’espace vectoriel engendré par les opérateurs θx,y avec
x ∈ F, y ∈ E. Lorsque E = F , on note kA(E) := kA(E,E). Ainsi, kA(E) est un ∗-idéal bilatère fermé
de LA(E).

Définition 1.1.36. Soit A une C∗-algèbre. L’algèbre des multiplicateurs de A, notée M(A), est la
C∗-algèbre unifère :

M(A) := LA(A),

où A est vu comme un A-module de Hilbert.

Exemples 1.1.37. 1. Si A est unifère, alors M(A) ≃ A.

2. Soit X un espace localement compact. Si A = C0(X), alors M(C0(X)) ≃ Cb(X) où Cb(X)
désigne la C∗-algèbre des fonctions bornées de X à valeurs complexes.

Proposition 1.1.38 ([7] p. 146). Soit A une C∗-algèbre. Alors kA(A) ≃ A. Plus généralement, Si
E est un A-module, alors :

M
(
kA(E)

)
≃ LA(E).

Produit tensoriel de modules de Hilbert. Soient A et B deux C∗-algèbres. On considère E un
B-module de Hilbert, F un A-module de Hilbert et π : B ! LA(F ) un ∗-homomorphisme. On peut
munir F d’une structure de B-module à gauche en posant by := π(b)(y) pour tous b ∈ B, y ∈ F .
Ainsi, on peut munir le produit tensoriel algébrique E ⊙ F d’un produit scalaire à valeurs dans A
en posant pour tous x, x′ ∈ E et y, y′ ∈ F :〈

x⊙ y, x′ ⊙ y′
〉
A
:=
〈
y, π

(
⟨x, x′⟩B

)
y′
〉
A
.

Considérons l’ensemble N := {u ∈ E ⊙ F | ⟨u, u⟩A = 0}. C’est un sous-module de E ⊙ F . Le
produit tensoriel des modules de Hilbert E et F , noté E ⊗B F ou encore E ⊗π F , est la complétion
du quotient de E ⊙ F par N pour la norme ∥u∥ := ∥⟨u, u⟩A∥

1
2 . Le produit tensoriel E ⊗B F est un

A-module de Hilbert et l’action à droite est donnée pour tous e ∈ E, f ∈ F et a ∈ A par :

(e⊗ f) · a := e⊗ (fa).

1.2 Introduction aux groupoïdes

Dans cette partie, nous allons introduire la notion de groupoïde et énoncer les propriétés et construc-
tions qui y sont associées, en particulier pour les groupoïdes étales. Nous terminerons cette partie
par la construction de la C∗-algèbre réduite d’un groupoïde dans le cas étale puis dans le cas général.

1.2.1 Définitions et premières propriétés

On se réfère à [34] et [38] pour les définitions et propriétés qui vont suivre. Les groupoïdes généra-
lisent la notion de groupe et d’espace. C’est une petite catégorie dans laquelle tous les morphismes
sont inversibles.
On notera X pour définir les objets et G pour définir les morphismes. Donnons à présent une
définition précise :

Définition 1.2.1. On appelle groupoïde G de base X la donnée d’un couple d’ensembles (G(1), X) tel
que :

1) Il existe deux applications s, r : G(1) ! X surjectives, respectivement applications source et
but ;

2) Il existe une application produit m : G(2) ! G(1), (γ, γ′) 7! γγ′ où G(2) est le sous-ensemble de
G(1) × G(1) défini par G(2) = {(γ, η) ∈ G(1) × G(1) | s(γ) = r(η)} ;
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3) Il existe une application unité u : X ! G(1), x 7! 1x vérifiant s(1x) = r(1x) = x et une
application inverse i : G(1) ! G(1), γ 7! γ−1 vérifiant les relations :

(a) r(γγ′) = r(γ), s(γγ′) = s(γ′) pour tout (γ, γ′) ∈ G(2) et l’application m est associative,
(b) γ1s(γ) = 1r(γ)γ = γ pour tout γ ∈ G(1),

(c) γγ−1 = 1r(γ) et γ−1γ = 1s(γ) pour tout γ ∈ G(1).

Remarque 1.2.2. On oubliera la fonction u en considérant X comme un sous-ensemble de G et on
notera parfois s(γ) (resp. r(γ)) à la place de 1s(γ) (resp. 1r(γ)). Pour alléger les formules, on a noté
ci-dessus γη à la place de m(γ, η).

Dans la suite, on ne considérera que des groupoïdes topologiques séparés c’est-à-dire des groupoïdes
(G(1), X) pour lesquels les espaces G(1) et X sont munis de topologies, séparés pour ces topologies
et tels que les applications r, s,m, u et i sont continues. Par abus de notation, on notera juste G pour
faire référence à G(1) et donc (G, X) pour faire référence au groupoïde G de base X. La base de G
sera parfois notée G(0).

Si U, V ⊆ X, on pose GU := s−1(U), GV := r−1(V ) et GVU := GU ∩ GV . On notera Gx := G{x} appelé
s-fibre, Gx := G{x} appelé r-fibre pour tout x ∈ X et Gyx = Gx ∩ Gy pour tous x et y dans X.

Définition 1.2.3. Un groupoïde localement compact est un groupoïde topologique pour lequel l’es-
pace G(1) est localement compact. Un tel groupoïde est σ-compact si l’espace topologique G(1) est
σ-compact.

Sauf mention contraire, tous les groupoïdes que nous rencontrerons dans cette thèse seront
supposés localement compacts et σ-compacts.

Définition 1.2.4 (Morphisme de groupoïdes). Soient (G, X) et (G′, X ′) deux groupoïdes d’appli-
cations sources et buts notées respectivement s, r et s′, r′. On dit que Φ : G ! G′ est un morphisme
de groupoïdes s’il existe une application Φ(0) : X ! X ′ telle que :

(i) s′◦Φ = Φ(0)◦s et r′◦Φ = Φ(0)◦r, en particulier, l’image d’une paire composable est composable.

(ii) Pour tout (γ, η) ∈ G(2), on a Φ (γη) = Φ(γ)Φ (η).

On dira qu’un morphisme de groupoïdes Φ est continu si Φ est continu en tant qu’application entre
G et G′.

Il existe une classe de groupoïdes qui nous intéressera tout particulièrement puisqu’elle généralise
celle des groupes discrets :

Définition 1.2.5. (Groupoïde étale) Un groupoïde étale est un groupoïde localement compact pour
lequel l’application s est un homéomorphisme local. Ceci signifie que tout élément γ ∈ G possède
un voisinage ouvert U ⊆ G tel que s(U) est ouvert dans X et l’application s|U : U ! s(U) est un
homéomorphisme.

Remarque 1.2.6. Comme l’application inverse est un homéomorphisme et que r = s ◦ i, alors G est
étale si et seulement si r est un homéomorphisme local.

Exemple 1.2.7. (Pull-back) Soient M un espace topologique et (G, X) un groupoïde localement
compact. Soit φ :M ! X une application continue. Considérons l’espace :

φ∗G :=
{
(m, γ,m′) ∈M × G ×M | γ ∈ Gφ(m)

φ(m′)

}
.

On obtient alors un groupoïde topologique φ∗G de base M en posant :

s̃(m, γ,m′) := m′, r̃(m, γ,m′) := m, (m, γ,m′)−1 := (m′, γ−1,m), ũ(m) := (m, 1φ(m),m).

Le produit est défini par (m, γ,m′)(m′, γ′,m′′) := (m, γγ′,m′′). L’application Φ : φ∗G ! G donnée
par Φ(m, γ,m′) := γ est un morphisme de groupoïdes avec Φ(0) := φ.
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Lemme 1.2.8. Soit (G, X) est un groupoïde topologique. Si G est séparé, alors X est fermé dans G
et G(2) est fermé dans G × G. Si G est σ-compact, alors X est σ-compact.

Démonstration. • Puisque G est séparé, la diagonale ∆G := {(γ, γ) | γ ∈ G} est un sous-espace
fermé de G × G. Puisque l’application f : G ! G × G ; f(γ) = (γ, s(γ)) est continue, alors
X = f−1(∆G) est fermé.

• On a G(2) = (r × s)−1(∆G) donc G(2) est fermé dans G × G.

• Si (G, X) est σ-compact alors G s’écrit G = ∪n∈NKn avec (Kn)n∈N une suite de sous-espaces
compacts de G. Comme r : G ! X est continue et surjective et que X est séparé alors
(r(Kn))n∈N est une suite de sous-espaces compacts de X telle que X = ∪n∈Nr(Kn), donc X
est σ-compact.

■

Lemme 1.2.9. Soit (G, X) est un groupoïde étale.

(i) La base X est ouverte dans G.

(ii) Pour tout x ∈ X, les fibres Gx et Gx sont discrètes.

Démonstration. (i) Un homéomorphisme local est une application ouverte, donc X = s(G) est
ouvert dans G.

(ii) Soit x ∈ X. Soient γ ∈ Gx et U un voisinage ouvert de γ dans G tel que r soit un homéomor-
phisme sur U . Par injectivité de r sur U on obtient U ∩ Gx = {γ} c’est-à-dire que {γ} est un
ouvert de Gx. Tous les singletons sont donc ouverts et ainsi Gx est un espace discret.

■

Définition 1.2.10. (Bissections, [2] p. 10) Soit (G, X) un groupoïde localement compact. Une bis-
section ouverte est un sous-ensemble ouvert U ⊆ G tel que les applications s et r sont des homéo-
morphismes de U sur des ouverts de X respectivement. L’ensemble des bissections ouvertes est noté
Gop.

Définition 1.2.11. On dit qu’un groupoïde localement compact G est ample si l’ensemble :

Ga := {A ∈ Gop | A est compact}

forme une base pour la topologie de G.

Exemple 1.2.12. Un espace topologique discret M est un groupoïde ample. En effet, Ma est l’en-
semble des singletons de M qui constitue donc une base pour la topologie de M .

Remarque 1.2.13. Tout groupoïde ample est étale.

Définition 1.2.14. On dit qu’un espace topologique X est totalement discontinu si les seules com-
posantes connexes de X sont les singletons.

Lemme 1.2.15 ([46] p. 21). Soit X un espace topologique localement compact et totalement dis-
continu. Alors les ensembles compacts-ouverts forment une base pour la topologie de X c’est-à-dire
que pour tout x ∈ X et tout voisinage U ⊆ X de x, il existe un compact-ouvert V ⊆ X tel que
x ∈ V ⊆ U .

On donne une caractérisation des groupoïdes amples :

Proposition 1.2.16 ([18] p. 8). Soit (G, X) un groupoïde étale. Alors :

G est ample ⇐⇒ X est totalement discontinu.

Définition 1.2.17 (Sous-groupoïde). Soit G un groupoïde. Un sous-ensemble H ⊆ G est un sous-
groupoïde de G s’il est stable par produit et inversion, c’est-à-dire que :

• pour tous γ, γ′ ∈ H tel que r(γ′) = s(γ) on a γγ′ ∈ H ;
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• si γ ∈ H, alors γ−1 ∈ H.

Ainsi, la restriction des applications r, s,m, u et i à H définie une structure de groupoïde sur H avec
H(0) := s(H) = r(H).
On dit qu’un sous-groupoïde H de G est ouvert (resp. fermé) dans G si H est ouvert (resp. fermé)
dans G en tant qu’espace topologique et si H(0) est ouvert (resp. fermé) dans G(0).

Remarque 1.2.18. Tout sous-groupoïde ouvert d’un groupoïde étale est encore étale.

Lemme 1.2.19. Soit (G, X) un groupoïde étale à base dénombrable. Alors G admet une base dé-
nombrable formée de bissections.

Démonstration. Comme G est à base dénombrable, il est séparable. Soit (γn)n∈N un sous-ensemble
dénombrable dense de G. Soit n ∈ N. On considère deux bases dénombrables de voisinages de γn
notées (Un,i)i∈N et (Vn,i)i∈N telles que que pour tout i ∈ N, r|Un,i

et s|Vn,i
sont des homéomor-

phismes sur des ouverts de X. Ainsi, en posant W = {Un,i ∩ Vn,i | (n, i) ∈ N2}, on obtient une base
dénombrable formée de bissections. ■

L’ensemble des bissections forme un semi-groupe inverse 1 pour la loi de composition :

UV =
{
uv | (u, v) ∈ (U × V ) ∩ G(2)

}
, ∀U, V ∈ Gop.

L’élément neutre est X et l’inverse d’un élément U ∈ Gop est donné par U−1 := i(U) (voir [34] pour
plus de détails). On montre que Ga est un sous semi-groupe inverse de Gop. On énonce maintenant
une caractérisation des groupoïdes étales.

Proposition 1.2.20 ([38] p. 19). Soit (G, X) un groupoïde localement compact. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) (G, X) est étale.

(ii) L’application produit m : G(2) ! G est un homéomorphisme local.

(iii) Gop contient une base pour la topologie de G.

Nous terminons ces rappels par une liste d’exemples classiques de groupoïdes.

Exemples 1.2.21. 1. Un groupe topologique G est un groupoïde topologique de base {1G} avec
s = r = (g 7! 1G). De plus, G est étale en tant que groupoïde si et seulement si G est discret
et dans ce cas, une bissection est un singleton et donc Gop = {{g} | g ∈ G}.

2. Une union disjointe de groupes
⊔
i∈I

Gi est un groupoïde de base {1Gi | i ∈ I}.

3. Un espace topologique M est un groupoïde topologique de base M avec s = r = idM . C’est
donc un groupoïde étale. Une bissection ouverte est ici n’importe quel ouvert de M .

4. Si X est un espace topologique, alors X ×X est un groupoïde de base X avec s(x, y) = y et
r(x, y) = x. On l’appelle le groupoïde des paires .

5. Soient X un espace topologique et G un groupe topologique agissant à droite sur X. Alors
l’espace X × G est un groupoïde topologique de base X où s(x, g) = xg et r(x, g) = x. Le
produit est défini par (x, g)(xg, g′) := (x, gg′). De plus, si G est discret, alors X ×G est étale.

6. Si dans l’exemple précédent, G est discret et X est totalement discontinu, alors X × G est
ample. En effet, X ×G est alors un groupoïde étale dont la base X est totalement discontinue
donc d’après la proposition 1.2.16, c’est un groupoïde ample.

1. On dit que S est un semi-groupe inverse si S est un semi-groupe et si pour tout s ∈ S, il existe un unique élément
s∗ ∈ S (appelé l’inverse de s) tel que s = ss∗s et s∗ = s∗ss∗.
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7. Soient M un ensemble et R est une relation d’équivalence sur M . Posons :

GR :=
{
(x, y) ∈M ×M | xRy

}
.

Alors GR est un groupoïde de base M . Les applications s et r sont définies par s(x, y) := y et
r(x, y) := x et la multiplication est donnée par (x, y)(y, z) := (x, z) pour tous (x, y) et (y, z)
dans GR. Les applications inverse et unité sont données par i(x, y) := (y, x) et u(x) := (x, x).
Le groupoïde GR est en faite un sous-groupoïde du groupoïde des paires (M ×M,M).

1.2.2 C∗-algèbre d’un groupoïde

Dans cette partie, nous allons construire une C∗-algèbre qui va « retenir » la structure de groupoïde.
Pour ce faire, on procède comme dans le cas d’un groupe.

Le cas d’un groupoïde étale

On commence par faire cette construction avec (G, X) un groupoïde étale en définissant l’algèbre
de convolution sur G.

Définition 1.2.22. L’algèbre de convolution Cc(G) est l’ensemble des fonctions continues f : G ! C
à support compact muni du produit de convolution donné pour tous f, g ∈ Cc(G) et γ ∈ G par :

(f ⋆ g)(γ) :=
∑

γ1∈Gr(γ)

f(γ1)g(γ
−1
1 γ) (1.1)

et de l’involution définie par f∗(γ) = f(γ−1). Ces opérations confèrent à Cc(G) une structure d’al-
gèbre involutive.

Pour tout γ ∈ G, la fibre Gr(γ) étant discrète et les fonctions f, g étant à supports compacts, on déduit
que Gr(γ) ∩ supp(f) est fini et la somme dans la formule (1.1) est donc finie. De plus, f ⋆ g ∈ Cc(G).
Ce produit est associatif et on montre que pour tous f, g ∈ Cc(G) et λ ∈ C :

(f + λg)∗ = f∗ + λg∗, (f ⋆ g)∗ = g∗ ⋆ f∗ et (f∗)∗ = f.

L’algèbre Cc(G) est naturellement munie d’une structure de C0(X)-module (à droite) définie pour
tous f ∈ Cc(G), φ ∈ C0(X) et γ ∈ G par :

(f · φ)(γ) := f(γ)φ(s(γ)).

On peut munir Cc(G) d’un produit scalaire à valeurs dans C0(X) en posant pour tous f, g ∈ Cc(G)
et x ∈ X : 〈

f, g
〉
C0(X)

(x) :=
∑
γ∈Gx

f(γ−1)g(γ−1).

On vérifie que ⟨f, g⟩C0(X) ∈ C0(X) et ⟨f, g · φ⟩C0(X) = ⟨f, g⟩C0(X)φ pour tous f, g ∈ Cc(G) et
φ ∈ C0(X) ce qui confère à Cc(G) une structure de C0(X)-module préhilbertien.

Définition 1.2.23. On note L2(G) le C0(X)-module de Hilbert qui est le complété de Cc(G) pour la
norme induite par le produit scalaire, définie pour tout f ∈ Cc(G) par :

∥f∥2Cc(G) = ∥⟨f, f⟩C0(X)∥∞ = sup
x∈X

∑
γ∈Gx

|f(γ−1)|2.

L’application λ : Cc(G) ! LC0(X)(L
2(G)) définie pour tous f, ξ ∈ Cc(G) par :(

λ(f)
)
(ξ) := f ⋆ ξ
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est alors un ∗-homomorphisme. Vérifions par exemple que λ(f∗) = λ(f)∗ pour tout f ∈ Cc(G).
Soient f, ξ1, ξ2 ∈ Cc(G) et x ∈ X. On a :〈

λ(f)(ξ1), ξ2
〉
C0(X)

(x) =
∑
γ∈Gx

(f ⋆ ξ1)(γ
−1)ξ2(γ

−1)

=
∑
γ∈Gx

∑
γ1∈Gs(γ)

f(γ1) ξ1(γ
−1
1 γ−1)ξ2(γ

−1)

=
∑
γ∈Gx

∑
η∈Gx

f(γ−1η) ξ1(η−1)ξ2(γ
−1) (η = γγ1)

=
∑
γ∈Gx

∑
η∈Gx

f(η−1γ) ξ1(γ−1)ξ2(η
−1)

=
∑
γ∈Gx

∑
γ1∈Gs(γ)

f(γ−1
1 )ξ1(γ−1)ξ2(γ

−1
1 γ−1) (γ1 = γ−1η)

=
∑
γ∈Gx

ξ1(γ−1)
∑

γ1∈Gs(γ)

f∗(γ1)ξ2(γ
−1
1 γ−1)

=
∑
γ∈Gx

ξ1(γ−1)(f∗ ⋆ ξ2)(γ
−1)

=
〈
ξ1, λ(f

∗)(ξ2)
〉
C0(X)

(x)

Définition 1.2.24. (C∗-algèbre réduite) La C∗-algèbre réduite du groupoïde étale (G, X), notée
C∗
r (G), est le complété de l’espace Cc(G) pour la norme ∥λ(·)∥LC0(X)(L

2(G)).

Cas général

Lorsque le groupoïde localement compact n’est pas étale, les fibres ne sont pas forcément discrètes
mais elle sont localement compactes. On va définir des mesures sur les fibres et la notion de sys-
tème de Haar. Le produit de convolution sera défini en intégrant par rapport à ce système. Plus
précisément :

Définition 1.2.25. (Système de Haar) Soit (G, X) un groupoïde localement compact. Un système
de Haar λ sur G est une collection {λx | x ∈ X} de mesures de Radon positives sur G vérifiant :

1) pour tout x ∈ X, le support de λx est inclus dans Gx ;

2) pour tout f ∈ Cc(G), l’application X ! C, x 7!

∫
Gx

f(γ)dλx(γ) est continue ;

3) pour tous γ ∈ G et f ∈ Cc(G),
∫
Gs(γ)

f(γγ′)dλs(γ)(γ′) =
∫
Gr(γ)

f(γ′)dλr(γ)(γ′).

Remarque 1.2.26. (a) Contrairement aux groupes localement compacts, un système de Haar sur
un groupoïde n’existe pas nécessairement, et si c’est le cas, il n’est pas forcément unique.

(b) Pour tout x ∈ X, on a (Gx)−1 = Gx et l’application γ ∈ G 7! γ−1 est un homéomorphisme de G
sur G, on peut donc associer à la famille {λx | x ∈ X} une nouvelle famille {λx | x ∈ X} définie
pour tous x ∈ X et A ⊆ Gx borélien par λx(A) := λx(A−1). On obtient ainsi la formule :∫

Gx

f(γ)dλx(γ) =
∫
Gx

f(γ−1)dλx(γ).

Donnons plusieurs exemples de systèmes de Haar pour certaines classes de groupoïdes.

Exemples 1.2.27. 1. Lorsque G est étale, un système de Haar naturel est la mesure de comptage
sur les fibres c’est-à-dire que l’on pose λx(U) = Card (U ∩ Gx) pour tous U ⊆ Gop et x ∈ X.

2. Si G est un groupe localement compact, alors le groupoïde (G, {1G}) admet, à constante près,
un unique système de Haar {λG} où λG est la mesure de Haar du groupe G.
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3. SiX est un espace localement compact, alors un système de Haar associé au groupoïde (X,X)
est donné par {δx | x ∈ X} où δx désigne la mesure de Dirac en x.

4. Soient X un espace localement compact et G est un groupe localement compact muni d’une
mesure de Haar λG agissant continûment à droite sur X. Alors la famille {δx × λG | x ∈ X}
forme un système de Haar pour le groupoïde (X ×G,X).

Nous énonçons à présent un résultat de topologie bien connu : le lemme d’Urysohn. Il nous servira
à de nombreuses reprises dans cette thèse.

Lemme 1.2.28. (Lemme d’Urysohn, [43] p. 39) Soient Z un espace localement compact, V un
ouvert de Z et K un compact de V . Alors il existe une fonction continue à support compact f : Z !
[0; 1] telle que f|K = 1 et supp(f) ⊆ V .

Corollaire 1.2.29. Soient Z un espace localement compact, K et L deux compacts disjoints de Z.
Alors il existe une fonction continue à support compact f : Z ! [0; 1] telle que f|K = 1 et f|L = 0.

Démonstration. On applique le lemme 1.2.28 avec l’ouvert V = Z\L qui contient K. ■

Lemme 1.2.30. Soient (G, X) un groupoïde localement compact muni d’un système de Haar que
l’on note {λx | x ∈ X} et K ⊆ G un compact. Alors l’ensemble {λx(K) | x ∈ X} est borné.

Démonstration. D’après le lemme 1.2.28, il existe f ∈ Cc(G) telle que 0 ⩽ f ⩽ 1 et f|K = 1. On a
donc pour tout x ∈ X :∫

Gx

f(γ)dλx(γ) =
∫
K∩Gx

f(γ)dλx(γ) +
∫
(G\K)∩Gx

f(γ)dλx(γ)︸ ︷︷ ︸
⩾0

⩾
∫
K∩Gx

dλx(γ) = λx(K).

Or l’application x 7!

∫
Gx

f(γ)dλx(γ) est continue à support compact, donc {λx(K) | x ∈ X} est

borné. ■

Dans la suite, (G, X) sera un groupoïde localement compact muni d’un système de Haar que l’on
notera λ = {λx | x ∈ X}.

Définition 1.2.31. On munit Cc(G) d’un produit de convolution est d’une involution en posant pour
tous f, g ∈ Cc(G) et γ ∈ G :

(f ⋆ g)(γ) =

∫
Gr(γ)

f(γ1)g(γ
−1
1 γ)dλr(γ)(γ1) et f∗(γ) = f(γ−1).

La structure d’algèbre involutive obtenue sur Cc(G) dépend donc du choix du système de Haar,
mais s’il n’y a pas d’ambiguïté, on notera simplement Cc(G) plutôt que Cc(G, λ). L’algèbre Cc(G) est
également munie d’une structure deC0(X)-module à droite donnée pour tous f ∈ Cc(G), φ ∈ C0(X)
et γ ∈ G par :

(f · φ)(γ) := f(γ)φ(s(γ)).

On munit Cc(G) d’un produit scalaire à valeurs dans C0(X) en posant pour tous f, g ∈ Cc(G) et
x ∈ X : 〈

f, g
〉
C0(X)

(x) :=

∫
Gx

f(γ−1)g(γ−1)dλx(γ)

vérifiant ⟨f, g · φ⟩C0(X) = ⟨f, g⟩C0(X)φ pour tous f, g ∈ Cc(G), φ ∈ C0(X) et x ∈ X ce qui confère à
Cc(G) une structure de C0(X)-module préhilbertien.

Définition 1.2.32 (Module standard). On note L2(G, λ) ou simplement L2(G), le C0(X)-module
de Hilbert qui est le complété séparé de Cc(G) pour la norme induite par le produit scalaire, définie
par :

∥f∥2Cc(G) = ∥⟨f, f⟩C0(X)∥∞ = sup
x∈X

∫
Gx

|f(γ−1)|2dλx(γ).

Le C0(X)-module de Hilbert L2(G) est appelé le module standard.
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De la même manière que dans le cas étale, l’application λ : Cc(G) ! LC0(X)(L
2(G)) définie pour

tout f, ξ ∈ Cc(G) par : (
λ(f)

)
(ξ) := f ⋆ ξ

est un ∗-homomorphisme.

Définition 1.2.33. La C∗-algèbre réduite du groupoïde localement compact (G, X), notée C∗
r (G, λ)

ou simplement C∗
r (G), est le complété séparé de Cc(G) pour la norme ∥λ(·)∥L

C0(X)
(L2(G,λ)).

Exemple 1.2.34. (C∗-algèbre réduite du groupoïde des paires) Soient X un espace localement
compact et µ une mesure borélienne sur X. Notons G le groupoïde des paires (X ×X,X). Alors on
a l’isomorphisme suivant :

C∗
r (G) ≃ k

(
L2(X,µ)

)
.

Remarque 1.2.35. On peut définir la C∗-algèbre réduite d’une manière différente. Soit x ∈ X, on
considère l’application πx : Cc(G) ! L

(
L2(Gx)

)
définie pour tous f, ξ ∈ Cc(G) par :(

πx(f)
)
(ξ) := f ⋆ ξ.

Alors πx est une représentation de Cc(G) dans l’espace de Hilbert L2 (Gx). La C∗-algèbre réduite
C∗
r (G) est la complétion de Cc(G) pour la norme sup

x∈X
∥πx(·)∥.

1.3 Action de groupoïdes

Cette partie est consacrée à l’étude des actions de groupoïdes sur les espaces, algèbres et modules
de Hilbert.

1.3.1 Action sur les espaces

On commence par définir des actions de groupoïdes sur des espaces topologiques séparés. Contrai-
rement aux cas des groupes, les groupoïdes agissent sur des objets qui « fibrent » au-dessus de leurs
bases. L’application dite d’ancrage dans la définition suivante modélise ce concept.

Définition 1.3.1. Soient (G, X) un groupoïde topologique et Z un espace topologique séparé. Une
action à droite de G sur Z est la donnée d’une application continue ρ : Z ! X et d’une application
λ : Z ×ρ,r G ! Z continue avec Z ×ρ,r G := {(z, γ) ∈ Z × G | ρ(z) = r(γ)} telles que :

(i) ρ(λ(z, γ)) = s(γ) pour tout (z, γ) ∈ Z ×ρ,r G ;

(ii) λ(z, 1ρ(z)) = z pour tout z ∈ Z ;

(iii) λ(λ(z, γ), γ′) = λ(z, γγ′) pour tous z ∈ Z et (γ, γ′) ∈ G(2) telles que ρ(z) = r(γ).

On dit alors que Z est un G-espace à droite ou plus simplement un G-espace. L’application ρ est
parfois appelée application d’ancrage, ou ancre de l’action ou simplement ancre.

S’il n’y a pas d’ambiguïté, on utilisera la notation zγ := λ(z, γ) et on notera (Z, ρ) ou même juste Z
pour faire référence au G-espace (Z, ρ, λ).

Remarque 1.3.2. On peut définir de manière similaire des actions à gauche.

Exemples 1.3.3. Soit (G, X) un groupoïde localement compact.

1. G agit sur lui même à droite avec ρ = s et λ est la multiplication à droite usuelle du groupoïde.

2. Soit H un sous-groupoïde fermé de G. Alors H agit à droite sur Y := s−1(H(0)) avec ρ = s|Y
et λ est la multiplication à droite du groupoïde G.

3. G agit à droite sur sa base X avec ρ = idX et λ : (r(γ), γ) ∈ X ×idX ,r G 7! s(γ) ∈ X.
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r(γ) s(γ)
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FIGURE 1.1 – Action d’un groupoïde (G, X) sur un espace topologique Z.

4. Soit P (G) l’ensemble des mesures de probabilités boréliennes µ sur G pour lesquelles il existe
x ∈ X tel que supp(µ) ⊆ Gx. On peut dès lors construire une action (à gauche) de G sur P (G)
avec pour application d’ancrage ρ : P (G) ! X l’application envoyant une mesure µ ∈ P (G)
sur l’élément x ∈ X tel que supp(µ) ⊆ Gx. Soient µ ∈ P (G) et γ ∈ G tels que x := ρ(µ) = s(γ).
On pose pour tout borélien U ⊆ G :

(γ · µ)(U) := µ(γ−1U) avec γ−1U :=
{
γ−1η | η ∈ U ∩ Gr(γ)

}
.

Exemple 1.3.4. (Groupoïde de transformation) Soit (G, X) un groupoïde localement compact
agissant à droite sur un espace topologique Z et d’ancre ρ : Z ! X. Le groupoïde produit croisé,
noté Z ⋊ G, est défini de la manière suivante :

• Z ⋊ G(1) := Z ×ρ,r G et (Z ⋊ G)(0) := Z ;

• l’application unité est définie par u(z) := (z, 1ρ(z)) ;

• les applications source et but sont définies par s(z, γ) := zγ et r(z, γ) := z ;

• Si z′ = zγ, la multiplication est donnée par (z, γ)(z′, γ′) := (z, γγ′) et l’application inverse est
définie par i(z, γ) := (zγ, γ−1) ;

• Si z0 ∈ Z, les fibres sont données par (Z ⋊ G)z0 ≃ Gρ(z0) et (Z ⋊ G)z0 ≃ Gρ(z0).
On obtient ainsi une structure de groupoïde sur Z ⋊ G.

Proposition 1.3.5. Soient (G, X) un groupoïde étale et (Z, ρ) un G-espace à droite. Alors le grou-
poïde produit croisé Z ⋊ G est étale.

Démonstration. Soit (z0, γ0) ∈ Z⋊G. Comme G est étale, il existe une bissection ouverte U contenant
γ0 et telle que r(U) est ouvert. Considérons l’ouvert V = ρ−1(r(U)) ⊆ Z et posons Ω = V ×ρ,r U .
Alors Ω est un ouvert de Z ⋊ G sur lequel r est une bijection continue sur son image r(Ω) = V.
L’application inverse est :

r−1
|r(Ω) :

{
r(Ω) −! Ω

z 7−!
(
z, r−1

|r(U)(ρ(z))
) .

L’application but de Z⋊G est donc un homéomorphisme local c’est-à-dire que Z⋊G est un groupoïde
étale. ■

Définition 1.3.6. • Un groupoïde (G, X) est dit propre lorsque l’application :

(r, s) :

{
G −! X ×X
γ 7−! (r(γ), s(γ))
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est propre c’est-à-dire que l’image réciproque de tout compact de X × X par (r, s) est un
compact de G.

• Soient (G, X) un groupoïde et Z un G-espace à droite. On dit que l’action de G sur Z est propre
lorsque le groupoïde Z ⋊ G est propre, c’est-à-dire lorsque l’application :

Z ×ρ,r G ! Z × Z; (z, γ) 7! (z, zγ)

est propre.

• On dit que l’action de G sur Z est libre si pour tout z ∈ Z, le stabilisateur de z :

G(z) := {γ ∈ Gρ(z) | zγ = z}

est égal à {1ρ(z)}.

Lemme 1.3.7. Soient Z un G-espace propre à droite et F ⊆ Z un sous-espace fermé et stable par
G. Alors F est un G-espace propre.

Démonstration. Soit f : Z ×ρ,r G ! Z × Z; (z, γ) 7! (z, zγ). Remarquons que l’on a :(
f|F×ρ,rG

)−1
(K ×K) = (F ×ρ,r G) ∩ f−1(K ×K)

et ce dernier ensemble est donc fermé dans le compact f−1(K ×K) donc compact. ■

Remarque 1.3.8. Soient G est un groupoïde étale et Z un G-espace propre. Soit z ∈ Z. Alors G(z)
est fini. En effet, G(z) est compact puisque :

G(z) = p2

(
f−1

(
{(z, z)}

))
où p2 désigne la projection de Z ×ρ,r G sur le deuxième facteur et f l’application (z, γ) 7! (z, zγ).
Comme G est étale, les fibres sont discrètes, en particulier Gρ(z) est discret donc G(z) est fini.

On définit une relation d’équivalence sur le G-espace Z :

z ∼ z′ ⇐⇒ ∃γ ∈ Gρ(z), zγ = z′,

et on pose :
Z/G := Z⧸∼ .

Les classes d’équivalences sont appelées G-orbites. Si V ⊆ Z, on note V · G l’orbite de V sous l’action
de G c’est-à-dire :

V · G :=
{
zγ | (z, γ) ∈ V × G avec r(γ) = ρ(z)

}
.

On notera aussi V · γ ou plus simplement V γ à la place de V · {γ} pour tout γ ∈ G.

Définition 1.3.9 (Domaine fondamental). Un domaine fondamental pour l’action à droite d’un
groupoïde topologique G sur un espace Z est un sous-ensemble A ⊆ Z tel que Z = A · G.

Donnons à présent plusieurs caractérisations d’une action propre d’un groupoïde sur un espace.

Proposition 1.3.10 ([49] p. 8). Soient G un groupoïde localement compact et Z un G-espace à
droite. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Z est un G-espace propre.

(ii) Pour tout sous-ensemble compact K ⊆ Z, l’ensemble FK := {γ ∈ G | Kγ ∩ K ̸= ∅} est
compact.

(iii) Il existe une famille (Ai)i∈I de sous-ensembles de X telle que {γ ∈ G | Aiγ ∩ Aj ̸= ∅} est
relativement compact pour tous i, j ∈ I et X = ∪i∈IÅi.
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(iv) Si (zλ)λ est une suite généralisée convergente dans Z et (γλ)λ une suite généralisée de G
vérifiant r(γλ) = ρ(zλ) et (zλγλ)λ convergente, alors (γλ)λ admet une sous-suite convergente.

Lemme 1.3.11. Soient G un groupoïde localement compact et Z un G-espace à droite. Alors pour
tout compact K ⊆ Z, l’espace FK = {γ ∈ G | Kγ ∩K ̸= ∅} est fermé. Si l’action de G sur Z est
propre, alors l’orbite K · G est fermée.

Démonstration. • Soit (γλ)λ une suite convergente dans FK vers un élément γ ∈ G ; alors pour
tout λ il existe kλ, k′λ ∈ K tels que kλγλ = k′λ. Par compacité de K, on peut (quitte à extraire
une sous-suite convergente) supposer que les suites (kλ)λ et (k′λ)λ convergent vers k ∈ K et
k′ ∈ K respectivement. Par continuité de l’action de G sur Z, on obtient γk = k′ c’est-à-dire
que γ ∈ FK .

• Soit (zλ)λ une suite dans K · G convergente vers z ∈ Z ; alors il existe une suite (kλ)λ dans
K et une suite (γλ)λ dans G telles que pour tout λ, on a zλ = kλγλ. Par compacité de K,
on peut supposer que (kλ)λ converge vers k ∈ K. L’action de G sur K étant propre, on peut
supposer (quitte à extraire une sous-suite convergente) que (γλ)λ converge vers γ ∈ G et donc
par continuité de l’action, (zλ)λ converge vers kγ.

■

Exemple 1.3.12. (Action de G sur lui-même) Soit G un groupoïde localement compact. Alors l’ac-
tion de G sur lui-même est propre. En effet, si K ⊆ G est un compact, alors pour tout γ ∈ FK , il
existe k, k′ ∈ K tel que kγ = k′. Donc γ ∈ K−1 ·K qui est compact. Comme FK est fermé dans le
compact K−1 ·K, alors FK est compact.

Définition 1.3.13. (Fonction cut-off sur G, [47] p. 173) Soit (G, X) un groupoïde localement
compact muni d’un système de Haar λ = {λx |x ∈ X}. Une fonction cut-off sur G est une application
c : X ! R+ continue telle que :

(i) pour tout x ∈ X,
∫
Gx

c(s(γ))dλx(γ) = 1 ;

(ii) l’application r : supp(c ◦ s) ! X est propre.

Proposition 1.3.14 ([47] p. 174). Soit (G, X) un groupoïde localement compact muni d’un système
de Haar. Alors G est propre si et seulement si il existe une fonction cut-off sur G. De plus, si G
est propre et l’espace des orbites X/G est compact, alors G admet une fonction cut-off à support
compact.

Dans le cas particulier où le groupoïde considéré est le groupoïde produit croisé Z ⋊ G (dont la
base est égale à Z), on obtient alors la notion de fonction cut-off sur un G-espace Z (voir définition
1.3.15 ci-dessous). En effet, d’une part la r-fibre du groupoïde Z ⋊ G en z ∈ Z s’identifie à Gρ(z) et
d’autre part, si l’on suppose que l’application r : supp(c◦s) ! X est propre, alors pour tout compact
K ⊆ Z, en notant p1 : Z ×ρ,r G ! Z l’application (z, γ) 7! zγ, on remarque que 2 :

K · G ∩ supp(c)︸ ︷︷ ︸
fermé

⊆ p1

((
r|supp(c◦s)

)−1
(K)

)
︸ ︷︷ ︸

compact

et donc K · G ∩ supp(c) est compact.

Définition 1.3.15. (Fonction cut-off sur Z) Soient G un groupoïde localement compact muni d’un
système de Haar λ = {λx | x ∈ X} et Z un G-espace à droite. Une fonction cut-off sur Z est une
application c : Z ! R+ continue telle que :

(i) pour tout z ∈ Z,
∫
Gρ(z)

c(zγ)dλρ(z)(γ) = 1,

(ii) pour tout sous-espace compact K de Z, l’espace (K · G) ∩ supp(c) est compact.

2. En effet, pour tout (z, γ) ∈ Z ×ρ,r G, si zγ ∈ supp(c), alors (z, γ) ∈ supp(c ◦ s).

27



Chapitre 1. Groupoïdes et C∗-algèbres

Remarque 1.3.16. Réciproquement, si c : Z ! R+ est une application continue vérifiant les condi-
tions (i) et (ii) de la définition 1.3.15, alors c : Z ! R+ est une fonction cut-off sur le groupoïde
Z ⋊ G.

Proposition 1.3.17. Soit G un groupoïde localement compact muni d’un système de Haar. Alors
l’action de G sur Z est propre si et seulement si il existe une fonction cut-off sur Z.

1.3.2 Action sur les algèbres

Nous savons définir l’action d’un groupe sur une C∗-algèbre et ainsi construire le produit croisé
associé. Nous voulons généraliser cela avec les groupoïdes. La notion de C0(X)-algèbre énoncée
dans la suite va jouer le rôle des C∗-algèbres et les groupoïdes vont jouer le rôle des groupes. Dans
ce qui va suivre, les définitions et propriétés seront en grande partie issues de [56].
Si A est une C∗-algèbre, on note Z(A) le centre de A. On fixe X un espace localement compact. On
rappelle que :

C0(X) :=
{
φ : X ! C continue | ∀ε > 0, ∃Kε ⊆ X compact : |φ| < ε sur X \Kε

}
.

Définition 1.3.18. Une C0(X)-algèbre est la donnée d’un couple (A,ΦA) constitué d’une C∗-algèbre
A et d’un ∗-homomorphisme ΦA : C0(X) ! Z (M(A)) ⊆ LA(A) non-dégénéré c’est-à-dire que le
sous-espace :

ΦA
(
C0(X)

)
A := Vect

{
ΦA(φ)(a) | (φ, a) ∈ C0(X)×A

}
est dense dans A pour la norme sur A.

On omettra souvent l’homomorphisme ΦA et on notera φ · a ou juste φa à la place de ΦA(φ)a. De
plus, on notera C ·A à la place de ΦA(C)A pour tout C ⊆ C0(X).

Remarque 1.3.19. L’homomorphisme ΦA munit A d’une structure de C0(X)-module à gauche en
posant φ · a := ΦA(φ)(a) pour tout (φ, a) ∈ C0(X)×A.

Définition 1.3.20. On dit qu’un ∗-homomorphisme ϕ : A ! B entre deux C0(X)-algèbres est
C0(X)-linéaire si pour tout φ ∈ C0(X) et tout a ∈ A :

ϕ(φa) = φϕ(a).

Lemme 1.3.21. Soient A une C0(X)-algèbre et J un idéal de C0(X). Alors J ·A est un ∗-idéal
bilatère de A.

Démonstration. Puisque J ·A = Vect(I0) où I0 = {φa | (φ, a) ∈ J × A}, il suffit de montrer que si
(φ, b) ∈ J × A et u := φ.b ∈ I0, alors au et ua sont aussi dans I0 pour tout a ∈ A. Comme ΦA(φ)
est dans la centre de M(A), alors ΦA(φ) commute avec n’importe qu’elle opérateur de M(A), en
particulier avec les opérateurs La : b 7! ab et Ra : b 7! ba. On obtient donc pour tous a, b ∈ A et
φ ∈ J :

a(φb) = φ(ab) ∈ I0 et (φb)a = φ(ab) ∈ I0.

■

La définition suivante montre que l’on peut voir les C0(X)-algèbres comme des objects « fibrés ».

Définition 1.3.22. (Fibre d’une C∗-algèbre) Soit A une C0(X)-algèbre. Soit x ∈ X. On pose :

Ix = Jx ·A avec Jx = {φ ∈ C0(X) | φ(x) = 0}

qui est un ∗-idéal bilatère fermé de A d’après le lemme 1.3.21. La C∗-algèbre :

Ax := A⧸Ix
ainsi obtenue est appelée fibre de A en x et la classe dans Ax d’un élément a par l’homomorphisme
quotient πx = A ! Ax sera notée a(x). De plus, on vérifie que (φa)(x) = φ(x)a(x) pour tous
φ ∈ C0(X), a ∈ A et x ∈ X.
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En notant A =
⊔
x∈X

Ax, on peut montrer que l’application A ! A est injective. Ainsi, tout élément

a ∈ A peut être vu comme une fonction de X dans A. On donne à présent quelques opérations
vérifiées par les C0(X)-algèbres.

Exemple 1.3.23. (Push-forward) Soient X et Z deux espaces localement compacts, (A,ΦA) une
C0(Z)-algèbre et ρ : Z ! X une application continue. Alors A peut être munie d’une structure
de C0(X)-algèbre de la manière suivante. Puisque l’homomorphisme ΦA : C0(Z) ! Z(M(A)) est
non-dégénéré, alors ΦA s’étend aux multiplicateurs de C0(Z) (voir [30], proposition 6.8), que l’on
notera encore ΦA :

ΦA : Cb(Z) ≃M(C0(Z)) !M(Z(M(A))) = Z(M(A)).

Soit ρ∗ : C0(X) ! Cb(Z) l’application définie pour tout φ ∈ C0(X) par ρ∗(φ) = φ ◦ ρ. Posons :

Φ := ΦA ◦ ρ∗ : C0(X) ! Z(M(A))

Le couple (A,Φ) est alors une C0(X)-algèbre. Dans le cas particulier où A = C0(Z), on peut voir
C0(Z) comme une C0(X)-algèbre, l’action à gauche de C0(X) sur C0(Z) est donnée pour tous
φ ∈ C0(X), f ∈ C0(Z) et z ∈ Z par :

(φ · f)(z) = φ(ρ(z))f(z).

En particulier, si Z = X et f = idX , alors C0(X) est une C0(X)-algèbre.

Lemme 1.3.24. La fibre de C0(Z) en x ∈ X, pour la structure de C0(X)-algèbre définie précédem-
ment, est isomorphe à C0(Zx) où Zx = {z ∈ Z | ρ(z) = x}. En particulier, si Z = X et ρ = idX , la
fibre de C0(X) en x est isomorphisme à C.

Démonstration. Soit x ∈ X. On considère l’homomorphisme surjectif 3 Tx : C0(Z) ! C0(Zx) donné
pour tout f ∈ C0(Z) par Tx(f) = f|Zx

. On montre que Jx · C0(Z) est dense dans Ker(Tx) pour la
norme ∥ · ∥∞. Soient ε > 0 et f ∈ C0(Z) tels que f|Zx

= 0. Il existe un compact K ⊆ Z tel que
|f | < ε sur Z \K. Posons :

K ′ := {z ∈ Z | |f(z)| ⩾ ε}.

Alors K ′ est un fermé dans K qui est donc compact. Par hypothèse, x /∈ ρ(K ′) (car sinon, x = ρ(k)
avec k ∈ K ′ et alors 0 = f(k) ⩾ ε) on a donc deux compacts disjoints dans X à savoir {x} et ρ(K ′).
D’après le corollaire 1.2.29, il existe alors une fonction φ ∈ C0(X) telle que :

0 ⩽ φ ⩽ 1, φ(x) = 0, φ|ρ(K′) = 1.

En particulier, φf est un élément de Jx · C0(Z).

• Si z ∈ K ′, alors φ(ρ(z)) = 1 et donc :

|f(z)− (φf)(z)| = |f(z)− φ(ρ(z))f(z)| = |f(z)− f(z)| = 0 < ε.

• Si z /∈ K ′, alors |1− φ(ρ(z))| ⩽ 1 car 0 ⩽ φ ⩽ 1 et donc :

|f(z)− (φf)(z)| = |f(z)|.|1− φ(ρ(z))| < ε.

Donc |f(z)− (φf)(z)| < ε pour tout z ∈ Z et alors ∥f − φf∥∞ < ε. ■

Définition 1.3.25. SoitX un espace topologique. On dit que φ : X ! R est semi-continue supérieurement
(abrégé en s.c.s.) si pour tout r ∈ R, l’ensemble :

{x ∈ X | φ(x) < r}

est ouvert dans X.

3. Rappelons le théorème de prolongement de Tietze pour les espaces localement compacts : si Z est un espace
localement compact, F un fermé de Z et f ∈ C0(F ), alors il existe g ∈ C0(Z) telle que g|F = f .
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On se réfère à [56] pour la démonstration des deux résultats suivants.

Lemme 1.3.26. Soit A une C0(X)-algèbre. On a les propriétés suivantes.

(i) Pour tout a ∈ A, l’application x ∈ X 7! ∥a(x)∥ est s.c.s. et tend vers 0 à l’infini, c’est-à-dire
que pour tout ε > 0, l’ensemble {x ∈ X | ∥a(x)∥ ⩾ ε} est compact.

(ii) La norme d’un élément a ∈ A vérifie ∥a∥ = sup
x∈X

∥a(x)∥.

Proposition 1.3.27. Soient A une C0(X)-algèbre et Γ ⊆ A un sous-espace vectoriel de A. Suppo-
sons que :

• φa ∈ Γ pour tous a ∈ Γ et φ ∈ C0(X) ;

• l’image de Γ par l’application quotient A! Ax est dense dans Ax pour tout x ∈ X.

Alors Γ est dense dans A.

L’injectivité, la surjectivité et la bijectivité d’un ∗-homomorphisme de C0(X)-algèbres peuvent être
démontrés sur les fibres.

Proposition 1.3.28. Soient A,B deux C0(X)-algèbres et ϕ : A ! B un ∗-homomorphisme de
C0(X)-algèbres. L’application ϕ induit un morphisme au niveau des fibres ϕx : Ax ! Bx donné par
ϕ(a(x)) = ϕ(a)(x) où a ∈ A et x ∈ X. Alors ϕ est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et
seulement si pour tout x ∈ X, ϕx est injective (resp. surjective, resp. bijective).

Démonstration. • Soient x ∈ X et Jx l’ensemble des fonctions de C0(X) s’annulant en x ; on
note IAx := Jx ·A et IBx := Jx ·B. Pour tous φ ∈ Jx, a ∈ A, on a :

ϕ(φa) = φϕ(a) ∈ Jx ·B ⊆ IBx .

Par linéarité, on obtient donc que ϕ
(
IAx
)
⊆ IBx , ce qui prouve que ϕ induit un morphisme au

niveau des fibres.

• Supposons ϕ injective et fixons x ∈ X. Soit a ∈ A tel que a(x) ∈ Ker(ϕx), alors ϕ(a)(x) =
ϕx(a(x)) = 0 donc ϕ(a) ∈ IBx . Montrons que a ∈ IAx . Soient ε > 0 et (uλ)λ une approximation
de l’unité dans Jx, alors ∥uλb−b∥ ! 0 pour tout b ∈ IBx . Soit donc λ0 tel que ∥uλ0ϕ(a)−ϕ(a)∥ <
ε. Puisque ϕ est un ∗-homomorphisme injectif de C∗-algèbres, alors c’est une isométrie et
donc :

∥uλ0a− a∥ = ∥ϕ (uλ0a− a) ∥ = ∥uλ0ϕ(a)− ϕ(a)∥ < ε,

c’est-à-dire que a ∈ IAx .

• Supposons ϕx injective pour tout x ∈ X. Alors ϕx est une isométrie et on a d’après le lemme
1.3.26 pour tout a ∈ A,

∥ϕ(a)∥ = sup
x∈X

∥ϕ(a)(x)∥ = sup
x∈X

∥ϕx(a(x))∥ = sup
x∈X

∥a(x)∥ = ∥a∥,

et donc ϕ est injective.

• Il est clair que si ϕ est surjective, alors ϕx également pour tout x ∈ X.

• Supposons ϕx surjective pour tout x ∈ X et posons Γ := ϕ(A). Alors pour tous b ∈ A et
φ ∈ C0(X) on a :

φϕ(b) = ϕ(φb) ∈ Γ

et de plus, en notant πx : B ! Bx l’application quotient, on obtient :

Bx = ϕx(Ax) = ϕx(Ax) = πx(ϕ(A)x) = πx(Γx).

La deuxième égalité provient du fait que ϕx est un ∗-homorphisme de C∗-algèbres donc à
image fermée. Par suite, Γ satisfait les conditions de la proposition 1.3.27 et en conséquence,
ϕ(A) = B. Comme ϕ est aussi à image fermée, on a finalement ϕ(A) = B et donc ϕ est
surjective.

■
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Fibré semi-continu supérieurement

On se réfère à [56] pour les définitions et propositions suivantes. Nous avons vu que l’on pouvait
voir les C0(X)-algèbres comme des objects fibrés. C’est ce que nous allons préciser dans cette par-
tie. Il existe une correspondance biunivoque entre les C0(X)-algèbres et les fibrés semi-continus
supérieurement de C∗-algèbres.

Définition 1.3.29. Un fibré semi-continu supérieurement de C∗-algèbres (abrégé en fibré s.c.s.) sur un
espace localement compact X est la donnée d’un couple (A, p) où A est un espace topologique et
p : A ! X une application continue, ouverte et surjective pour laquelle chaque fibreAx := p−1({x})
possède une structure de C∗-algèbre. De plus, les conditions suivante sont vérifiées :

(i) l’application a 7! ∥a∥ est s.c.s de A dans R+ ;

(ii) les applications (a, b) 7! a+ b et (a, b) 7! ab sont continues de A ∗ A dans A, avec :

A ∗ A := {(a, b) ∈ A×A | p(a) = p(b)};

(iii) pour tout λ ∈ C, l’application a 7! λa est continue de A dans A ;

(iv) l’application a 7! a∗ est continue de A dans A ;

(v) Si (aλ)λ est une suite généralisée d’éléments de A telle que p(aλ) ! x et ∥aλ∥ ! 0, alors (aλ)λ
converge vers 0x, l’élément nul de Ax.

Un fibré continu de C∗-algèbres est un fibré s.c.s. de C∗-algèbres pour lequel l’application a 7! ∥a∥
est continue.

Fibré s.c.s A

L’espace X x

Fibre Ax

FIGURE 1.2 – Illustration d’un fibré s.c.s

Donnons à présent quelques propriétés de tels fibrés.

Proposition 1.3.30 ([56]). Soit p : A ! X un fibré s.c.s. de C∗-algèbres. Soit (aλ)λ∈Λ une suite
d’éléments de A telle que p(aλ) ! p(a) pour un certain a ∈ A. On suppose que pour tout ε > 0, il
existe une suite (uλ)λ∈Λ dans A et u ∈ A tels que ∥a− u∥ < ε et ∥aλ− uλ∥ < ε pour λ assez grand 4

et tels que :

• uλ ! u dans A ;

• pour tout λ ∈ Λ, p(uλ) = p(aλ).

Alors aλ ! a.

4. Il est sous-entendu ici que Λ est un ensemble ordonné filtrant.
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Définition 1.3.31. • On note Γ(X,A) l’espace des sections continues du fibré s.c.s. (A, p), c’est-
à-dire :

Γ(X,A) :=
{
f : X ! A continue | p ◦ f = idX

}
.

• On définit de la même manière l’ensemble Γc(X,A) des sections continues à supports com-
pacts.

• On dit qu’une fonction f : X ! A tend vers 0 à l’infini si pour tout ε > 0, l’ensemble
{x ∈ X | ∥f(x)∥ ⩾ ε} est compact. On note alors Γ0(X,A) les sections continues qui tendent
vers 0 à l’infini.

Les sections d’un fibré s.c.s. possèdent une structure de C0(X)-algèbre.

Lemme 1.3.32 ([56]). Soit X un espace localement compact. Alors Γ0(X,A) est une C∗-algèbre
pour la norme infinie. L’espace des sections Γ0(X,A) est même une C0(X)-algèbre où l’action à
gauche de C0(X) sur Γ0(X,A) est définie pour tous φ ∈ C0(X), f ∈ Γ0(X,A), x ∈ X par multipli-
cation :

(φ · f)(x) := φ(x)f(x).

De plus, pour tout x ∈ X, l’application evx :

{
Γ0(X,A) −! Ax

f 7−! f(x)
induit l’isomorphisme :(

Γ0(X,A)
)
x
≃ Ax = p−1({x}).

Exemple 1.3.33. (Pull-Back de fibré s.c.s) Soient X et Y deux espaces localement compacts.
Soient f : Y ! X une application continue et p : A ! X un fibré s.c.s. de C∗-algèbres sur X. Alors
on peut construire le pull-back de A par f :

f∗A :=
{
(y, a) ∈ Y ×A | f(y) = p(a)

}
.

On munit f∗A de la topologie induite par celle sur le produit Y × A. On définit q : f∗A ! Y par
q(y, a) = y. On montre que (f∗A, q) est un fibré s.c.s. de C∗-algèbres sur Y et qui est continu si
p : A ! X est continu (voir [22], proposition 3.34).

Y

y

(f∗A)y

X

x = f(y)

Af(y)

f

FIGURE 1.3 – Pull-back d’un fibré s.c.s

Proposition 1.3.34 ([33]). Soient X et Y deux espaces localement compacts, (A, p) un fibré s.c.s
sur X et τ : Y ! X une application continue. Alors f ∈ Γ(Y, τ∗A) si et seulement si il existe une
application continue f̃ : Y ! A telle que p(f̃(y)) = τ(y) et f(y) = (y, f̃(y)) pour tout y ∈ Y .

Démonstration. Soit f ∈ Γ(Y, τ∗A). On définit pour tout y ∈ Y , f̃(y) = πA ◦ f(y) où πA : τ∗A ! A
est la projection sur A. Soit y ∈ Y . Comme f(y) ∈ τ∗A alors il existe (y′, a) ∈ Y × A tel que
f(y) = (y′, a) et τ(y′) = p(a). En particulier, y′ = y car y = q ◦ f(y) = q(y′, a) = y′ et a = f̃(y) car
a = πA(y, a) = πA ◦ f(y) = f̃(y). On a donc :

p(f̃(y)) = p
(
πA(f(y))

)
= p(a) = τ(y′) = τ(y) et f(y) = (y, f̃(y).

La réciproque est immédiate. ■
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Le résultat suivant établit un lien entre les C0(X)-algèbres et les fibrés s.c.s. de C∗-algèbres.

Théorème 1.3.35 ([56]). Soient X un espace localement compact et A une C∗-algèbre. Alors les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est une C0(X)-algèbre.

(ii) Il existe un fibré s.c.s. de C∗-algèbres p : A ! X sur X et un isomorphisme de C0(X)-algèbres
de A dans Γ0(X,A).

Corollaire 1.3.36 ([56]). Soit A une C0(X)-algèbre. On peut alors munir A := ⊔x∈XAx d’une
unique topologie qui en fait un fibré s.c.s. de C∗-algèbres tel que l’isomorphisme entre A et Γ0(X,A)
est donné par a ∈ A 7! a(·) ∈ Γ0(X,A).

Selon le contexte, on pourra donc alterner, via cette identification, entre le point de vue des C0(X)-
algèbres et celui des fibrés s.c.s.

Définition 1.3.37. (Fibré s.c.s associé à une C0(X)-algèbre) Soient X un espace localement
compact et A une C0(X)-algèbre. On définit le fibré s.c.s associé à A en posant :

A :=
⊔
x∈X

Ax et q :

{
A −! X

(a, x) 7−! x
,

muni de la topologie du corollaire précédent. Une base pour cette topologie est donnée par les
ensembles :

W (a, U, ε) :=
{
b ∈ A | q(b) ∈ U et ∥b− a(q(b))∥Aq(b)

< ε
}
,

où ∥ · ∥Aq(b)
désigne la norme sur la C∗-algèbre Aq(b), a ∈ A,U ⊆ X un ouvert et ε > 0.

Définition 1.3.38. (Pull-Back de C0(X)-algèbre) Soient X et Y deux espaces localement com-
pacts. Soient f : Y ! X une application continue et A une C0(X)-algèbre. Notons A le fibré s.c.s.
de C∗- algèbres associé à A. On définit le pullback de A par f , comme la C0(Y )-algèbre :

f∗A := Γ0(Y, f
∗A).

Exemple 1.3.39. (Restriction à une sous-partie) Soient A une C0(X)-algèbre et Y ⊆ X une partie
de X. Alors la restriction de A à Y , notée A|Y , est la C0(Y )-algèbre définie par :

A|Y := i∗A,

où i est l’inclusion de Y dans X. Si U est un ouvert de X, alors A|U s’identifie à la C0(U)-algèbre
C0(U) ·A.

Remarque 1.3.40. SiA etB sont deuxC0(X)-algèbres, alors en notantA⊗maxB le produit tensoriel
maximal de A par B et IX l’idéal dans A⊗max B engendré par :{

φ · a⊗ b− a⊗ φ · b | (a, b, φ) ∈ A×B × C0(X)
}
,

on définit A ⊗C0(X) B := A ⊗max B/IX . On peut alors définir le pull-back d’une C0(X)-algèbre A
par f : Y ! X sans passer par les sections continues en posant f∗A := A ⊗C0(X) C0(Y ) où C0(Y )
est muni de la structure de C0(X)-algèbre induite par f (voir 1.3.23).

On passe maintenant à un résultat important que l’on utilisera souvent dans le cas particulier où Y
est un groupoïde et f l’application source ou but.

Lemme 1.3.41. (Fibre du Pull-Back) Soient X et Y deux espaces localement compacts, f : Y ! X
une application continue et A une C0(X)-algèbre. Alors on a l’isomorphisme (f∗A)y ≃ Af(y) pour
tout y ∈ Y .
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Démonstration. Notons p : A ! X le fibré s.c.s. de C∗-algèbres associé à A. Alors q : f∗A ! Y est
le fibré s.c.s. de C∗-algèbres associé à f∗A. Soit y ∈ Y . L’évaluation en y fournit un isomorphisme
entre (f∗A)y et (f∗A)y. De plus :

(f∗A)y := {(y′, a) ∈ f∗A | q(y′, a) = y}
= {(y′, a) ∈ Y ×A | p(a) = f(y) et y′ = y}
≃ {a ∈ A | p(a) = f(y}
=: Af(y)

Comme Af(y) = {(a, x) ∈ ⊔z∈XAz | x = f(y)} = Af(y), on obtient l’isomorphisme annoncé. ■

Le résultat suivant montre la fonctorialité de la construction du pull-back.

Lemme 1.3.42. Soient A et B deux C0(X)-algèbres et f : Y ! X une application continue. Si
Φ : A ! B est un ∗-homomorphisme de C0(X)-algèbres, alors l’application f∗Φ : f∗A ! f∗B
définie pour tous ξ ∈ f∗A et y ∈ Y par :

(f∗Φ)(ξ)(y) = Φf(y)(ξ(y))

est un ∗-homomorphisme de C0(Y )-algèbres. De plus, la construction du pull-back est un foncteur
covariant c’est-à-dire que si C est une C0(X)-algèbre et Ψ : B ! C est un autre ∗-homomorphisme
de C0(X)-algèbres, alors :

f∗Ψ ◦ f∗Φ = f∗(Ψ ◦ Φ).

On peut à présent définir l’action d’un groupoïde sur une C0(X)-algèbre.

Définition 1.3.43. Soit (G, X) un groupoïde localement compact. Soient A une C0(X)-algèbre
et A le fibré s.c.s. associé à A. Une action continue de G sur A est la donnée d’une application
α : s∗A! r∗A telle que :

(i) pour tout γ ∈ G, l’application αγ : As(γ) ! Ar(γ) est un ∗-isomorphisme de C∗-algèbres ;

(ii) αγγ′ = αγ ◦ αγ′ pour tout (γ, γ′) ∈ G(2) ;

(iii) γ · a := αγ(a) définit une action continue de G sur A. 5

On dit alors que (A,α) est une G-algèbre ou simplement que A est une G-algèbre s’il n’est pas
nécéssaire de préciser l’action.

Remarque 1.3.44. (a) Le ∗-isomorphisme αγ est une isométrie pour tout γ ∈ G.

(b) L’application ψ : s∗A ! r∗A donnée par ψ(γ, a) = (γ, αγ(a)) induit un ∗-isomorphisme de
C0(G)-algèbres α : s∗A! r∗A donné par α(f) = ψ ◦ f .

Exemple 1.3.45. Soit (G, X) un groupoïde localement compact. Alors (C0(X), α) est une G-algèbre
avec αγ = idC pour tout γ ∈ G.

Exemple 1.3.46. Soient (G, X) un groupoïde localement compact agissant à droite sur un espace
localement compact Z et ρ : Z ! X l’application d’ancrage associée à l’action. Alors en appliquant
la construction du push-forward donnée dans 1.3.23, C0(Z) est une C0(X)-algèbre et la fibre de
C0(Z) en x ∈ X est C0(Zx) avec Zx := {z ∈ Z |ρ(z) = x}. Soit γ ∈ G. Considérons le ∗-isomorphisme
αγ : C0(Zs(γ)) ! C0(Zr(γ)) donné pour tous (z, γ) ∈ Z ×ρ,r G et f ∈ C0(Zs(γ)) par :

αγ(f)(z) = f(zγ).

Il définit une action continue et vérifie αγγ′ = αγ ◦ αγ′ pour tout (γ, γ′) ∈ G(2). Ainsi, (C0(Z), α) est
une G-algèbre. On notera souvent γf à la place de αγ(f).

Remarque 1.3.47. Soient (G, X) un groupoïde localement compact et (A,α) une G-algèbre. Alors :

5. C’est-à-dire que pour tout a ∈ A, l’application γ 7! αγ(a(s(γ))) est continue pour la topologie forte.
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• αx = idAx pour tout x ∈ X ;

• α−1
γ = αγ−1 pour tout γ ∈ G.

Définition 1.3.48. Soient (G, X) un groupoïde localement compact. Soient (A,α) et (B, β) deux
G-algèbres. Un morphisme de G-algèbres ϕ : A! B est un ∗-homomorphisme C0(X)-linéaire tel que
pour tout γ ∈ G :

ϕr(γ) ◦ αγ = βγ ◦ ϕs(γ).

1.3.3 Action sur les modules

Étant donnés (G, X) un groupoïde localement compact, A une G-algèbre et E un A-module de
Hilbert à droite, nous allons dans cette partie définir l’action de G sur E. Comme nous l’avons
vu précédemment, pour pouvoir définir l’action du groupoïde (G, X) sur un espace, il faut que ce
dernier « fibre » au-dessus de sa base X. Nous allons donc commencer par définir la fibre de E en
x ∈ X. Pour cela, on procède comme pour la fibre d’une C0(X)-algèbre. La proposition II.7.1.9 p.
140 de [8] permet d’identifier EA := {ea | e ∈ E, a ∈ A} avec E. On peut donc définir une action
de C0(X) sur E à valeurs dans l’ensemble des opérateurs adjoignables en posant :

Φ :

{
C0(X) −! LA(E)
φ 7−! Tφ :=

[
ea 7! e(aφ)

] .

L’application Φ est à valeurs dans Z (LA(E)) car pour tous e ∈ E, a ∈ A,φ ∈ C0(X) et S ∈ LA(E) :

Tφ ◦ S(ea) = Tφ(S(e)a) = S(e)(aφ) = S(eaφ) = S ◦ Tφ(ea).

Dans la suite, cette action sera simplement notée e.φ ou juste eφ au lieu de Φ(φ)(e) pour tous
e ∈ E,φ ∈ C0(X).

Définition 1.3.49. (Fibre d’un A-module de Hilbert) On considère A une C0(X)-algèbre et E un
A-module de Hilbert à droite. Si x ∈ X, on note Ix = E · Jx avec Jx = {φ ∈ C0(X) | φ(x) = 0}. La
fibre de E en x ∈ X est définie comme étant le quotient d’espaces vectoriels :

Ex = E⧸Ix.

La classe dans Ex d’un élément e par l’homomorphisme quotient πx : E ! Ex sera notée e(x).

On peut montrer que Ex est munie d’une structure de Ax-module de Hilbert pour le produit scalaire
à valeurs dans Ax :

〈
−,−

〉
Ax

:

{
Ex × Ex −! Ax

(e(x), e′(x)) 7−!
〈
e, e′

〉
A
(x)

.

On vérifie immédiatement que pour tout e ∈ E, on a ∥e∥ = sup
x∈X

∥e(x)∥. De plus, si E et F sont deux

A-modules de Hilbert à droite et T ∈ LA(E,F ), alors pour tout x ∈ X, l’opérateur T induit un
opérateur adjoignable Tx sur les fibres :

Tx :

{
Ex −! Fx
e(x) 7−! T (e)(x)

.

En effet, soit πFx : F ! Fx l’homomorphisme quotient, T̃ := πFx ◦T : E ! Fx et e ∈ E,φ ∈ Jx. Alors
il existe e′ ∈ E, a ∈ A tels que e = e′a et on a :

T̃ (eφ) = πFx

(
T (e′aφ)

)
= πFx

(
T (e′.(aφ))

)
= πFx

T (e′).aφ︸ ︷︷ ︸
∈F ·Jx

 = 0.

Par linéarité et continuité de T̃ , on obtient E · Jx ⊆ Ker(T̃ ).
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Lemme 1.3.50. Soient A une C0(X)-algèbre et E,F deux A-modules de Hilbert à droite. Soit
T ∈ LA(E,F ). Alors :(

∀x ∈ X, Tx = 0LAx (Ex,Fx)

)
⇐⇒ T = 0LA(E,F ).

En particulier, deux opérateurs de LA(E,F ) sont égaux si et seulement si ils sont égaux en chaque
point de la fibre de E en x ∈ X.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout e ∈ E :∥∥T (e)∥∥2 = sup
x∈X

∥∥T (e)(x)∥∥ = sup
x∈X

∥∥Tx(e(x))∥∥ = 0.

■

Remarque 1.3.51. On aurait pu définir la fibre de E en x en considérant le produit tensoriel de
modules de Hilbert :

Ex = E ⊗πx Ax avec πx :

{
A −! Ax
a 7−! a(x)

.

Ce point de vue est équivalent à celui de la définition 1.3.49 puisqu’un isomorphisme entre E⊗πxAx
et E⧸Ix définit sur les tenseurs élémentaires est donné par e⊗ a(x) 7! (ea)(x).

Lemme 1.3.52. Soient X un espace topologique localement compact, A une C0(X)-algèbre et E
un A-module de Hilbert à droite. Alors kA(E) est une C0(X)-algèbre.

Démonstration. L’application Φ : C0(X) ! Z
(
LA(E)

)
induit, grâce à l’identification entre LA(E)

et M(kA(E)), un ∗-homomorphisme encore noté Φ :

Φ : C0(X) ! Z
(
M(kA(E)

)
⊆ LkA(E)

(
kA(E)

)
où l’action à droite de C0(X) sur les opérateurs de rang 1 est donnée pour tous e, e′ ∈ E,φ ∈ C0(X)
par :

θe,e′ · φ := θeφ,e′ .

Montrons que kA(E) · C0(X) = kA(E) c’est-à-dire que Φ est non-dégénérée.

• Tout opérateur compact s’écrit comme une limite de combinaisons linéaires d’opérateurs de
rang 1, donc par continuité de l’action on a kA(E) · C0(X) ⊆ kA(E) et donc on a bien l’inclu-
sion kA(E) · C0(X) ⊆ kA(E).

• Pour l’inclusion réciproque, remarquons tout d’abord que E · C0(X) = E. 6 Par conséquent, si
pour tous e, f ∈ E et ε > 0, il existe e′ ∈ E et φ ∈ C0(X) tels que ∥e − e′φ∥ < ε

∥f∥
. On a

donc : ∥∥θe,f − θe′,f · φ
∥∥ =

∥∥θe,f − θe′φ,f
∥∥ =

∥∥θe−e′φ,f∥∥ ⩽ ∥e− e′φ∥.∥f∥ < ε.

On a donc montré que tout opérateur de rang 1 est dans kA(E) · C0(X) et donc on a l’inclusion
kA(E) ⊆ kA(E) · C0(X).

■

Définition 1.3.53. Soient X un espace topologique localement compact, A une C0(X)-algèbre et
E un A-module de Hilbert. Posons E := ⊔x∈XEx et p : E ! X l’application définie par p(e, x) = x.
Une base pour la topologie de E est donnée par les ensembles :

W (e, U, ε) :=
{
e′ ∈ E | q(e′) ∈ U et ∥e′ − e(q(e′))∥Eq(e′) < ε

}
,

où ∥ · ∥Eq(e′) désigne la norme sur le Aq(e′)-module de Hilbert Eq(e′), e ∈ E,U ⊆ X un ouvert et
ε > 0.

6. En effet, identifions E avec EA et fixons ε > 0, e ∈ E \ {0} et a ∈ A. Comme A · C0(X) est dense dans A, il existe
φ ∈ C0(X) et b ∈ A tels que ∥a− bφ∥ <

ε

∥e∥ . On a donc ∥ea− ebφ∥ < ∥e∥.∥a− bφ∥ < ε.

36



1.3. Action de groupoïdes

Définition 1.3.54. Soient X un espace topologique localement compact, A une C0(X)-algèbre et
E un A-module de Hilbert. Posons E := ⊔x∈XEx et p : E ! X l’application définie par p(e, x) = x.

• On note Γ(X, E) l’espace des sections continues de E c’est-à-dire :

Γ(X, E) :=
{
f : X ! E continue | p ◦ f = idX

}
.

• On définit de même l’ensemble Γc(X, E) des sections continues à support compact.

• On dit qu’une fonction f : X ! E tend vers 0 à l’infini si pour tout ε > 0, {x ∈ X | ∥f(x)∥ ⩾ ε}
est compact. On note alors Γ0(X, E) les sections continues qui tendent vers 0 à l’infini. C’est
un A-module de Hilbert à droite avec pour tous f ∈ Γ0(X, E), a ∈ A et x ∈ X :

(f · a)(x) := f(x)a(x).

Le résultat suivant est analogue à l’isomorphisme de C0(X)-algèbres A ≃ Γ0(X,A) vu dans le
théorème 1.3.35.

Proposition 1.3.55. Soient X un espace topologique localement compact, A une C0(X)-algèbre et
E un A-module de Hilbert. Posons E := ⊔x∈XEx et p : E ! X l’application définie par p(e, x) = x.
Alors on a l’isomorphisme de A-modules de Hilbert :

E ≃ Γ0(X, E), e 7!
[
x 7! e(x)

]
.

Définition 1.3.56. (Pull-back d’un module de Hilbert) Soient f : Y ! X une application conti-
nue entre deux espaces localement compacts, A une C0(X)-algèbre, E un A-module de Hilbert à
droite, E = ⊔x∈XEx et p : E ! X l’application définie par p(e, x) = x. On pose :

f∗E :=
{
(y, e) ∈ Y × E | f(y) = p(e)

}
que l’on munit de la topologie induite par celle sur le produit Y × E . Le pull-back de E par f , noté
f∗E, est défini par :

f∗E := Γ0(Y, f
∗E).

Remarque 1.3.57. Soit π : A ! Lf∗A(f
∗A) le ∗-homomorphisme défini pour tous a ∈ A, ξ ∈ f∗A

et y ∈ Y par :
(π(a)ξ)(y) := a(f(y))ξ(y).

On peut aussi définir le pull-back de E par f comme le produit tensoriel de modules de Hilbert
f∗E = E ⊗π f

∗A (voir [32]). Cet autre point de vue est équivalent à celui défini précédemment
puisque un isomorphisme entre E ⊗π f

∗A et Γ0(Y, f
∗E) défini sur les tenseurs élémentaires est

donné par e⊗ g 7!
[
y 7! e(f(y))g(y))

]
Lemme 1.3.58 ([32]). L’espace f∗E est un f∗A-module de Hilbert. De plus, on a l’isomorphisme
de Af(y)-modules de Hilbert (f∗E)y ≃ Ef(y) pour tout y ∈ Y .

Le résultat suivant montre comment le produit tensoriel de modules de Hilbert se comporte par
rapport au pull-back.

Proposition 1.3.59 ([32]). Soient A et B deux C0(X)-algèbres. Soient E un A-module de Hilbert,
F un B-module de Hilbert et π : A ! LB(F ) un ∗-homomorphisme. Alors on a un isomorphisme
de f∗B-modules de Hilbert :

f∗(E ⊗A F ) ≃ f∗E ⊗f∗A f
∗F.

En particulier si f = idX , alors pour tout x ∈ X on a un isomorphisme canonique :

(E ⊗A F )x ≃ Ex ⊗Ax Fx.
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De la même manière que pour les C0(X)-algèbres, nous pouvons considérer la restriction d’un
C0(X)-module de Hilbert à une sous-partie Y de X.

Définition 1.3.60 (Restriction d’un module de Hilbert). Soient E un C0(X)-module de Hilbert et
Y une partie de X. Alors la restriction de E à Y , notée E|Y , est le C0(Y )-module de Hilbert défini
par :

E|Y = i∗E,

où i est l’inclusion de Y dans X. Si U est un ouvert de X, alors E|U s’identifie à l’adhérence de
l’espace vectoriel engendré par {eφ | (e, φ) ∈ E × C0(U)}. De plus, tout opérateur T ∈ LC0(X)(E)
induit un opérateur T|U ∈ LC0(U)(E|U ) qui est défini par T|U := (T )|E|U .

Remarque 1.3.61. Soit A une G-algèbre d’action α. Puisque α : s∗A! r∗A est un ∗-isomorphisme,
alors on peut munir r∗E d’une structure de s∗A-module de Hilbert à droite en posant pour tous
x, y ∈ r∗E et a ∈ s∗A :

x.a := x.α(a) et ⟨x, y⟩s∗A := α−1
(
⟨x, y⟩r∗A

)
.

On considérera dans la définition suivante des opérateurs s∗A-linéaires en considérant la structure
de s∗A-module sur r∗E vue dans la remarque 1.3.61.

Définition 1.3.62. Soient G un groupoïde localement compact et A une G-algèbre munie d’une
action notée α. On note Ls∗A(s

∗E, r∗E) l’ensemble des opérateurs adjoignables s∗A-linéaires c’est-
à-dire des opérateurs T : s∗E ! r∗E tels que :

• T (xu) = T (x)α(u) pour tous x ∈ s∗E, u ∈ s∗A ;

• il existe un opérateur S : r∗E ! s∗E tel que pour tous x ∈ s∗E, y ∈ r∗E et u ∈ s∗A on a :

S(xu) = S(x)α−1(u) et ⟨T (x), y⟩r∗A = α(⟨x, S(y)⟩s∗A).

Remarque 1.3.63. Soient T ∈ Ls∗A(s
∗E, r∗E) et γ ∈ G. Les isomorphismes de f∗A-modules de Hil-

bert (s∗E)γ ≃ Es(γ) et (r∗E)γ ≃ Er(γ) permettent d’obtenir un opérateur Tγ ∈ LAs(γ)
(Es(γ), Er(γ))

(comparer avec [6], appendice A).

Définition 1.3.64. Soient G un groupoïde localement compact et (A,α) une G-algèbre. Soit E un
A-module de Hilbert. Une action de G sur E est la donnée d’un unitaire V ∈ Ls∗A(s

∗E, r∗E) tel que
pour tout (γ, γ′) ∈ G(2), on a :

Vγγ′ = Vγ ◦ Vγ′ .

On dit alors que (E, V ), ou simplement E, est un A-module G-équivariant.

Remarque 1.3.65. oPour tout ξ ∈ s∗E, on a V (ξ) ∈ r∗E donc par définition du pull-back d’un
module de Hilbert, la section V (ξ) : γ 7! Vγ (ξ(γ)) est continue.

Exemple 1.3.66 (Action sur le module standard). Soit (G, X) un groupoïde localement compact
muni d’un système de Haar λ = {λx | x ∈ X}. Dans la suite, nous allons définir un unitaire
V : s∗(L2(G)) ! r∗(L2(G)) donnant l’action de G sur L2(G). On note :

G ×s,s G :=
{
(γ, η) ∈ G × G | s(γ) = s(η)

}
et G ×s,r G :=

{
(γ, η) ∈ G × G | s(γ) = r(η)

}
.

• On munit Cc (G ×s,s G) d’un produit scalaire à valeurs dans Cc(G) et d’une action à droite de
Cc(G) donnée pour tous ξ, ξ1, ξ2 ∈ Cc (G ×s,s G) , f ∈ Cc(G) et (γ, η) ∈ G ×s,s G par :

(ξ · f)(γ, η) := ξ(γ, η)f(η) et
〈
ξ1, ξ2

〉
Cc(G)(η) :=

∫
Gs(η)

ξ1(γ, η)ξ2(γ, η)dλs(η)(γ).

Le complété de Cc (G ×s,s G) pour le produit scalaire définit précédemment est isomorphe, en
tant que C0(G)-module de Hilbert, à s∗(L2(G)).
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• On munit Cc (G ×s,r G) d’un produit scalaire à valeurs dans Cc(G) et d’une action à droite de
Cc(G) donnée pour tous ξ, ξ1, ξ2 ∈ Cc (G ×s,r G) , f ∈ Cc(G) et (γ, η) ∈ G ×s,r G par :

(ξ · f)(γ, η) := ξ(γ, η)f(η) et
〈
ξ1, ξ2

〉
Cc(G)(η) :=

∫
Gr(η)

ξ1(γ, η)ξ2(γ, η)dλr(η)(γ).

Le complété de Cc (G ×s,r G) pour le produit scalaire définit précédemment est isomorphe, en
tant que C0(G)-module de Hilbert, à r∗(L2(G)).

Une fois ces deux identifications faites, on considère l’opérateur V : s∗(L2(G)) ! r∗(L2(G)) définie
pour tous ξ ∈ Cc(G ×s,s G) et (γ, η) ∈ G ×s,r G par :(

V (ξ)
)
(γ, η) := ξ(γη, η).

On vérifie que l’opérateur V est adjoignable, d’adjoint donné pour tout ξ ∈ Cc(G ×s,r G) et tout
(γ, η) ∈ G ×s,s G par : (

V ∗(ξ)
)
(γ, η) = ξ(γη−1, η)

et que V est unitaire. La fibre de L2(G) en x ∈ X est isomorphe à L2(Gx) et si γ ∈ G, l’application
Vγ : L2(Gs(γ)) ! L2(Gr(γ)) est définie pour tous f ∈ Cc(Gs(γ)) et η ∈ Gr(γ) par :(

Vγ(f)
)
(η) = f(ηγ).

Exemple 1.3.67. Soient (G, X) un groupoïde localement compact muni d’un système de Haar et A
une G-algèbre. On considère Φ : C0(X) ! Z(M(A)) le ∗-homomorphisme donnant la structure de
C0(X)-algèbre sur A et on note V l’action de G sur L2(G). Alors le produit tensoriel de L2(G) par A
au-dessus de C0(X) :

L2(G)⊗Φ A

est un A-module G-équivariant d’action V ⊗ α. La fibre de L2(G) ⊗Φ A en x ∈ X est isomorphe à
L2(Gx)⊗C Ax.

Exemple 1.3.68. Soient (G, X) un groupoïde localement compact muni d’un système de Haar
{λx | x ∈ X}, A une G-algèbre et (E, V ′) un A-module G-équivariant. On note V l’action de G
sur L2(G).
La structure de C0(X)-algèbre de A induit, après avoir identifié E avec EA, un ∗-homomorphisme :

Φ :

{
C0(X) −! LA(E)
φ 7−!

[
ea 7! e(aφ)

] .

On montre que le produit tensoriel de L2(G) par E au-dessus de C0(X) :

L2(G)⊗Φ E

est un A-module G-équivariant d’action V ⊗V ′. La fibre de L2(G)⊗C0(X)E en x ∈ X est isomorphe
à L2(Gx, λx) ⊗C Ex. On peut construire explicitement L2(G) ⊗Φ E comme étant la complétion du
A-module Γc (G, s∗E) pour le produit scalaire à valeurs dans A donné pour tous f, g ∈ Γc (G, s∗E) et
x ∈ X par :

⟨f, g⟩A (x) =

∫
Gx

〈
f(γ−1), g(γ−1)

〉
Ax

dλx(γ),

et muni de l’action de A à droite donnée pour tous f ∈ Γc (G, s∗E) , a ∈ A et γ ∈ G par :

(f · a)(γ) = f(γ)αγ−1(a(r(γ))).

On montre que l’application Ψ : L2(G) ⊗Φ E ! Γc (G, s∗E) définie pour tous f ∈ Cc(G), e ∈ E et
γ ∈ G par :

Ψ(f ⊗ e)(γ) = f(γ)Vγ−1(e(r(γ)))

est un isomorphisme de A-modules de Hilbert.
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Définition 1.3.69. Soient (G, X) un groupoïde localement compact et (E, V ) un C0(X)-module
G-équivariant. On dit qu’un opérateur T ∈ LC0(X)(E) est G-équivariant si pour tout γ ∈ G :

Tr(γ) = Vγ ◦ Ts(γ) ◦ Vγ−1 .

L’ensemble des opérateurs G-équivariants de LC0(X)(E) sera noté
(
LC0(X)(E)

)G
.

Définition 1.3.70. Soient A et B deux C0(X)-algèbres. Une C0(X)-représentation de A est la don-
née d’un B-module de Hilbert à droite E et d’un ∗-homomorphisme π : A ! LB(E) tels que pour
tous φ ∈ C0(X), a ∈ A, e ∈ E et x ∈ X :

π(aφ)(e) = π(a)(eφ).

Si x ∈ X, la représentation π induit une représentation πx sur les fibres :

πx : Ax ! LBx(Ex).

En effet, si a ∈ A, l’opérateur π(a) ∈ LB(E) induit un opérateur π(a)x ∈ LBx(Ex). On peut ainsi
définir une représentation πx : Ax ! LBx(Ex) en posant pour tout a(x) ∈ Ax :

πx(a(x)) := π(a)x,

ce qui permet d’obtenir, pour tous x ∈ X, a ∈ A, e ∈ E, l’égalité :(
π(a)(e)

)
x
= πx(a(x))(e(x)).

Remarque 1.3.71. On rappelle que si ρ : Y ! X est une application continue, alors C0(Y ) est
muni d’une structure de C0(X)-algèbre via l’application Φ : C0(X) ! LC0(Y )(C0(Y )) définie pour
tous f ∈ C0(X), g ∈ C0(Y ) et y ∈ Y par :

Φ(f)(g)(y) = f(ρ(y))g(y).

Lemme 1.3.72. Soient A une C0(X)-algèbre, E un C0(X)-module de Hilbert et π : A! LC0(X)(E)
une C0(X)-représentation non-dégénérée. Alors pour tout x ∈ X, la représentation :

πx : Ax ! LC(Ex)

est non-dégénérée.

Démonstration. Soient x ∈ X, e(x) ∈ Ex et ε > 0. Il existe par hypothèse e′ ∈ E, a ∈ A tels que
∥e− π(a)(e′)∥ < ε, donc :∥∥e(x)−πx(a(x))(e′(x))∥∥ ⩽ sup

y∈X

∥∥e(y)−πy(a(y))(e′(y))∥∥ = sup
y∈X

∥∥(e−π(a)(e′))(y)∥∥ =:
∥∥e−π(a)(e′)∥∥ < ε.

■

Définition 1.3.73. Soient (A,α) une G-algèbre et (E, V ) un C0(X)-module G-équivariant. Une
C0(X)-représentation π : A! LC0(X)(E) est G-équivariante si pour tous γ ∈ G et a ∈ As(γ) :

πr(γ)(αγ(a)) = Vγ ◦ πs(γ)(a) ◦ Vγ−1 .
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1.4 Produit croisé par un groupoïde

Dans cette partie, on construit le produit croisé réduit d’un groupoïde étale (G, X) par une C0(X)-
algèbre A (voir [33]). L’idée est de compléter l’espace des sections continues à supports compacts
Γc(G, r∗A) pour une certaine norme et ainsi former le produit croisé de A par G, noté A ⋊r G.
Commençons tout d’abord par munir Γc(G, r∗A) d’une structure d’algèbre involutive.

Proposition 1.4.1. Soient (G, X) un groupoïde étale et (A,α) une G-algèbre. Soit A le fibré s.c.s.
associé à A. Alors, muni des opérations suivantes, Γc(G, r∗A) est une algèbre involutive (voir [33]
p.17 pour la démonstration) :

f1 ⋆ f2(γ) =
∑

η∈Gr(γ)

f1(η)αη(f2(η
−1γ)) et f∗(γ) = αγ(f(γ

−1)∗),

où f1, f2 ∈ Γc(G, r∗A) et γ ∈ G.

Dans la suite, on utilise les conventions de [58] p. 22. On rappelle que L2(G) ⊗C0(X) A s’identifie
(voir exemple 1.3.68 avec E = A) au complété de Γc(G, s∗A) pour le produit scalaire définit pour
tout ξ1, ξ2 ∈ Γc(G, s∗A) et x ∈ X par :

⟨ξ1, ξ2⟩A(x) =
∑
γ∈Gx

ξ1(γ
−1)∗ξ2(γ

−1).

Soit f ∈ Γc(G, r∗A). L’opérateur λ(f) : Γc(G, s∗A) ! Γc(G, s∗A) définit pour tous ξ ∈ Γc(G, s∗A) et
γ ∈ G par : (

λ(f)ξ
)
(γ) =

∑
η∈Gr(γ)

αγ−1(f(η))ξ(η−1γ)

s’étend en un opérateur adjoignable sur L2(G)⊗C0(X) A. On obtient ainsi une représentation fidèle
de Γc(G, r∗A) sur l’ensemble des opérateurs adjoignables de L2(G)⊗C0(X) A.

Définition 1.4.2 (Produit croisé A ⋊r G). Le produit croisé réduit de A par G, noté A ⋊r G, est le
complété de Γc(G, r∗A) pour la norme ∥λ(.)∥.

1.5 Principe d’induction

Dans cette partie, on rappelle la construction du principe d’induction pour les algèbres et les mo-
dules de Hilbert. Les définitions et résultats sont en grande partie issues de [10].

1.5.1 Induction d’espace et d’algèbre

Définition 1.5.1 (G-Espace induit). Soient (G, X) un groupoïde localement compact et (H, Y ) un
sous-groupoïde fermé de G. Soit Z un H-espace à droite d’application d’ancrage ρ : Z ! Y . On
rappelle que :

Z ×ρ,r G :=
{
(z, γ) ∈ Z × G | ρ(y) = r(γ)

}
.

Le groupoïde H agit sur Z ×ρ,r G où l’ancre ρ′ : Z ×ρ,r G ! Y et l’action à droite sont définies pour
tous (z, γ) ∈ Z ×ρ,r G et η ∈ Hρ(z) par :

ρ′(z, γ) := ρ(z) = r(γ) et (z, γ)η := (zη, η−1γ).

L’espace induit est l’espace des orbites de l’action de H sur Z ×ρ,r G :

Z ×H G := Z ×ρ,r G⧸H.

En supposant que les applications s et r sont ouvertes, on montre que l’action de H sur Z ×H G est
propre (voir [10]).

41



Chapitre 1. Groupoïdes et C∗-algèbres

Définition 1.5.2 (G-algèbre induite). Soient (G, X) un groupoïde localement compact et H un
sous-groupoïde fermé de (G, X). Soit A une H-algèbre d’action α. Considérons le H-espace à droite
Y := s−1(H(0)) où l’ancre est donnée par s|Y : Y ! H(0). Soit A le fibré s.c.s. au-dessus de H(0)

associé à A. On suppose que :

• H(0) est fermé dans X (ce qui assurera que l’action de H sur Y soit propre) ;

• les applications r et s sont ouvertes (ce qui assurera que le quotient Y/G soit séparé).

On définit l’algèbre induite de A , notée IndYH(A,α) ou plus simplement IndYH(A), comme l’ensemble
des sections continues bornées f : Y ! (s|Y )

∗A telles que :

(i) pour tous y ∈ Y et γ ∈ Hs(y), on a αγ(f(y)) = f(yγ−1) ;

(ii) l’application yH 7! ∥f(y)∥As(y)
est dans C0(Y/H).

IndYH(A,α) est une C∗-algèbre en tant que sous-algèbre involutive fermée de Γb

(
Y, (s|Y )

∗A
)

.

Soit x ∈ X. Notons Y x := Y ∩ Gx. On définit de manière similaire IndY
x

H (A) comme l’ensemble des
sections continues bornées f : Y x ! (s|Y x)∗A telles que :

(i) pour tous y ∈ Y x et γ ∈ Hs(y), on a αγ(f(y)) = f(yγ−1) ;

(ii) l’application yH 7! ∥f(y)∥As(y)
est dans C0(Y

x/H).

Théorème 1.5.3. Reprenons les notations de la définition précédente. Alors IndYH(A) est une C0(X)-
algèbre et pour tout x ∈ X : (

IndYH(A)
)
x
≃ IndY

x

H (A).

De plus, la famille de ∗-isomorphismes (βγ)γ∈G donnée pour tout γ ∈ G par :

βγ :

{
IndY

s(γ)

H (A) −! IndY
r(γ)

H (A)

f 7−!
[
y 7! f(γ−1y)

]
définit une action du groupoïde G sur IndYH(A).

Démonstration. Puisque H(0) est fermé dans X, alors Y est fermé dans G et donc Y ⋊ H est un
sous-groupoïde fermé du groupoïde propre G ⋊ G (voir exemple 1.3.12). D’après le lemme 1.3.7, le
groupoïde Y ⋊H est alors propre donc par définition l’action de H sur Y est propre. On définit une
application r : Y/H ! X en posant pour tout y ∈ Y :

r(yH) := r|Y (y).

Cette application correspond à l’application d’ancrage associée à l’action de G sur Y/H. L’action de
H sur Y est propre donc IndYH(A) est une C0(Y/H)-algèbre. En utilisant la construction du push-
forward (voir exemple 1.3.23), on munit IndYH(A) d’une structure de C0(X)-algèbre. L’action de
C0(X) sur IndYH(A) est donnée pour tous φ ∈ C0(X), f ∈ IndYH(A) et γ ∈ G par :

(φ · f)(γ) = φ(r(γ))f(γ).

Le reste du théorème a été démontré dans [10] (voir lemme 3.19 et la proposition 3.20). ■

Proposition 1.5.4 ([10]). Soient (G, X) un groupoïde étale et H un sous-groupoïde fermé de
(G, X). Soit U un H-espace d’ancre ρ : U ! H(0). Alors C0(U) est une H-algèbre. Considérons
le H-espace à droite Y := s−1(H(0)). Alors on a un isomorphisme canonique :

ψ : IndYH
(
C0(U)

)
! C0(U ×H G)

donné pour tous f ∈ IndYH(C0(U)), u ∈ U et γ ∈ Gρ(u) par :

ψ(f)
(
[u, γ]

)
=
(
f(γ−1)

)
(u).
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1.5.2 Induction de modules de Hilbert

Dans la suite, on suit la construction de [10] et on s’y réfère pour plus de détails. Soient (G, X)
un groupoïde étale, H un sous-groupoïde propre et ouvert de G que l’on suppose également fermé
dans Y := s−1(H(0)). 7Soient B une G-algèbre d’action β et B son fibré s.c.s. Soient i : H ↪→ G
l’injection naturelle et i0 : H(0) ! X l’application entre les bases des groupoïdes. On rappelle que
B|H(0) := Γ(H(0), i∗0B). Le sous-groupoïde H agit à droite sur Y par multiplication et l’ancre est
donnée par s|Y : Y ! H(0).

Soit (E, V ) un B|H(0)-module H-équivariant. Posons E =
⊔
x∈X Ex. On note Ec l’ensemble des

sections continues bornées ξ : Y ! (s|Y )
∗E telles que :

(i) pour tous y ∈ Y et γ ∈ Hs(y), on a Vγ(ξ(y)) = ξ(yγ−1) ;

(ii) l’application yH ! ∥ξ(y)∥Es(y)
est à support compact dans Y/H.

Commençons par identifier B avec Γ0(X,B). On définit sur Ec un produit scalaire à valeurs dans B
en posant pour tous ξ1, ξ2 ∈ Ec et x ∈ X :

⟨ξ1, ξ2⟩B(x) =
∑

yH∈Y x/H

βy

(
⟨ξ1(y), ξ2(y)⟩Bs(y)

)
La condition (ii) assure que cette somme est bien finie et on montre que ⟨ξ1, ξ2⟩B est un élément de
Γc(X,B). On définit une action à droite de B sur Ec en posant pour tous ξ ∈ Ec, b ∈ B et γ ∈ G :

(ξ · b)(γ) = ξ(γ)βγ−1

(
b(r(γ))

)
et qui vérifie ⟨ξ1, ξ2 · b⟩B = ⟨ξ1, ξ2⟩Bb.

Définition 1.5.5. L’espace induit de E, noté IndYH(E, V ) ou plus simplement IndYH(E), est le com-
plété de Ec pour le produit scalaire défini précédemment.

Pour pouvoir définir une action de G sur IndYH(E, V ), nous allons avoir besoin d’identifier la fibre
de IndYH(E, V ). Soit x ∈ X ; posons Y x := Y ∩ Gx. On note Exc l’ensemble des sections continues
bornées ξ : Y x ! (s|Y )

∗E telles que :

(i) pour tous y ∈ Y x et γ ∈ H tels que s(y) = s(γ), on a Vγ(ξ(y)) = ξ(yγ−1) ;

(ii) l’application yH ! ∥ξ(y)∥Es(y)
est à support compact dans Y x/H.

On définit sur Exc un produit scalaire à valeurs dans Bx en posant pour tous ξ1, ξ2 ∈ Ec
x et x ∈ X :

⟨ξ1, ξ2⟩Bx =
∑

yH∈Y x/H

βy

(
⟨ξ1(y), ξ2(y)⟩Bs(y)

)
.

On définit une action à droite de Bx sur Exc en posant pour tous ξ ∈ Exc , b(x) ∈ Bx et γ ∈ G :

(ξ · b(x))(γ) = ξ(γ)βγ−1

(
b(x)

)
et qui vérifie ⟨ξ1, ξ2 · b(x)⟩Bx = ⟨ξ1, ξ2⟩Bxb(x). Le complété de Exc par rapport au produit scalaire
défini précédemment s’identifie à la fibre de IndYH(E) en x (voir [10]). Une fois cette identification
faite, on peut définir une action de G sur IndYH(E).

Définition 1.5.6. L’action de G sur IndYH(E) est donnée par la famille (Wγ)γ∈G où pour tout γ ∈ G :

Wγ :

{ (
IndYH(E)

)
s(γ)

−!
(
IndYH(E)

)
r(γ)

ξ 7−!
[
y 7! ξ(γ−1y)

] .

L’espace IndYH(E) est alors muni d’une structure de B-module de Hilbert G-équivariant.

7. L’hypothèse H ouvert dans G assure que pour tout x ∈ X, le quotient Y x/H est discret et l’hypothèse H fermée
dans Y assure que l’action de H sur Y est propre.
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Proposition 1.5.7. Soient (G, X) un groupoïde étale et H un sous-groupoïde propre et ouvert-fermé
de G. Soient (A,α) une H-algèbre, (B, β) une G-algèbre et Y := s−1(H(0)). Soient E un B|H(0)-
module de Hilbert H-équivariant. On considère une C0(H(0))-représentation H-équivariante :

π : A! LB|H(0)
(E) .

Alors la représentation π induit uneC0(X)-représentation G-équivariante π′ : IndYH(A) ! LB

(
IndYH(E)

)
donnée pour tous f ∈ IndYH(A), ξ ∈ Ec et y ∈ Y par :

(π′(f)ξ)(y) = πs(y) (f(y)) ξ(y).

Démonstration. Soient f ∈ IndYH(A), ξ ∈ Ec et y ∈ Y . L’application π′(f)ξ est une section continue
bornée et on a pour tous y ∈ Y et γ ∈ H tels que s(y) = s(γ) :

Vγ

(
π′(f)ξ(y)

)
= Vγ

(
πs(γ)(f(y))ξ(y)

)
= πr(γ) (αγ(f(y)))Vh(ξ(y))

= πs(yγ−1)

(
f(yγ−1)

)
ξ(yγ−1)

= π′(f)ξ(yγ−1).

De plus, l’application yH ! ∥πs(y) (f(y)) ξ(y)∥ est à support compact dans Y/H car yH ! ∥ξ(y)∥
l’est. On montre que l’opérateur π′(f) est borné et donc s’étend en un opérateur adjoignable sur
IndYH(E) d’adjoint π′

(
f
)
. De plus la représentation π′ est G-équivariante. En effet, on a pour tous

γ ∈ G, f ∈ IndY
s(γ)

H (A), ξ ∈ E
r(γ)
c et y ∈ Y r(γ) :(

Wγ ◦ π′s(γ)(f) ◦Wγ−1(ξ)
)
(y) = Wγ

(
π′s(γ)(f)(Wγ−1(ξ))

)
(y)

=
(
π′s(γ)(f)(Wγ−1(ξ))

)
(γ−1y)

= πs(γ)
(
f(γ−1y)

) (
Wγ−1(ξ)(γ−1y)

)
= πs(γ)

(
f(γ−1y)

)
ξ(y)

= πs(γ)
(
βγ(f)(y)

)
ξ(y)

=
(
π′r(γ)(βγ(f))(ξ)

)
(y).

■

Lemme 1.5.8. Soient (G, X) un groupoïde étale et H un sous-groupoïde propre et ouvert-fermé de
G. Soient (B, β) une G-algèbre et Y := s−1(H(0)). Soient E et E′ deux B|H(0)-modules de Hilbert
H-équivariants et T ∈ L

C0

(
B|H(0)

)(E,E′). Alors T induit un opérateur :

IndYH(T ) ∈ LB

(
IndYH(E), IndYH(E

′)
)
,

défini pour tous ξ ∈ Ec et y ∈ Y par :(
IndYH(T )(ξ)

)
(y) = Ts(y)

(
ξ(y)

)
.

De plus, si T est une isométrie, alors IndYH(T ) aussi.

Démonstration. L’opérateur IndYH(T ) définit bien un élément dans LB

(
IndYH(E), IndYH(E

′)
)

(voir
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[10] p. 93). Si T est une isométrie, alors pour tous ξ1, ξ2 ∈ Ec et x ∈ X : 8

〈
IndYH(T )(ξ1), Ind

Y
H(T )(ξ2)

〉
B
(x) =

∑
yH∈Y x/H

βy

( 〈
IndYH(T )(ξ1)(y), Ind

Y
H(T )(ξ2)(y)

〉
Bs(y)

)
=

∑
yH∈Y x/H

βy

( 〈
Ts(y)(ξ1(y)), Ts(y)(ξ2(y))

〉
Bs(y)

)
=

∑
yH∈Y x/H

βy

(
⟨ξ1(y), ξ2(y)⟩Bs(y)

)
= ⟨ξ1, ξ2⟩B(x),

et donc IndYH(T ) est une isométrie. ■

Si (G, X) est un groupoïde étale et H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, on note
Cc(G, H) l’ensemble des fonctions continues à support compact f : G ! H. On définit sur Cc(G, H)
un produit scalaire à valeurs dans C0(X) en posant pour tous f, g ∈ Cc(G, H) et x ∈ X :〈

f, g⟩C0(X)(x) =
∑
γ∈Gx

〈
f(γ−1), g(γ−1)

〉
C.

On définit une action à droite de C0(X) sur Cc(G, H) en posant pour f ∈ Cc(G, H), φ ∈ C0(X) et
γ ∈ G :

(f · φ)(γ) = f(γ)φ(s(γ)).

On notera L2(G, H), le complété de Cc(G, H) pour le produit scalaire défini précédemment qui est
alors muni d’une structure de C0(X)-module de Hilbert.

On donne à présent une généralisation du principe d’absorption de Fell (voir proposition C.2.1 dans
[55] pour l’énoncé) dans le cas d’un groupoïde étale et d’un module de Hilbert particulier.

Lemme 1.5.9 (Principe d’absorption). Soient (G, X) un groupoïde étale, Y un compact-ouvert de
X et H un espace de Hilbert. Considérons le C0(X)-module E = H⊗CC(Y ). Supposons qu’il existe
une action de G sur E c’est-à-dire la donnée pour tout γ ∈ G d’un unitaire Vγ : H ! H vérifiant les
conditions de continuité et de composition. Soit ET le même module que E mais muni de l’action
triviale de G. 9Alors on a l’isomorphisme G-équivariant de C0(X)-modules de Hilbert :

L2(G)⊗C0(X) E ≃ L2(G)⊗C0(X) ET .

Démonstration. Notons U l’action de G sur L2(G). L’action de G sur L2(G)⊗C0(X) E est donnée par
l’action diagonale c’est-à-dire (Uγ ⊗ Vγ)γ∈G et celle de G sur L2(G) ⊗C0(X) ET par (Uγ ⊗ 1)γ∈G . On
identifie à présent L2(G)⊗C0(X)E (resp. L2(G)⊗C0(X)ET ) avec L2(GY , H) (resp. L2(GY , H)T ) grâce
à l’isomorphisme G-équivariant de C0(X)-modules de Hilbert défini sur le tenseur élémentaire :

f ⊗ h⊗ φ 7!
[
γ 7! f(γ)φ(s(γ))h

]
.

Les actions de G sur L2(GY , H) et L2(GY , H)T sont notées W et W T respectivement et sont définies
pour tous γ ∈ G, f ∈ Cc(Gs(γ), H) et γ′ ∈ Gr(γ) par :(

Wγ(f)
)
(γ′) = Vγ

(
f(γ′γ)

)
et

(
W T
γ (f)

)
(γ′) = f(γ′γ).

8. Rappelons que T : E ! E est une isométrie si et seulement si Tx : Ex ! Ex est une isométrie pour tout x ∈ X.
9. Cela veut dire que les fibres de ET sont isomorphes à H et, une fois ces identifications faites, l’unitaire associé à

l’action de G sur ET est donné pour tout γ par idH .

45



Chapitre 1. Groupoïdes et C∗-algèbres

L’application Φ :

{
L2(GY , H) −! L2(GY , H)T

f 7−!
[
γ 7! Vγ(f(γ))

] est un isomorphisme de C0(X)-modules de

Hilbert, d’inverse Φ−1 :

{
L2(GY , H)T −! L2(GY , H)

g 7−!
[
η 7! Vη−1(g(η))

] , et G-équivariant car :

Φr(γ) (Wγ(f)) (γ
′) = Vγ′

(
Wγ(f)(γ

′)
)

= Vγ′
(
Vγ
(
f(γ′γ)

) )
= Vγ′γ

(
f(γ′γ)

)
= Φs(γ)(f)(γ

′γ)

= W T
γ

(
Φs(γ)(f)

)
(γ′).

■

Remarque 1.5.10. Moins formellement, nous pourrions dire que ce principe assure que le module
standard L2(G) « absorbe par produit tensoriel » l’action de n’importe quel autre module de Hilbert
de la forme H ⊗C C(Y ) où H est un espace de Hilbert et Y un compact-ouvert de la base de G.
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Chapitre 2

Champs de complexes simpliciaux

Ce chapitre est consacré à l’étude des complexes simpliciaux munis d’une action de groupoïdes
(voir définition 2.1.2). Nous y construisons notamment une partie génératrice de la topologie de
la réalisation géométrique associée à ces complexes simpliciaux. Nous terminons ce chapitre en
étudiant les propriétés associées à ces actions ainsi qu’un cas particulier important vérifiant toutes
les propriétés voulues : le complexe de Rips.

2.1 Réalisation géométrique, squelettes et centres

Nous commençons par présenter la notion de simplexe standard, puis nous introduisons la notion
de champ de complexes simpliciaux équivariants par rapport à un groupoïde étale. Nous intro-
duisons également d’autres notions indispensable pour ce qui va suivre telles que les coordonnées
barycentriques, la réalisation géométrique, la subdivision barycentrique, les squelette et les centres.

Définition 2.1.1. Soit n ∈ N. Le n-simplexe standard σn est le sous-ensemble de Rn+1 défini par :

σn =

{
(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |

n∑
i=0

ti = 1 et ti ⩾ 0, ∀i ∈ J0, nK

}
.

On peut aussi définir de façon équivalente σn comme étant l’enveloppe convexe de la base cano-
nique (e0, . . . , en) de Rn+1 c’est-à-dire :

σn =

{
n∑
i=0

tiei |
n∑
i=0

ti = 1 et ti ⩾ 0, ∀i ∈ J0, nK

}
.

Les réels t0, . . . , tn sont appelés les coordonnées baryentriques. 10

• • • • •

•

FIGURE 2.1 – De gauche à droite : σ0, σ1, σ2 et σ̊2.

Définition 2.1.2 (G-complexe simplicial). Soient n ∈ N et G un groupoïde étale de base X. Un G-
complexe simplicial de dimension inférieure à n ou simplement G-complexe simplicial, est la donnée

10. L’intérieur de σn est alors σ̊n =
{
(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |

∑n
i=0 ti = 1 et ti > 0, ∀i ∈ J0, nK

}
.
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d’un couple (Y,∆) où Y est un G-espace à droite localement compact (l’ensemble des sommets) et
∆ est une collection de sous-ensembles non vides de Y , chacun de cardinal au plus n + 1 appelés
simplexes, vérifiant :

1) pour tout σ ∈ ∆, il existe x ∈ X tel que σ ⊆ ρ−1(x) ;

2) pour tout σ = {y0, . . . , ym} ∈ ∆, pour tout γ ∈ G tel que r(γ) = ρ(yi) pour tout i ∈ J0,mK, on
a σ · γ := {y0γ, . . . , ymγ} ∈ ∆ ;

3) l’application d’ancrage ρ : Y ! X est un homéomorphisme local c’est-à-dire que pour tout
y ∈ Y il existe un ouvert U ⊆ Y contenant y tel que ρ|U : U ! ρ(U) est un homéomorphisme
sur un ouvert de X ;

4) si σ ∈ ∆ et σ′ est un sous-ensemble non vide de σ, alors σ′ ∈ ∆ ;

5) pour tout simplexe σ := {y0, . . . , ym} avec x ∈ X tel que σ ⊆ ρ−1(x), il existe un voisinage
ouvert V ⊆ X de x et des applications continues appelées sections s0, . . . , sm : V ! Y telles
que :

(a) ρ ◦ si = idV et yi = si(x) pour tout i ∈ J0,mK,
(b) {s0(v), . . . , sm(v)} ∈ ∆ pour tout v ∈ V .

Dans toute cette thèse, l’ensemble des sommets Y sera automatiquement supposé σ-compact.

Remarque 2.1.3. Si on suppose G ample, alors on peut choisir le voisinage V de x de la condition
5) compact-ouvert. De plus, l’application d’ancrage ρ : Y ! X vérifie : pour tout y ∈ Y il existe
un compact-ouvert U ⊆ Y contenant y tel que ρ|U : U ! ρ(U) est un homéomorphisme sur un
compact-ouvert de X.

Soit j ∈ J0, nK. On appelle j-simplexe dans ∆ tout sous-ensemble σ ∈ ∆ de cardinal j + 1. Si on a
σ = {y0, . . . , ym} ∈ ∆, les éléments y0, . . . , ym sont appelés sommets de σ.

Dans la suite, on rappelle que l’on note Yx := {y ∈ Y | ρ(y) = x} pour tout x ∈ X.

Définition 2.1.4. Soit G un groupoïde étale. On dit qu’un G-complexe simplicial (Y,∆) est :

• G-compact si Y est G-compact ;

• propre si l’action de G sur Y est propre ;

• typé s’il existe une partie finie T de N et une application continue et G-invariante τ : Y ! T 11

telles que pour tout simplexe σ ∈ ∆, les images par τ des sommets de σ sont deux à deux
distincts ;

• localement fini si pour tout y ∈ Y , l’ensemble :{
y′ ∈ Yρ(y) | {y, y′} ∈ ∆

}
est fini ; ce qui est donc une condition fibre à fibre.

Nous allons définir la réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial. Pour ce faire, nous faisons
quelques rappels sur P (Y ). Soient (G, X) un groupoïde étale et Y un G-espace localement compact
dont l’application d’ancrage ρ : Y ! X est un homéomorphisme local. On note P (Y ) l’ensemble
des mesures de probabilités pour lesquelles il existe un unique x ∈ X tel que supp(µ) ⊆ Yx. On peut
donc définir une application d’ancrage ρ̃ : P (Y ) ! X et l’action à gauche de G sur P (Y ) est définie
pour tout borélien U ⊆ Yρ̃(µ), pour tous µ ∈ P (Y ) et γ ∈ Gρ̃(µ) par :

(γ · µ)(U) = µ(Uγ).

Soient µ ∈ P (Y ) et x := ρ̃(µ). La mesure µ s’écrit :

11. τ : Y ! T est G-invariante dans le sens où l’on a l’égalité τ(yγ) = τ(y) pour tout (y, γ) ∈ Y ×ρ,r G.
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µ =
∑
y∈Yx

λy(µ)δy avec supp(µ) =
{
y ∈ Y | λy(µ) ̸= 0

}
,

où δy est la mesure de Dirac au point y ∈ Yx et λy(µ) ∈ [0; 1] est appelé coordonnée barycentrique de
µ suivant y, elle vérifie :

•
∑
y∈Yx

λy(µ) = 1 ;

• λy(γ · µ) = λyγ(µ) pour tous y ∈ Y et γ ∈ Gρ(y)ρ̃(µ).

Posons pour tout f ∈ Cc(Y ),

Iµ(f) :=

∫
Y
f(y)dµ =

∑
y∈supp(µ) ∩ supp(f)

λy(µ)f(y).

On munit à présent P (Y ) de la topologie ⋆-faible comme suit. On dira qu’une suite (généralisée)
(µλ)λ dans P (Y ) converge vers µ si pour tout f ∈ Cc(Y ), la suite (Iµλ(f))λ converge vers Iµ(f). On
pose pour ε > 0, f ∈ Cc(Y ) et µ ∈ P (Y ) :

W (µ, f, ε) :=
{
ν ∈ P (Y ) | |Iµ(f)− Iν(f)| < ε

}
.

On définit aussi pour I ensemble fini, (φi)i∈I ∈ Cc(Y )I et ε > 0 :

Wε,(φi)i∈I
(µ) :=

⋂
i∈I

W (µ, φi, ε).

Alors la famille
(
Wε,(φi)i∈I

(µ)
)
ε,I,(φi)i∈I

forme un système fondamental de voisinages ouverts de µ.

Étant donné un G-complexe simplicial, nous allons construire un espace topologique par recolle-
ments de simplexes que l’on appellera sa réalisation géométrique.

Définition 2.1.5 (Réalisation géométrique). Soient G un groupoïde étale et (Y,∆) un G-complexe
simplicial. La réalisation géométrique de (Y,∆) est le sous-espace de P (Y ) :

|∆| =
{
µ ∈ P (Y ) | supp(µ) ∈ ∆

}
muni de la topologie ⋆-faible.

Définition 2.1.6 (Simplexe dans la réalisation géométrique). Soit j ∈ J0, nK. Un j-simplexe de
|∆| est un sous-ensemble de |∆| de la forme :{

µ ∈ |∆| | ρ̃(µ) = x et supp(µ) ⊆ σ
}
,

où x ∈ X et σ est un j-simplexe dans ∆.

L’action G sur P (Y ) induit une action de G sur |∆|. En effet, montrons que |∆| est stable par l’action
de G sur P (Y ). Soient µ ∈ |∆| et γ ∈ Gρ̃(µ). On a

y ∈ supp(γ · µ) ⇔ λy(γ · µ) ̸= 0 ⇔ λyγ(µ) ̸= 0 ⇔ yγ ∈ supp(µ) ⇔ y ∈ supp(µ)γ−1

donc supp(γ · µ) = supp(µ)γ−1 et supp(µ)γ−1 est bien un simplexe d’après la condition 2) d’un
G-complexe simplicial, donc γ · µ est un élément de |∆|.

Exemple 2.1.7. Prenons G = Z = Y avec G agissant par translation sur Y et :

∆ :=
{
{n} | n ∈ Z

}
∪
{
{n, n+ 1} | n ∈ Z

}
.

Alors (Y,∆) est un G-complexe simplicial de dimension inférieure à 1 et |∆| = R. Un domaine
fondamental compact, pour l’action de G sur Y est donné (par exemple) par le singleton {0} et un
domaine fondamental associé pour l’action de G sur |∆| est [0; 1].
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•
0

• • • ••••• . . .. . . R

FIGURE 2.2 – En bleu un domaine fondamental pour les sommets.

• •
1

• • ••
0

••• . . . R. . .

FIGURE 2.3 – En rouge un domaine fondamental pour la réalisation géométrique.

Définition 2.1.8 (Subdivision barycentrique). Soient G un groupoïde étale et (Y,∆) un G-complexe
simplicial. Posons pour tout µ ∈ |∆|,

b(µ) :=
1

Card(supp(µ))

∑
y∈supp(µ)

δy ∈ |∆|.

La subdivision barycentrique de (Y,∆) est la paire (Y ′,∆′) où :

• Y ′ :=
{

b(µ) | µ ∈ |∆|
}
⊆ |∆| et l’action de G sur Y ′ est induite par l’action de G sur |∆|. 12

• Un ensemble {ν1, . . . , νk} est dans ∆′ si l’ensemble {supp(ν1), . . . , supp(νk)} est totalement
ordonné pour l’inclusion.

•

• •

•

• •

•

FIGURE 2.4 – La subdivision barycentrique d’un 2-simplexe.

Définition 2.1.9 (Squelette et centre). Soient G un groupoïde étale et (Y,∆) un G-complexe sim-
plicial de dimension inférieure à n. Soit j ∈ J0, nK.

• Le j-squelette de |∆|, noté Zj , est le sous-espace de |∆| défini par :

Zj :=
{
µ ∈ |∆| | Card(supp(µ)) ⩽ j + 1

}
.

L’espace Zj\Zj−1, lorsque j ⩾ 1, correspond alors à la réunion des j-simplexes de |∆|. On
notera Z−1 := ∅.

• L’ensemble des centres des j-simplexes de |∆|, noté Z ′
j , est le sous-espace de |∆| défini par :

Z ′
j :=

{
b(µ) | µ ∈ Zj\Zj−1

}
.

En particulier, Z ′
n représente la réunion des centres des simplexe de taille maximales c’est-à-dire n.

Remarque 2.1.10. Le 0-squelette s’identifie à un sous-ensemble de Y et le n-squelette est égal à
|∆|. De plus, on a la chaîne d’inclusions suivante :

Z0 ⊆ Z1 ⊆ . . . ⊆ Zn−1 ⊆ Zn.

12. On vérifie facilement qu’un centre est envoyé sur un centre par l’action de G, c’est-à-dire que γ · b(µ) = b(γ · µ)
pour tous µ ∈ |∆| et γ ∈ Gρ̃(µ).
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Lemme 2.1.11. Soient G un groupoïde étale et (Y,∆) un G-complexe simplicial de dimension infé-
rieure à n, G-compact, propre, et typé. Alors (Zj)0⩽j⩽n est une famille de sous-espaces G-invariants
de |∆| telle que pour tout j ∈ J0, nK, on a l’homéomorphisme G-équivariant :

Zj\Zj−1
∼= Z ′

j × σ̊j ,

où l’action de G sur σ̊j est triviale.

Démonstration. Dans la suite, on fixe j ∈ J0, nK.

• L’égalité :
supp(γµ) = supp(µ)γ−1

valable pour tous µ ∈ |∆| et γ ∈ Gρ̃(µ) assure que Zj est G-invariant. Puisque le complexe simplicial
est typé, il existe une partie finie T de N et une application continue G-invariante τ : Y ! T
injective sur chaque simplexe. On peut définir le type d’une mesure grâce à τ en posant pour tout
µ ∈ Zj\Zj−1 :

τ̃(µ) :=
{
τ(y) | y ∈ supp(µ)

}
.

Ceci nous permet d’obtenir une décomposition de Zj\Zj−1 :

Zj\Zj−1 =
m⊔
i=1

Ui

où (Ui)1⩽i⩽m est une famille d’ouverts disjoints de |∆| telle que l’application τ̃|Ui
soit constante et

Ui soit G-invariant pour tout i ∈ J1,mK. Montrons que l’on a l’homéomorphisme G-équivariant :

Ui ∼= (Ui ∩ Z ′
j)× σ̊j .

• Soient i ∈ J1,mK et µ ∈ Ui. L’ensemble τ̃(µ) étant une partie finie à j+1 éléments, il existe des en-
tiers n0 < · · · < nj tels que τ̃(µ) = Jn0, . . . , njK. On pose pour tout i ∈ τ̃(µ), yi := (τ|supp(µ))

−1(ni)
13.

Alors µ =

j∑
i=0

λyi(µ)δyi et chaque coordonnée barycentrique de µ est strictement positive. On définit

Φ sur Ui par :

Φ(µ) :=
(

b(µ), (λy0(µ), . . . , λyj (µ)
)

∈ (Ui ∩ Z ′
j)× σ̊j

Pour tous γ ∈ Gρ̃(µ) et i ∈ Jn0, . . . , njK, on a (τ|supp(γµ))
−1(i) = yiγ

−1 donc l’application Φ est
G-équivariante :

Φ(γ · µ) =
(

b(γ · µ), (λy0γ−1(γ · µ), . . . , λyjγ−1(γ · µ))
)

=
(
γ · b(µ), ((λy0(µ), . . . , (λyj (µ)

)
= γ · Φ(µ).

Si s0, . . . , sj désignent des sections associées aux sommets de µ alors on remarque que :

b(µ) =
1

j + 1

j∑
i=0

δsi◦ρ̃(µ)

donc l’application µ 7! b(µ) est continue et comme l’application τ est continue on en déduit que Φ
l’est également.

13. L’application τ :

{
supp(µ) −! τ̃(µ)

y 7−! τ(y)
est une bijection.
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• Réciproquement, on définit une application Ψ : (Ui ∩ Z ′
j) × σ̊j ! Ui de la manière suivante.

Soient (µ, (a0, . . . , aj)) ∈ (Ui ∩ Z ′
j) × σ̊j et ν ∈ Ui tels que µ = b(ν). De même que précédemment,

l’ensemble τ̃(ν) étant une partie finie à j + 1 éléments, il existe des entiers n0 < · · · < nj tels que
τ̃(ν) = Jn0, . . . , njK. On pose pour tout i ∈ τ̃(ν), yi := (τ|supp(ν))

−1(ni) et :

Ψ
(
µ, (a0, . . . , aj)

)
:=

j∑
i=0

aiδyi .

De même que précédemment, on peut trouver des sections s0, . . . , sj telles que yi = si ◦ ρ̃(ν) et
comme l’application τ est continue, on en déduit que Ψ l’est également. On vérifie facilement que :

Ψ ◦ Φ = idUi et Φ ◦Ψ = id(Ui∩Z′
j)×σ̊j .

On a donc :

Zj\Zj−1 =
m⊔
i=1

Ui ∼=
m⊔
i=1

[
(Ui ∩ Z ′

j)× σ̊j

]
=

(
m⊔
i=1

(Ui ∩ Z ′
j)

)
× σ̊j = Z ′

j × σ̊j .

■

Proposition 2.1.12. Soient G un groupoïde étale et (Y,∆) est un G-complexe simplicial. Alors
(Y ′,∆′) est un G-complexe simplicial typé. De plus, il existe un homéomorphisme G-équivariant
entre |∆| et |∆′|.

Démonstration. Le fait que (Y ′,∆′) soit un G-complexe simplicial a été démontré dans [10]. Mon-
trons que (Y ′,∆′) est typé. On considère l’application :

τ :

{
Y ′ −! N
µ′ 7−! Card

(
supp(µ′)

) .

Par définition de ∆′, l’application τ est injective sur le support d’un simplexe dans ∆′. Si µ′ ∈ Y ′ et
γ ∈ Gρ̃(µ′), alors en notant supp(µ′) = {y0, . . . , yk} on a supp(γ · µ′) = {y0γ−1, . . . , ykγ

−1} et donc
τ(γ ·µ′) = τ(µ′) c’est-à-dire que τ est G-équivariante. De plus, τ est localement constante sur chaque
intérieur de simplexe, donc elle est continue. On a :

|∆′| :=

f : Y ′ ! [0; 1] | supp(f) ∈ ∆′ et
∑
µ′∈Y ′

f(µ′) = 1

 ⊆ P (Y ′).

Tout élément f ∈ |∆′| s’écrit donc sous la forme f =
n∑
i=0

λiδνi où {ν0, . . . , νn} désigne le support de

f et λi := f(νi) pour tout i ∈ J0, nK. On considère alors l’application bijective (voir [47]) suivante :

Φ :

{
|∆′| −! |∆|∑n
i=0 λiδνi 7−!

∑n
i=0 λiνi

qui est G-équivariante car pour tout γ ∈ G tel que r(γ) = ρ̃(νi) pour tout i ∈ J0,mK, on a :

Φ

(
γ.

n∑
i=0

λiδνi

)
= Φ

(
n∑
i=0

λiδγ·νi

)
=

n∑
i=0

λi(γ · νi) = γ ·

(
n∑
i=0

λiνi

)
= γ · Φ

(
n∑
i=0

λiδνi

)
.

Les applications Φ et Φ−1 sont continues (voir proposition 3.3 p. 153 dans [47]). ■

D’après la proposition précédente, on pourra donc toujours supposer qu’un G-complexe simplicial
est typé, quitte à le remplacer par sa subdivision barycentrique et supposer que l’application τ est à
valeurs dans J0, nK.
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2.2 Étude locale et partie génératrice de la topologie

Dans cette partie, on fixe (G, X) un groupoïde ample et (Y,∆) un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure à n. Le but de cette partie est de construire une partie génératrice de la topologie de
la réalisation géométrique d’un complexe simplicial (voir théorème 2.2.6). Comme nous l’avons vu
dans le remarque 2.1.3, Y est donc totalement discontinu. On suppose dans la suite que (Y,∆) est
localement fini. 14

Dans toute la suite, on fixe µ ∈ |∆|, x = ρ̃(µ) et z0, . . . , zm les éléments du support de µ. La mesure
µ est contenue dans un nombre fini de simplexes, disons r, que l’on note :

σ1 := {y(1),0 . . . , y(1)n1
}, . . . , σr := {y(r)0 , . . . , y(r)nr

}.

Pour tout j ∈ J1, rK et tout i ∈ J0, njK, il existe un triplet (U (j)
i , V

(i,j)
x , s

(j)
i ) tel que :

(i) U
(j)
i ⊆ Y est un compact-ouvert contenant y(j)i tel que ρ|U(j)

i

: U
(j)
i ! ρ(U

(j)
i ) est un homéo-

morphisme sur un compact-ouvert de X ;

(ii) V
(i,j)
x ⊆ X est un voisinage compact-ouvert de x ;

(iii) s
(j)
i : V

(i,j)
x ! U

(j)
i est une application continue vérifiant :

(a) ρ ◦ s(j)i = id
V

(i,j)
x

et y(j)i = s
(j)
i (x) pour tous j ∈ J1, rK et i ∈ J0, njK,

(b)
{
s
(j)
0 (v), . . . , s

(j)
nj (v)

}
∈ ∆ pour tous j ∈ J1, rK et v ∈ V

(i,j)
x .

On obtient un voisinage compact-ouvert de x indépendant des indices i et j en considérant dans la
suite la notion de voisinage µ-simplicial.

Définition 2.2.1 (Voisinage µ-simplicial). En gardant les notations précédentes, on dira qu’un
voisinage compact-ouvert Vx ⊆ X de x est µ-simplicial s’il vérifie :

(i) y
(j)
i = s

(j)
i (x) pour tous j ∈ J1, rK et i ∈ J0, njK ;

(ii) Vx ⊆
r⋂
j=1

nj⋂
i=0

V (i,j)
x .

On notera parfois V à la place de Vx.

Remarque 2.2.2. (a) D’après la condition (ii) de la définition d’un voisinage µ-simplicial, on dé-
duit que ρ ◦ s(j)i |Vx = idVx et que

{
s
(j)
0 (v), . . . , s

(j)
nj (v)

}
est un simplexe pour tous j ∈ J1, rK,

i ∈ J0, njK et v ∈ Vx.

(b) Un voisinage ouvert-fermé de x inclus dans un voisinage µ-simplicial de x est encore un
voisinage µ-simplicial de x.

Notation. Soient µ =

m∑
i=0

λiδzi ∈ |∆|, x0 := ρ̃(µ) et s0, . . . , sm des sections associées aux sommets

z0, . . . , zm respectivement. Soit Vx0 un voisinage µ-simplicial de x0. Pour tout x ∈ Vx0 , on notera µx
la mesure de même coordonnées barycentriques que µ « transportée au-dessus de Vx0 » grâce aux
sections c’est-à-dire :

∀x ∈ Vx0 , µx :=

m∑
i=0

λiδsi(x) avec supp(µx) ⊆ ρ−1(x).

Nous avons à présent les outils nécessaires pour définir les éléments constituant notre partie géné-
ratrice de la topologie de |∆|.

14. Nous verrons dans la suite que cette condition est automatique sous certaines hypothèses.
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On distingue deux cas, suivant l’entier m = Card
(
supp(µ)

)
:

• Si m = 1 c’est-à-dire que µ = δz0 , on pose :

S(µ) :=
{
W
(
µ, χs(Vx), ε

)
| 0 < ε < 1, Vx voisinage µ-simplicial de x et s section associée à z0

}
.

• Si m ⩾ 2, on pose :

Λµ,z0,...,zm =
{
(ε0, . . . , εm) ∈ Rm+1 | εi > 0 et εi < λzi(µ) < 1− εi pour tout i ∈ J0,mK

}
.

et :

S(µ) :=

{
m⋂
i=0

W
(
µ, χsi(Vx), εi

)
| (ε0, . . . , εm) ∈ Λµ,z0,...,zm , Vx voisinage µ-simplicial de x et si sections associée à zi

}
Lemme 2.2.3. Tout élément de S(µ) « fibre au-dessus de Vx » c’est-à-dire que pour tout W ∈ S(µ),
on a l’inclusion dans |∆| :

W ⊆
(
ρ̃
)−1

(Vx).

Démonstration. • Supposons que m = 1. Soient W
(
µ, χs(Vx), ε

)
∈ S(µ), ν ∈ W

(
µ, χs(Vx), ε

)
. On

va montrer que x1 := ρ̃(ν) appartient à Vx. Si par l’absurde, supp(ν) ∩ s(Vx) = ∅, alors on obtient
Iν(χs(Vx)) = 0 et comme Iµ(χs(Vx)) = 1 alors :

1 =
∣∣Iµ(χs(Vx))− Iν(χs(Vx))

∣∣ < ε

ce qui est absurde. Il existe donc y ∈ supp(ν) et v ∈ Vx tels que y = s(v) avec ρ(y) = x1. On a alors :

x1 = ρ(y) = ρ(s(v)) = v.

En particulier, x1 ∈ Vx.

• Supposons que m ⩾ 2. Soient W =
⋂m
i=0W

(
µ, χsi(Vx), εi

)
∈ S(µ), ν ∈ W . On va montrer que

x1 := ρ̃(ν) appartient à Vx. Supposons par l’absurde que pour tout i ∈ J0,mK, si(Vx)∩ supp(ν) = ∅.
On a d’une part, Iν(χsi(Vx)) = 0 et d’autre par Iµ(χsi(Vx)) = λzi(µ) car si(Vx) ∩ supp(µ) = {zi}.
Donc :

λzi(µ) =
∣∣∣Iν(χsi(Vx))− Iµ(χsi(Vx))

∣∣∣ < εi

ce qui est absurde. Il existe donc i0 ∈ J0,mK, y ∈ supp(ν) et v ∈ Vx tels que y = si0(v) avec
ρ(y) = x1. Donc :

x1 = ρ(y) = ρ(si0(v)) = v.

En particulier, x1 ∈ Vx.
■

Remarque 2.2.4. Dans la définition de S(µ) dans le cas m ⩾ 2, on choisit de prendre (ε1, . . . , εm)
dans Λµ,z0,...,zm et non pas dans (R∗

+)
n pour trois raisons :

(i) tout élément de S(µ) fibre au-dessus de Vx ;

(ii) si µ /∈ Zn−1 alors tout ouvert dans S(µ) n’intersecte pas Zn−1 ;

(iii) si µ est sur une face, alors tout ouvert de S(µ) n’intersecte pas une autre face. Par exemple
dans la figure 2.5, la partie hachurée en jaune ne rencontre pas une autre arête que celle qui
contient µ.

Définition 2.2.5 (Partie génératrice de la topologie). Soient Z un espace topologique et U une
famille d’ouverts (non vides) de Z. On dit que U est une partie génératrice de la topologie de Z si
pour tout z0 ∈ Z, pour tout voisinage U ⊆ Z de z0, il existe un entier n ⩾ 1 et des ouverts U1, . . . , Un
dans U telles que :

z0 ∈
n⋂
i=1

Ui ⊆ U.
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ε0

ε1

z1

z0

•

•

•

•

µ×

FIGURE 2.5 – En jaune, un élément de S(µ) dans ρ−1(x) dans le cas où supp(µ) = {z0, z1}.

Dans la figure précédente, la partie hachurée en bleu correspond à W (µ, χs0(Vx), ε0) ∩ ρ−1(x), celle
en rouge à W (µ, χs1(Vx), ε1) ∩ ρ−1(x) et celle en jaune à l’intersection des deux.

On rappelle dans la suite que Yx := {y ∈ Y | ρ(y) = x} pour tout x ∈ X.

Théorème 2.2.6. La famille S :=
{
W ∈ S(µ) | µ ∈ |∆|

}
forme une partie génératrice de la

topologie de |∆|.

Démonstration. Soit µ0 ∈ |∆|. Tout voisinage de µ0 contient un élément de
(
Wε,(φi)i∈I

(µ0)
)
ε,I,(φi)i∈I

.

Il nous suffit donc de montrer que pour tous f ∈ Cc(Y ) et ε > 0, W (µ0, f, ε) contient une intersec-
tion finie d’élément de S(µ0). Fixons donc f ∈ Cc(Y ) et ε > 0. Alors f est la limite uniforme d’une

suite de fonctions étagées (fm)m⩾1 où fm :=
m∑
k=1

akχAk
. Soient m0 ∈ N∗ tel que ||f − fm0 ||∞ <

ε

4
et

µ ∈W (µ0, fm0 ,
ε
2). Remarquons que l’on a :∣∣∣Iµ0(f)− Iµ0(fm0)

∣∣∣ ⩽ ||f − fm0 ||∞ et
∣∣∣Iµ(f)− Iµ(fm0)

∣∣∣ ⩽ ||f − fm0 ||∞

donc : ∣∣∣Iµ0(f)− Iµ(f)
∣∣∣ =

∣∣∣Iµ0(f)− Iµ0(fm0)
∣∣∣+ ∣∣∣Iµ(fm0)− Iµ(f)

∣∣∣+ ∣∣∣Iµ0(fm0)− Iµ(fm0)
∣∣∣

< 2||f − fm0 ||∞ +
ε

2
< ε

c’est-à-dire que µ ∈ W (µ0, f, ε). On a donc montré que W (µ0, f, ε) ⊃ W (µ0, fm0 ,
ε
2). L’inégalité

triangulaire assure que pour tous N ∈ N∗ et g1, . . . , gN ∈ Cc(Y ), on a :

W (µ0, g1 + · · ·+ gN , ε) ⊇ W
(
µ0, g1,

ε

N

)
∩ · · · ∩W

(
µ0, gN ,

ε

N

)
.

En particulier :

W

(
µ0,

m0∑
k=1

akχAk
, ε

)
⊇

m0⋂
k=1

W

(
µ0, akχAk

,
ε

m0

)
.
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De plus, on montre que pour tout k ∈ J1, nK :

W

(
µ0, akχAk

,
ε

m0

)
⊇ W

(
µ0, χAk

,
ε

|ak|m0

)
.

En posant ε′ = min
1⩽k⩽m0

ε

|ak|m0
on obtient alors :

W (µ0, f, ε) ⊇
m0⋂
k=1

W
(
µ0, χAk

, ε′
)
.

Il suffit donc de montrer que si A est un compact-ouvert de Y , alors W (µ0, χA, ε
′) contient un élé-

ment de S(µ0). Soit x0 ∈ X tel que supp(µ0) ⊆ Yx0 . On distingue deux cas :

▶ Cas où x0 /∈ ρ(A). On a A ∩ Yx0 = ∅ donc Iµ0(χA) = 0. Par conséquent :

W
(
µ0, χA, ε

′) = {µ ∈ |∆| | Iµ(χA) < ε′}.

Soient Vx0 un voisinage µ0-simplicial de x0 tel que ρ(A) ∩ Vx0 = ∅ et s0, . . . , sm des sections
associées aux éléments du support de µ0 notés z0, . . . , zm. Soient (ε0, . . . , εm) ∈ Λµ0,z0,...,zm et
µ ∈ ∩mi=0W (µ0, χsi(Vx0 ), εi). D’après le lemme 2.2.3, ρ(supp(µ)) ⊆ Vx0 donc Iµ(χA) = 0. En par-
ticulier, µ ∈W (µ0, χA, ε

′) ce qui veut dire que W (µ0, χA, ε
′) contient un élément de S(µ0).

▶ Cas où x0 ∈ ρ(A). Soient Vx0 un voisinage µ0-simplicial de x0. Remarquons que :

A = A ∩ ρ−1(Vx0)︸ ︷︷ ︸
A1

⊔ A \ ρ−1(Vx0)︸ ︷︷ ︸
A2

,

où A1 et A2 sont deux compacts-ouverts de Y avec x0 ∈ ρ(A1) ⊆ Vx0 et vérifient :

W
(
µ0, χA, ε

′) ⊇ W

(
µ0, χA1 ,

ε′

2

)
∩W

(
µ0, χA2 ,

ε′

2

)
.

Puisque x0 /∈ ρ(A2), alors d’après le cas précédent, W (µ0, χA2 , ε
′) contient un élément de S(µ0).

Montrons que W (µ0, χA1 , ε
′) contient un élément de S(µ0). Puisque A1 est un compact-ouvert de

Y , alors d’après le point 3) de la définition 2.1.2, il existe une famille finie (Bi)1⩽i⩽r de compacts-
ouverts dans Y vérifiant l’égalité A1 = ∪ri=1Bi et pour tout i ∈ J1, rK, l’application ρ|Bi

: Bi !

ρ(Bi) ⊆ Vx0 est un homéomorphisme. Quitte à remplacer Bi par Bi\∪i−1
j=1Bj , on peut supposer que

les Bi sont deux à deux disjoints. On obtient alors χA1 =
∑r

i=1 χBi et donc en posant ε′′ := ε′

r , on
a :

W
(
µ0, χA1 , ε

′) ⊇
r⋂
i=1

W
(
µ0, χBi , ε

′′) .
Puisque x0 ∈ ρ(A1) = ∪ri=1ρ(Bi), alors il existe i ∈ J1, rK tel que x0 ∈ ρ(Bi). On en déduit que
Bi ∩ Yx0 ̸= ∅ et par injectivité de ρ sur Bi, il existe yi ∈ Y tel que Bi ∩ Yx0 = {yi}. On va montrer
que W (µ0, χBi , ε

′′) contient un élément de S(µ0).

• Supposons que yi soit dans le support de µ0. Posons V := ρ(Bi) ⊆ Vx0 . C’est un voisinage µ0-

simplicial de x0. Soit N ⩾ 1 un entier tel que
(
ε′′

N
, . . . ,

ε′′

N

)
∈ Λz0,...,zm,µ0 . On peut supposer

que si|V est à valeurs dans Bi 15 Posons :

W :=
m⋂
j=0

W

(
µ0, χ(sj)|V (V ),

ε′′

N

)
=

m⋂
j ̸=i

W

(
µ0, χsj(V ),

ε′′

N

)
∩W

(
µ0, χBi ,

ε′′

N

)
16

15. Quitte à remplacer V par V ∩
⋂m

i=1 s
−1
i (Bi) qui est encore un voisinage µ0-simplicial de x0.

16. La deuxième égalité provient du fait que : si(V ) = Bi car

si|V ◦ ρ|Bi
= (ρ|Bi

)−1 ◦ ρ|Bi
◦ si|V︸ ︷︷ ︸

=idV

◦ ρ|Bi
= idBi
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Alors W ∈ S(µ0) et est inclus dans W (µ0, χBi , ε
′′). Par exemple, dans la fibre (ρ̃)−1(x0), le

voisinage W ∩ (ρ̃)−1(x0) est représenté par la partie hachurée en jaune et est contenu dans la
partie en bleu :

ε′′ W (µ0, χBi , ε
′′) ∩ (ρ̃)−1(x0)

ε′′

N

yi

•

•

•

•

µ0×

• Supposons que yi ne soit pas dans le support de µ0. Alors Iµ0(χBi) = λyi(µ0) = 0 donc
W (µ0, χBi , ε

′′) = {µ ∈ |∆| | Iµ(χBi) < ε′′}. Posons V = ρ(Bi) ⊆ Vx0 . C’est un voisinage
µ0-simplicial de x0. Soient ε > 0 et N ∈ N tels que :

(
ε′′

N
, . . . ,

ε′′

N

)
∈ Λz0,...,zm,µ0 ,

m× ε

N
< ε′′.

Posons W =

m⋂
j=0

W
(
µ0, χsj(V ),

ε

N

)
∈ S(µ0). Montrons que W ⊆ W (µ0, χBi , ε

′′). Soient µ ∈

W et x := ρ̃(µ) ∈ V . On a pour tout j ∈ J0,mK :∣∣∣Iµ(χsj(V ))− Iµ0(χsj(V ))
∣∣∣ <

ε

N

L’ensemble sj(V ) ∩ Yx (qui est non vide car x ∈ V = ρ(sj(V ))) possède un unique élément
(par injectivité de ρ sur Bj) que l’on note z̃j . De plus, sj(V ) ∩ Yx0 = {zj} donc on obtient :

|λz̃j (µ)− λzj (µ0)| <
ε

N

puis en sommant :
m∑
j=0

|λz̃j (µ)− λzj (µ0)| < m× ε

N
< ε′′

et donc :

1−
m∑
j=0

λz̃j (µ) =

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=0

(
λz̃j (µ)− λzj (µ)

)∣∣∣∣∣∣ ⩽
m∑
j=0

∣∣λz̃j (µ)− λzj (µ)
∣∣ < ε′′.

L’ensemble Bi ∩ Yx possède au plus un élément. Dans le cas où Bi ∩ Yx = ∅, alors Iµ(χBi) =
0 < ε′′. Sinon, on note ỹi son unique élément. Comme

∑
y∈Yx λy(µ) = 1, alors on obtient :

Iµ(χBi) = λỹi(µ) = 1−
m∑
j=0

λz̃j (µ)︸ ︷︷ ︸
<ε′′

−
∑

y∈Yx\{ỹi,z̃0,...,z̃m}

λy(µ)︸ ︷︷ ︸
⩾0

< ε′′
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et ainsi µ ∈W (µ0, χBi , ε
′′).

■

1− ε′′

W (µ0, χBi , ε
′′) ∩ (ρ̃)−1(x0)

yi•

•

•

•

µ0×

2.3 Propriétés de l’action d’un groupoïde sur un complexe simplicial

Dans cette partie, on fixe (G, X) un groupoïde ample et (Y,∆) un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure à n. Nous allons définir deux propriétés (H1) et (H2) sur (Y,∆) qui vont nous assurer
(voir le lemme 2.3.1 et la proposition 2.3.4) que (Y,∆) soit localement fini et que sa réalisation géo-
métrique |∆| soit localement compacte. Pour cela, on commence par considérer pour tout A ⊆ Y ,
le sous-ensemble de Y :

CA =
{
y ∈ Y | ∃y′ ∈ A, {y, y′} ∈ ∆

}
constitué des sommets connectés à A. La propriété 1) de la définition 2.1.2 assure que pour tous
y, y′ ∈ Y :

{y, y′} ∈ ∆ =⇒ ρ(y) = ρ(y′)

et donc ρ(CA) = ρ(A). On considère les hypothèses (H1) et (H2) suivantes.

(H1) : Pour tout compact K ⊆ Y , l’ensemble CK ⊆ Y est compact.

(H2) : Soient m ⩾ 0 et i ∈ J0,mK. Soit (y(i)λ )λ une suite dans Y telle que :

• {y(0)λ , . . . , y
(m)
λ } ∈ ∆ pour tout λ ;

• (y
(i)
λ )λ converge vers une limite notée y(i) ∈ Y pour tout i ∈ J0,mK.

Alors {y(0), . . . , y(m)} ∈ ∆.

On commence par énoncer un premier lemme dont la démonstration découle immédiatement de la
définition de l’hypothèse (H1).

Lemme 2.3.1. Tout G-complexe simplicial vérifiant la propriété (H1) est localement fini.

Démonstration. Soient (Y,∆) un G-complexe simplicial vérifiant (H1) et z ∈ Y . Considérons le
compact K = {z}. D’après (H1), l’ensemble :

CK = {y ∈ Yρ(z) | {y, z} ∈ ∆}

est compact et étant de plus discret, il est donc fini. Donc (Y,∆) est localement fini. ■

Lemme 2.3.2. Soit K un compact de Y tel que la restriction de l’application d’ancrage ρ : Y ! X à
K soit un homéomorphisme local. Alors la restriction de ρ à CK est également un homéomorphisme
local.
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Démonstration. Soient y′ ∈ CK et y ∈ K tel que {y, y′} ∈ ∆. Posons x = ρ(y) = ρ(y′). Par hypo-
thèse, il existe un voisinage ouvert Vy de y dans Y tel que :

(i) ρ(Vy) est ouvert dans X et l’application ρ|Vy : Vy ! ρ(Vy) est un homéomorphisme ;

(ii) ρ(Vy ∩K) est ouvert dans ρ(K) c’est-à-dire de la forme W ∩ ρ(K) =W ∩ ρ(Vy)︸ ︷︷ ︸
=:W ′

∩ ρ(K) où W

est ouvert dans X ;

(iii) il existe des sections sy, sy′ : ρ(Vy) ! Y telles que sy(x) = y, sy′(x) = y′ et {sy(v), s′y(v)} ∈ ∆
pour tout v ∈ V .

Comme W ′ est ouvert dans X, alors sy′(W ′) est ouvert dans Y donc sy′(W ′) ∩ CK est un ouvert de
CK contenant y′ et tel que l’application :

ρ|sy′ (W ′)∩CK
: sy′(W

′) ∩ CK !W ′ ∩ ρ(K)

est un homéomorphisme d’inverse :

(sy′)|W ′∩ρ(K) :W
′ ∩ ρ(K) ! sy′(W

′) ∩ CK .

Ainsi, ρ|CK
est un homéomorphisme local.

■

Lemme 2.3.3. Soient Z un espace compact, X un espace localement compact et ρ : Z ! X un
homéomorphisme local. Notons Zx := {z ∈ Z | ρ(z) = x} pour tout x ∈ X. Alors pour tout
f ∈ C(Z), l’application :

λf : x 7!
∑
z∈Zx

f(z)

est continue sur X. En particulier, l’application x 7! Card(Zx) est continue sur X.

Démonstration. ▶ Soit f ∈ C(Z) avec supp(f) ⊆ U où U est un ouvert de Z tel que ρ|U : U ! ρ(U)
soit un homéomorphisme avec ρ(U) ouvert dans X. Soit x ∈ ρ(U), alors Zx ∩ U = {(ρ|U )−1(x)}
donc :

λf (x) =
∑

z∈Zx∩U
f(z) = f

(
(ρ|U )

−1(x)
)
.

Ainsi, (λf )|ρ(U) = f ◦ (ρ|U )−1. En particulier, (λf )|ρ(U) est continue à support compact dans l’ouvert
ρ(U) et on a aussi (λf )|X\ρ(U) = 0, donc λf est continue sur X

▶ Traitons le cas général. Soit f ∈ C(Z). Comme supp(f) est compact (car fermé dans Z compact)
et ρ est un homéomorphisme local, alors il existe n ⩾ 1 et des ouverts U1, . . . , Un ⊆ Z tels que :

• supp(f) ⊆
n⋃
i=1

Ui ;

• p|Ui
: Ui ! ρ(Ui) est un homéomorphisme, pour tout i ∈ J1, nK.

Puisque Z est compact, il existe une partition de l’unité associée à ce recouvrement, que l’on notera
(Φi)1⩽i⩽n. Considérons pour tout i ∈ J1, nK l’application fi := fΦi ∈ C(Z) qui est à support dans

Ui. D’après le cas précédent, λfi est continue sur X. De plus, f =
n∑
i=1

fi et donc

λf =

n∑
i=1

λfi

ainsi, λf est continue sur X. On obtient alors la continuité de x 7! Card(Zx) en appliquant ce
résultat à l’application z ∈ Z 7! 1. ■
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Proposition 2.3.4. La réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial vérifiant les propriétés
(H1) et (H2) est localement compacte.

Démonstration. Soit (Y,∆) un G-complexe simplicial vérifiant les propriétés (H1) et (H2). Soient
µ ∈ |∆| et x := ρ̃(µ). Soient V un voisinage compact-ouvert µ-simplicial de x, s0, . . . , sm des
sections associées aux sommets z0, . . . , zm de µ et (ε0, . . . , εm) ∈ Λµ,z0,...,zm . Posons :

W̃V =
m⋂
i=0

W
(
µ, χsi(V ),

εi
2

)
et WV =

m⋂
i=0

W
(
µ, χsi(V ), εi

)
.

On va montrer que W̃V est un voisinage relativement compact de µ dans |∆|. Pour cela, prenons
(µλ)λ une suite dans W̃V et montrons qu’elle admet une sous-suite convergente dans WV . La suite
(ρ̃(µλ))λ est à valeur dans le compact V donc, quitte à extraire une sous-suite convergente, on peut
supposer qu’elle converge vers une limite notée v ∈ V . Considérons le compact-ouvert de Y :

K =
m⊔
i=0

si|V (V ).

D’après (H1), CK est compact. D’après le lemme 2.2.3, la suite (ρ̃(µλ))λ est à valeurs dans V . La
restriction de ρ à K est un homéomorphisme local donc d’après le lemme 2.3.2, la restriction de ρ
à CK également et par conséquent, les fibres (Zx)x∈ρ(CK) sont discrètes. De plus, CK étant compact
(d’après (H1)), ces fibres sont de cardinal finis.
L’application φ : x 7! Card(Zx) est alors continue sur le compact ρ(CK) d’après le lemme 2.3.3. On
peut donc poser :

r := max
{
φ(x) | x ∈ ρ(CK)

}
et Ui :=

(
φ|ρ(CK)

)−1
({i}) , ∀i ∈ J1, rK

où :

• chaque Ui est un compact-ouvert de ρ(CK) ;

• ρ(CK) =

r⊔
i=1

Ui ;

• l’application φ est constante sur Ui pour tout i ∈ J1, rK.

Or :

v ∈ U = ρ(K) = ρ(CK) =
r⊔
i=1

Ui.

Soit donc i0 ∈ J1, rK tel que v ∈ Ui0 . On peut supposer que la suite (ρ̃(uλ))λ est dans Ui0 . Il existe
un entier p ⩾ m et des sections sm+1, . . . , sp tels que :

(CK) ∩ ρ−1(Ui0) =

p⋃
j=0

(sj)|Ui0
(Ui0) ⊆ Y

Comme la suite (uλ)λ est dans W̃V , alors pour tout λ, on a supp(µλ) ⊆ CK ∩ ρ−1(Ui0) et on peut
donc écrire :

µλ =

p∑
i=0

a
(i)
λ δy(i)λ

où (y
(0)
λ )λ, . . . , (y

(p)
λ )λ (resp. (a(0)λ )λ, . . . , (a

(p)
λ )λ) sont dans l’intersection CK ∩ ρ−1(Ui0) (resp. [0; 1]).

Quitte à extraire une sous-suite et à réordonner, on peut supposer qu’il existe p′ ⩽ p tel que
supp(uλ) = {y(0)λ , . . . , y

(p′)
λ } pour tout λ. Quitte à extraire plusieurs sous-suites, on peut suppo-

ser que {y(0)λ , . . . , y
(p′)
λ } ∈ ∆ pour tout λ et que les suites (y

(i)
λ )λ et (a(i)λ )λ sont convergentes pour
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tout i ∈ J0, p′K. Les limites des suites (y
(i)
λ )λ et (a

(i)
λ )λ sont notées y(i) et a(i) respectivement. Les

hypothèses de la propriété (H2) sont donc vérifiées, donc {y(0), . . . , y(p′)} ∈ ∆. Posons donc :

ν :=

p′∑
i=0

a(i)δy(i) ∈WV .

Pour tous f ∈ Cc(Y ) et i ∈ J0, p′K, on a a(i)λ f(y
(i)
λ ) −!

λ
a(i)f(y(i)) et donc :

∀f ∈ Cc(Y ), Iµλ(f) −!
λ

Iν(f),

c’est-à-dire que (µλ)λ converge vers la mesure ν ∈WV . ■

Remarque 2.3.5. Posons Y =
(
{0} × [0; 1]

)
∪
(
{1}×]0; 1]

)
, X = [0; 1] et ρ : Y ! X la projection

sur la seconde coordonnée. Soit ∆ =
⋃

x∈[0;1]

ρ−1({x}) et K = {0} × [0; 1]. Alors K est compact et

CK = Y ne l’est pas. Donc (Y,∆) ne vérifie pas (H1). On a de plus |∆| = {(0, 0)}∪]0; 1]2 qui n’est
pas localement compact car aucun compact de |∆| ne contient un voisinage de (0, 0).

• • • . . . •

• • •

{0} × [0; 1]

{1}×]0; 1]

FIGURE 2.6 – Le complexe simplicial (Y,∆) et en violet le compact K.

• • • . . . •

• • •

• • • . . . •

• • •

FIGURE 2.7 – En bleu les 0-simplexes et en rouge les 1-simplexes.

•

FIGURE 2.8 – La réalisation géométrique du complexe simplicial vu en remarque 2.3.5.

Dans la suite, tous les G-complexes simpliciaux que nous considérerons vérifieront les pro-
priétés (H1) et (H2).

En conséquence, d’après le lemme 2.3.1 et la proposition 2.3.4, toutes les réalisations géométriques
que nous considérerons seront localement compactes et localement finies. D’autres résultats vont
aussi en découler.
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Lemme 2.3.6. Soit K un compact dans Y . Alors l’ensemble des mesures de |∆| à support dans K
est un compact de |∆| pour la topologie ⋆-faible.

Démonstration. Notons K ′ = {µ ∈ |∆| | supp(µ) ∈ K}. On va montrer que K ′ est fermé dans la
boule unité fermée de Cc(Y )∗ qui est compact pour la topologie ⋆-faible (d’après le théorème de
Banach-Alaoglu). Soit (µλ)λ une suite dans K ′ convergente dans la boule unité fermée de Cc(Y )∗.
La suite (Card (supp(µλ)))λ est une suite bornée d’entiers donc, quitte à extraire une sous-suite, on
peut supposer qu’elle est constante égale à m ∈ N. Ceci nous permet d’écrire :

µλ =
m∑
i=0

a
(i)
λ δy(i)λ

.

On sait par hypothèse que pour tout i ∈ J0,mK, la suite (y
(i)
λ )λ est dans K donc, quitte à extraire une

sous-suite convergente, on peut supposer qu’elle converge vers une limite notée y(i) ∈ K. Étant à
valeurs dans [0; 1], on peut aussi supposer que la suite (a

(i)
λ )λ converge, disons vers a(i). L’hypothèse

(H2) assure que :
{y(0), . . . , y(m)} ∈ ∆

et on obtient donc que la suite (uλ)λ converge vers
m∑
i=0

a(i)δy(i) ∈ K ′. ■

Le lemme précédent a pour conséquence le résultat suivant.

Lemme 2.3.7. Si Y est G-compact, alors |∆| est G-compact.

Démonstration. Soit K ⊆ Y compact tel que Y = K · G. Posons :

K ′ =
{
µ ∈ |∆| | supp(µ) ⊆ CK

}
.

D’après (H1), l’ensemble CK est un compact de Y donc d’après le lemme 2.3.6, K ′ est un compact
de |∆| pour la topologie ⋆-faible. Soit µ ∈ |∆| de support {y0, . . . , ym}. Il existe k ∈ K, γ ∈ Gρ(k) tels
que y0 = kγ. Posons ν = γ · µ, alors supp(ν) = supp(µ)γ−1 = {k, y1γ−1, . . . , ymγ

−1} ∈ ∆ et donc
par définition d’un G-complexe simplicial, {k, yiγ} ∈ ∆ pour tout i ∈ J2,mK. On a donc montré que
tous les sommets de ν sont connectés à K, autrement dit ν ∈ K ′. Ainsi µ = γ−1 · ν ∈ G ·K ′ et donc :

|∆| = G ·K ′.

■

Lemme 2.3.8. Si G agit proprement sur Y , alors G agit proprement sur |∆|.

Démonstration. Soit K un compact dans |∆|.
• On commence par montrer qu’il existe un compact AK ⊆ Y tel que :

∀µ ∈ K, supp(µ) ⊆ AK .

Par compacité de K, il existe m ⩾ 1, µ1, . . . , µm ∈ |∆| et W1 ∈ S(µ1), . . . ,Wm ∈ S(µm) tels que :

K ⊆
m⋃
j=1

Wj .

Soit j ∈ J1,mK. Notons supp(µj) = {y(j)0 , . . . , y
(j)
nj } et xj := ρ̃(µj). On considère Vj ⊆ X un voisinage

µj-simplicial (compact-ouvert) de xj . Pour tout i ∈ J0, njK, il existe une section s(j)i : Vj ! s
(j)
i (Vj)

associée au sommet y(j)i . Considérons le compact dans Y :

K ′ :=
m⋃
j=1

nj⋃
i=0

s
(j)
i (Vj)
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et posons AK := CK′ qui est encore compact d’après (H1). Si µ ∈ K, alors µ ∈Wj0 pour un certain
j0 ∈ J1,mK avec Wj0 ∈ S(µj0). Alors µ est dans un simplexe dont l’un des sommets est un élément

de
nj0⋃
i=0

s
(j0)
i (Vj0) ⊆ K ′. Par conséquent, pour tout y ∈ supp(µ), il existe y′ ∈ K ′ tel que {y, y′} ∈ ∆.

Ce qui prouve que pour tout µ ∈ K, supp(µ) ⊆ AK .

• Fixons à présent γ ∈ G tel que γK ∩ K ̸= ∅. Alors il existe deux mesures µ1, µ2 dans K (et à
support dans AK d’après ce que nous venons de montrer) telles que ρ̃(µ1) = s(γ) et γ · µ1 = µ2. Il
existe donc y1 ∈ supp(µ1) ⊆ AK et y2 ∈ supp(µ2) ⊆ AK tels que ρ(y2) = r(γ) et :

y2γ = y1.

En d’autres termes, AKγ ∩AK ̸= ∅. Par conséquent, on a prouvé l’inclusion :

FK = {γ ∈ G | γK ∩K ̸= ∅} ⊆ {γ ∈ G | AKγ ∩AK ̸= ∅}.

L’ensemble de droite est compact par hypothèse et FK est fermé (car K est compact) donc FK est
compact et donc l’action de G sur |∆| est propre. ■

Dans la suite, on rappelle que Y ′ :=
{

b(µ) | µ ∈ |∆|
}
⊆ |∆|.

Lemme 2.3.9. Soient (Y,∆) un G-complexe simplicial. Alors Y ′ est fermé dans |∆|.

Démonstration. On montre que |∆| \ Y ′ est ouvert dans |∆|. Soient donc µ ∈ |∆| \ Y ′, x := ρ̃(µ)
et z0, z1 deux éléments distincts dans le support de µ tels que λz0(µ) ̸= λz1(µ). Soient Vx ⊆ X un
voisinage µ-simplicial de x et s0, s1 des sections associées aux sommets z0 et z1 respectivement. Il
existe (ε0, ε1) ∈ Λµ,z0,z1 tel qu’en posant W = W

(
µ, χs0(Vx), ε0

)
∩W

(
µ, χs0(Vx), ε1

)
, on obtient un

voisinage ouvert de µ vérifiant :
W ∩ Y ′ = ∅

c’est-à-dire inclus dans |∆| \ Y ′. ■

Lemme 2.3.10. Si G agit proprement sur Y , alors G agit proprement sur Y ′.

Démonstration. Remarquons que Y ′ est stable par l’action de G. En effet, si µ ∈ |∆| et γ ∈ Gρ̃(µ),
alors en notant supp(µ) = {y0, . . . , yn}, on a supp(γ · µ) = {y0γ−1, . . . , ynγ

−1} et alors pour tout
borélien U ⊆ Y :

(γ · b(µ)) (U) =
1

n

n∑
i=1

δyi(Uγ) =
1

n

n∑
i=1

δyiγ−1(U) = (b(γ · µ)) (U).

Y ′ est fermé dans |∆| (lemme 2.3.9) et G agit proprement sur |∆| (lemme 2.3.8) donc l’action de G
sur Y ′ est propre (lemme 1.3.7). ■

Donnons à présent un exemple important de G-complexe simplicial vérifiant les deux propriétés
(H1) et (H2) : le complexe de Rips.

Définition 2.3.11 (Complexe de Rips). Soient G un groupoïde ample et K un compact de G.
Posons :

∆K(G) :=
{
σ ⊆ G | ∀γ, η ∈ σ : r(γ) = r(η) et γ−1η ∈ K

}
.

Alors
(
G,∆K(G)

)
est un G-complexe simplicial (voir [10]) et est appelé complexe de Rips. Sa réali-

sation géométrique sera notée PK(G).

Théorème 2.3.12. Soient G un groupoïde ample etK un compact-ouvert de G. Alors le complexe de
Rips

(
G,∆K(G)

)
vérifie les propriétés (H1) et (H2). En particulier, PK(G) est localement compact.
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Démonstration. Soit K un compact-ouvert de G.

(H1) : Soit K ′ ⊆ Y un compact. Alors le sous-ensemble de G :

CK =
{
γ ∈ G | ∃η ∈ K ′, r(γ) = r(η) et γ−1η ∈ K

}
= K ′ ·K−1

est compact.

(H2) : Soient m ⩾ 0 et i ∈ J0,mK. Soit (γ(i)λ )λ une suite dans G telle que pour tout λ, {γ(0)λ , . . . , γ
(m)
λ }

est un simplexe dans ∆K(G) c’est-à-dire que pour tous i, j ∈ J0,mK et tout λ :

r(γ
(i)
λ ) = r(γ

(j)
λ ) et

(
γ
(i)
λ

)−1
γ
(j)
λ ∈ K.

On suppose de plus que pour tout i ∈ J0,mK, la suite (γ
(i)
λ )λ converge vers une limite no-

tée γ(i) ∈ G. Soient i, j ∈ J0,mK. Par continuité de r, on obtient r(γ(i)) = r(γ(j)). De plus,

comme K ⊆ G est compact, la suite
((

γ
(i)
λ

)−1
γ
(j)
λ

)
λ

converge vers
(
γ(i)
)−1

γ(j) ∈ K donc

{γ(0), . . . , γ(m)} ∈ ∆K(G).

D’après la proposition 2.3.4, la réalisation géométrique PK(G) est donc localement compact.

■
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Chapitre 3

Calcul fonctionnel continu sur un
module de Hilbert

Dans ce chapitre, on introduit la notion de borélien π-régulier et localement π-régulier avec :

• Z et X deux espaces localement compacts ;

• E un C0(X)-module de Hilbert ;

• π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une C0(X)-représentation non-dégénérée.

Après avoir étudié quelques propriétés de ces boréliens, on introduira la notion de représentation
U -régulière et localement U -régulière où U désigne une partie génératrice de la topologie de Z. On
termine ce chapitre avec le théorème 3.3.5, affirmant que l’action propre d’une groupoïde ample est
« localement induite » par une famille de sous-groupoïdes et de boréliens réguliers (comparé avec
le résultat de Jean-Louis Tu dans [49] p. 17) .

3.1 Borélien régulier et localement régulier

L’objectif de cette partie est de donner un sens à l’opérateur π(χU ) où π : C0(Z) ! LC0(X)(E)
est une C0(X)-représentation non-dégénérée sur le C0(X)-module de Hilbert E et χU la fonction
caractéristique d’un borélien U ⊆ Z. Dans le cas particulier où X est un point, on a C0(X) ≃ C
et donc E est un espace de Hilbert. La proposition 1.6.11 dans [55] permet alors d’étendre la
représentation π à la C∗-algèbre des fonctions boréliennes bornées sur X, ce qui permet ainsi de
définir l’opérateur π(χU ). Nous souhaiterions à présent étudier le cas où l’espaceX n’est pas réduit à
un point. On rappelle que si ρ : Z ! X est une application continue entre deux espaces localement
compacts, alors l’algèbre C0(Z) est munie d’une structure de C0(X)-algèbre grâce à l’application
Φ : C0(X) ! LC0(Z)(C0(Z)) définie pour tous φ ∈ C0(X), ξ ∈ C0(Z) et z ∈ Z par :

Φ(φ)(ξ)(z) = φ(ρ(z))ξ(z).

Si U ⊆ Z et V ⊆ X sont deux boréliens, on définit la restriction de U à V par U|V := U ∩ ρ−1(V ).
Si V = {x}, on notera simplement Ux := U{x}

Définition 3.1.1 (Borélien π-régulier). Soient X et Z deux espaces localement compacts. Soit
ρ : Z ! X une application continue. Soient E un C0(X)-module de Hilbert et :

π : C0(Z) ! LC0(X)(E)

une C0(X)-représentation non-dégénérée. On dit qu’un borélien U ⊆ Z est :

• π-régulier s’il existe un projecteur pU,π dans LC0(X)(E) tel que pour tout x ∈ X, le projecteur
pU,π restreint à la fibre Ex en x, noté pU,π,x, est égal à πx(χUx) où πx désigne l’extension de la
représentation πx à la C∗-algèbre des fonctions boréliennes bornées.
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X

U

U|V

V

ρ

FIGURE 3.1 – Restriction du borélien U ⊆ Y à V ⊆ X.

• localement π-régulier si pour tout x ∈ ρ(U), il existe un voisinage ouvert V ⊆ X de x tel que
U|V est π|V -régulier où π|V désigne la restriction de la représentation π à C0

(
Z|V
)

:

π|V : C0

(
Z|V
)
! LC0(V )

(
E|V

)
(voir la définition 1.3.60 pour la restriction d’un module et d’un opérateur à un ouvert de la
base).

Lorsque la représentation est sous-entendue, et s’il n’y a pas d’ambiguïté, on notera simplement πx,
pU et pU,x à la place de πx, pU,π et pU,π,x respectivement.

Remarque 3.1.2. a

(a) Si U est π-régulier, alors l’opérateur pU est uniquement déterminé et p∗U = pU .

(b) Puisque π : C0(Z) ! LC0(X)(E) est non-dégénérée, πx l’est aussi pour tout x ∈ X d’après le
lemme 1.3.72, ce qui permet d’étendre πx à la C∗-algèbre des fonctions boréliennes bornées.

(c) Un borélien U ⊆ Z qui est π-régulier est localement π-régulier. En effet, si x ∈ ρ(U), il suffit
de prendre Vx = X et dans ce cas U|Vx = U et π|Vx = π.

(d) Si U est π-régulier alors pour tout ouvert V ⊆ X, le borélien U|V est π|V -régulier. En effet, il
suffit pour cela de considérer le projecteur pU associé à U et de le restreindre à V :

(pU )|V ∈ LC0(V )(E|V ).

Exemples 3.1.3. 1. Si X est un point, alors tout borélien U ⊆ Z est π-régulier et le projecteur
associé est simplement π(χU ).

2. Si U ⊆ Z est un ouvert-fermé, alors la fonction caractéristique χU de U est continue. Dans ce
cas, U est π-régulier et le projecteur associé est π(χU ).

3. Soient Z = X × Y le produit de deux espaces localement compacts, µ une mesure borélienne
sur Y et ρ : Z ! X la projection sur X. Si V est un borélien de Y alors le borélien X × V

est π-régulier pour la représentation π : C0(Z) ! LC0(X)

(
C0(X,L

2(Y, µ))
)

définie pour tous

f ∈ C0(Z), ξ ∈ C0(X,L
2(Y, µ)) et x ∈ X par :

π(f)(ξ)(x) = f(x, ·)ξ(x)

et le projecteur associé p ∈ LC0(X)

(
C0(X,L

2(Y, µ))
)

est défini pour tous ξ ∈ C0(X,L
2(Y, µ))

et x ∈ X par :
p(ξ)(x) = χV (·)ξ(x).
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En effet, la fibre de π en x ∈ X est :

πx : C0({x} × Y ) ! LC(L
2(Y, µ))

et on a pour tout ξ ∈ C0({x}, L2(Y, µ)) :

πx
(
χ(X×V )x

)
(ξ)(x) = χ{x}×V (x, ·)ξ(x)

= χ{x}(x)χV (·)ξ(x)
= χV (·)ξ(x)
= p(ξ)(x).

4. Soient Z = [0; 1]2, X = [0; 1] et ρ : Z ! X la projection sur le premier facteur. Posons

U =
(
]0; 1]× [0; 1]

)
∪ {(0, 0)}. Alors Ux =

{
{(0, 0)} si x = 0
{x} × [0; 1] si x ∈ ]0; 1]

,

(a) Soit E = C(X,L2(X)). Alors la fibre de E en x ∈ X est isomorphe à L2(X). On considère
la représentation π : C0(Z) ! LC0(X)(E) définie pour tous f ∈ C0(Z), ξ ∈ E et x ∈ X
par :

π(f)(ξ)(x) = f(x, ·)ξ(x).

Dans ce cas, le borélien U n’est pas π-régulier car sinon il existerait p ∈ LC0(X)(E) tel
que pour tout x ∈ X, px = πx(χUx). Notons 1X la fonction constante égale à 1 sur X.
Alors pour tout x ∈ X :〈
p(1X), p(1X)

〉
C0(X)

(x) =
〈
πx(χUx)(1X), πx(χUx)(1X)

〉
C
=

∫ 1

0
χUx(x, t)dt =

{
0 si x = 0
1 si x ∈ ]0; 1]

et donc la fonction
〈
p(1X), p(1X)

〉
C0(X)

n’est pas continue sur X, ce qui est absurde.

(b) Soit E = C(X)⊕
[
C0

(
X\{0}, L2(X)

)]
. L’action à droite de C(X) sur E est donnée pour

tout f ⊕ g ∈ E et φ ∈ C(X) par :

(f ⊕ g) · φ = [φ(0)f ]⊕ [gφ|X\{0}]

et la fibre de E en x ∈ X est donnée par :

Ex ≃
{

C si x = 0
C⊕ L2(X) si x ∈ ]0; 1]

.

Considérons la représentation π : C0(Z) ! LC0(X)(E) définie pour tout f ∈ C0(Z) et
tout ξ1 ∈ C(X), ξ2 ∈ C0

(
X\{0}, L2(X)

)
par :

π(f)(ξ1 ⊕ ξ2) = f(·, 0)ξ1 ⊕
[
x 7! f(x, ·)ξ2(x)

]
.

Alors le borélien U est π-régulier et le projecteur associé est l’identité sur E.

Lemme 3.1.4 (Propriétés du projecteur pU). Soient X et Z deux espaces localement compacts
et ρ : Z ! X une application continue. Soit E un C0(X)-module de Hilbert que l’on munit d’une
C0(X)-représentation non-dégénérée π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Soient U ⊆ Z un borélien π-régulier
et pU le projecteur associé. Alors :

(i) pour tout f ∈ C0(Z), pU ◦ π(f) = π(f) ◦ pU .

(ii) pour tout f ∈ C0(Z) à support dans U , pU ◦ π(f) = π(f).

(iii) pour tout f ∈ C0(Z) qui vaut 1 sur U , pU ◦ π(f) = pU .

Démonstration. D’après le lemme 1.3.50, il suffit de démontrer chacune des égalités sur les fibres.

(i) Soient x ∈ X et f ∈ C0(Z). Comme fχU = χUf alors on a :

pU,x ◦ πx(f|Zx
) = πx(χUx) ◦ πx(f|Zx

) = πx(f|Zx
) ◦ pU,x.
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(ii) Si f ∈ C0(Z) est à support dans U , alors χUf = f et donc pour tout x ∈ X,

pU,x ◦ πx(f|Zx
) = πx(χUxf|Zx

) = πx(f|Zx
).

(iii) Si f ∈ C0(Z) vaut 1 sur U , alors χUf = χU et donc pour tout x ∈ X,

pU,x ◦ πx(f|Zx
) = πx(χUxf|Zx

) = pU,x.

■

Proposition 3.1.5 (Propriétés des boréliens réguliers). Soit ρ : Z ! X une application continue
entre deux espaces localement compacts. Soit E un C0(X)-module de Hilbert muni d’une C0(X)-
représentation non-dégénérée π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Soient U et V deux boréliens π-réguliers de
Z et pU , pV les projecteurs associés. Alors les boréliens U ∪ V , U ∩ V et U\V sont π-réguliers et les
projecteurs associés sont :

pU∪V := pU + pV − pU ◦ pV , pU∩V := pU ◦ pV , pU\V := pU − pU ◦ pV .

Plus généralement, une réunion finie, intersection finie et une différence de boréliens π-réguliers de
Z est π-régulier.

Démonstration. Les projecteurs pU et pV commutent car ils commutent fibre à fibre. En effet, pour
tout x ∈ X :

pU,x ◦ pV,x = πx(χUxχVx) = πx(χVxχUx) = pV,x ◦ pU,x.

• Montrons que le projecteur pU∪V convient. On a pour tout x ∈ X :

pU∪V,x = pU,x + pV,x − pU,x ◦ pV,x = πx(χUx) + πx(χVx)− πx(χUxχVx) = πx(χUx∪Vx) = πx(χ(U∪V )x)

donc U ∪ V est π-régulier et le projecteur associé est pU∪V .

• Montrons que le projecteur pU∩V convient. On a pour tout x ∈ X :

pU∩V,x = pU,x ◦ pV,x = πx(χUx) ◦ πx(χVx) = πx(χUx∩Vx) = πx(χ(U∩V )x)

donc U ∩ V est π-régulier et le projecteur associé est pU∩V .

• Montrons que le projecteur pU\V convient. On a pour tout x ∈ X :

pU\V,x = pU,x − pU,x ◦ pV,x = πx(χUx\(Ux∩Vx)) = πx(χ(U\V )x)

donc U\V est π-régulier et le projecteur associé est pU\V . ■

Proposition 3.1.6 (Propriétés des ouverts localement réguliers). Soit ρ : Z ! X une application
continue entre deux espaces localement compacts. Soient E un C0(X)-module de Hilbert muni
d’une C0(X)-représentation non-dégénérée π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Soient U et U ′ deux boréliens
localement π-régulier de Z. Alors U ∩ U ′ est encore localement π-régulier.
Plus généralement, une intersection finie de boréliens localement π-réguliers de Z est localement
π-régulière.

Démonstration. Soient U et U ′ deux boréliens localement π-réguliers de Z et x ∈ ρ(U ∩U ′). Il existe
deux voisinages ouverts V et V ′ de x dans X tels que U|V est π|V -régulier et U ′

|V ′ est π|V ′-régulier.
D’après la remarque 3.1.2, on obtient que

(
U|V
)
|V ∩V ′ (resp.

(
U ′

|V ′
)
|V ∩V ′) est

(
π|V
)
|V ∩V ′-régulier

(resp.
(
π|V ′

)
|V ∩V ′-régulier). Posons W = V ∩ V ′ ⊆ X. Alors U|W et U ′

|W sont π|W -régulier et :

(U ∩ U ′)|W = U|W ∩ U ′
|W

donc d’après la proposition 3.1.5, le borélien (U ∩ U ′)|W est encore π|W -régulier.
■
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Nous allons à présent voir que les notions définies précédemment sont compatibles avec l’action
d’un groupoïde c’est-à-dire que la régularité (resp. régularité locale) d’un borélien est conservée par
l’action d’un groupoïde ample (resp. étale).

Proposition 3.1.7 (Translaté d’un borélien régulier si G est ample). Soient (G, X) un grou-
poïde ample et Z un G-espace d’ancre ρ : Z ! X. Soit (E, V ) un C0(X)-module G-équivariant
muni d’une C0(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante :

π : C0(Z) ! LC0(X)(E).

Si U ⊆ Z est un borélien π-régulier et K une bissection compacte-ouverte de G, alors le translaté
U ·K est encore π-régulier.

Démonstration. En utilisant la description du pull-back à l’aide du produit tensoriel (voir remarque
1.3.57), on a :

s∗E = E ⊗Φs C0(G) et r∗E = E ⊗Φr C0(G)

où les applications Φs : C0(X) ! LC0(G)(C0(G)) et Φr : C0(X) ! LC0(G)(C0(G)) sont définies pour
tous φ ∈ C0(X), ξ ∈ C0(G) et γ ∈ G par :(

Φs(φ)(ξ)
)
(γ) = φ(s(γ))ξ(γ) et

(
Φr(φ)(ξ)

)
(γ) = φ(r(γ))ξ(γ).

Soient i l’injection de K dans G et j l’injection de s(K) dans X. Puisque s(K) ∼= K, alors :

(s|K)∗C0(X) ≃ C(K) ≃ C(s(K)) ≃ j∗C0(X),

et donc :

(s∗E)|K = i∗ (s∗E)

= (s ◦ i)∗(E)

= s∗|KE

= E ⊗Φs|K
s∗|KC0(X)

≃ E ⊗Φs|K
j∗C0(X)

= j∗E

= E|s(K).

On a de même, (r∗E)|K ≃ E|r(K). Ainsi, en restreignant l’unitaire V à la bissection K, on obtient
un unitaire noté W :

W : E|s(K) ! E|r(K)

qui est C(K)-linéaire (après avoir identifié K, s(K) et r(K)) et vérifie pour tout γ ∈ K :

Ws(γ) = Vγ et (W ∗)r(γ) = Vγ−1 .

Soit pU le projecteur associé au borélien π-régulier U . Soit pU ·K : E ! E l’opérateur définit pour
tout ξ ∈ E par :

pU ·K(ξ) :=

{
W ∗ ◦ (pU )|E|r(K)

◦W (ξ) si ξ ∈ E|s(K)

0 sinon.

Vérifions que le projecteur pU ·K convient. Soit x ∈ X.

• Si x /∈ s(K), alors (U ·K)x = ∅ donc πx(χ(U ·K)x) = 0 = pU ·K,x.

• Si x ∈ s(K), alors il existe γ ∈ K tel que x = s(γ). Par injectivité de s sur la bissection K, on
obtient :

(U ·K)x = Uγ.
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Comme la représentation π est G-équivariante, on obtient :

πx(χ(U ·K)x) = πs(γ)(χUγ)

= Vγ−1 ◦ πr(γ)(χU ) ◦ Vγ
= Vγ−1 ◦ pU,r(γ) ◦ Vγ
= (W ∗)r(γ) ◦ pU,r(γ) ◦Ws(γ)

=
(
W ∗ ◦ (pU )|E|r(K)

◦W
)
s(γ)

= pU ·K,x.

Donc πx(χU ·K) = pU ·K,x pour tout x ∈ X et donc le translaté U ·K est π-régulier.
■

Proposition 3.1.8 (Translaté d’un borélien localement régulier si G est étale). Soient (G, X)
un groupoïde étale et Z un G-espace d’ancre ρ : Z ! X. Soient (E, V ) un C0(X)-module G-
équivariant et π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une C0(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante.
Soient U ⊆ Z un borélien localement π-régulier et B ⊆ G est une bissection ouverte. Alors il existe
une bissection ouverte B′ ⊆ G telle que (U · B)|s(B′) est π|s(B′)-régulier. En particulier, le translaté
U ·B est localement π-régulier.

Démonstration. Soit y ∈ ρ(U · B). Il existe u ∈ U et γ ∈ B ∩ Gρ(u) tels que y = ρ(uγ) = s(γ).
Comme r(γ) ∈ ρ(U) et que U est localement π-régulier, il existe un voisinage ouvert V ′ ⊆ X de
r(γ) tel que U|V ′ soit π|V ′-régulier. Quitte à remplacer V ′ par V ′ ∩ r(B), on peut supposer que
V ′ ⊆ r(B). La bissection ouverte B′ := B ∩ r−1(V ′) vérifie r(B′) = V ′. Montrons que (U · B)|s(B′)

est π|s(B′)-régulier. De la même façon que dans la démonstration de la proposition 3.1.7, on a :

(s∗E)|B′ = E ⊗Φs|B′ C0(B) ≃ E|s(B′) et (r∗E)|B′ = E ⊗Φr|B
C0(B

′) ≃ E|r(B′).

Ainsi, en restreignant l’unitaire V à la bissection B′, on obtient un unitaire noté W :

W : E|s(B′) ! E|r(B′)

induisant l’unitaire Vγ : Es(γ) ! Er(γ) pour tout γ ∈ B′, et qui est C0(B
′)-linéaire (après avoir

identifié B′, s(B′) et r(B′)). On a de plus, pour tout γ ∈ B′ :

Ws(γ) = Vγ et (W ∗)r(γ) = Vγ−1 .

On note (pU )|r(B′) ∈ LC0(r(B′))

(
E|r(B′)

)
le projecteur associé à l’ouvert π|r(B′)-régulier U|r(B′). On

considère la projection :

pU ·B := W ∗ ◦ (pU )|r(B′) ◦W ∈ LC0(s(B′))

(
E|s(B′)

)
.

On a donc le diagramme commutatif suivant :

E|s(B′)
W //

pU·B

��

E|r(B′)

(pU )|r(B′)
��

E|s(B′) E|r(B′)
W ∗

oo

Vérifions que le projecteur pU ·B convient. Soit x ∈ s(B′). Il existe γ ∈ B′ tel que x = s(γ). Par
injectivité de s sur la bissection B, on obtient :

(U ·B)x = Uγ

de plus, Ws(γ) = Vγ et (W ∗)r(γ) = Vγ−1 . Comme la représentation π est G-équivariante, on obtient :
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(
π|s(B′)

)
x
(χ(U ·B)x) = πs(γ)(χUγ)

= Vγ−1 ◦ πr(γ)(χU ) ◦ Vγ
= Vγ−1 ◦ pU,r(γ) ◦ Vγ
= (W ∗)r(γ) ◦ pU,r(γ) ◦Ws(γ)

= (W ∗ ◦ pU ◦W )s(γ)

= pU ·B,x.

Ainsi (U ·B)|s(B′) est π|s(B′)-régulier et donc le translaté U ·B est localement π-régulier.
■

Corollaire 3.1.9. Soit (G, X) un groupoïde ample et compact. Soit Z un G-espace d’application
d’ancrage ρ : Z ! X. Soit E un C0(X)-module G-équivariant muni d’une C0(X)-représentation
non-dégénérée et G-équivariante π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Si U ⊆ Z est π-régulier alors U · G est
π-régulier.

Démonstration. Le groupoïde G étant ample et compact, il se décompose en une réunion finie de
bissections compactes (Ki)1⩽i⩽n et on a :

U · G =

n⋃
i=1

U ·Ki.

Pour tout i ∈ J1, nK, le translaté U ·Ki est π-régulier donc d’après la proposition 3.1.7, l’orbite U · G
est π-régulière. ■

Proposition 3.1.10. Soit ρ : Z ! X une application continue entre deux espaces localement
compacts. Soit E un C0(X)-module de Hilbert muni d’une C0(X)-représentation non-dégénérée
π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Soit U ⊆ Z un ouvert. Supposons qu’il existe des ouverts V1, . . . , Vn dans
X tels que :

• ρ(U) =

n⋃
i=1

Vi ;

• U|Vi est π|Vi-régulier pour tout i ∈ J1, nK.

On suppose qu’il existe également une partition de l’unité (ϕi)1⩽i⩽n : ρ(U) ! [0; 1] associée au
recouvrement de ρ(U). Alors l’ouvert U est π-régulier.

Démonstration. Pour tout i ∈ J1, nK, on note pi : E|Vi ! E|Vi le projecteur associé à l’ouvert U|Vi .
Soit p : E ! E l’opérateur adjoignable définit pour tout e ∈ E par :

p(e) =

n∑
i=1

pi(e · Φi).

Montrons que px = πx(χUx) pour tout x ∈ X. Soit x ∈ X. On distingue deux cas.

• Cas où x ∈ ρ(U). Pour tout i ∈ J1, nK, si x /∈ Vi, alors ϕi(x) = 0 et comme
∑n

i=1 ϕi(x) = 1, on
obtient :

px =
n∑
i=1

pi,xϕi(x) =
n∑
i=1

(
π|Vi
)
x

(
χU|Vi∩{x}

)
ϕi(x) =

n∑
i=1

πx(χUx)ϕi(x) = πx(χUx).

• Cas où x ∈ X\ρ(U). Alors pour tout i ∈ J1, nK, x /∈ Vi donc ϕi(x) = 0. On obtient alors px = 0.
De plus, Ux = ∅ donc πx(χUx) = 0.

■
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Chapitre 3. Calcul fonctionnel continu sur un module de Hilbert

Nous pouvons à présent généraliser le corollaire 3.1.9 aux cadres des groupoïdes étales et compacts.

Corollaire 3.1.11. Soient (G, X) un groupoïde étale et compact et Z un G-espace d’ancre ρ : Z ! X
que l’on suppose ouverte. Soient E un C0(X)-module G-équivariant et π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une
C0(X)-représentation non-dégénérée et G-équivariante. Si U ⊆ Z est π-régulier alors l’orbite U · G
est π-régulière.

Démonstration. Soit η ∈ G. La fibre Gs(η) est finie (car elle est compacte et discrète), on note :

Gs(η) =
{
γη1 , . . . , γ

η
p

}
.

Soit Bη
γj ⊆ G une bissection ouverte contenant γηj . Quitte à réduire chacune des bissections, on peut

supposer que l’ouvert s(Bη
γj

)
est indépendant de j 17 et que l’application x ∈ s(Bη

γ1) 7! Card(Gx) est
constante (une telle application est continue d’après le lemme 2.3.3).

Gs(η)

X

•γη
4 Bη

γ4

•γη
3 Bη

γ3

•γη
2 Bη

γ2

•γη
1 Bη

γ1

•
s(η)

s(Bη
γ1
)

s

FIGURE 3.2 – Recouvrement en bissection de la s-fibre.

Par compacité de G, on obtient l’existence d’une famille de bissections ouvertes (Bi,j) 1⩽i⩽q
1⩽j⩽pi

de G

telle que :

(i) G =

q⋃
i=1

pi⋃
j=1

Bi,j ;

(ii) pour tout i ∈ J1, qK, l’ouvert s(Bi,j) est indépendant de j et on pose Vi := s(Bi,1) ;

(iii) pour tout i ∈ J1, qK, on a l’égalité GVi =
pi⋃
j=1

Bi,j .

D’après (iii), on a pour tout i ∈ J1, qK :

(U · G)|Vi =
pi⋃
j=1

U ·Bi,j

17. Plus précisément, quitte à remplacer Bη
γj

par Bη
γj

∩ s−1

(
p⋂

k=1

s(Bη
γk
)

)
, on peut supposer que pour tous i, j ∈ J1, nK

disctints, on a s(Bη
γi
) = s(Bη

γj
).
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et d’après (i), on a X =

q⋃
i=1

Vi.

Soient i ∈ J1, qK et j ∈ J1, piK. Par hypothèse, U est π-régulier. En particulier, la restriction U|r(Bi,j)

est donc π|r(Bi,j)-régulière. En utilisant la démonstration de la proposition 3.1.8 avec V = r(Bi,j), le
translaté U ·Bi,j = (U ·Bi,j)|s(Bi,j) est π|s(Bi,j)-régulier c’est-à-dire π|Vi-régulier. D’après la proposition
3.1.5, (U · G)|Vi est π|Vi-régulier. Finalement, d’après la proposition 3.1.10, on en déduit que l’orbite
U · G est π-régulière. ■

3.2 Représentation régulière et localement régulière

Étant donnée U une partie génératrice de la topologie de Z, l’objectif de cette partie est d’étudier les
propriétés des représentations π : C0(Z) ! LC0(X)(E) pour lesquelles tous les ouverts de U sont
π-réguliers ou localement π-réguliers.

Définition 3.2.1 (Représentation régulière). Soient ρ : Z ! X une application continue entre
deux espaces localement compacts,E unC0(X)-module de Hilbert muni d’uneC0(X)-représentation
π : C0(Z) ! LC0(X)(E) et U une partie génératrice de la topologie Z. On dit que la représentation
π est :

• U -régulière si π est non-dégénérée et si tout ouvert U ∈ U est π-régulier ;

• localement U -régulière si π est non-dégénérée et si tout ouvert U ∈ U est localement π-régulier.

De plus, on pose :

• Û l’ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont π-réguliers pour toute repré-
sentation U -régulière.

• Û loc l’ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont localement π-réguliers pour
toute représentation localement U -régulière.

Exemples 3.2.2. 1. SiX est réduit à un point, alors on a vu que tout ouvert U ∈ U est π-régulier.
On en déduit que toute représentation non-dégénérée de C0(Z) sur un espace de Hilbert est
U -régulière pour toute partie génératrice U de la topologie de Z, et Û est l’ensemble de tous
les ouverts relativement compacts.

2. Dans le cas où Z = X et ρ = idX , alors si U désigne une partie génératrice de la topologie de
X, la représentation π : C0(X) ! LC0(X)(C0(X)) donnée par la multiplication est localement
U -régulière. En effet, si U ∈ U et x ∈ ρ(U) = U , alors on pose Vx = U . Dans ce cas, U|Vx = U
et le projecteur est idC0(U) ∈ LC0(U)(C0(U)) ≃ Cb(U).

Une première conséquence directe de la définition est que la régularité est conservée par somme
directe.

Lemme 3.2.3. Soient ρ : Z ! X une application continue entre deux espaces localement compacts
et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient E1 et E2 deux C0(X)-modules de Hilbert
munis de représentations U -régulières π1 : C0(Z) ! LC0(X)(E1) et π2 : C0(Z) ! LC0(X)(E2).
Notons π1 ⊕ π2 ∈ LC0(X)(E1 ⊕ E2) la somme directe des représentations π1 et π2.

(i) Si π1 et π2 sont U -régulières, alors π1 ⊕ π2 est encore U -régulière.

(ii) Si π1 et π2 sont localement U -régulières, alors π1 ⊕ π2 est encore localement U -régulière.

Démonstration. (i) Soient U ∈ U et pi le projecteur associé à la représentation U -régulière πi.
Alors le projecteur p1 ⊕ p2 ∈ LC0(X)(E1 ⊕ E2) vérifie :

∀x ∈ X, (p1 ⊕ p2)x = (π1 ⊕ π2)x(χUx).

73



Chapitre 3. Calcul fonctionnel continu sur un module de Hilbert

(ii) Soient U ∈ U et x ∈ ρ(U). Comme π1 et π2 sont localement U -régulières, il existe deux
voisinages ouverts V1, V2 ⊆ X de x tels que U|V1 est π1|V1-régulier et U|V2 est π2|V2-régulier.
Posons V := V1 ∩ V2. Alors d’après la remarque 3.1.2, l’ouvert U|V est à la fois π1|V -régulier
et π2|V -régulier. Soient p1 ∈ LC0(V )(E1|V ) et p2 ∈ LC0(V )(E2|V ) les projecteurs associés.
Considérons le projecteur p = p1 ⊕ p2 dans LC0(V )

(
(E1 ⊕ E2)|V

)
. Alors pour tout x ∈ V :

px = p1,x ⊕ p2,x = π1,x(χUx)⊕ π2,x(χUx) = (π1 ⊕ π2)x(χUx)

et donc U|V est (π1 ⊕ π2)|V -régulier c’est-à-dire que la représentation π1 ⊕ π2 est localement
U -régulière.

■

On donne à présent une caractérisation des représentations U -régulières dans le cas où la base est
totalement discontinue (typiquement, la base d’un groupoïde ample).

Lemme 3.2.4. Soit ρ : Z ! X une application continue entre deux espaces localement compacts.
Soient E un C0(X)-module de Hilbert muni d’une C0(X)-représentation π : C0(Z) ! LC0(X)(E)
et U une partie génératrice de la topologie de Z. Supposons que X est totalement discontinu et que
pour tout U ∈ U , ρ(U) soit un compact-ouvert de X. Alors on a l’équivalence :

π est U -régulière ⇐⇒ π est localement U -régulière.

Démonstration. =⇒ Si π est U -régulière, alors d’après la remarque 3.1.2, tout borélien π-régulier
est localement π-régulier donc π est localement U -régulière.

⇐= Soient U ∈ U , x0 ∈ ρ(U) et V un voisinage ouvert de x0 dans X tel que U|V est π|V -régulier.
Comme X est totalement discontinu, il existe un voisinage compact-ouvert W ⊆ V de x0
et en conséquence, χW ∈ C0(V ). Notons pV ∈ LC0(V )

(
E|V

)
le projecteur associé à U|V . La

restriction de pV à l’ouvert W fournit un projecteur noté p|W ∈ LC0(W )

(
E|W

)
. Pour tout

x ∈ X, on a : (
p|W

)
x
=

{
πx (χUx) si x ∈W
0 si x /∈W

= πx(χU|W∩{x})

donc U|W est π-régulier. Par compacité de ρ(U), il existe un entier n ⩾ 1 et des compacts-
ouverts W1, . . . ,Wn dans X tels que ρ(U) = ∪ni=1Wi et U|Wi

est π-régulier pour tout i ∈ J1, nK.
On obtient donc la décomposition :

U =
n⋃
i=1

U|Wi
,

donc d’après la proposition 3.1.5, le borélien U est π-régulier. Ainsi, π est U -régulière.
■

3.3 Action localement induite par des boréliens réguliers

Le but de cette partie est de démontrer un résultat analogue à celui de Jean-Louis Tu (voir [49] p.
17) mais adapté à notre cadre. Dans la suite, on rappelle que la notion de sous-groupoïde a été
introduite dans la définition 1.2.17.

Définition 3.3.1. Soit G un groupoïde localement compact. Un sous-groupoïde relativement clopen
de G est un sous-groupoïde H ouvert dans G tel que H est fermé dans GH(0) .

Remarque 3.3.2. Soient G un groupoïde localement compact et H un sous-groupoïde relativement
clopen de G. Alors H est fermé dans GH(0) 18 et donc H est fermé dans GH(0) ∩ GH(0) = GH(0)

H(0) .

18. Car l’application γ ∈ G 7! γ−1 est un homéomorphisme
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Lemme 3.3.3. Soit ρ : Z ! X un homéomorphisme local entre deux espaces localement compacts.
Soient s1, s2 : X ! Z deux sections de ρ égales en un point x0. Alors il existe un voisinage U ⊆ X
de x0 ∈ X tel que s1|U = s2|U .

Démonstration. Notons z0 = s1(x0) = s2(x0). Il existe un voisinage V ⊆ Z de z0 tel que l’application
ρ|V : V ! ρ(V ) soit un homéomorphisme. Comme x0 ∈ ρ(V ), alors par continuité de s1 et s2, il
existe un voisinage U ⊆ ρ(V ) de x0 tel que s1(U) ⊆ V et s2(U) ⊆ V . Alors pour tout x ∈ U :

ρ|V ◦ s1(x) = x = ρ|V ◦ s2(x),

donc s1(x) = (ρ|V )
−1 ◦ ρ|V ◦ s2(x) = s2(x). D’où s1|U = s2|U . ■

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer et de démontrer le théorème suivant (puis le théorème
3.3.5), affirmant que l’action propre d’un groupoïde ample est localement induite par une famille
de sous-groupoïdes relativement clopens. On rappelle que :

• si G un groupoïde localement compact, H un sous-groupoïde fermé de G et Z un H-espace à
droite d’application d’ancrage ρ : Z ! H(0), alors l’espace induit est l’espace des orbites de
l’action de H sur Z ×ρ,r G :

Z ×H G := Z ×ρ,r G⧸H.

• Û loc désigne l’ensemble des ouverts relativement compacts de X qui sont localement π-
réguliers pour toute représentation localement U -régulière.

Théorème 3.3.4. Soit (G, X) un groupoïde étale agissant proprement à droite sur un espace loca-
lement compact Z. Soient U une partie génératrice de la topologie de Z et E un C0(X)-module de
Hilbert G-équivariant. Alors pour tout z0 ∈ Z et tout voisinage ouvert U ⊆ Z de z0, il existe :

• un sous-groupoïde relativement clopen H de G ;

• un voisinage ouvert V ⊆ U de z0 appartenant à Û loc et qui est H-invariant ;

tels que l’application :

ψ :

{
V ×H G −! V · G
[v, γ] 7−! vγ

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Démonstration. Soient z0 ∈ Z et ρ : Z ! X l’application d’ancrage associée à l’action de G sur Z.
Posons x0 = ρ(z0). Comme X est localement compact, il existe un voisinage compact W0 ⊆ X de
x0. Considérons F0, le stabilisateur de z0 c’est-à-dire F0 = {γ ∈ Gρ(z0) | z0γ = z0} et remarquons que
pour tout γ ∈ F0, on a x0 = s(γ) = r(γ). L’action de G sur Z étant propre, F0 est un sous-groupoïde
fini de G qui est un groupe. Pour tout γ ∈ F0, il existe une bissection ouverte Uγ contenant γ.
Quitte à remplacer W0 par

⋂
η∈F0

(W0 ∩ r(Uη)) (qui est non vide car contient x0), on peut supposer

que W0 ⊂ r(Uγ) pour tout γ ∈ F0. Soient γ ∈ F0 et pγ la section locale en γ associée à r c’est-à-dire
l’application :

pγ :

{
W0 −! Uγ

x 7−!
(
r|Uγ

)−1
(x)

vérifiant pγ(x0) = γ. On considère l’homéomorphisme local φγ := s ◦ pγ : W0 ! s(Uγ). Soient
γ, η ∈ F0. Alors on obtient :

pγ(x0)pη(φγ(x0)) = pγ(x0)pη(s(γ))

= pγ(x0)pη(x0)

= γη

= pγη(x0).
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Posons W ′
0 :=

⋂
η∈F0

φ−1
η

(
s(Uη) ∩W0

)
. Les applications :

x ∈W ′
0 7! pγ(x)pη(φγ(x)) et x ∈W ′

0 7! pγη(x)

sont deux sections locales continues de r égales en x0 donc sont égales sur un voisinage de x0
d’après le lemme 3.3.3. Il existe donc un voisinage compact W1 ⊆ W ′

0 de x0 tel que pour tous
γ, γ′ ∈ F0 et tout x ∈W1 :

pγ(x)pγ′(φγ(x)) = pγγ′(x).

Posons :
A :=

⋂
γ∈F0

φγ

(
W̊1

)
⊆ X.

Alors A est un ouvert de X 19. Si γ, γ′ ∈ F0 et x ∈ A, alors on obtient :

φγ′(φγ(x)) := s ◦ pγ′(φγ(x))

= s
(
pγ(x)pγ′(φγ(x))

)
= s

(
pγγ′(x)

)
=: φγγ′(x).

De plus, pour tout x ∈ A :

φx0(x) = s ◦
(
r|Ux0

)−1
(x) = s(x) = x.

On définit alors une action à droite de F0 sur A en posant xγ := φγ(x) pour tous γ ∈ F0, x ∈ A. De
plus, A contient x0 car pour tout γ ∈ F0, x0 = s(γ) = s ◦ pγ(x0) = φγ(x0) ∈ A et par définition, A
est invariant sous l’action de F0. Ainsi, A est un voisinage F0-invariant de x0.

• Considérons les applications continues 20 suivantes :

Φ :

{
A⋊ F0 −! GAA
(x, γ) 7−! pγ(x)

et Φ(0) :

{
A −! X
x 7−! x

.

On vérifie que s ◦Φ = Φ(0) ◦ sA⋊F0 , r ◦Φ = Φ(0) ◦ rA⋊F0 . De plus, si (x, γ) et (x′, γ′) sont deux paires
composables dans A⋊ F0, alors on a x′ = xγ = φγ(x) et donc :

Φ(x, γ)Φ(x′, γ′) = pγ(x)pγ′(x
′)

= pγ(x)pγ′(xγ)

= pγγ′(x)

= Φ(x, γγ′).

Ainsi, Φ est un morphisme de groupoïdes (voir définition 1.2.4). Considérons le sous-espace de GAA
suivant :

H := Φ(A⋊ F0).

H est stable par produit et inverse donc c’est un sous-groupoïde de GAA dont la base est :

H(0) = Φ(0)
(
(A⋊ F0)

(0)
)

= Φ(0) (A) = A.

Nous allons montrer qu’il est relativement clopen dans G. Remarquons que l’on a :

H =
⋃
γ∈F0

Φ(A× {γ}).

19. φγ est un homéomorphisme local donc φγ(W̊1) est ouvert.
20. Si γ0 ∈ F0, alors l’application x ∈ A 7! pγ0(x) est continue donc Φ| A×{γ0} aussi, et comme F0 est fini, alors Φ est

continue.
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Pour montrer que H est ouvert dans G, il suffit donc de montrer que Φ(A×{γ}) est ouvert pour tout
γ ∈ F0. Pour tout γ ∈ F0, on a Φ(A × {γ}) = (r|Uγ

)−1(A) qui est ouvert car A est ouvert dans X.
De plus, la base de H, c’est-à-dire A, est aussi ouverte dans la base de G, c’est-à-dire X. Donc H est
ouvert dans G. Montrons que H est fermé dans s−1(H(0)). Soit (hλ)λ une suite dans H convergente
vers h ∈ s−1(A). Montrons que h ∈ H. Il existe deux suites (aλ)λ dans A et (γλ)λ une suite dans F0

telles que pour tout λ :
hλ = Φ(aλ, γλ).

Quitte à extraire une sous-suite de (γλ)λ, on peut supposer que la suite (γλ)λ est constante égale à
γ0. En composant par s, on obtient :

s(hλ) = aλγ0,

c’est-à-dire que aλ = (s(hλ))γ
−1
0 . Comme la suite (s(hλ))λ converge dans A vers s(h) ∈ A et que A

est stable par F0, alors la suite (aλ)λ converge dans A vers a := (s(h)).γ−1
0 ∈ A. Ainsi, comme A est

séparé, alors par unicité de la limite, h = Φ(a, γ0) donc h ∈ H.

• Dans la suite, on montre qu’il existe un voisinage π-régulier V1 ⊆ ρ−1(A) de z0 tel que pour tout
γ ∈ G\H, l’ensemble V1 ∩ V1γ est vide. Posons C = (Z ×ρ,r G) \ (Z ×ρ,r H) et :

α :

{
Z ×ρ,r G −! Z × Z
(z, γ) 7−! (z, zγ)

.

Remarquons que si γ ∈ F0, alors γ = pγ(x0) = Φ(x0, γ) ∈ H donc F0 ⊆ H et ainsi (z0, z0) /∈ α(C).
Comme H est ouvert dans G, alors C est fermée. L’action de G sur Z est propre donc α est propre
et donc fermée. Ainsi, α(C) est un fermé de Z × Z. Soit donc V1 ⊆ U un voisinage ouvert de z0 tel
que (V1 × V1) ∩ α(C) = ∅. Soit π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une représentation localement U -régulière
quelconque. Un voisinage ouvert de z0 dans V1 vérifie encore l’égalité précédente donc quitte à
restreindre V1, on peut supposer que :

— V1 est relativement compact ;

— V1 ∈ U et en particulier, V1 est localement π-régulier ;

— V1 ⊆ ρ−1(A).

Si V1 ∩ V1γ ̸= ∅, alors il existe v, v′ ∈ V1 tels que (v, v′γ) ∈ V1 × V1 et donc γ ∈ H. Remarquons que
tout ouvert dans V1 vérifie encore cette propriété. Posons :

V =
⋂
γ∈F0

V1 · Φ(A, {γ}) ⊆ U.

Pour tout γ ∈ F0, V1 · Φ(A, {γ}) est bien définie puisque r(Φ(A, {γ})) ⊆ H(0) = A et que l’on
a choisi V1 dans ρ−1(A). De plus, V est un voisinage ouvert de z0 dans U qui est H-invariant
(par définition de H). Pour tout γ ∈ F0, on a Φ(A, {γ}) ⊆ Uγ donc Φ(A, {γ}) est une bissection
ouverte et V1 est localement π-régulier donc d’après la proposition 3.1.8, le translaté V1 · Φ(A, {γ})
est localement π-régulier. Puisque V est une intersection finie de boréliens localement π-régulier,
alors V est localement π-régulier (proposition 3.1.6). Ceci étant vrai pour toute représentation U -
régulière π, on a donc montré que V ∈ Û loc. Considérons l’application :

ψ :

{
V ×H G −! V · G
[v, γ] 7−! vγ

.

• ψ est bien définie car si [v, γ] = [v′, γ′] pour v, v′ ∈ V et γ ∈ Gρ(v), γ′ ∈ Gρ(v′), alors il existe
η ∈ H tel que v = v′η et γ = η−1γ′ donc vγ = v′ηη−1γ′ = v′γ′.

• L’application ψ est continue et G-équivariante.

77



Chapitre 3. Calcul fonctionnel continu sur un module de Hilbert

• ψ est injective car si vγ = v′γ′, alors v = v′γ′γ−1 ∈ V ∩ V (γ′γ−1) et donc γ′γ−1 ∈ H d’où
[v, γ] = [v′, γ′]. L’application inverse est :

ψ−1 :

{
V · G −! V ×H G
vγ 7−! [v, γ]

qui est bien définie pour les raisons évoquées plus haut. On montre que ψ est une application
ouverte ce qui prouvera la continuité de ψ−1. L’application f : V ×ρ,r G ! V · G est ouverte
donc si O est un ouvert de V ×H G, alors en notant q : V ×ρ,r G ! V ×H G l’application
quotient, on obtient :

ψ(O) = f(q−1(O)).

Donc ψ est ouverte puisque f l’est et que q−1(O) est un ouvert de V ×ρ,r G.

■

Dans le théorème suivant, on rappelle que Û désigne l’ensemble des ouverts relativement compacts
de X qui sont π-réguliers pour toute représentation U -régulière.

Théorème 3.3.5. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre. Soient U une partie
génératrice de la topologie de Z et E un C0(X)-module de Hilbert G-équivariant. Alors pour tout
z0 ∈ Z, pour tout voisinage ouvert U ⊆ Z de z0, il existe :

• un sous-groupoïde compact-ouvert H ⊆ G ;

• un voisinage ouvert V ⊆ U de z0 appartenant à Û et qui est H-invariant ;

tels que l’application :

ψ :

{
V ×H G −! V · G
[v, γ] 7−! vγ

soit un homéomorphisme G-équivariant.

Démonstration. On reprend la démonstration précédente en y indiquant les changements obtenus
dans le cas où l’on suppose G ample. La base X du groupoïde G étant totalement discontinue, on
peut choisir W1 ⊆ X compact-ouvert et poser :

A :=
⋂
γ∈F0

ϕγ(W1) ⊆ X

qui est encore compact-ouvert. Par conséquent, le sous-groupoïde de G :

H :=
⋃
γ∈F0

ϕ(A× {γ})

est à son tour compact-ouvert. Soit π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une représentation U -régulière. Puisque
V1 ∈ U alors en particulier V1 est π-régulier. Par ailleurs, ϕ(A × {γ}) est une bissection compacte-
ouverte de G, donc d’après la proposition 3.1.7, le translaté V1 · ϕ(A × {γ}) est π-régulier puis par
intersection finie, V est π-régulier. Ceci étant vrai pour toute représentation U -régulière, on a donc
V ∈ Û . La fin de la démonstration est similaire à la précédente. ■
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Chapitre 4

Géométrie coarse et représentations
admissibles

Dans ce chapitre, nous commencerons par énoncer quelques résultats préliminaire qui nous per-
mettront de démontrer, dans le cas des G-complexes simpliciaux, l’existence des représentations
régulières (théorème 4.2.1). Nous introduirons ensuite la notion d’ensembles contrôlés puis celle
de support d’un opérateur et les propriétés qui y sont associées. Nous terminerons ce chapitre en
démontrant l’existence de représentations admissibles dans le cas des G-complexes simpliciaux (voir
théorème 4.4.3).

4.1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette partie, nous introduisons les définitions et les résultats préliminaires nécessaires à la
démonstration des théorèmes 4.2.1 et 4.4.3.

Définition 4.1.1. Soient Z et X deux espaces localement compacts et ρ : Z ! X un homéomor-
phisme local. On munit Cc(Z) d’un produit scalaire à valeurs dans C0(X) et d’une action à droite
de C0(X) en posant pour tous f, g ∈ Cc(Z), φ ∈ C0(X) et x ∈ X :

⟨f, g⟩C0(X)(x) =
∑
z∈Zx

f(z)g(z) et (f · φ)(z) = f(z)φ(ρ(z)),

où l’on a posé Zx := {z ∈ Z |ρ(z) = x} qui est un espace discret, en particulier, la somme précédente
est finie car f et g sont à support compact.

On note alors L2(Z, ρ) le complété séparé de Cc(Z) pour le produit scalaire précédent. Ces opéra-
tions confèrent à L2(Z, ρ) une structure de C0(X)-module de Hilbert. De plus, la fibre en x ∈ X de
L2(Z, ρ) s’identifie à ℓ2(Zx) .

Remarque 4.1.2. Si Z = G et ρ = s, on retrouve le C0(X)-module standard L2(G).

Notre but dans la suite sera de montrer que l’on peut construire une représentation admissible
dans le cas de G-complexe simpliciaux. L’idée est de construire d’abord une représentation régulière
injective puis, en tensorisant par un module de Hilbert adéquat, on obtiendra une représentation
admissible.

Lemme 4.1.3. Soient Z et X deux espaces localement compacts et ρ : Z ! X un homéomorphisme
local. Alors l’application π : C0(Z) ! LC0(X)

(
L2(Z, ρ)

)
définie pour tous f ∈ C0(Z) et ξ ∈ Cc(Z)

par :
π(f)(ξ) = fξ
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est une C0(X)-représentation fidèle et non-dégénérée. De plus, si U désigne l’ensemble des ouverts
U de Z tels que ρ|U est un homéomorphisme sur un ouvert de X 21, alors π est une représentation
localement U -régulière.

Démonstration. • Soient f ∈ C0(Z) et ξ ∈ Cc(Z). On a

||π(f)(ξ)||2L2(Z,ρ) = ||fξ||2L2(Z,ρ) = sup
x∈X

∑
z∈Zx

|f(z)|2|ξ(z)|2 ⩽ ||f ||2∞||ξ||L2(Z,ρ)

Donc ||π(f)||LC0(X)(L
2(Z,ρ)) ⩽ ||f ||∞ et alors π(f) s’étend en un opérateur borné sur L2(Z, ρ). On

vérifie que π(f) est adjoignable avec π(f)∗ = π
(
f
)
. De plus, si φ ∈ C0(X) et z ∈ Z on a :(

π(f · φ)(ξ)
)
(z) = f(z)φ(ρ(z))ξ(z) = f(z)(ξ · φ)(z) =

(
π(f)(ξ · φ)

)
(z).

Donc π est une C0(X)-représentation et elle est fidèle car chaque πx l’est pour tout x ∈ X où
πx : C0(Zx) ! LC

(
ℓ2(Zx)

)
.

• Soient ξ ∈ Cc(Z) et f : Z ! [0; 1] une fonction continue à support compact qui vaut 1 sur supp(ξ).
Alors π(f)(ξ) = fξ = ξ. Par densité de Cc(Z) dans L2(Z, ρ), on obtient que le sous-espace :{

π(f)(ξ) | f ∈ C0(Z), ξ ∈ L2(Z, ρ)
}

est dense dans L2(Z, ρ). Ainsi π est une représentation non-dégénérée.
• Soit U un ouvert de Z tel que ρ|U est un homéomorphisme sur un ouvert de X. Soit x ∈ ρ(U) et V
un voisinage de x dans X relativement compact tel que V ⊆ ρ(U). Donc (ρ|U )

−1(V ) ⊆ U et d’après
le lemme 1.2.28, il existe φ ∈ Cc(Z) tel que φ|(ρ|U )−1(V ) = 1 et supp(φ) ⊆ U . Notons Mφ l’opérateur
de multiplication par φ sur L2(Z, ρ). Soient x ∈ V, f ∈ Cc(Zx) et z ∈ Zx.

• Si z /∈ U , alors :[
(Mφ)x (f)

]
(z) = φ(z)︸︷︷︸

= 0

f(z) = χUx(z)f(z) =
[
πx (χUx) (f)

]
(z).

• Si z ∈ U , alors z ∈ U ∩ Zx ⊆ (ρ|U )
−1(V ), donc :[

(Mφ)x (f)
]
(z) = φ(z)︸︷︷︸

= 1

f(z) = f(z) = χUx(z)f(z) =
[
πx (χUx) (f)

]
(z).

On a donc montré que :
∀x ∈ V, (Mφ)x = πx

(
χ(U|V )x

)
.

Ainsi, l’ouvert U|V est π|V -régulier et le projecteur associé est (Mφ)|L2(Z|V ,ρ|V ). Tout ouvert U ∈ U
est localement π-régulier, ce qui prouve que π est une représentation localement U -régulière.

■

Lemme 4.1.4. Soient X et Z deux espaces localement compacts et ρ : Z ! X un homéomorphisme
local. Si X est totalement discontinu alors Z aussi.

Démonstration. Soient z ∈ Z et U un voisinage compact de z. Il existe un voisinage U ′ dans U de z
tel que ρ|U ′ : U ′ ! ρ(U ′) soit un homéomorphisme. Comme X est totalement discontinu, il existe
un voisinage compact-ouvert V de ρ(z) dans ρ(U). Posons W = (ρ|U ′)−1(V ) ∩ U . Alors W est un
voisinage compact-ouvert de z dans U . ■

Dans [35], Alan Paterson démontre un théorème de stabilisation pour les groupoïdes propres à base
dénombrable. Nous allons démontrer dans la suite un résultat similaire dans le cas d’un groupoïde
étale compact (voir 4.1.6). Si (G, X) est un groupoïde compact étale et H un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie, alors C(G, H) est un C(X)-module (à droite) G-équivariant où :

21. U est bien une partie génératrice de la topologie de Z.
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• l’action à droite de C(X) sur C(G, H) est donnée pour tous ξ ∈ C(G, H), φ ∈ C(X) et γ ∈ G
par :

(ξ · φ)(γ) := ξ(γ)φ(s(γ)),

• le produit scalaire sur C(G, H) à valeurs dans C(X) est donné pour tous ξ1, ξ2 ∈ C(G, H) et
x ∈ X par : 〈

ξ1, ξ2⟩C(X)(x) :=
∑
γ∈Gx

〈
ξ1(γ), ξ2(γ)

〉
C,

• la fibre de C(G, H) en x ∈ X est isomorphe à C(Gx, H) et l’action de G sur C(G, H) est alors
donnée pour tout γ ∈ G par :

Uγ :

{
C(Gs(γ), H) −! C(Gr(γ), H)

f 7−!
[
η 7! f(ηγ)

] .

On passe à présent à un lemme technique qui permettra de démontrer le théorème 4.1.6 de stabili-
sation pour les groupoïdes compacts étales.

Lemme 4.1.5. Soient (G, X) un groupoïde étale compact et (E, V ) un C(X)-module G-équivariant
dénombrablement engendré (en tant que C(X)-module). Soit H un espace de Hilbert séparable
de dimension infinie. Alors E est isomorphe, en tant que C(X)-module G-équivariant, à un facteur
direct de C(G, H).

Démonstration. Puisque H est séparable, alors d’après le théorème de stabilisation de Kasparov, on
a l’isomorphisme de C(X)-modules :

E ⊕
(
H ⊗C C(X)

)
≃ H ⊗C C(X).

c’est-à-dire E⊕C(X,H) ≃ C(X,H). Il existe donc une isométre W : E ! C(X,H) obtenue comme
la composée des isométries E ↪−→ E ⊕ C(X,H) −! C(X,H). Considérons WG la composition :

E
φ1−! s∗E

V
−! r∗E

r∗W
−! r∗(C(X,H)) ≃ C(G, H)

φ2−! C(G, H)

où

φ1 : e 7!
[
γ 7! e(s(γ))

]
et φ2 : ξ 7!

[
γ 7!

ξ(γ)

Card(Gs(γ))1/2
]

22 c’est-à-dire que l’on a pour tous e ∈ E

et γ ∈ G :

WG(e)(γ) =
1

Card(Gs(γ))1/2
Wr(γ) ◦ Vγ

(
e(s(γ))

)
.

On vérifie que WG est adjoignable d’adjoint donné par la composition :

C(G, H) ≃ r∗
(
C(X,H)

) r∗W ∗
−! r∗E

V −1

−! s∗E
φ3−! E

où φ3 est l’application qui envoie ξ ∈ Γ(G, s∗E) sur la section continue 23 x 7!
1

Card(Gx)1/2
∑
γ∈Gx

ξ(γ).

L’adjoint W ∗
G est donc défini pour tous ξ ∈ C(G, H) et x ∈ X par :

W ∗
G(ξ)(x) =

1

Card(Gx)1/2
∑
γ∈Gx

Vγ−1 ◦W ∗
r(γ)

(
ξ(γ)

)
.

22. L’application γ ∈ G 7! Card(Gs(γ)) est continue d’après le lemme 2.3.3.

23. Le lemme 2.3.3 assure que x 7!
∑
γ∈Gx

ξ(γ) et x 7!
1

Card(Gx)1/2
sont continues donc on conclut par produit.
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WG est G-équivariant. En effet, remarquons tout d’abord que Card(Gs(γ)) = Card(Gr(γ)) pour tout
γ ∈ G puisqu’une bijection (entre ensembles finis) est donnée par η ∈ Gs(γ) 7! ηγ−1 ∈ Gr(γ). On a
donc pour tous γ ∈ G, e ∈ E et η ∈ Gr(γ) :(

Uγ ◦ (WG)s(γ)

)(
e(s(γ))

)
(η) =

(
WG
)
s(γ)

(
e(s(γ))

)
(ηγ)

=
1

Card(Gs(ηγ))
Wr(ηγ) ◦ Vηγ

(
e(s(γ))

)
=

1

Card(Gs(γ))
Wr(η) ◦ Vη

(
Vγ
(
e(s(γ))

))
=

1

Card(Gr(γ))
Wr(η) ◦ Vη

(
Vγ
(
e(s(γ))

))
=

((
WG
)
r(γ)

◦ Vγ
)(
e(s(γ))

)
(η).

De plus, WG est une isométrie car pour tous e ∈ E et x ∈ X :[ (
W ∗

G ◦WG
)
(e)
]
(x) =

1

Card(Gx)1/2
∑
γ∈Gx

Vγ−1 ◦W ∗
r(γ)

(
WG(e)(γ)

)
=

1

Card(Gx)
∑
γ∈Gx

Vγ−1 ◦W ∗
r(γ) ◦Wr(γ) ◦ Vγ

(
e(s(γ))

)
=

1

Card(Gx)
∑
γ∈Gx

e(x)

= e(x).

Par conséquent, E ≃ Im(WG) = Im(WG ◦W ∗
G) et :

C(G, H) = Im(WG ◦W ∗
G)⊕ Ker(WG ◦W ∗

G).

■

Théorème 4.1.6 (Stabilisation pour les groupoïdes compacts étales). Soient (G, X) un grou-
poïde étale compact et E un C(X)-module à droite G-équivariant dénombrablement engendré (en
tant que C(X)-module). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Alors il existe
un isomorphisme de C(X)-module G-équivariant :

E ⊕ C(G, H) ≃ C(G, H).

Démonstration. SoitE unC(X)-module à droite G-équivariant dénombrablement engendré. D’après
le lemme 4.1.5, il existe un C(X)-module G-équivariant E′ tel que :

E ⊕ E′ ≃ C(G, H)

en tant que C(X)-modules G-équivariants. On a donc :

C(G, H) ≃ H ⊗C C(G, H) ≃ H ⊗C (E ⊕ E′) ≃ (H ⊗C E)⊕ (H ⊗C E
′) (⋆)

et alors :

E ⊕ C(G, H)
(⋆)
≃
(
E ⊕ (H ⊗C E)

)
⊕ (H ⊗C E

′) ≃ (H ⊗C E)⊕ (H ⊗C E
′)

(⋆)
≃ C(G, H)

en tant que C(X)-modules G-équivariants. ■

Lemme 4.1.7. Soient Z un espace compact et totalement discontinu, X un espace compact et
ρ : Z ! X un homéomorphisme local surjectif. Alors il existe une section globale de ρ c’est-à-dire
une application continue s : X ! Z telle que ρ ◦ s = idX .
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Démonstration. Soit z ∈ Z. Il existe un voisinage ouvert U ⊆ Z de z, que l’on peut supposer
compact-ouvert (car Z est totalement discontinu et compact) tel que ρ|U : U ! ρ(U) soit un
homéomorphisme avec ρ(U) ouvert dansX. Par compacité de Z, il existe alors des compacts-ouverts

U1, . . . , Un ⊆ Z tels que Z =
n⋃
i=1

Ui et ρ|Ui
: Ui ! ρ(Ui) soit un homéomorphisme pour tout

i ∈ J1, nK. Donc par surjectivité de ρ :

X =
n⋃
i=1

ρ(Ui).

Chaque ρ(Ui) étant ouvert-fermé, on peut supposer, quitte à remplacer ρ(Ui) par ρ(Ui)\ ∪i−1
j=1 ρ(Uj)

qui est encore ouvert-fermé, que l’union est disjointe X =
n⊔
i=1

ρ(Ui). On pose alors :

si := (ρ|Ui
)−1 : ρ(Ui) ! Ui

qui est une section locale de ρ. On obtient ainsi une section globale de ρ. ■

Le résultat suivant assure que le module H⊗CL
2(Z, ρ) est « trivialisable » sous certaines hypothèses.

Proposition 4.1.8. Soient Z un espace compact et totalement discontinu, X un espace compact et
ρ : Z ! X un homéomorphisme local surjectif. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie. Alors il existe m ∈ N∗, des compacts-ouverts U1, . . . , Um ⊆ X et k1, . . . , km dans N∗ tels que :

(i) X =
m⊔
i=1

Ui ;

(ii) pour tout i ∈ J1,mK, on a l’homéomorphisme ρ−1(Ui) ∼= Ui × {1, . . . , ki} et le diagramme
commutatif :

ρ−1(Ui) //

ρ
##

Ui × {1, . . . , ki}

Π1
xx

Ui

où Π1 désigne la projection sur le premier facteur.

En particulier, on a l’isomorphisme de C(X)-modules de Hilbert :

H ⊗C L
2(Z, ρ) ≃ H ⊗C C(X).

Démonstration. On montre par récurrence que pour tout n ⩾ 1, pour tout homéomorphisme local
surjectif ρ : Z ! X avec Z totalement discontinu compact tels que max {Card(Zx) | x ∈ X} = n,
il existe m ⩾ 1, des compacts-ouverts U1, . . . , Um ⊆ X, des entiers k1, . . . , km ⩾ 1 tels que les
propriétés (i) et (ii) soient vérifiées.

• Si n = 1, alors toutes les fibres sont de cardinal 1, 24 donc ρ est injective et donc ρ : Z ! X
est un homéomorphisme. On prend alors m = 1, U1 = X compact-ouvert, et k1 = 1 et on a :

ρ−1(U1) = Z ∼= X = U1
∼= U1 × {1}.

En notant Φ : z ∈ ρ−1(U1) 7! (ρ(z), 1), on a le diagramme commutatif :

ρ−1(U1)
Φ //

ρ
##

U1 × {1}

Π1zz
U1

24. Les fibres sont non vides par surjectivité de ρ.
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Chapitre 4. Géométrie coarse et représentations admissibles

• Soit n ⩾ 2. Soit ρ : Z ! X un homéomorphisme local surjectif avec Z totalement discontinu
et compact tel que max {Card(Zx) | x ∈ X} = n + 1. D’après le lemme 4.1.7, il existe une
section globale s : X ! Z de ρ. Posons

Z1 := Z\s(X) et ρ1 := ρ|Z1
: Z1 ! ρ(Z1).

Alors le compact Z1 est totalement discontinu en tant que sous-espace d’un espace totalement
discontinu et ρ1 est encore un homéomorphisme local surjectif car n ⩾ 2 avec :

max
{

Card(ρ−1
1 (x)) | x ∈ ρ(Z1)

}
= (n+ 1)− 1 = n.

On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à ρ1 : Z1 ! ρ(Z1) et obtenir l’existence d’un
entier m ⩾ 1, de compacts-ouverts U1, . . . , Um ⊆ ρ(Z1), d’entiers k1, . . . , km ⩾ 1 tels que :

ρ(Z1) =

m⊔
i=1

Ui et (ρ1)
−1(Ui) ∼= Ui × {1, . . . , ki}, ∀i ∈ J1,mK

et pour tout i ∈ J1,mK, on a le diagramme commutatif suivant :

ρ−1
1 (Ui) //

ρ
##

Ui × {1, . . . , ki}

Π1
xx

Ui

.

Posons Um+1 = X\ρ(Z1) =
m⋂
i=1

(X\Ui). C’est un compact-ouvert de X qui vérifie Card(Zx) = 1

pour tout x ∈ Um+1. On a donc ρ−1(Um+1) ∼= Um+1×{1}. Si on pose k̃i :=
{
ki + 1 si 1 ⩽ i ⩽ m
1 si i = m+ 1

,

on a :

X =
m+1⊔
i=1

Ui et ρ−1(Ui) ∼= Ui × {1, . . . , k̃i}, ∀i ∈ J1,m+ 1K,

et pour tout i ∈ J1,m+ 1K, on a le diagramme commutatif suivant :

ρ−1(Ui) //

ρ
##

Ui ×
{
1, . . . , k̃i

}
Π1

xx
Ui

On a donc l’isomomorphisme deC(Ui)-modules de Hilbert L2
(
ρ−1(Ui), ρ|ρ−1(Ui)

)
≃ C

(
Ui×{1, . . . , ki}

)
pour tout i ∈ J1,mK. Comme Z =

m⊔
i=1

ρ−1(Ui), alors on obtient les isomorphismes de C(X)-modules

de Hilbert :

H ⊗C L
2(Z, ρ) ≃ H ⊗C

m⊕
i=1

L2
(
ρ−1(Ui), ρ|ρ−1(Ui)

)
≃ H ⊗C

m⊕
i=1

C
(
Ui × {1, . . . , ki}

)
≃ H ⊗C

m⊕
i=1

(
C(Ui)⊗ Cki

)
≃

m⊕
i=1

(C(Ui)⊗H)

≃ H ⊗C

m⊕
i=1

C(Ui)

≃ H ⊗C C(X).
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U1

k1 = 5

U2

k2 = 3

U3

k3 = 4

U4

k4 = 2

U5

k5 = 6

ρ

X =
5⊔
i=1

Ui

FIGURE 4.1 – Trivialisation de la base.

■

Remarque 4.1.9. Lorsque Z n’est plus supposé totalement discontinu mais que X est à base dé-
nombrable d’ouverts, l’isomorphisme de C(X)-modules de Hilbert H ⊗C L

2(Z, ρ) ≃ H ⊗C C(X) est
encore valable en utilisant la théorie des champs hilbertiens de Dixmier-Douady (voir [17]).

4.2 Existence de représentations régulières

Nous avons à présent les outils nécessaires pour démontrer l’existence des représentations régulières
dans le cas de G-complexes simpliciaux. On rappelle que la partie génératrice S de la topologie de
la réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial a été construite dans la section 2.2.

Théorème 4.2.1. Soient (G, X) un groupoïde ample et (Y,∆) un G-complexe simplicial G-compact
et propre. Alors il existe un C0(X)-module G-équivariant E et une représentation fidèle et S-
régulière :

π : C0(|∆|) ! LC0(X)(E).

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension du complexe simplicial (Y,∆). Mon-
trons pour tout n ∈ N, la proposition :

« Pour tout G-complexe simplicial (Y,∆) propre et G-compact de dimension inférieure à n, il existe
unC0(X)-module G-équivariantE muni d’une représentation S-régulière π : C0(|∆|) ! LC0(X)(E) ».

• Soient (Y,∆) un G-complexe simplicial de dimension 0 et Z0 sa réalisation géométrique. Comme
Z0 s’identifie à un sous-ensemble de Y , l’application d’ancrage ρ restreinte à Z0 vérifie la propriété :
pour tout y ∈ Z0 il existe un compact-ouvert U ⊆ Z0 contenant y tel que ρ|U : U ! ρ(U) est un
homéomorphisme sur un compact-ouvert de X. Puisque X est totalement discontinu, alors ρ(Z0)
aussi et d’après le lemme 4.1.4, Z0 aussi. On considère l’application suivante :

π0 :

{
C0(Z0) −! LC0(X)

(
L2(Z0, ρ)

)
f 7−!

[
ξ 7! fξ

] .
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Chapitre 4. Géométrie coarse et représentations admissibles

D’après le lemme 4.1.3, π est une C0(X)-représentation G-équivariante, non-dégénérée, fidèle et
localement S-régulière donc S-régulière d’après le lemme 3.2.4.
• Supposons que le résultat soit vrai pour tout G-complexe simplicial de dimension inférieure à
n − 1. Montrons que le résultat est vrai pour tout G-complexe simplicial de dimension inférieure à
n.

Soit Zn la réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial de dimension inférieure à n sur lequel
l’action de G est propre et co-compacte. Soient Zn−1 son (n− 1)-squelette et Un := Zn\Zn−1 l’union
de tous les n-simplexes ouvert. On a la décomposition :

Zn = Zn−1 ⊔ Un.

L’ensemble Z ′
n des barycentres des n-simplexes est un G-complexe simplicial de dimension 0. De

plus, quitte à remplacer Zn par sa subdivision barycentrique, on peut supposer que le G-complexe
simplicial est typé et que l’application τ est à valeurs dans J0, nK. D’après le lemme 2.1.11, on a
l’homéomorphisme G-équivariant :

Zn\Zn−1
∼= (Z ′

n × σ̊n),

où σ̊n désigne l’intérieur du n-simplexe standard muni de l’action triviale de G. Donc on a :

Zn ∼= Zn−1 ⊔ (Z ′
n × σ̊n).

On a de plus (voir [55] p. 34) une suite exacte courte de C0(X)-algèbres :

0 −! C0(Zn\Zn−1) ↪−! C0(Zn)
ψ

−! C0(Zn−1) −! 0

où ψ est la restriction à Zn−1. Notons S ′ la partie génératrice de la topologie de Zn−1 (voir la sec-
tion 2.2.6 pour le détail de la construction). Puisque Zn−1 est un G-complexe simplicial de dimen-
sion inférieure à n− 1, alors par hypothèse de récurrence, il existe un C0(X)-module G-équivariant
E1 muni d’une représentation S ′-régulière :

p : C0(Zn−1) ! LC0(X)(E1).

On obtient alors une C0(X)-représentation G-équivariante en posant :

π1 := p ◦ ψ : C0(Zn) ! LC0(X)(E1).

C0(Zn)

π
&&

ψ // C0(Zn−1)

p

��
LC0(X)(E1)

Elle est non-dégénérée. En effet, comme ψ est surjective et p est non-dégénérée, on a :

π1(C0(Zn))(E1) = p(C0(Zn−1))(E1) = E1

D’après le point (ii) de la remarque 2.2.4, on a pour tout µ ∈ Zn :

S′(µ) =


{
W ∩ Zn−1 | W ∈ S(µ)

}
si µ ∈ Zn−1

∅ sinon

donc :
S ′ =

{
W ∩ Zn−1 | W ∈ S

}
.
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Ainsi, π1 est S-régulière. Comme Z ′
n est un G-complexe simplicial de dimension 0, alors d’après le

lemme 4.1.3 on obtient une C0(X)-représentation fidèle non-dégénérée et G-équivariante :

π0 : C0(Z
′
n) ! LC0(X)

(
L2(Z ′

n, ρ|Z′
n
)
)
.

On considère l’isomorphisme de C0(X)-modules de Hilbert :

Φ : L2(σ̊n)⊗C L
2(Z ′

n, ρ|Z′
n
) ! L2(Zn\Zn−1, ρ|Zn\Zn−1

)

donné pour g ∈ Cc(σ̊n), ξ ∈ Cc(Z
′
n) et ν =

n∑
i=0

λyi(ν)δyi ∈ Zn\Zn−1
25 par la formule :

Φ(g ⊗ ξ)(ν) = ξ
(
b(ν)

)
g
(
λy0(ν), . . . , λyn(ν)

)
.

Posons E2 = L2
(
Zn\Zn−1, ρ|Zn\Zn−1

)
et considérons la représentation fidèle non-dégénérée :

π0 ⊗ λ : C0(Z
′
n × σ̊n) ! LC0(X)(E2)

définie (modulo l’identification Φ et l’identification C0(Z
′
n × σ̊n) ≃ C0(Z

′
n) ⊗ C0(σ̊n)) pour tous

f ∈ C0(Z
′
n), g ∈ C0(σ̊n), ξ1 ∈ Cc(σ̊n) et ξ2 ∈ Cc(Z

′
n) par :(

(π0 ⊗ λ)(f ⊗ g)
)
(ξ1 ⊗ ξ2) := (fξ2)⊗ (gξ1).

Comme C0(Z
′
n×σ̊n) est un idéal dans C0(Zn) et que π0⊗λ est non-dégénérée, alors la représentation

π0 ⊗ λ s’étend de façon unique en une C0(X)-représentation de C0(Zn) notée π2 :

π2 : C0(Zn) ! LC0(X)(E2),

qui est définie (modulo l’identification Φ) pour tous f ∈ C0(Zn), g ∈ Cc(Zn\Zn−1) :

π2(f)(g) = f|Zn\Zn−1
g.

Posons E := E1 ⊕ E2 et considérons :

π := π1 ⊕ π2 : C0(Zn) ! LC0(X)(E).

C’est une C0(X)-représentation fidèle de C0(Zn). En effet, soit f ∈ C0(Zn) telle que π(f) = 0. Alors
π1(f) = π2(f) = 0. Comme π1 = p ◦ ψ, alors par injectivité de la représentation p, on a ψ(f) = 0
donc f ∈ Ker(ψ) = Im(φ) où φ : C0(Z

′
n × σ̊n) ! C0(Zn) est l’application induite par :

C0(Z
′
n × σ̊n) ≃ C0(Zn\Zn−1) ↪−! C0(Zn).

Soit donc g ∈ C0(Z
′
n × σ̊n) tel que f = φ(g). On a donc (π2 ◦ φ)(g) = 0. Or π2 ◦ φ = π0 ⊗ λ donc

π0 ⊗ λ(g) = 0 et par injectivité de la représentation π0 ⊗ λ, on a g = 0 donc f = 0.

Comme π1 est S-régulière, alors d’après le lemme 3.2.3, il suffit de montrer que π2 est une re-
présentation S-régulière. Soient µ ∈ Zn et x0 := ρ̃(µ). Notons z0, . . . , zm les éléments du support
de µ. On suppose dans la suite que m ⩾ 1 (le cas où m = 0 se traite de façon similaire). Soient
(ε0, . . . , εm) ∈ Λµ,z0,...,zm , V un voisinage µ-simplicial de x0 et s0, . . . , sm des sections associées
aux sommets z0, . . . , zm. Si x ∈ V , on rappelle que µx désigne la mesure de même coordonnées
barycentriques que µ « transportée au-dessus de V » grâce aux sections c’est-à-dire :

∀x ∈ V, µx =
m∑
i=0

λiδsi(x) avec supp(µx) ⊆ ρ−1(x).

25. Rappelons ici que c’est le type qui nous permet d’obtenir une numérotation des sommets de ν.
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Posons φi := χsi(V ). Nous allons montrer que :

W :=
m⋂
i=0

W (µ, φi, εi)

est π2-régulier. Soient i ∈ J0,mK et fi :]0, 1[! [0; 1] une fonction continue à support compact valant
1 sur l’intervalle

[
Iµ(φi)− εi, Iµ(φi) + εi

]
. Si ν ∈W alors pour tout i ∈ J0,mK :∣∣∣Iν(φi)− Iµ(φi)

∣∣∣ < εi

donc fi(Iν(φi)) = 1, pour tout i ∈ J0,mK. Ainsi, en posant :

cµ :


Zn −! [0; 1]

ν 7−!
m∏
i=0

fi

(
Iν(φi)

)
on obtient une fonction qui vaut 1 sur W et telle que pour tout x ∈ X, la restriction cµ|Zx

n
est à

support dans la réunion des simplexes de |∆| contenant µx.

Puisque l’on travaille avec la topologie ⋆-faible, pour tout i ∈ J0,mK, l’application ν ∈ Zn 7! Iν(φi)

est continue donc cµ ∈ C(Zn). Soient λ0, . . . , λm dans [0; 1] tels que µ =
m∑
i=0

λiδsi(x0). Considérons

µ′ la mesure µ transportée dans le simplexe standard c’est-à-dire 26 :

µ′ =
m∑
i=0

λiδτ(yi) ∈ σn.

Posons :

Si :=

{
m∑
k=0

λ′kδτ(yk) | (λ′0, . . . , λ′m) ∈ Rm+1 vérifiant
m∑
k=0

λ′k = 1 et |λi − λ′i| < εi, ∀i ∈ J0,mK

}
⊆ σn.

On a donc χ∩m
i=0Si ∈ L2(σ̊n) et on peut considérer l’application bien définie :

pW,π2 :

{
E2 −! E2

Φ(g ⊗ ξ) 7−! cµ|Zn\Zn−1
Φ
(
(χ∩m

i=0Sig)⊗ ξ · χV
) .

Fixons x ∈ X. On distingue deux cas :

▶ Soit x /∈ V et alors pour tous g ∈ Cc(σ̊n) et ξ ∈ Cc(Z
′
n), on a :

(pW,π2)x

(
Φ(g ⊗ ξ)|(Zn\Zn−1)x

)
= cµ|(Zn\Zn−1)x

Φ
(
(χ∩m

i=0Sig)⊗ ξ|Z′x
n
χV (x)︸ ︷︷ ︸

=0

)
= cµ|(Zn\Zn−1)x

Φ
(
(χ∩m

i=0Sig)⊗ 0
)

= 0

et donc (pW,π2)x = 0. Or d’après le lemme 2.2.3, on a W ∩ (ρ̃)−1(x) = ∅ et donc :

π2,x
(
χW∩Zx

n

)
= 0.

▶ Soit x ∈ V et on distingue alors deux cas :

26. On a ici utilisé l’application τ pour pouvoir obtenir une numérotation des sommets dans σn.
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• Supposons que la mesure µx ne soit pas dans un simplexe de dimension maximale. Alors cµ|Zx
n

est à support dans Zxn−1 donc cµ|(Zn\Zn−1)x
= 0. On en déduit que :

(pW,π2)x = 0 = π2,x

(
cµ|Zx

n

)
.

Par ailleurs, cµ valant 1 sur W , on a :

χW = cµχW .

Donc en composant par le ∗-homomorphisme π2,x, on obtient :

π2,x
(
χW∩Zx

n

)
= π2,x

(
cµ|Zx

n

)
◦ π2,x

(
χW∩Zx

n

)
= 0.

• •

•

•×
µx

Wx

supp
(
(cµ)|Zx

n

)
FIGURE 4.2 – Cas où µ n’est pas dans un simplexe de dimension maximale.

• Supposons que la mesure µx soit dans un simplexe de dimension maximale. Si ξ ∈ Cc(Z
′
n) et

ν =
n∑
i=0

λyiδyi ∈ (Zn\Zn−1)x, on a :

χW∩(Zn\Zn−1)x(ν) = cµ|(Zn\Zn−1)x
(ν)χ∩m

i=0Si(λy1(ν), . . . , λyn+1(ν))
27

et :
(ξ · χV )(b(ν)) = ξ(b(ν))χV

(
ρ̃(b(ν))︸ ︷︷ ︸

∈V

)
= ξ(b(ν)).

Ainsi :

π2,x
(
χW∩Zx

n

)
(Φ(g ⊗ ξ))(ν) = χW∩(Zn\Zn−1)x(ν)Φ(g ⊗ ξ)(ν)

= χW∩(Zn\Zn−1)x(ν)ξ(b(ν))g
(
λy1(ν), . . . , λyn+1(ν)

)
= cµ|(Zn\Zn−1)x

(ν)χ∩m
i=0Si

(
λy1(ν), . . . , λyn+1(ν)

)
ξ(b(ν))g

(
λy1(ν), . . . , λyn+1(ν)

)
= cµ|(Zn\Zn−1)x

(ν)(ξ · χV )(b(ν))(χ∩m
i=0Sig)

(
λy1(ν), . . . , λyn+1(ν)

)
= cµ|(Zn\Zn−1)x

(ν)Φ
(
χ∩m

i=0Sig ⊗ ξ · χV
)
(ν)

= (pW,π2)x

(
Φ(g ⊗ ξ)

)
(ν)

et donc π2,x
(
χW∩Zx

n

)
= (pW,π2)x.

Dans tous les cas, pour tout x ∈ X :

π2,x
(
χW∩Zx

n

)
= (pW,π2)x

Et donc W est π2-régulier. ■

27. Si ν ∈ W , on a 1 = 1 × 1. Si ν /∈ W , on distingue deux cas : soit ν est dans un même simplexe maxi-
mal que µ et dans ce cas 0 = cµ|(Zn\Zn−1)x

(ν) × 0 ; soit ν est dans un autre simplexe maximal que µ et alors
0 = 0χ∩m

i=0Si(λy1(ν), . . . , λyn+1(ν)). Dans tous les cas, l’égalité est vérifiée.
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4.3 Opérateurs à support contrôlé

Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un G-espace à droite d’ancre ρ : Z ! X. On note pour tout
x ∈ X :

Zx :=
{
z ∈ Z | ρ(z) = x

}
et Z ×X Z :=

{
(z, z) ∈ Z × Z | ρ(z) = ρ(z′)

}
.

Si E,F sont deux parties de Z ×X Z et C un partie de Z, on définit :

E−1 =
{
(z, z′) ∈ Z ×X Z | (z′, z) ∈ E

}
,

E ◦ F =
{
(z1, z3) ∈ Z ×X Z | ∃z2 ∈ Zρ(z1), (z1, z2) ∈ E et (z2, z3) ∈ F

}
,

E ◦ C =
{
z ∈ Z | ∃z′ ∈ C ∩ Zρ(z), (z, z′) ∈ E

}
,

C ◦ E =
{
z ∈ Z | ∃z′ ∈ C ∩ Zρ(z), (z′, z) ∈ E

}
,

∆Z =
{
(z, z) | z ∈ Z

}
.

Si U := E ∪ F , on remarque que :

U ◦ U = (E ◦ E) ∪ (E ◦ F ) ∪ (F ◦ E) ∪ (F ◦ F ).

Définition 4.3.1 (G-structure coarse). Une G-structure coarse sur Z est la donnée d’une collection
EZ de sous-ensembles de Z ×X Z, appelés ensembles contrôlés, telle que :

(i) si E ∈ EZ et F ⊆ E alors F ∈ EZ ;

(ii) si E,F ∈ EZ , alors E, E−1, E ◦ F et E ∪ F sont dans EZ ;

(iii) tout compact de Z ×X Z est un ensemble contrôlé ;

(iv) si E ∈ EZ et K ⊆ Z compact alors E ◦K est un ensemble relativement compact de Z ;

(v) l’union de tous les ensembles contrôlés est Z ×X Z ;

(vi) si E ∈ EZ alors E · G ∈ EZ .

Proposition 4.3.2. Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un G-espace propre à droite. Alors la
collection de sous-ensembles de Z ×X Z :

EZ :=
{
E ⊆ Z ×X Z | ∃K ⊆ Z compact, E ⊆ (K ×X K) · G

}
définit une G-structure coarse sur Z. De plus, si on suppose que Z est G-compact, alors la diagonale
∆Z est un ensemble contrôlé.

Démonstration. On vérifie chaque point de la définition :

(i) Immédiat.

(ii) • Soit E ∈ EZ . Alors il existe K ⊆ Z compact tel que E ⊆ (K ×X K) · G. L’orbite d’un
compact par une action propre est fermée, donc :

E ⊆ (K ×X K) · G = (K ×X K) · G

Ainsi, E ∈ EZ .

• Soit E ∈ EZ . Alors il existe K ⊆ Z compact tel que E ⊆ (K ×X K) · G. On montre
immédiatement que E−1 ⊆ (K ×X K) · G et donc E−1 ∈ EZ .
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• Soient E,F ∈ EZ . Alors il existe K1,K2 compacts de Z tels que E ⊆ (K1 ×X K1) · G et
F ⊆ (K2 ×X K2) · G. Soit (z1, z3) ∈ E ◦ F . Alors il existe z2 ∈ Z tel que (z1, z2) ∈ E et
(z2, z3) ∈ F . Donc il existe k1, k′1 ∈ K1, k2, k

′
2 ∈ K2 et γ, γ′ ∈ G tels que :

(z1, z3) = (k1γ, k2γ
′) et k′1γ = k2γ

′ = z2.

On a donc (z1, z3) = (k1, k2γ
′γ−1)γ. On définit :

GK1,K2 :=
{
γ ∈ G | K1 ∩K2γ ̸= ∅

}
.

Cet ensemble est compact car l’action de G sur Z est propre et comme k′1γ = k2γ
′ alors

k′1 = k2γ
′γ−1 donc γ′γ−1 ∈ GK1,K2 et donc k2γ′γ−1 ∈ K2 · GK1,K2 . On définit alors le

compact :
K := K1 ∪ [K2 · GK1,K2 ]

on obtient alors (z1, z3) ∈ (K ×X K) · G d’où E ◦ F ⊆ (K ×X K) · G. Ainsi, E ◦ F ∈ EZ .
• Soient E,F ∈ EZ . Alors il existe K1,K2 compacts de Z tels que E ⊆ (K1 ×X K1) · G

et F ⊆ (K2 ×X K2) · G. Posons K := K1 ∪ K2. Alors E ∪ F ⊆ (K ×X K) · G et donc
E ∪ F ∈ EZ .

(iii) SoitK un compact de Z×XZ. Il existe deux compactsK1 etK2 dans Z tels queK ⊆ K1×XK2.
En notant K ′ := K1 ∪K2 ⊆ Z compact, on a :

K ⊆ K1 ×X K2 ⊆ (K ′ ×X K ′) · G

Donc K ∈ EZ .

(iv) Soient E ∈ EZ et K ⊆ Z compact. Alors il existe C ⊆ Z compact tel que E ⊆ (C×XC) ·G. Soit
(zλ)λ une suite dans E ◦K. Alors il existe une suite (kλ)λ dans K telle que la suite (zλ, kλ)λ
soit dans (C ×X C) · G. Il existe donc deux suites (cλ)λ et (c′λ)λ dans C et une suite (gλ)λ dans
G telles que :

(zλ, kλ) = (cλgλ, c
′
λgλ).

Par compacité de K et C, on peut supposer que la suite (kλ)λ converge dans K et que les
suites (cλ)λ et (c′λ)λ convergent dans C. Comme l’action est propre, (gλ)λ possède une sous-
suite convergente. Donc la suite (zλ)λ possède une sous-suite convergente et ainsi E ◦K est
relativement compact.

(v) Soit (z, z′) ∈ Z ×X Z. Considérons le compact K = {z, z′}. Alors :

(z, z′) ∈ K ×X K ⊆ (K ×X K) · G ∈ EZ .

Donc (z, z′) appartient à un ensemble contrôlé et donc :

Z ×X Z ⊆
⋃
E∈EZ

E.

L’inclusion réciproque est immédiate.

(vi) Immédiat.

Finalement, EZ définit bien une G-structure coarse sur Z. De plus, si Z est G-compact, alors il existe
K ⊆ Z compact tel que Z = K · G. Soit z ∈ Z, il existe k ∈ K, γ ∈ G tels que :

(z, z) = (kγ, kγ) = (k, k)γ

donc (z, z) ∈ (K ×X K) · G. Ainsi, ∆Z ∈ EZ . ■

Lemme 4.3.3. Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un G-espace propre à droite et G-compact.
Alors il existe un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z dans Z ×X Z.
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Démonstration. Soient K ⊆ Z un compact tel que ∆Z ⊆ (K ×X K) · G et V un voisinage ouvert
relativement compact de K. Alors (V ×X V ) · G est un voisinage ouvert G-invariant de ∆Z dans
Z×X Z qui est de plus contrôlé. En effet, V ×X V est compact donc contrôlé d’après (iii) et contient
V ×X V qui est à son tour contrôlé d’après (i) donc l’orbite (V ×X V ) · G est contrôlée d’après
(vi). ■

La définition suivante montre le lien entre les opérateurs sur E et la G-structure coarse de Z.

Définition 4.3.4 (Support d’un opérateur). Soient X et Z deux espaces localement compacts.
Pour i = 1, 2, on considère Ei un C0(X)-module de Hilbert muni d’une C0(X)-représentation
πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei). Soit T ∈ LC0(X)(E1, E2). Le support de T , noté supp(T ), est le com-
plémentaire du sous-ensemble ouvert de Z ×X Z :{

(z, z′) ∈ Z × Z | ∃f, g ∈ C0(Z), f(z) ̸= 0, g(z′) ̸= 0 et π2(f) ◦ T ◦ π1(g) = 0
}
.

Définition 4.3.5 (Opérateur à support contrôlé). Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un
G-espace propre et G-compact. Pour i = 1, 2, on considère Ei un C0(X)-module de Hilbert G-
équivariant muni d’une C0(X)-représentation G-équivariante πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei). On dit que
T ∈ LC0(X)(E1, E2) est à support contrôlé si supp(T ) ∈ EZ .

Lemme 4.3.6. Soient X et Z deux espaces localement compacts. Pour i = 1, 2, on considère Ei
un C0(X)-module de Hilbert muni d’une C0(X)-représentation πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei). Soit
T ∈ LC0(X)(E1, E2) un opérateur qui commute avec C0(Z) c’est-à-dire que pour tout f ∈ C0(Z) :

T ◦ π1(f) = π2(f) ◦ T.

Alors supp(T ) ⊆ ∆Z .

Démonstration. Soit (z, z′) ∈ Z2 tel que z ̸= z′. Soient U et U ′ deux ouverts de Z tels que z ∈ U ,
z′ ∈ U ′ et U ∩ U ′ = ∅. D’après le lemme 1.2.28 appliqué au compact {z} ⊆ U (resp. au compact
{z′} ⊆ U ′), il existe une fonction continue à support compact f : Z ! [0; 1] telle que f(z) = 1 et
supp(f) ⊆ U (resp. une fonction continue à support compact g : Z ! [0; 1] telle que g(z′) = 1 et
supp(g) ⊆ U ′). Les fonctions f et g vérifient donc :

f(z) ̸= 0, g(z′) ̸= 0 et fg = 0 (car supp(f) ∩ supp(g) = ∅).

Ainsi, comme T commute avec C0(Z), on a :

π2(f) ◦ T ◦ π1(g) = π2(fg) ◦ T = 0,

donc (z, z′) /∈ supp(T ). ■

Proposition 4.3.7 (Propriétés du support). Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un G-espace
propre et G-compact. Pour i ∈ {1, 2, 3}, on considère Ei un C0(X)-module de Hilbert G-équivariant
muni d’une C0(X)-représentation G-équivariante et non dégénérée πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei).
Alors :

(i) supp(idE1) ⊆ ∆Z ;

(ii) supp(S + T ) ⊆ supp(S) ∪ supp(T ), pour tous T, S ∈ LC0(X)(E1) ;

(iii) supp(T ∗) = supp(T )−1, pour tout T ∈ LC0(X)(E1, E2) ;

(iv) supp(S ◦ T ) ⊆ supp(S) ◦ supp(T ), pour tous T ∈ LC0(X)(E1, E2) et S ∈ LC0(X)(E2, E3) à
supports contrôlés.

Ainsi, l’ensemble des opérateurs dans LC0(X)(E) à support contrôlé forment une algèbre involutive.

Démonstration. (i) L’opérateur idE1 commute avec C0(Z) donc d’après 4.3.6, supp(idE1) ⊆ ∆Z .

92



4.3. Opérateurs à support contrôlé

(ii) Si (z, z′) /∈ supp(S) ∪ supp(T ), alors il existe quatre fonctions f1, g1, f2, g2 ∈ C0(Z) telles que
f1(z) ̸= 0, f2(z) ̸= 0, g1(z

′) ̸= 0, g2(z
′) ̸= 0 avec :

π1(f1) ◦ S ◦ π1(g1) = 0 et π1(f2) ◦ T ◦ π1(g2) = 0.

Posons f := f1f2 et g := g1g2, alors f(z) ̸= 0, g(z′) ̸= 0 et on a :

π1(f) ◦ (S + T ) ◦ π1(g) = 0,

donc (z, z′) /∈ supp(S + T ).

(iii) Si (z, z′) /∈ supp(T ∗) alors il existe f, g ∈ C0(Z) avec f(z) ̸= 0, g(z′) ̸= 0 telles que :

π1(f) ◦ T ∗ ◦ π2(g) = 0,

donc π2 (g) ◦ T ◦ π1
(
f
)
= 0 c’est-à-dire que (z, z′) /∈ supp(T )−1. La réciproque se traite de la

même façon.

(iv) Supposons que (z1, z2) /∈ supp(S) ◦ supp(T ) et montrons que (z1, z2) /∈ supp(S ◦ T ). Considé-
rons alors les sous-ensembles fermés de Z suivants :

Kz1 :=
{
z ∈ Z | (z1, z) ∈ supp(S)

}
⊆ {z1} ◦ supp(S),

Kz2 :=
{
z ∈ Z | (z, z2) ∈ supp(T )

}
⊆ supp(T ) ◦ {z2}

Ils sont disjoints car (z1, z2) /∈ supp(S) ◦ supp(T ). Comme S et T sont à support contrôlé,
alors {z1} ◦ supp(S) et supp(T ) ◦ {z2} sont relativement compacts et donc Kz1 et Kz2 sont
compacts. Soient U et V deux ouverts relativement compacts de Z tels que Kz1 ⊆ U,Kz2 ⊆ V
et U ∩ V = ∅. Soit φ : Z ! [0; 1] une fonction continue à support compact telle que :

φ|U = 0 et φ|V = 1.

On a en particulier :

supp(φ) ∩Kz1 = ∅ et supp(1− φ) ∩Kz2 = ∅.

Soit k ∈ supp(φ). Alors k /∈ Kz1 , donc (z1, k) /∈ supp(S). Il existe donc ψk, φk ∈ C0(Z) telles
que :

ψk(z1) ̸= 0, φk(k) ̸= 0 et π3(ψk) ◦ S ◦ π2(φk) = 0,

et on peut supposer que φk est à valeurs dans [0; 1] et que φk(k) = 1. On obtient donc le
recouvrement suivant :

supp(φ) ⊆
⋃

k∈supp(φ)

(φk)
−1

(]
−1

2
;+∞

[)
.

Par compacité de supp(φ), on peut en extraire un sous-recouvremment fini : il existe n ∈ N∗

et k1, . . . , kn ∈ supp(φ) telles que :

supp(φ) ⊆
n⋃
i=1

(φki)
−1

(]
−1

2
;+∞

[)
.

Puisque
n∑
i=1

(φki)|supp(φ) >
1

2
, alors il existe g ∈ C(Z) telle que φ =

n∑
i=1

φkiφg. On considère la

fonction f :=
n∏
i=1

ψki ∈ C0(Z). Alors f(z1) ̸= 0 et :

π3(f) ◦ S ◦ π2(φ) =
n∑
i=1

(∏
j ̸=i

π3(ψkj ) ◦ π3(ψki) ◦ S ◦ π2(φki)︸ ︷︷ ︸
= 0

◦ π2(φg)
)
= 0.
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Soit ψ ∈ Cc(Z) une fonction valant 1 sur supp(f) ◦ supp(S). On montre que le support de
l’opérateur π3(f)◦S ◦

(
idE2 −π2(ψ)

)
est vide, donc π3(f)◦S ◦

(
idE2 −π2(ψ)

)
= 0 c’est-à-dire

que :
π3(f) ◦ S = π3(f) ◦ S ◦ π2(ψ).

Puisque la fonction ψ(1−φ) est continue à support compact et que supp(ψ(1−φ))∩Kz2 = ∅,
on démontre de la même manière que précédemment l’existence d’une fonction g ∈ C0(Z)
telle que :

g(z2) ̸= 0 et π2(ψ(1− φ)) ◦ T ◦ π1(g) = 0.

En notant π2 : Cb(Z) ! LC0(X)(E2) l’extension de la représentation non-dégénérée π2 à
Cb(Z), on obtient :

π3(f) ◦ S ◦ T ◦ π1(g) = π3(f) ◦ S ◦
(
π2(φ) + π2(1− φ)

)
◦ T ◦ π1(g)

=

= 0︷ ︸︸ ︷
π3(f) ◦ S ◦ π2(φ) ◦ T ◦ π1(g) + π3(f) ◦ S ◦ π2(1− φ) ◦ T ◦ π1(g)

= π3(f) ◦ S ◦ π2(ψ) ◦ π2(1− φ) ◦ T ◦ π1(g)
= π3(f) ◦ S ◦ π2(ψ(1− φ)) ◦ T ◦ π1(g)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0.

Donc (z1, z2) /∈ supp(S ◦ T ).
■

Lemme 4.3.8 (Support du projecteur associé à un borélien régulier). Soient X et Z deux es-
paces localement compacts. Soient E un C0(X)-module de Hilbert et π : C0(Z) ! LC0(X)(E) une
C0(X)-représentation. Soient U ⊆ Z un borélien π-régulier relativement compact et pU le projec-
teur associé. Alors :

supp(pU ) ⊆ ∆Z ∩ (U ×X U).

Démonstration. D’après le lemme 4.3.6, le support de pU est inclus dans ∆Z . Montrons que le
support de pU est inclus dans U ×X U . Soit (z, z′) ∈ (Z ×X Z)\(U ×X U). Quitte à échanger z et z′,
on peut supposer que z /∈ U .

• Si z = z′ alors z, z′ /∈ U . Comme {z} et U sont deux compacts disjoints, il existe une fonction
continue à support compact f : Z ! [0; 1] telle que f|U = 0, f(z) = f(z′) = 1. Donc fχUf = 0.
Ainsi pour tout x ∈ X,

0 = πx(f|Zx
) ◦ πx(χUx) ◦ πx(f|Zx

) = πx(f|Zx
) ◦ pU,x ◦ πx(f|Zx

)

donc π(f) ◦ pU ◦ π(f) = 0 et alors (z, z′) /∈ supp(pU ).

• Si z ̸= z′ alors (z, z′) /∈ ∆Z donc (z, z′) /∈ supp(pU ).

■

Lemme 4.3.9 (Support d’une somme directe). Soient X et Z deux espaces localement compacts.
Pour i = 1, 2, on considère Ei un C0(X)-module de Hilbert ainsi que πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei) une
C0(X)-représentation. Soient T ∈ LC0(X)(E1, E2) et S ∈ LC0(X)(E2). Alors l’opérateur :

T ⊕ S : E1 ⊕ E2 ! E2 ⊕ E2

est à support dans supp(T ) ∪ supp(S).

94



4.4. Existence de représentations admissibles

Démonstration. Si (z, z′) /∈ supp(T )∪supp(S) alors il existe f, g ∈ C0(Z) tels que f(z) ̸= 0, g(z′) ̸= 0
avec :

π2(f) ◦ T ◦ π1(g) = 0 et π2(f) ◦ S ◦ π2(g) = 0,

et alors :

(π2 ⊕ π2)(f) ◦ (T ⊕ S) ◦ (π1 ⊕ π2)(g) =
(
π2(f) ◦ T ◦ π1(g)

)
⊕
(
π2(f) ◦ S ◦ π2(g)

)
= 0

c’est-à-dire que (z, z′) /∈ supp(T ⊕ S). ■

4.4 Existence de représentations admissibles

Dans cette partie, on énonce un analogue de la définition 4.5.2 de [55] p. 164 au cadre des grou-
poïdes amples puis on démontre l’existence de telles représentations dans le cas des G-complexes
simpliciaux.

Définition 4.4.1 (Représentation U -admissible). Soient (G, X) un groupoïde ample et H un es-
pace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soient Z un G-espace propre à droite et G-compact
d’ancre ρ : Z ! X et U une partie génératrice de la topologie de Z. Soit E un C0(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U -régulière et G-équivariante π : C0(Z) ! LC0(X)(E). On
dit que la représentation π est U -admissible si :

1) pour tout voisinage ouvert contrôlé U de ∆Z , il existe une isométrie TU : E ⊕ E ! E qui est
G-équivariante et à support dans U ;

2) pour tout z0 ∈ Z, pour tout voisinage ouvert V0 ⊆ Z de z0, il existe un sous-groupoïde
compact-ouvert H ⊆ G, un voisinage ouvert W ⊆ V0 de z0 qui est H-invariant, vérifiant
ρ(W ) ⊆ H(0) et appartenant à Û tels que :

(a) l’application ψ :

{
W ×H G −! W · G
[w, γ] 7−! wγ

soit un homéomorphisme G-équivariant,

(b) il existe un isomorphisme de C(H(0))-module H-équivariant :

pW,π(E) ≃ H ⊗C L
2
(
Hρ(W ), s|H

)
,

où l’action de H sur H est triviale et pW,π est le projecteur associé au voisinage ouvert
π-régulier W .

Remarque 4.4.2. d

(a) Si H est un espace de Hilbert séparable et π : C0(X) ! L (H) est une représentation ample,
alors π ⊕ π : C0(X) ! L (H ⊕H) est encore une représentation ample et dans ce cas, pour
tout voisinage ouvert contrôlé U de ∆X , il existe une isométrie H ⊕H ! H à support dans
U (voir [55]).

(b) En gardant les notations de la définition précédente, on a Wr(γ)γ = Ws(γ) pour tout γ ∈ H 28

donc γ.χWs(γ)
= χWr(γ)

et donc, si V désigne l’unitaire associé à l’action de G sur E, on a pour
tout γ ∈ G :

Vγ ◦ πs(γ)(χWs(γ)
) = πr(γ)(χWr(γ)

) ◦ Vγ .

Autrement dit, pour tout γ ∈ H, si ξ ∈ (pW,π(E))s(γ), alors Vγ(ξ) ∈ (pW,π(E))r(γ). Donc
pW,π(E) est muni d’une action de H induite par celle de G. Par conséquent, le module pW,π(E)
est muni d’une structure de C(H(0))-module H-équivariant, et donc, comme H(0) est ouvert
dans X, d’une structure de C0(X)-module H-équivariant.

28. On a plus généralement Wr(γ)γ =
(
Wγ

)
s(γ)

pour tout γ ∈ G.
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Théorème 4.4.3. Soient (G, X) un groupoïde ample et σ-compact. Soit (Y,∆) un G-complexe sim-
plicial propre, typé et G-compact de dimension inférieure à n. On note S la partie génératrice de
la topologie de |∆| (voir section 2.2.6). Alors il existe un C0(X)-module G-équivariant E et une
représentation S-admissible :

π : C0(|∆|) ! LC0(X)(E).

Démonstration. Soit Zn la réalisation géométrique d’un G-complexe simplicial (Y,∆) de dimension
inférieure à n. D’après la démonstration du théorème 4.2.1, il existe une représentation fidèle et
S-régulière :

πn : C0(Zn) ! LC0(X)

(
n⊕
i=0

Fi

)
avec :

F0 := L2(Z0, ρ|Z0
) et Fi := L2(σ̊i)⊗C L

2(Z ′
i, ρ|Z′

i
), pour tout i ∈ J1, nK

où l’action de G sur σ̊i est triviale. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie.
Posons : 

Ei := H ⊗C L
2(G)⊗C0(X) Fi pour tout i ∈ J0, nK,

E :=

n⊕
i=0

Ei ≃ H ⊗C L
2(G)⊗C0(X)

(
n⊕
i=0

Fi

)
,

π := 1⊗ 1⊗ πn : C0(Zn) ! LC0(X)(E).

Alors π est encore une représentation fidèle et S-régulière. Nous allons montrer que cette représen-
tation est S-admissible.

Montrons 1). Soit T0 un unitaire entre H ⊕H et H. Le module E est de la forme H ⊗C E
′ où E′

est un C0(X)-module de Hilbert. Alors, l’application T : E ⊕ E ! E donnée par :

E ⊕ E ≃ (H ⊕H)⊗C E
′ T0⊗1
! H ⊗C E

′ = E

est une composée d’isométries G-équivariantes donc une isométrie G-équivariante. On a de plus
pour tout f ∈ C0(Zn) :

T ◦
(
(π ⊕ π)(f)

)
= π(f) ◦ T

car pour tous h1, h2 ∈ H,x1, x2 ∈ Cc(G) et x′1, x
′
2 ∈

⊕n
i=1 Fi :

T
(
(π ⊕ π)(f)(h1 ⊗ x1 ⊗ x′1, h2 ⊗ x2 ⊗ x′2)

)
= T

(
h1 ⊗ x1 ⊗ πn(f)(x

′
1), h2 ⊗ x2 ⊗ πn(f)(x

′
2)
)

= (V ⊗ 1)
(
(h1, 0)⊗ x1 ⊗ πn(f)(x

′
1) + (0, h2)⊗ x2 ⊗ πn(f)(x

′
2)
)

= V (h1, 0)⊗ x1 ⊗ πn(f)(x
′
1) + V (0, h2)⊗ x2 ⊗ πn(f)(x

′
2)

= π(f)
(
V (h1, 0)⊗ x1 ⊗ x′1 + V (0, h2)⊗ x2 ⊗ x′2

)
= π(f)

[
(V ⊗ 1)

(
(h1, 0)⊗ x1 ⊗ x′1 + (0, h2)⊗ x2 ⊗ x′2

)]
= π(f)

(
T (h1 ⊗ x1 ⊗ x′1, h2 ⊗ x2 ⊗ x′2)

)
.

D’après le lemme 4.3.6, on obtient supp(T ) ⊆ ∆Zn . En particulier, si U ⊆ Zn×X Zn est un voisinage
ouvert contrôlé de ∆Zn , alors supp(T ) ⊆ U .

Montrons 2) (a). Soient µ0 ∈ Zn et V0 ⊆ Zn un voisinage ouvert de µ0. Soit x0 ∈ X tel que
supp(µ0) ⊆ ρ−1(x0). Notons z1, . . . , zm les éléments du support de µ0 où m ∈ J1, nK. Par définition
d’une partie génératrice de la topologie, V0 contient un élément de S c’est-à-dire qu’il existe un
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voisinage µ0-simplicial V ′ (compact-ouvert) de x0, des sections si : V ′ ! si(V
′) associées aux

sommets zi et un m-uplet (ε1, . . . , εm) ∈ Λµ0,z1,...,zm tels que :

W ′ =
m⋂
i=1

{
µ ∈ |∆|,

∣∣Iµ (χsi(V ′)

)
− Iµ0

(
χsi(V ′)

)∣∣ < εi

}
⊆ V0.

Quitte à restreindre V ′ et le remplacer par :

V ′ ∩
m⋂
i=1

s−1
i

(
τ−1({τ(zi)}) ∩ si(V ′)

)
qui est encore un voisinage µ0-simplicial (compact-ouvert) de x0, on peut supposer que l’applica-
tion τ est constante (et égale à τ(zi)) sur chaque si(V ′). Soit i ∈ J1,mK. Puisque si(V ′) ⊆ Y est
un voisinage ouvert de zi, alors d’après le théorème 3.3.5, il existe un sous groupoïde compact-
ouvert Hi ⊆ G (dont la base contient x0 par construction) et un voisinage ouvert Ui ⊆ si(V

′) de zi
appartenant à Ŝ et qui est Hi-équivariant tels que l’on ait l’homéomorphisme G-équivariant :

Ui ×Hi G ∼= Ui · G.

Rappelons que, par construction, la famille d’ouverts (Ui)1⩽i⩽m vérifie pour tout i ∈ J1,mK et tout
η ∈ G :

Ui ∩ Uiη ̸= ∅ =⇒ η ∈ Hi.

Puisque ρ|si(V ′) =
(
si|V ′

)−1 et Ui ⊆ si(V
′), alors ρ(Ui) = s−1

i (Ui). Comme Ui est Hi-invariant, alors
ρ(Ui) aussi et donc

⋂m
i=1 ρ(Ui) est invariant par

⋂m
i=1(Hi). On pose donc sans ambiguïté :

V :=
m⋂
i=1

ρ(Ui) et H :=
m⋂
i=1

(Hi)|V .

Alors V est un voisinage µ0-simplicial H-invariant de x0 dans V ′, et aussi dans H(0) 29. Comme X
est totalement discontinu et localement compact, on peut supposer, quitte à le restreindre, que V est
compact-ouvert. Alors H est encore un sous-groupoïde compact-ouvert de G. On considère alors :

W :=

m⋂
i=1

{
µ ∈ |∆|,

∣∣∣Iµ (χsi(V )

)
− Iµ0

(
χsi(V )

)∣∣∣ < εi

}
⊆ W ′ ⊆ V0.

C’est un voisinage ouvert de µ0 dans S donc dans Ŝ. Vérifions qu’il est H-invariant. Soient i ∈ J1,mK,
γ ∈ Hx et µ ∈ W avec ρ̃(µ) = x. Par construction de V , on a pour tout i ∈ J1,mK, si(V ) ⊆ Ui et Ui
est Hi-invariant donc si(r(γ))γ ∈ Ui et comme :

ρ
(
si(r(γ))γ︸ ︷︷ ︸

∈ Ui

)
= ρ
(
(si(s(γ))︸ ︷︷ ︸

∈ Ui

)
,

alors par injectivité de ρ sur Ui 30, on obtient si(r(γ))γ = si(s(γ)) = si(x) = zi. Dans ce cas,

Iγ·µ(χsi(V )) =
∑

y ∈ si(V )r(γ)

λy(γ · µ) =
∑

y ∈ si({r(γ)})

λyγ(µ) = λsi(r(γ))γ(µ) = λzi(µ)

et :
Iµ(χsi(V )) =

∑
y ∈ si(V )x

λy(µ) = λsi(r(γ))γ(µ) = λzi(µ)

29. En suivant la démonstration du théorème 3.3.5, l’ouvert que l’on construit, noté Ui ici, vérifie ρ(Ui) ⊆ Hi
(0). Donc

V ⊆ H(0).
30. Si ρ(u) = ρ(u′) avec u, u′ ∈ Ui ⊆ si(V

′), alors il existe v, w ∈ V ′ tels que u = si(v) et u′ = si(w) donc
v = ρ(u) = ρ(u′) = w donc u = u′.
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et donc Iγ·µ(χsi(V )) = Iµ(χsi(V )) ce qui prouve que γ · µ ∈W et donc que W est H-invariant.

L’application ψ :

{
W ×H G −! W · G
[µ, γ] 7−! γ · µ est continue, on va montrer qu’elle est injective. Il suffit

pour cela de montrer que pour tous η ∈ Gρ̃(µ) et µ, µ′ ∈W , on a :

µ′ = η.µ =⇒
(
Ui ∩ Uiη ̸= ∅ pour tout i ∈ J1,mK

)
et dans ce cas, η ∈ H. Soient donc µ, µ′ ∈ W et η ∈ G tels que µ′ = ηµ. Il existe v, w ∈ V ,
y1, . . . , yp, y

′
1, . . . , y

′
q dans Y tels que : supp(µ) =

{
s1(v), . . . , sm(v), y1, . . . , yp

}
supp(µ′) =

{
s1(w), . . . , sm(w), y

′
1, . . . , y

′
q

}
et alors :{

s1(w), . . . , sm(w), y
′
1, . . . , y

′
q

}
=
{
s1(v)η

−1, . . . , sm(v)η
−1, . . . , y1η

−1, . . . , ypη
−1
}
.

• Si si(w) = sj(v)η
−1 avec i ̸= j, alors par G-équivariance de τ , on a τ(si(w)) = τ(sj(v)) et

comme τ est constante égale à τ(zk) sur chaque sk(V ) ⊆ sk(V
′), on a τ(zi) = τ(zj). Ceci est

impossible car {zi, zj} ∈ ∆ et τ est injective sur le support d’un simplexe.

• Si si(w) = yjη
−1, alors de même que précédemment, τ(si(v)) = τ(si(w)) = τ(yj) ce qui est

absurde car {si(v), yj} ∈ ∆.

On a donc nécessairement, pour tout i ∈ J1,mK :

si(w) = si(v)η.

Or si(v), si(w) ∈ si(V ) ⊆ Ui, donc Ui ∩ Uiη ̸= ∅.

Montrons 2) (b). Notons m ∈ J1, nK le cardinal du support de µ0. On rappelle que :

Em := H ⊗C L
2(G)⊗C0(X)

(
L2(σ̊m)⊗C L

2(Z ′
m, ρ̃|Z′

m
)
)
.

Soit pW,πn le projecteur associé à l’ouvert πn-régulier W défini dans la démonstration du théorème
4.2.1. Alors le projecteur pW,π associé à l’ouvert π-régulier W est :

pW,π = 1⊗ 1⊗ pW,πn .

Soit ρ̃ : Zn ! X l’ancre associée à l’action de G sur Zn. Montrons que l’on a un isomorphisme de
C(H(0))-modules H-équivariant :

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Em
(Em) ≃ H ⊗C L

2
(
Hρ̃(W ), s|H

)
où l’action de H sur H est triviale. On a :

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Em
(Em) ≃ H ⊗C L

2(Gρ̃(W ), s)⊗C0(ρ̃(W ))

(
L2(σ̊m)⊗C L

2(Z ′
m ∩W, ρ̃|Z′

m∩W )
)
.

Puisque Z ′
m ∩W est compact, en tant qu’image du compact V par l’application v 7!

1

m

m∑
i=1

δsi(v) qui

est continue, la proposition 4.1.8 permet alors d’obtenir :

H ⊗C L
2
(
Z ′
m ∩W, ρ̃|Z′

m∩W
)
≃ H ⊗C C(V ).

Donc :

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Em
(Em) ≃ H ⊗C L

2(Gρ̃(W ), s)⊗C0(ρ̃(W ))

(
L2(σ̊m)⊗C C(V )

)
.
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Puisque Hρ̃(W ) est un sous-groupoïde ouvert-fermé de Gρ̃(W ), alors on a la partition en deux ouverts-
fermés Gρ̃(W ) = Hρ̃(W ) ⊔

(
Gρ̃(W ) \ Hρ̃(W )

)
qui induit un isomorphisme H-équivariant :

L2(Gρ̃(W ), s) ≃ L2(Hρ̃(W ), s|H)⊕ L2(Gρ̃(W ) \ Hρ̃(W ), s)

Le théorème 4.1.6 appliqué à H ⊗C L
2
(
Gρ̃(W ) \ Hρ̃(W ), s

)
qui est un C0(ρ̃(W ))-module dénombra-

blement engendré et au groupoïde compact étale Hρ̃(W ) donne :[
H ⊗C L

2(Gρ̃(W ) \ Hρ̃(W ), s)
]
⊕
[
H ⊗C L

2(Hρ̃(W ), s|H)
]
≃ H ⊗C L

2(Hρ̃(W ), s|H)

Donc :
H ⊗C L

2(Gρ̃(W ), s) ≃ H ⊗C L
2(Hρ̃(W ), s|H).

Donc on obtient :

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Em
(Em) ≃ H ⊗C L

2(Hρ̃(W ), s|H)⊗C0(ρ̃(W ))

(
L2(σ̊m)⊗C C(V )

)
≃ L2(Hρ̃(W ), s|H)⊗C0(ρ̃(W )) H ⊗C C(V )

et on peut supposer, d’après le lemme 1.5.9, que l’action de H sur H⊗CC(V ) est triviale. On a donc
l’isomorphisme de C(H(0))-module H-équivariant :

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Em
(Em) ≃ H ⊗C L

2(Hρ̃(W ), s|H)

où l’action de H sur H est triviale. Puisque E =
n⊕
i=0

Ei, on obtient :

pW,π(E) = (1⊗ 1⊗ pW,πn)(E)

=

n⊕
i=0

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Ei
(Ei)

≃
n⊕
i=0
i ̸=m

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Ei
(Ei)⊕

[
H ⊗C L

2(Hρ̃(W ), s|H)
]

≃ H ⊗C L
2(Hρ̃(W ), s|H)

où le dernier isomorphisme de C(H(0))-modules H-équivariant provient du théorème 4.1.6 appliqué

au module
n⊕
i=0
i ̸=m

(1⊗ 1⊗ pW,πn)|Ei
(Ei). ■
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Chapitre 5

Algèbre de Roe

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir la C∗-algèbre de Roe équivariante relativement
à un groupoïde localement compact. Par la suite, l’objectif sera de construire un ouvert contrôlé
vérifiant une condition particulière (voir proposition 5.1.1). Enfin, nous construirons une isométrie
équivariante à support arbitrairement petit. Ce résultat nous permettra de démontrer, comme dans
le cas des groupes, que la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe ne dépend pas, à isomorphisme cano-
nique près, de la représentation admissible choisie.

Soient (G, X) un groupoïde étale et Z un G-espace propre à droite et G-compact. Soit (E, V ) un
C0(X)-module G-équivariant muni d’une C0(X)-représentation G-équivariante :

π : C0(Z) ! LC0(X)(E).

On note LC0(X)(E)G , l’ensemble des opérateurs G-équivariants de LC0(X)(E) c’est-à-dire les opéra-
teurs T ∈ LC0(X)(E) tels que :

∀γ ∈ G, Tr(γ) ◦ Vγ = Vγ ◦ Ts(γ).

Définition 5.0.1 (Algèbre de Roe). L’algèbre de Roe G-équivariante, notée C∗
G(Z,E, π), est la fer-

meture pour la norme sur LC0(X)(E) de l’algèbre involutive :{
T ∈ LC0(X)(E)G | T est à support contrôlé et Tπ(f), π(f)T ∈ kC0(X)(E),∀f ∈ C0(Z)

}
.

5.1 Divisibilité des voisinages contrôlés de la diagonale

L’objectif de cette partie est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.1. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite et G-
compact. Alors pour tout voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ⊆ Z ×X Z de ∆Z , il existe un
voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ′ ⊆ Z ×X Z de ∆Z tel que :

U ′ ◦ U ′ ⊆ U.

Démonstration. Comme U est contrôlé, il existe un compact K dans Z tel que :

∆K ⊆ ∆Z ⊆ U ⊆ (K ×X K) · G.

En particulier, comme ∆Z ⊆ (K ×X K) · G, alors Z = K · G. Soit (k, k) ∈ ∆K ⊆ ∆Z . Puisque U
est un voisinage ouvert de ∆Z , il existe un voisinage ouvert Uk ⊆ Z de k tel que Uk ×X Uk ⊆ U .
D’après la proposition 3.3.5, il existe un sous-groupoïde compact-ouvert Hk de G, un voisinage ou-
vert Vk ⊆ Uk de k appartement à U et qui est Hk-invariant tels que l’on ait l’homéomorphisme
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G-équivariant Vk ×Hk
G ∼= Vk · G. Remarquons que par construction (voir la démonstration du théo-

rème 3.3.5), on a également ρ(Vk) ⊆ H(0)
k .

Par compacité de ∆K , il existe n ∈ N∗, des ouverts V1, . . . , Vn dans U et des sous-groupoïdes
compacts-ouverts H1, . . . ,Hn de G tels que pour tout k ∈ J1, nK :

• ρ(Vk) ⊆ H(0)
k , Vk est Hk-invariant et Vk ×X Vk ⊆ U ;

• on a l’homéomorphisme G-équivariant Vk ×Hk
G ∼= Vk · G ;

• ∆K ⊆
n⋃
k=1

Vk ×X Vk.

Donc K ⊆
n⋃
k=1

Vk. On en déduit que Z ⊆
n⋃
k=1

(Vk · G) et donc ∆Z ⊆
n⋃
k=1

(Vk ×X Vk) · G. De plus, par

G-invariance de U , on a pour tout k ∈ J1, nK :

(Vk ×X Vk) · G ⊆ U · G ⊆ U.

Par conséquent :

∆Z ⊆
n⋃
k=1

(Vk ×X Vk) · G ⊆ U.

On est donc ramené à trouver un voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ′ de ∆Z tel que :

U ′ ◦ U ′ ⊆
n⋃
k=1

(Vk ×X Vk) · G.

▶ Cas de deux orbites. Démontrons le résultat voulu pour n = 2 c’est-à-dire que l’on suppose que
K ⊆ V1 ∪ V2 et ∆Z ⊆ (V1 ×X V1) · G ∪ (V2 ×X V2) · G ⊆ U . Montrons qu’il existe un voisinage ouvert
contrôlé G-invariant U ′ ⊆ Z ×X Z de ∆Z tel que U ′ ◦ U ′ ⊆ U . Soient K1,K2 ⊆ Z deux compacts
tels que K1 ⊆ V1, K2 ⊆ V2 et K = K1∪K2. 31 Considérons les trois ensembles ouverts G-invariants
suivants :

E = (V1 ×X V1) · G \ (Z ×X K2 · G) ∪ (K2 · G ×X Z) =
(
V1\(K2 · G)× V1\(K2 · G)

)
· G,

F = (V1 ×X V1) · G ∩ (V2 ×X V2) · G,

G = (V2 ×X V2) · G \ (Z ×X K1 · G) ∪ (K1 · G ×X Z) =
(
V2\(K1 · G)× V2\(K1 · G)

)
· G.

et posons :
U ′ := E ∪ F ∪G.

• Par construction, U ′ est un ouvert G-invariant.

• Les ensembles E,F et G sont contrôlés car ils sont inclus dans (K ×X K) · G. Donc par union,
U ′ est encore contrôlé.

• Vérifions que U ′ contient ∆Z . Soit (z, z) ∈ ∆Z .

- Supposons que (z, z) ∈ (V1 ×X V1) · G. Soient u ∈ V1, γ ∈ G tels que (z, z) = (uγ, uγ).
Si u /∈ K2 · G, alors (z, z) ∈ E ⊆ U ′. Si u ∈ K2 · G, alors comme K2 ⊆ V2, on obtient
(z, z) ∈ (V2 ×X V2) · G et donc (z, z) ∈ F ⊆ U ′.

- Supposons que (z, z) ∈ (V2 ×X V2) · G. Alors de la même façon que précédemment, on
obtient (z, z) ∈ E ⊆ U ′ ou (z, z) ∈ G ⊆ U ′.

31. Puisque K\V1 et K\V2 sont deux compacts disjoints alors d’après le Théorème 9 page 141 dans [29], il existe deux
ouverts disjoints W1 et W2 tels que K\V1 ⊆ W1 et K\V2 ⊆ W2. On pose alors K1 := K\W1 et K2 := K\W2 qui sont
deux compacts dans V1 et V2 respectivement et vérifient K = K1 ∪K2.
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Z = K · G

Z

U

∆Z ⊆
2⋃

k=1

(Vk ×X Vk) · G ⊆ U

K

∆K

V1

V1 ×X V1

V2 ×X V2

V2

FIGURE 5.1 – Recouvrement de ∆Z en orbite dans U .

• Vérifions que U ′ ◦ U ′ ⊆ U . Pour cela, on commence par calculer les carrés puis les doubles
produits. Soit (x, z) ∈ E ◦ E. Il existe y ∈ Z tel que (x, y) ∈ E et (y, z) ∈ E. Soient v, v′, w, w′

dans V1\(K2 · G) et γ, γ′ dans G tels que :

(x, y) = (vγ, wγ) et (y, z) = (v′γ′, w′γ′).

Alors wγ = v′γ′ donc par injectivité de l’application [x, η] ∈ V1×H1 G 7! xη ∈ V1 ·G, on obtient
γ′γ−1 ∈ H1. Comme V1 est H1-invariant, alors w′γ′γ−1 ∈ V1 et donc :

(x, z) = (v, w′γ′γ−1)γ ∈ (V1 ×X V1) · G.

Donc E ◦ E ⊆ (V1 ×X V1) · G. On montre de la même manière que :

- F ◦ F , E ◦ F et F ◦ E sont dans (V1 ×X V1) · G,
- G ◦G, F ◦G et G ◦ F sont dans (V2 ×X V2) · G.

Il reste à déterminer E ◦ G et G ◦ E et nous allons montrer qu’ils sont vides. Supposons
par l’absurde qu’il existe (x, z) ∈ E ◦ G et soit y ∈ Z tel que (x, y) ∈ E et (y, z) ∈ G.
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Soient v, w ∈ V1\(K2 · G), v′, w′ ∈ V2\(K1 · G) et γ, γ′ ∈ G tels que (x, y) = (vγ, wγ) et
(y, z) = (v′γ′, w′γ′). Alors :

wγ = v′γ′ ∈
[
V1\(K2 · G)

]
· G ∩

[
V2\(K1 · G)

]
· G.

Or : [
V1\(K2 · G)

]
· G ∩

[
V2\(K1 · G)

]
· G =

[
(V1 · G)\(K2 · G)

]
∩
[
(V2 · G)\(K1 · G)

]
= (V1 · G) ∩ (V2 · G) ∩ c

[
K2 · G ∪K1 · G

]
= V1 · G ∩ V2 · G ∩ c (K · G)
= V1 · G ∩ V2 · G ∩ cZ

= ∅

ce qui est absurde. Donc E ◦G = ∅. De la même manière, on obtient G ◦ E = ∅.

Ainsi U ′ est donc un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z vérifiant :

U ′ ◦ U ′ ⊆ (V1 ×X V1) · G ∪ (V2 ×X V2) ⊆ U.

▶ Cas général. Soient K1, . . . ,Kn des compacts de Z vérifiant :

K =
n⋃
i=1

Ki et Ki ⊆ Vi, ∀i ∈ J1, nK.

Nous allons construire, par récurrence, des ouverts contrôlés G-invariants U1, . . . , Un dans Z ×X Z
tels que pour tout i ∈ J1, nK :

(i) ∆∪i
j=1Vj ·G

⊆ Ui ⊆
i⋃

j=1

(Vj ×X Vj) · G.

(ii) pour tous x, y, z dans Z tels que (x, y) et (y, z) appartiennent à Ui et y ∈
i⋃

j=1

Kj · G, alors :

(x, z) ∈
i⋃

j=1

(Vj ×X Vj) · G.

• Pour i = 1, l’ouvert contrôlé G-invariant U1 := (V1 ×X V1) · G convient.

• Supposons que l’on ait construit des ouverts contrôlés G-invariants U1, . . . , Ui pour i ∈ J1, nK
et vérifiant les conditions (i) et (ii). Posons :

Zi =
i⋃

j=1

Kj · G,

E = Ui \
(
(Z ×X Ki+1 · G) ∪ (Ki+1 · G ×X Z)

)
,

F = Ui ∩
(
(Vi+1 ×X Vi+1) · G

)
,

G = (Vi+1 ×X Vi+1) · G \
(
(Z ×X Zi) ∪ (Zi ×X Z)

)
.

Alors on montre, de la même façon que dans le cas de deux orbites, que Ui+1 := E ∪ F ∪G est un
ouvert contrôlé G-invariant vérifiant les conditions requises ; ce qui conclut la récurrence.

Ainsi, en posant U ′ := Un, on obtient un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆∪n
j=1Vj ·G = ∆Z

vérifiant :

U ′ ◦ U ′ ⊆
n⋃
i=1

(Vi ×X Vi) · G.

■
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Remarque 5.1.2. . Si U ′ ◦ U ′ ⊆ U , alors en particulier U contient U ′ car :

U ′ = U ′ ◦∆Z ⊆ U ′ ◦ U ′ ⊆ U.

D’après la proposition 5.1.1, il existe un voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ′′ de ∆Z tel que
U ′′ ◦ U ′′ ⊆ U ′, donc U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ ⊆ U et alors :

U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ = U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ ◦∆Z ⊆ U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ ◦ U ′′ ⊆ U.

Plus généralement, on montre par récurrence que pour tout n ∈ N∗, il existe un voisinage ouvert
contrôlé G-invariant U ′ de ∆Z tel que U ′ ◦ · · · ◦︸ ︷︷ ︸

n fois

U ′ ⊆ U .

Remarque 5.1.3. On se place dans le cadre de la définition 4.4.1 en supposant que le point 1) est
vérifié. Alors pour tout voisinage ouvert contrôlé U de ∆Z , on peut construire une isométrie :

TU : E ⊕ E ⊕ E ! E

à support dans U . En effet, d’après la proposition 5.1.1, il existe un voisinage ouvert contrôlé U ′ de
∆Z tel que U ′ ◦ U ′ ⊆ U et aussi une isométrie TU ′ : E ⊕ E ! E à support dans U ′. L’opérateur :

TU := TU ′ ◦ (TU ′ ⊕ idE) : E ⊕ E ⊕ E ! E

est encore une isométrie et d’après le lemme 4.3.9, TU ′ ⊕ idE est à support dans U ′∪∆Z ⊆ U ′ donc :

supp(TU ) ⊆ U ′ ◦ U ′ ⊆ U.

La point (c) de la remarque 5.1.2 permet de généraliser ce résultat à n facteurs. L’isométrie recher-
chée est alors :

TU ′ ◦ (TU ′ ⊕ idE) ◦ (TU ′ ⊕ idE ⊕ idE) ◦ . . .︸︷︷︸
(n− 1)-fois

◦

TU ′ ⊕ idE ⊕ . . .︸︷︷︸
(n− 1)-fois

⊕ idE


et est à support dans U ′ ◦ . . .︸︷︷︸

n-fois

◦ U ′ ⊆ U .

5.2 K-théorie de la C∗-algèbre de Roe

Le but de cette partie est de construire une isométrie équivariante, à support dans un voisinage
ouvert contrôlé équivariant de ∆Z fixé, entre deux modules de Hilbert munis de représentations
admissibles. Nous en déduirons que la K-théorie de la C∗-algèbre de Roe équivariante ne dépend
pas, à isomorphisme canonique près, de la représentation admissible choisie.

Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre. Soient H un sous-groupoïde compact-
ouvert de G 32 et Y := s−1(H(0)). Soit F un C(H(0))-module H-équivariant muni d’une C(H(0))-
représentation H-équivariante :

π : C0(Z) ! LC(H(0))(F ).

Le C0(X)-module G-équivariant IndYH(F ) est naturellement muni d’une C0(X)-représentation G-
équivariante de C0(Z ×H G) (voir proposition 1.5.7 puis 1.5.4) donc d’une C0(X)-représentation
G-équivariante de C0(Z) grâce à l’application Z×HG ! Z; [z, γ] 7! zγ en considérant l’application :

π̂ : C0(Z) ! LC0(X)

(
IndYH(F )

)
définie pour tous f ∈ C0(Z), ξ ∈ Fc et γ ∈ Y par :

π̂(f)(ξ)(γ) := πs(γ)
(
f(.γ−1)

)
(ξ(γ)).

32. Le sous-groupoïde H est donc en particulier propre et ouvert-fermé dans G.
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Lemme 5.2.1 (Support d’un opérateur induit). Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-
espace propre à droite d’ancre ρ : Z ! X. Soient H un sous-groupoïde compact-ouvert de G et
Y := s−1(H(0)). Pour i = 1, 2, on considère Ei un C0(X)-module G-équivariant muni d’une C0(X)-
représentation G-équivariante πi : C0(Z) ! LC0(X)(Ei). Soit V un ouvert de Z tel que :

• V est π et π′-régulier et on note pV,π et pV,π′ les projecteurs associés ;

• ρ(V ) ⊆ H(0) et V est H-invariant ;

• il existe un ouvert H-invariant W dans Z tel que V ⊆W et Wγ ∩W = ∅ pour tout γ ∈ G\H.

Alors pour tout opérateur H-équivariant T : pV,π(E1) ! pV,π′(E2), on a :

supp
(
IndYH(T )

)
⊆
(
V ×X V

)
· G

(voir lemme 1.5.8 pour la construction de l’opérateur induit IndYH(T )).

Démonstration. Tout d’abord, le support de IndYH(T ) est un sous-ensemble de (V · G)×X (V · G). Soit
(z, z′) ∈

(
(V · G) ×X (V · G)

)
\(V ×X V ) · G. Alors il existe (v, γ) et (v′, η) dans V ×ρ,r G tels que

z = vγ et z′ = v′η. De plus, γη−1 /∈ H car sinon (z, z′) = (vγη−1︸ ︷︷ ︸
∈V

, v′)η ∈ (V ×X V ) · G. Puisque γη−1

est dans l’ouvert G\H, alors il existe deux bissections Bγ et Bη dans G contenant respectivement γ
et η telles que :

∀(a, b) ∈ Bγ ×s,s Bη, ab−1 /∈ H
ce qui implique que

(
W ·Bγ

)
∩
(
W ·Bη

)
= ∅ 33. Comme :

z ∈W ·Bγ et z′ ∈W ·Bη

et que W ·Bγ et W ·Bη sont deux ouverts de Z, le lemme 1.2.28 fournit l’existence de deux fonctions
f, g : Z ! [0; 1] continues à supports compacts telles que :

f(z) = 1, g(z′) = 1, supp(f) ⊆W ·Bγ , supp(g) ⊆W ·Bη.

Considérons les sous-ensembles Aγf et Aηg de G (non vides car contenant respectivement γ−1 et η−1)
suivants : 

Aγf :=
{
γ′ ∈ G | ∃w ∈Ws(γ′), wγ

′−1 ∈W ·Bγ
}
,

Aηg :=
{
γ′ ∈ G | ∃w ∈Ws(γ′), wγ

′−1 ∈W ·Bη
}
.

On vérifie facilement que les fonctions f̃ : γ′ 7! f(·γ′−1) et g̃ : γ′ 7! g(·γ′−1) appartenant à
IndYH

(
C0(Z)

)
sont à supports dans Aγf et Aηg respectivement.

De plus, Aγf ∩A
η
g = ∅. En effet, si w1γ

′−1 = w2a et w3γ
′−1 = w4b avec wi ∈W,a ∈ Bγ , b ∈ Bη, alors

w1 = w2aγ
′ et w3 = w4bγ

′ et on distingue deux cas :

• Soit aγ′ ∈ H et alors il existe h ∈ H tel que w3 = w4ba
−1h donc w3h

−1︸ ︷︷ ︸
∈W

= w4(ab
−1)−1︸ ︷︷ ︸
/∈H

.

• Soit aγ′ /∈ H et alors w1︸︷︷︸
∈W

= w2 aγ
′︸︷︷︸

/∈H

.

Ainsi, les fonctions f̃ et g̃ ne peuvent pas être non nulles en même temps et par conséquent, pour
tous ξ ∈

(
pV,π(E1)

)
c

et γ′ ∈ G, on a :

π̂′(g) ◦ IndYH(T ) ◦ π̂(f)(ξ)(γ′) = πs(γ′)
(
g(·γ′−1)Z|s(γ′)

)
◦ Ts(γ′) ◦ πs(γ′)

(
f(·γ′−1)Z|s(γ′)

)
= πs(γ′)

(
g̃(γ′)Z|s(γ′)

)
◦ Ts(γ′) ◦ πs(γ′)

(
f̃(γ′)Z|s(γ′)

)
= 0.

33. Si wa = w′b avec v, v′ ∈ W et a ∈ Bγ , b ∈ Bη, alors w′ = wab−1︸ ︷︷ ︸
/∈H

∈ W ∩W (ab−1) = ∅.
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Finalement, supp
(
IndYH(T )

)
⊆
(
V ×X V

)
· G.

■

Proposition 5.2.2. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite d’ancre
ρ : Z ! X. Soit H un sous-groupoïde compact-ouvert de G. Soit (E, V ) un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une C0(X)-représentation G-équivariante π : C0(Z) ! LC0(X)(E). Soit W un
ouvert de Z tel que :

• W est π-régulier et on note pW,π le projecteur associé ;

• ρ(W ) ⊆ H(0) et W est H-invariant ;

• Wγ ∩W = ∅ pour tout γ ∈ G\H.

Notons Y := s−1(H(0)) et considérons l’application bien définie 34 :

ΘW,E :


IndYH

(
pW,π(E)

)
−! E

ξ 7−!
[
x 7!

∑
γH∈Y x/H

Vγ
(
ξ(γ)

)] .

Alors :

(i) ΘW,E est une isométrie G-équivariante à support dans ∆Z .

(ii) ΘW,E est adjoignable et son adjoint est Θ∗
W,E :

 E −! IndYH

(
pW,π(E)

)
e 7−!

[
γ 7! πs(γ)(χWs(γ)

)
(
Vγ−1

(
e(r(γ))

))] .

(iii) Pour tout x ∈ X, on a
(
ΘW,E ◦ (ΘW,E)

∗
)
x
= πx

(
χ(W ·G)x

)
.

Démonstration. (i) Notons Y x := Y ∩Gx pour tout x ∈ X. Soit ξ ∈
(
pW,π(E)

)
c
. Remarquons que

pour tous γ ∈ G\H et e(s(γ)) ∈ pW,π(E)s(γ) :

πr(γ)(χWr(γ)
) ◦ Vγ

(
e(s(γ))

)
= πr(γ)(χWr(γ)

) ◦ Vγ ◦ πs(γ)
(
χWs(γ)

)(e′(s(γ))
)

= Vγ ◦ πs(γ)(γ−1.χWr(γ)
) ◦ πs(γ)

(
χWs(γ)

)(e′(s(γ))
)

= Vγ ◦ πs(γ)(χWr(γ)γ) ◦ πs(γ)
(
χWs(γ)

)(e′(s(γ))
)

= Vγ ◦ πs(γ)(χ(Wγ∩W )s(γ))(e
′(s(γ))

)
Car Wr(γ)γ =

(
Wγ

)
s(γ)

= 0.

Ceci permet d’en déduire que pour tous γ, η ∈ Y x vérifiant γH ̸= ηH c’est-à-dire vérifiant
η−1γ /∈ H, on a :

〈
Vη−1γ

(
ξ(γ)

)
, (pW,π)s(γ)

(
e(s(γ))

)〉
C

=
〈 = 0︷ ︸︸ ︷
(pW,π)s(γ) ◦ Vη−1γ

(
ξ(γ)

)
, e(s(γ))

〉
C

= 0

et donc Vη−1γ

(
ξ(γ)

)
∈
(
pW,π(E)s(η)

)⊥
. Ainsi, pour tous γ, η ∈ Y x vérifiant γH ̸= ηH, on a :

〈
Vη
(
ξ(η)

)
, Vγ
(
ξ(γ)

)〉
C

=
〈

ξ(η)︸︷︷︸
∈ pW,π(E)s(η)

, Vη−1γ

(
ξ(γ)

)︸ ︷︷ ︸
∈
(
pW,π(E)s(η)

)⊥

〉
C

= 0.

34. Voir lemme 3.6.3 dans [10] p. 91.
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On peut à présent conclure que ΘW,E est une isométrie. En effet, pour tous ξ1, ξ2 ∈
(
pW,π(E)

)
c

et x ∈ X :〈
ΘW,E(ξ1),ΘW,E(ξ2)

〉
C0(X)

(x) =
〈
ΘW,E(ξ1)(x),ΘW,E(ξ2)(x)

〉
C

=
∑

ηH∈Y x/H

∑
γH∈Y x/H

〈
Vη
(
ξ(η)

)
, Vγ
(
ξ(γ)

)〉
C

=
∑

ηH∈Y x/H

〈
Vη
(
ξ(η)

)
, Vη
(
ξ(η)

)〉
C

=: ⟨ξ1, ξ2⟩C0(X)(x).

On vérifie facilement que ΘW,E est G-équivariant. L’opérateur ΘW,E commute avec C0(Z) car

pour tous f ∈ C0(Z), ξ ∈
(
pW,π(E)

)
c

et x ∈ X :

ΘW,E

(
π̂(f)(ξ)

)
(x) =

∑
γH∈Y x/H

Vγ

(
π̂(f)(ξ)(γ)

)
=

∑
γH∈Y x/H

Vγ ◦ πs(γ)
(
f(·γ−1)|Zs(γ)

)
(ξ(γ))

=
∑

γH∈Y x/H

πr(γ)(f|Zr(γ)
) ◦ Vγ(ξ(γ))

= πx(f|Zx
) ◦

∑
γH∈Y x/H

Vγ(ξ(γ))

=
(
π(f) ◦ΘW,E(ξ)

)
(x),

et donc d’après le lemme 4.3.6, ΘW,E est à support dans ∆Z .

(ii) Soient ξ ∈
(
pW,π(E)

)
c
, e ∈ E et x ∈ X. Alors ξ(γ) = πs(γ)(χWs(γ)

)(ξ(γ)) pour tout γ ∈ Y x et

donc : 〈
ΘW,E(ξ), e

〉
C0(X)

(x) =
〈
ΘW,E(ξ)(x), e(x)

〉
C

=
∑

γH∈Y x/H

〈
Vγ(ξ(γ)), e(r(γ))

〉
C

=
∑

γH∈Y x/H

〈
ξ(γ), Vγ−1

(
e(r(γ)))

〉
C

=
∑

γH∈Y x/H

〈
πs(γ)(χWs(γ)

)(ξ(γ)), Vγ−1

(
e(r(γ)))

〉
C

=
∑

γH∈Y x/H

〈
ξ(γ), πs(γ)(χWs(γ)

) ◦ Vγ−1

(
e(r(γ)))

〉
C
.

Ainsi, ΘW,E est adjoignable et son adjoint est l’application bien définie :

Θ∗
W,E :

 E −! IndYH

(
pW,π(E)

)
e 7−!

[
γ 7! πs(γ)(χWs(γ)

)
(
Vγ−1

(
e(r(γ))

))] .

(iii) Soit x ∈ X. Soient γ, η ∈ Y x vérifiant γH ̸= ηH. Alors par hypothèse Wγ−1∩Wη−1 = ∅ donc
la famille (Wγ−1)γH∈Y x/H est disjointe et on a :

(W · G)x =
⊔

γH∈Y x/H

(Wγ−1)x.
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On obtient donc pour tout e ∈ E :

ΘW,E

(
Θ∗
W,E(e)

)
(x) =

∑
γH∈Y x/H

Vγ

(
Θ∗
W,E(e)(γ)

)
=

∑
γH∈Y x/H

Vγ ◦ πs(γ)(χWs(γ)
) ◦ Vγ−1 (e(r(γ)))

=
∑

γH∈Y x/H

πr(γ)(γ.χWs(γ)
) (e(r(γ)))

=
∑

γH∈Y x/H

πx(χ(Wγ−1)x) (e(x))

= πx
(
χ(W ·G)x

)
(e(x)).

■

Remarque 5.2.3. Si W est un ouvert de Z vérifiant les conditions de la proposition 5.2.2, alors
l’orbiteW ·G est π-régulière et le projecteur associé est ΘW,E◦(ΘW,E)

∗. On obtient donc la régularité
de l’orbite sans supposer le groupoïde compact (comparer avec les corollaires 3.1.9 et 3.1.11).

Théorème 5.2.4. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite et G-compact.
Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient (E, V E) un C0(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U -régulière π : C0(Z) ! LC0(X)(E) et (E′, V E′

) un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U -admissible π′ : C0(Z) ! LC0(X)(E

′). Pour tout voisinage
ouvert contrôlé G-invariant U de ∆Z , il existe une isométrie G-équivariante :

T : E ! E′ avec supp(T ) ⊆ U.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z . D’après la proposition 5.1.1,
il existe un voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ′ de ∆Z tel que :

U ′ ◦ U ′ ⊆ U.

Il existe un compact K ⊆ Z tel que :

∆K ⊆ ∆Z ⊆ U ′ ⊆ (K ×X K) · G.

Soit (z, z) ∈ ∆K ⊆ ∆Z . Comme Z est localement compact, il existe un voisinage ouvert Uz ⊆ Z
de z tel que Uz ×X Uz ⊆ U ′. Puisque π′ est une représentation U -admissible (voir définition 4.4.1),
il existe un sous-groupoïde compact-ouvert Hz ⊆ G et un voisinage ouvert Vz ⊆ Uz de z qui est
Hz-invariant avec ρ(Vz) ⊆ H(0)

z et appartenant à Û tels que :

• on a l’homéomorphisme G-équivariant Vz ×Hz G ≃ Vz · G ;

• on a les isomorphismes de C(H(0)
z )-modules Hz-équivariant :

pVz ,π′(E′) ≃ ℓ2(N)⊗C L
2
(
(Hz)ρ(Vz), s|Hz

)
≃ C

(
(Hz)ρ(Vz), ℓ

2(N)
)
,

où l’action de Hz sur ℓ2(N) est triviale et pVz ,π′ est le projecteur associé au voisinage ouvert
π′-régulier Vz.

Quitte à restreindre Vz, on peut supposer qu’il existe un ouvert Hz-invariant Wz dans Z tel que
Vz ⊆Wz et Wzγ ∩Wz = ∅ pour tout γ ∈ G\Hz.

Par compacité de ∆K , il existe un entier n ⩾ 1, des sous-groupoïdes compacts-ouverts H1, . . . ,Hn

dans G et des ouverts V1, . . . , Vn dans Û tels que pour tout k ∈ J1, nK :

• ρ(Vk) ⊆ H(0)
k et Vk est Hk-invariant ;

109



Chapitre 5. Algèbre de Roe

• il existe un ouvert Hk-invariant Wk dans Z tel que Vk ⊆ Wk et Wkγ ∩ Wk = ∅ pour tout
γ ∈ G\Hk ;

• Vk ×X Vk ⊆ U ′ ;

• on a l’isomorphisme G-équivariant Vk×Hk
G ≃ Vk · G ; [vk, γ] 7! vkγ. En particulier, l’injectivité

de cette application donne :

γ /∈ Hk =⇒ Vk ∩ Vkγ = ∅

• on a les isomorphismes de C(H(0)
k )-modules Hk-équivariant :

pVk,π′(E′) ≃ ℓ2(N)⊗C L
2
(
(Hk)ρ(Vk), s|Hk

)
≃ C

(
(Hk)ρ(Vk), ℓ

2(N)
)
,

où l’action de Hk sur ℓ2(N) est triviale et pVk,π′ est le projecteur associé au voisinage ouvert
π′-régulier Vk ;

• ∆K ⊆
n⋃
i=1

Vk ×X Vk.

On obtient en particulier le recouvrement K ⊆
n⋃
k=1

Vk et alors Z =
n⋃
k=1

Vk · G. Nous allons construire

une isométrie G-équivariante T : E ! E′ à support dans U .

▶ Cas de deux orbites. Supposons que :

Z = (V1 · G) ∪ (V2 · G)

et considérons, pour k = 1, 2, les projecteurs pVk,π et pVk,π′ associés aux boréliens π et π′-réguliers
V1 et V2. Comme le module E′ est admissible, il existe une isométrie G-équivariante :

TU ′ : E′ ⊕ E′ ! E′ avec supp(TU ′) ⊆ U ′.

Notons Yk := s−1(H(0)
k ) et considérons W1 : E ! E′, la composée des applications :

E

W1

&&

(ΘV1,E
)∗
// IndY1H1

(
pV1,π(E)

)
Φ1 // IndY1H1

(
pV1,π′(E ′)

)
ΘV1,E

′

��
E ′
� _

j
(2)
1��

E ′ ⊕ E ′

T ′
U
��

E ′

et W2 : E ! E′, la composée des applications :

E

W2

&&

(ΘV2,E
)∗
// IndY2H2

(
pV2,π(E)

)
Φ2 // IndY2H2

(
pV2,π′(E ′)

)
ΘV2,E

′

��
E ′
� _

j
(2)
2��

E ′ ⊕ E ′

T ′
U
��

E ′
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Explicitons chaque application intervenant dans ce diagramme. Pour k = 1, 2 :

• l’application ΘVk,E′ :


IndYkHk

(
pVk,π(E

′)
)

−! E′

ξ 7−!
(
x 7!

∑
ηH∈Y x

k /Hk

V E′
η

(
ξ(η)

)) est une isomé-

trie G-équivariante à support dans ∆Z d’après la proposition 5.2.2.

• (ΘVk,E)
∗ :

 E −! IndYkHk

(
pVk,π(E)

)
e 7−!

[
γ 7! πs(γ)(χVk,s(γ))

(
V E
γ−1

(
e(r(γ))

))] .

• On a pVk,π′(E′) ≃ C
(
(Hk)ρ(Vk), ℓ

2(N)
)

donc d’après le théorème 4.1.6, on a l’isomorphisme

de C(H(0)
k )-modules H-équivariant :

pVk,π(E)⊕ pVk,π′(E′) ≃ pVk,π′(E′).

L’injection pVk,π(E) ↪−→ pVk,π(E)⊕pVk,π′(E′) permet alors d’obtenir une isométrie G-équivariante
pVk,π(E) ! pVk,π′(E′). D’après le lemme 1.5.8, on obtient encore une isométrie par le procédé
d’induction :

Φk : Ind
Yk
Hk

(
pVk,π(E)

)
! IndYkHk

(
pVk,π′(E′)

)
.

Comme l’ouvert Vk vérifie les hypothèses du lemme 5.2.1, alors :

supp(Φk) ⊆
(
Vk ×X Vk

)
· G ⊆ U ′ · G ⊆ U ′.

• j
(2)
1 : E′ ! E′ ⊕ E′ (resp. j(2)2 : E′ ! E′ ⊕ E′) est l’injection sur le premier facteur (resp.

l’injection sur le deuxième facteur). Ceux sont des isométries à supports dans ∆Z vérifiant
(j

(2)
1 )∗j

(2)
2 = 0.

L’opérateur Wk est donc G-équivariant et d’après la proposition 4.3.7 :

supp(Wk) ⊆ U ′ ◦∆Z ◦∆Z ◦ U ′ ◦∆Z = U ′ ◦ U ′.

Toutes les applications définies dans les deux diagrammes commutatifs précédemment sont des
isométries, mise à part (ΘVk,E)

∗. On a donc :

W ∗
k ◦Wk = ΘVk,E ◦ (ΘVk,E)

∗

et on a d’après la proposition 5.2.2, on a pour tout x ∈ X :(
ΘVk,E ◦ (ΘVk,E)

∗
)
x
= πx(χVk·G∩ρ−1(x)).

Puisque Z = (V1 · G)∪ (V2 · G), alors χV1·G +χV2·G ⩾ 1 donc qE := ΘV1,E ◦ (ΘV1,E)
∗+ΘV2,E ◦ (ΘV2,E)

∗

est inversible. On peut donc poser :

Tk :=Wk ◦ q
−1/2
E : E ! E′, k = 1, 2

Avec q−1/2
E à support dans ∆Z . 35 Puisque (j

(2)
1 )∗ ◦j(2)2 = 0 alors W ∗

1 ◦W2 = 0 et donc T ∗
1 ◦T2 = 0. De

la même manière, T ∗
2 ◦ T1 = 0. Posons T = T1 + T2 : E ! E′, c’est une isométrie (G-équivariante)

car :
T ∗ ◦ T = T ∗

1 ◦ T1 + T ∗
2 ◦ T2

= q
−1/2
E ◦W ∗

1 ◦W1 ◦ q−1/2
E + q

−1/2
E ◦W ∗

2 ◦W2 ◦ q−1/2
E

= q
−1/2
E ◦

(
W ∗

1 ◦W1 +W ∗
2 ◦W2

)
◦ q−1/2

E

= q
−1/2
E ◦ qE ◦ q−1/2

E

= idE

35. Si T ∈ LC0(X)(E) vérifie T ∗ = T et f ∈ C(Sp(T )), alors par calcul fonctionnel continu, f(T ) ∈ LC0(X)(E)
commute avec tout opérateur qui commute avec T . En particulier, si T commute avec C0(Z), alors il en est de même
pour f(T ) et donc son support est dans ∆Z .
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et son support vérifie supp(T ) ⊆ U ′ ◦ U ′ ◦∆Z = U ′ ◦ U ′ ⊆ U .

▶ Cas général. Soit n ⩾ 2. D’après la remarque 4.4.2, il existe une isométrie :

TnU ′ : E′ ⊕ . . .︸︷︷︸
n fois

⊕ E′ ! E′ avec supp(TnU ′) ⊆ U ′.

De la même façon que précédemment, on construit pour tout k ∈ J1, nK, un opérateurWk : E ! E′ :

E

Wk

%%

(ΘVk,E)∗
// IndYkHk

(
pVk,π(E)

) Φk // IndYkHk

(
pVk,π′(E ′)

)
ΘVk,E′

��
E ′
� _

j
(n)
k

��
E ′ ⊕ . . .︸︷︷︸

n fois

⊕ E ′

T ′n
U

��
E ′

où j(n)k est l’injection sur le kème-facteur. Comme dans le cas de deux orbites, chaqueWk est à support
dans U . Considérons l’opérateur G-équivariant :

Tk :=Wk ◦
(
ΘV1,E ◦ (ΘV1,E)

∗ + · · ·+ΘVn,E ◦ (ΘVn,E)
∗
)−1/2

: E ! E′

à support dans U . On a pour tous k, l ∈ J1, nK distincts, (j(n)k )∗ ◦ j(n)l = 0 donc W ∗
k ◦Wl = 0 et alors

T ∗
k ◦ Tl = 0. On obtient ainsi une isométrie G-équivariante en posant :

T :=
n∑
k=1

Tk

qui est à support dans U . ■

Lemme 5.2.5 ([60], p.90). Soient Φ : A ! B un ∗-homomorphisme de C∗-algèbres et V ∈ M(B)
une isométrie partielle telle que Φ(a) ◦ V ∗ ◦ V = Φ(a) pour tout a ∈ A. Alors l’application :

AdV ◦ Φ :

{
A −! B
a 7−! V Φ(a)V ∗

est un ∗-homomorphisme égal en K-théorie à Φ c’est-à-dire que (AdV ◦ Φ)∗ = Φ∗.

On énonce et démontre à présent le théorème principal de cette thèse, affirmant que la K-théorie
de la C∗-algèbre de Roe équivariante ne dépend pas, à isomorphisme canonique près, de la repré-
sentation admissible choisie.

Théorème 5.2.6. Soient (G, X) un groupoïde ample et Z un G-espace propre à droite et G-compact.
Soit U une partie génératrice de la topologie de Z. Soient E un C0(X)-module G-équivariant muni
d’une représentation U -régulière π : C0(Z) ! LC0(X)(E) et E′ un C0(X)-module G-équivariant
muni d’une représentation U -admissible π′ : C0(Z) ! LC0(X)(E

′). Alors toute isométrie de E dans
E′ donnée par le théorème 5.2.4 induit un homomorphisme de groupes :

K∗

(
C∗
G(Z,E, π)

)
! K∗

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

indépendant du choix de cette isométrie. De plus, si on suppose que la représentation π est U -
admissible, alors l’homomorphisme canonique précédent est un isomorphisme.
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Démonstration. L’action de G sur Z étant propre, on munit Z de la G-structure coarse définie dans
la proposition 4.3.2 . D’après le théorème 5.2.4, il existe une isométrie G-équivariante :

V : E ! E′

à support contrôlé. Soit AdV : E ! E′ l’application définie pour tout T ∈ LC0(X)(E) par :

AdV (T ) := V ◦ T ◦ V ∗.

Montrons que AdV envoie C∗
G(Z,E, π) sur C∗

G(Z,E
′, π′). Soit donc T ∈ C∗

G(Z,E, π). D’après le point
(iv) de la proposition 4.3.7, il est clair que AdV (T ) est à support contrôlé. Soit f ∈ Cc(Z). Comme
K := supp(f) ◦ supp(V ) = supp(V )−1 ◦ supp(f) ⊆ Z est relativement compact, alors d’après le
lemme 1.2.28, il existe une fonction continue à support compact φ : Z ! [0; 1] telle que φ|K = 1,
donc en particulier φ|K = 1. On obtient alors :

π(f) ◦ V = π(f) ◦ V ◦ π(φ)

et donc :
π(f) ◦ V ◦ T ◦ V ∗ = π(f) ◦ V ◦ π(φ) ◦ T︸ ︷︷ ︸

compact

◦ V ∗.

Donc π(f)◦V ◦T ◦V ∗ est compact. On montre de la même manière que V ◦T ◦V ∗◦π(f) est compact.
Par conséquent, l’opérateur AdV (T ) est localement compact. Notons W (resp. W ′) l’action de G sur
E (resp. E′). Puisque T et V sont G-équivariants, on a pour tout γ ∈ G :

Wγ ◦
(
AdV (T )

)
s(γ)

◦W ∗
γ = Wγ ◦ Vs(γ) ◦ Ts(γ) ◦ V ∗

s(γ) ◦W
∗
γ

= Wγ ◦ Vs(γ) ◦ U∗
γ ◦ Tr(γ) ◦ Uγ ◦ V ∗

s(γ) ◦W
∗
γ

= Vr(γ) ◦ Uγ ◦ U∗
γ ◦ Tr(γ) ◦ Uγ ◦ U∗

γ ◦ V ∗
r(γ)

= Vr(γ) ◦ Tr(γ)V ∗
r(γ)

=
(
AdV (T )

)
r(γ)

,

c’est-à-dire que AdV (T ) est G-équivariant. On obtient donc :

AdV :

{
C∗
G(Z,E, π) −! C∗

G(Z,E
′, π′)

T 7−! V ◦ T ◦ V ∗ .

• Étant données deux isométries G-équivariantes V1 : E ! E′ et V2 : E ! E′ à supports contrôlés,
on montre que AdV1 et AdV2 induisent la même application en K-théorie. Il suffit pour cela de
montrer que les ∗-homomorphismes :

Φ1 :


C∗
G(Z,E, π) −! M2

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

T 7−!

[
AdV1(T ) 0

0 0

]
; Φ2 :


C∗
G(Z,E, π) −! M2

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

T 7−!

[
0 0
0 AdV2(T )

]
sont égaux en K-théorie. On vérifie que Vi ◦ V ∗

j est dans C∗
G(Z,E

′, π′), pour tout (i, j) ∈ {1, 2}.
Considérons l’élément de M2

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

:

S :=

[
1− V1 ◦ V ∗

1 V1 ◦ V ∗
2

V2 ◦ V ∗
1 1− V2 ◦ V ∗

2

]
On vérifie que c’est une isométrie (donc une isométrie partielle) et un multiplicateur de M2

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

donc en appliquant le lemme 5.2.5 à A = C∗
G(Z,E

′, π′) et B = M2

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)
, on obtient que

les applications (AdS◦Φ1)∗ et (Φ1)∗ sont égales. Or un calcul montre que pour tout T ∈ C∗
G(Z,E, π) :

Φ2(T ) = SΦ1(T )S
∗.
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D’où :
(AdV2)∗ = (Φ2)∗ = (SΦ1(·)S∗)∗ = (AdS ◦ Φ1)∗ = (Φ1)∗ = (AdV1)∗

Ainsi, l’application :
AdV : K∗

(
C∗
G(Z,E, π)

)
! K∗

(
C∗
G(Z,E

′, π′)
)

est un homomorphisme canonique de groupes.

Supposons que la représentation π est U -admissible. D’après le théorème 5.2.4, il existe donc une
isométrie G-équivariante V ′ : E′ ! E à support contrôlé. En utilisant le lemme 5.2.5 avec l’applica-
tion Φ = idC∗

G(Z,E
′,π′) et V ◦ V ′ puis l’application Φ = idC∗

G(Z,E,π)
et V ′ ◦ V , on obtient :

(AdV )∗ ◦ (AdV ′)∗ = idK∗(C∗
G(Z,E

′,π′)) et (AdV ′)∗ ◦ (AdV )∗ = idK∗(C∗
G(Z,E,π))

d’où l’isomorphisme annoncé. ■

5.3 Quelques résultats de fonctorialité

Dans cette partie, on introduit la notion de support d’un opérateur T : E1 ! E2 où Ei est un
C0(X)-module G-équivariant muni d’une représentation non-dégénérée πi : C0(Zi) ! LC0(X)(Ei)
pour i = 1, 2. On démontre par la suite quelques résultats analogues au théorème 5.2.4.

Fixons (G, X) un groupoïde ample et que Z1, Z2 deux G-espaces propres et G-compacts. Notons ρ1
(resp. ρ2) l’application d’ancrage associée à l’action de G sur Z1 (resp. Z2). Posons :

Z1 ×X Z2 :=
{
(z, z′) ∈ Z1 × Z2 | ρ1(z) = ρ2(z

′)
}
.

On rappelle que si Ui est une partie génératrice de la topologie de Zi, alors Ûi désigne l’ensemble
des ouverts π-réguliers pour toute représentation Ui-régulière π : C0(Zi) ! LC0(X)(E).

Si f : Z1 ! Z2 vérifie ρ1 = ρ2 ◦ f , on notera id × f l’application :

{
Z2 × Z1 −! Z2 × Z2

(z, z′) 7−! (z, f(z′))
et

∆f :=
(
id × f

)−1
(∆Z2) =

{
(f(z), z) | z ∈ Z1

}
⊆ Z2 ×X Z1.

On peut à présent généraliser la notion de support d’un opérateur.

Définition 5.3.1 (Support contrôlé par f). Pour i = 1, 2, on considère Ei un C0(X)-module de
Hilbert muni d’une C0(X)-représentation πi : C0(Zi) ! LC0(X)(Ei). Soit T ∈ LC0(X)(E1, E2). Le
support de T , noté supp(T ), est le complémentaire du sous-ensemble de Z2 ×X Z1 :{
(z1, z2) ∈ Z2 × Z1 | ∃φ ∈ C0(Z1), ψ ∈ C0(Z2) : φ(z1) ̸= 0, ψ(z2) ̸= 0 et π2(ψ) ◦ T ◦ π1(φ) = 0

}
.

Si l’on suppose de plus que Z1 et Z2 sont deux G-espace propres à droite et que les modules de
Hilbert E1, E2 sont G-équivariants (ainsi que leurs représentations π1, π2 associées), alors on dira
que T est à support contrôlé par f si :

(id × f)
(
supp(T )

)
∈ EZ2 .

Nous aurons pour la suite besoin du résultat suivant.

Lemme 5.3.2. Soient f : Z1 ! Z2 une application et A un sous-ensemble de Z2 × Z2. Alors :

(i) on a l’inclusion dans Z2 × Z1 : A ◦∆f ⊆ (id × f)−1(A).

(ii) on a l’inclusion dans Z2 × Z2 : (id × f)
(
(id × f)−1(A) ◦ (f × f)−1(A)

)
⊆ A ◦A.
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Proposition 5.3.3. Soient Ui une partie génératrice de la topologie de Zi et f : Z1 ! Z2 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant ρ1 = ρ2 ◦ f . Soient E1 un C0(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U1-régulière π1 de C0(Z1) et E2 un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U2-admissible π2 deC0(Z2). Supposons qu’il existe unC0(X)-
module Ef muni d’une représentation U1-régulière πf de C0(Z1) tel que :

(i) pour tout voisinage ouvert contrôlé G-invariantW de ∆Z1 , il existe une isométrie G-équivariante
de E1 dans Ef à support dans W ;

(ii) f−1(U) est πf -régulier pour tout U ∈ U2.

Alors pour tout voisinage ouvert contrôlé G-invariant U de ∆Z2 , il existe une isométrie G-équivariante :

V : E1 ! E2 avec (id × f)
(
supp(V )

)
⊆ U.

Démonstration. Fixons U un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z2 . D’après la proposition
5.1.1, il existe un voisinage ouvert contrôlé G-invariant U ′ de ∆Z2 tel que U ′ ◦U ′ ⊆ U . Remarquons
que l’on peut munir Ef d’une représentation G-équivariante de C0(Z2) en considérant :

πf ◦ Φf : C0(Z2) ! LC0(X)(Ef ) avec Φf :

{
C0(Z2) −! C0(Z1)

g 7−! g ◦ f

qui est de plus U2-régulière. En effet, soit U ∈ U2. Alors f−1(U) est πf -régulier, on note p le projec-
teur dans LC0(X)(Ef ) associé. Comme χf−1(U) = χU ◦ f = Φf (χU ), alors on a pour tout x ∈ X :

px = πf,x(χf−1(U)x) = πf,x ◦ Φf|Zx
1
(χUx) = (πf ◦ Φf )x(χUx).

Donc U est πf ◦ Φf -régulier. Par conséquent :

• il existe une isométrie G-équivariante V1 : E1 ! Ef telle que supp(V1) ⊆ (f × f)−1(U ′), car
(f × f)−1(U ′) est un voisinage ouvert G-invariant contrôlé de ∆Z1

36 ;

• il existe une isométrie G-équivariante V2 : Ef ⊕ E2 ! E2 telle que supp(V2) ⊆ U ′. En ef-
fet, l’existence de cette isométrie est assurée par le théorème 5.2.4 car la représentation
(πf ◦ Φf ) ⊕ π2 est U2-régulière (en tant que somme de représentations U2-régulières) et π2
est U2-admissible.

Notons i l’injection de Ef dans Ef ⊕ E2 et considérons l’isométrie V := V2 ◦ i ◦ V1 : E1 ! E2 :

E1

V
))

V1 // Ef
� � i // Ef ⊕ E2

V2
��

E2

Le support de l’injection i est un sous-ensemble de Z1 ×X Z2. Montrons que son support est inclus
dans ∆f .

Soit (z1, z2) ∈ Z1 ×X Z2 tel que z2 ̸= f(z1). Puisque z2 et f(z1) sont deux éléments distincts dans
Z2, alors il existe deux fonctions continues à supports compacts φ : Z2 ! [0; 1] et ψ : Z2 ! [0; 1]
telles que :

ψ(z2) ̸= 0, φ(f(z1)) ̸= 0, ψφ = 0.

Posons φ̃ := φ ◦ f : Z1 ! [0; 1] qui est continue à support compact. Alors φ̃(z1) ̸= 0 et pour tout
z ∈ Z1 : (

(ψ ◦ f)φ̃
)
(z) = ψ

(
f(z)

)
φ(f(z)) = (ψφ)

(
f(z)

)
= 0

36. Si K ⊆ Z2 est compact, alors on vérifie immédiatement que (f × f)−1
(
(K × K) · G

)
⊆ (K′ ×K′) · G où

K′ := f−1(K) ⊆ Z1 est compact car f est propre.
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Alors : (
(πf ◦ Φf )⊕ π2

)
(ψ) ◦ i ◦ πf (φ̃) = (πf ◦ Φf )(ψ) ◦ πf (φ̃)

= πf (ψ ◦ f) ◦ πf (φ̃)
= πf ((ψ ◦ f)φ̃)
= 0.

Donc (z1, z2) /∈ supp(i), ce qui prouve que supp(i) ⊆ ∆f . En appliquant le lemme 5.3.2 à A = U ′,
on obtient :

supp(V ) ⊆ U ′ ◦∆f ◦ (f × f)−1(U ′) ⊆ (id × f)−1(U ′) ◦ (f × f)−1(U ′),

puis, en composant cette inclusion par (id × f) :

(id × f)
(
supp(V )

)
⊆ (id × f)

(
(id × f)−1(U ′) ◦ (f × f)−1(U ′)

)
⊆ U ′ ◦ U ′ ⊆ U.

■

De la proposition 5.3.3, on déduit deux corollaires :

• le premier affirme que si Ef est muni d’une représentation admissible, on peut se dispenser
de l’hypothèse (i) ;

• le deuxième permet de se dispenser de l’existence du module Ef si on a f−1(U2) ⊆ Û1.

Corollaire 5.3.4. Soient Ui une partie génératrice de la topologie de Zi et f : Z1 ! Z2 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant ρ1 = ρ2 ◦ f . Soient E1 un C0(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U1-régulière π1 de C0(Z1) et E2 un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U2-admissible π2 deC0(Z2). Supposons qu’il existe unC0(X)-
module G-équivariant Ef muni d’une représentation U1-admissible πf de C0(Z1) telles que :

∀U ∈ U2, f−1(U) est πf -régulier.

Alors pour tout voisinage ouvert contrôlé G-invariant U de ∆Z2 , il existe une isométrie G-équivariante :

V : E1 ! E2 avec (id × f)
(
supp(V )

)
⊆ U.

Démonstration. SoitW un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z1 . Puisque π1 est U1-régulière
et πf est U1-admissible, alors d’après le théorème 5.2.4, il existe une isométrie G-équivariante de E1

dans Ef à support dans W . On conclut en appliquant la proposition 5.3.3. ■

Corollaire 5.3.5. Soient Ui une partie génératrice de la topologie de Zi et f : Z1 ! Z2 une
application continue, propre, G-équivariante vérifiant ρ1 = ρ2 ◦ f . Soient E1 un C0(X)-module
G-équivariant muni d’une représentation U1-régulière π1 de C0(Z1) et E2 un C0(X)-module G-
équivariant muni d’une représentation U2-admissible π2 de C0(Z2). Supposons que :

f−1(U2) ⊆ Û1.

Alors pour tout voisinage ouvert contrôlé G-invariant U de ∆Z2 , il existe une isométrie G-équivariante :

V : E1 ! E2 avec (id × f)
(
supp(V )

)
⊆ U.

Démonstration. Soit W un voisinage ouvert contrôlé G-invariant de ∆Z1 . On applique la proposition
5.3.3, avec Ef = E1 et l’identité qui est une isométrie G-équivariante à support dans ∆Z1 ⊆W . ■

Les résultats de fonctorialité précédent pourraient s’appliquer au cas des G-complexes simpliciaux.

Définition 5.3.6 (Application simplicial). Soit (G, X) un groupoïde ample. Pour i = 1, 2, on consi-
dère (Yi,∆i) un G-complexe simplicial d’application d’ancrage ρi : Yi ! X. Soit f : Y1 ! Y2 une
application continue et propre. On dit que f est une application simplicial si elle vérifie :
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(i) f(∆1) ⊆ ∆2 ;

(ii) ρ2 ◦ f = ρ1.

Une application simplicial f : Y1 ! Y2 induit une application f̃ : |∆1| ! |∆2| entre les réalisations
géométriques, qui est définit pour tout µ :=

∑
y∈ρ−1(ρ(µ))

λy(µ)δy ∈ |∆1| :

f̃(µ) =
∑

y∈ρ−1(ρ(µ))

λy(µ)δf(y) ∈ |∆2|.

En notant Si la partie génératrice de la topologie de |∆i| et π : C0(|∆1|) ! LC0(X)(E) la représen-
tation S1-admissible construite dans la démonstration du théorème 4.4.3, on pourrait démontrer,
dans un développement futur, que :

∀W ∈ S2, f̃−1(W ) est π-régulier.
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Chapitre 6

Applications d’indices

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la construction des groupes de KK-théorie équivariante ainsi
que la construction de Kasparov de l’application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoïde.
Après avoir identifié le produit croisé kC0(X)(E)⋊r G avec l’algèbre de Roe équivariante de G (voir
proposition 6.1.11), on construit une isométrie G-équivariante à support contrôlé entre les C0(X)-
modules de Hilbert E et L2(G) ⊗C0(X) E (voir lemme 6.3.4). Enfin, nous établissons un lien entre
l’application d’indice coarse G-équivariant et l’application d’assemblage de Baum-Connes pour un
groupoïde dans le cas de cycles admissibles (voir théorème 6.3.6).

Sauf mention contraire, G désignera dans la suite un groupoïde de base X que l’on supposera
étale et σ-compact.

6.1 Rappels de KK-théorie équivariante

Dans son article [32], Pierre-Yves Le Gall généralise les groupes de KK-théorie équivariante au
cadre des groupoïdes. On rappelle ici plusieurs résultats liés à cette construction.

Définition 6.1.1. Soient A et B deux G-algèbres. Un (A,B)-bimodule G-équivariant (pair) est la
donnée d’un couple (E, π) tel que :

• E est un B-module à droite de Hilbert G-équivariant Z/2Z gradué (c’est-à-dire E = E0⊕E1),

• π : A! LB(E) est un ∗-homomorphisme G-équivariant pair c’est-à-dire que pour tout a ∈ A,
π(a) = π0(a)⊕ π1(a) où π0(a) ∈ LB(E0) et π1(a) ∈ LB(E1).

Définition 6.1.2. Soient A et B deux G-algèbres. Un cycle G-équivariant (pair) sur (A,B) est la
donnée d’un triplet (E, π, T ) où :

• (E, π) est un (A,B)-bimodule G-équivariant ;

• T est un opérateur adjoignable dans LB(E) de degré impair c’est-à-dire que T =

[
0 T1
T0 0

]
où T1 ∈ LB(E1, E0) et T0 ∈ LB(E0, E1) et vérifie de plus :

− π(a)(T − T ∗), π(a)(T 2 − 1), [π(a), T ] ∈ kB(E) pour tout a ∈ A ;
− si V désigne l’action de G sur E, alors pour tout f ∈ r∗A ≃ Γ0(G, r∗A), l’application :

γ 7! πr(γ)(f(γ))
(
Tr(γ) − Vγ ◦ Ts(γ) ◦ V ∗

γ

)
définit un élément de Γ0(G, r∗KB(E)) ≃ r∗(kB(E)).

L’ensemble des (classes d’isomorphismes de) cycles G-équivariants pairs sur (A,B), noté EG(A,B),
est un semi-groupe abélien pour la somme directe de cycles :

(E, π, T ) + (E′, π′, T ′) := (E ⊕ E′, π ⊕ π′, T ⊕ T ′).
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Exemple 6.1.3. Si π : A! B est un ∗-homomorphisme G-équivariant entre deux G-algèbres, alors
en utilisant l’identification B ≃ kB(B), le triplet (B, π, 0) définit un cycle G-équivariant sur (A,B).

Soient A,B et C trois G-algèbres et φ : B ! C un ∗-homomorphisme G-équivariant. Alors φ induit
une application :

φ∗ :

{
EG(A,B) −! EG(A,C)
(E, π, T ) 7−! (E ⊗φ C, π⊗idC , T ⊗ idC)

.

Nous allons munir EG(A,B) d’une relation d’équivalence qui sera la relation d’homotopie. Pour tout
t ∈ [0; 1], on note evt : C([0; 1], B) ! B l’application évaluation en t.

Définition 6.1.4 ([32]). On dit que deux cycles x0 et x1 dans EG(A,B) sont homotopes, noté x0 ∼h

x1, s’il existe un élément x ∈ EG (A,C([0; 1], B)) tel que ev0,∗(x) ≃ x0 et ev1,∗(x) ≃ x1. On montre,
de la même manière que pour un groupe, que la relation ∼h définit une relation d’équivalence sur
EG(A,B).

Définition 6.1.5 (Groupe de KK-théorie équivariante, [32]). On note KKG(A,B), le quotient
de EG(A,B) par la relation d’équivalence ∼h et la classe d’un élément (E, π, T ) dans KKG(A,B)
sera notée [E, π, T ]. C’est un groupe abélien pour la loi induite par la somme directe des cycles.
Lorsque le groupoïde G est le groupe trivial, on le note KK(A,B).

Remarque 6.1.6. D’après l’exemple 6.1.3, tout ∗-homomorphisme G-équivariant f : A ! B entre
deux G-algèbres définit donc une classe [B, f, 0] dans KKG(A,B) que l’on notera pour simplifier
[f ] := [B, f, 0].

Définition 6.1.7. Soit n ∈ N. On pose pour toutes G-algèbres A et B :

KKG
n (A,B) := KKG(A⊗ C0(Rn), B).

On énonce à présent un résultat de fonctorialité en KK-théorie équivariante :

Proposition 6.1.8 (Fonctorialité). Soient A1, A2 et B trois G-algèbres. On considère Ψ : A1 ! A2

un ∗-homomorphisme G-équivariant.

(i) KKG est un foncteur contravariant en la première variable et Ψ induit un morphisme de
groupes :

Ψ∗ :

{
KKG

∗ (A2, B) −! KKG
∗ (A1, B)

[E, π, T ] 7−! [E, π ◦ φ, T ] .

(ii) KKG est un foncteur covariant en la seconde variable et Ψ induit un morphisme de groupes :

Ψ∗ :

{
KKG

∗ (B,A1) −! KKG
∗ (B,A2)

[E, π, T ] 7−!
[
E ⊗Ψ A2, π ⊗ idA2 , T ⊗ idA2

] .

Le résultat suivant donne l’existence d’un produit de Kasparov (voir [32]).

Théorème 6.1.9 (Produit de Kasparov). Soit (G, X) un groupoïde étale à base d’ouvert dénom-
brable. SoientA,B et C trois G-algèbres séparables. Alors il existe une application bilinéaire appelée
produit de Kasparov :

⊗B :

{
KKG

n(A,B)×KKG
m(B,C) −! KKG

n+m(A,C)
(x, y) 7−! x⊗B y

qui est associative c’est-à-dire que siD est une autre G-algèbre avec x ∈ KKG(A,B), y ∈ KKG(B,C)
et z ∈ KKG(C,D), alors :

(x⊗B y)⊗C z = x⊗B (y ⊗C z).

Le produit de Kasparov est de plus distributif par rapport à la somme.
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Les groupes de KK-théorie équivariante et non équivariante (lorsque le groupoïde est le groupe tri-
vial) sont reliés par un homorphisme appelé morphisme de descente. Détaillons cette construction.
Soient A et B deux G-algèbres et (E, π, T ) un cycle dans EG(A,B).

• Notons β l’action de G sur B. L’espace des sections continues à support compact Γc(G, r∗E) est
muni d’un produit scalaire à valeurs dans Γc(G, r∗B) donné pour tous f, g ∈ Γc(G, r∗E) par :〈

f, g
〉
B⋊rG(γ) :=

∑
η∈Gr(γ)

βη−1

(〈
f(η), g(ηγ)

〉
Br(η)

)
,

ainsi que d’une structure de Γc(G, r∗B)-module à droite donnée pour tous f ∈ Γc(G, r∗E),
φ ∈ Γc(G, r∗B) et γ ∈ G par :

(f · φ)(γ) :=
∑

η∈Gr(γ)

f(η)βη
(
φ(η−1γ)

)
.

On montre que
〈
f, g
〉
B⋊rG et f · φ définissent bien des éléments dans Γc(G, r∗B) et Γc(G, r∗E) res-

pectivement.

Définition 6.1.10 (Produit croisé d’un module par un groupoïde). On note E ⋊r G le B ⋊r G-
module de Hilbert obtenu en complétant Γc(G, r∗E) pour le produit scalaire défini précédemment.

• On montre que l’application γ ∈ G 7! Tr(γ)(f(γ)) définit bien un élément dans Γc(G, r∗E). On
note alors TG l’opérateur de LB⋊rG(E ⋊r G) défini pour tous f ∈ Γc(G, r∗E) et γ ∈ G par :

(TGf)(γ) := Tr(γ)
(
f(γ)

)
.

• Notons V : s∗E ! r∗E l’action de G sur E. L’application πG : A⋊rG ! LB⋊rG(E⋊rG) définie
pour tous f ∈ Γc(G, r∗A), ξ ∈ Γc(G, r∗E) et γ ∈ G par :(

πG(f)(ξ)
)
(γ) :=

∑
η∈Gr(γ)

πr(η)
(
f(η)

)
Vη
(
ξ(η−1γ)

)
est bien définie et on montre que c’est une représentation de A⋊r G.

Dans la suite, si B désigne une bissection ouverte de G, on notera V|B : E|s(B) ! E|r(B) la restriction
de l’unitaire V à la bissection B (voir la démonstration de la proposition 3.1.7 pour la construction).

Proposition 6.1.11. En gardant les notations précédentes, on a l’isomorphisme de C∗-algèbres :

kC∗
r (G)(E ⋊r G) ≃ kC0(X)(E)⋊r G.

Démonstration. On rappelle que kC0(X)(E) est une C0(X)-algèbre (voir lemme 1.3.52). On note

K(E) son fibré s.c.s. c’est-à-dire que K(E) :=
⊔
x∈X

k(Ex).

• L’injection π : kC0(X)(E) ! LC0(X)(E) induit une application encore injective au niveau du
produit croisé πG : kC0(X)(E)⋊r G ! LC∗

r (G)(E ⋊r G) donnée par le produit de convolution c’est-à-
dire pour tous f ∈ Γc(G, r∗K(E)), ξ ∈ Γc(G, r∗E) et γ ∈ G :(

πG(f)(ξ)
)
(γ) =

∑
η∈Gr(γ)

f(η) ◦ Vη
(
ξ(η−1γ)

)
.

• Montrons que πG est bien à valeurs dans kC∗
r (G)(E⋊r G). On fixe f ∈ Cc(G) telle que supp(f) ⊆ U

où U ⊆ G est une bissection ouverte et e, e′ ∈ E|r(U). Il suffit de démontrer que :

πG(h) ∈ kC∗
r (G)(E ⋊r G) avec h : γ 7! f(γ)

[
θe,e′

]
r(γ)

.
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Soit φ : G ! C une fonction continue à support compact dans s(U) et valant 1 sur le compact
s
(
supp(f)

)
. Soient φ1 et φ2 les fonctions de Γc(G, r∗E) définies pour tout γ ∈ G par :

φ1(γ) = f(γ)e(r(γ)) et φ2(γ) = φ∗(γ)Vγ

([
V|U−1(e′)

]
s(γ)

)
.

On va montrer que πG(h) = θφ1,φ2 . Pour cela, fixons ξ ∈ Γc(G, r∗E) et γ ∈ G. Puisque U est une
bissection de G, alors Gr(γ) ∩ U est de cardinal au plus 1. Si cette intersection est vide, alors on
a clairement

(
πG(h)(ξ)

)
(γ) = 0 =

(
θφ1,φ2(ξ)

)
(γ). Sinon, notons a l’unique élément de Gr(γ) ∩ U .

Comme a est en particulier dans U , on a :

V1s(a)

([
V|U−1(e′)

]
s(a)

)
= V1s(a) ◦ Va−1(e′(r(a))) = Va−1(e′(r(a))) et φ∗(1s(a)) = 1

De plus, 〈
e′(r(a)), Va

(
ξ(a−1γ)

)〉
C

=
〈
Va−1(e′(r(a))), ξ(a−1γ)

〉
C

=
〈
φ∗(1s(a))V1s(a)

([
V|U−1(e′)

]
s(a)

)
, ξ(a−1γ)

〉
C

=
〈
φ2(1s(a)), ξ(a

−1γ)
〉
C

=
〈
φ2, ξ

〉
C∗

r (G)
(a−1γ)

donc : (
πG(h)(ξ)

)
(γ) = h(a) ◦ Va

(
ξ(a−1γ)

)
= f(a)e(r(a))

〈
e′(r(a)), Va

(
ξ(a−1γ)

)〉
C

= φ1(a)
〈
φ2, ξ

〉
C∗

r (G)
(a−1γ)

=
(
θφ1,φ2(ξ)

)
(γ).

• Démontrons à présent la surjectivité de πG . Pour cela, il suffit de trouver un antécédent par πG
d’une fonction dans kC∗

r (G)(E⋊rG) de la forme θφ1,φ2 où φ1 et φ2 sont deux éléments dans Γc(G, r∗E)
de la forme :

φ1(γ) = f(γ)e(r(γ)) et φ2(γ) = g(γ)e′(r(γ)) γ ∈ G

où f, g ∈ Cc(G) telles que supp(f) ⊆ U1, supp(g) ⊆ U2 avec U1, U2 deux bissections ouvertes dans G
telles que s(U2) = s(U1) et e ∈ E|r(U1), e

′ ∈ Er(U2). Nous allons montrer que l’antécédent recherché
est la fonction h ∈ Γc(G, r∗E) définie pour tout γ ∈ G par :

h(γ) = (f ⋆ g∗)(γ)
[
θe,V|U1·U

−1
2

(e′)

]
r(γ)

.

Soient ξ ∈ Γc(G, r∗E) et γ ∈ G. Puisque U1 ·U−1
2 et U1 sont deux bissections de G, alors Gr(γ)∩U1 ·U−1

2

et Gr(γ)∩U1 sont de cardinaux au plus 1. Si l’une des intersections est vide, le résultat est clair. Sinon,
on note a l’unique élément de Gr(γ) ∩U1 ·U−1

2 et b l’unique élément de Gr(γ) ∩U1. Dans ce cas, on a
Gs(b) ∩ U2 = {a−1b}, donc :(

πG(h)(ξ)
)
(γ) = f(b)g(a−1b)e(r(a))

〈
Va(e

′(s(a))), Va(ξ(a
−1γ))

〉
C

= f(b)g(a−1b)e(r(b))
〈
e′(s(a)), ξ(a−1γ)

〉
C

=
(
θφ1,φ2(ξ)

)
(γ).

■
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Proposition 6.1.12 (Morphisme de descente). Soient A et B deux G-algèbres. L’application ap-
pelée morphisme de descente :

jG :

{
KKG

∗ (A,B) −! KKG
∗ (A⋊r G, B ⋊r G)

[E, π, T ] 7−! [E ⋊r G, πG , TG ]

est un homomorphisme de groupes abéliens Z/2Z-gradués.

Définition 6.1.13. Soient A,B deux G-algèbres et (E, π, T ) un cycle dans EG(A,B). On dit qu’un
opérateur S ∈ LB(E) est une perturbation compacte de T si pour tout a ∈ A, les opérateurs :

π(a) ◦ (S − T ) et (S − T ) ◦ π(a)

sont dans kB(E). Par conséquent, si (E, π, T ) et (E, π, S) sont deux cycles dans EG(A,B) avec S une
perturbation compacte de T , alors (E, π, T ) ∼h (E, π, S) via le cycle

(
C([0; 1], E), π, (tT + (1− t)S)t∈[0;1]

)
dans EG (A,C([0; 1], B)).

6.2 Application d’assemblage de Baum-Connes

Définition 6.2.1. Un espace classifiant pour les actions propres de G est un G-espace propre, noté EG,
tel que pour tout G-espace propre Z, il existe une application continue G-équivariante Z ! EG, et
deux telles applications continues G-équivariantes de Z dans EG sont G-homotopes.

Remarque 6.2.2. Un tel espace EG existe (voir [62]) et est unique seulement à homotopie G-
équivariante près.

Soient B une G-algèbre, Z et Z ′ deux G-espaces propres et G-compacts. Soit φ : Z ! Z ′ une
application continue et G-équivariante. Alors φ : Z ! Z ′ est propre (voir [10] p. 107) et induit un
∗-homomorphisme G-équivariant :

φ∗ :

{
C0(Z

′) −! C0(Z)
f 7−! f ◦ φ

puis un homomorphisme de groupes :

[
φ∗]⊗ · :

{
KKG

∗

(
C0(Z), B

)
−! KKG

∗

(
C0(Z

′), B
)

α 7−!
[
φ∗]⊗ α

.

En particulier, si Z et Z ′ sont deux G-espaces G-compacts tels que Z ⊆ Z ′ ⊆ EG et φ l’inclusion de
Z dans Z ′, alors on peut définir sans ambiguïté la limite inductive (ordonnée pour l’inclusion) dans
la définition suivante.

Définition 6.2.3 (K-théorie topologique). Soit B une G-algèbre. La K-théorie topologique de G à
coefficients dans B, notée Ktop

∗ (G, B), est définie par :

Ktop
∗ (G, B) := lim−!KKG

∗

(
C0(Z), B

)
,

où la limite inductive est prise sur les sous-espaces Z de EG qui sont G-compacts.

Proposition 6.2.4. Soit (G, X) un groupoïde étale et propre tel que l’espace des orbites X/G est
compact. Soit c : X ! R+ une fonction cut-off continue à support compact sur G. 37 Alors l’applica-
tion :

pc :

{
G −! R
γ 7−!

√
c(s(γ))c(r(γ))

définit une projection dans C∗
r (G) dont la classe 38 [pc] ∈ KK

(
C, C∗

r (G)
)

ne dépend pas de la
fonction cut-off choisie c.

37. La notion de fonction cut-off a été introduite dans la définition 1.3.13 et son existence dans la proposition 1.3.14.

38. Le ∗-homomorphisme Pc : C ! C∗
r (G), λ 7! λpc définit une classe

[
C∗

r (G), Pc, 0
]

dans KK(C, C∗
r (G)) que l’on note

[pc].
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Démonstration. Puisque c : X ! R+ est une fonction cut-off à support compact sur G, alors d’après
le point (ii) de la définition 1.3.13, l’ensemble supp(c ◦ s) ∩ r−1(supp(c)) est compact et on montre
facilement que :

supp(pc) ⊆ supp(c ◦ s) ∩ r−1(supp(c)),

donc pc ∈ Cc(G). Soit γ ∈ G, on a :

p∗c(γ) = pc(γ−1) = pc(γ
−1) =

√
c(s(γ−1))c(r(γ−1)) =

√
c(r(γ))c(s(γ)) = pc(γ),

et comme
∑

η∈Gr(γ)

c(s(η)) = 1, alors le produit de convolution de pc par lui-même donne pour tout

γ ∈ G :
pc ⋆ pc(γ) =

∑
η∈Gr(γ)

pc(η)pc(η
−1γ)

=
∑

η∈Gr(γ)

√
c(s(η))c(r(η))

√
c(s(η−1γ))c(r(η−1γ))

=
∑

η∈Gr(γ)

√
c(s(η))c(r(γ))

√
c(s(γ))c(s(η))

=
√

c(s(γ))c(r(γ))
∑

η∈Gr(γ)

c(s(η))

=
√

c(s(γ))c(r(γ))
= pc(γ),

donc pc est une projection dansC∗
r (G). Soient c1 et c2 deux fonctions cut-off sur G à support compact.

Posons pour tout t ∈ [0; 1] :
ct := tc1 + (1− t)c2.

Alors (ct)t∈[0;1] définit un chemin continu de fonctions cut-off sur G à support compact reliant c1 et
c2. Donc (pct)t∈[0;1] définit un chemin continu de projections dans C∗

r (G) reliant pc1 et pc2 et alors
on a l’égalité [pc1 ] = [pc2 ]. Donc la classe du projecteur pc ne dépend pas de la fonction cut-off
choisie. ■

Soient Z un G-espace propre et G-compact dans EG et B une G-algèbre. Par définition, le groupoïde
de transformation Z ⋊ G est propre. Soit c : Z ! R+ une fonction cut-off sur Z ⋊ G. En appliquant
la proposition précédent avec le groupoïde Z ⋊ G, on obtient l’existence d’une projection pc dans
C∗
r (Z ⋊ G) dont la classe de K-théorie [pc] ne dépend pas de c. On a les isomorphismes :

K∗(B ⋊r G) ≃ KK∗(C, B ⋊r G) et C0(Z)⋊r G ≃ C0(Z ⋊r G).

Une fois ces identifications faites, on définit l’application :

µ
(Z)
G,B : KKG

∗ (C0(Z), B) −! K∗(B ⋊r G)

comme étant la composée des applications :

KKG
∗ (C0(Z), B)

jG
−! KK∗(C0(Z)⋊r G, B ⋊r G)

[pc]⊗·
−! K∗(B ⋊r G)

où jG est le morphisme de descente de Kasparov et [pc]⊗ · est le produit de Kasparov avec [pc].

Soient Z,Z ′ deux G-espaces propres et G-compacts et φ : Z ! Z ′ une application continue et
G-équivariante. Soit c′ : Z ′ ! R+ une fonction cut-off sur Z ′ ⋊ G. Considérons l’application :

φ∗ ⋊r G :

{
C0(Z

′ ⋊ G) −! C0(Z ⋊ G)
f 7−!

[
(z, γ) 7! f

(
φ(z), γ

)] .

Alors on vérifie que c := c′ ◦ φ : Z ! R+ est encore une fonction cut-off sur Z ⋊ G telle que :

pc′ = (φ∗ ⋊r G)(pc)

ce qui permet d’en déduire que le diagramme suivant est commutatif :
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KKG
∗
(
C0(Z), B

)
KK∗

(
C0(Z)⋊r G, B ⋊r G

)
K∗(B ⋊r G)

KKG
∗
(
C0(Z

′), B) KK∗
(
C0(Z

′)⋊r G, B ⋊r G
)

K∗(B ⋊r G)

jG

[φ∗]⊗ · [φ∗ ⋊r G]⊗ ·

[pc]⊗ ·
=

jG [pc′ ]⊗ ·

En particulier, on a :

µ
(Z)
G,B = µ

(Z′)
G,B ◦

(
[φ∗]⊗ ·

)
.

On peut donc définir sans ambiguïté l’application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoïde.

Définition 6.2.5 (Application d’assemblage de Baum-Connes). L’application d’assemblage de Baum-
Connes µG,B : Ktop

∗ (G, B) ! K∗(B ⋊r G) est l’application définie pour tout α ∈ Ktop
∗ (G, B) par :

µG,B(α) := lim
−!

µ
(Z)
G,B(α),

où la limite inductive est prise sur tous les G-espaces propres et G-compacts dans EG.

Remarque 6.2.6. Soit α := [E, π, T ] ∈ KKG(C0(Z), C0(X)) avec π une représentation U -admissible.
D’après la proposition 6.1.11, on a C∗

r (G) ∼M kC∗
r (G)(E ⋊r G) ≃ kC0(X)(E) ⋊r G où ∼M désigne

l’équivalence de Morita. On en déduit que LC∗
r (G)(E ⋊r G) s’identifie avec les multiplicateurs de

kC0(X)(E)⋊r G, ce qui permet d’obtenir la description du cycle µ(Z)G,C0(X)(α) suivante :

µ
(Z)
G,C0(X)(α) =

[
kC0(X)(E)⋊r G, 1, πG(pc) ◦ TG ◦ πG(pc) + 1− πG(pc)

]
.

Remarque 6.2.7. Notons PK(G) la réalisation géométrique du complexe de Rips
(
G,∆K(G)

)
(voir

2.3.11) associée au compact K ⊆ G c’est-à-dire l’ensemble des mesures µ dans P (G) telles qu’il
existe un (unique) élément x ∈ X pour lequel supp(µ) ⊆ Gx et γη−1 ∈ K pour tous γ, η ∈ supp(µ).
On munit PK(G) de la topologie ⋆-faible. Dans son article [61], Jean-Louis Tu démontre que l’action
de G sur PK(G) est propre et G-compacte (proposition 3.1). Il démontre aussi (lemme 3.2) que
pour tout espace G-espace Z propre et G-compact, il existe un compact K ⊆ G et une application
continue G-équivariante Z ! PK(G) (qui est unique à homotopie près, quitte à composer avec une
inclusion de la forme PK(G) ! PK′(G) où K ′ ⊆ G est compact). Ces deux résultats permettent de
démontrer que la K-théorie topologique de G à coefficients dans une G-algèbre B peut se calculer
à partir de l’espace PK(G) :

Ktop
∗ (G, B) ≃ lim−−!

K⊆G compact

KKG
∗

(
C0(PK(G)), B

)
.

6.3 Indice coarse

Dans toute cette partie, on fixe :

• (G, X) un groupoïde ample et σ-compact ;

• Z un G-espace propre à droite et G-compact muni de sa G-structure coarse définie dans la
proposition 4.3.2 ;

• U une partie génératrice de la topologie Z ;

et on considère aussi l’ensemble des cycles U -admissibles :

EG
U -adm

(
C0(Z), C0(X)

)
:=
{
(E, π, T ) ∈ EG

(
C0(Z), C0(X)

)
| π est U -admissible

}
.
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Lemme 6.3.1 ([61], lemme 3.6). Soit (E, π, T ) un cycle dans EG(C0(Z), C0(X)
)

avec T auto-
adjoint et c : Z ! R+ une fonction cut-off à support compact. Alors il existe un unique opérateur
T ′ ∈ LC0(X)(E) tel que pour tout x ∈ X :

T ′
x =

∑
γ∈Gx

Vγ ◦ πs(γ)
(
c1/2|Zs(γ)

)
◦ Ts(γ) ◦ πs(γ)

(
c1/2|Zs(γ)

)
◦ Vγ−1

de sorte que T ′ est auto-adjoint, G-équivariant, à support contrôlé. De plus, T ′ est une perturbation
compacte de T donc vérifie (T ′2 − 1)π(f) ∈ kC0(X)(E) pour tout f ∈ C0(Z).

Dans la suite, on verra T ′ comme un multiplicateur de C∗
G(Z,E, π) et c’est cet opérateur qui définira

le K-cycle dans la définition suivante.

Définition 6.3.2 (Indice coarse G-équivariant). Le théorème 5.2.6 affirme que si (E, π, T ) est
un cycle dans EG

U -adm

(
C0(Z), C0(X)

)
, alors K∗

(
C∗
G(Z,E, π)

)
ne dépend pas, à isomorphisme cano-

nique près, du couple (E, π). On peut donc le noter simplementK∗
(
C∗
G(Z)

)
et définir sans ambiguïté

l’application d’indice coarse G-équivariante sur les cycles admissibles :

µ̃
(Z)
G,C0(X) :

 EG
adm

(
C0(Z), C0(X)

)
−! K∗

(
C∗
G(Z)

)
(E, π, T ) 7−!

[
C∗
G(Z,E, π), 1, T

′
] .

Si (E, V ) désigne un C0(X)-module G-équivariant, alors le C0(X)-module de Hilbert L2(G)⊗C0(X)E
sera muni :

• d’une action Ṽ en considérant pour tout γ ∈ G l’application bien définie :

Ṽγ :

{
ℓ2
(
Gs(γ), Es(γ)

)
−! ℓ2

(
Gr(γ), Er(γ)

)
ξ 7−!

[
η 7! Vγ

(
ξ(ηγ)

)] ,

• d’une application π′ : C0(G) ! LC0(X)

(
L2(G)⊗C0(X) E

)
donnée pour tout f ∈ C0(G) et tous

ξ ∈ Γc(G, s∗E) et γ ∈ G par : (
π′(f)ξ

)
(γ) := f(γ)ξ(γ).

On vérifie que l’application π′ est bien définie et est une C0(X)-représentation G-équivariante.

Lemme 6.3.3 (Propriété du noyau d’un opérateur). Soient E un C0(X)-module G-équivariant
d’action V et T ∈ LC0(X)(L

2(G) ⊗C0(X) E) un opérateur G-équivariant c’est-à-dire vérifiant pour
tout γ ∈ G, Tr(γ) ◦ Ṽγ = Ṽγ ◦ Ts(γ). Supposons que pour tout x ∈ X, il existe une application
kx : Gx × Gx ! k(Ex) telle que pour tous ξ ∈ Cc(Gx, Ex) et γ ∈ Gx :(

Tx(ξ)
)
(γ) =

∑
η∈Gx

kx(γ, η)
(
ξ(η)

)
.

Alors pour tous γ ∈ G et η ∈ Gs(γ) :

ks(γ)(γ, η) = Vγ−1 ◦ kr(γ)
(
r(γ), ηγ−1

)
◦ Vγ .

Démonstration. Soit x ∈ X. Commençons par remarquer que l’on a pour tous γ, η ∈ Gx et v ∈ Ex :

Tx(δηv)(γ) =
(
kx(γ, η)

)
(v),
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où δηv : Gx ! Ex désigne l’application η′ 7!

{
v si η′ = η
0 sinon

. Donc pour tous γ ∈ G, η ∈ Gs(γ) et

v ∈ Es(γ) :

Vγ−1 ◦ kr(γ)
(
r(γ), ηγ−1

)
◦ Vγ(v) = Vγ−1

(
Tr(γ)(δηγ−1Vγ(v))(r(γ))

)
= Ṽγ−1

(
Tr(γ)(δηγ−1Vγ(v))

)
(γ) (γ−1γ = r(γ))

= Ts(γ)

(
Ṽγ−1(δηγ−1Vγ(v))

)
(γ)

= Ts(γ)(δηv)(γ)

= ks(γ)(γ, η)(v).

■

Dans la suite, on rappelle que le groupoïde G agit (à gauche) sur C0(Z) (voir exemple 1.3.46). On
rappelle également que le produit tensoriel L2(G) ⊗C0(X) E peut être vu comme le complété de
Γc(G, s∗E) pour le produit scalaire défini dans l’exemple 1.3.68.

Lemme 6.3.4. Gardons les notations de la définition 6.3.1. L’application W : E ! L2(G)⊗C0(X) E
définie pour tous e ∈ E et γ ∈ G par :

W (e)(γ) = πs(γ)

(
γ−1c1/2|Zr(γ)

) (
e(s(γ))

)
est bien définie et est une isométrie G-équivariante. De plus, il existe un compact K dans G × Z tel
que supp(W ) ⊆ K · G.

Démonstration. • Vérifions queW est bien à valeurs dans L2(G)⊗C0(X)E. Par densité de π(Cc(Z))(E)
dans E, il suffit de vérifier que pour tous f ∈ Cc(Z) et e ∈ E, l’application :

W
(
π(f)(e)

)
: γ 7! πs(γ)

(
γ−1c1/2|Zr(γ)

f|Zs(γ)

) (
e(s(γ))

)
est un élément de Γc(G, s∗E). Fixons f ∈ Cc(Z) et e ∈ E. L’application W

(
π(f)(e)

)
est à support

compact, de support inclus dans K1 := p2

(
λ−1

(
supp(f), supp(c)

))
où p2 : Z ×ρ,s G ! G est la

projection sur le deuxième facteur et λ est l’application propre (z, η) ∈ Z×ρ,s G ! (z, zη−1). Il reste
à montrer la continuité. Puisque l’action de G sur E est continue et que π est une représentation
G-équivariante, alors :

∀ξ ∈ Γc(G, s∗E), γ 7! πs(γ)

(
γ−1c1/2|Zr(γ)

f|Zs(γ)

) (
ξ(γ)

)
est continue (∗)

On souhaiterait appliquer ce résultat à la section ξ : γ 7! e(s(γ)) mais elle n’est pas à support
compact (elle est constante sur la s-fibre). On choisit donc une fonction continue à support compact
φ : G ! C qui vaut 1 sur le compact K1 défini précédemment. Alors :

∀γ ∈ G, φ(γ)
(
γ−1c1/2|Zr(γ)

)
f =

(
γ−1c1/2|Zr(γ)

)
f.

On obtient alors la continuité de l’application W
(
π(f)(e)

)
en appliquant la propriété (∗) à la section

ξ : γ 7! φ(γ)e(s(γ)) de Γc(G, s∗E).
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• L’opérateur W est une isométrie sur π(Cc(Z))(E) car pour tous e, e′ ∈ Γc(X, E) et x ∈ X :〈
W (e),W (e′)

〉
C0(X)

(x) =
∑
γ∈Gx

〈
W (e)(γ−1),W (e′)(γ−1)

〉
C

=
∑
γ∈Gx

〈
πr(γ)

(
γc1/2|Zs(γ)

)
e(r(γ)), πr(γ)

(
γc1/2|Zs(γ)

)
e(r(γ))

〉
C

=
∑
γ∈Gx

〈
πx

(
γc1/2|Zs(γ)

γc1/2|Zs(γ)

)
(e(x)), e′(x)

〉
C

=

〈∑
γ∈Gx

πx(γc|Zs(γ)
)(e(x)), e′(x)

〉
C

= ⟨e(x), e′(x)⟩C
= ⟨e, e′⟩C0(X)(x)

les sommes précédentes étant finies par hypothèse sur e et e′. Par densité de π(Cc(Z))(E) dans E,
l’opérateur W se prolonge par continuité en une isométrie sur le module E entier. On vérifie facile-
ment que W est G-équivariante.

• Déterminons le support deW , qui est un sous-ensemble de G×Z. Soit (γ, z) ∈ G×Z tel que ρ(z) =
s(γ) et zγ−1 /∈ supp(c). Il existe un voisinage ouvert U ⊆ Z de z et une bissection ouverte B ⊆ G
contenant γ tels que c|U ·B−1 = 0. Soient φ ∈ Cc(Z) et ψ ∈ Cc(G) telles que φ(z) = 1, supp(φ) ⊆ U
et ψ(γ) = 1, supp(ψ) ⊆ B−1. On a donc :

∀(w, η) ∈ Z ×ρ,s G, ψ(η)c1/2(wη−1)φ(w) = 0,

c’est-à-dire que ψ(η)(η−1c1/2|Zr(η)
)φ|Zs(η)

= 0 pour tout η ∈ G. Par conséquent, pour tous e ∈ E et
η ∈ G :

π′(ψ) ◦W ◦ π(φ)(e)(η) = π′(ψ)
(
W
(
π(φ)(e)

))
(η)

= ψ(η)πs(η)
(
η−1c1/2|Zr(η)

)(
πs(η)(φ|Zs(η)

)(e(s(η)))
)

= ψ(η)πs(η)

(
(η−1c1/2|Zr(η)

)φ|Zs(η)

)(
e(s(η))

)
= πs(η)

(
ψ(η)(η−1c1/2|Zr(η)

)φ|Zs(η)

)(
e(s(η))

)
= 0.

On a donc montré que supp(W ) ⊆
{
(γ, z) ∈ G × Z | ρ(z) = s(γ) et zγ−1 ∈ supp(c)

}
et ce dernier

ensemble est inclus dans K · G avec K := ρ
(
supp(c)

)
× supp(c) qui est un compact de G × Z. 39

De plus, on montre que son adjoint W ∗ : L2(G) ⊗C0(X) E ! E existe et est donné pour tout
ξ ∈ Γc(G, s∗E) par :

W ∗(ξ) =

x 7!
∑
γ∈Gx

πx

(
γ−1c1/2|Zr(γ)

)
(ξ(γ))

 .
D’après le lemme 2.3.3 (étendu aux sections à support compact) appliqué au compact supp(ξ) et
s : G ! X, on obtient la continuité de W ∗(ξ), vu comme un élément de Γ0(X, E), pour tout
ξ ∈ Γc(G, s∗E). ■

Proposition 6.3.5 (Produit croisé et algèbre de Roe). En gardant les notations précédentes, on a
un ∗-isomorphisme de C∗-algèbres entre kC0(X)(E)⋊r G et C∗

G

(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′
)

donné pour

39. Rappelons que la base X du groupoïde G est vue comme un sous-ensemble de G.
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tous f ∈ Γc (G, r∗K(E)) , ξ ∈ Γc(G, s∗E) et γ ∈ G par :(
Φ(f)(ξ)

)
(γ) =

∑
η∈Gr(γ)

Vγ−1 ◦ f(η) ◦ Vγ
(
ξ(η−1γ)

)
.

Démonstration. D’après la remarque ??, on peut voir kC0(X)(E) ⋊r G comme une sous C∗-algèbre

de LkC0(X)(E)

(
L2(G)⊗C0(X) kC0(X)(E)

)
. D’autre part, on a un morphisme injectif : 40

LkC0(X)(E)

(
L2(G)⊗C0(X) kC0(X)(E)

)
−! LC0(X)

(
L2(G)⊗C0(X) kC0(X)(E)⊗kC0(X)(E) E︸ ︷︷ ︸

≃ L2(G)⊗C0(X)E

)

envoyant pour tout T ∈ LC0(X)(E), l’opérateur :

f ⊗K 7! f ⊗ (T ◦K) ∈ LkC0(X)(E)

(
L2(G)⊗C0(X) kC0(X)(E)

)
sur l’opérateur :

f ⊗ e 7! f ⊗ T (e) ∈ LC0(X)

(
L2(G)⊗C0(X) E

)
.

On obtient ainsi, par composition, un ∗-homomorphisme injectif :

Φ : kC0(X)(E)⋊r G ! LC0(X)

(
L2(G)⊗C0(X) E

)
qui est donné pour tous f ∈ Γc (G, r∗K(E)) , ξ ∈ Γc(G, s∗E) et γ ∈ G par :(

Φ(f)(ξ)
)
(γ) =

∑
η∈Gr(γ)

Vγ−1 ◦ f(η) ◦ Vγ
(
ξ(η−1γ)

)
=

∑
η∈Gs(γ)

Vγ−1 ◦ f(γη−1) ◦ Vγ
(
ξ(η)

)
.

L’application γ ∈ G 7!
(
Φ(f)(ξ)

)
(γ) est bien élément de Γc(G, s∗E). Nous allons montrer que Φ(f)

appartient à C∗
G
(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′). On a pour tout f ∈ Γc (G, r∗K(E)) :

supp
(
Φ(f)

)
⊆
{
(γ, η) ∈ G ×s,s G | γη−1 ∈ supp(f)

}
⊆ (K ×X K) · G

avec K := supp(f) ∪ s
(
supp(f)

)
compact de G, donc Φ(f) est un opérateur à support contrôlé.

• L’opérateur Φ(f) est G-équivariant car pour tous γ ∈ G, ξ ∈ Cc(Gs(γ), Es(γ)) et η ∈ Gr(γ) :(
Ṽγ ◦ Φ(f)

)
(ξ)(η) = Vγ ◦ Φ(f)(ξ)(ηγ)

= Vγ ◦
∑

z∈Gr(γ)

Vγ−1η−1 ◦ f(ηγz−1) ◦ Vηγ
(
ξ(z)

)
(s(η) = r(γ))

= Vγ ◦
∑

η′∈Gs(η)

Vγ−1η−1 ◦ f(ηη′−1) ◦ Vηγ
(
ξ(η′γ)

)
(η′ = zγ−1)

=
∑

η′∈Gs(η)

Vη−1 ◦ f(ηη′−1) ◦ Vη
(
Ṽγ(ξ)(η

′)
)

=
(
Φ(f) ◦ Ṽγ

)
(ξ)(η).

• De plus, pour tous g ∈ Cc(G), f ∈ Γc (G, r∗K(E)) , ξ ∈ Γc(G, s∗E) et γ ∈ G :

π′(g) ◦ Φ(f)(ξ)(γ) =
∑

η∈Gs(γ)

g(γ)Vγ−1 ◦ f(γη−1) ◦ Vγ︸ ︷︷ ︸
=: kf (γ,η)

(
ξ(η)

)

40. Si E est un B-module de Hilbert, F un A-module de Hilbert et ϕ : A ! LB(E) est une représentation fidèle, alors
l’application ϕ∗ : LA(F ) ! LB(F ⊗AE) définie par ϕ∗(T )(f ⊗e) = T (f)⊗e est injective (voir [30] p. 42). On applique
ce résultat avec A = kC0(X)(E), B = C0(X) et F = L2(G)⊗C0(X) kC0(X)(E).
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et pour tout x ∈ X, l’application (kf )|Gx×Gx
est à support fini car :

supp
(
(kf )|Gx×Gx

)
⊆
(

supp(g)×m
(
supp(f)−1, supp(g)

))
∩ (Gx × Gx)

où m : G(2) ! G désigne la multiplication dans G.
On en déduit que (π′(g) ◦ Φ(f))x ∈ k(ℓ2(Gx) ⊗C Ex) pour tout x ∈ X et donc que π′(g) ◦ Φ(f)
appartient à kC0(X)(L

2(G)⊗C0(X) E). De la même manière, Φ(f) ◦ π′(g) ∈ kC0(X)(L
2(G)⊗C0(X) E).

• Montrons à présent que l’application f 7! Φ(f) est surjective. Soit S ∈ LC0(X)(L
2(G) ⊗C0(X) E)

un opérateur G-équivariant, à support contrôlé tel que pour tout g ∈ C0(G), les opérateurs :

S ◦ π′(g) et π′(g) ◦ S

sont dans kC0(X)

(
L2(G)⊗C0(X)E

)
. On note pour tout x ∈ X, kx : Gx×Gx ! k(Ex) le noyau associé

à l’opérateur Sx. SoitK un compact de G tel que supp(S) ⊆ (K×XK)·G. On commence par montrer
que pour tout γ ∈ G, il existe une bissection ouverte et relativement compacte Uγ contenant γ et
fγ ∈ Γc(G, r∗K(E)) tel que fγ(γ′) = kr(γ′)(r(γ

′), γ′−1) pour tout γ′ ∈ Uγ . Soient γ ∈ G, Vγ une
bissection ouverte contenant γ et Uγ ⊆ Vγ un voisinage ouvert relativement compact de γ. Puisque
r(Uγ) est compact et r(Vγ) est ouvert, alors d’après le lemme 1.2.28, il existe φ̃γ ∈ Cc(X) tel que :

(φ̃γ)|r(Uγ) = 1 et supp(φ̃γ) ⊆ r(Vγ).

Alors l’application (φ̃γ ◦ s)|V −1
γ

est continue à support compact ; on peut donc la prolonger à tout G
en posant φγ := (φ̃γ ◦ s)χV −1

γ
∈ Cc(G). En particulier, comme V −1

γ ∩ Gr(Uγ) = U−1
γ , alors :

(φγ)|Gr(Uγ )
= (φ̃γ ◦ s)|Gr(Uγ )

(χV −1
γ

)|Gr(Uγ )
= (φ̃γ ◦ s)|Gr(Uγ )︸ ︷︷ ︸

= 1

χU−1
γ

= χU−1
γ
.

L’application φγ ∈ Cc(G) vérifie donc :

(φγ)|Gr(Uγ )
= χUγ

−1 et supp(φγ) ⊆ Vγ
−1.

De plus, l’application φ̃γ est continue à support compact dans l’ouvert r(Vγ), on peut donc la pro-
longer à tout G en une fonction notée ψγ ∈ Cc(G) qui vérifie :

(ψγ)|r(Uγ) = 1 et supp(ψγ) ⊆ r(Vγ).

Soit Ŝγ : E ! E l’application définie comme la composition :

Ŝγ : E
Φγ
−! L2(G)⊗C0(X) E

S
−! L2(G)⊗C0(X) E

Ψγ
−! E

où Φγ : e 7! φγ⊗e et Ψγ : ξ⊗e 7! e ·⟨ξ, ψγ⟩C0(X). Alors Ŝγ ∈ kC0(r(Vγ))

(
E|r(Vγ)

)
car S est localement

compact. Les identifications :

kC0(r(Vγ))

(
E|r(Vγ)

)
≃
(
kC0(X)(E)

)
|r(Vγ)

≃
(
r∗kC0(X)(E)

)
|Vγ

permettent alors d’obtenir, par transport, un élément fγ ∈
[
r∗
(
K(E)

)]
|Vγ

, c’est-à-dire une fonc-

tion dans Γc

(
G, r∗K(E)

)
à support dans Vγ , telle que fγ(η) = kr(η)(r(η), η

−1) pour tout η ∈ Uγ .
Remarquons que :

(r(γ), γ−1) ∈ supp(S) =⇒ γ ∈ K ·K−1

et K · K−1 est compact donc il existe un entier n ⩾ 1, des bissections ouvertes et relativement
compactes U1, . . . , Un dans G et f1, . . . , fn dans Γc(G, r∗K(E)) telles que :

K ·K−1 ⊆
n⋃
i=1

Ui et fi(γ) = kr(γ)(r(γ), γ
−1), ∀γ ∈ Ui.
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Soit (φi)1⩽i⩽n une partition de l’unité subordonnée au recouvrement (Ui)1⩽i⩽n. Alors l’application

f :=

n∑
i=1

fiφi ∈ Γc(G, r∗K(E)) vérifie pour tout γ ∈ G :

f(γ) = kr(γ)(r(γ), γ
−1)

et est bien un antécédent de S car d’après le lemme 6.3.3, on a pour tous ξ ∈ Γc(G, s∗E) et γ ∈ G :(
Φ(f)(ξ)

)
(γ) =

∑
η∈Gs(γ)

Vγ−1 ◦ f(γη−1) ◦ Vγ
(
ξ(η)

)
=

∑
η∈Gs(γ)

ks(γ)(γ, η)(ξ(η)) = S(ξ)(γ).

■

On termine ce chapitre en établissant un lien entre l’application d’indice coarse G-équivariante et
l’application d’assemblage de Baum-Connes pour un groupoïde.

Théorème 6.3.6 (Indice coarse et application d’assemblage). Pour tout cycle (E, π, T ) dans
EG

U -adm

(
C0(Z), C0(X)

)
, on a l’égalité dans K∗

(
C∗
G
(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′)) :

(
AdW

)
∗ ◦ µ̃

(Z)
G,C0(X)

(
E, π, T

)
= Φ∗ ◦ µ(Z)G,C0(X)

(
[E, π, T ]

)
.

Autrement dit, modulo les identifications vues précédemment, l’indice supérieur coarse équivariant
µ̃
(Z)
G,C0(X) et l’application d’assemblage de Baum-Connes µ(Z)G,C0(X) coïncident pour des K-cycles ad-

missibles.

Démonstration. Soient (E, π, T ) ∈ EG
U -adm

(
C0(Z), C0(X)

)
et pc le projecteur dans C0(Z)⋊rG associé

à la fonction cut-off c : Z ! R+ défini pour tous z ∈ Z et γ ∈ Gρ(z) par :(
pc(γ)

)
(z) = c(zγ)1/2c(z)1/2.

On a :(
AdW

)
∗ ◦ µ̃

(Z)
G,C0(X)

(
E, π, T

)
=

(
AdW

)
∗

( [
C∗
G(Z,E, π), 1, T

′] )
=

[
C∗
G

(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′
)
, 1,W ◦ T ′ ◦W ∗ + 1−W ◦W ∗

]
.

De plus, en composant l’égalité :

µ
(Z)
G,C0(X)

(
[E, π, T ]

)
=
[
kC0(X)(E)⋊r G, 1, πG(pc) ◦ TG ◦ πG(pc) + 1− πG(pc)

]
.

par le ∗-homomorphisme Φ∗ induit en K-théorie, on obtient :

Φ∗◦µ(Z)G,C0(X)

(
[E, π, T ]

)
=
[
C∗
G

(
G, L2(G)⊗C0(X)E, π

′
)
, 1,Φ◦πG(pc)◦TG◦πG(pc)◦Φ−1+1−Φ◦πG(pc)◦Φ−1

]
.

Pour conclure, il nous reste à démontrer que W ◦W ∗ (resp. W ◦T ′ ◦W ∗) est égale à Φ◦πG(pc)◦Φ−1

(resp. Φ ◦ πG(pc) ◦ TG ◦ πG(pc) ◦ Φ−1) vu comme multiplicateur de C∗
G

(
G, L2(G)⊗C0(X) E, π

′
)

.
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Il suffit de démontrer cette égalité sur l’image de Φ. Fixons alors f ∈ Γc
(
G, r∗K(E)

)
, ξ ∈ Γc(G, s∗E)

et γ ∈ G. On a :

W
(
W ∗(Φ(f)(ξ))

)
(γ) =

∑
η∈Gs(γ)

πs(γ)(γ
−1c1/2Z|r(γ)

) ◦ πs(η)(η−1c1/2Z|r(η)
)
(
(Φf (ξ))(η)

)
=

∑
η∈Gs(γ)

∑
z∈Gr(η)

πs(γ)

(
(γ−1c1/2Z|r(γ)

)(η−1c1/2Z|r(η)
)
)
◦ Vη−1 ◦ f(z) ◦ Vη

(
ξ(z−1η)

)
=

∑
η∈Gs(γ)

∑
z′∈Gr(γ)

πs(γ)

(
(γ−1c1/2Z|r(γ)

)(η−1c1/2Z|r(η)
)
)
◦ Vη−1 ◦ f(ηγ−1z′) ◦ Vη

(
ξ(z′−1γ)

)
=

∑
z∈Gs(γ)

∑
η∈Gr(γ)

πs(γ)

(
(γ−1c1/2Z|r(γ)

)(z−1c1/2Z|r(z)
)
)
◦ Vz−1 ◦ f(zγ−1η) ◦ Vz

(
ξ(η−1γ)

)
=

∑
z′∈Gr(γ)

∑
η∈Gr(γ)

πs(γ)

(
(γ−1c1/2Z|r(γ)

)(γ−1z′)c1/2Z|s(z′)
)
)
◦ Vγ−1z′ ◦ f(z′−1η) ◦ Vz′−1 ◦ Vγ

(
ξ(η−1γ)

)
=

∑
z′∈Gr(γ)

∑
η∈Gr(γ)

Vγ−1 ◦ πr(γ)
(

c1/2Z|r(γ)
(z′c1/2Z|s(z′)

)
)
◦ Vz′ ◦ f(z′−1η) ◦ Vz′−1 ◦ Vγ

(
ξ(η−1γ)

)
=

∑
η∈Gr(γ)

Vγ−1 ◦ πG(pc)(f)(η) ◦ Vγ
(
ξ(η−1γ)

)
=
(
Φ
(
πG(pc)(f)

)
(ξ)
)
(γ)

où l’on posé z′ = γη−1z (i.e z = ηγ−1z′) dans la troisième égalité, renommé η (resp. z′) en z (resp.
η) dans la quatrième égalité, posé z′ = γz−1 (i.e z = z′−1γ) dans la cinquième égalité, utilisé la
G-équivariance de π dans la sixième égalité et utilisé le théorème de Fubini dans la septième égalité.
Dans la suite, on rappelle que l’opérateur T ′ à été défini dans le lemme 6.3.1.

W
(
T ′(W ∗(Φ(f))(ξ)

))
(γ) = πs(γ)(γ

−1c1/2Z|r(γ)
)
(
T ′
s(γ)

(
W ∗

s(γ) (Φ(f)(ξ))
))

=
∑

η∈Gs(γ)

πs(γ)(γ
−1c1/2Z|r(γ)

)Vηπs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Ts(η)πs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Vη−1

(
W ∗

s(γ)(Φ(f)(ξ))
)

=
∑

η∈Gs(γ)

∑
z∈Gs(γ)

πs(γ)(γ
−1c1/2Z|r(γ)

)Vηπs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Ts(η)πs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Vη−1πs(γ)(z
−1c1/2Z|r(z)

)
((

Φ(f)(ξ)
)
(z)
)

=
∑

η∈Gs(γ)

∑
z∈Gs(γ)

∑
h∈Gr(z)

πr(η)(γ
−1c1/2Z|r(γ)

)Vηπs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Ts(η)πs(η)(c
1/2
Z|s(η)

)Vη−1πr(η)(z
−1c1/2Z|r(z)

)Vz−1f(h)Vzξ(h
−1z)

=
∑

η∈Gs(γ)

∑
z∈Gs(γ)

∑
h∈Gr(z)

Vηπs(η)

((
η−1γ−1c1/2Z|r(γ)

)
c1/2Z|s(η)

)
Ts(η)πs(η)

(
c1/2Z|s(η)

(
η−1z−1c1/2Z|r(z)

))
Vη−1z−1f(h)Vzξ(h

−1z)

=
∑

k∈Gr(γ)

∑
z∈Gs(γ)

∑
h∈Gr(z)

Vγ−1kπs(k)

((
k−1c1/2Z|r(k)

)
c1/2Z|s(k)

)
Ts(k)πs(k)

(
c1/2Z|s(k)

(
k−1γz−1c1/2Z|r(z)

))
Vk−1γz−1f(h)Vzξ(h

−1z)

=
∑

k∈Gr(γ)

∑
p∈Gs(k)

∑
h∈Gs(p)

Vγ−1kπs(k)

((
k−1c1/2Z|r(k)

)
c1/2Z|s(k)

)
Ts(k)πs(k)

(
c1/2Z|s(k)

(
pc1/2Z|s(p)

))
Vpf(h)Vp−1k−1γξ(h

−1p−1k−1γ)

=
∑

k∈Gr(γ),

∑
p∈Gs(k)

∑
k′∈Gr(k)

Vγ−1kπs(k)

((
k−1c1/2Z|r(k)

)
c1/2Z|s(k)

)
Ts(k)πs(k)

(
c1/2Z|s(k)

(
pc1/2Z|s(p)

))
Vpf(p

−1k−1k′)Vp−1k−1γξ(k
′−1γ)

=
∑

z∈Gr(γ)

∑
h∈Gs(z)

∑
η∈Gr(γ)

Vγ−1zπs(z)

((
z−1c1/2Z|r(z)

)
c1/2Z|s(z)

)
Ts(z)πs(z)

(
c1/2Z|s(z)

(
hc1/2Z|s(h)

))
Vhf(h

−1z−1η)Vh−1z−1γξ(η
−1γ)

=
∑

η∈Gr(γ)

∑
z∈Gr(γ)

Vγ−1πr(z)

(
c1/2Z|r(z)

(
zc1/2Z|s(z)

))
VzTs(z)πG(pc)(f)(z

−1η)Vz−1Vγξ(η
−1γ)

=
∑

η∈Gr(γ)

Vγ−1πG(pc)TGπG(pc)(f)(η)Vγξ(η
−1γ)

=
[
Φ
(
πG(pc)TGπG(pc)(f)

)
(ξ)
]
(γ)

où l’on a utilisé la G-équivariance de π dans la cinquième égalité, posé k = γη (i.e η = γ−1k) dans la sixième
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égalité, posé p = k−1γz−1 (i.e z = p−1k−1γ) dans la septième égalité, posé k′ = kph (i.e h = p−1k−1k′) dans
la huitième égalité, renommé k′ en η, p en h et k en z dans la neuvième égalité et utilisé la G-équivariance
de π et le théorème de Fubini dans la dixième égalité. ■
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