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R�esum�e

Cette th�ese se concentre sur le d�eveloppement de m�ethodes de maillage hexa�edrique adapt�ees
aux simulations de grandes d�eformations en m�ecanique non-lin�eaire. Les m�ethodes de param�etrisation
du domaine bas�ees sur les champs de rep�ere sont utilis�ees pour g�en�erer des maillages hexa�edriques
de haute qualit�e align�es sur les bords du domaine. Cependant, lors de grandes d�eformations, la
qualit�e du maillage peut se d�egrader et potentiellement bloquer la simulation. Cette th�ese explore
l'id�ee de d�eterminer une connectivit�e optimale pour les �el�ements du maillage en tenant compte
des d�eformations pr�evues.

En 2D, un pipeline complet est d�evelopp�e pour r�ealiser ce d�e� en combinant des travaux
ant�erieurs et des contributions scienti�ques. En 3D, des contributions sont apport�ees pour se rap-
procher de cet objectif, notamment en contr�olant les valences de bord des maillages hexa�edriques
produits �a partir de champs de rep�ere. Les di��erentes parties de la th�ese abordent les �etapes de la
simulation num�erique de grandes d�eformations, les avantages des m�ethodes de param�etrisation
globale, les r�esultats de simulations sur des maillages industriels 2D, ainsi que des contributions
pour am�eliorer la �exibilit�e et la robustesse du processus de maillage hexa�edrique. L'objectif �nal
est de r�eduire le temps pass�e par les ing�enieurs �a g�en�erer un maillage ad�equat pour une simula-
tion en prenant en compte des informations a priori sur la d�eformation �a laquelle le maillage et
l'objet seront soumis.

Mots-cl�es : Maillage, quadrilat�ere, hexa�edre, d�eformation, simulation.

Abstract

This thesis focuses on the development of hexahedral meshing methods suitable for large
deformation simulations in non-linear mechanics. Domain parameterization methods based on
frame �elds are used to generate high-quality hexahedral meshes aligned with the domain boun-
daries. However, during large deformations, the mesh quality may degrade and potentially block
the simulation. This thesis explores the idea of determining an optimal connectivity for the mesh
elements while taking into account the anticipated deformations.

In 2D, a complete pipeline is developed to tackle this challenge by combining previous work
and scienti�c contributions. In 3D, contributions are made to approach this objective, particu-
larly by controlling the boundary valences of hexahedral meshes produced from frame �elds.
The di�erent parts of the thesis address the steps of large deformation numerical simulations,
the advantages of global parameterization methods, the results of simulations on industrial 2D
meshes, and contributions to improving the �exibility and robustness of the hexahedral meshing
process. The ultimate goal is to reduce the time spent by engineers in generating an adequate
mesh for a simulation by considering a priori information on the deformation to which the mesh
and the object will be subjected.

Keywords : Meshing, quadrilateral, hexahedra, deformation, simulation.
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Introduction

La g�en�eration de maillage est une �etape cl�e de la mod�elisation et de l'analyse des objets
naturels ou manufactur�es qui nous entourent. Les maillages repr�esentent ces objets de mani�ere
discr�ete et sont utilis�es pour simuler num�eriquement leur comportement physique. Selon l'appli-
cation, les m�ethodes de maillage doivent typiquement respecter des contraintes limitant le type
des cellules du maillage, leur connectivit�e, leur nombre, leurs forme et taille. Ce projet s'int�eresse
plus particuli�erement �a la simulation m�ecanique de mat�eriaux hyper�elastiques. Pour ce cas d'ap-
plication, les maillages quadrilat�eres en 2D et hexa�edriques en 3D sont tr�es largement pr�ef�er�es
aux maillages triangulaires et t�etra�edrique car ces maillages sont plus facilement d�eformables.

Cependant, la g�en�eration automatique de maillage totalement hexa�edrique dont les �el�ements
sont align�es sur les bords du domaine est un probl�eme extr�emement di�cile, et il n'existe �a
l'heure actuelle aucun algorithme pour mailler en hexa�edres des domaines quelconques. Une
autre di�cult�e d�ecoule du fait que les tr�es grandes d�eformations auxquelles sont soumis les
objets en m�ecanique non lin�eaire se r�epercutent sur le maillage, dont la qualit�e se d�egrade au
cours de la simulation. Lorsqu'un �el�ement du maillage s'inverse, c'est-�a-dire que son jacobien
de d�eformation par rapport �a un carr�e devient n�egatif, la simulation �echoue, et il faut alors
reconstruire compl�etement le maillage.

Une des pistes les plus prometteuses pour g�en�erer des maillages hexa�edriques qui r�epondraient
�a ces fortes contraintes est d'utiliser une param�etrisation du domaine �a mailler, calcul�ee �a partir
d'un champ de croix (champ de rep�ere) qui s'aligne sur les bords du domaine et d�e�nit localement
l'orientation et la structure des hexa�edres. L'�equipe Pixel travaille sur ce type de m�ethode depuis
une dizaine d'ann�ees et a obtenu d'excellents r�esultats.

Le but de cette th�ese est de d�evelopper des m�ethodes de maillage hexa�edrique qui soient
adapt�ees aux simulations de grandes d�eformations en m�ecanique non-lin�eaire. Pour relever ces
d�e�s, l'�equipe Pixel de l'Inria Nancy Grand-Est, Total et sa �liale Hutchinson ont des expertises
compl�ementaires et cet objectif commun. L'�equipe Pixel a une grande expertise en maillage
hex-dominant, et d�eveloppe des logiciels de maillage de qualit�e mais qui sont historiquement
principalement d�e�nis pour des applications en informatique graphique. Total et Hutchinson
utilisent les maillages hexa�edriques dans un contexte industriel, et ce principalement pour la
simulation de grandes d�eformations (Figure 1). Ce projet de collaboration vise �a tirer parti de
la compl�ementarit�e des objectifs de Total et Hutchinson avec ceux de l'�equipe Pixel. Une des
principales pistes pour diminuer le temps pass�e par les ing�enieurs �a g�en�erer un maillage ad�equat
pour une simulation est de prendre en compte des informations a priori sur la d�eformation �a
laquelle le maillage et l'objet vont �etre soumis.

La g�en�eration de maillage quadrilat�ere est un sujet beaucoup plus mature que la g�en�eration
de maillage hexa�edrique. Des m�ethodes permettant de g�en�erer un maillage de bonne qualit�e
align�e sur les bords d'un domaine ont �et�e propos�ees. Les m�ethodes utilisant une param�etrisation
du domaine permettent d'obtenir de tr�es bons r�esultats. Mais lorsque le maillage est soumis �a
des tr�es grandes d�eformations au cours de la simulation, il risque de s'inverser et d'emp�echer

11
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Figure 1 � �A gauche : un maillage quadrilat�ere, l'initialisation de la simulation. �A droite : la
d�eformation du maillage au cours de la simulation risque de retourner des mailles ce qui bloque
la simulation [Images Hutchinson].

la simulation d'aboutir au r�esultat. Actuellement, un premier maillage du domaine de d�epart
est g�en�er�e, puis la d�eformation est calcul�ee en d�epla�cant les nœuds du maillage. Un maillage
de qualit�e optimale au d�ebut de la simulation verra sa qualit�e se d�et�eriorer et potentiellement
bloquer la simulation (Figure 2, (a)). De la m�eme mani�ere, un maillage optimis�e pour l'objet
d�eform�e posera le m�eme type de probl�eme, la Figure 2, (b) nous en donne un exemple : le
quadrilat�ere marqu�e par le point rouge a une tr�es mauvaise qualit�e.

L'objectif du manuscrit est de trouver des connectivit�es de maillage permettant de garder
des �el�ements quadrilat�eres / hexa�edriques de bonne qualit�e au cours de toute la simulation
de d�eformation. Ceci requiert d'avoir une bonne estimation des d�eformations auxquelles l'ob-
jet va �etre soumis. Nous allons r�ealiser une premi�ere simulation sur un maillage g�en�er�e par
param�etrisation globale sur l'�etat initial de l'objet. Ensuite nous allons utiliser l'�evolution des
positions des points du maillage lors de cette premi�ere simulation pour calculer un nouveau

Figure 2 � D�eformation d'une bande en L. (a) et (b) : on optimise la qualit�e du maillage au
d�epart ou �a l'arriv�ee, nous n'avons aucune garantie que le maillage soit d'une qualit�e acceptable
pour d'autres pas de simulation. (c) L'id�ee est de trouver un maillage qui serait un compromis
acceptable tout au long de la simulation.
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maillage plus adapt�e. It�erativement, en continuant d'alterner entre simulation sur le maillage et
recalcul d'un nouveau maillage initial �a partir des r�esultats de la simulation pr�ec�edente, nous
esp�erons converger vers un maillage adapt�e �a la simulation.

Les travaux de cette th�ese ont eu pour objectif de trouver un moyen de r�eussir ce challenge
de g�en�erer un maillage adapt�e �a une simulation donn�ee. En 2D, nous avons r�ealis�e ce d�e� via un
pipeline complet m�elangeant travaux ant�erieurs et contributions de la th�ese. En 3D, nous avons
simplement apport�e des contributions permettant de nous approcher de cet objectif, notamment
en apportant du contr�ole sur les valences de bord d'un maillage hexa�edrique produit �a partir
d'un champ de rep�ere. En e�et, les m�ethodes bas�ees sur les champs de rep�ere ne sont pas encore
su�samment robuste en 3D pour pouvoir �etre utilis�ees de mani�ere automatique sur des mod�eles
industriels.

Dans la partie I, nous allons d'abord d�ecrire les di��erentes �etapes pour r�ealiser une simulation
num�erique de grandes d�eformations. Nous verrons l'impact de l'�etape de discr�etisation (maillage)
sur la convergence et la validit�e de la simulation, pour exprimer des crit�eres de qualit�e sur
les maillages hexa�edriques utilis�es pour des simulations de grandes d�eformations. Ensuite nous
verrons les avantages des m�ethodes de param�etrisation globale comme l'algorithme Cubecover
pour obtenir des maillages hexa�edriques de bonne qualit�e.

Dans la partie II, nous allons nous focaliser sur nos contributions donnant du contr�ole sur
les r�esultats obtenus par des m�ethodes de champ de rep�ere. Nous donnons notamment une
m�ethode pour contr�oler la valence des ar�etes de bord dans les maillages hexa�edriques produits
par Cubecover, ce qui est tr�es utile dans le cas de simulation de grandes d�eformations car la
valence sur le bord doit absolument �etre su�samment grande par rapport �a la d�eformation de
l'objet pour ne pas trop d�et�eriorer la qualit�e des �el�ements du bord.

Dans la partie III, nous nous concentrons sur le cas 2D, avec des contributions qui rendent
le processus de remaillage quadrilat�ere plus rapide et robuste. Nous allons �evaluer la validit�e de
nos maillages quads pour la r�ealisation de simulation de grandes d�eformations, via le logiciel de
simulation Numea [NUMEA s. d.].
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Premi�ere partie

�Etat de l'art de g�en�eration de maillage

pour r�ealiser des simulations de grandes

d�eformations
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1

Simulation et maillage

Ce travail de th�ese vise �a �elaborer des techniques de cr�eation automatis�ee de maillage hexa�edrique
pour r�epondre aux besoins sp�eci�ques des simulations num�eriques de grandes d�eformations. Le
premier chapitre de cette th�ese se concentre sur l'introduction des simulations num�eriques et la
justi�cation du besoin de maillages adapt�es. Nous abordons le cas qui motive cette th�ese et notre
partenaire Hutchinson : les simulations de grandes d�eformations sur un maillage hexa�edrique
unique. Nous introduisons �egalement les caract�eristiques essentielles d'un maillage hexa�edrique
utilisable dans ce contexte.

1.1 Introduction aux simulations num�eriques et aux maillages

pour la recherche et d�eveloppement

L'approche scienti�que repose sur un processus it�eratif d'observation, de compr�ehension et
d'exp�erimentation visant �a appr�ehender et ma��triser notre environnement et �a d�evelopper des
outils adapt�es. Prenons pour exemple l'�evolution de la roue depuis son invention en M�esopotamie
en -3500 avant J.C (Fig 1.1, gauche) jusqu'aux roues �a pneus en caoutchouc utilis�ees aujourd'hui
(Fig 1.1, droite).

Le d�eveloppement et l'am�elioration des outils, ici les roues, reposent sur l'analyse de leurs pro-
pri�et�es et performances, ainsi que sur l'exp�erimentation de nouvelles conceptions et mat�eriaux.

Figure 1.1 � L'�evolution de la roue depuis son invention -3500 avant J.C (gauche), son
all�egement avec les inventions des roues �a rayons en -2000 avant J.C (milieu), jusqu'aux roues
�a pneus en caoutchouc des v�ehicules que l'on utilise aujourd'hui (droite).
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Chapitre 1. Simulation et maillage

Figure 1.2 � Simulation d'aquaplanage par Michelin. L'objectif est de s'assurer que les pneus
d�evelopp�es par l'entreprise respectent les normes de s�ecurit�e en termes d'aquaplanage, m�eme
lorsqu'ils sont us�es. Image issue de https: // www. youtube. com/ watch? v= S6csZMRy_ xk

Une innovation marquante a �et�e r�ealis�e en -2000 avant J.C : on a observ�e, compris et exp�eriment�e
que l'on peut all�eger les roues sans les rendre fragiles avec le mod�ele des roues �a rayon que nous
utilisons encore aujourd'hui (Fig 1.1, milieu). Par la suite, il y a eu des am�eliorations r�eguli�eres
quand de nouveaux mat�eriaux ont �et�e d�ecouverts : le remplacement du bois par le m�etal pour
solidi�er la roue, puis l'invention des pneus en caoutchouc. Les pneumatiques, �el�ements cl�es des
roues modernes, doivent avoir une adh�erence respectant des normes de s�ecurit�e tout en minimi-
sant les pertes �energ�etiques dues aux frottements. �Etant donn�e la complexit�e des param�etres et
des mod�eles physiques en jeu, l'exp�erimentation demeure essentielle.

La simulation num�erique a r�evolutionn�e notre capacit�e �a explorer et optimiser les conceptions.
Elle permet d'exp�erimenter le comportement d'un objet soumis �a divers ph�enom�enes physiques,
sans avoir �a construire de prototype r�eel. Aujourd'hui, la simulation num�erique acc�el�ere le cercle
vertueux d'observation, de compr�ehension et d'exp�erimentation, et est devenu un incontournable
pour le d�eveloppement de nouveaux pneumatiques (Fig 1.2).

Dans cette th�ese, nous nous int�eressons aux simulations num�eriques de grandes d�eformations,
en particulier pour les mat�eriaux hyper�elastiques tels que l'�elastom�ere, composant principal des
pneumatiques.

1.1.1 Simulation Num�erique : Choix de la m�ethode

Comme il est impossible de repr�esenter les nombres r�eels avec une pr�ecision exacte sur un or-
dinateur, il est tout aussi impossible de r�ealiser une simulation num�erique sans erreur num�erique
[Press et al. 2007]. �A partir des contraintes de temps, de pr�ecision num�erique, et des res-
sources disponibles, il faut choisir une m�ethode de simulation num�erique qui va nous permettre
de r�epondre �a la question qui nous int�eresse (par exemple, la simulation de la Fig 1.2 teste la
r�esistance de pneus �a l'aquaplanage).

Le mod�ele physique La premi�ere �etape consiste �a choisir un mod�ele physique adapt�e au
probl�eme �a r�esoudre. Les mod�eles physiques d�ecrivent les ph�enom�enes et les interactions entre
di��erentes variables du probl�eme [Chapra et al. 2011]. Par exemple, les mod�eles de �uide tels que
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1.1. Introduction aux simulations num�eriques et aux maillages pour la recherche et d�eveloppement

Navier-Stokes, Euler et Stokes [Batchelor et al. 1967] sont utilis�es pour �etudier les �ecoulements
de �uide, tandis que les mod�eles de m�ecanique tels que l'hyper�elasticit�e, la plasticit�e et la rupture
[Simo et al. 2006] conviennent aux probl�emes de contrainte et de d�eformation des mat�eriaux.

La m�ethode num�erique Une fois le mod�ele physique choisi, l'�etape suivante consiste �a d�eterminer
la m�ethode num�erique la plus adapt�ee pour le r�esoudre. Par exemple, la m�ethode des di��erences
�nies est couramment utilis�ee pour r�esoudre des �equations aux d�eriv�ees partielles sur des grilles
r�eguli�eres en approximant les d�eriv�ees par des di��erences discr�etes [Press et al. 2007]. La
m�ethode des volumes �nis est souvent employ�ee pour les probl�emes impliquant la conservation
de quantit�es physiques telles que la masse ou l'�energie dans les �ecoulements de �uide [LeVeque
2002] : les int�egrales de volume sont transform�ees en int�egrales de surface gr�ace aux termes de
divergence des �equations. La m�ethode des �el�ements �nis est privil�egi�ee pour les probl�emes de
m�ecanique des solides et des structures [Zienkiewicz et al. 2005] : elle permet d'approximer
une solution d'�equation aux d�eriv�ees partielles sur un volume.

La discr�etisation en maillage Les m�ethodes num�eriques des di��erences �nies, volumes �nis,
ou �el�ements �nis sont des bonnes approximations lorsque le volume o�u est r�ealis�e l'approximation
est de forme simple et est de petite taille. La discr�etisation en maillage d'un volume permet de
d�ecomposer l'objet �etudi�e en un ensemble d'�el�ements simples interconnect�es de petite taille,
sur lesquels les approximations des m�ethodes num�eriques deviennent su�samment pr�ecises pour
respecter les crit�eres de pr�ecision num�erique que l'on s'est �x�e [Thompson et al. 1985]. Un
maillage structur�e, id�ealement une grille r�eguli�ere, est souvent compos�e de quadrilat�eres en 2D
ou d'hexa�edres en 3D. Une description compl�ete de la structure d'un maillage hexa�edrique est
donn�ee dans la section 2.1. Un maillage non structur�e est g�en�eralement compos�e de triangles en
2D ou de t�etra�edres en 3D.

Les crit�eres de convergence Le crit�ere de convergence permet de d�e�nir la pr�ecision num�erique
�a partir de laquelle on estime que la solution a converg�e. Un crit�ere trop large peut cr�eer des
erreurs num�eriques qui �eloignent les r�esultats de ceux qui seraient observ�es dans la r�ealit�e, tandis
qu'un crit�ere trop petit va �etendre le temps et le co�ut de la simulation. Un crit�ere de conver-
gence trop petit peut �egalement poser des probl�emes de stabilit�e, menant �a un �eloignement de
la solution r�eelle plut�ot qu'�a une approximation plus pr�ecise [Bergan et al. 1972].

Validation et V�eri�cation Pour assurer la �abilit�e de la simulation, les �etapes de validation
et de v�eri�cation sont n�ecessaires. La validation implique de comparer les r�esultats obtenus avec
des donn�ees de r�ef�erence issues d'exp�eriences r�eelles ou de simulations �eprouv�ees, d'�evaluer les
erreurs num�eriques et de d�eterminer un intervalle de con�ance pour les r�esultats de la simulation
[Roache 1998]. En cas de non-satisfaction, cette �etape permet d'orienter vers les points de la
m�ethode �a am�eliorer.

1.1.2 D�e�nition et propri�et�es fondamentales du maillage

Les maillages jouent un r�ole crucial dans le domaine de la simulation num�erique, permettant
de r�esoudre des probl�emes complexes sur des domaines g�eom�etriques vari�es. Dans cette sous-
section, nous nous int�eressons �a la d�e�nition des maillages volumiques et �a leurs propri�et�es
fondamentales, ind�ependamment des simulations num�eriques.

Soit un domaine g�eom�etrique ferm�e Ω dans l'espace tridimensionnel R3. Le bord de Ω, not�e
∂Ω, constitue une surface ferm�ee. Un maillage M vise �a d�ecomposer Ω en un ensemble �ni
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d'�el�ements poly�edriques (σi)N ∈ M . Cette d�ecomposition peut �etre formalis�ee de la mani�ere
suivante :

Ω =
⋃

0≤i≤N

σi

Dans le cas g�en�eral, il convient de souligner que le bord ∂Ω ne peut pas �etre repr�esent�e de
mani�ere exacte si les sous-domaines (σi)N sont uniquement compos�es d'�el�ements poly�edriques.
Pour obtenir une pr�ecision ad�equate dans la repr�esentation du bord, il est n�ecessaire d'ajuster le
nombre et la taille des �el�ements constituant le maillage.

Dans le contexte de cette th�ese, notre attention se portera principalement sur la g�en�eration de
maillages hexa�edriques conformes pour des domaines g�eom�etriques d�e�nis par des descriptions
issues de la Conception Assist�ee par Ordinateur (CAO).

D�e�nition de maillage conforme : Un maillage est conforme si l'intersection entre deux
�el�ements adjacents est vide, un sommet commun, une ar�ete commune ou une face commune.

D�e�nition de description CAO : Il s'agit de la repr�esentation num�erique d'un objet dans
un espace 2D ou 3D. Les mod�eles g�eom�etriques peuvent �etre constitu�es de points, de lignes, de
courbes, et de surfaces, et sont g�en�eralement cr�e�es �a l'aide d'entit�es g�eom�etriques primitives telles
que les cercles, les sph�eres, les polygones et les splines.

1.2 Simulation de grandes d�eformations et impact sur le maillage

Nous allons dans cette section nous concentrer sur les simulations de grandes d�eformations.
Plus particuli�erement, nous allons nous focaliser sur les simulations d'hyper�elasticit�e non-lin�eaire
que nous avons r�ealis�ees avec le logiciel [NUMEA s. d.] pour tester la performance de nos maillages
dans le chapitre 8. L'analyse de la m�ethode de r�esolution de ces simulations va nous permettre
de d�eduire des caract�eristiques importantes sur les maillages utilis�es pour repr�esenter les objets
�a d�eformer.

1.2.1 Maillage et conditionnement de la matrice de rigidit�e

Construction de la matrice de rigidit�e Le maillage d'un objet permet sa d�ecomposition
en �el�ements simples, par exemple des quadrilat�eres (Sec 1.2.2). La matrice de rigidit�e globale
de l'objet, souvent not�ee K, est la pi�ece maitresse des simulations de d�eformation. Elle permet
de d�e�nir comment l'objet se d�eforme lorsque des forces de d�eformation lui sont appliqu�ees.
Dans la section 1.2.2 nous pr�esentons une m�ethode pour calculer la matrice de rigidit�e d'un
�el�ement quadrilat�ere e, que nous appelons matrice de rigidit�e �el�ementaire Ke. La connectivit�e
du maillage quadrilat�ere (que nous supposons conforme) nous permet de construire la matrice
de rigidit�e globale de l'objet K, �a partir d'un assemblage des matrices de rigidit�e �el�ementaires
Ke. Nous utilisons dans la section 1.2.3 la matrice K pour r�esoudre des syst�emes lin�eaires de
la forme KX = b, pour calculer les d�eplacements des nœuds du maillage �a partir des forces de
d�eformation appliqu�ees sur l'objet.

Impact du conditionnement de K sur la pr�ecision num�erique Le conditionnement
d'une matrice est le rapport entre sa plus grande et sa plus petite valeur propre. Dans un
syst�eme lin�eaire KX = b, une matrice K mal conditionn�ee (tr�es sup�erieure �a 1) fait qu'une
petite erreur num�erique sur K ou b entraine une grande erreur num�erique sur X. Or, comme
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nous travaillons sur des simulations de d�eformation d'hyper�elasticit�e non-lin�eaire, lin�eariser le
probl�eme it�erativement par une m�ethode de Newton (Sec 1.2.3) entraine a fortiori des approxi-
mations num�eriques. Lorsque K est bien conditionn�e, cette approximation num�erique a peu
d'impact sur la position X des nœuds du maillage. Cependant dans le cas o�u K est mal condi-
tionn�e, les it�erations de Newton (Sec 1.2.3) vont grandement ampli�er les erreurs num�eriques
sur les positions des nœuds du maillage, menant �a des solutions �eloign�ees de la r�ealit�e, ou parfois
m�eme �a une impossibilit�e de convergence.

1.2.2 Matrice de rigidit�e �el�ementaire pour une d�eformation hyper�elastique

Dans cette sous-section, nous expliquons comment d�eriver la matrice de rigidit�e d'un �el�ement
(Ke) pour un probl�eme de grandes d�eformations hyper�elastiques en 2D avec un �el�ement quadri-
lat�ere �a 4 nœuds (Q4) et des fonctions de forme lin�eaires, en utilisant le mod�ele Neo-Hookean
[Rivlin 1948]. Un mat�eriau de type N�eo-Hookean est souvent utilis�e pour mod�eliser des mat�eriaux
similaires au caoutchouc. Nous utilisons des notations similaires au chapitre 9 du livre [Bonet
et al. 1997].

Fonctions de forme Les fonctions de forme lin�eaires pour un �el�ement Q4 sont d�e�nies comme
suit :

N1 =
1

4
(1− x)(1− y), N2 =

1

4
(1 + x)(1− y),

N3 =
1

4
(1 + x)(1 + y), N4 =

1

4
(1− x)(1 + y)

o�u x et y sont les coordonn�ees normalis�ees �a l'int�erieur de l'�el�ement.

Matrice jacobienne de d�eformation En utilisant les fonctions de forme lin�eairesN1, N2, N3, N4,
nous pouvons exprimer les coordonn�ees globales d�eform�ees (X et Y ) en fonction des coordonn�ees
locales (x et y) et des coordonn�ees globales des nœuds de l'�el�ement (P1, P2, P3, P4) :

X(x, y) = N1P1x +N2P2x +N3P3x +N4P4x

Y (x, y) = N1P1y +N2P2y +N3P3y +N4P4y

Les coordonn�ees globales d�eform�ees X,Y nous donne la matrice jacobienne de la d�eformation F
et son d�eterminant J :

F =

[
∂X
∂x

∂X
∂y

∂Y
∂x

∂Y
∂y

]
, J = detF =

∂X

∂x

∂Y

∂y
− ∂X

∂y

∂Y

∂x

Matrice constitutive spatiale La matrice constitutive spatiale D �etablit la relation entre
la contrainte spatiale (�egalement appel�ee contrainte de Cauchy) et la d�eformation spatiale (ou
d�eformation de Green-Lagrange) d'un mat�eriau dans sa con�guration d�eform�ee. Pour un �el�ement
2D et un mat�eriau de type Neo-Hookean, nous pouvons exprimer la matrice constitutive spatiale
D en fonction des constantes de Lam�e λ = Eν

(1+ν)(1−2ν) , µ = E
2(1+ν) qui sont d�e�nies �a partir

des param�etres du mat�eriau �etudi�e : le module de Young E et le coe�cient de Poisson ν. Dans
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un mod�ele d'hyper�elasticit�e non-lin�eaire, il faut de plus prendre en compte la d�eformation de
l'�el�ement [Bonet et al. 1997] : λ′ = λ

J et µ′ = (µ−λ ln J)
J .

D =

λ′ + 2µ′ λ′ 0
λ′ λ′ + 2µ′ 0
0 0 µ′


Matrice d�eformation-d�eplacement La matrice d�eformation-d�eplacement non lin�eaire B re-
lie les d�eplacements nodaux aux d�eformations non-lin�eaires du mat�eriau. Pour la calculer, nous
devons utiliser les d�eriv�ees des 4 fonctions de forme N1, N2, N3, N4 par rapport aux coordonn�ees
globales d�eform�ees (X et Y ) en utilisant la matrice jacobienne de la d�eformation (F) et son
inverse (F−1) : [

∂Ni
∂X
∂Ni
∂Y

]
= F−1

[
∂Ni
∂x
∂Ni
∂y

]

B =

∂N1
∂X 0 ∂N2

∂X 0 ∂N3
∂X 0 ∂N4

∂X 0

0 ∂N1
∂Y 0 ∂N2

∂Y 0 ∂N3
∂Y 0 ∂N4

∂Y
∂N1
∂Y

∂N1
∂X

∂N2
∂Y

∂N2
∂X

∂N3
∂Y

∂N3
∂X

∂N4
∂Y

∂N4
∂X


Calcul de la matrice de rigidit�e �el�ementaire �A partir de la matrice d�eformation-d�eplacement
non lin�eaire (B) et la matrice constitutive spatiale (D), le calcul de la matrice de rigidit�e
�el�ementaire (Ke) pour le probl�eme de grandes d�eformations hyper�elastiques se fait par l'int�egrale
suivante :

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(BT (x, y)D(x, y)B(x, y))Jdxdy

Cette int�egrale doit �etre �evalu�ee sur la surface de l'�el�ement quadrilat�ere, ce qui n�ecessite
g�en�eralement des techniques d'int�egration num�erique telles que la m�ethode de quadrature de
Gauss.

Quadrature de Gauss La m�ethode de quadrature de Gauss consiste �a approximer l'int�egrale
en sommant les valeurs de la fonction aux points de Gauss choisis. Pour un �el�ement quadrilat�ere �a
4 nœuds, un sch�ema d'int�egration �a 2x2 points de Gauss est couramment utilis�e. Les coordonn�ees
des points de Gauss sont :

(x1, y1) =

(
− 1√

3
,− 1√

3

)
, (x2, y2) =

(
+

1√
3
,− 1√

3

)
(x3, y3) =

(
+

1√
3
,+

1√
3

)
, (x4, y4) =

(
− 1√

3
,+

1√
3

)
En utilisant ces points de Gauss, nous pouvons approximer l'int�egrale de la matrice de rigidit�e

�el�ementaire comme suit :

Ke ≈
4∑

i=1

(BT (xi, yi)D(xi, yi)B(xi, yi))J(xi, yi)

o�u xi, yi repr�esente les coordonn�ees du point de Gauss i.
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Figure 1.3 � Position des points de Gauss dans un �el�ement Q4

Impact de la qualit�e des �el�ements Chaque matrice de rigidit�e �el�ementaire Ke a un condi-
tionnement d�ependant de la matrice jacobienne Fe sur les points de Gauss de l'�el�ement e. Plus
un �el�ement e est �eloign�e d'un carr�e, plus le conditionnement de Ke est mauvais, ce qui d�et�eriore
le conditionnement de la matrice de rigidit�e globale K apr�es assemblage. L'article [Knupp 2007]
quali�e la qualit�e d'un �el�ement dans un maillage pour une simulation comme sa d�eformation par
rapport �a l'�el�ement id�eal de la m�ethode des �el�ements �nis utilis�ee. Dans cette m�ethode pr�esent�ee
et utilis�ee dans le chapitre 8, l'�el�ement id�eal est un carr�e, et il serait un cube dans le cas 3D. Par
cette d�e�nition, le conditionnement de la matrice de rigidit�e globale, li�e �a la pr�ecision num�erique
de la simulation, d�epend directement de la qualit�e des �el�ements quadrilat�eres du maillage utilis�e.

1.2.3 M�ethode de Newton compl�ete pour calculer les d�eplacements nodaux

Apr�es avoir construit la matrice de rigidit�e, nous pouvons d�esormais calculer les d�eplacements
des nœuds du maillage. Dans cette sous-section, nous pr�esentons la m�ethode de Newton compl�ete
utilis�ee dans le logiciel [NUMEA s. d.] pour calculer les d�eplacements nodaux dans un probl�eme
de d�eformation non-lin�eaire. L'algorithme commence par une estimation initiale du d�eplacement
nodal, U0, et it�ere jusqu'�a atteindre le d�eplacement nodal Un qui respecte des crit�eres de conver-
gence. Le logiciel [NUMEA s. d.] utilise les crit�eres de convergence DN_L2 et EN d�ecrits ci-
dessous pour d�eterminer si la m�ethode a converg�e et que le d�eplacement nodal Un obtenu est
su�samment proche de celui d�esir�e.
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M�ethode de Newton compl�ete

�Etant donn�e le d�eplacement initial : U0

It�erer jusqu'�a respecter DN_L2 et EN :

1. Calcul de K (Sec 1.2.2) :

K(Uk)

2. Calcul du d�eplacement :

K(Uk)∆U = R(Uk)

o�u :

R(Uk) = F ext(t)− F int(Uk)

3. Mis �a jour du d�eplacement :

Uk+1 = Uk +∆U

Fin de l'it�eration

R�esultat : Un est la solution converg�ee

Crit�ere de d�eplacements (DN_L2)

�A la k-i�eme it�eration de Newton :

||∆Uk||L2-mean ≤ tolU · ||Ucumul||L2-mean

o�u :

Ucumul = ∆U1 + · · ·+∆Uk

∆Uk est sol de K(Utotal)∆Uk = R(Utotal)

tolU est un param�etre

||.||L2-mean est la norme L2 moyenn�ee

Crit�ere d'�energie (EN)

�A la k-i�eme it�eration de Newton :

|Ek| ≤ tolE · |E0|
o�u :

Ek = R(Uk) ·∆Uk

E0 est l'�energie initiale

tolE est un param�etre

1.2.4 Un maillage conforme unique pour toute la simulation

Les �etapes de remaillage lors d'une simulation n�ecessitent le transfert des donn�ees de la
simulation (intensit�e des d�eformations), ce qui peut entra��ner des erreurs num�eriques et un co�ut
de simulation �elev�e. L'objectif de la th�ese est de cr�eer un maillage unique adapt�e �a l'ensemble de
la simulation de d�eformation. Il doit donc conserver une qualit�e su�sante malgr�e les importantes
d�eformations subies.

L'avantage des maillage hexa�edriques par rapport aux maillage t�etra�edriques pour des si-
mulations de grandes d�eformations avec maillage unique est qu'il est possible de d�eformer un
hexa�edre sans a�ecter ses angles di�edres, ce qui n'est pas possible pour un t�etra�edre (Fig 1.4).

R�eussir une simulation de grandes d�eformations sans remaillage en gardant des �el�ements
de bonne qualit�e est souvent id�eal en terme de pr�ecision num�erique. Cependant ces maillages,
souvent compos�es exclusivement d'hexa�edres, sont si di�ciles �a obtenir qu'ils r�esultent souvent
de plusieurs mois de travail ing�enieur.

1.2.5 Maillage hexa�edrique de qualit�e pour ce type de simulation

Comme relev�e avec un cas 2D dans la section 1.2.2, notre crit�ere de qualit�e est guid�e par
le jacobien de d�eformation de chaque �el�ement hexa�edrique par rapport �a un cube unitaire. Ces
objectifs de qualit�e sont d�etermin�es en fonction de la particularit�e du probl�eme de simulation
que nous voulons r�esoudre avec le logiciel [NUMEA s. d.] : des simulations hyper�elastiques avec
un maillage hexa�edrique unique du d�ebut �a la �n de la simulation.

Angles di�edres Les angles di�edres, form�es entre les faces adjacentes des �el�ements hexa�edriques,
doivent �etre proches de 90 degr�es pour pr�evenir les probl�emes de convergence (Section 1.2.2). Un
maillage hexa�edrique de qualit�e poss�ede uniquement des angles di�edres entre 45 et 135 degr�es.

Rapport d'aspect Le rapport d'aspect, d�e�ni comme le rapport entre la plus grande et la plus
petite ar�ete de l'hexa�edre, in�uence �egalement la qualit�e du maillage. Cependant, l'impact d'un
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1.2. Simulation de grandes d�eformations et impact sur le maillage

Figure 1.4 � Une d�eformation d'un maillage quadrilat�ere/hexa�edrique peut se faire en
pr�eservant les angles de ses �el�ements, ce qui n'est pas possible pour un maillage triangu-
laire/t�etra�edrique.
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haut rapport d'aspect est souvent moins probl�ematique que l'impact d'un angle di�edre faible sur
le jacobien de d�eformation et donc sur la convergence de la simulation. Il est �egalement important
de noter que si l'on d�esire de tr�es grands rapports d'aspect pour r�eduire le nombre d'�el�ements
d'un maillage, il est possible de construire un sch�ema num�erique pour lequel l'�el�ement id�eal est
un parall�el�epip�ede rectangle tr�es allong�e plut�ot qu'un cube. Nos �el�em�ents id�eaux �etant des cubes
uniformes, nous nous �xons pour objectif un rapport d'aspect maximum de 100 entre la plus
grande et la plus petite ar�ete d'un hexa�edre.

Alignement avec les bords Lors des d�eformations de contact, les forces de d�eformation s'ap-
pliquent g�en�eralement orthogonalement aux bords des objets. Aligner les ar�etes du maillage avec
les forces de d�eformation permet de pr�eserver la qualit�e des angles (entre 45 et 135 degr�es) pen-
dant la simulation, au prix d'une d�et�erioration du rapport d'aspect des �el�ements qui est moins
probl�ematique car restant loin de la valeur limite 100 (Fig 1.4).

Haute qualit�e localis�ee Il est crucial d'avoir des �el�ements de haute qualit�e aux endroits o�u
les gradients de force de d�eformation sont �elev�es pour minimiser les erreurs num�eriques, quitte
�a d�et�eriorer le maillage l�a o�u les gradients sont faibles et o�u un mauvais conditionnement de la
matrice de rigidit�e est moins probl�ematique. Il est parfois n�ecessaire de ra�ner le maillage sur
ces zones �a haut gradient de force pour obtenir la pr�ecision num�erique d�esir�ee.

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e la sp�eci�cit�e des simulations que nous avons �etudi�e
pendant la th�ese : les simulations de grandes d�eformations hyper�elastiques avec maillage unique.
Puis, nous en avons d�eduit des crit�eres de qualit�e de maillage quadrilat�ere/hexa�edrique pour
ce type de simulation. L'objectif de la th�ese est de trouver une m�ethode de maillage quadri-
lat�ere/hexa�edrique automatique respectant ces crit�eres de qualit�e, et de d�emontrer son e�cacit�e
en lan�cant des simulations hyper�elastiques avec le logiciel Numea [NUMEA s. d.].
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2

M�ethodes de maillage hexa�edrique

Nous allons dans ce chapitre faire un �etat de l'art des di��erentes techniques de maillage
hexa�edrique, et discuter de l'utilisabilit�e de ces techniques pour la simulation de grandes d�eformations
avec un maillage unique. Comme le montre la �gure 2.1, la qualit�e du maillage hexa�edrique utilis�e
pour r�ealiser une simulation de grandes d�eformations par la m�ethode d�ecrite dans la section 1.2
a un impact sur la convergence de la solution.

2.1 Graphe de singularit�e d'un maillage hexa�edrique

Le maillage hexa�edrique le plus r�egulier est une grille cart�esienne in�nie, o�u chaque som-
met, ar�ete et face est incident �a 8, 4 et 2 hexa�edres, respectivement. Les maillages hexa�edriques
g�en�eraux contiennent des �el�ements de connectivit�e locale di��erente, qui sont donc appel�es irr�eguliers
ou singuliers. Pour un maillage hexa�edrique, nous parlons de valence d'une ar�ete pour d�esigner
le nombre d'hexa�edres partageant l'ar�ete.

Ar�etes singuli�eres : le graphe de singularit�e Comme dans [Pietroni et al. 2022], nous
d�e�nissons le graphe de singularit�e d'un maillage hexa�edrique comme �etant constitu�e des ar�etes
int�erieures qui n'ont pas une valence de 4, ainsi que des ar�etes de bord qui n'ont pas une valence
de 2. La structure d'un maillage hexa�edrique est d�etermin�ee par le graphe de singularit�e : plus
le graphe de singularit�e est simple, plus le maillage hexa�edrique est structur�e.

Sommets singuliers d'un maillage hexa�edrique Bien qu'un seul entier k soit su�sant pour
caract�eriser le type structurel d'une ar�ete (sa valence), la sp�eci�cation des types de sommet est
plus complexe. En se limitant �a des valences d'ar�ete int�erieur k ∈ {3, 4, 5}, il s'av�ere que seulement
11 con�gurations di��erentes de types de sommets int�erieurs existent. Plus pr�ecis�ement, pour un
sommet int�erieur, il est impossible d'�etre incident �a une seule ar�ete singuli�ere, et dans le cas de
deux ar�etes singuli�eres incidentes, elles ne peuvent �etre que du m�eme type. Par cons�equent, le
graphe de singularit�e est form�e par des arcs singuliers, qui sont des cha��nes d'ar�etes singuli�eres de
type identique. Ces arcs singuliers se connectent �a d'autres arcs singuliers aux sommets singuliers,
ou se terminent sur le bord [Pietroni et al. 2022].

2.2 Maillage structur�e

Les maillages structur�es, souvent construits �a partir d'un syst�eme de coordonn�ee, ont une
structure r�eguli�ere et r�ep�etitive. Ces maillages n'ont pas de singularit�e int�erieure, et le graphe de
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Chapitre 2. M�ethodes de maillage hexa�edrique

Figure 2.1 � Comparaison entre deux m�ethodes de g�en�eration de maillage automatique pour
la simulation de d�eformation sur le logiciel [NUMEA s. d.]. La simulation avec un maillage
non-structur�ee (gauche) diverge apr�es l'it�eration 63, tandis que la simulation avec un maillage �a
valence semi-structur�ee (droite) parvient �a atteindre l'it�eration 100 de la simulation.

singularit�e de bord d�epend du syst�eme de coordonn�ee utilis�e. Ce manque de �exibilit�e du graphe
de singularit�e emp�eche l'utilisation de maillage structur�e pour des mod�eles CAO industriels.

Figure 2.2 � Maillage cart�esien, cylindrique et sph�erique, structur�e successivement selon les
coordonn�ees cart�esiennes (x, y, z), cylindriques (r, θ et z) et sph�eriques (r, θ et ϕ).

Maillage cart�esien, cylindrique et sph�erique Les maillages structur�es hexa�edriques uti-
lisent un syst�eme de coordonn�ee pour placer de mani�ere r�eguli�ere leurs �el�ements (Fig 2.2). Selon
la forme de maillage que l'on veut obtenir, on peut utiliser un syst�eme de coordonn�ee cart�esien,
cylindrique ou sph�erique. L'avantage de ces maillages utilisant un syst�eme de coordonn�ees et que
l'on peut passer d'un �el�ement �a son voisin directement par leur indice de coordonn�ee. Ainsi, des
sch�emas num�eriques optimis�es pour ces types de maillages peuvent souvent �etre bien plus perfor-
mants en temps et en pr�ecision que les sch�emas num�eriques adapt�es �a des maillages hexa�edriques
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quelconques.

D�eformation du syst�eme de coordonn�ee Pour obtenir un maillage d'une autre forme qu'un
parall�el�epip�ede rectangle, cylindre ou sph�ere, il est possible d'appliquer des d�eformations sur le
syst�eme de coordonn�ee utilis�e. Par exemple, une d�eformation hyperbolique permet de modi�er
la forme d'un mod�ele et/ou de concentrer les hexa�edres proches des bords situ�es sur des zones �a
fort gradient d'une simulation (Fig 2.3).

Figure 2.3 � Example de d�eformation hyperbolique appliqu�ee �a un maillage cart�esien pour
changer la forme et la r�epartition des �el�ements du maillage.

Utilisabilit�e avec Numea Lorsque le mod�ele sur lequel on veut appliquer une simulation
de d�eformation a une forme naturellement repr�esentable par un syst�eme de coordonn�ee, il est
id�eal d'utiliser des maillages structur�es avec un sch�ema num�erique adapt�e. Malheureusement, les
mod�eles industriels d�e�nis par des descriptions CAO (Fig 2.1) sont souvent trop compliqu�es pour
pouvoir �etre maill�e enti�erement avec un maillage structur�e de bonne qualit�e. Dans ce cas, il faut
plut�ot utiliser des maillages hexa�edriques qui ne sont pas parfaitement structur�es.

2.3 Maillage non-structur�e

Les maillages non-structur�es poss�edent un graphe de singularit�e complexe, voir chaotique,
mais sont les plus simples �a adapter de mani�ere automatique �a des mod�eles CAO industriels.

2.3.1 M�ethode octree

Construction d'un octree non-conforme La m�ethode octree, introduite dans [Schneiders
2000], commence par englober l'objet ou le domaine d'int�er�et dans un cube, qui constitue le nœud
racine de l'octree. Le cube est ensuite subdivis�e en huit sous-cubes de taille �egale, cr�eant les huit
enfants du nœud racine. Cette subdivision est r�ep�et�ee r�ecursivement pour chaque nœud, jusqu'�a
ce que la taille des �el�ements soit celle d�esir�ee (Fig 2.4).

Construction d'un maillage hexa�edrique conforme Il s'av�ere que si tous les sommets de
la grille ont une valence de 6 et que toutes les ar�etes de la grille ont une valence de 4, le dual
de la grille est un maillage hexa�edrique conforme [Mar�echal 2009]. Ainsi r�egulariser la valence
des �el�ements de la grille par un ensemble de sch�emas de d�ecoupage permet d'obtenir un maillage
hexa�edrique conforme par dualisation.
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Chapitre 2. M�ethodes de maillage hexa�edrique

Figure 2.4 � Maillage hexa�edrique (droite) obtenu �a partir d'une grille d'octree (gauche).
Image issue de [Livesu et al., 2022].

Utilisabilit�e avec Numea Les m�ethodes bas�ees sur des octrees pour construire un maillage
hexa�edrique conforme de mani�ere automatique sont les seules qui sont aujourd'hui �ables in-
dustriellement. Cependant, le grand taux de r�eussite est notamment expliqu�e par le fait que
ces m�ethodes produisent les r�esultats les moins structur�es avec des �el�ements de mauvaise qua-
lit�e sur le bord. Comme d�etaill�e dans la section 1.2.5 les �el�ements de mauvaise qualit�e sur le
bord engendrent une matrice de rigidit�e avec un mauvais conditionnement l�a o�u les gradients de
d�eformation sont les plus important, ce qui emp�eche la convergence. De plus, sachant que notre
objectif est de garder le m�eme maillage du d�ebut �a la �n de la simulation, le non-alignement des
�el�ements avec les forces de d�eformation am�ene �a une d�et�erioration rapide des angles di�edres des
�el�ements du bord.

2.3.2 M�ethode d'avanc�ee de front

Figure 2.5 � Maillage obtenu par une m�ethode d'avanc�ee de front. Le maillage ext�erieur est
non-structur�e autour du cylindre (gauche), et la structure int�erieure peut poss�eder une grande
concentration d'�el�ements de mauvaise qualit�e (zone sombre, droite). Image issue de [Ledoux et
Weill 2008].

Construction d'un maillage hexa�edrique par avanc�ee de front La m�ethode d'avanc�ee
de front, introduite dans [Blacker et al. 1993], commence par initialiser le front de maillage
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en se basant sur les bords de la g�eom�etrie du domaine (Fig 2.5). �A chaque �etape, un �el�ement
non-maill�e du front est s�electionn�e pour �etre �etendu. De nouveaux �el�ements sont alors g�en�er�es en
connectant cet �el�ement non-maill�e aux nœuds du maillage existant ou en ajoutant de nouveaux
nœuds, selon des crit�eres de qualit�e et de r�esolution. Une fois qu'un nouvel �el�ement est ins�er�e, le
front de maillage est mis �a jour pour inclure les nouveaux �el�ements non-maill�es qui en r�esultent.

Remplissage des cavit�es Lorsqu'il n'est plus possible d'ins�erer de nouveaux �el�ements sur un
front de maillage, pour cause de contradiction avec d'autres fronts par exemple, il faut remplir
les cavit�es �nales par une autre m�ethode algorithmique. Ce remplissage est souvent bas�e sur la
recherche d'un maillage hexa�edrique �a partir des bords quadrilat�eres de la cavit�e. Si le bord de
la cavit�e poss�ede un nombre pair de quadrilat�ere, un maillage hexa�edrique est garanti d'exister
[Mitchell 1996]. Cependant, lorsque les quadrilat�eres entourant la cavit�e ne sont pas dispos�es
d'une fa�con coh�erente avec la g�eom�etrie de la cavit�e, remplir la cavit�e par des hexa�edres induit
souvent des �el�ements de mauvaise qualit�e avec un graphe de singularit�e inadapt�e.

Utilisabilit�e avec Numea Les m�ethodes d'avanc�ee de front ont g�en�eralement l'avantage par
rapport aux m�ethodes d'octrees de produire des maillages hexa�edriques bien align�e avec les forces
de d�eformation au bord, ce qui fait que les d�eformations ont un impact amoindri sur la qualit�e du
maillage (section 1.2.5). De plus, il est en g�en�eral possible d'avoir des �el�ements de bonne qualit�e
proche des bords o�u sont appliqu�es les forces de d�eformations. Cependant, pour des mod�eles
CAO industriels d�elimit�es par des bords tr�es irr�eguliers, le remplissage de cavit�es de grande taille
par des maillages non-structur�es avec des �el�ements de faible qualit�e pose souvent des probl�emes
de convergence.

2.4 Maillage semi-structur�e

Les maillages semi-structur�es, ou structur�es par bloc, poss�edent un graphe de singularit�e
simple divisant le volume en un petit nombre de blocs structur�es. Ces maillages sont souvent
id�eaux, mais n�ecessitent une grande interaction humaine pour �etre construits sur des mod�eles
CAO industriels.

2.4.1 Maillage par balayage

Figure 2.6 � Illustration d'un algorithme de balayage. Image issue de [WEILL and Ledoux,
2016].
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Maillage par balayage d'un mod�ele 2D extrud�e La m�ethode par balayage pour la construc-
tion de maillage hexa�edrique consiste �a g�en�erer un maillage en extrudant une surface d'une zone
source maill�ee en quadrilat�eres vers une zone cible �a travers un volume donn�e [White et al.
1995]. Dans le cas d'un volume form�e par extrusion d'un domaine 2D, on peut construire avec
une m�ethode automatique un maillage quadrilat�ere du domaine 2D source et en obtenir une
extrusion hexa�edrique.

Maillage par balayage multi-sources et multi-cibles Pour les mod�eles plus complexes,
plusieurs zones sources et cibles sont n�ecessaires pour d�ecomposer la g�eom�etrie d'extrusion en
sous-volumes plus simples �a traiter [Lai et al. 2000]. Ces m�ethodes multi-sources et multi-
cibles sont bien adapt�ees aux mod�eles CAO, car de nombreuses formes sont cr�e�ees par extrusion
(Fig 2.6). Cependant, pour les mod�eles CAO g�en�eral o�u il n'existe aucune direction d'extrusion
g�en�erale, la d�ecomposition automatique d'un volume en sous-volumes qui peuvent �etre maill�es
avec des sch�emas pr�ed�etermin�es ne peut pas �etre r�ealis�e de mani�ere automatique, et n�ecessite
une intervention ing�enieur.

Utilisabilit�e avec Numea Ces m�ethodes produisent des maillages structur�es par bloc qui
sont adapt�es �a notre besoin de maillage avec des �el�ements r�eguliers ressemblant �a des cubes, et
qui sont tr�es bien align�es avec les bords o�u les d�eformations sont appliqu�ees 1.2.5. Cependant,
dans les cas de mod�eles CAO industriels, la d�ecomposition d'un volume en sous-volume par un
ing�enieur pour construire un maillage par balayage prend plusieurs mois de travail.

2.4.2 Maillage via un descripteur m�edian

Figure 2.7 � Illustration de l'utilisation d'un squelette pour g�en�erer un maillage hexa�edrique
semi-structur�e. Image issue de [Livesu et al. 2016].

Repr�esentation d'une volume par descripteur m�edian Une repr�esentation d'un volume
par un descripteur m�edian appropri�e permet une g�en�eration de maillage hexa�edrique semi-
structur�e. Le descripteur m�edian, souvent repr�esent�e par un squelette tridimensionnel [Price
et al. 1995] ; [Price et al. 1997], sert de guide pour diviser le domaine en sous-domaines plus
simples, facilitant ainsi la g�en�eration du maillage (Fig 2.7).
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2.5. Maillage �a valence semi-structur�ee

Primitives de maillage Pendant la construction du squelette d'un volume, des primitives
de maillage sont assign�ees �a chaque partie du squelette pour guider le processus de maillage
hexa�edrique. Ces primitives, d�etermin�ees en fonction de la g�eom�etrie du volume couvrant le
squelette, assurent des transitions adapt�ees entre les di��erentes parties du maillage, correspon-
dant �a un graphe de singularit�e de maillage hexa�edrique id�eal.

Utilisabilit�e avec Numea Les m�ethodes de maillage hexa�edrique bas�ees sur des descripteurs
m�edians sont particuli�erement adapt�ees lorsque le volume peut �etre d�ecompos�e en un ensemble
de "c�ones g�en�eralis�es", qui sont des formes obtenues �a partir d'une transformation continue
d'un domaine 2D le long d'une troisi�eme dimension. Pour de tels mod�eles CAO, il est possible
de g�en�erer rapidement des maillages hexa�edriques semi-structur�es qui satisfont les crit�eres de
qualit�e �enonc�es dans la section 1.2.5. Cependant, pour des mod�eles plus g�en�eraux, l'�elaboration
d'un descripteur m�edian appropri�e pour l'extraction d'un maillage hexa�edrique semi-structur�e
n�ecessite un temps ing�enieur similaire aux m�ethodes par balayage multi-sources et multi-cibles.

2.5 Maillage �a valence semi-structur�ee

Les maillages �a valence semi-structur�ee ont un graphe de singularit�e simple, comme les
maillages semi-structur�es. La di��erence est que ces maillages, souvent g�en�er�es de mani�ere auto-
matique, comportent un nombre de blocs structur�es plus important que le maillage semi-structur�e
qu'un ing�enieur construirait intuitivement avec une m�ethode semi-automatique.

2.5.1 Polycube

Figure 2.8 � Illustration d'un algorithme de Polycube. Image issue de [Pietroni et al., 2022].

M�ethode des polycubes La m�ethode des polycubes, introduite dans [Tarini et al. 2004],
fonctionne en cartographiant un objet volumique dans un polycube. Le polycube est �echantillonn�e
�a une grille enti�ere dense, cr�eant une connectivit�e hexa�edrique r�eguli�ere, dont les nœuds peuvent
�etre positionn�es �a l'int�erieur de l'objet initial par cartographie inverse. La m�ethode des polycubes
repose sur deux �el�ements fondamentaux : la d�e�nition de la structure du polycube et la g�en�eration
de la carte volumique.

31



Chapitre 2. M�ethodes de maillage hexa�edrique

Structure du polycube La structure du polycube est g�en�eralement d�e�nie en assignant �a
chaque �el�ement de surface de l'objet une �etiquette repr�esentant l'un des six axes globaux (±X,±Y,±Z).
Les clusters d'�el�ements adjacents de m�eme �etiquette identi�ent les faces du polycube (Fig 2.8).
Cependant, l'attribution d'une �etiquette en se basant sur l'orientation locale de surface ne produit
souvent pas une structure globalement coh�erente, et un post-traitement heuristique est n�ecessaire
pour corriger l'�etiquetage.

Cartographie volumique La g�en�eration de la carte volumique est obtenue �a l'aide d'�energies
de d�eformation d�edi�ees qui font tourner it�erativement les normales de surface jusqu'�a ce qu'elles
se �xent sur les axes globaux (selon l'�etiquetage obtenu).

Utilisabilit�e avec Numea Les m�ethodes de polycube permettent de g�en�erer automatique-
ment des maillages �a valence semi-structur�ee, cependant il est fr�equent que l'�etape d'�etiquetage
m�ene �a des erreurs que l'on ne sait pas r�esoudre autrement que par intervention humaine. De
plus, la cartographie de l'objet volumique dans un polycube fait qu'il ne peut pas y avoir d'ar�ete
singuli�ere �a l'int�erieur du volume, seulement sur le bord. C'est probl�ematique pour notre appli-
cation de simulation de grandes d�eformations, car c'est sur le bord que nous d�esirons la structure
la plus r�eguli�ere possible et un alignement des ar�etes avec les forces de d�eformation.

2.5.2 Champs de rep�ere

Figure 2.9 � Illustration d'un algorithme bas�e sur un champ de rep�ere. Le mod�ele CAO est
d�eform�e vers une grille r�eguli�ere (rouge), de fa�con �a utiliser les lignes de la grille pour former
un maillage hexa�edrique sur le volume d'entr�ee (droite). Image issue de [Liu et al., 2018].

Repr�esentation d'un champ de rep�ere Un rep�ere, compos�e localement de trois vecteurs
lin�eairement ind�ependants, d�ecrit la forme d'un cube d�eform�e lin�eairement. Un champ de rep�ere
est souvent d�e�ni sur un maillage compos�e de t�etra�edres : �a chaque t�etra�edre est a�ect�e un
rep�ere. Pour calculer un maillage hexa�edrique d'un objet 3D �a partir d'un champ de rep�ere,
l'�etape initiale est donc de calculer un maillage t�etra�edrique de l'objet par des m�ethodes rapides
et automatiques [Si 2015] ; [Marot et al. 2018]. Le champ de rep�ere d�e�ni sur le maillage
t�etra�edrique utilise les propri�et�es de voisinage du maillage : deux rep�eres sont voisins s'ils sont
d�e�nis sur deux t�etra�edres qui sont voisins.

Optimisation d'un champ de rep�ere Le probl�eme d'optimisation des champs de rep�ere
consiste g�en�eralement �a trouver un champ de rep�ere lisse (dont tous les rep�eres voisins sont les
plus similaires possibles) qui s'aligne sur le bord du domaine. Cette optimisation est souvent
mesur�ee �a l'aide de l'�energie de Dirichlet, avec pour contrainte que chaque rep�ere correspondant
�a un t�etra�edre de bord soit align�e avec la normale de la face de bord du t�etra�edre.
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2.5. Maillage �a valence semi-structur�ee

Graphe de singularit�e d'un champ de rep�ere Une fois un champ de rep�ere calcul�e sur
un maillage t�etra�edrique, l'analyse du comportement du champ de rep�ere autour de chaque
ar�ete du maillage t�etra�edrique donne un graphe d'ar�etes singuli�eres. Pour un champ de rep�ere
lisse, ce graphe de singularit�e est tr�es simpliste, et est un point de d�epart souvent id�eal pour
calculer un maillage hexa�edrique �a valence semi-structur�ee. Cependant, il arrive qu'un graphe de
singularit�e obtenu �a partir d'un champ de rep�ere lisse sur un maillage t�etra�edrique ne corresponde
pas directement �a un graphe de singularit�e d'un maillage hexa�edrique valide, ce qui peut faire
�echouer la m�ethode.

Extraction d'un maillage hexa�edrique par cartographie En utilisant le champ de rep�ere
(et en supposant que son graphe de singularit�e est valide), l'�etape suivante est de calculer une
carte (fonction de R3 dans R3) telle que le volume d�e�ni par le maillage t�etra�edrique d'entr�ee se
d�eforme en une grille 3D r�eguli�ere (discontinue) par la carte (Fig 2.9). Si la carte est bijective et
suit un certain nombre de r�egles de continuit�e d�eduites du champ de rep�ere (d�etaill�ees dans la
section 3.2.2), on peut utiliser les nœuds et ar�etes de la grille 3D pour projeter (par cartographie
inverse) un maillage hexa�edrique valide sur le maillage t�etra�edrique d'entr�ee.

Utilisabilit�e avec Numea Les m�ethodes bas�ees sur des champs de rep�ere permettent la
construction automatique d'un graphe de singularit�e simple �a l'int�erieur comme sur le bord
du volume d'entr�ee. L'alignement des champs de rep�ere avec les normales des bords du domaine
permet la construction de maillage hexa�edrique avec des �el�ements de bord qui restent de bonne
qualit�e malgr�e des d�eformations appliqu�ees pendant une simulation. Bien que ces m�ethodes ne
garantissent pas la validit�e des graphes de singularit�e produits, et sont encore loin de r�eussir �a le
faire sur des mod�eles CAO industriels, ce sont les m�ethodes qui sont les plus proches de g�en�erer
de mani�ere automatique des maillages hexa�edriques satisfaisant les crit�eres de qualit�e d�ecrits
dans la section 1.2.5.

Nous d�eduisons de ce chapitre 2 que les m�ethodes utilisant des champs de rep�eres semblent
�etre les plus prometteuses pour construire de mani�ere automatique des maillages hexa�edriques
respectant les crit�eres de qualit�e donn�es dans le chapitre 1. Dans le chapitre 3, nous allons
�etudier l'optimisation d'un champ de rep�ere lisse, puis l'utilisation de son graphe de singularit�e
pour construire un maillage hexa�edrique par la m�ethode Cubecover.
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3

M�ethode Cubecover bas�ee sur les

champs de rep�eres

Dans cette th�ese, nous nous concentrons sur les m�ethodes de maillage bas�ees sur des champs
de rep�ere. Ces m�ethodes sont r�eput�ees pour produire des maillages hexa�edriques align�es avec les
bords, avec des structures et connectivit�es simples. Nous allons d'abord pr�esenter la m�ethode
Quadcover [K�alberer et al. 2007] (la version 2D de Cubecover [Nieser et al. 2011]), que nous
avons utilis�ee dans le chapitre 8 pour g�en�erer des maillages quadrilat�eres pour des simulations de
grandes d�eformations avec le logiciel [NUMEA s. d.]. Ensuite, nous allons pr�esenter la m�ethode
Cubecover qui est une m�ethode de maillage hexa�edrique qui n'a pas encore atteint un niveau
su�sant de maturit�e pour �etre utilis�ee sans intervention humaine sur des mod�eles industriels,
mais qui est prometteuse pour les simulations de grandes d�eformations �etudi�ees dans le chapitre
1.

3.1 La m�ethode Quadcover pour la g�en�eration de maillage qua-

drilat�ere

Dans cette section, nous allons pr�esenter la m�ethode Quadcover [K�alberer et al. 2007] pour
construire automatiquement un maillage quadrilat�ere �a valence semi-structur�ee �a partir d'un
maillage triangulaire en entr�ee. La �gure 3.1 illustre les trois �etapes principales de la m�ethode
Quadcover. La premi�ere �etape consiste �a calculer un champ de rep�ere, qui est un champ de
croix align�e avec les bords du domaine (Sec 3.1.2). Dans la seconde �etape, nous extrayons deux
champs vectoriels du champ de rep�ere, qui sont ensuite int�egr�es pour produire deux champs
scalaires formant une carte sans couture u (Sec 3.1.3). En�n dans la derni�ere �etape, dite �etape
de quanti�cation, nous faisons en sorte que les lignes de valeur enti�ere de u forment un maillage
quadrilat�ere (Sec 3.1.4).

3.1.1 Une m�ethode provenant de l'infographie

Cartographie de texture Le remaillage �a partir de cartes est une m�ethode introduite dans
la communaut�e de l'infographie par [Alliez et al. 2002] pour am�eliorer la qualit�e d'un maillage
triangulaire initial. Cette m�ethode consiste �a g�en�erer une triangulation dans une carte 2D, puis
�a la projeter sur la surface d'int�er�et. Cette technique est bas�ee sur les algorithmes de cartogra-
phie de texture, pour lesquels les auteurs ont utilis�e des coordonn�ees 2D attach�ees aux sommets
des triangles de la triangulation d'entr�ee. En interpolant les coordonn�ees barycentriques de trois
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Chapitre 3. M�ethode Cubecover bas�ee sur les champs de rep�eres

Figure 3.1 � Les di��erentes �etapes de la m�ethode Quadcover pour construire un maillage
quadrilat�ere.

coins de triangles, il est possible de projeter n'importe quel point de la carte sur la surface. Dans
la suite, la carte d'une surface triangul�ee est d�e�nie comme une fonction u qui est lin�eaire par
triangle. Ces cartes sont calcul�ees par des m�ethodes num�eriques [Hormann et al. 2007] mini-
misant une mesure de la distorsion de la carte sous certaines contraintes (injectivit�e, alignement
avec ar�etes caract�eristiques, etc.). Quelques ann�ees plus tard et en utilisant des champs de rep�ere
[Hertzmann et al. 2000], cette approche de remaillage par cartographie a �et�e g�en�eralis�ee �a la
g�en�eration de maillages quadrilat�eres [Ray et al. 2006] ; [K�alberer et al. 2007] ; [Bommes et
al. 2009]. L'id�ee est de produire une carte d'une surface triangul�ee en entr�ee telle qu'une grille
r�eguli�ere d�e�nie dans la carte forme un maillage quadrilat�ere sur la surface.

Champ de rep�ere Les champs de rep�ere, ou champs de croix, ont �et�e largement �etudi�es au
cours de la derni�ere d�ecennie en infographie. Ils ont �et�e initialement introduits pour placer des
hachures dans le rendu non photor�ealiste [Hertzmann et al. 2000]. Ils ont �et�e g�en�eralis�es en
champs vectoriels �a n-sym�etries [Palacios et al. 2007] ; [Ray et al. 2008] en repr�esentant une
croix comme une racine ni�eme d'un nombre complexe. Le lissage d'un champ de croix est obtenu en
mesurant la similarit�e de paires de rep�eres adjacents, ce qui conduit �a un probl�eme d'optimisation
quadratique simple permettant des contraintes d'alignement [Ray et al. 2008] ; [Kn�oppel et al.
2013] ou des contraintes de singularit�e [Crane et al. 2010]. Des vues d'ensemble sur la conception
de champs de rep�ere peuvent �etre trouv�ees dans [Vaxman et al. 2016] et [Goes et al. 2016].

Les champs de rep�ere qui nous int�eressent sont les champs vectoriels unitaires et orthogonaux
�a 4-sym�etries, car les singularit�es de ces champs de rep�ere forment un graphe de singularit�e d'un
maillage quadrilat�ere �a valence semi-structur�ee [Bommes et al. 2013b]. Notre objectif va �etre
d'optimiser le lissage de ces champs de rep�ere pour r�eduire le nombre de singularit�es, et ainsi
construire des maillages quadrilat�ere de bonne qualit�e avec une m�ethode automatique.
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3.1. La m�ethode Quadcover pour la g�en�eration de maillage quadrilat�ere

3.1.2 Champ de rep�ere orthonormal 2D

Figure 3.2 � Les singularit�es d'un champ de rep�ere, qui sont des sommets autour desquels les
rep�eres font une rotation totale de π/2, sont utilis�ees par la m�ethode Quadcover pour d�eterminer
la position des sommets de valence di��erente de 4 dans le maillage quadrilat�ere de sortie.

Notations Nous avons, en entr�ee, un maillage triangulaire (T, V ) o�u nous notons T l'ensemble
des triangles et V l'ensemble des sommets du maillage. L'objectif est de construire un champ de
rep�ere align�e avec les bords du maillage triangulaire (Fig 3.1, gauche). Nous supposerons dans
tout le manuscrit que chaque triangle n'a au plus qu'une ar�ete appartenant au bord du domaine.
Si ce n'est pas le cas pour un triangle de l'entr�ee, il su�t de le diviser en trois en ajoutant un
sommet au centre pour que cela devienne le cas. L'ensemble des triangles du bord est not�e Tb.
Pour un maillage en 2D plat (z = 0), l'angle (par rapport au rep�ere global) form�e par l'ar�ete de
bord du triangle t ∈ Tb est not�e ηt, et va nous permettre de contraindre notre champ de rep�ere.

Champ de rep�ere 2D plat Un rep�ere orthogonal 2D peut �etre repr�esent�e par une croix,
qui est invariante sous les rotations de π/2. Pour avoir une repr�esentation de m�eme p�eriodicit�e,
[Ray et al. 2008] ont propos�e de repr�esenter la croix avec le vecteur (X,Y ) = (cos 4θ, sin 4θ), o�u
θ repr�esente la rotation de la croix par rapport au rep�ere global. Pour obtenir un champ de rep�ere
lisse, nous �xons d'abord (X,Y ) sur les bords, puis interpolons X et Y dans le domaine 2D (voir
Fig. 3.1, gauche). Le probl�eme d'optimisation consiste �a rendre les valeurs de X et Y pour les
triangles voisins t et t′ aussi similaires que possible, tout en satisfaisant les valeurs contraintes
sur les bords (Fig 3.2). En utilisant la notation N (t) pour repr�esenter les triangles voisins d'un
triangle t, le probl�eme d'optimisation peut �etre formul�e comme suit :
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Chapitre 3. M�ethode Cubecover bas�ee sur les champs de rep�eres

argmin
X,Y

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (Xt′

Yt′

)
−
(
Xt

Yt

)∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,
sous contrainte : ∀t ∈ Tb,

(
Xt

Yt

)
=

(
cos 4ηt
sin 4ηt

)
.

(3.1)

Nous utilisons une m�ethode des moindres carr�es pour r�esoudre ce probl�eme d'optimisation.
�A partir des valeurs Xt et Yt calcul�ees, nous pouvons calculer l'angle θt du champ de croix
dans tous les triangles de notre maillage triangulaire d'entr�ee en utilisant la formule suivante :
θt =

1
4 tan

−1( YX ).

Champ de rep�ere 2D surfacique Lors du calcul d'un champ de rep�ere sur une surface 2D
qui n'est pas plate (z ̸= 0), nous devons comparer les angles entre des faces adjacentes qui ne
sont pas dans le m�eme plan. Pour ce faire, nous pouvons utiliser l'ar�ete commune entre les faces
comme r�ef�erence.

Pour chaque triangle, nous d�e�nissons θt comme l'angle autour de la normale de la face
triangulaire t entre une branche de la croix et la premi�ere ar�ete du triangle et,0. Pour comparer
θt �a l'angle correspondant dans un triangle adjacent t′, nous devons calculer la di��erence d'angle
αt,i entre et,0 et l'ar�ete partag�ee et,i. Nous faisons de m�eme pour t′, en calculant αt′,i′ comme
l'angle entre et′,0 et et′,i′ . Ensuite, la di��erence d'angle entre θt et θt′ peut �etre exprim�ee comme
(θt′ − αt′,i′ + π) − (θt − αt,i) = θt′ − θt − ωtt′ , en d�e�nissant ωtt′ = αt′,i′ − αt,i − π entre toutes
les paires de faces adjacentes dans le maillage triangulaire d'entr�ee. Il faut �egalement r�eexprimer
les contraintes d'alignement au bord η, soit t ∈ Tb un triangle du bord, i l'indice de son ar�ete de
bord, alors ηt = αt,i.

Avec cette d�e�nition, le probl�eme d'optimisation pour calculer un champ de rep�ere sur la
surface d'un mod�ele 3D devient :

argmin
X,Y

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (Xt′

Yt′

)
−
(
cos 4ωtt′ − sin 4ωtt′

sin 4ωtt′ cos 4ωtt′

)(
Xt

Yt

)∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,
sous contrainte : ∀t ∈ Tb,

(
Xt

Yt

)
=

(
cos 4ηt
sin 4ηt

)
.

(3.2)

Cette fois ci, l'angle θt obtenu par θt = 1
4 tan

−1( YX ), correspond �a l'angle du rep�ere par
rapport au vecteur de l'ar�ete et,0 en tournant autour de la normale de la face triangulaire t. Pour
deux faces triangulaires voisines t, t′ n'appartenant pas �a un m�eme plan, nous utilisons la valeur
ωtt′ qui prend en compte le changement de vecteur de r�ef�erence des angles θt, θt′ pour exprimer
la rotation entre les rep�eres (intrins�equement π/2 p�eriodique) : rtt′ = θt′ − θt − ωtt′ (mod π

2 ).

Correspondances et singularit�es Nous allons maintenant utiliser notre champ de rep�ere
pour d�eterminer le graphe de singularit�e du maillage quadrilat�ere que nous voulons construire
(la position des points singuliers de valence di��erente de 4). C'est le calcul des correspondances
entre les rep�eres voisins qui permet de transmettre un graphe de singularit�e de champ de rep�ere
vers un graphe de singularit�e de maillage quadrilat�ere. Comme dans [Ray et al. 2008], nous
faisons r�ef�erence aux correspondances du champ de rep�ere comme �etant les valeurs enti�eres ptt′

d�e�nies sur la demi-ar�ete d'une face t, oppos�ee �a la face t′. �A partir des angles θt obtenus par
l'optimisation du champ de rep�ere, nous d�e�nissons pour toutes les paires de faces triangulaires

38



3.1. La m�ethode Quadcover pour la g�en�eration de maillage quadrilat�ere

Figure 3.3 � Classi�cation des cartes en fonction de leur comportement �a travers une discon-
tinuit�e (en vert) : carte arbitraire (�a gauche), carte sans couture (au milieu) et carte pr�eservant
la grille (�a droite).

voisines t, t′ :

ptt′ = round

(
θt′ − θt − ωtt′

π/2

)
Cela nous permet d'exprimer la rotation entre deux rep�eres adjacents directement en utilisant

leurs angles sans rencontrer de probl�eme de p�eriodicit�e : rtt′ = θt′ − θt − ωtt′ + ptt′ · π/2.

Les valeurs enti�eres ptt′ sont directement li�ees �a l'emplacement des singularit�es du champs
de rep�ere [Ray et al. 2008]. Modi�er ces valeurs de mani�ere sym�etrique (incr�ementer ptt′ et
d�ecr�ementer pt′t) permet de d�eplacer les singularit�es du champ de rep�ere.

Optimisation �a correspondance �x�e Optimiser un champ de rep�ere lisse �a correspondance
ptt′ �x�e consiste �a minimiser les rotations rtt′ des pairs de triangles adjacents t, t′. Maintenant
que nous n'avons plus �a g�erer de probl�eme de p�eriodicit�e, nous pouvons directement utiliser les
angles θ comme variables du probl�eme :

argmin
θ

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

|| θt′ − θt − ωtt′ + ptt′π/2||2 .

sous contrainte : ∀t ∈ Tb, θt = ηt.

(3.3)

Lorsque l'on r�eoptimise un champ de rep�ere �a correspondance ptt′ �x�ee, il faut �xer ηt �a la valeur
d'angle θt pr�ec�edente (celle qui nous a permis d'obtenir les correspondances ptt′).

Calcul d'une carte locale dont le rep�ere est le gradient de direction En s�electionnant
le vecteur du rep�ere orient�e par θt, et le vecteur orient�e par θt+π/2, on construit une matrice Et

contenant deux vecteur de R3. Les matrices Et forment des champs de vecteurs que nous allons
localement int�egrer dans chaque triangle t (Fig 3.1, milieu). �A partir de Et et des coordonn�ees
g�eom�etriques des trois sommets du triangle t : (a, b, c), on construit une carte locale lin�eaire
µ : R2 7→ R2 �a partir de coordonn�ees de cartographie sur les trois coins i, j, k ∈ C(t) du triangle
t : 

µi = (0, 0)
µj = Et(b− a)
µk = Et(c− a)

(3.4)

Dans l'�etape d'int�egration, nous allons utiliser la carte param�etrique locale µ pour transf�erer les
informations g�eom�etriques du champ de rep�ere (orientation des quadrilat�eres), puis nous allons
utiliser les valeurs enti�eres ptt′ pour transf�erer les informations de correspondance du champ de
rep�ere (graphe de singularit�e du maillage quadrilat�ere).
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Chapitre 3. M�ethode Cubecover bas�ee sur les champs de rep�eres

3.1.3 Int�egration avec Quadcover

Dans cette sous-section, nous allons calculer une carte u sur un maillage triangulaire en entr�ee.
L'objectif va �etre d'extraire un maillage quadrilat�ere �a partir des lignes d'isovaleurs enti�eres de
la carte u sur le maillage triangulaire en entr�ee. La carte u est lin�eaire par triangle, et nous allons
utiliser le champ de rep�ere pour contraindre des r�egles de continuit�e sur chaque ar�ete de triangle,
de fa�con �a que les lignes enti�eres de la carte forment un maillage quadrilat�ere sans discontinuit�e.

Transfert de la g�eom�etrie du champ de rep�ere Nous voulons que la carte u soit dans
chaque triangle du maillage la plus proche possible de la carte local µ (�a translation pr�es). Nous
pouvons par exemple faire en sorte que pour chaque paire de coin i, j ∈ C(t) d'un triangle t, la
di��erence ui − uj soit la plus proche possible de la di��erence µi − µj .

argmin
u

∑
t∈T

∑
i,j∈C(t)

||(ui − uj)− (µi − µj)||2 (3.5)

Minimiser cette �energie sans �xer aucune r�egle de continuit�e de la carte param�etrique u �a
travers les ar�etes du maillage donne une carte arbitraire (Fig 3.3, gauche) identique �a la carte
µ. Pour contraindre les singularit�es de la carte et obtenir une carte dite sans couture (Fig 3.3,
milieu), nous allons ajouter les contraintes correspondantes.

Contrainte de carte sans couture Dans une carte sans couture d�e�nie sur un maillage
triangulaire, nous passons d'une carte d'un triangle �a celle de son voisin par une translation et
une rotation d'un multiple de 90 degr�es. Pour toute paire de sommets adjacents v, w partag�ee par
deux triangles t et t′, et en notant i, j ∈ C(t) et i′, j′ ∈ C(t′) les coins de triangles correspondant
aux sommets v, w, on ajoute la contrainte :

(
ui′ − uj′

)
=

(
0 1
−1 0

)ptt′ (
ui − uj

)
. (3.6)

Contrainte d'alignement au bord Satisfaire les contraintes de carte sans couture 3.6 peut
avoir l'e�et ind�esirable de d�esaligner la carte param�etrique des ar�etes de bord. Nous avons donc
besoin d'une nouvelle contrainte pour nous assurer que nos maillages quadrilat�eres en sortie
suivent le bord initial.
Soit i un coin de triangle, nous notons ui,0 pour d�enoter la premi�ere coordonn�ee du coin de
triangle i dans le domaine param�etrique u. Pour tout coin de bord i, j d'un m�eme triangle, et en
supposant que le champ de rep�ere est par construction align�e au bord sur sa premi�ere coordonn�ee
µi,0 = µj,0, on contraint :

ui,0 = uj,0 (3.7)

Nous avons donc une carte sans couture u o�u sur chaque ar�ete est d�e�nie une translation est
une rotation d'un multiple de 90 degr�es. Pour que la carte soit dite pr�eservant la grille, et que
ses lignes enti�eres puissent �etre utiliser pour extraire un maillage quadrilat�ere, il faut de plus
que les translations de la carte soient enti�eres. Nous allons donc maintenant utiliser la carte sans
couture obtenue (Fig 3.3, milieu) pour calculer une carte pr�eservant la grille (Fig 3.3, droite) qui
va nous permettre d'extraire un maillage quadrilat�ere.
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3.1. La m�ethode Quadcover pour la g�en�eration de maillage quadrilat�ere

Figure 3.4 � L'�etape de quanti�cation permet de passer d'une cartographie sans couture
(gauche) �a une cartographie pr�eservant la grille (droite).

3.1.4 Quanti�cation de la param�etrisation

Contrainte de carte pr�eservant la grille Pour obtenir une carte u pr�eservant la grille
(Fig 3.4, droite) il faut s'assurer que les lignes de valeurs enti�eres de la carte soient align�ees
de part et d'autre de chaque ar�ete du maillage triangulaire. Pour ce faire, il faut ajouter �a la
contrainte 3.6, la contrainte que chaque coin de triangle partageant un m�eme sommet ait des
coordonn�ees param�etriques (dans u) �egales �a translation enti�ere et rotation d'un multiple de
90 degr�es pr�es. Pour tout sommet v partag�e par deux triangles adjacents t et t′, et en notant
i ∈ C(t), i′ ∈ C(t) les coins de triangles de t et t′ correspondant au sommet v, on ajoute la
contrainte :

ui′ −
(

0 1
−1 0

)ptt′

ui =

(
ntt′ ∈ Z
mtt′ ∈ Z

)
(3.8)

Contrainte d'alignement au bord sur une valeur enti�ere Pour s'assurer que l'extraction
d'un maillage quadrilat�ere par l'extraction des lignes de valeur enti�ere de la grille produise un
maillage align�e avec le bord du maillage triangulaire en entr�ee, il faut s'assurer que l'alignement
de u sur le bord dans l'�equation 3.7 le soit sur une valeur enti�ere. Pour tout coin de bord i, j
d'un m�eme triangle, on contraint :

ui,0 = uj,0 ∈ Z (3.9)

Quanti�cation par arrondi Dans les premiers travaux [K�alberer et al. 2007] ; [Bommes et
al. 2009], cette �etape de quanti�cation est r�ealis�ee par arrondi : on calcule les entiers ntt′ ,mtt′ et les
entiers de bord en arrondissant les valeurs d�ecimales correspondantes dans la carte sans couture.
Puis, on ajoute les contraintes [3.8, 3.9] �a partir de ces valeurs arrondies. Cette m�ethode permet
e�ectivement d'obtenir une carte pr�eservant la grille (Fig 3.3, droite), cependant elle peut �etre
inutilisable pour l'application de maillage quadrilat�ere si cette carte poss�ede des retournements.
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Crit�ere de validit�e d'une carte pr�eservant la grille Une carte pr�eservant la grille u
d�e�nie sur un maillage triangulaire est dite valide, ou sans retournement, si elle respecte les
contraintes [3.6, 3.8, 3.9], et si chaque triangle poss�ede une aire strictement positive dans l'es-
pace param�etrique d�e�nie par la carte.
Cette derni�ere condition est souvent exprim�ee par rapport au jacobien de d�eformation des tri-
angles du maillage vers l'espace param�etrique. Ce jacobien de d�eformation doit �etre strictement
positif.

N�ecessit�e de carte sans retournement pour construire un maillage quadrilat�ere Sup-
posons que nous avons une carte sans couture sans retournement, o�u nous appliquons une quan-
ti�cation par arrondi �a l'entier le plus proche. Un cas d'�echec courant de cette m�ethode pour
construire une carte pr�eservant la grille valide (sans retournement) est le cas o�u un triangle t
poss�ede deux sommets singuliers dont les coins correspondants i, j sont contraints �a �etre �a la
m�eme coordonn�ee enti�ere dans la carte u : ui,0 = uj,0 ∈ Z et ui,1 = uj,1 ∈ Z. Dans ce cas d'�echec,
nous obtenons une carte pr�eservant la grille avec retournement. De mani�ere g�en�eral, tout point
du maillage qui poss�ede des valeurs enti�eres pour les deux coordonn�ees de u devient un point
du maillage quadrilat�ere de sortie. Dans notre cas d'�echec et apr�es interpolation lin�eaire, tout
point de l'ar�ete s�eparant i et j poss�ede les m�emes valeurs enti�eres pour les deux coordonn�ees de
u apr�es arrondi ; ce qui sugg�ererait une in�nit�e de point pour le maillage de sortie sur cette ar�ete
et qui fait �echouer la m�ethode. Certains algorithmes de construction de maillage quadrilat�ere
�a partir de carte pr�eservant la grille poss�edant de faibles retournements ont �et�e �etudi�es [Ebke
et al. 2013], mais aucune m�ethode robuste n'existe.
La recherche s'est donc plut�ot concentr�ee �a l'�elaboration d'une m�ethode de quanti�cation garan-
tissant de trouver des valeurs enti�eres ntt′ ,mtt′ permettant la construction d'une carte pr�eservant
la grille valide �a partir d'une carte sans couture valide.

Figure 3.5 � Le calcul d'un maillage en T (milieu) �a partir d'une carte sans couture (gauche),
permet la construction d'un maillage quadrilat�ere (droite). Image issue de [Lyon et al. 2021a].

Quanti�cation avec garantie de non-retournement La garantie de validit�e peut �etre
obtenue en utilisant un algorithme de s�eparation et �evaluation qui minimise des fonctions de
variables enti�eres. Cependant, dans ce cas, il est n�ecessaire de recalculer une carte pour chaque
ensemble de variables enti�eres �a �evaluer, ce qui est tr�es couteux. Pour utiliser cette m�ethode,
[Bommes et al. 2013a] r�ealise une d�ecimation du maillage triangulaire en entr�ee (pour r�eduire
le nombre de sommets et triangles du maillage), puis applique l'algorithme de s�eparation et
�evaluation sur le maillage d�ecim�e. Ensuite, les variables enti�eres obtenues sont transmises au
maillage triangulaire de d�epart pour calculer une carte pr�eservant la grille sur le maillage d'entr�ee.
La m�ethode QGP [Campen et al. 2015] adopte un autre point de vue : elle d�ecompose la surface
triangul�ee en subdivisions de forme quadrilat�ere (un maillage en T : Fig 3.5) et optimise la taille
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d'une carte align�ee sur un axe pour chaque subdivision, de mani�ere �a ce que les cartes puissent
�etre assembl�ees en une unique carte pr�eservant la grille. Cette id�ee vient de [Myles et al. 2010] ;
[Kovacs et al. 2011], qui g�en�erent des maillages en T �a partir d'un champ de rep�ere et proposent
d'optimiser chaque subdivision pour g�en�erer un maillage quad sans jonction en T. Bas�e sur QGP,
des travaux plus r�ecents ajoutent certaines am�eliorations, comme une d�eviation angulaire born�ee
par rapport au champ de rep�ere [Lyon et al. 2021a], prennent en charge les bords libres [Lyon
et al. 2019] ou permettent m�eme de fusionner des sommets singuliers [Lyon et al. 2021b].

Quanti�cation rapide sur un maillage d�ecim�e Dans l'�etat de l'art, les m�ethodes utilisant
des maillages en T ont pr�esent�e beaucoup d'avantages en terme de rapidit�e sur la m�ethode
[Bommes et al. 2013a] appliqu�ee sur un maillage d�ecim�e du maillage en entr�ee. Dans ce manuscrit,
nous pr�esentons dans le chapitre 7 une nouvelle m�ethode de quanti�cation rapide sur un maillage
d�ecim�e plut�ot qu'un maillage en T, que nous utilisons dans notre pipeline de g�en�eration de
maillage quadrilat�ere pour des simulations de grandes d�eformations 2D (chapitre 8).

3.2 La m�ethode Cubecover pour la g�en�eration de maillage hexa�edrique

Figure 3.6 � En utilisant le graphe de singularit�e d'un champ de rep�ere 3D (lignes rouges
correspondant �a des ar�etes du maillage t�etra�edrique en entr�ee), la m�ethode cubecover permet de
construire un maillage hexa�edrique partageant le m�eme graphe de singularit�e.

La m�ethode cubecover [Nieser et al. 2011] est une extension 3D de la m�ethode quadcover
[K�alberer et al. 2007] pour la g�en�eration de maillage hexa�edrique. Ainsi, dans ce chapitre,
nous ferons souvent mention de ce que nous avons pr�esent�e dans la section pr�ec�edente 3.1 pour
simpli�er l'explication de chacune des trois �etapes de la m�ethode. La �gure 3.6 pr�esente un
maillage hexa�edrique construit par la m�ethode Cubecover �a partir des ar�etes singuli�ere du champ
de rep�ere 3D (donc des ar�etes du maillage t�etra�edrique d'entr�ee). Dans ce manuscrit nous utilisons
hexalab [Bracci et al. 2019] pour g�en�erer des images de nos maillages hexa�edriques avec le graphe
de singularit�e int�erieur (lignes rouges et vertes).

3.2.1 Champ de rep�ere orthonormal 3D

Historique Les champs de rep�ere 3D sont couramment utilis�es pour le maillage hexa�edrique [Nieser
et al. 2011]. Un seul rep�ere orthonormal est constitu�e de trois vecteurs orthogonaux et de leurs
oppos�es, de sorte qu'un rep�ere orthonormal 3D a les m�emes sym�etries qu'un cube. Comme dans
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le cas 2D, des g�en�eralisations aux champs de vecteurs 3D �a n-sym�etries [Shen et al. 2016] et aux
champs de rep�ere orthogonaux anisotropes [Chemin et al. 2018] ; [Palmer et al. 2020] ont �et�e
propos�ees en �etudiant les propri�et�es de la base des harmoniques sph�eriques. L'objectif de l'opti-
misation du champ de rep�ere est de g�en�erer un graphe de singularit�e interne valide en interpolant
les contraintes d'alignement au bord. La repr�esentation la plus courante d'un champ de rep�ere
orthogonal utilise 9 coe�cients dans la d�ecomposition en harmoniques sph�eriques [Huang et al.
2011] ; [Ray et al. 2016]. De nombreux autres algorithmes sont possibles. Palmer et al. [Palmer
et al. 2020] sugg�erent d'alterner entre une �etape de di�usion et une �etape de projection pour ob-
tenir un champ plus lisse. Vaxman et al. [Vaxman et al. 2016] utilisent une m�ethode d'�el�ement
de bord pour interpoler les rep�eres de bord �a l'int�erieur. Nous allons dans les prochains para-
graphes pr�esenter une m�ethode similaire �a [Ray et al. 2016] pour g�en�erer des champs de rep�ere
3D orthogonaux, qui est la m�ethode que nous allons utiliser comme initialisation des champs de
rep�ere 3D non-orthogonaux du chapitre 4, et celle que nous allons am�eliorer dans le chapitre 6.

Figure 3.7 � Liste des harmoniques sph�eriques d'ordre 4 complexes (gauche) et r�eelles (droite).
Source : https: // en. wikipedia. org/ wiki/ Table_ of_ spherical_ harmonics .

Notations Nous avons, en entr�ee, un maillage t�etra�edrique (T, V ) o�u nous notons T l'ensemble
des t�etra�edres et V l'ensemble des sommets du maillage. L'objectif est de construire un champ de
rep�ere 3D align�e avec les bords du maillage t�etra�edrique. Nous supposerons que chaque t�etra�edre
n'a au plus qu'une face appartenant au bord du domaine. Si ce n'est pas le cas pour un t�etra�edre
de l'entr�ee, il su�t de le diviser en quatre en ajoutant un sommet au centre pour que cela
devienne le cas. L'ensemble des t�etra�edres du bord est not�e Tb. Soit t ∈ Tb, le vecteur normal �a
la face de bord du t�etra�edre t est not�e nt, et va nous permettre de contraindre notre champ de
rep�ere 3D.

Repr�esentation en harmoniques sph�eriques Pour rappel, l'optimisation d'un champ de
rep�ere 2D se fait en minimisant dans le sens des moindres carr�es la distance entre les repr�esentations
(X,Y ) = (cos 4θ, sin 4θ) pour chaque triangle, avec des contraintes pour les triangles du bord.
En 3D, on ne peut pas utiliser ces fonctions de Fourier d'ordre 4, et on utilise donc l'extension
3D qui sont les 9 fonctions harmoniques sph�eriques r�eelles d'ordre 4 pour repr�esenter un rep�ere
dans un t�etra�edre t : Yt,l pour l allant de -4 �a 4. La liste des harmoniques sph�eriques r�eelles
d'ordre 4 est donn�ee sur la �gure 3.7. Pour obtenir un champ lisse, on contraint les harmoniques
sph�eriques sur le bord, puis on fait en sorte que les valeurs Yt,l soit les plus proches de leurs
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Figure 3.8 � Repr�esentation des harmoniques sph�eriques r�eelles d'ordre 4.

voisins possible au sens des moindres carr�e :

argmin
Y

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

4∑
l=−4

(
Yt′,l − Yt,l

)2
,

sous contrainte faible : ∀t ∈ Tb, ∀l ∈ [−4, 4], αnt,l(Yt,l + βnt,l + γnt,l) = 0

(3.10)

Les valeurs αnt , βnt et γnt s'obtiennent �a partir de ψt, la rotation 9D (dans l'espace des harmo-
niques sph�eriques) amenant le vecteur (0, 0, 1) vers le vecteur nt :

αnt = ψt(0, 0, 0, 0,
√

7
12 , 0, 0, 0, 0)

T

βnt = ψt(
√

5
12 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

T

γnt = ψt(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
√

5
12)

T

(3.11)

Pour chaque t�etra�edre t, on obtient (Yt) un vecteur de dimension 9 dans la base des harmo-
niques sph�eriques. La projection des coe�cients dans la base des harmoniques sph�eriques vers
un rep�ere 3D orthonormal se fait plus di�cilement que dans le cas 2D qui ne n�ecessitait qu'un
"atan". Pour projeter Yt dans la base des matrices de rotation SO(3), nous partons d'une matrice
de rotation Et, dont l'harmonique sph�erique est proche de Yt, puis nous am�eliorons it�erativement
Et en approchant son harmonique sph�erique de Yt par la m�ethode du gradient conjugu�e. Apr�es
cette derni�ere �etape de projection, chaque t�etra�edre t ∈ T est dot�e de trois vecteurs orthonormaux
stock�es en tant que colonnes de la matrice de rotation Et ∈ SO(3).

Matrice de correspondance entre deux rep�eres �A partir de notre champ de rep�ere 3D
orthogonal (Et)t∈T , nous allons d�e�nir les matrices de correspondances gtt′ qui portent les in-
formations de la correspondance entre les branches des rep�eres adjacents. La transformation
pour passer d'un rep�ere t ∈ T �a un rep�ere adjacent t′ ∈ T peut �etre d�ecompos�ee en la rotation
Rtt′ ∈ SO(3) et la matrice de correspondance gtt′ :

Et′ = Rtt′gtt′Et. (3.12)
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Les matrices de correspondance gtt′ prennent en compte le changement de sym�etrie et appar-
tiennent au groupe de sym�etrie octa�edrique �a orientation pr�eservante Γ, dont le cardinal est
de 24. La rotation du rep�ere Rtt′ rend compte de la partie de la rotation qui est ind�ependante
du saut de sym�etrie. Les deux matrices sont fortement corr�el�ees car, pour chaque matrice de
correspondance, la rotation Rtt′ est d�e�nie de mani�ere unique.

Lien entre matrice de correspondance et graphe de singularit�e Comme not�e dans [Liu
et al. 2018], le graphe de singularit�e est enti�erement caract�eris�e par les matrices de correspondance
de rep�ere g. Ainsi, pour obtenir les singularit�es d'un champ de rep�ere, nous devons identi�er
correctement les sym�etries entre les rep�eres adjacents. En pratique, �etant donn�e un champ de
rep�ere sym�etrique, les matrices de correspondance sont inconnues et sont calcul�ees dans le sens
des moindres carr�es :

gtt′ = argmin
g∈Γ

∥Et′ − gEt∥2F , (3.13)

ce qui implique que Rtt′ doit �etre aussi proche que possible de l'identit�e.
Cependant, sur le bord et surtout le long d'une ar�ete caract�eristique, les rep�eres sont �xes,

et les correspondances sont fortement contraintes par l'alignement �a la fois avec la direction
normale et la direction de l'ar�ete caract�eristique. Plus pr�ecis�ement, pour une ar�ete de bord ett′

appartenant �a deux t�etra�edres de bord t, t′ ∈ Tb, une colonne de Et doit �etre colin�eaire �a nt et
une colonne de Et′ doit �etre colin�eaire �a nt′ . De plus, comme Et, Et′ satisfont l'�equation (3.12),
la rotation Rtt′ aligne la colonne de Et colin�eaire �a nt avec une colonne de Et′ (ou son oppos�e).
Si ces directions de colonne sont les normales de la face nt et nt′ (ou −nt et −nt′), alors ett′ est
une ar�ete r�eguli�ere de valence 2.

Plus g�en�eralement, la valence de bord ktt′ du maillage hexa�edrique en sortie �a l'ar�ete de bord
ett′ est directement li�ee �a la rotation Rtt′ (et �a la correspondance gtt′) par la formule :

ktt′ = 2− round

[
2

π
atan2

(
⟨nt × (Rtt′nt′),

ett′

|ett′ |
⟩, ⟨nt, Rtt′nt′⟩

)]
. (3.14)

Calcul d'une carte locale dont le rep�ere est le gradient de direction Les matrices Et

forment des champs de vecteurs que nous allons localement int�egrer dans chaque t�etra�edre t. �A
partir de Et et des coordonn�ees g�eom�etriques des quatre sommets du t�etra�edre t : (a, b, c, d), on
construit une carte locale lin�eaire µ : R3 7→ R3 �a partir de coordonn�ees de cartographie sur les
quatre coins i, j, k, l ∈ C(t) du t�etra�edre t :

µi = (0, 0)
µj = Et(b− a)
µk = Et(c− a)
µl = Et(d− a)

(3.15)

Dans l'�etape d'int�egration, nous allons utiliser la carte param�etrique locale µ pour transf�erer
les informations g�eom�etriques du champ de rep�ere (orientation des hexa�edres), puis nous allons
utiliser les matrices de correspondance g pour transf�erer les informations combinatoires du champ
de rep�ere (graphe de singularit�e du maillage hexa�edrique).

3.2.2 Int�egration avec Cubecover

Transfert de la g�eom�etrie du champ de rep�ere On veut que la carte u soit dans chaque
t�etra�edre du maillage la plus proche possible de la carte locale µ (�a translation pr�es). Similai-
rement �a la 2D (Sec 3.1.3), nous pouvons faire en sorte que pour chaque pair de coin i, j d'un
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t�etra�edre t, la di��erence ui − uj soit la plus proche possible de la di��erence µi − µj .

argmin
u

∑
t∈T

∑
i,j∈C(t)

||(ui − uj)− (µi − µj)||2 (3.16)

Minimiser cette �energie sans �xer aucune r�egle de continuit�e de la carte param�etrique u �a
travers les faces du maillage volumique donne une carte arbitraire identique �a la carte µ. Nous
allons dans la suite ajouter des contraintes similaires �a la 2D (Sec 3.1.3) pour contraindre les
singularit�es de la carte et obtenir une carte sans couture align�ee avec les bords.

Contrainte de carte sans couture Pour toute paire de sommets adjacents v, w d'une face
commune �a deux t�etra�edres adjacents t et t′, et en notant i, j ∈ C(t) et i′, j′ ∈ C(t) les coins de
t�etra�edres correspondant aux sommets v, w, on ajoute la contrainte :(

ui′ − uj′
)
= gtt′

(
ui − uj

)
. (3.17)

Alignement au bord Comme dans le cas 2D, nous avons besoin d'une contrainte d'alignement
au bord pour nous assurer que nos maillages hexa�edrique en sortie suivent le bord initial.
Pour tout triplet de coins de t�etra�edre i, j, k sur le bord (i, j, k �etant des coins d'un m�eme
t�etra�edre de bord t ∈ Tb), on ajoute la contrainte :

ui,0 = uj,0 = uk,0 (3.18)

Il reste maintenant �a �etendre le principe de quanti�cation pr�esent�ee en 2D (Sec 3.1.4) �a la
3D pour calculer une carte pr�eservant la grille �a partir de la carte sans couture obtenue. Une
carte pr�eservant la grille valide permet d'extraire un maillage hexa�edrique valide.

3.2.3 Quanti�cation de la param�etrisation

Contrainte de carte pr�eservant la grille Pour obtenir une carte pr�eservant la grille (Fig 3.3,
droite) il faut s'assurer que les lignes de valeur enti�ere de la carte soient align�ees de part et
d'autre de chaque face du maillage t�etra�edrique. Pour ce faire, il faut ajouter �a la contrainte
3.6, la contrainte que chaque coin de t�etra�edre partageant un m�eme sommet ait des coordonn�ees
param�etriques �egales �a rotation et translation enti�ere pr�es. Pour tout sommet v partag�e par deux
t�etra�edres t et t′, et en notant i ∈ C(t), i′ ∈ C(t) les coins des t�etra�edres t et t′ correspondant au
sommet v, on ajoute la contrainte :

ui′ − gtt′ui =

ntt′ ∈ Z
mtt′ ∈ Z
ztt′ ∈ Z

 (3.19)

Alignement sur une valeur enti�ere des coins de bord Pour s'assurer que l'extraction d'un
maillage hexa�edrique par l'extraction des lignes de valeurs enti�ere de la grille 3D produise un
maillage align�e avec le bord du maillage t�etra�edrique de l'entr�ee, il faut s'assurer que l'alignement
de la carte sur le bord dans l'�equation 3.7 se fasse sur une valeur enti�ere :

ui,0 = uj,0 = uk,0 ∈ Z (3.20)
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Quanti�cation par arrondi Pour les r�esultats de maillage hexa�edrique pr�esent�es dans les
chapitres 4 et 6 de ce manuscrit, nous avons r�ealis�e cette �etape de quanti�cation par arrondi :
On calcule les entiers ntt′ ,mtt′ , ztt′ et les entiers de bord en arrondissant les valeurs d�ecimales
correspondantes dans la carte sans couture. Puis, on ajoute les contraintes [3.19, 3.20] �a partir
de ces valeurs arrondies. Cependant, comme dans le cas 2D, arrondir les valeurs �a l'entier le plus
proche peut produire des retournements dans la carte pr�eservant la grille produite. Lorsque les
retournements ne sont pas trop importants, l'extraction de maillage hexa�edrique [Lyon et al.
2016] parvient �a produire des maillages hexa�edriques valides. Cependant, pour avoir la garantie
de pouvoir extraire un maillage hexa�edrique valide, il faut une carte pr�eservant la grille sans
retournement.

Quanti�cation avec garantie de non-retournement Des algorithmes de quanti�cation
3D qui trouvent des valeurs enti�eres permettant le calcul d'une carte pr�eservant la grille valide �a
partir d'une carte sans couture valide ont �et�e publi�es pendant le d�eroul�e de ma th�ese.

En 2021, l'article [Br�uckler et al. 2021] d�ecrit une g�en�eralisation du concept de graphe
de moto (permettant de construire des maillages en T en 2D) �a la con�guration volumique
tridimensionnelle. Les auteurs proposent des algorithmes pour la construction d'un complexe de
moto 3D sur la base de maillages hexa�edriques ou de param�etrisations volumiques sans couture.
L'utilit�e de ce concept est illustr�ee sur des exemples de g�en�eration de maillage hexa�edrique et de
construction de T-spline volumique.

Puis en 2022, l'article [Br�uckler et al. 2022] donne une fa�con de quanti�er de mani�ere ro-
buste les param�etrisations volumiques pour le maillage hexa�edrique en utilisant une d�ecomposition
de cellules non-conformes du volume, qui est un analogue 3D d'un maillage en T. Ils exploitent
le complexe de moto [Br�uckler et al. 2021], la g�en�eralisation du graphe de moto, pour obte-
nir cette d�ecomposition volumique. Les valeurs enti�eres sont exprim�ees de mani�ere di��erentielle
sur les ar�etes de ce complexe, permettant la formulation e�cace des conditions requises pour
emp�echer strictement la d�eg�en�erescence de la cartographie. Les auteurs d�emontrent que leur
m�ethode est garantie de produire des valeurs enti�eres sans con�it, quelle que soit la r�esolution.

�A partir de ces 2 travaux, voici les �etapes pour quanti�er une carte sans couture valide et
obtenir une carte pr�eservant la grille valide :

1. Construire un complexe de moto �a partir de la carte sans couture [Br�uckler et al. 2021].

2. Attribuer des longueurs enti�eres aux arcs du complexe de moto via une s�erie de programmes
quadratiques entiers [Br�uckler et al. 2022].

3. Int�egrer les valeurs enti�eres di��erentielles pour obtenir une quanti�cation valide [Br�uckler
et al. 2022].

4. Ajouter les contraintes enti�eres de la quanti�cation valide pour calculer une carte pr�eservant
la grille valide [Br�uckler et al. 2022]

Dans ce chapitre 3, nous avons fait un �etat de l'art de la m�ethode Quadcover/Cubecover
pour g�en�erer des maillages quadrilat�eres/hexa�edriques. Nous allons maintenant pr�esenter dans
les chapitres suivants les contributions que nous avons apport�ees �a cette m�ethode g�en�erale pour
construire des maillages de mod�eles CAO utilisables dans le cas de simulation de d�eformation
hyper�elastique �a maillage unique (Chap 1, 8).
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Deuxi�eme partie

Contribution : Contr�ole sur le maillage

produit par un champ de rep�ere
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4

Champ de rep�ere non orthogonal

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle m�ethode de g�en�eration de champ de rep�ere
en 2D et en 3D. Les champs de rep�ere orthogonaux de l'�etat de l'art (Sec 3.1.2, 3.2.1) produisent
des correspondances (pij en 2D, gij en 3D) qui sont invalides lorsque le mod�ele en entr�ee poss�ede
un coin �a petit angle (Fig 4.4). Plut�ot que d'optimiser des champs de rep�ere orthogonaux, nous
choisissons d'optimiser des champs de rep�ere non-orthogonaux en construisant une d�e�nition
ad�equate de "lissage d'un champ non-orthogonal". Cette d�e�nition de lissage poss�ede un pa-
ram�etre d'orthogonalit�e qui donne �a l'utilisateur du contr�ole sur les maillages produits. Lorsque
nos champs non-orthogonaux rencontrent des coins �a petit angle, les rep�eres utilisent leur non-
orthogonalit�e pour s'adapter �a la forme du mod�ele, comme le ferait un rectangle qui se d�eforme
en parall�elogramme. Ainsi, ces champs de rep�ere produisent des correspondances pij/gij valides
pour la g�en�eration de maillages quads/hex avec la m�ethode pr�esent�ee dans le chapitre 3.

Nous montrons l'applicabilit�e de notre m�ethode en g�en�erant des maillages quadrilat�eres et
hexa�edriques anisotropes, qui sont particuli�erement utiles pour le remaillage de mod�eles CAO.

4.1 Introduction

Dans les mod�eles CAO, il est fr�equent de rencontrer des coins �a petit angle, et les champs
de croix sont incapables de r�epondre �a ces contraintes de conception, comme le montrent les
�gures 4.4 et 4.11. Plusieurs articles proposent des solutions sp�eci�ques pour �echapper �a la
repr�esentation trop restrictive de champs de rep�ere orthogonaux isotropiques, en cr�eant une
nouvelle repr�esentation [Diamanti et al. 2014], en d�eformant le maillage [Panozzo et al. 2014]
ou en modi�ant le tenseur m�etrique [Jiang et al. 2015].

Un objectif commun de la conception de champ de rep�ere est de trouver le champ le plus lisse
interpolant entre les contraintes. Une fois la repr�esentation d�etermin�ee, le deuxi�eme d�e� consiste
�a �etablir une mesure de lissage g�eom�etriquement signi�cative du champ. Cela est crucial, car une
mesure qui ne prend pas en compte la g�eom�etrie pourrait aboutir �a une conception de champ de
rep�ere non intuitive.

Le troisi�eme d�e� consiste �a permettre �a l'utilisateur de contr�oler la repr�esentation choisie.
Cela peut inclure la contrainte de certains rep�eres, la contrainte d'une seule direction de certains
rep�eres (tout en laissant les autres directions libres de tourner) ou la possibilit�e de contr�oler
l'orthogonalit�e du champ de rep�ere.

Contributions Dans ce chapitre, nous repr�esentons des ensembles de directions (ou champs
de direction) sous forme de fonction polyn�omiale sur un cercle ou une sph�ere (selon la dimen-
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sion). Cette repr�esentation s'inspire directement de la repr�esentation d'harmoniques sph�eriques
de champs de croix 3D propos�ee dans [Huang et al. 2011]. En utilisant des polyn�omes, nous
pouvons choisir le nombre de sym�etries et la forme du rep�ere, comme illustr�e sur les �gures 4.2
et 4.8. Cette repr�esentation permet la rotation ind�ependante de chaque direction, ce qui cr�ee
un espace param�etrique de rep�eres anisotropes non-orthogonaux de n'importe quelle dimension.
Contrairement aux m�ethodes pr�ec�edentes, la n�otre aborde e�cacement les trois d�e�s :

1. La repr�esentation du champ est imm�ediatement applicable aux maillages surfaciques et
volumiques ;

2. Elle fournit une notion de lissage g�eom�etriquement signi�cative ;

3. Tout type de champ de direction peut �etre con�cu et un simple param�etre permet de contr�oler
l'orthogonalit�e.

Le reste du chapitre est organis�e de la mani�ere suivante. La section 4.2 pr�esente une "re-
cette" g�en�erale pour concevoir des champs de direction de toute dimension en utilisant une
repr�esentation bas�ee sur une somme de polyn�omes atomiques. Ce cadre th�eorique est ensuite ap-
pliqu�e �a la conception de champ de rep�ere 2D dans la section 4.3 et �a la g�en�eration de champ de
rep�ere 3D dans la section 4.4. Dans ces sections, nous montrons l'utilit�e de notre repr�esentation
pour la g�en�eration de maillage quadrilat�ere et hexa�edrique.

4.2 Champ de direction de dimension n en tant que polyn�omes

sph�eriques

Soit un n-complexe simplicial F , nous consid�erons chaque face f ∈ F comme un espace
tangent discret. Par cons�equent, dans ce chapitre, les champs de rep�ere seront constants par
morceaux. Sur un maillage triangulaire, nos champs de rep�ere sont constants sur les triangles. Sur
un maillage t�etra�edrique, ils sont constants sur les t�etra�edres. Cette con�guration est couramment
utilis�ee pour la param�etrisation globale et le maillage structur�e [K�alberer et al. 2007] ; [Nieser
et al. 2011]. Nous notons E l'ensemble des paires de faces adjacentes, c'est-�a-dire que i, j ∈ F
sont adjacents si et seulement si (i, j) ∈ E . Pour imposer des conditions de bord, nous aurons
�egalement besoin de ∂F , l'ensemble des faces du bord.

Pour faciliter l'explication, nous nous limitons aux domaines plats de Rn. Cependant, tous
les concepts introduits dans ce chapitre peuvent �etre �etendus aux surfaces courbes en d�e�nissant
une notion de transport parall�ele comme dans la section 3.1.2.

4.2.1 Repr�esentation d'un seul rep�ere

Nous appelons ensemble de N -directions un ensemble non ordonn�e de N vecteurs tangents
unitaires et de leurs oppos�es, c'est-�a-dire {u1,−u1, u2,−u2, . . . , uN ,−uN} (un ensemble de N -
direction forme un rep�ere). Un champ de N -directions est une a�ectation d'un ensemble de
directions �a chaque face. Notre objectif est de trouver le champ de N -directions le plus lisse sur
un maillage de triangles ou de t�etra�edres qui respecte les contraintes de direction d�e�nies par
l'utilisateur. Comme un ensemble de directions est non ordonn�e, il peut �etre di�cile de mesurer
la similarit�e entre deux ensembles car cela n�ecessite de bien faire correspondre chaque ensemble.
Par cons�equent, nous avons besoin d'une repr�esentation d'un seul ensemble de directions qui
soit invariante par changement de signe et r�eordonnancement. Inspir�e par les repr�esentations de
champs de rep�ere 2D et 3D introduites dans [Huang et al. 2011] ; [Ray et al. 2016], nous allons
identi�er une direction �a un polyn�ome sph�erique dont la forme et la sym�etrie sont identiques.
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Figure 4.1 � Une direction unique (��eches noires) repr�esent�ee par un polyn�ome polaire (�a
gauche) et sph�erique (�a droite) de degr�e 2. La valeur du polyn�ome en chaque point du cercle est
repr�esent�ee par une variation du rayon en coordonn�ees polaires.

Comme une direction est un ensemble de deux vecteurs oppos�es, elle doit �etre repr�esent�ee par
un polyn�ome de degr�e pair a�n de correspondre �a la sym�etrie. En e�et, pour un vecteur unitaire
u, le polyn�ome sph�erique p(s) = ⟨u, s⟩2k pour k ≥ 1 entier est ind�ependant du signe de u. Pour
repr�esenter l'ensemble de N -directions {ui,−ui|i = 1 . . . N}, nous additionnons simplement ces
polyn�omes atomiques :

p(s) =
N∑
i=1

⟨ui, s⟩2k. (4.1)

La �gure 4.1 illustre le polyn�ome repr�esentant une direction unique en coordonn�ees polaires
et sph�eriques. Les rep�eres en 2D et en 3D illustr�es dans les �gures 4.2 et 4.8 pour k = 2 sont
particuli�erement utiles pour les applications de param�etrisation.

Il peut sembler di�cile de travailler avec des polyn�omes polaires ou sph�eriques, mais cela
peut �etre simpli��e en les d�ecomposant en bases orthonormales canoniques.

4.2.2 Espace tangent d'un ensemble de directions

En consid�erant un ensemble de N directions pour tous les vecteurs unitaires possibles, on
obtient un sous-espace polynomial not�e P2k,N :

P2k,N :=

{
N∑
i=1

⟨ui, s⟩2k | ∀ui ∈ Sn
}
.

L'espace de fonctions P2k,N ne contient que des polyn�omes homog�enes de degr�e 2k. En tant
que tel, c'est un espace �a dimension �nie et est engendr�e par un nombre �ni de fonctions ortho-
gonales Yℓ. Plus tard, nous utiliserons la base de Fourier pour les champs de directions en 2D et
la base des Harmoniques Sph�eriques pour les champs de directions en 3D. Par cons�equent, tout
ensemble de N directions U = {ui,−ui; |; i = 1 . . . N} est uniquement repr�esent�e par le vecteur
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de coe�cients cℓ(U), ℓ = 1, . . . , L dans la d�ecomposition dans la base orthogonale :

p(s) =

L∑
ℓ=1

cℓ(U)Yℓ(s).

Il est crucial de noter que les coe�cients cℓ(U), tout comme le polyn�ome p(s), ne d�ependent
pas de l'ordonnancement ou du changement de signe des vecteurs dans l'ensemble U . Ils ne
d�ependent que de la direction des vecteurs dans cet ensemble. Cette repr�esentation simpli�e
consid�erablement le calcul de la distance entre deux ensembles de N directions, car il su�t de
calculer la distance entre leur repr�esentation polynomiale. Les polyn�omes de repr�esentation ont
les m�emes formes que les ensembles (voir les �gures 4.2 et 4.8 pour un exemple de champ de
rep�ere), ce qui donne �a cette distance un sens g�eom�etrique clair.

En utilisant le fait que la base Yℓ est orthogonale, la distance entre un polyn�ome p1 repr�esentant
l'ensemble de directions U1 et p2 repr�esentant l'ensemble de directions U2 est simplement la norme
de la di��erence des coe�cients c :

|p1 − p2|22 =
∫
Sn

(p1(s)− p2(s))2 ds

=

L∑
ℓ=1

(cℓ(U1)− cℓ(U2))
2 .

4.2.3 Champ de polyvecteur polynomial constant par morceaux

Un champ de N directions consiste en un ensemble Ui assign�e �a chaque face i ∈ F . Notre
repr�esentation remplace ces ensembles Ui par les coe�cients cℓ(Ui), o�u ℓ = 1, . . . , L. Notre objectif
est de concevoir des champs de N directions lisses. Un champ de N directions est consid�er�e
comme parfaitement lisse sur un bord s'il est �egal �a son polyn�ome, et donc �a ses coe�cients c.
Pour re��eter cette id�ee, nous introduisons une �energie de lissage, analogue �a l'�energie de Dirichlet
discr�ete, en accumulant la distance entre les rep�eres adjacents :

Es(U) =
∑

(ij)∈E

L∑
ℓ=1

(cℓ(Ui)− cℓ(Uj))
2 . (4.2)

Le fait de concevoir des champs de directions lisses qui interpolent des contraintes revient
�a minimiser l'�energie de lissage Es tout en imposant des contraintes de direction directement
sur l'ensemble de vecteurs U . Cela rend les probl�emes de conception beaucoup plus simples �a
r�esoudre qu'auparavant.

4.2.4 Degr�e du polyn�ome de repr�esentation

Le degr�e du polyn�ome est un param�etre qui a une in�uence sur la forme du rep�ere et sur
la complexit�e du probl�eme d'optimisation. Il existe une limite inf�erieure pour le degr�e du po-
lyn�ome. Dans [Shen et al. 2016], les auteurs ont �etudi�e l'utilisation de polyn�omes sph�eriques
pour repr�esenter des ensembles de N directions r�epartis de mani�ere uniforme en 3D. Ils ont
constat�e qu'un polyn�ome de degr�e au moins 4 �etait n�ecessaire pour repr�esenter 3 directions or-
thogonales, et qu'un polyn�ome de degr�e 6 �etait requis pour repr�esenter 6 directions formant les
sommets d'un dod�eca�edre r�egulier. De plus, pour que les N directions d'un ensemble de N di-
rections puissent �etre modi��ees ind�ependamment, le polyn�ome doit �etre de degr�e su�samment
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(a) Rep�ere orthogonal (b) D�eformation non-orthogonale

Figure 4.2 � Un ensemble de 2-Directions {u,−u, v,−v} (��eches noires) repr�esent�e par un
polyn�ome polaire de degr�e quatre.

�elev�e pour repr�esenter ces variations. Cependant, la complexit�e des coe�cients c augmente avec
le degr�e du polyn�ome, ce qui rend la minimisation de l'�energie de lissage dans l'�equation 4.2 de
plus en plus di�cile.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous concentrons sur le cas particulier des champs de rep�ere
en 2D et en 3D. Nous choisissons le degr�e polynomial le plus bas acceptable, qui est de degr�e 4
ou k = 2 dans l'�equation (4.1). Les �gures 4.2b et 4.8b montrent que des polyn�omes de degr�e 4
sont su�sants pour capturer les d�eformations d'un rep�ere 2D ou 3D.

4.3 Champs de rep�ere en 2D

Dans cette section, nous nous int�eressons aux champs de rep�ere (ou champs de directions 2D)
sur des domaines en 2D. Ces champs ont �et�e introduits pour la premi�ere fois dans [Panozzo
et al. 2014] et sont tr�es utiles pour le maillage quadrilat�ere. Pour un domaine en 2D, le polyn�ome
de repr�esentation p est d�e�ni sur un cercle et l'ensemble des rep�eres tangents admissibles P2k,2

est d�ecompos�e sur la base de Fourier. Nous allons voir que, avec ce choix de base et lorsque les
deux directions sont orthogonales, notre repr�esentation est exactement �egale �a la repr�esentation
complexe des champs de rep�ere utilis�ee dans de nombreux articles [Palacios et al. 2007] ; [Ray
et al. 2008] ; [Kn�oppel et al. 2013] ; [Diamanti et al. 2014] et pr�esent�ee dans la section 3.1.2.

4.3.1 Une direction en tant que polyn�ome de degr�e 4

Comme mentionn�e dans [Ray et al. 2016], les champs de rep�ere 2D peuvent �etre repr�esent�es
par un polyn�ome polaire de degr�e quatre : p(s) = s41 + s42. C'est en fait le polyn�ome de plus
bas degr�e pr�esentant la m�eme sym�etrie qu'une croix. Pour cette raison, nous utiliserons des
polyn�omes de degr�e 4 pour repr�esenter notre champ de rep�ere.

Un rep�ere en 2D est l'ensemble de deux directions {u,−u, v,−v} param�etr�ees respectivement
par les angles α et β, tels que u = (cosα, sinα) et v = (cosβ, sinβ). Ces notations sont r�esum�ees
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par la �gure 4.2. Suivant l'�equation (4.1), notre polyn�ome de repr�esentation de degr�e quatre
s'�ecrit comme la somme :

p(s) = ⟨u, s⟩4 + ⟨v, s⟩4. (4.3)

La �gure 4.2 donne une illustration de la forme d'un rep�ere orthogonal (�g.4.2a) et d'un
rep�ere non-orthogonal telle que repr�esent�ee par le polyn�ome polaire de l'�equation (4.3).

4.3.2 Base de Fourier

Le polyn�ome de repr�esentation de l'�equation (4.3) est d�e�ni sur un cercle unitaire. Il semble
naturel d'utiliser la base de Fourier comme base orthogonale pour d�ecomposer ce signal p�eriodique.
Nous noterons cℓ,1(α, β) les coe�cients correspondant aux fonctions de base cos(ℓt) et cℓ,2(α, β)
les coe�cients correspondant aux fonctions de base sin(ℓt) o�u ℓ ∈ N est l'indice de fr�equence.

La base sinus/cosinus appara��t naturellement lorsque l'on exprime s = (cos t, sin t) dans le
syst�eme de coordonn�ees polaires. Le polyn�ome de direction en u s'�ecrit simplement :

⟨u, s⟩4 = |cos t cosα+ sin t sinα|4

=
3

4
+

1

2
cos(2t) cos(2α) +

1

2
sin(2t) sin(2α)

+
1

8
cos(4t) cos(4α) +

1

8
sin(4t) sin(4α)

Ainsi, les coe�cients de la d�ecomposition du polyn�ome repr�esentant un rep�ere se r�eduisent
�a : ∣∣∣∣∣∣∣∣

c2,1(α, β) = 4 cos(2α) + 4 cos(2β)
c2,2(α, β) = 4 sin(2α) + 4 sin(2β)
c4,1(α, β) = cos(4α) + cos(4β)
c4,2(α, β) = sin(4α) + sin(4β)

(4.4)

Notre rep�ere est repr�esent�e par seulement quatre coe�cients en fr�equences ℓ = 2 et ℓ = 4.
De mani�ere cruciale, le rep�ere est orthogonal (c'est-�a-dire β = α + π/2) si et seulement si
les coe�cients d'ordre deux sont nuls. Dans ce cas, un rep�ere est uniquement repr�esent�e par le
vecteur (cos(4α), sin(4α)), ainsi nous retrouvons la repr�esentation complexe classique des champs
orthogonaux [Palacios et al. 2007] ; [Ray et al. 2008].

4.3.3 Conception de champs de rep�ere en 2D pour maillages quads

Dans cette section, nous �etablirons un probl�eme d'optimisation a�n de trouver le champ de
rep�ere le plus lisse interpolant entre des contraintes de direction impos�ees par l'utilisateur. Un
param�etre permettra de contr�oler l'orthogonalit�e du champ.

Variables Pour faciliter la r�esolution du probl�eme d'optimisation, nous n'utilisons pas direc-
tement l'angle α, β ou le vecteur u, v comme variables. Au lieu de cela, nous utilisons les vecteurs
�a double angle ū = (cos(2α), sin(2α)) et v̄ = (cos(2β), sin(2β)). Le vecteur ū est mapp�e sur u ou
−u, donc le changement de variables est valide. Avec ces nouvelles variables, les coe�cients de
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l'�equation (4.4) sont maintenant :∣∣∣∣∣∣∣∣
c2,1(ū, v̄) = 4ū1 + 4v̄1
c2,2(ū, v̄) = 4ū2 + 4v̄2
c4,1(ū, v̄) = 2ū21 + 2v̄21 − 2
c4,2(ū, v̄) = 2ū1ū2 + 2v̄1v̄2

(4.5)

Contraintes de direction La contrainte la plus courante pour la conception de champs de
rep�ere consiste �a imposer des rep�eres constants sur certaines faces. Dans notre cas, d�e�nir ces
contraintes est simple : il su�t de calculer l'angle de chaque direction cible et de contraindre ū
et v̄ aux vecteurs �a double angle.

Une contrainte plus int�eressante, souvent utilis�ee pour le maillage quadrilat�ere non-orthogonal
(voir �g. 4.5), consiste �a �xer uniquement une direction sur deux. Pour ce faire, on peut contraindre
soit ū soit v̄ �a la direction souhait�ee. Notez que le choix de ū ou v̄ n'a pas d'impact sur les r�esultats
car la repr�esentation polynomiale est invariante par permutation des directions. Contraindre ū
ou v̄ n'a�ecte pas le second vecteur du rep�ere qui peut tourner librement.

Cependant, lorsqu'une seule direction est �x�ee, la seconde direction peut devenir d�eg�en�er�ee
si aucune contrainte de norme unitaire ne l'oblige �a �etre non nulle. Pour �eviter ce ph�enom�ene,
nous ajoutons, uniquement pour les triangles de bord, une �energie de norme unitaire :

Eb(ū, v̄) =
∑
i∈∂F

(
|ūi|2 − 1

)2
,

o�u ū est la direction non contr�ol�ee. Cette �energie est pond�er�ee par le param�etre b.

Pour calculer des maillages quadrilat�eres �a partir de nos champs de rep�ere, nous imposons
aux rep�eres sur les bords d'avoir une direction tangente �a l'ar�ete du bord. Si un triangle a deux
ar�etes de bord, alors le rep�ere est enti�erement contr�ol�ee. Dans l'introduction, nous mettons en
avant le d�e� de g�en�erer des maillages quads sur des mod�eles avec des coins aigus comme dans
les �gures 4.4 et 4.11. Pour capturer ces caract�eristiques g�eom�etriques, il est important que les
directions soient enti�erement contr�ol�ees lorsque plusieurs ar�etes caract�eristiques se rencontrent
selon des angles aigus ou obtus.

L'�energie de lissage En suivant la Section 4.2.3, l'�energie de lissage Es sur un champ de
rep�ere 2D d�epend uniquement des coe�cients de la d�ecomposition Eq. (4.5). Nous modi�ons
l�eg�erement l'�energie pour ajouter un param�etre λ qui �equilibre la fr�equence d'ordre 2 :

Es(ū, v̄) =λ
∑

(ij)∈E

∑
m=1,2

(c2,m(ūi, v̄i)− c2,m(ūj , v̄j))
2

+
∑

(ij)∈E

∑
m=1,2

(c4,m(ūi, v̄i)− c4,m(ūj , v̄j))
2 .

Le param�etre d'orthogonalit�e λ Comme mentionn�e dans la Section 4.3.2, l'orthogonalit�e
est directement li�ee aux fr�equences d'ordre 2. Si le champ poss�ede des singularit�es, en raison
de la topologie du domaine, les rep�eres sont forc�es �a �etre orthogonaux. En e�et, un rep�ere non-
orthogonal poss�ede uniquement une sym�etrie de rotation de π. Pour qu'une singularit�e apparaisse,
le champ doit soit tourner et changer d'angle en m�eme temps, soit avoir des singularit�es d'indice
1/2. Ces deux solutions sont nettement plus co�uteuses en termes d'Es que d'avoir des rep�eres
orthogonaux. Par cons�equent, l'introduction d'un simple poids λ sur les coe�cients d'ordre 2
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(a) λ = 0.1 (b) λ = 0.5 (c) λ = 1 (d) λ = 1.5 (e) Orthogonal

Figure 4.3 � R�esultats de notre m�ethode de conception de champ de rep�ere pour des valeurs
croissantes du param�etre d'orthogonalit�e λ. Des valeurs faibles (�a gauche) poussent les singula-
rit�es en dehors du domaine tandis que des valeurs �elev�ees se rapprochent du champ de rep�ere
obtenu par Viertel et al. [Viertel et al. 2019] (�a droite).

favorise naturellement les rep�eres orthogonaux autour des singularit�es et, par extension, sur
toute la forme.

L'e�et du param�etre d'orthogonalit�e λ sur le champ de rep�ere et les maillages quadrilat�eres
est illustr�e dans la Figure 4.3. La valeur λ = 1 correspond �a la notion de lissage g�eom�etrique
expliqu�ee dans la Section 4.2.3. Une valeur sup�erieure �a 1 favorise l'orthogonalit�e et le champ
de rep�ere devient de plus en plus similaire �a un champ de rep�ere orthogonal. Un λ inf�erieur �a 1
donne plus de libert�e au champ de rep�ere qui peut �etre d�eg�en�er�e. En cons�equence, les singularit�es
sont repouss�ees sur les bords du domaine.

Le choix de ce param�etre est dict�e par l'application et r�esulte souvent d'un compromis. D'une
part, les rep�eres orthogonaux conduisent �a des maillages quadrilat�eres avec des �el�ements proches
de carr�es parfaits mais ne peuvent pas traiter les coins aigus, omnipr�esents dans les mod�eles CAO.
D'autre part, les champs de rep�ere non orthogonaux compensent les caract�eristiques aigu�es en
introduisant une torsion et, dans les cas extr�emes, en enlevant les singularit�es de l'int�erieur du
domaine.

Optimisation Notre sch�ema d'optimisation est bas�e sur l'algorithme MBO introduit dans [Viertel
et al. 2019] pour optimiser la position des singularit�es des champs de rep�ere. L'id�ee est d'att�enuer
la contrainte de norme unitaire sur ū et v̄ en alternant entre une �etape de di�usion et une �etape
de renormalisation. Plus pr�ecis�ement, la paire de variables (ū, v̄)n+1 �a l'it�eration n+1 est obtenue
en minimisant l'�energie de lissage tout en restant proche de l'it�eration n :

(ū, v̄)n+1 = argmin
x,y

Es(x, y) + bEb(x, y) + τ∥(x, y)− (ū, v̄)n∥22, (4.6)

puis en renormalisant (ū, v̄)n+1 sur une norme unitaire. Ce sch�ema est celui qui nous donne les
meilleurs r�esultats en terme de lissage du champ et de placement des singularit�es. L'�etape de
minimisation est e�ectu�ee avec LBFGS [Zhu et al. 1997].
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(a) Orthogonal (b) λ = 1.5

Figure 4.4 � Un champ de rep�ere orthogonal (4.4a) ne peut pas �etre utilis�e pour g�en�erer
un maillage quadrangulaire pour un mod�ele avec des coins aigus. Notre champ de rep�ere non
orthogonal (4.4b) permet une solution de bonne qualit�e.

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.5 � Notre m�ethode permet la construction de maillages quadrilat�eres de bonne qualit�e
en ajustant le param�etre λ = 1.5.

4.3.4 R�esultats

Nous �evaluons l'utilisabilit�e de notre m�ethode de conception de champs de rep�ere dans le
contexte de g�en�eration de maillages quads. Tous les champs de rep�ere sont contraints �a avoir
une direction tangente au bord du domaine. Pour �eviter les solutions de norme nulle, l'�energie
promouvant la norme unitaire au bord est pond�er�ee par b = 10. Dans toutes nos exp�eriences, le
param�etre de di�usion est �x�e �a τ = 1/2. Le param�etre d'orthogonalit�e λ est accord�e en fonction
de nos besoins, mais la valeur 1.5 s'av�ere �etre un bon compromis dans la plupart des cas.

Le probl�eme d'optimisation �etant non convexe, une bonne initialisation est cruciale. Nous
initialisons avec un champ de rep�ere orthogonal [Ray et al. 2008] pour �eviter les solutions
compl�etement d�eg�en�er�ees. Le choix du champ initial et son impact sur la solution de l'optimisa-
tion sont discut�es dans le cas tridimensionnel dans la section 4.4.3, mais la conclusion s'applique
�egalement en 2D. Notre optimisation a g�en�eralement besoin de 10 it�erations pour converger.

Les maillages quadrilat�eres sont extraits d'un champ de rep�ere �a l'aide des m�ethodes de l'�etat
de l'art [K�alberer et al. 2007] ; [Bommes et al. 2013a].
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Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal

Fig. Faces Init Opti Meshing

4.3 658 0.017 <1 2
4.4b 1282 0.026 <1 3
4.5c 9968 0.177 26 13
4.5a 18430 0.355 66 30
4.5d 29000 0.611 120 45
4.5b 36047 0.775 161 46

Table 4.1 � Temps de calcul en secondes pour chaque �etape de notre m�ethode : initialisation
avec le champ de rep�ere orthogonal de [Ray et al. 2008], r�esolution de notre probl�eme d'optimi-
sation non convexe et extraction du maillage quadrilat�ere avec le chapitre 3.

Maillage quads pour les mod�eles CAO Le maillage quadrilat�ere de mod�eles CAO est
rendu di�cile par la pr�esence de coins �a petit angle : �a ces endroits, un carr�e parfait ne peut
pas s'adapter. La �gure 4.4 illustre ce probl�eme. Le champ de rep�ere orthogonal de la �gure
4.4a est incapable de satisfaire les contraintes de chaque c�ot�e du coin �a petit angle, ce qui
entra��ne l'�echec de la production d'un maillage quadrilat�ere valide. Notre m�ethode g�en�ere un
maillage quadrilat�ere anisotrope (�gure 4.4b) qui s'adapte naturellement aux contraintes de coin
�a petit angle. La �gure 4.5 montre une collection de maillages quadrilat�eres g�en�er�es �a partir
de nos champs de rep�ere non-orthogonaux, qui permettent de satisfaire de mani�ere adapt�ee les
contraintes de bord avec un petit nombre de singularit�es tout en �evitant les quadrilat�eres tr�es
d�eg�en�er�es.

Timings Le tableau 4.1 montre les temps d'ex�ecution de chaque �etape de notre m�ethode pour
chaque �gure du document. L'�etape la plus co�uteuse en temps est le calcul du champ de rep�ere
non-orthogonal, car elle n�ecessite de r�esoudre un probl�eme d'optimisation non convexe. Notre
algorithme est impl�ement�e en C++ mais n'a pas �et�e optimis�e pour atteindre de hautes perfor-
mances. Par exemple, nous avons remarqu�e qu'il est souvent inutile d'attendre la convergence
de l'�etape LBFGS et que l'optimisation peut �etre arr�et�ee plus t�ot. En outre, une m�ethode de
Newton pourrait �etre utilis�ee. Toutes les exp�eriences sont e�ectu�ees sur un ordinateur portable
avec un Intel Core i5-10400H quadricœur �a 2,6 GHz et 32 Go de RAM.

4.3.5 Comparaison avec PolyVector �eld [Diamanti et al. 2015]

Dans cette sous-section, nous comparons notre m�ethode �a celle de Diamanti et al. [Diamanti
et al. 2015], qui utilise une repr�esentation des champs de rep�ere sous forme de coe�cients d'un
polyn�ome complexe. Comme notre repr�esentation, la leur est ind�ependante de l'ordre du jeu de
directions. De plus, ils introduisent une �energie favorisant l'int�egrabilit�e du champ, c'est-�a-dire
de telle sorte que chaque direction soit le gradient d'une fonction. Comme nous, ils utilisent
directement les vecteurs de direction comme variables dans leur sch�ema num�erique. Ainsi, leur
�energie d'int�egrabilit�e pourrait �etre ajout�ee imm�ediatement �a notre optimisation.

Distance entre deux rep�eres En mettant de c�ot�e les aspects d'optimisation num�erique, la
principale di��erence r�eside dans l'�energie de lissage. La repr�esentation utilis�ee par Diamanti et
al. [Diamanti et al. 2015] obscurcit la signi�cation g�eom�etrique de la repr�esentation du rep�ere, ce
qui conduit les auteurs �a chercher un lissage des coe�cients du polyn�ome complexe plut�ot qu'un
lissage du champ. Dans notre notation, la repr�esentation polyvectorielle d'un rep�ere unitaire se
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4.3. Champs de rep�ere en 2D

(a) Crosses (b) Non-orthogonal frames

Figure 4.6 � Diagramme polaire de la distance entre deux rep�eres orthogonaux (�gure 4.6a) et
deux rep�eres non-orthogonaux (�gure 4.6b) par rapport �a l'angle de rotation. La distance d�e�nie
par notre repr�esentation est trac�ee en bleu et la distance de PolyVector [Diamanti et al. 2014]
en rouge. Les encadr�es mettent en �evidence la position des rep�eres aux extr�emit�es locales. La
distance de PolyVector n'est pas g�eom�etriquement correcte car la distance maximale est atteinte
pour des rep�eres non-orthogonaux qui se chevauchent.

r�esume �a remplacer nos coe�cients c par c̃ :∣∣∣∣∣∣∣∣
c̃2,1(α, β) = 2 cos(2α) + 2 cos(2β)
c̃2,2(α, β) = 2 sin(2α) + 2 sin(2β)
c̃4,1(α, β) = 2 cos(2α+ 2β)
c̃4,2(α, β) = 2 sin(2α+ 2β)

. (4.7)

Si les coe�cients du second ordre correspondent �a ceux de notre �equation (4.4), les coe�cients
du quatri�eme ordre sont signi�cativement di��erents. Pour comparer la distance d�e�nie par nos
coe�cients c et les coe�cients c̃ de l'�equation (4.7), nous avons trac�e la distance entre un rep�ere et
toutes ses rotations dans la �gure 4.6. Pour les rep�eres orthogonaux, les deux distances sont iden-
tiques (�gure 4.6a). Pour les rep�eres non-orthogonaux, les distances di��erent signi�cativement
sur deux aspects. Tout d'abord, notre distance a des valeurs globalement plus �elev�ees, de sorte
que, avec λ = 1, nous p�enalisons davantage le changement d'angle entre les rep�eres que l'article
PolyVector [Diamanti et al. 2014]. En second lieu, la distance de PolyVector [Diamanti et al.
2014] n'atteint pas son maximum �a l'angle π/2, mais �a un angle o�u les rep�eres se chevauchent
(�gure 4.6b).

Comparaison de r�esultats En utilisant le changement de variable (α, β) → (ū, v̄) dans
l'�equation (4.7) : ∣∣∣∣∣∣∣∣

c̃2,1(ū, v̄) = 2ū1 + 2v̄1
c̃2,2(ū, v̄) = 2ū2 + 2v̄2
c̃4,1(ū, v̄) = 2ū1v̄1 − 2ū2v̄2
c̃4,2(ū, v̄) = 2ū1v̄2 + 2ū2v̄1

,
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Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal

(a) [Diamanti et al. 2014] (b) λ = 0.5 (c) λ = 1

Figure 4.7 � L'�energie de lissage du champ PolyVector [Diamanti et al. 2015] obtient des
r�esultats similaires aux n�otres en terme de placement des singularit�es pour λ = 0, 5.

nous pouvons g�en�erer les m�emes champs de rep�ere que PolyVector [Diamanti et al. 2014] en
rempla�cant c par c̃ dans notre �energie de lissage Es.

La �gure 4.7 compare des maillages quadrilat�eres g�en�er�es �a partir de nos champs de directions
non-orthogonaux avec celui obtenu �a partir des coe�cients c̃. Nous �evaluons notre m�ethode avec
les param�etres λ = 0.5 et λ = 1, tous les autres param�etres �etant �egaux. Comme pr�evu avec
λ = 1, notre m�ethode conduit �a un maillage quadrilat�ere avec une singularit�e suppl�ementaire
dans la partie sup�erieur droite qui n'est pas pr�esent dans la m�ethode PolyVector [Diamanti
et al. 2015]. Nous avons constat�e que les deux m�ethodes donnent des r�esultats similaires lorsque
nous r�eglons λ sur 0.5. En e�et, bien que la distance de rep�eres PolyVector ne suivent pas une
intuition g�eom�etrique, la di��erence avec notre �energie de lissage est la plus marqu�ee lorsque les
rep�eres sont �eloign�es l'un de l'autre. Par cons�equent, cela n'a pas d'impact consid�erable sur la
conception de champs lisses, car les rep�eres adjacents sont proches les uns des autres.

4.4 Champs de rep�ere 3D

Dans le cas particulier des champs de rep�ere 3D, chaque rep�ere a trois directions not�ees
u, v, w. Au lieu de la base de Fourier, l'espace polynomial P2k,3 est d�ecompos�e avec la base des
harmoniques sph�eriques. Lors de l'utilisation de polyn�omes de degr�e 4, notre repr�esentation de
champ de rep�ere 3D n�ecessite uniquement des fonctions d'harmoniques sph�eriques de quatri�eme
ordre, tout comme la repr�esentation de rep�ere 3D la plus utilis�ee [Huang et al. 2011].

Comme indiqu�e dans [Huang et al. 2011] ; [Ray et al. 2016], les champs de rep�ere 3D peuvent
�etre repr�esent�es par le polyn�ome sph�erique de degr�e quatre : p(s) = s41 + s42 + s43. Il s'agit en
fait du polyn�ome de plus faible degr�e pr�esentant la m�eme sym�etrie qu'un rep�ere 3D. Cependant,
des polyn�omes d'ordre sup�erieur de degr�e pair pourraient �etre consid�er�es pour la g�en�eration
de champs de rep�ere. A�n de maintenir la complexit�e de calcul aussi faible que possible, nous
utiliserons des polyn�omes de degr�e 4.

Dans ce cas, le polyn�ome de repr�esentation adapt�e de l'�equation (4.1) s'�ecrit :

p(s) = ⟨u, s⟩4 + ⟨v, s⟩4 + ⟨w, s⟩4, (4.8)

et est trac�e dans deux con�gurations dans la �gure 4.8.
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4.4. Champs de rep�ere 3D

(a) Rep�ere orthogonale (b) D�eformation Non-orthogonale

Figure 4.8 � Ensemble de 3-directions {u,−u, v,−v, w,−w} repr�esent�es par des polyn�omes
sph�eriques de degr�e 4.

4.4.1 D�ecomposition en harmoniques sph�eriques

Les fonctions d'harmoniques sph�eriques constituent une base orthogonale pour les fonctions
sph�eriques.

Les fonctions d'harmoniques sph�eriques Y m
ℓ : S2 → R sont identi��ees par deux indices : ℓ

l'indice de bande, correspondant �a la fr�equence du signal, et m couvrant toutes les fonctions �a la
fr�equence ℓ. Toute fonction sph�erique f : S2 → R est d�ecompos�ee de fa�con unique comme suit :

f(s) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

fℓ,mY
m
ℓ (s).

Harmoniques zonales La d�ecomposition du polyn�ome de repr�esentation de l'�equation (4.8)
dans la base des Harmoniques Sph�eriques (SH) est facilit�ee en raison de leur invariance par
rotation. En particulier, le polyn�ome sph�erique f : s 7→ s43, qui repr�esente la direction z, est
invariant par rotation autour de l'axe z. Ainsi, sa d�ecomposition en SH n'utilise que les fonctions
Y 0
ℓ , ℓ ≥ 0 :

f(s) = 63Y 0
0 + 36Y 0

2 (s) + 8Y 0
4 (s).

Ces fonctions sont appel�ees fonctions harmoniques zonales et ont une propri�et�e fondamen-
tale : leur rotation vers un axe unitaire quelconque u peut �etre facilement calcul�ee dans la base
SH [Sloan 2008] :

⟨u, s⟩4 = 63Y 0
0 Y

0
0 + 36

2∑
m=−2

Y m
2 (u)Y m

2 (s) + 8

4∑
m=−4

Y m
4 (u)Y m

4 (s).

Ainsi, la d�ecomposition du polyn�ome de champ de rep�ere de l'�equation (4.8) peut se faire �a
partir des coe�cients : ∣∣∣∣ c2,m(u, v, w) = Y m

2 (u) + Y m
2 (v) + Y m

2 (w),
c4,m(u, v, w) = Y m

4 (u) + Y m
4 (v) + Y m

4 (w).
(4.9)
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Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal

Figure 4.9 � Carr�e extrud�e avec rotation. Le premier r�esultat utilise un champ orthogonal,
le second utilise nos champs. Les deux images suivantes ajoutent simplement plus de rotation �a
l'extrusion. Les coins sont mieux captur�es avec nos champs. La couche d'h�exa�edres �a l'int�erieur
du volume reste �egalement parall�ele aux extr�emit�es.

Tout comme les rep�eres 2D, les rep�eres 3D n'ont que des coe�cients dans les bandes ℓ = 2 et
ℓ = 4. On peut v�eri�er �a partir de l'expression des SH que le rep�ere avec une longueur uniforme
(i.e. |u| = |v| = |w|) est orthogonal si et seulement si tous les coe�cients c2,m sont nuls. Ainsi,
pour les rep�eres orthogonaux, nous retrouvons la propri�et�e de base utilis�ee lors de la conception
de champs de croix 3D [Huang et al. 2011] ; [Ray et al. 2016] : toutes les rotations du polyn�ome∑

i=1,2,3 s
4
i sont couvertes par les SH de la bande 4. Cependant, l'�equation (4.9) est plus pr�ecise

et donne la relation exacte entre les coe�cients SH et la d�eformation du rep�ere.

4.4.2 Construction de champs de rep�ere 3D avec contraintes

Contrairement au cas 2D, il n'y a pas de changement de variables �evident simpli�ant l'ex-
pression des coe�cients de l'�equation (4.9). Par cons�equent, nous conservons les trois vecteurs
unitaires u, v, w ∈ S2 comme variables. Comme dans les travaux pr�ec�edents [Huang et al. 2011] ;
[Ray et al. 2016] ; [Palmer et al. 2020], la r�ealisation de calculs dans l'espace de champs de
direction n�ecessite de r�esoudre un probl�eme d'optimisation non convexe.

Contraintes de direction Les contraintes de direction sont facilement d�e�nies en contrai-
gnant directement u, v ou w. Nous pouvons �xer une, deux ou trois directions �a la fois. Le
choix de s'il faut �xer u, v ou w n'a pas d'impact sur les r�esultats car notre repr�esentation est
ind�ependante de l'ordre du jeu de directions. Cela est tr�es pratique pour les contraintes de bords
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4.4. Champs de rep�ere 3D

dans les probl�emes de param�etrisation globale.
Dans toutes nos exp�eriences, un rep�ere associ�e �a une face du bord a ses directions contraintes

par des vecteurs normaux au bord. Si un t�etra�edre a un, deux ou trois triangles de bord, le rep�ere
doit satisfaire une, deux ou trois contraintes de direction.

�Energie de lissage L'�energie de lissage est une simple distance entre les coe�cients de la
d�ecomposition de deux rep�eres adjacents, comme expliqu�e dans la section 4.2.3 :

Es(u, v, w) =λ
∑

(ij)∈E

2∑
m=−2

(c2,m(ui, vi, wi)− c2,m(uj , vj , wj))
2

+
∑

(ij)∈E

4∑
m=−4

(c4,m(ui, vi, wi)− c4,m(uj , vj , wj))
2 .

(a) λ = 0.7 (b) λ = 1 (c) λ = 5 (d) [Ray et al. 2016]

Figure 4.10 � R�esultats de notre m�ethode de conception de champ de rep�ere 3D pour des
valeurs croissantes du param�etre d'orthogonalit�e λ. Des valeurs faibles (�a gauche) poussent les
singularit�es en dehors du domaine tandis que des valeurs �elev�ees approchent la param�etrisation
de champ de croix 3D obtenue par Ray et al. [Ray et al. 2016] (�a droite).

Param�etre d'orthogonalit�e Comme mentionn�e dans la section 4.4.1, l'orthogonalit�e du rep�ere
est li�ee aux coe�cients de la seconde bande. Nous p�enalisons donc les coe�cients de bande ℓ = 2
dans l'�energie avec un poids λ. Augmenter λ signi�e qu'il est plus di�cile pour le champ de
changer son angle et favorise les champs avec un angle constant entre ses directions. Comme les
singularit�es ont une �energie plus faible lorsque le champ est orthogonal autour des singularit�es,
ce simple param�etre sur les coe�cients d'ordre 2 force l'orthogonalit�e globale du champ.

La �gure 4.10 illustre l'e�et du param�etre λ sur la g�en�eration de maillages hexa�edriques. Des
valeurs inf�erieures �a un g�en�erent une param�etrisation de type polycube dans laquelle les singu-
larit�es se trouvent aux bords du domaine, tandis que des valeurs sup�erieures �a un s'approchent
de la solution de champ de croix g�en�er�ee par [Ray et al. 2016].

4.4.3 Maillage hexa�edrique de mod�ele CAO

Nous �evaluons la qualit�e de nos champs de rep�ere 3D par leur capacit�e �a g�en�erer des maillages
hexa�edriques. Dans toutes nos exp�eriences, les maillages hexa�edriques sont extraits du champ
de rep�ere �a l'aide des m�ethodes de l'�etat de l'art pr�esent�ees dans le chapitre 3. Les rep�eres
orthogonaux sont g�en�er�es �a l'aide de [Ray et al. 2016].

L'optimisation se fait de la m�eme mani�ere que pour les champs de rep�ere 2D. Nous r�ep�etons
la minimisation de l'�equation (4.6) avec des param�etres de di�usion τ = 1, b = 100 et une
renormalisation des vecteurs u, v et w.
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Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal

(a) Cross �eld [Ray et al. 2016] (b) Ours λ = 1

Figure 4.11 � Sur un mod�ele CAO comportant un petit angle, un champ de rep�ere orthogonal
3D provoque un �ecrasement d'une partie du mod�ele (Fig. (4.11a)). Notre m�ethode ajoute avec
succ�es une singularit�e pour compenser la pente (Fig. (4.11b)).

La pr�esence de coins �a petit angle est un d�e� classique pour les m�ethodes de maillage
hexa�edrique. Cette situation se produit fr�equemment pour les mod�eles CAO et est souvent mal
g�er�ee par les champs de croix qui �echouent �a placer des hexa�edres dans les coins comme le montre
la �gure 4.11a. Au contraire, le champ de direction con�cu par notre m�ethode introduit une sin-
gularit�e, et un maillage hexa�edrique valide peut �etre extrait (�gure 4.11b). Pour obtenir de tels
r�esultats, il est primordial que les rep�eres soient enti�erement contraints sur les coins �a petit angle.

La �gure 4.9 met �egalement en lumi�ere la n�ecessit�e de champs de rep�ere non orthogonaux
pour capturer les coins �a petit angle. Les champs de croix g�en�erent des maillages hexa�edriques
avec des �el�ements fortement distordus ou manquants, tandis que notre m�ethode est capable de
produire des hexa�edres de bonne qualit�e dans le coin.

Dans la �gure 4.12, la pr�esence d'un cisaillement oblige les rep�eres orthogonaux �a osciller
pour satisfaire les contraintes de bords, tandis que notre champ de rep�ere peut rester constant.
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4.4. Champs de rep�ere 3D

(a) [Ray et al. 2016] (b) Ours λ = 1

Figure 4.12 � Sur un mod�ele CAO pr�esentant un fort cisaillement, un champ de rep�ere
orthogonal 3D cr�ee des oscillations inutiles (Fig. (4.12a)). Notre m�ethode produit des hexa�edres
bien form�es et r�eguliers (Fig. (4.12b))..

Initialisation L'�energie Es est non-convexe, de sorte que le r�esultat de sa minimisation d�epend
de l'initialisation. La �gure 4.13 compare les solutions de notre probl�eme d'optimisation pour
trois points de d�epart di��erents. L'initialisation avec un champ de rep�ere orthonormal al�eatoire
converge toujours vers la m�eme solution (Fig. 4.13b). Une initialisation avec un champ de rep�ere
lisse [Ray et al. 2016] a besoin de moins d'it�erations pour atteindre la convergence mais la
solution est toujours la m�eme (Fig. 4.13a). Comme indiqu�e dans le Tableau 4.2, cela r�eduit
(parfois consid�erablement) le temps de calcul. Cependant, notre sch�ema d'optimisation tombe
dans un minimum local lorsqu'il est initi�e avec un champ al�eatoire avec des rep�eres presque plats
(Fig. 4.13c). �A la convergence, l'�energie totale est sup�erieure �a la solution optimale. De plus, le
champ est corrompu par des rep�eres d�eg�en�er�es (entour�es en rouge) ce qui le rend inutile pour les
applications de maillage.

Dans toutes nos exp�eriences, nous initialisons l'optimisation avec le champ de rep�ere ortho-
gonal lisse obtenu par [Ray et al. 2016].

Timings Le Tableau 4.2 liste le temps de calcul pour g�en�erer un champ de rep�ere non-
orthogonal avec notre m�ethode. Encore une fois, l'�etape la plus co�uteuse en temps est le calcul
du champ de rep�ere non-orthogonal car il n�ecessite de r�esoudre un probl�eme d'optimisation non-
convexe. Toutes les exp�eriences sont men�ees sur un ordinateur portable avec un processeur Intel
Core i5-10400H �a 4 cœurs et 2,6 GHz et 32 Go de RAM. Tous les algorithmes sont impl�ement�es
en C++.

Ce chapitre a pr�esent�e une m�ethode pour repr�esenter un polyvecteur de dimension quelconque
par un polyn�ome pour construire une �energie d'optimisation. Cette m�ethode nous a donn�e une
repr�esentation de rep�ere 2D et 3D non-orthogonal par un polyn�ome, ce qui nous a permit d'op-
timiser des champs de rep�ere non-orthogonaux, de mani�ere �a ce que chaque rep�ere soit le plus
proche possible de son voisin malgr�e des contraintes di�ciles d'alignement au bord. Nous avons
utilis�e ces champs non-orthogonaux pour produire des maillages quadrilat�eres et hexa�edriques
sur des mod�eles CAO pr�esentant des coins �a petit angle, ce qu'un champ orthogonal traditionnel
(Sec 3.1.2, 3.2.1) ne permet pas en 2D comme en 3D. Malheureusement, pour des mod�eles CAO
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Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal

(a) Orthogonal
E = 26.8

(b) Random ortho
E = 26.8

(c) Random
E = 38.1

Figure 4.13 � R�esultats de notre m�ethode de conception de champ de rep�ere 3D �a partir de
trois initialisations di��erentes. Partir d'un champ de rep�ere orthogonal lisse [Ray et al. 2016]
(Fig.4.13a en haut) ou d'un champ orthogonal al�eatoire (Fig.4.13b en haut) conduit �a la m�eme
solution (Fig.4.13a�Fig.4.13b en bas). L'initialisation avec un champ compl�etement al�eatoire, y
compris des rep�eres d�eg�en�er�es, tombe dans un minimum local d�eg�en�er�e, entra��nant une �energie
totale E plus �elev�ee (Fig. 4.13c).

industriels compos�es de plusieurs millions de triangles ou t�etra�edres, l'optimisation d'un champ
non-orthogonal demande un temps de calcul trop long (jusqu'�a 1000 fois plus important que les
champs orthogonaux en 3D). Pour cette raison, nous allons dans les deux prochains chapitres
r�esoudre les probl�emes de coin �a petit angle dans les mod�eles CAO avec des m�ethodes plus
rapides : le chapitre 5 pour le cas 2D, et le chapitre 6 pour le cas 3D.
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4.4. Champs de rep�ere 3D

Fig. Tets Init Opti Meshing

4.13a 862 0.016 22 0.7
4.13b 862 � 25 0.7
4.13c 862 � 26 �
4.9 4420 0.096 31 3.0
4.10 13225 0.349 454 8.4
4.12b 10788 0.332 305 7.7

Table 4.2 � Temps de calcul en seconde pour chaque �etape de notre m�ethode de conception de
champ de rep�ere 3D : initialisation avec un champ orthogonal [Ray et al. 2016], r�esolution de
notre probl�eme d'optimisation non-convexe et extraction de maillage hexa�edrique en utilisant le
chapitre 3.

69



Chapitre 4. Champ de rep�ere non orthogonal
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5

Champ de rep�ere lisse selon une

d�e�nition adapt�ee �a la CAO

Nous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent que les champs de rep�ere orthogonaux pr�esent�es
dans le chapitre 3 ne peuvent pas �etre utilis�es pour g�en�erer des maillages quadrilat�eres ou
hexa�edriques si le mod�ele en entr�ee poss�ede un coin �a petit angle. Le chapitre 4 pr�esente une
d�e�nition de lissage d'un champ non-orthogonal pour r�egler ce probl�eme. Dans ce chapitre, nous
�etudions une autre fa�con de d�e�nir le lissage d'un champ de rep�ere orthogonal 2D, de fa�con
adapt�ee au mod�ele en entr�ee pour �eliminer le probl�eme des coins �a petit angle pour les champs
orthogonaux (Fig 5.1). Cette m�ethode est restreinte �a la 2D, mais permet une optimisation beau-
coup plus rapide que les optimisations non-lin�eaires des champs non-orthogonaux du chapitre 4.
Le principe est de modi�er la d�e�nition du transport parall�ele que nous avons vu dans le cas
2D surfacique dans la section 3.1.2. Dans la d�e�nition de rotation entre deux triangles voisins
rtt′ = θ′t − θt − ωtt′ (mod π

2 ), nous ajoutons �a ωtt′ une valeur γtt′ proche des coins �a petit angle,
pour faire comme si l'angle du coin �etait de 90◦ dans le mod�ele d'entr�ee. Cette m�ethode de champ
de rep�ere a un param�etre de di�usion du transport parall�ele �a partir de chaque coin �a petit angle
qui donne du contr�ole sur les maillages quadrilat�eres produits avec quadcover (Chap 3).

5.1 Introduction

Comme pr�esent�e dans le chapitre 3, calculer un champ de rep�ere orthogonal lisse sur un
maillage triangulaire permet de construire un graphe de singularit�e de maillage quadrilat�ere.
Cependant le graphe de singularit�e obtenu n'a aucune garantie d'�etre valide, et en pratique la
m�ethode d'optimisation de champ de rep�ere orthogonal pr�esent�ee dans la section 3.1.2 �echoue
�a produire des singularit�es valides lorsque le mod�ele triangulaire en entr�ee poss�ede un coin �a
petit angle. Plut�ot que de compl�etement changer la fa�con d'optimiser les champs de rep�eres, en
faisant par exemple une optimisation de champ non-orthogonal comme dans le chapitre 4, nous
allons ajouter une �etape red�e�nissant le transport parall�ele du maillage triangulaire en entr�ee
avant de lancer l'optimisation du champ de rep�ere. Dans le cas surfacique, le transport parall�ele
est d�e�ni �a partir de valeurs ω d�ependant enti�erement de la g�eom�etrie de la surface du maillage
triangulaire de l'entr�ee (Sec 3.1.2). Lorsque deux ar�etes caract�eristiques se rencontrent sur un
mod�ele surfacique, on peut calculer l'angle form�e par ces ar�etes gr�ace au transport parall�ele d�e�ni
par ω. Lorsque cet angle est inf�erieur �a 90 degr�es, l'id�ee est de modi�er le transport parall�ele
pour que la mesure de l'angle soit exactement 90 degr�es. Tout le challenge de ce chapitre est
de d�eterminer pour chaque paire de triangles voisins t, t′ des valeurs γtt′ �a ajouter aux valeurs
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Chapitre 5. Champ de rep�ere lisse selon une d�e�nition adapt�ee �a la CAO

Figure 5.1 � Produire un champ de rep�ere qui a une rotation minimale sur un mod�ele CAO
ne su�t pas toujours pour obtenir un maillage quad de qualit�e (haut). Notre algorithme permet
de g�erer les cas o�u il y a des con�gurations d'ar�etes caract�eristiques formant des petits angles
(bas).

ωtt′ pour obtenir un mod�ele qui a �ctivement tous ses angles sup�erieurs �a 90 degr�es, sur lequel
optimiser un champ de rep�ere orthogonal. Une fois ces valeurs γ obtenus, l'optimisation de champ
de rep�ere se fait de mani�ere tr�es similaire �a ce que nous avons vu dans la section 3.1.2 :

argmin
X,Y

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (Xt′

Yt′

)
−
(
cos(4ωtt′ + 4γtt′) − sin(4ωtt′ + 4γtt′)
sin(4ωtt′ + 4γtt′) cos(4ωtt′ + 4γtt′)

)(
Xt

Yt

)∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,
sous contrainte : ∀t ∈ Tb,

(
Xt

Yt

)
=

(
cos 4ηt
sin 4ηt

)
.

(5.1)
Ensuite, le calcul des correspondances du champ de rep�ere (Sec 3.1.2) utilise �egalement cette
nouvelle d�e�nition du transport parall�ele pour produire un graphe de singularit�e valide proche
des coins �a petit angle :

ptt′ = round

(
θt′ − θt − ωtt′ − γtt′

π/2

)

5.2 Calcul de γ

Dans cette section, nous pr�esentons d'abord la mani�ere tr�es locale de calculer des valeurs γ
garantissant un graphe de singularit�e valide proche des coins �a petit angle, puis nous pr�esentons
une mani�ere de di�user γ de mani�ere uniforme avec un param�etre de distance pour obtenir du
contr�ole sur le positionnement des singularit�es induites par des coins �a petit angle.

Une solution tr�es locale Le but de cette correction est de placer une singularit�e juste �a c�ot�e
du coin �a petit angle. Plus pr�ecis�ement, pour chaque sommet de bord v avec un angle de bord
θv < π/2, nous �xons la somme des γtt′ �a la valeur π/2 − θv pour tout triangle t, t′ ∈ T voisins
et partageant v : dγ(v) = π/2 − θv, o�u dγ(v) =

∑
t,t′∈N (v) γtt′ d�esigne la d�eriv�ee ext�erieure de

γ, �etendue au bord de la surface. Construire γ de cette fa�con permet que l'�energie de lissage
bas�ee sur le transport parall�ele ω + γ soit identique �a celui de l'�energie de lissage d'un maillage
surfacique avec un coin �a angle 90◦, qu'un champ de rep�ere orthogonal g�ere tr�es bien.

Cependant, en modi�ant seulement le transport parall�ele dans le 1-voisinage de v, le sommet
v′ adjacent �a v va devenir une singularit�e recevant beaucoup de distorsion (Fig. 5.2). Cette
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5.3. Relaxation de l'orthogonalit�e

(a) Champ le plus lisse
(b) Singularit�e sur le 1-
voisinage

(c) Propagation globale de la
courbure

Figure 5.2 � Sur un sommet de coin pointu, le champ le plus lisse produit des lignes de quads
qui se concentrent au niveau du sommet (a). Une correction locale peut r�esoudre ce probl�eme (b),
mais la propagation de la courbure du champ est ce qui permet d'obtenir les lignes de quads les
plus utilisables (c).

solution locale peut donc produire des r�esultats de mauvaise qualit�e si un sommet tr�es proche
d'un coin (du maillage triangulaire initial) devient une singularit�e (appartenant au maillage
quadrilat�ere de sortie). Pour di�user le transport parall�ele de mani�ere uniforme et selon un
param�etre de distance contr�ol�e par l'utilisateur, nous faisons une optimisation globale de γ.

Une solution plus globale Au lieu de forcer le sommet le plus proche �a devenir une singu-
larit�e, il est souvent pr�ef�erable que le sommet singulier soit plus loin (Fig. 5.2 droite). Pour ce
faire, il faudrait que la modi�cation du transport parall�ele soit propag�ee plus loin que seulement
sur les ar�etes adjacentes au sommet probl�ematique v. Nous utilisons une m�ethode d'optimisation
en deux �etapes pour d�eterminer γ :

� On calcule un scalaire K(v) pour chaque sommet v de sorte que
∑

vK(v)2 soit minimal,
avec K(v) = π/2 − θv pour les sommets de coin pointus v, et

∑
vK(v) = 0. La solution

consiste �a r�epartir la somme des K(v) des sommets de coin pointus sur les autres sommets.
Cette optimisation est e�ectu�ee ind�ependamment pour chaque composante connect�ee de
la surface (qui peut �etre g�en�er�ee lors de la d�ecoupe de la surface le long des ar�etes ca-
ract�eristiques).

� Ensuite, nous minimisons argmin
∑

tt′ |γtt′ |2 sous la contrainte dγ(v) = K(v). La contrainte∑
vK(v) = 0 garantit l'existence d'une solution.

En pratique, nous initialisons K(v) en le d�e�nissant comme �egal �a π/2−θv pour les sommets
de coin pointus et �a 0 pour les autres sommets. Ensuite, pour chaque sommet de coin pointu vs,
nous calculons l'ensemble des sommets qui peuvent �etre atteints selon une distance g�eod�esique
pr�ed�e�nie par l'utilisateur. Soit n la taille de cet ensemble de sommets, nous mettons �a jour K
pour tous les sommets de cet ensemble en utilisant la formule suivante : K(v)← K(v)−K(vs)/n.
Nous optimisons ensuite les valeurs de γ en r�esolvant le probl�eme argmin

∑
ij |γij |2 sous la

contrainte dγ(v) = K(v).

Ce contr�ole sur la propagation de γ permet d'obtenir des maillages quadrilat�eres de bonne
qualit�e (Fig 5.2).

5.3 Relaxation de l'orthogonalit�e

Plut�ot que de r�eoptimiser un champ orthogonal �a partir des ptt′ comme dans l'�equation 3.3,
on peut relaxer la contrainte d'orthogonalit�e en repr�esentant un rep�ere non-orthogonal par deux
angles θt, ϕt. Cela nous permet d'obtenir une g�eom�etrie de champ de rep�ere non-orthogonale
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Chapitre 5. Champ de rep�ere lisse selon une d�e�nition adapt�ee �a la CAO

Figure 5.3 � Chaque mod�ele est remaill�e avec (premier plan) et sans (arri�ere-plan) correction
des angles vifs par notre m�ethode.

correspondant d'avantage au mod�ele que nous avons en entr�ee. En r�eoptimisant la g�eom�etrie
de mani�ere non-orthogonale, nous pouvons obtenir des r�esultats (Fig 5.3) de qualit�e similaire �a
ceux que nous avions avec les champs non-orthogonaux 2D du chapitre 4. Maintenant que nous
sommes pass�e sur une repr�esentation �a deux angles, il faut d�e�nir une fonction d'association fp
qui va nous permettre de faire correspondre les angles de deux rep�eres voisins �a partir de la
correspondance ptt′ ∈ Z :

fp(θ, ϕ) = (2π⌊ p
4.
⌋, 2π⌊ p

4.
⌋) +


(θ, ϕ) si p = 0 (mod 4)

(ϕ, θ + π) si p = 1 (mod 4)

(θ + π, ϕ+ π) si p = 2 (mod 4)

(ϕ+ π, θ + 2π) si p = 3 (mod 4)

Nous pouvons maintenant optimiser un champ de rep�ere non-orthogonal �a partir de la cor-
respondance �x�ee ptt′ :

argmin
θ,ϕ

∑
t∈T

∑
t′∈N (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (θt′ϕt′
)
− fptt′ (θt, ϕt)

T −
(
ωtt′ + γtt′

ωtt′ + γtt′

)∣∣∣∣∣∣∣∣2 .
sous contrainte : ∀t ∈ Tb, θt = ηt.

(5.2)

5.4 R�esultats et applications

Le temps d'ex�ecution n'�etait pas une pr�eoccupation majeure dans ce travail car, tant que nous
restons dans le cadre de la r�esolution de quelques syst�emes lin�eaires, la g�en�eration du champ
de rep�ere n'est pas la partie la plus lente du processus de maillage quad. Notre algorithme
est 3 �a 5 fois plus lent que la m�ethode la plus rapide pour produire des champs de rep�ere
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5.4. R�esultats et applications

Figure 5.4 � Le maillage quadrilat�ere g�en�er�e par [Fang et al. 2018] (�a gauche) n�ecessite
beaucoup plus de singularit�es pour traiter les ar�etes caract�eristiques que le n�otre (�a droite).

orthogonaux (Sec 3.1.2). Le temps suppl�ementaire est consomm�e par le calcul de γ et la relaxation
de l'orthogonalit�e.

Il exite des autres m�ethodes de g�en�eration de maillage quadrilat�ere qui fonctionnent avec les
champs de rep�ere orthogonaux pr�esent�es dans la section 3.1.2, cependant ces m�ethodes g�en�erent
bien plus de singularit�es que la m�ethode Quadcover [K�alberer et al. 2007] que nous utilisons
avec le champ de rep�ere pr�esent�e dans ce chapitre. En e�et, notre m�ethode de maillage quadri-
lat�ere pr�esent�ee dans la section 3.1 transfert les singularit�es du champ de rep�ere en entr�ee, sans
en ajouter de nouvelles (voir Fig.5.4).

Dans ce chapitre 5, nous avons �etabli une m�ethode rapide pour rendre les champs orthogonaux
compatibles avec les coins �a petit angle des mod�eles CAO. Dans le chapitre 8, nous utilisons
cette m�eme m�ethode pour contr�oler plus g�en�eralement la valence de tous les points du bord d'un
maillage quadrilat�ere produit �a partir d'un champ de rep�ere orthogonal. En e�et, plut�ot que de
simplement modi�er le transport parall�ele lorsqu'un point de bord est sur un coin �a petit angle,
nous le modi�ons partout o�u la valence de bord n'est pas adapt�ee �a une simulation de d�eformation
donn�ee. Malheureusement, cette m�ethode est di�cile �a �etendre en 3D. Pour atteindre l'objectif
de contr�oler les valences des ar�etes de bord d'un maillage hexa�edrique produit �a partir d'un
champ de rep�ere 3D orthogonal, nous allons employer une autre m�ethode que nous pr�esentons
dans le prochain chapitre 6.
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Chapitre 5. Champ de rep�ere lisse selon une d�e�nition adapt�ee �a la CAO

76



6

Champ de rep�ere avec contraintes de

bords adapt�ees �a la CAO

Ce chapitre pr�esente une m�ethode pour contr�oler les valences sur le bord des maillages
hexa�edriques produits par les champs de rep�ere 3D pr�esent�es dans la section 3.2.1. Ce contr�ole
des valences de bords permet notamment de rendre les champs orthogonaux compatibles aux
mod�eles CAO poss�edant des coins �a petit angle. Dans les chapitres 4 et 5, nous avons rendu les
champs de rep�ere compatibles aux coins �a petits angles en d�e�nissant une nouvelle d�e�nition
de lissage de champ. Dans ce chapitre, nous apportons une solution qui agit seulement sur les
contraintes d'alignement au bord, en gardant la d�e�nition de lissage classique pr�esent�ee dans le
chapitre 3.2.1. Cette solution est pr�esent�ee en 3D, et est de l'ordre de 1000 fois plus rapide que la
solution pr�esent�ee dans le chapitre 4. Nous verrons �egalement dans le chapitre 8 que contr�oler les
valences sur le bord permet de construire des maillages r�esistants �a des d�eformations extr�emes
dans les simulations qui op�erent de grandes d�eformations sans �etape de remaillage.

6.1 Introduction

Nous pr�esentons une m�ethode pour imposer le graphe de singularit�e de bord d'un champ
de rep�ere 3D avant de l'optimiser. En contr�olant les indices de singularit�e aux bords, cette
technique peut g�en�erer des maillages hexa�edriques avec des valences d'ar�ete de bord sp�eci��ees.
Dans les situations o�u les ar�etes caract�eristiques d'un mod�ele CAO se croisent �a des angles vifs,
l'approche traditionnelle consistant �a aligner le champ de rep�ere avec les normales de surface
conduit �a des singularit�es de bord non maillables. Au lieu de cela, nous alignons le champ de
rep�ere avec un champ de direction pr�ecalcul�e sp�eci�quement con�cu pour produire les singularit�es
de bord valides donn�ees en entr�ee. Nous pr�esentons un algorithme pour g�en�erer ce champ de
direction et fournissons des heuristiques pour obtenir les singularit�es de bord d'entr�ee n�ecessaires.
Nous d�emontrons l'e�cacit�e de cette approche en produisant des maillages valides malgr�e des
petits angles �a travers un pipeline de maillage hexa�edrique standard, et nous montrons que
la modi�cation des singularit�es de bord d'un champ de rep�ere peut �egalement am�eliorer les
performances des techniques d'optimisation de champ de rep�ere actuelles dans la construction
d'un graphe de singularit�e int�erieur valide.

Le principal probl�eme des m�ethodes de maillage hexa�edrique bas�ees sur des champs de rep�ere
3D vient du fait que les matrices de correspondance gtt′ obtenues �a partir des champs de rep�ere
(sec 3.2.1) peuvent ne pas correspondre �a un graphe de singularit�e de maillage hexa�edrique. Ce
sc�enario, rare en 2D mais fr�equent en 3D, fait tr�es souvent �echouer la m�ethode cubecover que
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

nous avons d�ecrit dans la section 3.2. En e�et, seulement un sous-ensemble de tous les graphes
de singularit�e de champ de rep�ere possibles peut �etre utilis�e pour le maillage hexa�edrique [Liu
et al. 2018] ; [Reberol et al. 2019]. Rien que sur le bord, les indices de singularit�e du champ de
rep�ere peuvent �etre incompatibles avec la cr�eation de maillage hexa�edrique.

Typiquement, si l'angle di�edral θtt′ d'une ar�ete de bord commune �a t, t′ ∈ Tb tombe dans
la plage d'angle [π − π/4, π + π/4], un champ de rep�ere lisse qui s'aligne avec les normales du
bord l'ajuste �a un angle de π et traite l'ar�ete de bord comme r�eguli�ere. Au lieu de cela, si l'angle
di�edral tombe en dehors de cette plage, l'ar�ete est consid�er�ee comme singuli�ere, et son indice
est d�etermin�e par le multiple le plus proche de π/2. Cependant, lorsqu'il s'agit de mod�ele CAO
comportant des ar�etes caract�eristiques se croisant �a des angles fortement aigus ou obtus, les
indices de singularit�e d�etermin�es en arrondissant l'angle di�edral g�eom�etrique aboutissent souvent
�a un graphe de singularit�e invalide.

Prenons l'exemple d'un mod�ele ayant des angles di�edraux inf�erieurs �a π/4 (Figure 6.1). D'une
part (Figure 6.1, gauche), un champ de rep�ere align�e avec les normales du bord l'ajuste �a un
angle de 0, ce qui donne une ar�ete de valence 0 qui ne peut pas �etre maill�ee. D'autre part (Figure
6.1, droite), un champ de rep�ere align�e avec un champ de vecteur soigneusement choisi l'ajuste
�a un angle de π/2, ce qui correspond �a une ar�ete de valence 1 dans le maillage hexa�edrique de
sortie. Cela d�emontre que nous pouvons in�uencer les singularit�es des ar�etes de bord d'un champ
de rep�ere en ajustant ses contraintes d'alignement au bord. De plus, la modi�cation du graphe
de singularit�e au bord a�ecte �egalement le graphe de singularit�e �a l'int�erieur du mod�ele, ce qui
peut �etre b�en�e�que.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme simple pour g�en�erer des champs de rep�ere
avec des valences prescrites sur les ar�etes de bord. L'id�ee cl�e est de contraindre les rep�eres du bord
�a s'aligner avec une direction v qui peut di��erer de la normale du bord n de sorte que l'arrondi
conduise �a la valence d'ar�ete d�esir�ee. Ensuite, nous utilisons l'optimisation de champ de rep�ere
sym�etrique de la section 3.2.1 pour interpoler de mani�ere lisse le champ et obtenir le graphe de
singularit�e interne. Si ce champ de rep�ere a les singularit�es d�esir�ees, il ne peut pas �etre utilis�e
directement pour le maillage car il n'est pas align�e avec le bord. Par cons�equent, nous calculons
un second champ de rep�ere avec correspondances gtt′ �x�e pour chaque couple de t�etra�edres t, t

′

adjacent, mais cette fois align�e avec les normales du bord. Cette nouvelle g�eom�etrie de champ
de rep�ere et les matrices de correspondance gtt′ sont ensuite utilis�ees pour g�en�erer des maillages
hexa�edriques avec la m�ethode pr�esent�ee dans le chapitre 3.

Nous d�emontrons que notre m�ethode peut �etre utilis�ee pour r�esoudre le probl�eme de maillage
de mod�ele CAO avec des ar�etes caract�eristiques formant des coins �a petit angle (Fig 6.2). De
plus, nous proposons des heuristiques pour d�eterminer des valences d'ar�ete en entr�ee permettant
d'�eviter les probl�emes de cycles limites d�ecrits dans [Reberol et al. 2019].

Pour r�esumer, notre algorithme suit les �etapes suivantes :

1. Calcul de contraintes de bords v (Sec 6.2) ;

2. G�en�eration d'un champ de rep�ere lisse avec les contrainte de bords v (Sec 3.2.1).

3. Recalcul d'un champ de rep�ere �a combinatoire �x�ee align�e avec les normales du bord
(Sec 6.2.4).

4. Extraction d'une carte sans couture (Sec 3.2.2) et un maillage hexa�edrique (Sec 3.2.3).

6.2 Calcul des contraintes de bord �a partir de valences de bord

En pratique, choisir la matrice de correspondance la plus proche, comme dans l'�Equation (3.13),
revient �a choisir les valences d'ar�ete en arrondissant les angles di�edres de bord. Pour un angle
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6.2. Calcul des contraintes de bord �a partir de valences de bord

Figure 6.1 � Dans le cas du maillage d'une ar�ete �a petit angle, un champ de rep�ere orthogonal
align�e avec les normales de surface satisfait les deux contraintes avec des vecteurs de direction
oppos�es d'un rep�ere (en haut, �a gauche), conduisant �a une ar�ete de valence 0 qui ne peut pas
�etre maill�ee. Nous calculons de nouvelles contraintes de direction de sorte qu'un champ de rep�ere
utilise deux de ses directions pour s'aligner (en haut, �a droite), ce qui donne une ar�ete de valence
1 qui peut �etre maill�ee. La r�egularit�e globale de nos contraintes de direction permet la production
d'une ligne de singularit�e interne valide (ligne rouge, en bas �a droite) en utilisant la m�ethode
d'optimisation de champ de rep�ere [Ray et al. 2016].

Figure 6.2 � Parce que l'angle de la pente est trop faible, un champ de rep�ere orthogonal
suivant les directions normales au bord �echoue �a s�eparer l'extr�emit�e de la pente du support de
la pente, ce qui donne un r�esultat d�eg�en�er�e (�a gauche). Au lieu de cela, nos contraintes de
direction obtenues avec notre m�ethode s�eparent la pente et son support avec un angle de 90◦, ce
qui donne une ar�ete de valence 3 �a l'extr�emit�e de la pente. La ligne rouge correspond �a une ligne
de singularit�e interne de valence 3 produite par l'optimisation du champ de rep�ere [Ray et al.
2016] avec nos contraintes de direction.
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Figure 6.3 � L'angle di�edre φtt′ et la valence g�eom�etrique d'ar�ete ktt′ sont calcul�es en utilisant
les deux normales de faces nt et nt′ adjacentes �a l'ar�ete de bord adjacente �a t et t′.

di�edre φtt′ , d�eduit des normales au bord des t�etra�edres t, t′ ∈ Tb d'un champ de rep�ere, la va-
lence d'ar�ete associ�ee avec le pipeline d�ecrit dans le chapitre 3 est round(2φtt′/π). Dans cette
section, notre objectif est de trouver un nouveau champ de direction de bord v de telle sorte que
l'arrondi de φtt′ m�ene aux valences de bord ktt′ prescrites par l'utilisateur. Pour ce faire, nous
nous appuyons sur une optimisation gloutonne pour minimiser deux objectifs, l'un contr�olant les
angles di�edres et l'autre imposant de pr�eserver la courbure du bord.

En raison de l'arrondissement, nous voulons �etre certains que la d�eviation d'angle maximale
par rapport �a l'angle di�edre cible est inf�erieure �a π/4. Pour cette raison, nous n'utilisons pas un
objectif de moindres carr�es, mais plut�ot une minimisation de la d�eviation d'angle maximale.

La discussion sur la fa�con de choisir les valences ktt′ des ar�etes est report�ee �a la Section 6.3.

6.2.1 �Energies

Nous d�esignons par φ(nt, nt′) l'angle di�edre entre deux plans dont les normales sont nt et nt′

et qui se coupent le long de l'ar�ete ett′ .

φ(nt, nt′) = π − atan2

(
⟨nt × nt′ ,

ett′

|ett′ |
⟩, ⟨nt, nt′⟩

)
.

La Figure 6.3 illustre toutes ces variables.
�A un t�etra�edre t, nous voulons que notre nouvelle contrainte de direction v d�e�nisse un angle

di�edre correspondant aux valences du bord ktt′ :

δdt (v) := max
t′∈N (t)

|φ(vt, vt′)− ktt′π/2| . (6.1)

Cet objectif seul est insu�sant car il est enti�erement ind�ependant de la courbure de la surface.
Pour une sph�ere, minimiser l'�Equation (6.1) conduirait �a un champ de vecteur constants v �a
partir duquel il serait impossible de g�en�erer un graphe de singularit�e int�erieur valide. Ainsi, nous
d�esirons �egalement que le nouveau champ du bord v reste aussi proche que possible de la courbure
initiale. Dans cet objectif, nous d�e�nissons, �a chaque ar�ete commune �a deux t�etra�edres du bord
t, t′ ∈ Tb, une paire de normales id�eales n̄tt′ et n̄t′t. Les deux normales doivent �etre proches, au
sens des moindres carr�es, des normales originales mais doivent �egalement satisfaire la contrainte
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6.2. Calcul des contraintes de bord �a partir de valences de bord

d'angle di�edre. Plus formellement, notre paire de normales id�eales est la solution du probl�eme
d'optimisation :

minn̄tt′ ,n̄t′t∈R3 |n̄tt′ − nt|2 + |n̄t′t − nt′ |2
subject to : φ(n̄tt′ , n̄t′t) = ktt′π/2

|n̄tt′ | = |n̄t′t| = 1

(6.2)

Soit Rtt′ la rotation d'angle π − ktt′π/2 et d'axe le vecteur d'ar�ete ett′ , nous l'utilisons pour
trouver les solutions de l'�Equation (6.2) pour obtenir nos normales id�eales :

n̄tt′ =
nt +Rtt′nt′

|nt +Rtt′nt′ |
.

L'�energie de lissage mesure la distance angulaire maximale par rapport �a nos normales id�eales :

δnt (v) := max
t′∈N (t)

arccos
(
v⊤t n̄tt′

)
. (6.3)

La d�eviation d'angle au t�etra�edre t ∈ T est d�e�nie comme le maximum de la distance angulaire
par rapport aux angles di�edres cibles (�Equation (6.1)) et de la distance angulaire par rapport
aux normales id�eales (�Equation (6.3)) :

Et(v) := max(δdt (v), δ
n
t (v)).

La d�eviation d'angle maximale parmi tous les t�etra�edres t pour un ensemble donn�e de vecteurs
de direction v est not�ee comme suit :

E(v) := max
t∈Vb

Et(v).

Notre objectif dans la sous-section suivante (Sec 6.2.2) est de trouver un ensemble de vecteurs
de direction v qui minimise E(v). L'arrondissement de l'angle di�edre garantit qu'un champ de
rep�ere orthogonal lisse contraint par les directions v a un graphe de singularit�e de bord corres-
pondant aux valences d'ar�ete de bord d'entr�ee ktt′ chaque fois que E(v) < π/4 (voir Sec.6.4.2).

6.2.2 Une m�ethode d'optimisation gloutonne

Comme nous souhaitons minimiser une fonction objective non convexe, nous nous appuyons
sur un algorithme glouton simple.

Nous initialisons les directions vt pour �etre �egales aux vecteurs normaux nt, et nous rem-
pla�cons it�erativement vt par le vecteur unitaire ut qui minimise la d�eviation d'angle Ei(v) lorsque
vt′ sont consid�er�ees comme constantes pour tous les j ̸= i. Le vecteur ut est d�etermin�e par les
directions de vecteurs voisins au moment de la modi�cation. Son calcul exact est d�etaill�e dans
la Sec. 6.2.3.

Apr�es que le vecteur vt a �et�e modi��e, nous devons mettre �a jour les vecteurs des t�etra�edres
voisins. Ainsi, notre algorithme glouton utilise une �le d'attente pour d�eterminer les indices des
faces de bords qui doivent �etre mis �a jour. Tout d'abord, la �le d'attente est remplie avec tous les
indices des faces. Ensuite, tant que la �le d'attente n'est pas vide, nous choisissons et supprimons
l'index de devant. Si un vecteur ut r�eduit l'�energie de la face courante, nous rempla�cons le vecteur
de direction vt par ut et ajoutons toutes les faces adjacentes �a la �le d'attente (si elles ne s'y
trouvent pas d�ej�a). Cette proc�edure est r�esum�ee dans le pseudo-code de l'Algo. 1.
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Figure 6.4 � Illustration de la recherche d'un vecteur minimum parmi une discr�etisation
donn�ee par un cube. Dans la premi�ere �etape, le vecteur de direction qui minimise Et est choisi
parmi 26 vecteurs de direction, chacun repr�esent�e par des points de coordonn�ees enti�eres �a la
surface d'un cube centr�e sur l'origine avec une taille de 2. Ensuite, la taille du cube est doubl�ee
pour identi�er le vecteur de direction optimal (a�ch�e en rouge, �a droite) parmi les points entiers
qui entourent la solution pr�ec�edente (rouge, �a gauche). Cette proc�edure est r�ep�et�ee 9 fois pour
atteindre un vecteur de direction qui est proche d'�etre optimal.
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6.2. Calcul des contraintes de bord �a partir de valences de bord

Algorithm 1: Greedy boundary vector optimization

Input: Vecteurs normaux initiaux
Output: Vecteurs optimis�es

1 Function IterativeOptimization(n) :
2 v ← nQ← boundary facet indices ; while Q is not empty do
3 i← Q.pop_front() ; u← MinFacetDirection(i) ; if E(u) < E(v) then
4 vt ← ut ; forall t

′ ∈ N (t) do
5 Q.push(j) ;
6 end

7 end

8 end

9 return v ;

6.2.3 Minimisation d'un vecteur unique

A�n d'utiliser l'Algo. 1, nous devons r�esoudre le sous-probl�eme de minimisation de E(v)
pour la variable vt en consid�erant toutes les autres composantes �xes. Notre �energie d�epend
uniquement de l'angle entre les vecteurs, donc la longueur de vt n'a�ecte pas la valeur de E ,
seule la direction est importante. Ainsi, nous utilisons un algorithme de recherche it�eratif en
�echantillonnant des directions de coordonn�ees enti�eres �a la surface d'un cube centr�e de longueur
d'ar�ete 2n pour des valeurs croissantes de n ∈ N.

Nous commen�cons avec un cube de longueur n = 2, ce qui donne 26 directions �echantillonn�ees.
�A la premi�ere �etape, nous testons exhaustivement toutes les directions et gardons celle avec
l'�energie la plus basse. �A l'it�eration suivante, nous doublons la taille du cube et testons unique-
ment les 8 (ou 6 �a un coin) directions adjacentes avec des coordonn�ees enti�eres, comme illustr�e
dans Fig. 6.4. Nous gardons �a nouveau le meilleur candidat. Nous r�ep�etons cette proc�edure 9
fois.

Un cube de longueur 2p a un total de 24× 4p+2 directions �echantillonn�ees. Au lieu de tester
toutes les directions, notre m�ethode de dichotomie ne teste que 9k + 26 vecteurs de direction
apr�es p it�erations pour trouver une approximation d'un minimiseur local vt. En pratique, nous
arr�etons �a p = 9. Cette proc�edure est r�esum�ee dans le pseudo-code de l'Algo. 2.

6.2.4 Champ de rep�ere lisse avec appariement �xe

Apr�es avoir obtenu un champ de rep�ere 3D (Et)t∈T align�e avec les directions de bord (vt)t∈Tb

par la m�ethode de l'�etat de l'art d�ecrite dans le chapitre 3.2.1, ainsi que les matrices de correspon-
dance gtt′ correspondant �a ce champ de rep�ere, nous voudrions r�ealigner les rep�eres de bord avec
leur normale de surface correspondante. Pour ce faire, nous devons identi�er, pour chaque rep�ere
de bord Et, le vecteur de colonne qui s'aligne avec la direction vt et transf�erer cette contrainte
au vecteur normal nt. Ainsi, un rep�ere align�e sur le bord Ē doit satisfaire la contrainte :

n⊤t Ēt = v⊤t Et, ∀t ∈ Tb.

Avec ces contraintes de bord, nous aimerions trouver le champ de rep�ere le plus lisse dont les
matrices de correspondance sont les gtt′ obtenues avec l'�Equation (3.13) :

minĒ
∑

t∈T
∑

j∈N (t)

∥∥Ēt − gtt′Ēt

∥∥2
F
,

sous contrainte : n⊤t Ēt = v⊤t Et, ∀t ∈ Tb.
(6.4)
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Algorithm 2: Iterative searching algorithm

Input: initial normal vectors of boundary facets, index i
Output: a normalized vector

1 Function MinFacetDirection(v, i) :
2 N ← 2 ;
3 st← (−1,−1,−1) ;
4 end← (1, 1, 1) ;
5 for iter ← 0 to 10 do
6 pt← MinPointOfCubeSurface(v, i, st, end,N) ;
7 N ← 2 ·N ;
8 st← 2 · pt− (1, 1, 1) ;
9 end← 2 · pt+ (1, 1, 1) ;

10 end

11 return normalizedVec3(pt) ;

12 Function MinPointOfCubeSurface(v, i, st, end, N) :
13 u← v ;
14 pt← (1, 0, 0) ;
15 for x← stx to endx do
16 for y ← sty to endy do
17 for z ← stz to endz do
18 if max(|x|, |y|, |z|) == N/2 then
19 ut ← normalizedVec3(x, y, z) ;
20 if Et(u) < Et(v) then
21 vt ← ut ;
22 pt← (x, y, z) ;

23 end

24 end

25 end

26 end

27 end

28 return pt ;

Le probl�eme d'optimisation dans l'�Equation (6.4) n'impose pas que Ēt soit une matrice de
rotation. Ainsi, nous projetons �a posteriori la matrice dans l'espace des matrices de rotation en
utilisant une d�ecomposition en valeurs singuli�eres.

6.3 Di��erentes strat�egies pour d�eterminer les valences des ar�etes

de bord

Dans cette section, nous pr�esentons trois heuristiques pour choisir les valences des ar�etes de
bord. La Sec 6.3.1 se concentre sur la reproduction des valences d'ar�etes de bord sugg�er�ees par
les normales de surface (voir Fig 6.3), sauf sur les ar�etes �a faible angle pour �eviter le cas d'�echec
ktt′ = 0. Cependant, les ar�etes �a faible angle ne sont pas les seuls cas o�u le bord cr�ee naturellement
une con�guration non maillable. Dans la Sec 6.3.2, nous pr�esentons une heuristique qui utilise la
g�eom�etrie de surface pour r�esoudre les probl�emes de non-orthogonalit�e qui ne sont pas li�es aux
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6.3. Di��erentes strat�egies pour d�eterminer les valences des ar�etes de bord

Figure 6.5 � Un champ de rep�ere orthogonal suivant les normales de surface du bord pr�es
d'une ar�ete �a faible angle di�edre consid�ere l'ar�ete comme une ar�ete de sortie de valence 0, ce qui
conduit �a un r�esultat d�eg�en�er�e (�a gauche). Nous le r�esolvons en calculant de nouvelles contraintes
de direction qui agissent comme si l'ar�ete �a faible angle di�edre �etait en fait une ar�ete �a angle
di�edre π/2, qu'un champ de rep�ere orthogonal g�ere sans probl�eme (�a droite).

ar�etes �a faible angle. La Sec 6.3.3 se concentre sur les mod�eles CAO dont la g�eom�etrie ne peut pas
�etre utilis�ee pour d�eterminer un graphe de singularit�e du bord valide. Ceux-ci sont fr�equemment
associ�es �a des cas de non-orthogonalit�e extr�eme induit par des ar�etes caract�eristiques, et nous
montrons comment r�esoudre de tels cas en utilisant des valences d'ar�etes donn�ees en entr�ee. En�n,
dans la Sec 6.3.4, nous montrons des exemples de mod�eles CAO dans lesquels la modi�cation du
graphe de singularit�e du bord est facultative mais aide la m�ethode d'optimisation de champ de
rep�ere pr�esent�ee dans la section 3.2.1 �a trouver un graphe de singularit�e int�erieur valide.

6.3.1 Ar�ete �a faible angle di�edre

Si le maillage t�etra�edrique en entr�ee a des angles di�edres φtt′ inf�erieurs �a π/4, un champ de
rep�ere orthogonal align�e sur les directions normales de surface a un graphe de singularit�e du bord
correspondant �a une ar�ete de valence ktt′ = 0 dans le maillage hexa�edrique en sortie, qui n'est
pas maillable (voir Fig. 6.5, �a gauche).

Nous proposons une heuristique simple consistant �a assigner une valence d'ar�ete de ktt′ = 1
chaque fois que l'angle di�edre φtt′ est inf�erieur �a π/4. Pour une ar�ete de bord appartenant �a
t, t′ ∈ Tb, nous calculons les valences d'ar�ete comme suit :

ktt′ = max

(
round

(
2φtt′

π

)
, 1

)
.

En cons�equence, les contraintes de direction v calcul�ees �a partir de ces valences (Sec 6.2)
�eliminent les probl�emes d'ar�ete �a faible angle di�edre sans en cr�eer de nouveaux, comme illustr�e
dans la Figure 6.5 (�a droite) et la Figure 6.6. Cela signi�e que l'utilisation de ces contraintes de
direction v est toujours pr�ef�erable �a l'utilisation des contraintes de direction n de normales de
surface.
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Figure 6.6 � Tourner un mod�ele pendant son extrusion permet de g�en�erer beaucoup de non-
orthogonalit�e dans de nombreuses directions di��erentes. Notre m�ethode construit un maillage
hexa�edrique comme si le mod�ele avait �et�e extrud�e normalement.

6.3.2 Angles di�edraux ambigus

Beaucoup des probl�emes que nous rencontrons avec le jeu de donn�ees MAMBO [Ledoux
2019] sont caus�es par des probl�emes de non-orthogonalit�e sur des ar�etes avec des angles di�edres
φ ≈ pπ/2 + π/4, p ∈ N. Dans ce cas, choisir la valeur k = p peut conduire �a des valences d'ar�ete
du bord qui ne sont pas compatibles avec le maillage hexa�edrique. Ce probl�eme de maillage peut
�etre r�esolu en augmentant syst�ematiquement la valence d'ar�ete de un chaque fois que l'angle
di�edre est trop proche de π/4 modulo π/2 :

ktt′ = max

(
round

(
2φtt′

π
+ 0.05

)
, 1

)
.

La Figure 6.7 montre 5 maillages hexa�edriques g�en�er�es avec succ�es gr�ace �a cette heuristique
simple.

6.3.3 Mod�eles CAO avec valences d'ar�etes prescrites par l'utilisateur

Pour le maillage hexa�edrique de mod�eles CAO, l'utilisateur peut �egalement ajouter �a la des-
cription des ar�etes caract�eristiques la valence d'ar�ete d�esir�ee. En proc�edant ainsi, notre m�ethode
peut construire des contraintes de direction du bord en fonction de ces valences d'entr�ee. Si nous
atteignons un angle de d�eviation maximal E(v) inf�erieur �a π/4 (Sec. 6.4.2), nous nous assurons
qu'un champ de rep�ere suivant ces contraintes de direction aura un graphe de singularit�e du
bord valide (correspondant aux valences d'ar�ete valides donn�ees sur les ar�etes caract�eristiques).
La Figure 6.8 montre des exemples de mod�eles CAO pour lesquels nous avons besoin des va-
lences d'ar�ete du bord en entr�ee car nos heuristiques ne parviennent pas �a produire des maillages
valides.
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Figure 6.7 � Lorsqu'un angle di�edre est proche de pπ/2 + π/4 avec p ∈ N, nous remarquons
que choisir soit k = p soit k = p+1 conduit �a un graphe de singularit�e de bord valide, tandis que
l'autre ne le fait pas. Pour obtenir les r�esultats ci-dessus, notre heuristique consiste �a choisir la
valence d'ar�ete k = p+ 1 si l'angle di�edre φ est sup�erieur �a pπ/2 + 0.9π/4.
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Figure 6.8 � Dans le cas de non-orthogonalit�e extr�eme dans des mod�eles CAO, il est di�cile de
d�eterminer g�eom�etriquement les valences des ar�etes caract�eristiques. Pour obtenir ces r�esultats,
nous avons prescrit les valences des ar�etes caract�eristiques dans les descriptions CAO des mod�eles
en entr�ee.
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6.3. Di��erentes strat�egies pour d�eterminer les valences des ar�etes de bord

Figure 6.9 � Remplacer toutes les ar�etes de valence 3 (en haut) par des ar�etes de valence 2
(en bas) peut transformer des graphes de singularit�e non maillables en graphes valides.

Figure 6.10 � Pour calculer un maillage hexa�edrique valide, une valence d'ar�ete prescrite de
4 sur les ar�etes d'intersection des pentes est requise. �A partir des angles int�erieurs d'ar�ete de
4,37 (�a gauche) et 3,87 (�a droite), l'optimisation de champ de rep�ere orthogonal [Ray et al.
2016] produit un graphe de singularit�e int�erieur valide comme si les angles int�erieurs des ar�etes
d'intersection des pentes �etaient proches de 2π. Notre algorithme r�eduit les angles de d�eviation
maximale δmax sur les contraintes de direction du bord de 1, 91 (�a gauche) et 2, 41 (�a droite) �a
0, 38 et 0, 48.
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

6.3.4 Modi�cation des graphes de singularit�e internes

Reberol et al. [Reberol et al. 2019] illustrent plusieurs con�gurations o�u le calcul d'un champ
de rep�ere lisse conduit �a des graphes de singularit�e non maillables. Ils proposent une solution �a
ce probl�eme en modi�ant la g�eom�etrie du maillage t�etra�edrique en entr�ee. Au lieu de changer la
g�eom�etrie d'entr�ee, nous rempla�cons simplement les ar�etes de valence 3 par des ar�etes de valence
2. Pour les mod�eles de la Figure 6.9, nous avons utilis�e :

ktt′ = min

(
round(

2φtt′

π
), 2

)
,

sur toutes les ar�etes du bord.
La Figure 6.9 montre trois exemples dans lesquels nous avons �evit�e le probl�eme des singularit�es

non valides en modi�ant simplement les valeurs ktt′ sur certaines ar�etes du bord. Cependant,
ces modi�cations apport�ees aux singularit�es du bord ont un impact n�egatif sur la distance de
Hausdor� entre le maillage t�etra�edrique d'entr�ee et le maillage hexa�edrique de sortie. De plus, le
maillage hexa�edrique perd partiellement l'alignement avec les ar�etes caract�eristiques.

6.4 R�esultats

Nous avons test�e notre algorithme sur les 74 mod�eles "de base" du jeu de donn�ees MAMBO
[Ledoux 2019]. La Figure 6.11 montre les temps de calcul en fonction du nombre de t�etra�edres
pour chaque mod�ele de notre jeu de donn�ees. Parmi les trois �etapes principales de notre algo-
rithme (calcul des nouvelles contraintes du bord, g�en�eration d'un champ de rep�ere sym�etrique et
r�ealignement avec les normales du bord), le calcul d'un champ de rep�ere sym�etrique avec Ray et
al. [Ray et al. 2016] est le plus co�uteux.

Le calcul des contraintes du bord �a partir des valences des ar�etes repose sur l'optimisation
gloutonne d�ecrite dans la Section 6.2. Bien que nous n'ayons aucune preuve de convergence ou
de borne �a la solution optimale, ce sch�ema fonctionne bien en pratique. La Figure 6.12 compare,
pour tous nos mod�eles, l'angle maximal de d�eviation E �evalu�e avec les normales du bord initiales
et avec le champ de vecteur v, sortie de l'Algorithme 1. Nous parvenons toujours �a abaisser la
d�eviation d'angle bien en dessous de la barre de π/4, �evitant ainsi l'erreur d'arrondi.

6.4.1 Comparaisons avec le chapitre 4

Dans le chapitre 4, nous proposons une repr�esentation de champ de rep�ere non-orthogonaux
qui peut r�esoudre certains probl�emes de maillage induits par des coins fortement non-orthogonaux.
Nous nous appuyons sur un processus d'optimisation non convexe lisse, initialis�e avec un champ
de rep�ere orthogonal calcul�e avec la section 3.2.1.

Si la m�ethode du chapitre 4 o�re une solution alternative �a la construction de maillages
hexa�edriques dans des cas non-orthogonaux, elle n'est pas aussi �exible que cette m�ethode et ne
peut r�esoudre qu'une gamme plus limit�ee de probl�emes. Par exemple, lorsque l'angle di�edral φtt′

d'une ar�ete du bord est dans la plage [pπ/2, (p+ 1)π/2], un maillage hexa�edrique calcul�e �a partir
d'un champ de rep�ere non-orthogonal aura une valence d'ar�ete du bord de p ou p + 1, selon la
fa�con dont le champ est contraint par les directions normales de la surface.

Notre m�ethode de ce chapitre 6 peut g�en�erer des valences de bord avec des valeurs arbitraires.
La �gure 6.10 montre des mod�eles avec des pentes doubles ayant des ar�etes d'intersection avec
un angle int�erieur dans la plage [π, 3π/2]. Avec des valences d'ar�ete pr�ed�e�nies de 4 sur les ar�etes
d'intersection, notre m�ethode construit des contraintes de direction qui permettent le calcul
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6.4. R�esultats

Figure 6.11 � Temps de calcul des trois �etapes de notre algorithme de g�en�eration de champ
de rep�ere : calcul des contraintes de bord, optimisation du champ de rep�ere orthogonal et
r�ealignement du champ de rep�ere. Notre algorithme ajoute une surcharge de temps tr�es faible
(courbe verte et bleue) par rapport aux m�ethodes standard de g�en�eration de champ de rep�ere
(seulement la courbe orange).

d'un maillage hexa�edrique valide. Un champ de rep�ere non-orthogonal align�e avec les directions
normales de la surface ne peut pas produire ce graphe de singularit�e de bord valide car les ar�etes
d'intersection ne peuvent qu'au mieux �etre de valence 3.

En termes de performances, dans le chapitre 4, nous rapportons un temps de calcul environ
1000 fois plus lent que pour la g�en�eration d'un champ de rep�ere orthogonal. Comme le montre
la Figure 6.11, la m�ethode pr�esent�ee dans ce chapitre est beaucoup plus rapide car le temps de
calcul est largement domin�e par la g�en�eration du champ de rep�ere orthogonal.

6.4.2 Cas d'�echec

La valence d'ar�ete de bord caract�eristique ktt′ d'un maillage hexa�edrique produit en utilisant
la m�ethode d�ecrite dans le chapitre 3 d�epend de l'angle di�edre φ(vt, vt′) des deux contraintes de
direction des t�etra�edres t et t′, comme d�ecrit dans la section 6.2.1. L'objectif de l'�equation (6.1) est
d'atteindre une valeur de φ(vt, vt′) qui est au pire �a une distance de π/4 de ktt′π/2. Cependant,
comme φ(vt, vt′) est un angle compris entre 0 et 2π, notre valence d'ar�ete cible ne peut pas
d�epasser 4. Pour surmonter cette limitation, pour les valences ktt′ ≥ 5, l'�equation (6.1) doit �etre
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Chapitre 6. Champ de rep�ere avec contraintes de bords adapt�ees �a la CAO

Figure 6.12 � Comparaison entre l'�energie initiale et l'�energie apr�es optimisation. Sur les
mod�eles "B" de l'ensemble de donn�ees mambo [Ledoux 2019] et avec des valences d'ar�etes
obtenues avec l'heuristique de la section 6.3.1, nous obtenons des directions v telles que l'angle
de d�eviation maximum E(v) est inf�erieur �a π/4 apr�es optimisation. Cela signi�e que le graphe
de singularit�e de bord de notre champ de rep�ere correspond aux valences d'ar�etes d'entr�ee.
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6.4. R�esultats

Figure 6.13 � Notre m�ethode produit des contraintes de bord qui entra��nent une valence d'ar�ete
de bord de 5, simulant une surface de volume qui s'auto-intersecte (angle int�erieur de 5π/2 > 2π)
autour de l'ar�ete des deux pentes. L'angle de d�eviation initial de E = 2.2 est r�eduit �a E = 0.46
apr�es optimisation.

modi��ee pour prendre en compte la plus petite valeur modulo 2π :

δdt (v) = max
t′∈N (t)

min
p∈Z
|φ(vt, vt′)− ktt′π/2 + 2pπ| .

Cette modi�cation est illustr�ee dans la �gure 6.13 o�u une valence d'ar�ete de bord de 5 est
d�esir�ee et atteinte. Dans ce cas, l'angle de d�eviation maximum initial E = 2.2, qui correspond �a
un angle di�edre initial de 5π/2 − 2.2, est r�eduit �a E = 0.46 < π/4. Cependant, plus l'angle de
d�eviation maximum initial est �elev�e, plus il devient di�cile de le r�eduire �a une valeur inf�erieure
�a π/4. Pour cette raison, les valences strictement sup�erieures �a 6 peuvent �etre di�ciles �a r�ealiser.

Ce chapitre a pr�esent�e une m�ethode pour contr�oler les valences (ou graphe de singularit�e de
bord) des champs de rep�ere 3D orthogonaux. Nous verrons dans le chapitre 8 que le contr�ole
des valences sur le bord est souvent n�ecessaire dans le cas de simulation de d�eformation hy-
per�elastique, pour construire un maillage adapt�e �a des d�eformations extr�emes sur le bord. De
plus, nous avons vu dans ce chapitre qu'�a partir de valences �ecrites sur la description CAO de
mod�eles, nous r�eussissons, malgr�e des con�gurations di�ciles, �a obtenir automatiquement un
graphe de singularit�e de champ de rep�ere valide dont on peut calculer un maillage hexa�edrique.
Malheureusement, pour les mod�eles 3D industriels utilis�es dans Numea, les champs de rep�eres
que nous produisons dans ce chapitre ont des graphes de singularit�es internes pr�esentant toujours
trop de probl�emes pour produire des maillages hexa�edriques valides. Ainsi, pour d�eterminer dans
le chapitre 8 la pertinence de la m�ethode Cubecover (Chap 3) et des contributions de cette th�ese
pour les simulations de d�eformation �a maillage unique (Chap 1), nous allons nous restreindre �a
des simulations industrielles en 2D (maillage quadrilat�ere).
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Troisi�eme partie

Contribution : Quadcover pour des

simulations 2D de grandes d�eformations
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7

Algorithme de quanti�cation 2D

rapide, robuste et open source

Dans ce chapitre, nous pr�esentons un algorithme de quanti�cation que nous avons cr�e�e pour
compl�eter la pi�ece manquante de notre pipeline de g�en�eration de maillage quadrilat�ere. Cet
algorithme de quanti�cation se veut plus simple d'impl�ementation que les pr�ec�edents n�ecessitant
une d�ecomposition en T-mesh, tout en o�rant des performances similaires en terme de �abilit�e et
de rapidit�e d'ex�ecution. Une impl�ementation de ce qui est pr�esent�e dans ce chapitre va �etre rendu
open-source. Dans ce chapitre qui est restreint �a la 2D, nous utilisons une structure de donn�ees
en demi-ar�etes [Muller et al. 1978] pour acc�eder �a la connectivit�e du maillage. Contrairement
au chapitre 3, nous repr�esentons la carte U par les coordonn�ees Uh de l'origine de chaque demi-
ar�ete h dans la carte, o�u H est le nombre total de demi-ar�etes dans la triangulation en entr�ee.
Pour caract�eriser les discontinuit�es admissibles de U �a travers les ar�etes, nous introduisons des
variables suppl�ementaires : pour chaque demi-ar�ete h, la fonction de transition entre sa face et sa
face oppos�ee est d�e�nie par une translation par un nombre complexe de Gauss th (de partie r�eelle
et imaginaire enti�ere) et une rotation rh = ık, o�u k ∈ Z (voir Fig. 7.1). Dans cette formulation,
notre probl�eme d'optimisation a les variables suivantes : les coordonn�ees de la carte (Uh)

H
h=1,

les rotations (rh)
H
h=1 et les translations (th)

H
h=1. Par rapport aux notations de la section 3.1,

rh =

(
0 1
−1 0

)ptt′

, et th = ntt′ + imtt′ si on suppose que la demi-ar�ete h est la demi-ar�ete de t

oppos�ee �a t′.

7.1 Introduction

Notre objectif est de produire une carte pr�eservant la grille avec une distorsion minimale,
ce qui se formule sous forme de probl�eme d'optimisation, consistant �a minimiser une fonction
objectif f(U) tout en respectant des contraintes de pr�eservation de la grille. Il existe plusieurs
fa�cons de d�e�nir cette fonction, mais la plupart incluent une estimation de la distorsion de la
carte sur tous les triangles. Un exemple de fonction objectif est donn�ee dans la section 3.1.3.
Pour les probl�emes plus complexes, des fonctions plus �elabor�ees [Garanzha et al. 2021] sont
utilis�ees pour produire des cartes valides avec un Jacobien positif.

Uh h

next(h)prev(h)

opp(h)

Formalisation Reformulons les conditions d'une carte pr�eservant la
grille 2D pr�esent�ee dans le chapitre 3.1.3 qui lient toute demi-ar�ete h ∈
[1 . . . H] �a son oppos�ee opp(h).
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Unext(opp(h))

opp(h)

0

r
hth

Uhh

Figure 7.1 � Fonction de transition pr�eservant la grille �a travers une demi-ar�ete h donn�ee
par une rotation rh et une translation th.

� La premi�ere condition est que la fonction de transition est une com-
binaison d'une rotation rh et d'une translation th :

Uh = rhUnext(opp(h)) + th
Unext(h) = rhUopp(h) + th
rh ∈ {1, ı, ı2, ı3}

(7.1)

� La seconde condition est que certaines variables doivent �etre enti�eres.
�Evidemment, les translations th doivent �etre des nombres complexes
de Gauss, mais en plus de cela, les sommets singuliers doivent �egalement
�etre des nombres complexes de Gauss. En e�et, lorsque les angles
des coins du triangle (dans la carte) partageant un sommet v ne
somment pas �a 360°, le sommet v est appel�e singulier et doit �etre un
nombre complexe de Gauss pour produire un sommet irr�egulier dans
le maillage quad �nal. Ces contraintes peuvent s'exprimer comme
suit :{

th ∈ Z[ı] ∀h ∈ {1 . . . H}
Uh ∈ Z[ı] si le sommet correspondant �a h est une singularit�e

(7.2)
o�u Z[ı] = a+ bı | a, b ∈ Z sont les nombres complexes de Gauss.

En�n, le probl�eme de g�en�eration de carte pr�eservant la grille peut �etre formul�e comme un
probl�eme d'optimisation :

argmin
{Uh,rh,th}Hh=1

f(U) s.t. (7.1) and (7.2) (7.3)

�Enonc�e du probl�eme Bien que la formulation g�en�erale du probl�eme soit simple, le m�elange
de variables enti�eres et r�eelles, et surtout le grand nombre de variables enti�eres, rendent le
probl�eme extr�emement di�cile �a r�esoudre. En pratique, la plupart des tentatives pour r�esoudre
le probl�eme r�eduisent le nombre de degr�es de libert�e en d�ecomposant le probl�eme en deux parties.
La premi�ere partie d�e�nit l'orientation souhait�ee pour les quadrilat�eres (le champ de rep�ere), et
la seconde partie d�e�nit deux champs scalaires (les coordonn�ees de texture) de telle sorte que
leurs iso-valeurs soient align�ees avec le champ de rep�ere. Comme observ�e dans [Bommes et al.
2009], les deux probl�emes impliquent des valeurs enti�eres et peuvent �etre r�esolus par le m�eme
type de solveur. Les valeurs enti�eres dans le premier probl�eme correspondent �a la topologie du
champ de rep�ere, comme d�ecrit dans le chapitre 3.1.2, qui est li�ee �a la valence des sommets
singuliers dans le maillage quadrilat�ere �nal. Dans le deuxi�eme probl�eme, les valeurs enti�eres
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rh ̸= 1, th ̸= 0

rh = 1, th = 0

Figure 7.2 � Graphe de d�ecoupe pour un maillage triangulaire d'un cube (en rouge). La
rotation et la translation �a travers les ar�etes qui n'appartiennent pas au graphe de coupe sont
respectivement 1 et 0.

codent essentiellement le nombre de bandes de quadrilat�eres entre les sommets singuliers, les
ar�etes caract�eristiques et les bords.

L'id�ee est donc de r�eduire consid�erablement le nombre de variables enti�eres dans le probl�eme
(7.3) en calculant un champ de rep�ere F sur la triangulation en entr�ee (Chap 3.1.2). Cela nous
permet de �xer toutes les rotations rh, de sorte qu'elles ne soient plus des variables de notre
probl�eme. Nous pouvons aller encore plus loin et �eliminer une grande partie des translations
th. En ayant �x�e le champ de rep�ere, nous avons �x�e les sommets singuliers, de sorte que nous
pouvons d�ecouper la surface en un disque topologique le long d'un ensemble de demi-ar�etes
appel�e graphe de d�ecoupe C ⊂ 1 . . . H. L'id�ee est d'obtenir un disque topologique avec toutes
les singularit�es de F situ�ees sur le bord [K�alberer et al. 2007]. Cela nous permet de mettre
toutes les translations th et les rotations rh respectivement �a z�ero et un �a travers chaque ar�ete
qui n'appartient pas �a C (voir Fig. 7.2). De cette mani�ere, les conditions th ∈ Z[ı] sont satisfaites
pour les demi-ar�etes concern�ees. Nous pouvons formuler les contraintes de mani�ere formelle de
la mani�ere suivante : 

th = 0 ∀h ̸∈ C
rh = 1 ∀h ̸∈ C
rh constraint par F ∀h ∈ C

(7.4)

Pour r�esumer, dans le reste de ce chapitre, nous sommes int�eress�es par le probl�eme suivant :

argmin
U

f(U) t.q. (7.1), (7.2) et (7.4) (7.5)

Notez que les translations th ∈ C dans cette formulation ne repr�esentent pas de degr�es de
libert�e car elles peuvent �etre calcul�ees �a partir de Uhh = 1H et rhh = 1H .

Contributions Au lieu d'utiliser un maillage en T (Sec 3.1.3), notre algorithme de quan-
ti�cation repose sur une d�ecimation du maillage triangulaire d'entr�ee en tant que structure in-
term�ediaire. Cette nouvelle m�ethode de quanti�cation pr�esente les avantages suivants par rapport
�a QGP [Campen et al. 2015] :

� Facilit�e de mise en œuvre : la g�en�eration d'un maillage en T et l'exploitation des
r�esultats de quanti�cation sont toutes deux di�ciles �a mettre en œuvre. En revanche, notre
algorithme repose sur une d�ecimation classique [Bommes et al. 2013a] et les r�esultats de
quanti�cation sont ais�ement transf�erables dans la carte �nale (voir section 7.2.3).

� Absence de bords : avec les maillages en T, il est di�cile de g�erer les bords [Lyon et al.
2019], tandis que notre m�ethode le permet ais�ement.

� Moins restrictif : nous pouvons obtenir des r�esultats alignant les singularit�es comme
dans QGP, mais sans aucune face d�eg�en�er�ee dans la carte grossi�ere.
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De plus, l'utilisation d'une structure plus simple et moins contrainte ouvre de nouvelles
perspectives pour des travaux futurs, tels que la gestion des ar�etes caract�eristiques �a l'�etape de
quanti�cation ou l'extension de cette m�ethode au cas volumique.

7.2 Notre quanti�cation

Compar�e aux travaux pr�ec�edents pr�esent�es dans le chapitre 3.1.4, nous e�ectuons notre quan-
ti�cation avec un maillage d�ecim�e plut�ot qu'un maillage en T. Un aper�cu de notre m�ethode est
pr�esent�e dans l'algorithme 3, et les �etapes sont d�etaill�ees dans la suite de cette section.

Algorithm 3: Quantize � Decimated mesh version

Input: MeshM, seamless map U seamless

Output: Matrix Q such that Q ·
(
U
1

)
= 0⃗ implies (7.2).

/* Compute a simpler proxy problem (see �7.2.1) */

1 Mproxy, D ← decimate (M);

2 Uproxy ← D · U seamless;
/* Optimize for integer degrees of freedom (see �7.2.2) */

3 {ωh}H
proxy

h=1 ← solve edge vector(Uproxy);
/* Move the solution back to the original problem (see �7.2.3) */

4 Q← augmented matrix for the linear system

{(Dnext(h) −Dh) · U seamless = ωh ∀h ∈ {1 . . . Hproxy}};

5 Function decimate :

Input: MeshM, seamless map U seamless

Output: Decimated meshM− and a H−-by-H mapping relation matrix D
6 M− ←M;
7 H− ← H;
8 D ← IdH−×H ;
9 while can improve do
10 choose the best edge to collapse or to �ip;
11 updateM− and H− accordingly;
12 �nd matrix O that updates maps ;
13 D ← O ·D ;

14 end

15 returnM−, D;

7.2.1 Simpli�cation du probl�eme

Pour calculer les degr�es de libert�e entiers, nous calculons une carte pr�eservant la grille avec un
algorithme d'optimisation combinatoire (voir section 7.2.2), qui contraint toutes les variables �a
�etre des entiers. Cependant, cette contrainte de "variables enti�eres uniquement" nous �eloignerait
consid�erablement d'une solution optimale si elle �etait directement appliqu�ee �a notre maillage
d'entr�ee.

Pour r�eduire autant que possible le nombre de variables �a valeurs r�eelles, nous utilisons
l'algorithme de d�ecimation propos�e par [Bommes et al. 2013a] sur le maillage original. La
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d�ecimation alterne entre le renversement et la suppression d'ar�etes. Contrairement aux algo-
rithmes de d�ecimation classiques, le choix de l'op�eration locale �a appliquer n'est pas d�etermin�e
par la g�eom�etrie du maillage, mais par la g�eom�etrie de la carte sans couture. Cela force la carte �a
pr�eserver un Jacobien positif pendant le processus et permet d'utiliser un crit�ere de triangulation
de Delaunay pour renverser les ar�etes.

Une di��erence notable avec [Bommes et al. 2013a] est notre mani�ere de maintenir le lien
avec le maillage d'origine. Lorsqu'une op�eration de renversement ou de suppression d'ar�ete est
appliqu�ee, les coordonn�ees de la carte doivent �etre propag�ees sur le nouveau maillage. De nou-
velles coordonn�ees de carte sont donn�ees par une expression lin�eaire des coordonn�ees de carte
pr�ec�edentes. Dans notre cas, nous ne les �evaluons pas pendant la d�ecimation, mais stockons
plut�ot cette expression lin�eaire dans un vecteur creux Dh tel que U

−h = DhU
seamless. La matrice

D = [D1, ..., DH− ]T est initialis�ee �a l'identit�e, puis mise �a jour �a chaque op�eration d'�edition.
Pour ce faire, nous construisons une matrice O qui propage les coordonn�ees de la carte �a travers
l'op�eration (voir ci-dessous) et mettons �a jour D ← OD.

La matrice O est construite en deux �etapes. La premi�ere �etape "brosse" la carte, c'est-
�a-dire qu'elle d�eplace tous les triangles a�ect�es par l'op�eration de mani�ere �a rendre la carte
continue. Elle applique essentiellement une rotation de kπ/2 et une translation �a chaque triangle,
qui peut �etre repr�esent�ee par une seule matrice H− × H− �a appliquer aux coordonn�ees de la
carte de la surface (voir �gure 7.3). La seconde �etape applique l'op�eration combinatoire (soit un
renversement, soit une suppression). Elle g�en�ere et supprime certains triangles. Les coordonn�ees
de carte des coins des nouveaux triangles sont �egales aux coordonn�ees de carte des sommets
correspondants ; cela peut �egalement �etre repr�esent�e dans une matrice. La matrice O est obtenue
apr�es redimensionnement et r�eordonnancement des lignes, pour re��eter le nouvel index des coins
de triangles apr�es l'op�eration.

Avec la matrice D, nous pouvons transf�erer n'importe quelle carte du maillage d'entr�ee vers
le maillage d�ecim�e. Nous l'utilisons directement pour transf�erer la carte sans couture vers le
maillage d�ecim�e Uproxy = D · U seamless a�n d'obtenir un objectif g�eom�etrique pour notre carte
pr�eservant la grille grossi�ere. L'autre avantage du calcul de D est que les contraintes agissant sur
les cartes du maillage d�ecim�e peuvent �etre propag�ees aux cartes du maillage d'entr�ee. C'est une
fa�con simple de transf�erer les r�esultats de quanti�cation au probl�eme d'origine (voir section 7.2.3).

D1

D2

D3

ıD1
ıD2

ıD3

0

r
4 =

ı
(D4999 ıD2)+ ıD1

(D4999 ıD2)+ ıD2

(D4999 ıD2)+ ıD3

t4=
D4999 ı

D2

D4

D5

D6

Figure 7.3 � Pour enlever la discontinuit�e entre les triangles noirs, les coordonn�ees de carte
symboliques Di du triangle noir de droite doivent �etre d�eplac�ees vers le triangle bleu par l'expres-
sion lin�eaire Di ← t4 + r4Di = D4 − ıD2 + ıDi. De plus, les rotations sont mises �a jour avec
ri ← r4ri et ropp(i) ← r−1

i .
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Figure 7.4 � La premi�ere �etape de notre algorithme de quanti�cation consiste �a d�ecimer le
maillage triangulaire initial en un maillage grossier ne comportant que des nœuds singuliers.

7.2.2 Optimisation des degr�es de libert�e entiers

Cette �etape recherche la carte de pr�eservation de grille U− du maillage d�ecim�e qui a unique-
ment des coordonn�ees de carte �a valeur enti�ere et qui est aussi proche que possible de Uproxy, la
carte sans couture transf�er�ee du maillage d'entr�ee. Pour ce faire, nous d�e�nissons la di��erence
entre Uproxy et U− comme suit :

E(U−) =
∑
h

∥(U−
next(h) − U

−
h )− (Uproxy

next(h) − U
proxy
h )∥2

∥Uproxy

next(h) − U
proxy
h )|2

(7.6)

On peut remarquer que cette �energie est �equivalente �a E dans QGP pour les ar�etes align�ees
avec un axe dans la carte.

Pour faciliter la manipulation de la carte, introduisons un autre ensemble de variables :

ωh = U−
next(h) − U

−
h (7.7)

Cette repr�esentation est pr�ef�er�ee car elle caract�erise exactement la structure combinatoire du
maillage quad �a extraire �a la �n, c'est-�a-dire le nombre de bandes de quads �a traverser le long
des chemins entre les singularit�es. De plus, c'est l'extension naturelle du nombre de subdivisions
�a appliquer �a chaque ar�ete qui est optimis�e sur les maillages en T.
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Les conditions pour que ω corresponde �a une carte pr�eservant la grille U− sont les suivantes :

ωh ∈ Z[ı] (7.8a)

ωh = −rhωopp(h) (7.8b)∑
h∈T

ωh = 0, ∀T (7.8c)

det(JT ) > 0,∀T (7.8d)

o�u T d�esigne les triangles deMproxy, det(JT ) est le d�eterminant de la matrice de Jacobienne
de la carte sur le triangle T , et rh est une fois de plus la rotation de la carte �a travers l'ar�ete h,
mais maintenant d�e�nie sur le maillage grossier.

Apr�es avoir d�e�ni U−
0 ← 0, la condition (7.8a) force toutes les coordonn�ees �a �etre des com-

plexes de Gauss (en supposant que le graphe des ar�etes est connect�e), (7.8b) impose la rotation �a
�etre rh, (7.8c) est n�ecessaire pour reconstruire U

− sur un triangle, et (7.8d) garantit que la fonc-
tion est une carte valide. Maintenant, notre probl�eme est de minimiser (7.6) sous ces contraintes.

�Etape d'initialisation L'attribution de ω ← 0 respecte toutes les conditions sauf (7.8d). Dans
QGP, l'algorithme qui optimise la qualit�e de la carte peut �egalement �etre modi��e pour imposer
(7.8d) �a partir de ω ← 0, mais cette approche n'a pas �et�e prouv�ee pour converger vers une carte
valide dans notre cas. Pour cette raison, nous pr�ef�erons initialiser ω directement avec une carte
valide, qui est disponible en mettant �a l'�echelle la carte sans couture par un facteur de 2 jusqu'�a
ce que toutes les variables deviennent enti�eres, ce qui est garanti par la pr�ecision limit�ee des
points �ottants.

En pratique, nous �evitons l'�echelle extr�eme en alignant les valeurs ωproxy
h = Uproxy

next(h) −U
proxy
h

sur le nombre de Gauss le plus proche qui n'est pas nul. L'inconv�enient est que ω peut ne pas
respecter (7.8c). Dans ce cas, nous le corrigeons en changeant l'un des ωh du triangle. Ensuite,
l'application de (7.8b) sur la demi-ar�ete choisie h d�eplace probablement le probl�eme vers le tri-
angle adjacent, et le processus se poursuit jusqu'�a ce qu'il atteigne un triangle o�u la modi�cation
de ω rend (7.8c) valide. La s�equence de ωh �a modi�er est trouv�ee par l'algorithme de plus court
chemin d�ecrit dans le paragraphe suivant.

�Etape d'optimisation Notre algorithme d'optimisation parcourt (hseed, aseed) o�u hseed est une
demi-ar�ete du maillage d�ecim�e et aseed ∈ {1, ı,−1,−ı}. �A chaque it�eration, l'algorithme cherche
un vecteur α qui respecte (7.8a), (7.8b) et (7.8c) �a ajouter �a ω de sorte que αhseed

= aseed ; puis,
si ω + α respecte (7.8d) et E(ω + α) < E(ω), α est ajout�e �a ω. L'optimisation se r�ep�ete jusqu'�a
ce qu'il n'y ait plus de couple (hseed, aseed) qui puisse am�eliorer l'�energie.

Le calcul de α �a partir de (hseed, aseed) est e�ectu�e en appliquant des modi�cations atomiques :
(αh, αh′) ← (αh + a, αh′ − a), o�u h′ ∈ {next(h), prev(h)}. Comme illustr�e dans la Fig. 7.5, cela
d�eforme essentiellement la carte d'un triangle comme si l'un de ses coins �etait translat�e de
a. Chaque modi�cation de ce type pr�eserve toutes les conditions de carte pr�eservant la grille
sauf (7.8b). Cette derni�ere condition �etant satisfaite en choisissant soigneusement l'ensemble de
modi�cations atomiques �a appliquer.

Nous cherchons une liste de modi�cations atomiques, qui commence par une modi�cation
telle que αhseed

= aseed, et telle que chaque modi�cation ult�erieure corrige une condition (7.8b)
qui a �et�e rompue lors de la modi�cation pr�ec�edente. La derni�ere modi�cation de la liste compl�ete
un cycle et r�esout (7.8b) sur hseed au lieu de la rompre sur une autre demi-ar�ete.

Cette liste de modi�cations atomiques est calcul�ee sous la forme d'un chemin dans un graphe.
Nous d�e�nissons ce graphe comme suit ; chaque nœud est une paire (h, a) qui signi�e qu'il faut
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ajouter a �a αh. Chaque ar�ete orient�ee repr�esente une des deux modi�cations atomiques qui
ajoutent a �a αh. Dans la plupart des cas, ces modi�cations rompent (7.8b) sur h′, et sont
repr�esent�ees par l'ar�ete (h, a)→ (opp(h′), rh′a). Dans le cas contraire, l'ar�ete est (h, a)→ success.
Comme illustr�e dans la Fig. 7.6, un chemin dans le graphe est un ensemble d'op�erations atomiques
coh�erentes.

Concr�etement, nous trouvons l'ensemble de modi�cations atomiques en utilisant l'algorithme
de Dijkstra qui d�emarre du nœud (hseed, aseed) et se termine lorsqu'il atteint un nœud de r�eussite
(par exemple, en compl�etant un cycle). Les poids des ar�etes sont d�etermin�es comme suit :

� si l'ajout de a inverse le triangle, wh,a = 1/ϵ2

� sinon

wh,a =

{
(3− δ)/ϵ if δ < 1
1
/
(1 + δ) if δ ⩾ 1

(7.9)

avec δ = 2a ·(Uproxy

next(h)−U
proxy
h −ωh). Nous observons que si δ > 1, l'ajout de a �a ωh diminue

l'�energie. Cependant, si δ < 1, l'ajout de a �eloigne ωh de l'optimal et �nalement augmente
l'�energie. C'est pourquoi nous s�eparons les cas �a δ = 1.

Ces poids sont choisis pour favoriser les cycles qui diminuent l'�energie E(U−) et qui conservent
det(JT ) > 0. Passer par des ar�etes qui diminuent la di��erence entre ω et l'objectif est peu co�uteux
(δ > 1), augmenter cette di��erence est beaucoup plus co�uteux (δ < 1), et nous permettent
�egalement (�a un co�ut �elev�e) d'inverser un triangle (det(JT ) > 0). Dans ce dernier cas, le cycle
sera accept�e seulement s'il passe une nouvelle fois par le m�eme triangle pour r�etablir la positivit�e
du Jacobien.

La s�eparation de ces cas est r�ealis�ee par ϵ → 0+, qui est impl�ement�ee en stockant les poids
sous la forme d'un couple n, x pour ϵ−nx.

(h1, a)

ω1

ω2

ω3

a

(opp(h2), r
−1
2 a)

ω1 + a ω2 − a

ω3

(opp(h3), r
−1
3 a)

ω1 + a ω2

ω3 − a

Figure 7.5 � Les ar�etes qui d�emarrent au nœud (h1, a) doivent ajouter a �a ω1, ce qui implique
de soustraire a �a ω2 ou ω3... ce qui nous am�ene aux nœuds (opp(h2), r

−1
2 a) ou (opp(h3), r

−1
3 a).

7.2.3 D�eplacement de la solution vers le probl�eme initial

Nous devons maintenant calculer la carte �nale pr�eservant la grille Ugrid : cela signi�e r�esoudre
le probl�eme d'optimisation de carte sans couture, avec des contraintes suppl�ementaires qui �xent
les variables enti�eres pour qu'elles soient compatibles avec notre quanti�cation, et th ∈ Z[ı].

Pour obtenir ces contraintes, nous rappelons que ω est d�e�ni par ωh = U−
next(h) − U

−
h et que

cette carte est une version d�ecim�ee de Ugrid si et seulement si U− = DUgrid. Par cons�equent, les
contraintes lin�eaires ωh = Dnext(h)U

grid −DhU
grid imposent que l'int�egration d'un chemin entre

des singularit�es (dans la carte) donne un vecteur entier. Si nous ajoutons qu'une singularit�e est
situ�ee �a 0, toutes les singularit�es seront sur une position de complexe Gaussien.
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1

2

3

success

Figure 7.6 � L'ajout du vecteur α (��eches noires) �a ω modi�e la carte de gauche �a droite
en haut. La structure du maillage quad est modi��ee en cons�equence (en bas). La liste des ar�etes
grises du graphe dirig�e est le moyen de calculer α. Notez que les ar�etes grises ne forment pas de
cycle ici, car la surface a un bord (voir la section 7.3.2).

Pour compl�eter les conditions (7.2), nous devons �egalement nous assurer que th ∈ Z[ı], ce qui
est garanti automatiquement gr�ace au graphe de d�ecoupe. En e�et, pour chaque demi-ar�ete h
du graphe de d�ecoupe, nous pouvons tracer un cycle (non contractible) qui traverse la d�ecoupe
exactement une fois, et sur h. L'int�egral des coordonn�ees de la carte le long de ce cycle est
n�ecessairement entier en raison de la quanti�cation... et �egal �a th.

Relaxer les contraintes enti�eres inutiles La d�ecimation d'un maillage peut ne pas avoir
supprim�e tous les degr�es de libert�e �a valeur r�eelle. Dans ce cas, la quanti�cation les force �a �etre
des entiers, ce qui est inutile. Pour r�ecup�erer ces degr�es de libert�e, nous d�e�nissons un vecteur
creux Y tel que Y soit nul sur les variables enti�eres, U respecte (7.1) et Y +U respecte (7.1,7.2).
La carte Ugrid est le U qui minimise f(U) sous ces contraintes.

7.3 Impl�ementation

Cette section pr�esente comment notre impl�ementation optimise f(U) sous des contraintes
lin�eaires (�7.3.1) et comment aligner la carte avec des r�eseaux complexes d'ar�etes caract�eristiques
(�7.3.2) qui sont courants sur les mod�eles CAO.

7.3.1 Optimisation num�erique

Comme d�ecrit dans la section 3.1.3, le calcul d'une carte pr�eservant la grille se fait en deux
�etapes. D'abord, on calcule une carte sans couture valide, puis on utilise cette carte pour trouver
des contraintes de quanti�cation nous permettant de calculer une carte pr�eservant la grille valide.

Ces deux optimisations sont e�ectu�ees comme sugg�er�e dans [Bommes et al. 2012] avec une
matrice de r�eduction de variable M telle que U =MX satisfasse toutes les contraintes lin�eaires
pour tout vecteur X. Cela permet de minimiser f(MX) sans contraintes et d'obtenir le r�esultat
par U =MX.
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7.3.2 Ar�etes caract�eristiques et bords

L'alignement de la carte de grille pr�eservant les ar�etes caract�eristiques et/ou les bords de
surface permet de produire des maillages quads align�ees avec ces ar�etes. Cette contrainte peut
�etre formul�ee comme suit : pour chaque demi-ar�ete h qui est sur une ar�ete caract�eristique, la
partie r�eelle ou la partie imaginaire (selon le champ de rep�eres) de U doit �etre constante. Cette
contrainte doit �etre propag�ee �a l'�etape de quanti�cation, o�u elle �ecarte certains nœuds (h, a) du
graphe auxiliaire. De plus, pour les surfaces avec des bords, notre recherche de Dijkstra ne doit
pas seulement chercher des cycles, mais �egalement des chemins qui commencent et �nissent sur
le bord (comme illustr�e sur la Fig. 7.6).

Contrairement �a [Lyon et al. 2019], il est su�sant de ne pas placer une ar�ete caract�eristique
sur le bord de la surface pour g�en�erer des cartes de grille pr�eservant des bords libres. La Fig. 7.7
montre un exemple de carte de grille enti�ere �a bord libre.

Figure 7.7 � La g�en�eration de carte pr�eservant la grille �a bord libre avec notre algorithme de
quanti�cation est simplement r�ealis�ee en omettant les contraintes d'alignement des bords. Pour
ce mod�ele, l'alignement des bords n'est pas impos�e l�a o�u le maillage a �et�e coup�e.

7.4 Resultats

Les performances de notre algorithme ont �et�e �evalu�ees sur la m�eme base de donn�ees CAO que
dans [Reberol et al. 2021]. Elle contient 1000 mod�eles de la base de donn�ees ABC [Koch et al.
2019] et les 114 mod�eles de la base de donn�ees MAMBO [Ledoux 2019]. Ces mod�eles CAO ont
de nombreuses ar�etes caract�eristiques qui rendent di�cile la production de cartes pr�eservant la
grille. Nous avons r�eussi �a g�en�erer une entr�ee valide pour notre algorithme (cartes sans couture)
avec un alignement de bords/ d'ar�etes caract�eristiques pour 1111 mod�eles. Sur chaque mod�ele,
nous avons e�ectu�e deux tests de quanti�cation : l'un pour produire un r�esultat grossier (Fig.7.9),
l'autre pour g�en�erer un maillage quad �a la r�esolution de l'entr�ee (Fig.7.8). Les r�esultats grossiers
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sont obtenus en r�eduisant l'�echelle de Uproxy avant d'appliquer l'optimisation des degr�es de libert�e
entiers (Sec. 7.2.2).

Figure 7.8 � Exemples de maillages quads g�en�er�es par notre algorithme.

7.4.1 Performances

Notre algorithme est g�en�eralement aussi rapide que QGP, ce qui est presque n�egligeable
lorsqu'il est compar�e �a la cha��ne compl�ete qui calcule les cartes pr�eservant les grilles. Plus
pr�ecis�ement, notre �etape de d�ecimation prend du temps proportionnel �a la taille du maillage
d'entr�ee (quelques secondes). L'�etape de quanti�cation, �evalu�ee sur la g�en�eration d'un maillage
grossier, prend g�en�eralement aussi quelques secondes, et est proportionnelle au carr�e de la taille
du maillage d�ecim�e. Nous pouvons observer que, lorsque l'initialisation de ω n�ecessite de mettre
�a l'�echelle la carte sans couture d'entr�ee, le temps de quanti�cation est augment�e par le m�eme
facteur.

En pratique, le mise �a l'�echelle de la carte sans couture d'entr�ee n'est n�ecessaire que lorsque
le maillage a des ar�etes caract�eristiques tr�es proches les unes des autres. Le pire cas que nous
avons observ�e a n�ecessit�e une mise �a l'�echelle de 64 et est d�u au triangle rouge de la Fig. 7.10 ; il
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Figure 7.9 � La quanti�cation grossi�ere segmente le mod�ele en subdivision en forme de qua-
drilat�ere. Il est souvent n�ecessaire de subdiviser les cartes (en bas �a gauche) pour obtenir un
maillage quadrilat�ere avec une g�eom�etrie juste.

a un point singulier (�etoile) comme sommet, une ar�ete de caract�eristique (blanche), un mauvais
rapport hauteur/largeur et une tr�es petite taille.

7.4.2 Qualit�e

Il existe de nombreux crit�eres pour �evaluer la qualit�e d'un maillage quadrilat�ere, mais il est
assez di�cile d'estimer l'impact de l'algorithme de quanti�cation ind�ependamment des autres
�etapes de la cha��ne (champ de rep�ere, calcul d'une carte sans couture valide, extraction de
maillage quadrilat�ere, lissage, etc.).

Dans la suite, nous pr�esentons une comparaison qualitative avec QGP, puis discutons de la
fa�con dont l'utilisation d'un maillage interm�ediaire di��erent in�uence l'ensemble des structures
de maillage quad qui peuvent �etre g�en�er�ees �a partir de la quanti�cation.

Comparaison Nous avons compar�e notre algorithme avec QGP sur quelques mod�eles de la
base de donn�ees utilis�ee et le lapin de Stanford pour avoir un exemple sans ar�ete caract�eristique.
Nous avons obtenu des r�esultats tr�es similaires pr�esent�es dans la Fig. 7.11. Pour ces mod�eles,
nous observons que QGP est de 2 �a 5 fois plus rapide que notre m�ethode.
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Figure 7.10 � Initialisation de la quanti�cation avec une mise �a l'�echelle �elev�ee. Le triangle
rouge de ce maillage d�ecim�e (visible dans le second plan rapproch�e) n�ecessite une mise �a l'�echelle
de la carte sans couture par un facteur 64 pour �eviter une carte d�eg�en�er�ee due au sommet en
�etoile qui est �x�e �a son ar�ete blanche.

Discussion sur la d�eg�en�erescence des faces Les cartes pr�eservant la grille sont repr�esent�ees
par une fonction lin�eaire sur chaque face du maillage. Comme les cartes doivent avoir un jacobien
positif sur chaque face, le maillage a une in�uence sur les valeurs que les degr�es de libert�e entiers
peuvent prendre. En cons�equence, le maillage d'origine, le maillage d�ecim�e et le maillage en T
ne sont pas tous capables de repr�esenter le m�eme ensemble de maillage quadrilat�ere.

Avec la condition suppl�ementaire que les ar�etes du maillage en T doivent �etre align�ees sur
un axe de la carte, les maillages en T ne peuvent d�e�nir qu'un ensemble tr�es limit�e de cartes
pr�eservant la grille. Ce probl�eme est toutefois compens�e en acceptant certaines faces d�eg�en�er�ees ;
longueur d'ar�ete nulle, c'est-�a-dire jacobien nul dans la carte. Le prix de cette relaxation des
contraintes est que le maillage en T doit �etre modi��e et r�e-ins�er�e avant de produire le maillage
quadrilat�ere �nal.

En utilisant un maillage d�ecim�e, nous pouvons repr�esenter approximativement le m�eme
nombre de cartes pr�eservant la grille sans avoir besoin de d�eg�en�erer une quelconque face (voir la
Fig.7.12). Pour des r�esultats similaires, il est plus simple de transf�erer la carte vers le maillage
d'origine. Plus pr�ecis�ement, comme illustr�e dans la Fig.7.13, il est tr�es souhaitable de pouvoir
aligner certaines singularit�es ou coins de bord concaves, ce qui est possible avec une carte valide
sur notre maillage d�ecim�e, mais n�ecessite des faces d�eg�en�er�ees sur les maillages en T.

Dans ce chapitre 7, nous avons pr�esent�e un algorithme de quanti�cation rapide et open-source,
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193ms 116ms

3608ms

737ms

1694ms

512ms
1959ms 548ms

Figure 7.11 � Nos r�esultats (bleu) sont tr�es similaires �a ceux de QGP (vert) [Campen et al.
2015]. Les temps de la cha��ne de quanti�cation sont donn�es �a c�ot�e de chaque mod�ele. Les temps
incluent le calcul d'un maillage interm�ediaire (maillage d�ecim�e ou maillage en T) et l'algorithme
de quanti�cation lui-m�eme.

qui nous permet de nous assurer que le passage d'une carte sans couture �a une carte pr�eservant
la grille pour extraire un maillage quadrilat�ere n'induit pas d'erreur. Un point important que
nous n'avons pas abord�e dans ce chapitre est une fa�con d'obtenir une carte sans couture sans
retournement qui est l'entr�ee de cet algorithme de quanti�cation. Dans le prochain chapitre 8,
nous allons donner une m�ethode it�erative pour enlever les retournements d'une carte sans couture
a�n de la donner en entr�ee de l'algorithme de quanti�cation de ce chapitre, dans le but de produire
un maillage quadrilat�ere adapt�e �a une simulation de d�eformation donn�ee.
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Figure 7.12 � C�ot�e gauche : un mod�ele (haut) avec un maillage en T interm�ediaire (milieu) et
un maillage d�ecim�e interm�ediaire (bas). C�ot�e droit : 3 d�ecompositions en blocs possibles (haut),
la carte correspondante sur le maillage en T (milieu) et sur le maillage d�ecim�e (bas). Un quad du
maillage en T doit �etre d�eg�en�er�e dans la colonne du milieu, et des quads invers�es sont n�ecessaires
dans la colonne de droite, alors que les cartes sont toujours valides avec notre maillage d�ecim�e.

Figure 7.13 � Sans subdivision d�eg�en�er�ees, la quanti�cation de maillage en T ne peut pas
enlever la subdivision mince pour aligner les singularit�es (gauche). Notre maillage d�ecim�e (milieu)
n'a pas besoin de d�eg�en�erer des faces pour le faire (droite).
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8

G�en�eration de maillage adapt�e �a des

d�eformations avec Quadcover

Dans ce chapitre, nous allons d�etailler la m�ethode que nous avons utilis�ee pour r�ealiser des
simulations de grandes d�eformations sur le logiciel industriel [NUMEA s. d.]. Ce chapitre se
restreint �a la 2D, car nous ne sommes pas parvenus �a construire avec la m�ethode Cubecover
(Sec 3.2) et nos contributions de champ de rep�ere 3D (Chap 4, 6) des maillages hexa�edriques sur
les mod�eles industriels 3D utilis�es dans [NUMEA s. d.]. Nous donnerons dans la conclusion de ce
manuscrit notre avis sur les avanc�ees qu'il reste �a faire pour que ce processus que nous r�ealisons
en 2D puisse �etre utilis�e en 3D.

8.1 Alternance entre maillage et simulation de d�eformation

Dans cette section, nous pr�esentons le processus qui nous permet d'alterner entre des �etapes
de maillage quadrilat�ere de la forme initiale de l'objet simul�e, et des �etapes de simulation de
d�eformation sur le maillage g�en�er�e. It�erativement, le maillage utilise les r�esultats de la simulation
pr�ec�edente a�n de s'adapter aux d�eformations.

8.1.1 Construction du maillage initial

Notre objectif est de g�en�erer un maillage quadrilat�ere qui reste de bonne qualit�e pendant
toute une simulation de d�eformation pour qu'elle aboutisse. Pour ce faire, nous avons besoin
d'information sur comment la simulation de d�eformation va agir sur l'objet 2D simul�e, a�n de
d�eterminer un maillage adapt�e. La premi�ere �etape est donc de concevoir un maillage �a partir
de l'�etat initial de l'objet et de lancer une simulation de d�eformation sur ce maillage dont nous
utiliserons les r�esultats pour concevoir un nouveau maillage adapt�e �a la simulation (Sec 8.1.2).
�A partir de la description CAO de l'�etat initial de l'objet, nous utilisons une m�ethode de trian-
gulation [Shewchuk 2005] pour en obtenir un maillage triangulaire T0.
Nous appliquons la m�ethode Quadcover (Chap 3) sur le maillage triangulaire pour obtenir un
maillage quadrilat�ere de l'�etat initial de l'objet Q0.

8.1.2 Construction d'un maillage adapt�e �a une simulation de d�eformation

Nous utilisons Q0 comme maillage initial de la simulation de d�eformation. Pour chaque pas
de temps n de la simulation, nous obtenons le maillage d�eform�e Qn. Si la simulation converge
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jusqu'au pas de temps �nal, nous consid�erons que la simulation a r�eussi. Sinon, si la simulation
diverge �a l'�etape nf , pour tout n ≤ nf , on construit des maillages triangulaires Tn en divisant
en deux les quadrilat�eres des maillages Qn. Il est important que la m�ethode de division soit
la m�eme pour tous les pas de temps n, a�n que tous les maillages triangulaires aient la m�eme
connectivit�e, avec simplement des positions de sommets di��erentes. Puis, �a partir des maillages
triangulaires Tn, on utilise les sections 8.2 et 8.3 pour g�en�erer un nouveau maillage de l'�etat
initial Q0, d'avantage adapt�e �a la simulation de d�eformation r�ealis�ee. Nous r�ep�etons ce processus
(voir Algo 4) jusqu'�a ce que la simulation converge enti�erement.

Algorithm 4: Alternance maillage et simulation

Input: Maillage de l'�etat initial de l'objet Q0

Output: Un maillage par pas de temps de la simulation (Qn)n≤N

1 Function QuadcoverIteratif(Q0) :
2 nf ← 0
3 while nf < N do

4 Lancement de la simulation de d�eformation sur le maillage Q0.
5 (Qn)n≤nf

← un maillage quadrilat�ere par pas de temps r�eussi de la simulation

6 forall n ≤ nf do
7 Tn ← Qn divis�e en un maillage triangulaire
8 end

9 Q0 ← calcul d'un maillage initial adapt�e aux d�eformations (Tn)n≤N

10 end

11 return (Qn)n≤N

8.2 Champ de rep�ere adapt�e �a plusieurs g�eom�etries

Maintenant que nous avons exprim�e le processus d'alternance entre maillage et simulation,
nous allons pr�esenter dans cette section les am�eliorations que l'on a apport�e �a la construction
de champ de rep�ere pr�esent�ee dans la section 3.1.2 pour prendre en compte les d�eformations qui
vont �etre appliqu�ees au maillage quadrilat�ere produit. Plut�ot que de n'avoir qu'un seul maillage
triangulaire en entr�ee de l'�etat initial de l'objet, nous avons un maillage triangulaire par pas de
temps d'une simulation de d�eformation. Les maillage (Tn)n≤N sont tous de m�eme connectivit�e,
mais ont des g�eom�etries qui �evoluent.

8.2.1 Valences sur le bord adapt�e �a toute les g�eom�etries

Nous avons vu dans la section 6.2 consacr�e �a la 3D que pour un angle di�edre de bord φ
d'un maillage t�etra�edrique, un champ de rep�ere 3D associe la valence d'ar�ete round(2φ/π) par la
m�ethode d�ecrite dans la section 3.2. C'est la m�eme chose en 2D, si deux ar�etes de bord intersectant
en un sommet de bord v forment un angle αv, le sommet v re�coit par la m�ethode 3.1 la valence
round(2αv/π). Nous avons d�ej�a vu dans les chapitres 4 et 5 que cela pose un probl�eme dans le
cas o�u les deux ar�etes de bord forment un petit angle inf�erieur �a 45 degr�es. Dans ce cas, la valence
du sommet d'intersection est 0 et il est impossible d'obtenir un maillage quadrilat�ere �a partir
d'un champ de rep�ere obtenu par la m�ethode de la section 3.1.2. Lorsque l'on veut construire
un maillage adapt�e �a plusieurs g�eom�etries en entr�ee, la valence round(2αv/π) obtenue sur la
g�eom�etrie initiale peut �etre trop faible pour permettre la validit�e du maillage sur les g�eom�etries
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Figure 8.1 � Apr�es d�eformation, le maillage devient invalide car le sommet du bord n'est
adjacent qu'�a un quadrilat�ere, ce qui n'est pas su�sant.

suivantes (voir Fig 8.1). Une valence trop �elev�ee par rapport �a un angle de bord limite la qualit�e
des �el�ements mais n'emp�eche pas leur validit�e, contrairement �a une valence trop faible.

La section 8.1 nous a donn�e N maillages triangulaires (Tn)n≤N de m�eme connectivit�e mais
avec des positions de sommets (g�eom�etries) di��erentes. Pour assurer que les valences de bord
soient compatible �a la totalit�e des g�eom�etries des maillages (Tn)n≤N en entr�ee, nous utilisons
l'angle maximal βv de chaque sommet de bord v parmi toutes les g�eom�etries :

βv = max
n≤N

αv,n

Ainsi, �a partir des angles maximums β, nous pouvons d�eterminer des valences de bord k ≥ 1
adapt�e �a toutes les g�eom�etries pour chaque sommet de bord v :

kv = max{2βv/π, 1}

.
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8.2.2 Correspondances de champ de rep�ere �a valence sur le bord �x�e

Nous avons donn�e dans le chapitre 6 une m�ethode pour calculer en 3D un champ de rep�ere
�a partir de valences sur le bord �x�e. Pour r�ealiser la m�eme chose en 2D, nous avons adapt�e la
m�ethode du chapitre 5 pour qu'elle agisse sur tous les sommets de bord plut�ot que sur seulement
les sommets de petit angle qui recevaient une valence invalide 0 par la m�ethode de champ de
rep�ere de la section 3.1.2. Nous utilisons le maillage triangulaire de la premi�ere g�eom�etrie T0, et
nous adaptons la section 5.2 pour obtenir la valence que nous d�esirons sur chaque sommet de
bord v. Plus pr�ecis�ement, pour chaque sommet de bord v avec un angle de bord αv ̸= kvπ/2 sur
le maillage T0, nous �xons la d�eriv�ee ext�erieure du champ de rotation cible γ :

dγ(v) = kvπ/2− αv

Il n'y a rien d'autre �a adapter dans la m�ethode d�ecrite dans le chapitre 4 pour obtenir un
champ de rep�ere correspondant aux valences de bord en entr�ee kv sur le maillage triangulaire
de la g�eom�etrie initiale T0. Nous utilisons ce champ de rep�ere pour calculer pour chaque pair de
triangles adjacents t, t′ du maillage T0 les correspondances ptt′ (Sec 3.1.2).

8.2.3 Plusieurs g�eom�etries de champs de rep�ere de m�emes correspondances

A partir des correspondances �x�es ptt′ correspondant aux valences de bord que nous d�esirons,
nous pouvons d�esormais calculer une g�eom�etrie de champ de rep�ere pour chaque maillage (Tn)n≤N .
Pour ce faire nous utilisons pour chaque maillage (Tn)n≤N la r�eoptimisation de champ de rep�ere
de la section 3.1.2, et nous obtenons pour tout n ≤ N la carte locale µ.,n : R2 7→ R2.

8.3 Quadcover adapt�e �a plusieurs g�eom�etries

Nous avons dor�enavant un champ de rep�ere qui nous garantit que le maillage produit aura des
valences su�samment grandes sur le bord par rapport �a la simulation de d�eformation r�ealis�ee. Il
nous reste maintenant �a prendre en compte les cartes locales (µ.,n)n≤N pour construire une carte
pr�eservant la grille u de l'�etat initial de l'objet, de sorte que les formes de ses �el�ements soient
adapt�ees aux d�eformations �a venir. Nous allons �egalement pr�esenter la m�ethode qui nous permet
de faire en sorte que cette carte pr�eservant la grille u soit valide a�n d'en extraire un maillage
quadrilat�ere.

8.3.1 Transfert des g�eom�etries de champ de rep�ere

Pour pouvoir utiliser Quadcover �a partir d'un champ de rep�ere comme dans la section 3.1.3,
nous devons construire une unique carte µ d�e�nis sur les coins de triangles du maillage triangulaire
initial T0. Plut�ot que de d�e�nir µ par simplement la carte initiale µ.,0, nous allons d�e�nir la carte
µ comme la moyenne des cartes (µ.,n)n≤N , d'avantage adapt�ee aux d�eformations de la simulation
qui a donn�e les triangulations (Tn)n≤N . Pour tout coin de triangle i de T0 :

µi =
1

N

∑
n≤N

µi,n

�A partir de ces coordonn�ees sur les coins de triangle, et par interpolation lin�eaire dans chaque
triangle de T0, on obtient une carte µ d�e�nie sur T0 et construite �a partir des champs de rep�eres
de chaque triangulation (Tn)n≤N .
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8.3.2 Processus it�eratif pour rendre la carte valide

�A partir des maillages triangulaires en entr�ee (Tn)n≤N obtenus en alternant maillage et si-
mulation (section 8.1.2), la section 8.2.2 nous permet de g�en�erer des correspondances de champ
de rep�ere ptt′ (pour toute paire de triangles t, t

′), et la section 8.3.1 donne une g�eom�etrie unique
de champ de rep�ere d�e�nie par la carte µ. Nous pouvons donc par la suite utiliser la section 3.1.3
pour calculer une carte pr�eservant la grille.

Une carte pr�eservant la grille garantit la construction d'un maillage quadrilat�ere valide seule-
ment si la carte est sans retournement. Dans cette sous-section, nous pr�esentons une m�ethode
it�erative permettant de r�esoudre des probl�emes de retournement qui sont soit d�u �a des cor-
respondances ptt′ valides mais di�ciles �a respecter vis �a vis de la g�eom�etrie du mod�ele, soit
des correspondances ptt′ invalides dont il est impossible de construire un maillage quadrilat�ere
du mod�ele. Ces am�eliorations sont �egalement applicables dans le cas d'une seule g�eom�etrie en
entr�ee, et nous ont permis de g�en�erer les cartes sans couture valide du chapitre 7, pour que notre
algorithme de quanti�cation produise des cartes pr�eservant la grille valides.

Calcul it�eratif d'une carte sans couture pour en enlever les retournements Apr�es
avoir calcul�e une carte sans couture u avec la m�ethode 3.1.3, on peut d�eterminer si la carte
u est valide en v�eri�ant que le jacobien de la d�eformation de chaque triangle dans le domaine
param�etrique est strictement positif. Pour chaque triangle t et ses coins i, j, k ∈ C(t), on v�eri�e
la stricte positivit�e du jacobien :

det (uj − ui, uk − ui) > 0 (8.1)

Pour chaque triangle ayant un jacobien n�egatif, on incr�emente de 1 le poids du triangle dans
l'�energie d'optimisation de Quadcover, d�ecrit dans l'�equation 3.5, puis on r�eoptimise u avec cette
nouvelle �energie d'optimisation. Lorsque le poids d'un triangle est augment�e, le jacobien n�egatif
de d�eformation du triangle dans la carte u se rapproche du jacobien de d�eformation du triangle
dans la carte µ qui est positif. L'objectif est de r�ealiser plusieurs it�erations de r�eoptimisation
jusqu'�a obtenir une carte sans couture u sans aucun retournement, que l'on donne en entr�ee de
l'algorithme de quanti�cation du chapitre 7 pour obtenir une carte pr�eservant la grille valide
et le maillage quadrilat�ere associ�e. La section 8.4 pr�esente le taux de r�eussite de cette m�ethode
sur une base de donn�ees de mod�eles CAO. En pratique, cette m�ethode �echoue lorsque les cor-
respondances du champ de rep�ere sont invalides. Dans les cas d'�echecs, nous essayons donc de
faire des modi�cations locales des correspondances d�eduites du champ de rep�ere, pour essayer
de r�ecup�erer des correspondances valides.

Rendre les correspondances de champ de rep�ere p valides Pour deux triangles voisins
t, t′ de sommets communs v et w, incr�ementer ptt′ et d�ecr�ementer pt′t a pour e�et d'incr�ementer
la valence de v et d�ecr�ementer la valence de w dans le maillage quadrilat�ere de sortie (par la
m�ethode Quadcover de la section 3.1). De cette mani�ere, on peut ajouter un sommet singulier de
valence 3 et un sommet singulier de valence 5 sur des sommets qui n'�etaient pas des singularit�es
du champ de rep�ere initial. Cet ajout de dip�ole de singularit�e s'av�ere n�ecessaire lorsque le graphe
de singularit�e du champ de rep�ere en entr�ee ne permet pas de construire un maillage quadri-
lat�ere (Fig 8.2). Bien qu'il soit pr�ef�erable de s�electionner les sommets v, w de fa�con �a maximiser
la qualit�e du maillage quadrilat�ere de sortie, ce probl�eme est NP-complet, et il n'y a pas vrai-
ment d'heuristique qui permet de trouver de bonne solution. C'est pourquoi nous s�electionnons
des triangles voisins t et t′ al�eatoirement dans l'int�erieur du mod�ele, pour incr�ementer ptt′ et
d�ecr�ementer pt′t. Ensuite nous recalculons une g�eom�etrie de champ de rep�ere correspondant �a
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ces nouvelles correspondances �x�ees (section 3.1.2), et une nouvelle carte sans couture u. La sec-
tion 8.4 montre qu'il n'est en g�en�eral pas n�ecessaire d'ajouter plus de trois dip�oles pour r�esoudre
les probl�emes de non-int�egrabilit�e du champ de rep�ere.

Figure 8.2 � Il arrive qu'un champ de rep�ere parfaitement liss�e ne puisse pas �etre int�egr�e,
en raison de conditions d'alignement des limites qui ne peuvent pas �etre satisfaites pendant le
processus d'int�egration. Le probl�eme peut �etre r�esolu en e�ectuant des modi�cations al�eatoires
de correspondance dans le champ de rep�ere. Ici, deux ar�etes al�eatoires ont re�cu une modi�cation
de correspondance, ce qui a entra��n�e la cr�eation de deux dip�oles de sommets de valence 3 et de
valence 5.
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8.4 R�esultats

Dans cette section, nous pr�esentons une �evaluation de la m�ethode pr�esent�ee dans ce chapitre.
Notre impl�ementation consiste en un code de moins de 2000 lignes de code C++, n'utilisant
rien d'autre que la biblioth�eque standard. Nous prenons en entr�ee un (ou plusieurs) maillage
triangulaire avec les ar�etes caract�eristiques qu'il faut pr�eserver, et nous retournons un maillage
quadrilat�ere correspondant. Une version open-source compil�ee en webassembly est accessible
�a l'adresse https://ddesobry.github.io/quadmesher.html. Une autre version, r�ealis�ee pour
plusieurs g�eom�etries en entr�ee dans le cas de simulation num�erique est du code propri�etaire
appartenant �a TotalEnergies.

8.4.1 R�eussite de la m�ethode sur les mod�eles CAO

Nous avons test�e notre impl�ementation open-source sur la base de donn�ee [Ledoux 2019]
compos�e de 114 mod�eles.

1. 38/114 mod�eles ont des coins �a angle faible, n�ecessitant l'utilisation de la contribution du
chapitre 5.

2. 102/114 mod�eles ont des retournements dans la carte sans couture g�en�er�es par la m�ethode
classique (section 3.1.3), n�ecessitant plusieurs it�erations de calcul de carte par la contribu-
tion de la section 8.3.2.

3. 4/114 mod�eles ont des correspondances de champ de rep�ere ptt′ non valides, n�ecessitant
des modi�cations locales al�eatoires par la m�ethode de la section 8.3.2

4. Notre impl�ementation open-source g�en�ere des maillages quadrilat�eres valides pour tous les
mod�eles.

Pour comparaison avec une autre m�ethode qui permet de g�en�erer des cartes sans couture sans
retournement [Garanzha et al. 2021] par une optimisation non-convexe, la m�ethode [Garanzha
et al. 2021] n'apporte pas de solution pour les 4 mod�eles (B17, B18, B49, S22) qui ont des
correspondances de champ de rep�ere non-valides. De plus, bien que la m�ethode [Garanzha
et al. 2021] r�esolve la plupart des probl�emes de retournement, elle rencontre des probl�emes de
2-coverings qui rend di�cile l'extraction d'un maillage quadrilat�ere valide pour 8 mod�eles qui
ont des correspondances de champ de rep�ere valides (S1, S4, S9, M3, M4, M5, M7, M8).

8.4.2 R�eussite de la m�ethode pour les simulations de d�eformation

Nous avons test�e notre processus de g�en�eration de maillage quadrilat�ere adapt�e �a une si-
mulation de grandes d�eformations en alternant de mani�ere automatique maillage quadrilat�ere
avec lancement de simulation sur le logiciel Numea (Sec 8.1). Parmi les mod�eles de joints 2D
que Hutchinson nous a donn�e, nous avons pu r�eussir �a compl�eter la simulation de la �gure 8.3
avec les m�ethodes de l'�etat de l'art appliqu�ees sur le mod�ele triangulaire de l'�etat initial du
mod�ele. Comme illustr�e dans la �gure 8.4, nous sommes capables de pr�eserver les fronti�eres
entre mat�eriaux en y introduisant des ar�etes caract�eristiques, qui agissent comme des bords avec
laquelle la carte pr�eservant la grille u est contrainte �a �etre parfaitement align�ee (Sec 3.1.3).

Nous avons ensuite essay�e de lancer la m�eme simulation sur des formes non conventionnelles
pour tester l'utilisabilit�e de nos maillages quadrilat�eres sur d'autres mod�eles (Fig 8.5). Nous
avons pu remarquer que notre fa�con de g�erer les coins �a petit angle dans le chapitre 5 nous
permet de lancer des simulations de d�eformations sur des coins �a petit angle (Fig 8.5, bas).

Pour les simulations de d�eformations induisant une grande distorsion des �el�ements du bords,
les valences de bord des maillages quadrilat�eres produits �a partir de l'�etat initial de l'objet
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Figure 8.3 � Comparaison entre deux m�ethodes de g�en�eration de maillage automatique pour
la simulation de d�eformation sur le logiciel [NUMEA s. d.]. La simulation avec un maillage
non-structur�ee (gauche) diverge apr�es l'it�eration 63, tandis que la simulation avec un maillage �a
valence semi-structur�ee (droite) parvient �a atteindre l'it�eration 100 de la simulation.

Figure 8.4 � La m�ethode pr�esent�ee dans cet article g�en�ere des maillages quadrilat�eres qui
s'alignent naturellement avec les fronti�eres des mat�eriaux en les traitant comme des ar�etes ca-
ract�eristiques.

conduisent �a des retournements in�evitables (Fig 8.6). Cependant, prendre en compte les d�eformations
d'une simulation qui a pr�ec�edemment �echou�e (Sec 8.1) permet de converger vers une solution
(Fig 8.7) o�u les valences deviennent adapt�ees �a la simulation r�ealis�ee en utilisant la contribution
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Figure 8.5 � Notre m�ethode de g�en�eration de maillage quadrilat�ere permet la d�eformation de
formes non conventionnelles (canard 2D en haut, mod�eles 2D avec coins tr�es aigus en bas) avec
le solver industriel Numea. Dans ces deux cas, nous avons �x�e le mod�ele sur la gauche, et pour
le mod�ele du bas, nous avons utilis�e une barre glissante avec une tr�es faible friction.

de la section 8.2.

Cette correction de valence sur le bord par la m�ethode d�ecrite dans la section 8.2 nous a permis
de construire de mani�ere automatique des maillages quadrilat�eres adapt�es �a des simulations de
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Figure 8.6 � Les positions de singularit�es optimales pour une g�eom�etrie initiale peuvent
conduire �a des quadrilat�eres de qualit�e m�ediocre apr�es une d�eformation.

Figure 8.7 � En utilisant toutes les g�eom�etries de l'it�eration pr�ec�edente de la simula-
tion �echou�ee, 4 quadrilat�eres adjacents sont automatiquement plac�es au point de bord o�u la
d�eformation est la plus prononc�ee.

joints sur lesquels sont appliqu�es de grosses d�eformations de bords (Fig 8.8, Fig 8.9).

En�n, pour une simulations de grandes d�eformations impliquant un �ecrasement de joint
(Fig 8.11), utiliser l'�etat initial du mod�ele pour g�en�erer un maillage quadrilat�ere n'a pas su�
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Figure 8.8 � Lorsqu'une m�eme simulation de d�eformation est ex�ecut�ee sur deux maillages qua-
drilat�eres di��erents, les r�esultats peuvent �etre tr�es di��erents. En raison de probl�emes de conver-
gence, le joint dans le premier cas a perc�e son support. Dans le deuxi�eme cas, le joint a ��echi
pour s'adapter normalement �a son support gr�ace �a l'ajout automatique de sommets de valence de
bord 3 sur les points rouges.

pour atteindre l'it�eration �nale de la simulation. Cependant, en calculant des champs de rep�eres
sur toutes les g�eom�etries de la d�eformation qui a �echou�e et en moyennant les cartes locales obte-
nues sur chaque g�eom�etrie (Sec 8.3.1), nous avons pu automatiquement converger vers un mod�ele
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Figure 8.9 � En haut : un maillage quadrilat�ere g�en�er�e �a partir du domaine 2D initial. Au mi-
lieu : un maillage quadrilat�ere d�eriv�e de toutes les g�eom�etries de la premi�ere simulation �echou�ee,
En bas : un maillage quadrilat�ere d�eriv�e de toutes les g�eom�etries de la deuxi�eme simulation
�echou�ee. Le maillage quadrilat�ere du bas a r�eussi la simulation gr�ace �a une g�eom�etrie globale
am�elior�ee et des valences de bord plus adapt�ees que les maillages pr�ec�edents (carr�es rouges).

quadrilat�ere qui a r�eussi �a atteindre l'it�eration �nale de la simulation. Apr�es quatre it�erations
de calcul de maillage quadrilat�ere (< 1 min) et de calcul de simulation de d�eformation non-
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Figure 8.10 � �A gauche : un maillage quadrilat�ere, l'initialisation de la simulation. �A droite :
la d�eformation du maillage au cours de la simulation risque de retourner des mailles ce qui bloque
la simulation [Images Hutchinson].

lin�eaire (≈ 30 minutes), notre m�ethode automatique a construit un maillage qui a permis la
r�ealisation compl�ete de la simulation (dur�ee totale : 2h). En comparaison, la simulation Fig 8.11
avait n�ecessit�e la construction d'un maillage quadrilat�ere par un ing�enieur pendant une dur�ee de
trois semaines pour pouvoir �etre men�e �a bout (Figure 8.10).

Dans ce chapitre, nous nous sommes concentr�e sur l'�elaboration d'un processus qui alterne
simulation de d�eformation et construction d'un maillage quadrilat�ere adapt�e �a la simulation.
Lorsqu'une simulation de d�eformation �echoue �a cause d'un �el�ement quadrilat�ere devenu invalide,
les g�eom�etries de d�eformation de la simulation sont utilis�ees pour calculer un nouveau maillage
quadrilat�ere de l'�etat initial ne pr�esentant pas le m�eme probl�eme d'invalidit�e apr�es d�eformation.
Lorsqu'une simulation de d�eformation montre que les valences sur le bord sont insu�santes, nous
la modi�ons en adaptant la m�ethode du chapitre 5. En 3D, un processus similaire alternant simu-
lation et maillage semblerait envisageable (en utilisant par exemple le chapitre 6 pour contr�oler
les valences de bord lorsqu'elles s'av�erent inadapt�es �a la simulation de d�eformation), mais la
m�ethode Cubecover (Chap 3) est encore loin d'avoir atteint un niveau de maturit�e su�sant pour
produire des maillages hexa�edriques valides sur des mod�eles CAO industriels. Nous discuterons
en conclusion des progressions restantes �a r�ealiser dans des travaux futurs pour atteindre l'ob-
jectif de g�en�erer de mani�ere automatique des maillages hexa�edriques adapt�es �a des simulations
de grandes d�eformations.
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Figure 8.11 � Notre m�ethode d'alternance automatique entre calcul de maillage et lancement
de simulation nous a permis d'obtenir en 2h un maillage quadrilat�ere r�esistant �a une simulation
de compression qui avait n�ecessit�e une construction manuel de maillage par un ing�enieur pendant
une dur�ee de 3 semaines.
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Conclusion

Au cours de cette th�ese, nous avons d�evelopp�e des m�ethodes automatiques de g�en�eration
de maillage quadrilat�ere et hexa�edrique adapt�ees pour l'application de simulation de grandes
d�eformations.

Dans la premi�ere partie de cette th�ese, nous avons pr�esent�e l'�etat de l'art de la g�en�eration
de maillage, en mettant l'accent sur les m�ethodes bas�ees sur des champs de rep�eres, telles
que Quadcover et Cubecover. Ces m�ethodes sont prometteuses pour les simulations de grandes
d�eformations car elles g�en�erent des maillages r�eguliers dont les ar�etes sont align�ees avec les forces
de d�eformations.

Dans la deuxi�eme partie, nous avons d�evelopp�e trois approches di��erentes pour augmenter
le contr�ole que donne les m�ethodes de champ de rep�ere sur les maillages hexa�edriques produits.
Nous avons �etudi�e l'utilisation de champs de rep�eres non-orthogonaux, une red�e�nition de lissage
d'un champ de rep�ere adapt�e �a des mod�eles CAO, et le contr�ole des valences de bord pour les
maillages hexa�edriques.

Dans la troisi�eme partie, nous nous sommes focalis�es sur la construction de maillage 2D qua-
drilat�eres. Nous avons propos�e un algorithme de quanti�cation ainsi qu'une m�ethode it�erative
d'int�egration de champ de rep�ere, permettant d'avoir une m�ethode compl�ete bas�ee sur Quad-
cover qui produit des mod�eles quadrilat�eres de qualit�e sur des bases de donn�ees CAO di�ciles.
�Egalement, nous avons utilis�e les champs de rep�ere de la deuxi�eme partie pour g�en�erer des
maillages quadrilat�eres adapt�es �a plusieurs g�eom�etries d'entr�ee, dont les valences sur le bord
permettent la validit�e des �el�ements pendant une simulation de d�eformation.

Cette th�ese a contribu�e �a l'am�elioration des m�ethodes bas�ees sur les champs de rep�ere. Les
champs de rep�ere sont utilis�es pour construire automatiquement des graphes de singularit�es,
et nous avons d�evelopp�e de nouvelles m�ethodes de calcul de champ de rep�ere pour faire en
sorte d'�eviter certaines con�gurations de graphe de singularit�e non-valide. Cependant, une ca-
ract�erisation compl�ete de validit�e de graphe de singularit�e manque encore pour esp�erer que les
m�ethodes de maillage hexa�edrique bas�ee sur Cubecover soit utilisable pour des mod�eles volu-
miques di�ciles. Heureusement, dans le cas 2D, des cas de graphe de singularit�e invalides sont
beaucoup plus rares, et nous en avons donn�e une m�ethode de r�esolution simple pour les rares
cas o�u cela arrive dans la section 8.3.2. Nous avons gr�ace �a cela pu produire une m�ethode �able
qui g�en�ere des maillages quadrilat�eres adapt�es �a une simulation de d�eformation donn�ee. Nous
esp�erons que dans le futur, la m�ethode Cubecover aura le m�eme taux de r�eussite que la m�ethode
Quadcover d'aujourd'hui, pour construire automatiquement des maillages hexa�edriques adapt�es
�a une simulation de d�eformation par extension de ce que nous avons pr�esent�e en 2D.
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Perspectives

Champ de rep�ere int�egrable Dans le chapitre 4, nous avons introduit une repr�esentation de
champs de direction commune aux surfaces et aux volumes, permettant des contraintes sur une,
deux ou trois directions ind�ependamment avec un contr�ole intuitif de l'orthogonalit�e des rep�eres.
Bien que notre optimisation soit non-convexe et plus di�cile que la repr�esentation standard de
champ de rep�ere, elle permet des contraintes plus �exibles qui conviennent mieux aux probl�emes
de param�etrisation globale. Notamment, il est possible d'adapter la m�ethode pour �etudier les
champs de direction int�egrables, c'est-�a-dire les champs dont les directions sont des gradients de
fonctions scalaires. Cela est fondamental pour garantir l'existence d'une param�etrisation globale
bijective. Des premiers travaux ont �et�e men�e en 2D pour g�en�erer un champ non-orthogonal
2D int�egrable [Diamanti et al. 2015] �a partir d'une repr�esentation de champ non-orthogonal 2D
[Diamanti et al. 2014]. Nous pouvons esp�erer que des avanc�ees similaires d'int�egrabilit�e peuvent
�etre r�ealis�es en 3D sur nos champs non-orthogonaux 3D du chapitre 4.

Caract�erisation d'un r�eseau de singularit�e valide sur le bord Dans le chapitre 6, nous
pr�esentons une m�ethode pour calculer un champ de rep�ere avec des singularit�es de bord prescrites
en modi�ant les contraintes d'alignement de bord. Ces champs peuvent ensuite �etre utilis�es dans
le pipeline standard de maillage hexa�edrique. Actuellement, nous utilisons des valences prescrites
sur le bord dans la description CAO de l'objet pour calculer nos contraintes d'alignement. Un
travail futur pourrait �etre de d�eterminer automatiquement des valences sur le bord correspondant
�a un maillage hexa�edrique, gr�ace �a une caract�erisation approfondie des graphes de singularit�e de
bord. Un autre travail futur pourrait �etre de calculer un graphe de singularit�e int�erieur valide
�a l'aide de champ de rep�ere, en supposant que le graphe de singularit�e de bord, �x�e par notre
m�ethode, est valide.

Ar�etes caract�eristiques �a l'�etape de quanti�cation 2D La plupart des mod�eles CAO sont
accompagn�es d'un r�eseau complexe d'ar�etes caract�eristiques. La contrainte d'alignement sur les
ar�etes caract�eristiques devient di�cile ou impossible �a satisfaire, en particulier sans sacri�er la
distorsion de la carte. Avec la m�ethode de quanti�cation du chapitre 7, il est probablement
possible d'utiliser une carte sans couture qui n'est pas align�ee avec les ar�etes caract�eristiques,
puis d'imposer l'alignement lors de l'�etape de quanti�cation. Pour ce faire, il faudrait exploi-
ter le fait que les ar�etes du maillage d�ecim�e que nous utilisons pour la quanti�cation ne sont
pas n�ecessairement align�ees sur un axe de la carte (contrairement aux ar�etes d'un maillage en
T). De plus, pour les cas o�u l'alignement d'une carte pr�eservant la grille avec des ar�etes ca-
ract�eristiques n'est pas possible pour un graphe de singularit�e donn�e, l'alignement avec les ar�etes
caract�eristiques semble pouvoir �etre impos�e a posteriori par une �edition de maillage ajoutant des
singularit�es (Fig 12). Le grand avantage est qu'ajouter les contraintes d'alignements aux ar�etes
caract�eristiques pendant la quanti�cation rend plus facile le calcul d'une carte sans couture valide
avant quanti�cation (voir Fig 13), et ne fait pas �echouer la m�ethode si le graphe de singularit�e
obtenu par un champ de rep�ere ne correspond pas �a un maillage quadrilat�ere align�e avec les
ar�etes caract�eristiques.

Quanti�cation 3D �a partir d'un maillage d�ecim�e Le chapitre 7 d�emontre que les algo-
rithmes de quanti�cation n'ont pas n�ecessairement besoin de s'appuyer sur un maillage en T
dans le cas 2D. La d�ecimation d'un maillage t�etra�edrique 3D semble plus simple �a r�ealiser que la
construction de complexe de moto 3D d�ecrit dans la section 3.2.3. Cependant, garder un jacobien
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Figure 12 � Ce mod�ele a des ar�etes caract�eristiques incompatibles ; deux sous-ensembles de
faces bleues (en bas �a gauche) sont topologiquement �equivalents au mod�ele c�el�ebre : annulus (en
bas, Fig. 5 de [Myles et al. 2014]). Nous pouvons d�ecouvrir des ar�etes caract�eristiques con�ic-
tuelles �a l'�etape de quanti�cation (lignes de points rouges), et les supprimer (milieu � gauche). En
imprimant les ar�etes caract�eristiques (milieu � droite) et en appliquant une subdivision m�ediane,
nous obtenons un alignement avec les ar�etes caract�eristiques (droite).

positif dans une carte est une contrainte qui ralentirait grandement l'optimisation en nombre en-
tier compar�e �a optimiser des distances enti�eres positives dans la version 3D d'un maillage en
T. Il reste donc �a trouver une m�ethode gloutonne performante pour optimiser les positions des
singularit�es dans la carte pr�eservant la grille sur le maillage d�ecim�e 3D, comme ce que nous avons
fait en 2D et ce qu'a fait [Campen et al. 2015] pour obtenir une quanti�cation rapide. Une telle
m�ethode pourrait acc�el�erer de mani�ere cons�equente l'�etape de quanti�cation 3D.
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Conclusion

Figure 13 � Nous avons pu corriger toutes les contraintes d'alignements avec les ar�etes ca-
ract�eristiques pendant le processus de quanti�cation d'une carte sans couture non align�ee initia-
lement (�a droite). Le gros plan montre une partie o�u la satisfaction de la contrainte d'alignement
aurait introduit beaucoup de distorsion dans la carte sans couture d'entr�ee.
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