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Dr. Fouad SAHRAOUI, pendant une réunion a propos des résultats de simulations. Je
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NOTE D'INFORMATION

This thesis is written in French, so do not hesitate to contact the author
to obtain a translation of a chapter or additional information.

Cette thése est organisée en 6 parties : la premiére est introductive, les deux suivantes
résument le travail analytique effectué avec une pointe observationnelle, la quatriéme le
travail numérique encore préliminaire en termes d’interprétation, la cinquiéme conclue
cette these et la derniére contient annexes, tables et bibliographie.

Chaque chapitre sera achevé par une synthése des méthodes et résultats. L’apport du
travail présenté ici y sera encadré en rouge et les éléments provenant de I’état de I'art,
utiles & des fins méthodologiques ou comparatives, y seront encadrés en bleu.

Acronymes, symboles, tableaux et figures sont référencés et listés a la fin de la theése.
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RESUME DETAILLE

Le vent solaire est un plasma hautement turbulent ou les quantités fluides (vitesse,
densité et pression) ainsi que les champs électrique et magnétique varient beaucoup. Ces
fluctuations se traduisent entre autres par des spectres turbulents couvrant plusieurs dé-
cades en fréquences. Les spectres des fluctuations de vitesse et de champ magnétique
suivent des lois de puissances dont les exposants dépendent de I’échelle considérée. Aux
basses fréquences, des exposants proches de -5/3 sont observés. Ils sont interprétés comme
une signature de la dynamique turbulente magnétohydrodynamique (MHD) du plasma.
Cette dynamique prendrait la forme d’une cascade transférant non-linéairement 1’énergie
présente a grande échelle, vers les petites échelles ot sa dissipation est possible.

Cette cascade turbulente peut étre étudiée au moyen de lois exactes dérivées a par-
tir des équations des différentes quantités fluides. Ces lois lient le taux de cascade aux
fluctuations turbulentes. Le taux de cascade est associé au taux de dissipation d’apreés la
théorie de Kolmogorov et correspondrait donc a l’estimation d’un taux de chauffage du
plasma. Ce taux est une clef de compréhension du probléme du chauffage du vent solaire,
la température de ce dernier décroissant plus lentement avec la distance héliocentrique
que ne le prédit la théorie de ’expansion radiale adiabatique.

Ces derniéres années, la théorie des lois exactes a été étendue avec succés aux modéles
MHD et MHD-Hall, I'effet Hall étendant le domaine de validité de la MHD & des échelles
comparables ou plus petites que 1’échelle caractéristique des ions. Ces lois ont été dérivées
dans le cadre d’approximations (fermetures) de type incompressible (densité constante)
ou isotherme (pression proportionnelle & la densité). Ces fermetures permettent de sim-
plifier les équations décrivant le plasma. Cependant, leur validité est sujette a caution
dans le cadre des plasmas spatiaux tels que le vent solaire. Une hypothése un peu plus
réaliste consisterait a prendre en compte une fermeture du type polytrope (pression pro-
portionnelle & une puissance de la densité). En étendant la théorie des lois exactes dans
cette direction, une loi plus versatile a été obtenue : elle dépend d’une pression isotrope
(scalaire) quelconque. L’apport de cette loi a ensuite été analysé a travers une application
a des données relevées dans le vent solaire par la sonde Parker Solar Probe lancée par la
NASA en 2018 en direction du Soleil.

Dans les plasmas spatiaux, il s’avére que le champ magnétique et le manque de colli-
sions induisent une anisotropie de pression. La pression est alors tensorielle et prend en
compte, a minima, une différence de pression parallélement et perpendiculairement au
champ magnétique ambiant (hypothése gyrotrope). Une nouvelle étape d’extension de la
théorie des lois exactes a donc été entreprise en relaxant l’isotropie de la pression. La
loi obtenue est applicable a des écoulements régis par une pression tensorielle décrits par
exemple par une fermeture CGL (Chew, Goldberger, Low, 1956), dite aussi bi-adiabatique,
car dépendant de la gyrotropie de pression. Cette loi apporte un cadre d’étude rigoureux
de l'impact de l'anisotropie sur la cascade turbulente et le taux de chauffage. Afin de
valider son apport et d’affiner son interprétation, la loi CGL est enfin appliquée dans des
simulations tridimensionnelles turbulentes du modéle CGL-MHD-Hall.
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DETAILED ABSTRACT

The solar wind is a highly turbulent plasma in which the fluid quantities (fluid velocity,
density and pressure) and the electric and magnetic field vary greatly. These fluctuations
are reflected in turbulent spectra covering several frequency decades. The spectra of ve-
locity and magnetic field fluctuations follow power-laws whose exponents depend on the
scale considered. At low frequencies, exponents close to -5/3 are observed. They are inter-
preted as a signature of magnetohydrodynamic (MHD) turbulence that transfers energy
non-linearly from large scales to small scales, where dissipation is possible.

This turbulent cascade can be studied using exact laws derived from the equations
of the fluid quantities and the magnetic field. These laws link the cascade rate to the
turbulent fluctuations. The cascade rate is associated with the dissipation rate according
to Kolmogorov’s theory, and would therefore provide an estimation of the plasma hea-
ting. This dissipation rate is a key to understanding the problem of solar wind heating.
Indeed, the temperature of the solar wind decreases slower (with heliocentric distance)
than predicted by the theory of adiabatic radial expansion.

In recent years, the theory of exact laws has been successfully extended to MHD and
Hall-MHD models, with the Hall effect extending the range of validity of MHD to scales
comparable to or smaller than the characteristic ion scale. These laws have been derived
within the framework of the incompressible (constant density) and isothermal (pressure
proportional to density) approximations. These closures simplify the equations describing
the plasma. However, their validity as a description of space plasmas such as the solar
wind is open to question. A bit more realistic hypothesis would be to take into account
a polytropic closure (pressure proportional to a power of the density). By extending the
theory of exact laws in this direction, a more versatile law was obtained : it depends on
any isotropic (scalar) pressure.

The contribution of this law is then analysed through an application to data collected
in the solar wind by the Parker Solar Probe launched by NASA in 2018 to explore the Sun.
In space plasmas, the magnetic field and the lack of collisions induce pressure anisotropy.
Such pressure takes the form of a full tensor and can be reduced to the gyrotropic one
that considers at least the difference between the components parallel and perpendicular
to the ambient magnetic field. A new extension of the theory of exact laws is then derived,
relaxing the pressure isotropy assumption. The law obtained is applicable to flows gover-
ned by a tensorial pressure and described, at least, by a CGL (Chew, Goldberger, Low,
1956) closure, also known as bi-adiabatic because it depends on pressure gyrotropy. This
law provides a rigorous framework for studying the impact of pressure anisotropy on the
turbulent cascade and the heating rate. In order to validate its contribution and refine
its interpretation, the CGL version of the law was finally applied to three-dimensional
turbulent simulations of the Hall-MHD-CGL model.



viil




SOMMAIRE

N I, , 1
Remerciements iii
Rz = JEEailR v
IDetailed abstract] vii
Sommairel X

INTRODUCTION : La turbulence dans les plasmas astrophysiques

1 Qu’est-ce que la turbulence? La description hydrodynamique de Kol- |

3
2 Qu’est-ce qu’'un plasma? De '’exemple du vent solaire a la probléma- |
[  tique d’étude] 13
|3 Etude de la cascade turbulente dans un plasma incompressible| 23

PARTIE I : Le chauffage turbulent dans un plasma compressible avec pres-
sion isotrope

Introductionl 33
4  Que sait-on sur le modele compressible 7| 35
[> Deécrire la cascade compressible 43
6 ktudes de cas dans les données in-situl 55
/Conclusionl 67

PARTIE II : Etude analytique de l’effet de ’anisotropie de pression

Introduction| 71

[7 Lol exacte pour le modele CGL 73

I8  Et dans le cas incompressible 7| 85

1X



X Sommaire

[9 Relaxer 'approximation MHD et aller vers le bi-fluide| 95
Conclusionl 109

PARTIE I1I : Etude numérique d’un plasma turbulent faiblement compres-
sible avec anisotropie de pressions

(Introduction| 113

(10 Simulation turbulente et calcul de loils exactes| 115

(11 Des lois incompressibles aux lois compressibles : tests et validations| 125

(12 Effet de I'anisotropie de pression dans des simulations CGL-MHD-Hall- |

[ VPF] 137

13 Vers lI’étude des simulations Landau-fluides| 151
Conclusion 157

CONCLUSION GENERALE

(14 Synthése et perspectives| 161

ANNEXES

[A Explication mathématique et interprétation des termes des lois KHM)| 169

[B Validation et comparaison des lois exactes avec pression isotrope| 173

[C Details du terme correctif anisotrope pour CGL3B, CGL5 et CGL6| 179

TABLES ET LISTES

tlable des matiéres| 186
[Table des figures| 192
Laste des tableaux 194
|[Listes des acronymes| 195
[Liste des symboles| 199
[Bibliographie| 209
ARTICLES
[Simon et Sahraoui, Astrophysical Journal, 2021| 213

[Simon et Sahraoui, Physical Review E, 2022 223




INTRODUCTION : La turbulence dans
les plasmas astrophysiques

I have never thought that you could obtain the extremely clumpy, heterogeneous universe
we have today, strongly affected by plasma processes, from the smooth, homogeneous one
of the Big Bang, dominated by gravitation.[l]

Hannes ALFVEN, un des péres de la physique des plasmas magnétisés.

1. Traduction : Je n’ai jamais pensé que l'on pouvait obtenir I'univers hétérogéne et trés agité que
nous connaissons aujourd’hui, fortement influencé par des processus plasmas, a partir de 'univers lisse
et homogeéne du Big Bang, dominé par la gravitation. Citation extraite de PERATT [1988|






QU EST-CE QUE LA TURBULENCE? LA DESCRIPTION
HYDRODYNAMIQUE DE KOLMOGOROV

Sommaire
(1.1  Définition et propriétés d’un écoulement turbulent| . . . . . . 3
(1.2  Description statistique et notations pour !’étude d’un sys- |
[ téme turbulent! . . . . ... .. o o s 6
(1.3 Théorie de Kolmogorov et loi d’échellef. . . . . . ... ... .. 8

1.4 Synthése des hypothéses de Kolmogorov et de la description |
L de la cascade turbulente via des lois exactes . .. .. .. ... 12

Quand on parle de turbulence, la premiére image qui résonne dans notre esprit est un
écoulement semblant chaotique, des secousses dans un avion ou un enfant qui n’en fait
qu’a sa téte. Les propriétés partagées par ces trois exemples sont ’agitation, I’apparent
désordre, l'imprévisibilité. Mais ce n’est qu’apparence. Contrairement au pur chaos, ce
comportement est statistiquement prévisible et peut montrer un semblant d’ordre. Dans
ce chapitre, sont résumés des notions, notations et outils permettant de caractériser et
de prédire le comportement d'un écoulement turbulent dans un cadre hydrodynamique

(HD).

1.1 Définition et propriétés d’un écoulement turbulent

Supposons ’écoulement incompressible, c¢’est-a-dire un fluide de densité constante pg.
Ce fluide s’écoule a la vitesse v(t, x) dépendant du temps t et de la position x. L’hypothése
incompressible impose aussi une contrainte sur cette vitesse : 'annulation de sa divergence,
c’est-a-dire, mathématiquement V - v = 0 en notant V = a% I'opérateur de dérivation
spatiale.

Un écoulement hydrodynamique incompressible est un systéme modélisé par les équa-
tions de Navier-Stockes incompressibles :

Vv = 0 (1.1)

1
ov+v-Vo = —p—Vp + vAwv. (1.2)
0

Le premier terme de 1’équation , Oyv, indique que cette équation est celle de I'évolu-
tion temporelle, 0; = % étant la dérivée partielle temporelle, de la vitesse de 1’écoulement
v. Le deuxiéme terme, v - Vv, implique un déplacement convectif du champ de vitesse
a la vitesse de l’écoulement. Ce terme cristallise les non-linéarités du systéme. Dimen-

. . . 2 . L. .
sionnellement, on peut le schématiser par Cy = VT avec V' la vitesse caractéristique de
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I’écoulement et L sa largeur caractéristique. Le terme —p—OVp avec p la pression du fluide
dénote les forces de pressions impliquées dans 1’écoulement. Le dernier terme, vAwv, est
un terme dissipatif, d’effort visqueux. Il dépend de v, la viscosité du fluide, et de A = V2,
l'opérateur Laplacien. Ce terme vient contrebalancer le terme convectif et, s’il domine,

rend 1’écoulement laminaire. On peut le schématiser tel que Cp = 1/%.

Le rapport entre Cyy et Cp est le nombre de Reynolds R, = CCN L = YL yn nombre
sans dimension caractérisant le régime de ’écoulement, 1am1na1re (R, fa1ble) ou turbulent
(R. > 1). Ces régimes sont illustrés sur la FIGURE (1.1l Dans cette expérience, un jet
d’eau (blanc) est injecté dans de 'eau stagnante (espace noir). A gauche, sa largeur
caractéristique est imposée par le diamétre du tuyau d’injection, 1’écoulement est alors
dans un régime laminaire. Ensuite, la turbulence se développe (régime transitoire), il y a
apparition de tourbillons (vortex) dans I’écoulement. Enfin, tout a droite, la turbulence

est pleinement développée, les non-linéarités dominent et s’entretiennent.

FIGURE 1.1 — Injection d’un jet d’eau dans de I’eau observée par fluorescence laser et
illustrant les différents régimes d’un écoulement : laminaire, transitoire et turbulent. [Cré-
dits de I'image initiale : VAN DYKE |1982]

Dans le cadre hydrodynamique incompressible, ’écoulement n’est décrit que par les
champs de vitesse et de pression, mais pour d’autres fluides, la description peut impliquer
d’autres champs tels que le champ magnétique B, le champ scalaire massique p, etc. On
peut définir un nombre sans dimension similaire au nombre de Reynolds, rapport entre
le terme non-linéaire convectif et le terme diffusif ou dissipatif impliqués dans I’évolution
temporelle de ces champs. Dans le cas d’'un champ magnétique, ce sera le nombre de
Reynolds magnétique R, = % avec 1) la résistivité ou diffusivité magnétique. Pour des
quantités thermodynamiques telles que la densité de masse ou la pression, on parlera
plutot de nombres de Péclet.

Sur la FIGURE[1.2] sont présentés des résultats d’une simulation turbulente dépendant
de trois directions spatiales qui sera introduite et utilisée dans la partie L’image
(a) correspond & une coupe du cube de densité p telle que n, = 323 obtenue au temps

= 410. Si on la compare a I'image (c) (autre coupe du méme cube telle que n, =
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FIGURE 1.2 — Résultats d’une simulation d’un plasma turbulent décrit par le modéle
Hall-CGL. Le code de simulation sera introduit dans la partie[[T} La quantité représentée
est la densité p. Chaque image correspond a une coupe z — y du cube de densité obtenu
au temps t (en unité de temps de la simulation). Les axes sont en position numérique
(nombre de points dans chaque direction, comptés a partir d’une position (0,0,0)). (a) :
n, = 323, t = 410. (b) : zoom de (a). (c) : n, = 638, t = 410. (d) : n, = 323, t = 408.
Pour chaque image, la moyenne spatiale, po, est de 1.00 et I’écart-type, std(p), de 0.04.

638), on remarque une certaine invariance spatiale statistique qui illustre la propriété
d’homogénéité dite statistique d’un fluide turbulent. Si par contre, on la compare a I'image
(d) (coupe n, = 323 obtenue a la date t = 408), on retrouve similairement une certaine
invariance temporelle qui vient illustrer la propriété de stationnarité statistique du fluide.
Enfin, en comparant avec I'image (b) (zoom de I'image (a)), on observe ce qui semble étre
une loi d’échelle.

Un écoulement ou un fluide turbulent serait donc caractérisé par

— une dominance des non-linéarités sur les contributions diffusives (grands nombres
de Reynolds et de Péclet),

— des propriétés d’invariance (homogénéité, stationnarité) au sens statistique,

— une loi d’échelle.

Dans la section [I.2] on va définir les notations et appellations liées aux notions mathéma-
tiques statistiques et dans la section on abordera un peu plus en détail la description
de la turbulence a travers les échelles.
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1.2 Description statistique et notations pour 1’étude
d’un systéme turbulent

Afin de garder la description du travail présenté dans ce mémoire accessible & tous,
nous ne nous perdrons pas dans des définitions mathématiques complexes et exhaustives
des notions, mais resterons sur des définitions exemplifiées et plus appliquées.

Dans ’ensemble de ce mémoire, on se placera dans un cadre 3D} Sauf quantités indéfi-
nies, les grandeurs vectorielles seront notées en gras. Le systéme de représentation spatial
sera génériquement cartésien x = (z, vy, z), sauf mention contraire.

Soit une quantité indéfinie X (densité, vitesse, pression, champ magnétique, etc.) ca-
ractérisant un fluide. La distribution de valeurs possibles pour X, ou distribution de
probabilité de X, notée Px, peut étre obtenue en considérant différents points de vue :

— PV1 : décrire le fluide comme un ensemble souvent discret, par exemple de N

particules (atomes, molécules, etc.) associées individuellement a une valeur de la
quantité X, notée X,, avec n € [1; N|,

— PV2 : regarder I'espace occupé par le fluide : un volume continu V' ou un nombre

de points d’emplacement x. La quantité X sera alors évaluée en chacun d’eux et
notée X (x),
— PV3 : ne considérer qu’une particule ou qu’'un point, regarder les valeurs de X au
fil du temps sur une période 7', et les noter X ().
Ces différents points de vue ne sont pas forcément équivalents. Par exemple, si ’on regarde
plusieurs types de particules et que les valeurs de X dépendent de leur nature, ne regarder
qu'une particule au fil du temps ne sera pas représentatif du systéme. Par la suite, on
utilisera les représentations PV2 et PV3.

Pour caractériser la distribution de probabilité de X, on peut utiliser divers outils
statistiques. L'un d’eux est la moyenne (moment d’ordre 0), une opération linéaire que
I'on va noter (X)) et qui est définie en fonction des points de vue :

— PVL: (X)y =+ 25:1 X, est la moyenne d’ensemble définie de maniére discréte.

— PV2: (X), = % [, X(x)Pxdx, est la définition continue de la moyenne spatiale.

(X), est indépendante de la position locale x. Dans le cas discret, en considérant
un échantillonnage spatial, c’est-a-dire Ny p(]ifints dans le volume V', et en notant
v

X, la valeur de X au point p, (X), = NLV o1 Xp-

— PV3:(X); =7 fOT X (t)Pxdt, est la définition continue de la moyenne temporelle.
(X) 1 est indépendante de l'instant ¢. Une moyenne discréte peut aussi étre définie
en considérant un échantillonnage temporel.

Si (X)y = (X)y = (X), est vérifiée, on peut supposer une équivalence statistique des
différents points de vue. Le systéme sera alors ergodique.

On peut définir plus rigoureusement les propriétés d’homogénéité et de stationnarité

statistiques a 'aide de Px :

— homogénéité statistique : soient deux échantillons représentatifs du systéme et
définis relativement & deux positions indépendantes I'une de 'autre x et x’ alors
Px(x) = Px(x') = Px, ce qui implique pour la moyenne (X (x)) = (X (x')) = (X),

— stationnarité statistique : soient deux échantillons représentatifs du systéme
et définis relativement a deux instants indépendants 'un de lautre ¢ et ¢’ alors
Px(t) = Px(t') = Px, ce qui implique pour la moyenne (X (t)) = (X (¢')) = (X).

Attention, cela ne signifie pas que localement, entre deux instants ¢ ou deux positions
x, X sera constant. En pratique, dans des données d’observations ou de simulations, des
échantillons dans lesquels ces hypothéses seraient parfaitement valides sont difficiles a
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obtenir. Des compromis devront donc étre établis.

Similairement aux définitions des propriétés d’homogénéité et de stationnarité statis-
tiques, pour étudier un fluide turbulent, on doit relier le comportement statistique de deux
échantillons ou plus, c’est-a-dire que 'on doit s’intéresser aux fluctuations, incréments de
quantités et corrélations entre au moins deux échantillons. Ce lien peut s’exprimer en
fonction de la distance temporelle ou spatiale entre ces échantillons, généralement appe-
lée «échelley. En 1941, Kolmogorov pose les bases d'une théorie permettant d’obtenir une
telle relation : la théorie des lois exactes |[FRISCH [1995; KOLMOGOROV |1991alb|. Cette
théorie repose sur les hypothéses que nous avons illustrées dans la section (dominance
des effets non-linéaires, homogénéité et stationnarité statistiques) ainsi que sur une hypo-
these plus spécifique de séparation d’échelle qui sera expliquée dans la section [1.3]

Le travail décrit dans ce mémoire est basé sur cette théorie et implique les notations
suivantes. On considérera deux échantillons définis relativement a deux positions[P] indé-
pendantes I'une de I'autre, x et x'. La quantité indéfinie X évaluée en x’ sera notée X' et
celle évaluée en x, X. L’échelle, notée £, sera définie comme l'incrément de position :

£=x=x —x, (1.3)

avec 0 dénotant le caractére incrémental. Similairement 'incrément de la quantité indéfinie
X s’écrira :

JX =X — X = X(x) - X(x). (1.4)

Le lien étudié entre les deux échantillons sera une fonction de corrélation spatiale entre
deux quantités X et Y (ici indéfinies) qui s’obtient en considérant une quantité au point
x et 'autre au point x’, en les multipliant puis en moyennant. Afin de conserver une
symétrie du role de x et x’, on définira la fonction de corrélation telle que

RXy:%(X-Y’+X’-Y), (1.5)
en notant - l'opération générique multiplicative. Entre deux vecteurs, cette opération
pourrait étre considérée comme un produit scalaire ou remplacée par un produit vectoriel
noté x. La fonction d’auto-corrélation est obtenue en considérant X =Y, c.-a-d. Rxx =
(X - X'). La moyenne () impliquée dans ces fonctions est la moyenne spatiale. R xy sera
donc indépendante de x et X' et ne dépendra que de £ et a priori de ¢ si les quantités
dépendent du temps.

Par indépendance entre le temps et la position, la moyenne spatiale commute avec la
dérivée temporelle :

O (X) = (0 X) . (1.6)

On note Vy = % I'opérateur de dérivation spatiale dans I’espace global des échelles, V et
V'’ les opérateurs de dérivation locaux respectivement en x et x’. L’indépendance entre x
et X', implique que :

VX' =0, V'X=0. (1.7)

1. 11 est possible de corréler plus de deux points. Tout lecteur intéressé pourra se référer a [CHO et
LAZARIAN [2009).

2. Historiquement, les calculs sont effectués dans le cadre PV2. 1l serait a priori possible de les trans-
poser dans les cadres PV1 ou PV3, mais ce n’est pas I'objet de cette thése.
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Grace a I’hypothése d’homogénéité statistique, ces opérateurs dérivatifs vériﬁentrf]
Ve() = (V) =—(V). (1.8)

En turbulence, on utilise aussi communément la transformée de Fourier. Cette méthode
permet de travailler dans un espace ot la position est repérée par k o< 1/x, et ou toute
quantité se retrouve décomposée en une série de « modes » que 'on appelle un spectre.
Dans le cas continu [3D] on définit la transformée de Fourier de la quantité X par

X(k) = ﬁ / / / X (x)e~*%dx (1.9)

et la transformée inverse par
X(x) = ///X(k)e““dk:. (1.10)

On remarque qu’en termes de dimensions, si 'on note [X] I'unité de X et L 1'unité de
longueur, X ~ [X]L3.

Dans le cas continu dépendant d’une seule direction spatiale (1D]), on aura similaire-
ment :

X(h) = 5 / X(z)e*dz,  X(x) = / X (k) dk (1.11)

et en termes de dimensions, X ~ [X]L.

Ces notations et hypothéses seront utilisées tout au long de ce mémoire. Pour se fami-
liariser avec leur utilisation, une application de la théorie de Kolmogorov & un écoulement
hydrodynamique incompressible décrit par les équations de Navier-Stockes et
est donnée dans la section [I.3] Cette application va nous servir a introduire la notion de
loi d’échelle et ’hypothése de séparation d’échelle.

1.3 Théorie de Kolmogorov et loi d’échelle

La démonstration de Kolmogorov de 1941 [version traduite : KOLMOGOROV 1991a/b| a
été réécrite a de multiples reprises sous différentes formes. D’autres versions sont données
par MONIN et JAGLOM [1975 FRISCH 1995, ANTONIA et al. 1997, et GALTIER [2021.

Pour faciliter les étapes de calcul, on va réécrire I’équation de Navier-Stockes
grace a ’hypothése incompressible (|1.1)) et y ajouter un terme de forgage f. :

1
O =—-V-(vv) — p—Vp +vAv + f.. (1.12)
0

La démonstration se base sur la recherche d’une équation d’évolution temporelle pour
la fonction d’auto-corrélation R, = (v -v’). Pour 'obtenir, on dérive temporellement
Ruw grace a la propriété (1.6)) (¢tape (1.13)), on injecte 'équation de Navier-Stockes
(étape ((1.14))) puis on applique les propriétés et pour extraire les opérateurs

3. Soient A, B et C des quantités indéfinies telles que A(€) = (B-C') = (B(x) - C(x')) avec - une
opération multiplicative quelconque et x’ = x + £. Alors, I’élément différentiel d€ est égal a dx' — dx.
A x fixe, d€ = dx’, alors Vo A(£) = (9¢(B - C")) = (05 (B - C")) = (V'(B - C")). D’ott la relation entre
les opérateurs : Vg () = (V’). Similairement, a x’ fixé, d€ = —dx, d’ou V, () = — (V).



Section 1.3 9

dérivatifs spatiaux de la moyenne spatiale (étape (1.15])) :

ORyw = (v-0" +v" - 0w) (1.13)
= — (V- (vv) - v+ V- (vv)-v) —pi(v-V’P’jL’v’-VP)
0
v (v- AV v Av) + (v fL+0" - f) (1.14)

1
= Ve (—v-v'v +v" -vv) + p—Vg -(=P'v + Pv’)
0
+20 A (v -y + (v fl4+0 - fe). (1.15)

Avec I'hypothése incompressible et celle d’homogénéité statistique (propriétés (1.7) et

(L.8)),

Ve (—Pv+ Pv') = 0, (1.16)
Ve (—v-v'v" +v" - vv) = %Vz - (0v - dvdv) (1.17)
(- F 40 f) = (o (Folxt O+ flx—0). (119

D’ou I’équation dite de Karman-Howarth-Monin (KHM)) :

Po

_%atR'vv + VpOAZRm; + 9

W (fo(x+£)+ fo(x—£)) = —%w@v - Svov) . (1.19)

Schématiquement, on va la noter :
—OR +enp +ep+ep=0. (1.20)

— R = 2Ry, la fonction de corrélation de densité d’énergie totale (ici cinétique).
En £ = 0, elle est égale a la densité d’énergie totale moyenne <%2> du systeme.

— ent, = 1poVe - (6v - dvdv), le taux de cascade ou de transfert non-linéaire de
I’énergie incrémentale i po (0v?) a travers les échelles, il s’annule en £ = 0.

— ep =3p0 (V- (fe(x+€) + fo(x —£))), le taux de for¢age dépendant des échelles.
En £ = 0, il est égal a la densité d’énergie moyenne injectée po (v - f.) dans le
systéme par le forcage.

— ep = poVA¢Ryyp, le taux de dissipation dépendant des échelles. En € = 0, il est
égal a la densité d’énergie moyenne dissipée par viscosité pov (Av?).

On remarque qu’en £ = 0, devient I’équation d’énergie totale moyenne que 1'on

peut noter :

L’hypothése de stationnarité statistique vient annuler toute dérivée temporelle de
quantités moyennées. Par conséquent, les équations ((1.20)) et ([1.21]) deviennent :

e, +er+ep = 0, (1.22)
€D(f:O)+€F(£:O) = 0. (1.23)

Les démonstrations existantes divergent dans le traitement des taux ep et ep de I’équa-
tion (1.22)) car elles ne prennent pas forcément en compte ep. Mais, toutes utilisent une
propriété fondamentale de la turbulence, la loi «zéroieme». Cette loi indique que, pour un
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nombre de Reynolds grand, lorsque v tend vers 0, la densité d’énergie dissipée moyenne
pov (Av?), qui correspond & ep évalué en £ = 0, devient indépendante de v et ne s’annule
pas. Cette singularité est aussi appelée anomalie dissipative. Elle indique la présence d'une
dissipation dans la limite R, > 1. On va noter —¢ cette valeur particuliére de €p. On
peut alors résumer cette loi comme suit :

{0 si €0

Ep —— . .
—¢c sil=0

— (1.24)

Si 'on prend en compte le terme de forcage, il sera supposé actif aux grandes échelles,
notées £r. Aux échelles £ < £p, on obtientF_f] ep = ep(€£=0). Avec la relation (|1.23) et la
loi zéroiéme (|1.24]), on obtient alors ep(€ < £€r) = €. Enfin, en se plagant a des échelles
différentes de £ = 0, telles que ep = 0, on obtient de (1.22)), la loi exacte de Kolmogorov

:

3 1
— _V/,. . 1.2
o 1 Ve (dv - dvdv) (1.25)

qui s’écrit schématiquement € = —e . Dans ce mémoire, nous déterminerons et analyse-
rons €y, pour différents modéles. Si I'on ne prend pas en compte le terme de forgage, on
peut construire la différence entre et et, dans la limite des grands nombres
de Reynolds et avec ’hypothése de stationnarité statistique, on peut retrouver
[ANTONIA et al. |1997].

Cette loi est valable dans une gamme d’échelle dite inertielle ot le comportement du
fluide est supposé complétement non-linéaire (R, > 1 et ¥ — 0) et peu impacté par
tout phénomeéne d’injection d’énergie. La cascade d’énergie s’y effectue donc a un taux
¢ constant. L’ensemble des derniéres hypothéses est résumé sous le nom « hypothése
de séparation d’échelle » : il existe une gamme d’échelle dite inertielle ot
l’énergie cascade conservativement (pas de dissipation, v — 0 et £ # 0, ni de
forcage, £ < Lr) a un taur ¢ constant.

Une autre hypothése, communément appliquée en hydrodynamique, a été prise en
compte par Kolmogorov, celle d’isotropie statistique. Elle permet d’obtenir une forme in-
tégrée de la loi exacte. L’isotropie statistique implique une invariance angulaire sphérique.
£(€) ne dépendra alors que de ¢ = |[£|. On peut alors intégrer sur une boule de rayon ¢ la
loi sachant que, dans la zone inertielle, € est constant. Ainsi, en notant v, = v - £,
on a :

4 ¢
——— 0 = {|6v]*6v,) . 1.26
3,0 = (Iovloue) (1.26)

Phénomeénologiquement, par analyse dimensionnelle, la loi exacte s’écrit (dv)3 ~
¢ d’ott E({) ~ (6v)? ~ (*/3. En passant dans l'espace de Fourier, sachant que 1’on se place
dans un cas [ID} on peut remplacer ¢ par 1/k et E({) par kE(k). On obtient alors le
spectre énergétique :

E(k) ~ k753, (1.27)

D’ow, en représentation logarithmique, log F(k) = —5/3logk + C' avec C' une constante.
Ainsi, la théorie de Kolmogorov nous permet de prédire, dans le cas isotrope, un spectre
d’énergie cinétique, E(k) de pente —5/3 en représentation logarithmique. Malgré son
caractére phénoménologique, cette prédiction est trés bien retrouvée sur plusieurs ordres

4. Une démonstration de cette approximation est donnée dans I’Annexe pour un forcage de type
distribution de Dirac dans ’espace de Fourier.
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F1GURE 1.3 — Compilations de spectres obtenus dans diverses expériences de laboratoire.
Tous ces spectres sont en accord avec la pente en —5/3 prédite grace a la théorie de
Kolmogorov. [Crédits : SADDOUGHI et VEERAVALLI (1994,

de grandeurs, par exemple dans le cadre expérimental (voir FIGURE. La forme E(k) =
Ck" avec C' et -y constants, qui s’écrit en représentation logarithmique log E(k) = v log k+
C, est une loi d’échelle. Dans un systéme physique, une loi d’échelle ne va apparaitre
que sur une gamme d’échelle dédiée, limitée par la taille du systéme et I’émergence de
phénoménes diffusifs & petites échelles, c¢’est a dire petits £ ou grands k. Ici, cette gamme
est la zone de validité de la loi de Kolmogorov : la zone inertielle.

Cette définition spectrale de la zone inertielle turbulente, telle que le spectre affiche
une loi d’échelle en —5/3, n’est pas aussi contraignante que la définition statistique via un
taux € constant. En effet, le systéme vérifiera plus facilement la définition spectrale que la
définition statistique car F(k) est d’ordre 2 (o< (dv)? et positif) alors que € est d’ordre 3
(o (6v)? et signé). Autrement dit, observer une pente —5/3 de type Kolmogorov ne sera
pas forcément synonyme d’un régime de turbulence complétement développée définie par
I’existence d’une zone inertielle telle que € constant.
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1.4 Synthése des hypothéses de Kolmogorov et de la

description de la cascade turbulente via des lois
exactes

Taux énergétiques échelles-dépendants :
— Taux de cascade (transfert non linéaire entre les échelles) : ey (£),
— Taux d’injection (forcage) : ep(£),
— Taux de dissipation : ep(£).

Loi zéroiéme ou anomalie dissipative : ¢p(£ =0) — € # 0.
v—
e correspond au taux de dissipation turbulent.

Méthode d’obtention d’une loi exacte :
— Dériver I’évolution temporelle d’une fonction de corrélation R entre deux points
indépendants x et x’ séparés de I’échelle £,
— Prendre en compte I’hypothése d’homogénéité statistique,

= Loi exacte de type [KHM]
— Appliquer les hypothéses de Kolmogorov de stationarité statistique et séparation

d’échelle = Loi exacte de type
Propriété liée a ’hypothése d’homogénéité statistique :
= Ve () =(V')=—(V)
Propriété liée a ’hypothése de stationnarité statistique : =0, (.) =0.

Hypothése de séparation d’échelle : Séparation des gammes d’échelles d’injec-
tion/forgage, de cascade/inertielles, et de dissipation/chauffage permise par la loi zé-
roiéme.

= ENL(O <<l K EF) = —€F(£ < EF) = 5D(£ = 0) = —¢

Loi exacte de type KHM : O/R =¢enp +er+¢p

Loi exacte de type K41 : ¢ = —eyp,
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Dans le Chapitre[l], nous avons défini dans le cadre[HD|ce qu’est la turbulence grace a la
théorie des lois exactes de Kolmogorov. Ce sera le seul chapitre placé dans ce cadre. Dans
I'univers visible (ou baryonique), la matiére est majoritairement sous forme de plasma
que 'on ne peut décrire par les équations de Navier-Stockes incompressibles seules. On
s'intéressera donc a la turbulence dans un plasma.

Ici, nous allons définir ce qu’est un plasma et comment le décrire, puis nous aborderons
les questions ouvertes, motivations des travaux décrits dans ce mémoire.

2.1 Les plasmas, état de la matiére

La matiére peut étre décrite comme des poupées russes constituées de particules de
tailles diverses, allant des atomes et molécules aux quarks en passant par les protons et les
électrons qui sont des particules chargées positivement et négativement. Elle peut aussi
étre décrite en fonction de son état : solide, liquide, gaz et plasma.

Les états solide, liquide et gaz sont les états les plus reconnus dans notre quotidien. Ils
sont généralement constitués de molécules ou d’atomes neutres ne portant pas de charge
électrique. Pourtant, ces états sont des exceptions dans 'univers, ol la matiére est majo-
ritairement a 1’état de plasma. Les atomes y sont dissociés en particules chargées, ions,
protons et électrons qui induisent un champ électromagnétique s’il n’y en a pas originel-
lement. Le plasma sera entretenu par les interactions entre ces particules et les champs
électrique et magnétique. Un plasma est donc un milieu constitué de particules
chargées et de champs électrique et magnétique en étroite interaction.

On peut aussi en reconnaitre dans notre quotidien, le plus souvent ils brillent! Par
exemple, les éclairs, les aurores, les flammes, les néons, les étoiles et les nébuleuses. Ils
forment finalement la grande majorité de la matiére présente dans l'univers, du centre des
planétes au milieu intergalactique. Pour les étudier, on a deux possibilités : les créer en
laboratoire ou s’'immerger dedans. Dans le deuxiéme cas, peu sont réellement accessibles,
beaucoup étant trop furtifs (les éclairs), trop lointains (les nébuleuses) ou trop extrémes
(le soleil) pour y envoyer des appareils de mesure. Parmi les plasmas naturels accessibles,

13
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I'espace interplanétaire est roi. Véritable laboratoire [BRUNO et CARBONE 2005|, on y
envoie régulierement des sondes et satellites. La derniére sonde en date est Jupiter Icy

Moons Explorer (JUICE)) lancée le 14 avril 2023 en direction du systéme lunaire de Jupiter.

Dans l'espace interplanétaire, on trouve différents types de plasmas. Si 'on décolle
de la surface d’une planéte telle que la Terre, on commencera par traverser ’atmospheére
constituée de gaz neutre. Puis, on atteindra l'ionosphére, un plasma d’ions lourds et
impactés par le champ magnétique planétaire. En s’écartant un peu plus, on s’immergera
dans la magnétospheére constituée d’ions légers (principalement des protons) et d’électrons,
toujours sous l'influence du champ planétaire. En partant du Soleil, on peut aussi définir
différentes couches, la chromosphére, une couche fine gazeuse, puis la couronne solaire,
un plasma s’étendant sur une quinzaine de rayons solaires et enfin 1’héliosphére dans
lequel baignent les planétes. Le Soleil y éjecte continuellement un plasma : le vent solaire.
Cet écoulement vient former des arcs de choc précédant les planétes en mouvement dans
I’héliospheére. Entre cet arc et la magnétosphére, le vent solaire est dit choqué. Cette région,
dominée par le champ magnétique interplanétaire, est la magnétogaine. La FIGURE 2.1
illustre quelques-unes de ces différentes régions. D’autres régions plus spécifiques existent,
mais on se contentera de ce niveau de description, le vent solaire étant notre principal
objet d’étude.

. Arc de choc
% Couronne solaire

i\/Iagnétogaine

Vent Solaire

—)

Héliosphere

FIGURE 2.1 — Exemples de plasmas spatiaux. CME signifie éjections de masse coronale.
Crédits de I'image initiale : Institut royal d’Aéronomie Spatiale de Belgique (page web
WWW.aeronomie.be).

Le vent solaire est par exemple traversé par Parker Solar Probe en orbite autour
du Soleil, cette mission lancée par I’agence spatiale américaine NASA] en 2018 s’approche
petit & petit du Soleil afin de « toucher » la couronne. La mission Magnetospheric Mul-
tiscale (MMS) en orbite autour de la Terre explore le vent solaire, la magnétogaine et la
magnétosphére. Nous reparlerons plus en détail de ces deux missions dans le Chapitre [6]
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2.2 Le vent solaire, source de questions ouvertes et pro-
blématique d’étude

Le vent solaire est un plasma extrémement dilué, peu collisionnel et turbulent, consti-
tué essentiellement d’ions légers ou protons (hydrogene, hélium chargés) et d’électrons
interagissant avec le champ magnétique du Soleil. En fonction de 'activité cyclique et
des latitudes du Soleil, il peut étre rapide (vgy ~ 800km/s) ou lent (vgy ~ 400 km/s)
et parcouru par des structures a grandes échelles telles que les éjections de masse coro-
nale (CME). Les missions Voyager 1 et 2, lancées en 1977 vers les confins de I’héliosphére
par la NASA, ont permis de tracer les profils de température, champ magnétique, vitesse
ete. en fonction de la distance au Soleil [RICHARDSON, PAULARENA et al. [1995]. Ces pro-
fils ont donné lieu & diverses modélisations et a des problémes encore ouverts aujourd’hui.
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FIGURE 2.2 — Profil de température ionique en fonction de la distance au Soleil, observé
avec les données de Voyager 2 (noir). Profil adiabatique (vert). [Crédits : RICHARDSON
et SMITH 2003|]

Sur la FIGURE est donné l'exemple du profil de température. Du caractére peu
collisionnel du vent solaire ont émergé, dans un premier temps, des prédictions d’une
décroissance adiabatique du profil de température (courbe verte) [TU et MARSCH [1995].
Mais comme on peut l'observer, la décroissance n’est pas aussi rapide que le modéle
adiabatique. Des exemples de modélisations pour retrouver ce profil sont référencés par
RICHARDSON et SMITH 2003 Sur la FIGURE [2.2] des résultats d’un modeéle prenant en
compte des ions dits « pickups » sont présentés en bleu et en rouge. Dans le cas rouge, est
ajouté au modéle une dépendance linéaire entre la vitesse du vent solaire et la température.
Le profil in-situ est ainsi plutot bien retrouvé mais initialisé a partir de relevés de vitesse
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et température effectués autour de 1au (unité astronomique dont ’étalon est la distance
Soleil-Terre). Les ions pickups font en effet partie des sources du chauffage localisé du
vent solaire mais ce chauffage aurait d’autres sources, comme ’explique DAVID et al.
2022. Avant 1 au, il serait principalement dii aux fluctuations turbulentes, puis aux chocs
interplanétaires venant accélérer ou ralentir le plasma, et enfin, aprés 20au, aux ions
pickups provenant du milieu interstellaire. Le chauffage d aux fluctuations turbulentes
est souvent mis en compétition avec un chauffage induit par les processus de reconnexion
des lignes de champ magnétique [MATTHAEUS et VELLI 2011, CRANMER et al. 2015]. Ces
deux phénomeénes sont souvent liés [SUNDKVIST et al. 2007, RETINO et al. 2007, SERVIDIO
et al. 2011,CHASAPIS et al. [2015, MANZINI, SAHRAOUI et CALIFANO 2023|.

Dans ces travaux, on s’intéresse au chauffage turbulent [TU et MARSCH 1995, KIYANI
et al. 2015 prédominant & partir de quelques rayons solaires jusqu’a 2 au. Une définition
thermodynamique de ce chauffage sera donnée dans le Chapitre[d Ce probléme sera abordé
a travers la cascade turbulente définie dans le Chapitre [I] et décrite avec une théorie des
lois exactes, héritage de la théorie de Kolmogorov. Elle permet un transfert d’énergie des
grandes échelles d’injection, a travers les échelles dites fluides et vers les petites échelles
(dites cinétiques) ou les processus cinétiques dissipatifs peuvent intervenir afin de chauffer
les ions et les électrons.

Ce transfert peut étre illustré a partir des spectres d’énergie magnétique comme celui
de la FIGURE compilé grace aux relevés de champ magnétique effectués in-situ par
les missions Advanced Composition Explorer et Cluster (CLUSTER]) en orbite
autour de la Terre. Sur cette figure, on retrouve en fonction de la fréquence temporelle
f, une pente de type Kolmogorov en —5/3 ~ —1.7. L’hypothése de Taylor permet de
relier le vecteur d’onde k introduit dans le Chapitre [I} a la fréquence f accessible dans
les relevés in-situ, grace a la vitesse du vent (vgw ) : 2mf ~ vew - k. Cette pente indique
donc les échelles inertielles et la présence de turbulence dans le plasma d’aprés la défi-
nition spectrale de la zone inertielle donnée dans le Chapitre [1] et transposée a 1’énergie
magnétique. A plus hautes fréquences, cette zone inertielle s’achéve par une rupture de
pente autour de la fréquence associée a une longueur caractéristique ionique (la longueur
d’inertie d; ou le rayon de Larmor pr; noté sur la figure p;). A partir de cette échelle, des
effets cinétiques ioniques commencent donc & étre visibles. Ensuite, le spectre semble se
stabiliser autour d’un nouveau régime a priori dispersif, avec une pente proche de —2.6,
avant d’atteindre la zone d’influence des électrons autour de la fréquence associée a une
longueur caractéristique électronique (d. ou pr., noté sur la figure p.). Les phénoménes
d’origine cinétique impliqués dans la zone de transition et les zones qui s’ensuivent ne sont
pas encore complétement compris, tout comme leurs impacts sur les régimes turbulents
(voir par exemple ALEXANDROVA et al. [2013 et SAHRAOUI et al. [2020).

Parmi ces questions ouvertes dans 1’étude de la turbulence compressible pour le chauf-
fage du vent solaire, on s’attaquera aux effets conjoints du manque de collision et du
champ magnétique sur la cascade. Ces deux propriétés induisent une anisotropie de la
fonction de distribution de vitesse des particules, menant & un tenseur de pression ani-
sotrope. Comme on le verra par la suite, cette anisotropie de pression peut induire des
instabilités dans le systéme [PARKER (1958, BEREZIN et VSHIVKOV 1976, HALL [1981
SOUTHWOOD et KIVELSON (1993, GARY et al. 1976, HUNANA et al. [2019).

La cascade turbulente d’énergie a été largement étudiée dans le cas incompressible
depuis le début du siécle et 1'extension de la théorie des lois exactes de Kolmogorov au
modéle magnétohydrodynamique incompressible par POLITANO et POUQUET [1998a, et
POLITANO et POUQUET [1998b. Les études sur l'effet de la compression sur la cascade sont
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FIGURE 2.3 — Spectre d’énergie magnétique du vent solaire obtenu a partir des missions
[ACE] et [CLUSTER] Ce spectre peut étre découpé en cing régions grace aux ruptures de
pentes. Pente en —1.1 : Réservoir d’énergie. \. : longueur de corrélation. Pente en —1.7 :
Zone inertielle. p; : rayon de Larmor ionique. Pente en —3.4 : Zone de transition. Pente
en —2.6 : Echelles dispersives. p, : rayon de Larmor électronique. Pente en —3.7 : Echelles
de dissipation électronique. [Crédits : SAHRAOUI et al. 2020

quant a elles plus récentes et leur cadre souvent limité par I’hypothése thermodynamique
isotherme [MARINO et SORRISO-VALVO [2023]. Dans le Chapitre [3| nous reprendrons
quelques résultats incompressibles avant d’apporter dans la Partie [ une premiére exten-
sion du cadre d’étude de la cascade turbulente & des plasmas compressibles, en centrant
la problématique sur l'effet de différentes descriptions thermodynamiques utilisées pour
définir la pression. Dans la Partie [T, nous élargirons le cadre de la théorie des lois exactes
en prenant en compte 'anisotropie de pression. Et dans la Partie [[TI} nous appliquerons
la théorie analytique ainsi élargie a des simulations tridimensionnelles turbulentes.

Mais, avant cela, dans la section [2.3] sera rappelée la description fluide d’un plasma
qui sert de base a ’ensemble des modeéles utilisés dans ces travaux.

2.3 Décrire un plasma a ’aide d’un modéle fluide

Soit un plasma, dans lequel chaque particule est caractérisée par le ratio charge/masse,
Ja/Mq, associée a son espéce notée «, sa position dans l'espace des phases {x,v} et
une fonction de distribution P, (x,v,t). Dans les cas étudiés ici, les espéces sont les
protons (« = i) et les électrons (o = e). En négligeant les collisions entre les particules,
I’équation cinétique, nommée alors équation de Vlasov, décrivant 1’évolution de la fonction
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de distribution des particules est :

dv

8t77a +Vv- V'Pa + % : vaa = 0. (21)
Le systéme est alors décrit par sept variables, une temporelle ¢, les trois composantes de
la position x = [z,y, 2] associée & l'opérateur dérivatif V et les trois composantes de la
vitesse v associée a 'opérateur dérivatif V, et dépendantes du temps. Si 'on considére
que les particules baignent dans un champ électromagnétique {E (x,t), B (x,t)}, on peut
remplacer ¥ par la force électromagnétique de Lorentz ¢, /mq (E 4+ v x B) et compléter
le systéme avec les équations de Maxwell :

V-E = Qfe, (2.2)
V-B = 0, (2.3)
VxE = —-0,B, (2.4)
VXxB = uyj+epuo:E, (2.5)

avec ) (x,t) et j (x,t) les densités totales de charges et de courant du plasma.

On peut définir des quantités macroscopiques, des « moments » de la fonction de distri-
bution, en moyennant une fonction g (x, v, t) dans I'espace des vitesses (d*v = dv,dv,dv,) :

“+o0

G0, = [ Pabvg v . (26)
—0oQ

Afin d’appliquer cette moyenne, on supposera la convergence des intégrales. Les étapes de

calculs ne seront pas détailléesﬂ Visuellement, les moments d’ordre 0, sont reliés a 'aire

sous la fonction de distribution, ceux d’ordre 1 sont reliés a sa valeur moyenne et ceux

d’ordre 2 & sa largeur & mi-hauteur comme représentés sur la FIGURE [2.4

Suivant la fonction g, on peut obtenir pour chaque espéce, les moments suivant :

Quantité (G (x,1)), g (x,v,1) ordre
Densité de particules Ne (X, 1) 1 0
Densité de masse Pa (X, 1) Me (X, 1) 0
Densité de charge Qa (x,1) do (x,1) 0
Densité de vitesse du fluide | n,vq (X, t) % 1
Densité de courant Ja (x,1) JaVa 1
Pression P, (x,t) Mo (V— V) (V— vq) 2
Flux de chaleur To (X,1) | Mo (V—14) (V—14)(V—rs) | 3

A partir de I'équation de Vlasov, on obtient des équations dites « multi-fluides » (dé-
pendantes de «) décrivant I’évolution des différents moments :

— L’équation de continuité pour la densité massique :

Opa+ V- (pava) = 0. (2.7)

1. Pour plus d’informations, se référer a, par exemple, KRALL et TRIVELPIECE [1973, Rax 2005,
GALTIER 2016/ ou BELMONT et al. |2018|



Section 2.3 19

Moment d'ordre 0
0.121
—— Moment d'ordre 1
0.101 —— Moment d'ordre 2
35008
&
¥ 006
g_\.\
0.04 1
0.021
0.00
~10 5 0 5 10 15 20 % 30
v

FIGURE 2.4 — Représentation graphique des moments d’ordre 0 (aire sous la courbe colorée
en bleu), 1 (valeur moyenne de v indiquée par la verticale verte) et 2 (largeur indiquée
par I'horizontale rouge) de la fonction de distribution en vitesse f (x,v,t) ici gaussienne.

— L’équation sur la quantité de mouvement :
at (pava> +V- (po/vava +E) - QaE - ja xB = 0. (28)

— L’équation d’évolution du tenseur de pression :

atp—aw.(Uaz+q=a)+(ra.vva)5+%(3xﬁ)s ~ 0, (29

avec () = O)+()" avec ()" la transposée de (). Ces équations sont associées respectivement
aux moments d’ordre 0, 1 et 2. On remarque que I’équation du moment d’ordre n dépend
d’un moment d’ordre n + 1. Afin de fermer le systéme d’équations, des équations dites
« de fermeture », devront étre introduites.

Dans les plasmas que ’on considére, on a deux populations (o = 7, e) : les ions/protons
(m;, e) et les électrons (m., —e) avec les masses m; > m. et e la charge élémentaire.
Le systéme d’équation multi-fluide sera donc appelé « bi-fluide ». On ’abordera dans le
Chapitre [

Les quantités totales (notées sans indices : n, p, v, j, etc.) sont ensuite obtenues en
sommant sur toutes les espéces, na, pPa, Qa, PaVa, Jos Pe~+ PaVaVa €t paua+%pa|va|2. En
appliquant ces sommations aux équations , et et en considérant I’hypothése

de quasi-neutralité (@) ~ 0), on obtient les équations mono-fluides quasi-neutres suivantes :
— L’équation de continuité pour la densité massique :

= Op+V-(pv) = 0. (2.10)
— L’équation sur la quantité de mouvement :

= 0 (pv)+ V- (ppv+P)—jx B = 0. (2.11)
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— L’équation d’évolution du tenseur de pression, avec Pg = Y %E :
= = = = s @ ——\ 9
=0 P+V-(vP+q)+ (P -Vv) +=(BxPg)" = 0. (212
p

L’hypothése non-relativiste et la quasi-neutralité permettent d’y remplacer 3 par V x B
(Equation de Maxwell (2.5))).

On peut construire, & partir de I'équation (2.8)), '’équation d’évolution de la densité
de courant totale 37 = en;v; — en.v.. Sachant que m; > m,, cette équation peut s’écrire
sous la forme de la loi d’Ohm généralisée :

E = Eyiap + Engu + Eiperm (2.13)

avec

— FEnrgp = —v X B, le terme d’induction,
— Epan = )\i% x B, le terme de Hall (Hall)),

— FEvyp, = —%V . P, le terme « grad Pe » (VP)),

avec \; = ", La loi d’'Ohm permet d’expliciter E dans I’équation (2.4). En ne prenant
en compte que le terme d’induction dans la loi d’Ohm, on obtient I’équation :

0B =V x (v x B) (2.14)

qui s’écrit en fonction de la vitesse d’Alfvén vy = \/% avec L, la perméabilité du vide, :
Va

8t'vA:V-(vAv—va)—vV-vA+7V-v. (2.15)

Les équations (2.10)), (2.11)) avec ’hypothése non-relativiste, (2.12)) et (2.14)) forment le
modéle magnétohydrodynamique (MHD)) non fermé, valable pour des échelles temporelles

associées a des fréquences plus petites que la fréquence cyclotron ionique w.; = By/\; avec
By = | (B) | et des échelles spatiales, dites plus grandes que d; et pr;. En fonction
de I’équation de fermeture choisie, I’équation peut étre omise, par exemple dans le
cas d'une fermeture isotherme ot P o p. Usuellement, la pression est supposée isotrope
(P = pI) dans le modéle mais dans ce mémoire, on ne fera cette hypothése que
dans la Partie[ll

Dans la Partie [[I, on abordera l'extension de la théorie des lois exactes au modéle

MHD-Hall (MHD-Hall) pour laquelle I’équation d’induction peut s’écrire :

VA A 1 .
Owa =V - (Va0 — VU4 —UV-’UA—i-—V-'v——VX(—ngA). 2.16

Ce modéle est souvent normalisé par la vitesse d’Alfvén moyenne v49. Dans I'équation
, A; est alors remplacée par la longueur inertielle des ions d; = v4ow.;. Ce modéle
sera donc valable aux échelles MHD]| et aux échelles dites [Halll proches de d;. Certaines
simulations que 'on analysera dans la Partie[[I]] prennent aussi en compte[VP] Nous pro-
poserons donc une extension au modéle MHD-Hall avec correction VP, (MHD-Hall-V P,)).
Ce terme permet de prendre en compte la contribution thermique des électrons au champ
électrique.
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2.4 Synthése : problématique et modéles utilisés

Problématique générale :  Quel est I'impact des fermetures dépendant de la pression
sur la cascade turbulente ?

Plan :
— Partie |l : Impact d’une pression isotrope sur la cascade turbulente compressible,
— Partie|ll] : Description d’un écoulement turbulent dépendant d’une pression aniso-
trope,
— Partie [[T]] : Effet de I’anisotropie de pression sur la cascade turbulente.

Modéles utilisés

Ip+V-(pv) = 0 (2.17)
O (pv)+ V- (ppv+P)—jxB = 0 (2.18)
OP+V-(vP+q) + (P-Vu)'+ (BxPp)” = 0 (2.19)
— (Parties [I] et [LI)) :
0B =V x (v x B) (2.20)
— |MHD-Hall| (Parties [LI| et :
8,B =V x (v x B) — \V x (le) (2.21)
P
— [MHD-Hall-V P/ (Parties [[ et :
. 1
8tB:V><(v><B)—)\V><(%><B>+)\V><(;V-Pe) (2.22)

— Autre : Bi-fluide (Partie [I)
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ETUDE DE LA CASCADE TURBULENTE DANS UN
PLASMA INCOMPRESSIBLE
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Ce n’est que 57 ans aprés 'apport de Kolmogorov & la compréhension de la turbulence
que l'idée de chercher des lois exactes dans un fluide magnétisé, ou plasma, a émergé.
Ainsi, POLITANO et POUQUET [1998al et POLITANO et POUQUET |[1998b| ont étendu la
théorie hydrodynamique a la[MHD]en restant dans le cadre incompressible. Cette avancée
historique a apporté un cadre a I’étude de la turbulence dans les plasmas spatiaux. Dans
le laboratoire qu’est le vent solaire, elle a permis de trouver des éléments de réponse
a des problémes tels que ceux du chauffage ou de 'accélération du vent [SMITH et al.
2000, SORRISO-VALVO et al. [2007, STAWARZ et al. 2009, OSMAN et al. 2013, BRUNO et
CARBONE 2013, ALEXANDROVA et al. 2013, SAHRAOUI et al. 2020, MARINO et SORRISO-
VALVO 2023].

Le modéle MHD incompressible avec pression isotrope est la description
fluide d’un plasma la plus simple abordée dans ce mémoire. Dans ce chapitre, nous re-
prendrons les résultats analytiques incompressibles principaux afin d’introduire les outils
fondamentaux de I’étude de la turbulence dans un plasma.

3.1 Le modeéle et I’énergie totale

Contrairement au modeéle hydrodynamique incompressible abordé dans le Chapitre
[, dans le cas d’un plasma, il est nécessaire de prendre en compte le couplage entre le
fluide et le champ magnétique et d’ajouter I’équation d’induction comme on a pu le
mettre en pratique dans le Chapitre 2] L’incompressibilité s’exprime quant a elle a travers
la contrainte V - v = 0. Le modéle est alors :

1
Gt'v+v-Vv—vA-V'vA+p—Vp* = 0, (3.1)
0
0iva+v-Vvyg —vya-Vo = 0, (3.2)
Vv = 0. (3.3)

Le champ magnétique apparait dans ces équations a travers la vitesse d’Alfvén vy =
B/ \/liopo et la pression magnétique p,, = pov42/2 contenue dans la pression totale p, =

23
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P+ Pm. On remarque qu’il y a 3 équations (7 en termes de composantes) et 3 inconnues
(2 vectorielles, v et v4 et une scalaire, p). Le systéme se retrouve donc fermé grace a la
contrainte incompressible, équation . On peut rappeler aussi que le champ magnétique
est aussi contraint tel que V - B = 0, ce qui implique dans le cas incompressible : V -
va = 0 (contrainte implicitement prise en compte dans ’équation d’induction (3.2))). En
appliquant la divergence sur 1’équation , on obtient ’équilibre de pression, —%V%* =
Vv : Vv —Vwvy, : Vuy, qui indique que la pression totale est directement reliée aux non-
linéarités du systeéme.[T]

Dans ce systéme apparaissent deux canaux énergétiques : cinétique de densité F, =
% pov?, et magnétique, E,, = % pova2. On définit aussi la densité d’hélicité croisée couplant
les deux champs : H. = pov4 - v. Les équations de densité d’énergie cinétique et magné-
tique, obtenue respectivement a partir de et (3.2), et celle de densité d’énergie totale
Ei.. = E. + E,, sont alors :

OE.+V: - (Ev+ Huva+ pv) = —powava: Vo, 3.5)
OB, +V - (Env) = povava : Vo, (3.6)
O Fioy +V - (Eyqv + Hva +pov) = 0. 3.

L’équation (3.7) indique que la densité d’énergie totale moyenne (FEy) est conservée
puisque pour toute quantité X, la moyenne, ici spatiale, (), impliqueﬂ (V-X)=0. Les
équations et nous indiquent un échange entre les canaux énergétiques se faisant
a travers le terme de droite.

3.2 Le cas linéaire et les ondes d’Alfvén

La théorie linéaire est la principale voie nous donnant des informations ondulatoires
sur un modéle. Ainsi, dans le modéle [nc-MHD)] elle vient révéler I'existence des ondes
dites d’Alfvén.

Pour cela, on doit linéariser le systéme, c’est-a-dire négliger tout terme non-linéaire
(d’ordre supérieur a 1). Les moyennes des quantités impliquées seront indiquée par un
0 (ordre 0) et les fluctuations d’ordre 1 seront indiquées par un 1. Ainsi, par exemple,
v ~ vg + v1. On considérera aussi que vg = 0 et on notera la direction du champ
magnétique moyen byg.

La deuxiéme étape consiste a passer dans l’espace de Fourier, c¢’est-a-dire remplacer
0, par la pulsation —iw et V par le vecteur d’onde ik. On supposera sans perte de
généralité, le systéme de coordonnées cartésiennes orienté tel que e, = bg et 'annulation
de la composante suivant e, du vecteur d’onde, k, = 0. On notera k la norme du vecteur

:l::

1. Ce systéme peut aussi étre symétrisé grace aux variables d’Elsésser, z v+uvg

1
Ozt + 2T .Vt = —;Vp*, V.2t =o. (3.4)
0

Leur somme ipo(z"‘2 + z72) donne ’énergie totale E;, et leur différence, 'hélicité croisée H.. La
dynamique non-linéaire est alors contenue dans le terme zF - Vz*. De telles variables sont adaptées a
I’étude de ce systéme incompressible et sont largement utilisées pour simplifier les calculs. Il est nécessaire
de garder en téte qu’en termes de mathématique fondamentale, elles ne peuvent exister, car elles sont
la somme d’un champ vectoriel (vitesse) et d’'un champ pseudo-vectoriel (champ magnétique). Dans un
effort de cohérence avec le cadre compressible dans lequel elles sont mal définies [MAGYAR et al. [2019],
elles ne seront pas utilisées ici.
2. En supposant la périodicité de X ou son annulation & l’infinie.
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FIGURE 3.1 — Systéme de coordonnées et vecteur d’onde dans le cadre linéaire.

d’onde, k| sa composante le long de e, parallele au champ magnétique moyen, k; sa
composante le long de e, et 6 angle formé avec e, (voir FIGURE [3.1)).

Le systéme devient alors :

1
wvr + UA()]C”’UAl - p—p*lk = O, (38)
0

wvA1 +?}A0/<I||’U1 = 0, (3.9)
k- V1 = 0 k- VA1

I
)
—
w0
—
=}
~—

Ensuite, on injecte les équations (3.9) et (3.10) dans I’équation (3.8)) :

— k- (3.8) = p. = 0, en excluant le cas trivial ot k = 0. La pression totale n’est
donc bien reliée qu’aux non-linéarités du systéme.

— w-(3.8) = (w? — (k- v40)*)v1 = 0 (dite équation de dispersion), d’ou la relation
de dispersion :

w = £k -va0 = £va0k) = £V 40k cos . (3.11)
- " et ‘. = V1 = It’l)Al.
— pxa = 0= p1 = —vaova1, -

La relation de dispersion ([3.11f) nous indique qu’il peut y avoir dans le systéme ,
des ondes dites d’Alfvén, couplant champ magnétique et champ de vitesse. Générale-
ment, pour obtenir la polarisation d’'une onde, on injecte sa relation de dispersion dans
le systéme. Dans le cas du systéme [nc-MHD] le systéme s’annule alors complétement.
La polarisation de 'onde d’Alfvén y est définie par k - v4; = 0 qui indique que v 47 doit
étre perpendiculaire a k. Or k est dans le plan e, — e,. Donc v4; est polarisé suivant
une combinaison linéaire des vecteurs e, et (—cosf,0,siné). Le mode d’Alfvén est donc
dégénére, il est formé d'un mode dit incompressible, polarisé suivant e,;, et d'un mode dit
pseudo-alfvénique, polarisé suivant (— cos 6,0, sin 6).

L’onde d’Alfvén est trés importante en physique des plasmas. Elle est, en effet, solu-
tion exacte du systéme linéaire et non linéaire. En turbulence, elle peut donc
alimenter la cascade. Lorsque la cascade est développée par des ondes, on parlera de
turbulence d’onde. De plus, deux régimes existent : la turbulence faible ou la cascade
d’énergie est supposément développée par des interactions faiblement non-linéaires entre
paquets d’ondes, et la turbulence forte ot ondes et structures cohérentes (de type vortex
par exemple) coexistent et entretiennent la cascade.
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3.3 Décrire la cascade turbulente incompressible avec
une loi exacte

La théorie des lois exactes, nommeée ainsi car aucune hypothése de linéarisation ou
perturbative n’est supposée pour les obtenir, s’appuie sur les hypothéses de Kolmogorov
exposées et illustrées dans le Chapitre [1| (voir synthése et rappelées ci-aprés. On
se référera au Chapitre [I| & propos des notations. Historiquement, de multiples versions
de la loi exacte décrivant la cascade et de la méthode pour l'obtenir existent
[POLITANO et POUQUET [1998a, POLITANO et POUQUET |1998b, MACBRIDE, SMITH et
al. 2008, GALTIER [2018]. On la nommera dans la suite « Politano et Pouquet 98 »
du nom des deux chercheuses ayant dérivé la premiére version en 1998.

D’aprés les hypothéses de Kolmogorov, la zone inertielle est définie comme ’ensemble
des échelles ou le tranfert s’effectue conservativement. I’énergie totale (cinétique + ma-
gnétique) étant un invariant du systéme elle peut a priori cascader de maniére
conservative. Une cascade d’énergie implique une source d’injection et un canal de dissi-
pation, respectivement aux grandes et petites échelles. Le canal de dissipation transfére
I’énergie des champs électromagnétiques vers les particules du plasma. Cette énergie sera
visible dans la fonction de distribution des particules & travers une augmentation de sa lar-
geur (chauffage) ou un décalage de la moyenne (accélération). Dans le cadre [[nc-MHD] les
dissipations généralement admises sont des dissipations visqueuses ou résistives qui s’ac-
compagnent d’une variation d’entropie. Le canal d’injection est nécessaire pour entretenir
la cascade et compenser la dissipation dans le bilan énergétique (dans le cas incompres-
sible) |[GALTIER 2021]. Pour refléter cela dans les équations, on va ajouter une force f.
d’injection agissant & grande échelle et un terme dissipatif (visqueux), d., agissant a pe-
tite échelle, dans I’équation et, pour permettre la visualisation de ce que deviennent
ces sources si elles sont définies magnétiquement, on va ajouter f,, et d,, (résistif) dans
I’équation d’induction . On restera dans un cadre général en ne détaillant pas leur
contenu. Ainsi :

1
8t'v+v-V'v—'vA-V’uA+p—Vp* = f.+d., (3.12)
0
Ova+v-Vvg—v4a-Vo = I +dom, (313)
V.v =0, V-vys=0. (3.14)

Maintenant, si I’on veut une loi exacte sur ’énergie totale, on doit choisir une fonction
de corrélation qui, lorsque @’ = @, est égale a l'énergie totale moyenne, ici (Eyy) =

(E.+ En,) = <% pov? + % PoU A2>. Cela nous donne bien des choix de formulation :

(VB VEw). (VB NEAVE ),

et pourquoi pas d’autres puissances? Ici, c’est la méme quantité & une constante pres,
mais on pourrait avoir a choisir entre B ou v 4, ou encore utiliser les variables d’Elsésser.
Une autre possibilité est de définir cette fonction a ’aide des incréments de quantités (voir
par exemple ANTONIA et al. [1997). Avec une telle fonction, on obtient naturellement son
annulation lorsque &’ = @. Du choix de la fonction de corrélation va dépendre la difficulté
du calcul, la sauvegarde du sens physique (que voudrait dire v'/°?) et potentiellement
I’élégance et la compacité du résultat. Une question fondamentale subsiste et ne sera
qu’en partie traitée dans cette thése : regarde-t-on la méme chose quel que soit le choix
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de fonction de corrélation ?E] On considérera la fonction d’auto-corrélation pour chaque
canal d’énergie : R = 1po(v-v' +va-v’), po/2 étant une constante dans ce cadre
incompressible.

Ensuite, on doit dériver une équation pour cette fonction de corrélation, elle s’ob-
tient en notant que R = £po((0i(v) - V' + v - (V")) + (Op(va) - V) +va - O (V)))) et
en remplacant les dérivées temporelles grace aux équations et (3.13). Pour alléger
la démonstration, on peut noter que (J;(v’) - v) est le conjugué de (J;(v) - v'), c’est-a-dire
en échangeant les roles (prime ou pas) de chacun des points. Ainsi, on obtient en jouant
un peu avec I’hypothése d’homogénéité statistique et les contraintes :

(- 0w) = V- (v -vv—v vava)+ @ fo+v -d.), (3.15)
(V- 0wa) = Ve (V) vav -0y -vva)+ (V) frn+ V) dm),  (3.16)

puisque — (v' - Vp,) = Vg (pv’) = (p. V' - v") = 0.

On peut chercher a faire apparaitre par factorisation dans les termes dit « de flux »
(sous 'opérateur V) des équations et , des fonctions de structure, ¢’est-a-dire
des multiplications d’incréments telles que (dv - dvdv). Via les hypothéses d’homogénéité
et les contraintes , on peut faire ainsi ressortir :

Ve - (6v-dvév)

= V- (v 00 —v-vv—v - v'v+v-vv + 20 v'v— 20" v

= 2V, - (v-v'v—v -vv'). (3.17)

Et de méme :
Ve (dva-dvadv) = 2Vg-<'vA-'vf4'v—fvf4~vAv'>, (3.18)
Ve (0v-0vadva) = Vp- <'v ‘vl va — v vV, + U vavs — v ’U;"U;l> . (3.19)

Les fonctions de structure d’ordre 3, (§v - dvdv) et (Jva - dva0v), rappellent la convection
de I’énergie, respectivement cinétique et magnétique, par le champ de vitesse présente
dans P'équation d’énergie totale (3.7), et (dv - dvadva) rappelle la convection de I'hélicité
croisée par le champ magnétique.

Ainsi, ’équation de la fonction de corrélation de I'énergie totale obtenue avec R =
<%p0v v+ %pova : 'vf4> peut s’écrire :

1
R = Zpovg 0V - SVOV + dv 4 - VA0V + 20V - SV A0V ) (3.20)
1 4 / /
+§po<v 'fc+v'fc+vA'.fm+vA'ff,{n> (321)
1
—|—§p0 <v’-dc—|—v-d;+v;‘-dm—l—vA-d:n>. (3.22)

Dans le terme de droite, la premiére ligne décrit la cascade non-linéaire (en; = (3.20)), la
deuxiéme, U'injection au taux er (= (3.21))), et la troisiéme, la dissipation (ep = (3.22))).

3. On regardera la différence analytique entre les fonctions de type incrémentale ou non (traitée numé-
riquement dans les cadres MHD-Hall incompressible et compressible par FERRAND, GALTIER, SAHRAOUI,
MEYRAND et al. 2019 et FERRAND, SAHRAOUI, GALTIER et al.[2022). La question de la convergence des
taux de cascade obtenus avec des lois du méme type (incrémental ou non) mais différentes formulations
(exemple des différentes puissances) reste un probléme ouvert qui n’a, & notre connaissance, pas été traité
rigoureusement.
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Les contributions magnétiques viennent se méler aux contributions cinétiques présentes
dans chaque taux et vues dans le cadre (voir Chapitre [I)). Cette équation du type
[KHM] est valable dans et en dehors de la zone inertielle.

En £ = 0, on retrouve 'équation de densité d’énergie totale moyenne du systéme :
Ot (Eot) = (EF) + (Ep) avec (Ep) = po (V- fe+va - fm), la densité d’énergie moyenne
injectée et (Ep) = po (v -d.+ va - dn), la densité d’énergie moyenne dissipée. Si le sys-
téme est conservatif, (EFp) = — (Ep). Afin que (Ep) = — (Ep) soit respecté ep ne doit
pas s’annuler aux échelles ou le forgage n’a pas d’influence mais plutot étre égal & (Er).
er(¢) ne représente donc pas l'énergie qui est injectée a I’échelle ¢ mais plutot 1'énergie
qui a été injectée dans la cascade aux échelles > £, ou le forcage est actif.

En appliquant les hypothéses de stationnarité statistique et de séparation d’échelle,

on obtient la loi de type K41 donnée par ¢ = —eny, :
1
€ = —ZpOVg {0V - JVOV + Jv 4 - VA0V + 20V - SV A0V A) - (3.23)

Cette équation est la loi exacte pour Iénergie totale du modéle fnc-MHD] obtenue

a partir de la théorie de Kolmogorov. Ce lien entre le taux de cascade et ’anomalie
dissipative ¢ (voir synthése nous permet, dans le vent solaire par exemple, d’estimer
le taux de dissipation permise par la turbulence pour répondre par exemple au probléme
du chauffage (décrit dans le Chapitre , voir aussi MACBRIDE, FORMAN et al. 2005,
SORRISO-VALVO et al. 2007, STAWARZ et al. 2009 et OSMAN et al. [2013).

Phénoménologiquement, € étant supposé constant et avec I’hypothése d’isotropie, on
remarque que : (6v)3 ~ (dv4)? ~ el => (6v)? ~ (6v4)? ~ (*3, ce qui donne des spectres
d’énergie cinétique et magnétique en E(k) ~ k(0v(k))? ~ k(dva(k))? ~ k~%/3. On
retrouve ainsi la loi phénoménologique des spectres en —5/3 de Kolmogorov étendue aux
fluides magnétisés.[]

Pour en revenir a la différence entre les fonctions de corrélation, regardons ce qu’il se
passe si ’on considére une fonction incrémentale, par exemple & = <%p05’v2 + %poév A2>
formée de fonctions de structure d’ordre 2 qui rappelle celles d’ordre 3 impliquées dans
le taux de cascade. On remarque que S = 2 (E;,;) — 2R. Ainsi la loi exacte

devient :

1
oS = —épovg ] <(SU - 0VOV + 0V 4 - VA0V + 20V - (SUA(S’UA> (3.24)
+p0 {0V - 0fe 4 0va - 0 fm) (3.25)
+po (0v - 0de + dv 4 - ddyy) - (3.26)

La partie non-linéaire, le taux de cascade, n’est pas impactée. Mais une question émerge :
les définitions des taux de forcage et de dissipation dépendant de f., f. et d., d,
extraites de et celles extraites de sont-elles équivalentes 7 Regarder S ou R
revient a regarder ou une quantité énergétique incrémentale ou celle restant dans le bilan
énergétique total moyen (Eyr) = S/2 4+ R. Clest la méme chose pour les définitions des
taux d’injection et de dissipation. Le choix de la définition, incrémentale ou non, des taux,
dépend donc du probléme que 1'on veut étudier et comme on vient de le voir, il est trés
facile de passer, analytiquement, d’'une définition a une autre.

4. Lorsque le champ magnétique est important, de I’anisotropie apparait dans I’espace de Fourier entre
la direction paralléle au champ magnétique et le plan perpendiculaire. La description phénoménologique
doit donc étre modifiée, par exemple avec la condition dite de "critical balance" [GOLDREICH et SRIDHAR
1995, HORBURY et al. |2008].
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3.4 Synthése sur 1’étude de la cascade dans le cadre

Inc-MHD

Modéle contraint tel que p=py =V -v=0:

1
Ov+v-Vv—v4-Voy + p—Vp* = f.+d,, (3.27)
0
Owa+v-Vvg —va-Vv = fo.+dp, (3.28)
V-v=0 V-vg = 0. (3.29)

Points méthodologiques de linéarisation (voir FIGURE [3.1]) :
— Négliger toutes quantités ou termes n’étant pas d’ordre 0 ou 1,
— UV X V1, Vg 2 Vg + Va1 AVeC Vag = Vyp€y,
— Passage dans 'espace de Fourier : 0, - —iw et V — ik avec

k=kFkie, + kje, = k(sinfe, + cosfe,).

Relation de dispersion linéaire : FExistence de modes d’Alfvén pouvant participer
a la cascade turbulente
w = :i:k?HUAO = :l:UAOkJ cosf. (330)

Fonctions de corrélation d’énergie totale et moyennes statistiques :
SR Lo (00 +va- v,
— S= %PO ((60)* + (6v4a)?) = 2(Eir) — 2R,
o <Et0t> - R('e = O)a <EF> = EF(’Z = 0)7 <ED> = ED(E = O)

Equations statistiques (densité d’énergie totale moyenne, lois exactes KHM
avec R et S) :

O (Ewt) = (Er)+(ED), (3.31)

1

atR:—ENL—l—ZEF—FED = Zpng'<5’U'5’U§’U—|—5’UA'(S’UA(S’U—FQCS’U'(S’UA(S’UA>
1
+§p0<vl'fc+v'fé+v:4'fm+UA'f7In>
1 ’ ’ ’
—|—§p0<v-dc+v-d'c+vA-dm+vA-dm>, (3.32)
1

8tS = _gNL +5F —f—gD = —§p0Vg . <(5’U - dvov + 5’UA . (5?JA(5'U + 20w - 5UA5'UA>
+po (0v -0 fc+ dva -0 fm)
+po (0 - 0de + dv 4 - ddyy,) . (3.33)

Loi exacte PP98 sur les taux d’énergie (type K41) :

e = —ipovg (0 - V0V + dv 4 - OV A0V + 20V - dVAOV ) . (3.34)
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PARTIE I : Le chauffage turbulent dans
un plasma compressible avec pression
isotrope

There is even a humorous statement about this by a well-known theoretical physicist

who compared the theory of turbulence without pressure with a someone who has lost his
manhood.Pl

Sergey G. CHEFRANOV et Artem S. CHEFRANOV

5. Traduction : Un célébre physicien théoricien a méme fait une déclaration humoristique a ce sujet en
comparant la théorie de la turbulence sans pression & un homme qui a perdu sa virilité. Citation extraite

de CHEFRANOV et CHEFRANOV 2021k
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INTRODUCTION

Bien que le modéle incompressible soit encore trés utilisé [MARINO et SORRISO-VALVO
2023|, le caractére compressible des fluctuations et des structures présentes dans le vent so-
laire est observé et identifié depuis les premiéres missions spatiales [TU et MARSCH 1995|.
Les travaux présentés dans cette partie se placent dans la continuité d’un effort d’exten-
sion de la théorie de Kolmogorov aux plasmas compressibles entrepris depuis BANERJEE
et GALTIER 2013.

Dans le Chapitre [4, sera présenté le modeéle compressible sur lequel seulement deux
contraintes seront imposées dans cette Partie [[| : une pression de type isotrope et une
équation d’induction MHD] Diverses relations thermodynamiques y seront analysées pour
fermer ce modéle fluide.

Dans le Chapitre [5 sera résumé 'extension analytique compressible avec pression
isotrope de la théorie de Kolmogorov a travers les premiers résultats que j’ai obtenus.

Dans le Chapitre [6] nous aborderons une application observationnelle de ces premiers
résultats analytiques dans les premiéres données in-situ obtenues prés du Soleil par [PSP]
Cette étude de cas effectuée, j’ai ensuite amorcé une étude statistique dans des données
relevées dans la magnétogaine terrestre par [MMS|
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QUE SAIT-ON SUR LE MODELE COMPRESSIBLE ?
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[4.5 Synthese sur le modéle compressible avec pression isotropel . 42

Lorsque la contrainte d’incompressibilité qui servait de fermeture au systéme d’équa-
tion est relaxée, le modéle n’est plus fermé. Dans ce chapitre, seront définis différents
types de fermeture en considérant toujours une pression isotrope. On regardera ce qu’il
advient du taux de cascade dans le chapitre suivant.

4.1 Energétique du modéle MHD non fermé

Si I'on reprend les équations du modéle - dérivées du modéle cinétique (voir
syntheése [2.4] . et que 'on suppose une presswn isotrope, on obtient le systéme suivant,

B
écrit avec la vitesse d’Alfvén vy = Nk

op+ V- (pv) 0, (4.1)

O (pv) + V- (pvv — pvava) + Vp, = 0, (4.2)

30+ V- Bpv+2q)+2pV-v = 0, (4.3)

8t'vA—V~(vAv—va)+vV-'vA—%‘V-v = 0. (4.4)

La contrainte sur le champ magnétique, V - B = 0, peut s’écrire : V- (pva) = —pV - va.

Ce systéme n’est pas fermé, mais avant de le fermer, regardons ce qu’il nous indique en
termes d’énergétique. L’équation de densité d’énergie cinétique E,. = %p'v2 obtenue via

et est :
OE.+ V- (B4 p,v — pv-vavs) = —pvava : VU +p,V - 0. (4.5)
L’équation de densité d’énergie magnétique F,, ,0'0 A2 obtenue via ) et . est :
OE, +V - (E,v) =pvava: Vo —p,V - v. (4.6)

On remarque que I’échange entre ces deux canaux énergétiques se fait a travers la pression
magnétique et un terme croisé (termes de droite de (4.6))) similaire au cas incompressible.

35



36 PARTIE I : Chapitre 4

La densité d’énergie totale moyenne (Ey,) = (E. + E,, + E,) étant un invariant du sys-
téme, cela nous autorise, a priori, a appliquer la méthode résumée dans la section pour
en étudier la cascade. Afin que cette énergie soit conservée, il faut ajouter une équation
annulant le terme source dépendant de p dans I’équation d’énergie cinétique . Cette
équation est ’équation de densité d’énergie interne, F, = pu avec u l’énergie interne spé-
cifique, dans laquelle on doit aussi faire figurer un terme de flux de chaleur, V - q, :

OE,+V - (B,o+q)=—pV-v. (4.7)
L’équation de densité d’énergie totale, Fyy = E. + E,, + E,, est alors :
O Erot +V - (Eporv + psv — pv - vava + q) = 0. (4.8)

On peut remarquer que dans le cas incompressible, I’énergie interne est découplée de
I'énergie cinétique et par ce biais de I’énergie magnétique puisque pV-v = 0. Via
cette méthode basée sur un bilan, nous obtenons, indépendamment de la fermeture, une
équation d’évolution pour I’énergie interne [ECKART (1940]. L’obtention d’une équation de
densité d’énergie totale est donc possible sans expliciter de fermeture qui pourra étre fixée
dans un second temps. On qualifiera de générales, les équations et applicables
a toutes données, tous modéles respectant le comportement des moments fluides p
et v (4.2) obtenus via 'équation de Vlasov et I’équation d’induction . Mais cette
description n’est pas compléte, pas fermée, puisque rien n’y impose le respect de I’équation
concernant p qui pourrait étre définie autrement, et q reste indéfini. Cette observation
présage la possibilité d’obtenir une loi exacte tout aussi générale sur la cascade de densité
d’énergie totale comme on le verra dans le Chapitre [f]

4.2 Fermetures thermodynamiques

En MHD compressible avec pression isotrope, I’équation de fermeture est souvent une
relation entre la pression, p, et la densité, p, issue de la thermodynamique et venant
se substituer a I’équation sur la pression EI Par la suite, on appellera thermodyna-
mique tout ce qui est relatif a la densité, la pression, 1’énergie interne, etc. (grandeurs
supposément définies et convergentes dans le cadre fluide) et pouvant relever du champ
de discipline empirique de la thermodynamique a I’équilibre [BOREL et FAVRAT 2005|
possiblement étendu au cadre hors équilibre [LIVADIOTIS et MCcCOMAS 2012].

Le premier principe de la thermodynamique peut s’écrire

du=dQ+aw =Tds+ Ldp, (4.9)
p

avec Q la chaleur et W le travail de pression, d correspond a 1’élément de calcul différentiel
inexact et d a I’élément exact. L’élément inexact signifie que le résultat d’une intégration
sera chemin-dépendant] L’¢lément différentiel exact peut servir a créer une dérivée to-
tale ou partielle. En construisant la dérivée temporelle totale, qui s’écrit en fonction des

1. On pourrait aussi fermer au niveau des moments suivant via une loi de Fourier sur le flux de chaleur,
q = —kVT |[BELMONT et al. [201§|, ou la fermeture a 'ordre 4 proposé par CHUST et BELMONT [2006
par exemple. On ne détaillera pas ces possibilités ici mais on notera que le flux de chaleur peut, via , la
viscosité thermique, n’avoir un impact qu’aux petites échelles, similairement aux dissipations visqueuse
et résistive [EYINK et DRIVAS [2018].

2. Pour plus d’information se référer & BOREL et FAVRAT [2005|
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dérivées partielles d; = 9; + v - V, et en injectant I’équation de densité de masse (4.1)), on
trouve, a partir de (4.9)), une équation sur la densité d’énergie interne :

di (pu) = pTdis — (p+ pu) V - v. (4.10)

Cette équation est compatible avec I’équation siV-q= —pTd,s, s étant Pentropie
spécifique et T" la température. Ces équations sont compatibles avec 1’équation de pression
(4.3) sil’on impose pu = %p. On verra que ce n’est pas forcément le cas avec les fermetures
de type thermodynamique.

Dans le cadre thermodynamique original [BOREL et FAVRAT 2005|, la définition des
dénominations « polytrope », « isochore », « isobare », « isotherme » ou « isentrope » ne
s’applique qu’a des transformations :

— isochore (ou incompressible puisque p = m/V) signifie a volume V' constant

— isobare signifie a pression p constante,

— isotherme signifie & température T constante,

— isentrope signifie & entropie s constante, elle ne peut étre ni créée ni échangée par

transfert thermique,

— adiabatique signifie sans transfert thermique d Q, c’est-a-dire sans échange d’entro-

pie (equivalente & l'isentrope dans le cas réversible ot aucune entropie n’est crée),
— polytrope signifie & o = ‘T/—ZZ, le facteur polytrope, constant.
Alors qu’en astrophysique et physique des plasmas, on entend ces termes en tant que
noms de fermeture caractérisant le systéme. Ici, dans une volonté de clarifier cet usage,
on considérera qu'un systéme décrit idéalement avec I'une de ces caractéristiques est un
systéme dans lequel la quantité caractérisée ne pourra évoluer qu’en suivant le type de
transformation associée. En réalité, ces caractéristiques coexistent souvent, 1'une pou-
vant dominer les autres, par exemple dans les plasmas spatiaux d’apres LIVADIOTIS et
McComas 2012l

L’hypothése polytrope apparait plus générale dans le sens o1, suivant la valeur de o, on
peut se retrouver dans le cadre des hypothéses isochore, isobare, isotherme, adiabatique
ou isentrope |[BOREL et FAVRAT 2005|. D’aprés HOREDT 2004, cette hypothése a été
introduite par CHANDRASEKHAR 1939 en astrophysique via la définition : pV'7 constant
avec y = Cc“;__i, nommé indice spectral ou indice polytropique. c¢ est, ici, % la chaleur
spécifique, ¢, la chaleur spécifique & pression constante et cy celle a volume constant.
Cette définition rappelle celle de l'indice adiabatique v, = ¢,/cy. On peut d’ailleurs
réécrire v en fonction de 7, en se placant dans le cadre d'un gaz parfait (pV o T) et

en utilisant les relations (1.2.19) a (1.2.24) de HOREDT 2004. Ainsi v = (7, — 1) K + 74

avec K = g—y% = _7;‘2‘;. Sachant que d(pV?) = 0, le lien entre pV7 et o = %}i est
3

o=K/y= 1;:—1{7 D’ou I’équivalence des déﬁnitions via o et 7.

La FIGURE inspirée de LIVADIOTIS et MCCOMAS 2012, complétée avec les valeurs
de o et quelques exemples de plasmas spatiaux données par LIVADIOTIS 2018a), résume
le lien entre les différentes fermetures et ’hypothése polytrope. Les plasmas spatiaux
pouvant étre modélisés comme des gaz parfaits monoatomiques, v, = 5/3 et dans le cas
isochore, 0 = 15 = 3/2.

Dans le premier principe (4.9) et 'équation d’énergie interne (4.10)), I'utilisation de o

3. L’intérét de la définition via ¢ met en lumiére la différence entre les transformations polytropes et
adiabatique/isentrope (o = 0 et v = 7,) qui semblent souvent confondues en astrophysique [EYINK et
DR1IvAS [2018], peut-étre car le flux de chaleur semble « disparaitre » dans I’obtention de la forme explicite
de I'énergie interne.
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FIGURE 4.1 — Transformations thermodynamiques et intervalles en fonction du v du
milieu [LIVADIOTIS et MCCOMAS 2012] et du o [BOREL et FAVRAT [2005], exemple de
plasmas spatiaux |[LIVADIOTIS 2018a]. Adiabatique et isentrope y sont confondues dans
le cas réversible.

permet d’écrire :

du = dQ+dW=(K+1)dW=(oy+1)dW, (4.11)
di(pu) = —[loy+1)p+pulV -, (4.12)
= V.q=—pTdis =oypV -v. (4.13)

D’un autre coté, la relation entre p et V' peut s’écrire p o< p?. Cela donne 1’équation :
dip = —vypV -v. (4.14)

Cette équation est compatible avec I’équation de pression du modéle fluide (4.3) si :

5 2 5 2

Par ces relations, on remarque que 'hypothése polytrope peut nous permettre de fermer
le modéle fluide au niveau du troisieme moment g en injectant dans I’équation de
p (£3), ou au niveau du deuxiéme, p, en utilisant vy et en injectant p oc p” dans ([(E2)[]
L’hypothése adiabatique, isentrope si réversible, v = 7, et V - ¢ = 0, est retrouvée dans
I’évolution fluide de p si I’on se place dans le cadre d’un gaz parfait monoatomique 7y, = 5/3
d’apres (4.17). Dans le cas isotherme, on retrouve dans ([£.15) ou ({.11), AW = —-d Q,
c’est-a-dire du = 0. En effet, la variation d’énergie interne d’un gaz parfait ne dépendant
que de la température, ne peut qu’étre nulle sous 'hypothése d’isothermie. Les cas isochore
(ou incompressible) et isobare sont plus délicats. Dans le cas isochore, le produit 7V -v qui
apparait dans toutes les expressions de a , tend vers oo x 0. Dans le cas isobare,
oo x 0 apparait deés que o7y est présent dans I’équation. Ces limites du cas polytrope sont
donc problématiques dans la définition de u. Elles doivent étre traitées indépendamment.
Dans le cas isochore, d W = 0 et ’énergie interne vérifie dyu + V - ¢ = 0. L’hypothése
isobare, quant a elle, ferme le systéme fluide au niveau de 1’équation . L’équation
d’énergie interne est alors d,u+ V- (uv + q + pov) = 0. Pour ces deux fermetures, 1’énergie
interne est conservée et n’échange plus avec les énergies cinétique et magnétiqueﬂ

4. Usuellement, on ferme au niveau du deuxiéme moment. L’information sur le flux de chaleur est
alors perdue d’ou la confusion entre isentrope et polytrope.

5. La cascade d’énergie cinétique et magnétique peut alors étre traitée indépendamment de celle
d’énergie interne. Cela a été fait dans le Chapitre [3| dans le cadre incompressible.
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Dans le cadre de la fermeture polytrope, on peut écrire p = a =, avec c? dp x p’ e

carré de la vitesse thermique. Pour ce qui est de la variation d’é energle mterne spemﬁque
elle devient :

du = (oy+1) %d (o + 1) P 2dp (4.16)
p p
U’Y+1 2d(p 1 : 1
L pd () sy # (4.17)
(U—i—l)id(lnp) siooy=1
Et par intégration :
oy+l p v—1 v—1 _ oytlél 1 PI 71 : 1
P B~ v e A B S A G $FL )
(c+1)%In L = (0+1)c§lnpﬁl si =1

en notant uy et p; les constantes d’intégrations. Dans le cas particulier de la fermeture
isotherme, v = 1, 0 = —1, p = ¢p avec ¢, constante et du = 0.

4.3 Thermodynamique et turbulence

La cascade turbulente pourrait étre, dans les plasmas spatiaux peu collisionnels, une
réponse au probléme du chauffage. En définissant le chauffage comme la variation de
température et sachant que pour un gaz parfait, I’énergie interne ne dépend que de la
température[’] il est facile de définir le chauffage comme tout transfert d’énergie vers
I'énergie interne, appelée aussi énergie thermique [CASSAK et BARBHUIYA 2022]. Le terme
de pression dans 1’équation s'interpréte alors comme les termes visqueux et résistifs
abordés dans le Chapitre [3, c’est-a-dire comme un terme « dissipatif » dont I'influence
est renvoyée aux petites échelles. Mais, ce serait oublier que la cascade turbulente permet
de faire le lien entre les grandes échelles, MHD] ou la validité de I’hypothése de gaz
parfait est cohérente puisque 'on néglige les interactions entre ions et électrons, et les
petites échelles, sub-ioniques et cinétiques, ol les interactions commencent a apparaitre a
travers le champ électromagnétique et ou la validité de '’hypothése des gaz parfaits peut
étre remise en question. Définir le chauffage comme un transfert d’énergie vers 1’énergie
interne (reposant sur ’hypothése des gaz parfaits) et renvoyer son effet a petite échelle
manque donc de cohérence. Afin de définir le chauffage, on s’intéressera plutot a ce qu’il se
passe a petite échelle. Ainsi, si 'on regarde 'effet des dissipations visqueuse ou résistive,
elles viennent réduire I’énergie du systéme, mais elles apparaissent aussi dans I’équation
d’entropie [EYINK et DRIVAS [2018|. Chauffer ainsi va donc venir augmenter I'entropie du
plasma. La définition du chauffage adaptée a I’étude de la turbulence serait donc
plutot celle d’un transfert énergétique impactant ’entropie. Le taux de cascade
doit donc prendre en compte I’énergie étant transférée isentropiquement a
I’énergie interne.

Cette définition du chauffage justifie I’hypothése proposée par GALTIER et BANERJEE
2011 que seul le terme de travail AW de I'énergie interne affecte la cascade dans la
zone inertielle. Cette hypothése revient a supposer une zone inertielle isentrope telle que

6. Dans un gaz parfait, on suppose que les particules n’interagissent pas entre elles. Donc qu’elles
soient éloignées ou proches n’influera pas sur leur énergie individuelle. Par conséquent, I’énergie interne
est indépendante de la densité. Cependant, la densité d’énergie interne dépendra de p et 7'
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o = 0. Si le systéeme global est fermé tel que v # ~,, le terme de chaleur d Q jouera un
role aux autres échelles afin que les relations thermodynamiques soient respectées dans le
systéme global. La fermeture considérée par GALTIER et BANERJEE 2011|est la fermeture
isotherme qui dans ’hypothése d'une zone inertielle isentrope implique : v = 1, 0 = 0,
p = cp avec ¢, constante et du =dW = v —u; = Zln pﬂl. On appellera cette fermeture,
qui n’est valable que dans la zone inertielle, « isentrope-isotherme » afin d’expliciter la
nuance existant entre 1'isotherme basique tel que du = 0 et l'isotherme étudié dans le
cadre d’une cascade isentrope. En suivant cette logique, je me suis intéressée dans SIMON

et SAHRAOUI [2021] & la fermeture « isentrope-polytrope » telle que o =0, p = %p” et

1 _ -1 1(33 =1 .
u—uy = SHEE =) = %7(1_@) ) syl (4.19)
Bln £ = ?ln2 sio y=1
P pI ST pr

Dans l'usage des formes explicites de 1’énergie interne dans les calculs de lois exactes
avec I’hypothése polytrope, les constantes sont souvent annulées entre elles. Par exemple,
dans le cas « isentrope-polytrope », BANERJEE et GALTIER [2014 considére comme forme
explicite de 1’énergie interne pu = (V%p. Contrairement a ce travail, nous avons choisi
de maintenir une forme de compatibilité avec la fermeture « isentrope-isotherme » de
GALTIER et BANERJEE 2011 (si v = u; alors u = 0) dans nos choix de constantes.

Sont résumés dans la TABLE [4.1], les caractéristiques, dénominations et choix de
constante des fermetures définies polytropiquement via o et v qui serviront par la suite.

Nom Parameétres | Energie interne explicite
Polytrope (hors isotherme) {o,v# 1} %p% (p~ ! = ,0}_1)
Isotherme {-1,1} u=0
Isentrope-polytrope (hors isotherme) | {0,y # 1} ﬁp% (pt = p}_l)
Isentrope-isotherme {0,1} u="%In’

TABLE 4.1 — Fermetures et relations associées. La forme de 1’énergie interne de 'isentrope-
isotherme est calquée sur celle utilisée par GALTIER et BANERJEE 2011. Les autres sont
définies de telle sorte & maintenir une forme de compatibilité : si u = uy alors u = 0. Celle
de 'isentrope-polytrope est donc légérement différente de celle utilisée par BANERJEE et
GALTIER 2014. % peut aussi s’écrire % et p o p?.

ALUIE et al. 2012 observent en détail la cascade d’énergie cinétique et magnétique
dans différentes simulations subsoniques a transoniques. Le transfert cinétique-interne via
la pression semble n’avoir lieu qu’a grande échelle dans une zone qu’ils appellent « zone
de conversion », a plus petites échelles cette contribution reste constante. Ils en déduisent
un découplage des cascades d’énergie cinétique et d’énergie interne et I'existence d’une
zone inertielle cinétique. EYINK et DRIVAS 2018 déduisent aussi, analytiquement, un
effet a grande échelle de la pression qui permettrait d’alimenter des structures cohérentes
et de réduire l'entropie a grande échelle. Cela induirait une cascade inverse d’entropie
vers les grandes échelles et un équilibre s’établirait entre les cascades d’énergie totale et
d’entropie. Aucun de ces résultats ne prouve que I’énergie interne ne cascade pas. Ne pas la
prendre en compte dans 'estimation du taux de chauffage comme le propose HELLINGER,
VERDINI et al. [2018|est donc hasardeux et n’est justifiable que dans le cas subsonique ou
sa contribution semble mineure |[ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER, HADID, DMITRUK et al.
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2018 ; FERRAND, GALTIER, SAHRAOUI et FEDERRATH [2020] ou & des échelles plus faibles
que celle ot I'impact de la pression semble majeur [ALUIE et al. 2012]. Etudier la cascade
compressible dans une zone inertielle ot la pression ne transférerait pas d’énergie vers
I'énergie interne, c’est a dire Vp = 0 dans I'équation ([£.21]), correspondrait a regarder une
zone inertielle isobare. Au vu des observations, cela ne semble pas physiquement absurde,
mais étant intéressés par l'impact de la pression sur la cascade turbulente totale, cette
hypothése réductrice n’a pas retenu notre intérét.

4.4 Propriétés linéaires de la MHD compressible

Dans le cadre de 'obtention d’une relation de dispersion compressible, on fermera le
systéme avec la fermeture polytrope pour rester dans le cas le plus général possible. Ainsi,
on utilise le systéme d’équations suivant fermé par p o p7 :

Op+V-(pv) = 0, (4.20)
O (pv) + V- (pvv — pvava) + Vp, = 0, (4.21)
8th—V'('vA'v—'v'vA)+'vV-’vA—’UTAVHU = 0. (4.22)

L’application de la méthode de linéarisation présentée dans le Chapitre [3| nous donne
I’équation de dispersion suivante :

w? gl ke 13 ki
ey~ (LH3h) -1 0 —aho%y !
1YA0 I ) I U,
_w? 1| —

0 B202 1 0 : Uy =0 (423)

k II~A0 9 ol

_ YR EL 0 W X z

250 k| ETN 250

avec By = —29- le paramétre 3 linéarisé du plasma. La relation de dispersion est donnée

POV A0
par annulation du déterminant de la matrice, c¢’est-a-dire, :

w? w? 1 ol
0= (m—1> (m—§<1+aﬁoiﬂ>) (4.24)

avec A = ( — %50)2 +2vBysin? 4 = (1 + %50)2 — 27 cos? 0 en notant 6 'angle entre k
et e,. La premiére racine correspond au mode d’Alfvén incompressible et les deux autres
aux modes magnétosonores rapide (+) et lent (—). Ces modes sont stables (w est réel),
puisque A > 0 et % (1 + 360 £ \/Z) > 0.

Ces modes et leur version cinétique influencent le développement de la cascade tur-
bulente en interagissant les uns avec les autres [CHO et LAZARIAN 2003, SHARMA et
KUMAR [2011, ANDRES, CLARK DI LEONTI et al. 2017, BRODIANO et al. [2021, GALTIER
2023|]. Dans le vent solaire, quasi-incompressible, le mode d’Alfvén et la cascade associée
sont dominants. Cependant, des filtrages de spectres relevés dans la magnétogaine ou
la couronne solaire montrent des spectres de types turbulents pour les ondes magnéto-
soniques. Pour essayer de comprendre la répartition des roles des différents modes, les
simulations sont des outils trés utilisés [BRODIANO et al. [2021] mais I'universalité des
résultats est questionnable, les résultats étant dépendants du forgage (Alfvénique ou non)
initiant la cascade.
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4.5 Synthése sur le modéle compressible avec pression

isotrope
Modeéle :
Op+ V- (pv) 0, (4.25)
O (pv) + V- (pvv — pvava) + Vp. = 0, (4.26)
8th—V-(vAv—va)+vV-vA—%V-v = 0, (4.27)
va-Vp+2pV-vy = 0. (4.28)

Fermetures écrites dans le cadre général polytrope et formes explicites de
I’énergie interne spécifique considérées (telles que u; = u(p = p;) =0) :

2
c V.
B:_S’ Cgocp’y_la g = 1 )
— cas polytrope hors isotherme : u = _”J_Jrlll% (p'yfl _ p}/—l),
— cas isotherme : 0 = —1, v =1, u = 0 et ¢, constant,

— cas isentrope-polytrope hors isotherme : 0 =0 et u = ::—ﬂ/% (p7_1 — p}*fl),

— cas isentrope-isotherme : ¢ = 0, v = 1, ¢, constant et u = ¢%In p_p,‘

Equation d’énergie interne :

Formulation générale : 0, (pu) + V - (puv + q) = —pV - v, (4.29)
Premier principe thermo : du=dQ+dW = Tds + %dp, (4.30)
)
Formulation thermo : O (pu) + V - (puv) — pT'ds = —pV - v, (4.31)
= Compatibilité : V.q=—pTd;s, (4.32)
Formulation polytrope : 0 (pu) + V- (puv) = — (cy+1)pV -v.  (4.33)
Equation de pression :
. 2 2
Modeéle fluide non fermé : op+ V- <pv + gq) + ng =0, (4.34)
Fermeture polytrope (px p¥): Op+v-Vp—pV - -v =0, (4.35)
) 2
= Compatibilité : (§ + (ga — 1) fy) V-v=0. (4.36)

Relation de dispersion linéaire :

(.U2 (.U2 1 Y \/ Y 2 )

La premiére racine correspond au mode d’Alfvén similaire & celui obtenu en incompressible
et les deux autres aux modes magnétosonores rapide (+) et lent (—).
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La variation du résultat de I’estimation d’un indice polytropique dans différents types
de plasmas spatiaux (voir FIGURE and LIVADIOTIS 2018b) vient motiver la dériva-
tion d’une loi exacte polytrope pour étudier la cascade d’énergie totale dans ces milieux.
L’objectif initial du travail présenté dans cette Partie[[} et dont la contribution originale
analytique est introduite dans ce Chapitre [5] est de dériver une loi exacte [MHD]| poly-
trope, une extension des lois existantes pour les modéles isothermes [BANERJEE et
GALTIER 2013, ANDRES et SAHRAOUI 2017, ANDRES, GALTIER et al. 2018, FERRAND,
GALTIER et SAHRAOUI 2021 et polytrope [BANERJEE et GALTIER 2014]. La cascade
y est décrite similairement a celle décrite par GALTIER et BANERJEE 2011 (cas iso-
therme) et, suite & la discussion sur les fermetures résumée dans le Chapitre , on peut
dire qu’elle y est supposée isentrope dans la zone inertielle. L’hypothése d’une ferme-
ture polytrope (resp. isotherme) avec une zone inertielle isentrope revient a la fermeture
« isentrope-polytrope » (resp. isentrope-isotherme) introduite au Chapitre

La méthode de calcul envisagée pour atteindre 1’objectif initial a, en réalité, permis
d’obtenir une loi exacte générale valable pour toutes les fermetures du systéme tant que
I'isentropie est imposée dans la zone inertielle. Ce travail dont ’application a la fermeture
« isentrope-polytrope » répond a l'objectif initial est présenté dans la section [5.1 Dans
la section [5.2], on détaillera 'impact des fermetures sur une autre formulation de la loi
qui a émergé du travail de relaxation de I'hypothése d’isotropie de pression (présenté
dans le Chapitre . Aprés avoir atteint I'objectif initial, on s’est posé la question de
I'impact du flux de chaleur (a priori attendu en dehors de la zone inertielle) et on l'a
pris en compte dans la loi [KHM]| qui, ainsi, a réellement pris une dimension générale.
Notre loi a alors adopté une troisiéme formulation qui sera présentée dans la section [5.3]
Des applications isobare, isotherme et polytrope y seront abordées en tant qu’exemples
d’application cloturant ce travail de généralisation.

43



44 PARTIE I : Chapitre 5

5.1 Dérivation d’une loi exacte compressible générale
pour décrire un écoulement turbulent polytrope

La méthode utilisée ici pour dériver une loi exacte compressible correspond a celle
détaillée dans le cas incompressible et résumée dans la section [3.4] La premiére étape
est de définir une fonction de corrélation. Il existe plus de possibilités que dans le cas
incompressible puisque cette fois la compression (p # 0) impacte les densités d’énergie :
E = % pv? + % pv a2 + pu. Pour 'énergie cinétique, la volonté de considérer une forme de
type auto-corrélation, a inspiré des études et Considérant sa racine-carré en ,/pv
|[HELLINGER, PAPINI et al. [2021] tandis que d’autres ont privilégié le sens physique de
la quantité de mouvement pv [GALTIER et BANERJEE 2011]. Pour I’énergie magnétique,
la question est la méme : B [FERRAND, GALTIER et SAHRAOUI 2021] ou pv 4 [ANDRES
et SAHRAOUI 2017 7 Et pour I'énergie interne, les choix présents dans la littérature ont
été en partie orientés suivant le type de fermeture : dans le cas polytrope par exemple,
la forme explicite de I’énergie interne spécifique peut s’écrire tel que le carré de la vitesse
thermique, d’ott py/u [BANERJEE et GALTIER 2014] ou /pu, alors que, dans le cas iso-
therme [GALTIER et BANERJEE 2011], le choix était plutot orienté vers la conservation
de son intégrité c’est-a-dire prendre p en un point et u en un autre. Trois possibilités,
extraites de ces usages, ont été envisagées pour chaque type d’énergie (dont la forme est
ici généralisée en By = pX?) :

— lauto-corrélation : Ry; = <\/;7X/ /PX > de fonction incrémentale associée :

Sy = <(5 (\/ﬁX))2> puisque Sy; =2 (Ex) — 2Ry,
— la moyenne de densit¢ : Rys = 5 ((p + p) X’ - X)) de fonction incrémentale asso-
ciée : Syy = (0 (pX) - 0X)
— la corrélation avec la densité : Rysz = 3 (o' X? + pX'?) de fonction incrémentale
associée : Sys = (0pdX?)
Il s’avere qu’utiliser des formes prenant en compte des racines carrées a tendance & com-
pliquer le calcul et le résultat. Les formes finalement choisies sont donc : R, = R =
(1 (0 +p) v V), Ryy = Rz = (5 (0 +p) )y -va) et Ry = Ry = 5 (p'u+ pu'). Ce
choix concorde avec celui de ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER, HADID, DMITRUK et al.
2018, dont les résultats de simulation permettront I’étude dans les données in-situ du

Chapitre [0 et ont servi de base de comparaison afin de valider les résultats de simulations
présentés dans la Partie [[II] (voir I’ Annexe [B.2)).

Concernant le modéle considéré, la premiére idée était d’appliquer la méthode de calcul
des lois exactes sur le modéle fermé par 'hypothése p o< p?, dans la lignée des dérivations
compressibles effectuées par exemple par GALTIER et BANERJEE [2011] et ANDRES et
SAHRAOUI 2017. Mais il s’est avéré qu'un autre choix plus judicieux existait. En effet,
comme pour obtenir I’équation d’énergie totale , nous pouvons obtenir une loi exacte
« générale » en utilisant 1’équation de densité d’énergie interne sans expliciter la
forme de p ni celle de u. En premiére approximation, I’hypothése isentrope qui implique
V -q = 0 via I’équation de compatibilité , a d’abord été posée. Ce travail fait partie
des résultats publiés dans SIMON et SAHRAOUI [2021. La loi générale qui y est
obtenue n’est alors valable que dans la zone inertielle o1 I’hypothése isentrope est supposée
effective et ne sert que d’étape de calcul vers une loi [K41] Dans une volonté de donner
un résultat pour la loi [KHM] générale valable pour toutes les échelles, nous prendrons en
compte V - g dans cette section, mais nous garderons sa contribution brute, sans travail
analytique en accord avec le cheminement chronologique voulu pour ce chapitre.
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Les équations considérées sont celles de densité de masse (4.25)), vitesse (4.26]), induc-
tion (4.27)) et énergie interne (4.29) avec des termes de forcage et de dissipation définis

comme dans le cas incompressible (voir (3.27) et (3.28))). Ainsi :

dp = —V-(pv). (5.1)
1 1
ov = =V-:(vv)+vV- v+ ;V (pvava) — ;Vp* + fe+ d., (5.2)
dva = V-(vAv—'va)—vV-vA%—U?AV-ijfm—I—dm, (5.3)
1
Ou = —V-(uv)—l—uV-v—;V-q—gV-v. (5.4)

Si I’on regarde la forme des fonctions de corrélation incrémentales associées aux formes
des fonctions choisies, on peut s’attendre & pouvoir identifier les fonctions de structure
(0 (pv) - dvdv), (0 (pva) - dvadv) et (Ipdudv) et, similairement au cas incompressible,
(0 (pva) - dvdv4) ou (0 (pv) - dvadva). Le calcul de I’évolution temporelle des fonctions
de corrélation pour chaque canal énergétique nous donne, en effet, pour le canal d’énergie
cinétique (R. = 1 ((¢p + p) v’ - v)) :

4OR., = (O (p+p)v v+ (p+p)v' - v+ (p+p) v - Ov)

Ve (6(pv) - dviv — (6 (pva) - ovéva + 0 (pv) - VA0V A))

Ve (p'v)y - vva — pva - 0"V — PV vV + pv - Vva)

(pv - 6oV’ v — pv" - SoV - v + 200" JvaV - va — 2pv - GvA V' - V)

Ve { (142 ) o' = (145 ) sto) = (Zpeot- T2 4 Lyto . TE)
p p p p P p
+ (0 +p) (v fotv' fe)) + (0 +p) (v-d,+v"-d.)), (5.5)

pour celui d’énergie magnétique (R, = 1 ((p' + p) v/, - va)) :

+ o+ +

1ORm = (0 (p+p) 'y -va+ (0 +p) vy - Ova+ (p +p) vy Ova)

1
= Vz'<5(va)'5UA50>+<(p’vA'6'UA—§(p,+p)’U:4-’UA) v/"U,>

1
— <(p’vf4-(5vA+§(p’—l—p)vf4-vA>V-v> (5.6)

+ (P v—pv-v)V-va)+ ((pv - va—pva-v)V V)
— Ve {pvy - vva — pva -0V — PV v 4 po-Vva)
+ ((p+p) (va-fl,+Vy Fm)) + (¢ +p) (va-d, +V) dn)),

et pour celui d’énergie interne (R, = 1 (p'u + pu')) :

28t7€u = <0t (p,) U+ p'@tu + @ (p) U, + p@tu’)
= Ve (0pdudv) + (pduV - v — p'ouV - v)

_<p'£v.v+p}ilv’-v’>—<£/V"q'+£V'CI>. (5.7)
P P P P
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D’ott pour I’énergie totale avec R = R. + R, + R,

n 40R = V- ((0(pv)-dv+0(pva)- dva)dv — (0 (pva) dv+0(pv) - dva)dva)
2] +<(pv v + pugy - 6vA——(p +p) vy - 'UA)V’ >

3 — (v - dv + vy - dva+ 1 (0 +p) vy va) V- v>

() + (200’ 5vA+pv v, — va-v)V'vA

5] <2p'v-5'UA—p"v’-vA+p'vA-v’)V’-'v’

(6] +2Vg-<5p5uév)+2<<p(5u—p%:> Vv — (p’5u+p'§>v-v>

L (e (g (e )

8] —2<§V’-q’+p—lv-q>

9 (' +p) (v FlAV - fetva- fr, +0 - fm)>

[10] +((p +p) (v-d,+ v - de+va-d, +V - dn)).

(5.8)
Cette loi [KHM] est valable & toutes les échelles ou le modéle est vérifie. Comme
elle est obtenue & partir du modeéle MHD] non fermé, elle est adaptable a toute fermeture
thermodynamique considérée dans la zone inertielle. C’est le premier résultat majeur
obtenu, il a été par la suite reformulé comme on le verra dans les sections suivantes. La ligne
[1] contient la contribution a la cascade qui survit dans la limite incompressible. Ces termes
sont souvent nommés « Yaglom compressible », sont de type flux et dénote un transfert
travers les échelles. Les lignes [2]| a [8] contiennent les termes purement compressibles car
ils s’annulent dans la limite incompressible. Les lignes 2] a [5] contiennent des termes dits
« sources », liés a leffet de la dilation/compression du plasma sur les champs cinétiques
et magnétiques (resp. V- v et V - vy). La ligne [6] contient des contributions d’énergie
interne et de pression convectées par le champ de vitesse sous la forme d'un terme flux,
qui semble indiquer I'existence d’une cascade d’énergie interne a travers les échelles, et de
termes sources. La ligne |7] contient la contribution de pression totale qui peut étre écrite
en factorisant la pression magnétique en fonction du paramétre 5 = p/p,, du plasma et qui
contient la majorité des termes nommés « hybrides » par ANDRES et SAHRAOUI |2017| car
il est possible de les écrire tels des termes flux ou sources. Cette ligne sera principalement
affectée par les reformulations présentées dans les sections et [p.3] La ligne [8] contient
la contribution du flux de chaleur qui sera abordée et reformulée dans la section Et,
pour finir, les lignes [9] et [10] correspondent aux taux d’injection et de dissipation de
I’énergie totale compressible.

Dans le cadre d'une zone inertielle isentrope, il faut prendre en compte les lignes [1] a
[7] dans le taux de cascade. On obtient ainsi la « loi exacte générale de type dans le
cadre d'une zone inertielle supposée isentrope » :

—de = V- ((d(pv)- v+ (pva)-dva)dv — (6 (pva)-6v+6(pv) - dva)dva)
—|—<(p'v v + pogy - 5vA——(p —|—p)vf4-vA)V’-v’>
ég pv’ - 0v 4 plvly - dva+ 5 (f 4+ p) vl - va) V- v)
+ ((2p'v" - 6'vA+p'v vy — va~v)V~vA
—((2pv - dva — PV - vA+ pVa V)V -V
+2Vy - (dpdudv) + 2 <<p5u — p%) Vv — (p’5u + ,0”—;) V- v>

e {(1£) = (1 )~ (o 3+ e )
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Grace au premier principe de la thermodynamique (4.30]) qui peut alors s’écrire p?0u =
pdp, on peut reformuler le dernier terme en fonction de I’énergie interne et du paramétre
caractéristique en physique des plasmas 5 = p/p,, local :

/ v V’/ m /
<%p*v'-7p + gpszw plp>:<(1+%)p’v'~Vu+(1+Z—T)pv-V’u’>

= Ve {pu'v — puv’) + <%V (puv’) + %V’ . (pu"v)> : (5.10)
On retrouve ainsi le résultat publié et analysé dans SIMON et SAHRAOUI [2021) (eq. 18).
L’injection de la fermeture isentrope-polytrope dans la loi permet de répondre a
I'objectif initial : trouver une loi exacte MHD] polytrope. Le résultat s’obtient directement
et s’écrit, dans le cas v # 1 (car 'on y injecte 'expression explicite de I’énergie interne),
en fonction de 7y et 2, :

—de = V- ((d(pv) - v+ (pva)-dva)dv — (6 (pva)-6v+6(pv) - dva)dva)
+{((pv - 0v + pva-dva— 1 (p +p) vy -va) V- 0)
—((p'v" - 6v+ p'vy - bva+ 5 (0 4+ p) vy -va) V- v)
+ 2p”u’~5'vA+p'v-'vf4—p"vf4-'v)V~vA>

—((2pv - 6va — PV - vA+ pva V)V V)

+oiigy Ve - (0pdciov) + 2 <p <ﬁéc§ — c’z) Vv = <ﬁ50§ + ci) V- v>

e ((p+0) (£+282) v = (p+0) (4 +%) v)

1 (2 wa?\ 7. Vp 2 ”'Ag) . V’P'>
<p(—7—|——2)v =k —i—p(w—l— v ).
(5.11)

On remarque que la partie constante de I’énergie interne dépendant de p; ne survit pas
étant donné que cette énergie n’apparait que sous forme incrémentale. C’est aussi le cas
avec la reformulation ou I’énergie interne apparait dérivée. En considérant v4 = 0,
on peut trouver une loi exacte pour le modele compressible polytrope :

2
—4e = V- <((5,0v) v + mépécgév> + (pv - vV’ - v — plv’ - vV - v)
2 1 2 /2 / ’ / 1 2 2
+—(p o, =5 |V v —p | —=dc; +c¢; | Vv (5.12)
gl v—1 v—1
2 /2 2 \V4 /2 \Vi%
190 (04 7) 20 = o) S ) = (20 T4 T T,
v v v P Y P

On n’y reconnait pas la loi proposée par BANERJEE et GALTIER [2014] car ces derniers
pescy
y(y=1)

considérent > comme fonction de corrélation pour I’énergie interne. Passer de

<7(p7c ,_51)> a <7/Z§s_6’51)> n’a pas été obtenu. Dans les essais effectués, on finissait toujours
par supprimer la contribution de 1'une et la remplacer par celle de 'autre. L’étude de la
convergence de ces différentes formes de fonction de corrélation dans des simulations n’a
pas été traitée dans ce travail.

Dans le cas de la fermeture isentrope-isotherme, on peut aussi obtenir un résultat
rapidement a partir de . Aprés quelques manipulations et introduction d’autres no-
tations, il est alors possible de retrouver la loi proposée par ANDRES et SAHRAOUI 2017

comme le montre SIMON et SAHRAOUI 20211,
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5.2 Reformulation de la loi K41 générale dépendant
d’une pression isotrope

Dans le Chapitre [7] nous dériverons une loi exacte de type pour un modéle ol
I'isotropie de pression sera relaxée. Y imposer l'isotropie de pression, nous apporte la
formulation suivante pour la loi générale (5.9) :

—de = V- ((d(pv)- v+ (pva)-dva)dv — (6 (pva)-ov+ 06 (pv) - dva)dva)
+Vz-<(5p <25u—5<%>>(5v>
+ p’u-év—i—%va-évA—%vA-(S(va)—i—Zp(éu—é(%)))V’-v’>
P
P

)))v-v)

1 7.,

- p’v"6v+§va~5'vA—%v14~5(pv,4)+2p’<5u—5(
+ (200" - dva + 0 (pv) - vy — PV’ - 6V) V - vy4)
(2pv - 6va + 6 (pv) - va — pva - 6v) V' - 0'y)

(o= ()%= (o -so((3)) %)
(5.13)

Cette formulation est plus élégante que la précédente, car les termes flux apparaissent

tous sous la forme de fonctions de structure grace a l'introduction de <(5p(5 % (5v>,

et les termes sources s’écrivent tous sous une forme généralisée du type (X0Y'V'Z’) ou
(X'6Y'V Z) avec 'opération entre V et Z pouvant étre une divergence si Z est une quantité
vectorielle (ex : v) ou un gradient (% =V (Inp)). Cette forme rend évident qu’en £ = 0,
e = 0. Le passage d’une forme a 'autre s’effectue en remarquant que les contributions de
pression (notée ¢,) et de pression magnétique (notée e,,,) peuvent s’écrire :

—4€p:Ve-<<1+3)pv’— (1+ﬁ,)p’v> —2<p3,v-v'+p’2v-fv>

p p p p

=—V- <(5p(5]—)(5v> + <2p’(5 (l—)) Vv —2pd (E) Vv — pli/'v : V/p — p'gv’ : E>
P P P P P P P

+<(5p1—7—p(5 (g))v-v? — (5p]l/—p’(5 (£)>v’~ﬂ>, (5.14)
p p p p p p

/ / V/ / m v
—depm = V- <(1 + ﬂ) P’ — (1 + ﬁ,) piﬂv> - <pp_% P Py —p>
p p p p p p

1 1
+<<p’uA-5vA—§(p’+p)vf4-vA) Vv — <p’v;‘-5vA+—(p’—|—p)vf4-vA)V-v>

2
=—V;- <5p(5%(5v> + <((5pp—m —po (]9_m>) v- V:O — ((Spp—”,1 — '8 (Zﬁ>) v - E>
p p p p p p p
1
+3 ((pva-6va —va-6(pva)) V' -V — (p'v)y - 6va — vy -6 (pva)) V- v). (5.15)
Dans le cas isentrope-polytrope avec v # 1, § (u— p/p) = 5[(2 —7) ,mc—il)] =(2—7)du

et de méme, ¢ (2u —p/p) = (3 — ) du. Dans le cas isentrope-isotherme, c’est-a-dire avec
v =1 et ¢g constant, 6 (u —p/p) = ou= (2 —7)duet 6 (2u —p/p) = (3 — ) du. De plus,
pe/p = (14 B)va?/2. Ainsi, on peut déduire de (5.13)), une formulation de la loi exacte
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isentrope-polytrope valable pour tout 7, incluant donc la fermeture isentrope-isotherme,
et dépendant de u, v et 3 :

—de = V- ((d(pv)- v+ (pva)-dva)dv — (6 (pva)-6v+6(pv) - dva)dva)
-I—Vg-<5p5 (( )u——> 5'v>
+ ((pv-6v + Lpva - 0va — Fva -6 (pva) +2(2 —7) pou) V' -
(p"v’ 5v—|—§p’vi‘ 5UA v 6 (pva) +2(2— ) plou) V
+ (200" - dva + 0 (pv) - vy — PV, - 5V) V- v4)
(va dva+9(pv) - vA—p'vA-(S’v)V’-'v’

2
(2 a+Bop—po (52 (1+9))w ig)
~

'v’>
)

)

p
2

(14 ) dp— 0 (2 (1+5)) ) v ).

p

(5.16)

La réécriture des termes de pression via les formules (5.14)) et (5.15) ne dépend pas de
I’hypothése d’isentropie de la zone inertielle. Cette reecrlture est aussi applicable dans la

loi génerale (5.8) qui devient :

40/R = V- {(d(pv)-o6v+ 0 (pva)-dva)dv — (6 (pva)- v+ 6 (pv) - dva)dva)

V- <5p <25u — (%)) 5’u>

(o0 + bpva-va—foa- 5 (poa) +20 (5u =3 (2))) Vo)
P
P

DAES

1 7.7

—((p'v" - 0v + 3PV - dva — 3V, - 0 (pva) + 20 <5u—(5
—|—<(2p’v’-5vA+5(pv) vy — p'vly - (51}) V-UA>
—((2pv - 6vA + 6 (pv) - V4 — pV4 - 6V) V' - V)

(o= (5)) o5 = (Gor o () v )
(59 g 45V q)
+{(p +p) (V- fr4v " fotva-fl +V,- fm)>
+((p+p) (v-d.+v detva-d, +V) dn)).

_|_

5.17)

5.3 Application & d’autres fermetures et deuxiéme re-
formulation

L’approche présentée dans la section pour répondre a ’objectif initial est empreinte
d’une volonté de généralisation des résultats dans le but de permettre a de futures études
de ne pas avoir a redémontrer entiérement une loi exacte pour une nouvelle fermeture.
Le résultat obtenu peut méme étre utilisé pour étudier d’autres situations comme celle
proposée par ALUIE et al. 2012 et HELLINGER, PAPINI et al. 2021, ou I'énergie ciné-
tique /magnétique pourrait cascader indépendamment de 1’énergie interne, sans transfert
de pression. Comme discuté dans la section[4.2] cela revient a supposer une zone inertielle
isobare dans laquelle la description de cette cascade d’énergie via une loi exacte ne dé-
pendrait d’aucune grandeur thermodynamique autre que la densité. Elle peut s’obtenir a
partir de notre loi exacte générale en supposant du — 0 pour supprimer la contri-
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bution d’énergie interne et p — 0 pour supprimer celle de p. Ainsi :

4 = V- <(5 (pv) - 60 + 8 (pva) - v a — b ("’TAQ)) 5v> (5.18)
—Ve - {(0(pva) - 6v + 6 (pv) - 0va) dva)
+ < (p’v v + %p’UA v, — %UA 5 (va)) v v'>

1 1
— <(p"v' Sov + ip,v:“ “dvpg — Ev;‘ : 5(va)) AV 'v>

+ ((20V" - dva + 6 (pv) - vy — PV - 6V) V- v4)
—((2pv - bva + 6 (pv) - va — pva - V)V V)

2 2 N 7 2 2
vato o o (va” VO (va e (vat)) , Vp
(e m (o)) T2 (28 3)

On rappelle que l'utilisation de ce résultat dans le but d’estimer le taux de chauffage
turbulent doit a priori étre complétée par une estimation du taux de cascade d’énergie
interne.

L’hypothése principale de notre approche étant une zone inertielle isentrope, une
contribution y a été omise : la contribution du flux de chaleur. Cette contribution est
une fenétre s’ouvrant sur l'entropie a travers le terme de flux de chaleur présent dans
I’équation d’énergie interne, comme on l'a vu dans la section De plus, EYINK et
DR1vas 2018 a démontré via la théorie du « coarse-graining >>[] I'existence d’une cascade
d’entropie. Cette cascade impacterait-elle celle d’énergie totale? L’influence du flux de
chaleur se limite-t-il bien qu’aux petites échelles, en dehors de la zone inertielle? Ces
questions seront posées dans la Partie mais, ici, on peut déja répondre a la question :
est-il possible d’obtenir analytiquement un terme de type flux dépendant du flux de cha-
leur dans la description générale de la cascade turbulente ? La réponse est oui, et
elle va méme nous permettre de retravailler les termes de pression.

La contribution du flux de chaleur, gardée brute dans la relation générale (/5.8)
et que I'on va noter ¢,, peut s’écrire :

/
—de, = -2 <ﬁv g+ Ly q'>
p p

Y, (26935 (1/p)) + <2p5q-v' (%) —96q-V (%)> (5.19)

De plus, si 'on compare les termes flux écrits avec la formulation précédente ((5.13)))
et auxquels on ajoute celui de flux de chaleur (& gauche) avec les termes flux de I’équation
de densité d’énergie totale (4.8)) (a droite) :

Ve ((6(pv)-dv+06(pva) - dva + 20u) v
—Ve- (6 (pva) - dv+d(pv)-dva)dva
—Ve - (6pd (p«/p) 60

Ve - (20p6qé (1/p)

3V ((p0? + pva® + 2pu) v)
—V - (pv -vava)

V- (pv)
V-(q),

~_ ~— ~— ~——

1. Cette autre approche de I’étude de la cascade turbulente implique schématiquement un filtrage de
type passe-bas des échelles et permet une représentation locale dans ’espace et en échelle.
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on peut se demander s’il n’existe pas une formulation de la contribution de pression totale
dans la loi exacte qui aurait un signe correspondant a celui présent dans 1’équation de
densité d’énergie totale. En effet, en s’inspirant de la forme de la fonction de structure
dépendant du flux de chaleur, on remarque que la contribution de la pression totale peut
s’écrire :

o = o (o )
(e (3)
- v, <(5p*5 (%) 5 (p’v)> + <5(p*),0’v v (pl) S (p) PV <%)> |

(5.20)

Le nombre de termes est ainsi réduit de 5 a 3 et la loi générale s’écrit :

40R = V- {((6(pv)-ov+0(pva)-dva)odv — (0 (pva)-dv+d(pv) - dva)dva)
+Ve - (26pdudv + 0p.d (1/p) § (pv) + 20p0gd (1/p))
+ pv-5v+%va~5vA—%UA-é(va)+2p(5u—5<§> )V’-v’>
)))v-v)
+ (200" - dva + 0 (pv) - vy — PV’ - 6V) V- v4)
2pv - 0va + 6 (pv) - va —va dv) V' - v'y)
pvo ( p* )+ 2pdq) - V' <—) — (V"6 (pe) +20'0q) - V (%)>

—((
+<
+ /)+P ’U f’+U fc+vA f, +UA fm)>
+((p+p) (v-d+v detva-d, +V, dn)).

1 7.0

—((pv" - dv+ Lp'v, 5'vA—%vf4-(5(va)~l—2p’ <5u—5

7~ N
DIV /

(5.21)
L’équation (5.21]) est la formulation finale de la loi compressible générale décrivant

la cascade d’énergie totale a ’aide de la fonction de corrélation :

1 1
R:<Z(p'+p)v'-v+1(

d+vaWA+%@%+m0>-

Cette formulation rappelle I’équation d’énergie totale générale et, tout comme elle,
dépend de p, u et q. Cette dépendance reste & définir a I'aide d’une équation de ferme-
ture et/ou & annuler en fonction du type de zone inertielle que ’on veut considérer. Son
application dans des données ou des simulations n’impose qu’un postulat, a savoir que
les équations de continuité (5.1)), vitesse (5.2), induction (5.3) et énergie interne générale
E] soient valides. En fonction du cas d’application, les autres formulations des contri-
butions de pression ¢, , pression magnétique ey, , pression totale e,
et flux de chaleur ¢ ou celle en appliquant le premier principe thermodynamique
avec I’hypotheése d’isentropie ([5.10f) pourront tout a fait étre préférées.

Par exemple, si 'on veut utiliser 'expression du flux de chaleur en fonction de o
pour obtenir une loi exacte de type dans le cadre d’une zone inertielle de type
encore indéfinie (isobare, isentrope ou autre) mais pour un modeéle fermé avec la fermeture
polytrope, il semble plus & propos d’utiliser la formulation de ¢, dépendant de V - g qui

2. Hors cas isobare.
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devient —4e, = —207 < ’EV “v+ pliV' : '> puisque V - @ = oypV - v,. Ainsi en posant
pe = pv’ 2 (B+1) /2, 02/7 =v,°B/2et @=L siy# Louln(p/py)siy =1, on obtient :

40/R = V- {(d(pv)-dv+6(pva)-dva)dv— (6 (pva)-ov+ 6 (pv) - dva)dva)
+Ve - (5p3 (v*B (0 + 1) @) 6v + 6 (pv)y* (B+1) /2) 5 (1/p) 6§ (pv))
+ ((pv - 5v+2va-5'vA—%vA-é(va))V’-v’>
+ ((po (’U ((oy+1)a—1)) — ovpvffﬁ’) V' -v')
—((p'v" - 6v + 5p'V!y - bva — SV’ -6 (pva)) V - v)
<E p'6 (v, 28 ( 07+1)ﬂ—1)) +07p"vA25)V-'u>
é(prv 5vA+(5(p'v) ’UA—p’UA dv) V' - vly)
(pvs (pv' 2 (B+1)/2)) -V (l>—( 5(ka2(ﬁ+1)/2))'v<%>>
+((0 +p) (v FL+0" - fetva [, + 0 fm))
+((p+p) (v-d,+v -detva-d, +V, dn)).

+

200" - 6va + 6 (pv) - vy — PV’ - 6V) V- vy)

_l’_
/\

(5.22)
Dans le cadre d’une zone inertielle isentrope, o = 0, et on y retrouve la loi exacte ([5.16|)
écrite avec la derniére formulation des termes de pression totale.
Si le systéeme est fermé de maniére isotherme et qu’aucune hypothése thermodyna-
mique ne contraint la zone inertielle, alors v = 1, 0 = —1, ¢? est constant et :

40/R = V- {(6(pv)-o0v+ 06 (pva)-dva)dv — (0 (pva)-ov+ 6 (pv) - dva)dva)
+Ve- (5 (p)y? /2) (1/9)6(p0) )+ (p¥' o' + 'V - )

<(pv (5'0—1— SPva 5’UA—%’UA 5(/)’0,4)) V’-’v’>

('v -ov + p Y 0va — %v;~5(va)>V~v>

+ (200" - bva + 6 (pv) - vy — PV - 6V) V - va)
—{((2pv - 6va + 6 (pv) - V4 — pV4 - 6V) V' - V)

( (o3 (mt'12)) - & (;) - (o5 (2)) v (5)

+<p, (’U f +’U .fc""vA f +’UA fm)>
+{(f +p) (v-d.+v detva-d, +V, dp)). (5.23)

+

La contribution thermodynamique est alors trés simple : ¢ (pV' - v’ + p'V - v). Sans elle,
on obtiendrait la loi [KHM] décrivant la cascade isobare d’énergie cinétique-magnétique.

La loi exacte décrit donc le transfert énergétique a travers les échelles
IMHD] qu'’il existe ou non une zone inertielle, et cela dans tout modeéle fermé avec une
fermeture thermodynamique polytropique. Elle prend en compte les canaux de dissipation
et injection d’énergie ainsi que la contribution du flux de chaleur.

Cette étude analytique analysant la prise en compte des fermetures thermodynamiques
dans 'extension compressible de la théorie des lois exactes nous apporte donc un cadre
général applicable a toute étude de cascade turbulente dans des modéles avec pres-
sion isotrope. On verra dans le Chapitre [9] qu’en ajoutant quelques termes indépendants
de la pression, ces résultats seront étendus d’une maniére simple au modéle
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5.4 Synthése de I’étude analytique de turbulence com-
pressible avec pression isotrope

Equations utilisées pour calculer la loi générale : modéle MHD]

dp = —V(pw), (5.24)
1 1
ov = —V-(vv)+ovV- v+ ;V - (pvava) — ;Vp* + fe+de, (5.25)
dva = V- (vav—vva) — OV vy + %V-v+fm+dm, (5.26)
1
Ou = —V‘(uv)+uV~v—;V-q—§V-v. (5.27)

Fonctions de corrélation d’énergie totale considérées :
— R=5GE +pv v+ (0 +p) vy -vatputpu)
— S§=2(6(pv)-6v+6(pva) - dva + 20pdu), la fonction incrémentale associée & R
— autres possibilités évoquées section

Formulations (f1, f2 et f3) des lois exactes générales KHM et K41 et applica-
tions aux fermetures isentrope-polytrope et polytrope :

— KM 11 : 59,

~ [Kdn : (59).

— [K41] isentrope-polytrope f1 : [Résultat répondant & I'objectif initial,
KM 2 : G0,

— K2 G.19,

— [K41] isentrope-polytrope {2 : (5.16|),
— [KHM] 3 : (5.21)),
— |[KHM]| polytrope 3 : (5.22)).

Réécriture des contributions de pression et flux de chaleur :
— Prise en compte du premier principe de la thermodynamique et de I’hypothése
d’isentropie dans f1 : (5.10)),
— Contributions de pression ¢, (f1 vers 2) : (5.14),
— Contributions de pression magnétique &, (f1 vers £2) : (5.15)),
— Contributions de pression totale €,, (2 vers £3) : (5.20),
— Contributions du flux de chaleur ¢, (f1 et {2 vers £3) : (5.19).

Des applications aux autres fermetures définies dans le Chapitre [4] sont données au fil des

sections et [5.3] Les résultats écrits avec f1 (section sont publiés dans SIMON
et SAHRAOUI 2021.
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I—ETUDES DE CAS DANS LES DONNEES IN-SITU
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Ce chapitre résume le travail de comparaison de la loi incompressible et de deux
cas de la loi compressible isentrope-polytrope. Dans le premier cas, elle est fermée tel que
= 1 (isotherme) et dans le second, tel que v = 5/3 (adiabatique). Cette comparaison
est effectuée dans deux jeux de données de compressibilité différente issus de [PSP| afin de
comprendre ’apport de la loi polytrope dans I’estimation du taux de chauffage dans le vent
solaire. Ce travail a fait I’objet d’une publication, SIMON et SAHRAOUI [2021} puis a été
étendu statistiquement dans le cadre d'une étude préliminaire dans des données relevées
dans la magnétogaine terrestre par la mission[MMS] La formulation des lois compressibles
utilisée est la formulation f1 donnée par la loi exacte générale ((5.9)).

6.1 Données et conditions d’application d’une loi exacte
dans des observations issues d’une seule sonde

Le 12 aott 2018, [PSP| commence son voyage a bord d’une fusée Delta IV-Heavy. Cette
mission lancée par la[NASA] devra s’approcher au maximum du Soleil afin de permettre
la compréhension de la dynamique insuffiée par le Soleil dans son environnement, du
chauffage et de ’accélération de la couronne solaire et du vent solaire a ceux des particules
énergétiques [FOX et al. [2016]. Un tel objectif résonne avec l'application des lois exactes
dans les données afin d’estimer le taux de chauffage turbulent [PARASHAR et MATTHAEUS
2022|. De plus, comme indiqué sur la FIGURE , le v estimé preés du Soleil est plus proche,
voire supérieur, de 5/3 que de 1. Relaxer Iisothermie dans la loi exacte et y regarder une
loi polytrope y semble donc plus réaliste.

Pour estimer le taux de chauffage avec une loi exacte [MHD] nous avons besoin du
champ magnétique et des moments mono-fluides de la fonction de distribution. Ces don-
nées sont relevées par deux expériences de m (voir la FIGURE[6.1]) : Fields Experiments
(FIELDS|) et Solar Wind Electrons Alpha and Protons Investigation (SWEAP)).

95
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FIELDS
SWEAP

V1-V4 Electric

“" Detectors

V5 Sensor

lon and Electron Analyzers /

Fluxgate Magnetometers /

FIGURE 6.1 — Localisation des instruments de mesure sur [PSP| Les instruments de l'ex-
périence [FTELDS] sont notés en blanc, et ceux de SWEAP]en jaune. Les données utilisées
ici proviennent des magnétomeétres a saturation (Fluxgate Magnetometers, situés
sur le bras et de la coupe de Faraday (Faraday Cup, située juste a coté du bouclier

et orientée vers le Soleil. Crédits : la page web de [FIELDS| (fields.ssl.berkeley.edu)
et Johns Hopkins University Applied Physics Laboratory.

Search Coil Magnetometer

FIELDS| [BALE, GOETZ et al. [2016] mesure le champ magnétique grace & deux ma-
gnétometres a saturation (« fluxgate » en anglais), mesurant la composante conti-

nue (DC) et les fluctuations a basse fréquence (MHD-ionique) du champ, et un de type
fluxmetre (« search-coil »), Search-Coil Magnetometer (SCM]), donnant accés aux hautes
fréquences (ionique-électronique). [SWEAP|[KASPER et al. est quant a elle composée
d’une coupe de Faraday (« Faraday Cup »), [SPC], mesurant les flux globaux ionique et
électronique, et d’analyseurs électrostatiques d’ions et d’électrons, Solar Probe Analyzer
(SPAN]), permettant de séparer leur état de charge. Notre étude concernant plutot les
échelles MHD, les données utilisées proviennent des instruments [MAGS| et [SPC|

Les données publiquement disponibles au moment ot cette étude a été menée (fin 2020)
provenaient des quatre premiéres orbites (FIGURE . Nous avons choisi d’analyser les
données relevées lorsque [PSP] était proche de son premier périhélie atteint le 6 novembre
2018 a 03h27 [UTC] vers 35.7 Rs. Autour de cette position, les données sont relevées dans
le vent solaire prés du Soleil. Mais peu de lots de données comprenant conjointement
les relevés provenant de [SPC| et ceux provenant de étaient assez complets pour
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First Perihelion
at 35.7 Rs

Launch

Venus Flyby #1

First Min Perihelion
at 8.86 Rg from Sun’s surface

FIGURE 6.2 — Orbites de depuis la date de lancement, le 12 aott 2018 a 7h31 [UTC]
Le premier périhélie a 35.7 Rs a été atteint le 6 novembre 2018 a 03h27 [UTC] Credits : la
page web de m (http://parkersolarprobe. jhuapl.edu) et Johns Hopkins University
Applied Physics Laboratory.

étre traités. Finalement, le jeu choisi a été relevé le 4 novembre entre 00h00 et 02h30.
Les données provenant de y sont résolues & une cadence d’environ 7 ms sans temps
manquant tandis que celles provenant de[SPC|sont résolues a 0.873 s et montrent 0.15% de
temps manquants situés entre 01h08 et 01h13. Ces trous seront comblés par interpolation
linéaire et, afin d’avoir la méme cadence, les données sont rééchantillonnées sur la
cadence de [SPC| Les données analysées sont montrées sur la FIGURE [6.3]

Les sous-intervalles choisis pour le calcul des taux de cascade sont marqués en rouge
et sont associés a deux niveaux de compressibilité différents. La compressibilité noté c
est calculée en prenant l'écart-type, std, des fluctuations de densité, c’est-a-dire ¢ =
std(2252) = std(%). Le premier sous-intervalle, de 00h35 a 01h05 a une compressibilité
trés faible, ¢ ~ 8%, tandis que le second, de 01h45 a 02h15, est plus compressible, ¢ ~ 20%.
Grace a ces deux intervalles, nous pouvons étudier 'impact des différents niveaux de
fluctuations de densité sur le taux de cascade calculé avec la loi isentrope-polytrope et la
loi incompressible.

Ces choix de sous-intervalles ont été effectués en considérant un certain nombre d’hy-
pothéses permettant de calculer un taux de cascade tout en réduisant l'incertitude du
résultat. Les séries étant temporelles, on utilise 'hypothése de Taylor[] [TAYLOR (1937]
qui présuppose que les variations temporelles relevées par la sonde peuvent étre interpré-
tées comme des variations spatiales convectées par le flot de plasma a la vitesse moyenne

1. La validité de I’hypothése de Taylor dans le vent solaire et en particulier le long de la trajectoire de
peut étre remise en question [CHHIBER et al. 2019; TREUMANN et al. 2019] mais I'obtention d’une
hypotheése de remplacement est encore une question ouverte [PARASHAR et MATTHAEUS [2022].
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PSP FIELDS and SWEAP 4-11-2018

) TP/ Tpy 6 P/ £o
[
|
D

T T I T I T
00h00 00h30 01h00 01h30 02h00 02h30

FIGURE 6.3 — Données mesurées dans I’héliosphére interne le 4 novembre 2018. (a)
a (c) : les trois composantes du champ magnétique dans le systéme de représentation
RTN| (d) : Norme du champ magnétique. (e) : angle entre le champ de vitesse du fluide
et le champ magnétique. (f) et (g) : fluctuations de densité et température relative des
protons. Les zones rouges représentent les sous-intervalles utilisés pour le calcul des taux
de cascade.

vg. Ainsi, on peut estimer I'incrément spatial £ & partir de I'incrément temporel 7 via
£ ~ vor. L’utilisation de 'hypothése de Taylor donne donc accés aux échelles spatiales
dans la direction moyenne du flot. Or le couplage entre le champ magnétique et le fluide
implique une forte anisotropie entre les directions paralléle et perpendiculaires au champ
magnétique. Par conséquent, si ’angle entre la vitesse et le champ magnétique, 8y 5, varie
trop fortement, d’importantes variations pourront apparaitre dans les résultats du taux
de cascade, comme l'ont observé [HADID, SAHRAOUI et GALTIER 2017]. Les intervalles
ont donc été choisis tel que Oy p soit relativement stationnaire (ligne (e) de la FIGURE
. On a aussi considéré des séries temporelles relativement stationnaires pour les autres
quantités afin d’assurer une certaine stationnarité/homogénéité statistique.

L’estimation des moyennes dans le calcul du taux de cascade demande une statistique
suffisante, c’est-a-dire des intervalles de durée supérieure a plusieurs fois le temps de
corrélation des fluctuations turbulentes [COBURN et al. [2015|. [PARASHAR, GOLDSTEIN
et al.2020] ont estimé le temps de corrélation des données relevées par entre le 3 et le
10 novembre avec des intervalles glissants de 4h, 8h et 24h. En se fiant & cette estimation,
le temps de corrélation pour les données utilisées ici (le 4 novembre entre 00h00 et 02h30)
est autour de 500 s, c’est-a-dire un peu moins du tiers de la longueur de nos sous-intervalles
(30 min). On supposera donc que leur durée convient au calcul d’un taux de cascade.

Sur la FIGURE [6.4] sont tracés les spectres des fluctuations magnétiques obtenus
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4-11-2018
—— [00h0O ; 02h30)
[00h35 ; 01h03]
—— [01h45 ; 02h15]
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FIGURE 6.4 — Spectre des fluctuations magnétiques pour 'intervalle complet de données
(bleu), et les sous-intervalles (orange et vert) obtenue avec les données non ré-
échantillonnées a la cadence de [SPC| La ligne noire continue indique la pente attendue
dans la zone MHD (spectre de type Kolmogorov en —5/3) et I'axe vertical la fréquence
maximale accessible avec la cadence de [SPC]|

avec les données non rééchantillonnées de l'intervalle complet et des deux sous-
intervalles. Les fréquences qui nous intéressent sont les fréquences inférieures a la cadence
de [SPC| Pour ces fréquences, la pente des spectres est proche de —5/3 (attendue dans

la zone [MHD)). La loi exacte du modéle dérivée dans le Chapitre [5[ y semble donc
applicable.

6.2 Comparaison des lois incompressible et compressible-
isentrope-polytrope avec v = 1 (isotherme) et v =
5/3 (adiabatique)

Pour ce qui est de la forme de la loi exacte, 'utilisation d’une seule sonde impose
deux autres hypothéses. La premiére correspond a la négligence des termes sources. En
effte, ces derniers ne peuvent pas étre calculés a cause de leur dépendance en des dérivées
locales (V et V') qui ne peuvent étre estimées qu’avec des missions multi-sondes telles
que [MMS] ou [CLUSTER] en orbite autour de la Terre [ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER,
HADID, FERRAND et al. [2019]. Physiquement, une telle hypothése pourrait avoir un
impact significatif. Mais d’aprés I’étude numeérique de [ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER,
HADID, FERRAND et al.2019] en turbulence MHD subsonique sur une loi exacte isentrope-
isotherme formulée similairement & ([5.9) (formulation qui sera considérée ici), les termes
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flux donnés ci-dessous sont dominants tandis que les autres termes sont négligeables
ou se compensent. La deuxiéme hypothése est celle d’isotropie des fluctuations qui per-
met d’intégrer tridimensionnellement la loi exacte dans une boule de rayon ¢ = |£|. Cette
hypothése simplificatrice est largement utilisée [PARASHAR et MATTHAEUS 2022| mais sa
validité peut étre remise en cause par l’anisotropie du plasma due au champ magnétiqueﬂ
L’expression du taux de cascade calculée ici est alors :

e=F + B, (6.1)
avec
P = o (0(90) 60+ 8(p0a) - G0a)50 = (3(poa) 60 + 5pv) - Goa)50.),
(6.2)
Bo= - 30|T (28p5uw) (6.3)

F est la contribution dite Yaglom compressible, ne s’annulant pas dans la limite incom-
pressible, tandis que Fj est la contribution d’énergie interne, dépendant des fermetures
compressibles. p et u y sont calculés pour des cas particuliers de la fermeture isentrope-
polytrope définies dans la TABLE :
— incompressible (IMHD) : p = pg, pas de u nécessaire (cette fermeture permet de
retrouver la loi [PP98),
— isentrope-isotherme (CMHDI) : u = ¢? In(£) obtenu avec la fermeture isentrope-
polytrope et v =1,

2 2
Cs—C50

— isentrope-adiabatique (CMHDp) : u = Y(—1)

obtenu avec la fermeture isentrope-
polytrope et v = 5/3.

La vitesse du son ¢ est obtenue grace a la relation des gaz parfaits ¢ = vkgT,/m,, avec

kp la constante de Boltzmann, m,, la masse des protons, et T}, la température locale des

protons. ¢, provient de la relation des gaz parfaits calculée avec la température moyenne

des protons.

Sur la FIGURE apparaissent les résultats pour les deux sous-intervalles, le quasi-
incompressible & gauche (1) et le plus compressible a droite (2). La premiére ligne ((al)
et (a2)) montre I'estimation du taux de cascade avec la fermeture IMHD en bleu, la loi
CMHDi en vert et CMHDp en rouge. Sur la deuxiéme ligne ((b1) et (b2)), la contribution
d’énergie interne Fy est comparée a la contribution Fj dans les cas isotherme (vert) et
adiabatique (rouge). L'impact de la fermeture thermodynamique n’étant portée que par
F5, le ratio entre les F, adiabatique (F3,) et isotherme (Fy;) est donné sur la troisiéme
ligne ((cl) et (c2)).

N’est représentée que la valeur absolue des différentes quantités puisque leur signe
nécessite des intervalles plus longs pour statistiquement converger [COBURN et al. 2015,
HADID, SAHRAOUI et GALTIER 2017]. La question de l'inversion de la cascade potentiel-
lement visualisée a travers le signe du taux ne peut donc pas étre étudiée ici. Un taux € en
valeur absolue quasi-constant peut par contre témoigner d’une convergence. On va donc
utiliser la quasi-constance de € pour définir une zone inertielle. Pour le premier intervalle,
sur le graphique (al) de la FIGURE , les € montrent des variations avant 7 ~ 10s et
aprés 7 ~ 400s et restent quasiment constant au centre. On supposera donc que cette

2. Un taux de cascade incompressible intégré axisymétriquement a été investigué par ANDRES,
SAHRAOUI, HUANG et al. 2022| mais une extension compressible reste a faire.
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Cascade rate comparison for the 4-11-2018
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FIGURE 6.5 — Comparaison des taux de cascade obtenus avec I'expression de la loi exacte
et les différentes fermetures pour les sous-intervalles {00h35-01h05} (a gauche) et
{01h45-02h15} (& droite). (al)—(a2) : valeur absolue des taux de cascade obtenus avec les
fermetures incompressible (IMHD) en bleu, compressibles isentrope-isotherme (CMHD))
en vert et adiabatique (CMHDp) en rouge. (b1)—(b2) : ratio entre la contribution d’énergie
interne Fy et celle Yaglom compressible Fj dans le cas isotherme (vert) et
le cas adiabatique (rouge). (c1)—(c2) : ratio entre les contributions de I’énergie interne
adiabatique Fj, et isotherme F;.

zone centrale correspond & une zone inertielle. A grande échelle, ces variations proviennent
de Fi et se reflétent dans la brusque augmentation apparaissant sur le graphique (bl) de
la FIGURE[6.5] Ils s’avére que ces variations sont accompagnées de changements de signe.
Pour le second intervalle, sur le graphique (a2) de la FIGURE , le signe ne varie pas,
il reste positif contrairement a ce que pourrait laisser présager le creux apparaissant en
7 ~ 50s. En se fiant a la quasi-constance du niveau de ¢, nous limitons 'interprétation
d’une zone inertielle & I'intervalle 7 € [50; 800]s.

Le graphique (a2) de la FIGURE met en avant le role de la compression dans le
taux de cascade : les taux de cascade compressibles sont plus élevés d’un facteur 2 a 3
par rapport au taux incompressible, alors que le graphique (al) de la FIGURE [6.5| prove-
nant de données bien moins compressible montre des niveaux similaires. Cette observation
coincide avec de précédentes, issues de données du vent solaire [BANERJEE, HADID et al.
2016, HADID, SAHRAOUI et GALTIER 2017, ANDRES, SAHRAOUI, HADID et al. 2021]. Par
contre, les deux modéles compressibles montrent les mémes résultats. La raison de cette
convergence est révélée par les graphiques (bl) et (b2) de la FIGURE [6.5]: la contribution
de F3; est bien négligeable devant celle de Fi. Le facteur 3 observé précédemment provient
donc de la prise en compte de la densité dans F;. Méme si 'impact du terme dépendant
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de la fermeture a une importance moindre dans le taux total, nous pouvons en examiner
Deffet sur les graphiques (c1) et (c2) de la FIGURE [6.5] Aux grandes échelles (7 > 100s),
les deux fermetures apportent une contribution similaire tandis qu’a plus petite échelle
(hors de la suspectée zone inertielle pour le deuxiéme intervalle), un ordre de grandeur de
différence apparait. Dans le cas du premier intervalle, la fermeture isotherme contribue
plus que l'adiabatique tandis que dans le cas du deuxiéme intervalle, c’est le contraire.
Une interprétation compléte de cette différence de comportement ne peut étre apportée
avec cette étude de cas et nécessite une analyse statistique. Cette analyse, effectuée ulté-
rieurement par BRODIANO et al. 2022 dans les données montre que (F5) (en notant
() la moyenne sur les échelles et en adoptant nos notations des contributions aux taux de
cascade) apparait statistiquement un a deux ordres de grandeur en dessous de (F7), et que
le facteur 3 entre les taux compressibles et le taux incompressible n’est pas retrouvé sauf
pour des cas particuliers. Les cas que nous avons étudiés semblent donc dans la norme
pour le premier point vérifié, mais, pour le dernier point, notre deuxiéme sous-intervalle
entre dans la classe des cas particuliers. Ils montrent aussi que plus la compressibilité est
forte, plus (F,) peut venir concurrencer (F}) voire, pour certains cas, le surpasser. Prés
du Soleil, ils notent aussi que ([5,) est supérieur a (Fy;) en moyenne.

Cette étude de cas préliminaire, publiée dans SIMON et SAHRAOUI 2021] et validée
statistiquement par BRODIANO et al. 2022, a donc permis de visualiser I'impact de la
compression sur ’estimation du taux de cascade et I’apport potentiel d’une fermeture par
rapport a une autre dans des données réelles du vent solaire.

6.3 Application statistique préliminaire dans des don-
nées localisées dans la magnétogaine terrestre

Le plasma dans la magnétogaine est plus compressible que dans le vent solaire [HADID,
SAHRAOUI, GALTIER et HUANG 2018| et d’aprés LIVADIOTIS 2018a, 1 < v < 5/3. Il est
aussi exploré par de multiples missions, en particulier des missions multi-sondes comme
MMS] qui comprend quatre satellites en orbite autour de la Terre depuis 2015 (FIGURE
5.0).

A partir d’une douzaine de cas parmi ceux utilisés par ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER,
HADID, FERRAND et al. 2019, nous avons vérifié si I’on retrouve, dans la magnétogaine,
les résultats de notre étude de cas effectuée avec les données de[PSPL Les données utilisées
ont été relevées par les instruments Fast Plasma Investigation pour ce qui est des
moments de la fonction de distribution des particules, et Fluxgate Magnetometer ,
pour le champ magnétique, pendant 12 intervalles de temps entre 2015 et 2017. L’étude,
similaire a celle effectuée avec les données de [PSP| est menée séparément sur les quatre
satellites de la constellation (48 résultats).

Concernant les quantités estimées, les notations sont les mémes que celles utilisées
dans la section [5.3] La FIGURE montre 'emplacement des 48 résultats pour lesquels
les fluctuations de densité (compressibilité ¢) varie de 20% a 60% (visualisé via I’échelle
de couleur) dans deux diagrammes ayant pour abscisse le rapport entre les taux moyen
compressible (ecarppy) obtenu avec v = 5/3 (loi adiabatique, CMHDp) et incompressible
(ermup)- Le diagramme de gauche a pour ordonnée le rapport entre les contributions
d’énergie interne (Fy,) et Yaglom compressible (F7) de la loi adiabatique et celui de droite
le rapport entre les contributions d’énergie interne adiabatique et isentrope-isotherme,
respectivement (Fy,) et (Fy;).
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FIGURE 6.6 — Vue d’artiste de la mission [MMS| Crédits : la page web de NASA

(https://www.nasa.gov/mission_pages/mms).
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FIGURE 6.7 — Résumé de 'étude statistique préliminaire menée sur 12 intervalles des
quatre satellites de [MMS] Couleurs : compressibilité ¢ de U'intervalle. Abscisses : rapport
entre le taux de cascade compressible adiabatique (CMHDp, v = 5/3) et incompressible
(IMHD). A gauche : pour CMHDp, rapport entre les contributions d’énergie interne F,
et Yaglom compressible ;. A droite : rapport entre les contributions d’énergie interne
adiabatique Fy,, et isotherme Fy; (7 = 1).

Cette étude révéle de plus importantes fluctuations de densité dans la magnétogaine
que celles relevées pour les données de [PSP] Dans les cas les plus compressibles, le taux de
cascade compressible semble pouvoir doubler par rapport au taux incompressible (points
rouges éloignés de la verticale centrale). Cependant, la contribution d’énergie interne
moyenne y est encore plus négligeable que dans les données de [PSP| 5 a 8 ordres de
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grandeurs plus faibles que la contribution Yaglom compressible moyenne comme le montre
le diagramme de gauche. Sur le diagramme de droite, on voit que (F%,) a tendance a étre un
peu plus faible que (F5;) mais qu'il peut aussi étre environ deux fois plus important. Cette
derniére observation montre un comportement inverse du comportement moyen observé a
tout rayon solaire dans le vent solaire par BRODIANO et al. 2022, mais demanderait plus
de statistique pour étre confirmée.

Cette étude dans les données de [MMF] est restée préliminaire, l'intérét du travail
ayant dévié vers effet de I’anisotropie de pression (voir Partie . Par la suite, une autre
contribution pourrait étre étudiée grace a la constellation de satellites de [MMF] : celles
des termes sources, impossible a analyser avec [PSP| La caractéristique multi-sondes de
cette mission peut en effet permettre le calcul complet des lois exactes compressibles. Cela
a, par exemple, été effectué dans le cadre isotherme par ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER,
HADID, FERRAND et al. [2019. Il serait aussi intéressant d’étudier dans les données les
contributions au taux de cascade apportées par les différentes formulations ayant été
analytiquement dérivées dans le chapitre précédent, en particulier les contributions des
termes flux dépendant des pressions magnétique et thermodynamique, ou celle du flux de
chaleur.
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6.4 Synthése de I’étude de cas observationnels issus des
données de PSP

Données choisies :  instruments [SPC||SWEAP| et [MAGs||FIELDS| présents sur la
sonde [PSP| mesures relevées le 4 Novembre 2018, comparaison d'un intervalle quasi-
incompressible et d'un plus compressible.

Hypothéses nécessaires a I’'utilisation de données in-situ issues d’une mission
composée d’une seule sonde pour l’estimation de taux de cascade :
— taille d’intervalle supérieure a plusieurs fois le temps de corrélation des fluctuations
turbulentes,
— hypothése de Taylor, £ ~ voT,
— angle 0y g quasi-stationnaire,
— négligence des termes sources dans la loi exacte, valide si vent subsonique et avec
la formulation f1 de la loi exacte [MHD]
— intégration isotrope de la loi exacte, validité & nuancer tant que ’angle 6y g reste
quasi-stationnaire.

Loi exacte analysée : ¢ = F| + F, avec

3

F = ~Toolr ((0(pv) - 0v + 0(pva) - dva)ov — (6(pva) - v + I(pv) - dvA)IVA)
0

F, = 3 (20 péudv)

_4"00’7'

Fermetures :
— incompressible : p = pg, pas de u nécessaire,

— isentrope-isotherme : u = ¢? In(L) et y =1,
— isentrope-adiabatique : u = f;(;fflo) et v =15/3.

Conclusion :
— apport potentiellement substantiel de la compression via la densité dans les termes
de type Fj indépendant de la fermeture,
— apport de la fermeture important dans F5 a petite échelle,
— F; négligeable devant F pour les fermetures compressibles et dans les cas analysés.
Ces résultats sont publiés dans SIMON et SAHRAOUTI 2021}, statistiquement validés par
BRODIANO et al. |2022| et étendus dans la magnétogaine & travers une étude statistique

préliminaire effectuée dans les données de (section [5.3).
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CONCLUSION

Depuis 1998 et la loi exacte étendant aux plasmas la théorie de Kol-

mogorov décrivant la cascade turbulente a travers des lois exactes, de multiples extensions
ont été proposées prenant en compte la compressibilité.

Dans cette partie [[, nous nous sommes concentrés sur Ueffet de fermetures thermo-
dynamiques dépendant d’une pression isotrope. Un premier chapitre (synthése section
pose le probléme de la compressibilité dans les modéles fluides et analyse différentes
possibilités de fermeture basées sur la théorie thermodynamique. La question qui se pose
alors est celle de I'impact de la compressibilité sur la turbulence. Ma contribution pour y
répondre est développée a travers les chapitres ] et [0}

Dans le Chapitre [f] (syntheése section [5.4)), un cadre analytique est démontré a tra-
vers l'extension de la théorie des lois exactes. La stratégie mise en ceuvre ne repose pas
sur une fermeture thermodynamique, contrairement a celles entreprises dans la littéra-
ture [GALTIER et BANERJEE 2011, BANERJEE et GALTIER 2013, BANERJEE et GALTIER
2014, ANDRES et SAHRAOUI 2017, mais plutdt sur I’équation de densité d’énergie interne.
La loi exacte résultante obtient ainsi un caractére général et la fermeture ne devient qu'un
« détail », une hypothése a ne considérer qu’a la fin du calcul en fonction du besoin. Par
ce biais, est abordé I'objectif initial de cette partie du travail : obtenir une loi valable dans
la zone inertielle isentrope pour une fermeture polytrope décrivant ainsi la cascade tur-
bulente dans les plasmas de maniére plus réaliste et versatile que la fermeture isotherme
utilisée jusqu’a présent. La premiére formulation (f1) proposée pour répondre a cet ob-
jectif est inspirée du travail dans le cadre isentrope-isotherme de ANDRES, SAHRAOQUI,
GALTIER, HADID, DMITRUK et al. 2018, Elle a permis I’étude comparative, dans deux
jeux de données issus de la mission [PSP], de I'impact de la compression et des fermetures
isentropes-isotherme (v = 1) et isentrope-adiabatique (7 = 5/3) sur la cascade turbulente.
Cette ¢tude fait I'objet du Chapitre [] (synthese section ou elle est étendue dans la
magnétogaine a travers 'amorgage d’'une étude statistique utilisant les données de [MMS]
L’intérét de la formulation f1 est que les termes sources impossibles a calculer a cause des
caractéristiques de la mission [PSP]| (une seule sonde) ont préalablement été numériquement
démontrés comme négligeables dans le taux de cascade total par ANDRES, SAHRAOQUI,
GALTIER, HADID, DMITRUK et al. 2018| dans les cadre isotherme. La deuxiéme formu-
lation (f2) de la loi exacte a initialement vu le jour comme une conséquence du travail
analytique qui sera présenté dans la partie [T} relaxant 'isotropie de pression. Ce résultat,
dépendant de p/p, peut s’avérer plus adapté a application d’une fermeture thermodyna-
mique. La troisiéme et derniére formulation (f3) est la plus récente et s’inspire du travail
sur le flux de chaleur dans I’équation d’énergie interne qui s’est révélé nécessaire lors de
I'étude numérique qui sera présentée dans la partie [Tl Ce résumé des résultats obtenus
avec pression isotrope refléte la structure chronologique de I'ensemble du travail effectué
et présenté dans ces trois parties, la méthode scientifique mise en ceuvre et les points
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méthodologiques utilisés.

En termes de physique, cette partie propose un cadre d’étude de I'impact de la com-
pression dans sa forme la plus « simple » : une densité variable, une pression isotrope,
une énergie interne et un flux de chaleur souvent négligé. Ces grandeurs nous permettent
de fermer le modeéle fluide par des relations basées sur des hypothéses thermodynamiques
telles que l'isentropie, I'isothermie ou la polytropie. A travers I’analyse de ces hypothéses et
leur application dans les anciennes descriptions de la cascade turbulente, quatre possibili-
tés majeures de fermeture ont émergé. La premiére, isentrope-isotherme, est la premiére a
avoir été utilisée dans 'extension des lois exactes [ANDRES et SAHRAOUI2017|; BANERJEE
et GALTIER 2013; GALTIER et BANERJEE [2011]. La deuxiéme, isentrope-polytrope, in-
troduite en [BANERJEE et GALTIER 2014, est celle qui nous a permis de généraliser la
méthode d’obtention des lois exactes a toutes fermetures en utilisant 1’équation d’énergie
interne, elle prend en compte 'existence d'un v et refléte un peu mieux la pluralité de
transformations thermodynamiques observée dans les plasmas spatiaux et astrophysiques.
La troisiéme, polytropique, basée sur un v et un o, lie le flux de chaleur au travail de
pression et étend un peu plus loin les possibilités d’application des lois exactes. De la
derniére, isotherme, émerge la loi exacte compressible qui semble la plus simple malgré la
prise en compte des flux de chaleur.

Concernant 'impact de la compression et des fermetures observé dans ’étude du taux
de cascade dans le vent solaire, I’étude de cas comparative montre que la compression peut
jouer un role important dans la cascade, mais, dans les cas étudiés, la fermeture isentrope-
adiabatique ou isentrope-isotherme a peu d’impact malgré le role qu’elle joue a travers
I’énergie interne. Les termes dominants s’avérent en effet étre ceux n’en dépendant pas.
On peut aussi les interpréter comme ceux subsistant dans le cas d’une fermeture isobare.
Ce travail pose ainsi les bases d'une étude observationnelle, plus générale, compléte et
systématique, de 'impact de la compression et des fermetures sur la turbulence dans les
plasmas spatiaux. Cette étude est laissée au futur car le vent solaire ayant la particularité
d’étre peu collisionnel et magnétisé, nous nous sommes intéressés a un autre type de
fermeture qui a orienté le travail dans une autre direction : celle de I'effet de ’anisotropie
de pression.



PARTIE 11 : Etude analytique de l'effet
de 'anisotropie de pression

La collision de tous les sentiments contradictoires qui [’agitaient avait produit la
neutralité, et aucun d’eux n’était capable de lui communiquer le mouvement. Citation
extraite de la traduction francaise de HARDY |1874.

Thomas HARDY[| (1849-1927), artiste, écrivain, poéte, romancier.

3. LOIN DE LA FOULE DECHAINEE, publiée en version originale anglaise en 1874
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INTRODUCTION

Les fonctions de distribution de vitesse des ions observées dans le vent solaire sont
généralement anisotropes le long des directions paralléle et perpendiculaires au champ
magnétique [MARSCH et al. 1981, MATTEINI et al. 2007, BALE, KASPER et al. 2009]. Le
champ magnétique, interagissant avec les ions, rend le milieu anisotrope et les collisions,
trop peu nombreuses, échouent & l'isotropiser. Ce type d’anisotropie a tout d’abord été
modélisé par [CHEW et al. [1956] a travers une pression de forme tensorielle et diagonale
(gyrotrope) et supposant l'isentropie du modeéle. Ce modéle, nommé Chew-Goldberger-
Low (CGL|) en hommage aux auteurs, sera présenté plus en détail dans le Chapitre
de cette deuxiéme partie. Il y sera accompagné de I'extension proposée pour la théorie
de Kolmogorov, prenant en compte un tenseur de pression. Ensuite dans le Chapitre [§]
nous nous poserons la question suivante : l'incompressibilité est-elle compatible avec la
gyrotropie de pression ? Et, dans le Chapitre [0, nous généraliserons la loi pour la [MHD|
au modele bi-fluide dépendant des ions et des électrons.

Dans cette partie qui concentre le coeur analytique du travail effectué, nous conser-
verons ’hypothése d’une zone inertielle isentrope et nous ne regarderons pas en détail
I'impact sur la cascade des composantes non gyrotropes du tenseur de pression.
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LOI EXACTE POUR LE MODELE CGL
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Dans le vent solaire, utiliser un modele [MHD] compressible avec pression isotrope peut
s’avérer ardu & justifier en présence d’'un champ magnétique et d’un faible nombre de
collisions. Il faut prendre en compte, a minima, une pression gyrotrope par exemple en
utilisant le modele dit [CGL] C’est le but de ce chapitre : décrire la cascade turbulente
d’énergie totale & travers une loi exacte associée au modéle [CGI] Encore une fois, on ne
réduira le champ d’application qu’aprés avoir obtenu une loi plus générale, valable pour
tout tenseur de pression. Les nouveaux résultats exposés ici ont fait 1'objet principal de
'article [SIMON et SAHRAOUI 2022].

7.1 D’un tenseur de pression dans le modéle fluide au
modéle CGL

Dans le cadre général défini a partir de I’équation de Vlasov et menant au modeéle
IMHD] la pression et le flux de chaleur sont définis comme des tenseurs d’ordre 2 et 3
respectivement. La pression, P, est un tenseur symétrique obtenu en effectuant le produit
de deux vecteurs vitesse tandis que le flux de chaleur s’obtient & partir du produit de trois
vecteurs vitesse.

Dans la Partie [I| la pression était supposée isotrope, c’est a dire P = pI avec I le
tenseur identité. Dans le modéle [CGI] elle est définie comme gyrotrope par rapport a
la direction du champ magnétique, notée b. On considére donc deux pressions, une dite
parallele p| et une perpendiculaire p;. Dans un repére cartésien orienté tel que b coincide
avec la direction e, le tenseur s’écrit :

o p. 0 0
P=| 0 p. 0
0 0 p||

Plus généralement, on peut 1'écrire P = p, I + (pH —p L) bb. La partie isotrope de la pres-
sion, p = %ﬁ I = % (2pl + p”), est obtenue en faisant le produit dual ":" entre P et I,
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ce qui revient a considérer la trace de P. Cela permet de réécrire le tenseur de pression en
séparant la partie isotrope de la composante dite anisotrope, IT = (pH —p L) (bb — %T)
Ainsi, la pression s’écrit P = pI +1II. Dans le cas général non-gyrotrope, d’autres compo-
santes apparaissent. On n’abordera pas leur détail et on les résumera simplement par la no-
tation ﬁng. D’aprés CASSAK et BARBHUIYA [2022, IT = (p” — pL) (bb — %T) —|—ﬁng contri-
bue a la déformation incompressible du fluide via la contrainte normale/longitudinale et le
cisaillement & travers le terme P : Vo tandis que p résulte en sa dilatation, compressible.
En mécanique des fluides, ces termes de pression anisotrope sont souvent une réécriture
des termes de dissipation visqueuse, d’ou leur interprétation dissipative.

On rappelle le modéle non fermé dépendant des moments p,v, P et q et de la loi
d’Ohm exprimée a travers I’équation d’induction (7.4) :

dp+V-(pv) = 0, (7.1)
O, (pv) + V - (pvv — pvgva) + VP, = 0,
0P +V-(wP)+ (P-vo) M px1L,)" = v (7
A0
8th—V-(vAv—va)+vV-vA—’UTAV-v = 0, (7.4)

sachant que b x I =0 et b x bb = 0, et en notant P, = P + p,,I, le tenseur de pression
totale. Aucune hypothése sur la forme des tenseurs de pression et flux de chaleur n’est
faite dans ce modéle.

Ce modéle peut nous servir a obtenir une loi exacte générale sur ’énergie totale appli-
cable sous I’hypothése d’une cascade isentrope, quelles que soient les formes de la pression
et du flux de chaleur. En effet, comme dans le cas avec pression isotrope, I’équation
ne servira pas dans la dérivation de la loi exacte. On utilisera seulement 1’équation d’éner-
gie interne que l'on peut obtenir & partir de I’équation sur la composante isotrope du
tenseur de pression :

2— 1 _ —
8tp+V-(pv)+§P:V'v:—§V-(G:I) (7.5)

puisque, ﬁng étant symétrique, (b X ﬁng) . I = 0. L’¢énergie interne sera définie par
pu = %F I = %p = % (2p L+ p”), la derniére formulation étant associée au cas particulier
gyrotrope |[HAZELTINE et al. 2013]. On retrouve donc 'équation (4.29)) écrite pour un
tenseur de pression quelconque :

O (pu)—l—V-(puv)—i—F:V’v:—%V- (g:1). (7.6)

Cette équation est assez générale et peut étre obtenue indépendamment de ’expression
de u en fonction de p et de ’équation , avec un bilan énergétique, comme celui que
I'on a effectué dans le Chapitre 4 [ECKART [1940|; HAZELTINE et al. 2013]. On peut y faire
apparaitre l'isentropie a travers I’hypothese : V - (6 : T) =0.

La fermeture consiste & annuler la divergence du flux de chaleur V - g dans
I'équation ([7.3)) et & considérer un tenseur de pression de forme gyrotrope. L’équation
tensorielle de pression prend alors la forme de deux équations (voir [HUNANA et al. 2019|
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pour les détails de dérivations) :

atp”—i-v'(pu’v)-i-Qpllbb:V’v =0 (7.7)
O, +V-(pv)+p V- v—pbb: Vv = 0

En les sommant, on retrouve I’équation d’énergie interne avec I’hypothése d’isentro-
pie. Pour simplifier les calculs dans cette Partie [[T, nous supposerons, dans le cas général,
V - q@ = 0 (équation ) Cette hypotheése est, comme on vient de le voir, cohérente
avec I'hypothése d’isentropie de la cascade turbulente et avec le modéle [CGIL] qui nous
intéresse. Elle pourra étre facilement relaxée, si besoin est, en prenant en compte, dans la
loi exacte, la correction (| - qui a été dérivée dans la section

En manlpulant les équations de pression du modeéle [CGL u et 7.8) avec I'équation
d’induction ([7.4)), on obtient les formes conservatives :

2
p|va pL
t( p? > ! t<p3/2|vA|> ! (79)

De ce lien entre p) | et des puissances de p proviennent la deuxiéme appellation du modeéle,
3/2 ”UA ’

« bi-adiabatique », ainsi que les formes explicites des pressions pj o ;)% et pp xp

7.2 Instabilités linéaires et potentiel impact sur la tur-
bulence du vent solaire

Les anisotropies de pression peuvent rendre le plasma instable. On utilise la théorie
linéaire pour approcher ce probléme comme on a approché celui des ondes d’Alfvén et
magnétosonores dans les modéles (voir Chapitres [3 et [). Le pendant non linéaire
de ces instabilités est en effet difficile a établir.

La linéarisation du modele ml nous donne I'équation de dispersion M - v; = 0
avec :

o Mg;x 0 —%apoi—ﬁ
M = , 0 M,, 0 (7.10)
k
— S O o~ 2P0
et
M. = — (Bjoa +1) L, 6”0(1—a)—1
Tz UA0k2 [J0&p0 ]{72 9 p0 )
w? 5||0
M. = L —-1].
Yy UAok2 + ( 9 ( ap0) >

. . 2p R .o, .
apy = I# est le taux d’anisotropie et 3o = pov“go est le paramétre [ linéaire du plasma
0 A0

calculé avec la pression paralléle. La relation de dispersion s’écrit alors :

() (S )

2 2,2
kvAO k2vy,

1. Voir méthode dans la section-synthése du Chapitre |3| et pour plus de détails, le chapitre 3 de
HUNANA et al. 2019,
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avec

1
A = 1+ Bjoay (1 ~3 cos? 0) + Bjjo cos® 6,

1
B = ;/BO COS2 0 ((1 - % (]- — ap())) C052 0 =+ (1 + ﬂlloapo (1 — éap())) Sin2 0)

3 1 1
= 55\\0 cos? 6 (1 + Bioapo (1 3 cos® 0) — % cos® 0 — E,BHOCLZO sin? 6’) ,

1 2
A? — 4B = (1 + Bjjoapo <1 —3 cos? 9> — Bjo cos® 0) + 3ﬁﬁ0 cos’ 6 + 5”0%230 sin? 4.

Dans le premier mode -5 + (% (1 —ay) — 1) = 0, on retrouve le mode d’Alfvén

k202

|| A0
incompressible si a, = 1. Il est polarisé tel que v  (0,1,0). Ce mode est instable si
— % (1 —ay) < 0. Cette instabilité est appelée « firehose » (« lance d’incendie » ou

« tuyau d’arrosage »). Son nom provient du comportement des tubes de flux magnétique
qui ressemble & celui d'un tuyau d’arrosage devenu fou aprés avoir été laché par son
utilisateurf]

Les deux autres modes visibles dans la relation sont les modes magnétosonores
rapide (4) et lent (—) du modéle Méme en y considérant a, = 1, il est impossible
de retrouver les modes magnétosonores [MHD] dans les expressions des modes [CGI] Cela
est di a l'utilisation des équations de pression dans le calcul pour obtenir les relations de
dispersion. D’aprés I’expression de A% — 4B, le mode rapide va rester stable. Le mode lent
peut quant a lui devenir instable si B < 0. Cela peut arriver dans deux cas de figure :

— B'% (1 —ay) < 0 correspondant a l'instabilité firehose, qui est dans ce cas
nommeée firehose parallele puisqu’elle apparait principalement si kj >k, ,
— 14 Bjoay (1 — %apo) < 0 correspondant a l'instabilité dite « miroir ».
L’expression du critére d’instabilité miroir est légérement différente de celle provenant

de la théorie linéaire cinétique a cause du facteur 1/6 [KULSRUD |1983, FERRIERE et
ANDRE 2002|. Ce facteur d’erreur translate la condition nécessaire pour qu’il y ait des
instabilités miroir & a,y > 6 au lieu de ayy > 1, comme on peut le voir sur la FIGURE
[7.1] La condition nécessaire pour qu'il y ait apparition d’instabilité firehose est, quant
a elle, apy < 1 ce qui est en accord avec la théorie cinétique. Dans le vent solaire, ces
critéres d’instabilité semblent avoir un impact majeur puisque 1’état du plasma semble
maintenu, sur les diagrammes a, — 3, dans une zone qu’ils semblent délimiter, comme
I’a observé HELLINGER, TRAVNICEK et al. 2006 dans les données relevées par la sonde
Wind (WIND).

Dans le Chapitre [3| nous avons rappelé I'importance des ondes d’Alfvén dans les théo-
ries de turbulence et, dans le Chapitre [d que le sujet de I'impact des ondes compressibles
sur la cascade turbulente est toujours ouvert |[BRODIANO et al. 2021]. Similaire-

ment, on peut se demander quel est I'impact des instabilités sur la turbulence? Et en

2. Soit un tube de flux magnétique que l'on perturbe légérement en le courbant avec un rayon R. Sa
tension correspond & la force de pression magnétique qui s’écrit pov?,/R. La pression paralléle (lice a vﬁ)
va induire une force centrifuge en povﬁ /R poussant le plasma dans le tube vers 'extérieur de la courbe. La
pression perpendiculaire correspondant & la pression thermique du plasma & ’extérieur du tube, induit
une force de pression en p1o/R. Sipjo > pro +2pmo (critére d’instabilité firehose), la force centrifuge ne
sera pas compensée par la force externe et la tension du tube. La courbe va se resserrer, le rayon diminué
et la perturbation s’amplifier.
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FIGURE 7.1 — Zones de stabilité du modeéle m (zone grisée). Critéres d’instabilité
firehose (bleu), miroir (orange) et miroir cinétique (vert). Horizontale a, = 1 en gris.

particulier, quelle est I'influence des instabilités des ondes d’Alfvén (firehose) sur la tur-
bulence Alfvénique ?

Si 'on regarde les résultats des études de la température isotrope [LIU et al. 2006, des
fluctuations magnétiques [BALE, KASPER et al.|2009] et du taux de cascade incompressible
[OSMAN et al. 2013| (voir FIGURE dans les données relevées par et ceux du
taux compressible isotherme observés par HADID, SAHRAOUI, GALTIER et HUANG [2018
dans les données des missions Time History of Events and Macroscale Interactions during
Substorms (THEMIS) et [CLUSTER] on remarque que sur les diagrammes a, — [, prés
des frontiéres des zones instables, la température des protons semble plus élevée, et les
fluctuations du champ magnétique ainsi que les taux de cascade plus importants. Mais
la relation entre instabilités et turbulence reste a clarifier : le plasma est-il plus chaud
et turbulent parce que les instabilités jouent un role dans son chauffage? Ce chauffage
s’effectue-t-il via la cascade turbulente ? Ou est-ce lié a ’age collisionnel du plasma comme
le propose BALE, KASPER et al. 20097

De multiples études se sont attaquées a ces questions a travers des comparaisons
de spectres, du taux d’anisotropie de pression et des taux de croissance des instabilités
cinétiques linéaires et quasi-linéaires. Parmi les plus récentes, on notera QUDSI et al.
2020, MARKOVSKII et VASQUEZ [2022, OPIE et al. 2022, BANDYOPADHYAY et al. 2022,
NAVARRO et MOYA [2023. De notre coté, nous l'attaquons analytiquement & partir des
échelles fluides et de la théorie des lois exactes, dans le but d’offrir un cadre fluide per-
mettant d’étudier plus rigoureusement I'impact des anisotropies et instabilités de pression
sur la cascade turbulente.
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FIGURE 7.2 — Distribution statistique en fonction de a, = % = % et ) d’échantillons
relevés entre 1995 et 2011 dans le vent solaire par la sonde m en orbite autour de la
Terre. Pour chacun d’eux, le taux de cascade est calculé avec la loi exacte PP9§ et indiqué
par 1’échelle chromatique. Les courbes pointillées indiquent les frontiéres associées aux
instabilités cinétiques miroir (décroissante supérieure), cyclotron (décroissante inférieure)

et firehose (croissante). [Crédits : OSMAN et al. 2013\

7.3 Loi exacte générale dépendant d’une pression ten-
sorielle et loi CGL

Pour obtenir une loi exacte pour le modéle Chew-Goldberger-Low (CGL), nous avons
utilisé la méthode mise en place dans le Chapitre [5] ¢’est-a-dire prendre en compte I’équa-
tion d’énergie interne et non la forme explicite des pressions paralléle et perpendi-
culaire . Le modéle utilisé est donc :

dp = —V-(pv). (7.12)
1 1 _—
at,v = -V (fva) + oV - -v+ ;V . (p'UA’UA> — ;v . P* + fc+d07 (713)
Owa = V'(’UA’U—’U’UA)—'UV'UA‘l‘v?AV"U'i‘fm"‘dm? (7.14)
P
Ou = =V (uww)+uV - v — i : V. (7.15)

De maniére cohérente avec les choix effectués dans le Chapitre [5] la fonction de cor-
rélation d’énergie totale choisie est R = R, + R, + R, avec R, = <}1 (p+p v - 'v>,
R = {3 +p)v) - va)et R, =3 (pu+pu).

En appliquant la méme méthode que celle utilisée pour obtenir , et ,
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on obtient 1’évolution temporelle des fonctions de corrélation associées a chaque énergie :

— Energie cinétique : R, = ((¢o + p)v’ - v) /4

40/R. = V- (0 (pv) - 0vov — (0 (pva) - 0vdva + 6 (pv) - 0V AV A))
+Ve- <p"014 cvvg — pog - V'V — PV vav) + pU - 'v;"vA>
+ (6v - (poV' - v — PV'V - v) + 2004 - (PV'V - v4a — pv) V' - Vy)

P, P =
—I—Vg-<p’?-v'—p7*-v+P*-'v’—P,:-v>

Ly Ty T
po T T
+{(p +p) (v fo+v fo))+{(p +p) (v-d,+v - d.)). (7.16)

— Energie magnétique : R,, = ((p) +p) vy -va) /4

40iR;, = V- (6(pva) - dvadv)
—Ve - (p'v)y - vva — pva - V'V — PV va0) + pv -V vA)
1

+< PUA'5UA—§(p’+p)vf4-vA) V’-v’>

(
<(va 5UA+%(p’+p)vf4-vA)V-v>
A

vy v —pv-vy) V- 'UA>—|—<p'v' ’UA—p’UA-’U,)V/"U;O
+p) (va- fr, 40 fm)) + (0 +p) (va-dp, + 0 - dm))
(7.17)

— Energie interne : R, = (p'u + pu’) /2

200R, = V- {(0pdudv) + (pduV'-v" — p'ouV - v)
P P’
— <p'? : Vo + pF : V’v’> . (7.18)

Le résultat pour I’énergie magnétique n’est pas influencé par le type de pression (tensoriel
ou isotrope) contrairement a ceux des énergies cinétique et interne. La question qui s’est
posée alors était : est-il possible d’améliorer la formulation des termes dépendant de la
pression 7 Autrement dit, est-il possible de faire apparaitre I'influence de la pression dans
les termes de type flux sous la forme d’une fonction de structure ? En remarquant que P
ou P, est, dans tous les termes, accompagné de /13 pris au méme point, I'idée de travailler

sur la fonction de structure <5p5§ . 5'v> puis sur la fonction <5p5% . 5v> a émerge.
Développer cette derniére sous la divergence locale en utilisant I’hypothése d’homogénéité

statistique et I'indépendance des positions x et x’ donne alors :

V¢-<5p5§-5'v> - v, < +[E-v'—ﬁ~v}>

P] P
p— v —p— v
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On peut donc exprimer Vy - <p'P* v — pz . v> ou Vg - <F* v’ —Fé . 'v> en fonction
de <5p5% : (5'v> dans ([7.16]). Sachant que

Vg-<P*-v’—P>:-'v> = <p— Vv + pf—= Vv>
p J

rappellant les termes dépendant de la pression dans l’équation ([7.18]), nous avons choisi
la premiére possibilité. Ainsi :

P, P’ — —
Ve - <p'—-’u’—p—;"-v+P*-’v’—P>:-'v>
p p

P, P, P’
= —Vg-<5p5—-5'v>+ v-— -V +o' - —=-Vp
p p p

?, 1.0 /F, 2 ;12
+ QpZ.V'v +2p7.VU+vaV v+ v,V v ).

La loi [KHM] générale pour I'énergie totale avec R = R. + R, + R, devient alors :

4R = Vg- ) 0v+0(pva)-0va)dv — (8 (pva) - dv + 5 (pv) - dv4) dvA)
+<(,0'v 5'v+2p'vA dva — 26 (pva) - va) V' - v')

—§( 0v + Lp'v) - dva — 16 (pva) - v) V- v)

+ (200" - dva — 6 (pv) - vy + PV’ - 6V) V - v4)

—<(2pv (5vA—(5(pv)-vA+va v) V' vA>

[

w o

= S CORNOR)

(6 +Vi - (20pdudv) + 2 (pduV' - v’ — p'duV - v)
7 _ve.<5p5P* 5v>_2<p5P V’ r_ /513 >

Py P, A\viy ﬁ \v4
o e (B ) (B 72 %)
g +((p+p) (v fl+V - fetva- f’ + VY fm)
[10] —|-<(,0’—|—p)(v d,+v -d.+va-d +v,-d >

(7.19)
Les lignes |7] et [8] contiennent les contributions des tenseurs de pression et de pression
totale.

La loi exacte générale de type est alors :

—de = V, ((5( v) -0V + 0 (pva) - va) 0v — (0 (pva) - 0v + 0 (pv) - dvA) SV A)
25p5u5’v — 5p = . 5'u>

(pv-b6v+ Lpva-dva — 16 (pva)-va +2p6u) V' -0 — 2p6$ ; V"v’>

pv 0V + S0, - dva — 16 (pva) - VY + 20/0u) V - v — 2p’6§ : Vv>

<

" bva — 6 (pv) vy + plv)y - 0V) V- vga)
(2pv - 5va — 0 (pv) -va+ pva-6v) V' -Vy)

< (P*(S,o Pé&),y_vl.<1;_§5p_p/5%)'%>‘

(7.20)

Cette loi est valable quelle que soit la forme du tenseur de pression ou de 1’énergie interne
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tant que la zone inertielle est supposée isentrope. Si I’on considére la pression sous forme
isotrope P = pI, on trouve la loi (5.13]) analysée dans la section . On notera ce
résultat €;5,. On peut alors isoler dans le taux de cascade la contribution de la composante

anisotrope du tenseur de pression II :

—4(e—¢i) = —Vg- <(5p(5 <§> -5v> — (2pd <E> Vo' —2p/6 (%) : Vv>

o (3= (2)) S~ ()0 () )

(7.21)
Nous quantifierons et analyserons cette contribution grace a des simulations dans la Partie

i

Dans le cas d’un tenseur de pression gyrotrope, on peut faire apparaitre p et p :
—4de = V- ((0(pv)-dv+d(pva)-dva)dv — (6 (pva)-6v+ 6 (pv) - dva)dva)
Y, - <5p5 (%) v + 6p6 (f%bb) v

pU - 0V + 5pv4 - 0v4 — 30 (pv4) - VA + PO m)) \%E v’>

+

pv’ - v+ 1o’ - dva — 16 (pva) - VY +p’5p<%>) \ 'v>
2( po (@bb) Vv’ — p'o (@bb) : V'v>

(20" - 6va — 0 (pv) - v’y + PV’ - 6V) V - vya)
(2pv - 6va — 6 (pv) - va + pva - 6V) V' - 0)y)
L+ m 1 +DPm V'p'
PLIPmaydp — pwd p—p ~p—,’3>

el “v bbop — pv - 5(”“ Zipb)) - T4
e~ s () )
= <(’9“p“ L Bop— g5 (M) ) - T

L+

+ o+

p

(7.22)
Cette loi est valable pour le mode¢le @ Si besoin est, on peut y expliciter p| et p, en

fonction de p, va grace a ([7.9).

On peut aussi faire apparaitre a, et §| dans (7.22)) pour identifier les termes poten-
tiellement impactés par les instabilités. Ainsi, on obtient :

—de = V- ((d(pv)-dv+6(pva)-dva)dv — (6 (pva)-6v+6(pv) - dva)dva)
+%V£ : <5p(5 (vA2 (ﬁ” (CLp + 1) + 1)) ov + 5p5 (ﬁH (ap — 1) vAvA) . 5’U>
+((pv - 0v + Lpva - dva — 36 (pva) - va+ 5p0 (vA2B))) V' - V')

(v 0v+ 3o’y - dva — 30 (pva) - V) + 506 (va?5))) V- v

+(pd (B (ap — 1) vava) : V'V’ — p'6 (B (a, — 1) vava) : Vo)

S

+§(2p’v’~6vA—(5(pv)-vf4+p’v:4.5v)v.vA>

—((2pv - 6va — 6 (pv) - VA + pV4 - 6V) V' - V)

+5 ((va® (Byap + 1) 6p — pd (va® (Bya, +1))) V”>

4 ( (v (B +1) 39— '3 (w4 (ﬁnaﬁl))) Tp>

+3 (v (B (a — 1) vavadp — p8 (B) (ap — 1) vava)) - VF >
—1 'v’-< | (a, = 1) vyvydp — p/d (B (ap—l)'vA'vA)> 7”>.

(7.23)
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Les criteres d’instabilité linéaires n’y sont pas explicites, mais on observe que certains
termes, présents dans la contribution anisotrope (7.21)), dépendent de a, —1, en particulier
le terme de type flux. Par conséquent, le signe de ces termes va dépendre du régime de
pression dans le systéme, c’est-a-dire si p| ou p, domine, et est ainsi li¢ au type d’instabilité
pouvant s’y développer. Comme ces termes dépendent de quantités incrémentales, il est
néanmoins difficile de conclure sur leur apport au taux de cascade total sans regarder
dans des simulations. Ce sera I'un des objectifs de la Partie [[TI}
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7.4 Synthése de I’étude analytique de turbulence com-
pressible avec pression tensorielle et modéle CGL

Fermeture CGL: V.-gq=0et P =pI +1II = wj—l— (p” —pL) (bb— lI) avec
b= ﬁ. Energie interne définie telle que pu = %p.

O + V- (pv) +2pbb: Vo = 0, (7.24)
op, +V-(pv)+p,V-v—pbb: Vv = 0. (7.25)

Linéarisation du modéle CGL :
— Relation de dispersion : ([7.11]
— Mode d’Alfvén incompressible = instabilité firehose,
— Mode magnétosonore rapide : stable,
— Mode magnétosonore lent = instabilité firehose paralléle et miroir
— instabilité firehose si 1 — % (I—ay) <0
— instabilité miroir si 1 + Bjoapo (1 — %apo) <0

Equations utilisées pour calculer la loi exacte générale avec tenseur de pression
(zone inertielle isentrope) :

Op = —V-(pv), (7.26)
1 1 —
v = —V-(vv)+ovV- v+ EV (pvava) — ;V P+ (fe+d.), (7.27)
dva = V'(’UA'U—’U’UA)—’UV-'UA-FUTAV"U-F(fm-i—dm), (7.28)
P
ou = —V-(uww)+uV - -v— > : Vo. (7.29)

Fonctions de corrélation d’énergie totale considérée :

1 /1 1
R:5<§(p’+p)v’-v+§(p'+p)v;‘-'v,4+p’u+pu’>.

Lois exactes générales dérivées dans ce chapitre (formulation f2) :
— |[KHM]| générale VP : (7.19),
— |K41| générale VP : (7.20)),

— contribution de Ianisotropie de pression : (7.21]).

Lois exactes K41 gyrotrope/CGL répondant a ’objectif initial (formulation
£2) :

— fonction de pj et py : (7.22),

— fonction de a, = ’ﬁ et B = ;—l 2 (7.23)).
Les résultats dérivés ici sont publiés dans SIMON et SAHRAOUTI 2022.
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ET DANS LE CAS INCOMPRESSIBLE ?

Sommaire
[8.1 De la limite incompressible dans la loi exacte générale vers |
un nouveaumodéle] . . . . ..o oo oo oo 0oL 85
[8.2  Proposition d’un modéle incompressible gyrotrope| . . . . . . 86
[8.3 Etude paramétrique des modes linéaires du modéle incom- |
| pressible gyrotrope | . . . . .. ..o oo oo 89
[8.4 Synthése : Limite incompressible et pistes d’étude|. . . . . . . 94

Si l'on prend la limite incompressible de la loi exacte dépendant d’une pression isotrope
(5.13), on retrouve la loi donnant le taux de cascade €ppog . Mais est-ce aussi
le cas si la pression est tensorielle? De cette question en émerge une autre : qu’est-ce
qu’un systéme incompressible avec pression tensorielle 7 Dans ce chapitre, sera présenté
le travail effectué pour tenter de répondre a ces questions. Ce travail n’a pas encore été
publié.

8.1 De la limite incompressible dans la loi exacte géné-
rale vers un nouveau modéle

Sil’on considére la limite incompressible (p = pg, dp =0, Vp=0,V-v =0, V-v4 = 0)
dans I’équation ([7.21)), &;5, devient eppgg et tous les termes s’annulent sauf :

—4(5 — Eppgg) = -2 <6(ﬁ) . V/’Ul — 5(ﬁ) . V’U> (81)

puisque la contribution de la trace de Vo s’annule par incompressibilité : I : Vo =
V -v = 0. On obtient ainsi une correction a la théorie dépendant de la composante
anisotrope de la pression participant a la déformation incompressible du plasma (pour
plus d’information voir CASSAK et BARBHUIYA 2022) :

Une question émerge de ce résultat : dans des plasmas faiblement compressibles dépendant
d’une pression tensorielle, tel le vent solaire, la correction anisotrope aurait-elle plus de
poids que la prise en compte de la compression via les fluctuations de densité ?

Dans le cas particulier gyrotrope, on obtient :

(e — eppog) = —2 <5((p ~ 1) (bb — %T)) : 5(W)> (8.3)
= —=2(((p — pL)bb) : 6(Vv)) . (8.4)

85
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On observe que la ligne dépend de I : Vv, on annule donc ce terme dans la ligne
suivante . Dans le cas incompressible, ces deux expressions sont donc équivalentes.
En revanche, dans des plasmas quasi-incompressibles, si I’'on veut estimer le taux de
cascade a l'aide de la loi exacte incompressible corrigée, les deux expressions ne seront
plus équivalentes. Dans la premiére, on s’assure de n’utiliser que la part incompressible
de la pression (la contribution de la trace de bb étant annulée par —%7). Dans la seconde,
ce n’est pas le cas, le résultat pourra alors étre impacteé.

On remarque que cette correction dépend de p — py, c’est & dire de fj(1 — a,) qui
rappelle les critéres d’instabilités. Dans le cas [CGL], on a vu que ces critéres dépendent
fortement de Sjo(1 —apo). Si l'on se place dans une situation dans laquelle @(1 —ay) serait
quasiment constant, alors le terme correctif de la loi exacte a 'ordre 0 pourra s’écrire :

—4(e —eppgs) = —2 <6(%(1 — (,)VAVA) : 5(V'v)> (8.5)

~ —ﬁHo(l — apo) <6('UA’UA) . 5(V'U)> . (86)

En prenant des valeurs réalistes dans le vent solaire telles que fjjo ~ 1 et |1 —auo| ~ 0.5, on
1

obtient € — eppgg ~ 5 (0(vav4a) : 6(Vv)). Si (6(vava) : 6(Vw)) ~ € alors la correction de
I’anisotropie de pression sera de l'ordre de 12 % du taux de cascade €ppgs. Tandis que prés
du critére firehose (@(1 —ap) ~ 1), le niveau de cette contribution sera autour de 50 %.
Dans le vent solaire, d’aprés HADID, SAHRAOUI et GALTIER 2017, la contribution de la
compression est de 'ordre de 10 % de eppgg, ¢’est-a-dire plus faible que nos estimations.
Le résultat trés approximatif obtenu ici va dans le sens d’une correction anisotrope plus
significative qu'une correction compressible, en particulier prés du critére d’instabilité
firehose. Si l'on regarde le diagramme publié par OSMAN et al. 2013 (voir la FIGURE
, suivant son signe que l'on ne peut pas estimer ici, cette contribution pourrait venir
accroitre ou réduire la dispersion des valeurs du taux de cascade. Bien évidemment, cette
petite estimation est loin d’étre suffisante pour conclure sur I'impact des anisotropies de
pression sur le taux de cascade. Simulation et étude comparative dans le vent solaire sont
nécessaires.

Par curiosité, on s’est demandé quelle était la physique derriére notre terme correctif.
Dans le cadre des modéles incompressibles avec pression isotrope, le seul mode existant
est le mode d’Alfvén qui constitue la brique fondamentale de la turbulence dé-
crite par PP98. Notre terme correctif serait-il une trace de la correction du mode d’Alfvén
pouvant induire I'instabilité firehose dans la cascade non-linéaire incompressible 7 Afin de
répondre a cette question, nous avons voulu vérifier dans un modéle incompressible dé-
pendant d’une pression gyrotrope si le mode d’Alfvén-firehose existait. Mais aucune trace
d’un modéle incompressible avec pression tensorielle n’a été trouvée dans la littérature.
Si I'on approche le probléme sous un autre angle, celui des fermetures, on se rend compte
que le cadre gyrotrope est habituellement abordé & travers la fermeture [CGL] Ajouter
une fermeture incompressible signifierait alors surcontraindre le systéme : une équation
de trop par rapport au nombre de variables. La viabilité du systéme résultant en tant que
modeéle réaliste serait remise en cause.

8.2 Proposition d’'un modéle incompressible gyrotrope

Nous avons construit un nouveau modéle en partant de la question : comment décrire
un écoulement magnétisé et incompressible dépendant d’une pression gyrotrope ?
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Dans un tel écoulement, la contrainte p = pg et donc V-v = 0 s’impose. Elle induit pour
le champ magnétique V-v4 = 0. On a aussi besoin d’une équation sur la vitesse (premier
moment) et d'une équation sur le champ magnétique (équation d’induction). L’hypothése
d’une pression gyrotrope va s’exprimer dans 1’équation sur la vitesse a travers V - P. On
a alors 7 équations (la contrainte incompressible, les trois composantes de la vitesse et
les trois composantes du champ magnétique) pour 8 variables scalaires (les composantes
de la vitesse et du champ magnétique, et les pressions paralléle et perpendiculaire). 11
manque donc une équation pour fermer le systéme. Afin de maintenir la cohérence avec
la définition de I’énergie interne telle que u = ﬁ(Qp L +p|), nous avons décidé de fermer
le systéme avec I’équation sur la trace du tenseur de pression avec V - g = 0. Ce systéme
est donc compatible avec la loi exacte (8.3).

Par conséquent, le modéle incompressible gyrotrope envisagé est :

V-v=0 V-vag = 0, (8.7)
11—
8tv—|—V-(vv—vAvA+p—P*) = 0, (8.8)
0
2
8tp+V'(pv)—|—§H:Vv = 0, (8.9)
Owa — V- (vav —vvys) = 0, (8.10)
avec :
— - — 1 — 1-
P = pI+H:§(2pL+p||)I+(p||—pl)(bb—gI),
_ 1 1
V-P, = V(p.+ §pofv,42) +bb-V(p —pL)+ (p —m)v—AQ(vA +Vva —2vabb : Vva),

II:Vv = (pj—pL)bb: V.

Nous proposons de linéariser ce nouveau modeéle afin d’en identifier les modes propres,
et a minima vérifier que le mode d’Alfvén-firehose en est une solution. Sa forme linéaire,
obtenue en suivant la méthode résumée section est :

0 = klle -+ ]CH’UlZ, (811)

0 = —wuig, +]£/ﬂ + (szmo — D)vaok|vaiz +vaokivaiz, (8.12)
Po PoVa0

0 = —wuy,+ (]LQPM — Dvaok|vaiy, (8.13)

PoV4g

0 = —wv,+ mk” — ILQPM)UAOKHUAM, (8.14)
Po 0V40

0 = —w@pi1+pp)+2(pjo — pio)kyvis, (8.15)

0 = —WVA1 — ]{?HUAo’Ul. (816)

Apreés quelques manipulations, ce systéme peut s’écrire sous la forme de ’équation de
dispersion M - v; = 0 dépendant de la matrice

ko 0 K
M=|0 w-— Fviokﬁ 0 ; (8.17)
0 0 w(k? = 2k}) — (GkT + 2Fk{)vioki
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et en notant F' =1 — ﬁ'%(l — ay) et G = S@i(l — Qo) — 2.
La relation de dispersion est donc :

(W? — Fuioki) (W (k3 — 2kf) — (GKT + 2Fk{)vieki) = 0. (8.18)

On retrouve le mode d’Alfvén incompressible firehose wq = £kjv 10V F polarisé suivant
(0,1,0). Cette solution s’exprime a travers les différentes quantités :

vr = (0,1,0), (8.19)
T ! (8.20)
Va1 = —F=U1 = V1, .
VF \/ 1—20(1 — a,)
ppp = (2F = 1)ppvagvar: =0, (8.21)
P11 = povaovarz = 0. (8.22)

On y reconnait bien le comportement du mode d’Alfvén incompressible au niveau des
pressions et la relation linéaire entre la vitesse et le champ magnétique. On note que
cette relation est altérée par le critére firehose et on remarque que les fluctuations des
pressions sont nulles (c’est aussi le cas dans le cadre[CGL] [HUNANA et al.[2019)]). Les seules
fluctuations accompagnant ce mode sont donc celles de vy, et v41,. L’existence du mode
Alfvén-firehose dans ce nouveau modéle incompressible donne une assise plus sérieuse a la
correction trouvée pour [PP98] En revanche, une surprise nous attend puisqu’un nouveau
mode émerge de la relation de dispersion (8.18)).

Ce nouveau mode, polarisé suivant (1,0, —tan#), est :

GK? + 2Fk? (370(1 — ap0) — 2)K2 +2(1 — T2 (1 — ay0))k?
ON = E\| T g vakl = = Y Vaok|
L2 LM
(8.23)
Les différentes quantités sont alors :
v; = (1,0,—tan®) (8.24)
i | L 2h 8.25
P T (529
(G + F — 1)ki + 2/€ﬁ (ﬁ”()(l — apo) — Q)k'i + Qkﬁ
= VAoUAL, = VAOVAL:
Y4l ki _ Qkﬁ PoVA0V AL ki _ Qkﬁ PoVAV AL
(8.26)
by = &4Fkﬁkﬁ +(G—-F+ 2)kikzﬁ — KK -
k% k* — Qkﬁ
2810(1 — ay) — 1)(k* — k3)k? + 3k2k2 — k2 k2
_ ( ||0< »0) ) (k1 ||) I TRl L LPOUAOUAlz (8.27)

GEE)

On retrouve des résultats similaires au mode pseudo-alfvénique donnant une pression non
nulle proportionnelle & v4;, mais avec des facteurs dépendant de ’angle de propagation
(6 présent dans kj = kcosf et ki) en plus des paramétres d’anisotropie de pression.
Considérer une gyrotropie de pression léve donc la dégénérescence observée dans le cas
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incompressible avec pression isotrope (voir Chapitre [3) similairement a la levée de dé-
générescence menant aux modes magnétosonores dans le cas compressible. Ce nouveau
mode s’accompagnant de fluctuations des pressions, qui ne sont pas identiques, il pourra
engendrer des fluctuations du taux d’anisotropie de pression. Son apport au taux de cas-
cade turbulent pourrait alors s’exprimer a travers notre terme correctif qui dépendrait
des fluctuations de pression. Il pourrait aussi interagir non linéairement avec le mode
d’Alfvén-firehosell]

Ce modéle proposé admet donc deux modes linéaires. Ils forment donc deux canaux
potentiels de développement de la cascade turbulente a 'image des modes d’Alfvén et
pseudo-alfvénique dans la turbulence [nc-MHD] Par curiosité, une étude comparative et
paramétrique des modes d’Alfvén-firehose et du nouveau mode a été menée. Elle est
résumée dans la section R3]

8.3 Etude paramétrique des modes linéaires du modéle
incompressible gyrotrope

La linéarisation du systéme d’équation incompressible gyrotrope proposé a abouti aux
deux modes que 'on peut exprimer en fonction de 6 :

— le mode d’Alfvén-firehose : w = w4 avec % =FetF=1- %(1 — Qyp),
2

— un nouveau mode : w = wy avec U?:)(I)\];ﬁ = Gziiiiz:zizgje et G = 35'%(1 — Qo) — 2
Le mode d’Alfvén-firehose qui s’écrit wy = +VF vaok) est linéaire en wvyok) avec une
pente dépendant de a, et (). Le nouveau mode est aussi linéaire en v4ok| mais sa
pente va aussi dépendre de 6. Ils sont représentés sur la FIGURE normalisé par we;
la pulsation cyclotron des ions, et en fonction de kyd; = kjvao Jwe; avee d; la longueur
inertielle ionique. Le mode d’Alfvén-firehose est représenté en bleu et le nouveau mode
dans des couleurs chaudes (orange pour § = 25° et rouge pour # = 70°). On remarque
que le nouveau mode peut étre plus lent ou plus rapide que le mode d’Alfvén-firehose
en fonction de #. Ce n’est pas montré ici, mais il peut aussi devenir instable quand le
mode d’Alfvén-firehose est stable. Ils sont donc trés différents. Ces observations nous ont
amené a faire une étude paramétrique en fonction de 6 de la vitesse de phase et du taux
de croissance/amortissement des instabilités.

Au cours de cette étude, on a observé cinqg comportements différents pour le nouveau
mode suivant la valeur du couple {fjjo; apo} . Ces comportements sont résumés sur la figure
B.2] a travers cinq couples représentatifs. Sur I’ensemble de graphiques de la FIGURE
sont tracés en fonction de #, pour les cinq couples représentatifs et chaque mode, la partie
réelle de w normalisée par le mode d’Alfvén, R[w/(kjv40)] (colonne a) correspondant a sa
vitesse de phase, ainsi que sa partie imaginaire, S[w/(kjvao)] (colonne b), qui correspond
au taux de croissance. w étant ou réel ou purement imaginaire, ces graphiques sont com-
plémentaires : si le mode est instable, il apparaitra sur la colonne b, et s’il est stable sur
la colonne a (& I'exception du graphique (3a) ot les modes sont stables et coincident). Le
caractére instable firehose du mode d’Alfvén (bleu) est ainsi retrouvé lorsque F' < 0 sur
le graphique (1b).

Le nouveau mode semble tendre asymptotiquement vers le mode d’Alfvén pour 6 ~ 0°
et vers asymptote wp = £kjv 40V G représentée par une ligne discontinue verte, pour

1. Dans le futur, il serait intéressant de les étudier avec des méthodes de turbulence d’ondes par
exemple.
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apo = 0.2; ﬁHO =222

1.0
— w4
0.81 wy (0 = 25°)
— wy(6 = 70°)
061
3
~
3
0.4
0.2
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

kyd;

FIGURE 8.1 — Mode d’Alfvén-firechose (w4, bleu) et nouveau mode (wy, orange pour
0 = 25° et rouge pour § = 70°) normalisés par w.; la pulsation cyclotron des ions et
représentés en fonction de kd;, avec d; = v9 Jwei, la longueur inertielle ionique.

0 ~ 90°. Une asymptote angulaire est aussi visible en un angle que 1’on note 65, on verra
par la suite que cet angle est solution de tan?# = 2. La stabilité du nouveau mode a une
dépendance forte en 6 : pour tout couple, il existe une gamme angulaire telle que le mode
soit stable et, a I’exception du couple (3), une gamme telle que le mode est instable.

On propose maintenant de démontrer les comportements identifiés pour le nouveau
mode en fonction de a,o et Bjo. Au fil de cette analyse, on va construire le diagramme de
la FIGURE [8.3] Les emplacements des différents couples présentés sur la FIGURE sont
indiqués par des croix rouges.

Etude asymptotique angulaire : Si § — 0° (k) > k), alors % — Fcos?0. La
convergence vers le mode d’Alfvén-firehose du nouveau mode observée en 6 — (0° sur la
FIGURE [8.2| est ainsi vérifice. Comme cette limite peut étre stable ou instable en fonction
du signe de F', on a représenté sur la FIGURE la frontiére F' = 0 en bleue et bleuté
la zone out F' < 0. On retrouve dans ce comportement stable/instable I'instabilité firehose
« paralléle » qui est présente par exemple pour le mode lent dans le cadre compressible. Le
couple (1), tel que F' < 0, est un exemple instable : le nouveau mode et le mode d’Alfvén
apparaissent dans la colonne du taux de croissance (graphique (1b)).

Sif — 90° (kL < k), alors % — G cos?f. On retrouve I'asymptote wp tracée en
vert sur la FIGURE [8.2] Le mode wy est instable si G < 0. La comparaison de G et F ont
la méme structure a un facteur 3/2 et un signe preés. Cela nous inspire a appeller cette
instabilité « instabilité pseudo-firehose perpendiculaire » E] Elle apparait pour le couple
(5) (graphique (5b)). Sur la FIGURE [8.3] on indique la frontiére G = 0 en vert et la zone
ou G < 0 par une aire verte.

Ainsi grace a F' et (G, on peut déduire qu’une instabilité pourra se dévelop-
per dans le systéme pour tout couple {o; a0} tel que % > B'%(l—apo) (instabilité

2. Cette dénomination n’est proposée qu’a cause de la similarité des critéres d’instabilités. Le com-
portement des quantités d’ordre 1 n’a pas été vérifié.
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3 T 3 T
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FIGURE 8.2 — Vitesse de phase R|w/(kvag)] (colonne a) et taux de croissance des instabi-
lités S[w/(kvap)] (colonne b) normalisées par v 49 en fonction de 'angle 6 pour le nouveau
mode incompressible (wy, orange) et pour le mode d’Alfvén (wy, bleu). Des asymptotes
sont tracées en lignes discontinues. En vert : mode asymptotique wp. En noir : angle
asymptotique ;. Premiére ligne : couple (1) tel que {ap, Bjo} = {0.05,20/9} = insta-
bilité firchose (F' < 0). Deuxiéme ligne : couple (2) tel que {0.2,20/9}. Troisiéme ligne :
couple (3) tel que {0.325,20/9} = seul cas stable pour tout 6 (F' = G). Quatriéme ligne :
couple (4) tel que {0.38,20/9}. Cinquiéme ligne : couple (5) tel que {0.5,20/9} = in-
stabilité pseudo-firechose perpendiculaire (G < 0). Sauf graphique (3a) ot tous les modes
coincident, lorsque qu'un mode disparait d'un graphique de la colonne a, il apparait sur
le graphique de la colonne b.

pseudo-firehose perpendiculaire, couple (5) et aire verte sur la FIGURE [8.3))

ou %(1 — ay) > 1 (instabilité firehose paralléle, couple (1) et aire bleue sur la

FIGURE [8.3). Dans la zone intermédiaire (blanche sur la FIGURE[.3), G > 0 et F > 0.
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Etude angulaire compléte du nouveau mode : Pour les angles 6 plus obliques,
entre 0° et 90°, le comportement de wy est plus difficile a établir puisque le signe de
sin?# — 2cos? 6 vient compenser le signe de G'sin?@ — 2F cos®#. Une instabilité, entre
I'instabilité firehose paralléle et I'instabilité pseudo-firehose perpendiculaire, pourra alors
émerger. On la nommera « instabilité pseudo-firehose oblique ». Elle apparait pour les
couples (2) (graphique (2b)) et (4) (graphique (4b)). La condition d’instabilité est obtenue
pour F et G tels que :

(tan?6 — 2)(Gtan’ — 2F) < 0. (8.28)

g(0) = (tan? 0 — 2)(G tan? @ — 2F) est une parabole présentant deux racines :
— tan?6 = 2 en laquelle w3 — oo (asymptote verticale indiquée en pointillés sur
FIGURE [8.2), on la note 65,

— tan?# = 2% en laquelle w}, — 0, on la note f5/c.

La stabilité du nouveau mode dépendra donc de la position de ¢ par rapport a 0 et 05 /.

Pour que le nouveau mode soit stable pour tout 6, il faut g(#) > 0. Cela n’est possible
que si F' = G, alors g(0) = (tan? § — 2)? > 0. Dans ce cas, wy = wa = wp. Sur la FIGURE
, le critére F' = G est indiqué par la courbe noire et il est illustré par le couple (3)
(graphiques (3a) et (3b)). Par conséquent, en fonction de a, et 5, le nouveau
mode sera stable pour tout 0 si et seulement si %(1 — ) = 3.

F =G, G=0et FF=0 découpent le diagramme de la FIGURE en quatre zones
que 'on va étudier séparément.

Si G < 0 (zone verte), alors F' > 0. Dans ce cas, g(#) < 0 si 6 > 6,. Cette situation
est illustrée par le couple (5) (graphiques (5a) et (5b)), instable pour tout angle supérieur
a 0. On peut raccrocher a cette condition le cas G = 0 puisque F' = 1/3, et la parabole
sera négative si tan? > 2. Dans ces cas, on retrouve l'instabilité pseudo-firechose perpen-
diculaire découverte asymptotiquement si # — 90°. On peut maintenant compléter ses
conditions d’existence qui deviennent : I’instabilité pseudo-firehose perpendiculaire
peut se développer si G < 0 pour tout angle 6 > 6,.

Si G > 0et F/G > 1 (zone blanche délimitée par les courbes verte et noire), g(6) < 0
si 2£ > tan?§ > 2. Cette situation est illustrée par le couple (4) (graphiques (4a) et (4b)).
L’instabilité s’y développant est I'instabilité pseudo-firehose oblique.

Si G > 0et FF/G < 1 (zone blanche délimitée par les courbes bleue et noire et zone
bleue), g(f) < 0 si 2 > tan®§ > 2&. Si F < 0, Pinstabilité firehose paralléle se
développe pour tout angle 6 < 6,. Ce cas est illustré par le couple (1) (graphiques
(1a) et (1b)). Si F' > 0, la situation est illustrée par le couple (2) (graphiques (2a) et (2b)).
L’instabilité visible est encore une fois l'instabilité pseudo-firehose oblique. Sa condition
d’apparition est donc : I’instabilité pseudo-firehose oblique peut se développer si
G >0 et ' >0 mais G # F, pour tout angle 0 entre 0, et 0r.

La zone de stabilité de ce nouveau mode en fonction des parameétres 3o et ayo est
donc quasi-inexistante. Un résumé de ’ensemble des éléments de cette analyse est donné
sur la FIGURE Sachant que la problématique principale de ce travail se place dans le
cadre compressible, ’exploitation de ce modéle incompressible n’a pas été engagée mais
il fera ’'objet d’un nouveau papier en préparation [SIMON et SAHRAOUI 2023].
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10°
Instabilité pseudo-firehose perpendiculaire

160> 09
| @ (1— ay0) < 2 Instabilité firehose parallele
2 3 6 0 < 65
%(1 —ay0) > 1
4 Stable V0
Plog _ gy =3
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FIGURE 8.3 — Diagramme apy — 3o résumant I’étude du nouveau mode. Croix rouges :
couples {fBjo; apo} sélectionnés pour l'étude paramétrique de la FIGURE [8.2| Frontiére
d’instabilité firechose F' = 0 (bleu) et zone instable (F < 0, bleue) associée. Frontiére

d’instabilité pseudo-firechose perpendiculaire G = 0 (verte) et zone

instable (G < 0, verte)

associée. Ligne noire : ensemble des couples {30; a0} stables pour tout angle 6 paramétrisé

par F' = (G. Zone blanche : instabilité pseudo-firehose oblique.
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8.4 Synthése : Limite incompressible et pistes d’étude

Limite incompressible de la loi exacte avec pression tensorielle et cas gyro-
trope :

—4(e —eppos) = —2(0(P —pI):06(Vv)) =—2(0I1:6(Vv)), (8.29)

e enpw) = ~2(3(( - )0~ 3T): 6(T0) ). (8.30)

= Questionne l'existence d’un modéle incompressible gyrotrope.
Modéle incompressible avec pression gyrotrope proposé compatible avec la loi
exacte :

1 —
atv+V-(vv—vAvA+p—P*) = 0, (8.31)
0

2
op+ V- (pv) + 51’[ Vv = 0, (8.32)
Owa—V - (vav—vva) = 0, (8.33)

-5 _ + T ~ polval? 1
avec  Po=(p+pa)l +1L py="2" p=3(2pL +p)),
— 1—
M= (p—p)bb—-I), b=—" et Vv = 0.
3 |[va]
Etude linéaire du modéle proposé :
— Mode d’Alfvén incompressible polarisé suivant (0, 1,0) :
w? Bio

— (1 - -1 =0 8.34
viokﬁ * 2 (1 = ayo) ’ (8.34)
Instabilité firehose : %(1 —ap)—1 > 0. (8.35)

— Nouveau mode polarisé suivant (1,0, —tan#) : (voir la FIGURE 8.3)

W2 2(%(1 — ay) — 1) cos? 6 + (36'%(1 — ay) — 2) sin? 0 _0

2 1.2 2 2
VoK sin® 6 — 2 cos? 6

(8.36)

3
Critére d’instabilité pseudo-firehose : %(1 — Q) F# 1 (8.37)
Les résultats obtenus ici a propos du nouveau modéle semblent prometteurs et feront

I’'objet d’une publication future.
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Dans les chapitres précédents, ’équation d’induction était celle de ’approxima-
tion [MHD] Dans ce chapitre, nous allons relaxer les hypothéses sur cette équation en
prenant d’abord en compte le terme de m (section . Dans la section , nous dé-
riverons une correction a la loi exacte associée a chaque niveau d’approximation de la
loi d’Ohm en partant du modéle bi-fluide. Enfin dans la section [9.3] nous nous intéres-
serons au modeéle gyrotrope utilisé dans les simulations étudiées dans la Partie [[II] : un
modele [LF/CGL-MHD-Hall-V P,| (avec la fermeture Landau-fluide gyrotrope telle
que @ # 0) prenant en compte la pression électronique dans la loi d’Ohm avec différentes
fermetures (isotherme et gyrotrope).

9.1 Le modéle MHD-Hall

Comme on I’a vu dans le Chapitre [2] le terme de doit étre pris en compte dans
I’équation d’induction si I’on regarde des échelles proches de la longueur inertielle des ions,
ou des fréquences proches de la fréquence cyclotron des ions. Par conséquent, la loi exacte
obtenue avec une loi d’'Ohm [MHD] perdra sa validité prés de ces échelles. Afin de tirer la
description de la cascade dans ce domaine ionique, on doit donc calculer une correction
a partir du terme de [Halll Diverses formulations existent pour cette contribution dans le
cas des modéles dépendant d’une pression isotrope mais que devient-elle dans le cadre
d’une fermeture avec pression tensorielle ?

En prenant en compte le terme de [Hall] I'équation d’induction devient :

v )\z ]
at'vA:V-(vAu—uvA)—uV-vAjL?AV-u— \/ﬁVX (#XUA>, (9.1)

avec \; = m;/|q.| une constante analysée dans le chapitre , j = \/%TOV X (\/ﬁv A) la
densité de courant et py la perméabilité du vide.

Puisque /pv4-V x (\/iﬁ X ’UA> =V:((§ xva) X va), 'équation d’énergie magnétique

95
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(4.6)) devient :
B, +V - (Enav+ X\ (J Xva) Xva) = pvava: Vo —p, V- v. (9.2)

Cette correction n’ajoute qu'un terme de type flux au bilan énergétique et n’impactera
pas 'équation d’énergie interne. De plus, le terme de [Halll ne dépend pas du tenseur de
pression. Par conséquent, elle n’influera pas les contributions du tenseur de pression et
de I'énergie interne dans la loi exacte. Il faudra tout de méme faire attention a ne pas
utiliser les formes conservatives des pressions paralléle et perpendiculaire qui
ne sont valables que dans le cas[MHD] ’équation d’induction [MHD]étant utilisée pour les
obtenir.

En notant génériquement ¢,,4 le taux de cascade compressible obtenu avec un modéle
dans lequel le terme de [Hall] est négligé et epq; la correction [Halll le nouveau taux de
cascade sera € = €,,pq + Ehay AVEC :

—depar = ANV <(g Xva+J X v)) xdva—0 (% X 'uA> X (va+p’vf4)>
(p’v;l-é'vA —5(va)-vf4) V- (%) — (pva - dva — 9 (pva) -va) V' - (i—:>>
-\ (p’vk-é(%) —va-(Sj)V-vA— (va-5<%> —vA-5j>V’-vf4>.

+
v

(9.3)
Ce résultat est une adaptation a nos notations du résultat obtenu par ANDRES, GALTIER
et al. 2018 qui utilise la méme fonction de corrélation de ’énergie magnétique que nous :

R =1 +p) vy -va).

Dans le cas incompressible avec pression isotrope, diverses formes de &4 existent
et ont été comparées par FERRAND, GALTIER, SAHRAOUI, MEYRAND et al. 2019. On
retiendra la forme qu’ils ont dérivée et qui peut étre retrouvée en prenant la limite incom-
pressible de la correction (9.3) :

,0:—06 —%Vg'<6UA'5UA5j—250A'5j50A>. (94)

—4epau

Similairement & la correction compressible, cette correction est applicable & notre loi
incompressible avec pression gyrotrope.

Linéairement, le terme de va adapter les modes [MHD]| et [CGI] afin d’y faire
apparaitre des corrections proches de la fréquence cyclotron ionique w,; = %. Des modes

« whistler » (sifflants) et cyclotron ionique vont émerger[[] On note que plus I'angle de
propagation sera oblique par rapport a bg et plus la correction [Hall] & la relation de
dispersion sera affaiblie. En terme d’instabilité, l'instabilité firehose sera quelque peu
k’2 2
stabilisée. En effet, le critére d’instabilité devient %( l—ay) > 1+ J:;‘ 3
la zone de stabilité du cadran a, < 1 dans le diagramme ayy — Bjo (FIGURE 7.1) sera
k2 2
g:;‘ © qui est supérieur au [ = 2 obtenu

Par conséquent,

¢largie : en a,y = 0, le critere rejoindra (o = 2+

C
dans le cas [CGL] Le critére miroir ne sera quant a lui pas modifié.

1. Pour plus de détails, se référer a la dérivation reprise par HUNANA et al. 2019}
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9.2 Le modéle bi-fluide

On s’est demandé & quoi ressemblerait la loi exacte si I’on prenait en compte ’ensemble
de la loi d’Ohm généralisée dans I'équation d’induction. Au lieu d’attaquer ce pro-
bléme en relaxant petit & petit les approximations appliquées sur la loi d’Ohm, j’ai choisi
de partir du modéle bi-fluide puis d’y prendre en compte la quasi-neutralité, de I’exprimer
en fonction des grandeurs mono-fluide, et enfin d’y injecter la loi d’Ohm généralisée. Il
est ensuite possible de faire tendre la loi exacte obtenue vers différents régimes similaire-
ment au travail effectué par BANERJEE et ANDRES [2020. Contrairement & BANERJEE et
ANDRES 2020 proposant une loi dérivée avec un modéle bi-fluide fermé polytropiquement
et similairement & la dérivation effectuée dans le Chapitre [7] on considérera des pressions
tensorielles et les équations d’énergie interne associée a chaque espéce en négligeant les
flux de chaleur. Pour alléger un peu le calcul, on ne fait pas apparaitre non plus les termes
de forgage et dissipation. La fonction de corrélation pour ’énergie électromagnétique sera
choisie au plus prés de celle utilisée jusqu’a présent c’est-a-dire < pUA - v;‘>.

Les équations bi-fluides utilisées sont :

Oipa + V- (pava) = 0, (9.5)
Ot (pava) + V- (paVaVa + Po) — QuE — ja x B = 0, (9.6)
1 —
Ot + Vo - Vug + p—Pa Vv, = 0, (9.7)
V- -FE = gQ VXB:[LO'].—F,M()E()&:E V-B = O, (98)
0
O4B+VXxE = 0 (9.9)

avec Q =Y Qo= %N J =Y oJa =2 4 daNaVa-

Ces équations contiennent beaucoup de quantités constantes : m, dans p,, g, pour
chaque espéce, i et 9. Afin de réduire ce nombre de constantes qui viendront alourdir
les calculs, nous allons normaliser les équations et faire ressortir des constantes carac-
téristiques du plasmaﬂ Ces constantes caractéristiques sont le rapport de masse p =

ﬁjﬂ - < ml, qui permet d’accéder facilement aux régimes [M_Eq
(u — 0) ou MHD électronique (E si p — 1, et une longueur inertielle sans

mension \; = —YtMe ~ Vi que 'on note \; pour faciliter les comparaisons avec
Lo \/u0n062 Lo \//ubonoe2
les résultats dimensionnés. Les vitesses seront normalisées par la vitesse de la lumiére dans

le vide ¢, et ’on note les quantités de références :

— Longueur : Ly,
— Temps : ty = LCU,
— Vitesse : Vy = c,

— Densité de particule : ng,

— Champ magnétique : By = c\/uono(mi + m.),
— Champ électrique : Ey = cBy,

— Pression : Py = (m; + me)noc?.

On pourrait noter les quantités sans dimension avec un «”», par exemple v; = v;/Vj, etc.
Cependant, dans la suite de cette section, on ne fera pas apparaitre les « » afin d’alléger
les notations.

2. Cela n’a pas été entreprit dans les modeéles mono-fluides utilisés précédemment, parce qu’en
et [MHD-Hall les seules échelles apparaissant sont celles des ions (puisque m, < m;).
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Le systéme sans dimension s’écrit donc :

Omne +V - (neve) = 0, (9.11)

1 — 1 1
ov; +v; - Vv, + ——V - P, — E — v; x B = 0, (9.12
'f = m T on s 0= (812

1 — 1 1
V-P,+—E+—v.xB = 0, (9.13
[T +,U)\i +,U)‘iv . (9.13)

P;,:Vv; = 0, (9.14)

OiVe + Ve - VU +

U + U u+(1—u)ni

1 —
P.:Vv. = 0, (9.15)

e

Oty + Ve - Vu, +

1
V- -E= X(ni—ne), V xB= y(nivi—neve)+3tE, V-B = 0, (9.16)

Les grandeurs mono-fluides seront alors définies telles que p = (1 — p)n; + pun. pour la
% pour la vitesse, j = /\i(nzfv, —neVe) pour la densité de courant.
Elles permettront de compacter un peu les équations. En combinant les équations (9.10)),

(9.11), (9.12) et (9.13)), on obtient I’évolution de j qui sera nécessaire pour remplacer E

dans (9.17) :

densité, v =

Ai(2p—1 . P—(1— - P,
E = — P vX B— @p=1) JXB—}—)\iMV (1 =V
pni 4 (1 = p)ne pni + (1= p)ne i + (1 — p)n,
ih(l —p) 0j+ V- (Lt L+ 2p—1) i)
pn; + (1 — p)ne NiNe NiNe NiNe
/\z:u(l :u) Ne — Ny, o 2\2 - -
V- A . 9.18
pni + (1 — p)ne ( nine (pPvv + 4 A55)) (9.18)

Contrairement a la loi d’Ohm détaillée dans le Chapitre [2, on n’y suppose ni la quasi-
neutralité (n; = n, = p) qui viendrait annuler la derniére ligne, ni g — 0. A partir d’ici,
on supposera ['hypothése non-relativiste, qui permet de négliger les termes dépendant de
E devant ceux dépendant de B dans (9.12) et (9.13) et (9.16). Comme on a besoin de
I’équation d’induction, on doit garder le champ électrique dans I’équation et .

L’hypothése non relativiste sera donc appliquée sur (9.18) en fonction de 1'usage.
B

(17ﬂ)ni+ﬂne
relativiste de ce systéme peut ainsi étre séparée entre une énergie totale ionique et une
électronique :

On définit aussi la vitesse d’Alfvén telle que vy = . L’énergie totale non

1 1
Eiot = Etoti + Etote = 5(1 — p)ni(Jvs]? + |val® + 2u,) + §une(|ve!2 + |val?® + 2u.).

L’équation d’induction (9.17)) s’écrit en fonction de la vitesse d’Alfvén :

E (1 = s
Do = —— ¥ . 2aV (L= wnevs + pncve) (9.19)
\/(1 - :u)nl + HTe 2 (1 - ,u)nl + e

En appliquant la méthode résumée dans la section (3| sur les fonctions de corrélations
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d’énergie totale ionique, Ry = 177“ <(n; +n;) (v} - v; + v - va) + 2n0u; + 2niu;>, et élec-
tronique, Riote = & ((n), + ne) (V) - Ve + V' - v4) + 2nLu. + 20,1l ), puis en supposant les
hypothéses de stationnarité statistique et de séparation d’échelles de Kolmogorov, on ob-
tient les lois exactes pour les taux de cascade, ¢; et ., associés & chaque fluide et exprimés
dans la zone inertielle :

— 4&‘ = ( i) (Vg (0 (n;v;) - dv;0v;) + <(5v1 . (niviV’ v, — o,V - vl)>)
+ Ve (0n;du;0v;) + <5u, (n Vvl —nV - ’vz)>)

‘ <( “’5(;)>+<5E(mvﬁ’(é)—w(é))>

N T< ny [(1—u) (négm)—2unev‘(nivi)+u(nép+ m)v.(neve)b
N 1—TM<UA_U;‘{(1—M)(W;/”§)—2 V' (] )+u(np+m)v.(n,ev;)}>

+ ;<(n +nz)<’u v; X (\/pva) +v; - v; X(\/_’UA>

— (1—p) <(n§ + 1) <v/ : (f}//p_,x va) | V : )> (9.20)

— dee = p (Ve (6 (neve) - 00e00e) + (6ve - (neveV' - v — nlviV - v.)))
- {0neducdve) + <6ue (neV' vl —n,V - ve)>)

21 (V
/1 _ e (1
I <5(neve) 5P <_>> i <5pe ; (nevev (_) - ( )>>
Ne n., Ne
) (&) : (n. Vv, — neV'v;)>
ne

+
)
S

R A Rt 8]
+ g<'UA"U:4 |:M(ne_n/e);/2(1_:u) ZV,'(TL;’U;)—F<1_M>p7/6+ne)vl'(n;’vz{):|>
b () (o) ve x (Voa) oo o, x (Vi)

<

- u<(n;+ne) (V,'@,[)_,X va) +V'(]f/; Uf“)>>. (9.21)

On y retrouve des fonctions de structures et des termes sources similaires a ceux dérivés
dans les cas [MHD| et [CGI] (voir équations (7. 16), (7.18) et (5.20)) pour les contributions
cinétique et thermodynamique (v;, Ve, u;, Ue, P; et P ). Par contre, la contribution élec-
tromagnétique différe (quatre derniéres lignes de et ) On remarque d’ailleurs
qu’elle reflete le couplage des deux fluides par le champ électromagnétique étant donné

que, dans ((9.20)) comme dans (9.21)), elle dépend de E, va, v;, e, n; et n.. Pour réduire
cette contribution, on doit sommer ((9.20)) et (9.21)). On obtient ainsi aprés quelques ma-
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nipulations, la loi exacte pour ’énergie totale bi-fluide :

—4de =(1—p) (Vg (6 (nyv;) - dv0v;) + <(5v,- . (nifviV’ I —nvlV - v,)>)
+ 1 (Vg (0 (neve) + 0VIV) + <6ve . (neveV’ v —nlv' V- 've)>)
+2 (1 — p) (Vz - (dn;dudv;) + <5ui (niV’ v, =V - 'vz)>)
+24 (Ve (0N dudve) + <5ue (neV’ v’

- )
5] +Ve- (6 (nv;) - 6P (n%>> + <(5E : <niviV’ <ni;> LAY (n%>>>

6] +Ve - {8 (newe) - 6 PO <i>> + <5E : (neveV’ <ni,e> —n,vlV (ni>>>

N

SR E N E

7] +2 <(5 ?) : (n’-V'vi — niV”vg) +0 (%) : (n;V've — neV’v;)>

8] ~Ve- (0" +p) (E\/X—”A — E%*I“>>+l< p—p)va-vy (V-v—-V o))
9] +<(p’—p)<< E¥A+ 30A vﬂ)'%Jr(&ﬂA—%%'vAv’)'%»
[10] +%<(n;—|—nz) (v v x (Vpva) +v; - vl x (VvYy)))

] =3 {(nt 4 ne) (vg - ve x (Vpva) +ve vy x (VP'v)))) -

(9.22)
Cette loi dﬂ)end_de L, My Me, V; €t Ve explicitement et & travers p et v. Elle dépend aussi
de u;, ue, P; et P, et de \;, va et E. E peut y étre remplacé par la loi d’Ohm ({9.18)).

On peut aussi exprimer la loi en fonction des quantités mono-fluides en rempla-
cant v; et v, avec v; = £ Lo+ Z“ g et ve = Lov — (i " ) . On supposera aussi le fluide
quasi-neutre, c¢’est-a- dlre nZ = ne = petonva travalller les termes séparément en fonction
de leur dépendance.

Tout d’abord les lignes [1] et [2], purement cinétiques, pevent s’écrire comme suit :

—den_g = V- (6 (pv) - dvov) + (dv - (pV' - v — p'v'V - v))

A2 (1— ) Ve - <5 (pv) -6 (%) 5 (l) 465 - 6o (%) 1650 (%) 5’u>

A2 (1 —p) (6 -(]V’ v —jV- 'v)>

A2 (1 — ) ( -0V + pv - 6’>V’~Jp—,—<j’-5v+pv-5%)v-f—;>
31— ) (20— 1) Ve 5g-5(§)5(§)>
(1 — )(2M—1)< (p -(jv'-;—/—j'v-%».

(9.23)

Lorsque p — 0 (magnétohydrodynamique (MHD)) ou p — 1 (EMHD), seule la premiére
ligne de (9.23)) subsiste. On remarque aussi que les lignes suivantes sont en A\? et \?, par

conséquent ces termes tendront rapidement vers 0 pour des échelles Ly grandes devant la
longueur d’inertie du plasma.

1
L

Ensuite les lignes [3] et [4] dépendant de l'énergie interne nous donne, en notant
= (1 — p) u; + pue -

ey = 2(Ver (p0000) + UV () Y (@)
+2\ 0 (1 — p) Vg - <<5p5 (u; —ue) 6 2

(1)
YoM (1 — p) <5 (u; — ) <pV/ (%) ( ))>

Ici aussi, lorsque p — 0 (MHD)) ou ¢ — 1 (EMHD)), seule la premiére ligne de ({9.24))

subsiste.

(9.24)
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Les lignes [5] a 7] de (9.22)) dépendant des tenseurs de pressions s’écrivent en notant
P=P+P.:

—dep-n = Ve <5( v) - P9 (1)> - <5ﬁ: (va’ (l) — V'V (%))>
42 <5( ) (/'Vv — V"v’)>
AV, - <53 S (uPi— (1— ) Po) o (%)> (9.25)
o= 0-m). v 3) 5 ()
+2Ai<5< - (1—u)7> (pv( ) pV’<Jp'—ﬁ >>

Dans les deux premiéres lignes de (9.25)), on retrouve la formulation f3 de la contri-
bution du tenseur de pression de la loi générale gyrotrope . Elles s’écrivent
de la méme maniére, que les quantités soient sans dimension ou pas. Les lignes suivantes
dépendent de la densité de courant 7 et des tenseurs de pressions. Elles rappellent la contri-
bution thermique de la loi d’'Ohm (9.18)) et ne s’annulent pas complétement si ¢ — 0 ou
w— 1.

Les lignes [8] a [11] de (9.22) dépendent de la vitesse d’Alfvén et du champ électrique.
En y appliquant la méme transformatlon qu’aux autres lignes, elles deviennent :

—4 gz-1

= —w-<(p’+p)(E'fp—’f“‘ E¥A>>+ (0 =p)va- "’A<V v—V'-v))
#(0= ) (55 va-vi) - 52 4 (B2 — o -oae') - 7))
)0

3o x (VPva) +3 - v x (VIU)))

L) (575 % (Vva) £33 x (V) )

% (VPva) + v 5 X <m>>>

(2 B L)

(—E$A+UA'1):4U> V'D+(E\/XIJL’A—UA-UAU)-V;;°/>>
" pv X (ypva) +3 - v x<m>>>

+i 2p—1)<<pi+/%> (5 ]X(\/_UA)+] g’ X(\/_UA))>

+Ve - ((p+ p) (v - Vv — g0l - viw —v '”A”A+‘”A'”A”,)>

13l 1 7 / Vp A Vp
+ ((PV" - vava — 3pV4 - vAV) - 2F + (pv -V V) — T’y vy v) - p >

(9.26)

La derniere égalité est obtenue en remplacant 3 par V x (\/,Ev A) dans la derniére ligne
de (9.26)). Les termes résultants rappellent les fonctions de structure (0(pva) - dvadv),

(0(pva) - dvdva), ((pv) - dvAdVA) et <5(p’u)(5(’m”“ )d (1/p)> présentes dans les lois MHD.
Pour les faire apparaitre, il nous manque des termes qui sont cachés dans la premiére ligne.

On doit y remplacer E qui provient de ’équation d’induction grace a la loi d’Ohm ({9.18])
qui devient avec I’hypothése quasi-neutre et en fonction de la vitesse d’Alfvén :

E= —vx,/pvs— 2“ Ai@u=l) 5o VPva + NP WAR e DA

L 9.27
+A’“1 #) 8J+V (vj +jJv+ (2“ 2i2e=b) 5y (5:27)
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On peut aussi utiliser cette expression de la loi d’Ohm pour remplacer E dans la deuxiéme
ligne. En revanche, afin de remplacer A\;(2p —1)j X \/pva + pv X \/pv 4 dans les troisiéme
et quatriéme lignes, il faut utiliser sa version non relativiste :

Al — p)

pv X \Jpva+ N2 — 1) X \/pva = 05+ V- (v + v+ Ai(20 — 1)5)

+X(uV - Py — (1 — )V - P,). (9.28)

Ainsi, en appliquant (9.27) et (9.28) dans (9.26) contribution par contribution, on
obtient les résultats suivants.

Pour la contribution MHD :
—4 <
= Vg- g(p—kp/)(v Vv — v Vv — v vava + Lua s va?))
+Ve - {(p + p) (v X V) x va — (VX V) X VY))
L — pva- vy (Vv — V' o))

(" = p)((v X va) X vf4 +v4 - v;‘v) . Vp
(

o

+

o = (0 X 0y) X v+ 0y warf) T )

1
2
1
2
1o 1 v n V A V'
< ’U-’UA’UA—Ep’UA-’UA’U)'7/)+<,OU'UA’UA sV’ -V, v) - > >,

I
.- <5(va 50,00 + 5(25A0)5(p0)3(L) — Sva - 5(pv)Sva — S(pva) - (5v<5vA>
(
(-

I
<l+

+1¢ 5(p’uA) vy —dva - pV)V v — (5(p v')) - va — pva - 0va)V )
—|—< 224 ) (pv - V’l pv - V—)>
—(( 2pv dva + pva - 6v) —va - 0(pv))V - 0,)
+ (200 - bva + p'vy - v — V) - 6(pv))V - v4).

(9.29)
On retrouve bien la contribution électromagnétique dérivée dans le cas (voir équa-
tions ) et ( - pour les termes de pression magnétique) E] Elle ne dépend ni de p ni

de \;, donc elle ne différera pas que l'on soit dans le régime MHD] ou [EMHD|

Pour la contribution Hall :

—4 eflall,

= N(Q2u-— 1)Vg'<(p’+p) <(§j' X v;l) X Vg — (/l)j X ’UA> X v;‘>>
—%«p’—p)((%jxvf‘)ka-%_(ﬁj’xv;‘)xvfg V{;,>>,

= —/\i(2u—1)Ve.<(j’><vf4—|—j><'UA)><6'UA—5<%j><'UA>x(p’v;‘—l—va)>
2 2n = 1) (£ = 1) vy -5V va+ (&= 1) va- 5V vy )
—2CED ((f — ) vy AV L = () = pva- V),

(9.30)
Dans le cas @ — 0, on retrouve le résultat de la section (19.3).

3. On a fait en sorte de choisir les quantités servant a normaliser le systéme d’équations telles que les
résultats présentés dans ce mémoire se recoupent.



Section 9.3 103

Pour la contribution des pressions :

—4 E[ZPH]

= —/\iMW'<(P +P)<
+Aigt (ﬂ—@(ﬁ(% Pi) x vy 2 — L (V- F) xva- TE))
+\ift <i+l> j-Vv- .'+j’-V-Fi)>

(

pp

+N (1 —=p) Ve ((p +
—Ai (L= ) ( (v = p) (7 ,
N (=) (; )( VP4V )>

(9.31)

Dans la section [0.3] nous verrons (dans le cadre ¢ — 0) une autre formulation de cette
contribution prenant en compte les termes présents dans (9.25)).

Pour la contribution inertielle :

(1l —p)Ve- /f;ﬁ [03 + V- <vg + g +(2“ I)Azg’j’ﬂ va>
N2 (L= ) Vg (222 [ag+v (vj + jo o+ 2D ”A,gjﬂ xv54>
A2 (1 — po) (222 [3tJ+V (vy +jo + B ”Awﬂ th-%> (9.32)
A (1= p) p+p [atﬂ +V' <UJ +J'v +(2‘;—71))\ij'j'>} XUA'V;/’)/>
+A7 (1= p) ;+; J -[3t3+V-<vj+jv+@Aijj>}>
N2 (1 — p) pi+% g - [8tj’+V’- (v'j’+j’v'+(2’“”p—7”Aij’j')]>.

Cette contribution est nulle si 4 — 0 (cas mais aussi si 4 — 1 (cas [EMHDJ). Ces
termes en A? sont aussi nuls aux grandes échelles. Cette expression est gardée brute car
on ne l'utilisera pas par la suite, mais on pourrait y appliquer ’hypothése de stationnarité
statistique et I’équation de continuité pour supprimer la dépendance en 0,j.

En dérivant une loi exacte pour un modéle bi-fluide, puis en travaillant sur les dif-
férentes contributions avec la loi d’Ohm généralisée et 'hypothése de quasi-neutralité,
on vient d’obtenir différents niveaux de correction qui viennent étendre la description de
la cascade turbulente d’énergie totale & de multiples systémes par exemple les deux ré-
gimes asymptotiques [MHD|et [EMHD| A noter que la loi exacte obtenue est valable
pour des fermetures quelconques appliquées aux ions et aux électrons tant
qu’elles sont en accord avec les équations des énergies internes (9.14) et (9.15).
En fonction de l'usage, il sera toujours possible de retravailler les termes pour obtenir
des formulations potentiellement plus pratiques a analyser. Les termes dépendant de la
pression électronique présents dans et (9.31]) seront par exemple reformulés dans le
cadre u — 0, dans la section [9.3]
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9.3 Le modeéle analysé numériquement dans la partie

I1T

Originellement, le modéle [CGI] est pensé en supposant des électrons dit « froids »
(Be < 1 avec B, = ;’;) c’est-a-dire en considérant un mono-fluide d’ions [HUNANA et
al. 2019|. Les quantités électroniques n’interviennent donc pas. Dans la Partie nous
allons analyser des résultats de simulation [LF/CGL-MHD-Hall-V P,| prenant en compte
I’anisotropie de pression des ions et des électrons. Le modéle simulé suppose p < 1 et
prend en compte la correction [Halll donnée dans la section [0.1] et retrouvée dans la section
09.2] ainsi que la correction [VP,] Il faudra donc prendre en compte les termes dépendant
de la pression électronique présents dans et (9.31)). Nous allons ici les analyser plus
en détail.

Le modeéle simulé est constitué des équations suivantes :

op + V- (pv)=0, (9.33)

O (pv) + V- (pvv — pvava) + VP, =0, (9.34)

P, + V-(vP)+ (P-Vv)’ =0, (9.35)

: NN
0P, + V-(wP)+ (P. - Vv)’ = \V- (%E) + X <E.v <%>) , (9.36)
Oova — v-(UA’U—’UUA)—i-’UV-UA—UTAV-’U

A j ) A (1 _>

=——VX|—=—=Xxwva ]|+ Vx |-V P, 9.37

VP (\/_P 4) T Vop p (5:37)

avec P, = P;+ P.+p,I et p,, = % plv AIQ. Dans un premier lot de simulation, la pression
électronique sera considérée comme isotrope et plus particuliérement isotherme, et dans
un deuxiéme lot comme gyrotrope. On notera que dans le cas ot la pression électronique
est isotrope et que le premier principe thermodynamique (4.30)) est valable, on peut définir
une enthalpie électronique telle que h = u, + :Z—i%. Si I'hypothése adiabatique/isentrope
s’applique dans le systéme, alors le terme thermique de 1’équation d’induction ((9.37))
s’annule puisque V X <%VE> =V X (%Vpe> = :Z—ZV x Vh = 0. Par principe de
précaution, nous le prendrons tout de méme en compte dans notre analyse.

En terme d’énergétique, 1'équation de densité d’énergie cinétique (4.5) n’est modifiée
que par la prise en compte de la pression électronique dans la pression totale. En revanche,
celle de densité d’énergie magnétique devient :

OE,, + V-(Emvjt)\i((jva)va—i— xV-E—‘l-E>)

[iop p

= pvavs Vo —p,V-v—\P.:V (%) (9.38)

sachant que :

fiwer T G7B) =7 (Ggon s v B) o9 (0 7) R v )
—va - VX |-V P, | =-V_ VaxXxV - P |+V - (=P, |-FP.:V|[=]).
MoA <P MOPA p (P
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Et celle d’énergie interne définie telle que pu = pu; + pette = P : T+ 1P, . 1, e

wlr—t
N

O (pu) + V- (pw) + (P;+ P.) : Vv = (—uej) + NP, : V (p) .(9.40)

Puisque ici p < 1, le terme \;V - <;”1 Ue] > pourra étre négligé. Le dernier terme de (9.40))

étant reli¢ a \/pva -V x (%V . E) et a des termes flux via (9.39)), sa contribution en tant

que source dans le bilan énergétique s’annulera dans le cas particulier o1 I'on peut faire
apparaitre ’enthalpie h. Dans le bilan énergétique total, ce dernier terme vient compenser

le terme —\; P, : V (%) émergeant dans (9.38)) a cause de la prise en compte de la pression

électronique dans 1’équation d’induction (9.37)).
Les termes contribuant au taux de cascade qui n’ont pas été pris en compte dans

(7.20) ni (9.3) seront donc \/%V X (%VE) dans et \; P, V( ) dans

La correction résultante a la loi exacte s’écrit apres quelques manipulations :

+ /\i (’UA5p - 2p5’UA) : L AV %V/ : P/>
=2 (Wop = 2p0va) - (L9 x (IV- ) ).

(9.41)
Les deux premieéres lignes de I’équation ([9.41)) correspondent aux formes brutes de la
correction. L’égalité suivante, dépendant de termes flux et sources, est obtenue en in-

jectant (9.39)) et en identifiant les fonctions de structures <(5p(5 (”—A X VE) ) <%>>,
<5,05 <% . E) ) (/l)>> <5,05u65 > Dans le cas ot 'on peut faire apparaitre ’enthal-

pie h, I’avant-derniére ligne de 9.41 sera nulle. On s’attend a ce que cette correction,
dépendant de \;, prenne de I'importance prés des échelles ioniques similairement & la cor-
rection Hall. Les termes dépendant de P, proviennent quant a eux d’un mélange de ((9.31)
et des trois derniéres lignes de (9.25)). L'équivalence ne sera pas présentée ici. On notera
tout de méme la présence de la constante o qui provient du caractére dimensionné des
équations utilisées dans cette section.

Dans la limite incompressible, la majorité des termes de s’annule et il ne reste
que la derniéere ligne qui s’écrit :

—devpe =g 225 (Jva - 0(V X V- P)). (9.42)

Elle s’annule si P, est isotrope.
Linéairement, la pression électronique peut influer sur les critéres d’instabilités. Si la
fermeture sur les ions et celle sur les électrons sont [CGL]et I'équation d’induction est MHD)]
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ou [MHD-Hall| il suffira juste de prendre en compte des pressions paralléle et perpendi-
culaire totale (ionique + électronique) dans le taux d’anisotropie a, et le paramétre /3
présents dans les critéres firehose et miroir (voir synthése [7.4). Dans les simulations telles
que I'équation d’induction prend en compte le terme en avec P, tenseur gyrotrope,
le modéle est complété par une fermeture dite Landau-fluide qui tient compte de l'effet
Landau linéaire sur les ions et les électrons ainsi que des critéres d’instabilité firehose
et miroir cinétique. Dans les autres simulations, la pression électronique est isotrope et
définie avec une fermeture thermodynamique isotherme telle que p. o p, et les ions sont
[CGL] Dans le cas de approximation [MHD] I’équation de dispersion est :

M:va: 0 MLUZ Uzl
0 My, 0 | -[va]=0 (9.43)
sz 0 Mzz Vz1

avec . )
Maw = 5 = (Bom + 1+ %) 1 + (% (1= a) — 1),
Me: = M =— (Sap+ %) 2,
My = s+ (B0 -a0) 1),
M.. = vi‘fkﬁ ~ (3810 + %) -

La relation de dispersion s’écrit alors :

0=< ”2 —1+%(1—ap0)> (i_%(um)) (9.44)

2,2 2,2
kv 2 E2v%,

avec
A = 1+ Bjoay (1 — cos®0) + Bjocos® 0 + B2,

B cos? 6 ((%BHO + &) (1 - % (1- apo)) cos?
+ (3810 (1 + Bjoam (1 = gag)) + 5> (380 +1)) sin®6) .
Le mode d’Alfvén-firehose incompressible n’est pas affecté par la pression électronique
contrairement aux modes magnétosonores. Le critére firehose oblique n’est donc pas im-
pacté. Le mode rapide reste stable et le mode lent contient toujours les critéres firehose
paralléle et miroir. Ces critéres sont visibles dans B. Le critére firehose paralléle (6 ~ 0°)

est multiplié par un facteur positif dépendant de (.9, il ne sera donc pas impacté. Le
critére miroir est par contre influencé par [, et s’écrit :

gﬁo (1 + Bjoap, (1 — éapo)) + 5260 (gﬁo + 1) < 0. (9.45)

Ces résultats sont valables aux échelles[MHD] On a vu dans la section[9.1que la correction
[Hall est indépendante des pressions et n’influe que sur le critére firehose, elle ne sera donc
pas affectée par la pression électronique isotrope. De plus, si la pression électronique est
définie par une fermeture thermodynamique, la correction sera nulle. Par conséquent,
le critére miroir modifié par .o que 'on vient de dériver est valable pour les modeéles[MHD]

[MHD-Hall| et MHD-Hall- V]
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9.4 Synthése de I’extension de la théorie des lois exactes
a d’autres régimes

Correction Hall
— Théorie linéaire : apparition des branches whistler et cyclotron ionique, critére
miroir inchangé mais décalage du critére firehose suivant le vecteur d’onde.
— Correction turbulente compressible : (9.3]
— Correction incompressible & la loi exacte @ :
= Contribution turbulente indépendante des tenseurs de pressions

Dérivations des contributions provenant de la loi d’Ohm généralisée a partir
du modéle bi-fluide
— Modéle bi-fluide sans dimension et ouvert utilisé pour obtenir la loi exacte gé-
néralisée : équations (9.10)), (9.11), (9.12), (9.13), (9.14), (9.15)), (9.16)), (9.17)
— Loi exacte généralisée écrite avec les quantités bi-fluide : (9.22])
— Ecriture de la loi exacte bi-fluide avec les quantités mono-fluide et I’hypotheése
quasi-neutre :
— Contribution cinétique : (9.23])
— Contribution d’énergie interne : (|9.24])
— Contribution des tenseur de pression :
— Contribution électromagnétique : ((9.26)
— Décomposition de suivant les différentes contributions présentes dans la loi
d’Ohm généralisée quasi-neutre .
— Contribution : (19.29))
— Contribution m : équivalente a
— Contribution [V P et [VP] : (9.31)
— Contribution inertielle : (9.32))
= Ouvre le champ d’études potentielles au régime [EMHD]| par exemple, et a ’étude plus
rigoureuse de I'impact sur la cascade turbulente des différentes appoximations appliquées

& la loi d’Ohm.

Modéle utilisé dans la Partie [ITIl
— Modéle ouvert utilisé pour obtenir la correction turbulente : équations ,
(9.34)), (9.37)), (9.40).
— Théorie linéaire : la pression électronique va venir impacter le critére d’instabilité
miroir.
— Correction turbulente compressible : (9.41))
— Correction incompressible a la loi exacte : (9.42)
Ces résultats n’ont pas encore été publiés.
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CONCLUSION

Dans cette partie, nous avons dérivé un cadre d’étude complet et rigoureux des écou-
lements turbulents (zone inertielle supposée isentrope) allant du régime mono-fluide au
régime bi-fluide, et dépendant de pressions tensorielles.

Dans le Chapitre [7] (syntheése[7.4), a été présentée une extension de la théorie de Kolmo-
de pression gyrotrope a ensuite été appliqué dans cette extension afin de répondre analyti-
quement & la question de I'impact des anisotropies de pression décrites par le modéle CGL
sur la cascade turbulente. De nouveaux termes pouvant nourrir ou réduire la cascade et
dépendant de 1 —a,, avec a, le taux d’anisotropie p, /p; ont été découverts. Linéairement,
le signe de 1 — a, impacte l'apparition d’instabilité firehose ou miroir dans I’écoulement,
comme cela a été rappelé dans la section On a donc proposé un modéle théorique non
linéaire permettant d’étudier le lien entre anisotropies (et potentiellement instabilités) et
régimes turbulents, qui pourrait venir expliquer les observations de OSMAN et al. 2013/ et
HADID, SAHRAOUI, GALTIER et HUANG [2018 dans le vent solaire. Cependant, une étude
numérique est nécessaire afin d’affiner 'interprétation de la loi exacte.

Parmi les nouveaux termes dépendant de I'anisotropie de pression émergeant dans la
loi exacte, un terme source survit dans la limite incompressible. La question de sa signi-
fication s’est donc posée. Nous nous sommes alors demandés a quoi pourrait ressembler
un modele incompressible gyrotrope dans le Chapitre [§| (synthése . Un tel modele
incompressible, fermé par 1’équation sur la trace du tenseur de pression, a alors été pro-
posé et linéarisé. En plus de 'onde d’Alfvén-firehose, un nouveau mode y apparait. On
y retrouve le critére d’instabilité firehose paralléle mais aussi un critére d’instabilité que
I’on a nommé pseudo-firehose apparaissant dans le cas quasi-perpendiculaire et venant
réduire la zone de stabilité du modéle en fonction du taux d’anisotropie moyen a,, et du
parametre 3)o. Aprés une étude plus fine en fonction de 'angle de propagation, ce mode
s’est révélé instable pour certains angles de propagation et tout couple de parameétres 3o
et ay tels que % (1 — apo) # 2. Cette étude fera I'objet d'un futur article.

Enfin, dans le Chapitre [J] (synthese [0.4)), les corrections provenant de la relaxation
des approximations appliquées sur I’équation d’induction ont été dérivées a partir d’un
modele bi-fluide afin d’étendre la loi exacte a d’autres gammes d’échelles et régimes. Les
résultats obtenus ainsi ont servi de base afin d’adapter la loi exacte aux modeles qui
seront étudiés numériquement dans la Partie [[T]] Ces corrections serviront a refléter au
mieux la cascade turbulente simulée.
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PARTIE 111 : Etude numérique d’un
plasma turbulent faiblement
compressible avec anisotropie de
pressions

« Simulations are to plasma turbulence physics what telescopes are to astronomy. They
allow us to see beyond the limitations of our physical experiments and explore the vast

and complex landscape of plasma behavior. »[
Paul W. TERRY, dans « The role of numerical simulations in plasma turbulence

research », 2010... d’aprés ChatGP T[]

4. Traduction : Les simulations sont a la physique de la turbulence des plasmas ce que les télescopes
sont a ’astronomie. Elles nous permettent de voir au-dela des limites de nos expériences physiques et
d’explorer le paysage vaste et complexe du comportement des plasmas.

5. Cette intelligence artificielle invente des citations et les attribue a des articles introuvables écrits
par des personnes existantes.

6. ... cette thése n’a pas été écrite avec ChatGPT.
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INTRODUCTION

L’outil numérique pour la turbulence permet d’étudier divers modeéles, d’isoler les
effets des différents processus présents dans un plasma turbulent ou de simuler des ré-
gimes présents dans des plasmas inaccessibles aux mesures/diagnostics. Par exemple,
les effets de la compression et les régimes sonique ou supersonique ont été étudiés par
ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER, HADID, DMITRUK et al. 2018| et des régimes proches de
celui supposé dans le milieu interstellaire ont été explorés par FEDERRATH et al. 2010
et FERRAND, GALTIER, SAHRAOUI et FEDERRATH 2020l L’impact de I’approximation
[Hall] sur la cascade incompressible d’énergie totale est le sujet de FERRAND, GALTIER,
SAHRAOUI, MEYRAND et al. 2019 et celui de la fermeture [LF|a fait I'objet de [FERRAND,
SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021|. Comme on le verra par la suite, le modéle est un
modéle gyrotrope fermé au niveau du flux de chaleur de telle sorte que le modéle fluide
capte le processus cinétique de l'effet Landau décrit par la théorie linéaire. Dans ces si-
mulations, on a alors V - @ # 0.

Dans les études présentées ici, nous allons utiliser des simulations qui ont, pour cer-
taines, fait 'objet de [FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. |2021|. Le code de simu-
lation et notre méthode de post-traitement permettant d’obtenir les différents termes
des lois exactes, seront présentés dans le chapitre Différentes méthodes de validation
feront 'objet du chapitre Puis, nous présenterons et analyserons, plus en détail, la
cascade turbulente présente dans divers jeux de données. Ceux issus de simulations du

modele [CGL-MHD-Hall-VP,] feront I'objet du Chapitre [12] et ceux associés au modéle
[LF-MHD-Hall-VP] du Chapitre

L’objectif de ces études est d’affiner notre compréhension de I'impact de ’anisotropie
de pression sur la cascade turbulente a travers une validation des lois dépendant d’une
pression gyrotrope (voir Chapitre [7)) par rapport a la loi compressible avec pression iso-
trope dérivée dans le Chapitre [5]

Les résultats de ces études n’ont pas encore été publiés et leur interprétation est encore
en cours de discussion[]

7. Le chemin engagé pour obtenir les résultats montrés ici s’est révélé tortueux entre la réflexion sur
les méthodes & utiliser dans le code de post-traitement, 'implémentation de ces méthodes, la nécessité
de lancer de nouvelles simulations, etc.
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Paramétres et dénominations des simulations utilisées

Les paramétres et dénominations des simulations utilisées sont résumés dans la TABLE
9.1 et la TABLE[9.2] Nous nous y référerons au fil des chapitres de cette partie. Le champ
magnétique est initialisé suivant e,. CGL1, CGL2, CGL3, LF2 et LF3 ont initialement
été étudiées par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021 mais les échantillons de
temps consécutifs ont été extraits pour nos études. Les simulations CGL5 et CGL6 ont
été spécialement lancées pour nos études.

Nom Résolution | ko, d; | 6; Egp As tr N; ot
CGL1 5123 0045| 7° | 1.6x1072 [1.0x 1073 ] 6700 | 4 |6.25 x 1072
CGL2 5123 0.045 | 15° | 1.6x 1072 | 1.0x 1072 | 12900 | 4 | 5x 1072
CGL3 | 5122 %1024 | 0.5 |15°| 45%x1072 |[80x10%| 361 | 6 | 2x10*
CGL3B | 5122 x 1024 | 0.5 | 15° | 1.125x 1072 | 4.0x 1073 | 410 | 4 | 3x10~*
CGL5 | 5122 x 1024 | 0.147 | 15° | 1.6 x 1072 |[3.0x 1073 | 12905 | 6 5x 1073
CGL6 | 5122 x 1024 | 0.147 | 15° | 1.6x 1072 | 3.0x1073| 2730 | 4 | 5x 1073

LF2 5123 0.045 | 15° | 1.6 x 1072 1x107% | 6580 | 1 | 6.25x 1072

LF3 4323 05 |15°| 45%x1072 | 8x107% | 1802 | 1 | 4x10*

TABLE 9.1 — Extraits des paramétres des simulations traitées.

Reésolution : Nombre de points dans la grille numérique du code de simulation.

ko, d; : vecteur d’onde d’injection perpendiculaire & e, normalisé par la longueur inertielle
dietlica L, = Z—’g, la taille physique perpendiculaire de la grille simulée.

0; : angle d’injection par rapport a e, lié & L, = tjnlej'

Eqp ¢ énergie perpendiculaire cinétique + magnétique, critére d’extinction du forcage.
Ay : parametre d’amplitude du forgage.

t; : temps initial (en unité de temps ionique) de prélévement de I’échantillon temporel
utilisé pour I’étude le loi exacte.

N; : nombre de pas de temps consécutifs utilisés.

0t : pas temporel, unité de temps ionique.

Nom v=rn vy Vp Vg Q| Qpir | Gper
CGL1 [ 735 x10°8 0 7.35 x 1079 0 80 | 1 1
CGL2 | 735 x 1078 0 7.35 x 107 0 10 | 1 1
CGL3 | 4x107" |16x107* | 1.6 x 107 0 25| 1 1
CGL3B | 1.0x 107" | 1.0x 107" | 1.0 x 1074 0 25| 1 1
CGL5 | 3x 101 0 3x 10712 0 6 | 1 1
CGL6 | 3x 101 0 3x 10712 0 5 | 4 1

LF2 |[735x10°8 0 735 x 1072735 x10°° ] 1 1 1

LF3 Tx107™ | Tx107™ | Tx107™ | 7x107™ |15] 1 1

TABLE 9.2 — Extraits des paramétres des simulations traitées, choisis empiriquement pour
I’hyperdissipation.

v, mn, Vp, Vp, Vg :

constantes caractéristiques de I'hyperdissipation respectivement de la

vitesse, du champ magnétique, de la densité, des pressions et des flux de chaleurs.
« : facteur d’anisotropie.
Qpir, Qper © taux initiaux d’anisotropie de pression respectivement ionique et electronique.
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SIMULATION TURBULENTE ET CALCUL DE LOIS
EXACTES
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Dans cette partie, nous utiliserons des simulations turbulentes issues de deux modéles
décrivant des anisotropies de pression, le premier dépend d’une fermeture [CGI] tandis
que le second dépend d’une fermeture de type [LE] Ces modéles sont simulés avec un
seul et unique code que 'on va présenter dans ce chapitre. Les spécificités des modeéles
seront détaillées dans les Chapitres [I2]et [13] Dans ce premier chapitre, seront abordées les
méthodes numeériques utilisées dans 'implémentation de ces modéles (section ainsi
que la description des méthodes de post-traitement associées au calcul des lois exactes
(section[10.2) et & leur visualisation (section[10.3)). Les valeurs des paramétres décrits dans
la section sont résumés dans la TABLE [9.1] et la TABLE [0.2] pour chaque simulation.

10.1 Simuler un plasma turbulent

Le code de simulation utilisé, codé en Fortran, est un code tridimensionnel pseudo-
spectral et versatile développé en interne a I’Observatoire de la Cote d’Azur pour 'implé-
mentation du modéle fluide proposé par SNYDER et al. 1997 et étendu par [GOSWAMI et
al. 2005, PASSOT et SULEM [2007, PASSOT, SULEM et HUNANA [2012 SULEM et PASSOT
2015). Ce modeéle prend en compte les termes gyrotrope et non-gyrotrope des tenseurs de
pression des ions et des électrons et capte l'effet Landau ionique et électronique a travers
les flux de chaleur des électrons et des ions. Le code permet a 1'utilisateur de choisir quelles
contributions garder.

Les quantités sont sans dimension, les longueurs sont normalisées par d;, la longueur
inertielle des ions, et les vitesses par la vitesse d’Alfvén. Cela induit une constante (3/2,
avec [ = 1, présente dans tous les termes dépendant des pressions. Il faudra prendre en
compte cette constante par la suite.

Supposons une équation générique 9, X = v - VX. La simuler via un code pseudo-
spectral (algorithme schématisé sur la FIGURE signifie que les dérivées spatiales
telles que VX sont effectuées dans 'espace de Fourier, tandis que les produits tels que
v-VX et l'intégration temporelle de ’équation pour obtenir les quantités au pas de temps
suivant, sont effectués dans I'espace réel. Ainsi, a chaque pas de temps, un aller-retour est
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effectué entre les espaces réel et de Fourier. Leur discrétisation en un nombre de points
finis, ou grille numérique, induit un repliement du spectre, dit « aliasing », des termes
non-linéaires. Cet effet est limité par une troncation a chaque pas de temps du spectre
de chaque quantité. L’intégration temporelle est obtenue via un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 3 , choisi pour sa stabilité devant des termes dispersifs tels que le terme
de [Hall] [WILLIAMSON [1980]. Les conditions de bords de la grille numérique sont choisies
comme périodiques afin de pouvoir utiliser la transformation de Fourier et ’algorithme
de transformée de Fourier rapide (FFT]).

Algorithme pseudo-spectral de calculde ;A = v - VA +vA™A

\\

PARAMETRES | Initialisation des cubes de données
INITIAUX | A(z,t =0),v(x,t =0)

TF via FFT [«
v

Calcul des dérivées spatiales
ESPACE DE VA~ Ak, A"A~ (]k;|2)”j1
FOURIER

Boucle temporelle

(IV; pas de temps)
Troncation HF des spectres (anti-aliasing)

Y t<t+1
~ — : A(t) «+ A(t+1)
TFIviaFFTl v(t) < v(t+1)
Calcul des termes indépendant de 0;
ESPACE B=v-VA+vA"A
REEL Intégration temporelle (schéma RK3)

FIGURE 10.1 — Algorithme d’intégration d’une équation d’évolution générique via une
méthode pseudo-spectrale. Prise en compte des corrections d’anti-aliasing et d’hyperdis-
sipation vA"A. TF(I) correspond a transformée de Fourier (inverse).

Afin de limiter 'apparition de fort gradients et autres discontinuités liées a des instabi-
lités numériques et induisant un arrét brusque de la simulation, deux possibilités existent :
appliquer un filtre passe-bas sur le spectre de la quantité impliquée ou un terme d’hy-
perviscosité dans son équation. Le choix effectué est celui de I’hyperviscosité, c’est-a-dire
imposer une décroissance graduelle et de plus en plus intense du spectre de la quantité
(pour plus d’informations, se référer & [BORUE et ORSZAG [1995; FRISCH et al. |2008]).
Ce terme de dissipation numérique s’écrit vA" X pour un champ X, avec v une constante
choisie initialement et n un entier fixé a 4. A" est effectué dans I'espace de Fourier ou
une décroissance du spectre en k° est donc obtenue. L’existence d’un champ magnétique
moyen dans les simulations induit une anisotropie spatiale de la turbulence. Sa direction
est imposée suivant e,. Afin de refléter cette anisotropie, ’hyperviscosité est adaptée avec
un parameétre a : A" est calculé dans 'espace de Fourier tel que (k2 + k7 4 ak?)”. Les
paramétres v et a sont résumés dans la TABLE [0.2] Avec le pas de temps dt, ils sont ac-
cordés empiriquement afin de réduire le temps de calcul, de maintenir la dissipation aux
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vecteurs d’onde les plus grands et d’éviter tout emballement de la simulation et I'appari-
tion d’instabilités numériques. En termes de turbulence, I’hyperviscosité sera considérée
comme le terme de dissipation évacuant I’énergie aux petites échelles.

La cascade d’énergie est entretenue par un forcage permanent[] Ce forcage de type
antenne de Langevin (oscillateur harmonique forcé aléatoirement [TENBARGE et al.2014])
injecte la somme de deux ondes de fréquences aléatoires mais proches de celle de 'onde
d’Alfvén cinétique avec une amplitude correspondand au paramétre A; multiplié par un
facteur aléatoire. Il est appliqué sur le champ de vitesse de sorte a maintenir la somme des
énergies cinétique et magnétique perpendiculaires moyennes sous un niveau Fj,, et au-
dessus d'un niveau £, s proche de Ej,,. L’énergie moyenne totale est donc quasi-constante.
Dans 'espace de Fourier, il prend la forme d’un peigne de distributions de Dirac non nulles
aux vecteurs d’ondes les plus petits, tels que k = {(0, £1, £1); (£1, £1,+1)} dans la grille
numérique associée a ’espace de Fourier. L’angle d’injection de I’énergie, 6;, sert a définir
la forme de la grille spatiale, un parallélépipéde allongé dans la direction e, la taille
physique de cette grille est fixée telle que L, /L, = tanf; avec L, = ]3—“

La taille de I'espace des échelles accessibles via ces simulations dépend de la taille de
la grille spatiale. L’échelle la plus petite dans une direction est la distance minimale entre
deux points de la grille dans cette direction, et 1’échelle la plus grande est la moitié de
la taille de la grille. Pour une étude de turbulence, on a besoin de plusieurs ordres de
grandeur entre les échelles minimales et maximales. Afin d’obtenir un nombre de points
suffisant, on part d’une grille de taille physique fixée mais contenant peu de points, par
exemple 1283, puis, aprés avoir atteint un régime turbulent satisfaisant tel que les spectres
soient stabilisés, on augmente le nombre de points et ainsi de suite jusqu’a avoir la taille
voulue pour l'espace des échelles et un spectre stable. Le nombre de points idéal serait
10243 ou plus, mais plus il y a de points, plus le temps de calcul augmenteﬂ et plus le calcul
monopolisera de la mémoire. Similairement, le calcul du taux de cascade sera aussi plus
contraignant. Un compromis doit donc étre trouvé. La taille de cube minimale considérée
dans le cadre des études de turbulence sera 5123 et une partie des simulations aura une
résolution de 512% dans le plan {e,, e,} et 1024 dans la direction e,.

Les simulations utilisées et détaillées dans la TABLE et la TABLE ont, pour la
plupart, fait 'objet de l'article [FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al.|[2021]. Parmi elles,
une est de résolution 10243, Elle ne sera pas traitée ici car sa taille est trop importante pour
le code de post-traitement implémenté et les moyens de calcul & disposition (mésocentre).

10.2 Code de post-traitement pour le calcul numérique
de lois exactes

On a vu qu’une loi exacte est une formule statistique donnant un résultat en fonction
de I’échelle £. Elle dépend de quantités évaluées localement en deux points puis combinées
en une expression qui est ensuite moyennée. Une partie des termes doit ensuite étre dérivée
dans I'espace des échelles si aucune hypothése d’intégration n’est effectuée. Cette méthode

1. Dans [HELLINGER, VERDINI et al. 2018, GOMEZ et al.|2005, MININNI et al.[2011], une autre méthode
est utilisée pour obtenir le développement d’une cascade turbulente : leurs champ de vitesse et champ
magnétique sont initialisés par une superposition de modes de phases aléatoires, puis leurs simulations
évoluent librement (simulations en déclin).

2. Typiquement, il faut environ un mois de calcul avec 64 processeurs pour obtenir une simulation de
taille 5122 x 1024 dans laquelle la turbulence se serait a priori entiérement développée
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pourrait étre implémentée directement. On considérerait les quantités a disposition, a
priori des cubes évalués en x), on les translaterait de sorte a obtenir des cubes évalués
en x — £, puis on les combinerait suivant ’expression voulue avant de les moyenner. On
obtiendrait ainsi notre résultat évalué en un point de ’espace des échelles et il faudrait
recommencer encore et encore afin d’obtenir I’ensemble de ’espace des échelles. Enfin, on
dériverait ou intégrerait le résultat. Cet algorithme est schématisé sur la FIGURE [10.2]

Algorithme direct de calculde ¢ = V- (F(A’, A)) + (S(A4', 4))

Chargement des cubes de données )
QUANTITES INITTALES A= Az)

L Boucle sur les échelles £,, < £,,.1

r

Décallage des
A=Ax+2,) A =Ax+0, )

cubes de données Boucle

ESPACE Calcul des . 2iste

) F(A' A
REEL expressions locales ( ) (4',4) p € [1;6]

Moyenne sur e, ) (e . ) %

I'ensemble des points 8 ) *pe

Dérivation globale Vg - (F ) (£,)
ESPACE DES ECHELLES

Construction de £(€5,)

FIGURE 10.2 — Algorithme de calcul du taux de cascade € via la méthode directe. Les
quantités impliquées sont des quantités génériques.

Cette méthode est cotiteuse en temps de calcul et demande des compromis. Pour ré-
duire le temps de calcul, on peut choisir intelligemment un certain nombre de vecteurs
d’échelle. Tout d’abord, on peut jouer sur la parité de la loi exacte et ne calculer que
les vecteurs tels que ¢, < 0. FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021/ et FERRAND,
SAHRAOUI, GALTIER et al. 2022| par exemple, utilisent les hypothéses d’isotropie ou d’axi-
symétrie de l'espace d’échelles. Dans le cas isotrope, 'espace des échelles est alors vu
comme une sphére avec 73 vecteurs directeurs partant de son centre. Dans le cas axisy-
métrique, le découpage est similaire, mais effectué dans des disques pour chaque /.. La
divergence dans l'espace des échelles est ensuite effectuée sphériquement (resp. cylindri-
quement) le long de £ = [£] (resp. {1 = /{2 + (2) en supposant les dérivées angulaires
nulles. Je n’ai pas voulu faire de méme, n’étant pas convaincue de 'indépendance angulaire
de la dérivée et trouvant la statistique finale faible. Une autre possibilité est de choisir
les vecteurs en fonction du mode de représentation final. Si ce mode de représentation est
logarithmique, on peut ne choisir qu'un nombre limité de vecteurs a grande échelle tels
qu’ils soient réguliérement espacés en représentation logarithmique [MANZINI, SAHRAOUI,
CALIFANO et FERRAND 2022|. Un probléme de cette méthode est 'irrégularité de la grille
résultante. La divergence dans l’espace des échelles doit donc se faire vecteur par vecteur
a partir des six échelles les plus proches (au minimum). Ce choix-1a ne semblait toujours
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pas satisfaisant, car il implique de devoir potentiellement refaire le calcul en fonction du
mode de représentation final et un biais apparait en cas de moyenne dans l’espace des
échelles. Ces compromis doivent en plus étre accompagnés d’une optimisation, voire d'une
parallélisation du calcul numérique.

Aprés maintes versions et tentatives d’optimisation de mon code de post-traitement,
codé en Python et essayant de respecter explicitement la forme de la loi exacte, j’ai décidé
de changer radicalement de point de vue. Mathématiquement, les opérations de corrélation
et de convolution, *, sont liées. En effet, si 'on considére deux quantités réelles s et r,
leur fonction de corrélation peut s’écrire :

Conll) = %///Vs(ijﬁ)r(:c)da:: %///Vs(a:)r(a:—ﬂ)dw
1

_ %///Vs(a:)r(—(ﬂ—m))dm: [Vs*ﬁr] (), (10.1)

avec V' le volume d’intégration et P lopérateur de parité. Ainsi appliquer 'opération de
corrélation entre s et r revient a convoluer s évaluée en x avec r évaluée en —x. Une
autre propriété mathématique intéressante est que I'opération de convolution correspond
a un simple produit dans ’espace de Fourier et que Pr correspond au conjugué, (r)*, de
7 la transformée de Fourier de r. Ainsi en notant 6’” la transformée de Fourier de C, et
TFI[.] la transformée inverse, on obtient :

C.r(8) = TFICL,.| = TFI(R) () (k) (10.2)

L’obtention de I’ensemble de I’espace des échelles est donc possible mais demande de
développer tous les termes factorisés de la loi exacte. Par exemple, pour la fonction de
structure (0v - dvdv) :

(v - dvov) = (v V'V —v-vv+v v+ 20 vo -V Vv — 20 V)
= TFI[Ov,vm - Cv-v;v + 20'07'01) - 20’01},1}}
1

= TFI(070)(3)" —B(07 ) + 28" - (60) =26 - (50)],  (103)

aveC Cypop = (V- 0'0), Cypp = (V' - v0’) et N le nombre de points moyennés (volume
discret), tout en sachant que par homogénéité statistique, on a (v’ -v'v’) = (v-vv)
et que la moyenne est distributive. Cette méthode est utilisable car il est possible de
développer les expressions en des produits de deux quantités générales, une évaluée au
point x et 'autre en x’, et parce que la simulation est périodique. L’algorithme associé a
cette méthode est schématisé sur la FIGURE[10.3] Il demande quelques précautions lors de
son implémentation, car il peut vite devenir cotiteuse en mémoire, 1’ensemble des termes
présents dans une loi exacte devant étre développé. Cependant, elle permet d’obtenir
un résultat complet, indépendant du mode de représentation final des résultats. C’est
donc la méthode qui a été choisie. De plus, en usant de 'algorithme de [FET] elle s’avére
particuliérement rapide (moins de dix minutes pour calculer séparément les trois termes

de [PP98 pour CGL2 par exemple).
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Algorithme spectral de calculde ¢ = V- (F(A’, A)) + (S(A', A))
avec F'(A', A) et S(A’, A) développés en termes de type s(A’) - r(A)

Ve N\

Chargement des cubes de données

QUANTITES INITTALES A= Az)
ESPACE REEL Construction de s(A)etr(A)
TF via FFT l
y 2
ESPACE DE FOURIER Construction de F'(3,7") et S (5,7%)
AS J
TFI via FFT l
Division par le nombre de points et dérivation
ESPACE DES ECHELLES Ve-(F), (5)

Construction de e

FIGURE 10.3 — Algorithme de calcul du taux de cascade ¢ via la convolution. Les quantités
impliquées sont des quantités génériques.

10.3 Mode de représentation du résultat

Le résultat de l'algorithme de calcul par convolution est, pour chaque quantité, un
parallélépipéde couvrant une gamme d’échelles physiques dans la direction e, différente de
la gamme d’échelles couverte dans les directions perpendiculaires, e, ou e,. Ces gammes
d’échelles couvrant différents ordres de grandeur, une représentation logarithmique est
usuellement adoptée. Le caractére tridimensionnel de la grille parallélépipédique impose
de choisir une méthode de réduction vers ou afin de pouvoir visualiser
facilement les quantités. Différents types de réduction sont possibles et illustrés sur la
FIGURE [10.4] :

— R1: en fonction de ¢ = |£|, en moyennant la quantité sur des coquilles de rayon

moyen ¢,

— R2: en fonction de £, = /2 + €2 et £ = (., en moyennant la quantité sur
des couronnes de rayon moyen ¢, dans chaque plan perpendiculaire a e,

— R3: en fonction de £, , en moyennant la quantité sur des coquilles cylindriques
de rayon moyen £, , la moyenne suivant ¢ peut s’effectuer de diverses maniéres qui
seront détaillées par la suite,

— R4 en fonction de /) en moyennant chaque plan perpendiculaire a e, la
moyenne suivant £, peut s’effectuer de diverses maniéres qui seront détaillées par
la suite.
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FIGURE 10.4 — Différents modes de représentations du taux de cascade €ppgg calculé avec
dans les données de la simulation CGL1. R2 : D] en fonction de £, et ¢, avec deux
échelles de couleurs, une échelle symlog, linéaire entre —1078 et 107 (barre de couleur
continue), et une échelle linéaire (barre de couleur discontinue) et les frontiéres 6 = 0;
(noire discontinue) et 6 = 45° (noire continue). R1 : en fonction de ¢. R3 : en
fonction de ¢, , pour ¢ = 0 (rouge), moyenne sur I’ensemble des ¢ (bleue), moyennes sur
les ¢ tels que 6 > 45° (orange) et § > 6; (vert). R4 : en fonction de ¢, pour £, =0
(rouge), moyenne sur ’ensemble des ¢, (bleue), moyenne sur les ¢, tels que 6§ < 45°
(orange) et 6 < 6; (vert). Le caractére continu ou discontinu des courbes refléte le

Signe de Eppos.
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Sachant que la grille parallélépipédique couvre des gammes d’échelles différentes dans
la direction e, et les directions perpendiculaires (voir la carte R2 sur la FIGURE [10.4)),
notre géométrie est fondamentalement axisymétrique. La représentation de type R2 est
donc la plus adaptée. L’échelle « symlog » | permet de repérer les changements de signe et
les ordres de grandeur couverts par € ppgg tandis que les courbes de niveau linéaires révélent
les variations plus spécifiques telles qu'un affaiblissement aux petites échelles ou des bosses
(courbes de niveau bleues) aux échelles paralléles et perpendiculaires intermédiaires. On
pourrait définir une zone inertielle entre les courbes de niveau associées a la valeur 0.4. On
remarque que cette zone semble carrée, cela est dii aux axes logarithmiques. Avec des axes
linéaires, on observerait un quart d’ellipse liant /| Jdi =1x10%a /0, /d; ~ 30. Le probléme
des cartes est la difficulté de comparer de multiples quantités. Une représentation sera
donc nécessaire.

R1 peut donner un résultat biaisé. Ainsi, sur le graphique R1 de la FIGURE [10.4], le
résultat correspond quasiment entiérement (sauf aux trés grandes échelles communes aux
directions parallele et perpendiculaire) & eppos(¢) = 0) (en rouge sur le graphique R3 de
la FIGURE . Le manque de points pour effectuer la moyenne en chaque ¢, induit des
variations non-physiques du résultat (sursauts a intervalles réguliers sur le graphique R1
de la FIGURE . R3 ou R4 sont peut-étre plus adaptés méme si le caractére petit ou
grand des échelles est défini & partir de ¢ = |£| (resp. petit ou grand).

Cependant, visualiser la cascade via R3 en moyennant I'ensemble des ¢ a ¢, fixé
(courbe bleue) vient mixer les petits et grands ¢. La zone négative a grand ¢ vient alors
écraser la zone inertielle présumeée et plus encore la variation des petites échelles. Le méme
phénomeéne apparait pour R4 (courbes bleues sur les graphiques R3 et R4 de la FIGURE
. Une autre possibilité de réduction serait de ne regarder qu'une direction ¢ = 0
pour R3 ou ¢, = 0 pour R4 (courbes rouges sur les graphiques R3 et R4 de la FIGURE
. Le résultat n’est alors pas trés lisse et peu représentatif de la variation d’ensemble.

La troisiéeme possibilité correspond & appliquer un filtre angulaire. En définissant 6,
I’angle entre £ et e,, on pourrait considérer que les £ contribuant a la dynamique pa-
ralleéle sont les £ quasi-paralléles tels que 6 < 45°, et ceux contribuant & la dynamique
perpendiculaire les £ quasi-perpendiculaires tels que 8 < 45°. La frontiére § = 45° est
représentée par une ligne noire continue sur la carte R2 de la FIGURE[10.4] et les résultats
apparaissent en orange sur les graphiques R3 et R4. Pour R3, le résultat coincide avec
eppos(f) = 0). En effet, aux petites échelles, le plan tel que £ = 0 est la seule contribution
a la moyenne. Similairement, pour R4, on assiste & un écroulement de la courbe qui rejoint
(eppos) ¢, €n b =1T7x 10'. Cet écroulement est d & la prise en compte de la région bleue
a droite de la carte R2 pour les échelles supérieures a 7 x 10'. Ce filtre angulaire n’est
donc pas adapté.

La réduction [1D|qui sera adoptée par la suite correspond a un filtrage angulaire basé sur
I’angle d’injection de I’énergie ;. Ce dernier impose la géométrie de la grille et les gammes
d’échelles accessibles. Dans 'espace des échelles, I'injection a lieu aux échelles telles que ¢
est maximal, c’est-a-dire dans 'angle supérieur droit de la carte R2 FIGURE 0 =10,
correspond & la diagonale représentée par une ligne noire discontinue. Appliquer cette
réduction nous donne les courbes vertes des graphiques R3 et R4 de la FIGURE[10.4] N’y
apparaissent, ni les artéfacts visibles avec R1, ni les saturations visibles sur les courbes

3. Cette échelle décrit 'ensemble des nombres réels via trois représentations : [xg; +0o[ en représen-
tation logarithmique, | — xo; x| en représentation linéaire (afin d’éviter la singularité du point 0), puis
] — 00; —x0] en représentation logarithmique (en prenant 'opposé du logarithme de la valeur absolue). zg
est choisi le plus petit possible.
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bleues ou oranges, et elles sont plus représentatives du comportement de cppgs dans
I’ensemble de 'espace des échelles que les courbes rouges. On remarquera tout de méme
que la décroissance en allant vers les petites échelles est moins accentuée que pour les
courbes rouges : les premiéres échelles de ¢ (resp. £,) différentes de 0 sont prises en
compte dans la moyenne des premiers points de €ppgs en fonction de €, (resp. ).

10.4 Synthése des méthodes et choix numériques

Code de simulation d’un plasma turbulent (Fortran) :

— Meéthode d’intégration pseudo-spectrale (voir FIGURE des équations fluides.

— Des termes d’hyperdissipation qui joueront le role de la dissipation aux petites
échelles.

— Un forgage permanent (dans l’espace de Fourier) de fréquences aléatoires proches
de la pulsation Alfvénique et maintenant ’énergie perpendiculaire (cinétique -+
magnétique) du systéme quasiment constante.

— Une géométrie périodique dépendant de I’angle d’injection de 1’énergie 6; et de la
résolution de la grille numérique.

Je n’ai pas participé a ’écriture de ce code mais je 'ai utilisé pour compléter le lot de
simulations analysé par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021

Calcul des termes des lois exactes (Python/Numpy/Scipy) :  Obtention rapide de
I’ensemble de 1’espace d’échelles accessible grace & une méthode de calcul spectrale

basée sur le lien entre corrélation et convolution et sur la périodicité des simulations.
L’algorithme est schématisé sur la FIGURE [10.3]

Visualisation des résultats (Python/Matplotlib) : représentation cylindrique
— Représentation en fonction de ¢ et £, avec des échelles de couleurs de type
chaud /froid (indiquant facilement le signe du résultat) associées aux variations
logarithmiques (fond) et linéaires (courbes de niveaux) du résultat.
— Représentation en fonction de £, . Réduction du résultat en moyennant sur
¢ pour 6 > 0;.
— Représentation en fonction de ¢. Réduction du résultat en moyennant sur
¢, pour 0 < 6;.
Avec 6 I'angle entre £ et la direction moyenne du champ magnétique e,.

J’ai implémenté les codes de post-traitement et de visualisation des termes des lois exactes.
Le code de post-traitement est disponible sur [GitHub : |github.com /paulinesimon97/2022-
07 Simu_ Exact laws : Package usefull to compute exact laws|[2023].
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Avant d’attaquer les spécificités des modeéles simulés et les lois exactes associées, il est
nécessaire de valider les méthodes numériques exposées dans le Chapitre [I0]et d’en déter-
miner les biais. Dans la section [T1.T], les résultats de la loi exacte MHD-Hall incompressible
(Inc-MHD-Hall)) seront comparés aux résultats de [FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al.
2021] . Enfin, dans la section , une méthode d’estimation de l'incertitude sur
nos résultats sera proposée. Les simulations utilisées dans ces études comparatives sont
CGL1 et CGL3 (voir détail TABLE et TABLE [9.2). Elles font partie des simulations

du modele [CGL-MHD-Hall-V P,| analysées par et elles feront I'objet du Chapitre [12]

11.1 Comparaison de résultats Inc-MHD-Hall avec pres-
sion isotrope et schémas numériques

11.1.1 Comparaison avec des résultats Inc-MHD-Hall

Afin de valider les méthodes et choix décrits dans le Chapitre [I0] nous avons calculé
avec les données de CGL1 et CGL3 les quantités comparées par [F21] :

— emuD, provenant de la loi (équation ({3.34),

— €pnau, la correction Hall incompressible (équation ((9.4))),

— EMHD—Hall = EMHD + €Hau, qui correspond au résultat de la loi [nc-MHD-Hall|

dérivée par FERRAND, GALTIER, SAHRAOUI, MEYRAND et al. [2019|

Pour CGL1, le temps sélectionné, indiqué dans la TABLE [9.1] est celui utilisée par [F21]
Ce n’est pas le cas pour CGL3, pour laquelle utilise ¢ = 357. Afin de ne pas apporter
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d’incertitude & notre comparaison en changeant les données utilisées, les résultats seront
exceptionnellement donnés pour ¢ = 357 dans cette section.

Par conséquent, aucune différence que 1’on pourra noter ne proviendra des données,
des expressions des quantités ou de leur domaine de validité. Les différences entre les
résultats résideront dans les schémas numériques utilisés. On a indiqué le noétre par la
mention « Fourier for Exact Law » et celui de par « F21 ». Nos résultats sont
présentés sur la FIGURE par des lignes pleines et sont accompagnés de ceux des
figures 3 et 5 de en pointillés.

1077 5
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FIGURE 11.1 — Mode de représentation : en fonction de ¢, normalisé par d;. Lignes
pleines : nos résultats (avec en lignes discontinues les valeurs négatives). Pointillés : ré-
sultats extraits des figures 3 et 5 de Bleu : eyygp_pay- Orange : eygp. Vert @ egan.
Haut : CGL1. Bas : CGL3 (¢t = 357).

Tout d’abord, pour chaque simulation, on retrouve les points physiques attendus :

— Pour CGL1 : une zone inertielle telle que eyrpp—pan = Evmp (resp. courbe
bleue et orange) et une augmentation de g4 (courbe verte) en allant vers les
petites échelles.

— Pour CGL3 : une croissance de cp,y, en allant vers les petites échelles, venant
dominer ey, 5p et rejoignant ey p_gay pour former un plateau (la zone inertielle
Hall). Le croisement entre €y gp et €pqy a lieu prés de £, = d; donc a la frontiére

entre les zones [MHD] et [Halll
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Ces résultats tendent a valider notre implémentation. D’autres tests, tels qu'une com-
paraison des formulations de la loi ejrpp et celle proposée par BANERJEE et
KRITSUK [2017) ou la vérification des prédictions de ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER,
HADID, DMITRUK et al. 2018, ont été entrepris afin de vérifier la cohérence et le res-

pect de la physique des lois obtenues dans la littérature. Ces résultats sont présentés dans
I’ Annexe [Bl

11.1.2 Comparaison avec des schémas numériques a travers les
résultats Inc-MHD-Hall

Les différences entre les résultats de [FEL] et [F21], visibles sur la FIGURE [11.1], sont :
— une bosse aux petites échelles pour €y;pp_man calculé avec (ex: 0y /d; <1
pour le graphique sur CGL1 de la FIGURE [11.1)),
— en allant vers les petites échelles, une décroissance moindre de €, p calculé avec
FEL| aux échelles ¢ < d;,
— en allant vers les grandes échelles, une décroissance de €y gp_gay €t €argp calculés
avec [FEL] arrivant avant celle des quantités calculées avec [F21]
Usuellement, ce qui se passe au niveau des petites échelles est attribué a la dissipation, et
ce qui se passe au niveau des plus grandes échelles au forgage. Similairement, €,,5p étant
calculé avec la loi [PP9§] la décroissance apparait en dehors de son domaine de validité,
c’est-a-dire la zone [MHD] telle que ¢ > di. Par conséquent, les différences vues n’influent
pas sur 'interprétation physique. De plus, les données post-traitées et les expressions des
quantités calculées étant identiques pour chaque simulation, les différences observées ne
peuvent étre dues qu’a une erreur de code ou aux différences présentes dans les schémas
numeériques utilisés.

Les différences entre les schémas numériques pouvant impacter ’estimation de nos
quantités qui sont de la forme V, - F sont résumées dans la TABLE [I1.1] Les notations
associées au schéma numérique de et détaillées dans FERRAND [2021] sont adaptées a
nos notations.

F21 (inspirée de TAYLOR et al. [2003) | FEL (voir le Chapitre
maillage ensemble réduit de directions vectorielles | tous les vecteurs accessibles
Ve i@gl [KL <./—'.5L>¢’£H] V, - F cartésienne
filtrage des ¢ pour 6 > 45° de la grille numérique pour 0 > 6;
() o4 avant la dérivation et pondérée apres la dérivation

TABLE 11.1 — Différences majeures entre les schémas numériques et [FELL ¢ cor-
respond & ’angle présent dans le plan perpendiculaire dans un systéme de coordonnées
cylindriques.

Tout d’abord, a propos du maillage de l’espace des échelles, I'utilisation d'un en-
semble réduit de directions vectorielles implique I'impossibilité de calculer une divergence
compléte. Il faut ou interpoler, ou approximer l'opérateur de dérivation, ou calculer les
quelques points adjacents pour chaque vecteur d’échelle voulu. La premiére solution a
tendance a apporter des erreurs numériques non négligeables si le maillage interpolé n’est
pas régulier, ce qui est le cas pour [F21] Tandis que la troisiéme solution demande du temps
de calcul supplémentaire. Finalement, la deuxiéme solution a été adoptée pour [F21] N’est
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alors calculée que la composante transverse du flux dans chaque plan perpendiculaire au
champ magnétique moyen. Ce calcul se base donc sur la symétrie des simulations, prove-
nant du champ magnétique moyen suivant e, et néglige les variations de la composante
parallele du flux le long de /.

CGL3 (t=357)

ID—T i
F21
*  EMHD Vi, AF ) gsse
—— EMHD Vi, - (Fo,
10-% T .
10-1 10"
€J_/d'f

FIGURE 11.2 — Mode de représentation : en fonction de ¢, normalisé par d;. Simu :
CGL3 (t = 357). Comparaison de eypp obtenu par [F2]] (ligne noire pointillée), [FEL
(ligne noire pleine) et 'application d’une divergence transverse sur F calculés avec @
et moyenné suivant deux angles 6 = 45° de la boite numérique et 6 = ;.

La FIGURE illustre les effets de la variation paralléle de la composante paralléle
du flux ainsi que ceux du filtrage. Le résultat (en pointillé) y est comparé a deux
estimations de la divergence transverse effectuée dans nos résultats aprés avoir moyenné
le flux dans le plan perpendiculaire et suivant les ;. On ne s’attend pas & retrouver exac-
tement le résultat de mais & s’en rapprocher. La différence entre les deux estimations
correspond au filtrage utilisé dans la moyenne de £ : celui utilisé par en bleu, et
celui que 'on utilise en orange. L’impact de 'angle de filtrage avait déja été remarqué
dans l'analyse de la FIGURE [10.4] On voit ici qu'il a pu influer sur le résultat de tout
comme il peut influer sur le nétre. On peut en déduire de cette figure que le poids des
variations paralléles, omis par [F21] semble avoir un impact sur nos résultats.

La différence entre nos estimations transverses et [[21] est située dans le nombre de
points du maillage utilise. Comme [FEL] prend en compte l'ensemble de l'espace des
échelles, il donnera pour €,,5p par exemple, un résultat impacté par toutes ses variations
spatiales omises par une moyenne sur un nombre réduit de vecteurs, malgré la compen-
sation apportée par la pondération. Cet ensemble réduit d’échelles étant choisi tel des
multiples de quelques vecteurs directionnels, il représentera d’autant moins les variations
en s’approchant des grandes échelles.

Il semble donc cohérent d’attribuer notre différence de comportement de e);yp aux

choix numériques faconnant le code de post-traitement. On peut aussi en déduire que
[FET] donne un résultat associé a la position dans I'espace plus réaliste que [F21]
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11.1.3 Effet du forgage sur la zone inertielle

La proximité du forcage induit de fortes variations dans le résultat a grande échelle.
De plus, ici, cette injection est loin d’étre stationnaire : parfois le forcage est allumé,
d’autres fois, il est éteint. Sur la FIGURE est affiché le résultat nc-MHD-Halll pour
différents temps de CGL3. On voit qu’en fonction du temps, I’échelle limite de la zone

10—35
B ,,...-"""":-:-;.oooooooo-----
10_4—5
9
U 10—}_
o =357 ~t=360 ~t=362
1 EMHD- Hall EMHD- Hall EMHD— Hall
6 $-358 t=361 . F21
10774 SMHD-Hall SMHD—Hall EMHD-Hall
1=359
] EMHD-Hall
1077+ ———— T - ——————— NN
101 10°
El/di

FIGURE 11.3 — Mode de représentation : en fonction de £, normalisé par d;. ep19 est
obtenu pour divers temps t de CGL3, chaque temps correspond a une couleur. Le résultat
extrait de la figure 5 de F21 est donné en pointillés noirs.

inertielle (telle que g9 constant) fluctue grandement. Et a t = 357 (temps utilisé¢ par
F'21]), notre résultat (courbe bleue) montre la zone inertielle la plus large obtenue avec
[FEL] Le forgage est éteint de ¢ = 357 a ¢ = 360 et la zone inertielle décroit petit a petit.
Puis, pour les temps suivant, il est rallumé et le plateau semble alors se reformer. On
observe donc, ici, 'oscillation de I'injection. Aux échelles ¢, /d; < 1, le niveau de ep1g
varie peu quel que soit le temps considéré. Cette observation concorde avec I’hypothése
de stationnarité statistique du taux de cascade dans la zone inertielle (ici [MHD-Hall).
Cette hypotheése est considérée analytiquement pour obtenir des lois du type (voir
synthése .

Le temps de simulation sélectionné impactant I'extension dans la zone de forcage de la
zone inertielle, les temps de simulations indiqués dans la TABLE([9.1|ont été sélectionnés en
prenant garde a 1’état allumé ou éteint du forcage, mais cela ne signifie pas que I'extension
de la zone inertielle se sera reformée. Une derniére différence, minime, n’a pas encore été
abordée : celle de la variation aux petites échelles de ey gp_gay- Sa signification associée
a I’hyperdissipation sera abordée dans la section [11.

11.2 Equation KHM et incertitude numérique

Afin d’estimer 'incertitude sur nos résultats, nous nous sommes lancés dans la vérifi-
cation de I'équation [KHM] du modéle simulé sous sa forme compléte et pas seulement de
la loi dont la validité est réduite a la zone inertielle. Cette estimation est permise par
le travail analytique effectué en amont et décrit dans la Partie [[I]
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11.2.1 Calcul de la loi KHM
Une loi de type peut s’écrire schématiquement (voir Chapitre (1)) :
8tR:5NL—|—5D+5F (111)

Nous avons vu que 'application des hypothéses de Kolmogorov donne la loi réduite de
type e = —eng (voir synthese . Son contenu, spécifique au modeéle implémenté,
sera détaillé dans les Chapitres [12] (CGL-MHD-Hall-V P ) et [13] (LF-MHD-Hall-V P} ).

O/R est la dérivée temporelle de la fonction de corrélation utilisée pour obtenir la loi
exacte. Dans nos études, cette fonction est R = 1 ((p' + p) (v’ - v + v/, - v4) + 2p'u + 2pu).
Pour estimer ce terme, on va utiliser les temps consécutifs relevés dans la simulation. La
dérivée temporelle sera estimée grace a des schémas de discrétisation de type « différences
finies » d’ordre 2 :

— décentrée vers la droite pour le premier temps ty : (0;R)(to) = w,
R(tn,)—R(tn, —6t)

— décentrée vers la gauche pour le dernier temps ty, : (O;R)(tn,) = 5 :
—R(t”“;tR(t"*l) avec n €]0, Ny[.

Le forcage présent dans nos simulations est un forcage de type antenne de Lange-
vin appliqué sur le champ de vitesse. Par conséquent, le taux de forcage cp s’écrira
er = 1 {(p/ +p)(¥" - f+v- f’)). Ce forcage dépend de deux composantes aléatoires qui
font partie des quantités extraites de la simulation, elles seront notées fs,, et fi,s. Elles
permettent de construire une quantité intermédiaire F' = a; fqup + (1 — a1) fins avec a; un
paramétre égal & 0.5 dans nos simulations. Les composantes de f sont alors : f, = 0,F,
fy=—0.Fet f,=0.

Enfin, le taux de dissipation € couvre I’ensemble des hyperdissipations présentes dans
le systéme. Chaque quantité est associée a une hyperdissipation du type vxA*X avec X
quantité générique et A* = (9% + 85 + ad?)*. On va décomposer ep tel que :

— centrée pour les autres temps : (O;R)(t,) =

ep =65 + D4 e (11.2)

avec :
— la contribution cinétique avec D, = vA*v et D, = v,A%p :

£ — e (Dy) + 5 (D,) = —i (¢ +p) (v -Dy+v-D)) - i (D, + D)o - v)

(11.3)
— la contribution magnétique avec D,,, = \%A‘l(\/ﬁ'v A):
m m m 1
ep =¢ep(Do,) +ep(Dy) = 1 (0 +p) (V}y - Dy, +va-Dy ) ))
1 D, D
(BB o

— la contribution d’énergie interne ionique (gyrotrope) avec D, = %A4(2pj_i + D))
et sachant que p;u; = %(QPM + D)

. . . 1 ' 1/(D, D
e = (Da) +£5(D,) = =3 <£D& + %D> "3 < (_p - _p) (0 = p“;)>

o o p
(11.5)
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— la contribution d’énergie interne électronique (isotherme) sachant que pou, = plnp:

we _ 1 p p
p =3 <D;lnp+Dplnp'+;Dp+;D;> (11.6)
et v, n, v, et v, des constantes choisies empiriquement pour chaque simulation. Elles sont
résumées dans la TABLE [0.2

11.2.2 Analyse des contributions de la loi KHM

Sur la FIGURE [11.4] ey (bleu) est comparé a un niveau de référence €,.f = —0/R +
ep +ep (violet), construit a partir de ;R (rouge), ep (vert) et ep (orange). La différence
¢ = &ref — enr, est donnée en marron. On remarque qu’elle n’est pas de l'ordre du zéro
numérique (~ 1072%) mais environ deux ordres de grandeurs en dessous du niveau de 7.
De plus, la forme des termes 9;R, ep et £ est particuliére.

10—5_

10—0_

—
c; 10—?_
()
108 4
— £NL IR
— EF Eref
10794 —— ep —— (
107 10t
,/d;
10—3,
107-1_
o
—1
0
(W]

10—5_

10—6,

€, /d;

FIGURE 11.4 — Détail de la loi pour CGL1 (haut) et CGL3 (bas). Bleu : eyp.
Orange : ep. Vert : ep. Rouge : 9;R. Violet : €.y = —0/R+ep+ep. Marron : ( = €.y —eny.
Représentation : en fonction de ¢, avec les valeurs positives en trait plein et négatives
en trait discontinu.
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Balance des termes et forgage : Tout d’abord, analysons la situation pour CGL1.
Dans le Chapitre [I], on a vu que :

5NL(£) = 5F(£) = ED(E = 0) = —¢ (11.7)

dans une zone inertielle ot 'hypothése de stationnarité statistique s’appliquerait.

On peut en effet identifier une gamme d’échelles ¢, /d; € [1;20] telle que exp soit
constant. Son niveau est alors d’environ 5 x 107%. La valeur n’est pas visible ici & cause
de I’échelle logarithmique mais ep(€ = 0) =~ 5 x 1075, Donc e (£) = ep(€ = 0) semble
retrouvé. Par contre, méme si la constanceE] de ep est vérifiée a ces échelles, son niveau
est beaucoup trop important, de I'ordre de 1.5 x 10~°. Pour retrouver le niveau 5 x 1079,
on doit lui soustraire 9,R qui est d’environ 1 x 107°. La relation (11.7]) s’écrit alors dans
nos simulations :

5NL(£) = SF(E) — 8t7€ = ED(E = 0) = —£ (118)

Analyse du terme J,R : Analytiquement, on se servait de I’hypothése de stationna-
rité statistique pour annuler 0;R, c’est-a-dire pour supposer qu’entre deux temps R ne
varie pas. Puisque 0; (Fip) = O;R(£ = 0), si R = 0 alors 9, (E;,;) = 0. Sauf que dans
nos simulations (Fy,) fluctue légérement : pour les quatre temps consécutifs utilisés pour
CGL1, (Ey), de ordre de 1.3 x 10°, augmente d’environ 6 x 10~ par pas de temps. Par
conséquent, 0;R = 0 est impossible a obtenir. C’est ce que 'on observe sur la FIGURE
pour CGL1 comme pour CGL3. Pourtant, la convergence temporelle des résultats du
calcul de loi exacte [K41] dans une certaine zone d’échelles a bel et bien été observée sur la
FIGURE[11.3] et cela nous semblait une belle preuve de la stationnarité statistique de nos
simulations. A premiére vue, ces résultats ne semblent pas compatibles. L’interprétation
de ce paradoxe reste a affiner mais le comportement du 0;R instantané tel un forcage
ne semble pas étre une spécificité de nos simulations. En effet, FERRAND, SAHRAOUI,
GALTIER et al. [2022 trouvent un comportement similaire dans des simulations de turbu-
lence non forcée, pour lesquelles I’énergie totale moyenne est en décroissance perpétuelle.
Dans notre cas, on pourrait peut-étre interpréter le comportement du terme 9;R comme
un réservoir d’énergie régulant temporellement 'injection de I’énergie dans la cascade afin
que cette derniére puisse s’effectuer au taux imposé par les processus de dissipation.

Analyse des contributions d’hyperdissipation : Un autre comportement patho-
logique est celui de ep en fonction de £. Dans la théorie analytique, ce terme est supposé
nul a toutes les échelles sauf en ¢ = 0 a cause de 'anomalie dissipative. Dans nos si-
mulations, son role est joué par les termes d’hyperdissipation, mais on s’attendrait a ce
qu’ils décroissent rapidement en allant vers les grandes échelles puisque la dérivation par
A* impose un comportement en k% dans l’espace de Fourier. Regardons ce qu’il en est
en le décomposant sur ses diverses contributions. La décomposition est présentée sur la
FIGURE [11.5 On y voit que chacune des contributions semble ou décroitre en allant vers
les grandes échelles ou rester constante. Les termes en D, (visibles seulement pour CGL3
puisque v, = 0 pour CGL1) et D, ne montrent pas de décroissance, et la tendance en
environ ¢~2 de la décroissance de €%,(D,,) et €5(D,,,) avait été remarquée par FERRAND
2021| dans le cas incompressible. La pathologie de cette pente en —2 y avait été identifiée
et associée a une saturation mathématique de la fonction de corrélation calculée entre

1. Le comportement constant du terme de forcage est démontré rigoureusement dans l’annexe
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FIGURE 11.5 — Détail du terme d’hyperdissipation, €p (noir), pour CGL1 (haut) et CGL3
(bas). Bleu : €3(D,,). Orange : e73(D,). Vert : £%(D,). Rouge : €%(D,). Violet : £5,(D,)
Marron : €%(D,). Rose : £5,(D,). Représentation : en fonction de £, avec les valeurs
positives en trait plein et négatives en trait discontinu.

deux points. Cette saturation est due a une puissance de k trop importante dans 1’espace
de Fourier et est similaire a celle relevée par CHO et LAZARIAN [2009.

Dans I’Annexe [A.2] nous proposons une démonstration mathématique de ce phéno-
méne en fonction du type de la fonction de corrélation, incrémentale ou non, et de la
tendance du spectre dans 'espace de Fourier. On y obtient dans le cas non incrémental,
pour la corrélation de deux quantités indéfinies A et B, :

2 sim €] —o0,—1]
(A(x+£) - B(x) + A(x) - B(x +£)) oc { ¢! sime]—1,1] (11.9)
1 si m €]1, +o00|

avec m, la pente du spectre unidimensionnel en représentation logarithmique tel que £=™.
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Pour une fonction de corrélation incrémentale on obtient :

1 sim €] — oo, 1]
(A(x+£) — A(x)) - (B(x +£) — B(x))) oc { £™* sim €]1,3] . (11.10)
2 si m €]3, +o00[

Si l'on analyse les différentes contributions du terme de dissipation, on se rend compte
que £5(Dy), €5(D,), €h(Dy,), €5 (D,) et €% ont une forme assez proche d’une fonction
de corrélation non incrémentale et £75(D,) tandis que €%(D,) sont plus proches d’une
fonction incrémentale.

Pour une pente de spectre autour de k® (m = —8), une fonction de corrélation non
incrémentale va saturer en £=2. On retrouve ce comportement pour £5,(D,) et €5 (D, ,).
Tandis qu’une fonction de corrélation incrémentale va saturer en ¢° (comportement re-
trouvé pour e5(D,) et £%(D,)). On retrouve aussi le comportement du terme de forgage
(fonction de corrélation non incrémentale) constant loin des échelles de for¢age, puisqu’un
Dirac a petit ¢ peut-étre vu comme une pente en m = +o0. Ces comportements plus
mathématiques que physiques sont retrouvés pour toutes les simulations.

On remarque tout de méme les fortes variations des termes décroissant en /=2, Ces
variations sont la cause de la bosse visible aux plus petites échelles pour tous les taux
eng et € calculés dans les simulations et que l'on avait remarquée dans la section [I1.1]
En effet, ep — 0;R reste constant dans cette zone alors que la bosse apparait dans ep —
0yR + ep. Cette bosse nous indique donc les échelles auxquelles I'erreur mathématique de
I’hyperdissipation impacte systématiquement ey, et ses contributions.

Ce type d’erreur mathématique pourrait aussi impacter 0; R, R étant une fonction de
corrélation en deux points.

11.2.3 Estimation de 'erreur sur le taux de cascade

Les fonctions de corrélation en deux points ne sont donc pas adaptées a I’étude de la
physique des termes d’hyperdissipation et de ceux inclus dans 0,R comme a pu le faire
remarquer CHO et LAZARIAN 2009F] Par la suite, nous nous concentrerons seulement sur
enr et ses contributions, mais nous garderons en mémoire les influences potentielles de
ces termes.

L’analyse des différentes contributions a la loi[KHM] permet ainsi d’identifier les sources
d’erreurs numériques et mathématiques menant au niveau de (. Ce dernier, de 'ordre
des fluctuations de (Fiy), refléterait la signature de la quasi-stationnarité statistique des
simulations. Aux échelles plus faibles, la saturation mathématique du calcul des fonctions
de corrélation dépendant de I'hyperdissipation ainsi que sa signaturerf] dans ey, semblent
impacter (. Ce dernier correspond donc a l'incertitude systématique de notre estimation
du taux de cascade, incertitude provenant des données initiales, de leur adéquation avec
les hypotheéses de Kolmogorov et du schéma numérique utilisé pour le calcul des termes

2. La solution proposée par CHO et LAZARIAN 2009 est d’augmenter le nombre de points servant au
calcul de la fonction de corrélation. Une telle tidche s’annonce mathématiquement complexe et lourde
dans le cadre de la théorie des lois exactes. Une autre possibilité est d’estimer précisément pour chaque
contribution la puissance m du spectre influant sur le résultat de chaque contribution au taux de dissi-
pation, puis de calculer la tendance attendue en ™~ [FERRAND 2021].

3. Les corrélations impliquées dans ep étant d’ordre 2 et celles présentes dans les termes dominant
de ey, étant d’ordre 3, le reflet dans €57, de 'erreur mathématique pourrait, a priori, ne pas compenser
exactement ’erreur sur €p.
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des lois exactes. Par la suite, les contributions qui apparaitront inférieures a ( seront alors
supposés dans la zone d’incertitude du taux de cascade total. Leur analyse devra donc
étre effectuée avec précautions.

Un autre point reste a éclaircir dans cette étude sur les lois du type KHM]: la différence
entre la loi obtenue en utilisant R et celle en utilisant une fonction incrémentale S. La
fonction S associée a R est :
1
4
On a alors la relation & = (Ei) — R. Sachant que R(€ = 0) = (Eyy), il est facile de
passer de ’expression alaloi:

S =—En.+Ep+EF (11.12)

S =—(0(pv) - 0v + 0(pva) - v + 2dpdu) (11.11)

avec SNL = 5NL<£: O) — ENL, gD = 5D(£ = 0) —E&D et (SF :EF(EZ O) — EF.
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FIGURE 11.6 — Détail de la loi pour CGL1 (haut) et CGL3 (bas). Bleu : Eyy.
Orange : Ep. Vert : Ep. Rouge : 0,S. Violet : &.p = —0,S + Ep + Ep. Marron : Z =
Eref — Enr- Représentation : en fonction de £, avec les valeurs positives en ligne pleine
et négatives en ligne dicontinue.
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On notera que I'équation d’énergie totale s’écrit sous la forme 0;FE;,; + V - Fiop = S
avec S les termes sources (dissipation et forgage), et Fyo le total de flux. De plus, puisque
(V . Ftot> = Vg : <Ftot> = — <V/ : Ftot> = 0, alors (.C:NL = —ENL-

En appliquant cette transformation sur le détail de la loi (FIGURE , on
obtient les résultats de la FIGURE [11.6] On y remarque que le comportement des termes
de forcage (orange) et de dissipation (vert) se sont inversés. £ augmente en allant des
petites vers les grandes échelles, avec une pente de facteur 2, et £p reste constant avant
de changer de signe vers les grandes échelles. Ces comportements sont cohérents avec ceux
démontrés dans les Annexes et (voir équations et (11.10))). Par contre, la
différence Z = &,.f —Enp = (—0:S+Ep+Er) —Eny est supérieure a . L'utilisation d’une
fonction de corrélation incrémentale dans une étude de données de simulations semble
donc amplifier I'erreur numérique et mathématique associée aux termes temporels, de
dissipation et de for¢age en y ajoutant l'erreur sur I'équation de (Fyy).

11.3 Synthése des tests de validation et sources d’er-
reurs

Ces études sont illustrées par les résultats obtenus pour les simulations CGL1 et CGL3.

Comparaison Inc-MHD-Hall avec les résultats de FERRAND 2021 :
— le comportement des lois [nc-MHD-Hall| est retrouvé,
— effets de nos choix de schéma numérique.

Effet du forcage sur la zone inertielle visualisée avec Inc-MHD-Hall :
— visualisation des oscillations induites par l'injection d’energie dans le taux de cas-
cade : extension/réduction de la zone inertielle sur environ une demi décade,
— visualisation de I'impact de la stationnarité statistique : amortissement des oscil-
lations et convergence de la zone inertielle.

Analyse de la loi KHM :
— paradoxe sur I’hypothése de stationnarité statistique dans les simulations,
— saturation mathématique apportée par ’hyperdissipation,
— incertitude provenant de I'utilisation de fonctions incrémentales,
— estimation de I'erreur numérique et mathématique sur la loi exacte totale associée
au modele simulé, noté (.

Ces études valident le schéma numeérique et son implémentation, et ques-
tionnent les comportements non-physiques pouvant impacter les résultats.

Les Annexes [A] et [B] contiennent des études complémentaires pour ce chapitre.
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Dans ce chapitre, nous attaquons le coceur de I’étude numérique dont I'objectif est de
répondre a la question : quel est I'impact de la correction dépendant de I’anisotropie de
pression sur le taux de cascade? Les résultats montrés ici sont récents, préliminaires et
leur interprétation est encore en cours de discussion.

12.1 Le modéle CGL simulé

Dans un premier lot de simulations, les ions sont décrits avec la fermeture [CGL] et
les électrons avec une fermeture isotherme qui correspond a notre fermeture isotherme-
isentrope. La contribution des flux de chaleur est supposée nulle. La pression électronique
est définie telle que p, = p. Le modeéle général [CGL-MHD-Hall-VP] simulé dans le code
versatile est donné dans la section 9.2, Regardons a quoi il ressemble si 'on y injecte les
fermetures et que 'on y applique la normalisation indiquée dans la section [10.1] et utilisée
dans I'implémentation des équations. Les équations de ce modéle sont ainsi :

Oop+V-(pv) = 0, (12.1)
8tv—|—'v~V'v—1j><B+1V~? = 0, (12.2)
p p
1
OB —V x (vxB)+d;V x (;] X B) = 0, (12.3)
8tpu- + V- (pJ_Z-'U) -+ pMV U — plibb Vv = O, (12.4)
@pni +V. (sz"U) +2pbb: Vv = 0, (12.5)
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en notant P = % (E—i— pT) avec P, = p ;I + (pHi —pli) bb le tenseur gyrotrope de
pression ionique, b = |—g| la direction du champ magnétique et '%0 une constante provenant
de la normalisation des équations.

L’hypothése isotherme vient annuler la contribution VP, présente dans 1’équation

d’induction (9.37)) puisque :
1 1
V x (;V(pe)) =V x <5Vp) =V x V(lnp) =0.

On s’attend donc a ce que la contribution de VP, permettant de compenser l'effet de
ce terme dans l’équation d’énergie totale s’annule aussi. L’énergie interne étant pu =
’%0 (pﬂ- + %p”i + pln p), son équation peut en effet s’écrire :

O (pu) +V - (puv) + P: Vv = 0. (12.6)

On reconnait dans ces équations le modéle ayant donné la loi exacte ainsi que le
terme de dans I’équation qui indique qu’il faut prendre en compte la correction
donnée par . Le taux de transfert non linéaire €y obtenu, qui est aussi valable
en dehors de la zone inertielle, sera noté e.,. On le comparera a e;5, calculé avec la
partie isotrope du tenseur de pressionﬂ On s’attend, pour ces quantités, & observer une
zone inertielle élargie de la zone [MHD] & la zone [Halll La différence e = ecqi — €iso
correspond a la contribution de 'anisotropie de pression donnée par 1’équation .
Elle sera décomposée en quatre termes :

— un terme flux : Vg - F4 = }lve . <5p5 (%) -6v>,

— le terme source survivant dans la limite incompressible :

_1 ﬁ . !0 /
SA1—2<§<p).(va pV'v)>,

— le terme source compressible dépendant explicitement des fluctuations de pression :
1 I V' \%
oo (B)- (57 w2
4 p p p
— le terme source dépendant explicitement des fluctuations de densité :
1 m\ vy I\ v
Sus=—{op(v (_) LA LA IRTARY
4 p p p p

avec IT = % (p”i — pﬂ) (bb —
par les ions.

%T). Cette contribution anisotrope est entiérement portée

1. Le comportement de &;5, est connu, il a été étudié par ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER, HADID,
DMITRUK et al. 2018| dans le cas isotherme. Comme nous utilisons une nouvelle formulation de la loi
exacte, une vérification des prédictions est détaillée dans 1’Annexe
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12.2 Etude de la loi CGL-MHD-Hall-VP, dans les si-
mulations CGL1, CGL2, CGL3

Tout d’abord, nous avons entrepris ’analyse des simulations CGL1, CGL2 et CGL3. Ce
sont les simulations[CGL-MHD-Hall-V P,| analysées dans ’article de FERRAND, SAHRAOUI,
LAVEDER et al. [2021], leurs parameétres sont résumés dans la TABLE et la TABLE [9.2]
Ces trois simulations sont initialisées telles que a,; = 1.

12.2.1 Loi globale et contribution de anisotropie de pression

La FIGURE (CGL1 et CGL2) et la FIGURE (CGL3) contiennent des trip-
tyques associés a chaque simulation et permettant de comparer les taux de cascade g,
et €. La différence des deux e est représentée en en fonction de £, et £, et est
projetée dans les représentations sous la forme de courbe verte. Sur les représentations
, sont ajoutés .4 en bleu, €5, en orange et le niveau d’incertitude ¢ en gris qui reste
assez ¢éloigné des autres quantités.

A partir de ces figures, on peut définir une zone inertielle ou Ecgl SETa quasi-constant
pour chaque simulation. Pour CGL1, elle s’é¢tend entre ¢, € [1;20] et ¢ € [10;60], pour
CGL2 entre £, € [1;6] et £ € [2;40], et pour CGL3 entre ¢, € [0.1;1] et ¢ € [0.2;2].
Les variations que 1’'on pourra observer en dehors de ces domaines seront sous influence
dissipative ou dans la zone de forgage. On remarque que la zone inertielle de CGL1 et
CGL2 couvrent les échelles MHD)] et celle de CGL3, les échelles [Halll Dans ces zones, la
contribution de g au taux de cascade totale est en valeurs absolues d’environ 10% de
eiso pour CGL1 et CGL3, et entre 2 % et 20 % pour CGL2 (on prendra la valeur médiane :
10 %). Ce niveau reste donc constant.

Cependant, une différence de taille apparait autour des grandes échelles de CGL3
(FIGURE [12.2) : ey augmente autour de 10 fois la valeur de &;5,. En pratique, on ne
regarde pas ce qu’il se passe a ces échelles car elles sont impactées par I'injection d’énergie
dans la cascade qui a tendance a faire fortement fluctuer les résultats provenant des lois
calculées jusqu’a présents dans la littérature. Donc a priori, cette augmentation n’aurait
pas un sens physique généralisable et serait plus spécifique & 'outil numérique. Pourtant,
contrairement a l'impact du forgcage observé dans la section il n’est pas oscillant et
il provient spécifiquement de la contribution anisotrope. On s’est alors posé la question
de son origine et de sa nature.

Une autre différence est visible. Sur la représentation de CGL3 (FIGURE [12.2)),
la contribution anisotrope est positive quasiment partout a l’exception d’une « bulle »
accrochée a la direction paralléle. Tandis que pour CLG1 et CGL2 (FIGURE [12.])), un
changement de signe de e dans la zone inertielle (¢ > d;) semble indiquer une
échelle caractéristique. Aux plus petites échelles, il est positif et puis devient négatif.
L’emplacement de ce changement de signe est situé¢ autour de ¢ ~ 2d; dans la direction
perpendiculaire. Dans la direction paralléle, le changement de signe a lieu en fﬁ ~ 20d;
pour CGL1, Kﬁ ~ 80d; pour CGL2. Trois éléments pourraient potentiellement expliquer ces
observations. Tout d’abord, en présence d’'un champ magnétique, le développement de la
cascade est anisotrope comme on peut facilement le visualiser sur les cartes de MANZINI,
SAHRAOUI, CALIFANO et FERRAND [2022. Cela pourrait venir expliquer l'observation
< Eﬁ. Ensuite, ’angle d’injection 6; étant inférieur & 45°, I’énergie n’est pas injectée
isotropiquement dans la simulation. Il différe d’ailleurs entre CGL1 (7°) et CGL2-CGL3
(15°). Si le premier élément est validé, cela pourrait impliquer que I'angle d’injection
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FIGURE 12.1 — Simu : CGL1 et CGL2. Représentation en fonction de £, et ¢ de
Ecgl — Eiso PAr rapport & |e;s| en %, entourée des représentations en fonction de ¢
(bas) et ¢ (gauche) de €5, (orange), e.q (bleu), ey (vert) et ¢ (gris).
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FIGURE 12.2 — Simu : CGL3. Représentation en fonction de £ et £ de ecy — €40
par rapport a |g;,| en %, entourée des représentations en fonction de ¢, (bas) et /|
(gauche) de g5, (orange), e, (bleu), ey (vert) et ¢ (gris).

pourrait venir contrer ou amplifier ’anisotropie de ef. Enfin, entre CGL2 et CGL3, la
gamme d’échelles différe ainsi que le niveau énergétique (Es,y), plus important pour CGL3.

Le comportement dans la direction paralléle semblant plus complexe que celui de la
direction perpendiculaire, on s’est focalisé sur la compréhension de cette derniére. Puisque
le changement de signe a lieu prés de la zone [Hall, on s’est demandé si le comportement
de CGL2 et celui de CGL3 ne se complétaient pas : 'augmentation présente dans CGL3
serait-elle le début d’une bosse qui ensuite se répercuterait aux échelles MHD] ou sa dimi-
nution irait jusqu’a engendrer un croisement de €.y et €5, et un changement de signe de
erp 7 Ce point est intéressant, car une telle bosse pourrait étre la signature d’instabilités
qui viendraient injecter de I’énergie aux échelles ioniques. Cette premiére question est mise
en doute par le comportement de CGL1 et CGL2 : une augmentation similaire semble
apparaitre dans e mais avec un signe opposé et une intensité moindre n’influant que
trés peu sur €.4. Si c’est bien le méme effet que pour CGL3, il serait alors accroché aux
échelles de forcage. Plus de questions que de réponses émergent donc de ces simulations,
elles ont emmené 'analyse dans diverses directions nécessitant de nouvelles simulations :

— le niveau de la zone inertielle changera-t-il si l'on initialise la simulation avec une

pression anisotropique (ayr # 1) 7
— laugmentation & grande échelle est-elle accrochée aux échelles de forgage ?
— le changement de signe de eg est-il lié a la proximité de la frontiére entre les zones
et Halll?

— ces différences sont-elles des signatures de phénomeéne physique ? Sont-elles liées ?
Avant de se lancer dans de nouvelles simulations, d’autres élements peuvent étre étudiés.
Ils font 'objet des sections suivantes.
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12.2.2 Détail de la contribution de I’anisotropie de pression
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FIGURE 12.3 — Simu : CGL1 (haut), CGL2 (milieu) et CGL3 (bas). Représentationen
fonction de ¢, du détail de e (bleu). Orange : V- Fa. Vert : Sq1. Rouge : Sao. Violet :
Sas. Gris : niveau d’erreur (. Les termes présents dans la zone grise délimitée par ¢ sont
supposés négligeables.
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Sur la FIGURE[12.3] est indiqué le détail de eg (bleu). On remarque que sont compor-
tement est dominé par Su; tandis que V- F4 et Sqo fluctuent autour de (. Ils peuvent
légérement influencer e lorsque Sy s’affaiblit pour changer de signe, comme on peut le
voir sur les résultats de CGL1 et CGL2. Sx3 est, quant-a-lui, généralement négligeable.
La contribution de ’anisotropie de pression et son comportement est donc principalement
portée par le terme source qui survit dans la limite incompressible. Cela concorde avec
la quasi-incompressibilité des simulations : 'écart-type de la densité est entre 2 % (CGL1
et CGL2) et 8% (CGL3) de la moyenne. Sa; et eg doivent donc se comporter en accord
avec la limite quasi-incompressible (8.3) obtenue dans le Chapitre [§]:

exp =~ Sa1 % <5 ((pi — D) (bb - %T)) ) (W)> (12.7)

Comprendre le comportement de ce terme est complexe puisqu’il dépend des fluctuations
de la direction du champ magnétique b pondérées par l’anisotropie de la pression et
distribuées sur les variations du gradient de la vitesse. pj; — p1; portant I'influence de
I'anisotropie de pression de ce terme sur la loi exacte et pouvant s’écrire 1 — a,;, on s’est
intéressé au comportement statistique de a,;. On remarque que seule la direction du champ
magnétique influe sur ce terme et non son amplitude.

Ces résultats sont retrouvés dans les simulations qui seront étudiées par la suite (voir

Annexe |C]).

12.2.3 Comportement statistique des pressions

La TABLE résume la statistique (moyenne =+ écart-type) des valeurs de la densité,
de I'anisotropie de pression ionique a, = ’;ﬁ;, et du parametre () = ﬁﬂ; pour chaque
simulation. Sur la figure FIGURE @, est tracée la dispersion en fonction de a,; et g, des
simulations. Ces histogrammes 2D] prennent la forme de trois courbes de niveau formant
des ovales concentriques. Le plus large contient tous les couples {f; a,;} existant dans la
simulation, 'intermédiaire et le plus petit sont associés a des pourcentages du maximum
de T'histogramme : 50 % et 99 %. Sur cette figure, les critéres des instabilités miroir et
firehose ainsi que I’horizontale a,; = 1 sont aussi affichés. Le critére firchose est le critére
calculé dans le chapitre [7] sa position sera affectée par U'effet [Halll Le critére miroir prend
en compte la présence de la pression électronique isotherme p. = p et est paramétrisé par
Péquation ([9.45)). Les simulations que l'on étudie ici sont données en gris (CGL1), bleu
(CGL2) et orange (CGL3) et correspondent aux premiére, deuxiéme et quatriéme lignes
du tableau.

Name p Api B

CGL1 |14+0.02| 1.1+£0.1 | 0.9+0.1
CGL2 | 14+0.02] 1.1£0.1 | 0.94+0.1
CGL3B | 1£0.04 | 1.3+0.3 | 0.8+0.2
CGL3 [ 1£0.08 | 22+0.5 | 0.6+0.3
CGL5 [ 14+0.02| 21+£0.1 | 0.6+0.1
CGL6 | 14+0.02|397+0.5|1.01+0.2

TABLE 12.1 — Moyenne et écart-type de la densité, du taux d’anisotropie ionique a,; = Zﬁ?

et du parameétre 3 = ? pour chaque simulation, a la date ¢.
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CGL1 CGL6
— (CGL2 ——- critére firehose
T~ — CGL3B ——— - critére miroir |
CGL3 ——— ap=1

niveaux : [1pts,50%max,90%max]
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FIGURE 12.4 — Diagramme a,; — 3 contenant I’histogramme des simulations sous la
forme de courbes de niveau centrées sur le couple moyen. Le critére miroir est paramétrisé
par 1’équation qui prend en compte les électrons isothermes. Le critére firehose est
le critére [CGI] calculé dans le Chapitre [7]

On remarque que les trois simulations se sont écartées de leurs valeurs d’initialisation,
apir = 1 et By = 1. S41 ne dépendant pas de p,,, on ne s’est pas attardé sur 8 = 1.
Les distributions de CGL1 et de CGL2 sont quasiment identiques et trés proches des
valeurs initiales. CGL3 s’est quant-a-elle bien décalée et montre une moyenne a,;p ~ 2, sa
distribution est aussi beaucoup plus large avec quelques points proches du critére miroir.
L’augmentation de la pression a lieu dés les premiers temps de la simulation puis reste
stable. La raison d'un tel comportement est encore sujette a question : notre conjecture
est qu’il est dii a l'énergie présente dans CGL3. Cette derniére est en effet forcée avec
des ondes plus intenses et telle que ’énergie dans le systéme soit trois fois supérieure a
celle dans CGL1 ou CGL2 (voir resp. Ay et Eg,,). Entre les points proches du critére
miroir et 'augmentation de la moyenne et de ’écart-type de a,;, beaucoup d’éléments
pourraient étre a l'origine de la différence de comportement de la contribution anisotrope.
Ces résultats motivent d’autant plus 'obtention de nouvelles simulations.

12.3 De nouvelles simulations

Trois nouvelles simulations ont été utilisées : CGL3B, CGL5 et CGL6. CGL5 et CGL6
ont été congues et lancées pour répondre & certaines de nos questions. Comme indiqué dans
le Chapitre [I0] obtenir des résultats de simulation valables pour une étude de turbulence
prend du temps, c’est-a-dire plusieurs mois en comptant l'ajustement des parameétres
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d’hyperdissipation et, sachant qu’a chaque augmentation de la résolution, le temps de
calcul était au moins multiplié par huit. Ainsi, d’'une semaine de calcul pour faire converger
le spectre associé a une résolution 258%x 512, on passe a un ou deux mois pour 5122 x 1024.
Par conséquent, les résultats présentés ici sont récents et leur interprétation est encore en
cours.

12.3.1 Moins d’énergie que CGL3 : CGL3B
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FIGURE 12.5 — Simu : CGL3B. Représentation en fonction de £; et £ de ey — €iso
par rapport a |e;5| en %, entourée des représentations en fonction de ¢, (bas) et EII
(gauche) de g5, (orange), e, (bleu), ey (vert) et ¢ (gris).

Tout d’abord, CGL3B est une version moins énergétique de CGL3. La gamme d’échelle
est donc la méme, seul le forcage et par conséquent la dissipation sont affaiblis. Cette
simulation est, elle aussi, initialisée telle que a,;; = 1. Sur le diagramme de la FIGURE
elle est indiquée en vert : sa moyenne, a,;p ~ 1.5, est entre celle de CGL2 et CGL3,
et sa distribution inclue celle de CGL2 mais est moins étalée que celle de CGL3. On
s’attend donc a voir les différences les plus importantes entre les résultats de I’étude des
lois exactes de CGL2 et de CGL3 s’atténuer si a,; a de 'importance dans I'expression de
la correction anisotrope. Le triptyque fait 'objet de la FIGURE [12.5

A premiére vue, en regardant la représentation , on sait que ’on a un comportement
similaire a CGL2. Le croisement entre e.4 et €;5, di au changement de signe de e est
toujours présent dans la zone [MHD] Comme pour CGL3, cette zone est aussi la zone
de forcage. Dans cette zone, on remarque une augmentation de la contribution venant
dominer g;4,. Si ces deux éléments ne sont pas des artefacts dus a l'oscillation du forgage,
cela signifie que, contrairement & CGL3 et similairement & CGL1 et CGL2, le changement
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de signe a lieu avant 'augmentation, et cela tend a indiquer que I'augmentation présente
dans CGL3 est intrinséque a la zone de forgage.

La zone inertielle est située entre £, € [0.1;2] et ¢ € [0.2;4]. Cette fois-ci, e contribue
a 30% de €;5. On a donc un facteur 3 par rapport aux 10% relevés pour les autres
simulations. Ce résultat, significatif, indique que ’anisotropie de pression semble affecter
la zone inertielle mais interpelle aussi car, pour une simulation que tout semble placer entre
CGL2 et CGL3, I'effet de I'anisotropie de pression sur la zone inertielle en est éloigné. La
source d’'un tel comportement est encore en cours de discussion.

12.3.2 Une gamme d’échelle intermédiaire : CGL5
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FIGURE 12.6 — Simu : CGL5. Représentation en fonction de £, et { de e.q — €is0
par rapport a |e;5| en %, entourée des représentations en fonction de ¢, (bas) et 2”
(gauche) de €5, (orange), e, (bleu), ey (vert) et ¢ (gris).

La gamme d’échelles accessible via CGL5 est située entre celles de CGL2 et celles de
CGL3 afin de couvrir la transition entre la zone [MHD] et la zone [Hall tout en gardant
éloignées les échelles impactées par 'injection d’énergie. L’écart-type de sa distribution
est aussi de 'ordre de celui de CGL2, tout comme son étalement dans le diagramme
de la FIGURE [12.4] mais sa position centrale y est plus proche de celle de CGL3. Le
comportement observé pourrait donc étre en faveur de la conjecture d’un impact de la
moyenne de a, ou de celle d'un impact des fluctuations sur la contribution du taux de
cascade dépendant de I'anisotropie de pression.

Sur le triptyque obtenu pour CGL5 (FIGURE |12.6]), on observe un comportement
similaire a celui de CGL3. Dans la zone inertielle (¢, € [0.3;5][)), la contribution de ef

2. La taille de la zone inertielle perpendiculaire dans la représentationde la FIGURE est réduite
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est de 'ordre de 10% de &;5,. Ces résultats confirment que le comportement de CGL3
n’est pas un cas particulier et se placent en faveur de la moyenne de a,; plutét que de ses
fluctuations. De plus, 'augmentation a grande échelle visible pour CGL3 s’est déportée
avec le forgage, confirmant qu’elle est intrinséque a la zone d’injection de I’énergie dans
la cascade.

12.3.3 Une initialisation anisotrope a,;; =4 : CGL6
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FIGURE 12.7 — Simu : CGL6. Représentation en fonction de ¢, et £ de .9 — €iso
par rapport a |g;5| en %, entourée des représentations en fonction de £, (bas) et ¢
(gauche) de €5, (orange), e, (bleu), ey (vert) et ¢ (gris).

La derniére simulation lancée est CGL6. Elle est basée sur CGLH mais initialisée avec
une pression anisotrope : a,;; = 4. Le but de cette simulation est double :

— vérifier si I'un des comportements observés précédemment pour notre correction se

maintient lorsque la simulation est initialisée anisotropiquement,

— se rapprocher du critére miroir.

Des valeurs de a,;; plus importantes ont été testées, mais seule la simulation avec a,;; = 4
a pu étre numériquement stabilisée.

Comme on peut le voir sur la TABLE [12.1] et sur la FIGURE [12.4] (violet), cette simu-
lation se maintient au niveau de a,;;. En fait, c’est la seule simulation montrant un a
aussi proche de sa condition initiale, I’écart n’étant que de 3 %. Pour ce qui est du but de
se rapprocher du critére miroir, le diagramme nous indique que quelques points de CGL6
sont situés au-dessus du critére miroir. Le développement d’instabilité miroir semble donc
permis dans cette simulation.

a cause de la « bulle » négative paralléle et du filtrage angulaire. La valeur maximale est donc estimée a
partir de la représentation 2D].
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Sur la FIGURE , eqr est entiérement positif. Son niveau est de 'ordre de 70 % de
€iso aux échelles inertielles, c’est-a~dire pour ¢, € [0.3;1]. Il a donc bien augmenté par
comparaison avec les 10 % et 30 % précédents. Par comparaison avec CGL5, la gamme
d’échelles inertielles est réduite par 'augmentation de e qui est plus étalée.

12.4 Synthése de I’étude préliminaire des simulations
CGL-MHD-Hall-V P.

Les résultats présentés dans ce chapitre nous permettent de valider numéri-
quement ’apport de la correction dépendant de ’anisotropie de pression dans
le cas quasi-incompressible. Ils nous confirment aussi que, dans un cadre quasi-
incompressible, le terme dominant est celui qui vient former la correction de
dans la limite incompressible gyrotrope (Chapitre [8]). Cela implique que
la premiére correction devant étre appliquée dans un plasma quasi-incompressible tel que
le vent solaire n’est peut-étre pas la compression mais plutot ’anisotropie de pression.
Cette étude numérique n’est cependant qu’a un stade préliminaire. En effet, nous n’avons
pas encore convergé sur l'interprétation d’un certain nombre d’éléments et, comme nous
venons de le voir, elle souléve un nombre important de questions.

On propose une synthése a travers la FIGURE [12.8] Sur le graphique (A) sont repris
les histogrammes de a,;, (CGL1 y est confondu avec CGL2). Les simulations sont ordon-
nées par couleur et comportement : les simulations présentant un changement de signe
sont en gris (CGL1), bleu (CGL2) et vert (CGL3B). Celles montrant un signe quasiment
isotrope a l'exception d’une « bulle » dans la direction paralléle sont en jaune (CGL3)
et rouge (CGL5). La derniére simulation, initialisée avec a,;; = 4, montrant une contri-
bution anisotrope entiérement positive, est donnée en violet (CGL6). Deux paramétres
liés & la distribution de a,; ont été abordés : la moyenne a,; (graphique (B) et (C)) et
'écart-type std(a,;) (graphique (D) et (E)). En fonction de ay, les simulations se com-
portant similairement restent groupées, contrairement a std(a,;). ayo semble donc étre
un meilleur parameétre que std(a,;). Sur le graphique (B), sont placées les estimations de
la contribution anisotrope au taux de cascade dans la zone inertielle. On y observe que
CGL3B et CGL6 s’écartent du résultat des autres simulations. Ce résultat est inattendu
pour CGL3B (ou CGL3 et CGL5). Si ayo est bien le paramétre important dans I'impact
des anisotropies de pression sur la cascade et que CGL3B est bien valable et n’est pas
une exception, alors il pourrait exister un processus qui viendrait inverser, pour quelques
apio, la tendance croissante de la contribution anisotrope dans la zone inertielle. Pour ce
qui est du rapport entre le taux de transfert non linéaire estimé dans la zone de forcage
et le taux de cascade inertielle (graphique (D)), il semble globalement croitre en fonction
de ayip. Il serait intéressant d’y évaluer plus précisément I'impact de 'injection d’énergie
afin de vérifier si un autre processus intervient.

Ces graphiques, contenant un nombre limité de points lié au nombre de simulations
a disposition, ne sont, bien évidemment, que des outils de spéculation, synthétisant cette
étude préliminaire et permettant de dégager des tendances pour lesquelles ’analyse pourra
étre approfondie.
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FIGURE 12.8 — Résumé de I'étude préliminaire sur l'effet de l'anisotropie de pression
sur le taux de transfert non linéaire en fonction de a,; (premiére colonne) et de std(a,)
(deuxiéme colonne). Chaque simulation est associée a une couleur (méme association
que pour la FIGURE [12.4)). (A) : histogramme de a,, CGL1 y est confondu avec CGL2.

(B) et (C) :

apport de la contribution de la pression anisotrope. (D) et (E) :

impact de

I’augmentation dans la zone de forcage de la contribution anisotrope sur le niveau du taux

de transfert total mesuré dans la zone inertielle.
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PARTIE Ill : CHAPITRE 13—I

VERS L’ETUDE DES SIMULATIONS LANDAU-FLUIDES
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FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. [2021 ont aussi utilisé des simulations du mo-
deéle[LF-MHD-Hall-V P.| prenant en compte un flux de chaleur g gyrotrope obtenu grace a
une fermeture Landau-fluide présente dans le code versatile présenté dans la section [10.1]
Il s’est avéré que ces simulations prennent aussi en compte un tenseur de pression électro-
nique de type gyrotrope. La fermeture Landau-fluide corrigeant les critéres d’instabilité
tel que le critére miroir afin de refléter le comportement linéaire cinétique, elle pourrait
par la suite nous aider a étendre nos interprétations vers les processus cinétiques.

Dans ce chapitre, nous décrivons les spécificités du modeéle implémenté et la loi exacte
compléte associée. Une premiére application préliminaire sur deux simulations semble
montrer des résultats paradoxaux qui nécessiteront une étude plus fine avant d’en extraire
un début d’interprétation.

13.1 Modéle simulé et loi exacte

Dans ce deuxiéme lot de simulations, les ions et les électrons sont décrits avec un ten-
seur de pression gyrotrope. La fermeture utilisée est une fermeture Landau-fluide. Cette
fermeture nous rapproche du comportement cinétique en prenant en compte ’amortisse-
ment Landau linéaire (phénomeéne cinétique) dans le modéle fluide. Cette correction étant
basée sur la relation de dispersion cinétique, les critéres d’instabilité seront aussi corrigés
pour correspondre aux critéres cinétiques. La gyrotropie des électrons impactera d’ailleurs
le critére miroir. Les flux de chaleur ioniques et électroniques sont aussi supposés gyro-
tropes.

Les premiéres équations normalisées du modéle simulé sont, en y faisant apparaitre
indépendamment les tenseurs des pressions ionique et électronique, :

Op+V-(pv) = 0, (13.1)
1 1o = —
8t’U—I—U-V’v—;j><B+;V'(H+Pe) = 0, (13.2)
1 1
B —V x (v x B)+d;V x <;j X B) = d;V x (;V(pe)) ,  (13.3)
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OprLi+ V- (pLv)+puV-v—prbb: Vv = —% (Te(V-q) —bb: V- q;),
(13.4)
Oy + V- (pjiv) +2pbb: Vo = —bb:V -, (13.5)

Opre+ V- (preve) +preV - ve — prebb: Vo, = —% (Tr(V-qe) —bb:V-qc),
(13.6)
Opje + V - (pjeve) + 2pjebb : Vo, = —bb:V -q, (13.7)

avec P; o = % (p li,j + (p”i,e —p J_i,e) bb) les tenseurs gyrotropes des pressions ionique (i)
et électronique (e), b = % la direction du champ magnétique, % la constante provenant
de la normalisation des équations, et v, = v — di% la vitesse électronique. La fermeture

est appliquée au niveau du quatrieme moment présent dans les équations de gq; et qe.
L’hypothése de gyrotropie appliquée aux tenseurs de flux de chaleur implique (avec s =
i,e) :

bb:V.-q;, ~ V- (qsb) —2q1V - b,
1 — —
5 (Tr(V ‘qs) —bb:V- qs) ~ V- (qusb) +q.sV - b.
L’équation d’énergie interne peut étre construite a partir des équations des pressions
(13.5), (13.4), (13.7), (13.6) et de la relation ve = v — d;. Ainsi, on obtient :

PiP)ve - Yv. (n@E)i)iar v (?
O (pu) + V- (pw+q)+ (P, + P.) : V 5V (T (Pe)p)+dZPe.v(p)
(13.8)

sachant que pu = 3 (p1i + 5Py + Pie + 3pje) et avee ¢ = B (qus + 5ayi + que + 54)e) .
La loi exacte valable pour ce modéle a pour base a laquelle on doit ajouter
la correction ([©-3), 1a correction dépendant de la pression électronique et la
correction dépendant des flux de chaleur . Nous I’avons appliquée a deux simulations,
LF2 et LF3, pour vérifier s’il était possible de retrouver les conclusions de FERRAND,
SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021 a travers les termes dépendant des flux de chaleurs.

13.2 Etude préliminaire des simulations

Les paramétres initiaux associés & chaque simulation sont donnés dans la TABLE
et la TABLE[0.2] Dans la TABLE[13.1] sont repris quelques informations statistiques. Simi-
lairement aux simulations [CGL-MHD-Hall-V P, , les fluctuations de densité sont faibles.
Ces simulations sont donc aussi quasi-incompressibles.

Les taux d’anisotropie initialisés a 1 sont restés proches de 1 et sont moins étalées que
ceux des simulations CGL2 et CGL3, méme si LF3 montre un étalement plus important
que LF2 similairement & CGL3 par rapport & CGL2. Plus d’un tiers de ses points sont
situés du coté instable du critére miroir. Deux critéres miroirs sont donnés. Le premier
en cyan correspond au critére cinétique obtenu en corrigeant le facteur 6 du critére [CGL)
[KULSRUD (1983, FERRIERE et ANDRE 2002, HUNANA et al. [2019|. Le second, en bleu,

1. Pour plus d’informations, se référer aux premiéres parties de PASSOT et SULEM 2007,
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Name | p |  au | B | @ | B
LF2 | 14+0.01 | 1.05+0.03 | 0.97+0.04 | 1.01 £0.006 | 0.98 + 0.05
LF3 | 14+0.08 1524031 |084+0.30| 096+0.04 | 1.10+0.42
TABLE 13.1 — Moyenne et écart-type de la densité, des taux d’anisotropie ionique a,; = Z; i
et électronique a,. = PT et des parametres [); = %: et Bl = Z ﬂn pour chaque simulation,
a la date t.
101 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
] niveaux : [1pts,50%max,90%max] -
i — LF2 - critére firehose I
_ LF3 critéere miroir cinétique L
1 api =1 ———  critére miroir avec électrons
& 4 '\,\.\ = L
S S~
100 4 == T o, +.jlj_:':":"::":-:-:-:-_
. ./-/.
7
_ Y L
4
T T T T T T T T I T /I T T
107! 10°

FIGURE 13.1 - Diagramme a,; — 3); contenant ’histogramme des simulations LF2 et
LF3 sous la forme de courbes de niveau centrées sur le couple moyen. Les lignes disconti-
nues correspondent aux critéres d’'instabilité. Rouge : le critére firehose [CGL] calculé dans
le chapitre [7] et valable dans les modéles cinétique [HUNANA et al. [2019]. Il ne prend pas
en compte leffet . Cyan : critére miroir cinétique (sans prise en compte de la pression
électronique) [HUNANA et al. [2019|. Bleu : critére miroir proposé par KUZNETSOV et al.
2012, prenant en compte les électrons gyrotropes et calculé avec a,. = 1 et B = 1.

est aussi un critére miroir cinétique mais prenant en compte ’anisotropie de pression
électronique. Ce critére est dérivé par KUZNETSOV et al. 2012 Il est ici représenté en
considérant a,. = 1 et 3. = 1.

Les simulations [LF] pourraient donc permettre une étude fine de 'impact des instabili-
tés cinétiques sur la cascade turbulente. En premiére application de la loi exacte étendue,
nous avons d’abord cherché a retrouver les résultats de FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER
et al. 2021
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13.3 Premiéres applications de la loi exacte LF-MHD-
Hall-V P.

Pour les simulations LF2 et LF3, 'extraction d’échantillons de temps consécutifs n’a
pas encore été effectuée. On ne fera donc pas apparaitre le niveau ¢ dans les résultats
préliminaires qui suivent.

13.3.1 Effet du flux de chaleur

L’une des questions que nous nous sommes posées est : retrouve-t-on la décroissance
associée au flux de chaleur par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 20217 On a alors
calculé le taux de cascade total £ dans LF2 et LF3 avec (¢|V -q # 0) et sans (¢|V-q = 0)
la, contribution du flux de chaleur. Les résultats sont montrés sur la FIGURE [13.2
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FIGURE 13.2 — Simu : LF2 (haut) et LF3 (bas). Représentation en fonction de ¢,
de la contribution du flux de chaleur C; et du taux de cascade calculé en la prenant en
compte (¢|V - g # 0) et en I'omettant (¢|V - q = 0).

On remarque que la contribution du flux de chaleur (C,, vert) semble négligeable méme
aux plus petites échelles. On ne retrouve donc pas la décroissance observée par FERRAND,
SAHRAOUI, LAVEDER et al. [2021] en allant vers les petites échelles et que I'on s’attendait
a voir pour ¢|V - g = 0.
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13.3.2 Effet des tenseurs de pression

Afin de vérifier si une erreur ne s’est pas introduite dans notre calcul, nous avons calculé
la loi exacte la plus proche de la loi incompressible utilisée par FERRAND, SAHRAOQOUI,
LAVEDER et al. 2021], c’est-a-dire la loi en n'y prenant en compte que les
contributions isotropes des tenseurs de pression ionique et électronique. En effet, les termes
dépendant de I’anisotropie de pression, du terme[V ] ou des flux de chaleur sont nouveaux
dans l'estimation du taux de cascade. Ce taux de cascade initial, ey gp, est représenté
en orange sur la FIGURE On retrouve bien le résultat de FERRAND, SAHRAOUI,
LAVEDER et al. avec la décroissance en allant vers les petites échelles. Ayant deux
résultats semblant contradictoires, |V -q (bleu) et ey pp (orange), j’ai ajouté une a une
les nouvelles contributions afin de comprendre ce qu’il se passait.

10—6,
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FIGURE 13.3 — Simu : LF2 (haut) et LF3 (bas). Représentation en fonction de ¢,
du taux de transfert non linéaire €|V - ¢ = 0 (courbe bleue épaisse) calculé en prenant
petit a petit en compte les nouvelles contributions. Le but étant de retrouver ce taux
de transfert en partant d’une loi (emmmuDp, orange). Etape 1 (vert) : ajout de
'anisotropie de pression ionique (Cry,z0). Etape 2 (rouge) : ajout de la contribution de
pression électronique isotrope dans le terme (Cpoco,)- Etape 3 (cyan) : prise en
compte de la contribution compléte du tenseur de pression électronique (Cp.cg,p). Le
taux de référence est quasiment retrouvé en ajoutant l’anisotropie de pression ionique et
la pression isotrope électronique dans le terme
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Tout d’abord, on prend en compte ’anisotropie de pression des ions et des électrons
en gardant une loi d’Ohm Le résultat correspond a la courbe verte. Le niveau
du taux de cascade commence & s’affaisser aux échelles a priori inertielles, et a augmenter
prés des échelles de forgage. Ces ajouts sont dominés par la pression ionique.

Ensuite, on ajoute la contribution de la pression électronique isotrope associée au
terme de la loi d’Ohm, cela donne la courbe rouge. Le résultat est alors trés proche
du résultat voulu. La contribution de la composante anisotrope des tenseurs de pression
électronique dans ce terme (résultat cyan) s’avére faible pour LF2 et influe un peu plus
sur le taux de transfert de LF3. Le résultat €|V - g observé sur la FIGURE est ainsi
retrouve.

Ce résultat semble paradoxal face aux conclusions de[F21] Dans cet article, ils concluent
en comblant la décroissance du taux de cascade par une estimation d’un taux de dissi-
pation di a I’amortissement Landau, remontant ainsi le niveau du taux de cascade dans
la zone inertielle. De notre c6té, on observe plutdt un affaissement du niveau du taux de
cascade du a la prise en compte de I'anisotropie de pression ionique ainsi que du tenseur
de pression électronique dans I’équation d’induction. Ces résultats obtenus trés ré-
cemment semblent venir questionner ou la méthode d’obtention du taux de
dissipation par effet Landau utilisée par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al.
2021, ou notre interprétation de la contribution du flux de chaleur dans le taux
de cascade. Leur compréhension demande une analyse plus fine que ce qui a
pu étre fait jusqu’a présent.



CONCLUSION

Cette Partie [[T]] contient 1’état actuel de notre étude numérique de l'effet de I’aniso-
tropie de pression sur la cascade turbulente.

Dans le Chapitre [I0] nous présentons le code qui nous a permis d’obtenir les données
avec lesquelles 'étude des lois exactes est effectuée, ainsi que notre méthode de post-
traitement. Cette derniére reposant sur I'usage de la transformée de Fourier n’est, & notre
connaissance, pas utilisée par la communauté.

Dans le Chapitre sont exposées les étapes ayant permis la validation de notre
code ainsi qu’une étude de l'apport de notre méthode par rapport a une autre utilisée
couramment consistant a décrire l'espace des échelles par un ensemble réduit de vecteurs.
En se basant sur nos connaissances du code de simulation et sur le travail analytique de la
Partie[lI] nous y développons une méthode d’obtention de Ierreur numérique s’appliquant
sur nos résultats ainsi qu'une analyse approfondie de nos sources d’erreurs.

Ainsi armés de ces outils, nous avons attaqué I’analyse compléte des simulations uti-
lisées par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021] afin de valider I'apport de notre
extension gyrotrope de la théorie des lois exactes et d’affiner notre compréhension de
I'effet de ’anisotropie de pression sur la turbulence. Le Chapitre [12] contient une analyse
préliminaire des simulations du modeéle [CGL-MHD-Hall-V P,|. Cette étude valide I’apport
de notre extension en particulier le poids, dans des simulations quasi-incompressibles, du
terme survivant dans la limite incompressible et qui a fait 'objet du Chapitre |8, Ce-
pendant, l'interprétation de ces résultats est encore sujette a discussion et nécessitera
quelques analyses complémentaires. Le Chapitre [13| contient une ouverture vers ’applica-
tion de nos résultats analytiques et de nos méthodes dans des simulations plus complexes
prenant en compte l'effet Landau-fluide. De telles simulations rapprochent le comporte-
ment du systéme de celui décrit par un modéle cinétique en captant partiellement 1’effet
Landau linéaire. Les tout premiers résultats questionnent notre interprétation de 'impact
du flux de chaleur sur la cascade turbulente, et nécessiteront une analyse plus fine avant
de mener & un début d’interprétation.
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CONCLUSION GENERALE

Science is not about building a body of known ‘facts’. It is a method for asking awkward
questions and subjecting them to a reality-check, thus avoiding the human tendency to
believe whatever makes us feel good.ﬂ

But then science is nothing but a series of questions that lead to more questions.lﬂ
Terry PRATCHETT, écrivain contemporain mélant humour, satire et mondes
fantastiques,

2. Traduction : La science ne consiste pas a établir un ensemble de « faits » connus. C’est une méthode
qui permet de poser des questions embarrassantes et de les soumettre & un controle de réalité, évitant ainsi
la tendance humaine & croire tout ce qui nous fait plaisir. Citation extraite de PRATCHETT, STEWART
et al. [1999.

3. Traduction : La science n’est jamais qu’une succession de questions conduisant a d’autres questions.
Citation extraite de PRATCHETT et BAXTER [2012]
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Au cours de ce travail, nous avons questionné l'effet de la pression sur la cascade
turbulente a travers I’extension de la théorie des lois exactes de Kolmogorov et la dérivation
d’une telle loi pour la cascade d’énergie totale. Deux formats de la loi sont possibles, le
format qui ne prend en compte que I’hypothése d’homogénéité statistique et le
format qui implique la validité des hypothéses de stationnarité statistique et de
séparation des échelles de for¢age et de dissipation. Les échelles otu la loi exacte de format
est constante sont les échelles inertielles. Dans la partie introductive, nous avons
rappelé qu'un plasma peut étre décrit tel un fluide grace a un ensemble infini d’équations
dépendant les unes des autres. La pression y apparait sous la forme d’un tenseur dont
I’équation dépend du flux de chaleur. Redéfinir une pression ou un flux de chaleur est une
maniére de fermer un tel systéme.

14.1 Partiell

Dans la Partie[l] la pression est supposée isotrope. L’utilisation d'une pression isotrope
appelle en général une fermeture provenant de la thermodynamique (comme cela est décrit
dans le Chapitre . Diverses fermetures sont possibles (isotherme, adiabatique, isobare,
isochore...) et il en existe une, un peu plus générale : la fermeture polytrope. En fonction
de deux parameétres (o et 7y), elle permet de se placer dans le cadre des autres fermetures
et de décrire divers plasmas spatiaux. A partir de ces fermetures, on peut estimer une
expression de l’énergie interne du systéme. Ces étapes sont usuellement effectuées avant
la dérivation d’une loi exacte associée au systéme d’équations qui est ainsi fermé.

Dans le Chapitre [5 cette procédure est revisitée. En effet, expression explicite de
I’énergie interne ou de la pression peut n’étre appliquée qu’a la fin, aprés avoir obtenu
une loi exacte que l'on peut ainsi qualifier de générale. La dérivation de cette loi ne
nécessite que les équations de continuité, de vitesse, d’induction et d’énergie interne. La
seule contrainte imposée sur la fermeture sera donc qu’elle respecte ’équation d’énergie
interne. C’est le cas des fermetures thermodynamiques, I’équation d’énergie interne n’étant
alors qu’une réécriture du premier principe de la thermodynamique. Afin de répondre a
I’objectif initial qui était d’étendre la théorie des lois exactes a des écoulements polytropes,
nous avons choisi d’appliquer la fermeture polytrope dans cette loi exacte générale. En
supposant que le chauffage effectif du plasma impactera son entropie, nous avons supposé

161



162 CONCLUSION Chapitre 14

nulle la contribution du flux de chaleur dans la zone inertielle. Cette derniére décrite
ainsi est isentrope. Cette hypothése sur la zone inertielle est décorrélée du comportement
thermodynamique global de I’écoulement. Si I’écoulement est adiabatique, la loi exacte
obtenue sera valable en dehors de la zone inertielle, mais s’il est isotherme, par exemple,
I’hypothése isentrope s’accompagne du postulat que le systeme s’adaptera pour réguler la
situation a l'extérieur de la zone inertielle.

Dans le Chapitre [0}, une application de cette loi isentrope-polytrope est entreprise dans
les données relevées par dans le vent solaire. On y compare dans un jeu de données
quasi-incompressible et un jeu plus compressible, le comportement des lois incompressible,
isentrope-isotherme et isentrope-adiabatique, estimant ainsi le taux de cascade/chauffage
dans le vent solaire. Ce taux s’aveére dominé par les termes flux qui survivent dans la
limite incompressible, dit Yaglom. La contribution de I’énergie interne, seule contribution
dépendant de la fermeture calculable avec une seule sonde, reste négligeable. Le choix de
fermetures thermodynamiques n’impacte alors pas le taux de chauffage contrairement a la
présence de la densité dans les termes Yaglom. Ces observations ont ensuite été confirmées
statistiquement dans les données [PSP| par BRODIANO et al. 2022, Une petite évaluation
statistique est aussi menée dans les données relevées par MMS| dans la magnétogaine plus
compressible : le comportement de ces termes y est similaire. Etudier la cascade dans le
vent solaire permet de confronter nos résultats analytiques & un écoulement réel, mais est
aussi trés contraignant dans 1’étude des lois exactes compressibles : la plupart des missions
envoyées ne comprenant qu'un seul satellite, il n’est alors pas possible de calculer des
dérivées locales dans les données relevées. [MMS] constellation de quatre satellites, permet
par contre de les estimer et de calculer ’ensemble de la loi exacte. Ce travail n’a pas été
entamé. Pour estimer I'énergie interne dans le vent solaire, nous avons utilisé la densité
a travers une fermeture thermodynamique. Cette estimation, en accord avec le domaine
de validité de la loi exacte appliquée, n’est pas trés réaliste. Si 'on voulait étre réaliste, il
faudrait utiliser la pression issue des fonctions de distribution en vitesse des particules, or
la pression dans le vent solaire n’est pas isotrope. Notre loi exacte n’est donc pas suffisante.

14.2 Partie I

Le vent solaire étant magnétisé, toutes les facettes de son comportement sont ani-
sotropes suivant la direction du champ magnétique. La pression, second moment de la
fonction de distribution en vitesse des particules, est ainsi impactée. Le vent solaire étant
aussi peu collisionnel, cette anisotropie n’est pas homogénéisée par les collisions et la
pression doit au minimum étre décrite par un tenseur gyrotrope dépendant de deux com-
posantes. La question de I'impact d’une telle propriété sur la cascade turbulente, coeur de
cette these, est d’abord abordée a travers une extension analytique de la théorie des lois
exactes, présentée dans la Partie [T}

Comme résumé dans le Chapitre [7], nous avons d’abord appliqué la routine analytique
présentée dans le chapitre olet dépendant de I’équation d’énergie interne dans les équations
dépendant d’une pression tensorielle. Puis nous y avons injecté la fermeture liée au modéle
gyrotrope le plus communément utilisé : le modele [CGL] Ce modeéle suppose nulle la
contribution du flux de chaleur. Le résultat alors obtenu dans la zone inertielle décrit
aussi le transfert non-linéaire de 'énergie a ’ensemble des échelles [MHD| en dehors de
la zone inertielle. A travers la composante anisotrope du tenseur de pression, il dépend
de I'anisotropie de pression mesurée usuellement par le rapport a,. Cette contribution
pourrait étre affectée par le développement d’instabilité de pression telle que I'instabilité
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firehose ou l'instabilité miroir qui sont permises par I’anisotropie. Ce qui est certain, c’est
qu’elle est la signature de 'impact de I'anisotropie de pression sur la cascade turbulente.

En cherchant la limite incompressible de cette contribution, nous nous sommes apper-
¢us qu'un terme parmi les quatre la composant survivait. Il est présenté dans le Chapitre
Bl L’anisotropie de pression étant généralement étudiée dans le cadre compressible, ce
terme interpelle : gyrotropie et incompressibilité seraient-elles compatibles ? Nous propo-
sons alors un modéle auto-cohérent dépendant d’un tenseur de pression gyrotrope, fermé
par la contrainte incompressible et I’équation d’énergie interne indépendante du flux de
chaleur. L’énergie interne étant définie a partir de la trace du tenseur de pression, cette
fermeture semble appropriée pour s’assurer de la compatibilité de ce modéle avec notre
loi exacte générale. L’étude linéaire de ce modéle a révélé la présence d'un mode d’Alf-
vén incompressible affecté par la correction firehose ainsi que d’un nouveau mode lié a la
limite incompressible des modes magnétosonores du modeéle [CGIL] La cascade turbulente
étant en partie développée par des interactions non-linéaires entre ondes, notre correction
gyrotrope de la loi [MHD]| incompressible pourrait étre I'incarnation de ces interactions.
De plus, la résilience de ce terme dans la limite incompressible semble impliquer que la
correction majeure dans le vent solaire, quasi-incompressible, n’est peut-étre pas la com-
pressibilité mais I’anisotropie de pression.

Dans le Chapitre [9) nous sortons du cadre [MHD] en vérifiant le comportement des
différents termes de la loi d’Ohm face a l'utilisation de tenseurs de pression. Le terme
Hall n’en dépendant pas, sa contribution & la loi exacte ne varie pas entre le cas d'une
pression isotrope ou tensorielle. Par contre le terme [VP] en fonction de la forme du
tenseur de pression électronique, pourrait influer le transfert non-linéaire, et cela méme
dans la limite incompressible. Nous y dérivons aussi une loi exacte générale bi-fluide
dépendant des ions et des électrons et valable dans divers régimes : [MHD| et [EMHD] Ces
extensions permettent la description du transfert non-linéaire dans la grande majorité des
gammes d’échelles mesurables. Notons tout de méme que la formulation de la loi exacte
ainsi obtenue est intrinséque a la fonction de corrélation d’énergie totale choisie au début
le calcul. ’analyse des contributions non gyrotropes du tenseur de pression n’a pas été
abordée, mais notre loi générale dépendant d’une pression tensorielle semble tout & fait
compatible avec leur étude (tant que le tenseur de pression reste symétrique).

14.3 Partie [III

La description de la cascade turbulente d’énergie totale, étendue a ce qu’il semble étre
son maximum (la contribution du flux de chaleur a été dérivée dans le Chapitre , peut
maintenant nous permettre d’étudier dans son intégralité la cascade d’énergie présente
dans des simulations [LF/CGL-MHD-Hall-V P,| et en particulier l'effet de ’anisotropie de
pression. Cette étude entamée et présentant des premiers résultats prometteurs est décrite
dans la Partie [II

Le Chapitre [10] présente le code versatile permettant de simuler divers modéles dépen-
dant d’une pression gyrotrope tel que le modéle[CGL] ou le modéle [LE]. Ce code peut étre
utilisé afin de répondre aux problématiques concernant la turbulence grace a 'inclusion
d’un forcage et de I’hyperdissipation, originellement utilisée pour lisser les fort gradients
pouvant induire des instabilités numériques, mais qui s’avére étre un canal dissipatif per-
formant a petites échelles dans le cadre des études de turbulence. Y sont aussi présentés
notre code de post-traitement et les choix imposés afin de visualiser les résultats. La par-
ticularité principale de notre code de post-traitement est qu’il repose sur le lien entre
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fonction de corrélation et produit de convolution. Cette propriété mathématique nous
permet d’effectuer le calcul des termes de la loi exacte dans ’espace de Fourier, et nous
donne la quantité voulue pour ’ensemble des vecteurs d’échelle accessibles en fonction de
la taille et de la résolution de la simulation traitée. Le résultat final, tridimensionnel et
régulier, laisse ainsi libre les choix de traitements supplémentaires (dérivation, etc.) et de
réduction (carte bidimensionnelle, filtrage angulaire et moyenne pour obtenir une visua-
lisation , etc.) afin de visualiser les comportements turbulents qui nous intéressent.

Une campagne de validation de notre implémentation est présenté dans le Chapitre
a travers les comparaisons de résultats de diverses lois exactes et une estimation de
I’erreur numérique sur le taux de cascade totale, erreur intrinséque a nos simulations.
Cette erreur est obtenue en calculant la forme [KHM] de nos lois exactes, elle prend donc
en compte les spécificités du code initial (forgage et hyperdissipation) et son estimation
n’est permise que grace a ’extension de la théorie des lois exactes présentée dans les Parties
M et [[Il Nous intéresser au comportement des termes de forgage et d’hyperdissipation nous
a permis de nous rendre compte des limites mathématiques de cette théorie reposant sur
des fonctions de corrélation d’ordre 2. En effet, le comportement de 'hyperdissipation par
exemple n’est pas calqué sur sa conception dans I’espace spectral, mais sur des saturations
mathématiques dont les tendances dans le cas isotrope sont estimées dans I’Annexe [A]

Ayant ainsi validé et déterminé les limitations de notre code, nous avons entamé 1’étude
des simulations dont certaines sont utilisées par FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al.
2021] du modele [CGI] Cette étude fait 'objet du Chapitre [12] Le comportement des pre-
miers résultats étant particulier, il a engendré un certain nombre de questions qui ont mo-
tivé le lancement de nouvelles simulations. L’interprétation fine de leurs résultats n’est pas
encore aboutie. Cependant, il semblerait que dans ces simulations quasi-incompressibles, le
terme survivant a la limite incompressible domine les termes compressibles. Cela irait dans
le sens de la conjecture proposée dans la Partie [l : dans un plasma quasi-incompressible
(par exemple le vent solaire), la correction de ’anisotropie de pression primerait sur la
correction compressible de la loi exacte et de 'estimation du taux de chauffage turbulent.
Une étude dans les données de [MMS]| ou de la mission HELIOSWARM] qui sera déployée
dans le vent solaire en 2028 pourrait permettre de valider ce résultat, notre contribution
dépendant de dérivées locales. En attendant, nos résultats analytiques pourraient aussi
permettre de mieux comprendre la cascade turbulente dans les modéles tel qu’ébauché
dans le Chapitre [13]

14.4 Le mot de la fin du début

Finalement, cette thése revisite diverses méthodes liées a 1’étude de la cascade turbu-
lente telle que la méthode d’obtention des lois exactes d’énergie totale ou leur implémen-
tation en tant que post-traitement de simulations turbulentes. Elle apporte aussi un cadre
d’étude élargie de la cascade d’énergie totale grace a une extension généraliste de la théo-
rie des lois exactes, un nouveau modeéle incompressible gyrotrope ainsi qu’une correction
dépendant des anisotropies de pression. Cette correction pourrait servir de base a ’étude
du lien entre les instabilités du pression et la turbulence, et semble étre plus importante
dans la description d’un écoulement quasi-incompressible que la correction donnée par la
compression.

Ces apports pourront servir de base pour des études plus approfondies de la turbulence
dans les plasmas spatiaux. Jusqu’a présent, dans les données relevées dans le vent solaire
par exemple, on n’utilise pas la pression pour calculer les lois exactes. On ne prend en
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compte que la densité, la vitesse et le champ magnétique et on calcule une pression
équivalente grace a une fermeture, comme effectué dans le Chapitre [6] La loi exacte non
fermée dépendant des tenseurs de pression nous offre maintenant plus de liberté. Pour ce
qui est de la correction dépendant du flux de chaleur, elle sera, pour I'instant, difficile a
calculer, 'extraction du flux de chaleur des données étant limitée a cause des précisions des
coupes de Faraday utilisées. Pour le calcul de termes sources, dont notre terme correctif
dominant, [HELIOSWARM]| (9 sondes) pourrait permettre, dans un futur proche, de les
étudier plus précisément dans le vent solaire. Cependant, une amélioration de la précision
des techniques de calcul des gradients locaux sera siirement nécessaire.

Jusqu’a présent, ce travail a fait 'objet de deux articles.

— Le premier, SIMON et SAHRAOUI [2021, résume l'obtention de ’extension de la
théorie des lois exactes dépendant d’une pression isotrope dans le cadre d’une
description isentrope de la zone inertielle et présente les résultats de I’étude de cas
effectuée avec les données de [PSPl

— Le second, SIMON et SAHRAOUI 2022, présente I'extension analytique dépendant
de la compression et d'une pression tensorielle avec ’application au modele
et sa limite incompressible.

Ils sont insérés a la fin de cette thése. D’autres articles sont en préparation sur le modéle
incompressible gyrotrope, ’étude des simulations et les autres extensions abordées dans
cette these.
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EXPLICATION MATHEMATIQUE ET
INTERPRETATION DES TERMES DES LOIS KHM

Sommaire
[A.1 Si A correspond a une distribution de Dirac dans I’espace de |
Fourier| . . . . . . . . . e 170
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En s’inspirant de la démonstration mathématique de la convergence des fonctions de
structure d’ordre 2 proposée par [CHO et LAZARIAN 2009|, j’ai démontré le comporte-
ment des fonctions de corrélation en fonction des tendances des spectres des quantités
impliquées. La démonstration proposée ici est un résumé.

Soit A et B deux quantités quelconques dépendant de x. Soit ag (resp. bg) la trans-
formée de Fourier de A (resp. B) évaluée en k. Pour faciliter la lecture, on supposera les
moyennes effectuées sur un volume V' = 1 et les intégrales triples ne seront notées qu’avec
un seul [. § est, dans cette Annexe, la distribution de Dirac.

La fonction de corrélation (A (x + £) - B (x)) est d’abord explicitée sous forme d’inté-
grale. Puis, les transformées de Fourier de A et B sont injectées. Quelques manipulations
des différentes intégrales sont nécessaires pour faire apparaitre 6 (k 4+ k’) qui nous permet
de remplacer k' par —k :

(A(x+2) B(x)) = /A(X+£)-B(x)dx (A.1)

— / ( / akeik'mei’f'fdk) ( / bk,eik”mdk’) dx (A.2)
— / / ae™ by ( / ei(k+k')'mdx) dkdk’ (A.3)

o / / arbrr ™46 (k + k') dkdk’ o / abre®tdk.  (A.4)

Ensuite, la fonction de corrélation symétrique R est construite en notant R[Z] la partie
réelle de Z. Ainsi :

R = (A(x+4£)-B(x)+A(x)-B(x+4¥) (A.5)
x / (arby, + apbr) (€™ + e ™*) dk /?R[akb;;] cos (k - £) dk. (A.6)

Pour une fonction de corrélation incrémentale, notée S, l'expression finale sera légere-
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ment différente :

S = (Ax+€—-A(x) - (B(x+£) —B(x) (AT)
= (2A(x) - B(x)— (A(x+4£)-B(x)+A(x) B(x+¥)) (A.8)

x / (arby, + apbi) (1 — ™ + e **) dk /ﬂ?[akb};] (1 —cos(k-£)dk. (A.9)

Maintenant, nous allons explorer la convergence de ces intégrales pour quelques formes
de spectres de A et B rappelant les comportements fréquentiels des termes de forcage et
de dissipation.

A.1 Si A correspond a une distribution de Dirac dans
I’espace de Fourier

On suppose a «  (k — k). Ce cas correspond au comportement du forgage utilisé
dans la Partie [TIl Dans ce cas :

R=<Ax+4£) -B(x)+A(x)-B(x+4£)> o< Rlbg,|cos(kn-£), (A.10)
S=<(Ax+4£)—-AXx) - (B(x+4£ —B(x))> x R[bg,| (1 —cos(k,-£)).
(A.11)

Aux petites échelles telles que £ < 1/k,, et en représentation logarithmique, R sera
donc constant puisque cos (ky, - £) ~ 1 et que R[bg, ] est indépendant de £. On retrouve le
comportement de ep (voir Chapitre. Pour ce qui est de S, (1 — cos (ky, - £)) ~ (ky, - £)°
et on retrouve la pente de facteur 2 observée pour £r en représentation logarithmique.

A.2 Si R|agb;]| est proportionnelle & une puissance de
I’amplitude de k

On suppose ’hypothése d’isotropie pour simplifier le CalculE] et on explicite les quan-
tités vectorielles dans un systéme de coordonnées sphériques, {k, ¢, 0}, orienté tel que
0 soit I'angle entre k et £. Alors dk = k?sin0dkdfd¢ avec 6§ € [0,7] et ¢ € [0,27], et
k-€=Fklcosf.

On note aussi k*R[agb}] oc k~™. Ce cas est le plus commun dans les études de tur-
bulence. Par exemple, la phénoménologie de Kolmogorov indique un spectre d’énergie
cinétique, k2v?, proportionnel a k~°/3. Pour ce qui est de I'hyperdissipation A* ~ k5.
Dans [FERRAND [2021], un spectre en k®v? ~ k% est indiqué pour I'hyperdissipation ci-
nétique incompressible. Dans le cas compressible, on supposera que les spectres liés a
I’hyperdissipation ont une pente telle que m < —1.

1. Dans le cas axisymétrique, il faut gérer les directions paralléle et perpendiculaire. Le calcul se
complique mais les tendances resteront similaires.
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Avec ces hypotheéses, on obtient :

Roc// k=" cos (klcos ) sin (0) dkdf o // k—mwdk
o kJo k¢

+oo
(par substitution u = kf) oc ("1 / u " sin (u) du, (A.12)
0

T +o00 .
S x // k=™ (1 — cos (kl cos®))sin (0) dkdf ém_l/ u ™ (1 - M) du.
kJo 0 u
(A.13)

. . . . 400 .
Ensuite, il est nécessaire de regarder la convergence de K = fo ™™ 1 sin (u) du afin

d’estimer une tendance en (. Si m €| — 1,1[, cette intégrale peut s’écrire comme une
intégrale généralisée de Fresnel convergente et constante en ¢. Pour m €] — oo, —1] et
m €]1, +o0o[, on peut obtenir une expression de récurrence en intégrant par partie K puis
estimer la convergence des différents termes. Ainsi, si m €] — oo, —1[, K oc £7™71 et si
m €)1, +o0[, K o £~™"!. Finalement :

(7% sim €] — o0, —1]
R = <A(x+4€) - -B(x)+A(x):-B(x+£) >oc (™! sime]—1,1]

1 sim €]1, 00|
(A.14)
1 sim €] — o0, 1]
S = <(Ax+4£€ —-AX) (B(x+£ —B(x)) > m! sim €]1,3]
s si m €]3, +o0|
(A.15)
v = w ::= _ j::lz

3
Il

Saturation slopes
=15 —-— Expected trends

——

10! 4
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¢ v

(a) R=<A'-B+A-B'> (b) S=< (A'— A)- (B'—B) >

FIGURE A.1 — Lignes pleines colorées : fonction de corrélation suivent la loi d’échelle
spectrale de puissance m. Lignes discontinues colorées : tendance attendue pour chaque
m si n’y pas de saturation mathématique. Lignes fines noires : tendance des saturations.

Ces tendances sont représentées sur la figure FIGURE [A.Ta] pour R et FIGURE [A 1D
pour §. On retrouve aussi la prédiction de CHO et LAZARIAN [2009| pour les fonctions de
corrélation de type & avec A = B. Cette prédiction est étendue ici & A # B et m < 0. On
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107 4 S withm =5 —— Rwithm =1 e
—— R withm =15 S with m =-0.5 s
105 S withm =2 —— R withm = -05 4/‘/
R withm = 2

: 7
—-— Saturation slopes ,/\A,

S withm =1

FIGURE A.2 — Equivalence entre S (lignes épaisses) et 2 < A - B > —R (lignes fines).
Couleurs : m. Lignes discontinues : saturations.

s’attend donc a retrouver ce genre de saturations mathématiques dans nos simulations
pour ’hyperdissipation qui se comporte tel que m < —1. L’équivalence nécessaire pour
le passage de R a S en soustrayant & R sa valeur en ¢ = 0 pour obtenir § est montrée
sur la figure FIGURE [A 2]

Cette démonstration montre que le lien entre tendance spectrale et fonction de corréla-
tion n’est pas évident. Quelques pincettes sont donc & prendre lorsque I'on veut interpréter
les résultats des lois [KHM] en particulier a travers I'hypothése de séparation d’échelle. Ce
n’est pas parce que le forgage n’est supposé agir qu’a grande échelle que sa contribution,
er, a la loi KHM] tendra vers 0 aux autres échelles. Elle restera en effet constante. De
méme, en fonction de sa forme, incrémentale ou non, la contribution dissipative sera ou
constante ou de pente 2 ou —2. FERRAND 2021 a proposé quelques méthodes afin de
contourner ce probléme dans le cas incompressible mais leur validité est questionnable
dans le cas compressible. Comme on a pu le remarquer, une méthode simple peut aider
a linterprétation de ces contributions : regarder conjointement les lois [KHM]| qui sont
incrémentales et celles qui ne le sont pas. Si les fonctions de corrélation permettant de les
obtenir sont bien choisies, il est trés facile de passer de 'une a 'autre en soustrayant les
valeurs obtenues en ¢ = 0.
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VALIDATION ET COMPARAISON DES LOIS EXACTES
AVEC PRESSION ISOTROPE

Sommaire
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IB.2 Reésultats compressibles avec pression isotrope| . . ... ... 174
IB.3 Comparaison des formulations dérivées dans le Chapitre 5. . 176

B.1 Comparaison des formulations de la loi MHD in-
compressible

On propose ici une validation de notre code de post-traitement a travers une compa-
raison des formulations de la loi [PP98&|

0 fd;

109 10 107 10-6
10—6_

Epros

1073 £peit

Eppos — Epa1T

1078 5 —— f = 6[

107

100 10"
0. /d,

FIGURE B.1 — Triptyques de la différence eppgs — epgi7 (courbes vertes et carte 2D)
calculée dans CGL1. Courbes 1D bleues : €ppgs. Courbes 1D oranges : pg17 (coincidant
avec les bleues).
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Elle peut en effet s’écrire via une autre formulation ne dépendant pas de V, mais
dépendant de la vorticité w = V x v. Cette loi a été dérivée par BANERJEE et KRITSUK
2017. Le taux de cascade associé sera noté eggi7, et s’écrit, sous un format non normalisé
et avec nos notations, :

1 . .
53@1725(5('vxw+\/u_03va)-(Sij\/%é(vva)-ch). (B.1)

Sur la FIGURE [B.1] est représentée la différence eppos — epgi7 suivant les différents
modes de représentation retenus au Chapitre Cette figure nous indique que, quelle que
soit I’échelle £, € ppgs — ey est de Pordre de 10~ maximum pour CGL1 et en moyenne
de l'ordre de 2% du niveau moyen de eppgg qui est de I'ordre de 5 x 1075, On obtient
ainsi une estimation relative de 'erreur effectuée sur eppgs.

Cette erreur pourrait provenir de la forme analytique de la dérivation, locale (BG17)
a travers la vorticité et la densité de courant ou en échelle (PP98) a travers la diver-
gence en {, car elle n’est pas appliquée au méme stade du schéma numérique ni avec les
mémes quantités. De plus, le passage analytique d’une forme a l'autre, n’est pas direct,
la contrainte incompressible doit étre utilisée.

B.2 Reésultats compressibles avec pression isotrope

Ici, nous regardons avec CGL1, le comportement du taux de cascade compressible
calculé en supposant une pression isotrope afin de comparer le résultat de la loi aux
comportements observés par [ANDRES, SAHRAOUI, GALTIER, HADID, DMITRUK et al.
2018] dans le cas isotherme.

Dans la simulation CGL1, trois pressions sont disponibles, les pressions ioniques pa-
rallele, p;, et perpendiculaire, py;, et la pression électronique supposée isotherme, p. = p.
Nous calculerons la pression isotrope a partir de la formule p = % (2p 1+ pHi) + pe et
I’énergie interne a partir de pu = % (QpM- +p||i) + plnp. On s’attend a ce que le taux
de cascade, noté ey, , soit constant aux échelles MHD, la loi exacte étant obtenue dans le
cadre d’une loi d’Ohm idéale valable si ¢ > d;.

Sur la FIGURE [B.2] sont représentés les profils paralléles et perpendiculaires de &ppog
(bleu), e, (orange), le total des termes flux écrits tels des fonctions de structures V- Fy, =
Ve - [Fi1 + Fa] (vert et représentation de gauche), les contributions V, - F; (violet)
et Vg - F, (marron), et Sy, (rouge, et représentation de droite) la somme des autres
termes (nommés sources, hybrides et  par . F1 et F5 sont définis tels que :

Fi = —{((06(pv)-6v+0(pva)- -dva)dv — (6 (pva) - 0v+ 6 (pv)-dva)dva), (B.2)
Fy = —22(6pdudv), (B.3)

en prenant en compte le facteur de normalisation % mentionné dans la section (il
doit aussi étre pris en compte dans Sy, ).

1. L’énergie interne des ions est 1’énergie interne gyrotrope : p;u; = % (2ph; +p”i). L’énergie interne
des électrons s’obtient a partir du premier principe de la thermodynamique (cas isentrope-isotherme,

voir Chapitre D appliqué aux quantités électroniques et en supposant p, = p = p; : U = %ﬁ In (ﬁ) =

i In (ﬁ) avec pg = 1 (initialisation des simulations).
e PO
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FIGURE B.2 — Panel d’é¢tude de €4 dans CGL1. Premiére ligne de gauche a droite :
Représentation 2D de Vg - Fy, et Sy,. Deuxiéme ligne : Représentation 1D en fonction de
(1 /d;. Troisiéme ligne : Représentation 1D en fonction de ¢)/d;. Sur les représentations
ID : eppos (bleu), e, (orange), Vi - Fy, (vert), Sy, (rouge), Vg - Fy (violet) et V, - F
(marron).

€ppos, €, Vo - Fp , V- Fp sont superposés. La différence entre eppgg et €y, est
de l'ordre de 10 % comme 'a indiqué FERRAND, SAHRAOUI, LAVEDER et al. 2021 La
contribution provenant de V, - F5 s’accroit vers les petites échelles mais reste inférieure
a 10% du taux de cascade. Les autres contributions résumées par Sy,, correspondent a
environ 1 % du taux de cascade. On retrouve donc le comportement observé par un
taux de cascade €4, dominé par le terme flux V, - F; qui correspond aux termes survivant
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dans la limite incompressible, tandis que les termes résumés par Sy, se compensent pour
devenir négligeables.

B.3 Comparaison des formulations dérivées dans le Cha-
pitre 5

Dans le Chapitre [5], diverses formulations des termes dépendant de la pression ont
été dérivées. Elles s'obtiennent a partir de (5.14]), (5.15) et (5.20). On compare ici la
formulation {2 avec la formulation f1 afin de vérifier si les observations de y resteront
valables. Dans la formulation f2, on a en effet extrait un terme flux dependant de la
pression totale des termes sources et hybrides présents dans f1. Cette étude pourra servir
a une future application observationnelle d’une loi formulée avec 2 : le nouveau terme
flux est-il négligeable devant les autres termes? ou contient-il la majeure partie de la
contribution de pression totale isotrope 7 Cette derniére possibilité permettrait de corriger
les résultats appliqués dans des données relevées par des missions constituées d’une seule
sonde (ex : . Une autre possibilité serait qu’il domine la contribution de pression
totale et que les termes sources I'accompagnant viennent le compenser. Dans ce cas, il ne
faudrait surtout pas 'utiliser dans les données issues d’une seule sonde. La contribution
de pression ¢, n’étant pas liée analytiquement a celle de pression magnétique ey,
(5.15)), on sépare leur analyse. Les deux simulations utilisées ici sont CGL1 et CGL3.

Reformulation des termes de pression magnétique entre fl et f2 via ’équation
(5.15) :  Les termes composant &y, correspondent dans f1 & des termes sources,
hybrides et S-dépendant d’aprés les dénominations de [ATS] et dans £2, & un terme flux et
des termes sources. Ils seront découpés suivant :

— f1 : la contribution hybride H!," = —1Ve- <<1 + %) P’ — (1 + §> p’m'v>

— f1 : la contribution d’énergie magnétique présente dans les termes sources et hy-

brides de [A1S]:
pm 1 L, / .
Sy o= —2 va-(SvA—g(p—l—p)'vA-vA Vi-wv
_'_1 /! 5 1 / ’/ V
1\ (PP dvat S (P Hp)vy-va) Vv
— {1 : la contribution S-dépendante ’;T = % <p%’v . % + p"’va’ . %>

— 12 : le terme flux V, - .F?Qm = }lVg . <5p5p7’"5’v>

— {2 : les termes sources

!/ /
= A () () )
4 p p p p p p

1 /
3 <(p'vA c0vg —va-0(pva)) V-V — (,0 vy - dvg — v, 5(p'vA)) V. v>

Mf{” contient la contribution qui peut étre reformulée en appliquant le premier principe
thermodynamique (4.30]) isentrope. Cette réécriture est donnée dans I’équation (5.10)) et
fait apparaitre le paramétre § = p/p,, du plasma. Sachant que p dépend des pressions
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ioniques paralléle et perpendiculaire, la validité du premier principe thermodynamique
est remise en cause. On n’explicitera donc pas § dans M}™.

10-6 104
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5
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FIGURE B.3 — Panel d’étude de la reformulation de la contribution de pression magné-
tique ¢, (noir) dans CGL1 (gauche) et CGL3 (droite).

Bleu : Décomposition des termes de f1. Epais : contribution hybride ’chl. Moyen : contri-
bution d’énergie magnétique S]’c’l. Fin : contribution -dépendante ./\/l’}l.

Vert : Décomposition des termes de f2. Epais : terme flux V, - fﬁ. Fin : termes sources
8532. Représentation : 1D fonction de £, .

Pour les deux simulations, la FIGURE montre que la décomposition (courbes
bleues) en termes source, hybride et S-dépendant de la formulation fl inspirée de ,
refléte moins bien la contribution de pression magnétique du taux de cascade que le dé-
coupage (courbes vertes) en termes flux et sources de f2. A I’exception de SJ’ZIm (dans le cas
CGL1), ils sont loin de refléter individuellement ¢,,,. A contrario, S?Qm refléte efficacement
les variations et le signe de €, pour les deux simulations sauf pour les petites échelles
de CGL1 ou Vg - .7-"5’5:1 domine. Notre décomposition semble donc plus adaptée pour la
contribution de pression magnétique, cependant cela provient du caractére négligeable du
nouveau terme flux (en général de l'ordre de 10 % de €pyy,).

Reformulation des termes de pression entre fl et f2 via (5.14) : Une étude
similaire peut étre effectuée pour les termes composant €, (5.14). Ils seront découpés
suivant :

— f1 : la contribution hybride le = —ng . <<1 + %) pv’ — (1 + §> p’v>

— f1 : la contribution de type source qui ne devient hybride que dans le cas isotherme,
car p/p est alors constant : S = i <p%:v v+ pEV - v>

— f1 : la contribution qui peut étre réécrite en appliquant le premier principe ther-
modynamique My =1 <p%ﬁv : % +p'Ev" %>

— 12 : le terme flux V, - ]-'33 = ng . <5,05%5’U>

2
— 2 : les termes sources 87" = -1 <p’5 (%) V-v—pd <%> Vv ’v'>
_1 Px _ P AT Py (e 1. Np
(5 - () o~ o - (2)) )
Les observations effectuées pour la contribution de pression magnétique au taux de
cascade s’appliquent a la contribution de pression représentée sur la FIGURE [B.4 La
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FIGURE B.4 - Panel d’étude de la reformulation de la contribution de pression ¢, (noir)
dans CGL1 (gauche) et CGL3 (droite).

Bleu : Décomposition des termes de f1. Epais : contribution hybride H?l. Moyen : contri-
bution de type source qui ne devient hybride que dans le cas isotherme, SJZZI. Fin : contri-
. . N P . . . . . . P
bution qui peut e.t}"e réécrite en appliquant l.e premier principe therquynamlque M .
Vert : Décomposition des termes de f2. Epais : terme flux V- ffé. Fin : termes sources

8]132. Représentation : 1D fonction de £, .

formulation 2 séparant termes flux et termes sources semble plus appropriée pour repré-
senter la cascade. Le terme flux Vg - .ﬂf’Q est cependant un peu plus important dans la
balance que ne 'est V, - ffﬁ:l dans le cas magnétique : autour de 30 % de ¢, pour CGL3
et complétement dominant aux petites échelles de CGL1.

Le comportement observé par reste donc valable dans nos simulations. Et avec
les conclusions du Chapitre [6] et les résultats de cette section, on peut prédire que, pour
I’application d’'une formulation f2 dans des données faiblement compressibles, :

— les termes flux de type Yaglom domineront les termes sources et les termes flux de

pression, pression magnétique et énergie interne,

— la contribution des termes de flux de pression et pression magnétique sera négli-

geable devant celle des termes sources.
Le set de simulations [CGL] et [LF] n’étant pas adapté a une étude rigoureuse du carac-
tere systématique de la validité de ces prédictions ni a une analyse de 1’évolution de ces
contributions en fonction de la compression du milieu telle que celle effectuée par [ATS]
ces résultats resteront sous la forme de résultats préliminaires. Je me suis aussi posée la
question de 'apport de la formulation f3 sur la formulation f2 via . Les résultats,
non présentés ici, ne semblent montrer aucun apport significatif.

En interprétant les termes flux en tant qu’énergie transférée a travers les échelles et les
termes sources tels des réservoirs d’énergie localisés aux différentes échelles, il semble ici
que les contributions de pression magnétique et thermodynamique aient plutot des roles
de réservoirs. L’augmentation des termes flux aux petites échelles de CGL1 indiquerait,
avec cette interprétation, le lieu d’un transfert d’énergie a travers les échelles permis par
ces pressionsf]

2. Il serait intéressant de démontrer analytiquement ces comportements a 1’aide d’une théorie plus
locale telle que la théorie du « coarse-graining » qui a permis de démontrer l'existence d’une cascade
d’entropie par exemple [EYINK et DRIVAS [2018|
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FIGURE C.1 — Simu : CGL3B (haut), CGL5 (milieu) et CGL6 (bas). Représentation
en fonction de ¢, du détail de eg (bleu). Orange : V- Fa. Vert : Sa1. Rouge @ Sao.
Violet : Su3. Gris : niveau d’erreur (. Les termes présents dans la zone grise délimitée par

¢ sont supposés négligeables.
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RK3 schéma de Runge-Kutta d’ordre 3. Schéma numérique d’intégration.

FEL « Fourier for Exact Law ». Méthode de calcul présentée dans la section [10.2]
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Observations

NASA National Aeronautics and Space Administration. Agence spatiale américaine.
ESA European Space Agency. Agence spatiale européenne.
PSP Parker Solar Probe. Mission spatiale de la [NASA] constituée d'une sonde.

MMS Magnetospheric Multiscale. Mission spatiale de la[NASA| constituée de quatre
sondes.

SWEAP Solar Wind Electrons Alpha and Protons Investigation.
FIELDS Fields Experiments.

MAGs MAGs. magnétomeétres a saturation présent sur PSP.

SCM Search-Coil Magnetometer. Fluxmeétre présent sur PSP.

SPC Solar Probe Cup. Coupe de Faraday présent sur PSP.

SPAN Solar Probe Analyzer. Analyseur électrostatiques présent sur PSP.
UTC Temps Universel Coordonné.

RTN systéeme de coordonnées Radial-Tangential-Normal. Systéme de coordonnées
local de la position du satellite tel que e, est tourné vers le centre de I'objet autour
duquel le satellite orbite.

FPI Fast Plasma Investigation. Sur MMS.
FGM Fluxgate Magnetometer. Sur MMS.

WIND Wind. Satellite présent dans le vent solaire. Mission spatiale de la
constituée d’une sonde.

CLUSTER Cluster. Quatre satellites pour I’étude de la magnétospheére. Mission spa-
tiale de 1JESA] constituée de quatre sondes.

THEMIS Time History of Events and Macroscale Interactions during Substorms.
Mission spatiale de la[NASA] constituée de cing satellites.

JUICE Jupiter Icy Moons Explorer.
CME éjections de masse coronale.
ACE Advanced Composition Explorer.

HELIOSWARM HelioSwarm. Future mission spatiale de la constituée de
neuf sondes.
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LISTE DES SYMBOLES

La liste suivante contient les notations utilisées récurrament dans I’ensemble de cette
thése ainsi que quelques éléments de définition. L.’usage courant des notations est généra-
lement respecté et sauf unités spécifiques utilisées dans la communauté astrophysique, les
unités sont exprimées dans le systéme international (SI). Les vecteurs sont notés en gras et
les tenseurs en gras surmontés d'une (ordre 2) ou deux (ordre 3) barres. Les quantités liées
a l’écoulement sont indicées par «, e, ¢ si une distinction est faite sur le type de particules
s’écoulant (resp. espéce quelconque mais distincte, électrons, ions). Les valeurs moyennes
sont en générale indicées par un 0 et les fluctuations linéaires par un 1 si requis (exemple
dans le cadre des linéarisations). Dans les études de turbulence, les quantités exprimées en
x’ sont primés. Dans le cadre des simulations, les quantités initiales sont indicées par un 1.

Electromagnétisme

B champ magnétique.

b direction du champ magnétique.

E champ électrique.

7 densité de courant, moment d’ordre 1 de la fonction de distribution des particules.

va4  vitesse d’Alfvén.
€o permittivité du vide. 8.854 x 10712 A2.s% kg~ 1.m~3

po  perméabilité (magnétique) du vide, 1/(eoc?).

B module du champ magnétique.
c vitesse de la lumiére dans le vide. 2.997 924 58 x 108 ms~!
e charge élémentaire. 1.602176634 x 1071 C

Pm pression magnétique.

Qo charge particulaire, a ne pas confondre avec les flux de chaleurs.

Q densité de charge.

VU4 module de la vitesse d’Alfvén.

Autres constantes et paramétres physiques

vgy Vvitesse d’écoulement du vent solaire de module vgy . 400 — 800ms~*

Aie  rapport masse-charge élémentaire des ions et électrons
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au  unité atronomique, distance Soleil-Terre. 1.495978 70700 x 10~ m
Rs  rayon solaire. 6.958 x 10~ % m
Energétique

Q chaleur dans le premier principe thermodynamique.

w travail dans le premier principe thermodynamique.

E. énergie cinétique.

Ep  énergie dissipée.

Er  énergie provenant du forcage.

E,, énergie magnétique.

Ei;  énergie totale.

s entropie spécifique (divisée par la masse).

U énergie interne spécifique (divisée par la masse).

Forcgage et dissipation

Lr  échelle de forcage.

d. dissipation cinétique, appliqué dans 1’équation d’évolution de v.
d,, dissipation magnétique, appliqué sur ’équation d’évolution de v 4.
fe forgage cinétique, appliqué dans I’équation d’évolution de w.
fm  forcage magnétique, appliqué sur I’équation d’évolution de v 4.
n résistivité du fluide, caractérise la diffusivité magnétique.

v viscosité du fluide, caractérise la dissipation cinétique.

Masse et densité

1 rapport massique m./m;.

p densité massique d’un fluide, moment d’ordre 0 de la fonction de distribution des
particules.

m,  masse d'un électron. 9.1094 x 1073 kg

m; masse ionique proportionnelle a m,,.

m,  masse d’un proton. 1.6726 x 107*" kg
Parameétres numériques

« facteur d’anisotropie present dans le Laplacien numérique.

ot pas temporel numérique en unité de temps ionique.

V,, Vp, Yy constantes caractéristiques de I'hyperdissipation de la densité, des pressions et
des flux de chaleurs.

0; angle d’injection de 1’énergie dans la simulation par rapport a e,.

Ay  parameétre déterminant 'amplitude du forgage.
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Esup
kOJ_ dz

LLaLz

énergie perpendiculaire cinétique + magnétique, critére d’extinction du forcage.

vecteur d’onde d’injection perpendiculaire a e, et normalisé par la longueur iner-
tielle dz

taille spatiale physique de la simulation.

N, Ny, N, Position en nombre de points dans la grille numérique.

Opérateurs et opérations (exemples donnés entre quantités indéfinies A, B).

0A

= A’ — A, incrément spatial de A.

=V -V, Laplacien.

différentielle inexacte (intégration dépendant du chemin) d’une quantité quelconque
A, 2

partie imaginaire de A.

moyenne de A.

corrélation symétrique de A et B, % (A\-B+A-B).

corrélation incrémentale de A et B, (0A - 0B).

opérateur de dérivation spatiale, Oy.

opérateur de dérivation en échelle spatiale, 0p.

opérateur de dérivation spatiale, Ox.

9

dérivée partielle suivant une quantité quelconque A, 7.

partie réelle de A.

A x B produit vectoriel, entre quantités vectorielles, donne un vecteur.

Al
A:B

AS
AB

dA
dy

A évalué en X'.

produit dual, ou double produit scalaire (entre quantités tensorielles), on ne 'uti-
lisera que si I'un des tenseurs est symétrique, il peut s’écrire comme deux produits
scalaires si 'un des tenseur est construit par produit tensoriel (ex : pour A = vv
et B=bb,A:B=vv:bb=v-bb-v=(v-b)(b-v)).

produit scalaire, donne un scalaire si appliqué entre deux vecteurs, un vecteur si
appliqué entre un vecteur et un tenseur d’ordre 2, etc., ne s’applique pas entre un
scalaire et un vecteur, aussi utilisé pour noté un produit indéfini entre quantités
indéfinies.

= A+ AT, symétrisation de A par somme avec la transposée.

produit tensoriel, donne un scalaire si utilisé avec des quantités scalaires, un vecteur
si utilisé entre un vecteur et un scalaire, un tenseur d’ordre 2 si utilisé avec deux
vecteurs, etc..

élément différentiel de A.

dérivée temporelle totale suivant, 0; + v - V.

Pression et flux de chaleur
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6] parameétre du plasma, correspond a une pression sur la pression magnétique, indicé
suivant le type de pression (ex. : | = pj/pm)-

q flux de chaleur, forme réduite par produit dual avec I de q.

Ya indice adiabatique, 5/3 pour un gaz (semi-)parfait.

v indice polytropique.

II composante anisotrope du tenseur de pression.

I tenseur identité.

P,  tenseur de pression totale, contient P et p,,.

Pr  quantité fluide %?

P tenseur de pression, moment d’ordre 2 de la fonction de distribution des particules.

q tenseur de flux de chaleur.

o facteur polytrope.

a, taux d’anisotropie de pression, correspond & une pression perpendiculaire sur une
pression paralléle.

Cs vitesse thermique.

n densité de particule.

| pression paralléle, composante gyrotrope de P dans la direction b.

j pression perpendiculaire, composante gyrotrope de P perpendiculaire & la direction
b.

P pression isotrope, tiers de la trace du tenseur de pression.

q module ou composante du flux de chaleur sauf dans le chapitre [2 ou c’est la charge

associée a l’espéce des particules.

Systémes de représentation

€, €y, e, vecteurs directeurs cartésiens, e, est souvent aligné sur le champ magnétique

6

moyen.

angle entre k et e,

Statistique et turbulence

A
Ep

Er

ENL

longueur de corrélation.

taux de dissipation obtenu avec la loi [KHM] dépendant de la fonction de corrélation
incrémentale.

taux de forgage obtenu avec la loi [KHM] dépendant de la fonction de corrélation
incrémentale.

taux de transfert non linéaire obtenu avec la loi [KHM] dépendant de la fonction
de corrélation incrémentale.

fonction de corrélation d’énergie cinétique.
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Ecgl
Ehall
€iso
Emhd
ENL
€

R

Ry,

fonction de corrélation d’énergie magnétique.
fonction de corrélation d’énergie interne.

fonction de corrélation d’énergie totale.

fonction de corrélation incrémentale d’énergie totale.
taux de dissipation défini avec la loi :

taux de forcage défini avec la loi .

correction du taux de cascade dépendant de la part anisotrope du tenseur de pres-
sion.

tout taux de cascade calculé avec la fermeture [CGL]

correction étendant le domaine de validité du taux e,,,4 aux échelles [Hall| .

tout taux de cascade calculé avec le composante isotrope du tenseur de pression
tout taux de cascade calculé avec I'approximation [MHD]

taux de transfert non linéaire.

taux de cascade dans la zone inertielle.

nombre de Reynolds, rapport entre convection et dissipation cinétique (voir section
).

nombre de Reynolds magnétique, rapport entre convection et diffusivité magnétique

(voir section [L.1)).

Temps, positions et vitesses

2

ki ky

t

échelle, incrément spatial aussi noté dx.
vecteur d’onde (position dans l'espace de Fourier).

vitesse d’écoulement d’un fluide, moment d’ordre 1 de la fonction de distribution
des particules.

vitesse d’une particule individuelle.

position x translatée de £.

position.

fonction de distribution en vitesse des particules d’espéce a.
pulsation cyclotron ionique (resp. électronique).
pulsation/fréquence temporelle (dans I'espace de Fourier).
rayon de Larmor ionique (resp. électronique).

longueur d’inertie ionique (resp. électronique).

fréquence temporelle.

composante perpendiculaire et paralléle au champ magnétique moyen du vecteur

d’onde.

instant, temps.

x,1y, 2z composantes cartésiennes de la position.
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Abstract

Various forms of exact laws governing magnetohydrodynamic (MHD) turbulence have been derived either in the
incompressibility limit, or for isothermal compressible flows. Here we propose a more general method that allows
us to obtain such laws for any turbulent isentropic flow (i.e., constant entropy). We demonstrate that the known
MHD exact laws (incompressible and isothermal) and the new (polytropic) one can be obtained as specific cases of
the general law when the corresponding closure equation is stated. We also recover all known exact laws of
hydrodynamic (HD) turbulence (incompressible, isothermal, and polytropic) from this law in the limit B = 0. We
furthermore show that the difference between the two forms (isothermal and polytropic) of the MHD exact laws of
interest in this work resides in some of the source terms and in the explicit form of the flux term that depends on
internal energy. Finally, we apply these two forms to Parker Solar Probe data taken in the inner heliosphere to
highlight how the different closure equations affect the energy cascade rate estimates.

Unified Astronomy Thesaurus concepts: Solar wind (1534); Solar physics (1476); Magnetohydrodynamics (1964);
Plasma astrophysics (1261); Plasma physics (2089); Interplanetary turbulence (830)

1. Introduction

The formalism of an exact law describing turbulent flows was
first developed in the context of neutral fluid dynamics:
incompressible hydrodynamics (HD; Kolmogorov 1991; Frisch
1995; Antonia et al. 1997; Galtier 2016), isothermal (Galtier &
Banerjee 2011), and polytropic (Banerjee & Galtier 2014)
compressible HD. It was then extended to magnetized plasmas
described within various approximations: incompressible MHD
(IMHD; Politano & Pouquet 1998; Yoshimatsu 2012; Banerjee &
Galtier 2017), incompressible Hall-MHD (IHMHD; Galtier 2008;
Banerjee & Galtier 2017; Hellinger 2018; Ferrand et al. 2019),
incompressible (Andrés et al. 2016a, 2016b) and compressible
(Banerjee & Andrés 2020) two fluids, isothermal compressible
MHD (CMHD; Banerjee & Galtier 2013; Andrés & Sahraoui
2017; Andrés et al. 2018b), and isothermal compressible Hall-
MHD (CHMHD; Andrés et al. 2018a). The main driver of such
efforts, other than their intrinsic theoretical interest, is to better
model the turbulent heating of the solar wind and magnetospheric
plasmas (Richardson et al. 1995; Bruno & Carbone 2013;
Sahraoui et al. 2020). Indeed, the formalism of an exact law
allows us to derive (within the classical assumptions that will be
recalled further below) exact relations that couple, in a full
nonlinear way, the turbulent fields to the energy transfer rate
between scales. This cascade rate is assumed to be equal to the
rate by which energy is injected into the system (at the largest
scales) and to the rate by which it is dissipated (at the smallest
scales). Although these fluid models have strong limitations, in
particular when applied to collisionless space plasmas, they
nevertheless provide useful means by which one can apprehend
the challenging problem of quantifying energy dissipation and
particle heating in spacecraft observations. This is witnessed by
the significant progress that has been achieved in recent years on
these questions, from the evidence of turbulence cascade in space
plasmas (Smith et al. 2006; Sorriso-Valvo et al. 2007; Sahraoui
2008; Stawarz et al. 2010; Marino et al. 2012; Coburn et al. 2015),

to the study of how density fluctuations enhance the dissipation
rate in the solar wind and planetary magnetospheres (Carbone
et al. 2009; Banerjee et al. 2016; Hadid et al. 2017, 2018; Andrés
et al. 2020), and the first estimation of the turbulent dissipation
rate at kinetic (subion) scales in the Earth’s magnetosheath
turbulence (Andrés et al. 2019; Sorriso-Valvo et al. 2019;
Bandyopadhyay et al. 2020; Quijia et al. 2021), and other key
regions of the magnetosphere (Sorriso-Valvo et al. 2019; Quijia
et al. 2021).

Here, we extend the previous efforts by proposing a general
method that allows us to obtain the exact law for any isentropic
flow using the internal energy equation, but without a prior
specification of the state equation (isothermal or polytropic).
Among other results, this formulation provides a new exact law
for compressible polytropic MHD flows, which allows us to relax
the isothermal closure when applying the exact law formalism to
space plasma observations (Hadid et al. 2017, 2018; Andrés et al.
2020). We also show a first application of the new law to the
Parker Solar Probe (PSP) to highlight similarities and differences
with the isothermal closure.

2. Generalized Exact Law for Isentropic Flows

Our analysis is based on the following compressible MHD
equations

Oip+V - (pv) =0, ey

0i(pv) + V - (prv) =V - (paw) — V(P + Py)
+di +f, (2)
V(o) = —pV - n, (3)

Oi(pwa) + V - (pvma) = V - (onav) + pV - iy
- %vaV v +dpy, 4)
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where p is the mass density, v the velocity field, v, the Alfvén
velocity, P the pressure, Py, the magnetic pressure, dj, the Kinetic
viscous dissipation, d,, the magnetic resistive dissipation, and f a
stationary homogeneous external force assumed to act on large
scales.

Note that the above system is not closed so long as a closure
equation relating, for instance, the second order moment P to
the mass density p, is not specified. Instead of adopting such an
equation at this stage as done in all previous derivations of
exact laws for compressible HD and MHD turbulence (Galtier
& Banerjee 2011; Banerjee & Galtier 2013, 2014; Andrés &
Sahraoui 2017; Andrés et al. 2018a), here we elect to remain
more general and assume only that we are to deal with
isentropic flows in which the entropy remains constant (note
that sometimes these flows are called barotropic, see Zakharov
et al. 1992; Eyink & Drivas 2018). To this purpose we
introduce a general equation that governs the internal energy
variations in such flows. We show below that such a law
encompasses incompressible and compressible (isothermal and
polytropic) closures, whose von Kirman-Howarth—-Monin
(KHM) equations will be obtained as simple limits of the
general form that we derive in this work. To do so we need to
recall some thermodynamics notions in view of highlighting
some subtle differences between the turbulent cascade in
compressible and incompressible flows and the concept of
energy dissipation within the formalism of exact laws.

2.1. Some Remarks on the Thermodynamics

Let us start with the definition of internal energy variation 6U
in a given system, based on the first principle of thermo-
dynamics

oU = 6Q + 6W = Té6S — POV (5)

that reflects the two distinct contributions to the internal energy
variation: the heat component 6Q =T6S due to entropy
variation 6S and the work of the pressure force 6W (V and T
are the volume and temperature of the considered thermo-
dynamical system). For isentropic flows, i.e., a constant
entropy, the internal energy variation reduces to the work of
the pressure force:

oU = —P6V, 6)

m

with the definition of the mass density p = m

simple variation

one obtains by

sV =—"6p. 7
p
Injecting relation (7) into Equation (6) and introducing the
specific internal energy u = U/m (i.e., internal energy per unit
mass) yields

P
bu = —6p. 8
p
Introducing the time and spatial derivatives one can obtain the

following relations from Equation (8)

P
O = ?a,p, )

vi-Lv, (10)

07
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Combining relations (9) and (10) with the continuity
Equation (1) one obtains the following “continuity” equation
for the specific internal energy

ou +v.V(u) = —EV -y, (11
P

which can be written for convenience as
O(pu) + V - (puv) = —PV - y. (12)

Some remarks can be made here based on Equations (11) and
(12). First, we recall that this equation was derived assuming a
constant entropy and an isotropic pressure. This means that this
equation forbids any (irreversible) dissipation that requires an
increase of entropy. At first sight this observation might sound in
contradiction with the idea that turbulence requires dissipation,
which is reflected by the presence of the resistive and viscous
terms in Equations (2) and (4) (Eyink & Drivas 2018). The
contradiction can actually be solved thanks to the assumptions
used in the derivation of the turbulence exact laws (as will be
recalled below): they are valid only in a range of (inertial) scales
where the dissipation is negligible with respect to nonlinear
transfers, the former becoming comparable to or larger than the
latter only at the very smallest scales. In this sense, the internal
energy Equations (11) and (12) should be understood as valid
only in the inertial range. Entropy can be produced, but only at
(and confined to) small scales. A more rigorous solution to this
problem would consist of introducing a cooling term (e.g., thermal
radiation) that would extract entropy production (and subsequent
internal energy excess) at sufficient rate so that Equations (11) and
(12) remain valid at all scales (Eyink & Drivas 2018).

The second remark that can be made is that in the
incompressible limit (i.e., V.v =0), the internal energy is fully
conserved for an isentropic flow: d{u) = Ou +v. Vu =0. This
observation means that in incompressible HD flows (a general-
ization to MHD is straightforward) the total energy is the sum of
the kinetic and internal energies, but the cascade concerns only
the kinetic energy (Kolmogorov 1991; Frisch 1995; Politano
& Pouquet 1998). The explanation is rather simple: under the
assumptions that (kinetic) energy is injected at the largest
scales and dissipation limited to the smallest ones, since internal
energy is conserved (i.e., no exchange with kinetic energy) then
the injected energy has to cascade to small scales (due to
nonlinearities) where it is eventually dissipated. This “necessity”
of cascade in incompressible flows does not hold in compres-
sible flows, for which the internal energy is no longer conserved
and exchanges with kinetic energy via the right-hand side (rhs)
terms of Equations (11) and (12). In this case and under the same
assumptions as above, once kinetic energy is injected at the
largest scales, it can nonlinearly exchange with the internal
energy (through the pressure forces) in a way that may populate
the inertial range but without necessarily implying a cascade
toward small scales with a constant flux. An example would be
planar shocks in compressible fluids (a multiscale problem
where compression dominates and heating occurs, but the notion
of cascade is irrelevant). This idea is supported by the presence
in all the existing exact laws for compressible HD, MHD, and
Hall-MHD flows of source terms (i.e., proportional to the
divergence of fields such as v and v,) that act in the inertial
range and reflect the presence of compression and dilatation of
the fluid (Galtier & Banerjee 2011; Banerjee & Galtier 2013;
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Andrés et al. 2018a, 2019; Ferrand et al. 2021). Those terms can
fully balance the flux terms, at least in some instances of
supersonic turbulence (Ferrand et al. 2020). In such situations
the existence of an energy cascade with a constant flux over
scales is not guaranteed. Therefore, in compressible models of
turbulence, the examination of the weight of the source with
respect to the flux terms is important to assess the presence
or not of an energy cascade over scales as is known in
incompressible flows.

A final remark about compressible turbulent flows can be
made regarding the nature of the energy that cascades to small
scales. In the previous works (and in the present paper) the
derivation of the exact law was based on using two-point
correlation functions that can be related to the total energy of
the system (i.e., the sum of kinetic, magnetic, and internal
energies; Banerjee & Galtier 2013; Andrés et al. 2018a, 2019;
Ferrand et al. 2020, 2021). However, it is important to note that
in such formulations it is the sole “component” of internal
energy driven by the pressure forces as defined by Equation (6)
that is considered in the cascade process. The other “comp-
onent” due to entropy variation (7dS) is assumed to be
negligible in the inertial range. This observation does not
contradict the fact that all the energy will be eventually
converted into heat at the smallest scales, which will result in
an increase of the internal energy through entropy variation 76S
according to Equation (5). From this viewpoint, there is no
difference between incompressible and compressible turbu-
lence: energy will eventually be dissipated into heat. The
difference lies only in the nature of the energy that undergoes
that conversion: in the former it is the kinetic energy (so long as
internal energy remains conserved, i.e., the work of the
pressure force is zero), in the latter it is the total energy (the
sum of kinetic and internal energies).

2.2. KHM Equation for Compressible Isentropic MHD
Turbulence

To derive the KHM equation for isentropic flow we use
Equations (1)—(4) complemented by the internal energy
Equation (11). We define £ as the spatial increment connecting
two points x and x’ as x’ = x + £ and, for any given field &,
Ex)=¢ and £(x') = £'. We consider the mean correlation
function Ry = (R + R')/2 with () an ensemble average,
and (R) = (pv - V’/2 + P - VA//2 + pu') = (Re + R + Ry)
a correlation function taken at the point x and (R') its conjugate,
i.e., the same function taken at the point x’. We note that if
x = X', Ro=(E)={(pv*/2+ pvi/2 + pu), which defines the
mean total energy of the system.

Using the property 9,() = (9;), the temporal evolution of R
is given by

1
Rt = Zwr(PV V) + 0(p"V - v))
+ —(0i(pva - W) + 0P - w))

+ — (0 (pu’ + p'w)). (13)

= A=

We are interested in deriving the explicit forms of the time
evolution of the correlators (R;), (Rp), and (R,) involved in
Equation (13). For this purpose we use Equations (1)—(4) and (11)
written at the positions x and x’. We recall that in our formalism

Simon & Sahraoui

we can write for any entity A: 0,A’ = OvA = 0, and define
6A = A’ — A. Under the hypothesis of space homogeneity we
also have the relations (V' - ) = V- () and (V- ) =—V,- (),
where V, denotes the derivative operator along the increment £.
Using these relations, we obtain the following expressions for the
correlators involved in Equation (13) (see the Appendix for
details):

2(0i(Ry + R)) = (0(pv - v/ + pV' - v))
=V (v -vlv—pv -V — pV v + PV wy)
— Vo (o v —pv-mm' = p'm’ v’ + ' man)

+ V(P4 Py — (P + Pipy — L(P' 4 Pipw
P

/
+ p—(P + Py)v' — pu'v + p'w’)

p
—|—<p’v’-vV~v+pv-v’V’-v’—2p’v’-vAV~vA

/

P
— 2 WV = Y () %MV : (p’uv’)>

/
-|—<dk~v’—|—£ld,£~v+d,é‘v+p—dk'v’
p P

’
—|—f~v’+£/f’-v+f’-v+p—f-v’>,
p p

14)

2(0(Rp + Rp)) = (0i(pwa - ' + p'w’ - w))
=V (pw -y — o - n'v — pw cmv + p'n’ - wy)
— V- {pv-wmm — pwa - vm’ — p'V o + p'm’ - vm)

1 1
+ —’v’-vf—v~v’)V'v
<(2PA A ZPA A

1 1
+—v-v’——’v’~v)V’~v’
(ZPA A 2,0A A

/

+ (V' - — pyy VIV oy
+ (v -wn' —pw vV -n)

!
+<dm-vA’+£/d,’,,~vA+d,’,,-vA+p— m-vA’>,
p p
(15)

2(0,(Ry + Ry)) = (D(pu’ + p'w))
=V, - (pu'v — puv' — p'wv’ — p'uv)

/
+<(pu’ - ﬁpf)v/ Y (p’u - %P)V : v>. (16)

The V,-terms (except the third line of the Equation (14) that
contains pressure terms) of Equations (14)-(16) contain a part of
the developed form of the structure functions (8(pv)- évév),
(8(pva) - Bvabv), (6pbudv), (8(pva)- wévs), and (6(pv) - 6v40v4).
The other part can be written as source terms that include a
dilatation factor like V-v or V .v,. Then, introducing the
structure functions in the Equations (14)-(16) (see the Appendix
for an example), Equation (13), which is the sum of
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Equations (14)—(16), becomes:

40Rioy = V- (6(pv) - 6vév + 6(pwy) - m v + 26pbudy
— O6(pw) - vém — 6(pv) - b dm)

+ 9 (14 2)e + Py

_ (1 + %)(P’ + PV + puv — pu’v>

+ <(V’ . v’)(,ov -6y 4 pwy - O

_ %P’VA’ N %va N 2p(5u — %))>

+ <(V . v)(—p’v’ v — p'w’ - o — %va BN

— Lo — zps(5u + ;))>

— (V- m)Qpv - b — p'V’ - wa + pra - V)
—(V-m)@Qpv’ - om + pv-w” —p'wn’ - v)

— <%V’ - (pu'v) + PTMV . (p’uv’)>
+<f.v’+pif’~v+f’~v+%f~v’>
+<dk~v’+§d,£-v+d,i-v+%dk-v’
—&—dm-vA’—i—%d,'n-vA—l—d,/n-vA—l—% m-vA’>.

(r7)

Equation (17) is the KHM equation for isentropic MHD
turbulence. Following the usual assumptions used in fully
developed homogeneous turbulence (infinite kinetic and
magnetic Reynolds numbers, a stationary state with a balance
between forcing and dissipation (Frisch 1995; Galtier &
Banerjee 2011)), one obtains

—4e =V - (6(pv) - bvév + 6(pw) - O by + 26pbudv
— 6(pw) - vém — 8(pv) - bvadm)

/
+ V- <(1 + p—)(P + Py)v’
p
— (l + ﬁ/)(P’ + Piv + pw' — pu’v>
0
+ <(V’ . v’)(pv N %p’vA’ N

!
— lva '+ 2p(6u — i{)
2 p

+ <(V . v)(—p’v’ oy — plyy - b — %va N

L zp,(&, . 5))>
2 p

— (V" -mHQpv - b — p'vV' - + pry - V)
—(V )@V - dm + pv -m' — p'm - v))

A Puwr oy + P ), (18)
P’ P
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where we used the assumption (f-v' + p%f’ v+ fv+

%/f - v') o~ 4e, with € being the mean rate of energy injection
by unit mass. Equation (18) is the first main result of this paper: a
general exact law for compressible isentropic MHD flows. It is
valid in the inertial range where the forcing and dissipation are
assumed to be negligible with respect to the nonlinear terms. Note
that this equation depends on the plasma pressure P whose explicit
dependence on mass density p is not yet stated. We show now that
by specifying such a relation (i.e., choosing a closure equation) we
can derive the exact laws for isothermal and polytropic MHD (and
HD in the limit B = 0) turbulence, along with their incompressible
limits.

2.2.1. Incompressible MHD Turbulence

The incompressible MHD exact law (Politano & Pouquet
1998) can readily be obtained from Equation (18) in the limit of
constant mass density p = po, which implies that all the source
terms (i.e., those proportional to field divergence) tend to zero.
Equation (18) reduces then to

— 4 =N ((8v - Y + vy - Sua) Oy — 20us - Sviwy).
Po
(19)

2.2.2. Compressible Isothermal MHD Turbulence

In the isothermal case, the state equation is P = cfp with ¢,
the constant sound speed. Then one can readily demonstrate the
equality:

A\ <(1 + p—/)(P + Py — (1 + ﬁ,)(P/ + Py
P p

!/
+ p'w’ — pu'v) — <2p£/V’ . v’> — <2p’£V . v>
p p

=Py — P)V' V') + ((Py;, — PHV - )

2 /
+<(%A + u)V’ . (p’v’)> + <(VA72 + u’)V : (PV)>.

(20)

With the modifications of the source terms and by
introducing the notation 3=P/Py, p = (p' + p)/2 for the
average density, H=pv-v, for the cross helicity, Rg =
ov v /2+ pvs -w'/2 + pu', Rg = pva - /2, and Ry =
pv - w'/2 + pvs - v'/2, the nonaveraged correlators for the
total energy, magnetic energy, and cross helicity, we recognize
the isothermal exact law derived by Andrés & Sahraoui (2017):

2 = %Vg ([8(pw) - 69 + 5(pma) - v + 26poul bv
— [6(pwa) - 6v + 6(pv) - bvaldm)

+<(V’.v’)[REME+PMP]>
2 2

! ! pl
+<(V.v)[Ré_M_E/+M]>
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+ (V' -w)IRy — Ry — pv - v + HI)
+{(V )[Ry — Ry — pv' - oa + H'l)

l é 1L (! l L‘i‘z ! .
+2<(2 +u)V (pv)>+2<(2 +M)V (pv)>

1
= STV Guv) + BTV - (')
(21)
In the limit of v, = 0 one can easily recover the exact law of
compressible isothermal HD turbulence derived in Galtier &
Banerjee (2011).
2.2.3. Compressible Polytropic MHD Turbulence

In the polytropic case, the state equation is vP = cZp, but
now the sound speed is no longer constant and depends on
density variations, -y is the polytropic index. The source terms
now are:

R <(1 + p—/)(P + Py — (1 + ﬁ/)(P/ + Py
p p

!/
+ p'w’ — pu'v) — <2p£/V’ . v/> - <2p/£V . v>
0

p
/
:< PM+P—2p£/)V’~v’>
p

+ < P,(4+P’—2p’£)V-v>

p
2 2
+< c’—+v—A+u)V'-(p'v’)>
ot 2
12 12
+<(c‘—+v“—+u')v-(pv)>. (22)
¥ 2

Consequently, the polytropic MHD exact law reads

—2e = %Vg - {([6(pv) - v + 6(pwa) - bva + 26pbul by
— [6(pva) - 6V + 6(pv) - valdmy)

/ 12
+ <<V/ o[- B 2]

/ 2
+(v.v)[1eg - RB;LRB —E' + %(P,(NLP’ - 2pfcs_)]>

vy
+{((V' - [Ryy — Ry — pv - v + H)
+((V -v)[Ry — Ry — pv' - va + H'])

2 2
+ 1<(CS + VA + M)V' . (p’v’)>
2 ¥ 2

1 Cl2 vA/2 ,
s v -
+2<(7 A |V (o)

_%<ﬁlflv/ . (pu’v) + ﬁflv . (pluv/)>'
(23)
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Equation (23) is the second main result of this work. One can
recognize the same structure as in its counterpart describing
isothermal CMHD turbulence (Andrés & Sahraoui 2017). The
first line of the rhs term of Equation (23) is the usual flux terms
that depend only on field increments, the following three lines
are the source terms that depend upon the divergence of the
Alfvén and flow speeds and contain the hybrid term that can be
written either as a source or a flux term, and the last line is the
[-dependent term (Andrés & Sahraoui 2017).

Comparing Equations (21)—(23) one can see that the choice
of the closure equation (polytropic versus isothermal) alters the
exact law in two locations: in some of source terms that depend
on the internal energy or on the polytropic index ~, and in the
internal energy flux term 26pdudv through the dependence of
the internal energy on the chosen closure. Quantifying the
importance of such dependence on the estimation of the
cascade rate in the solar wind is the goal of the next section.

Finally, we note that in the limit v, = 0 one can obtain the
following exact law for polytropic HD turbulence:

2e— %V[ ([5(pw) - v + 26p5ul o)

< 1 cl?
+ (V’-v’)[REE+—(P2pS—)]
2 Y
et
+(V -v|Rt — E + —| P —2p' =
2 Y

2 12
+ l<(CS— + u)V’ - (pv) + (CS— + u’)V ‘ (PV)>~
2 ¥ Y

(24)

The expression of this law is different from the one derived
by Banerjee & Galtier (2014), because of the different
expressions of the internal energy correlators used in the two
derivations (pvat\u' = % instead of pu’ = %). The
two laws should however be equivalent if tested on numerical
simulations as done for IHMHD (Ferrand et al. 2019).

3. Application to Spacecraft Observations

We use PSP data recorded on 2018 November 4 between
00:00 and 02:30 during its first orbit at around 36 R, where R;
is the solar radius (Fox et al. 2016). The data used are those of
the magnetic field measured by the FIELDS experiment with a
sampling time of 3 ms (Bale et al. 2016) and of the plasma
moments (density, ion velocity, and temperature) from the
Solar Wind Electrons Alphas and Protons (SWEAP) experi-
ment (Kasper et al. 2016) sampled at 0.873s. In order to
compute the cascade rate, which involves correlations between
the plasma moments and the magnetic field data, we had to
resample the magnetic field data at the resolution of the
SWEAP measurements. The analyzed data are shown in
Figure 1. We analyze two subintervals (marked by the red
color) that reflect two different levels of density fluctuations:
the first one (subset 1) from 00:35 to 01:05 shows very low
compressibility (typically (|6pl/p,) ~ 8%), while the second
one (subset 2) from 01:45 to 02:15 shows larger density
fluctuations  ((|8pl/p,) ~ 20%). This choice is made to
investigate the impact of the different levels of density
fluctuations on the cascade rate estimated from isothermal
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Figure 1. The PSP data measured in the inner heliosphere on 2018 November 4. Panels (a)—(c) are the three magnetic field components (in the RTN reference frame),
(d) is the corresponding magnitude, (e) is the angle between the fluid velocity and the magnetic field, and (f) and (g) are the relative proton density and temperature
fluctuations, respectively. The red areas indicate the intervals where the cascade rate is computed.

and polytropic CMHD models with respect to that given by the
IMHD model. The choice of 30 minute duration guarantees
including about three correlation times of the turbulent
fluctuations in the analyzed data based on the estimation given
by Parashar et al. (2020) (our intervals were included in that
study where a correlation time is estimated to ~600 s). In
Figure 1 we also plot the angle Oy between the local magnetic
field and plasma velocity. It is used to check that the two
selected periods correspond to a relatively stationary angle, a
necessary condition to obtain a reliable estimate of the cascade
rate as shown in Hadid et al. (2017). (Because of the use of the
Taylor hypothesis, sampling very different directions with
respect to the local magnetic field can result in large
fluctuations of the cascade rate.)

To estimate the cascade rate we introduce two further
assumptions to the model. Considering that the source terms
require estimating the divergence of the plasma and the
compressible Alfvén speeds, which can be done only using
multispacecraft data (Andrés et al. 2019), we assume that the
source terms are negligible with respect to the flux terms. This
assumption is confirmed in numerical simulation results of
subsonic MHD turbulence (Andrés et al. 2018a). Therefore, in
the following, we only use the first line in Equation (23). We
further assume the isotropy of the fluctuations, which allows us
to integrate in 3D, on a ball of radius ¢, the reduced form of

Equation (23) and obtain the following expression

3
4voT

e=—

([6(pv) - v + 6(pws) - ovaldve — [6(pwa) - O¥
+ 6(pv) - valdvas) — %(25;151461)[) =F+ P,
(25)

where ¢ denotes the increment direction taken along the mean flow
velocity using the Taylor hypothesis £ ~ vy, with 7 being the time
lag (v is obtained by averaging over each time interval, as for all
the quantities that are indexed by 0). The difference between the
isothermal and the polytropic models hides in the form of the
specific internal energy u given by u = cf ln(p/ py) in the
isothermal case and u = (cs2 — cszo) / (7(y — 1)) in the polytropic
one (with y=1). This choice is made to ensure a consistency
between the two models regarding the initial (background) internal
energy (p= po— u =0). The sound velocity ¢, comes from the
perfect gas equation, ¢’ = kg T, / mp, with y=1 for the
isothermal case and y=5/3 for the polytropic, T,, and m, being
the proton temperature and mass. In Equation (25) the term F;
refers to the modified (i.e., compressible) Yaglom term given by
Equation (19), while F, refers to the internal energy one, which
has no counterpart in the IMHD theory. Within the reduced
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Figure 2. Comparison of the computed cascade rate for subset 1 (00:35-01:05, left) and subset 2 (01:45-02:15, right). Panels (al)—(a2) represent the absolute value of
the cascade rate given by each model (incompressible in blue, isothermal in green, and polytropic in red), (b1)—(b2) are the ratios between the internal energy term F,
and the compressible Yaglom term F; for isothermal (green) and polytrope (red) description, and (c1)—(c2) are the ratios between the polytropic (F3,) and isothermal

(Fy;) estimations of the internal energy term.

Equation (25) the difference in estimating the polytropic and
isothermal cascade rate would come only from the term F>.

Figure 2 shows the results obtained from the two subsets of
data on the estimation of the full cascade rate using the IMHD,
polytropic CHMHD, and isothermal CHMHD, and on the
separate contribution of each term, F; and F,. Since we are
primarily interested in the possible impact of the equation of
state on the cascade rate, this first application of the general
exact law to real data is limited to the evaluation of the absolute
values of the cascade rate. The signed cascade rate and the
subsequent question of the forward versus inverse cascade,
which requires much larger data samples to ensure statistical
convergence (Coburn et al. 2015; Hadid et al. 2017), is thus not
treated here. In the first data set (Figure 2(al)) the cascade rate
changes sign at 7~ 10s and 7~400 s but remains nearly
constant between the two time lags, which would define the
inertial range where the exact law can be evaluated. The large-
scale sign change is due to a brief variation in the Yaglom term
F that appears by an increase in Figure 2(b1) and a decrease of
the incompressible and compressible results in Figure 2(al). In
the second data set (Figure 2(a2)) the cascade rate shows no
sign change, but the inertial range would be limited to the range
from 7~ 50 s to 7 ~ 800s.

Figure 2(a2) emphasizes the role of density fluctuations in
amplifying the compressible cascade rate by a factor ~3 with
respect to the incompressible one. This contrasts with the data

in subset 1 (Figure 2(al)) where the compressible and
incompressible cascade rate coincide, in agreement with the
lower density fluctuations observed during this time interval
«16p1/po) ~ 8%). This result confirms the previous findings in
the solar wind (Banerjee et al. 2016; Hadid et al. 2017; Andrés
et al. 2021). Figures 2(al)—(a2) show further that the two
compressible models (polytropic and isothermal) give essen-
tially the same cascade rate. The reason for the convergence of
the two models can be seen in Figures 2(b1)-(b2): the
contribution of the internal energy term F, in both subsets is
negligible with respect to the compressible Yaglom term F
(note that the burst of the ratio F,/F; observed at 7~400s is
not caused by an increase of the internal energy term but rather
by the decline of the Yaglom term F; because of its sign
change at the same time lag mentioned above). From this
observation one can conclude that the amplification in the total
cascade rate seen in Figure 2(a2) comes from the contribution
of the density fluctuations to the Yaglom term F;. However,
even if in these two particular cases the isothermal and
polytropic closures yield the same estimation of the cascade
rate (since F, < F7), one can still examine the impact of each
closure on the internal energy term F,. The result is given in
Figures 2(cl)-(c2). We observe that at the largest scales
(7 2 100 s) the two closures provide nearly the same estimation
of the internal energy term F,. However, at smaller scales there
is about an order of magnitude difference in the estimates given
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by the two models: in subset 1 the polytropic closure provides a
lower contribution to the cascade rate than the isothermal one,
while the opposite trend is observed in subset 2. However, a
firm conclusion cannot be reached about the physical origin of
the difference between the two models, which would require
analyzing a larger data sample. Nevertheless, this first
application of our new model to spacecraft observations shows
that the choice of the “thermodynamics” can impact the
estimation of the cascade rate in real data. This impact is likely
to be higher in the magnetosheath where density fluctuations
are generally larger than those reported here, in which case
both F; and F, would play a leading role in the turbulent
cascade (Andrés et al. 2019).

4. Discussion and Conclusions

In this work we provided a general theoretical framework to
derive exact relations for homogeneous compressible turbulent
flows described within the MHD model. This general frame-
work relies only on the assumption of constant entropy (in the
inertial range), which allowed us to introduce a general
equation for the internal energy used in the derivation, which
encompasses the classical isothermal and polytropic closures
(in addition to the incompressible limit). We showed that this
formalism allows, when the closure equation is stated in the
exact relations, for recovering all known limits of incompres-
sible and compressible isothermal MHD laws, and to obtain a
new one that describes polytropic MHD turbulence. We found
that the choice of the state equation impacts both the flux
(through the internal energy) and the source terms. To quantify
such an impact we applied a reduced form of the two
theoretical models (where only flux terms were retained) to
two intervals of PSP observations taken in the inner helio-
sphere. We showed that while the overall impact of the state
equation on the cascade rate is negligible (because of the
relatively low density fluctuations in the solar wind), it does
however influence the internal energy term. The same
conclusion is obtained from a few intervals of Magnetospheric
Multiscale Mission (MMS) data measured in the magne-
tosheath (not shown) where density fluctuations were higher
(up to 50%), but based only on the estimation of the flux terms.
Nevertheless, a firm conclusion as to how the two compressible
models would impact the cascade rate estimates in spacecraft
observations requires analyzing a larger data sample. The use
of multispacecraft MMS data should allow us to obtain a full
answer to this question, through the estimation of both the flux
and source terms.
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Solar Probe as part of NASA’s Living with a Star (LWS)
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use of data from the FIELDS (http:/ /research.ssl.berkeley.edu/
data/psp/data/sci/fields/12/) and SWEAP (http://sweap.cfa.
harvard.edu/pub/data/sci/sweap/) instruments.

Appendix
Derivation of the Kinetic Energy Correlator Equation

The exact law given in the main text is obtained from the
equation governing the temporal evolution of the total
correlator 2Ry = ((Ry + R{) + (Rg + Rf) + (R, + R))/2

Simon & Sahraoui

(i.e., Equation (13)). The strategy for deriving such an equation
is the same for the three terms related to the kinetic, magnetic,
and internal energy correlators. Therefore, here we provide
only the details of the derivation of the kinetic energy correlator
(Rx + R,i). Using Equations (1), (3), and (10), the momentum
Equation (2) can be written under the following form:

Oov+V . -(w) — vV -v=V-(mn) —2nV - -n
- V(M) - (1 4 P—M)Vu I (AD)
p P PP

Writing (2) at the point x multiplied by v’ then at the point x’
multiplied by v, and (A1) at the point x multiplied by p’v’ then
at the point x’ multiplied by pv, summing the four terms and
using the property 9,() = (9,) yield the following expression
for the time evolution of the kinetic energy correlator

200Re + RD) = (D(pw - v + pv' - )
= {0i(pv) - V' + pv - Oy’ + 0,(pV)) - v + pV' - D)
= ((=V - (pw) + V - (pvava) = V(P + Py) +dx + f) - V')

+ <pv . (—V’ ) + VIV v 4+ V- (ma'm)

— IV oy — V/(P, + PA,/I)

o

p! d ,
- (1 + #)V’u’ + 4 L,)>
o

+{((=V" - (pVV) + V' (p'va'vs")
V(P + Py +di +f) )
+ <p’v’ . (V () + vV - v + V- (iava) — 2mV - my
V(m)(l+P_M)VH@+£) ,
p P PP
Using the definition for any entity A: 9,A’ = A = 0 one gets:
2(0,(Ri + R)) = (=V - (pv - v'v) + V - (pr - V'wy)
V- (P+PpV)+dp- vV +f-V)

+ <V’ (v vV + v V'V Y+ V(v - ')

P+ P,
— 2w -V p — V- (gp,,)
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—2pV WV sy — V- (Mpqﬂ)

P

— (1 + P—M)V S (p'w'y + phv' - i + pv - £>
P p p

Thanks to the homogeneity assumption (V -)=—V,- ()
and (V') =V, - (), and after rearranging some terms, we
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obtain the following equation:
2R + RD) = Ve - (v - vy — py - v/
—plv w4 plv )

=V (o -V —pv o — v+ o'V o)
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/
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A2
which is identical to Equation (14) in the main text. In the(ﬁrs)t
line of Equation (A2), we recognize the flux terms of the
developed form of the divergence of the structure function (6
(pv) - bvov):

Vi - (6(pv) - vbv) = V- (pv - vy — pv - VNV
—p'v w4 plvwy)
+ (v - vV v 4+ plV V'V ), (A3)

I3/

v — pv-w)=0 and
Vv - — v Yy = (v - vV Y £ o YV ).
Then Equation (A2) becomes:
2(0(Re + R)) = Vi - (6(pw) - bvbw)

=V - {pm v — pr-mm’ — p'w v + oV )

where by homogeneity, V; - (pv' - v

1V <(P + P — (P + Py — Lo 1 Py
p
!/
+ 2P+ Py — pulv + p’uv’>
o
+ <p’v’ O VARIR VRS SN R 1 VARRI VRS L AR A ARR N
P, P
—2w - n'V o — M (ulv) — 2T (p'w)
P’ P
P o’
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p P

f P ’ P

+fv+=fv+ v+ =f).
P P

(A4)

The three first lines of Equation (A4) are expressed as a

divergence of flux terms, while the fourth line as source terms

Simon & Sahraoui

(i.e., proportional to field divergence such as V -v or V - v4).
The last line contains the forcing and dissipation terms. Note
however that this choice of presentation is not unique as some
of the flux terms above can be expressed as sources (and
vice versa), hence the terminology of hybrid terms introduced
by Andrés & Sahraoui (2017).
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We derive an exact law for compressible pressure-anisotropic magnetohydrodynamic turbulence. For a
gyrotropic pressure tensor, we study the double-adiabatic case and show the presence of new flux and source
terms in the exact law, reminiscent of the plasma instability conditions due to pressure anisotropy. The Hall
term is shown to bring ion-scale corrections to the exact law without affecting explicitly the pressure terms. In
the pressure isotropy limit we recover all known results obtained for isothermal and polytropic closures. The
incompressible limit of the gyrotropic system leads to a generalization of the Politano and Pouquet’s law where
a new incompressible source term is revealed and reflects exchanges of the magnetic and kinetic energies with
the no-longer-conserved internal energy. We highlight the possibilities offered by the new laws to investigate
potential links between turbulence cascade and instabilities widely observed in laboratory and astrophysical

plasmas.

DOI: 10.1103/PhysRevE.105.055111

I. INTRODUCTION

In recent years there has been a growing interest in deriving
von Karman-Howarth—Monin (vKHM) [1-3] equations that
describe turbulent energy cascade in magnetized plasmas.
Those equations present the double advantage of being fully
nonlinear and of linking the turbulent energy cascade (or
dissipation) rate to measurable fields [4—10]. The cascade rate
is used to estimate energy dissipation from spacecraft data
taken in the solar wind (SW) and the planetary plasma en-
vironments [11-16]. Efforts were thus put in generalizing the
laws to more realistic conditions met in those plasmas at the
cost of increasing complexity. Two main lines of research are
pursued: one aiming at extending the range of the described
scales, from magnetohydrodynamics (MHD), to Hall-MHD
and two-fluids [17-24]; the second by incorporating density
fluctuations described within isothermal or polytropic clo-
sures [25-34] or gravitational effects to study star formation
in the interstellar medium [35,36].

Despite these important improvements, a key missing in-
gredient that none of the existing models can describe is the
presence of pressure anisotropy (with respect to the back-
ground magnetic field By). Indeed, while the existing laws
do consider the presence of a background magnetic field,
which allows one to study energy transfers along the parallel
and perpendicular directions to By [37—41], they however all
assume a scalar pressure, which is unrealistic to describe most
of the magnetized collisionless astrophysical (or laboratory)
plasmas where ion and electron pressure anisotropies are fre-
quently reported from particle measurements [42—47].

In order to include pressure anisotropy in fluid modeling of
magnetized plasmas, Chew et al. [48] introduced the double-
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adiabatic closure (known also as CGL). One of the main
changes to the dynamics of the plasma brought up by pressure
anisotropy in CGL-MHD equations is the presence of instabil-
ities, which in the linear limit coincide with the ﬁreho§e when
@[1 —a,] > 1 and the mirror when Bja, +1 < ﬁ”% (B is
the ratio of the parallel thermal to the magnetic pressure, a, =
T /Tj is the ratio between the proton perpendicular and paral-
lel temperatures [49-51]). These instabilities (or their kinetic
counterparts) were shown to constrain part of the dynamics
of the SW [45,46] and are thought to operate in laboratory
devices [52], clusters of galaxies [53], and black holes’ ac-
cretion disks [54]. However, the interplay between turbulence
and instabilities remains an unsettled question although some
hints were already reported. These include driving of sub-
ion-scale turbulence [47,55,56], influencing the scaling of
the high-frequency magnetic energy spectra in the SW [45],
or linking unstable plasmas to high-energy cascade rates as
measured in the near-Earth space [41,57], which remains to
date not fully understood.

It is the goal of this paper to fill the existing gap by
providing a self-consistent (fluid) theoretical framework to
investigate the potential coupling between plasma turbulence
and instabilities.

II. THEORETICAL MODEL

We use the classical MHD equations but assume a (sym-
metric) pressure tensor rather than a scalar one,

op =—V -(pv), (1)
%(pv) =V - (pVava — WV —P) + di +1.  (2)

0;(pva) = V - (pVAV — pVVy) + pVV - ¥y
—3pVAV -V + dp, 3)

©2022 American Physical Society
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B

where p is the mass density, v the velocity field, va = =

IS
A

the Alfvén velocity with B the magnetic field, and P, =
P + Py is the total pressure tensor, i.e., the sum of the pres-
sure tensor P and the magnetic pressure tensor Py, = Pyl =
(va2/2)7 { is the identity 3 x 3 matrix), dx the kinetic
viscous dissipation, dy, the magnetic diffusivity, and f a sta-
tionary homogeneous external force assumed to act on the
largest scales.

Since we want to derive the exact law for the total energy
of the system, Eqgs. (1)—~(3) are complemented by that of the
(specific) internal energy u, which reads

P
oou=—-V - -(uv)+uV-v— —:Vy, “4)
P

since P and P, are symmetrical tensors, i.e., P;j = Pj;, the

dual product between two such tensors P and A obeys P :
A=P jAij = PjiA;;. Equation (4), valid for any symmetric
pressure tensor when the heat flux is neglected, can be de-
rived from thermodynamical considerations [58] or from the
moments of th_e Vlas_ov—Maxwell equations [50]. For a scalar

pressure, i.e., P = PI, we recover the equation of the internal
energy used in Ref. [34].

Equations (1)-(4) will be used in the following section to
derive the exact law of interest.

III. GENERAL EXACT LAW FOR COMPRESSIBLE
PRESSURE-ANISOTROPIC MHD TURBULENCE

Following the standard approach used in statistical theories
of fully developed turbulence [4—6,9], we define the spatial
increment (or scale) £ connecting two points x and x" as X' =
x + £ and introduce the notations, £(x) = &, its conjugate
(i.e., taken at the position x') &£(x") = &’, and the incremental
quantity §& = &’ — &. These definitions impose that 9, =
dav& = 0, while the hypothesis of space homogeneity implies
the relations (V') = V, - () and (V) = —V, - (), where V,
denotes the derivative operator along the increment vector £
and () an ensemble average.

We consider the mean correlation function of the total en-
ergy Rt = (R+ R')/2 with R = (pv -V /2 + pva - VA'/2 +
pu') = R, + Rp + R, a correlation function taken at the point
x and R’ its conjugate. We remark that if X = X/, Ry = E =
(pv2/2 + pvs2/2 + pu), i.e., the mean total energy of the
system.

Using the property 9, () = (9;), Eqs. (1)—(4) written at the
independent positions x then x’ and multiplied by the appro-
priate variables [e.g., Eq. (2) multiplied by v'] and the space
homogeneity assumption (see Ref. [34] for more details), we
obtain the temporal evolution of the kinetic, Ry, the magnetic,
Rp, and the internal energy, R,, correlators:

20R = =V - (pV-VEV+ pva - V'Va — pV -V, V})

+Ve-<iv’—ﬁﬁ-v>+<pv-v’vﬂv/>
0

po= Vo fot o
A=V P —— 420V Vv,V vy )+ F+ Dy,
P o
o)

20,Rp = —Vy - (pVa - VAV + pV - Vi V4)
— V- {pva-VV)) + <%pVA VAV -V =V . v))
+(oV-VAV VA — pVA - V'V'-V}) + Dy, (6)

Ry = —Vy - (pu'sv) + <pu’v’ VL. V’v’>, )
0

where the terms depending on the forcing, the kinetic, and
magnetic dissipation are regrouped respectively in F, Dy, and
D,,. Then the temporal evolution of Ry is the sum of the re-
lations (5)—(7) and of their conjugates (written at position x’).
By recognizing the developed form of the structure functions
(8(pv) - 6vEV), (8(pVa) - 8VASV), (8(pVA) - 8VEVA), (8(pV) -
SVASVA), (8p8udv), (8p8(P/p) - 8v), and (8p8(Pu/p) - 8v),
the final expression for the temporal evolution of the total
energy correlator reads

P,

40;Riot = Vg - <[8(pv) -8V 4 8(pva) - VA + 2508uldv — [6(pVA) - SV 4+ 8(pV) - 5VAlSvA — 8,08( ) . 8v>
0

1 1 P
+<(pv S8V + 3PVA - 8VpA — FVa- 8(pvy) + 2,08u)V’ -V —2p8 <—) : V’v’>
0

1 1 P
+ <(—p/v’ <8V — E,o’vj\ - 8Va + ES(pVA) SV — 2p’8u>V V+20'8 <—> : Vv>
o

+([—2pV - 6Va — pVA - SV + 8(pV) - VALV - V) + [20'V - 8Va + p'V)y - 8V — 8(pV) - V41V - VA)

P, P, Vo' o Pe
+{|dp— - v=p3{ =) V|- — + |0 —
o P P p

2 v
V/_(S,O_”;V,:|_p>+f+f/+pk+D;(+Dm+D;”
o o

®)

From this relation and following the usual assumptions used in fully developed homogeneous turbulence, namely infinite
kinetic and magnetic Reynolds numbers, stationary state, balance between forcing (at the largest scales), and dissipation (at the
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smallest ones) [5,6,25], we obtain the following exact law valid in the inertial range:

_48MHD — VZ . :FMHD + SMHD 4 S/MHD

with
MHD 1?*
F = <[8(pv) -8V 4 8(pva) - VA + 2508uldv — [6(pVAa) - SV 4+ 8(pV) - 5VAlSva — 8,08(—) . 8v>,
o
MHD 1 1 ’ ’ ? I/
S = pv~5v+§va~8vA— EVA~8(va)+2,08u V' v —2pé ; :V'y
. P, P, V'p'
4+ {[—2pV - 0va — pVs - 8V +6(pV) - VAV - V) + 5,0; -V —pd ; v |- ral
S™MHD — conjugate(SMHP), 9)
where eMHP is the classical mean energy dissipation rate by unit mass assumed to be equal to the injection rate due to the forcing,

ie., F + F ~ 4eMHD and to the cascade rate in the inertial range due to nonlinearities. The exact law (9) is the first main result
of this paper. It is valid for any MHD flow with a (symmetric) pressure tensor when the heat flux is neglected.

As in other compressible exact laws, we can recognize the terms introduced by Ref. [29]: 7MHPD is the flux terms (increment
derivative V, - ()), and SMHP and its conjugate S"MHP are generally known as source terms (see below about the physical
meaning of this terminology) where terms in (V - v) reflect the role of velocity dilatation, terms in (V - v,) involve the
(compressible) Alfvén speed dilatation, and terms in (V p) contain density dilatation. Note that some hybrid and the S-dependent

terms introduced in Ref. [29] are hidden in the new structure function (§ ,08(%) - 6v) and the terms in (V p).

A. Extension to pressure anisotropic Hall-MHD

The extension of the previous MHD model to Hall-MHD flows can be readily obtained by noticing that the only change to
the original model is to introduce the Hall term in Eq. (3), while the internal energy equation remains unchanged. Therefore, the
changes to the exact law (9) will occur through the sole terms that depend on the current density, which were already derived in
Ref. [30] for compressible isothermal MHD, without impacting pressure terms. The final exact law for Hall-MHD thus writes

—4g"MHID = —4eMIP 1+ 24V - (pJe X Vi x 8¥A — 8(Je X Va) X PVA)
di / / r oy / / /A
- 5((5pVA VAV - Je — Bpvy - va)V - Jo) +di{(6pde - Vo)V - va — (8pJ, - vAIV' - vy). (10
where eMHD s given by Eq. (9), d; is the ion inertial length, and J = pJ. is the current density in Alfvénic units.

B. In the isotropic pressure case
When considering a (total) scalar pressure 1% = P7 the MHD exact law (9) takes the form
—4gMHD _ . FMHD | GMHD | G/MHD

with

P,
FMHD — <[5(pv) S8V + 8(pVa) - SVA + 28p8ul8V — [8(pVa) - 8V + 8(pV) - SVAISVA — 3p8<—)8v>,
0

1 1 P
SMHD <|:,ov -8V + 3PVA - Sva — FVa- 8(pva) +2p8u — 2,08(;)]V' . v’>

V/p/ >
o[
= conjugate(SMHP), (11)

P, P,
+ ([—2pV - 8va — pVa - 8V + 8(pV) - VAIV' - V)) + <[5p; SV — ,05(;) ‘ Vi| :

S/MHD

One can notice in relation (11) the presence of a new flux term that was not recognized as such in the previous models derived
for scalar pressure [26,29,34]: V, - (—8,08(%) -0v) = V. (—(SpS(%)Sv). Using the first law of thermodynamics p>Vu = PV p,
one can write the term in V’p’ of SMHP of Eq. (11) as (the same holds for its conjugate)

<[5( Vg 5(E>v}.u>—<[a<p—z>5v—a(5) v} -V’u/>—<5v-v’ Py u/v)> (12)
Py P o [ \L\P/)p A “\p e T Yy
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It is worth noting that the 8-dependent term introduced by Ref. [29] is hidden in this line since P,/P =1+ Py /P =1+ p~ .
After some other manipulations, we recover the general exact law for isentropic flows derived in Ref. [34]:

—4eMHD — v, . (5(pV) - SVEV + 8(pVA) - SVASY + 28 pSusv — 8(pva) - SV6VA — 8(pV) - 8VASVA)

—,)(P’ + PV + puv' — ,ou’v>
0

+Vg-<(l + %)(P—i—PM)V'— (1 +2

1 1 P’
—|—<(V/ . V’)[pv S8V + pva - 6VA — E,O/VA/ VA= 5PVA- \/N +2p<8u — ;>]>

v m]-

)

1
PV -8V —p'va" - Sva — FPVA- VA = =p'vA - va —2p

—{(V'-vA)2pV - 8va — p'V - VA + pVa - V) = (V - VA)(20'V - 8V5A 4+ pV - VA" — p'VA - V))

By vy + P (o),
P ou'v P o'uv

(13)

It is worth recalling that this exact law is an extension of all scalar pressure models such as the isothermal and polytropic, which
can be obtained by introducing the adequate state equation in relation (13) (i.e., specifying the relation between the pressure P
and the density p) that are compatible with the isentropic hypothesis [34].

IV. COMPRESSIBLE MHD EXACT LAW WITH A GYROTROPIC PRESSURE

The gyrotropic exact law can be readily obtained from relation (9) by imposing the pressure tensor decomposition P=P L? +

P, = (PL+ Py + (P —
1=

we further introduce the parameters B = Pu

MHD exact law, which is the second main result of this paper:

V, . FOYR | gOYR |

_4gGYR _

with

FGYR _

(P — P )bb, With b = va/|va| the magnetic field direction [50]. These definitions yield the following form of the total pressure,
P, )bb. Using the tensor pressure equation, one can define the internal energy density as pu = lf :
—PH + P, [50,58]. To highlight the terms in the exact law (9) that can be linked to known (linear) plasma instabilities [50],
PAH4 and a, = 3~ = T, /7. Injecting these relations in Eq. (9) yields the new gyrotropic-

/GYR
ST,

(8(pV) - 8VEV 4+ §(pVa) - SVASY — 8(pVA) - SVEVA — 8(pV) - 5VALVA)

2
+<apa<%(ﬁ”[1+ap]— 1)>5v—5p5<’3 1—a,,]vAvA) Sv >

1
SCYR _ <|:,0V v + ,OVA OVA — EVA 3(pva) + ,08( A2ﬂ>]V/ v — )05(/3\\[1 _ ap]VAVA) . V/V,>

+ ([—2pV - 8Va — pVa - 8V +38(pV) - VAIV - V})

Vv v AN
+<|:(8P)%[ap,3” + 1]v — ,0(3(%[(1[,,3” + 1])Vi| . pf) >
o(gn-omm) )

<[(8p)ﬂ| [I —ap]vava -V —

S'SYR — conjugate(SOR).

Equation (14) shows the presence of new terms brought
in by pressure anisotropy, which reveals how the turbulent
cascade can be connected to the plasma instability conditions.
For instance, the terms proportional to 1 — a,, will have either
a positive or negative contribution to the cascade rate depend-
ing on the stability condition a, > 1 or a,, < 1. In the case of
a positive (respectively negative) contribution to the cascade
rate, pressure anisotropy can be seen as a source of “free
energy” (respectively a sink) that can reinforce (respectively
diminish) the turbulence cascade. Furthermore, if the pressure

(14)

(

anisotropy terms dominate the cascade, then the instability
would impact both the value of the energy cascade rate and
its “sense” (direct versus inverse). Equation (14), which can
be used on simulation and spacecraft data, may thus pro-
vide a solid theoretical explanation of the results reported in
Refs. [39,41] and to the overall prominent role of the instabili-
ties (not necessarily linear) in controlling part of the dynamics
in astrophysical plasmas [45,46,56,59].

In relation (14) the parameters B and a,, that depend on the
pressure components P and P, are not yet determined since
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this relation derives from the internal energy equation (4),
which constrains the sum of the two pressure components
but not the individual ones. The latter can be determined by
further introducing any closure equation compatible with the

J

definition of the internal energy pu = %ﬁ : 1 for each pressure
component as done in the CGL-MHD theory.

We note finally that the Hall correction derived in Sec. [IT A
remains valid with this gyrotropic version of the exact law.

A. Exact law for the CGL-MHD system

The CGL-MHD closure equations written in their conservative form [50] read

d<P”B2 =0 and
dt\ p3 )

i<ﬂ> =0, (15)
dt \ pB

where d/dt is the total time derivative. Equations (15) lead to the integrated form of the pressures and, consequently, to the

forms of the parameters g = 2C) 27 and a, = Cp%, where the constants C; and C, guarantee the homogeneity. Injecting
A )
these integrated relations in Eq. (14) yields the new CGL-MHD exact law, which is the third result of this paper:

_4€CGL —

with

Ve FOOL 4 SO 4

/CGL
S b

FEOL = (8(pv) - 8V8V + 8(pVa) - 8VASY — 8(pV4) - 8VEVA — 8(pV) - SVASVA)

2 3 3
VA |VA| 1Y [Val

1 ! <
SCGL — <|:IOV oV + 2,0VA 8VA - EVA 5(}0VA) + ,05< p):|V/ />

3
—<2,08(C”L4|:1 — C,,%]VAVA> (VY
12 12 V'
(o paaiy o f-m(5eaig 1] 5)
P

+ 20V -8vy + pva - 8V — 8(pv) - v4 ]V - vg>

P IVal® P Val? V'p
+<|:(8,O)C|TA4|:1 — CPW]VAVA -V — pS(C”rA“[l — CPW VAVA | -V |- 7 s

S’ = conjugate(STh).

In the isotropic limit Py = P, one finds the adiabatic
(monoatomic) case with a polytropic index y =5/3 and
pu = 3P/2. Note that in the CGL-Hall-MHD the pressure
equations do not write in a conservative form as those of the
CGL-MHD [see Eq. (15)] [50]. This prevents us from obtain-
ing a reduced form of the exact law for the CGL-Hall-MHD
as that of the CGL-MHD. Nevertheless, the exact law (10) is
applicable to any CGL-Hall-MHD simulation data since the
closure equations of the latter are compatible with the internal
energy [Eq. (4)] used to derive the law (10) above.

B. The incompressible MHD with a gyrotropic pressure: A
generalization of the Politano and Pouquet’s law

In the incompressible limit, i.e.,
Eq. (14) becomes

4e!0YR = 46PP8 1 5o (8(By[1 — aplvava) : 8(VV)), (17)
IGYR

p=p and V-v =0,

where ¢ stands for the cascade rate of incompress-
ible gyrotropic model and —4&7%® = pyV, - ((8v - 8V + Sva -
8VA)SV — 28V - 8VEVy) is the so-called Politano and Pou-
quet’s law [18], hereafter PP98. Interestingly, we evidence
in Eq. (17) the presence of a new source term brought in
by the anisotropy of the pressure tensor, which is written

(16)

(

as a contraction of two increment tensors. Equation (17) is
the fourth result of this paper. It generalizes PP98 to in-
compressible plasmas with a gyrotropic pressure and the
notion of source terms. Indeed, so far the terminology of
“source” terms introduced in Ref. [25] reflects compression
(respectively dilatation) of the plasma that can sustain (respec-
tively oppose) the cascade in the inertial range [33]. Here,
we evidence a new source term in the incompressible gy-
rotropic limit that is not tied to plasma contraction/dilatation,
but to pressure anisotropy. It reflects the exchange between
the no-longer-conserved internal energy (unlike in incom-
pressible pressure-isotropic flows [34]) with the sum of the
magnetic and kjnetic energies as can be seen in Eq. (4)

where we have —— : Vv # 0. This leads us to propose the
following generalization of the notion of source: For com-
pressible isentropic flows with a gyrotropic pressure tensor,
the cascade of the kinetic and magnetic energies can be
opposed/sustained by compression/dilatation of the fluid and
by pressure anisotropy, the latter being relevant even in incom-
pressible flows. For weakly compressible plasmas (e.g., SW),
this result implies that the first-order correction to the PP98
law would not come from density fluctuations, but rather from
(incompressible) pressure anisotropy.

055111-5



P. SIMON AND F. SAHRAOUI

PHYSICAL REVIEW E 105, 055111 (2022)

Similarly to the compressible gyrotropic case discussed
above, the parameters B and a, remain undetermined.
To determine the pressure components P; and P, the
internal energy equation (4) (now with p = py) is com-
plemented by a new equation coming from imposing the
incompressibility condition V -v =10 on the momentum
equation (2) (with p = pg, and dx = f = 0 for simplicity),
as done for incompressible isotropic hydrodynamics [6] or
Hall-MHD [60]. This yields the generalized pressure bal-
ance equation for incompressible gyrotropic pressure tensor,
namely,

V.V . (0VaVa — pVV — P) = 0. (18)

Solving Egs. (4) (with p = pg) and (18) allows one to close
the new incompressible gyrotropic MHD system proposed
here and to self-consistently determine P and P, . However,
for nearly incompressible plasmas such as the SW, the exact
law (17) can be directly applied to spacecraft data when P,
and P, are accessible to measurements assuming Eq. (18) to
hold, as it has been done in all previous observational studies
that used the PP98 model (assuming a scalar pressure).

Note finally that the new model of incompressible gy-
rotropic [whose exact law is given by Eq. (17)] admits the
oblique firehose instability as a linear solution, which is the
unstable version of the known shear Alfvén mode [50].

V. CONCLUSION

We derived general exact laws for homogeneous MHD
and Hall-MHD turbulent flows that go beyond the pressure
isotropy assumption, which make them more realistic to study
strong turbulence in magnetized plasmas. By considering the
specific case of a CGL closure, we showed that the new law
involves new flux and source terms that potentially can reflect
the impact of plasma instabilities on the turbulent cascade. In
the limit of incompressible MHD with a gyrotropic pressure
we provided a generalization of the Politano and Pouquet’s
law [17] to pressure anisotropic plasmas, where a new incom-
pressible source term is revealed and highlights a fundamental
difference between pressure isotropic and anisotropic plas-
mas: Internal energy is not conserved in the latter and pressure
anisotropy can act as a source of free energy to supply the
turbulent cascade with an additional energy. This work thus
paves the road to different and more rigorous (albeit fluid)
studies of the interplay between turbulent (fluid) cascade and
plasma instabilities, both in numerical simulations and space-
craft observations when the full pressure tensor is accessible
to measurements.
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D’une pression isotrope a l’anisotropie de pression dans les
plasmas spatiaux turbulents

Résumé :

Le Vent Solaire (VS) est un gaz ionisé et magnétisé, éjecté par le Soleil dans 'espace
interplanétaire. La pression n’y est pas définie par une seule valeur, mais par au moins
deux valeurs, suivant si 'on regarde le plasma dans la direction du champ magnétique
moyen ou perpendiculairement a cette direction. Cette anisotropie de pression impacte
le plasma et peut méme le rendre instable. Le VS est aussi un milieu turbulent. La tur-
bulence engendre une cascade d’énergie des grandes vers les petites échelles, permettant
ainsi un chauffage du plasma. Dans ce travail, nous posons la question de 'impact de
I’anisotropie de pression sur la turbulence d’un plasma tel que le VS. La premiére étape
est analytique et étend, a tout type de pression, la théorie des lois exactes de Kolmogo-
rov, qui permet une estimation du taux de cascade. Puis une étude numérique est menée
afin de comprendre 'apport de cette extension & notre interprétation de la dynamique
turbulente.

Mots clés :
Plasmas, Turbulence, Magnétohydrodynamique, Théorie, Simulation, Observations in situ

From isotropic pressure to pressure anisotropy in turbulent
space plasmas

Abstract :

The Solar Wind (SW) is a plasma, an ionized gas that interacts with the magnetic and
electric fields and is ejected by the Sun, in the interplanetary space. In this medium, the
pressure is not defined as a single quantity, but rather by, at least, two quantities, parallel
and perpendicular to the magnetic field. Such anisotropy impacts the plasma that can
become unstable. The SW is also a turbulent fluid. The turbulence results in a cascade
of energy from large scales to small ones, where the energy can heat the plasma. In this
work, we investigate the impact of the pressure anisotropy on the turbulence of the SW.
The first step is analytical and extends the theory of Kolmogorov that gives an estimation
of the turbulent cascade rate, to all types of pressure. Then a numerical study is led to
understand the impact of this extension in our interpretation of a turbulent behaviour.

Keywords :
Plasmas, Turbulence, Magnetohydrodynamics, Theory, Simulation, In-situ observations
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