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Résumé

La manipulation de polyndémes est une étape souvent incontournable, que ce soit pour
la résolution de problémes théoriques ou pour la modélisation du monde physique. Dans
le cadre des polynémes denses, de nombreuses années de recherches ont permis de déve-
lopper des algorithmes quasi-optimaux pour les opérations les plus classiques, comme la
multiplication ou l'interpolation. Cependant, pour des raisons de compromis mémoire/
temps, il est souvent plus adéquat de représenter les polynémes sous une forme creuse.
Dans cette représentation, 'optimalité (ou la quasi-optimalité) est bien plus difficile a
atteindre. Cette thése s’intéresse a cette problématique et présente de nouveaux algo-
rithmes améliorant les complexités connues pour les polynémes creux.

La premiére opération traitée est I'interpolation d’un polynéme creux. Les solutions ap-
portées précédemment dépendent fortement du modéle sous-jacent et de 'anneau de dé-
finition sans toutefois atteindre des complexités quasi-optimales. Nos travaux répondent
favorablement & cette question d’optimalité dans le cas de polynémes ayant pour coeffi-
cients des nombres entiers.

Dans un second temps, la question difficile de la divisibilité entre deux polyndémes
creux est abordée. Tout d’abord, nous décrivons une famille non-triviale de polynémes
pour laquelle nous proposons un test de divisibilité en temps polynomial. Nous proposons
également des algorithmes treés efficaces, optimaux dans certain cas, permettant de vérifier
un produit de polynémes modulo un polyndéme creux. Ces résultats permettent d’obtenir
le premier algorithme quasi-linéaire de vérification de produits de polynémes creux.

Enfin, les opérations arithmétiques classiques : multiplication et division sont aussi
étudiées. Cette thése montre en particulier comment s’appuyer sur la vérification et
I'interpolation pour obtenir des algorithmes de produit et division exacte efficaces. Dans
le cas des polyndémes & coefficients entiers, notre approche permet d’obtenir pour la
premiére fois des algorithmes quasi-optimaux.






Abstract

Handling polynomials is often a necessary step, either for solving theoretical problems
or for modeling the physical world. In the context of dense polynomials, after many years
of research, quasi-optimal algorithms have been designed for the most classical operations,
such as multiplication or interpolation. However, for reasons of memory/time trade-off,
it is often more appropriate to use the sparse representation of the polynomials. In this
representation, optimality (or quasi-optimality) is much harder to achieve. This thesis
addresses this problem and presents new algorithms improving the known complexities
for sparse polynomials.

The first discussed operation is the interpolation of a sparse polynomial. Previous
solutions showed a strong dependency on the underlying model and the coefficient ring.
Still, no quasi-optimal algorithms exist. Our work brings a first quasi-optimal algorithm
for the case of integer polynomials.

In a second step, the hard question of divisibility between two sparse polynomials is
addressed. First, we describe a non-trivial family of polynomials for which we propose
a divisibility test in polynomial time. We also propose very efficient algorithms, optimal
in some cases, to verify a product of polynomials modulo a sparse polynomial. These
results lead to the first quasi-linear algorithm for the verification of sparse polynomials
products.

Finally, the classical arithmetic operations: multiplication and division are also dis-
cussed. In particular, this thesis shows how to rely on verification and interpolation
to obtain efficient algorithms. In the case of polynomials with integer coefficients, our
approach reaches for the first time a quasi-optimal complexity.
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Introduction

Apercu historique des polynémes

L’apparition du polynéme comme objet symbolique tel que nous le connaissons au-
jourd’hui, peut étre datée du XVI® siécle. Si les problémes algébriques et géométriques
faisaient déja intervenir des polyndmes, ceux-ci n’étaient pas clairement formalisés. Jus-
qu’a cette époque, les mathématiciens n’utilisaient guére de variables symboliques et les
résolutions de problémes algébriques passaient plutét par des preuves géométriques. En
1591, Frangois Viéte publie un traité [Vie91| proposant des écritures symboliques (des
lettres) pour désigner a la fois les variables et les paramétres d’équations géométriques.
Mais surtout il manipule ces expressions symboliques, ce qui améne a la résolution des
problémes géométriques qu’il considére dans un cadre général, sans avoir a reprendre la
démarche si les valeurs numériques changent. L’écriture symbolique actuelle, avec des
lettres de la fin de l'alphabet comme variables et des lettres du début de ’alphabet
comme paramétres, vient plutdét de Descartes que de Viéte. Cependant, en introduisant
du formalisme, Viéte a ouvert un nouveau champ a 'algébre, basé sur la manipulation
des polynémes comme objet & part entiére.

Si les polynémes peuvent étre étudiés pour eux-mémes, ils restent fortement attachés
a d’autres domaines. Dés 'origine ils sont liés & la géométrie, a tel point que Viéte ne
concoit pas qu’il puisse exister des polynémes non homogénes, ceux-ci devant représenter
une mesure géométrique en une dimension précise. Au dela des polynémes homogénes,
les équations polynomiales permettent de définir la géométrie algébrique dont I’étude est
riche et abondante [Har77; Per08; Dic+08|. Les polyndémes permettent aussi d’étendre
différentes structures algébriques, en particulier les extensions de corps finis [MP13].

Les possibilités théoriques qu’offrent les polyndémes s’accompagnent d’applications pra-
tiques. Par exemple, la géométrie algébrique permet 1’étude des trajectoires de robots
[Can88|. Les polynémes sont aussi trés présents dans la théorie des codes : la famille
des codes polynomiaux s’appuyant spécifiquement sur leurs propriétés [GRS22; Rot06;
Dum+07]. De nombreux protocoles cryptographiques dépendent des polynomes et des
structures algébriques qu'’ils permettent de construire [KL0O7; Omo20]. Enfin, il ne faut
pas oublier 'importance des polynémes dans la représentation du monde physique que ce
soit pour décrire des lois, calculer des approximations de fonction ou interpoler des fonc-
tions & partir de mesures. La premiére référence citée pour 'interpolation de polynoémes
creux [Pro95| est d’ailleurs un article portant sur la dynamique des fluides.



Dans le cadre du calcul formel

Dans tous ces domaines, il est nécessaire de représenter les polyndémes et d’avoir des
algorithmes de calcul effectifs. Il est intéressant de constater que l'introduction de la
symbolique des polynémes a permis la mise en place de procédures plus efficaces que
celles existantes pour résoudre des problémes géométriques. Si aujourd’hui les procé-
dures sont informatisées, la question de l'efficacité reste totalement d’actualité. Le degré
des polyndémes ou la taille des systémes polynomiaux considérés peuvent étre trés vite
importants. Les algorithmes restent-ils performants 7 Sont-ils les meilleurs 7 La recherche
de solutions algorithmiques efficaces pour manipuler des polyndémes et plus généralement
tout objet mathématique (nombres, matrices, ...) constitue la base du calcul formel. Dans
ce domaine, les produits sont des opérations centrales car de nombreuses opérations s’y
réduisent [Bos+17; GG13]. Par exemple la division euclidienne, le pged, 'interpolation,
I’évaluation multipoint de polyndémes et la reconstruction rationnelle sont des problémes
qui se réduisent au produit de polyndémes. Pour des matrices structurées (quasi-Toeplitz,
quasi-Vandermonde, quasi-Cauchy) il est aussi possible de se ramener a des produits de
polynomes lors de la résolution de problémes d’algébre linéaire [Pan01], par exemple le
calcul du rang, du déterminant ou d’une solution d’un systéme linéaire.

Ainsi lefficacité d’une seule opération, le produit de polynomes, impacte l'efficacité de
nombreuses autres opérations. Pendant longtemps, ’algorithme naif de multiplication de
polynémes, de complexité quadratique, a semblé le seul & méme d’effectuer cette opé-
ration. Kolmogorov émet méme ’hypothése que ’algorithme quadratique est le meilleur
algorithme possible. Au début des années 60, Karatsuba dément cette hypothése en décri-
vant un algorithme sous-quadratique pour le produit s’appuyant sur une méthode de type
diviser pour régner [KO62]. A partir de cette date, de nombreux algorithmes sont trés
vite proposés pour améliorer encore plus la complexité jusqu’a ce que Nussbaumer ob-
tienne en 1980 une complexité quasi-linéaire [Nus80]. Son algorithme adapte I’algorithme
pour le produit d’entier de Schénhage et Strassen [SS71| qui s’appuie sur la transformée
de Fourier rapide (FFT) [CT65|. Cette complexité dépend de 'anneau de définition des
polyndmes, mais Cantor et Kaltofen montrent en 1991 qu’elle peut étre atteinte pour
des polynémes définis sur toute algébre [CK91|. La recherche d’optimisation se poursuit
aujourd’hui encore en visant notamment & améliorer les facteurs logarithmiques [HH22].

En particulier pour les polyndmes creux

Les améliorations évoquées jusqu’'a présent concernent le temps de calcul d’un algo-
rithme pour des polynoémes représentés par le tableau de tous leurs coefficients. Est-il
aussi possible d’obtenir une plus grande efficacité en changeant la représentation? En
particulier, la représentation par I’ensemble des coefficients peut étre en elle-méme ineffi-
cace. Si de nombreux coefficients du polynéme valent 0, le tableau stocke des informations
inutiles qu’une personne écrivant le polyndéme a la main se garderait bien de noter. En
écrivant un polynéme, il est plus naturel de n’écrire que les mondmes significatifs, ceux
ayant un coefficient non nul. La représentation d’un polynéme par ces mondémes signi-



ficatifs est ce qui est appelé la représentation creuse d’un polyndme. Sa taille dépend
du nombre de monémes non nuls du polyndéme. Plus ce nombre est faible, plus la re-
présentation est efficace par rapport a la représentation dense par le tableau de tous
les coefficients. Il est ainsi possible de manipuler des polynémes de plus grand degré
puisque la représentation est plus compacte. Le degré du polynéme doit aussi étre pris
en compte dans la représentation creuse, cependant il est stocké en tant qu’entier pour
chaque monéme non nul et donc seul son logarithme joue sur la taille du polynome. Il
est alors nécessaire de concevoir des algorithmes adaptés & cette représentation pour que
cette réduction de taille permette aussi d’obtenir des gains en efficacité lors de calculs.

Pour le produit de polynoéme creux, ’algorithme naif est aussi quadratique. Mais qua-
dratique par rapport au nombre de mondémes non nuls, c’est-a-dire par rapport a la taille
réduite. Il est donc plus efficace que le produit en représentation dense si les polynémes
sont vraiment creux. Pour améliorer cet algorithme, I'attention s’est plutot tournée vers
des optimisations en pratique en s’appuyant sur la structure de tas ou la parallélisation
[Joh74; MP09a; MP11b|. Le produit peut aussi étre effectué en s’appuyant a la fois sur
les algorithmes pour des polyndémes denses et sur ceux pour des polynémes creux pour
essayer d’optimiser la complexité par rapport a la taille de polynomes [Rocll]. Les tra-
vaux de Cole et Hariharan [CHO02| fournissent un algorithme quasi-linéaire par rapport au
nombre de monoémes non nuls pour le cas spécifique des polyndémes & coeflicients positifs.
Cependant le recours & un nombre premier plus grand que le degré impacte fortement la
complexité qui est cubique dans le logarithme du degré. Ce n’est qu’en 2015, qu’Arnold
et Roche ont mis au point le premier algorithme de produit qui ne soit pas systémati-
quement quadratique [AR15]. Dans les cas favorables, cet algorithme est quasi-linéaire.
Pour atteindre une telle complexité, ils se sont appuyés sur des algorithmes d’interpola-
tion de polynomes creux. Ainsi le produit de polyndémes creux se réduit & 'interpolation
de polyndémes creux. C’est similaire & ce qui se passe pour les polynémes denses ou le
produit utilise la FFT, une interpolation sur des racines de I'unité. Contrairement au cas
dense, 'inverse cependant n’est pas vérifiée et aucune procédure ne réduit 'interpolation
creuse au produit creux.

L’interpolation de polyndémes creux a suscité également beaucoup d’intérét et le déve-
loppement de nombreux algorithmes. L’algorithme le plus ancien, celui de Prony [Pro95]
redécouvert par Ben-Or et Tiwari [BT88| nécessite un nombre d’évaluations qui est seule-
ment linéaire dans le nombre de mondémes non nuls du polyndéme & interpoler. Cepen-
dant, 'ensemble de I’algorithme est loin d’étre linéaire surtout en considérant tous les
paramétres qui définissent la taille d’'un polynéme creux, en particulier par rapport au
logarithme du degré. Différentes améliorations ont été proposées pour optimiser les cal-
culs effectués a partir d’évaluations [KL88; KLW90 ; HL15| souvent en se restreignant a
des cas particuliers [Kall0; Hua2l| ou en modifiant légérement le modeéle d’évaluation
[KN11; BJ14]. Une amélioration significative de la complexité totale de 'interpolation
a été atteinte grice & un changement complet de modéle proposé par Garg et Schost
[GS09]. En considérant un polynéme creux donné par un circuit arithmétique et non par
des évaluations, ils ont pu atteindre pour la premiére fois une complexité polynomiale
dans le logarithme du degré de maniére inconditionnelle pour effectuer I'interpolation de



polynome creux. A la suite des travaux de Garg et Schost, d’autres algorithmes d’interpo-
lation de circuit arithmétique ont été proposés. Ils permettent d’atteindre une complexité
quasi-linéaire par rapport au nombre de mon6émes non nuls pour des polynémes creux
sur les corps finis [AGR15| et aussi quasi-linéaire par rapport au logarithme du degré
si la caractéristique du corps est plus grande que le degré [Hual9|. Nous avons évoqué
précédemment les codes correcteurs comme usage des polynémes de maniére générale.
Il est justement possible d’en construire qui se basent spécifiquement sur 'interpolation
creuse [KP14].

L’interpolation n’est pas la seule opération dont le calcul ne repose pas sur le produit
de polynoémes dans le cas d’'une représentation creuse. C’est le cas de la division qui
ne propose que quelques optimisations de structures pour améliorer sensiblement 1’algo-
rithme naif [Joh74; MP11al. Le calcul du pged est devenu pour cette représentation un
probléme bien plus complexe : Plaisted a montré que de simplement déterminer s’il est
égal a 1 est NP-complet [Pla84|. Ses travaux démontrent également la difficulté d’autres
problémes liés a la factorisation. Ces trois opérations (division, pged et factorisation)
peuvent entrainer d’importantes variations de taille durant les calculs et illustrent la dif-
ficulté majeure liée a la représentation creuse : obtenir des algorithmes polynomiaux dans
la taille de la représentation [DC09|. La question de la factorisation de polyndmes creux
suscite également beaucoup d’intérét, avec notamment les abondants travaux de Schinzel
initiés dans les années 60, entre autres [Sch65 ; Sch69]. Plutot que de chercher a factoriser
complétement un polynéme creux, ce qui est aujourd’hui encore difficile, de nombreux
algorithmes se restreignent a certains facteurs de petits degré [Len99a; Len99b ; Grel6;
Cha+21] ou de haut degré [GR11a] ou encore a la factorisation de polyndémes d’une forme
donnée [Fil+20].

Chacune des opérations évoquées est encore étudiée aujourd’hui et leur complexité n’est
pas connue en toute généralité. Les questions ouvertes soulevées par ces opérations avant
le début de mon doctorat (en 2019) sont résumées dans 'inventaire des algorithmes pour
les polynomes creux dressé par Daniel S. Roche en 2018 [Rocl18b]. Un point important
et que, sauf pour ’addition, aucun algorithme quasi-linéaire n’est connu.

Les méthodes développées pour les polynémes creux peuvent ensuite étre utilisées dans
d’autres cadres, que ce soit pour considérer des fractions rationnelles creuses |[GKS94 ;
CL11; KYO07], calculer des pged creux [HL21; HM16] ou résoudre des systémes polyno-
miaux [CKY89).

Apercu du contenu de cette thése

Cette thése se consacre a ’élaboration d’algorithmes efficaces pour travailler sur des
polynémes en représentation creuse, plus communément appelés polynémes creux. Dif-
férentes opérations sont abordées ici : interpolation, vérification de produit, produit et
division exacte. L’objectif de nos travaux est d’améliorer les complexités existantes pour
chacune de ces opérations. En particulier, nous montrerons que dans le cas de polyndémes
a coefficients entiers nous obtenons des algorithmes quasi-linéaires.



Dans le chapitre 1 nous donnons les définitions utilisées pour ’ensemble du manuscrit
ainsi que des résultats classiques en calcul formel nécessaires aux différents algorithmes.
C’est aussi dans ce chapitre que nous introduisons une difficulté propre aux polyndémes
creux : si la représentation creuse permet d’optimiser la taille des polyndémes, cette taille
peut varier fortement dés lors qu’une opération, méme relativement basique, est effectuée.
Nous fournissons des exemples de telles croissances ainsi que des bornes supérieures.

Le chapitre 2 est un chapitre technique qui développe des méthodes algorithmiques gé-
nérales pour controler la taille des polynémes. Puisque le point fort des polynémes creux
est 'optimisation de leur taille, il ne faut pas que des calculs intermédiaires générent des
polynémes de trop grande taille. Pour autant en limitant la taille de tous les calculs, il est
possible de perdre de l'information. Dans ce chapitre, nous montrerons comment il est
possible d’équilibrer ces deux contraintes. Une approche habituelle consiste & considérer
les polynémes modulo un polynéme tiers, généralement zP — 1. Plusieurs points sont
abordés : comment choisir le polynéme pour réduire le degré sans perdre trop d’informa-
tion, comment le choisir pour qu’il ait des propriétés arithmétiques précises qui facilitent
la suite des calculs et aussi comment procéder efficacement & 1’évaluation de produits
modulo ce polynoéme tiers.

Les chapitres suivants se consacrent véritablement & des opérations sur des polyndémes
creux et constituent nos contributions majeures dans cette thése.

Dans le chapitre 3, 'opération que nous abordons est 'interpolation. Le cceur de ce cha-
pitre est le premier algorithme quasi-linéaire pour l'interpolation d’un polynéme creux.
Cet algorithme ne s’applique qu’a des polynomes définis sur des entiers et repose no-
tamment sur l'existence d’un morphisme entre les entiers et les entiers modulaires pour
tout modulo. Cette souplesse apportée par les anneaux des entiers permet de changer
d’anneaux durant ’algorithme d’interpolation pour ajuster a tout instant la taille des
données manipulées. En plus de controler la taille, notre algorithme combine subtilement
les techniques des deux principales approches d’interpolation (Iinterpolation & partir
d’évaluations ou a partir d'un circuit arithmétique).

Le chapitre 4 aborde plutdt des tests pour déterminer la validité d’expression sur des
polyndémes creux ou denses. Nous y présentons une famille non triviale de polynoémes
creux pour laquelle nous avons mis au point un algorithme déterministe pour tester la
divisibilité. L’existence d’un test de divisibilité entre deux polynémes creux en temps
polynomial reste une question ouverte & I’heure actuelle. Le test que nous présentons
repose sur la structure du potentiel diviseur et la présence d’écarts importants entre
certains de ses monomes. En plus de la divisibilité, nous traitons aussi la vérification d’un
produit de polynémes, creux ou denses, potentiellement modulo un polynéme creux. Les
algorithmes proposés reposent sur I’évaluation d’'un produit modulaire. Ils visent la plus
grande efficacité, sont probabilistes et quasi-linéaires.

Enfin, le chapitre 5 est consacré a des opérations arithmétiques. Il s’agit du produit
et de la division avec reste nul entre deux polynoémes. Ce chapitre s’appuie sur les deux
précédents. La difficulté de ces opérations pour des polyndémes creux c’est que le nombre



de mondémes non nuls du résultat est imprédictible. Il peut varier de constant a quadra-
tique voire exponentielle pour la division sans qu’il soit possible de donner une borne
fine a priori. Pour des polynémes & coefficients entiers, le probléme se retrouve aussi
pour la valeur des coefficients. Notre approche consiste & interpoler le résultat de 'opé-
ration avec une taille fixée. Si cette taille est trop faible, le résultat obtenu est erroné
et nos algorithmes de vérification peuvent le détecter. Le processus est alors répété en
fixant une taille plus grande. Pour pouvoir interpoler une opération (produit, division), il
convient d’adapter soigneusement les algorithmes d’interpolation pour tenir compte des
spécificités de I'opération en particulier dans le cas de la division. Pour des polynoémes &
coefficients entiers, notre approche permet d’obtenir des algorithmes quasi-linéaires.

Dans tous ces chapitres, les polynoémes considérés n’ont qu’une seule variable, le cha-
pitre 6 considére des polyndmes en plusieurs variables. En particulier, nous verrons qu’il
est possible d’adapter des algorithmes avec une seule variable pour des polynémes a plu-
sieurs variables en utilisant la substitution de Kronecker. Cette adaptation et son effet sur
la complexité sont discutés. Nous montrerons que les opérations arithmétiques abordées
restent quasi-linéaires lorsque les polyndmes sont & coefficients entiers.



1. Préliminaires

Ce premier chapitre est consacré & des définitions et résultats élémentaires concer-
nant l'arithmétique et les polynémes. Il permet aussi de fixer les notations utilisées dans
I’ensemble du document.

Il est d’abord question, en section 1.1, du cadre dans lequel les différents algorithmes
présentés seront analysés. A savoir que 'analyse s’attachera a déterminer la complexité
binaire des algorithmes. Parfois, les opérations comptées pourront ne pas étre des opé-
rations binaires, ce sera alors clairement explicité. Les algorithmes seront généralement
probabilistes et décrits avec leur probabilité de succés. Si le temps de calcul est lui-méme
probabiliste, cette probabilité est aussi indiquée, sinon le temps de calcul est évalué dans
le pire cas.

L’élément d’étude de cette thése, le polyndme creux, est défini formellement en sec-
tion 1.2. Il s’agit de la représentation d’un polynéme par ses seuls monoémes non nuls.
Cette représentation a une taille binaire spécifique. Le nombre des monémes non nuls
doit notamment étre pris en compte pour ’évaluer. La plus grande partie de cette thése
se restreint au cas des polynomes & une seule variable. Les opérations sur des polynémes
a plusieurs variables se réduisent a des opérations sur des polyndémes univariés.

En section 1.3 il est question d’arithmétique classique sur les entiers et les polynoémes
denses. Autant d’opérations qui sont nécessaires au développement des algorithmes de
cette these.

Enfin, la section 1.4 est dédiée & des observations basiques sur des opérations entre
polynémes creux. Il est question des changements de taille que ces opérations entrainent,
notamment en faisant varier le nombre de monémes non nuls.

Un lecteur familier avec les polynémes creux pourra sans difficulté s’abstenir de lire ce
chapitre. A noter que la section 1.4 prouve l'existence de certaines bornes sur les tailles
qui n’avaient pas été aussi détaillées auparavant.

1.1. Analyse d’algorithmes probabilistes

Dans cette thése, 'analyse des algorithmes sera généralement effectuée en comptant
le nombre d’opérations binaires effectuées. Ainsi des opérations sur des éléments définis
différemment pourront étre comparées. Pour alléger les notations, les facteurs logarith-
miques pourront étre indiqués seulement par Décriture @. Ainsi pour une fonction o,
O(¢) correspond a O(¢(log $)¥) pour une constante k.



Puisque I'analyse se base sur la complexité binaire et que de méme les tailles consi-
dérées sont des tailles binaires, toutes les conventions iront dans ce sens. En particulier
log n désignera toujours le logarithme de n en base 2. Toute autre base sera clairement
indiquée : log; pour un logarithme en base b et In pour le logarithme népérien.

La plupart des algorithmes de cette thése sont des algorithmes probabilistes. Ceux-
ci se basent sur 'existence de générateurs d’entiers aléatoires. Ils permettent de tirer
aléatoirement un entier dans un intervalle donné avec une distribution uniforme. Un
tel générateur n’existe pas. En revanche il existe des générateurs pseudo-aléatoires dont
la distribution est difficile a distinguer de la distribution uniforme. Ce qui donne une
bonne approximation d’un générateur aléatoire et justifie que ’on puisse considérer des
distributions uniformes pas seulement d’un point de vue théorique. Dans ce manuscrit,
si un nombre est dit choisi ou tiré aléatoirement dans un ensemble &, cela sous-entendra
toujours que c’est effectué selon la loi uniforme sur £.

Il existe différents types d’algorithmes probabilistes. La question est de savoir ce qui
est probabiliste entre le résultat et le temps de calcul.

Définition 1. Un algorithme probabiliste est dit de type Monte Carlo si le résultat qu’il
renvoie est probabiliste mais que son temps de calcul est déterministe.

Un algorithme probabiliste est dit de type Las Vegas si le résultat qu’il renvoie est
toujours correct mais que son temps de calcul est probabiliste.

Un algorithme probabiliste est dit de type Atlantic City si le résultat qu’il renvoie est
probabiliste et que son temps de calcul est probabiliste.

Dans les deux derniers cas, un temps de calcul probable avec la probabilité correspon-
dante sera fournie lors de ’analyse de ’algorithme. Dans le cas d’un algorithme de type
Monte Carlo en revanche, 'analyse du temps de calcul sera effectuée dans le pire cas.

1.1.1. Calculs de probabilités
Pour simplifier les calculs de probabilités, 'inégalité de Boole sera souvent utilisée.
Fait 1.1. Pour deux événements A et B, Pr[A ou B] < Pr[A] + Pr[B].

En particulier si un algorithme a deux sources d’erreurs avec probabilités €; pour la
premiére et e pour la seconde, la probabilité de succés de 'algorithme est supérieure a
1-— €1 — €9.

Pour améliorer la probabilité de succeés d’un algorithme de type Monte Carlo, il suffit
de le répéter suffisamment souvent. Il y a alors deux possibilités.

La premiére est que I'algorithme soit biaisé d’un seul cété. Autrement dit le résultat
de l'algorithme peut se comparer avec le résultat exact et cette comparaison est toujours
dans le méme sens. Le résultat de I’algorithme Monte Carlo est soit forcément plus petit,
soit forcément plus grand que le résultat est exact. Si la sortie est un booléen, cela signifie



en particulier que I’algorithme ne renverra pas de faux positif (respectivement de faux
négatif). Dans ce cas 1a, parmi les résultats de k répétitions il est possible de choisir le
meilleur. En particulier, ce sera la réponse correcte si elle a été obtenue au moins une
fois.

Fait 1.2. Répéter k fois et de maniére indépendante un algorithme Monte Carlo biaisé
d’un seul coté avec une probabilité de succes de p permet de ramener la probabilité d’échec

a (1—p)k.

Démonstration. Puisque l'algorithme n’est biaisé que d’un c6té, pour qu’il y ait échec
aprés k répétitions il faut qu’il y ait échec a chacune des répétitions. Le résultat vient de
I'indépendance des répétitions. O

En particulier, pour atteindre une probabilité d’échec €, le nombre de répétitions a
effectuer est de log(;_,) e = (log %)/ log ﬁ. Pour une probabilité p constante, cela cor-

respond & O(log 1) répétitions.

Dans la seconde possibilité, I'algorithme peut se tromper dans les deux sens. Il n’est
donc pas possible de déterminer la meilleure solution comme étant la plus petite (ou la
plus grande). En revanche, aprés suffisamment de répétitions, si un élément est majori-
taire parmi les résultats obtenus, alors c¢’est probablement le résultat exact.

Fait 1.3. Répéter k fois et de maniére indépendante un algorithme Monte Carlo avec
une probabilité de succeés de p et choisir I’élément majoritaire parmi les résultats obtenus

permet de ramener la probabilité d’échec a 0 < e <1 en prenant k = (871”)2 In %

2p—1
Démonstration. Soit S, la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ot l'algorithme
a été exécuté avec succés et a bien renvoyé le résultat exact. Puisque la probabilité de
succes d’une exécution de 'algorithme est p et que les répétitions sont indépendantes,
E[S] > pk. Ainsi, en appliquant les bornes de Chernoff, la probabilité que le résultat
soit produit par moins de la moitié des exécutions (et donc qu’il y ait échec malgré les
répétitions) est

k 2p—1

1
=Pr[§S < (1-
r[S < ( %

—1\2 _1)2
JE[S]] < exp(— <2p % ) E[S)/2) < exp(~ 22— 1)

3p

Pour k = 2 In %, cette probabilité est bien inférieure a e. O

Dans les deux cas, le nombre de répétitions est linéaire en log %

1.2. Polynémes denses ou creux

1.2.1. Représentation et taille des polynémes

Avant toute chose et notamment d’analyser des algorithmes ayant pour objet des po-
lynémes creux, il convient de définir ce qu’est un polynoéme creux. Et aussi de clarifier



la distinction avec les polyndémes denses. Dans ’ensemble de ce manuscrit, un polynéme
d
F =) fiz" n’est pas en lui-méme un polynéme creux. Cette dénomination indique une
i=0
particularité de la représentation du polynéme et non une caractéristique propre au poly-
noéme. La représentation creuse d’un polynoéme s’attache uniquement aux mondémes non
nuls de F'. Elle correspond a ce qu’'une personne qui écrirait a la main noterait comme
informations sur le polynome. Tous les zéros étant des informations superflues.

d .
Définition 2. La représentation creuse d'un polynome F' = 3" f;x" est la liste des paires

=0
coefficients, exposants des mondmes non nuls de F' : {(f;,7)|f; # 0}.
Un polyndme creuz est un polynéme décrit par une représentation creuse.

Cette définition n’est pas universelle. Il arrive aussi que 'appellation polynéme creux
désigne un polynéme n’ayant que peu de mondémes non nuls par rapport a4 son degré.
Le terme lacunaire peut aussi étre utilisé dans ce cas. Dans cette acception du terme, il
s’agit en quelque sorte de considérer comme creux des polynémes dont la représentation
creuse utilise moins d’espace que la représentation dense. La représentation dense quant
a ellestocke tous les coefficients du polyndéme.
d .

Définition 3. La représentation dense d'un polyndéme F' = ) f;x' est le tableau de
i=0

tous les coefficients de F' : [fo, f1,..., fd]-

Un polyndme dense est un polyndéme décrit par une représentation dense.

La représentation dense correspond plus généralement a la représentation d’un vecteur.
La représentation creuse de maniére similaire correspond a un wvecteur creux dont les
coordonnées non nulles sont stockées avec leur indice.

La taille de ces deux représentations différe. Le nombre de monémes non nuls de F
comparé a son degré permet de savoir laquelle est la plus efficace. La taille exacte de la
représentation dépend aussi de la taille des coefficients. Les coefficients sont des éléments
d’un anneau A. De maniére générale, A sera considéré comme un anneau commutatif
inteégre, en particulier 'anneau Z des entiers ou un corps fini F,.

Fait 1.4. Soit F' un polynéome dans Alx]. Soit d le degré de F, t son nombre de mondmes
non nuls et B la taille maximale en bits des coefficients de F.
- La taille de la représentation creuse de F' est t(B + [log(max(2,d + 1))]) bits.
- La taille de la représentation dense de F' est dB bits.
Par taille, c’est toujours la taille binaire qui sera désignée. Ce niveau de précision est
particuliérement nécessaire pour la représentation creuse. En effet celle-ci met au méme

niveau des éléments de A, les coeflicients et des éléments de Z, les exposants. Ceux-ci ne
peuvent étre véritablement comparés qu’en allant au niveau de la représentation binaire.
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Par rapport & la représentation dense, la représentation creuse fait intervenir un para-
métre supplémentaire. Le nombre de monémes non nuls de F.

Définition 4. L’ensemble des exposants des monémes non nuls d’'un polynéme F =
d .
> fix® forme le support de F : support(F) = {i|0 < i < det f; # 0}.
i=0

La cardinalité du support d’un polyndéme F' sera noté #F. S’il n’y a pas de risque de
confusion, la lettre ¢ sera aussi utilisée, en préférant la majuscule T pour une borne sur
la cardinalité du support.

La taille des représentations dépend aussi de la taille des coefficients eux-mémes. Cette
taille dépend de A, I'anneau de définition du polynoéme. Celui-ci peut n’avoir qu'un
nombre fini d’éléments (par exemple sur un corps fini ou des entiers modulaires). Il est
aussi possible que ce soit un anneau infini. Il convient alors de considérer une borne sur
les coefficients de F. C’est le cas notamment pour les polynémes dans Z[z].

d ,
Définition 5. La hauteur d’un polynoéme F' = ) f;x' dans Z[z] est le maximum des
i=0
valeurs absolue de ses coefficients. Elle est notée ||F|| : || F|| = max({|fi|,0 <i < d}).

Si un polynoéme creux peut étre formellement défini sur tout anneau A, A doit respec-
ter certaines conditions pour permettre I'utilisation informatique du polynéme F'. Tout
d’abord, les coeflicients de F', éléments de A doivent disposer d’une représentation finie.
La taille du polynéme F' ne peut d’ailleurs étre définie que dans ce cas. Il faut aussi que
A soit un anneau effectif : qu’il existe un algorithme qui puisse calculer en temps fini
toute opération sur des éléments de taille finie.

1.2.2. Structure de données

En plus d’une définition formelle, il faut ajouter plus de structure a la représentation
creuse pour que son utilisation soit efficace en pratique. Cette structure doit répondre
aux besoins des algorithmes sur les polynémes creux. Il y a principalement deux besoins
distincts :

1. L’accés direct au coefficient du monome de degré e, étant donné un exposant e
quelconque.

2. Le parcours de tous les monomes par ordre croissant ou décroissant des exposants.

Dans les deux cas, il s’agit de rendre possible aussi bien la lecture que ’écriture.

Pour répondre au premier besoin, un dictionnaire avec pour clés les exposants four-
nit une structure adaptée. L’accés au coefficient du mondéme de degré e ne nécessite

que O(loge) opérations, pour la lecture de la clé. Cependant les monoémes ne sont pas
ordonnés. Un dictionnaire ne permet pas de répondre efficacement au second besoin.

Une liste triée par exposants croissants (ou décroissants) permet de parcourir l'en-
semble des mondmes avec un cofit constant pour passer d’un monoéme a ’autre. Dans ce

11



cas I'accés au coefficient du mondéme d’exposant e s’effectue en parcourant I’ensemble de
la liste. Pour un polynéme de 7" monomes non nuls et de degré D, cela nécessite O(T)
comparaisons d’entiers de log D bits.

Pour gérer simultanément les deux besoins de maniére efficace, d’autres structures sont
plus adaptées. Si les mondmes sont stockés dans un tas, il est ainsi possible d’accéder
(potentiellement supprimer ou insérer) au mondéme d’exposant e en seulement O(logT)
comparaisons tout en préservant un certain ordre entre les mondémes. Ceci ne permet
cependant pas de garantir I'efficacité du parcours & chaque instant. En s’appuyant plutot
sur un arbre rouge/noir, les opération d’acces, d’insertion, de suppression d’'un monéme
aussi bien que de recherche du monome suivant ou précédant nécessitent toutes O(logT)
comparaisons. Les arbres de Van Emde Boas creux permettent d’implémenter les mémes
opérations mais avec un dépendance dans le degré D, en O(log log D). Ces structures plus
complexes sont présentées en détails dans le livre Introudction to Algorithms [Cor+09],
mais ne sont pas nécessaires pour représenter les polynéme creux dans les algorithmes
présentés dans cette thése.

La plupart des algorithmes sur les polyndémes creux n’ont pas simultanément besoin
d’accéder & un mondéme donné et de parcourir I’ensemble des monémes d’un polynéme. I1
est ainsi possible de considérer qu’un polynéme creux F' est donné comme un dictionnaire
dont les clés sont les exposants et les valeurs sont les coefficients avec en plus la liste des
exposants. Toutes les opérations par accés direct & un monoéme passent directement par
le dictionnaire en ajoutant des exposants & la liste d’exposants le cas échéant. Avant tout
parcours des monomes de F', la liste d’exposants est triée, en temps linéaire puisqu’il
s’agit d’une liste d’entiers.

Tout au long de la thése, il sera considéré que la structure sous-jacente a la représen-
tation creuse, permet de répondre aux deux besoins évoqués de maniére efficace.
Fait 1.5. Pour un polynéme creuz F, l'accés a
un mondme d’un degré spécifique,
le mondme non nul qui le précéde,
ou le mondme non nul qui le suit
nécessite asymptotiquement autant d’opérations que ’écriture du mondme concerné.
Le choix de la structure précise aura un impact sur 'efficacité des algorithmes. Ceci a

été étudié notamment par Richard Fateman [Fat03| pour la multiplication de polynémes
Creux.

1.2.3. Restriction aux polyndmes univariés

Les polynémes présentés jusqu’a présent sont tous univariés. Pourtant de trés nom-
breuses applications font intervenir des polyndémes & plusieurs variables. Ceux-ci sont
méme réguliérement représentés sous forme creuse pour limiter la taille des représen-
tations. Comme dans le cas univarié, en fonction du nombre de mondémes non nuls, la
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représentation dense peut étre exponentiellement plus grande que la creuse. En effet, un
polynéme sur n variables de degré d en chacune des variables est stocké par un tableau
n-dimensionnel de taille d” sous forme dense. Il est fréquent que d" soit bien plus grand

n—1

que la cardinalité ¢ de son support. Or un terme « [] x;* peut étre représenté par son
i=0

coefficient « et le n-uplet (eg,...,e,—1). Ainsi, sous forme creuse il suffit de stocker les

t coefficients non nuls plus leur n-uplet d’exposants. Le stockage des exposants prenant
une taille binaire de tnlogd.

Il est possible de transformer un polynéme multivarié en polynéme univarié sans aug-
menter la taille de sa représentation en utilisant une transformation de Kronecker.

Définition 6. La substitution de Kronecker est la bijection K p entre les polynémes dans
Alzg, ..., xn—1] de degré strictement inférieur & D en chaque variable et les polynomes
dans A[x] de degré strictement inférieur & D", définie par Kp(z;) = 2" et étendue par
linéarité.

Le polynéme obtenu par la substitution a le méme nombre de monémes que le polynéme
d’origine et un degré borné par D". Si D, n’est pas trop grand par rapport a d, D = O(d),
la taille du polyndéme univarié obtenu est essentiellement la méme que celle du polynéme
multivarié. En dense, il est stocké comme tableau de longueur O(d"). En creux la liste
des coefficients, exposants est toujours de taille ¢, avec des exposants borné par D". Le
stockage des exposants nécessite donc O(nlogd) bits.

Par ailleurs, si une opération est interne au sous-ensemble de A[x, ..., x,—1] considéré,
autrement dit que le degré en chaque variable du résultat est strictement inférieur & D,
Kp se comporte comme un morphisme pour cette opération. Ainsi en prenant pour D une
borne appropriée, une suite d’opérations sur des polynémes multivariés peut se réduire
& une suite d’opérations sur des polynémes univariés.

Ces constats justifient que la plus grande part de la présentation dans ce manuscrit
se consacre exclusivement au cas des polynémes univariés. La substitution de Kronecker
souléve cependant certaines difficultés qui seront présentées au chapitre 6.

1.3. Outils de base

Cette partie rappelle des résultats classiques concernant les entiers et polynémes denses.
Ceux-ci sont fréquemment manipulés dans les algorithmes présentés dans ce document.
Certaines opérations élémentaires sont donc nécessaires. Il s’agit d’opérations arithmé-
tiques basiques en section 1.3.1 ou de la génération d’éléments irréductibles en sec-
tion 1.3.2.
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1.3.1. Opérations élémentaires
1.3.1.1. Arithmétique d’entiers et de polyn6mes denses

Avant de s’intéresser a I'arithmétique des polyndémes creux, il convient de maitriser
les opérations élémentaires sur leurs coefficients. Les coefficients sont des éléments d’un
anneau A. La définition de cet anneau n’a pas besoin d’étre spécialement contrainte dans
un cadre théorique général. Il peut étre simplement requis que ce soit un anneau effectif.
Dans cette thése il sera aussi considéré le plus souvent comme commutatif et intégre
ce qui exclut en particulier les anneaux de matrices. Lors des analyses les plus précises,
les opérations seront réalisées sur les entiers, les entiers modulaires et des anneaux de
polynémes denses ce qui permet entre autre de considérer tous les corps finis. Dans
tous ces anneaux, ’addition est une opération linéaire. L’opération essentielle est plutot
la multiplication. Puisque la complexité de nombreuses autres opérations se raméne a la
complexité de la multiplication, il convient de désigner de maniére unique ces complexités
et de les donner précisément.

Fait 1.6. Soit b,d, H des entiers strictement positifs et q une puissance d’un nombre
premaier.

- 1(b) = O(blogb) est le coit binaire du produit d’entiers d’au plus b bits [HH21,
Theorem 1.1].

- M(d) = O(dlogdloglogd) est le nombre d’opérations dans A pour un produit de
polynomes de degré au plus d dans A[X] [CK91].

- Mcpg(d) = I(d(logd + log H)) = O(d(logd + log H)(log d + loglog H)) est le cott
binaire du produit de polynomes de degré au plus d dans Z[X] de hauteur strictement
inférieure o H. [GG13, Section 8.4].

- My(d) = O(dlog qlog(dlog q)4'°¢" (D) est le coit du produit de polynémes de degré
au plus d dans Fq[x] [HH19/.

- My(d) = O(dlog qlog(dlogq)) en admettant lexistence d’une constante de Linnik
L < 14271192 [HH22 Theorem 1.2].

On peut remarquer que le produit de polynomes a coefficients entiers se réduit & un
produit d’entiers. La méthode utilisée pour calculer ce ce produit est ’évaluation des
polyndémes en une puissance de 2 suffisamment grande pour que les coefficients puissent
étre directement vu comme les chiffres des évalués exprimés dans cette base. Ainsi il faut
que la puissance de 2 soit supérieure a dH?, la hauteur du produit pour pouvoir lire les
coefficients du produit de polynémes dans les chiffres du produit des évalués. Les entiers
obtenus par ’évaluation ont alors environ d(logd + log H) bits. En fonction de la valeur
de H, il peut étre plus efficace d’utiliser le théoréme des restes chinois et de se ramener
au calcul de produits de polynoémes dans des petits corps finis. Dans les deux cas, la
complexité est quasi-linéaire en dlog H, la taille des polynémes impliqués.

Dans tous ces anneaux, le coiit de la division euclidienne est asymptotiquement le
méme que celui du produit. Ainsi le cott d’un produit sur les entiers modulaires (ou
plus généralement dans une extension de type A[x]/P(x)) n’a pas besoin d’étre précisé
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indépendamment. En effet, il s’agit simplement d’effectuer d’abord un produit puis une
division d’entiers. Il est possible d’étre plus précis pour la division euclidienne d’entiers
de taille différentes. En effet, si la taille b du diviseur est plus petite que la taille ¢ du
dividende la division peut se ramener &  divisions en taille b ce qui donne un cofit binaire

de O(51(b)) = O(clogb).

1.3.1.2. Réduction modulaire et évaluation

La division euclidienne méne & une autre opération souvent utilisée dans cette thése :
la réduction modulaire. Si le modulo est quelconque, passer par la division euclidienne
est le plus efficace. En revanche pour certaines formes de modulo, il est possible d’étre
plus rapide. En particulier pour un polynéme de la forme z¢ — 1.

Fait 1.7. Soit F' un polynéme de degré D dans Alz] ayant au plus T mondémes non nuls
et P =x%—1. Le calcul de F mod P nécessite

- O(D) additions dans A si F' est un polynome dense,

- O(T) additions dans A plus Tlﬁ)gggl(log d) opérations binaires si F' est un polynome
creut.

Démonstration. Réduire modulo 2% — 1 revient simplement & réduire les exposants des
différents mondémes modulo d et & additionner les coefficients des monoémes qui se trouvent
avoir des exposants égaux modulo d.

Pour un polynéme dense, la réduction s’effectue sans division en découpant simplement
le tableau des coefficients de F' en sous-tableaux de taille d. L’addition terme a terme de
ces tableaux fournit alors les coefficients de F mod z% — 1.

En représentation creuse, les exposants sont réduits modulo d par des divisions entiéres.

O]

De maniére similaire, il est possible de calculer en O(b) opérations binaires, la réduction
d’un entier de b-bits modulo 2 — 1.

Enfin, si la réduction est effectuée modulo = — «, il s’agit simplement de I’évaluation
du polynéme en «. Une opération pour laquelle il existe des algorithmes spécifiques.

Fait 1.8. L’évaluation d’un polynome F € Alx] de degré d ayant T mondémes non nuls
sur un point o d’une extension Mgy de A nécessite

- O(d) opérations dans Ay si F' est un polynome dense,

- O(logd 4 T'logd/loglog d) opérations dans Ay si F' est un polynome creuz, en

utilisant ’exponentiation simultanée [Yao76].

Pour I'évaluation d’un polynéme sous forme creuse, c’est généralement la complexité
O(Tlogd) qui sera utilisée. Elle simplifie les notations sans augmenter la complexité
de maniére significative. Cette complexité correspond & un algorithme d’évaluation qui
effectue une exponentiation rapide pour chaque monéme de F.
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1.3.2. Génération d’irréductibles dans un anneau

Il est souvent utile de pouvoir générer un élément irréductible, que ce soit un nombre
premier ou un polynéme irréductible. De nombreuses procédures, notamment les algo-
rithmes présentés dans cette thése, utilise des éléments irréductibles. La question de la
génération de tels éléments est un probléme classique dont les solutions efficaces sont
rappelées ici.

1.3.2.1. Générer des nombres premiers

La génération de nombres premiers peut avoir deux objectifs distincts : soit en générer
un grand nombre de tailles plutét petites, soit en trouver un seul de grande taille. Des
algorithmes bien distincts sont utilisés dans les deux cas.

Pour générer un grand nombre de premiers, il convient plutét de s’appuyer sur un
crible. Le plus ancien est dii & Eratosthéne durant I’antiquité, mais le plus efficace est
celui de la roue.

Fait 1.9 ([Pri82]). Pour n € N, la liste des nombres premiers inférieurs a n peut étre
calculée en O(nlogn/loglogn) = O(n) opérations binaires.

Il est possible de passer a la construction d’une certaine quantité N de nombres pre-
miers en se basant sur la densité des nombres premiers parmi les entiers.

Fait 1.10 (|RS62, Theorem 3|). Pour un entier N > 20, le N-iéme nombre premier est
compris entre N (log N +loglog N —3/2) et N(log N +loglog N —1/2).

Corollaire 1.11. Pour N € N, il est possible de calculer la liste des N plus petits nombres
premiers en O(N log? N/loglog(N log N)) = O(N) opérations binaires.

La méthode est quasi-linéaire dans le nombre N de premiers désirés et dans la taille
binaire de la liste générée qui est en O(N log N).

Si I'objectif est de fournir un seul nombre premier de grande taille, utiliser un crible
n’est plus une solution efficace. En effet le temps de calcul est quasi-linéaire par rapport
& la valeur du plus grand nombre premier construit, donc exponentiel par rapport a sa
taille. L’approche consiste alors a travailler directement dans la taille désirée en cherchant
le nombre premier dans un intervalle [\, 2)] adapté. Pour cela, il faut s’appuyer sur la
densité des nombres premiers au sein d’un intervalle.

Fait 1.12 ([RS62, Corollary 3|). Pour un entier A > 21, il y a au moins \/In X nombre
premiers dans lintervalle [\, 2)].

Sachant cela, un nombre choisi aléatoirement parmi les nombres impairs de l'inter-
valle [\, 2] est premier avec probabilité au moins ﬁ. Il existe des tests de primalité
déterministe [AKS04] en O(log!®? \) ou probabiliste [Rab80] en O(log? \) pour vérifier
si un nombre impair ainsi obtenu. En répétant cette démarche de choix aléatoire suivi
d’un test, il est possible d’obtenir un nombre premier avec une probabilité aussi grande
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que souhaitée. De tels algorithmes sont classiques [Sho08, Chapter 9|. Pour avoir une
meilleure complexité, il faut se baser sur le test probabiliste de Miller—-Rabin et accepter
que l'algorithme puisse renvoyer un nombre qui ne soit pas premier.

Fait 1.13. Il existe un algorithme PREMIERALEA(\, €) qui étant donné un entier A et
une probabilité 0 < € < 1 renvoie un entier q aléatoirement choisi dans l'intervalle [\, 2]
et qui est premier avec une probabilité d’au moins 1 — €. Cet algorithme s’effectue en
O(log(%)log?(\)I(log A) loglog \) opérations binaires.

La version de 'algorithme considérée est une version Monte Carlo qui s’arréte au bout
d’un certain nombre d’essais méme si le test ne répond pas que le nombre est premier.
Une version Las Vegas est aussi possible. Si elle se base sur le test de Miller-Rabin, il
s’agit plutdt d’un algorithme de type Atlantic City qui renvoie une réponse probablement
correcte dans un temps probablement polynomial en log A\. Une approche de type Las
Vegas s’accorde mieux avec un test déterministe. De tels tests sont cependant plus lents
tout en restant polynomiaux en log A.

Remarque 1.14. En utilisant le test déterministe AKS [AKS04], il est possible d’ob-
tenir un algorithme de type Las Vegas qui renvoie toujours un nombre premier et dont
I’espérance du temps de calcul est polynomiale dans le logarithme de A.

1.3.2.2. Générer des polyndmes irréductibles

Un probléme trés proche est celui de la génération de polynémes irréductibles. Dans
cette thése cette question ne se posera que dans le cadre des polynémes univariés définis
sur un corps fini. Les résultats qui suivent concernent donc exclusivement ce cadre. La
démarche est la méme que pour la génération d’'un nombre premier dans un intervalle :
générer un polynéme unitaire aléatoire d’un certain degré d, tester s’il est irréductible et
recommencer jusqu’a avoir un polyndéme irréductible ou jusqu’a avoir dépassé un certain
nombre d’essais. Encore une fois, la validité de la méthode repose sur la densité des
polynémes irréductibles parmi les polynémes unitaires de degré d.

Fait 1.15 (|Sho08, Chapter 19]). Le nombre de polyndémes irréductibles unitaires de degré
d dans Fylz] est compris entre 45 et L.

La performance de ’algorithme de génération du polynéme irréductible est donnée
pour sa version Monte Carlo méme si Shoup [ShoO8] en a présenté une version Las
Vegas. De plus le cotit est différencié en fonction de lefficacité des algorithmes utilisés
pour l'arithmétique des polynoémes.

Fait 1.16 (|Sho08, Chapter 20]). Etant donné un corps fini Fy, un entier d et une pro-
babilité 0 < e < 1, il existe un algorithme qui génére un polynéme aléatoire de degré d
dans Fy[z]. Ce polynome est irréductible avec une probabilité d’au moins 1 — €. L’algo-
rithme effectue O(log(L)d*M(d)(log g+loglog d)) opérations dans Fy ou O(log(1)d* log q)
opérations dans IFy si les produits de polynomes sont réalisés par l’algorithme naif.
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Il existe des algorithmes plus efficaces pour générer des polynomes irréductibles [Sho93;
Sho94]|, notamment en optimisant la complexité par rapport au degré [CL13| et non
a logq. Cependant les polynémes obtenus grace & ces algorithmes ne sont pas choisis
uniformément parmi I’ensemble des polynomes de degré d de IF, et nous aurons parfois
besoin de cette propriété.

Il est intéressant de noter que la génération de polyndémes irréductibles et celle de
nombres premiers est en pratique plus rapide que la complexité annoncée. En effet les
polynémes ou entiers composés ont généralement un facteur irréductible de petite taille
et peuvent donc étre écartés rapidement lors d’un test d’irréductibilité. Cependant, seules
les complexités dans le pire cas sont présentées et seront utilisées dans le cadre de cette
thése.

1.4. Impact de I'arithmétique sur la taille des polynémes
creux

Les opérations basiques vues sur les polynémes denses dans la section 1.3, a savoir le
produit et la division, sont quasi-linéaires dans le degré des polyndémes considérés. Pour
des polynémes creux, il faut considérer comme paramétre le nombre ¢ de mondémes non
nuls de ces polyndémes. Or, il est impossible d’atteindre une complexité quasi-linéaire en
t pour des polyndémes creux. Et ce simplement car le résultat peut avoir beaucoup plus
de mondémes que cela comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 1.17. Un produit de polyndémes de 4 mondémes chacun peut avoir 16 mondémes
non nuls : (27 + 2% 4 222 4 £3)(2189 4 236 4 227 4 gll) = 2262 4 4245 | 5211 4 2192 4
2109 4 2100 4 02 | o84 4 083 L 67 4 458 4 049 4 039 4 033 4 30 4 14

La croissance est encore plus importante pour une division euclidienne.

Exemple 1.18. Une division entre un binéme et un trindéme peut donner un quotient
et un reste dont le nombre de mon6émes égale le degré :

d—1 s—1
p20+1 4 p2d — (derl —d 4 1)($d + 3 22%) + zd — > 2zt
i=0 1=0

Cette section donne des bornes sur la croissance du nombre de mondémes et, dans le
cas de polynéomes dans Z[x], des bornes sur la croissance des coefficients.

1.4.1. Variation de tailles lors d’additions, produits et divisions

Observons I'évolution du nombre de monoémes et de la hauteur de polyndémes creux
lors des différentes opérations arithmétiques. L’addition et la multiplication sont des
opérations faciles & analyser.

Fait 1.19. Soient F' et G deux polynémes dans Alz]. Ils vérifient
- #(F+G) S#F +#G,
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- #(FG) < #F#G,

ot pour tout polynome P, #P désigne le nombre de ses mondmes non nuls. Si de plus
A =7, avec ||P|| la hauteur d’un polynoéme P :

E G < F+ G,
- IFG| < min(#F, #G) | FI |G-

Démonstration. Pour le nombre de monémes, c’est simplement qu’un élément du support
de F' + G est forcément un élément du support de F ou un élément du support de G.
Dans le cadre d’un produit, les exposants sont additionnés et donc un élément du support
de F'G est la somme d’un élément du support de F plus un du support de G.

Pour la hauteur de la somme, cela vient du fait qu'un monéme de F + G est soit
un mondéme de l'un des deux polyndémes soit la somme d'un monéme de F' et d’un
mondéme de G. Un mondéme du produit peut venir de plus de monoémes de F' et G.
S'il a degré k, il s'écrit Y. fiz'gja? o les fix' et gja’ sont des monomes de F et G

itj=k
respectivement. La somme compte au plus min(#F, #G) termes. Puisque |fi| < || F||
pour tout ¢ et |g;| < ||G]| pour tout j, le coefficient formé est borné en valeur absolue

par < min(#F, #G) || F|| |G|, d’ou le résultat. O

Comme vu dans 'exemple précédent, la division euclidienne peut provoquer des crois-
sances beaucoup plus importantes. Et ce, méme dans des cas ot le reste est nul en prenant
notamment la division de 2P —1 par x — 1. Sans ajouter de contraintes sur les polyndémes,
la seule borne a priori sur le nombre de monémes du quotient et du reste est leur degré.
En revanche, il est possible de donner des bornes en fonction du nombre de mondémes
non nuls du quotient.

Lemme 1.20. Soient F', P € Z[x] deuz polynémes creux tels que la division euclidienne
de F par P est bien définie. Posons F' = QP + R cette division euclidienne, alors

el < (1P| + D#FHF,
- #R S HF + #PHQ,
IRl < (1P| + DL ||F).
De plus, si R=0 :
eIl < (1P) + pl*

S F).

#Q

Démonstration. Considérons @ = > ¢;z® avec e; > es > --- > ep. La preuve se
i=1

fait par récurrence sur la suite des quotients et restes produits lors de l'algorithme de

division euclidienne. Soit Q); = Z giz® et Rj = F — @Q;P les éléments de cette suite

qui débute avec Ry = F et Qo = () Les coefficients de @) sont définis par la relation
gi = CD(R;—1)/CD(P) ou CD désigne le coefficient dominant du polynéme considéré.
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Ainsi |g;| < ||Ri—1||- L’algorithme construit les différents polynomes de la suite en utilisant
la relation de récurrence R; = R; 1 — ¢;x% P et Q; = Q;_1 + ¢;xz%. Puisque Ry = F et

[Rill < [|Riall + gl > [[P] < [Riall (L + [[P]),
on en déduit que [|R;|| < [[F[| (1 + [|P]))". Ainsi

1QIl = max(lg;]) < max||Ri|| < [IF] (1+ [ PFI.

La borne sur la hauteur du reste s’obtient directement puisque R = Ry4q. Pour le nombre
de mondmes, il suffit de constater qu’a chaque étape au plus #P mondmes sont ajoutés
a R;.

Par ailleurs, s’il y a divisibilité, le polynéme réciproque Q* de @ est défini par le
quotient F*/P*. Ce quotient a la méme hauteur que @, et le calculer par le méme
algorithme revient a calculer une autre suite de restes R telle que |quo—i| < ||Ri—1]-
Cette suite verifie aussi | R;|| < ||[F|| (1 + || P||)*. Ceci permet de déduire I'inégalité ¢; <
min(||F|| (1 + | P4 || F] (1 + ||P|)#9~*~1). Par conséquent

#Q—1
QI = max(jg:l) < [IF]l (1 +1PDT=1.

1.4.2. Croissance lors de réduction modulaire

Lors d’une division, ne considérer que le reste ne permet pas d’obtenir de meilleures
bornes. Méme en ne considérant que la réduction d’un seul monéme par un polynéme de
petit degré.

Exemple 1.21. Soit P = 26 4723 +22'2 — 82 + 210 + 3 un polynome entier de degré
16 et de hauteur 8. Le polynéme 23! mod P est de degré 15 avec 16 monoémes non nuls
mais sa hauteur est un entier de 120-bits.

Il reste possible de donner une borne sur la hauteur du reste mais celle-ci dépend du
degré du quotient et non de son nombre de monémes. Pour avoir plus de finesse il est
aussi possible de faire dépendre cette borne de la structure de P. L’élément de structure
de P considéré est I’écart entre ses deux plus grands exposants.

k .
Définition 7. Soit P = az? + Y p;a’ pour k < d avec a,py, # 0. Le paramétre d’écart
i=0
1
de Pest y= 5(d— k).

En particulier, le deuxiéme plus grand exposant de P est (1 — v)d. Le paramétre ~
est compris entre 0 et 1. Si v est proche de 0, le polynéme n’a en fait aucun écart
alors que si v = 1 il s’agit d’un binéme ax? + py. Notons qu’avec cette définition, % est
toujours inférieur & d. Des polyndémes avec un écart important sont connus sous le nom
de polynomes sédimentaires [MP13]. Un polynéme est dit ¢-sédimentaire s’il est de la
forme 2% + Py avec deg(Py) = t, il s’agit donc d’un polynéme avec un paramétre d’écart
de %. Inversement un polynéme de paramétre d’écart v est (1 — 7)d-sédimentaire. Le
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lemme suivant montre comment ce paramétre d’écart influence la croissance du nombre
de mondémes et des coefficients lors de sa réduction modulo P. Le polynéme P y est
considéré seulement dans le cas unitaire pour que la réduction ait du sens pour tout
polynéme F'.

Lemme 1.22. Soit F, P des polynémes de degré respectivement d + d, — 1 et dp, ayant
respectivement #F et #P mondmes non nuls avec #P > 2, P wunitaire de paramétre

4
d’écart . Le polynome F mod P a au plus #F(#P — 1)[”1’W mondémes non nuls. Si de
plus F et P sont des polynémes a coefficients dans Z, la hauteur de F mod P vérifie

_d
IF mod P|| < ||F|| (#P || P|)!5% .

Démonstration. La croissance du nombre de monémes et de la valeur de leurs coefficients
est analysée au cours de l'exécution d’une version modifiée de 'algorithme de division
euclidienne. Plutét que de réduire les monémes 1 par 1, cette version commence par
réduire une fois tous les monoémes de degré plus grand que d,, pour obtenir un nouveau
dividende auquel cette réduction sera & nouveau appliquée jusqu’a obtenir un polynéme
de degré au plus d, — 1. Considérons la suite (F;); des dividendes ainsi calculés. Elle est
définie par Fy = F et Fy11 = (F; mod %) + (F; quoz®)(z% — P). Ainsi F; mod P =
F mod P pour tout . Puisque deg(F; quo z%) = deg(F;) —d,, et deg(z% — P) < (1—7)d,,
deg(Fi+1) < max(d, — 1,deg(F;) —vdp), d’ou deg(F;) < max(d, — 1, deg(F) — ivdp). De
plus, #(F;11) est au plus #(F})(#P — 1), d’'ot #(F;) < #F(#P — 1)*. Enfin,

[l < [ (1 4 min(7(F), #P — 1) [ P])).

Par conséquent, ||| < (#P[|P])) | 7]

Puisque deg(F;) < d + d, — 1 — ivdy, deg(F;) < d, pour i = [%1. A ce stade,

F; = F ' mod P et l'algorithme s’arréte. O

Sid = O(d)p) et v est une constante, les bornes ainsi obtenues sont des bornes polyno-
miales.
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2. Travailler avec des polynomes de
taille toujours bornée

L’intérét de la représentation creuse des polynémes est de nécessiter moins de bits que
la représentation dense dés que le polynéme n’a que peu de monémes non nuls. C’est
d’ailleurs une représentation qui se veut la plus compacte possible en tendant a utiliser
exactement le nombre de bits nécessaires a la représentation des polynémes. En partant
d’une taille donnée, les calculs sur les polyndémes creux peuvent cependant entrainer des
croissances de taille trés importante comme cela a été montré en section 1.4. S’il s’agit
de la taille du résultat attendu, cela ne pose pas de probléme. Cependant, ces croissances
de taille peuvent survenir lors de calculs intermédiaires alors que le résultat lui-méme est
plus petit. Elles peuvent alors impacter de maniére trés négative le temps de calcul.

Un exemple de cela est I’évaluation d’un polynéme F' de Z[z]| sur un entier «. Cette
opération peut étre effectuée pour elle-méme mais aussi pour tester si le polynéme est
le polynéme nul. Si F' est un polyndéme de degré D, la taille de sa représentation creuse
dépend de log D. L’évaluation en « peut produire un entier supérieur en valeur absolue a
|a|P donc de taille au moins D log cv. Entre les deux tailles, la croissance est exponentielle.
Clairement, s’il s’agit simplement de tester la nullité du polynéme F' et donc de renvoyer
un booléen, 'utilisation de tant d’espace semble superflue. Il parait naturel d’effectuer ce
type d’opérations sur un corps fini pour limiter une telle croissance de taille quand c’est
possible.

Un autre exemple que 'on voit au chapitre 3, est celui du circuit arithmétique. Un
circuit arithmétique qui représente un polynéme creux F, avec peu de mondémes non
nuls, est une suite d’opérations qui permet de le calculer. En effectuant ces opérations les
unes aprés les autres, il n’est absolument pas garanti que les polyndmes intermédiaires
restent creux, aient aussi peu de mondémes non nuls que F. Si le but est d’obtenir la
représentation creuse de F', c’est alors le calcul des polynémes intermédiaires qui domine
la complexité sans égard pour la taille de F'. Les algorithmes pour calculer efficacement
F effectuent généralement les calculs modulo un polynoéme de la forme P — 1 pour limiter
la croissance des polynoémes intermédiaires.

L’approche naturelle face & ces problémes de croissance consiste a essayer de borner la
taille des données, nombres ou polynémes, manipulées durant les algorithmes. Ceci doit se
faire sans perdre toutes les informations originelles pour que les résultats obtenus restent
significatifs. Nous voyons différentes techniques pour cela en section 2.1. Ces techniques
sont essentielles & de nombreux algorithmes sur les polynémes creux et seront largement
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utilisées dans la suite de cette thése.

Pour prévenir des croissances indésirables et controler la taille des polynomes mani-
pulés, ceux-ci sont considérés modulo un nombre premier ou un autre polyndéme. Si un
point w est une racine d'un polynéme P, alors évaluer F' en w revient a évaluer le po-
lynéme réduit F' mod P sans avoir besoin de connaitre ou calculer F' mod P. Pour des
polynémes a coeflicients entiers, effectuer cette évaluation dans un anneau modulaire
permet de réduire du méme coup les coefficients. Cela peut de plus étre nécessaire pour
trouver une racine de P. Nous verrons en section section 2.2 comment obtenir de tels
points d’évaluations pour des réductions modulo 2P — 1.

De tels changements impactent les opérations effectuées sur les polynémes. Dans cer-
tains cas, comme le produit de polyndémes cet impact n’est pas significatif. D’autres
opérations peuvent étre fortement complexifiées. C’est notamment le cas de I’évaluation
d’un produit de polynoémes. Des algorithmes pour effectuer une telle évaluation modulo
un troisiéme polyndme sont décrits en section 2.3.

2.1. Limiter la perte d’information lors des réductions

Pour borner la taille des polynémes manipulés, il faut agir a la fois sur les coefficients
et sur les degrés. Si les polyndmes sont définis sur les entiers, les considérer modulo un
nombre premier ¢ permet de borner la taille de tous les coefficients par loggq. De plus
considérer les polynémes modulo un polynéme P de degré d permet de borner le degré
et le nombre de monémes non nuls par d. En considérant un polynéme F' modulo ¢ ou
P, sa valeur exacte est perdue. Seuls sont connus les restes dans la division euclidienne
de ses coefficients par ¢ ou le reste de la division euclidienne de F' par P. En particulier,
le polynéme obtenu peut-étre nul alors que F' lui-méme ne ’est pas.

Dans un premier temps nous regarderons, en section 2.1.1, le cas ot 'on cherche
seulement a prévenir ’annulation d’un polynéme lors d’une réduction modulaire.

Dans un second temps, en section 2.1.2, nous nous intéresserons spécifiquement au
cas des polyndémes creux. L’approche est alors plus fine. En plus de savoir si le polynéme
entier a été annulé, il est possible de se demander combien de mon6émes ont été annulés ou
quel est I’écart entre le nombre de mondémes du polyndéme d’origine et celui du polynéme
réduit.

Les résultats présentés ici sont classiques dans l'algorithmique des polynémes creux
[GS09; GR11b; AGR13; HG20]| et trés utiles pour les algorithmes présentés dans cette
thése. Nous prendrons donc le temps de les présenter avec une preuve.

2.1.1. Empécher I'annulation

Lors d’une réduction modulaire, envoyer un polynéme vers zéro donne certes l’infor-
mation qu’il était divisible par le modulo mais pas plus. En particulier, il est impossible
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de trancher si c’est le polynéme est égal au polynéme nul en général ou seulement a cause
de la division. C’est une situation qu’il est généralement préférable d’éviter, notamment
dans le cadre d’étude de la section 4.2 ou 'objectif est justement de déterminer si un
polynéme est nul ou pas. Nous nous intéressons & la maniére de procéder dans trois si-
tuations : la division d’un entier ou d’un polynéme par un nombre premier, la division
d’un polynéme par un polynéme irréductible et enfin la division d’un polynéme par un
polynome de la forme z* — 1.

Dans chaque situation, le choix du modulo est libre, il convient donc de voir comment
I'orienter pour s’assurer au moins avec une bonne probabilité qu’il n’y a pas divisibilité.

2.1.1.1. Réduction modulo un nombre premier

Le premier cas que nous regardons est celui de la réduction d’un entier modulo un
nombre premier. Comme nous avons vu deux méthodes de génération d’un nombre pre-
mier en section 1.3.2, nous allons donner les propriétés des entiers selon les deux points de
vue correspondants : pour un premier quelconque ou pour un premier dans un intervalle.
Nous ferons de méme pour les cas reposant sur ce cas de base.

Pour un entier N, ’objectif ici est de trouver un nombre premier p tel que N mod p # 0,
sauf si N lui-méme est égal & 0. Autrement dit p ne doit pas diviser N. L’approche consiste
& dénombrer le nombre de diviseurs possibles de N puis & choisir p aléatoirement dans
un ensemble de nombres premiers suffisament vaste pour que la probabilité que p divise
N soit faible.

Fait 2.1. Un nombre N € N a au plus :

- log N diviseurs premiers

- InN/In X diviseurs premiers plus grand qu’un entier \

Démonstration. 11 suffit de constater que le produit des diviseurs premiers de N supé-
rieurs & A ne peut excéder N et de prendre A = 2 pour le premier cas. ]

Corollaire 2.2. Pour N € N et 0 < € < 1, la probabilité qu’un nombre p divise N est
inférieure a € dans les cas ot p est choisi aléatoirement parmsi :

- les %logN premiers nombres premiers, ou

- les nombres premiers de Uintervalle [A, 2\] pour A > max(21, 2 In N).

Démonstration. Ce corollaire s’obtient en comparant le nombre de premiers dans 1’en-
semble dans lequel est choisi p et le nombre d’entre eux qui peuvent diviser N. Le premier
cas est évident. Pour le second, on se place dans I'intervalle [\, 2A] qui contient au moins
3)/In A nombres premiers (fait 1.12) dont au plus In N/In A peuvent diviser N. Le choix
fait pour A dans le corollaire garantit qu'un premier choisi aléatoirement dans l'intervalle
a une probabilité inférieure & € de diviser N. O

25



Remarque 2.3. Le fait 2.1 et le corollaire 2.2, s’appliquent aussi & tout nombre entier
n inférieur & N.

Puisque les entiers peuvent étre annulés en passant modulo un nombre premier p, cela
concerne aussi les coefficients d’un polynoéme défini sur Z. La probabilité que cela arrive si
p est choisi aléatoirement peut étre bornée de maniére similaire. Nous ne considérerons ici
que le cas d’un premier choisit dans un intervalle, I'autre cas étant similaire. En revanche,
deux cas sont regardés : si au moins un des coefficients de F', et donc F', ne s’annule pas
et si aucun de ses coeflicients ne s’annule.

Corollaire 2.4. Soit F' € Z[z] un polynome ayant au plus T mondmes non nuls de
coefficients bornés par H et 0 < € < 1. Awvec probabilité au moins 1 — €, un nombre
premier p choisi aléatoirement dans l'intervalle [\, 2]

(i) me divise pas un des coefficients de F (au moins) si A > max(21, 2 In H),
(i1) ne divise aucun des coefficients de F si A > max(21, 2T In H).

Démonstration. C’est 'application du corollaire 2.2, avec d’une part N = H pour borner
celui des coefficients de F' que p ne doit pas diviser et d’autre part N = HT pour borner
le produit des coefficients de F', p ne devant en diviser aucun. ]

Les nombres premiers obtenus en s’appuyant sur ce corollaire ont une valeur en O(7T log H)
qui est linéaire dans la taille du polynéme F', que celui-ci soit sous forme creuse ou
dense (de degré T'). Le stockage des coefficients du polynéome réduit a alors une taille
en O(Tlog(Tlog H)) et méme O(T loglog H) si le but est seulement de préserver le
caractére non nul d’'un des coefficients. En comparaison, le stockage des coefficients de
F nécessite O(T log H) bits. La taille des éléments manipulés a donc été réduite. Et
cela sans perdre trop d’information c’est-a-dire en restant capable de déterminer si le
polynéme ou certains de ses coefficients sont nuls.

2.1.1.2. Réduction d'un polynédme modulo un polynéme irréductible

Pour restreindre la taille d’un polynoéme, I'autre point & considérer est son degré. Pour
cela le polynéme sera considéré modulo un autre polynéme. Une méthode absolument
similaire & celle vue sur les entiers s’applique & ce cas. De maniére générale, il s’agit
de compter le nombre de diviseurs possibles (c’est a dire de modulos inappropriés) et
évaluer la densité de ceux-ci dans un ensemble plus vaste au sein duquel ils peuvent étre
choisis aléatoirement. Nous présentons donc le résultat associé de maniére plus succincte.
Les diviseurs sont considérés dans I’ensemble des polyndémes unitaires irréductibles d’un
degré d fixé.

Fait 2.5. Dans Fy[z], la probabilité qu'un polynéme choisi uniformément parmi les po-

lyndomes unitaires irréductibles de degré d divise un polyndéme de degré D est d’au plus
2D
gt
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Démonstration. Dans sa factorisation, un polynome de degré D admet au plus % facteurs
de degré d. Or par le fait 1.15, il y a au moins % polynémes unitaires irréductibles de

degré d. O

La probabilité dépend du degré du polynoéme irréductible choisi. Si 'objectif est que la

probabilité d’avoir la divisibilité soit inférieure & une borne e, il faut fixer d > logq(%).

2.1.1.3. Réduction d'un polynédme modulo un binéme

La réduction d’un polynéme modulo un bindéme z¢ — 1 présente 'avantage d’étre plus
efficace & calculer que modulo un polynéme irréductible qui peut avoir un nombre quel-
conque de mondmes. En effet, la réduction ne nécessite pas d’autre opération dans I’an-
neau de base que des additions entre coefficients. Une telle réduction est introduite par
Kaminski [Kam89| et se base aussi sur le dénombrement des diviseurs possibles de la
forme 2 — 1. La preuve est plus technique mais nous donnons quelques éléments pour
permettre un apercu général de son fonctionnement.

Kaminski s’appuie sur le fait que tous les diviseurs des polynémes z* — 1 sont des
polynoémes cyclotomiques, ce qui permet de prouver une propriété particuliére sur leur
ppcm, quelque soit 'anneau de définition A.

Fait 2.6 ([Kam89, Proposition 3|). Soit ®; le i-iéme polynéme cyclotomique, alors pour

tout ensemble d’entiers I C N, [[,c; ®; divise ppem{z’ —1:i € I} dans Alz].

Ce fait permet de fournir une borne inférieure au degré du ppcm d’un ensemble de
polynomes {z' — 1]i € I}. Cette borne, D; = deg(IT;c; ®i) = X7 ¢(i) pour ¢ lindi-
catrice d’Euler, dépend de la valeur des éléments de I. Par ailleurs cette borne s’étend
naturellement au degré de tout polynéme divisé par tous les 2 — 1 pour i € I. En la
prenant & rebours, elle fournit alors une borne sur le nombre de polynémes z* — 1 qui
peuvent diviser un polynéme de degré fixé. Pour F' un polynéme de degré D, ’ensemble
I = {i|F mod z — 1 = 0} vérifie nécessairement que D; < D. La borne ainsi obtenue par
Kaminski repose entre autre sur un paramétre dépendant de la constante d’Euler. Pour
simplifier la lecture, le paramétre est remplacé par 2, I’entier le plus proche qui conserve
la validité du résultat.

Théoréme 2.7 (|[Kam89, Theorem 1, condition P1]). Soit F' € Alx] un polynéme non
nul de degré au plus 2D, 0 < e < 1 et k = [4D°Inln(D'~°)]. Le polynéme F admet au
plus k — 1 diviseurs de la forme x* — 1 avec D'7¢ < i < 2D'~¢,

Une question naturelle est de savoir si de meilleures bornes, c’est-a-dire des valeurs de
1 potentiellement plus petites, peuvent étre atteintes en se restreignant a des ¢ premiers.
Les polynémes @, pour des p premiers étant premiers entre eux et de degré égal a p —1,
le degré du ppcm des polynémes zP — 1 et simplement 1 + Zp(p —1). En considérant
seulement les k plus petits nombres premiers et en se basant sur le fait 1.10, le degré du
ppcm est de Pordre de k2, & un facteur logarithmique prés. Pour avoir un p tel que 2P — 1
ne divise pas notre polyndéme F' de degré 2D, il faudrait donc choisir parmi un ensemble
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de plus de V2D nombres premiers. Ces nombres premiers auraient donc des valeurs assez
proches de celles des ¢ considérés au théoréme 2.7. Sachant que la génération de nombres
premiers est plus cotliteuse que celle d’'un nombre aléatoire, une telle approche n’est guére
efficace dans le cas général. Cependant nous allons voir qu’il en va tout autrement dans
le cas des polynémes creux.

2.1.2. Cas des polyndmes creux : éviter les collisions

Dans le cas des polynémes creux les méthodes utilisées sont spécifiques et reposent sur
le fait que ’on puisse travailler directement sur les monomes du polynoéme. Par ailleurs
les réductions regardées sont toujours modulo des polynoémes de la forme 2P — 1. Ce

T—1
type de réduction qui consiste a réduire les exposants envoie le polynéme F = ) fz®
i=0
T—1
sur F, = > fix® modp o qui permet de conserver ou méme de réduire le nombre de
i=0

monomes. Au contraire une réduction modulo un polynéme dont la seule caractéristique
serait un degré d pourrait produire un polynéme de d mondémes et donc augmenter la
taille de notre polyndéme au lieu de la contenir.

Dans les réductions modulo un binéme il arrive que le nombre de mondémes réduise a
cause de ce qu’on appelle des collisions.

T-1

Définition 8. Pour un polynéome F = > f;z% et un nombre p € N, on dit qu’il y a
i=0

une collision modulo 2P — 1 ¢’il existe deux indices i # j tels que e; = e; mod p. On dit

qu'un monome f;z% est en collision sl existe j # ¢ tels que e; = ej mod p. Dans le cas
contraire ce monoéme est sans collision, terminologie qui s’applique aussi & F' si tous ses
monoémes sont sans collision.

L’objectif ne sera donc plus seulement de s’assurer que zP — 1 ne divise pas F' mais
aussi de régler le nombre de collisions pour savoir & quel point le nombre de monémes de
F mod 2P — 1 est proche de celui de F'.

La premiére question reste quand méme celle de la divisibilité. Pour s’assurer que
2P — 1 ne divise pas F, il suffit de s’assurer qu’un des monémes de F' est sans collision.
De maniére arbitraire, c’est le premier mondéme que nous choisirons pour cela.

T-1
Fait 2.8. Soit F = ) fiz® € A[z] et p € N.
i=0
T—1
Si p ne divise pas 5o = [] (e; — eo) alors P — 1 ne divise pas F.
i=1

Démonstration. L’hypothése revient seulement & dire que le monéme fox® est sans col-
lision modulo 2P — 1 puisque aucun autre exposant n’est congru a ey modulo p. Par
conséquent foxz® ™4 P est un monéme de F mod xP — 1 qui est donc non nul. O
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Ceci nous donne donc une méthode pour obtenir un polynéme xP —1 qui probablement
ne divise pas F'.

Corollaire 2.9. Soit F' € Alx] un polynéme non nul de degré au plus D avec au plus T
monoémes, une probabilité 0 < e <1 et A > max(21,32(T — 1)In D). Si p est un nombre
premier choisi uniformément dans lintervalle [A, 2], alors F mod 2P — 1 # 0 avec une
probabilité d’au moins 1 — 5.

En particulier, avec une probabilité d’au moins 1 — ¢, p = PREMIERALEA(A, §) est un
nombre premier tel que F' mod 2P — 1 # 0.
Démonstration. C’est 'application du corollaire 2.2 avec probabilité § quun nombre
premier de l'intervalle [\, 2)] divise un entier N. L’entier N est pris égal & DT—! pour
avoir 69 < N, dg étant défini dans le fait 2.8. La probabilité § s’applique donc au fait que
2P — 1 divise F. Le nombre premier est généré avec l'algorithme PREMIERALEA (voir
fait 1.13, page 17) dans I'intervalle [A, 2)] avec une probabilité d’échec d’au plus §, d’ou
la probabilité globale d’échec & e. O

L’autre extrémité dans le choix de p est de s’assurer que le polynéme F' est sans
collision. Il peut-étre traité de maniére similaire en ne traitant pas un seul monéme mais
tous les monoémes.

T—1
Fait 2.10. Soit F' = ) fix“ € Alz] et p € N.
=0

7=

T—1

St p ne divise pas ] 0;, ot 6; = [] |ej — e;| alors F' est sans collision modulo zP — 1.
i=0 j#i

Démonstration. Si p ne divise pas leur produit, p ne divise aucun ¢;. Donc comme dans

le cas du fait 2.8, les mondémes correspondants sont sans collision, donc F' aussi. O

Comme cette propriété sera utilisée avec les deux méthodes de génération de nombres
premiers, le corollaire suivant présente les deux maniéres dont elle sera appliquée.

Corollaire 2.11. Soit F € Alz] un polynéme non nul de degré au plus D avec au plus
T monomes. Il existe au plus T(T — 1)log D nombres premiers p pour lesquels F' a au
moins une collision.

Par ailleurs, pour une probabilité 0 < e < 1 et A > max(21, é—ST(T— 1)In D), avec une
probabilité d’au moins 1 — ¢, PREMIERALEA(J, 5) renvoie un nombre premier p tel que
F est sans collision modulo xP — 1.

Démonstration. C’est une application du fait 2.1 et du corollaire 2.2 qui bornent le
nombre de diviseurs premiers d’un entier N et la probabilité qu’un tirage aléatoire parmi
les nombres premiers de U'intervalle [\, 2A] fournisse un diviseur de N. En prenant N =
DT(T=1 on se place dans le cadre du fait 2.10 puisque chacun des d; est inférieur a
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DT=1. Comme pour le corollaire 2.9, la probabilité est ajustée pour prendre en compte
la probabilité d’échec de 'algorithme PREMIERALEA. O

Le dernier point consiste a limiter le nombre de collisions & une fraction des monémes de
F', cette fraction pouvant étre adaptée en fonction des besoins spécifiques des algorithmes.
Différentes versions du prochain lemme sont présentes dans la littérature, ne s’appuyant
pas forcément sur la méme preuve si les nombres premiers sont générés par crible [HG20 ;
Hual9] ou dans un intervalle [AGR13; AGR14; AR15|.

T—1
Fait 2.12. Soit FF'= Y fix® € Alz], pe Net 0 <y <1.
i=0

T—1
Si plA=ITT ne divise pas I1 6, ou 6; = [I |ej — ei| alors une proportion v des T
i=0 i

monomes de F' est sans collision modulo xP — 1.

Démonstration. Comme vu pour les faits précédents, 2.8 et 2.10, un mondme est en
collision modulo zP — 1 si p divise le §; correspondant. Or dans notre hypothése, p divise
moins de (1 —~)T de ces d;, sinon pl =171 diviserait leur produit. Cela donne donc une
borne supérieure sur la proportion de monémes en collision. Il y en a alors au moins v7T'
qui sont sans collision. ]

Comme précédemment, il est possible d’en déduire un corollaire sur la génération
d’un nombre premier laissant une certaine proportion de monémes d’un polynéme F
sans collision. La formulation est ici légérement différente pour mieux correspondre aux
applications de ce corollaire.

Corollaire 2.13. Soit F' € A[z] un polynéme de degré au plus D avec au plus T mo-
nomes, une probabilité 0 < € < 1 et A > max(21, & min(7, ﬁ)(T —1)In D) pour une
proportion 0 < v < 1.

Avec une probabilité d’au moins 1 — €, si p est un nombre premier choisi aléatoire-
ment dans 'intervalle [\, 2)], alors une proportion d’au moins v mondémes de F' est sans
collision modulo xP — 1.

(r=1
Démonstration. C’est I'application du corollaire 2.2 en prenant N = [Dﬂ"f)—‘. Ainsi

pour un nombre entier inférieur & NV, le nombre premier p choisi n’est pas un de ses divi-
1/[(1=-7T
T—1 )

seurs avec une probabilité d’au moins 1—e. C’est vrai en particulier pour ( IT o <
i=0

T—1
N. Ainsi pl =TT pe divise probablement pas I 0i et le fait 2.12 permet de conclure sur
i=0
la proportion de monémes de F' sans collision. Le minimum entre T et ﬁ, correspond
& une optimisation pour les cas ol v se rapproche de 1 en prenant alors plutét la borne

qui évite toute collision du corollaire 2.11. ]
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La réduction modulo 2P — 1 entraine directement une perte d’information sur la valeur
des exposants de F'. Si en plus il y a des collisions, des informations sont aussi perdues
concernant les coefficients. Il est alors intéressant d’avoir une notion de distance entre F et
F mod zP — 1 pour mesurer la perte d’information sur les coeflicients liée uniquement aux
collisions. Lors d’une collision, les coefficients des monoémes en collision sont additionnés,
ainsi les valeurs d’origine sont perdues et une nouvelle valeur est ajoutée. Il convient de
prendre en compte ces deux cas : les monoémes perdus de F' et les monoémes surnuméraires
de F ' mod P — 1.

Définition 9. Soit p € N, F' € A[z]. La distance entre F' et F' mod xP—1 est le nombre de
mondmes de F' en collision modulo 2P —1 plus le nombre de monémes de F' mod zP —1 qui
sont la somme d’au moins 2 mondémes de F' aprés réduction modulo p de leur exposant.

Remarque 2.14. Il est possible de donner une définition plus formelle de cette distance :
#C + > #FE avec E; = {e; € support(F)|e; = j mod p} et C = {E;|#E; > 2}.
EeC
Cette distance évolue en fonction de la proportion v des mondmes sans collision modulo
P — 1.

Fait 2.15. Soit F' € Alz] un polynéme ayant au plus T monoémes et p un entier tel
qu’une proportion 0 < v < 1 des mondmes de F est sans collision modulo xP — 1.

La distance entre F et F mod 2P — 1 est d’au plus 3(1 —~)T.

Démonstration. Seuls les (1 —+)T monomes potentiellement en collision contribuent a la
distance entre F' et F' mod P — 1. Ils contribuent & hauteur de 1 par le simple fait d’étre
en collision. Par ailleurs un ensemble de monémes en collision ensemble s’additionne pour
former un mondéme de F mod zP — 1, mondme qui lui-méme contribue & hauteur de 1 &
la distance.

Un seul mondéme en collision contribue donc & la distance & hauteur d’au plus 1+ ﬁ
ou k est le nombre de mondémes avec lequel il est en collision. Cette contribution est
maximisée pour k = 1. D’olt une distance inférieure & 3(1 — )T O

Remarque 2.16. En prenant v = %, la distance est au plus la moitié du nombre de
monoéme de F'.

Dans les trois cas que nous avons vu pour contréler le nombre de collisions, le polynéme
F' qui avait un degré exponentiel en sa taille peut étre envoyé sur F mod zP — 1 avec
alors un degré polynomial, voire linéaire en la taille de F. En particulier cela signifie
que l'utilisation de l'arithmétique des polynémes denses aprés la réduction pourra étre
efficace. Tout algorithme quasi-linéaire dans le degré, s’il est appliqué au polynéme réduit,
est alors polynomial ou quasi-linéaire dans la taille de F'.
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2.2. Réduction d'un polynéme entier par |I'évaluation dans
un anneau modulaire

L’évaluation d’un polynéme F' en w une racine p-iéme de 'unité revient a 1’évaluation
de F'mod a? — 1. Ainsi, les réductions de F' que nous venons de voir en section 2.1.2
peuvent étre partiellement connues par le biais d’évaluations en des points d’ordre p.
De tels points n’existent pas dans tout anneau. En particulier sur les entiers, si p est
un nombre premier supérieur a 2, la seule racine entiére de z” — 1 est 1. Pour trouver
w # 1, il faudra donc chercher dans un anneau modulaire. Plus particuliérement, nous
considérerons un corps fini I, tel que p divise ¢ — 1. Ceci permet d’effectuer a la fois les
deux réductions possibles sur un polynéme dans Z|[z| : réduction du degré et réduction
des coeflicients. La possibilité de calculer de telles évaluations est un ingrédient central de
notre algorithme d’interpolation au chapitre 3 qui reconstruit le polynéme F' mod 2P — 1
a partir des F(w’) pour w une racine primitive p-iéme de 'unité.

Dans cette section, nous verrons comment générer un triplet (p,q,w) tel que p et ¢
soient premiers et w soit une racine primitive p-iéme de 'unité dans [F,. Par ailleurs p
sera choisi dans un intervalle [\, 2\] pour pouvoir appliquer les résultats de la section 2.1.
Nous préciserons aussi comment ajuster la valeur de A pour que g ne divise probablement
pas un entier N, ce qui pourra s’appliquer aux coefficients d’un polyndéme F'. Dans le
reste de la section, nous ne ferons plus le rapport avec la réduction d’un polyndéme mais
parlerons simplement d’un triplet (p, q,w)

La premiére partie, section 2.2.1 de cette section est consacrée a la preuve formelle
de l'existence d’une telle méthode. Pour cela il faut considérer des nombres p et g trés
grands. Cette contrainte semble ne pas étre nécessaire en pratique, ce qui sera explicité
dans la section 2.2.2.

2.2.1. Générer un corps avec un sous groupe multiplicatif d’ordre p

La méthode utilisée pour calculer un triplet (p, ¢, w) tel que w soit une racine primitive
p-iéme de I'unité dans F, avec p premier est trés directe. Il s’agit de tirages successifs jus-
qu’a obtenir un triplet correspondant. Les tirages son effectués dans I'ordre pour d’abord
obtenir un nombre premier p, ensuite obtenir un nombre premier ¢ € {ap+1:a > 1} ce
qui garantit I'existence d’une racine primitive p-iéme de 'unité dans I, (puisque p|(¢—1))
et enfin obtenir w € F; d’ordre multiplicatif p.

Ces étapes sont décrites dans 'algorithme 1 TRIPLET qui correspond & l’algorithme
“GetPrimeAP-5/6" de la thése d’Arnold [Arn16| adapté pour avoir de meilleures bornes et
pouvoir choisir la probabilité de succés. En plus de la probabilité de succes, I'algorithme
n’a besoin que d’un paramétre, un entier A qui détermine la taille de p et q. En particulier,
p est choisi aléatoirement dans U'intervalle [A, 2)], ce qui permet d’appliquer les différents
résultats de la section 2.1 en ajustant la valeur de A.

Théoréme 2.17. L’algorithme 1 TRIPLET est un algorithme de type Monte Carlo. Etant
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Algorithme 1 TRIPLET

Entrée : Un entier A > 2;, O<exl1
Sortie : Un triplet (p, ¢, w) avec p, ¢ premiers et w € F, d’ordre multiplicatif p.
1: Répéter au plus %ln % In X fois
Tirer aléatoirement un entier impair p dans [\, 2]
Jusqu’a obtenir un p premier
Si p n’est pas premier alors
Renvoyer ECHEC
Répéter au plus 121n % In A\ fois
Tirer aléatoirement un entier pair a dans [1, \%]
Jusqu’a avoir ¢ = ap + 1 premier
Si ¢ n’est pas premier alors
Renvoyer ECHEC

—_ =
= o

: Répéter au plus logp% fois
Tirer aléatoirement un élément oo € F Z

,_.
N

: Jusqu’a ce que w = @D/ £ 1
. Siw=al@"V/P =1 alors
Renvoyer ECHEC

— = =
SRS

—_
=]

: Renvoyer (p, q,w)

donné une probabilite 0 < ¢ < 1 et une borne A > 2;28, il renvoie ECHEC avec une
probabilité d’au plus € et sinon génére un triplet (p,q,w) ayant les propriétés suivantes :
- p est choisi aléatoirement dans Uintervalle [\, 2)\] ;
- q <28 est un nombre premier tel que p| (¢ — 1) ;
- w est une racine primitive p-iéme de l'unité dans Fg ;

Sa complexité est en O(log L1og!2(N)).

De plus, si X > ¢/ 4—68 In N pour un entier N > 0, la probabilité que q divise N est d’au
plus €.

Cet algorithme n’étant appelé ultérieurement que pour des algorithmes dans lesquels
son colt est logarithmique, sa complexité élevée n’impacte pas négativement d’autres
complexités. Chaque étape se justifie par I’abondance de nombres ayant la propriété dé-
sirée dans I’ensemble considéré. Ces étapes vont étre détaillées et justifiées les unes aprés
les autres dans les lemmes 2.18 et 2.21 a 2.23 pour apporter la preuve du théoréme 2.17.

2.2.1.1. La primalité de p

La premiére partie de l'algorithme, lignes 1 a 5, correspond simplement & 1’algorithme
évoqué dans la remarque 1.14 pour générer un nombre premier en se basant sur 1’algo-
rithme de test déterministe d’Agrawal, Kayal et Saxena [AKS04| dit AKS. La version
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utilisée est celle de type Monte Carlo, si aucun nombre premier n’a été trouvé au bout
d’un certain nombre d’essais le résultat renvoyé est ECHEC, sinon p est un nombre pre-
mier avec certitude. Le test AKS nécessite @(log10'5 A) opérations binaires. Pour obtenir
le temps de calcul de cette partie de 'algorithme, il faut multiplier cette complexité par
le nombre de répétitions, O(log % log A). Des détails supplémentaires sont donnés ici pour
justifier de la probabilité de succés de ’étape.

Sachant que le nombre de premier dans I'intervalle [A,2)] est d’au moins 2X/InA
fait 1.12 et qu’ils sont tous impairs, la probabilité qu’un nombre impair choisit aléa-
toirement dans cette intervalle ne soit pas premier est d’au plus 1 — 51%. La probabilité
qu’aprés k tirages aléatoires, il n’y ait eu aucun nombre premier est donc d’au plus
(1—- %)k < esx. D'ou une probabilité d’échec d’au plus €/4 pour cette étape de
I’algorithme puisque k = %ln % In .

Ces quelques points sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 2.18. La premiére partie de l'algorithme 1 TRIPLET, lignes 1 a 5, s’effectue en
O(log % log'®(X\)) opérations binaires et fournit un nombre premier avec une probabilité

d’au moins 1 — i.

2.2.1.2. La primalité de ¢

Une fois un nombre premier p obtenu, il faut trouver un autre nombre premier ¢ tel que
p|(g—1) pour avoir un sous-groupe multiplicatif d’ordre p. Ainsi, le nombre premier ¢ se
trouve dans la suite arithmétique p+1, 2p+1, 3p+1, .... La question ne porte donc plus
sur la densité des nombres premiers parmi un intervalle mais uniquement parmi cette suite
arithmétique. D’aprés le théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet [Dir37], la
distribution des nombres premiers dans cette suite arithmétique est asymptotiquement
la méme que leur distribution dans Z. Le théoréme de Bombieri-Vinogradov [Bom65| est
plus précis en bornant les termes d’erreur. Ces résultats indiquent que théoriquement il
suffit d’appliquer la méme stratégie que pour un nombre premier choisi dans Z. C’est-a-
dire : prendre un entier a aléatoire, tester si ap + 1 est premier et répéter jusqu’a avoir
effectivement un nombre premier. En revanche il manque des bornes pour savoir dans
quel ensemble chercher a pour que cette démarche réussisse avec une bonne probabilité.

Des résultats plus récents de Akbary et Hambrook [AH15| et Sedunova [Sed18| donnent
des bornes explicites et donc expoitables pour le théoréme de Bombieri-Vinogradov.

Fait 2.19 (|Sed18, Corollary 1.5|). Notons m(x) le nombre d’entiers premiers < =,
m(x;m,a) le nombre d’entiers premiers < x et égauxr G4 a modulo m, et £(z) le plus
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petit diviseur premier de x. Pour tout v >4 et A1 < Ao < 71/2,

max max (y;m,a) — W(y)‘
= 2<y<y a:ged(a,m)=1 ¢(m)
MSA2
é(m)>)\1
A
<122.77 (14; Ay 20y 4 1542301/ 4 4P/ 1n(;)> (In)7/2.
1 1

A partir de ce fait, il est possible de déduire des résultats probabilistes sur la quantité
de nombres premiers dans une progression arithmétique.

Corollaire 2.20. Soit 0 < € < % , A > 2;24, et p un nombre premier choist aléatoirement

dans [\, 2)]. Le nombre d’entiers premiers ¢ < XS de la forme q = ap + 1 est supérieur
ou égal a \3/(241n \) avec une probabilité d’au moins 1 — e.

Démonstration. 1l s’agit d’appliquer le fait 2.19 en prenant A\; = A\, Ao = 2\ et v = \6. La
somme s’effectue seulement sur des nombres entiers puisqu’ils doivent vérifier £(m) > A\
alors que A\; > m/2. En prenant y = «y et a = 1, la somme est simplifiée et surtout ne
peut qu’étre plus petite. La relation devient alors

2.

A<p<2A
p premier

6
(X p, 1) — Z(il) < 1.09- 105(X° 4 1.27A%5 + 0.48)\*)(In A)7/2.

Pour A > 28, la somme est bornée par 1.2 - 10505 (In \)7/2.

Comptons maintenant le nombre de mauvais premiers dans U'intervalle [A, 2)]. Ce sont
des premiers p tels que 7(A\%p, 1) < A3/(241n ). Puisque 7(\%) > X6/(61n)), si p est
un mauvais premier dans [\, 2)], alors 7(A\%)/(p — 1) > 7(A%; p, 1) et puisque p — 1 < 2),

6 6 5 5
W(Aﬁ;pjl)_wu) L AYEmy) X N
p—1 p—1 24In\ = 241n A

S’il y a k mauvais premiers, alors la somme sur les nombres premiers vaut au moins
kA3 /241n \. Cette somme valant par ailleurs au plus 1.2 - 10°)\%(In /\)7/ 2 il est possible
d’en déduire une borne sur k :

. 106)\5 7/2
| < 1.2-10°A°(In ")

_ 107 9/2
< = /@i 2.88 - 107 (In A)*/2,

Puisqu’il y a au moins %)\/ In A nombres premiers distincts dans l'intervalle [X, 2]

(fait 1.12), la probabilité qu'un nombre premier choisi aléatoirement dans cet intervalle
soit un mauvais premier est d’au plus

2.88 -107(In \)%/2

—4.8-10"\"(In \)1Y2,
/A (In2)
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Cette probabilité tend vers zéro lorsque A tend vers U'infini. En particulier pour A > 2%%,

elle est inférieure & 227\~1/2. Ainsi, pour obtenir une probabilité d’au plus e, il convient
54 . . P N

de prendre A > 26—2 (ce qui est bien supérieur a > 25° pour € < %) ]

Le fait de considérer des nombres premiers ¢ inférieurs a A6 et non une autre puissance
de X\ permet d’obtenir la meilleure borne possible & partir du fait 2.19. Une probabilité
explicite ayant été donnée, il est maintenant possible d’analyser la seconde partie de
I’algorithme 1 consistant & trouver le nombre premier ¢ aprés avoir trouvé le nombre
premier p.

Lemme 2.21. Si la premiére partie, lignes 1 & 5, de l'algorithme 1 TRIPLET a calculé
un nombre premier p € [\ 2)\|, la seconde partie, lignes 6 a 10, s’effectue en temps
@(log%10g11‘5 A) et parvient a générer un nombre premier q avec une probabilité d’au
moins 1 — §

Démonstration. Puisque A > % et que l'algorithme est bien parvenu & produire un

nombre premier p choisi aléatoirement dans [A,2)\], avec une probabilité d’au moins
1— 4§, ilyaplusde A5/(241n \) nombres premiers ¢ < A% de la forme ap + 1 d’aprés le
corollaire 2.20.

Si p satisfait bien cette condition et que a est aléatoirement choisi parmi les entiers
pairs ((2a + 1)p + 1 étant pair donc non premier et inutile & tester) entre 1 et A5, la
probabilité que ap + 1 soit premier est d’au moins ﬁ Et donc répéter ce tirage
aléatoire 12 In % In A fois permet d’augmenter cette probabilité a 1 — § comme dans le cas
du lemme 2.18.

La probabilité totale de succeés de cette étape est donc d’au moins 1 — § en prenant

en compte la possibilité que p soit un mauvais premier et celle qu'un nouveau nombre
premier g ne soit pas trouvé.

La complexité est donnée par la répétition des tests de primalité AKS, et est donc
en O(log % log!™® \) puisque la taille des différents ap 4 1 est essentiellement la taille de
A O

La probabilité de succés est en réalité 1égérement meilleure que la borne puisque la
preuve ne regarde que les nombres premiers inférieurs a A% alors que, vu le choix de a, ¢
est compris entre 2p + 1 et pA®, avec p pouvant aller jusqu’a 2\ — 1.

2.2.1.3. L’ordre multiplicatif de w

Pour la derniére partie de ’algorithme, la démarche est la méme. En considérant que les
deux premiéres parties ont réussi, il s’agit d’estimer la probabilité qu'un élément aléatoire

de F7; ne permette pas de trouver une racine primitive p-iéme de l'unité. Or, dans Fy, le
g=1 _ . .
polynéme z » —1 a au plus q}Tl racines. Par conséquent la probabilité que al4=D/P =1

est d’au plus % pour « choisi aléatoirement dans Fy. Encore une fois la répétition du
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tirage associée a un test déterministe permet de réduire la probabilité d’échec, & § pour
A o e
log,, < répétitions.

Par ailleurs, I’arithmétique s’effectuant dans I, avec une exponentiation de puissance
inférieure & g, son cott est de O(log? ) = O(log? \) opérations binaires.

Lemme 2.22. Si les premiéres parties de l’algorithme 1 TRIPLET sont parvenues a
founir les premiers p et q, la derniére, lignes 11 a 15, calcule w € Fy d’ordre p avec une
probabilité d’au moins 1 — § et en O(log 1 log? \).

Ce troisiéme lemme permet de déduire que I’algorithme renvoie un triplet (p, ¢, w) ayant
les trois propriétés du théoreme 2.17 en temps O(log % log!® \) et avec une probabilité
d’échec au plus € = § + § + §.

2.2.1.4. La coprimalité de g et N

Il reste & prouver la derniére propriété de q dans le théoréme 2.17 & savoir qu’il ne
divise probablement pas un nombre N si la valeur de A est suffisamment grande.

Lemme 2.23. Soit N un entier supérieur a 0 et q le second nombre premier généré par
TRIPLET(A, €) avec 0 < € < 1 et A > max(%, {/2ZInN). Avec une probabilité d’au
moins 1 — €, g ne divise pas N.

Démonstration. Ce point vient encore de la densité des nombres premiers dans la suite
arithmétique générée par p. Puisque A > %, il y a au moins A\°/(24In\) premiers
g < A\ de la forme ap + 1 avec une probabilité d’au moins 1 — 5 en considérant qu'un
nombre premier p a bien été généré. Parmi eux, il y en a au plus logy N qui divisent N
car ils sont tous plus grands que A.

Ainsi, la probabilité que I'un d’entre eux choisit aléatoirement divise IV est d’au plus
24logy NInA/A° < § car A5 > £ In N, O

2.2.2. Approche heuristique

L’algorithme TRIPLET, nécessite dans sa version formelle un A tellement grand (> 2°%)
qu’il ne peut avoir d’application pratique. Cette borne vient de la mise en application
de versions effectives du théoréme de Dirichlet [Sed18]. Ainsi en théorie, il faut choisir
un grand nombre premier p pour que celui-ci ait de bonnes chances d’avoir une quan-
tité suffisante de nombres premiers dans sa suite arithmétique (2ap + 1)4en+ qui soient
inférieurs a pb.

En pratique, des expérimentations montrent que cela peut étre vérifié pour des valeurs
de p bien plus faibles. Ces expérimentations on été effectuées de la maniére suivante. La
proportion de nombres premiers dans la portion de suite arithmétique {2ap+1:1<a <
p/2} a été estimée pour tous les nombres premiers ayant de 10 a 20 bits (81 928 premiers).
Pour ceux d’au plus 14 bits, le calcul a été fait de maniére exacte en testant la primalité de
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tous les nombres de la suite. Pour les plus grands premiers, la proportion est estimée par
le tirage aléatoire d’au moins 1000 éléments dans la suite dont la primalité a été testée.
Ceci a été fait dans le but de comparer cette proportion avec celle d’une version forte du
théoréme de Dirichlet due & de la Vallée Poussin qui indique qu’asymptotiquement cette

proportion est (’)(ﬁ).

La table 2.1 donne, en classant les premiers par leur nombre de bits, les proportions
les plus petites, les plus grandes, moyennes et théoriques pour chaque classe. La figure
2.1 montre la répartition de cette proportion pour tous les nombres premiers autour de
la valeur théorique. Le code écrit en SAGEMATH utilisé pour ces expérimentations est
donné en annexe A.

Ces observations montrent des proportions de premiers parmi les nombres de la forme
2ap + 1 dont la moyenne est toujours proche de la théorie bien que légérement inférieure
et semblent indiquer que 'algorithme TRIPLET pourrait avoir un taux de réussite presque
aussi élevé en partant avec A > 219 plutot que A > 2%8,

Il existe encore une autre approche pour pouvoir travailler avec des A plus petits.
Il s’agirait simplement de prendre pour ¢ le plus petit nombre premier dans la suite
arithmétique (2ap 4+ 1)4en+ €t non un premier aléatoire. L’algorithme 1 TRIPLET serait
modifié en utilisant les instructions suivantes pour générer gq.

qg+2p+1
Tant que q n’est pas premier faire
q<q+2p

La complexité n’en serait pas modifiée & condition que la boucle ne soit répétée que
O(121n % In \) fois. Par ailleurs cette partie est déterministe contrairement & I’approche
d’origine qui peut renvoyer ECHEC.

Pour déterminer le nombre de répétitions de la boucle et donc l'efficacité de cette
modification, il faut déterminer la taille du plus petit nombre premier de la forme 2ap+1.
Une conjecture de Heath-Brown [Hea78| considére qu’il est atteint pour un a < In?p
et ce pour tout nombre premier p. La recherche de bornes sur ce a a donné lieu a
beaucoup de conjectures tachant de coller toujours plus avec des observations numériques
[Wag79; Pom80 ; GP90 ; LPS17|. Ces différentes hypothéses (qui concernent généralement
le maximum des plus petits premiers dans chaque suite arithmétique (ap + k), et pas
seulement le cas k = 1) tendent aussi & considérer comme justifié que a vaille au plus
In? p. C’est donc Phypothése qui sera faite ici aussi.

Hypothése 2.1 (Sur le plus petit nombre premier dans une suite arithmétique). Pour
p un nombre premier, min{a|2ap + 1 est premier} < In?p.

Sous cette hypothese, il est alors possible d’analyser I'apport que représente cette
modification & l'algorithme 1 TRIPLET.
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TABLE 2.1. — Proportion de nombres premiers dans {2ap+1:1 < a < p/2}.

Nombre de bits | Minimale | Moyenne | Maximale | Théorique (=~ ﬁ)
10 13.36% 15.63% 18.49% 16.03%
11 12.50% 14.12% 15.80% 14.43%
12 11.00% 12.79% 14.33% 13.12%
13 10.13% 11.79% 13.55% 12.02%
14 9.50% 10.93% 12.54% 11.10%
15 8.83% 10.14% 11.65% 10.30%
16 8.24% 9.46% 10.74% 9.62%
17 7.70% 8.89% 10.00% 9.02%
18 7.19% 8.36% 9.41% 8.49%
19 6.80% 7.91% 9.11% 8.01%
20 6.53% 7.49% 8.52% 7.59%

FIGURE 2.1. — Proportions de nombre premiers dans {2ap +1:1 <a < p/2}.

Proportions de premiers

Données expérimentales
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Théoréme 2.24. Sous Uhypothése 2.1, en prenant A > 21 et en remplacant la génération
aléatoire de q, lignes 6 a 10, par la recherche du plus petit premier de la forme 2ap + 1,
lalgorithme TRIPLET(A, €) génére un triplet (p, q,w) ayant les mémes propriétés que dans
le théoreme 2.17 et ce avec une probabilité d’au moins 1 — 5 el sinon renvoie ECHEC.

Sa complezité est en O(max(log %, log \) log'3 \) opérations binaires.

De plus, si X > %lnN pour un entier N > 0, la probabilité que q divise N est d’au
plus €.

Démonstration. La borne 21 sur A est la pour assurer qu’il y ait suffisamment de nombres
premiers dans 'intervalle [\, 2)]. La probabilité de succés a augmenté car la seconde
partie qui a une probabilité d’échec de § a été remplacée par une partie dont le résultat
est déterministe. La complexité est justifiée par 'hypothése qui dit que le nombre de
répétitions de la nouvelle boucle sera au pire 1n2(2)\). Ainsi, il y a dans la premiére
partie, lignes 1 a 5, O(log%log A) répétitions du test AKS et dans la seconde il y en
a O(logZ \). Les tests sont toujours effectués sur des entiers de taille O(log \). C’est le
maximum entre ces deux parties qui donne la complexité, la troisiéme partie restant
dominée.

Enfin, pour la probabilité que g ne divise pas N, il suffit de constater que tirer aléatoi-
rement p premier dans l'ensemble des premiers inclus dans [\, 2A] revient exactement a
tirer aléatoirement ¢ parmi {2ap+1 premiers |p premiers € [, 2A]}. Les deux ensembles
ont exactement la méme taille puisque 2a < In? p < 1n2(2)\) < 2X pour A > 21 et donc
2ap + 1 ne peut pas étre le plus petit nombre premier dans la suite arithmétique de deux
p distincts de [\, 2X]. Le corollaire 2.2, sur I'intervalle [\, 2A] pouvant étre étendu a tout
ensemble ayant le méme nombre de premiers tous supérieurs a A, le choix de la valeur de
A donne bien une probabilité d’au moins 1 — € que ¢ ne divise pas N. O

La complexité n’augmente que peu, en remplagant potentiellement log% par log \ et
reste polynomiale en log A. Cette méthode est donc en pratique, et tant que ’hypothése
tient, la maniére la plus efficace de générer un triplet (p, ¢, w) avec de petites valeurs pour

p-

2.3. Evaluation d’un produit de polyndme dans un anneau
quotient

Les méthodes que nous venons de voir pour borner la taille des polynémes manipulés
consistent principalement & passer dans un anneau quotient Alz|/(P(x)) pour un po-
lynoéme défini dans A[z] avec P un polynéme unitaire. Passer dans I'anneau quotient
n’impacte pas la complexité de I’addition de deux polynémes. Pour la multiplication de
polynomes, il suffit de 'effectuer dans A[x] puis de réduire le résultat en le divisant par P,
la division ayant asymptotiquement le méme colit que la multiplication, cela n’impacte
pas la complexité de I'opération. Cela ne se passe pas aussi bien pour I’évaluation de
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polynoémes. L’évaluation d’un polynéme dans A[x] sur un point a de A est une opéra-
tion qui commute avec 1'addition et la multiplication : () F;G;)) (o) = Y Fi(a)Gi(a).
En passant dans 'anneau quotient A[x]/(P) c’est le produit qui pose des difficultés et
il devient faux de dire qu’évaluer un produit revient & faire le produit des évalués, la
commutativité est perdue sur la multiplication. Calculer (F' mod P)(«) x (G mod P)(«)
ne peut correspondre a ’évaluation de (F'G) mod P puisqu’il manque la réduction fi-
nale modulo P. C’est simplement 1’évaluation de (F mod P)(G mod P), un polynéme
pouvant étre de degré 2deg(P) — 2.

Bien sir, il est possible d’effectuer I’évaluation du produit modulaire (F'G) mod P en
calculant d’abord F'G puis la réduction modulo P et enfin en effectuant 1’évaluation.
Cependant il est classique d’utiliser I’évaluation pour vérifier une opération et c¢’est no-
tamment ce que nous ferons dans le chapitre 4 pour vérifier un produit modulaire. Il est
donc nécessaire de savoir évaluer (FG) mod P en un point « sans calculer FG mod P et
le plus efficacement possible pour que la vérification puisse étre plus rapide que le calcul
du produit modulaire. Pour assurer une bonne probabilité de succés aux algorithmes de
vérifications basés sur ’évaluation, il est souvent nécessaire d’évaluer les polynémes sur
un point « venant d’une extension Agyt de A et non de A ce qui peut changer le cotit
de certaines opérations. Cette section présente des algorithmes pour évaluer un produit
modulaire (F'G) mod P dans Afz]|/(P(z)) sur un point o dans A ou une extension Aey et
ce sans calculer le produit (FG) mod P lui-méme. Le polynéme P est toujours considéré
comme un polyndéme creux unitaire et I’évaluation est effectuée pour des polynoémes F
et G aussi bien creux que denses.

La section 2.3.1 décrit la méthode dans le cas plus simple ou le polynéme P est un
binéme P = 2% — 1 aussi appelé réduction cyclique. Ce cas particulier permet d’illustrer
et d’appréhender plus facilement la méthode générale et correspond aux diverses appli-
cations de la vérification d’un produit modulaire dans cette thése (voir section 4.3 et
chapitre 5). Les algorithmes obtenus effectuent un nombre linéaire d’opérations dans A,
que les polynémes F' et G soient denses ou creux. Cette méthode est ensuite généralisée
au cas d’'un produit de polynémes denses modulo un polyndéme creux en section 2.3.2
de forme plus générale et enfin au cas ou les polynomes F' et G sont aussi creux en
section 2.3.3. Cette section présente des algorithmes dans un cadre aussi général que
possible, aussi les algorithmes seront analysés en nombre d’opérations arithmétiques et
non en nombre d’opérations binaires qui dépendent du cofit de I’arithmétique dans A.

2.3.1. Evaluation de la réduction cyclique d'un produit

Le premier cas considéré est celui de I'évaluation de FG mod P avec P = z% — 1 pour
F et G deux polyndémes denses de degré au plus d — 1. L’approche utilisée ici, s’ap-
puie sur celle proposée par Pascal Giorgi [Giol8| pour I'évaluation d’un produit médian
((FG)divz?) mod x?. L’observation essentielle & cette évaluation est qu'un produit de
polyndémes correspond au produit entre une matrice Toeplitz et un vecteur et qu'’il en
est donc de méme pour le produit médian. L’évaluation est alors une projection par le
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vecteur des puissances du point d’évaluation. En s’appuyant sur la structure Toeplitz de
la matrice, il est alors possible de procéder efficacement & 1’évaluation.

Un produit de polynémes modulo 2% — 1 peut aussi se décrire comme un produit entre
une matrice Toeplitz et un vecteur. Une approche similaire s’applique donc. L’algorithme 2
EVALUATIONREDUCTIONCYCLIQUE s’appuie sur cette méthode pour effectuer I’évalua-
tion modulaire. La construction de I’évaluation en passant par un produit matrice-vecteur
n’apparait pas directement dans l’algorithme mais permet de justifier sa validité.

Algorithme 2 EVALUATIONREDUCTIONCYCLIQUE

Entrée : F =5 fiz!, G =3 gix* € Alx] avec deg(F),deg(G) < d, et o € A.
Sortie : (FG mod z¢ — 1)()

¢+ F(a)

2: P, + at—1

3: B« cgp

4: Pour j =1ad—1 faire

5

6

7

=

cac— Pyfq;
B« B+ cy;
: Renvoyer [

Théoréme 2.25. Etant donné deuz polynomes F, G € Alx] de degré au plus d—1 et a €
A, l'algorithme 2 EVALUATIONREDUCTIONCYCLIQUE calcule [’évaluation de (FG) mod
2% —1 en a en effectuant O(d) opérations dans A.

Démonstration. Soit H = FG et M = H mod 2% — 1. Les coefficients des monomes de
degré i sont notés f; (respectivemen‘g gi, hi, m;) pour le polynéme F' (respectivement
G, H, M). Soit § = (g0,---,94-1), h = (ho,...,heq—2) et m = (mg,...,mg_1). Pour
simplifier les notations, les transformations d'un vecteur dans A? en matrice 1 x d (ou
d x 1) pour des produits vecteur-matrice (ou matrice-vecteur) resteront implicites.

La multiplication d’un polynéme de degré d — 1 par un polynéme F' fixé est une
application linéaire décrite par une matrice Toeplitz de taille (2d — 1) x d contenant les
coefficients de F'. Plus précisément, h = Tpg avec

fo
f1 Jfo
Tr = fd.—l R (1)
fa—1 1
fd.—l

Puisque M = H mod z%—1, m; = hi+hirqg—1pour 0 <i<d—1et mg_1 = hg_1. Ainsi,
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m = Crg avec Cr la matrice circulante de taille d x d décrite par

fo  fae1 -0 N
e '}il ]io f:2
fd'—l fd;z f:o

Par ailleurs, ’évaluation de M en « correspond au produit scalaire dgm avec dg =
(1,c,...,a%1). L’objectif est donc de calculer @4Crg. L’approche standard consiste a
d’abord calculer m = Cpg c’est a dire M, et ensuite dgm = M(«). Comme cela a été
remarqué par Pascal Giorgi [Giol8], changer 'ordre des opérations en effectuant d’abord
le produit vecteur matrice &3Cr permet d’obtenir un algorithme plus efficace qui exploite
pleinement la structure de la matrice circulante Cp.

d—1

Soit ¢ = @4CF. Les coordonnées de ¢ vérifient : ¢j41 = ) o/f(g_j_l) modd = fd—j—1+
=0
-2 -2 i
@ Y " fi—j) mod ¢- Puisque pour j >0, > o f(r—j) mod ¢ = ¢j—®" " fa—j—1, ceci conduit
=0 £=0

A la relation de récurrence

{Cj+1 = acj — P(a)fa—j—1  pour j >0 2.1)

co = F(a)
avec P = 2% — 1 et cg = F(a).

Il est aisé de voir que s’appuyer sur une telle récurrence pour évaluer (F'G) mod P en
a donne une complexité de O(d) opérations dans A. En effet, une fois que ¢y et P(«)
ont été calculés, les autres ¢; peuvent étre obtenus récursivement pour O(1) opérations
a chaque fois. Par ailleurs les évaluations de F' et P nécessitent O(d) opérations dans A
(fait 1.8). O

Le décompte du nombre d’opérations effectuées par I’algorithme 2 EVALUATIONRE-
DUCTIONCYCLIQUE peut étre plus précis. Comme cela a été évoqué, il arrive que 1’éva-
luation soit calculée sur un point a d’une extension de Agyt et non sur un point de A.
L’algorithme calcule I’évaluation sur o exactement de la méme fagon. Cependant, dans
ce cas la, il est important de distinguer les différents type d’opérations : celles qui sont
effectuées dans 'extension Ay et celles qui sont effectuées entre des éléments de A et
des éléments de Aqyt. En pratique, ces opérations n’ont pas le méme coiit, celles dans
Ayt sont plus cotiteuses. Dans le corollaire suivant, une multiplication entre un élément
de A et un élément de Aoy est appelé une multiplication scalaire. L’objectif est ici de
minimiser le nombre de multiplications qui ne sont pas scalaires.

Corollaire 2.26. Etant donnés deur polynémes I, G € Alz] de degré au plus d — 1 et
a € Agy Uévaluation de (FG) mod x4 —1 en o nécessite 2d — 2 multiplications et 3d — 2
additions dans Az, plus 3d — 2 multiplications scalaires.
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Démonstration. Il faut d’abord calculer o2, o®, ..., a par (d—1) multiplications. Ensuite,
le calcul de F'(«) ne nécessite plus que (n — 1) multiplications scalaires et additions, et
celui de P(a) = o™ — 1 seulement une addition supplémentaire. Pour la valeur initiale
cgo de f, il ne faut qu'une multiplication scalaire. A partir de 1a, chaque itération de
la boucle nécessite une multiplication, deux multiplications scalaires et deux additions.
Ainsi, Pévaluation totale requiert 3d — 2 additions, 2d — 2 multiplications et 3d — 2
multiplications scalaires. O

Ce corollaire a pour objectif de minimiser le nombre d’opérations dans Ay car elles
sont plus cotliteuses. Si « est simplement un point de A, Poptimisation de I'algorithme 2
EVALUATIONREDUCTIONCYCLIQUE se fait plutot sur le nombre total d’opérations qui
sont toutes dans A. L’approche est donc différente. L’évaluation de F' doit plutot se baser
sur le schéma de Horner ce qui donne (d — 1) multiplications et (d — 1) additions. Le
calcul d’a? ensuite repose sur I’exponentiation rapide avec au plus 2log d multiplications.
Il ne faut qu’une addition supplémentaire pour obtenir P(«). La boucle de la fin de
lalgorithme s’exécute de la méme maniére. Au total cela donne 3d — 2 additions et
4d—3+2log d multiplications. Le nombre d’additions est le méme mais le nombre total de
multiplication est inférieur. Cette approche donnerait cependant plus de multiplications
non scalaires si « était dans Aex.

Considérons maintenant le cas ot F et GG sont données en représentation creuse et les
changements que cela apporte a ’algorithme.

Théoréme 2.27. Etant donné deux polynomes creux F, G € Alx] de degré < d avec
respectivement #F et #G mondmes non nuls et o € A, il est possible de calculer I’éva-
luation de (FG) mod z" — 1 en a en effectuant O((#F + #G)logd) opérations dans
A.

Démonstration. Les notations sont reprises de la preuve du théoréme 2.25. Si le support
de G est I'ensemble support(G) = {jo,...,juec-1} avec jo < -+ < jug—_1, le produit

#G—1
scalaire ¢- g est égal & ) c¢j,gj.. Par conséquent, il est inutile de calculer toutes les
k=0
coordonnées de ¢, seules les #G valeurs cj, ..., ¢j,,_, qui correspondent au support de

G sont utiles pour obtenir le résultat final.

En appliquant la relation de récurrence (2.1) aussi souvent que nécessaire pour passer
d’une des coordonnées pertinentes & la suivante, on obtient une nouvelle relation de
récurrence, indexée par le support de G :

Jkt1

Cip1 = O‘jkﬂ_jkcjk — P(a) , % O/fd—ﬂ pour k > 0 (2.2)
= ]k .

cjo = ((z7°F) mod 2% — 1)(a).

La valeur initiale ¢;j, peut étre calculée en O(#F logd) opérations. En effet le polynome
(70 F) mod 2% — 1 est un polynéme de degré au plus d — 1 ayant #F monomes non nuls.
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L’évaluation en oo € A nécessite donc #F exponentiations de « avec des exposant valant
au plus d—1 plus #F —1 additions dans A. Par ailleurs les coefficients de (z7° F) mod 2% —
1 sont ceux de F' et ses exposants sont obtenus en ajoutant jp aux exposants de F'
et en retranchant d s’il est nécessaire de réduire modulo zf — 1. Calculer le polynome
(270 F) mod 2% —1 nécessite donc O(#F) additions et soustractions sur des entiers bornés
par 2d, c’est-a-dire O(#F logd) opérations binaires. Les éléments de A ayant au moins
un bit, ce cotlit est négligeable par rapport aux O(#F logd) opérations dans A.

Par ailleurs, puisque F aussi est creux, la valeur de f;_, est en fait zéro dans de
nombreux cas. Un coefficient non nul f; de F' apparait dans la définition de c;,,, si et
seulement si d — jr4+1 <t < d— ji. Ainsi, chaque f; est utilisé exactement une fois lors du
calcul de 'ensemble des ¢;, pour k # 0. Puisque pour chaque terme non-nul de la somme
de la relation (2.2), il est aussi nécessaire de calculer o pour une valeur ¢ < d, le coiit
total du calcul de toutes ces sommes est de O(#F log d) opérations dans A. De méme, le
calcul de a/k+17Jk¢c; pour tout k € [0, #G — 2] requiert O(#G log d) opérations dans A
plus #G — 1 additions d’entiers inférieurs & d pour obtenir les exposants. Encore une fois,
le cotit des opérations sur les entiers est négligeable par rapport & celui des opérations
dans A. La derniére étape est celle du produit scalaire ¢- g qui nécessite O(#G) opérations
dans A ce qui donne bien la complexité annoncée. O

Comme dans le cas dense, la complexité pourrait étre détaillée entre additions, mul-
tiplications et multiplications scalaires si « se trouve en fait dans une extension Agyt.
Mais dans le cas creux, le coiit est totalement dominé par les opérations sur « pour les
différentes exponentiations qui sont toutes dans Acyt. Il est cependant possible d’amélio-
rer la complexité en n’effectuant pas les exponentiations les unes aprés les autres mais
en utilisant la technique d’exponentiation simultanée de Yao [Yao76] pour les calculer
toutes d’un coiit. Ainsi seules log d + O((#F + #G) log d/ loglog d) multiplications dans
Aext sont nécessaires. Une fois les puissances de « calculées, méme de maniére rapide,
les autres étapes de I’évaluation effectuent toujours O(#F + #G) opérations que ce soit
des additions, des multiplications scalaires ou des additions d’entiers. Seules les opéra-
tions sur les entiers ne sont plus négligeables quand on les compare au calcul efficace des
puissances de a.

Corollaire 2.28. Etant donnés deuz polynomes creux F, G € Alz] de degré < d et
a € Ay, il est possible de calculer 'évaluation de (FG) mod z™ — 1 en « en effectuant
logd + O((#F + #G)logd/loglogd) opérations dans Ay plus #F + #G — 1 additions
d’entiers de O(logd) bits.

2.3.2. Evaluation d’'un produit modulaire dense

Cette section présente la généralisation de I’algorithme 2 EVALUATIONREDUCTION-
CYCLIQUE a I’évaluation d’un polynéme F'G mod P ol P est un polynéme creux uni-
taire quelconque et F' et GG sont deux polynomes denses de degré strictement inférieur a
d = deg(P).
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Nous présentons d’abord la méthode d’évaluation d’un produit modulaire adaptée
de I’évaluation modulo un bindéme. En particulier nous décrivons de nouvelles relations
de récurrence propres a ce cadre plus général. Elles sont nécessaires pour justifier les
algorithmes 3 COEFFICIENTSDOMINANTS et 4 EVALUATIONMODULAIRE qui permettent
I’évaluation du produit modulaire. Ces algorithmes seront donnés dans un second temps.

Les étapes suivies pour I’évaluation en un point o de F'G mod P avec P quelconque
sont les mémes que celles vues pour 1’évaluation avec P = z% — 1.

1. Considérer la matrice Cp moq p de 'application linéaire correspondant & la multi-
plication par F' dans A[x]/(P);

2. Calculer d’abord ¢ = aCp moq p €n s’appuyant sur une relation de récurrence ;
3. Calculer le produit scalaire ¢- g.

En reprenant les notations vectorielles de la section 2.3.1.

Lorsque P n’est pas un bindéme z% — 1, la matrice Cp mod p, 1€t plus une matrice
circulante et la relation de récurrence n’est donc pas aussi directe. Les colonnes de la
matrice correspondent aux polynomes Fl avec FlIl = (z'F) mod P. On peut en effet
d—1 ) d-1

vérifier que FG mod P = ) g Fl! pour G = > gix'. L’évaluation de F'G mod P sur «
i=0 i=0

en effectuant d’abord le produit &Cp 1oq p revient au calcul de 1’égalité

d—1
(FG mod P)(a) = g:Fl(a). (2.3)
=0

L’objectif est donc d’avoir un moyen efficace de calculer tous les F(a). Pour cela,
il faut remarquer que la définition des FU! permet d’obtenir la relation de récurrence
Fl+1 = (zFl) mod P. Puisque deg(F) = d—1 et que P est unitaire, (zF[?) mod P =
zFll — fﬂlP avec fﬂl qui désigne le coefficient de degré d — 1 de F[I. Par conséquent,
les Flil(a) sont décrits par la relation de récurrence suivante

{F[”l}(oz) aFll(a) — fi1 P(a) pouri>0

FlOl(a) :;(a) (24)

Pour pouvoir appliquer cette relation il convient de connaitre F'(«) et tous les coefficients
f&’ll des Fi pour 0 < ¢ < n — 1. L’évaluation en « se calcule directement & partir des
coefficients de F. Pour la liste des coefficients des monoémes de degré d — 1 des FII un
algorithme spécifique est nécessaire. Ce n’était pas le cas lorsque P était pris égal a % —1
puisque ces coefficients étaient directement donnés par la relation fy]_l = fg_1-4. Dans
le cas général, leur calcul repose sur la relation de récurrence qui lie les FlI, Flitl] —
zFl — fy}_lP7 et implique une relation entre leurs coefficients :

A= — (2.5)

d )
pour 0 < k <d—1avec P =) pz’.
i=0
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En partant des f,go] (les coefficients de F'), il est alors possible de calculer tous les
f gll Puisque P est un polynéme creux, I’équation (2.5) correspond en fait & une égalité
f}f“] = f}ﬂ_l dans de nombreux cas, si k n’est pas dans support(P). L’algorithme 3
COEFFICIENTSDOMINANTS qui calcule les coefficients de degré d — 1 de tous les FlI en
tient compte pour n’effectuer que les opérations nécessaires.

Algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS
Entrée : P =Y piztet F =Y fiz® dans A[z], avec deg(F) < deg(P) = d et P unitaire.
Sortie : Le vecteur [fgﬂl, féﬂl, ey C[ld:f]], avec f&’ll qui désigne le coefficient de degré
d—1de Fl!l = (2'F) mod P.
: Ve [fa-1, fa—2,-- -, fil
: Pour i =0 a d — 2 faire
Pour k € support(P) tel que i < k < d faire
V[i+d—k] < V[i+d—k]— piV][i]
: Renvoyer V

Lemme 2.29. L’algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS calcule bien le vecteur des
coefficients de degré d — 1. Il exécute O(d#P) opérations dans A.

Démonstration. Le nombre d’opérations est clair : elles sont toutes effectuées lors de
I'étape 4 qui est elle-méme effectuée O(d#P) fois. Il est d’ailleurs possible d’arréter la
boucle externe dés qu’il est certain qu’il n’existe plus de k € support(P) tel que i < k < d.
Autrement dit pour i strictement supérieur a deg(z?— P)—1. Ce changement n’affecterait
cependant pas le nombre d’opérations nécessaires.

La validité de I'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS peut étre prouvée en vérifiant
par récurrence qu’aprés l'itération i de la boucle externe, la propriété P(i) est valide :
P(i) ="VI[j] = f), pour tout j <i+1et V[j] = C[;jé]ii) pour j > i+ 1.”

Avant la premiére itération, P(—1) est valide puisqu’elle correspond a V[j] = fﬂ i1
pour tout j, et que F = FI9 par définition.

Supposons maintenant que P (i — 1) soit valide. En particulier, V[j] = fcg]il pour j < 1.
Au cours de 'itération 4, seuls les coordonnées V'[i + 1] & V[d — 2] du vecteur V' peuvent
étre modifiées, les égalités sur les premiéres coordonnées restent donc valides. Pour j > i,
V{jl = fc[li]i(jﬂ. 1) avant l'itération par hypothése. Aprés, on obtient

VI = iy = pagriVIE) = fiL iy — pajraf i

[i+1]

D’aprés I'équation (2.5) cela nous donne donc V[j] = f; "1, ce qui implique que P(i) est

valide.

Ainsi, aprés la derniére itération, V[j] = fc[f_]l pour tout j < d — 2, 'algorithme est
donc correct. ]
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Avec les coefficients de F' et les d—1 coefficients de degré d — 1 des premiers polynomes
Fl1 il est alors possible de calculer les d évaluations FII(a) et donc (FG mod P)(a).
L’algorithme d’évaluation proposé considére le cas ol v est un élément d’une extension
Agxt de A. Son analyse fait aussi la distinction entre les opérations dans A et celles dans

Aext .

Algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE

Entrée : P =Y pial, F =Y fiz'!, G =3 giz* € Alx] avec deg(F), deg(G) < deg(P) =
d, P creux et unitaire, et a € Agyt.

Sortie : (FG mod P)(«)

1V [, £ en utilisant COEFFICIENTSDOMINANTS(P, F)

P, + P(«)

F, <+ F(a)

B+ Fago

Pour i =14 d— 1 faire
Fo + aFy — Vi — 1P,
B B+ Fugi

Renvoyer [

Théoréme 2.30. Etant donnés trois polynomes F, G et P dans A[x] avec deg(F),deg(G) <
deg(P) = d, P creuz et unitaire, et o € Aoyy une extenion de A, Ualgorithme 4 EVALUA-
TIONMODULAIRE calcule bien (FG mod P)(«). Pour cela il effectue O(d#P) opérations
dans A et O(d) opérations dans A ey

Démonstration. En utilisant I’algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS(P, F'), le vecteur
V contient bien les valeurs indiquées. L’étape 6 s’appuie sur I’équation (2.4) pour calculer
F, = Fll(a). L’étape 7 utilise cette évaluation et I'équation (2.3) pour calculer, en
effectuant la somme terme aprés terme, (F'G mod P)(«). Ces considérations assurent
que l'algorithme est correct.

La premiére étape nécessite O(d# P) opérations dans A par le lemme 2.29. C’est la
seule étape qui ne dépend pas de «. Les autres étapes effectuent O(d) opérations dans
Aoyt puisque dépendant de a. O

Comme précédemment, les opérations dans Agy sont tantét des multiplications sca-
laires par un élément de A tantot des opérations (additions ou multiplications) entre
deux éléments de Agy. Voici maintenant une analyse précise de la complexité qui mi-
nimise le nombre de multiplications non scalaires. Ceci permet de minimiser le nombre
d’opérations dans A les multiplications non scalaires dans A correspondant généralement
a des produits de polynéomes dans A[z].

Corollaire 2.31. Soient P, F, G et o comme dans lalgorithme J EVALUATIONMODU-
LAIRE. [l est possible de calculer (FG mod P)(«) en effectuant au plus 2d — 2 multipli-
cations et (3d — b + #P) additions dans Ay, (3d — 3 + #P) multiplications scalaires
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d’éléments de Aoy par des éléments de A, et (d—1)(#P — 1) multiplications et additions
dans A.

Démonstration. Le premier point est de remarquer que le nombre d’opérations effectuées
par l'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS est d’au plus (d — 1)(#P — 1) multiplica-
tions et additions dans A. Dans I’algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE, il faut évaluer
les polynémes P et F' en «. Pour minimiser le nombre de multiplications non scalaires, il
faut calculer toutes les puissance de a (a2, .. ., ad) en d—1 multiplications dans Agy. Les
évaluations sont ensuite calculées en procédant a #P — 1 multiplications scalaire et ad-
ditions dans Agyt pour P, et d — 1 multiplications scalaires plus d — 2 additions dans Acy
pour F. Ensuite, l'initialisation de § et la boucle pour nécessitent d — 1 multiplications
et 2d — 2 additions dans Aeyt plus 2d — 1 multiplications scalaires. Ceci donne bien 2d — 2
multiplications et (3d — 5 + #P) additions dans Ay plus (3d — 3 4+ #P) multiplications
scalaires & ajouter aux opérations dans A effectuées a la premiére étape. O

Il est aussi possible de calculer ’évaluation en calculant le produit modulaire F'G mod
P d’abord en s’appuyant sur 'arithmétique des polynémes denses, puis en réalisant
I'évaluation. Une telle approche nécessite M(d) = O(dlogdloglogd) opérations dans A
pour le produit de polynémes F' x G et la division par P et O(d) opérations dans Ayt
pour ’évaluation. Ainsi si P vérifie #P < logdloglogd, la technique présentée ici pour
I’évaluation est plus efficace.

2.3.3. Evaluation d’un produit modulaire creux

Dans cette section, les algorithmes précédents sont adaptés pour s’appliquer & des
polynémes F' et G donnés en représentation creuse. Comme dans la section précédente,
nous commencons par décrire notre méthode et les relations de récurrence sur lesquelles
elle s’appuie. Les résultats obtenus dépendent de la différence entre les deux plus grands
exposants de P. Dans la définition 7 (page 20), nous avons défini le paramétre d’écart
~ pour mesurer cette différence. Il vérifie 1 — v = édeg(P — 2%) pour un polynoéme P
unitaire de degré d. En particulier, le deuxiéme plus grand exposant de P vaut (1 —~)d.
Le lemme 1.22 (page 21) montre qu’il y a une relation entre le parameétre d’écart et le
nombre de mondmes non nuls de (FG) mod P. Ce nombre peut étre bien plus grand que
celui des monoémes non nuls de F', G et P. Cependant cette croissance est en quelque
sorte controlée par «, ce qui explique que les prochains résultats dépendent de ~.

Pour adapter la méthode de la section 2.3.2, il faut d’abord adapter les relations de
récurrence qui la justifient au cas ol tous les polynémes sont creux. Puisque G est creux,
I'équation (2.3) devient

(FGmod P)(a)= > giFll(a), (2.6)

i€support(QG)
en conservant les notations de la section précédente. La relation de récurrence Fl+H =
xFl— £l P est toujours valide est donc aussi 'égalité FIFl(a) = aFl(a) - 1, P(a).
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L’objectif est a nouveau de calculer efficacement les F¥l(«) mais cette fois seulement pour
les i € support(G) et non pour tous les indices. Lorsque 7 n’est pas trop proche de zéro,
il n’y a en fait que peu d’indices i tels que fg’]_l = 0 et pour lesquels une addition est
nécessaire. Le nombre exact dépend de #F,#P et . Soit I = {i1,...,4;} Pensemble
de ces indices. Dans le lemme 2.32 nous apporterons la preuve que cet ensemble est de
taille au plus O(#F#P/7=11). Avant son énoncé, nous continuons a décrire les relations
qui permettent de mettre au point un algorithme d’évaluation efficace pour un produit
modulaire creux.

Une remarque importante est que pour tout 0 < j < d — 1 (en particulier pour

J € support(G)), si i est le plus grand indice de I qui n’excéde pas j, alors I’équation (2.5)
implique

FUl(a) = o7 Flil(a). (2.7)

Par conséquent, la relation de récurrence donnée en (2.4) devient

{F[ikﬂ}(a) = a1 (qFll (o) — fi*l P(a))  pour k>0 (2.8)

Fll(a) = o Fl(q)

Pour pouvoir utiliser efficacement les deux équations (2.7) et (2.8) afin d’obtenir I’éva-
luation, il faut donc une version creuse de l'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS.
Cet algorithme doit calculer une représentation creuse du vecteur V = | fﬁl, o f éd__f]],
c’est a dire le vecteur creux {(, fi1,) : fi1, # 0}.

L’idée de l'algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX est d’imiter I'algorithme 3
COEFFICIENTSDOMINANTS mais en manipulant des objets creux. Pour simplifier la pré-
sentation, V' sera juste considéré comme un vecteur creux sans structure particuliére,
ce qui est suffisant pour prouver le résultat sur la taille de I. La complexité liée & la
manipulation de V' peut étre minimisée en choisissant une structure particuliére comme
nous en discuterons dans le lemme 2.33.

Les valeurs initialement non nulles de V' sont les coefficients non nuls de F = F[0),
avec V[i] = fg—1—; pour d —i — 1 € support(F'). Considérons maintenant la boucle
externe dans l'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS. L’itération ¢ n’effectue aucune
opération si fé’]_l = 0 puisque l'équation (2.5) se simplifie en fg*l] = f}j]_l dans ce
cas. Ainsi, la boucle ne doit considérer que les indices pour lesquels fg}_l = 0. Pour de
tels indices, il faut exécuter les mémes mises a jour de valeurs que dans l’étape 4 de
I'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS. Pour k € support(P), i < k < d, il faut donc
réaliser Uopération V[i+d—k| «+ V[i+d—k] — pkfyll qui soit crée une nouvelle valeur
dans V soit met & jour une valeur existante.

Il reste & s’assurer qu’il est possible d’effectuer la boucle seulement sur les indices i tels
que fg]_l # 0. Supposons que 'itération i a été exécutée puisque fg]_l # 0. La preuve du
lemme 2.29 montre que V[i + 1] contient fyfll}. Par conséquent, dans un cadre creux,
litération 7 4+ 1 doit étre effectuée si et seulement si V[i + 1] # 0. De maniére générale,
I'indice j de l'itération de la boucle & effectuer aprés I'itération i est celui de la plus petite
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coordonnée non nulle de V" aprés V[i|. L’algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX
qui suit, utilise une telle approche pour calculer tous les coefficients fyll non nuls ainsi
que leurs indices 1.

Algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX
Entrée : P, F € Alz] avec deg(F') < deg(P) = d, et P unitaire
Sortie : La liste {(i, f1,): 0 <i < d—1, f{l, # 0}, classée par valeurs croissantes de
i.
1: L < une liste vide
2: V< {(i, fag—1-i) : d — 1 — i € support(F')} (vecteur creux)
3: Tant que V est non vide faire

4: Extraire (i,v) de V avec i I'indice minimum

5 Si v # 0 alors

6 Ajouter (7,v) a la liste L

7: Pour k € support(P) tels que i < k < d faire
8 V[i+d—k] < V[i+d—k|—prv

9: Renvoyer L

Lemme 2.32. L’algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX calcule bien la liste
des {(i, f(g’]_l) 0<i<d— 1,]‘(?]_1 # 0}. St le polynome P a pour paramétre d’écart vy,
la liste contient au plus #F# P/ 711 paires et Ualgorithme effectue C’)(#F#P“/V*H)
opérations dans A et additions d’entiers de O(logd) bits.

Démonstration. Comme expliqué au préalable, 'algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTS-
CREUX est une adaptation de l'algorithme 3 COEFFICIENTSDOMINANTS au cas creux qui
ne calcule que les f}1 | non nuls en utilisant les équations (2.7) et (2.8) a la place de I'équa-
tion (2.4). Nommons "itération ", I'itération de la boucle tant que qui extrait de V une
paire (i,v). La validité de algorithme est prouvée par récurrence en montrant qu’a la
fin de 'itération i :

V= {G i) g > S £ 0y et L= {(G, fy) 5 < i, f, # 0}

Avant la boucle tant que ("itération —1") cette propriété est vraie puisque L est vide
et V contient exactement les paires (j, fgﬂ j—l) telles que fgﬂ i1 £ 0.

Supposons que la propriété est vraie aprés 'itération ¢, et considérons (i,v) la paire
extraite a l'itération suivante. Le premier point & prouver est que fg] = et f(y—]1 =0
pour £ < j < 4. Par minimalité de 7 et hypothése de récurrence, fi” “‘1] = 0 pour
{ < j < i ala fin de l'itération ¢. En particulier, f g“ = 0. D’aprés lequatlon (2.5),
T, {JFJQJ}FH féfﬂ - yj Pd—j+e+1 = 0. Cette égalité peut facilement s’étendre par
récurrence a tous les fy_]l pour £ < j < ¢ qui sont donc tous nuls et ne seront pas stockés
dans L & raison. Le fait que tous ces termes soient nuls permet en outre de déduire de

I'équation (2.5) que fy] = fo, . y*l] Or, par hypothése de récurrence, a la
fin de l'itération ¢, V' contient (7, fy ]Jﬂ si fgtl_s]_l # 0. Ainsi, si fcg n’est pas nul alors
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fyjz‘ﬂz ne l'est pas non plus et V contient la paire (z, fgjiﬂg) = (4, ftgz]_l) Autrement dit
la valeur v extraite de V est bel et bien égale a fyll Aprés l'itération ¢, la propriété

concernant L est donc vérifiée.

Avec le méme argument, il est possible de montrer que f&ill,j = fgjjll ypour £ < j <

i. Ainsi, juste avant 'itération i, V' contient les paires (j, fﬁ'i]_l_j+i) telles queAfg}_l_j_H #*
0. Aprés l’itératiqn i, ces paires sont remplacées par (7, f ’,1,]-“ - pd—j+z‘f£’l1), qui est
exactement (7, féljjﬂz) d’aprés I'équation (215). Et si flgl]—1—j+i = 0 mais pg—j+; # 0,
une nouvelle paire (7, *Pd—j+z‘f3l1) = (J, fgljﬂ) est ajoutée a V. Par conséquent, la
propriété concernant V est aussi vérifiée et a la fin de algorithme c’est bien la liste
{G, fi1):0<i<d—1,f[l, # 0} qui a été calculée.

La seconde partie de la preuve concerne la complexité de ’algorithme. Puisque la boucle
tant que s’arréte dés que V est vide, le nombre d’opérations dans A est au plus deux fois
le nombre d’éléments insérés dans V durant I’algorithme. Ce nombre correspond aussi
au nombre d’additions d’entiers effectuées pour calculer les indices des paires, ces entiers
étant bornés par d. Pour dénombrer les paires, nous allons partitionner leur ensemble en
plusieurs générations. Initialement, V' contient #F' paires qui forment la génération 0. De
nouvelles paires peuvent étre ajoutées a V' quand une paire (i, v) est extraite de V. Si (i, v)
est une paire de la génération t, les nouvelles paires ajoutées a l'itération ¢ appartiennent
a la génération t+1. A chaque itération c’est au plus #P — 1 nouvelles paires qui peuvent
étre ajoutées. Ainsi, il y a au plus #F(#P — 1) paires dans la génération 1, #F (#P —1)?
paires dans la génération 2, et plus généralement #F(#P — 1)! paires dans la génération
t. 1l reste donc a déterminer le nombre maximal de générations. A la génération 0, les
paires ont un indice 4 compris entre 0 et d—1. A la génération 1 en revanche, les nouvelles
paires ont pour indice (i + d — k) pour un k € support(P), k < d. C’est 1a qu’intervient
le paramétre d’écart . En effet le plus grand exposant de P différent de d est au plus
(1—7y)d par définition de 7. Par conséquent a la génération 1, les indices des paires valent
au moins i +d — (1 —y)d > vd. A la génération 2, les paires ont donc des indices valant
au moins 2vd et & la génération ¢, ils valent au moins tvyd. Par ailleurs, les indices valent
au plus p — 1, il ne peut donc pas y avoir de génération t si tyd > d. Autrement dit,
I'indice de la derniére génération possible est t = [1/v — 1]. Ceci donne donc un nombre
total de paires potentiellement ajoutées a V d’au plus

[1/7=1]
B (#p_l)fl/ﬂ -1
; #HF(#P — 1) = #F Yy

si #P > 2, et d’au plus [1/v]|#F si #P = 2. Pour simplifier les notations, les deux
nombres sont bornés par #F# P71 dans la suite. Bien évidemment, ce nombre est
aussi une borne sur le nombre de paires qui sont extraites de V' durant 1’algorithme.

Cette valeur donne deux informations. D’une part elle borne la taille de la liste L,
formée a partir de V', qui est renvoyée par I’algorithme et d’autre part elle borne aussi le
nombre d’exécutions de I'étape 8, c’est a dire le nombre d’opérations par O(#F#P/1=11),

O
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Pour analyser la complexité, nous avons considéré comme négligeable le cotit des accés
aux éléments de V, ainsi que des modifications, ajouts, suppressions, extractions de
minimum sur la structure V. Ceci n’est pas forcément automatique.

Si V' est représenté par un tas ordonné par les indices ¢, chacune de ces opérations
nécessite un nombre de comparaisons entre indices logarithmique dans la longueur du
tas. Nous avons vu que V peut contenir jusqu’a #F# P71 ¢léments. Ainsi, les opé-
rations sur V effectuent O(log(#F#P [/ 7*11)) comparaisons entre les indices ¢ qui sont
bornés par le degré d. Chacune de ces comparaisons nécessite la lecture des indices, au-
trement dit O(logd) opérations binaires. Ainsi, la gestion de V' comme un tas ajoute
a chaque opération de l'algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX un cout de
O(log(#F#P/7=11)) opérations binaires ce qui domine le cotit d'une addition d’en-
tiers de O(logd) bits, opération comptabilisée dans le lemme 2.32.

Pour représenter V' sans perdre d’efficacité, il est donc nécessaire de passer par une
structure plus performante. Pour cela, nous considérons V' comme un arbre de van Emde
Boas creux (|Cor+09, Chapter 20]). Nous donnons d’abord le cotit total des opérations
sur V au cours de l'algorithme avant de donner plus d’explications sur les arbres de van
Emde Boas creux. Le point essentiel pour le lemme 2.33 est que chaque opération sur V'
requiert alors O(log d) opérations, comme nous le verrons dans le lemme 2.35.

Lemme 2.33. L’ensemble de toutes les opérations d’INSERTION, SUPPRESSION, MINI-
MUM et RECHERCHE sur les paires (i,v) dans l’arbre de van Emde Boas creuz V' qui sont
effectuées au cours de l’algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX ne nécessite que
O(#F#PI/7ogd) opérations binaires.

Le codit lié a la structure est donc asymptotiquement équivalent au codt de l’ensemble
des opérations sur les entiers donné dans le lemme 2.32.

2.3.3.1. Arbres de van Emde Boas creux

Un arbre de van Emde Boas est une structure de données visant & stocker efficacement
un ensemble £ d’entiers tous distincts. Par efficacement, il faut entendre que la taille
du stockage est limitée et aussi que le cotit des opérations sur cet ensemble est faible. 11
existe pour ce faire différentes structures de données, nous présentons ici les arbres de
van Emde Boas pour lesquels plus de détails sont donnés dans le livre Introduction to
Algorithms [Cor+-09, Chapter 20].

Si toutes ses valeurs sont strictement inférieures & un entier u, ’ensemble £ peut étre
représenté par un tableau T de taille © donnant les valeurs de sa fonction indicatrice.
C’est-a-dire que si i € & alors T[i] = 1, sinon T[i] = 0. L’espace utilisé pour cette
représentation est de seulement u bits, 'accés, I'insertion ou la suppression d’éléments
nécessitent seulement de lire la valeur de I’élément. En revanche, la recherche du minimum
ou du maximum demande O(u) opérations.

L’idée dans un arbre de van Emde Boas est de couper ce tableau en /u blocs de taille
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Vu. Un étage supérieur est ajouté : un tableau de taille \/u qui stocke I’ensemble des
indices des blocs contenant un élément. Pour former complétement la structure d’arbre,
chacun des blocs et le tableau des indices sont récursivement stockés de la méme maniére
jusqu’a atteindre des tableaux de taille 2. Pour accélérer, les recherches et parcours dans la
structure de données, le minimum et le maximum des valeurs de chacun des tableaux sont
aussi stockés de maniére indépendante. Les valeurs de u considérées sont des puissances
de 2, et pour simplifier la présentation nous nous restreignons au cas u = 22" pour qu’a
chaque étape de la construction récursive, \/u soit aussi une puissance de 2. Si u = 227+!
était une puissance impaire de 2, il faudrait plutét séparer le tableau en 27+ blocs de
taille 2" ce qui assure aussi de garder comme paramétres des puissances de 2.

Définition 10. Soit u = 22k, un arbre de van Emde Boas sur un univers de taille wu,
vEB(u) est défini de la maniére suivante :
- siu =2, vEB(u) = {2, min, max},

- sinon, vEB(u) = {u, min, max, Sommaire, Tab} avec Sommaire un arbre de van
Emde Boas d’univers /u et Tab un tableau de \/u arbres de van Emde Boas
d’univers /u.

Un nombre a < u est stocké dans vEB(u) si :

- a=min,

- ou a = max,

- ou a mod /u est stocké dans T'abla div /u]. Dans ce cas, a div \/u est aussi stocké
dans Sommaire.

Fait 2.34. Un arbre de van Emde Boas sur un univers de taille u a une taille binaire en

O(u).

Démonstration. Siu = 2, alors min et maxr demandent chacun 1 bit de stockage auxquels
il faut ajouter le stockage de u sur 2 bits. La taille binaire est donc bien en O(2). Sinon,
le stockage de u, min et max nécessitent O(logu) bits auxquels il faut ajouter /u + 1
arbres de van Emde Boas de taille \/u pour T'ab et Sommaire. Par récurrence, cela donne
bien une taille totale de O(u) bits. O

En plus de la taille, il convient de s’intéresser aux différentes opérations pouvant s’ap-
pliquer & un arbre de van Emde Boas. Les opérations de minimum et maximum ont un
colit constant par définition. La recherche d’un élément se fait de maniére récursive en
suivant la définition. Il en est de méme pour l'insertion d’un élément a qui passe par
I'insertion de a mod /u dans Tabla div y/u] et de adiv/u dans Sommaire en mettant
& jour les minimums et maximums & chaque fois que cela est nécessaire.

La recherche du successeur de a est un peu plus technique. Il y a quatre cas & consi-
dérer :
1. a = max : il n’y a pas de successeur de a dans l'arbre de van Emde Boas.

2. u=2:sia=0cet mar =1 alors 1 est le successeur de a .
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3. u > 2 et amod v/u est le max de Tabladiv+/u] : soit v le successeur de adiv/u
dans Sommaire, le successeur de a est v plus le min de T'ab[v]

4. u > 2 et a mod /u n’est pas le max de Tabla div \/u] : soit s le successeur de a dans
Tabla div \/u] le successeur de a dans l'arbre de van Emde Boas est a div \/u + s.

Pour le prédécesseur de a, il faut considérer les mémes cas en remplagant successeur
par prédécesseur et en inversant min et maz et 0 et 1.

Ces recherches se font de maniére récursive. Dans 'esprit, cette récurrence part d’un
arbre d’univers de taille u, jusqu’a un arbre d’univers 2 en passant par un seul arbre de
chacun des univers intermédiaires. En effet, soit il y a toujours un successeur en regardant
dans les T'ab successifs qui ont une taille de plus en plus petite. Soit il faut chercher un
successeur des Sommaire et a partir de ce moment la récurrence se poursuit uniquement
dans l'arbre de van Emde Boas Sommaire, avec la méme décroissance pour les tailles
considérées.

La suppression d’un élément se fait en suivant la définition, si nécessaire min et max
sont mis & jour en recherchant le prédécesseur ou successeur de I’élément considéré. Si
le dernier élément d’un des arbres de van Emde Boas de Tab est supprimé, il faut alors
supprimer son indice dans Sommaire.

Toutes ces opérations permettent de calculer avec un arbre de van Emde Boas d’uni-
vers u = 22°. Mis a part le calcul du minimum ou du maximum en temps constant, elles
nécessitent essentiellement de passer par un seul arbre de van Emde Boas intermédiaire
pour chacun de 22" avec 0 < i < k. Pour évaluer le coit de ces opérations, nous considé-
rons & chaque fois le cotit d’obtention et de lecture ou écriture des nouveaux indices et
éléments calculés pour la poursuite de la récurrence.

Lemme 2.35. L’insertion, la suppression, la recherche d’un élément, du minimum ou
du mazximum, le calcul d’un prédécesseur ou d’un successeur sur un arbre de van Emde
Boas d’univers u ne nécessitent que O(logu) opérations binaires.

Démonstration. Le minimum et le maximum s’obtiennent en temps constant. Pour les
autres opérations, en partant d’'un élément a < u, elles demandent essentiellement de
calculer a mod \/u et adiv/u et de poursuivre soit avec a divy/u dans Sommaire soit
avec a mod /u dans Tabla div \/u. Autrement dit, la suite du calcul s’effectue avec un
nombre inférieur & /u dans un arbre de van Emde Boas de taille \/u. Et ce jusqu’a
atteindre la taille 2. Pour u = 22k, les divisions ne coiitent que la lecture du résultat,
c’est a dire logu = 2* pour la premiére étape puis 2° avec i < k pour les étapes suivantes

k .
jusqu’a avoir ¢ = 0. Le cout total est donc de O <Z 2’> = 0(2%) = O(log u). O
i=0

La structure présentée jusqu’ici est dense et a donc une taille trop importante. En
remplacant T'ab par un dictionnaire ne contenant que les arbres de van Emde Boas non
vide, il est cependant aisé de définir un arbre de van Emde Boas creux. Pour un tel
arbre, les opérations ont le méme coiit que dans le cas général et la taille est donnée par
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le nombre d’éléments qui sont stockés. Il n’est en effet pas nécessaire de construire toutes
la structure récursive dés lors qu’un arbre ne contient pas d’autres éléments que son min
et son max.

Définition 11. Un arbre de van Emde Boas creux est un arbre de van Emde Boas ol
le tableau T'ab est remplacé par Dico un dictionnaire ne contenant que des arbres de
van Emde Boas non vides ayant pour clé I'indice qu’ils auraient eu dans T'ab. De plus,
récursivement chaque arbre de van Emde Boas de Dico et aussi Sommaire sont aussi
des arbres de van Emde Boas creux.

Corollaire 2.36. Soit un arbre de van Emde Boas creux d’univers u. S’il y a T éléments
dans larbre, alors la taille de la structure est de O(T logu) bits. Par ailleurs toutes les
opérations sur l'arbre nécessitent O(logu) opérations binaires.

Enfin, le dernier point & remarquer est qu’'un arbre de van Emde Boas peut contenir
non seulement des entiers mais aussi des éléments plus complexes ayant un entier pour
clé. En particulier, ils peuvent contenir des paires (ind, val) pour représenter un tableau
contenant la valeur val & I'indice ind. Toutes les opérations de comparaisons et divisions
par /u sont réalisées uniquement sur I'indice. On peut aussi considérer que I'arbre de
van Emde Boas stocke seulement les clés d’un dictionnaire qui permet lui d’accéder aux
valeurs. En prenant 'un ou l'autre des modéles, il est bien possible de représenter un
vecteur creux grace a un arbre de van Emde Boas.

Nous avons maintenant décrit une structure de données permettant d’effectuer ef-
ficacement 'algorithme 5 COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX. Revenons maintenant a
I’évaluation d’un produit modulaire de polynémes creux FG mod P. L’algorithme 5
COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX permet de calculer les coefficients intervenant dans
I'équation (2.8) (page 50). Cette équation définit les relations entre les évaluations des
polynémes Fll = (°F) mod P faisant intervenir des coefficients non nuls de F. Cette
équation décrit avec I’équation (2.7) toutes les récurrences entre les polynomes Flil neces-
saires pour le calcul de (F'G mod P)(«) & partir de I’équation 2.6 (49). Plus précisément,
les Fl(a) pour les i tels que fé’]_l # 0 sont calculés grace a 'équation (2.8). A partir de
ces valeurs et de 'équation (2.7), il est possible d’obtenir les FUl(a) pour j € support(G).
Ils forment, aprés multiplication par g;, les termes de la somme décrivant (F'G mod P)(«)
dans I’équation (2.6). Ainsi, il est alors possible d’en déduire I’évaluation de FG mod P.

Dans I’algorithme 6 EVALUATIONMODULAIRECREUSE, les calculs ne sont pas effectués
les uns aprés les autres mais de maniére entremélée. L’idée est d’effectuer une boucle sur
les j tels que soit fg_]l # 0 soit j € support(G). Dans le premier cas, il faut mettre a jour
la valeur FUl(a) par 'équation (2.8). Dans le second cas, un nouveau terme est ajoutée a
la somme de I’équation (2.6) en utilisant I’équation (2.7) pour construire progressivement
I’évaluation.

Théoréme 2.37. Etant donnés P, F et G € Alz], avec deg(F),deg(G) < deg(P) = d,
P unitaire et o € Agyy, Ualgorithme 6 EVALUATIONMODULAIRECREUSE calcule bien
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Algorithme 6 EVALUATIONMODULAIRECREUSE
Entrée : P, F et G € Alz], avec deg(F), deg(G) < deg(P) = d, P unitaire et o € Aexs.
Sortie : (FG mod P)(«)

LV« {6y 1 < i< on o= LfH, £ 0}, pa
COEFFICIENTSDOMINANTSCREUX (P, F')
Si fgﬂl = 0 alors ajouter (0,0) dans V/

P, + P(a)
F, + F(a)
B8+ Faqgo > 3« 0 si 0 ¢ support(G)
140
Pour j € support(V) Usupport(G) \ {0}, en ordre croissant faire
Si j € support(V) alors
Fy < o7 aF, — V[i|P,) > équation (2.8)
14 ]
Si j € support(G) alors
B+ B+l Fog; > équations (2.6) et (2.7)

: Renvoyer (3

e e
W oy 72

(FG mod P)(«). 1l effectue O(#F#P[%_ﬂ) opérations dans A, et @((#F#pf%—ﬂ +
#G) logd) opérations dans Acye. Le cott des opérations dans Z est négligeable.

Démonstration. La validité de l'algorithme se déduit du fait qu’a la fin de l'itération
4, Fo = FUl(a) si j € support(F) et 8 = 3 g;:Fl!(a) avec une somme seulement sur

7

les indices i tels que i € support(G) N {0,...,j}. Cette propriété peut se montrer par
récurrence. Elle est satisfaite aprés 'itération 0 (avant I'entrée dans la boucle) puisque
F,=FU (a) et B = Fuogo = goF [0] (). Supposons maintenant qu’elle soit aussi vraie juste
avant de commencer l'itération j. L’indice ¢ représente le plus grand élément du support
de F strictement inférieur & j. Ainsi, si j € support(F'), 'équation (2.8) garantit que F,
a la bonne valeur apreés l'itération j puisque V[i] = fy]_l Par ailleurs, les équations (2.6)
et (2.7) montrent que f a aussi la bonne valeur si j € support(G). La propriété est donc
vérifiée aprés l'itération j, d’ou le calcul par l'algorithme de (F'G mod P)(«).

Les évaluations P(a) et F(«) nécessitent O(# P logd) et O(#F logd) opérations dans
Aqxt respectivement. Les étapes 9 et 12 effectuent chacune O(log d) opérations dans Aext
pour le calcul des puissances de o et O(1) additions avec des entiers de taille O(logd)
pour calculer 'exposant approprié. Ces étapes sont répétées pour tous les éléments de
V Usupport(G) c’est a dire O(#F# P/ 714 4@) fois en appliquant le lemme 2.32 pour

1
le nombre d’éléments de V. Ceci donne donc un total de (9((#}7’#]3[5_ﬂ + #G) logd)
1
opérations dans Ayt plus (’)((75;9F7é7£1’3[5711 + #G)log d) opérations binaires. Comme il
est naturel de considérer qu’une opération dans Aeyt nécessite au moins une opération
binaire, le cotlit des opérations sur les entiers est négligeable. La complexité de 1’étape 1
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est donnée par le lemme 2.32. Il est toujours possible d’utiliser un arbre de van Emde
Boas creux pour les opérations sur 'union des supports de V et de G a ’étape 7 avec
un total de (’)((#F#P[%_H + #G) log d) opérations binaires d’apreés le lemme 2.35 pour
le coiit de la structure de données. Il s’agit du méme coiit que celui des opérations dans

Z. O

Naturellement, comme le produit de polyndéme est commutatif sur des anneaux com-
mutatifs, les roles de F' et de G peuvent étre intervertis dans l'algorithme 6. En particulier
si #G < #F, cela permet de diminuer la complexité dans le théoréme 2.37. Autrement
dit, il est possible dans cette complexité de remplacer #F par min(#F, #G) et #G par
max(#F, #G). La méme remarque s’applique aux résultats qui suivent.

Remarque 2.38. Comme dans le corollaire 2.28, il est possible de diminuer le nombre
d’opérations dans A.y en utilisant ’exponentiation simultanée pour calculer toutes les
puissances de « requises. Ainsi, le nombre d’opérations dans Ayt est ramené a logd +
O((#F#PN/7=11 4 #G)logd/ loglogd).

Si le parameétre d’écart «y est proche de é, le polynéme F'G mod P a en général Q(d)
monomes non nuls et ce méme si F'G lui méme n’en a que trés peu (voir exemple 1.21).
Dans ce cas 1a, il est plus approprié d’utiliser I’algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE
pour les polynémes denses. Au contraire, si v est proche de 1, le nombre de monomes
non nuls de F'G mod P ne croit pas spécialement, en particulier si v > %

Remarque 2.39. Si y > %, I'évaluation du produit modulaire nécessite O((#F#P +
#G) log d) opérations dans Aext.

Remarque 2.40. Le facteur #F#P(%fﬂ + #G dans la complexité peut étre bien plus
élevé que le véritable nombre de monoémes de F'G mod P, en particulier si P divise F'G.
Cependant, il est plus petit que la borne générale #F#G(#P — 1)[%1 donnée par le
lemme 1.22. Ainsi en général, il est plus efficace de calculer ’évaluation par la méthode
présentée ici qu’en calculant F'G mod P pour I’évaluer directement.

Dans ce chapitre nous avons présenté des techniques pour réduire ou controler la taille
des polynomes. Il s’agit principalement de considérer ces polynémes modulo un autre
polynéme P avec le plus souvent P = xP — 1. Nous avons également vu comment mani-
puler des polynoémes réduits, en particulier comment obtenir la réduction par I’évaluation
pour des polynémes & coefficients entiers et comment évaluer efficacement des produits
de polyndémes en tenant compte de la réducion modulaire.

Ces points forment la base des résultats qui sont présentés dans la suite de cette thése.
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3. Interpolation creuse

L’interpolation d’un polynéme consiste a reconstruire le polynéme dans la représenta-
tion désirée a partir de connaissances indirectes & son sujet. Le type de ces connaissances
peut fortement varié et impacte les algorithmes utilisés pour résoudre ce probléme ainsi
que leur efficacité. Le probléme d’interpolation le plus classique est la recherche de la re-
présentation d’'un polynoéme de degré au plus D & partir de D+ 1 évaluations quelconques
du polynoéme. Le nombre d’évaluations permet de s’assurer de 'unicité de la solution.

Probléme (Interpolation). A partir d'une liste de paires (zo,%0), (z1,¥1),- -, (D, YD)
avec des x; tous distincts, I'interpolation consiste & trouver le polynéme F' de degré au
plus D vérifiant F'(x;) = y; pour tout 0 < i < D.

Si la liste de points est quelconque, la méthode de Lagrange est la plus efficace pour
calculer le polynéme F. Cependant, l'interpolation & base de transformée de Fourier
utilisant I’évaluation du polynéme sur des racines de I'unité est plus efficace d’un facteur
log D. En ajoutant des contraintes sur les données du probléme, il est possible d’obtenir
des solutions plus efficaces.

Dans le cas de l'interpolation d’un polynome creux F' avec deg(F) < D et #F < T,
une liste de D paires de points est exponentiellement plus grande que la taille de F'. Pour
que la taille de 'entrée corresponde a la taille de la sortie, il faudrait moins de paires
(point, évaluation). Si n, le nombre de paires est strictement inférieur a 7', il est possible
d’utiliser l'interpolation de Lagrange pour obtenir un polynéme respectant les bornes
données. Mais contrairement au cas dense, I'unicité n’est pas assurée. Si n est plus grand
que T, la question est plutot de savoir si il existe une solution voire simplement si cela
est décidable. Cette question a été étudiée par Borodin et Tiwari [BT90|, pour des cas
particuliers sans pour autant apporter de réponses dans le cas général.

Si les points d’évaluation ne sont pas quelconques, il est possible d’en déduire plus
d’informations, tout comme il est possible d’étre plus efficace dans le cas dense. Des
informations supplémentaires comme des évaluations dans une extension ou des évalua-
tions des dérivées peuvent aider a trouver le polynéme F' plus facilement. Le probléme de
I’interpolation creuse se pose donc différemment : les données prises en entrées ne seront
pas une liste d’évaluations mais une méthode pour obtenir des évaluations et parfois plus
d’informations sur le polynéme creux recherché.

Probléme (Interpolation creuse). A partir d’'une méthode pour évaluer un polynéme F
et de bornes D et T sur le degré et le nombre de mondémes non nuls de F', I'interpolation
creuse consiste & trouver la représentation creuse du polynéme F'.
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Il y a principalement deux modéles pour décrire cette méthode d’évaluation : la boite
noire et le circuit arithmétique. La boite noire correspond & la fonction d’évaluation du
polynéme et permet donc de I’évaluer sur n’importe quel point. En particulier les points
d’évaluations peuvent étre choisis au cours de 'algorithme. Il est possible d’étendre la
boite noire en autorisant des points d’évaluation hors de 'anneau de définition du poly-
nome. Le circuit arithmétique correspond a une suite d’opérations élémentaires, additions
et multiplications, dont le résultat est le polyndéme recherché. Des bornes sont aussi four-
nies sur les paramétres du polynéme comme son degré ou le nombre de ses monomes.
Les algorithmes d’interpolation les utilisent pour déterminer quelles évaluations seront
demandées & la boite noire ou au circuit arithmétique. Elles permettent, en particulier
pour l'interpolation de boite noire, de s’assurer de la validité du résultat notamment de
son unicité. L’évaluation de la complexité des algorithmes d’interpolation creuse repose
sur ces bornes.

Ces deux modeéles, boite noire et circuit arithmétique, permettent le développement
d’applications de l'interpolation creuse a I'arithmétique. Que ce soit dans le cadre d’opé-
rations de base, multiplication et division que nous verrons au chapitre 5, ou pour des
opérations plus complexes, calcul de pged multivarié ou de remontée de Hensel [Zip79;
Zip81; HM16; MT16]. Ces opérations peuvent souvent étre réalisées pour des polynomes
connus eux-mémes implicitement grace a une boite noire [KT90; HL21| ou un circuit
arithmétique [Kal88|.

L’interpolation creuse fournit aussi un outil pour corriger un faible nombre d’erreurs
aprés un calcul potentiellement cotiteux sans avoir a le refaire intégralement. Une telle
démarche a ainsi été proposé pour des opérations matricielles [Roc18a; Dum+19|. L’idée
est de transformer une matrice de taille n X n en polyndéme en la projetant a gauche et
a droite par les vecteurs (1,z,...,2" ) et (1,y,...,y" ).

Comer, Kaltofen et Pernet ont montré [CKP12] que la résolution du probléme d’in-
terpolation creuse peut, elle-méme, étre robuste face & des erreurs dans les évaluations.
Ceci a conduit & la définition de codes correcteurs basés sur I'interpolation creuse [KP14 ;
KY21].

Ce chapitre consacré a l'interpolation de polyndémes creux présentera d’abord, en sec-
tion 3.1, les principaux algorithmes connus pour résoudre ce probléme dans différents
anneaux. Ensuite, en section 3.2 nous nous concentrerons le cas des polyndémes a coef-
ficients entiers et présenterons notre algorithme quasi-linéaire publié a ISSAC en 2022.
Seul le cas d’un polyndéme & une variable sera traité dans ce chapitre, ’extension de notre
algorithme aux polynémes multivariés étant détaillée au chapitre 6.

Ce chapitre se concentre donc sur l'interpolation d’un polynéme creux F € Alz] de
degré au plus D ayant au plus 7' mondémes non nuls, pour un anneau de coefficients A qui
sera principalement Z ou un corps fini. La taille de F' est d’au plus T'(log D+ B) bits, avec
B une borne sur la taille des coefficients de F'. Les performances des algorithmes sont
donc analysées par rapport a cette taille et par rapport a la taille du circuit arithmétique
le cas échéant. L’analyse porte non seulement sur le coiit des opérations arithmétiques
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effectuées pour obtenir le polynéme mais aussi sur le cotit de 'obtention d’information
par le systéme considéré (boite noire ou circuit).

3.1. Historique des algorithmes d’interpolation creuse

Le premier algorithme d’interpolation creuse connu est di a Prony en 1795 [Pro95|
et s’applique & l'interpolation d’un polynéme creux donné par une boite noire.. Cette
date peut sembler trés ancienne mais il a fallu attendre prés de deux siécles pour que
I'interpolation creuse devienne réellement un sujet d’intérét pour les scientifiques avec en
particulier la redécouverte par Ben-Or et Tiwari en 1988 [BT88| de I’algorithme de Prony.
De nombreuses améliorations ont depuis été apportées aux techniques d’interpolation. En
particulier en 2009 Garg et Schost [GS09] ont proposé le premier algorithme de complexité
polynomiale dans le logarithme du degré plutoét que polynomial dans le degré lui-méme.
Pour cela ils se sont placés dans un modéle différent : le circuit arithmétique plutét que
la boite noire ou une version étendue de boite noire.

Les sections 3.1.1 et 3.1.2 présentent les algorithmes liés & ces deux modéles. La
section 3.1.3 traite de 'usage du polynéme dérivé, idée introduite par Huang en 2019
[Hual9|, pour améliorer les algorithmes d’interpolation.

3.1.1. Pour un polynéme sous forme de boite noire

Le premier modéle étudié est celui de la boite noire ot le seul moyen d’obtenir des
informations sur le polynéme F' que 'on cherche a calculer est par ’évaluation en des
points. Ces points peuvent étre librement choisis par la personne réalisant ’interpolation.

= Rt

FIGURE 3.1. — Boite noire

L’algorithme de Prony ou Ben-Or—Tiwari repose justement sur la possibilité de choisir
les points d’évaluations et utilise des points en suite géométrique. Ceux-ci donnent en
effet a leurs évalués des propriétés intéressantes.

T—1
Fait 3.1. Soit F' = > f;z% un polynome dans Alx] et w un point de A. La suite
i=0
. T-1
(F(w?))jen est une suite récurrente linéaire de polynome caractéristique A(z) = [] (2 —

=0
we).

Ce premier point, montre comment les exposants du polynéme sont liés aux évaluations
sur les puissances d’un seul et méme point.
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Aprés avoir fourni les exposants du polynéme F, la suite (F(w?)); permet aussi de
retrouver les coefficients de F'.

T-1
Fait 3.2. Pour tout F = ) fiz® € Alz] etw € A :

=0
1 e 1 fo F(l)
Weo . WeT—1 fi F(w)
w2eo - wer—1 fa _ F(wQ)
w(T;l)eo e w(T_i)eTfl lefl F(WT_l)

Ainsi les coefficients de F' s’obtiennent par la résolution d’un systéme linéaire de type
Vandermonde de taille T" x T'.

Ces deux points permettent de justifier I'algorithme d’interpolation de Prony, décrit
dans I’algorithme 7 INTERPOLATION DE PRONY.

Algorithme 7 INTERPOLATION DE PRONY
Entrée : Une boite noire pour un polynéme creux F' € Alz], D et T' des bornes sur le
degré et le nombre de monémes de F'.
T—1
Sortie : Le polynéme F = >  f;x% sous forme creuse.
i=0
1: Prendre un point w € A d’ordre supérieur & D
2: Evaluer par la boite noire F(1), F(w),--- F(w?T—1)
T—1
3: Calculer A(z) = [] (z — w®), le générateur de cette séquence

Calculer les racinzes de A

Calculer leur logarithme en base w pour obtenir les exposants
Calculer les coefficients en résolvant le systéme du fait 3.2
Renvoyer les paires (fj, ;)

Un premier point & remarquer sur cet algorithme est le faible nombre d’évaluations
requises, 27, et le fait qu’elles puissent toutes étre calculées en une seule fois. Autrement
dit, il s’agit d’un algorithme non adaptatif.

Le fait que l'ordre du point soit supérieur au degré de F est essentiel. De maniére
générale, si o est 'ordre du point w le polynéme caractéristique de la suite est H;TF:701(2 —
w® med o) " A partir de telles informations le polynéme ne pourrait étre reconstruit que
modulo x° — 1 et non & son vrai degré.

L’efficacité de D'algorithme dépend des algorithmes utilisés pour résoudre chacun des
problémes algébriques des étapes 3 a 6. Les étapes 3 et 6 en particulier ont des solutions
efficaces qui seront utiles par la suite et pour cela formalisées dés maintenant en prenant
en compte les contraintes de la section 3.2. Ainsi, pour I’étape 3, nous regardons spé-
cifiquement le cas des corps finis. Et pour 'interpolation des coefficients par la matrice
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de Vandermonde, étape 6, nous donnons aussi le colit de 'opération inverse, I’évaluation
multipoint.

Tout d’abord le polyndéme générateur peut étre construit par 'algorithme de Berlekamp-
Massey.

Fait 3.3 ([Mas69; Sch71; Dor87]). Le polynome générateur d’une suite récurrente li-

néaire de degré T dans Fy peut étre calculé en O(M(T)logT) = O(T) opérations dans
F,.

L’autre point efficace est 'obtention des coefficients en résolvant le systéme défini
dans le fait 3.2. La matrice définissant ce systéme est la transposée d’une matrice de
Vandermonde, ce qui permet de relier la résolution du systéme & de 'arithmétique de
polynomes denses de degré T' [KL88; BLS03|. Ceci ne peut étre réalisé dans n’importe
quel anneau A, il faut garantir que la matrice soit inversible, c’est-a-dire que w® —w® soit
inversible pour 7 # j. Cette propriété vraie sur les corps, peut aussi étre vérifiée sur des
anneaux. Notamment dans le cas oll w est une racine principale de 'unité : w a un ordre
multiplicatif fini et w? — 1 n’est pas un diviseur de zéro pour les i tels que w? # 1. Dans
ces conditions l'interpolation des coefficients & partir des exposants est efficace ainsi que
I’opération inverse, I’évaluation multipoint qui correspond & un produit matrice-vecteur.

Fait 3.4. Soit A un anneau, F € Alx] un polynéme creux de degré au plus D, avec pour
exposants {eg, - -er_1} et w € A une racine principale de l'unité d’ordre supérieur a D.

- L’interpolation des coefficients de F o partir des évaluations de F sur les T pre-
miéres puissances d’w

- et évaluation de F' sur ces mémes T points & partir des coefficients

peuvent étre calculées en O(M(T')logT + T'log D) = O(T'log D) opérations dans A.

Les étapes 4 et 5 qui recherchent les racines d'un polynéme puis en calculent les
logarithmes discrets, peuvent étre plus cotiteuses. La recherche de racines, dont 'efficacité
dépend de A, peut s’effectuer avec des algorithmes polynomiaux mais pas nécessairement
quasi-linéaires [KU11 ; Bha+22; HHN11|. Par ailleurs, sans ajouter de contraintes sur la
base w du logarithme discret et sur 'anneau A, aucun algorithme connu n’est polynomial
en la taille des exposants, log D. En particulier si w est un entier la taille binaire des
différents w®, qui est de Dlogw bits empéche d’atteindre une complexité polynomiale
en log D. En considérant la taille des nombres manipulés, il peut étre cohérent d’essayer
déja d’optimiser la complexité par rapport & D. Ces deux étapes de recherche de racines
et de calcul de logarithmes discrets peuvent étre effectuées de maniére combinée en O(D)
opérations dans A. Pour cela, il suffit de s’appuyer sur la transformée de Bluestein [Blu70|
pour évaluer A sur les points 1, w, ..., w”. Les zéros obtenus donnent & la fois les racines
de A et les exposants de F'.

Fait 3.5. A partir du polynome A de Uétape 3, les exposants de F peuvent étre calculés
en M(D) opérations dans A.

Une derniére difficulté de I'algorithme est ’existence méme d’un point w d’ordre suf-
fisant dans 'anneau A et son obtention. Ce probléme n’apparait pas systématiquement
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et dans la version de cet algorithme sur Z telle qu’initialement proposée par Ben-Or et
Tiwari, il ne pose aucune difficulté. Ils choisissent pour w un nombre premier et dans le
cas multivarié un nombre premier différent pour chaque variable et effectuent alors une
factorisation pour obtenir les exposants.

Cette discussion permet de justifier une analyse générale du cotiit de l'interpolation
creuse a la Prony.

Théoréme 3.6. Soit F' € Alx] de degré au plus D avec au plus T mondmes. Etant donné
un point w d’ordre supérieur ¢ D, 'INTERPOLATION DE PRONY :

- peut étre effectuée en O(D) opérations dans A

- nécessite exactement 2T évaluations par la boite noire.

Le fait que I'algorithme ne soit pas polynomial dans la taille binaire de F' concerne & la
fois le cotit de la recherche de racines et du logarithme discret par rapport a log D, mais
aussi le cofit lié & la taille des nombres manipulés. Comme nous ’avons évoqué utiliser
I'interpolation de Prony sur des entiers conduit & manipuler des grands nombres. Pour un
polynéme F' dans Z[z] de degré D, avec des coefficients bornés par H, F'(w) a une taille
binaire de D logw + log H qui est exponentielle en log D. La manipulation des nombres
et méme simplement leur lecture aprés I’évaluation par la boite noire représentent donc
une véritable difficulté.

3.1.1.1. Extensions de la méthode de Prony et Ben-Or—Tiwari

De nombreuses extensions ou améliorations ont été apportées a l’algorithme initial de
Prony ou Ben-Or—Tiwari depuis la fin des années 80 [Zip90 ; KL88; HG19|.

Puisque la premiére version se concentrait sur les polynomes dans Z[z], une exten-
sion naturelle a été I’étude de ses techniques dans les corps finis [GKS90; HR99; JM10;
GR11b; Hua21|. L’étape la plus cotiteuse dans ce cas est celle ou sont calculés les loga-
rithmes discrets. Pour contourner cette difficulté, il est classique de modifier le modéle
pour autoriser des évaluations non seulement sur des points du corps [, mais aussi dans
des anneaux de polynomes Fy[y]/(P(y)). D'un autre coté, 'algorithme sur les entiers a
aussi été perfectionné, notamment en basculant dans les corps finis aprés ’évaluation
pour manipuler des nombres de taille limitée [KLW90; MF96 ; HL15|.

Une autre question a été soulevée par Ben-Or et Tiwari en 1988 [BT88| : peut-on se
passer des bornes D et T pour interpoler un polynéme F' 7 Ils apportent une réponse
positive mais seulement dans le cas de polynémes dans N[z]. En 2003, Kaltofen et Lee
proposent une méthode générale s’appuyant sur la terminaison anticipée de l'algorithme
de Berlekamp-Massey pour calculer F' en ayant seulement la borne sur le degré D [KLO03].
L’algorithme nécessite donc moins d’informations initiales pour fonctionner et aura une
complexité qui dépendra du véritable nombre de monémes de F' plutét que d’une borne.
Le nombre d’évaluations par la boite noire n’augmente pas, en revanche elles ne peuvent
plus étre effectuées en une seule fois.
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Pour I'amélioration de l'interpolation sur les entiers, la taille méme des évaluations
représente une limite infranchissable et montre que dans le modéle de la simple boite
noire tout algorithme sera forcément exponentiel en log D. Pour dépasser cette difficulté,
un nouveau modéle légérement modifié a été proposé, celui de la boite noire modulaire.
Dans ce contexte la boite noire peut évaluer le polynéme modulo n’importe quel entier
fourni en méme temps que le point d’évaluation.

m

|
w —>—> F(w) mod m

FI1GURE 3.2. — Boite noire modulaire

Ainsi les nombres obtenus grace a I’évaluation de la boite noire ont toujours une taille
bornée. Si cette borne correspond a celle sur les coefficients du polynéme F', I'arith-
métique modulo m est alors quasi-linéaire, ce qui permet d’envisager des algorithmes
d’interpolation plus efficaces. Ce modéle a été largement utilisé [GR10; KN11; GR11b;
BJ14| et a permis a Kaltofen [Kall0] de proposer un algorithme qui soit polynomial en
log D. Pour cela, les évaluations sont effectuées dans un corps F,; pour un premier ¢ > D
tel que ¢ — 1 est divisible par une grande puissance de 2 pour permettre des logarithmes
discrets efficaces. La difficulté que rencontre cette approche est 'obtention du nombre
premier g de la bonne forme. D’une part, pour s’assurer de ’existence d’un tel premier ¢
supérieur & D mais pas exponentiellement plus grand, il faut s’appuyer sur les conjectures
évoquées en section 2.2.2; (en particulier une version de I'hypotheése 2.1, page 38 pour
tout entier n et pas seulement un premier p). Méme sous cette hypothése, I'obtention
de g est plutdt cotiteuse a cause des tests de primalité a effectuer. Ainsi, ’approche de
Kaltofen a une complexité polynomiale en log D mais avec un exposant important.

Bien que l'algorithme de Ben-Or—Tiwari soit déterministe, les améliorations les plus
efficaces sont elles probabilisites.

3.1.1.2. Autres interpolations par boite noire

Dans la partie précédente j’ai choisi de me concentrer sur ’algorithme de Prony, Ben-
Or-Tiwari pour son ancienneté, son caractére déterministe et son impact sur la recherche.
L’algorithme présenté en section 3.2 repose en partie sur celui-ci. Cependant d’autres
techniques d’interpolation existent. Je voudrais notamment mentionner I'algorithme de
Zippel [Zip90] qui a comme particularité dans le cadre multivarié de traiter les variables
les unes aprés les autres. Mansour [Man95| a proposé un algorithme pour interpoler un
polynome & coefficients entiers en utilisant le calcul numérique et en considérant une
boite noire qui évalue sur C & n’importe quelle précision. Les exposants sont reconstruits
bit par bit avant d’obtenir les coefficients, le tout en temps polynomial.

L’utilisation de 'algorithme de Prony dans le cadre du calcul numérique avec une boite
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noire sur C qui n’est pas traitée ici a cependant un intérét propre. Elle est reliée & d’autres
problémes algébriques [JLM19] et a des applications pratiques notamment en traitement
du signal [RK89; SK92|.

Enfin, l'interpolation de boite noire ne concerne pas seulement des polyndémes mais
aussi le cas des fonctions rationnelles ayant une représentation creuse. Ce probléme
connexe a aussi suscité 'intérét des chercheurs et les algorithmes proposés pour le ré-
soudre [KY07; KN11; CL11; HL21] peuvent utiliser des techniques proches de celles
de l’interpolation de polynémes creux. Il est intéressant de noter que dans ces cas, la
fraction rationnelle est donnée sous la forme d’une fraction de polyndémes creux qui n’est
pas forcément une fraction réduite.

3.1.2. Pour un polyndme sous forme de circuit arithmétique

Pour améliorer les algorithmes d’interpolation par boite noire, nous avons vu qu’il
peut étre nécessaire d’autoriser ’évaluation dans d’autres anneaux que ’anneau de dé-
finition du polynéme. Le modéle du circuit arithmétique permet justement d’évaluer le
polynéme dans tout anneau dans lequel les constantes de ’anneau d’origine peuvent étre
envoyées. Il s’agit en effet de la description du polyndéme par une suite d’additions et de
multiplications qui a partir de constantes permet d’évaluer le polyndéme en tout point w.

FIGURE 3.3. — Circuit arithmétique pour F(z) = 222 — 1

Contrairement a la boite noire le circuit arithmétique a une taille propre qui doit étre
prise en compte dans I'analyse de 'algorithme. Celle-ci est donnée par sa longueur L,
c’est-a-dire le nombre d’opérations, et la taille des constantes utilisées. Pour simplifier,
on ne considérera pas le nombre exact de constantes du circuit, seulement qu’il en a au
plus L, et donc a pour taille LB ou B est une borne sur la taille des constantes. A partir
de la taille du circuit, on peut essayer de donner des bornes & priori sur les paramétres
du polynéme qu’il décrit. Le degré comme le nombre de monémes sont bornés par 2% et
la taille binaire de ses coefficients par 2FB dans des anneaux a coefficients non bornés.
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Dans le cadre des polynoémes creux, c’est le logarithme du degré qui importe vraiment.
La borne sur le degré qui donne une taille binaire linéaire en L pourrait donc étre utilisée
pour des applications pratiques. Ce n’est pas le cas des bornes sur le nombre de monoémes
non nuls ou la taille binaire des coefficients qui sont exponentielles. Elles sont de plus
inadaptées dans la plupart des cas, ces bornes n’étant généralement pas atteintes.

Dans le cadre de l'interpolation d’un polynéme creux F' donné par un un circuit arith-
métique, il convient donc de considérer que des bornes sont fournies comme des entrées
du probléme en plus du circuit lui-méme. Les bornes considérées sont le degré D et le
nombre 7' de mondémes non nuls avec si nécessaire une borne sur les coeflicients.

Une autre différence entre le circuit arithmétique et la boite noire vient du coiit de
I’évaluation. Si dans le second cas, il ne s’agissait que du coiit d’écriture du point et
de lecture de son évaluation, pour le circuit arithmétique toutes les opérations doivent
étre effectuées. Une évaluation requiert donc L opérations dans 'anneau d’évaluation.
Ceci limite le choix des anneaux d’évaluation. En particulier, s’il est possible d’obtenir
directement le polynéme F' en évaluant le circuit arithmétique en = dans l'anneau de
polynémes Afz] ou F est défini, une telle évaluation aurait un coiit exponentiel. En effet,
chaque opération du circuit s’effectue entre deux polynoémes dont le degré et le nombre
de monémes non nuls sont bornés uniquement par le degré maximal possible a savoir 2.
Ces opérations intermédiaires peuvent alors s’effectuer dans des tailles exponentiellement
plus grandes que celle du polynéme F' et du circuit.

Ce modéle a cependant permis a Garg et Schost en 2009 [GS09| de proposer le premier
algorithme d’interpolation de polynéme creux qui soit déterministe et de complexité
polynomial en T et log D. De plus, I'algorithme fonctionne sur n’importe quel anneau.

3.1.2.1. Algorithme de Garg et Schost

L’idée principale est que si I’évaluation dans Afz] est trop coiteuse c’est qu’elle fait
intervenir des polynémes de degré non borné. On peut alors passer dans un anneau
quotient Afz|/(xP — 1) dans lequel le degré (et donc le nombre de mondémes non nuls) de
tous les polynémes impliqués dans les calculs reste inférieur a p.

L’évaluation du circuit en x dans Afz|/(zP — 1) fournit seulement le polynéme F' mod
2P — 1 et non le polynéme F' lui-méme. Il y donc eu une perte d’information pour deux
raisons possibles. La premiére est qu'un monome f;z® de F est envoyé sur fjz® ™°9P les
exposants de F' ne sont donc connus que modulo p. L’autre source de perte d’information
vient de possibles collisions modulo 2P —1 : si e; = e; mod p, les coefficients des mondmes
fix® et fjx® seront perdus puisque seule leur addition f;+ f; apparaitra dans le polyndéme
F mod zP — 1.

Le probléme des collisions se résout en s’appuyant sur le corollaire 2.11 (page 29), qui
indique le nombre maximal de nombres premiers pour lesquels F' a au moins une collision
modulo P — 1. I1 suffit alors de prendre plus de premiers p; distincts et de calculer tous
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les F' mod xP* — 1 pour étre str que le polynéme F' mod zP — 1 qui a le plus de mon6émes
non nuls est sans collision.

Pour retrouver les exposants d’origine, I'idée est de s’appuyer sur le théoréme des
restes chinois en prenant suffisamment de nombres premiers pg distincts, avec F' sans
collision. Ce théoréme n’est pas appliqué directement au exposants car il est impossible de
savoir directement ’ensemble des réductions modulo les différents py, d’un seul exposant.
En effet si deux coefficients f; et f; sont égaux, il est impossible & partir du monéme
fz¢i ™4 Pk de déterminer s’il correspond a f;z® ou A fjx% sans connaitre e; ou e;. En

revanche, I’ensemble des exposants est connu modulo différents py., le théoréme des restes
T—1

chinois peut donc s’appliquer pour reconstruire le polynéome [] (z — ¢;) € Z[z]| a partir
i=0

de ses projections dans ), [x]. Les exposants de F' sont les racines de ce polynéme et

peuvent étre retrouvées efficacement.

Une fois les exposants connus, les coefficients peuvent étre retrouvés a partir de 'un des
F mod 2P — 1 sans collision puisque le coefficient du monéme de degré e; de F' correspond
alors exactement a celui du mondéme de degré e; mod p de F' mod xP — 1.

Ces points permettent de comprendre l'algorithme de Garg et Schost dont voici une
version explicite ainsi que sa complexité.

Algorithme 8 INTERPOLATION DE GARG ET SCHOST

Entrée : Un circuit arithmétique de longueur L pour un polynéme creux F' € Alz], D

et T des bornes sur le degré et le nombre de monémes non nuls de F.
T—1
Sortie : Le polynéme F' = ) f;z% sous forme creuse
i=0
1: Générer I'ensemble P des T?log D + T log D plus petits nombres premiers
2: Evaluer le circuit en x, dans chaque anneau A[z]/(zP — 1) pour p € P et ne garder

que ceux avec le support maximal

T-1
3: Calculer le polynéme [] (z—e;) dans les différents Fp[z] et le reconstruire dans Z[x].
=0
Z T-1
4: Calculer les exposants qui sont les racines de [] (z — ¢;) dans Z[z]
=0

5: Retrouver les coefficients & partir d’'un F' mod xP — 1 sans collision.
6: Renvoyer les paires (f;, e;) pour i entre 0 et T’

Théoréme 3.7 (|GS09, Theorem 1]). A partir d’un circuit arithmétique de longueur
L décrivant un polynéme F € Alx] et de bornes D et T, sur le degré et le nombre
de mondomes non nuls de F', il est possible de calculer la représentation creuse de F
en effectuant O(LT*(log D)?) opérations dans A plus un nombre similaire d’opérations
binaires.

S’il est polynomial dans les différents parameétres, I'algorithme de Garg et Schost n’est
pas encore optimal, ayant d’importantes puissances dans sa complexité.
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De nombreuses propositions ont été faites pour 'améliorer, particuliérement dans le
cadre de circuits arithmétiques définis sur des corps finis. Il y a deux outils principaux :
la diversification [GR11b] et la progressivité de la reconstruction de F' [AGR13; AGR14;
Arnl6; HG20|.

La diversification consiste a passer du polynéme F'(z) au polyndéme F(ax) pour un
a aléatoire. Si « est choisi dans un ensemble assez vaste, tous les coefficients de F'(ax)
sont distincts. Ainsi, en I’absence de collision il est possible de déterminer quels monomes
des polynoémes F' mod xPi — 1, pour des p; distincts, correspondent au méme mondme
d’origine dans F'.

Pour la progressivité, il s’agit de ne pas reconstruire les mondémes de F' en une seule
fois, mais en plusieurs étapes. Pour cela, il suffit de préserver seulement une partie, et non
la totalité, des mondémes de F' des collisions modulo zP — 1. Cette fraction de monoémes
sans collision peut-étre reconstruite a partir de la réduction modulo 2P — 1. Les monémes
restant forment un polynoéme de plus petite taille qui est ensuite interpoler de maniére
récursive. Pour cela, les algorithmes s’appuient sur différentes versions du corollaire 2.13
(page 30) qui explique comment obtenir un nombre premier p pour qu’une proportion
de mondémes soit probablement épargnée par les collisions. Cette proportion peut étre
adaptée en fonction des spécificités de chaque algorithme. A cause des collisions des
monomes erronés peuvent étre construits mais leur nombre, comme celui de collisions, est
limité. Ils seront alors supprimés lors d’étapes ultérieures de I'algorithme. Cette approche
a I’avantage de réduire la valeur des nombres premiers p utilisés en passant de quadratique
en T a linéaire en T'.

Dans la plupart des cas, les algorithmes obtenus sont des algorithmes probabilistes, et
seuls ceux-la atteignent une complexité quasi-linéaire en T

Sur un corps fini quelconque, la complexité reste cubique en log D méme pour 'algo-
rithme le plus rapide qui s’appuie sur la diversification .

Théoréme 3.8 (JAGR14]). A partir dun circuit arithmétique décrivant un polyndme
F € Fylz] et de bornes D et T, sur le degré et le nombre de monémes de F', il est
possible de calculer, avec une probabilité de succés d’au moins 1 — € pour 0 < e < 1, la
représentation creuse de F en effectuant O(LT (log D)*(log D + log q) log %) opérations
binaires.

L’algorithme de Garg et Schost étant défini pour tout anneau, il fonctionne directement
sur Z. Cependant la taille des coefficients n’est pas bornée lors des opérations propres
au circuit arithmétique. Elle pourrait devenir exponentielle alors qu’il s’agit de calculs
intermédiaires. Pour éviter cela, une approche naturelle est de travailler modulo différents
petits nombres premiers et de reconstruire F' en utilisant le théoréme des restes chinois.
Cette approche nécessite I'interpolation dans des corps Fi tels que [L; @ > 2H, avec H
une borne sur la hauteur de F'. En prenant le nombre minimum de premiers g; distincts,
on a y .logg; = O(log H). Si en plus la probabilité d’échec pour Iinterpolation dans
chacun des corps finis correspondant est inférieure a @, il est possible d’obtenir le
corollaire suivant pour 'interpolation de polynémes a coefficients entiers.
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Corollaire 3.9. A partir d’un circuit arithmétique décrivant un polynome F € Z[z] et
de bornes D, T et H, sur le degré, le nombre de mondémes non nuls et la hauteur de F, il
est possible de calculer, avec une probabilité de succés d’au moins 1 —e pour 0 < e < 1, la
représentation creuse de Fen effectuant O(LT log H (log D)? log %) opérations binaires.

Si tous ces algorithmes ne parviennent pas & baisser le facteur (log D)3, c’est & cause
de la reconstruction des exposants par le théoréme des restes chinois qui nécessite systé-
matiquement de répéter les calculs pour environ log D nombres premiers.

3.1.3. Interpoler en utilisant aussi les dérivées du polynéme

En 2019, Huang propose une nouvelle méthode pour l'interpolation d’un polynoéme
donné par un circuit arithmétique qui ne nécessite plus de répéter log D fois les mémes
opérations [Hual9|. L’idée principale est d’écrire les exposants dans les coefficients pour
pouvoir y accéder a partir de tout monéme sans collision d’une réduction modulo x? — 1.
Une telle approche a aussi été utilisée pour le calcul de la somme de deux ensembles
d’entiers [AR15] permettant ainsi de construire un nouvel algorithme pour le produit de
polynémes creux. Dans le cadre des polynémes, il existe un moyen naturel de faire passer
les exposants dans les coefficients : la dérivation.

Pour un polynéme donné par un circuit arithmétique de longueur L, la différentiation
automatique de Baur et Strassen [BS83| permet de construire en temps O(L) un circuit
de longueur au plus 3L qui correspond a sa dérivée. Leur méthode permet en fait de
produire toutes les dérivées partielles d’'un polyndéme multivarié.

Ainsi dans le cadre des circuits arithmétiques, 1’évaluation du polynéme F' ou de sa
dérivée F’ s’effectue asymptotiquement dans le méme temps. Comme dans les méthodes
vues précédemment pour 'interpolation d’un polynéme creux donné par un circuit arith-
métique, Huang évalue F et F’ en  modulo 2 — 1 pour des p tels que F' a probablement
peu de collisions. L’évaluation des deux polynémes permet de retrouver les exposants des
monomes sans collision car ceux-ci sont sans collision a la fois dans F' et F”.

Fait 3.10. Pour p un entier, si un mondme f;x® d’un polynéome F € Alx| est sans
collision modulo xP — 1 alors fiz® ™°4P est un monome du polynéme F mod zP — 1 et
e; fixlei= ) mod v ooty monéme du polynéme F' mod zP — 1.

Les deux monémes des polynémes modulo P — 1 sont obtenus par les circuits arithmé-
tiques sous la forme f;z% et gjz% 1. L’écart de 1 entre les degrés marque la correspon-
dance entre les mondmes, le premier a pour coefficient le coefficient du monoéme d’origine
et I'exposant du mondéme d’origine est simplement %

Les exposants sont des entiers et non des éléments de A contrairement aux coeflicients
fi et g;. Le morphisme canonique de Z vers A permet bien d’écrire I’exposant dans A mais
pas forcément de retrouver de maniére unique l'exposant & partir de % Le morphisme
entre Z et A n’est injectif que si A est de caractéristique zéro. Puisqu'une borne D est

donnée sur les exposants, il suffit que le morphisme soit injectif pour ’ensemble des
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entiers entre 0 et D. Autrement dit cette méthode ne fonctionne qu’en caractéristique
zéro ou supérieure strictement a D.

La dérivation, plutét que la diversification, est la clef qui permet d’obtenir un algo-
rithme plus efficace pour les circuits arithmétiques. La diversification utilise les coeffi-
cients des polynémes F'(ax) mod P — 1 avec de nombreux p; distincts pour identifier
quels monémes sont des réductions du méme monoéme de F'. L’exposant de ce mondéme est
reconstruit grace au théoréme des restes chinois. Avec la dérivée, le calcul de seulement
deux polynoémes, F et F’, modulo 2P — 1 pour un seul p est suffisant a la reconstruction
de monomes de F'.

Le nombre premier p est choisi pour permettre une reconstruction récursive de F.
Comme cela a été évoqué pour les améliorations de 'algorithme de Garg et Schost, il
est possible en s’appuyant sur le corollaire 2.13 (page 30) de contrdler la proportion de
mondmes de F' en collision modulo 2P — 1. Les monémes sans collision peuvent direc-
tement étre reconstruits a partir de F mod 2 — 1 et F/ mod 2P — 1. Les monomes en
collisions ne peuvent étre directement calculés, leurs collisions peuvent méme entrainer la
reconstruction de monémes erronés. Le calcul des monémes manquants et la correction
des erreurs sont effectuées de maniére récursive. Pour que la récursion se fasse en taille
réduite, il faut controler le nombre d’ajouts ou de corrections a effectuer aprés une étape.
La remarque 2.16 (page 31) indique quelle proportion des monomes de F' doit étre sans
collision pour que la distance entre F' et F' mod P — 1 soit inférieure a %T. Cette distance
correspond exactement aux nombres de monémes qu’il reste a retrouver ou & supprimer
aprés en avoir reconstruit a partir de F mod 2P — 1 et F” mod 2P — 1. Fixer une borne
de %T sur la distance entre F' et F' mod zP — 1 permet de s’assurer que ’ensemble des
véritables coefficients de F' pourra étre reconstruit en logT" étapes.

L’ensemble de ces éléments permet de décrire 'algorithme 9 INTERPOLATION DE
HUANG.

Théoréme 3.11 ([Hual9, Theorem 3.10]). A partir d’un circuit arithmétique de longueur
L décrivant un polynome F € Alx] et de bornes D et T, sur le degré et le nombre
de mondémes non nuls de F, avec la caractéristique de A qui est nulle ou strictement
supérieure a D, il est possible de calculer la représentation creuse de F' avec une probabilité
d’échec inférieure a € pour 0 < € < 1. Ce calcul effectue @(LT longog%) opérations
dans A plus un nombre similaire d’opérations binaires.

L’algorithme ne gére pas les croissances potentielles de coefficients au cours de son
exécution. Pour limiter la croissance si A = Z, il faudrait passer sur des corps finis. Pour
les algorithmes n’utilisant pas la dérivée, cela peut se faire en utilisant des petits corps
finis et donc sans impacter le cott global de I’algorithme (corollaire 3.9). Dans le cas de
'algorithme de Huang en revanche, pour pouvoir passer sur Fy, il faut avoir ¢ > D. Ainsi
la génération d’un tel nombre premier ajoute un terme cubique en log D & la complexité
(fait 1.13). C’est pourquoi nous ne détaillons le cotit binaire de 'algorithme que sur des
corps finis.

Corollaire 3.12. Si A = Fys pour un nombre premier ¢ > D, la complexité binaire de
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Algorithme 9 INTERPOLATION DE HUANG

Entrée : Une circuit arithmétique de longueur L pour un polynoéme creux F € Alz]|, D
et T des bornes sur le degré et le nombre de monoéme de F. A étant de caractéristique
0Oou>D.

T—1
Sortie : Le polynéme F' = ) f;xe; sous forme creuse
c F <0 =
: Générer 'ensemble P des [12(T — 1) log D| plus petits nombres premiers
: Tant que T' > 1 faire
Trouver un premier p dans P tel que la distance entre F—F™* et (F—F*) mod zP—1
soit probablement inférieure & 1#(F — F*)
Calculer F), = (F — F*) mod 2P — 1 et F), = (F' — F*') mod 2P — 1
Pour tous les monémes fz? de F, faire
g < le coefficient du mon6éme de degré d — 1 de F]’)
oot
Si e est un entier alors Ajouter le monéme fx¢ & F*
10: T+ L]

11: Renvoyer F*

W o =

Ualgorithme de Huang est O(LT log D log ¢° log %)

Cette complexité est certes linéaire dans chacun des paramétres mais pas dans la
taille d’entrée ni de sortie de l'interpolation d’un polynéme creux donné par un circuit
arithmétique. Sur Fys, les entrées sont de taille Llog ¢°. Cette taille correspond a celle du
circuit arithmétique. Les bornes D et T ont une taille inférieure & L puisque 7' < D <
2L et donc la donnée de ces bornes en entrée n’augmente pas la taille des entrées. Le
polynéme F' quant & lui a une taille en T'(log D + log ¢°). Le cotit de 'algorithme peut
donc étre décrit comme le produit entre la taille des entrées et celle des exposants de la
sortie.

Huang a par la suite proposé un nouvel algorithme [Hua2l| qui permet de séparer L
et log D dans la complexité. Celle-ci devient alors O(LT log ¢® + T'log D + T'(log ¢°)2).
Cette séparation, s’accompagne en revanche d’une augmentation de la complexité en
log ¢°. L’intérét est aussi, dans le cadre multivarié de n’avoir qu’un seul terme (7' log D)
qui soit impacté par le nombre de variables.

Ce nouvel algorithme utilise le circuit pour générer des dérivées et permettre I’évalua-
tion du polynéme et de sa dérivée sur les puissances d’un point w tel que les w® pour
e dans le support de F soient tous distincts. Les techniques de Prony permettent de
retrouver les différents w®. Ceci correspond aux étapes 1 a 4 de I'algorithme 7 INTERPO-
LATION DE PRONY. A partir de ceux-ci, et sans calculer de logarithmes discrets, il est
possible de considérer les systémes de type Vandermonde (fait 3.2) correspondants a F'
et F' pour trouver leur coefficients et de 1a les exposants. Ceci permet d’éviter I'étape 5
de l'algorithme de Prony, étape qui est la plus cotiteuse sur les corps finis. En plus de
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I'idée originale de passer par la dérivée, cet algorithme s’appuie exclusivement sur les
techniques de Prony et n’utilise le circuit arithmétique que pour permettre la dérivation.

Kaltofen [Kal22| propose une autre approche de I'usage de la dérivée pour des méthodes
d’interpolation & la Prony. Son but est de diminuer le nombre de points sur lesquels une
évaluation doit étre effectuée. En considérant une boite noire pour le polynéme F' et
une boite noire pour le polynéme dérivé F”, il montre qu’il est possible d’interpoler
le polynéme F' en utilisant 37 évaluations par l'une ou l'autre des boites noires sur
seulement %T points d’évaluations. L’algorithme de Prony nécessite moins d’évaluations,
seulement 27" mais sur plus de points : 27". De son co6té, le dernier algorithme de Huang
calcule autant d’évaluations que 'algorithme de Kaltofen (37") sur plus de points (27").
La méthode se généralise méme & l'utilisation de dérivées d’ordres supérieurs : avec
I'utilisation de ses dérivées jusqu’a 'ordre [, le polynéme F' peut étre interpolé a partir
de (I 4 2)T évaluations différentes sur HTIT points distincts.

L’idée d’utiliser la dérivée est en réalité antérieure aux travaux de Huang en 2019.
Avendano, Krick et Pacetti ont proposé en 2006 [AKPO06], une interpolation d’un po-
lynéme complexe donné par un circuit arithmétique en passant par ’évaluation de ses
dérivées jusqu'a l'ordre T (le nombre de monoémes). Cet algorithme qui repose sur du
calcul numérique a cependant un facteur 7% dans sa complexité, comme ’algorithme de
Garg et Schost.

De maniére générale, la section 3.1 s’est concentrée principalement sur la présentation
des algorithmes les plus marquants pour ’avancée des connaissances dans ce domaine et
dont les techniques servent a ’élaboration de notre algorithme quasi-linéaire dans Z[z].
Pour plus de détails sur d’autres méthodes, il est recommandé de consulter I'article de
van der Hoeven et Lecerf [HL19] qui offre un panorama des différentes techniques.

3.2. Interpolation quasi-linéaire pour un polynéme sur les
entiers

Dans les algorithmes d’interpolation décrits précédemment, ’approche la plus efficace
pour interpoler un polynéme creux dans Z[z| était généralement de s’appuyer sur les
algorithmes pour les polynémes & coefficients dans un corp fini. Le passage dans un
corps fini permet en effet d’empécher la croissance des nombres manipulés. Dans cette
section, nous présentons un algorithme qui est congu spécifiquement pour les polynémes
a coefficients entiers.

Le polynéme F' & interpoler dans cette section est donné par une boite noire modu-
laire (BNM), qui permet de 1’évaluer sur n’importe quel nombre entier dans tout anneau
Z/mZ pour m € N* (voir section 3.1.1.1). Ce modéle est choisi car il représente les
conditions minimales pour permettre le fonctionnement de I'algorithme. Comme déja
mentionné, la boite noire non-modulaire ne permet pas de contréler la taille des éva-
luations et donc d’atteindre 'optimalité. Le circuit arithmétique permet de controler la
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taille des évaluations mais contient beaucoup plus d’informations que nécessaire pour
I’algorithme, notamment la capacité de dériver le polynéme. Un algorithme pour une
boite noire modulaire s’adapte cependant au cas du circuit arithmétique qui permet de
réaliser des évaluations modulaires.

Le probléme d’interpolation étudié ici peut se présenter comme suit.

Probléme. Etant donné une boite noire modulaire décrivant un polynéme dans Z[x],
ainsi que trois bornes D, H, T sur son degré, ses coefficients et le nombre de ses monémes
non nuls, comment déterminer efficacement sa représentation creuse ?

L’efficacité est évaluée en prenant en compte d’une part le cotit binaire des opérations
effectuées et d’autre part le nombre d’appels a la boite noire pour évaluation. Dans le
cas que nous considérons, celui d’un polyndéme univarié, le cotit des appels a la boite
noire, écriture du point d’évaluation et lecture du résultat, est compris dans le cotlit de
des opérations qui permettent de déterminer le modulo m puisque ce sont des nombres
inférieurs & m. Nous nous concentrerons donc sur le cotit des opérations qui sera comparé
a la taille a priori du polynoéme F' : T(log D + log H).

L’algorithme décrit dans cette section est le premier algorithme quasi-linéaire pour 'in-
terpolation d’un polynéme creux dans Z[z], répondant & une question ouverte [Roc18b],
dans le cas particulier oul la boite noire est modulaire.

Les idées principales permettant de faire fonctionner ’algorithme sont présentées dans
la section 3.2.1. Des points plus techniques pour justifier le choix des différents modulo
ainsi que la possibilité de travailler avec eux sont développés ensuite (section 3.2.2). Ces
éléments permettent de donner une description détaillée ainsi que la preuve de ’algo-
rithme (section 3.2.3).

Les travaux présentés ici viennent d’un article publié en 2022 avec Pascal Giorgi, Bruno
Grenet et Daniel S. Roche [Gio+22].

3.2.1. Idées générales

Ce nouvel algorithme d’interpolation creuse s’appuie sur des techniques existantes pour
I'interpolation de polynémes creux donnés tant par des boites que par des circuits arith-
métiques. Ces méthodes ont été décrites en section 3.1. Mémes si elles s’appliquent &
différents modéles, ces méthodes peuvent étre articulées ensemble pour résoudre l'inter-
polation d’un polynéme creux F' € Z[x] donné par une boite noire modulaire.

3.2.1.1. Une approche récursive

Comme dans les travaux d’Arnold, Giesbrecht et Roche [AGR13 ; AGR14] ou de Huang
et Gao [HG20 ; Hual9; Hua21], 'approche générale consiste a construire récursivement de
potentiels mondmes de F'. Ces mondmes sont calculés a partir du polynéme F' mod zP —1.
Le nombre p est un premier choisi pour que la distance entre F' et F' mod zP — 1 soit de
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%T (voir remarque 2.16), assurant ainsi la reconstruction intégrale de F' en logT étapes.
En effet, chaque étape vise & interpoler un polynéme ayant moitié moins de mondémes
que celui de I’étape précédente.

Le premier p ainsi choisi est suffisamment petit, p € O(T log D) pour que des opérations
de complexité binaire quasi-linéaire en p soient quasi-linéaires dans la taille de F'. Dans
les algorithmes d’interpolation de circuit arithmétique cités, le choix de p est suivi de
I’évaluation du circuit arithmétique modulo 2P — 1. Pour cela les opérations du circuit
sont réalisés par des algorithmes d’arithmétique de polynomes denses de degré p. La
complexité de ces opérations est quasi-linéaire en p fois la taille des coefficients manipulés,
et donc non quasi-linéaire dans la taille de F'. Calculer F mod P — 1 par des opérations
arithmétiques de polyndémes semble donc inapproprié.

L’idée est donc d’éviter de calculer directement F' mod xP — 1, mais de l'interpoler a
la place.

Cette interpolation est méme découpée en deux étapes : d’abord les exposants et
ensuite les coeflicients. Pour chacune de ces étapes un modulo différent est choisi.

3.2.1.2. Calcul des exposants de F' mod 2P — 1 dans un petit corps

La méthode utilisée pour trouver les exposants de F' mod zP — 1 se base sur l'interpo-
lation creuse a la Prony (voir section 3.1.1). Cette interpolation s’appuie sur I’évaluation
dans les puissances d’un point w d’ordre supérieur au degré. Si w est d’ordre p, le poly-
nome interpolé est F' mod xP — 1 ce qui est exactement le but recherché.

Pour avoir un tel w, I’évaluation ne doit pas s’effectuer dans Z, mais modulo un nombre
premier g tel que F, a un sous-groupe multiplicatif d’ordre p. Un tel premier existe avec
q € poly(p) (voir section 2.2) ce qui fournit un petit corps. Par petit, il faut entendre que
vu la valeur de p, la taille de ¢ et de tous les éléments du corps est logarithmique dans
la taille des entrées.

En ayant ainsi baissé la valeur du degré et la taille des coefficients il est possible
d’effectuer un algorithme basé sur la méthode de Prony en temps quasi-linéaire.

Le fait que ¢ soit petit empéche en revanche de retrouver les vrais coefficients de
F mod zP — 1. Ils sont seulement connus modulo gq.

3.2.1.3. Calcul des coefficients de F mod 2 — 1 dans un grand anneau

Pour retrouver, les vraies valeurs des coefficients il faut donc travailler dans Z/mZ
avec un m plus grand : m > H. La taille de m est alors trop importante pour qu'un
algorithme & la Prony reste quasi-linéaire modulo m. Et méme trop importante pour que
la génération d’un nombre premier de cette taille ne soit pas trop cotiteuse. Cependant,
le polynéme F mod zP — 1 a déja été calculé modulo ¢, ses exposants sont donc connus.
Il ne reste & réaliser que la derniére part de ’algorithme de Prony : I’étape 6 qui inverse
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le systéme de type Vandermonde du fait 3.2. Cette étape effectue justement un nombre
quasi-linéaire en T'log p d’opérations dans 'anneau (fait 3.4).

Pour retrouver les coefficients, cette étape est effectuée dans un anneau 7/ "7 avec
¢® > 2H. Prendre une puissance de g permet de trouver ce nouveau modulo sans cotit
additionnel et de trouver une nouvelle racine p-iéme de 1'unité wy, modulo ¢* efficacement.
En effet, une racine p-iéme de I'unité w est déja connue modulo ¢ et par itération de
Newton il est possible d’obtenir wy.

L’algorithme repose fortement sur cette capacité a changer de modulo en conservant
de bonnes propriétés pour que chaque opération puisse étre quasi-linéaire.

3.2.1.4. Ecrire les exposants dans les coefficients

Le passage modulo ¢* permet d’obtenir les coefficients de F mod 2P — 1. Pour les
monomes sans collision ce sont les coefficients exacts de F'. En revanche, les exposants
de F' ne sont connus que modulo p. Puisque nous savons comment obtenir les véritables
coefficients, 'algorithme utilise 1'idée d’écrire les exposants dans les coefficients [HL15;
ARI15; Hual9]. Dans son algorithme, Huang utilise la dérivée mais ceci n’est possible que
dans le cadre des circuits arithmétiques.

Dauns le cadre d’une boite noire modulaire, 'idée inspirée d’un schéma de Paillier [Pai99],
et proposée par Arnold et Roche [AR15] est plus adaptée. Il s’agit, étant donné un mo-
dulo m, de considérer a la fois le polynéme F'(x) mod 2P — 1 et le polynome F'((1 +
m)z) mod 2P — 1 dans 'anneau Z/m?Z. L’identité (1 +m)¢ mod m? = 1+ e;m garantit
que le ratio entre les coefficients correspondants des deux polynémes permet de retrouver
e; mod m dés qu’il n’y a pas de collisions.

Ainsi pour retrouver les exposants d’origine, en plus des coefficients, la derniére partie
de lalgorithme de Prony doit étre effectuée modulo ¢%* avec ¢F > D. Et ce a la fois pour
le polynome F'(z) et pour le polynéme F((1+¢*)x) qui ont le méme support déja connu.

3.2.1.5. Répétitions

Les choix des nombres premiers reposant sur des algorithmes probabilistes, les dif-
férentes étapes décrites précédemment peuvent échouer. Pour pouvoir assurer une pro-
babilité arbitraire de succés, la méthode consiste pour cet algorithme & effectuer des
répétitions et choisir le polynéme majoritaire parmi tous ceux ainsi calculés.

3.2.2. Calculer avec les différents modulo

Notre approche repose fortement sur le fait de trouver des nombres premiers p, g avec
de bonnes propriétés et des racines primitives p-iémes de l'unité w et wy se trouvant
respectivement dans le corps F, et 'anneau Z/ 7.
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Il faut a la fois s’assurer que les nombres premiers p et ¢ ont de bonnes propriétés par
rapport & F', que w existe et puisse étre trouvé efficacement et enfin que wy, qui est dans
un anneau et non un corps, soit principale pour pouvoir appliquer le fait 3.4 et effectuer
la fin de ’algorithme de Prony.

Le premier point est de s’assurer que F' n’a pas trop de collisions modulo 2P — 1
pour pouvoir reconstruire suffissamment de monémes non nuls de F' & chaque étape. Les
mondmes de F' sont reconstruits & partir des coefficients des polyndémes F mod xP —
1 et F((1 + ¢*)2) mod 2P — 1. La correspondance entre leurs coefficients et ceux des
polynémes non réduits permet de reconstruire des monémes corrects. La distance entre F
et F' mod xP—1 (c’est la méme pour F((1+¢*)z), les supports étant identiques) détermine
donc le nombre de mondémes qu’il reste a reconstruire. Les conditions & poser sur p sont
donc données par la remarque 2.16 (page 31) associée au corollaire 2.13 (page 30). Pour
plus de clarté elles sont rappelées dans le fait suivant.

Fait 3.13. Soit F' € Z[z| un polynéme de degré au plus D ayant au plus T mondmes
et 0 < e < 1. Pour tout A > max(21, %(T —1)InD), si p est un nombre premier aléa-
toirement choisi dans lintervalle [\, 2)] alors la distance entre F' et F mod P — 1 est
inférieure a %T avec probabilité au moins 1 — €.

Pour le nombre premier ¢, la condition & respecter par rapport a F' est simplement
qu’il ne divise aucun des coefficients de F' mod zP — 1. Ainsi les monoémes sans collision
modulo 2P — 1 n’ont pas leur coeflicients annulés modulo ¢ et méme ils sont inversibles
modulo ¢?*. De plus, que ce soit modulo ¢ ou modulo ¢?*, le polynéme F mod 2P — 1 est
assuré de garder le méme support. Une telle propriété signifie que ¢ ne doit pas diviser
le produit des coefficients de F mod P — 1, un nombre borné par H' .

Avec ces deux points il est possible de s’appuyer sur les méthodes vues en section 2.2,
en particulier 'algorithme 1 TRIPLET (page 33) pour générer un triplet (p,q,w) ayant
les bonnes propriétés.

Lemme 3.14. Soit F' € Z[z] un polynéme de degré au plus D, ayant au plus T mondmes
de coefficients bornés par H, A\ > max(Qg, 5(T—1)InD, {/BTInH) et 0 < e < 1. Avec
une probabilité d’au moins 1 — 3¢, TRIPLET(\, €) renvoie un triplet (p,q,w) tel que :

- p et g sont premiers et w une racine p-ieme de l'unité dans Fy,

- la distance entre F' et F mod xP — 1 est inférieure a %T,

- q ne divise aucun des coefficients de F' mod xP — 1.
De plus, A < p <2\ et A < ¢ < 25,

Démonstration. L’algorithme TRIPLET a une probabilité inférieure & € de renvoyer ECHEC.
Dans le cas contraire, les nombres générés vérifient la propriété du premier point (théo-
réme 2.17 page 32). Par ailleurs, en appliquant le fait 3.13 et le fait que ¢ ne doit pas
diviser un nombre inférieur & H”, il est clair que chacun des deux derniers points a une
probabilité inférieure & e d’échouer. D’out une probabilité totale de succés d’au moins
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1 — 3e. Enfin 'algorithme TRIPLET garantit les bornes données sur les valeurs de p et
q. O

Le lemme 3.15 explicite clairement dans quelle mesure un tel choix de p et de ¢ per-
met de diminuer le nombre de monoémes de F' & retrouver. La méthode utilisée pour
reconstruire des monomes repose, comme expliqué en section 3.2.1, sur le calcul de F(x)
et F((1 4 ¢*)z) modulo 2P — 1 et ¢** pour un k assez grand. Elle est décrite dans
I’algorithme 10 RECONSTRUCTIONMONOMES.

Algorithme 10 RECONSTRUCTIONMONOMES
Entrée : F(z) mod (zP —1,¢%%) =3 fiz% et F((1+¢*)x) mod (zP —1,¢%%) =3 giai
avec ¢F > deg(F) et ¢** > 2| F|.
Sortie : G un polynéme contenant de potentiels mondémes de F.
1: Pour d; € support(F') faire

2: Si f; est inversible modulo ¢?* alors

3: T < i fi_l — 1 mod ¢%* en prenant le représentant positif entre 0 et ¢2* — 1
pour 7;

4: e; <+ 2% dans Q

5: Si e; est dans N alors

6: Ajouter le monéme f;z¢ a G en prenant le représentant de f; entre
—(@** =1)/2 et (¢ —1)/2.
7: Renvoyer GG

Lemme 3.15. Soit F' € Z[x] de degré au plus D, de degré au plus H et ayant au plus T
mondmes non nuls. Soit p € N tel que F mod 2P — 1 est a une distance au plus %T de
F, q un nombre premier qui ne divise aucun coefficient de F' mod xP — 1 et k un entier
tel que ¢° > D et ¢** > 2H.

L’algorithme 10 renvoie un polynome G, tel que F' — G a au plus %T mondomes.

Le calcul de G nécessite O(TI(log ¢**)) opérations binaires.

Démonstration. Les supports de F(z) et de F((1 + ¢*)x étant identiques, les collisions
modulo zP — 1 sont entiérement définies par les collisions des monémes de F'.

Considérons d’abord le cas d’'un monoéme f;x% de F sans collision modulo P — 1.
Puisqu’il n’y a pas de collision, le polynéme F mod zP — 1 contient le monéme f;x¢ ™°d P
et le polynome F((1 + ¢¥)x) mod 2P — 1 contient le monéme de méme degré f;(1 +
¢®)¢i 2% ™4 P qui modulo ¢?* a comme coefficient f;(14e;¢). Puisque f; est un coefficient
de F' et de F' mod zP — 1, il n’est pas divisible par le nombre premier ¢, donc inversible
modulo ¢?*. Ainsi il est possible de calculer r; qui vaut e;¢* modulo ¢2*. Comme ¢* > D,
en considérant la représentation de Z/q**Z par {0,1,...,¢** — 1}, I'égalité r; = e;q" est
également vraie sur N. La division par ¢* peut étre effectuée sur les entiers pour obtenir
e;. Pour retrouver la valeur d’origine de f;, il faut au contraire utiliser la représentation
de Z/q**7 par {—(¢** —1)/2,...,-1,0,1,...,(¢** — 1)/2}. Puisque ¢** > 2H toutes
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les valeurs possibles de coefficients de F' sont bien présentes dans cet ensemble. Par
conséquent, c’est bien le mondéme f;z% qui est présent dans G et donc 6té a F' lors de la
différence. Le polynéme F — G ne contient donc aucun des monoémes sans collision de F'.

En revanche si un mondéme f;x® est en collision, il n’est pas retrouvé par les calculs
décrits puisque son coefficient n’est pas le seul & contribuer au monéme de degré e; mod p
dans F' mod 2P —1. Ce monéme en revanche peut générer (sila division par ¢* est possible)
un mondéme non présent dans F. Le nombre de ces mondémes "perdus" ou construits "a
tort" correspond exactement & la définition de la distance. De plus ce sont les seuls

mondmes de F' — G, qui a donc bien au plus %T monomes.

Le calcul de G, ne nécessite qu’un nombre constant d’opérations par monéme de F' mod
xP — 1. Ces opérations sont effectuées sur des entiers bornés par ¢?* et F mod 2P — 1 a
au plus 7 monémes. D’oti la complexité en O(T(log ¢**)) opérations binaires. O

Au cours de cette étape de 'algorithme qui permet de retrouver les véritables valeurs
des coefficients et exposant, il faut connaitre F(x) mod (2P — 1, ¢%*) et F((1+ ¢*)z) mod
(aP — 1,q2k>. Pour cela, nous utilisons une interpolation a la Prony ce qui nécessite
d’évaluer le polynome F sur wy une racine primitive p-iéme de I'unité dans Z/q**Z.

Un moyen naturel d’obtenir un tel point serait d’effectuer un tirage aléatoire dans
7./q**Z et de 'élever a la puissance ¢(¢*)/p = (¢—1)¢* ' /p. Cette méthode fournit bien
un élément d’ordre divisant p, c’est-a-dire une racine primitive p-iéme de 1'unité ou 1
puisque p est premier. Cependant le coiit de cette approche est trop élevé pour qu’elle
soit utilisée dans un algorithme quasi-linéaire. En effet les nombres manipulés ainsi que
I’exposant ont une taille de I’ordre de klog ¢ = log D +log H bits. L’exponentiation dans
ce cas est donc quadratique.

Il y a cependant une autre solution pour construire cette racine p-iéme de 'unité wy
qui consiste & exploiter le fait qu’une racine primitive p-iéme de 'unité w soit déja connue
modulo ¢ et peut étre remontée modulo ¢2* par itération de Newton.

Cette approche fonctionne grace au lemme suivant. Pour simplifier la lecture, les résul-
tats sur ce point de génération d’une racine primitive p-iéme de 1'unité seront donnés en
notant w; la racine obtenue modulo ¢*. Ce n’est qu’aprés la partie technique, pour ’algo-
rithme en section 3.2.3, que wy, désignera & nouveau la racine dont nous avons vraiment
besoin, une racine woi, modulo ¢2*.

Lemme 3.16. Soient p et q deux nombres premiers tels que p | (¢ — 1) et k > 1. Si wg
est une racine primive p-ieme de lunité modulo ¢*, alors wy mod ¢ ’est aussi modulo q.
De plus, wy, est principale : w,i — 1 n’est pas un diviseur de zéro pour 0 < i < p.

Démonstration. Soit g un générateur du groupe multiplicatif (Z/ qu)*, qui est cyclique
puisque ¢* est la puissance d’un nombre premier. Alors ¢ mod ¢ est nécessairement un
générateur du plus petit groupe (Z/qZ)*. En effet, si ce n’était pas le cas 1’ensemble
{g" mod ¢*};>0 ne contiendrait pas tous les éléments de (Z/q*Z)* (en particulier les
éléments inférieurs & ¢ qui ne sont pas des puissances de g modulo ¢). Comme g est un
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générateur et wy une racine primitive p-iéme de I'unité modulo ¢*, wy, peut s’écrire sous
la forme gi‘p(qk)/p pour un entier i € {1,2,...,p — 1}. Cette égalité reste vraie modulo g,
d’ou

wg mod ¢ = gi‘p(qk)/p mod ¢ = (g mod q)i(q_l)/p mod ¢,

puisque ¢(¢*) = (¢ — 1)¢"* " et a? mod ¢ = a pour tout entier a. Comme g mod ¢ est un

générateur du groupe multiplicatif de Fy, et 1 <7 < p —1, cela signifie que w; mod ¢q est
une racine primitive p-iéme de 'unité modulo q.

Pour le second point, puisque wg mod g est une racine primitive p-iéme de l'unité
modulo ¢, (wi — 1) mod g est différent de zéro pour 0 < i < p. Or les diviseurs de zéro
modulo ¢* sont des multiples de ¢, ¢ étant premier, donc égaux a zéro modulo g. Ce qui
permet de conclure que wy est bien principale. ]

Ce que dit le lemme 3.16, c’est qu’il y a une bijection entre les racines primitives p-
iemes de I'unité dans [y et celles dans Z/ q*7Z, et que cette bijection correspond a une
égalité si toutes les racines sont regardées modulo q.

A partir d’une racine primitive p-iéme de 'unité w modulo ¢, son équivalent wj, modulo
¢" peut se contruire par itération de Newton en résolvant 1’équation WZ — 1 =0 modulo
des puissances de plus en plus grandes de q. Pour passer de w; = wi mod ¢* & wy; =
wi mod ¢%*, considérons l’écriture de wo; en base ¢° : wo; = w; + ag’, avec a < ¢*. La
résolution de I’équation modulaire wh; mod ¢** =1 donne la valeur de a :

(1 — w! mod ¢
a=|—-"—F—"—
q
Dans cette écriture, la fraction correspond en fait & une division entre deux entiers

et I'inversion de p est effectuée modulo ¢*. Ces considérations assurent la validité de
I’algorithme 11 qui suit exactement cette démarche pour trouver wy.

) wip~ T mod ¢'.

Algorithme 11 REMONTEEDERACINE
Entrée : p, g des entiers tels que p| (¢ —1), w € F, une racine primitive p-iéme de I'unité
et un entier £ > 1.

Sortie : wy, une racine primitive p-iéme de 1'unité modulo ¢*.
i+ 1w +w
2: Tant que i < k faire
3: a < w! mod ek

4 a’ <+ (1 —a)/q" par une division sur Z
5: a" — a'w;p~! mod ¢’

6: woi +— w; +ad"qt

7 14 21

8: Renvoyer w; mod ¢*

Théoréme 3.17. Pour p,q des entiers tels que p| (¢ — 1), w € Fy une racine primitive
p-ieme de l'unité et un entier k > 1, l'algorithme 11 renvoie bien une racine primitive
p-ieme de l'unité modulo ¢F. Sa complexité binaire est O(log pl(log ¢*)log k).
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Démonstration. La preuve de la validité de ’algorithme est donnée dans la discussion
préalable. Il reste a évaluer sa complexité. La boucle est répétée O(logk) fois. Son
étape la plus colteuse est 'étape 3 qui effectue une exponentiation modulo ¢* en
O(log pl(log ¢*') log p) opérations binaires. C’est lors de la derniére répétition avec k > 2i
que cette étape a son colit maximal. ]

Ainsi, nous avons tous les éléments pour passer d’un anneau & ’autre et travailler avec
des nombres d’une taille correspondant juste a celle permettant de rester quasi-linéaire.

3.2.3. Description et analyse de I'algorithme d’interpolation

L’algorithme INTERPOLATION BNM (le sigle BNM signifiant Boite Noire Modulaire)
décrit dans l'algorithme 12 suit les idées exposées en section 3.2.1 pour interpoler un
polynome creux F' & coefficients entiers donné par une boite noire modulaire dans un
temps quasi-linéaire dans la taille T'(log D + log H) du polynome.

Algorithme 12 INTERPOLATION BNM

Entrée : Une boite noire modulaire représentant un polynéome F € Z[x] et des bornes
D, T et H sur son degré, le nombre de ses monomes et la taille de ses coefficients

respectivement.
Sortie : La représentation creuse de F' € Z[x] avec une probabilité d’au moins
un autre polynoéme respectant les mémes bornes ou ECHEC
L F*«0;e+ 1/(9[logT])

2

5, sinon

2 A« max (57, 2(T = ) D, {/ 5T m2H)
3: Tant que T > 1 faire
4: (p, ¢,w) < TRIPLET(\, €) pour avoir une racine primitive p-iéme de l'unité w € Fy,
p,q premiers, A < p < 2\ et ¢ = poly(p) > lemme 3.14
5: Si L’exécution de TRIPLET échoue alors Renvoyer échec
6: Evaluer (F — F*) sur 1, w, ..., w?T~! et calculer les exposants de
(F — F*) mod (2P —1,q) > faits 3.3 et 3.5
7 Calculer une racine primitive p-iéme de 'unité modulo ¢** wy, avec
k = [max(3 log, 4H, log, D)] > théoréme 3.17
8: Evaluer (F — F*) sur 1, wy, ..., wgfl et calculer la représentation creuse de
(F — F*) mod (zP — 1,¢%) > fait 3.4
9: Procéder de méme en multipliant les points d’évaluation par (1 + ¢*) pour
(F = F*)((1 + ¢")2) mod (z? — 1,¢%)
10: Calculer de potentiels monoémes de (F' — F™*) > algorithme 10
11: Ajouter ces mondémes a F*; T < |T/2]

12: Renvoyer F*

Théoréme 3.18. Soit F' € Zlz| polynome décrit par une boite noire modulaire et des
bornes D, T et H sur son degré, le nombre de ses mondmes et la hauteur de ses co-
efficients, algorithme INTERPOLATION BNM permet de reconstruire la représentation
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creuse de F' avec une probabilité de succés supérieure a % Il utilise O(T) évaluations de
la boite noire, et réalise O(T (log D + log H)) opérations binaires.

L’algorithme effectue plus précisément O(nlog® nlog?® T'(loglogn)?) opérations binaires,
en posant n = T(log D + log H).

Pour tout p > 1, répéter l'algorithme O(p) fois et sélectionner le résultat majoritaire
1

permet d’atteindre une probabilité de succes d’au moins 1 — 5.
Démonstration : Validité. La seule étape aléatoire de l'algorithme est celle de la géné-
ration du triplet (p,q,w). D’aprés le lemme 3.14, elle réussit avec une probabilité d’au
moins 1 — 3¢ & fournir un triplet ayant les propriétés requises. La probabilité d’échec a
chaque itération et donc au plus 3e = ﬁ. Cette probabilité reste valide pour chaque
passage dans la boucle puisque tout au Eong de l'algorithme, les bornes T', D et H, sur F
s’appliquent aussi & F™* et fournissent des bornes T', D et 2H sur F' — F*. En effet d’une
part, sauf échec, le nombre de monémes de F' — F* ne peut que diminuer (la justifica-
tion de ce point est apportée dans la suite de la preuve) et d’autre part tout mondme
ayant un degré ou un coefficient trop grand peut étre rejeté comme non valide lors de la
reconstruction (étape 11). Comme la boucle est répétée log T fois (T étant divisé par 2

a chaque fois), la probabilité totale d’échec est au plus %

Supposons maintenant qu’il n’y a eu aucun échec lors de la génération des diffé-
rents triplets (p,q,w) pour prouver que dans cette situation l’algorithme calcule bien
F'. Puisque p et g sont premiers et que w est une racine primitive p-iéme de l'unité,
les évaluations de F — F* dans les puissances de w correspondent & des évaluations
de (F — F*) mod P — 1. Ainsi, les étapes 6, 8 et 9 permettent bien de calculer les
exposants de (F — F*) mod 2P — 1 d’apreés les faits 3.3 et 3.5, puis les coefficients de
(F — F*)(x) mod 2P — 1 et (F — F*)((1 + ¢*)z) mod 2P — 1 et donc leur représentation
creuse d’apreés le fait 3.4. Enfin, les propriétés des nombres premiers p et ¢ garantissent
que (F' — F*) mod 2P — 1 n’a aucun coefficient divisible par ¢ et est & une distance au
plus %t de F'— F* avec t < T le nombre de monomes de (F' — F™*). Ainsi, en appliquant
le lemme 3.15 & F' — F™*, les mondmes reconstruits a I’étape 10 forment un polynéme G
tel que F — F* — G =F — (F* 4+ G) a au plus %t monodmes. A chaque passage dans la
boucle, le nombre de mondémes & retrouver est donc divisé par 2 ce qui permet bien de
les retrouver tous en [logT'| étapes.

Pour améliorer la probabilité de succes, il suffit de répéter I’algorithme 48p/ log e fois et
de renvoyer le polynéme majoritaire parmi ceux renvoyés lors des différentes exécutions.
D’aprés le fait 1.3, ceci conduit & une probabilité de succés de 1 — 2%

O
Démonstration : Complexité. Chaque boucle fait appel 3T fois & la boite noire modulaire,
avec T' qui correspond & la valeur de T" pour ce passage précis. La valeur de T étant divisée

par 2 a la fin de chaque boucle, le nombre total d’appels & la boite noire est inférieur a
67
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La génération du triplet (p,q,w) est en poly(logplog L) = poly(log(T'log DH)) ce
qui négligeable par rapport au cotlt des autres étapes de l'algorithme. Pour pouvoir
évaluer F' — F*, il convient aussi d’évaluer F* qui n’est pas donné par la boite noire.
Puisque les points d’évaluations sont systématiquement des racines primitives p-iémes de
'unité, donc principales, les 3 évaluations multi-points nécessitent O(M(T") log T+T log p)
opérations dans [, ou Z/ ¢**7Z d’aprés le fait 3.4. En plus de I'évaluation, I’étape 6 calcule
les exposants de F' mod P — 1 en passant par le polynéme générateur de la suite des
évaluations et la recherche de ses racines par évaluation multi-point. Cette étape nécessite
OM(T)logT + M(p)) opérations dans [, (faits 3.3 et 3.5). L’étape 7 génére wy en
O(log pl(log ¢**)log k) opérations binaires (théoréme 3.17). Les étapes 8 et 9 calculent
les coefficients modulo ¢%* en O(M(T)log T + T log p) opérations dans Z/q**Z (fait 3.4).
Enfin, I’étape 10 calcule les coefficients et exposants d’origine en O(T') opérations sur
des entiers bornés par ¢?* (lemme 3.15). Toutes ces étapes sont répétées log T fois.

Le choix de A donne p = O(T(log D + log H)log>T) = O(nlogT) en posant n =
T(log D+1log H). On a donc log ¢ = O(log p) = O(logn) puisque g = poly(p). L’ensemble
des opérations dans [F; ont donc un cofit binaire total de

O((M(T)log T + T'log p + M(p))l(log q) log T') = O(nlog? nlog® T (loglogn)?).

Par ailleurs k& = O(logmax(D, H)) = O(n) et ¢** = O(max(D, H)) d’on log¢®* =
O(log(DH)) = O(n), les générations de wy, a chaque passage dans la boucle s’effectuent
donc en

O(log? nl(n)log T) = O(nlog3 nlog T)

opérations binaires. Par ailleurs, I’ensemble des opérations dans Z/q2kZ ont un coft
binaire total en

O((M(T)log T + T'log p)l(log ¢**)log T') = O(T log(DH) log? nlog? T'loglog n).

Puisque T' < n = T'(log D + log H), en majorant chacune de ces expressions on obtient
la complexité générale qui est de

O(nlog®nlog® T(loglogn)?) = O(T(log D + log H))
opérations binaires. ]
L’usage du terme 2; semble nuire & 'efficacité pratique de l'algorithme. Il est cepen-
dant nécessaire dans le cadre d’une approche formelle reposant sur des preuves solides. En
revanche, les discussions de la section 2.2.2 (page 37) disent qu’en pratique ce terme peut
étre remplacé par 1. Ceci soit en suivant une approche heuristique par ’observation de

la répartition des nombres premiers connus, soit en faisant une hypothése, plus forte que
ce qui est connu mais raisonnable, sur les nombres premiers en progression arithmétique.

L’algorithme est quasi-linéaire dans la taille de F. Pour cela il repose notamment
sur l'existence de morphismes naturels permettant de passer d’'un polynoéme & coeffi-
cients dans Z a un polyndéme a coefficient dans n’importe quel anneau. Ce point permet
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d’adapter la taille des nombres manipulés en fonction du nombre d’opérations a réaliser
pour conserver une complexité quasi-linéaire. Ce point est bien illustré par la répartition
des opérations entre les petits corps F, et les grands anneaux Z/ 7.

Remarque 3.19. L’algorithme INTERPOLATION _BNM effectue O(T log(DH)) opéra-
tions sur des entiers de taille O(log(T'log(DH))) et O(T loglog(DH)) sur des entiers de
taille O(log(DH)).

L’algorithme est décrit pour une boite noire modulaire avec des bornes car cela cor-
respond au minimum d’information nécessaire pour qu’il puisse fonctionner. Il est aussi
adapté a des modeéles donnant plus d’information, notamment si la boite noire est rempla-
cée par un circuit arithmétique. C’est alors le cotit des évaluations du circuit arithmétique
sur des points dans le grand anneau qui domine la complexité.

Corollaire 3.20. Avec un circuit arithmétique de longueur L plutdt qu’une boite noire,
l’algorithme INTERPOLATION BNM a les mémes garanties de succés. St H est aussi
une borne sur les constantes du circuit arithmétique, il effectue O(LT (log D + log H))
opérations binaires.

La taille du circuit arithmétique donné en entrée est O(Llog H) et celle de la sortie
O(T(log D + log H)). L’algorithme n’est donc pas pas quasi-linéaire dans la taille de
I’entrée plus celle de la sortie. Il s’agit cependant de ’algorithme connu le plus efficace
pour un polynéme dans Z[x] donné par circuit arithmétique.

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme d’interpolation de polynémes
creux dans Z[z| de complexité quasi-linéaire. Pour le mettre au point nous nous sommes
appuyés sur des techniques d’interpolation creuse dans différents modéles. Nous avons
aussi fortement utilisé la souplesse qu’offre le morphisme canonique de Z vers tout an-
neau. Ainsi, & chaque instant nous avons pu controler la taille des nombres et polynomes
manipulés pour que le colit des opérations n’excédent jamais la taille du résultat.
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4. Tester des identités polynomiales

La manipulation de polynémes donnés sous une forme implicite comme une boite noire,
un circuit arithmétique ou le résultat d’un calcul sur des polynémes ne se résume pas
simplement a tenter d’obtenir explicitement le polynéme concerné. Le probléme peut
aussi consister a déterminer si ce polynéme a ou n’a pas une certaine propriété et quelle
est la complexité de cette question.

La premiére question qui vienne & ’esprit est sans doute de savoir si le polynéme est
identiquement nul ou non. Lorsque le polynéme est donné par un circuit arithmétique, ce
probléme connu sous le nom de test d’identité polynomiale (PIT) a suscité beaucoup d’in-
térét. Il existe un algorithme probabiliste en temps polynomial et méme quasi-linéaire. En
revanche la question de savoir s’il existe un algorithme déterministe en temps polynomial
reste une question ouverte alors méme que la propriété a tester semble plutdét basique.
En 2009, Saxena a proposé un inventaire des différents travaux relatifs & ce probléme
[Sax09 ; Sax14|. Différents cas particuliers y sont détaillés notamment en fonction de la
profondeur du circuit ou du caractére creux du polyndéme concerné. Ce probléme peut
étre transformé en posant plutot la question : étant donné n, le polynéme s’annule-t-il
sur une racine primitive n-iéme de 'unité ? La classification exacte de ce probléme plus
restreint est une question toujours actuelle [Bal+21]. Ce probléme modifié consiste en
fait & savoir si le n-iéme polynoéme cyclotomique divise le polynéme représenté par le cir-
cuit. Ce probléme concentre donc deux aspects délicats de la manipulation de polynoémes
creux : la division et les polyndémes cyclotomiques.

La division de polynémes creux est problématique car elle risque fortement d’avoir
un résultat qui n’est absolument pas creux. Ainsi pour répondre & une question sur
une division de polynéme creux il est en général prohibé de passer par le calcul du
quotient et du reste. Il est possible de définir une variante du PIT liée & la division
par un polynoéme quelconque. Un tel probléme de PIT modulaire peut se représenter
comme le test d'une égalité de la forme ), ]_[j You 11y Fijk,...emod P = 0. Si tous
les polynémes impliqués sont denses, une solution polynomiale est le calcul direct du
polyndéme représenté a gauche. L’objectif face & un tel probléme est donc la recherche
de la solution la plus efficace, si possible en temps quasi-linéaire. En revanche, si les
polyndémes impliqués sont creux la seule borne sur le nombre de monéme du polynéme
est le degré de P. Son calcul ne peut s’effectuer qu’en temps exponentiel. Aucune solution
en temps polynomial, méme probabiliste n’est connue si 'on ajoute cette contrainte de
la division par un polynéme creux.

Cette complexité liée a la division par des polyndémes creux est théoriquement appuyée
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par les travaux de Plaisted [Pla77; Pla84| qui listent des problémes NP-difficiles ou
NP-complets pour des polynémes creux. Un grand nombre de ces problémes concernent
des questions de divisibilité, de pgecd, des questions sur les racines, le quotient ou le
reste. Une forte particularité de ses travaux réside aussi dans l'utilisation récurrente
de familles de polynémes cyclotomiques dans les preuves de complexité. En particulier
les problémes liés aux racines concernent spécifiquement le rapport entre les racines
du polynéme et les racines de 'unité. Les polynoémes cyclotomiques semblent tellement
porteurs des principales difficultés rencontrées lors de la manipulation de polynémes creux
que Carette et Davenport ont proposé une représentation des polynémes qui stockent tous
les facteurs cyclotomiques [CD10].

Ce chapitre est dédié a des tests d’identités polynomiales principalement pour des cas
particuliers de PIT modulaire.

Tout d’abord, en section 4.1, le probléme est considéré dans sa version la plus simple,
F mod P = 0. Autrement dit il s’agit simplement de déterminer si P divise F' ou non.
L’existence ou ’absence d’un algorithme en temps polynomial pour résoudre ce probléme
reste une question ouverte. En revanche dans cette section une solution polynomiale est
apportée pour une large famille de polynémes. Dans un second temps, en section 4.2, le
probléme est étudiée pour des identités un peu plus générales, de la forme ", F;G; mod
P = 0 avec P creux et unitaire, les F; et G; soit denses soit creux mais de degré toujours
borné. Cette borne sur le degré et la structure considérée pour P simplifie la résolution
générale de ce probléme. Cette section se consacre donc plutét sur la mise en place
d’algorithmes aussi efficaces que possible pour cette résolution. Pour obtenir les meilleures
complexités, nous mettons au point des algorithmes probabilistes et non déterministes.
Enfin, en section 4.3, notre intérét se porte sur des identités non modulaires, de la forme
> FiGi = 0. 11 s’agit alors d’étre a nouveau aussi efficace que possible en s’appuyant
notamment sur la vérification probabiliste modulo un polynéme P de la forme z¢ — 1.

Dans ces deux derniéres parties, il s’agit en fait de vérifier des produits, modulaires ou
non. La vérification en pratique peut correspondre & deux situations. Soit un manque de
confiance dans un calcul effectué par un tiers, soit le besoin de tester des implémentations
complexes d’algorithmes. Dans ces deux situations les besoins ne sont pas exactement
les mémes. Pour la premiére, un algorithme plus performant est nécessaire, sinon il est
tout aussi simple d’effectuer directement le calcul soi-méme sans le déléguer a un tiers.
Dans le second cas, ’algorithme doit étre plus fiable, c’est & dire qu’on doit avoir une
plus grande confiance dans I'implémentation que 1’on peut réaliser de ’algortihme de test
que dans 'implémentation de ’algorithme effectuant le calcul. Pour cela, les opérations
effectuées doivent étre aussi simples que possible. Les algorithmes de ces sections tendront
a répondre a au moins I'une de ces exigences et seront analysés dans ce sens.
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4.1. Divisibilité entre deux polynémes creux

Cette section se concentre sur l'identité polynomiale F' mod P = 0 pour F' et P deux
polynémes creux et reprend des résultats publiés en 2021 |[GGP21|. 1l s’agit donc de
déterminer si P divise F' ou non. C’est un cas trés restreint des problémes P1 (sur le
pged) et P2 (sur le facteur d’un produit) qui ont été prouvés NP-difficiles par David
Plaisted dans son article de 1977 [Pla77].

Une approche naturelle serait de simplement calculer la division euclidienne de F' par P
pour savoir si le reste est nul ou pas [Joh74|, ou plus directement de calculer le reste sans
méme calculer le quotient. Le probléme dans le cas de polynémes creux c’est que de tels
calculs peuvent étre intrinséquement exponentiels a cause de I’augmentation du nombre
de monémes des polyndmes quotient et reste, comme cela est illustré par 'exemple 4.1.

Exemple 4.1. Si F = 221 4 22¢ ot P = 291 — 29 4+ 1, les deux polynomes ont
un nombre constant de monémes. Leur division euclidienne F' = PQ + R produit deux
d—1 d—1
polynémes Q = z% + 2 Satet R= z¢—2 > 2 ayant chacun d + 1 mondmes.
i=0 i=0
Le calcul de la division euclidienne s’avére dans certains cas exponentiel. Etant donné
deux polynomes creux F' et P € A[z], Uobjectif, plus restreint, est donc de vérifier si
P divise F' en temps polynomial. En prenant 7' le nombre maximal de monémes de F
ou de P, deg(P) = dp, deg(F) = d, + d — 1, la taille des polynémes considérés est
O(Tlog(d + dp)) plus O(T) fois la taille des éléments de A. Les opérations de base
entre éléments d’un anneau effectif étant généralement déja polynomiales dans leur taille
binaire, leur cotlit n’aura pas d’impact négatif sur I'objectif de complexité visé et sera par
conséquent néglige. Ainsi, le but est d’avoir un test de divisibilité en (T'log(d + d,,))°M).

L’existence ou 'absence d’un tel test pour toute paire de polynémes F' et P reste une
question ouverte, formulée explicitement par Plaisted en 1984 [Pla84]. Il est en revanche
connu que, sous I’hypothése de Riemann étendue, ce probléme est dans co-NP [GK092].
La preuve repose sur l'existence, en cas de non-divisibilité, d’un élément qui est racine
de P avec un ordre supérieur que celui qu’il a comme racine de F'.

Des solutions existent cependant déja pour des cas particuliers.

Fait 4.2. Soient F, P € A[z] de degrés d, +d — 1 et d,, respectivement, et ayant au plus
T monomes. Si d ou dy est polynomial en T(logdy, + d), il est possible de tester si P
divise F' en temps polynomial.

Démonstration. Soit F = PQ + R la division euclidienne de F' par P. Si d admet une
borne polynomiale, @ et R peuvent étre calculés en temps polynomial par I’algorithme
de division euclidienne, la vérification étant alors triviale. Si d,, admet une borne poly-
nomiale, le degré de R étant inférieur a dp, il peut étre calculé en temps polynomial sans
calculer Q. En effet, il suffit de calculer ¢ mod P par exponentiation rapide pour chaque
exposant e € support(F'). Les polyndmes manipulés sont denses mais de degré inférieur
a dp, le calcul s’effectue bien en temps polynomial. O
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Le reste de cette section peut étre vu comme une généralisation de ce fait : s’il existe
une borne polynomiale sur la taille du quotient alors il est possible de tester la divisibilité
en temps polynomial soit en calculant F' — P(@) soit en garantissant que F' = PQ.

Des bornes sur la taille du quotient sont données en section 4.1.1. Elles sont utilisées
en section 4.1.2 pour fournir un test de divisibilité en temps polynomial dans des cas plus
généraux que ceux présentés dans le fait 4.2.

Pour parvenir & donner des bornes et un test le plus général possible, la méthode pré-
sentée s’appuie beaucoup sur les polynémes réciproques et les liens entre la divisibilité des
polynoémes et celle de leur réciproques. La remarque suivante sera donc particuliérement
utile.

Remarque 4.3. Soit F, P deux polynomes dans Alz], et F* = 98 F(1/z), P* =
98P P(1/x) les polynémes réciproques. Le polynéme P divise le polynéme F si et
seulement si P* divise F*. Dans ce cas, le quotient Q* = F* quo P* est le polynéme
réciproque du quotient () = F quo P.

Démonstration. En appliquant la définition, (PQ)* = P*Q* pour tout polyndéme P,
Q € Alz]. Ainsi, s'il existe un polynoéme @ tel que F' = PQ, alors F* = P*Q*. La
réciproque vient du caractére involutif de I’application qui a un polynoéme associe son
polynéme réciproque. O

Il faut cependant bien noter que ’égalité entre les quotients (F quo P)* = F* quo P*
n’est pas vraie en général si P ne divise pas F. Si F' = PQ + R avec deg(R) < deg(P)
alors F* = z38(F) P(1/2)Q(1/z) + 24P R(1/x) = P*Q* + 24P R(1/x). Ainsi Q* =
F* quo P~* si et seulement cette expression est une division euclidienne, c’est & dire que

deg(zd°s(F) R(1/)) < deg(P*).

4.1.1. Borner le nombre de monémes d’'un quotient

Les bornes sur le nombre de monoémes du quotient () = F quo P données dans cette
section dépendent de la structure de P. C’est a dire de I’écart qu’il y a soit entre les deux
plus petits des exposants de P, soit entre les deux plus grands exposants de P.

Une premiére étape est de borner le nombre de monémes de petit degré de I'inverse de
P en tant que série formelle. Si nous nous intéressons a cette série formelle, c’est qu’elle
intervient dans la division euclidienne par P*.

Lemme 4.4. Soit P € Alz] de degré dy, avec #P monodmes, et tel que P =1 —2* Py avec
Py € Alx] de degré d, — k. Pour toutt >0, 1/P mod z** a au plus ﬁ(#P—i—t— 2)t-1
mondmes non nul.

Démonstration. Puisque P(0) = 1, P est inversible dans I'anneau des séries formelles.
Notons cette inverse ¢ = ., 2F Pl ¢ Al[z]]. Dés que i > ¢, 2 mod z* = 0. Par
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conséquent
t—1

kt ki pi kt
¢ mod x Z z" P} mod z"".
=0

Or le support de P'~! est un sous-ensemble de I'ensemble S = {Z —le;:ej € support(P)}
("5 =
pement de P! = (1 — 2Pt = Zgzé (t il)(—l)lm’“PI, il est aisé de constater que le
support de ¢ mod z** est lui aussi inclus dans S qui est le support maximal possible de
P!'~! i la somme n’entraine pas d’annulations. Ceci nous donne une borne sur le nombre

de monomes de 1/P mod z**. O

qui a au plus (#P +t —2)1~! éléments. En s’appuyant sur le dévelop-

A partir de ce lemme, il est possible de déduire une borne sur le nombre de monémes
du quotient, borne qui dépend de la structure de P.

Corollaire 4.5. Soit F' et P € Alx] de degré respectivement d + d, — 1 et dy, et ayant
respectivement #F et #P monoémes. Si P = z% — Py avec Py € Alx] de degré d, — k,
alors le quotient Q@ = F quo P a au plus W#F(#P + [d/k] — 2)[4/k1=1 monémes
non nuls.

Démonstration. Soit F' = PQ) + R avec deg(R) < dp, la division euclidienne de F' par P.
Il est bien connu que le polynéme réciproque Q* de @ est égal & F*/P* mod z¢ [GG13].
Le lemme 4.4 peut étre appliqué a P* puisque P* =1 — :z:kPJ. Ainsi, 1/P* mod z¢ a au
plus 7= /k] T (#P — [d/k] — 2)[4/¥1=1 monémes non nuls, en prenant t = [d/k] ce qui
donne d < kt Pour retrouver @Q*, il ne reste plus qu’a multiplier par F™* et supprimer les
mondmes de trop haut degré. En considérant seulement la multiplication, ceci implique
que le nombre de mondémes non nuls de Q*, qui est égal & celui de @, est d’au plus

T #E (#P + [d/k] = 2)14/F-1 O

Si au contraire, ’écart considéré est celui entre les deux plus grands exposants de P,
pour atteindre la méme borne il faut considérer le cas ot il y a bien divisibilité.

Corollaire 4.6. Soit F', P € Alx] de degré respectivement d + d, — 1 et d, et ayant
respectivement #F et #P monomes. Si P = 1 — 2FPy et P divise F, alors le quotient
Q = FquoP a au plus W#F(#P + [d/k] — 2)14/F1=1 monomes non nuls.

Démonstration. 11 s’agit d’une application du corollaire 4.5 & F* et P*. En effet, on peut
écrire P* = z% — Py pour un polynéme Py de degré d, — k et, puisque P divise F,
F quo P = (F* quo P*)*. O

La divisibilité de F' par P est bien nécessaire pour obtenir cette borne. En son absence
il n’y a pas de borne polynomiale sur le nombre de monémes non nuls du quotient comme
le montre ’exemple suivant.

Exemple 4.7. Soit F = g%l —1 et P =a% — 2%~1 4 1. Alors Fquo P = > Ly
a autant de monomes que possible, & savoir d.
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En I’absence de divisibilité, il est possible de trouver une borne qui dépendra alors aussi
du nombre de mondémes non nuls du reste R de la division euclidienne F' = P@Q + R.
En effet, la divisibilité se retrouve alors mais avec le polynéme F'— R = PQ. Lors d’une
division par un polynéme de la forme P = 1 + zFP;, le nombre de monéme non nuls
du quotient @) est donc relié au nombre de mondémes des trois autres polynémes par
une borne polynomiale. Ceci n’est pas vrai pour un polynéme P quelconque. Cependant,
cette borne sur #@Q par rapport & #(F — R) ne donne pas d’information supplémentaire
puisqu’il n’y a pas de bornes sur #R.

4.1.2. Tests de divisibilité

Pour des polynémes F' et P € A[x] de degré respectivement d, + d — 1 et d,, si une
condition supplémentaire d = O(d,) est ajoutée, les résultats de la section précédente
donnent déja un moyen d’effectuer un test de divisibilité en temps polynomial si P a la
structure appropriée. Si P = z% — Py avec deg(Py) < d, — k pour un k = O(d,), le
nombre de monoémes du quotient F quo P admet une borne polynomiale dans la taille
des entrées. Si P = 1+ zF Py, c’est le quotient dans la division des réciproques F* quo P*
qui admet alors une telle borne. Dans les deux cas, les divisions euclidiennes correspon-
dantes peuvent étre effectuées en temps polynomial ce qui permet de tester si les restes
correspondants sont nuls et donc si P divise F'. Cette approche peut-étre étendue & une
famille plus large de diviseurs P en s’appuyant sur une généralisation du lemme 4.4 & un
polynome P de la forme Py — z*P; donnée dans le lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit P € Alz] un polynome de degré d, ayant #P mondmes non nuls et
tel que P = Py — 2% Py avec deg(Py) < k et P(0) # 0. Pour tout entier t, P}/P mod z'*
a aw plus ﬁ(#P +t — 2)= mondémes non nuls.

Démonstration. Puisque P(0) # 0, Py et P sont inversibles dans l'anneau des séries
formelles. La division dans A[[z]] de Py par P donne Py/P = 1/(1 — 2*PP;!) =
S0 TF PPy Ainsi, pour tout entier ¢, P{/P = 3,5, #*PiPi~""!. Puisque z*" mod
M =0 pour i > t,

t—1
PL/P mod z* = Zxkinnglfi mod 2.
=0

Le support du polynéome P¢/P mod x" est alors lui-aussi un sous-ensemble de I'ensemble
S défini dans la preuve du lemme 4.4 puisque P!~! = Zg;é (tzl)(—l)’xkinnglﬂ. Par
conséquent, son nombre de monémes non nuls est d’au plus ﬁ(#P +t—2)7t O

Ce lemme ne regarde plus uniquement une division par P, mais une division par P
associée a la multiplication par un autre polynéme . Pour pouvoir I'utiliser, il faut donc
s’assurer du comportement de la propriété de divisibilité lorsqu’un produit est effectué.

Fait 4.9. Soit F', P et C € Alz], C # 0. Le polynéme P divise F si et seulement si P
divise F'C et C divise FC/P.
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Démonstration. Si P divise F', alors clairement P divise F'C. Par ailleurs, on peut écrire
F = PQ; et il est tout aussi clair que C' divise @Q1C = FC/P.

Si P divise F'C et C divise FC/P, on peut écrire FC/P = CQa. Ainsi F' = PQs et P
divise F. ]

En s’appuyant sur ce fait, il est possible de proposer un algorithme pour tester la
divisibilité par un polynéme P de la forme Py — 2*P;. La démarche consiste a regarder
d’une part si P divise FP} pour un certain ¢ et d’autre part si P¢ divise FP./P en
calculant explicitement pour la premiére le quotient et pour la seconde seulement le
reste. L’efficacité de 'algorithme dépend des bornes qui peuvent étre apportées sur le
nombre de monémes du quotient et du reste en question.

Algorithme 13 TESTDIVISIBILITE
Entrée : I/, P des polynémes dans A[z] avec P = Py — 2*P; et Py(0) # 0
Sortie : Vrai si P divise F, faux sinon

1: t <+ lrk_d%g]zb)—‘

Calculer la division euclidienne (FP{)* = P*Q} + R}
Si Ry # 0 alors
Renvoyer faux

Calculer Ry, le reste de la division euclidienne de Qo = (Q})* par P} en calculant
qz® mod P} pour tout monéme qz¢ de Q.
Si R; # 0 alors
Renvoyer faux
Sinon
Renvoyer vrai

Théoréme 4.10. Soit F' et P € Alx| deux polynémes creux de degré respectivement
dy,+d—1 etd, et ayant chacun au plus T' monémes non nuls. Il est possible de tester si
P divise F' en temps polynomial en T (logd,+logd) si P = Py—2*Py avec k—deg(Py) =
Q(d) et si soit deg(Py) soit deg(P1) admet une borne polynomiale en T (logd, + logd).

Démonstration. Seul le cas ot deg(Py) = (T (logd, + log d))®™) est traité, le second cas
se ramenant & celui-ci en considérant la division entre les polynémes réciproques F™* et
P*. Si Py(0) = 0 cela signifie qu'une certaine puissance de x divise P. Or si 2% divise P,
P ne peut diviser F' que dans le cas ot % divise aussi F', c’est & dire si a est inférieur au
plus petit exposant de F'. Il faut alors en plus que P/z® divise F'/z®. En comparant le
plus petit exposant de P et de F', il est possible d’écarter un cas trivial de non-divisibilité.
Si la divisibilité est encore possible, il suffit d’6ter a & tous les exposants de F' et de P
pour se ramener au cas o P(0) # 0.

Le test est alors effectué en suivant I'algorithme 13 TESTDIVISIBILITE. La validité de
Ialgorithme est donnée par le fait 4.9 puisque qu'il teste qu’a la fois P divise P{F et
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P} divise Qo = FP!/P. Le premier test est effectué sur les polynoémes réciproques en
application de la remarque 4.3.

Il reste a vérifier qu’il s’effectue bien en temps polynomial en T'(logd, + logd). Par
le lemme 4.8, P!/P mod z** a au plus ﬁ(T +t —2)"~! monomes non nuls, d’ou le
fait que FP!/P mod z* en a au plus ﬁ(T +t —2)717. 11 faut noter que le choix
de t entraine que t = O(1) puisque k — deg(Py) = Q(d) par hypothése, et aussi que
kt > d + deg(Py)t. Ainsi le nombre de monomes non nuls de Qf = ((FP¢{)* quo P*)* =
FP}/P mod xdtdes(Po)t egt borné par celui de FP}/P mod 2¥t_ 11 est donc polynomial en
T'. Par conséquent, le calcul de Qf et de Rjj peut bien s’effectuer en temps polynomial. Si
Rj = 0, l'algorithme calcul alors Ry, le reste dans la division euclidienne de Qo = (Qf)*
par P}. Le nombre de monomes de Qg est TOW) et deg(PY) = tdeg(Py) ce qui est
polynomial en T'(log d, + log d) d’aprés I'hypothése sur deg(FPp) et le fait que t = O(1).
Ainsi le test de divisibilité correspond au cas de base vu dans le fait 4.2 et peut s’effectuer
en temps polynomial en réduisant tous les monomes de Qo modulo F. O

La preuve qui vient d’étre apportée pour le théoréme 4.10 s’étend a des tests pour une
famille plus large de diviseurs. Tout ce qui est requis c’est une borne sur le nombre de
mono6mes non nuls de Qp et un algorithme pour tester si P¢ divise Q. Ce test pourrait
s'effectuer de maniére récursive et en temps polynomial si P est lui-méme un polynome
respectant les conditions du théoréme. Cette approche conduit a la généralisation suivante
du théoréme.

Corollaire 4.11. Soit F et P € Alz] deux polynoémes creuz de degré respectivement
dy,+d—1 et dy, et ayant chacun au plus T" mondémes non nuls. Il est possible de tester
si P divise F' en temps polynomial en T'(logd, + logd) si P = Py + 2P, — 2'Py avec
Py, P, P, € Alz] tels que k — deg(Pp) = Q(d), £ — k — deg(P1) = Q(d) et deg(Py) =
(T(log dy, + d))°M).

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 4.10, il est possible de se restreindre
au cas P(0) # 0, en divisant par la plus grande puissance de x qui divise P si cette
puissance divise aussi F, sinon il n’y a pas divisibilité.

Il est aussi possible de se restreindre au cas ou T'(logd, + logd) = d°) puisque sinon
il suffit de s’appuyer sur le fait 4.2 pour avoir un algorithme polynomial.

D’aprés le lemme 4.8, F(Py + zFP;)!/P mod z* a au plus 79 monomes non nuls
pour un entier ¢ = O(1). Ainsi, comme vu précédemment, il est possible de calculer
le quotient et le reste de la division euclidienne de (F(Py + 2 P;)")* par P* en temps
polynomial pour ¢t = [d/(¢ — k — deg(P1))] = O(1). Si le reste est non nul, P ne divise
pas F. Sinon, en considérant les réciproques le calcul a fourni un polynéme Qg1 tel que
F(Py+ 2*P))* = Qo1 P. 1l reste A tester si P= (Py + z*Py)t divise Q1. Or le polynome

P satisfait aux conditions du théoréme 4.10. En effet,

t t—1
~ t . . t . . ~
P = <> xklpllpéfl — xktplt + E ( )$k2PfPSZ — l,ktpf + PO
7
=0

i =0
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avec Py de degré au plus k(t — 1) 4 deg(P1)(t — 1) + deg(Py). Ainsi kt — deg(Py) >
k—deg(FPy) — (t—1) deg(P1) = Q(d) puisque k—deg(Py) = (d) et deg(Py) = (T'(log dp+
d))o(l) = d°M 1l est donc possible de tester si P divise Qo1 en temps polynomial d’aprés
le théoréme 4.10. O

En calculant le quotient d’une division différente, le théoréme 4.10 et le corollaire 4.11
permettent de répondre & la question de la divisibilité de F' par P dans des cas ou le
quotient de la division de F' par P et celui de la division de F™* par P* ont un nombre
de mondémes exponentiels comme c’est le cas dans I'exemple suivant.

Exemple 4.12. Soit F = 22471 — ¢ — g9 1 422 — x4+ 1 et P = Py + 27 1P, avec

Py = P, =1—x. Le polynéme P vérifie bien les hypothéses du théoréme 4.10, F quo P =
d—1 .

St et F*quo P* = 241 + 03 40,

=0

4.1.3. Application aux polynémes a coefficients entiers

Jusqu’a présent les opérations dans 'anneau ont été négligées car pour celles qui sont
utilisées (addition, multiplication et division) elles sont généralement polynomiales dans
la taille des éléments de 'anneau. Ceci est vrai pour les opérations dans Z, en revanche
la taille des éléments considérés peut croitre et alors ne plus étre polynomiale dans la
taille des polynémes donnés en entrée.

Dans I'algorithme 13 TESTDIVISIBILITE qui effectue le test de divisibilité il convient
donc de regarder la valeur maximale que pourrait atteindre les coefficients de Qg et R,
celle-ci fournissant une borne sur la valeur des entiers & manipuler. La seule opération qui
peut entrainer une croissance non polynomiale des coefficients est la division euclidienne
comme cela a été vu en section 1.4.

Une borne spécifique a la division exacte, avec reste nul, a méme été fournie.

Fait 4.13 (lemme 1.20, page 19). Soit F', P, Q € Z[z] trois polynémes creuz. Si F = QP,

alors vo1
QI < (1P + I TPy

La preuve du lemme 1.20 passe par ’analyse de la hauteur des restes successifs dans
I’algorithme de division euclidienne. En particulier, elle permet de déduire que la borne
s’applique aussi & tous ces restes. Si lors de l'algorithme de division euclidienne cette
borne n’est pas respectée, cela indique donc directement qu’il n’y a pas divisibilité. Cette
borne sur la hauteur du quotient dépend du nombre de monémes non nuls de Q) de
maniére exponentielle. Cependant elle donne une borne sur la taille binaire des coeffi-
cients de @) qui est elle polynomiale, le stockage de tous ceux-ci ne requérant qu’au plus

#Q( {#W log || P||+1og || F'||) bits. Dans les conditions du théoréme 4.10, le quotient QF

calculé en premiére partie de ’algorithme 13 TESTDIVISIBILITE a justement un nombre
de mondémes polynomial dans la taille des entrées.
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Corollaire 4.14. Pour des polynomes F et P dans Z[z] tels que décrits dans le théo-
reme 4.10, Ualgorithme 13 TESTDIVISIBILITE peut soit calculer Qg soit déduire qu’il n’y
a pas divisibilité en temps polynomial dans la taille binaire des entrées F' et P.

Démonstration. Par le fait 1.19, FP} a une hauteur d’au plus (7' ||P||)" |F||. La hau-
teur demeurant inchangée lors du passage au polynoéme réciproque, le lemme 1.20 donne
(1P| + DI*E (T | P! || F|| comme borne sur la hauteur de Qf = (FP)* quo P* s'il
y a divisibilité. Puisque les hypothéses du théoréme 4.10 garantissent que #Qo est po-
lynomial dans la taille de F' et P, les nombres manipulés auront tous une taille binaire
polynomiale. S’il n’y a pas divisibilité et qu'un nombre dépasse la borne lors du calcul de
la division euclidienne, 1’algorithme peut conclure & la non divisibilité sans aller au bout
du calcul de Qj. O

Ainsi la premiére partie de I'algorithme est tout aussi efficace dans le cas de polynomes
a coefficients entiers.

En revanche dans la seconde partie de ’algorithme seul le reste est calculé car son degré
est polynomial alors que le quotient pourrait avoir un nombre exponentiel de mon6émes
non nuls. Mais dans un tel calcul, la réduction modulo un polynéme P sans borne (autre
que le degré) sur le nombre de monémes non nuls du quotient, la croissance des coefficients
peut étre extrémement importante.

Des bornes plus fines, dépendant de la structure du diviseur, ont été données en sec-
tion 1.4

Fait 4.15 (lemme 1.22, page 21). Soit F, P des polynomes dans Z[x] de degré d+d, — 1
et dy, ayant #F et #P mondémes non nuls avec #P > 2, P unitaire de paramétre d’écart

d
v. Le polynome F mod P a au plus #F(#P — 1)[7‘117] mondmes non nuls. Sa hauteur
4
est d’au plus | F mod P|| < ||| (#P | P|) 7.

La preuve du lemme 1.22 donne en fait une méthode pour calculer le reste en manipu-
lant uniquement des polynémes respectant les bornes données pour F' mod P. Il s’agit
d’un cas particulier du théoréme 4.10 avec P = 1 ce qui donne un paramétre d’écart
~ valant d a une constante prés. Ainsi il permet d’affirmer que dans ce cas précis la
divisibilité est encore plus facile & tester puisque le reste peut étre calculé directement
en s’appuyant sur la preuve du lemme. Si dans ce cas le reste a un nombre polynomial
de monoémes non nuls, il n’en va pas forcément de méme pour le quotient. Un exemple
extréme peut étre donné par les polynomes cyclotomiques en prenant F = z¢ — 1 et
P=xz-1.

Cependant, dans le cas général une telle borne n’est pas réjouissante. Elle indique que
pour s’assurer que le reste Ry a des coefficients bornés, il faut avoir un écart important,
proportionnel au degré de F', entre les deux premiers coefficients de P. Or le reste qu’il
faut calculer dans la seconde partie de I'algorithme 13 TESTDIVISIBILITE est celui d’une
division par P} dont le degré est polynomial dans T'(logd + logd,). Vu la forme du
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polynoéme (et sachant que P(0) # 0), I’écart le plus important est de deg(Pp) et le plus
faible de 1. Ce qui donne pour la borne sur la hauteur une valeur au mieux exponentielle
en m, au pire exponentielle en d. Dans tous les cas, vu la borne sur le degré de P,
la taille binaire des coeflicients peut étre linéaire en d donc exponentielle en la taille de

F' qui dépend de logd.

Cette croissance est trop importante pour pouvoir effectuer le test en temps polynomial.
La solution est alors d’effectuer les calculs modulo un nombre premier qui ne divise pas
ce reste. L’approche repose sur le corollaire 2.4 mais est alors probabiliste. Si le nombre
premier est mal choisi et divise tous les coefficients d’un reste non nul, I'algorithme
répondra quand méme qu’il y a divisibilité. En revanche, il n’y a pas d’erreur si P divise
bel et bien F.

Corollaire 4.16. Soit F' et P dans Z[z] des polynomes tels que décrits dans le théo-
réeme 4.10. En passant dans Fq pour le calcul de Ry avec ¢ = PREMIERALEA(), €) pour
A = max(21, 2 In||F|| (#P || P|)9), lalgorithme 13 TESTDIVISIBILITE peut décider si
P divise F' en temps polynomial en la taille binaire de F' et P et avec une probabilité

d’erreur d’au plus 2¢ dans le cas ot P ne divise pas F'.

Il n’est pas connu si décider qu’un polyndéme creux en divise un autre est un probléme
polynomial ou non. Cette section a cependant permis de prouver 'existence de familles
non triviales de polynémes pour lesquelles il existe un test en temps polynomial pour
décider de la divisibilité. Ces polyndémes sont caractérisés par d’importants écarts entre
des regroupement de monoémes formant des polynémes de plus petit degré. Si le test est
déterministe en caractéristique positive, il est seulement probabiliste pour les polyndémes
dans Zx].

4.2. Vérification d'un produit modulaire

Cette section est consacrée au test d’identités polynomiales de la forme F'G mod P = 0
avec P un polynoéme creux. Le polynéme F'G mod P peut étre calculé en temps poly-
nomial dans certains cas. En particulier si les polynémes F' et G sont des polynomes
denses, ce calcul ne nécessite qu'un nombre quasi-linéaire d’opérations dans I’anneau
de définition. Par ailleurs ce calcul est déterministe. Un algorithme pour tester 'identité
FG mod P = 0 doit donc étre plus efficace que le calcul de F'G mod P. Pour pouvoir étre
plus efficace que le calcul du produit puis de la division, nous passons par une méthode
probabiliste. L’idée est classique, il s’agit d’évaluer le polynéme F'G mod P en un point
aléatoire. Cette évaluation s’appuie sur les algorithmes présentés dans la section 2.3 ce
qui permet de ne pas avoir a calculer le produit lui-méme. Puisque la réduction modulo P
ainsi que ’évaluation en un point commutent avec ’addition, cette méthode s’étend a des
sommes de produits modulaires > F;G; mod P. En particulier, elle permet de tester une

1
égalité de la forme FF'G mod P = R correspondant & FG + (—1)R mod P = 0 en prenant
essentiellement le méme temps que pour F'G mod P = 0. Il est ainsi possible de vérifier
la validité d’un produit modulaire. Ce type de produit est une opération trés fréquente,
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notamment dans 'arithmétique sur les corps finis puisque tout corps non premier Fgs est
une extension F,/P d’un corps premier ;. De plus, le polynéme irréductible P de degré
s est souvent creux et méme n’a souvent qu’un nombre constant de mondémes que ce soit
sur Fy [Gol82| ou sur un corps Fy plus général [MP13].

Si le polyndéme P est toujours considéré comme creux, ce n’est pas le cas des polynomes
F et G. Les algorithmes présentés dans cette sections sont analysés dans les deux cas s’il
s’agit de deux polynoémes denses ou s’il s’agit de deux polynémes creux. Dans ce second
cas, 'analyse prendra en compte le paramétre d’écart v de P qui permet de controler la
densification de la réduction.

La question traitée dans cette partie est trés proche de la question de la divisibilité
vue en section 4.1, puisqu’il s’agit de tester si P divise le polynéome F'G. C’est un cas
particulier plus simple puisque le degré de F'G est borné par 2d = 2 deg(P). De plus, si le
paramétre y est une constante fixée, P est toujours dans les conditions du théoréme 4.10
(avec P = Py + x% et deg(Py) = (1 — ~)d). L'objectif ici n’est donc pas de montrer
I’existence d’un test déterministe ou probabiliste en temps polynomial mais de fournir
un test aussi efficace que possible. Ce test doit notamment étre plus rapide que le calcul
explicite de F'G mod P qui fournirait déja un test déterministe. Les algorithmes présentés
dans cette section sont en général plus rapides mais probabilistes.

La vérification du produit modulaire dense ou creux est d’abord présentée en sec-
tion 4.2.1 de maniére abstraite pour des polynémes définis dans un anneau intégre quel-
conque. L’analyse est alors effectuée en comptant les opérations dans ’anneau. Dans les
sections 4.2.2 et 4.2.3 I'analyse est affinée pour compter le nombre d’opérations binaires
pour des polyndémes définis respectivement sur les entiers et sur des corps finis. Quelques
adaptations sont aussi apportées pour permettre le bon fonctionnement et ’efficacité des
algorithmes. Les résultats présentés dans cette section et la suivante proviennent d’un

article publié en 2023 [GGP23].

4.2.1. Cas général de polyndme dans A[z]

L’algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE décrit ci-aprés est une application directe
des théorémes 2.30 et 2.37 (pages 48 et 56). Il couvre a la fois le cas des polyndomes
denses et des polynomes creux. Sa présentation sert principalement de point de départ
pour pouvoir discuter de ses adaptations dans des anneaux de coefficients spécifiques.
A ce stade, les seules contraintes sur I'anneau des coefficients est qu’il soit intégre et
suffisamment grand, sans cela la validité de I'algorithme ne serait plus assurée.

Théoréme 4.17. Si A est un anneau intégre ayant au moins %(d — 1) éléments,
lalgorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE décide si F'G mod P est égal a 0. Il peut
se tromper, avec une probabilité d’échec inférieure a €, lorsqu’il n’y a pas égalité.

- Si F et G sont des polynomes denses, 'algorithme effectue O(# Pd) opérations dans
A.
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Algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE

Entrée : F, G et P € Alz], A un anneau intégre, P unitaire et deg(F),deg(G) < d =
deg(P); 0 <e< 1.

Sortie : Vrai si F'G mod P = 0, faux avec une probabilité d’au moins 1 — € dans le cas

contraire.
1: a + un élément aléatoire d’'un ensemble & C A, ayant au moins 1(d — 1) éléments
2: <« (FG mod P)(«) > théorémes 2.30 et 2.37

3: Renvoyer vrai if § = 0, faux sinon

- Si F et G sont des polyndémes creux et v est le parameétre d’écart de P, l’algorithme
1
effectue O((#F#beﬂ + #G) log d) opérations dans A.

Démonstration. Si FG mod P = 0, (FG mod P)(a) = 0 pour tout « et lalgorithme
renvoie toujours vrai a raison. Sinon, F'G mod P est un polyndéme non nul et a donc au
plus d — 1 racines puisque A est intégre. Par conséquent, la probabilité qu’un point «,
choisi aléatoirement dans &, soit une racine de FG mod P est d’au plus (d—1)/1(d—1) =
€. Dans ce cas, I’'algorithme se trompe et renvoie vrai avec une probabilité d’au plus e.

La complexité est déterminée par le coiit d’une seule évaluation modulaire. Celui-ci
est donné dans les théorémes 2.30 et 2.37 (pages 48 et 56) pour des polynémes F et G
respectivement denses ou creux. L]

La méthode d’évaluation d’un produit modulaire présentée en section 2.3.1 ne s’ap-
plique pas a des produits de plus de deux polynémes. Cependant, puisqu’elle s’applique
a tout produit modulaire de deux polynomes, I'algorithme s’étend naturellement & une
somme de m produits modulo P. Il convient simplement d’évaluer les m produits modu-
laires et d’ajouter les résultats obtenus. En effet, la réduction modulaire commute avec
I’addition et le degré restant strictement inférieur a d, 'argument sur le nombre de racines
s’applique toujours.

Corollaire 4.18. [l est possible de décider si E F;G; mod P est nulle pour des poly-

nomes F;, G; de degré strictement inférieur a d = deg P et ayant au plus T mondmes cha-

cun en O(m#Pd) opérations dans A pour des polynomes denses, ou O(mT#PP_H log d)
pour des polynémes creuz. La probabilité de succés est d’au moins 1 — €.

Si A ne contient pas suffisamment de points, I'algorithme n’apporte pas les mémes
garanties de succés. La probabilité 1 — € peut étre retrouvée en répétant 1’algorithme
tout en choisissant o dans un ensemble plus petit. Ainsi, si £ contient nd éléments avec
n>1, O(log %) répétitions de l'algorithme sont suffisantes. Une telle approche nécessite
encore une fois que A soit suffisamment large, méme s’il peut étre plus petit. De plus
toute la complexité de I'algorithme est multipliée par un facteur log% ce qui représente
une perte d’efficacité sauf si les évaluations sont effectuées en paralléle. L’approche qui
sera préférée dans toute cette section est le passage dans une extension Agy de 'anneau

97



A qui elle contiendra un sous ensemble assez large. En section 2.3, les complexités de
I’évaluation ont aussi été décrites pour un point o € Aexy.

Corollaire 4.19. Soit A un anneau intégre ayant moins de %(d — 1) points et Agyy une
extension de A qui a elle plus de %(d— 1) points. L’algorithme 14 VERIFICATIONMODU-
LAIRE peut étre adapté en choisissant aléatoirement un point dans Agu. La probabilité de
succes reste 1 — e. 1l effectue alors O(d#P) opérations dans A et O(d) opérations dans

Ay si les polynémes sont denses et O((#F#P(%_ﬂ + #G)logd) opérations dans Ay
sl sont creux.

Dans le cas dense, l'algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE effectue un nombre
asymptotiquement optimal d’opérations dans A a la condition que # P soit une constante.
Pour tout polynéme F' et G, il est plus rapide que le calcul du produit modulaire si
#Pd < M(d) c’est a dire si #P < log(d) loglog(d) pour un anneau intégre A quelconque.
Dans le cas creux, la complexité donnée au théoréme 4.17 n’est pas linéaire dans la taille
des entrées. En effet, le nombre #P est élevé & une puissance potentiellement importante
[% — 1] mais surtout il y a un facteur logd sur le nombre d’opérations dans A alors que
les polynémes donnés en entrée ne contiennent que (#F + #G) éléments de A. Cepen-
dant Defficacité de cet algorithme de vérification ne doit pas seulement étre comparée a
la taille des entrées, mais aussi a celle de I'autre alternative qui est le calcul déterministe
de F'G mod P. Puisqu’il n’existe pas d’algorithme optimisant une telle opération, il est
raisonnable de considérer qu’elle est effectuée en deux étapes d’abord le produit ensuite
la division. Ainsi le cotit du calcul de F'G mod P comprend au moins une opération par
mondéme non nul de F'G, et ce quelque soit 'algorithme utilisé pour le produit. Ainsi au
moins #FG opérations dans A sont effectuées. L’algorithme de vérification en effectue
lui O((#F + #G)logd) en supposant que #P est une constante. Puisque #FG peut
valoir jusqu’a #F#G, la vérification est plus rapide si en plus d = 20GHF+#G) Et ceci
sans prendre en compte le cotlit de la division.

Ces conditions sur P ne sont pas trop restrictives, en particulier dans la section 4.3,
pour vérifier un produit de polynémes, le produit modulaire sera utilisé avec P un bindme
dont le degré dépendra du degré et du nombre de mondémes des entrées.

L’efficacité en pratique de l'algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE dépend bien
évidemment de I’anneau intégre A sur lequel il est exécuté. En effet, la multiplication de
polynémes elle-méme est plus ou moins efficace en fonction de A et effectue notamment
moins de O(dlog dloglog d) opérations dans A pour A = F, [HH19; HH22|. De plus si A
est trop petit, le passage dans une extension apporte un coiit supplémentaire puisqu’une
opération dans Agy correspond généralement a un nombre non constant d’opérations
dans A. Dans les prochaines sections, sont développées des adaptations de ’algorithme
de vérification pour les cas de polynoémes & coefficients entiers ou dans un corps fini.
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4.2.2. Cas des polynémes a coefficients entiers

Si les polynoémes sont définis sur Z, il n’y a naturellement aucune difficulté & obtenir
un sous-ensemble £ de Z ayant suffisamment de points pour exécuter l'algorithme 14.
Cependant, il faut prévenir la croissance des entiers lors de ’évaluation. En effet élever
un entier & la puissance d — 1 en fait un entier d’au moins d bits. La manipulation de tels
entiers conduirait & une complexité polynomiale dans le cas dense et exponentielle dans
le cas creux. Pour éviter cela il est classique de choisir un nombre premier aléatoire ¢ et
d’effectuer I'ensemble des opérations dans [F,. Pour que ’algorithme de vérification reste
valide, il faut s’assurer de deux propriétés relatives au nombre premier ¢. D’une part il
doit étre assez grand pour avoir une probabilité de succés supérieure & 1 — €, c’est a dire
valant au moins %(d — 1). D’autre part, si F'G mod P # 0, cela doit rester vrai modulo
q. Le corollaire 2.4 donne le moyen de choisir ¢ pour que cela ait une forte probabilité
d’étre vérifié.

En veillant & respecter ces deux contraintes, il est possible d’adapter ’algorithme 14
au cas des entiers, ce qui est fait dans ’algorithme VERIFICATIONMODULAIREENTIERE

qui suit. Pour rappel, pour tout polynéome R € Z[z], |R|| désigne la hauteur de R, le
maximum des valeurs absolues de ses coefficients.

Algorithme 15 VERIFICATIONMODULAIREENTIERE

Entrée : F, G et P € Z[z], avec P unitaire, de paramétre d’écart v et deg(F'), deg(G) <
d=deg(P); 0<e<1.

Sortie : Vrai si F'G mod P = 0, faux avec une probabilité d’au moins 1 — € dans le cas

contraire. "

H « min(#F, #G) |F|| |G] (#P | P|)/~

q + PREMIERALEA(), §) avec A = max(21, 2n, 22 In H)

(Fy,Gq, Py) < (F mod ¢, G mod ¢, P mod q)

Renvoyer VERIFICATIONMODULAIRE(F,, Gy, Py, §)

Théoréme 4.20. Pour F, G et P trois polynomes dans Z|x|, l'algorithme 15 décide si
FG mod P est égal a 0. Il peut se tromper, avec une probabilité d’échec inférieure a €,
lorsqu’il n’y a pas égalz'te’ Si H = max(HPH E|l, ||GH) et T = max(#F,#G), lalgo-
rithme effectue O(log? ( log H) loglog( log H) logfl(log( log H))) opérations binaires
pour obtenir un nombre premier q, plus

O((#Pd+ ﬁ)l(log( log H))) opérations binaires si F' et G sont denses, ou

(’)((T#P( Togd + (T'+ #P)logilz))l(log( log H))) opérations binaires si F

et G sont creuz.

Démonstration. Si FFG mod P = 0, 'algorithme renvoie toujours vrai. Sinon, il peut
renvoyer vrai & tort pour deux raisons : soit (F;G,) mod P, = 0 alors qu’il n’y avait pas
égalité sur Z, soit ’algorithme VERIFICATIONMODULAIRE lui-méme renvoie vrai a tort.

Chacune de ces deux situations n’est possible qu’avec une probabilité d’au plus 5. En
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effet, en appliquant le fait 1.19 et le lemme 1.22 & F'G mod P, il est possible de voir que
H est une borne sur la hauteur du polyndéme. Un nombre premier choisi aléatoirement
dans lintervalle [A,2\] avec A > max(21, %—gln H) a donc une probabilité au plus §,
d’annuler tous les coefficients de ce polyndéme d’aprés le corollaire 2.4. Le nombre ¢ choisi
a I'étape 2 est justement un tel nombre premier avec une probabilité d’au moins 1 — §.
Par ailleurs, pour que lappel a l'algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE (page 97)
puisse fonctionner correctement, c’est a dire avec une probabilité d’échec d’au plus §, il
faut que ¢ vaille au moins %(d — 1) ce qui est le cas puisqu'il est choisi dans I'intervalle
[A, 2] avec A > %d. En additionnant toutes ces probabilités d’erreurs, cela donne une

probabilité d’échec pour 'algorithme 15 d’au plus e.

Pour analyser la complexité de 'algorithme, il faut exprimer ¢ en fonction des pa-
ramétres d’entrées. Comme #P, #F, #G < d, H = 0@ 51631, Dow, nH =
O(%(logd + log H)) = O(d(logd + log H)) puisque % < d. Ceci implique que ¢ =
(’)(%(logd—i— log H)) et logq = (’)(log(g log H)).

D’apreés le fait 1.13, 'étape 2 effectue O(log % log? qlog log ¢l(log q)) opérations binaires,
autrement dit

O (log? logQ(g log H) log log(% log H)I(log(g log H))) .

L’étape 3 effectue la division de tous les coefficients de F', G et P par ¢ ce qui nécessite
O(dlﬁ)ggzll(log q)) opérations binaires dans le cas dense et O((T + #P) 1f:)ggl;"l(log q)) opé-
rations binaires dans le cas creux. Enfin, I'étape 4 effectue O(# Pd x I(log q)) opérations

binaires pour des polynémes denses et (’)(T#P(%_H (log d) x I(log q)) opérations binaires
pour des polynémes creux d’aprés le théoréme 4.17. En remplacant log g par log(% log H)
et en additionnant toutes les complexités, on retrouve bien la complexité attendue dans
chacun des deux cas. O

Si obtenir g s’avére trop cotliteux, notamment & cause de la contrainte g > d, il est pos-
sible d’en choisir un qui ne la respecte pas tout en s’assurant qu’il n’annule pas FG mod P
si le polynome n’est pas nul sur Z. Pour cela, il suffit de prendre A = max(21, %n, % In H),
puis dans le corps F, correspondant générer un polynéme irréductible de la forme ™" —a
[MP13, Corollary 3.4.7|,  étant relié¢ a 'ordre multiplicatif de a € F; et k pouvant étre
aussi grand que nécessaire pour pouvoir appliquer ’algorithme 14 VERIFICATIONMO-
DULAIRE dans F,[z]/ (:ch — a) avec la probabilité de succes désirée. Cette méthode en
revanche teste un produit modulaire de polynémes en effectuant de 'arithmétique mo-
dulaire de polynoémes ce qui n’est pas complétement satisfaisant. De plus, la génération
du nombre premier ¢ est rarement la partie la plus cotiteuse de I'algorithme. En particu-
lier pour des polynoémes denses, puisqu’elle a une dépendance en logd quand leur taille
dépend de d.

Remarque 4.21. Dans la plupart des cas, le cotiit de I'obtention du nombre premier est
négligeable en comparaison du cofit du reste de 'algorithme. Pour des polynémes creux,
c’est le cas si le degré d n’est pas trop large comparé aux autres paramétres de taille,
plus précisément si g = ((T + #P)log H)°W,
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Lors d’une réduction modulaire de polyndémes a coefficients entiers, les coefficients
peuvent croitre de maniére significative, comme le montre la borne donnée par le lemme 1.22
(page 21). De son coté, I'algorithme 15 VERIFICATIONMODULAIREENTIERE travaille avec
des entiers de O(log(g log H)) bits. Cela correspond a une taille logarithmique en la taille
des entrées dans le cas dense et linéaire dans le cas creux. Ainsi la vérification évite de
payer des surcotts liés au grossissement des coefficients, ce qui n’est pas le cas lors du
calcul direct du polyndéme F'G mod P. Prendre cette potentielle croissance en compte
pour comparer la vérification au calcul modulaire est cependant délicat. La prochaine
remarque liste donc des cas ol la vérification du produit modulaire est plus rapide que
le calcul du produit modulaire sans tenir compte de la croissance des coefficients.

Remarque 4.22. Pour ¢ = 1/d°(| L’algorithme 15 VERIFICATIONMODULAIREEN-
TIERE est en général plus rapide que le produit modulaire de polynémes quand :

logd log H ) .
loglogd’ logloglog H/ >

. N d o O
(i) les polynomes sont creux et ¢ = ((T' + #P)log H)°W.

(i) les polynomes sont denses et # P < min(

Démonstration. Considérons e = 1/d°(1). En particulier, logg = O(logd), le cotit de la
génération de ¢ est donc négligeable dans le cas dense. Il 'est aussi dans le cas creux
d’aprés la remarque 4.21 puisque en plus g = ((T + #P)log H)°W. Cette inégalité
implique aussi que logd = O(min(7', #P)) et I(log(dlog H)) = I(loglog H). Ce qui rend
la vérification plus rapide que le produit puisque celui-ci nécessite en général #(F'G mod
P) = O(TQ#P[%U opérations sur des entiers de log H bits.

Pour le cas dense, la comparaison se fait avec le coiit de la multiplication de deux
polynémes de degré d et avec des coefficients bornés par H. Cette multiplication se
raméne & la multiplication d’entiers par une substitution de Kronecker et nécessite
I(d(logd + log H)) = O(d(log?d + logdlog H + log H loglog H)) opérations binaires
(fait 1.6). D’apres le théoreme 4.20 la vérification effectue O(#Pdl(logd + loglog H) +
dlog H log(log d 4+ loglog H)) opérations binaires puisque € = 1/d°(). Le second terme
est clairement dominé par le cotlit de la multiplication de deux polynémes. Le premier
terme se développe en

O(#Pd((logd + loglog H) loglog d + (log d + loglog H) log loglog H)).

Quand #P < min(log’ﬁfgld, Iog igg ggH), ce terme est dominé par O(d(log? n+log dlog H +

log H loglog H)), ce qui correspond & la complexité du produit de polynomes. O

Encore une fois, 'algorithme s’étend naturellement au cas d’une somme de m produits
en effectuant les 2m réductions modulo ¢, les m évaluations des produits modulaires
et la somme des résultats. Il faut juste veiller & borner convenablement la hauteur du
polynéme & tester. Elle est simplement m fois plus grande que celle pour un seul produit
modulaire. En effet elle s’obtient comme la hauteur de la réduction modulo P de la somme
des produits et la hauteur du polynéme réduit n’influence que d’un facteur linéaire la
hauteur du reste.
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m—1
Corollaire 4.23. [l est possible de décider si >, F;G; mod P est nulle pour des poly-
i=0
nomes F;, G; € Z[x] de degré strictement inférieur & d = deg P et ayant au plus T mo-
nomes chacun avec des coefficients bornés par H. La complexité est celle du théoréme 4.20
en remplacant H par mH et en multipliant par m les cotits non liés a la génération du

nombre premier. Ainsi cela nécessite O(logQ(g logmH) log log(g logmH) log ll(log(g logmH)))

€
opérations binaires pour obtenir un nombre premier q, plus

. (’)(m(#Pd—i—m)l(log(% logmH))) opérations binaires si F' et G sont denses,
ou ‘

. O(m(T#P(%—ﬂ log d+(T+#P)%)I(log(glog mH))) opérations binaires

st F' et G sont creux.

4.2.3. Cas des polynomes a coefficients dans des corps finis

La situation pour des polynémes sur un corps fini Fy est différente. D’une part il n’y a
pas de croissance de coefficients a prévenir ce qui simplifie les calculs. D’autre part, il peut
ne pas y avoir suffisamment de points dans le corps fini ce qui impose de changer I’anneau
d’évaluation. Si g est assez grand, le théoréme 4.17 s’applique directement. Autrement,
les calculs peuvent étre effectués dans une extension s ayant suffisamment de points
pour appliquer le corollaire 4.19.

Corollaire 4.24. Soient F', G et P € Fylx] avec P unitaire et deg(F),deg(G) < d =
deg(P). Il est possible de décider si FG mod P = 0 avec une probabilité de succés d’au
moins 1 — € en utilisant [’algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE et en effectuant,
O(log % log, g log(log, %)I\/I(logq g)(logq—Hog log, g)) opérations dans IFq pour obtenir un
polyndome irréductible de degré (’)(logq g) st nécessaire, plus

- O(d# P + dM(log, g)) opérations dans Fy si F' et G sont des polynomes denses, ou

. C’)(T#P[%_ﬂ log dl\/l(logq%l)) opérations dans F, si F' et G sont des polynomes
creur ayant au plus T mondmes.

Démonstration. Si q > %(d — 1), le théoréme 4.17 s’applique directement et il n’est pas
nécessaire de calculer un polyndéme irréductible. Dans le cas contraire, le corollaire 4.19
passe par une extension de F, ayant au moins %(d — 1) points. Plus précisément, en
utilisant le fait 1.16 il est possible de calculer avec une probabilité d’au moins 1 — §
un polynome irréductible de degré s dans [Fy[x], avec s le plus petit entier tel que ¢* >
%(d — 1). L’algorithme ainsi obtenu peut échouer soit s’il ne parvient pas a trouver un
polynéme irréductible pour définir Fys, soit si I’algorithme 14 appelé sur Fgs échoue. Vu
le choix de s, cette seconde cause d’échec n’advient qu’avec une probabilité d’au plus §.

Ainsi la probabilité d’échec totale est bien d’au plus e.

La génération du polynome irréductible de degré s nécessite O(log Lslog sM(s)(log g +
log s)) opérations dans F, d’apreés le fait 1.16. Puisqu'une opération dans Fys correspond
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a M(s) opérations dans F et que, par définition, le degré de ’extension est s = (’)(logq g)
on obtient bien la complexité annoncée en appliquant le corollaire 4.19.

Comme dans le cas général (corollaire 4.18), cette approche s’étend au cas de la somme
de m produits modulaires en multipliant par m la complexité. La partie concernant la
génération du polynome irréductible n’a en fait pas besoin d’étre multipliée par m. Cette
partie s’avére bien souvent négligeable.

Remarque 4.25. Sie =1/ d°M | le cott de I'obtention du polynéme irréductible est
négligeable dans le cas dense. Ainsi l'algorithme 14 effectue O(#Pd + d x M(log, d))
opérations dans Fy. Si de plus le degré vérifie logd = o(T'), le cott de I'obtention du
polynéme irréductible est aussi négligeable dans le cas creux et l'algorithme effectue

(’)(T#P[%_H (logd) x M(log, d)) opérations dans F,.

Comme le nombre de monoémes non nuls de F'G mod P est borné par T2#P[%1 et
que calculer F'G' mod P nécessite au moins une opération dans F,; par monome, cette
remarque donne directement un cas ou la vérification est plus rapide que le produit
modulaire en général. De plus, I'arithmétique dans F, peut méme étre effectuée avec des
algorithmes naifs dans ce cas.

Remarque 4.26. Sie = 1/do(1) et d = TOW Palgorithme 14 pour des polynomes creux
~ 1

est en général plus rapide que le produit modulaire et effectue O(T#P [7_11) opérations

binaires si g < g.

Dans le cas de polynémes denses, la remarque 4.25 indique plutét que la vérification
peut étre moins efficace que le calcul direct du produit modulaire F'G mod P. Dans la re-
marque 4.27, nous précisons des cas dans lequel le résultat est positif, la vérification étant
plus rapide que le calcul du produit. Pour simplifier les notations, il est supposé 'exis-
tence d'une constante de Linnik qui permet d’avoir My(d) = O(dlog q(log d + loglog q))
opérations binaires [HH22|. Par conséquent M,(log, %) = O(log %(log logg + loglogq)).
Alors que le calcul de FG mod P effectue My(d) opérations binaires, la vérification en
effectue O(#Pnlog qloglog g+ nlog %(log log g +loglogq)). Si #P est une constante, la
vérification est toujours plus efficace.

Remarque 4.27. En supposant que # P est une constante et e = 1/ M), I’algorithme 14
VERIFICATIONMODULAIRE dans le cas de polynémes denses avec A = I, est asymptoti-
quement plus rapide que le produit modulaire si

(1) logg <qg< g, puisque le produit modulaire coiite O(dlogqlogd) opérations bi-
naires alors que la vérification effectue O(dlog % log log g) opérations binaires en
passant dans une extension.

(ii) g <q< 2g, puisque le produit modulaire cotite O(dlog g log d) opérations binaires
alors que la vérification effectue O(dlog qloglogq) opérations binaires en restant
dans IFy.
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Si le corps est trés grand, g > 2%) I'algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE est
asymptotiquement aussi rapide que le produit modulaire. Dans les deux cas, le facteur
dominant est O(dlog qloglog q).

Il est important de remarquer que le cotut de la vérification du point (i) de la re-
marque 4.27 est obtenu en ayant recours a des algorithmes rapides de produits (modu-
laires) de polynémes pour vérifier un produit modulaire de polynémes de degré O(d).
En effet pour construire cette vérification du produit modulaire passe par une extension
de F, ayant suffisamment de points pour appliquer l'analyse de probabilité du théo-
réme 4.17. Or une extension de corps est obtenue comme un anneau quotient Fy[z]/(R)
pour un polyndéme irréductible R. Ainsi tout produit dans ’extension est en fait un pro-
duit modulaire de polynémes avec R comme modulo. Pour annoncer la complexité de la
remarque 4.27, c’est 'arithmétique la plus efficace qui a été considérée, en particulier pour
ces produits modulaires. La vérification d’un produit modulaire dépend donc du calcul
efficace de produits modulaires. Méme si une telle dépendance n’est pas problématique
en théorie, ce n’est pas forcément satisfaisant en pratique. Une solution serait alors de
n’utiliser que des algorithmes naifs pour les opérations arithmétiques dans I’extension de
[F,. Cependant une telle approche réduit le nombre de cas ou I'algorithme de vérification
est plus efficace.

Remarque 4.28. En considérant que toute 'arithmétique dans ’extension est effectuée
par des algorithmes naifs, I’algorithme 14 VERIFICATIONMODULAIRE reste plus efficace
que le produit modulaire seulement si d'/? < ¢ dans le cas de polynémes denses.

4.2.3.1. Vérification sans passer dans une extension

Une autre approche est possible. Elle permet d’améliorer la complexité de la vérifica-
tion dans le cas de polynomes denses sur des petits corps F,. La vérification peut alors
étre plus rapide que le produit modulaire méme pour des ¢ < logd, ce qui est particulié-
rement intéressant pour le corps Fy. Par ailleurs, la dépendance dans 'arithmétique de
polyndmes peut étre totalement supprimée. Cette approche repose sur I’évaluation des
polynémes non pas sur des éléments du corps mais sur des matrices. Ainsi il n’est pas
nécessaire de passer dans une extension pour avoir plus de choix de points d’évaluation,
il suffit d’augmenter les dimensions de la matrice. L’arithmétique de polyndémes néces-
saire aux calculs dans des extensions de corps est alors remplacée par 'arithmétique des
matrices. Celle-ci peut cependant s’avérer plus cotiteuse. Pour ne pas perdre en effica-
cité, les calculs ne seront pas effectués de maniére déterministe mais vérifier de maniére
probabiliste en s’appuyant aussi sur l'algorithme de Freivalds pour vérifier des produits
de matrices [Fre79).

En effet, c’est le choix de a dans une extension qui méne automatiquement & effectuer
des produits de polyndémes. Plutét que de choisir un point aléatoire qui ne soit proba-
blement pas une racine de A := (FG) mod P, il est possible de choisir un polynéme
R € Fy[z] de degré k < d qui ne soit probablement pas un diviseur de A. Pour tester si
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R divise A, il suffit d’évaluer A sur la matrice compagnon Cr de R, définie par

00 --- 0 —rg
1 0 0 —r1
Cﬁ;: O 1 --- 0 —T9
00 -~ 1 —rg

avec R = Zf:o r;z’. Cette stratégie repose sur le fait que R est le polynéme minimal
de sa matrice compagnon. Par conséquent, R(Cg) = 0 et tout polynome A tel que
A(CR) = 0 est forcément un multiple de R. Autrement dit R divise A si et seulement si
A(CR) = 0. Dans la suite de cette section, il est prouvé que choisir R parmi les polynémes
irréductibles de F[z] de degré k = O(log d) permet de rendre cette approche plus rapide
que celle passant par une extension, quand € est constant.

Pour vérifier si A(Cg) = 0, il faudrait procéder a 'évaluation et vérifier qu’elle donne
bien la matrice nulle. Cette évaluation ne peut évidemment pas se faire directement
puisque cette évaluation modulaire sur un anneau de matrices nécessiterait O(dk“) opé-
rations dans [y avec 2 < w < 2.37286 le meilleur exposant pour un produit de ma-
trices [AW21]. Puisque k£ = O(logd), cela n’apporterait aucune amélioration a la re-
marque 4.27.

Au lieu de calculer ’évaluation, il est possible de simplement la vérifier en s’appuyant
sur la technique de Freivalds pour vérifier un produit de matrices [Fre79|. L’idée est que le
produit de matrices C' = Ax B € A**F peut étre vérifié en s’assurant que uC = (uA) x B
pour un vecteur aléatoire u € {0, 1}* avec une probabilité d’erreur de 1/2. Pour s’assurer
que ’évaluation d’un polynoéme sur la matrice Cr vaut bien 0, il suffit de vérifier que
c’est le cas pour sa projection par un vecteur u. La projection peut-étre utilisée tout au
long de I’évaluation en suivant un schéma de Horner pour éviter des produits matriciels.

d—1 d—1
uF(Cr)=u)_ fiCg' = (Z fiuC’Ri_1> Cr + ufo. (4.1)
1=0 =1

-1
Ainsi, le calcul de uF(Cg) pour un polynéme F' = > fiz' € Fylz] peut étre réalisé
i=0

en effectuant d — 1 produits de vecteurs par la matrice C'r et aucun produit matriciel.
La projection d’une matrice compagnon ne nécessitant que O(k) opérations dans F,
uF(CR) peut étre calculé en O(dk) opérations dans F,. L’évaluation de A = FG mod P
est I’évaluation d’un produit modulaire et non d’un simple polynéme. Le schéma de Hor-
ner ne permet donc pas de calculer uA(Cpr). L’algorithme permettant I’évaluation d’un
produit modulaire est I'algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE (page 48). Il s’applique &
tout point a potentiellement dans une extension de I’anneau de définition des polynémes.
Ici, 'extension est un anneau de matrices. C’est un anneau non commutatif, il convient de
s’assurer que toutes les opérations décrites peuvent encore étre effectuées. L’algorithme
commence par évaluer F' et P sur le point d’évaluation «. Ici, ces évaluations peuvent
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étre effectuées sur Cr avec la projection & gauche par u en suivant le schéma de Horner.
La seconde partie construit progressivement le résultat en effectuant des produits par «
I'un aprés 'autre. Si les évaluations initiales ont été projetées par w, multiplier par Cr
revient simplement & faire un produit vecteur matrice et toutes les autres opérations ne
concernent que des vecteurs. Il faut cependant faire attention que les produits concer-
nés ne sont plus commutatifs. Alors que dans I’algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE
I'opération indiquée est une multiplication & gauche par «, il convient dans ce cas précis
de multiplier & droite par C'g. Ainsi la projection par u qui s’effectue par la gauche est
préservée.

Remarque 4.29. Il suffit de remplacer 'évaluation de F(a) et P(«) par uF(CR) et
uP(CR) dans l'algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE pour calculer u(FG mod P)(CRg)
dans le cas dense en O(d(#P + deg(R))) opérations dans F,. Moins formellement, il
suffit de dire qu’une opération dans Agy dans le théoréme 2.30 (page 48) correspond
maintenant au produit d’un vecteur par Cg.

Ceci nous permet de décrire un algorithme de vérification de produit modulaire ne
passant pas par une extension de corps finis.

Algorithme 16 VERIFICATIONSANSEXTENSION
Entrée : F, G et P € Fy[z], avec P unitaire deg(F),deg(G) < d =deg(P); 0 < e < 1.
Sortie : Vrai si F'G mod P = 0, faux avec une probabilité d’au moins 1 — € dans le cas
contraire.
1 eg+ 1, k+ [log, %}
2: Répéter (log1)/log(3 + 2€;) fois
R < un polynéme irréductible de degré k, avec une probabilité d’au moins 1 — €;
> fait 1.16
u < vecteur aléatoire dans {0, 1}¥.
Calculer u((FG mod P)(Cr)) > théoréme 2.30 et remarque 4.29
Si ce n’est pas le vecteur nul
Renvoyer faux
: Renvoyer vrai

w

Théoréme 4.30. Soit F', G et P des polynémes dans Fylz], tels que P est unitaire et
deg(F),deg(G) < d = deg(P). 1l est possible de vérifier si FG mod P = 0 en effectuant
O(#Pd + dlog, dlog %) opérations dans F, et ce avec une probabilité d’erreur d’au plus
€ si FG mod P # 0.

Démonstration. 1’algorithme est décrit dans I'algorithme 16 VERIFICATIONSANSEXTEN-
SION et s’effectue en deux étapes. Tout d’abord, il calcule avec une probabilité d’au moins
1 —¢€1 un polynoéme R irréductible et de degré k = [log, z—‘ﬂ en s’appuyant sur le fait 1.16.
Ensuite il calcule u(FG mod P)(Cg) pour un vecteur aléatoire u € {0,1}*. Ces étapes
sont répétées (log 1)/ log(3 + 2¢1) fois.

Si FFG mod P = 0, toutes les évaluations sont nulles et I'algorithme répond toujours
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vrai. Supposons que A := F'G mod P # 0. Pour que 'algorithme se trompe et renvoie
vrai, il faut qu’a chaque répétition uA(Cr) = 0. Ceci peut arriver soit si R divise A, et
alors HA(CR) = 0, soit si uA(Cr) = 0 alors que R ne divise pas A. La probabilité que
R, polynome irréductible de degré k divise A est d’au plus i—g < €1 d’aprés le fait 2.5.
En prenant en compte la probabilité que R ne soit pas irréductible, la probabilité que R
divise A est d’au plus 2¢;. En appliquant 'argument de Freivalds, si R ne divise pas A, la
probabilité que uA(Cr) = 0 est d’au plus % Ainsi une répétition renvoie vrai a tort avec
probabilité d’au plus % + 2¢1 < 1. Par conséquent, la probabilité que log % / log(% + 2¢€1)
répétitions indépendantes renvoient toutes vraies est d’au plus e.

Analysons maintenant la complexité de l'algorithme. Comme €; est une constante,
I'étape 5 effectue O(#Pd+d log, d) opérations dans Fy d’aprés la remarque 4.29. L’étape 3
a elle un colt négligeable méme si les opérations sur les polyndémes sont effectuées avec un
algorithme naif. Dans cette complexité, le terme # Pd vient du coiit de 'algorithme 3 Co-
EFFICIENTSDOMINANTS (page 47) appelé par l'algorithme 4 EVALUATIONMODULAIRE.
Puisque cet algorithme est déterministe et ne dépend que de P et de F, il peut n’étre

effectué qu’une seule fois plutdt qu’a chaque répétition. Ainsi la complexité totale est de
O(#Pd%—dloqulog%). O

Remarque 4.31. Contrairement & ’algorithme évaluant en un point o d’une extension
[Fys, aucune opération ne dépend d’e. Si € est une constante, cette méthode remplace un
facteur I\/I(logq n) dans la complexité par un facteur log, n. De plus les calculs effectués
sont plus simples : additions de vecteurs, multiplication d’un vecteur par un scalaire
et produit matrice vecteur avec une matrice compagnon. Enfin, si #P et € sont des
constantes, la vérification est toujours plus rapide que le cotit du produit modulaire et
ce pour tout q.

Cette nouvelle approche effectue encore quelques produits de polyndmes, mais ceux-ci
peuvent étre effectués par des algorithmes naifs sans augmenter la complexité asympto-
tique. L’origine de ces produits de polyndémes se trouve dans les calculs de pged utilisés
pour s’assurer que le polynéme R a une bonne probabilité d’étre un polynéme irréduc-
tible. Pour qu’il n’y ait plus aucun produit de polynémes, il suffirait de ne pas s’assurer
que R est bien irréductible et de juste évaluer en Cr pour un R aléatoire. Le choix d’'un
certain nombre de polynoémes aléatoires permet alors d’atteindre une probabilité désirée
qu’au moins I'un d’entre soit irréductible.

Corollaire 4.32. Soit F', G et P des polynomes dans Fgyz], tels que P est unitaire et
deg(F),deg(G) < d = deg(P). 1l est possible de vérifier si FG mod P = 0 sans effectuer
aucun produit de polyndmes mais en effectuant O(F#Pd+d(log, d)?log %) opérations dans
F, et avec une probabilité d’erreur d’au plus € lorsque F'G mod P # 0.

Démonstration. Dans la preuve du théoréeme 4.30, il faut remplacer une évaluation en
Cr avec R qui est irréductible avec une probabilité d’au moins 1 — €; par plusieurs
évaluations sur différents Cr pour des polynomes aléatoires R unitaires et de degré k.
Comme la probabilité qu’'un tel polynéme soit irréductible est d’au moins ﬁ d’aprés le
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fait 1.15, il faut générer O(k log %) polynoémes aléatoires R pour qu’avec une probabilité
d’au moins 1 — €1, I'un d’entre eux au moins soit irréductible. Ainsi la partie évaluation
de I'algorithme est répétée O(k) = O(log, d) fois puisque €; est une constante. O

Ce dernier corollaire n’améliore pas la complexité de la vérification par 1’évaluation
en un point d’une extension Fgs en utilisant seulement des produits de polynomes naifs.
Cependant il montre qu’il est possible de se passer totalement des algorithmes de pro-
duit de polynémes pour tester une égalité sur un produit modulaire. Ce résultat peut
sembler sans intérét au premier abord mais il sera utilisé en section 4.3.1 pour fournir
une vérification efficace du produit de polynémes. Notamment car dans cette application
le degré d du modulo P sera plus petit que celui des entrées.

Cette méthode s’appuyant sur une matrice compagnon peut aussi étre utilisée dans
le cas creux, mais pas avec la méme efficacité. Les puissances o dans 1’algorithme 6
EVALUATIONMODULAIRECREUSE (page 57) sont remplacées par Ck. En revanche, il
n’est pas nécessaire de calculer toutes les puissance C’ltl2 pour 1 < t < d mais seule-
ment certaines d’entre elles. Malheureusement, ne bénéficiant plus du schéma de Hor-
ner pour la propager, la projection par un vecteur u n’entraine plus de gain d’effica-
cité. En effet, en se reposant a la fois sur 'exponentiation rapide et la structure des
puissances des matrices compagnons [GL80| permet déja d’atteindre une complexité de
(’)((#F#P(%fﬂ + #G) logdlogg d) opérations dans F, pour évaluer FG mod P en Ckg.
La projection par un vecteur aléatoire ferait perdre les avantages apportés par 1'expo-
nentiation rapide. Ainsi, puisque la technique de Freivalds n’est plus utile, il est possible
d’atteindre une meilleure probabilité de succés en une seule évaluation. En générant
O(log g log %) polynémes R aléatoirement, au moins I'un d’entre eux est irréductible et
ne divise pas F'G mod P avec une probabilité d’au moins 1 — €. Ceci permet, dans le cas
ou F' et G sont creux, de construire un algorithme qui n’effectue aucun produit de poly-
nomes. Cette version n’est cependant pas aussi rapide que celui reposant sur I’évaluation
dans une extension. Nous la mentionnons seulement par soucis de complétude.

Corollaire 4.33. Soientt P € Fy[x] un polynome unitaire de degré d, F' et G € Fylx] des
polynomes de degré au plus d — 1 ayant au plus T mondmes non nuls, et 0 < e < 1. En
utilisant directement [’évaluation sur une matrice compagnon, il est possible de vérifier
si FG mod P = 0 avec une probabilité d’erreur d’au plus € lorsque FG mod P # 0
en effectuant O(T#P(%fﬂ log d(log, %)31053;%) opérations dans Fy, et sans effectuer de
produit de polyndémes.

4.3. Vérification d'un produit de polynémes

Cette section est consacrée au probléme plus d’un simple de la vérification d’un produit
de polynémes. La question est donc étant donnés trois polynémes F', G et R dans A[x]
de degré au plus d, a-t-on FG = R?

L’approche classique pour vérifier cette égalité consiste simplement a vérifier si R(«) =
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F(a)G(a) pour un point « choisi aléatoirement dans un ensemble & suffisamment grand.
Une telle stratégie ne fournit cependant pas une complexité binaire optimale et ce que
les polyn6mes soient denses ou creux.

Si les polyndmes sont denses, la vérification par 1’évaluation en un point de £ nécessite
un nombre linéaire en d d’opérations dans £. Si A a plus de d éléments, considérer
un ensemble & C A est suffisant pour que I’évaluation ait une probabilité non nulle
de fournir un résultat pertinent. La vérification effectue donc un nombre linéaire en d
d’opérations dans A. Ce colt est & comparer avec celui du produit dans Afz] qui n’est
pas linéaire (voir fait 1.6) mais quasi-linéaire en terme de complexité arithmétique. Pour
la complexité binaire, le produit de deux polyndémes de degré d est quasi-linéaire, en
O(dlog qlog(dlogq)), sur un corps fini F.

L’évaluation fournit quant a elle une approche un peu plus rapide, en O(d log g loglog q)
opérations binaires, mais pas encore optimale. Cette complexité ne tient que pour les
corps finis suffisamment grands. Comme nous 'avons vu dans la section précédente, si ¢
est trop petit, il faut se placer dans une extension. Cependant, les opérations qui sont
alors effectuées dans cette extension ne correspondent plus & des opérations dans [F, mais
a des opérations sur des polyndémes. Le degré de ces polynémes n’est pas négligeable,
et le nombre d’opérations effectuées dans F, n’est méme plus linéaire en d dans ce cas.
Par exemple, dans o, il est nécessaire de considérer une extension de degré supérieure a
log d pour avoir plus de d points. Le cotit binaire d’'une opération dans cette extension est
alors O(log dloglogd). L’évaluation nécessitant d opérations de ce type, l'utiliser pour
la vérification entrainerait un cott binaire en O(dlogdloglogd), supérieur au cout du
produit lui-méme.

Si la vérification par I’évaluation peut sembler optimale en complexité arithmétique,
elle ne 'est absolument pas en complexité binaire. Pour surmonter cette difficulté, il est
possible de s’appuyer sur une approche différente proposée par Kaminski [Kam89| qui
revient a évaluer simultanément sur toutes les racines i-éme de 'unité pour un 7 choisi
aléatoirement dans un intervalle approprié d’entiers inférieurs & d. Sa méthode consiste
a effectuer le produit des polynomes mais dans Afz]/(z* — 1) plutét que dans Afz]. Ainsi
il est possible d’atteindre une complexité arithmétique optimale avec un nombre linéaire
en d d’opérations dans A quelle que soit la taille de 'anneau. Ces opérations en revanche
ne sont pas toujours linéaires quant & leur complexité binaire. L’algorithme ainsi obtenu
n’est donc pas encore optimal. Dans la section 4.3.1, cette approche est présentée avec
une analyse précise de la complexité binaire absente de I'article originel. Cette analyse
permet de montrer qu’une telle approche peut étre optimale méme en terme de complexité
binaire pour tous les polynémes dans Z[z] et des polynomes dans F,[x] s’ils satisfont une
contrainte sur q et d.

Si les polynomes F, G et R sont donnés sous forme creuse, il est plus aisé de voir
que I’évaluation en un point aléatoire ne peut pas fournir un algorithme de vérification
optimal. En effet, si les polynémes ont au plus 7" mon6émes non nuls, les évaluer en un
point de & C A nécessitera O(T logd) opérations dans A. Or la taille des polynémes
est donnée par la taille de leurs exposants plus la taille de leurs coefficients, c’est a
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dire O(T'(logd + B)) bits ou B désigne le nombre de bits nécessaires pour représenter
un élément de A. La complexité binaire de ’évaluation contient au moins un facteur
(T'log d)B. Une telle approche pour la vérification n’est donc méme pas quasi-linéaire,
transformant une somme en un produit. Pour qu’il y ait une bonne probabilité de succés,
il faut que £ ait plus de d éléments et donc que ceux-ci soit représentés sur au moins
log d bits ce qui montre que ce facteur (log d)B est en particulier quadratique en log d. Et
seul le cas favorable le plus simple a été considéré. L’anneau A pourrait étre trop petit et
I’évaluation devrait étre effectuée dans une extension. L’anneau A pourrait aussi étre trop
grand avec des éléments non bornés et la taille binaire d’une évaluation pourrait alors étre
de dB bits si les coefficients des polynémes ont B bits. La section 4.3.2 est consacrée a une
méthode publiée dans [GGP20|, pour effectuer la vérification d’un produit de polynéme
creux avec une complexité binaire quasi-linéaire.

4.3.1. Cas d’un produit de polynémes denses : algorithmes optimaux

Dans [Kam89|, Kaminski propose un algorithme pour vérifier un produit de polynémes
denses R = FG € Alz] en utilisant un nombre linéaire d’opérations dans A, et sans que
cela dépende de la taille de A. Son approche consiste & choisir aléatoirement un polynéme
P de la forme 2* — 1 qui probablement ne divise pas le polynéme A = R— FG dans le cas
ot A # 0. Ensuite, 'égalité R = FG € A[z]/(P) est vérifiée en utilisant des algorithmes
rapides de produits de polynémes. Pour atteindre un nombre quasi-linéaire d’opérations
dans A, il fait le choix dans son algorithme d’un ¢ = o(d), ce qui est suffisant.

4.3.1.1. L’algorithme de Kaminski

La premiére étape est le choix aléatoire du polynéme P = x* — 1. En prenant une telle
forme de polynome, Kaminski s’assure de deux propriétés importantes. Tout d’abord, la
réduction d’un polynome de degré d modulo un tel P a un cott linéaire : O(d) additions
dans A. Par ailleurs, en s’appuyant sur le caractére cyclotomiques des diviseurs de P, il
est possible de prouver que le polynome A = R— FG n’a qu’un nombre limité de diviseurs
de cette forme. D’aprés le théoréme 2.7, il est possible de choisir 7 aléatoirement dans
Vintervalle [d'~¢,2d"~¢[ pour une constante 0 < e < 3.

L’algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI fournit la description précise de cette ap-
proche.

Théoréme 4.34 ([Kam89]). Soit F', G et R € Alx] des polynomes de degré au plus d, d et
2d, et 0 <e< % L’algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI effectue O(d) opérations
dans A, et sa probabilité d’échec dans le cas ot R # FG est d’au plus (k —1)/d*=¢ avec
k = [4d®InIn(d'~¢)].

Remarque 4.35. Pour étre plus précis, 'algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI
nécessite O(d) additions dans A a I’étape 2 pour calculer les trois premiéres réductions
modulo z¢ — 1, M(d'~¢) opérations dans A pour effectuer le produit de polynomes a
I'étape 3 et O(d'~¢) additions dans A pour la derniére réduction.
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Algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI

Entrée : F, G, R € Alz] de degré d, det 2d et 0 < e < %

Sortie : Vrai si R = F'G, dans le cas contraire faux avec une probabilité d’au moins
1 — ([4d®Inln(d'=¢)] — 1)/d'~e.

i < un entier choisi aléatoirement dans [d'~¢,2d' €]

F;,Gi,R; <+ Fmod 2 —1,G mod ' — 1, R mod 2 — 1

M « F;G; > Par un algorithme de produit rapide
M; + M mod z* — 1

Renvoyer vrai si M; = R;, faux sinon

Dans l'algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI, il est précisé que 1'algorithme pour
effectuer le produit de polynémes a ’étape 3 doit étre rapide. La contrainte plus exacte
est qu’il doit assurer que M(d'~¢) = O(d) pour que le coiit reste linéaire en d. Puisque
e < %, I’algorithme de produit doit étre au moins sous-quadratique. L’efficacité requise
pour cet algorithme dépend du choix du paramétre e. Plus e est grand moins 'algorithme

1

a besoin d’étre efficace. En particulier, si e est proche de 3, I'algorithme de Karatsuba

est suffisant pour atteindre un nombre linéaire d’opérations dans A.

La probabilité d’échec est en O((loglogd)/(d*~2¢)), d’oil la nécessité d’avoir e < 1/2
pour qu’elle soit inférieure & 1. Cette probabilité peut étre bornée par O(?) pour tout
nombre positif ¢/ < 1 — 2e. Pour atteindre une probabilité d’erreur € qui puisse étre
arbitrairement faible, il convient de répéter I'algorithme O(log, %) fois. Ce nombre de
répétitions reste constant si c’est une probabilité d’échec inversement polynomiale € =
1/d°M qui est requise.

Un défaut de cette approche est de s’appuyer sur un algorithme de produit rapide
pour des polynémes de degré supérieur a v/d. Ainsi, la vérification optimale d’un produit
de polynémes de degré d s’appuie sur un produit de polyndémes de degré relativement
proche de d. Dans certain cas, comme la vérification de I'implémentation d’un algorithme,
s’appuyer sur le probléme méme que ’on cherche & vérifier est problématique.

A partir de Pétape 3 qui effectue un produit de polynémes, le but de I'algorithme
consiste simplement & vérifier si R; = F;G; mod ' — 1 de maniére déterministe. Il est
aisé de voir que ces étapes peuvent étre remplacées par la vérification probabiliste d’'un
produit de polynémes présentée dans la section 4.2. Pour des polynémes sur les entiers
ou un corps fini, il est alors possible de se passer totalement de produits de polynémes
lors de la vérification.

Corollaire 4.36. Pour A =7Z ouF,, et F, G et R € Alz] de degrés d, d et 2d. Il est
possible de vérifier si R = FG avec une probabilité d’échec dans le cas ot R # FG d’au
plus e. Cette vérification nécessite O(dlogy 1) additions dans A plus o(dlogy L) produits
dans A, et ne repose sur aucun produit de polynomes dans Alx]. En particulier, le nombre
d’opérations dans A est optimal si € = 1/do(1).

Démonstration. Les trois derniéres étapes de ’algorithme VERIFICATIONDEKAMINSKI
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sont remplacées par la vérification d’un produit modulaire avec une probabilité d’échec
d’au plus 1/d. Sur Z ou un corps finis F, suffisamment grand, la complexité de cette
seconde partie est donnée par la version dense du corollaire 4.18 avec #P =2, m = 2 et
degré i < 2d'~¢. Pour des petits corps finis, il convient de s’appuyer sur le corollaire 4.32
et sa généralisation naturelle a la somme de produits d’au plus deux polynémes. Dans les
deux cas, la probabilité d’échec d’au plus 1/d peut-étre atteinte et la valeur de i < 2d'~®
permet d’assurer que le nombre d’opérations dans A reste bien en o(d). Ce nombre est
en effet O(i) dans le premier cas et O(i(logd)?) dans le second.

La probabilité d’échec de 1’algorithme modifié est ainsi bornée par 1/d + O(1/d¢) =
O(1/d®") pour un 0 < ¢’ < 1 — 2e. En répétant cet algorithme modifié O(log, 1) fois, il
est alors possible d’atteindre une probabilité d’échec inférieure & e. ]

4.3.1.2. Analyse de la complexité binaire

Dans [Kam89|, Kaminski ne fournit que la complexité arithmétique de son algorithme
sans développer la complexité binaire. Or en analysant précisément cette complexité sur
des corps finis ou Z, il est possible de se rendre compte que dans de nombreux cas,
I’algorithme est aussi linéaire en nombre d’opérations binaires. Dans le cas de polyndémes
dans FF,[z] pour que I'algorithme ne soit pas quasi-linéaire il faut que ¢ soit doublement
exponentiel dans le degré d. Pour les polynémes dans Z[z], une borne similaire s’applique.
Cependant, il est possible de décrire une variante de l'algorithme qui a une complexité
binaire linéaire méme pour des polyndémes ayant de trés grands coeflicients. Pour cela,
il convient de s’appuyer sur l'algorithme linéaire de vérification d’un produit d’entiers
présenté par Kaminsky dans le méme article [Kam89|. Ainsi, la vérification d’un produit
de polyndémes a coefficients entiers est optimale dans tous les cas.

Tout d’abord, analysons la complexité binaire de I'algorithme de Kaminski sur un corps
fini. Ici, comme dans le reste de la thése, les analyses sont effectuées en supposant ’exis-
tence d’une constante de Linnik qui permette d’avoir My (d) = O(dlog q(log d+loglog q))
opérations binaires [HH22|. Si cette constante n’existait pas, il faudrait simplement ajou-
ter un facteur 41°¢°(4) 3 la complexité. Dans l'analyse de l'optimalité il faudrait alors
considérer d¢4'°8"(@) plutot que de. Ceci alourdirait les notations sans changer significa-
tivement les bornes obtenues.

Théoréme 4.37. Soit F', G et R € Fy[x] de degrés d, d et 2d, et 0 < e < % Lal-
gorithme VERIFICATIONDEKAMINSKI effectue O(dlog q + d*~¢log qloglogq) opérations
binaires. Quand loglogq = O(d®), il est possible de vérifier si R = FG avec une probabi-
lité d’échec dans le cas ou R # FG d’au plus €, en O(dlogqlog, %) opérations binaires.

La complexité est optimale si € = l/do(l).

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer le compte détaillé des opérations de ’algorithme de
Kaminski donné dans la remarque 4.35. Les additions donnent le terme O(dlog q). Pour
le produit de polynomes de degré O(d'~¢) sur F, la complexité binaire est My (d'~¢) =
O(d*~¢log qlog(dlogq)). Cette complexité se décompose en deux termes : d'une part
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O(d*~¢log dlog q) dominé par le coiit des additions et d’autre part O(d'~¢log qloglog q)
qui est en O(dlogq) dés que ¢ vérifie loglogg = O(d®). Ce qui permet d’obtenir les
deux complexités annoncées, en tenant compte des O(log, %) répétitions nécessaires pour
atteindre une probabilité d’échec inférieure a e. O

La borne loglog ¢ = O(d®) pour obtenir un nombre linéaire d’opérations binaires n’est
valide que si ’algorithme utilisé pour le produit de polynéme est ’algorithme le plus
rapide qui soit connu. Si c¢’est un algorithme sous-quadratique mais moins efficace qui
est utilisé, cette borne devient plus petite. Par exemple, s’il s’agit de ’algorithme de Ka-
ratsuba, le produit de polynomes de degré O(d'~¢) nécessite O(d1 =183 log gloglog ¢)
opérations binaires. Pour que 'algorithme VERIFICATIONDEKAMINSKI soit optimal en
utilisant ce produit, il faut donc que d=91°83]oglogq = O(d). Ce qui implique donc
d’une part que e > 1 — 1/log3 ~ 0.367 et d’autre part que la borne sur ¢ devienne
loglog g = O(d'~(1=€)1°g3) Pour un paramétre e = 0.45 proche de 1/2, cette borne de-
vient loglog ¢ = O(d*!3) alors que c’est loglog ¢ = O(d**3) avec 'algorithme de produit
le plus efficace.

Cependant, il a déja été mentionné qu’utiliser un algorithme de produit de polynémes
rapide pour vérifier un produit de polynémes n’est pas complétement satisfaisant. Il
convient donc d’analyser aussi la complexité binaire de la variante de l'algorithme 17
VERIFICATIONDEK AMINSKI sans produit de polyndémes du corollaire 4.36. Pour cet algo-
rithme modifié, la méme complexité et la méme borne sur ¢ sont obtenues sans effectuer
de produit de polynémes.

Remarque 4.38. Soit F', G, R € Fy[z] de degrés d, det 2d, et 0 < e < % L’algorithme 17
VERIFICATIONDEK AMINSKI peut étre implémenté en utilisant la vérification d’un produit
modulaire et sans effectuer de produits de polynémes. Une telle variante a une complexité
binaire de O(dlogq + d'~¢logqloglogq). Quand loglogq = O(d®), il est possible de
vérifier si R = F'G avec une probabilité d’échec dans le cas ou R # F'G d’au plus €, en
O(dlog qlog, %) opérations binaires ce qui est optimal si € = 1/d®(!) et ce sans aucun
produit de polynémes sur [F,.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 4.37 mais en s’appuyant sur
le corollaire 4.32 plutdt que sur la remarque 4.35. ]

Il reste a considérer le cas ot F', G et R sont des polynomes définis dans Z[z] avec une
borne H sur la valeur absolue de leurs coefficients. L’analyse de la complexité binaire de
I’algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI donne des conditions pour que celle-ci soit
optimale.

Théoréme 4.39. Soit F', G et R € Zx]| de degrés d, d et 2d, et hauteurs au plus
H, et une probabilité 0 < e < % L’algorithme 17 VERIFICATIONDEKAMINSKI effectue
O(dlog H 4 d'~¢log H loglog H) opérations binaires. Quand loglog H = O(d®), il est
possible de vérifier si R = FG avec une probabilité d’échec dans le cas ou R # FG
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d’au plus €, en O(dlog H log, %) opérations binaires. Cette complexité est optimale si
e=1/d°0.

Démonstration. Les trois premiéres réductions effectuent O(d) additions dans Z pour
calculer F;, G; et R;, dont les hauteurs sont bornées par d°H. Si ces additions sont
effectuées soigneusement en utilisant un arbre binaire pour contrdler la croissance des
hauteurs, une réduction nécessite en fait O(Zicfld % log(iH) = O(dlog H) opérations
binaires. Le produit de polynoémes est alors effectué avec des polynémes de degré <
2d'~¢ et hauteur d°H. Il est donc calculé en I(d'~¢(logd'~¢ + log(d®H))) opérations
binaires (fait 1.6), c’est a dire O(d'~¢(logd + log H)(logd + loglog H)) = O(dlog H +
d'=¢log H loglog H). La derniére réduction quant & elle s’applique & un polynéme de
degré < 4d'~¢ et hauteur bornée par d(d®H )?. Elle nécessite donc O(d'~¢(log d+log H) =
O(dlog H) opérations binaires.

La répétition O(log, %) fois de 'algorithme fournit la seconde partie du théoréme avec
une probabilité d’échec inférieure & e. ]

Comme dans le cas des polynoémes sur les corps finis, la fin de 'algorithme peut étre
remplacée par la vérification d’un produit modulaire de polynomes a coefficients entiers.
Il se trouve que dans ce cas la complexité obtenue est 1égérement meilleure. La borne sur
H est donc encore moins contraignante pour que l'algorithme soit optimal.

Remarque 4.40. Soit F', G et R € Z[z] de degrés d, d et 2d, et hauteurs au plus H, et
O<e< % L’algorithme 17 VERIFICATIONDEK AMINSKI peut étre implémenté en utilisant
la vérification d’un produit modulaire et sans effectuer de produits de polynémes. Une
telle variante a une complexité binaire de O(dlog H +d'~¢(log H)(log loglog H)). Quand
logloglog H = O(d€), il est possible de vérifier si R = F'G avec une probabilité d’échec
dans le cas ou R # F'G d’au plus €, en O(dlog H log, %) opérations binaires ce qui est
optimal si e =1/ d°M) et ce sans aucun produit de polynémes.

Démonstration. La preuve est similaire & celle de I’algorithme utilisant le produit de
polynéme. Il s’agit juste de remplacer le colit du produit par celui de sa vérification
avec des polynémes de degré au plus 2d'~¢ et hauteur au plus d°H. La partie dense
du théoréme 4.20 donne le cofit binaire d’une telle vérification : O(d*~¢(I(log(dlog H) +
(log H) loglog(dlog H)))) ce qui est O(dlog H + d'~¢(log H)(logloglog H)). O

Tant que les coefficients ne prennent pas des valeurs excessivement élevées par rapport
au degré, la remarque précédente indique que la vérification d’un produit de polynémes
entiers est optimale. Plus précisément, la remarque s’applique a des polyndémes dont la

hauteur H peut aller d’une valeur constante O(1) jusqu’a 222(9 . Pour gérer les coeffi-
cients qui dépassent cette borne, il est possible de passer par une autre approche qui se
rameéne & la vérification du produit d’entiers. Cette approche ne concerne pas que les poly-
ndmes ayant des coefficients gigantesques. Elle est aussi valide dés que logd = O(log H).
Ainsi la vérification d’un produit de polyndémes & coefficients entiers peut toujours étre
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effectuée avec une complexité binaire optimale. Pour des hauteurs H comprises entre

O(d)
dO) et 22° , 1l existe deux méthodes optimales, ce qu’il est intéressant de remarquer
pour pouvoir chercher I'implémentation la plus efficace.

Pour traiter le cas des grands coefficients, la méthode proposée ici s’appuie sur 1’al-
gorithme de vérification d’un produit d’entiers de Kaminski. La technique pour cette
vérification est similaire & celle utilisée pour un produit de polynémes. Il s’agit de com-
mencer par réduire des entiers de s bits modulo 2¢ — 1 pour un 4 choisi aléatoirement
entre s'7¢ et 2s'7¢ et ensuit d’effectuer le produit entre les entiers réduits pour vérifier
il y a égalité modulo 2¢ — 1.

Théoréme 4.41 ([Kam89]). Soit a, b, ¢ des entiers d’au plus s, s et 2s bits, 0 < e < 3
et k = [4s¢Inln(s17¢)]. Il est possible de vérifier si ab = c en O(s) opérations binaires
et avec une probabilité d’erreur d’au plus (k — 1)/s'=¢ dans le cas ot ab # c.

La vérification du produit de polynémes R = FG dans Z[z] peut se ramener a la
vérification d’un produit d’entiers en utilisant une transformation de Kronecker. Si les
polyndémes sont évalués sur une puissance de 2 suffisamment grande 3, les coefficients
de F'G correspondent directement aux chiffres de Uentier F(5)G(5) dans la base [.
L’évaluation en 3, une puissance de 2, d’un polynoéme dans Z[z] ne nécessite aucune
opération. La vérification de R = F'G dans Z|x] se réduit donc facilement a la vérification
de R(B) = F(B)G(p) dans Z.

Théoréme 4.42. Soit F, G, R € Z[z] de degrés d, d et 2d, et hauteur au plus H.
Silogd = O(log H), il est possible de vérifier si R = FG avec une probabilité d’échec
dans le cas ou R # F'G d’au plus €, en O(dlog Hlogge %) opérations binaires ; Cette

complexité est optimale si € = 1/do(1).

Démonstration. Puisque F et G ont une hauteur d’au plus H et pour degré d, la hauteur
de FG est d’au plus dH?. Soit 3 la premiére puissance de 2 supérieure a 2dH?. Alors
R = FG@ si et seulement si R(S) = F(B8)G(B). Les entiers F(53), G(8) et R(S) ont pour
taille binaire O(dlog ) = O(dlog(dH)) = O(dlog H) puisque logd = O(log H). Comme
[ est une puissance de 2 qui borne tous les coeflicients, les évaluations en 3 ne nécessitent
aucune opération. Ainsi le colit vient seulement de la vérification du produit d’entiers
F(B)G(B) = R(pB). Celle-ci est linéaire dans la taille de F'(5), G(5) et R(8) d’aprés le
théoréme 4.41 et donc linéaire en dlog H.

Pour obtenir la borne e sur la probabilité d’échec, il suffit de répéter cette procédure
O(108410g 11 1) fois. En effet, la probabilité d’erreur d’une seule exécution est bornée par
1/5°M) dans le théoréme 4.41 ou s est la taille des entiers considérés. Ul

4.3.2. Cas d'un produit de polynémes creux : algorithmes quasi-linéaires

Le cas de la vérification de I’égalité F'G = R pour F, G et R des polyndémes creux dans
Alx] n’avait quant a lui pas été traité avant notre article de 2020 [GGP20|. Comme déja
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mentionnée, I’évaluation en un point ne peut pas fournir une approche quasi-linéaire.
De maniére semblable & celle de Kaminski, I'approche proposée ici consiste & considérer
I’égalité modulo un polyndéme P. Ainsi pour vérifier I'égalité F'G = R, il est possible de
se ramener a la vérification de 1’égalite (F mod 2P — 1)(G mod P — 1) mod 2P — 1 =
R mod zP — 1. Cette seconde égalité peut elle-méme étre vérifiée grace aux méthodes
de vérification modulaire de la section 4.2 avec P = aP — 1. Dans la section 4.2 il était

plus simplement question d’une égalite du type F'G mod P = 0. Il a cependant été vu
m—1

que cela s’étendait naturellement aux égalités de la forme ) F;G; mod P = 0. Le cas
i=0

considéré ici est celui d’'un m = 2, constant, avec un second produit plus simple puisque

de la forme R x 1. La complexité de cette vérification revient donc & la complexité d’une

vérification du type F'G mod P = 0. Pour ne pas alourdir les discussions, il ne sera pas

systématiquement rappelé qu’il s’agit de faire appel & une légére extension des résultats

principaux concernant la vérification modulaire.

Contrairement au cas dense, la vérification du produit modulaire n’est pas utilisée
seulement pour éviter de vérifier un produit de polynémes en calculant des produits de
polynémes. Dans le cas particulier des polyndémes creux, c’est une nécessité pour prévenir
des croissances de taille propres & 'arithmétique des polynoémes creux. En effet, si F' a
#F mondmes non nuls et G en a #G, le polynéme (F mod 2P — 1)(G mod 2P — 1) peut
en avoir jusqu'a #F#G ce qui est alors quadratique dans la taille des polynémes donnés
en entrée. Le calculer directement ne permettrait donc pas d’obtenir une complexité
meilleure que quadratique.

La méthode est explicitement décrite dans 'algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE qui
s’applique a tout anneau intégre A suffisamment grand. Dans un second temps nous
présentons des analyses détaillées pour les cas ot A = Z et A = F,; méme si g est
inférieur & d.

Algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE

Entrée : R, F',Ge Alz]; 0<e< 1L

Sortie : Vrai si R = F'G, faux avec une probabilité au moins 1 — € dans le cas contraire.
1: Déﬁnir0<61<13—0et0<62<1telsquem%—}—(l—w%)gge

d + deg(R)

Si #R > #F#G ou d # deg(F') + deg(G) alors Renvoyer faux

A <+ max(21, %(#F#G + #R)1Ind)

p < PREMIERALEA(), %)

(Fp,Gp, Rp) < (Fmod 2P — 1, G mod 2P — 1, Rmod zP — 1)

Renvoyer vrai si R, = (F,Gp) mod 2P — 1, faux sinon > théoréme 4.17 avec

probabilité e

Théoréme 4.43. Si A est un anneau intégre de taille > 61262(#F#G + #R)In(d),

Ualgorithme 18 VERIFICATIONCREUSE permet de vérifier l’égalité FG = R pour des
polynomes creux dans Alx]. Dans le cas ou FG # R la probabilité d’erreur est infé-
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rieure & 1 — €. En posant d = deg(R) et T = max(#F,#G,#R), lalgorithme effectue
O(T log(1Tlogd)) opérations dans A, et O(T log dloglog(1T logd)) opérations binaires
plus O(log % log?’(%Tlog d) log? log(%Tlog d)) opérations binaires pour obtenir le nombre
premaier p.

Démonstration. L’étape 3 permet d’écarter deux cas ou il n'y a trivialement pas égalité
tout en s’assurant que d corresponde bien au degré de F'G.

Si R = FG, lalgorithme répond toujours vrai. Dans le cas contraire, il y a deux
sources d’erreurs. L’une vient de la possibilité d’avoir 2 — 1 qui divise R — F'G. Puisque
ce polynome a au plus #R + #F#G mondémes non nuls, la probabilité que ceci arrive
est d’au plus 10% d’aprés le corollaire 2.9. L’autre source d’erreur est la possibilité que
la vérification modulaire échoue alors que P — 1 ne divise pas R — F'G. La probabilité
d’un tel échec est d’au plus €. Ainsi la probabilité d’échec de 'algorithme est d’au plus

m%—l—(l—lo%)gge.

Pour analyser la complexité, considérons €1, €5 ~ € (par exemple €; = % et e = ).

Remarquons alors que p = (’)(%T2 log d). Pour obtenir ce nombre premier p, 'étape 5
effectue O(log % log® plog? log p) opérations binaires d’aprés le fait 1.13. Ce qui donne bien
le dernier terme annoncé pour la complexité en remplagant logp par (’)(log(%Tlog d)).

L’étape 6 effectue T' divisions d’entiers inférieurs & d par le méme entier p plus 1" ad-

ditions dans A. Les divisions d’entiers nécessitent O(T iggzl(log p)) = O(T log dloglog p)

opérations binaires, autrement dit O(7 logdlog log(%Tlog d))) opérations binaires.

Enfin, a I'¢tape 7, F,, G, et R, ont pour degré p — 1 = O(%T2 logd) et au plus T
monomes non nuls. Ce sont encore des polynémes creux. Il est donc possible d’appliquer
la version creuse du théoréme 4.17 avec P = zP — 1. Il s’agit plus précisément d’appliquer
son corollaire 4.18 avec m = 2. La vérification du produit R, = F},G), mod z” —1 nécessite
donc O(T'log p) = O(T log(1T log d)) opérations dans A.

Le cotit des autres étapes est négligeable en comparaison du cotit de ces 3 étapes. [

Pour rendre les complexité plus lisibles, la notation O,(f(d)) sera utilisée pour désigner
une complexité en O(f(d) logF 1) pour un certain k. Avec cette notation, la complexité de
I'algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE s’écrit O (T log(T log d)) opérations dans A plus
O((Tlogdloglog(T logd))) opérations binaires puisque I'obtention du nombre premier p
est logarithmique en T et logd et est polynomial seulement en log %

Le reste de cette section est consacrée & ’analyse de cet algorithme sur les entiers
ou les corps finis. L’objectif est d’avoir une complexité aussi proche que possible d’une
complexité linéaire. Pour simplifier la comparaison entre les deux, la taille binaire des
entrées est donnée avec un seul paramétre s. Habituellement, un polynéme creux est
plutot donné avec trois parameétres un pour son nombre de monémes non nuls, un pour
leurs exposants et un pour leurs coefficients. Ainsi, pour un polynéme de degré d avec T'
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monémes non nuls, s remplace T'(log d + log ¢) dans Fy[z] ou T'(log d + log H) dans Z[z]
si le polynéme a pour hauteur H.

Un premier point qu’il est alors facile de noter est que la réduction des polyndémes
modulo zP — 1 & I’étape 6 n’est pas linéaire. En effet, il a été prouvé dans la preuve du
théoréme 4.43 (pour l’étape 6) que le calcul des nouveaux exposants nécessite
O(Tlogdloglog(T logd)) opérations binaire. Ce qui donne, avec s la taille binaire des
trois polynomes en entrée, O.(sloglogs). Cette étape, qui ne varie pas en fonction de
I’anneau A, peut dans certains cas étre ’étape dominante en terme de complexité.

4.3.2.1. Analyse de la complexité binaire sur les entiers

Le premier anneau spécifiquement considéré est A = Z.

Corollaire 4.44. Soit F, G et R € Zlx| de degré au plus d, de hauteur au plus H et
ayant au plus T mondmes non nuls. Alors l’algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE effectue
Oc(slog sloglog s) opérations binaires, avec s = T'(logd + log H) la taille des entrées.

Démonstration. La seule modification se trouve a I’étape 7, ou la vérification du produit
modulaire est effectuée en s’appuyant sur le théoréme 4.20 avec P = 2P —1 et F,, Gy, R,
qui ont au plus T" mondmes dont les coefficients sont bornés par T'H. Cette étape cotite
donc

O (T log pl(log(plog H)) + T log(TH) log log(plog TH)).

Puisque T < detp = (’)(%T2 logd), T'logp = O (T logd) = O(s). Par ailleurs log(plog H) =
Oc(log(T' logdlog H)) = O((log(T'log d) + loglog H) = O(log s). Ainsi le premier terme
dans la complexité de cette étape est en fait Oc(slogsloglogs). De plus, T'log(TH) =
O(TlogdH) = O(s). Comme log(plogTH) = O(log(T logd) + loglog H) = O(log s),

le second terme est O(sloglog s).

Comme 1’étape 6 ne change pas et a une complexité binaire en O¢(sloglogs) et que
I’étape 5 a comme facteurs dominants des facteurs en log s vue la valeur de p, la com-
plexité totale est bien en O(slog sloglog s). O

Si les polynomes ont vraiment peu de mondémes non nuls, la complexité est encore
meilleure.

Remarque 4.45. Si F, G, R € Z[z] de taille binaire s ont au plus T = ©(log" d)
monoémes non nuls, pour une certaine constante k, alors 'algorithme 18 VERIFICATION-
CREUSE effectue O¢(sloglog s) opérations binaires.

Démonstration. La taille des entrées est s = @(log’“‘l d + log" dlog H). Dans ce cas,
logp = Oc(loglogd).

Dans la preuve précédente, il n’y avait qu'un terme en O.(slog sloglog s) qui domine
tous les autres termes qui sont au plus en Oc(sloglogs). Il est donc suffisant de mon-
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trer qu’avec la condition donnée sur T et d ce terme dominant est en fait lui-aussi en
O¢(sloglog s).

Or le terme dominant O.(slog sloglog s) dans la preuve précédente vient d'un terme
de la forme O (T log pl(log(plog H))). Puisqu’en tenant compte des nouvelles conditions
log(plog H) = Oc(loglogd + loglog H), ce terme dominant devient

Oc(log* dloglog d(loglog d 4 loglog H) log(loglog d + loglog H)).

Or loglogd et loglog H sont tous les deux en O(log s). Il est donc possible de réécrire ce
terme sous la forme O, (log® dlog? sloglog s). Puisque log®d = O(s*/(*+1))  ceci donne
bien Oc(sloglog s). O

4.3.2.2. Analyse de la complexité binaire sur les corps finis

Passons maintenant au cas A = [F,. Il s’agit en réalité de plusieurs cas puisque le
résultat varie en fonction de la taille de ¢ par rapport au degré et au nombre de monoémes
non nuls des polyndémes creux. Le premier cas est celui des grands corps finis qui permet
d’appliquer directement l'algorithme général avec les mémes garanties de succés et une
complexité quasi-linéaire. Pour les corps finis, il faut utiliser un algorithme de vérification
modulaire spécifique. La complexité est meilleure dans ces petits corps, et encore plus si
les polynémes sont trés creux.

Les valeurs atteintes dans les corollaires 4.46 et 4.47 supposent ’existence d’une constante
de Linnik qui permet d’avoir M, (d) = O(dlog ¢(log d + loglog ¢)) [HH22|. Au contraire,
la remarque 4.48 est inconditionnelle.

Corollaire 4.46. Soit F, G et R € Fy[x] de degré au plus d avec au plus T' monomes
non nuls et ¢ > —2—(#F#G +#R) Ind. L’algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE effectue

€1€2
Oc(slog?(s)) opérations binaires avec s = T(logd + log q) la taille des entrées.

Démonstration. Encore une fois, il est suffisant d’analyser I’étape 7. Chaque opéra-
tion dans F, recquiert O(log(q)loglog(q)) opérations binaires. Ainsi le cotit binaire de
I'étape 7 est O (T log(T log d)log(q)loglog(q)). Puisque a la fois T'log g et T logd sont
en O(s) et loglog g = O(log s), la complexité binaire est bien en O(slog?(s)). O

Si le corps n’est pas assez grand, il est alors nécessaire de passer dans une extension.
Cette contrainte va en fait améliorer la complexité. En effet I’extension choisie est alors
exactement de la bonne taille pour garantir la méme probabilité de succés. En compa-
raison un corps qui est assez grand peut s’avérer beaucoup plus grand que nécessaire.

Corollaire 4.47. Soit F', G et R € Fy[x] de degré au plus d et ayant au plus T mondmes
non nuls avec ¢ < == (#F#G +#R)Ind. L’algorithme 18 VERIFICATIONCREUSE effec-

€1€2
tue O(slog sloglog s) opérations binaires avec s = T'(logd + log q) la taille des entrées.
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Démonstration. En appliquant le corollaire 4.24, I’étape 7 effectue O (T logqu(logq p)+
(log, p)zl\/lq(logq p)(log g+loglog, p)) opérations dans IF,. Puisque log p = O,(log(T log d)) =
Oc(log s) et logqg = O(logs) aussi, le second terme de la complexité de I’étape 7 dé-
pend uniquement de logs et non de s. Comme logp = Oc(log(T'logd)) le premier
terme est en fait O(T'log(T log d)M,(log,(T'logd))). Or log(T'logd) = O(logd) d’ou
T'log(T'logd) = O(s). De plus, log(T'logd) = O(logs) et le premier terme se simplifie
donc en O(sMy(log, s)). Or My(log, s) = O(logsloglogs). Ainsi T logpM,(log,p) =
Oc(slog sloglog s) et c’est le terme dominant dans la complexité. O

Dans ce cas des petits corps finis, le recours & une extension et donc & des produits
de polynoémes est nécessaire pour obtenir la meilleure complexité possible. Il faut noter
cependant que les produits de polynoémes effectués pour calculer dans ’extension ne sont
pas du méme type que le produit que I'on cherche & vérifier. En effet, I’arithmétique
de l'extension est assurée par des produits de polyndéme denses, alors que le produit a
vérifier est un produit de polynémes creux. Il y a par ailleurs une différence significative
entre les degrés puisqu’on passe de d a essentiellement log, (7'log d).

Encore une fois, si le polynoéme est trés creux, ’algorithme est plus efficace.

Remarque 4.48. Soit F', G et R € Fy[z] de degré au plus d avec au plus T' = O(log" d)

monodémes non nuls pour une certaine constante k, avec q < 61262(#}7 #G + #R)Ind.

L’algorithme VERIFICATIONCREUSE effectue O(sloglog s) opérations binaires.

Démonstration. Comme vu dans la preuve précédente, le terme dominant dans la com-
plexité de I'étape 7 pour des petits corps finis est O(7T'log(T log d)M,(log, (T log d))). 11
peut étre borné par O (T log3(T'logd)). Or T = O(s*/(*+1)) le terme dominant devient
donc simplement O(s). La complexité de 'algorithme est donc dominée par celle de
I'étape 6 a savoir O(sloglog s). O

De maniére générale, la complexité binaire de I'algorithme VERIFICATIONCREUSE sur
les entiers ou les corps finis est comprise entre Oc(sloglogs) dans les cas les plus fa-
vorables et O(slog?s) quand c’est moins favorable. Dans les meilleures cas, c’est une
opération qui semble pourtant simple, la réduction modulo 2 — 1 des polynémes F', G
et R qui domine la complexité.

Dans ce chapitre nous nous sommes concentrés sur des identités modulaires. Nous avons
proposé un test déterministe pour la divisibilité dans certaines familles de polynomes
et des tests probabilistes s’il s’agit simplement d’un produit modulaire. Ces résultats
peuvent étre vus comme une étape vers la mise au point d’algorithmes pour tester des
identités polynomiales modulaires en toute généralité.

Nous les avons déja appliqués au probléme de la vérification de produit de polynémes
pour obtenir des algorithmes linéaires ou quasi-linéaires. Les résultats obtenus pour les
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polynémes creux nous ont permis de mettre au point les algorithmes que nous allons
présenter dans le chapitre 5 pour 'arithmétique de polyndémes creux.
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5. Arithmétique des polynbmes creux
produit et division exacte

Pour pouvoir manipuler des polyndémes creux, il convient de maitriser les opérations
arithmétiques basiques : somme, produit ou division euclidienne. Si la somme correspond
simplement & une fusion de listes, le produit ou la division se révélent plus complexes.
Ces deux opérations sont traitées dans ce chapitre avec une restriction pour la division
au cas ol le reste est nul, c’est-a-dire ol la division est exacte. Des algorithmes existent
déja pour de tels calculs. L’objectif consiste donc & obtenir de meilleures complexités en
tentant de prendre en compte tous les paramétres des polynoémes creux : le nombre de
monodmes non nuls, le degré (et la hauteur sur Z). Et ce aussi bien pour les polynomes
donnés en entrée que pour le résultat.

En effet, si ces opérations, produit et division exacte, se révélent délicates a effectuer
de maniére optimale, c’est notamment car la taille du résultat n’est pas connue a priori.
Les tailles peuvent varier, des bornes et exemples de ces variations ont été fournies en
section 1.4. Des variations de tailles sont fréquentes lors d’opérations entre polynémes,
méme dans le cas dense. Ainsi le produit de deux polyndémes de degré d et de hauteur
H dans Z[z] a pour degré 2d et une hauteur d’au plus dH?2. La taille du résultat est
bornée par 2d(logd + 2log H). Méme si cette borne peut étre surestimée pour la taille
des coefficients, elle est quasi-linéaire dans la taille des entrées (2dlog H). Pour le cas
d’un polynéme sur un corps fini F,, la taille 2dlog ¢ correspond a la fois a la taille du
polynéme produit et des entrées.

Les croissances qui apparaissent lors d’opérations entre polynémes creux sont plus pro-
blématiques. Les bornes a priori ne sont pas quasi-linéaires mais surtout, elles peuvent
étre largement surestimées. La croissance exacte est elle imprévisible. Les exemples sui-
vants illustrent ce caractére imprévisible en prenant comme entrées deux polynémes qui
ont le méme support alors que le nombre de monémes du résultat varie fortement.

Exemple 5.1. A partir des mémes supports de cardinalité O(T') le produit a un nombre
de mondmes pouvant aller de 2 & Q(T?) :

T-1 T-1
( xi) x ( (xTiH _ xTi)) _ xTZ 1,

=0 =0

T-1 T-1 T2-1

( xi) x ( (xTi+1 _HCTi)) I + Z 22t + 1.
i=0 i=0 i=0
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Exemple 5.2. A partir des mémes supports de cardinalité constante la division peut
étre exacte ou non et le nombre de monémes des quotients et restes étre constants ou
correspondre au degré. Pour simplifier la comparaison, la division euclidienne de F' par
G est notée F/G=Q, Rsi F =GQ + R.

($2d+1 _ $2d + md)/(:vd+1 _ $d + 1) — l’d , 0,
-1 -1
(x2d+1 NP7 a:d)/(x‘”l — 4 1) = x4+ Z 21", 224 — Z 22",
i=0 i=0

Ces observations sur la taille des résultats montrent que pour mesurer la performance
d’un algorithme effectuant un produit ou une division, il convient de prendre en compte
la taille du résultat. Si la taille de la sortie est quadratique dans celle des entrées, il
ne peut exister d’algorithme quasi-linéaire dans la taille des entrées. En revanche un
algorithme quadratique dans la taille des entrées sera alors linéaire dans la taille de la
sortie et donc optimal. Une telle approche n’est envisagée que depuis récemment pour
le produit [AR15]|. En revanche, 1’algorithme de division euclidienne naif qui calcule le
quotient monoéme par monoéme en mettant a jour le dividende dépend déja du nombre
de mondéme du quotient et donc d’une partie de la sortie.

Les variations du nombre de monémes montrent que les deux opérations (produit
et division de polyndmes) ne sont pas aussi fortement liées qu’elle sne le sont pour
des polynémes denses. Dans le cas dense, la division euclidienne entre deux polyndémes
se réduit au calcul d’un nombre fini de produits de polynémes de méme taille que les
polynémes initiaux. Dans le cas creux, le nombre de mon6émes d’un produit est au plus
quadratique dans le nombre de monémes des polynémes d’entrée. Pour une division, le
nombre de monémes de la sortie n’est pas borné par ceux de ’entrée, mais par le degré.
Un nombre fini de produits de polynoémes de la taille des polynémes d’entrées ne peut
donc pas correspondre au calcul d’une division euclidienne. Les méthodes permettant de
réduire la division au produit dans le cas dense (approche de type Newton ou diviser
pour régner) peuvent étre utilisées pour des polyndmes creux. Cependant, les polynomes
intermédiaires calculés par ces algorithmes (I'inverse de G* ou un produit de polynémes
de degré deux fois plus petit G; x (1) n’ont aucune raison d’étre aussi creux que le
quotient et le reste calculés.

Pour pouvoir étre quasi-linéaire par rapport au support des polyndémes d’entrée et de
sortie, 'approche considérée dans cette thése est différente. Pour le produit, comme pour
la division exacte, les algorithmes s’appuient sur l'interpolation de polyndéme creux et
la vérification de produits. Le recours & I'interpolation est classique pour I'arithmétique
de polynémes. Il a permis d’atteindre des complexités sous-quadratiques pour le produit
dense.

Ce chapitre présente d’abord en section 5.1 les algorithmes existants pour le produit
et la division. Il s’agit aussi bien d’optimisation des algorithmes naifs que d’algorithmes
visant & calculer le produit avec une complexité dépendant de la taille du résultat. Nos
nouveaux algorithmes sont décrits en sections 5.2 et 5.3 pour le produit puis la division
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exacte avec notamment les premiéres complexités quasi-linéaires pour ces opérations
atteintes pour des polynémes & coefficients entiers.

5.1. Etat de l'art

5.1.1. Méthodes naives

Pendant longtemps, les seuls algorithmes pour effectuer un produit ou une division
euclidienne étaient des algorithmes naifs quadratiques. Méme pour une méthode naive,
il faut cependant manipuler prudemment les polyndémes creux. Sans cela il est possible de
générer un important surcott pour la gestion des données. Au contraire, une gestion mé-
ticuleuse des structures de données permet d’optimiser le cotit en espace des algorithmes.
C’est ce qu'ont fait Johnson [Joh74] et Monagan et Pearce [MP07; MP09b; MP11a| en
s’appuyant sur des tas. Dans ces algorithmes, les tas servent & la fois de structures pour
les polynoémes creux et pour les calculs intermédiaires. L’algorithme naif présenté par van
der Hoeven et Lecerf [HL13] s’appuie sur une structure de vecteur creux et propose une
approche différente, de type diviser pour régner. La complexité a la méme dépendance
dans la taille des supports dans les deux cas, aussi seule I’approche directe sera présentée.

#F—1 #G—-1

Pour le produit de deux polynémes F' = Y fiz% et G = 5 g;x%, 'algorithme

i=0 §=0

naif consiste simplement & calculer tous les produits de monoémes figj:cdi+ef et a les
ajouter au polynoéme produit F'G. Pour étre efficace dans la gestion de ’espace additionnel
et ne pas ajouter trop de surcoft, il convient de ne pas calculer tous ces produits d’un
coup et de le faire dans un ordre approprié. Dans cette présentation, les polynémes sont
considérés comme des tas triés par 'ordre décroissant des exposants. C’est ce méme ordre
qui est utilisé pour le calcul des monémes de F'G. L’algorithme s’adapte naturellement
si le tri suit I'ordre croissant des monoémes.

L’idée est de calculer d’abord le monéme dominant de F'G : f#p,lg#g,lxd#ﬂl*e#f?*l.
Le monoéme suivant est celui d’exposant maximal entre f#p_gg#g_lxd#F —2FeG-1 et
f#p_lg#g_gxd#F -1te#G-2 (Ces deux monodmes sont alors insérés dans un tas trié par
exposant décroissant dont le maximum sera toujours le prochain mondéme & ajouter a
FG. Lorsqu’un monéme figj:ndiJrej est extrait du tas pour étre ajouté & FG, il y a deux
mondmes de degré inférieur qui pourraient étre insérés dans le tas : fi_lgjxdi—ﬁef et
figj,lxdi‘*'ej*l. Il n’est pas forcément nécessaire d’insérer ces deux mondémes. En par-
ticulier, tant que fi_lgjﬂxdi*l*ej*l n’a pas encore été ajouté a F'G, fi_lgja:di*ﬁej ne
peut pas y étre ajouté. Il est possible de ne décrémenter que sur les monémes de G (en
ajoutant juste figj_lxdﬁeﬂ'*l au tas) sauf si j = #G ou les deux monomes sont ajoutés
dans le tas. Ainsi on s’assure de ne jamais avoir fi_lgjxdi—ﬁej dans le tas avant que
fi_lgjﬂxdi*l*ejﬂ ne soit dans F'G. De plus ceci permet de limiter la taille du tas & #F'.
Les roles de F' et G peuvent étre inversés pour avoir le tas le plus petit possible. Toute
cette procédure est décrite dans l'algorithme 19 PRODUITNAIF.
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Algorithme 19 PRODUITNAIJF
#F 1 #G—1

Entrée : F = fizd, G = gjx% polynomes dans Alx] avec #F < #G
i=0 j=0

Sortie : F'G
1: P <« le polyndéme nul
L + tas trié par degrés décroissants
Ajouter le triplet (f#F_lg#G_l, dup_1+exrg-1, (#F —1,#G —1)) a L
Tant que L n’est pas vide faire
Extraire (coef,deg, (i,7)) de L
Ajouter coef x x99 & P, soit en additionnant au dernier monéme s’ils ont le méme

degré soit comme mondéme de poids faible de P
Si j # 0 alors
Ajouter (figj_l,di +ej-1, (Z,j — 1)) AL
9: Si j = #G alors
10: Ajouter (fi—19;,di—1 +e€j,(i—1,7)) a L
11: Renvoyer P

L’algorithme tel que présenté regarde si deux monoémes ont le méme degré au moment
d’un ajout & P, il est aussi possible de le faire au moment de ’ajout & L. Lors de I'ajout
de (coef,deg, (i,7)) au tas L, s’il contient déja un triplet de la forme (coef’, deg, (i, j'))
il y a deux possibilités. Soit considérer arbitrairement que 'un des triplets est plus grand
que 'autre comme c’est sous-entendu dans l’algorithme PRODUITNAIF. Soit procéder
a laddition sans perdre les indices concernés ce qui donne un triplet du type (coef +
coef’ deg,[(i,7), (i, 7)]). Lorsque ce mondme est ajouté a R, il faut ensuite insérer dans
L les nouveaux mondémes correspondant aux deux paires d’indices. Le nombre de paires
d’indices donnant le méme degré peut étre supérieur a deux, le troisiéme membre du
triplet sera alors une liste contenant toutes les paires d’indices. Pour optimiser encore
plus, il est possible de ne pas stocker les produits f;g; et de ne les effectuer qu’au moment
de V'ajout & R, de passer par des pointeurs et potentiellement d’autres tas. De telles
améliorations sont décrites dans [MP11a].

Théoréme 5.3. Pour deux polynéomes creux F,G € Alz| avec #F < #G, 'algorithme
PRODUITNAIF calcule le produit FG en effectuant #F#G produits dans A et autant
d’additions dans Z ainsi que #F#Glog#F comparaisons dans Z pour gérer le tas L.
L’espace additionnel utilisé est un tas de longueur #F'.

Cet algorithme est particuliérement efficace par rapport aux degrés (linéaire dans le
logarithme du degré) et aux coefficients. Seuls les produits ont été comptés dans A.
Les additions sont au plus aussi nombreuses et ont en général un cotit plus faible. La
dépendance dans le nombre de mondmes est la seule & ne pas étre quasi-optimale. Elle
est systématiquement quadratique. Cela correspond au pire cas mais pas a tous les cas
comme montrés par les exemples avec des produits pouvant avoir un nombre constant de
monomes.
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Passons maintenant a la division d’un polynéme F' par un polynéome G. L’algorithme
naif consiste & d’abord diviser le monéme de poids fort de F' par le monéme de poids
fort de G pour obtenir le monéme m de poids fort de Q. Ensuite, le dividende est mis
a jour en lui ajoutant —Gm. Le processus est répété pour calculer tous les mondmes de
Q, jusqu’a ce que le dividende soit de degré inférieur a celui de G et vaille le reste R. Ce
schéma correspond & calculer R = F'—G(@ en calculant progressivement le produit GQ) au
fur et & mesure que de nouveaux mondémes de @) sont calculés. Le calcul progressif de ce
produit de polynoémes peut étre effectué en s’appuyant sur un tas comme pour un produit
ou les polynémes sont intégralement connus dés le départ. Ainsi, il n’est pas nécessaire
de mettre & jour tout le dividende, juste son mondéme de poids fort. Les informations
pour la mise & jour des autres monémes de poids fort ou pour le calcul du reste sont
conservées dans le tas du produit GQ (dont les mondémes de poids fort sont extraits au
fur et & mesure). Le schéma de calcul correspond bien a celui du produit en décrémentant
soit le long des monomes de F' soit dans le tas représentant GQ. La longueur de ce tas
peut étre optimisée pour étre le minimum entre #G et #@Q, méme si ce n’est qu’au cours
des calculs que 'on se rend compte si @ a plus de monémes que G [MP11a].

Théoréme 5.4. Pour deux polynomes creur F,G € Alx], la division euclidienne F =
GQ+R peut étre calculée en effectuant #Q divisions et #G#Q produits dans A, #Q(F#G+
1) additions dans Z ainsi que #F +#G#Q log min(#G, #Q) comparaisons dans Z. L’es-
pace additionnel utilisé est un tas de longueur min(#G, #Q).

La complexité prend déja en compte la taille de la sortie et dépend de #() mais n’est
pas quasi-linéaire a cause des facteurs #G#(Q. Dans certains cas ceci peut étre quasi-
linéaire, le reste R pouvant avoir jusqu’a #F + #G#(Q mon6émes non nuls, mais ce n’est
pas toujours vrai. Comme dans le cas du produit, c’est cette partie de la complexité liée
au support des polynémes qui appelle une amélioration, les autres parties étant déja trés
efficaces.

5.1.2. Vers une meilleure dépendance dans le nombre de monémes du
produit

Les améliorations présentées ici ne concernent que le produit. A notre connaissance
aucun algorithme n’a été proposé pour calculer une division euclidienne sans se reposer
sur la méthode naive.

Pour obtenir de meilleurs algorithmes de produit, il faut améliorer les cas ou le poly-
néme F'G a moins de #F#G mondémes non nuls. Pour que F'G ait si peu de monoémes
il faut qu’il y ait des collisions lors du produit. C’est a dire qu’il y ait des paires (d,d’)
et (e,¢’) dans leurs supports respectifs tels que d + e = d' + €’. Ils sont alors additionnés
en un seul mondéme de F'G, voire en aucun si en plus les coefficients s’annulent. Ainsi il
est possible de considérer un niveau de support intermédiaire : en prenant en compte les
collisions mais pas les annulations liées aux coefficients.

Définition 12. Soit F, G deux polynomes dans A[z]. Le support structurel de F'G est la
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somme ensembliste de support(F') et support(G). Il est a distinguer du support arithmé-
tique qui est exactement support(F'G).

Si le support arithmétique (ou le support structurel) de F'G est connu, il est possible
de retrouver F'G en résolvant le systéme de Vandermonde utilisé dans l'algorithme de
Prony en section 3.1.1 (faits 3.2 et 3.4 pages 62 et 63). Le calcul de F'G est alors linéaire
dans la cardinalité du support arithmétique (ou structurel) de F'G. Ceci est d’ailleurs
vrai pour tout ensemble contenant le support arithmétique et a été decrit précisémment
dans [HL13|.

5.1.2.1. Algorithmes quasi-linéaires dans le support structurel

La question importante est donc l’obtention du support structurel c’est-a-dire de la
somme entre le support de I et celui de G. Plus généralement il s’agit de la somme
entre deux ensembles d’entiers positifs. Arnold et Roche [AR15] ont proposé en 2015 une
méthode pour calculer cette somme, permettant ainsi d’avoir un algorithme de produit
quasi-linéaire dans la cardinalité du support structurel. Leur idée est de revenir des
ensembles aux polyndmes en considérant pour un ensemble d’entiers A, le polyndéme

A = > z% En définissant de maniére similaire le polynéme B pour un ensemble B,
acA
le support de AB est la somme ensembliste A + B. Ce support est calculé grace a des

algorithmes d’interpolation et en utilisant le fait que A((I +1)2) mod i? = Y (al +1)2¢
acA
pour [ suffisamment grand.

Les grandes étapes du calcul sont les suivantes :

1. Choisir p tels que AB soit sans collision modulo 2”—1 et calculer A, = A mod 2P —1
et B, = B mod z? — 1.

2. Trouver une borne fine sur la taille du support de A,B, en calculant A,B, mod
x? — 1 pour différents premiers ¢ tels que A,B, n’ait qu’au plus une moitié¢ de ses
mondmes en collision.

3. En utilisant la borne trouvée, interpoler A,B, et (A((l + 1)) mod =P — 1)(B((l +
1)z) mod 2P — 1) en considérant les coefficients modulo [? avec | = 4deg(AB).

4. Réduire les produits modulo zP — 1.

5. A partir des mondmes cx® et ¢'z¢ des deux polynoémes reconstruire les éléments

(2 —1)/lde A+B.

Les choix de p et des ¢ sont probabilistes et reposent sur les corollaires 2.11 et 2.13
(pages 29 et 30) pour limiter le nombre de collisions. Il faut noter que si p est bien choisi
le support de A, B, contient au plus 2 fois plus d’élements que celui de AB. En effet, les
supports de AB et AB mod 2P — 1 = A,B;, mod ¥ — 1 ont la méme cardinalité et A,B,
a degré au plus 2p—2. S’il y a des collisions modulo 2P — 1 dans A, B, elles ne concernent
que deux monomes & la fois et il ne peut y avoir d’annulation puisque les coefficients sont
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positifs. C’est pour cela que regarder la taille du support aprés une deuxiéme réduction,
modulo 27 — 1 est pertinent pour borner le support de AB.

Cette procédure a permis & Arnold et Roche de décrire un algorithme de produit de
type Monte-Carlo qui est quasi-linéaire dans la cardinalité du support structurel. La
premiére étape correspond au calcul du support structurel. Ensuite un systéme de type
Vandermonde est construit pour obtenir d’abord le support arithmétique en manipulant
des coefficients de petite taille puis le polynome lui-méme.

Théoréme 5.5 (|[AR15]). Soit F,G € Z[z] deuzx polynomes de degré inférieur a D et
hauteur H. Soit T' = max(#F, #G, #(F'G)) et S la cardinalité du support structurel de
FG. 1l existe un algorithme de type Monte-Carlo pour calculer FG en temps O(T log H +

Slog D).

Le lien entre la somme ensembliste et le produit de polynoémes est trés fort, parti-
culiérement dans le cas ol les polyndémes sont a coefficients positifs. Cela a donné lieu
a des études récentes [BN20; BFN21; BFN22| dédiées a la somme ensembliste et aux
produits de polynomes a coefficients positifs. Il est & noter différents types d’algorithmes,
notamment déterministe et Las Vegas et le recours a deux réductions consécutives. Si
les réductions sont données par des fonctions de hachages un peu plus générales que le
modulo zP — 1 puis 2% — 1, 'enchainement est & nouveau rendu possible par le caractére
positif des coefficients. Ces algorithmes sont quasi-linéaires dans le support arithmétique
mais seulement puisque celui-ci est égal au support structurel en ’absence d’annulation,
les coefficients étant tous positifs.

5.1.2.2. Algorithmes quasi-linéaires dans le support arithmétique

Des algorithmes ont aussi été proposés pour étre quasi-linéaires dans le support arith-
métique.

Nakos [Nak20| en a ainsi décrit un pour des polynomes a coefficients entiers. Il utilise
aussi des réductions modulo zP — 1 mais les effectue en passant par I’évaluation sur une
racine complexe de I'unité via du calcul numérique. Les différentes étapes de I'algorithme
sont effectuées avec une cardinalité supposée T" pour le support puis le résultat est vérifié.
Si le résultat n’est pas correct, la valeur de T est augmentée. En procédant ainsi, la
complexité atteinte est bien quasi-linéaire en T'. Cependant, elle compte aussi un facteur
cubique dans le logarithme du degré. En comparaison, si ’algorithme naif est quadratique
dans le nombre de mondémes des entrées et potentiellement de la sortie, il est toujours
linéaire dans le logarithme du degré.

I1 convient aussi de mentionner I’approche de Joris van der Hoeven [Hoe20|. Elle repose
sur une heuristique qui vient de ce que les probabilités données en section 2.1.1 (page 24)
semblent en pratique assez pessimistes. En diversifiant les coefficients et en dilatant les
exposants & partir de nombres aléatoires pour générer six polynémes différents, cela
suffirait pour que des calculs modulo " — 1 permettent de construire le produit. Son
algorithme se concentre spécifiquement sur le cas des polynéomes multivariés. De plus il
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est supposé que le degré en chaque variable, d est relativement petit par rapport aux
autres paramétres et des facteurs de la forme (log d)o(l) sont négligés.

5.2. Produit de polynémes creux

Cette partie se concentre sur nos algorithmes pour calculer un produit de polynoémes
creux F'G. L’objectif est d’étre quasi-optimal et ce en prenant en compte tous les para-
métres. Une telle complexité n’est cependant pas atteinte dans tous les cas mais seulement
pour les polynémes & coefficients entiers.

La méthode générale utilisée pour effectuer le produit s’appuie sur l'interpolation et la
vérification. Elle est décrite par les étapes suivantes :

1. Fixer une borne T' sur le nombre de monémes non nuls du produit.
2. Tenter d’interpoler F'G en prenant 1" comme borne.

3. Si un algorithme de vérification indique que le résultat obtenu ne correspond pas
au produit F'G, reprendre a I’étape précédente en doublant 7.

La présence d’une borne T est nécessaire pour de nombreux algorithmes d’interpolation
dont la complexité dépend de T au moins linéairement pour les plus efficaces. Puisque la
seule borne connue a priori sur 7" est quadratique dans les entrées (voir fait 1.19 page 18)
elle ne peut étre utilisée directement. C’est pour contourner cette difficulté qu’est utilisée
une borne croissante associée a une vérification.

Une telle approche implique une dépendance dans l'efficacité des algorithmes d’inter-
polation. Puisque le plus efficace est celui que nous avons décrit pour des polynoémes
entiers, c’est logiquement dans Z[z] qu'une complexité quasi-optimale sera atteinte.

5.2.1. Algorithme quasi-linéaire sur les entiers

Si F' et G sont des polynémes creux dans Z[z| de degré d, il est possible de s’appuyer
sur l'algorithme 12 INTERPOLATION BNM d’interpolation creuse décrit en section 3.2
(page 81). Cet algorithme effectue des évaluations d’une boite noire modulaire sur O(T')
racines p-iémes de l'unité w. Pour 'adapter au cas du produit, il suffit d’étre capable
d’effectuer ces évaluations pour le produit F'G.

Pour cela, a chaque passage dans la boucle F' et G doivent d’abord étre réduits modulo
aP — 1 ce qui nécessite O(T'I(logd)) opérations binaires. De méme, pour les évaluations
en (1 + ¢**)w dans Fr, le polynome F((1 + ¢**)x) mod (P — 1,¢%%) est calculé au
préalable en utilisant le fait quil vaut > (f; + d;g®* mod ¢?*)z% ™odP si F =" fz%. Le
méme procédé s’applique aussi & G. Ceci n’ajoute que O(Tl(log q%)) opérations binaires
a la seule réduction modulo zP — 1. Ensuite les évaluations des polyndémes de degré p
sur ’ensemble des points d’évaluations ne nécessitent plus que @(T logp) opérations
dans chacun des anneaux d’évaluation d’aprés le fait 3.4 (page 63). Il faut noter que si
T < #F,#G, ces cotits dépendent en fait de #F, #G et non de T.
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Enfin, aprés avoir évalué les polynomes F' et G, il faut multiplier deux & deux les évalués
obtenus ce qui n’ajoute qu’une opération. En reprenant la preuve de complexité du
théoréme 3.18 (page 81), on voit que le coiit de cette évaluation correspond au cott d'un
passage dans la boucle. Le cofit de I'interpolation & partir d’'une boite noire modulaire
ou de deux polynémes dont on cherche le produit est donc asymptotiquement le méme, a
condition de bien réduire les polynémes modulo P — 1 avant d’effectuer une évaluation.

Ceci permet donc de décrire le premier algorithme quasi-linéaire de produit de poly-
ndéme creux.

Algorithme 20 PRODUITPOLYNOMESENTIERS
Entrée : F, G € Z[z] de degré inférieur a D et hauteur inférieure a H, p > 1
Sortie : F'G avec une probabilité d’au moins 1 — le+1

1T+ 1

2: Tant que T < #F#G faire

3: T < min(2T, #F#G)

4: Calculer O(p) candidats R pour F'G en utilisant ’algorithme 12 INTERPOLA-
TION _BNM avec pour bornes : T' sur le nombre de monoémes, 2D sur le degré et
min(#F, #G)H? sur la hauteur.

> L’évaluation de la boite noire modulaire est remplacée par la réduction des
polynémes modulo zP — 1 suivie des évaluations
Garder le candidat le plus fréquent
Tester si F'G = R avec une probabilité d’échec d’au plus ﬁ > corollaire 4.44
Si le test renvoie vrai alors
Renvoyer R

Théoréme 5.6. Soit F', G deuz polynomes creuz dans Z|x], de degré au plus D et hauteur
H et p > 1. Avec une probabilité d’au moins 1 — 2%, lalgorithme PRODUITPOLYNOME-
SENTIERS renvoie FG en effectuant O(t(log D + log H)p + p*) opérations binaires avec
t = max(#(FQ) + #F + #G).

1

Démonstration. La probabilité 1 — 55 concerne a la fois la validité et la complexité de

I’algorithme qui est de type Atlantic-City. Nous allons prouver que chacune est vérifiée

indépendamment avec une probabilité d’au moins > 1 — QP%

La réponse de ’algorithme est incorrecte si F'G # R. Ceci ne peut arriver que si le
candidat produit est incorrect mais que l'algorithme de vérification ne le détecte pas.
Autrement dit, pour que l'algorithme renvoie un polynéme qui est bien le produit, il
faut que chacune des vérifications soit correcte. Puisqu’une vérification a une probabilité
d’erreur d’au plus ﬁ avec T' qui prend comme valeur des puissances de 2, ’algorithme
est correct avec une probabilité d’au moins 1 — ), ﬁ >1- 2,,%

Pour la complexité, il faut borner le nombre de répétitions de la boucle. Puisque
les valeurs de T sont des puissances de 2, la premiére valeur > #(FG) vaut au plus
min(2#(FQG), #F#G) car #F#G est toujours une borne sur #(FG). Dés que T atteint
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cette valeur, le candidat est bien F'G avec une probabilité d’au moins 1 — Qp% d’aprés le
théoréme 3.18 (page 81) pour un nombre de candidats supérieur a 48(p + 1)/ loge. Dans
ce cas, le test, qui n’est biaisé que d’un c6té, répond toujours vrai et ’algorithme renvoie
R = FQ@. Ainsi, avec une probabilité d’au moins 1 — 271“, le nombre de répétitions est
O(log #(F@)). La complexité de la phase d’interpolation est O(p(t(log D+log H)). Pour
la vérification, le corollaire 4.44 (page 118) donne une complexité en O € (slog sloglog s)
avec s = t(log D + log H). Pour étre plus précis sur les probabilités, le théoréme 4.43
(page 116) montre que ce terme principal est multiplié par p et qu’un terme logarithmique
en s est multiplié par p*. Ce qui permet bien d’atteindre la complexité indiquée avec une
probabilité d’au moins 1 — 29% O

Remarque 5.7. En s’assurant que la valeur maximale de T ne dépasse pas #F#G >
#(F @), on fixe la complexité dans le pire cas & O(#F#G(log D+log H)p+p*) opérations
binaires. Si les calculs sont toujours erronés a ce stade, 'algorithme ne renvoie aucun
polynoéme.

5.2.2. Produit de polyn6mes creux sur un anneau A

Si les polynomes sont définis avec des coefficients dans un anneau A différent de 7Z,
les algorithmes d’interpolation ne sont plus aussi efficaces et pour les plus rapides sont
décrits pour des circuits arithmétiques et non des boites noires. Il est alors nécessaire de
s’assurer qu’une démarche similaire fonctionne toujours ou s’il est possible d’étre plus
rapide que l'interpolation.

5.2.2.1. Réduction a l'interpolation

L’approche utilisée pour le produit sur les entiers est en fait beaucoup plus générale
que le cas restreint dans lequel elle a été utilisée. L’analyse de l'algorithme 20 PRO-
DUITPOLYNOMESENTIERS et la preuve du théoréme 5.6 peuvent s’étendre a une version
plus générale d’'une méthode reposant sur la tentative et la vérification avec une borne
croissante sur le nombre de mondémes. C’est-a-dire a toute procédure de la forme suivante.

Théoréme 5.8. Avec un probabilité d’au moins 1 — €, la procédure ESSAISETTESTS
renvoie bien R = x(F1, ..., Fy) pour un codt qui est O(log(t)) fois le cott de ’obtention et
du test d’un candidat ayant O(t) mondémes non nuls. En considérant que t est le nombre
de monomes de x(Fy,...,Fy) et que le coit des différents calculs augmente quand T
augmente.

Cet algorithme reprend la démarche suivie dans l'algorithme du produit dans Zx],
tout en montrant a quel point elle se généralise.

Dans le cas du produit de polynémes sur un anneau quelconque, la généralisation
consiste simplement & prendre un algorithme d’interpolation adapté tout en conservant
comme test la vérification de produit creux décrite dans I’algorithme 18.
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Algorithme 21 ESSAISETTESTS
Entrée : Une liste de polynémes (Fy, ..., Fj) dans A[z], 0 < € < 1 et une opération * a
appliquer & ces polyndémes

Sortie : Un polynéme creux, résultat correct de 'opération x(F1, ..., F)) avec une pro-

babilité d’au moins 1 — §

1: T+ 1

2: Tant que vrai faire

3: T« 2T

4: Calculer un candidat R qui, si 1" est une borne correcte sur le nombre de mondéme,
vaut x(F1,..., Fy) avec une probabilité d’au moins 1 — §

5: Tester si R = x(F1, ..., F}) avec une probabilité d’échec d’au plus 5

6: Si Le test renvoie vrai alors

7 Renvoyer R

Corollaire 5.9. Soit F, G € Alz], le calcul de FG se réduit a l'interpolation d’un
polynome de degré d = deg(F')+deg(G) et ayant t(= #(FQG)) mondémes. Avec probabilité
1—e, le résultat est correct et obtenu en répétant O(logt) interpolation avec une borne T' <
2t sur le nombre de monémes plus pour les vérifications O((t+#F+#G)(log %Jrlog logd))

opérations dans A et O((t + #F + #G)logd + log? 1) opérations binaires.

Sur un corps fini Fy, les algorithmes d’interpolation les plus rapides [Hual9; AGR14|
sont décrits sur des circuits arithmétiques et évaluent le polynéme en z ou ax modulo
P — 1 pour certains premiers p et éléments o aléatoires. Dans ces algorithmes et sur
un circuit de taille L, de telles évaluations nécessitent @(Lp log q) opérations binaires en
se basant sur de larithmétique dense de degré p. Le premier p est choisi d’une valeur a
peu prés T log d pour avoir de bonnes propriétés de divisibilité. Ainsi, le coiit binaire de
I’évaluation est @(LT log Dlog q). Si le polynéme est donné comme un produit, une telle
évaluation ne cotite que @(T log D log q) opérations binaires en calculant d’abord pour
F et G les réductions modulo P — 1 séparément. Le produit entre les deux réductions
est effectué par un algorithme d’arithmétique dense en degré p. En I’absence du facteur
L, cette évaluation est toujours plus rapide. Puisque la vérification est quasi-linéaire sur
tous les corps finis (voir section 4.3.2), le produit s’effectue essentiellement au méme coit
que 'interpolation sans le facteur L en prenant une probabilité de succés constante pour
simplifier.

Corollaire 5.10. Soit F', G € Fys[z] avec q premier, d = deg(F') + deg(G) et t =
#(FG). Avec probabilité de succes constante, il est possible de calculer correctement FG
en effectuant

- O((t + #F + #G) log dlog ¢°) opérations binaires si q > d,
- O((t + #F + #G)(log d)?(log d + log ¢°)) opérations binaires si q < d.

Démonstration. 11 s’agit simplement de s’appuyer sur l'algorithme de Huang (corol-
laire 3.12, page 71) dans le premier cas et celui d’Arnold, Giesbrecht et Roche dans
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le second (théoréme 3.8, page 69). O

Les algorithmes ainsi obtenus sont quasi-linéaires dans la cardinalité du support gréace
au recours au schéma d’essai et de vérification avec une borne croissante sur la cardinalité.
Le facteur quadratique des algorithmes naifs est donc amélioré. En revanche, ils ne sont
pas globalement quasi-linéaires car ils s’appuient sur des algorithmes d’interpolation qui
eux-mémes ne le sont pas. C’est clair si ¢ < d puisque 'algorithme est cubique en logd.
Si g > d, le facteur logdlogq® est quadratique puisque la taille d’un mondéme est en
log d+ log ¢°.

5.2.2.2. Algorithme quasi-linéaire dans le support structurel et les autres
parameétres sur un grand corps fini

Dans un article de 2020 [GGP20], nous pensions avoir mis au point le premier al-
gorithme de produit quasi-linéaire sur les entiers et les grands corps finis. Hélas, il y
avait une erreur d’analyse dans l’article et ’algorithme proposé a une complexité qui est
quasi-linéaire en considérant le support structurel et non le support arithmétique.

Puisque dans la section précédente, un algorithme quasi-linéaire par rapport au support
arithmétique a été décrit pour les entiers, seul le cas des grands corps sera décrit ici. Je
préciserai le point d’analyse erroné dans ’article et pourquoi cela donne une complexité
qui dépend du support structurel.

L’idée est de se baser sur ’algorithme d’interpolation de Huang décrit en section 3.1.3.
Celui-ci s’appuie sur le fait qu’a partir du polynéme R mod 2P — 1 et du polynome
R’ mod 2P — 1, il est possible de reconstruire le polynéme R s’il est sans collision modulo
2P — 1 (et donc R’ est aussi sans collision). Cette méthode est trés efficace mais pas
quasi-linéaire. Pour I’améliorer, I'idée était non pas d’utiliser ’algorithme d’interpolation
pour calculer F'G, mais pour calculer (F mod P — 1)(G mod 2P — 1) un polynéme de
plus petit degré. Dans le méme temps, 'interpolation pouvait étre utilisée pour calculer
(F mod 2P — 1)(G' mod zP — 1) et (F’ mod zP — 1)(G mod 2P — 1). En réduisant encore
une modulo P — 1 ces trois polynémes et en sommant les deux derniers, on obtient
(FG) mod 2P — 1 et (FG)' mod 2P — 1. En appliquant la régle de reconstruction par la
dérivée, il est alors possible de calculer F'G.

La procédure fonctionne bien, mais son analyse est erronée. Si p est choisi pour assurer
que le support de F'G et celui de (F'G) mod P — 1 aient exactement le méme nombre
d’éléments, il ne dit rien du support de (£ mod 2P — 1)(G mod xP — 1). Notre argument
était de dire que puisque p est choisi en suivant le corollaire 2.11 (page 29) pour le
polynéme F'G avec la borne #F#G sur le nombre de monomes, alors pour un polynéme
(F mod P —1)(G mod zP —1) de degré plus petit avec une méme borne sur le nombre de
monodmes il aurait aussi la bonne propriété. C’est-a-dire que (F' mod 2P —1)(G mod 2P —1)
serait sans collision modulo 2P —1 et aurait donc autant de monoémes que (F'G) mod zP—1
et donc que F'G. L’erreur est que si p est choisi aléatoirement pour F et GG, son choix n’est
plus aléatoire pour (F mod aP — 1) et (G mod zP — 1) qui dépendent de lui. La propriété
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probabiliste ne s’applique donc pas. Le polynéme (F mod zP — 1)(G mod zP — 1) peut
avoir plus de mondémes que F'G.

Exemple 5.11. Pour F = 2" —2* G = 2* +x et p = 5. Le polynéme FG = 2! —2° a 2
monoémes comme FG mod x° —1 = x — 1. En revanche (F mod 2° —1)(G mod z° — 1) =
—28 + 2% + 23 — 1 a 4 monomes non nuls. 8 est dans le support structurel mais pas
arithmétique de F'G et correspond & deux éléments, 3 et 8 dans le support de (F mod z°—

1)(G mod x° — 1).

Dans (F mod 2P — 1)(G mod 2P — 1), il peut y avoir des monomes distincts dont les
exposants sont égaux modulo p. Comme le degré de ce polyndéme est inférieur a 2p —
2, ces monodmes vont par paire, pas plus. Dans une paire, ’exposant inférieur & p — 1
correspond & un élément du support structurel de F'G réduit modulo p. L’élément des
paires d’exposants supérieur a p lui est surnuméraire. Enfin, chaque mon6éme qui n’est
pas en paire correspond a exactement un monéme de (F'G) mod 2P — 1 donc de FG.
Ainsi il reste possible de borner le nombre de monémes de (F mod z? —1)(G mod zP —1)
par 25 ou S désigne la cardinalité du support structurel.

Voici néanmoins cet algorithme d’interpolation qui sera suivi de I’analyse corrigée.

Algorithme 22 PRODUITSTRUCTUREL
Entrée : F,G € Fys[x] avec ¢ > deg(F) + deg(G), 0 < e < 1.
Sortie : R € Fys[z] tel que R = F'G avec une probabilité d’au moins 1 — e.
1: p < O((#F#G)?In(deg(F) + deg(G))) nombre premier aléatoire pour que FG soit
sans collision modulo x? — 1 avec probabilité au moins 1 — § > corollaire 2.11
2: Fp <+ Fmod XP —1, Gp + Gmod X —1
3: F « F' mod X? — 1, G}, <~ G’ mod X? — 1
4: Avec un parameétre de probabilité §, appliquer la procédure 21 ESSAISETTESTS pour
calculer le couple (F,Gp, FpG;) + FI;GP). Pour cela utiliser I'interpolation de Huang
et la vérification de produit sur chacun des éléments. > algorithmes 9, 18 et 21
(Rp, R},) < les polynomes du couple réduits modulo z¥ — 1.
R < le polynéme nul

Pour (cz¢, 'z ') monomes de degrés correspondant de R, et R), faire

Ajouter cz€/¢ a R

Renvoyer R

Théoréme 5.12. Soit F', G € Fys[x] avec ¢ > D premier, d = deg(F) + deg(G), S la
cardinalité du support structurel de FG et 0 < e < 1 une constante. Avec une probabilité
de succes d’au moins 1 — €, l'algorithme 22 PRODUITSTRUCTUREL calcule correctement
FG en effectuant O(Slog ¢®) opérations binaires.

Démonstration. Avec une probabilité d’au moins 1 — §, ESSAISETTESTS renvoie les bons
polynomes (F,Gy, F,Gy, + F,Gp) en O(S(logplog ¢*)) d’aprés le corollaire 5.10. En effet
le nombre de mon6mes non nuls dans ces polyndémes est au plus linéaire en S puisque
la discussion qui précéde le théoréme s’applique aussi a FpG;, + FIQGp. Le choix de p
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garantit d’une part que cette complexité soit en fait en @(S log ¢°), d’autre part qu’avec
une probabilité d’au moins 1 — § la boucle pour permette bien de reconstruire F'G. En
effet, il s’agit de la méthode de l'algorithme de Huang qui permet de reconstruire des
monoémes du polynéme recherché s’ils sont sans collision modulo 2P — 1. Comme il n’y a
pas de collision, tous les mondémes sont bien retrouvés. Ainsi avec une probabilité d’au
moins 1 — e lalgorithme calcule FG en réalisant O(S log ¢°) opérations binaires plus le
cotit des réductions modulo 22 — 1 au début et de la reconstruction finale en O(S log ¢*).
Il y a bien des opérations sur les exposants, mais comme g > D, leur coflit est négligable
par rapport a celui des opérations sur les coefficients. De méme, #F, #G et #(FQ)
n’apparaissent pas dans la complexité car ils sont plus petits que S. ]

Par rapport au corollaire 5.10, cet algorithme présente une amélioration puisqu’il n’y a
pas de facteur log D log ¢*, mais aussi un recul puisque S est 1a pour le support structurel
au lieu du vrai support.

5.3. Division exacte de polynéGmes creux

Aprés le produit, nous passons a la division exacte de polynémes creux. Si 'opération
est restreinte & la division exacte, c¢’est pour pouvoir s’appuyer comme dans la section
précédente sur 'interpolation. Or les algorithmes d’interpolation efficaces passent par des
réductions modulo 2P — 1. Cette réduction rend difficile I'interpolation de deux polynémes
simultanément en empéchant de distinguer ce qui est di au reste et ce qui est di au
quotient. L’égalité de la division euclidienne F' = GQ + R avec une contrainte sur le
degré du reste n’a en effet plus autant de sens modulo xP — 1, tous les degrés ayant la
méme borne p. En particulier elle ne permet plus de définir ) et R de maniére unique.
C’est assez radical puisque pour tout polynome @ de degré deg(F') —deg(G), il existe un
polynéme R de degré inférieur & p (et donc en général a deg(G)) qui permet de vérifier
I'égalité F mod 2P —1 = (GQ+R) mod zP—1. En revanche, si le reste est fixé a 0, I'égalité
F mod 2P — 1 = GQ mod zP — 1 donne toujours des contraintes sur (). En particulier, si
G est inversible modulo 2P — 1, le polynéme ) mod zP — 1 est unique. Nous considérons
donc ce cas précis ou il est possible d’obtenir des informations sur le quotient modulo
zP — 1.

Cette remarque montre aussi qu’il ne suffira pas d’utiliser la procédure ESSAISETTESTS
comme pour le produit. Il faudra en plus adapter les algorithmes d’interpolation pour
qu’ils puissent calculer le polynéme () défini par une division. L’utilisation d’algorithmes
de vérification de produit ne pose quant & elle aucune difficulté.

En adaptant les algorithmes d’interpolation, il est possible d’obtenir des algorithmes
qui sont quasi-linéaires dans la cardinalité du support du quotient. Pour des polyndémes
a coeflicients entiers, 'algorithme obtenu est quasi-linéaire. Les complexités dépendent
de 'algorithme d’interpolation tout comme l’algorithme de division les adaptations dé-
pendant des techniques d’interpolation utilisées.
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5.3.1. Adaptation de l'interpolation sur les entiers

La division exacte de F' par G pour deux polynomes dans Z[x] peut étre vue comme
un circuit arithmétique avec une seule division. Ceci souléve de nouvelles difficultés par
rapport & ’adaptation de l'interpolation pour l'algorithme de produit, en particulier le
risque d’une division par 0.

5.3.1.1. Les obstacles a la division

La premiére difficulté rencontrée pour adapter un algorithme d’interpolation est en fait
commune au produit et & la division : I'absence de borne fine sur le nombre de monémes
du résultat. Pour le quotient, la seule borne a priori est méme excessivement large, il
s’agit du degré. Autrement dit, en se fiant & cette borne il serait plus efficace de traiter
les polyndémes comme des polynémes denses pour calculer le quotient. Pour considérer
le quotient comme un polynoéme creux, 'approche par la procédure ESSAISETTESTS
vue pour le produit fonctionne encore : tenter l'interpolation avec des bornes T sur
la cardinalité du quotient croissante et s’arréter dés que ’algorithme de vérification de
produit assure que 'on a trouvé un polynéme @ tel que F' = GQ.

La seconde difficulté est propre a la division de polynoémes & coefficients entiers. La
borne a priori sur la hauteur du quotient dépend de son nombre de mondémes de maniére
exponentielle (lemme 1.20, page 19). Cette borne peut elle aussi s’avérer trés pessimiste.
Une approche semblable réalisant des essais avec une borne de hauteur croissante suivis de
vérifications permet de surmonter cette difficulté. Ceci présente une nouvelle difficulté, il y
a maintenant deux bornes a tester et deux bornes & mettre a jour mais pas simultanément.
Pour savoir quelle borne entre la hauteur et le nombre de monémes est sous-estimée et doit
étre augmentée, il faut effectuer les tests séparément. Il se trouve que la vérification liée a
la hauteur du polynéme peut étre effectuée au cours de I'algorithme d’interpolation plutot
qu’a son terme. En effet, 'étape 7 de I'algorithme 12 INTERPOLATION BNM (page 81)
est déterministe. Elle calcule le polynéme modulo 2P —1 dans Z/ ¢*FZ a partir du support
modulo zP — 1. Si ¢?* est plus petit que la hauteur du polynéme, certains coefficients sont
réduits. En comparant le polynéme modulo zP — 1 et ¢?* avec le polynéme juste modulo
xP — 1, ces différences sont détectables ce qui conduit alors a augmenter la borne sur la
hauteur. Le test qui permet cette comparaison est celui d’une égalité modulaire tel que
décrit dans la section 4.2 (page 95).

Enfin, la derniére difficulté vient de I’évaluation elle-méme. Le polynéme & interpoler
est F'/G. Pour cela, algorithme 12 INTERPOLATION BNM effectue trois séries d’éva-
luations. Le polynome F/G doit d’abord étre évalué sur des racines p-iémes de 'unité
w dans Fy, puis sur des racines p-iémes de l'unité wy dans Z/ ¢?*7Z. Enfin le polynome
transformé F((1+ ¢*)x)/G((1+ ¢*)z) doit étre évalué sur les wy. Pour pouvoir effectuer
les divisions, il faut a chaque fois que les points concernés ne soient pas des racines de G
ou de G((1+¢*)x) dans I'anneau d’évaluation. Si wy, est une racine de G modulo ¢?*, alors
G(wy) est un multiple de ¢* donc de g et de plus G(wy, mod ¢) est aussi un multiple de ¢.
Or d’apreés le lemme 3.16 (page 79), wr mod ¢ est une racine primitive p-iéme de 1'unité
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dans F, qui est donc aussi racine de G. Par ailleurs si wy, est racine de G((1 + ¢*)x) mo-
dulo ¢%*, on obtient le méme résultat a savoir que wy, mod p est une racine de G modulo
q. Ainsi, il suffit de s’assurer qu’aucune des racines primitives p-iémes de 'unité n’est
racine de G dans F,. Autrement dit de s’assurer que les polynémes G et ®, = Z?;é xJ
sont premiers entre eux dans Fy[z]. Cela peut se faire en réglant convenablement le choix
de p et ¢ durant ’algorithme : d’une part choisir p pour qu’ils soient premiers entre eux

dans Z[z], d’autre part choisir ¢ pour qu'ils le restent modulo g.

Lemme 5.13. Soit G un polynéme de degré d, 0 < € < % Si p et q sont deuxr nombres
générés par l'algorithme 1 TRIPLET (page 33) a partir d’un paramétre X supérieur a

S(#G —1)Ind et {/LIn(#G|G|)), alors la probabilité que G et ®, = Z?;é z) soient

premiers entre eux dans Fg[z] est d’au moins 1 — 2e.

Démonstration. Sil’algorithme TRIPLET parvient a générer des nombres premiers p et g,
alors p est choisi uniformément parmi les premiers de l'intervalle [\, 2\] (théoréme 2.17,
page 32). Puisque \ > %(#G— 1)Ind, le corollaire 2.9 (page 29) indique que la probabilité
d’avoir G mod 2P —1 # 0 est d’au moins 1 — €. Tout facteur commun a G et ®, est aussi
commun & G mod 2P —1 # 0 et ®,,. Puisque ®,, est irréductible dans Z[x], le seul facteur
propre & considérer est ®,, lui-méme. Or le degré de G mod 2P —1 est au plus égal au degré
de ®,. Pour qu’il y ait un facteur commun, il faudrait donc avoir G mod ¥ — 1 = n®,
pour un entier n € Z, n # 0. Les deux polyndémes doivent donc avoir le méme nombre
de mondémes. Le polynéme G mod 2 — 1 en a au plus #G et ®, en a p. Il est donc
impossible d’avoir G mod zP — 1 = n®,, avec n # 0 puisque p étant premier et supérieur
a A, il est toujours strictement plus grand que #G. L’inégalité p > #G se vérifie en
considérant d’abord les cas avec #G ou d petit, et ensuite les cas sans bornes supérieures.
Si #G = 1, alors tout nombre premier p vérifie p > #G. Si #G =2 et d =1 alors A >
v/ % In(2 |G|)) > V192In2 > 2,58, ainsi tout nombre supérieur a A est supérieur a #G.
Si#G>1letd>2alorsona)> 2(#G—1)Ind > 10In2(#G —1) > 2(#G —1) > #G.
Tout ceci permet de conclure qu’avec une probabilité d’au moins 1 — €, G et ®, sont
premiers entre eux dans Z|x].

Pour qu'ils soient aussi premiers entre eux dans [Fy[z], il suffit de s’assurer que ¢ ne
divise pas le résultant de G' et ®, que l'on sait étre non nul. Or le résultant de G et
ijm

~1
P, est donné par les évaluations de G sur les racines de ¢, : Res(G,®,) = [[ G(e» ).
j=1

Puisque les évaluations sont sur des éléments de norme 1, Res(G, ®,) est borné en valeur
absolue par (#G|G|)P~L. Si A > \5/4?8 In((#G ||G]|)P~1), il est possible d’appliquer le
théoréme 2.17 pour affirmer qu’avec une probabilité d’au moins 1 — ¢, ¢ ne divise pas
Res(G, ®,). Or p < 2 donc {’/46—8 In((#G ||G|))P~1) < f/%Aln(#G IIG||) et il faudrait

- €

que ce soit inférieur & A. En posant a = 2 In(#G||G||), I'inégalité qu’il faut obtenir
devient al/5\1/5 < A. Or par hypothese, \ > al’* dou al/5A\1/5 < A4/57\1/5 < \. Ainsi
A est assez grand pour pouvoir affirmer qu’avec une probabilité d’au moins 1 — €, ¢ ne
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divise pas Res(G, ®,) s’il est non nul.

Pour résumer, avec une probabilité d’au moins 1 — €, G et ®,, sont premiers entre eux
dans Z[x]. Avec une probabilité d’au moins 1 — ¢, ils le restent dans Fy[z]. Ceci donne
bien une probabilité d’au moins 1 — 2e qu'ils soient premier entre eux dans F,[z]. O

Le cas ou 1 serait une racine de G peut aussi sembler problématique puisque les éva-
luations ont lieu sur des puissance de w & partir de w”. Cependant, décaler la suite des
puissance en commencant & w! ne change pas la validité des algorithmes appelés sur ces
différentes suites. Il suffit donc de veiller & ce que les racines primitives de 'unité d’ordre
p ne soit pas des racines de G, comme le fait le lemme 5.13

5.3.1.2. Un algorithme quasi-linéaire

En s’appuyant sur les remarques précédentes, il est possible d’adapter ’algorithme 12,
INTERPOLATION BNM pour calculer le quotient d’une division exacte de polyndémes
creux. Le premier algorithme décrit correspond & une application directe avec une borne
connue sur le nombre de mondémes du quotient et une probabilité de succés constante.

Algorithme 23 QUOTIENTAVECBORNET
Entrée : Deux polynomes creux F', G € Z[z| tel que F est de degré D et G divise F';
un entier T’
Sortie : F/G avec une probabilité d’au moins 2 dans le cas out T > #(F/G)
1 Hyngo + (14 G117
2: €+ ([log T + [loglog Hiag]) ; C < max(2H ez, #G || G||)
: A+ max (2§’ 5(max(T, #G) —1)In D, {/2 In C)

3
4: Q<—O;H0<—HG||+1
5
6

: Tant que T > 1 faire
(p,q,w) < TRIPLET(\, €) : p,q premiers, A < p < 2X, ¢ < A5, w € F, racine
primitive p-iéme de I'unité
Si l'exécution de TRIPLET échoue alors Renvoyer échec
8: Caleuler Q, = (F/G — Q) mod (2P — 1,¢%*) comme dans l'algorithme 12, avec
k = [max(3 log, (4T Hy || F||),1og, D)]

I~

9: Si une division par 0 survient alors Renvoyer échec

10: Veérifier si F' mod 2P —1 = G x (Qp + Q) mod 2P — 1 dans Z avec une probabilité
d’erreur < e > théoréme 4.20

11: Si il y a bien égalité alors

12: Calculer de possibles monomes de F'//G — @ > algorithme 12, étapes 9 et 10

13: Mettre a jour @, avec des mondmes de hauteur au plus Hyqy

14: T+ |T/2]

15: Sinon Hy « Hg

16: Renvoyer H
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Si 'algorithme ne renvoie pas F/G, ce peut étre soit parce qu’il renvoie un message
d’erreur si TRIPLET a échoué, soit parce qu’il renvoie un polynéme erroné. Un tel poly-
néme peut contenir des mondmes qui n’appartiennent pas au vrai quotient. Cependant
sa taille ne peut pas étre beaucoup plus importante que celle du polyndéme correct.

Lemme 5.14. Si lalgorithme 23 QUOTIENTAVECBORNET renvoie un polynéme, c’est
toujours un polynome ayant au plus 21T mondémes de coefficients bornés par T - tH avec
t et H le véritable nombre de mondmes et la véritable hauteur du quotient F/G que
Ualgorithme essaie de calculer.

Démonstration. Pour le nombre de mondmes, il faut remarquer que les méthodes de
I’algorithme 12 INTERPOLATION _BNM utilisées lors de I’étape 8 reposent sur un systéme
de type Vandermonde pour interpoler un polynéme creux ayant au plus 1" monémes. C’est
a dire que le systéme est de taille 7" et ne permet pas de calculer plus que 7" monomes.
Comme & chaque fois que des termes sont ajoutés a @), la borne T est divisée par 2, méme
si tous les monodmes sont erronés il ne peut y en avoir au maximum que 27

Concernant la hauteur du polynome, seuls les coefficients de mondémes erronés peuvent
dépasser en valeur absolue H, la hauteur de F'/G. De tels mondmes viennent nécessai-
rement de collisions modulo zP — 1. Ainsi & chaque itération, la somme des coefficients
erronés en valeur absolue est au plus égale & la somme des coefficients en valeur absolue
de F/G — Q. Par conséquent 'ajout de mondmes erronés peut au plus doubler la somme
des coefficients de F//G — @ pour 'itération suivante. Au départ, @ = 0 et la somme des
coefficients de F//G — @ est bornée par tH puisque tous les monémes viennent de F/G.
Aprés [logT| itérations, la somme est bornée par T - tH. Il en est donc de méme des
coefficients de ) qui contribuent soit a cette somme soit a celle d’une itération précédente
qui est plus petite. ]

Théoréme 5.15. Pour des polynomes F,G € Z[x]| tels que G divise F' et T > #(F/G),
Valgorithme 23 QUOTIENTAVECBORNET calcule le quotient F/G avec une probabilité
d’au moins 2. Il effectue O((T + #F + #G)(log D + log H)) opérations binaires avec
D = deg(f) et H = max(|[F[|,[|G]|,[|F/G]))

Pour tout p > 1, O(p) répétitions de I’algorithme permettent d’augmenter la probabilité
de succes a 1 — 2% en sélectionnant le résultat majoritaire.
Démonstration : Validité. L’algorithme peut ne pas renvoyer le polynéme F'/G pour cing
raisons différentes. Les trois premiéres sont communes avec ’algorithme 12 INTERPOLA-
TION _BNM : soit le calcul du triplet (p,q,w) (étape 6) est un échec, soit le nombre
premier p entraine trop de collisions dans F//G — @ modulo 2P — 1, soit certains coeffi-
cients non nuls de F/G — @ mod (zP — 1) sont annulés par la réduction modulo ¢. Les
deux autres sources d’échec sont propres a ’algorithme de division : 'une des puissances
de w peut étre une racine de GG entrainant une division par 0 ou le test de I’étape 10 peut
échouer a détecter une erreur.
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Tel que défini, A vérifie A > max <2§, %(T —1)InD, ¢/ %Tln Hmaz>. Le dernier terme

est obtenu en utilisant le fait que 7" < 2\. Or d’aprés le lemme 1.20 (page 19), Hpax
est une borne sur la hauteur de F'/G. Ainsi, les conditions du lemme 3.14 (page 77)
sont vérifiées pour le polynome F/G. Il permet d’affirmer qu’avec une probabilité d’au
moins 1 — 3¢, aucune des trois premiéres source d’échec n’arrive : ’étape 6 renvoie un
triplet (p, q,w) tel que p entraine suffisamment peu de collisions pour que le nombre de
monomes a retrouver soit divisé par deux, et que ¢ n’annule aucun des coefficients de

F/G—@Q mod zP —1

Par ailleurs, le choix de A par rapport a #G et |G| permet d’appliquer le lemme 5.13
au triplet (p,q,w) pour affirmer qu’avec une probabilité d’au moins 1 — 2¢, G n’admet
pas comme racine une racine primitive p-iéme de 1'unité modulo g et donc pas non non
plus modulo ¢%*.

Si tous ces points sont vérifiés, il est possible d’appliquer les faits 3.3 a 3.5 (page 63)
pour calculer @), a l'é¢tape 8 de maniére déterministe comme dans 1’algorithme d’interpo-
lation. Le choix de k garantit que ¢2* est au moins deux fois plus grand que la hauteur de
(F/G—Q) mod zP—1 dés que Hy || F|| est supérieur a || F'/G|| (dont la valeur exacte est in-
connue). C’est pour que la comparaison s’applique bien a la hauteur (F/G—Q) mod 2P —1
et pas seulement a celle de F/G — @, que la dépendance en T a été ajoutéé par rapport
a l'algorithme d’interpolation. Dans ce cas, I'égalité @, = (F'/G — Q) mod z? — 1, valide
modulo ¢?*, est aussi vérifiée dans Z[z] et le test de I'étape 10 renvoie vrai. Le calcul de
potentiels mondémes et la mise a jour de () sont alors effectués exactement comme dans
I’algorithme 12 INTERPOLATION BNM.

Si Ho ||F'|| < |[F/G|, il y a deux possibilités. La premiére est que Q, # (F/G —
Q) mod zP — 1 dans Z[x|. Alors, avec probabilité d’au moins 1 — ¢, le test de I’étape 10
détecte cette différence et la borne Hy est augmentée en HZ. La seconde possibilité est
que légalité Q, = (F/G — Q) mod 2P — 1 soit quand méme vraie. Ceci implique que les
monoémes de hauteur supérieure & Hy sont en collision modulo zP — 1. Les termes sans
collision sont eux correctement calculés.

Ainsi, avec une probabilité d’au moins 1 —6e, soit le nombre de monémes & reconstruire
a été divisé par deux, soit la borne sur la hauteur a été élevée au carré si elle était trop
petite. Il faut au plus [loglog || F//G||] < [loglog Hpas | itérations ou le test de 1'étape 10
renvoie faux pour atteindre une borne correcte sur la hauteur. A celles-1a, s’ajoutent les

[log T'] itérations ou le test renvoie vrai nécessaires pour calculer tous les coefficients de
F/G.

L’algorithme effectue donc au plus ([log T'| + [loglog Hypa. |) itérations. La probabilité
de succes totale de I'algorithme est donc d’au moins 1 —5e([log T'] + [log log Himaz ) > 3.
Pour améliorer cette probabilité & 1 — 2%, il suffit de répéter l'algorithme 48p/ log e fois
et de renvoyer le résultat majoritaire (fait 1.3). O

Démonstration : Complexité. Puisque le nombre d’itérations n’ajoute a la complexité
qu’un facteur logarithmique dans la taille des entrées et de la sortie, concentrons nous
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donc sur le cotit d’une itération.

Les évaluations de F/G (données par celles de F et de G) et de Q nécessitent O((T +
#F + #G) log p) opérations dans chacun des anneaux d’évaluation par le fait 3.4 plus
O(T(I(logd) + I(log ¢**))) opérations binaires pour les réductions préalables des poly-
nomes (discutées au début de la section 5.2.1).

A partir des évaluations, l'algorithme, comme celui d’interpolation, effectue @(T +p)
opérations dans F, et O(T'logp) opérations dans 7./q**7 pour calculer les exposants
modulo p et retrouver les coefficients et exposants sans borne.

Puisque la hauteur d’un résultat erroné est d’au plus T?H d’aprés le lemme 5.14,
Hy n’est augmenté que jusqu’a dépasser cette borne. La valeur maximale de ¢?* est
donc O(T3H + D). Ainsi une opération arithmétique dans Z/q?*Z a un cott binaire de
O(log H + log D). De plus, le choix de A garantit que p = O(T 4+ #G)(log D + log H)).
Par conséquent, la complexité totale est de O((T +#F +#G)(log D +log H)) opérations
binaires, g étant polynomial en p. O

L’algorithme 23 QUOTIENTAVECBORNET correspond & un algorithme d’interpolation
d’un quotient exact de deux polyndémes creux si une borne sur son nombre de monoémes
est connu. En travaillant avec une borne croissante et en testant la validité des résultats
obtenus, il permet d’obtenir un algorithme pour calculer le quotient méme dans les cas
ol la borne n’est pas connue. Il s’agit d’une procédure de type ESSAISETTESTS, comme
celle utilisée pour le produit en section 5.2.

Algorithme 24 DIVISIONEXACTE

Entrée : Deux polynomes creux F', G € Z[x| tel que F est de degré D et G divise F';
p=>1
Sortie : F//G avec une probabilité d’au moins 1 — 2;,%

1. T<+1

2: Tant que vrai faire

3: T+ 2T

4: Calculer O(p) candidats @ pour F//G par QUOTIENTAVECBORNET(F, G, T).

5: Garder le candidat le plus fréquent

6: Tester si F' = (GQ avec une probabilité d’échec d’au plus ﬁ > corollaire 4.44
7 Si le test renvoie vrai alors

8: Renvoyer R

Théoréme 5.16. Soit F, G deux polynomes creur dans Z[x] tels que G divise F et
p > 1. Avec une probabilité d’au moins 1 — 2%, lalgorithme DIVISIONEXACTE renvoie
F/G en effectuant O(t(log D + log H)p + p*) opérations binaires avec D = deg(f), t =

max(#F, #G, #(F/G)) et H = max(|[F[|, |G|, [|[F/G[])-

Démonstration. La preuve est la méme que celle du théoréme 5.6, en remplagant l'inter-
polation par 'algorithme QUOTIENTAVECBORNET. Le lemme 5.14 assure que la taille
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des polynoémes erronés fournis lors de tentatives infructueuses reste quasi-linéaire et n’im-
pacte pas la complexité. O

Cet algorithme est le premier algorithme quasi-linéaire de division de polynéme creux.
Il a été obtenu en modifiant le fonctionnement de I'algorithme d’interpolation sur lequel
il est basé pour permettre de gérer 'absence de bornes (hormis le degré) et empécher les
divisions par 0.

5.3.2. Adapter des interpolations pour circuit arithmétique

Comme dans le cas du produit, il serait intéressant d’avoir une méthode générale pour
définir une procédure de type ESSAISETTESTS qui permette d’adapter directement un
algorithme d’interpolation en un algorithme de division exacte. Cependant ’algorithme
précédent illustre bien qu’il faut vraiment prendre en compte le fonctionnement de I’al-
gorithme d’interpolation et y apporter potentiellement des changements. Les transfor-
mations vers des algorithmes de division semblent plutét devoir étre congues de maniére
ad hoc.

Dans la section précédente, nous avons présenté un algorithme quasi-linéaire pour des
polyndmes a coefficients entiers. Si les polyndémes sont définis sur d’autres anneaux, cet
algorithme ne fonctionne plus puisque l'interpolation n’est plus adaptée. De maniére gé-
nérale ce sont les algorithmes d’interpolation de circuit arithmétique qui ont les meilleures
complexités sur un anneau quelconque. Cette section se consacre donc exclusivement a
I’adaptation d’algorithmes d’interpolation de circuit arithmétique. De plus, nous nous
restreignons & ceux qui, comme celui de Garg et Schost, passent par 1’évaluation en x
modulo 2P — 1 pour différents nombre premiers p. C’est pour cette évaluation que nous
avons développé des adaptations.

5.3.2.1. Permettre I'inversion modulo zP — 1

Le "circuit arithmétique" considéré est le polynéme F//G, un circuit arithmétique avec
une division & la fin. Pour pouvoir I’évaluer en z modulo 2P — 1, il est donc nécessaire de
pouvoir inverser G modulo P — 1. Ici les polynémes sont définis sur un anneau intégre
A. Contrairement au cas des polynémes dans Z[z], I'anneau d’évaluation ne peut donc
pas varier pour s’adapter & p. L’idée est alors de transformer le polynéme G pour qu’il
soit inversible, ¢’est-a-dire premier avec 2 — 1. Pour cela, il est possible de s’appuyer sur
la technique de diversification [GR11b|, comme le décrit le lemme suivant.

Lemme 5.17. Soit A et B € A[z]| deux polynémes non nuls avec B(0) # 0. Dans toute
extension Agy de A, il y a au plus deg(A) deg(B) points a distincts tels que A(ax) et
B(x) ont un facteur commun.

Démonstration. Soit 3 une racine de B dans une cloture algébrique A de A. Le point f3
est une racine de A(ax) si et seulement si A(af) = 0, autrement dit si a est une racine
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de A(Bx). Puisque A(Bz) # 0 et deg(A(Szx)) = deg(A), il y a au plus deg(A) racines de
A(Bz) dans A. Puisque B a au plus deg(B) racines dans A, il y a au plus deg(A) deg(B)
points « tels qu’il existe une racine f commune a A(aX) et B(X). O

En interpolant F'(ax)/G(ax), plutot que F/G, il est donc possible d’effectuer les di-
visions nécessaires. Ou, au moins, probablement possible si « est choisi aléatoirement
dans une extension de A suffisamment grande. Les algorithmes d’interpolation de cir-
cuits arithmétiques effectuent plusieurs évaluations en x modulo 2P — 1 pour différents
nombres premiers p. Puisqu’il y a plusieurs nombres premiers, ’objectif est d’obtenir un
polynéme G(ax) qui soit premier avec tous les 2P — 1.

Corollaire 5.18. Soit G € A[z] un polynéome de degré D et P un ensemble de k nombres
premiers plus petits que N et 0 < € < 1. Si « est un élément choisi aléatoirement dans
une extension Ay de A de taille supérieure a %, alors la probabilité que G(ax) et

[ (aP — 1) soient premiers entre eux est d’au moins 1 — €.
pEP

Démonstration. 11 s’agit de 'application du lemme 5.17 aux polynémes G et [] (2P —1).
pEP
Le degré du second étant borné par kN. O

Les nombres premiers considérés sont choisis soit dans un intervalle [, 2)] soit parmi
la liste des k plus petits nombres premiers. Les valeurs de A et k sont généralement fixées
en s’appuyant sur des résultats semblables aux corollaires 2.9, 2.11 et 2.13 (page 29, et
30). Le corollaire suivant spécifie ces deux cas.

Corollaire 5.19. Soit G € Alx] un polynome de degré D. La probabilité que G(ax) et
[ (2P — 1) soient premiers entre eux est d’au moins 1 — € si a est choisi aléatoirement
peEP

dans une extension Ay de A de taille supérieure a

. w si P est 'ensemble des k plus petits nombres premiers et k > 3.
;fllg;‘i st P est l'ensemble des nombres premiers de l'intervalle [A,2X], A > 1.

Démonstration. 11 s’agit simplement de borner la somme des k plus petits nombres pre-

miers par k?logk, et le nombre de premiers dans [\,2\] par 51@ 5 [RS62, Corollary

3). O

5.3.2.2. Diviser grace a des algorithmes d’interpolation

Si les évaluations du circuit arithmétique sont toutes des évaluations du polynoéme
modulo zP — 1, l'algorithme d’interpolation avec une borne T peut étre transformé en
un algorithme de division exacte si une borne 7" sur le nombre de monémes du quotient
est connue. Il suffit de choisir aléatoirement un point o dans une extension assez grande,
de calculer F(ax), G(ax) puis de remplacer 'évaluation du circuit par la division. Le

polynome obtenu est alors (F/G)(az) et F//G est obtenu grace a une évaluation en a~'x.
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Ceci ajoute une contrainte supplémentaire : il faut que « soit inversible. C’est donc au
nombre d’éléments inversibles dans Agy que les bornes précédentes s’appliquent. Dans le
cas d’extensions de corps finis, ceci n’apporte pas de contrainte supplémentaire.

Algorithme 25 DI1VISIONPARINTERPOLATION
Entrée : F, G € Alz] tels que G divise F, T > #(F/G) et 0 < € < 1—p; un algorithme 7
d’interpolation de polynémes creux par ’évaluation d’un circuit arithmétique modulo
2P — 1 pour différents nombres premiers p ayant une probabilité de succés d’au moins
I—p
Sortie : Le polynéme F/G avec une probabilité d’au moins 1 — (e + p)
1: k, N < le nombre et la valeur maximale des nombres premiers utilisés par Z pour un
polynéme de degré deg(F') — deg(G) ayant 7' mondmes non nuls.
2: o + un élément aléatoirement choisi parmi au moins DkTN inversibles d’une extension
Aoyt de A.
3: Fp < Flaz); G, < F(ax)
4: Utiliser Z pour calculer Q, < F,/G, en remplacant I’évaluation du circuit en x
modulo 2P — 1 par la réduction de F,, G, modulo xP — 1 puis la division.
5. Renvoyer Q,(a~'z)

Théoréme 5.20. En appliquant la procédure DIVISIONPARINTERPOLATION, il est pos-
sible de calculer F/G, dont le nombre de monémes est connu, pour deux polynomes F
et G € Alx] en passant par interpolation d’un polynoéme dans Aeylx], si Aey est telle
que décrite dans la procédure. La probabilité d’échec est de € + p ot p est la probabilité
d’échec de l’algorithme d’interpolation utilisé.

Pour la complexité, il faut modifier la complexité de ’algorithme d’interpolation en
ajoutant O(tlog D) opérations dans Ay et en remplagant toute occurrence de L x M(p)
opérations dans A.y|x] par O(TI(log D)) opérations binaires et O(T') additions dans A ez
plus une division dans Acyfz]/(xP — 1) avec t = max(T, #F,#G), D = deg(F) et L la
longueur du circuit.

Démonstration. La validité et la probabilité de succés se déduisent de la discussion qui
précede la description de la procédure. Pour la complexité, il y a d’une part les trois éva-
luations en ax ou o~ qui nécessitent chacune O(tlog D) opérations dans Aey, (fait 1.8).
D’autre part, les évaluations en z modulo zP — 1 qui demandent L opérations dans
Aext[z]/ (2P — 1), c’est & dire LM(p) opérations dans Aeyt sont remplacés par deux réduc-
tions en O(T'I(log D)) opérations binaires et O(T") additions dans Aey (fait 1.7) plus la
division de F, mod zP — 1 par G, mod zP — 1. O

Il peut sembler qu’une telle approche fasse passer dans une large extension, mais la
représentation de % ne demande que log% bits. Cette taille reste quasi-linéaire
dans la taille des polyndémes considérés si % est polynomial dans cette méme taille, ce
qui est généralement le cas. En revanche effectuer log D opérations dans cette extension

n’est pas quasi-linéaire. Il faut noter que c’est souvent plus rapide que I’évaluation du
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circuit en x dans Aey[x]/(2P — 1) car généralement p est au moins linéaire en T'log D. Si
I’extension n’est pas trop complexe & produire, la division aura essentiellement le méme
cofit que 'interpolation, en I’améliorant méme du facteur L.

Cette procédure peut s’appliquer a l’algorithme 9 INTERPOLATION DE HUANG (page 72)
pour des polynémes sur des corps finis de grande caractéristique. Celui-ci évalue aussi
le circuit de la dérivée. Il est donc aussi nécessaire de calculer F’ et G’ pour obtenir
(F/G) = (F'G — FG")/G? en ne divisant que par le polynome G dont on s’assure déja
qu’il sera inversible.

Corollaire 5.21. Soit F,G € Fylz] avec F, de caractéristique supérieure & deg(F') —
deg(G), G qui divise F, T une borne sur #(F/G) et 0 < € < 1 une probabilité constante. I
est possible de calculer F//G avec une probabilité d’échec d’au plus € et en @(t log D log q)
opérations binaires avec t = max (T, #F, #G) et D = deg(F).

Démonstration. La probabilité d’échec peut étre divisée en deux entre la probabilité que
le choix de a ne garantisse pas 'inversibilité de G et la probabilité que l'interpolation
échoue. L’algorithme 9 INTERPOLATION DE HUANG choisit tous ses nombres premiers
parmi les k = [12(T — 1) log(deg(F') — deg(G))] plus petits nombres premiers. Par consé-
(deg(F)—deg(Q))k? log k-‘ .

€

quent o doit étre choisi dans une extension de corps Fgs avec s = {logq

Soit s = 1, soit une opération dans F s nécessite @(log D/log q) opérations dans F, c’est
a dire O(1) puisque g > D. L’ensemble des opérations propres a la division d’aprés le
théoréme 5.20 nécessite donc @(T log D log q) opérations binaires. Le cotut de ’algorithme
de Huang vient essentiellement de I’évaluation du circuit (voir théoréme 3.11 page 71).
Pour la division, il vient donc principalement des parties qui la remplacent, ce qui donne

donc O(T log D log q). O

Pour les corps finis de petite caractéristique, le passage par une extension peut s’avérer
plus cotiteux. Cependant ce passage est déja effectué par les algorithmes d’interpolation
efficaces. En particulier le plus rapide (JAGR14], mentionné au théoréme 3.8) utilise déja
la diversification et calcule F'(o;z) mod 2P — 1 pour différents «; et p;. Puisqu'il y a
diversification dans l'algorithme d’interpolation, en ajouter une au début peut certes
garantir l'inversibilité de G(ax) modulo zP — 1 mais pas celle de tous les G(a;ax). La
bonne approche est plutét pour chaque choix de «;, de s’assurer de l'inversibilité de
G(oyz) modulo les différents 27 — 1. Les nombres premiers p; sont tirés aléatoirement
dans des intervalles [\, 2\] avec A = O(T'log D). Les points «;, eux aussi choisis aléatoi-
rement, se trouvent si nécessaire dans une extension de degré s = O(log, D) [AGR14,
Lemma 3.1, Lemma 4.1]. Ces points ont une certaine probabilité de conduire a 1’échec
de l'algorithme d’interpolation. De plus, en se ramenant au cas de la division, il y a une
certaine probabilité pour qu'un «; ne permette pas & G(«a;x) d’étre premier avec un a? —1
pour p premier dans [), 2A]. Pour régler cette probabilité, il est possible d’augmenter s
et de prendre plutét s = (’)(logq DT/\Z) en appliquant le corollaire 5.19. Vu la valeur de A,
cela donne s = (’)(logq %) Ainsi sans augmenter significativement la taille des extensions
considérées, il est possible de garantir une bonne probabilité de pouvoir effectuer toutes
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les divisions correspondant aux évaluations de l'algorithme d’interpolation. Puisque la
taille de I'extension n’évolue que peu, adapter 'interpolation & la division donnera un
algorithme ayant essentiellement la méme complexité, au facteur L de la taille du circuit
pres.

Corollaire 5.22. Soit F,G € Fylz] avec Fy de caractéristique inférieure o deg(F') —
deg(G), G qui divise F, T une borne sur #(F/G) et 0 < € < 1 une probabilité constante. I
est possible de calculer F/G avec une probabilité d’échec d’au plus € et en O(t(log D)?(log D+
log q)) opérations binaires avec t = max(T,#F,#G) et D = deg(F).

Ces deux cas ont permis, sans entrer dans tous les détails, de voir qu’effectuer une
division en s’appuyant sur 'interpolation nécessite de se pencher sur le fonctionnement de
I’algorithme d’interpolation pour déterminer quelle partie précisément doit étre modifiée.
Une fois ces modifications réalisées, elles permettent d’obtenir des algorithmes quasi-
linéaires dans une borne sur le nombre de monémes du résultat. Il est alors possible
d’utiliser ces algorithmes O(log #(F/G)) fois avec une borne croissante sur 7" en les
associant a la vérification de produits de polynémes creux (théoréme 4.43, page 116)
pour obtenir un algorithme de division sans borne initiale sur le nombre de monémes du
résultat. Il s’agit d’une nouvelle application de la procédure ESSAISETTESTS.

Corollaire 5.23. Soit F,G € F,[z] tels que G divise F' et 0 < € < 1 une probabilité
constante. Il est possible de calculer F/G avec une probabilité d’échec d’au plus € et en

- O(T'log Dlog q) opérations binaires si Fy est de caractéristique supérieure au degré
du quotient deg(F) — deg(G)

- ou O(T(log D)%(log D + log q)) opérations binaires sinon,
avec T = max(#(F/G), #F,#G) et D = deg(F).

Comme dans le cas du produit, les algorithmes obtenus sont quasi-linéaires en T le
nombre de mondémes des polynémes ce qui est un progrés par rapport aux algorithmes
basés sur la division naive. En revanche, ils ne sont pas quasi-linéaire dans la taille des
polynomes, il faudrait avoir O(T(log D + logq)). La division exacte est quasi-linéaire
uniquement sur les entiers notamment car elle repose sur un algorithme d’interpolation
quasi-linéaire.

De maniére générale, les algorithmes que nous avons présentés dans ce chapitre pour
le produit ou la division exacte sont quasi-linéaires par rapport au nombre de mondémes
non nuls des polyndémes en entrée et du résultat. Dans le cas des polynoémes a coefficients
entiers, ils sont méme quasi-linéaires dans la taille binaire des polyndmes considérés. Si
ce n’est pas également le cas sur les corps finis c’est que nous réduisons I'arithmétique a
I’interpolation qui n’est pas aussi efficace sur les corps finis que sur les entiers.
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6. Polynomes multivariés et substitution
de Kronecker

Les résultats nouveaux présentés jusqu’ici ne concernent que des polyndémes & une
seule variable. Or de nombreux usages des polynomes creux concernent des polynémes
multivariés. Face a des polynémes multivariés, il y a plusieurs approches possibles : soit
conserver le caractére multivarié et gérer astucieusement les mondmes en les regroupant
par blocs pertinents [Yan98 ; HL12| ; soit passer sur des polyndmes univariés et utiliser les
algorithmes efficaces dans ce cas. Ce court chapitre traite précisément de la réduction d’un
probléme & plusieurs variables & un probléme & une seule variable. Comme indiqué dans
la section 1.2.3, le passage s’effectue généralement par une transformation de Kronecker
dont la définition est rappelée ici.

Définition 13. La substitution de Kronecker est la bijection Kp entre les polynémes
dans Alxo,...,zp—1] de degré strictement inférieur & D en chaque variable et les po-
lynéomes dans A[r] de degré strictement inférieur a D™, définie par Kp(x;) = 2" et

étendue par linéarité.

Cette transformation a I’avantage d’étre compatible avec les opérations arithmétiques
élémentaires pourvu que la régle sur le degré soit toujours respectée. Le terme compatible
pour une opération * entre polyndémes et Kp signifie ici que * et Kp commutent. En
particulier, c’est le cas des opérations étudiées durant cette thése, puisque pour trois
polynémes F, G, H de degré en chaque variable borné par D, Kp(F) = Kp(G)Kp(H)
si et seulement si F' = GH.

L’approche générale est explicitée dans la procédure suivante.

Algorithme 26 REDUCTIONA1VARIABLE
Entrée : Une liste de polynémes (Fy,...Fy) € Alxg,...,Zy—1], * une opération com-
patible avec la substitution de Kronecker disposant d’un algorithme pour 'effectuer
dans Alzx].
Sortie : *(F1y,..., Fy)
1: D <+ une borne sur le maximum entre les degrés en chaque variable des F; et les
degrés en chaque variable du polynome résultat x(F1, ..., F))
2: Calculer R = *(KD(Fl), - KD(Fk))
3: Renvoyer K,'(R)

Cette procédure s’applique a des opérations arithmétiques, mais il est aussi possible
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de s’appuyer sur la substitution de Kronecker pour l'interpolation. En effet, la substitu-
tion de Kronecker est partiellement compatible avec ’évaluation, opération courante des
algorithmes d’interpolation. Si F,, = Kp(F') pour F € Alzg,...,x,_1], et w est un point
de A, alors Fy(w) = F(w,w?,...,wP"™"). Ainsi le polynéme univarié peut étre évalué
en tout point de A grace a une évaluation du polynéme multivarié. La réciproque n’est
pas vrai : ’évaluation de F' en tout point (wp,...,w,—1) de A™ ne pouvant étre obtenue
a partir d’'une seule évaluation de F,.

L’intérét de la substitution de Kronecker est son coiit limité et le peu d’impact qu’elle
a sur la taille des polyndémes manipulés.

Fait 6.1. Si F' est un polyndome creux multivarié de T mondmes avec des coefficients
de B bits et une borne D sur les degrés en chaque variable alors F,, = Kp(F') est un
polyndéme creux univarié de T mondmes avec les mémes coefficients, de degré inférieur
a D™ et donc de taille T(nlog D + B). Le calcul de Kp(F) ou de Kp'(F,) nécessite
O(Tnlog Dlog?(nlog D)) = O(T'nlog D) opérations binaires.

Démonstration. La taille découle de la définition de Kronecker. Pour le cott, il suffit
de voir que le passage d’'un mondéme a[], 27" au mondéme az2i¢P" correspond a un
changement de base entre I'entier ) e; D' et sa représentation en base D : (eq, ..., en_1)
Pour un entier de b bits, ce changement s’effectue en 1(b) log b opérations binaires [BZ10].

O

Le polynéme multivarié F' est lui-méme de taille T'(nlog D + B). La taille reste donc
inchangée et le cotlit de la transformation est quasi-linéaire dans la taille de F'. Si D est
une puissance de 2, ce colit est méme linéaire.

Les points discutés dans ce chapitre sont 1'utilisation de la substitution de Kronecker
dans les cadres évoqués dans cette thése : interpolation (section 6.1) et opérations arith-
meétiques (section 6.2). Il serait aussi possible d’utiliser des algorithmes d’interpolation de
polyndémes multivariés pour effectuer les opérations arithmétiques. Cependant cette solu-
tion est moins efficace au vu du coiit de la substitution de Kronecker et des algorithmes
d’interpolation de polyndémes univariés.

6.1. Interpolation

Les algorithmes d’interpolation pour un polynéme univarié passent généralement par
son évaluation en plusieurs points soit dans I'anneau d’origine, soit dans une extension,
soit dans une réduction modulaire (pour les polynémes dans Z[z]). La relation F,(w) =
F(w,wD,...,wD%l) pour F' € Alxg,...,z,—1] de degré strictement inférieur & D en
chaque variable, donne un moyen d’évaluer F;, qui est univarié en passant par 1’évaluation
de F. Ainsi, linterpolation de F' peut étre effectuée en s’appuyant sur des algorithmes
pour polynéme univarié et en reconstruisant F'.
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Théoréme 6.2. L’interpolation d’un polynéme F € Alxo, ..., xn—1], donné de maniére
implicite (une boite noire ou un circuit arithmétique) avec un degré strictement inférieur
a D en chacune des variables peut étre réalisée grice a un algorithme d’interpolation
univarié. Cela nécessite le méme nombre d’évaluations et d’opérations supplémentaires
que pour un polynéme univarié de degré D™ plus @(Tn log D) opérations binaires.

Démonstration. 1l s’agit simplement d’interpoler le polynéome F,, = Kp(F') en évaluant
. . . n—1y | . 5 , .

la boite noire ou le circuit en (w,w?, ..., wP” ) a chaque fois qu’une évaluation en w

est nécessaire, puis de calculer F' = K'(F,). Le cott vient du fait que la borne sur le

degré de F), utilisée pour I'interpolation est D™. O

Globalement, il suffit de remplacer les facteurs log D dans la complexité de 'interpola-
tion univariée par n log D pour obtenir la complexité d’un algorithme pour des polynémes
multivariés. En particulier, pour des polynémes a coeflficients entiers, ’algorithme pré-
senté dans cette thése (section 3.2) associé a la substitution de Kronecker fournit un
algorithme efficace d’interpolation pour des polyndémes multivariés.

Corollaire 6.3. Soit F' € Z[xo,...,xn—1], avec des bornes T, D, H sur son nombre de
monomes, son degré en chaque variable et sa hauteur et 0 < € < 1. Il est possible de
calculer F' avec une probabilité d’échec d’au plus € en
- O(T'log 1) évaluations de la boite noire, et O(T(nlog D + log H) log 1) opérations
binaires si F' est décrit par une boite noire modulaire
- O(LT(nlog D + log H) log %) si F' est décrit par un circuit arithmétique dont les
constantes sont bornées par H.

Démonstration. La complexité vient du théoréme 3.18 (page 81) et du corollaire 3.20
(page 84) en prenant D™ pour le degré et en comptant les O(log %) répétitions nécessaires
pour atteindre la complexité escomptée. O

Il faut cependant faire attention que la taille des évaluations change. Pour un polynéme
univarié de degré D" et de hauteur H, les plus grandes évaluations sont effectuées sur
des nombres de plus de max(D", H) bits. L’écriture de tous ces nombres pour O(T)
évaluations se fait donc sur O(T'(nlog D+ H)) bits. Or avec la substitution de Kronecker,
pour évaluer F,, sur un point w, il faut écrire (w,wD o wP n_l) et évaluer F' sur ce n-
uplet. L’écriture du n-uplet demande n fois plus de place que celle d’un seul point.
L’évaluation d’une boite noire pour un polynéme univarié n’a pas le méme coflit que

I’évaluation de ce méme polyn6éme univarié par une boite noire d’un polynéme multivarié.

Fait 6.4. Soit F,, = Kp(F). La requéte d’une évaluation de F, par une boite noire
représentant F' est n fois plus chére que la requéte d’une évaluation de F, par une boite
noire représentant directement Fy,.

Dans le cadre des circuits arithmétiques, ce surcoiit est caché par le fait que la lon-
gueur du circuit L est nécessairement plus grande que n pour que chacune des variables
intervienne dans la construction du circuit.
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Ainsi, la substitution de Kronecker ne permet pas d’étre aussi efficace qu’on pourrait
I’espérer. Ceci est encore plus vrai dans le cas de 'interpolation de polynémes sur des
corps finis Fgs. En effet, I’algorithme le plus efficace (corollaire 3.12, page 71) a besoin que
la caractéristique g soit plus grande que le degré. Passer le degré & D™ réduit fortement
son champ d’application. Pour des corps de plus petite caractéristique, ’algorithme le
plus efficace (théoréme 3.8, page 69) est cubique dans le logarithme du degré, ce qui
donnerait donc un algorithme cubique en n. Pour pallier ces problémes, les concepteurs
de ces algorithmes ont travaillé pour mettre au point des substitutions de Kronecker
aléatoire [HG19; AR14]. Dans les deux cas, I'idée est globalement d’envoyer un n-uplet

n—1 n—1
d’exposants (eq,...,e,) non pas sur . e; D' mais sur > e;s; pour des coefficients s;
i=0 i=0

aléatoires avec des valeurs en O(T log(nD)). Le degré du polynome obtenu, en O(TnD),
est bien plus petit que celui que donne la substitution de Kronecker, D". Cependant,
cette substitution n’est pas inversible et peut envoyer deux n-uplets distincts vers le
méme nombre. Pour pallier ces limites, cette transformation est répétée avec différentes
valeurs pour les s;. En particulier, pour la substitution de Huang et Gao, un premier
p = O(Tlog(nD)) est fixé et le vecteur de coefficients s = (sg...,s,_1) avec s; < p
est considéré en méme temps que les n vecteurs o; = (01-70, .. .,Ji,n,l) qui vérifient
oii = s; +p et o;; = s;. Ainsi, la différence entre la substitution donnée par s et
celle donnée par un o; permet de retrouver les exposants de x;. C’est cette approche
qui permet d’obtenir les algorithmes les plus efficaces en se ramenant & l'interpolation
univariée. La méthode d’Arnold et Roche passe par des calculs matriciels pour I'inversion
de la substitution.

Fait 6.5 ([Hual9; HG20|). Soit F' € Fys[zo,...,Tn—1] un polynome décrit par un circuit
arithmétique de taille L, avec des bornes T, D sur son nombre de mondémes et son degré
en chaque variable. Il est possible de calculer F' avec une probabilité d’échec constante en

- O(LnTlog Dlog q®) opérations binaires si ¢ > Q(nDT log(nD)log(T log(nD))).
- O(LnT log? D(log D + log ¢°)) opérations binaires sinon.

Toutes les approches ne reposent pas sur la substitution de Kronecker qui a ses li-
mites. Huang a proposé récemment un algorithme utilisant 1’évaluation simultanée d’un
polynéme F' et de ses dérivées partielles & partir du circuit arithmétique décrivant F'.

Fait 6.6 (|[Hua2l|). Soit F' € Fys[zo,...,xn—1] un polynome décrit par un circuit arith-
métique de taille L, avec des bornes T, D sur son nombre de mondmes et son degré
en chaque variable. Si q > D, il est possible de calculer F avec une probabilité d’échec
constante en O(LT log q® + nT log ¢* 4+ T(log ¢°)?) opérations binaires.

Les complexités reposent sur cinq parameétres distincts, dont les valeurs déterminent
quel algorithme est le plus efficace. Le dernier algorithme est le seul & ne pas avoir de
facteur n? (caché dans le facteur Ln des complexités des algorithmes précédents) qui
vient notamment de la répétition d’évaluations sur des n-uplets.
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6.2. Arithmétique

Le cas des opérations arithmétiques est grandement différent. En effet, les polynémes
d’entrée sont explicitement connus. Il est donc possible de les transformer effectivement
en polynoémes univariés par la substitution de Kronecker. L’arithmétique est alors effec-
tuée sur des polynémes univariés dont tous les coefficients et exposants sont connus. En
particulier, il est possible de les évaluer en un point w directement, sans passer par 1’éva-
luation des polynémes d’origine sur un n-uplet de puissances de w, (w,w?, ..., wP nil).
Ainsi, le colit d’'une opération effectuée par le biais d’une substitution de Kronecker cor-
respond au coiit de 'opération entre polynémes univariés avec les paramétres obtenus
par la transformation, a savoir le méme nombre de monomes, les mémes coefficients et le
degré D™, plus le coiit de la substitution qui est quasi-linéaire (fait 6.1). En particulier,
si opération sur un polynéme univarié est quasi-linéaire, cela conduit a une opération
qui reste quasi-linéaire pour des polyndémes a plusieurs variables. Les algorithmes quasi-
linéaires décrits dans cette thése s’étendent donc aux polyndémes multivariés avec une
complexité toujours quasi-linéaire.

Corollaire 6.7. Soit F,G,Q, R des polynémes dans Z[xo, ..., Tn—1] tels que Q divise F
et p>0.

- Avec une probabilité d’au moins 1 — 2%, il est possible de calculer FG ou F/Q en

O(T(nlog D +log H)p + p*) opérations binaires ;

- de plus il est possible de vérifier si FG = R avec une probabilité d’erreur d’au plus

2% en cas d’inégalité en O(T(nlog D +log H)p + p*) opérations binaires,

avec D, T et H les mazximum des degrés en chaque variable, du nombre de mondmes et
de la hauteur de chacun des polynémes, y compris les résultats FG et F/Q.

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer la procédure REDUCTIONA1VARIABLE & chacune
des opérations. La transformation de Kronecker Kp et son inverse KBl permettent de
passer a des polynémes & une seule variable ou d’obtenir & nouveau des polyndémes a
n variables en O(Tnlog D) opérations binaires (fait 6.1). Le cott vient de celui des
différentes opérations en degré D™. Ils sont donnés dans le théoréme 5.6 (page 130) pour le
produit, le théoréme 5.16 (page 141) pour la division exacte et le corollaire 4.44 (page 118)
pour la vérification (la dépendance en p se déduisant du théoréme 4.43, page 116). [

De maniére similaire, la vérification d’un produit de polyndémes univariés sur des corps
finis est quasi-linéaire quelle que soit la taille du corps fini (corollaires 4.46 et 4.47,
page 119) et peut donc s’étendre aux polyndomes multivariés.

Corollaire 6.8. Soit F,G, R des polynomes dans Fylxg, ..., zn—1] de degré mazimum

en chaque variable inférieur a D et ayant au plus T mondmes, p > 0. Il est possible

1

de vérifier si FG = R avec une probabilité d’erreur d’au plus 5; en cas d’inégalité en

O(T(nlog D +log q)p + p*) opérations binaires.

152



Pour le produit et la division exacte de polynémes creux, c’est plus délicat car les
algorithmes ne sont pas quasi-linéaires et dépendent du rapport entre la caractéristique
et le degré.

Corollaire 6.9. Soit F,G,Q € Fys[xo,...,xn—1] avec q premier, de degré mazimum en
chaque variable inférieur a D et ayant au plus T mondmes chacun et tels que Q divise
F. Avec une probabilité de succés constante, il est possible de calculer correctement FFG
ou F/Q en effectuant

- O(Tnlog Dlog q®) opérations binaires si ¢ > D™,
- O(Tn?*(log D)*(nlog D + log ¢°)) opérations binaires sinon.

Pour obtenir de meilleures complexités, il faudrait s’appuyer sur les algorithmes d’inter-
polation & base de substitution de Kronecker aléatoire dont la complexité est donnée dans
le fait 6.5. Cela pose un probléme avec la procédure 25 DIVISIONPARINTERPOLATION
(voir section 5.3.2, page 144). Celle-ci permet de transformer un algorithme d’interpo-
lation de circuit arithmétique en un algorithme de division exacte avec une borne sur
le nombre de monoémes du quotient. Et c’est cet algorithme qui est ensuite utilisé pour
calculer le quotient en ne s’appuyant sur aucune borne préalable. Or cette procédure
s’appuie sur le fait que les algorithmes d’interpolation calculent des évaluations en x
modulo xP — 1 mais ce n’est plus le cas aprés une transformation de Kronecker aléatoire.
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Conclusion

Cette thése traite de différents sujets liés aux polynoémes creux : I'interpolation, I’arith-
métique et des vérifications d’identités polynomiales. Avant sa réalisation, la meilleure
complexité connue pour l'interpolation ne concernait que des polynémes dans des corps
finis de grande caractéristique. Cette complexité n’est pas quasi-linéaire dans la taille du
polynéme mais quasi-linéaire dans chaque paramétre de cette taille. Par ailleurs les opé-
rations arithmétiques ne dépendaient pas du véritable nombre de monémes du résultat
ou alors pas de maniére linéaire. Les résultats présentés dans cette thése apportent des
améliorations sur ces deux points en fournissant les premiers algorithmes quasi-linéaires
pour interpoler, multiplier ou diviser avec reste nul des polynémes a coefficients entiers.
De plus alors que la classe de complexité du probléme de la divisibilité reste inconnue,
nous avons fourni un algorithme déterministe pour la tester en temps polynomial sur une
famille non triviale de polynoémes creux.

Il reste aussi des questions a résoudre. Si 'arithmétique des polyndémes creux est moins
efficace sur les corps finis, c’est que les algorithmes d’interpolation ne sont pas quasi-
linéaires. Des algorithmes d’interpolation quasi-linéaires existent-t-ils 7 Pour les corps de
petite caractéristique, en particulier Fy et ses extensions, la question est déja de savoir
s’il existe des algorithmes d’interpolation qui ne soient pas cubiques dans le logarithme
du degré ou s’il s’agit aussi d’'une borne inférieure sur la complexité. Les techniques
les plus efficaces & I’heure actuelle passent par des évaluations sur des points d’ordre
p = @(T log D) dans un anneau contenant plus de D points. Sur les entiers nous avons
montré qu’il est possible de choisir un modulo ¢* qui fournisse des points d’ordre p. Sur
un corps fini Fy, en revanche, le modulo est fixé. Pour avoir suffisamment de points il
faut passer dans une extension d’ordre s > log, D et un point d’ordre p sera donné par
x dans Fys[z]/(aP — 1). De telles techniques semblent mener & une complexité au moins
en logZ(D). Cette complexité est déja atteinte en grande caractéristique, est-elle aussi
atteignable en petite caractéristique ?

Un point me semble plus important, la représentation creuse s’oppose a la représenta-
tion dense. Son objectif est d’étre juste de la bonne taille pour le polynéme sans stocker
d’information inutile. Cependant pour tous les algorithmes, nous avons considéré qu’'un
polynéme F = > f;z% est de taille #F (log(deg(F)) + log || F'||). Ceci n’est qu'une borne
mais pas la véritable taille. En effet, deg(F') et || F'|| ne sont que des bornes sur le degré et
la hauteur de chaque monoéme de F'. Pour étre plus précis, on note qu'un monéme f;x®
contribue de loge; + log | fi| bits a la taille totale qui est alors Y (loge; + log|f;|). Pour
vraiment répondre au soucis d’optimisation auquel correspond la représentation creuse il
serait judicieux d’avoir des algorithmes dont la complexité dépende du degré moyen ou

154



de la hauteur moyenne. De telles considérations permettent aussi de voir une limite de la
substitution de Kronecker. Si elle conserve bien la borne sur la taille du polynéme, elle
modifie sa véritable taille en envoyant le monéme z,_1 de taille n (représenté par le n-
uplet (0,...,0,1)) sur le monéme 22" de taille (n— 1) log D. Il convient pour respecter
au mieux la taille des polynémes de concevoir des algorithmes propres aux polyndémes
multivariés. Les méthodes de substitutions de Kronecker aléatoires visent justement a
limiter une croissance excessive. L’adaptation de ces méthodes & nos algorithmes d’arith-
métiques représenterait déja une progression significative.

Enfin, cette thése n’a traité que de polyndmes creux par rapport a la base monomiale.
Ce n’est qu’'une étape dans le développement d’une algorithmique pour les polyndmes
structurés. La base monomiale est parfois la plus efficace pour obtenir une représentation
compacte d’un polynoéme creux ayant peu de mondmes non nuls. Un polynéme ayant une
structure différente sera plus efficacement représenté comme un polyndéme creux dans une
autre base (Tchebychev, Pochhammer, etc). L’interpolation creuse a d’ailleurs été large-
ment étudiée dans différentes bases [LS95; GKL03; GLL04; PT14; AK15; IKY18]| et
méme en recherchant la base de représentation la plus efficace [GR10]. Il serait intéressant
d’étudier si les résultats obtenus ou les techniques employées dans cette thése peuvent
s’étendre & des polynoémes creux par rapport a d’autres bases. Une autre question est
I’extension des résultats a des polyndémes creux non commutatifs qu’il s’agisse de poly-
noémes tordus ou d’opérateurs différentiels linéaires. La multiplication de tels polynémes
ayant fait 'objet d’études récentes [GHS20; GHS21].
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A. Code en SageMath pour mesurer la
proportion de nombres premiers dans
des suites arithmétiques

def primes in_arith prog(p, bound, samples = 1000, random=True):
nnn
Estimate the number of primes <= bound in the arithmetic
progression A = { 2pk+1l : k >= 1 }, by sampling samples
random values k. The primality test is randomized if
random = True.

Note. If |A] <= bound, the number is computed exactly by
iterating over all elements of A.
nmnn
count = 0
size = bound // (2xp)
if size > samples:
for  in range(samples):
k = ZZ(randint (1, size))
if (2xkxp+1).is_prime(proof=random):
count += 1
return RR(count/samplesxsize)

for k in range(size):
if ZZ(2+xkxp+1).is_prime(proof=random ):
count += 1
return count

def distrib primes(bitsize , bound, samples = 1000, random=True):
nnn
Estimate the proportion of primes <= bound in each arithmetic
progression A = {2kp+1 : k >= 1} for primes p of the given

bitsize .
nnn

L= ]

156



for p in prime range(2%x(bitsize —1),2%xxbitsize):

n = primes in_arith prog(p,bound, samples ,random)
L.append(float (n/(bound//(2%p))))
return L

def test (bmin, bmax):
nnn
This function generates the whole data set as a dictionary
and prints the table that summarizes the result.
nmnn
D- ()
for b in range(bmin,bmax):
L = distrib_primes(b,2%%(2xb),samples=1000%(b—10+1))

D[b] = L
print ("bitsize \tmin\taverage\tmax")
for b in D:
prigt(f"{b}\t{min(D[b]):.Sf}\t{mean(D[b]):.?)f}\t{max(D[b]):.Sf}")
return

test (10, 21)
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