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Notations

Abréviations

Dans tout le manuscrit, des abréviations sont utilisées. Le choix s’est porté sur l’utilisation
des abréviations anglaises correspondantes. La première fois que le terme qui sera abrégé
apparaît dans un chapitre, sa traduction anglaise ainsi que l’abréviation correspondante
sont indiquées entre parenthèses. La liste ci-dessous reprend l’ensemble des abréviations
apparaissant dans le manuscrit, à l’exception de celles concernant des laboratoires, des
écoles ou des entreprises.

• ODE : Ordinary Differential Equation - Équation différentielle ordinaire

• GSA : Global Sensitivity Analysis - Analyse de sensibilité globale

• UQ : Uncertainty Quantification - Quantification d’incertitudes

• QOI : Quantity Of Interest - Quantité d’intérêt

• MC : Monte-Carlo method - méthode Monte-Carlo

• ML : Machine learning - Apprentissage automatique

• PC : Polynomial Chaos - Chaos polynomial

• g-PC : generalised Polynomial Chaos - Polynômes du chaos généralisés (aussi dési-
gnés par PC)

• NI : Non-Intrusive - Non intrusif

• ME : Multi-Element - Multi-éléments

• pdf : probability density function - fonction densité de probabilité

• ANOVA : ANalyse Of Variance

• OLS : Ordinary Least Square - Méthode des moindres carrés ordinaires

• MSE : Mean Square Error - Erreur moyenne quadratique

• PRESS : Predicted Residual Sum of Squares

• SVD : Singular Value Decomposition - Décomposition en valeurs singulières

• MLP : Multi Layer Perceptron - Perceptron multicouche
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• GBT : Gradient Boosted Trees
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Notations mathématiques

Général

• U : notation d’un vecteur.

• A : notation d’une matrice.

• Ox : notation d’un axe passant par un point O et de vecteur directeur x.

• (x, y, z, ...) : notation d’une base de vecteurs.

• Oxy : notation d’un plan passant par un point O et généré par l’espace vectoriel de
base (x, y).

• Oxyz : notation d’un repère (aussi appelé trièdre par la suite) d’origine O et de
base (x, y, z).

• u · v : produit scalaire entre les vecteurs u et v.

• < ·, · > : produit scalaire entre deux « vecteurs » au sens d’éléments d’un espace
vectoriel. Dans le manuscrit, ces éléments sont des polynômes.

• ||u|| = √< u,u > : norme associée au produit scalaire < ·, · >.

• u ∧ v : produit vectoriel entre les vecteurs u et v.

• df
dx

: dérivée de la fonction f par rapport à x.

• ∂f
∂x

: dérivée partielle de la fonction f par rapport à x.

•
∫ b

a
fdx : intégrale d’une fonction f par rapport à x entre les bornes a et b.

• card(E) : cardinal de l’ensemble fini E.

• A : complémentaire de l’ensemble A. Si A représente un événement aléatoire, A est
l’événement contraire de A.

• δm,n : symbole de Kronecker standard.

Dynamique du vol

• Caractéristiques de l’environnement et de l’écoulement :

• ρ : masse volumique de l’air ambiant, supposée constante.

• g : intensité de la pesanteur.

• Re : nombre de Reynolds de l’écoulement.

• M : nombre de Mach de l’écoulement.

• Caractéristiques de l’avion :
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• m : masse de l’avion supposée constante.

• O : centre de gravité de l’avion supposé fixe par rapport à ce dernier et situé
dans son plan de symétrie.

• IO : matrice d’inertie de l’avion calculée en son centre de gravité.

• A : moment d’inertie de l’avion par rapport à l’axe Ox.

• B : moment d’inertie de l’avion par rapport à l’axe Oy.

• C : moment d’inertie de l’avion par rapport à l’axe Oz.

• E : produit d’inertie de l’avion par rapport au plan Oxz.

• l : longueur de référence - corde moyenne d’une aile de l’avion dans l’étude.

• S : surface de référence - surface d’une aile de l’avion dans l’étude.

• Paramètres de contrôle de l’avion :

• δl : position angulaire des ailerons.

• δm : position angulaire de la gouverne de profondeur.

• δn : position angulaire de la gouverne de direction.

• Référentiels d’étude en dynamique du vol :

• RT : référentiel terrestre supposé galiléen. Son origine est OT et sa base associée
est (xT, yT, zT).

• R : référentiel lié à l’avion. Son origine est O et sa base associée est (x, y, z).

• RA : référentiel aérodynamique lié à la vitesse de l’avion. Son origine est O et
sa base associée est (xa, ya, za).

• Position de l’avion par rapport au référentiel terrestre :

• OTO : vecteur position du centre de gravité de l’aéronef par rapport au réfé-
rentiel terrestre.

• xO : composante de OTO selon xT.

• yO : composante de OTO selon yT.

• zO : composante de OTO selon zT.

• Φ : angle de gîte de l’avion.

• Θ : assiette longitudinale de l’avion.

• Ψ : azimut de l’avion.
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• Vitesse de l’aéronef :

• V(R/RT ) : vitesse de l’aéronef par rapport au référentiel terrestre.

• V : norme de la vitesse de l’aéronef par rapport au référentiel terrestre.

• α : angle d’incidence de l’avion.

• β : angle de dérapage de l’avion.

• Vitesse de rotation de l’aéronef :

• Ω(R/RT ) : vitesse de rotation de l’aéronef par rapport au référentiel terrestre.

• p : roulis ; la composante de Ω(R/RT ) selon x.

• q : tangage ; la composante de Ω(R/RT ) selon y.

• r : lacet ; la composante de Ω(R/RT ) selon z.

• pa : roulis aérodynamique ; la composante de Ω(R/RT ) selon xa.

• qa : tangage aérodynamique ; la composante de Ω(R/RT ) selon ya.

• ra : lacet aérodynamique ; la composante de Ω(R/RT ) selon za.

• wss : composante « état stationnaire » du vecteur rotation prise en compte
pour l’utilisation des données de la balance rotative dans les méthodes de «
blending ».

• Ωosc : vecteur contenant les composantes « oscillations forcées » du vecteur
rotation, prises en compte pour l’utilisation des données en oscillations forcées
dans les méthodes de « blending ».

• posc : composante de Ωosc selon x.

• qosc : composante de Ωosc selon y.

• rosc : composante de Ωosc selon z.

• Cinétique :

• σO : moment cinétique de l’aéronef par rapport à son centre de gravité.

• Actions mécaniques extérieures appliquées à l’aéronef :

• P : poids de l’avion.

• F : résultante des actions mécaniques exercées par le fluide sur l’avion.

• X : composante de F selon x.

• Y : composante de F selon y.
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• Z : composante de F selon z.

• Xa : composante de F selon xa, appelée traînée.

• Ya : composante de F selon ya.

• Za : composante de F selon za, appelée portance.

• T : résultante des actions mécaniques de propulsion de l’aéronef. Cette force
est introduite, mais non considérée dans l’étude.

• MO : moment total des actions mécaniques exercées par le fluide sur l’avion
calculé au centre de gravité O.

• LO : composante de MO selon x.

• MO : composante de MO selon y.

• NO : composante de MO selon z.

• MM : moment total des actions mécaniques exercées par le fluide sur l’avion
calculé au point de mesure expérimentale M .

• LM : composante de MM selon x.

• MM : composante de MM selon y.

• NM : composante de MM selon z.

• Coefficients aérodynamiques globaux :

• Cx : forme adimensionnée de X.

• Cy : forme adimensionnée de Y .

• Cz : forme adimensionnée de Z.

• Cl : forme adimensionnée de LM .

• Cm : forme adimensionnée de MM .

• Cn : forme adimensionnée de NM .

• Cl,O : forme adimensionnée de LO.

• Cm,O : forme adimensionnée de MO.

• Cn,O : forme adimensionnée de NO.

• Cxa : forme adimensionnée de Xa.

• Cya : forme adimensionnée de Ya.

• Cza : forme adimensionnée de Za.
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Analyse de sensibilité, quantification d’incertitudes et algorithme
ME-ACD

• (Ω,A, P r) : espace de probabilité.

• Ω : espace contenant toutes les issues possibles de l’expérience aléatoire.

• P(Ω) : ensemble des parties de Ω, ensemble contenant tous les événements de l’ex-
périence aléatoire.

• A : tribu sur Ω.

• Pr : mesure de probabilité.

• C : fonction de répartition.

• ρ : fonction densité de probabilité.

• U(a, b) : loi uniforme sur [a, b].

• N (µ, σ) : loi normale de moyenne µ et d’écart-type σ.

• Γ(α, β) : loi Gamma de paramètres α et β.

• B(α, β) : loi Bêta de paramètres α et β.

• E(Y ) : espérance d’une variable aléatoire réelle Y .

• D(Y ) : variance d’une variable aléatoire réelle Y .

• P = (P1, ..., Pd) : paramètres d’entrée, modélisés par des variables aléatoires réelles.

• p = (p1, ..., pd) : valeurs des paramètres d’entrée regroupées dans un vecteur.

• d : nombre des paramètres d’entrée, aussi appelée dimension.

• ρm : fonction densité de probabilité du paramètre d’entrée pm.

• x = (x1, ..., xm) : paramètres d’entrée associés où chaque xm suit une loi de distri-
bution stochastique uniforme sur [0, 1] et correspond à pm par une transformation
bijective prenant en compte ρm.

• f : quantité d’intérêt.

• f̃ : quantité d’intérêt dépendant des paramètres d’entrée x après changement de
variable ; cette notation est ensuite confondue avec celle du ou des métamodèles qui
l’approchent.

• f̂ : métamodèle approchant f̃ ; cette notation est utilisée lors de l’introduction des
métamodèles, mais n’est ensuite plus utilisée quand le métamodèle est aussi désigné
par f̃ .

• Ωd = [|1, d|] : ensemble fini contenant les entiers allant de 1 à d.

• I(d)j : ensemble contenant les indices multidimensionnels d’interaction d’ordre j
entre d variables.

• I(d)l {i} : ensemble contenant les indices multidimensionnels d’interaction d’ordre
l < j entre l des j variables indexées par les composantes de i.
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• S(i) : ensemble fini contenant les composantes du vecteur i.

• xi = (xi1 , ..., xid)

• x∼i : vecteur contenant toutes les composantes de x qui ne sont pas présentes dans
xi.

• ∆E
a,b : premier symbole de Kronecker étendu.

• ∆̃E
a,b : second symbole de Kronecker étendu.

• Hd : hypercube unité de dimension d ; c’est l’espace des paramètres, l’espace conte-
nant tous les x possibles.

• ∆m : indice de sensibilité « One-at-time ».

• δm : effet élémentaire utilisé pour déterminer les indices de Morris.

• f̃
(j)
i : terme de la décomposition ANOVA correspondant à l’interaction i.

• µ
(j)
i : espérance de f̃ sachant xi.

• D
(j)
i : variance partielle de la QOI correspondante à l’interaction i.

• S
(j)
i : indice de Sobol correspondant à l’interaction i.

• D
(T )
m : quantité servant à déterminer l’indice de Sobol total associé au paramètre

d’entrée pm.

• ST
m : indice de Sobol total correspondant au paramètre d’entrée pm.

• P , Q : polynômes univariés pris en exemple.

• Rn[X] : espace des polynômes univariés de degré inférieur ou égal à n, confondu
avec l’espace des fonctions polynomiales associé.

• P , Q : polynômes à d variables pris en exemple.

• Rn[X1, ..., Xd] : espace des polynômes à d variables de degré inférieur ou égal à n,
confondu avec l’espace des fonctions polynomiales associé..

• K(d)
n : ensemble fini contenant les multi-indices indexant les termes d’un polynômes

à d variables de degré n.

• (Ψk) : base canonique des polynômes à d variables.

• < ·, · >ρm : produit scalaire associé à la densité de probabilité ρm.

• < ·, · >a,b : produit scalaire correspondant à l’intervalle [a, b] introduit pour les
polynômes univariés.

• H = [a1, b1]× · · · × [ad, bd] : Hyperpavé de dimension d exemple.

• < ·, · >H : produit scalaire correspondant à l’hyperpavé H introduit pour les poly-
nômes à d variables .

• (ϕa,b
k )k∈[|0,n|] : base des polynômes univariés orthonormale par rapport au produit

scalaire < ·, · >a,b
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• (ΦH
k )k∈K(d)

n
: base des polynômes à d variables orthonormale par rapport au produit

scalaire < ·, · >H

• Ln : polynômes de Legendre.

• ln,k : coefficients du keme monôme du polynôme de Legendre Ln.

• λa,b
n,k : coefficients du keme monôme du polynôme ϕa,b

k .

• vH : hypervolume de l’hyperpavé H.

• I[a,b] : fonction indicatrice sur le segment [a, b].

• Hk : polynôme à d variables étant un produit des polynômes d’Hermite univariés.

• T : ensemble d’entrainement pour un métamodèle.

• P : l’espace des paramètres originel de dimension d où les observations sont repré-
sentées par des points de coordonnées (p1, ..., pd).

• F : l’espace de dimension d+1 où les observations sont représentées par des points
de coordonnées (x1, ..., xd, f̃(x)).

• D : l’espace de dimension d+1 où les observations sont représentées par des points
de coordonnées (f̃(x), ∂f̃

∂x1
(x), ..., ∂f̃

∂xd
(x)).

• N : le nombre d’observations d’entrainement générés par la séquence de Sobol pour
la méthode ME-ACD.

• NEmin
: le nombre minimal d’éléments souhaité pour la méthode ME-ACD..

• NEmax : le nombre maximal d’éléments souhaité pour la méthode ME-ACD..

• kmin : le nombre minimal de voisins dans F utilisés dans l’estimation des dérivées
partielles pour la méthode ME-ACD..

• kmax : le nombre maximal de voisins dans F utilisés dans l’estimation des dérivées
partielles pour la méthode ME-ACD..

• nmin : le degré minimal qu’un métamodèle polynomial local peut avoir pour la
méthode ME-ACD..

• nmax : le degré maximal qu’un métamodèle polynomial local peut avoir pour la
méthode ME-ACD..

• δmin : un seuil optionnel pour effectuer un arrêt anticipé de la recherche de partition
si une partition ayant une erreur inférieure à ce seuil a déjà été trouvée pour la
méthode ME-ACD..

• Nl : nombre de taux d’apprentissage initiaux testés pour obtenir le classifieur opti-
mal pour la méthode ME-ACD..

• isConnect : un booléen indiquant si un diagramme de connectivité est réalisé pour
la méthode ME-ACD..

• kconnect (optionnel) : nombre de voisins connectés qu’une observation a dans le
diagramme de connectivité optionnel pour la méthode ME-ACD.
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• Ξ : matrice contenant les ξu,v permettant les estimations des quantités de variances
dans la nouvelle approche.

• Ξ̃ : vecteur associé à la matrice Ξ.

• NH : nombre d’hyperpavés dans la nouvelle partition de l’espace des paramètres.

• Sm = {sm,1, ..., sm,βm+1} : meme composante des sommets des hyperpavés dans la
partition de l’espace des paramètres.

• z : nombre d’hyperpavés par direction dans la partition cartésienne.

• Hh = [s1,h1 , s1,h1+1]× · · · × [sd,hd
, sd,hd+1] : hyperpavé de la partition de l’espace des

paramètres.

• vh : hypervolume de Hh

• vEh : volume de la projection de l’hypercube Hh sur les directions indexées par les
entiers compris dans E.

• Φh,k(x) =
∏d

m=1 ϕm,km,hm(xm)

• Ih : fonction indicatrice sur l’hyperpavé Hh.

Notations des algorithmes

• Dans tous les pseudo-codes présents dans le manuscrit, « X ← » signifie que la
variable X reçoit la valeur donnée.

• De plus, un « : » utilisé comme indice d’un vecteur, d’une matrice ou d’un tenseur
désigne toutes les lignes, colonnes ou hypercolonnes de ce dernier.

Divers

• Dans le cas d’un vecteur de dimension 1, les notions de scalaire et de vecteur sont
confondues.

• L’idée qu’une fonction dépende d’un vecteur à j composantes ou l’idée qu’elle dé-
pende des j composantes directement sont également confondues.

• Les notions de polynôme et de fonction polynomiale sont confondues.
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Introduction

Contexte

La thèse s’intéresse à une problématique concrète de sécurité des aéronefs. Le domaine de
vol post-décroché est un domaine aérodynamiquement complexe où l’écoulement autour
des surfaces portantes (ailes et gouvernes) peut présenter de fortes instabilités et peut
être partiellement ou massivement décollé. Dans ce domaine de vol, atteignable de façon
accidentelle ou volontaire (avions d’entraînement ou de voltige), les moyens de contrôle
usuels sont moins efficaces, voire totalement inefficaces, ce qui peut mettre en danger le
pilote et ses potentiels passagers. Un comportement particulièrement dangereux obser-
vable dans le domaine de vol post-décroché et qui est étudié dans les présents travaux est
la vrille, menant à un mouvement en spirale de l’aéronef vers le sol. La perte de contrôle
en plein vol, ou accident « LOC-I » pour « LOSS of control in flight », est l’une des
causes principales d’accidents d’avion. D’après le rapport de l’Agence européenne de la
sécurité aérienne [2], il s’agit de la première cause d’accident fatal de 2011 à 2015. Ces
pertes de contrôle seraient en grande partie dues au décrochage qui survient lors du dé-
collage de l’avion. Le projet européen SUPRA [4] pour « Simulation of Upset Recovery in
Aviation », réalisé de 2009 à 2012, prouve le désir d’améliorer les simulateurs dans le but
d’entrainer les pilotes à détecter les pertes de contrôle et à savoir récupérer le contrôle
du véhicule. L’amélioration des modèles des forces et moments aérodynamiques afin de
pouvoir traduire les effets complexes apparaissant dans le domaine décroché est donc un
des besoins concrets afin de réduire le nombre d’accidents dus à la perte de contrôle.

Le travail de recherche s’intéresse alors à la détermination des prévisions de vol dans le
domaine post-décroché, ainsi qu’à leurs dépendances aux structures de modèles utilisées
pour les coefficients aérodynamiques et aux incertitudes des données expérimentales sur
lesquelles ces modèles reposent. La dynamique du mouvement de l’avion est régie par un
système dynamique d’équations différentielles ordinaires (Ordinary Differential Equation
- ODE) autonomes non linéaires. Dans ces équations, les effets du fluide sur l’aéronef ap-
paraissent par le biais des coefficients aérodynamiques globaux, qui sont les forces et les
moments adimensionnés appliqués par le fluide sur l’aéronef. Ces coefficients dépendent
de façon non-linéaire d’un grand nombre de variables, dont la géométrie de l’aéronef, sa
vitesse et sa vitesse de rotation par rapport à la Terre, ainsi que des caractéristiques de
l’écoulement qui l’entoure. Pour chaque coefficient, un modèle de représentation ayant
une certaine structure est déterminé pour décrire ces dépendances complexes. Ce modèle
s’appuie sur des données expérimentales recueillies sur des maquettes de taille réduite,
les données de vol libre sur avion réel étant trop coûteuses et trop risquées à collecter
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dans le domaine post-décroché. Une autre piste pour l’établissement de ces bases serait
d’utiliser des données venant de calculs numériques. Néanmoins, le caractère instation-
naire et complexe de l’écoulement autour de la géométrie 3D de l’aéronef semble rendre
les simulations trop coûteuses en terme de temps de calcul pour le moment, même si des
études récentes explorent cette direction de recherche [3]. Les modèles utilisés dans le
cadre de notre étude sont bâtis exclusivement sur des données expérimentales. Dans le
système dynamique, les coefficients aérodynamiques globaux sont évalués par interpola-
tion dans ces tables de données d’après la structure du modèle choisie. De par la nécessité
de sélectionner une structure simplificatrice du modèle de représentation des coefficients
aérodynamiques globaux, ces modèles sont lacunaires. De plus, ils sont entachés d’in-
certitudes dues au caractère intrinsèque des expériences. Ces lacunes et ces incertitudes
vont impacter les résultats des prévisions de vol. L’objectif de la thèse est d’étudier ces
impacts.

Objectifs scientifiques de la thèse

L’objectif premier de la thèse est la recherche de corrélations entre les incertitudes et/ou
les lacunes des modèles de représentation des coefficients aérodynamiques et les compor-
tements de l’aéronef dans le domaine post-décroché. La sensibilité et la robustesse du
comportement des aéronefs aux modèles de représentation peuvent alors être qualifiées.
Ces études s’effectuent tant sur les impacts des incertitudes issues des expériences que
sur les lacunes de la structure sélectionnée du modèle de représentation. La thèse vise
alors à améliorer les techniques de prévisions de vol dans le domaine post-décroché en
terme de fiabilité. Les méthodes envisagées sont évaluées autour d’un modèle s’appuyant
sur les données obtenues expérimentalement sur balance rotative dans la soufflerie verti-
cale SV4 du centre ONERA Lille sur une maquette d’avion léger générique à l’échelle 1/5.

De façon classique en dynamique du vol, le système dynamique est étudié de façon asymp-
totique. Le système contient de nombreux équilibres qui sont reliés à des comportements
en vol. Dans le domaine de vol normal, les équilibres représentent des trajectoires de
vol sûres. Dans le domaine de vol post-décroché, ces équilibres représentent des com-
portements potentiellement dangereux, comme le « deep stall » ou les vrilles. Pour un
ensemble de valeurs des paramètres de contrôle, il existe plusieurs équilibres : certains
sont stables et d’autres instables. Avec l’évolution des paramètres de contrôle, la valeur de
ces équilibres est modifiée et leur stabilité peut être modifiée. Dans le cas de modification
de la stabilité, il y a bifurcation ; un changement de paramètre rend un équilibre stable
instable ou inversement, ce qui a pour conséquence un changement du comportement du
système. Le système dynamique est alors étudié à l’aide de la théorie des bifurcations. Des
diagrammes de bifurcation sont tracés pour illustrer la présence des équilibres et des bi-
furcations [13, 28, 24, 25]. Ces équilibres sont alors reliés à des comportements observables.

Dans le cadre des travaux de cette thèse, le système n’est pas étudié asymptotiquement
mais l’évolution temporelle des comportements observés est étudiée. Le choix s’est porté
sur les techniques d’analyse de sensibilité globale (Global Sensitivity Analysis - GSA)
afin obtenir des informations sur l’impact des incertitudes et des lacunes sur le système
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dynamique. Les indices de sensibilité de Sobol sont ceux qui sont retenus. Ces indices
donnent une information sur l’impact de paramètres incertains sur une Quantité d’inté-
rêt (Quantity Of Interest - QOI), la quantité étudiée. Ils quantifient l’impact de l’action
des paramètres incertains et de leurs interactions lorsqu’ils varient sur l’ensemble de leur
intervalle. Les indices de Sobol peuvent être obtenus à l’aide de la méthode Monte-Carlo
(Monte-Carlo method - MC), mais un grand nombre de simulations est souvent néces-
saire pour les obtenir avec précision. Dans le système dynamique du vol, les QOI sont
les variables d’état étudiées à des instants donnés. Le système dynamique du vol est re-
lativement rapide à intégrer, mais comme il possède de très nombreux comportements
intéressants à étudier, le coût de l’étude pour un aéronef donné peut devenir trop élevé.

Une solution est alors d’utiliser un métamodèle par chaos polynomial (Polynomial Chaos
- PC), une méthode issue du domaine de la quantification d’incertitudes (Uncertainty
Quantification - UQ). En effet, une relation analytique lie les coefficients du modèle PC
et les indices de Sobol et l’obtention des métamodèles PC est moins coûteuse que la
méthode MC. Néanmoins, la précision de ces métamodèles se dégrade en présence d’irré-
gularités et de discontinuités dans la dépendance de la QOI aux paramètres incertains.
Il faut alors un grand nombre de termes du métamodèle pour approcher une telle QOI,
ce qui devient problématique avec la célèbre « malédiction de la dimension ». De plus,
en présence d’une discontinuité, le phénomène de Gibbs altère la précision du modèle PC
et perdure même si le degré du polynôme augmente. Dans les systèmes dynamiques, une
bifurcation peut se traduire par une irrégularité ou une discontinuité par rapport aux
paramètres incertains à un instant donné assez avancé pour que la bifurcation soit déve-
loppée. De telles discontinuités sont alors attendues dans l’étude du système dynamique
du vol.

Pour remédier à la perte de précision des métamodèles PC dans le cas des QOI discon-
tinues, les métamodèles multi-éléments (Multi-element - ME) ont été développés. Ces
métamodèles sont des modèles PC par morceaux, s’appuyant sur une partition de l’es-
pace des paramètres afin d’entrainer des métamodèles polynomiaux locaux sur chaque
sous-ensemble de l’espace des paramètres, où la QOI est plus régulière localement. Mais
si un tel métamodèle est plus précis pour une telle QOI, aucune relation analytique ne
permet de retrouver les indices de Sobol à partir de ce dernier.

La bibliographie sur les techniques ME a mené à l’émergence de deux objectifs scienti-
fiques supplémentaires pour les travaux de thèse. Ces objectifs concernent le développe-
ment de deux méthodes qui transcendent le domaine de la dynamique du vol et tendent
à répondre à des problématiques concernant les métamodèles ME :

• Un nouvel algorithme permettant d’obtenir un métamodèle ME basé sur les mé-
thodes modernes d’apprentissage automatique (Machine Learning - ML) est dé-
veloppé. Il se nomme ME-ACD, pour « Multi-Element model based on Agglome-
rative Clustering on the Derivatives ». Cet acronyme anglais signifie « méthode
multi-éléments basée sur le regroupement hiérarchique ascendant des dérivées ».

• La démonstration d’un lien analytique entre les métamodèles ME et les indices
de Sobol est démontré. L’obtention d’un métamodèle ME permet alors d’obtenir
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rapidement l’ensemble des variances partielles permettant d’obtenir les indices re-
cherchés, même pour une QOI discontinue.

Le développement de ces méthodes transcendant la dynamique du vol a occupé une place
importante lors des travaux, ce qui a engendré un changement du nom de la thèse pour
celui adopté actuellement. Son nom originel était : « Sensibilité et robustesse du compor-
tement des aéronefs au voisinage et au-delà du décrochage aux modèles de représentation
», ce titre ne faisant alors référence qu’à l’objectif initial de la thèse. Ces méthodes déve-
loppées ont pour but de pouvoir être utilisées dans des études ayant une QOI discontinue
et ayant un nombre de paramètres incertains relativement bas.

Les méthodes développées sont ensuite appliquées au système dynamique du vol afin de
quantifier la sensibilité et la robustesse du comportement des aéronefs aux lacunes et aux
incertitudes du modèle des coefficients globaux sélectionné. Une critique qui peut être
faite au sujet de la méthodologie adoptée dans l’étude est que le développement de ces
méthodes est intervenu tôt lors de l’étude du système. Ce développement concernant la
méthode ME a été réalisé sans que les méthodes de GSA déjà existantes ne soient testées
sur le système. Contrairement à ce que montraient les résultats des premières simulations,
les variables d’état du système dynamique du vol ne sont pas discontinues, mais seulement
légèrement irrégulières, et ce même en présence de bifurcations. L’hypothèse de présence
de discontinuités des variables d’état par rapport aux paramètres incertains, était fondée
sur une erreur d’analyse. Le gain en terme de précision avec l’utilisation de la nouvelle
méthodologie par rapport à la méthodologie PC classique n’est alors pas conséquent.

L’utilisation de la méthode d’analyse de sensibilité globale couplée à l’utilisation d’un
métamodèle PC a déjà été réalisée pour étudier l’influence des paramètres d’un modèle
de coefficients aérodynamiques dans [52]. Dans cet article, l’auteur utilise les méthodes
de quantification d’analyse de sensibilité globale et de quantification d’incertitude afin
d’étudier l’impact de deux composantes du coefficient de portance d’un modèle de coeffi-
cients aérodynamique linéaire dans le domaine de vol normal. D’après les connaissances
de l’auteur, l’utilisation de ces méthodes pour évaluer l’impact des modèles des coeffi-
cients aérodynamiques sur le comportement d’un aéronef dans le domaine post-décroché
n’a jamais été réalisée. L’utilisation de ces méthodes a permis de valider et d’approfon-
dir les résultats d’une étude précédente [17] réalisée sur le même modèle de coefficients
aérodynamiques, modèle présenté à la section 1.2.5. De par l’ajout artificiel de termes
d’amortissement faisant défaut au modèle, l’analyse de sensibilité permet d’identifier quel
terme d’amortissement aurait le plus d’impact sur la stabilité d’une vrille, ainsi que les
combinaisons de termes d’amortissement qui mèneraient à la stabilité du comportement.
Pour un comportement identifié à l’aide d’un modèle de coefficients lacunaire (sans terme
d’amortissement), cette étude permet d’apporter des informations supplémentaires sur la
stabilité potentielle du comportement et ainsi sur son danger. La sensibilité et la robus-
tesse des comportements à haute incidence par rapport aux incertitudes commises sur les
coefficients aérodynamiques peuvent également être estimées grâce à ces méthodes.
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Plan du rapport de thèse

Le chapitre 1 traite de la dynamique du vol. Les hypothèses de l’étude sont introduites et
le système dynamique régissant le mouvement de l’aéronef est mis en place. La modéli-
sation des coefficients aérodynamiques globaux est ensuite abordée, traitant du choix de
la structure du modèle de représentation parmi ceux existants, ainsi que des expériences
permettant d’établir les tables de données sur lesquelles s’appuient ces modèles. En der-
nier lieu, les notions d’équilibre d’un système dynamique, de bifurcations et de domaine
d’attraction sont introduites. Leur application en dynamique du vol est mise en lumière.

Le chapitre 2 présente un état de l’art sur les techniques d’analyse de sensibilité et d’UQ,
en introduisant notamment les notions d’indices de Sobol, de métamodèles PC et de mé-
tamodèles ME. Ce chapitre présente également l’approche considérée dans les travaux,
utilisant ces concepts.

Le chapitre 3 traite du développement de la méthode ME-ACD basée sur les techniques
modernes de ML afin d’obtenir un métamodèle ME.

Le chapitre 4 présente une méthode permettant d’estimer les indices de Sobol à l’aide
d’un modèle ME. Une nouvelle approche concernant les indices de Sobol est proposée afin
d’obtenir une formule permettant de les estimer avec un modèle ME. L’estimation des
indices de Sobol avec un modèle PC est reconduite avec cette approche pour montrer la
cohérence de la démarche avec la formule classique.

Le chapitre 5 utilise l’approche développée au chapitre 4 dans le cas du système dyna-
mique du vol à 8 variables d’état introduit au chapitre 1. Un métamodèle ME est obtenu
à l’aide de l’extension temporelle de la méthode ME-ACD développée au chapitre 3.

Extraits d’articles

La thèse comporte des sections qui sont des versions traduites et légèrement modifiées de
parties d’articles scientifiques écrits dans le cadre de l’étude.

• Le chapitre 2 contient des sections qui sont des versions traduites et légèrement
modifiées d’extraits de [66] et de [67].

• Le chapitre 3 contient des sections qui sont des versions traduites et légèrement
modifiées d’extraits de [66].

• Le chapitre 4 contient des sections qui sont des versions traduites et légèrement
modifiées d’extraits de [67]

• Le chapitre 5 contient des sections qui sont des versions traduites et légèrement
modifiées d’extraits de [65]
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• Le chapitre 5 présente une étude de sensibilité sur des comportements proche de
celle présentée dans l’article de congrès [65].
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Chapitre 1

Dynamique du vol

Ce chapitre présente un état de l’art de l’étude de la dynamique d’un avion en vol.
La mise en place du système dynamique d’équations différentielles ordinaires (Ordinary
Differential Equation - ODE) autonomes couplées est traitée en premier lieu. Ce système
est obtenu en appliquant le principe fondamental de la dynamique à l’aéronef modélisé
par un solide indéformable. Le développement menant au système dans ce manuscrit est
grandement inspiré de [70] qui reprend les fondamentaux de la dynamique du vol. En
second lieu, la modélisation des coefficients aérodynamiques globaux, représentant les
forces et les moments adimensionnés, est abordée. Le choix de la structure du modèle
parmi les structures existantes, ainsi que l’obtention des données sur lesquelles reposent
ces modèles sont développés. Enfin, la théorie des bifurcations est abordée. Les notions
d’équilibre, de stabilité et de domaine d’attraction sont introduites, et l’utilisation de la
théorie des bifurcations en dynamique du vol est traitée.

1.1 Établissement du système dynamique

1.1.1 Généralités et vocabulaire sur les avions

Le monde de l’aéronautique a un vocabulaire bien particulier entrevu dans cette courte
section. Les différentes parties d’un avion (aussi qualifié d’aéronef par la suite) sont :

• Le fuselage : la partie aménagée pour recevoir la charge utile de l’appareil.

• La voilure : l’ensemble des surfaces portantes.

• Les gouvernes : les parties mobiles agissant sur le fluide ambiant et qui permettent
de diriger l’avion.

• L’empennage : l’ensemble de plans fixes situés sur la queue de l’avion qui assurent
la stabilité longitudinale et latérale de l’avion.

Sur la figure 1, les gouvernes de l’avion, qui ont pour but de contrôler le mouvement du
véhicule dans le fluide, sont mises en évidence :
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Figure 1 – Schéma d’un avion dont les gouvernes ont été mises en évidences (figure
issue de [70]).

• Les gouvernes annotées « a » sont les ailerons (en anglais : « ailerons »). Ils ré-
pondent à la commande de gauchissement et permettent de réduire ou d’augmenter
la portance sur chaque demi-voilure. Cela a pour but d’engendrer un couple de
roulis, qui tend à incliner l’avion à droite ou à gauche.

• Les gouvernes annotées « p » sont les gouvernes de profondeur (en anglais : «
elevator »). Elles répondent à la commande de profondeur et permettent de créer
un moment de tangage qui tend à cabrer ou à faire piquer l’avion.

• La gouverne « d » est la gouverne de direction (en anglais : « rudder »). Elle répond
à la commande de direction (ou palonnier) et a pour objectif d’engendrer un couple
en lacet, qui tend à déplacer le nez de l’avion vers la gauche ou vers la droite.

Pour contrôler l’aéronef, ces gouvernes font un certain angle par rapport à leur position
nominale aussi appelée « neutre » (position de référence lorsque tous les contrôles sont
à zéro). Les positions angulaires des ailerons, de la gouverne de profondeur et de la gou-
verne de direction par rapport à leur position nominale sont respectivement notées δl, δm
et δn.

Toutes ces gouvernes sont efficaces lorsque l’écoulement n’est pas décroché. Néanmoins,
leur efficacité est réduite partiellement, voire totalement, au-delà du décrochage. Cela
peut engendrer une perte de contrôle du véhicule.

1.1.2 Hypothèses de l’étude

• Le référentiel terrestre RT est supposé galiléen. La rotondité de la Terre ainsi que les
effets de sa rotation sur elle-même et de sa révolution autour du Soleil sont négligés.

• L’avion est modélisé par un solide indéformable.

• L’avion possède un plan de symétrie orthogonal à l’axe de son fuselage.
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• La masse de l’avion est supposée constante. L’effet de la perte de carburant n’est
alors pas pris en compte.

• Le centre de gravité de l’aéronef, supposé fixe, est situé dans son plan de symétrie.

• Les axes de l’avion sont supposés être ses axes d’inertie principaux. Le solide n’a
donc aucun produit d’inertie, seuls ses 3 moments d’inertie sont considérés.

• La variation de la densité de l’air ρ avec la variation de l’altitude de l’aéronef est
négligée.

• Aucune propulsion n’est considérée. Seul le vol plané ou la vrille sans propulsion
sont étudiés.

• Les effets instationnaires de l’écoulement sur l’aéronef, dus au retard entre les ac-
tions du fluide entre les différentes surfaces portantes, sont négligés.

Ces hypothèses sont considérées (toutes ou en partie) de façon classique dans de nom-
breuses études de dynamique du vol [70, 28, 17, 23, 35, 59].

1.1.3 Les trois trièdres de référence

1.1.3.1 Définition des trièdres

Pour l’étude théorique du mouvement de l’avion, trois trièdres, associés à trois référentiels
d’étude, sont considérés.

Le premier est un trièdre OTxTyT zT associé au référentiel terrestre RT . L’origine OT est
un point arbitraire fixe par rapport à la Terre et situé à la surface de celle-ci. L’axe OT zT
est orienté suivant la verticale descendante et les axes OTxT et OTyT sont choisis arbitrai-
rement dans le plan horizontal. Ce référentiel est supposé galiléen d’après nos hypothèses.
La rotondité de la Terre ainsi que les effets de sa rotation et de sa révolution autour du
Soleil sont alors négligés.

L’avion est par hypothèse un solide indéformable. Le deuxième trièdre est alors un tri-
èdre Oxyz associé au référentiel R fixe par rapport à l’avion. L’origine O est le centre
de gravité de l’aéronef (supposé fixe par rapport à ce dernier et situé dans son plan de
symétrie d’après nos hypothèses). Les axes Ox et Oz sont deux axes orthogonaux du plan
de symétrie de l’avion. L’axe Ox est parallèle à l’axe du fuselage et est orienté de l’arrière
vers l’avant de l’avion et l’axe Oz est orienté du dos vers le ventre de l’avion. Oy vient
compléter ce trièdre direct.

Le dernier trièdre, Oxayaza, dit trièdre aérodynamique, est associé au référentiel aérody-
namique RA lié à la vitesse de l’aéronef. Son origine est le centre de gravité O de l’avion.
L’axe Oxa est le vecteur unitaire de même direction et de même sens que la vitesse de
l’avion par rapport au référentiel terrestre. Oza est l’axe orthogonale à Oxa situé dans le
plan de symétrie de l’avion et orienté vers le ventre de celui-ci lorsque l’angle d’incidence
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est nul. Oya complète ce trièdre direct.

Ces trièdres sont représentés sur les figures 2 et 3.

1.1.3.2 Positions relatives des trièdres

Les 3 trièdres de référence sont en mouvement les uns par rapport aux autres.

Le trièdre aérodynamique n’est qu’en rotation par rapport au trièdre avion, possédant
la même origine que ce dernier. Les angles d’incidence, noté α, et de dérapage, noté β,
définissent la position angulaire du trièdre aérodynamique par rapport au trièdre avion.
L’angle d’incidence α est l’angle entre le plan Oxaya et l’axe Ox. C’est l’angle orienté de
za vers z. L’angle de dérapage β est l’angle entre le plan Oxz et l’axe Oxa. C’est l’angle
orienté de y vers ya. Ces angles sont représentés sur la figure 2.

Figure 2 – Position du repère RA par rapport au référentiel R, figure issue de [70]

La vitesse de rotation instantanée du repère R par rapport au repère RA est donc

Ω(R/RA) = α̇y − β̇za (1)

Le référentiel avion est quant à lui en translation et en rotation par rapport au ré-
férentiel terrestre. Son origine, le centre de gravité, est repéré par le vecteur position
OTO = (x0, y0,−h)T exprimé dans le repère RT . h est l’altitude de l’avion, le signe «
moins » étant présent car zT est la verticale descendante. Pour la rotation du trièdre avion
par rapport au trièdre terrestre, les angles d’Euler illustrés sur la figure 3 sont utilisés.
Ces angles Ψ, Θ et Φ portent respectivement les noms d’azimut, d’assiette longitudinale
et d’angle de gîte.

Il existe également un positionnement avec des angles d’Euler définis pour le trièdre
aérodynamique par rapport au trièdre terrestre mais il n’est pas introduit dans cette
étude.
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Figure 3 – Position du repère R par rapport au référentiel RT , figure issue de [70]

1.1.3.3 Relations de passage

Soit un vecteur X de composantes (xT , yT , zT )
T dans le trièdre terrestre, (x, y, z)T dans

le trièdre avion et (xa, ya, za)
T dans le trièdre aérodynamique. Les relations de passage

entre ces composantes sont les suivantes

xy
z

 =

cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

sinα cos β − sinα sin β cosα

xa

ya
za

 (2)

xa

ya
za

 =

 cosα cos β sin β sinα cos β
− cosα sin β cos β − sinα sin β
− sinα 0 cosα

xy
z

 (3)

xy
z

 =

 cosΨ cosΘ sinΨ cosΘ − sinΘ
cosΨ sinΘ sinΦ− sinΨ cosΦ sinΨ sinΘ sinΦ + cosΨ cosΦ cosΘ sinΦ
cosΨ sinΘ cosΦ + sinΨ sinΦ sinΨ sinΘ cosΦ− cosΨ sinΦ cosΘ cosΦ

xT

yT
zT

 (4)

xT

yT
zT

 =

cosΨ cosΘ cosΨ sinΘ sinΦ− sinΨ cosΦ cosΨ sinΘ cosΦ + sinΨ sinΦ
sinΨ cosΘ sinΨ sinΘ sinΦ + cosΨ cosΦ sinΨ sinΘ cosΦ− cosΨ sinΦ
− sinΘ cosΘ sinΦ cosΘ cosΦ

xy
z

 (5)

1.1.4 Cinématique de l’aéronef

1.1.4.1 Vitesse de l’avion par rapport au référentiel terrestre

La vitesse de l’avion par rapport à la Terre est v(R/RT ) = (V, 0, 0)T exprimée dans le
repère RA, par définition de ce dernier.
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1.1.4.2 Vitesse de rotation de l’avion par rapport au référentiel terrestre

Les composantes de la vitesse de rotation de l’avion par rapport au référentiel terrestre
Ω(R/RT ) dans le trièdre avion portent des noms bien connus dans le monde de l’aéro-
nautique :

• Le « roulis » est la composante sur x, notée p.

• Le « tangage » est la composante sur y, notée q.

• Le « lacet » est la composante sur z, notée r.

Des définitions équivalentes existent pour les composantes autour des axes du trièdre
aérodynamique :

• Le « roulis aérodynamique » est la composante sur xa. Cette composante sera notée
pa.

• Le « tangage aérodynamique » est la composante sur ya. Cette composante sera
notée qa.

• Le « lacet aérodynamique » est la composante sur za. Cette composante sera notée
ra.

Ainsi, Ω(R/RT ) = (p, q, r)T dans la base (x,y,z) et Ω(R/RT ) = (pa, qa, ra)
T dans la base

(xa,ya,za).

1.1.4.3 Relation entre les angles d’Euler et la vitesse de rotation

Par définition des angles d’Euler

p = −Ψ̇ sinΘ + Φ̇ (6)

q = Ψ̇ cosΘ sinΦ + Θ̇ cosΦ (7)

r = Ψ̇ cosΘ cosΦ− Θ̇ sinΦ (8)

et donc

Ψ̇ =
1

cosΘ
(q sinΦ + r cosΦ) (9)

Θ̇ = q cosΦ− r sinΦ (10)

Φ̇ = p+ tanΘ(q sinΦ + r cosΦ) (11)
(12)
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1.1.4.4 Rappel de la formule de Bour

Soit A un vecteur et R1 un référentiel effectuant une rotation de vecteur Ω(R1/R) par
rapport à un autre référentiel R. La formule de Bour permet de relier la dérivée du vecteur
dans le trièdre lié à R1 et celle dans le trièdre lié à R

[
∂A
∂t

]
R
=
[
∂A
∂t

]
R1

+Ω(R1/R) ∧A (13)

1.1.5 Système dynamique et réductions

1.1.5.1 Forme générale du système dynamique

La dynamique de l’avion peut être modélisée par un système de 12 ODE autonomes
non-linéaires couplées mises sous la forme :

Ẋ = f(X,U) (14)

où X est le vecteur d’état dont les composantes décrivent l’état du système et U est le
vecteur de contrôle, vecteur contenant toutes les variables représentant les contrôles que
peut avoir le pilote sur le système (positions angulaires des gouvernes dans l’étude). Les
12 variables d’état du système sont

X = (V, α, β, p, q, r,Ψ,Θ,Φ, x0, y0, h)
T (15)

Les variables de contrôle sont

U = (δl, δm, δn)
T (16)

Le pilote a bien sûr également un contrôle sur le moyen de propulsion de l’aéronef, mais
aucune propulsion n’est considérée dans l’étude.

Les équations composant le système sont issues de l’application du principe fondamental
de la dynamique à l’aéronef dans le référentiel terrestre RT supposé galiléen, ainsi qu’à
des relations cinématiques et des relations de dérivation.

1.1.5.2 Bilan des actions mécaniques extérieures s’appliquant à l’avion

Le poids de l’avion Dans le référentiel RT , le poids s’exprime

P = mgzT (17)

D’après les relations de passage (4) et (3), il s’exprime dans le repère RA
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P = mg[(− sinΘ cosα cos β + cosΘ sinΦ sin β + cosΘ cosΦ sinα cos β)xa

+ (sinΘ cosα sin β + cosΘ sinΦ cos β − cosΘ cosΦ sinα sin β)ya

+ (sinΘ sinα + cosΘ cosΦ cosα)za]

(18)

D’après les hypothèses (Cf. section 1.1.2), la masse de l’aéronef m est supposée constante.
La perte de masse due à la consommation de carburant n’est pas considérée dans l’étude.

Les actions mécaniques aérodynamiques Les actions mécaniques aérodynamiques
sont celles exercées par le fluide sur l’aéronef au cours de son mouvement. Sur chaque
surface portante (ailes et gouvernes), ces actions mécaniques se réduisent à une résultante
et un couple en un point, le « foyer ». Si le calcul des moments est effectué au centre de
gravité O, le moment total engendré par le fluide sur l’aéronef est la somme des couples
ainsi que des moments issus des résultantes appliquées à chaque foyer. La résultante to-
tale de ces forces est notée F . Ses composantes sont notées (X, Y, Z)T dans le trièdre
avion et (Xa, Ya, Za)

T dans le trièdre aérodynamique. Le moment total de ces actions cal-
culé en O est notéMO. Ses composantes sont notées (LO,MO, NO)

T dans le trièdre avion.

Les coefficients aérodynamiques globaux sont les formes adimensionnées des forces et des
moments aérodynamiques calculés en O

X = −1

2
ρSV 2Cx (19)

Y =
1

2
ρSV 2Cy (20)

Z = −1

2
ρSV 2Cz (21)

LO =
1

2
ρSlV 2Cl,O (22)

MO =
1

2
ρSlV 2Cm,O (23)

NO =
1

2
ρSlV 2Cn,O (24)

où :

• S est la surface d’une aile de l’aéronef prise comme surface de référence.

• l est la corde moyenne d’une aile de l’aéronef prise comme longueur de référence.

Les coefficients aérodynamiques globaux Cxa , Cya , Cza , formes adimensionnées des com-
posantes de la force dans le trièdre aérodynamique (Xa,Ya, Za), sont définis de manière
analogue. Un signe « moins » est également présent par convention dans l’adimensionne-
ment des forces Xa et Za, pour que les coefficients, respectivement de « trainée » et de
« portance », soient positifs en vol normal (la force de trainée étant dirigée selon −xa et
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la force de portance selon −za).

Les coefficients adimensionnés dépendent de la géométrie de l’avion (et donc des positions
angulaires des gouvernes), de son état, ainsi que des propriétés du fluide environnant.
Après avoir choisi une structure de modèle de représentation de ces coefficients, leurs
dépendances aux différentes variables sont obtenues à partir de données expérimentales.
Cette modélisation est développée plus en détail à la section 1.2. Un des objectifs de la
thèse est l’étude de l’influence de la structure de ces modèles de représentation ainsi que
des incertitudes commises dans la détermination de ces derniers.

La prise de mesure des données expérimentales n’est pas réalisée au centre de gravité
O, mais en un point de mesure M . La position du centre de gravité O est nommée le
« centrage ». Ce dernier est exprimé dans cette étude par rapport au point de mesure
M et est exprimé en ratio de corde OM/c. Plusieurs « centrages » peuvent être étudiés
avec les mêmes données expérimentales, pour une même géométrie d’avion, les forces
aérodynamiques ne dépendant pas de la répartition de masse de l’aéronef. Il est alors
nécessaire de déplacer le moment obtenu à partir des tables de données expérimentales
au centre de gravité de l’avion pour un centrage donné, car le centre de gravité est le
point où est appliqué le principe fondamental de la dynamique pour mettre en place le
système dynamique.

MO =MM +OM ∧ F (25)

Les formes adimensionnées des composantes (LM ,MM , NM) de MM sont notées respec-
tivement Cl, Cm et Cn.

Les forces et moments aérodynamiques dépendent de la masse volumique ρ du fluide
environnant, qui dépend elle-même de l’altitude h à laquelle se trouve l’aéronef. Dans
l’étude de ce présent manuscrit, la dépendance de la masse volumique à l’altitude est
négligée par hypothèse (Cf. section 1.1.2).

Propulsion La propulsion est l’action mécanique permettant de pousser l’aéronef afin
qu’il puisse se mouvoir. Le contrôle que possède le pilote sur la propulsion est simplifié
ici par un paramètre de contrôle δT qu’il possède sur la norme T (δT ) de la résultante T
de l’action mécanique de propulsion. Dans le cas de l’avion, elle est située dans le plan
de symétrie de ce dernier, mais peut faire un angle non nul avec le vecteur x. Cette angle
est nommé « angle de calage » et est noté ωcal. La direction de T passe néanmoins par
O, n’engendrant ainsi aucun moment autour de ce dernier

T = T cosωcalx− T sinωcalz (26)

La propulsion n’est pas considérée dans l’étude de ce présent manuscrit : T = 0 (Cf.
section 1.1.2). Seuls le vol plané et la vrille sans propulsion sont considérés.
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1.1.5.3 Équations du mouvement

Le principe fondamental de la dynamique est appliqué à l’avion dans le référentiel terrestre
RT supposé galiléen pour obtenir les 6 équations de mouvement qui sont les 6 premières
équations du système dynamique. Ces équations peuvent être exprimées dans l’un des
trièdres au choix. Pour faire apparaitre directement les variables d’état sélectionnées,
l’équation de la résultante est projetée dans le repère RA et l’équation du moment est
projetée dans le repère R.

Équation de la résultante
m
[
∂v
∂t

]
RT

= P + F (27)

En utilisant la formule de Bour (13)

[
∂v
∂t

]
RT

=
[
∂v
∂t

]
RA

+Ω(RA/RT ) ∧ v (28)

or

Ω(RA/RT ) = −Ω(R/RA)+Ω(R/RT ) = −α̇(sinβxa+cosβya)+ β̇za+paxa+qaya+raza (29)

donc

m
[
∂v
∂t

]
RT

= mV̇ xa +mV (α̇ cos βza + β̇ya − qaza + raya) (30)

En projetant (27) dans le trièdre aérodynamique

mV̇ = mg[− sinΘ cosα cosβ + cosΘ sinΦ sinβ + cosΘ cosΦ sinα cosβ]

− 1

2
ρSV 2Cxa

(31)

mV (β̇ + ra) = mg[sinΘ cosα sinβ + cosΘ sinΦ cosβ − cosΘ cosΦ sinα sinβ]

+
1

2
ρSV 2Cya

(32)

mV (α̇ cosβ − qa) = mg[sinΘ sinα+ cosΘ cosΦ cosα]− 1

2
ρSV 2Cza (33)

Équations du moment Soit σO, le moment cinétique de l’avion par rapport à son
centre de gravité. D’après l’équation du moment calculée en O

[
∂σO

∂t

]
RT

= MO (34)

Soit IO, la matrice d’inertie de l’aéronef au point O. Comme le plan (Oxz) est un plan
de symétrie pour l’avion, IO est de la forme :

IO =

 A 0 −E
0 B 0
−E 0 C

 (35)
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A, B et C sont les moments d’inertie de l’avion et E est son produit d’inertie par rapport
au plan Oxz. Le moment cinétique de l’avion autour de O est donc

σO = IO ·Ω(R/RT ) = (Ap− Er)x+Bqy + (−Ep+ Cr)z (36)

en utilisant la formule de Bour (13)

[
∂σO

∂t

]
RT

= (Aṗ− Eṙ − Epq + Crq −Brq)x

+ (Bq̇ + Apr − Er2 + Ep2 − Crp)y (37)
+ (−Eṗ+ Cṙ +Bpq − Apq + Erq)z

En injectant (37) dans (34) puis en projetant l’équation sur les axes du trièdre avion

Aṗ− Eṙ + (C −B)rq − Epq = 1
2
ρSlV 2Cl,O (38)

Bq̇ + (A− C)rp− Er2 − Ep2 = 1
2
ρSlV 2Cm,O (39)

Cṙ − Eṗ+ (B − A)qp+ Erq = 1
2
ρSlV 2Cn,O (40)

Une hypothèse supplémentaire est alors adoptée : E est négligé devant les moments d’iner-
tie A, B et C (Cf. section 1.1.2). Cette hypothèse se vérifie avec les données inertielles de
l’avion léger considéré. Ainsi, les axes du référentiel R sont les axes principaux d’inertie
de l’avion et les équations (38), (39) et (40) deviennent

Aṗ+ (C −B)rq = 1
2
ρSlV 2Cl,O (41)

Bq̇ + (A− C)rp = 1
2
ρSlV 2Cm,O (42)

Cṙ + (B − A)qp = 1
2
ρSlV 2Cn,O (43)

1.1.5.4 Les 6 autres équations

Équations cinématiques Les équations du système dynamique relatives aux dérivées
des angles d’Euler sont les relations (9), (10) et (11).

Équations de dérivation Les équations du système dynamique relatives aux dérivées
des coordonnées du centre de gravité dans le repère terrestre sont de simples relations de
dérivation. Les trois dérivées correspondent aux composantes de la vitesse de l’aéronef
dans le trièdre terrestre (avec un signe « - » pour l’altitude h). Ainsi, d’après les relations
de passage (2) et (5)

ẋ0 = V cosα cos β cosΨ cosΘ + V sin β(cosΨ sinΘ sinΦ− sinΨ cosΦ)

+ V cos β sinα(cosΨ sinΘ cosΦ + sinΨ sinΦ)
(44)

ẏ0 = V cosα cos β sinΨ cosΘ + V sin β(sinΨ sinΘ sinΦ + cosΨ cosΦ)

+ V cos β sinα(sinΨ sinΘ cosΦ− cosΨ sinΦ)
(45)

ḣ = V cosα cos β sinΘ− V sin β cosΘ sinΦ− V cos β sinα cosΘ cosΦ (46)
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1.1.5.5 Système dynamique à 12 variables

Le système dynamique est composé des équations (31), (32), (33), (41), (42), (43), (9),
(10), (11), (44), (45) et (46) mises sous la forme (14)

V̇ = g(− sinΘ cosα cos β + cosΘ sinΦ sin β + cosΘ cosΦ sinα cos β)

− 1

2m
ρSV 2Cxa

(47)

α̇ =
qa

cos β
+

g

V cos β
(sinΘ sinα + cosΘ cosΦ cosα)

− 1

2mV cos β
ρSV 2Cza

(48)

β̇ = −ra +
g

V
(sinΘ cosα sin β + cosΘ sinΦ cos β − cosΘ cosΦ sinα sin β)

+
1

2mV
ρSV 2Cya

(49)

ṗ =
B − C

A
rq +

1

2A
ρSlV 2Cl,O (50)

q̇ =
C − A

B
pr +

1

2B
ρSlV 2Cm,O (51)

ṙ =
A−B

C
pq +

1

2C
ρSlV 2Cn,O (52)

Ψ̇ =
1

cosΘ
(q sinΦ + r cosΦ) (53)

Θ̇ = q cosΦ− r sinΦ (54)

Φ̇ = p+ tanΘ(q sinΦ + r cosΦ) (55)
ẋ0 = V cosα cos β cosΨ cosΘ + V sin β(cosΨ sinΘ sinΦ− sinΨ cosΦ)

+ V cos β sinα(cosΨ sinΘ cosΦ + sinΨ sinΦ)
(56)

ẏ0 = V cosα cos β sinΨ cosΘ + V sin β(sinΨ sinΘ sinΦ + cosΨ cosΦ)

+ V cos β sinα(sinΨ sinΘ cosΦ− cosΨ sinΦ)
(57)

ḣ = V cosα cos β sinΘ− V sin β cosΘ sinΦ

− V cos β sinα cosΘ cosΦ
(58)

où, d’après la relation de passage (2) :

qa = −p cosα sin β + q cos β − r sinα sin β (59)
ra = −p sinα + r cosα (60)

Cxa = Cx cosα cos β − Cy sin β + Cz sinα cos β (61)
Cya = Cx cosα sin β + Cy cos β + Cz sinα sin β (62)
Cza = −Cx sinα + Cz cosα (63)

1.1.5.6 Réduction à un système à 8 variables

Ce système à 12 variables peut être réduit à un système à 8 variables. En effet, pour être
étudié avec les notions d’équilibre et de bifurcation (Cf. section 1.3), il est nécessaire de ne
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pas considérer les variables Ψ, x0, y0 et h comme variable d’état du système dynamique.
Sinon, un équilibre correspondrait à un comportement où ces quantités sont constantes,
soit un aéronef fixe par rapport à la Terre.

Retirer ces variables du système est possible sans hypothèse supplémentaire car aucun
des membres de droite ne dépend de x0, de y0 ou de h (ρ ne dépendant pas de h d’après
nos hypothèses). De plus, seules les équations concernant la dérivée de ces 3 variables
dépendent de Ψ. En effet, l’azimut et la position du centre de gravité n’influent pas sur la
dynamique de l’aéronef (ρ ne dépendant pas de l’altitude). Les équations concernant la
dérivée de ces 4 variables peuvent donc être retirées du système dynamique. L’évolution
de ces variables pourra être déterminée a posteriori, une fois l’évolution temporelle de
toutes les autres variables d’état obtenues à l’aide de l’intégration du système.

Ce système à 8 variables d’état est utilisé dans de nombreuses études de dynamique du
vol utilisant la théorie des bifurcations [28, 35, 23, 17, 59]

1.1.5.7 Réduction à un système à 5 variables

D’après [24], dans les mouvements à haut taux de rotation, comme les vrilles, il est
possible de considérer que le poids de l’aéronef est négligeable devant les effets d’inertie
et les forces aérodynamiques. La vitesse est de plus considérée comme étant constante. De
par ces hypothèses, l’assiette longitudinale Θ et l’angle de gîte Φ n’agissent plus dans la
dynamique du mouvement de l’aéronef ; ils n’apparaissent plus dans le membre de droite
des équations concernant les autres variables d’état. Ils peuvent donc, au même titre que
les variables Ψ, x0, y0 et h, être déterminés a posteriori. Les 5 équations sont donc

α̇ =
qa

cos β
− 1

2mV cos β
ρSV 2Cza (64)

β̇ = −ra +
1

2mV
ρSV 2Cya (65)

ṗ =
B − C

A
rq +

1

2A
ρSlV 2Cl,O (66)

q̇ =
C − A

B
pr +

1

2B
ρSlV 2Cm,O (67)

ṙ =
A−B

C
pq +

1

2C
ρSlV 2Cn,O (68)

Cette réduction est souvent utilisée pour simplifier le système pour les études de compor-
tement à haut taux de rotation, comme le problème de couplage en roulis [24] ou l’étude
de vrilles [59]. Dans [59], il est fait état de cette réduction pour étudier les régions d’at-
traction des équilibres du système simplifié (Cf. section 1.3.1.5). Il est alors mentionné
que les équilibres du système réduit à 5 variables sont proches de ceux du système à 8
variables si l’on impose que la vitesse de l’aéronef, supposée constante, soit celle obtenue
pour l’équilibre correspondant dans le système à 8 variables.
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1.1.5.8 Réduction à un système à 3 variables

Un système encore plus réduit peut être obtenu en ne considérant que les effets de rotation
et en négligeant qa et ra devant pa, ce qui est vérifié pour la plupart des vrilles à très
hauts angles d’incidence (α ≈ π

2
). Avec ces hypothèses, d’après (2)

p = pa cosα cos β (69)
q = pa sin β (70)
r = pa sinα cos β (71)

(72)

et les trois équations sont :

ṗ =
B − C

A
(pa)

2 sinα cos β sin β +
1

2A
ρSlV 2Cl,O (73)

q̇ =
C − A

B
(pa)

2 cosα cos β sinα cos β +
1

2B
ρSlV 2Cm,O (74)

ṙ =
A−B

C
(pa)

2 cosα cos β sin β +
1

2C
ρSlV 2Cn,O (75)

Les points d’équilibre de ce système à 3 variables permettent donc d’estimer les valeurs
de α, de β et pa pour une vrille donnée. Ces paramètres peuvent constituer de bons points
initiaux potentiels pour la recherche d’équilibre des systèmes possédant plus de variables
(en déduisant de ces valeurs celles de p, q et r). C’est ce qui est réalisé dans [17].

1.2 Modèle de représentation des coefficients aérody-
namiques globaux

1.2.1 Forme générale des coefficients aérodynamiques

Comme décrit à la section 1.1.5.2, les actions mécaniques du fluide sur l’aéronef sont
représentées par une résultante et un moment exprimé en un point. Leurs composantes
sont manipulées sous leur forme adimensionnée : les « coefficients aérodynamiques glo-
baux ». Pour une géométrie d’aéronef donnée, les coefficients aérodynamiques globaux
s’expriment :

Ci = Ci(M,Re, α, β, p, q, r, δl, δm, δn, α̇, β̇)

= Ci(M,Re, α, β, pa, qa, ra, δl, δm, δn, α̇, β̇)

où :
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• i ∈ {x, y, z, l,m, n}
• M est le nombre de Mach

• Re est le nombre de Reynolds

Ces coefficients dépendent des caractéristiques de l’écoulement (traduites par M et Re),
de la direction par laquelle il attaque la géométrie (traduite par α et β), de la vitesse
de rotation de l’aéronef qui modifie la vitesse relative des molécules d’air attaquant la
surface (traduite par p, q et r ou pa, qa et ra), ainsi que des modifications de la géométrie
induite par le braquage des gouvernes (traduites par δl, δm et δl). Les coefficients aérody-
namiques peuvent également dépendre d’effets « instationnaires » (traduits par α̇ et β̇),
s’expliquant par des effets de retard entre les actions du fluide sur les différentes surfaces
portantes, créant une dépendance à l’historique de variation des angles d’incidence et de
dérapage. Ces effets instationnaires sont présents lorsque la dynamique du mouvement de
l’aéronef est rapide comparée à celle de l’écoulement. Dans l’étude, ces effets instation-
naires sont négligés (Cf. section 1.1.2).

Chaque coefficient aérodynamique global est donc une fonction non linéaire dépendant
d’un grand nombre de variables. Pour un aéronef donné, l’évaluation de ces coefficients
s’appuie sur des données, classiquement sur des données expérimentales. On peut néan-
moins observer l’émergence de données venant de simulations CFD [3] pour étudier plus
en détail l’effet du nombre de Reynolds dans le domaine post-décroché par exemple.

Actuellement, aucun essai expérimental ne permet d’étudier toutes ces dépendances à la
fois et l’exploration d’un espace à 12 dimensions serait très coûteux en terme de temps
et en terme financier. Une structure simplifiée est alors sélectionnée pour modéliser ces
dépendances complexes. De façon classique, les données expérimentales sont obtenues par
des essais réalisés en soufflerie. Dans les travaux, des données provenant d’essais sur une
maquette d’avion léger montée sur une balance rotative située dans la soufflerie verticale
du centre Onera Lille sont utilisées.

1.2.2 Structure additive

De façon classique en dynamique du vol, le choix se porte sur des modèles simplifica-
teurs ayant une structure additive. Chaque coefficient aérodynamique global est modélisé
par une somme de sous-fonctions non-linéaires dépendant d’un sous-ensemble des 12 va-
riables identifiées ; chaque sous-fonction représentant la dépendance d’une variable ou
de l’interaction entre plusieurs de ces variables. Sur l’ensemble de ces sous-fonctions, de
nombreuses sont négligées, ce qui a un grand intérêt d’un point de vue théorique et expé-
rimental. En effet, les sous-fonctions correspondant à des interactions négligeables ou qui
sont inaccessibles avec les moyens expérimentaux sont ignorées. Au lieu de devoir balayer
un espace à 12 dimensions afin d’ériger une unique base de données pour chaque coeffi-
cient, une base de données est obtenue pour les sous-fonctions non négligées de chaque
coefficient. Comme les sous-fonctions dépendent de moins de variables, l’espace à balayer
pour obtenir des points expérimentaux a une dimension inférieure, ce qui rend les expé-
riences possibles avec les moyens actuels, au détriment de l’exhaustivité qu’aurait permis
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une exploration de l’espace complet de tous les paramètres.

La logique de ces modèles additifs est illustrée sur une fonction théorique f . Soit une
fonction théorique quelconque f = f(x1, x2, x3), dépendant de 3 variables x1, x2 et x3. f
peut s’écrire, pour un triplet de constantes donné (K1, K2, K3) ∈ R3 :

f(x1, x2, x3) = f0 + fx1(x1) + fx2(x2) + fx3(x3)

+ fx1x2(x1, x2) + fx1x3(x1, x3) + fx2x3(x2, x3) (76)
+ fx1x2x3(x1, x2, x3)

Chaque sous-fonction s’annulant lorsque l’une de ses variables est égale à sa constante
associée.

Exemple 1. fx1(x1 = K1) = 0, ou encore fx1,x2(x1 = K1, x2) = fx1,x2(x1, x2 = K2) =
fx1,x2(x1 = K1, x2 = K2) = 0.

Les sous-fonctions ne possédant qu’une variable en indice traduisent la dépendance au
premier ordre de f par rapport à cette variable (l’effet de cette variable seule). Les
sous-fonctions possédant plusieurs variables en indice traduisent la dépendance de f par
rapport à l’interaction entre ce groupe de variables. Cette décomposition ressemble à la
décomposition ANOVA (152) (présentée à la section 2.4.3.1), mais il s’agit d’une autre
structure additive.

En adoptant ces propriétés, chaque sous-fonction a une forme bien précise dépendante de
f et des sous-fonctions d’ordre inférieur.

Exemple 2.

f0 = f(K1, K2, K3) (77)
fx1(x1) = f(x1, K2, K3)− f0 (78)

fx1,x2(x1, x2) = f(x1, x2, K3)− f0 − fx1(x1)− fx2(x2) (79)

Lorsque f dépend de 3 variables, elle se décompose en 8 sous-fonctions. Lorsque la fonc-
tion dépend de n variables, elle se décompose en 2n sous-fonctions.

Chaque coefficient aérodynamique, qui dépend de 12 variables, se décompose alors en 4096
sous-fonctions non-linéaires. Mais de nombreuses de ces sous-fonctions sont négligées. En
effet, comme il a été dit ci-dessus, l’accès à certaines dépendances est soit impossible soit
trop coûteux expérimentalement ; ou certaines interactions sont négligeables. Cela se tra-
duit alors par le fait d’ignorer des sous-fonctions dans le modèle additif. Dans les modèles
de coefficients sélectionnés dans ces travaux, l’hypothèse de quasi-stationnarité (α̇ = 0
et β̇ = 0) est considérée et la dépendance au nombre de Reynolds ainsi qu’au nombre
de Mach n’est pas considérée. L’utilisation de données provenant d’une balance rotative
sans inclinaison et l’utilisation d’aucune donnée en oscillations forcées (Cf. section 1.2.3),
induit également le fait que les dépendance en qa et en ra ne soient pas accessibles. De
plus, de nombreuses sous-fonctions traduisant des interactions d’ordre supérieur ou égale
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à 3 (interactions entre 3 variables) sont négligées. Ces hypothèses réduisent très fortement
le nombre de sous-fonctions composant le modèle de représentation. Ce modèle rend donc
les expériences possibles, mais il devient lacunaire.

Une base de données est alors réalisée pour chaque sous-fonction non négligée de chaque
coefficient aérodynamique. En reprenant l’exemple théorique, pour établir la base de don-
née de fx1,x2 par exemple, il faut fixer x3 à K3 et faire varier x1 et x2 afin de récupérer
les mesures expérimentales de f sur ces points. Les valeurs de f0, de fx1 et de fx2 mesu-
rées au préalable en ces mêmes points (x1, x2) sont ensuite soustraites à ces valeurs afin
d’obtenir la table souhaitée. Expérimentalement, seules les sous-fonctions auxquelles les
expériences offrent l’accès et qui ont un effet non noyé dans le bruit sont mesurées.

Pour illustrer l’obtention des valeurs pour une table de données d’une sous-fonction d’un
coefficient aérodynamique, voici l’exemple de ∆Ci,pa(α, β, pa), la sous-fonction du coeffi-
cient Ci traduisant les effets des interactions d’un pa non nul avec α et β :

∆Ci,pa
(α, β, pa) = Ci(Ma = cst, Re = cst, α, β, pa, qa = 0, ra = 0, δl = 0, δm = 0, δn = 0, α̇ = 0, β̇ = 0)

− Ci0(α, β) (80)

Les sous-fonctions d’un coefficient aérodynamique autre que Ci0 sont notées avec un ∆
car elles sont interprétées comme des incréments à la sous-fonction traduisant les effets
de α et de β seuls. L’obtention expérimentale des données relatives à ∆Ci,pa suit celle de
Ci0(α, β) (correspondant à des mesures à pa = 0). Les mesures sont réalisées aux mêmes
valeurs de α et de β que cette dernière, en faisant cette fois-ci varier pa. Les mesures de
Ci0(α, β) sont alors soutraites à celles obtenues avec un pa non nul afin d’obtenir la table
de données pour ∆Ci,pa(α,β,pa). Pour être rigoureusement équivalent à l’exemple théorique
de la fonction f pris ci-dessus, ∆Ci,pa(α, β, pa) est une fonction à 3 variables ayant en
indices α, β et pa et Ci0(α, β) est la somme de 4 sous fonctions : une constante (pour
α = β = 0), les effets d’α seul, les effets de β seul et les interactions entre α et β. De
façon pratique, une unique table de données est réalisée pour la sous-fonction Ci0(α, β).

Le modèle additif rend donc les campagnes expérimentales possibles concrètement, mais
ce modèle est lacunaire. De plus, les tables de données souffrent de l’additivité des incer-
titudes de mesures, étant obtenues par soustraction de tables de données expérimentales
entre elles. Par exemple, les incertitudes sur les données de la table ∆Ci,pa(α, β, pa) sont
supérieures à celles sur les données de Ci0(α, β), les incertitudes de mesures de deux cam-
pagnes s’additionnant.

De façon classique, dans l’étude du mouvement de l’aéronef dans le domaine de vol linéaire
ou lors de la linéarisation autour d’un équilibre, seules les dépendances au premier ordre
sont considérées et sont de plus supposées linéaires autour de l’équilibre considéré. Les co-
efficients aérodynamiques se décomposent alors comme une somme de fonctions linéaires
où les coefficients directeurs devant chaque variable sont parfois appelés « dérivées ».
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1.2.3 Obtention des données expérimentales

Pour chaque sous-fonction ∆Ci, une table de données est érigée avec la méthode décrite à
la section précédente, suite à des campagnes d’essais. Pour l’étude du mouvement de l’aé-
ronef dans le domaine de vol post-décroché, des données issues de 3 types d’expériences
sont utilisées de façon classique [33, 28, 44, 59, 3] : des données concernant les dépen-
dances en α et β seuls obtenues à partir d’expériences en soufflerie (souvent appelées «
static wind tunnel data »), des données obtenues à partir d’expériences en oscillations
forcées (« dynamic forced oscillation data ») et des données obtenues à partir d’expé-
riences sur balance rotative en soufflerie verticale (« dynamic rotary balance data »).

Ces expériences sont réalisées sur des maquettes à échelle réduite. On observe alors que les
nombres de Reynolds des écoulements dans le cadre de l’expérience (de l’ordre de 105-106)
sont inférieurs à ceux observés dans les écoulement autour des avions réels (de l’ordre de
107). Dans [3], des études numériques CFD sont réalisées sur une configuration partielle
d’avion (le fuselage et les ailes, mais sans l’empennage), ce qui permet une première
étude des coefficients aérodynamiques globaux à des nombres de Reynolds plus élevés et
donc plus proches de ceux des écoulements autour de l’aéronef réel. Dans notre étude,
seules des données expérimentales sont utilisées et les dépendances des coefficients aux
nombres de Reynolds et au nombre de Mach sont alors négligées. De plus, l’hypothèse de
quasi-stationarité est adoptée, comme il a été dit à la section 1.2.2.

1.2.3.1 Mesures

Les mesures des forces et des moments sont réalisées à l’aide d’une balance dynamomé-
trique à 6 composantes. Ces mesures permettent, après traitement, d’obtenir la valeur des
résultantes des forces aérodynamiques X, Y , Z et la valeur des moments aérodynamiques
au point de mesure M : LM , MM et NM .

1.2.3.2 Données statiques

Les forces et les moments sont mesurées alors que seuls l’angle d’incidence α et l’angle
de dérapage β varient et que la maquette n’est pas en rotation. Les dépendances aux
positions angulaires des gouvernes lorsque l’aéronef n’est pas en rotation sont également
mesurées lors de ces expériences. Toutes ces dépendances sont souvent nommées dans la
littérature comme étant les dépendances « statiques ». Ces mesures sont généralement
réalisées en soufflerie horizontale, mais ont été réalisées dans le cas de la présente étude
dans la soufflerie verticale sans rotation de la maquette.

1.2.3.3 Oscillations forcées

Cette expérience a pour but de déterminer les dépendances des forces et des moments
vis à vis des composantes p, q et r de la vitesse de rotation de l’aéronef par rapport à la
Terre. Pour ce faire, la maquette est fixée dans une soufflerie horizontale classique et est
forcée d’osciller autour des axes Ox, Oy et Oz.

1.2.3.4 Balance rotative en soufflerie verticale

La balance rotative de la soufflerie verticale permet l’étude des vrilles car elle reproduit
un mouvement qui présente des conditions proches de ces dernières. La vitesse de rota-
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Figure 4 – Photographie de la maquette d’avion léger montée sur la balance rotative de
l’Onera Lille. ©Onera

tion, qui correspond à pa si l’axe de rotation de la balance est verticale (ce qui est le
cas des campagnes d’essais ayant générées les données expérimentales utilisées), est fixée.
Ce type d’expérience avec axe de rotation et axe vitesse colinéaires est nommé essais en
rotation stationaire, ou « coning motion » en Anglais.

Il est également possible d’avoir accès à d’autres dépendances (en qa, en ra, ou en α̇ et
β̇ par exemple) si l’axe de rotation de la balance est incliné par rapport à l’axe vent
(qui est vertical dans les souffleries verticales). Ces essais sont alors appelés essais en
rotation instationnaire ou « oscillatory coning motion ». Un dispositif présent sur la
balance rotative du centre Onera Lille permet de réaliser l’inclinaison de l’axe mais dans
le cadre des campagnes utilisées pour ces travaux de thèse, ces expériences ne sont pas
réalisées.

1.2.4 Méthodes de blending

Comme il est mentionné dans [44], ni les données en oscillations forcées, ni les données
issues de balance rotative ne permettent de représenter seules l’intégralité du mouvement
complexe d’un départ en vrille. En effet, les pertes de contrôles engendrent des mouve-
ments très complexes difficiles à représenter avec précision avec les montages expérimen-
taux actuels. Il est donc nécessaire d’utiliser les données venant des deux expériences. Les
expériences en oscillations forcées permettant de mettre en évidence les dépendances des
coefficients aux variables p, q et r et la balance rotative permettant de mettre en évidence
la dépendance en pa, il faut utiliser des techniques d’approximation afin d’utiliser les deux
jeux de données en évitant de comptabiliser des effets de rotation deux fois. La thèse déjà
citée [44] fait un état de l’art des méthodes de « blending » (qui signifie « mélange » en
anglais). Cet état de l’art est rappelé dans cette section.
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Ces techniques ont été utilisées avec succès pour créer des modèles de représentation pour
les avions militaires [28, 24], et plus récemment pour les avions de transport (notamment
avec le modèle GTM [44]).

1.2.4.1 Idée fondamentale des méthodes de blending

Les notations utilisées dans la thèse [44] sont reprises ici. Les méthodes de blending
s’appuient sur la décomposition du vecteur rotation Ω(R/RT ) en un vecteur wssxa, afin
d’utiliser les données de la balance rotative et en un vecteur Ωosc afin d’utiliser les données
en oscillations forcées

Ω(R/RT ) = wssxa +Ωosc (81)

avec

Ωosc = poscx+ qoscy + roscz (82)

La structure additive permet d’utiliser les deux jeux de données. La sous-fonction dont
les données sont issues de la balance rotative est Ci,wss et les sous-fonctions dont les
données sont issues des expériences en oscillations forcées sont Ci,posc ,Ci,qosc et Ci,rosc . Les
méthodes diffèrent alors dans le choix de wss et des composantes de Ωosc, qui serviront
d’entrée pour évaluer les sous-fonctions Ci,wss ,Ci,posc ,Ci,qosc et Ci,rosc .

1.2.4.2 Balance rotative seule

Cette méthode consiste à utiliser exclusivement les données issues de la balance rotative.

wss = pa = p cosα cos β + q sin β + r sinα cos β (83)
Ωosc = 0 (84)
posc = 0 (85)
qosc = 0 (86)
rosc = 0 (87)

Il peut alors être conjecturé qu’avec cette méthode, les vrilles non oscillatoires établies
sont retranscrites avec précision. Néanmoins, utiliser les données de la balance rotative
seule présente des imperfections pour effectuer des simulations à 6 degrés de libertés, qui
peuvent représenter des mouvements plus complexes comme les vrilles oscillantes.

1.2.4.3 Oscillations forcées seules

Cette méthode consiste à utiliser exclusivement les données issues d’expériences en oscil-
lations forcées. Ainsi, tout effet d’interaction entre p, q et r sont ignorés
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wss = 0 (88)
Ωosc = Ω(R/RT ) (89)
posc = p (90)
qosc = q (91)
rosc = r (92)

Dans [44], l’auteur cite les deux articles [34, 37] déclarant que les oscillations forcées seules
ne permettent pas de décrire les fortes dynamiques dans le domaine de vol post-décroché.
La thèse [18] cite également des travaux allant dans ce sens. En effet, les mouvements
complexes du domaine post-décroché s’éloignent des configurations des expériences en
soufflerie. De plus, les taux de rotation rencontrés dans le domaine de vol post-décroché
sont très importants et engendrent très souvent le fait d’être en extrapolation dans les
tables de données issues d’oscillations forcées. La présence de données issues de balance
rotative s’est alors avérée nécessaire pour décrire correctement les vrilles.

1.2.4.4 Méthode Direct Resolution Method (DIR)

La méthode DIR [7] consiste à prendre wss comme étant le roulis aérodynamique pa et
Ωosc comme étant la partie résiduelle du vecteur Ω(R/RT )

wss = pa = p cosα cos β + q sin β + r sinα cos β (93)
Ωosc = Ω(R/RT )− paxa = qaya + raza (94)
posc = p− pa cosα cos β = −qa cosα sin β − ra sinα (95)
qosc = q − pa sin β = qa cos β (96)
rosc = r − pa sinα cos β = −qa sinα sin β + ra cosα (97)

Cette méthode peut présenter des problèmes car elle engendre souvent que posc et p
n’aient pas le même signe, et de même pour rosc et r. Les non-linéarités et l’asymétrie
des données avec Ω(R/RT ) pour les manœuvres à hauts angles d’incidence peuvent alors
engendrer des écarts conséquents.

1.2.4.5 Méthode DIR au premier ordre

Cette méthode est notamment utilisée dans [59] (sans néanmoins être explicitement dé-
nommée telle quelle). Elle s’apparente à la méthode DIR mais fait appel à des hypothèses
supplémentaires. Lors de vrilles, qa et ra sont généralement faibles par rapport à pa. Cette
méthode utilise alors les sous-fonctions ∆Ci,qa et ∆Ci,ra qui sont linéarisées autour de
Ω(R/RT ) = 0. Ces dernières sont reliées à la linéarisation de ∆Ci,p, ∆Ci,q et ∆Ci,r qui
sont évaluées avec les données oscillations forcées.

Les coefficients directeurs des sous-fonctions linéarisés autour de Ω(R/RT ) = 0 (souvent
dénommés « dérivées » dans la littérature, et dépendant de α et β) sont notés
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∂∆Ci,X

∂X
(α, β,Ω(R/RT ) = 0) = CX

i (α, β) (98)

Ainsi, les sous-fonctions linéarisées s’écrivent

∆Ci,p(α, β, p) = Cp
i (α, β)p (99)

∆Ci,q(α, β, q) = Cq
i (α, β)q (100)

∆Ci,r(α, β, r) = Cr
i (α, β)r (101)

∆Ci,qa(α, β, qa) = Cqa
i (α, β)qa (102)

∆Ci,ra(α, β, ra) = Cra
i (α, β)ra (103)

En appliquant la méthode DIR (en prenant p = posc, q = qosc et r = rosc) et la linéarisa-
tion, nous obtenons

∆Ci,posc(α, β, posc) = Cposc
i (α, β)(−qa cosα sin β − ra sinα) (104)

∆Ci,qosc(α, β, qosc) = Cqosc
i (α, β)qa cos β (105)

∆Ci,rosc(α, β, rosc) = Crosc
i (α, β)(−qa sinα sin β + ra cosα) (106)

On identifie alors :

Cqa
i = −Cposc

i (α, β) cosα sin β + Cqosc
i (α, β) cos β − Crosc

i (α, β) sinα sin β (107)
Cra

i = −Cposc
i (α, β) sinα + Crosc

i (α, β) cosα (108)

1.2.4.6 Méthodes de Kalviste

Ces méthodes reposent sur la méthode proposée par Kalviste dans [33]. Elles existent
sous trois formes : 3D-Kalviste (la méthode présentée par Kalviste dans son article), 2D-
Kalviste et Hybride-Kalviste, la méthode 3D-Kalviste n’étant que rarement utilisée de
nos jours. Ces méthodes consistent à réaliser une disjonction de cas pour déterminer les
valeurs de wss et des composantes Ωosc. Trois cas sont considérés. Soit Ωxz = px+ rz, la
projection de Ω(R/RT ) dans le plan (O,x, z).

• Cas 1 : le vecteur rotation a une composante wss selon xa et Ωosc a une composante
en lacet et en tangage, si p et r ont le même signe et que :

– θxz > α si p et r sont positifs

– 90◦ < θxz < 180◦ + α si p et r sont négatifs

• Cas 2 : le vecteur rotation a une composante wss selon xa et Ωosc a une composante
en roulis et en tangage, si p et r ont le même signe et que :
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Table 1 – Tableau résumant les valeurs des termes pris dans la méthode de blending
Hybrid-Kalviste

Cas Cas 2 Cas 3
wss

p
cosα cosβ

r
sinα cosβ

0

posc 0 p− wss cosα cos β p
qosc q − wss sin β q − wss sin β q
rosc r − wss sinα cos β 0 r

– θxz < α si p et r sont positifs

– 180◦ + α < θxz < 180◦ si p et r sont négatifs

• Cas 3 : Si le mouvement est non coordonné (p× r < 0), la composante wss est prise
comme étant égale à 0 et seules les données en oscillations forcées sont prises en
compte.

La Table 1 résume les valeurs prises pour les composantes dans le cadre de la méthode
Hybride-Kalviste et pour les 3 différents cas qu’elle introduit.

La méthode 2D-Kalviste reprend la même logique et les mêmes valeurs de la Table 1 mais
avec β = 0.

1.2.4.7 Méthodes d’excès en roulis

Cette méthode [34] est en réalité le cas 2 de la méthode d’Hybride-Kalviste mais utilisée
dans tous les cas de figure. La composante de lacet n’est jamais considérée.

1.2.4.8 Comparaison des méthodes de blending

Toutes ces méthodes de blending reposent sur des hypothèses simplificatrices. Dans la
thèse [44], l’auteur compare les différentes méthodes de blending pour le modèle d’avion
de ligne GTM. Selon ses conclusions, les méthodes Hybrid-Kalviste et DIR semblent être
les plus proches des données de vol libre obtenues sur la maquette.

A la fin de la thèse [44], l’auteur propose une nouvelle méthode de blending prenant
plus en compte les non-linéarités. Il propose de considérer la sous-fonction ∆Cl,posc par
exemple comme étant :

∆Cl,posc = ∆Cl,posc(α, p)−∆Cl,posc(α,wss cosα cos β) (109)

et non plus comme étant dans la méthode DIR :

∆Cl,posc = ∆Cl,posc(α, p− wss cosα cos β) (110)

Cette nouvelle méthode permet alors de prendre en compte les non-linéarités locales.
Néanmoins, le problème d’extrapolation dans les bases de données obtenues en oscillations
forcées est retrouvé.
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1.2.5 Modèle de représentation sélectionné

1.2.5.1 Structure de modèle adoptée

Le modèle considéré est un modèle dont les données ont été obtenues à partir d’expériences
en soufflerie réalisées sur une maquette d’avion léger disposée sur une balance rotative
dans la soufflerie verticale SV4 du centre Onera Lille. Seules des données statiques et des
données issues de la balance rotative sont considérées en premier lieu. Ainsi, la méthode
« Balance rotative seule » est adoptée. Voici la structure adoptée :

Cx = Cx0(α) (111)
Cy = Cy0(α, β) + ∆Cy,δl(α, δl) + ∆Cy,δn(α, δn) + ∆Cy,p̂a(α, β, p̂a) (112)
Cz = Cz0(α, β) + ∆Cz,δl(α, δl) + ∆Cz,δm(α, δm) + ∆Cz,p̂a(α, β, p̂a) (113)
Cl = Cl0(α, β) + ∆Cl,δl(α, δl) + ∆Cl,δn(α, δn) + ∆Cl,p̂a(α, β, p̂a) (114)
Cm = Cm0(α, β) + ∆Cm,δl(α, δl) + ∆Cm,δm(α, δm) + ∆Cm,p̂a(α, β, p̂a) (115)
Cn = Cn0(α, β) + ∆Cn,δl(α, δl) + ∆Cn,δn(α, δn) + ∆Cn,p̂a(α, β, p̂a) (116)

où p̂a =
c
V
pa est le roulis aérodynamique adimensionné.

1.2.5.2 Données expérimentales concernant le modèle étudié

Les données sont issues d’expériences réalisées dans la soufflerie vertical SV4 du Centre
Onera Lille sur une maquette d’avion léger générique à l’échelle 1/5. La vitesse d’écoule-
ment pour ces campagnes expérimentales est de V = 50m/s (M = 0, 15) et le nombre de
Reynolds est de 0, 83× 106.

En plus des caractéristiques dues à la structure de modèle adoptée, les données possèdent
des spécificités supplémentaires. En effet, les campagnes d’essais ont été réalisées avec
un « montage dorsal » (comme illustré par la figure 4) et un « montage ventral arrière
», selon le mode de fixation de la maquette. Pour certaines sous-fonctions, 2 tables de
données existent donc sur des plages de variables d’entrées qui s’entrecoupent.

La Table 2 résume l’ensemble des paramètres des tables de données obtenues à partir des
expériences en soufflerie. Pour le modèle « ventrale arrière », une hypothèse de symétrie
en β est réalisée. Seules les expériences à β > 0 sont réalisées et l’utilisation de l’hypothèse
de symétrie est utilisée pour déterminer les valeurs des coefficients pour β < 0.

1.2.5.3 Des bases de données aux coefficients

Une fois les bases de données acquises, le choix de la méthode pour les utiliser lors
de l’intégration numérique doit être fait. Pour le modèle sélectionné, en premier lieu,
seules les données obtenues avec le montage dorsal sont utilisées pour les sous-fonctions
statiques (Ci,0, Ci,δl , Ci,δm et Ci,δn). Pour la sous-fonction Ci,p̂a , les données du montage
dorsal sont utilisées si α > 40◦ et les données du montage ventral sont utilisées sinon.
Pour chaque sous-fonction, une interpolation linéaire est réalisée dans la base de donnée
correspondante. Une extrapolation linéaire pour les variables d’état est adoptée dans
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Montage dorsal Montage ventral arrière
α(◦) β(◦) δ(◦) p̂a α(◦) β(◦) δ(◦) p̂a

Ci,0 [5, 80] [−10, 10] [10, 40] [0, 30]
Ci,δl [5, 80] [−1, 1] [10, 40] [−1, 1]
Ci,δm [5, 80] [−20, 5] [10, 40] [−20, 5]
Ci,δn [5, 80] [−25, 25] [10, 40] [−25, 25]
Ci,p̂a

[40, 80] [−5, 5] [−0.087, 0.087] [0, 40] [0, 15] [−0.087, 0.087]

Table 2 – Intervalles de variations des variables d’état et de contrôles des tables de
données concernant le modèle d’avion léger adopté obtenues à partir d’expériences en
soufflerie dans la soufflerie verticale SV4 du centre Onera Lille.

une moindre mesure. Cette extrapolation prend en compte la pente définie par les deux
points à l’extrémité (les deux premiers ou les deux derniers) dans ces bases. À partir
d’une certaine valeur, la variable est mise à saturation. La Table 3 donne les intervalles
d’interpolation/extrapolation. En dehors de ces plages, la valeurs est saturée au minimum
ou au maximum de ces dernières.

Montage dorsal Montage ventral arrière
α β p̂a α β p̂a

Ci,0 [0◦, 90◦] [−30◦, 30◦]
Ci,δ [0◦, 90◦] [−30◦, 30◦]
Ci,p̂a [40◦, 80◦] [−10◦, 10◦] [−0.15, 0.15] [0◦, 40◦] [−15◦, 15◦] [−0.15, 0.15]

Table 3 – Intervalles où l’interpolation/extrapolation a lieu. En dehors de ces plages, la
valeur est saturée au minimum ou au maximum de ces plages.

1.3 Théorie des bifurcations

Dans cette section, les notions de point d’équilibre, de cycle limite, de stabilité, de bifur-
cation et de domaine d’attraction sont introduites pour un système dynamique théorique
donné Ẋ = f(X,U) avec U fixé. f est supposée à minima Lipschitz pour qu’à une condi-
tion initiale donnée ne correspond qu’une seule fonction temporelle X(t). La définition
de certaines notions sont illustrées à l’aide d’un système dynamique simple et le lien avec
le système de dynamique du vol est également établi. Pour l’étude des comportements
de l’aéronef en tant qu’état d’équilibre d’un système dynamique, le système à 8 variables
(Cf. section 1.1.5.6) est très souvent celui sélectionné. Les réductions à 5 et à 3 variables
d’état peuvent également être utilisées.

1.3.1 Notions d’équilibre, de stabilité et de domaine d’attraction

Le livre [68] traite en profondeur de l’étude mathématique des systèmes dynamiques, des
notions d’états d’équilibre, de stabilité et de domaines d’attraction.
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1.3.1.1 Espace des phases

L’espace des phases est un espace abstrait où sont représentés tous les vecteurs d’état X
possibles. Une évolution possible des valeurs de ce vecteur X(t) au cours du temps est
appelée une trajectoire de phase.

1.3.1.2 Système dynamique exemple : le pendule simple avec amortissement

L’ensemble de la section 1.3 est illustrée par le système dynamique correspondant à la
dynamique du pendule simple avec un fil rigide où la masse du fil est négligée. Le pendule
est constitué d’une « masse » de masse m et d’un fil rigide inextensible de longueur l de
masse négligeable. Le fil fait un angle θ avec la verticale descendante, comme illustré à la
figure 5. Le pendule est soumis à son poids P, à la tension du fil T ainsi qu’à une force
de frottement fluide, simplifiée par F = −fv.

O

l

m

θ

g

Figure 5 – Figure représentant le pendule simple avec amortissement étudié pour illus-
trer les définitions de cette sous-section.

L’équation du mouvement est alors :

θ̈ = −g

l
sin θ − f

m
θ̇ (117)

Les variables d’état sélectionnées sont θ et θ̇. L’espace des phases est alors de dimension
2. Ainsi, le système dynamique s’écrit

Ẋ =

(
θ̇

θ̈

)
= f(X) =

(
θ̇

−g
l
sin θ − f

m
θ̇

)
(118)

1.3.1.3 État d’équilibre

Pour un système dynamique Ẋ = f(X,U) et pour un vecteur de contrôle U donné, un
état asymptotique (aussi appelé état d’équilibre) est un domaine de l’espace de phase tel
que lorsqu’un état s’y trouve à un instant t, il y reste pour tout instant qui lui succède. Il
existe deux types d’états asymptotiques habituellement rencontrés : les points d’équilibre
et les orbites périodiques (aussi appelés cycles limites).
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Un point d’équilibre est un point Xe de l’espace de phase tel que f(Xe,U) = 0.

Une orbite périodique est une trajectoire qui obéit à Xe(t) = Xe(t + T ) où T est la
période de l’orbite (inconnue si le système est autonome). Pour étudier les orbites pério-
diques, il est possible d’utiliser la notion de section de Poincaré, un hyperplan bien choisi
dans l’espace de phase. Le cycle limite vient alors couper cet hyperplan à intervalle de
temps régulier de façon identique et le cycle a alors pour équivalent un point fixe dans
le système dynamique discrétisé avec comme pas de temps T . Les notions concernant les
cycles limites ne sont entrevues que brièvement dans le manuscrit.

Exemple 3. D’après (118), le système dynamique du pendule possède une infinité de
points d’équilibres de la forme

Xe =

(
kπ
0

)
(119)

avec k ∈ Z. Seuls les points d’équilibres Xe1 = (0, 0)T et Xe2 = (π, 0)T sont considérés
dans l’exemple.

O

m

g

(a)

O

m

g

(b)

Figure 6 – Situations correspondant aux 2 points d’équilibre du pendule considérés. (a)
Xe1 = (0, 0)T (b) Xe2 = (π, 0)T

Pour le système dynamique du vol à 8 variables, un état d’équilibre correspond à un état
où V , α, β, p, q, r, Θ et Φ sont constants. À l’inverse du pendule, un état d’équilibre
n’est pas un état où l’aéronef n’est plus en mouvement. Dans le domaine de vol non
décroché, un état d’équilibre correspond à un état de vol normal et non dangereux.
Dans le domaine de vol décroché, un état d’équilibre est un comportement qui a de
très grande chances d’être dangereux. Parmi ces comportements dangereux, il existe un
comportement correspondant à une trajectoire hélicoïdale qui dirige l’avion vers le sol :
une vrille.

1.3.1.4 Stabilité

Un point d’équilibre Xe est stable au sens de Lyapunov (localement stable) si pour tout
ϵ > 0 et pour tout t′0 > t0, il existe δ > 0 tel que
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||X(t′0)−Xe(t
′
0)|| < δ ⇒ ||X(t)−Xe(t)|| < ϵ (120)

Un point d’équilibre est asymptotiquement stable s’il est stable au sens de Lyapunov et
si

lim
t→∞
||X(t)−Xe(t)|| = 0

Physiquement, un équilibre est asymptotiquement stable si, lorsque l’on écarte un peu
le système de son équilibre, il y revient. Si l’équilibre est instable, lorsque le système
est écarté de ce dernier, l’état évolue vers un équilibre stable ou ne trouve plus aucun
équilibre. Pour étudier la stabilité d’un point d’équilibre d’un système dynamique, le
système linéarisé autour de ce point est étudié. Soit Z = X−Xe, le système linéarisé est

Ż = JZ (121)

où J = ( ∂fi
∂Xj

)X=Xe est la jacobienne du système dynamique évaluée en X = Xe. Les
valeurs propres de J sont alors étudiées.

• Si la matrice est Hurwitz, c’est-à-dire si toutes ses valeurs propres ont une partie
réelle strictement négative, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

• Si une des valeurs propres a une partie réelle nulle et que toutes les autres sont
à partie réelle strictement négative, l’étude du système linéarisé ne suffit pas pour
déterminer la stabilité du point d’équilibre.

• Si au moins l’une des valeurs propres de la jacobienne a une partie réelle positive,
le point d’équilibre est instable.

Exemple 4. Au point d’équilibre Xe1 = (0, 0)T du pendule, la jacobienne vaut

J1 =

(
0 1

−g
l
− f

m

)
(122)

qui possède des valeurs propres à partie réelle négative. L’équilibre est asymptotiquement
stable.

Au point d’équilibre Xe2 = (π, 0)T du pendule, la jacobienne vaut

J2 =

(
0 1
g
l
− f

m

)
(123)

qui possède une valeur propre réelle positive. L’équilibre est instable.
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En ce qui concerne le système dynamique du vol, des études similaires peuvent être
réalisées pour étudier la stabilité de ses différents points d’équilibre. Un équilibre cor-
respondant à une vrille stable représente alors un comportement dangereux, cette vrille
tendant à perdurer.

Pour le cas des systèmes dynamiques discrets (et donc l’étude des cycles limites des
systèmes continus dans leur section de Poincaré), une étude similaire existe. Les multi-
plicateurs de Floquet doivent se situer à l’intérieur du cercle unité pour que l’équilibre
discret ou le cycle limite soit stable.

1.3.1.5 Domaines d’attraction

Un domaine d’attraction (aussi appelé région d’attraction) AXe , correspondant à un point
équilibre asymptotiquement stable Xe est le sous-ensemble de l’espace des phases suivant :

AXe = {X0 ∈ Ω : si X(t = 0) = X0, alors lim
t→∞

X(t) = Xe} (124)

L’obtention des domaines d’attractions exacts est un problème difficile en soi, qui reste
non résolu pour des systèmes dynamiques non linéaires complexes. En dynamique du vol,
la taille du domaine d’attraction associé à un état d’équilibre correspondant à une vrille
semble représenter une bonne métrique du danger de cette dernière. Plus le domaine
d’attraction associé à une vrille stable est grand, et plus il y a de chances que l’aéronef
entre dans cet état de vrille pour un contrôle donné. C’est dans cette optique que les
études sur les domaines d’attraction en dynamique du vol [59] ont été réalisées. Pour ces
études, le système à 5 variables est utilisé pour des raisons de simplicité. De plus, pour
l’utilisation de méthodes modernes permettant d’avoir des sous-ensembles de l’espace des
phases sous la forme de deux ellipsoïdes encadrant AXe , le système doit être approché sous
la forme de polynômes. Autour des équilibres asymptotiquement stables étudiés, le modèle
aérodynamique, ainsi que les termes trigonométriques des équations sont approchés par
des polynômes.

1.3.2 Bifurcations

1.3.2.1 Définition de la bifurcation

Un point d’équilibre existe pour un vecteur de contrôle U donné. Il est prouvé, d’après le
théorème des fonctions implicites, qu’en faisant varier un paramètre de contrôle, un autre
point d’équilibre existe au voisinage du premier dans l’espace des phases augmenté d’une
dimension prenant en compte la valeur du paramètre de contrôle qui varie. Ce nouveau
point d’équilibre est situé au voisinage du premier, mais peut avoir une autre stabilité.
Il y a bifurcation si la variation d’un paramètre de contrôle engendre le changement de
stabilité d’au moins un des états asymptotiques existants. Physiquement, une bifurca-
tion peut se traduire par une légère modification d’un paramètre de contrôle engendrant
une modification conséquente du comportement du système. En effet, si l’état actuel du
système se trouve être un point d’équilibre stable et que le paramètre est modifié légè-
rement, mais que le nouvel équilibre proche du premier reste stable, l’état du système
converge vers ce nouvel équilibre. Les modifications sur le système sont donc légers. Mais
si le nouvel équilibre est instable, l’état du système va s’écarter de cet équilibre pour
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potentiellement converger vers un autre équilibre, qui lui, est stable, ou va diverger. Une
modification conséquente de l’état d’un système est alors observée pour une modification
légère d’un paramètre de contrôle. Mathématiquement, cela se traduit par la traversée
de l’axe imaginaire d’une ou plusieurs valeurs propres de la jacobienne évalué au point
d’équilibre pour les systèmes continus linéarisés ou de la traversée du cercle unité d’un
ou plusieurs multiplicateurs pour les systèmes discrets (et donc pour les cycles limites
étudiés dans leur plan de Poincaré).

Il existe de nombreuses bifurcations, comme :

• La bifurcation « col-noeud » (ou « saddle-node » ou « fold » en anglais), qui traduit
la co-existence d’un équilibre stable et d’un équilibre instable avant la bifurcation,
puis plus d’aucun équilibre après. Dans le diagramme de bifurcation (Cf. section
1.3.2.2), un repliement de la surface d’équilibre est observé.

• La bifurcation de Hopf, où un point d’équilibre se déstabilise pour engendrer l’ap-
parition d’un cycle limite.

La thèse [18] utilisant la théorie des bifurcations en dynamique du vol traite des bifurca-
tions avec plus de détails.

Dans l’exemple du pendule amorti, si l’utilisateur a un contrôle sur f
m

et que cette valeur
est mise à 0 (cas non amorti), le pendule oscille autour de Xe1. La partie réelle des valeurs
propres de la jacobienne J1 croisent l’axe imaginaire (bifurcation de Hopf). Un cycle limite
est observé autour du point (0, 0), le pendule oscille à l’infini autour de l’équilibre à θ = 0
et θ̇ = 0.

1.3.2.2 Diagramme de bifurcation

Un diagramme de bifurcation est un diagramme présentant en abscisse la valeur d’un
paramètre de contrôle et en ordonnée la valeur d’une variable d’état (un diagramme peut
alors être tracé pour chaque variable d’état). Sur ce graphique est tracé l’ensemble des
points d’équilibre du système, et ceux pour un ensemble de valeurs d’un paramètre de
contrôle (les autres étant fixés). Une convention est adoptée pour représenter les équi-
libres stables et les équilibres instables. L’algorithme de continuation, basé sur le théorème
implicite, est très utilisé parmi les méthodes numériques pour tracer les diagrammes de
bifurcation.

La théorie de bifurcations a été utilisée la première fois dans le domaine de la dynamique
du vol dans [13]. Cette théorie a ensuite été très souvent utilisée pour de nombreuses
études en dynamique du vol, qu’ils s’agissent d’avions de combat ou d’avions de ligne
[18, 24, 28, 25, 23, 17, 59]. Les diagrammes de bifurcation ont l’avantage de présenter
une cartographie des états asymptotiques d’un aéronef pour un paramètre de contrôle
qui varie.

La figure 7 montre un ensemble de diagrammes de bifurcation pour le modèle d’avion
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léger adopté, obtenu à l’aide de l’algorithme de continuation Matcont [16]. Sur la figure
7, aucun équilibre stable n’apparait dans le domaine post-décroché. Dans l’article [17],
utilisant le même modèle aérodynamique en premier lieu, la cause de ce phénomène est
attribuée à la non prise en compte de termes dits « d’amortissement », termes du modèle
aérodynamique dépendant de qa et de ra que ne peut pas identifier la balance rotative
seule. L’ajout de ces termes d’amortissement, provenant de données en oscillations forcées
selon la méthode de blending 1.2.4.5, rend certains équilibres du domaine post-décroché
stables. Ce phénomène est également étudié dans la présente thèse avec une autre méthode
à la section 5.2.2.

1.4 Premières simulations et méthodes testées

Afin d’étudier la sensibilité et la robustesse des comportements dans le domaine post-
décroché aux modèles de représentation, l’utilisation de la théorie des bifurcations a été
considérée en premier lieu. L’article [17] propose une première exploration de la dépen-
dance des comportements aux modèles en ajoutant des termes d’amortissement afin de
rendre certains équilibres stables et en perturbant le modèle avec des incertitudes ∆Ci sur
les coefficients aérodynamiques de moment. Les modifications induites sur les équilibres
sont étudiées en comparant les différents diagrammes de bifurcations.

En s’inspirant de cet article, pour modéliser cette dépendance, en tout premier lieu
dans les présents travaux, des coefficients de pondération ont été placés devant les sous-
fonctions des modèles de coefficients aérodynamiques. La création de « diagrammes de
sensibilité » a alors été testée. Ces diagrammes prennent pour base un diagramme de
bifurcation selon un paramètre de gouverne réalisé de façon classique. Ce diagramme est
ensuite discrétisé, et l’algorithme de continuation est appelé sur chaque point en étudiant
la variation d’un autre paramètre de contrôle, l’un des coefficients de pondération ajouté.
Une projection pour obtenir un diagramme 2D proche du diagramme original est alors
réalisée. Mais ce type de figure ne donnant que des résultats qualitatifs et ne permettant
que de faire varier un paramètre d’incertitude à la fois a vite été abandonné.

De façon générale, les travaux se sont éloignés de la théorie des bifurcations, pour éviter
les limites suivantes :

• La théorie des bifurcation ne traite que des états asymptotiques lorsque les contrôles
restent constants. Pour un paramètre de contrôle donné, les états asymptotiques
sont les états atteints si le pilote ne modifie pas ces contrôles pendant un temps
infini. Une étude lors des premiers instants pourrait s’avérer utile lors des études
dans le domaine post-décroché.

• Les diagrammes de bifurcations ne permettent d’étudier que l’influence d’un para-
mètre à la fois. L’étude de l’influence de plusieurs variations de paramètres pour-
raient constituer un grand intérêt.

Les travaux se sont alors dirigés vers l’analyse de sensibilité et la quantification d’incer-
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Figure 7 – Diagramme de bifurcation en gouverne de profondeur δm obtenu avec le
système dynamique à 8 variables d’état et le modèle de représentation aérodynamique
d’avion léger adopté. Les équilibres stables sont représentés en vert et les équilibres in-
stables sont représentés en rouge.

titude. En premier lieu, l’impact des coefficients de pondération ajouté devant chaque
sous-fonction sur les variables d’état a été étudié à l’aide de simulations de Monte-Carlo
(Cf. section 2.4.3.5). En raison du nombre de comportements à étudier, l’utilisation d’un

56



métamodèle de polynômes du chaos (Polynomial Chaos - PC) a été envisagée (Cf. section
2.5). Néanmoins, lors de ces premières simulations, ces premiers métamodèles étaient très
imprécis dus à la présence de discontinuités. Les recherches ont alors mené vers les mé-
tamodèles ME (Cf. section 2.6.4).

Néanmoins, afin d’utiliser moins de paramètres d’entrée, une autre modélisation des la-
cunes et des incertitudes est adoptée, plus proche de celle de l’article [17]. Comme in-
diqué au chapitre 5, les lacunes sont modélisées par des termes d’amortissement et les
incertitudes par des termes ∆Ci ajoutés. Dans les nouvelles simulations, les irrégularités
provoquées par les bifurcations des comportements étudiés n’altèrent pas la précision des
métamodèles PC de façon significative. L’hypothèse de présence de discontinuités dans
les premières simulations était le fruit d’une erreur d’analyse.
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Chapitre 2

Analyse de sensibilité et quantification
d’incertitudes : état de l’art

Ce chapitre traite du cadre d’étude de l’analyse de sensibilité et de la quantification d’in-
certitudes (Uncertainty Quantification - UQ). Il introduit des notations mathématiques,
présente notamment les indices de Sobol, indices de l’analyse de sensibilité globale (Glo-
bal Sensitivity Analysis - GSA), puis présente les métamodèles de polynômes du chaos
(Polynomial Chaos - PC). Une fois les limites de ces métamodèles soulignées, un état de
l’art sur les alternatives possibles est réalisé, avec un développement plus précis sur les
métamodèles multi-éléments (Multi-Element - ME). Ce chapitre contient des extraits de
[67] et [66] traduits et légèrement modifiés pour être intégrés aux travaux.

2.1 Introduction
Les simulations déterministes, où tous les paramètres sont connus et fixés, sont depuis
longtemps au cœur des simulations numériques. Dans les simulations modernes, les études
sur l’impact des incertitudes des systèmes gagnent de plus en plus d’importance. L’UQ a
pour but d’identifier les paramètres incertains d’un système, de les modéliser comme des
paramètres stochastiques, et d’étudier leurs impact sur une quantité d’intérêt (Quantity of
Interest - QOI) qui dépend de ces paramètres par une loi déterministe. D’un autre côté,
l’analyse de sensibilité a pour but de relier l’incertitude commise sur la détermination
d’une QOI avec les incertitudes commises sur les paramètres dont dépend cette QOI.
Les deux domaines sont ainsi intiment liés et des méthodes faisant appel à des concepts
provenant des deux champs d’étude coexistent.

2.2 QOI et paramètres d’entrée

2.2.1 Phénomène aléatoire

L’étude des incertitudes repose sur la notion de probabilités et de phénomène aléatoire.
D’un point de vu mathématique, la modélisation des phénomènes aléatoires peut être
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réalisée à l’aide d’un espace de probabilité, composé d’un triplet (Ω,A, P r).

2.2.1.1 L’Univers Ω

Ω est l’espace comportant toutes les issues possibles d’un phénomène aléatoire.

Exemple 5. Pour un lancé de dé à 6 faces, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2.2.1.2 L’espace des événements A
Un sous-ensemble de Ω est appelé un « événement ».

Exemple 6. Pour l’exemple du lancé de dé à 6 faces, l’événement : « Obtenir un nombre
pair » est modélisé mathématiquement par un sous-ensemble A de Ω avec A = {2, 4, 6}
Soit P(Ω), l’ensemble des parties de Ω. P(Ω) est l’ensemble contenant tous les sous-
ensemble de Ω, soit tous les évenements possibles. A est une « tribu » (aussi appelé
σ−algèbre) sur Ω, c’est-à-dire que c’est un sous-ensemble de P(Ω) non vide, stable par
complémentaire et stable par union dénombrable. A est donc un ensemble contenant les
événements que l’on souhaite étudier, ensemble possédant de plus les 3 propriétés décrites
ci-dessus.

2.2.1.3 Mesure de probabilité Pr

Une mesure de probabilité est une application allant de A dans [0, 1] respectant

Pr(Ω) = 1 (125)

et soit (An) une suite d’événement de A deux à deux incompatibles (Ai∩Aj = ∅, ∀i ̸= j),

Pr
(⋃

n

An

)
=
∑
n

Pr(An) (126)

Une telle fonction associe alors un événement deA à une valeur entre [0, 1] : sa probabilité.

2.2.1.4 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est alors un triplet (Ω,A, P r). Dans l’étude, il modélise tous
les phénomènes aléatoires menant aux incertitudes sur les paramètres qui vont affecter
la QOI. Néanmoins, cet espace est considéré de façon abstraite, aucun événement n’est
mentionné explicitement. Seules sont explicitées les variables aléatoires et leur fonction
densité de probabilité (probability density function - pdf).

2.2.2 Variable aléatoire réelle

2.2.2.1 Définition d’une variable aléatoire réelle

Une variable aléatoire réelle est une fonction allant de Ω dans R. Cette fonction associe
à chaque issue d’une expérience aléatoire une valeur réelle.
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Exemple 7. Soit un jeu reposant sur un lancé de dé à 6 faces. Si le résultat est 1 ou
2, le joueur perd 2 points ; si le résultat est 3 ou 4, le joueur ne remporte rien et si le
résultat est 5 ou 6, le joueur remporte 2 points. La fonction qui associe aux issues le gain
algébrique reçu est une variable aléatoire réelle.

La variable aléatoire prise en exemple est une variable aléatoire discrète. Dans les travaux,
des variables aléatoires réelles continues sont considérées. La probabilité que la variable
réelle soit située dans un intervalle correspond à la probabilité de l’événement impliquant
que cette variable soit dans cet intervalle.

Pr(X ∈ [a, b]) = Pr
(
{w ∈ Ω : X(w) ∈ [a, b]}

)
(127)

Les paramètres incertains dont dépend la QOI, ainsi que la QOI elle-même, sont modélisés
par des variables aléatoires réelles.

2.2.2.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition C d’une variable aléatoire réelle Y est la fonction qui associe à
y ∈ R

C(y) = Pr(Y <= y) (128)

La fonction de répartition capture la distribution stochastique de Y . Cette fonction pré-
sente les propriétés suivantes :

• C est croissante.

• 0 ≤ C(y) ≤ 1

• lim
y→−∞

C(y) = 0

• lim
y→∞
C(y) = 1

et respecte

Pr
(
Y ∈ [a, b]

)
= C(b)− C(a) (129)

2.2.2.3 Fonction de densité de probabilité (pdf)

La pdf ρ d’une variable aléatoire réelle Y est la dérivée de sa fonction de répartition.

ρ =
dC
dy

(130)

Intuitivement, ρ(y) est la probabilité que Y se trouve dans l’intervalle [y, y+dy]. ρ respecte
alors
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Pr
(
X ∈ [a, b]

)
=

∫ b

a

ρ(x)dx (131)

Cette fonction est donc positive d’après les propriétés de la fonction de répartition et

∫
R
ρ(x)dx = 1 (132)

La Table 4 explicite les pdf pour des distributions stochastiques communes.

Nom de la distribution Notation Support pdf
Uniforme U(a, b) [a, b] ρ(y) = 1

b−a

Normale N (µ, σ) [−∞,∞] ρ(y) = 1
σ
√
2π

exp

(
− (y−µ)2

2σ2

)
Gamma Γ(α, β) [0,∞] ρ(y) = βα

Γ(α)
yα−1 exp

(
− βy

)
Bêta B(α, β) [0, 1] ρ(y) = Γ(α+β)yα−1(1−y)β−1

Γ(α)Γ(β)

Table 4 – Exemple de distributions stochastiques continues communes et leur pdf

2.2.2.4 Espérance et variance

L’espérance d’une variable aléatoire Y est la quantité

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
yρ(y)dy (133)

C’est la valeur moyenne prise par la variable aléatoire réelle en prenant en compte sa
distribution stochastique.

La variance est une quantité traduisant la dispersion des valeurs que peut prendre la va-
riable aléatoire par rapport à son espérance, toujours en prenant en compte sa distribution
stochastique

D(Y ) =

∫ ∞

−∞
y2ρ(y)dy −

(
E(Y )

)2
(134)

Une variable aléatoire de second ordre est une variable aléatoire ayant une variance finie.
Toutes les variables considérées dans l’étude sont supposées être de second ordre.

2.2.3 Paramètres d’entrée

Les paramètres incertains de l’étude dont dépend la QOI sont appelés les « paramètres
d’entrée ». Ils sont modélisés par des variables aléatoires réelles de Ω dans R, Ω représen-
tant l’ensemble des issues possibles des phénomènes aléatoires menant à des variations
des paramètres d’entrée. Ces événements sont considérés de façon abstraite, ils ne sont
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pas explicités.

Les paramètres d’entrée peuvent être concrets (des variables physiques entachées d’incer-
titudes) ou abstraits (des paramètres mathématiques considérés pour introduire l’aléa-
toire). Chaque paramètre d’entrée concret est :

• Soit modélisé directement par une variable aléatoire ayant une certaine pdf.

• Soit modélisé comme une fonction d’un paramètre abstrait étant une variable aléa-
toire standard (suivant une pdf commune). Il peut être exprimé comme somme
de polynômes [75] ou par une transformation isoprobabiliste [64]. Dans ce cas, les
termes de paramètre d’entrée peuvent également faire référence à ces variables stan-
dards par abus de langage.

d paramètres d’entrée sont considérés. Ils sont notés (P1, ..., Pd) et sont regroupés dans
un vecteur P. Les valeurs prises par ces variables aléatoires pour une issue ω ∈ Ω sont
notées (p1, ..., pd) et sont regroupées dans un vecteur p.

p = (p1, ..., pd) = (P1(ω), ..., Pd(ω)) (135)

Par abus de langage, les termes de « paramètres d’entrée » font également référence à
p et à ses composantes. Lorsque plusieurs variables aléatoires sont en jeu dans la même
expérience, une fonction de répartition à plusieurs variables est définie

C(p1, ..., pd) = Pr
(
P1 ≤ p1, ..., Pd ≤ pd

)
(136)

la densité de probabilité à plusieurs variables (joint pdf en anglais) ρ est alors définie
comme étant la dérivée à l’ordre d de cette fonction de répartition par rapport à tous les
paramètres d’entrée. À l’instar de la définition de la pdf à une variable

ρ(p1, ..., pd) = Pr(P1 ∈ [p1 + dp1], ..., Pd ∈ [pd + dpd]) (137)

La détermination de la pdf est une étape de l’UQ qui n’est pas considérée dans cette
étude. Dans les travaux, chaque paramètre d’entrée Pm (concret ou abstrait) est supposé
suivre une loi de distribution de pdf ρm connue et les Pm sont supposés être indépendants.
Le cas de variables dépendantes est discuté à la section 2.2.5. Dans le cas de variables
indépendantes

ρ(p) =
d∏

m=1

ρm(pd) (138)

où ρm est la pdf de Pm.

Afin de rester au plus proche de l’article introduisant les indices de Sobol [62], étudié à la
section 2.4.3, chaque Pm est associé à une variable aléatoire abstraite Xm suivant une loi
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uniforme sur [0, 1] par une transformation bijective prenant en compte la distribution de
Pm. La valeur prise par la variable Xm pour une certaine issue est notée xm. ∀m ∈ [|1, d|]

xm = Cm(pm) (139)

où Cm est la fonction de répartition associée à la pdf ρm. La transformation est bijective
si ρm > 0 et non seulement ρm ≥ 0. Cette hypothèse est supposée vérifiée dans tous les
travaux (les pdf sont seulement considérées sur leur support). Avec cette transformation,
chaque Xm suit alors bien une loi uniforme sur [0, 1]. x = (x1, ..., xd) ∈ [0, 1]d est le vecteur
contenant toutes les valeurs prises par ces paramètres. Les termes de « paramètres d’entrée
» dénotent alors X ou x. L’hypercube unité de dimension d, noté Hd = [0, 1]d représente
l’espace des paramètres, l’espace contenant toutes les valeurs possibles de x. Ainsi, le
nombre de paramètres d’entrée d porte également le nom de « dimension », donnant la
dimension de l’espace des paramètres. Avec cette transformation

∫
• ρ(p)dp =

∫
Hd

• dx (140)

Cette transformation n’est alors possible que si les variables sont indépendantes et qu’elles
possèdent une fonction de répartition connue.

Dans d’autres études [64], cette transformation bijective n’est qu’une étape intermédiaire
pour ensuite associer les paramètres d’entrée à d’autres variables suivant des pdfs voulues.
Une fois la transformation (139) effectuée, la réciproque de la fonction de répartition de
la variable finale que l’on souhaite manipuler est appliquée à xm. Ces variables finales
suivent alors une loi de distribution souhaitée et présentes certaines propriétés recherchées,
comme être définies dans un certain support par exemple.

2.2.4 QOI

La QOI est notée f . f peut être une fonction des variables de temps et d’espace, mais
en premier lieu, ces dépendances ne sont pas considérées. Seule la dépendance aux d
paramètres d’entrée est considérée, sans perte de généralité. La QOI est une fonction
déterministe des paramètres d’entrée, mais comme ces derniers sont stochastiques sur
l’espace (Ω,A, P r), elle est elle-même stochastique sur cette espace. On note f̃ la QOI
dépendant des variables standards x, après le changement de changement de variable
(139)

f̃(x1, ..., xd) = f(p1, ..., pd) (141)

Dorénavant, le terme de « QOI » fait référence à f̃ et non plus à f .

64



2.2.5 Transformations dans le cas de variables dépendantes

2.2.5.1 Variables dépendantes

Deux variables aléatoires sont dépendantes si la valeur de l’une influence la distribution
de l’autre ou inversement. Dans le cas de variables dépendantes, la relation (138) n’est
plus valable.

2.2.5.2 Transformée de Rosenblatt

La transformée de Rosenblatt, introduite dans [51], permet d’associer à un ensemble de
variables aléatoires dépendantes P, un ensemble de variables aléatoires indépendantes
X où chaque Xm suit une loi uniforme sur [0, 1]. La transformée de Rosenblatt est la
suivante.

x1 = Pr(P1 ≤ p1)

x2 = Pr(P2 ≤ p2 | P1 = p1)

...

xd = Pr(Pd ≤ pd | P1 = p1, ..., Pd = pd) (142)

Dans le cas de variables indépendantes, la bijection (139) est équivalente à cette transfor-
mée. Tout comme cette dernière, les réciproques de fonction de répartition peuvent être
appliquées pour obtenir des variables aléatoires indépendantes suivant une distribution
voulues. De façon classique, la transformée de Rosenblatt est utilisée pour obtenir des
variables aléatoires suivant une loi normale centrée réduite.

2.2.5.3 Transformée de Nataf

Une autre transformée, utilisée de façon classique, est la transformée de Nataf [46]. Cette
transformée en deux étapes est expliquée brièvement dans cette section. La première étape
consiste à appliquer la réciproque de la fonction de répartition associée à la loi normale
centrée réduite à chaque fonction de répartition marginale des variables dépendantes. La
seconde étape consiste à décorréler les variables gaussiennes obtenues en appliquant une
transformation linéaire. Elle est utile lorsque seules les fonctions de répartition marginales
et la matrice de corrélation sont connues.

2.3 Notation indicielle des interactions
En analyse de sensibilité et en UQ, l’impact des actions des paramètres d’entrée et des
interactions entre ces derniers sur la QOI est étudié. Afin de pouvoir dénoter de façon
compacte chaque action et chaque interaction dans les démonstrations, une logique de
notation d’indexage multidimensionnel est introduite dans cette section. Un ensemble
d’objets mathématiques qui sont utiles dans ces démonstrations sont également intro-
duits. Les indices sont alors des multi-indices représentés sous la forme de vecteur. Les
notions de vecteurs de dimension 1 et de scalaires sont confondus dans les travaux.

65



L’ensemble fini contenant tous les entiers allant de 1 à d, est noté Ωd = [|1, d|] = {1, ..., d}.

2.3.1 Indices d’interaction

Chaque multi-indice désignant une action ou une interaction peut être le scalaire « 0 »,

un scalaire de Ωd ou un vecteur de
(
Ωd

)j
où j représente l’ordre de l’interaction.

• L’indice scalaire « 0 » désigne la non-action, le fait de ne dépendre d’aucun para-
mètre d’entrée.

• La valeur d’un indice scalaire non nul i désigne l’action du paramètre xi seul. Par
exemple, i = 2 désigne l’action du paramètre x2 seul.

• Les valeurs des composantes d’un multi-indice i ∈
(
Ωd

)j
déterminent les paramètres

d’entrée en lien avec l’interaction à l’ordre j qu’il désigne. Par exemple, i = (1, 3)
désigne l’interaction à l’ordre 2 entre x1 et x3.

Par souci de simplicité des notations, la non-action et les actions à l’ordre 1 sont également
désignées « interactions » (interactions à l’ordre 0 et interactions à l’ordre 1), et les indices
scalaires i sont notés également i dans les démonstrations.

Définition 1. ∀d ∈ N∗, ∀j ∈ Ωd, I(d)j est l’espace fini des vecteurs dont les composantes
sont les combinaisons sans remise entre j entiers de Ωd (les composantes étant rangées
par ordre croissant). Par convention, la définition de ces ensembles est étendue au cas
j = 0 par I(d)0 = {0}.
Exemple 8. Pour d = 3

• I(3)0 = {0}

• I(3)1 = {1, 2, 3}

• I(3)2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}

• I(3)3 = {(1, 2, 3)}

I(d)j contient tous les multi-indices désignant les interactions à l’ordre j entre les d para-
mètres d’entrée.

Propriété 1.

card(I(d)j ) =

(
d

j

)
(143)

Pour un indice i ∈ I(d)j , l’indice ∼ i est quant à lui le vecteur de taille d − j ayant pour
composantes les entiers de Ωd qui ne font pas partie des composantes de i, rangés dans
l’ordre croissant.
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Si cet indexage est pratique pour les démonstrations mathématiques, un indexage scalaire
est plus pratique pour les simulations numériques. Une transformation bijective pour as-
socier à chaque multi-indice un indice scalaire pour les applications numériques est alors
introduite.

∀d ∈ N∗, ∀j ∈ [|0, d|], pour associer un indice scalaire à un indice de taille j, i ∈ I(d)j ,
voici les étapes proposées :

• un vecteur b de taille d ayant 1 pour composantes indexées par les composantes de
i et 0 pour les autres composantes, est associé à i.

• le vecteur b peut être associé à un nombre binaire (b)2 dont les chiffres sont les
composantes de b lues de droite à gauche. Le scalaire associé à i, M(i), est alors le
nombre décimal tel que M(i)− 1 soit égal à (b)2 en base 2.

Avec cette procédure, l’indice scalaire de la non-action est toujours 1 et l’indice scalaire
de l’interaction entre les d paramètres d’entrée est toujours le dernier indice 2d.

Exemple. Avec d = 4

j i b (b)2 M(i)− 1 M(i)
0 0 (0, 0, 0, 0) (0000)2 0 1

1

1 (1, 0, 0, 0) (0001)2 1 2
2 (0, 1, 0, 0) (0010)2 2 3
3 (0, 0, 1, 0) (0100)2 4 5
4 (0, 0, 0, 1) (1000)2 8 9

2

(1, 2) (1, 1, 0, 0) (0011)2 3 4
(1, 3) (1, 0, 1, 0) (0101)2 5 6
(1, 4) (1, 0, 0, 1) (1001)2 9 10
(2, 3) (0, 1, 1, 0) (0110)2 6 7
(2, 4) (0, 1, 0, 1) (1010)2 10 11
(3, 4) (0, 0, 1, 1) (1100)2 12 13

3

(1, 2, 3) (1, 1, 1, 0) (0111)2 7 8
(1, 2, 4) (1, 1, 0, 1) (1011)2 11 12
(1, 3, 4) (1, 0, 1, 1) (1101)2 13 14
(2, 3, 4) (0, 1, 1, 1) (1110)2 14 15

4 (1, 2, 3, 4) (1, 1, 1, 1) (1111)2 15 16

2.3.2 Ensemble fini de composantes

Pour un sous-ensemble E ⊂ Ωd, E désigne son ensemble complémentaire dans Ωd.

Définition 2. ∀d ∈ N∗, ∀j ∈ Ωd, ∀i ∈ I(d)j , S(i) désigne l’ensemble fini d’entiers de
cardinal j contenant les composantes de i. Par convention, si i ∈ I(d)0 (i = 0), S(i) = ∅.
Exemple 9. Pour d = 3, j = 2 et i = (1, 3), S(i) = {1, 3} et S(i) = S(∼ i) = {2}.
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Lemme 1. ∀d ∈ N∗, ∀j1 ∈ Ωd, ∀u ∈ I(d)j1
et ∀j2 ∈ Ωd, ∀v ∈ I(d)j2

S(u) ∪
(
S(u)\S(v)

)
= S(u) ∩ S(v) (144)

Démonstration.

S(u) ∩ S(v) = S(u)∪S(v) = S(u)∪
((
S(u)\S(v)

)
∪
(
S(u)\S(v)

))
= S(u)∪

(
S(u)\S(v)

)

Ce lemme est utilisé lors de démonstrations réalisées par la suite.

2.3.3 Vecteurs de paramètres d’entrée

Définition 3. ∀d ∈ N∗, ∀j ∈ Ωd, ∀i ∈ I(d)j , xi = (xi1 , ..., xij) ∈ [0, 1]j désigne le vecteur
contenant les j paramètres d’entrée indexés par les composantes de i et x∼i ∈ [0, 1]d−j

désigne le vecteur contenant les d − j autres composantes de x. Par convention, pour
i ∈ I(d)0 (i = 0), une fonction dépendante de xi ne dépend d’aucun paramètre d’entrée et
x∼i = x.

2.3.4 Symboles de Kronecker étendus

Définition 4. ∀d ∈ N∗, ∀a ∈ Nd, ∀b ∈ Nd, ∀E ⊂ Ωd, soit ∆E
a,b

∆E
a,b =

∏
m∈E

δam,bm (145)

avec δm,n le symbole de Kronecker classique

δa,b =

{
1 si a = b
0 sinon (146)

Pour deux vecteurs a et b appartenant à Nd, ∆S(i)
a,b est égal à 1 si toutes les composantes

de a et de b indexées par les composantes i sont égales. Par convention ∆
S(0)
a,b = ∆∅

a,b = 1.

Exemple 10. Pour d = 4, i = (1, 3) et a = (4, 5, 7, 9), si b = (1, 2, 7, 9), ∆S(i)
a,b = 0 car

a1 ̸= b1 mais si b = (4, 2, 7, 9), ∆S(i)
a,b = 1, car a1 = b1 et a3 = b3.

Propriété 2. ∀E ⊂ Ωd, ∀F ⊂ Ωd

∆E
a,b ×∆F

a,b = ∆E∪F
a,b (147)

Démonstration.

∆E
a,b ×∆F

a,b =
∏

m∈E\F

δam,bm ×
∏

m∈F\E

δam,bm

∏
m∈E∩F

(δam,bm)
2 (148)
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Or, d’après la définition du symbole de Kronecker classique, (δa,b)2 = δa,b, donc (147) est
prouvée.

Définition 5.
∆̃E

a,b =
∏
m∈E

δam,bm

∏
m/∈E

(1− δam,bm) (149)

Il s’agit d’un autre symbole de Kronecker étendu égal à 1 lorsque toutes les composantes
des deux vecteurs sont indexées par les indices contenus dans E sont égales et quand
toutes les autres composantes diffèrent. Si l’une de ces conditions n’est pas respectée,
∆̃E

a,b = 0.

2.3.5 Interactions d’ordre inférieur

Définition 6. ∀d ∈ N∗, ∀j ∈ Ωd, ∀i ∈ I(d)j , ∀l ∈ [|0, j|]

I(j)l {i} = {u ∈ I
(d)
l ,S(u) ⊂ S(i)}

I(d)l {i} est l’ensemble fini des vecteurs de composantes étant les combinaisons sans remise
entre l des j composantes de i (les composantes étant rangées par ordre croissant). Par
convention, I(d)0 {i} = {0}. I(d)l {i} correspond à l’ensemble des multi-indices indexant les
interactions entre l des j paramètres d’entrée indexés par les composantes de i.

Propriété 3.

card(I(j)l {i}) =
(
j

l

)
Exemple 11. Pour d = 4, j = 3 et i = (1, 3, 4),

• I(j)0 {i} = {0}

• I(j)1 {i} = {1, 3, 4}

• I(j)2 {i} = {(1, 3), (1, 4), (3, 4)}

• I(j)3 {i} = {(1, 3, 4)}

2.4 Analyse de sensibilité
L’analyse de sensibilité a pour but d’expliquer l’incertitude commise sur la QOI en fonc-
tion des incertitudes commises sur les paramètres d’entrée, notamment en classant l’im-
pact de chaque action et interaction entre ces paramètres d’entrée sur la QOI.

Les techniques de sensibilité peuvent être scindées en 2 groupes : les méthodes d’analyse
de sensibilité locale et les méthodes d’analyse de sensibilité globale.
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2.4.1 Analyse de sensibilité locale

L’analyse de sensibilité locale consiste à étudier les pentes ∂f
∂xm

autour d’un point nominal.

Dans [53], les auteurs mettent la lumière sur le fait que ce critère de sensibilité ne convient
que localement autour du point nominal. Ils ne conviennent de façon globale que pour
les systèmes linéaires, les d pentes obtenues n’étant constantes dans tout l’espace des
paramètres que dans ce cas. Pour un modèle non-linéaire, le choix du point nominal,
ainsi que les valeurs des autres paramètres d’entrée modifient la valeur de ces pentes.

2.4.2 Analyse de sensibilité globale (autre que les indices de So-
bol)

L’analyse de sensibilité globale consiste à étudier l’influence des paramètres d’entrée sur
la QOI lorsqu’ils varient sur l’ensemble de leur intervalle.

2.4.2.1 Méthode One At Time

La méthode One At time est une méthode consistant à choisir un point nominal au centre
de l’espace des paramètres (au centre de l’hypercube unité en considérant les variables
Xm). Pour chaque direction de l’espace m ∈ Ωd, la quantité ∆m = f(x1,...,1,...,xd)−f(x1,...,0,...,xd)

1−0

est considérée comme indice de sensibilité. Comme il est souligné dans [54], cette méthode
ne permet pas d’explorer la totalité de l’espace des paramètres, ne pouvant atteindre les
coins de cet espace. À mesure que le nombre de paramètres d’entrée augmente, qui corres-
pond à la dimension de l’hypercube unité Hd, l’espace inexploré représente une fraction
de plus en plus importante de l’espace. Cette méthode ne semble alors elle aussi n’être
adaptée qu’aux modèles linéaires.

2.4.2.2 Indices de Morris

Cette méthode, développée dans [43] et améliorée dans [12], est aussi appelée « méthode
des effets élémentaires ». Elle repose sur un échantillonnage de l’espace des paramètres.
Pour chaque point échantillonné x et une valeur ∆ sélectionnée, d effets élémentaires sont
calculés

δm(x) =
y(x1, ..., xm +∆, ..., xd)− y(x)

∆
(150)

Classiquement, la moyenne et la variance de chaque δm sur l’ensemble des points échan-
tillonnés sont calculées. La moyenne donne un ordre de grandeur de l’influence du para-
mètre xm et la variance donne un ordre de grandeur des non-linéarités liées à ce paramètre.
Dans [12], la moyenne de la valeur absolue de chaque effet élémentaire δm est considé-
rée au lieu de la moyenne des effets élémentaires. Cela permet d’empêcher l’annulation
d’effets élémentaires deux à deux pour une dépendance non monotone. Dans l’article
original [43], une technique d’échantillonnage est proposée, qui est améliorée dans [12].
Cette méthode est alors vue comme une amélioration de la méthode OAT permettant
une meilleure exploration de l’espace des paramètres.
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2.4.2.3 Indices DGSM

Les indices DGSM, pour « derivative based global sensitivity measures » [63] ont une
définition proche des indices de Morris concernant la moyenne des valeurs absolues des
effets élémentaires

∫
Hd

( ∂f

∂xm

)2
dx (151)

Ces indices sont estimés à l’aide d’un échantillonnage Monte-Carlo ou Quasi Monte-Carlo
(comme les échantillonnages de Sobol [61]). Il est alors montré dans [63] que ces indices
sont supérieurs ou égaux aux indices de Sobol totaux (définis à la section 2.4.3.4). Il en
résulte que si cet indice de sensibilité est faible, le paramètre d’entrée n’est pas influant.
L’inverse n’est pas vrai, cet indice peut être élevé même si en réalité le paramètre n’est
pas influent. Comme il nécessite moins d’échantillons pour obtenir une estimation précise
de ces indices que pour obtenir les indices de Sobol totaux, ils peuvent être utilisés en
première approche pour déterminer quels sont les paramètres non influents sur la QOI.
Ainsi, ces paramètres non influents pourraient être fixés à une valeur nominale. Le nombre
de paramètres d’entrée (la dimension du problème) peut alors être réduit.

2.4.3 Indices de Sobol

Par rapport aux autres indices de sensibilité décrits ci-dessus, les indices de Sobol se sont
affirmés comme étant ceux offrant l’image de la sensibilité des interactions des paramètres
d’entrée la plus fidèle.

2.4.3.1 Décomposition ANOVA (ANalysis Of VAriance)

La QOI f̃ peut être décomposée en une unique somme de sous-fonctions, dénommées
« summands » dans l’article [62]. Chaque sous-fonction correspond à une interaction à
l’ordre j = 0 ou à l’ordre j ∈ Ωd.

f̃(x) =
d∑

j=0

∑
i∈I(d)

j

f̃
(j)
i (xi) (152)

f̃
(0)
0 est l’espérance du QOI

f̃
(0)
0 =

∫
Hd

f̃(x)dx (153)

et, ∀j ∈ Ωd, ∀i ∈ I(d)j , ∀m ∈ S(i)

∫ 1

0

f̃
(j)
i (xi)dxm = 0 (154)
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Chaque f̃
(j)
i représente l’impact de l’interaction entre les j paramètres d’entrée indexés

par les composantes de i sur la QOI. Il est prouvé dans [62] que

f̃
(j)
i (xi) = µ

(j)
i (xi)−

j−1∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃u(xu) (155)

µ
(j)
i (xi) =

∫
Hd−j

f̃(xi,x∼i)dx∼i (156)

µ
(j)
i est l’espérance de f̃ sachant xi. Chaque sous-fonction f̃

(j)
i est de ce fait égale à

l’espérance de f sachant xi soustraite des « summands » correspondant aux interactions
d’ordre 0 ≤ l < j entre les composantes de i.

Exemple 12. Pour d ≥ 3, j = 2 et i = (1, 3) :

f̃
(2)
(1,3)

(
(x1, x3)

)
= µ

(2)
(1,3)

(
(x1, x3)

)
− f̃

(1)
1 (x1)− f̃

(1)
3 (x3)− f̃

(0)
0

2.4.3.2 Variances partielles

La variance de la QOI est notée D.

D =

∫
Hd

f̃(x)2dx−
(
f̃
(0)
0

)2
(157)

Une conséquence directe de la décomposition ANOVA (152) est que la variance peut être
décomposée en une somme de termes appelés « variances partielles » [62]

D =
d∑

j=1

∑
i∈I(d)

l

D
(j)
i (158)

D
(j)
i =

∫
Hj

(
f̃
(j)
i (xi)

)2
dxi =

∫
Hd

(
f̃
(j)
i (xi)

)2
dx (159)

Chaque variance partielle D
(j)
i donne une valeur quantitative de l’impact de l’interaction

i sur la variance totale.

2.4.3.3 Indices de Sobol

Les indices de Sobol sont alors définis par

S
(j)
i =

D
(j)
i

D
(160)

L’indice de Sobol S(j)
i donne l’information sur l’impact de l’interaction i sous la forme d’un

ratio. Avec ces informations, les interactions ayant le plus d’impact sur la QOI peuvent
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être déterminées et toutes les interactions peuvent être classées par importance d’impact
sur la QOI. Comme la somme de toutes les variances partielles vaut D, la somme de tous
les indices de Sobol vaut 1.

Les indices au premier ordre S
(1)
m donne une image de l’influence du paramètre xm seul

sur la QOI. Les indices S
(2)
(m1,m2)

donne une image de l’impact de l’interaction entre xm1

et xm2 sur la QOI, et ainsi de suite.

2.4.3.4 Indices de Sobol totaux

Les indices de Sobol totaux sont introduits dans [27]. Il existe un indice de Sobol total
par paramètre d’entrée. Pour un paramètre Pm donné, la quantité D(T )

m est définie comme
étant la somme de toutes les variances partielles des interactions d’ordre 1 à d où m ap-
parait. L’indice de Sobol total S(T )

m est défini comme étant cette quantité D
(T )
m divisée par

la variance D, à l’instar des indices de Sobol classiques. L’indice de Sobol total est donc
la somme des indices de Sobol des interactions où m apparait. Si l’indice S

(T )
m est proche

de 0, cela signifie que toutes les interactions concernant le paramètre d’entrée xm n’ont
que peu d’influence sur la QOI par rapport aux autres.

Note : la somme des d indices totaux ne vaut pas 1.

2.4.3.5 Méthode Monte-Carlo

Les variances partielles D
(j)
i et les quantités DT

i peuvent être estimées à l’aide de la
méthode Monte Carlo (Monte-Carlo method - MC) [62, 55]. Pour effectuer l’estimation
d’une de ces quantités, une séquence de Sobol [61] (ou une autre séquence quasi-aléatoire)
de N points de dimension 2d est générée. Chaque point de dimension 2d, a, peut voir
ses composantes être séparées en deux groupes égaux (les d premières et les d dernières)
pour donner 2 points de dimension d, y et z

a = (y1, ..., yd, z1, ..., zd) (161)

L’espérance et la variance peuvent être estimées de façon classique avec la séquence des
N points y ou des N points z.

La variance partielle D
(j)
i peut être estimée par :

D
(j)
i =

1

N

N∑
n=1

f(yn)f(yn,i, zn,∼i)−
j−1∑
l=1

∑
u∈I(d)

l {i}

D(l)
u −

(
f
(0)
0

)2 (162)

Pour estimer une variance partielle à l’ordre j, les variances partielles des ordres inférieurs
doivent déjà avoir été estimées.

Pour la quantité DT
i , l’estimation suivante est utilisée
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D
(T )
i =

1

2N

N∑
n=1

(
f(yn)− f(yn,∼i, zn,i)

)2 (163)

Cet estimateur est considéré comme étant le plus précis parmi d’autres estimateurs dans
[55] (d’après les auteurs, cet estimateur est issu de [30]).

Obtenir l’intégralité des indices de Sobol nécessite alors de nombreux appels au système
permettant d’obtenir la valeur de la QOI. Lorsqu’un appel est coûteux, ce qui est fait en
général est que seul les indices au premier ordre et les indices totaux sont estimés. Avec
les estimateurs ci-dessus, N(d+ 2) appels sont nécessaires.

2.5 Métamodèle par chaos polynomial

2.5.1 Polynômes

Dans tout le manuscrit, les notions de polynômes et de fonctions polynomiales associées
sont confondues.

2.5.1.1 Polynômes univariés

Un polynôme (fonction polynomiale) univarié(e) est une fonction de la forme

P (x) =
n∑

k=0

ckx
k (164)

où n est le degré du polynôme et les ck sont ses coefficients, des nombres réels avec cn ̸= 0.
Un terme de la somme se nomme un monôme. l’espace des polynômes de degré n, étant
également l’espace des fonctions polynomiales dans notre simplification, est dénommé
Rn[X].

2.5.1.2 Polynômes multivariés

À l’instar de la section 2.3, une logique d’indexage multidimensionnelle est introduite,
ayant cette fois-ci pour objectif de désigner les monômes d’un polynôme multivarié ou les
composantes d’un polynôme exprimées dans une certaine base (Cf. section 2.5.1.3).

Définition 7. ∀d ∈ N∗, ∀n ∈ N, K(d)
n est l’ensemble des vecteurs de [|0, d|]d dont les

composantes sont les arrangements avec remise entre d entiers de [|0, d|] et dont la somme
de ces composantes est inférieure ou égale à n ∈ N.

Exemple 13. Pour d = 3, n = 2,

K(3)
2 = { (0, 0, 0),

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 0),

(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)}

74



Un polynôme à d variables de degré n est une fonction de la forme

P(x) = P(x1, ..., xd) =
∑

k∈K(d)
n

ck

d∏
m=1

(xm)
km (165)

Les notions de monômes et de coefficients sont également valables pour les polynômes
multivariés. Le degré d’un monôme indexé par k est la somme des composantes de k. Le
degré n du polynôme est le maximum des degrés des monômes qui le composent. L’es-
pace des polynômes à d variables de degré n est noté Rn[X1, ..., Xd]. K(d)

n contient alors
l’ensemble des indices des monômes composant un polynôme à d variables de degré n.

Un polynôme multivarié peut également être vu comme étant le produit de d polynômes
univariés. Le polynôme peut alors être indexé par k = (k1, ..., kd), où chaque km est
le degré de chaque polynôme univarié. Le polynôme est alors le produit de polynômes
univariés de degré km dépendant chacun d’une variable différente xm.

Exemple 14. Soit Pk un polynôme à d variables indexé par k.

Pk(x) =
d∏

m=1

Pm,km(xm) (166)

où les Pm,km sont des polynômes univariés de degrés km.

Les polynômes faisant partie d’une base, notion introduite à la section 2.5.1.3, sont indexés
par un indice multidimensionnel k de cette façon.

2.5.1.3 Polynômes comme vecteurs

∀d ∈ R, ∀n ∈ R, Rn[X1, ..., Xd] est un espace vectoriel. Ainsi, les polynômes peuvent être
exprimés dans la base canonique ou dans d’autres bases de cet espace. La base canonique
de Rn[X1, ..., Xd] est notée (Ψk)k∈K(d)

n

Ψk(x) =
d∏

m=1

xkm (167)

Un polynôme à d variables de degré n peut donc être exprimé comme une combinaison
linéaire de polynômes d’une base de Rn[X1, ..., Xd]. La composante située devant le po-
lynôme de la base indexé par k (étant un produit de polynômes univariés de degré km
dépendant de xm) est elle-même indexée par k.

Exemple 15. Soit (Pk)k∈K(d)
n

une base des polynômes à d variables de degré n. Un poly-
nôme Q à d variables de degré n peut s’écrire dans cette base

Q(x) =
∑

k∈K(d)
n

αkPk (168)

Le polynôme possède M composantes αk
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M =

(
n+ d

n

)
(169)

Il s’agit du cardinal de K(d)
n . L’évolution du nombre de composantes de l’expression du

vecteur dans la base avec la dimension d et le degré n illustre la célèbre « malédiction
de la dimension ». A haute dimension d, un degré n élevé peut devenir problématique en
terme de coût tant au niveau de la mémoire qu’en terme de temps dans des applications
numériques.

Il est plus pratique d’utiliser un indexage scalaire pour les simulations numériques. Pour
cela, un indexage scalaire peut être adopté en rangeant les polynômes de la base par ordre
croissant de degré, l’ordre entre les polynômes de même degré n’important peu tant que
la même logique est conservée tout au long de la simulation.

2.5.2 Orthogonalité des polynômes

2.5.2.1 Produits scalaires de l’espace des polynômes

En munissant un espace vectoriel réel d’un produit scalaire euclidien, on parle d’espace de
Hilbert. Cela permet d’introduire la notion d’orthogonalité. Un produit scalaire associé
à un espace vectoriel E est une opération qui à deux éléments de E associe un scalaire
et qui possède les trois propriétés suivantes :

• Il est bilinéaire.

• Il est symétrique.

• Il est défini positif.

Dans cette section sont introduits des produits scalaires associés à Rn[X] ou Rn[X1, ..., Xd]
qui sont utilisés dans les travaux.

Pour les polynômes univariés Pour les polynômes univariés, un produit scalaire
associé à une pdf ρ peut être introduit. Pour deux polynômes P et Q de Rn[X]

< P,Q >ρ=

∫
Sρ

P (x)Q(x)ρ(x)dx (170)

où Sρ est le support de la pdf ρ. Comme ρ > 0 sur son support et par propriété de
l’intégrale, l’application est bien un produit scalaire.

Soit a ∈ [0, 1[ et b ∈ [a, 1], on définit de plus le produit scalaire suivant

< P,Q >a,b=

∫ b

a

P (x)Q(x)dx (171)
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Ce produit scalaire est semblable au produit scalaire associé à la loi uniforme sur [a, b],
étant égal à ce dernier à un facteur ρ = 1/(b − a) près. Même s’il n’est pas associé à
la loi uniforme, il s’agit tout de même d’un produit scalaire, étant une forme bilinéaire
symétrique définie positive.

Pour les polynômes multivariés Pour les polynômes à d variables, le produit scalaire
associé à la pdf ρ à plusieurs variables indépendantes est défini, pour les polynômes
P =

∏d
m=1 Pm et Q =

∏d
m=1Qm de Rn[X1, ..., Xn]

< P ,Q >ρ=
d∏

m=1

< Pm, Qm >ρm (172)

De plus, soit un hyperpavé H = [a1, b1] × · · · × [ad, bd], on définit le produit scalaire
correspondant à H par

< P ,Q >H=

∫
H

P(x)Q(x)dx =
d∏

m=1

< Pm,km , Qm,km >am,bm (173)

2.5.2.2 Orthogonalité

Deux polynômes P et Q de Rn[X1, ..., Xd] sont dits orthogonaux pour un produit scalaire
< ·, · > donné si

< P ,Q >= 0 (174)

Une base de polynômes (Pk)k∈K(d)
n

est dite orthogonale si les polynômes qui la composent

sont deux à deux orthogonaux. Elle est de plus dite orthonormée si, ∀k ∈ K(d)
n

||Pk|| =
√

< Pk,Pk > = 1 (175)

où || · || est la norme associée au produit scalaire.

Une base de polynômes multivariés orthonormaux par rapport à un produit scalaire est
composée de polynômes respectant

< Pk1 ,Pk2 >= ∆Ωd
k1,k2

(176)

2.5.2.3 Définition de bases orthonormées spéciales

Pour chaque produit scalaire associé à une pdf classique, une base orthogonale de poly-
nômes univariés existe. Le schéma de Wiener-Askey relie la loi de distribution à la base
orthogonale associée.

Des lois classiques sont rappelées dans la Table 4. En ce qui concerne les polynômes
multivariés associés à la distribution des paramètres d’entrée p, il s’agit de polynômes
(Pk)k∈K(d)

n
, où chaque Pk est le produit de polynômes Pm,km suivant le schéma de Wiener
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Loi de distribution Famille de polynômes univariés associés Support
Gaussian Hermite R
Uniform Legendre [−1, 1]
Gamma Laguerre [0,+∞]

Beta Jacobi [−1, 1]

Table 5 – Schéma de Wiener-Askey reliant loi de distribution stochastique à la famille
de polynômes univariés orthogonaux

Askey (Cf. Table 5) pour la distribution de Pm. Chaque polynôme Pm,km est orthogonal
d’après le produit scalaire associé à la loi de distribution du paramètre d’entrée < ·, · >ρm

correspondant.

La base des polynômes univariés orthonormale par rapport à <,>a,b ainsi que la base des
polynômes à d variables orthonormale par rapport à <,>H sont également déterminées
dans cette section. Cette dernière base est utilisée dans les métamodèles PC et multi-
éléments (Multi-Element - ME) de différentes manières dans l’approche considérée.

Pour les polynômes univariés ∀a ∈ [0, 1[, ∀b ∈]a, 1], la base (ϕa,b
k )k∈[|0,n|] des po-

lynômes univariés orthonormée par rapport à <,>a,b est définie. Si a = 0 et b = 1, le
produit scalaire est celui associé à la loi uniforme entre 0 et 1. (ϕ0,1

k )k∈[|0,n|] est alors la
base des polynômes de Legendre décalés étant normalisée pour être orthonormale (et non
plus seulement orthogonale) à < ·, · >0,1.

Dans le cas général, la base (ϕa,b
k ) est obtenue à partir de la base des polynômes de

Legendre (Lk)k∈[|0,n|] standard, base orthogonale par rapport au produit scalaire associé
à la loi uniforme sur [−1, 1]

deg(Lk) = k (177)
1

2

∫ 1

−1

Lm(x)Ln(x)dx =
1

2n+ 1
δm,n (178)

Avec le changement de variable y = b−a
2
x+ a+b

2

2n+ 1

b− a

∫ b

a

Lm(
2y − (a+ b)

b− a
)Ln(

2y − (a+ b)

b− a
)dy = δm,n (179)

Par identification

ϕa,b
n =

√
2n+ 1

b− a
Ln(

2y − (a+ b)

b− a
) (180)

En désignant les coefficients de ces polynômes exprimés dans la base canonique par
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Ln(x) =
n∑

k=0

ln,kx
k (181)

ϕa,b
n =

n∑
k=0

λa,b
n,kx

k (182)

La relation entre les coefficients des polynômes de Legendre et ceux de la base orthonormée
est obtenue en développant

Ln(
2y − (a+ b)

b− a
) =

n∑
k=0

ln,k

(2y − (a+ b)

b− a

)k
(183)

Ln(
2y − (a+ b)

b− a
) =

n∑
k=0

k∑
m=0

ln,k
(b− a)k

(
k

m

)
(2y)m(−1)k−m(a+ b)k−m (184)

Ln(
2y − (a+ b)

b− a
) =

n∑
m=0

[ n∑
k=m

ln,k
(b− a)k

(
k

m

)
(2)m(−1)k−m(a+ b)k−m

]
ym (185)

Par identification (après permutation des indices muets)

λa,b
n,k =

√
2n+ 1

b− a

n∑
m=k

ln,m
(b− a)m

(
m

k

)
(2)k(−1)m−k(a+ b)m−k (186)

Avec, en particulier

ϕa,b
0 = λa,b

0,0 =
1√
b− a

(187)

Pour les polynômes multivariés En ce qui concerne les polynômes multivariés, pour
un hyperpavé H = [a1, b1]× · · · × [ad, bd], la base (ΦH

k )k∈K(d)
n

orthonormée par rapport à
< ·, · >H est définie à l’aide des polynômes univariés définis au paragraphe précédent

ΦH
k (x) =

d∏
m=1

ϕam,bm
km

(188)

En particulier

ΦH
0 =

d∏
m=1

ϕam,bm
0 =

1√
vH

(189)

vH =
d∏

m=1

(bm − am) (190)
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où vH est l’hypervolume de H.

2.5.3 Polynômes du chaos

2.5.3.1 Travaux de Wiener

Les polynômes du chaos reposent sur les travaux de Norbert Wiener [72], qui stipulent
qu’une variable aléatoire de second ordre quelconque Y peut être exprimée

Y (ξ1, ..., ξ∞) =
∑

αkHk(ξ1, ..., ξ∞) (191)

Les αk sont appelés « les coefficients du chaos ». Les ξm sont une infinité de variables
suivant une loi normale centrée réduite et les H sont des polynômes multivariés étant des
produits des polynômes de Hermite, polynômes étant orthogonaux par rapport au produit
scalaire associé à la loi normale centrée réduite d’après le schéma de Wiener Askey (Cf.
Table 5). La convergence L2 de cette série a été prouvée dans [11]. Pour des applications
physiques, un nombre fini de variables ainsi qu’un degré de troncature sont sélectionnés.
Ce procédé peut alors être utilisé pour approcher la QOI, ou même pour approcher les
paramètres d’entrée concrets [75], comme une série de polynômes des variables standards
ξm. La première utilisation des polynômes du chaos en ingénierie a été réalisée dans [22],
introduisant les méthodes de « Stochastic finite elements ».

2.5.3.2 g-PC

La méthode PC a ensuite été étendue dans [75] pour devenir la méthode « generalised
Polynomial Chaos » (generalised Polynomial Chaos - g-PC). Les modèles g-PC sont des
métamodèles polynomiaux pouvant utiliser des variables standards suivant une autre dis-
tribution que la loi centrale réduite et utilisant une autre base de polynômes orthogonaux.
La nature de la base des polynômes multivariés dépend des pdf des variables standards
sélectionnées. La base n’est alors plus (Hk)k∈K(d)

n
mais une base de polynômes multiva-

riés, produit de polynômes suivant le schéma de Wiener Askey (Cf. Table 5). Dans le
manuscrit, les abréviations PC et g-PC réfèrent toutes deux à un métamodèle g-PC.

Lorsqu’un paramètre d’entrée concret Pm, suivant une loi autre qu’une loi normale, est
approché par une série g-PC, il est montré dans [75] que la convergence exponentielle
de la série approchant la QOI peut être obtenue en utilisant des variables standards
suivant une loi de même nature, car le paramètre d’entrée est mieux approché. En effet,
si Pm suit une loi uniforme par exemple, l’approcher par une série de polynôme d’Hermite
dépendant d’une variable gaussienne nécessite un haut degré de troncature et le modèle
souffre du phénomène de Gibbs. Il peut néanmoins être approché directement par une
série de polynôme de Legendre de degré 1 dépendant d’une variable suivant une loi
uniforme sur [−1, 1], ce qui est équivalent à effectuer une transformation linéaire entre
le paramètre d’entrée concret Pm et la variable standard. L’extension g-PC a également
permis les transformations introduites dans 2.2.3 entre les paramètres d’entrée, autre
technique permettant d’utiliser des variables standards.

80



2.5.3.3 Dépendances en temps et en espace

Dans le cas d’une QOI dépendant du temps t et de l’espace r, l’expansion en polynômes
du chaos peut être étendue en considérant que les coefficients du chaos αk sont eux-mêmes
des fonctions du temps et de l’espace. Pour une QOI solution d’un système dynamique,
le modèle doit alors faire face à une complexité croissante avec le temps, appelé « long
term integration problem » dans [69], la QOI ayant de grandes chances de devenir de plus
en plus irrégulière dans son évolution avec les paramètres d’entrée.

Pour un paramètre d’entrée concret dépendant de l’espace, il est conseillé (notamment
dans [38]) d’utiliser la transformée de Karhunen-Loeve [41]. Cette transformation n’est
utilisable que sur les variables aléatoires dont la fonction de covariance est connue et ne
peut donc pas être appliquée à la QOI. Cette transformation, aussi appelée « Principal
Component Analysis » ou « Proper Orthognal Decomposition » dans d’autres domaines,
revient à décomposer la variables à l’aide des valeurs propres et des vecteurs propres de
sa fonction de covariance. Grâce à cette expansion, un paramètre d’entrée dépendant de
l’espace peut être étendu en une somme infinie où chaque terme est un produit entre un
paramètre stochastique ne dépendant pas de l’espace, une constante (une valeur propre)
et une fonction qui, elle, dépend de l’espace. Les paramètres stochastiques ne sont pas
corrélés entre eux et cette somme peut être tronquée. En définitive, cette transformée
permet d’étendre un paramètre d’entrée dépendant de l’espace en une fonction dépen-
dant d’un nombre fini de variables aléatoires non corrélées entre elles. Au lieu d’utiliser le
paramètre d’entrée dépendant de l’espace, les paramètres non corrélés peuvent être uti-
lisés. Dans les travaux présentés dans ce manuscrit, aucune dépendance en espace n’est
considérée.

2.5.3.4 Approche considérée

Dans les travaux, la transformation (139) est utilisée pour considérer les variables stan-
dards suivant une loi uniforme sur [0, 1]. Pour le modèle PC considéré pour la QOI, la
base orthonormale de polynômes à une variable choisie est (ϕ0,1

k ) pour chaque variable
xm. Le produit scalaire pour a = 0 et b = 1 correspond alors exactement au produit
scalaire de la loi uniforme sur [0, 1]. Cette base est la base des polynômes de Legendre
décalés normalisée. La base des polynômes multivariés orthonormale utilisée comme base
des polynômes du chaos est alors (ΦHd

k ) et le modèle PC s’écrit, dans cette approche

f̃(x) ≈ f̂(x) =
∑

k∈K(d)
n

αkΦ
Hd
k (x) (192)

Obtenir le modèle revient alors à obtenir les coefficients du modèle. Les méthodes d’ob-
tention des coefficients se scindent en 2 grandes familles : les méthodes intrusives et les
méthodes non-intrusives (Non Intrusive - NI). Un recueil de ces méthodes est disponible
dans [74]. La connaissance des coefficients αk permet d’accéder analytiquement à des
informations stochastiques sur f̃ comme ses moments ou ses indices de Sobol, grâce aux
propriétés d’orthogonalité de la base des polynômes.
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2.5.3.5 Méthodes intrusives

Les méthodes de Galerkin sont les méthodes intrusives les plus couramment utilisées [75].
Le résidu de l’équation considérée pour obtenir la QOI est projeté sur la base des poly-
nômes utilisée à l’aide du produit scalaire associé. Un système d’équations couplées sur
les coefficients du chaos est alors obtenu, et sa résolution donne accès à ces derniers. L’uti-
lisation des méthodes intrusives nécessitent la mise en place de ces nouvelles équations
explicitement, mise en place pouvant s’avérer très complexe pour certaines QOI.

2.5.3.6 Méthodes non-intrusives

Les méthodes NI ont pour but d’obtenir les coefficients αk du métamodèle g-PC en lan-
çant de nombreuses fois la simulation permettant d’obtenir la QOI avec des valeurs des
paramètres d’entrée fixes différentes à chaque simulation. Un ensemble de valeur arrêté
pour ces paramètres d’entrée avec la valeur associée du QOI est nommé dans le manuscrit
une « observation », à l’instar des méthodes du domaine de l’apprentissage automatique
(Machine Learning - ML). Dans la littérature, on retrouve également le terme de « nœud
» (node). Les observations servant à obtenir les coefficients du modèle sont appelées les
observations d’entrainement, et l’ensemble de ces dernières est appelé l’ensemble d’en-
trainement. Le nombre d’observations d’entrainement est noté N et l’ensemble d’entrai-
nement est noté T = {xi}Ni=1. Trois méthodes NI sont rappelées ici, adaptées à l’approche
considérée.

Projection pseudo-spectrale La projection pseudo-spectrale [73, 40] est une des mé-
thodes NI se servant de l’orthogonalité de la base des polynômes. Elle utilise ces propriétés
d’orthogonalité pour trouver une expression des coefficients. ∀n ∈ [|0, d|], ∀k ∈ K(d)

n

< f̃,ΦHd
m >Hd

=
∑

k∈K(d)
n

αk < ΦHd
k ,ΦHd

m >Hd
= αm (193)

Des règles de quadrature sont ensuite utilisées pour évaluer l’intégrale présente dans la dé-
finition du produit scalaire. Cela implique que les observations d’entrainement aient une
certaine structure, comme une grille de Gauss-Legendre ou une grille éparse de Smolyak
[60] par exemple. Dans le contexte des présents travaux, les observations d’entrainement
ne peuvent pas être structurées et l’utilisation de la méthode de pseudo-projection spec-
trale n’est pas possible.

Méthodes sur échantillonnage non structuré Deux méthodes NI sont capables de
mener aux coefficients du métamodèle PC sur un échantillonnage d’observations d’en-
trainement non structuré : l’interpolation sur une grille non structurée et la régression
linéaire. Contrairement à la méthode intrusive de Galerkin et à la méthode NI de pseudo-
projection spectrale, ces méthodes n’utilisent pas les propriétés d’orthogonalité pour ob-
tenir les coefficients. Ainsi, au lieu d’exprimer la QOI dans la base des (ΦHd

k )
k∈K(d)

n
(Cf.

formule (192)), elle est exprimée tout d’abord dans la base canonique de Rn[X1, ..., Xd]

f̂(x) =
∑

k∈K(d)
n

ckΨk(x) (194)
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Une fois les coefficients ck obtenus, un changement de base vers la base des (ΦHd
k )

k∈K(d)
n

peut permettre de trouver les αk du métamodèle PC (192) et les propriétés d’orthogonalité
peuvent ainsi être utilisées pour déterminer des informations stochastiques sur la QOI.

Interpolation : L’interpolation sur une grille non structurée est développée dans [45].
Le métamodèle est forcé à être égal à la valeur de la QOI sur chaque observations d’en-
trainement. Cette méthode est notamment utilisée dans [29, 26]. Néanmoins, la régression
linéaire est préférée dans ces travaux, afin de pouvoir bénéficier des avantages que cette
dernière offre sur le calcul rapide d’une erreur de validation croisée.

Méthode des moindres carrés ordinaires : Dans les présents travaux, la méthode
des moindres carrés ordinaires (Ordinary Least Square - OLS), une méthode de régression
linéaire, est utilisée. Contrairement à l’interpolation, OLS n’implique pas que le méta-
modèle soit égal à la valeur de la QOI sur les observations d’entrainement. OLS vise à
minimiser la distance euclidienne entre la valeur du QOI et la valeur du métamodèle sur
ces observations.

Copt = argmin
C

∥ AC−B ∥2 (195)

où C ∈ RM est le vecteur contenant les coefficients recherchés, A ∈MN,M est la matrice
d’information et B ∈ RN est le vecteur contenant les valeurs du QOI sur les échantillons
d’entrainement. Dans l’objectif d’obtenir les coefficients du métamodèle exprimé dans la
base canonique : Aij = Ψ

(d)
j (xi), Bi = f̃(xi) et Cj = cj

Le problème est alors équivalent à résoudre cette équation matricielle, souvent désignée
par le terme d’« équation normale »

ATAC = ATB (196)

La solution de cette équation est

Copt = A+B (197)

où A+ = (ATA)−1AT .

Le nombre M , nombre de composantes du polynôme, déterminé dans le cas des métamo-
dèles du chaos par le degré de troncature choisi n et la dimension d d’après l’équation
(169), est une variable cruciale pour la régression. Comparé au nombre d’observations
d’entrainement N , si M est trop faible, la régression manque de précision (phénomène
souvent appelé « sous-apprentissage » ou « biais » dans le domaine ML). Si M est trop
élevé, le phénomène appelé « surapprentisssage » ou « variance » dans le domaine ML
peut apparaitre. Ce dernier phénomène traduit le fait que le métamodèle soit précis sur
les observations d’entrainement mais ne se généralise pas bien sur les autres observations,
menant ainsi à un métamodèle de faible précision entre les observations d’entrainement.
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Ces aspects peuvent être pris en compte en testant toutes les régressions avec un degré
de troncature entre les degrés nmin et nmax choisis et en sélectionnant le modèle optimal
comme celui qui minimise une erreur de validation croisée. L’erreur considérée doit être
définie entre les valeurs du métamodèle et les vraies valeurs de la QOI sur les observations
d’entrainement. Ainsi, cette erreur peut être utilisée lors de l’apprentissage pour sélec-
tionner le degré de troncature menant au métamodèle optimal, ou plus généralement pour
sélectionner les meilleurs hyperparamètres à utiliser parmi une série de valeurs proposées.
Utiliser l’erreur moyenne quadratique (Mean Square Error - MSE) entre les valeurs du
QOI et celles du métamodèle sur les observations d’entrainement donnerait une image
faussée de la précision dans le cas du surapprentissage. L’utilisation de la validation croi-
sée peut convenir pour éviter ce phénomène. L’erreur PRESS (pour Predicted Residual
Sum of Squares), utilisée dans [8] dans le cadre des polynômes du chaos, est très efficace
dans le contexte des métamodèles PC entrainés avec la méthode OLS. Elle est basée sur
la validation croisée avec omission d’une valeur

δ =
1

N

N∑
i=1

(
f̂ (i)(xi)− f̃(xi)

)2
(198)

où f̂ (i) est le métamodèle appris sur l’ensemble d’entrainement T \{xi}.

Un des avantages de l’utilisation de la méthode OLS est qu’il existe une formule analytique
pour exprimer chaque terme de la somme sans avoir à ré-entrainer un nouveau modèle
sur chaque ensemble d’entrainement T \{xi} pour chaque observation xi. Cette formule
[56], qui ne nécessite que l’apprentissage du modèle sur T , s’écrit

δ =
1

N

N∑
i=1

(
f̂(xi)− f̃(xi)

1− hi

)2

(199)

où hi est le ieme terme diagonal de la matrice H = AA+ connue sous le nom de « ma-
trice chapeau ». Cette erreur reflète correctement la précision du métamodèle, même en
présence de surapprentissage.

Afin d’obtenir numériquement A+, l’erreur PRESS et la matrice chapeau, la décomposi-
tion en valeur singulière (Singular Vector Decomposition - SVD) [32] de A est utilisée. Si
A est une matrice de taille N ×M , trouver la SVD de A consiste à trouver une matrice
U de taille N ×N , une matrice diagonale rectangulaire Σ de taille N ×M ainsi qu’une
matrice orthogonale V de taille M ×M tel que

A = UΣVT (200)

Les colonnes de U sont appelés « vecteurs singuliers à gauche » de A, ce sont les vecteurs
propres de AAT . Les colonnes de V sont appelés « vecteurs singuliers à droite », ce sont
les vecteurs propres de ATA. Les termes diagonaux de la matrice Σ sont les « valeurs
singulières » de A, ce sont les racines carrés des valeurs propres de AAT . Une convention
prise est de classer les valeurs singulières sur la diagonale de Σ par ordre décroissant. Si
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A est de rang r, A a r valeurs singulières non nulles.

La SVD est très pratique pour obtenir numériquement A+. Il est prouvé dans [32] que

A+ = VΣ+UT (201)

où Σ+ est la matrice diagonale rectangulaire de taille M ×N contenant les inverses des
valeurs singulières non nulles sur sa diagonale et des zéros autre part.

La SVD permet également d’obtenir efficacement la matrice chapeau, et donc l’erreur
PRESS. En effet,

H = AA+ = UΣVTVΣ+UT = UΣΣ+UT = UrU
T
r (202)

où Ur est la matrice carrée contenant les r premières lignes et colonnes de U. La diagonale
de H, nécessaire pour obtenir l’erreur PRESS, est alors égale

hi,i =
r∑

j=1

[
(Ur)i,j

]2 (203)

Ainsi, l’entièreté des matrices U et V n’est pas nécessaire pour obtenir A+ et la diago-
nale de H. Seules les r premières colonnes de U, de Σ et les r premières lignes de VT

(correspondant aux valeurs singulières non nulles) sont nécessaires. Obtenir ces matrices
réduites est connu sous le nom de « SVD compacte ».

Algorithm 1 Pseudo-code appliquant l’OLS et obtenant l’erreur PRESS correspondante
A← N ×M matrice d’information
B← vecteur de taille N contenant les valeurs de la QOI sur les observations d’entrai-
nement.
U, Σ, V← SVD(A) (forme compacte)
Σ+ ← Matrice de taille min(N,M) ×min(N,M) avec 1

σi,i
sur sa diagonale et 0 autre

part
X← VΣ+UTB
H←∑r

j=1

[
(U)i,j

]2 (Ici H est le vecteur contenant les termes diagonaux de la matrice
chapeau et non pas la matrice en elle-même)
Y = AX

δ ← 1
N

N∑
i=1

(
Yi−Bi

1−Hi

)2
Return X, δ

L’Algorithme 1 présente le pseudo-code permettant d’effectuer numériquement l’OLS et
d’obtenir l’erreur PRESS correspondante en utilisant les méthodes décrites précédem-
ment.
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Si A est mal conditionnée, l’utilisateur peut ignorer un ensemble de valeurs singulières
ayant une valeur inférieure à un seuil donné, ne prenant en compte que r̂ ≤ r valeurs
singulières à la place de r.

On considère N ≥ M , sans perte de généralité (si M > N , les opérations peuvent être
conduites sur la transposée de la matrice). Dans le cas le plus coûteux, r = M . La
complexité temporelle d’un produit matriciel entre une matrice A de taille N ×M et
une matrice B de taille M × P est en O(M3 + M2N + MN) = O(M2N). D’après les
connaissances de l’auteur, la complexité de la SVD compacte est en O(M2N). Ainsi, la
complexité temporelle de l’algorithme OLS présenté ici est en O(M2N).

2.5.3.7 Utilisation des propriétés d’orthogonalité

Une fois le métamodèle PC obtenu, l’utilisation de ses propriétés d’orthogonalité permet
d’accéder à des informations sur la QOI.

En effet, son espérance est directement estimée par la valeur du premier coefficient α0

E(f̃) ≈ E(f̂) =< f̂, 1 >Hd
=< f̂,ΦHd

0 >Hd
= α0 (204)

La variance est quant à elle estimée par

D(f̃) ≈ D(f̂) =< f̂, f̂ >Hd
−α2

0 =
∑

k∈K(d)
n \{0}

α2
k (205)

les propriétés d’orthogonalité peuvent également permettre d’accéder aux indices de Sobol
et indices de Sobol totaux [64, 15]. En effet, le terme f̃

(j)
i de la décomposition ANOVA

(152) pour le métamodèle g-PC f̂ est identifié comme étant

f̃
(j)
i ≈ f̂

(j)
i =

∑
k∈K(d)

n

αkΦ
Hd
k ∆̃

S(i)
k,0 (206)

Cette fonction est la somme des termes de l’expansion PC traduisant les effets de l’in-
teraction i. Ces termes sont ceux qui dépendent de l’intégralité des j xm indexés par
l’interaction i et seulement de ce groupe de j paramètres. Cela se traduit par le fait
d’être un monôme indexé par un indice k dont les composantes indexés par i sont non
nulles et dont toutes les autres sont nulles. Cette propriété est modélisée mathémati-
quement par ∆̃

S(i)
k,0 . La somme de ces termes donne bien f̂ , et ces termes respectent la

propriété (154). Par unicité, il s’agit bien des termes de la décomposition ANOVA.

Ainsi, d’après (159)

D
(j)
i =

∑
k∈K(d)

n

(αk)
2∆̃

S(i)
k,0 (207)
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Comme la quantité D
(T )
i est la somme de tous les D(j)

i où i apparait, il s’agit de la somme
de toutes les composantes ayant une dépendance en xi.

D
(T )
i =

∑
k∈K(d)

n

(αk)
2(1− ∆̃

S(i)
k,0 ) (208)

Les indices de Sobol peuvent alors être estimés une fois les coefficients du chaos obtenus.
Contrairement aux méthodes MC (Cf. section 2.4.3.5), qui nécessitent de nouvelles ob-
servations pour estimer chaque D

(j)
i , l’intégralité des observations peut être utilisée pour

apprendre les coefficients du métamodèle PC, qui permet ensuite de déterminer l’inté-
gralité des D(j)

i . Un meilleur balayage de l’espace est alors possible et le coût d’obtention
des indices de Sobol est réduit.

2.5.3.8 Limites du chaos polynomial

Les métamodèles PC peuvent approcher une QOI présentant une dépendance assez ré-
gulière par rapport aux paramètres d’entrée avec précision. Néanmoins, ils se heurtent à
deux limitations.

• Le nombre de composantes du polynôme est sujet à la malédiction de la dimension,
évoluant d’après la formule (169). Pour un grand nombre de paramètres d’entrée (en
haute dimension), utiliser un degré de troncature suffisamment élevé peut devenir
trop coûteux.

• La précision du métamodèle est altérée pour une QOI possédant des irrégularités
ou des discontinuités dans son évolution par rapport aux paramètres d’entrée. La
Figure 8 illustre cette perte de précision pour une QOI constante par morceaux
f̃ 1d−discontinuous ne dépendant que d’une variable. Le phénomène de Gibbs induit
que, même en augmentant le degré de troncature du métamodèle, les oscillations
proches de la discontinuités perdurent et altèrent la précision.

f̃ 1d−discontinuous(x) =

{
−1 if x < 1

2

1 otherwise (209)

Le système dynamique du vol qui est étudié dans les travaux présente de nombreuses
bifurcations, bifurcations qui se traduisent par des irrégularités et des discontinuités dans
la dépendance de la QOI par rapport aux paramètres d’entrée à un certain instant. Il est
donc nécessaire d’utiliser une variante des métamodèles PC pour obtenir un métamodèle
précis.
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Figure 8 – Tracé de f̃ 1d−discontinuous(x) (en pointillés) et de son approximation PC
f̂ 1d−discontinuous(x) (en trait plein) avec un degré n = 150.

2.6 Améliorations possibles des polynômes du chaos

2.6.1 Polynômes du chaos arbitraires

Cette amélioration [47] suit la généralisation g-PC afin de proposer une base de polynômes
orthogonaux pour des paramètres d’entrée suivant une distribution quelconque. Cette
approximation porte le nom d’« arbitrary Polynomial Chaos » (aPC). Ce choix répond
au fait que la connaissance sur les données des paramètres d’entrée et de la QOI n’est
pas complète. La distribution, ainsi que de potentielles dépendances entre les paramètres
d’entrée, peuvent ne pas être connues. La pdf de ces paramètres d’entrée n’est donc pas
approchée par une loi commune et n’a pas besoin d’être connue ni explicitée. Seul un jeu
de données est nécessaire. Dans [47], les moments stochastiques des données sont utilisés
pour construire la base. L’article cite également d’autres méthodes pour obtenir cette
base, comme l’algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Dans notre étude, les
distributions des variables modélisant les incertitudes et les lacunes sont estimées et leur
pdfs sont approchées par des lois communes. La méthode aPC n’est donc pas utilisée.

88



2.6.2 Polynômes du chaos épars

Pour contrer la malédiction de la dimension, il est proposé dans [8] de ne pas utiliser tous
les termes de la série correspondant à un k ∈ K(d)

n . Dans l’article, une méthode est suggérée
pour ignorer certains termes de haut degré concernant les interactions d’ordre supérieur,
ayant moins de chance d’avoir de l’impact sur la QOI. De plus, une méthode de sélection
itérative des termes du modèle, basée sur la méthode de « Least Angle Regression », est
proposée. Les polynômes du chaos épars ne sont pas utilisés dans l’étude. Comme des
métamodèles ME sont privilégiés, le degré des polynômes locaux peut être relativement
faible, ce qui contre déjà la malédiction de la dimension. L’utilisation des polynômes du
chaos épars pourra représenter un axe d’amélioration des modèles développés par la suite.

2.6.3 Utilisation d’une autre base

Pour contrer la perte de précision des modèles g-PC pour une QOI irrégulière ou discon-
tinue, des métamodèles ayant une structure non polynomiale mais proche des polynômes
du chaos sont envisagés.

Dans [14], le modèle envisagé est un quotient de deux séries de polynômes. La forme
de la fonction permet un apprentissage rapide du méta-modèle, mais contrairement aux
modèles PC, aucun lien analytique ne relie les coefficients du modèles aux informations
stochastiques. Ce métamodèle est utilisé pour obtenir des échantillons plus rapidement
lors des méthodes MC. Dans l’étude du système dynamique du vol, il est souhaité que
le métamodèle ait un lien analytique avec les indices de Sobol pour pouvoir être utilisé
afin de réaliser une analyse de sensibilité. Cette base n’est donc pas utilisée dans le cas
de l’étude.

Dans [39], une base orthogonale de fonctions sous forme des « ondelettes » de Haar
est envisagée. À l’instar des polynômes du chaos, les propriétés orthogonales permettent
d’accéder analytiquement aux propriétés stochastiques de la QOI. Néanmoins, d’après
[39], l’approximation offre un métamodèle précis en présence de discontinuités, mais est
surpassée par les polynômes du chaos standard dans le cas d’une QOI régulière. Dans
l’étude du système dynamique du vol, comme l’évolution temporelle des variables d’état
est approchée, ces variables sont régulières dans les premiers instants, puis peuvent deve-
nir irrégulières et/ou discontinues à des instants plus avancés. L’utilisation des ondelettes
n’est donc pas considérée pour l’étude.

Une solution pour approcher une QOI irrégulière ou discontinue est d’utiliser un méta-
modèle ME. Il s’agit d’un modèle polynomial par morceaux. Ils sont décrits plus en détail
à la section 2.6.4.

2.6.4 Métamodèles multi-éléments

Les métamodèles ME consistent à partitionner l’espace des paramètres Hd en NE ∈ N∗

sous-ensembles appelés éléments.
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Hd =

NE⋃
e=1

Ee (210)

Ee1

⋂
Ee2 = ∅ if e1 ̸= e2 (211)

Une fois la partition effectuée, un métamodèle PC local f̂e est entrainé sur chaque élément
Ee sur les observations d’entrainement situés dans l’élément. Le métamodèle ME-PC
global est donc un modèle par morceaux composé de tous les modèles locaux. Comme les
propriétés d’orthogonalité ne sont pas utilisée pour apprendre le modèle, la base canonique
de R[X1, ..., Xd] est utilisée pour les modèles locaux.

f̂(x) =

NE∑
e=1

f̂e(x)IEe(x) =

NE∑
e=1

(
Me∑
j=1

cejΨ
(d)
j (x)

)
IEe(x) (212)

où Me est le nombre de termes de la série polynomiale locale f̂e et IEe est la fonction
indicatrice de l’élément Ee satisfaisant

IEe(x) =

{
1 if x ∈ Ee

0 otherwise (213)

Dans les applications numériques, le rôle de la fonction indicatrice peut être réalisé par
une condition si les équations des frontières entre les éléments sont connues, ou ce rôle
peut être joué par un classifieur. L’annexe A discute des différents classifieurs en détail.
Une fois les métamodèles locaux et le potentiel classifieur entrainés, pour évaluer le modèle
sur un nouveau point (représentant un nouveau jeu de paramètres d’entrée), l’élément Ee

dans lequel le point se trouve est détecté et le métamodèle local correspondant est utilisé
pour effectuer l’évaluation.

La figure 9 reprend l’exemple de la QOI à une variable f̃ 1d−discontinuous(x) définie à la
section 2.5.3.7, avec cette fois ci un métamodèle ME. Le phénomène de Gibbs n’est pas
présent et les degrés des modèles locaux sont de 0.

La première méthode ME, ME-gPC, est présentée dans [69]. Elle repose sur une découpe
de l’espace des paramètres en hyperpavés de plus en plus en petits obtenus par dichoto-
mies successives si un critère de précision n’est pas respecté. Les coefficients sont obtenus
à l’aide d’une méthode intrusive. Son équivalent NI, ME-PCM, est développée dans [19].
Avec ces découpes successives, les irrégularités et les discontinuités sont confinées dans
des hyperpavés de plus en plus petits, ce qui a moins d’impact sur la précision. Le nombre
d’éléments évolue néanmoins de façon importante avec la dimension d et le nombre de
dichotomie réalisée.

Plus récemment, des méthodes ME ont été développées pour éviter les découpes suc-
cessives en hyperpavés de plus en plus petits, en partitionnant l’espace des paramètres
en suivant cette fois-ci la forme des irrégularités ou des discontinuités. Les éléments ne
sont donc plus forcés d’être des hyperpavés. Dans [57], les auteurs utilisent l’inférence
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Figure 9 – Tracé de f̃ 1d−discontinuous(x) (en pointillés) et de son approximation ME (en
trait plein) composé de deux modèles locaux de degré n = 0.

bayésienne pour paramétrer une équation de la discontinuité ou de l’irrégularité et uti-
lisent ensuite la transformation de Rosenblatt comme transformation bijective de chaque
élément en hyperpavé afin d’obtenir les coefficients des métamodèles locaux par projec-
tion pseudo-spectrale. Dans [29], les auteurs proposent une méthode basée sur un échan-
tillonnage adaptatif ainsi que sur la détection de discontinuité qui permet également une
partition de l’espace des paramètres sur des éléments quelconques épousant la forme des
discontinuités. L’utilisation de l’interpolation sur une grille non structurée permet de ne
pas avoir à utiliser de transformation bijective vers un hyperpavé. La seconde méthode
est améliorée dans [26], proposant un échantillonnage adaptatif nécessitant moins d’ob-
servations et utilisant cette fois-ci une machine à vecteurs de support (Support Vector
Machine -SVM, Cf Annexe A) comme classifieur. Néanmoins, la détection de disconti-
nuité se focalise sur les discontinuités et non plus sur les irrégularités comme les premières
méthodes ME. De plus, comme soulevé dans [26], la méthode ne permet pas de détecter
des discontinuités ne parcourant que partiellement l’espace des paramètres.

Le système dynamique du vol est un système pouvant contenir de nombreuses bifurca-
tions. L’objectif est d’étudier l’évolution temporelle des sensibilités de chaque variables
d’état par rapport à des paramètres traduisant des lacunes et des incertitudes. Aux pre-
miers instants, les variables d’état sont régulières, et avec le temps, des irrégularités
risquent d’apparaitre et risquent de se transformer petit à petit en discontinuités avec le
temps. Afin d’éviter la multiplication des hyperpavés dans le cas d’une discontinuité ou
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d’une irrégularité non alignée avec les axes cartésiens, l’utilisation d’une méthode mo-
derne est privilégiée. Néanmoins, la détection des discontinuités ne se focalise que sur les
discontinuités et non pas sur les irrégularités. Les méthodes modernes sont souvent utili-
sées sur des QOI indépendantes du temps possédant une ou plusieurs discontinuités. Dans
[29], la méthode n’est testée que sur des QOI théoriques discontinues et indépendentes
du temps. Dans [26], la méthode est utilisée pour étudier le « problème de rupture en
barrage fluide » à un instant, qui est potentiellement discontinu. De plus, ces méthodes
reposent sur des échantillonnage adaptatifs.

Les travaux de thèse ont alors donné naissance à deux objectifs dépassant le cadre de
la dynamique du vol pour répondre à deux problématiques soulevées concernant les mé-
thodes ME :

• Les méthodes actuelles possèdent des défauts qui ont été soulevés au paragraphe
précédent. Les méthodes classiques ME confinent les irrégularités et les discontinui-
tés, mais peuvent engendrer un nombre de dichotomies important. Les méthodes
reposant sur la détection de discontinuité se focalise sur les discontinuités et non
plus sur les irrégularités et reposent sur un échantillonnage adaptatif. Le Chapitre
3 présente alors le développement d’une nouvelle méthode permettant d’obtenir un
métamodèle ME. La méthode est capable de partitionner l’espace des paramètres
en épousant la forme des discontinuités, mais également des irrégularités, même
si ces dernières ne parcourent que partiellement l’espace. La méthode a également
pour but de fonctionner avec un échantillonnage quelconque. Dans cette méthode,
chaque coefficient de chaque métamodèle local f̂e est obtenu avec l’algorithme OLS
(Cf. section 2.5.3.6) sur les observations d’entrainement situées dans Ee. Un classi-
fieur sous forme de réseau de neurones est utilisé pour jouer le rôle de la fonction
indicatrice. Comme OLS fonctionne sur une grille d’observations d’entrainement
non structurée, aucune transformation bijective vers des variables locales n’est uti-
lisée. Cette méthode a pour but d’améliorer les algorithmes actuels d’obtention de
métamodèles ME, afin qu’il puisse être utilisé dans de nombreux domaines. Il est
de plus conçu pour être adapté à l’approximation des variables d’état du système
dynamique du vol.

• Pour être utilisées, les propriétés d’orthogonalité nécessitent une intégration sur l’en-
semble de l’espace des paramètres, d’après la définition du produit scalaire associé à
ρ. Comme les métamodèles ME sont définis avec des modèles locaux, l’orthogonalité
ne peut pas être utilisé pour trouver les indices de Sobol. Le Chapitre 4 développe
une méthodologie pour palier à ce problème et approcher les indices de Sobol à
partir des coefficients des polynômes locaux d’un métamodèle ME.
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Chapitre 3

Développement de la méthode
ME-ACD

3.1 Introduction

ME-ACD est un algorithme développé dans [66] dans le contexte de la thèse. Ce chapitre
est une version traduite et légèrement modifiée de cet article afin d’être intégrée au manus-
crit. L’algorithme a pour but d’obtenir un métamodèle multi-elements (Multi-Element -
ME) en utilisant les méthodes modernes d’apprentissage automatique (Machine Learning
- ML). Il suit alors les logiques de [57] et [29] en partitionnant l’espace des paramètres sto-
chastiques suivant la forme des discontinuités et des irrégularités. La partition est réalisée
en utilisant le regroupement hiérarchique ascendant sur les observations d’entrainement
représentées dans un espace prenant en compte la valeur des dérivées partielles de la
quantité d’intérêt (Quantity Of Interest - QOI) par rapport aux paramètres d’entrée en
ces points. Le regroupement hiérarchique a déjà été utilisé dans le contexte des modèles
ME dans [58] et [50], mais il est mis en œuvre sur les observations d’entrainement re-
présentées par des points dans un espace prenant en compte la valeur des paramètres
d’entrée et la valeur de la QOI, mais pas celle de ses dérivées partielles.

3.2 Algorithme ME-ACD

3.2.1 Espaces abstraits

Dans la méthode ME-ACD, les observations sont considérées dans différents espaces abs-
traits :

• P : l’espace des paramètres originel de dimension d où les observations ont pour
coordonnées (p1, ..., pd).

• Hd : l’espace des paramètres après la transformation bijective introduite à la sec-
tion 2.2 où les observations ont des coordonnées (x1, ..., xd). Cet espace, qui est
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l’hypercube unité, est celui désigné par « espace des paramètres ».

• F : l’espace de dimension d + 1 où les observations ont pour coordonnées
(x1, ..., xd, f̃(x)). La valeur de la QOI est prise en compte dans cette représenta-
tion.

• D : l’espace de dimension d + 1 où les observations ont pour coordonnées
(f̃(x), ∂f̃

∂x1
(x), ..., ∂f̃

∂xd
(x)). La valeur de la QOI et de ses dérivées partielles par rap-

port aux paramètres d’entrée sont prises en compte dans cette représentation.

De ce fait, une observation peut être représentée dans ces différents espaces. L’objectif
des méthodes ME est de partitionner l’espace des paramètres Hd en NE sous-ensembles
Ee pour ensuite entrainer des métamodèles locaux sur chacun de ces éléments. Pour ef-
fectuer cette partition, le regroupement hiérarchique ascendant est utilisé. Le résultat
de ce regroupement est différent selon l’espace dans lequel les observations sont repré-
sentées. L’espace doit être sélectionné pour que le regroupement hiérarchique ascendant
induise une partition efficace de l’espace des paramètres en présence de discontinuités
et en présence d’irrégularités. L’espace sélectionné est alors D, mais les autres espaces
interviennent également dans l’algorithme.

3.2.2 Étapes de l’algorithme

ME-ACD est un algorithme en 5 étapes :

• Étape 1 - Échantillonnage de l’espace des paramètres : l’espace des paramètres
est échantillonné avec un échantillonnage au choix de l’utilisateur. La valeur de la
QOI est ensuite obtenue sur chaque échantillon. Les observations peuvent alors être
représentées dans les espaces P , Hd et F .

• Étape 2 - Génération de la matrice d’information globale : les métamodèles locaux
sont obtenus à l’aide de la méthode des moindres carrés (Ordinary Least Square -
OLS). Mais pour chaque élément et chaque degré de métamodèle polynomial testé,
la création d’une nouvelle matrice d’information n’est pas nécessaire. Ces matrices
sont les sous-matrices d’une matrice d’information prenant en compte toutes les
observations d’entrainement et le degré maximal nmax considéré. Cette matrice,
dite globale, est générée une fois pour toute lors de cette étape de prétraitement.

• Étape 3 - Estimation des dérivées partielles : afin de pouvoir représenter les ob-
servations dans l’espace D pour utiliser le regroupement hiérarchique ascendant,
il nous faut obtenir les valeurs des dérivées partielles de la QOI par rapport aux
paramètres d’entrée sur les échantillons. Cette étape de prétraitement utilise alors
la méthode OLS pour estimer la valeur de ces dérivées partielles.

• Étape 4 - Partitions de l’espace des paramètres et entrainement des modèles locaux :
cette étape est le cœur de l’algorithme. En utilisant le regroupement hiérarchique
ascendant sur les observations représentées dans l’espace D, des groupes d’observa-
tions sont créés. Ces groupes représentent les éléments de la partition de l’espace des
paramètres. Des partitions possédant entre NEmin

et NEmax éléments sont testées, et
pour chaque élément de chaque partition, des métamodèles polynomiaux de degré
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nmin à nmax sont testés. Le degré est sélectionné comme étant celui correspondant
au métamodèle locale menant à une erreur PRESS minimale. La partition minimi-
sant le maximum des erreurs PRESS des métamodèles locaux de degré optimal est
sélectionnée.

• Étape 5 - Entrainement du classifieur : une fois une partition obtenue à l’étape 4,
un classifieur est entrainé afin de savoir quel métamodèle local utiliser lors d’un
appel au métamodèle ME sur une combinaison de paramètres d’entrée ne faisant
pas partie des observations d’entrainement.

Ces 5 étapes sont décrites plus en détail dans les sections suivantes.

3.2.3 Étape 1 - Échantillonnage de l’espace des paramètres

La première étape consiste à échantillonner l’espace des paramètres Hd afin d’obtenir l’en-
semble d’entrainement T = {xi}Ni=1 de N observations d’entrainement. Un des objectifs
de ME-ACD est de fonctionner sur chaque échantillonnage, pour qu’il puisse être utilisé
sur des données expérimentales par exemple. En ce sens, la méthode ne repose pas sur un
échantillonnage adaptatif, contrairement aux méthodes [29, 26]. Dans ces travaux, à des
fins théoriques, les séquences quasi-aléatoires de Sobol [61] sont utilisées. Tout comme
l’échantillonnage par hypercube latin, cette séquence a pour but d’échantillonner l’espace
de dimension d en laissant moins de zones éparses dans l’hypercube que les méthodes de
Monte-Carlo. Plus d’informations concernant cet échantillonnage sont disponibles dans
[31]. Les nombre initiaux utilisés pour générer ces séquences sont ceux suggérés par les
auteurs et sont disponibles sur le site web : https ://web.maths.unsw.edu.au/ fkuo/sobol/
(dernier accès : 01/04/2022).

Avec cette stratégie, l’hypercube unité Hd est échantillonné et les pi correspondant aux
observations d’entrainement xi sont obtenus en inversant la formule (139). Dans certains
cas, une modification légère est de rigueur pour les observations localisées sur les hy-
perfaces de l’hypercube. Pour éviter qu’un pi correspondant ait une coordonnée infinie
pour une loi de distribution normale par exemple, le xi peut être translaté d’une distance
de ϵ = 10−3 par rapport aux hyperfaces sur lesquelles il est normalement situé. Cela se
traduit par l’ajout de ϵ à toutes les composantes nulles des xi et d’un retrait de ϵ à toutes
les composantes égales à l’unité des xi.

La figure 10 montre un échantillonnage de Monte-Carlo ainsi qu’un échantillonnage de
Sobol pour un espace des paramètres 2D. 500 observations de p avec p1 suivant une
loi uniforme sur [1, 1.5] et p2 suivant une loi normale de moyenne 10 et d’écart-type 5
échantillonnées avec les deux méthodes sont représentées dans Hd et dans P . Les échan-
tillonnages sont très proches, mais l’échantillonnage de Sobol est élaboré pour garantir
une meilleure homogénéité.

Une fois l’échantillonnage réalisé, la QOI est évaluée sur toutes les observations d’entrai-
nement de T pour obtenir un vecteur B ∈ RN avec :
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Figure 10 – N = 500 observations générées par les deux méthodes d’échantillonnage.
(a) Échantillonnage de Monte-Carlo dans Hd. (b) Transformation de l’échantillonnage
de Monte-Carlo dans P . (c) Échantillonnage de Sobol dans Hd. (d) Transformation de
l’échantillonnage de Sobol dans P .

Bi = f̃(xi) = f(pi) (214)

La complexité temporelle de la génération d’une séquence de Sobol est en O(N × d). La
complexité temporelle de l’évaluation de la QOI est indépendante de l’algorithme.

Cette étape est optionnelle si l’algorithme est utilisé sur des données déjà obtenues ;
l’échantillonnage étant déjà réalisé.

3.2.4 Étape 2 - Génération de la matrice d’information globale

Lors de l’étape 4 de l’algorithme, décrite ci-après, l’espace des paramètres Hd est parti-
tionné et la méthode OLS est utilisée avec des métamodèles polynomiaux de degré allant
de nmin à nmax pour trouver les coefficients des métamodèles locaux. Un avantage majeur
de l’utilisation de la méthode OLS dans l’approche adoptée est qu’il n’est nécessaire de
générer qu’une unique matrice d’information. Cette matrice est nommée matrice d’infor-
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mation globale. Quand la méthode OLS est appelée pour apprendre les coefficients d’un
métamodèle local, seule une sous-matrice de cette matrice globale sera utilisée. Les lignes
de cette sous-matrice sont les lignes correspondantes aux observations d’entrainement
situées dans l’élément. Ses colonnes sont les premières M(n, d) colonnes selon le degré n
du métamodèle considéré. Cette matrice d’information globale, noté A, est une matrice
de taille N ×M(nmax, d). Les termes de cette matrice s’écrivent :

Ai,j = Ψj(xi) (215)

où ici j est un indice scalaire correspondant à un certain multi-indice k (Cf. section
2.5.1.2)

Ψj =
d∏

m=1

Xkm
m (216)

n =
d∑

m=1

km (217)

avec n ∈ [0, nmax] le degré de Ψj.

Utiliser une méthode naïve pour générer cette matrice d’information implique le fait de
devoir re-générer chaque composante (xi)

km
m pour le calcul de chaque Ψj(xi) menant ainsi

à une complexité temporelle en O(d2) pour l’obtention de chaque Ψj(xi). La complexité
temporelle de la génération de la matrice globale est alors en O

(
N ×M(nmax, d)× d2

)
.

Au lieu d’utiliser cette méthode naïve, pour chaque xi, les valeurs de chaque (xi)
km
m

peuvent être stockées dans une matrice D(i) de taille d×nmax avec D
(i)
m,l = (xi)

l
m. Chaque

terme Ai,j est ainsi le produit de termes de D(i)

Ai,j =
d∏

m=1

D
(i)
m,km

(218)

Avec cette méthode, la génération de la matrice D(i) a une complexité temporelle en
O(d×nmax). La génération du terme Ψj(xi) est en O(d). Ainsi, la complexité temporelle
de la génération de la matrice globale est alors en O

(
N×d×nmax+N×M(nmax, d)×d

)
=

O
(
N ×M(nmax, d)× d

)
.

L’Algorithme 2 est le pseudo-code de la génération de la matrice d’information globale
avec cette méthode.
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Algorithm 2 Pseudo-code de la génération de la matrice d’information globale
d← nombre de paramètres d’entrée (dimension de l’espace des paramètres)
T ← paramètres d’entrée correspondant aux observations d’entrainement échantillon-
nées à l’étape 1
nmax ← degré maximal souhaité pour les métamodèles locaux
M ← (nmax+d)!

nmax!d!

Initialisation d’une matrice A de taille N ×M avec des zéros
for i ∈ [1, N ] do

x← Ti
Initialisation d’une matrice D de taille d× nmax avec des zéros
for l ∈ [1, d] do

for m ∈ [1, nmax] do
Dl,m ← xm

l

end for
end for
for j ∈ [1,M ] do

k← multidégré du polynôme multivarié correspondant au degré scalaire j
a = 1
for l ∈ [1, d] do

a← a×Dl,kl

end for
Ai,j ← a

end for
end for

3.2.5 Étape 3 - Estimation des dérivées

À l’étape 4 de l’algorithme, le regroupement hiérarchique ascendant est utilisé sur les
observations représentées comme des points de D. Les valeurs des dérivées partielles du
QOI sur la grille non structurée des points d’entrainement doivent alors être estimées.
Pour ce faire, la formule de Taylor au premier ordre est utilisée. Pour deux observations
différentes x et x′ assez proches dans l’espace Hd

f̃(x) ≈ f̃(x′) +
∂f̃

∂x1

(x′)× (x1 − x′
1) + ...+

∂f̃

∂xd

(x′)× (xd − x′
d) (219)

Ainsi, les valeurs des dérivées partielles du QOI pour un point donné x′ peuvent être
obtenues en utilisant la méthode OLS, cette fois-ci pour résoudre la formule de Taylor
avec l’observation et ses plus proches voisins. {xi}Nneigh

i=1 désignant l’ensemble des Nneigh

plus proches voisins de x′, le système suivant doit être résolu

 x1
1 − x′

1 · · · x1
d − x′

d
...

...
x
Nneigh

1 − x′
1 · · · x

Nneigh

d − x′
d




∂f̃
∂x1

(x′)
...

∂f̃
∂xd

(x′)

 =

 f̃(x1)− f̃(x′)
...

f̃(xNneigh)− f̃(x′)

 (220)

Il ne reste plus qu’à déterminer quelles observations sont considérées comme voisines de
x′. Une première idée serait de considérer comme voisines les observations correspondant
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aux points les plus proches dans Hd. Néanmoins, si la QOI est discontinue, le calcul des
dérivées avec des observations situées dans de part et d’autre de la discontinuité serait al-
téré comme la QOI n’est pas dérivable dans cette zone. De ce fait, les Nneigh plus proches
voisins sont déterminés comme étant les plus proches voisins de l’observation correspon-
dant à x′ dans l’espace F . Dans le calcul des dérivées partielles, il y a donc de grandes
chances que seuls les points venant du même côté de la discontinuité soient considérés
comme voisins. L’algorithme « Ball-tree » [48] est utilisé pour la recherche de ces voisins.
Pour déterminer le nombre de voisins optimal Nneigh entre kmin et kmax, l’algorithme OLS
est utilisé avec toutes les valeurs entre ces deux bornes, et le nombre de voisins menant
à l’erreur PRESS (Predicted Residual Sum of Squares) minimale est sélectionné.

Ainsi, les observations peuvent dorénavant être représentées par des points de l’espace D
et le regroupement hiérarchique ascendant peut être réalisé sur ces points. L’Algorithme
3 présente le pseudo-code de l’étape 3.

Cette étape contient la construction d’un Ball-tree sur les N observations d’entrainement
représentées comme des points d’un espace de dimension d + 1. Le coût temporel de la
construction de ce Ball-tree est en O(Nlog(N)) [48]. Selon les connaissances de l’auteur,
le coût de parcours de ce Ball-tree est en O(d log(N)), et donc le coût de parcours pour
obtenir les plus proches voisins est en O(dN log(N)). Cette étape contient également la
création d’une matrice d’information pour chaque observation d’entrainement, pour une
complexité temporelle totale en O(N × dkmax), et kmax − kmin + 1 régressions avec des
sous-matrices de taille Nneigh × d de cette matrice sont effectuées. Si kmin et kmax sont
proportionnels à d, la complexité de ces régressions pour une observation et en O(d4).
Ainsi, la complexité de cette étape a plus de chance d’être dominée par les régressions et
est en O(N × d4).

3.2.6 Étape 4 - Partition de l’espace des paramètres et entraine-
ment des modèles locaux

Cette étape est l’étape principale de la méthode ME-ACD. Elle consiste à tester différentes
partitions de l’espace des paramètres Hd en utilisant le regroupement hiérarchique ascen-
dant et à sélectionner celle menant aux modèles locaux les plus précis. Des partitions avec
NE ∈ [|NEmin

, NEmax|] éléments sont considérées, menant ainsi à Np = NEmax −NEmin
+1

partitions testées. Dans cette section, comme plusieurs partitions sont considérées, un élé-
ment est désigné par Ep,e, où p ∈ [|1, Np|] est l’indice de la partition à NE = NEmin

+p−1
éléments et e ∈ [|1, NE|] est l’indice de l’élément dans sa partition. E1,e correspond alors
à l’élément e de la partition à NEmin

éléments et ENp,e correspond à l’élément e de celle
à NEmax éléments.

Dans la méthode du regroupement hiérarchique ascendant, chaque point de l’espace consi-
déré débute dans son propre groupe et, à chaque étape, les 2 groupes les plus proches
sont fusionnés, jusqu’à ce que le nombre de groupe souhaité soit atteint. La méthode
Ward [71] est utilisée. Avec cette méthode, les deux groupes ayant la la somme des car-
rés des distances entre paires de points (entre un point du premier groupe et un point
du second) sont fusionnés à chaque étape. Pour profiter de l’approche ascendante, seule
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Algorithm 3 Pseudo-code de l’étape 3

d← nombre de paramètres d’entrée (dimension de l’espace des paramètres)
T ← paramètres d’entrée correspondant aux observations d’entrainement échantillon-
nées à l’étape 1
B← valeurs de la QOI sur les observations d’entrainement obtenues à l’étape 1
Initialisation d’une matrice D de taille N × d avec des zéros.
Construction du Ball-tree avec les données d’entrainement considérées comme des
points de F (utilisant les informations de T et de B)
J← une matrice de taille N × kmax où chaque ligne contient les indices des kmax plus
proches voisins de l’observation d’indice celui de la ligne, rangés du plus proche au plus
éloigné
for i ∈ [1, N ] do

x← Ti
I← Ji,:
Initialisation d’une matrice A de taille kmax × d et d’un vecteur F de taille kmax

avec des zéros
for m ∈ [1, kmax] do

Fm ← Bi −BIm

for l ∈ [1, d] do
Am,l ← xl − TIm,l

end for
end for
Initialisation d’une matrice C de taille d× (kmax − kmin + 1) et d’un vecteur E de

taille kmax − kmin + 1 avec des zéros
for m ∈ [kmin, kmax] do

C:,m−kmin+1, Em = OLS (A1:m,:, F1:m)
end for
kopt ← argmin

m∈[kmin,kmax]

Em

Di,: ← C:,kopt

end for
return(D)

la partition à NEmin
éléments est effectuée. Les partitions ayant de NEmin

+ 1 à NEmax

éléments correspondent aux dernières étapes du regroupement hiérarchique ascendant à
NEmin

éléments, et sont alors également accessibles. Depuis la partition à NE = NEmax

éléments, deux des éléments sont fusionnés, menant ainsi à la partition à NEmax − 1 élé-
ments et ainsi de suite jusqu’à ce que la partition à NE = NEmin

soit atteinte. De ce fait,
les éléments des partitions à NE < NEmax sont des unions des éléments de la partition à
NEmax éléments. Une façon compacte de stocker cette information est d’associer un entier
à chaque observation d’entrainement correspondant à l’indice e de l’élément ENp,e de la
partition à NEmax éléments dans lequel le point associé à l’observation se trouve. Comme
les éléments Ep,e d’une certaine partition sont des unions des éléments ENp,e, les éléments
peuvent être stockés comme une liste d’entiers correspondant aux indices des éléments
ENp,e qui le composent.

L’information concernant toutes ces partitions obtenus par le regroupement hiérarchique
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peut alors être stockée sous la forme :

• D’un vecteur L de taille N contenant les entiers associés à chaque observation
d’entrainement, entier étant égal à l’indice e de l’élément ENp,e (de la partition à
NEmax éléments) dans lequel elle se trouve ;

• De Np listes d’éléments Ep, une par partition testée, contenant NE éléments Ep,e.
Comme Ep,e est l’union de certains éléments ENp,e′ , un élément est représenté comme
une liste d’entiers, entiers correspondant aux indices e′ des éléments ENp,e′ qui le
composent.

La figure 11 illustre cette idée par un diagramme ayant une structure arborescente. Dans
cet exemple, NEmin

= 2 et NEmax = 4. Les éléments sont représentés par des cercles et
chaque étape du regroupement hiérarchique est une profondeur de l’arbre. Dans l’exemple,
L est un vecteur de taille N contenant des entiers allant de 1 à 4 et il y a 3 listes :

• E1 est une liste contenant les éléments E1,e stockés sous la forme de E1,1 = [1] et
E1,2 = [2, 3, 4] ;

• E2 est une liste contenant les éléments E2,e stockés sous la forme de E2,1 = [1],
E2,2 = [2, 3] et E2,3 = [4] ;

• E3 est une liste contenant les éléments E3,e stockés sous la forme de E3,1 = [1],
E3,2 = [2], E3,3 = [3] et E2,4 = [4]

Avec cette structure de données, pour une partition donnée, les observations situées dans
un élément Ep,e sont celles dont l’entier associé dans le vecteur L fait parti des entiers de
la liste représentant Ep,e. Par exemple, une observation située dans E1,2 dans l’exemple
précédent a un entier associé de 2, 3 ou 4 (correspondant aux indices des éléments de la
partition à NEmax éléments dont l’union est E1,2).

Appliquer le regroupement hiérarchique sur les observations d’entrainement représentées
dans différents espaces mène à des résultats différents. Effectuer un regroupement hié-
rarchique dans Hd n’aurait pas d’intérêt. L’effectuer avec les observations considérées
comme des points de F partitionnerait efficacement l’espace des paramètres pour une
QOI discontinue, mais pas pour le cas d’une QOI continue irrégulière. Une irrégularité
d’une QOI est due à une variation rapide de ses dérivées partielles. L’idée est alors d’uti-
liser le regroupement pour obtenir des éléments dans lesquels la QOI a des valeurs de
dérivées partielles variant peu. De ce fait, le regroupement hiérarchique est effectué sur
les observations représentées comme étant des points de D. Ainsi, l’espace des paramètres
Hd est partitionné selon les discontinuités, comme la valeur de la QOI est présente dans
les coordonnées d’un point de D, et selon les irrégularités, comme les valeurs des déri-
vées partielles sont aussi présentes dans ces coordonnées. La figure 12 représente le tracé
des observations de deux QOI dépendant d’une seule variable f̃ 1d−discontinuous (définie par
(209)) et f̃ 1d−irregular (définie par (221) ci-dessous). Les observations sont représentés dans
les espaces D et F . f̃ 1d−irregular est une QOI continue irrégulière définie par
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NE = NEmax

NE = NEmin

E3,1 E3,2 E3,3 E3,4

E2,1 E2,2 E2,3

E1,1 E1,2

Ω

Figure 11 – Diagramme en structure arborescente donnant un exemple de regroupement
hiérarchique ascendant. Les groupes (les éléments) sont représentés par des cercles et les
étapes de NEmax = 4 à NE = 1, sont illustrées ; NEmin

= 2 dans cet exemple ; l’algorithme
de regroupement n’effectue donc pas réellement l’étape NE = 1.

f̃ 1d−irregular(x) = 10 tanh

(
10(x− 1

2
)

)
(221)

Comme d = 1 pour les exemples de la figure, l’échantillonnage est une grille uniforme 1D
avec un pas constant. La figure 12 illustre comment le regroupement est effectué dans
l’espace D (sous-figures (b) et (d)), et comment il permet de partitionner l’espace des
paramètres H1 = [0, 1] afin d’utiliser des modèles locaux de degré inférieur (sous-figures
(a) et (c)) dans ces deux exemples.

Un diagramme de connectivité entre les observations d’entrainement représentés dans Hd

peut également être réalisé avant le regroupement (comme étape optionnelle entre l’étape
3 et l’étape 4). Avec un tel diagramme, seuls les groupes ayant au moins un couple de
points connectés entre eux peuvent fusionner. Ainsi, cela réduit les chances de fusionner
deux groupes étant situés loin de l’autre dans Hd. Une façon de réaliser ce diagramme est
de connecter chaque observations avec ses kconnect plus proches voisins dans Hd, kconnect
étant un hyperparamètre à choisir. Le choix d’utiliser ou non un tel diagramme de connec-
tivité est modélisé par un booléen isConnect.

Une estimation imprécise des dérivées partielles calculées à l’étape 3 peut altérer l’étape
de partition, mais si les coordonnées d’un point ne sont pas bien calculées, il a des chances
d’être vu comme étant un « outlier » dans D et a de grande chance d’être isolé par la
partition, créant néanmoins un élément non nécessaire. Des actions peuvent être effec-
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Figure 12 – Tracé de 50 observations pour 2 QOI f̃ 1d−discontinuous et f̃ 1d−irregular repré-
sentées par des points dans les espaces F et D. Les différentes couleurs des observations
représentent les éléments dans lequel elles se situent. (a) Observations de f̃ 1d−discontinuous

représentées dans F . (b) Observations de f̃ 1d−discontinuous représentées dans D. (c) Obser-
vations de f̃ 1d−irregular représentées dans F . (d) Observations de f̃ 1d−irregular représentées
dans D.

tuées pour retirer ces observations de l’ensemble d’entrainement, ne comptant ainsi plus
l’élément supplémentaire.

Pour chaque partition, des modèles locaux sont entrainés sur chacun des éléments. Une
fois les Np partitions obtenues, celle menant aux modèles locaux les plus précis est gardée.
Le critère de sélection de la partition optimale est basée sur les erreurs PRESS des modèles
locaux. La partition à NE ∈ [NEmin

, NEmax ] est considérée. Pour chacun de ses éléments
Ep,e, un métamodèle local est entrainé en utilisant la méthode OLS sur les observations
situées dans l’élément afin d’obtenir les coefficients du modèle par chaos polynomial
(Polynomial Chaos - PC). Comme souligné plus haut à la section 2.5.3.6, le degré de
troncature optimal du modèle polynomial est déterminé. Pour chaque métamodèle local,
des régressions sont effectuées pour un degré de troncature entre nmin et nmax. Le degré
de troncature choisi est celui minimisant l’erreur PRESS δp,e,n du métamodèle local f̃e
considéré sur les observations d’entrainement situées dans l’élément Ep,e de la partition p
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à NE éléments et avec un degré de troncature n. En réalité, l’erreur PRESS δp,e,n utilisée
est l’erreur PRESS normalisée par le maximum de la valeur absolue prise par la QOI sur
ses observations d’entrainement.

δp,e = min
n∈[nmin,nmax]

δp,e,n (222)

Cette erreur δp,e représente la précision du métamodèle local f̃e entrainé sur les observa-
tions situées dans Ep,e et ayant un degré optimal situé entre nmin et nmax. L’erreur δp,
image de la précision de la partition p à NE éléments, est définie comme étant la valeur
maximale des erreurs δp,e de tous les métamodèles locaux entrainés sur leur élément avec
un degré optimal :

δp = max
e∈[1,NE ]

δp,e (223)

Pour obtenir la partition optimale parmi toutes celles testées, celle à NEmin
éléments est

tout d’abord considérée. Les métamodèles locaux de chacun des éléments de cette parti-
tion sont entrainés avec un degré optimal. D’une partition à la suivante, seul un élément
est séparé en deux, redescendant la structure arborescente du regroupement hiérarchique.
De ce fait, à chaque nouvelle partition testée, seuls les métamodèles locaux sur les deux
nouveaux éléments doivent être entrainés, les autres ayant déjà été entrainés pour une
partition précédente. Lors de ces tests de partitions, un test peut être ajouté : si l’erreur
de sélection δp de la partition considérée est inférieure à un seuil donné δmin, une partition
acceptable est déjà trouvée et tester d’autres partitions n’est plus nécessaire. Ce test est
désigné par la suite par arrêt anticipé de l’algorithme.

Comme il a été dit plus haut à la section 3.2.4, un des avantages majeurs d’utiliser la
méthode OLS dans cette approche est que la matrice d’information globale A, de taille
N ×M(nmax, d), n’est générée qu’une fois, à l’étape 2. Quand une régression pour un mé-
tamodèle local sur un élément est souhaitée, seule une sous-matrice composée des lignes
correspondantes aux observations situées dans l’élément et aux colonnes correspondantes
au degré de troncature (les M(n, d) premières colonnes pour un degré n) est utilisée.

L’Algorithme 4 correspond au pseudo-code de l’étape 4.

La complexité temporelle de cette étape est donnée par celle du regroupement hiérar-
chique ascendant et par celles de toutes les régressions. La complexité temporelle de la
méthode ward est en O(d × N3). Dans un cas sans diagramme de connectivité ni arrêt
anticipé, NEmin

+2×
(
NEmax−NEmin

)
métamodèles locaux sont entrainés. Chaque entrai-

nement nécessite nmax − nmin + 1 appels à la méthode OLS pour obtenir le métamodèle
de degré optimal, dominé par l’appel avec n = nmax. La complexité temporelle de toutes
les régressions est alors en

O
([

NEmin
+ 2×

(
NEmax −NEmin

)]
×
(
max

(
N,M(nmax, d)

)
×min

(
N,M(nmax, d)

)2)
.
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Algorithm 4 Pseudo-code de l’étape 4
d← nombre de paramètres d’entrée (dimension de l’espace des paramètres)
nmin, nmax ← degré minimum et degré maximum testés pour les métamodèles locaux
NEmin

, NEmax ← nombre d’éléments minimum et nombre d’éléments maximum testés
pour les partitions
Np = NEmax −NEmin

+ 1
δmin ← erreur de précision de partition minimale pour un arrêt anticipé potentiel
B← valeurs de la QOI sur les observations d’entrainement obtenues à l’étape 1
A← matrice d’information globale générée à l’étape 2.
D ← valeurs des dérivées partielles de la QOI sur les observations d’entrainement
générées à l’étape 3.
L, E1, ..., ENp ← Résultats du regroupement hiérarchique ascendant (méthode ward) à
NEmin

groupes sur les observations d’entrainement considérées comme des points de D
(utilisant les informations de B et D)
Initialisation de la variable δopt à une valeur très élevée
Initialisation de trois listes vides C, δ et done_elements
for p ∈ [1, Np] do

NE = NEmin
+ p− 1

for e ∈ [1, NE] do
if la liste e de Ep, Ep,e, n’est pas déjà dans done_elements then

Ep,e est ajoutée dans la liste done_elements
I ← indices de L dont les objets sont égaux aux entiers contenus dans Ep,e

b← sous-vecteur de B composés des lignes d’indices dans I.
Initialisation d’une liste vide c et initialisation d’un vecteur δ̃ de taille nmax−

nmin + 1 avec des zéros
for n ∈ [nmin, nmax] do

a ← sous-matrice de A composée de ses M(n, d) premières colonnes et
des lignes d’indices contenus dans I.

le résultat de la méthode OLS avec les matrices a et b est ajouté à la
liste c et l’erreur PRESS correspondante est stockée comme étant δ̃n−nmin+1

end for
nopt ← argmin

n∈[nmin,nmax]

δ̃

cnopt−nmin+1 est ajouté à C
δnopt−nmin+1 est ajouté à δ

end if
end for
δp ← maximum entre les composantes de δ correspondant aux éléments de la par-

tition p
if δp ≤ δopt then

NEopt ← NE

δopt = δp
if δp ≤ δmin then

Arrêt anticipé de l’algorithme
end if

end if
end for
les coefficients des métamodèles locaux sont les coefficients dans C correspondant aux
éléments de la partition à NEopt éléments.
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3.2.7 Étape 5 - Entrainement du classifieur

Une fois que la partition est obtenue, avec ses NE éléments et donc ses NE métamodèles
locaux, un classifieur est nécessaire. En effet, pour les futures évaluations du modèle,
la première étape est de déterminer dans quel élément Ee le point se trouve, pour sa-
voir quel métamodèle local utiliser pour estimer la valeur de la QOI. L’utilisation d’un
métamodèle correspondant au mauvais élément mène à des erreurs très élevées, les méta-
modèles polynomiaux pouvant être très divergents loin des points où ils ont été entrainés.
Ce classifieur est l’équivalent numérique de la fonction indicatrice IEe de la formule (212).

Le choix du classifieur est libre. Dans ces travaux, un perceptron multicouche (Multi
layer Perceptron - MLP) est utilisé (Cf. annexe A). Le classifieur MLP est un réseau de
neurone artificiel utilisé dans le but de classer des observations labellisées par un entier
déterminant à quelle classe elles appartiennent. À l’étape 4, un entier correspondant à
l’élément dans la partition à NE = NEmax éléments est associé à chaque observation d’en-
trainement. Pour l’étape 5, les observations d’entrainement sont associés cette fois-ci à un
entier égal à l’indice de l’élément dans lequel elle se trouve dans la partition à NE éléments.

Pour toutes les applications ci-dessous, le classifieur MLP possède 2 couches cachées de
50 neurones. Pour ces couches cachées, la fonction d’activation est l’unité linéaire rectifiée
(« ReLu »). Pour la couche de sortie, la fonction softmax est utilisée. En terme de fonc-
tion de coût, l’entropie croisée est minimisée. L’entrainement du classifieur est effectué
par rétropropagation avec la méthode Adam [36] (avec les valeurs dégressives classiques
β1 = 0.9 et β2 = 0.999, un mini-batch de 200 observations et nepochs = 200 epochs sur
l’ensemble des observations d’entrainements et un arrêt anticipé si les poids convergent).
Plusieurs classifieurs sont entrainés avec des taux d’apprentissage initiaux différents. Celui
qui maximise le nombre d’observations d’entrainement correctement labellisées, mesure
de la précision du classifieur, est conservé. Dans les travaux, une méthode naïve testant
les Nl taux d’apprentissage initiaux sélectionnés est adoptée. Aucun terme de régularisa-
tion n’est ajouté comme le surapprentissage n’est pas un problème dans cette approche
de classification (toutes les observations d’entrainement doivent être bien classées pour
éviter l’utilisation du mauvais modèle local).

D’après les connaissances de l’auteur, la complexité temporelle d’une étape d’optimisation
des poids du classifieur avec propagation avant, rétropropagation et correction des biais
des moments de la méthode Adam est en O

(
(d×nneurons+n2

neurons+nneurons×NE)×N
)
,

avec nneurons étant le nombre de neurones dans les 2 couches cachées (50 dans les tra-
vaux). Dans ce cas, l’entrainement d’un classifieur est en O(nepochs × n2

neurons × Ntrain),
où nepochs = 200 dans le pire des cas. Ainsi, l’entrainement de tous les classifieurs est en
O(Nl × nepochs × n2

neurons ×N).

L’entrée du classifieur est un point de Hd (un ensemble de valeur de paramètre d’entrée)
qui est l’entrée du métamodèle par morceaux. Ce point est désigné par le point d’évalua-
tion. La sortie du classifieur est un vecteur à NE composantes contenant les probabilités
que le point d’évaluation soit dans l’élément Ee. Ainsi, un test peut être ajouté pour
vérifier si le point d’évaluation est situé dans une zone d’indécision : si la probabilité la
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plus élevée est inférieure à θ, θ ∈ [0, 1] étant un seuil à choisir, le point d’évaluation est
considéré comme situé dans une zone d’indécision. Dans ce cas, le point n’est pas évalué
par le modèle et il est ignoré. θ est un paramètre de compromis. Plus θ est élevé, et plus
de prudence est prise, mais plus de points d’évaluation proches de la frontière entre les
éléments sont ignorés. Avec θ = 0, aucun point d’évaluation n’est ignoré, mais ceux qui
sont situés dans une zone d’indécision ont plus de chances d’altérer la précision du mé-
tamodèle global. En augmentant θ, un point d’évaluation a plus de chance d’être ignoré
s’il affecte la précision. Après une certaine valeur, augmenter θ induit que certains points
d’évaluation sont ignorés même s’ils n’affectent pas la précision. Dans [29], la méthode
multi-éléments minimale présente une procédure similaire, utilisant la résolution de la
stratégie d’échantillonnage pour ignorer des points situés à une distance d’une frontière
inférieure à cette résolution. θ est un paramètre qui peut être affiné après l’entrainement
des modèles locaux et du classifieur.

3.2.8 Résumé

Les paramètres et hyperparamètres numériques de l’algorithme sont :

• N : le nombre d’observations d’entrainement générés par la séquence de Sobol. Cela
détermine la taille de l’ensemble d’entrainement.

• NEmin
: le nombre minimal d’éléments souhaité.

• NEmax : le nombre maximal d’éléments souhaité.

• kmin : le nombre minimal de voisins dans F utilisés dans l’estimation des dérivées
partielles.

• kmax : le nombre maximal de voisins dans F utilisés dans l’estimation des dérivées
partielles.

• nmin : le degré minimal qu’un métamodèle PC local peut avoir.

• nmax : le degré maximal qu’un métamodèle PC local peut avoir.

• δmin : un seuil optionnel pour effectuer un arrêt anticipé de la recherche de partition
si une partition ayant une erreur inférieure à ce seuil a déjà été trouvée.

• Un ensemble de Nl taux d’apprentissage initiaux pour obtenir le classifieur optimal.

• isConnect : un booléen indiquant si un diagramme de connectivité est réalisé.

• kconnect (optionnel) : nombre de voisins connectés qu’une observation a dans le
diagramme de connectivité optionnel.

Pour le classifieur, les hyperparamètres sont donnés à la section 3.2.7. Le paramètre de
précaution θ ∈ [0, 1] associé au classifieur est un paramètre de post-traitement. Une fois
que le métamodèle est obtenu avec un classifieur associé, l’ajustage de θ est toujours
possible sans lancer l’entrainement une nouvelle fois.
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Pour le regroupement hiérarchique ascendant, la recherche des plus proches voisins et le
classifieur par réseau de neurones, la bibliothèque Scikit-learn a été utilisée [49].

En terme de complexité temporelle :

• Étape 1 : O(N × d) + N× la complexité temporelle pour obtenir une valeur de f
(indépendante de l’algorithme).

• Étape 2 : O
(
N ×M(nmax, d)× d

)
• Étape 3 : O(N × d4) (si kmin et kmax sont proportionnels à d)

• Étape 4 :O
([

NEmin
+2×

(
NEmax−NEmin

)]
×
(
max

(
N,M(nmax, d)

)
×min

(
N,M(nmax, d)

)2)
• Étape 5 : O(Nl × nepochs × n2

neurons ×N)

L’étape dominante dépend du choix des hyperparamètres et de la dimension de la QOI
étudiée.

3.3 Applications de ME-ACD

Dans cette section, les performances de ME-ACD sont étudiées sur un ensemble de QOI
test. Pour évaluer ces performances, les possibles causes d’erreur entre le métamodèle
par morceaux et la QOI qu’il approche sont identifiées. Ces erreurs proviennent de 3
phénomènes :

• Sous-apprentissage (ou biais) : les degrés (minimisant l’erreur PRESS) des
métamodèles locaux sont trop faibles pour approcher la QOI sur les éléments. Aug-
menter N , nmax et/ou NEmax peuvent possiblement résoudre le problème.

• Surapprentissage (ou variance) : comme les partitions de l’espace des para-
mètres et le degré optimal des métamodèles locaux sont sélectionnés avec l’erreur
PRESS, le surapprentissage n’a que très peu de chance de se produire. Dans le cas
contraire, diminuer nmin et/ou augmenter NEmax peuvent possiblement résoudre le
problème.

• Mauvaise classification : comme les métamodèles polynomiaux locaux divergent
de façon assez prononcée loin de leurs observations d’entrainement, si un point
d’évaluation est classé comme étant dans un mauvais élément, le mauvais métamo-
dèle local est utilisé, ce qui affecte la précision. En rappel, le paramètre de précaution
θ est présent pour éviter ces erreurs, ignorant le point quand la probabilité don-
née par le classifieur d’être dans un élément est strictement inférieure à ce dernier.
Augmenter N ou ajouter des observations d’entrainement proches des frontières
des éléments et/ou modifier les paramètres du classifieur peuvent possiblement ré-
soudre le problème. Augmenter θ rend l’algorithme plus strict et le conduit à ignorer
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plus de points d’évaluation ayant plus de chances d’être responsable des erreurs de
mauvaise classification.

Pour le classifieur, le taux d’apprentissage initial est celui dans [10−m, 2×10−m, 5×10−m],
∀m ∈ [1, 7] menant au classifieur maximisant la précision sur l’ensemble d’entrainement
lui-même (le classifieur optimal entre les Nl = 21 entrainés est ainsi sélectionné). Le pa-
ramètre de précaution est fixé à θ = 0.85, ce qui signifie qu’un point d’évaluation n’est
pas ignoré si le classifieur est sûr à plus de 85% qu’il soit situé dans un élément.

Les performances de l’algorithme sont comparées à celles d’un métamodèle PC standard
de degré optimal entre nmin−PC et nmax−PC et de celles d’un algorithme de Gradient
Boosted Trees (GBT) [20] (Cf. annexe A) tout deux entrainés sur le même ensemble
d’entrainement. En réalité, lors des applications, le métamodèle standard PC est obtenu
avec la méthode ME-ACD avec NEmin

= NEmax = 1. Pour régler les 3 hyperparamètres de
GBT : le taux d’apprentissage, le nombre d’arbres et la profondeur maximale des arbres ;
un ensemble de validation de Nval = 105 observations, pour chaque ensemble d’entraine-
ment, est échantillonné. Une recherche de type brute-force est alors réalisée pour chaque
ensemble d’entrainement : chaque combinaison d’hyperparamètres est testée pour entrai-
ner un modèle GBT et celui minimisant la MSE entre la vraie valeur de la QOI et la valeur
du métamodèle GBT sur l’ensemble de validation est sélectionné. Dans les applications,
les taux d’apprentissage sont situés dans [10−m, 2×10−m, 5×10−m], ∀m ∈ [1, 7], le nombre
d’arbres dans [100, 200, 300, 400, 500] et la profondeur maximale des arbres dans [2, 3, 4, 5].

Pour évaluer la précision de ces algorithmes, un ensemble de test de Ntest = 105 ob-
servations est échantillonné aléatoirement. Cet ensemble est différent de l’ensemble de
validation utilisé pour régler les hyperparamètres du modèle GBT, mais reste le même
pour une étude de convergence (et donc pour plusieurs ensembles d’entrainement). À
l’inverse, les ensembles de validation utilisés pour régler les hyperparamètres des modèles
GBT sont différents pour chaque ensemble d’entrainement différent (pour chaque N d’une
étude de convergence).

La précision de chaque métamodèle est donnée par E, la MSE entre la vraie valeur de
la QOI et la valeur estimée par le métamodèle sur l’ensemble de test. Afin de mettre
en valeur l’impact du paramètre de précaution, Eθ est également considérée. Il s’agit de
la même erreur, mais évaluée sur les Nθ observations tests gardées par la procédure de
précaution du métamodèle ME-ACD avec θ = 0.85. La valeur Vθ=0.85 = Nθ=0.85

Ntest
, fraction

des observations tests gardée par la procédure de précaution, est donnée pour chaque N
de l’étude de convergence.

3.3.1 Évaluation de ME-ACD sur des QOI discontinues

Dans cette section, 3 QOI discontinues prenant d = 2 paramètres d’entrée sont étudiées :

f̃hyperplane =

{
1 si x1 + 0.3x2 − 0.5 > 0
−1 sinon (224)

109



Cette fonction présente une discontinuité qui est une droite d’équation x1+0.3x2−0.5 = 0.

f̃hypersphere =

{
1 si (x1 − 0.5)2 + (x2 − 0.5)2 < (0.25)2

−1 sinon (225)

Cette fonction présente une discontinuité qui est un cercle de centre (0.5, 0.5) et de rayon
0.25.

f̃multiple =


3 si (x1)

2 + (x2)
2 < (0.25)2

2 sinon si x1 < 0.5− 0.3x2

1 sinon si (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 > 0.32

0 sinon

(226)

Cette fonction présente 3 discontinuités, 2 fractions de cercles dans les coins de l’hyper-
cube unité et la même droite que f̃hyperplane.

Pour ces fonctions test, les éléments optimaux sont clairement définis. De ce fait, à chaque
observation d’entrainement peut être associé un « vrai » entier indiquant dans quel élé-
ment il se trouve. Avec ces entiers, la précision du classifieur, désignée par F et représen-
tant la fraction d’observations tests bien classées, peut être déterminée. Pour les futures
applications, comme la procédure Multi-éléments est également utilisée pour étudier les
QOI continues irrégulières avec un modèle polynomial de degré inférieur, la partition op-
timale n’est pas clairement définie et l’obtention de cette information n’est pas possible.

La Figure 13 montre 1000 observations d’entrainement classées par le regroupement de
l’étape 4 de ME-ACD et représentées dans l’espace des paramètres pour les 3 fonctions
discontinues. Cette première visualisation souligne que la méthode ME-ACD est capable
de détecter des discontinuités et de partitionner l’espace des paramètres selon ces discon-
tinuités.

PC ME-ACD
N [100, 2000]

NEmin
1 1

NEmax 1 10
kmin non applicable 6
kmax non applicable 10
nmin 0 0
nmax 20 0
δmin 10−5 10−5

Taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect Faux Faux

θ non applicable 0.85

Table 6 – Hyperparamètres et paramètres sélectionnés pour ME-ACD et PC pour l’étude
de convergence de f̃hyperplane, f̃hypersphere et f̃multiple.
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Figure 13 – Visualisation de 1000 observations d’entrainement classées et représentées
dans l’espace des paramètres 2D H2 partitionné pour les 3 fonctions tests. Les différentes
couleurs représentes les différents éléments obtenus par le regroupement. (a) Visualisation
de f̃hyperplane. (b) Visualisation de f̃hypersphere. (c) Visualisation de f̃multiple.

La Figure 14 rassemble tous les diagrammes de convergence de E, de la précision F du
classifieur de ME-ACD et de la fraction d’observations tests gardée par la procédure de
précaution de ME-ACD sur les 3 fonctions tests sur les observations tests. La Table 6
contient les hyperparamètres et les paramètres sélectionnés pour PC et ME-ACD pour
ces études de convergence. Les hyperparamètres de GBT sont les meilleurs parmi ceux
testés par la recherche de type brute-force décrite à la section 3.3 pour chaque N des
études de convergence.

Les diagrammes de convergence de E (Figures 14a, Figure 14c et Figure 14e) soulignent
que la méthode ME-ACD est capable de mener à un modèle plus précis que les 2 autres mé-
thodes, mais l’erreur est toujours relativement élevée. Comme les fonctions sont constantes
par morceaux (nmin = nmax = 0), la cause de ces erreurs pour le modèle ME est la mau-
vaise classification des observations. Comme F est proche de 99% pour chaque N , seul
1% des observations sont responsables de toute l’erreur. Ce sont les observations situées
proches des discontinuités.

La Figure 15 montre cette fois-ci un diagramme de convergence de la MSE sur les Nθ

observations tests gardées par la procédure de précaution pour chaque N . Avec θ = 0.85,
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Figure 14 – Sur la gauche, les diagrammes de convergence de la MSE entre les valeurs
des métamodèles et la valeur vraie des 3 fonctions discontinues sur l’ensemble test. (a)
f̃hyperplane. (c) f̃hypersphere. (e) f̃multiple. Sur la droite, diagramme de convergence de la
précision du classifieur de ME-ACD et de la fraction d’observations gardées par la pro-
cédure de précaution de ME-ACD, sur l’ensemble test. (b) f̃hyperplane. (d) f̃hypersphere. (f)
f̃multiple.

Vθ est d’environ 90% pour chaque N (comme montré sur la Figure 14b, la Figure 14d
et la Figure 14f). Dans la plupart des cas, toutes les observations problématiques sont
ignorées par la procédure de précaution, menant à des erreurs de l’ordre de 10−30, ce qui
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Figure 15 – Diagramme de convergence de la MSE entre les valeurs estimées par les
métamodèles et la vraie valeur, sur les Nθ=0.85 observations tests gardées par la procédure
de précaution pour chaque N . (a) f̃hyperplane. (b) f̃hypersphere. (c) f̃multiple.

démontre que toutes les observations restantes sont bien classées. Dans d’autres cas, les
erreurs sont d’ordre 10−5, ce qui atteste que seule une dizaine des Nθ ≈ 104 observations
tests gardées ne sont pas bien classées. Avec θ = 85%, environ 9% des observations tests
sont ignorées malgré le fait qu’elles ne mènent à aucune erreur de mauvaise classification.
La procédure de précaution est alors capable de détecter les observations problématiques
et des actions peuvent être menées en conséquence pour éviter des erreurs de mauvaise
classification.

Des résultats encore plus précis pour le classifieur (au niveau de F et de Vθ) auraient
pu être obtenus avec un autre échantillonnage. Ici, un échantillonnage de Sobol est uti-
lisé pour modéliser un échantillonnage de Monte-Carlo plus homogène, menant au même
échantillonnage indépendamment des potentielles discontinuités. Dans [26], un échan-
tillonnage adaptatif est développé. Cet échantillonnage est capable de générer plus d’ob-
servations proches des discontinuités. Si le choix de l’échantillonnage est possible, plus
d’observations proches des discontinuités devraient mener à une meilleure précision du
classifieur et à une procédure de précaution plus efficace.
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La Figure 16 montre le degré optimal des métamodèles PC pour les études de convergence
des 3 fonctions tests. Le nombre de termes du métamodèle polynomial PC à 2 variables
correspondant est indiqué entre parenthèses. Avec un nombre croissant d’observations
d’entrainement, PC est capable de sélectionner un degré optimal plus élevé sans souffrir
de surapprentissage. Comparés à ces métamodèles PC, les métamodèles polynomiaux
locaux de ME-ACD n’ont qu’un terme chacun et le métamodèle global ME est plus
précis. L’économie en nombre de termes dans les séries polynomiales pourrait être encore
plus marquée à plus haute dimension.
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Figure 16 – Évolution du degré optimal des métamodèles PC pour les études des 3
fonctions discontinues f̃hyperplane, f̃hypersphere and f̃multiple. Le nombre de termes du mé-
tamodèle M(n, d = 2) est également indiqué entre parenthèses sur l’axe des ordonnées.

3.3.2 Évaluation de ME-ACD sur une QOI présentant une dis-
continuité partielle

Dans cette sous-section, la QOI suivante, dépendant de d = 2 paramètres d’entrée, est
étudiée

f̃partial =

{
0.5x2 − 0.25 si x1 >= 0.5
−0.5x2 + 0.25 sinon (227)

Cette fonction définie par morceaux présente une discontinuité traversant « partielle-
ment » l’espace des paramètres. La fonction est linéaire de part et d’autre de l’hyperplan
x1 = 0.5. Néanmoins, quand x2 devient proche de 0.5, l’écart entre les deux surfaces est
tellement petit que numériquement, cette région est régulière (même si la discontinuité est
toujours présente mathématiquement). D’après les connaissances de l’auteur, aucune des
méthodes ME précédentes ne permet de partitionner l’espace des paramètre en présence
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d’une discontinuité partielle. D’après [26], c’est une problématique pour les méthodes ME
modernes.

PC ME-ACD
N [100, 2000]

NEmin
1 1

NEmax 1 10
kmin non applicable 6
kmax non applicable 10
nmin 0 0
nmax 20 10
δmin 10−5 10−5

Taux d’application initiaux testés Cf section 3.3
isConnect non applicable Faux

θ non applicable 0.85

Table 7 – Hyperparamètres et paramètres sélectionnés pour PC et ME-ACD pour l’étude
de convergence de f̃partial.

La Figure 17, contenant les résultats obtenus avec les hyperparamètres et les paramètres
rassemblés dans la Table 7, montre des résultats similaires avec les études de conver-
gence des fonctions discontinues. ME-ACD est alors capable de gérer les discontinuités
ne passant que partiellement à travers l’espace des paramètres de la même manière que
les discontinuités traversant intégralement l’espace. À l’inverse de l’annihilation polyno-
miale utilisée dans [5, 29], le regroupement hiérarchique des observations dans D n’est
pas affecté par un écart plus petit aux frontières de deux éléments.

3.3.3 Évaluation de ME-ACD sur une QOI modélisant une bifur-
cation

Un des avantages majeurs de ME-ACD est qu’il est capable d’obtenir un métamodèle
précis dans le cas de fonctions continues régulières, de fonctions continues irrégulières et
de fonctions discontinues. L’adaptation de ME-ACD pour obtenir des modèles de solu-
tions d’équations différentielles ordinaires (Ordinary Differential Equations - ODE) est
présentée à la section 3.5. Cette adaptation semble alors convenable pour approcher les
solutions d’ODE lors de l’apparition d’une bifurcation (menant alors à des irrégularités
et des discontinuités par rapport aux paramètres d’entrée), comme le système dynamique
du vol présenté au chapitre 1.

La QOI étudiée est la suivante

f̃ bif−t(x1, x2) = (1 + x2) tanh(
1

2
(3x1 − 1)(1 + x2)t) (228)

Cette QOI est la solution à l’instant t de l’ODE :
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Figure 17 – (a) Diagramme de convergence de la MSE pour f̃partial sur son ensemble
test. (b) Diagramme de convergence de la précision du classifieur de ME-ACD et de la
fraction d’observations gardée par la procédure de précaution de ME-ACD pour f̃partial

sur son ensemble test. (c) Diagramme de convergence de la MSE pour f̃partial sur les
Nθ=0.85 observations tests gardées par la procédure de précaution de ME-ACD.

ẏ = −p1(y2 − p22) (229)

avec y(t = 0) = 0, p1 suivant une loi de distribution uniforme sur [−1
2
, 1] et p2 suivant

une loi de distribution uniforme sur [1, 2]. La transformation bijective pour obtenir le x
correspondant apparait dans la forme de la fonction f̃ bif−t. Cette ODE modélise l’appa-
rition d’une bifurcation. Les deux équilibres de ce système (en ignorant le cas ponctuel
p1 = 0) sont −p2, stable si p1 < 0, et p2, stable si p1 > 0.

Aux premiers instants, la solution est régulière en fonction de x. Quand t augmente, la
solution est de plus en plus irrégulière par rapport à x. Asymptotiquement (t → ∞),
la solution présente une discontinuité, qui est une droite d’équation p1 = 0 (x1 = 1

3
),

symbole d’une bifurcation par rapport à p1 (ou x1).

Les 3 instants qui sont considérés sont t = 1 (régulier), t = 10 (irrégulier) et t = 1000
(discontinu). La Figure 18 montre les variations de la fonction avec x1 pour x2 = 1 (la
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valeur de x2 menant au plus grand écart).
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Figure 18 – Graphique de f̃ bif−t(x1, x2 = 1) en fonction de x1 à 3 instants : t = 1
(régulier), t = 10 (irrégulier) et t = 1000 (discontinu).

De façon similaire aux études précédentes, la Figure 19 montre les résultats des études de
convergence de la MSE sur l’intégralité de l’ensemble test ainsi l’évolution de la fraction
des observations tests gardées par la procédure de précaution de ME-ACD. La Figure
20 montre la convergence de la MSE Eθ=0.85 sur les observations gardées. La Table 8
rassemble les hyperparamètres et les paramètres utilisés pour ces études.

À t = 1, l’arrêt anticipé de ME-ACD induit que la partition sélectionnée soit à 1 élément.
Le modèle est ainsi strictement équivalent à PC, mais avec un degré maximal nmax moins
important. PC montre donc naturellement de meilleures performances que ME-ACD à
cet instant. Avec un nmax similaire, les deux méthodes auraient donné des résultats iden-
tiques. Comme à cet instant, NEopt = 1 pour tous les N , 100% des observations tests sont
gardées par la procédure de précaution.

À t = 10, ME-ACD partitionne l’espace des paramètres en 3 éléments ou plus pour
utiliser des métamodèles locaux de degré inférieur par rapport à PC. ME-ACD est ca-
pable de donner une approximation précise d’une QOI continue irrégulière en utilisant
des métamodèles locaux de faible degré. Comme montré à la Figure 20b, la procédure de
précaution permet d’avoir un modèle encore plus précis, mais comme la QOI n’est pas
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Figure 19 – Sur la gauche, les diagrammes de convergence de la MSE entre les valeurs
des métamodèles et la valeur vraie de la fonction considérée aux 3 instants sur l’ensemble
test. (a) f̃ bif−1. (c) f̃ bif−10. (e) f̃ bif−1000. Sur la droite, diagramme de convergence de
la précision du classifieur de ME-ACD et de la fraction d’observations gardées par la
procédure de précaution de ME-ACD, sur l’ensemble test. (b) f̃ bif−1. (d) f̃ bif−10. (f)
f̃ bif−1000.

discontinue, les erreurs de mauvaise classification ont moins d’impact sur la précision.

À t = 1000, ME-ACD se comporte de manière quasi-identique qu’avec la QOI f̃hyperplane.
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Figure 20 – Diagramme de convergence de la MSE entre les valeurs des méta-modèles et
la vraie valeur, sur les Nθ=0.85 observations tests gardées par la procédure de précaution
pour chaque N . (a) f̃ bif−1. (b) f̃ bif−10. (c) f̃ bif−1000.

PC ME-ACD
N [100, 2000]

NEmin
1 1

NEmax 1 10
kmin non applicable 6
kmax non applicable 10
nmin 0 0
nmax 20 10
δmin 10−5 10−5

taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect Faux Vrai
kconnect non applicable 10

θ non applicable 0.85

Table 8 – Hyperparamètres et paramètres sélectionnés pour PC et ME-ACD pour les
étude de convergence de f̃ bif−1, f̃ bif−10 et f̃ bif−1000.

Seules plusieurs observations d’entrainement proches de la quasi-discontinuité ont une
valeur du QOI différente de −p2 ou p2. Ces observations d’entrainement altèrent la pré-
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cision des métamodèles locaux, comme elles ne sont pas assez pour former à elles-seules
un troisième élément. La procédure de précaution peut ignorer les observations menant à
une erreur de mauvaise classification, mais n’ignore pas ces observations problématiques.
Cela explique pourquoi l’erreur décroit très lentement, comme l’échantillonnage de Sobol
n’ajoute des observations d’entrainement que très rarement dans la zone problématique
qui est très fine. Avec un faible N , aucune observation n’est située dans cette zone, et
un modèle à 2 éléments avec 2 hyperplans est obtenu par ME-ACD, ce qui explique que
la précision soit meilleure avec un faible N . Générer plus d’observations proches de la
quasi-discontinuité avec un échantillonnage adaptatif pourrait résoudre le problème, me-
nant à assez d’observations pour faire un troisième élément. Une autre solution serait de
retirer les quelques points problématiques de l’ensemble d’entrainement en les considérant
comme des « outliers ».

ME-ACD est alors capable de donner un modèle précis dans les cas d’une QOI régulière,
d’une QOI continue mais irrégulière et d’une QOI discontinue, ce qui en fait un métamo-
dèle capable d’approcher une grande variété de QOI et un bon candidat pour approcher
les solutions d’une ODE avec de potentielles bifurcations.

3.3.4 Évaluation de ME-ACD sur la fonction de Genz en dimen-
sion 5

Dans cette section, une QOI de la famille des fonctions de Genz [21], dépendant de 5
paramètres d’entrée, est étudiée :

f̃ genz(x) =

{
0 si l’un des xi > 0.5

exp(
∑5

i=1 xi) sinon (230)

PC ME-ACD
N 50000

NEmin
1 1

NEmax 1 5
kmin non applicable 15
kmax non applicable 25
nmin 0 0
nmax 10 10
δmin 10−5 10−5

Taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect non applicable Vrai
kconnect non applicable 30

θ non applicable 0.85

Table 9 – Hyperparamètres et paramètres sélectionnés pour PC et ME-ACD pour l’étude
de convergence de f̃ genz

La Table 9 rassemble les hyperparamètres et les paramètres pour l’étude de convergence,
et la Table 10 montre quant à elle les performances des 3 méthodes avec N = 50000
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PC GBT ME-ACD
E 0.15415751 0.01737417 0.02062906

Eθ=0.85 non applicable 0.00182077
Vθ=0.85 non applicable 99.651%

Table 10 – Performances des 3 méthodes de la QOI 5d f genz entrainée sur N = 50000
observations. Les performances sont évaluées sur un ensemble d’entrainement de Ntest =
105 observations tests.

observations d’entrainement. Encore une fois, ME-ACD est capable de donner un modèle
relativement précis et est capable de réduire les erreurs de mauvaise classification avec
la procédure de précaution. Pour cette application, ME-ACD et PC utilisent la même
matrice d’information globale ayant M(nmax = 10, d = 5) = 3003 colonnes, mais ME-
ACD mène à une bien meilleure précision avec la procédure ME. Le degré optimal de PC
est égal à 9.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode, ME-ACD, a été développée. Cette méthode
est capable de partitionner efficacement l’espace des paramètres pour obtenir un méta-
modèle PC par morceaux dans le cas d’une QOI discontinue, tout comme les méthodes
reposant l’inférence bayésienne [57] ou sur la détection par annihilation polynomiale [29].
ME-ACD est aussi capable de partitionner l’espace en présence d’une discontinuité ne
parcourant pas l’intégralité de l’espace des paramètres d’un côté de l’hypercube à l’autre,
ce qui n’était pas possible avec les méthodes précédentes, d’après les connaissances de
l’auteur. De plus, la méthode permet d’étudier une QOI continue mais irrégulière, qui
nécessite un grand nombre de termes dans un modèle PC standard. Le modèle ME est
composé de métamodèles PC locaux de degré inférieur, prenant ainsi la même logique que
la méthode ME-PCM [19] mais avec des partitions suivant les irrégularités. La méthode
a été testée avec succès sur des QOI discontinues et des QOI continues ayant des pentes
raides. D’après ces premiers résultats, ME-ACD semble générale et est prometteuse pour
approcher de nombreuses QOI.

ME-ACD a été développée dans le contexte de l’UQ, mais, comme les autres méthodes
non-intrusives, elle peut être utilisée dans un autre contexte comme une nouvelle méthode
de régression. ME-ACD donne des modèles précis dans le cas de QOI discontinues et de
QOI continues irrégulières dépendant d’un nombre modéré de paramètres d’entrée. ME-
ACD peut mener à une interprétation physique, partitionnant l’espace des paramètres
en éléments pouvant être interprétés. Avec l’utilisation d’un réseau de neurones comme
classifieur, le métamodèle est capable de déterminer si un point d’évaluation se trouve
dans une zone d’indécision entre les éléments, et est alors capable de faire preuve de
précaution avec ces points, en les ignorant à la place de donner une valeur risquant d’être
imprécise du fait des erreurs de mauvaise classification.

ME-ACD est en développement et présente des limites qui seront le sujet de futures re-
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cherches. L’approche par regroupement hiérarchique est sensible à l’échantillonnage et la
partition peut ainsi manquer de robustesse dans certains cas. Si le choix de l’échantillon-
nage n’est pas possible (à cause de contraintes expérimentales par exemple), la parti-
tion obtenue peut ne pas être convenable avec l’échantillonnage donné (des observations
étant trop loin les unes des autres pour donner une estimation correcte des gradients par
exemple). De plus, pour le moment, l’utilisation de la méthode est limitée à un nombre
modéré de paramètres d’entrée (d ≤ 9). Pour une dimension plus élevée, la notion de
plus proches voisins utilisée notamment dans le cas de l’estimation des dérivées perd son
sens, comme souligné dans [6]. Comme un des objectifs de la méthode est de contrer la
malédiction de la dimension en utilisant des métamodèles locaux de plus faibles degré,
utiliser cette méthode en plus haute dimension pourrait s’avérer utile. Des travaux visant
à adapter cette méthode pour des dimensions supérieures seront alors menés.

3.5 Extension à une QOI dépendant du temps

Cet algorithme peut être étendu pour approcher une QOI étant la solution d’une ODE, et
dépendant donc du temps. Cette section est une version traduite et légèrement modifiée
d’un extrait de [65]. Comme précisé à la section 2.5.3.3, les coefficients des métamodèles
locaux sont également des fonctions du temps.

f̂(t,x) =

NE∑
e=1

f̂e(t,x)IEe(x) =

NE∑
e=1

(
Me∑
j=1

cej(t)Ψ
(d)
j (x)

)
IEe(x) (231)

Un ensemble fini de Nt instants {t1, ..., tn} (indexés par ordre croissant) est considéré.
En prenant avantage des potentielles similarités de la QOI d’un instant au suivant, pour
chaque instant tτ , avec τ ≥ 2, la partition obtenue à l’instant précédent tτ−1 est testée en
premier lieu et les métamodèles locaux correspondant aux éléments de cette partition sont
entrainés avec les informations de la QOI à l’instant τ . L’erreur de partition à l’instant τ ,
δτ est calculée (par le biais de (223)). Cette erreur est alors une métrique de la précision
du métamodèle global à l’instant tτ avec la partition correspondant à l’instant précédent.
Si δτ ≤ δmax, δmax étant un seuil à sélectionner, la partition et les métamodèles locaux
sont conservés pour cet instant. Dans ce cas, la partition est la même pour tτ−1 et tτ , mais
les coefficients des métamodèles locaux diffèrent potentiellement. Pour le premier instant
τ = 1 ou si δτ > δmax pour τ > 1, une nouvelle partition convenable est obtenue à l’aide de
l’algorithme ME-ACD. Les métamodèles locaux sont alors entrainés avec les valeurs de la
QOI à l’instant tτ . Un nouveau classifieur est alors entrainé pour cette nouvelle partition.
L’algorithme ME-ACD temporel mène alors à Np ≤ Nt partitions avec leur classifieur
correspondant. Une liste T de taille Nt relie les instants avec leur partition. Pour chaque
instant, les coefficients des métamodèles locaux sont disponibles, pour chaque élément de
la partition correspondante à cet instant.

Pour un système dynamique, composé de plusieurs ODE couplées, cet algorithme peut
être répété pour chaque variable d’état du système, chaque variable étant traitée de
façon indépendante. Comme ces variables ont différentes échelles, une erreur de partition
normalisée δτ peut être utilisée pour être comparée aux paramètres choisis δmin et δmax,
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ces paramètres étant choisis pour toutes les variables. Dans la présente étude, δτ est
normalisée par le maximum de la valeur absolue que peut prendre la variable d’état à
l’instant tτ dans tous les scénari correspondant aux observations d’entrainement.
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Chapitre 4

Estimation des indices de Sobol à l’aide
d’un métamodèle multi-éléments

Ce chapitre a pour but de présenter les développements d’une méthodologie pour estimer
les indices de Sobol à l’aide d’un métamodèle multi-éléments (Multi-Element - ME). Il
s’agit d’une version traduite et modifiée de l’article [67], en cours d’écriture, qui introduit
cette méthodologie.

4.1 Nouvelle approche concernant les indices de Sobol

Pour obtenir la formule analytique entre les coefficients d’un métamodèle par chaos po-
lynomial (Polynomial Chaos - PC) et les indices de Sobol, ce qui est réalisé de façon
classique dans la littérature [64, 15] est l’identification des termes de la décomposition
ANOVA (Cf. section 2.5.3.7). Les variances partielles sont ainsi déterminées à l’aide des
propriétés d’orthogonalité pour obtenir la formule (207). Dans le cas ME, l’identification
des termes n’est pas aussi directe. Une autre approche est alors considérée, nécessitant
cette fois-ci une forme analytique des termes d’espérance conditionnelle µ

(j)
i définis par

(156).

4.1.1 Forme explicite des termes ANOVA

Théorème 1. Dans le cas d’une quantité d’intérêt (Quantity Of Interest - QOI) de forme
quelconque, ∀j ∈ Ωd, ∀i ∈ I(d)j

f̃
(j)
i (xi) =

j∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

(−1)j−lµ(l)
u (xu) (232)

Démonstration. ∀d ∈ N∗, la proposition P(j) (la formule (232)) est prouvée par récurrence
∀j ∈ Ωd.
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Initialisation P(0) est directement vérifiée. Pour i ∈ I(d)j=0, i = 0 et

f̃
(0)
0 = E(f̃) = (−1)0−0µ

(0)
0

Hérédité Soit j ∈ [|0, d − 1|], ∀l ∈ [|0, j|], P (l) est supposée vérifiée. i ∈ I(d)j+1 est
dorénavant considéré. D’après (155)

f̃
(j+1)
i = µ

(j+1)
i −

j∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃ (l)
u (233)

D’après P (0), P (1), et ainsi de suite jusqu’à P (j), chaque f̃
(l)
u (l ∈ [|0, j|]) de la somme

est lui-même une somme de termes (−1)l−mµ
(m)
v , m ∈ [|0, l|], v ∈ I(j)m {u}.

Ainsi, pour un l ∈ [|0, j|] donné, la somme des f̃ (l)
u sur tous les u ∈ I(j)l {i} est une somme

de somme de termes (−1)l−mµ
(m)
v . Par énumération de ces termes, regroupés par valeur

de m :

• m = 0 : chaque f̃
(l)
u de la somme apporte un terme (−1)lµ(0)

0 . Ainsi, on énumère(
j+1
l

)
termes (−1)lµ(0)

0 dans la somme des f̃
(l)
u .

• m = 1 : pour un v ∈ I(j)m=1{i}, (v = v est un scalaire) donné, tous les f̃
(l)
u de la

somme n’apporte pas de terme (−1)l−1µ
(1)
v . Les f̃ (l)

u correspondant aux interactions
d’ordre l ne contenant pas v parmi leurs composantes n’apportent pas de termes
(−1)l−1µ

(1)
v . On dénombre

(
j+1−1

l

)
f̃
(l)
u n’apportant pas ce terme. D’après la relation

de Pascal qui stipule que
(
j+1
l

)
=
(
j+1−1

l

)
+
(
j+1−1
l−1

)
,
(
j+1−1
l−1

)
f̃
(l)
u apportent un terme

(−1)l−1µ
(1)
v .

• m = 2 : pour un couple v = (v1, v2) ∈ I(j)m {i} donné,
(
j−2
l−2

)
termes apportent

(−1)l−2µ
(2)
(v1,v2)

. En effet, d’après le point précédent,
(
j+1−1
l−1

)
termes de la somme

dépendent du paramètre indexé par v1. Parmi ces termes,
(
j+1−2
l−1

)
ne dépend pas

du paramètre d’entrée indexé par v2. D’après la relation de Pascal,
(
j+1−2
l−2

)
termes

(−1)l−2µ
(2)
v sont énumérés dans la somme.

• m ∈ [|3, l|] : en réitérant la même logique, il y a
(
j+1−m
l−m

)
termes (−1)l−mµ

(m)
v dans

la somme.

Ainsi, pour un l ∈ [|0, j|] donné

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃ (l)
u =

l∑
m=0

(
j + 1−m

l −m

) ∑
v∈I(j)

m {i}

(−1)l−mµ(m)
v (234)

ce qui implique
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j∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃ (l)
u =

j∑
l=0

l∑
m=0

(−1)l−m

(
j + 1−m

l −m

) ∑
v∈I(j)

m {i}

µ(m)
v (235)

En réordonnant les termes de la somme

j∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃ (l)
u =

j∑
m=0

∑
v∈I(j)

m {i}

µ(a)
v

j∑
l=m

(−1)l−m

(
j + 1−m

l −m

)

Or, ∀m ∈ [|0, j|]
j∑

l=m

(−1)l−m
(j + 1−m

l −m

)
=

j+1−m∑
a=0

(−1)a
(j + 1−m

a

)
− (−1)j+1−m = (1− 1)j+1−m − (−1)j+1−m = (−1)j−m (236)

Donc

j∑
l=0

∑
u∈I(j)

l {i}

f̃ (l)
u =

j∑
m=0

∑
v∈I(j)

m {i}

(−1)j−mµ(m)
v

et, d’après (155)

f̃
(j+1)
i = µ

(j+1)
i +

j∑
m=0

∑
v∈I(j)

m {i}

(−1)j+1−mµ(m)
v =

j+1∑
m=0

∑
v∈I(j)

m {i}

(−1)j+1−mµ(m)
v

P (j + 1) est vérifié.

Conclusion La formule (232) est prouvée ∀j ∈ Ωd.

Exemple 16. Pour d = 5, j = 3, i = (1, 3, 5),

f
(3)
(1,3,5) = µ

(3)
(1,3,5) − f

(2)
(1,3) − f

(2)
(1,5) − f

(2)
(3,5) − f

(1)
1 − f

(1)
3 − f

(1)
5 − f

(0)
0

= µ
(3)
(1,3,5) − µ

(2)
(1,3) − µ

(2)
(1,5) − µ

(2)
(3,5) + µ

(1)
1 + µ

(1)
3 + µ

(1)
5 − µ

(0)
0 (237)

4.1.2 Matrice Ξ

Dans cette section, une matrice Ξ de taille 2d × 2d est définie. Il est ensuite montré que
les variances partielles D

(j)
i peuvent être retrouvées à l’aide d’une combinaison linéaire

des termes de cette matrice.

Définition 8. ∀a1 ∈ Ωd, ∀a2 ∈ Ωd, ∀u ∈ I(d)a1 , ∀v ∈ I(d)a2

ξu,v =

∫
Hd

µ(a1)
u (xu)µ

(a2)
v (xv)dx (238)
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Proposition 1.

D
(j)
i =

j∑
m1=0

j∑
m2=0

∑
u∈I(j)

m1
{i}

∑
v∈I(j)

m2
{i}

(−1)−m1−m2ξu,v (239)

Démonstration. D’après (232)

(
f̃
(j)
i (xi)

)2

=

j∑
m1=0

j∑
m2=0

∑
u∈I(j)

m1
{i}

∑
v∈I(j)

m2
{i}

(−1)−m1−m2µ(m1)
u (xu)µ

(m2)
v (xv) (240)

(239) est alors obtenue en injectant (240) dans (159).

Trouver les termes ξu,v permet alors de trouver les variances partielles. Les termes ξu,v
peuvent être ordonnés dans une matrice Ξ de taille 2d×2d en appliquant la transformation
bijective suggérée à la section 2.3.1 pour chacun des deux multi-indices. Les indices des
termes de la matrice sont gardés sous forme multidimensionnelle dans les démonstrations
analytiques.

Proposition 2. L’espérance de la QOI vaut, dans cette nouvelle approche

E = µ
(0)
0 =

√
ξ0,0 (241)

Démonstration. La relation est directement obtenue à partir de la définition du terme
ξ0,0.

Proposition 3. Soit z ∈ I(d)d , l’indice dénommant l’interaction à l’ordre d entre tous les
paramètres d’entrée. La variance vaut, dans cette nouvelle approche

D = ξz,z − ξ0,0 (242)

Démonstration. Soit z ∈ I(d)d

µ(d)
z (x) = f(x) (243)

il en résulte alors

ξz,z =

∫
Hd

(
f(x)

)2
dx (244)

(242) est alors trouvée en injectant (244) dans (157).

Une fois que la matrice Ξ est construite, les variances partielles et la variance de la QOI
sont accessibles. Ainsi, tous les indices de Sobol peuvent être déterminés à l’aide des
composantes de cette matrice.

128



La matrice Ξ présente des propriétés intéressantes, qui peuvent être utilisées dans le cas
d’une QOI générale. Pour les cas particuliers de métamodèles PC ou ME, les propriétés
de la section 4.1.3, qui sont plus strictes, sont utilisées.

Propriété 4. Ξ est symétrique, d’après la commutativité de la multiplication

ξu,v = ξv,u (245)

Propriété 5. Si S(u)⋂S(v) = ∅
ξu,v =

∫
Hd

µ
(m1)
u (xu)µ

(m2)
v (xv)dx =

∫
Hm1

µ
(m1)
u (xu)dxu×

∫
Hm2

µ
(m2)
v (xv)dxv =

(
f
(0)
0

)2
(246)

Cette formule est valable en particulier quand u ∈ I(d)0 ou v ∈ I(d)0 .

4.1.3 Vecteur Ξ̃

Dans les cas particuliers d’un métamodèle PC ou ME, la matrice Ξ présente une propriété
supplémentaire

Propriété 6. ∀d ∈ N∗, ∀j ∈ [|1, d|], ∀m1,m2,m3,m4 ∈ [|1, j|],∀u ∈ I(d)m1 , ∀v ∈ I(d)m2 ,
w ∈ I(d)m3 , ∀y ∈ I(d)m4

ξu,v = ξw,y si S(u) ∩ S(v) = S(w) ∩ S(y) (247)

Le fait que la matrice Ξ possède cette propriété dans les cas PC et ME est démontré
aux sections 4.1.4 et 4.1.5.3. Grâce à cette propriété, de nombreuses composantes de la
matrice Ξ sont égales et la matrice peut être réduite à un vecteur Ξ̃ avec

ξ̃u = ξv,w avec S(u) = S(v) ∩ S(w) (248)

L’espérance devient alors

E =

√
ξ̃0 (249)

et la variance devient

D = ξ̃z − ξ̃0 (250)

Théorème 2. En ce qui concerne les variances partielles, la formule (239) devient

D
(j)
i =

j∑
m=0

∑
u∈I(j)

m {i}

(−1)j−mξ̃u (251)
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Démonstration. En premier lieu, les intersections S(u) ∩ S(v) apparaissant dans (239)
sont énumérées. Soit m ∈ Ωd, une interaction w ∈ I(j)m {i} est considérée. Pour un
couple donné (m1,m2), le nombre de couples u ∈ I(j)m1{i} et v ∈ I(j)m2{i} satisfaisant
S(u) ∩ S(v) = S(w) sont énumérés.

Tout d’abord, tous les u avec S(w) ⊂ S(u) sont énumérés. Comme tous les éléments de
S(w) doivent être dans S(u), les u possibles sont ceux possédant les composantes de w
et dont les autres m1−m composantes sont les possibles combinaisons sans remise entre
les j −m entiers de Ωd n’étant pas dans S(w). Ainsi,

(
j−m
m1−m

)
possibles u sont énumérés.

Ensuite, tous les v avec S(w) ⊂ S(v) et
(
S(u)\S(w)

)
̸⊂ S(v) sont énumérés (afin

que S(u) ∩ S(v) = S(w) et que l’intersection ne contienne pas d’entier supplémentaire
n’étant pas dans S(w)). Pour respecter ces conditions, il faut que m2 ≥ m pour que S(v)
contienne tous les entiers de S(w) et m2 ≤ j−m1 +m sinon S(v) contiendrait au moins
un élément de S(u)\S(w). Les possibles v sont alors les vecteurs possédant les m entiers
de S(w) parmi ses composantes et dont les autres composantes sont les combinaisons
sans remise entre les j −m1 entiers de Ωd qui ne sont ni dans S(u) ni dans S(w). Ainsi,(

j−m
m1−m

)
possibles v respectent les propriétés souhaitées.

En conclusion, avec m1 et m2 fixés,
(

j−m
m1−m

)
×
(
j−m1

m2−m

)
couples (u,v) avec S(u) ∩ S(v) =

S(w) sont énumérés.

D’après (248) et l’énumération réalisée, (239) peut se réécrire

D
(j)
i =

j∑
m=0

∑
w∈I(j)

m {i}

[
j∑

m1=m

j−m1+m∑
m2=m

(
j −m

m1 −m

)(
j −m1

m2 −m

)
(−1)m1+m2

]
ξ̃w (252)

Or

j∑
m1=m

j−m1+m∑
m2=m

( j −m

m1 −m

)( j −m1

m2 −m

)
(−1)m1+m2 =

j−m∑
a1=0

(j −m

a1

)
(−1)a1

j−a1−m∑
a2=0

(j − a1 −m

a2

)
(−1)a2 (253)

De plus

j−a1−m∑
a2=0

(
j − a1 −m

a2

)
(−1)a2 = (1− 1)j−a1−m = 0j−a1−m (254)

Donc
j−m∑
a1=0

(j −m

a1

)
(−1)a1

j−a1−m∑
a2=0

(j − a1 −m

a2

)
(−1)a2 =

j−m∑
a1=0

(j −m

a1

)
(−1)a10j−m−a1 = (−1)j−m (255)

En conclusion, (251) est trouvée en injectant (255) dans (252).

Concernant les quantités permettant de calculer les indices de Sobol totaux,
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D
(T )
i = ξ̃z − ξ̃∼i (256)

Démonstration. Il est montré dans [55] que D
(T )
i = D −

(∫
Hd−j

(
µ
(d−j)
∼i

)2
dx∼i − (f0)

2

)

De ce fait, le résultat est direct.

4.1.4 Estimation des indices de Sobol avec un métamodèle PC
avec cette nouvelle approche

Dans cette section, une formule analytique entre les coefficients du chaos d’un métamo-
dèle PC et les composantes du vecteur Ξ̃ est démontrée. Pour cela, une forme analytique
des termes µ(j)

i est explicitée, ce qui mène à l’expression des termes de la matrice Ξ. Il est
ensuite montré que, pour un métamodèle PC, la matrice Ξ respecte (247) et les termes
du vecteur Ξ̃ correspondant sont ainsi explicités en fonction des coefficients du chaos.

La première étape est alors de trouver une expression de µ
(j)
i en fonction des coefficients

du chaos.

µ
(j)
i (xi) =

∑
k∈K(d)

n

αk

∫
Hd−j

ΦHd
k (xi,x∼i)dx∼i (257)

µ
(j)
i (xi) =

∑
k∈K(d)

n

αk

∏
m∈S(i)

∫ 1

0

ϕ0,1
km

(xm)dxm

∏
m∈S(i)

ϕ0,1
km

(xm) =
∑

k∈K(d)
n

αk∆
S(i)
k,0

∏
m∈S(i)

ϕ0,1
km

(xm) (258)

En ce qui concerne les termes de la matrice Ξ

µ(m1)
v (xv)µ

(m2)
w (xw) =

∑
k∈K(d)

n

∑
l∈K(d)

n

αkαl∆
S(v)
k,0 ∆

S(w)
l,0

∏
q∈S(v)

ϕ0,1
kq
(xq)

∏
r∈S(w)

ϕ0,1
lr
(xr) (259)

Or

∏
q∈S(v)

ϕ0,1
kq

(xq)
∏

r∈S(w)

ϕ0,1
lr

(xr) =
∏

q∈S(v)\S(w)

ϕ0,1
kq

(xq)
∏

r∈S(w)\S(v)

ϕ0,1
lr

(xr)
∏

t∈S(v)∩S(w)

ϕ0,1
kt

(xt)ϕ
0,1
lt

(xt) (260)

Donc, par orthogonalité

ξv,w =
∑

k∈K(d)
n

∑
l∈K(d)

n

αkαl∆
S(v)
k,0 ∆

S(w)
l,0 ∆

S(v)\S(w)
k,0 ∆

S(w)\S(v)
l,0 ∆

S(v)∩S(w)
k,l (261)

D’après (147) et d’après le lemme 1
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ξv,w =
∑

k∈K(d)
n

∑
l∈K(d)

n

αkαl∆
S(v)∩S(w)
k,0 ∆

S(v)∩S(w)
l,0 ∆

S(v)∩S(w)
k,l (262)

soit

ξv,w =
∑

k∈K(d)
n

(αk)
2∆

S(u)∩S(v)
k,0 (263)

D’après (263), chaque terme ξu,v avec une intersection S(u) ∩ S(v) similaire sont égaux.
Ainsi, la proposition (247) est respectée et les composantes du vecteur Ξ̃ correspondant
sont

ξ̃u =
∑

k∈K(d)
n

(αk)
2∆

S(u)
k,0 (264)

La variance peut alors être estimée par (250), les variances partielles par (251) et les
quantités D

(T )
i par (256) en utilisant les composantes du vecteur Ξ̃.

Il peut alors être montré que cette nouvelle approche mène au même résultat que le
raisonnement développé à la section 2.5.3.7. En injectant (264) dans (251)

D
(j)
i =

∑
k∈K(d)

n

(αk)
2

j∑
m=0

(−1)j−m
∑

u∈I(j)
m {i}

∆
S(u)
k,0 (265)

Néanmoins

∆̃
S(i)
k,0 = ∆

S(i)
k,0 ×(1−δi1)× ...×(1−δij) = ∆

S(i)
k,0 ×(1−δi1−δi2+δi1δi2)× ...×(1−δij) (266)

et ainsi de suite jusqu’à obtenir

∆̃
S(i)
k,0 = ∆

S(i)
k,0

j∑
m=0

(−1)m
∑

u∈I(j)
m {i}

∆
S(u)
k,0 (267)

Comme toutes les interactions d’ordre inférieur impliquant les composantes de i sont pré-
sentes dans la somme, chaque sous-ensemble S(u) peut être vu comme un sous ensemble
S(i)\S(v), avec v ∈ I(j)j−m{i}. La double somme peut donc être réordonnée

∆̃
S(i)
k,0 = ∆

S(i)
k,0

j∑
m=0

(−1)j−m
∑

u∈I(j)
m {i}

∆
S(i)\S(u)
k,0 =

j∑
m=0

(−1)j−m
∑

u∈I(j)
m {i}

∆
S(u)
k,0 (268)
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et (207) est retrouvée en injectant (268) dans (265). La nouvelle approche est donc équi-
valente à l’approche classique reliant les coefficients du chaos aux variances partielles.
Il peut néanmoins être conjecturé que, pour un métamodèle PC classique, utiliser cette
approche de façon numérique mène à des résultats moins précis car l’approche est moins
directe. Ce sont les termes ξ̃u qui sont exprimés en fonction des coefficients du chaos et
non pas les variances partielles directement. Les erreurs commises sur les ξ̃u s’ajoutent
alors pour la détermination de la variance partielle.

4.1.5 Estimation des indices de Sobol avec un métamodèle ME

Le raisonnement est reconduit avec un métamodèle ME de la forme (212). Ce métamo-
dèle peut être obtenu à l’aide de l’algorithme ME-ACD développé au chapitre 3 ou par
une autre méthode ME. Comme la base canonique a été utilisée pour les métamodèles
locaux dans notre approche, un changement de base vers une base orthogonale est réa-
lisé. De plus, les avantages des modèles ME modernes étant que les éléments ont des
formes arbitraires et non pas des hyperpavés pour épouser les formes des discontinuités
et des irrégularités va représenter un désavantage dans notre cas. En effet, les propriétés
d’orthogonalité utilisées reposent sur le produit scalaire défini à la section 2.5.2.1 corres-
pondant à un hyperpavé, et non pas à un élément de forme quelconque. Le choix à tout de
même était fait de privilégier un métamodèle ME appris sur des éléments de forme quel-
conque afin d’éviter toute imprécision due au phénomène de Gibbs. Une approximation
des éléments sous forme d’union d’hyperpavés est alors réalisée une fois le métamodèle
ME entrainé, avec l’aide du classifieur de la méthode. Ce choix est discuté à la section 4.4.
La méthodologie développée ci-dessous peut ainsi convenir à tout type de métamodèle
ME, qu’ils soient classiques utilisant des éléments directement sous forme d’hyperpavés,
ou qu’ils appliquent la logique de création de nombre minimal d’éléments.

4.1.5.1 Partition en union d’hyperpavés

L’hypercube unité Hd, partitionné sous forme d’éléments de forme quelconque {Ee}NE
e=1,

va ici être repartitionné en une union de NH hyperpavés {Hh}NH
h=1 ne se chevauchant pas.

Nh⋃
h=1

Hh = Hd (269)

Hh1 ∩Hh2 = ∅ if h1 ̸= h2 (270)

De plus, afin de respecter des propriétés utilisées dans les démonstrations de la section
4.1.5.3, les sommets des hyperpavés doivent former une grille de dimension d. Le pas de
cette grille peut être irrégulier pour une direction donnée et entre les différentes directions.
Pour chaque direction m ∈ Ωd, le segment [0, 1] composant l’hypercube unité Hd = [0, 1]d

dans la direction m est divisé en βm segments dont les βm + 1 extrémités sont rangées
dans un ensemble fini

Sm = {sm,1, ..., sm,βm+1} (271)
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où sm,1 = 0 et sm,βm+1 = 1. Ces valeurs sont alors les meme coordonnées possibles des
sommets des hyperpavés qui sont ainsi disposés sur une grille à pas irréguliers. Comme
les sommets sont sur une grille, une autre logique d’indexage multidimensionnel peut être
introduite.

Définition 9. Un hyperpavé de la décomposition peut être indexé par un multi-indice h
où

Hh = [s1,h1 , s1,h1+1]× · · · × [sd,hd
, sd,hd+1] (272)

Dh est alors l’ensemble des indices multidimensionnels possibles de la décomposition en
hyperpavés. C’est l’ensemble des vecteurs de taille d qui ont pour mieme composante un
entier de l’intervalle [|1, βm|].
Avec cette nouvelle partition de l’espace, le métamodèle ME va être lui-même approché
par

f̃(x) ≈
∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

ch,kΨk(x)IHh
(x) (273)

Pour un hyperpavé Hh, si Hh ⊂ Ee nh = ne et ∀k ∈ K(d)
nh , ch,k = ce,k. Dans ce cas,

l’hyperpavé est appelé « complet ». Si une frontière entre au moins deux éléments traverse
un hyperpavé, ce dernier est appelé hybride. Dans ce cas, nh ≤ maxne

e∈[|1,NE |]
et ∀k ∈ K(d)

nh

ch,k =

NE∑
e=1

ωh,e,kce,k (274)

où ce,k = 0 si k ∈ K(d)
n avec n > ne.

Trois procédures sont alors envisagées pour déterminer les coefficients ch,k en fonction
des ce,k :

• Ignorance : cette procédure simple ignore tous les hyperpavés hybrides en stipulant
que ωh,e,k = 0 pour ces derniers.

• Vote : cette procédure ne prend en compte que l’élément occupant la fraction
d’hypervolume de l’hyperpavé la plus importante, en stipulant que ωh,e,k = 1 pour
e, l’indice de l’élément dont l’intersection avec l’hyperpavé occupe l’hypervolume le
plus important et ωh,e,k = 0 pour les autres.

• Raccordement : les coefficients we,k sont pris comme étant la fraction de l’hyper-
volume de l’hyperpavé Hh occupée par l’élément Ee.

4.1.5.2 Changement de base

Pour chaque métamodèle local correspondant à un hyperpavé Hh, un changement de base
est réalisé afin d’utiliser la base orthonormale par rapport au produit scalaire < ·, · >Hh
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définie par (188). Le métamodèle ME adapté sur les hyperpavés peut donc s’écrire

f̃(x) ≈
∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

αh,kΦh,k(x)IHh
(x) (275)

avec, comme nouvelles notations

Φh,k(x) =
d∏

m=1

ϕm,km,hm(xm) =
d∏

m=1

ϕhm,hm+1
km

(xm) (276)

IHh
(x) =

d∏
m=1

Im,hm(xm) =
d∏

m=1

I[sm,hm ,sm,hm+1](xm) (277)

4.1.5.3 Estimation du vecteur Ξ̃

Définition 10. ∀E ⊂ Ωd,

vEh =
∏
m∈E

(
sm,hm+1 − sm,hm

)
(278)

Il s’agit de l’hypervolume de la projection de Hh sur les directions indexées par les entiers
compris dans E. Cette définition est étendue à v∅h = 1

Le raisonnement appliqué à la section 4.1.4 est alors reconduit ici dans le cas d’un méta-
modèle ME de forme (275).

En premier lieu, le terme µ
(j)
i est exprimé en fonction des coefficients des modèles locaux

µ
(j)
i (xi) =

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

αh,k

∫
Hd−j

Φh,k(x)IHh
(x)dx∼i (279)

µ
(j)
i (xi) =

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

αh,k

∏
m∈S(i)

∫ 1

0

ϕm,hm,km(xm)Im,hm(xm)dxm

∏
m∈S(i)

ϕm,hm,km(xm)Im,hm(xm)

(280)

µ
(j)
i (xi) =

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

αh,k

√
v
S(i)
h

∏
m∈S(i)

< ϕm,hm,km
, ϕm,hm,0 >sm,hm ,sm,hm+1

∏
m∈S(i)

ϕm,hm,km
(xm)Im,hm

(xm)

(281)

µ
(j)
i (xi) =

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh

αh,k

√
v
S(i)
h ∆

S(i)
k,0

∏
m∈S(i)

ϕm,hm,km(xm)Im,hm(xm) (282)
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Les termes de la matrice Ξ peuvent ensuite être déduits

µ(a1)
u µ(a2)

v =
∑
g∈Dh

∑
h∈Dh

∑
m∈K(d)

ng

∑
n∈K(d)

nh

αg,mαh,n

√
v
S(u)
h

√
v
S(v)
h ∆

S(u)
k,0 ∆

S(v)
k,0

∏
q∈S(u)

ϕq,gq,mq
Iq,gq

∏
r∈S(v)

ϕr,hr,nr
Ir,hr

(283)

Or

∏
q∈S(u)

ϕq,gq,aqIq,gq
∏

r∈S(v)

ϕr,hr,brIr,hr =
∏

q∈S(u)\S(v)

ϕq,gq,aqIq,gq
∏

r∈S(v)\S(u)

ϕr,hr,brIr,hr

∏
t∈S(u)∩S(v)

ϕt,gt,atIt,gtϕt,ht,btIt,ht

(284)

et

∏
t∈S(u)∩S(v)

ϕt,gt,atIt,gtϕt,ht,btIt,ht = ∆
S(u)∩S(v)
g,h

∏
t∈S(u)∩S(v)

ϕt,ht,atϕt,ht,btIt,ht (285)

donc

ξu,v =
∑

g∈Dh

∑
h∈Dh

∑
a∈K(d)

ng

∑
b∈K(d)

nh

αg,aαh,b

√
v
S(u)
g

√
v
S(v)
h

√
v
S(u)\S(v)
g

√
v
S(v)\S(u)
h

∆
S(u)
a,0 ∆

S(v)
b,0

∆
S(u)\S(v)
a,0 ∆

S(v)\S(u)
b,0

∆
S(u)∩S(v)
g,h

∆
S(u)∩S(v)
a,b

(286)

Appliquer la formule (144) souligne le fait que toutes les composantes de a et de b avec
des indices dans S(u) ∩ S(v) doivent être égales à 0. De plus, toutes les composantes de
a et de b d’indices dans S(u) ∩ S(v) doivent être égales. Ainsi

ξu,v =
∑
g∈Dh

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh,g

αg,kαh,k

√
v
S(u)∩S(v)
g

√
v
S(u)∩S(v)
h ∆

S(u)∩S(v)
g,h ∆

S(u)∩S(v)
k,0 (287)

où nh,g = min(nh, ng).

D’après (287), tous les termes ξu,v ayant le même S(u)∩S(v) sont égaux. La proposition
(247) est alors respectée et le vecteur Ξ̃ correspondant est

ξ̃u =
∑
g∈Dh

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh,g

αg,kαh,k

√
v
S(u)
g

√
v
S(u)
h ∆

S(u)
g,h ∆

S(u)
k,0 (288)

La variance peut alors être estimée par (250), les variances partielles par (251) et les
quantités D

(T )
i par (256) en utilisant les composantes du vecteur Ξ̃.

Pour montrer la cohérence de la formule, le cas PC peut être retrouvé. En effet, un
métamodèle PC peut être vu comme un métamodèle ME particulier de forme (275) avec
seulement un hyperpavé dans sa décomposition, l’hypercube unité. Dans ce cas particulier,

Dh = {(0, ..., 0)},
√
v
S(u)
h = 1, et ∆

S(u)
g,h = 1, ce qui permet d’obtenir directement (264) à

partir de (288).
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4.2 Méthode numérique

Dans cette section, une méthode numérique est proposée pour obtenir les termes du vec-
teur Ξ̃ dans le cas d’un métamodèle ME. Un algorithme vectorisé est alors disponible à
chaque étape, si l’utilisateur dispose d’assez de ressource mémoire pour les utiliser. Dans
le cas contraire, une méthode itérative « on-the-run » peut être envisagée en alternative
à chaque étape.

Pour illustrer chacune des étapes de la méthode, la QOI suivante est étudiée comme
exemple

gdiscontinuous−2(x) =

{
exp

(
x1 + x2

)
= ex1 × ex2 if x1 <

π
6

and x2 <
π
6

0 sinon
(289)

Il s’agit de la fonction de Genz discontinue [21] de dimension 2. La discontinuité est réglée
pour être le carré [0, π

6
]× [0, π

6
], afin d’éviter que l’extrémité de ses côtés coïncident avec

un nombre de la forme 1/n avec n ∈ N, ce qui présente un avantage pour la méthode
présentée dans cette section.

4.2.1 Partition en union d’hyperpavés

Partition cartésienne En premier lieu, l’hypercube unité est partitionné en zd hyper-
cubes dont les sommets forment une grille de pas régulier, avec z hypercubes par direction
(le pas est donc de 1/z dans chaque direction). Les (z + 1)d sommets des hypercubes
composent donc cette grille de dimension d. Numériquement, ces hypercubes peuvent
être représentés dans un tenseur d’entiers Q de taille (z, ..., z). Hh est alors représenté
par l’entier Qh1,...,hd

. Pour un hypercube complet, l’entier correspondant est e, l’indice de
l’élément qui contient l’entièreté de l’hypercube (Hh ⊂ Ee). Pour un hypercube hybride,
l’entier correspondant est arbitrairement NE + 1. Pour obtenir Q, les (z + 1)d sommets
des hypercubes sont générés et classifiés à l’aide de la procédure de classification associée
au modèle ME considéré (un réseau de neuronne dans le cas de ME-ACD). Pour chaque
hypercube, si tous ses sommets sont déterminés comme étant dans le même élément par
la méthode de classification, l’hypercube est estimé être complet et son entier associé est
l’indice de l’élément. Dans le cas contraire, si au moins deux sommets sont déterminés
comme étant dans deux éléments différents, l’hypercube est estimé être hybride et l’entier
correspondant est NE + 1.

L’algorithme 5 présente un algorithme vectorisé permettant d’obtenir le tenseur Q modé-
lisant les hypercubes de la première étape de la partition. Si chaque entier du tenseur est
codé sur un octet, la taille maximum du tenseur dans l’algorithme est de (z +1)d octets.
Le vecteur X contenant d× (z +1)d flottants est le plus problématique en terme de coût
mémoire. Afin d’économiser de la mémoire, la première implémentation du tenseur Q
contenant les labels des points de X peut être effectué en considérant des sous ensembles
de ces points, et une parallélisation peut également être envisagée.
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Algorithm 5 Pseudo-code de l’étape de partition cartésienne (Vectorisé)
z ← nombre d’hypercubes par direction
x← vecteur de taille z + 1 où xi =

i−1
z

X ← points de la grille de dimension d de pas 1/z, points dont les composantes sont
les combinaisons avec remplacement des d composantes de x.
Q← indices des éléments contenant les points X donnés par la procédure de classifica-
tion de la méthode ME utilisée mis sous la forme d’un tenseur de forme (z+1, ..., z+1)
for m ∈ [|1, d|] do

D ← tenseur de forme (z, ..., z) contenant les différences entre les composantes de
Q avec le précédent voisin dans la direction m

Toutes les composantes de Q ayant une composante de même indice dans D diffé-
rente de 0 est mis à NE + 1 (indiquant un hypercube hybride). Les composantes de Q
ayant comme meme indice z+1 (les points situés sur les hyperfaces supérieurs) restent
inchangées (ils seront retirés à la dernière étape).
end for
Q← Q sans ses composantes ayant au moins un de ses indices égal à z + 1.

Une fois ces hypercubes obtenus, une étape de fusion peut être considérée. En effet, dans
les démonstrations de la section 4.1.5.3, les hyperpavés n’ont pas la contrainte d’être
des hypercubes. Le nombre d’hyperpavés Nh = β1 × ... × βd est une variable cruciale
pour le coût de l’algorithme, que ce soit en espace mémoire ou en temps de calcul. Cette
étape a donc pour but de réduire le nombre d’hyperpavés, fusionnant les hypercubes avec
leur voisin de même label pour obtenir NH ≤ zd hyperpavés. Néanmoins, les sommets
des hyperpavés doivent toujours former une grille de dimension d. Pour respecter cette
contrainte, pour chaque direction m, un hyperpavé ayant hm comme meme composante
d’indice est fusionné avec un hyperpavé ayant hm + 1 comme meme composante d’indice
(nommé son voisin) si seulement tous les hyperpavés ayant hm comme meme composante
d’indice ont le même label que leur voisin dans la direction m.

Algorithm 6 Pseudo-code de l’étape de fusion (Vectorisée)
Q← (z, ..., z) tenseur d’entier représentant les hypercubes obtenu par partition carté-
sienne
x← vecteur de taille z + 1 où xi =

i−1
z

S ← liste contenant d listes identiques avec les éléments de x ; la meme liste de S, est
appelée Sm

for m ∈ [|1, d|] do
D ← tenseur de forme (z, ..., z) contenant les différences entre les composantes de

Q et leur précédent voisin dans la direction m
I ← liste des entiers de [|1, z|] où toutes les composantes de D ayant comme meme

indice cet entier sont égaux à 0.
Q← Q sans les composantes ayant comme meme indice un indice dans I.
Sm ← Sm sans les composantes ayant un indice dans I

end for

L’algorithme 6 présente le pseudo-code de l’algorithme vectorisé permettant d’obtenir les
hyperpavés labellisés à partir des hypercubes obtenus à l’étape précédente. Les hyperpavés
sont représentés par le tenseur Q d’ordre d et de taille (β1, ..., βd) contenant les labels de
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ces hyperpavés et par S une liste de d listes de taille βm représentant numériquement les
d ensembles finis Sm.
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Figure 21 – Sur la gauche, la partition de l’espace des paramètres H2 en zd hypercubes
dans le cas de la QOI exemple gdiscontinue−2. Les couleurs rouge et bleue représentent
les deux éléments déterminés par le classifieur de l’algorithme ME-ACD. Les hypercubes
hybrides sont représentés en gris. (a) z = 5. (c) z = 10. (f) z = 50. Sur la droite, la
partition en hyperpavés finale obtenue après l’étape de fusion sur les zd hypercubes dans
le cas de la QOI exemple gdiscontinue−2. (b) z = 5 menant à Nh = 9 hyperpavés. (d) z = 10
menant à Nh = 9 hyperpavés. (f) z = 50 menant à Nh = 24 hyperpavés.

La figure 21 présente les résultats de la partition cartésienne (Figures 21a, 21c et 21e) et
de l’étape de fusion (Figures 21b, 21d et 21f) pour la QOI exemple gdiscontinue−2. Comme
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il est illustré sur la figure, si z est relativement faible, le nombre d’hyperpavés est relative-
ment faible, mais les hyperpavés hybrides (en gris sur la figure) occupe un hypervolume
relativement important, ce qui altère la précision de l’estimation. Si z est trop élevé,
la partition en hyperpavés devient sensible aux frontières données par la procédure de
classification (si cette procédure est autre que l’utilisation d’une formule analytique de
l’équation des frontières), comme les hyperpavés sont petits et situés entre les observa-
tions d’entrainement. Cela peut ainsi mener à une augmentation significative du nombre
d’hyperpavés. De plus, comme l’hyperpavé est situé entre les observations d’entrainement,
la classification n’est pas effectuée avec une grande confiance et l’hyperpavé peut être mal
labellisé. z est en ce sens un paramètre de compromis.

4.2.2 Changement de base

Dans le but d’avoir accès aux coefficients αh,k des métamodèles locaux exprimés dans
les bases orthonormées par rapport au produit scalaire < ·, · >Hh

, un changement de
base est effectué pour chaque métamodèle local (et donc pour chaque hyperpavé). Pour
chaque hyperpavé, les coefficients des polynômes de la base (ΦHh

k )
k∈K(d)

nh

doivent être im-
plémentés, où nh est le degré du métamodèle sur l’hypercube Hh. Dans le but d’obtenir
ces coefficients, une matrice de passage Λh de taille (

(
nh+d
nh

)
,
(
nh+d
nh

)
) doit être construite.

Toutes ces matrices peuvent être stockées dans un tenseur d’ordre 3, Λ en associant le
multi-indice h à un scalaire. Ce tenseur est de taille (NH , n, n), avec n le maximum des
degrés des métamodèles locaux. Pour chaque h, la matrice Λh est complétée de 0 pour
les termes d’indices strictement supérieur à

(
nh+d
nh

)
en ligne ou en colonne.

Les termes de la matrice de passage Λh sont les composantes des polynômes multivariés
de la base orthonormale (Φk

Hh
)
k∈K(d)

nh

exprimés dans la base canonique de R[X1, ..., Xd].
Pour un métamodèle local

∑
k∈K(d)

nh

ch,kΨk(x) =
∑

q∈K(d)
nh

( ∑
k∈K(d)

nh

αh,kΛh,k,q

)
Ψq(x) (290)

En notant Ch le vecteur contenant les coefficients ch,k et Ah le vecteur contenant les αh,k

CT
h = ΛT

hAh (291)

Une résolution triangulaire supérieure permet d’obtenir efficacement Ah.

Comme démontré à la section 2.5.2.3, les composantes des polynômes orthogonaux sont

Λh,k,q =
d∏

m=1

λ
shm ,shm+1

km,qm
(292)
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De nombreux couples (shm , shm+1) peuvent être similaires suite à la partition de l’espace.
Pour éviter de répéter des calculs, une base de données de λa,b

k,q peut être construite. Pour
chaque couple (a, b), un indice w est attribué. Le nombre de couples (aw, bw) différents
est noté Nw.

λw,k,q =

√
2k + 1

bw − aw

k∑
y=q

lk,y
(bw − aw)y

(
y

q

)
(2)q(−1)y−q(aw + bw)

y−q (293)

Deux matrices sont alors introduites pour implémenter les coefficients et le tenseur :

• I est une matrice de taille (Nh, d) où Ih,m vaut un entier w qui signifie que les
extrémités du segment 1D de direction m de l’hypercube Hh est le couple (aw, bw)
indexé par w.

• J est une matrice de taille (Nw, 2) où la ligne w relie l’indice w à un couple (aw, bw)

Λh,k,q =
d∏

m=1

λIh,m,km,qm (294)

Exemple 17. Avec la QOI exemple gdiscontinue−2 et z = 5, dont la partition en hyperpavés
est illustrée sur la Figure 21b, S1 = S2 = [0, 0.4, 0.6, 1], Nh = 9, Nw = 3 et

I =

1 1
2 2
3 3

 J =

 0 0.4
0.4 0.6
0.6 1



Exemple 18. Avec la QOI exemple gdiscontinue−2 et z = 50, dont la partition en hyperpa-
vés est illustrée sur la Figure 21f, S1 = [0, 0.5, 0.52, 0.54, 1], S2 = [0, 0.1, 0.12, 0.5, 0.52, 0.54, 1],
Nh = 24, Nw = 7 et
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I =



1 5
2 5
3 5
4 5
1 6
2 6
3 6
4 6
1 7
2 7
3 7
4 7
1 2
2 2
3 2
4 2
1 3
2 3
3 3
4 3
1 4
2 4
3 4
4 4



J =



0 0.5
0.5 0.52
0.52 0.54
0.54 1
0 0.1
0.1 0.12
0.12 0.5



Chaque coefficient λw,k,q de la base de données peut être exprimé

λw,k,q =
k∑

y=q

Bw,q,yLk,q,y (295)

Bw,q,y =
1√

bw − aw

(
− 1

aw + bw

)q(
− aw + bw

bw − aw

)y

(296)

Lk,q,y = 2q
√
2k + 1

(
y

q

)
lk,y (297)

où le tenseur L est indépendant de la partition et le tenseur B est dépendant de la par-
tition. Ces deux tenseurs peuvent être implémentés avec un algorithme vectorisé. De ce
fait, la base de données des coefficients 1D λw,k,q peut être implémentée efficacement et
le tenseur de passage Λ peut également être obtenu par vectorisation.

Maintenant que toutes les matrices Λh sont implémentées, la seule étape restante est celle
consistant à implémenter Ch pour obtenir ensuite les coefficients Ah pour chaque hyper-
pavé. Pour un hyperpavé complet, les composantes de Ch sont les ce,k. Pour un hyperpavé
hybride, la formule (274) est utilisée. Si la procédure sélectionnée est « Ignorance », Ch

est le vecteur nul. Sinon, la fraction de l’hypervolume de Hh occupée par l’élément Ee

doit être estimée. Pour cela, Nfrac observations sont générées par une séquence de Sobol
dans l’hyperpavé Hh. Chaque point est ensuite classé par la procédure de classification
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de la méthode ME et la fraction de l’hypervolume occupée par l’élément e est estimée
comme étant le ratio entre le nombre de points ayant comme label e sur les Nfrac points
échantillonnés. Les coefficients ωh,e,k sont ensuite déterminés en fonction de la procédure
sélectionnée et de cette estimation de l’hypervolume occupé.

4.2.3 Implémentation du vecteur Ξ̃

(288) peut être réécrite

ξ̃u =
∑
g∈Dh

∑
h∈Dh

∑
k∈K(d)

nh,g

VS(u)
g,k V

S(u)
h,k ∆

S(u)
g,h (298)

VS(u)
h,k = αh,k

√
v
S(u)
h ∆

S(u)
k,0 (299)

De même qu’avec les étapes précédentes, Ξ̃ peut être implémenté de façon vectorisée ou
de façon « on-the-run » avec une potentielle parallélisation.

4.3 Applications

4.3.1 Métrique d’erreur

Afin de comparer la précision de l’estimation des variances partielles avec un métamodèle
PC et un métamodèle ME, la métrique suivante est utilisée

(
E

(j)
i

)
model

=
|
(
D

(j)
i

)
model

−
(
D

(j)
i

)
ref
|(

D
)
ref

(300)

où :

•
(
D
)
ref

est la valeur de la variance obtenue par la méthode Monte-Carlo avec un

nombre élevé d’observations NMC .

•
(
D

(j)
i

)
ref

est la valeur de la variance partielle obtenue par la méthode Monte-Carlo

(Cf. section 2.4.3.5) avec un nombre élevé d’observations NMC (NMC observations
sont générées par quantité).

•
(
D

(j)
i

)
model

est la valeur de la même variance partielle obtenue par estimation à
l’aide du métamodèle considéré et de sa méthode associée ; la méthode utilisée pour
l’estimation à l’aide d’un métamodèle PC étant la méthode classique.
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Pour les simulations Monte-Carlo, le nombre d’observations NMC est spécifié, la conver-
gence étant assurée après comparaison des résultats en augmentant successivement le
nombre d’observations. Le métamodèle ME est obtenu en utilisant la méthode ME-ACD
développée au chapitre 3, les hyperparamètres utilisés pour chaque simulation étant spé-
cifiés. Pour la reproductibilité des résultats, l’ensemencement aléatoire du réseau de neu-
rones classifieur a pour valeur 0. Pour entrainer le métamodèle PC, la méthode OLS est
utilisée sur les mêmes observations d’entrainement utilisées pour entrainer le métamodèle
ME, mais avec des métamodèles PC de degrés allant de nmin−PC à nmax−PC . Le méta-
modèle sélectionné est celui minimisant l’erreur PRESS. Comme l’erreur PRESS est une
erreur de validation croisée, le surapprentissage a de grandes chances d’être évité.

L’échantillonnage des observations d’entrainement (pour toutes les méthodes) est réalisé à
l’aide d’une séquence de Sobol dans l’hypercube unité. Les méthodes sont comparées avec
deux échantillonnages de nombre d’observations d’entrainement N différents, un avec un
nombre d’observations relativement faible et un second avec un nombre d’observations
plus élevé.

4.3.2 Fonction d’Ishigami

La fonction d’Ishigami est la QOI suivante

f Ishigami(p1, p2, p3) = sin(p1) + a
(
sin(p2)

)2
+ bp43 sin(p1) (301)

les paramètres d’entrée p1, p2 et p3 suivant tous une loi uniforme sur [−π, π].

C’est une QOI étudiée de façon classique en analyse de sensibilité [15, 64]. De façon clas-
sique, le choix des paramètres a et b est de a = 7 et b = 0.1. La QOI est relativement
régulière et ses variances partielles sont connues. Les valeurs théoriques de ces dernières
ainsi que les valeurs théoriques des quantités D

(T )
i sont disponibles à la Table 11. Pour

cette application seulement, les valeurs de référence
(
D

(j)
i

)
ref

et
(
D
)
ref

utilisées pour le

calcul de l’erreur définie à la section 4.3.1 sont ces valeurs et non pas des valeurs obtenues
à l’aide de la méthode MC.

Les hyperparamètres utilisés sont indiqués dans la Table 12. La Table 13 rassemble quant
à elle les résultats des estimations obtenues à l’aide des méthodes PC et ME.

Pour cette application, comme la QOI est assez régulière, ME-ACD offre un modèle
identique à celui obtenu par la méthode PC classique, sans partition de l’espace des para-
mètres. La comparaison est donc essentiellement entre l’approche classique et l’approche
développée au chapitre 4 permettant de relier les coefficients d’un métamodèles PC aux
quantités de variance. Il a été conjecturé à la section 4.1.4 que la nouvelle approche avec
le vecteur Ξ̃ dans le cas PC serait moins précise que l’approche standard. Cela est vérifié,
mais les différences numériques sont très faibles, si bien qu’elles n’apparaissent pas dans
la Table 13. Il est alors vérifié que la nouvelle approche avec le vecteur Ξ̃ est quasiment
équivalente à la méthode classique pour cette application. Les erreurs entre les valeurs
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Variances Valeur théorique Valeur arrondie avec a = 7 et b = 0.1

D bπ4

5
+ b2π8

18
+ 1

2
+ a2

8
13.845

D
(1)
1

bπ4

5
+ b2π8

50
+ 1

2
4.346

D
(1)
2

a2

8
6.125

D
(1)
3 0 0

D
(2)
(1,2) 0 0

D
(2)
(1,3)

8b2π8

225
3.374

D
(2)
(2,3) 0 0

D
(3)
(1,2,3) 0 0

D
(T )
1

bπ4

5
+ b2π8

18
+ 1

2
7.720

D
(T )
2

a2

8
6.125

D
(T )
3

8b2π8

225
3.374

Table 11 – Valeurs théoriques des variances partielles D
(j)
i et des quantités D

(T )
i et D

pour la QOI fonction d’Ishigami.

PC ME-ACD
N {70, 150}

NEmin
1

NEmax 5
kmin 5
kmax 10
nmin 0 0
nmax 10 10
δmin 10−5

Taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect Vrai
kconnect 10

z 50
Nfrac 1000

Table 12 – Hyperparamètres sélectionnés pour les méthodes PC et ME-ACD pour
l’étude de la fonction d’Ishigami.

théoriques et les valeurs numériques proviennent des erreurs d’approximation du méta-
modèle PC/ME. L’erreur PRESS normalisée vaut δ = 0.83 pour N = 70 (le degré optimal
étant n = 1, ce qui explique que les variances partielles d’ordre supérieure ou égale à 2
ne peuvent pas être estimées) et δ = 0.26 pour N = 150 (n = 6).

4.3.3 Fonction de Genz discontinue : comparaison des trois pro-
cédures concernant les hyperpavés hybrides

Dans cette section, la QOI suivante est étudiée
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N = 70 N = 150

D
(j)
i,ref D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC

D 13.8446 2.1187 2.1187 8.47 · 10−1 8.47 · 10−1 14.3965 14.3965 3.99 · 10−2 3.99 · 10−2

D
(1)
1 4.3459 2.1067 2.1067 1.62 · 10−1 1.62 · 10−1 4.6200 4.6200 1.98 · 10−2 1.98 · 10−2

D
(1)
2 6.1250 0.0104 0.0104 4.42 · 10−1 4.42 · 10−1 5.8360 5.8360 2.09 · 10−2 2.09 · 10−2

D
(1)
3 0.0000 0.0016 0.0016 1.17 · 10−4 1.17 · 10−4 0.0140 0.0140 1.01 · 10−3 1.01 · 10−3

D
(2)
(1,2) 0.0000 0.0000 0.0000 1.00 · 10−14 1.00 · 10−14 0.0955 0.0955 6.90 · 10−3 6.90 · 10−3

D
(2)
(1,3) 3.3737 0.0000 0.0000 2.44 · 10−1 2.44 · 10−1 3.4697 3.4697 6.94 · 10−3 6.94 · 10−3

D
(2)
(2,3) 0.0000 0.0000 0.0000 1.00 · 10−14 1.00 · 10−14 0.2084 0.2084 1.51 · 10−2 1.51 · 10−2

D
(3)
(1,2,3) 0.0000 0.0000 0.0000 1.28 · 10−16 1.00 · 10−14 0.1528 0.1528 1.10 · 10−2 1.10 · 10−2

D
(T )
1 7.7196 2.1067 2.1067 4.05 · 10−1 4.05 · 10−1 8.3380 8.3380 4.47 · 10−2 4.47 · 10−2

D
(T )
2 6.1250 0.0104 0.0104 4.42 · 10−1 4.42 · 10−1 6.2928 6.2928 1.21 · 10−2 1.21 · 10−2

D
(T )
3 3.3737 0.0016 0.0016 2.44 · 10−1 2.44 · 10−1 3.8449 3.8449 3.40 · 10−2 3.40 · 10−2

Table 13 – Estimation des variances partielles pour la QOI f Ishigami à l’aide d’un mé-
tamodèle PC et d’un métamodèle ME.

gdiscontinue−4(x) =

{
exp

(
x1 + x2 + x3 + x4

)
si ∀i ∈ [|1, 4|], xi <

π
6

0 sinon
(302)

où les xi suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Pour cette QOI, toutes les interactions entre les paramètes d’entrée ont un impact. Dans
la nature, il est très rare d’avoir ce cas de figure. Cette QOI théorique permet néanmoins
de mettre à l’épreuve la méthodologie et d’étudier précisément l’impact de certains para-
mètres sur l’estimation des quantités d’ordre différents. Dans cette application, l’impact
du choix de la procédure de gestion des hyperpavés hybrides (« Ignorance », « Vote » ou
« Raccordement ») est discuté à l’aide de la QOI.

Les hyperparamètres utilisés sont indiqués dans la Table 14. Les Tables 15, 16 et 17
contiennent les estimations obtenues respectivement avec les procédures « Ignorance », «
Vote » et « Raccordement ». Les résultats avec le métamodèle PC sont identiques dans ces
trois tables, cette procédure ne concernant que le métamodèle ME. Le nombre d’observa-
tions d’entrainement pour estimer les valeurs de référence est de NMC = 106 observations.

Pour N = 100, le degré du métamodèle PC optimal est de 2 (erreur PRESS normalisée
de δ = 8.1 × 10−2) ; ceux des métamodèles locaux sont de 0 et de 1 (pour une erreur
de partition normalisée de δ = 7, 4 × 10−4). Avec un degré n = 1, le métamodèle PC ne
peut pas estimer les variances partielles d’ordre j > 2 avec N = 100. Le métamodèle ME
permet quant à lui d’estimer ces valeurs même si les degrés sont inférieurs à 2. En aug-
mentant le nombre d’observations d’entrainement à N = 1000, le métamodèle PC peut
avoir un degré optimal plus élevé, n = 5 (erreur PRESS normalisée de δ = 3.1 × 10−2),
ce qui permet de mieux estimer les différentes quantités. Pour une procédure de gestion
des hyperpavés hybrides autre qu’« Ignorance », le métamodèle ME permet d’avoir des
estimations globalement plus précises que celles du métamodèle PC pour cette QOI dis-
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PC ME-ACD
N {100, 1000}

NEmin
1

NEmax 5
kmin 5
kmax 10
nmin 0 0
nmax 10 10
δmin 10−5

Taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect Vrai
kconnect 10

z 25
Nfrac 1000

Table 14 – Hyperparamètres sélectionnés pour les méthodes PC et ME-ACD pour
l’étude de gdiscontinue−4.

continue. Si le métamodèle PC est capable d’estimer les quantités au premier ordre avec
une précision comparable à celle du métamodèle ME, les effets des interactions d’ordre
supérieur sont quant à eux estimés avec moins de précision, le métamodèle PC appro-
chant la discontinuité par une pente. Avec N = 1000, les degrés des métamodèles locaux
pour la méthode ME sont de 0 et de 3 (erreur de partition normalisée δ = 1.2× 10−11).
En augmentant le nombre d’observations, on observe des estimations globalement plus
précises, même si pour certaines quantités, la précision est dégradée. Le métamodèle ME
permet alors d’estimer les quantités avec plus de précision.

En ce qui concerne la comparaison des procédures de gestion des hyperpavés hybrides, la
procédure « Ignorance » ne mène pas à une estimation précise, ignorant l’information si-
tuée à l’interface entre les éléments. L’ajout d’observations d’entrainement n’améliore que
très peu la précision des estimations. Les procédures « Vote » et « Raccordement » per-
mettent quant à elle des estimations plus précises qu’avec le métamodèle PC en utilisant
des métamodèles locaux ayant des degrés de troncature moins importants. La précision
des estimations pour les deux procédures est assez similaire. On observe néanmoins que les
estimations sont très sensibles à l’échantillonnage de l’espace (et donc au classifieur). Par
exemple, la précision de la variance se dégrade dans cette application pour la procédure
« Raccordement » alors que le nombre d’observations augmente. Ce manque de robus-
tesse par rapport à l’échantillonnage a été observé également dans d’autres applications
non rapportées dans le manuscrit. Il sera l’objet de futures recherches afin d’améliorer la
méthodologie. La procédure utilisée par la suite est la procédure « Raccordement ».

4.3.4 Étude de sensibilité en présence d’une bifurcation

L’objectif final de l’étude est d’utiliser la méthodologie afin de conduire une étude de
sensibilité efficace pour le système dynamique du vol (Cf. section 1.1.5.6), système pré-
sentant de nombreuses bifurcations. Un premier test sur un système théorique modélisant
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N = 100 N = 1000

D
(j)
i,ref D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC

D 0.1186 0.0959 0.0519 1.92 · 10−1 5.62 · 10−1 0.0905 0.0849 2.37 · 10−1 2.85 · 10−1

D
(1)
1 0.0088 0.0058 0.0087 2.53 · 10−2 5.87 · 10−4 0.0054 0.0080 2.89 · 10−2 7.04 · 10−3

D
(1)
2 0.0088 0.0059 0.0073 2.46 · 10−2 1.27 · 10−2 0.0054 0.0081 2.82 · 10−2 6.00 · 10−3

D
(1)
3 0.0089 0.0041 0.0055 4.02 · 10−2 2.82 · 10−2 0.0054 0.0076 2.91 · 10−2 1.05 · 10−2

D
(1)
4 0.0087 0.0072 0.0070 1.30 · 10−2 1.44 · 10−2 0.0057 0.0080 2.56 · 10−2 6.36 · 10−3

D
(2)
(1,2) 0.0081 0.0056 0.0061 2.15 · 10−2 1.73 · 10−2 0.0053 0.0059 2.39 · 10−2 1.89 · 10−2

D
(2)
(1,3) 0.0079 0.0039 0.0030 3.40 · 10−2 4.14 · 10−2 0.0055 0.0056 2.00 · 10−2 1.94 · 10−2

D
(2)
(2,3) 0.0081 0.0040 0.0031 3.46 · 10−2 4.15 · 10−2 0.0054 0.0053 2.27 · 10−2 2.29 · 10−2

D
(2)
(1,4) 0.0079 0.0071 0.0039 7.20 · 10−3 3.40 · 10−2 0.0059 0.0058 1.75 · 10−2 1.82 · 10−2

D
(2)
(2,4) 0.0080 0.0075 0.0052 3.87 · 10−3 2.39 · 10−2 0.0057 0.0061 1.90 · 10−2 1.63 · 10−2

D
(2)
(3,4) 0.0081 0.0049 0.0021 2.69 · 10−2 5.04 · 10−2 0.0056 0.0058 2.07 · 10−2 1.94 · 10−2

D
(3)
(1,2,3) 0.0073 0.0045 0.0000 2.38 · 10−2 6.17 · 10−2 0.0061 0.0038 1.06 · 10−2 2.95 · 10−2

D
(3)
(1,2,4) 0.0072 0.0088 0.0000 1.28 · 10−2 6.10 · 10−2 0.0062 0.0044 8.50 · 10−3 2.37 · 10−2

D
(3)
(1,3,4) 0.0072 0.0057 0.0000 1.25 · 10−2 6.10 · 10−2 0.0067 0.0042 4.71 · 10−3 2.60 · 10−2

D
(3)
(2,3,4) 0.0072 0.0062 0.0000 8.65 · 10−3 6.07 · 10−2 0.0060 0.0041 1.02 · 10−2 2.59 · 10−2

D
(4)
(1,2,3,4) 0.0068 0.0148 0.0000 6.82 · 10−2 5.69 · 10−2 0.0102 0.0022 2.93 · 10−2 3.80 · 10−2

D
(T )
1 0.0612 0.0562 0.0217 4.29 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0512 0.0399 8.44 · 10−2 1.80 · 10−1

D
(T )
2 0.0613 0.0572 0.0216 3.46 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0503 0.0400 9.25 · 10−2 1.80 · 10−1

D
(T )
3 0.0611 0.0481 0.0138 1.09 · 10−1 3.99 · 10−1 0.0509 0.0387 8.56 · 10−2 1.88 · 10−1

D
(T )
4 0.0612 0.0622 0.0182 8.99 · 10−3 3.62 · 10−1 0.0521 0.0406 7.69 · 10−2 1.74 · 10−1

Table 15 – Estimation des variances pour la QOI gdiscontinue−4 avec la procédure «
Ignorance ».

148



N = 100 N = 1000

D
(j)
i,ref D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC

D 0.1186 0.1235 0.0519 4.08 · 10−2 5.62 · 10−1 0.1117 0.0849 5.84 · 10−2 2.85 · 10−1

D
(1)
1 0.0088 0.0088 0.0087 3.57 · 10−4 5.87 · 10−4 0.0073 0.0080 1.22 · 10−2 7.04 · 10−3

D
(1)
2 0.0088 0.0085 0.0073 2.02 · 10−3 1.27 · 10−2 0.0076 0.0081 9.84 · 10−3 6.00 · 10−3

D
(1)
3 0.0089 0.0059 0.0055 2.47 · 10−2 2.82 · 10−2 0.0074 0.0076 1.23 · 10−2 1.05 · 10−2

D
(1)
4 0.0087 0.0107 0.0070 1.63 · 10−2 1.44 · 10−2 0.0080 0.0080 6.43 · 10−3 6.36 · 10−3

D
(2)
(1,2) 0.0081 0.0074 0.0061 6.24 · 10−3 1.73 · 10−2 0.0067 0.0059 1.22 · 10−2 1.89 · 10−2

D
(2)
(1,3) 0.0079 0.0052 0.0030 2.33 · 10−2 4.14 · 10−2 0.0068 0.0056 9.19 · 10−3 1.94 · 10−2

D
(2)
(2,3) 0.0081 0.0050 0.0031 2.55 · 10−2 4.15 · 10−2 0.0067 0.0053 1.13 · 10−2 2.29 · 10−2

D
(2)
(1,4) 0.0079 0.0095 0.0039 1.32 · 10−2 3.40 · 10−2 0.0073 0.0058 5.13 · 10−3 1.82 · 10−2

D
(2)
(2,4) 0.0080 0.0098 0.0052 1.49 · 10−2 2.39 · 10−2 0.0073 0.0061 6.16 · 10−3 1.63 · 10−2

D
(2)
(3,4) 0.0081 0.0064 0.0021 1.42 · 10−2 5.04 · 10−2 0.0071 0.0058 8.30 · 10−3 1.94 · 10−2

D
(3)
(1,2,3) 0.0073 0.0053 0.0000 1.67 · 10−2 6.17 · 10−2 0.0071 0.0038 2.18 · 10−3 2.95 · 10−2

D
(3)
(1,2,4) 0.0072 0.0104 0.0000 2.67 · 10−2 6.10 · 10−2 0.0070 0.0044 1.84 · 10−3 2.37 · 10−2

D
(3)
(1,3,4) 0.0072 0.0069 0.0000 2.68 · 10−3 6.10 · 10−2 0.0075 0.0042 2.38 · 10−3 2.60 · 10−2

D
(3)
(2,3,4) 0.0072 0.0073 0.0000 4.87 · 10−4 6.07 · 10−2 0.0068 0.0041 3.13 · 10−3 2.59 · 10−2

D
(4)
(1,2,3,4) 0.0068 0.0164 0.0000 8.15 · 10−2 5.69 · 10−2 0.0110 0.0022 3.59 · 10−2 3.80 · 10−2

D
(T )
1 0.0612 0.0699 0.0217 7.26 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0608 0.0399 4.09 · 10−3 1.80 · 10−1

D
(T )
2 0.0613 0.0701 0.0216 7.44 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0602 0.0400 9.43 · 10−3 1.80 · 10−1

D
(T )
3 0.0611 0.0585 0.0138 2.20 · 10−2 3.99 · 10−1 0.0605 0.0387 4.97 · 10−3 1.88 · 10−1

D
(T )
4 0.0612 0.0773 0.0182 1.36 · 10−1 3.62 · 10−1 0.0620 0.0406 7.33 · 10−3 1.74 · 10−1

Table 16 – Estimation des variances pour la QOI gdiscontinue−4 avec la procédure « Vote
».

149



N = 100 N = 1000

D
(j)
i,ref D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC

D 0.1186 0.1168 0.0519 1.53 · 10−2 5.62 · 10−1 0.1056 0.0849 1.09 · 10−1 2.85 · 10−1

D
(1)
1 0.0088 0.0087 0.0087 7.74 · 10−4 5.87 · 10−4 0.0074 0.0080 1.20 · 10−2 7.04 · 10−3

D
(1)
2 0.0088 0.0086 0.0073 1.82 · 10−3 1.27 · 10−2 0.0075 0.0081 1.05 · 10−2 6.00 · 10−3

D
(1)
3 0.0089 0.0059 0.0055 2.46 · 10−2 2.82 · 10−2 0.0074 0.0076 1.21 · 10−2 1.05 · 10−2

D
(1)
4 0.0087 0.0107 0.0070 1.63 · 10−2 1.44 · 10−2 0.0079 0.0080 7.16 · 10−3 6.36 · 10−3

D
(2)
(1,2) 0.0081 0.0073 0.0061 6.99 · 10−3 1.73 · 10−2 0.0065 0.0059 1.32 · 10−2 1.89 · 10−2

D
(2)
(1,3) 0.0079 0.0051 0.0030 2.39 · 10−2 4.14 · 10−2 0.0068 0.0056 9.43 · 10−3 1.94 · 10−2

D
(2)
(2,3) 0.0081 0.0050 0.0031 2.57 · 10−2 4.15 · 10−2 0.0066 0.0053 1.21 · 10−2 2.29 · 10−2

D
(2)
(1,4) 0.0079 0.0094 0.0039 1.21 · 10−2 3.40 · 10−2 0.0072 0.0058 6.41 · 10−3 1.82 · 10−2

D
(2)
(2,4) 0.0080 0.0097 0.0052 1.44 · 10−2 2.39 · 10−2 0.0070 0.0061 8.06 · 10−3 1.63 · 10−2

D
(2)
(3,4) 0.0081 0.0063 0.0021 1.48 · 10−2 5.04 · 10−2 0.0070 0.0058 9.59 · 10−3 1.94 · 10−2

D
(3)
(1,2,3) 0.0073 0.0050 0.0000 1.91 · 10−2 6.17 · 10−2 0.0065 0.0038 6.60 · 10−3 2.95 · 10−2

D
(3)
(1,2,4) 0.0072 0.0098 0.0000 2.19 · 10−2 6.10 · 10−2 0.0066 0.0044 5.60 · 10−3 2.37 · 10−2

D
(3)
(1,3,4) 0.0072 0.0065 0.0000 5.81 · 10−3 6.10 · 10−2 0.0070 0.0042 1.76 · 10−3 2.60 · 10−2

D
(3)
(2,3,4) 0.0072 0.0069 0.0000 2.94 · 10−3 6.07 · 10−2 0.0064 0.0041 6.80 · 10−3 2.59 · 10−2

D
(4)
(1,2,3,4) 0.0068 0.0118 0.0000 4.29 · 10−2 5.69 · 10−2 0.0077 0.0022 8.32 · 10−3 3.80 · 10−2

D
(T )
1 0.0612 0.0637 0.0217 2.07 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0558 0.0399 4.63 · 10−2 1.80 · 10−1

D
(T )
2 0.0613 0.0641 0.0216 2.41 · 10−2 3.34 · 10−1 0.0550 0.0400 5.32 · 10−2 1.80 · 10−1

D
(T )
3 0.0611 0.0527 0.0138 7.08 · 10−2 3.99 · 10−1 0.0555 0.0387 4.69 · 10−2 1.88 · 10−1

D
(T )
4 0.0612 0.0712 0.0182 8.41 · 10−2 3.62 · 10−1 0.0568 0.0406 3.70 · 10−2 1.74 · 10−1

Table 17 – Estimation des variances pour la QOI gdiscontinue−4 avec la procédure «
Raccordement ».
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l’apparition d’une bifurcation est réalisé. La QOI de cette section est la solution à l’instant
t du système suivant

Ẋ = −(p1 + p2)(X − p3)(X − p4) (303)

Ce système est semblable à celui de l’application de la section 3.3.3, mais fait intervenir
plus de paramètres pour mener une analyse de sensibilité plus intéressante. Le système
possède deux équilibres stables (ignorant le cas p1+p2 = 0) : Xe = p3 stable si p1+p2 < 0,
et Xe = p4 stable si p1 + p2 > 0. De ce fait, le système modélise l’apparition d’une bifur-
cation. La Table 18 indique la loi de distribution des paramètres d’entrée.

Paramètres d’entrée Loi de distribution
p1 U [−2, 1]
p2 U [0, 4]
p3 U [1, 5]
p4 U [5, 9]

Table 18 – Loi de distribution des paramètres d’entrée pour la QOI modélisant l’appa-
rition d’une bifurcation.

À un instant t assez élevé, la surface de réponse de la QOI f (bif4−t)(p) = X(t,p) est
irrégulière voire discontinue. L’instant considéré est t = 20. La Table 19 présente les hy-
perparamètres utilisés et la Table 20 présente les estimations des quantités de variances
à l’instar des précédentes applications. La procédure de gestion des hyperpavés hybrides
sélectionnée est « Raccordement ». Le nombre d’observations d’entrainement utilisé pour
calculer la référence est de NMC = 2000.

PC ME-ACD
N {100, 500}

NEmin
1

NEmax 5
kmin 5
kmax 10
nmin 0 0
nmax 10 10
δmin 10−3

Taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
isConnect Faux

z 20
Nfrac 1000

Table 19 – Hyperparamètres sélectionnés pour les méthodes PC et ME-ACD pour
l’étude de f bif4−20.

Pour N = 100, le degré optimal du métamodèle PC est de 2 (erreur PRESS normalisée
δ = 0.75). Il est de n = 4 pour N = 500 (erreur PRESS normalisée δ = 0.45). Les degrés
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N = 100 N = 500

D
(j)
i,ref D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC D

(j)
i,ME D

(j)
i,PC E

(j)
i,ME E

(j)
i,PC

D 15.27 14.32 12.59 6.23 · 10−2 1.75 · 10−1 14.79 12.89 3.17 · 10−2 1.56 · 10−1

D
(1)
1 2.99 2.72 3.01 1.80 · 10−2 1.01 · 10−3 2.88 3.00 7.59 · 10−3 7.39 · 10−4

D
(1)
2 5.05 4.49 5.04 3.67 · 10−2 5.45 · 10−4 4.73 4.75 2.10 · 10−2 1.95 · 10−2

D
(1)
3 0.04 0.03 0.08 2.48 · 10−4 2.58 · 10−3 0.05 0.04 9.84 · 10−4 3.08 · 10−4

D
(1)
4 0.97 0.95 1.03 1.29 · 10−3 4.33 · 10−3 0.85 0.86 7.49 · 10−3 7.11 · 10−3

D
(2)
(1,2) 5.87 5.74 2.86 8.88 · 10−3 1.97 · 10−1 5.75 3.75 8.18 · 10−3 1.39 · 10−1

D
(2)
(1,3) −0.02 0.04 0.31 4.07 · 10−3 2.21 · 10−2 0.03 0.03 3.73 · 10−3 3.64 · 10−3

D
(2)
(2,3) 0.06 0.06 0.09 5.36 · 10−4 1.58 · 10−3 0.09 0.06 1.87 · 10−3 2.85 · 10−4

D
(2)
(1,4) 0.07 0.04 0.03 2.02 · 10−3 2.26 · 10−3 0.04 0.08 1.98 · 10−3 8.64 · 10−4

D
(2)
(2,4) 0.04 0.06 0.11 1.33 · 10−3 4.78 · 10−3 0.09 0.14 3.85 · 10−3 6.66 · 10−3

D
(2)
(3,4) 0.00 0.00 0.03 9.22 · 10−6 1.69 · 10−3 0.00 0.03 1.98 · 10−5 1.85 · 10−3

D
(3)
(1,2,3) 0.13 0.09 0.00 2.77 · 10−3 8.57 · 10−3 0.13 0.04 1.05 · 10−4 5.89 · 10−3

D
(3)
(1,2,4) 0.06 0.09 0.00 2.20 · 10−3 3.73 · 10−3 0.12 0.04 4.44 · 10−3 1.13 · 10−3

D
(3)
(1,3,4) −0.00 0.00 0.00 3.95 · 10−4 3.26 · 10−4 0.00 0.03 3.50 · 10−4 2.36 · 10−3

D
(3)
(2,3,4) 0.00 0.00 0.00 8.22 · 10−5 3.45 · 10−5 0.00 0.03 6.55 · 10−6 2.01 · 10−3

D
(4)
(1,2,3,4) 0.00 0.02 0.00 1.34 · 10−3 3.82 · 10−5 0.01 0.00 7.58 · 10−4 4.84 · 10−6

Total 1 9.44 8.73 6.22 4.64 · 10−2 2.11 · 10−1 8.96 6.98 3.14 · 10−2 1.61 · 10−1

Total 2 11.23 10.54 8.10 4.52 · 10−2 2.05 · 10−1 10.93 8.81 1.96 · 10−2 1.59 · 10−1

Total 3 0.23 0.24 0.51 1.06 · 10−3 1.83 · 10−2 0.32 0.27 6.27 · 10−3 2.70 · 10−3

Total 4 1.11 1.16 1.20 3.20 · 10−3 6.21 · 10−3 1.12 1.21 1.05 · 10−3 6.65 · 10−3

Table 20 – Estimation des variances pour la QOI f bif−4 avec la procédure « Raccorde-
ment ».
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optimaux des métamodèles locaux sont de 1 dans tous les éléments pour les deux échan-
tillonnages (erreur de partition normalisée δ = 3.6×10−6 pour N = 100 et δ = 1.0×10−3

pour N = 500)

Note : L’erreur de partition normalisée augmente de N = 100 à N = 500 à cause d’ob-
servations situées sur la quasi-discontinuité, observations non présentes dans le premier
échantillonnage à N = 100.

Avec un nombre relativement faible d’observations d’entrainement, l’impact de l’inter-
action (1, 2) est bien estimé à l’aide du métamodèle ME. C’est l’interaction responsable
de la bifurcation et donc responsable d’une grande partie de la variance. Le métamo-
dèle PC sous-estime grandement cet impact. Selon le métamodèle PC (avec N = 500
et donc n = 4), les 3 interactions ayant le plus d’impact sont dans l’ordre l’interaction
2 (S(1)

2 = 37%), l’interaction (1, 2) (S(2)
(1,2) = 29%) puis l’interaction 1 (S(1)

1 = 23%). Il
ne réussit pas à classer correctement les interactions par ordre d’impact, ne parvenant
pas à approcher correctement la discontinuité. À l’inverse, le métamodèle ME estime
correctement l’ordre des interactions ayant le plus d’impact, avec des degrés plus faibles.
Néanmoins, l’erreur commise lors des estimations des quantités d’ordre inférieur est plus
élevée par rapport aux estimations du métamodèle PC.

4.4 Conclusion

En conclusion, ce chapitre présente une nouvelle approche concernant les indices de Sobol,
reposant sur la construction d’une matrice dénotée Ξ et de son vecteur correspondant Ξ̃.
Avec cette nouvelle approche, une nouvelle formule analytique reliant les indices de Sobol
aux coefficients d’un métamodèle PC a été démontrée et sa cohérence avec la formule clas-
sique est soulignée. La démonstration est alors reconduite dans le cas d’un métamodèle
ME afin d’obtenir une formule analytique reliant les coefficients des métamodèles locaux
aux indices de Sobol. Pour utiliser cette formule avec un métamodèle ME quelconque,
une méthode numérique est proposée.

La méthodologie a alors été testée sur des applications présentant des discontinuités. À
la lueur de ces applications théoriques, la nouvelle méthodologie est prometteuse. Elle
surpasse la méthode classique utilisant un métamodèle PC, méthode étant incapable de
bien retranscrire certaines interactions provoquant des discontinuités.

La méthodologie souffre néanmoins de défauts. En premier lieu, le nombre d’hyperpavés
peut augmenter de façon significative avec la dimension d et le pas de la grille initiale z.
Ce défaut va de pair avec le défaut de la méthode ME-ACD (Cf. chapitre 3), étant moins
effective à haute dimension. Il est alors conseillé à l’utilisateur de réduire la dimension du
problème avant d’utiliser la méthodologie sur le système réduit. L’évolution du nombre
significatif d’hyperpavés est d’autant plus vrai lorsque les frontières entre les éléments ne
sont pas alignés avec les axes cartésiens. De ce fait, la méthodologie souffre des mêmes
défauts que les méthodes ME classiques ME-gPC [69] et ME-PCM [19].
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En second lieu, la méthodologie semble être assez sensible à l’échantillonnage et peut
parfois manquer de robustesse pour certaines configurations. L’utilisation d’un échan-
tillonnage adaptatif, comme par exemple celui développé dans [26], pourrait mener à des
résultats plus précis. Ces imprécisions sont très probablement issues des erreurs commises
lors de la gestion des hyperpavés hybrides. L’utilisation des méthodes ME-gPC [69] et
ME-PCM [19] à la place de méthodes ME visant à utiliser un nombre minimal d’éléments
serait une piste à explorer afin d’améliorer la précision méthode, ne nécessitant pas de
faire appel aux méthodes numériques d’approximations en hyperpavés développées dans
ce chapitre. Avec la méthode ME actuelle, un métamodèle très précis sans phénomène
de Gibbs peut être obtenu. Néanmoins, une imprécision est commise due au fait que
l’espace des paramètres doit être repartitionné en union d’hyperpavés, et qu’une procé-
dure de gestion spéciale pour déterminer les coefficients des métamodèles locaux sur les
hyperpavés hybrides doit être réalisée. Avec un métamodèle ME-gPC ou ME-PCM, cette
procédure n’aurait pas lieue, les éléments étant déjà des hyperpavés. Les imprécisions de
l’approximation du métamodèle dues aux phénomènes de Gibbs confinés dans certains
éléments, mènerait alors peut-être finalement à des estimations plus précises.

Dans le chapitre 5, la nouvelle méthodologie est appliquée au système de la dynamique
du vol afin d’étudier la sensibilité et la robustesse du comportement des aéronefs aux
modèles de représentation dans le domaine post-décroché.
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Chapitre 5

Applications à la Dynamique du vol

5.1 Méthodologie

Ce chapitre comporte des applications semblables à celles de l’article de congrès [65], écrit
dans le cadre de la thèse.

Dans ce chapitre, une analyse de sensibilité est conduite sur le système dynamique du vol
introduit à la section 1.1.5.6. Le but est alors d’étudier la sensibilité et la robustesse du
comportement des aéronefs aux modèles de représentation dans le domaine post-décroché
afin de répondre à l’objectif initial de la thèse. Le modèle des coefficients aérodynamiques
est le modèle sélectionné à la section 1.2.5 reposant sur les données des expériences réali-
sées sur une maquette d’avion léger dans la soufflerie verticale SV4 du centre Onera Lille.
Dans [17], une étude a été menée sur le même modèle en comparant des diagrammes de
bifurcation avec et sans ajout de termes enrichissant ce modèle. Dans ce chapitre, une
étude similaire est conduite avec une analyse de sensibilité sur l’évolution temporelle des
variables d’état, et non pas sur les états asymptotiques.

Pour effectuer l’analyse de sensibilité, un métamodèle multi-éléments (Multi-Element -
ME) temporel est entrainé pour chaque variable d’état pour un ensemble discret de Nt

instants. Pour cela, l’algorithme ME-ACD temporel (Cf. section 3.5) est utilisé. La mé-
thodologie développée au chapitre 4 est alors appliquée pour chaque variable d’état à
chaque instant considéré. Une partition en union d’hyperpavés n’est réalisée qu’à chaque
fois qu’une nouvelle partition est nécessaire pour une variable d’état à un instant donné.
L’évolution temporelle de l’ensemble des variances partielles peut alors être estimée avec
un nombre assez faible d’observations d’entrainement.

Afin de démontrer la potentielle efficacité de la méthode ME par rapport aux méthodes
déjà existantes, la méthode Monte-carlo (Monte-Carlo - MC), ainsi que la méthode par
chaos polynomiale (Polynomial Chaos - PC) sont également utilisées sur les comporte-
ments étudiés. Une critique qui pourrait être faite sur la démarche qui a été adoptée pour
ces travaux est que les méthodes déjà existantes n’ont pas été testées sur le système avant
le développement de ME-ACD et l’utilisation de la méthode ME sur ce dernier. Selon les
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premières simulations réalisées avec le système dynamique du vol, certains comportements
présentaient de fortes irrégularités ou des discontinuités, ce qui a motivé l’utilisation de
métamodèles ME directement.

Pour effectuer l’analyse de sensibilité, 3 méthodes sont donc utilisées sur des comporte-
ments de dynamique du vol afin de comparer leurs performances. Les 3 méthodes sont
les méthodes rencontrées aux chapitres précédents : la méthode MC, ainsi que les mé-
thodes PC et ME pour obtenir les variances partielles sur un ensemble fini de Nt instants.

Pour la méthode MC, qui nécessite de nouvelles intégrations du système pour chaque
estimation de variance partielle, seules les variances partielles d’ordre 1 et les quantités
D

(T )
i utilisées pour le calcul des indices de Sobol totaux sont estimées, comme il est réalisé

de façon classique dans les applications concrètes. Afin de comparer les 3 méthodes, un
nombre d’observations doit être sélectionné. Les métamodèles PC et ME sont entrainés
sur les mêmes N observations d’entrainement obtenues par une séquence de Sobol. Pour
un nombre d’observations N utilisées pour les méthodes PC et ME, NMC = N/(d + 2)
observations sont utilisées pour chaque échantillonnage (séquences de Sobol) de la mé-
thode MC, afin d’utiliser un nombre égal d’observations pour estimer les quantités (les
méthodes PC et ME permettant d’obtenir l’ensemble des variances partielles, à l’inverse
de la méthode MC). Pour comparer la précision des 3 méthodes, une méthode MC, nom-
mée « référence », est réalisée à l’aide de Nref = 10000 observations obtenues également
par une séquence de Sobol pour chaque quantité estimée. La convergence des estimations
est vérifiée pour toutes les applications. Cette référence est utilisée pour calculer une er-
reur semblable à celle définie à la section 4.3.1 pour la détermination des quantités pour
chaque variable d’état à chaque instant. Les extrema des degrés testés des métamodèles
PC sont les mêmes que les extrema des degrés testés pour les métamodèles ME.

L’erreur commise par les métamodèles PC et ME pour estimer les variables d’état elles-
mêmes est représentée par l’évolution temporelle de l’erreur PRESS pour le premier et
de l’erreur de partition pour le second, toutes deux normalisées par le maximum de la
valeur absolue de la variable d’état à l’instant considéré. Le choix se portait sur ces er-
reurs ou sur des erreurs semblables à celles définie à la section 3.3, représentant l’écart
moyen au carré sur des observations tests. L’utilisation d’une telle erreur aurait permis
d’utiliser la procédure de précaution de ME-ACD. Comme la procédure de précaution
n’entre pas en compte lors de l’utilisation de la formule analytique liant les métamodèles
ME aux variances, mais qu’il y a une procédure de raccordement, le choix s’est porté sur
ces erreurs de validation croisée internes.

Pour des raisons de clarté des figures, seuls les résultats concernant la vitesse V , l’angle
d’incidence α et l’angle de dérapage β sont présentés.
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5.2 Applications

5.2.1 Analyse de sensibilité dans le domaine de vol normal

Afin d’effectuer une première application sur le système, une analyse de sensibilité est
réalisée dans le domaine de vol normal. L’analyse de sensibilité porte sur l’impact des
positions angulaires des surfaces de contrôle. Les paramètres d’entrée sont donc δl, δm
et δn. Ces variables de contrôle sont artificiellement modélisées comme des paramètres
d’entrée suivant une loi uniforme. Leurs lois de distribution sont indiquées à la Table 21.

Paramètre d’entrée Loi de distribution
δl U(−0.1, 0.1)
δm U(−7,−4)
δn U(−4, 4)

Table 21 – Lois de distribution des positions angulaires des gouvernes dans l’étude de
leur impact sur l’évolution des variables d’état dans le domaine normal.

Pour une triplet de valeurs de ces paramètres d’entrée, cela modélise un échelon à t = 0
s des contrôles au neutre à ce triplet de valeur. L’avion se dirige alors vers un équilibre
stable. Dans ce domaine, les équilibres sont des trajectoires sans danger. Les conditions
initiales sélectionnées à t = 0 s sont :

• V0 = 45 m.s−1

• α0 = 0◦

• β0 = 0◦

• p0 = 0 rad.s−1

• q0 = 0 rad.s−1

• r0 = 0 rad.s−1

• Θ0 = 0◦

• Φ0 = 0◦

La Table 22 indique les hyperparamètres utilisés pour ME-ACD et l’estimation des va-
riances partielles. Les instants considérés sont les Nt = 101 instants de t = 0 s à t = 25
s espacés de façon régulière. Les extrema des degrés testés sont les mêmes pour le méta-
modèle PC que pour le métamodèle ME.

La figure 22 représente l’ensemble des évolutions temporelles correspondant aux observa-
tions d’entrainement (une observation correspondant à un triplet de paramètres d’entrée).
L’évolution temporelle moyenne est tracée en gras. Comme attendu, les comportements
convergent vers un équilibre dont la valeur dépend des paramètres. Les différentes évolu-
tions sont assez proches les unes des autres, ce qui présume une évolution régulière des
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Hyperparameters ME-ACD
N 150

NEmin
1

NEmax 5
kmin 5
kmax 15
nmin 0
nmax 5
δmin 2.5× 10−3

δmax 2.5× 10−3

kconnect 10
Noutliers 0

taux d’apprentissage initiaux testés Cf section 3.3
z 25

Nfrac 100

Table 22 – Hyperparamètres sélectionnés pour l’étude de l’impact des positions angu-
laires des gouvernes dans le domaine de vol normal.
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Figure 22 – Évolutions temporelles des variables d’état dans l’étude dans le domaine
de vol linéaire pour tous les scénari correspondant aux observations d’entrainement et
évolution moyenne (tracée en gras) pour (a) V , (b) α et (c) β.

variables d’état par rapport aux paramètres d’entrée pour chaque instant.
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La figure 23 présente les résultats de l’analyse de sensibilité réalisée avec le métamodèle
ME. Les résultats sont comparés à ceux de références. Les résultats de cette analyse de
sensibilité correspondent aux attentes. Tout au long de son évolution temporelle, α dé-
pend en très grande partie de la position angulaire de la gouverne de profondeur δm et
β dépend en grande majorité de δn. La valeur de la vitesse dépend de l’ensemble des
contrôles. Les résultats valident l’effectivité des contrôles dans le domaine de vol linéaire.
Ils montrent de plus le découplage des effets latéraux (δl et δn) et longitudinaux (δm). Les
oscillations observées proviennent du régime transitoire en réponse à l’échelon. Le méta-
modèle ME donne des résultats proches de la référence. L’évolution temporelle de l’erreur
des estimations des quantités de sensibilité par rapport à la référence est représentée sur
les figures 24 et 26.

En ce qui concerne la comparaison entre les différentes méthodes, la figure 24 montre
l’évolution temporelle de l’erreur de l’estimation des quantités de sensibilité avec les mé-
thodes ME et MC (avec NMC = 150/5 = 30). Pour la méthode MC, seules les erreurs
concernant les variances partielles d’ordre 1 sont disponibles. Avec un même nombre d’ob-
servations d’entrainement, la précision de la méthode ME surpasse celle de la méthode
MC dans la grande majorité des cas ou est a minima du même ordre, en plus de pouvoir
estimer l’intégralité des quantités.

Le métamodèle PC est lui aussi très performant dans le domaine de vol linéaire. La
figure 25 compare les erreurs de validation croisée des métamodèles PC et ME dans
l’estimation des variables d’état. Pour certains instants, les deux erreurs sont confondues
car, le métamodèle ME ne propose aucune partition de l’espace des paramètres, offrant
ainsi un métamodèle identique au métamodèle PC. Pour les instants où le métamodèle ME
propose une partition de l’espace, la précision des deux métamodèles sont du même ordre.
Ce résultat était prévisible, l’évolution des variables d’état par rapport aux paramètres
d’entrée étant assez régulière. La figure 26 représente l’évolution temporelle des erreurs
lors de l’estimation des variances, variances partielles et quantités pour calculer les indices
de Sobol totaux. Pour ces estimations, les erreurs sont du même ordre. On remarque
néanmoins que, même si le métamodèle ME propose à chaque instant une estimation
des variables d’état ayant des métamodèles locaux avec des erreurs de validation croisée
inférieures ou égales à l’erreur PRESS du métamodèle PC, le gain en précision sur les
quantités estimées n’est pas significatif. Dans certains cas, les erreurs dues à l’estimation
de la formule (288) à l’aide de la découpe en hyperpavés induisent même une estimation
moins précise que l’estimation PC. Ces erreurs sont dues en grande partie à la divergence
des métamodèles locaux en dehors de leur élément couplée à la méthode de raccordement.

5.2.2 Influence des paramètres d’amortissement

Dans cette section, une étude de sensibilité est réalisée dans le but d’évaluer l’impact de
lacunes du modèle de représentation des coefficients aérodynamiques. Comme précisé à
la section 1.3.2.2, avec des modèles de coefficients aérodynamiques ne prenant en compte
que des données venant de la balance rotative, des équilibres du domaine post-décroché
apparaissent comme instables [17]. Il a été montré que le manque de connaissance de
la dépendance des coefficients aérodynamiques en termes de qa et de ra, composantes
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Figure 23 – Comparaison de l’évolution temporelle des quantités estimées par la mé-
thode ME et de la référence pour l’étude dans le domaine de vol linéaire. Sur la gauche,
évolution des estimations des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α et (e) β.
(g) Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des quantités utilisées
dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β. (h) Légende pour
ces quantités.
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Figure 24 – Évolution temporelle des erreurs commises par les méthodes MC et ME
dans l’estimation des quantités pour l’étude dans le domaine de vol linéaire. Sur la gauche,
évolution des erreurs des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α et (e) β. (g)
Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des erreurs des quantités
utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β. (h) Légende
pour ces quantités.
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Figure 25 – Évolution temporelle des erreurs de validation croisée des métamodèle PC
(erreur PRESS) et ME (erreur de partition) pour l’étude du domaine linéaire pour (a)V ,
(b) α et (c) β.

traduisant le non-alignement entre le vecteur rotation et le vecteur vitesse, peut en être
la cause. Ces termes ont un effet d’amortissement qui stabilise certaines vrilles. Sans ces
termes, le comportement de l’aéronef devient instable par manque de modélisation de la
résistance de l’air avec ces composantes de rotation.

Une méthode proche de la méthode de blending « DIR au premier ordre » (Cf section
1.2.4.5) est alors utilisée sur le modèle des coefficients adopté.

Camort
l = Cl + C q̂a

l q̂a + C r̂a
l r̂a (304)

Camort
q = Cq + C q̂a

m q̂a (305)

Camort
n = Cn + C q̂a

n q̂a + C r̂a
n r̂a (306)

où Cl, Cm et Cn sont les coefficients de moments adimensionnés obtenus à l’aide du
modèle introduit à la section 1.2.5 et rappelé ci-dessous

Cl = Cl0(α, β) + ∆Cl,δl(α, δl) + ∆Cl,δn(α, δn) + ∆Cl,p̂a(α, β, p̂a) (307)
Cm = Cm0(α, β) + ∆Cm,δl(α, δl) + ∆Cm,δm(α, δm) + ∆Cm,p̂a(α, β, p̂a) (308)
Cn = Cn0(α, β) + ∆Cn,δl(α, δl) + ∆Cn,δn(α, δn) + ∆Cn,p̂a(α, β, p̂a) (309)
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Figure 26 – Évolution temporelle des erreurs commises par les méthodes PC et ME dans
l’estimation des quantités pour l’étude dans le domaine de vol linéaire. Sur la gauche,
évolution des erreurs des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α et (e) β. (g)
Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des des erreurs des quantités
utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β. (h) Légende
pour ces quantités.
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Dans [17], les coefficients directeurs C q̂a
l , C r̂a

l , C q̂a
m , C q̂a

n et C r̂a
n sont obtenus à partir de

données en oscillations forcées provenant d’expériences sur une maquette d’avion léger
similaire à celui étudié. Un changement de base est ensuite réalisé avec ces données en
oscillations forcées (Cf. section 1.2.4.5) pour obtenir les termes d’amortissement. Avec
cette technique, les termes sont dépendants de α. Dans l’approche considérée ici, ils sont
supposés être indépendants de α et sont modélisés par des variables aléatoires suivant une
loi de distribution uniforme. Ce sont alors les paramètres d’entrée de l’étude. La Table
23 indique la loi uniforme que suit chaque paramètre d’entrée. Les intervalles des lois de
distribution sont estimés à l’aide des extrema des valeurs des oscillations forcées dispo-
nibles dans [17] avec un intervalle plus étendu pour mener une étude plus approfondie de
l’impact des termes d’amortissement.

Paramètre d’entrée Loi de distribution
Clq̂a U(−0.1, 0.1)
Clr̂a U(−0.1, 0.1)
Cmq̂a U(−10, 0)
Cnq̂a U(−0.1, 0.1)
Cnr̂a U(−0.1, 0.1)

Table 23 – Lois de distribution des coefficients directeur des termes d’amortissement
ajoutés artificiellement dans le modèle des coefficients aérodynamiques.

De par la différence d’échelle d’évolution entre ces termes, il peut être conjecturé que le
paramètre Cmq̂a a un impact plus important, mais au vu des nombreuses non-linéarités
présentes dans le système, cette conjecture doit être vérifiée ou infirmée.

Les conditions initiales sélectionnées sont celles correspondant à une vrille, également
étudiée dans [17].

• V0 = 27 m.s−1

• α0 = 59◦

• β0 = 5.9◦

• p0 = 1.8 rad.s−1, q0 = 0.58 rad.s−1, r0 = 3.03 rad.s−1, menant à un taux de rotation
de Ω = 3.6 rad.s−1 = 0.57 tr.s−1

• Θ0 = −32◦

• Φ0 = 13◦

et les positions angulaires des surfaces de contrôle sont fixées à :

• δl = −100%
• δm = −20◦

• δn = −20◦
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Hyperparamètres ME-ACD
N 1001

NEmin
1

NEmax 10
kmin 30
kmax 60
nmin 0
nmax 5
δmin 2.5× 10−3

δmax 2.5× 10−3

kconnect 25
Noutliers 0

taux d’apprentissage initiaux testés pour le classifieur Cf section 3.3
z 5

Nfrac 100

Table 24 – Hyperparamètres sélectionnés pour l’étude de l’impact des termes d’amor-
tissement sur une vrille instable.

Cette vrille est instable sans terme d’amortissement ajouté et mène à une divergence après
10 s de simulation. Pour un tel comportement comme la vrille, cette durée où le compor-
tement reste relativement stable est assez importante sachant que les contrôles restent
fixes. Avec le modèle lacunaire sans terme d’amortissement, le comportement est prédit
comme étant un équilibre instable, et donc difficilement atteignable en vol. Néanmoins, il
est possible que le comportement réel soit stable, mais que l’absence de dépendance en qa
et ra des coefficients aérodynamiques rendent l’équilibre prédit correspondant instable.
Le fait que l’équilibre prédit ait ce caractère instable (même si l’instabilité n’apparait
qu’à des instants assez lointains) mène au fait que ce comportement n’a aucun domaine
d’attraction. En ajoutant artificiellement des données d’amortissement, le comportement
prédit devient stable. Il a alors un domaine d’attraction potentiellement grand. La com-
préhension de l’impact des termes d’amortissement est alors importante afin d’améliorer
les modèles et prédire le danger de ces comportements.

L’application a pour but d’étudier l’influence des termes d’amortissement sur la stabilité
de l’équilibre prédit. Si pour un jeu de termes d’amortissement, l’équilibre est stable et
pour un autre jeu, l’équilibre est instable, cela va générer de la variance pour la variable
d’état à un instant assez avancé. En effet, dans le premier cas, la variable d’état n’évolue
pas au cours du temps et dans le second, la variable d’état évolue vers un équilibre stable
ou diverge. Les termes d’amortissement générant le plus de variance sont ainsi identifiés
comme étant les termes clés pour la stabilité.

Les instants considérés sont les Nt = 21 instants entre t = 0 s et t = 20 s.

La Table 24 indique les hyperparamètres sélectionnés. Sur la figure 27, représentant les
évolutions temporelles des variables d’état dans les scénari correspondant aux combi-
naisons entre paramètres d’entrée, le développement de l’instabilité à partir de 10 s est
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Figure 27 – Évolutions temporelles des variables d’état dans l’étude de l’influence des
termes d’amortissement pour tous les scénari correspondant aux observations d’entraine-
ment et évolution moyenne (tracée en gras) pour (a) V , (b) α et (c) β.

visible. La variance augmente dramatiquement à partir de cet instant.

La figure 28 présente l’évolution temporelle des quantités estimées pour V , α et β. Les
variables d’état ont une haute variance aux derniers instants, due à l’instabilité de l’équi-
libre avec certaines combinaisons de paramètres d’entrée et à sa stabilité avec d’autres
combinaisons de paramètres. Comme il peut être vu sur la figure, C q̂a

m est le paramètre clé
pour la stabilité de cette vrille. La conjecture est alors vérifiée. Dans les derniers instants,
le paramètre C q̂a

n impacte également légèrement les variables d’état.

La figure 29a représente l’évolution de la valeur du métamodèle ME approchant α(t = 17
s) dans sa dépendance aux paramètres d’entrée Cmq̂a et Cnq̂a . Sur la figure, les para-
mètres sont les paramètres transformés par (139) pour appartenir à l’intervalle [0, 1]. Sur
la figure, les observations d’entrainement, projetées dans l’espace réduit à 3 dimensions,
apparaissent en noir. Un échantillonnage test provenant d’une séquence de Sobol de 2000
observations dans l’espace des paramètres de dimension 5 est également effectué. Ces
points sont évalués par le métamodèle ME et sont représentés sur la figure par un point
d’une certaine couleur indiquant l’élément dans lequel il se trouve. Les différents éléments
du métamodèle peuvent être interprétés. L’élément vert représente l’ensemble des valeurs
des paramètres menant à une stabilité de l’équilibre. Une faible valeur de Cmq̂a et Cnq̂a

mènent donc à la stabilité de la vrille. Une irrégularité correspondant à cette frontière
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Figure 28 – Comparaison de l’évolution temporelle des quantités estimées par la mé-
thode ME et la référence pour l’étude de l’ajout des termes d’amortissement. Sur la
gauche, évolution des estimations des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α
et (e) β. (g) Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des des quan-
tités utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β. (h)
Légende pour ces quantités.
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Figure 29 – Tracé de la valeur des métamodèles ME et PC approchant α(t = 17s)
dans sa dépendance aux paramètres d’entrée Cmq̂a et Cnq̂a , les deux paramètres ayant le
plus d’impact. Les paramètres sont les paramètres transformés par (139). Les points noirs
sont les observations d’entrainement. (a) Approximation du métamodèle ME. Les couleurs
autres que noir représentent les différents éléments du métamodèle. (b) Approximation
du métamodèle PC. Les évaluations tests apparaissent en bleues.

entre stabilité et instabilité de l’équilibre est observée, dont l’équation dépend des valeurs
de Cmq̂a et de Cnq̂a . Pour une valeur de Cmq̂a inférieure ou égale à environ −4 (inférieure
à 0, 6 pour le paramètre transformé illustré sur la figure), α garde une valeur proche de sa
valeur initiale de 59◦ : la vrille est stable. L’utilisation d’un métamodèle ME permet alors
une interprétation des différents éléments. Les différents classifieurs, propres à chaque
variables d’état sur un intervalle de temps, permettent ensuite de déterminer rapidement
dans quel élément se trouve le point. Dans le cas de la présente étude, cela permet d’avoir
une estimation des combinaisons de paramètres rendant la vrille stable. On peut alors
remarquer que la partition de ME-ACD crée, à cet instant, un élément rose avec des
observations situées sur la pente ascendante et sur la pente descendante de l’évolution de
α. Une partition séparant ces observations en deux éléments distincts aurait pu mener
à un métamodèle possiblement plus précis. Comme indiqué à la section 3.4, ME-ACD
manque de robustesse dans sa partition.

La figure 30 montre l’évolution temporelle des 8 variables d’état et de l’azimut Ψ dans
le cas du modèle sans ajout de termes d’amortissement et dans le cas où les termes
Cmq̂a = −10 et Cnq̂a = −0, 1 ont été ajoutés. Le changement de stabilité de l’équilibre
est souligné par la figure. Le fait que les courbes oranges, correspondant au cas amorti,
ne représentent pas des fonctions constantes mais soient des courbes convergeant vers
un équilibre est dû au fait que les valeurs de l’équilibre sont légèrement modifiées avec
l’ajout de termes d’amortissement.
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Figure 30 – Évolution des 8 variables d’état et de l’azimut Ψ dans le cas du modèle sans
ajout de termes d’amortissement et dans le cas où les termes Cmq̂a = −10 et Cnq̂a = −0.1
ont été ajoutés.

En ce qui concerne la comparaison entre les différentes méthodes, à l’instar de la section
précédente, la figure 31 compare les précisions des méthodes MC (avec NMC = N/7 =
143) et ME pour estimer les quantités de sensibilité. La figure 32 compare les précisions
des métamodèles ME et PC dans l’estimation des variables d’état et la figure 33 compare
les précisions des méthodes PC et ME pour estimer les quantités de sensibilité. Contrai-
rement aux premières conclusions prises à partir des toutes premières simulations des
travaux, la bifurcation ne provoque pas de discontinuité. Si les irrégularités engendrées
affectent la précision du métamodèle PC aux derniers instants, cette perte de précision
n’est pas aussi importante qu’il avait été conjecturé. La figure 29b illustre la présence de
légères oscillations, ainsi que de certains écarts entre le métamodèle et les observations
d’entrainement proche de l’irrégularité. Comme le montre la figure 32, l’utilisation du
métamodèle ME ne permet pas d’obtenir des métamodèles beaucoup plus précis au cours
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du temps ; les erreurs sont de même ordre.

D’après la figure 31, les estimations menées avec les métamodèles ME sont dans l’en-
semble plus précises que les estimations MC classiques pour les variances partielle. On
dénombre néanmoins des instants où la méthode ME fournit des estimations particu-
lièrement mauvaises, comme à t = 17s en α ou t = 13s en β, où les quantités sont
sous-évaluées. Ces pics d’erreur ne sont pas présents dans les estimations de la méthodes
PC, comme le montre la figure 33. Néanmoins, à ces instants, le métamodèle ME en
lui-même plus précis que le métamodèle PC sur les observations d’entrainement. Comme
déjà observé à l’application précédente, la méthode ME d’estimation des quantités de
sensibilité induit des imprécisions. Ces imprécisions, couplées au manque de robustesse
de l’algorithme ME-ACD, rendent la méthode d’estimation ME utilisée peu robuste.

En conclusion, l’analyse de sensibilité permet d’identifier quels sont les termes d’amortis-
sement ayant le plus d’impact sur la vrille. Une réduction du nombre de paramètres peut
alors être envisagée pour une étude plus poussée de l’impact des termes d’amortissement
sur cette vrille. Il s’agit alors d’un pas supplémentaire vers la compréhension des phéno-
mènes complexes agissant lors d’une vrille à haut angle d’incidence comme celle-ci. Une
piste de recherche serait alors de remonter aux phénomènes physiques que représentent
les termes d’amortissement impactant. Une fois ces termes d’amortissement clés ajoutées,
plus d’équilibres stables, prédisant un comportement potentiellement dangereux, pour-
ront être détectés et étudiés.

Comme discuté avec des collègues chercheurs, l’impact des termes d’amortissement sur
cet équilibre pourrait également être étudié à l’aide de la notion de stabilité à temps court.
D’une autre conversation a émergé l’idée d’utiliser l’analyse de fiabilité pour traiter ce
genre de problèmes, au lieu d’utiliser la variance des variables d’état et les éléments du
métamodèle comme métrique de robustesse. Ces deux pistes sont des axes de recherche
à envisager pour la suite des études sur le sujet.

5.2.3 Sensibilité et robustesse du comportement des aéronefs au
modèle de représentation

Une analyse de sensibilité et de robustesse de comportements stables par rapport aux
incertitudes du modèle aérodynamique peut être effectuée. Comme le modèle aérody-
namique repose sur des données expérimentales, des incertitudes affectent la précision
du modèle. Ces incertitudes peuvent être modélisées par des termes ∆Cl, ∆Cm et ∆Cn,
ajoutés aux trois coefficients de moments. Ces termes sont les paramètres d’entrée de
l’étude, suivant une certaine loi de distribution. Les variances des variables d’état donnent
alors des informations sur la robustesse du comportement par rapport à ces incertitudes,
une faible variance correspondant à un comportement robuste. Les variances partielles
donnent quant à elles une information sur la sensibilité de chaque variable d’état par
rapport à chaque interaction entre les incertitudes.

La vrille étudiée est la même que celle de la section précédente (section 5.2.2). Ainsi, les
conditions initiales de l’étude sont identiques. Les instants considérés sont également les
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Figure 31 – Évolution temporelle des erreurs commises par les méthodes MC et ME
dans l’estimation des quantités pour l’étude de l’ajout des termes d’amortissement. Sur
la gauche, évolution des erreurs des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α
et (e) β. (g) Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des erreurs des
quantités utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β.
(h) Légende pour ces quantités.

mêmes. Des termes d’amortissement Cmq̂a
= −10 et Cnq̂a = −0.1 sont ajoutés afin de

rendre la vrille stable, d’après les résultats précédents.
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Figure 32 – Évolution temporelle des erreurs de validation croisée des métamodèle PC
(erreur PRESS) et ME (erreur de partition) pour l’étude de l’ajout des termes d’amor-
tissement pour (a)V , (b) α et (c) β.

Les paramètres d’entrée sélectionnés sont donc ∆Cl, ∆Cm et ∆Cn. Dans cette première
étude, ces paramètres sont ajoutés de façon artificielle avec une loi de distribution choisie
arbitrairement. Ils suivent tous trois une loi normale dont les caractéristiques sont données
à la Table 25. Les écart-types des lois normales sont estimés comme étant égaux au tiers
de 10% de la valeur absolue du coefficient de moment adimensionné à t = 0 s. Une étude
de quantification d’incertitude plus poussée mériterait d’être menée afin de déterminer
une loi de distribution proche de celle rencontrée lors des expériences.

Paramètre d’entrée Loi de distribution
∆Cl N (0, 0.01)
∆Cm N (0, 0.0333)
∆Cn N (0, 0.00166)

Table 25 – Lois de distribution des termes modélisant les incertitudes expérimentales
ajoutés artificiellement dans le modèle des coefficients aérodynamiques.

Les hyperparamètres sélectionnés sont ceux indiqués dans la Table 26.

Les figures 34 et 35 soulignent que le comportement est robuste aux incertitudes, au vu
des faibles variances. En effet, comme le montre la figure 35, la variance de la vitesse
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Hyperparamètres ME-ACD
N 1001

NEmin
1

NEmax 5
kmin 5
kmax 10
nmin 0
nmax 5
δmin 2.5× 10−3

δmax 2.5× 10−3

kconnect 10
Noutliers 0

taux d’apprentissage initiaux testés pour le classifieur Cf section 3.3
z 25

Nfrac 100

Table 26 – Hyperparamètres sélectionnés pour l’étude de l’impact des incertitudes des
coefficients de moment.

ne dépasse pas 0, 01 (m/s)2, et celle des angle d’incidence et de dérapage ne dépasse
pas 0, 35deg2. L’évolution des variables d’état par rapport aux paramètres d’entrée est
régulière et le métamodèle ME est en réalité un métamodèle PC pour toutes les variables
d’état à tous les instants. La précision de ces métamodèles dans l’approche des variables
d’état est représentée à la figure 36. Au vu des faibles variances rencontrées, une analyse
de sensibilité n’est pas de rigueur.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, des analyses de sensibilité sont appliquées au système de dynamique du
vol, dans le but de répondre à la problématique initiale de la thèse portant sur la sensi-
bilité et la robustesse des comportements aux modèles de représentation des coefficients
aérodynamiques. En ce sens, les études menées dans [17] sont reconduites sous l’angle de
l’analyse de sensibilité globale. D’après les connaissances de l’auteur, aucune étude n’a
effectué d’analyse de sensibilité dans ce but par le passé.

La méthodologie développée aux chapitres 3 et 4 est appliquée pour effectuer l’analyse de
sensibilité. A priori, cette méthodologie devait être plus efficace que la méthode PC, en rai-
son des bifurcations induisant des irrégularités et/ou des discontinuités dans les évolutions
des variables d’état par rapport aux paramètres d’entrée. Néanmoins, comme l’a montré
les différentes applications, les métamodèles PC suffisent pour conduire une analyse in-
téressante. En effet, les bifurcations n’engendrent pas de discontinuités, ni d’irrégularités
assez pentues pour entacher la précision des métamodèles PC de façon significative. Si la
méthode ME produit des métamodèles plus précis, les erreurs d’estimation soulevées à
la section 4.4 induisent que les estimations des quantités utiles aux calculs des indices de
Sobol et indices de Sobol totaux sont moins précises que l’estimation PC. L’utilisation
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d’un métamodèle permet d’avoir accès à plus de quantités et de façon plus précise que
les estimations MC classiques pour un même nombre d’observations d’entrainement. Un
avantage propre aux métamodèles ME est que les éléments de sa partition peuvent être
interprétés, ce qui est réalisé dans le cas de l’étude des termes d’amortissement.

Néanmoins, même si l’intérêt de l’utilisation de la méthode ME par rapport la méthode
PC n’est pas validée sur les comportements étudiés, l’analyse de sensibilité réalisée dans
le chapitre confirme les résultats des travaux présentés dans [17] et offre de nouvelles
informations. La présente étude a permis de mettre en évidence les termes d’amortisse-
ment ayant le plus d’impact pour un exemple de vrille. La sensibilité et la robustesse de
comportements face à des incertitudes de mesures ont également pu être étudiées à l’aide
des estimations des variances partielles et de la variance totale.

La présente étude a pour but d’évaluer les capacités d’une méthode innovante pour étudier
la sensibilité et la robustesse d’un comportement de l’aéronef par rapport à la modélisa-
tion des coefficients aérodynamiques. Des premières applications ont été réalisées, et si
l’utilisation des métamodèles ME n’a pas été concluante pour ces premiers comportements
en vol, l’utilisation de la méthode sur d’autres comportements prédits par le modèle, ainsi
que par d’autres modèles de coefficient pourrait mener à d’autres conclusions. Ces tests
pourront être le sujet de futures recherches.
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Figure 33 – Évolution temporelle des erreurs commises par les méthodes PC et ME
dans l’estimation des quantités pour l’étude de l’ajout des termes d’amortissement. Sur
la gauche, évolution des erreurs des variances partielles d’ordre 1 à 3 pour (a) V , (c) α
et (e) β. (g) Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolution des erreurs des
quantités utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α et (f) β.
(h) Légende pour ces quantités.
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Figure 34 – Évolutions temporelles des variables d’état dans l’étude de l’influence des
incertitudes des coefficients de moments pour tous les scénari correspondant aux obser-
vations d’entrainement et évolution moyenne (tracée en gras) pour (a) V , (b) α et (c) β.
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Figure 35 – Comparaison de l’évolution temporelle des quantités estimées par la mé-
thode ME et la référence pour l’étude de l’influence des incertitudes des coefficients de
moment. Sur la gauche, évolution des estimations des variances partielles d’ordre 1 à 3
pour (a) V , (c) α et (e) β. (g) Légende pour les variances partielles. Sur la droite, évolu-
tion des quantités utilisées dans le calcul des indices de Sobol totaux pour (b) V , (d) α
et (f) β. (h) Légende pour ces quantités.
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Figure 36 – Évolution temporelle des erreurs de validation croisée des métamodèle PC
(erreur PRESS) et ME (erreur de partition) pour l’étude de l’influence des incertitudes
de coefficients de moment pour (a)V , (b) α et (c) β.
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Conclusion

Conclusion

Pour répondre à l’objectif initial de la thèse, portant sur l’étude de la dépendance des
prévisions de vol à la modélisation des coefficients aérodynamiques, l’angle de vue de
l’analyse de sensibilité globale (Global Sensitivity Analysis - GSA) est envisagé. L’évolu-
tion de la variance des variables d’état est considérée comme image de la robustesse et
l’évolution des variances partielles (ou des indices de Sobol) donne l’évolution temporelle
de la sensibilité de chaque variables d’état par rapport aux paramètres étudiés. Pour évi-
ter d’utiliser la méthode de Monte-Carlo (Monte-Carlo - MC) classique pour obtenir ces
valeurs, nécessitant de très nombreuses simulations, la construction d’un métamodèle est
préférée. Les métamodèles par chaos polynomial (Polynomial Chaos - PC) permettent
d’obtenir la variance et les variances partielles à l’aide de formules analytiques. Néan-
moins, comme le système dynamique du vol contient de nombreuses bifurcations, il a été
conjecturé qu’il y aurait de nombreuses irrégularités et/ou discontinuités, altérant la pré-
cision des métamodèles PC. Les premières simulations au début de l’étude semblaient aller
dans ce sens. La solution envisagée a alors été d’utiliser un métamodèle multi-éléments
(Multi-Element - ME).

La thèse s’est alors orientée vers l’élaboration de deux méthodes dans le but d’améliorer
les techniques concernant les métamodèles ME :

En premier lieu, un algorithme permettant d’obtenir un métamodèle ME, ME-ACD, est
développé. Son développement a donné lieu à l’écriture de [66]. Cette méthode repose sur
l’utilisation de l’algorithme des plus proches voisins, de la régression, du regroupement
hiérarchique ascendant et de la classification par réseau de neurones. Cette méthode tend
alors à créer un nombre minimal d’éléments, épousant la forme des discontinuités et des
irrégularités. La méthode a été testée sur des quantités d’intérêt (Quantity of Interest -
QOI) de faible dimension ou de dimension modérée présentant une ou plusieurs disconti-
nuités ou irrégularités. La méthode s’est avérée prometteuse, étant capable d’approcher
des QOI possédant une grande variété d’irrégularités et de discontinuités. La méthode
surpasse la méthode PC classique, souffrant de pertes de précision pour les QOI irré-
gulières. Comparée aux méthodes ME déjà existantes, ME-ACD est capable de gérer les
irrégularités et/ou discontinuités ne parcourant que partiellement l’espace des paramètres
et n’a pas besoin d’échantillonnage spécifique. Néanmoins, la méthode n’est valable que
pour un nombre de paramètres modéré et souffre d’un manque de robustesse par rapport
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à l’échantillonnage.

Ensuite, la formule liant les coefficients d’un métamodèle PC aux variances partielles est
étendue au cas ME. Un article [67] reprenant les résultats du Chapitre 4 est en cours
d’écriture à ce sujet. La formule s’appuie sur une nouvelle approche concernant le calcul
des variances partielles. La validité de la nouvelle approche lorsque la QOI est un méta-
modèle PC est mise en lumière. Une estimation des variances partielles lorsque la QOI
est approchée par un métamodèle ME est alors proposée. La formule s’accompagne d’une
procédure numérique pour réaliser cette estimation. La formule développée fonctionne
alors avec un métamodèle ME quelconque. Pour l’utilisation de cette formule, il est néan-
moins nécessaire que l’espace des paramètres soit partitionné en une union d’hyperpavés,
afin de pouvoir utiliser les propriétés orthogonales des polynômes des métamodèles lo-
caux. Le choix a alors été fait, dans ce manuscrit, d’utiliser un métamodèle ME avec des
éléments de forme quelconque (obtenu à l’aide de la méthode ME-ACD), afin d’obtenir
un métamodèle précis avec un nombre minimal d’éléments, puis d’utiliser la procédure de
classification du métamodèle pour effectuer une nouvelle partition de l’espace en union
d’hyperpavés. La précision de l’estimation des variances partielles est évaluée sur un en-
semble de QOI théoriques. La nouvelle procédure s’est avérée donner des estimations plus
précises que les métamodèles PC standards, incapables de retranscrire certaines interac-
tions menant à des discontinuités dans l’espace des paramètres. Néanmoins, la nouvelle
procédure souffre de défauts. En effet, la méthode souffre d’un manque de robustesse par
rapport à l’échantillonnage, défaut allant de pair avec la méthode ME-ACD sur laquelle
elle repose. De plus, le nombre d’hyperpavés augmentent de façon importante avec la
dimension, à l’instar des méthodes ME-gPC et ME-PCM classiques. La procédure de
découpe en hyperpavés à partir du classifieur par réseau de neurones mène également à
des erreurs de précision.

Le nouveau procédé reposant sur les deux méthodes développées a été ensuite appliqué
au système dynamique du vol dans le but d’étudier la sensibilité et la robustesse des
comportements aux modèles de représentation dans le domaine de vol post-décroché. Le
nouvel angle de vue de la GSA a permis d’identifier les termes d’amortissement (ajoutés
artificiellement) ayant le plus d’impact sur la stabilité d’une vrille prise en exemple,
déjà étudiée dans [17] dans le cadre de la théorie des bifurcations. Cela a également
permis d’identifier les combinaisons entre ces termes d’amortissement menant à la stabilité
de la vrille. De plus, la sensibilité et la robustesse du comportement par rapport aux
incertitudes commises sur les coefficients aérodynamiques peuvent être étudiées.

Discussions et perspectives

Comme il a été mentionné lors de la description des objectifs scientifiques, la méthodo-
logie appliquée lors de l’étude peut être critiquée. En effet, une mauvaise interprétation
sur les premières simulations a mené à l’hypothèse que l’évolution des variables d’état
du système dynamique du vol étaient discontinues par rapport aux paramètres d’entrée.
La recherche d’une solution efficace s’est alors orientée vers les métamodèles ME. De par
l’identification de problématiques dans le domaine des métamodèles ME, et par un désir
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de développement qui bénéficierait à de nombreux domaines scientifiques, la thèse s’est
tournée vers l’établissement d’une nouvelle méthodologie reposant sur deux nouvelles mé-
thodes. Ce développement s’éloigne alors de la problématique initiale. Les bifurcations
des différents comportements de vol étudiés n’ont pas mené à des discontinuités, comme il
a été conjecturé dans un premier temps. De ce fait, pour les comportements étudiés, l’ap-
port de la nouvelle méthode n’a pas été conséquent. Le métamodèle PC suffit. En effet,
les bifurcations ne provoquent pas d’irrégularité ni de discontinuité altérant la précision
des métamodèles PC de façon significative. La thèse propose alors l’étude de sensibilité
réalisée avec les métamodèles PC, qui permettent d’estimer les indices de Sobol de façon
plus efficace qu’avec la méthode MC.

En ce qui concerne les perspectives :

• La méthode ME-ACD peut être améliorée. En effet, l’amélioration de la robustesse
de la méthode par rapport à l’échantillonnage sera le sujet de futures recherches. Le
dgéveloppement d’un échantillonnage adaptatif, pour les utilisateurs ayant le choix
de cet échantillonnage, pourra également améliorer la précision des métamodèles
obtenus. Enfin, améliorer la méthode pour qu’elle puisse approcher des QOI dépen-
dant d’un nombre plus important de paramètres d’entrée sera également un axe de
recherche.

• Pour la formule analytique liant les indices de Sobol aux coefficients des métamo-
dèles ME, l’utilisation d’une méthode ME classique reposant sur une partition de
l’espace des paramètres en hyperpavés pourrait améliorer la précision et la robus-
tesse de la méthode. Dans le manuscrit, l’utilisation d’une méthode partitionnant
l’espace en fonction des discontinuités a été sélectionnée, afin d’éviter les impré-
cisions dues aux phénomène de Gibbs ou à l’augmentation importante du nombre
d’hyperpavés. Néanmoins, la procédure de partition en hyperpavés avec le classifieur
mène également à des imprécisions.

• Pour l’analyse de sensibilité en dynamique du vol, l’utilisation d’un métamodèle PC
semble suffisante pour les comportements étudiés. Le test de la méthode sur d’autres
comportements et/ou avec d’autres modèles pourrait mener à d’autres conclusions.
De plus, une étude de fiabilité ou une étude de stabilité à temps court pourraient
être plus adaptées pour l’étude de l’influence des termes d’amortissement sur la
stabilité d’un comportement.
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Annexe A

Outils d’apprentissage automatique

Dans les travaux, des outils du domaine de l’apprentissage automatique (Machine learning
- ML) sont utilisés. Cette annexe a pour objectif de présenter ces outils. De façon concrète
dans les codes numériques développés, la bibliothèque Python scikit-learn [49] est utilisée.

A.1 Classifieurs
Dans le cadre des métamodèles multi-éléments (Multi-Element - ME) (Cf. section 2.6.4),
des outils de classifications sont utilisés. Lorsqu’une évaluation sur un point représentant
un jeu de paramètres d’entrée est réalisée, la première étape consiste à déterminer dans
quel élément se trouve le point, pour ensuite utiliser le bon modèle local.

Un classifieur est un algorithme de classification statistique supervisé. Son objectif est, à
l’aide d’un ensemble d’observations d’entrainement représentées par des points et possé-
dant une certaine classe (modélisée par un entier), de pouvoir déterminer les probabilités
qu’un point ne faisant pas parti de l’ensemble d’entrainement appartienne aux différentes
classes.

A.1.1 SVM

Dans l’article [26], un classifieur SVM est utilisé pour incarner le rôle de la fonction indi-
catrice. SVM veut dire Support Vector Machine et est traduit en français par « machine
à vecteurs de support » ou encore « séparateur à vaste marge ».

L’idée des SVM s’appuient sur la notion de marge maximale et la notion de fonction
noyau. Ils ont été développés dans [9]. l’objectif est d’obtenir une frontière entre les ob-
servations d’entrainement à l’aide de l’optimisation quadratique. Les observations les plus
proches de la frontière sont les « vecteurs de support ».

Dans le cas d’une SVM linéaire, une frontière sous forme d’hyperplan est recherchée. La
marge maximale est la distance entre la frontière et les vecteurs de supports. En maxi-
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misant cette quantité, l’hyperplan séparateur est optimal.

Néanmoins, les données ne sont pas toujours linéairement séparables (séparables par un
hyperplan). L’astuce du noyau est alors utilisée. Cela permet de trouver un hyperplan
séparateur des données, mais dans un espace transformé, si bien que dans l’espace non
transformé, la frontière est non-linéaire.

Afin de trouver les coefficients définissant la frontière optimale, l’optimisation quadratique
dans un espace dual peut être utilisée.

A.1.2 Classifieur par réseau de neurone MLP

Un réseau de neurones est un outil d’apprentissage supervisé pouvant être utilisé pour la
régression ou la classification. Sa structure est inspirée de celle du cerveau animal. Leur
développement résulte d’une longue suite de travaux ayant débuté en 1943 [42].

Dans cette section, les MLP, ou perceptrons multi-couches, sont présentés. Les MLP sont
composés d’une successions de couches de cellules de base. Chaque cellule de base est
appelée un « neurone ». Un neurone est représenté à la figure 37.

Figure 37 – Diagramme d’un neurone.

Dans les MLP, tous les neurones d’une couche sont connectés à ceux de la couche sui-
vante. La figure 38 illustre un MLP. La première couche se nomme la couche d’entrée, la
dernière couche se nomme la couche de sortie, et les couches intermédiaires se nomment
les couches cachées.

Un poids est attaché à chaque couple de neurones connectés. Un scalaire supplémentaire,
le « seuil », est associé à chaque neurone de la couche cachée. Ces poids et ces seuils,
souvent initialisés à des valeurs aléatoires, sont les paramètres du réseau qui vont être
ajustés au cours de l’apprentissage pour que ce dernier agisse comme un classifieur.

La couche d’entrée reçoit les différentes composantes d’une donnée vectorielle, une compo-
sante par neurone de la couche d’entrée. Dans le cas où les données d’entrée du classifieur
sont des points d’un espace de dimension d, il y a d neurones d’entrée. Sur la figure 38,
les données d’entrée sont de dimension 6. Ces neurones d’entrée transmettent les données
d’entrée aux neurones de la première couche cachée.
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Figure 38 – Diagramme d’un réseau de neurones
(source :https ://metalblog.ctif.com/2021/04/12/les-reseaux-de-neurones-et-la-data-
augmentation/).

Un neurone d’une couche cachée prend en entrée les données de sortie des neurones de
la couche précédente. Il réalise ensuite une somme pondérée de ces entrées avec les poids
correspondant au couple de neurones connectés, ajoute son seuil, puis compose cette
somme par une fonction d’activation, qui est une fonction propre à la couche. Le résultat,
la sortie du neurone, est ensuite envoyé aux neurones de la couche suivante et ainsi de
suite.

La fonction d’activation modélise, comme son nom l’indique, l’activation ou non d’un
neurone. Un neurone est dit activé s’il transmet son information aux neurones de la
couche suivante. Les fonctions d’activation sont alors des fonctions valant 0 si le neurone
n’est pas activé ou rendant compte de l’intensité de la somme pondérée sinon. Dans
l’étude, la fonction ReLu, ou « rectified linear unit function » est utilisée. Cette fonction
vaut

a(x) = max(0, x) (310)

Comme l’entrée de la fonction d’activation est une somme pondérée des sorties des neu-
rones de la couche précédente ajoutée au seuil dépendant du neurone lui-même, le terme
de seuil prend son sens. Si l’information reçue, sous la forme de la somme pondérée des
sorties des neurones de la couche précédentes, dépasse le seuil, le neurone est activé, si-
non, il ne l’est pas.

Dans le cas de la classification, il y a autant de neurones de sortie que de classes différentes.
Sur la figure 38, les données sont classifiées en 2 classes. Chaque neurone de sortie prend les
données de sortie des neurones de la dernière couche cachée, réalise une somme pondérée,
mais n’applique aucune fonction d’activation. Les valeurs des neurones de sortie, vues
comme les composantes d’un vecteur z, sont ensuite mis en entrée des fonctions softmaxi

associées à chaque classe i afin d’obtenir une valeur entre 0 et 1 pour chaque sortie.
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softmaxi(z) =
exp(zi)∑K
k=1 exp(zk)

(311)

La valeur softmaxi(z) est alors interprétée comme étant la probabilité que la donnée d’en-
trée soit de la classe i.

Le réseau de neurones est de ce fait une suite de compositions de fonctions non-linéaires
capable d’approcher un comportement complexe une fois les poids et les seuils correc-
tement réglés. L’apprentissage de ces poids et de ces seuils s’appuie sur la minimisation
d’une fonction de coût à l’aide d’un jeu d’observations d’entrainement de classes connues.
Pour une observation d’entrainement de classe connue, la fonction de coût prend en entrée
les sorties du réseau de neurones obtenues en entrant les données d’entrée de l’observa-
tion, ainsi que la vrai classe de cette dernière. La fonction de coût évalue alors l’erreur
commise par la classification du réseau de neurones pour évaluer dans quelle classe se
trouve l’observation. Minimiser la fonction de coût sur cette observation d’entrainement
permet de régler les poids et les seuils afin que le réseau de neurones donne une probabilité
forte que les observations proches de cette dernière soient de sa classe. La minimisation
de la moyenne des valeurs de la fonction de coût sur le jeu d’observations d’entrainement
est alors réalisée dans le but d’obtenir un réseau de neurones donnant une bonne esti-
mation proche de l’ensemble des données d’entrainement. Dans le cas de la classification
multi-classes, la fonction de coût est l’entropie croisée moyenne. Afin d’obtenir les valeurs
des poids qui minimisent cette fonction à l’aide des poids, un algorithme de type descente
en gradient est utilisé. Pour obtenir le gradient de la fonction de coût par rapport aux
poids, nécessaire pour l’algorithme, la méthode de rétropropagation est appliquée.

A.2 Gradient Boosted Tree

Dans l’étude, le Gradient Boosted Tree est utilisé comme métamodèle de régression afin
de comparer les performances du métamodèle ME-ACD avec les siennes (Cf. section 3.3).
Ce métamodèle, développé dans [20], repose sur l’idée de boosting. Le boosting est une
technique de ML ayant pour but d’obtenir un métamodèle capable d’approcher une rela-
tion complexe, ce métamodèle étant une somme pondérée de métamodèles plus simples,
moins précis et moins généralisables nommés « prédicteurs faibles ». Dans le cas du Gra-
dient Boosted Tree, le prédicteur faible sélectionné est l’arbre de décision.

Un arbre de décision est une méthode de régression ou de classification supervisée qui
a pour avantage d’être simple à comprendre et à représenter. Dans l’étude, le Gradient
Boosted Tree est utilisé comme outil de régression, et ainsi sont également utilisés les
arbres de décision sur lesquels il repose. Un arbre de décision utilisé pour la régression
peut être vu comme un métamodèle constant par morceaux. Les arbres de décisions consi-
dérés sont des arbres obtenus à l’aide de l’algorithme CART [10], pour « Classification
and Regression Trees ». Un tel arbre de décision repose sur une structure binaire. Il est
composé de nœuds, et à chaque étape, un nœud peut se séparer en deux nœuds enfants.
Chaque nœud « non-feuille » (un nœud qui se sépare) correspond à une condition. Cette
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condition, ou ce test, correspond à vérifier si une des composantes de la donnée est in-
férieure ou égale à un certain seuil. À chaque nœud, les données d’entrainement sont
ainsi séparées en deux groupes selon la condition. Les nœuds « feuilles », les derniers
nœuds de la structure, renvoie la moyenne des valeurs de la quantité d’intérêt (Quantity
Of Interest - QOI) sur les observations d’entrainement qui composent le nœud. Une fois
l’arbre entrainé, lorsqu’une évaluation est nécessaire sur une donnée ne faisant pas partie
de l’ensemble d’entrainement, les tests associés à chaque nœud sont successivement effec-
tués depuis le nœud « racine » jusqu’au nœud « feuille » atteint avec la donnée mise en
entrée. La valeur du QOI estimée par le métamodèle est alors la valeur renvoyée par le
nœud « feuille » atteint en parcourant l’arbre.

Entrainer un arbre de décision revient alors à déterminer les conditions à associer à
chaque nœud (la composante de la donnée qui sera soumise au test, le seuil du test...)
et ainsi quelles dichotomies successives des observations d’entrainement sont à réaliser.
Chaque séparation vise à diminuer le plus possible la fonction de coût sur les observations
d’entrainement composant le nœud. Pour la régression, la fonction de coût est l’erreur
quadratique moyenne. Dans chaque nœud, une recherche de la meilleure séparation est
réalisée par le biais d’une méthode gloutonne. Pour chaque direction de l’espace des pa-
ramètres d’entrée, le meilleur seuil de séparation est déterminé, puis parmi ces points,
la direction (avec son seuil associé déterminé à l’étape précédente) menant à la plus
grande diminution de la fonction de coût est sélectionnée afin de séparer le nœud. Plu-
sieurs critères d’arrêt peuvent être utilisés, comme le fait d’atteindre un nombre minimal
d’observations d’entrainement constituant un nœud « feuille » ou le fait d’atteindre une
certaine profondeur de l’arbre.
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Figure 39 – (a) Régression de la fonction sinus (avec des observations bruitées) par deux
arbres de régressions, un ayant une profondeur de 2 et l’autre ayant une profondeur de
5. (b) Représentation de l’arbre ayant une profondeur de 2.

La figure 39 illustre l’exemple d’une régression à l’aide d’un arbre de décision. Cet exemple
est un exemple 1D proposé par scikit-learn [1]. La QOI dépendant d’une unique variable
est un sinus additionné à un bruit. Comme le montre la figure 39a, si la profondeur maxi-
male de l’arbre augmente, le métamodèle devient sensible à l’overfitting. La figure 39b
illustre le fait que l’arbre de décision est facilement compréhensible et représentable.
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Le métamodèle Gradient Boosted Tree est alors une somme pondérée d’arbres de décision
[20] qui sont ajoutés progressivement de sorte à améliorer la précision du métamodèle,
et à augmenter sa capacité de généralisation (éviter l’overfitting). À la première étape,
le métamodèle Gradient Boosted Tree est une constante additionnée à un arbre de dé-
cision (multiplié par un coefficient de pondération). Sa précision est alors relativement
mauvaise et il est sujet à l’overfitting. À chaque étape de boosting, un nouvel arbre de
décision est appris et ajouté au modèle composé de la somme pondéré des arbres déter-
minés aux étapes précédente. Les paramètres du nouvel arbre ajouté et son coefficient de
pondération sont ajustés de sorte que l’erreur entre la vraie valeur de la QOI et la valeur
prédite par le métamodèle sur les observations d’entrainement soit réduite. Pour ajuster
ces paramètres, une méthode de descente en gradient peut être utilisée. Un algorithme
est proposé dans [20]. Le nouvel arbre s’additionne alors avec le métamodèle précédent
pour donner le nouveau métamodèle boosté, tendant à corriger son erreur, et ainsi de
suite.
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Figure 40 – Régression de la fonction sinus (avec des observations bruitées) par les deux
arbres de décision du précédent exemple, ainsi que par un métamodèle GBT.

La figure 40 reprend l’exemple précédent, mais en illustrant également l’approximation
par le métamodèle GBT composé d’une somme pondérée de 200 arbres de décisions de
profondeur 1. L’augmentation en terme de précision et de généralisation est notable sur
la figure.

A.3 Ball-tree
Dans l’étude, le Ball-tree, introduit dans [48], est utilisé pour la recherche des plus proches
voisins pour ensuite estimer le gradient de la QOI par rapport aux paramètres d’entrée. Le
Ball-tree est une structure en arbre binaire où chaque nœud correspond à l’hypersphère
la plus petite contenant un sous-ensemble des observations. Les hypersphères peuvent
avoir une intersection entre elles. D’un passage d’un nœud au suivant, les données sont
séparées dans deux hypersphères minimales différentes. Le fait d’utiliser ces hypersphères
minimales induit des propriétés idéales pour déterminer les plus proches voisins. L’article
[48] compare empiriquement les performances de 5 algorithmes de construction de Ball-
tree.
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