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Introduction

La décision multicritère est un domaine de recherche qui étudie des problèmes de décision
tenant compte de plusieurs critères à la fois, traduisant les di�érents objectifs d'un individu
(appelé décideur). Ce type de problème représente la majorité des décisions que nous prenons,
des plus simples aux plus complexes, de l'achat d'un produit au supermarché aux stratégies
commerciales des plus grandes entreprises. L'assistance lors de ces décisions est rendue pos-
sible grâce aux outils informatiques, permettant notamment de faciliter la prise de décision
mais aussi l'exploration et la compréhension des di�érentes solutions du problème.

La caractérisation de la solution optimale, c'est-à-dire la solution la plus satisfaisante pour
le décideur, est relativement complexe dans le cadre de problèmes de décision multicritère.
En e�et, les critères considérés sont très souvent con�ictuels et il n'est pas toujours simple de
déterminer la solution qui réalise le meilleur compromis aux yeux du décideur. C'est quelque
chose que nous pouvons observer dans le cadre de problèmes simples, par exemple lorsqu'un
client achète une voiture représentant pour lui le meilleur compromis entre l'esthétique du
véhicule, son prix et son caractère polluant. Dans les problèmes de décision impliquant un très
grand nombre d'alternatives possibles, il peut être di�cile pour le décideur de déterminer la
solution qu'il préfère. Dans la littérature, de nombreux modèles décisionnels ont été proposés
pour représenter les préférences d'un décideur dans des situations de décision multicritère et
guider l'exploration des alternatives. Parmi ces modèles, nous pouvons mentionner la somme
pondérée, l'opérateur OWA [Yager, 1988], l'agrégateur WOWA [Torra, 1997], et l'intégrale
de Choquet [Grabisch and Labreuche, 2010], qui sont des fonctions permettant d'associer
à chaque alternative du problème une performance globale obtenue par agrégation de ses
évaluations sur les di�érents critères.

L'élicitation des préférences est une problématique de recherche visant à concevoir des
méthodes permettant d'aider le décideur dans sa prise de décision en collectant des infor-
mations sur ses préférences, par exemple, par le biais de questions-réponses. L'approche
classique considère en entrée une base de données contenant des informations sur les pré-
férences du décideur et consiste à déterminer les paramètres de la fonction d'agrégation
qui représentent le mieux cette base de données ; à titre d'exemple, la méthode UTA per-
met d'éliciter les paramètres d'une fonction d'utilité additive en utilisant la programmation
linéaire [Jacquet-Lagrèze and Siskos, 1982, Siskos and Yannacopoulos, 1985]. L'e�cacité de
cette approche dépend de la qualité de la base de données, et de sa taille. Il faudrait une très
grande base de données pour parvenir à déterminer précisément les paramètres représentant
au mieux les préférences du décideur. Cependant, il est souvent di�cile d'obtenir une base
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Introduction 2

d'exemples de préférences conséquente en pratique, parce que le nombre de questions que l'on
peut poser au décideur est limité. A�n de réduire le nombre d'interactions avec le décideur,
des méthodes d'élicitation partielles ont été proposées, permettant de déterminer la meilleure
solution pour le décideur sans chercher à apprendre précisément les paramètres du modèle
[White et al., 1984]. Dans cette idée, une approche dite �incrémentale� consiste à poser des
questions au décideur de manière itérative, de sorte à réduire e�cacement l'espace des para-
mètres admissibles, jusqu'à être en mesure d'identi�er la solution optimale. Plus récemment,
il a été proposé d'utiliser le critère de décision minimax regret pour choisir les questions à
poser au décideur a�n de formuler rapidement une recommandation [Boutilier et al., 2006].
Notre objectif est d'étendre e�cacement cette approche d'élicitation à des problèmes de
décision sur domaine combinatoire.

La conception de procédures d'élicitation e�caces sur domaine combinatoire est l'un
des sujets d'actualité de la théorie de la décision algorithmique. Déterminer par élicita-
tion la meilleure solution parmi un très grand nombre est une tâche encore plus com-
plexe, ce qui a conduit de nombreux chercheurs à proposer des méthodes d'élicitation
dans divers domaines, comme dans des systèmes multi-agents [Benabbou and Perny, 2016,
Bourdache and Perny, 2019] et dans des problèmes d'optimisation combinatoire multi-
objectifs [Kaddani et al., 2017, Korhonen, 2005]. En particulier, une approche hybride consis-
tant à entremêler la résolution exacte du problème et l'élicitation incrémentale fondée sur
le minimax regret a été récemment proposée [Benabbou, 2017]. Il s'agit de poser des ques-
tions durant l'exploration des solutions du problème, à des moments précis, ce qui permet
de discriminer les solutions rencontrées durant la résolution en réduisant l'imprécision sur les
paramètres du modèle décisionnel en cours de recherche. Cette approche hybride a conduit
à la conception d'algorithmes de résolution exactes et constructifs, pour des problèmes d'op-
timisation dé�nis avec des modèles décisionnels très simples (linéaires).

Positionnement de la thèse

Notre premier objectif est d'étendre e�cacement l'approche de résolution hybride fondée
sur le minimax regret à des problèmes d'optimisation dé�nis avec des modèles décisionnels
plus complexes (par exemple, l'intégrale de Choquet). Pour ce faire, nous proposons une
nouvelle approche consistant à utiliser des métaheuristiques (par exemple, l'approche évo-
lutionnaire), au lieu d'algorithmes constructifs. Cette nouvelle approche permet de résoudre
de manière approchée des problèmes d'optimisation combinatoire basés sur des préférences
pour lesquels aucun algorithme exact e�cace n'est connu, avec un nombre de questions rela-
tivement faible en pratique.

Notre second objectif est d'étudier le potentiel de cette approche pour l'optimisation dans
les matroïdes. Un matroïde est une structure combinatoire classique permettant la modéli-
sation de nombreux problèmes et leur résolution e�cace. Dans ce cadre, nous proposons
des algorithmes de recherche gloutonne et de recherche locale permettant de retourner des
solutions (quasi-)optimales, en posant peu de questions au décideur empiriquement.

La classe des problèmes concernés inclut une large variété de problèmes d'optimisation
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concrets tels que le problème du voyageur de commerce, de couverture maximale, d'arbre
couvrant de poids minimum, de sac à dos, ...

Organisation de la thèse

Cette thèse se décompose en 4 chapitres. Le premier chapitre introduit les notions de base
utile à la compréhension de cette thèse et présente le domaine de l'optimisation combinatoire
multi-objectifs. Dans un premier temps, on décrit les méthodes de résolution exactes et ap-
prochées utilisées classiquement dans ce domaine. Dans un deuxième temps, on s'intéresse à
la modélisation de préférences complexes en décision multicritère, en présentant di�érentes
fonctions d'agrégation ainsi que les di�érentes grandes approches fondées sur des préférences
pour la résolution de problèmes d'optimisation (méthodes a priori, a posteriori et interac-
tives). Dans un troisième temps, on se concentre sur l'élicitation incrémentale des préférences,
en étudiant des algorithmes issus de l'état de l'art, a�n de mieux positionner nos travaux.

Le deuxième chapitre propose deux nouvelles approches combinant élicitation incrémen-
tale et recherche heuristique : une méthode fondée sur la recherche locale et une inspirée
de l'approche évolutionnaire. Dans un premier temps, on présente ces approches de manière
générale, pour pouvoir les appliquer à n'importe quel problème d'optimisation combinatoire
multi-objectifs, et on étudie leurs garanties de performances en termes de nombre de questions
et temps de résolution. Dans un second temps, on montre comment adapter ces approches aux
problèmes du voyageur de commerce et du sac à dos, avec des préférences représentées par une
somme pondérée, un opérateur OWA et une intégrale de Choquet. Des résultats numériques
sont fournis pour évaluer les performances empiriques de ces nouveaux algorithmes.

À partir du troisième chapitre, la thèse se concentre sur des problèmes qui se modélisent
sous la forme de matroïde pondéré. Plus précisément, le troisième chapitre étudie des pro-
blèmes où les solutions sont évaluées par une fonction additive. Dans un premier temps, on
présente des notions essentielles liées à théorie des matroïdes, et des algorithmes de résolu-
tion classiques dans le cadre de préférences précisément connues. Dans un second temps, on
propose deux approches interactives pour la résolution exacte (ou approchée avec garantie)
des problèmes avec préférences connues partiellement : une méthode gloutonne et une re-
cherche locale. On étudie leurs garanties de performances en termes de nombre de questions,
temps de résolution et qualité de la solution retournée. Ces algorithmes sont évalués expé-
rimentalement sur trois problèmes classiques : arbre couvrant, ordonnancement et sélection
de sous-ensembles.

Le quatrième chapitre étudie également des problèmes se modélisant sous forme de ma-
troïde pondéré, mais avec une fonction d'évaluation sous-modulaire, a�n de représenter des
interactions possibles entre les éléments d'une solution. Dans un premier temps, on propose
une adaptation des algorithmes interactifs du troisième chapitre pour le cas sous-modulaire,
et on analyse leurs garanties de performances (nombre de questions, temps de résolution et
qualité de la solution retournée). Dans un second temps, ces algorithmes sont testés sur des
problèmes pratiques impliquant une structure de matroïde et une fonction sous-modulaire à
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maximiser, comme le problème de couverture maximal ainsi que la sélection collective d'élé-
ments. Nous introduirons également quelques résultats concernant la minimisation d'une
fonction sous-modulaire.

En�n le dernier chapitre conclut cette thèse par une synthèse des résultats obtenus et
présente plusieurs perspectives de recherche pour la poursuite de ces travaux.
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Chapitre 1

État de l'art

Résumé

Dans ce chapitre, nous commençons par les bases du domaine de l'optimisation combina-
toire multi-objectifs, en présentant notamment la dominance de Pareto, le front de Pareto, les
solutions e�caces (supportées ou non-supportées), ainsi que le point idéal et le point nadir.
Nous présentons des méthodes classiques pour la détermination exacte du front de Pareto ou
d'une bonne représentation (avec des métaheuristiques).

Dans une seconde partie, nous nous intéressons à la détermination d'une solution e�cace
de bon compromis, en présentant des fonctions d'agrégation classiques issues du domaine
de l'aide à la décision multicritère. Nous nous intéressons plus particulièrement à la somme
pondérée, l'opérateur OWA et aux intégrales de Choquet. Nous présentons les trois grandes
approches pour déterminer la solution optimale, étant donné un modèle de préférences : les
méthodes a priori, a posteriori et interactives.

En�n, la dernière partie de ce chapitre porte sur des méthodes interactives particulières.
Plus précisément, nous nous intéressons à l'élicitation incrémentale des préférences. Nous y
décrivons des méthodes classiques, mais aussi des méthodes plus récentes basées sur le critère
du minimax regret.
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État de l'art 7

1.1 Optimisation combinatoire multi-objectifs

En informatique, comme en mathématiques et en économie, un problème d'optimisa-
tion est un problème qui consiste à trouver la meilleure solution parmi un ensemble de
solutions donné (les �alternatives�). Dans un problème d'optimisation combinatoire, l'en-
semble des solutions à considérer est discret et �ni mais très grand. Il est dans ce cas dé-
�ni de manière implicite comme étant l'ensemble des solutions véri�ant certaines propriétés
(contraintes) liées au problème. En pratique, les alternatives d'un problème sont souvent
comparées par le biais de plusieurs fonctions traduisant des objectifs à atteindre ; c'est pour-
quoi ces fonctions sont souvent appelées fonctions objectifs. Ces di�érents objectifs peuvent
être liés à la prise en considération de di�érents points de vue comme les �nances, les as-
pects environnementaux, les délais, la sécurité, la qualité, l'éthique et bien d'autres. Pour
le choix d'un itinéraire par exemple, il peut y avoir un objectif de durée, de coût, ou en-
core environnemental (comme l'empreinte carbone). Citons d'autres exemples : la gestion
de portefeuilles [Steuer et al., 2005], l'optimisation du rendement énergétique d'un parc éo-
lien [Yin Kwong et al., 2014] ou encore l'organisation de voyages touristiques [Godart, 2001].
Tous ces exemples rentrent dans le domaine de l'optimisation combinatoire multi-objectifs.
Dans ce contexte, une solution réalisable est un vecteur x = (x1, . . . , xm) de m variables
appartenant à {0, 1}m et devant véri�er q contraintes ci(x) ≤ 0, avec i ∈ {1, . . . , q}. On
notera X l'ensemble des solutions réalisables dans cette thèse. Étant donné y : {0, 1}m → Zp
une fonction qui associe à tout x ∈ X un vecteur y(x) = (y1(x), . . . , yp(x)) représentant les
performances de x selon p objectifs, il s'agit de déterminer :{

minimiser
x∈{0,1}m

y(x) = (y1(x), . . . , yp(x))

s.c. ci(x) ≤ 0, ∀i ∈ {1, . . . , q}

Dans cette thèse on considère que les fonctions objectifs sont à minimiser (représentant
par exemple un coût, une durée), le cas de la maximisation pouvant se ramener à une mini-
misation par un simple changement de signe. L'image des solutions réalisables dans l'espace
des objectifs sera notée Y dans la suite de ce document. L'image d'une solution dans l'espace
des objectifs est communément appelée point.

Le mot combinatoire fait références à toutes les combinaisons possibles des valeurs prises
par les variables du problème. La taille du problème (autrement dit le nombre de variables)
joue un rôle essentiel ici car le nombre de solutions réalisables augmente de façon exponentielle
avec la taille du problème [Karasakal and Köksalan, 2009]. Par exemple, pour un problème
combinatoire où une solution réalisable correspond à une permutation de m variables, sans
aucune autre contrainte, il existe m! solutions admissibles. Et donc, même pour un petit
problème de taille 20, on obtiendrait 20! solutions, ce qui correspond à 2.432902 × 1018

possibilités. À raison de 10−6 seconde pour évaluer une solution générée, il faudrait 771
siècles pour énumérer toutes les solutions, ce qui exclut les méthodes de résolution classiques
basées sur l'énumération de toutes les solutions admissibles.

L'exemple ci-dessous permet d'illustrer les notions introduites jusqu'ici sur un petit pro-
blème d'optimisation combinatoire.
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Exemple 1.1.1. Dans la Figure 1.1(a), on représente l'ensemble des solutions réalisables
pour un problème d'optimisation combinatoire avec m = 3 variables. À chaque solution réa-
lisable, on associe un point dans l'espace des objectifs, dé�ni par p = 2 fonctions objectifs et
représenté dans la Figure 1.1(b).

x1

x2

x3

y1(x)

y2(x)

Figure 1.1 � Représentation de l'ensemble X des solutions réalisables (m = 3), et de Y son
image dans l'espace objectif (p = 2).

On remarque que certains objectifs sont contradictoires, comme cela arrive fréquemment
dans des problèmes d'optimisation multi-objectifs. Par exemple, dans l'espace des objectifs,
lorsque le second objectif y2 prend une valeur faible, alors on observe que y1 prend quant à lui
une valeur haute, et inversement. Si y3 prend une valeur faible alors y1 et y2 ont des valeurs
plutôt élevées.

En optimisation mono-objectif (p = 1), les solutions optimales sont celles qui minimisent
la fonction objectif. En optimisation multi-objectifs, la notion de meilleure solution ne va de
soi. Par exemple, lors d'un voyage Paris-Marseille en voiture, deux solutions principales se
présentent : prendre l'autoroute ou prendre les voies secondaires. Pour minimiser la durée, il
faudrait prendre l'autoroute mais cela augmente le coût du voyage (et l'inverse pour l'option
des voies secondaires). De manière générale, dans un problème multi-objectifs, les di�érentes
fonctions à optimiser sont souvent contradictoires. Il est alors essentiel de pouvoir comparer
des vecteurs de performances a�n de di�érencier une bonne solution d'une mauvaise. La
dominance de Pareto est une réponse possible à ce besoin.

1.1.1 Dominance de Pareto et solutions e�caces

Avant de présenter la dominance de Pareto, il est nécessaire de dé�nir la notion de relation
binaire entre solutions.

De�nition 1.1.1 (Relation binaire). Une relation binaire R sur un ensemble X est dé�nie
par un sous-ensemble G de X ×X . Si (x, y) ∈ G, on dit alors que x est en relation avec y et
on le note xRy.
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Une relation binaire peut avoir plusieurs propriétés intéressantes dans le cadre de l'optimisa-
tion multi-objectifs, dont on rappelle ici les principales.

De�nition 1.1.2. Soit une relation binaire R, on dit que R est :
� Ré�exive si et seulement si xRx pour tout x ∈ X .
� Irré�exive si et seulement si non(xRx) pour tout x ∈ X , où non est l'opérateur de

négation logique.
� Symétrique si et seulement si pour tout x, y ∈ X , xRy implique yRx.
� Asymétrique si et seulement si aucun couple (x, y) ∈ X 2 ne véri�e xRy et yRx

simultanément.
� Antisymétrique si et seulement si pour tout couple (x, y) ∈ X 2, xRy et yRx impliquent

x = y.
� Transitive si et seulement si pour tout x, y ∈ X , xRy et yRz impliquent xRz.
� Totale si et seulement si pour tout couple (x, y) ∈ X 2, on a xRy ou yRx.

À l'aide de ces propriétés, on peut maintenant distinguer quatre types de relation binaire.

De�nition 1.1.3. On dit qu'une relation binaire R sur X est :
� Un préordre sur X si la relation R est ré�exive et transitive.
� Une équivalence sur X si R est ré�exive, transitive et symétrique.
� Un ordre sur X si R est ré�exive, transitive et antisymétrique.
� Un ordre strict sur X si R est asymétrique et transitive.

La dominance de Pareto est une relation binaire qui peut permettre de comparer deux
solutions entre elles sans avoir besoin d'information supplémentaire sur le problème.

De�nition 1.1.4 (Pareto-dominances). On distingue trois dominances au sens de Pareto :
� Pareto-dominance faible : Le point a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp Pareto-domine faiblement

le point b = (b1, . . . , bp) ∈ Rp (noté a -P b) si et seulement si ai ≤ bi pour tout
i ∈ {1, . . . , p}.

� Pareto-dominance : Le point a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp Pareto-domine le point b =
(b1, . . . , bp) ∈ Rp (noté a ≺P b) si et seulement si ai ≤ bi pour tout i ∈ {1, . . . , p}
et ai < bi pour au moins une valeur i ∈ {1, . . . , p}.

� Pareto-dominance stricte : Le point a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp Pareto-domine strictement
le point b = (b1, . . . , bp) ∈ Rp (noté a �P b) si et seulement si ai < bi pour tout
i ∈ {1, . . . , p}.

La relation -P est ré�exive, transitive et antisymétrique, tandis que les relations ≺P et
�p sont irré�exives, transitives et asymétriques. Il existe des relations entre ces di�érentes
dé�nitions : la dominance stricte implique la dominance et la dominance implique la do-
minance faible. Aussi, aucune de ces dé�nitions n'induit un ordre total, ce qui signi�e que
certaines paires de vecteurs peuvent être incomparables avec la relation de dominance de
Pareto. Ceci nous conduit à dé�nir la notion d'optimalité pour les dominances de Pareto.

De�nition 1.1.5 (Solution et ensemble e�cace). Une solution x ∈ X est dite e�cace s'il
n'existe pas de solution réalisable x′ ∈ X telle que y(x′) ≺P y(x). Pour un problème, l'en-
semble e�cace est l'ensemble des solutions e�caces, noté XE.
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De�nition 1.1.6 (Solution et ensemble faiblement e�cace). Une solution x ∈ X est dite
faiblement e�cace s'il n'existe pas de solution réalisable x′ ∈ X telle que y(x)�p y(x′). L'en-
semble faiblement e�cace est l'ensemble contenant toutes les solutions faiblement e�caces
d'un problème donné.

En d'autres termes, cela signi�e que pour être une solution e�cace, aucune autre solution
ne doit la dominer. Par contre, une solution faiblement e�cace peut être dominée par une
autre, mais pas strictement. L'image d'une solution e�cace dans l'espace des objectifs est
appelée point non-dominé (ou non Pareto-dominé) tandis que l'image d'une solution faible-
ment e�cace est appelée point faiblement non-dominé (ou non Pareto-faiblement dominé).
En optimisation multi-objectifs on s'intéresse à déterminer le front de Pareto dé�ni comme
suit :

De�nition 1.1.7 (Front de Pareto). L'image de l'ensemble e�cace XE dans l'espace des
objectifs est appelé front de Pareto, noté YN .

Pour illustrer ces di�érentes notions, on s'intéresse à l'exemple suivant :

Exemple 1.1.2. On considère un problème bi-objectifs dont les solutions sont représentées
en Figure 1.2. Par exemple, le point b est Pareto dominé strictement par le point a. En e�et,
le point a est strictement plus performant que le point b sur chacun des deux objectifs. Le
point b′ est quant à lui simplement Pareto dominé par le point a′ car ce dernier fait mieux
que b′ sur le premier objectif (et est au moins aussi bon sur le second).

Graphiquement, il est facile de voir que les points en gris sont dominés au sens de Pareto
puisqu'ils sont situés dans le cône de dominance (zone rectangulaire grise) d'un autre point.
Les points en noir constituent donc le front de Pareto et correspondent aux solutions e�caces
du problème. Le point b′ est, quant à lui, faiblement Pareto-dominé car aucune solution n'est
meilleure sur tous les objectifs. Ainsi, l'ensemble des solutions faiblement e�caces est composé
de l'ensemble e�cace et de la solution associée au point b′.

y2(x)

y1(x)

a b

a′ b′

Figure 1.2 � Représentation de l'image des solutions d'un problème bi-objectifs.
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Il existe une classi�cation importante des problèmes d'optimisation combinatoire multi-
objectifs basée sur la notion de convexité ou non convexité du front de Pareto. Cette classi�-
cation joue un rôle important dans le choix de la méthode de résolution, ce que nous verrons
dans la section suivante (Section 1.1.2).

De�nition 1.1.8 (Ensemble convexe). Un ensemble Y est convexe si et seulement si,
∀A,B ∈ Y, le segment [A,B] qui joint ces deux points est entièrement contenu dans l'en-
semble Y.

L'introduction de la convexité nous permet une nouvelle classi�cation des solutions ef-
�caces dans l'espace des objectifs. On peut maintenant di�érencier les solutions e�caces
supportées des non-supportées.

De�nition 1.1.9 (Solution e�cace supportée). Soit x ∈ XE une solution e�cace. S'il existe
λ ∈ Rp

> tel que x est une solution optimale pour min
x∈X

∑p
i=1 λifi(x) alors x est appelé solution

e�cace supportée.

L'image dans l'espace des objectifs d'une telle solution est appelée point non-dominé supporté.
Ces points sont sur les bords de l'enveloppe convexe étendue de Y , soit formellement conv(Y)
+ Rp

≥ avec Rp
≥ l'orthant non négatif de Rp. Ainsi l'enveloppe étendue correspond à l'union de

tous les cônes qui pointe sur une solution de l'enveloppe convexe. De plus, lorsque l'image des
solutions réalisables dans l'espace des objectifs est convexe, l'ensemble des solutions e�caces
est égal à l'ensemble des solutions e�caces supportées.

De�nition 1.1.10 (Solution e�cace non-supportée). Une solution e�cace est dite non-
supportée si son image dans l'espace des objectifs est située à l'intérieur de l'enveloppe convexe
étendue de Y.

Une notion très utile en optimisation multi-objectifs qui permet aussi d'évaluer le front
de Pareto est la notion de point de référence. Nous verrons dans la Section 1.1.3 comment
ces points permettent d'obtenir ou approcher le front de Pareto. En e�et, les valeurs prisent
sur chaque objectif par les points non dominés sont délimitées par deux points de références
�ctifs : le point idéal et le point nadir.

De�nition 1.1.11 (Point idéal). Le point idéal z∗ = (z∗1 , . . . , z
∗
p) est dé�ni par les meilleures

performances possibles sur chacun des objectifs de la manière suivante :

z∗i = min
x∈XE

yi(x)

De�nition 1.1.12 (Point nadir). Le point nadir ẑ = (ẑ1, . . . , ẑp) est dé�ni par les pires
performances atteintes sur chacun des objectifs par les solutions e�caces :

ẑi = max
x∈XE

yi(x)
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On remarque que pour déterminer le point idéal on n'a pas besoin de connaître l'ensemble
XE car le minimum sur un critères i obtenu grâce à l'ensemble XE est aussi le minimum
obtenu grâce à l'ensemble X . En revanche, ce n'est pas le cas pour le point nadir, d'où une
plus grande di�culté de le déterminer.

Si on considère les pires performances possibles sur l'ensemble des solutions réalisables,
c'est-à-dire sans le contraindre aux solutions e�caces, alors ce point est appelé point anti-
idéal. On ajoute que l'on peut dé�nir de la même façon un point idéal local et un point
nadir local, c'est-à-dire dé�ni sur un sous-ensemble X ′ ⊆ X . Ces di�érentes dé�nitions sont
illustrées dans l'exemple suivant.

Exemple 1.1.3. Sur l'exemple de la Figure 1.3, la zone grisée représente l'enveloppe convexe
de l'ensemble des points Y et son extension, soit conv(Y) + Rp

≥. Les points en bleus sont
situés à l'intérieur de l'enveloppe convexe étendue, les solutions correspondantes sont donc
des solutions e�caces non supportées. Les points en noirs sont situés sur le bord de l'enveloppe
convexe étendue, ce sont donc des points correspondants à des solutions e�caces supportés.

y2(x)

y1(x)

z∗

ẑ

+

+

Figure 1.3 � Enveloppe convexe étendue des solutions e�caces d'un
problème bi-objectifs, et représentation des points idéal et nadir.

Déterminer l'ensemble des solutions e�caces ou tester si une solution est e�cace sont des
tâches compliquées en optimisation combinatoire multi-objectifs, intéressons nous maintenant
à une méthode de classi�cation prenant en compte cette di�culté.

1.1.2 Complexité et intraitabilité

Dans cette section, nous allons parler de la complexité et de l'intraitabilité (infaisabilité)
des problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs. La di�culté de générer l'ensemble
e�cace provient essentiellement de ces deux problèmes :

� Il est di�cile de véri�er si une solution est e�cace (complexité).
� Le nombre de points non dominés peut être très grand (intraitabilité).
La théorie de la complexité est un vaste domaine qui étudie la di�culté de fournir des

algorithmes e�caces pour des problèmes généraux et spéci�ques. Cette di�culté est mesurée
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par le nombre d'opérations dont un algorithme a besoin, dans le pire des cas (analyse du pire
des cas), pour trouver la réponse correcte au problème de décision considéré. Un problème de
décision est une question qui ne peut avoir que deux réponses : "oui" ou "non". Le problème
de décision associé à un problème de minimisation mono-objectif est la question suivante :
étant donné une constante b ∈ Z, existe-t-il une solution x ∈ X telle que y(x) ≤ b ? Pour un
problème d'optimisation multi-objectifs, le problème de décision associé consiste à décider,
étant donné un vecteur d'entiers b = (b1, . . . , bp), s'il existe une solution réalisable telle que
yi(x) ≤ bi pour tout i ∈ {1, . . . , p}.

Il existe une grande variété de classes de complexité dans lesquelles on peut ranger les
problèmes de décision.

De�nition 1.1.13 (Classe P). Un problème de décision appartient à la classe P des pro-
blèmes, s'il existe un algorithme déterministe qui répond au problème de décision et nécessite
O(g(m)) opérations, où g est un polynôme en m et m la taille de l'entrée du problème.

On considère que ces problèmes sont faciles à résoudre.

De�nition 1.1.14 (Classe NP). Un problème de décision appartient à la classe NP s'il peut
être décidé par une machine de Turing non déterministe en temps polynomial par rapport à
la taille de l'entrée m.

Remarquons que NP ne veut pas dire non polynomial mais non déterministe polynomial.
Un algorithme non déterministe, par opposition à un algorithme déterministe, peut avoir
un comportement di�érent sur plusieurs exécutions de la même instance du problème. C'est
pourquoi, il peut nécessiter un nombre polynomial d'opérations sur une exécution alors qu'une
autre exécution nécessitera un nombre exponentiel. On peut aussi dire que la classe NP
contient l'ensemble des problèmes dont on peut véri�er une solution en temps polynomial.
Ainsi, la classe P , des problèmes faciles à résoudre, est nécessairement contenue dans la classe
NP des problèmes faciles à véri�er. On dit aussi des problèmes dans NP qu'ils sont di�ciles
à résoudre, même si pour certains d'entre eux, des algorithmes très e�caces en pratique
existent (pour plus de détails, voir [Garey, 1979, Teghem, 2003]).

De�nition 1.1.15 (NP-complet). Un problème de décision P est NP-complet si P ∈ NP
et pour tout P ′ ∈ NP, il existe une transformation polynomiale de P ′ vers P permettant de
résoudre P ′ en temps polynomial.

On peut résumer ces dé�nitions dans la Figure 1.4 dans laquelle on suppose que P 6= NP .

De�nition 1.1.16 (NP-di�cile). Un problème d'optimisation est NP-di�cile s'il est au
moins aussi di�cile qu'un problème NP-complet.

Ainsi, les problèmes d'optimisation dont les problèmes de décision sont NP-complets
sont NP-di�ciles, mais ce ne sont pas les seuls problèmes NP-di�ciles. Il existe des sous-
classes de complexité pour lesquelles un changement de classi�cation d'un de ses problèmes
induirait un bouleversement majeur dans la théorie de la complexité. La question �L'ensemble
P est égal à l'ensemble NP ?� est toujours ouverte aujourd'hui. Si un problème NP-complet
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NP

NP-complet

P

Figure 1.4 � Illustration de la complexité des problèmes d'optimisation.

ou NP-di�cile était résolu par un algorithme déterministe polynomial, cela impliquerait
nécessairement que �P = NP� car résoudre en temps polynomial un problème NP-complet
permet de résoudre tous les problèmes de NP [Garey, 1979].

Remarquons aussi que certains problèmes combinatoires pour lesquels il existe un al-
gorithme polynomial dans leur version mono-objectif sont NP-di�ciles dans leur version
multi-objectifs. Par exemple, c'est le cas du problème de l'arbre de poids minimal que l'on
étudiera dans le chapitre 3.4. Dans le chapitre 2.3, on s'intéressera aux problèmes du sac
à dos et du voyageur de commerce, qui sont des problèmes NP-di�ciles dans leur version
mono-objectif et qui le restent évidemment dans leurs équivalents multi-objectifs.

Concentrons-nous maintenant sur la notion d'intraitabilité d'un problème [Ehrgott, 2005].

De�nition 1.1.17 (Intraitabilité). Un problème d'optimisation multicritère est dit intraitable
(infaisable) si le nombre de points non-dominés peut être exponentiel en la taille du problème.

La plupart des problèmes classiques sont intraitables, par exemple l'arbre couvrant de
poids minimal et le voyageur de commerce.

Dans la littérature, les problèmes d'optimisation combinatoires multi-objectifs sont trai-
tés de di�érentes manières : trouver une solution e�cace par point non dominé (ou une
bonne approximation) ou trouver une solution de bon compromis selon les préférences sub-
jectives d'une personne. Pour les problèmes de combinatoire multi-objectifs, de nombreuses
méthodes de résolution, exactes ou approchées, ont été proposées. Nous présentons dans la
section suivante des notions essentielles et des méthodes classiques utilisées en optimisation
combinatoire multi-objectifs.

1.1.3 Résolution par des méthodes exactes

Face à un problème multi-objectifs, l'une des premières idées de résolution qui nous vient
à l'esprit est de le transformer en un problème mono-objectif, c'est ce qu'on appelle la scalari-
sation [Wierzbicki, 1986a]. Elle permet de convertir les di�érentes performances des solutions
en une unique valeur, ce qui nous permet de comparer des solutions qui n'étaient jusqu'alors
pas comparables. En e�et, comme vu dans la section précédente, il est impossible de comparer
certains vecteurs de performances avec la dominance de Pareto. Grâce à la scalarisation, on
obtient un score qui permet d'ordonner les solutions, et d'utiliser les méthodes de résolution
conçues pour le cas mono-objectif. En faisant varier les paramètres de la scalarisation, on peut
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ainsi engendrer di�érentes solutions e�caces et obtenir l'ensemble des points non-dominés,
ou une bonne approximation.

Dans cette section, on présente deux méthodes de scalarisation par agrégation des per-
formances, suivies de la méthode appelé ε-contrainte.

Méthode de scalarisation avec la somme pondérée

Il existe de nombreuses fonctions d'agrégation dans la littérature mais la plus connue et
la plus utilisée reste certainement la somme pondérée [Geo�rion, 1968].

De�nition 1.1.18 (Somme pondérée). La somme pondérée assigne à chaque objectif yi un
poids λi de sorte que la valeur globale d'une solution x est donnée par :

fλ(x) =

p∑
i=1

λiyi(x), avec
p∑
i=1

λi = 1 et λi ≥ 0 (1.1)

Étant donné un jeu de poids λ = (λ1, . . . , λp), minimiser la fonction fλ conduit à la génération
d'une solution e�cace. Faire varier le paramètre λ peut permettre de générer di�érents points
non-dominés, comme illustré dans l'exemple ci-dessous.

Exemple 1.1.4. Dans la Figure 1.5, on considère un problème bi-objectifs possédant 6 points
non-dominés.

y2(x)

y1(x)

v

Figure 1.5 � Illustration de la scalarisa-
tion avec une somme pondérée.

y2(x)

y1(x)

Figure 1.6 � Limite de la somme pondé-
rée sur des zones non-convexes.

On applique la méthode de scalarisation par somme pondérée avec le jeu de poids λ =
(λ1, λ2) = (0.55, 0.45). Ainsi, le problème d'optimisation mono-objectif considéré est :

min
x∈X

fλ(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) = 0.55× y1(x) + 0.45× y2(x)

Une courbe d'indi�érence est dé�nie par fλ(x) = k, pour une valeur donnée k de la
fonction objectif. Elle correspond donc à l'ensemble de tous les points (réalisables ou non)
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possédant la même performance globale, qui est égale à k. Sur la �gure, les droites en pointillé
correspondent à trois courbes d'indi�érence. Minimiser la fonction objectif revient à chercher
la plus petite valeur de k pour laquelle il existe une solution x ∈ X véri�ant fλ(x) = k.
Graphiquement, diminuer la valeur de k revient à déplacer la courbe d'indi�érence perpendi-
culairement à la direction d'optimisation, qui est donnée par le gradient de la fonction objectif
(λ). En minimisation, il s'agit de suivre cette direction dans le sens opposé du gradient pour
diminuer la valeur de la fonction objectif. Pour l'exemple de la Figure 1.5, cela revient à suivre
le sens du vecteur v. Dans cet exemple, le point encerclé en rouge est celui qui minimise la
fonction objectif pour le jeu de poids donné en entrée. Il faut ensuite réitérer cette méthode
avec plusieurs jeux de poids di�érents, a�n d'essayer de trouver les autres points non dominés
du problème, représentées ici par des points blancs cerclés de noir (pour insister sur le fait
qu'ils n'ont pas encore été découverts). Cependant, la somme pondérée présente un désavan-
tage important. En e�et, elle ne permet pas de retourner un point non-dominé à l'intérieur
de l'enveloppe convexe étendue de Y. Cette limite de la somme pondérée est observable sur la
Figure 1.6. On constate que la non-convexité du front de Pareto ne permet pas à cet opérateur
linéaire de retourner les points non dominés présents dans les deux zones triangulaires bleues.
Ces points ne peuvent pas être obtenus par minimisation d'une somme pondérée. Pourtant,
ils sont non-dominés et de bon compromis, ils pourraient être intéressants. Les seuls points
accessibles sont ceux situés sur les bords de l'enveloppe convexe, comme illustré par les traits
en pointillé rouges représentant les courbes d'indi�érence associées à trois sommes pondérées
di�érentes.

Comme illustré dans l'exemple, la somme pondérée ne permet pas de retourner un point
non dominé présent dans une région non convexe, ce qui est un problème quand l'objectif
est de générer l'ensemble des points non dominés. On dit que la méthode de scalarisation
par somme pondérée ne véri�e pas la propriété de complétude, c'est-à-dire qu'elle ne garantit
pas d'atteindre toutes les solutions e�caces du problème multi-objectifs en faisant varier les
valeurs des paramètres. Cependant, lorsque l'espace est convexe, la somme pondérée possède
les caractéristiques suivantes :

Théorème 1.1.1. Pour tout problème d'optimisation combinatoire multi-objectifs dont
l'image de l'ensemble des solutions est convexe, on a les propriétés suivantes :

� Si x est une solution faiblement e�cace, alors il existe un jeu de poids λ dans l'en-
semble {λ′ ∈ Rp : λ′i ≥ 0,∀i = 1, . . . , p} tel que x minimise la somme pondérée fλ.

� Si x est une solution e�cace, alors il existe un jeu de poids λ dans l'ensemble
{λ′ ∈ Rp : λ′i > 0,∀i = 1, . . . , p} tel que x minimise la somme pondérée fλ.

Le paragraphe suivant est dédié à une autre fonction d'agrégation, plus complète que la
somme pondérée puisqu'elle permet de retourner chacune des solutions associées à chaque
point du front de Pareto.

Méthode de scalarisation avec Tchebychev pondéré

De la même façon que pour la somme pondérée, Tchebychev pondéré (dé�ni dans l'ar-
ticle [Bowman, 1976]) assigne un poids λi à chaque objectif i. Et pareillement, ce jeu de
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poids donnera la direction d'optimisation. Cependant, on aura besoin d'utiliser un point de
référence, le point idéal, et l'objectif devient la minimisation de la norme de Tchebyche�
[Steuer and Choo, 1983, Dächert et al., 2012]. Avant de décrire formellement cette méthode
de scalarisation, rappelons la dé�nition d'une norme.

De�nition 1.1.19 (Norme vectorielle sur Rp). Une norme sur Rp est une application ||.|| :
Rp → R qui véri�e les propriétés suivantes :

� Non-négativité : ||y|| ≥ 0
� Séparation : ||y|| = 0⇔ y = 0
� Inégalité triangulaire : ||y + y′|| ≤ ||y||+ ||y′|| avec y′ un vecteur de Rp

� Homogénéité absolue : ||αy|| = |α| ∗ ||y|| avec α ∈ R

La norme la plus utilisée sur un ensemble de dimension �nie est la norme p, avec p ≥ 1, et
dé�nie par :

||y||p =
p

√√√√ p∑
i=1

|yi|p

Par exemple, elle correspond, lorsque p = 2, à la distance euclidienne, tandis que celle utilisée
dans le cadre de la scalarisation par Tchebyche� pondéré est la norme in�nie :

||y||∞ = max
i=1,...,p

|yi|

Une représentation graphique de normes classiques est donnée en Figure 1.7, pour un vecteur
y à deux dimensions.

y2

y1y1(x)

y

||y||2

||y||∞

||y||1

Figure 1.7 � Représentation graphique dans R2 des normes classiques.

On peut maintenant dé�nir la méthode de Tchebyche� pondérée.

De�nition 1.1.20 (Tchebyche� pondéré). La distance de Tchebyche� pondérée assigne à
chaque objectif yi un poids λi de sorte que la valeur globale d'une solution x est donnée par :

fλ(x) = ||y(x)− z∗||λ∞, avec

p∑
i=1

λi = 1 (1.2)

où ||y(x)− z∗||λ∞ = max
i=1,...,p

λi|yi(x)− z∗i |.



État de l'art 18

En d'autres termes, fλ(x) correspond à la distance entre x et le point idéal au sens de la
norme in�nie, pondérée par le jeu de poids λ. La méthode de scalarisation par Tchebyche�
pondérée permet de générer tous les points e�caces, en faisant varier le paramètre λ. Une
illustration graphique de cette méthode est proposée ci-dessous, en utilisant le même exemple
que précédemment.

Exemple 1.1.5. Sur la Figure 1.8, on illustre la méthode de scalarisation avec Tchebyche�
pondérée pour le poids λ = (0.45, 0.55).

y2(x)

y1(x)

z∗
+

Figure 1.8 � Illustration de la scalarisation avec Tchebyche�.

Contrairement à la somme pondérée, une courbe d'indi�érence est ici constituée de rec-
tangles centrés en z∗ ; sur le graphique sont représentées trois courbes d'indi�érence en poin-
tillé. La direction d'optimisation est donnée par le vecteur λ représenté par la �èche noire.
Pour trouver les points minimisant la distance de Tchebyche� pondérée, il s'agit de faire gran-
dir ce rectangle jusqu'à ce qu'il contienne un (ou des) point(s) correspondant à des solutions
réalisables. Pour cet exemple, on obtient le point non-dominé encerclé de rouge.

Remarquons que le point obtenu par la somme pondérée est di�érent de celui obtenu ici
avec le même jeu de poids. De plus, contrairement à la somme pondérée, il est possible d'at-
teindre tous les points du front de Pareto en faisant varier le paramètre λ de la distance de
Tchebyche�. En e�et, la forme rectangulaire des courbes d'indi�érence permet d'atteindre les
zones non convexes du front de Pareto, représentées par les triangles bleus de la Figure 1.6.

Théorème 1.1.2. Pour tout problème d'optimisation combinatoire multi-objectifs, en faisant
varier λ dans {λ′ ∈ Rp : λ′i > 0,∀i = 1, . . . , p}, la méthode de Tchebyche� pondérée permet
de générer l'ensemble des points faiblement non dominés.

De ce fait, pour obtenir le front de Pareto, il faut ensuite éliminer les points faiblement
dominés en réalisant des tests de Pareto dominance entre tous les points retournés par la
méthode de Tchebyche�. Comme ces solutions peuvent être en très grand nombre, cette
opération peut être coûteuse. Pour contourner ce problème, il a été proposé de modi�er la
fonction objectif de la manière suivante [Wierzbicki, 1986b, Wiecek and Hadavas, 1997] :
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fλ(x) = ||y(x)− z∗||λ∞ + ε||y(x)||1
où ε est une constante, ce qui permet réduire les risques de génération de points en dehors
du front de Pareto.

Bien que la méthode avec Tchebyche� pondérée permette de trouver l'ensemble des points
non dominés (contrairement à la somme pondérée), elle présente plusieurs di�cultés. Tout
d'abord, on doit pouvoir calculer le point idéal de manière e�cace, par exemple en résolvant
p problèmes mono-objectif de la forme minx∈Xyi(x), avec i ∈ {1, . . . , p}. Ensuite, il s'agit
de minimiser la fonction fλ(x = ||y(x) − z∗||λ∞) qui est non-linéaire, ce qui complique la
résolution. Néanmoins, il est possible d'utiliser des techniques classiques de linéarisation de
l'opérateur max et de la valeur absolue | · |.

Méthode ε−contrainte

Nous allons maintenant présenter la méthode appelée ε−contrainte [Haimes, 1971] qui est
une méthode classique en optimisation combinatoire multi-objectifs. Elle di�ère des méthodes
vues jusqu'alors dans cette section puisqu'il n'y a pas d'agrégation des objectifs. Le principe
consiste à minimiser un objectif, alors que les autres objectifs sont convertis en contraintes
d'inégalité. Plus formellement, il s'agit de résoudre des problèmes de la forme :{

min
x∈X

yk(x)

s.c. yi(x) ≤ εi ∀i = 1, . . . , p, i 6= k
(1.3)

où εi est une constante associée à l'objectif yi(x), pour i ∈ {1, . . . , p}. Appliquons maintenant
cette méthode sur le même exemple que précédemment.

Exemple 1.1.6. Pour illustrer la méthode, on considère le front de Pareto de la Figure 1.9.

y2(x)

y1(x)

s

(a)

y2(x)

y1(x)

y1(x) ≤ ε1

ε1

t

s

(b)

Figure 1.9 � Illustration de la méthode ε-contrainte sur un problème
bi-objectifs.

Pour un problème bi-objectifs, il est possible de générer le front de Pareto en itérant
la minimisation d'un objectif (ici y2), avec une contrainte de type y1(x) ≤ ε1 où ε1 change
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d'une itération à l'autre. Dans un premier temps, l'objectif est la recherche du point de valeur
minimale sur le second objectif (cf. Figure 1.9(a)). La recherche est matérialisée par le trait
en pointillé noir. Comme l'optimisation se fait seulement sur y2, la direction d'optimisation
est verticale. Le point minimisant y2 est le dernier point réalisable rencontré par le trait en
pointillé. Ce point, noté s, est ici encerclé de rouge. À partir du point s, on dé�nit la valeur ε1

pour l'itération suivante comme étant y1(s)− ξ où ξ est une constante positive très petite (cf.
Figure 1.9(b)). Ceci dans le but d'empêcher, lors de la minimisation suivante, de retomber
sur le même point. En e�et, en minimisant y2 sous la contrainte y1(x) ≤ ε1, on obtient
maintenant le point t. Pour obtenir le front de Pareto, on réitère cette opération jusqu'à ce
qu'il n'y ait plus de solution réalisable.

Théorème 1.1.3. Pour tout problème d'optimisation combinatoire multi-objectifs, la mé-
thode ε-contrainte retourne une solution faiblement e�cace.

Tout comme la scalarisation avec Tchebyche� pondéré, la méthode ε-contrainte permet
de déterminer tous les points du front de Pareto sans condition de convexité de l'espace
des objectifs, en faisant varier ses paramètres puis en retirant les solutions générées Pareto-
dominées. De plus, la méthode ε-contrainte présente l'avantage de ne pas avoir besoin de
point de référence. En revanche, cette méthode modi�e la structure du problème d'ori-
gine par l'ajout de contraintes, ce qui peut rendre le problème plus di�cile à résoudre.
Cependant, cet algorithme a été adapté à de nombreux problèmes d'optimisation combina-
toire multi-objectifs [Laumanns et al., 2006, Özlen and Azizo§lu, 2009, Bérubé et al., 2009,
Kirlik and Say�n, 2014, Leitner et al., 2015].

Méthode en deux phases

La méthode en deux phases est une approche générale dont l'objectif est d'explo-
rer les zones non convexes du front de Pareto. Dans la première phase, on détermine
l'ensemble des points non dominés supportés. Puis, dans la seconde phase, grâce à l'en-
semble déterminé dans la première phase, on génère l'ensemble des points non dominés
non supportés [Przybylski et al., 2010b]. L'algorithme original, issu de la littérature, réa-
lise la première phase par une méthode dichotomique fondée sur la scalarisation avec
somme pondérée, tandis que la seconde phase utilise une méthode énumérative utilisant
les points non dominés supportés préalablement générés [Ulungu and Teghem, 1995]. Ce-
pendant, de nombreuses autres techniques peuvent être utilisées pour la seconde phase
[Lee and Pulat, 1993, Sedeno-Noda and González-Mart�n, 2001]. Les plus e�caces actuelle-
ment sont basées sur des algorithmes de ranking. Ces méthodes permettent de découvrir
les points non dominés non supportés dans l'ordre croissant de valeur obtenue par une
somme pondérée [Przybylski et al., 2008, Pedersen et al., 2008, Steiner and Radzik, 2008,
Raith and Ehrgott, 2009b, Raith and Ehrgott, 2009a, Jorge, 2010]. La méthode en deux
phases a été originalement développée pour résoudre des problèmes bi-objectifs, cepen-
dant des adaptations ont été faites a�n de pouvoir l'appliquer à des problèmes tri-objectifs
[Przybylski et al., 2010a, Özpeynirci and Köksalan, 2010]. Cette méthode est illustrée sur
l'exemple précédent ci-dessous.
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Exemple 1.1.7. Dans la Figure 1.10, nous illustrons la méthode en deux phases.

y2(x)

y1(x)

s

t

(a)

y2(x)

y1(x)

s

t

r

(b)

y2(x)

y1(x)

s

t

r

(c)

Figure 1.10 � Illustration de la méthode en deux phases sur un problème
à deux objectifs.

La première phase, qui a l'objectif de déterminer les points non dominés supportés, est
souvent réalisée en utilisant le principe de dichotomie. La dichotomie est un principe de sub-
division, où l'on résout un problème en le divisant deux sous-problèmes de taille équivalente.
Dans notre contexte, la phase d'initialisation consiste à trouver les points s et t minimisant
respectivement le premier et le second objectif (cf. Figure 1.10(a)). Puis, on détermine un
nouveau point supporté en utilisant une scalarisation avec la somme pondérée, dont le jeu de
poids λ est tel que s et t appartiennent à la même courbe d'indi�érence (cf. Figure 1.10(b)).
On obtient ici le point r encerclé de rouge. Puis, récursivement, on détermine d'autres points
non dominés supportés en résolvant les sous-problèmes entre s et r d'une part, et r et s
d'autre part. Pour notre exemple, la première phase se termine ici puisqu'il n'existe aucun
point non dominés supportés entre s et r, ni entre r et t.

À la �n de cette première phase, le front de Pareto n'est pas complet. En e�et, il existe
des points non dominés non supportés dans les triangles bleus, correspondant aux zones non
convexe du front de Pareto (cf. Figure 1.10(c)) ; ce sont les points non dominés non supportés.
La seconde étape consiste à trouver les points non-dominés dans chacun de ces triangles. Par
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exemple, pour la zone bleue entre s et r, il faut déterminer l'ensemble des points u = (u1, u2)
non dominés véri�ant :

s1 < u1 < r1 et s2 < u2 < r2

Dans le paragraphe suivant, nous présentons un autre algorithme de résolution classique
dans la littérature de l'optimisation combinatoire. Notons que celui-ci a notamment été utilisé
pour réaliser la seconde phase de la méthode en deux phases [Ulungu and Teghem, 1995,
Visée et al., 1998].

Branch and Bound

La méthode de branch and bound [Land and Doig, 2010, Kiziltan and Yucao§lu, 1983]
(évaluation et séparation en français) est une méthode à énumération implicite des so-
lutions réalisables. En mono-objectif, cette méthode utilise des bornes sur la valeur op-
timale de sous-problèmes, permettant l'élimination de solutions partielles en détectant
qu'elles ne peuvent pas conduire à des solutions e�caces. Des adaptations de cette méthode
ont été proposées pour le cas bi-objectifs [Sourd and Spanjaard, 2008, Vincent et al., 2013,
Przybylski and Gandibleux, 2017], dans lesquelles les bornes sont dé�nies par un ensemble
de points (au lieu d'une unique valeur). Cette méthode est basée sur trois axes principaux :

� La séparation fait référence à la méthode utilisée pour diviser intelligemment l'en-
semble des solutions réalisables. Il s'agit de diviser le problème en des sous-problèmes
qui ont chacun leur ensemble de solutions réalisables, tel que l'union de ces ensembles
correspond à l'ensemble des solutions réalisables. De cette manière, on peut résoudre
le problème initial en résolvant tous les sous-problèmes et en prenant les meilleures
solutions trouvées. Ce principe est appliqué de manière récursive sur chacun des sous-
ensembles de solutions obtenus, formant ainsi une structure arborescente. Par exemple,
sur la Figure 1.11, le problème est divisé en considérant toutes les instanciations pos-
sibles des variables du problème, les unes après les autres.

� L'évaluation d'un sous-problème est réalisée en deux étapes : 1) le calcul de la borne
inférieure et 2) l'exploitation de cette borne pour éventuellement éliminer ce sous-
problème. Ces étapes sont celles qui permettent de di�érencier principalement le
branch and bound d'une énumération classique. Il existe plusieurs procédures per-
mettant de déterminer une borne inférieure qualitative, d'autant plus que sa qualité
joue un rôle essentiel dans la réussite de cette méthode. Une façon classique de le faire
est de considérer la valeur optimale de la relaxation continue du problème combinatoire
considéré.

� L'élagage consiste à supprimer un sous-ensemble de solutions par comparaison de sa
borne avec des solutions (complètes) déjà trouvées durant la recherche ou obtenues
par des méthodes heuristiques.

� La sélection a pour objectif de choisir le prochain sous-ensemble de solutions à ex-
plorer de manière à optimiser le parcours de l'arborescence dé�ni par la stratégie de
séparation. Une stratégie e�cace consiste à réaliser un parcours en profondeur, car
il permet d'explorer, en priorité, les sommets les plus éloignés de la racine de l'arbo-
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rescence et donc permet de trouver plus rapidement des nouvelles solutions à utiliser
pour l'élagage.

x0

x1

x2

x3 x3

x2

x1

x2 x2

x1 = 1x1 = 0

x2 = 1x2 = 0 x2 = 0x2 = 1

x3 = 1x3 = 0

. . .

Figure 1.11 � Structure d'arbre d'énumération.

Dans le pire des cas, on peut tout de même être amené à faire une énumération explicite
de toutes les solutions, mais en pratique cela permet d'obtenir les solutions e�caces en un
temps limité.

Programmation dynamique

La programmation dynamique consiste à décomposer un problème en sous-problèmes
plus petits, de calculer les solutions optimales de ces sous-problèmes et de les mémoriser,
pour pouvoir construire e�cacement la ou les solutions optimales du problème initial. Cette
approche s'appuie sur le principe d'optimalité de Bellman [Bellman, 1966] qui énonce qu'une
solution optimale pour un problème donné s'obtient en combinant les solutions optimales de
ses sous-problèmes. Ce principe d'optimalité est illustré dans l'exemple ci-dessous.

Exemple 1.1.8. On considère le problème consistant à trouver le chemin élémentaire le
plus court pour aller du sommet A au sommet F , problème illustré par le graphe orienté
en Figure 1.12. On rappelle qu'un chemin élémentaire est un ensemble d'arcs successifs ne
passant pas deux fois par un même sommet.

Dans ce problème, le chemin le plus court est A − C − F . Le sous-problème du chemin
le plus court du sommet A au sommet C est de prendre l'arc A − C, qui fait bien partie de
la solution optimale du problème initial. Remarquons que le principe de Bellman n'est pas
respecté par tous les problèmes. Par exemple, en Figure 1.12, si le problème devient �trouver le
chemin élémentaire le plus long allant du sommet A au sommet F �, alors la solution optimale
est A−C −E −B − F . Pour le sous-problème de trouver le chemin le plus long du sommet
A au sommet C, on obtient le chemin A − B − D − C, alors que c'est l'arc A − C qui est
contenu dans la solution optimale du problème initial.



État de l'art 24

D

B

C

EA F

1

2

3 4

1

2

1

3

Figure 1.12 � Illustration du principe de Bellman.

Cette méthode a été utilisée pour résoudre des problèmes à trois objectifs
[Bazgan et al., 2009], où l'utilisation de plusieurs relations de dominance permet d'écarter des
solutions partielles qui ne peuvent conduire à des nouveaux vecteurs performances non domi-
nés. Par ailleurs, de la même manière que le branch and bound, la taille des problèmes combi-
natoires limite l'utilisation de la programmation dynamique. Cependant, de nombreuses im-
plémentations de cette méthode existent dans la littérature, sur des problèmes combinatoires
di�ciles satisfaisants le principe de Bellman [Martins, 1984, Klamroth and Wiecek, 2000,
Bazgan et al., 2009].

On sait que certains problèmes d'optimisation combinatoire peuvent être résolus par des
algorithmes e�caces pour leur version mono-objectif. Cependant, les problèmes combinatoires
deviennent souvent plus di�ciles en version multi-objectifs. S'il existe une large bibliographie
au sujet des méthodes exactes de résolution d'un problème combinatoire multi-objectifs, il
semble que sa résolution à l'aide d'une métaheuristique soit encore plus large. Les métaheu-
ristiques permettent une résolution e�cace mais ce sont des méthodes non exactes. Elles
peuvent avoir une garantie de performance sur la qualité de la solution sous certaines hypo-
thèses mais sont, le plus souvent, sans garantie d'optimalité mais possèdent à la place des
garanties expérimentales ; la qualité de la solution trouvée est uniquement évaluée via un
ensemble d'expérimentations.

1.1.4 Résolution par des métaheuristiques

Une métaheuristique est un algorithme de haut niveau d'abstraction, indépendant
des problèmes (donc générique), et qui fournit un ensemble de stratégies permettant
de développer des algorithmes d'optimisation heuristiques [Glover and Kochenberger, 2006,
Teghem and Pirlot, 2002, Sörensen and Glover, 2013]. On distingue les heuristiques des mé-
taheuristiques car les premières dépendent souvent du problème. En e�et, une heuristique
est généralement dé�nie pour un problème précis ou exploite des informations dépendantes
du problème donné. Une métaheuristique est générique et peut être adaptée à des problèmes
très di�érents.

De nombreuses métaheuristiques puisent leurs origines dans des phénomènes naturels,
allant d'une colonie de fourmis [Dorigo et al., 1996] à la métallurgie [Kirkpatrick, 1984].
Contrairement aux algorithmes de la section précédente, les métaheuristiques sont souvent
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non déterministes, et quand ses choix sont aléatoires, on parle de méthode stochastique. Très
souvent, les métaheuristiques n'ont pas de garantie de performance sur la qualité des solutions
retournées. Cependant, elles sont très utiles en pratique car elles permettent de résoudre des
problèmes dont on ne dispose pas (encore) de méthode exacte e�cace.

On distingue quatre grandes familles de métaheuristiques : les méthodes basées sur une
solution unique, aussi appelées �recherche locale�, celles basées sur une population d'indivi-
dus, les méthodes constructives et les méthodes hybrides [Glover and Sörensen, 2015]. Dans
une recherche locale, l'intention générale est de guider la recherche dans des régions promet-
teuses ; on parle d'intensi�cation. Les méthodes basées sur la population permettent quant
à elles d'explorer di�érentes zones de l'espace de recherche ; on parle de diversi�cation. Pour
avoir une bonne performance avec une métaheuristique, un équilibre entre intensi�cation
et diversi�cation est souvent primordial [Blum and Roli, 2003, Yang et al., 2014]. Les mé-
thodes constructives permettent de former une solution intéressante à partir des éléments
qui la compose ; contrairement à la recherche locale, il s'agit de construire des solutions au
lieu d'explorer un voisinage de solutions. En�n, les méthodes hybrides consistent à combiner
les idées de di�érentes métaheuristiques.

Recherche locale

La recherche locale naît de la volonté de relier certaines solutions entre elles, puisque le
caractère combinatoire de certains problèmes empêche une énumération complète. C'est une
métaheuristique qui consiste à passer d'une solution réalisable à une autre en utilisant une
fonction de voisinage. Une fonction de voisinage est une fonction qui, étant donné une solu-
tion, retourne un ensemble de solutions proches structurellement. Cet ensemble de solutions
s'appelle le voisinage de la solution. On peut distinguer di�érentes familles d'heuristiques
selon la manière dont est utilisée la fonction de voisinage.

Méthodes de descente. Il s'agit de passer de solutions en solutions, en sélectionnant à
chaque itération une solution de meilleure qualité dans le voisinage de la solution courante.
Le processus peut par exemple s'arrêter lorsqu'il n'est plus possible d'améliorer la solution
courante ou encore lorsque le temps imparti est dépassé. La qualité de la solution retournée
dépend de la solution initiale et de la fonction de voisinage utilisée.

Le choix de la solution suivante dans le voisinage peut se faire de di�érentes manières :
� Hill Climbing : On sélectionne la solution de meilleure qualité parmi le voisinage entier.
� First Improvement Hill Climbing : On construit le voisinage itérativement, et on s'ar-

rête dès qu'on trouve une solution de meilleure qualité.
En optimisation mono-objectif, on peut aussi choisir de sélectionner une solution du voisinage
de qualité égale à la solution courante, et pas nécessairement de qualité strictement supé-
rieure. En optimisation multi-objectifs, il peut y avoir plusieurs voisins non-dominés dans
un voisinage. Dans ce cas, il faut bien dé�nir la fonction de sélection. Par exemple, dans
[Basseur et al., 2012], le meilleur voisin est sélectionné sur la base du calcul d'un indicateur
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de performance, plus précisément l'hypervolume de l'espace des objectifs dominé par la so-
lution considérée. Une autre option est de sélectionner l'ensemble des voisins non-dominés
pour ensuite appliquer de nouveau la fonction de voisinage sur l'ensemble de ses voisins. Cette
méthode est une extension directe de la recherche locale en multi-objectifs et est couramment
appelée recherche locale de Pareto [Angel et al., 2004, Basseur, 2006, Paquete et al., 2004].

Une illustration du Hill Climbing est présentée ci-dessous sur un problème bi-objectifs.

Exemple 1.1.9. Sur la Figure 1.13, on présente une exécution possible du Hill Climbing sur
un problème avec le même front de Pareto que celui de la section précédente. Sur cette �gure,
le front de Pareto est représenté par des cercles noirs.

y2(x)

y1(x)

(a)

Figure 1.13 � Recherche locale sur deux objectifs.

La Figure 1.13(a) correspond à la première itération. La solution initiale est en rouge, et
ses voisins sont représentés en mauve. On se déplace vers la meilleure solution du voisinage,
c'est-à-dire celle dont l'image Pareto-domine toutes les autres.

y2(x)

y1(x)

(b)

y2(x)

y1(x)

(c)

Figure 1.13 � Recherche locale sur deux objectifs.
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Ce déplacement est représenté par la �èche rouge. Dans la Figure 1.13(b), on utilise cette
solution pour générer un ensemble de solutions par le biais de fonction de voisinage. Cette
fois-ci, deux voisins sont non Pareto dominés. La procédure se déplace vers une de ses deux
solutions (arbitrairement) pour l'itération suivante. Sur la Figure 1.13(c), on représente la
troisième itération où on obtient une solution qui n'est dominée par aucune solution de son
voisinage. La procédure s'arrête donc ici, et retourne cette solution.

Les méthodes de descente ne trouvent pas nécessairement une solution e�cace, et dans ce
cas elles convergent vers un minimum local. Il existe d'autres algorithmes de recherche locale
qui tentent de surmonter ce problème [Blot et al., 2018]. Dans le but d'éviter d'être bloqué
lorsque l'on rencontre un minimum local, on peut choisir d'accepter de se déplacer vers une
solution voisine qui dégrade la fonction objectif, sous certaines conditions. C'est le cas de la
recherche tabou ou encore du recuit simulé.

Recherche tabou. Cette approche de recherche locale consiste à choisir à chaque itération
la meilleure solution du voisinage, même quand celle-ci dégrade la solution courante, ce qui
permet de sortir des minima locaux. Il existe alors un fort risque de boucle, c'est-à-dire de
retomber dans le minimum local de l'étape précédente. Dans le but d'éviter cela, il a été
proposé de donner une mémoire à notre algorithme [Glover, 1986]. En e�et, cette méthode
interdit que la solution courante soit une solution déjà explorée. Certaines de ces solutions
déjà explorées sont dites taboues. Généralement ce sont les t dernières solutions visitées,
ce qui impose la gestion d'une liste dite taboue de solutions explorées (de taille t) et c'est
un paramètre important du problème. Sa taille, son type de gestion ou encore le mode de
stockage peuvent grandement in�uer sur la quantité de ressources nécessaires au déroulement
de cet algorithme [Gendreau, 2003].

Cet algorithme, initialement proposé en mono-objectif, a également été adapté pour ré-
soudre di�érents problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs [Hansen et al., 1997,
Gandibleux et al., 1997, Hansen, 2000, Caballero et al., 2007].

Recuit simulé. Cette méthode de recherche locale s'inspire d'un processus métallurgique :
pour faire de bons alliages (mélange de plusieurs éléments chimiques), on réalise une alter-
nance entre des cycles chauds, où le métal est liquide, et des cycles froids, où le métal est
solide [Kirkpatrick, 1984]. Le but est de minimiser l'énergie du système. L'alliage aura ainsi
une structure sans défaut, alors que si le refroidissement est rapide, les atomes se �gent de
manière désordonnée et l'alliage possède alors des défauts (énergie élevée). Transposé à l'op-
timisation, on utilise une variable représentant la température T , qui dé�nit la probabilité
d'accepter de se diriger vers une solution de moins bonne qualité.

De manière plus précise, pour une solution courante x0, on utilise la fonction de voisinage
pour générer une solution voisine, notée x1. Si cette solution est meilleure que x0, on la
sélectionne pour l'étape suivante, et on dit qu'on a fait baisser l'énergie du système. Si en
revanche x1 est moins bonne que x0, alors on sélectionne x1 avec une probabilité

e
4E
T avec 4E = f(x1)− f(x0).
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Dans ce cas, on dit qu'on a augmenté l'énergie. Dans le cas contraire, l'algorithme s'arrête
en retournant x0. Cette condition est appelée critère de Metropolis [Metropolis et al., 1953].
L'acceptation d'une solution dégradée permet une meilleure exploration en évitant de tomber
dans un minimum local.

La température joue un rôle primordial. Ce paramètre évolue généralement pendant l'exé-
cution de l'algorithme : on commence avec une grande valeur pour identi�er des zones inté-
ressantes de l'espace de recherche, puis on réduit sa valeur pour se concentrer sur des zones
plus précises. On peut citer deux approches classiques quant à sa variation :

� Les paliers de température : garder la température constante jusqu'à atteindre un
palier appelé équilibre thermodynamique, puis on diminue la température et on itère
jusqu'au prochain palier.

� La décroissance continue : comme son nom l'indique, il s'agit de faire baisser la tempé-
rature en continu, suivant généralement la loi de décroissance Tt+1 = αTi avec α < 1.

Cette méthode présente l'inconvénient de faire intervenir de nombreux paramètres : la
valeur de la température initiale, le processus de décroissance de la température (durée du
palier, valeur de α, choix de la loi de décroissance) et la condition d'arrêt (temps d'exécution).
Ces paramètres ont un rôle important sur la qualité de la solution retournée.

La méthode de recuit simulé a d'abord été utilisée dans le cadre de problèmes mono-
objectif, puis a été adaptée aux problèmes multi-objectifs. Une des premières adaptations
vient de l'article [Ulungu et al., 1999] où une méthode de scalarisation paramétrée est utili-
sée pour agréger tous les objectifs. L'algorithme de recuit simulé est ensuite appliqué pour
plusieurs paramètres de cette fonction de scalarisation et les solutions obtenues pour chacune
des exécutions sont ensuite comparées via la dominance de Pareto, et seules les solutions
non-dominées sont gardées. D'autres adaptations ont ensuite vu le jour, citons par exemple
[Bandyopadhyay et al., 2008, Czyz»ak and Jaszkiewicz, 1998]. Pour plus de précisions, voir
l'état de l'art suivant [Suman and Kumar, 2006].

Les métaheuristiques évoquées jusqu'à maintenant sont basées sur une solution unique.
Les métaheuristiques développées ensuite sont des méthodes basées sur une population d'in-
dividus.

Algorithmes évolutionnaires

Parmi les méthodes basées sur une population d'individus (par exemple des solutions),
les algorithmes évolutionnaires sont les plus connus. Depuis John Holland dans les années
1960, ces algorithmes imitent le principe de l'évolution, c'est-à-dire la sélection naturelle
de Charles Darwin [Bremermann, 1958, Holland, 1992]. Les algorithmes évolutionnaires sont
eux-mêmes divisés en quatre catégories : les algorithmes génétiques [Goldberg et al., 1989,
Fogel and Anderson, 2000], la programmation génétique [Koza, 1992], les stratégies d'évolu-
tion [Schwefel, 1981] et la programmation évolutionnaire [Fogel et al., 1966, Yao et al., 1999].
Il existe un large éventail d'implémentations très sophistiquées et très spéci�ques à chaque
problème. Nous allons présenter dans cette section le principe général de ces méthodes.

Les algorithmes évolutionnaires fonctionnent sur une population d'individus et utilisent



État de l'art 29

deux mécanismes pour rechercher de bons éléments : la sélection d'éléments de bonne qua-
lité pour une fonction d'évaluation, généralement appelée �tness (fonction d'adaptation), et
la combinaison de ces éléments pour créer des nouveaux à l'aide d'opérateurs spécialisés.
Après combinaison, les nouveaux éléments sont insérés dans la population. Tout l'enjeu de
ces algorithmes évolutionnaires est de garantir que les meilleurs éléments survivent aux dif-
férentes itérations, tout en maintenant une certaine diversité contrôlée dans la population.
Pour y parvenir, les algorithmes évolutionnaires doivent faire des choix dont les principales
caractéristiques sont les suivantes :

Type d'individus : classiquement, les individus choisis sont des solutions, mais ce n'est pas
tout le temps le cas. Cela peut aussi être des parties de solution ou des éléments qui peuvent
être transformés en solution.

Taille de la population : le nombre d'individus de la population est un autre paramètre
important des algorithmes évolutionnaires, et qui est très souvent �xé tout au long de l'al-
gorithme.

Combinaison : un nombre d'individus �xé va interagir pour former un nouvel individu ;
on parle souvent de coopération pour décrire cette étape. L'analogie avec la biologie associe
souvent ce nouvel individu à un enfant et ceux qui l'ont produit à ses parents. Même si
combiner deux parents est le plus commun, il existe des stratégies où plusieurs individus sont
utilisés, voire toute la population.

Diversi�cation : combiner des individus entre eux peut impliquer une convergence rapide
de la population vers des solutions de mauvaise qualité (par élitismes successifs). La diversi�-
cation, souvent associée à la mutation dans le milieu naturel, correspond à une perturbation
appliquée sur un individu. On peut aussi choisir de créer un nouvel individu en utilisant des
informations collectées sur les di�érentes populations successives. L'idée est de produire des
individus su�samment di�érents de la population, pour pouvoir explorer de nouvelles zones
de l'espace de recherche.

Insertion : la création de nouveaux individus par combinaison et/ou diversi�cation peut
produire des individus non conformes/réalisables. Il y a plusieurs façons di�érentes de réagir
à cela. La première consiste à ne jamais créer de tel individu, et donc il faut utiliser des
stratégies de combinaison et de diversi�cation qui ne le permettent pas. Sinon, on peut
simplement choisir d'accepter ou de refuser ce nouvel individu, avec ou sans condition.

Sélection : la sélection des individus se fait en attribuant à chaque individu une évalua-
tion, en utilisant une fonction souvent appelée �tness. Cela peut être la fonction objectif du
problème, quand les individus correspondent à des solutions. Cette étape, qui simule la pres-
sion évolutive, joue un rôle primordial dans la procédure. En e�et, il faut qu'elle permette
de garder les meilleurs individus tout en conservant une certaine diversité a�n de ne pas
converger trop rapidement vers un minimum local. Si on décide de remplacer la population
de départ entièrement par des nouveaux individus, on parle de remplacement générationnel.
Si c'est uniquement une partie de la population qui est remplacée alors le remplacement est
dit stationnaire. Plusieurs termes sont employés au sujet de cette étape. On parle de pression
sélective élevée si les chances de sélection des plus performants sont plus grandes que celles
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des plus faibles. Une perte de diversité est dite élevée si la proportion d'individus non sélec-
tionnés est grande. L'intensité de sélection s'intéresse à la valeur moyenne de la population
après sélection, et peut-être utilisée comme objectif lors de la sélection pour éviter des phé-
nomènes d'élitisme. La variance de sélection s'intéresse quant à elle à la dispersion de cette
population.

Structure de voisinage : on peut choisir d'associer à un individu d'autres individus avec
lesquels il peut échanger des informations.

Condition d'arrêt : tout comme les métaheuristiques précédentes, il n'existe aucun moyen
de savoir si une solution trouvée correspond à une solution optimale. Cela signi�e qu'un
algorithme évolutionnaire ne sait jamais avec certitude quand s'arrêter, c'est une condition
externe qui doit être véri�ée. Cela peut être une condition sur le temps d'exécution, le nombre
d'itérations (générations), le nombre de solutions générées, ou encore l'obtention d'une solu-
tion de qualité su�sante.

Le prochain paragraphe s'intéresse à la sous-classe la plus populaire des algorithmes évo-
lutionnaires : les algorithmes génétiques.

Algorithmes génétiques. Dans les années 1960, John Holland étudie les systèmes évo-
lutifs et, c'est en 1975 qu'il introduit le premier modèle formel d'un algorithme génétique,
le Canonical Genetic Algorithm (AGC) dans son livre �Adaptation in Natural and Arti�-
cial Systems� [Sampson, 1976]. À l'origine, il a été utilisé avec des populations composées
de chaînes binaires et un remplacement générationnel. Généralement, dans un algorithme
génétique, les individus formant la population sont des solutions du problème, les combinai-
sons sont réalisées par croisement (de vecteurs solutions), et la diversi�cation est faite par
mutation (modi�cation d'une ou plusieurs variables). Une illustration du mécanisme général
est donnée en Figure 1.14.

Population initiale

Évaluation

Terminaison

Sélection

Combinaison

Diversi�cation

Insertion

Figure 1.14 � Principe général des méthodes génétiques.
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Parmi la multitude de méthodes utilisant des algorithmes génétiques pour la résolution
de problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs, on peut citer la populaire méthode
NSGA développée par [Srinivas and Deb, 1994]. Une version améliorée, appelée NSGA-II, est
ensuite proposée en 2002 [Deb et al., 2002]. Si NSGA n'utilise aucun principe d'élitisme, ce
n'est pas le cas de NSGA-II qui utilise la sélection par tournoi, dont la pression de sélection
dépend de la taille des tournois. Cet élitisme est contrebalancé par une étape de sélection qui
utilise la crowding distance, qui est une mesure permettant de donner une estimation de la
densité des solutions autour d'une solution de la population :

De�nition 1.1.21 (Crowding distance [Deb et al., 2000]). La crowding distance d'un point a
s'obtient en calculant, pour chaque fonction objectif yi, l'écart de valeurs entre deux solutions
de la population : celle qui minimise la valeur de yi parmi les solutions qui ont une valeur
plus grande que a, et celle qui maximise la valeur de yi parmi les solutions qui ont une valeur
plus petite que a. La crowding distance est égale à la moyenne de ces écarts de valeurs sur
les di�érents objectifs. Les points extrêmes, c'est-à-dire, minimisant un des objectifs, ont une
crowding distance in�nie.

La crowding distance d'un point a donne donc une estimation du périmètre du cuboïde
formé par les points les plus proches de a dans la population. Cette distance permet d'aug-
menter la diversi�cation en favorisant les individus de la population ayant la plus grande
crowding distance. La Figure 1.15 représente la crowding distance pour un point a dans une
population de six points ; sa distance est ici égale à d1+d2

2
.

y2(x)

y1(x)

a

a−1

a+1

d1

d2

Figure 1.15 � Illustration de la crowding distance pour le point a.

NSGA-II est un algorithme génétique fondé sur la crowding distance, qui commence avec
une population initiale aléatoire, et qui possède les particularités suivantes. L'étape de sélec-
tion commence par diviser la taille de la population par deux, pour réaliser des croisements
et mutations sur les solutions les plus prometteuses. Pour cela, les individus de la population
sont d'abord regroupés selon le rang de Goldberg [Grefenstette, 1993]. Le premier groupe,
noté F1, est composé des solutions associées aux points non-dominés au sens de Pareto (ap-
pelé premier front). Puis, on élimine ces solutions de la population et on détermine celles
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associées aux nouveaux points non-dominés, qui constitueront le deuxième groupe, noté F2

(et appelé deuxième front). On itère jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de solutions dans la po-
pulation. La Figure 1.16 représente les di�érents groupes obtenus pour une population de
solutions évaluées selon deux objectifs : F1 est formé des points encerclés de rouge, F2 de
ceux encerclés de vert et F3 de ceux en violet.

y2(x)

y1(x)

Figure 1.16 � Représentation de rangs dans le front de Pareto.

Les solutions sont ensuite comparées de la manière suivante : le point a ∈ Fk est meilleur
que le point b ∈ Fl, noté a ≺ b, si et seulement si k < l, ou bien k = l et la crowding
distance de a est plus grande que celle de b. La population est alors réduite de moitié, en
ne gardant que les solutions les mieux classés selon ≺. En pratique, pour une population de
taille S, cela revient à conserver les solutions contenues dans les fronts F1, . . . , Fk tels que
|F1| + . . . + |Fk| ≤ S

2
et |F1| + . . . + |Fk+1| > S

2
, et à compléter cet ensemble de solutions

par les solutions de Fk+1 qui maximise la crowding distance, de sorte à conserver en tout S
2

solutions. Cet ensemble de solutions est ensuite utilisé pour créer de nouvelles solutions, par
mutations et croisements ; ces opérateurs dépendent du problème considéré et ne sont pas liés
à la description du principe général de la méthode. Ensuite, la sélection se fait par tournoi
[Miller et al., 1995] selon ≺. Cela se déroule de la façon suivante : dans la population, on
sélectionne deux individus au hasard et celui avec le meilleur classement selon ≺ l'emporte.
On répète ce processus S fois de manière à ne garder que les S individus nécessaires à la
conception de la nouvelle génération. Plus la taille du tournoi est petite et plus la pression de
sélection est faible, et à l'inverse, plus on l'augmente, plus la pression est forte. L'intensité de
la sélection évolue donc de la même manière en fonction de la taille du tournoi. La variance
de cette méthode est quant à elle assez élevée (dispersion des individus) pour deux raisons :
1) on utilise un tournoi, et 2) la relation ≺ favorise les plus grandes crowding distances, ce
qui permet d'obtenir une meilleure répartition des solutions dans l'espace des objectifs.

La méthode NSGA-II a été appliquée à de nombreux problèmes di�érents parmi
lesquels nous pouvons citer, de manière non exhaustive, le problème de plani�cation
[Kannan et al., 2008], de faux diagnostic [Wang et al., 2019], de tournées de véhicules
[Jozefowiez et al., 2005] ou de sélection d'éléments [Soyel et al., 2011]. Un état de l'art plus
complet est disponible dans l'article [Verma et al., 2021].
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Approches hybrides.

Les approches hybrides sont des approches où l'on combine plusieurs métaheuristiques.
Non seulement l'hybridation améliore considérablement les performances des métaheuris-
tiques classiques, mais surpasse souvent les autres techniques d'optimisation. Aujourd'hui,
les méthodes basées sur ce principe sont les plus compétitives pour résoudre les problèmes
d'optimisation [Blum et al., 2008, Prins, 2009], car les approches hybrides allient les qualités
des di�érentes métaheuristiques utilisées. On peut citer la recherche locale évolutionnaire
[Wolf and Merz, 2007] qui a pour vocation d'intensi�er la recherche d'une solution de bonne
qualité en couvrant les zones prometteuses adjacentes à la solution courante de manière
similaire à un algorithme évolutionnaire.

Jusqu'à présent, nous avons présenté des méthodes pour trouver l'ensemble des points non
dominés (ou une bonne approximation) d'un problème d'optimisation combinatoire multi-
objectifs. Ces problèmes peuvent être traités de manière di�érente quand il s'agit de recom-
mander une solution à une personne. Dans ce cas, il convient de déterminer la solution qui
réalise le meilleur compromis selon les préférences subjectives de cette personne, ce qui fait
partie des problèmes de la théorie de la décision algorithmique.

1.2 Aide à la décision multicritère

La théorie de la décision est un domaine de recherche dont l'objectif principal est d'ac-
compagner un individu (appelé décideur) dans sa prise de décision, en tenant compte de
ses préférences subjectives. Les problèmes concernés sont très variés, par exemple les pro-
blèmes de sélection [Olson, 1997], de diagnostic médical [O'connor, 2001], de gestion d'en-
treprise ou même de production agricole [Diak et al., 1998]. La prise de décision peut être
une tâche complexe, et selon la di�culté rencontrée, on peut diviser la théorie de la déci-
sion en trois sous-domaines : la théorie de la décision multicritère, la décision collective (ou
théorie du choix social) et la décision dans l'incertain. La décision multicritère [Roy, 1996]
est caractérisée par la présence de plusieurs critères à prendre en compte, souvent con�ic-
tuels. La théorie du choix social concerne les problèmes dont la décision est à prendre par
un groupe de personnes. L'exemple le plus connu est le choix des représentants du peuple
par un système de vote [Arrow, 1950, Arrow, 2012]. La théorie de la décision dans l'incertain
[Von Neumann and Morgenstern, 1947, Savage, 1972] étudie des problèmes dont on ne peut
prédire avec certitude les conséquences d'une décision, ou si l'environnement est soumis à des
variations inconnues. On parle de décision dans le risque quand la probabilité des di�érents
états possibles est connue.

Historiquement, l'aide à la décision a été présenté comme le résultat d'un processus à
trois étapes [Simon, 1960] :

1. Renseignement : collecte d'informations sur le problème et analyse du contexte, des
acteurs, des variables, des actions, et de leurs conséquences.

2. Conception : identi�cation des solutions possibles au problème.
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3. Sélection : phase d'évaluation des solutions possibles et choix de la meilleure solution
selon le critère d'évaluation considéré.

Cependant, cette description n'a pas fait l'objet d'un consensus, ce qui a
conduit à la proposition d'autres dé�nitions quelques années plus tard [Pounds, 1965,
Rubenstein and Haberstroh, 1960]. Ainsi, ont été ajoutées trois autres étapes :

� Communication : incitation des acteurs, de l'assistance (apportée par un(des) ana-
lyste(s)) et du décideur à coopérer pour une meilleure compréhension du problème.

� Implémentation : élaboration algorithmique permettant de recommander la meilleure
solution au décideur.

� Explicabilité : validation et explication de la solution �nale, recommandée par l'assis-
tance.

Le type de recommandation dépend de la problématique considérée [Roy, 2005,
Grabisch, 2005] :

� Choix : détermination de la meilleure solution selon les préférences subjectives du
décideur.

� Tri : a�ectation de chaque solution à une catégorie prédé�nie (par exemple �bon� ou
�à rejeter�), permettant une évaluation intrinsèque des solutions du problème.

� Rangement : dé�nition d'une relation d'ordre partiel ou total permettant le classement
des solutions par ordre de préférence.

� Scorage : attribution d'un score à chaque alternative.
� Description : production d'informations sur les choix qui peuvent être e�ectués.
Dans le cadre de cette thèse, on ne considérera que le problème de choix.

Il existe plusieurs types d'acteurs lors d'une prise de décision, notamment le décideur
et l'analyste [Giard and Roy, 1985]. Mais il est utile de préciser qu'il peut y avoir d'autres
intervenants, par exemple des personnes pouvant in�uencer l'avis du décideur ou des individus
subissant les conséquences de la décision. Ces aspects ne sont pas développés dans cette thèse,
nous nous plaçons dans le cadre de problème où nous interagissons avec un décideur unique.

1.2.1 Modélisation des préférences

On considère un problème de décision multicritère où X est l'ensemble des solutions
(alternatives) possibles, et y : X → Rp

+ est une fonction qui associe un vecteur de perfor-
mances y(x) = (y1(x), . . . , yp(x)) à chaque solution x ∈ X , donnant son évaluation sur les
p di�érents objectifs/critères du problème. Sans perte de généralité, on suppose ici que yi,
avec i ∈ {1, . . . , p}, est un critère à minimiser aux yeux du décideur. L'image des solutions
réalisables dans l'espace des objectifs est notée Y . Il s'agit pour l'analyste de déterminer la
meilleure solution pour le décideur.

La dominance de Pareto permet de supprimer du problème des alternatives qui sont
incontestablement mauvaises, en comparaison avec d'autres. Néanmoins, la dominance de
Pareto peut laisser de nombreuses solutions incomparables, ce qui ne permet pas directement
de formuler une recommandation au décideur. Pour y parvenir, on peut ra�ner la dominance
de Pareto en y ajoutant des informations sur les préférences du décideur. Il s'agit de dé�nir
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une relation - plus riche que la dominance de Pareto telle que a - b si et seulement si a
est préférée à b. On peut distinguer sa partie stricte ≺ de sa partie symétrique ∼ dé�nies
respectivement par : a ≺ b si et seulement si a - b et non b - a, et a ∼ b si et seulement si
a - b et b - a.

Pour dé�nir la relation -, une manière de procéder est d'étudier la manière dont le déci-
deur dé�nit la résultante des performances sur les di�érents critères, classiquement réalisée
par agrégation ; on ramène un vecteur performance y(x) = (y1(x), . . . , yp(x)) ∈ Rp

+ à une
unique valeur. Deux façons di�érentes peuvent être considérées pour agréger les vecteurs de
performances de deux solutions à comparer [Perny, 2000, Grabisch, 2003] :

� �Agréger puis comparer� : ces approches agrègent tous les critères en un seul, com-
parable à un score et appelé critère de synthèse. Pour comparer deux solutions, on
compare simplement leur score, à l'image de la théorie de l'utilité multi-attributs
(MAUT) [Keeney et al., 1993, Dyer, 2005] ou de l'analyse multicritère hiérarchique
(AHP) [Vaidya and Kumar, 2006], qui reposent sur ce principe.

� �Comparer puis agréger� : les méthodes de surclassement, à l'inverse, comparent critère
par critère les deux alternatives avant d'agréger les comparaisons obtenues dans le but
de déterminer si une alternative est meilleure qu'une autre. Parmi les méthodes les
plus connues utilisant ce principe, on peut citer ELECTRE (pour ÉLimination Et
Choix Traduisant la RÉalité) [Roy, 1968] et PROMETHEE (pour Preference Ranking
Organisation METHod for Enrichment Evaluations) [Mareschal et al., 1984].

Remarquons que l'approche �Agréger puis comparer� nécessite que les critères soient com-
mensurables pour que la comparaison des valeurs agrégées ait du sens, ce qui n'est pas le cas
de l'approche �Comparer puis agréger�.

Dans cette thèse, nous nous concentrons sur le cadre de la théorie de l'utilité multi-
attributs (MAUT), où la valeur d'une solution est exprimée par une évaluation globale (un
score) obtenue par une fonction d'agrégation fλ : X → R+ paramétrée par λ (par exemple
un jeu de poids). Ainsi, le décideur préfère la solution x à la solution x′ si et seulement si
fλ(x) ≤ fλ(x

′). Formellement :

x - x′ ⇔ fλ(x) ≤ fλ(x
′)

Par exemple, lorsque les critères correspondent à des coûts comme le temps ou le prix,
on peut vouloir exprimer le fait qu'un critère soit plus important qu'un autre en utilisant
une somme pondérée. Néanmoins, dans la section 1.1.3, nous avons vu que la somme pon-
dérée ne permettait pas de représenter des préférences pour des points situés à l'intérieur de
l'enveloppe convexe des solutions, ce qui constitue une limite descriptive de cet opérateur.
Ce constat a conduit les chercheurs en aide à la décision à étudier d'autres agrégateurs, plus
sophistiqués, permettant de prendre en compte des préférences plus complexes. Il existe une
large bibliographie de fonctions d'agrégation, selon le type de comportement que l'on souhaite
traduire. Par exemple, si les critères correspondent aux utilités de di�érents agents, on peut
vouloir utiliser un modèle permettant d'exprimer une certaine équité, comme l'agrégateur
OWA (pour Ordered Weighted Averaging) avec un jeu de poids décroissants. Les prochains
paragraphes sont dédiés à la description des fonctions d'agrégation utilisées dans ces travaux,
qui sont OWA et l'intégrale de Choquet.
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Ordered weighted averaging

Ordered Weighted Averaging (OWA) [Yager, 1988], appelées moyennes pondérées ordon-
nées en français, fait partie des familles de fonctions d'agrégation dépendants du rang les plus
simples. Elles sont simplement dé�nies comme une somme pondérée appliquée aux vecteurs
de performance triés. Pareillement à la somme pondérée, OWA est paramétrée par un jeu de
poids normalisé λ = (λ1, . . . , λp) ∈ [0, 1]p où λi est le poids associé à la performance classée
en ième position (c'est-à-dire la ième plus grande valeur). Formellement :

De�nition 1.2.1 (OWA). La valeur globale d'une solution x ∈ X au sens d'un OWA est :

OWA(x, λ) =

p∑
i=1

λiy(i)(x) avec

p∑
i=1

λi = 1

où (.) est une permutation telle que y(1) ≥ y(2) ≥ . . . ≥ y(p).

L'exemple suivant permet de comparer les calculs pour un OWA et pour une somme
pondérée.

Exemple 1.2.1. On considère un problème tri-objectifs avec trois solutions, notée si, dont
les évaluations sont les suivantes :

y1 y2 y3

s1 4 10 7

s2 6 1 10

s3 9 4 4

On considère le jeu de poids λ = (0.5, 0.3, 0.2). Avec un OWA, on obtient les évaluations
globales suivantes :

� fλ(s1) = 0.5× 10 + 0.3× 7 + 0.2× 4 = 7.9
� fλ(s2) = 0.5× 10 + 0.3× 6 + 0.2× 1 = 7.0
� fλ(s3) = 0.5× 9 + 0.3× 4 + 0.2× 4 = 6.5

La solution optimale est ici s3. En utilisant la somme pondérée et le même jeu de poids,
on obtient les évaluations globales suivantes :

� fλ(s1) = 0.5× 4 + 0.3× 10 + 0.2× 7 = 6.4
� fλ(s2) = 0.5× 6 + 0.3× 1 + 0.2× 10 = 5.3
� fλ(s3) = 0.5× 9 + 0.3× 4 + 0.2× 4 = 6.5

Dans ce cas, ce n'est pas s3 qui est optimale mais s2. Cet exemple permet d'illustrer
l'importance du choix fonction d'agrégation puisque ce n'est pas toujours la même solution
qui est sera recommandée.

L'opérateur OWA est non linéaire en x avec λ �xé mais est linéaire en λ avec x �xé.
Cette propriété sera notamment utilisée plus tard dans cette thèse pour pouvoir utiliser des
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programmes linéaires. On remarque aussi que l'opérateur est symétrique puisque les compo-
santes des vecteurs performances sont triées avant de calculer la valeur agrégée. Un OWA avec
des poids décroissants est souvent utilisé dans la théorie du choix social a�n de favoriser les
solutions e�caces bien équilibrées [Korhonen et al., 1990, Goldsmith et al., 2014]. C'est aussi
le cas en optimisation combinatoire multi-objectifs où nous utilisons des poids décroissants
pour donner plus d'importance aux mauvaises performances. Ceci se justi�e par la propriété
suivante :

Proposition 1.2.1. Soit a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp un vecteur de réels tel qu'il existe i, j ∈ N
satisfaisant aj < ai avec j < i. Pour chaque ε ∈ (0, ai−aj), soit aε = (a1, . . . , ai−ε, . . . , aj +
ε, . . . , ap) le vecteur obtenu à partir de a en e�ectuant un transfert de valeur ε de la position
i à la position j. On a :(

∀` ∈ {1, . . . , n− 1}, λ` > λ`+1

)
⇒ OWA(a, λ) > OWA(aε, λ)

En d'autres termes, lorsqu'on utilise des jeux de poids décroissants, une réduction de
l'inégalité entre les valeurs prises par deux objectifs diminue toujours la valeur de l'OWA.
Cela est dû au fait que nous accordons plus d'importance à la plus mauvaise performance,
moins d'importance à la deuxième plus mauvaise performance, et ainsi de suite. Ces transferts
sont connus sous le nom de transferts Pigou-Dalton en économie [Weymark, 1981]. Outre
cette propriété, l'opérateur OWA est monotone, c'est-à-dire croissant par rapport à chaque
composante. De ces deux propriétés, nous pouvons conclure que les solutions minimisant un
opérateur OWA sont des solutions e�caces qui ne peuvent pas être améliorées en termes
de transfert de Pigou-Dalton. Ainsi, la minimisation d'un opérateur OWA avec des poids
décroissants permet de retourner des solutions équilibrées, tout en assurant l'e�cacité des
solutions.

L'utilisation de la dominance de Lorenz, dé�nie ci-après, permet d'éliminer des solutions
non optimales au sens d'un OWA. La notion de dominance de Lorenz (L-dominance) vient
de l'économie où elle a été utilisé à l'origine pour mesurer les inégalités dans les distributions
de revenus. Puis, au cours des dernières années, des approches basées sur la L-dominance
et intégrant le concept d'équité ont été proposées dans le domaine de l'optimisation multi-
objectifs. Elle permet de sélectionner des solutions e�caces qui réalisent des compromis
équilibrés entre les performances.

De�nition 1.2.2 (Vecteur de Lorenz). Pour tout point a ∈ Rp, le vecteur de Lorenz associé
à a est dé�nie par :

L(a) = (a(1), a(1) + a(2), . . . , a(1) + a(2) + . . .+ a(p))

où (.) est une permutation telle que a(1) ≥ a(2) ≥ . . . ≥ a(p).

On note Li(a) la ième composante de L(a). On peut alors dé�nir la dominance de Lorenz
généralisée en utilisant la dominance de Pareto de la manière suivante.
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De�nition 1.2.3 (Dominance de Lorenz généralisée). La dominance de Lorenz généralisée,
notée ≺L, est un ordre partiel sur Rp dé�nie par :

∀a, b ∈ Rp, a ≺L b⇐⇒ L(a) ≺P L(b)

Si a ≺L b, on dit que a Lorenz-domine b et que b est Lorenz-dominé par a.

En d'autres termes, pour savoir si un vecteur a Lorenz-domine un vecteur b, il su�t de
calculer les vecteurs de Lorenz associés à a et b et d'appliquer ensuite la dominance de Pareto
sur ces deux nouveaux vecteurs. Par exemple, pour savoir si le vecteur a = (7, 8, 7) Lorenz-
domine le vecteur b = (7, 9, 6), on calcule L(a) = (8, 15, 22) et L(b) = (9, 16, 22), et on voit
ici que L(a) Pareto-domine L(b) et donc que a Lorenz-domine b.

En remarquant que a(i) = Li(a) − Li−1(a) pour i > 1 on peut réécrire l'opérateur OWA
de la manière suivante :

Proposition 1.2.2.

OWA(a, λ) =

p∑
i=1

(λi − λi+1)Li(a) avec λp+1 = 0

Ainsi un OWA à poids décroissants est une combinaison linéaire à coe�cients strictement
positifs des composantes du vecteur de Lorenz. Par conséquent, la relation de préférence
stricte ≺OWA, dé�nie par a ≺OWA b si et seulement si OWA(a) < OWA(b), correspond à un
ordre partiel qui étend la dominance de Lorenz. Autrement dit, on a :

a ≺L b =⇒ a ≺OWA b

Une illustration de cette dominance est présentée ci-dessous sur un problème bi-objectifs :

y2(x)

y1(x)

Figure 1.17 � Illustration de la Lorenz-
dominance et Pareto-dominance.

y2(x)

y1(x)

Figure 1.18 � Front de Pareto versus
points non Lorenz-dominés.
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Exemple 1.2.2. La Figure 1.17 représente en gris le cône de dominance de Lorenz d'un
point donné. Sur cette même �gure est représenté en hachuré son cône de dominance de
Pareto. On remarque que la dominance de Lorenz permet de couvrir un plus grand espace que
la dominance de Pareto. La Figure 1.18 représente un front de Pareto composé de six points.
Parmi ces six points, on peut voir que seuls trois d'entre eux sont non-dominés au sens de la
dominance de Lorenz, comme le montre les trois cônes de dominance de Lorenz.

Mais les opérateurs somme pondérée et OWA ont une limite : ils ne permettent pas de
prendre en considération les dépendances entre les critères. Si on reprend l'exemple d'un
trajet en voiture, la satisfaction d'avoir un trajet de courte durée et peu onéreux peut être
plus élevée que la somme des satisfactions de ces deux critères pris séparément. En e�et,
il peut y avoir un gain supplémentaire dû à un phénomène de rareté (aller vite signi�e
souvent payer des autoroutes). La dépendance n'est pas nécessairement positive, elle peut
aussi être négative. Par exemple, avoir un GPS et une carte routière est intéressant pour
trouver son chemin, mais avoir les deux est redondant et prend de la place. La prochaine
fonction d'agrégation présentée permet de modéliser ce type d'interaction entre les critères.

Intégrale de Choquet

Les intégrales de Choquet [Grabisch and Labreuche, 2010, Choquet, 1953,
Schmeidler, 1986] forment une famille plus générale d'agrégateurs qui est très intéres-
sante pour la modélisation des préférences car elle permet de modéliser di�érents types
d'interactions entre les critères. Plus précisément, ses paramètres sont sous la forme d'une
capacité (normalisée) v : 2N → [0, 1], avec N = {1, . . . , p}, qui attribue des poids à chaque
coalition de critères. Ceci permet de modéliser des interactions positives et/ou négatives
entre les objectifs, couvrant une gamme importante de comportements décisionnels possibles.
Formellement, une fonction de capacité est dé�nie par :

De�nition 1.2.4 (Fonction de capacité). La fonction v : 2N → [0, 1] est une capacité (nor-
malisée) si et seulement si :

� v(∅) = 0, v(N) = 1 (normalisation),
� v(A) ≤ v(B), ∀A ⊂ B ⊆ N (monotonie).

Une capacité v est dite :
� convexe (super-modulaire) quand v(A ∪ B) + v(A ∩ B) ≥ v(A) + v(B), pour tout

A,B ⊆ N ,
� additive lorsque v(A ∪B) + v(A ∩B) = v(A) + v(B), pour tout A,B ⊆ N ,
� concave (sous-modulaire) quand v(A ∪ B) + v(A ∩ B) ≤ v(A) + v(B), pour tout

A,B ⊆ N .

Nous verrons que ces propriétés vont permettre de modéliser des comportements di�érents
vis-a-vis de l'équité entre les critères. Nous utilisons maintenant la notion de capacité pour
dé�nir une intégrale de Choquet.
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De�nition 1.2.5 (Intégrale de Choquet). La valeur globale d'une solution x ∈ X au sens
d'une intégrale de Choquet est :

Choquet(x, v) =

p∑
i=1

(
y[i](x)− y[i−1](x)

)
v(X[i]) avec y[0](x) = 0

où [.] est une permutation telle que y[1](x) ≤ y[2](x) ≤ . . . ≤ y[p](x) et X[i] = {[i], . . . , [p]} est
l'ensemble des critères j tels que yj(x) ≥ y[i](x).

Comme OWA, Choquet(x, v) n'est pas linéaire en x pour une capacité v �xée mais est
linéaire en v pour une solution x �xée. À titre d'illustration, considérons l'exemple suivant.

Exemple 1.2.3. Soit la fonction de capacité suivante :

∅ {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1, 2, 3}

v 0 0.2 0.1 0.3 0.4 0.7 0.6 1

Pour une solution s1 de vecteur performance y(s1) = (3, 2, 5), la valeur de l'intégrale de
Choquet est Choquet(s1, v) = (2− 0)× v({1, 2, 3}) + (3− 2)× v({1, 3}) + (5− 3)× v({3}) =
2×1 + 1×0.7 + 2×0.3 = 3.3. Pour une solution s2 avec les performances y(s2) = (1, 4, 3), la
valeur de l'intégrale de Choquet est Choquet(s2, v) = (1−0)×v({1, 2, 3})+(3−1)×v({2, 3})+
(4− 3)× v({2}) = 1× 1 + 2× 0.6 + 1× 0.1 = 2.3. On a Choquet(s2, v) < Choquet(s1, v), ce
qui signi�e que la solution s2 est ici strictement meilleure que la solution s1.

Dans la dé�nition de l'intégrale de Choquet, l'utilisation d'une capacité v au lieu d'une
fonction d'ensemble arbitraire garantie la compatibilité avec la dominance de Pareto en raison
de la monotonie de v par rapport à l'inclusion. En d'autres termes, elle garantit que l'inégalité
Choquet(x, v) ≤ Choquet(x′, v) est satisfaite dès lors que y(x) ≺P y(x′).

La famille des intégrales de Choquet comprend de nombreux agrégateurs comme cas
particuliers. Par exemple, elle se résume à la famille des sommes pondérées lorsqu'on considère
des capacités additives et elle correspond à la famille des agrégateurs OWA lorsqu'on utilise
des capacités symétriques, c'est-à-dire telles qu'il existe une fonction non décroissante ψ
satisfaisant v(A) = ψ(|A|) ∀A ⊆ N .

Les intégrales de Choquet sont convexes lorsque v est concave (sous modulaire) et concaves
lorsque v est convexe (super-modulaire) [Lovász, 1983]. Dans les problèmes de minimisation,
l'utilisation d'une capacité concave permet de modéliser les préférences pour des solutions
équilibrées, comme le montre la proposition suivante [Chateauneuf et al., 1999] :

Proposition 1.2.3. Soit v une capacité concave : Pour tout x1, . . . , xq ∈ Rp et tout
µ1, . . . , µq ∈ [0, 1] tels que

∑q
i=1 µi = 1, on a :(

Choquet(x1, v) = . . . = Choquet(xq, v)
)
⇒ ∀k ∈ {1, . . . , q}, Choquet(xk, v) ≥ Choquet(x̄, v)

où x̄ est une solution dont le vecteur coût correspond à la moyenne des coûts des solutions
x1, . . . , xq, c'est-à-dire y(x̄) =

∑p
j=1 µjy(xj).
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Par exemple, avec une capacité concave, si le décideur est indi�érent entre les vecteurs de
coût (0, 1) et (1, 0), alors on sait qu'il préfère le vecteur de coût (0.5, 0.5) à n'importe lequel
des deux autres vecteurs, puisque (0.5, 0.5) est obtenu en faisant la moyenne de deux autres
vecteurs (µ1 = 0.5, µ2 = 0.5).

A�n de présenter une autre formulation utile de l'intégrale de Choquet, nous fournissons
maintenant une formulation alternative des capacités en utilisant les masses de Möbius :

De�nition 1.2.6 (Inverse de Möbius et masses de Möbius). Toute capacité v : 2N → R est
associée à une fonction d'ensemble m : 2N → R appelée inverse de Möbius, dé�nie par :

∀A ⊆ N,m(A) =
∑
B⊆A

(−1)|A\B|v(B),

de sorte que v puisse être reconstruite à partir de son inverse de Möbius comme suit :

∀A ⊆ N, v(A) =
∑
B⊆A

m(B).

Les coe�cients m(A), avec A ⊆ N , sont appelés masses de Möbius.

En utilisant la notion d'inverse de Möbius, nous obtenons la formulation suivante de
l'intégrale de Choquet [Chateauneuf and Ja�ray, 1989] :

Choquet(x, v) =
∑
A⊆N

m(A) min
j∈A

yj(x)

Ceci o�re une autre interprétation de l'intégrale de Choquet : c'est une somme pondérée
appliquée au vecteur de taille 2p dont les composants sont mini∈A yi(x) pour A ⊆ N .

Toute capacité dont les masses de Möbius sont non négatives est appelée fonction de
croyance, et est par dé�nition monotone et d'ordre in�ni [Dempster, 2008, Shafer, 1976].
En utilisant l'inverse de Möbius, nous pouvons dé�nir la notion de capacité k-additivité
[Grabisch et al., 2009]. Une capacité est dite k-additive lorsque ses masses de Möbius m(A)
sont égales à zéro pour tout A ⊆ N tel que |A| > k, et qu'il existe au moins un ensemble A
de taille k tel que m(A) 6= 0. Plus formellement :

De�nition 1.2.7 (Capacité k-additive). Une capacité est dite k-additive lorsque m, l'inverse
de Möbius associé, véri�e les propriétés suivantes :(

∀A ⊆ N, |A| > k ⇒ m(A) = 0
)
et
(
∃A ⊆ N, |A| = k et m(A) 6= 0

)
Les capacités k-additives correspondent aux capacités additives lorsque k = 1. Pour de

petites valeurs de k (supérieures à 1), les capacités k-additives sont très utiles en pratique
car elles permettent de modéliser des interactions entre critères avec un nombre réduit de
paramètres. Par exemple, pour la sous-classe des capacités 2-additives, les capacités sont
entièrement caractérisées par (p2+p)

2
valeurs, soit une masse de Möbius pour chaque singleton

et chaque paire de critères (contre 2p sinon).
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Dans cette sous-section, nous avons vu que di�érentes fonctions d'agrégation pouvaient
être utilisées pour représenter les préférences du décideur. Le choix de la famille de fonctions
dépend de la complexité des préférences à modéliser. Néanmoins, il faut parfois faire un
compromis entre la �exibilité du modèle et la complexité de l'apprentissage du paramètre
permettant de représenter au mieux les préférences du décideur. En e�et, bien que l'intégrale
de Choquet soit plus �exible qu'une somme pondérée, elle nécessite l'apprentissage de 2p

valeurs (capacité), contre seulement p poids pour la somme pondérée.
Le point commun entre tous ces modèles, c'est qu'ils sont paramétrables. C'est ce para-

mètre qui nous permet d'adapter le modèle aux préférences du décideur. En e�et, le score
des solutions dépend du jeu de poids ou de la capacité utilisée. Pour pouvoir formuler une
recommandation, notre but premier est de trouver les valeurs du paramètre permettant de
modéliser au mieux les préférences du décideur. On s'intéresse donc maintenant à l'appren-
tissage de ce paramètre.

1.2.2 Méthodes de résolution a priori, a posteriori et interactives

Dans cette sous-section on présente les trois grandes approches pour résoudre un problème
d'optimisation multi-objectifs, lorsque le but �nal est d'identi�er la solution de meilleur
compromis pour le décideur (par exemple, celle qui minimise une fonction d'agrégation).

Approches a priori

L'idée générale des approches a priori [Huédé et al., 2006] est de collecter des informations
sur les préférences du décideur pour pouvoir ensuite rechercher la meilleure solution selon
ses préférences. Quand ses préférences sont représentables par une fonction d'agrégation
paramétrée fλ, il s'agit de poser des questions au décideur pour déterminer les valeurs de λ
correspondant au mieux à ses préférences, puis de chercher la solution optimale au sens de
la fonction fλ apprise.

L'apprentissage des meilleurs paramètres possibles peut aussi se faire via un historique ou
une base de données disponible, pour les problèmes de décision qui se présentent de manière
récurrente pour le décideur. Se posent alors certaines di�cultés :

� Les fonctions d'agrégations sont très sensibles à leurs paramètres, c'est-à-dire que si
on modi�e très légèrement une de ses valeurs, on peut se retrouver avec une solution
optimale complètement di�érente. C'est un problème si les bases de données ne sont
pas très précises ou incomplète.

� Les paramètres sont très di�ciles à déterminer avec précision. En e�et, si l'on souhai-
tait déterminer le jeu de poids du décideur en lui posant des questions, cela nécessite-
rait d'utiliser un questionnaire beaucoup trop long pour le décideur et contenant des
questions assez �nes (comparaison de solutions très similaires).

� Comme la collecte des préférences a lieu avant la résolution du problème, il peut
arriver que le décideur ne connaisse pas les possibilités et les limites du problème
[Simon, 1960]. À ce titre, il pourrait avoir des aspirations très di�érentes de ce qu'il
souhaite réellement et de ce qui est possible.
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� Il faut ajouter que le décideur n'a pas forcément de vision claire de ses préférences
[Simon, 1960]. Sa vision peut aussi évoluer avec le temps, l'information qu'il reçoit ou
les solutions qu'il découvre.

Approches a posteriori

Les approches a posteriori consistent à d'abord résoudre le problème d'optimisation multi-
objectifs, en calculant le front de Pareto ou une bonne représentation, puis à présenter ces
solutions au décideur pour qu'il fasse un choix. La collecte des préférences a donc lieu après
la résolution, à l'inverse de l'approche a priori.

L'avantage de cette approche est que l'on dispose de toutes les solutions e�caces (ou une
bonne représentation), ce qui permet de ne pas relancer la résolution si les préférences du
décideur changent. Néanmoins, elle présente un inconvénient majeur pour la résolution de
problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs, car le nombre de solutions e�caces
peut être très grand. C'est ce que l'on peut observer à notre échelle dans les problèmes du
quotidien : choisir simplement entre quelques dizaines d'options peut déjà s'avérer di�cile,
par exemple quand il s'agit de choisir une voiture. De ce fait, présenter plusieurs milliers
de solutions e�caces au décideur pour qu'il fasse un choix ne semble pas être une option
envisageable. En�n, un autre inconvénient de cette approche, est qu'elle nécessite de générer
le front de Pareto, ce qui peut être extrêmement coûteux voire impossible à ce jour pour
certains problèmes.

Approches interactives

Dans les approches interactives (voir par exemple [Benayoun et al., 1971, Steuer, 1986,
Vanderpooten and Vincke, 1989]), le décideur est sollicité pendant la recherche de sa solution
préférée. Le principe général est le suivant : à chaque itération, on présente une solution
e�cace au décideur, le décideur exprime comment il aimerait que cette solution soit améliorée,
puis on génère une solution en tenant compte de ces informations. Le processus s'arrête quand
le décideur est satisfait de la solution qui lui a été présentée.

Un inconvénient de cette approche est qu'elle nécessite une implication et une certaine
disponibilité du décideur. En e�et, le temps entre ces interactions et leur durée a une im-
portance ; par exemple si le décideur doit attendre une heure entre chaque proposition, cette
approche semble di�cile à mettre en ÷uvre. Par contre, elle présente au moins deux avan-
tages. Le premier est de construire la solution avec le décideur, ce qui permet de réduire
les interactions à ce qui est nécessaire pour identi�er une solution satisfaisante pour le dé-
cideur. Le deuxième est que les questions sont généralement plus faciles que celles utilisées
dans les méthodes a priori (qui ont besoin d'être précises) et des méthodes a posteriori qui
demandent au décideur de considérer toutes les solutions e�caces (réalisant potentiellement
des compromis très di�érents).

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à une approche interactive particulière,
appelée communément �élicitation incrémentale� dans le domaine de la théorie de la décision.
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1.3 Élicitation incrémentale des préférences

Dans cette section, nous nous intéressons à l'élicitation incrémentale des préférences, qui
est une approche dont le principe général est de réduire progressivement l'imprécision autour
des paramètres du modèle décisionnel (fonction d'agrégation) par interaction avec le déci-
deur. Au lieu d'apprendre précisément le paramètre permettant de représenter exactement
les préférences du décideur, l'objectif est de lui poser des questions sur ses préférences, de
sorte à identi�er et éliminer des solutions non pertinentes pour lui, jusqu'à être en mesure de
trouver sa solution préférée. L'intérêt principal de cette approche est de réduire le nombre de
questions posées au décideur, puisqu'il ne s'agit pas d'apprendre le modèle de manière pré-
cise, mais plutôt de réduire su�samment l'imprécision autour de son paramètre pour pouvoir
prendre une décision.

On illustre ce principe général sur l'exemple ci-dessous.

λ

λ1

λ2

λ3

1

1

1

A

B

C

(a)

λ
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B

C

λ1

λ2

(b)

Figure 1.19 � Illustration de zones d'optimalités.

Exemple 1.3.1. On considère un problème de décision tri-critères où les préférences du déci-
deur sont représentables par une somme pondérée fλ dont le jeu de poids est λ = (0.3, 0.6, 0.1).
Ce jeu de poids est inconnu initialement de la procédure de recommandation. À la place, il
s'agit de considérer tous les jeux de poids admissibles. Sur la Figure 1.19(a), on représente
l'ensemble des paramètres admissibles dans l'espace à trois dimensions (un axe par critère).
Pour la somme pondérée, les jeux de poids admissibles sont dé�nis par les contraintes sui-
vantes : 0 ≤ λi ≤ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , p}, et λ1 + λ2 + λ3 = 1. Cela correspond au
triangle ABC sur la �gure. À cause de cette dernière contrainte, l'ensemble des jeux de poids
admissibles est contenu dans un plan. On peut aussi choisir de représenter cet ensemble dans
le plan, comme c'est le cas en Figure 1.19(b). En e�et, avec la normalisation, le troisième
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poids (λ3) peut être déduit des deux autres à l'aide de la formule suivante : λ3 = 1− λ2− λ1.
Sur ces deux �gures, le jeu de poids (inconnu) du décideur est représenté par un point.

Dans ce problème, il s'agit de départager quatre solutions e�caces s1, s2, s3 et s4. Pour
chaque solution sj, on représente sur la Figure 1.19 sa zone d'optimalité, qui est dé�nie par
l'ensemble des jeux de poids λ tel que fλ(sj) ≤ fλ(sk) pour tout k ∈ {1, 2, 3, 4}. Les quatre
polygones colorées représentent les zones d'optimalité respectives des solutions s1, s2, s3 et
s4. On voit ici que la meilleure solution est celle dont la zone d'optimalité correspond au
triangle violet, puisque le jeu de poids (inconnu) du décideur est situé dans ce triangle. Ainsi,
pour identi�er la meilleure solution pour le décideur, il n'est pas nécessaire de connaître
précisément son jeu de poids, il su�t de lui poser des questions permettant de savoir dans
quelle zone se situe son jeu de poids.

Notons que l'espace des paramètres admissibles et la forme des zones d'optimalité dé-
pendent de la fonction d'agrégation utilisée. Par exemple, avec un OWA à poids décroissants,
on aurait des contraintes supplémentaires sur les paramètres, réduisant dès lors l'espace des
poids admissibles sans information supplémentaire.

1.3.1 Méthodes classiques

Dans cette section, on présente deux méthodes standards en élicitation incrémentale des
préférences : ISMAUT et NEMO-II.

ISMAUT

La méthode ISMAUT (pour Imprecisely Speci�ed Multiattribute Utility Theory) est une
des premières méthodes proposées rentrant dans la catégorie des méthodes d'élicitation incré-
mentales. Cette méthode itérative a été proposée dans le cadre de l'élicitation d'une fonction
d'utilité additive (à maximiser). À chaque itération, on commence par calculer l'ensemble
des solutions non dominées au sens de la relation %U dé�nie par : a %U b si et seulement si
u(a) ≥ u(b) pour tout u ∈ U où U est l'ensemble des fonctions d'utilités additives u compa-
tibles avec les données de préférences disponibles (par exemple, les réponses aux questions
posées jusqu'ici). Si l'ensemble des non dominés au sens de la relation %U est trop grand pour
que le décideur puisse prendre une décision, on pose une question au décideur pour réduire U
et indirectement l'ensemble des non dominées. On itère jusqu'à ce que le décideur parvienne
à identi�er la solution qu'il préfère dans cet ensemble. Initialement, cette méthode ne dé�nit
pas de stratégie pour le choix de la question à poser à une itération donnée, mais di�érentes
stratégies ont été envisagées par la suite pour identi�er des questions informatives permettant
de réduire le nombre de questions à poser au décideur. Par ailleurs, elle a été proposée dans
le cadre de problèmes sur domaine non combinatoire, ce qui permet de calculer e�cacement
l'ensemble des non dominées à chaque itération.

NEMO

NEMO (pour Necessary-preference-enhanced Evolutionary Multi-objective Optimizer)
[Branke et al., 2010] est un algorithme évolutionnaire interactif qui a été proposé pour ré-



État de l'art 46

soudre des problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs. NEMO est en fait une
adaptation interactive de l'algorithme NSGA-II, qui a été présenté dans la section 1.1.4.
Contrairement à NSGA-II, qui a pour objectif de déterminer une bonne approximation du
front de Pareto, NEMO souhaite identi�er la solution préférée du décideur au sens d'une fonc-
tion additive fλ, en élicitant le paramètre λ en cours de résolution ; à certaines itérations, on
pose une question au décideur sur ses préférences. Plus précisément, NEMO procède comme
NSGA-II, en divisant la population en fronts F1, . . . , Fk, et en comparant les points au sein
d'un même front avec une distance, mais NEMO se distingue de NSGA-II de la manière
suivante :

� Dans NSGA-II, les fronts successifs F1, . . . , Fk sont composés des points non dominés
au sens de la dominance de Pareto. Dans NEMO, ils correspondent aux non dominés
au sens de la préférence nécessaire ≺N dé�nie par : a est meilleur que b, noté a ≺N b, si
et seulement si fλ(a) < fλ(b) pour tout λ compatible avec les informations disponibles
sur les préférences du décideur (ses réponses aux questions).

� NSGA-II utilise la crowding distance comme décrit dans la Dé�nition 1.1.21, alors que
NEMO dé�nit une crowding distance qui tient compte de l'ensemble des valeurs de
paramètres admissibles (les valeurs de λ compatibles avec les données de préférence
collectées).

Cet algorithme permet en pratique de se concentrer plus rapidement sur des zones de l'espace
de recherche pertinentes pour le décideur que l'algorithme NSGA-II. Par ailleurs, plus on pose
de questions, plus la relation de dominance ≺N permet de discriminer entre les points de la
population, et donc plus vite est la convergence vers des solutions pertinentes pour le décideur.
Notons que NEMO choisit les questions de sorte à ne pas créer d'incohérence dans la base
de données, autrement dit on demande toujours au décideur de comparer deux solutions x,
x′, telles que non(y(x) ≺N y(x′)) et non(y(x′) ≺N y(x′)).

NEMO-II

NEMO-II (pour Necessary-preference-enhanced Evolutionary Multi-objective Optimizer)
[Branke et al., 2016] est une amélioration de NEMO dont l'objectif principal est de :

� réduire le temps de calcul nécessaire à l'identi�cation des di�érents fronts.
� remettre en question le modèle utilisé pour représenter les préférences du décideur.

En e�et, dans NEMO, le calcul des fronts nécessite de véri�er si a ≺N b pour toute paire
(a, b) de points dans la population, ce qui nécessite un nombre quadratique de programmes
linéaires à résoudre. À la place, dans NEMO-II, on dé�nit les fronts de manière successive
en utilisant la notion d'optimalité potentielle : le point a est potentiellement optimal si et
seulement s'il existe une valeur λ admissible telle que fλ(a) < fλ(b) pour tout point b de la
population. Chaque solution est donc comparée directement à un ensemble de solutions, ce
qui peut se faire avec un seul programme linéaire. On passe ainsi d'un nombre quadratique à
un nombre linéaire. Les auteurs justi�ent le passage à cette notion d'optimalité potentielle,
non seulement par ce gain en termes de temps de calcul, mais aussi par le fait que cela
permette de discriminer plus de solutions qu'avec la relation ≺N . En e�et, les non dominés
au sens de ≺N forment un sur-ensemble des points potentiellement optimaux.
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En ce qui concerne la remise en question du modèle, cela a été traité de la manière suivante.
Cette méthode débute avec un modèle linéaire simple (somme pondérée), puis passe à un
modèle plus complexe (intégrale de Choquet) dès que les données de préférences collectées ne
peuvent plus être représentées à l'aide de ce premier modèle. Ainsi, contrairement à NEMO
qui se restreint aux questions ne contredisant pas le modèle, NEMO-II est plus �exible en
autorisant le décideur à se contredire en lui posant des questions concernant des points a et
b tel que a ≺N b. Si par la suite le passage à l'intégrale de Choquet ne su�t plus à corriger
l'incohérence de la base de données, la procédure élimine les réponses les plus anciennes
jusqu'à parvenir à rétablir la cohérence.

NEMO-II se distingue aussi au niveau de la crowding distance, revenant sur la dé�nition
utilisée dans NSGA-II, plutôt que celle proposée pour NEMO.

Un pseudo-code de la méthode NEMO-II-Ch, utilisant l'intégrale de Choquet, est dispo-
nible ci-dessous, en Algorithme 1. Notons que cette méthode est générale, dans le sens où
elle peut s'appliquer à n'importe quel problème d'optimisation multi-objectifs. Dans cet al-
gorithme, une question est posée au décideur toutes les q générations et l'algorithme s'arrête
après g générations, où q et g sont des paramètres de l'algorithme.

Dans la section suivante, on s'intéresse à l'élicitation incrémentale fondée sur la notion de
regret.

1.3.2 Principe des méthodes fondées sur la notion de regret

Dans cette section, on commence par introduire le critère de décision minimax regret, et
on explique comment calculer e�cacement les regrets associés, dans le cas où les préférences
du décideur sont représentables par une fonction d'agrégation linéaire en ses paramètres.
Puis, on présente l'approche d'élicitation incrémentale fondée sur le minimax regret, ainsi
qu'une stratégie de génération de questions standard. En�n, on s'intéresse aux problèmes
d'optimisation combinatoire multi-objectifs, en présentant des algorithmes récents combinant
résolution et élicitation incrémentale fondée sur le minimax regret.

Le critère de décision minimax regret

Le critère de décision minimax regret a été proposé initialement dans le cadre de problème
de décision dans l'incertain [Savage, 1954, Kouvelis and Yu, 2013]. Plus récemment, il a été
utilisé dans des situations où l'incertitude (imprécision) porte sur les paramètres de la fonction
d'agrégation [Boutilier et al., 2006]. C'est dans ce contexte que nous l'utilisons. On suppose
que les préférences du décideur sont représentables par une fonction d'agrégation fλ dont les
paramètres λ sont inconnus par la procédure. On note Θ l'ensemble des informations que nous
possédons sur les préférences du décideur. Cet ensemble, potentiellement initialement vide ,
contient généralement des données de type (a, b) avec a, b ∈ Rp

+ signi�ant que le point a est
meilleur que le point b pour le décideur. On note ΛΘ l'ensemble des paramètres λ compatibles
avec les données contenues dans Θ ; l'ensemble ΛΘ est donc dé�ni par ΛΘ = {λ ∈ [0, 1]p :
∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}. Dans le cas où fλ est une fonction linéaire en ses paramètres,
l'ensemble ΛΘ est un polyèdre convexe.
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Algorithme 1 NEMO-II-Ch simple [Branke et al., 2016]

1: modèle de préférence = linéaire.
2: Générer une population de solutions initiales.
3: Poser une question au décideur lui demandant de comparer deux solutions dans la population.
4: Regrouper les solutions par front en utilisant la notion d'optimalité potentielle.
5: Ordonner les solutions de chaque front en utilisant la crowding distance.
6: while le nombre de générations est inférieur à g do

7: Sélectionner des solutions par tournoi (fondé sur les fronts et la crowding distance).
8: Générer des solutions par croisement et mutation, puis les ajouter à la population.
9: if on n'a pas posé de questions depuis q itérations then
10: Demander au décideur de comparer deux solutions de la population.
11: if il n'existe plus de valeurs de paramètres compatibles avec les préférences du décideur

then

12: if modèle de préférences = linéaire then
13: modèle de préférences = Choquet
14: else

15: Supprimer les réponses aux questions, en commençant par la plus ancienne, jusqu'à ce
que la cohérence soit rétablie.

16: Réintroduire les réponses dans l'ordre inverse tant que la cohérence est maintenue.
17: end if

18: end if

19: end if

20: Regrouper les solutions de la population par front en utilisant l'optimalité potentielle.
21: Ordonner les solutions de chaque front en utilisant la crowding distance.
22: Réduire la taille de la population à la taille initiale, en éliminant les pires individus (on procède

front par front, puis on complète selon la crowding distance).
23: end while

24: return la solution du premier front qui possède la plus grande crowding distance.

Le critère de décision minimax regret permet de formuler une recommandation en tenant
compte de l'ensemble des paramètres admissibles ΛΘ. Celui peut être dé�ni à l'aide des
notions de regrets suivantes :

De�nition 1.3.1 (Pairwise Max Regret). Le Pairwise Max Regret (PMR) d'une solution
x ∈ X par rapport à une solution x′ ∈ X est dé�ni par :

PMR(x, x′,ΛΘ) = max
λ∈ΛΘ

{
fλ(y(x))− fλ(y(x′))

}
La valeur PMR(x, x′,ΛΘ) représente la plus grande perte possible lorsque la solution x

est recommandée au décideur à la place de la solution x′.

De�nition 1.3.2 (Max Regret). Le Max Regret (MR) d'une solution x ∈ X est dé�ni par :

MR(x,X ,ΛΘ) = max
x′∈X

PMR(x, x′,ΛΘ)
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La valeur MR(x,X ,ΛΘ) indique, dans le pire cas, la perte associée à la recommandation
de x plutôt que n'importe quelle autre solution x′ ∈ X . On remarque que, le max regret
d'une solution x est toujours positif puisque PMR(x, x,ΛΘ) = 0.

De�nition 1.3.3 (Minimax Regret). Le MiniMax Regret (MMR) est dé�ni par :

MMR(X ,ΛΘ) = min
x∈X

MR(x,X ,ΛΘ)

La valeur MMR(X ,ΛΘ) correspond à la plus petite valeur possible de MR(x,X ,ΛΘ).
Les solutions optimales pour le critère de décision minimax regret sont les solutions qui mini-
misent le max regret, autrement dit x∗ ∈ X est optimale si et seulement si MMR(X ,ΛΘ) =
MR(x∗,X ,ΛΘ). Recommander une telle solution permet de garantir que, dans le pire des cas,
la perte est minimisée. De plus, siMMR(X ,ΛΘ) = 0, alors on sait que x∗ est nécessairement
optimale selon les préférences du décideur. En e�et, par dé�nition du max regret, on sait que
x∗ minimise la fonction fλ pour tous les paramètres admissibles λ ∈ ΛΘ.

Calcul du pairwise max regret par programmation linéaire

Lorsque les préférences du décideur sont représentables par une fonction linéaire en ses
paramètres, on peut utiliser la programmation linéaire pour calculer e�cacement les pairwise
max regrets. C'est le cas de la somme pondérée, d'OWA et de l'intégrale de Choquet, comme
décrit dans les articles [Benabbou et al., 2015, Benabbou et al., 2017]. Plus précisément, avec
une somme pondérée, le calcul se fait par résolution du programme linéaire suivant :

max
λ

p∑
i=1

(λiyi(x)− λiyi(x′))

s.c.
p∑
i=1

λi = 1 (1.4)

p∑
i=1

λiai −
p∑
i=1

λibi 6 0 ∀(a, b) ∈ Θ (1.5)

λi > 0 ∀i ∈ {1, . . . , p} (1.6)

Dans ce programme linéaire, la contrainte (1.4) impose que les poids soient normalisés,
c'est-à-dire qu'ils somment à 1. L'équation (1.5) impose que les informations disponibles sur
les préférences du décideur soient respectées : fλ(a) ≤ fλ(b) pour toute paire (a, b) ∈ Θ.
L'équation (1.6) impose que les paramètres soient tous positifs. La fonction objectif corres-
pond à la maximisation de l'écart entre fλ(x) et fλ(x′).

Avec l'opérateur OWA, le programme linéaire est le suivant :
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max
λ

p∑
i=1

(λiy(i)(x)− λiy(i)(x
′))

s.c.
p∑
i=1

λi = 1 (1.7)

λi − λi+1 > 0 ∀i ∈ {1, . . . , p− 1} (1.8)
p∑
i=1

λia(i) −
p∑
i=1

λib(i) 6 0 ∀(a, b) ∈ Θ (1.9)

λi > 0 ∀i ∈ {1, . . . , p} (1.10)

où (.) représente la permutation des critères permettant de trier les composantes des vecteurs
de performance en ordre décroissant. Les contraintes sont similaires à celles de la somme
pondérée, mais on ajoute une contrainte supplémentaire sur les paramètres quand on souhaite
avoir des poids décroissants (cf. équation (1.8)). En e�et, on a vu que les poids doivent être
décroissants pour garantir une équité de la solution optimale.

Avec une intégrale de Choquet, puisque fλ(x) est linéaire en λ pour une solution x �xée,
le calcul de PMR(x, x′,ΛΘ) peut également être réalisé en résolvant un programme linéaire :

max
λ

p∑
i=1

((
y[i](x)− y[i−1](x)

)
λ(vX′

[i]
)−

(
y[i](x

′)− y[i−1](x
′)
)
λ(vX[i]

)
)

s.c. v∅ = 0 (1.11)

vN = 1 (1.12)

vA − vB ≤ 0 ∀A ⊂ B ⊆ N (1.13)
p∑
i=1

((
a[i] − a[i−1]

)
vA[i]
−
(
b[i] − b[i−1]

)
vB[i]

)
≤ 0 ∀(a, b) ∈ Θ (1.14)

vA ≥ 0 ∀A ⊆ N (1.15)

où N = {1, . . . , p} est l'ensemble des critères et vA est la variable représentant la valeur
vA pour tout A ⊆ N . De plus (.), X[i], X ′[i], A[i], B[i], avec i ∈ N , sont dé�nis suivant la
Dé�nition 1.2.5. Les contraintes (1.11) et (1.12) assurent que v est une capacité normalisée,
les contraintes de l'équation (1.13) sont les contraintes de monotonie de la capacité et les
contraintes (1.14) correspondent aux données de préférence.

Dans ce programme linéaire, le nombre de variables et de contraintes est exponentiel par
rapport au nombre de critères. Mais il a été prouvé que ce programme peut être simpli�é
pour certaines sous-classes d'intégrales de Choquet, en utilisant sa formulation alternative
en termes de masses de Möbius. Par exemple, pour la sous-classe des fonctions de croyance,



État de l'art 51

les contraintes de monotonie v(A) ≤ v(B), avec A ⊂ B ⊆ N , sont naturellement satis-
faites en raison de la non-négativité des masses de Möbius. Pour la sous-classe des capacités
2-additives, il a été proposé d'utiliser le fait qu'elles forment un polytope convexe avec seule-
ment p2 points extrêmes. Cela donne une formulation linéaire n'impliquant qu'un nombre
quadratique de variables et de contraintes. Dans le cadre de cette thèse, on considérera des
fonctions de croyance 2-additives, ce qui conduit à la formulation suivante :

max
m

∑
A⊆N :|A|≤2

(mA min
i∈A
{yi(x)} −mA min

i∈A
{yi(x′)})

s.c. m∅ = 0 (1.16)∑
i⊆N

m{i} +
∑
{i,j}⊆N

m{i,j} = 1 (1.17)

∑
i⊆N

m{i} ≥ 0 (1.18)

m{i} +
∑
j⊆T

m{i,j} ≥ 0 ∀i ∈ N, ∀ T ⊆ A\{i}, T 6= ∅ (1.19)∑
A⊆N :|A|≤2

mA min
i∈A
{ai} −

∑
A⊆N :|A|≤2

mA min
i∈A
{bi} ≤ 0 ∀(a, b) ∈ Θ (1.20)

où mA est la variable représentant la valeur m(A) pour tout A ⊆ N avec |A| ≤ 2. Les
contraintes (1.16) et (1.17) sont des contraintes de normalisation, les contraintes (1.18) et
(1.19) sont celles de monotonie et les contraintes (1.20) correspondent à la compatibilité avec
les préférences observées.

Néanmoins, des résultats positifs ont été obtenus pour le cas des capacités générales,
lorsque l'ensemble Θ contenant les informations sur les préférences possède une forme par-
ticulière. Plus précisément, dans l'article [Benabbou et al., 2014], il a été montré que si Θ
contient uniquement des paires composées :

� d'une alternative binaire de type 1A0, représentant une solution �ctive avec une per-
formance égale à 1 sur les critères dans A et égale à 0 dans N\A.

� d'une alternative à pro�l constant de type (µ, . . . , µ), avec µ ∈ [0, 1], représentant une
solution �ctive avec une performance identique sur tous les critères.

alors, les PMRs peuvent être formulés en un programme linéaire avec un nombre de
contraintes et de variables linéaires. Dans le même article, les auteurs proposent une stratégie
de génération de questions permettant de collecter des données de préférences de la bonne
forme, et qui est très e�cace en pratique pour réduire les valeurs de minimax regret. La
stratégie de génération de questions proposée peut être adaptée pour assurer un nombre po-
lynomial de questions, en sélectionnant l'alternative à pro�l constant au milieu de l'intervalle
représentant les valeurs de capacités possibles [Benabbou and Perny, 2017].
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Calcul du minimax regret avec élagage alpha-bêta

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu comment calculer les PMRs selon la fonction
d'agrégation choisie. En suivant les Dé�nitions 1.3.2 et 1.3.3, on peut alors obtenir la valeur
MMR en calculant les PMRs associés à toutes les paires de solutions (x, x′) ∈ X . Cependant,
cette approche nécessite de résoudre un nombre quadratique de problèmes d'optimisation. En
pratique, il est possible de réduire considérablement le nombre de calculs de PMR nécessaires,
avec des élagages de type alpha-bêta, qui sont utilisés classiquement dans les problèmes de
type min-max. En e�et, lors du calcul du MMR, on peut calculer les MRs associés aux
di�érentes solutions de manière itérative, en conservant le plus petit MR obtenu à tout instant
(noté MMR-courant). Pour calculer le MR d'une alternative x donnée, on peut calculer
le PMR de x par rapport à toutes les autres solutions x′ ∈ X de manière itérative, puis
récupérer à la �n le plus grand PMR obtenu. On peut procéder à un élagage lorsque la
valeur PMR(x, x′,ΛΘ) pour une alternative x′ ∈ X donnée est supérieure à la valeur MMR-
courant, puisque cela implique que MR(x,ΛΘ) est plus grand que le plus petit MR trouvé
jusque-là. Dans ce cas, on sait que x n'est pas une solution optimale pour le critère minimax
regret, et on peut passer à la solution suivante. Cet élagage permet en pratique de réduire
considérablement les temps d'exécution. L'exemple suivant permet d'illustrer ce calcul :

Exemple 1.3.2. On considère un problème impliquant quatre solutions X = {s1, s2, s3} éva-
luées sur trois critères de la manière suivante : Y = {y(s1) = (5, 2, 4), y(s2) = (2, 9, 6), y(s3) =
(7, 6, 3)}. On suppose ici que les préférences du décideur sont représentables par une somme
pondérée fλ dont le jeu de poids λ = (λ1, λ2, λ3) est inconnu du système. Néanmoins, on pos-
sède les données de préférences suivantes : Θ = {((5, 2, 4), (2, 9, 6))} (obtenues par exemple
en demandant directement au décideur s'il préfère la solution s1 à la solution s2). De ce fait,
l'ensemble des paramètres admissibles ΛΘ = {λ : fλ(s1) ≤ fλ(s2)} = {λ : λ2 ≥ 3

7
λ1 − 2

7
λ3}.

On souhaite ici calculer le minimax regret avec élagage alpha-bêta et identi�er la solution
optimale au sens de ce critère. Pour calculer le MMR, on calcule itérativement les MR de
s1, s2, s3, dans cet ordre. Pour le calcul de chaque MR, on utilise la programmation linéaire
pour calculer les di�érents PMRs, et on interrompt éventuellement le calcul du MR en suivant
l'élagage alpha-bêta décrit ci-dessus. On obtient la suite de calculs suivante :

Calcul de MR(s1,X ,ΛΘ) :
� PMR(s1, s1) = 0 (pas besoin de calculer en pratique).
� PMR(s1, s2) = 0.
� PMR(s1, s3) = 1.
Le max regret de la solution s1 vaut doncMR(s1,X ,ΛΘ) = 1, et on conserve l'information

que le plus petit MR trouvé jusqu'à présent est égal à 1 en posant MMR-courant = 1. On
lance maintenant les calculs pour le MR de s2 :

� PMR(s2, s1) = 7.
Comme PMR(s2, s1) = 7 ≥ MMR-courant, alors on arrête le calcul du MR de s2 puisque cela
implique que s2 n'est pas optimale au sens du minimax regret. On passe aux calculs associés
au MR de s3 :

� PMR(s3, s1) = 4.
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Comme PMR(s3, s1) = 4 ≥ MMR-courant, alors on arrête ici aussi le calcul.
Ainsi, on a MMR(X ,ΛΘ) = 1 et s1 est la solution optimale pour le critère minimax

regret. Remarquons que, grâce à l'élagage, le minimax regret a été ici déterminé en résolvant
4 programmes linéaires (contre 6 sans élagage).

Élicitation incrémentale et stratégies standards

Lorsque la valeur MMR(X ,ΛΘ) est trop grande, recommander une solution optimale
au sens du minimax regret peut induire une perte trop élevé pour le décideur. Dans ces
situations, il est préférable de collecter des informations sur les préférences du décideur, a�n
de réduire la valeur du minimax regret, et donc la perte dans le pire cas. En e�et, on sait que
MMR(X ,ΛΘ′) ≤MMR(X ,ΛΘ) pour tout ensemble Θ′ ⊇ Θ, comme souligné dans d'autres
travaux (voir [Benabbou et al., 2017] par exemple). En d'autres termes, cela signi�e que la
valeur du minimax regret diminue en posant des questions au décideur. Ainsi, le principe
de l'élicitation incrémentale fondée sur les regrets est de collecter des informations sur les
préférences du décideur, en lui posant des questions de manière itérative, jusqu'à ce que la
valeur MMR(X ,ΛΘ) devienne inférieure à un seuil de tolérance donné δ ≥ 0 représentant
la perte maximale admissible. Si nous prenons δ = 0, alors on est sûr d'obtenir la solution
optimale pour le décideur à la �n de l'exécution.

Pour mettre en ÷uvre cette approche, il faut dé�nir une stratégie de génération de ques-
tions permettant de diminuer rapidement la valeur MMR(X ,ΛΘ). Di�érentes stratégies ont
été proposées dans la littérature, comme le �worst-case maximumminimax regret� qui consiste
à choisir deux solutions à comparer, parmi celles de l'ensemble X , qui permettent de réduire le
plus possible la valeur du minimax regret dans le pire scénario de réponse [Benabbou, 2017].
Cette stratégie étant trop coûteuse en pratique, il a été proposé d'utiliser une heuristique
permettant de réduire e�cacement le minimax regret en pratique. Cette heuristique, appe-
lée Current Solution Strategy (CSS) [Boutilier et al., 2006, Drummond and Boutilier, 2013],
consiste à demander au décideur de comparer à chaque itération les deux solutions suivantes :
une solution x∗ optimale au sens du minimax regret et une solution x̂ induisant la plus grande
perte quand on recommande x∗ dans le pire des scénarios (on dit que x̂ est un des pires ad-
versaires de x∗). Formellement, x∗ et x̂ sont dé�nies de la manière suivante :

x∗ ∈ arg min
x∈X

MR(x,X ,ΛΘ) (1.21)

x̂ ∈ arg max
x∈X

PMR(x∗, x,ΛΘ) (1.22)

Avec cette stratégie, les questions sont très souvent informatives, en ce sens qu'elles nous
permettent de réduire considérablement l'espace des paramètres admissibles, et donc l'en-
semble des solutions potentiellement optimales pour le décideur. Plus une question est infor-
mative, moins il reste d'alternatives à départager aux itérations suivantes.

Un autre avantage de cette approche, prouvé dans l'article de Benabbou et al
[Benabbou et al., 2015], est que la stratégie CSS ne produit pas d'incohérence, autrement
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dit l'ensemble des paramètres admissibles ΛTheta ne peut devenir vide suite à l'ajout des
réponses du décideur dans l'ensemble Θ.

Notons toutefois qu'empêcher les incohérences présente tout de même un inconvénient. En
e�et, dans ce cas, une erreur du décideur devient indétectable. Une fois la mauvaise réponse
donnée, il est alors impossible de faire marche arrière, la recherche se concentrant alors sur
une mauvaise zone de l'espace des paramètres.

On présente ci-dessous un exemple d'utilisation de la CSS.

Exemple 1.3.3. On considère un problème avec trois critères et quatre alternatives. Plus
précisément, on a ici X = {s1, s2, s3, s4} et Y = {y(s1) = (5, 2, 4), y(s2) = (2, 9, 6), y(s3) =
(7, 6, 3), y(s4) = (3, 6, 8)}. Les préférences du décideur sont représentables par une somme
pondérée fλ avec λ∗ = (0.3, 0.5, 0.2). Les paramètres sont inconnus de la procédure CSS et
servent ici uniquement à simuler les réponses du décideur. Le polyèdre des jeux de poids
admissibles ΛΘ est donc composé des jeux de poids λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1]3 tels que λ1 +
λ2 +λ3 = 1 (on considère ici que Θ est initialement vide). Les points extrêmes de ce polyèdre
sont (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) (représentés en Figure 1.20). L'objectif ici est d'identi�er la
solution optimale pour le décideur en utilisant la CSS, et donc il s'agit d'appliquer la méthode
avec δ = 0.

λ∗

•

•

• λ1

λ2

+
A

B

C

0

1−

+

1

Figure 1.20 � Paramètres admissibles ΛΘ au début de la CSS.

Première itération : comme on a MMR(X ,ΛΘ) = 3 > δ = 0, alors il faut demander
au décideur de comparer une solution optimale pour le minimax regret x∗ et un de ses pires
adversaires x̂. Comme MMR(X ,ΛΘ) = MR(s1,X ,ΛΘ) = PMR(s1, s2,ΛΘ), on a x∗ = s1

et x̂ = s2 (cf. équations 1.21 et 1.22). Le décideur nous répond qu'il préfère s1 à s2 puisque
fλ∗(s1) = 3.7 < 6.9 = fλ∗(s2). L'ensemble Θ des préférences collectées est alors mis à jour :
Θ = {((5, 2, 4), (2, 9, 6))}. L'ensemble des paramètres admissibles est ainsi implicitement ac-
tualisé : on impose fλ(s1) ≤ fλ(s2), c'est-à-dire 5λ1 + 2λ2 + 4λ3 ≤ 2λ1 + 9λ2 + 6λ3, et donc
λ2 ≥ λ1− 2

5
. On se retrouve alors avec le polyèdre dé�ni par les points A = (0, 0), B = (0, 1),
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D = (0.7, 0.3) et E = (0.4, 0), représenté en Figure 1.21. Le triangle CDE correspond quant
à lui aux jeux de poids qui ne sont plus admissibles.
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Figure 1.21 � Paramètres admissibles ΛΘ après une question.

Deuxième itération : puisque MMR(X ,ΛΘ) = 1 > δ = 0, selon la CSS, on doit
donc poser une nouvelle question au décideur. En suivant les équations 1.21 et 1.22, on
obtient x∗ = s1 et x̂ = s3. Le décideur nous répond qu'il préfère s1 puisque fλ∗(s1) =
3.7 < 6 = fλ∗(s3). L'ensemble des préférences collectées est alors mis à jour, soit Θ =
{((5, 2, 4), (2, 9, 6)), ((5, 2, 4), (7, 6, 3))}. L'ensemble des paramètres admissibles doit également
être actualisé avec la contrainte fλ(s1) ≤ fλ(s3), c'est-à-dire λ2 ≥ 1

5
− 3

5
λ1. Les points extrêmes

du polyèdre des jeux de poids admissibles λΘ deviennent alors B = (0, 1), D = (0.7, 0.3),
E = (0.4, 0), F = (0, 0.2) et G = (1

3
, 0), représentés sur la Figure 1.22.
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Figure 1.22 � Paramètres admissibles ΛΘ après deux questions.
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Troisième itération : on a MMR(X ,ΛΘ) = 0 ≤ δ. Par conséquent, la procédure s'inter-
rompt et retourne la solution s1 au décideur, avec la certitude que c'est la solution optimale
de ce problème. On remarque que la procédure n'a eu besoin que de deux questions pour identi-
�er la meilleure solution parmi un ensemble composé de quatre solutions. De plus, on est sûr
de retourner la solution optimale, malgré que l'espace des paramètres admissibles est encore
très grand à la �n de la procédure. Cependant, cet exemple illustre aussi le côté conservateur
du critère minimax regret, car la solution s1 avait été trouvée à la première itération, mais
considérer le pire scénario nous a conduits à poser deux questions avant de se décider à la
retourner. Néanmoins, le seuil de tolérance δ permet de contourner indirectement cette di�-
culté, en autorisant de retourner une solution avec une perte bornée par δ. Par exemple, en
prenant ici δ = 2, on se serait arrêté après seulement une question.

Cette approche a principalement été étudiée dans le cadre de problèmes non combina-
toires, car le calcul deMMR(X ,ΛΘ) nécessite de considérer toutes les solutions possibles, de
manière explicite ou implicite, ce qui peut être une tâche coûteuse. Néanmoins, ce problème
a fait l'objet de contributions récentes, présentées dans la section suivante.

1.3.3 Méthodes fondées sur la notion de regret sur domaine combi-

natoire

Pour appliquer la stratégie CSS aux problèmes d'optimisation combinatoire multi-
objectifs, on pourrait utiliser la méthode en deux phases suivante : 1) calculer l'ensemble
des solutions e�caces, 2) appliquer la CSS sur cet ensemble. Cependant, cette méthode est
très coûteuse en pratique, car le nombre de solutions e�caces peut être exponentiel en la
taille du problème. À la place, il a été proposé récemment d'utiliser une nouvelle approche,
combinant recherche et élicitation incrémentale fondée sur la notion de regret.

Approche générale combinant résolution et élicitation

Cette nouvelle approche consiste à intégrer l'élicitation incrémentale fondée sur la notion
de regret à la résolution du problème d'optimisation combinatoire [Benabbou, 2017]. Elle est
mise en ÷uvre de la manière suivante : 1) conception d'un algorithme e�cace pour la recherche
des solutions potentiellement optimales, 2) identi�cation des moments clés où il faut poser des
questions au décideur pour garantir de retourner une solution nécessairement optimale à la �n
de l'exécution. En pratique, cette méthode réalise des calculs de regrets sur des sous-ensembles
de solutions, ce qui permet de contourner la di�culté rencontrée par la méthode en deux
phases. Comme souligné dans l'article de Benabbou et Perny [Benabbou and Perny, 2018],
l'idée principale derrière cette nouvelle approche est de :

� réduire le temps de résolution, en utilisant les réponses du décideur pour diriger la
recherche vers les solutions les plus prometteuses rapidement,

� poser uniquement les questions nécessaires à discriminer les solutions rencontrées pen-
dant la recherche.
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Cette nouvelle approche a été principalement appliquée dans le cadre de la résolution
de problèmes où les préférences du décideur sont représentables par une somme pon-
dérée (avec une exception notable dans les graphes d'états avec l'intégrale de Choquet
[Benabbou and Perny, 2015a]). Dans ces travaux, les méthodes proposées sont exactes et
permettent donc de recommander une solution avec des garanties de performances sur
la qualité de la solution (dé�nies à partir du seuil de tolérance δ). Parmi les outils em-
ployés, on peut citer la programmation dynamique, le branch and bound, et d'autres ap-
proches exactes (par exemple, la recherche gloutonne). Cette approche s'est montrée par-
ticulièrement e�cace pour réduire les temps de calculs et le nombre de questions néces-
saire à formuler une bonne recommandation. Elle a été utilisée dans le cadre de pro-
blème de décision multicritère [Benabbou and Perny, 2015b, Benabbou and Perny, 2015a],
multi-agents [Benabbou and Perny, 2016, Benabbou et al., 2016], et dans l'incertain
[Benabbou and Perny, 2017]. Dans le paragraphe suivant, nous présentons un algorithme de
résolution interactif particulier qui suit cette approche générale.

Élicitation incrémentale basée sur les points extrêmes (IEEP)

La méthode IEEP (pour �Incremental Elicitation based on Extreme Points� en an-
glais)est une méthode de résolution générale combinant recherche et élicitation incrémen-
tale fondée sur les regrets. Elle peut être appliquée à tout problème d'optimisation com-
binatoire multi-objectifs, pourvu que la fonction d'agrégation soit linéaire en ses para-
mètres et qu'il existe un algorithme de résolution e�cace quand les paramètres sont connus
[Benabbou and Lust, 2019a, Benabbou and Lust, 2019b]. En e�et, une méthode de résolu-
tion est utilisée pour obtenir la solution optimale correspondant à chaque point extrême du
polyèdre représentant les valeurs des paramètres admissibles. Cette méthode interactive pos-
sède la garantie de retourner une solution avec un regret maximum inférieur à un seuil donné
δ ≥ 0, à condition que des méthodes de résolution exactes soient utilisées pour chaque point
extrême du polyèdre (et non des heuristiques). Cette méthode est décrite dans l'algorithme 2.
Dans cet algorithme, le choix des solutions x et x′ constituant la question peut être dicté par
di�érentes stratégies de questions ; les auteurs ont notamment comparé la stratégie CSS avec
une stratégie de sélection consistant à choisir les solutions x et x′ qui sont les plus éloignées
au sens de la distance euclidienne.

Une limite de cette méthode est son utilisation des points extrêmes du polyèdre, parce
qu'ils peuvent être très nombreux. En particulier, pour le problème du voyageur de com-
merce, nous verrons que son temps d'exécution augmente de manière exponentielle avec une
somme pondérée, et que pour l'intégrale de Choquet, l'algorithme ne se termine pas en temps
raisonnable dès que p ≥ 4 (cf. chapitre 2).

Adaptation avec une approche bayésienne

Récemment, il a été proposé d'adapter cette approche pour gérer des possibles incohé-
rences provenant des réponses du décideur, en remplaçant le critère minimax regret par un
regret espéré [Bourdache et al., 2020]. L'incertitude sur les paramètres du modèle est alors
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Algorithme 2 IEEP

Générer les points extrêmes du polyèdre ΛΘ

Générer l'ensemble XΘ composé d'une solution optimale par point extrême du polyèdre
while MMR(XΘ,ΛΘ) > δ do
Sélectionner de deux solutions x, x′ dans l'ensemble XΘ

Demander au décideur de comparer x et x′

Ajouter la réponse dans l'ensemble Θ
Mettre à jour (implicitement) le polyèdre : ΛΘ = {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
Générer les points extrêmes du polyèdre ΛΘ

Générer l'ensemble XΘ composé d'une solution optimale par point extrême du polyèdre
end while
return une solution optimale au sens du minimax regret dans l'ensemble XΘ

représentée par une fonction de densité sur l'espace des paramètres et les réponses aux ques-
tions sont utilisées pour réduire cette incertitude par révision bayésienne.

La stratégie de sélection des questions est basée sur la résolution d'un programme linéaire
en nombres entiers, avec un ensemble combinatoire de variables et de contraintes. De ce fait,
il a été proposé d'utiliser des méthodes de génération de colonnes et de contraintes pour
pouvoir utiliser cette méthode en pratique.

Bien que remplacer le minimax regret par un regret espéré permette de gérer les possibles
erreurs du décideur, les calculs des regrets espérés ainsi que la révision bayésienne sont des
opérations très coûteuses en pratique. De plus, permettre au décideur de se contredire ne
permet plus de garantir la convergence de la procédure.

Positionnement de la thèse par rapport à ces approches

Dans le cadre de cette thèse, nous adoptons la même approche consistant à combiner
résolution et élicitation fondée sur les regrets. Cette approche est en e�et très intéressante,
car elle permet à la fois de réduire les temps de calcul, en évitant d'explorer tout l'espace
des solutions, et de réduire le nombre de questions posées, en se concentrant sur les solutions
rencontrées durant l'exploration. L'originalité de cette thèse réside dans l'utilisation de mé-
taheuristiques comme algorithme de résolution, ce qui permet de traiter des problèmes plus
complexes. La complexité peut provenir de la considération de modèles de préférences plus
sophistiqués, comme l'intégrale de Choquet. L'utilisation de métaheuristiques permet aussi de
traiter des problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs de nature plus complexe,
autrement dit ceux pour lesquels on ne connaît pas d'algorithme de résolution exacte (ou
approché avec garantie) dans le cas où les préférences sont parfaitement connues. On verra
dans les chapitres 3 et 4 qu'un autre apport de cette thèse concerne l'élicitation incrémentale
combinée avec l'option dans les matroïdes.
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Chapitre 2

Métaheuristiques interactives pour la
résolution de problèmes d'optimisation
combinatoire multi-objectifs

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons deux métaheuristiques interactives permettant la réso-
lution de problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs avec préférences imprécises.
Plus précisément, nous considérons des problèmes où les préférences du décideur sur les
solutions peuvent être représentées par une fonction d'agrégation paramétrée, et nous suppo-
sons que les paramètres ne sont initialement pas connus par le système de recommandation.
Pour déterminer la meilleure solution pour le décideur, on utilise une approche fondée sur la
recherche heuristique couplée à l'élicitation incrémentale. L'imprécision des paramètres repré-
sentant les préférences du décideur est progressivement réduite en posant des questions sur ses
préférences de manière itérative durant la recherche. Ainsi, nous avons conçu des algorithmes
de recherche locale et génétique interactifs permettant de résoudre tout problème d'optimisa-
tion combinatoire multi-objectifs, sous les conditions suivantes : la fonction de scalarisation
doit être linéaire en ses paramètres (comme une somme pondérée, un agrégateur OWA, une
intégrale de Choquet), et une solution (quasi-)optimale doit pouvoir être déterminée e�cace-
ment lorsque les paramètres sont connus avec précision. A�n de démontrer l'e�cacité pratique
de notre approche, nos algorithmes sont testés numériquement sur le problème du voyageur
de commerce et du sac à dos, pour des préférences représentées par une somme pondérée,
puis par un agrégateur de type OWA et en�n une intégrale de Choquet 2-additive, dans le
but de démontrer son adaptabilité. Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l'objet de
trois publications [Benabbou et al., 2019, Benabbou et al., 2020a, Benabbou et al., 2020b].

60
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2.1 Deux approches générales fondées sur le minimax re-
gret

La sous-section suivante présente notre premier algorithme interactif basé sur la recherche
locale. Développée dans le chapitre précédent (cf. Section 1.1.4), la recherche locale est une
heuristique qui consiste à passer d'une solution réalisable à une autre par améliorations
successives. L'élicitation va nous permettre d'identi�er ces améliorations.

2.1.1 Combiner recherche locale et élicitation incrémentale

Une recherche locale explore un voisinage de la solution courante puis sélectionne la
meilleure solution dans ce voisinage pour l'itération suivante. Le processus peut par exemple
s'arrêter lorsqu'il n'est plus possible d'améliorer la solution courante, lorsque le nombre d'ité-
rations choisi est atteint ou encore lorsque le temps imparti est dépassé.

Dans les problèmes que nous considérons, les préférences du décideur ne sont pas connues
de manière précise. De ce fait, il n'est pas toujours possible d'identi�er la solution qu'il préfère
dans un voisinage. Ainsi, nous proposons de combiner la recherche locale à l'élicitation incré-
mentale, en posant des questions au décideur durant la recherche a�n de pouvoir sélectionner
des solutions pertinentes dans les voisinages. On posera aussi des questions durant la phase
initiale, a�n d'identi�er une bonne solution de départ pour notre algorithme de recherche
locale incrémentale.

Notre algorithme prend en entrée un problème d'optimisation combinatoire multi-
objectifs, deux seuils de tolérance δ1, δ2 ≥ 0, une fonction scalarisante fλ dont les paramètres
λ sont inconnus et un ensemble de données de préférences Θ (potentiellement vide). Avant
d'entamer la recherche locale interactive, l'algorithme recherche un bon point de départ en
procédant comme suit :

1. On génère aléatoirement m jeux de paramètres, notés λk avec k ∈ {1, . . . ,m}.
2. Pour tout k ∈ {1, . . . ,m}, on détermine une solution (quasi-)optimale pour la fonction
fλk en utilisant un algorithme e�cace pour le problème avec modèle de préférence
connu. On note X0 l'ensemble de ces m solutions.

3. Finalement, on collecte des informations sur les préférences du décideur pour détermi-
ner le meilleur point de départ parmi les solutions de l'ensemble X0. Pour ce faire, on
procède comme suit : tant que MMR(X0,ΛΘ) > δ1, on demande au décideur de com-
parer deux solutions x, x′ de l'ensemble X0. Cette question permet de mettre à jour
l'ensemble des paramètres admissibles en insérant la contrainte linéaire fλ(x) ≤ fλ(x

′)
(ou l'inverse selon sa réponse). Une fois que l'on obtient MMR(X0,ΛΘ) ≤ δ1, on choi-
sit comme point de départ une solution optimale pour le minimax regret, c'est-à-dire
une solution x∗ arbitrairement choisie dans l'ensemble arg minx∈X′MR(x,X0,ΛΘ).

Ensuite, notre algorithme réalise une recherche locale interactive en passant de solutions
en solutions par exploration de voisinages, à partir de la solution de départ x∗. Plus précisé-
ment, notre algorithme réalise les étapes suivantes :
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1. À partir de la solution x∗, on engendre un ensemble de solutions �voisines�, noté X ∗, à
l'aide d'une fonction de voisinage spéci�que au problème. La solution x∗ est également
ajoutée à l'ensemble X ∗. Puis on enlève de cet ensemble toute solution Pareto-dominée
par une autre.

2. On cherche ensuite à déterminer la meilleure solution de l'ensemble X ∗ a�n de dé�nir
la nouvelle solution courante (c'est-à-dire la solution à laquelle sera appliquée la fonc-
tion de voisinage à la prochaine itération). Ainsi, tant que MMR(X ∗,ΛΘ) > δ2, on
demande au décideur de comparer deux solutions x, x′ de l'ensemble X ∗ et l'ensemble
ΛΘ est réduit par l'insertion de la contrainte fλ(x) ≤ fλ(x

′) (ou inversement).

3. En�n, la solution x∗ est remplacée par une solution optimale pour le minimax regret
si et seulement si MR(x∗,X ∗,ΛΘ) > δ2. Dans ce cas, une solution est arbitrairement
choisie dans arg minx∈X ∗MR(x,X ∗,ΛΘ). L'algorithme s'arrête si la solution courante
est la même qu'à l'étape précédente (on a atteint un minimum local). La solution
�nale est retournée après au plus itmax itérations.

Notre algorithme, nommé ILS pour Interactive Locale Search, est décrit en Algorithme
3. Un exemple d'exécution est donné dans la Section 2.2.2 sur un problème particulier (le
problème du voyageur de commerce). Les lignes 1 à 9 ont pour objectif de déterminer la
première solution courante de la recherche locale et les lignes 11 à 29 correspondent à la
procédure de recherche locale interactive.

Par ailleurs, l'exemple ci dessous permet de montrer l'importance de l'étape de sélection
du point de départ de la recherche locale.

Exemple 2.1.1. Plus précisément, la Figure 2.1 représente l'exécution de notre algorithme
sur un problème du voyageur de commerce bicritère de 100 villes. Ainsi, les points en noir
représentent le front de Pareto du problème.

y1

y 2

Front de Pareto
Solutions initiales
Solution optimale
Solutions de ILS

(a)
y1

y 2

(b)

Figure 2.1 � Recherche locale sur une instance avec points de départ di�érents.
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En Figure 2.1(a) on a m = 1 et en Figure 2.1(b) m = 2 solutions potentielles pour
être le point de départ (représentées par des points bleus sur la �gure). Chaque point en
vert correspond à une solution courante explorée durant l'exécution de la recherche locale
interactive (cela correspond au nombre d'itérations fait par la recherche locale)

Sur la Figure 2.1(a), on observe que le nombre d'itérations peut être très grand si le point
de départ est très loin de la solution optimale. Sur la Figure 2.1(b), on voit qu'augmenter le
nombre de points de départ possibles permet de se rapprocher de la solution optimale et donc
de réduire le nombre d'itérations.

Algorithme 3 Interactive local search (ILS)

1: Initialisation des paramètres admissibles : ΛΘ ← {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
2: Générations des m solutions initiales : X0 ← Optimisation(ΛΘ,m)
3: Détermination de la solution de départ :
4: while MMR(X0,ΛΘ) > δ1 do

5: (x, x′)← Question(X0)
6: Mise à jour des préférences connues :
7: Θ← Θ ∪ {x, x′}
8: ΛΘ ← {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
9: end while

10: x∗ ← arg minx∈X0 MR(x,X0,ΛΘ)
11: Lancement de la recherche locale interactive à partir de x∗ :
12: amélioration ← true

13: it← 0
14: while amélioration and it ≤ itmax do

15: X ∗ ← Voisinage(x∗) ∪ {x∗}
16: while MMR(X ∗,ΛΘ) > δ2 do

17: (x, x′)← Question(X ∗)
18: Mise à jour des préférences connues :
19: Θ← Θ ∪ {(x, x′)}
20: ΛΘ ← {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
21: end while

22: Choix de la solution suivante :
23: if MR(x∗,X ∗,ΛΘ) > δ2 then

24: x∗ ← arg minx∈X ∗MR(x,X ∗,ΛΘ)
25: it← it+ 1
26: else

27: amélioration ← false

28: end if

29: end while

30: return x∗

On note que les procédures Optimisation et Voisinage dépendent du problème consi-
déré. Pour la détermination d'un voisinage, plusieurs fonctions peuvent être employées comme
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nous le verrons dans la suite de cette section sur le problème du voyageur de commerce par
exemple.

La recherche locale se trouvant être e�cace en pratique, la seconde heuristique que nous
avons étudiée est l'approche génétique dans le but d'améliorer nos résultats. La section sui-
vante décrit cet algorithme.

2.1.2 Combiner algorithme génétique et élicitation incrémentale

Comme décrit dans le chapitre précédent (cf. Section 1.1.3), les algorithmes génétiques
s'inspirent de phénomènes biologiques pour faire évoluer une population de solutions réali-
sables de sorte à faire émerger une solution (quasi-)optimale. On rappelle brièvement que le
principe général d'un tel algorithme est de commencer par évaluer les solutions d'une popu-
lation initiale et d'en sélectionner les meilleures. Puis, à partir de ces dernières solutions, on
imite un brassage génétique en créant de nouvelles solutions par croisements et mutations
de solutions. On obtient ainsi une nouvelle population sur laquelle on itère les étapes pré-
cédentes, de manière à simuler le principe de l'évolution. On peut interrompre le processus
après un nombre arbitraire d'itérations (aussi appelées générations) ou après l'identi�cation
d'une solution de qualité satisfaisante ou encore après un temps imparti. La Figure 2.2 montre
l'évolution d'une population qui se déplace progressivement vers la solution optimale pour le
décideur.

y1

y 2

Front de Pareto
Solution optimale
Population première génération
Population dixième génération
Meilleurs individus par génération

Figure 2.2 � Illustration de l'évolution de la population en fonction des générations.
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Dans notre contexte, il n'est pas possible d'évaluer directement les solutions d'une popula-
tion, puisque les préférences du décideur ne sont pas connues initialement. Ainsi, tout comme
pour la recherche locale, nous proposons ici de combiner l'approche génétique et l'élicitation
incrémentale de préférences, en posant des questions au décideur durant l'évaluation des solu-
tions dans une population. Nous avons testé une version où les opérations de croisement et de
mutation sont réalisées sur les solutions du problème, comme ce qui est fait habituellement.
Néanmoins, cette version s'est avérée moins performante en pratique que celle qui consiste à
croiser et à muter les paramètres de la fonction d'agrégation. Un tableau de résultats vien-
dra appuyer ces a�rmations dans les sections correspondant aux applications. Ainsi, nous
présentons uniquement la version basée sur les paramètres de la fonction d'agrégation.

Notre algorithme, nommé RIGA pour Regret-Based Incremental Genetic Algorithm en
anglais, prend en entrée un problème d'optimisation combinatoire multi-objectifs, un seuil
de tolérance δ ≥ 0, une fonction scalarisante fλ dont les paramètres λ sont inconnus et un
ensemble de données de préférences Θ (potentiellement vide). On commence par générer une
population initiale de la manière suivante :

Population initiale : pour générer la population initiale, notée P , nous devons générer un
ensemble de paramètres admissibles. Ensuite, pour chaque paramètre généré λ, nous devons
déterminer une solution xλ qui est (presque) optimale pour la fonction de scalarisation fλ,
la population est ainsi consituée de couple (λ, xλ). Pour ce faire, nous utilisons un algo-
rithme de résolution e�cace existant (par exemple, l'algorithme de Prim pour le problème
de l'arbre couvrant minimum avec une somme pondérée). Ces paramètres pourraient être
générés uniformément au hasard. Cependant, nous proposons plutôt de générer les points
extrêmes du polyèdre ΛΘ, car cela donne de meilleurs résultats en pratique. Notons que, en
fonction de l'ensemble initial Θ, le nombre de points extrêmes peut être exponentiel en le
nombre d'objectifs (mais ce nombre reste relativement petit si l'ensemble initial Θ est vide).
Puis l'algorithme itère les étapes suivantes :

Sélection : à cette étape, nous souhaitons sélectionner les K meilleures couples (λk, xk) de la
population P . Pour ce faire, nous allons procéder en plusieurs étapes :

1. On commence par supprimer les solutions ΛΘ-dominées, c'est-à-dire toutes les so-
lutions xk pour lesquelles il existe une solution xl dans la population telle que
fλ(x

l) ≤ fλ(x
k) pour tout λ ∈ ΛΘ (avec au moins un λ ∈ Λ pour lequel on a

fλ(x
l) < fλ(x

k)). Cette étape peut être réalisée de manière e�cace en pratique en
utilisant les sommets du polyèdre ΛΘ ou la programmation linéaire. On note XP l'en-
semble des solutions restantes.

2. À présent, on cherche la meilleure solution de l'ensemble XP . Pour ce faire, on procède
comme dans l'algorithme de recherche locale interactive dans les di�érents voisinages.
Plus précisément, tant que MMR(XP ,ΛΘ) > δ, on demande au décideur de comparer
deux solutions x, x′ dans XP et on met à jour l'ensemble ΛΘ en ajoutant la contrainte
fλ(x) ≤ fλ(x

′) (ou fλ(x) ≥ fλ(x
′)). Une fois que MMR(XP ,ΛΘ) ≤ δ, on garde une

solution x∗ arbitrairement choisie dans arg minx∈XP
MR(x,XP ,ΛΘ).

3. En�n, on utilise la solution x∗ pour sélectionner les K − 1 solutions restantes. Plus
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précisément, nous gardons les K − 1 solutions dans XP qui sont les plus proches de
x∗ au sens de la distance Euclidienne. On note PK cet ensemble de K solutions.

Croisement : comme mentionné précédemment, les croisements se font sur les vecteurs de
paramètres. On utilise un croisement par combinaison linéaire convexe. Plus précisément, à
partir de deux couples parents (λ1, x1) et (λ2, x2) dans la population PK , on crée un nouveau
couple (λ3, x3) de la manière suivante. On choisit une valeur α ∈ [0, 1] par tirage aléatoire
uniforme, puis on dé�nit λ3 = α × λ1 + (1 − α) × λ2. Cet opérateur de croisement est
particulièrement adapté à notre contexte, car à partir de deux paramètres admissibles, on
crée un �ls dans le polyèdre des paramètres admissibles (puisque le polyèdre est convexe,
étant donné que fλ est linéaire en λ). Si le jeu de poids ainsi formé n'est pas muté, la solution
x3 est ensuite obtenue en résolvant le problème pour la fonction fλ3 . Sinon une mutation,
dé�nie de la façon suivante, est appliquée avant la résolution.

Mutation : selon un certain pourcentage de chance, noté µ, une mutation peut être e�ectuée
sur l'individu issu du croisement. Dans notre cas, un nombre aléatoire est tiré selon une loi
normale. Dans le but de pouvoir jouer sur l'amplitude de cette valeur, on la multiplie par
un certain σ déterminé au préalable. Plus σ est grand, plus la mutation modi�era l'individu.
On tire ensuite aléatoirement un critère (un gène) dans le vecteur (génome), λ3, de l'individu
auquel on ajoute la valeur aléatoire multipliée par σ. Après normalisation, le nouvel individu
est formé. De la même façon que l'individu non sélectionné pour la mutation, la solution x3

est ensuite obtenue en résolvant le problème pour la fonction fλ3

Terminaison : On itère les étapes précédentes jusqu'à ce que le critère d'arrêt soit véri�é.
Ici, nous proposons de nous arrêter après un nombre �xé de générations, noté M . L'algo-
rithme retourne alors une solution x∗ dans l'ensemble arg minx∈P ∗MR(x,X ∗P ,ΛΘ) où P ∗ est
la dernière population.

Cet algorithme est disponible dans une version résumée ci-dessous.

Algorithme 4 Regret-Based Incremental Genetic Algorithm (RIGA)

1: Initialisation des paramètres admissibles : ΛΘ ← {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
2: Génération de la population initiale : P ← GenerationPopulationInitiale(ΛΘ)
3: Lancement de la boucle évolutionnaire :
4: for 1 à M do

5: XP ← Croisement&Mutation(P, S, σ, µ) ∪ P
6: while MMR(XP ,ΛΘ) > δ do
7: (x, x′)← Question(P ∗)
8: Mise à jour des données de préférences :
9: Θ← Θ ∪ {(y(x), y(x′))}
10: ΛΘ ← {λ : ∀(a, b) ∈ Θ, fλ(a) ≤ fλ(b)}
11: end while

12: x∗ ← arg minx∈P ∗MR(x,X ∗P ,ΛΘ)
13: P ← k-meilleurs(P, k)
14: end for

15: return x∗
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L'algorithme 4 prend en entrées un seuil de tolérance δ, µ un taux de mutation et σ un
réel qui permet de moduler l'amplitude de la mutation. On a également M , le nombre de
générations, et S la taille de la population P . La ligne 2 a pour objectif de déterminer la
première population et la boucle 4 à 13 représente la sélection par méthode génétiques

2.1.3 Garanties de performances : temps et nombre de questions

Proposition 2.1.1. Pour tout problème combinatoire multi-objectifs avec des préférences
représentées par un opérateur somme pondérée, un opérateur OWA ou les intégrales de Cho-
quet, si le problème peut être résolu (exactement ou approximativement) en temps polynomial
(en la taille du problème) lorsque les préférences sont précisément connues, alors RIGA et
ILS peuvent être implémentés de telle sorte qu'ils s'exécutent en temps polynomial et ne
demandent pas plus qu'un nombre polynomial de questions.

En e�et, on note que notre algorithme RIGA possède di�érents paramètres réglables : S
la taille de la population (générée par les croisements et les mutations), K < S le nombre de
couples sélectionnés pour la génération suivante etM le nombre de pas de la boucle (lignes 4 à
12 dans l'algorithme 4). Notre algorithme ILS possède également un nombre itmax d'itérations
possibles (ligne 13 dans l'algorithme 3). A�n d'obtenir des méthodes polynomiales, nous
devons clairement �xer M , S (pour la méthode génétique) et itmax (pour la recherche locale)
à certaines valeurs entières qui sont également polynomiales.

Puisque le nombre d'itérations de la boucle externe est polynomial pour ILS et RIGA, le
nombre de questions générées est également polynomial si et seulement si le regret minimax
de X ∗ (XP avec RIGA) tombe en dessous de δ après un nombre polynomial de questions de
comparaison à chaque itération des procédures de recherche. Pour cela, on peut simplement
appliquer la Stratégie de Solution Courante (CSS) [Boutilier et al., 2006] (cf. Section 1.3.2).
En procédant ainsi, on peut s'assurer que le regret minimax sera égal à zéro après au plus
|X ∗| − 1 (|XP | − 1 avec RIGA) questions puisqu'au moins une solution est éliminée après
chaque requête de comparaison.

Nous venons de prouver que le nombre d'itérations est polynomial lors de l'application de
la stratégie CSS. Par conséquent, il nous su�t de prouver que les calculs MMR peuvent être
e�ectués en temps polynomial. Rappelons que MMR(X ∗,ΛΘ) (MMR(XP ,ΛΘ) avec RIGA)
peut être obtenu en résolvant au plus |X ∗|2 PMR (|XP |2 = |S|2 avec RIGA). Les dé�nitions
sont données dans la Section 1.3.1). Par conséquent, il su�t de montrer que les PMR peuvent
être calculés en temps polynomial.

On sait que fλ(a) =
∑n

j=1 λjaj est linéaire en a avec λ �xé, et on peut déduire que les
calculs des PMR(x, x′,ΛΘ) peuvent être e�ectués en un temps polynomial avec une somme
pondérée.

Pour les agrégateurs OWA, même si fλ(a) =
∑n

j=1 λja(j) est non linéaire en a pour des
paramètres �xes λ, il est linéaire en λ pour a �xe. Ainsi, PMR(x, x′,ΛΘ) peut être obtenu
en temps polynomial en résolvant le programme linéaire présenté en Section 1.3.1.

Puisque fλ(a) est linéaire en λ pour a �xé avec les intégrales de Choquet, le
PMR(x, x′,ΛΘ) peut être obtenu en résolvant le programme linéaire 1.3.2 dé�nit en Sec-
tion 1.3.1.
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2.2 Application au problème du voyageur de commerce

Dans cette section, on présente les résultats numériques obtenus par nos deux méthodes,
ILS et RIGA pour le problème du voyageur de commerce symétrique. Dans un premier temps,
avant de présenter les performances de nos algorithmes, on présente le problème ainsi que les
adaptations nécessaires pour employer ILS ou RIGA.

2.2.1 Formalisation du problème et résolution exacte avec para-

mètres connus

Le problème du voyageur de commerce symétrique, ou TSP (pour Traveling Salesman
Problem), est dé�ni par un graphe non orienté G = (V,R), où V est l'ensemble des n÷uds
et R est l'ensemble des arêtes, et par une fonction de coût associant une évaluation à chaque
arête du graphe. Pour le TSP multi-objectifs, la fonction de coût associe un vecteur de valeurs
cr à chaque arête r ∈ R représentant son évaluation sur les di�érents objectifs (comme la
durée, la distance, le prix, etc. ). Pour ce problème, l'ensemble de tous les cycles passant une
seule fois par tous les sommets du graphe (aussi appelés cycles hamiltoniens) est l'ensemble X
des solutions réalisables. Ainsi, à toute solution x ∈ X , on associe le vecteur de performances
y(x) dé�ni par la somme des coûts cr pour toutes les arêtes r appartenant au cycle x.

À titre illustratif, l'exemple suivant décrit une instance de ce problème.

Exemple 2.2.1. Considérons l'instance du TSP tri-objectifs à 6 villes représentée en Figure
2.3 ; les coûts sont indiqués directement sur les arêtes. Pour ce problème, il y (6−1)!

2
= 60

solutions (cycles hamiltoniens) di�érentes. Par exemple, le cycle x0 = ABFECDA a pour
image le point (24, 33, 29) et est représenté en rouge sur la �gure.

A

BF

CE

D

(4, 9, 6)

(5, 12, 11)
(7, 12, 6)

(7, 8, 6)

(2, 8, 5)

(2, 4, 5)

(3, 4, 5)

(4, 2, 1)

(3, 2, 3)

(3, 4, 7)

(2, 4, 5)

(3, 5, 7)

(3, 4, 6)

(5, 7, 7)

(5, 4, 2)

Figure 2.3 � Graphe G = (V,R) et x0 = ABFECDA une solution réalisable.
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Résolution exacte avec paramètres connus

Dans le but d'évaluer nos méthodes, nous devons disposer d'un solver dédié à ce problème
lorsque les paramètres sont connus. Ainsi, cette sous-section décrit les méthodes utilisées selon
la fonction scalararisante choisie pour représenter les préférences du décideur.

Somme pondérée Grâce au caractère linéaire de la somme pondérée, nous pouvons, pour
ce problème, utiliser le solveur TSP exact Concorde 1.

Pour OWA et l'intégrale de Choquet, nous utilisons les mêmes méthodes de linéarisation
que celles données dans la Section 1.2.1 mais adaptée au TSP symétrique comme présenté
ci-dessous.

OWA Dans le but de présenter notre algorithme de résolution exacte, on dé�nit plus for-
mellement le problème du voyageur de commerce en se basant sur la description faite en
début de section :

� Données : soit G = (V,R) un graphe complet avec |V | = q villes et cpij le vecteur coût
correspondant aux scores de l'arête entre la ville i et la ville j. On a i, j ∈ {1, ..., q} et
p le nombre de critères.

� Objectif : déterminer un cycle hamiltonien de valeur OWA minimale entre ces q villes.
� Variables : on note xij = 1 si la ville i est suivie de la ville j et 0 sinon.
L'utilisation de l'ingénieuse linéarisation d'un OWA [Ogryczak and �liwi«ski, 2003]

conduit le problème de maximisation d'un OWA à la formulation du programme linéaire
suivant :

min

p∑
i=1

(λi − λi+1)(iri +

p∑
j=1

dij)

s.t. ri + dij ≥ yj(x) ∀i, j ∈ {1, . . . , p}
dij ≥ 0 ∀i, j ∈ {1, . . . , p}
ri ∈ {0, 1}
dij ∈ {0, 1}

Les termes r et d sont issus de la dualisation du problème principal utilisant la forme de
Lorenz pour exprimer le vecteur OWA (cf. Section 1.2.1).

Dans le but de résoudre des instances correspondant au problème du voyageur de com-
merce de manière e�cace, il est nécessaire d'ajouter des contraintes à ce programme. Il est im-
posé de passer une seule fois par chacune des villes, avec élimination des sous-tours par formu-
lation DFS (pour les auteurs nommés Dantzig, Fulkerson et Johnson [Dantzig et al., 1954]).
Nous utilisons une version optimisée de résolution où, pour la première résolution, on impose
seulement que chaque sommet soit visité, puis une fois la solution retournée si un, ou des,

1. http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde

http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde
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sous-tours sont formés alors on ajoute une contrainte dans le but de briser ces sous-tours 2.
Ensuite, on réitère avec la ou les, contraintes supplémentaires jusqu'à trouver une solution
sans sous-tour. De cette façon, on obtient le programme suivant :

min

p∑
i=1

(λi − λi+1)(iri +

p∑
j=1

dij)

s.t. ri + dij ≥ yj(x) ∀i, j ∈ {1, . . . , p} (2.1)

dij ≥ 0 ∀j, i ∈ {1, . . . , p} (2.2)∑
l∈V

xkl = 1 ∀k ∈ {1, . . . , |V |} (2.3)∑
k∈V

xkl = 1 ∀l ∈ {1, . . . , |V |} (2.4)

Élimination des sous-tours∑
i∈S

∑
j∈S,i6=j

xij ≤ |S| − 1 ∀S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 1 (2.5)

xij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ {1, . . . , |V |} (2.6)

Les contraintes (2.1) et (2.2) correspondent à la linéarisation de l'OWA et les contraintes
(2.3) et (2.4) correspondent aux contraintes d'incidences, c'est-à-dire imposent deux arêtes
incidentes pour chaque sommet. La contrainte (2.5) brise les sous-tours (après véri�cation)
de la solution générée à l'aide des contraintes précédentes. La fonction objectif reste la mini-
misation d'un OWA.

Intégrale de Choquet 2-additive Avec une intégrale de Choquet, le principe est le même
que précédemment, c'est-à-dire que l'on combine les contraintes du problème à la minimisa-
tion d'une intégrale de Choquet 2-additive. Ainsi, en utilisant la notion d'inverse de Möbius
pour les fonctions de croyance (cf. Section 1.2.2 pour plus de détails), nous obtenons la
formulation suivante [Branke et al., 2016] :

min
∑

A⊆{1,...,p}

m(A) min
j∈A

yj(x)

s.t. m({i}) ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , p} (2.7)

m({i}) +
∑
j∈T

m({i, j}) ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , p} et ∀T ⊆ {1, . . . , p}\{i}, T 6= ∅ (2.8)

2. Utilisations de LAZYCUT avec CPLEX
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C'est une somme pondérée appliquée sur le vecteur à valeurs réelles de taille 2p dont les
composants sont minj∈A yj(x) pour A ⊆ {1, . . . , p}. La contrainte (2.7) impose que les valeurs
des masses de Möbius des singletons soient positives ou nulles. Avec la contrainte (2.8), on
contraint la somme de tous les couples formés avec un singleton i à avoir une masse de Möbius
inférieur ou égale à la masse de Möbius du singleton i.

À la suite de ces contraintes, il est nécessaire d'ajouter les contraintes correspondantes
au problème du voyageur de commerce.

2.2.2 Adaptations d'ILS

Premièrement, un ensemble de m = 100 solutions initiales est obtenu en optimisant
fλ à l'aide d'une heuristique, pour 100 vecteurs de pondération générés aléatoirement
λ. Pour le modèle de somme pondérée, nous utilisons l'heuristique de Lin-Kernighan 3

qui est l'une des meilleures heuristiques pour résoudre le TSP [Lin and Kernighan, 1973,
Applegate et al., 2003] à objectif unique. Pour l'opérateur OWA et l'intégrale de Cho-
quet, nous proposons d'appliquer une recherche locale simple basée sur des échanges 2-
opt [Croes, 1958]. En e�et, l'utilisation d'une méthode exacte pourrait être prohibitive en
termes de temps d'exécution.

Le voisinage 2-opt est l'ensemble des solutions obtenues par échange de deux arêtes.
Toutes les combinaisons d'échanges sont considérées. Un exemple d'échange de 2 arêtes est
donné en Figure 2.4. On part de la solution A − C −D − E − B − F − A et on obtient la
solution A−D − C − E −B − F − A

A

BF

CE

D

(a)

A

BF

CE

D

(b)

Figure 2.4 � Illustration d'un 2-opt.

Sur l'ensemble de solutions initiales ainsi construit, nous sollicitons le décideur jusqu'à
ce que le minimax regret tombe en dessous du seuil δ1 = 0.1 (soit 10% du regret initial), et
ensuite la solution de départ est choisie arbitrairement parmi les solutions optimales selon le
critère de décision du regret minimax.

3. http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde

http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde
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Pour la procédure de recherche locale, la fonction de voisinage est également dé�nie par
un algorithme 2-opt. A�n de sélectionner la solution courante suivante, on pose des questions
pour discriminer les solutions non dominées au sens de Pareto au sein du voisinage. Des tests
ont été réalisés avec un voisinage 3-opt (échange de 3 arêtes). Le temps d'exécution ainsi que
le nombre de questions ont considérablement augmenté alors que la qualité de la solution
retournée ne se trouvait pas améliorer de façon notable. En e�et, les tailles de voisinages sont
plus importantes avec l'utilisation d'un 3-opt.

À chaque étape de l'itération, nous posons des questions entre deux solutions de ce voisi-
nage jusqu'à ce que le regret minimax tombe en dessous d'un seuil donné δ2 = 0.4 puis nous
nous déplaçons vers une solution voisine qui minimise le regret maximal.

Les seuils δ1 et δ2 utilisés pour ces méthodes sont issus d'une série de tests permettant
d'identi�er les paramètres donnant les meilleurs résultats (c'est-à-dire un bon compromis
entre nombre de questions, temps d'exécution et qualité de la solution). En e�et, si δ1 = 0
alors on pose trop de questions avant le lancement de la recherche locale, ce qui pénalise la
méthode. A l'inverse, si δ1 ≥ 0.2 alors la solution initiale n'est pas de qualité su�sante et la
recherche locale e�ectue plus d'itérations (temps d'exécution plus lent et nombre de questions
plus élevé). De la même façon, si δ2 est trop petit (δ2 ≤ 0.3) alors on pose trop de questions
mais s'il est trop grand (δ2 ≥ 0.5) alors la recherche locale s'arrête trop tôt et la solution est
de moins bonne qualité. La valeur m (nombre de points de départ) est aussi déterminée par
des tests, ainsi, si m est trop petit (m = 50), alors la qualité de la solution initiale est trop
faible, et si m est trop grand (m ≥ 150) alors on pose trop de questions a�n de déterminer
la meilleure solution de départ.

La section suivante présente une exécution de notre algorithme.

2.2.3 Illustration de l'algorithme de recherche locale interactif

Dans l'exemple suivant, les paramètres employés sont simpli�és. Ainsi, on applique l'al-
gorithme ILS avec δ = (δ1, δ2) = (0, 0) sur une petite instance en considérant un voisinage
2-opt. Seulement deux solutions de départ potentielles sont utilisées.

Exemple 2.2.2. Soit l'instance du TSP tri-objectifs de 6 villes présenté en Figure 2.3. L'en-
semble X de solutions réalisables est l'ensemble de tous les cycles Hamiltoniens.

Les préférences du décideur sont représentées par une somme pondérée dé�nie avec le jeu
de poids caché λ∗ = (0.2, 0.1, 0.7) et nous commençons l'exécution avec un ensemble vide
de données de préférences connues, Θ = ∅. Ainsi, ΛΘ est initialement l'ensemble de tous
les vecteurs de paramètres possibles, λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1]3 tels que λ1 + λ2 + λ3 = 1.
On représente ΛΘ par le triangle en Figure 2.5 (dans l'espace formé par (λ1, λ2), λ3 est
implicitement dé�ni par λ3 = 1− λ1 − λ2).
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Figure 2.5 � ΛΘ intial.

Identi�cation d'une bonne solution de départ : Dans un premier temps, on choisit
de générer m = 2 vecteurs poids λ1 et λ2 de manière aléatoire et on détermine alors les
solutions optimales correspondantes x1 and x2. Si λ1 = (0.6, 0.3, 0.1) et λ2 = (0.3, 0.6, 0.1),
nous obtenons les cycles Hamiltoniens x1 et x2 avec l'évaluation suivante : y(x1) = (19, 34, 30)
et y(x2) = (21, 32, 27). Ainsi X0 = {x1, x2}. Puisque MMR(X0,ΛΘ) = 2 > δ1, on demande
au décideur de comparer x1 et x2. Comme fλ∗(y(x1)) = 28.2 > fλ∗(y(x2)) = 26.3, le décideur
préfère la solution x2 à x1. Ainsi, on met-à-jour l'ensemble Θ = {((21, 32, 27), (19, 34, 30))} et
ΛΘ est restreint en imposant la contrainte fλ(y(x2)) ≤ fλ(y(x1)), c'est-à-dire λ2 ≤ −5λ1 + 3.
On peut observer cela en Figure 2.6(a) où ΛΘ est représenté par ABDE. Maintenant, on a
MMR(X0,ΛΘ) = MR(x2,X0,ΛΘ) = 0 ≤ δ1, et donc x2 est choisie pour être la solution de
départ (c'est-à-dire x∗ = x2).

Recherche Locale : À la première étape, trois voisins 2-opt de x∗ sont Pareto non-
dominés, et l'ensemble X ∗ possède quatre solutions, notées x1, x2(= x∗), x3 et x4 évaluées de
la manière suivante : y(x1) = (23, 34, 26), y(x2) = (21, 32, 27), y(x3) = (19, 34, 30) et y(x4) =
(20, 31, 30). Puisque MMR(X ∗,ΛΘ) = 1 > δ2, on demande au décideur de comparer deux
solutions dans X ∗ : x1 et x∗. Comme fλ∗(y(x1)) = 26.2 < fλ∗(y(x∗)) = 26.3, le décideur pré-
fère x1 à x∗. Nous obtenons alors Θ = {((21, 32, 27), (19, 34, 30)), ((23, 34, 26), (21, 32, 27))}
et ΛΘ est réduit par la contrainte linéaire fλ(y(x1)) ≤ fλ(y(x∗)), c'est-à-dire λ2 ≤ −λ1 + 1

3
λ3.

Nous pouvons l'observer en Figure 2.6(b) où ΛΘ est représenté par le triangle AGF. Nous
arrêtons alors de poser des questions à cette étape puisque nous avons MMR(X ∗,ΛΘ) =
MR(x1,X ∗,ΛΘ) = 0 ≤ δ2. On se déplace de x∗ = x2 à x1 pour la prochaine étape (c'est-à-
dire x∗ = x1).

À l'itération suivante, X ∗ inclut seulement trois solutions non dominées, notées x1(=
x∗), x2 et x3 avec y(x1) = (23, 34, 26), y(x2) = (21, 32, 27) et y(x3) = (19, 33, 31).
Puisque MMR(X ∗,ΛΘ) = 0 ≤ δ2, aucune question n'est générée à cette étape. De plus,
MR(x∗,X ∗,ΛΘ) = 0 ≤ δ2 et x∗ est donc un optimum local (la variable amélioration passe à
false et la boucle s'arrête).
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Figure 2.6 � Évolution de ΛΘ au cours de l'exécution de l'algorithme 3.

Après deux itérations, l'algorithme ILS s'arrête donc et retourne la solution x∗ = x1

d'évaluation (23, 34, 26) et correspondant au cycle A − D − C − B − E − F − A qui est la
solution optimale du décideur pour ses paramètres et ce problème. On remarque que seulement
deux questions ont été nécessaires pour la déterminer parmi 60 solutions réalisables,dont 10
sont Pareto-Optimales.

Dans la section suivante, on s'intéresse à notre algorithme RIGA basé sur le principe de
la génétique et sur les adaptations faites pour son application au problème du voyageur de
commerce.

2.2.4 Adaptations de RIGA

Rappelons que RIGA génère de nouvelles solutions en utilisant une méthode de résolution
existante conçue pour le problème avec des poids connus. Pareillement à la recherche locale,
la résolution exacte du problème du voyageur de commerce multi-objectifs avec poids précis
peut être prohibitive en termes de temps d'exécution. Par conséquent, nous proposons plutôt
d'utiliser des méthodes heuristiques pour obtenir des solutions de bonne qualité plus e�cace-
ment. Pour le modèle de somme pondérée, nous utilisons l'heuristique de Lin-Kernighan 4 et
pour les intégrales OWA et de Choquet, on utilise la recherche locale simple avec le voisinage
2-opt. RIGA implémenté avec ces heuristiques sera désigné par RIGAH par la suite, tandis
que RIGA utilisant des méthodes exactes est simplement noté RIGA.

Le Tableau 2.1 montre les résultats obtenus par RIGA et RIGAH sur les mêmes instances
euclidiennes symétriques du TSP avec 50 villes. Comme prévu, RIGA est très lent et le
délai autorisé (de 900 secondes) est dépassé lorsqu'on considère 5 critères ou plus pour OWA
et Choquet. Nous observons également que le temps de calcul est considérablement réduit

4. http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde

http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde
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Somme pondérée OWA Choquet

méthode p temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%)

RIGA
3 66.17 14.8 0.00 546.86 5.5 0.00 235.63 23.3 0.60

5 68.35 22.6 0.16 / / / / / /

RIGAH
3 11.57 14.9 0.01 5.80 4.1 0.91 15.58 23.6 0.69

5 10.45 22.2 0.10 3.75 2.7 0.46 16.67 27.9 0.80

Table 2.1 � Résultats obtenus par RIGA et RIGAH avec δ = 0, M = 20, S = 40 and K = 5.

lorsque l'on utilise des heuristiques au lieu de méthodes exactes. Par exemple, pour des
instances avec 3 critères, RIGAH est 6 fois plus rapide que RIGA pour la somme pondérée,
109 fois plus rapide pour OWA et 15 fois pour Choquet. De plus, les erreurs obtenues par
RIGAH ne sont que légèrement supérieures à celles de RIGA, et le nombre de questions est
presque identique. Par conséquent, RIGAH surpasse clairement RIGA pour le TSP et c'est
cette adaptation que nous utiliserons dans la suite de cette section.

Comme constaté lors de la description des méthodes évolutionnaires générales (cf. Section
1.1.3) ou encore lors de la description détaillée de notre algorithme RIGA, de nombreux
paramètres sont à dé�nir pour ce type de méthode. A�n de déterminer les meilleures valeurs
pour RIGAH , nous exécutons l'algorithme en considérant toutes les combinaisons possibles
entre ces di�érents paramètres : M = 10, 20, 30, S = 20, 40, 60, et K = 2, 5, 10 (avec M le
nombre de générations, S la taille de la population et K la taille de la sélection). Les résultats
numériques de ces tests sont disponibles dans le Tableau 2.2.

Somme pondérée OWA Choquet

M S K temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%)

10

20
2 4.85 12.9 1.34 0.98 2.2 0.49 5.26 18.0 2.59
5 5.31 12.8 1.40 1.32 2.3 0.50 5.12 18.4 3.10
10 5.76 13.1 1.53 1.13 2.4 0.51 4.89 17.6 3.00

40
2 5.48 13.0 1.81 1.95 2.2 0.46 10.74 18.2 1.93
5 5.88 12.9 3.52 2.00 2.7 0.47 10.47 18.0 1.70
10 6.32 13.1 3.22 2.12 2.6 0.48 9.97 17.8 1.87

60
2 7.57 12.8 1.10 2.38 2.4 0.46 14.45 17.6 1.44
5 7.94 12.9 1.20 2.80 3.1 0.46 15.44 18.5 1.72
10 9.12 12.8 1.54 2.77 2.9 0.46 13.81 17.1 1.63

20

20
2 5.31 22.3 0.22 2.05 2.3 0.47 9.56 27.8 1.10
5 5.81 22.2 0.29 2.00 2.7 0.48 10.20 28.5 1.17
10 7.12 22.3 0.43 2.28 2.8 0.48 8.94 27.3 1.28

40
2 9.68 22.4 0.13 3.23 2.5 0.46 15.48 23.7 0.67
5 10.45 22.2 0.10 3.75 2.7 0.46 16.64 27.9 0.80
10 12.96 22.8 0.22 3.82 3.4 0.47 17.39 28.4 1.03

60
2 14.84 22.6 0.14 5.01 2.8 0.46 25.37 28.1 0.92
5 15.34 22.5 0.14 4.95 3.9 0.46 25.62 27.5 0.82
10 15.79 22.7 0.07 5.45 4.1 0.46 26.01 27.8 1.01

30

20
2 7.34 28.2 0.04 2.68 2.6 0.46 12.15 38.4 0.83
5 7.98 28.1 0.06 3.02 2.9 0.47 12.08 38.4 0.82
10 9.60 29.7 0.21 3.50 2.7 0.46 12.40 37.7 0.92

40
2 13.48 28.8 0.15 4.92 3.2 0.46 23.13 37.7 0.58
5 14.98 29.0 0.06 5.26 3.9 0.46 23.99 37.9 0.66
10 17.50 30.3 0.06 6.03 3.9 0.46 25.75 37.5 0.66

60
2 21.23 29.4 0.02 8.62 2.5 0.46 36.05 38.3 0.51
5 22.32 29.5 0.08 7.79 4.1 0.46 36.19 37.5 0.61
10 24.02 30.2 0.08 8.68 4.9 0.46 37.04 38.1 0.65

Table 2.2 � Résultats obtenus avec variation des paramètres M , S et K par RIGAH avec p = 5,
δ = 0.5, et µ = 0.5.
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On voit que �xer M = 20, S = 40, et K = 5 donne le meilleur compromis en termes
de temps de calcul, de nombre de questions et d'erreur. En particulier, l'erreur devient trop
élevée lorsque le nombre de générations est faible (c'est-à-direM = 10), alors que le nombre de
questions et les temps de calcul deviennent trop importants lorsque le nombre de générations
est grand (c'est-à-direM = 30). L'algorithme RIGAH est trop lent lorsqu'il considère S = 60,
sans réduire l'erreur de manière signi�cative. Plus la taille de la sélection (K) augmente, et
plus le nombre de questions augmente, sans que la distance à l'optimale soit nécessairement
inférieure. Ainsi c'est la valeur compromis, soit K = 5, qui a été retenue.

Maintenant, nous cherchons à évaluer l'impact du taux de mutation sur les performances
de notre algorithme. Pour ce faire, nous utilisons di�érents taux de mutation : µ = 0.2, 0.5, 0.8.
Le paramètre µ = 0.5 conduit à un bon compromis entre le nombre de questions, le temps
de calcul et l'erreur. En particulier, l'erreur augmente en considérant une valeur plus petite
(c'est-à-dire µ = 0.2) car elle ne permet pas une diversité su�sante. Le temps de calcul et
l'erreur augmentent en utilisant une valeur plus grande (c'est-à-dire µ = 0.8). Nous utiliserons
donc µ = 0.5 par la suite.

Somme pondérée OWA Choquet
µ temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%)

0.2 11.16 22.4 0.59 3.82 2.5 0.50 15.12 26.9 1.48
0.5 10.45 22.2 0.10 3.75 2.7 0.46 16.64 27.9 0.80
0.8 12.76 22.6 0.14 3.98 2.8 0.48 18.03 27.6 1.00

Table 2.3 � Résultats obtenus avec µ = {0.2, 0.5, 0.8} par RIGAH avec p = 5.

Pareillement, di�érents seuils de tolérance ont été considérés et la valeur δ = 0.5 conduit
à un bon compromis entre le nombre de questions, le temps de calcul et l'erreur. En e�et,
l'utilisation d'une valeur plus petite induit un plus grand nombre de questions car plus de
questions sont nécessaires a�n de descendre en dessous de la valeur de regret visée. Notez que
l'augmentation de δ réduit les temps de calcul pour la somme pondérée et Choquet, mais pas
pour OWA. Cela est dû au fait que la méthode utilisée pour résoudre le problème avec des
poids connus est moins e�cace lorsqu'on considère des poids non équilibrés (c'est-à-dire très
di�érents de (1

p
, . . . , 1

p
)), qui sont plus susceptibles d'être sélectionnés lorsqu'on considère un

seuil de tolérance plus grand.

En�n, nous avons implémenté trois versions de notre algorithme :
� RIGA : l'algorithme proposé.
� RIGAKCSS : l'algorithme proposé mais au lieu d'utiliser la distance euclidienne pour

sélectionner les solutions à chaque étape de l'itération, nous sélectionnons les solutions
une par une en utilisant la stratégie de génération de questions CSS. Plus précisément,
nous générons d'abord des questions de préférences selon la stratégie CSS, jusqu'à
identi�er une solution dont le regret maximal est inférieur au seuil de tolérance donné.
Ensuite, cette solution est retirée de la population et le processus de sélection est itéré
sur l'ensemble des solutions restantes avec le même seuil de tolérance. Ce processus
s'arrête après avoir sélectionné K solutions.

� RIGAS : l'algorithme proposé mais au lieu d'appliquer les opérateurs génétiques sur
les vecteurs de paramètres, ils sont directement appliqués sur les solutions. Nous utili-
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sons ici des croisements en deux points et des mutations par permutation (les mêmes
opérateurs génétiques que ceux de NEMO, méthode développée dans le Chapitre 1).

En pratique RIGAS renvoie des solutions de très faible qualité, l'erreur étant supérieure à
20% même en considérant uniquement 3 critères. Pour réduire son erreur, il faut augmenter
le nombre de générations, mais la méthode pose alors trop de questions pour atteindre le
même niveau de qualité que RIGAH . Pour donner un exemple, pour p = 6 critères, nous
avons réussi à obtenir une erreur inférieure à 2% avec M = 1000 générations, S = 300
et K = 30 mais une moyenne de 75 questions ont été générées pendant l'exécution. De
même, c'est logiquement que RIGAH surpasse RIGAKCSS implémenté avec des heuristiques.
L'application des opérateurs génétiques sur les vecteurs de paramètres est plus e�cace que
leur application sur les solutions réalisables. Notez également que RIGAS est beaucoup plus
rapide que RIGA, car il ne nécessite pas de résoudre le problème considéré avec des poids
précis à chaque itération.

La section suivante présente une exécution de RIGA sur une petite instance du voyageur
de commerce.

2.2.5 Illustration de l'algorithme génétique interactif

Dans l'exemple ci-dessous et de la même manière que pour ILS, on illustre l'algorithme
RIGA avec des paramètres simpli�és. Ainsi, nous appliquons RIGA sur l'instance suivante
avec δ = 0, S = 5, K = 2, M = 2. Le taux de mutation reste inchangé, soit µ = 0.5.

Exemple 2.2.3. L'instance du problème multi-objectif du voyageur de commerce est la même
que celle de l'exemple précédent (cf. Figure 2.3). L'instance est composée de 6 villes avec
p = 3. Nous supposons ici que les préférences du décideur peuvent être représentées par un
opérateur OWA avec le poids croissant caché de la procédure λ∗ = (0.1, 0.3, 0.6).

λ∗
λ1

λ2

λ3

1

1

1

(a)

λ∗
1

1

1

λ1

λ2

λ3

(b)

Figure 2.7 � Représentation de ΛΘ selon l'utilisation d'un OWA à poids
croissants (a) ou d'une somme pondérée (b).

En comparaison à la somme pondérée, un OWA équitable réduit considérablement la taille
de l'ensemble des paramètres admissibles, comme nous pouvons l'observer en Figure 2.7.
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Phase d'initialisation : L'ensemble des vecteurs poids admissibles est initialement dé�ni
par ΛΘ = {λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1]3 : λ1 + λ2 + λ3 = 1 et λ1 ≤ λ2 ≤ λ3}. Notez que nous
pouvons supposer que ΛΘ est un polyèdre convexe tout au long de cette sous-section puisque
toute contrainte du type fλ(a) ≤ fλ(b) est linéaire en λ pour tout vecteur de performance
�xe a. Dans la Figure 2.8, l'ensemble initial ΛΘ est représenté par le triangle dans l'espace
(λ1, λ2), λ3 étant dé�ni par λ3 = 1 − λ1 − λ2 (pour plus de lisibilité dû à l'utilisation d'un
OWA équitable). Les points extrêmes de ΛΘ sont (0, 0.5, 0.5), (1

3
, 1

3
, 1

3
) et (0, 0, 1).

Population initiale : A�n de générer la population initiale, nous déterminons une
solution quasi-optimale pour chaque point extrême du polyèdre ΛΘ (en utilisant une pro-
cédure de recherche locale par exemple). On obtient P = {(λA, xA), (λB, xB), (λC , xC)} où
λA = (0, 0.5, 0.5), λB = (1

3
, 1

3
, 1

3
), λC = (0, 0, 1), y(xA) = (49, 52, 60), y(xB) = (39, 50, 66), et

y(xC) = (56, 57, 58).

Première itération : Puisque |P | = 3 et S = 5, nous devons générer 2 individus sup-
plémentaires. En appliquant l'opérateur de croisement sur λA = (0, 0.5, 0.5) et λB = (1

3
, 1

3
, 1

3
),

puis en e�ectuant une mutation gaussienne sur le premier objectif, on obtient le vecteur sui-
vant λ1 = (0.27, 0.33, 0.40). La fonction fλ1 est alors optimisée, ce qui permet de générer la
solution x1 dont le vecteur de coût est (39, 50, 66). Le couple (λ1, x1) est ensuite ajouté à P .
En appliquant l'opérateur de croisement sur λB = (1

3
, 1

3
, 1

3
) et λC = (0, 0, 1), et après avoir

e�ectué une mutation gaussienne sur le second objectif, on obtient λ2 = (0.27, 0.33, 0.40) et
le cycle x2 dont le vecteur de coût est (56, 57, 58). Le couple (λ2, x2) est alors inséré dans P .
On a maintenant une population complète.

L'étape de sélection commence. Nous posons des questions au décideur jusqu'à ce que
MMR(XP ,ΛΘ) ≤ δ = 0, où XP = (xA, xB, xC , x1, x2). Puisque MMR(XP ,ΛΘ) = 2 > 0,
nous demandons au décideur de comparer deux solutions dans XP , disons xA et xB. Puisque
fλ∗(y(xA)) = 56.5 < fλ∗(y(xB)) = 58.5, le décideur répond : �La solution xA est meilleure
que la solution xB�. Alors Θ est mis à jour en ajoutant le couple (y(xA), y(xB)) ; on a donc
Θ = {((49, 52, 60), (39, 50, 66))}. Par conséquent, l'ensemble des paramètres admissibles ΛΘ

est restreint par la contrainte linéaire fλ(y(xA)) ≤ fλ(y(xB)), c'est-à-dire λ2 ≤ 3λ3 − 5λ1.
Maintenant, ΛΘ est représenté par le triangle DCE dans la Figure 2.8(a), et nous avons
MMR(XP ,ΛΘ) = 2 > 0. Puisque le regret minimax est supérieur au seuil, nous demandons
au décideur de comparer deux solutions dans XP , disons xC et xB. Le décideur préfère la
solution xB à la solution xC puisque nous avons fλ∗(y(xB)) = 56.5 < fλ∗(y(xC)) = 57.5.
On met alors à jour Θ en insérant le couple ((49, 52, 60), (56, 57, 58)) et on restreint ΛΘ

en imposant la contrainte linéaire fλ(y(xA)) ≤ fλ(y(xC)), c'est-à-dire que λ2 ≤ 2
5
λ3 − 7

5
λ1

(ΛΘ est maintenant représenté par DCFG dans la Figure 2.8(b)). Nous avons maintenant
MMR(XP ,ΛΘ) = MR(xA, XP ,ΛΘ) = 0 (la boucle while s'arrête). Nous devons sélectionner
des solutions pour la population suivante. Ici, nous avons x∗ = xA. Puisque K = 2, nous
devons sélectionner un couple supplémentaire pour la prochaine génération. Nous choisissons
xC car c'est la solution la plus proche de x∗ selon la distance euclidienne. Ainsi, nous avons
P = {(λC , xC), (λA, xA)} pour la prochaine étape.

Seconde itération : Puisque |P | = 2 et S = 5, nous devons générer trois couples
supplémentaires. Après avoir appliqué les opérateurs de croisement et de mutation sur λA et
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Figure 2.8 � Évolution de ΛΘ durant l'exécution de l'algorithme 4.

λC, nous obtenons (0, 0.41, 0.59), (0, 0.21, 0.79) et (0, 0.18, 0.82). Nous optimisons ensuite les
fonctions OWA correspondantes et nous obtenons des solutions x3, x4 et x5 dont les vecteurs
de coût sont y(x3) = (49, 52, 60), y(x4) = (56, 57, 58) et y(x5) = (56, 57, 58) respectivement.
Par conséquent, nous avons P = {(λA, xA), (λC , xC), (λ3, x3), (λ4, x4), (λ5, x5)}. Nous n'avons
pas besoin de poser une question à cette étape car MMR(XP ,ΛΘ) = MR(xA, XP ,ΛΘ) = 0 ≤
δ. À cette étape, nous avons x∗ = xA.

PuisqueM = 2, RIGA n'e�ectue que deux d'itérations et s'arrête en retournant la solution
x∗ = xA (correspondant au cycle A − D − C − B − E − F − A), qui est ici optimale selon
les préférences du décideur. Dans cet exemple, seulement 2 questions ont été nécessaires pour
discriminer les 10 solutions Pareto-optimales.

2.2.6 Résultats expérimentaux

Nous comparons les performances de nos algorithmes à celles obtenues par les méthodes
existantes suivantes :

Necessary-preference-enhanced Evolutionary Multi-objective Optimizer
(NEMO) Dans cet algorithme génétique [Branke and Deb, 2005] (décrit plus en
détail en Section 1.1.3), les opérateurs de mutation et de croisement sont appliqués sur les
solutions (au lieu des vecteurs de pondération), et une méthode de sélection par tournoi
est utilisée pour construire les populations. L'opérateur de mutation consiste simplement à
échanger la position de deux gènes choisis au hasard. L'opérateur de croisement dépend du
problème considéré : nous utilisons ici le croisement en deux points. Nous e�ectuons une
recherche locale pour chaque solution générée a�n d'obtenir une population de meilleure
qualité. Plus précisément, nous partons de la solution générée, et nous utilisons une recherche
locale simple basée sur la fonction de voisinage 2-opt. Les améliorations locales sont dé�nies
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par une fonction d'agrégation donnée fλ, générée aléatoirement avant l'exécution de la
recherche locale.

À chaque étape de l'itération, la programmation linéaire est utilisée pour classer les solu-
tions dans la population actuelle, en utilisant les informations de préférence recueillies ainsi
que la crowding distance. Dans cette méthode, une requête de préférence est générée toutes
les 10 générations : on demande au décideur de comparer deux solutions potentiellement
bonnes sélectionnées parmi celles de la population actuelle. Dans nos expériences, la taille de
la population est �xée à 30 et le taux de mutation est �xé à 1

p
, comme proposé dans l'article

initial [Branke and Deb, 2005]. De plus, le nombre de solutions sélectionnées pour construire
la génération suivante est �xé à 5 à chaque étape de l'itération. En e�et, les meilleurs résul-
tats ont été obtenus avec ces valeurs de paramètres, car tout comme RIGA, le même soin a
été apporté à la détermination des valeurs des paramètres de NEMO.

Méthode en deux phases (Two-Phase) Cette méthode consiste à construire dans un
premier temps l'ensemble, ou une approximation de l'ensemble, des solutions e�caces (en-
semble de Pareto), puis à appliquer la stratégie CSS sur cet ensemble jusqu'à ce que le regret
minimax tombe sous le seuil δ ≥ 0.

A�n de générer e�cacement l'ensemble des points e�caces pour ce problème, une ap-
proximation de bonne qualité est faite en utilisant la méthode heuristique proposée dans
[Jaszkiewicz, 2018] (basée sur la recherche locale). Nous sélectionnons ensuite aléatoirement
3000 solutions, a�n de réduire les temps de calcul de la stratégie CSS, prohibitif sinon. Notez
que les temps de calcul que nous donneront ne comprennent pas le temps nécessaire pour
générer l'approximation de l'ensemble de Pareto.

Incremental Elicitation based on Extreme Points (IEEP)
[Benabbou and Lust, 2019a] La méthode de résolution exacte introduite ici est
basée sur les points extrêmes du polyèdre représentant les paramètres de préférence
admissibles ΛΘ (cf. Section 1.3.3). Pour chaque point extrême, une méthode de résolution
exacte est utilisée pour obtenir la solution optimale correspondante. Des questions sont aussi
posées au décideur a�n de déterminer la meilleure des solutions correspondant à un des
poids extrêmes, et ainsi de suite jusqu'à convergence. Cette méthode interactive garantit de
retourner une solution avec un regret maximum inférieur à un seuil donné δ ≥ 0 à la �n de
l'exécution, à condition que des méthodes de résolution exactes soient utilisées (et non des
heuristiques).

Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats obtenus. Tous les algorithmes (ainsi que ceux
présentés dans la suite de cette thèse) sont codés en C++ et testés sur un Intel Core i7-9700,
3.00 GHz avec 15,5 GB de RAM. Les optimisations des PMR ont été e�ectuées par CPLEX 5.

5. https://www.ibm.com/analytics/cplex-optimizer

https://www.ibm.com/analytics/cplex-optimizer
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Nous récupérons, à l'aide du logiciel Polymake 6, les points extrêmes du polyèdre des jeux de
poids possibles (utilisé également pour l'algorithme IEEP).

Nous considérons des instances euclidiennes symétriques 7 du TSP avec 50 villes et un
nombre d'objectifs p appartenant à {3, 4, 5, 6}. Nous présentons maintenant les résultats
numériques obtenus par les méthodes issues de l'état de l'art et avec nos algorithmes RIGAH

et ILS dans la Table 2.4 ci-dessous ("/" signi�e que le temps maximal d'exécution autorisé de
120 secondes est dépassé). Trois fonctions d'agrégation sont considérées : la somme pondérée,
l'opérateur OWA et l'intégrale de Choquet 2-additive.

Somme pondérée OWA Choquet

méthode p temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%)

RIGAH

3 11.57 14.9 0.01 5.80 4.1 0.91 15.58 23.6 0.69

4 11.67 19.9 0.07 4.27 4.2 1.22 13.30 26.9 0.58

5 10.45 22.2 0.10 3.75 2.7 0.46 16.67 27.9 0.80

6 11.74 24.0 0.33 5.53 5.7 0.94 20.32 32.2 1.06

ILS

3 4.14 13.7 2.12 2.98 3.5 0.99 7.61 25.7 2.98

4 10.70 19.8 2.01 3.01 4.8 1.17 35.67 51.4 4.06

5 26.07 28.7 1.68 3.84 4.2 0.67 184.39 94.4 4.73

6 28.57 34.1 1.69 4.32 3.7 1.36 772.55 152.8 4.81

NEMO

3 113.23 20.0 4.20 49.81 20.0 3.81 60.13 20.0 2.53

4 144.35 20.0 5.05 39.96 20.0 4.39 51.02 20.0 3.07

5 137.06 20.0 8.32 44.12 20.0 3.87 53.46 20.0 3.25

6 149.40 20.0 9.50 53.75 20.0 4.09 58.29 20.0 2.89

IEEPδ

3 10.24 7.2 0.19 15.03 5.0 0.00 152.68 11.7 1.25

4 24.20 12.4 0.19 23.67 5.1 0.00 / / /

5 55.86 17.8 0.22 / / / / / /

6 173.47 23.4 0.21 / / / / / /

Two-Phaseδ

3 140.45 12.6 0.42 59.94 4.7 0.39 375.38 17.6 0.73

4 190.61 15.6 1.28 40.19 2.4 2.63 1074.68 53.4 1.70

5 344.10 24.8 2.13 55.90 3.0 2.51 / / /

6 485.36 31.1 2.37 81.51 3.2 4.74 / / /

Table 2.4 � Résultats obtenus par RIGAH , ILS, NEMO, IEEPδ et Two-Phaseδ.

Somme pondérée Pour IEEPδ et Two-Phaseδ, nous avons �xé δ = 0.01 dans le but
d'obtenir une valeur équivalente à l'erreur obtenue par RIGAH . Tout d'abord, nous observons
que RIGAH surpasse clairement ILS, NEMO et Two-Phaseδ puisqu'il est meilleur qu'eux sur
tous les critères (temps, questions et erreur). Ensuite, en comparant RIGAH à IEEPδ, on
constate que IEEPδ impose moins de questions mais son erreur est plus élevée sur les plus
petites instances. Sur la plus grande instance, le nombre de questions et l'erreur sont presque
les mêmes, mais RIGAH est signi�cativement plus rapide (15 fois plus rapide pour p = 6
critères).

6. https://polymake.org
7. https://eden.dei.uc.pt/~paquete/tsp/

https://polymake.org
https://eden.dei.uc.pt/~paquete/tsp/
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OWA Ici, nous �xons δ = 0.02 pour IEEPδ et Two-Phaseδ pour les mêmes raisons que
précédemment. Les erreurs sont plus importantes que celles de la somme pondérée car la re-
cherche locale 2-opt utilisée pour optimiser un OWA avec poids connus est moins performante
que l'heuristique de Lin-Kernighan utilisée pour la somme pondérée.

Ici aussi nous voyons que toutes les méthodes sauf IEEPδ sont clairement surpassées par
RIGAH . IEEPδ est assez performante sur les plus petites instances (p = 3, 4) en termes
d'erreur et de nombre de questions, mais elle est beaucoup plus lente que RIGAH (par
exemple, presque 6 fois plus lente pour p = 4). De plus, sur les plus grandes instances,
nous observons que IEEPδ est limité par l'utilisation d'une méthode de résolution exacte,
nécessaire pour sa garantie de performance (le temps d'exécution maximal autorisé est déjà
dépassé avec les critères p = 5).

Intégrale de Choquet 2-additive Pour IEEPδ et Two-Phaseδ, nous �xons δ à 0.02 pour
les mêmes raisons que précédemment. Dans le tableau, RIGAH est clairement meilleure que
toutes les autres méthodes en termes de temps de calcul, de nombre de questions et d'erreur.

Dans le tableau, nous observons que le temps maximal d'exécution permis est dépassé
lors de l'exécution de IEEPδ avec 4 critères et plus. Ceci peut s'expliquer par le fait que le
nombre de points extrêmes du polyèdre représentant l'imprécision des paramètres augmente
avec le nombre de critères. Par exemple, après 25 questions, le nombre de points extrêmes
est approximativement égal à 4500 pour les problèmes impliquant 4 critères. Nous observons
également que le temps d'exécution maximal autorisé est dépassé lors de l'application de
Two-Phaseδ sur des instances à 5 critères et plus. Ceci est dû à une combinaison entre un
grand nombre de solutions et au fait que le programme linéaire utilisé pour les calculs des
PMR implique un nombre quadratique de variables (une par critère et une par paire de
critères).

Nous pouvons donc conclure que notre algorithme RIGA est globalement le meilleur pour
résoudre le TSP multi-objectifs et surpasse nettement ILS. Il peut aussi être utilisé pour
résoudre des instances plus importantes, comme le montre le Tableau 2.5 avec 300 villes.

Somme pondérée OWA Choquet

p temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%)

RIGAH

3 130.80 17.92 0.04 7.56 2.6 1.33 11.48 23.9 0.59

4 171.14 20.10 0.22 5.57 4.1 1.11 15.56 26.9 0.80

5 178.23 21.88 0.62 2.36 3.0 0.72 18.72 27.4 1.02

6 185.27 24.06 1.12 6.19 2.6 1.37 22.78 32.4 1.34

Table 2.5 � Résultats obtenus par RIGAH avec 300 villes.

2.3 Application au problème de sac à dos

Dans cette section, nous montrons que RIGA obtient également de bons résultats pour
un autre problème d'optimisation combinatoire multi-objectifs : le problème du sac à dos.
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Le problème du sac à dos tire son nom du problème rencontré par quelqu'un qui est
contraint par un sac à dos de taille �xe et qui souhaite le remplir avec ses objets les plus
précieux. Le problème se pose souvent dans le cadre de l'allocation des ressources, lorsque
les décideurs doivent choisir parmi un ensemble de projets ou de tâches non divisibles sous
une contrainte de budget ou de temps �xe, respectivement.

2.3.1 Formalisation du problème et résolution exacte avec para-

mètres connus

Formellement, nous considérons un problème de décision où le décideur doit sélection-
ner des éléments (par exemple, des candidats, des projets, des objets) parmi un ensemble
d'éléments noté E = {1, . . . , n}. Dans ce problème, tout sous-ensemble d'éléments peut être
représenté par un vecteur solution x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n où xi = 1 si l'élément i est
dans le sous-ensemble et xi = 0 sinon. Dans le problème standard du sac à dos, l'ensemble
X des solutions admissibles est dé�ni par des contraintes linéaires de la forme

∑n
i=1 τixi ≤ T

où τi ≥ 0 est le poids de l'élément i et T ≥ 0 est le poids total maximum. Par exemple,
dans les problèmes d'élection de comité, les contraintes de cardinalité sont généralement im-
posées pour contrôler la taille du comité élu ou pour assurer la parité hommes-femmes. Pour
simpli�er la présentation, nous ne considérerons qu'une seule contrainte de cardinalité, mais
l'algorithme proposé peut être facilement adapté à des problèmes comportant des contraintes
de faisabilité supplémentaires.

Dans le problème multi-objectifs du sac à dos, nous considérons un ensemble �ni d'ob-
jectifs, à maximiser. Ainsi, à tout élément e ∈ E est associé un vecteur de performance
y(k) = (y1(k), . . . , yp(k)) ∈ Rp

+ où yj(k) est l'évaluation de l'élément k sur le jème objectif ;
par exemple, yj(k) peut être l'utilité du candidat k pour l'électeur j dans les problèmes d'élec-
tion de comité. Toute solution x ∈ X est alors caractérisée par un vecteur de performance
y(x) = (y1(x), . . . , yj(x)) dé�ni par yj(x) =

∑n
k=1 xkyj(k) pour tous les j ∈ {1, . . . , p}.

Le problème du sac à dos multi-objectifs a été utilisé dans de nombreux cas pra-
tiques parmi lesquels on peut citer la plani�cation des investissements dans les transports
[Teng and Tzeng, 1996].

Résolution exacte avec paramètres connus

De la même manière que précédemment, dans le but d'évaluer nos méthodes, nous devons
disposer d'un solver particulier pour résoudre les problèmes avec paramètres connus. Cette
section est dédiée à cette tâche.

Somme pondérée Le caractère linéaire de la somme pondérée permet d'utiliser le pro-
gramme linéaire classique suivant :
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max yj(x) =
n∑
k=1

yj(k)xk ∀j ∈ {1, . . . , p}

s.t.
∑
k

τkxk ≤ T ∀k ∈ {1, . . . , n} (2.9)

xk ∈ {0, 1} ∀k ∈ {1, . . . , n}
(2.10)

La fonction objectif maximise la somme des pro�ts des objets choisis, le pro�t du jème

critère est remporté si l'objet k est sélectionner. La variable de décision xk avec k ∈ {1, . . . , n}
vaut 1 si l'objet k est sélectionné, 0 sinon. La contrainte (2.9) limite le poids total de la
sélection à T .

Si les poids des objets considérés valent 1, soient τk = 1 pour tout k ∈ {1, . . . , n}, alors
on peut simplement utiliser un algorithme glouton qui sélectionne itérativement les objets
présentant les pro�ts les plus élevés.

OWA Avec l'utilisation d'un OWA pour modéliser les préférences du décideur, la linéari-
sation est la même que celle utilisée pour le problème du voyageur de commerce, ainsi on a
le programme de résolution suivant :

max

p∑
i=1

(λi − λi+1)(iri +

p∑
j=1

dij)

s.t. ri + dij ≥ yj(x) ∀i, j ∈ {1, . . . , p} (2.11)

dij ≥ 0 ∀j, i ∈ {1, . . . , p} (2.12)∑
k

τkxk ≤ T ∀k ∈ {1, . . . , n} (2.13)

xk ∈ {0, 1} ∀k ∈ {1, . . . , n} (2.14)

Les contraintes (2.11) et (2.12) sont celles de la linéarisation de OWA, tandis que la
contrainte (2.13) correspond au problème considérée. Si tous les poids valent 1, on peut alors
remplacer la contrainte par

∑
k xk = T (au plus T objets doivent être sélectionnés).

Intégrale de Choquet 2-additive Dans ce cas, la linéarisation est également la même
que celle utilisée pour le problème du voyageur de commerce.

2.3.2 Adaptation de la recherche locale et de l'algorithme génétique

interactifs

Cette section présente les adaptations nécessaires à nos algorithmes pour résoudre le
problème du sac à dos multi-objectifs.
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ILS

Pour la solution initiale, de la même façon qu'avec le TSP, un ensemble de m = 100 so-
lutions sont construites par l'utilisation de l'algorithme glouton résolvant de manière exacte
le problème avec paramètres connus [Martello and Toth, 1990]. Ainsi, on détermine la solu-
tion préférée du décideur avec un seuil d'erreur δ1 = 0.1. La fonction de voisinage consiste à
remplacer un élément de la solution courante par un autre élément (toutes les combinaisons
sont e�ectuées). Nous posons ensuite des questions jusqu'à ce que le regret minimax tombe
en dessous du seuil donné de δ2 = 0.4 a�n de sélectionner la prochaine solution courante.
Les seuils δ = (δ1, δ2) sont issus de tests exécutés de la même façon que pour le TSP, et les
mêmes conclusions s'appliquent ici.

RIGA

A�n d'évaluer les performances de notre algorithme, nous testons di�érentes valeurs de
paramètres : M le nombre d'itérations est �xé successivement à 5,10, 20, S la taille de la
population est �xée à 10, 20, 30, et K le nombre de couples sélectionnés est �xé à 2, 5, 10.
Pour chaque instance générée du problème du sac à dos, nous exécutons notre algorithme
avec toutes les combinaisons possibles de valeurs de paramètres. Les résultats sont visibles
dans le Tableau 2.6.

Somme pondérée OWA Choquet
M S K temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%)

5

10
2 0.44 22.12 1.05 5.13 5.32 0.002 6.18 39.10 0.55
5 0.60 25.42 0.76 4.23 5.94 0.001 4.60 42.30 0.43
10 0.65 26.12 0.85 6.65 5.40 0.003 4.45 43.47 0.56

20
2 0.72 29.34 0.45 7.65 6.48 0.001 6.94 50.03 0.33
5 0.87 29.46 0.45 7.61 6.68 0.000 7.59 53.23 0.34
10 1.17 32.28 0.46 10.25 7.36 0.001 10.95 52.15 0.32

30
2 1.43 32.36 0.29 11.93 6.74 0.000 10.94 52.15 0.31
5 1.56 35.38 0.38 11.99 7.64 0.000 11.21 57.08 0.34
10 2.02 36.16 0.27 12.87 7.80 0.000 11.38 58.90 0.34

10

10
2 0.61 36.99 0.23 8.55 5.94 0.002 3.82 38.70 0.52
5 0.71 33.58 0.32 9.98 6.20 0.001 4.59 42.30 0.43
10 0.86 36.78 0.40 13.38 5.94 0.000 4.46 43.48 0.56

20
2 1.05 40.50 0.10 16.03 7.16 0.001 7.34 46.72 0.35
5 1.28 42.94 0.09 14.40 6.82 0.001 7.60 50.02 0.33
10 1.59 42.30 0.14 19.79 7.56 0.000 17.59 53.23 0.35

30
2 1.32 41.04 0.08 25.14 7.14 0.003 10.95 52.15 0.32
5 1.67 45.38 0.07 23.17 8.44 0.001 11.21 57.08 0.34
10 1.99 44.34 0.07 29.34 8.96 0.000 11.38 58.90 0.34

20

10
2 0.76 42.38 0.12 24.96 6.46 0.001 6.88 55.93 0.36
5 0.84 42.96 0.12 25.90 6.60 0.000 6.96 57.88 0.38
10 0.88 46.46 0.19 24.14 7.84 0.000 7.52 61.80 0.32

20
2 1.03 46.52 0.06 31.58 7.70 0.001 17.28 61.78 0.34
5 1.18 47.12 0.09 30.64 8.86 0.000 17.24 69.62 0.23
10 1.62 53.02 0.08 40.41 7.32 0.000 15.32 69.18 0.30

30
2 1.68 49.56 0.03 67.05 8.48 0.000 23.13 67.80 0.26
5 1.93 51.84 0.03 50.42 7.68 0.000 24.49 73.01 0.29
10 2.19 53.72 0.05 53.31 10.04 0.000 31.13 78.72 0.29

Table 2.6 � Résultats obtenus avec variation des paramètres M , S et K par RIGAH avec p = 5,
δ = 0, et µ = 0.5.

Les valeurs M = 10, S = 20, et K = 5 permettent d'obtenir le meilleur compromis en
termes de temps de calcul, de nombre de questions et d'erreur. En particulier, l'erreur est
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trop élevée lorsque M = 5, alors que le nombre de questions et les temps de calcul sont
prohibitifs avec M = 20. Pour le taux de mutation et le seuil de tolérance, nous avons réalisé
des expériences similaires à celles du problème du voyageur de commerce, et nous sommes
arrivés à la même conclusion : �xer µ à 0.5 et δ à 0.5 sont les meilleurs choix.

Pareillement à la section précédente, nous comparons les performances de notre algorithme
face à celles obtenues par ses deux variantes : RIGAKCSS et RIGAS (avec un croisement en
un point et une mutation par permutation). Les résultats sont donnés dans le Tableau 2.7.
Logiquement, RIGAKCSS génère un nombre important de questions, sans réduire signi�ca-
tivement l'erreur. Par exemple, avec p = 5 et une intégrale de Choquet, 134 questions sont
nécessaires contre 50 pour RIGA. De plus, RIGA est beaucoup plus rapide que RIGAKCSS.
Par exemple, RIGA est environ 7 fois plus rapide que RIGAKCSS pour le modèle de la somme
pondérée et p = 5 critères. Notons que l'erreur obtenue par RIGAS pourrait être réduite en
augmentant le nombreM d'itérations (générations), mais cela augmenterait encore le nombre
de questions (comme cela a été vu pour le problème du voyageur de commerce). En e�et que
RIGAS pose plus de questions que RIGA, tout en obtenant des erreurs beaucoup plus élevées.

RIGA RIGAKCSS RIGAS
fonction p temps (s) # questions erreur (%) temps (s) # questions erreur (%) temps (s) # questions erreur (%)

Somme pondérée
3 0.40 16.40 0.02 5.11 24.86 0.01 0.40 14.04 5.27
5 1.28 42.94 0.09 8.40 73.72 0.04 1.57 33.20 5.39

OWA
3 5.55 5.10 0.00 12.05 7.12 0.00 0.13 7.30 3.32
5 14.40 6.82 0.00 28.85 10.74 0.00 0.45 12.23 3.87

Choquet
3 7.03 24.14 0.64 6.36 71.26 0.64 0.47 31.60 3.93
5 7.60 50.02 0.33 12.38 134.66 0.33 2.55 64.22 3.99

Table 2.7 � Résultats obtenus par RIGA, RIGAKCSS et RIGAS avec δ = 0.

2.3.3 Résultats expérimentaux

Pareillement à la section précédente, nous comparons les performances de nos algorithmes
face à celles obtenues par les méthodes existantes décrites précédemment mais adaptées au
problème du sac à dos :

Necessary-preference-enhanced Evolutionary Multi-objective Optimizer
(NEMO) La méthode est la même que celle décrite pour le problème du voyageur
de commerce, soit basée sur un algorithme génétique qui utilise les solutions. L'opérateur de
croisement correspond ici à un croisement en un point.

Méthode en deux phases (Two-Phase) Cette méthode nécessite d'obtenir l'en-
semble de Pareto. A�n de le générer e�cacement, nous utilisons la programmation dyna-
mique [Bazgan et al., 2009] combinée à la méthode ND-Tree [Jaszkiewicz and Lust, 2018]
pour réaliser e�cacement les tests de dominance. Ensuite on sélectionne 3000 solutions aléa-
toirement parmi lesquelles le décideur doit déterminer sa préférée avec la stratégie CSS.
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Incremental Elicitation based on Extreme Points (IEEP) Cette méthode de réso-
lution exacte reste identique, il est simplement nécessaire d'adapter la méthode utilisée pour
résoudre le problème avec paramètres connus [Benabbou and Lust, 2019a].

Résultats numériques

Dans ces expériences, nous considérons des instances du sac à dos avec 100 éléments et
p = {3, 4, 5, 6} objectifs. Tous les poids des éléments sont �xés à 1. Les instances sont générées
de la façon suivante : les vecteurs de performance liés aux éléments sont uniformément tirés
dans l'espace {1, . . . , 1000}p et la capacité du sac à dos est �xée à 50 (la moitié du nombre
d'éléments) de façon à obtenir des instances di�ciles (c'est-à-dire, avec un grand nombre de
solutions Pareto-optimales).

Nous comparons ici les performances de RIGA face à celles obtenues par les méthodes
présentées. Les résultats sont donnés dans le Tableau 2.8. Pour IEEPδ et Two-Phaseδ, nous
avons �xé δ = 0.01 dans le but d'obtenir une erreur équivalente à celle obtenue par RIGA.

Somme pondérée OWA Choquet

méthode p temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%) temps(s) #questions erreur(%)

RIGA

3 0.18 10.4 0.14 6.70 3.9 0.003 7.24 11.0 0.68

4 0.24 12.0 0.21 11.18 4.3 0.001 6.39 12.1 0.31

5 0.32 13.1 0.44 17.33 4.6 0.001 6.05 12.8 0.49

6 0.38 14.1 0.71 28.45 4.5 0.003 7.94 14.3 0.49

ILS

3 21.83 12.6 0.05 0.32 4.0 0.08 25.23 15.6 0.89

4 81.42 22.9 0.14 0.51 4.3 0.24 108.30 25.0 0.06

5 273.67 34.0 0.08 2.39 12.5 0.25 516.40 38.8 0.11

6 600.21 52.7 0.09 1.58 11.1 0.37 1056.98 49.2 0.10

NEMO

3 13.19 15.0 0.25 18.03 15.0 0.10 10.46 15.0 0.21

4 9.45 15.0 0.93 13.99 15.0 0.22 5.35 15.0 0.56

5 7.34 15.0 1.37 11.73 15.0 0.37 5.38 15.0 0.85

6 5.60 15.0 1.86 10.63 15.0 0.40 5.17 15.0 1.29

IEEPδ

3 11.43 8.8 0.06 7.92 6.4 0.00 54.11 23.2 0.05

4 16.88 13.8 0.06 9.32 7.9 0.00 / / /

5 22.46 18.1 0.10 29.03 19.2 0.00 / / /

6 27.46 25.1 0.19 24.99 13.5 0.05 / / /

Two-Phaseδ

3 119.70 9.9 0.21 47.44 3.4 0.10 262.79 20.6 0.14

4 225.02 17.4 0.12 56.54 4.2 0.26 901.03 61.9 0.10

5 280.62 25.7 0.14 82.55 5.2 0.71 / / /

6 372.18 32.7 0.19 73.90 4.5 1.15 / / /

Table 2.8 � Résultats obtenus par RIGA, ILS, NEMO, IEEPδ et Two-Phaseδ.

Somme pondérée Nous observons que RIGA est beaucoup plus rapide que toutes les
autres méthodes. ILS et Two-Phaseδ sont les plus lentes. Par exemple, pour p = 6, RIGA est
environ 1600 fois plus rapide que ILS et presque 1000 fois plus rapide que Two-Phaseδ. Ceci
est principalement dû au fait que le nombre de solutions non dominées augmente de façon
drastique avec le nombre de critères. Bien que ces deux méthodes soient un peu plus proches



Métaheuristiques interactives 88

de l'optimum que RIGA, elles posent un plus grand nombre de questions que l'algorithme
proposé. Par exemple, avec p = 5 critères, RIGA impose 14 questions contre 32 pour Two-
Phaseδ et 53 pour ILS.

En comparant RIGA à IEEPδ, nous observons que ce dernier algorithme obtient des
erreurs plus faibles que le premier, mais au prix de générer un nombre de questions signi�ca-
tivement plus élevé. Il demande aussi des temps de calcul plus importants. Pour donner un
exemple, pour p = 6, le temps de calcul est 70 fois plus faible en utilisant RIGA que IEEPδ,
et le nombre de questions est divisé par environ 2.

En�n, nous observons que RIGA est meilleur que NEMO dans tous les cas. Plus préci-
sément, lorsque NEMO est arrêté après 15 questions (c'est-à-dire 150 générations), RIGA
est beaucoup plus rapide que NEMO, produit beaucoup moins d'erreurs et demande moins
de questions de préférences. Notez que le temps d'exécution de NEMO diminue lorsque le
nombre de critères augmente. Cela peut s'expliquer par le fait que la construction du classe-
ment des solutions devient de plus en plus facile lorsque le nombre de critères augmente, car
le nombre de solutions non dominées augmente également.

OWA Tout d'abord, nous observons que les deux méthodes basées sur les paramètres, à
savoir RIGA et IEEPδ, obtiennent de très bons résultats, notamment sur la qualité de la
solution retournée. Cependant, IEEPδ doit poser beaucoup plus de questions pour fournir les
garanties de performances souhaitées.

Ensuite, nous observons que ILS est l'algorithme le plus rapide, mais demande trop de
questions par rapport à RIGA tout en générant des erreurs beaucoup plus importantes. Par
exemple, pour p = 5, ILS est environ 7 fois plus rapide que RIGA, mais ILS demande environ
3 fois plus de questions et son erreur est 250 fois plus grande.

En comparant RIGA et Two-Phaseδ, nous constatons que le premier surpasse le second
en termes d'erreurs et de temps de calcul, tout en générant un nombre similaire de questions.

En�n, nous observons que l'erreur obtenue par NEMO est étonnamment élevée par rap-
port à celle des autres méthodes, compte tenu du fait qu'elle a été autorisée à poser plus de
questions de préférences.

Intégrale de Choquet 2-additive Les conclusions au sujet de la méthode IEEPδ avec
4 critères et plus et Two-Phaseδ sur des instances à 5 critères et plus sont les mêmes. ILS
est la méthode qui obtient les meilleurs résultats en termes d'erreur, mais elle pose trop de
questions et est très longue par rapport à RIGA. Par exemple, avec p = 5 critères, RIGA
soumet 13 questions, se termine après 8 secondes, et son erreur est inférieure à 0.5%, alors
que ILS impose 39 questions en 516s pour obtenir une erreur légèrement inférieure (environ
0.1%).

En comparant RIGA à NEMO, on observe que le nombre de questions et le temps de calcul
sont assez similaires, mais que NEMO renvoie une solution de moins bonne qualité (sauf pour
p = 3). On peut en conclure que RIGA possède les résultats de meilleurs compromis.
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2.4 Conclusion du chapitre

Nous avons proposé un algorithme de recherche locale interactif et un algortihme gé-
nétique interactif combiné à une élicitation incrémentale basée sur le regret pour résoudre
des problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs. Ces nouvelles méthodes, RIGA
et ILS, ont été appliquées à deux problèmes combinatoires multi-objectifs : le problème du
sac à dos et celui du voyageur de commerce. Selon trois indicateurs de performance (temps
d'exécution, nombre de questions et erreur), RIGA surpasse plusieurs méthodes existantes
et également ILS, pour di�érentes fonctions d'agrégation (linéaires et non linéaires). De plus,
RIGA s'exécute en temps polynomial et ne demande qu'un nombre polynomial de questions.

Malgré les bons résultats expérimentaux obtenus par RIGA (erreur toujours inférieure à
1.25%), elle ne dispose d'aucune garantie théorique de performance. Dans la perspective d'ob-
tenir un meilleur algorithme avec garantie de performance, il serait intéressant de combiner
RIGA et IEEP.
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Chapitre 3

Optimisation interactive d'une fonction
linéaire sous contrainte de matroïde

Résumé

Nous proposons dans ce chapitre deux méthodes d'élicitation incrémentale des préférences
pour l'optimisation interactive basée sur les préférences dans une structure particulière : les
matroïdes pondérés (présentés en Section 3.1). Plus précisément, pour des fonctions objectifs
(d'utilité) linéaires, nous proposons un algorithme interactif de type glouton qui mêle ques-
tions de préférences et construction progressive d'un ensemble indépendant pour obtenir une
base optimale ou quasi-optimale d'un matroïde. Nous proposons également un algorithme
interactif de recherche locale basé sur des séquences d'échanges améliorants. Ces deux al-
gorithmes permettent de fournir des garanties de performances sur la qualité des solutions
retournées et sur le nombre de questions. Nos méthodes sont ensuite testées sur les matroïdes
uniforme, graphique et transversal pour résoudre trois problèmes di�érents : ordonnancement
de tâches, élection de comité et arbre couvrant de poids minimal. Pareillement au chapitre
précédent, ces algorithmes seront évalués en termes de temps de calcul, nombre de questions
et pourcentage d'erreur par rapport à la solution optimale. Ce chapitre est fondé sur nos
travaux présentés dans l'article intitulé �Combining preference elicitation with local search
and greedy search for matroid optimization� [Benabbou et al., 2021a].

91
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Les matroïdes ont de nombreuses applications, dans des contextes variés, et permettent
de modéliser des problèmes dans plusieurs domaines tels que le recrutement, l'élection de
comités, les enchères combinatoires, l'ordonnancement, l'allocation de ressources, la localisa-
tion d'installations et le placement de capteurs, pour ne citer que quelques exemples. Divers
algorithmes sont maintenant disponibles pour résoudre des problèmes combinatoires sous
contrainte de matroïde de manière optimale ou approximative, pour des classes spéci�ques
de fonctions. Dans cette thèse, nous nous intéressons au cas où la fonction à optimiser est
imprécisément connue.

3.1 Optimisation dans les matroïdes

L'optimisation d'une fonction d'ensemble sous une contrainte matroïde a connu un essor
depuis les années 1970 [Edmonds, 1971]. Mais les matroïdes trouvent leur origine dans un
article du mathématicien H.Whitney paru en 1935 [Whitney, 1992]. Grâce à ces travaux sur
le domaine de la théorie des graphes, plusieurs similitudes ont été trouvées entre les idées
d'indépendance et de rang en théorie des graphes et l'indépendance linéaire et la dimen-
sion dans l'étude des espaces vectoriels. Le concept de matroïde permet de formaliser ces
similitudes. Le terme �matroïde� est né de la ré�exion de H.Whitney sur l'indépendance des
colonnes d'une matrice. En e�et, le su�xe -oïde sert à former des adjectifs qui signi�ent
�qui ressemble à� indiquant alors la ressemblance avec une matrice, tout comme un astéroïde
indique sa ressemble à un astre.

3.1.1 Introduction à la théorie des matroïdes

Dans cette section nous présentons quelques dé�nitions et propositions sur les matroïdes
de manière synthétique, puis nous verrons quelques exemples de matroïdes classiques. Un
matroïde est composé d'un ensemble sur lequel est dé�ni une structure d'indépendance. Plus
formellement :

De�nition 3.1.1 (Matroïde). Soient E un ensemble �ni et I une collection non vide de
sous-ensembles de E. Le couple M = (E, I) est un matroïde s'il véri�e les deux axiomes
suivants :

� (A1) si Y ∈ I et X ⊆ Y alors X ∈ I,
� (A2) si X ∈ I, Y ∈ I et |X| < |Y | alors il existe e ∈ Y \X tel que X ∪ {e} ∈ I.

Dans un matroïdeM = (E, I), les éléments de I sont des sous-ensembles dits �indépen-
dants�. L'axiome (A1) est appelé axiome d'hérédité. En d'autres termes, si un sous-ensemble
X est contenu dans un sous-ensemble Y étant indépendant, alors X est nécessairement indé-
pendant lui aussi. L'axiome (A2) est l'axiome d'échange. Plus précisément, pour deux sous-
ensembles X et Y indépendants avec X de taille strictement inférieure à Y , si un élément
de Y non présent dans X est ajouté à X, alors le sous-ensemble obtenu est indépendant.
Un sous-ensemble de E qui n'est pas indépendant, donc qui n'appartient pas à I, est dit
�dépendant�.
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Comme évoqué précédemment, un matroïde est une structure qui rend abstraite et généra-
lise la notion d'indépendance linéaire dans les espaces vectoriels. On peut dé�nir le matroïde
linéaire de la façon suivante.

Soit F un corps et A ∈ F une matrice de dimension k × n. Alors E = {1, 2, 3, . . . , n}
contient l'ensemble des indices des colonnes de A et un ensemble indépendant de I contient
les indices de colonnes linéairement indépendante. C'est le point de départ de la théorie des
matroïdes.

De�nition 3.1.2 (Circuit). SoitM = (E, I) un matroïde. Un sous-ensemble C de E est un
circuit deM si et seulement si :

� C /∈ I,
� ∀ e ∈ C, C / {e} ∈ I.

Un circuit est un sous-ensemble dépendant minimal au sens de l'inclusion. Cela signi�e
que c'est un ensemble dépendant dont tous les sous-ensembles stricts sont indépendants. On
note que le terme circuit trouve son origine dans la théorie des graphes. Le dual de cette
notion est celle de base d'un matroïde.

De�nition 3.1.3 (Base). SoitM = (E, I) un matroïde. Un sous-ensemble B de E est une
base deM si et seulement si :

� B ∈ I,
� ∀ e ∈ E / B, B ∪ {e} /∈ I.

Une base d'un matroïde correspond à un ensemble indépendant maximal au sens de
l'inclusion, c'est-à-dire à un ensemble indépendant qui devient un ensemble dépendant avec
l'ajout de tout autre élément de E. L'ensemble de toutes les bases d'un matroïde est noté B.
Une propriété importante et utile des bases d'un matroïde est qu'elles ont toutes la même
cardinalité.

Proposition 3.1.1. Soit M = (E, I) un matroïde. Si B1, B2 sont deux bases de M, alors
|B1| = |B2|.

C'est l'axiome A2 de la dé�nition d'un matroïde qui implique que tous les sous-ensembles
indépendants maximaux (au sens de l'inclusion) ont la même cardinalité (appelée rang de
M).

On appelle rang du matroïde M, notée rM ou r(M), la cardinalité des bases d'un ma-
troïde. Ainsi, pour tout sous-ensemble X ⊂ E d'un matroïdeM = (E, I), on peut dé�nir la
fonction de rang r : 2E → N de la façon suivante :

r(X) = max
Y⊆X

|Y |

La fonction de rang possède les propriétés suivantes [Whitney, 1992] :

Proposition 3.1.2. Soit M = (E, I) un matroïde sur un ensemble E �ni. La fonction de
rang r est dé�nie telle que :

� 0 ≤ r(X) ≤ |X|, ∀X ⊆ E
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� Si Y est un sous-ensemble de E, alors X ⊆ Y ⇒ r(X) ≤ r(Y ). Ce qui impose que le
rang soit une fonction monotone.

� Pour deux sous-ensembles X, Y ⊂ E, on a r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) ≤ r(X) + r(Y ). Ce
qui signi�e que la fonction de rang est sous-modulaire.

Il existe plusieurs types de matroïdes. Dans un matroïde linéaire, point d'entrée de la théo-
rie, la contrainte d'indépendance porte sur l'indépendance linéaire des colonnes d'une matrice,
mais il existe d'autres contraintes d'indépendance. Nous présentons maintenant quelques ma-
troïdes classiques qui seront utilisés dans les travaux de cette thèse.

Matroïde graphique

Si la première source des matroïdes est l'algèbre linéaire, la seconde est bien la théorie
des graphes. En e�et, les circuits des matroïdes graphiques correspondent aux cycles dans
les graphes associés.

Plus précisément, on considère un graphe G = (V,E) non orienté où E l'ensemble des
arêtes de G qui ne contiennent aucun cycle. La collection I est composé des sous-ensembles
d'arêtes ne contenant pas de cycle.

Exemple 3.1.1. On considère dans cet exemple un matroïde graphique. Soit un graphe G =
(V,E) non orienté tel que les éléments de V sont les sommets et ceux de E les arêtes :

� V = {a, b, c}
� E = {ab, bc, ac}
Ce graphe est représenté en Figure 3.1 à gauche (graphe G initial). Le matroïde M =

(E, I) correspondant peut être décrit de la façon suivante :
� E reste l'ensemble des arêtes.
� La collection des sous-ensembles indépendants est composé des sous-ensembles

d'arêtes qui ne forment pas de cycle : I =
{
∅, {ab}, {bc}, {ac}, {ab, bc}, {ab, cd},

{ab, ac}, {bc, ac}
}
.

Le matroïde linéaire (ou matroïde matriciel) est associé à la matrice d'incidence de G
obtenue en orientant les arêtes (Figure 3.1 au centre par exemple). Une matrice d'incidence
décrit un graphe par les arcs qui relient les sommets entre eux (matrice sommet-arcs dans
ce cas). Dans l'exemple en Figure 3.1 on peut montrer la présence d'un cycle dans le graphe
orienté G grâce à la matrice d'incidence. En e�et, si on nomme les colonnes de gauche à
droite c1, c2 et c3 alors on a c3 = −c1 − c2 donc les colonnes de la matrice ne sont pas
indépendantes, il y a bien un cycle dans le graphe G initial.

a c

b

Graphe G initial.

a c

b

Graphe G orienté.

ab bc ac

a 1 0 -1

b -1 1 0

c 0 -1 1

Matrice d'incidence de G.

Figure 3.1 � Illustration d'un matroïde graphique.
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Matroïde transversal.

Soit E = {e1, . . . , en} et une famille A = {A1, A2, . . . , Ak} de sous-ensembles de E,
pas nécessairement disjoints. Un transversal de A est un sous-ensemble T de E tel que
T = {ej1 , ej2 , . . . , ejk}, où eji ∈ Ai pour tout i ∈ {1, . . . , k}.
Un ensemble T ⊆ E est un transversal partiel de A s'il existe {i1, . . . , il} ⊆ {1, . . . , k} avec
l ≤ k tel que T est un transversal pour la sous-famille Ai1 , Ai2 , . . . , Ail des Ai. Si I est
dé�ni comme l'ensemble des transversaux partiels, nous obtenons le matroïde transversal
[Edmonds and Fulkerson, 1965]. Ce problème peut se représenter avec un graphe biparti.

En théorie des graphes, un graphe est dit biparti s'il existe une partition de son ensemble
de sommets en deux sous-ensembles V1 et V2 telle qu'il y ait pour chaque arête une extrémité
dans chacune des deux partitions.

Un exemple de matroïde transversal est donné dans l'exemple suivant.

Exemple 3.1.2. Dans le graphe biparti donné en Figure 3.2(a), V1 correspond à l'ensemble
composé des sommets à gauche (correspondant à l'ensemble E, les prénoms) et V2 de ceux à
droite (les Ai).

Une illustration simple consiste à assigner une tâche à chaque personne. Considérons
l'ensemble E contenant 6 personnes E = {Jeanne, Serge,Olive,Tom, Jules,Vincent} et A
l'ensemble correspondant aux 4 tâches à e�ectuer, soit A = {A1, A2, A3, A4}. Ces tâches
peuvent être réalisées par les employés de l'ensemble E. Admettons que la tâche A1 puisse
être faite uniquement par Jeanne, alors on pose A1 = {Jeanne}. On pose également
A2 = {Olive, Tom, Jules, V incent}, A3 = {Serge,Olive}, A4 = {Serge, Tom}. On peut
représenter cela plus simplement, sous la forme d'un graphe biparti présenté en Figure 3.2(a).

Dans ce cas on a T = {Jeanne,Olive, Tom, V incent} qui est un transversal de A, pré-
senté en Figure 3.2(b), et X = {Jeanne, Tom, V incent} qui est un transversal partiel de A
car X est un transversal pour les sous-familles {A1, A2, A4}.

Jeanne

Serge

Olive

Tom

Jules

V incent

A1

A2

A3

A4

(a)

Jeanne

Serge

Olive

Tom

Jules

V incent

A1

A2

A3

A4

(b)

Figure 3.2 � Représentation dans un graphe biparti.

Ceci peut être appliqué dans une élection de comité avec di�érents groupes indexés par
i. Dans ce cas, Ai est l'ensemble des représentants possibles du groupe i et les transversaux
représentent tout ensemble de représentants appartenant à des groupes distincts.
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Matroïde uniforme

Dans le cadre d'un matroïde uniforme, seuls les sous-ensembles de taille au plus k satisfont
la contrainte d'indépendance, où k est un entier donné. De manière plus formelle, étant donné
E = {1, 2, 3, . . . , n} un ensemble contenant n éléments et k un entier positif tel que k≤n, la
collection I contient les sous-ensembles de E tels que leur cardinalité est inférieure ou égale
à k : I={X⊆E : |X|≤k}.

Exemple 3.1.3. On considère dans cet exemple un matroïde uniforme avec 4 éléments et
une sélection de taille k = 2. Pour ce matroïde on a :

� E = {1, 2, 3, 4}.
� k = 2.
� I =

{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}

}
.

� Tout ensemble de cardinalité k est une base, soit
B =

{
{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}

}
.

Cette structure apparaît en choix social lorsque le problème est de déterminer le meilleur
comité de taille k.

Matroïde de partition

Le matroïde de partition est dé�ni à partir :
� D'un ensemble E = {1, . . . , n} d'éléments.
� D'une collection D = {D1, . . . ,Dm} de m sous-ensembles disjoints de E.
� D'un entier positif kl ≤ |Dl| pour tout l ∈ {1, . . . ,m}.
Pour ce matroïde, I est composé de tous les sous-ensembles de E où le nombre d'éléments

sélectionnés dans chaque partition Dl est inférieur à la valeur kl correspondante, c'est-à-dire,
I = {X ⊆ ∪ml=1Dl : ∀i ∈ {1, . . . ,m}, |X ∩Dl| ≤ kl}.

Exemple 3.1.4. Si on considère un matroïde avec 2 partitions et 5 éléments, on peut décrire
ce matroïde comme suit :

� E = {e1, e2, e3, e4, e5} et m = 2,
� D = {D1,D2} avec D1 = {e3, e4, e5} et D2 = {e1, e2}.
� On pose k1 = 2 et k2 = 1
La collection I contient tous les sous-ensembles de E, contenant au maximum

2 éléments de D1 et 1 de D2 (donc trois au total). Plus explicitement, on a I ={
∅, {e1}, {e2}, {e3}, {e4}, {e5}, {e3, e4}, {e3, e5}, {e4, e5}, {e1, e3, e4}, {e1, e3, e5}, {e1, e4, e5},
{e2, e3, e4}, {e2, e3, e5}, {e2, e4, e5}

}
.

L'ensemble des bases de ce matroïde, B, est composé de tous les ensembles indépendants
maximaux, soit B =

{
{e1, e3, e4}, {e1, e3, e5}, {e1, e4, e5}, {e2, e3, e4}, {e2, e3, e5}, {e2, e4, e5}

}
.

Le rang du matroïde est égal à 3.

Ces matroïdes nous permettent de modéliser de nombreux problèmes d'optimisation com-
binatoire comme l'arbre couvrant de poids minimum ou certains problèmes particuliers du
sac à dos. L'objet de la section suivante porte sur l'optimisation sous contrainte de matroïde,
dont le but est de trouver le sous-ensemble indépendant optimal pour le décideur.
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3.1.2 Optimisation de matroïde pondéré

On considère le problème de la recherche d'un ensemble indépendant de poids maximum
dans un matroïde. Plus précisément, étant donné un matroïde M = (E, I), nous voulons
calculer :

max
X∈I

w(X)

où w est une fonction d'ensemble dé�nie sur 2E donnant le poids \valeur de tout sous-ensemble
de E, avec w(∅) = 0. On suppose ici que w est monotone par rapport à l'inclusion, c'est-à-
dire ∀X ⊂ Y ⊆ E on a w(X) ≤ w(Y ). Cette hypothèse implique que nous pouvons nous
concentrer sur les bases du matroïde lors de la recherche d'un sous-ensemble indépendant
optimal. Dans les problèmes de décision considérés, la fonction d'ensemble w représente les
préférences subjectives du décideur. Ainsi, pour deux sous-ensemblesX, Y ∈ 2E,X est préféré
à Y si et seulement si w(X) ≥ w(Y ) (w représente l'utilité).

Dans ce chapitre, on considère le cas d'une fonction d'ensemble additive, soit caractérisée
par le fait que w(X) =

∑
e∈X w({e}) pour tout X ⊆ E, c'est-à-dire que la valeur de tout

sous-ensemble est dé�nie comme la somme des valeurs de ses éléments. La fonction w est
donc entièrement caractérisée par les poids w({e}), e ∈ E. Sans perte de généralité, nous
supposons ici que w({e})>0 pour tous les e ∈ E.

Dans le chapitre suivant, on s'intéressera à une fonction d'ensemble sous-modulaire. Soit
un matroïdeM=(E, I), la fonction d'ensemble w est dite sous-modulaire si w(X∪Y )+w(X∩
Y ) ≥ w(X) + w(Y ) pour tout X, Y ⊆ E. C'est la dé�nition classique de la sous-modularité,
mais on peut aussi la dé�nir de la façon suivante :

w(X ∪ {i})− w(X) ≥ w(Y ∪ {i})− w(Y ) (3.1)

avec X ⊆ Y et i /∈ Y pour tous sous-ensembles X, Y ⊆ E.
En d'autres termes, ajouter un élément à un sous-ensemble de taille inférieure rapporte

plus que d'ajouter un élément à un sous-ensemble plus grand.
Dans les perspectives de cette thèse, on s'intéressera aux fonctions super-modulaires (une

fonction w est super-modulaire si −w est sous-modulaire). Ainsi w est super-modulaire si et
seulement si :

w(X ∪ {i})− w(X) ≤ w(Y ∪ {i})− w(Y ) (3.2)

avec X ⊆ Y et i /∈ Y , pour tous sous-ensembles X, Y ⊆ E Ajouter un élément à un sous-
ensemble de taille supérieure rapporte plus que d'ajouter un élément à sous-ensemble plus
petit.

L'exemple ci-dessous illustre les propriétés de ces di�érentes fonctions objectif.

Exemple 3.1.5. On considère une instance du matroïde uniforme avec 5 éléments dans
l'ensemble E, et une sélection de taille k = 3. On s'attache à préparer des a�aires pour une
randonnée. On a le choix entre un imperméable rouge, un imperméable vert, une carte, une
boussole et un appareil photo. L'ensemble des bases de ce matroïde, noté B, se compose alors
de 10 sous-ensembles de taille 3 (le rang du matroïde).
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Si la valeur du sous-ensemble X = {carte, boussole, appareil photo } est égale à w(X) =
w({carte}) + w({boussole}) + w({appareil photo}) et ce pour tous sous-ensembles, alors la
fonction d'ensemble est linéaire additive. En e�et, une fonction linéaire additive impose que
la valeur d'un sous-ensemble soit égale à la somme des utilités des éléments présents dans le
sous-ensemble.

Soient deux sous-ensembles X = {appareil photo} et Y = {appareil photo, imperméable
vert, boussole}. Dans cette exemple, si l'élément i = {imperméable bleu} est ajouté à l'en-
semble X, le gain sera au moins égal à celui réalisé s'il est ajouté à Y . En e�et, dans le
sous-ensemble Y on dispose déjà d'un imperméable, peu importe la couleur la fonction est
déjà remplie, ce qui n'est pas le cas pour le sous-ensemble X. Si tous les sous-ensembles
respectent l'inégalité (3.1), alors la fonction objectif est dite sous-modulaire.

Soient deux sous-ensembles X = {appareil photo} et Y = {appareil photo, imperméable
vert, boussole}. Dans cette exemple, si l'élément i = {carte} est ajouté à l'ensemble Y , le
gain sera au moins égal à celui réalisé s'il est ajouté à X. En e�et, une carte et une boussole
fonctionnent en association. Par conséquent, l'ajout de la carte dans le sous-ensemble Y
renforce le gain par complémentarité. Si tous les sous-ensembles respectent l'inégalité (3.2),
alors la fonction objectif est dite super-modulaire.

Remarquons que l'exemple est utilisé uniquement pour présenter les trois di�érentes
nuances car dans ce cas la fonction w n'est ni linéaire, ni sous-modulaire, ni super-modulaire
(en e�et, nous avons considéré parfois des égalités entre les sous-ensembles et parfois des
inégalités dans les deux sens).

La section suivante est dédiée à la présentation de quelques méthodes de résolution issues
de la littérature. Ces algorithmes ont été développés pour le cas classique, c'est-à-dire quand
la fonction w est précisément connue.

3.1.3 Algorithmes de résolution classique

Dans cette section, on s'intéresse à la détermination d'un sous-ensemble indépendant
optimal. On présente deux approches standard : approche gloutonne et approche locale.

Algorithme glouton

Lorsque la fonction d'ensemble est additive, il est bien connu que le problème peut être
résolu e�cacement par un algorithme glouton [Edmonds, 1971].
Cet algorithme (donné en Algorithme 5) peut se décrire de la façon suivante :

� Tant qu'un élément peut être ajouté dans l'ensemble en construction (initialement
vide) en préservant l'indépendance, on itère les instructions suivantes :
� On sélectionne un élément de E de poids maximum, parmi ceux dont l'ajout au

sous-ensemble en construction conduit à un sous-ensemble indépendant.
� L'élément sélectionné est ensuite retiré de l'ensemble E.
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On peut considérer que la véri�cation de l'indépendance d'un sous-ensemble se fait en temps
polynomial, souvent réalisée dans la littérature par un appel à un oracle.

Algorithme 5 Algorithme glouton (Edmonds, 1971)

1: X ← ∅
2: while E est non vide do
3: Sélectionner ei∈E maximisant la valeur w(X ∪ {ei})
4: if l'ensemble X ∪ {ei} ∈ I then

5: X ← X ∪ {ei}
6: end if

7: E ← E \ {ei}
8: end while

9: return X

Cependant, les préférences ne sont pas toujours représentables par des fonctions additives
en raison des interactions possibles entre les éléments. En théorie de la décision, l'additivité
des utilités est souvent remplacée par la relâchée sous-modularité pour garantir un principe de
rendements décroissants [Ahmed and Atamtürk, 2011, Lehmann et al., 2006, Vondrák, 2008]
ou par la super-modularité. L'algorithme glouton présenté devient alors un algorithme d'ap-
proximation avec garantie sur la qualité des solutions retournées [Calinescu et al., 2011,
Nemhauser et al., 1978, Skowron, 2017, Vondrák, 2008]. Ainsi, pour des fonctions d'en-
sembles monotones sous-modulaires ou super-modulaires, cet algorithme fournit une approxi-
mation de (1− 1

e
) ≈ 0, 63 pour le matroïde uniforme et une approximation de 1

2
dans le cas

général [Fisher et al., 1978, Nemhauser et al., 1978].

Algorithme de recherche locale

Si on utilise une fonction d'ensemble additive, la recherche locale est un autre moyen
e�cace de construire des solutions optimales aux problèmes d'optimisation sous contrainte
de matroïde [Lee, 2004]. Cette méthode est décrite en Algorithme 6.

Plus précisément, en partant d'une base arbitraire, on peut rechercher un élément qui
peut être remplacé de manière rentable par un élément hors de la base, tout en préservant
l'indépendance. En e�et, il faut véri�er que chaque voisin formé à l'aide de la fonction de
voisinage est bien un sous-ensemble indépendant. Ce principe d'échange peut être itéré pour
améliorer progressivement la base actuelle jusqu'à atteindre un optimum local. Lorsque w est
précisément connu, l'algorithme de recherche locale a une garantie de performance de 1/2,
même dans le cas particulier du matroïde uniforme [Fisher et al., 1978].
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Algorithme 6 Recherche locale

1: Soit une base du matroïde déterminée aléatoirement
2: amélioration ← true
3: while amélioration do

4: NX ← {X ′ ∈ B : |X∆X ′| = 2}
5: S ← NX ∪ {X}
6: Sélectionner X ′∈S maximisant la valeur w(X ′)
7: if w(X ′) ≤ w(X) then

8: amélioration ← false
9: else

10: X ← X ′

11: end if

12: end while

13: retourne X

La section suivante présente notre algorithme de recherche gloutonne combiné à l'élicita-
tion incrémentale des préférences d'un décideur.

3.2 Un algorithme glouton interactif

Comme nous avons pu le voir dans la section précédente, les matroïdes présentent un inté-
rêt particulier pour la recherche gloutonne quand w est additive : ce sont les seules structures
héréditaires (véri�ant l'axiome d'hérédité noté A1) non vides pour lesquelles l'algorithme
glouton fournit des solutions optimales [Oxley, 2006].

Dans cette section, nous proposons une adaptation de l'algorithme glouton quand w n'est
pas connu.

3.2.1 Description de l'algorithme

Pour pouvoir appliquer l'algorithme glouton, il faut connaître l'ordre induit par la fonc-
tion d'ensemble w (pour savoir quel élément ajouter à l'ensemble en construction à chaque
itération). Quand w n'est pas connue, il s'agit de poser des questions au décideur de sorte à
connaitre cet ordre (ou au moins une bonne approximation). Dans un souci d'e�cacité, l'éli-
citation des préférences sera e�ectuée pendant la construction de la solution par la méthode
gloutonne. L'objectif est de concentrer la tâche d'élicitation sur les informations de préférence
qui sont directement nécessaires à la mise en ÷uvre de l'algorithme. Nous proposons une ver-
sion interactive fondée sur le minimax regret de l'algorithme glouton pour l'optimisation des
matroïdes (voir Algorithme 7).
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Algorithme 7 Algorithme glouton interactif

1: X ← ∅ ;
2: while |X| < r(M) do
3: while MMR(E,W ) > δi do
4: Demander au décideur de comparer deux éléments de E
5: Mettre à jour W selon les préférences du décideur
6: Sélectionner ei∈E tel que MR({ei}, E,W )≤δi
7: end while

8: if X ∪ {ei} ∈ I then

9: X ← X ∪ {ei}
10: end if

11: E ← E \ {ei}
12: end while

13: return X

Dans cet algorithme, nous utilisons les regret suivants :

De�nition 3.2.1 (Minimax Regret). Pour tous ensembles X,X ′ ⊆ E et un ensemble E de
sous-ensembles de E :

PMR(X,X ′,W ) = max
w∈W
{w(X ′)− w(X)} (3.3)

MR(X, E ,W ) = max
X′∈I

PMR(X,X ′,W ) (3.4)

MMR(E ,W ) = min
X∈E

MR(X, E ,W ) (3.5)

où W est l'ensemble des w compatibles avec les données de préférences disponibles.

Les regrets sont utilisés pour comparer des éléments deux à deux a�n de pouvoir identi�er
le prochain élément à ajouter dans la solution X.

Dans cet algorithme, la ligne 2 utilise le rang r(M) du matroïde pour réduire le nombre
d'itérations et surtout le nombre de questions. Dans l'algorithme classique (avec w connu
cf Algorithme 5), on teste tous les éléments jusqu'à ce que l'ensemble E soit vide car on
pouvait itérer sans détériorer la complexité en termes de temps et de nombre de questions.
Puisque nous savons que si le sous-ensemble X est de taille r(M) alors aucun autre élément
ne peut être ajouté sans que le sous-ensemble correspondant ne devienne dépendant, donc
il n'est plus nécessaire de continuer à tester les éléments de E. Le rang peut être facilement
obtenu pour plusieurs matroïdes comme le matroïde uniforme où k correspond aussi au
rang du matroïde car il correspond au nombre maximal d'éléments qu'un sous-ensemble
puisse contenir sans être dépendant. Pour des matrices plus complexes, nous pouvons utiliser
n'importe quelle limite supérieure, ou précalculer r(M) en exécutant l'algorithme glouton
standard pour une fonction arbitraire w. En e�et, on sait que les bases d'un matroïde ont
toute la même cardinalité.

Quant à la ligne 3, le minimax regret est utilisé pour réduire le nombre de questions posées
au décideur, tout en ayant une garantie sur la qualité de la solution. Ici, on a utilisé δi = δ

r(M)
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où δ est la tolérance sur l'erreur �xée avant l'exécution de la procédure. La boucle interne
(lignes 3-7) s'arrête après un nombre �ni d'étapes puisque MMR(E,W ) est égal à 0 lorsque
tous les éléments de E ont été comparés par le décideur. Notons également que l'algorithme
7 avec δ = 0 sélectionne un élément qui est nécessairement optimal à chaque étape, c'est-à-
dire que l'élément sélectionné est optimal pour toutes les fonctions d'ensemble admissibles
w ∈ W . Par conséquent, notre algorithme avec δ = 0 n'est rien d'autre que l'algorithme
glouton standard [Edmonds, 1971], et il retourne une base optimale. Cependant, poser des
questions jusqu'à ce que les regrets minimax diminuent à zéro peut entraîner un nombre
important de questions en pratique, comme on le verra dans la Section 3.4. Pour une mise en
÷uvre de cette procédure, l'Algorithme 7 est utilisé avec δ > 0 en pratique pour construire
une base avec un regret borné.

Plus précisément, dans la section suivante, nous montrons que le regret de la solution
retournée par notre algorithme glouton est bornée par la valeur δ.

3.2.2 Garanties de performances : qualité de la solution retournée,

temps et nombre de questions

Proposition 3.2.1. L'algorithme 7 renvoie une base B ∈ B telle que MR(B,B,W ) ≤ δ soit
vrai à la �n de l'exécution.

Démonstration. Nous voulons prouver qu'à la �n de la procédure, on a bienMR(B,B,W ) ≤
δ. Par dé�nition des max regrets, il su�t de prouver que w(B∗) − w(B) ≤ δ est vrai pour
toute base B∗ ∈ B et pour toute fonction w qui est encore admissible à la �n de l'exécution.
Pour cela, prouvons par induction que l'a�rmation suivante, notée P (i), est véri�ée à la �n
de l'itération i ∈ {1, . . . , r(m)} de la boucle externe (lignes 2-12) :

∃Bi ∈ B tel que


Xi ⊆ Bi

Bi\Xi ⊆ Ei

w(B∗)− w(Bi) ≤ |Xi| ×
δ

r(M)

(3.6a)

(3.6b)

(3.6c)

où Xi (resp. Ei) désigne l'ensemble X (resp. E) à la �n de l'itération i. En d'autres termes,
nous voulons prouver que Xi peut être étendu en une base Bi possédant un regret inférieur
à |Xi| × δ

r(M)
. Pour l'itération i = 0 (avant d'entrer dans la première boucle), nous avons

Xi = ∅ et Ei = E. Par conséquent, si nous �xons Bi = B∗, alors les équations (3.6a-3.6c)
sont évidemment satisfaites. Par conséquent, P (0) est véri�ée.

Maintenant, on suppose que P (i − 1) est valable pour une certaine étape i dans
{1, . . . , r(m)} et nous voulons prouver que P (i) est vraie. En d'autres termes, en suppo-
sant que les équations (3.6a-3.6c) soient vraies pour une base Bi−1, nous devons identi�er
une base Bi telle que les équations (3.6a-3.6c) soient satisfaites par Bi. D'après la ligne 8,
deux cas peuvent se produire : soit Xi−1 ∪ {ei} 6∈ I soit Xi−1 ∪ {ei} ∈ I.
Cas Xi−1 ∪ {ei} 6∈ I : Dans ce cas, nous avons Xi = Xi−1 (voir lignes 8-9). Prouvons
qu'il su�t de poser Bi = Bi−1 pour établir le résultat. Tout d'abord, notons que l'hypothèse
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d'induction (HI) implique directement que les équations (3.6a) et (3.6c) sont vraies pour Bi

puisque Xi = Xi−1 et Bi = Bi−1. Ensuite, pour l'équation (3.6b), nous devons prouver que
nous avons Bi\Xi ⊆ Ei, c'est-à-dire Bi−1\Xi−1 ⊆ Ei. Par l'HI, on a Bi−1\Xi−1 ⊆ Ei−1, c'est-
à-dire Bi−1\Xi−1 ⊆ Ei ∪ {ei} (voir ligne 9). De plus, nous pouvons déduire que ei 6∈ Bi−1 de
l'axiome A1 puisque Xi−1 ∪ {ei} 6∈ I et Xi−1 ⊆ Bi−1 (par l'HI). Donc Bi−1\Xi−1 ⊆ Ei est
véri�é et donc P (i) est vraie.

Cas Xi−1 ∪ {ei} ∈ I : On a ici Xi = Xi−1∪{ei} (voir lignes 8-9) et on peut alors distinguer
deux cas :

� Cas ei ∈ Bi−1 : Montrons que l'on peut simplement �xer Bi = Bi−1.
Plus précisément, pour l'équation (3.6a), nous avons :

Xi = Xi−1 ∪ {ei} (par hypothèse)

⊆ Bi−1 ∪ {ei} (par l'HI)

= Bi−1 (puisque ei ∈ Bi−1)

= Bi (par dé�nition)

Pour l'équation (3.6b), nous avons :

Bi\Xi = Bi−1\(Xi−1 ∪ {ei})
⊆ Ei−1\{ei} (par l'HI)

= Ei (voir ligne 9)

Pour l'équation (3.6c), nous avons :

w(B∗)− w(Bi) = w(B∗)− w(Bi−1) (par dé�nition)

≤ |Xi−1| ×
δ

r(M)
(par l'HI)

≤ |Xi| ×
δ

r(M)
(puisque |Xi| = |Xi−1|+ 1)

Donc P (i) est vrai.
� Cas ei 6∈ Bi−1 : Notons que |Xi| ≤ |Bi−1| puisqueBi−1 est une base. Donc en appliquant

itérativement l'axiome A2, on peut conclure qu'il existe Y ⊆ Bi−1\Xi tel que |Xi∪Y | =
|Bi−1| et Xi ∪ Y ∈ I. Maintenant, nous �xons Bi = Xi ∪ Y et nous voulons prouver
que les équations (3.6a-3.6c) sont satisfaites par Bi. Notons que l'équation (3.6a) est
évidemment vraie puisque Bi = Xi∪Y (par dé�nition). Pour l'équation (3.6b), puisque
Bi\Xi = Y , nous avons seulement besoin de prouver que Y ⊆ Ei.
On a :

Y ⊆ Bi−1\Xi (par dé�nition)

= Bi−1\(Xi−1 ∪ {ei}) (puisque Xi = Xi−1 ∪ {ei})
⊆ Ei−1\{ei} (par l'HI)

= Ei (voir ligne 9)

Pour l'équation (3.6c), nous devons prouver que l'inégalité w(B∗)−w(Bi) ≤ |Xi|× δ
r(M)

est véri�ée. On a :
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Bi\Bi−1 = (Xi ∪ Y )\Bi−1 (par dé�nition)

= (Xi−1 ∪ {ei} ∪ Y )\Bi−1 (par hypothèse)

= ({ei} ∪ Y )\Bi−1 (puisque Xi−1 ⊆ Bi−1 par l'HI)

= {ei} (puisque Y ⊆ Bi−1 et ei 6∈ Bi−1)

En conséquence, puisque nous avons également |Bi| = |Bi−1|, nous savons qu'il existe
ej ∈ E\{ei} tel que Bi = (Bi−1 ∪ {ei})\{ej}.
Prouvons maintenant que ej ∈ Ei−1 :

{ej} = Bi−1\Bi = Bi−1\(Xi ∪ Y )

= Bi−1\(Xi−1 ∪ {ei} ∪ Y ) ⊆ Bi−1\Xi−1 ⊆ Ei−1 (par l'HI)

Nous pouvons donc obtenir que w(ei)−w(ej) ≤ δ
r(M)

à l'aide de la dé�nition des max
regrets (voir ligne 7). Par conséquent, nous avons :

w(B∗)− w(Bi) = w(B∗)− w((Bi−1 ∪ {ei})\{ej}) (par dé�nition)

= w(B∗)− w(Bi−1) + (w({ei})− w({ej})) (par additivité)

≤ |Xi−1| ×
δ

r(M)
+ (w({ei})− w({ej})) (par l'HI)

≤ (|Xi−1|+ 1)× δ

r(M)
(car w(ei)− w(ej) ≤ δ

r(M)
)

= |Xi| ×
δ

r(M)
(car Xi = Xi−1 ∪ {ei})

Donc l'équation (3.6c) est vraie et par conséquent P (i) est vraie.
Ainsi, l'a�rmation P (i) est vraie pour chaque étape i ∈ {1, . . . ,m}, et en particulier

P (i) est vraie pour i. Puisque X est une base, alors nous avons nécessairement X = B en
raison de l'équation (3.6a). Ensuite, en utilisant l'équation (3.6c), on obtient w(B∗)−w(X) ≤
|X| × δ/r(M) = r(M)× δ

r(M)
= δ. En�n, puisque l'Algorithme 7 renvoie B = X, le résultat

est établi.

Il est important de noter également que l'algorithme 7 ne génère pas plus qu'un nombre
polynomial de questions puisque dans le pire des cas, on demande au décideur de comparer
tous les éléments de E (voir ligne 4). Par conséquent, le nombre total d'étapes de la boucle
interne (lignes 3-7) est également polynomial. Cependant, malgré l'existence d'un formalisme
général, l'implémentation de l'algorithme 7 peut di�érer de manière signi�cative d'un contexte
d'application à l'autre.

Plus précisément, véri�er l'indépendance d'un ensemble (si X ∪ {ei} ∈ I) peut être plus
ou moins complexe selon le matroïde considéré. Les trois matroïdes utilisés dans la Section
3.4 (de tests numériques) soient les matroïdes uniforme, graphique et transversal, possèdent
un test d'indépendance qui peut être e�ectué en temps polynomial.
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De plus, le calcul des regrets peut être plus ou moins complexe selon les hypothèses faites
sur w. À cet égard, une option intéressante consiste à dé�nir w par une fonction paramétrique
qui est linéaire en ses paramètres. Cela peut être une combinaison linéaire de fonctions
splines, une utilité linéaire multi-attributs ou une moyenne pondérée ordonnée de valeurs de
critères. Dans ce cas, l'optimisation des regrets peut être e�ectuée en temps polynomial en
utilisant la programmation linéaire. De plus, l'utilisation d'une dé�nition paramétrique de w
permet d'économiser de questions car toute déclaration de préférence du type w(e) > w(e′)
se traduit par une contrainte sur l'espace des paramètres qui réduira les préférences possibles
sur d'autres éléments.

Comme on vient de le voir, les matroïdes présentent bien un intérêt particulier pour
la recherche gloutonne, même quand les préférences sont imprécisément connues. Mais la
recherche locale tire aussi pro�t des structures de type matroïde.

3.3 Un algorithme de recherche locale interactive

Comme nous l'avons déjà vu, la recherche locale est une approche heuristique
très générale utilisée de manière standard en recherche opérationnelle pour déterminer
des solutions de bonne qualité à des problèmes d'optimisation combinatoire di�ciles
[Russell and Norvig, 2002, E.H. Aarts, 2003]. Plusieurs algorithmes de recherche locale sont
décrits dans la Section 1.1.4. On s'intéresse ici à la recherche locale de type hill climbing, qui
consiste à choisir la solution voisine qui optimise localement la fonction w dans le voisinage.

Dans de nombreux cas, la recherche locale fournit des solutions sous-optimales au pro-
blème global et la méthode de recherche doit être modi�ée pour poursuivre la recherche
au-delà de l'optimalité locale. Cependant, il existe des exemples bien connus de problèmes
pour lesquels les algorithmes de recherche locale fournissent des solutions optimales. Par
exemple, en optimisation continue, l'algorithme du simplexe utilisé pour résoudre des pro-
grammes linéaires est essentiellement un algorithme de recherche locale passant des sommets
d'un polytope aux sommets voisins jusqu'à atteindre un optimum local, qui est connu pour
être un optimum global. Dans le domaine de l'optimisation discrète, le problème de l'arbre
couvrant minimum peut également être résolu par recherche locale à partir de n'importe quel
arbre couvrant initial arbitraire en utilisant des voisinages et des séquences d'amélioration
basées sur des échanges d'arêtes. Ce résultat est fortement lié à la justesse de l'algorithme
glouton dans le problème de l'arbre couvrant (algorithme de Kruskal [Kruskal, 1956]) et plus
généralement à la structure d'un matroïde pondéré.

Dans un problème d'optimisation combinatoire modélisé à l'aide d'une structure de ma-
troïde pondéré où les solutions admissibles sont des bases, l'Algorithme 6 de recherche locale
peut en e�et être utilisé. Dans ce cas, on peut avoir comme point de départ n'importe quelle
base que l'on améliore progressivement en utilisant des échanges d'éléments jusqu'à atteindre
la base optimale, comme suggéré dans l'article [Lee, 2004] avec un algorithme d'échange
simple. Pour e�ectuer des échanges utiles dans une recherche locale, nous devons connaître
les valeurs relatives des éléments composant les solutions réalisables.

Lorsque cette information sur les préférences n'est pas disponible au début de la recherche,
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elle peut être acquise au cours de la recherche via des procédures d'élicitation des préférences
a�n de réduire la charge d'élicitation. C'est ce que nous proposons dans la section suivante.

3.3.1 Description de l'algorithme

Lorsque w n'est pas connu, le principe de recherche locale peut être combiné avec un algo-
rithme d'élicitation des préférences pour collecter les informations nécessaires à l'identi�cation
des échanges améliorants. Pour mettre en ÷uvre cette idée, nous proposons l'Algorithme 8
où X∆Y désigne la di�érence symétrique dé�nie par (X \ Y ) ∪ (Y \ X) et NB désigne le
voisinage de la base B, c'est-à-dire l'ensemble des bases adjacentes qui di�èrent de B par
exactement deux éléments (on retire un élément pour en mettre un autre).

Algorithme 8 Algorithme de recherche locale interactive

1: B ← GenerationBaseInitiale (M)
2: amélioration ← true

3: while amélioration do

4: NB ← {B′ ∈ B : |B∆B′| = 2}
5: while MMR(NB ∪ {B},W ) > δ

r(M) do

6: Demander au décideur de comparer deux bases dans NB ∪ {B}
7: Mettre à jour W selon les préférences du décideur
8: end while

9: if MR(B,NB,W )≤ δ
r(M) then

10: amélioration ← false
11: else

12: B←Select(arg min
B′∈NB

MR(B′, NB ∪ {B},W ))

13: end if

14: end while

15: return B

La procédure GenerationBaseInitiale , appelée à la ligne 1, peut être n'importe quelle
heuristique fournissant une bonne solution de départ. Par exemple, on peut calculer une base
optimale pour un échantillon de fonctions d'ensemble arbitraires et demander au décideur de
nous dire laquelle est la meilleure. On e�ectue ensuite le voisinage de cette solution, la solution
courante, puis dans la boucle interne (lignes 5-8), on détermine la base préférée du décideur
dans l'ensemble composé de la base courante et de son voisinage. À l'aide de ces nouvelles
connaissances sur les préférences du décideur, on véri�e en ligne 9 si le regret maximal de
cette solution face à tout son voisinage est inférieur à une certaine valeur, soit δi = δ

r(M)
. Si

tel est le cas, on place la valeur booléenne improve à false, qui indique que l'étape n'a pas
été améliorante et qu'on peut sortir de la boucle principale (lignes 3-12). Puis, on retourne
cette base. Sinon, on réitère les mêmes opérations avec la nouvelle solution courante qui est
une base du voisinage minimisant le max regret.

Tout comme l'algorithme présenté dans la section précédente, la recherche locale possède
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des garanties de performances sur la qualité de la solution retournée, détaillées dans la sous-
section suivante.

3.3.2 Garanties de performances : qualité de la solution retournée

La qualité de la base retournée par l'algorithme 8 est garantie par ce qui suit :

Proposition 3.3.1. Si B ∈ B est une base retournée par l'algorithme 8, alors
MR(B,B,W ) ≤ δ est vrai.

Démonstration. Nous voulons prouver que MR(B,B,W ) ≤ δ est vrai lorsque l'algorithme
s'arrête. Par dé�nition des max regrets, nous avons seulement besoin de prouver que w(B∗)−
w(B) ≤ δ est vrai pour toute base B∗ ∈ B et pour toute fonction w ∈ W qui est encore
admissible à la �n de l'exécution.

En raison du théorème des échanges multiples [Greene and Magnanti, 1975], on sait qu'il
existe une bijection dé�nie par σ : B → B∗ telle que Bi = (B\{ei})∪{σ(ei)} est une base du
matroïde pour chaque élément ei ∈ B. Notons que Bi ∈ NB pour tout ei ∈ B puisque nous
avons |B∆Bi| = 2 (voir ligne 4). Notons également qu'on a nécessairementMR(B,NB,W ) ≤
δ

r(M)
à la �n de l'exécution (ligne 9). Par conséquent, w(Bi) − w(B) ≤ δ

r(M)
est vrai par

dé�nition du max regret. Alors, puisque w est additive et que Bi = (B\{ei}) ∪ {σ(ei)}, on
obtient �nalement w(σ(ei))− w(ei) ≤ δ

r(M)
.

Ainsi, on obtient :

w(B∗)− w(B) = w(

r(M)⋃
i=1

{σ(ei)})− w(B) (par dé�nition de σ)

=

r(M)∑
i=1

(
w(σ(ei))− w(ei)

)
(par additivité de w)

≤
r(M)∑
i=1

δ

r(M)
= δ

De ce fait, on a bien MR(B,B,W ) ≤ δ à la �n de l'exécution.

Lorsque δ = 0, la proposition 3.3.1 assure que l'algorithme 8 produit une base optimale.
Notons également qu'il ne génère pas plus qu'un nombre polynomial de questions lorsque w
est additif, car calculer les valeurs PMR entre deux voisins revient à comparer deux éléments
de l'ensemble E.

Par contre, contrairement à l'algorithme glouton, nous ne pouvons pas prouver que l'algo-
rithme de recherche locale génère un nombre polynomial de questions et se termine après un
nombre polynomial d'itérations. Certains cycles peuvent en e�et se produire comme illustrer
dans l'Exemple 3.3.1. Cependant, lorsqu'un cycle est détecté, il peut être facilement brisé
en divisant itérativement δ par deux (tout en garantissant la quasi-optimalité de la base
retournée).
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Exemple 3.3.1. Imaginons une instance d'un problème où B = {B1, B2, B3, B4}. Soient
y(B1) = (0, 4), y(B2) = (1, 3), y(B3) = (2, 2) et y(B4) = (3, 1). On utilise une somme
pondérée et on considère que l'ensemble des préférences collectées Θ est initialement est vide,
ainsi ΛΘ, correspondant aux jeux de poids admissibles λ, est dé�ni par ΛΘ = {λ ∈ [0, 1]3 :∑3

i=1 λi = 1}. On �xe le seuil de tolérance δ à 1 et soit B = B2 la base initiale.

Étape 1 : Considérons que le voisinage de B contient B3 et B4, soit NB = {B3, B4}.
Ainsi, on a MMR(NB ∪B,ΛΘ) = 1 et la solution de minimax regret est B3. Alors B = B3.

Étape 2 : Considérons que le voisinage de B contient B1 et B2, soit NB = {B1, B2}.
Ainsi, on a MMR(NB ∪B,ΛΘ) = 1 et la solution de minimax regret est B2. Alors B = B2.

On constate que l'algorithme boucle. Cet exemple ne correspond pas à un problème réel,
nous avons essayé de générer une petite instance d'un problème combinatoire sous di�érents
types de contrainte de matroïde pour laquelle cette boucle pouvait se produire, mais aucune
instance n'a pu être trouvée.

Toutefois, nous pourrons observer dans la section expérimentale les bons résultats de
l'algorithme de recherche locale malgré cela. Après avoir dé�ni les garanties théoriques de
nos algorithmes, la section suivante présente les résultats numériques obtenus.

3.4 Applications

Nous considérons ici des problèmes d'optimisation multi-objectifs dans lesquels chaque
élément du matroïde e ∈ E est évalué par un vecteur xe ∈ Rp où p est le nombre d'objectifs à
maximiser. Les valeurs des critères sont tirées aléatoirement entre 1 et 1000. Nous considérons
des instances avec 50 éléments et le nombre de critères p varie dans {4, 6, 8}. Les préférences
du décideur sur les éléments sont dé�nies à l'aide d'une fonction scalarisante fλ : Rp → R
(linéaire en son paramètre λ) par w({e}) = fλ(e). Par conséquent, toute information de
préférence du type �e est au moins aussi bon que e′� se traduit par la contrainte fλ(e) ≥
fλ(e

′) qui est linéaire en λ. Des exemples de fonctions admissibles pour fλ sont les sommes
pondérées, les moyennes pondérées ordonnées ou les intégrales de Choquet. Nous supposons
ici que fλ est une somme pondérée et que λ est initialement inconnu.

Dans nos algorithmes, nous posons des questions de préférences au décideur jusqu'à ce
que les valeurs du MMR tombent en dessous de δ

r(M)
. Dans nos tests, deux valeurs de δ

ont été utilisées : δ = 0, qui garantit que la solution retournée est optimale, et δ = 20%
du regret initial, pour réduire le nombre de questions générées. Plus précisément, après que
l'instance soit établie, les solutions associées aux points extrêmes du polyèdre de départ
sont déterminées à l'aide d'un algorithme exact avec jeu de poids connu. Puis, on calcule le
minimax regret sur ces solutions, et cela nous retourne alors le regret initial de l'instance,
dont on prend 20% comme seuil pour nos algorithmes dans les tests présentés.

On précise également qu'une élimination des points non dominés est faite avant la pré-
sentation des alternatives pour le calcul du minimax regret. Pour cela on réalise des tests
de Pareto dominance entre tous les points associés aux éléments de l'ensemble Ei pour le
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recherche gloutonne et entre tous les points associés aux solutions de l'ensemble NB ∪ {B}
pour la recherche locale.

Pour générer des questions informatives, nous utilisons la Current Solution Strategy,
(CSS) décrite en Section 1.3.1, a�n de réduire e�cacement l'ensemble des paramètres ad-
missibles. Les réponses aux questions sont simulées en utilisant une fonction w∗ générée à
partir d'un vecteur de pondération λ∗ produit aléatoirement avant chaque exécution des
algorithmes.

Calcul du regret (erreur) réel Puisque l'algorithme glouton classique (présenté en Sec-
tion 3.1.3) est un algorithme de résolution exacte dans le cadre d'une fonction w additive,
alors il nous permet de générer la solution optimale du décideur. En e�et on peut utiliser
la méthode classique avec w∗ pour avoir sa solution préférée. Cela permet de déterminer la
distance à l'optimale de la solution retournée par nos méthodes.

Nous présentons maintenant les problèmes et les résultats obtenus.

3.4.1 Le matroïde transversal

Le matroïde transversal peut être utilisé pour modéliser di�érents problèmes comme l'af-
fectation, le couplage ou encore une élection de comité. Dans cette section, on utilise le
matroïde transversal pour modéliser le problème d'ordonnancement présenté dans le para-
graphe suivant et avec lequel nous présenterons un exemple d'exécution de chacun des deux
algorithmes interactifs que nous avons proposés en début de section.

Problème d'ordonnancement. L'ensemble E se compose de n tâches, qui prennent cha-
cune une unité de temps de traitement. Toutes les tâches sont disponibles au temps 0 et ont
une date de �n limite notée dj. De plus, l'exécution de chaque tâche j produit un béné�ce
wj si la tâche est terminée avant le temps dj.

Le problème consiste alors à trouver un ordre des tâches qui maximise le béné�ce total.
Formellement, si E = {1, . . . , n} et I = {X ⊆ E : X peut être exéctué à temps} alors
M = (E, I) est un matroïde. Si l'on dé�nit w(X) =

∑
j∈X wj pour tout X ∈ I alors toute

base optimale est un ensemble de tâches maximisant w(X) (le pro�t total).

Le test d'indépendance consiste à véri�er pour un ensembleX ⊆ E, s'il existe une manière
d'ordonnancer les tâches de sorte qu'elles se terminent à temps. L'algorithme utilisé pour
réaliser ce test est l'ordonnancement des tâches �au plus tard�. C'est un algorithme itératif
qui plani�e la tâche courante sur sa date de �n ou, si une tâche est déjà positionnée à
cette date, au premier temps disponible avant. Cet algorithme nous permet de véri�er qu'un
ordonnancement est bien réalisable e�cacement. Il est utilisé :

� Dans l'algorithme glouton, lors de l'ajout d'une tâche à la solution courante.
� Dans la recherche locale, lors de la conception du voisinage, dans le but de savoir si

une solution voisine correspond bien à un sous-ensemble indépendant.
On illustre ce principe simple dans l'exemple suivant.
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Exemple 3.4.1. On dispose de 8 tâches {j1, . . . , j8} ayant une durée d'une unité de temps
avec les dates de �n suivantes : d1 = 4, d2 = 1, d3 = 2, d4 = 4, d5 = 1, d6 = 3 , d7 = 4 et
d8 = 1. On considère le sous-ensemble composé de {j1, j2, j3, j4}, et on cherche à savoir s'il
existe un ordonnancement admissible de ces 4 tâches (test d'indépendance).

Dans un premier temps, on place j1 en position 4 car cela correspond à sa date de �n,
ligne (a) Figure 3.3. Ensuite de la même façon j2 est assignée à la position 1, en ligne (b).
Puis j3 en position 2, ligne (c). Pour j4, comme d4 = 4 et que la tâche j1 déjà en position
4, l'algorithme n'est pas en mesure de la placer sur sa date au plus tard. Dans ce cas, on
recherche la première place disponible, par ordre décroissant, en partant de la date de �n de
j4. On arrive au temps 3 ici, en Figure 3.3 ligne (d).

(a) j1

(b) j2 j1

(c) j2 j3 j1

(d) j2 j3 j4 j1

Figure 3.3 � Ordonnancement au plus tard.

Pour un ensemble de tâches de taille n, cet algorithme a une complexité en O(n2) (n
tâches à ordonnancer et n tests pour rechercher la position de la tâche au maximum).

L'exemple suivant est une exécution de notre algorithme glouton interactif présenté en
Section 3.2.1 sur le problème d'ordonnancement modélisée par le matroïde transversal.

Exemple 3.4.2. Considérons une instance du problème d'ordonnancement avec E =
{1, . . . , 8} (8 tâches de longueur unitaire). L'utilité w(j) de terminer la tâche j à temps est
dé�nie à partir d'un vecteur performance à trois critères y(j) = (y1(j), y2(j), y3(j)) comme
suit

w(j) = λ1y1(j) + λ2y2(j) + λ3y3(j) (3.7)

pour un certain paramètre inconnu λ = (λ1, λ2, λ3) représentant le système de valeurs du
décideur. Les vecteurs de performances des tâches sont donnés dans le Tableau 3.1, ainsi que
leurs échéances dj :

j1 j2 j3 j4 j5 j6 j7 j8

y1(j) 6 2 5 8 1 6 3 2

y2(j) 8 4 2 7 2 3 4 3

y3(j) 8 7 5 1 8 3 6 1

dj 4 1 2 4 1 3 4 1

Table 3.1 � Vecteurs de performances et dates de �n des tâches.



Optimisation linéaire dans un matroïde 111

Initialement l'ensemble ΛΘ correspondant aux jeux de poids admissibles λ (selon l'en-
semble des préférences collectées Θ) est dé�ni par ΛΘ = {λ ∈ [0, 1]3 :

∑3
i=1 λi = 1} et induit

un ensemble W de fonctions admissibles w par l'équation (3.7). Pour simuler les réponses
du décideur pendant l'exécution de l'Algorithme 7 (glouton interactif), nous supposons que
la fonction d'ensemble w du décideur est dé�nie avec λ∗ = (6

9
, 2

9
, 1

9
). Dans la Figure 3.4, ΛΘ

est représenté par le triangle ABC dans l'espace (λ1, λ2), λ3 étant implicitement dé�ni par
λ3 = 1−λ1−λ2, et λ∗ est représenté par un point à l'intérieur du triangle. Dans un premier
temps, nous avons appliqué l'algorithme glouton standard (dé�ni en Section 3.1.3) sur cette
même instance, avec un jeu de poids λ arbitraire et nous avons obtenu le rang du matroïde,
soit r(M) = 4.

λ∗

•

•

• λ1

λ2

+
A

B

C

0

1−

|
1

Figure 3.4 � Illustration de l'ensemble des paramètres admissibles ΛΘ

initial.

Maintenant, exécutons l'Algorithme 7 avec δ = 0 en 4 étapes :

Étape 1 : Puisque Ei = E et MMR(Ei,W ) = 2 > 0, on demande au décideur de
comparer deux tâches. Selon la stratégie CSS (Section 1.3.1) employée pour poser des ques-
tions, il est intéressant de demander au décideur de comparer les tâches j1 et j4. Nous avons
w(j4) = 7 ≥ w(j1) = 6.7 par l'équation 3.7 avec λ = λ∗. Par conséquent, la réponse du
décideur sera : �la tâche j4 est plus importante que la tâche j1�. Ensuite, W est mis à
jour en imposant la contrainte w(4) ≥ w(1), ce qui revient à restreindre ΛΘ avec l'inéga-
lité λ2 ≥ 2λ1− 7λ3. Maintenant, ΛΘ est représenté par le triangle DCE en Figure 3.5(a). De
plus, nous avons maintenant MMR(Ei,W ) = MR({j4}, Ei,W ) = 0 et donc la tâche j4 est
ajoutée à l'ensemble indépendant en construction (actuellement vide) X.

Étape 2 : Nous avons Ei = E\{j4} et MMR(Ei,W ) = MR({j1}, Ei,W ) = 0. Par
conséquent, nous n'avons pas besoin de solliciter le décideur ici. La tâche j1 est ajoutée à X
directement et X = {j4, j1}.

Étape 3 : On a E = E\{j4, j1}. Là encore, aucune question n'est nécessaire puisque
MMR(E,W ) = MR({j6}, Ei,W ) = 0. La tâche j6 est ajoutée à X puisque l'ordonnancement
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(j6, j1, j4) est réalisable. On a donc X = {j4, j1, j6}.
Étape 4 : On a Ei = E\{j4, j1, j6} et MMR(Ei,W ) = 0.67 > 0. On demande donc au

décideur de comparer les deux tâches j3 et j7. Puisque nous avons w(j3) = 4.3 ≥ w(j7) = 3.6,
le décideur répond : �La tâche j3 est plus importante que la tâche j7�. Ensuite,W est mis à jour
en imposant la contrainte w(3) ≥ w(7), ce qui revient à restreindre davantage ΛΘ avec λ2 ≤
λ1− 1

2
λ3. Maintenant, ΛΘ est représenté par le polyèdre CEGF Figure 3.5(b). De plus, puisque

MMR(Ei,W ) = MR({j3}, Ei,W ) = 0, la tâche j3 est ajoutée à X car l'ordonnancement
(j3, j6, j1, j4) est réalisable. On obtient X = {j4, j1, j6, j3}. En�n, l'algorithme s'arrête puisque
|X| = r(M) = 4 et on sait que X = {j4, j1, j6, j3} est optimal. Après seulement deux
questions, nous savons que le jeu de poids du décideur se trouve dans le polyèdre CEGF
de la Figure 3.5(b) et cela est su�sant pour déterminer une solution optimale sans aucune
ambiguïté.

λ∗

•

•

•

C

λ1

λ2

+

C

0

1−

D

E
|
1

(a)

λ∗

•

•

•

•

λ1

λ2

+

C

0

1−

E

F

G

|
1

(b)

Figure 3.5 � Évolution de ΛΘ au cours de l'Algorithme 7.

Après l'illustration de notre algorithme glouton interactif, l'exemple suivant décrit l'exé-
cution de l'algorithme de recherche locale interactif sur cette même instance.

Exemple 3.4.3. Considérons le même problème d'ordonnancement que précédemment et
exécutons l'algorithme 8 avec δ = 0. Supposons que GenerationBaseInitiale (M) renvoie
B = {j1, j2, j4, j7} correspondant à l'ordonnancement (j2, j1, j4, j7) dont le vecteur perfor-
mance est y(B) = (19, 23, 22).

Étape 1 : La base B n'a que 7 candidats voisins admissibles dont les vecteurs performance
sont les suivants :
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B2,3 B2,5 B2,6 B4,3 B4,6 B7,3 B7,6

y1 22 18 23 16 17 21 22

y2 21 21 22 18 19 21 22

y3 20 23 18 26 24 21 19

où Bj,j′ est la base obtenue en remplaçant la tâche j par la tâche j′ dans B. Puisque
MMR(NB,W ) = 4 > 0, on demande au décideur de comparer les deux bases B et B2,6

(toujours selon la CSS). Nous avons w(B2,6) = 22.2 ≥ w(B) = 20.2 par l'équation (3.7), et
donc le décideur répond : �B2,6 est meilleure que B�. L'algorithme met alors à jour W (cor-
respondant initialement à la Figure 3.4) en imposant la contrainte w(B2,6) ≥ w(B), ce qui
revient à restreindre ΛΘ en insérant λ2 ≥ 4λ1− 4λ3 (voir Figure 3.6(a) où ΛΘ est représenté
par le triangle CDE). Maintenant, MMR(NB,W ) = 0.5 > 0 ce qui nécessite de comparer les
deux bases B2,6 et B2,3. Ici, nous avons w(B2,6) = 22.2 ≥ w(B2,3) = 21.5. Par conséquent, W
est mis à jour en imposant w(B2,6) ≥ w(B2,3), c'est-à-dire que ΛΘ est restreint en ajoutant
λ2 ≥ 5λ3 − λ1 (voir la Figure 3.6(b) où ΛΘ est le polyèdre CDGF). Maintenant l'algorithme
arrête de solliciter le décideur puisque MMR(NB,W ) = MR(B2,6, NB,W ) = 0. On dispose
maintenant d'une nouvelle solution courante B = B2,6 = {j6, j1, j4, j7} pour l'étape suivante.

λ∗
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λ1

λ2
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Figure 3.6 � Évolution de ΛΘ au cours de l'exécution de l'Algorithme 8.

Étape 2 : Ici, NB ne comprend que 2 bases candidates, à savoir B = B2,6 et
B′ = {j1, j4, j6, j3}, correspondant à l'ensemble {j3, j6, j1, j4} dont le vecteur performance
est (25, 20, 17). Puisque MMR(NB,ΛΘ) = 1.2 ≥ 0, on demande au décideur de compa-
rer B et B′. Nous avons w(B′) = 23 ≥ w(B) = 22.2 et le décideur répond : �B′ est
meilleure que B�. Alors W est mis à jour en imposant w(B′) ≥ w(B) et ΛΘ est res-
treint par λ2 ≤ λ1 − 1

2
λ3, visible en Figure 3.6(c) par le polyèdre CFIH. Maintenant,

MMR(NB,W ) = MR(B′, NB,W ) = 0 et nous �xons B = B′ pour l'étape suivante.



Optimisation linéaire dans un matroïde 114

Étape 3 : Ici, MMR(NB,W ) = MR(B,NB,W ) = 0 et donc aucune question n'est
nécessaire. L'algorithme se termine en retournant la base B associée à l'ordonnancement
{j3, j6, j1, j4} qui est optimal pour le décideur (car on a choisi δ = 0).
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Figure 3.6 � Évolution de ΛΘ au cours de l'exécution de l'Algorithme 8.

Résultats numériques

Dans ce paragraphe, nous évaluons les performances des algorithmes 7 et 8 sur di�érentes
instances du problème d'ordonnancement. Nous considérons des instances impliquant un
ensemble de 50 tâches, avec des échéances tirées au hasard entre 1 et 25 de sorte que seuls
environ la moitié des tâches puissent être ordonnancées (a�n qu'une sélection des tâches soit
nécessaire).

Recherche locale Glouton

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur(%)

0%

4 4.15 19.9 0.00 4.43 42.6 0.00

6 8.21 42.7 0.00 8.33 79.9 0.00

8 21.64 86.1 0.00 14.47 122.9 0.00

20%

4 4.12 12.5 0.02 2.20 14.2 0.00

6 6.46 23.2 0.03 3.04 27.2 0.00

8 11.97 38.9 0.01 4.52 41.6 0.00

Table 3.2 � Glouton face à la recherche locale sur le matroïde transversal.
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On observe dans le Tableau 3.2 que la recherche locale génère moins de questions que
l'algorithme glouton, en particulier lorsque δ = 0. Dans ce cas on passe de 123 questions
pour 6 critères à 86 avec la recherche locale. Lorsque δ = 20% l'écart entre le nombre de
questions des deux méthodes diminue, la recherche locale pose 39 questions contre 42 pour
le glouton (pour 6 critères). Le seuil δ qui, on le rappelle représente une borne sur le regret
�nal, est ici présenté en pourcentage. En e�et, cela correspond à 20% du regret initial.

Malgré 20% d'erreur à l'optimale autorisé, l'erreur empirique reste très faible pour les deux
algorithmes, inférieure à 0.03%. On peut constater une performance légèrement meilleure
sur ce point pour l'algorithme glouton. On constate également qu'avec δ = 20% les deux
algorithmes réduisent considérablement le nombre de questions posées au décideur.

Au sujet des temps d'exécution, la recherche locale est un peu plus lente pour δ = 0, mais
l'écart de rapidité se creuse avec delta non nul. En e�et, l'algorithme glouton est 1.5 fois plus
rapide pour 8 critères et δ = 0 que la recherche locale. Lorsque δ = 20%, glouton devient
alors 2.7 fois que rapide que la recherche locale pour 8 critères. E�ectivement, les minimax
regrets sont calculés sur des sous-ensembles de l'ensemble E, de taille 50, pour la recherche
gloutonne, alors qu'ils sont calculés sur des voisinages de taille au plus égale à 300 (car tous
les échanges élémentaires sont autorisés) pour la recherche locale. Il est donc assez logique que
les temps d'exécution soient plus élevés, et ce même si la condition d'indépendance limite
la taille de ce voisinage. Nous verrons dans la suite de cette section que l'impact dépend
du type de matroïde. Aussi l'écart de temps d'exécution devient plus important lorsque le
nombre d'objectifs augmente, en raison du nombre croissant de voisins non Pareto dominés.
En e�et, plus il y a de critères, moins il y a tendance à avoir de vecteurs de performances
Pareto dominés, car il est plus di�cile d'être au moins aussi bon sur chacun des critères.

Ces éléments d'explication peuvent être observés dans les Figures 3.7 et 3.8 où les courbes
en trait pointillées représentent les résultats de l'algorithme glouton et les courbes en trait
plein ceux de la recherche locale, pour δ = 0. En bleu, le nombre de critères est de 4, 6 en
rouge et 8 en vert. On y voit, Figure 3.7, le nombre d'éléments non Pareto-dominés en fonction
de l'itération, c'est à dire la taille du voisinage de la base courante B, noté NB après �ltrage
par dominance de Pareto pour la recherche locale et la taille de l'ensemble E après le même
�ltrage pour la méthode gloutonne. Si on regarde les courbes pour 8 critères, à la première
itération, il y a environ 4 fois plus d'alternatives présentées pour le calcul du minimax regret
avec la recherche locale qu'avec la méthode gloutonne. Cela se répercute sur le nombre de
questions, Figure 3.8 adjacente, où 10 questions supplémentaires sont posées au décideur par
la recherche locale par rapport au glouton. Dans les résultats �naux, le nombre de questions
posées au décideur est pourtant plus bas avec la recherche locale. Deux explications peuvent
être données. D'une part, la notion de voisinage de la recherche locale permet d'avoir un
nombre d'itérations réduit en comparaison du glouton (6 en moyenne contre 25). De plus,
on observe que le nombre de bases non dominées diminue très fortement et rapidement,
jusqu'à descendre en dessous du nombre d'éléments non dominés du glouton, dès la troisième
itération. En e�et, la dominance de Pareto et la véri�cation d'indépendance permettent une
réduction importante du nombre de bases voisines lorsque l'on utilise la recherche locale (cela
divise environ par 3 ou plus le nombre de bases voisines).
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Figure 3.7 � Nombre d'alternatives non Pareto dominées en fonction de l'itération sur le
matroïde transversal.
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Figure 3.8 � Nombre de questions posées au décideur en fonction de l'itération sur le
matroïde transversal.
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Avec δ = 20%, on constate une réduction signi�cative du nombre de questions pour les
deux algorithmes, qui sont très proches, tout en conservant des solutions de bonne qualité,
l'erreur étant au plus égale à 0.02%.

3.4.2 Le matroïde uniforme

Le matroïde uniforme est dé�ni par I = {X ⊆ E : |X| ≤ k} pour un entier positif donné
k ≤ n (dé�ni plus précisément en Section 3.1.1).

Problème de sélection de sous-ensembles. Nous considérons le problème de sélec-
tion de sous-ensembles correspondant exactement au matroïde uniforme, c'est-à-dire que l'on
cherche à sélectionner k éléments de l'ensemble tout en maximisant la fonction w.

Dans le cadre de ce matroïde, le test d'indépendance pour un ensemble X ⊆ E se fait
simplement en véri�ant que la taille de X ne dépasse pas l'entier k �xé.

Recherche Locale Glouton

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%)

0%

4 3.99 18.5 0.00 5.15 43.9 0.00

6 13.61 46.2 0.00 10.42 99.8 0.00

8 45.26 81.0 0.00 13.16 124.4 0.00

20%

4 3.08 13.7 0.01 2.84 17.6 0.00

6 7.60 28.9 0.01 4.52 37.4 0.00

8 35.97 36.0 0.02 3.99 38.1 0.01

Table 3.3 � Glouton face à la recherche locale sur le matroïde uniforme.

Résultats numériques

Ici, la taille de l'ensemble de base est |E| = 50 et k = 25, c'est-à-dire que I = {X ⊆ E :
|X| ≤ 25}.

Dans le Tableau 3.3, nous observons que la recherche locale est plus e�cace que le glouton
en termes de nombre de questions. Par exemple, l'algorithme de recherche locale est environ
deux fois plus performant pour 6 critères, soit 46 questions contre 99.

Cependant, l'algorithme glouton est plus rapide que la recherche locale en termes de
temps de calcul, 3.5 fois plus rapide avec δ = 0 et 9 fois pour δ = 20% non nul. On a vu, avec
le matroïde transversal, la raison de cet écart. Cependant, l'amplitude de cet écart devient
plus importante avec le matroïde uniforme qu'avec le transversal, pour lequel le glouton
était (seulement) au maximum 2.7 fois plus rapide que la recherche locale (avec 8 critères).
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Ce problème est très proche du problème d'ordonnancement, mais dans ce dernier le test
d'indépendance restreint davantage le nombre de sous-ensembles possibles dans la procédure
de recherche locale : un ordonnancement de toutes les tâches de l'ensemble doit exister, or
pour le matroïde uniforme, seule la taille est imposée, ce qui explique pourquoi la recherche
locale est plus lente ici (il y a plus de bases à comparer, et ainsi le calcul du minimax regret
prend plus de temps).

Avec δ = 20%, de la même manière que pour le matroïde précédent, on constate une
réduction signi�cative du nombre de questions, tout en conservant des solutions de bonne
qualité (erreur au plus égale à 0.02%).

3.4.3 Le matroïde graphique

Le matroïde graphique se dé�nit de la façon suivante : Étant donné un graphe G = (V,E)
où V est l'ensemble des n÷uds et E l'ensemble des arêtes, les ensembles indépendants sont
les sous-ensembles d'arêtes qui ne contiennent aucun cycle (c'est-à-dire les forêts).
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Figure 3.9 � Arbre couvrant de poids minimum dans un graphe pondéré.

Problème de l'arbre couvrant minimum. Un arbre couvrant d'un graphe correspond
à un arbre inclus dans ce graphe qui connecte tous les sommets entre eux. Ce graphe doit
être non orienté et connexe. Le problème d'arbre couvrant de poids minimum impose en plus
que les arêtes soient pondérées. Un arbre couvrant de poids minimal d'un tel graphe est un
arbre couvrant dont la somme des poids des arêtes est minimale. En Figure 3.9 est présenté
un arbre couvrant minimal (cf. Figure 3.9 (b)) d'un graphe pondéré (cf. Figure 3.9 (a)).

Dans le cas du matroïde graphique, toute base correspond à un arbre couvrant du graphe.
De plus, si on considère :

� une fonction c : E → R+ dé�nissant le coût de chaque arête e ∈ E,
� une constante quelconque strictement supérieure à maxe∈E c(e), notée c∗,
� pour chaque arête e ∈ E, w dé�nie de la façon suivante : w(e) = c∗ − c(e),

alors trouver la base optimale revient à résoudre le problème de l'arbre couvrant de coût
minimal

Pour ce matroïde, on rappelle que le test d'indépendance d'un ensemble consiste à cher-
cher s'il existe un cycle. Dans le cadre de nos travaux nous avons utilisé la librairie C++
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LEMON 1 [Dezs® et al., 2011] qui fournit une fonction de détection de cycle pour un graphe
G donné. Il est basé sur l'algorithme de parcours en profondeur, appelé DFS (Depth-First
Search). L'algorithme réalise un parcours en profondeur mais avec l'adaptation suivante : au
développement d'un sommet s, on doit tester s'il existe un arc �retour�, c'est-à-dire un arc
reliant s à un sommet qui est dans l'ensemble des sommets ouverts.

Résultats numériques.

Ici, les éléments de l'ensemble de base sont les arêtes d'un graphe connexe. Nous avons
généré des graphes avec 50 n÷uds et une densité égale à 50% (50% des arêtes par rapport
au graphe complet sont sélectionnées), toujours grâce à la librairie LEMON. Sinon il su�t
de ne placer que la moitié des arêtes, tout en véri�ant que le graphe est connexe.

Recherche locale Glouton

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%)

0%

4 17.79 41.7 0.00 19.51 64.0 0.00

6 61.29 105.1 0.00 151.83 154.9 0.00

8 256.07 195.0 0.00 583.93 262.3 0.00

0.2

4 16.82 13.2 0.14 10.12 13.4 0.28

6 33.01 24.7 0.17 40.92 26.2 0.24

8 68.88 37.0 0.25 99.20 40.9 0.28

Table 3.4 � Glouton face à la recherche locale sur le matroïde graphique.

Dans le Tableau 3.4, nous observons que la recherche locale est plus rapide que la recherche
gloutonne, à l'inverse des observations faites sur le matroïde uniforme et sur le matroïde
transversal. Ceci est principalement dû à une plus grande taille de l'ensemble de base. En
e�et, un graphe complet compte |E|×(|E|−1)

2
arêtes mais, dans le cadre de ces travaux, on

travaille sur des graphes de densité égale à 50%. Conséquemment, le nombre d'arêtes est
d'environ 600 ici.

Si cela explique la di�érence majeure de temps d'exécution cela n'explique pas entièrement
le fait que la recherche locale soit plus rapide que la recherche gloutonne. Cette dernière
construit la base optimale à partir de l'ensemble vide, alors que la recherche locale part
d'une solution complète (obtenue avec GenerationBaseInitiale ). On peut observer l'e�et
produit en Figure 3.10. Elle représente le nombre de solutions non Pareto dominées en fonction
du nombre d'itérations, permettant d'observer les di�érences de comportement entre les deux
méthodes avec δ = 0. A l'instar des �gures présentées pour le matroïde transversal (Figure
3.7 et 3.8), les trois courbes en trait pointillée représentent les résultats de la recherche
gloutonne et les courbes en trait plein représentent ceux de la recherche locale (en bleu,
résultats pour 4, 6 en rouge et 8 en vert). On remarque que le comportement de chaque

1. https://lemon.cs.elte.hu/trac/lemon

https://lemon.cs.elte.hu/trac/lemon
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méthode est similaire peu importe le nombre de critères. La réaction est aussi similaire
avec les trois matroïdes présentés (uniforme, transversal et graphique). La recherche locale
débute avec un nombre important d'alternatives possibles à l'itération 0 alors que la recherche
gloutonne se voit proposée légèrement moins de possibilités, environ 1.25 fois moins pour 8
critères, par exemple. Cependant, cet écart était beaucoup plus important avec le matroïde
transversal (un rapport de 4). Dès la seconde itération, le glouton se voit présenter un nombre
d'alternatives beaucoup plus important par rapport à la recherche locale, ce qui explique les
temps d'exécution plus grands.
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Figure 3.10 � Nombre d'alternatives non Pareto dominées en fonction de l'itération sur le
matroïde graphique.

Pour l'algorithme glouton, le nombre de solutions Pareto non dominées en fonction de
l'itération a une forme presque concave, avec des valeurs très supérieures à celles de la re-
cherche locale. L'e�et est très ampli�é en comparaison des courbes présentées pour le ma-
troïde transversal. Au lancement de la procédure, la sélection d'un élément de l'ensemble
permet à quelques alternatives de devenir non Pareto-dominées. Cet e�et s'inverse tardive-
ment, aux alentours de l'itération 25, avec la construction de la solution, qui limite le nombre
de non Pareto-dominées à l'instar de la recherche locale qui y parvient beaucoup plus rapi-
dement (notamment grâce à la di�culté d'être indépendant pour un ensemble voisin). Par
conséquent, le nombre de questions posées au décideur est drastiquement inférieur avec la
recherche locale.

Avec δ = 20%, on constate une plus grande réduction du nombre de questions pour les
deux algorithmes par rapport aux autres matroïdes étudiés. Là où avec la recherche locale et
le matroïde transversal on divisait par 2.2 le nombre de questions avec delta non nul, ici on
divise par 5.2 ce nombre. Pareillement avec le glouton qui passe de 3 fois moins de question
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à 6.3 fois moins. Les résultats restent proches, et conservent des solutions de bonne qualité.
L'erreur est inférieure à 0.30%, ce qui est cependant supérieure à la qualité obtenue avec les
deux autres matroïdes.
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Figure 3.11 � Nombre de questions posées au décideur en fonction de l'itération sur le
matroïde graphique.

3.5 Conclusion du chapitre

Nous avons introduit deux méthodes d'optimisation interactives combinant l'élicitation
des préférences avec l'exploration d'ensembles indépendants dans un matroïde, l'une basée
sur la recherche locale et l'autre sur la recherche gloutonne. Le principe commun aux deux
méthodes est d'intercaler des questions de préférences avec des étapes d'optimisation a�n
de concentrer l'e�ort d'élicitation sur l'obtention des informations préférentielles nécessaires
à la détermination d'une solution optimale, ou d'une solution quasi-optimale si l'on veut
économiser des questions. L'intérêt de notre proposition est qu'elle est assez générale et
peut être mise en ÷uvre dans divers problèmes d'optimisation impliquant une structure de
matroïde. D'autres problèmes pourraient être résolus de manière similaire, comme l'élection
de comités avec des contraintes de représentation, la conception de réseaux de capteurs,
certains problèmes d'a�ectation et de transport. Nous avons implémenté ces méthodes sur
trois problèmes (ordonnancement, sélection de sous-ensembles et arbre couvrant) et présenté
des tests numériques montrant l'e�cacité pratique de nos algorithmes, en termes de temps
de calcul, de nombre de questions de préférences et d'erreur empirique.

Dans le chapitre suivant, nous avons choisi d'étendre notre approche aux fonctions d'en-
semble non linéaires. Par exemple, les fonctions d'ensemble sous-modulaires. Les fonctions
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d'utilité sous-modulaires sont également utilisées pour garantir des rendements décroissants
stipulant que l'ajout d'un élément à un ensemble plus petit a plus de valeur que son ajout à
un ensemble plus grand. De plus, la sous-modularité présente un intérêt particulier dans les
problèmes de maximisation sur des domaines combinatoires car elle joue un rôle analogue à
la concavité dans l'optimisation continue.
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Chapitre 4

Optimisation interactive sous contrainte
de matroïde d'une fonction
sous-modulaire

Résumé

Pareillement au chapitre précédent, dans ce chapitre nous proposons deux méthodes d'éli-
citation incrémentale sur des structures de matroïdes pondérées. Lorsque la fonction d'en-
semble à optimiser est additive, comme vu précédemment, ce problème peut être résolu de
manière exacte en utilisant un algorithme glouton ou de recherche locale. Nous avons montré
que cela est aussi le cas dans les situations où la fonction d'ensemble n'est pas exactement
connue et doit être obtenue pendant le processus d'optimisation.

Cependant, la fonction d'ensemble n'est pas toujours additive en raison des interactions
possibles entre les éléments de l'ensemble. Dans un premier temps, nous considérons le pro-
blème de la maximisation d'une fonction d'ensemble sous-modulaire, sous une contrainte
de matroïde. Nous proposons deux approches interactives visant à entrelacer l'élicitation
de la fonction d'ensemble sous-modulaire avec la construction d'un sous-ensemble indépen-
dant optimal soumis aux contraintes de matroïde. La première est basée sur un algorithme
glouton et l'autre sur la recherche locale. Ces algorithmes sont testés sur des problèmes
impliquant une structure matroïde et une fonction sous-modulaire à maximiser. Ces résul-
tats ont fait l'objet d'une publication à la conférence Algorithmic Decision Theory de 2021
[Benabbou et al., 2021b]. Dans un second temps, nous considérons le problème de la mini-
misation d'une fonction d'ensemble sous-modulaire, sous une contrainte de matroïde.

124
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4.1 Adaptation des méthodes précédentes

On a vu que l'optimisation d'une fonction d'ensemble sous une contrainte de matroïde
a reçu beaucoup d'attentions depuis les travaux d'Edmonds [Edmonds, 1971]. En théorie
de la décision, l'additivité des utilités est souvent remplacée par des fonctions d'utilité
sous-modulaires, fréquemment utilisées pour garantir un principe de rendements décrois-
sants [Ahmed and Atamtürk, 2011, Lehmann et al., 2006, Vondrák, 2008]. Dans le cas sous-
modulaire, l'ajout d'un élément à un ensemble de plus petite taille a plus de valeur que son
ajout à un ensemble plus grand.

Bien que l'on sache que la résolution d'un problème de minimisation d'une fonction sous-
modulaire sans contrainte est polynomiale [Schrijver, 2000], la maximisation d'une fonction
sous-modulaire est di�cile en général car ce problème inclut le problème de la recherche
d'une coupe de poids maximum dans un graphe (max-cut). Des algorithmes de recherche
locale et par approche gloutonne ont été proposés pour le problème en maximisation et
certaines limites intéressantes sur la qualité des approximations retournées sont connues
[Calinescu et al., 2011, Nemhauser et al., 1978, Skowron, 2017, Vondrák, 2008]. Dans cette
section, nous nous concentrons sur le problème de recherche d'un maximum global d'une
fonction sous-modulaire et monotone sous une contrainte de matroïde. Plus précisément, nous
proposons deux algorithmes qui étendent les algorithmes proposés dans le chapitre précédent
pour les fonctions d'ensemble additives [Benabbou et al., 2021a]. On rappelle brièvement
que pour un matroïdeM(E, I), w est une fonction d'ensemble dé�nie sur 2E, monotone par
rapport à l'inclusion, et mesurant le poids de tout sous-ensemble de E, avec w(∅) = 0 (voir
Section 3.1.1 pour plus de détails).

Un algorithme glouton interactif

Pour les problèmes où w est exactement observable, de bonnes solutions approximatives
peuvent être construites à l'aide de l'algorithme glouton simple suivant : en partant de X = ∅,
l'idée est de sélectionner un élément e ∈ E\X, sans perdre la propriété d'indépendance, qui
maximise la contribution marginale de X, c'est-à-dire

∆(e|X) = w(X ∪ {e})− w(X) (4.1)

L'algorithme s'arrête lorsque plus aucun élément ne peut être ajouté à X. L'ensemble X est
une base à la �n de la procédure. Quand w est additif, cela revient à appliquer l'algorithme
glouton de la Section 3.1.3. Pour les fonctions monotones sous-modulaires, cet algorithme
glouton a un taux d'approximation de (1− 1

e
) ≈ 0.63 pour le matroïde uniforme et un taux

d'approximation de 1
2
dans le cas général [Fisher et al., 1978, Nemhauser et al., 1978].

Pour les problèmes où la fonction d'ensemble w est connue de manière imprécise, nous
proposons une version interactive de cet algorithme glouton classique qui génère des questions
de préférences uniquement lorsqu'il est nécessaire de savoir comparer certains éléments. Plus
précisément, les questions sont générées uniquement lorsque les données de préférences dispo-
nibles ne sont pas su�santes pour identi�er un élément qui pourrait être ajouté à l'ensemble
X de manière à avoir une bonne solution approximative avec garanties de performances.
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Nous mettons en ÷uvre cette idée en calculant les minimax regrets sur l'ensemble
S = {X ∪ {e} : e ∈ E\X et X ∪ {e} ∈ I}. Plus précisément, pour savoir quel élément
ajouter à X à l'étape i de l'algorithme glouton, on pose des questions de préférences jusqu'à
ce queMMR(S,W ) tombe en dessous d'un seuil donné δi ≥ 0, où δi est une fraction du seuil
de tolérance δ telle que

∑r(M)
i=1 δi = δ (voir Algorithme 9). On considère une version inter-

active où, à chaque étape, on demande au décideur de comparer des ensembles de la forme
X ∪{e} avec e ∈ E\X et d'indiquer lequel il préfère. Dans les tests nous verrons que lorsque
w est une fonction paramétrée, on peut économiser beaucoup de questions de préférences.

Algorithme 9 Algorithme glouton interactif

1: X ← ∅ ; Ec ← E
2: for i = 1 . . . r(M) do
3: S ← {X ∪ {e} : e ∈ Ec}
4: while MMR(S,W ) > δi do
5: Demander au décideur de comparer deux éléments de S
6: Mettre à jour W selon la réponse du décideur
7: end while

8: Sélectionner e ∈ Ec tel que MR(X ∪ {e},S,W ) ≤ δi et déplacer e de Ec à X
9: Supprimer de Ec tout élément e tel que X ∪ {e} 6∈ I
10: end for

11: return X

Notons que l'Algorithme 9 ne génère pas plus qu'un nombre polynomial de questions
au décideur. À chaque étape, le nombre de questions est en e�et limité par |E|2 car les
comparaisons sont générées jusqu'à ce que MMR(S,W ) ≤ δi, où S ⊆ {X ∪ {e} : e ∈ E}.
Dans le pire des cas, on demande au décideur de comparer tous les éléments de S. Par
conséquent, le nombre d'opération de la boucle �while� est également polynomial. On note
cependant que l'implémentation peut di�érer signi�cativement d'un contexte d'application
à un autre. De la même façon que dans le chapitre précédent, véri�er si X ∪ {e} ∈ I peut
être plus ou moins complexe selon le matroïde considéré. Par exemple, en considérant les
matroïdes uniforme et de partition, les tests d'indépendance peuvent être e�ectués en temps
polynomial.

Une deuxième source de complexité est le calcul des valeurs MMR, qui peut être plus ou
moins simple selon les hypothèses faites sur w. Une option intéressante est de se concentrer
sur les fonctions paramétriques qui sont linéaires dans leurs paramètres (par exemple, une
combinaison linéaire de fonctions splines, ou une utilité multicritère linéaire, ou une moyenne
pondérée ordonnée de valeurs de critères). Dans ce cas, l'optimisation des regrets peut être
e�ectuée en temps polynomial en utilisant la programmation linéaire. De plus, dé�nir w par
une fonction paramétrique permet de réduire le nombre de questions en pratique, puisque
toute déclaration de préférence du type w(X) ≥ w(X ′) se traduit par une contrainte sur l'es-
pace des paramètres, réduisant les préférences possibles sur d'autres sous-ensembles (comme
nous le verrons dans les Sections 4.3 et 4.4).
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Un algorithme de recherche locale interactif

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur l'approche de recherche locale déjà décrite
dans le chapitre précédent : en partant d'une base arbitraire X, l'idée est de remplacer un
élément e ∈ X par un élément e′ ∈ E\X tel que X ∪ {e′}\{e} appartient à I et est meilleur
que X. Ce principe d'échange simple peut être itéré jusqu'à atteindre un optimum local.

Lorsque w est exactement observable et avec une fonction d'ensemble sous-modulaire,
l'algorithme de recherche locale a un taux d'approximation de 1/2, même dans le cas parti-
culier d'un matroïde uniforme [Fisher et al., 1978]. Lorsque w n'est pas connu, l'algorithme
de recherche locale peut être combiné avec une méthode d'élicitation des préférences qui re-
cueille des données sur les préférences uniquement lorsque cela est nécessaire pour identi�er
un échange améliorant. Pour mettre en ÷uvre cette idée, il su�t d'utiliser l'algorithme 8 déjà
utilisé pour les fonctions d'ensemble additives.

4.2 Garantie de performance sur la qualité de la solution
retournée

Cette section est consacrée aux garanties théoriques sur la qualité de la solution retournée
par les deux algorithmes présentés dans la section précédente.

4.2.1 Cas de la méthode gloutonne

Avant de considérer le cas général, concentrons-nous sur le matroïde uniforme.

Proposition 4.2.1. Soit Wf l'ensemble �nal W lorsque l'Algorithme 9 s'arrête. Pour le
matroïde uniforme, l'Algorithme 9 garantit de retourner une base X telle que :

∀w ∈ Wf , w(X) ≥
(
1− 1

e

)
w(X∗)− δ, où X∗ ∈ arg max

Y ∈I
w(Y ).

Démonstration. Soit w ∈ Wf et soit X∗ ∈ arg maxY ∈I w(Y ). Nous voulons prouver que
w(X) ≥

(
1− 1

e

)
w(X∗)− δ. Soit ei, i ∈ {1, . . . , r(M)}, le ième élément inséré dans la solution

en construction X pendant l'exécution de l'algorithme 9. Soit Xi l'ensemble X à la �n de la
ième itération (c'est-à-dire Xi = {e1, . . . , ei}). Soit Wi (resp. Si) l'ensemble d'incertitude W
(resp. l'ensemble S) à la �n de la ième étape d'itération. Soit e∗i , i ∈ {1, . . . , r(M)}, le ième
élément de X∗ dans un ordre arbitraire.

Pour toute étape i ∈ {1, . . . , r(M)}, nous avons MR(Xi−1 ∪ {ei},Si,Wi) ≤ δi dû à la
ligne 9. Puisque w ∈ Wf ⊆ Wi, nous savons que w(Xi−1 ∪ {e}) − w(Xi−1 ∪ {ei}) ≤ δi pour
tout e ∈ Ec, où Ec = E\Xi−1 pour le matroïde uniforme (voir lignes 2 et 10). Ensuite, on
peut déduire de l'équation (4.1) que ∆(e|Xi−1)−∆(ei|Xi−1) ≤ δi pour tous les e ∈ E\Xi−1.
La dernière inégalité est également valable pour tout e ∈ Xi−1 car ∆(e|Xi−1) = 0. Par
conséquent, pour toute étape i ∈ {1, . . . , r(M)}, nous avons :

∆(e|Xi−1)−∆(ei|Xi−1) ≤ δi, ∀e ∈ E (4.2)



Optimisation sous-modulaire dans un matroïde 128

On obtient alors :

w(X∗) ≤ w(Xi−1 ∪X∗) (puisque w est monotone)

= w(Xi−1) +

r(M)∑
j=1

(
w(Xi−1 ∪ {e∗1, . . . , e∗j})− w(Xi−1 ∪ {e∗1, . . . , e∗j−1})

)
= w(Xi−1) +

r(M)∑
j=1

∆(e∗j |Xi−1 ∪ {e∗1, e∗2, . . . , e∗j−1}) (par l'équation (4.1))

≤ w(Xi−1) +

r(M)∑
j=1

∆(e∗j |Xi−1) (puisque w est sous-modulaire)

≤ w(Xi−1) +

r(M)∑
j=1

(∆(ei|Xi−1) + δi) (par l'équation (4.2))

= w(Xi−1) + r(M)×
(
∆(ei|Xi−1) + δi

)
De la dernière inégalité, nous pouvons déterminer que :

1

r(M)

(
w(X∗)− w(Xi−1)

)
− δi ≤ ∆(ei|Xi−1)

Ce qui peut se réécrire de la façon suivante :

1

r(M)

(
w(X∗)− w(Xi−1)

)
− δi ≤ w(X∗)− w(Xi−1)−

(
w(X∗)− w(Xi)

)
puisque Xi = Xi−1 ∪ {ei}. Par conséquent, nous avons Πi−1

r(M)
− δi ≤ Πi−1 − Πi ou de manière

équivalente :

Πi ≤
(
1− 1

r(M)

)
Πi−1 + δi

où Πi est simplement dé�ni par Πi = w(X∗)− w(Xi) pour tout i ∈ {0, . . . , r(M)}.
En appliquant récursivement cette inégalité, on obtient :

Πr(M) ≤
(

1− 1

r(M)

)r(M)

× Π0 +

r(M)∑
i=1

δi

(
1− 1

r(M)

)r(M)−i

Puis, puisque Π0 = w(X∗) et Πr(M) = w(X∗)− w(X), on obtient :

w(X∗)− w(X) ≤
(

1− 1

r(M)

)r(M)

× w(X∗) +

r(M)∑
i=1

δi

(
1− 1

r(M)

)r(M)−i

ou de manière équivalente :

w(X) ≥
(

1−
(
1− 1

r(M)

)r(M)
)
w(X∗)−

r(M)∑
i=1

δi

(
1− 1

r(M)

)r(M)−i
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En�n, en utilisant 1− x ≤ e−x pour tout x ∈ R, et 1− 1
x
≤ 1 pour tout x ∈ R∗+, on obtient :

w(X) ≥
(
1− 1

e

)
w(X∗)−

r(M)∑
i=1

δi =
(
1− 1

e

)
w(X∗)− δ

Notons que la proposition 4.2.1 ne peut pas être étendue dans le cas d'un matroïde général
car l'équation 4.1 n'est plus valable puisque Ec 6= E\Xi dans le cas général et on peut avoir
des éléments e ∈ E ne véri�ant pas la propriété d'indépendance mais donnant une meilleure
contribution marginale.
Nous établissons maintenant un résultat plus général.

Proposition 4.2.2. Soit Wf l'ensemble �nal W lorsque l'algorithme 9 s'arrête. L'algo-
rithme 9 garantit de retourner une base X telle que :

∀w ∈ Wf , w(X) ≥ 1

2

(
w(X∗)− δ

)
, où X∗ ∈ arg max

Y ∈I
w(Y ).

Démonstration. Soit w ∈ Wf et soit X∗ ∈ arg maxY ∈I w(Y ). Nous voulons prouver que
w(X) ≥ 1

2
(w(X∗) − δ). Soit ei, i ∈ {1, . . . , r(M)}, le ième élément inséré dans X pendant

l'exécution de l'algorithme 9. Soit Xi l'ensemble X à la �n de la ième itération (c'est-à-dire
Xi = {e1, . . . , ei}). Soit Wi (resp. Si) l'ensemble d'incertitude W (resp. l'ensemble S) à la �n
de la ième étape d'itération. Soit Wi l'ensemble d'incertitude W à la �n de la ième itération.

En raison du théorème des échanges multiples (déjà utilisé dans la Section 3.4.2), il existe
une correspondance 1-1 σ : X → X∗ telle que Bi = (X\{ei}) ∪ {σ(ei)} est une base du
matroïde pour chaque élément ei ∈ X. Nous pouvons alors en déduire Xi−1 ∪ {σ(ei)} ∈ I de
Xi−1∪{σ(ei)} ⊆ Bi (en utilisant l'axiome A1) et donc, on a nécessairementXi−1∪ {σ(ei)} ∈ Si
à l'étape i. Puisque MR(Xi−1 ∪ {ei},Si,Wi) ≤ δi (ligne 9), on obtient w(Xi−1 ∪ {σ(ei)}) −
w(Xi−1 ∪ {ei}) ≤ δi, ce qui peut être réécrit :

∆(σ(ei)|Xi−1)−∆(ei|Xi−1) ≤ δi (4.3)

On obtient alors :

w(X∗) ≤ w(X ∪X∗) (puisque w est monotone)

= w(X)+

r(M)∑
i=1

(
w(X ∪ {σ(e1), . . . , σ(ei)})− w(X ∪ {σ(e1), . . . , σ(ei−1)})

)
= w(X) +

r(M)∑
i=1

∆(σ(ei)|X ∪ {σ(e1), . . . , σ(ei−1)}) (par l'équation (4.1)))

≤ w(X) +

r(M)∑
i=1

∆(σ(ei)|Xi−1) (puisque w est sous-modulaire et Xi−1 ⊆ X)
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≤ w(X) +

r(M)∑
i=1

(∆(ei|Xi−1) + δi) (par l'équation (4.3))

= 2w(X) +

r(M)∑
i=1

δi (par l'équation (4.1))

= 2w(X) + δ (ce qui établit le résultat)

4.2.2 Cas de la recherche locale

La proposition suivante suggère que la base retournée par l'algorithme 8 est une bonne
solution approximative.

Proposition 4.2.3. Soit Wf l'ensemble �nal W lorsque l'Algorithme 8 s'arrête. L'algo-
rithme 8 garantit de retourner une base X telle que :

∀w ∈ Wf , w(X) ≥ 1

2

(
w(X∗)− δ

)
, où X∗ ∈ arg max

Y ∈I
w(Y ).

Démonstration. Soit w ∈ Wf et soit X∗ ∈ arg maxY ∈I w(Y ). Nous voulons prouver que
w(X) ≥ 1

2
(w(X∗) − δ). Soit ei, i ∈ {1, . . . , r(M)}, le ième élément de X dans un ordre

arbitraire. SoitXi l'ensemble dé�ni parXi = {e1, . . . , ei}. En raison du théorème des échanges
multiples, il existe une bijection σ : X → X∗ telle que Bi = (X\{ei}) ∪ {σ(ei)} est une base
du matroïde pour chaque élément ei ∈ X. Notons que Bi ∈ NX (le voisinage de X) pour
tout i ∈ {1, . . . , r(M)} puisque Bi di�ère de X par exactement un élément. De plus, nous
avonsMR(X,NX ,W ) ≤ δ/r(M) à la �n de l'exécution (grâce à la ligne 10). Par conséquent,
w(Bi)− w(X) ≤ δ/r(M) est véri�ée par dé�nition des max regrets, ce qui peut être réécrit
de la manière suivante :

∆(σ(ei)|X\{ei})−∆(ei|X\{ei}) ≤
δ

r(M)
(4.4)

en utilisant l'équation (4.1). On obtient alors :

w(X∗) ≤ w(X) +
∑
e∈X∗

∆(e|X) (par sous-modularité, voir [Nemhauser et al., 1978] pour une preuve))

= w(X) +

r(M)∑
i=1

∆(σ(ei)|X)

≤ w(X) +

r(M)∑
i=1

∆(σ(ei)|X \ {ei}) (par sous-modularité)

≤ w(X) +

r(M)∑
i=1

(
∆(ei|X \ {ei}) +

δ

r(M)

)
(par l'équation (4.4))
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≤ w(X) +

r(M)∑
i=1

(
∆(ei|Xi−1) +

δ

r(M)

)
(puisuqe Xi−1 ⊆ X\{ei})

= 2w(X) + δ (qui établit le résultat)

Malheureusement, nous ne pouvons pas prouver que l'algorithme de recherche locale gé-
nère un nombre polynomial de questions et se termine après un nombre polynomial d'ité-
rations comme cela est fait pour l'algorithme 9. Lorsque δ 6= 0, certains cycles de type
(X1, . . . , Xt) avec Xi+1 ∈ NXi

et X1 = Xt peuvent même se produire. Si un cycle est dé-
tecté, il peut être facilement brisé en divisant itérativement δ par deux (comme dans la
section précédente). Malgré ces mauvaises propriétés théoriques, nous verrons dans la section
expérimentale que l'algorithme de recherche locale obtient de bons résultats en pratique.

4.3 Application au problème de couverture maximale

Le problème de couverture maximale (MCP) consiste à sélectionner au plus k sous-
ensembles de manière à couvrir un nombre maximal d'éléments (chaque sous-ensemble couvre
un certain nombre d'éléments, c'est-à-dire contient ces éléments). C'est une variante du pro-
blème de couverture par ensembles, qui lui consiste à couvrir tous les éléments avec le moins
d'ensemble possible.
Plusieurs variantes du MCP ont été étudiées dans la littérature, certaines parmi les plus
connues sont présentées ci-dessous :

� MCP sous contrainte de matroïde : dans le problème initial, il n'y a aucune restric-
tion sur l'ensemble que nous pouvons choisir en fonction de ce qui a déjà été choisi.
Cependant, dans de nombreuses applications, une telle contrainte est nécessaire, car
lorsque nous choisissons un ensemble, on peut avoir une restriction sur le choix des
autres ensembles [Filmus and Ward, 2012].

� MCP pondéré : dans cette version, chaque élément a un poids et l'objectif
devient alors la maximisation de la somme des poids des éléments couverts
[Hochbaum and Pathria, 1998].

� MCP multicritère : chaque élément possède non pas un poids unique mais un vecteur
performance établi sur di�érents critères.

� MCP budgétisé : dans ce cas, chaque élément dispose non seulement d'un poids mais
aussi d'un coût et la contrainte porte sur le coût des éléments choisis. Ainsi, l'objectif
reste le même que dans la version pondérée, mais s'ajoute une contrainte qui stipule
que le coût total (la somme de tous les coûts des éléments couverts) ne soit dépasser
un seuil prédé�ni (le budget) [Khuller et al., 1999].

� MCP généralisé : dans ce cas le poids d'un élément n'est pas prédéterminé, mais dépend
de l'ensemble qui le couvre. Le but reste le même que dans la version budgétisée, soit
maximiser le poids total des éléments couverts, tout en maintenant le coût inférieur
au budget. Une contrainte supplémentaire dans cette version est que chaque élément
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ne peut être couvert que par un seul ensemble. Cela évite toute ambiguïté quant à la
détermination du poids d'un élément couvert, au cas où il serait couvert par plusieurs
ensembles [Cohen and Katzir, 2008].

Dans la section suivante, nous présentons plus formellement le MCP dans sa variante
multicritère sous contrainte de matroïde.

4.3.1 Formalisation de la variante multicritère sous contrainte de

matroïde

Nous considérons le problème de couverture maximale prenant en entrée :
� Un ensemble d'éléments, noté V = {v1, . . . , vq} de taille q, où chaque élément vi avec

i ∈ {1, . . . , q} est évalué selon p critères.
� La collection des sous-ensembles (ou famille de sous-ensembles), notée E =
{S1, . . . , Sn} avec n = |E| et où Si ⊆ V pour i ∈ {1, . . . , n}.

L'utilité d'un élément v ∈ V , notée u : V → R+, est dé�nie par une somme pondérée de
la façon suivante :

uλ(v) =

p∑
i=1

λiui(v)

où ui(v) est l'évaluation de v sur le critère i ∈ {1, . . . , p} et λ = (λ1, . . . , λp) un vecteur de
poids normalisé.

L'objectif est alors de sélectionner des sous-ensembles de E a�n que le poids total (ou la
somme des utilités) des éléments couverts soit maximal. Une solution X est donc composée
des éléments de E, soit X ⊆ E, et la fonction d'ensemble monotone sous-modulaire w à
maximiser est dé�nie pour toute solution X par :

w(X) =
∑

v∈
⋃

S∈X
S

uλ(v)

Le MCP sous contrainte de matroïde uniforme restreint la cardinalité maximale d'une
solution. C'est-à-dire que la collection des sous-ensembles indépendants I est dé�ni tel que :

I = {X ⊆ E : |X| ≤ k}

avec k > 0 un entier donné.
Le MCP sous contrainte de matroïde de partition restreint la cardinalité maximale de

la sélection dans chacune des m partitions disjointes de l'ensemble E. On note D1, . . . ,Dm
les m partitions et kl > 0 un entier donné pour tout l = 1, . . . ,m la taille de la sélection
dans chaque partition. Ainsi, nous avons

∑m
l = kl = k et collection des sous-ensembles

indépendants I est dé�ni tel que :

I = {X ⊆ E : |X ∩ Dl| ≤ kl, ∀l ∈ {1, . . . ,m}}
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Dans la suite de cette section, on illustre le problème de couverture maximale sur di�é-
rentes petites instances.

Illustration du MCP multicritère sous contrainte de matroïde uniforme

Exemple 4.3.1. On considère une instance du MCP sous contrainte de matroïde uniforme
constituée de q = 10 éléments, soit V = {v1, . . . , v10} et d'une collection de n = 5 sous-
ensembles noté E = {S1, . . . , S5}. La Table 4.1 présente les éléments couverts par chacun des
sous-ensembles de E.

S1 S2 S3 S4 S5

v2 v1 v4 v4 v7

v3 v2 v5 v8 v9

v10 v6 v8

v10

Table 4.1 � Famille E de sous-ensembles.

Ces ensembles sont également représentés graphiquement en Figure 4.1. Sous contrainte
de matroïde uniforme, une solution réalisable X ⊆ E est constituée de k sous-ensembles de
E, c'est-à-dire |X| ≤ k. Dans notre exemple on considère k = 2.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10

S1S2

S4

S3

S5

Figure 4.1 � Illustration d'une instance du MCP pour q = 10 et n = 5.

Si on considère le cas simple où l'utilité de chaque élément est égale à 1, uλ(v) = 1,∀v ∈
V , le problème revient à maximiser le nombre d'éléments couverts par les sous-ensembles
sélectionnés.
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On voit clairement ici que la solution optimale est X = {S2, S3} dont l'évaluation est
égale à 7. En e�et, si on sélectionne le sous-ensemble S2 car il couvre 4 éléments, alors le
sous-ensemble S1 ne rapporte plus que 1 puisque les éléments v2 et v10 sont déjà couverts par
S2 (précédemment sélectionné). Par conséquent, on sélectionne ensuite le sous-ensemble S3

qui couvre 3 éléments.

Illustrations des garanties de performances avec le MCP

Dans l'exemple précédent, on a vu que l'algorithme glouton classique trouve la solution
exacte (on a choisit S2 puis S3). Malheureusement, cela n'est pas toujours le cas, comme
vu théoriquement en Section 4.2.1 (garantie de performance de 1 − 1

e
). Pour illustrer cela,

considérons l'instance suivante du MCP sous contrainte de matroïde uniforme.

Exemple 4.3.2. On considère l'instance suivante [Roughgarden, 2017] :
� V = {v1, v2, v3, v4}
� p = 1, u(vi) = 1,∀i ∈ {1, . . . , 4}
� E = {S1, S2, S3}
� S1 = {v1, v3}, S2 = {v2, v4}, S3 = {v3, v4}
� k = 2
On sélectionne l'ensemble comprenant le plus d'éléments, ici on a le choix entre S1, S2

et S3. Si le glouton choisit S3 en premier, on a ensuite le choix entre S1 et S2 (qui couvre
un seul élément de plus, v1 pour S1, v2 pour S2). La solution trouvée par le glouton (nommée
X) couvre donc 3 éléments. Or on voit facilement que la solution optimale (X∗) est {S1, S2}
qui couvre 4 éléments. On a donc w(X) = 3

4
w(X∗), ce qui correspond exactement à la borne

atteinte par le glouton (la borne exacte est égale à (1 − (1 − 1
r(M)

)r(M)) ce qui donne donc

1− (1
2
)

1
2 = 3

4
avec r(M) = k = 2, .

Nous considérons maintenant une autre petite instance du MCP sous contrainte de ma-
troïde de partition qui illustre le fait que la recherche locale ne donne pas toujours la solution
optimale mais avec garantie de performance égale à 1

2
.

Exemple 4.3.3. On considère l'instance suivante [Filmus and Ward, 2012] :
� V = {v1, v2, v3, v4}
� p = 1, u(v1) = 1, u(v2) = 1, u(v3) = ε, u(v4) = ε avec ε une valeur positive proche de

zéro
� E = {S1, S2, S3, S4}
� S1 = {v1, v3}, S2 = {v2}, S3 = {v4}, S4 = {v1}
� m = 2 : D1 = {S1, S2},D2 = {S3, S4}
� k1 = 1, k2 = 1
Pour cette instance, on voit que la solution X = {S1, S3} d'évaluation égale à 1+2ε est un

optimum local pour les échanges 1-1 puisque remplacer S1 par S2 donne la solution {S2, S3}
d'évaluation égale à 1 + ε et remplacer S3 par S4 donne la solution {S1, S4} d'évaluation
également égale à 1 + ε (perte d'une valeur ε dans les deux cas). Or on voit clairement que
l'optimum global est la solution X∗ = {S2, S4} d'évaluation égale à 2. On a donc w(X) =
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1+2ε
2
w(X∗), ce qui correspond à la borne atteinte par la recherche locale (borne égale à 1

2
que

l'on atteint en faisant tendre ε→ 0).
Notons aussi que la solution {S1, S3} est aussi celle atteinte par l'algorithme glouton,

on ne peut donc pas espérer améliorer la garantie de performance de la recherche locale en
partant de la solution générée par l'algorithme glouton.

4.3.2 Illustrations des algorithmes

Dans un premier temps, nous présentons l'application de notre algorithme glouton (cf.
Algorithme 9) et de la recherche locale interactive (cf. Algorithme 8) sur une petite instance
du problème de couverture maximale sous contrainte de matroïde uniforme.

Exemple 4.3.4. Considérons une instance du problème de couverture maximale sur un ma-
troïde uniforme avec un ensemble V = {v1, . . . , vq} composé de q = 10 éléments, et une
famille de n = 8 sous-ensembles E = {S1, . . . , Sn} dé�nie par :

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

v3 v1 v6 v2 v7 v6 v2 v1

v4 v3 v10 v8 v9 v7 v8 v3

v5 v10 v5

Table 4.2 � Famille E de sous-ensembles.

Une solution réalisable est un ensemble de sous-ensembles X ⊆ E tel que |X| ≤ k (ici
nous �xons k = 2), et le but est d'identi�er une solution réalisable X maximisant w(X)
pour une fonction d'ensemble donnée w dé�nie sur 2E (selon l'équation page 132, w(X) =∑

v∈
⋃

S∈X S u
λ(v) ). Les valeurs uλ(v) sont dé�nies à partir des utilités suivantes :

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10

u1 4 2 2 3 7 6 8 7 7 1
u2 5 7 1 2 3 1 5 1 9 1
u3 4 5 3 7 2 5 3 8 4 4

Table 4.3 � Vecteur performance de chaque élément.

En fait, nous supposons que tous les éléments v ∈ V sont évalués par rapport à 3 critères
(dénotés par u1, u2, et u3), et que leurs évaluations sont données dans le Tableau 4.6.

Ainsi l'utilité de tout élément v ∈ V est dé�nie par :

uλ(v) =
3∑
i=1

λiui(v) (4.5)
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où λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ R+ représente le système de valeurs du décideur. On considère pour
cet exemple que les préférences du décideur peuvent être représentées par la fonction d'en-
semble w∗ dé�nie par le paramètre λ∗ = (0.2, 0.5, 0.3) qui est caché de la procédure. Nous
commençons l'exécution sans connaissance sur les préférences du décideur, et nous devons
donc considérer tous les jeux de poids possibles, soit tout jeu de poids λ dans l'ensemble
ΛΘ = {λ ∈ [0, 1]3 :

∑3
i=1 λi = 1} et Θ les préférences collectées auprès du décideur (initia-

lement vide), ce qui dé�nit implicitement l'ensemble W . Nous considérons également que le
seuil de tolérance est égal à 0, δ = 0. On présente maintenant une exécution de l'algorithme
glouton interactif.

Première itération : On a X = ∅ et Ec = E, et donc S = E. Puisque MMR(S,W ) =
6 > 0, on demande au décideur de comparer deux éléments de S, soit S5 et S7 selon la stratégie
CSS basée sur le minimax regret. Puisque nous avons w∗({S5}) = 12.1 ≥ 9.7 = w∗({S7}), la
réponse est : �le sous-ensemble S5 est meilleur que le sous-ensemble S7�. Alors W est mis à
jour en imposant la contrainte w({S5}) ≥ w({S7}) qui revient à restreindre ΛΘ (initialement
représenté par le triangle Figure 4.2(a)) en imposant λ2 ≥ λ3 − λ1. Maintenant, ΛΘ est
représenté par le polyèdre BCDE de la Figure 4.2(b). Puisque MMR(S,W ) = 2.5 > 0, on
demande au décideur de comparer deux sous-ensembles, disons S5 et S6. Puisque nous avons
w∗({S5}) = 12.1 ≥ w∗({S6}) = 10.1, le décideur répond : �Le sous-ensemble S5 est meilleur
que le sous-ensemble S6�. Ensuite, W est mis à jour en imposant la contrainte w({S5}) ≥
w({S6}), ce qui revient à restreindre davantage ΛΘ en imposant λ2 ≥ 5

7
λ3. Maintenant,

ΛΘ est représenté par le polyèdre BCFE de la Figure 4.2(c). Nous avons MMR(S,W ) =
MR({S5},S,W ) = 0, et donc S5 est ajouté à X.

Seconde itération : On a X = {S5} et Ec = E\{S5}, et donc S = {{S5} ∪ {S} :
S ∈ Ec}. Puisque MMR(S,W ) = 1.5, nous demandons au décideur de comparer deux
éléments de S, disons {S5, S8} et {S5, S7}. Le décideur préfère la première option car
w∗({S5, S8}) = 21.9 ≥ w({S5, S7}) = 21.8. L'ensemble d'incertitude W est donc mis
à jour en imposant w({S5, S8}) ≥ w({S5, S7}), c'est-à-dire λ2 ≥ 2

5
λ3 − 2

5
λ1. Mainte-

nant, ΛΘ est représenté par le triangle BCG dans la Figure 4.2(d). Puisque nous avons
MMR(S,W ) = MR({S5, S8},S,W ) = 0, alors le sous-ensemble S8 est ajouté à X.

Puisque |X| = k = 2, l'algorithme s'arrête et retourne X = {S5, S8}, qui est la solution
optimale pour cette instance. Ceci indique que nous sommes capables de faire de bonnes
recommandations en pratique sans connaître λ∗ précisément (ici seulement 3 questions sont
nécessaires).

Nous présentons maintenant une exécution de l'Algorithme 8 (recherche locale interactive)
engendrant la même évolution dans l'espace ΛΘ des jeux de poids admissibles.

Exemple 4.3.5. Nous considérons la même instance du problème de couverture maxi-
male décrite dans l'exemple précédent avec le seuil δ également �xé à 0. Supposons que
ComputeInitialBasis renvoie X = {S1, S3} dont l'évaluation multicritère est égale à
(19, 8, 21).

Première itération : la solution X compte 12 voisins qui sont obtenus en remplaçant
S1 par tout Si avec i ∈ {2, 4, 5, 6, 7, 8} (ce qui donne un nouvel ensemble de solutions appelé
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Figure 4.2 � Évolution de ΛΘ au cours de l'exécution de l'algorithme 9 et
de l'algorithme 8.

N1) ou en remplaçant S3 par par tout Si avec i ∈ {2, 4, 5, 6, 7, 8} (ce qui donne un ensemble
de solutions appelé N3). On a donc NX = N1 ∪ N3. Puisque MMR(NX ∪ {X},W ) = 6 >
0, on demande au décideur de comparer deux éléments de NX ∪ {X}, disons {S1, S4} à
{S1, S5}. Nous avons w∗({S1, S5}) = 21.1 ≥ w∗({S1, S4}) = 18.7, et donc nous devons
mettre à jour ΛΘ en imposant w({S1, S5}) ≥ w({S1, S4}), c'est-à-dire λ2 ≥ λ3 − λ1 (voir la
Figure 4.2(b) où les paramètres admissibles sont représentés par le polyèdre BCDE). Nous
avons maintenant MMR(NX ∪ {X},W ) = 2.5 ≥ 0, et nous pouvons donc demander au
décideur de comparer {S1, S5} et {S1, S6}. Puisque w∗({S1, S5}) = 21.1 ≥ w∗({S1, S6}) =
19.1, nous ajoutons la contrainte w({S1, S5}) ≥ w({S1, S6}), c'est-à-dire λ2 ≥ 5

7
λ3 (voir la

Figure 4.2(c)). Maintenant MMR(NX ∪ {X},W ) = MR({S1, S5}, NX ∪ {X},W ) = 0, et
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donc X = {S1, S5} pour la prochaine itération.

Deuxième itération : On a NX = N1 ∪N5 où Nj = {{Sj} ∪ {Si} : i ∈ {2, 3, 4, 6, 7, 8}}
pour j ∈ {1, 5}. Puisque MMR(NX ∪ {X},W ) = 1.5 > 0, on demande au décideur de com-
parer deux éléments de NX ∪ {X}, disons {S4, S5} et {S5, S8}. Nous avons w∗({S5, S8}) =
21.9 ≥ w∗({S4, S5}) = 21.8, donc ΛΘ est restreint par la contrainte w({S5, S8}) ≥
w({S4, S5}), c'est-à-dire λ2 ≥ 2

5
λ3− 2

5
λ1. L'ensemble des paramètres admissibles est représenté

en Figure 4.2(d). Maintenant MMR(NX ∪ {X},W ) = MR({S5, S8}, NX ∪ {X},W ) = 0, et
donc X = {S5, S8} pour la prochaine itération.

Troisième itération : On a NX = N5 ∪N8 où Nj = {{Sj} ∪ {Si} : i ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 7}}
pour j ∈ {5, 8}, et MMR(NX ∪ {X},W ) = MR(X,NX ∪ {X},W ) = 0. Par conséquent,
il n'est pas nécessaire de poser de questions à cette étape, et l'algorithme se termine en
retournant X = {S5, S8}, qui est la solution optimale pour cette instance.

4.3.3 Résolution exacte avec paramètres connus

A�n d'évaluer nos méthodes de résolution interactive, nous allons déterminer les solutions
optimales à jeu de poids connu à l'aide d'un programme linéaire en nombre entier (PLNE).
Dans ce cas, le jeu de poids λ est connu du programme et représente le jeu de poids du
décideur (caché dans nos procédures interactives).

Résolution du MCP sous contrainte de matroïde uniforme

Le PLNE pour le MCP pondéré sous contrainte de matroïde uniforme peut s'écrire de la
façon suivante :

max
∑
vj∈V

w(vj)yj

s.t.
n∑
i=1

xi ≤ k, (4.6)∑
Si⊆E:vj∈Si

xi ≥ yj, ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.7)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.8)

xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n} (4.9)

Le vecteur binaire y = (y1, . . . , yq) représente les éléments de V qui sont couverts ou non
(si la variable yj vaut 1, soit yj = 1, alors l'élément vj est couvert). Si la variable xi vaut 1, soit
xi = 1, alors c'est le sous-ensemble Si ∈ E qui est sélectionné. La contrainte 4.6 garantit la
sélection de maximum k sous-ensembles de la famille E dans notre solution �nale (matroïde
uniforme). La contrainte 4.7 permet d'imposer la sélection d'au moins un sous-ensemble Si
contenant un élément vj couvert (en e�et, si vj est couvert alors yj = 1 et au moins un sous-
ensemble Si contenant vj est sélectionné). En�n, les contraintes 4.8 et 4.9 indiquent que les xi
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et yj sont des variables binaires. La fonction objectif permet de maximiser le poids total des
éléments couverts, avec w(vj) qui représente ici le poids de l'élément vj. On a ensuite choisi
d'utiliser une autre variante du MCP, soit le MCP sous contrainte du matroïde de partition.

Résolution du MCP sous contrainte du matroïde de partition

Pour le matroïde de partition, la collection de sous-ensembles E est découpée en m en-
sembles disjoints D = D1, . . . ,Dm, et pour chaque sous-ensemble Dl au plus kl sous-ensembles
peuvent être sélectionnés. La dé�nition du matroïde de partition est donnée en Section 3.2.1.
Le PLNE de cette version du MCP peut s'écrire de la façon suivante :

max
∑
vj∈V

w(vj)yj

s.t.
n∑
i=1

dilxi ≤ kl, ∀l ∈ {1, . . . ,m} (4.10)∑
Si⊆E:vj∈Si

xi ≥ yj, ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.11)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ {1, . . . , q} (4.12)

xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n} (4.13)

Seule la contrainte 4.10 di�ère par rapport au PLNE du MCP sous contrainte de matroïde
uniforme. On considère ici une nouvelle constante, une matrice binaire dil, avec dil = 1 si et
seulement si l'ensemble Si est contenu dans la partition Dl. Ainsi, on impose que dans chaque
partie disjointe Dl de E une solution ne compte pas plus de kl sous-ensembles.

4.3.4 Résultats numériques

La suite de cette section est consacrée à la présentation des résultats obtenus par nos
algorithmes. Nous considérons ici des instances du problème de couverture maximale pon-
déré avec un ensemble V = {v1, . . . , vq} de q = 100 éléments, et une famille E de n = 80
sous-ensembles de V . La génération de la famille de sous-ensembles est basée sur la méthode
développée dans l'article de Resende [Resende, 1998] où la famille de sous-ensembles corres-
pond au point d'installation d'éléments (des antennes par exemple) pouvant couvrir di�érents
points de demande.

Plus précisément, avec cette méthode de génération d'instance, la dimension du problème
est déterminée à l'aide de deux paramètres :

� f : le nombre de points de demande.
� e : le nombre d'emplacements potentiels d'installations.

Ces emplacements d'installations sont limités aux emplacements des points de demande, ainsi
on a nécessairement f ≥ e. En e�et, les emplacements d'installations sont sélectionnés parmi
les points de demande. Trois autres paramètres sont nécessaires à ce générateur, soient :

� cmin : le plus petit poids accordé à un point de demande.
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� cmax : le plus grand poids accordé à une demande.
� rmax : distance maximale entre un emplacement d'installation et tout point de de-

mande couvert par l'emplacement d'installation.
Les poids des points de demande sont distribués uniformément dans l'intervalle [cmin, cmax]
et les points de demande sont situés uniformément dans un carré unitaire. Parmi les f
points de demande, un nombre e de points sont sélectionnés au hasard a�n d'être des em-
placements d'installation potentiels. Un emplacement potentiel d'installation possède des
coordonnées cartésiennes (xe, ye) et couvre un point de demande situé aux coordonnées
(xv, yv) s'ils sont à une distance (euclidienne) d'au plus rmax l'un de l'autre, c'est-à-dire
si
√

(xe − xv)2 + (ye − yv)2 ≤ rmax.
Les expérimentations ont été réalisées sur des problèmes avec f = 80 et e = 100 (par

analogie avec notre dé�nition, f représente le nombre d'éléments soit la taille de l'ensemble
V et e représente la taille de E). Les poids des points de demande ont été générés de manière
aléatoire et uniforme dans l'intervalle [1, 10]. Les coordonnées des points de demande sont
générés de manière uniforme entre 0 et 1. Le rayon rmax est �xé à 0.2 et trois valeurs di�érentes
de p (le nombre de critères) sont considérées : p = 4, 6 et 8.

Les préférences du décideur sont alors représentées par une fonction d'ensemble w mono-
tone sous-modulaire comme dé�nie précédemment. Nous supposons ici que le jeu de poids
λ est initialement inconnu. Les réponses aux questions sont simulées en utilisant un jeu de
poids caché généré aléatoirement avant l'exécution des algorithmes. Pour un jeu de poids
donné, la solution optimale est calculée, à l'aide des PLNE dé�nis dans la section précédente.

Pour le matroïde uniforme, nous nous concentrons sur les sous-ensembles de taille maxi-
male k = 16, c'est-à-dire I = {X ⊂ E : |X| ≤ 16}. Pour le matroïde de partition,
l'ensemble E est partitionné aléatoirement en m = 4 ensembles D = {D1, . . . ,Dm}, et
au plus kl = 4 éléments peuvent être sélectionnés dans chaque ensemble Dl, c'est-à-dire
I = {X ⊆ E : ∀l ∈ {1, . . . , 4}, |X ∩ Dl| ≤ 4}. Les résultats sont donnés dans le Tableau 4.4
et le Tableau 4.5 respectivement.

Pour notre algorithme de recherche locale, nous considérons deux implémentations de la
procédure ComputeInitialBasis : génération aléatoire d'une base et génération d'une base
à l'aide de l'algorithme glouton classique avec le jeu de poids uniforme λ = (1

p
, . . . , 1

p
).

Dans le Tableau 4.4, nous observons, pour δ = 0, que l'algorithme glouton interactif est
moins performant que l'algorithme de recherche locale. En e�et, la méthode gloutonne est
environ 10 fois plus lente (en moyenne) et pose plus de questions. De plus, nous observons
que la recherche locale est plus performante lorsque l'on considère l'heuristique gloutonne
plutôt que l'heuristique aléatoire pour générer la solution de départ. Dans ce tableau, nous
avons également ajouté le nombre d'itérations réalisés par la recherche locale (voir la colonne
notée NbI). Nous remarquons que le nombre d'itérations est logiquement beaucoup plus faible
lorsque nous partons d'une solution de bonne qualité (lancement glouton) que d'une solution
générée aléatoirement. Nous observons également que l'utilisation de δ = 20% permet de
réduire signi�cativement le nombre de questions, sans vraiment augmenter le pourcentage
d'erreur, excepté pour la recherche locale avec un point de départ aléatoire. En�n, nous
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Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Recherche locale (lancement glouton)

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0

4 4.4 19.4 1.1 0.2 17.2 0.9 12.6 0.2 12.1 0.5 2.9

6 6.9 36.2 1.3 0.8 32.4 1.0 12.6 0.3 17.1 0.4 2.5

8 9.9 48.3 1.1 1.4 42.9 0.8 12.5 0.5 28.5 0.3 3.0

0.2

4 2.8 7.2 1.3 0.1 7.6 6.1 7.7 0.1 9.5 0.5 2.9

6 3.9 13.7 1.5 0.3 13.1 4.6 8.9 0.3 13.7 0.4 2.4

8 5.0 17.3 1.3 0.6 19.5 4.0 9.4 0.4 21.8 0.3 2.9

Table 4.4 � Résultats obtenus pour le problème de couverture maximale sous matroïde uniforme
avec l'algorithme glouton et la recherche locale interactifs (solutions initiales générées aléatoirement
ou avec l'algorithme glouton) .

Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Recherche locale (lancement glouton)

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0

4 3.8 20.5 4.2 0.2 16.2 4.1 11.1 0.1 9.0 2.2 2.8

6 5.4 33.4 3.5 0.6 25.5 4.5 10.7 0.2 13.4 1.8 2.7

8 6.8 44.3 4.1 0.9 35.9 4.3 10.6 0.3 17.7 2.2 3.0

0.2

4 2.4 7.4 4.3 0.1 7.5 6.8 7.7 0.1 7.2 2.3 2.7

6 3.1 12.4 3.9 0.2 10.6 7.2 7.6 0.2 10.3 1.9 2.7

8 4.1 17.8 4.5 0.4 15.9 5.9 8.8 0.3 14.6 2.2 3.0

Table 4.5 � Résultats obtenus pour le problème de couverture maximale sous matroïde de partition
avec l'algorithme glouton et la recherche locale interactifs (solutions initiales générées aléatoirement
ou avec l'algorithme glouton).

observons que nos algorithmes sont plus performants sur le matroïde uniforme que sur le
matroïde de partition qui est un peu plus complexe (cf. Tableau 4.5). Pour le matroïde de
partition, nous avons les mêmes conclusions que pour le matroïde uniforme (nous observons
juste des temps d'exécution et des pourcentages d'erreur légèrement plus élevés).

4.4 Application au problème de sélection collective

4.4.1 Présentation et formalisation du problème étudié

Dans le problème de sélection collective de sous-ensembles, on dispose d'un ensemble A
de m agents, et d'un ensemble E = {e1, . . . , en} de n éléments. Chaque agent a ∈ A donne un
score sa(e) ≥ 0 à chaque élément e ∈ E, et l'utilité que l'agent a tire d'un ensemble X ⊆ E
est dé�nie par une moyenne pondérée ordonnée (OWA) [Yager, 1988]. Plus précisément, pour
tout X = {x1, . . . , xk} ⊆ E de taille k ≤ n, l'utilité de l'agent a est dé�nie par :

uλa(X) =
k∑
i=1

λisa(x(i))

où (·) est une permutation de {1, . . . , k} triant les éléments de X par score non croissant
(c'est-à-dire, sa(x(1)) ≥ . . . ≥ sa(x(k))), et λ = (λ1, . . . , λn) ∈ [0, 1]n est un vecteur normalisé
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non croissant. Ici, la fonction d'ensemble w est simplement dé�nie comme la somme des
utilités de chaque agent :

w(X) =
∑
a∈A

uλa(X)

Proposition 4.4.1. Soit une instance du problème de sélection collective avec un OWA à vec-
teur de poids λ non croissant. La fonction w est sous-modulaire (voir [Skowron et al., 2016]
pour une preuve).

On illustre ce problème dans l'exemple suivant.

Exemple 4.4.1. On considère une petite instance du problème de sélection collective avec un
ensemble de 5 agents (m = 5) noté A = {a1, a2, a3, a4, a5} et un ensemble E = {e1, e2, e3, e4}
constitué de n = 4 éléments. Les scores des éléments pour chaque agent sont donnés dans le
Tableau 4.6.

sa(e1) sa(e2) sa(e3) sa(e4)
a1 4 2 3 1
a2 4 2 3 1
a3 1 3 2 4
a4 2 4 1 3
a5 2 4 1 3

Table 4.6 � Utilités des agents pour les di�érents éléments.

On considère k = 3 et on utilise comme jeu de poids pour le décideur un OWA avec poids
décroissant soit λ = (0.5, 0.3, 0.2). Les agents 1 et 2 ainsi que les agents 4 et 5 ont les mêmes
utilités. Il y a 4 solutions possibles, soient les ensembles suivants : {e1, e2, e3}, {e1, e2, e4},
{e1, e3, e4} et {e2, e3, e4}.

Ainsi, calculer le score de la solution se décompose en trois calculs :
� 4× 0.5 + 2× 0.3 + 1× 0.2 = 2.8 pour les agents 1 et 2.
� 4× 0.5 + 3× 0.3 + 1× 0.2 = 3.1 pour l'agent 3.
� 4× 0.5 + 3× 0.3 + 2× 0.2 = 3.3 pour les agents 4 et 5.

On peut conclure que la valeur de la solution X est w(X) = 15.3 (2× 2.8 + 3.1 + 2× 3.3).

C'est la solution optimale pour ce petit problème puisque les valeurs des trois autres solu-
tions possibles, soient {e1, e2, e3}, {e1, e3, e4} et {e2, e3, e4}, sont respectivement égales à 14.5,
13.6 et 14.5.

4.4.2 Résolution exacte avec paramètres connus

De la même façon que pour le MCP, dans le but de connaître la distance à l'optimale de
nos méthodes, nous devons avoir une méthode de résolution exacte (avec les paramètres du
décideur connus). Soit n le nombre d'objets, g le nombre d'agents et k la taille de l'ensemble
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cherché. Alors la formulation par programmation linéaire en nombres entiers de ce problème
peut s'écrire de la manière suivante :

max
n∑
i=1

g∑
j=1

k∑
t=1

wijxijt

s.t.
g∑
j=1

xj = k, ∀j ∈ {1, . . . , g} (4.14)

xijk ≤ xj, ∀i ∈ {1, . . . , n}; ∀j ∈ {1, . . . , g};∀k ∈ {1, . . . , t} (4.15)
g∑
j=1

xijt = 1, ∀i ∈ {1, . . . , n};∀t ∈ {1, . . . , k} (4.16)

k∑
t=1

xijt = 1, ∀i ∈ {1, . . . , n};∀j ∈ {1, . . . , g} (4.17)

xijt ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, . . . , n};∀j ∈ {1, . . . , g};∀t ∈ {1, . . . , k} (4.18)

xj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ {1, . . . , g} (4.19)

La variable xijt dé�nie en contrainte (4.19) indique, si elle vaut 1, que pour l'agent i,
l'élément ej est le tème meilleur parmi ceux qui sont sélectionnés dans la solution. La variable
xj quant à elle indique en valant 1 que l'élément ej est inclus dans la solution. La contrainte
(4.15) permet la cohérence des deux variables et la contrainte (4.14) impose que le nombre
d'éléments sélectionnés soit égal à k. La contrainte (4.16) annonce que chaque agent ne classe
qu'un seul des éléments de la solution comme tème meilleur. En�n, la contrainte (4.17) impose
qu'il n'y ait pas d'agent avec un élément classé à deux positions di�érentes parmi ceux de la
solution.

Comme on cherche une base de cardinalité k, cela correspond à un problème sous
contrainte de matroïde uniforme. Si l'on souhaite modéliser ce problème sous-contrainte de
matroïde de partition, l'ensemble E est alors divisé en m sous-ensembles disjoints notés
D1, . . . ,Dm et tels que

∑m
l=1 kl = k. Ainsi, la contrainte (4.14) doit être modi�ée de la façon

suivante :
g∑
j=1

xjdjl ≤ kl, ∀l ∈ {1, . . . ,m} (4.20)

Pareillement au MCP, on considère une matrice binaire djl, avec djl = 1 si et seulement
si l'élément ej est contenu dans la partition Dl. Ainsi, cette contrainte (4.20) permet en
remplaçant (4.14), que seul le nombre maximal de sélection soit faite par partition.

4.4.3 Résultats expérimentaux

Nous considérons des instances avec g = 50 agents et n = 50, et les scores sont générés
aléatoirement dans [1, 100]. Pour le matroïde uniforme, deux valeurs de k ont été testées :
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k = 5, et k = 10. Pour le matroïde de partition, E est divisé aléatoirement en m = 4
ensembles, et au plus d

4
éléments peuvent être sélectionnés dans chaque ensemble ; nous

considérons deux valeurs de d (d = 8 et d = 16).

Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Recherche locale (lancement glouton)

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0
5 0.9 8.2 0.2 3.1 14.4 0.1 5.8 1.6 11.4 0.0 3.1

10 2.7 25.1 0.1 34.4 45.6 0.0 9.3 31.2 35.5 0.0 4.3

0.2
5 0.6 3.0 0.2 0.8 6.8 0.5 5.0 1.1 6.9 0.1 2.9

10 1.2 4.3 0.1 12.8 16.6 0.6 7.5 17.7 18.5 0.0 4.1

Table 4.7 � Problème de sélection collective d'éléments sous contrainte de matroïde uniforme.

Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Recherche locale (lancement glouton)

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0
8 1.3 14.0 0.2 2.2 24.0 0.0 8.1 1.5 17.7 0.0 3.8

16 3.1 38.9 0.1 21.5 56.9 0.0 12.0 0.4 34.0 0.0 4.1

0.2
8 0.8 4.2 0.2 1.8 18.5 0.1 8.1 1.2 13.4 0.1 3.7

16 1.4 6.3 0.1 16.0 43.4 0.2 11.4 6.9 25.7 0.0 4.0

Table 4.8 � Problème de sélection collective d'éléments sous contrainte de matroïde de partition.

Les résultats sont donnés dans le Tableau 4.7 et le Tableau 4.8. Cette fois, nous observons
que l'algorithme glouton est plus rapide que la recherche locale. La recherche locale partant
d'une solution de départ donnée par la méthode gloutonne est beaucoup plus e�cace que la
recherche locale partant d'une solution aléatoire, en termes de temps, de nombre de questions
et pourcentage d'erreur, avec un nombre d'itérations moins important (noté NbI dans les
tableaux). Pour les deux matroïdes, les algorithmes obtiennent de petites erreurs (moins de
0.6%). Avec δ = 20%, l'algorithme glouton est très e�cace : des erreurs inférieures à 0.2%
sont obtenues en 6.3 questions maximum en moyenne.

4.5 Cas de la minimisation d'une fonction sous-modulaire

Les problèmes que nous avons traité jusqu'à présent dans ce chapitre ne concernent
que la maximisation d'une fonction sous-modulaire monotone sous contrainte de matroïde.
Il est également possible d'étudier la minimisation de fonctions sous-modulaires (ce qui
revient à maximiser une fonction super-modulaire, puisqu'une fonction g(X) est super-
modulaire si −g(X) est sous-modulaire [Cunningham, 1985]). Étonnement, les propriétés
des algorithmes pour le cas de la minimisation di�èrent fortement des algorithmes développés
pour la maximisation [Iyer et al., 2013]. Par exemple, il existe des algorithmes polynomiaux
pour résoudre le problème de la minimisation d'une fonction sous-modulaire monotone sans
contrainte [McCormick, 2005]. Ainsi le problème de la recherche d'une coupe de coût minimal
dans un graphe peut être résolu avec l'algorithme de Stoer�Wagner [Stoer and Wagner, 1997]
en temps polynomial, tandis que la recherche d'une coupe de valeur maximale dans un graphe
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est NP-di�cile [Commander, 2009]. Par contre, sous contrainte, la minimisation de fonctions
sous-modulaires devient plus di�cile. Par exemple, l'application de l'algorithme glouton pour
la minimisation d'une fonction sous-modulaire w(X) sous contrainte de matroide uniforme
donne la garantie suivante [Bai and Bilmes, 2018] :

w(X) ≤ 1

1−Kf
w(X∗) avec Kf = 1−min

e∈E

∆(e|E \ {e})
w(e)

Kf est une mesure de la courbure de la fonction sous-modulaire, avec des valeurs comprises
entre 0 et 1. Plus la courbure est proche de 0, plus la fonction est proche d'être modulaire
(c'est-à-dire linéaire). Ainsi pour une fonction totalement linéaire (Kf = 0) on a bien la
garantie que l'algorithme glouton trouve toujours la solution optimale, alors que pour une
fonction sous-modulaire très "courbée", avec une valeur de Kf proche de 1, il n'y a plus
aucune garantie puisque le terme 1

1−Kf
tend vers l'in�ni lorsque Kf tend vers 1 (alors que

l'on a une garantie de 1− 1
e
quelle que soit la courbure de la courbe pour la maximisation).

Dans cette section, nous allons considérer les deux mêmes problèmes étudiés précédem-
ment (problème de couverture et problème de sélection collective) mais en changeant simple-
ment le sens de l'optimisation (minimisation au lieu de la la maximisation).

Nous considérons donc le problème de couverture vu en Section 4.3 mais en minimisation
(problème de couverture minimale). Ainsi, au lieu de choisir k sous-ensembles pour maxi-
miser la somme des poids des éléments couverts, nous cherchons à minimiser la somme des
poids des éléments couverts. Ce problème, aussi connu sous le nom de Minimum k-Union
problem [Chlamtác et al., 2017], semble naturel mais est assez peu étudié, sans doute à cause
de sa di�culté par rapport au problème de couverture maximale. Il existe pourtant certaines
applications liées à ce problème. Par exemple, les sous-ensembles Si peuvent représenter des
tâches à réaliser, où chaque tâche nécessite des ressources vj (des machines par exemple).
Si la mobilisation d'une machine a un coût �xe, il est nécessaire de minimiser le nombre de
machines à utiliser, et donc de choisir des tâches possédant un maximum de machines en
commun a�n de minimiser les coûts.

Pour illustrer la di�culté de ce problème, considérons l'exemple suivant.

Exemple 4.5.1. Soit l'instance suivante :
� V = {v1, v2, . . . , v16}
� p = 1, u(vi) = 1,∀i ∈ {1, . . . , 16}
� E = {S1, S2, . . . , S8}
� S1 = {v1, v2, v3}, S2 = {v4, v5, v6}, S3 = {v7, v8, v9}, S4 = {v10, v11, v12}, S5 =
{v13, v14, v15}, S6 = {v13, v14, v16}, S7 = {v13, v15, v16}, S8 = {v14, v15, v16}

� k = 4 (matroïde uniforme)
Pour cette instance, chaque sous-ensemble Si (∀i ∈ {1, . . . , 8}) couvre trois éléments. Si

l'algorithme glouton sélectionne S1, puis S2, puis S3 et en�n S4 (ce qui augmente le coût de 3 à
chaque fois) on obtient une solution X d'évaluation égale à 12. Or la solution optimale X∗ est
égale {S5, S6, S7, S8} d'évaluation égale à 4. À cause de son comportement local, l'algorithme
glouton ne voit donc pas qu'il existe des intersections non vides entre les sous-ensembles S5,
S6, S7 et S8 et qu'il est intéressant de prendre plusieurs de ces sous-ensembles. L'algorithme
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glouton peut donc générer une solution de très mauvaise qualité. Pour cette instance, puisque
la valeur de mine∈E

∆(e|E\{e})
w(e)

= 0 (en prenant e = S5, S6, S7 ou S8) la valeur de Kf est égale
à 1. Il n'y a donc aucune garantie de performance théorique pour l'algorithme glouton.

Étant donné les mauvaises propriétés de l'algorithme glouton pour la minimisation de
fonctions sous-modulaires, nous avons également étudié une nouvelle approche, basée sur les
super-gradients de la fonction sous-modulaire.

4.5.1 Approche basée sur les super-gradients

En s'appuyant sur di�érentes inégalités développées par Nemhauser et al
[Nemhauser et al., 1978] permettant de borner les fonctions sous-modulaires, Iyer et al
ont développé une méthode de recherche locale basée sur les super-gradients pour optimiser
une fonction sous-modulaire sous contrainte [Iyer et al., 2013]. L'approche est générique et
peut être utilisée aussi bien en maximisation qu'en minimisation, avec ou sans contrainte.
Nous allons ici particulièrement développer cette méthode dans le cas de la minimisation
d'une fonction sous-modulaire sous contrainte. L'idée principale est d'optimiser une fonction
linéaire bornant la fonction sous-modulaire.

L'algorithme est donné en Algorithme 10. Il consiste simplement à partir d'une solution
réalisable du problème considéré (une base dans le cas de contraintes de type matroïde), et
d'ensuite répéter les opérations suivantes :

1. Dé�nition d'une fonction modulaire dépendant de la solution courante.

2. Recherche d'une solution optimale pour cette fonction modulaire (avec l'algorithme
glouton par exemple qui est exact quand la fonction d'évaluation est linéaire). La
solution trouvée devient la nouvelle solution courante.

La méthode s'arrête lorsque la solution optimale pour la fonction modulaire est la même
solution que la solution courante.

Algorithme 10 Méthode de descente basée sur les super-gradients pour la minimisation de fonc-
tions sous-modulaires

1: X0 ← solutionAleatoire()
2: while convergence pas atteinte (soit Xt 6= Xt−1) do
3: Dé�nition d'une fonction modulaire mXt sur Xt

4: Xt+1 = argminX∈2E mXt(X)
5: t← t+ 1
6: end while

La fonction modulaire est dé�nie de la façon suivante. Soit X t une solution réalisable. On
a alors l'inégalité suivante, pour toute solution X réalisable [Iyer et al., 2013] :

f(X) ≤ mXt(X) = f(X t) +
∑
j∈X

giXt(j)−
∑
j∈Xt

giXt(j)
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avec les quantités giXt(j) (i ∈ {1, 2, 3}), représentant di�érents super-gradients, dé�nis de
la manière suivante :

j ∈ X t j /∈ X t

g1
Xt(j) = ∆(j|E \ {j}) g1

Xt(j) = ∆(j|X t)
g2
Xt(j) = ∆(j|X t \ {j}) g2

Xt(j) = ∆(j|∅)
g3
Xt(j) = ∆(j|E \ {j}) g3

Xt(j) = ∆(j|∅)

Table 4.9 � Super-gradients

Le super-gradient à utiliser (numéro 1, 2 ou 3) dépend du problème pour lequel la méthode
est appliquée (les performances de la méthode peuvent varier en fonction du numéro de
gradient). Notons aussi que l'on a mXt(X t) = f(X t), donc la borne est serrée pour la solution
courante.

Ci-dessous nous donnons un exemple d'application de cette méthode au problème de
couverture minimale, en prenant le super-gradient numéro 2.

Exemple 4.5.2. Nous reprenons l'exemple 4.3.2 avec les coûts suivants pour les di�érents
éléments (pour cet exemple, les coûts sont ici connus et il n'y a donc pas d'élicitation) :

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10

u 1 3 10 2 9 6 10 1 5 2

Nous partons de la solution X0 = {S1, S2} dont l'évaluation est égale à
u(v3) + u(v4) + u(v5) + u(v1) = 22.

Première itération : Nous dé�nissons la fonction modulaire mX0(X) = f(X0) +∑
j∈X g

2
X0(j)−

∑
j∈X0 g2

X0(j) que nous cherchons à minimiser. Comme f(X0) et
∑

j∈X0 g2
X0(j)

sont des constantes, il su�t de trouver une solution X qui minimise
∑

j∈X g
2
X0(j). On calcule

donc les di�érentes quantités g2
X0(j) pour j ∈ E. On obtient :

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

g2
X0(.) 21 1 8 4 15 18 4 20

En sélectionnant les 2 sous-ensembles avec les coûts les plus faibles, on obtient la solution
{S2, S4}, qui devient la prochaine solution courante (X1). Cette solution a une évaluation
égale à w(X1) = 15.

Deuxième itération : Nous dé�nissons la fonction modulaire mX1(X) = f(X1) +∑
j∈X g

2
X1(j)−

∑
j∈X1 g2

X1(j) que nous cherchons à minimiser. On calcule donc les di�érentes
quantités g2

X1(j) pour j ∈ E. On obtient :
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S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

g2
X1(.) 21 11 8 4 15 18 4 20

En sélectionnant les 2 sous-ensembles avec les coûts les plus faibles, on obtient la solution
{S4, S7}, qui devient la prochaine solution courante (X2). Cette solution a une évaluation
égale à w(X2) = 4.

Troisième itération : Nous dé�nissons la fonction modulaire mX2(X) = f(X2) +∑
j∈X g

2
X2(j) −

∑
j∈X2 g2

X2(j) que nous cherchons à minimiser. On calcule les di�érentes
quantités g2

X2(j) pour j ∈ E :

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

g2
X2(.) 21 11 8 0 15 18 0 20

On obtient donc de nouveau la solution {S4, S7}, qui est la solution optimale pour cette
instance (que l'on peut facilement obtenir par énumération de tous les sous-ensembles de
taille 2).
La garantie de performance de cette méthode est la même que l'algorithme glouton, c'est-à-
dire :

w(X) ≤ 1

1−Kf
w(X∗)

4.5.2 Résultats numériques

Problème de couverture minimale pondéré

Les résultats de l'application de l'algorithme glouton, de la recherche locale (avec solution
de départ générée aléatoirement) et de la méthode basée sur les super-gradients (avec le
super-gradient numéro 2 qui donne les meilleurs résultats) sont donnés à la Figure 4.10
pour le problème de couverture minimal pondéré. Les instances utilisées sont les mêmes
instances que celles décrites en Section 4.3.3. Uniquement le sens d'optimisation a été changé
(maximisation → minimisation). On voit que par rapport au problème de maximisation, les
erreurs sont beaucoup plus grandes, mais que les temps de calcul et nombre de questions
restent similaires. Les erreurs obtenues par la méthode basée sur les super-gradients sont
malheureusement très élevées (plus de 50% d'erreur), et cette méthode ne semble donc pas
très prometteuse pour résoudre ce problème.

Problème de sélection collective

Les résultats pour le problème de sélection collective (en minimisation, les utilités sont
remplacées par des coûts) sont donnés en Figure 4.11. De nouveau, les erreurs sont beaucoup
plus importantes que pour la version en maximisation.
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Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Gradient 2

δ p temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0

4 5.3 19.9 27.7 0.3 11.7 29.2 10.9 0.7 27.8 62.3 2.8

6 7.9 32.6 28.2 0.5 14.6 31.2 10.8 1.6 46.5 60.4 2.9

8 11.4 47.5 25.8 0.8 16.9 33.5 11.1 2.5 66.4 56.4 2.8

0.2

4 3.7 10.7 25.0 0.3 8.7 38.9 9.8 0.4 2.3 68.5 2.8

6 4.8 14.4 26.2 0.5 10.5 38.5 9.9 0.7 2.9 61.1 3.1

8 5.4 14.1 26.2 0.6 12.2 38.6 10.4 0.8 4.2 57.5 3.0

Table 4.10 � Résultats obtenus pour le problème de couverture minimal pondéré.

Glouton Recherche locale (lancement aléatoire) Gradient 2

δ d temps(s) #questions erreur (%) temps(s) #questions erreur (%) NbI temps(s) #questions erreur (%) NbI

0

5 1.2 6.4 5.4 3.3 6.4 4.8 5.7 0.1 3.7 5.7 2.4

10 2.9 14.3 4.1 232.8 12.0 4.1 9.3 0.3 7.3 2.8 2.3

0.2

5 1.3 6.3 5.4 3.3 6.4 4.8 5.7 0.1 3.7 5.7 2.4

10 3.2 13.7 4.2 210.4 12.6 3.9 9.4 0.3 5.7 2.8 2.3

Table 4.11 � Résultats obtenus pour le problème de sélection collective.

4.6 Conclusion du chapitre

Nous avons proposé deux algorithmes interactifs (glouton et recherche locale) combinant
l'élicitation d'une fonction sous-modulaire et la détermination d'un sous-ensemble indépen-
dant optimal sous contrainte de matroïde. Les deux algorithmes admettent des garanties de
performances sur la qualité de la base retournée.

Le compromis entre la qualité des solutions et le nombre de questions de préférences
utilisées dans le processus peut être contrôlé par le paramètre δ utilisé pour dé�nir les regrets
maximaux admissibles. Les deux algorithmes de décision interactifs proposés ici reposent
sur la réduction progressive de l'ensemble des fonctions admissibles jusqu'à ce qu'une base
optimale nécessaire (ou quasi-optimale) puisse être identi�ée. À chaque étape, les réductions
de l'espace des paramètres sont dues aux nouvelles déclarations de préférences obtenues du
décideur. Cela rend le processus de décision sensible aux éventuelles erreurs dans les réponses.
Une suite possible de ce travail serait de développer une approche plus �exible et tolérante aux
erreurs dans la comparaison des solutions. Le dé� serait de conserver la possibilité de fournir
une bonne garantie sur la qualité de la solution �nale tout en conservant de courtes séquences
de questions au décideur dans le but d'acquérir des préférences dans le processus d'élicitation.
Nous avons également vu que les algorithmes pour la minimisation d'une fonction sous-
modulaire donnent une garantie de performance dépendant de la courbure de la fonction
sous-modulaire. Sur les deux problèmes étudiés, ces algorithmes obtiennent des erreurs assez
élevées. Il serait donc intéressant d'adapter les métaheuristiques développées au Chapitre 2
pour ces problèmes a�n de réduire l'erreur en pratique.

Remarquons en�n que nous avons testé notre approche sur deux problèmes spéci�ques,
mais que de nombreux autres pourraient être résolus avec des performances similaires en
raison de la généralité des matroïdes.
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Conclusion et perspectives

Les travaux menés durant cette thèse proposent plusieurs méthodes d'élicitation inter-
actives des préférences pour des problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs. Les
contributions se divisent en deux axes principaux : une première partie qui est basée sur des
métaheuristiques et une seconde partie basée sur des méthodes à garanties de performances
appliquées à des problèmes qui se modélisent sous la forme d'une structure de matroïde.

Le premier chapitre présente les domaines de l'optimisation combinatoire multi-objectifs
et de l'aide à la décision, nécessaires à la compréhension de cette thèse. Ce chapitre met
en exergue la variété d'approches pouvant être utilisées pour résoudre des problèmes multi-
objectifs, et développe les principales approches de résolution exacte et par métaheuristique.
Ce chapitre présente également les modèles décisionnels qui ont été étudiés lors de cette thèse.

Le deuxième chapitre décrit deux méthodes pour résoudre des problèmes combinatoires
multi-objectifs avec préférences imprécisément connues. Le principe commun aux deux mé-
thodes est d'intercaler des questions sur les préférences du décideur avec des étapes d'optimi-
sation a�n de concentrer l'e�ort d'élicitation sur l'obtention des informations préférentielles
nécessaires à la détermination d'une bonne solution pour le décideur. Nous avons d'abord
proposé une approche générale basée sur la recherche locale et l'élicitation incrémentale de
préférences. L'avantage de cette méthode est qu'elle est applicable à des problèmes complexes
pour lesquels il n'existe pas forcément de méthode e�cace pour les résoudre avec préférences
connues. À la suite de ces premiers résultats encourageants, nous avons proposé une autre
méthode heuristique interactive, utilisant cette fois-ci l'approche génétique. Cette méthode
nécessite de béné�cier d'un algorithme de résolution (exacte ou approché) du problème consi-
déré. Ces deux méthodes ont été comparées à des algorithmes issus de l'état de l'art et ont
données des résultats très satisfaisants sur des instances du voyageur de commerce et du sac
à dos multi-objectifs avec une somme pondérée, un OWA et une intégrale de Choquet. De
plus, notre algorithme génétique interactif a obtenu de meilleurs résultats que ceux observés
avec la recherche locale et peut être utilisé sur de plus grandes instances.

Le troisième chapitre introduit deux méthodes d'optimisation interactives combinant l'éli-
citation des préférences avec l'exploration d'ensembles indépendants dans un matroïde, l'une
basée sur la recherche locale et l'autre sur la recherche gloutonne. Ici, questions et optimisa-
tion s'entremêlent a�n de déterminer une solution optimale ou une solution quasi-optimale
si l'on veut économiser quelques questions. Lors de l'exécution de l'algorithme glouton, les
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préférences collectées auprès du décideur permettent d'orienter la construction de la solu-
tion, pour la recherche locale cela permet d'orienter la recherche dans le voisinage. Les deux
algorithmes permettent la détermination d'une base optimale mais admettent une version
permettant d'économiser une quantité signi�cative de questions si un pourcentage d'erreur
est toléré. L'intérêt de notre proposition est qu'elle est assez générale et peut être mise en
÷uvre dans divers problèmes d'optimisation impliquant une structure matroïde. Nous avons
implémenté ces méthodes sur trois problèmes (sélection de sous-ensembles, arbre couvrant
et ordonnancement) sous di�érentes structures de matroïdes (uniforme, graphique et trans-
versale). En�n, nous présentons des tests numériques montrant l'e�cacité pratique de nos
algorithmes en termes de temps de calcul, de nombre de questions et d'erreur empirique sur
ces problèmes.

Dans le quatrième chapitre, nous proposons une adaptation des deux méthodes inter-
actives du chapitre précédent (une recherche gloutonne et une recherche locale) combinant
l'élicitation d'une fonction d'utilité sous-modulaire et la détermination du sous-ensemble in-
dépendant avec approximation dans un matroïde pondéré. Ici, à la di�érence du cas linéaire,
c'est un approximation qui est retournée par nos algorithmes. Nous avons testé ces deux
approches sur deux problèmes spéci�ques, le problème de couverture maximum et le pro-
blème de sélection collective, mais que de nombreux autres pourraient être résolus avec des
performances similaires en raison de la généralité des matroïdes. On note que nous avons
également étudié la minimisation d'une fonction sous-modulaire sur ces mêmes problèmes à
l'aide d'une méthode de descente basée sur les super-gradients pour la minimisation de fonc-
tions sous-modulaires. Des résultats numériques ont été présentés, sur les mêmes instances
que précédemment, avec toutefois des erreurs empiriques beaucoup plus importantes.

Perspectives

Nous présentons maintenant quelques perspectives de recherche que nous trouvons inté-
ressantes au sujet de la résolution par élicitation incrémentale des préférences sur domaine
combinatoire :

Autres problèmes d'optimisation combinatoire multi-objectifs : chacune des méthodes is-
sues des travaux de cette thèse est potentiellement applicable à tout problème d'optimisation
combinatoire multi-objectifs. Tester nos algorithmes sur de nombreux problèmes permettrait
d'évaluer plus �nement leurs performances. On peut citer en particulier le problème classique
du clustering où l'objectif est le traitement de données a�n de les regrouper selon une caracté-
ristique commune [Anderberg, 2014]. Il existe un contexte où l'information préférentielle est
également disponible sur ces données [Mukhopadhyay et al., 2015]. Le clustering étant une
technique d'analyse exploratoire des données, il est par conséquent nécessaire d'utiliser des
méthodes donnant de bons résultats sur des problèmes de grande taille, voire de très grande
taille. Nous pourrions également tester nos algorithmes sur des problèmes et données issus
du monde de l'industrie a�n d'évaluer leurs performances dans des cas plus concret.

Autres heuristiques : en sortant du cadre des matroïdes, des travaux futurs peuvent être
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e�ectués sur la base d'autres méthodes basées sur une recherche locale. On peut citer par
exemple la recherche tabou [Glover, 1986] avec la laquelle nous avons déjà fait quelques
tests préliminaires (non présentés dans cette thèse). Les résultats obtenus sur le problème de
couverture maximale en minimisation sont très encourageants, cependant cet algorithme ne
présente aucune garantie sur la qualité des résultats fournis. On peut aussi choisir d'utiliser
d'autres méthodes de résolution issues de la recherche opérationnelle ou de l'intelligence ar-
ti�cielle. Une hybridation issue de la combinaison entre plusieurs métaheuristiques pourrait
nous permettre d'avoir de meilleures performances, comme c'est le cas pour de nombreux pro-
blèmes d'optimisation combinatoire [Prins, 2009]. Il serait également intéressant d'étudier la
con�guration automatique des heuristiques développées dans cette thèse [Blot et al., 2019].
Par exemple, le paramètre delta, présent dans tous nos algorithmes, est un facteur important
de nos méthodes, car il permet à la fois de limiter le nombre de questions et de diversi�er
la recherche (dans une fonction de voisinage cela permet de ne pas toujours sélectionner
le meilleur des voisins et ainsi d'explorer de nouvelles zones de recherche). Dans nos mé-
thodes, nous avons utilisé une valeur �xée en début d'algorithme, mais il serait intéressant de
considérer des valeurs de delta pouvant varier en fonction de la progression de la méthode.

Stratégie de réduction des paramètres admissibles : dans tous les travaux de cette thèse,
nous avons fait le choix de la CSS [Boutilier et al., 2006] basée sur le minimax regret
[Savage, 1954]. C'est une stratégie largement employée et très documentée. Elle possède aussi
d'autres avantages comme l'explicabilité. Cependant, nous pourrions comparer les résultats
de nos algorithmes avec di�érentes stratégies de collecte des préférences du décideur. On peut
également considérer le fait de poser des questions entre plus de deux solutions.

Borner le nombre de questions : nous avons observé que l'élicitation incrémentale permet
de trouver la meilleure alternative possible avec, en moyenne, un nombre raisonnable de
questions. Lorsque l'on autorise un seuil de tolérance sur la qualité de la solution retournée,
ce nombre devient admissible pour le décideur. Les algorithmes interactifs présentés dans les
chapitres 2 et 3 de cette thèse sont de complexité polynomiale et posent un nombre polynomial
de questions. Cependant, aucune borne supérieure théorique sur le nombre de questions
produites n'a été formulée pour la recherche locale interactive dans le cas sous-modulaire (4).
L'obtention d'une telle borne permettrait d'acquérir une information supplémentaire sur le
coût informationnel de nos algorithmes (coût de communication, complexité des questions).

Gestion des incohérences : les algorithmes de décision interactifs proposés reposent sur
la réduction progressive de l'ensemble des fonctions admissibles jusqu'à ce qu'une solution
optimale (ou quasi-optimale) puisse être identi�ée. À chaque étape, les réductions de l'espace
des paramètres sont dues aux nouvelles déclarations de préférences obtenues du décideur.
Cela rend le processus de décision très sensible aux éventuelles erreurs dans les réponses. En
e�et, si le décideur se trompe à l'une des questions alors la recommandation faite ne sera
pas forcément de bonne qualité. Une suite possible de ce travail serait de développer une
approche plus �exible et tolérante aux erreurs dans la comparaison des solutions. Le dé�
serait de conserver la possibilité de fournir une bonne garantie sur la qualité de la solution
�nale tout en conservant des courtes séquences de questions de préférences dans le processus
d'élicitation. Pour cela, une approche bayésienne pourrait être employée, comme dans l'article
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[Bourdache et al., 2019]. Il faudrait l'adapter à des approches heuristiques.
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